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KAPITEL 1

Einleitung

Das klassische Ziel eines wirtschaftlichen Objekts ist die Maximierung des Gewinns, denn
diese Erfolgsgrofie gibt bei funktionierendem Wettbewerb Aufschluss iiber die Effektivitéit
und Insolvenzgefahr des Unternehmens. Insbesondere auf erwerbswirtschaftliche Versich-
erungsunternehmen wie die Versicherungs-Aktiengesellschaft ist dieses Ziel iibertragbar.!

Gerade deutsche Versicherungsunternehmen sind seit der Deregulierung und Liberalisie-
rung des einheimischen Versicherungsmarktes im Jahre 1994 einem bis dato unbekannten
Preis- und Produktwettbewerb ausgesetzt, so dass die Gewinnerzielung fiir die erfolgrei-
che Behauptung am Markt zur unmittelbaren Notwendigkeit wird.?

Eng verbunden mit dem Ziel der Gewinnmaximierung ist die Ausschiittung von Divi-
denden, deren Hohe im Zuge von Gewinnverwendungsentscheidungen festgelegt werden.?
Das Erwirtschaften eines hohen Gewinns zieht somit die Mo6glichkeit einer héheren Di-
videndenausschiittung nach sich. Die Entscheidung, ob und in welcher Hohe Dividenden
ausgeschiittet werden, obliegt ebenso der Unternehmensfithrung wie die Wahl von gewinn-
bringenden Mafinahmen. Damit aber solche Handlungsmoglichkeiten abgeleitet werden
kénnen, wird der {iberwiegend durch die Schadenszahlungen und Kapitalanlagenerlose
bestimmte zuféllige Periodenerfolg iiblicherweise mittels des Erwartungswertoperators in
eine geeignetere Form transformiert.* Infolgedessen ist das Ziel der Gewinnmaximierung
bzw. die Maximierung der Dividendenausschiittungen sinnvollerweise durch das Maximie-
ren des erwarteten Gewinns bzw. der erwarteten Dividendenausschiittungen zu ersetzen.

1 Vgl. Farny[38](S. 277), Schott[98](S. 78), Mehring[75](S. 37ff), Ferrer[41](S. 47f), Jost[60](S. 28ff) und
Schinzler[96](S. 73).

2 Vgl. Groffmann([48](S. 46f), Settnik [103](S. 5).

3 Vgl. Farny[38](I11.563), Reischel[87] (S. 139fF), Daykin /Pentikiiinen/Pesonen[29](S. 325) und Stenner
[105](S. 148).

4 Vgl. Schradin[99](S. 203f).



2 Kapitel 1. Einleitung

Die Beriicksichtigung von Dividendenausschiittungen als Kriterium zur Unternehmens-
steuerung liegt auch darin begriindet, dass Aktionére eine angemessene Gegenleistung fiir
das der Versicherungs-Aktiengesellschaft zur Verfiigung gestellte Eigenkapital erwarten.
Aus Sicht der Aktionére verliert das Investitionsobjekt , Versicherungsunternehmung® ge-
nau dann an Bedeutung, falls andere Anlagemoglichkeiten auf dem Kapitalmarkt rentabler
erscheinen. Ein Abzug von Aktienkapital kann aber fiir das Versicherungsunternehmen
nicht vorteilhaft sein.’

1.1 Gang der Untersuchung

Das Ziel dieser Arbeit ist ein zahlungsstrombasiertes, stochastisches Gesamtmodell zur
Steuerung einer Versicherungs-Aktiengesellschaft zu entwickeln, welches den speziellen
Merkmalen eines Versicherungsunternehmens Rechnung trégt. Die Hauptaufgabe dieses
mathematischen Modells besteht in der systematischen und zukunftsbezogenen Festlegung
von Mafinahmen zur Erreichung vorher spezifizierter Unternehmensziele wie z.B. der er-
warteten Dividendenausschiittungen. Aus diesem Grund ist die zukiinftige Entwicklung
des Unternehmens auf einem mehrperiodigen Zeitraum ein wesentlicher Bestandteil der
Unternehmenssteuerung.

Dies geschieht gewohnlich durch eine zeitdiskrete Kapitalgleichung der Form ¢
Sip1=5S+B —B*+ R — X, +X[“— D, (—Kosten),

wobei die Bedeutung der Groéflen der Tabelle 1.1 zu entnehmen sind und bewusst von der
bilanziellen Begriffsbildung abweichen diirfen.” Dabei seien die jeweiligen Zufallsvariablen
wie {iblich auf einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 7, P) definiert.

Der aus der Langfristigkeit des Entwicklungszeitraumes begriindeten Dynamik des Kapi-
talzustandes der Versicherungsunternehmung wollen wir mit den Methoden der Markov-
schen Entscheidungsprozesse® begegnen und so ein Steuerungsmodell fiir einen Versicherer
erarbeiten.

Dazu stellen wir im folgenden Kapitel einige Grundbegriffe und Konzepte der Theorie der
Markovschen Entscheidungsprozesse vor und geben die fiir die Modellierung notwendigen
Eigenarten einer Versicherungsunternehmung hinsichtlich der herrschenden Risikosituati-
on und Zielbildung wieder. Letzteres erfolgt im allgemeinen Rahmen, da nicht zwischen

® Vgl. Mehring[75] (S. 43), Daykin/Pentikiiinen/Pesonen[29](S. 391) und Schradin[99](S. 209).

6 Vgl. Daykin/Pentikdinen/Pesonen[29](S. 3f). Eine weitere Kapitalgleichung fiir das Gesamtunterneh-
men ist z.B. auch Schil[94] zu entnehmen.

7 7.B. wollen wir nicht zwischen gezeichneten und verdienten Pramien unterscheiden. Auch die Scha-
densleistungen fallen der Einfachheit halber in voller Hohe an, so dass eine Riickstellungsbildung
vernachlédssigbar ist.

8 Synonym dazu wird auch hiufig der Begriff der Stochastischen Dynamischen Optimierung verwendet.
Generell scheinen die Methoden des Operations Research zur Lésung von Versicherungsproblemen
geeignet zu sein wie die Arbeit von Brockett/Xia[23] zeigt. Dazu gehéren beispielsweise auch die
Arbeiten von Schott[98] und Uebis[108], die mit Hilfe von Markovschen Einscheidungsmodellen ein
Préamiensteuerungsmodell entwickelten.
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Variable Bedeutung
Sy Kapitalstand zur Zeit ¢
B; Pramieneinnahme zur Zeit t
By Riickversicherungspramie zur Zeit t
Ry Kapitalertrag zur Zeit ¢
X zu leistende Schadenszahlung zur Zeit ¢
X/e Schadensanteil des Riickversicherers zur Zeit ¢
Dy Dividendenausschiittung zur Zeit ¢
Kosten z.B. Personal-, Gebdude- und EDV-Kosten

Tabelle 1.1: EinflussgréBen auf das Kapital einer Versicherungsunternehmung

Lebens- und Sachversicherungsunternehmen differenziert werden soll.

In Kapitel 3 stellen wir unser stationdres Grundmodell zur Unternehmenssteuerung auf,
welches wir dann in Kapitel 4 durch die Einbettung von weiteren Geschéftsfeldern eines
Versicherers erweitern werden. Dabei bedeutet Stationaritéiit, dass alle Parameter des Mo-
dells iiber den gesamten Zeithorizont unverdndert bleiben.

Die Annahme der Stationaritdt werden wir in Kapitel 5 geeignet abschwéchen, so dass
die Untersuchung auf ein nichtstationidres Modell abzielt.

Ein weiteres Problem in Bezug auf die Unkenntnis der Verteilungsparameter stellt deren
Schétzung und die Einbeziehung des Schéitzverfahrens in die Bestimmung einer optima-
len Politik zur Unternehmenssteuerung eines Versicherers dar. Dazu werden in Kapitel 6
die klassischen adaptiven Verfahren wie das PEC-Verfahren (Principle of Estimation and
Control) und das Bayes- Verfahren vorgestellt.

Das Kapitel 7 beinhaltet sowohl ein numerisches Losungsverfahren fiir den Fall, dass
eindeutige mathematische Strukturaussagen nicht mehr moglich sind, als auch ein nume-
risches Beispiel zur Veranschaulichung dieses Verfahrens.

Weiteren Modellierungsmodifikationen, die eigentlich nicht Gegenstand dieser Arbeit sind,
widmen wir uns in Kapitel 8.

Mit dem Resiimee der entwickelten Ergebnisse, der Klassifizierung in bestehende Mana-
gementkonzepte und dem Ausblick auf weitere Moglichkeiten dieses Steuerungsmodells in
Kapitel 9 schliefit diese Arbeit ab.
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1.2 Abgrenzung zur bestehenden Literatur

In der Vergangenheit haben sich einige Modellierungsansétze zur Steuerung von Versich-
erungsunternehmen in der aktuariellen Literatur etabliert. Dazu gehoren sowohl die sto-
chastischen Simulationsmodelle® als auch die Modelle der Wertorientierten Steuerung.'®

Ein weiterer hidufig verwendeter Ansatz sind jene Modelle, deren Zielfunktional die Ma-
ximierung der erwarteten Dividendenausschiittungen ist, wobei jiingere Konzepte der
Ausschiittungsmodelle die Optimierung iiber einem zeitstetigen Horizont verfolgen.'* Ob-
wohl das Kapital stdndigen Zu- und Abfliissen von Geldbetragen ausgesetzt ist, erscheint
die Verwendung einer diskreten Zeitachse mit konstanten Periodenldngen sinnvoller zu sein
als die Beriicksichtigung einer stetigen Zeitachse, da die Entscheidungen auf Grund einer
griindlich ermittelten Entscheidungsgrundlage wie z.B. eines Geschéftsberichts oder ei-
ner Ergebnisrechnung getroffen werden, deren Erstellung quartalsweise, halbjahrlich oder
jahrlich erfolgt.!?

Die Basis der zeitdiskreten Ausschiittungsmodelle bildet die Arbeit von De Finetti[30] aus
dem Jahre 1957. Ausschlaggebend dafiir war die fiir die Praxis ungeeignete Verwendung
der Ruinwahrscheinlichkeit als Zielfunktional.'® In den Arbeiten von Borch[20][21] wurde
das Optimierungsproblem schliellich fiir einen reellen Zustandsraum betrachtet. Zudem
wurde auch die Wahl der optimalen Riickversicherungsentscheidung beriicksichtigt.

Die Verwendung von Risikonutzenfunktionen bei Markovschen Entscheidungsmodellen®
ermoglichte die Konstruktion von risikosensitiven Ausschiittungsmodellen, in denen die
Geldbetrige anhand der Risikosituation bewertet werden.!®

Obwohl es bei der Bildung eines stationdren Modells sicherlich Beriihrungspunkte mit
der bestehenden Literatur geben wird, liegt einer unserer Schwerpunkte in der Entwick-
lung eines stationédren Gesamtmodells, da oftmals nur Teilgeschéftsfelder eines Versi-
cherers beriicksichtigt wurden. Des Weiteren sind die nichtstationdren und adaptiven

9 Diese Modelle generieren die kiinftige Kapitalentwicklung eines Versicherers mit Hilfe von Monte-
Carlo-Simulationen. In diesem Kontext wird auch von Dynamic Financial Analysis(DFA) gesprochen.
Vgl. beispielsweise Beard /Pentikiinen /Pesonen[12], Bonsdorff[19], Pentikiinen[80], Lowe/Stanard[69),
Warten/Sommer[110], Kaufmann/Gadmer/Klett[63] und Daykin/Pentikéinen/Pesonen[29].

10 Das Ziel der Wertorientierten Steuerung ist die Maximierung des Marktwertes des Eigenkapitals, d.h.
jede Aktivitdt wird mit einem Risiko verbunden und diesbeziiglich bewertet.

Vgl. Nell/Pohl[76], Zietsch/Fiirtjes[119], Dotterweich[34] und Groffmann[48].

1 Ohne den Anspruch auf Vollstiindigkeit verweisen wir auf Béuerle[11], Albrecher/Hartinger /Tichy[3],
Tapiero[107](S. 2301f), Gerber/Shiu[47] und Mérmol/Claramunt/Alegre[72] und die dort angegebene
Literatur.

12 Vgl. Schott[98](S. 81), Wenninger[111](§ 2.4) und Beard /Pentikiinen/Pesonen[12](S. 9).

13 Es existieren aber auch Arbeiten z.B. von Schl[94] und Groniowska/Niemiro[49], welche die Mini-
mierung der Ruinwahrscheinlichkeit als Optimierungskriterium zur Steuerung des Kapitalprozesses
beinhalten.

14 Vgl. Howard/Matheson[57] und die in Jaquette[59] angegebene Literatur.

15 Tn diesem Zusammenhang sind auch die Arbeiten von Reischel[87], Stenner[105], Pechlivanides|79]
und Frisque[43] zu sehen.
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Ausschiittungsmodelle in den zuvor genannten Arbeiten bisher noch nicht erfasst wor-
den. Diese beiden Ansitze sollen in dieser Arbeit auch ausdriicklich behandelt werden.
Vor allem die adaptiven Ausschiittungsmodelle setzen eine geeignete Zielbildung voraus,
so dass fiir den stationéren Fall ebenfalls die Untersuchung hinsichtlich der diskontierten
Ausschiittungen erfolgen soll.






KAPITEL 2

Grundlagen

2.1 Das Markovsche Entscheidungsmodell

In diesem Abschnitt wird ein Markovsches Entscheidungsmodell vorgestellt, welches eine
optimale Politik zur Steuerung eines Versicherungsunternehmens festlegt. Dabei handelt
es sich um ein dynamisches System, welches sich zu den Zeitpunkten ¢ = 0,...,7T" in einem
Zustand s; € S befindet, wobei S die Menge aller moglichen Zustédnde sei und sy = s den
Anfangszustand beschreibt (s. Abbildung 2.1). Die zeitliche Entwicklung des Systems soll

Abbildung 2.1: Ablauf eines dynamischen Systems

@ Entscheidung @

Zustandb Ubge;gz?zgs- mp Zustand

¢ %

[stochastischer Einflussa

sowohl vom Zufall (per Storparameter) als auch vom EinfluB des Beobachters (Entschei-
dungen/Aktionen) abhédngen. Der Ubergang des Systems von s; nach s;,1 erfolgt gemafl

7
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der stationéren Verteilung Q(-|s;, a;), falls der Entscheider zum Zeitpunkt ¢ die Aktion
a; aus einer Menge von Aktionen A wéhlt und sich das System im Zustand s; befindet.
Durch den Zustand des Systems und die Wahl der Entscheidung treten (einperiodige)
Erlose auf, die iiber den Entscheidungszeitraum 7' zu optimieren sind.

Es wird iiberwiegend Bezug auf Herndndez-Lerma/Lasserre[53|(§ 2) genommen, da dis-
krete Markovsche Entscheidungsprozesse mit abzahlbaren Zustands- und Aktionsraumen
(wie z.B. in Bertsekas[15], Derman(31], Puterman|[84], Schal[93], White[112]) zwar die
Beweise fiir fundamentale Losungsansétze vereinfachen, aber fiir die spéater verwendeten
Modellierungsgréfien ungeeignet sind, da die Modellierung von versicherungs- und finanz-
mathematischen Groflen auf den reellen Zahlen erfolgt. Noch allgemeinere Zustands- und
Aktionsrédume als die verwendeten Borel-Rdume werden bei Hinderer[54](§ 2) untersucht.

Definition 2.1.1 (Borel-Rdume)' FEin topologischer Raum (X, Q) ist immer mit ei-
ner Borel-o-Algebra Bx wversehen, d.h. mit der kleinsten o-Algebra, welche alle offenen
Teilmengen von X enthdlt. Ein topologischer Raum (X, Q), welcher homdomorph zu ei-
ner Borelschen Menge eines vollstindigen und seperablen metrischen Raumes ist, heifit
Borel-Raum.

Beispiele hierfiir sind R™ mit der gewéhnlichen Topologie, jede abzdihlbare Menge mit der
diskreten Topologie und das Produkt einer (endlichen oder abzihlbaren) Folge von Borel-
Réaumen.

Die vorangegangene Beschreibung eines Markovschen Entscheidungsmodells liefert die
folgende formale Definition.

Definition 2.1.2 (Markovsches Entscheidungsmodell)
Fin stationdres Markovsches Entscheidungsmodell ist ein Tupel (S, A, {A(s)|s € S}, Q, ),
bestehend aus

1. einem Zustandsraum S mit zugehoriger o-Algebra &, welcher ein Borel-Raum ist
und dessen Elemente s € S Zustinde genannt werden,

2. einem Aktionsraum A mit zugehoriger o-Algebra 2, welcher ein Borel-Raum ist und
dessen Elemente a € A Aktionen bzw. Entscheidungen heiffen,

3. einer Familie { A(s)|s € S8} von nichtleeren messbaren Teilmengen von A, wobei die
Menge A(s) die zuldssigen Aktionen enthdlt, falls sich das System im Zustand s € S
befindet und die Menge der zuldssigen Zustands-Aktions-Paare

K:={(s,a)|]s € S,a € A(s)}
eine messbare Teilmenge von S x A ist,
4. einem Ubergangswahrscheinlichkeitsmafi Q von K nach S und

5. emner emmperiodigen messbaren Erldsfunktion r 1 K — Rxq.

1 Vgl. z.B. Herndndez-Lerma[52](S. xiv) und Bertsekas/Shreve[16](§ 7.3).
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Das obige Markovsche Entscheidungsmodell wird als stationdr bezeichnet, weil seine Kom-
ponenten nicht von einem zusétzlichen Zeitparameter ¢ abhéngen. Um sicherzugehen, dass
die Menge der Entscheidungspolitiken nicht leer ist, stellen wir an die Menge K aufler der
Messbarkeit noch einen zuséatzlichen Anspruch.

Annahme 1 Die Menge K enthdlt den Graphen einer messbaren Funktion von & nach
A, d.h. es existiert eine messbare Funktion f : S — A so, dass f(s) € A(s),Vs € S.

Solche Art von Aussagen, die eine Formulierung der Form ,Es existiert eine messba-
re Abbildung...“ verwenden, werden Auswahl- oder Selektionssidtze genannt. Einen Se-
lektionssatz werden wir im néchsten Abschnitt zur Losung eines zeitlich beschrankten
Markovschen Entscheidungsmodells heranziehen. Zur Vervollsténdigung des Markovschen
Entscheidungsmodells ben6tigen wir nun noch die Bezeichnung der Vorgeschichte und der
Politik.

Definition 2.1.3 (Vorgeschichte) Fiir ein Markovsches Entscheidungsmodell wie in
Definition 2.1.2 sei fiir jedest = 0,1, ... die Menge H, der zuldssigen Vorgeschichten bis
zur Zeit t wie folgt definiert:

H =K'xS=Kx H,_, firt=0,1,... mit Hy:= S
und K wie in Definition 2.1.2(Teil 8). Eine mdgliche Vorgeschichte hy € Hy wird darge-

stellt durch einen Vektor der Form

ht == (807 ag, ... St—1,Ar—1, 8t)7

wobei (s;,a;) €K firi=0,..,t—1 und s; € S gilt.

Definition 2.1.4 (Politik) Es sei F die Menge aller messbaren Funktionen f:S — A
mit f(s) € A(s) fir alle s € S, welche Entscheidungsregeln genannt werden.

1. Fine Folge m = {f;} = (fo, f1,-..) von Funktionen f;, € F heifit deterministische
Markov-Politik.

2. Falls die Entscheidungsregeln f, € F unabhdngig von t sind, so heifst die Folge
m ={fi} mit fy = f (deterministische) stationére Politik.

Die Menge aller deterministischen Markov-Politiken wird mit 11, bezeichnet.

Da gemafl Annahme 1 die Menge K nichtleer ist, trifft dies auch auf die Menge F zu.
Zudem wollen wir uns auf deterministische Politiken beschrénken, welche zur Untersu-
chung von allgemeinen Strukturaussagen im Entscheidungsmodell besser geeignet sind
als randomisierte Politiken.
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Bemerkung 2.1.5 Fine deterministische Politik gemdaf Definition 2.1.4 kann als Son-
derfall einer randomisierten Politik aufgefasst werden, da in diesem Fall das Wahrschein-
lichkeitsmaf m(-|he) auf A fir alle hy € Hy gleich dem Dirac-Maf$ mit Trager { fi(s¢)}
bzw. {f(s;)} entspricht.

Mit Hilfe der Definitionen 2.1.3 und 2.1.4 kénnen wir nun einen Wahrscheinlichkeitsraum
konstruieren, um damit ein geeignetes Zielkriterium wie etwa die erwarteten Erlose bei
Verwendung einer Politik 7 € I, zu definieren. Dazu sei (2,7, Fys) ein Messraum mit
dem Produktraum Q,; = Sy x Ay X S; X A; X ... und der zugehorigen Produkt-o-Algebra
Fur. Jedes w € Q) definiert daher fiir alle ¢ > 0 eine Folge der Form:

w = (S0, g, $1,a1, S2, a2, . ..), Sy € Sy, a; € Ay,

wobei s; und a; Projektionen von €2, auf die jeweiligen Mengen S; und A; seien. In diesem
Zusammenhang ist auch die Menge H; der zuléssigen Vorgeschichten als Restriktion von
Qs zu sehen. Der Satz von Ionescu-Tulcea liefert fiir jede gegebene Markov-Politik 7 =
{m} € II); und gegebenen Anfangszustand sy = s € Sy die Existenz eines eindeutigen
Wabhrscheinlichkeitsmafles PT auf (€2, Fas) als Koppelung

Psﬂ(dS(), dCLQ, dSl, dal, .. ) = 58(6180) 7T0(da,0|$0) Q(d$1|80, a()) 7T1(d&1|80, ap, 81) e

wobei 0, das Dirac-Mafl mit Tréger {s} sei. Ist S; : Qy — S, die Projektion von Q,; nach
S;, dann gibt die Zufallsvariable

Ri(w) := Z (S, f:(St))

t=0

den Gesamterlos durch Wahl der Politik m an. Abschlielend wollen wir noch die Markov-
FEigenschaft zeigen.

Bemerkung 2.1.6 (Markov-Eigenschaft) Aus der Struktur von K und Q) ergibt sich
fiir alle C € &, hy € Hy und t > 0 die folgende Figenschaft der Wahrscheinlichkeitsmafse
Pr mit T € HM N

s

Pr(Sp1 € Clh, fise)) = / Pr(dsvale fi(s2))

_/ P (dhy, da)Q(dsi1]se, fi(st))
o C Ps”(dht,dat)

= Q(C|St7ft(st)>

und somit die Giiltigkeit der Markov-FEigenschaft fiir die Stochastischen Prozesse (S, t =
0,1,.. ) (Z’LLf(QM,fM,PSW),TF € II,,.
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2.1.1 Optimierung bei einem beschrinkten Zeithorizont

Wir wollen nun einen Losungsalgorithmus fiir ein Markovsches Entscheidungsmodell wie
in Definition 2.1.2 bei einem beschrankten Zeithorizont T" < oo angeben, wobei als Ziel-
funktional die Maximierung des erwarteten Gesamterloses {iber T'

T-1

V(m,s) = E | r(Si filS) +re(Sr) | - (2.1.1)

t=

betrachten werden soll, falls das System in s startet. Dabei stellt 1 eine gegebene messbare
Funktion auf § dar, welche als terminale Erlosfunktion bezeichnet wird. Formal definieren
wir

V*(s) := sup V(m,s) (2.1.2)

wellps

und nennen V*(s) Wertfunktion. Damit ldsst sich das Optimierungsproblem auch so for-
mulieren:

Definition 2.1.7 (Optimalitit) Fine Politik ©* € 1l heifst optimal, falls fir alle
s €S gilt: V(r*,s) = V*(s).

Das obige Optimierungsproblem kann nun stufenweise gelost werden. Dies besagt der
folgende Satz iiber die Dynamische Programmierung.

Satz 2.1.8 (Dynamische Programmierung) Es seien Vo, Vi,...,Vp von t =T bis
t =0 Funktionen auf S, welche rekursiv definiert sind durch

Vr(s) :==rp(s) (2.1.3)
und
Vi(s) := max {r(s, a) + / Vi1 (s) Q(ds'|s, a)} firt=T-1,...,0 (2.1.4)
s S
und daber rekursiv als messbar nachgewiesen seien, und fiir jedest =0,..., T — 1 gebe es

eine Entscheidungsregel fi(s) € F so, dass fi(s) € A(s) fir alle s € S das Mazimum von
Vi(s) erreicht, d.h.

Vi(s) = r(s, fi(s)) + /SVtH(s') Q(ds'|s, fi(s)), Vs e S. (2.1.5)

Dann ist die daraus resultierende (deterministische) Markov-Politik 7 = (fo, ..., fr—1)
optimal und fir die Wertfunktion V*(s) gilt:

V*(s) = V(s) =V(n",s), VseS. (2.1.6)

Bewets: S. Hernandez-Lerma/Lasserre[53](Theorem 3.2.1) fiir Kosten. W
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Bemerkung 2.1.9 (Vorwértsform) Gegeben seien die Funktionen Vi wie in (2.1.3) und
(2.1.4). Dazu definieren wir v, :== Vp_y firt = 0,...,T. Dann ldsst sich der Lisungsal-
gorithmus der Dynamischen Programmaierung in der ,Vorwdrtsform*® darstellen als

vo(s) = rr(s), wi(s) = max {r(s,a) - /Svt_l(s') Q(d8'|s,a)} (2.1.7)

A(s)
firt=1,...,T. Zudem mazimiert f, :== fr_, (2.1.7), falls (2.1.5) fiir f, € F gilt.

Der Satz 2.1.8 stellt an das Markovsche Entscheidungsmodell den Anspruch, dass die
Funktionen V;(s) wie in (2.1.4) messbar seien und ihr Maximum erreichen. Mit einigen
topologischen Hilfsmitteln lasst sich nun ein Selektionssatz angeben, den wir spéter fiir
reelle Zustands- und Aktionsraume angleichen wollen. Die Herleitung der folgenden topo-
logischen Ergebnisse ist Schél[91](§ 9) zu entnehmen.

Dazu kann auf der Menge C(.A) aller nichtleeren, kompakten Teilmengen eines metrischen
Raumes (M, d) eine Hausdorff-Metrik H definiert werden durch

H(Cy,Cy) = max{ sup d(cy, Cy), sup d(C1702)}

c1eCq co€eCly

mit d(cy,Cy) = inf.eo,(c1,c2). Ist (M, d) separabel, dann ist (C(.A), H) ein separabler
metrischer Raum. Seien weiterhin S und A Borel-Réume mit zugehérigen o-Algebren &
und 2, so heifit eine mengenwertige Abbildung D : S — C(A) (Borel-)messbar, falls sie
messbar beziiglich der Borel-o-Algebra auf (C(A), H) ist. Dann gilt aber auch fiir den
Graphen von D:

K:={(s,a)ls € S,ae D(s)} € G2

Zudem heiflit die mengenwertige Abbildung D nach oben halbstetig, falls fiir jede offene
Teilmenge A’ von A die Menge {s € S|D(s) C A’} offen in S ist.

Ist v : M — R eine reellwertige Funktion auf einem metrischen Raum (M, d), so heiit v
nach oben halbstetig, falls fir jede Folge (m,)nen in M, welche gegen m € M konvergiert,
gilt: limsup,, . v(m,) < v(m).

Satz 2.1.10 (Allgemeiner Selektionssatz) Es sei die mengenwertige Abbildung D :
S — C(A) (Borel-)messbar und die Funktion v : K — R nach oben halbstetig in a € D(s)
fiir alle s € §. Dann existiert eine Entscheidungsregel f : S — A so, dass

v(s, f(s)) = sup (s, a)

a€D(s)
gilt, und die Funktion v*(s) = sup,cps) v(s, a) ist messbar.

Bewets: S. Schil[91](Theorem 12.1). W
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Satz 2.1.11 (Selektionssatz fiir reelle Zustands- und Aktionsrdume)
Gegeben seien zwei Messriume (S, 6) = (R™,B™) und (A,d) = (R™,B") mit m,n € N.
Fiir jede stetige und beschrinkte Funktion u:S — R ist

u*(s) = sup) {r(s,a) +/Su(s') Q(ds'|s,a)} (2.1.8)

acAls

messbar und es existiert eine Entscheidungsregel f € F so, dass (2.1.8) fiir alle s € S sein
Mazimum bei f(s) € A(s) erreicht, falls folgende Bedingungen erfillt sind:

1. Die Menge A(s) ist kompakt fiir alle s € S.
2. Die einperiodige Erlosfunktion r : K — R st stetig.
8. Die Funktion (s, a) = [su(s") Q(ds'|s,a) ist stetig auf K.

Beweis: Die Messbarkeit von (2.1.8) erfolgt wegen der Kompaktheit von A(s) C R”
durch die Borelsche (Teil-)Menge

K:={(s,a)ls € S,a € A(s)} e G A

Es bleibt {ibrig zu zeigen, dass das Maximum von (2.1.8) bei f(s) € A(s) erreicht wird.
Dies ist wegen der Stetigkeit von 7(s,-) + (s, -) auf einem Kompaktum gewéhrleistet. W

Falls (2.1.8) sein Maximum erreicht, so wollen wir anstatt sup lieber maz schreiben. Daher
weisen wir im weiteren Verlauf der Arbeit die Existenz eines Maximums mit Hilfe von
Satz 2.1.11 nach.

2.1.2 Optimierung bei einem unbeschrinkten Zeithorizont - die
diskontierten Erlose

Das Ziel dieses Abschnitts ist die Herleitung einer optimalen Politik fiir ein Markovsches
Entscheidungsmodell wie in Definition 2.1.2 bei einem unbeschrankten Zeithorizont mit
T = oo. Dabei sollen die bzgl. P erwarteten diskontierten Erlose

Vooalm,s) == ET

Za (S, fi St))] melly,seS (2.1.9)

t=0

durch Wahl einer Politik 7 maximiert werden, wobei o € (0, 1) ein gegebener Diskontie-
rungsfaktor sei. Die zugehorige Wertfunktion werde mit

V3 a(s) :==sup Vg o(m,5),¥s € S (2.1.10)

15,

bezeichnet. Dartiiber hinaus sei

Voa(m,s) := EY

ioztr(St,ft(St))] , T € HM, S € 8 (2111)
t=0
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der n-stufige erwartete Erlos bei Verwendung der Politik 7, falls das System in s startet.
Dann ldsst sich Vg o(7, s) durch den Satz von der monotonen Konvergenz auch darstellen

als
lim V, (7, 8) = Vo ul(m, 5). (2.1.12)

Durch die Diskontierung der kiinftigen Zahlungen erfolgt eine zeitliche Praferenzstruktur
des Entscheiders, welche den fritheren Erlésen eine hohere Bedeutung beimisst als spéateren
Erlosen.

In diesem Abschnitt nehmen wir groBtenteils Bezug auf Hernandez-Lerma/Lasserre[53]
(Kapitel 4), wobei dort das Optimierungsproblem fiir eventuell unbeschrinkte Kosten be-
handelt wird. Jedoch ist eine entsprechende Behandlung des Optimierungsproblems fiir
beschriankte Erlose moglich. Wir beginnen mit den Voraussetzungen unseres Optimie-
rungsproblems.

Annahme 2 Fiir ein Markovsches Entscheidungsmodell wie in Definition 2.1.2 gelten
bei einem unbeschrdankten Zeithorizont folgende Bedingungen:

1. Die Menge A(s) ist kompakt fiir alle s € S.
2. Die einperiodige Erlosfunktion v : K — Rxq ist nach oben halbstetig und beschrinkt.

8. Die Funktion u(s,a) = [su(s') Q(ds'|s, a) ist stetig und beschrinkt auf K fir jede
messbare und beschrinkte Funktwn u(s) auf S. Insbesondere ist die Funktion u(s,a)
auch nach oben halbstetig, da stetige Funktionen nach oben und nach unten halbstetig
sind.

Durch Annahme 2 ist die Existenz von Vi, o(m, s) gesichert, denn es gilt mit r’ € R:

!/

0<r<r = 0<Viea(ms) < 5 " v (2.1.13)

Die Halbstetigkeit nach oben der Funktionen r(s,a) und u(s, a) setzt sich auch bei den
folgenden Kompositionen dieser beiden Funktionen fort.

Lemma 2.1.12 Es sei M ein metrischer Raum und v,w : M — R nach oben halbstetige
Funktionen. Dann sind auch die Funktionen a-v mit o > 0 und v+w nach oben halbstetig.

Beweis: S. Ash[7](Anhang A6).

Im vorherigen Abschnitt haben wir den Ansatz der Dynamischen Programmierung bei
einem beschrénkten Zeithorizont kennengelernt. Fiir die entsprechende Wertfunktion gilt
(fiir diskontierte Erlose und in der Vorwéartsform - s. Bemerkung 2.1.9):

vp(8) := max {r(s, a) + « / vn_1(s") Q(dS'|s, a)}, VseS n=1,2... (2.1.14)
A(s) S
mit vg(.) = 0 und
vn(s) = sup Vy, o(m, s),Vs € S. (2.1.15)

1157}
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Unser Ziel ist es, die Wertfunktion V} (s) als Grenzwert der Folge von Wertfunktionen
fiir den beschrinkten Zeithorizont darzustellen, also:

Vi a(s) = lim v, (s).

Dieser Losungsweg wird Sukzessive Approzimation genannt und die Wertfunktionen v,,(s)

heilen Wertiterationsfunktionen. Dazu fithren wir nun die Operator-Schreibweise ein.

Definition 2.1.13 Es bezeichne M,(S) den (Banach-)Raum der beschrinkten und mess-
baren Funktionen auf S, welcher mit der Supremumsnorm |||« versehen ist. Fir jede
Funktion u € My(S) wird die Funktion Lu durch

Lu(s) := max) {r(s, a) + oz/Su(s') Q(ds'|s, a)} (2.1.16)

acA(s

auf S definiert.

Durch den Operator L lassen sich die Wertiterationsfunktionen wie in (2.1.14) auch fol-
gendermaflen ausdriicken:
Un(s) = Lvp_1(s),n > 1

mit vg := 0. Auerdem besitzt der Operator L folgende Eigenschaften.

Lemma 2.1.14 Es gelte Annahme 2. Dann folgt:
a) Fir jedes u € My(S) gilt Lu € My(S).

b) FEs existiert eine Entscheidungsregel f € F mit

Lu(s) = Lyu(s) =r(s, f) + a/ u(s") Q(ds'|s, f),Vs € S.

S
c) Seiu € My(S) mit u < Lu gegeben. Dann gilt auch uw <V .

Beweis: Der Nachweis von Teil a) und b) erfolgt wegen Annahme 2 und u € My(S)
durch Satz 2.1.10, da die Funktion v(s,a) := r(s,a) + o [gu(s") Q(ds|s, a) nach Lemma
2.1.12 nach oben halbstetig ist.

Fiir den Beweis von Teil ¢) sei nun eine Funktion u € My(S) so gegeben, dass diese
Funktion der Ungleichung v < Lu geniigt. Nach Teil b) existiert zu Lu ein f € F mit

uls) < (s f) [ uls) QS5 ),
S
Iterieren dieser Ungleichung ergibt

n—1

Zatr(sta )

t=0

u(s) < EY + "Bl u(S,)], ¥vn > 1,s € S, (2.1.17)
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wobei EY[u = [su(s)Q"(ds'|s, f) und Q"(:]s, f) der n-stufige Ubergangskern des
Markov—Prozesses (Sy) 1st falls die deterministische Politik f* verwendet wird. Wir
konnen nun die Funktion u(s) wie in (2.1.17) weiter abschétzen:

u(s) < B[S atn(S, )| +on / u(s') Q"(ds']s, f)
1=0 | S

IA
&
v,

_oztr St, a U ||oe Q" (ds'|s,
> a'r(so )| + /SH oo Q"(ds']s, f)

= BN (S, )| + o [ s -

Der Grenziibergang von u(s) < Ef[S27) a'r(S;, f)] + a” || u || fiir n — 0o ergibt nun:
u(s) < Voo,a(fr8) SVZ 4(s). W

Als nichstes zeigen wir, dass sich der Fizpunktsatz von Banach zur Ermittlung von V (s)
durch die Folge (v, (s)),>1 eignet und sich daraus eine optimale (deterministisch stati-
oniire) unbeschrinkte Politik fiir die diskontierten Erlése ergibt.?

Satz 2.1.15 FEs gelte Annahme 2. Dann gilt:
1. Der Operator L ist eine Kontraktion.

2. Der Wert v* = lim,,_, o v, st die eindeutige Lésung von Lv* = v* und es gilt sogar
v* =V (s) (Konvergenz der Wertiterationsfunktionen,).

3. Fine deterministisch stationdre und unbeschrdinkte Politik f* = (f, f,f,...) ist
genau dann optimal, wenn LV (s) = LV ,(s) gilt. Fir V ,(s) gilt dann auch:

Voz’a(s) = LfVoza(s) = Lv* =v*.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass L eine Kontraktion ist. Fiir zwei Funktionen f und
g aus M,(S) gilt

F<gt I f =9l

und somit wegen der Monotonie des Operators L

Lf < Lg+ 11 f =9 llso)- (2.1.18)

2 Dieser Zugang findet sich auch bei Bertsekas/Shreve[16](Kapitel 4) wieder.
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Fiir die rechte Seite von (2.1.18) ergibt sich

Lig+ | f=gll) = max{r(s.a)+a / [9()+ 1| £ = 9 1] Q(ds5. )}

A(s)

(s)
= max {r(s,a) +0z/Sg(8') Q(ds"s,a)} +all f—glw

A(s)
= Lg+al f—glew

= mx{rs.@) +all £ =g e +o [ o) QU150

und somit die Ungleichung Lf < Lg+ a || f — g ||so- Zudem koénnen wir f und g
vertauschen und es folgt

Lg<Lftoalf-9gl«-
Durch Lf —Lg<al| f—g|lound Lg— Lf < a | f — g || ergibt sich

| Lf —Lg|lse< all f=9lloe, O0<a<l

und somit ist L eine Kontraktion.?

Da L eine Kontraktion ist, existiert nach dem Fixpunktsatz von Banach eine eindeutige
Losung v* € M,(S) so, dass Lv* = v* gilt. Des Weiteren konvergiert die Folge der iterierten
Wertfunktionen v,, = Lv,,_1 gegen den Fixpunkt v*. Daher bleibt nur noch v* = V(;g,a Al
zeigen. Wegen (2.1.15) folgt

Un(8) > Vialm,s), Vn,m,s,
d.h. fiir den Grenzwertiibergang n — oo ergibt sich
v > Valm,s), Vm,s.

Da die Ungleichung fiir alle Politiken gilt, ergibt sich v* >V ,(s). Die Umkehrung folgt
aus Lemma 2.1.14[Teil c)], da v* = Lv* impliziert, dass v* < V3 (s) gilt.

Fiir den Beweis von Teil 3 gilt nach (2.1.10): Wenn die Politik fZ optimal ist, dann folgt
Veoa(f2r8) = VZ o(8). Wegen Vg o(f%,, 5) € My(S) nach (2.1.13) gibt es fiir LV o(f5%, 5)

[e.e]

gemifl Lemma 2.1.14(Teil b) eine optimale Entscheidungsregel f € FF so, dass gilt

Lfvoo,a(f:oa 5) = LVOO,a(f;koa s).

Da sich Vig o(f%;s) durch V (s) ersetzen lisst, erhalten wir das gewiinschte Ergebnis.
Dann gilt aber auch

LfV;a(s) = LV;’Q(S) =" =v* = V;’a(s). [ |

3 Die Beweisidee findet sich auch in verkiirzter Darstellung in Dynkin/Yushkevich[36](S. 136) wieder.
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2.1.3 Optimierung bei einem unbeschrinkten Zeithorizont - die
durchschnittlichen Erlése

In diesem Abschnitt soll ein Losungsweg fiir ein Markovsches Entscheidungsmodell darge-
stellt werden, falls das Zielkriterium die Maximierung der langfristig erwarteten Erlése pro
Zeiteinheit bei einem unbeschriankten Zeithorizont ist. In diesem Zusammenhang sprechen
wir von durchschnittsoptimalen Erlosen.

Es sei wiederum ein Markovsches Entscheidungsmodell wie in Definition 2.1.2 gegeben.
Das Optimierungsproblem lésst sich wie folgt ausdriicken:

Mit den erwarteten totalen n-stufigen Erldsen

n—1
ET | r(Si fi(S)) ] (2.1.19)

t=0

bei Wahl der Politik m und Start in s sind die erwarteten durchschnittlichen Erldse defi-
niert durch B
Voo(m, s) := liminf V,, (7, s) /n. (2.1.20)

n—oo

Somit ist eine durchschnittsoptimale Politik m* gekennzeichnet durch

Voo (1%, 8) = sup Vo (1, 8) =: V2 (s),Vs € S. (2.1.21)
I

Annahme 3 FEs gelten folgende Bedingungen:
1. Die Menge A(s) ist kompakt fir alle s € S.

2. Die einperiodige Erlosfunktion r : K — R ist beschrinkt und fir alle s € S ist
r(s,a) stetig in a € A(s).

3. Fiir alle s € § und jede beschrinkte und messbare Funktion h : & — R ist
Jsh(s") Q(ds'|s,a) stetig in a € A(s).

Satz 2.1.16 FEs gelte Annahme 3. Weiterhin sei h : S — R eine beschrdankte und messbare
Funktion und p* eine Konstante so, dass gilt:

P+ h(s) = max {r(s, a) + /S h(s") Q(ds'|s, a)}, Vs e S. (2.1.22)

acA(s

Falls eine Entscheidungsregel f(s) € A(s) die rechte Seite von (2.1.22) mazximiert, d.h.

p ) = 15, 0)+ [ W) Qs ). ¥ € S,
S
so ist die stationdre Politik f* = (f, f, f,...) durchschnittsoptimal und es gilt
VZi(s) = Veo(fl,s) = p*, Vs € S. (2.1.23)
Bewets: S. Hernandez-Lerma[52] (Theorem 2.2, S. 53).
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2.2 Versicherungswirtschaftliche Grundlagen

In diesem Abschnitt sollen versicherungswirtschaftliche Grundlagen insoweit vorgestellt
werden, als sie bei der spiteren Konstruktion eines Markovschen Entscheidungsmodells
eine Rolle spielen. Zunéchst mufl der Begriff des Risikos gekldart werden, da Risiken dem
stochastischen Einflul im Modell entsprechen. Es werden die wichtigsten im Versicher-
ungsunternehmen auftretenden Risikoarten vorgestellt. Die Abhandlung iiber Risikomafie
schliefit das Themengebiet ,,Risiko* ab.

Danach werden die Unternehmensziele eines Versicherungsunternehmens behandelt, aus
denen schliellich ein geeignetes Optimierungskriterium gewéhlt wird.

2.2.1 Risiko, Risikoarten und Risikomafle

Der Begriff Risiko hat eine Vielzahl von Bedeutungen. Ganz allgemein wird der Begriff
Risiko fiir die Beschreibung einer Situation gebraucht, in der das Ergebnis unsicher ist.
Oft wird der Begriff Risiko als Variabilitiit um einen erwarteten Wert bezeichnet.?

Definition 2.2.1 (Risiko)® Die Menge Q) aller Zustinde in der Natur beinhaltet die Er-
gebnisse von speziellen Zufallsexperimenten (z.B. Aktienkurse oder Schadenhéhen). Die
fiir einen Teilaspekt des Gesamtexperiments erforderlichen Informationen (z.B. Aktien-
kurse) werden fiir jedes w € Q0 durch die Zufallsvariable M : Q@ — M beschrieben, wobei
in dieser Arbeit grofitenteils M =R gilt.

Dann nennen wir M ein Risiko und die Menge aller Risiken bezeichnen wir mit G.

Die obige Definition eines Risikos ist bewusst sehr allgemein gehalten, da besonders in
einem Versicherungsunternehmen verschiedene Arten von Risiken auftreten.®

Die folgende Auflistung gibt einen Uberblick dariiber:”

4 Vgl. Harrington /Niehaus[50](S. 3), Wenninger[111](S. 13) und Artzner[5](S. 12). Dies ist auch bedingt
durch die Begriffsbildung bei Farny[38](S. 16ff), wodurch ,, Entscheidungen nicht zu einem eindeuti-
gen Ergebnis fiithren, sondern eine Vielzahl von Ergebnismoglichkeiten verursachen, die jeweils mit
(bekannten oder unbekannten) Wahrscheinlichkeiten eintreten.“

® Im Sinne von Artzner[5](S. 13 oder Artzner/Delbaen/Eber/Heath[6](§ 2.2)

6 Obwohl in Risikomodellen fiir Versicherungsunternehmen hiufig das versicherungstechnische Risiko
betont wird und daher die anderen Risiken vernachléssigt werden, ist diese Vernachldssigung fiir eine
praktische Risikopolitik unzweckméflig, denn viele historische Krisen von Versicherern waren nicht
durch das versicherungstechnische Risiko, sondern durch Kapitalanlage-, Markt- oder andere Risiken
verursacht (vgl. Farny([38](S. 450)). Dies wird auch durch die Krise der deutschen Lebensversicherer
in den Jahren 2001 und 2002 auf Grund einer negativen Entwicklung des Kapitalmarktes unterstiitzt
(vel. Wenninger[111](S. 1f)).

" Vgl. auch die Auflistung bei Kaufmann/Gadmer/Klett [63](S. 218) und Doherty[33](S. 268). In diesem
Sinne ist auch die Arbeit von Kagermeier[61] einzuordnen.

Eine dhnliche Auflistung wird auch bei Lowe/Stanard[69](S. 341ff) wiedergegeben, die zwar die Risi-
koarten Liability Risk, Asset Risk und Business Risk benennen, ihre Inhalte aber den hier angefiihrten
Risikoarten entsprechen.
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Versicherungstechnisches Risiko,

Kapitalanlagerisiko,
e Wihrungsrisiko,
e Externe Risiken.

Das versicherungstechnische Risiko entsteht durch Schwankungen des Schadenverlaufs,
d.h. der Versicherer trigt das Risiko, dass der tatséichliche Schadenverlauf vom erwarteten
abweicht. Die Abweichungen konnen zufallsbedingt sein (Zufallsrisiko), auf Anderungen
der Risikofaktoren beruhen (Anderungsrisiko) oder aus einer irrtiimlichen Einschitzung
der Risikosituation (Diagnoserisiko) resultieren. Eine Verminderung des versicherungs-
technischen Risikos kann durch Riickversicherungsschutz erfolgen.®

Auch das Kapitalanlagerisiko 1asst sich durch Schwankungen beschreiben, die sich auf
zukiinftige Ertragsstrome oder auf die Werte des Anlagenbestandes beziehen.”

Bei international tétigen Versicherern werden Vertrige in den unterschiedlichen Wéahrun-
gen der jeweiligen Lénder abgeschlossen. Somit gibt eine offene Wéhrungsposition (Forde-
rung oder Verbindlichkeit in der Fremdw#hrung) zusammen mit der Intensitiat der Wech-
selkursschwankungen ein Ausmaf fiir das Waihrungsrisiko (oder auch Devisenkursrisiko
oder Wechselkursrisiko genannt) an.'°

Unter dem Begriff externe Risiken werden Risiken zusammengefasst, die nicht direkt
von den getroffenen Entscheidungen der Versicherungsunternehmung abhéngig sind, sich
aber auf alle bzw. einige Teilgebiete jeder Versicherungsunternehmung auswirken. Die
nachstehende Auflistung gibt einige Beispiele fiir externe Risiken an.!!

e Die Inflation ist bei zahlungsstrombasierten Modellen eine wichtige Einflussgrofe,
denn sie verursacht angemessene Anderungen des Geldwertes, die sich auf alle Zah-
lungsstrome (wie z.B. Pramieneinnahmen, Schadenszahlungen, Investitionsergebnis-
se, Kosten etc.) niederschlagen.!?

e Viele Versicherungssparten weisen einen Zyklus von Pramieneinnahmen und betrieb-
lichen Gewinn des Versicherers auf. Dieser Sachverhalt ist als Versicherungszyklus
bekannt, welcher sich i.A. nicht auf den Begriff des allgemeinen Wirtschaftszyklus
(wie z.B. Wirtschaftswachstum) bezieht, sondern mit Hilfe der Begriffe sogenannter
,ooft“ und ,,Hard Markets“ am ehesten beschreiben ldsst. ,,Soft Markets“ sind da-
durch charakterisiert, dass viele Versicherer ihr Neugeschéft mit stabilen oder sogar

8 Vgl. StrauB, Jiirgen: Die Riickversicherungsverfahren in der Praxis, in: Dienst[32](S. 7)
oder auch Farny[38](S. 66ff), Pfeiffer[82](S. 9f), Harrington/Niehaus[50](S. 84), Lowe/Stanard[69](S.
342)

9 Vgl. Bonsdorff[19](S. 687), Lowe/Stanard[69](S. 343), Schradin[99](S. 137), Wenninger[111](S. 25) und
Farny|38](S. 451).

10 Vgl. Schradin[99](S. 149), Lowe/Stanard[69](S. 342), Wenninger[111](§ 3.1.3) und Farny|[38](S. 459f).

11 Vel. Bonsdorff[19](S. 680) und Kahane, Yehuda; Tapiero, Charles S. & Jacques, Laurent: Concepts
and Trends in the Study of Insurer’s Solvency, in: Cummins/Derrig[27](S. 227).

12 Vgl. Daykin/Pentikiiinen/Pesonen[29](S. 211) und Bonsdorff[19](S. 691).
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fallenden Preisen erweitern wollen. Dagegen beinhalten ,Hard Markets® eine Re-
duktion des Deckungsangebotes und stark ansteigende Preise. Daher beeinflussen
die genannten Wettbewerbseinfliisse den Kapitalstand des Versicherers.!'?

Ein Risikomafl ordnet einem Risiko einen reellen Wert zu, welcher durch eine gegebene
Problemstellung gekennzeichnet ist. Beispielsweise soll dem Risiko M der mittlere Betrag
des Risikos zugewiesen werden. Dies geschieht durch den Erwartungswertoperator, so dass
in diesem Fall die Abbildung p : M — E[M] ein Risikomaf$ ist. Mathematisch ldsst sich
ein Risikomaf} allgemein wie folgt definieren:!*

Definition 2.2.2 (Risikomajfl) Es sei G die Menge aller Risiken. Ein Risikomaf ist
eine Abbildung p : G — R.

Der Begriff des Risikomafles ldsst sich anhand des Problems der addquaten Kapitalunter-
legung gut verdeutlichen. Ein positiver Wert von p(M) fiir ein Risiko M kann als minimale
Kapitalanforderung zur Deckung des Risikos ausgelegt werden. Dagegen deutet ein nega-
tiver Wert von p(M) darauf hin, dass kein Kapital zur Deckung des Risikos erforderlich
ist.!> Verschiedene Arten von Risikomaflen sind der folgenden Auflistung zu entnehmen.!®

e Ruinwahrscheinlichkeit: Ein Risiko M kann ein Versicherungsunternehmen zum
Ruin fiihren, falls das Risiko Werte oberhalb der vorhandenen Kapitalreserve s an-
nimmt. Somit gibt die Ruinwahrscheinlichkeit P(M > s) die Wahrscheinlichkeit des
Ruins an. Besitzt M eine Verteilungsfunktion Fj/(m), so lasst sich die Ruinwahr-
scheinlichkeit als 1 — F;(s) darstellen.

e Value at Risk (VaR): Der VaR ist der kleinste Wert m,,, welcher fiir ein vorgegebenes
q € (0,1) der Gleichung P(M > m,) < ¢ geniigt und dem (1 — ¢)-Quantil der
Verteilung von M entspricht.!”

e FEuxpected Policyholder Deficit (EPD): Das Risikomafl EPD geht auf Butsic[26](S.
660ff) zuriick und gibt den erwarteten Fehlbetrag bei Insolvenz an. Steht dem Ver-
sicherer ein Kapitalbetrag s zur Deckung von Verlusten zur Verfiigung, so fithrt das
Ereignis {M > s} zum Ruin. Demnach ist das Risikomafl EPD mittels E[(M — s)¥]
definiert und bezeichnet den durchschnittlichen Wert der Kapitalunterschreitung.

o Conditional VaR oder TailVaR: Der TailVaR kombiniert die beiden Risikomafle VaR
und EPD zu

EM|M > VaR,| =VaR, + E[M —VaR,|M > VaR,)]
und liefert den erwarteten Wert des Fehlbetrages bei Uberschreitung des VaRs.'®

13 Vgl. Harrington/Niehaus [50](S. 133ff), Kaufmann/Gadmer /Klett[63](S. 229), aber auch Beard /Pen-
tikdinen/Pesonen[12](S. 31f), Daykin/Pentikiinen/Pesonen[29](S. 40, S. 230f), Lowe/Stanard[69](S.
343f), Pentikdinen/Rantala[81](S. 3).

14 Vgl. Artzner[5](S. 13), Artzner/Delbaen/Eber/Heath[6](S. 207), Panjer/Jing[77](S. 3).

15 Vgl. Artzner/Delbaen/Eber/Heath[6](S. 207).

16 Vgl. Venter[109](S. 287), Jost[60](§ 3.2.2) und Wenninger[111](§ 3.4.4).

17 Vgl. auch Panjer/Jing[77](S. 4).
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2.2.2 Unternehmensziele bei Versicherungsunternehmen

Unternehmensziele eines Versicherungsunternehmens sind angestrebte Zustidnde, die nach
Art, Ausmafl und Zeitbezug eindeutig formuliert sind und durch Zielentscheidungen fest-
gelegt werden. In der Regel gibt es kein einzelnes Unternehmensziel, sondern eine Mehrzahl
von Unternehmenszielen (Zielbiindel), die in Relation zueinander stehen und nach dem
Grad der Wichtigkeit geordnet sind (Zielsystem). In diesem Zusammenhang wird auch
hiufig von Haupt- und Nebenzielen gesprochen.'

Zunachst werden die fiir unsere Zwecke dienlichen Unternehmensziele nach Farny[38](S.
278ff) behandelt, welche der nachstehenden Auflistung zu entnehmen sind.?

e Gewinn,
e Erhaltung oder Sicherheit.

Eine Ubertragung des Hauptziels Gewinn auf Versicherungsunternehmen ist prinzipiell
moglich. Da es verschiedene betriebswirtschaftliche Gewinnbegriffe gibt, beschrinken wir
uns auf den kalkulatorischen Gewinn, der als Summe der Leistungswerte (z.B. Pramien-
und Kapitalanlageerlose) abziiglich der Summe der Kostenwerte definiert ist. Das Haupt-
ziel Gewinn kann aber auch als Aggregation von Teilgewinnzielen (z.B. Gewinn aus
dem versicherungstechnischen Geschéft, Gewinn aus der Kapitalanlage etc.) verstanden
werden, so dass die Faktoren des Gesamtgewinns der Unternehmung transparenter wer-
den. Der zeitliche Bezug des Gewinnziels wird in der Praxis iiberwiegend fiir befristete
Zeitraume formuliert, wobei ein langerer Zeitraum (mehrere Jahre) einem kiirzeren Zeit-
raum (ein Jahr oder weniger) vorzuziehen ist, da die Zurechnung der Gewinnkomponen-
ten auf kurze Zeitrdume auflerordentlich problematisch ist. Zudem ist durch die ohnehin
durchzufiihrende Ermittlung des handelsrechtlichen Gewinns fiir eine Rechnungsperiode
(ein Jahr) ein ldngerer zeitlicher Bezug praktikabler.

Aus der Natur des Versicherungsgeschiftes ergibt sich das Streben nach Erhaltung bzw.
Sicherheit automatisch, da die in die Zukunft gerichteten Versicherungsschutzverspre-
chen an die Versicherungsnehmer die Leistungserfiillung des Versicherers bei der Scha-
denregulierung nach sich zieht. In seiner allgemeinen Form kann das Erhaltungsziel als
Minimierung der Ruinwahrscheinlichkeit formuliert werden. Das Ziel nach Sicherheit ist
grundsétzlich kein eigenstidndiges Ziel des Versicherers, denn ein Versicherungsunterneh-

men existiert nicht, um zu existieren, sondern um Gewinn zu erzielen oder Bedarf zu
decken.?!

18 Vgl. auch Panjer/Jing[77](S. 4), Albrecht/Maurer[4](S. 675), Artzner/Delbaen/Eber/Heath[6](S.
223f) und Koryciorz[66] (S. 62).

19 Vgl. Farny[38](S. 276).

20 Auch nachzulesen in Liebwein[68](S. 174fF).

21 Schinzler[96](S. 75f) gibt im Gegensatz dazu an, dass das wichtigste Unternehmensziel das Sicher-
heitsstreben sei und nicht die Gewinnmaximierung, da es aufgrund der grofien Anzahl von den Un-
ternehmenserfolg beeinflussenden Parametern schwierig sei, den Gewinn bzw. die Rentabilitit zu
maximieren.
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Daher kommt das Streben nach Sicherheit oft als Zwischen- oder Unterziel oder als einzu-
haltende Nebenbedingung im Zielbiindel des Versicherungsunternehmens vor und besitzt
eine {iberwiegend begrenzte Ausprigung des ZielausmaBes (z.B. Festlegung einer hochst-
zuldssigen Ruinwahrscheinlichkeit).

Abbildung 2.2: Das strategische Dreieck der Unternehmensziele

Sicherheit Gewinn

Beste Politik?

Dividenden

Quelle: Beard/Pentikéinen/Pesonen[12](Abb. 14.5.1)

Die Abbildung 2.2 stellt das in dieser Arbeit zu behandelnde Zielsystem eines kapital-
orientierten Versicherungsunternehmens graphisch dar. Dabei werden die Dividenden-
ausschiittungen geméafl Kapital 1 im Zuge von Gewinnverwendungsentscheidungen festge-
legt und stehen somit in Konkurrenz zum Erhaltungsziel, da sich ein hohere Dividenden-
zahlung negativ auf die finanzielle Sicherheit der Versicherungsunternehmung auswirkt.

Die Arbeit von Kaluza[62](S. 524ff), welche eine empirische Untersuchung von Zielvor-
stellungen in Versicherungsunternehmen zum Gegenstand hat, unterstiitzt das zugrun-
deliegende Zielsystem dieser Arbeit. Demnach zéhlt der Gewinn einer Versicherungs-
Aktiengesellschaft zu den Hauptzielen und das Ziel der Erhaltung kann als Nebenbe-
dingung in das Zielbiindel eingebunden werden.

Schliefflich sei noch auf den zeitlichen Bezug bei der Riickversicherung eingegangen. Eine
kurzfristige Betrachtungsweise ist nach Schinzler[96](S. 77) schon deshalb nicht sinnvoll,
da den langfristigen Vertrauensbeziehungen zwischen Erst- und Riickversicherern eine
immense Bedeutung zukommt. Gerade die professionelle Riickversicherung lebt vom Ver-
trauen auf das beiderseitige Interesse von Erst- und Riickversicherer an einer andauernden
Geschiiftsbeziehung. Sollte sich ein Partner (z.B. aufgrund der kurzfristrigen Maximierung
der Rentabilitéit) aus dem Geschéft zuriickziehen, weil sich die ehemals guten Ergebnisse
aus diesem Geschéft verschlechtert haben, so widerstrebt das dem Streben nach Sicherheit.






KAPITEL 3

Das stationare Ausschiittungsmodell

Das Ziel dieses Abschnittes ist die Entwicklung eines Markovschen Entscheidungsmodells,
welches den unternehmerischen Zielen Gewinn, Sicherheit und Dividendenausschiittun-
gen einer Versicherungs-Aktiengesellschaft, im Folgenden Versicherungsunternehmung ge-
nannt, geniigt. Wie in Abschnitt 1.1 bereits erwdhnt wurde, lédsst sich die Dynamik des
Kapitals der Versicherungsunternehmung mittels einer zeitdiskreten Kapitalgleichung dar-
stellen. Um bei der Struktur der Markovschen Entscheidungsprozesse zu bleiben, gehen
wir von der folgenden Situation aus:

Si41 =8 —dy + B — X411, YVt >0,

d.h. ausgehend vom vorhandenen Kapital s; ergibt sich der zukiinftige Kapitalstand s;,1
durch Addition des Pramienvolumens B und durch Subtraktion der Dividendenzahlung
d; und des zu leistenden (Gesamt-)Schadens X, 1. Dabei wollen wir zusétzlich annehmen,
dass das Pramienvolumen auf Grundlage des Erwartungswertprinzips kalkuliert wird.

Die Beschreibung des zukiinftigen Kapitalstandes erfolgt deshalb durch eine in Abhéngig-
keit der Grofen s, dy, B, X;11 (messbaren) Systemfunktion. Die Verwendung von System-
funktionen zur Darstellung der Dynamik eines Markovschen Entscheidungsmodells ist ein
gebrauchlicher Ansatz, wie der Artikel von White[113] zeigt. Formal wollen wir daher
folgendes Grundmodell betrachten.

Definition 3.0.3 (Grundmodell fiir Dividendenausschiittungen)
Das Tupel (S, A, A(s), Q,r) heifst Markovsches Ausschiittungsmodell auf einem Zeithori-
zont T (< o0), wobei die Griflen wie folgt festgelegt sind:

1 Vgl. z.B. Hipp[56].

25
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e (§5,6)=(R,B) sei der Zustandsraum fir den Kapitalstand.
o A =R, sei der Aktionsraum fiir die Dividendenausschiittung.

o A(s) = {d € [0,(s — s*)T]} mit (s — s*)" := max{0,s — s*} sei die Menge der
zuldssigen Aktionen, wobei |s*| < oo eine Sicherheitsschranke darstellt, welche durch
ein vorgegebenes Risikomaf berechnet wird.?

e Q) sei das Ubergangsgesetz von K nach S und ist mittels der messbaren Systemfunk-
tion F(s,d,B,x) :=s —d+ B — x definiert durch

Q(Cls,d) :/ 1c{F(s,d, B,x)}Fx,(dz), (s,d) € K, C € &.

R+

Dabei bezeichnet (X;)i>o eine Folge von nichtnegativen und reellen iid.-Zufallsvari-
ablen, welche eine stetige Verteilungsfunktion Fx(z) und einen endlichen Erwar-
tungswert besitzen, so dass B := (1 + \) - E[Xo] mit Sicherheitszuschlag A > 0 als
Konstante zu betrachten ist.®> X, ist ein Reprisentant dieser Folge.

e [ir die einperiodige Erlosfunktion r von K nach Ry gelte r(s,d) = d.

Das Hauptmerkmal des Grundmodells fiir Dividendenausschiittungen ist die einperiodi-
ge Erlosfunktion, da sie genau die gewihlte Entscheidung, also die Hohe der Dividende
angibt. Zudem ist es nicht gestattet, dass mittels einer Dividendenausschiittung ein Ka-
pitalstand s* unterschritten wird, da dies dem Ziel nach Sicherheit widersprechen wiirde.
Daher beschiftigt sich diese Arbeit mit der Ermittlung einer optimalen Dividenden-
ausschiittungspolitik. Dies soll nun durch die Anwendung der Methoden aus Abschnitt
2.1 geschehen.

3.1 Optimierung bei einem beschrinkten Zeithori-
zont

Fiir das spezielle Markovsche Entscheidungsmodell wie in Definition 3.0.3 mit Zeithorizont
T < oo sollen in diesem Abschnitt die totalen erwarteten Dividendenausschiittungen bei

2 Vgl. dazu auch Korollar 3.1.6.

3 Das Priamienvolumen iibersteigt daher den Erwartungswert des Gesamtschadens.
Vgl. Biithlmann[24](S. 87), Farny[38](S. 47f), Wolff[117](S. 355).
Fiir den Fall E[X] = oo koénnen wir zum Erhalt eines endlichen Parameters fiir das Bruttoprimien-
volumen z.B. auf das Perzentilprinzip im Sinne von Schmidt[97](S. 242) zuriickgreifen, d.h.

B=(1+\) - inf{a € Ry |P(Xo>a)<e},ee€(0,1)

Es ist aber dann darauf zu achten, dass alle Resultate, welche aus dem erwartungswertiibersteigenden
Préamienvolumen resultieren, nicht mehr giiltig sind.
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Verwendung von 7 € Il fiir einen Startwert s € S maximiert werden. Die Zielfunktion
lautet deshalb:

V*(s) := sup Vi(s) mit Vi(s) := ET

S
wellps

iﬁ@i. (3.1.1)

t=0

Bevor wir mit Hilfe des Hauptsatzes der Dynamischen Optimierung das obige Optimie-
rungsproblem 16sen, ist die nachstehende Eigenschaft zur Ermittlung einer optimalen
Dividendenpolitik hilfreich.

Bemerkung 3.1.1 Gegeben sei das Markovsche Ausschiittungsmodell wie in Definition
3.0.3.

Dann gilt fiir jede messbare Funktion V auf S nach der Transformationsformel fiir Mafe:*

Aw@mwm@:/xw%@aﬂmmw% (3.1.2)

R+

d.h. falls eines der Integrale existiert, so auch das andere, und beide sind gleich.

Des Weiteren gibt der folgende Hilfssatz ein bekanntes aber hilfreiches Resultat an.

Hilfssatz 3.1.2 Seiv: R — R isoton, d.h. fir dy,dy € R mit dy < dy gilt v(dy) < v(ds).
Dann folgt:

1. Sei h € R. Dann ist auch v(- + h) isoton.

2. Seiv(-,w) isoton fir alle w und v(d,-) integrierbar bzgl. eines Wahrscheinlichkeits-
mafes w fir alle d, dann ist [ v(-,w)u(dw) isoton.

Bewezis: Die Behauptungen folgen durch Einsetzen und durch die Isotonie des Integrals. B

Satz 3.1.3 FEs sei ein Markovsches Ausschiittungsmodell wie in Definition 3.0.3 mit T <

oo gegeben und es seien Vy, ...,V rekursiv definierte Funktionen auf S mit
Vi(s) = max {d+/ Vis1ls —d+ B — x] dFXO(:c)} ,Vr=0,s€8. (3.1.3)
deA(s) R+

Hierbei gilt:

1. Die Funktionen Vi(s) sind messbar und es existiert ein Maximisator.

4 Vgl. z.B. Ash[7](S. 225), Behnen/Neuhaus[13](S. 217) oder Bauer[9](S. 125f).
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2. Die stationdre (deterministische) Politik 7 = (f(so), ..., f(sp_1)) mit

0 falls s < s*,

s—s*  falls s > s*,

A(s) 3 f(s) = {

st optimal und fiir die Wertfunktion gilt
Vi(s) = Vo(s).

Fiir die Funktionen Vi(s) (0 <t <T) auf S gemafS (3.1.3) ergibt sich damit:

Vits) = {o + EVipi (s + B — Xy 1) fiir s < s, (3.1.4)

s —st+ EVi(s*+ B — Xy1)  fiir s > s*.

Bewets: Die Gestalt von (3.1.3) leitet sich aus dem Grundmodell fiir Dividendenausschiit-
tungen (Definition 3.0.3) mit Bemerkung 3.1.1 gemifl des Hauptsatzes der Dynamischen
Programmierung (Satz 2.1.8) ab.

Per absteigender Induktion zeigen wir fiir alle t =0,...,7 — 1:

a) uy(s,d) = /V}H(s —d+ B — x441) P (dxyyy) ist stetig auf K (3.1.5)

und
b) AL(d*, dy) := Ly(d*) — Li(d.) > 0; d*,d, € A(s); 0 < d, < d*:=(s—s*)" (3.1.6)
mit Ly(d) :=d+ EViy[s —d+ B — X;41] und somit
EVigls—d"+B— X > do —d" — EVigy[s —di + B — Xi44). (3.1.7)

Teil a) liefert in Analogie zum Selektionssatz 2.1.11 die in Teil 1 behauptete Existenz
eines Maximisators f(s) und Messbarkeit von V,(s), da die Menge A(s) kompakt ist und
die einperiodige Erlosfunktion r(s, d) auf K stetig ist. Zudem ist die Menge der zuldssigen
Zustands-Aktionen-Paare eine Borelsche (Teil-)Menge, d.h.

K:={(s,a)ls€S,ac A(s)} € G

Teil b) zeigt die in Teil 2 behauptete Optimalitit der Entscheidungsregel f(s) = (s—s*).

Fiir den Induktionsanfang bei t =T —1 ergibt sich fiir Teil a) die Stetigkeit der Funktion
ur—1(s,d) = 0 auf K.
Fiir Teil b) ergibt sich: ALy_(d*,d,) = d* —d, > 0.

Nun gelte fiir ein beliebiges ¢t < T'— 1 die Induktionsannahme, dass (3.1.5) und (3.1.6)
bzw. (3.1.7) gilt.
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Dann folgt fiir den Induktionsschluff (t — t — 1) fiir Teil a), dass die Funktion
Vis—d+B—x)=f"(s—d+B—a;)+ EViyals—d+ B —x + B — X4

geméf der Induktionsannahme stetig auf K fiir alle festen Werte X;(w) = x; ist. Denn
mit der optimalen Entscheidungsregel f*(s —d + B — ;) € A(s —d + B — x;), welche
geméfl der Induktionsannahme existiert, gilt fiir jede Folge (s,) — s und (d,) — d:
f(sn—dy+B—x) = f*(s—d+ B —xy).

Des Weiteren gilt wegen fr_i(s) = (s — s*)" geméB des Induktionsanfangs (Teil b)):

T-1 N
Vi(s—d+B—x) < <s—d+ZB—xt—s*)

i=t

-1 N
< <s+ Z B—xt—s*)

i=t—1

J/

=:V/(s+B—xy)

fiir geeignte w mit Xyy1(w) = ... = Xr_1(w) = 0, d.h. mittels
/Vt’(s + B — x,) T PXt(dxy) < 00

resultiert daraus die PXt-Integrierbarkeit der Funktion V;(s —d + B — x;). Daher ist die
Funktion u; (s, d) nach dem Stetigkeitslemma stetig auf K.
Fiir den Induktionsschlufl (t — t—1) von Teil b) folgt zunéchst mit s < s* = d* = d, = 0:

ALi_(d*,d,) = EVi[s+ B — X;] — EVi[s+ B — X;] = 0. (3.1.8)
Fiir den Fall s > s* gilt geméf der Induktionsannahme fiir ein festes X;(w) = x4

Vils —d+ B — x]
s—d+B—xz,—s*

= +EVia[s* + B — Xi44] fir s —d+ B — s* > x4, (3.1.9)
EVigs—d+ B —x;+ B — Xyy1] sonst.

Als néchstes zeigen wir die Giiltigkeit von
Vils—d"+ B —x) = Vi[s —du + B — x) > d,. — d7, (3.1.10)
d.h. mit der entsprechenden Fallunterscheidung folgt fiir (3.1.10):
e Fir den Fall s —d* + B — s* > x; und s — d, + B — s* > x; folgt nach (3.1.9):

s—d"+B—-—x;,—s" —(s—di+B—xy—5s")=d,—d".



30 Kapitel 3. Das stationdre Ausschiittungsmodell

e Mit s—d*+ B—s"<uz,und s —d, + B — s* < z; gilt gemi$ (3.1.9):

Vils —d* + B — ] — Vils — d, + B — 2,)]
:Em+1[8—d*+B—$t+B—Xt+1]—E%+1[S—d*+B—l’t+B—Xt+1]

()

Z E%+1[S—d*+B—$t+B—Xt+1]
+d*—d*—E‘/t+1[8_d*+B—l't+B—Xt+1]

—d, —d,

wobei (%) wegen Hilfssatz 3.1.2 und (3.1.7) folgt.

e Fiir den Fall s —d*+ B — s* < x; und s — d, + B — s* > x; ergibt sich wiederum
nach (3.1.9):

Vils —d* + B — ] — Vi[s — d, + B — ;]
:E%+1[S—d*+B—$t+B—Xt+1]
—(s—di+B—2;—5") — EVi[s"+ B — Xi44]

(%)
>s—d"+B—x— s+ EVi[s"+ B — X4

— (S—d*+B—It —8*) —EW+1[S*+B—XH_1]
= d* —d" + E‘/t—l—l[S* + B — Xt—l—l]
—d.—d"

wobei () wegen

E‘/;H_l[s — d* + B — Tt + B — Xt-i—l]

(3.1.9)
> s—d"+B—ux— s+ EVi[s"+ B — X1

erfolgt.
Wegen der schon gezeigten Integrierbarkeit von Vi[s — d + B — x;] gilt daher:

AL_(d,d.)
—d"+EV)s—d*+B— X, —d, — EVi[s — d, + B — X}

=d" —d,
+ / (Vt[s —d*"+B—x)—Vi[s—d.+ B — xt]>PXt(dxt)
(3.1.10)

> f—dfh/ufwmpﬂu@y:on

Der von uns gewéhlte Ansatz zur Steuerung eines Versicherungsunternehmens iiber die
Dividendenausschiittungen ist nicht grundlegend neu, denn Dividendenausschiittungsmo-
delle gehen auf eine Arbeit von De Finetti[30] zuriick. Ausschiittungsmodelle sind dem-
nach als Alternative zur klassischen Ruintheorie und der Ruinwahrscheinlichkeit zu sehen,
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indem die erwartete Lebenszeit eines Versicherers und somit die erwarteten (diskontier-
ten) Dividendenzahlungen bis zum Ruin als besseres Maf fiir die finanzielle Stéirke ei-
nes Versicherungsunternehmens geeignet ist, da aus Sicht des Versicherers das alleinige
Vermeiden des Ruins und somit eine Ansammlung der Kapitalreserve ékonomisch nicht
sinnvoll erscheint. Jedoch besteht hier ein grofler Unterschied zu den Arbeiten von De
Finetti[30] und Borch[21](S. 225), da wir nicht anfinglich von einer Barrieren-Politik
ausgehen, sondern diese aus dem Zielsystem und der Systemfunktion resultiert. Dabei ist
eine Barrieren-Politik dadurch charakterisiert, dass alle iiber s* hinausgehende Betrége
vollsténdig ausgeschiittet werden. Aulerdem sei an dieser Stelle angemerkt, dass die Op-
timalitat der Barrieren-Politik bei unserer Modellierungsweise nicht immer gewéhrleistet
sein wird, da diese sich auf die Isotonie der Funktion L,(d) griindet.

Auch die erweiterten Ansitze von Borch® verwenden die maximalen (diskontierten) Divi-
denzahlungen als Zielkriterium und ermitteln eine Barrieren-Politik wie 7* als optimales
Resultat, wobei auf eine exakte mathematische Beweisfiithrung verzichtet wird. Im Sin-
ne von Borch[21](S. 156) kann der durch Einhaltung einer vorgegebenen einperiodigen
Ruinwahrscheinlichkeit ermittelte Wert s* als bestimmende Groflie der Barrieren-Politik
aufgefasst werden.

Letztendlich basiert unser Modellierungsansatz auf diesen Vorschlag, wobei wir uns eine
gewisse Freiheit bei der Ermittlung des Wertes s* behalten wollen und weitere wichtige
Ergebnisse aus diesem Grundmodell folgern werden. Zum besseren Verstdndnis des Wertes
s* und der zugehorigen optimalen Barrieren-Politik 7* haben wir einen moglichen Verlauf
des Kapitalprozesses in der Abbildung 3.1 skizziert.

Abbildung 3.1: Ein Pfad des Kapitalprozesses bei Verwendung von m*

Zustand(Kapital)

Dividendenausschuttungen

| : : ; : : : Zeit

Eine Ausschiittungspolitik gemafl Satz 3.1.3 liefert zum Startzeitpunkt eine womoglich
deutlich {iberhohte Ausschiittung f(sg) = (so—s*)", welche der bisherigen Dividendenpo-

5 Vgl. Borch[20](S. 226ff) oder Borch[21](S. 152ff).
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litik des Versicherers widersprechen konnte. Daher empfiehlt es sich, einen Justierungspa-
rameter k € (0, 1] einzufiithren, der die Hohe der einperiodigen Ausschiittungen angleicht,
d.h. fiir die Menge der zulédssigen Aktionen ergibt sich dann

A(s)={d € [0,k (s—s")"]}.

Da der Parameter k die Struktur der optimalen Ausschiittungspolitik 7* nicht veréndert,
wollen wir im weiteren Verlauf der Arbeit £ = 1 setzen. Mit den entsprechenden Beweis-
schritten aus Satz 3.1.3 resultiert daraus das folgende Korollar.

Korollar 3.1.4 Sei k € (0,1] eine Konstante und ein Markovsches Ausschiittungsmodell
wie in Definition 3.0.3 mit A(s) = {d € [0,k - (s — s*)T|} gegeben. Dann ist entsprechend
Satz 3.1.3 die Politik 7" = (f(so), ..., f(sr—1)) mit

0 falls s < s*,
k-(s—s*) falls s> s,

A(s) 3 f(s) == {

optimal und fiir die Wertfunktion ergibt sich

Vis) = 0+ EVi(s+ B— Xi4q) fiir s < s*,
ne k-(s—s*)+EVi1((1 —k)s —ks*+ B — X;41) firs>s*.

Wie bereits erwahnt wurde, ist der Wert s* die bestimmende Grofie der Barrieren-Politik
7% aus Satz 3.1.3. Im Folgenden wollen wir uns der Bestimmung von s* widmen, welche
nicht nur auf Grundlage der einperiodigen Ruinwahrscheinlichkeit erfolgen kann, sondern
je nach Belieben auch als Losung jedes beliebigen Risikomafles angesehen werden kann.
Dies fithrt uns zu Korollar 3.1.6, wobei zuerst der Begriff der Quantilfunktion geklart
werden muss (s. Witting[115](§ 1.2.1)).

Definition 3.1.5 (Quantilfunktion) Sei F' : R — [0,1] eine beliebige Verteilungs-
funktion. Dann heifit die Funktion F~' : [0,1] — R mit F~(y) := inf{z : F(z) > y}
Quantilfunktion der Verteilungsfunktion.

Korollar 3.1.6 Fiir jedes Risikomafl p : G — R ldsst sich eine (endliche) Sicherheits-
schranke s* angeben, d.h.

1. fiir die einperiodige Ruinwahrscheinlichkeit bzw. fiir den VaR, sind fiir vorgegebenes
0 <~ <1 die Ungleichungen

P(ST—FB—X() SO)

P(Xo — B > s7)

7
y

IAINA

nach si zu losen und es ergibt sich

si = inf{z € Rlz > F!(1 —v) — B},
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2. fiir den TailVaR folgt fiir vorgegebenes v € (0, 1)

S; = E[XQ — B|X0 — B> VCLR-Y] =

1 /°°
P(Xo > st + B) Juip

Ist zudem Flx, stetig und strikt isoton, so folgt

o 1 / =
82 = —
g F);Ol(l—y)

rdFx,(x) — B,

3. fiir den EPD st fiir vorgegebenes n > 0 die Gleichung

E[(Xo = (s5+B))"] =n

zu losen und es existiert ein eindeutiger Wert s3.

Bewesis: Die Behauptung von Teil 1 fiir die einperiodige Ruinwahrscheinlichkeit l&sst
sich durch elementare Umformungen zeigen. Zu beachten ist dabei, dass eine eindeutige
Losung nur bei strikter Isontonie und Stetigkeit der Verteilungsfunktion F' existiert. Daher

betrachten wir den Fall ,< v und es ergibt sich

P(ST—FB—X()SO

IV IV IA IAIA

y
y

N

I—vy
Fyy(1=7) - B,

wobei der letzte Schritt gemiB Fx,(sj + B) > 1 — v & si + B > Fy'(1 — ) nach

Witting[115](HS 1.17) folgt.
Der VaR, ergibt sich analog durch

v > P(si+ B Xo<0) = P(Xo— B > 5)).

Damit gentigt der Wert s} mit

(3.1.11)

s; = inf{z € Rlz > Fgol(l — ) — B}

den erforderlichen Anspriichen in Teil 1.

Fiir den TailVaR aus Teil 2 ergibt sich wegen Teil 1

8; = E[X(] — B|X0 — B> VCLR«{] = E[XO — B|X0 — B> Sﬂ = E[X(] — B|X0 > ST +B]

1 /°°
© P(Xo>st+B) Jyup
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Angesichts der Stetigkeit und der strikten Isotonie von Flx, resultiert daraus

1 / >
sy = - (z — B)dFx,(x)
2 P(Xo > Fy,(1=9)) Jrgla— 0

:%(

= l/ ZL’dFXO(ZL')—B.

T (1)

/OO rdFx,(x) — B[1 — (1 — 7)])

Fy (1)

Fiir den Beweis von Teil 3 vereinfachen wir zunéchst E[(Xo— (s5+ B)) "] mittels partieller
Integration, d.h.

E[(Xo - s3 = B)"]

00 00 s3+B s3+B
:/ xdFXO(x)—/ (s§+B)dFX0(x)+/ :)deXO(a?)—/ x dFx,(z)
si+B si+B 0 0

— B0 - 55+ B) |

s3+B

s3+B
LdFy @)~ [ wdFx(
0
sx+B S5+
= BIX0) ~ (55 + B)[1~ P (si + B = o P o)l "+ [ Py o
0
s3+B
= E[X(] —(8§+B)+/ Fx,(z)dx.
0

Mittels des Fizpunktsatzes von Banach l16sen wir nun:

s3+B
sng[Xo]—B—n—i—/ Fx,(z)dx.
0

- -

::;Es.}‘)
Wegen ¢'(s3) = Fx,(s3 + B) - Iss1p>0p < 1 ist p(s3) : R — R eine Kontraktion. Daher
gibt es genau ein s, fiir das gilt s5 = p(s5). B

Eine weitere Folgerung aus der Struktur der optimalen Dividendenausschiittungspolitik ist
eine geschlossene Bewertungsformel fiir die optimalen erwarteten Dividendenausschiittun-
gen.

Korollar 3.1.7 Gegeben sei das Markovsche Ausschiittungsmodell aus Definition 3.0.3.
FEs sei P™ das Wahrscheinlchkeitsmaf$ auf Q unter Politik m und PT := P™(-|Sy = s) mit
dem zugehdrigen Erwartungswertoperator EY. Fir m = m* schreiben wir kurz P} bzw. EY.
Weiterhin sei Fi(s) :=s— (s —s*)" + B —x und f*(s) = (s — s*)", dann gilt

T-1
Vi(s)=Vo(s) =Y Eif*oFy oFx ,o...0Fx(s),Vs€S,
n=0

wobei der erste Summand gleich (s — s*)* ist.
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Beweis: Wir zeigen per absteigender Induktion die Giiltigkeit von

T—t—1

Vi(s)= > EifoFy oFx  o...0oFx(s)
n=0

fiir alle t = 0,...,T — 1 mit Hilfe von Satz 3.1.3.

Mit Vr_1(s) = (s — s*)T ist der Induktionsanfang offensichtich erfiillt. Weiterhin gelte fiir
ein beliebiges t < T — 1 die Giiltigkeit von (3.1.12) (Induktionsannahme). Dann folgt fiir
den Induktionsschluss (t — t —1) geméaf Satz 3.1.3 und der i.i.d.-Eigenschaft von (X;);>o:

Viea(s) = (s =807 + EVi(FR,,(5))

= (s—s)"+EffoFy, (s)+E;ffoFy oFx. (s)+...
T—t

= E;ffolFy oFyx o...0oF%(s). N

—0

3

Die geschlossene Bewertungsformel aus Korollar 3.1.7 hat den numerischen Vorteil, dass
eine rekursive Programmierung des Losungsalgorithmus der Dynamischen Programmie-
rung nicht erforderlich ist.

Zur Verdeutlichung der gewonnenen Resultate wollen wir nun zwei Unternehmensbeispiele
angeben, welche im weiteren Verlauf der Arbeit den betrachteten Ergebnissen angeglichen
werden, wobei die nichttrivialen Berechnungen mit MATHEMATICA® erfolgten.”

Beispiel B.1.a Sei sp = 10.06, T = 3, A = 0.2 und Xy ~ E(F) mit f = 0.25 gegeben
(exponential(0.25)-verteilter (Gesamt-)Schaden).

Zeit | Ausschiittung Wert
0 |s—s" 2.87707
1 | EX f*o F} (s) 2.00478
2 | ErfroFy o Fy(s) | 159832

Tabelle 3.1: Erwartete Dividenden fiir £(0.25)-verteilte Schéden

Weiterhin betrachten wir die einperiodige Ruinwahrscheinlichkeit zum Niveau v = 0.05
als relevantes Risikomafl. Dann ergibt sich:®

B::(1+)\)-E[XO]:(1+)\)-%:(1+0.2)-4:4.8,

6 Vgl. z.B. die Beispielprogramme fiir Warteschlangen in Sennott[102], die unter
http://www.math.ilstu.edu/~sennott/stochdynprog/TOC.html (Stand: 13.05.2004) verfiigbar sind.

7 Zur Ubersicht der bekanntesten Schadenhdhenverteilungen siehe Schréter[100](§ 1.1.2).

8 Zur Erinnerung: Fx,(z) = (1 — exp(—ax))1(z > 0).
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1
$'= =5 () = B = (1) 1n(0.05) - 4.8 ~ 7.18293,

SchliefSlich erhalten wir mit den Werten aus Tabelle 3.1 und mit Hilfe von Korollar 3.1.7:
V*(s) ~ 6.48.

Beispiel B.2.a Sei sq = 10.06, "= 3, A = 0.2 und Xy ~ Par(a,b) mit a =8 und b =3
gegeben (Pareto(8,3)-verteilter (Gesamt-)Schaden). Unter Beriicksichtigung der einperi-
odigen Ruinwahrscheinlichkeit zum Niveauy = 0.05 und mit Fx,(z) = [1—-(3%)"]1(z > 0)
qilt dann:

B = (1+)\)~E[X0]:(1+)\)~%:(1+0.2)~4:4.8,

s=a-(y v —1)—B=28-(0.053 — 1) — 4.8 ~ 8.91536.
Mit den Werten aus Tabelle 3.2 und Korollar 3.1.7 folgt letztlich V*(s) ~ 5.408.

Zeit | Ausschiittung Wert
0 |s—s* 1.08464
1 | B f*oF% (s) 2.3625
2 | Bl ffoFx, oF% (s) | 1.96093

Tabelle 3.2: Erwartete Dividenden fiir Pareto(8,3)-verteilte Schéden
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3.2 Optimierung bei einem unbeschrinkten Zeitho-
rizont

Wir beginnen mit der Suche nach einer optimalen Politik fiir das folgende (diskontierte)
Optimierungsproblem
Vi als) =sup Vo o(m, ), (3.2.1)
s
mit Vg o(m,s) := ET[D o' fi(S)], m € y, s € S, a € (0,1), wobei die Funktion
Vioo.a(m, s) im Sinne von Hermann[51](S. 39) als zukiinftiger Unternehmenswert der (gan-
zen) Versicherungsunternehmung zu interpretieren ist.

Satz 3.2.1 Gegeben sei das Markovsche Ausschiittungsmodell wie in Definition 3.0.3 mit
T =00 und a < 1.
Dann ist die deterministisch stationdre Politik f% = (f(s), f(s), f(s),...) aus Satz 3.1.3

mat
0 falls s < s*,
f(s) = . . (3.2.2)
s—s* falls s > s*,

auch optimal bzgl. (3.2.1).

Bewezis: Zuerst zeigen wir, dass die einperiodigen Dividendenausschiittungen beschrankt
sind. Sei t € N beliebig. Dann gilt wegen s,.1 = s; —d; + B — x; und mit den Ergebnissen
aus Satz 3.1.3:
s+ B —x; fiir s; < s¥,
St+1 =\ .. N
s*+ B —ux; fir s, > s*.

Fiir die Menge der zuldssigen Aktionen folgt dann

{de0,(s;+ B —ux —s*)F]}  fiir s, < s%,

A= {{d € [0.(B - )]} fir s 2 o7,

und daher ist B eine obere Schranke fiir d. Fiir den Zeitpunkt ¢ = 0 ist offensichtlich, dass
(so — s*)T eine obere Schranke ist. Setzen wir nun M := max{(sy — s*)*, B}, so erhalten
wir: 0 < r(s,d) = d < M. Durch die Beschrénktheit von d kénnen wir nun die Resultate
aus Kapitel 2.1.2 verwenden.

Korollar 3.1.7 liefert fiir die Vorwértsform der Wertfunktionen und unter Beriicksichtigung
der Diskontierung mit « die folgende Gestalt der Wertiterationsfunktionen

v(s) = (s=s)"+a-BEvu_i(s—(s—s)"+ B - X))

—_

_ n ok Lk * *
= a" Bl ffolFy oFy

n=

Lo...0F% (s),

[e=]

wobei vy(s) = 0 gesetzt wird, da die Optimalitét der Entscheidungsregel f(s) = (s —s*)*
durch die Diskontierung erhalten bleibt.
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Des Weiteren fithrt der Grenziibergang t — oo zu

v* o= lim wy(s)

t—o0

Za”E:f* oF% oF% o...0F%(s).

Infolgedessen resultiert die Optimalitiat der Politik fX = (f(s), f(s), f(s),...) mit f(s) =
(s — )" nach Satz 2.1.15 aus der Giiltigkeit von v* =V (s) = L;VZ ,(s), d.h.

LVi(s) = f(s)+a / Ve () QUds']s. £())
= (s—s"+a- BV o (F%, (5))

= (s—s" —I—ZQ"HE* ffoF% oFy o...0Fx(s)
= (s—s" —i—Zoz E; ffoF% oF%  o...0F%(s)

= ZQ"E§ ffoFyx oF% o...0oF%(s)

— Vi) m
Der Wunsch der Aktioniire nach einem in der Zeit gleichmiifiigen Dividendeneinkommen®
fithrt zum Optimierungsproblem der durchschnittlichen Dividendenausschiittungen auf
einem unbeschrankten Zeithorizont. Mit dem mathematischen Riistzeug aus Abschnitt
2.1.3 sind wir zumindest fiir das folgende gegeniiber dem Grundmodell abgewandelte
Markovsche Ausschiittungsmodell in der Lage, eine durchschnittsoptimale Politik und
den zugehérigen Betrag von V7 (s) zu ermitteln.

Definition 3.2.2 (Ausschiittungsmodell mit Sanierung)“ Es gelte das Markovsche
Entscheidungsmodell wie in Definition 3.0.3 mit der folgenden Anderung. Fiir die messba-
re Systemfunktion gilt nun:

F(St, dt, B, $t+1) = St — dt + B — Tt1 -+ (S* - St)+. (323)

Durch die Gestalt der Systemfunktion wie in (3.2.3) gewéhrleisten wir zu jedem Zeitpunkt
die Solvenz des Versicherungsunternehmens, da die Kapitalgeber ggf. den erforderlichen
Fehlbetrag (s* —s)* zusétzlich einzahlen (Sanierung), d.h. die Verletzung der Sicherheits-
bedingung (s < s*) fithrt wie im Grundmodell nicht zur Einstellung des Versicherungs-
betriebes und somit zum Abbruch des Optimierungsalgorithmus.® Infolgedessen erhalten
wir in Analogie zu Korollar 3.1.7 zunéchst das folgende Ergebnis.

9 Vgl. Stenner[105](S. 150) und die dort angegebenen Quellen.
10Vgl. z.B. die entsprechende Entscheidungsregel bei Martin-Lof[73](S. 10).
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Hilfssatz 3.2.3 FEs gelte das Ausschiittungsmodell mit Sanierung aus Definition 3.2.2
mit T' < oco. Dann gilt die folgende Bewertungsformel fir die Wertfunktion der (totalen)
erwarteten Dividendenausschiittungen

Vis)=(s—s)"+(T—1)- E(B— Xy)", Vs > s".

Beweis: Vorab erhalten wir mit den selben Uberlegungen wie in Satz 3.1.3 die Optima-
litdt der Politik 7* = (f*(so),..., f*(sp—1)) mit f*(s) = (s — s*)7 fiir das endlichstufige
Optimierungsproblem. Die Behauptung folgt schliefilich gemé&fi Korollar 3.1.7 mit der
Funktion

Fi(s)i=s—(s—s)"+B—-—ao+(s"—s)" =s"+B—=x

in diesem Modell. W

Dieser Hilfssatz verdeutlicht die Systematik, welche in dem Ausschiittungsmodell mit Sa-
nierung enthalten ist. Zu jedem Entscheidungszeitpunkt ¢ befindet sich das System nach
Wahl der Aktion im Zustand s*.'' Mit Hilfe dieser Eigenschaft des Ausschiittungsmo-
dells konnen wir einer optimalen Politik fiir das Zielkriterium der durschnittsoptimalen
Dividendenausschiittungen bestimmen.

Satz 3.2.4 Gegeben sei das Ausschiittungsmodell mit Sanierung wie in Definition 3.2.2
mit T = oo. Dann ist die deterministisch stationdre Politik % = (f(s), f(s), f(s),...)

mit
f(s) = {0 falls s < s*,

s—s*  falls s > s*,

optimal bzgl. Vi (s) := supy{limsup, . ET | . f(Sy)] /n}, Vs € S und fiir die Wert-
funktion erqgibt sich:

Vi (s) = B(B — Xo)" (3.2.4)

Beweis: Wegen der Beschrinktheit der einperiodigen Ausschiittungen fiir alle ¢t € Ny,
d.h.

0 <r(s,d) =d < max{(so — s*)", B},
und den weiteren Stetigkeits- und Beschrénktheitsbedingungen entsprechend den Uberle-

gungen wie in Satz 3.1.3 ist die Annahme 3 in diesem Modell erfiillt und der Satz 2.1.16
kann angewendet werden.

1 Diese Struktur des Ausschiittungsmodells ist sinngeméf auch Borch[21](S. 225) zu entnehmen.
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Mit den GroBen h(s) = (s — s*)* und p* = E(B — X,)" ergibt sich
B—Xo)"+(s—s)"
s—(s=s)"+B—-Xo+(s"—s)" =5+ (s —s")"

h(Es, f(s), B, x]) dFx,(x) + f(s)

+

h(s') Q(ds']s, f(s)) + (s, f(s))
— max {d+/8h(s)Q(ds|s,d)}

deA(s)

p*+ h(s)

=

I |-
=

und das Tripel (p*, h(s), f(s)) erfiillt die Optimalitdtsgleichung (2.1.22). B



KAPITEL 4

Erweiterungen des Grundmodells

In diesem Kapitel wird das stationdre Dividendenausschiittungsmodell aus dem vorheri-
gen Abschnitt durch die Einbettung mehrerer Geschéftsfelder der Versicherungsunterneh-
mung sukzessiv erweitert. Wir beginnen mit der Beriicksichtigung des Riickversicherungs-
schutzes und untersuchen anschliefend die Struktur der Dividendenzahlungen auf der
Basis des Wahrungskursrisikos, welches vor allem fiir international tétige Versicherungs-
unternehmen nicht unberiicksichtigt bleiben darf. Die letzte Erweiterung erfolgt durch
die Hinzunahme des Kapitalanlageproblems. Infolgedessen stellt die Stochastizitit des
Wihrungskursrisikos und der Kapitalanlage eine zusétzliche Anforderung an das Modell
dar, die aber unter der jeweiligen Verwendung von derivativen Absicherungsinstrumenten
erheblich gemindert werden kann. Zum Abschlufi dieses Kapitels wollen wir das stati-
ondre Gesamtmodell aufstellen, welches schliefSlich alle zuvor behandelten Erweiterungen
beinhaltet.

4.1 Dividenden und Riickversicherung

Wie in Abschnitt 2.2.1 bereits erwdhnt wurde, tragt die Riickversicherung u.a. zur Ver-
ringerung des versicherungstechnischen Risikos bei. Die beiden gebrauchlichsten Riickver-
sicherungsarten der traditionellen Riickversicherung wollen wir zuvor kurz erliutern.!

e Proportionale Riickversicherung bezeichnet die zu einem festen Prozentsatz be-
stimmte Aufteilung des riickzuversichernden Risikos zwischen dem Erst- und Riick-
versicherer, d.h. der Riickversicherer erhélt einen festen Anteil an der Original-
pramie, der zugleich den Anteil der zu leistenden Schadenszahlung angibt. 2

1 Vgl. Gerathewohl[45](Kapitel 2).
2 Vgl. z.B. Pfeiffer[82](S. 42), Farny[38](S. 488), Dienst[32](S. 12) und Schradin[99](§ 2.1.2.2) und die
dort angegebene Literatur.

41
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e Dagegen wird bei der nichtproportionalen Riickversicherung die Beteiligung des
Riickversicherers auf den Schadenfall abgestellt. Die Schadenaufteilung findet so
statt, dass der Erstversicherer bis zu einer vorher festgelegten Grenze, der soge-
nannten Prioritéit (m'), haftet. Den dariiber hinausgehenden Schaden iibernimmt
der Riickversicherer. Die Berechnung der Nettoriickversicherungspramie erfolgt z.B.
geméfl des Erwartungswertprinzips fiir die kiinftig zu leistenden Zahlungen des
Riickversicherers.3

Im weiteren Verlauf der Arbeit soll nur die Quoten- bzw. die Jahresiiberschaden-Riickver-
sicherung als Hauptform der proportionalen bzw. nichtproportionalen Riickversicherung
betrachtet werden, wobei das Leistungsprofil der beiden Riickversicherungsformen der
Abbildung 4.1 zu entnehmen ist.

Abbildung 4.1: Auszahlungsstruktur bei proportionaler und nichtproportiona-
ler Riickversicherung

zu leistende
Schadenzahlungen ohne RV-Schutz

proportionaler RV-Schutz

nichtproportionaler RV-Schutz

5 } Gesamtschaden

Die maximalen zeitdiskreten Dividendenausschiittungen unter Beriicksichtigung der Riick-
versicherung mit Hilfe des Ansatzes der Dynamischen Programmierung zu l6sen, ist eine
altbekannte Problemstellung.* Allzuhiiufig wird in diesem Zusammenhang nicht der Ge-
samtbetrag der Dividendenzahlung maximiert, sondern ihr Nutzen. Wir wollen auf die
Verwendung von Nutzenfunktionen verzichten, da der Risikosituation der Versicherungs-
unternehmung durch eine vom Riickversicherungsschutz (RV-Schutz) abhéngige Sicher-
heitsschranke Rechnung getragen wird.

3 Vgl. z.B. Pfeiffer[82](S. 54f), Farny[38](S. 488) und Dienst[32](S. 14).
4 Vgl. Frisque[43], Pechlivanides[79], Reischel[87](Kapitel 5) und Borch[20](S. 311).
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4.1.1 Proportionaler Riickversicherungsschutz

Festlegung 4.1.1 (Proportionaler Riickversicherungsschutz)®

Gegeben sei das Markovsche Ausschiittungsmodell wie in Definition 3.0.3. Zudem sei
m € [Muin, Mmaz| die Hohe des Selbstbehalts, der vom Erstversicherer bestimmt wird.
Die messbare Funktion h(m,x) gibt daher den Anteil eines Schadens an, den der Erstver-
sicherer zu tragen hat. Wir setzen:

h(m,z) =m -2 mit 0 < My <M < Mgz = 1.

Jede Hohe des Selbstbehalts hat ihren Preis, den der Erstversicherer an den Riickversi-
cherer bezahlt. Dieser Betrag wird vom eingenommen Prdmienvolumen abgezogen. Daraus
resultiert die Netto-Pramieneinnahme

B—(14+Agy)-(1—=m)-E[Xo], 0< B(m) < B fir mpin <m < Mpaq,

wobei Agy > —1 der bekannte Sicherheitszuschlag des Riickversicherers sei.

Die untere Schranke fiir den Selbstbehalt ergibt sich aus betriebswirtschaftlichen Griinden,
da andernfalls die Netto-Pramieneinnahme auch negative Werte annehmen konnte. Dies
wiederum hitte zur Folge, dass das Versicherungsunternehmen mit Wahrscheinlichkeit 1
einen Verlust fiir die kommenden Perioden verzeichnet und sich somit der Moglichkeit
von Dividendenausschiittungen beraubt.

Bemerkung 4.1.2 Durch die Wirkung des proportionalen RV-Schutzes dndern sich die
folgenden Grdffen im Modell:

o [iir die Systemfunktion ergibt sich unter Beriicksichtigung des proportionalen Riick-
versicherungsschutzes:

F(st,dt,m, B,LUH_l) = St — dt + B(m) — MM - XTyyq.

e Die Schranke fiir das Sicherheitsniveau s* ist auch abhdngig von der Wahl von m
und somit eine Funktion von [Muyn, 1] nach R. Dadurch dndert sich auch die Menge
der zuldssigen Dividendenausschiittungen:

A(s) = [0, (s — 5"(m))"].

Wir kénnen nun zeigen, dass in diesem Modell die Struktur der Dividendenpolitik wie in
Satz 3.1.3 beibehalten wird, falls weiterhin die totalen erwarteten Dividendenausschiittun-
gen auf einem endlichen Zeithorizont T° durch Wahl von 7 € II; maximiert werden sollen.

5 Vgl. Schal[94].
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Satz 4.1.3 Gegeben sei ein Markovsches Ausschiittungsmodell wie in Definition 3.0.3 auf
einem endlichen Zeithorizont mit Festlequng 4.1.1 und Bemerkung 4.1.2. Zudem seien

Vo, ..., Vi rekursiv definierte Funktionen auf S mit
Vi(s) = dnJ14a>(<){d + EVig(s—d+ B(m) —m- Xy}, Vr(s) =0, s € S, (4.1.1)
€AP (s

wobei der Parameter m € [Muyn, 1] mit |s*(m)| < oo fest sei. Hierbei gilt:
1. Die Funktionen Vi(s) sind messbar und es existiert ein Maximisator.
2. Die stationdre (deterministische) Politik 7™ = (f(so), ..., f(sr—1)) mit
0 falls s < s*(m
f) =1 o
s —s*(m) falls s > s*(m)

1st optimal bzgl. der maximal erwarteten Dividendenausschiittungen bei proportio-
nalem Riickversicherungsschutz.

Beweis: Die Funktionen V;(s) leiten sich aus der Zielfunktion und dem Ubergangsge-
setz des speziellen Markovschen Entscheidungsmodells aus Definition 3.0.3 geméafl des
Hauptsatzes der Dynamischen Programmierung (Satz 2.1.8) und Bemerkung 3.1.1 mit
der entsprechenden Systemfunktion wie in Bemerkung 4.1.2 ab.
Per absteigender Induktion zeigen wir fiir alle t =0,...,7 — 1:

a) uy(s,d) = /VtH(s —d+ B(m) —m - xp01)P** (dayy) ist stetig auf K (4.1.2)

und
b) AL(d*, dy) := Ly(d*)— Li(d,) > 0; d*,d. € A(s); 0 < d, < d*:=(s—s"(m))" (4.1.3)
mit Li(d) := d+ EViy[s —d+ B(m) — m - X;41] und somit
EVia[s—d*+B(m)—m-Xi4] >de —d" — EViyq[s —do + B(m) — m - X;1q]. (4.1.4)

Teil a) liefert in Analogie zum Selektionssatz 2.1.11 die in Teil 1 behauptete Existenz
eines Maximisators f(s) und Messbarkeit von V;(s), da die Menge A(s) kompakt ist und
die einperiodige Erlosfunktion r(s, d) auf K stetig ist. Zudem ist die Menge der zuléssigen
Zustands-Aktionen-Paare eine Borelsche (Teil-)Menge, d.h.

K:={(s,a)ls€S,ac A(s)} € G2

Teil b) zeigt die in Teil 2 behauptete Optimalitit der Entscheidungsregel f(s) = (s —
s*(m))*.

Fiir den Induktionsanfang bei t =T — 1 ergibt sich fiir Teil a) die Stetigkeit der Funktion
up—1(s,d) = 0 auf K.
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Fiir Teil b) ergibt sich: ALyr_4(d*,d,) = d* — d,. > 0.

Nun gelte fiir ein beliebiges ¢t < T'— 1 die Induktionsannahme, dass (4.1.2) und (4.1.3)
bzw. (4.1.4) gilt.
Dann folgt fiir den Induktionsschluff (t — t — 1) fiir Teil a), dass die Funktion

Vi(s —d+ B(m) —m - x)

= f"(s—d+ B(m)—m-x;) + EVi1[s —d+ B(m) —m -z, + B(m) —m - X; 1]
geméf der Induktionsannahme stetig auf K fiir alle festen Werte X;(w) = x; ist. Denn mit
der optimalen Entscheidungsregel f*(s —d+ B(m) —m-x;) € A(s —d+ B(m) —m - ),
welche geméf der Induktionsannahme existiert, gilt fiir jede Folge (s,,) — s und (d,,) — d:
f(sn—dy+B(m)—m-xy) = f*(s—d+ B(m) —m-x).
Des Weiteren gilt wegen fr_1(s) = (s — s*(m))" geméB des Induktionsanfangs (Teil b)):

Vils —d+B(m)—m-z;) < (s—d+ZB(m)—m~xt—s*(m)>+

T—1 N
< <s+ B(m)—m-xt—s*(m)>
i=t—1 P
::Vt’(s—i-B‘(,m)—mmt)
fiir geeignte w mit Xy (w) = ... = Xr_1(w) = 0, d.h. mittels

/W(s + B(m) —m - 2,) TP (dx,) < 00

resultiert daraus die PX*-Integrierbarkeit der Funktion V;(s — d + B(m) — m - ;). Daher
ist die Funktion u;—;(s,d) nach dem Stetigkeitslemma stetig auf K.

Fiir den Induktionsschiufl (t — t — 1) von Teil b) folgt zunéchst mit s < s*(m) = d* =
d, =0:

ALi_(d*,d,) = EVi[s+ B(m) —m- X;] — EVi[s + B(m) —m - X;] = 0. (4.1.5)
Fiir den Fall s > s*(m) gilt geméf der Induktionsannahme fiir ein festes X;(w) = z4:
Vils —d+ B(m) —m - x4
s—d+ B(m)—m -z — s*(m)
= +EVi[s*(m) + B(m) —m - Xy4q] fijr S=dEB—sT(m) o, 4

EVig[s—d+ B(m) —m- -z, + B(m) —m- X;41] sonst.
(4.1.6)

Als néchstes zeigen wir die Giiltigkeit von
Vils = d* + B(m) —m - xy] — Vi[s —d. + B(m) —m - x;] > d,, — d7, (4.1.7)

d.h. mit der entsprechenden Fallunterscheidung folgt fir (4.1.7):
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e Fiir den Fall s — d*+ B(m) — s*(m) > m -z, und s — d, + B(m) — s*(m) >m -z
folgt nach (4.1.6):

s—d"+B(m)—m-x,—s"(m)—(s—ds+ B(m)—m-x, — s*(m)) =d, — d".
e Mit s —d*+ B(m) —s*(m) <m-x;, und s —d, + B(m) — s*(m) < m -z, gilt gemaf
(4.1.6):
Vils =d* 4+ B(m) —m - x;) — Vi[s — d. + B(m) —m - x;)]
= EVi[s—d"+ B(m)—m-x;+ B(m) —m - Xy11]
— EVi[s—do+ B(m) —m-x;+ B(m) —m - Xy41]

(i) EVils—d.+ B(m)—m- -z, + B(m) —m - X;1]
+d.—d" — EViyy[s —d. + B(m) —m-x;+ B(m) —m - Xy
=d, —d,
wobei (%) wegen Hilfssatz 3.1.2 und (4.1.4) folgt.
e Fiir den Fall s —d*+ B(m) — s*(m) < m-xz; und s — d, + B(m) — s*(m) >m - xy
ergibt sich wiederum nach (4.1.6):
Vils =d*+ B(m) —m - x| — Vi[s — du + B(m) —m - x4]
= EVi[s—d"+ B(m) —m-xy+ B(m) —m - Xy41]
—(s—=do+B(m)—m-xz; — s (m)) — EVi1[s"(m) + B(m) — m - X;44]
()

s—d" + B(m)—m-x, —s*(m) + EVi[s"(m) + B(m) —m - Xy44]
—(s—di+B(m)—m-z;—s"(m)) — EVipq[s*(m) + B(m) — m - X;44]
=d, —d" £ EViu[s"(m) + B(m) —m - Xyi4]
=d,—d",
wobei (%) wegen

EVigs—d"+ B(m) —m-x;+ B(m) —m - X;4]

(4.1.6)
> s—d"+B(m)—m-z;— s (m)+ EVigq[s*(m) + B(m) —m - X;44]

erfolgt.
Wegen der schon gezeigten Integrierbarkeit von V;[s — d + B(m) — m - x] gilt daher:
ALy 1(d*,d,)
=d" + EVis —d"+ B(m) —m- X;] —d. — EVi[s —d. + B(m) —m - X,
=d" —d,
+ / (v;[s &+ B(m) —m-x] — Vis — dy + B(m) —m - a:t])PXt(dxt)

(4.1.7)

> dt—d, + /(d* —d)P*(dzy) = 0. B
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Der Satz 4.1.3 liefert eine optimale Dividendenausschiittungspolitik fiir einen festen Selbst-
behalt m. Dabei sind wir aufgrund der Langfristigkeit der Riickversicherungsvertriage (vgl.
S. 23) von einem konstanten Parameter m ausgegangen. In Abschnitt 4.1.3 schwichen wir
diese Annahme so ab, dass zu jedem Zeitpunkt auch die optimale Wahl des Selbstbehaltes
beriicksichtigt wird.

Bemerkung 4.1.4 Mit den entsprechenden Beweisschritten aus Korollar 3.1.6 gilt fiir
die einperiodige Ruinwahrscheinlichkeit bzw. VaR

si(m) :==m Fy (1—7) - B(m)

und fiir den TailVaR ergibt sich analog

ss(m) = E[m-Xo— B(m)|lm-Xo— B(m)>m-Fg!(1—~)— B(m)]
= (PG> PO [ e - Blm)] Py )
Fxo(=7)
_ ;</FX;(1_V)xdFXO(:c)> _ B(m).

Abbildung 4.2: Mdogliche Verldutfe des Kapitalprozesses mit und ohne Riickver-
sicherungsschutz bei bekannten Schiden

Zustand(Kapital)

Dividendenausschiittungen

-

'
/ i

SA) [= = == = = —— = = o
1

(ohne RV)

SM) b= = = = = = = —_— - - —_

Zeit

Abbildung 4.2 zeigt anschaulich, inwieweit sich RV-Schutz im Modell auswirkt. Durch
den RV-Schutz verbessert das Versicherungsunternehmen zwar seine Risikosituation in
der Hinsicht, dass eine geringere Sicherheitskapitalunterlegung notig ist, vermindert aber
moglicherweise gleichzeitig den zukiinftigen Gewinn und somit den (erwarteten) Dividen-
denbetrag.
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Die Bewertungsformel aus Korollar 3.1.7 behélt in diesem Modell ihre Giiltigkeit mit den
Funktionen f*(s) = [s — s*(m)]" und F(s) := s —[s — s*(m)|" + B(m) — m -z, d.h.

T-1
Vi(s) =Y EIf*oFy o..0Fx(s) (4.1.8)
n=0

mit dem ersten Summanden gleich [s — s*(m)]".

Des Weiteren erfolgt mit den Beweisschritten aus 3.2.1 auch die Optimalitdt der Po-
litik f2 = (f(s), f(s),...) mit f(s) = [s — s*(m)]T fur die diskontierten Dividenden-
ausschiittungen bei einem unbeschriankten Zeithorizont.

Beispiel B.1.b (Fortsetzung von Beispiel B.1.a)
Mit den Werten m = 0.3 und Agy = 0.25 folgt fiir das Nettoprimienvolumen

B(m)=B— (14 Agy)(1—=m) - E[Xo]=48—-125-0.7-4=1.3
und die minimale Selbstbehaltsgrenze My, ergibt sich als Losung von B(muy,) =0, d.h.

(1+ A )E[Xo] - B 5-—48
Myin = =
(1+ Agv)E[Xo] 5

Gemaf$ Bemerkung 4.1.4 gilt fir die Sicherheitsschranke s*(m)

= 0.04.

1\ -1
5(0.3) = —0.3 - (1) 1n(0.05) — 1.3 ~ 2.295.

Zeit | Ausschiittung Wert
0 |s—s*(m) 7.765
1 | B} f*oF% (s) 0.50616
2 | B ffoF%, oF% (s) | 0.3864

Tabelle 4.1: Erwartete Ausschiittungen mit proportionalem RV-Schutz fiir
£(0.25)- verteilte Schiden

Mit den Werten aus Tabelle 4.1 erhalten wir wegen (4.1.8) als Ergebnis fiir die totalen
erwarteten Dividendenausschiittungen V3(s) ~ 8.6576.

Beispiel B.2.b (Fortsetzung von Beispiel B.2.a)
Mit den obigen Parameterwerten m und Agy gilt weiterhin B(m) = 1.3 und my,;, = 0.04.
Jedoch ergibt sich fir das Sicherheitsniveau s*(m)

s*(m) =0.3-8-(0.05"3 — 1) — 1.3 ~ 2.815.

Entsprechend den Werten aus Tabelle 4.2 folgt dann wegen (4.1.8) fiir die erwarteten
Ausschiittungen V3-3(sg) ~ 8.3204.



4.1. Dividenden und Riickversicherung 49

Zeit | Ausschiittung Wert
0 |s—s"(m) 7.245
1 | B ffoFx (s) 0.605
2 | B f*o Fi o Fj (s) | 0.4704

Tabelle 4.2: Erwartete Ausschiittungen mit proportionalem RV-Schutz fiir
Pareto(8,3)-verteilte Schiaden

4.1.2 Nichtproportionaler Riickversicherungsschutz

In Analogie zu Festlegung 4.1.1 treffen wir folgende Annahmen fiir den nichtproportiona-
len Riickversicherungsschutz.

Festlegung 4.1.5 (Nichtproportionaler Riickversicherungsschutz)
Gegeben sei das spezielle Markovsche Entscheidungsmodell wie in Definition 3.0.3. Zudem
seim' € [m, .. m! | die Hohe des Selbstbehalts und die messbare Funktion h(m', x) gibt
den Anteil eines Schadens an, den der Erstversicherer zu tragen hat, d.h.

h(m',z) = min{m/, 2} mit 0 <m) ,, <m' <m! = occ.

min max

Die daraus resultierende Netto-Pramieneinnahme lisst sich leicht mittels partieller Inte-
gration® und wegen EXy = EX{ = [°[1 — Fx,(2)]dz darstellen als:

B(m') = B—(1+Agv) - E[Xo—h(m', X)]

= B () (ELX] - /Om/[l ~ Fx,(2)]dz)

o0

= B—(1+)\RV)/ 1 — Fx,(z)]dz, 0 < B(m') < B fiir m,,,, <m' <m]

min max’
m/
wobei Agy > —1 wiederum der bekannte Sicherheitszuschlag des Riickversicherers sei.

Die entsprechenden Anderungen fiir die Systemfunktion und fiir die Menge der zuléssigen
Dividendenausschiittungen im Modell mit nichtproportionalen Riickversicherungsschutz
sind der folgenden Bemerkung zu entnehmen.

Bemerkung 4.1.6 Durch die Wirkung des nichtproportionalen Riickversicherungsschut-
zes dndern sich die folgenden Griffen im Modell:

o Fir die Systemfunktion ergibt sich unter Beriicksichtigung des nichtproportionalen
Riickversicherungsschutzes:

F(ss,dy,m', B,y 1) = s — dy + B(m') — min{m/, x; 1 }.

6 Vgl. Reischel[87](S. 288f) und Mack|[70](S. 335).



50 Kapitel 4. Erweiterungen des Grundmodells

e Durch die Wahl des Selbstbehaltes dndert sich auch die Schranke fiir das Sicher-
heitsniveau s* und wir schreiben dafiir s*(m'). Die zugehdrige Menge der zuldissigen
Dividendenausschiittungen lautet daher:

A™(s) = [0, (s = s7(m))"].

Die Ermittlung der Sicherheitsschranke s*(m’) kann durch das folgende Korollar 4.1.7
erfolgen. Wegen der gestutzten Verteilungsfunktion des Gesamtschadens ist es durchaus
sinnvoller, keine exakte Losung fiir s*(m’) zu suchen, sondern die Sicherheitsschranke in-
nerhalb eines gewissen Bereiches zu finden. Dadurch ergibt sich zu jedem kapitalorientier-
ten Risikomafl eine minimal zuléssige Sicherheitsschranke, welche unseren Anspriichen
geniigt. Dabei miissen wir aufgrund der gestutzten (Schadens-)Verteilungsfunktion den
TailVaR anpassen.

Korollar 4.1.7 Fliir jedes Risikomaf$ p : G — R lisst sich ein Sicherheitsniveau s*(m')
fir das Diwvidendenausschiittungsmodell mit nichtproportionalen Riickversicherungsschutz
angeben, d.h.

1. fiir ein vorgegebenes 0 < v <1 gilt
(a) fir die einperiodige Ruinwahrscheinlichkeit bzw. fir den VaR,

pruin(Xo) = P(s*(m')+ B(m') —min{m’, Xo}) <0) <~
pver(Xo) = P((min{m’, Xo} — B(m') > s"(m')) <~

und s3(m') ist eindeutig bestimmbar durch
e N R R
(b) fiir den TailVaR
praivar, (Xo) == Emin{m’, Xo} — B(m')| min{m’, Xo} — B(m') > VaR,]
und s3(m’) lisst sich berechnen durch

« () m’ — B(m’) falls m’ < F (1 — ),
ss(m') = m/ _
’ % [fp)ggu_a,) xdFy,(z) — B(m') -y +m/(1— Fy!(m'))]  sonst,

2. fiir ein vorgegebenes n > 0 gilt fiir den EPD
pepp(Xo) = Elmin{m’, Xo} — s3(m’) — B(m/)|" <n

und die niherungsweise Bewertung des Wertes si(m') erfolgt durch

1-Fx,(m')

/

. —mn___ B(m!)  falls np > m' - Fx,(m'),
s3(m') = ,
m' — B(m') sonst.
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Beweis: Wir zeigen zunéchst Teil 1a. Es gilt:

P{s;(m’) + B(m') — min(m’, X,) < 0}
=P{s;(m') + B(m') — min{m’, X} <0}
=P{(m' — Xo)" <m' — B(m') — sj(m')}. (4.1.9)

Fiir den Fall m’ < s§(m/) + B(m/) gilt fir (4.1.9):
P{si(m) + Bm') — min{m', Xo} < 0} = 0(< 7).

Dabher ergibt sich si(m’) = inf{z € R: 2 > m'—B(m')} = m'—B(m’) fiir diesen Fall. Gilt
nun m’ > sj(m’)+ B(m'), also s(m’) < m'— B(m’), so folgt nach ein paar Umformungen
fir P{min(m’, Xo) > B(m') + sj(m’)} <~ bzw. P{X, > B(m’) + si(m/)} <~

si(m') = Fy, (1 —7) = B(m'),

da sonst P{(m' — Xo)* <m’—B(m') —sj(m/)} =1 (> 7) gelten wiirde. Daraus resultiert
die Ungleichungskette

m' = B(m') > si(m') > Fx, (1 —7) — B(m)
und s3(m’) = Fy!(1 —~) — B(m’) ist der kleinste zulissige Wert fiir m’ > Fy'(1 — 7).
Fiir den Teil 1b ergibt sich vorab:

sy(m’) = Emin{m', Xo} — B(m/)| min{m’, Xo} — B(m') > VaR,]
E[min{m/, Xo} — B(m/)| min{m/, Xo} > B(m) + VaR,]. (4.1.10)

Gilt weiterhin m’ > F' )201(1 —7), so folgt wegen VaR, = F )201(1 — ) — B(m’) geméaf Teil
la fiir (4.1.10):

Emin{m/, Xo} — B(m')| min{m’, X} > F)Zol(l —v)]

_ 1 /OO [min{m’, 2} — B(m/)] dFx,(x)

P(Xy > Fy, (1-7)) Fyl—)
- : / e BB (x) + b B~ F <m’>1>
- P(Xo 2 Fy/(1-9)) Fyl (1) o Xo
L " / / / / /
— N (/Fxéu—y)xdFXO(x) — B(m')(Fx,(m") = 1+7) + [m' — B(m')][1 — Fx,(m )])
1 " / / ,
g </FX§(1—w) v dFxo(z) = - B(m') +m'[1 — Fx, (m )]> .

Fiir den Fall m' < F)Zol(l — ) gilt fur (4.1.10):

ss(m’) = E[min{m/, Xo} — B(m')| min{m’, Xy} > m/]

— st | min{.) - B dFx, (o)

m/
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1 / / /
= B s (I~ Bl - Fxy(m))
= m, — B(m'),

d.h. die Gleichheit von sj(m’) = sj(m') fiir diesen Fall.

Der Beweis von Teil 2 erfolgt fiir n > 0 durch
Efmin{m/, Xo} — s3(m’) — B(m')|"

- / [m’ — (m' = ) Lacpy — s5(m") — B(m)]"dFx, (x)
R+
= / [z — s5(m) — B(m')]"dFx, (z) + / [m’ = s3(m) — B(m/)]TdFx,(x) < n.
0 m,
(4.1.11)
Es ist sofort ersichtlich, dass die linke Seite der Ungleichung (4.1.11) Null ergibt, falls
m' < si(m') + B(m/') gilt, d.h. s§(m’) = m’ — B(m’) ist der kleinste Wert, fiir den diese

Bedingung erfiillt ist. Fiir den umgekehrten Fall ,m’ > si(m’) + B(m')* ergibt sich fiir
(4.1.11):

s3(m")+B(m)
/0 [z — s5(m) = B(m')] dFx,(x) + (m' — s5(m") = B(m"))(1 — Fx,(m'))

s3(m')+B(m)
:_A Fy, () do + (m — s3(m’) = B(m'))(1 — Fx, (m))

< [m' —si(m') — B(m)](1 — Fx,(m'))
<m' — (s5(m') + B(m))(1 = Fx,(m))  (<n). (4.1.12)
Daher resultiert aus (4.1.12) und s§(m’) < m’ — B(m') die Ungleichungskette

m = Bm') > sim') > —" " _ Bl
ST = Fy () ’
welche dann die niherungsweise kleinste Losung s(m/) = (m/—n)-(1—Fx,(m'))"'—B(m’)
zuldsst, falls n > m' - Fx,(m') gilt. B

Das Korollar 4.1.7 bietet uns die Moglichkeit zu jedem fest gewéhlten Selbstbehalt und
Risikomaf} eine minimal zuléssige Sicherheitsschranke zu bestimmen. Damit kann nun die
Maximierung der (totalen) erwarteten Dividendenausschiittungen auf einem endlichen
Zeithorizont T" durch Wahl von 7w € II,; erfolgen.

Satz 4.1.8 Gegeben sei das endlich-stufige Markovsche Entscheidungsmodell wie in De-
finition 3.0.3 mit s € S und es gelte Festlequng 4.1.5 mit Bemerkung 4.1.6, |s*(m')| < oo
und m' € [ml,;,., 0] sei fest gewdhlt. Seien weiterhin Vy, ..., Vp rekursiv definierte Funk-
tionen auf & mit

Vi(s) = derﬂggis){d + EViy[s — d+ B(m') — min{m/, Xo}]}, Vr(s) = 0. (4.1.13)

Hierbei gilt:
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1. Die Funktionen Vi(s) aus (4.1.13) sind messbar und es existiert ein Mazimisator.

2. Die stationdre (deterministische) Politik 7 = (f(s¢), ..., f(sr—1)) mit

Flsy) = {st —s*(m')  falls s, > s*(m/), (4.1.14)

0 sonst,

st optimal bzgl. der maximal erwarteten Dividendenausschiittungen bei nichtpropor-
tionalem Riickversicherungsschutz.

Bewets: Die Gestalt der Funktionen V;(s) folgt wiederum aus der Zielfunktion und dem
Ubergangsgesetz des speziellen Markovschen Entscheidungsmodells aus Definition 3.0.3
geméfl des Hauptsatzes der Dynamischen Programmierung (Satz 2.1.8) und Bemerkung
3.1.1 mit der entsprechenden Systemfunktion wie in Bemerkung 4.1.6.

Per absteigender Induktion zeigen wir fiir alle t =0,...,7 — 1:
a) u(s, d) := /Vt+1(s—d+B(m')—min{m',:BHl})PXt“(dxtH) ist stetig auf K (4.1.15)

und

b) AL(d*,d,) := Ly(d") — Li(d,) > 0; d*,d, € A(s); 0 < d, < d*:= (s —s"(m'))"
(4.1.16)
mit L;(d) := d+ EVipi[s — d + B(m') — min{m/, X;;}] und somit

EViy[s—d*+B(m') —min{m/, X;11}| > d. —d*— EV,y1[s —d, + B(m') —min{m/, X, 1 }|.

(4.1.17)
Teil a) liefert in Analogie zum Selektionssatz 2.1.11 die in Teil 1 behauptete Existenz
eines Maximisators f(s) und Messbarkeit von V,(s), da die Menge A(s) kompakt ist und
die einperiodige Erlosfunktion r(s, d) auf K stetig ist. Zudem ist die Menge der zuléissigen
Zustands-Aktionen-Paare eine Borelsche (Teil-)Menge, d.h.

K:={(s,a)ls€S,aec A(s)} e G .
Teil b) zeigt die in Teil 2 behauptete Optimalitat der Entscheidungsregel f(s) = (s —
s*(m/))*.

Fiir den Induktionsanfang bei t =T — 1 ergibt sich fiir Teil a) die Stetigkeit der Funktion
ur—1(s,d) = 0 auf K.
Fiir Teil b) ergibt sich: ALyp_q(d*,d,) = d* —d, > 0.

Nun gelte fiir ein beliebiges ¢t < T — 1 die Induktionsannahme, dass (4.1.15) und (4.1.16)
bzw. (4.1.17) gilt.
Dann folgt fiir den Induktionsschluff (t — t — 1) fiir Teil a), dass die Funktion

Vi(s = d+ B(m') — min{m/, z,})
= f*(s —d+ B(m') — min{m’, 2,;})
+ EViyi[s —d+ B(m) — min{m/, z;} + B(m') — min{m/', X; 1 }|
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geméf der Induktionsannahme stetig auf K fiir alle festen Werte X;(w) = x; ist. Denn mit
der optimalen Entscheidungsregel f*(s —d + B(m') — min{m/, z;}) € A(s —d + B(m') —
min{m’, z;}), welche gemafl der Induktionsannahme existiert, gilt fiir jede Folge (s,) — s
und (d,) — d: f*(s, —d, + B(m') — min{m/, z:}) = f*(s —d + B(m') — min{m/, 2, }).

Des Weiteren gilt wegen fr_1(s) = (s — s*(m/))* geméiB des Induktionsanfangs (Teil b)):

T-1

Vi(s —d+ B(m') — min{m/, z;}) < (s —d+ Z B(m') — min{m/, x;} — s*(m'))Jr

+

INA
—~
w
+

B(m') — min{m/, x,;} — s*(m'))

- -
'

=:V/(s+B(m/)—min{m/,x+})

fiir geeignte w mit Xy 1 (w) = ... = Xr_1(w) = 0, d.h. mittels
/Vt’(s + B(m/) — min{m/, 2,}) T P**(dz,) < o0

resultiert daraus die P¥'-Integrierbarkeit der Funktion V(s — d + B(m') — min{m/, x;}).
Dabher ist die Funktion u;—(s,d) nach dem Stetigkeitslemma stetig auf K.

Fiir den Induktionsschluf$ (t — t — 1) von Teil b) folgt zunéchst mit s < s*(m’') = d* =
d, = 0:

AL (d*,d.) = EV,[s + B(m') — min{m/, X;}] — EVi[s + B(m') — min{m’, X;}| = 0.
(4.1.18)
Fiir den Fall s > s*(m/) gilt geméB der Induktionsannahme fiir ein festes X;(w) = x4

Vils —d + B(m') — min{m/, z;}]
s—d+ B(m') —min{m/,z;} — s*(m') fir s —d+ B(m') — s*(m') > min{m/, x;},
—{ +EVials (m) + B') — min{m', X1}
EViii[s —d+ B(m') — min{m/, z,} + B(m') — min{m/, X;41}| sonst.
(4.1.19)

Als néchstes zeigen wir die Giiltigkeit von
Vi[s = d* + B(m') — min{m’, 2, }| — Vi[s — d. + B(m') — min{m’, 2, }] > d. — d*, (4.1.20)
d.h. mit der entsprechenden Fallunterscheidung folgt fir (4.1.20):

e Fiir den Fall s —d*+ B(m/) — s*(m/) > min{m/, z;} und s — d. + B(m') — s*(m') >
min{m’, z;} folgt nach (4.1.19):

s—d*+B(m')—min{m/, x;} —s*(m")— (s—d.+B(m')—min{m’, z;} —s*(m’)) = d.—d".
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o Mit s—d*+B(m')—s*(m') < min{m/, z;} und s—d,+B(m')—s*(m') < min{m’, z,}
gilt gemaf (4.1.19):
Vils — d* + B(m') — min{m/, 2, }| — Vi[s — d. + B(m/) — min{m/, x;}]
= EVi[s —d* + B(m') — min{m/, z;} + B(m) — min{m’, X;1}|
— EVils — do + B(m/) — min{m/, x;} + B(m') — min{m’, X;,}|

()
> EVils —d. + B(m') — min{m/, x;} + B(m') — min{m/, X;,,}]
+d, —d* — EViyils — d. + B(m') — min{m/, 2, } + B(m/) — min{m’, X; 1}
=d,—d",
wobei (%) wegen Hilfssatz 3.1.2 und (4.1.17) folgt.
e Fiir den Fall s — d*+ B(m/) — s*(m/) < min{m/, z;} und s — d, + B(m') — s*(m') >
min{m’, z;} ergibt sich wiederum nach (4.1.19):
Vi[s = d* + B(m') — min{m’, z,}| — Vi[s — d. + B(m') — min{m/, x, }]
= EVi[s —d" + B(m') — min{m/, x;} + B(m) — min{m’, X; 1 }|
— (s = di + B(m') — min{m/, 2} — s*(m'))
— BVia[s* () + Bm’) — min{m’, X, 1}

*

(2) s —d*+ B(m') — min{m/, z;} — s*(m’)
+ EVigq[s*(m) + B(m') — min{m/, X, 1}]
— (s = d. + B(m') — min{m/, 2} — s*(m/))
— EVeals* (') + B(w) — min{m’, X1}
=d. —d" £ EViq[s*(m') + B(m') — min{m/, X;1}]
—d, —d
wobei (x) wegen

EVi[s —d* + B(m') — min{m/, z,} + B(m') — min{m’, X;1}]

(4.1.19)
> s—d*+B(m')—min{m’, x; } —s* (m")+ EViy1[s"(m)+B(m') —min{m’, X;1}]

erfolgt.
Wegen der schon gezeigten Integrierbarkeit von Vi[s —d+ B(m') —min{m/’, 2, }] gilt daher:

ALi1(d, d.)
=d" + EVi[s —d" + B(m') — min{m/, X;}| — d, — EVi[s — d. + B(m/) — min{m/, X, }|

=d" —d,
+ / (Vt[s —d" + B(m') — min{m/’, z;}] — Vi[s — d. + B(m') — min{m/, $t}]>PXt(d£Bt)

(4.1.20)
> f—dfﬁ/ufﬁmpﬁu%yzol
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4.1.3 Dynamische Wahl des Riickversicherungsschutzes

In diesem Abschnitt soll die Wahl des Faktors m auf jeder Stufe erfolgen. Dabei beriick-
sichtigen wir explizit den proportionalen Riickversicherungsschutz (RV-Schutz) und be-
trachten die einperiodige Ruinwahrscheinlichkeit als relevantes Risikomaf}; da andernfalls
mit mehr Schwierigkeiten zu rechnen ist. Es wird daher folgendes Entscheidungsmodell
bendtigt, welches generell auch bei nichtproportionalem RV-Schutz zu verwenden ist.

Definition 4.1.9 (Ausschiittungsmodell mit Wahl des RV-Schutzes)
Das Tupel (S, A, A(s), Q, ) heifst Markovsches Ausschiittungsmodell mit Wahl des Faktors
m auf einem Zeithorizont T' € N, wobei die Grifien wie folgt festgelegt sind:

e (S,6) = (R,B) sei der Zustandsraum fir das Kapital.

o A =[0,s"] X [Munin, Mmaz] C RZ sei der Aktionsraum fir die Dividendenzahlung
und den Faktor m.

o A(s) ={(d,m) € A|P(s —d+ B(m) — h(Xo,m) <0) <~} U{{0} X [Mmin, Mmaz}
sei die Menge der zulissigen Aktionen, da andernfalls die Maglichkeit von A(s) = ()
besteht.

e () sei das Ubergangsgesetz von S X A nach S und ist mittels der messbaren System-
funktion F(s,d,m, B, Xy) := s —d+ B(m) — h(Xo, m) definiert durch

Q(Cls,d,m) = / Lo {F(s,d,m, B, )} Fx, (dz), (s, d,m) € S x A, C € &.

R+

Dabei bezeichnet (Xy)i>o wie bisher eine Folge von nichtnegativen und reellen iid.-
Zufallsvariablen, welche eine stetige Verteilungsfunktion Fx(x) und einen endlichen
Erwartungswert besitzen. Fiir einen Reprisentanten dieser Folge schreiben wir X,.

e Fir die einperiodige Erlosfunktion r von K nach Ry gilt r(s,d,m) = d.

Dabei seien die messbaren Funktionen B(m) und h(X;, m) entsprechend Festlegung 4.1.1
oder 4.1.5 bestimmt.

Durch die Verwendung der einperiodigen Ruinwahrscheinlichkeit kann die Menge A(s)
entsprechend Bemerkung 4.1.4 und Korollar 4.1.7(Teil 1a) umformuliert werden.

Bemerkung 4.1.10 Mit der einperiodigen Ruinwahrscheinlichkeit gilt fiir die Menge der
zuldssigen Ausschiittungen und Selbstbehalte A(s):

1. AP(s) = {(d,m) € A|0 < d < [s —m- Fg (1 —~)+ B(m)|"} bei proportionalem
RV-Schutz,

2. A (s) = A'(s) UA"(s) bei nichtproportionalem RV-Schutz mit
A'(s) == {(d,m) € [0,5"] X [Mpnin, Fx, (1 = )]0 < d < (s — [m — B(m)])*} und
A”(s) = {(d,m) € [0, "] x [F; (1 —7),00]| 0 < d < (s = [Fy, (1 =) = B(m)])" }.
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Bei der Verwendung von proportionalem RV-Schutz lasst sich mit Hilfe der Linearitét
der Funktion —m - Fy, (1 — ) + B(m)7 der Aktionsbereich des Selbstbehaltes m in die
konvexen Mengen

MPY = {m € [Mynin, Manaz]|s —m - F)}Ol(l —7)+ B(m) <0} und
MP? = {m € [Muin, Muas]|s —m - F5! (1 —~) + B(m) > 0}

zerlegen. Dabei heifit eine Menge konvex, wenn mit je zwei ihrer (beliebig gewéhlten)
Punkte auch deren Verbindungsstrecke in der Menge liegt, d.h. wenn fiir alle a,b € M gilt

ab:={Xa+(1-MNb|0<A<1} C M.

Daher folgt die Zerlegung von AP(s) = AP!(s) U AP2(s) mit AP (s) := {0} x MP! und
AP2(s) == {(d,m) € [0,sT] x MP?]0 < d < s—m-Fgol(l —)+ B(m)}, wobei die Mengen
AP1(s) und AP2(s) wiederum konvex sind wie der folgende Hilfssatz zeigt.

Hilfssatz 4.1.11 Die Mengen AP'(s) und AP>(s) sind konvez.

Beweis: Der Nachweis fiir AP!(s) ist trivial und die Konvexitit der Menge AP2(s) ergibt
sich mit beliebigen Paaren (do, mg), (d1,m1) € AP?(s) und einer Zahl k € (0,1) durch

(1= K)o+ k - ds
< (1 —k)[s—mo-Fx (1 =)+ B(m)] + k- [s —my - Fy! (1 —7) + B(my)]
=s—[(1=k)mo—k-mu]- Fx (1 =)+ B((1 = k)mo — k - my),

dh. (1= k) + k- di, (1 — k)ymo + k- my) € A?2(s), Yk € (0,1). W

Die Menge der zuléssigen Aktionen in konvexe Mengen zu unterteilen, ist ein notwendiger
Schritt auf dem Weg zu einer optimalen Politik, da sich die Eigenschaften Konvexitit und
Konkavitéit nur auf diesen Mengen nachweisen lassen. Im Grundmodell aus Abschnitt 3
war eine Zerlegung nicht notig, da das Intervall A(s) := [0, (s — s*)*] schon als konvexe
Menge konstruiert wurde.

Fiir das spezielle Markovsche Entscheidungsmodell wie in Definition 4.1.9 mit Zeitho-
rizont T" < oo sollen in diesem Abschnitt wiederum die totalen erwarteten Dividenden-
ausschiittungen bei Verwendung von 7 € 11, fiir einen Startwert s € S maximiert werden,
d.h die Zielfunktion lautet

V*(s) := sup Vi(s) mit Vi(s):= ET

mwellpys

T—
Z (Sy, £:(S))) ] (4.1.21)

Daher fithrt dieses Optimierungsproblem aufgrund der Zusammensetzung von A(s) zu
einer Maximierung auf den jeweiligen Mengen AP!(s) und AP?(s).

Einige Eigenschaften von konvexen Funktionen, die so auch beispielsweise in der Lager-
haltungstheorie von Bedeutung sind®, sind dem nachstehenden Hilfssatz zu entnehmen.

" Fiir B(m) siehe auch Festlegung 4.1.1.
8 Vgl. Bertsekas[14](S. 69).
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Hilfssatz 4.1.12 Seiv: R — R konvex. Dann gilt:
1. Sei h € R. Dann ist auch v(- + h) konvez.
2. Sei c € Ry. Dann ist auch v(c- x) konves.
3. Seiw: R — R konvex und c1,co € Ry. Dann ist auch ¢y - v + co - w konver.

4. Seiv(-,w) konvex fir alle w und v(x,-) integrierbar bzgl. eines Wahrscheinlichkeits-
mapes pu fir alle x, dann ist [v(-,w)p(dw) konvex.

Beweis: Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus der Definition der Konvexitéit durch
Einsetzen, wobei im letzten Teil die Isotonie des Integrals verwendet wird. W
Mit Hilfe von Hilfssatz 4.1.12 kénnen wir nun die Struktur einer optimalen Dividenden-

politik untersuchen.

Satz 4.1.13 Es sei ein Markovsches Ausschiittungsmodell mit Wahl des Faktors m auf
jeder Stufe fiir den proportionalen RV-Schutz wie in Definition 4.1.9 gegeben. Weiterhin
seien Vo, ..., Vp rekursiv definierte Funktionen auf S mit

Vi(s) = max {d+/ Vis1ls —d+ B(m) —m - 2] dFXO(x)}, Vr=0. (4.1.22)
(d;m)eA(s) R+
Dann folgt:

1. Die Funktionen V,(s) sind messbar und es existiert ein Mazimisator.

2. Die Politik 7 = (fo(s), f1(s), ..., fr—1(s)) mit

(0, m3) falls AP2(s) = 0,

4.1.23
(s — s*(m3), m3) sonst, ( )

A(s) 2 fi(s) = {

fiur allet=0,...,T —2 und

(0,m) mit m € MP' beliebig  falls AP2(s) = 0),

(s — s*(m3), m}) sonst,

A(S) > fT_l(S) = {
1t optimoal.
Daber gilt:

(a) m} = max{MP'} oder m} = min{ MP'},
(b) mj = max{MP?} oder mj = min{ MP?}.
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Beweis: Zunichst sei erwihnt, dass die Zerlegung der Menge A(s) die folgende Darstel-
lung der Optimalitéitsgleichung (4.1.22) liefert

Vt(s):max{ max  {d+ EViei(s —d + B(m) —m - X)),
(d,m)eAr:1(s)
d+EViy(s—d+B(m)—m- X }
(d,mr)l;%i?(s){ + EViia(s + B(m) —m - X))}
(4.1.24)

:max{ max LP'(0,m), max Lf’z(d,m)},
memp1 (d,m)eAP:2(s)

mit den Funktionen

L 0,m) = EVig(s+ B(m)—m-X,,) und
LY (d,m) = d+ EViy(s—d+ B(m) —m- X, 1).

Fiir den Zeitpunkt 7" — 1 ergibt sich daher

VT_l(s):max{ max d, max d}
(d;m)€AP(s)  (d,m)EAP2(s)

e s - 20 50
= s — (m* - Fg}(1 —) — Bm")]*
—is*(m*)

fiir mindestens ein m* € [Myin, Mimaz|. Somit ergibt sich auch die Optimalitdt der Ent-
scheidungsregel

(0,m) mit m € MP! beliebig falls AP?(s) = 0,
Jr-1(s) = { e s

(s —s*(m*), m") sonst,
wobei aufgrund der Konvexitdt der Funktion —s*(m) entweder m* = max{MP?} oder
m* = min{ MP?} gilt.
Angenommen es gilt Teil 1, so folgt schliefilich die Behauptung von Teil 2 durch den
Nachweis per absteigender Induktion, dass fiir alle t = 0, ..., T —2 die Funktion L' (0, m)
konvex auf MP! ist und die Funktion L?*(d,m) isoton in d und konvex auf M?? ist.
Fiir den Induktionsanfang zum Zeitpunkt ¢t = T' — 2 ergibt sich

Vr_o(s) = max{ max  El[s+ B(m)—m - Xr_; — s*(m")]",
(d,m)eAr:1(s)

* *\14+
o, {d+ Bls = d -+ B(m) —m- Xr_y — () }}

© max{ max E[s+ B(m) —m - Xr_; — s*(m")]",
meMP:

max {s— s*(m)+ E[s*(m)+ B(m) —m- Xpr_; — s*(m*)]+}},

meMPp:2
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wobei () wegen der Isotonie der Funktion L?(d,m) in d nach Satz 4.1.3 fiir festes m
folgt. Wegen der Konvexitit der Funktionen —s*(m) und

E[s+ B(m) —m - Xpr_1 — s (m")]"
entsprechend Hilfssatz 4.1.12 (Teil 1), wobei infolgedessen auch die Konvexitit der Funk-

tion E[s*(m)+ B(m) —m- Xp_1 — s*(m*)|* folgt, erhalten wir die Giiltigkeit des Induk-
tionsanfangs und somit die Optimalitdt der Entscheidungsregel

. 2(c) —
Froa(s) = {(o,mlz o falls AP2(s) = 0,
(s — s*(m3}), mb) sonst,

mit m; = max{MP!} oder m; = min{M?'} bzw. mj = max{MP?} oder m} =
min{ MP?}.
Weiterhin gelte die Induktionsannahme fiir t < T — 2, so dass die Funktionen

Lf’l(oa m) = EVi1(s+ B(m) —m - X)), und

LP?(d,m) = d+ EViyi(s —d + B(m) —m - X;41)
konvex in m und ggf. isoton in d seien. Damit erhalten wir auch die Optimalitéit der
Entscheidungsregel f;(s) wie in (4.1.23) und fiir die Wertfunktion ergibt sich

Vits) = {Em(s + B(m?) —m} - Xep1) falls AP2(s) = 0),
s — s*(m3) + EVi(s*(m3) + B(m3) —mb - Xy41) sonst.

Demnach folgt fiir ein festes X;(w’) = x; und mindestens ein m* € [Mnin, Mimaz)
Vi(s —d+ B(m) —m - x)
=[s—d+ B(m)—m- -z, — s*(m*)|"

+ EVig[s —d+ B(m) — ma; — [s — d + B(m) — ma; — s*(m*)]" + B(m*) — m* X;14]

(4.1.25)
und die Funktion V;(s —d+ B(m)—m-x;) besitzt wie zuvor bewiesen mit B(m) < B, Vm
eine PXt-integrierbare Majorante
Vi(s —d+ B(m) —m - x)
< /[s—d+B(m) —m -z — s (m)]T P (dwy) + (T —1—1t)-B

und ist aufgrund der Induktionsannahme zudem konvex in m.
Der Induktionsschluf$ (t — t — 1) ergibt sich nun durch

Vici(s) = max{ max  EVi[s+ B(m) —m - X,
(d,m)eAP:1(s)

d+ FEVis—d+ B —m- X
(d,mgré%z(s){ + EVi[s + B(m) —m t]}}

:max{ max  EVi[s+ B(m)—m- Xj],
(d,m)eAP:1(s)

max {s — s"(m) + EV;[s"(m) + B(m) —m - Xt]}}

meMP:2
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mit der Isotonie der Funktion L?? (d,m) in d entsprechend Satz 4.1.3. Wegen der Kon-
vexitdt und Integrierbarkeit der Funktion V(s —d + B(m) — m - x;) folgt die Konvexitat
von EVi[s —d+ B(m) —m - X;| bzw. EV[s + B(m) —m - X;| nach Hilfssatz 4.1.12 (Teil
3), was den Beweis von Teil 1 vervollstandigt.

Es bleibt iibrig zu zeigen, dass die Messbarkeit der Funktion V;(s) wie in (4.1.24) und die
Existenz eines Maximisators f;(s) wie in der Behauptung von Teil 1 gilt. Dies soll teilwei-
se mittels des Selektionssatzes 2.1.11 fiir die einzelnen Funktionen maxq m)e Ap,l(s){'} und
MaX (4 m)eari(s)1-} erfolgen, denn die Messbarkeit dieser Funktionen liefert wegen (4.1.24)
auch die Messbarkeit von V;(s).

Da sowohl die Kompaktheit der Mengen AP!(s) und AP?(s) wegen der Beschriinktheit
und Abgeschlossenheit dieser Mengen als auch die Stetigkeit von r(s,d,m) := d auf K €
S ® A in diesem Modell erfiillt sind, ist nur noch die Stetigkeit und Beschranktheit von
Vir1(s,d,m) == EVii (s —d+ B(m) —m - Xyqq) auf K fiir alle ¢t mit ¢ € {0,...,7 —2} zu
tiberpriifen. Wegen der Nichtnegativitéit der einperiodigen Erlosfunktion und der Existenz
einer Majorante fiir die Wertfunktion wie in Teil 2 ergibt sich sofort fiir allet = 0,...,7—2
und fiir alle (s,d,m) € K:

0 < Vipi(s—d+B(m)—m-ziy 1) < [s—d+B(m)—m-zi 1 +(T—2—t)-B—s*(m*)]" (4.1.26)

fiir ein festes X;4q(w') = 2411 und somit die Beschranktheit der Funktion vyyq(s,d, m)
gemaf der Isotonie des Integrals. Die Stetigkeit von vy, wird per absteigender Induktion
gezeigt, d.h.

Vir1(s,d,m) ist stetig auf K, V¢t =0,...,T — 2. (4.1.27)

Der Induktionsanfang zum Zeitpunkt T — 2 liefert mit Vr_i(s) = [s — s*(m*)]™:

vr_1(s,d,m) = / [s —d+ B(m) —m-x — s*(m*)]"dFx,(z).
R4

Wegen der Optimalitit von d = [s — s*(m*)]t exisitiert fir alle (s,d,m) € K eine
PXt+1—integrierbare Majorante zu Vy_1(s—d+ B(m)—m-X7_1). Da zudem die Funktion
[s —d+ B(m) —m-xp_y — s*(m*)]" fiir alle X;,1(w') = 241 stetig auf K ist, erhalten wir
durch das Stetigkeitslemma (s. Lemma A.4) die Stetigkeit von vr_(s,d) auf K.

Fiir die Induktionsannahme gelte (4.1.27) fiir t < T — 2. Dann folgt fiir den Induktions-
schluss (t — t — 1) fiir ein festes X;(w') = 24

Vi(s —d+ B(m) —m - x)
s—d+ B(m)—m-x, — s*(m*) falls

= FEVia(s*(m*) + B(m*) —m” - Xy41) Ty < s_d+B(n;2_s*(m*)a
EViy (s —d+ B(m) —m -z, + B(m*) —m* - X;41) sonst.

Demnach ist die Funktion V;(s—d+B(m)—m-z;) wegen der Induktionsannahme stetig auf
K fiir ein festes X;(w’) = x;. Die Behauptung folgt schlieBlich mit Hilfe der Integrierbarkeit
geméB (4.1.26) wiederum aus dem Stetigkeitslemma. W
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Zur Veranschaulichung der Dynamik in diesem Modell sind die Funktionen Lr_;(d, m) =
r(s,d,m) fiir festes s und Lr_o(d,m) mit den Daten aus Beispiel B.1.b (exponential-
verteilter Gesamtschaden) in den Abbildungen 4.3 und 4.4 dargestellt. Zunéchst ist in

Abbildung 4.3: 3D-Plot der einperiodigen Erlosfunktion r(s,d, m)

0.4
>0.2  Selbstbehalt m

Abbildung 4.3 zu erkennen, dass fiir die Menge der zuliissigen Aktionen gilt: AP?(s) # ().
Andernfalls wiirde die einperiodige Erlosfunktion nur den Wert 0 annehmen. Auflerdem
ist zu erkennen, dass die Sicherheitsfunktion in Abhéngigkeit des Selbstbehaltes s*(m) :=
m- Fy!(1—~) — B(m) linear ist, denn die Ausschiittungsbetriige s — s*(m), Vm befinden
sich gerade auf der oberen Kante.

Die Linearitét der Funktion s*(m) in m und die nichtleere Menge AP:?(s) lassen sich durch
einen Plot der Funktion Lp_5(d,m) ebenfalls deutlich darstellen, denn die zugehorigen
Punkte s — s*(m) liegen jetzt auf der ,,geknickten* Diagonalen in Abbildung 4.4. Es zeigt
sich aber auch, dass der Unterschied zwischen einer sofortigen Ausschiittung (d > 0) und
einer Nichtausschiittung (d = 0), welche eine Gesamtausschiittung des zuléssigen Betrages
zum Endzeitpunkt 7" — 1 nachsichzieht, nicht so erheblich ist wie bei der einperiodigen
Erlosfunktion. Dennoch bleibt die Isotonie von Ly _o(d,m) in d fiir festes m bestehen.
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Abbildung 4.4: 3D-Plot von Ly_o(d, m)

.4 Selbstbehalt m

Eine weitere Eigenschaft dieses Modells, welche die optimale Wahl des Selbstbehaltes
betrifft, lasst sich anhand dieser Abbildungen entnehmen, denn der Antitonie der Funktion
r(s,d,m) in m fiir feste Werte s,d steht die Isotonie von Lp_s(d, m) in m fir festes d
gegeniiber. Dies lédsst sich damit begriinden, dass die Monotieeigenschaften der Funktionen
s*(m) und E[B(m) — m - X" voneinander abweichen konnen.?

Aufgrund der aus der Verwendung von nichtproportionalem RV-Schutz resultierenden
unhandlichen Verteilungsfunktion geben wir nun in Analogie zu der zuvor behandelten
Version mit proportionalem RV-Schutz die Konstruktionsschritte fiir ein dynamisiertes
Ausschiittungsmodell an. Hierbei ist zu beachten, dass die Menge der zulédssigen Aktionen
diesmal in vier Teilmengen zerlegt werden muss.

Wie die Abbildung 4.5 offenkundig zeigt, besteht die Notwendigkeit dieser Zerlegung nun
darin, dass die Funktion s — s*(m) in zwei Abschnitte unterteilt werden kann, in denen
sie konkav verlduft. Infolgedessen verfiigt die Menge A™(s) nicht iiber die Eigenschaft
der Konvexitét. Daher erfolgt die Aufspaltung von A™(s) in die Mengen A’(s) und A" (s)

9 Vgl. dazu auch S. 47.
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entsprechend Bemerkung 4.1.10 (Teil 2). Eine weitere Zerlegung der Mengen A’(s) und

Abbildung 4.5: Plot der Sicherheitsschranke bei nichtproportionalem RV-
Schutz
S -s(m)
10 -

o

8l

| | Fx; (1-7) | Selbstoehalt m
5 10 \__— 35— 0 z5 30

A”(s) ist erforderlich, da es sich bei diesen Mengen nicht notwendigerweise um konvexe
Mengen handelt. Mit Hilfe der Mengen

ML= {m € [mupin, Fx (1 —7)]|ls —m + B(m) >0} und
M2 = Im € [F)}Ol(l —7),00]|s — F)}Ol(l — )+ B(m) > 0}
ergibt sich daher
A(s) = {(d,m)€0,sT] x M™PHO<d<s—m+ B(m)];U{O} x (MmPhC
Anpa(s)
A'(s) = i(d, m) €[0,sT]x M™2|0<d<s—Fyl(1—7)+ B(m)};U{O} x (M™P2)C,

Anp:b(s)

Mit der Konkavitdt des Nettopramienvolumens B(m), welche aus der Konkavitédt der
Funktion h(m,x) = min{m,x} resultiert, folgt demnach die Konvexitét der jeweiligen
Teilmengen . Fiir die zugehorige Optimalitatsgleichung gilt daher
Vi(s) = max { max  {d+ EVi[s — d+ B(m) — min{m’, X,s1}]},
(d,m)eAnp:a(s)

max EViii[s + B(m) — min{m/, X 3
me(Mnp.1)C H'l[ ( ) { t+1}]

max  {d+ EVi[s —d+ B(m) — min{m’, X, 1 }]},
(d,m)eAnP:b(s)

me(r/r\l/(z};%)c EViii[s + B(m) — min{m’, Xt+1}]}.
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4.2 Dividenden und das Wahrungskursrisiko

Das Wihrungskursrisiko entfaltet genau dann seine volle Wirkung, wenn das Versicher-
ungsunternehmen international titig ist.' Da die auslindischen Aktivititen der Mutter-
unternehmung meist durch deren Tochterunternehmungen vollzogen werden, gehen wir
von folgender Situation aus: Zu jedem Entscheidungszeitpunkt ¢ > 1 wird der jeweilige
Saldo (B — X;) des versicherungstechnischen Geschéfts der Tochterunternehmung in der
Heimatwahrung bilanziert, d.h. das Mutterunternehmen verbucht den Wert W, - (B — X,),
wobei W; den Wahrungskurs darstellt. Die Folge des Risikos bzw. der Unsicherheit besteht
hier nun darin, dass ein moglicher Gewinn aus dem versicherungstechnischen Geschéft der
Tochterunternehmung bei ungiinstiger Entwicklung des Wechselkurses niedriger ausféllt
als wenn der entsprechende Gewinn in der Heimatwahrung erzielt wére. Auf der anderen
Seite besteht natiirlich auch die Chance, dass sich der Gewinn bei einem giinstigen Verlauf
des Wechselkurses hoher darstellen lédsst als das Pendant in der Heimatwéhrung. Fiir den
Fall eines versicherungstechnischen Verlustes der Tochterunternehmung verhélt sich die
obige Argumentation genau andersherum.!!

Abschnitt 4.2.1 behandelt das Dividendenausschiittungsmodell mit Wihrungskursrisiko
ohne Absicherung mit derivativen Finanzinstrumenten. Da aber Versicherungsunterneh-
men diese Instrumente durchaus zur Absicherung gegeniiber des Wahrungskursrisikos
verwenden'?, widmen wir uns dieser gesonderten Problemstellung im darauf folgenden

Abschnitt.

4.2.1 Generelle Modellierung

Die Beriicksichtigung des Wahrungskursrisikos fiithrt zu folgendem Markovschen Entschei-
dungsmodell.

Definition 4.2.1 Es gelte das spezielle Markovsche Entscheidungsmodell wie in Defini-
tion 3.0.3 mit den folgenden Anderungen. Fir die messbare Systemfunktion setzen wir:

F(sy,dy, Bywigr, Tg1) = 8¢ — dy + w1 (B — 2441),

wobei Wy eine Folge von nichtnegativen und reellwertigen iid.-Zufallsvariablen (auch un-
abhingig von X;) mit zugehériger Verteilungsfunktion Fy,(w) = Fy,(w) und E[W;] < oo
set. Infolgedessen gilt fiir das Ubergangsgesetz () mit den Dichten fx, bzw. fw, von Fly,
bzw. FWo

Q(C|s,d) :/R /R 1A F(s,d, B,w,x)} fw,(w) fx,(x) dz dw, VC € &, (s,d) € K.

10 Vgl. dazu auch Abschnitt 2.2.1.

11 Zu der Verwendung von Wihrungskonten bei Versicherungskonzernen siehe auch Farny[38](S. 460)
bzw. Schradin[99](§ 2.2.4.1) und Sievers[104](§ I1.2.12 und § I1.2.3), deren Hauptaugenmerk auf Riick-
versicherungsunternehmen liegt, da diese eine groflere internationale Aktivitit aufweisen als Erstver-
sicherer.

12 Vgl. z.B. Harrington/Niehaus[50](S. 320) und SIGMA[101](S. 20).
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Die aus Definition 4.2.1 resultierenden Groflen fiir das Modell lassen sich hier wie folgt
verdeutlichen.

Bemerkung 4.2.2 Mit der Beriicksichtigung des Wihrungskursrisikos ergeben sich fol-
gende Eigenschaften:

1. Aus Bemerkung 3.1.1 folgt hier fiir jede messbare Funktion V auf R:

/S V(s)Q(ds|s, d) = / V(Fls,d, B,w,a]) dFM0X0) (1, 2).

Ry xR4

2. Das Sicherheitsniveau ist nun insbesondere von der Verteilungsfunktion des Wech-
selkurs Fy, abhingig und wir verwenden dafiir die Schreibweise s,.'* Fiir die kom-
pakte Menge der zuldssigen Dividendenausschiittungen ergibt sich dann:

A(s) = [0, (s — s3)"].

Die entsprechende Aussage iiber eine optimale Ausschiittungspolitik fiir Dividenden unter
Beriicksichtigung des Wahrungskursrisikos ist dem nachstehenden Satz zu entnehmen.

Satz 4.2.3 FEs sei ein endlich-stufiges Markovsches Entscheidungsmodell wie in Definiti-
on 4.2.1 mit Bemerkung 4.2.2 gegeben und es seien Vy, ..., Vp rekursiv definierte Funk-
tionen auf S mit

Vi(s) = d?ﬁf){d + EVii(s —d+ Wi [B— X))}, Vr(s) =0,s € S, (4.2.1)

wobei die Verteilungsfunktion Fy, fest gewdhlt und |sy,| < oo sei. Hierbei gilt:
1. Die Funktionen Vi(s) in (4.2.1) sind messbar und es existiert ein Mazimisator.

2. Die stationdre (deterministische) Politik 7™ = (fo(s0), - .-, fr—1(s7—_1)) mit

0 sonst

£i(s) = {s — sy falls s > sy, (42.2)

ist optimal bzgl. der mazximal erwarteten Dividendenausschiittungen.

Beweis: Die Gestalt der Funktionen V;(s) leitet sich aus der Zielfunktion und dem Uber-
gangsgesetz des speziellen Markovschen Entscheidungsmodells aus Definition 4.2.1 ent-

sprechend des Hauptsatzes der Dynamischen Programmierung (Satz 2.1.8) und Bemer-
kung 4.2.2 ab.

13 Durch Wahl eines Risikomafies und der Systemfunktion F(s,d, B,w,z) in diesem Modell kann s},
analog zu den bisherigen Abschnitten bestimmt werden.
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Per absteigender Induktion zeigen wir fiir alle t =0,...,7 — 1:
a) uy(s,d) = /VtH[S —d+ W1 (B — Xy1)] d(PY @ PXt1) ist stetig auf K (4.2.3)

und

b) AL(d*, dy) := Ly(d*) — Li(d.) > 0; d*,d. € A(s); 0 < d, < d*:=(s—sjy)" (4.2.4)
mit Li(d) :=d+ EVip[s — d+ Wi (B — Xi41)] und somit

EVigls —d* + Wi (B — X1)] > do —d* — EVigi[s — do + Wit (B — Xi41)]. (4.2.5)

Teil a) liefert in Analogie zum Selektionssatz 2.1.11 die in Teil 1 behauptete Existenz
eines Maximisators f(s) und Messbarkeit von V,(s), da die Menge A(s) kompakt ist und
die einperiodige Erlosfunktion r(s, d) auf K stetig ist. Zudem ist die Menge der zuléissigen
Zustands-Aktionen-Paare eine Borelsche (Teil-)Menge, d.h.

K:={(s,a)ls€S,ae A(s)} € 6.

Teil b) zeigt die in Teil 2 behauptete Optimalitiat der Entscheidungsregel f(s) = (s—sjy) ™.

Fiir den Induktionsanfang bei t = T'— 1 ergibt sich fiir Teil a) die Stetigkeit der Funktion
ur—1(s,d) = 0 auf K.

Fiir Teil b) ergibt sich: ALyr_y(d*,d,) = d* — d,. > 0.

Nun gelte fiir ein beliebiges ¢t < T' — 1 die Induktionsannahme, dass (4.2.3) und (4.2.4)

bzw. (4.2.5) gilt.
Dann folgt fiir den Induktionsschluff (t — t — 1) fiir Teil a), dass die Funktion

%(S — d+ wt(B — .Z’t)>
= f(s—d+wy(B —xy))
+ EVip[s —d +wi(B — x) + Wi (B — Xi41)]

geméB der Induktionsannahme stetig auf K fiir alle festen Werte Wi(w) = wy, X¢(w) = x4
ist. Denn mit der optimalen Entscheidungsregel f*(s—d+w;(B—x;)) € A(s—d+w(B—
x;)), welche geméf der Induktionsannahme existiert, gilt fiir jede Folge (s,) — s und
(dp) — d: f*(sp —dp +wi (B — 1)) = f*(s — d+wy(B — xy)).

Des Weiteren gilt wegen fr_1(s) = (s — si,)T geméf des Induktionsanfangs (Teil b)):

EVi[s —d + Wy(B — X,)]

T-1
+
S/---/<S+ZV%~B—Wt~Xt—s;V) APV e PYe...@ P <oo
1=t

7

= EV/[s+Wi(B—Xy)]
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fiir geeignte w mit Xy 1(w) = ... = Xp_1(w) = 0, d.h. es resultiert daraus die Integrier-
barkeit der Funktion Vi[s — d + w;(B — z;)]. Daher gilt auch hier das Stetigkeitslemma
und die Funktion u;_4(s, d) ist stetig auf K.

Fiir den Induktionsschlufs (t — t—1) von Teil b) folgt zunéchst mit s < s, = d* = d, = 0:

ALy (d*,d,) = EVis + Wi(B — X})] — EVi[s + W(B — X3)] = 0. (4.2.6)
Fiir den Fall s > s}, gilt geméf der Induktionsannahme fiir feste Wy (w) = wy, Xi(w) = a4

Vils — d + wy(B — 24)]
s —d+wi(B —x¢) — s}y
= +EVia[sty + Wi (B — X)) fir s —d+wy - B — sjy > wy - @y,
EVigi[s —d+wi(B —x) + Wi (B — Xy41)]  sonst.
(4.2.7)

Als néchstes zeigen wir die Giiltigkeit von
Vils = d* 4+ wi (B — x¢)] — Vi[s — du + wi(B — x¢)| > d — d7, (4.2.8)
d.h. mit der entsprechenden Fallunterscheidung folgt fiir (4.2.8):

o Fiir den Fall s —d* +w; - B — sjy, > w; - &, und s — d, + w; - B — sy, > wy - folgt
nach (4.2.7):

s—d"+w(B—x) —syy — (s —di +wi (B — ) — syy) =d. — d".

o Mit s —d*"+w,-B—syy <w; -z, und s —d, +w, - B — sy, < wy - 2y gilt gemés
(4.2.7):

Vils — d* +wy(B — )] — Vi[s — di + wy(B — 24)]
= E‘/;+1[$ —d* + 'UJt(B — l’t) + Wt+1(B — Xt—i—l)]
— E‘/H_l[s — d* + wt(B - I‘t) + Wt+1(B - Xt—l—l)]

(*)
Z E‘/H_l[s — d* + wt(B - I't) + Wt+1(B - Xt—l—l)]

+d, —d" — EVi[s — do + w(B — xy) + Wi (B — Xi4q)]
—d, — d,

wobei (%) wegen Hilfssatz 3.1.2 und (4.2.5) folgt.

o Firden Fall s —d*+w,- B — sy, <w; -2, und s —d, +w, - B — sy, > w, -z, ergibt
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sich wiederum nach (4.2.7):

Vils — d* +wy(B — )] — Vi[s — di + wy(B — 24)]
= E‘/t—l—l[s —d" + wt(B - I‘t) + Wt+1(B - Xt+1)]
— (s —di +wy(B — ;) — s3y) — EViea[syy + Wi (B — Xy41)]

()
Z S — d* + wt(B — I‘t) — S;V + E‘/t-l-l[S*W -+ Wt+1(B — Xt+1)]

— (s —di + w(B — x¢) = syy) — EViga[siy + Wera (B — X))
=d. — d" £ EVi[sy + Wi (B — Xi41)]
—d, —d

wobei (x) wegen

E‘/H_l[s —d* + wt(B — Zlft) + Wt+1(B — Xt—i—l)]

(4.2.7)
> s—d" +w(B—x) — sy + EViga[syy + Wi (B — Xi41)]

erfolgt.
Wegen der schon gezeigten Integrierbarkeit von V;[s — d + w,(B — x;)] gilt daher:

ALy (d,d.)
=d* + EVi[s —d" + Wi(B — X,)] — d, — EVy[s — d, + Wy(B — X,)]
—d* —d,

b [ (Vils =l B~ )] = Vils = d -+ (B = )] dPY 00 P w0

(4.2.8)
> 0.1

Die optimale Ausschiittungspolitik aus Satz 4.2.3 ist kein unerwartetes Resultat, denn
durch die Unsicherheit des versicherungstechnischen Ergebnisses haben wir im Grundmo-
dell schon festgestellt, dass aus Sicht der Anteilseigner der Versicherungsunternehmung
eine sofortige Dividendenzahlung sinnvoller erscheint als eine spétere. Dieser Sachverhalt
wird hier noch verstéirkt, da sich die Unsicherheit nun auch auf das Pramienvolumen nie-
derschliagt. Dadurch wird die Risikoaversion der Anteilseigner nicht verédndert, so dass die
Optimalitét einer sofortigen Dividendenausschiittung erhalten bleibt.

In Hinblick auf Korollar 3.1.7 sieht die Bewertungsformel fiir die erwarteten Dividenden-
ausschiittungen im Modell mit Wahrungskursrisiko fiir alle Startzustinde s € S wie folgt
aus:

T-1
V*(s) =Va(s) = D _EI f 0 Fi w00 Fxywy(s) (4.2.9)
n=0

mit den Funktionen F;  (s) :=s— (s — sjy)" +w(B — ) und f*(s) = (s — s3,) 7.
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4.2.2 Modellierung mit derivativen Absicherungsinstrumenten

Das élteste und einfachste Instrument zur Reduktion des Wahrungskursrisikos ist das
Termingeschdft, welches den aktuellen Kassakurs, der um den Zinsunterschied zwischen
den Wihrungen angepasst wird, auf einen zukiinftigen Termin festschreibt. Eine stan-
dardisierte und borsengehandelte Variante des Termingeschéfts ist der Wdahrungsfuture.
Nach dem gleichen Prinzip funktioniert der Waihrungsswap, der die Wechselkurse zu einer
Anzahl von Transaktionsterminen festschreibt und somit als eine Kombination von meh-
reren Wihrungsfutures aufgefasst werden kann.'* Die hier verwendete Modifikation eines
Wihrungsswaps wird durch Abbildung 4.6 illustriert.

Abbildung 4.6: Zahlungsstrome eines Swaps

Kosten

floating rate

fixed rate

Schlieft das Versicherungsunternehmen B mit einem Verhandlungspartner A ein Swap-
geschéift ab, so wollen wir davon ausgehen, dass die Partei B ihr gesamtes versicherungs-
technisches Ergebnis - bewertet zum aktuellen Wahrungskurs (floating rate) - abgibt und
im Gegenzug den entsprechenden Betrag des versicherungstechnischen Ergebnisses in der
Heimatwahrung erhélt, welcher zum vereinbarten festen Wahrungskurs (fized rate) er-
mittelt wird. Infolgedessen schlagen sich die Kosten des Wahrungsswaps in dem durch
das Austauschverhéltnis festgelegten impliziten Wihrungskurs nieder. Zudem kann eine
angemessene Bewertung des Kreditrisikos (Ausfallrisikos) der Gegenpartei A den Preis
zusétzlich beeinflussen. Damit ein Swapgeschéft schliellich abgeschlossen wird, werden
die filligen Vermittlungsgebiihren und Spesen an den Vermittler iiberwiesen.'® Fiir die-
se Situation wollen wir auch den Fall betrachten, dass das Versicherungsunternehmen B
einen bereits bestehenden Swap erwirbt, d.h. der Verkaufer des Swaps iibernimmt dadurch
die Rolle des Vermittlers.

14 Vgl. Fastrich/Hepp[39](S. 35).
15 Vgl. Fastrich/Hepp[39](§8.4 und §8.5) und Wenninger[111](S. 110 und S. 189).
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Daher liegt der weiteren Untersuchung dieses Abschnitts das folgende Markovsche Ent-
scheidungsmodell zugrunde.

Definition 4.2.4 FEs gelte das spezielle Markovsche Entscheidungsmodell wie in Defini-
tion 8.0.3 mit der folgenden Anderung:

Fiir die messbare Systemfunktion setzen wir unter Beriicksichtigung eines Swap-Vertrages
mit fester Wihrungsrate 0 < wy < oo und den zugehirigen Kosten 0 < c(wy) < oo:

F(sy, dy,wy, B, Xi41) = s —di+wp(B — Xypq) — c(wy)
= s —di+ws- B—clwy) —wpXip
= St — dt + B(U)f) - wat+17
wobei B(wy) :=w;-B—c(wy) >0 gelten soll. Das Ubergangsgesetz Q lisst sich darstellen
durch
Q(Cls,d) = / 1o{F(s,d, B, w;, )} dFy, (z), YC € &, (s,d) € K.

Ry

Da durch den Swap-Vertrag die Stochastizitit des Wahrungskurses eleminiert wird, er-
halten wir die weiteren einfachen Folgerungen fiir das Modell.

Bemerkung 4.2.5 Mit der Beriicksichtigung eines Swap-Vertrages fir das Wihrungs-
kursrisiko ergeben sich folgende Eigenschaften:

1. Aus Bemerkung 3.1.1 folgt hier fir jede messbare Funktion V auf R:

/SV(S/)Q(ds/|s,d):/ V(F[s,d, B,wy,x])dFx,(z).

Ry

2. Das Sicherheitsniveau s* ldsst sich in Abhdngigkeit von dem im Swap-Vertrag ver-
einbarten Wahrungskurs wy darstellen und wir schreiben dafir s*(wy). Fir die kom-
pakte Menge der zuldssigen Dividendenausschiittungen ergibt sich dann:

Als) = [0, (s = 5" (wy)) "]

Da die Struktur dieses Entscheidungsmodells eine grofie Ahnlichkeit mit der Struktur des
erweiterten Ausschiittungsmodells mit proportionalem RV-Schutz!'® aufweist, ergibt sich
leicht die folgende Aussage iiber die optimale Ausschiittungspolitik.

Satz 4.2.6 Gegeben sei das Markovsche Entscheidungsmodell wie in Definition 4.2.4 mit
Bemerkung 4.2.5 und es seien die Funktionen Vg, ..., Vp rekursiv definiert auf S mit

Vi(s) = dréljé){d + EVipi(s —d — c(wy) +we[B — X))}, Vr(s) =0, s €S, (4.2.10)

wobei die Werte wy und c(wy) fest gewdhlt seien und |s*(wy)| < oo. Hierbei gilt:

16 Vgl. Abschnitt 4.1.1.
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1. Die Funktionen Vi(s) in (4.2.10) sind messbar und es existiert ein Mazimisator.

2. Die stationdre (deterministische) Politik 7 = (fo(So), .- -, fr—1(sr—1)) mit

fi(s) = {3 — s*(wy) falls s > s*(wy), (42.11)

sonst

1st optimal bzgl. der mazimal erwarteten Dividendenausschiittungen.

Beweis: Der Beweis folgt direkt aus Satz 4.1.3, indem B(m) = B(wy), s*(m) = s*(wy)
und m - Xy = wy - Xy gesetzt wird. W

Die Bewertungsformel aus Korollar 3.1.7 hat in diesem Modell mit den Funktionen f*(s) =
(s — s*(wy)|t und F(s) :== s —[s — s*(wy)]" + B(wy) — wy - x die folgende Gestalt

T-1
Vi(s) =Y EIf*oFy o..0Fx(s)
n=0

mit dem ersten Summanden gleich [s—s*(wy)|*. Damit setzen wir die bekannten Beispiele
fort.

Beispiel B.1.c (Fortsetzung von Beispiel B.1.a)
Mit dem Wert wy = 1.0188 ergibt sich fiir die Kostenfunktion c(wy) des Wihrungsswaps
c(wy) = 0.049 - wy ~ 0.05 und in Analogie zu Bemerkung 4.1.4 folgt daher

B(wy) = wys- B —c(wy) =4.84024,
s (wy) = wy- Fy!(1—7) — B(wy) ~ 7.14269.

Mit den Werten aus Tabelle 4.3 erhalten wir wegen (4.2.9) mit dem Dirac-Maf$ 0, fiir

Zeit | Ausschiittung Wert
0 | s—s*(wy) 2.91731
1| EX f* o F (s) 2.00762
2 | Bf fro Fy o Fi(s) | 159392

Tabelle 4.3: Erwartete Ausschiittungen bei einem Wéihrungsswap fiir £(0.25)-
verteilte Schidden

PWYe fiir die totalen erwarteten Dividendenausschiittungen Vowle.msg(s()) ~ 6.519. Daher
ist mit der stirkeren Heimatwdihrung ein héherer Gesamtausschiittungsbetrag zu erzielen,
da 1m Gegensatz zu Beispiel B.1.a sowohl das Sicherheitsniveau einen niedrigeren Wert
anmimmt, als auch der erwartete Periodengewinn hoher ist.
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Beispiel B.2.c (Fortsetzung von Beispiel B.2.a)
Mit den obigen Werten fiir wy und c(wy) gilt hier B(wy) = 4.84024 und

s*(wy) = 1.0188- 8- (0.0575 — 1) — 4.84024 ~ 9.13295

fiir das Sicherheitsniveau. Weiterhin folgt mit den Werten aus Tabelle 4.4 wegen (4.2.9)

Zeit | Ausschiittung Wert
0 |s—s"(wy) 0.92705
1 | EX f*o F% (s) 2.3619
2 | B ffoF%, o Fx (s) | 1.96086

Tabelle 4.4: Erwartete Dividenden bei einem Wéihrungsswap fiir Pareto(8,3)-
verteilte Schiaden

mit dem Dirac-Maf d,,, fir die Wertfunktion Vowf:l'm%(so) ~ 5.25. Infolgedessen sind

in diesem Fall die totalen erwarteten Dividendenausschiittungen niedriger als in Beispiel
B.2.a, da die Modifikation des Gesamtschadenverteilungsquantils durch den Wahrungskurs
schwerer wiegt als der héher erzielte Periodengewinn.

4.3 Dividenden und das Kapitalanlagegeschéift

Unter dem Begrift des Kapitalanlagegeschiftes ist ein eigener Geschéftsbereich der Ver-
sicherungsunternehmung zu verstehen, dessen Aufgabe es ist, sowohl geniigend Geld fiir
die Auszahlung der versicherungstechnischen Leistungen zu gewéhrleisten als auch die
zugesagte Verzinsung des Sparguthabens eines Versicherungsnehmers zu erwirtschaften.
Letzteres bezieht sich hauptséchlich auf Lebensversicherungsunternehmen. Die Ursache
des Kapitalanlagengeschéftes beruht vor allem auf den Besonderheiten des Versiche-
rungsgeschéftes, namentlich der Vorauszahlung der Prdmien, der Abwicklung von Spar-
/Entspargeschéften in der Lebensversicherung und der Bereitstellung von Eigenkapital
fir das Versicherungsgeschiift, sofern es frei verfiighar und nicht gebunden ist.!”

Im Modell wird das Kapitalanlagegeschéift durch die Moglichkeit einer Investitionsent-
scheidung beriicksichtigt. Dadurch verdndert sich auch die Risikosituation der Versiche-
rungsunternehmung, da das Kapitalanlagerisiko nun nicht mehr vernachlissigbar ist.'®
Falls davon ausgegangen wird, dass das zur Verfiigung stehende Kapital vollstéindig inve-
stiert wird, so ist durch eine geschickte Modellierung kein zusétzlicher Parameter fiir die
Investitionsentscheidung erforderlich. Dies bedeutet fiir das Modell folgendes: Wird eine
Dividende d ausgeschiittet, so wird der Restbetrag s — d angelegt, welcher zum néchsten

17 Vgl. Farny|38](S. 734).
18 Vgl. dazu auch Abschnitt 2.2.1.
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Entscheidungszeitpunkt eine (positive oder negative) Rendite erwirtschaftet. Solche Mo-
delle werden Konsum-Investitions-Modelle genannt, wobei der Konsum in unserem Fall
als Dividendenausschiittung zu verstehen ist. Diese Modelle beschéiftigen sich mit der op-
timalen Wahl des Konsums, d.h. der Abfiihrung von Geldmitteln aus einem Portfolio,
so dass der Gesamtnutzen maximiert wird.!® Da das Kapitalanlagerisiko bei der Bestim-
mung der Sicherheitsschranke s* erfasst wird, wollen wir wiederum auf die Verwendung
von Nutzenfunktionen verzichten.

4.3.1 Modellierung mit einer festen Kapitalanlagemoglichkeit

In diesem Abschnitt wollen wir eine optimale Ausschiittungspolitik herleiten, falls nur
eine Moglichkeit zur Kapitalanlage zur Verfiigung steht. Wir betrachten daher folgendes
Entscheidungsmodell.

Definition 4.3.1 Zu dem Markovschen Ausschiittungsmodell aus Definition 3.0.3 fiigen
wir eine Folge von iid.-Zufallsvariablen (Ry)ien (auch unabhingig von X;) hinzu mit Ry >
—1 und zugehériger Verteilungsfunktion Fr,(r) = Fgr,(r), so dass oo > E[Ry] > 0 gilt.*°
Dabei gibt R; eine zufillige Kapitalanlagerendite an. Somit ergibt sich fir die messbare
Systemfunktion

F(St, dt, B, TH_l,fL'H_l) = St — dt + B + (St — dt) Tl — T4

und fir das Ubergangsgesetz Q) gilt demnach
+oo
Q(C|s,d) = / / 1A F(s,d,B,r,x)} fr,(r) fx,(x) dzdr, VC € &, (s,d) € K.

Durch die Wahl der Hohe des Investitionsbetrages s; —d; ergibt sich schliellich das erwirt-
schaftete Investitionsergebnis aus dem Produkt (s; — d;) - Ry11. Soll die Rendite R;yq als
eine deterministische Grofie aufgefasst werden, so kann eine festverzinsliche Kapitalanlage
mit der zugehorigen Einpunkt-Verteilungsfunktion

1 fallsr=r
Fry(r) == {0 ot ! (4.3.1)

ausgedriickt werden. Dabei entspricht der Wert 7, einer festen Rendite.

Gemdf Definition 4.3.1 lassen sich die bendtigten Grofien des Modells wie folgt konkreti-
sieren, wobei die Uberlegungen anlog zu den bisherigen Abschnitten in Kapitel 4 sind.

19 Vgl. dazu z. B. Duffie[35](S. 195ff), Pliska[83] (S. 162ff) und Samuelson[89](S. 239ff), die den Lésungs-
algorithmus der Dynamischen Programmierung verwenden.

20 Der Grund dafiir, dass die Zufallsvariablen R; mit -1 nach unten beschrinkt sind, liegt darin, dass
der Investor hochstens sein gesamtes investiertes Kapital verlieren kann. Dies ist genau dann der Fall,
wenn (1+ R;) = 0 gilt. Vgl. dazu auch Assaf/Baryshnikov/Stadje[8]. Generell ist natiirlich auch eine
Modellierung mit einer nichtnegativen Zufallsvariable R, =1+ R, denkbar.
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Bemerkung 4.3.2 Mit der Berticksichtigung des Kapitalanlagegeschiftes ergeben sich
folgende Figenschaften:

1. Entsprechend Bemerkung 3.1.1 folgt hier fiir jede messbare Funktion V auf R:
/ V(s) Q(ds'|s, d) = / V(F[s,d, B,r,a]) dFX0) (1, 1),
S [ 1 OO)XR+

2. Das Sicherheitsniveau s* hdngt insbesondere von der Verteilungsfunktion der Kapi-
talanlage Fr, ab. Wir schreiben dafiir s},. Infolgedessen steht

A(s) =0, (s — sp)"]
fiir die kompakte Menge der zuldssigen Dividendenausschiittungen.

Auch im erweiterten Modell sollen zunéchst die (totalen) erwarteten Dividendenausschiitt-
ungen auf einem endlichen Zeithorizont 1" durch Wahl von 7 € II;; maximiert werden. Wie
bei der Beriicksichtigung des nichtproportionalen Riickversicherschutzes wird die optimale
Dividendenpolitik durch die Konvexitédt der Wertfunktion bestimmt. Zuvor bendtigen wir
aber noch eine hilfreiche Aussage beziiglich der Integrierbarkeit.

Hilfssatz 4.3.3 Gegeben sei das erweiterte Markovsche Ausschiittungsmodell wie in De-
finition 4.3.1 mitt € {0,...,T —1}. Weiterhin liegen Realisationen Ry(w) =11, X1 (w) =
1, Rr1(w) = rp_q, Xr_1(w) = xr_1 vor und auferdem sei mp = (dy, ..., dr_o) eine
beliebige Politik. Dann gilt fir allet’ € {t+1,...,T — 1} und festes s;:

t'—1 t t'—1 t

y
Sppr = Sy H 1+7,)+ Z H (I+r,)(B—x,)+B— xt/—z H (14+7,)d,. (4.3.2)

n=t+1 n=t+1 m=n+1 n=t m=n-+1

Beweis: Der ausfiihrliche Beweis erfolgt induktiv. Der Induktionsanfang mit t' =t + 1
liefert:

St:(t—l—l) = St(l + Tt+1) + B — T4l — (]. -+ Tt-i—l)dt
= (St—dt)<1+7’t+1)+B—I’t+1
= F(s4,dy, B, 141, 7441).

Fiir die Induktionsannahme gelte (4.3.2) fir beliebiges ¢ € {t+1,...,T —2}. Dann folgt
fiir den Induktionsschluss (' — t' + 1) entsprechend der giiltigen Systemfunktion:

Stw+1) = (Sewr — dp) (L +1pq1) + B — 2y
¢ -1
=8 (1+7rpyq)- H 1+7r,)+ (Z H (T+7,)( —xn)+B—xt/)(1+rtr+1)
n=t+1 n=t+1 m=n+1
-1

_ <Z H (1 + Tm)dn>(1 + Tt’-i-l) - (1 + Tt’—i—l)dt’ + B —xyq

n=t m=n+1
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t'4+1 t'— t'+1
= 5 - H (1+7r,)+ Z H (I+7r,)(B—x,)+ (B —xp)(1+1rpsq)
n=t+1 n=t+1 m=n+1
t'—1 t'+1
— Z H (]_ -+ /rm)dn — (1 + Tt/+1)dt/ + B — Ty +1
n=t m=n+1
t'+1 t/ t'+1 t/ t'+1
= S¢- H 1+r,)+ Z H (I1+ry)(B—x,)+B— xt/+1—z H (I+ry)d
n=t+1 n=t+1 m=n+1 n=t m=n+1

Satz 4.3.4 Gegeben sei das Markovsche Entscheidungsmodell mit fester Kapitalanlage-
maglichkeit wie in Definition 4.3.1 mit Bemerkung 4.3.2. Ferner sei die Verteilungsfunk-
tion Fr, fest gewdhlt und |s}| < oo. Seien weiterhin Vy, ..., Vp rekursiv definierte Funk-
tionen auf S mit

Vi(s) = mane {d+ EVia (B + (s = )+ (14 Ren) = X)), Vils) =0, s € R (4.33)

fir0 <t <T —1, dann folgt:
1. Die Funktionen Vi(s) von (4.3.3) sind messbar und es existiert ein Mazimisator.

2. Die deterministische (Markov-)Politik 7 = (fo(so0), - -, fr—1(sr—1)) mit

— S} lls s > s5, Ly(s — s*) > L(0

fl) = { S falls s > sk, Li(s — s%) > Ly(0), (434
0 sonst

und Ly(d) := d+ EViii(s —d+ B+ (s —d) - Ris1 — Xyu1) ist optimal bzgl. der

maximal erwarteten Dividendenausschiittungen.

Beweis: Die Gestalt der Funktionen V; wie in (4.3.3), welche sich aus der Zielfunktion und
dem Ubergangsgesetz des hier zu betrachtenden Markovschen Entscheidungsmodells aus
Definition 4.3.1 geméafl des Hauptsatzes der Dynamischen Programmierung (Satz 2.1.8)
und Bemerkung 4.3.2 ableitet, erbringt den Nachweis der Messbarkeit geméafl Teil 1 mit
dem eindeutigen Wahrscheinlichkeitsma Q = P ® PXo durch Satz 2.1.11, wobei die
Beschranktheit von Vi(s) aus der Beschranktheit der einperiodigen Ausschiittungen re-
sultiert und wiederum K € & @ 2 gilt.

Fiir den Beweis von Teil 2 zeigen wir die Konvexitét von Li(d) := d+ EViyi(s —d+ B +
(s —=d) - Riy1 — Xyy1) in d. Zum Zeitpunkt ¢t = T — 1 gilt fiir den Induktionsanfang:

LT—l (d) — d

Dabher ist die Funktion Ly_;(d) konvex in d und die Intervallenden von A(s) sind Kandi-
daten fiir das Maximum, was die Optimalitit von fr_;(s) wie in (4.3.4) ergibt.
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Weiterhin gelte fiir ein beliebiges t < T' — 2 die Induktionsannahme: Li(d) ist konvex in
d. Daraus folgt die Gestalt der Wertfunktion V(s):

s — s+ EVi(sh + B+ spRipn — Xey1)  falls s > sh,
Vi(s) = Li(s — 57) = L(0), (4.3.5)
0+ EVi(s+B+s- Ry — Xiy1) sonst,

und daraus wiederum die Optimalitidt von f(s) wie in (4.3.4) und die Konvexitit der
Wertfunktion in s.

Fiir den Induktionsschritt (t — t — 1) muss noch gezeigt werden, dass L, (d) konvex in
dist. Da Vi(s —d+ B + (s — d)Riy(w) — Xi(w)) fiir festes w nach Hilfssatz 4.1.12 (Teil 1)
konvex ist, ergibt sich die Konvexitéit der Funktion

Lioi(d) =d+ EVy(s —d + B + (s — d)Ry(w) — X;(w))

aus Teil 3 des Hilfssatzes 4.1.12, falls die Wertfunktion bzgl. w integrierbar ist. Die In-
tegrierbarkeit leitet sich durch d1e folgende integrierbare Majorante ab, denn es gilt mit
einer beliebigen Politik 77 = (dt, ooy dpoq):

Vils) =D dn <) (50— )" = (s — 57", (4.3.6)

wobei (%) wegen d,, < (s, — s%) 1 erfolgt. Mit Hilfsatz 4.3.3 folgt fiir (4.3.6) weiter

(5t = sp)" 4 (ste1) = 5R) T+ oo+ (Se@-1) — s5) "
= (St — SE)—F (St(l + Rt+1) + B — Xt+1 — (1 —+ Rt—l—l)dt — 8}})4— —+ ...

T-1 T—2 _
o (st [[Ta+r)+ > H (14 Rp)(B — X))+ B — Xr_,
n=t+1 n=t+1 m=n-+1
T—-2 T-1 n
ST I 1+ Rudda - S*R)
n=t m=n+1

()
< (86— sp)" + (si(1+ Rt+1) + B — X1 —sp)" + ..

T-1
—|—<stH 1+ R,) Z H 1+ Ry, B—Xn)+B—XT_1—s}>+,

n=t+1 n=t+1 m=n+1
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wobei (%) wegen d;, = ... = dp_; = 0 gilt. Daher ergibt sich fiir V,(s—d+B+(s—d)R,— X,)

Vils—d+ B+ (s—d)R, — X3)
<(s—d+B+(s—d)R, — X, — s},)"
t+1 n
+((s—d)H(HRn)+(1+Rt+1)(B—Xt)+B—Xt+1—s;) T

n=t
T—-2 T-1

+ ((s—d) 1:[(1+Rn)+z II 0 +R)B-X,)+B—Xr, —s;)+.

n=t m=n-+1

Mit der Abkiirzung

St,:(s—d)HHR +Z H (14 Rn)(B—X,)+ B — Xy —s%

n=t m=n+1

fir alle ' mit ¢’ € {t,...,T — 1} folgt dann weiter

ERth ----- Rp_1,X7_ 1‘/t(8 —d+ B+ (S - d)R Xt)

< ERt Xty Rr—1, X7 1(St) +ERt Xty Rp—1, X171 St-i-l) +. +ERt Xty Rr—1, X7 1(ST—1)+

Kt Kt4+1
// Fxt ¢) dxy dFg, (1) / / Fxt+1 Tep1) dvyqy ... dFR, (1) +

+//// Fxp (xr-1) der—1 dFgry  (r7-1) ... dFx, () dFR, (1)
0 <1

< FEgrl(s—d)(1+R)+B __S*R]

+ ER, X0 [(s - d)H(l +R))+(B—=X)14Ry1)+B— s*R] +...

+ Epyxoo Rm[( d)H (1+R)) +Z H (1+ R,)(B X)+B—3R}
:(s—d)(1+E[Rt])+B—sR

+(s—d) [J(1 + E[R.]) + (B — E[X)))(1 + E[Ri1]) + B — 3 +

+ (s —d) _(1+E[Rn])+z_: ]:[ (1+ E[R,))(B — E[X,)]) + B — s},
<(T—t)<(s—d)1:[ 1+ E[R +Z H (1+ E[R,])(B E[X])+B—SR)

< 00
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mit ky = (s — d) HZ:t(l + 1) + Zz;tl Hf;:nﬂ(l + 7)) (B — x,) + B — s§ wegen oo >
E[Ry] > 0 und oo > B > E[Xy] > 0 und der Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen R;
und X;. Dabei ergeben sich die inneren Integrale mit Hilfe der partiellen Integration und
werden ggf. gleich Null gesetzt. Damit haben wir insgesamt die Optimalitdt von f,_1(s)

wie in (4.3.4) gezeigt. W

Der Satz 4.3.4 zeigt, dass wegen der Konvexitdt die Optimalitdt der zulédssigen Dividen-
denausschiittung s — s} nicht mehr gesichert ist, sofern ausreichendes Kapital fiir die
Ausschiittung zur Verfiigung steht (s > s7,). Aus betriebswirtschaftlicher Sicht lasst sich
dies wie folgt interpretieren: Ein hoher Kapitalstand hat zur Folge, dass die Chance auf ein
gutes Investitionsergebnis und die damit einhergehende spétere Dividendenausschiittung
hoher bewertet wird als diese Moglichkeit verstreichen zu lassen und sofort eine Dividende
auszuschiitten. Andererseits lisst ein niedriger Kapitalstand oberhalb des Sicherheitsnive-
aus den Schluss zu, dass es vorteilhafter ist, sofort eine Ausschiittung vorzunehmen und
einen entsprechend geringeren Betrag zu investieren, da die Chance, ein héheres Inve-
stitionsergebnis mit einem hoheren Anlagebetrag zu generieren, als zu gering eingestuft
wird. Bei diesem Fall fillt die Risikoaversion der Kapitaleigner stérker ins Gewicht als
die erhofften Renditeerwartungen, da in dieser Situation ein Unterschreiten des Sicher-
heitsniveaus als wahrscheinlicher gilt. Fiir den Fall einer festverzinslichen Rendite sind die
vorangehenden Aussagen separat in der nachfolgenden Bemerkung aufgelistet.

Bemerkung 4.3.5 Sei Fr (r) wie in (4.3.1) gegeben und beschreibe ry die zugehdorige
feste Rendite. Dann folgt:

1. Die Funktion Ly(d) := d+ EV, 1 [B+ (s —d) - (1 + 1) — X,41] ist auch konvez in d.
2. Werden Zinsderivate miteinbezogen, so bleibt die Konvexitdit der Funktion
Li(d) :==d+ EVi1[B — c(ry) + (s —d) - (1 +75) — Xypi]

erhalten, wobei der Wert c(ry) fest gewdhlt ist und als anfallende Kosten pro Ent-
scheidungsperiode bei Abschluf$ eines Zinsderivats zu verstehen ist.

Beispiel B.1.d (Fortsetzung von Beispiel B.1.a)
Mit einer festverzinslichen Kapitalanlagerendite vy = 0.035 ergibt sich zundchst fiir die
Sicherheitsschranke, welche nach der einperiodigen Ruinwahrscheinlichkeit bestimmt wird:

1
1—|—Tf

*

sy, = 8" (Fry=0035) =

(F)}Ol(l - B) ~ 6.94.
Mit den Hilfsfunktionen

Ui(s) =

/ (3(0+rp)+2B =Xy = [5(L+7r;) + B= Xy — s/ T (1 +7f) = Xy — 57, } T dP™ dP*
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fiir 5 :=min{s, s} } und

UQ(S) =
//{5(1 +rp)+2B—-X; —[s(14+r;)+B—-X; — S:f]+(1 +rp) —Xo— s:f}+ dPXt dp*

sind die zur Ermattlung einer optimalen Politik notwendigen Wertfunktionen der Tabel-
le 4.5 zu entnehmen, d.h. mit den zugehorigen Werten gemdfs Tabelle 4.6 ergibt sich

Politik Wertfunktion

(LD [ (s = s)" + [1(s = (s = s:) )L+ r) + B — a1 — s, * dPY () + Ups)

0,1,1) | JIs(Q+7p)+ B~ — st dPX1 (1) + Uy(s)

(s—sr)F+...
(1,0,1) S mings, 57, }1+10)2 4 S50+ )1 (B = 241) — 82, [FAPY (1) AP ()

(0,0,1) | [[[s(1+7)%+ 0 (14 7p)"(B = 2py1) — sy " dP*1(xy) dP*2(xy)

Tabelle 4.5: Zuléssige Politiken und ihre Wertfunktionen im Modell mit festver-
zinslicher Kapitalanlage

die Optimalitat der Politik ©™ = (f(s), f(s), f(s)) mit f(s) = (s — S:f)+ und es gilt
V9% (50) & 7.061.

Beispiel B.2.d (Fortsetzung von Beispiel B.2.a)

Unter Beriicksichtigung der festverzinslichen Rendite ry = 0.035 ergibt sich in diesem Fall
entsprechend des obigen Beispiels 3*(Frf:0.035) ~ 8.614. Mit den einer zulissigen Politik
zugeordneten Werten der Funktion V{(s), welche der Tabelle 4.6 zu entnehmen sind,
erhalten wir wiederum die Optimalitit von ©™ = (f(s), f(s), f(s)) mit f(s) = (s — si,)"

und das Ergebnis Vorf:O'O%(so) ~ 6.189. f
Politik | V7 (s) fiir €(0.25)-Verteilung | V{7 (s) fiir Pareto(8, 3)-Verteilung
(0,0,1) 6.23138 5.57471
(1,0,1) 6.71944 5.74837
(1,1,1) 7.06094 6.18925
(0,1,1) 6.77056 4.89513

Tabelle 4.6: Berechnete Werte von Vi (s) fiir €(0.25)- und Pareto(8,3)-
Verteilung
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Damit ist in beiden Beispielen der erwartete Gesamtbetrag der diskontierten Dividenden-
ausschiittungen unter Beriicksichtigung einer festverzinslichen Kapitalanlagemdoglichkeit
erwartungsgemaf hoher als im Grundmodell (s. Beispiel B.1.a bzw. B.2.a).

4.3.2 c-optimale Ausschiittungspolitik

In dieser Sektion wollen wir eine Schranke so angeben, dass die Optimalitdt der determi-
nistischen Markov-Politik 7" = (f(so), ..., f(s7-1)) mit der Abkiirzung s% = s*(F},) fiir
ry >0 und

0 falls s < s,

s — sy falls s > s,

A(s) 3 f(s) = {

im Ausschiittungsmodell mit fester und deterministischer Kapitalanlagemoglichkeit gilt.
Dies fiihrt uns zum Begriff der e-Optimalitét im Sinne von Hinderer[55](S. 293), wobei
wir eine zustandsabhéngige Schranke betrachten wollen.

Definition 4.3.6 (c-optimale Politik)
Es sei m € 11 eine Politik und €(s) eine messbare Funktion fir s € S. Dann heifst ©
e(s)-optimal, falls

V(m,s) > V(s)—e(s), e(s)>0, VseS.

Satz 4.3.7 Gegeben sei das Markovsche Ausschiittungsmodell mit fester Kapitalanlage-
maoglichkeit wie in Definition 4.3.1 mit |sk| < oo. Dann ist die (deterministische Markov-)
Politik 7" = (f(s0), ..., f(sr—1)) mit A(s) 3 f(s) == [s — si]" e(s0)-optimal.

Dabei ist die nichtnegative Funktion £(sg) mit s = so und dem Wahrscheinlichkeitsmajs

pXe = pXr @ pXii g @ PXT2
wie folgt definiert
e(s)i=rp-[s—s]" + er EX(n) —si,
wobei Sy, =5 (1 +7r,)T 1" + T2 (1 4+ 7)) T=2"(B — X,,) gilt und Ex,, den Erwar-
tungswertoperator bzgl. PX™ bezeichnet.
Beweis: Mit der Politik 7} := (f(sq),- .., f(s7—1-¢)) und der Funktion
e(s)i=rp-[s—s]" + Z Ty EX(H) — si* (4.3.7)
n=t+1

mit S, und P¥® wie oben reicht es entsprechend Definition 4.3.6 aus, die Ungleichung

V(my,s) > Vi(s) —ei(s), ei(s) > 0,Vs € S, Vt =0,...,T —2 (4.3.8)
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per absteigender Induktion zu zeigen, denn die Behauptung folgt schlieflich mit ¢ = 0
und wegen V(7h_;,s) = Vr_1(s) nach Satz 4.3.4 mit ep_;(-) = 0.

Fiir den Induktionsanfang mit t = T — 2 ergibt sich

—

*

~

Vr_a(s) = Vr_o(mp_y,8) = Els(l+71s)+B—Xpq —s]]" = [s = s]]"
—E[si(1+7r;)+B— Xr_y — ;"
s(1+r B—sy, % %
fsﬁ((lirff))—:-B—s;‘. Fx, ,(z)dr —[s — si]T falls s > s*,

— [T P @) de = [s = sTF falls s < 7,

< (rls— sl —[s— st =rp- s — s = erals)

—~
~—

wobei (x) aufgrund von r7_s(s, f*(s)) = 0 folgt, da die Konvexitéit der Funktion
LT_Q(d) =d+ EVT_l(B + (8 — d) . (1 + Tf) — XT—l)

gemiB Satz 4.3.4 sonst ry_o(s, f*(s)) = [s — s5|T mit Vir_o(s) — Vr_a(7h_5,8) = 0 zur
Folge hat.

Gelte weiterhin fiir ein beliebiges ¢t < T' — 2 die Induktionsannahme:
V(m,s) > Vi(s) —eis), Vs €S

mit der Funktion ;(s) wie in (4.3.7), dann resultiert daraus zunéchst mit Hilfe der Isotonie
des Integrals

EVi(my,s(1+71s)+ B —X;) + Ees(1+71;) + B — X
> EVi(s(1+rf)+B—X;). (4.3.9)

Fiir den Induktionsschritt (t — t — 1) ergibt sich vorab

Vier(s) = Viea(mioy, 8) = Viea(s) = [s = 571" = EVi(my, (s = [s = 57]7) - (1 +74) + B — Xy).
(4.3.10)
Wegen der Konvexitét von L;_1(d) betrachten wir zuerst den Fall r;_(s, f*(s)) = 0 und
es gilt fur (4.3.10):
Viea(s) = Viea(mioy, 5)
— EVi(s(1+7) + B — X)) — [s — siJ* — EVi(l, (s — [s — 1) (14 77) + B — X))

(4.3.9)
< EVi(r,s(1+rp)+B— X))+ Eg[s(1+7ry) + B — X|]

—[s=st = EVi(m,(s—[s—s]") - (1+r;)+B—X,) (4.3.11)
Mit s > s* folgt fiir (4.3.11)

Viei(s) = Vica(m_y,8) < E[s(l4+7rp)+B—Xr_1 —si]T+ Eefs(1 + 1) + B — X{]
—[s=s ]t —Elsi(1+r;)+ B—Xp_1—si]"

MY s [s = s Bals(L+rg) + B - X = e (s)



4.3. Dividenden und das Kapitalanlagegeschéaft 83

und andernfalls mit s < s

Vies(s) ~ Vier(mf-1,5) € EVi(ms(1 4 7) + B~ X) + Bes(1+ 1) + B~ X
—[s = si]t = EVi(m,s(1+77) + B— X;)
= rp-[s—=sHT+ Fels(l+ry)+ B— X, =e1-1(s).
Fiir den Fall r,_1(s, f*(s)) = [s — sf]* ergibt sich fiir (4.3.10):

Vica(s) = Vica(mi_y, 8)
=[s—s] " +EVi((s = [s=s;]")- (1 +7r;)+B—X;) = [s — s7]"
— EVi(mi, (s = [s = s;]") - (1 +75) + B = X;)

Y Belts— s — st (L rg)+ B — X

Eeyst-(1+7rs)+B— Xy =ei-1(8)) <ei-1(s) falls s > s?,
Ees-(14+71s)+B =X +rp-[s—si]T =¢e-1(s) falls s < s,
und somit insgesamt die Giiltigkeit von (4.3.8). W

Beispiel B.1.e (Fortsetzung von Beispiel B.1.d)
Mit den Werten aus Beispiel B.1.d ergibt sich die £(s)-Optimalitat der Politik ©' =
(f(s0), .., f(sr_1)) mit f(s):=[s— s5|T und s* = 6.94 zu der Schranke £(s) mit

s

3
e(s) =r-[s— s+ vy Ex,,[Sn— 8]
n=1

und somit £(10.06) = 0.76186, wobei die entsprechenden Griflen der folgenden Tabelle
zu entnehmen sind. Zudem illustriert die Abbildung 4.7 den Verlauf der Schrankenwerte

Summanden Betrag
ry-ls = syt 0.1092
Exgls(l+rp)+ B — X3 —s]" 0.167224
Exy[s(1+71)?+ (1 +7p) (B~ Xs)+ B — X3 —s;]" 0.218166
Ex s +7r)* + (1 +7)*(B=X1) + (L +7)(B - Xo) + B— X3 — 5] | 0.26727

Tabelle 4.7: Summanden der &(s)-Schranke bei exponential(0.25)-verteilten
Schéden

ei(s) fir den Zeithorizont T' = 5.

Aufgrund der Gleichheit von V (7}, s) = Vi(s) folgt e4(s) = 0 und je weiter wir uns dem
Startzeitpunkt t = 0 ndhern, desto héher fillt der Betrag der (s)-Schranke aus. Damit
ist die €(s)-Optimalitit von m;, durch einen der beiden Punkte gemdff Abbildung 4.7 zu
jedem Zeitpunkt t < 3 gekennzeichnet.
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Abbildung 4.7: ¢(s)-optimale Schranken fiir exponential(0.25)-verteilten Scha-

den und T=5
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4.3.3 Dynamische Wahl der Kapitalanlage

An dieser Stelle wollen wir das Ausschiittungsmodell mit Kapitalanlage dahingehend ver-
allgemeinern, dass zu jedem Entscheidungszeitpunkt eine Investitionsentscheidung zu tref-
fen ist, welche in &hnlicher Weise zu der Arbeit von Assaf/Baryshnikov/Stadje[8] durch
Wahl einer Verteilung aus einer Familie von Verteilungen charakterisiert ist. Jede Zu-
fallsvariable mit solch einer Verteilung steht daher fiir eine stochastische Kapitalanla-
gemoglichkeit.

Dabei nutzen wir die Tatsache aus, dass die deterministischen Parameter fiir die Aus-
zahlungen durch das Dirac-Maf$ dargestellt werden konnen. Zudem wollen wir die Kapi-
talertrage nach oben beschrinken, so dass die Existenz einer optimalen Politik einfacher
nachzuweisen ist.

Definition 4.3.8 (Ausschiittungsmodell mit Wahl der Kapitalanlage)
Das Tupel (S, A, A(s),Q,r) heifst Markovsches Ausschiittungsmodell mit Wahl der Kapi-
talanlage auf emnem Zeithorizont T' € N, wober die Griffen wie folgt festgelegt sind:

e (S,6) = (R,B) sei der Zustandsraum fir das Kapital.

o A= {0, ® pugr} sei der Aktionsraum und beinhaltet alle relevanten Produktmaje
auf R2, wobei &6, ein Dirac-MaB mit Triger {d} fir die Dividendenausschiittung
darstellt, welche nur Werte zwischen 0 und st annehmen darf, und pg das (in-
duzierte) W-Maf fiir eine Zufallsvariable R auf einer beschrinkten und konvexen
Menge R := [0, "maz] C Ry mit v > 0 st

o A(s) = {04 @ ug € A|P([s —d|R+ B — Xy < 0) < v} U {04=0 ® Op=i} # 0 sei
die Menge der zuldssigen Aktionen fir ein v € (0,1), wobei 7(s) < 1 eine reelle
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Zahl in Abhdngigkeit des Kapitalstands ist und als Strafkostensatz bei Verletzung
des Sicherheitsziels zu interpretieren ist.

o Q sei das Ubergangsgesetz von S x A nach S und ist mittels der messbaren System-
funktion F(s,d, B, R, Xy) := (s —d)- R+ B — Xy definiert durch

Q(Cls,da ® pr)
=/ L1e{F(s,y, B,r,2)} d(da ® pr ® px,)(y, 7, 2), (8,00 ® pr) € S x A, C' € &.
R+

Dabei bezeichnet (X;)i>o wie bisher eine Folge von nichtnegativen und reellen iid.-
Zufallsvariablen (auch unabhdngig von R) mit endlichem Erwartungswert. Fir einen
Reprisentanten dieser Folge schreiben wir Xy und jx, bezeichne die zugehdrige
Verteilung.

e Die einperiodige Erlosfunktion

r(5,00® i) = / ir(dr) / 5a(dy)pry(y:7) - Lioyesty = d

ist eine nichtnegative Abbildung von K nach Ry mit der Projektion pr,(y,r) auf die
y-Komponente.

Mit den topologischen Hilfsmitteln aus Anhang B zeigen wir zundchst die Kompaktheit
der Menge A(s).

Lemma 4.3.9 Sei|s| < oo gegeben und A(s) = Al (s)UAL(s) gemdfy Definition 4.3.8 die
Menge der zulissigen Aktionen mit AR(s) := {q@pur € A|P([s—d|R+B—X, <0) <~}
und AL(s) := {04—0 @ Or—;}. Dann ist die Menge A(s) kompakt.

Beweis: Wegen der Kompaktheit von AZ(s) reicht es fiir den Fall Af(s) # 0 aus, die
Kompaktheit dieser Menge zu betrachten, da die Vereinigung von zwei kompakten Mengen
wieder kompakt ist und andernfalls ) U A% (s) = A¥(s) gilt.

Zunichst sei erwihnt, dass A% (s) straff ist, weil nach Billingsley[17](S. 37) eine beliebige
Familie von W-MaBen auf R? - und somit auch auf R% - straff ist. Infolgedessen ergibt
sich nach dem Satz von Prohorov die relative Kompaktheit von A%(s).

Die Behauptung folgt dann aus der Abgeschlossenheit von A%(s). Mit Hilfe des Satzes
von Fubini gilt

P([S - d]R +B - XO < O) - / </ ]l{(S—y)r—i-B—wSO} X, (dl’))d(éd X uR)(y,r),
und demzufolge ist das lineare Funktional

I(04 @ pg) : (04 @ pg) — P([s —d|R+ B — X < 0)
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stetig beziiglich der schwachen Topologie. Dabei ist a(y,7) = [ Li(s—y)r+B-z<0} fx,(d2)
aufgrund des Stetigkeitslemmas (s. Lemma A.4) eine beschriankte, reellwertige und stetige
Funktion auf R%. Somit ist die Menge

Co= {02 ® un) : / (v ) (60 ® ) < 7
fiir jedes u abgeschlossen. Wegen

Af(s) = ) Ca

0<a<l1

ist die Menge A%(s) auch abgeschlossen, da ein beliebiger Durchschnitt von abgeschlos-
senen Mengen abgeschlossen ist. W

Mit Hilfe von Lemma 4.3.9 sind wir nun in der Lage, fiir das Optimierungsproblem

T—1

D (S 04cpo 58 @ 1)

t=0

V*(s) := sup Vi(s) mit Vi(s):= ET

melly,

zumindest die Existenz einer optimalen (Markov-)Politik nachzuweisen.

Satz 4.3.10 FEs sei ein Markovsches Ausschiittungsmodell mit dynamischer Wahl der Ka-
pitalanlage wie in Definition 4.3.8 gegeben und es gelte fir 0 <t <T —1 und s € S die
(zugehirige) Optimalititsgleichung

Vits) =, max  {r(s.80m pn) + [ Vies(ls = ol + B =) dl6a © 1 1) 37,3
(4.3.12)

mit Vp = 0. Dann ist die Funktion auf der rechten Seite von (4.3.12) messbar und es
existiert eine optimale Entscheidungsregel.

Beweis: Zunichst gilt, dass die kompakten Mengen A(s) nach Bauer[9](§ 25) Borelsche
(Teil-)Mengen darstellen. Demnach folgt die (Borel-)Messbarkeit von

K:={(s,00 @ pr)|s € S,00 @ pr € A(s)}.

Mit der Kompaktheit von A(s) nach Lemma 4.3.9 sind dann in Analogie zu dem allge-
meinen Selektionssatz 2.1.10 fiir alle s € S noch folgende Eigenschaften zu zeigen:

1. die Stetigkeit der einperiodigen Erlosfunktion r(s,d; ® ug) auf A(s),
2. die Stetigkeit der Funktion [ Vii1([s—ylr+B—1)d(64@pur®px,)(y,r, z) auf A(s).

Dabei gehen wir 0.B.d.A. davon aus, dass A(s) # {dg=0 ® dp=r.} gilt.
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e Die Stetigkeit der einperiodigen Erlosfunktion r(s,d; ® ugr) auf A(s) ergibt sich fiir
festes (0q @ pgr) € A(s) durch

(8,04 ® pp) = /pry(yv 7) - Ljo<y<sty d(0a @ pir)(y, 1)

B / (pry(y,r) “Ljogy<sty + st ]l{y>8+},) d(5d6[0,5ﬂ ® pur)(y,r), (4.3.13)
::u‘(,y,r)

d.h. die Funktion pr,(y,7) - Ljg<y<s+} lésst sich auf R? so stetig fortsetzen, dass sich
der Wert der Erlosfunktion wegen [ s -1~y d(daejo.s+) ® f1r)(y, 7) = 0 nicht veréndert.
Damit ist die Funktion @(y, ) ein Element von C,(R? ), d.h. der Menge aller beschrénkten,
stetigen und reellwertigen Funktionen auf R?, und (s, dq ® ppg) ist bzgl. der schwachen

Topologie stetig auf A(s).

e Die Stetigkeit von [ Vii1([s —y]r+ B — ) d(6q @ pir @ pix,)(y, 7, x) auf A(s) ist fiir alle
t=20,...,7 — 2 mit Hilfe von

/ </%+1([$ — ylr+ B — @) ux, (de) ) (6 © ) (3, 7) (4.3.14)

durch @(y,7) == [Vig1i([s — ylr + B — @) px,(dz) € Cp(R3) fiir alle t = 0,...,7 — 2
per absteigender Induktion zu zeigen, denn dadurch ist (4.3.14) auch stetig bzgl. der
schwachen Topologie.

Der Induktionsanfang fiir t = T — 2 ergibt sich durch

aT—2(y7 T) = /VT—I([S - y]’f’ + B — .CL’) :uXo(d'I) = /T([S - y]?" + B — xz, 5d ® :uR) :U’Xo(d'r)v
denn mit Hilfe einer Hintereinanderschaltung von stetigen Abbildungen
(y,r) — [s—ylr+ B—x — r([s—ylr + B— 2,04 @ ug)

ist ar_o(y,r) stetig auf ganz R fiir festes . Unter Hinzunahme der Integrierbarkeits-
Eigenschaft a7 _o(y,7) < [(s Tmae + B — ) px,(dz) < oo ist die Funktion ar_o(y,r)
nach dem Stetigkeitslemma (s. Lemma A.4) und wegen der Beschrinktheit ein Element
von Cj(R2).

Gelte weiterhin die Induktionsannahme: w(y,r) € Cy(R3) fiir ein ¢ < T — 2. Dann ist

g )+ [ ([ Vials = sl + B = )y (o) JdGa @ p)(wr)  (43.15)

stetig und beschrinkt auf A(s). Da fiir festes (64 ® pugr) € A(s) die Funktion in (4.3.15)
nach dem Stetigkeitslemma stetig in s ist, so gilt dies auch fiir die Funktion V;(s) wegen
der Existenz eines Maximisators in A(s).

Der Induktionsschluff (t — t — 1) ergibt sich nun durch die Hintereinanderschaltung von
stetigen Abbildungen

(y,7) — [s—ylr+ B—xz — Vi([s—y|r+ B—x)
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fiir beliebige s, z. In Analogie zu (4.3.2) ergibt sich wegen

T-2
Vills = ylr +B—2) <5 (rnae) ™ 4 S B (rae) T+ B

n=t+1

die Stetigkeit von u;_1(y,r) in (y,r) nach dem Stetigkeitslemma. Dadurch folgt auch die
Beschriinktheit von @, (y,r) auf R, denn es gilt

T-2

0< /‘/t([s - y]’f’ + B — z)MX()(dx) <s- (Tmax)T_t_l + Z B- (rmm)T—"_l + B.

n=t+1

Wegen der Stetigkeit von V; : & — Ry fiir alle (3 ® pgr) € A(s) entsprechend (4.3.15)
und der Existenz eines Maximisators ist diese Funktion auch & - B,-messbar, wobei
B, :={R,NB: B € B} eine Borel-o-Algebra iiber R, definiert, denn fiir alle halboffenen
Intervalle (s', s"] C Ry gilt

{se8:s<Vis)<s'} €&
und das Mengensystem G, = {(s¢,5"] : ¢

< §"s" > 0} erzeugt gerade die Borel-o-
Algebra B, , was den Beweis vervollstandigt. W

4.4 Das stationire Gesamtausschiittungsmodell

In diesem Abschnitt wollen wir die Ergebnisse aus den vorherigen Abschnitten zu einem
versicherungsunternehmerischen Gesamtmodell mit festen Parametern fiir den RV-Schutz
und die Kapitalanlage zusammenfassen, welches unseren Zielsetzungen (Gewinn, Divi-
denden, Sicherheit) geniigt. Aufgrund der fehlenden Isotonie-Eigenschaft von L,(d) bei
gewissen Erweiterungen des Grundmodells erfolgt die Untersuchung dieses Abschnitts auf
einem beschriankten Zeithorizont. Dazu wollen wir zunéchst das entsprechende Markov-
sche Entscheidungsmodell definieren.

Definition 4.4.1 Es wird folgendes Markovsches Entscheidungsmodell betrachtet, wel-
ches im Folgenden (stationdres) Gesamtausschiittungsmodell genannt wird:

e T e N sei der endliche Zeithorizont.

e (5,6)=(R,B) sei der Zustandsraum fir das Kapital.

o A =R, sei der Aktionsraum fiir die Dividendenzahlung.

o A(s) = {d € [0,(s — s&)T]} mit (s — s&)T = max{0,s — s} sei die Menge der

zuldssigen Aktionen, wobei |s§&| < oo eine Konstante ist und fir das geforderte
Sicherheitsniveau im (Gesamt-)Modell steht.
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e Q sei das Ubergangsgesetz von S x A nach S und ist mittels der messbaren System-
funktion

F(Sv d7 B7 m(/)7 h’(Xt-l-l? m(/)>7 Tt wf)
= (s —d)(1+715) + wi[B(m") = h(Xpp1, m")] = c(ry, wy)

definiert durch

Q(Cls,d) :/ 1o{F(s,d, B,m", h(z,m"),r;,ws)} Fx,(dz), (s,d) €K, C € &.
R+

Dabei bezeichnet (X;)i>o eine Folge von nichtnegativen und reellen iid.-Zufallsvari-
ablen, welche eine stetige Verteilungsfunktion Fx(x) und einen endlichen Erwar-
tungswert besitzen. Fiir einen Reprdsentanten dieser Folge schreiben wir wie bis-
her Xo. Ferner seien B(m") und h(X;, m") messbare Funktionen, die entspre-
chend Festlegung 4.1.1 oder 4.1.5 bestimmt sind, und c(rg,wy) sei eine Funktion
von (0,00) x (0,00) nach Ry. Dabei gibt die Funktion c(-,-) die Kosten eines Zins-
und Wahrungsswaps an.

e Fiir die einperiodige Erlosfunktion r von K nach Ry gilt r(s,d) = d.

Fir das Gesamtausschiittungsmodell wollen wir eine weitere Bedingung angeben, wel-
che wie folgt zu interpretieren ist. Wiirden wir ein (Gesamt-)Modell ohne Kapitalanla-
gemoglichkeit betrachten, d.h.

F(S, da B> m(/)> h(Xt-i-la m(,))a ’LUf) =s—d+ wf[B(m(,)) - h(Xt-i-la m(,))] - C(wf)>

so wiirde das Versicherungsunternehmen mit Wahrscheinlichkeit 1 einen Verlust erwirt-
schaften, falls w; - B(m") < c(wy) gilt. Daraus ergibt sich der Schluf}, dass das (im Aus-
land) umgesetzte Nettopramienvolumen zumindest den laufenden Kosten des Wahrungs-
kursswaps entsprechen muss, denn andernfalls wire keine Gewinnerzielung moglich. Eine
Verletzung dieser Bedingung wire betriebswirtschaftlich unsinnig und wiirde unseren Ziel-
setzungen widersprechen.

Da bei der Beriicksichtigung einer Kapitalverzinsung auch negative Kapitalzinsen (genau
dann, falls s < 0) generiert werden diirfen, so wollen wir an dieser Stelle dennoch anneh-
men, dass die Kosten des Zins- und Wihrungskursswaps?' durch das Priamienvolumen
gedeckt sind.

Festlegung 4.4.2 Im Gesamtausschiittungsmodell gilt folgende Bedingung:
wrB(m") > c(ry, wy).

Die fiir die weitere Untersuchung notwendigen Merkmale des Gesamtausschiittungsmo-
dells sind der nachfolgenden Bemerkung zu entnehmen.

21 Zu Aufbau, Einsatz und Bewertung von Swap-Vertriigen sieche auch Hull[58](§ 7).
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Bemerkung 4.4.3 Gemdfs Bemerkung 3.1.1 folgt hier fir das Gesamtausschiittungsmo-
dell

/V(s')@(ds'|s,d):/ VIF(s,d, B,m", h(z,m"),r;, ws)|Fx,(dz).
S Ry

fiir jede messbare Funktion V auf R.

Das Gesamtausschiittungsmodell wie in Definition 4.4.1 behandelt sowohl die Verwendung
von Riickversicherungsschutz geméfi Abschnitt 4.1 als auch die in der Praxis gebréuch-
liche Nutzung von derivativen Absicherungsinstrumenten hinsichtlich der Kapitalanlage
und der Wechselkursrate entsprechend Bemerkung 4.3.5 und Kapitel 4.2.2. Der immen-
se Vorteil von den hier betrachteten Zins- und Wéhrungskursswaps besteht in unserem
Modell nun darin, dass die Berechnung des Sicherheitsniveaus sf. einfacher zu handhaben
ist. Das folgende Lemma bestétigt dies.

Lemma 4.4.4 Fir jedes Risikomaf$ p : G — R ldsst sich ein erforderliches Sicherheitsni-
veau s¢ fir das Gesamtausschiittungsmodell in Abhdngigkeit von der Riickversicherungs-

art ermitteln. Insbesondere bedeutet das fiir einen festen Selbstbehalt mf;fm <m" < ms
und fiir vorgegebene Werte 0 < v <1 undn > 0:

1. Bei der Verwendung von proportionalen RV-Schutz mit M., = 1, B(m) wie in
Festlegung 4.1.1 und hy(X;,m) = m - Xy gilt, dass

(a) fiir die einperiodige Ruinwahrscheinlichkeit bzw. fir den VaR., die Ungleichun-
gen

P(sg (1 +1y) +wg[B(m) —m - Xo] — c(ry,wp) <0)

<
P(sg, < (c(ry,wyp) —wg[B(m) —m - Xo])/[1 +7y]) <

nach sg; 1 zu losen sind und daraus die folgende Lisung resultiert

wylm - Fx!(1—~) — B(m)] 4 c(ry, wy) }

sr :'nf{ cRlz >
a1 =1 x |z > e

(b) fiir den TailVaR folgt

c(ry,wy) —wy[B(m) — mXo ‘C(va wy) —wg[B(m) —mXo

. :E[ >VR]
SG,Z 1+Tf 1—|—Tf a o

und mit der Zusatzannahme der Stetigkeit und strikten Isotonie von Fx, dann
weiterhin gilt

0= (m [, oy @ Polde) et )y = B ),
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(c) fir den EPD die Gleichung
El(wglm - Xo = B(m)] + c(r, wp)) /(L4 7rp) = 55,1 =n
zu losen ist und ein eindeutiger (von Fx, abhdngiger) Wert sg, 5 existiert.

2. Bei der Verwendung von nichtproportionalen RV-Schutz mit m! = oo, B(m') wie
in Festlequng 4.1.5 und hyo( Xy, m') = min{m/, X;} gilt, dass

(a) fir die einperiodige Ruinwahrscheinlichkeit bzw. fiir den VaR., die Ungleichun-
gen

P(sg (14 7p) +we[B(m') — ha(Xo,m)] — c(ry, wy) < 0)
P(sg 1 < (c(r,wy) —we[B(m') = ha(Xo, m)])/[1 + 4])

nach sg, 1 zu losen sind und sich folgende Ldsung ergibt:

IA N
2

. _{i’if [Fxl(1—~) = B(m') + c(ry,wy) /wy]  falls m' > Fgl(1 ),
G,17 —

1$£f [m’ — B(m/) + c(ry,wy) /wy] sonst,

(b) fir den TailVaR mit der messbaren Funktion
C(Xo) = (c(ry, wy) +wg[B(m') — ha(Xo,m)]) /(1 +7y)

folgt
Sty = E[C(XO))C(XO) > VaR,

und mit der Stetigkeit und strikten Isotonie von Fx, dann weiterhin gilt

1+rf fF mFXo(dm)
oz = \ ity [C“”z;;“f’ — Bm))(Fx,(m') — 147) falls m’ < F!(1 ),
0 sonst,

(c) fir den EPD die Gleichung

El(wy[ha(Xo,m') = Bm)] + c(ry, wp)) /(14 75) = sgz]" =n

zu ldsen ist und die niherungsweise Bewertung des Wertes sg, 3 daher erfolgt
durch

m’wy(14rp) '~ c(rywp)—wsB(m!
o R SR falls > m - P () /(L)
G,3 [m/—B(m”)Jws+c(rswy)

e sonst.
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Beweis: Wir beweisen zunéchst Teil 1. Fiir die einperiodige Ruinwahrscheinlichkeit folgt
nach ein paar Umformungen

P(sg (1 +7p) +ws[B(m) —m - Xo] — c(ry,wp) <0) < v
P(—m - Xo < [=sg,(L+7y) +clrp,wyp)l/wy — B(m)) <
P(Xo > [sg(1+75) = clrp,wyp)]fm - wy] ™" + B(m)/m) < 5

und daraus wiederum ergibt sich fiir den Wert s, ;:

wylm - Fyl(1—7) = B(m)] + c(ry, wy)
1+7’f '

*
SG1 2

Da der VaR, ein Quantilmaf ist, geniigt der Wert sg,; mit

welm - Fy (1 —~) = B(m)] + c(ry,

lezinf{x€R|$2 i % 71)+ (m)) + clry wf)}
b Tf

insgesamt den Forderungen von Teil 1a.

Fiir den TailVaR aus Teil 1b ergibt sich wegen Teil 1a

Sy = E[c(mwjf) - ;Ui[f:ﬁm) — mXo] ‘C(Tfawf) - ;Ui[ifm) —mXo] _ VaRw]
o st sl )
T OP(X > Fl 1-7) 1?77 '/F;(l_w)(m cx— B(m) + c(ry, wy) /wy)dFx, (x)
= st [, PRl B,

wobei (x) aus der Stetigkeit und strikten Isotonie von Fy, resultiert.

Den Nachweis von Teil 1c liefert der Fizpunktsatz von Banach. Dazu vereinfachen wir
zundchst den Erwartungswert E[(ws[m - Xo — B(m)] + c(ry,wy)) /(1 +71y5) — s55] ™

El(ws[m - Xo — B(m)] + c(rg,wy))/(L+75) = 555"

Y wylm -z — B(m)] +c(rpwy)
a ﬁ*cﬁ(l”f)C<f'f~Wf)+wa<m> ( B SGvg) Fx(@)

1 + ’f’f
" (= B e
- —~ dF
/0 ( 147y 56,3 ) AFx, (1)
s (147 ) —c(ry,wp) 4wy B(m)
) ( - $%a) dFx, (2)
0 1 + T’f )
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wylm - E[Xo] = B(m)] + c(ry, wy) .

B 1 —'— Tf G,3
s*G,3(1+rf)76(rf,wf)+wa(m)
_ Ty <wf[m = B(m)] +crpwy) ) P (o)
0 147y G3 0
s*G,g(1+rf)*6(rf,wf)+wf}3(m)
we[m - E[Xo| — B(m)] + ¢(ry, wy) . wy - m s

) Tt T Fx, () dz,
L7y 7 L+7p Jo

wobei das letzte Gleichheitszeichen durch partielle Integration erfolgt. Infolgedessen hat
die Fixpunktgleichung s¢, 3 = ¢(s¢; 5) mit

[m - B[Xo] = B(m)] + c(ry, wy) g ) =ery g o Bom)
* wfm' 0] — m +CTf,U]f wf-m mowp

- . F dz.
SO(SG,?,) T +r, + A () dz

nach dem Fixpunktsatz genau eine Losung sg, 5, da die differenzierbare Funktion o(sg 5)
mit

sGa(l+1p) —clrp,wy) +wyB(m)

m-wf

¥/ (sG3)| = FX0< ) sy y(r ) —clrpwp)+wsBm)=0y < 1

eine Kontraktion ist.

Fiir den Beweis von Teil 2a betrachten wir zunéchst die Herleitung fiir die Ruinwahr-
scheinlichkeit. Es gilt mit ho(Xo, m’) := min{m/, Xo} = m' — (m’ — Xo)":

P(sg /(1 +7f) +we[B(m') — ho(Xo,m")] — c(ry,wy) <0)

1
= P(min{m’,Xo} > B(m') + Ty SGa — c(rf,wf)/wf)
/ + / / I+ T «
- P((m — Xt <m' = B(m') - —L s, +c<rf,wf)/wf) (4.4.1)
!

Fiir den Fall m’ < B(m/) + (1 +1y) - s§ 1 /wy — c(ry, wy) Jwy gilt fiir (4.4.1):

1+ry
— iyt elrgwp) ) =0(< )

P((m’ — Xo)t <m' — B(m)

und daher ergibt sich

. . c(ry, wy) wy

, = inf{z €R:2>[m' — B(m')+ .
81 inf{x x> [m (m) w; ] . +7“f}
'LUf

1—|—Tf.

= [m = B(m') +c(r, wy) Jwy] -

Andernfalls folgt mit m’ > B(m') + (1 +1y) - sg 1 /wy — e(ry, wy) /wy fiir (4.4.1):

1+r
_ f 8271/ + C<Tf7wf)/wf> S y bzw.

P((m’ ~ Xo)t <m' — B(m)
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1—|—7‘f

P(Xo > m' ~ B(w) S+ clrg,wp) fwy) <,

da sonst P{(m’ — Xo)* <m/ — B(m') — (1 +ry) - s 1 -w;l + c(rp,wy) /we} = 0 gelten
wiirde. Insgesamt ergibt sich daher
wy

[m’ — B(m') + c(rf,wy) Jwy] ey

> S*G,l’ >

1474 [y, (L =) = B(m') + c(ry, wp) /wy].

Daraus resultiert der folgende kleinste Wert fiir sg, ,/:

wy

Ty B (L= = Bm) & clrywy)/wy),

SG1 =

falls m’ > F )}01(1 — ) gilt. Dasselbe Resultat ergibt sich auch fir den VaR., wegen

v 2 pvar, ({c(ry, wp) = wg[B(m') — (m” — (m" = Xo) )]}/ [1+ ry]).

Mit der Hilfsfunktion ((Xo) := (c(ry, wy) + ws[B(m') — hao(Xo,m')])/(1 4+ rf) ergibt sich
fiir den Teil 2b vorab:
st = E[C(X0)[¢(X0) 2 VaR,]

rr,wp) —wrB(m') — (14+rg)VaR,
wg

_ E[C(XO)) min{m’, X} > & (4.4.2)

Gilt weiterhin m’ > F (1 — ), so folgt wegen VaR, = ;j—f,f FRH(L =) = B(m/) +

c(rp, wy) ~wj?1] geméf Teil 2a fir (4.4.2):
E[¢(Xo)[min{m', Xo} > Fig (1= )]
1 wy

= min{m’, z} — B(m') + c(rs, wys) - w3 dFx, (x
P(XOZF)EOl(l—V))lJrTf /Fxol(l—v)[ { ¥ (m') (f f) f] o ()

/

(" e B+ el ) - w dFy (2
—’Y(l"‘rf) </FX01(1_7)[ B( >+ (f’ f) f]dF 0()

+[m' = B(n) + elry,wp) - wp')[1 = Fx, (m)])

/

_ wy " / -1 / /
ALy </FX§(14) v dFx,(x) =A[B(m') = c(rp, wy) - w ]+ m'[l = Fx,(m )]>'

Fiir den Fall m’ < F)Eol(l — ) gilt fur (4.4.2):

Shy = EIC(X0)| min{m, Xo} > m

— 1 wy o . / , 1
T PXo>m!) 147y /m [min{m, 2} — B(m') + c(ry, wy) - wi '] dFx, (v)
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= P(Xolz m/) . . jjfrf . ([m' _ B(m’) + C(Tf, wf) . w;l][1 . FXO(m/)])

= m' — B(m’) + c(rf,wf) . w;l

und somit die Gleichheit von 8672/ = 8271, fiir diesen Fall.

Der Beweis von Teil 2c¢ erfolgt fiir n > 0 durch
E[(wy[he(Xo,m') = B(m')] + c(ry, wy)) /(1 +14) = sga]”

B /]R+ <([m/ B (m/ N :l?)]l{mgm/} o B(m,)]wf + C(rf’ wf)) ’ (1 + Tf)_l - 5273’)+dFX0(1')

!

- /m (e = BOWws + (g wp)) - (1+77) 7" - 8573,)*@0@)

% +
+ / <([m' — B(m)Jwys + c(rp,wy)) - (1 +7p)"" = S*G,g,) dFx,(x) <n.  (4.4.3)
Es ist sofort ersichtlich, dass die linke Seite der Ungleichung (4.4.3) Null ergibt, falls
m' < [sg (1 +1p) — clry,wp) + wpB(m')] -w;l gilt, d.-h. sg 5 = {[m' — B(m/)Jwy +
c(ry,wp)} - (1 +7p)~" ist der kleinste Wert, fiir den diese Bedingung erfiillt ist. Fiir den
umgekehrten Fall (m’ > [s&, 5 (1+77) — c(rp,wy) +weB(m')]-w; ') ergibt sich fiir (4.4.3):

S*G’B,(1+7“f)7c(r'fwa)+wa(m/)
wy

(e = B wy + clrg,wp) - (14707 = sy ) dFx,(2)

+[([m = Bm")wy + c(rywp))(L+1p)7" = sgy] - [1 = Fx (m)]
S*G,Sl(1+T'f)7c(rf’wf)+wa(m’)
wy wy

-
+[([m' = B(m)wy +c(ry,wp))(L+77) 7" = s59] - [1 = Fxo ()]
< [([m' = Bm)Jwg + c(ry,we)) (L +75) 7" = sga] - [1 = Fx, ()]

"L (elrg ) — wg B+ ) — sl - [L- Fr(m)] (<), (4.4.)
ry

0

FXO (SL’) dx

<

wobei das Gleichheitszeichen mittels partieller Integration erfolgt. Daher resultiert aus
(4.4.4) und m' > [sg 5 (1 +1y) — c(rp,wy) + wpB(m')] -wj?l die Ungleichungskette

[ — B(m)Jwy + c(ry,wy) o omwy - (L re) Tt = N c(rp,wy) —wyB(m')
1+Tf 3 = 1—FX0(m’) 1—|—Tf ’

welche dann die ndherungsweise kleinste Losung

\ m w147yt =n  clry,wp) —wy - B(m')
SG,3/ — +

1—FXO(m’) l—l—rf

zuldsst, falls n > m' - wy - Fx,(m)/(1+7f) gilt. A
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Bevor die Untersuchung im Gesamtausschiittungsmodell erfolgt, wollen wir ein hilfreiches
Mittel herleiten, welches uns spéter von Nutzen sein wird. Es handelt sich dabei um
die Darstellung des zukiinftigen Zustands s;; zum Zeitpunkt ¢’ > ¢, welcher sich aus
dem (Anfangs-)Zustand s; zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢ < T — 1 und der giiltigen
Systemfunktion ergibt, falls der Schadensverlauf vollstandig bekannt sei.

Hilfssatz 4.4.5 Gegeben sei das Gesamtausschiittungsmodell wie in Definition 4.4.1 mit
t € {0,...,T — 1}. Weiterhin liegen Realisationen Xi(w) = x1,..., Xr_1(w) = xp_1
vor, auferdem sei my = (dy,...,dr_o) eine beliebige Politik. Dann gilt fir alle t' mit
tedt,..., T —1}:

t'—1
s = si(L+7) ™ 4> () T (w [ Bm) = h(@nen, mO)] = c(ry, wy) = (1474)dy).

n=t

(4.4.5)

Beweis: Der Beweis erfolgt durch mehrmaliges Anwenden der Systemfunktion. B

Nun kénnen wir im Gesamtausschiittungsmodell eine optimale (Markov-)Politik herleiten,
falls die (total) erwarteten Dividendenausschiittungen maximiert werden sollen, also:

T—1
Va(s) = B2 [ filS)| . V7(s) = sup Vi(s),s € S.
t=0 TeHM

Satz 4.4.6 Gegeben sei das Gesamtausschiittungsmodell wie in Definition 4.4.1 mit Be-
merkung 4.4.3 und w;B(m") > c(ry,wy). Ferner sei das geforderte Sicherheitsniveau
s¢; endlich und entsprechend Lemma 4.4.4 bestimmt. Seien weiterhin Vy, ..., Vp rekursiv
definierte Funktionen auf S mit

Vils) = mave {4 BVisa(s—d)- (1)1, [Bm®) ~h(Xeys.m?)] ~clrp,wp)] | (4.4.6)

firse S, 0<t<T—1und Vr(s) =0, dann folgt:
1. Die Funktionen V; von (4.4.6) sind messbar und es existiert ein Mazimisator.

2. Die deterministische (Markov-)Politik 7 = (fo(so0), ..., fr—1(sr—1)) mit

(4.4.7)

s—sg falls s > sty Li(s — s&) > Li(0),
ft(S) =
0 sonst,

und Ly(d) := d+ EVii[(s —d) - (1 +15) + wi[B(m") — h( X1, mD)] — c(ry, wy)]
st optimal bzgl. der mazimal erwarteten Dividendenausschiittungen.
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Beweis: Die Gestalt der Funktionen V; leitet sich aus der Zielfunktion und dem Uber-
gangsgesetz des Gesamtausschiittungsmodells aus Definition 4.4.1 geméafl des Hauptsatzes
der Dynamischen Programmierung (Satz 2.1.8) und Bemerkung 4.4.3 ab. Die in Teil 1
behauptete Messbarkeit und Existenz eines Maximisators ist u.a. wegen K € & @2 durch
Satz 2.1.11 gesichert, wobei die Stetigkeit des Ubergangsgesetzes zum SchluB nachgewie-
sen wird.

Fiir den Beweis von Teil 2 gilt es zu zeigen, dass die Funktionen
Lo(d) = d + EVi[(s — d) - (1+ 1) + wg[Bm®) = h(Xee1,m?)] = c(ry, wy)

konvex in d sind, denn daraus resultiert die Optimalitidt der Entscheidungsregel f;(s) wie
n (4.4.7). Daher weisen wir per absteigender Induktion nach, dass die Funktionen L;(d)
fir allet =0,...,7 — 1 konvex in d sind.

Der Induktionsanfang erfolgt sofort mit Ly_1(d) = d+ EVr(:) = d.

Weiterhin gelte fiir ein ¢t < T — 1 die Induktionsannahme, dass die Funktion L;(d) konvex
in d sei. Dann ergibt sich fiir die Wertfunktion V;(s) zu diesem Zeitpunkt

Vi(s)
s — 8¢ falls s > sg,

= ¢ FEVia[sp(1+7p) +wi[B(m") = h(Xpp, m)] — c(rp,wp)] - Li(s — s5) > Li(0),
EVia[s(1 + 1) + wy[B(m") — h( X1, m)] — c(ry, wy)] sonst,

(4.4.8)

und somit die Konvexitédt dieser Funktion in s.
Fiir den Induktionsschritt t — t — 1 zeigen wir nun die Konvexitiat der Funktion

EVi[(s = d)(1+ry) + wy[B(m") = h(Xy, m")] = c(ry, wy)]

in d, denn daraus ergibt sich die Konvexitidt der Funktion L, (d). Zunéchst gilt nach
Hilfssatz 4.1.12 (Teil 1 und 2) die Konvexitdt der Funktion

Vil(s = d)(1 +74) + we[B(m®) — h(Xy(w), m")] = e(ry, wy)]

in d wegen der Konvexitidt der Funktion V;(s) in s fiir ein festes w. Ist schliefllich die
Funktion V;[(s —d)(1+7;) +w;[B(m") — h(X;(w), m")] — c(ry, wy)] integrierbar bzgl. w
so ist auch der Erwartungswert dieser Funktion nach Hilfssatz 4.1.12 (Teil 3) konvex in d,
was den Beweis vervollstdndigen wiirde. Die Integrierbarkeit leitet sich durch die folgende
integrierbare Majorante ab, denn es gilt mit festen Werten X1 (w) = 2441, ..., Xr_1(w) =
z7_1 und beliebiger Politik 7 = (d, ..., dp_1):

*

<

—sp) "= (s — s6) T (4.4.9)

n= n=t

||F1ﬂ

T-1 T-1
t
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wobei () wegen d,, < (s, — s5)* erfolgt. Mit Hilfsatz 4.4.5 folgt fiir (4.4.9) weiter

Vi(se)
< (S04 — &)+ ([sex — di] (L +7y) + wf[B(m(')) — h(xt+1,m('))] —c(rpwy) —sg) T+
+ (St:t(]- + Tf)T_t_l — Szv

T 2_:(1 + 1) 2wy [B(m?) = W@, m")] = e(ry,wp) — (14 7p)d,) — S*G>+

n=t
< (S04 — 85) T+ (se(1+7y) +wy - B(m(')) —c(rpwyp) —sg) T+
T—2

_l’_
(sl S () T2 g Bm) = elrpwg) = 5) L (44.10)
n=t
wobei das Ungleichheitszeichen aus xy11 = ... = xr_; = 0 und thH =...= d~T 1 =0

resultiert. Mit (1 +7;) > 0 und w; - B(m") > ¢(ry, w;) > 0 folgt dann fur (st =)sy > 0

T2

+
Vi(sy) < <St:t(1 +rpt Z(l + )T wy - B(mY) — e(rp, wy)] — SZ)
n=t
T—2 N
+ (St;t(l ) 4 Z(l + 7)) 2wy - BmY) = e(rp, wy)] — s’é) +...
n=t
T—2 N
+ (st;t(1+7’f Y'Y () wy - B(mY) = ey, wy)] — S*G>
n=t
T2 n
=(T—1)- (St:t(l +rp) T DY (L) wy - B(mY) = g, wy)] - SE)
n=t

und somit
Vil(s = d)(1 + ) + w{ B(m") — h(X;,m")} = c(ry, wy)]
< (T = 1) (Cr = wy(1 + 7)™ h(X, m(’))>+, (4.4.11)

wobei €y := (s —d)(1 +7,)7  + 32022 (1 + )2 [w;B(m") — c(ry, wy)] — st gilt.
Gelte andernfalls s; < 0 so ergibt sich fiir (4.4.10):

Vilse) = (T —1) - (St:t + i(l )t wy B(m") — c(rp, wy)] — SZ)JF
und weiter
Vil(s = )L+ ry) + w {B(m") = h(Xy, m")} — e(ry, wy)]
< (T = 1) (o= wy(1+7) ™ "h(X, m<'>))+ (4.4.12)
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mit Cy == (s — d)(1+ 7)) + 2027 (14 7)) T2 "wrB(m") — c(ry, wy)] — 5. Fiir die
unterschiedlichen Riickversicherungsarten muss letztendlich noch die Integrierbarkeit der
Majorante von (4.4.11) bzw. (4.4.12) gezeigt werden. Dazu sei C' := max{C}, Cs}. Bei der
Verwendung von proportionalem RV-Schutz folgt mit wy,m > 0 und ry > —1:

C
A T T
E[C—m-w;(1+r)T 71X = / s <C—m-wf(1+rf)T_t_1-:c)dFXO(:c) < 0.
0

Wird andernfalls nichtproportionaler Riickversicherungsschutz verwendet und gilt zudem
m < C - w;l(l + 7))~ T 50 ergibt sich

E[C —wp(1+rp)" ™7 (m/ = (m' — X))

- /Om (C’ — wf(l + rf)T—t—l ~x>dFX0(x) +[C — m - wf(l + ,rf)T—t—l]-‘r - Fxo(m/)]

= O 2= Fyy ()] = wy (14 1) (L= Fy, ()] + / " adFy, (2)) <o
bzw. fiir den Fall m’ > C' - w; (1 4 rp) =70
E[C —wp(1+r,)" ™7 (m/ = (m' — X))
= /wa(1+T?)Tt1 (C’ — w147yt :c)+dFXO (x) < oo.

Fiir den abschlieenden Nachweis von Teil 1 ist noch per absteigender Induktion zu zeigen,
dass die Funktionen

u(s, ) == EVi[(s —d) - (1 +75) +wr[B(m") — h(Xyp1, )] — clry,wf)]  (4.4.13)

fir allet = 0,1,...,T — 2 stetig auf der Menge A(s) sind. Fiir den Induktionsanfang bei
t =T — 2 ergibt sich

ur_o(s,d) = /[(s—d)-(1+7’f)+wf[B(m(’))—h(XT_l,m(’))—sg]JrdPXT1 < 00, (4.4.14)

d.h. es gilt insbesondere

e Die Funktion g(X7_1,d) := [(s —d) - (1 +75) + w[B(m") — h(Xp_1,m") — s&]*
ist PX7-1_integrierbar.

e Die Funktion g(Xr_1,d) ist fiir jeden festen Wert Xr_;(w) = xp_; stetig in d.

e Es existiert fiir alle d € A(s) wegen (4.4.14) eine P*T-1-integrierbare Funktion
g( X7 1) =[5 (1+71s) +wi[B(m") — h(Xp_1,m") — sg5]* > 0 mit

19(X71,d)| < g(X71), VX1 (w) = 271,
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Daher ist die Funktion ur_s(s,-) nach dem Stetigkeitslemma (s. Lemma A.4) stetig auf
A(s). Gelte weiterhin fiir ein ¢t < 7T — 2 die Induktionsannahme, dass die Funktion (s, -)
wie in (4.4.13) stetig auf A(s) sei. Dann folgt fiir den Induktionsschiuf$ (t — t — 1), dass
die Funktion

Vil(s = d)(1 +1r4) + wi{ B(m") — h(Xo(w),m")} = c(ry, wy)]

(s —d)(1+71s) +w{B(mY) — (X, m")} — c(rp,wy) — s& fiir Fall (A)
= FEVi[s6(1+75) + wi{ B(mbY) = h(Xppr, m)} = e(ry, wy)]
EVig[C'(1+ 1) +w{B(m") — h( X1, mO)} — c(ry, wy))] sonst,

mit C’ = [(s — d)(1+7;) + w{B(m") — h(Xy(w),m")} — c(rf, w;)] gemaB der Indukti-
onsannahme stetig auf A(s) fiir alle festen Werte X;(w) = x; ist, wobei die Bedingungen

Li(0) < Ly[(s = d)(1 4+ r) + w{B(m") — h(Xy(w), m")} = c(rs, wy)]

und (s — d)(1 + r7) + wy - B(mY) — c(rp,wy) — s&) - w;l > h(X;,m") zu Fall (A)
zusammengefasst sind.
Des Weiteren gilt wie in Teil 2 gezeigt die Integrierbarkeit von Vi[[(s — d)(1 + rf) +
w{B(mY) — h(X;(w), mO)} — c(ry,wy)]] bzgl. w. Daher liefert das Stetigkeitslemma die
Stetigkeit der Funktion

w1 (s, ") = /[(s —d) - (1+77) +ws[B(m®Y) — h(X,,m") — s5]" dPX

auf A(s), was den Beweis vervollstandigt. W

Mit den zugehorigen Beispielen wie in den vorherigen Abschnitten befassen wir uns in
Kapitel 7.



KAPITEL b

Das nichtstationare Ausschiittungsmodell

In den vorherigen Abschnitten haben wir ein Markovsches Ausschiittungsmodell fiir den
stationédren Fall entwickelt. Demzufolge sind alle relevanten Grofien des Modells wahrend
des gesamten Zeithorizontes unverdndert geblieben. Im Gegensatz dazu werden wir jetzt
eine zeitliche Abhéngigkeit der Grofien involvieren. Die Motivation fiir ein nichtstationéres
Dividenausschiittungsmodell liegt zum einen an variierenden Schadenverteilungen (z.B.
ist in der Kraftverkehrsversicherung ein deutlicher Unterschied zwischen der Schadenslei-
stung im Sommer und der Schadensleistung im Winter vorstellbar) und zum anderen an
der in Abschnitt 2.2.1 behandelten Fluktuation der Versicherungspriamien aufgrund von
Versicherungszyklen.

Zudem kann die Annahme, dass Schadenseintritt und -regulierung wéhrend der gleichen
Periode erfolgen, abgeschwécht werden. Etwas allgemeiner ist dies die Problematik der
Spitschdiden, die sich auch in einem nichtstationdren Ausschiittungsmodell mit endlichem
Zeithorizont behandeln lédsst. Ebenso kénnen in einem solchen Modell zufallsabhéngige
Diskontierungsfaktoren beriicksichtigt werden. Man spricht dann von einer zufdlligen In-
flation.

5.1 Das nichtstationire Grundmodell

Zu dem Optimierungsproblem der maximalen erwarteten Dividendenzahlungen gehért in
diesem Abschnitt das Zielfunktional

T—1
Va(s) == ET D fiS)|, V*(s) = sup Vi(s), s €S.
=0 wellps

Fiir die oben genannten Probleme fiithren wir das folgende nichtstationdre Modell ein.

101



102 Kapitel 5. Das nichtstationdre Ausschiittungsmodell

Definition 5.1.1 (nichtstationdres Grundmodell fiir Ausschiittungen)

Das Tupel (S, A, Ai(s;), Qi, ) heifst nichtstationéires Markovsches Ausschiittungsmodell
auf einem Zeithorizont T € N mit t € {0,1,...,T — 1} und den folgenden Anderungen
gegentiber Definition 3.0.3:

e Die minimale Kapitalanforderung fir den Versicherer |s;| < oo sei diesmal von
der Zeit abhdngig. Dadurch ergibt sich fir die Menge der zulissigen Dividenden-
ausschiittungen

Ai(s) ={d e [0,(s—s})"]},s€S.

e Mit der messbaren Systemfunktion F(sy,dy, By, wiv1) = 8¢ — dy + By — z441 folgt fiir
das Ubergangsgesetz Qy:

Q:(C|s,d) :/ 1c{F(s,d, By, x)} Fx,,,(dz), (s,d) € K, C € 6,
R+

wobei (X;)i>1 eine Folge von reellen, nichtnegativen und unabhingigen Zufallsvaria-

blen (welche aber nicht mehr identisch verteilt sind) mit stetiger Verteilungsfunk-

tion Fx,(x) und endlichem Erwartungswert sei. Infolgedessen gilt natirlich auch

0< B;:=(1+A):E[Xi1] < o0. Soll das Pramienvolumen zudem gewissen Zyklen

ausgesetzt sein, so gilt insgesamt

0< Byi=(1+A\) E[Xen] - [1+7,(t)] < 00 (5.1.1)

und die (deterministische) Funktion r,(t) > —1 modelliert den Versicherungszyklus.'

Entsprechend Bemerkung 3.1.1 gilt dann fiir jede messbare Funktion V auf S die Gleich-
heit von

/S‘N/(x) Qi(dz|s,d) = / V(F[s,d, By, x]) Fx,,,(dz). (5.1.2)

R+
Zudem kann in Analogie zu Korollar 3.1.6 das (zeitabhéngige) Sicherheitsniveau s; mit
Hilfe der entsprechenden Risikomafle bestimmt werden. Da der Unterschied nur in der
zeitabhéngigen Verteilungsfunktion besteht, geben wir nur die Ergebnisse ohne einen ex-
pliziten Nachweis an.

Lemma 5.1.2 Fiir jedes Risikomaff p: G — R und 0 <t <T —1 ldsst sich eine endliche
und zeitabhdngige Sicherheitsschranke s; angeben, d.h.

1. fiir die einperiodige Ruinwahrscheinlichkeit bzw. fiir den VaR., sind fiir vorgegebenes
0 <~ <1 die Ungleichungen
P(‘SZI + Bt — Xt+1 S 0)

v

<
< v

nach s;, zu losen und es ergibt sich

si, = inf{r € Rlz > F)}il(l — ) — By},

! Vgl. dazu auch S. 20.
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2. fiir den TailVaR folgt fiir vorgegebenes v € (0, 1)

3;2 = FE[Xy11 — B X441 — By > VaR,]
1 o0
= — B))dF )
P(Xt+1 > S;fk,l + Bt) /szf’l_l,_Bt (.I t) Xt+l(x)

Gelte zudem die Stetigkeit und strikte Isotonie von Fy, , so folgt

1 o0
S:,2 = _ / xdFXtJrl (I) - Btv
T IFR), (=)

3. fir den EPD ist fiir vorgegebenes n > 0 die Gleichung
El(Xit1 = (sia+ B)) T =1
zu losen und es existiert ein eindeutiger Wert s; 5.

Der folgende Satz liefert fiir das obige nichtstationdre Markovsche Ausschiittungsmodell
eine optimale Dividendenpolitik.

Satz 5.1.3 Es sei ein nichtstationdres Markovsches Ausschiittungsmodell wie in Defini-
tion 5.1.1 mit T' < oo gegeben und es seien Vg, ..., Vp rekursiv definierte Funktionen auf
S mit

Vi(s) == max d+/ Viiils —d+ B, — a]dFx, () ¢, Ve =0, s € S. (5.1.3)
deA¢(s) R+

Hierber gilt:
1. Die Funktionen V; von (5.1.3) sind messbar und es existiert ein Mazimisator-.

2. Die (deterministische Markov-)Politik 7 = (fo(so), ..., fr—1(sr—1)) mit

0 falls s < s3,

s —si  falls s > s,

A(s) 2 fi(s) == {

st optimal und fir die Wertfunktion gilt

Fiir die Funktion Vi(s) auf S wie in (5.1.3) ergibt sich dann

(5.1.4)

‘7(3) _JO+ EIZH(S + B, — Xy41) fir s < sj,
' s — st + EVi1(s; + By — Xy1)  fiir s > s}
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Beweis: Der Beweis folgt unmittelbar aus der zeitlichen Invarianz des Dynamischen
Programmierungs-Algorithmus nach Herndndez-Lerma/Lasserre[53](S. 32). B

Selbstverstéindlich bleibt die Optimalitédt einer sofortigen Ausschiittung in diesem Fall
erhalten, da diese letztendlich durch die Verteilungsfunktion F,,, (x) begriindet ist. Dar-
an andert auch die Zeitabhéngigkeit nichts. Jedoch kann die im nichtstationdren Modell
resultierende Politik nicht mehr im Sinne von Definition 2.1.4(Teil 2) wie bisher als ei-
ne (deterministische) stationdre Politik aufgefasst werden, so dass die Methoden fiir die
Zielfunktionale auf einem unbeschriankten Zeithorizont geméfl Abschnitt 3.2 nicht mehr
geeignet sind.

Abbildung 5.1: Pfad des Kapitalprozesses im nichtstationdren Modell bei Ver-
wendung von 7 und Peridodizitét der Sicherheitsschranken

Zustand (Kapital)

= — = - O = - —

Zeit

Ein moglicher Verlauf des Kapitalprozesses im nichtstationdren Ausschiittungsmodell ist
der Abbildung 5.1 zu entnehmen. Dabei gehen wir davon aus, dass die Variation der
Schadenverteilungen, auch bedingt durch den Versicherungszyklus, periodisch ist.

Demnach setzen wir in Anlehnung an Pentikéinen/Rantala[81](S. 14f) fiir die Funktion
rq(t)

re(t) = zm - sin(2mt /T + v), (5.1.5)

d.h. in unserem Fall modelliert eine Sinusfunktion den Versicherungszyklus. Dabei be-
zeichnet z,, die Amplitude, T, die Linge der Periode und v die Phasenvariable.

Beispiel B.1.f (Nichtstationdre Modifikation von Beispiel B.1.a)

Es sei die Zyklusfunktion r,(t) := sin(mt 4 0.65)/6 firt =0,1,2 und die Intensitatsfunk-
tion B(t) := 0.25 — 0.2 - sin®(7 - t/2) gegeben. Dann ergibt sich fiir das Pramienvolumen
By mit Hilfe von (5.1.1) und fiir das Sicherheitsniveau s = —1n(0.05)/3(t) — By (= s7,)
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gemdjf$ Lemma 5.1.2 aufgrund der exponential(3(t) )-verteilten Zufallsvariablen X, folgen-
de Werte, die der nachstehenden Tabelle zu entnehmen sind mit der Funktion

EfroF%,0F% (s) := //(SS+B0—x1—[33+B0—x1—S’{]++Bl—x2—s§)+ dPXt (1) dP™2(z5).

(5.1.6)
t B, sy Ausschiittung Wert
0] 5.28415 6.69878 s — s; 3.3622
1| 4.31585 10.66280 [(s§+ Bo — x1 — s7)" dPX(x1) | 0.1599
2| 5.28415  6.69878 LI f* o F%, oI (s) 2.6719

Tabelle 5.1: Parameterwerte bei exponential((3(t) )-verteilten Schiden

Schlieflich erhalten wir in Analogie zum stationdren Grundmodell den mazimalen Betrag
der erwarteten Dividendenausschiittungen: V*(s) ~ 6.194.

Beispiel B.2.e (Nichtstationdre Modifikation von Beispiel B.2.a)

Mit der obigen Zyklusfunktion und den Intensititsfunktionen a(t) := 8 — 0.5 -sin?(¢ - 7/2)
und b(t) = 3 ergeben sich mit By = [1+7r,(t)]-(1+)\) b(igt_)l und s; = 87, = SGSI%E) —a(t)— By
die in Tabelle 5.2 aufgefiihrten Parameterwerte mit der Funktion aus (5.1.6).

t By sy Ausschiittung Wert

0| 528415 8.43119 s — s 1.6288
1] 4.04611 8.81202 [(sf+ By — a1 — s1)* dPX1(ay) | 2.4409
2| 528415 843119 E*f*o F§ o Fy (s) 1.7704

Tabelle 5.2: Parameterwerte bei Pareto(a(t),3)-verteilten Schéden

Daher erhalten wir als Ergebnis fir die erwarteten Ausschiittungen \7*(3) ~ 5.84.

5.2 Ausschiittungsmodell mit Spéitschiden

Wir wollen in diesem Abschnitt das Ausschiittungsmodell in der Hinsicht verallgemeinern,
dass die (Gesamt-)Schadensleistungen einer Periode nicht mehr im gleichen Zeitraum be-
glichen werden. Oftmals verstreicht zwischen dem Eintritt eines Schadenfalls und dessen
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endgiiltiger Regulierung eine gewisse Zeit, die sich z.B. durch die Priifung des Schadens-
falls begriindet. Auf der Ebene der Gesamtschiden kann sich dadurch die Regulierung
aller Schiaden beziiglich eines Anfallzeitpunktes iiber einen gréferen Abwicklungszeitraum
erstrecken. In diesem Fall wird von Spdtschdden gesprochen, welche sich hinsichtlich der
Anfall- und Abwicklungszeitpunkte strukturiert in einem Abwicklungsdreieck darstellen
lassen.2

Anfall- Abwicklungszeitraum

zeitpunkt | t t+1 t+2 t+3 t+4 t+5

t Zit i Lt 42 Zt 143 Lt 44 AR
t+1 Zivig41 Liprgtr2  Ziv1a+3 Liprgea Lii+s
t+2 Zivoiv2  Liyoi43  Zitoi+a  Lit2,445
t+3 Zit34+3  Ligsiea Lig3,i+5
t+4 Zivasra  Diyarrs
t+5 Zits 145

Tabelle 5.3: Abwicklungsdreieck mit Abwicklungsdauer m = 5

Die Tabelle 5.3 zeigt Schadenszahlungen Z;,.; zu mehreren aufeinander folgenden An-
fallzeitpunkten, welche in den folgenden Abwicklungsjahren ¢ = 0,...,5 geleistet wurden.
Dabei ist fiir die richtige Modellbildung zu beachten, dass die Betrige Z;,, fiir beliebige
t mit wachsendem ¢ tendenziell abnehmen und schliellich gleich Null werden. Daher un-
terstellen wir, dass jeder Schaden entweder zum Anfallzeitpunkt selbst oder zu den m € N
folgenden Abwicklungszeitpunkten beglichen wird.

.....

variablen mit Werten in (R,B) und bedingter Verteilung P#tt+xlZuik— fiir k' #£ 0 und
Verteilung P#tt fiir k = 0. Die Elemente Zy i+ werden als Zuwichse bezeichnet und
geben eine Zahlung fiir Schdden an, welche zum Zeitpunkt t verursacht wurden und k Pe-
rioden spater geleistet werden. Weiterhin stellt (Z;_;)o<j<m fir alle t € N eine Familie
von unabhdngigen Zuwdchsen dar.

Mit Hilfe der Zuwéchse kann nun die zu leistende Schadenszahlung fiir jede Periode t
durch Z?:o Z;—j+ angegeben werden. Wir wollen dies anhand eines Abwicklungsdreiecks
wie in Tabelle 5.4 illustrieren, welches als Realisation des Abwicklungsdreiecks aus Tabelle
5.3 zu verstehen ist.

Damit hat der Versicherer zum gegenwirtigen Zeitpunkt ¢ + 5 eine Schadensleistung in
Hohe von 2]5.:0 Zi45-j14+5 = 0746 zu erbringen, welche sich als Summe der grau eingeférb-
ten Spaltenelemente ergibt. Umgekehrt ldsst sich natiirlich auch jede bekannte Hohe der

2 Vgl. Mack[70](§ 3.1) und Radtke/Schmidt[86](S. 7fF).
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Tabelle 5.4: Abwicklungsdreieck mit Zahlenbeispielen

Anfall- Abwicklungsjahr
zeitpunkt t t+1 t+2 t+3 t+4  t+5
t 1001 854 568 565 347 = 148
t+1 1113 990 671 648 422
t+2 1265 1168 800 744
t43 1490 1383 1007
t+4 1725 1536
t+5 1889

Quelle: Radtke/Schmidt[86](S. 10)

Gesamtschadenzahlung in die jeweiligen Anteile der zugehorigen Anfallzeitpunkte aufspal-
ten. Deshalb gibt ein (Zufalls-)Vektor Z; := (Z;4,..., Zi—ms)? € Z; zusammen mit den
Randverteilungen geméfl Definition 5.2.1 die zukiinftige Dynamik des Schadenstandes an
und wir setzen dafiir

m
PPlA=2 () = PP (dzy g ) @ Q) PPt (dzy gy ). (5.2.1)
j=1
Wie in den Abschnitten zuvor sollen die erwarteten Dividendenausschiittungen bei Start
n (Zy,S) = (z,8) € 2y x S durch Wahl einer deterministischen Politik maximiert
werden, d.h. es soll

V*(z,8) = sup Vi(z,8) = sup /Rz (5.2.2)

mellps WEHM
bestimmt werden. Dazu gehort der Wahrscheinlichkeitsraum

T T

(><(Zt X Sy x Ar), Q3 ® 6, @ Uy), P )

t=0 t=0

mit dem Wahrscheinlichkeitsmaf 3
T-1

P7 = 6z,(d20) ®0s,(dso) ® <5f(st)(dat) ® PPHA=2 (A ) @65, (d8t+1)> ®0d¢(spy(dar)

t=0

und den zukiinftigen Ausschiittungen RZ(w) = .1 7(Z;, Si, £(S))), wobei Sy = Zy X
So X Ag x Zy X ... — 81 wiederum fiir ¢ > 1 die Projektion auf S;, ist.

3 Statt des Dirac-Mafles 6z, kénnen wir auch eine Startverteilung PZ° betrachten, falls der Startwert
Zy zufillig sein soll.
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Definition 5.2.2 (Ausschiittungsmodell mit Spdtschdden)

Das Tupel (Z x S, A, Ai(z,s),Q, ) heifit Markovsches Ausschiittungsmodell mit Spdt-
schiden auf einem Zeithorizont T € N, wobei die Grifien firt < T wie folgt festgelegt
sind:

o (2, x8,3®6)=(R™! B™") sei der Zustandsraum fiir die Spétschiden und das
Kapital.

o A, =R, sei der Aktionsraum fiir die Dividendenausschiittungen.

o Ai(z,8) ={d € 0,(s—s%)T|} sei die Menge der zulissigen Aktionen, wobei |s%| < oo
eine Konstante ist.*

e (); sei das Ubergangsgesetz von Z; X 8 X Ay nach 21 X Spp1 zur Zeit t und ist
mittels der messbaren Funktion g(Zi11) ==Y ;oo Zis1—it+1 und der messbaren Sys-
temfunktion Fy(s,d, By, Zyy1) := s —d + By — g(Zyy1) definiert durch

Q(Cls.d) = [

PZt+1|Zt:Z(dZt+1> / 5Ft(57d7Bt,Zt+1)<d8t+1) HC(ZH_h SH_I)
z S

mit (z,s,d) € Z; x § x Ay, C € 3® &. Dabei bezeichnet Z, : Z5 x Sy X Ag X 21 X
Si X Ay... — Z; firt > 1 die Projektion auf Z; mit Z, = (Zy4, ..., Zi—my)’ und
steht fiir einen nichtnegativen (Zufalls-)Vektor mit dem Produktmaf$ entsprechend
(5.2.1), so dass der Erwartungswertvektor EZ; := (EZy, ..., EZ;_w)? (in jeder
Komponente) positiv und endlich ist. Infolgedessen ist das Primienvolumen By =
L+ X)) >N EZi1ipe1 < oo mit Sicherheitszuschlag X > 0 als Konstante zu
betrachten.

o Die einperiodige Erlosfunktion ry(2,s,d) == d- Lig<a<(s—sz)+y sei eine Abbildung von
Zt X St X At nach R+.

Die Abbildung 5.2 illustriert nochmal die Abfolge der einzelnen Stationen im Ausschiitt-
ungsmodell mit Spéatschéden.

Die Losung des Optimierungsproblems (5.2.2) lasst sich auch in diesem Fall mit Hilfe des
Algorithmus der Dynamischen Programmierung ermitteln.

Satz 5.2.3 Es sei ein Markovsches Ausschiittungsmodell mit Spdtschdiden gegeben. Wei-
terhin seien Vj, ...,V rekursiv definierte Funktionen auf Z, X & mit

VQ(Z’, 3) = max ) {Tt(za S, d) + / ‘Zt—i—l[zt—i-la s—d+ B, — 9(2t+1)] PZtHZt:Z(dZtH)}
Zi1

deA¢(z,s
. (5.2.3)
mit ri(z,s,d) = d - Lgg<g<(s—s2)+y und Vp = 0. Dann folgt:

4 Dabei kann der Wert s} entsprechend den bisherigen Abschnitten z.B. mittels der einperiodigen Ruin-
wahrscheinlichkeit fiir v € (0, 1) ermittelt werden, d.h. als Losung von

P(si + By — g(Zi1) <0|Zy = 2) < .
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Zeit

0 1 2

Abbildung 5.2: Ablauf im Spétschaden-Modell

1. Die Funktionen V; von (5.2.3) sind messbar und es existiert ein Mazimisator.

2. Die (deterministische Markov-)Politik 7™ = (f§(2,$),..., fr_1(2,8)) € Iy mit
Iy c=A{m = {fillfe : Z2: x S — A (messbar) mit fi(z,s) € Az, s)} und

0 falls s < s%,

s —s3 falls s > s%,

Ai(z,8) 3 f(z,5) = {

1st optimal und fir die Wertfunktion gilt:

V*(z,5) = Vi(z, s). (5.2.4)

Fiir die Funktion Vi(z,s) auf Z, x S, gemdf (5.2.3) ergibt sich dann

(5.2.5)

V(2 8) = 0+ E‘~/t+1[Zt+1, s+ By — g(Zis1)] fiir s < s%,
o s — 8t + EVi1[Zyr, st + By — g(Zi11)]  sonst.

Bewets: Wir zeigen zunichst die Giiltigkeit von (5.2.4) und (5.2.3) fiir ein beliebiges
Paar (z,s) € Z; X §;. Zu einer beliebigen Politik 7w € II,; sei die Funktion

T-1
Ri(r,2,8) = E~ [Zrn(zn, Sy F(Zn, SO Ze = 2,8, = s

n=t

definiert als die kiinftig erwarteten Ausschiittungen ab dem Zeitpunkt ¢ durch Wahl von
7 und Start in (2, s). Per absteigender Induktion kénnen wir nun fiir eine optimale Politik
7 zeigen: R} (1, z,s) = Vi(z,s), Vt =0,...,T — 1. Erst einmal gilt fir ¢t =T — 1:

R: (7", z,8) =rp_1(z, 8, [F(2,8) = [*(z,8) = f/'T_l(z, s).
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Per Induktionsannahme (IA) gelte nun
th—i-l (77-*> 2 S) - ‘Zf-‘rl(za S)
fiir ein ¢t < T — 2. Fiir die Funktion R} (7", z, s) ergibt sich dann

T-1

Ri(n", z,s) = E" [Zmzn, S [ (Zn, S| Ze = 2,8, = s
n=t
=1z, s, [*(2,9)) —i—/ Ri 4 (m*, 2", "YQu(d(2, §)|z, s, [(2,5))
Zi11XSt41

D (25, f*(28)) + / Vi (. ) Qud( )25, £ (2. )
Zi41XSt41

— jn(ax) {rt(z, s,d) + / f/;gﬂ[ztﬂ, s —d+ By — g(z41)] PZ””ZFZ(dth)}
t(Z,8 Zt+1

Y0z, 5),

(5

wobei (%) aus (5.2.3) resultiert. Daher ergibt sich V*(z, s) 22 Ri(m*, z,5) = Vi(z, 5).

Falls die Behauptung von Teil 1 zutrifft, so geniigt es fiir den Beweis von Teil 2 per
absteigender Induktion zu zeigen, dass fir L,(d) := d + EViy1[Zi11,8 — d+ By — g(Z141)]
und den zuldssigen Aktionen d*,d, € Ay(z,s) mit 0 < d, < d* := (s —s})" gilt

AL(d*,d,) == Ly(d*) — Ly(d,) > 0,¥t =0,..., T — 1 (5.2.6)
und somit
EVii|[Zigr, s —d* + By — g(Zy1)] > d — d* — BVt [Zigr, s — dy + By — g(Zij). (5.2.7)

Der Induktionsanfang fir t =T — 1 ergibt sofort: ALy_4(d*,d,) = d* — d, > 0.
Fiir die Induktionsannahme gelte (5.2.6) fiir ein ¢ <7 — 1 und somit

- {S — 81+ EVipa[Zisa, 81+ By — g(Zuyr)] e s > s, (5.2.8)

Vi(z,s) = -
! EViii[Ziv1, s+ By — g(Zi41)] sonst.
Dann folgt fiir den Induktionsschiuf (t — ¢t — 1) mit s < st = d* =d, = 0:
AL,_y(d*,d,) = EVi[Zy, s+ Bi_y — 9(Z,)] — EVi[Zy, s + Bioy — 9(Z)] = 0. (5.2.9)

Fiir den Fall s > s7 gilt geméf} (5.2.8) fiir ein festes Z;(w) = z:

W[Zt, s—d+ B;_1 — g(zt)]
s—d+ By —g(z) — st
= +E%+1[Zt+1, Sz + Bt — g(Zt—l-l)] fir s — d + Bt—l — SZ > g(2t>,

E‘7t+1[Zt+1, s—d+ By —g(z) + By — g(Z441)]  sonst.
(5.2.10)
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Als néchstes zeigen wir die Giiltigkeit von

Vils =d*+ Bi—1 — g(2z)] — Vi[s — du + Bi—1 — g(z)] > d. — d7, (5.2.11)
d.h. mit der entsprechenden Fallunterscheidung folgt fiir (5.2.11):

e Fiir den Fall s — d* + B;—; — s% > ¢g(z) und s — d, + B;—1 — st > g(z) folgt nach
(5.2.10):

s—d"+B_1—g(z)—si—(s—di+ By —g(z) — s%) =d,. — d".

o Mit s —d*+ B;_1 — st < g(z) und s — d. + Bi—1 — st < g(2) gilt gemif (5.2.10):

‘71&[5 —d"+ B —g(z)] — Vt[s —d.+ Bi-1 — g(2)]
= EVi1[Zip1,8 — A"+ Bioy — g(2) + By — g(Zi11)]
— EVi[Zip1,s —di + Bio1 — g(2¢) + By — 9(Zi41))

() -
> EVii[Ziv1,s —di + By — g(2) + By — 9(Zi41)]

de —d* — EVi 1| Zip1,8 —di + Bio1 — g(20) + By — 9(Zi41)]
=d, —d",

wobei (x) wegen Hilfssatz 3.1.2 und (5.2.7) folgt.

e Fiir den Fall s —d*+ B,y — st < g(z) und s — d, + B;_1 — s& > g(z) ergibt sich
wiederum nach (5.2.10):

Vils —d* + Bi_1 — g(2)] — Vi[s — du + Biy — g(21)]
= E‘Zﬁ-ﬁ-l[Zt—i—la s—d" +B;1—g(z) + By — 9(Zi11))
— (s —di+ By — g(z) — 87) — EVig1[Zigr, 8%+ By — 9(Zi41))

() ~
>s—d" + Bi1—g(z) — st + EVig[Ziga, st + By — 9(Z44))]

— (s —di+ By — g(z) — 83) — EVir[Ziga, 55 + By — 9(Zi11)]
=d, —d" £ EVi1[Zi, T+ Bi — 9(Zig))]
—d, —d",
wobei (x) wegen
E‘Z&+1[Zt+1, s —d" + Bi1—g(z) + By — 9(Zi11))]
(5.2.10)

> s—d"+Bi1—g(z) —si+ Ef/tH[ZtH, sy + By — g(Zi41)]

erfolgt.
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Vorausgesetzt die Integrierbarkeitsbedingungen (s. Teil 1) sind erfiillt, so gilt

AL (d*,d.)
= d* + EVi[Zi,s —d* + Bi_y — (%)) — d. — EVi|Z, s — d. + Bi_1 — g(Z,)]
= d* —d,
+ / <‘~/}[2t, s—d"+ By —g(z)] — f/}[zt, s—d,+ B, — g(zﬁ])PZt\Zt”:Z(dzt)

(5.2.11)

> f—¢+/@—fﬁ%@FﬂwQ:0

In Analogie zu den Beweisschritten wie im Selektionssatz 2.1.11 reicht es fiir Teil 1 aus,
die Stetigkeit der Funktion

Wz, s,-) = / Vigr (2, 8)Qu(d(2', 8)|2,s,-), YVt =0,1,..., T —2
Zi11XSt41

auf A;(z,s) per absteigender Induktion nachzuweisen, da die Menge A;(z, s) kompakt
ist und die einperiodige Erlosfunktion r,(z,s,d) = d - Ljo<q<(s—s:)+} auf dieser Menge
stetig ist. Zudem ist die Menge der zulédssigen Zustands-Aktionen-Paare eine Borelsche
(Teil-)Menge, d.h.

K :={(z,5,0)|(z,5) € Z, xS, a € A(z,5)} €306 A

Fiir den Induktionsanfang bei t = T — 2 ergibt sich mit |Vy_1(z,s)| = (s — )T < oo und
der Transformationsformel (TF):

Ur—o(2,8,d) = / VT—l(zlaSI)QT—2(d(Z/>5/)|Z>5>d)
Zr_1XS11

/ (ST—I - SZ>+ d<PZT71‘ZT72:Z(ZT—1> ® 5Ft(37d7BT—272T—1)(ST—l))
Zr_1XS1_1

:F / (S — d+ BT_2 — g(zT_l) — Sz)+ PZT*lIZT*Z:Z(dZT_l).
ZT71¥ /

g

=:h(zr—_1,d)
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Daher gilt also

/ %(ZT—lu d) PZT”'ZT*Q:Z(CZZT_I)
Zr_1
(s—d+Bry—zp_17-1—55)" PZr-alZr-2=2(q 1)
S+ Br_o — zp_17— —SZ +PZT71‘ZT—2:Z dom
Til( T—2 = Zr-1,7-1 ) (dzp_1) o1

(s+ Br—o— 2r_17-1 — si)T PZT?l’Til(dZT—l,T—l)

/z
* Z_ _
= /(S + Br_o — 2171 — 8%) * oo ooy <stBp_o—szy P77V (d2ro10-1)
R
00

Zuammenfassend resultiert daraus

e Die Funktion h(zp_1,d) := (s —d + By_y — g(zp_1) — s%)T ist integrierbar bzgl.
PZr-1lZr—2=z

e Die Funktion fz(zT_l, d) ist fiir festes Z7_q(w) = zp_; stetig in d.

e Es existiert fiir alle d € Ap_1(z,s) wegen (5.2.12) eine P#r-11#7-2=%_integrierbare
Funktion h(ZT_l) = (S + BT_2 — Rr-1,T-1 — Sz)+ Z 0 auf ZT_2 mit

|iL(ZT_1, d)| < il(ZT_l), VZT_l c ZT—1~

Demnach ist die Funktion tr_o(z, s,-) nach dem Stetigkeitslemma (s. Lemma A.4) stetig
auf Ar_5(z,s). Nun gelte fiir ein beliebiges t < T' — 2 die Induktionsannahme, dass die
Funktion

iz, 5,-) = / Vi (2, 8)Qud(, )]z, 5, )
Zi11XSt41

stetig auf A;(z, s) sei. Dann folgt fiir den Induktionsschlufi (t — t — 1), dass die Funktion

V%(Zu s—d+ B — Q(Zt))

_ EI;;H[ZtH, s—d+ By —g(z) + Bt — 9(Zi41)] fir g(z;) > s—d+ B,_1 — s,
s—d+ By —g(z) — st + EViir[Zisa, 55+ By — g(Z441)]  sonst,

gemdf der Induktionsannahme stetig auf A;_i(z,s)(= Ai(z,s)) fiir alle festen Werte
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Zi(w) = z ist. Des Weiteren gilt fiir Vi(z, s —d + Bi—1 — g(z))

T
Vi(z,5 —d+ Bioy — g(z)) < (s—d+

S B gl -st)

o i=t—1 P
= hE;t,d)
T-1 N
< (s—i— Z B, — g(z) — sz>
i=t—1 }
=:h(zt)
fiir geeignte w mit Zy(w) = ... = Zp_1(w) = 0, d.h. mittels

/ F(z1) PA1Z1=2 (42,
Z

T-1 I
< s+ B;—z —s) -1 71 P11 (dz ) < oo
~ ) t—1,t—1 z {0§th1,#1§5+22~:§,1 Bi—s’z‘} t—1,t—1
R

i=t—1

resultiert daraus die P#!%-1=*_Integrierbarkeit der Funktion V;(z;, s — d + B,_1 — g(2)).
Daher gilt auch hier das Stetigkeitslemma und die Funktion

iz = [ T SQ )z
ZtXSt

ist stetig auf A;_1(z,s), was den Beweis vervollsténdigt. W

5.3 Ausschiittungsmodell mit zufilliger Inflation

In diesem Abschnitt wollen wir die auszuschiittenden Dividenden nicht mit einem fe-
sten Diskontierungsfaktor bewerten, d.h. mit einem konstanten internen Rechnungszins,
sondern diese mit Hilfe der Inflationsrate I, angleichen.

Demzufolge sollen diesmal die erwarteten inflationsbereinigten Dividendenausschiittungen
durch Wahl einer deterministischen Politik mit Startwert (Io,Sp) = (i,8) € Zy x Sp
maximiert werden

V*(i,s) = sup Vi(i,s) = sup /R;(w)P{fs(dw), (5.3.1)

wellns melln

wobei das obige Zielfunktional zur Konstruktion des folgenden Wahrscheinlichkeitsraums
fiihrt
T T

(X (@ x 80 x A), Q3 @ & @), L)

t=0 t=0
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mit dem Wahrscheinlichkeitsmaf ®

T-1

P = 510(d10 ®(5§0 dSO ® ((5]6,5(3,5 dat Plt+1|1t=it(dit+1) ®5St+1(d8t+1)> ®5fT(ST)(daT)

t=0

und den zukiinftigen Ausschiittungen Ri(w) = S, ' r(I;, S, £i(S))), wobei Sy : Ty X
So X Ag x I7 X ... — S;y1 wie bisher mit t > 1 fiir die Projektion auf S;,; steht.
Daher soll die Dynamik der zufélligen (und von den X; unabhéngigen) Inflationsrate I, auf
einem Messraum (Z;, J;) mit einem geeigneten autoregessiven Zeitreihenprozess modelliert
werden ©

Iy — i = ¢ [l — i) + 07 - &,

wobei ¢ mit 0 < ¢ < 1 fiir einen Kontrollparameter steht, o; bzw. u; die Standard-
abweichung bzw. den Mittelwert des Storterms kennzeichnet und (€;),en eine Folge von
reellwertigen iid.-Zufallsvariablen mit Ele;] = 0 und Var[e] = 1 bezeichnet, so dass mit
der zugehorigen Verteilung Ptfi-1=-1 eine entsprechende Modifikation des Ubergangs-
gesetzes erforderlich ist. Zudem

Dadurch entsteht das folgende nichtstationdre Markovsche Entscheidungsmodell.

Definition 5.3.1 (Awusschiittungsmodell mit zufilliger Inflation)

Das Tupel (Z; X S;, Ay, A(s), Qr, 1) heifst Markovsches Ausschiittungsmodell mit zufélliger
Inflation auf einem Zeithorizont T € N, wobei die Grofien firt < T wie folgt festgelegt
sind:

o (7; x 8,7 ® &) = (R* B?) sei der Zustandsraum fir die Inflationsrate und das
Kapital.

o A, =R, sei der Aktionsraum fiir die Dividendenausschiittungen.

o A(s) ={d € [0,(s — s*)T|} sei die Menge der zulissigen Aktionen, wobei |s*| < oo
gemdfS Korollar 3.1.6 ermittelt wird.

e (); sei das Ubefr’gangsgesetz von Iy x 8 x Ay nach Ly X Spy1 zur Zeit t und ist
mittels der messbaren Systemfunktion F(s,d, B, X;11) == s —d+ B — X1 definiert
durch

Qu(Cli,s,d) = / Plnlli=i(gi,, ) / PX 1 (dagr) Le(inn, F(s. d, B, aess))

mit (i,s,d) € Iy x S x Ay, C € T® S und den Bezeichnungen wie im Grundmodell
(Definition 3.0.8) mit dem Zusatz E[ly 1| =i < o0, ¥t =0,...,T — 1.

® Das Dirac-Maf8 6z, kann durch eine Startverteilung P ersetzt werden, falls der Startwert Iy zufillig
sein soll.

6 Vgl. Daykin/Pentikiinen/Pesonen[29](S. 218ff). Weitere Modellierungsansitze der Inflationsrate sind
z.B. auch Eberts/Maurer[37] zu entnehmen.
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e Die einperiodige Erlosfunktion r(i,s,d) := i - d - Lig<a<(s—s*)+} S€i eine Abbildung
von It X St X At nach R+.

Die Abbildung 5.3 verdeutlicht den Ablauf der einzelnen Stationen in diesem Modell und
zeigt, warum die Sicherheitsschranke geméfl Korollar 3.1.6 bestimmt werden kann, denn
die zukiinftigen Zustdnde des Kapitals sind nicht von der Inflationsrate abhéngig.

I : | Zeit
0 1 2

Abbildung 5.3: Ablauf im Modell mit zufalliger Inflation

Die Losung des Optimierungsproblems (5.3.1) lasst sich auch in diesem Fall mit Hilfe des
Algorithmus der Dynamischen Programmierung ermitteln.

Satz 5.3.2 Es sei das Markovsche Ausschiittungsmodell mit zuféilliger Inflation gegeben.
Weiterhin seien Vj, ..., Vp rekursiv definierte Funktionen auf Z, X S; mit

Vi(i, s) = Jnax {n(i, s, d)

+ / Plt“ut:i(ditﬂ) / ‘7t+1[it+1> s—d+ B — 1] PXtH(dxtJrl)} (5.3.2)

mit r(i,8,d) =1 d- Lo<a<(s—s)+} und Vir = 0. Dann folgt:
1. Die Funktionen V; von (5.3.2) sind messbar und es existiert ein Mazimisator-.

2. Die (deterministische Markov-)Politik 7 = (fi(s),..., f7_1(s)) € Uy mit

X 0 falls s < s*,
Als) 3 f{(s) = . . .
s —s* falls s > s*, Li(s — s*) > L;(0),
und Ly(d) := r(i,s,d) + EVis1(Iis1,5 — d + B — Xy41) ist optimal und fiir die
Wertfunktion gilt

Vi(i,s) = Vo(i, ). (5.3.3)
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Fiir die Funktion V,(i,s) auf I, x S, gemdifs (5.3.2) ergibt sich dann

‘N/(Z 8) o 0+ E‘Zﬁ—l—l[]t—l—h S + B — Xt+1] fU’I" S S 8*,
e s — 5"+ EVtH[ItH, s*+ B — Xy1] firs>s*, Li(s—s*) > L0).
(5.3.4)

Beweis: In Analogie zum Beweis von Satz 5.2.3 zeigen wir zunéchst die Giiltigkeit von
(5.3.3) und (5.3.2) fiir ein beliebiges Paar (i,s) € Z; x ;. Zu einer beliebigen Politik
7w € 1I; sei die Funktion

T-1

Ri(m,i,8) = B[ D vl Sus fulSa)) 1 = .S, = 5|

n=t

definiert als die kiinftig erwarteten Ausschiittungen ab dem Zeitpunkt ¢ durch Wahl von 7
und Start mit (7, s). Per absteigender Induktion kénnen wir nun fiir eine optimale Politik
T zeigen:

Ri(m*,i,s) = Vi(i,s),Vt =0,...,T — 1.
Zunéchst gilt fir ¢t =T — 1:
Ry_y (7" iy s) = rr (i s, f7_1(s) =i+ fi_i(s) = Vroa(i, s).
Somit folgt mit Hilfe der Induktionsannahme (IA), dass fiir ein beliebiges t = 0,...,7 —3
Riﬂ(w*,i s) = ‘7t+1(i, s)

gelte, fiir die Funktion Ri(7*,i,s):

Ry(m", i, 5)
T-1
— " [Zrn(ln,Sn,f;(Sn))Ht — 3,8, = S]
n=t
s fi6)+ [ BT ()
Zt+1%xSt+1

L s, f7(5)) + / Vo, ) QU )i 5, £7(5))

Zi+1XSi11

= dIEIle‘iJ(X) {Tt(i, S, d) + /Plt+1|1t:i(dit+1) / ‘z+1['l.t+1, s—d + B — xt-i—l] PthLl (dl't—i-l)}

YV, s),

wobei (%) aus (5.3.2) resultiert. Daher ergibt sich V*(i, s) (G20 Ri(7*,i,5) = Vp(i, 5).

Falls die Behauptung von Teil 1 zutrifft, so geniigt es zum Nachweis von Teil 2 per
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absteigender Induktion zu zeigen, dass fiir alle t = 0,...,7 — 1 und (i,s) € Z; X &
gilt .

Li(d) :=r(i,s,d) + EVii1(Ij11,8 — d+ B — X;11) ist konvex in d. (5.3.5)
Der Induktionsanfang fiir t = T'—1 ergibt sich sofort durch Ly_i(d) = i-d- Ljo<i<(s—s*)+}-
Gelte weiterhin fiir ein beliebiges t < T — 2 die Induktionsannahme, d~ass die Funktion
L.(d) konvex in d sei. Demnach folgt fiir die Gestalt der Wertfunktion V; (i, s)

‘7( ) s — s* + E\~/t+1[]t+1, s+ B — Xq] falls s > s*, Li(0) < Li(s — s¥),
1,8) = -
! 0+ EVial[lisa, s + B — Xy sonst,

und somit die Konvexitit von V;(4, s) in s. Dann folgt fiir den Induktionsschritt (t — t—1),
dass fiir feste Werte I;(w) = i, und X,(w') = z; die Funktion Vi[i;, s — d + B — x{]
konvex nach Hilfssatz 4.1.12 (Teil 1) ist. Somit ergibt sich die Konvexitét der Funktion
Ly 1(d) :==1r1(i,8,d) + Ef/}(]t, s —d+ B — X;) in d mit Hilfe von Teil 3 des Hilfssatzes
4.1.12, falls die Wertfunktion Vy[I;, s — d + B — X,] bzgl. Plil-1=i @ PXi_integrierbar ist.
Die Integrierbarkeit leitet sich durch eine integrierbare Majorante ab, denn es gilt mit
einer beliebigen (deterministischen) Politik 7, = (f:(S:), ..., fr—1(Sr—1)) und fir das
Wahrscheinlichkeitsmafl mit (4,1, s,-1) = (¢, ) und d € A(s)

Pic,lft(dw) =07, , ® 65, @04,y @ Qo1 (d(iy, 80)|ie—1, $t-1,d) @ 6., (dfr)

T-2

® (Qn(d(zn—i-la sn+1)|in7 Sn, fn) ® 5.An+1 (d.fn-i-l))

n=t+1
auf dem Produktraum €, 1 =7, 1 X Si-1 X A1 X Ty X Sy X ... X Ap_;

BT VI, 8y)] = / 2_: L(w) - f(Sn(w)) P (dw). (5.3.6)

Dabei seien I; : €1 — Z; bzw. S; : ;1 — &; die Projektionen von €2;_; nach Z; bzw.
S;. Zudem ergibt sich mit dem Zeitpunkt

T-1
= sup {/pn.n(@'t_l,...,@'T_l)d((sﬂ1 @@pzmumfl)(it_l,...,@T_l) (< oo)},
m=t

n>t—1

zu dem die grofSte Inflationsrate ab dem Zeitpunkt ¢ zu erwarten ist 7, die folgende in-
tegrierbare Majorante fiir (5.3.6), wobei wiederum alle zukiinftigen Schéiden gleich Null
gesetzt werden und pr;, (i;_1,...,ir_1) fiir die Projektion auf Z,, steht:

EMT V(L S,)) < /[(s —d+ (t*—t—1)-B—x,)" + (T —t* — 1) - B] P**(dx,)

T-1
/prit* (it_l, ey ZT_1> d((SIFI ® ® P1m|17n71) (it_l’ L 77:T—1>'
m=t

" Damit meinen wir in Bezug auf den gebriuchlichen Sprachjargon die kleinste Inflationsrate, so dass
der kiinftige Geldbetrag aufgewertet bzw. am geringsten abgewertet wird.
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Entsprechend den Beweisschritten wie im Selektionssatz 2.1.11 geniigt es fiir Teil 1, die
Stetigkeit der Funktion

(i, s, ) :Z/I . Vid (7, YQu(d(@, )i, s, ), VE=0,1,...,T — 2
t+1XOt+1

auf der Menge A(s) per absteigender Induktion zu zeigen, da die Menge A(s) kompakt
ist und die einperiodige Erlésfunktion (i, s, d) := i - d - 1jg<g<(s—s+)+} auf dieser Menge
stetig ist. Zudem ist die Menge der zuldssigen Zustands-Aktionen-Paare eine Borelsche
(Teil-)Menge, d.h.

Ky :={(i,s,a)|(1,8) €, xS, a € Ay(i,8)} € TRG @A,
Fiir den Induktionsanfang bei t = T — 2 ergibt sich mit |Vp_y(i,s)| =i - (s — s*)* < o0
und der Transformationsformel (TF):

i a(iys,d) = /I V)@ dld i 5. d)
T—-1X0T-1

= /iT—l PIT*l\IT*Z:i(d’l.T_l) /(S —d + B— XTr—1 — S*)+ PXT*l(dZL’T_l)
< 00. (5.3.7)
Daher gilt also

e Die Funktion iL(’éT_l, -1, d) = ’éT_l'(S—d—l—B—l’T_l—S*)—i— ist PIT*1|IT*2:Z'®PXT*1-
integrierbar.

e Die Funktion ﬁ(z'T_l,xT_l,d) ist fiir feste Werte I7_1(w) = i7_; und Xp_1(0') =
xp_1 stetig in d.

e Es existiert fiir alle d € A(s) wegen (5.3.7) eine PIr-1lr—2= @ pXr-1_integrierbare
Funktion h(ir_1,x7_1) :==ir_1-(s+ B — xp_1 — s*)T > 0 mit

Vl(iT—laxT—la d)| < il(iT—la xr_1), Yir_1,Tr_1.

Demnach ist die Funktion @7_5(i, s, -) nach dem Stetigkeitslemma (s. Lemma A.4) stetig
auf A(s). Nun gelte fiir ein beliebiges ¢t < T'—2 die Induktionsannahme, dass die Funktion

at(i787 ) = L s ‘Zﬁ-ﬁ-l(i/v S/)Qt(d(i/78/)|i787 )
t+1XOt+1

stetig auf A(s) sei. Dann folgt fiir den Induktionsschiuf$ (t —t — 1), dass die Funktion

Viliy, s —d+ B — xy)
i(s —d+ B —x; — s¥) firz; <s—d+ B — s und

= + BV L1, s* 4+ B — Xp41] Li(0) < Li(s —d+ B — a; — %),
Ef/tﬂ[ltﬂ,s—d—l—B — a2+ B — Xi44] sonst,
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geméafl der Induktionsannahme stetig auf A(s) fiir alle festen Werte [;(w) = ¢, und
X, (w'") = x, ist. Des Weiteren gilt wie in Teil 2 gezeigt die P'*{:-1=" @ PX:_Integrierbarkeit
der Funktion ‘N/t[lt, s —d + B — X;]. Daher liefert das Stetigkeitslemma die Stetigkeit der
Funktion

Gios, )i [ ) Qs
ItXSt

auf A(s), was den Beweis vervollstindigt.



KAPITEL 6

Das adaptive Ausschiittungsmodell

In den vorherigen Abschnitten haben wir optimale Politiken zur Steuerung eines Ver-
sicherungsunternehmens unter der Annahme hergeleitet, dass die Parameter bzw. die
Verteilungsfunktionen der stochastischen Komponenten vollstéindig bekannt seien. Die-
se Annahme wird in diesem Abschnitt nicht mehr zutreffend sein, so dass die Schitzung
und das Einbeziehen dieser Schétzverfahren der unbekannten Parameter eine zusétzli-
che Anforderung an das Modell stellt. In diesem Fall wird von adaptiven Markovschen
Entscheidungsmodellen gesprochen. Insbesondere soll in diesem Abschnitt die (Gesamt-)
Schadensverteilungsfunktion unbekannt sein.

Definition 6.0.3 (Adaptives Markovsches Ausschiittungsmodell)

Es sei F' € P der unbekannte Parameter, und zwar die Verteilungsfunktion von X;. P
sei ein Borel-Raum mit zugehdriger Borel-o-Algebra B(P), welcher alle Verteilungsfunk-
tionen tiber R beinhaltet. Fy sei der (vom Zufall abhingige) Schitzwert von F zur Zeit t.
Auperdem sei s*Tt(€ R) der zu Fy gehirige Risikoparameter und B™ die aufgrund des
Schitzwertes Fy festgelegte Prdamie.

Dann heifit die Familie (S, A, A(s), QF,r) von Ausschiittungsmodellen mit T = oo ein
Adaptives Markovsches Ausschiittungsmodell, wobei die Grifien wie folgt festgelegt sind:

e (S,6) = (R,B) wie in Definition 3.0.5.
o (A 2) = (R,B) wie in Definition 3.0.3.

o Aft(s)={d e Als—d > s} = {d € [0, (s — sT")T|} sei die Menge der zulissigen
Aktionen, wobei |s*t| < oo gilt.

o QF sei das Ubergangsgesetz von S x A x P nach S und ist mittels der messbaren
Systemfunktion
F(St, dt, BFt, Xt+1) = St — dt -+ BFt - Xt+1 (601)

121
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definiert durch

QY (Cls,d) = / 1c{F(s,d, B" 2)} dF(z), ¥C € &, (s,d) € K.

Ry

Dabei bezeichnet (X;)i>o eine Folge von nichtnegativen und reellen iid.-Zufallsvari-
ablen mit (unbekannter) Verteilungsfunktion F € P, welche einen endlichen Er-
wartungswert besitzen, so dass BT := (1 + \) - E[X,] mit Sicherheitszuschlag A\ > 0
das bzgl. der unbekannten (Gesamt-)Schadenverteilungsfunktion ermittelte (Brutto-)
Primienvolumen darstellt.

e Die einperiodige Erlosfunktion r(s,d) := d sei eine messbare und nichtnegative Ab-
bildung von K nach R.

Beginnend mit dem , klassischen“ PEC-Verfahren (Principle of Estimation and Control)
setzen wir unsere Untersuchung mit dem Bayes-Verfahren fort, welches fiir die Situation
geeignet ist, in der eine Verteilungsannahme fiir den unbekannten Verteilungsparameter
zugrundeliegt. In beiden Féllen gehen wir aufgrund der Gestalt der Systemfunktion wie
in (6.0.1) vom Grundmodell fiir Dividendenausschiittungen aus, da es fiir dieses Modell
explizite Darstellungen der Wertfunktionen gibt.

Im Allgemeinen werden adaptive Verfahren fiir Problemstellungen auf einem unbeschrénk-
ten Zeithorizont herangezogen!, da die Konvergenz der Schiitzer gegen den ,,wahren®“ Para-
meter zu asymptotischen Ergebnissen fiihrt. Daher sind allgemeine Optimalitatsbedingun-
gen nur fiir den Grenziibergang t — oo zu erzielen.? Dies gilt aber nicht notwendigerweise
fiir das Bayes-Verfahren, welches auch fiir endlichstufige Zielfunktionale geeignet ist.

6.1 Das PEC-Verfahren

Das PEC-Verfahren nach Mandl[71] ermittelt aus der aktuellen Information auf jeder
Stufe eine neue Schitzung fiir den unbekannten Verteilungsparameter, wobei der Infor-
mationsstand auf jeder Stufe um eine weitere Beobachtung wéchst. Auf der jeweiligen
Stufe wird die Entscheidung dann so gewihlt, als ob die aktuelle Schéitzung mit dem
,2wahren“ Parameterwert iibereinstimmt. Wir gehen im Folgenden davon aus, dass zum
Startzeitpunkt schon eine Schiitzung Fy vorliegt.

Wegen der zuvor genannten Asymptotik der Optimalitdtsbedingungen liegt dem PEC-
Verfahren folgender Optimalitatsbegriff zugrunde.

Definition 6.1.1 FEine Politik m im adaptiven Markovschen Entscheidungsmodell heifst
asymptotisch optimal bzgl. der diskontierten Erlise, falls fir alle Startzustinde s € S und
alle F' € P gilt

VL

t:00,a

(m,s) = EPFVAE(S)] = 0 fiir t — oc,

! Das bedeutet in unserem Fall die Maximierung der diskontierten bzw. durchschnittlichen Dividenden-
ausschiittungen.
2 Vgl. Hernandez-Lerma[52](S. 8).
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wobet die Funktion

Vioalm s) = EXF Yo" fu(Sh)
n=t
die erwarteten diskontierten Ausschiittungen ab dem Zeitpunkt t darstellt.

Der Hintergrund von Definition 6.1.1 ist folgender. Fiir die erwarteten diskontierten Erlose
ist es unmoglich fiir die , wahre® aber unbekannte Verteilungsfunktion F' bzw. Fly, opti-
male Politiken zu finden, da bei der Berechnung von VI (7, s) = EIF[3°7° o fi(Sy)]
aufgrund der Unkenntnis von F' Fehler hinsichtlich der Wahl der Entscheidung auftreten.
Daher erlauben wir die Existenz von Fehlentscheidungen bis zum Zeitpunkt ¢ und ver-
gleichen dann die unter Verwendung der Politik 7 ermittelten (erwarteten) diskontierten
Erlose bei Start in s € S mit den optimalen (erwarteten) diskontierten Erlosen, falls das
System mit S; € S gestartet wird. Daraus resultiert der auf Schil[92] zuriickgehende Be-
griff der asymptotischen Optimalitit.

Ein konsistenter Schéitzer fiir die unbekannte Schadenverteilungsfunktion ist nach dem
Satz von Glivenko-Cantelli die empirische Verteilungsfunktion

t

. 1
Fy(z) = ] Lo (2;), =€ Ry
=0

fiir eine Beobachtung xy = (o, . .., ;) von (Gesamt-)Schéden, so dass Fy, — Ffiirt — oo
in P gilt. Sind fir w € P x Q) die Realisierungen der Projektionen S;(w),...,S;(w)
und f1(S1(w)), ..., fi(Si(w)) bei Wahl einer Markov-Politik gegeben, so resultiert daraus
mittels der Systemfunktion auch die Beobachtung x(;) mit vorgegebenen Wert x¢, d.h. fiir
t>1ist

Fe(x) = % Z L(0,0(Sj—1(w) = fi—1(Sj-1(w)) + BT = S;(w))

eine Zufallsvariable iiber (P x Qur, B(P) @ Fyr, PTF).

In Anlehnung an die vorherigen Modellierungsschritte ist auch die geforderte Sicherheits-
schranke von der empirischen Verteilungsfunktion abhéngig. Dies erfordert in Anbetracht
von Korollar 3.1.6 einen konsistenten Schétzer fiir die Quantilfunktion F~!(-). Dafiir
bendtigen wir den Begriff der Ordnungsstatistik im Sinne von Génssler/Stute[44](S. 147).

Bemerkung 6.1.2 (Ordnungsstatistik)

Die Komponenten eines Punktes x) = (xo,...,x;) des R™ lassen sich der Grifle nach
anordnen und es resultiert der Vektor (z19, 11, ..., 2y) mit xr0 < a1 < ... < x¢. Man
nennt die Abbildungen

T(xw) = (Tr0,T11,---,21)  baw.
Ti(zw) = xy  firi=0,....t
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die Ordnungsstatistik bzw. i-te Ordnungsgrofie des R™. Ist also X = (Xo(w),. .., Xi(w))
ein n-dimensionaler Zufallsvektor, so ist Xy;(w) := T;0 X eine Zufallsvariable und ToX =
(Xpo(w), X1 (w), ..., X(w)) ein n-dimensionaler Zufallsvektor.

Fiir die rechtsseitig-stetige empirische Quantilfunktion Ft_l(u) mit

wuy(u)  fiiru <1,

t
S T - 1
= (CC(], cee 7xt) — F;_I(U) = ZZ 0T [t+1 YT
Z10 fiir u =1,

welche sich auf die Ordnungsstatistik geméfl Bemerkung 6.1.2 begriindet, gilt nach Wit-
ting/Miiller-Funk[116](Satz 7.108, S. 576) die starke Konsistenz

A

FNu) — F~Yu)  F-fs. (6.1.1)

fiir eine Stetigkeitsstelle u € (0,1) von F~'(-). Infolgedessen sind wir in der Lage, fiir ein
beliebiges kapitalorientiertes Risikomafl die starke Konsistenz von s*([}) zu folgern.

Lemma 6.1.3 (Starke Konsistenz der empirischen Sicherheitsschranken)
Sei Ft(x) die empirische Verteilungsfunktion der stetigen und strikt isotonen Verteilungs-
funktion Fx,(x) und F7 ' (u),u € (0,1) die rechtsseitig-stetige Version der Stichproben-
quantilfunktion von F )Zol(u). Dann gilt:

1. (VaR) Die Folge {s3(F))}ien, mit st(Fy) = F7 Y1 — ~) — B(E,) konvergiert fiir
t — oo fast sicher gegen s; = Fy' (1 —~) — B mit~y € (0,1).

2. (TailVaR) Die Folge {s5(F})}ien, mit s3(Fy) == ~ 1f ), )xdﬁ}(x) — B(F)

konvergiert fiir t — oo fast sicher gegen sj =y~ f(F xdFXO(x) — B,

1-7), 00

3. (EPD) Die Folge der Lisungen {s%(F})}ien, von

/xdﬁt(x) — B(F) — s5(F) + / ) - Fy(z)dx=n
[0, s3(F¢)+B(F?)]
konvergiert fiir t — oo fast sicher gegen die Losung s; von

E[Xo] —s§—BF+/ Fx,(z)dx =n.

[0, s5+BT]

Beweis: Wegen der stetigen Abbildung ¢ : (z,y) — x — y, der fast sicheren Konvergenz
von

B(E)=(1+\)= ZX — (1+ M) E[Xo] = (6.1.2)

nach dem starken Gesetz der grofien Zahlen und der fast sicheren Konvergenz von

F7 (1 —9) — Fgl(1—7) (6.1.3)
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nach (6.1.1) ergibt sich die Behauptung von Teil 1 nach Lemma A.1, d.h.
Y(F7N1=7), B(F) = (Fx (1=7),B") f.s.

Fiir den Beweis von Teil 2 vereinfachen wir die Integrale durch Substitution mit u = F(z)
bzw. mit u = Fx,(x) und erhalten

sh(F) =~ / F7Y(u)du — B(F,) bzw. sj =~ / Fyl(u)du— B".
(1=, 1) (1= 1)

Aufgrund der Gultlgkelt von Glelchung (6.1.2) untersuchen wir zunéchst die Konvergenz
vonf_v) Y(u) du — flyl) (u) du. Es gilt: limy oo (B — Fg!) = 0 f.s. nach

(6.1.3) und weiterhin |F™' — X01| < |F7'+ FXO1| = F 4 FXO1 f.s. mit

/ |E7 ) + F);Ol(u)| du = / F7Y(w) du +/ F);Ol(u) du < oo.
(1_77 1) (1_77 1) (1_77 1)

Daher ist Ft_l + F )201 eine (bzgl. des Lebesgue-Mafles) integrierbare Majorante der Folge

Frl— F)Eol und nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz (s. Satz A.3) folgt daher
fiir t — oo:

[ mwa- [ real < [ @
(1_771) (1_771) (1_771)

=/ F7 () — Fid(w) — 0] du — 0
(1=, 1)

und somit die fast sichere Konvergenz von f(l . 1) ) du — f 1) Xo( u) du fiir

t — oo. Mit den stetigen Abbildungen ¢ : (x,y) — z -y und ¥ : (:E y) — x — y und
wegen (6.1.2) ergibt sich wiederum entsprechend Lemma A.1 die fast sichere Konvergenz
von

1 . . 1
—/ xdFt(x)—B(F})H—/ xdFy,(r) — BY.
TS E (1), 00) T S (g (1), 0)

Der Nachweis fiir den EPD aus Teil 3 folgt aus der Umstellung nach 7:
B - [ wdfi(s) - (B” - BR) - [s; - si(F)
_'_/ |:FX0 ('T) ' H{x§8§+BF} Ft( ) {SL‘<83(Ft)+B(Ft)} dz = 0. (614)

Da (6.1.4) nur sinnvoll ist, falls s%(F}) gegen einen Wert s% konvergiert, untersuchen wir
zundchst hinsichtlich dieser Annahme das hintere Integral auf Konvergenz. Dazu definieren
wir Zufallsvariablen Y; = T, o0)(s5(F) + B(F)) und Y = 1y, o0)(s5 + BY), die nur Werte
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0 oder 1 annehmen kénnen. Geméafl der Definition der fast sicheren Konvergenz muss dann
gelten

P(limsup{|Y; = Y| > €}) =0, Ve > 0. (6.1.5)

t—o0

Der interessante Fall ist natiirlich 0 < € < 1 und fiir (6.1.5) konnen wir nach Bauer[10](S.
34) auch schreiben: P{Y; # Y fiir unendlich viele t} = 0, d.h. die punktweise f.s.-Konver-
genz von Y; — Y ist nur fiir x = s} + B nicht gesichert. Aber es gilt Vo # s + B mit
der stetigen Abbildung ¢ : (z,y) — x - y:

A

Fi(z) - Lo, sx(B)+B(EL) (x) = Fxo () - Lo s34 (T) fs. (6.1.6)

und Fj(z) - Lo, ss(F0)+ B(E) (z) < Fy() < co. Damit ist die Funktion

~

Fy(x) - Lo gsi)+mean (2) = Fxo () - Lpos5157) (2)
fiir alle x # s} + BT erklidrt. Da die Menge Nx = {x € R, |z = s + B"} eine Lebesgue-

Nullmenge ist, gilt (6.1.6) wegen der Unempfindlichkeit bei A-Nullmengen auch ¥z und
damit folgt nach dem Satz von Lebesgue

/Ft ° ]]-[O,Sﬁ(pt)-i-B(F‘t)] d)\ — /FXO . ]]_[O’s(;_;’_BF} d)\

und mit der fast sicheren Konvergenz von [z dFi(z) — E[X,] und B(E;) — BT nach
(6.1.2) konvergiert die linke Seite von (6.1.4) gegen 0.
Es bleibt iibrig zu zeigen, dass die linke Seite von (6.1.4) nicht gegen 0 konvergiert fiir

lim s3(F) = & (# 55). (6.1.7)
Angenommen es gelte (6.1.7), dann reicht es aus, die Konvergenz von

dA

|55(F3) — s3] + / ’FXO o.sgmy = Fo Lo ymo i)

zu betrachten. Daher wiirde sich fiir den Grenziibergang t — oo geméifl des Satzes von
Lebesgue ergeben

|§§ — 8§| -+ / }FXO . ﬂ[O,s§+BF} — FXO . 1[0’§§+BF]‘ dA\ Z |§§ — S§| > O,

was den Beweis vervollstandigt. W

Mit Lemma 6.1.3 kénnen wir nun fiir die anfangs formulierten Zielfunktionale optimale
Politiken ermitteln, falls die empirische Verteilungsfunktion als konsistenter Schétzer fiir
die unbekannte Schadenverteilungsfunktion verwendet wird.
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Satz 6.1.4 Gegeben sei das adaptive Ausschiittungsmodell wie in Definition 6.0.3. Wei-
terhin sei (Fy)ien, die Folge der empirischen Verteilungsfunktionen. Dann ist die folgende
PEC-Politik W;t = (f*(So, F(]), f*(Sl, Fl), .. ) mit

- 0 alls s, < s*(F, ,
Plad)=q0 L Jlbees )
s — s*(Fy)  falls sy > s*(Fy),

asymptotisch optimal bzgl. der diskontierten Dividendenausschittungen, wobei der Wert
s*(Fy) gemdfS Lemma 6.1.3 bestimmt wird.

Bewezis: Fiir den Beweis von Teil 1 fithren wir die Diskrepanzfunktion

¢§(St> fi(Se)) = (S, fi(Sh)) + O‘/V;i(sl) Q(ds'|Sy, fi(Sh)) — VQﬂ(St)

von K x P — R ein und es gilt somit

at_nE:’FCb (St fi(S1) = a'” nEWF[ (St, fi(Sy)) +04/V;’,§(5/) Q(d5/|5t>ft(5t))
- V(s

Zat "ETFOE (S, fi(S) E”F{Za r(Si Fi(S)| + D0 @ BN VIR (Su)]
t=n
-3t ERRVEE(S)

_ Z o' " ETIVEE(S,)

n 00 a e
=D " TENIVIL(S)
= VnFoo a( ) - E;T7FV02,FQ(S77/)

Daher ist die asymptotische Optimalitiat der diskontierten Dividendenausschiittungen im
adaptiven Ausschiittungsmodell gleichbedeutend mit der stochastischen Konvergenz von
|0E (S, f(Sy))] — 0 bzgl. PPF. Insbesondere ist dann fiir den konsistenten Schiitzer F;
von F' € P und alle Startzustande s € § der Nachweis

16E(S,, f5(Sy, F)))| — 0, P™F-fs. (6.1.8)

zu erbringen.?
Geméf Satz 3.2.1 gilt die Optimalitit von fi(s)) = (s, — s*")" bei unbekannter Ver-
teilungsfunktion F'. Daher folgt mit den n-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeitsmafien

3 Fiir weitere Details s. Herndndez-Lerma[52](§ 2.5).
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Q@)(‘|St> (fe(St), - -+, fran-1(St4n-1))) bzw. Qf’;)(-l&, (f*(SuFt)a -5 fren—1(Stn-1))) fiir

die Diskrepanzfunktion

|05 (St £*(Ses 1))
= [r(Si (5 F0) + [ VARG QS S, (51 F) - VEh(S)

= |f*(S., FY) — fu(Se) + Za"/an(y) Qo (dy| Sy, (f*(Sh, E)... fren-1(Sisn-1)))

- Z /ft+n dy|5t, (fe(St), - 7ft+n—1(St+n_1)))‘. (6.1.9)

Durch Iteration mit der Systemfunktion

Fy1 0 F(S, fi(S), BY, Xi14)
— fi(Sy) + BY — Xy — Je1 (St = fi(S) + BF — Xi1) + BY — X9

fiir alle ¢ ergibt sich

[ Fien ) @l (81 Fenes(Secmi))

= /ft+n(?/ — frina(y) + BY = Xipn) dpf«i{tﬂ Qf;_l)(dylSt, (fe(Se)s -, fren—2(St4n—2)))

- /ft+n oFyip_10...0 Ft<St7 ft(St>7 BF7Xt+1) d(PIi(tH ®...® PF)’QM)

bzw.

/ Fron(w) QE (Al St (£ (S0 B, frimr (St 1)

B /ft+n © Fiyn-10 ... o Fy(S;, [ (S, Ft)a B X11) al(Plri(t+1 ®R...® P;(H").

Zudem erhalten wir fiir alle n > 1 durch mehrmaliges Anwenden der Dreiecksungleichung
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und der Ungleichung? [¢g7 — ht| < |g — h| fiir meSbare Funktionen g, h

0" [ fien ) Q01 (7 (S B Frvn-s(Sieas)

=" [ en0) QL 1S (S Frtns(Sien)|
< a”/ fran 0 Frn_10 ... 0 Fy(S,, f*(S,, ), B, X141)

— frin o Fron10 ... 0 Fy(Si, f2(Sh), B Xtﬂ)‘ dPEH @ ... @ PXm)
< w-\s*(ﬁt) — 557,

=:Mn,

Infolgedessen kann (6.1.9) gliedweise abgeschétzt werden und es ergibt sich wegen der
Konvergenz von ) M, = M mit nichtnegativen Partialsummen M,

(08 (Ses f* (St FON < 18" (F) = ™|+ Y n-a-|s7(F) = 877 < (M 1) - [s7(F) = s™F

n=1
und somit die Giiltigkeit von (6.1.8) geméf Lemma 6.1.3. W

Mit Hilfe der empirschen Verteilungsfunktion Fj(z) lisst sich die Struktur des PEC-
Verfahrens auf jeder Stufe auch wie folgt ausdriicken:

1. Beobachte Schaden x; und berechne ,neue“ empirische Verteilungsfunktion Ft(x)

2. Bestimme die Politik 77 , die optimal ist, falls Ft(x) die ,wahre* (Gesamt-) Scha-

denverteilungsfunktion ist.
3. Wiéhle die Ausschiittung d; geméafl der Entscheidungsregel f*(s;, Ft) von w}t.

Es ist daher deutlich erkennbar, dass das PEC-Verfahren nur dann sinnvoll ist, falls zum
Startzeitpunkt schon eine Schéatzung fiir die Schadenverteilungsfunktion vorliegt. Fiir den
Fall, dass keine Schéitzung existiert, ist das im néchsten Abschnitt vorgestellte Bayes-
Verfahren besser geeignet.

6.2 Das Bayes-Verfahren

Das Bayes-Verfahren ist fiir den Fall niitzlich, dass zwar der Parameter der Schadenvertei-
lung unbekannt ist, aber eine Annahme iiber die Verteilung des unbekannten Parameters

4 Es gilt:
ff'= (f+9-9 " <(f-9t+9" =t —g"<(f—9)" <max{(f—9)". (9 — N}
9" = WHf-HN"<-N"+r=29" - <@-NH" <max{(g- " (-9}

und somit [f¥ — gF| = max{f" — g%, g7 — [T} <max{(f —9)", (9 - f)T}=f —gl.
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vorliegt. Die Betrachtungsweise kann sowohl auf der Ebene des Gesamtkollektivs erfol-
gen, d.h. in diesem Fall ist die Gesamtschadenverteilung von dem unbekannten Parameter
abhéngig, als auch auf der einzelvertraglichen Ebene. Letztere ermoglicht dem Versiche-
rer, dem Einzelrisiko eine differenzierte Pramie zuzuordnen, dessen Schadenverteilung von
seinem unbekannten Strukturparameter abhéngig ist. Eine Gesamtausschiittung der Di-
videnden kann dann iiber Summation der Einzelvertrage erfolgen.

Ein naheliegender Ansatz besteht nun darin, die bzgl. der Verteilungsannahme des un-
bekannten Parameters gemittelten erwarteten Dividendenausschiittungen zu maximieren.
Dies fithrt dann zu einem Bayesschen Entscheidungsmodell im Sinne von Rieder|88].

Definition 6.2.1 (Bayessches Ausschiittungsmodell)
Das Tupel (S, Ay, Ai(s), O, i1, (Q?),r7) heifit Bayessches Ausschiittungsmodell, wobei die
Groflen wie folgt erklirt sind:

1. (&, 6) = (R,B) sei der Zustandsraum zum Zeitpunkt t.
2. (A, A) = (R, B) sei der Aktionsraum zum Zeitpunkt t.

3. {Ai(s)|se € S} ist eine Familie von nichtleeren messbaren Teilmengen von Ay,
welche die Menge der zuldssigen Aktionen angibt, falls sich das System zur Zeit t
im Zustand s; befindet. Zudem ist die Menge

Kt = {(st,dt)\st € St,dt € At(St)}

der zuldssigen Zustands-Aktions-Paare eine messbare Teilmenge von S x A;. Im
Speziellen setzen wir Ay(s;) := [0, s;].

4. (©,%) sei ein Messraum, welcher als Parameterraum bezeichnet wird.

5. w sei ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf € und heif$t a-priori-Verteilung. Wir schreiben
dafiir auch P?.

6. Sei F(sy,dy, BY, Xy41) = s; — dy + B — X1 die Systemfunktion, wobei (X1 1)ien,
fiir eine Folge von bedingt unabhdngigen, nichtnegativen und reellwertigen Zufalls-
variablen mit gegebener Verteilung PXt+117(.) steht und BY = (1 4+ ) - E[X; 11|V
qilt. Fir jedes ¥ € © ist dann mait

Qt(ﬁu StvdtvE) = Qf(smdt,E) = / ]IE[F(Stvdtv Bqut-i-l)] dPXt“wa Ee6

ein Ubergangswahrscheinlichkeitsmaf von © x K, nach Sy definiert.

7. Die einperiodige Erlosfunktion r(V, s, dy) = dy - ia,e(0,(s,—s7(9))+]} S€i eine messbare
und nichtnegative Abbildung von © X K; nach Rs, die als einperiodige Dividenden-
ausschiittung interpretiert wird.
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Im Gegensatz zum Grundmodell (s. Kapitel 3) ist die Sicherheitsschranke nicht mehr Be-
standteil der Menge der zuldssigen Aktionen, sondern schrinkt die Hohe der einperiodigen
Erlosfunktion ein. Dieser Modellierungsschritt scheint zweckméfiger zu sein, da sonst die
einperiodigen Erlose nicht mehr explizit vom Parameter 1 abhédngen wiirden.

Bemerkung 6.2.2 (Bayes-Sicherheitsschranke)
Im Hinblick auf die vorherigen Abschnitte kann der Parameter s;(¥) > 0 fir jedes ¥ € ©
und t = 0,1, ... folgendermafien bestimmt werden

1. (VaR) Pl (X, — BY > 517) <7, 7 € (0,1),
1

2. (TailVaR) S;:f = [PXle(XtH > S?f + Bf)] E (X = BY)T dpXenl?,

3. (EPD) I[Xt+1 _ (8;:? + B?)]-i— dPXt+1|19 =n,n > 0.

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, eine deterministische Politik zu bestimmen, welche
diesmal die erwarteten T-stufigen Bayes-Dividendenausschiittungen maximiert. Darun-
ter verstehen wir eine Folge m = (f;);>0 von messbaren Abbildungen f; : Hy — A, so
dass fi(hy) € Au(s;) gilt und m(-|h;) die Einpunktverteilung auf f;(h;) darstellt. Durch
Konstruktion des Wahrscheinlichkeitsraumes

CE §_<l(3t X A), T @ @(6 © %), Py, )
t=0 t=0

mit dem Wahrscheinlichkeitsmafl

T-2
Pry =@ Bl = p® 8, © Q)(m @ Q1) ® 71
=0
lasst sich die Problemstellung daher als
V*(s) :=sup V¥ (m,s) = sup/ w(do) /Rfs(dw) R?(w) (6.2.1)
mell mell JO

mit RY(w) = Zz:ol (0, 8¢, d;) formulieren.
Damit (6.2.1) definiert ist, konstruieren wir den entsprechenden Wahrscheinlichkeitsraum

Bemerkung 6.2.3 Die Ubergangswahrscheinlichkeit Q?(sy, dy,-) besitzt eine Ubergangs-
dichte qf (sy, dy, 5141) = L [F (st, dy, Bfﬂtﬂ)] PX”lw(dﬂftﬂ)-

Die Bemerkung 6.2.3 vereinfacht die Beweise im Bayesschen Entscheidungsmodell fiir
den Fall, dass eine Ubergangsdichte existiert. Eine weitere wichtige Grofie im Bayesschen
Entscheidungsmodell stellt die a-posteriori-Verteilung dar, die fiir hy € H; geméafl der
Bayes-Formel definiert ist durch

fc pre—1(he, dﬁ)ng—l(st—la di—1,-)

hy,C) = , Ceg, 6.2.2
prlh ) T (1, d9) g7 (511, di1, ) (6:2.2)
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falls der Nenner positiv und endlich ist, und durch p;(h;, C) = py—1(hy—1,C) andernfalls.
Wegen der rekursiven Darstellung von (6.2.2) folgt mit der Anfangsbedingung pig := p fiir
die Dichte mit Hilfe von Bemerkung 6.2.3:

AT 0 =1 pX; |9 .
1y (e, ) = w(dg) HZ:tO_?Z E;Sz;du ) _ P(dV) [[—y P (dzisr) _ P€|X(t>:x(t)(d1§‘)

 Jo @) TTZ0 60 (sindin ) [ PO(d9) [TiZg PXettl (dssn)
(6.2.3)

mit den Bezeichnungen X := (Xi,...,X;) und 2 = (x1,...,2). Obwohl die Dichte
der a-posteriori-Verteilung letztendlich nur von der Schadenbeobachtung bis zum Zeit-
punkt ¢ abhéngt, ist es doch sinnvoller den gesamten Verlauf des Systems zu beriicksich-
tigen, da dies konform zu der obigen Konstruktion des Wahrscheinlichkeitsraumes ist.
Gemaéf Rieder[88](Lemma 3.2) konnen wir auch in unserem Bayesschen Ausschiittungs-
modell folgendes Ergebnis ermitteln.

Lemma 6.2.4 Es sei Qu(hy,dy, E) = [g pu(hy, d9) [ 1g[F(sy,dy, BY, X141)] dPXt+19 gt
FE € G das Ubergangswahrscheinlichk:ez’tsmaﬂ von Hy x Ay nach 811 fir0 <t <T—1 und
(h,dy) € Hy x Ay. Fiir eine nichtnegative und messbare Funktion riyq 1 © x Ky — Ry
mitt > 0 gilt dann

/Tt+1 d(p ® Qr @ m4q)

= /Qt(ht,dtadstﬂ)/7Tt+1(ddt+1|ht+1)/Mt+1(ht+1,d?9) Tt+1(?9, St—i-ladt—i-l)- (6-2-4)

Bewetis: Es gilt nach dem Satz von Fubini

/Tt+1 d(#t®@f®ﬂt+1)
:/Mt<htadﬁ)/Qf(studtadst—l—l)/Wt+1(ddt+1|ht+1)rt+1(197 St1, i)
(622) /Qt(htadtad5t+1>/7Tt+1<ddt+1|ht+1)/ Mt+1(ht+17d79) 7’t+1(197 St+17dt+1)- u
e)

Zur Losung eines Bayesschen Entscheidungsmodells wird iiblicherweise die Reduktion auf
ein zugehoriges nicht-Markovsches Entscheidungsmodell durchgefiihrt.

Definition 6.2.5 (nicht-Markovsches Ausschiittungsmodell)
Das Tupel (S, Ay, Ai(s), (Q1),7) heifst nicht-Markovsches Ausschiittungsmodell, wobei
die Grioffen wie folgt definiert sind:

1. 8, = S, wie in Definition 6.2.1(Teil 1).
2. A, = A, wie in Definition 6.2.1(Teil 2).
3. {Ai(s)|s € 8;} = {As(s)|s € S;} wie in Definition 6.2.1(Teil 3).
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4. Qu(hy,dy, E) = [g pu(he, d9) [ 1g[F(sy,dy, BY, Xi41)] dPX+l? mit B € & sei das
Ubergangswahrschemlzchk:eztsma]? von Hy X A; nach ;41 wie in Lemma 6.2.4.

5. Die einperiodige Erlosfunktion 7 (hy, d;) == f@ pi(he, dO) - dy - Wyg,efo,(s,—sp(9))+]} SE1
eine messbare und nichtnegative Abbildung von Hy x Ay nach Rsq, wobei s;(19) ent-
sprechend Bemerkung 6.2.2 bestimmt wird.

Zu dem nicht-Markovschen Entscheidungsmodell kénnen wir einen entsprechenden Wahr-
scheinlichkeitsraum so konstruieren, dass die maximal erwarteten Dividendenausschiittun-
gen erklart sind. Dazu sei

Py =05 ® (1, ® Q) ® Tr_1

ein Wahrscheinlichkeitsma auf Q = Hp_; x Ap_; mit der entsprechenden Produkt-o-

Tl
Algebra F = @ (6 @ ). Fiir die Wertfunktion gilt dann
=0

V*(s) =sup V(m, s) = sup/gpm(dw)}_%ﬂ(w) (6.2.5)

mell mell

mit RW(UJ) = Zz 01 ’Ft(ht) dt)

Der nachfolgende Satz zeigt die Gleichheit der Wertfunktionen V*?(s) im Bayesschen und
V*(s) im nicht-Markovschen Entscheidungsmodell geméfl Rieder[88](Theorem 5.2).

Satz 6.2.6 Gegeben sei ein Bayessches Entscheidungsmodell wie in Definition 6.2.1.
Dann qilt fir das zugehorige nicht-Markovsche Entscheidungsmodell wie in Definition
6.2.5:

V*(s) = V*(s).

Bewetis: Mit Hilfe von (6.2.1) und (6.2.5) ergibt sich

T—1 T—1
Ers th(hudt)] = ZEwsFt(htudt)
=0 t=0

und Vﬁ 7T 8 j‘@,u d19 Eﬁ t 0 T’t(’lsl St,dt = j‘@,u d19 E Tt(ﬁ, St,dt), d.h. es
reicht zu zeigen, dass

Eﬂ—s ft(ht, dt) = / /,L(d’l?) Eﬁs'f’t(ﬁ, St, dt) (626)
©
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gilt, denn daraus resultiert die Gleichheit von V*(s) und V*?(s). Sei H; die Projektion
auf H,. Fiir die linke Seite von (6.2.6) folgt daher

_ / (Pos)rtes (d P / too1(ddss|hes)
Hi_q Ai 1
Qt—l(ht—ladt—ladst)/

Wt(d dt|ht) / ,Ut(ht, d’l9) ’f’t('lg, St, dt)
Ay C]

St

g / (Po)r s (d ) / T (d i) / ro(9, 50, ) der © Q7 @ 1)
Hi_q Aiq

@ / (Py)rte s (d hey) / ror(dduslhes)
Htfl .Atfl

t—2 t—2 -1
/ fo(dd) H Q7 (si, i dsiy) (H Qi(hi, d;, d5i+1)>
© i=0 i=0
Qtﬂ—l(st—lydt—lydst)/ m(d dilhe) 7¢(0, 54, dy)
St At
= / /Lo(dﬁ) 5s(d80) / 7T0(d d0|h0) Qg(SQ, d(), dSl) c.
[€) Ao S1

/ Wt—l(ddt—1|ht—1) Qf—l(st—ladt—17d5t>/ Wt(ddtvlt) Tt(& Stadt)
A1 St At

= / u(dﬁ)EﬁsTt(ﬁa st7dt)7
(S}

wobei Lemma 6.2.4 (1) liefert, (2) durch mehrmaliges Anwenden von (6.2.2) erfolgt und
ds(dsg) das Dirac-Maf} auf s = sq ist. H

Geméaf Satz 6.2.6 1aBt sich die Bayes-Politik durch Dynamische Optimierung im nicht-
Markovschen Entscheidungsmodell bestimmen. Die dazu notwendigen Voraussetzungen
liefert der folgende Satz.

Satz 6.2.7 Es sei hy_y € H,_, fest gewdhlt und F,_y die Menge aller messbaren Funktio-

nen f: Hi 1 — Ay mit f(hy_1) € Ai_1(s4-1). Fiir jede auf S; stetige und beschrinkte
Funktion v : Hy_1 X Ay_1(s¢-1) X S — R ist

U*<ht—1) = p s1(1p ){ft—l(ht—ladt—l) + /Qt—l(ht—ladt—ladst) U(ht>} (6-2-7)
t—1(St—1

messbar und erreicht sein Mazimum bei f(hy_1) € Fy_1, falls folgende Bedingungen erfiillt
sind:

1. Die Menge A;_1(s4—1) ist ein Kompaktum fir alle s, 1 € S;_;.
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2. Die Funktion 7y_q(hy_1,d;_1) ist stetig auf K;_;.

8. Das Ubergangswahrscheinlichkeitsmaf Q ist stetig, d.h. die Funktion ©(hy_1,dy;_y) :=
[ Qi1 (hi—r1, di—1,dsy) v(hy—1, dy—1, s¢) ist fiir jede Funktion v(hy) wie oben stetig und
beschrinkt auf K;_;.

Beweis: Es gelten die Beweisschritte vom Selektionssatz (Satz 2.1.11). W

Zumindest fiir das Bayessche Entscheidungsmodell mit Sanierung (vgl. Definition 3.2.2)
zeigen wir explizit die Bestimmung der Wertfunktion V*(s).

Satz 6.2.8 FEs gelte das nicht-Markovsche Entscheidungsmodell wie in Definiton 6.2.5
mit der Systemfunktion

F(St, dt, B}?,Xt—i-l) = St — dt + B? — Xt+1 + [S*(’ﬁ) — St]+.

Weiterhin sei s*(6,,) eine nichtnegative messbare Funktion auf ©, welche fiir0 <n < T-—1
und festes 0,,(w) =9 € © gleich dem Wert von s} (V) gemdifi Bemerkung 6.2.2 entspricht.
Dann ist die Politik 7 (f(ho), ..., f(hr—1)) mit Ai(s;) D f(h) := E[(sy — s*(6¢))T|hi]
optimal und fiir die Wertfunktion ergibt sich

Vi(s) = Vo(ho) (6.2.8)
T-2
- E[SO — s (90)]+ + Z Egy x,., Xn+17€n+l[s* (9n> + Bn(en) Xpt1— 8 (en-l—l)]
n=0

Dabei ist der Erwartungswert auf der rechten Seite definiert durch

/ P%(dy) / PX1160=Y0 (g, ) / PHX0=a) (dgy) ...
/PGTb'X(n):x(n)(d/ﬁn)/PXn+1€n:ﬂn(dxn+l)

/[S*(ﬁn) + Bn(ﬁn) o Xn+1 . 3*(?9n+1)]+ P6n+1|X(n+1)=x(n+1)(dﬁn_H)

mit By (V) = (1 4+ A) - E[X,41|U,] fir festes 0,(w) = V.

Beweis: Wir zeigen fiir 0 <t < T — 1 per absteigender Induktion die Gleichung

T-2

n=t

(6.2.9)
und iiberpriifen dabei die Bedingungen von Satz 6.2.7. Dann gilt auch die Optimalitdt von
f(he) = El(st—5"(0)) " |he]. Sei hp—y € Hp_y fest gegeben, dann folgt fiir die Wertfunktion
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zum Zeitpunkt 7' — 1 (Induktionsanfang):

Vi1 (hr-1)

= sup A{Pr_i(hr_1,dr_1)}

Ar_1(sT7-1)

—  sup / dr1 - Vap_y<sp_y—s=(r_1)} - Lspyzar @)y PO IXEDZ5 00 (ddp_y).
Ar_1(s7-1)

(6.2.10)

Setzt man nun die drei Mdéglichkeiten

d%w_l = S7_1— (1 — k‘l) . S*(HT_l) mit 0 < b < 1,
d%“—l = ko [ST—I — S*(HT_l)] mit 0 < ky < 1 und

dy_y = sp-1— 5 (0r-1)

in (6.2.10) ein, so ergibt sich

0 = El{sr—1— (1 —k1) -5 (0r-1)} - Vs 0r_1)<(1-k1)-5*(07-1)} | Pr—1]
< ko E[{sr—1 — $*(0r-1)} " |hr_1]
< Bl{sr—1 = s"(0r-1)} " |hr-i]
< st

d.h. Ve_y(hr_1) = El(sr—1 — 8" (07_1)) |hr_1] und f(hy_1) ist optimal. Daraus resultiert

die Stetigkeit von Vp_q(hr_1) auf Sy_1 nach dem Stetigkeitslemma (s. Lemma A.4).

Gelte fiir ein t < T — 1 die Induktionsannahme, dass V;(h;) fiir ein festes h; € H, der
Gleichung (6.2.9) geniigt und f(h;) optimal ist, dann folgt wiederum aus dem Stetigkeits-
lemma, dass V;(h;) stetig auf S, ist. Die gleiche Argumentation liefert dann fiir ein festes
hi—1 € H;_1 die Stetigkeit von

@(ht—la dt—l) = /Qt—l(ht—la dt—lu dst)‘Zf(ht—la dt—h St)
— /Peth(tl):m(t1)<d19t_1) /PXt9t1=19t1<dxt)
/[(St—l — dt—l -+ B('ﬁt_l) — T — S*(Q?t))—i_ + g]Peth(t):x(t)(dﬁt)
auf K;_; mit der Hilfsfunktion
T2

n=t
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Dabei gilt nach Ash[7](S. 225) wiederum:
/Qt—l(ht—ladt—ladst)‘_/;f(ht—ladt—laSt)
/Vt(ht—l,dt—la F[St—bdt—la Bt—l(ﬁt—l),xt]) Pthetfl:ﬂt*l(dxt)-

Zudem ergibt sich wegen der Stetigkeit der Funktion 7;_q(h;_1,d;—1) auf K;_; und der
Kompaktheit von A4, (s;_1) die Messbarkeit von

‘Zﬁ—l(ht—l) = Slélp ){Ft—l(ht—ludt—l) + 0(h—1,di1)} (6.2.11)
Ai—1(st—1

aus Satz 6.2.7 und demzufolge existiert ein Maximisator von (6.2.11).
Fiir den Induktionsschluss (t — t — 1) bleibt noch zu zeigen, dass V;_;(h,_1) die entspre-
chende Gestalt von (6.2.9) hat und f(h,—1) optimal ist. Es ergibt sich fiir (6.2.11):

Vi1 (he-1)

= sup {Tt_l(ht_l’dt_l)+/P9t1|X(t1):~’0(t1)(d19t_1)/PXt|9t1=19t1(dxt)
At—1(st—1)

/{[St—l —dpy + B (V1) — 2 — 57 (0) + (87 (V1) — s00) 7T+ £} Pet‘x(”:m(”(dﬁO}

= sup {Tt_l(ht_l’dt_l)+/P9t1|X(t1):m(t1)(d19t_1)/PXt|9t1:'l9t1(dxt)
At—1(st-1)

/[(St—l — dt—l + Bt—l(ﬁt—l) — Tt — S*<T9t> —+ (5*(79t—1) — St_1>+]+ P9t|X(t):x(t>(d19t)
* /Pet”X(tl):x(tl) (dﬁt—1> / PXt'Qtil:ﬂtil <d‘xt> /£P9t|X(t):$(t) (dﬁt)}

= sup {ft—l(ht—la dt—l) + /P6t1|X(t1):x(t1)(dﬁt_1) /PXt|9t1=19t1(dxt)
At—1(st—1)
/[St—l — dt—l + Bt—l(ﬁt—l) — Tt — S*<T9t) —+ (S*(Tgt_l) — St_1)+]+ P9t|X(t):x(t>(d19t)

T-2

n=t

(6.2.12)
Wie beim Induktionsanfang verwenden wir nun die drei Mdéglichkeiten

d% 1 = St—1— (1 — ]{51) . S*(Qt_l) mit 0 < kl < 1,
A2 = ky-[s-1 — 5" (0,_1)] mit 0 < ky < 1 und

A}y = 51— 5" (0-1)
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fiir die zulissige Aktion und bezeichnen mit V;' | (h;_1),i = 1,2, 3, die zugehorigen Werte
von (6.2.12).
Zum Nachweis der Behauptung iiberpriifen wir noch die Giiltigkeit der Ungleichungen

Vi (heea) 2 V2 (heer) und V2 (By-1) > VL (Beo),
denn daraus resultiert die Optimalitét von f(h;1) = E[(s;—1 — s*(0;-1))"|hs—1] und die
Giiltigkeit von (6.2.9) fiir die Funktion V;_1(h;—1). Es folgt in der verkiirzten Darstellung
fiir Vi, (hi—1) — Vi> 1 (hy—1) mit der Bezeichnung s*(0;—1) = s}, :

V2 1 (heey) = V21 (hey)
= (1= k) El(s1-1 — 5 (001))*|haoa] + / Pl Xun=oen (4, ) / PXA=0 (4 )

/[St—l — [St—l - S§t71]+ + Bt—l(ﬁt—l) — Ty — S:;t + <S:;t71 - St_1)+]+P0t‘X(t):$(t>(d??t>
— /thlX(tn:x(tl)(dﬁt_l) /PXtetl:ﬁtl(dxt)
/[st—l — kfg [St—l — S;t71]+ + Bt—l(ﬁt—l) — Xy — S:;t + (S:;tfl — St_1)+]+P6t|X(t):x(t)(d'&t)
1) . n
> (1= ko) El(s1-1 — 57(01-1)) " [I—1]
_ (1 _ k;2) /Peth(tl):m(t1)<dﬁt_l) /PXtetl:ﬁH(d:ct)
/[st—l - 5:‘9,5,1]+ ]l{SEtSStfl—kz (st—1=s5, )T+Bi—1(Pe-1)—ze+(sy,  —se-1)*} Peth(t):x(t)(dﬁt)
> (1 _ ]{;2) / P0t71|X(t71):x(t71)(d/ﬁt_l) /Pthetl:ﬁtl(det)
/[St—l - S;;,g,l]—i_ ]1{8f9t§8t71—k2 (st—1=sp, )T+Bi-1(9e—1)—we+(sj, | —se-1)"} PhXo=rw (dﬁt>
_ (1 _ k2) /Petlx(tl):m(tl)(dﬂt_l) /PXt@tl:ﬂtl(dxt)
/[St—l - s:;,tfl]—i_ ]l{s:;tSStA—kz (st—1=sp, )T+Bi-1(9—1)—we+(sj, | —se-1)"} Peth(t):x(t)(dﬁt)

:/Pet1|X(tI)Zx(tl)(dﬁt_l)/PXtWt1:'l9t1(dxt>

/0 st 1)} Ls 90 <(1—ka)se1-Hhas (Or_1)+ B@_1)—ae} PHFOTI0 (d),)
— 0,

wobei das Ungleichheitszeichen an der Stelle (1) durch die negativen Werte von

* + i1 *
(F[St—lv [St—l - 519,5,1] ) Bt—l ) xt] - Sﬂt) ) H{ngtgstfl_kQ (st—1=sp, )T+Bi1(Pr—1)—ze+(sj, | —se-1)T}
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erfolgt. Mit ko = 0 folgt aus V;2 [ (h;—1) > V2 ,(hs_1) auch V2 (h_1) > VL (he 1), was
den Beweis vervollstindigt. W

AbschlieBend wollen wir die aus Satz 6.2.8 resultierenden Gréflen in Zusammenhang mit
der Credibility-Theorie stellen.® Die Credibility- Theorie behandelt die Bestimmung von
erfahrungstarifierten Préamien, welche in Verbindung zum individuellen Schadenverlauf
des Versicherungsnehmers stehen. Die Notwendigkeit fiir eine Erfahrungstarifierung lasst
sich schon alleine daraus ableiten, dass eine risikoaddquate Kalkulation der Versicherungs-
priamie eines Einzelrisikos unter der Annahme eines homogenen Kollektivs nicht sinnvoll
erscheint. Daher kann der individuelle Schadenverlauf einen Hinweis auf die Giite des
Einzelrisikos geben.

Das Grundmodell der Credibility-Theorie geht nun davon aus, dass jedes Risiko aus
dem Kollektiv durch einen Struktur- bzw. Risikoparameter ¢ € © charakterisiert wird.
Durch diese Unterscheidung erhilt jedes Risiko eine differenzierte (Netto-)Pramie H(0) =
E[X10 = V], wobei die Zufallsvariable 6 aus der Unkenntnis des Versicherers iiber den Ri-
sikoparameter ¥ resultiert. Eine moglichst gute Schitzung von H(#) fithrt zur (Netto-)
Credibility-Pramie H(X ) = E[H(0)| X = 2], welche sich bei bedingter Unabhéngig-
keit der Xi, Xs,... unter § = 9 und gegebenen Dichten fx(x|0) und fy(v) wie folgt
darstellen lasst:

PO X =a0] = [ HO)- 0]X0 = 20) a9
_ / ) fexeB20)

fX(t)( ))
th T(1)|0 = ) fo(V)
— H(y) —" dv
/ fX(t)(x(t))

— / oY) [Tio) fx, (wilf = 9) fo(0)
Jo TTiy fx. (2310 = 9) fo(dV)

Es ist leicht zu sehen, dass die Dichte der a-posteriori-Verteilung wie in (6.2.3) der Dichte
[Tioy fx, (@il0=0)fo (9)
Jo Tizy Fx;(2:]0=0) fo(dd)
Dichte fy(?) mit der Dichte der a-priori-Verteilung wie in Definition 6.2.1(Teil 5) iiberein-
stimmt. Beinhaltet der Parameterraum (0, %) aus Definition 6.2.1(Teil 4) die zuléssigen
Risikoparameter der Einzelrisiken, so kann B(¢)) wie in Definition 6.2. 1(Teil 6) als differen-
zierte Bruttoprémie aufgefasst werden und die Grée E[B(6,,)| X, (n)] geméf (6.2.8)
als (Brutto)-Credibility-Préamie interpretiert werden. Daher kann das Bayessche Entschei-
dungsmodell im Sinne von Biihlmann/Gisler[25](§ 1.2.4) auch als ein Ausschiittungsmo-

dell im Credibility-Kontext verstanden werden.

zur Berechnung der (Netto-)Credibility-Pramie entspricht und die

Zu generellen Eignung von Ausschiittungsmodellen mit Sanierung sei an dieser Stelle ange-
merkt, dass diese zwar aus theoretischer Sicht interessante Resultate fiir das Bayes-Modell

5 Zur Credibility-Theorie siche auch Bithlmann/Gisler[25](§ 1), von Schaaffhausen[90], Biithlmann[24]
(§ 4.3.3), und Wolfsdorf[118](§ 3.5).
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und das Kriterium der durchschnittsoptimalen Ausschiittungen (vgl. S. 39) liefern, aber
deren Anwendungsmoglichkeit fiir die Praxis grundsétzlich iiberpriift werden muss. Dies
ist nach Stenner[105](S. 224) damit zu begriinden, dass die angenommene Sanierungsga-
rantie der Unternehmenseigner zur Abschaffung der Risikoreserve fiihrt, denn jede Abwei-
chung von der geforderten Risikoreserve s* wird zu Beginn einer beliebigen Periode von
den Eigentiimern durch die Zufithrung von zusétzlichen Geldmitteln ausgeglichen.
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Numerische Losungen

Die Ergebnisse aus den Abschnitten 4.1.2, 4.3 und 4.4 haben gezeigt, dass die Konvexitét
der zugehorigen Funktion L,(d) keine eindeutige Strukturaussage iiber die optimale Politik
auf einem beschrankten Zeithorizont ermdoglicht.

Abbildung 7.1: Ermittlung einer optimalen Politik im Gesamtmodell
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Graphisch wird dieser Sachverhalt durch Abbildung 7.1 verdeutlicht, da jeder Kandidat
fiir eine optimale Politik durch einen Pfad im Baumdiagramm charakterisiert ist. Als
Teilergebnis erhalten wir daher fiir das Gesamtmodell eine endliche Menge D mit

D= {r eyt = (folso),- s fr(sr_1)), filss) € {0, (s, — s2) T}t =0,1,...,T — 1},

141
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welche die optimale Politik 7* € II; im Gesamtausschiittungsmodell enthélt. Zu jeder Po-
litik 7 € D kann die entsprechende Funktion Vi (s) = ET[S.[' f:(S;)] berechnet werden,
so dass sich das Optimierungsproblem

Vi (s) = max Vi(s) (7.0.1)
im Prinzip durch den Vergleich aller Funktionswerte von V;(s) lsen ldsst. Da aber die
Anzahl der Elemente von D mit groflerem Zeithorizont zunimmt, kann solch ein Vergleich
sehr viel Zeit in Anspruch nehmen. Daher scheint es sinnvoller zu sein, sich eines sto-
chastischen Verfahrens zu bedienen, welches mit Hilfe des Zufalls versucht, eine optimale
Politik schneller zu finden.
Dazu wollen wir im folgenden Abschnitt den Simulated Annealing-Algorithmus vorstellen.
Die fiir das Gesamtmodell zugehérige Umsetzung des Algorithmus bei einem dreiperiodi-
gen Zeithorizont wird in Abschnitt 7.2 behandelt.

7.1 Der Simulated Annealing-Algorithmus

Das Simulated Annealing ist ein stochastisches Verfahren, welches nach gewissen Regeln
Punkte eines diskreten Losungsraums generiert und diese bei Verbesserung der Zielfunk-
tion annimmt. Falls sich der Zielfunktionswert aber verschlechtert, so besteht dennoch
die Moglichkeit, dass der generierte Punkt akzeptiert wird. Dabei werden geringe Ver-
schlechterungen wahrscheinlicher akzeptiert als gréflere. In unserem Fall soll der Simulated
Annealing-Algorithmus Politiken aus der Menge D erzeugen und deren Zielfunktionswerte
Vz(s) vergleichen, wobei wir uns auf die Beschreibung des Verfahrens in Aarts/Korst[1]
beziehen.

Fiir die Generierung und Akzeptanz eines neuen Punktes ist nur der aktuelle Punkt und
sein Funktionswert von Bedeutung. In diesem Sinne ist das Verfahren gedéchtnislos und
die Modellierung erfolgt durch eine Markov-Kette (Z,),en, mit endlichem Zustandsraum
D fiir T < co. Dabei setzen sich die Ubergangswahrscheinlichkeiten der Markov-Kette (s.
Anhang C) aus den Generierungs- und Akzeptanzwahrscheinlichkeiten zusammen.

Definition 7.1.1 (Generierungswahrscheinlichkeit)

Fir jeden Zustand m; € D bezeichnet N, die Nachbarschaft von ;. Die Wahrscheinlich-
keit, mit der ein neuer Punkt mp, € N; ausgehend von w; erzeugt wird, heifst Generierungs-
wahrscheinlichkeit G, und ist wie folgt definiert

1
Grim, = e V7 € Ny, (7.1.1)

wobei |Ny,| = | Ny, | fiir alle m;, m; € D gilt.

Definition 7.1.2 (Akzeptanzwahrscheinlichkeit)
Sei m; € D und 7, € N; ein mit Wahrscheinlichkeit G, ., generierter Punkt. Die Wahr-
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scheinlichkeit, dass der neue Punkt m, angenommen wird, heifst Akzeptanzwahrschein-
lichkeit Ay ., und wird mit Hilfe eines Kontrollparameters & > 0 definiert durch

[Vﬂz‘(s) B
3

A (&) == exp < - Vﬂk(s)ﬁ), Vm; € D, 7, € N;. (7.1.2)

Definition 7.1.3 Sei (Zn)nen, €ine Markov-Kette gemdf$ Definition C.1 mit zugehiriger
Ubergangswahrscheinlichkeit Py, ., , welche definiert ist durch

Gﬂ'iﬂ'kAﬂ'iﬂ'k (5) f’LL’f’ 7Ti # ﬂ-k‘)
1- ZWzED,m;éni an(f) sonst.

Prix, (5) = {
Dann heifst (Z,)nen, die den Simulated Annealing-Algorithmus modellierende Markov-
Kette.

Satz 7.1.4 Sei & > 0 fest gewdhlt und eine den Simulated Annealing-Algorithmus mo-
dellierende Markov-Kette (Z,)nen, mit endlichem Zustandsraum D und den zugehdrigen
Ubergangswahrscheinlichkeiten gemaf obiger Definition gegeben. Existiert zudem eine ge-
eignete Nachbarschaftsstruktur durch

Vi, m, € D, dp > 1, Amy,...,m, €D

mit mg = 75, T, = T und G, >0,7=0,1,....,p—1,

Tj+1

so dass jeder Punkt der Menge D wvon einem beliebigen Punkt der Menge aus erreicht
wird, dann besitzt die Markov-Kette eine stationdre Verteilung

exp (—VW2(8)>

Beweis:' Wir wollen an dieser Stelle nur eine Beweisskizze angeben. Zuerst wird gezeigt,
dass die Markov-Kette (Z,)nen, aperiodisch und irreduzibel ist. Infolgedessen gilt die
globale Gleichgewichtsgleichung und es existiert eine eindeutige stationére Verteilung.
Die Form von (7.1.3) ergibt sich wegen ) 1, ¢r,(§) = 1 und der lokalen Gleichgewichts-
gleichung mit G,r, = G 1,

Grs (§) Ao (€)

1 Vgl. Aarts/Korst[1](Theorem 3.2) fiir das Minimierungsproblem.
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exp (—Vﬂz(s))
- ex
Vi, (s

ane’D exp (%)

exp (—Vﬂz(s))
— " . exp ( .

e €D (VMT()) 3
= (r, (£>A7Tkm (5) u

Mit Hilfe von Satz 7.1.4 kann nun das Hauptresultat des Simulating Annealing-Verfahrens
angegeben werden.

Korollar 7.1.5 Es sei D,,, C D die Menge der optimalen Lisungen und eine Markov-

Kette mit den Voraussetzungen wie in Satz 7.1.4 und einer stationdren Verteilung wie in
(7.1.3) gegeben. Dann folgt

1
limg, = ——, Vm; € D,y. 7.1.4
€10 4r; |Dopt| pt ( )

Beweis:? Mit lim, o e”/* =1 fiir ¢ = 0 und lim, o e“/* = 0 fiir ¢ < 0 ergibt sich

exp (VWE <s>> exp (v (s);vﬂws))

limq,, = lim = lim
i Vi, () Vg, ()= Varx (5)
BT e (5] WS o (5550
1
= lim p,,,{m}
0 Vi, ()= Ve (5) ovt
o ZWkED eXp ( : I3 )

exp ( Vr, (S);VW* (s) )
+ lim

Vi (8)=Viex (s
¢lo ZﬂkED €XP ( k( )§ )

) ' ]]'D\Dopt{ﬂ-i}

- 1 Lo )
N . Ve (8)—Vox(s)\  Popt T
ZmeDom 1+ limg o Zwk ¢y, EXP (%)
1
N "Dopt‘ 'ﬂpopt{wi}- u

Wegen Korollar 7.1.5 erhalten wir

lim lim. P (mi,my) = 1o, {m} bzw. lim lim Pe(Z, € Dypr) = 1,

und damit die Garantie, dass der Simulated Annealing-Algorithmus asymptotisch eine
optimale Losung findet.

2 Vgl. Aarts/Korst[1](Korollar 2.1).
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7.2 Umsetzung des Algorithmus

Der Begriff der Nachbarschaft ldsst sich in unserem Modell fiir 7" = 3 anhand der Abbil-
dung 7.2 graphisch darstellen. Wird mit der Zahl 1 die Ausschiittung (s —sg,)" bezeichnet

Abbildung 7.2: Nachbarschaftsstruktur fiir optimale Politiken im Gesamtmo-
dell fiir zwei Perioden

(1,0,1)T (11,17
|
(1,007 ! 1,1,007
|
|
|
o™l — | — — —J 10T
P s
-
-
0,0,00T < 0,1,00T

und steht die Zahl 0 fiir eine Nichtausschiittung, so gilt fiir die Menge D: 3

d.h. jede Ecke auf dem Wiirfel charakterisiert eine potentielle optimale Politik. Infolgedes-
sen kann die Funktionsweise des Simulated Annealing-Algorithmus kurz skizziert werden:

1. Wihle eine Ecke des Wiirfels (z.B. (0,0,0)7).

2. Bestimme von dort aus zufillig eine weitere Ecke so, dass dieser Punkt in zwei
Komponenten den gleichen Wert aufweist (z.B. (0,1,0)7).

3. Vergleiche ihre Funktionswerte. Akzeptiere auf jeden Fall den neuen Punkt, falls der
Funktionswert des neuen Punktes den des alten iibertrifft. Andernfalls erfolgt die

Annahme oder Ablehnung des neuen Punktes durch die generierte Akzeptanzwahr-
scheinlichkeit (z.B. ersetze (0,0,0)% durch (0,1,0)T).

3 Wegen Vr_1(s) = (s — s)" kann natiirlich die 1 in der letzten Komponente gefordert werden.
Notwendig ist diese Forderung aber nicht.
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4. Fahre mit Punkt 2 fort bis die Abbruchbedingung erfiillt ist.

Der Vergleich der Funktionswerte von Punkten aus der Menge D erfordert die Berechnung
der zugehorigen Werte von V. (s) zu jeder vorgegebenen Politik, wobei die jeweiligen Aus-
driicke von V. (s) fiir die relevanten Kandidaten der nachstehenden Tabelle zu entnehmen
sind. Dabei kiirzen wir die Funktion ¢(ry, wy) mit ¢ ab.

Politik Wertfunktion
(s =se)T + Ex (s = (s = s5)T) (L +7p) +wy[B(m) —m - Xy] —c— sg*

1,11 ]
( ) +Ex, x,[F1 0 Fo(s, (s — sg)t, Bym, h(Xy,m), rp,wy) — sg]™
01.1) Ex,[s(1+7y) +wg[B(m) —m - X1] — ¢ — sg]*
" +EX1 Xo [Fl o Fo(S,O,B m, h(Xl, ) ’f’f,lUf) — Sz;]+
(s —se)T+...
(1,0,1) “

Ex, x,min{s, s} (1 + )% + 3g(1+ 1) =" (wy[B(m) — m Xpa] — ¢) — sg]*
(0,0,1) | Ex, x,[s(1+77)? 4+ 8 (1 + 7)™ (ws[B(m) —m - Xpi1] —¢) — s&]t

Tabelle 7.1: Zuléssige Politiken und ihre Wertfunktionen fiir zwei Perioden

Daher muss eine softwaretechnische Umsetzung (s. Anhang D) des Simulated Annealing-
Algorithmus (SA-Algorithmus) ein geeignetes Verfahren zur Berechnung des Zielfunktio-
nals bereitstellen. Fiir den Zeithorizont T = 3 lésst sich dies mit Hilfe der Abbildung
7.3 illustrieren. Dabei erfolgt die Berechnung eines Integrals der Dimension n, falls P,
den Wert 1 annimmt. Dazu verwenden wir die in Anhang D beschriebene Monte-Carlo-
Methode, wobei die Parameter P,_1, ..., Py bei der Bestimmung kiinftiger Zusténde notig
sind.

In Abgleich mit der obigen Funktionsweise des SA-Algorithmus sind diese Merkmale wie
folgt im Programmlisting zu finden:

1. Die Startpolitik (1,1,1)? wird in den Zeilen 19 bis 23 ermittelt.

2. Von dieser Politik ausgehend wird zufillig die Komponente bestimmt, welche schlief3-
lich eine neue Politik generiert (Zeile 31-37).

3. Nachdem mit Hilfe der Klassenmethode Integral der Wert des Zielfunktionals zu

der generierten Politik bestimmt wird, erfolgt die Annahme oder Ablehnung dieser
Politik in den Zeilen 53 bis 73.

4. Fortsetzung mit Teil 2.
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Abbildung 7.3: Berechnung des Zielfunktionals bei einem Zeithorizont T' = 3

(PO,R ,Pz);Zustand s

\ 4

ja nein

AussChittung s - st \qg | P-17? >

hinzufligen

L y | P=1? [ ——g—

ja nein

ja

nein Y E{s(1+7,)+w,[B(m)-m-X, ]-c(r,.w,)-s5 } *
hinzuf[]gen '
Y
Efsg (1+r)+w,[B(m)-m-X, ]-c(r,w,)-s5}" *
hinzufiigen
- > >’<_<_<
PO= 1 9 ‘ :‘ :‘ :‘ neln P0= 1 7
nein ja ja
Y Y E,  dS5(1+r)% £ (14r) "w Bm)-mX,.,) - c(r,w)] - 55} * Y ron
e hinzufiigen
Y
' ' Ey X {s (1+r, )2+n§0 (1+rf)1-n[wf(B(m)-m-Xn+1) - c(r,w,)] - s’é}+
T hinzuftigen
' > > > > >
Y
EX1 ,xz{EoFo (s,(s-s5)",B,m,h(X,m),r.w,) - s}
hinzuflgen > >
{FoF(s 0,B,m h(X,m),r, wf)—s(;i}+ > >
hinzufligen
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Im Folgenden wollen wir nun das Unternehmensbeispiel mit expontential(0.25)-verteilten
Gesamtschaden entsprechend den Resultaten aus Abschnitt 4.4 fiir das Gesamtmodell
betrachten. Demnach gilt fiir die durch die einperiodige Ruinwahrscheinlichkeit bestimmte
Sicherheitsschranke s7, mit der Beriicksichtigung von proportionalen RV-Schutz geméf
Lemma 4.4.4:

wy[m- Fx!(1—7) — B(m)] + c(ry, wy)
1+ Ty

1.0188[0.3 - (—4) - n(0.05) — 1.3] + 0.05
1.035

= 2.30727,

wobei die zugehorigen Parameter und ihre Variablenbezeichnungen im Programm der
Tabelle 7.2 zu entnehmen sind.

Parameter Bezeichnung | Wert
Wahrungskursrate wy waehrung | 1.0188
Selbstbehalt m retention | 0.3
Nettopramienvolumen B(m) NettoB 1.3
Swapkosten ¢(ry, wy) kosten 0.05
Zinsrate ry zins 0.035

Tabelle 7.2: Parameterwerte und ihre Bezeichnungen

Mit der Verwendung dieser Parameterwerte ist die mit Hilfe des SA-Algorithmus bestimm-
te Politik (1,1,1)7 optimal wie die Abbildung 7.4 zeigt.

Zur Uberpriifung der Optimalitéit sind schlieBlich die mit MATHEMATICA® durch-
gefiihrten Berechnungen des jeweiligen Zielfunktionals in Tabelle 7.3 aufgelistet.

Politik | Wert von V' (s)
(1,1,1) 8.7009
(0,1,1) 8.6934
(1,0,1) 8.5086
(0,0,1) 8.5767

Tabelle 7.3: Berechnete Werte von V{(s) fiir zwei Perioden
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Abbildung 7.4: Ausgabe der berechneten Ergebnisse des SA-Algorithmus

Politik: (1,0,1)

Volumen: 6202183.999917235, Integral: 7.752729999896544
Volumen: 656056.9870762296, Integral: 0.820071233845287
---> Wertfunktion: 8.572801233741831

Akzeptanzw’keit: 1.0

WECHSELN !ttrrrrrnnd

Politik: (0,0,1)

Volumen: 6865404.457407974, Integral: 8.581755571759967
-—=> Wertfunktion: 8.581755571759967

Akzeptanzw’keit: 1.0

WECHSELN !titrrrrind

Politik: (0,1,1)

Volumen: 6533774.638176162, Integral: 8.167218297720202
Volumen: 422642.46236622264, Integral: 0.5283030779577783
---> Wertfunktion: 8.69552137567798

Akzeptanzw’keit: 1.0

WECHSELN !trrrrrrtt

Politik: (1,1,1)

Volumen: 6202183.999917235, Integral: 7.752729999896544
Volumen: 429392.7827591308, Integral: 0.5367409784489136
Volumen: 330870.06363028096, Integral: 0.4135875795378512
---> Wertfunktion: 8.70305855788331

Akzeptanzw’keit: 1.0

WECHSELN !ttrrrrrnnd

(@]

Politik: (0,1,1)

Volumen: 6522057.398739388, Integral: 8.152571748424235
Volumen: 419903.86346183583, Integral: 0.5248798293272948
-—=> Wertfunktion: 8.67745157775153

Akzeptanzw’keit: 0.7523738019566077

Optimale Politik: (1,1,1)---> Wertfunktion: 8.70305855788331






KAPITEL 8

Diskretes Ausschiittungsmodell

Dieses Kapitel beinhaltet die Untersuchung auf einem diskreten Zustands- und Aktions-
raum und zeigt, dass der Nachweis einer optimalen Politik iiber den Vergleich (<, >) von
Entscheidungsregeln erfolgt.

Mit Hilfe dieser Beweisidee ist es moglich, ein Ausschiittungsmodell fiir ein Bankunterneh-
men zu entwickeln, wobei der Hauptunterschied zu der Modellierung eines Versicherungs-
unternehmens in den Vorzeichen der Zahlungsstrome besteht, denn der deterministischen
(Kredit-)Auszahlung steht der wegen des Kreditrisikos zuféllige Riickzahlungsbetrag ge-
geniiber.

8.1 Versicherungswirtschaftliches Modell

In diesem Abschnitt wollen wir folgendes versicherungswirtschaftliches Ausschiittungsmo-
dell betrachten.

Definition 8.1.1 (Diskretes Dividendenausschiittungsmodell)
Das Tupel (S, A, A(s),p,r) heifst diskretes Markovsches Ausschiittungsmodell auf einem
Zeithorizont T''€ N mit T' < oo bestehend aus:

e cinem hichstens abzihlbar unendlichen Zustandsraum (S, &) mit einer Ordnungs-
relation ,<¢,

e cinem hdochstens abzihlbar unendlichen Aktionsraum (A,2A) mit einer Ordnungsre-
lation ,<%,

o ciner Familie { A(s)|s € S} von nichtleeren messbaren Teilmengen von A mit

A(s) ={d e A0 <d < (s —s%)"},

151
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wobei (s—s*)T := max{0, s—s*} € A und |s*| < oo gilt, welche Menge der zulissigen
Aktionen heifit,

o cinem diskreten Ubergangswahrscheinlichkeitsmaf p(s, d, s') von S x A nach S, wel-
ches mit der messbaren Systemfunktion F(sy, dy, B, Xyv1) = s; — dy + B — X1
definiert ist als

p(s,d,C) = 1c{F(s,d, B, x)} - f(z), C €6, (s,d) € K.

Dabei ist (X;)i>o eine Folge von nichtnegativen iid.-Zufallsvariablen auf einem hoch-
stens abzdhlbar unendlichen Messraum (X,X) mit Zihldichte f(x), deren Erwar-
tungswert endlich sei. Fir einen Reprdsentanten dieser Folge schreiben wir X.
Zudem sei B := (14 \) - E[Xo] mit A > 0 eine Konstante.

o ciner messbaren einperiodigen Erlosfunktion r(s,d) = d von S x A nach A.

In Analogie zum Ausschiittungsmodell mit reellem Zustands- und Aktionsraum wol-
len wir nun eine optimale Politik herleiten. Dabei bezeichnet die Konstante s* wie-
derum das geforderte Sicherheitsniveau, dessen Berechnung z.B. mittels der einperiodi-
gen Ruinwahrscheinlichkeit durch 3 _., f(z) < v erfolgen kann, wobei v € (0,1) und
A= {x € X|z > s* + B} gilt.

Satz 8.1.2 FEs sei ein diskretes Markovsches Ausschiittungsmodell wie in Definition 8.1.1
gegeben und es gelte fir 0 <t <T — 1 die (zugehdrige) Optimalititsgleichung

Vi(s) == Jé% {d+x€ZXV;+1(s —d+ B —x)- f(g:)}, Vr=0,s€8. (8.1.1)

Dann folgt:

1. Die Funktion auf der rechten Seite von (8.1.1) ist messbar und es existiert ein Ma-
zimasator.

2. Die (deterministische Markov-)Politik 7 = (f(so), ..., f(sp—1)) mit

0 falls s < s*
A(s) = -
(s)3 7 (s) {s —s*  falls s > s*,
ist optimal und fir die Wertfunktion gilt
V*(s) = Vo(s).

Fiir die Funktion Vi(s) auf S gemafS (8.1.1) ergibt sich dann

(8.1.2)

Vis) 0+ EVii(s+ B — Xipq) fiir s < s*,
S) =
! s— s+ EVi(s*+ B— Xq) firs>s*.
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Bewezis: Teil 1 folgt unmittelbar aus dem allgemeinen Selektionssatz 2.1.10, da auch im
diskreten Fall die Rdume (S, &) und (A, 2() Borel-Raume bleiben.

Fiir den Beweis von Teil 2 geniigt es per absteigender Induktion zu zeigen, dass fiir die
Funktion L;(d) := d+ >, cx Visi(s —d + B — z) f(z) und d*,d. € A(s) # {0} mit
d, < d* = (s—s)7 gilt

L(d*) — Ly(d,) > 0,Vt €{0,..., T —1}. (8.1.3)

Der Induktionsanfang fir t =T — 1 ergibt: Ly_1(d*) — Ly_1(d,) = d* — d, > 0.
Fiir die Induktionsannahme gelte (8.1.3) fiir ein t < T — 1 und somit

EVi(s—d* + B — Xi01) > d, — d* + EVii (s — dy + B — Xopn). (8.1.4)

Demnach gilt auch

‘/2(5) o {8 — s+ E‘/H_l(s* + B — Xt+1) fir s > S*, (815)

B EViii(s+ B — Xi41) sonst.

Dann ergibt sich fiir (8.1.5) fiir ein festes 2, € A"

Vils —d+ B — 1]

s—d+B—x—5" 4+ o Vipls"+B—2a]- f(z) firs—d+B—s" >,
Yowex Veyi[s —d+ B -+ B -] - f(x) sonst.

(8.1.6)

Der Induktionsschluf$ (t — t — 1) erfolgt mit den disjunkten Mengen

X' = {r,€X0< 2 < B},
X? = {n,eX|B<x,<s—d,+B—s*},
x? = {x, € X|r; >s—d.+ B —s*},

so dass X = X1 U X? U X3 gilt, denn es ergibt sich

Loy (d) — Ly (d.)
—d"+EVijs—d*+ B— X, —d, — EVj[s — d. + B — X

=d' —d,+ Y (Vils—d"+B—=]—Vi[s—d, + B—x]) - f(z)

T EX
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Qg —dt+ S (s—d+B-z—s —[s—d.+ Bz, — ) - f(a1)

(EtEX1

+ Z EViqls—d"+B—x+ B — Xt+1l'f(93t)

Z’tEXQ

(8.
>

6)
(S—d*+B—xt—S*)+EW+1(S*+B—X,5+1)

_ Z (s—dit+B—n— 5"+ EViu[s" + B — Xp1]) - fla)

:EtGX2
+ Z EVils—d"+B —x,+ B — Xy] - f(2r)
:ctEX3
— Z EVials—di+ B —x+ B — Xy11] - f(2y)
SCtEX3
>d —do+ Y (de—d") - fx)
rreXtux?
+ Z EVigls —d"+B —x;+ B — Xyp1] - fay)
xtEXS
- Z EVis —di+ B — 2+ B — Xoqa] - f(2)
Z’tEX3
(2)
> d" —d, + Z(d*—d*)'f(ﬁt)
rreX

=0.

Dabei resultiert (1) aus (8.1.6) und (2) erfolgt geméf Hilfssatz 3.1.2 durch das Ersetzen
von Integration durch Summation, denn es gilt

> Vi(s—d+B-ux)- f(x)
rzeX
<Y (s+(T=1-1t)B—2—5") Lip<or 11 p-s}f(z) < 0. B

rzeX

8.2 Bankwirtschaftliches Ausschiittungsmodell

In diesem Abschnitt untersuchen wir eine optimale Ausschiittungspolitik bei einem bank-
wirtschaftlichen Unternehmen. Da das Kerngeschift einer Bank die Kreditvergabe ist,
gehen wir von folgender vereinfachten Situation aus.

Ein Bankunternehmen vergibt zu jedem Zeitpunkt ¢ einen Kredit der Hohe B und fordert
die Riickzahlung inkl. Bearbeitungskosten und einer Gewinnmarge (1 4+ \) - B mit A > 0
zum folgenden Zeitpunkt ¢ 4+ 1 ein. Dieser Tilgungsbetrag ist angesichts des potentiellen
Ausfall- bzw. Kreditrisikos des Kreditnehmers risikobehaftet, so dass eine Tilgung im Falle
der Zahlungsunfiahigkeit des Kreditnehmers nicht erfolgt. Demnach kann die Riickzahlung
als eine 2-Punkt-Zufallsvariable X, aufgefasst werden, wobei den Ergebnissen , Tilgung
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- keine Tilgung® positive Wahrscheinlichkeiten zugeordnet werden, d.h. fiir die zugehorige
Zahldichte f(x) mit p € (0,1) gilt

_p fir x =0,
f(w):= {1—p firx=(1+\)-B. (82.1)

Definition 8.2.1 (Bankwirtschaftliches Dividendenausschiittungsmodell)
Das Tupel (S, A, A(s), p,r) heiffit bankwirtschaftliches Markovsches Ausschiittungsmodell
auf einem Zeithorizont T' € N mit T' < oo, wobei die Grofien wie folgt erkldrt sind:

e (S,6) sei der hochstens abzihlbar unendlicher Zustandsraum fir das Kapital, wel-
cher mit einer Ordnungsrelation ,<*“ versehen ist.

o (A,Q) sei der hichstens abzihlbar unendliche Aktionsraum fir die Ausschiittungen,
welcher auch mit einer Ordnungsrelation ,<“ versehen ist.

e A(s)={de Als—d> s} ={de€0,(s—s*)"]} mit (s —s*)" := max{0,s — s*}
sei die Menge der zulissigen Aktionen, wobei |s*| < oo eine Konstante ist.!

o p(s,d, s") sei das Ubergangswahrscheinlichkeitsmafl von S x A nach S, welches wegen
der messbaren Systemfunktion F(s;, dy, B, Xi11) := sy —dy+ X4y — B mit (s,d) € K
wie folgt definiert ist:

p(s,d,C) = 1c{F(s,d, B, x)} - f(x), C € &, (s,d) € K.

TeX

Dabei bezeichnet (X;)i>o eine Folge von nichtnegativen iid.-Zufallsvariablen, welche
nur die Werte 0 oder (1 + X) - B mit (1+ \) - B > 0 annehmen kénnen und deren
Zihldichte f(x) die Gestalt von (8.2.1) hat. Fiir einen Reprdsentanten dieser Folge
schreiben wir X.

o 1(s,d) :=d sei eine messbare und nichtnegative Abbildung von S x A nach A und
heifst einperiodige Erlosfunktion .

Wie bei den bisherigen Modellen auf einem beschrinkten Zeithorizont erfolgt die Er-
mittlung einer optimalen Ausschiittungspolitik durch den Algorithmus der Dynamischen
Programmierung.

Satz 8.2.2 Fs sei ein bankwirtschaftliches Markovsches Ausschiittungsmodell wie in Defi-
nition 8.2.1 gegeben und es gelte fir 0 <t < T —1 die (zugehirige) Optimalititsgleichung:

Vi(s) == max {d Y BV (s—d— B+ Xtﬂ)}, Vr=0,s€S. (8.2.2)
deA(s)

Dann folgt:

! Eine erste naive Uberlegung fithrt zu s* = B, so dass das Bankunternehmen bei Konkurs des Kredit-
nehmers mit Sicherheit solvent bleibt. Es ist jedoch durchaus moglich, ein Risikomaf} zur Berechnung
des Wertes s* zu verwenden.
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1. Die Funktion auf der rechten Seite von (8.2.2) ist messbar und es existiert ein Ma-
zimasator.

2. Die (deterministische Markov-)Politik 7 = (f(so), ..., f(sr_1)) mit

0 falls s < s*,
s—s*  falls s > s*,

A(s) > f(s) = {

ist optimal und fir die Wertfunktion gilt: V*(s) = Vo(s).

Fiir die Funktion Vi(s) auf S gemdajf$ (8.2.2) ergibt sich dann

Vi(s) =

{0+Evt+1(s — B+ X,11) fiir s < 5%, 523)

s— 8"+ EVi (s — B+ Xyyq) fir s > s*.

Beweis: Teil 1 folgt unmittelbar aus dem allgemeinen Selektionssatz 2.1.10, da auch im
diskreten Fall die Réume (S, &) und (A, 2) Borel-Rdume bleiben.

Fiir den Beweis von Teil 2 geniigt es per absteigender Induktion zu zeigen, dass fiir die
Funktion Li(d) := d+ EVi11(s —d — B + Xi41) und d*,d, € A(s) # {0} mit d, < d* :=
(s — s*)* gilt:

Li(d*) — Ly(d,) > 0, vt € {0,...,T — 1}. (8.2.4)

Der Induktionsanfang fir t = T — 1 ergibt sofort: Ly_1(d*) — Ly_1(d,) = d* — d. > 0.
Fiir die Induktionsannahme (IA) gelte (8.2.4) fiir t < T —1 und somit fiir ein festes z; € X

Vi(s—d— B +a)

s—d— B4z — s+ EV1(s"— B+ Xyyq) fira, >s*+d+ B—s,
EViii(s—d—B+x — B+ Xi41) sonst.

(8.2.5)

Dann ergibt sich der Induktionsschluf$ (t — t — 1) in Analogie zu Satz 8.1.2 durch

L1 (d”) — Ly—1(ds)
=d"+EVi(s—d"—B+X;) —d" — EVi(s—d, — B+ X})
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=d" —d,
+[s—d" =B+ (14+NB—s"+EV(s" — B+ Xi1)] - P{X, > s —s+d" + B})

=B

+E‘/t+1<8—d* —B+Xt—B+Xt+1)] P({Xt < S* —S‘i‘d*_'_BJ})
=B
—E(s —di — B+ X; — 8" + EViu[s" — B+ X)) x> —stdo 1B}
—EViy(s—di— B+ X, — B+ X)) - PH{X; <§*—S+d*—|—€})
<B

> d* —d,

+[s—d"—B+(1+AN)B—-5s+EVi1(s"— B+ Xu1)] - PH{X: = (1+)\) B})

+[ EVin(s —d" = B— B+ Xyy1) —EVii(s —d — B — B+ Xo)| P({X, = 0})
Zd*—d*—i—EV}H(s—d::B—B+Xt+1) It. (IA)

~(s—de~ B+ (1+A) B—s +EVi[s* — B+ Xena]) - P{X, = (1 +\) B})
>d"—d,+(d, —d") - P{X; =1+ \)B}) + (d. — d") - P{X, = 0})
=d" —di+(d.—d)-(1-p+p)
=0. 1







KAPITEL 9

Zusammenfassung und Ausblick

Die vorliegende Arbeit hat das Ziel, ein stochastisches dynamisches Steuerungsmodell
fiir ein Versicherungsunternehmen auf einer diskreten Zeitachse zu entwickeln, welches
die betrieblichen Zahlungsstréme bzgl. eines aus Gewinn, Sicherheit und Dividenden be-
stehenden Zielsystems optimal regelt. Dabei haben sich die Methoden der zeitdiskreten
Markovschen Entscheidungsprozesse mit reellen Zustands- und Aktionsraum als beson-
ders geeignet erwiesen.

Die Basis fiir unsere Untersuchung griindet sich auf einem stationdren Markovschen
Ausschiittungsmodell, d.h. auf einem Entscheidungsmodell mit den zukiinftigen Dividen-
denzahlungen als Zielfunktional. Da das (Neben-)Ziel Sicherheit bei der Konstruktion der
Menge der zuldssigen Ausschiittungen A(s) berticksichtigt wird und der erwirtschaftete
Gewinn bei finanzieller Starke vollstdndig als Dividendenzahlung an die Unternehmenseig-
ner zuriickflieBt, geniigt dieses Modell den praxisbezogenen Vorstellungen einer optimalen
Unternehmenspolitik.

Die Bestimmung einer optimalen Ausschiittungspolitik bei einem beschrénkten Zeithori-
zont erfolgt generell durch die Optimalitétsgleichung der Dynamischen Programmaierung:

Vi(s) = max {r(s,d)—i— / %+1(s’)Q(ds’|s,d)}. (9.0.1)

deA(s)

—Li(d)

In Abhéngigkeit von der Problemstellung erhalten wir die Isotonie der Funktion L.(d)
fiir jedes s € S auf der rechten Seite von (9.0.1) oder zumindest die Konvexitit. Falls
die Giiltigkeit der Isotonie gesichert ist, so besteht die Moglichkeit, die entsprechenden
Optimierungsprobleme auf einem unbeschriankten Zeithorizont zu untersuchen, wobei die
diskontierten Dividendenausschiittungen den Unternehmenswert der Versicherungsunter-
nehmung darstellen, welcher als wichtiges Kriterium fiir die Investitionsentscheidungen
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von Kapitalmarktteilnehmern fungiert. Auch die Bildung eines adaptiven Ausschiittungs-
modells mit Hilfe des PEC- oder Bayes-Verfahrens ist eine weitere Folgerung der Isotonie
von Ly(d).

Ist zumindest die Konvexitidt der Funktion L,(d) erfiillt, so kann die optimale Dividen-
denpolitik durch ein numerisches Optimierungsverfahren ermittelt werden, wobei wir uns
aufgrund der diskreten Losungsmenge fiir das Simulated Annealing-Verfahren entschie-
den haben. Dabei steht der relativ einfachen Umsetzung das Problem der Ungenauigkeit
gegeniiber, falls die Funktionswerte zu dicht beisammen liegen. Eine weitere Alterna-
tive bietet die e-Optimalitit, so dass der Wert der erwarteten Dividendenausschiittung
hochstens um den Wert € von den maximalen erwarteten Ausschiittungen abweichen darf.
Mit Hilfe der Isotonie bzw. Konvexitit der Funktion L;(d) lésst sich eine optimale Divi-
dendenpolitik wie folgt interpretieren:

e (Isotonie) Eine sofortige Ausschiittung ohne Verletzung der Sicherheitsbedingung
weist auf eine Risikoaversion der Anteilseigner hin.

¢ (Konvexitit) Das Einbehalten einer Dividendenausschiittung, sofern ausreichend
Kapital zur Verfiigung steht, bedeutet eine grofiere Gewichtung der Chance, in der
zukiinftigen Periode einen hoheren Gewinn- bzw. Ausschiittungsbetrag zu generie-
ren, als dieser bei einer unmittelbaren Ausschiittung moglich wére zuziiglich des
sofortigen Ausschiittungsbetrages.

Somit geschieht die Nichtausschiittung von Dividenden aufgrund der Aussicht auf eine
héhere Gewinnerzielung und nicht nur wegen eines erhohten Sicherheitsbedarfs, wobei
das geforderte Sicherheitsniveau entsprechend eines gewiinschten Risikomafles bestimmt
werden kann. Zudem haben wir gezeigt, dass die grundlegende Struktur dieses Modells
bei Nichtstationaritdat erhalten bleibt.

Ein weiterer Vorteil des Ausschiittungsmodells besteht in der optionalen Erweiterung des
Zustands- und Aktionsraums mit einer zusétzlichen Komponente, so dass einige Para-
meter des Modells iiber eine eigene Dynamik verfiigen konnen. Damit kann auch die
Problematik der Spdatschiden und der zufilligen Inflation beriicksichtigt werden.

Des Weiteren lésst sich mit der gleichen Methodik ein bankwirtschaftliches Ausschiittungs-
modell herleiten, da es lediglich auf die Anderungen des Kapitalzustands in der Zeit an-
kommt. Dabei ist es unwichtig, welche Vorzeichen die zufallsbedingten Groéfien haben.

In Abgrenzung zur existierenden Literatur!® iiber die Verwendung von Markovschen Ent-
scheidungsprozessen zur Unternehmenssteuerung eines Versicherers sind die wichtigsten
Merkmale unseres Ausschiittungsmodells der folgenden Auflistung zu entnehmen:

1. Wir betrachten ein Steuerungsmodell auf einer diskreten Zeitachse mit dquidistan-
ten Zeitpunkten und weichen somit von der aktuellen Literatur ab, welche sich
entweder mit der Modellierung in stetiger Zeit oder mit der Diskretisierung des
Risikoreserveprozesses durch die Zeitpunkte des Schadeneintritts beschéftigt.

LS. dazu auch Abschnitt 1.2.
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2. Im Gegensatz zu den bestehenden zeitdiskreten Modellen gehen wir weder von einer
Barrieren-Politik aus, d.h. diese Art von Politik wird bei unserer Modellbildung
nicht vorausgesetzt, sondern ist das optimale Ergebnis eines Optimierungsproblems,
noch von einer konkaven Risikonutzenfunktion, welche die Geldbetrége anhand der
Risikosituation im Unternehmen bewertet. Auflerdem ist die Beriicksichtigung von
Nichtstationaritdt und Adaptivitidt bei diesen Modellen nicht erkennbar.

Angesichts der zuvor genannten Eigenschaften des Ausschiittungsmodells gibt es keine
strikte Einteilung in bereits vorhandene Managementkonzepte wie das Risiko- oder Asset
Liability Management (ALM).

Wir beriicksichtigen zwar im Sinne des Risikomanagements die typische Risikosituation ei-
ner Versicherungsunternehmung, messen diese anhand eines festgelegten Risikomafles und
stellen geeignete Instrumente fiir das Management dieser Risiken bereit (z.B. RV-Schutz,
Derivate), aber es ist nicht unser priméres Ziel, die Risikostruktur der Unternehmung zu
verbessern.? Dies wire der Fall, falls wir die Minimierung bzw. Maximierung der Ruin-
bzw. Uberlebenswahrscheinlichkeit betrachten wiirden.

Wie die Unternehmensbeispiele in Kapitel 4 zeigen, kann eine {iberméflige Verbesserung
der Risikosituation zu Lasten einer Verschlechterung der erwarteten Gewinnerzielung ge-
hen und somit den erwarteten Gesamtbetrag der Dividendenausschiittungen schmélern.
Auch fiir das ALM, welches eine Managementstrategie beschreibt, bei der simultan Unter-
nehmensaktiva und -passiva gesteuert werden, ist das entwickelte Ausschiittungsmodell
nicht generell geeignet, denn die Steuerung der Aktiva und Passiva erfolgt beim ALM
hinsichtlich ihrer Laufzeit bzw. Falligkeit so, dass diese moglichst zeitgenau aufeinander
abgestimmt sind.® In Anbetracht der diskreten Zeitachse mit konstanten Periodenlingen
bleibt dieses Hauptmerkmal des ALMs weitestgehend unberiicksichtigt.*

Daher léasst sich das Ausschiittungsmodell eher als ein Instrument fiir die Strategische
Planung charakterisieren. Darunter ist ein systematischer und zukunftsbezogener Denk-
prozess zur Festlegung von Mafinahmen zu verstehen, durch die der betriebliche Prozess-
ablauf als Ganzes und in allen seinen Teilen iiber mehrere Jahre determiniert wird.® Im
Sinne von Straub[106] ist aber auch darauf zu achten, dass dieser Planungsprozess aus-
reichend iiberwacht wird. Dies geschieht vor allem beim adaptiven Ausschiittungsmodell
durch die fortlaufende Aktualisierung der Parameterschiatzungen.

Zum Schluf3 sei noch auf weitere Modellierungsmoglichkeiten zur Unternehmenssteuerung
eines Versicherers mit Hilfe der Markovschen Entscheidungsprozesse hingewiesen, wobei
damit nicht die Kombination der einzelnen Teilmodelle gemeint ist: 6

2 Zur Thematik des Risikomanagements sieche auch Wenninger[111](§ 5.1) oder Liebwein[68](§ 2.1.2)
und die dort angegebene Literatur.

3 Vgl. dazu beispielsweise die Arbeit von Jost[60].

4 Dies wird auch durch die Annahme unterstiitzt, dass die Ergebnisse aus der Kapitalanlage und dem
Versicherungsgeschéft zum darauf folgenden Zeitpunkt zu- bzw. abflieen sollen.

5 Vgl. Msheliza[74], Ackoff[2](S. 11ff), Farny[38](§ I11.52) und Daykin[29](§ 14.5).

6 7.B. ist ein Gesamtmodell mit dynamischer Wahl der Kapitalanlage bzw. des RV-Schutzes und/oder
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e Ein Hauptbestandteil unseres Modells war die Annahme, dass alle Informationen

einer zentralen Einheit, dem Management, zufliessen, so dass auf Grundlage die-
ser Informationen Entscheidungen getroffen werden. Diese Annahme kann dahin-
gehend abgeschwiicht werden, dass es im Sinne von Paul[78] mehrere (voneinander
unabhéngige) Entscheidungstriger gibt, deren Entscheidungsmoglichkeiten sich nur
auf ihr verantwortliches Teilgebiet der Versicherungsunternehmung (z.B. Versiche-
rungsgeschiift, Kapitalanlage) beschranken.

Zu guter Letzt kann auch die Problematik der Zeitverzogerung (time delay) beriick-
sichtigt werden. Diese duflert sich vorallem darin, dass gewéhlte Entscheidungen
erst zu spéteren Zeitpunkten wirksam werden wie die folgende Systemgleichung des
Kapitalzustandes zeigt

Sey1 =St —dy + B(my—1) —my—q - Xipq, t €N

Dabei tritt hier die Zeitverzogerung bei der Wahl des Selbstbehaltes m;_; der pro-
portionalen Riickversicherung auf. Denkbar wére natiirlich auch das Einbeziehen
von unterschiedlichen Laufzeiten der Assets.

mit zufilliger Inflation denkbar.



ANHANG A

Konvergenzsatze

Lemma A.1 Es sei (X!)pey miti=1,..., k eine Folge von Zufallsvariablen auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P), welche P-fast sicher gegen X' konvergiert und 1 :
R? — R stetig. Dann folgt:

@D(Xylw--,XS) — (X, XN P-fast sicher.
Beweis: S. Géanssler/Stute [44](Lemma 1.11.4, S. 59). B

Lemma A.2 (Lemma von Fatou) Gegeben sei ein Mafiraum (2, F, 1) und eine Folge
(fn)nen von nichtnegativen F-messbaren numerischen Funktionen. Dann ist auch

f:=liminf f,

n—oo

eine nichtnegative F-messbare numerische Funktion, und es gilt
0< /(lim inf f,,) dp < lim inf/fn dj.
Beweis: S. Behnen/Neuhaus[13](Lemma 17.14). W

Satz A.3 (Satz von Lebesgue, majorisierte Konvergenz) Es seien ein MafSraum
(Q, F, n) und F-messbare Funktionen f, g und (f,)nen mit den Figenschaften

o lim, . fn=1F iw— f.s.
o |ful <y uw— f.s.,VneN

o [lgldu < oo
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gegeben. Dann sind die Funktionen f und f, p-integrierbar fiir alle n € N und fiir n — oo
qgilt

/fndM*/fdu sowie /Ifn—f|du—>0.

Beweis: S. Behnen/Neuhaus[13](Satz 17.15). B

Ein weiteres fiir die Anwendung niitzliches Resultat, welches sich auf den Satz von der
majorisierten Konvergenz begriindet, ist dem folgenden Lemma zu entnehmen.

Lemma A.4 (Stetigkeitslemma) Sei M ein metrischer Raum und f : M x Q@ — R
eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:

1. Die Funktion w — f(m,w) ist p-integrierbar fir alle m € M.
2. Die Funktion m — f(m,w) ist stetig in mog € M fiir alle w € €.

3. Es existiert eine p-integrierbare Funktion h > 0 auf € mit

|f(m,w)| < h(w) fiir alle w € Q und alle m € M.

Dann ist die auf M definierte Funktion ¢(m) := [ f(m,w) p(dw) stetig in my.

Bewets: S. Bauer[9](Lemma 16.1). H



ANHANG B

Raum der WahrscheinlichkeitsmaBe

An dieser Stelle sollen einige Eigenschaften des Raumes der Wahrscheinlichkeitsmafle
P(X) kurz aufgezeigt werden. Dabei halten wir uns eng an Billingsley[17](§ 1.6) und
Bertsekas/Shreve[16](§ 7), wobei die entsprechenden topologischen Grundbegriffe z.B.
Franz[42] zu entnehmen sind.

Zunéchst sei ein Messraum (X, By) gegeben, welcher ein Borel-Raum ist, d.h. gemif
Definition 2.1.1 ein topologischer Raum (X, O), der homéomorph zu einer Borelschen
(Teil-)Menge eines vollstéindigen und separablen metrischen Raumes ist. Demzufolge ist
X auch metrisierbar und separabel.

Weiterhin sei p ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf dem Messraum (X, By). Die Menge aller
W-MaBe auf X werde mit P(X) bezeichnet. Dann definiert ein W-Ma8l p € P(X) mit
u € Cy(X) ein lineares Funktional

L) : P(X) =R, e / wd,

wobei C,(X) fiir die Menge aller reellwertigen, stetigen und beschréankten Funktionen auf
X steht.

Zu vorgegebenem e > 0 lassen sich damit Umgebungen V.., (1) C P(X) konstruieren
gemaf

Veup) := {// ePX): ‘/ud,u’— /udu‘ < e}

mit u € Cp(X) und p € P(X). Somit bildet ein System von Umgebungen

wobei uy, . .., u, endlich viele Funktionen in C,(X’) bezeichnen, eine beliebige Subbasis der
Topologie O,, von P(X). Diese Topologie O,, heiit schwache Topologie oder Topologie der
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schwachen Konvergenz, da die zu O,, gehorige Konvergenz schwache Konvergenz genannt
wird, d.h. es gilt

(e = s falls [ wd, = [ wdpYu € Cy(),

Demnach kann gemafl Bertsekas/Shreve[16](§ 7.4.2) auch gezeigt werden, dass (P(X), O,)
ein Borel-Raum ist, falls & einer ist. Zudem ist die Stetigkeit des linearen Funktionals
I,(p), d.h. die Urbilder offenen Mengen sind stets wieder offen, eine weitere Eigenschaft
der schwachen Topologie.

Fiir die Optimierung ist es oftmals notwendig, dass die zugrunde liegende Menge A C
P(X) kompakt ist. Damit dies gewéhrleistet ist, benétigen wir noch den Begriff der Straff-
heit. Dabei heifit A straff, falls zu jedem € > 0 eine kompakte Menge K so existiert, dass
w(K) > 1 — ¢ fir alle p € A gilt.

Mit der Straftheit von A kann zumindest die relative Kompaktheit dieser Menge gezeigt
werden. Darunter verstehen wir nach Billingsley[17](S. 35), dass jede Folge (pn)nen € A
eine schwach konvergente Teilfolge (14, )nen — f2 besitzt, wobei das W-Ma$ /i selbst jedoch
nicht unbedingt ein Element von A ist.

Satz B.1 (Satz von Prohorov)
Sei X ein metrisierbarer Raum und A C P(X) eine Menge von W-Mafen auf (X, By).
Falls A straff ist, so ist A auch relativ kompakt.

Ist also P(X) mit der schwachen Topologie versehen und A relativ kompakt, so reicht es
zum Nachweis der Kompaktheit von A schliellich aus, die Abgeschlossenheit dieser Menge
Zu zeigen.



ANHANG C

Homogene Markov-Ketten

Dieser Abschnitt beinhaltet einige Resultate fiir homogene Markov-Ketten in diskreter
Zeit mit endlichem Zustandsraum entsprechend Billingsley[18](§ 8), Breiman[22](§ 6) und
Fellar[40](§ 15), soweit sie zur Herleitung des Simulated Annealing-Algorithmus notwendig
sind.

Definition C.1 Ein stochastischer Prozess (Z,)nen, auf (2, F,P) mit endlichem Zu-
standsraum S heifit Markov-Kette, falls die Markov-Eigenschaft gilt, d.h.

P(Ztn - kn‘Zt - kn—l; ey Ztl - ]{?1) - P(Ztn - k”‘Ztn—l - kn—l)

n—1

fir0 <t <ty <...<ty, tr € Nym >2 und ky,ko,..., k, €S, sofern die linke Seite
erklart ist.

Definition C.2 Sei (Z,)nen, eine Markov-Kette.

1. Falls die bedingte Wahrscheinlichkeit
P(Zpsn=72n=1),1,j €Sn>0,m>1

definiert ist, so wird sie m-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeit von i nach j zur Zeit
n genannt.

2. Gilt fiir alle m,i,j
P(Zm+n :j|Zn = Z) = P(Zm = j|ZO = Z) = p(m)(i7j>v

50 heifit (Zy)nen, (zeit-)homogene Markov-Kette. Dabei wird mit p = (pV (i, 5))ijes
die Matriz der ein-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten bezeichnet.
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Definition C.3 Sei (Z,)nen, eine Markov-Kette mit endlichem Zustandsraum und einer
Ubergangsmatriz p. (Zn)nen, wird irreduzibel genannt, falls zu jedem Paari,j € S ein
n > 1 so existiert, dass p™ (i, ) > 0 gilt.

Definition C.4 Flir eine Markov-Kette (Z,,)nen, mit endlichem Zustandsraum und einer
Ubergangsmatriz p sei

N; = {neN, :p™(ii) >0}

Ist N; nichtleer, so bezeichnet der grifite gemeinsame Teiler d; von N die Periode des
Zustands i. (Zy)nen, heifst aperiodisch, falls jeder Zustand i € S die Periode 1 hat.

Definition C.5 Sei (Z,,)nen, eine Markov-Kette mit endlichem Zustandsraum und einer
Ubergangsmatriz p. Fine Wahrscheinlichkeitsverteilung q auf S heifit stationére Vertei-
lung von (Z,)nen,, falls gilt

Z%p(l)(i,j) = 4y, Vi e S.

€S

Satz C.6 Fiir eine irreduzible und aperiodische Markov-Kette (Z,)nen, mit endlichem
Zustandsraum S, Ubergangsmatriz p und stationdrer Verteilung q gilt

mit q; > 0 fir alle i € S. Zudem st die stationdre Verteilung q eindeutiq.

Beweits: S. Billingsley[18](Theorem 8.6). W

Lemma C.7 Sei (Z,)nen, eine Markov-Kette mit endlichem Zustandsraum und Uber-
gangsmatriz p. Gilt fiir eine Wahrscheinlichkeitsverteilung q auf S':

iV, j) = ;9" (j,1), Vi, j € S,
so ist q eine stationdre Verteilung von (Zy,)nen, -

Beweis: Das Summieren iiber alle Zustédnde ¢ € S ergibt

Y a6 i) =Y g0 ) =aq Y pV0G i) =q. B

ieS jes j€S



ANHANG D

Das Programm

1 import java.util .x;
> import java.lang.Math;

3

© oo ~ (=2} ot L

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

public class PolitikFinden {

public static void main(String [] args) {
final int Periode=2;
final double s=10.06;
final double s_stern=2.30727;
final double control=0.09;
Random w= new Random ();
Vector p= new Vector (5,5);
Vector pp = new Vector(5,5);
double akzept, wert, wert_opt;

wert_opt=0;
wert=0;

//Anfangspolitik ohne Wert festlegen
for (int i=0; i<Periode+1; i++)
{p.add(i,”17);
pp.add(i,”1”);

}

for (int PolitikLauf=0; PolitikLauf<20; PolitikLauf++) {
for (int i=0; i<Periode+1; i++){
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String hilfe2=(String)pp.get(i);
p.set (i, hilfe2);

}

//Generiere zufdillig ndchste Politik
int stelle=Math.abs(w.nextInt ()) % (Periode);

if (pp.get(stelle)=="1")
p.set(stelle ,707);
else
p.set (stelle ,”717);

//Ausgabe der Politik
System . out . print (” Politik :.(");
for (int n=0; n<Periode; n++)
System .out . print (p.get (n)+”,” );
System .out . println (p.get (Periode)+”)”);

//Wertfunktion zur Politik berechnen

for (int lauf=0; lauf<Periode+1; lauf++)
if (p.get(lauf)=="1")
wert+=Integral (p,lauf);

System . out . println ("——>_._Wertfunktion: . "4+wert );

J/Akzeptanzwahrscheinlichkeit berechnen
if (wert_opt>wert)
akzept=Math.exp(—(wert_opt—wert)/control );
else
akzept =1,

System .out. println (” Akzeptanzw *keit : .”+akzept );

if (w.nextDouble()<akzept)
{ wert_opt=wert;
for (int n=0; n<Periode+1; n++)
{ String hilfe3=(String)p.get(n);
pp.set(n, hilfe3);
}
System . out . println ("WECHSELN._ 11 TTITTIE? )
}
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//Zuricksetzen der Politikparameter
wert=0;
System .out . println ();

}

System .out . print (”Optimale_Politik:_(”);
for (int n=0; n<Periode; n++)
System . out . print (pp.get (n)+”,”);
System .out . print (pp. get (Periode)+7)");
System .out . println ("——=>__Wertfunktion: .”+wert_opt );

}

static double Integral (Vector ipol,int dimension) {
Random r=new Random ();
double integralsumme , entscheidung , hvolumen;
double volumen, dichte;
double hilfsumme , s_hilfe , hilfel ; hilfe2;
final int Schritte=800000;
final double start=10.06;
final double kosten=0.05;
final double zins=0.035;
final double waehrung=1.0188;
final double NettoB=1.3;
final double retention =0.3;
final double I_s_stern=2.30727;

double [| x_max= new double|[dimension |;
double || x= new double|[dimension |;
double [] s= new double[dimension+1];

integralsumme=0;
volumen=0;
hvolumen=0;
hilfsumme =0;
hilfel =1,
entscheidung =0;

//Obergrenzen fir jede Koordinate
for (int k=1; k<dimension; k++)
hilfel=hilfel *(1+zins );

for (int m=0; nxdimension; m++) {
hilfe2=waehrung*NettoB—kosten ;
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for (int k=1; k<m+1; k++)
hilfe2=hilfe2*(1+zins );
hilfsumme+4=hilfe2 ;

}

if (dimension >0)
x-max [0]=(startxhilfel*(1+zins)+hilfsumme—I_s_stern)/
(hilfel xwaehrung*retention );

for (int k=1; k<dimension; k++)
x-max [k]=x_max [k—1]*(1+ zins );
//Obergrenzen Ende

for (int i=0; i<Schritte; i++)
{ /J/XWerte zufillig generieren
for (int m=0; nx<dimension; mt+)
x [m|=r1.nextDouble ()*x_max [m];
s[0]=start;
for (int m=1; n<dimension+1; m++) {
s_hilfe=s [m—1];
if (ipol.get(m-1)=="1")
entscheidung=Math.max(0,s_hilfe —I_s_stern );
else
entscheidung =0;

s [m]=(s_hilfe —entscheidung )*(1+zins)
+waehrung * (NettoB—retention*x [m—1])—kosten ;

}

hvolumen=s [ dimension|—1_s_stern ;

if (hvolumen>0){ // Punkte = zuldissig?
dichte=1;
for (int m=0; n<dimension; m++) //Dichte
dichte=dichte «0.25«Math.exp (—0.25%x[m]);
volumen+=hvolumenxdichte ;

}
}

//Volumen relativieren
for (int m=0; n<dimension; mt+)
volumen=volumen*x_max [m];

integralsumme= volumen/Schritte;
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System .out . println (” Volumen : ."+volumen+
7, .Integral:."+integralsumme );
return integralsumme ;

}

Die Funktionsweise des Programms PolitikFinden. java wurde schon in Abschnitt 7
genauer betrachtet. Wir wollen an dieser Stelle beispielsweise die Berechnung eines mehr-
dimensionalen Integrals der Form

d—1 n
/]Rd (s(l +7“f)d+Z(1 +r) " Hws [B(m) —m-2p11] —c) —sE) dF(xq,...,2q4) (D.0.1)

n=0

mit Dimension d > 1 erldutern, welche durch die Klassenmethode Integral erfolgt. Dabei
stellt das Integral in (D.0.1) den zur Politik (0,0, ...,0, 1) gehorigen Ausschiittungsbetrag
dar.

Zunéchst erhalten wir fiir jede Koordinate 1 < ¢ < d obere Integrationsgrenzen z
indem die iibrigen Werte z;,Vj # i gleich Null gesetzt werden, so dass die Funktion

max
7 )

U

-1

glzr, .. wg) i=s-(1+r)*+ Y (1+r)" Y wi[B(m) —m - xn41] — ¢) — s (D.0.2)

3
Il
o

den Wert Null ergibt. Diese Werte werden in den Zeilen 107-124 berechnet und haben die
folgende Gestalt
s+ (L4rp)" + >aso(L+7p) " wrB(m) — ] — s,

n

m-wys- (14 7p)d

mar __
i =

T

Diese Integrationsgrenzen sind sogar allgemein giiltig, da fiir jede Entscheidungsregel
fi(s) = [s = sg]™ gilt

Sev1 = St — fi(St) + we[B(m) — m Xiq] — ¢ < Sy + we[B(m) —m Xpq] — c.

Da mit der Menge X := [0,27%"] x ... x [0,27%*] C R? alle zuliissigen Punkte erfasst
werden, kann fiir das Integral (D.0.1) mit der Funktion h(x) := ¢g(x)- f(x) auch geschrieben
werden:
/Xh(x) dx = |X|/X|X|‘1h(x) dx = || - u(h), x = (21, ... 79)

mit g(x) wie in (D.0.2) und der Riemann-Dichte f(x) iiber R Dabei ist es unerheblich,
dass die Funkion g(x) auch den Wert 0 annehmen kann.

Mit Hilfe der Monte-Carlo-Methode im Sinne von Quarteroni/Sacco/Saleri[85](§ 9.9.3)
oder Behnen/Neuhaus[13](§ 24) ist dieses Integral am einfachsten zu berechnen. Demnach
wird das Integral als ein statistischer Mittelwert interpretiert. Die Berechnung des Mit-
telwertes u(h) erfolgt schlieBlich durch das Mittel N='S°N  h(x;), wobei xi,...,xy € X



174 Anhang D. Das Programm

die N unabhingigen Stichproben mit gleichmiifiiger Wahrscheinlichkeitsdichte |X|~! dar-
stellen, denn dieses Mittel konvergiert nach dem Gesetz der groffen Zahlen mit Wahr-
scheinlichkeit 1 fiir N — oo gegen den Mittelwert p(h). Leider fithrt die Regularitéit der
zu integrierbaren Funktion bei dieser Methode zu keiner Verbesserung des Integralwertes.
Jedoch bietet die Monte-Carlo-Methode die Moglichkeit, mit geringem Aufwand die Sto-
chastizitét fiir beschrankte Kapitalanlage- und Wahrungskursraten zu beriicksichtigen.

Die zur Integration notwendigen Punkte x € X werden in den Zeilen 127-129 generiert.
Durch Iterieren mit der Systemfunktion (Zeile 130 bis 140) erhalten wir die zukiinftige
Ausschiittung ¢g(x) (Zeile 141), welche aufgrund der Entscheidungsregel fi(s) = (s —sg)"
ggf. nicht beachtet wird (Zeile 143). Multiplikation mit der Dichte f(x) liefert schliellich
den Funktionswert von h(x) (Zeile 144-147), so dass das Produkt |X|- pu(h) und damit
auch das gewiinschte Integral in den Zeilen 153 und 155 berechnet wird.
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Zusammenfassung

Diese Arbeit hat das Ziel, ein stochastisches dynamisches Steuerungsmodell fiir ein Ver-
sicherungsunternehmen auf einer diskreten Zeitachse zu entwickeln, welches die betrieb-
lichen Zahlungsstréme bzgl. eines aus Gewinn, Sicherheit und Dividenden bestehenden
Zielsystems optimal regelt. Dabei haben sich die Methoden der zeitdiskreten Markovschen
Entscheidungsprozesse mit reellen Zustands- und Aktionsraum als besonders geeignet er-
wiesen.

Die Untersuchung griindet sich auf ein stationéires Markovsches Ausschiittungsmodell,
d.h. auf einem Entscheidungsmodell mit der erwarteten Summe der zukiinftigen Dividen-
denzahlungen als Zielfunktion. Da das (Neben-)Ziel Sicherheit bei der Konstruktion der
Menge der zuldssigen Ausschiittungen A(s) berticksichtigt wird und der erwirtschaftete
Gewinn bei finanzieller Starke vollstdndig als Dividendenzahlung an die Unternehmenseig-
ner zuriickflieBt, geniigt dieses Modell den praxisbezogenen Vorstellungen einer optimalen
Unternehmenspolitik.

Der zentrale Schliissel zur Bestimmung optimaler Strategien ist die Optimalitiatsgleichung
der Dynamischen Programmierung, mit der man jeweils fiir eine Stufe die optimale Ent-
scheidung erhélt. Fiir eine Reihe von Varianten des Grundmodells werden nach diesem
Prinzip die optimalen Strategien bestimmt, beginnend mit der Annahme eines endlichen
Zeithorizonts, insbesondere auch fiir Modelle mit Rickversicherung, mit Wahrungsrisiko
oder mit Kapitalanlage.

In vielen Féllen ergibt sich bei jeder Stufe die Isotonie der Zielfunktion auf der Menge der
zuléssigen Ausschiittungen. Dann hat die optimale Politik eine besonders einfache Struk-
tur: Es wird der maximal zuldssige Betrag ausgeschiittet. Dadurch wird die Untersuchung
der entsprechenden Optimierungsprobleme auch bei unbeschréinktem Zeithorizont erleich-
tert, ebenso die Betrachtung von adaptiven Ausschiittungsmodellen mit Hilfe begleitender
Parameterschdtzungen oder mit Bayes-Modellen.

In den meisten anderen Modellen liegt wenigstens Konvexitdt vor und damit die Ent-
scheidung zwischen voller oder keiner Ausschiittung. In diesem Fall muss man in der
Regel numerische Losungsverfahren heranziehen, zum Beispiel das Simulated-Annealing-
Verfahren, was naturgemaf nur zu ndhrungsweiser Optimalitét fiihrt.

Durch die Flexibilitdt des Grundmodells sind auch nichtstationdre Modelle zugelassen.
Ebenso ist eine Erweiterung des Zustands- und Aktionsraumes mit zusatzlichen Kom-
ponenten moglich, wodurch gewisse Parameter des Modells iiber eine eigene Dynamik
verfiigen konnen. Damit kann auch die Problematik der Spdtschédden und der zufilligen
Inflation beriicksichtigt werden.

Auflerdem ldsst sich die gleiche Methodik auf ein bankwirtschaftliches Ausschiittungs-
modell anwenden, da es lediglich auf die Anderungen des Kapitalzustands in der Zeit
ankommt. Dabei ist es unwichtig, welche Vorzeichen die zufallsbedingten Gréfien haben.
Die in dieser Arbeit vorgestellten und untersuchten Ausschiittungsmodelle sind ein we-
sentliches und niitzliches Werkzeug fiir viele Aspekte der Strategischen Planung eines
Versicherungsunternehmens.
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