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Einleitung

Charakterisierungsfragen bestimmen weite Teile der Mathematik4 Dahinter

steht die Idee einer m7oglichst einfachen Beschreibung bestimmter Sachverhal=

te bzw4 Strukturen4 So spiegeln zum Beispiel die Peano=Axiome vollst7andig

die Struktur dessen wiederC was wir in unserem unpr7azisen allt7aglichen Sprach=

gebrauch unter Zahlen bzw4 z'ahlen verstehen4 Diese Axiome liefern alle Ei=

genschaftenC die wir den Zahlen zuschreiben wollenC wir charakterisieren also

durch eine Axiomatik die Zahlen4 In der Geometrie gibt es ebenfalls zahlrei=

che CharakterisierungsfragenC man denke zum Beispiel an pappusFsche oder

desarguesFsche Ebenen4

In dieser Arbeit besch7aftigen wir uns mit der Charakterisierung von Benz=

Ebenen durch SchlieGungss7atze4 Die grundlegende Struktur ist hierbei durch

die Axiomatik der Benz=Ebene gegebenC eine AxiomatikC die ihrerseits eine

Zusammenfassung der Axiomatiken von M7obius=C Laguerre= und Minkowski=

Ebenen darstellt4 Zur Charakterisierung bestimmter Benz=EbenenC d4h4 zur

KlassiKkationC haben sich in der Vergangenheit zwei SchlieGungss7atze als

wichtig herausgestelltC der Satz von Miquel und der B7uschelsatzC die un=

ter die NO  P!Q=KonKgurationen fallen4 Zwei recht einfache und 7ubersichtliche

Konstellationen von Punkten und Kreisen R den grundlegenden Objekten von

Benz=Ebenen R k7onnen dazu benutzt werdenC Benz=Ebenen als eine gewisse

algebraische Struktur darzustellenC man spricht auch von der Koordinati=

sierung von Benz=Ebenen4 Der Satz von Miquel und der B7uschelsatz haben

also in Benz=Ebenen eine analoge Bedeutung wie der Satz von Pappus bzw4

der Satz von Desargues in projektiven Ebenen4 So kann man Benz=EbenenC

die den Satz von Miquel erf7ullenC mit nicht=trivialen Ebenenschnitten mit

einem EllipsoidC Kegel ohne Spitze 7uber einer Ellipse bzw4 einschaligen Hy=

perboloid in projektiven R7aumen PGNX FQ 7uber einem kommutativenK7orper

F identiKzieren4 Gilt statt des Satzes von Miquel der B7uschelsatzC so ist der

zugrundeliegende K7orper nicht notwendig kommutativ und es sind auch Ebe=

nenschnitte mit Ovoiden und Kegeln ohne Spitze 7uber Ovalen zul7assig4 Wir

stellen in Kapitel Z die grundlegenden StrukturenC die SchlieGungss7atze sowie

Z



 

Beispiele f(ur miquelsche und nicht2miquelsche Benz2Ebenen vor8

In den Voraussetzungen des Satzes von Miquel und des B(uschelsatzes treten

acht Punkte aufA die in einer bestimmten Weise mit sechs Kreisen inzidieren8

Gibt es zu zwei Punkten einen KreisA der mit beiden Punkten inzidiertA so sa2

gen wirA daF die Punkte verbindbar sind8 Im Vordergrund dieser Arbeit steht

die FragestellungA ob Charakterisierungen auch noch mit abgeschw(achten

Voraussetzungen im Satz von Miquel und im B(uschelsatz m(oglich sind8 Wir

lassen die Anforderungen an die Anzahl der Punkte sowie die Notwendig2

keit der Verbindbarkeit von zwei beteiligten Punkten fallen und erhalten ei2

ne groFe Vielfalt von Bedingungen vom miquelschen Typ bzw8 Bedingungen

vom b3uschelartigen Typmit reduzierter Punktezahl und mit nicht verbindba2

ren Punkten8 Es sind dies insgesamt KKL Bedingungen vom miquelschen Typ

in Benz2Ebenen und KO Bedingungen vom b(uschelartigen Typ in Laguerre2

EbenenA die in den Abschnitten  8Q8KA  8R8KA  8S8K bzw8 Q8Q entwickelt werden8

Die Hauptaufgabe lautet nunA unter diesen Bedingungen Verbindungen zu

VndenA d8h8 wir folgern aus bestimmten Bedingungen den Satz von MiquelA

der bekannterweise miquelsche Benz2Ebenen charakterisiert8 Wir bauen auf

den Ergebnissen von Artzy WQXA Benz WYXA WOXA WK XA WKKXA Chen WKLXA Samaga

WRZXA WROXA WRYXA Schae[er WS\XA WRLX und v8d8 Waerden WSZX auf und erhalten

zusammenfassend als ResultatA daF

^ in M(obius2Ebenen alle Y2 und O2Punkte2Bedingungen vommiquelschen Typ

miquelsche M(obius2Ebenen charakterisierenA

^ in M(obius2Ebenen mindestens drei der sieben Z2Punkte2Bedingungen vom

miquelschen Typ miquelsche M(obius2Ebenen charakterisierenA

^ in M(obius2Ebenen S2Punkte2 und R2Punkte2Bedingungen vom miquelschen

Typ existierenA die miquelsche M(obius2Ebenen nicht charakterisierenA

^ in Laguerre2Ebenen drei der vier Y2Punkte2Bedingungen vom miquelschen

Typ miquelsche Laguerre2Ebenen charakterisierenA

^ in Laguerre2Ebenen eine Y2Punkte2Bedingung vom miquelschen Typ die

miquelschen Laguerre2Ebenen nicht charakterisiertA

^ in Laguerre2Ebenen alle O2Punkte2Bedingungen vom miquelschen Typ mi2

quelsche Laguerre2Ebenen charakterisierenA

^ in Laguerre2Ebenen elf der siebzehn Z2Punkte2Bedingungen vom miquel2

schen Typ miquelsche Laguerre2Ebenen charakterisierenA

^ in Laguerre2Ebenen zwei Z2Punkte2Bedingungen vom miquelschen Typ mi2

quelsche Laguerre2Ebenen nicht charakterisierenA

^ in Minkowski2Ebenen acht der zehn Y2Punkte2Bedingungen vom miquel2

schen Typ miquelsche Minkowski2Ebenen charakterisieren8

F(ur den B(uschelsatz liegen in der Literatur weit weniger Arbeiten vor als f(ur



 

den Satz von Miquel/ Zu Ausartungsfragen des B7uschelsatzes :ndet man bei=

spielsweise die grundlegende Arbeit von Benz @AAB/ In der vorliegenden Arbeit

erarbeiten wir einen systematischen Zugang zu den Ausartungen des B7uschel=

satzes in Laguerre=Ebenen/ Weiterhin werden zahlreiche Zusammenh7ange

zwischen den Bedingungen hergestelltH die aber nicht zur Charakterisierung

von miquelschen bzw/ ovoidalen Ebenen ausreichen/

Die Fragestellungen dieser Arbeit sind haupts7achlich aus Arbeiten von Prof/

Dr/ H/=J/ Samaga hervorgegangenH insbesondere standen Fragen nach abge=

schw7achten miquelschen Bedingungen im VordergrundH wobei keine weiteren

Axiome zu denen der Benz=Ebene hinzugenommen werden sollten/ Ich dan=

ke hiermit Herrn Prof/ Dr/ H/=J/ Samaga f7ur die Aufgabenstellung und Be=

treuung der Arbeit/ Einen besonderen Dank m7ochte ich auch an Herrn Dr/

M/ Hintz aussprechenH der einen groRen Teil der Beweise aus Abschnitt T/U/T

gelesen hat/



Kapitel '

Grundlegende Begri/e und

Strukturen

In diesem Kapitel geben wir die De1nition f4ur Benz8Ebenen an: Der Na8
mensgeber dieser Inzidenzstruktur ist W: Benz> der Kreis8Ebenen systema8

tisch untersucht und u:a: eine einheitliche algebraische Grundlegung dieser
durchgef4uhrt hat!:

Aus der De1nition der Benz8Ebene werden sich drei verschiedene Typen

von Benz8Ebenen ergebenF dies sind die M4obius8> Laguerre8 und Minkowski8
Ebenen Is: Abschnitt J:JK: In Abschnitt J:L gehen wir auf die innere Struktur

einer Benz8Ebene> der sogenannten Ableitung n4aher ein:

Verschiedene Klassen von Benz8Ebenen> insbesondere deren Konstruktion>
stehen im Mittelpunkt der Abschnitte J:O und J:P:

 ! De$nitionen und Bezeichnungen

Es sei P eine Menge> deren Elemente wir Punkte nennen: Es sei weiterhin
G " PIPKF die Elemente von G nennen wir Erzeugende und schlieQlich sei I

eine Indexmenge:

De"nition '('( IP!GK heiQt Gitter> wenn es eine Partition G T
S

i I
Gi von

G gibt> so daQ giltU

IGJK F4ur alle P # P und f4ur alle i # I existiert genau ein g # Gi mit P # g:

 Diese De$nition geht auf Kroll0123 und Steinke0713 zur9uck;
!Siehe auch Benz0=>3;

P



 ! ! DEFINITIONEN UND BEZEICHNUNGEN  

!G#$ F&ur alle i! j  I mit i !/ j und f&ur alle !g! h$  Gi #Gj gilt jg % hj / 45

jgj & #5

Punkte P!Q8 die nicht gemeinsam auf einer Erzeugenden liegen8 nennen wir
nicht%parallel !

?
Pk(Q@$5 Punkte P!Q8 die auf einer gemeinsamenErzeugenden

liegen sollen parallel heiBen !
?
PkQ@$5 Sei K ) P!P$ !die Elemente von K

nennen wir Kreise$ 5 F&ur M ) P deEnieren wir K!M$ / fK  K jM ) KgF

M heiBt konzyklisch8 wenn K!M$ !/ -5

De"nition '()( !P!K!G$ heiBt Benz%Ebene8 wenn !P!G$ ein Gitter ist mit

jIj . # und wenn die folgenden Axiome geltenI

!B4$ Jede Erzeugende schneidet jeden Kreis in genau einem Punkt5

!B#$ Drei paarweise nichtPparallele Punkte legen einen Kreis eindeutig fest5

!BQ$ Zu jedem Kreis k8 zu jedem Punkt P  k und zu jedem nicht zu P

parallelen Punkt Q  Pnk existiert genau ein Kreis l mit k % l / fPg5

!BS$ Es existiert ein Kreis mit mindestens drei Punkten und ein weiterer

Punkt auBerhalb des Kreises5 Jeder Kreis enth&alt mindestens einen
Punkt5

De"nition '(*( Eine BenzPEbene !P!K!G$ heiBt M5obius%8 Laguerre% bzw5

Minkowski%Ebene8 wenn jIj gleich U8 4 bzw5 # ist5

Durch G werden &Aquivalenzrelationen ki! i  I auf P induziert8 denn triviaP
lerweise gilt f&ur alle Punkte P I PkiP! i  I5 Weiterhin gilt f&ur alle Punkte P 8

QI Aus PkiQ folgt QkiP f&ur i  I5 SchlieBlich folgt f&ur drei Punkte P 8 Q8 R

mit PkiQ und QkiR8 daB sowohl P und Q als auch Q und R auf einer geP

meinsamenErzeugenden liegen5 Aus dem Gitteraxiom !G4$ folgt unmittelbar
PkiR! i  I5

&Aquivalenzklassen werden wir f&ur P  P mit XP Yki bezeichnen5 &AquivalenzP

klassen sind also gerade die Erzeugenden5 Im LaguerrePFall werden wir in
sp&ateren Abschnitten abk&urzend k benutzen5 Im MinkowskiPFall sprechen

wir auch von :%parallel bzw5 ;%parallel8 je nachdem8 in welcher Relation die
Punkte stehen5 Sp&ater !s5 Abschn5 45#$ wird klar werden8 warum in der DeP

Enition der BenzPEbene die Einschr&ankung jIj . # gegeben ist5

Bemerkung '(1( i$ Man kann leicht zeigen8 daB bei LaguerreP und MinP

kowskiPEbenen die Tatsache8 daB jeder Kreis mindestens einen Punkt enth&alt8

aus den Axiomen folgt8 denn angenommen8 die leere Menge w&are ein KreisF

dann gibt es nach !BS$ einen Punkt und nach !B4$ einen dazu parallelen



 KAPITEL '( GRUNDLEGENDE BEGRIFFE UND STRUKTUREN

Punkt in der leeren Menge- Widerspruch3 F5ur M5obius8Ebenen m5ussen wir

allerdings fordern- da> die leere Menge kein Kreis ist3

ii@ F5ur Laguerre8 und Minkowski8Ebenen folgt wegen BBD@ und auf Grund

der Existenz mindestens eines Parallelismus- da> jeder Kreis mindestens drei

Punkte enth5alt3 F5ur M5obius8Ebenen zeigen wir diese Tatsache wie folgtJ

Zun5achst schlie>en wir den Fall aus- da> es L8elementige Kreise gibtJ An8
genommen- es gibt einen Kreis l N fPg3 Nach BBD@ gibt es einen Kreis l 
mit mindestens drei Punkten A- B- C und einen weiteren- nicht auf l lie8
genden Punkt D3 In jedem Fall BP &" fA' B' C' Dg- P " fA' B' Cg und

P N D@ k5onnen wir zwei verschiedene Ber5uhrkreise B#N l@ an l in P durch

einen weiteren- von P verschiedenen Punkt- RndenS Widerspruch3 Es kann
auch keine T8elementigen Kreise geben- denn angenommen- es gibt einen

Kreis l N fP' Qg mit P #N Q- dann gibt es nach BBD@ zwei Punkte A' B- so
da> die vier Punkte A' B' P' Q nicht gemeinsam auf einem Kreis liegen3 Es

seien l und l! die eindeutig bestimmten Kreise durch die Punkte A' B und
P bzw3 A' B und Q3 Nach BBU@ existiert ein eindeutig bestimmter Kreis l"-

der A und Q enth5alt und f5ur den l $ l" N fAg gilt3 Wegen B &" l" gilt l! #N l"
und wegen P &" l" folgt l" $ l N fQg3 Andererseits gilt nach Konstruktion

l! $ l N fQg- Widerspruch zur Eindeutigkeit des Ber5uhrkreises3

In Figur L3L sind die Minimalmodelle angegeben- die man je nach voraus8
gesetzter Indexmenge I erh5alt3 Figur L3LBa@ zeigt das Minimalmodell einer

M5obius8Ebene3 Je drei Punkte bilden einen Kreis- d3h3 man erh5alt eine Struk8

tur aus f5unf Punkten und zehn Kreisen3

In Figur L3LBb@ ist das Minimalmodell einer Laguerre8Ebene angegeben3 Nach

Voraussetzung gibt es eine Parallelklasse mit mindestens zwei verschiedenen

Punkten3 Durch die Existenz weiterer Kreise gelangt man zu einer Struktur

aus sechs Punkten- acht Kreisen und drei Parallelklassen mit je zwei Punkten3
In Figur L3LBb@ sind diejenigen Punkte parallel- die nicht durch eine Linie

verbunden sind3 Je drei Punkte- die paarweise durch eine Linie verbunden

sind- stellen einen Kreis dar3

Das Minimalmodell einer Minkowski8Ebene ist in Figur L3LBc@ zu sehen- Geht

man wegen BBD@ von einem Kreis mit drei Punkten aus und ber5ucksichtigt
BGT@- so gelangt man zu neun Punkten3 Verbindet man jetzt noch je drei

nicht8parallele Punkte zu einem Kreis Bs3 Figur L3LBc@@- so erh5alt man eine

Struktur aus neun Punkten- sechs Kreisen und sechs Parallelklassen Bje drei
f5ur jeden Parallelismus@ mit je drei Punkten3 Auch hier besteht jeder Kreis

aus genau drei Punkten3 Es sei angemerkt- da> wir zur Konstruktion dieser
Ebene das Axiom BBU@ nicht ben5otigt haben3 Benz8Ebenen mit jIj N T-



 ! ! DEFINITIONEN UND BEZEICHNUNGEN  

jedoch ohne (B*+ werden auch  B !"Geometrien genannt 2 Damit ist Figur

828(c+ auch das Minimalmodell einer (B +;Geometrie2

(a) (c)(b)

Figur %&%

Wir schlie>en diesen Abschnitt mit der

De"nition '()( FAur eine Benz;Ebene mit Indexmenge I  f"" f8g" f8" Fgg

und Punkte A!" $$$" AnI n $ * deJnieren wir

i+ (A!A" % % %An+r K& K(fA!" $$$" Ang+ (L "2

ii+ (A!A" % % %An+a K& FAur jIj $ 8 existiert genau ein (g" h+  G!+GjI j
mit fA!" $$$" Ang , g-h und es gibt ein (i" j+  

f8" $$$" ng" mit Aik*kAj fAur ein k  I2
iii+ (A!A" % % %An+ar K& (A!A" % % %An+a oder (A!A" % % %An+r2

Kreise vom Typ i+ nennen wir regul.arI Kreise vom Typ ii+ ausgeartet2 Die

Forderung n $ * hat zur FolgeI da> regulAare und ausgeartete Kreise eindeu;
tig bestimmt sind2 In den anderen FAallen geht die Eindeutigkeit verloren2

Zum einen bezeichnen wir mit (A! % % %An+a bzw2 (A! % % %An+r den durch die

Punkte A!I222I An eindeutig bestimmten ausgearteten bzw2 regulAaren KreisI

zum anderen fassen wir (A! % % %An+a bzw2 (A! % % %An+r als die Menge derjeni;

gen Punkte aufI die mit dem entsprechenden Kreis inzidieren2 Eine analoge
Bedeutung hat (A! % % %An+ar2 Die Menge aller regulAaren (bzw2 ausgearteten+

Kreise bezeichnen wir mit Kr (bzw2 Ka+2 Au>erdem sei Kar L Ka - Kr2

  B ! soll an Hans Beck  ,-./0,123! erinnern6 der bereits ,1,: in ;/< ein Modell f?ur die

pseudo0euklidische Geometrie angabF
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 !" Ableitung einer Benz/Ebene

F"ur jeden Punkt X sei Xk die Menge aller zu X parallelen Punkte und GX

die Menge aller Parallelklassen 4 die mindestens zwei Punkte enthalten4 aber
nicht X: Wir betrachten eine Benz=Ebene B ? @P!K!GA und einen festen

Punkt A # P: Dann ist

A @B ! AA D? @PnAk! f k # K j A # k g ( GA!# A

bekanntlich eine aEne Ebene: Wir nennen diese Ebene die im Punkt A ab)

geleitete a-ne Ebene der Benz)Ebene B : Den projektiven AbschluI dieser

Ebene bezeichnen wir mit P@B! AA4 wobei l! die zugef"ugte Ferngerade sei:

Da jeder Parallelismus ki eine Parallelklasse in A @B ! AA induziert4 k"onnen wir

diese Parallelklasse in P@B! AA als Fernpunkt *i interpretieren:

Wenn k ein Kreis ist4 der A nicht enth"alt4 deKnieren wir

k D? @knAkA (W!

wobei W + l! die Menge aller Fernpunkte ist4 die von Parallelismen in=
duziert werden: Jede Gerade der abgeleiteten projektiven Ebene N dies sind

deKnitionsgem"aI die Kreise von B 4 die A enthalten N hat h"ochstens zwei
Punkte mit k gemeinsam: F"ur jeden Punkt B # k4 B nicht=parallel zu A4

ist der Kreis l # Kr4 der A enth"alt und k in B ber"uhrt4 in A eine eindeutig

bestimmte Tangente l an k in B: Wir geben die

De"nition '()( Eine nicht=leere Punktmenge O einer projektiven Ebene
heiIt Oval 4 wenn giltD

@iA Jede Gerade hat mit O h"ochstens zwei Punkte gemeinsam:

@iiA An jedem Punkt von O existiert genau eine Gerade der projektiven

Ebene4 die genau den gegebenen Punkt mit O gemeinsam hat @Tan)

genteA:

Das bedeutet4 daI jeder Kreis k # Kr4 der den Ableitungspunkt A nicht

enth"alt4 ein Oval k in der projektiven Ableitung P@B ! AA induziert4 falls W



 !"! MIQUELSCHE BENZ/EBENEN  

h"ochstens zwei Punkte enth"alt1 In M"obius5Ebenen ist die Menge W leer:

d1h1 l  k ist leer f"ur jedes Oval k1 Damit gilt k A k1 In Laguerre5Ebenen

besteht W aus genau einem Punkt1 Damit ist l Tangente an jedem Oval k1
In Minkowski5Ebenen enth"alt W genau zwei Punkte: so daD l mit jedem

Oval k zwei Punkte gemeinsam hat1

W"urden wir die Existenz von mehr als zwei Parallelismen voraussetzen: so
g"abe es eine Gerade: die mit k mehr als zwei Punkte gemeinsam hat: d1h1 k

ist kein Oval1 Die Existenz solcher Ovale ist grundlegend f"ur die Koordinati5
sierung einer Benz5Ebene ist1

Leitet man die in Figur K1K angegebenen Minimal5Ebenen in einem Punkt

ab: so erh"alt man in allen drei F"allen die aus vier Punkten und sechs Geraden
bestehende minimale aLne Ebene1

 !" Miquelsche Benz/Ebenen

Es sei PGMN%FO der N5dimensionale projektive Raum "uber einem K"orper F:
weiter sei Pdie Punktmenge: G  die Geradenmenge und E die Ebenenmenge

des zugrundeliegenden projektiven Raumes1

De"nition '()( Q heiDt Quadroid : wenn Q kein Unterraum oder Ebenen5
paar ist und wenn folgende Axiome geltenT

MQKO F"ur alle g " G  mit jg  Qj $ N gilt g % Q1

MQVO F"ur alle P " Q giltT

EP TA fg " G  j g  Q A fPg oder P " g % Qg " E oder P1

Es sei nun Q % P ein Quadroid ! in PGMN%FO1 Weiter sei S A fq " Q jEq A
Pg%G ! A fg " G j g % Qg%G A fgnS j g " G

!g%K A fE  Q jE " E% E  Q "

OEg: wobei OE die Menge der Ovale in der Ebene E sei Msiehe DeWnition
K1X f"ur die DeWnition eines OvalsO1 Je nach BeschaZenheit der Menge G wer5

den hierdurch gewisse "Aquivalenzrelationen auf QnS induziert1 Die daraus
resultierenden "Aquivalenzklassen seien in G zusammengefaDt1 Nach ]N^_ ist

die Struktur MQnS%K%GO eine Benz5Ebene1

De"nition '(*( Benz5Ebenen: die isomorph zu einer Benz5Ebene MQnS%K%GO
sind: nennen wir ovoidal a falls das zugrundeliegende Quadroid eine Quadrik

in PGMN%FO mit kommutativem K"orper F ist: nennen wir die Benz5Ebene

miquelsch1

 Siehe auch Kroll +,-./
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"a$

"b$ "c$

Figur %&'

Es sind die nicht/ausgearteten Quadriken vom Index  : die einschaligen Hy/

perboloide und alle Kegel genau die Quadriken: die Quadroide sind@ Siehe
Figur  @C zur Veranschaulichung der Konstruktion ""a$ MGobius/Ebene: "b$

Laguerre/Ebene: "c$ Minkowski/Ebene$@ Gelegentlich werden die miquelschen
Benz/Ebenen auch klassische Benz/Ebenen genannt@

Wir geben nun im miquelschen Fall die explizite Konstruktionsmethode an

und erhalten durch stereographische Projektion auch eine ebene Darstellung
der miquelschen Benz/Ebenen@ Die hier gewGahlte Konstruktion miquelscher

Benz/Ebenen Qndet man in Fisher RCST@ In der genannten Arbeit werden alle

Betrachtungen fGur R durchgefGuhrt: kGonnen aber ohne weiteres auf beliebi/
ge KGorper F erweitert werden@ Lediglich der Fall char F W C bedarf einer

besonderen Behandlung@ Hier unterscheiden sich die Laguerre/Ebenen auf
fundamentale Weise von MGobius/ bzw@ Minkowski/Ebenen: denn es giltX

F)ur je zwei Kreise k und l ist die Menge der Kreise5 die k ber)uhren und mit

l einen nicht8leeren Durchschnitt haben5 entweder eine Menge von Ber)uhr8
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kreisen an l oder keiner dieser Kreise ber+uhrt l/ 

Aus den hier vorgestellten Modellen ergeben sich durch stereographische Pro4

jektionen die sogenannten ebenen Modelle3

Wir beginnen mit dem M6obius7Fall und betrachten den 97dimensionalen re7

ellen Raum3 Es sei

Q! < f=x# y# z> jx" ? y" ? z" <  g

die Einheitssph6are und N < =A# A#  > ihr Nordpol 3 Wir bilden die Punkte von

Q!nfNg auf die Menge der Punkte der Ebene E! E z < A abE

(! E

 
Q!nfNg $% E!

X &$% NX ' E!

wobei NX die Gerade durch die Punkte N und X sei3 Den bislang nicht
ber6ucksichtigten Punkt N bilden wir auf einen Iktiven Fernpunkt ( abJ so

daK wir eine fortgesetzte Abbildung

(! E

!"
#

Q! $% E! ) f(g

X &$% NX ' E!# falls X *< N

N &$% (

erhalten3

Sei H eine Ebene3 Wir sprechen von einem ebenen Schnitt H ' Q!J falls
jH 'Q!j +  und nennen einen solchen Schnitt auch nicht4trivial 3 Man kann

beweisen =s3 Benz O AP>E

Satz $%&% i: (! ist eine Bijektion von Q! auf E! ) f(g/

ii: Jedes (!4Bild eines ebenen Schnittes ist ein Kreis und jedes (!4Urbild

eines Kreises ist ein ebener Schnitt/ Ebenenschnitte durch N f+uhren unter (!

auf GeradenA die den Punkt ( enthalten/

Das Ebenenschnittmodell besteht aus den Punkten von Q! und den nicht7

trivialen Ebenenschnitten von Q!3 Das aus (! hervorgehende ebene Modell

 Dieses Ergebnis basiert auf einer grundlegenden Aussage 0uber Kegel in projektiven

R0aumen 0uber K0orpern der Charakteristik ;< s= Hirschfeld @AAB=
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besteht aus der erweiterten Ebene E  f"g/ den Kreisen und den um "

erweiterten Geraden in dieser Ebene3

Im Laguerre7Fall betrachten wir wieder den ;7dimensionalen reellen Raum3

Es sei

Q! > f?x# y# z@ jx! A z! >  g

der Zylinder mit Radius  3 Der Nordpol N sei/ wie imMFobius7Fall/ der Punkt

?I# I#  @3 Es sei g die Menge aller Punkte von Q! mit z >  3 Wir bilden die

Punkte von Q!ng auf die Ebene E! M z > I abM

(! M

 
Q!ng &' E!

X (&' NX ) E!*

Hiermit haben wir eine Bijektion von Q!ng auf E!3 Auch im Laguerre7Fall soll
die genannte Abbildung so erweitert werden/ daR alle Punkte von Q! erfaRt

werden3 Zur Motivation dieser Fortsetzung geben wir die Projektionsformeln

an3 Die Abbildungsvorschrift lautet

?x# y# z@
  
(&'

!
x

 &z
#
y

 &z

"

bzw3

?x# y@
 
 !
 
(&'

!
!x

x! A  
#

!y

x! A  
#
x! & 

x! A  

"
*

Ist H eine Ebene/ so istH)Q! ein ebener oder nicht-trivialer Schnitt / fallsH

nicht parallel zur Zylinder7Achse f?I# y# I@ j y * Rg ist3 SeiH M axAyAbzAc >

I die Ebene eines ebenen Schnittes3 Dann gilt

VH ) ?Q"ng@W
  > f?x# y@ j y A

bA c

!
x! A

c&b

!
A ax > Ig*

Wegen H ) g > f?I#&b&c#  @g kFonnen wir (! fortsetzen durch
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"#  b c  $  %
 

&
"b ' c$ ! R#

Damit haben wir

$ 3

 !
"

Q  " E #R

X $ " NX % E  falls X )! g

X $ "  
!
 
y f7ur X % "# y  $ ! g

Man kann beweisen "s; Benz > #?$3

Satz $%$&% i! Die Abbildung $ ist eine Bijektion von Q auf E #R4

ii! Jedes $ 6Bild eines ebenen Schnittes: der N nicht enth<alt: ist eine um

einen Punkt a ! R erweiterte Parabel4 Jedes $ 6Bild eines ebenen Schnittes:

der N enth<alt: ist eine um einen Punkt a ! R erweiterte Gerade4 Umkehrt

ist das $ 6Urbild jeder erweiterten Parabel und jeder erweiterten Geraden ein

ebener Schnitt4

Das Ebenenschnittmodell besteht aus den Punkten von Q und den ebenen

Schnitten von Q ; Das ebene Modell besteht aus den Punkten der erweiterten
Ebene E #R und den erweiterten Parabeln und Geraden; Da jeder EbenenI

schnitt durch N unter $ auf eine Gerade projiziert wirdK enth7alt jede Gerade

zus7atzlich den Punkt #; Falls N nicht im Ebenenschnitt enthalten istK liegt

ein weiterer Punkt auf der ParabelK der der <OCnung der projizierten Parabel
entspricht; Liegt die Schnittebene H dagegen parallel zur Zylinderachse und

ist der Schnitt mit Q nicht leerK so liegt mit >H % Q ?
  eine Menge von

ein oder zwei Geraden vorK die zur yIAchse parallel sind; Diesen Geraden

entsprechen den Parallelklassen;

Wir geben noch das projektive Modell der miquelschen LaguerreIEbene an;
Es sei in PG"! R$ die Punktmenge der LaguerreIEbene gegeben durch

P % f0 x! x  x! x" " j x 
#  x 

 ! x 
!gnf# " " " # "g$

De&niert man auf P die orthogonale Relation % durch

x % y 2&'

"X
i$#

xiyi ! " x !# x# x  x! x" " y !# y# y  y! y" " 
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so k%onnen wir die Menge der Kreise angeben durch

K 4 f x " x!" x"" x# # jx# #4 5g"

wobei
6
inzident9 durch

6
orthogonal9 de;niert sei<

Im Minkowski?Fall sei der A?dimensionale projektive Raum gegeben< Als Ko?
ordinaten w%ahlen wir  x" y" z" t # wobei t 4 5 die Gleichung der Fernebene

sei< Weiter sei

Q" 4 f x" y" z" t # jx!%y! I z! 4 t!g

das einschalige Hyperboloid< Wir w%ahlen N 4 5" 5"  "  # als Nordpol< Eine
Ebene E M axI byI czIdt 4 5 ist genau dann Tangentialebene an Q"O wenn

a!%b! I c! 4 d! ist< Damit ist T M z 4 t Tangentialebene an Q" durch N
und / M4 T & Q" ist die Menge aller Punkte  x" y" z" t # mit x!%y! 4 5

und z 4 t< D<h<O / besteht aus den beiden Geraden

/$ 4 f x" y" z" t # jx 4%y" z 4 tg"

/ 4 f x" y" z" t # jx 4 y" z 4 tg0

Es sei E" die Ebene z 4 5< Dann bilden wir die Punkte von Q"n/ auf die

Punkte von E" ab< Es sei u die in E" enthaltene Ferngerade<

2" M

 
Q"n/ %( E"nu

X )%( NX & E"0

Dann ist 2" eine Bijektion von Q"n/ auf E"nu< Es seien g!
k

M y 4 *Tx%kU
die Geraden mit Steigung * und g! die Menge aller g!

k
" k + R< Wir setzen

2" fortM

2" M

!""""#
""""$

Q" %( E"nu

X )%( NX & E"" falls X 6+ /

N )%( ,

  "  " k" k # )%( g$
k
+ g!" k + R

  "% " k" k # )%( g 
k
+ g!" k + R
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Ist H eine Ebene* so ist H  Q ein ebener oder nicht(trivialer Schnitt* wenn

H keine Tangentialebene an Q ist4 Man kann beweisen 6s4 Benz 9 :;<=

Satz $%$$% i- " ist eine Bijektion von Q auf 6E nu< " g
 " f$g5

ii- Jedes " (Bild eines ebenen Schnittes ist eine Hyperbel; erweitert um zwei

weitere Elemente aus g @falls N nicht im Ebenenschnitt enthalten ist- oder

eine Gerade mit Steigung &> ' erweitert um ein weiteres Element $ @falls N

im Ebenenschnitt enthalten ist-5 Jedes " (Urbild einer erweiterten Hyperbel

oder einer erweiterten Geraden ist ein ebener Schnitt5

Das Ebenenschnittmodell besteht aus den Punkten von Q und den ebenen

Schnitten von Q 4 Das ebene Modell besteht aus der erweiterten Punktmenge
6E nu< " g

 " f$g* den erweiterten Hyperbeln und den erweiterten GeraK

den4 Die Elemente* um die Hyperbeln erweitert werden* sind gerade deren

Asymptoten4 Da jeder Ebenenschnitt durch N auf eine Gerade fOuhrt* entK
halten alle Geraden den Punkt $4 Triviale Ebenenschnitte fOuhren* wie im

LaguerreKFall* auf entsprechende Parallelklassen4

 !" Nicht(miquelsche Benz(Ebenen

In Abschnitt  4R haben wir MOobiusK bzw4 LaguerreKEbenen aus einer nichtK
ausgearteten Quadrik vom Index  bzw4 einem Zylinder 6im RKdimensionalen

reellen Raum< und Ebenenschnitten mit diesen konstruiert4

Jetzt wollen wir einige Beispiele fOur nichtKmiquelsche BenzKEbenen angeben4

Darunter fallen u4a4 die bereits in Abschnitt  4R deYnierten ovoidalen BenzK
Ebenen* welche an anderer Stelle auch einbettbar ! genannt werden4

WOahrend man im Fall der MOobiusK und LaguerreKEbene leicht aus einer miK
quelschen MOobiusK bzw4 LaguerreKEbene eine entsprechende ovoidale Ebene

konstruieren kann* indem man die zugrundeliegende Quadrik durch einen
Ovoid" bzw4 durch einen Kegel Ouber einem Oval ersetzt 6dies sind QuadroK

ide<* ist die Situation bei MinkowskiKEbenen gOanzlich anders* denn auf Grund

eines Resultates von Buekenhout 9 ]; gilt=

Satz $%$&% Ist F ein kommutativer KForper; dann ist jede quadratische Menge

vom Index J in PG6R)F< bereits eine Quadrik5

 Dembowski und Hughes /012 verwenden in diesem Zusammenhang auch die Begri9e

:
eif<ormig= >

:
egglike=@ und

:
koordinatisierbar= B

!
De"nition' Eine Teilmenge O eines EFdimensionalen projektiven Raumes <uber einem

K<orper heiKt OvoidL falls folgendes giltM
i@ keine Gerade hat mehr als zwei Punkte mit O gemeinsamL

ii@ die Menge aller Tangenten an O in einem Punkt von O ist eine EbeneB
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Eine spezielle nicht-miquelsche1 ovoidale Klasse von M8obius-Ebenen konstru-

iert man wie folgt?

Es sei  ein Endomorphismus eines kommutativer K8orpers F der Charak-
teristik A mit der Eigenschaft Bx C D x Bfalls F D GF BqC1 so folgt q D

A m!"% x D x 
m !

CE Die Menge Q derjenigen Elemente des H-dimensionalen
aInen Raumes 8uber F1 die die Gleichung

z D xy L x ! L y 

erf8ullen M zusammen mit dem Fernpunkt der z-Achse M bilden ein Ovoid
in PGBH%FCE Die zugeh8origen M8obius-Ebenen sind die einzigen ovoidalen

M8obius-Ebenen vom Hering Typ VIE Bsiehe Tits VWWXCE Man nennt Q auch
Suzuki%Tits OvoidE

Ovoidale Laguerre-Ebenen wurden von M8aurer VZHX und L8owen und Pf8uller

VH\X charakterisiertE In L8owen und Pf8uller VH\X sind Methoden zur Konstruk-
tion von Laguerre-Ebenen angegeben?

Als Punktmenge wird dort P D BR! f#gC%R gew8ahltE G D ffxg%R jx (

R ! f#gg bildet die Menge der ParallelklassenE Zur De^nition der Kreise

w8ahlen wir zwei auf R di_erenzierbare Funktionen

fi ? R! f#g )* R%

die folgende Bedingungen erf8ullen?

fiBaC D f  
i
BaC D a%

fiB C D fiB#C D  +

 
B+C

Wir de^nieren die zwei Mengen

c" D fBx% f"BxCC jx ( R! f#gg und

c D fBx%)f BxCC jx ( R! f#gg+

Weiter sei c eine Permutationsgruppe von PE Dann de^nieren wir Kreise

als c-Bilder von c" und c E Auderdem sollen aIne Geraden1 die nicht in
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G enthalten und um den Punkt -! ./ erweitert sind4 als Kreise aufgefa8t

werden9 Wir bezeichnen mit K die Menge dieser Geraden und mit K @

K # c!" # c!# und die Menge aller Kreise9

FBur eine geeignete Wahl von fi und E erhalten wir eine LaguerreGEbene

E!-f" f#/ @ -P K L/9 FBur E wBahlen wir

I @ f#-a b c/ j a b c ) R a & .g oder

J @ f'-a b c/ j a b c ) R a & .g 

wobei

-x y/!$a#b#c% @ -x ay K bx K c/ x y ) R 

-x y/&$a#b#c% @ -x K b ay K c/ x y ) R 

-! y/!$a#b#c% @ -! ay/ @ -! y/&$a#b#c%*

Ebenen bezBuglich I werden Ebenen vom Scherungs.Typ4 Ebenen bezBuglich

J Ebenen vom Translations.Typ genannt9

Eine Funktion f 4 die -+/ erfBullt4 nennen wir parabolisch4 wenn f diLerenzierG
bar auf R ist4 und wenn f  eine monoton steigende Bijektion von R ist9 Eine

parabolische Funktion f hei8t streng parabolisch4 wenn f zusBatzlich zweimal
diLerenzierbar ist und giltP

-i/ logjf  j ist streng konkav auf Q,! .R und Q. !R4

-ii/ fBur jedes b ) R gilt limx!"#
f$x&b%

f$x%
@  *

Streng parabolische Funktionen sind z9B9 die sog9 Scherungsparabeln
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f !" " x #x  $%"

f !" " #jxj #x " $%"

f !"##% "  "

$ %  " # % $&

Es gilt #s, L.owen und Pf.uller 89:;< Theoreme  <@<A<B%C

Satz $%$&% i! Sind f" g C R$ f#g ' R parabolisch. dann ist E #f" g% eine

Laguerre4Ebene vom Scherungs4Typ:

ii! Sind f" g C R $ f#g ' R streng parabolisch. dann ist E!#f" g% eine

Laguerre4Ebene vom Translations4Typ:

iii!Es seien f" g parabolisch: Dann gilt

E #f" g% <Scherungs4Typ! ist ovoidal )* f " g&

iv! Es seien f" g streng parabolisch: Dann gilt

E!#f" g% <Translations4Typ! ist ovoidal )* f#x% " g#x% " x"&

In diesem Fall ist E!#f" g% sogar miquelsch:

Durch diese S.atze kann man sowohl ovoidale< nichtKmiquelsche LaguerreK
Ebenen< als auch nichtKovoidale LaguerreKEbenen konstruieren, Hartmann

8@O; hat LaguerreKEbenen angegeben< die einer Konstruktion durch ScheK
rungsparabeln mit anderen Exponenten entspricht, Weitere Konstruktionen

Tndet man z,B, bei Artzy und Groh 8B;,

NichtKovoidale LaguerreKEbenen wurden auch in Hartmann 8@Z; behandelt,

Es wird hier die Idee der a\nen MoultonKEbenen auf LaguerreKEbenen .uberK

tragen, Als Punktmenge sei

P " K" $ K

gegeben< wobei K ein euklidischer K.orper ist#, Wir erkl.aren f.ur ein festes
$ ( k , Knf g eine bin.are Verkn.upfung . auf der Punktmenge durch

 Ein euklidischer K$orper ist ein angeordneter K$orper. in dem jedes positive Element

ein Quadrat ist5
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x  y "

 
kxy# falls x $ '# y $ '

xy# sonst+

Weiter seien

K " ff0x# y1 j y " a  0jxj  jxj2 b  x2 cg % fag j a# b# c & Kg#

K! " ff0x# y1 j y " a  0x  x2 b  x2 cg % fag j a# b# c & Kg

die Kreismengen+ Hierbei sei

jxj "

 
x# falls x ' '

(x# falls x $ '(

Punkte nennen wir parallel> falls sie dieselbe x?Koordinate besitzen oder
beide Elemente aus K sind+ Es sei G die Menge der CAquivalenzklassen> die

sich aus der ParallelitCatsrelation ergibt+ Dann gilt 0s+ Hartmann JKLM1N

Satz $%$&% Die oben konstruierten Strukturen 0P#K #G1 und 0P#K!#G1 sind
nicht/ovoidale Laguerre/Ebenen6

AbschlieOend geben wir eine Konstruktionsmethode fCur nicht?ovoidale Min?

kowski?Ebenen an 0s+ Artzy JQM1+

Es seien fCur i & f # Kg folgende Abbildungen deRniertN

fi N Rnf'g, Rnf'g(

Die Punktmenge der zu konstruierenden Minkowski?Ebene sei durch P "

0R% f-g1!> und die Kreismenge durch

K " ffiabc j i "  # KS a# b# c & R# c + 'g % flmb jm# b & R#m ." 'g#

deRniert> wobei
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fiabc "

 !
x" cfi

!
x a

c

"
# b

"
jx " Rnfag

#
& f$a"'%" $'" b%g und

lmb " f$x"mx# b% jx " Rg& f$'"'%g(

Die Punkte $f'g(R%&$R(f'g% nennen wir Fernpunkte1 Zwei Punkte nen3

nen wir $ %3parallel bzw1 $#%3parallel9 wenn sie dieselbe x3Koordinate bzw1
dieselbe y3Koordinate haben1 G sei die Menge dieser @Aquivalenzklassen9 die

sich aus den Parallelit@atsrelationen ergibt1 Weiter sei M $f " f!% " $P"K"G%
und

G" " f+abc j a" b" c " R" c , !g

eine Automorphismengruppe von M $f " f!% mit

+abc G

 
P , P

$x" y% -, $x# a" cy # b%"

wobei c . '# d G"'1

Nach Artzy JKL gilt der

Satz $%$&% M $f " f!% ist eine Minkowski-Ebene genau dann3 wenn folgende

Bedingungen erf7ullt sind8

i9 fi ist stetig f7ur i " M"  3
ii9 fi ist di:erenzierbar f7ur i " M"  3

iii9 f7ur alle 7Aste f"
i

G" fijR " f
 

i
G" fijR ist die Ableitung streng monoton3

iv9 f"
i
" f 

i
haben die x-Achse und y-Achse als Asymptote3

v9 f ! / !" f !! , !B#

Ebenfalls nach Artzy JKL wissen wir9 daP M $f " f!% genau dann eine miquel3
sche Minkowski3Ebene ist9 wenn giltG fi " ri

x
" r r! / !1 In allen anderen

F@allen sind die Minkowski3Ebenen nicht einbettbar1

 f  

!
!  bedeutet& f  

!
'x( !  f*ur alle x. usf0



 !"! DIE SCHLIESSUNGSS -ATZE1  !  "!#2KONFIGURATIONEN $%

 !" Die Schlie*ungss/atze3  !& "'#4Kon7gura4

tionen

Die S,atze von Pappus  s7 Figur %7&a# und Desargues  s7 Figur %7&b# haben

sich als wichtige S,atze zur Charakterisierung von projektiven Ebenen herE

ausgestellt7

(a) (b)

Figur %&'

So charakterisiert der Satz von Desargues projektive R,aumeH die als VekE

torr,aume ,uber einem K,orper darstellbar sind7 Falls der Satz von Pappus giltH
ist der entsprechende K,orper kommutativ7

Das Pendant dieser S,atze in BenzEEbenen sind die sogenannten  !  "!#E

KonLgurationen7 Dies ist zum einen der Satz von MiquelH zum anderen der
B.uschelsatz7 Beide S,atze beinhalten Aussagen ,uber acht Punkte und sechs

Kreise derartH daN jeder Punkt auf genau drei Kreisen und jeder Kreis durch

genau vier Punkte geht7 Gegeben sei im folgenden eine BenzEEbene  P K G#7

Satz $%$& 'Satz von Miquel1% Lassen sich acht paarweise nicht6parallele

Punkte so den Eckpunkten eines W.urfels zuordnen= da> es f.unfmal vor6

kommt= da> den Eckpunkten einer Seitenebene des W.urfels vier konzykli6

sche Punkte entsprechen= so ist dies auch bei den Eckpunkten der sechsten

Seitenebene der Fall CsD Figur FDGaHD
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(a) (b)

H

A B

C
D

F

G

E

A

C
D

F

G

E

B

H

Figur %&'

Der zweite Schlie,ungssatz ist der

Satz $%$& 'B)uschelsatz0% Es seien vier Paare von insgesamt acht paarwei1

se nicht1parallelen Punkten gegeben6 Aus den vier Punktepaaren kann man

durch Zusammenstellung je zweier verschiedener Paare sechs Punktequadru1

pel herstellen6 Kommt es dann vor> da? fAunf dieser Punktequadrupel konzy1

klisch sind auf insgesamt mindestens vier verschiedenen Kreisen> so ist auch

das letzte Punktequadrupel konzyklisch Cs6 Figur E6FbG6 !

Wie bei dem Satz von Miquel k;onnen wir auch hier zur abstrakten Darstel<

lung ein W;urfelmodell heranziehen> Wir w;ahlen vier Punktepaare fA!BgA

fC!DgA fE!Fg und fG!Hg> Setzen wir die konzyklische Lage vonA!B!C!DD

A!B!E!F D A!B!G!HD C!D!G!H und C!D!E!F vorausA so folgt die konzy<

klische Lage von E!F!G!H Es> Figur G>HEbII>

Wir werden sp;ater sogenannte Ausartungen des Satzes von Miquel betrach<
tenA bei dem weniger als acht Punkte und evtl> parallele Punkte beteiligt
sind>

 !Die Formulierungen des Satzes von Miquel und des B5uschelsatzes 8ndet man in dieser

Form in Benz 9:;<=



Kapitel '

Klassi)kation durch

Schlie3ungss5atze

 !" Grundlegende Ergebnisse

In diesem Abschnitt sollen die wichtigsten Ergebnisse bez3uglich der Klassi7

8kation von Benz7Ebenen durch Schlie=ungss3atze beschrieben werden> um

einen Ankn3upfungspunkt zu den eigenen Ergebnissen in den folgenden Ab7

schnitten zu habenA Wir beginnen mit dem Satz von MiquelA

Als eines der wichtigesten Ergebnisse kann wohl die Arbeit von vAdA Waer7

den und Smid EFGH aus dem Jahre JKLF angesehen werdenA Hier wird der

enge Zusammenhang zwischen der Kreisgeometrie und dem Satz von Mi7
quel einerseits und der projektiven Geometrie und dem Satz von Pappus

andererseits hergestelltA In beiden F3allen gelingt es Koordinaten mit Hil7
fe von Schlie=ungss3atzen einzuf3uhren und so eine algebraische Beschreibung

einer zun3achst rein inzidenzgeometrischen Struktur zu bekommenA In der Ar7
beit von vAdA Waerden und Smid EFGH ist der Beweis im Laguerre7Fall nicht

vollst3andigA Die fehlenden Beweisteile 8ndet man aber in Chen EJKHA Wir

geben den vollen Satz von Miquel im M3obius7 und Laguerre7Fall an> wie
er in EFGH formuliert wirdA Die Formulierung des vollen Satzes von Miquel

im Minkowski7Fall ist der Dissertation von Kaerlein ELVH entnommenA Neben
dem vollen Satz von Miquel ben3otigt Kaerlein noch eine Bedingung XMYA

Satz $%& 'Voller Satz von Miquel3 M4obius7Fall9% Wenn drei Kreise

k ( k!( k" durch einen Punkt W gehen und k! und k" sich noch in dem Punkt

A ( k" und k im Punkt A!( k und k" im Punkt A" schneiden und diese

 Siehe hierzu die erw)ahnte Arbeit /0123

ZL
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Punkte voneinander und von W verschieden sind und wenn weiter P 0 P!0

P" drei Punkte auf k 0 k! bzw4 k" sind0 verschieden von den vorigen0 und

wenn l 0 l!0 l" die Kreise durch A P!P"0 A!P"P 0 A"P P! sind und wenn

schlie8lich l!  l" " fP % Bg gilt f9ur B verschieden von P! und P"0 so geht

auch l durch B4

Satz $%$% &Voller Satz von Miquel2 Laguerre5 und Minkowski5Fall;

Wenn ein Punkt W auf drei Kreisen k 0 k!0 k" liegt0 und sich k! und k" im

Punkt A 0 k" und k im Punkt A! und k und k! im Punkt A" schneiden0 wo<

bei A 0 A!0 A" paarweise und von W verschieden sind0 und wenn die Punkte

P 0 P! bzw4 P" auf den Kreisen k 0 k! bzw4 k" liegen0 wobei die Pi paarwei<

se nicht<parallel sind0 und wenn die Kreise l 0 l! bzw4 l" durch die Punkte

A P!P"0 A!P"P bzw4 A"P P! de>niert sind0 und wenn l! l" " fP % Bg gilt0

so liegt B auf l 
!4

V$d$Waerden und Smid beweisen2 Setzt man die Axiome f9ur die M9obius; bzw$
Laguerre;Ebene voraus@ l9aBt weiterhin den entsprechenden oben genannten

vollen Satz von Miquel gelten@ dann kann man hieraus einen verallgemeiner;
ten Satz von Miquel beweisen$ Dieser Satz wird benutzt@ um Aussagen 9uber

Sehnenvierseite zu beweisen@ mit deren Hilfe der aJn;spezialisierte Satz von
Pappus in der entsprechenden abgeleiteten Struktur bewiesen wird$ An die;

ser Stelle greift dann der Beweis von Hessenberg MN O2 Aus dem Satz von

Pappus folgt der aJne Satz von Desargues@ der allgemeine Satz von Pap;
pus und der allgemeine Satz von Desargues$ In bekannter Weise kann man

dann Koordinaten einf9uhren und man erh9alt die K9orpereigenschaften inklu;
sive der Kommutativit9at$ SchlieBlich wird bewiesen@ daB jeder Kreis der axio;

matischen Ebene in der koordinatisierten Ebene als Kegelschnitt dargestellt
werden kann$

Satz $%< &M;% Sind A#% A % A!% B#% B % B" bis auf das Paar A % B paarwei<

se verschiedene Punkte0 sei A" " A#0 B! " A! und seien a% c#% c % c!% c" Kreise

mit

Ai% Ai$ % Bi% Bi$ $ ci% Ai $ a f9ur alle i $Z%*

Es gelte noch a  c" " fA#g0 c  c! " fA!g0 c  c# " fA % B g4 Ist dann
B#kB! und B kB"0 dann gibt es einen Punkte R mit RkB#% ***% RkB"4

Damit ist der volle Satz von Miquel bzw$ die Bedingung SMT deUniert und

wir k9onnen zusammenfassend den folgenden Charakterisierungssatz angeben2

 Man beachte( da* sowohl im M1obius3( als auch im Laguerre3 und Minkowski3Fall

B 9 P! zugelassen ist;



 !"! GRUNDLEGENDE ERGEBNISSE  !

Satz $%&%  V"d" Waerden ) Smid- ./012 Kaerlein- ./567 Die miquelschen

M?obiusB und LaguerreBEbenen sind genau die M?obiusB und LaguerreBEbenen-

in denen der volle Satz von Miquel gilt" Die miquelschen MinkowskiBEbenen

sind genau die MinkowskiBEbenen- in denen der volle Satz von Miquel und

"M# gelten"

F%ur M%obius-Ebenen bedeutet der volle Satz von Miquel eine Zusammenfas-
sung der folgenden beiden Bedingungen >

Bedingung $%.% "M #
!> Es seien A! """!H acht verschiedene PunkteC Gilt

dann "ABCD#rE "ABEF #rE "BCFG#rE "CDGH#r und "ADEH#rE so gilt

auch "EFGH#rC

Bedingung $%/% "CM!#> Es seien A! """! G sieben verschiedene PunkteC Gilt

dann "ABCD#rE "BCFG#rE "CDGH#r und "ABF #r!"ADH#r F fAgE so gilt

auch "AFGH#rC

Den Beweis f%ur die %Aquivalenz des vollen Satzes von Miquel und der beiden
oben genannten Bedingungen Jnden man zCBC in Benz KLMNC

Im Jahre LQRM ist YC Chen KLRN der Beweis gelungen f%ur den

Satz $%1% In M?obiusBEbenen giltL "M"#$ "CM##"

Vier Jahre sp%ater weist SchaeWer K!MN die Umkehrung dieses Satzes nach>

Satz $%2% In M?obiusBEbenen giltL "CM##$ "M"#"

Damit ist f%ur M%obius-Ebenen die %Aquivalenz der sogenannten R-Punkte Aus-

artung "CM## und der Y-Punkte Bedingung vom miquelschen Typ "M"# ge-
zeigtE was zur Folge hatE da\ in Satz  CL i# in den Voraussetzungen der volle

Satz von Miquel durch "CM## oder "M"# ersetzt werden kannC Insbeson-
dere gen%ugt also eine miquelsche R-Punkte Bedingung zur Charakterisierung

miquelscher M%obius-EbenenC

F%ur Benz-Ebenen allgemein ist die Situation andersE denn die TatsacheE da\
parallele Punkte auftreten k%onnenE f%uhrt auf Sonderf%alle im Laguerre- und

Minkowski-FallC

Eine einheitliche Beweisf%uhrung f%ur die Charakterisierung von Benz-Ebenen
durch eine miquelsche Bedingung Jndet man in Chen KLQNC Hier wird eine

 Wir fassen miquelsche oder b1uschelartige Aussagen als Bedingungen auf6 die 7 dann als
Satz oder Lemma formuliert 7 in gewissen Benz<Ebenen gelten oder nicht gelten> Trotzdem
verwenden wir die allgemein gebr1auchlichen BegriAe

B
Satz von MiquelD bzw>

B
B1uschel<

satzD6 die hier konsequenterweise
B
Miquel<BedingungD bzw>

B
B1uschel<BedingungD lauten

m1uFten>
!M steht f1ur Miquel>
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miquelsche Bedingung /M01 vorgestellt6 die zur Charakterisierung miquel;

scher Benz;Ebenen benutzt wird?

Bedingung '()( /M*1@ Es seien A! """!H acht verschiedene Punkte und es

gelte /ABCD1r6 /ABEF 1r6 /BCFG1r6 /CDGH1r und /ADEH1r? Dann gilt

/EFGH1ar?

FDur diese Bedingung konnte Chen EFGH beweisen@

Satz '(/*( /M01 gilt in einer Benz)Ebene genau dann/ wenn sie miquelsch

ist6

Dieser Satz ist Ausgangspunkt fDur die Untersuchungen in der vorliegenden

Arbeit? Die Frage nach weiteren Ausartungen wurden zum Teil schon von
anderen Autoren erDortert /s? z?B? Arbeiten von Samaga6 SchaeOer1?

Bevor wir unsere Resultate vorstellen6 wollen wir der Frage nach sinnvollen ;

d?h? widerspruchsfreien und nicht;trivialen ; Ausartungen einer allgemeinen

Miquel)Bedingung /Ma1 nachgehen? In den folgenden Abschnitten erarbei;

ten wir zunDachst sDamtliche Ausartungen von /Ma16 zitieren dann bekannte

Ergebnisse und geben schlieRlich eigene Charakterisierungen an6 wobei wir

den MDobius;6 Laguerre; und Minkowski;Fall berDucksichtigen?

 ! Die allgemeine Form der Miquel1Bedingung

Wir deVnieren zunDachst die allgemeine Miquel)Bedingung? Im AnschluR wer;

den wir sehen6 daR diese nur unter bestimmten Voraussetzungen zu sinnvol;

len Aussagen fDuhrenX die verbleibenden FDalle werden wir Bedingungen vom

miquelschen Typ oder auch kurz Ausartungen nennen?

Wir sagen6 daR sich zwei Kreise k! l im Punkt A ! k ber>uhren6 wenn A ! k" l

mit k " l Z fAg oder jk " lj ,  /in Zeichen kAl1 gilt?

De1nition '(//( FDur k! l ! KarXA!B ! P mit A!B ! k " l sei

kfA!Bgl @()

 
k " l Z fA!Bg oder k Z l fDur Ak-B
kAl fDur AkB"

Bedingung '(/'( /Ma1@ Die PunkteA! """!H ! P und die Kreise k!! """! k" !

Kar erfDullen die allgemeine Miquel)Bedingung# 6 wenn gilt@

 In der zitierten Arbeit hei+t der Satz .SM/01 wir wollen ihn abk6urzend .M/0 nennen8
Die / soll dabei andeuten; da+ keine Kreisbedingung bzgl8 ausgearteter Kreise in den
Voraussetzungen auftritt8

!Siehe auch Samaga BCDE8
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Aus k 
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Wir schlie<en diesen Abschnitt mit einigen allgemeinenAussagen &uber PunkB

te und Kreise in BenzBEbenenF

Aus der DeHnition f&ur BenzBEbenen folgt unmittelbar-

Lemma $%&'% Es seien k" l  Kar" k "( l% Dann gilt

jk $ lj  

 "
#

fI" )"  g falls k" l  Kr

fI"  " jgjg falls k" l  Ka" g ist Parallelklasse

f)"  g falls k  Kr" l  Ka-

Man beachte3 da5 jk $ lj (  f6ur k" l  Ka lediglich im Minkowski;Fall auf;

treten kann3 bzw% im minimalen Laguerre;Fall3 wo jgj (  gilt%

Lemma $%&(% Es seien k" l  Kr%

i? Falls kAl f6ur einen Punkt A und B  ,k $ l.nfAg3 so folgt k ( l%

ii? Falls fA"Bg ( k $ l" A "( B f6ur Punkte A3 B und C  ,k $ l.nfA"Bg3 so
folgt k ( l%

Beweis% i. KreiseJ die sich ber&uhrenJ haben genau einen Punkt gemeinsam

oder sind gleichF ii. Drei paarweise verschiedene Punkte legen einen regul&aren
Kreis eindeutig festF

Aus Gr&unden der Einheitlichkeit f&uhren wir einige Schreibweisen einJ wobei

zur Veranschaulichung die Punktekonstellation auf einen W&urfel ,sF Figur
 F). &ubertragen seiF Die Fl&achen bzwF die DiagonalR&achen des W&urfels reB

pr&asentieren die Kreise k " ---" k$" k aus ,Ma. und die Eckpunkte des W&urfels
liegen im Durchschnitt der KreiseJ die an dieser Kante beteiligt sindF Sind

Punkte mit gemeinsamerKante imW&urfel parallel zueinanderJ so liegt die geB

samte Parallelklasse im oben genannten DurchschnittF Das W&urfelmodell sei

immer so orientiertJ da< der zu
S
schlie<endeT Kreis durch die untere Fl&ache

repr&asentiert wird ,sF Abbildung  F).F
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B

C

G

D

F

H

A

E

Figur %&'

Die Gleichheit von Punkten kennzeichnen wir durch eine doppelte Linie und
die Parallelit7at von Punkten durch eine fette Linie im W7urfelmodell;

 !" Klassi(kation von M/obius2Ebenen

 !"!# Ausartungen des Satzes von Miquel

Wir betrachten die allgemeine Version des SchlieAungssatzes BMaCD lassen a
priori alle F7alle von zusammenfallenden Punkten zuD und stellen zun7achst

festD daA zusammenfallende PunkteD die auf einer Diagonalen im W7urfelF
modell liegenD zu trivialen Aussagen f7uhren; In Br7ocker JKLM sind s7amtliche

F7alle f7ur den LaguerreFFall f7ur sechs bis acht Punkte ausgearbeitet worden;

Entfernt man diejenigen F7alleD die Aussagen 7uber ausgeartete Kreise enthalF

tenD so verbleiben K! verschiedene Bedingungen vom miquelschen Typ f7ur
M7obiusFEbenen; Wir nennen zwei Bedingungen verschiedenD wenn es nicht

m7oglich istD diese durch Umbenennung der Punkte ineinander zu 7uberf7uhren;

Wenn auf eine Ber7uhraussage geschlossen wirdD verwenden wir in der BezeichF

nung der Bedingung ein
V
BW Bs; SchaeXer JYZMD J[\MC; Fallen dagegen Punkte

auf einer senkrechten Kante im W7urfel zusammenD so verwenden wir ein
V
CW

zur Kennzeichnung^ fallen Punkte einer Kante der oberen Seite zusammenD

so verwenden wir ein
V
DW; Zahlen im Index nummerieren verschiedene UnF

terf7alle; Es sei das oben genannte W7urfelmodell zugrunde gelegt^ die in den

einzelnen Bedingungen auftretenden Punkte seien als paarweise verschieden
angenommen Bsiehe auch 7Ubersicht auf S;KKKC;

Bezeichnung Bedingung

BMC
Aus den Bedingungen BABCDCrD BABEF CrD BBCFGCrD
BCDGHCrD BADEHCr folgt BEFGHCr;

BBMC
Aus BABCDCrD BBCEGCrD BCDGHCrD BADEHCr folgt

BABECrEBEGHCr;
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"CM#
Aus "ABCD#r' "BCFG#r' "CDGH#r' "ADH#rA"ABF #r
folgt "AEGH#r-

"DM#
Aus "ACD#rA"AEF #r' "ACFG#r' "CDGH#r' "ADEH#r
folgt "EFGH#r-

"BCM#
Aus den Bedingungen "ABCD#r' "BCE#rC"CDH#r und

"ADEH#r folgt "ABE#rE"CEH#r-

"BD M#
k sei ein Kreis' der A und E enth6alt mit kA"ACD#r9
weiter gelte "ACEG#r' "CDGH#r' "ADEH#r- Dann folgt

kE"EGH#r-

"BD!M#
Aus den Bedingungen "ABC#rC"CGH#r' "BCEG#r und
"ACEH#r folgt "ABE#rE"EGH#r-

"CC M#

k sei ein Kreis' der die Punkte A und B enth6alt mit

"ADH#rAkB"BCG#r9 weiter gelte "ABCD#r' "CDGH#r-
Dann folgt "ABGH#r-

"CC!M#
Aus den Bedingungen "ABCD#r' "ABF #rA"ADH#r und
"BCF #rC"CDH#r folgt "ACFH#r-

"CDM#
Aus "ABD#rB"BFG#r' "ABF #rA"ADH#r und "BDGH#r
folgt "AFGH#r-

"DDM#

k sei der Kreis' der A und C enth6alt mit "AEF #rAk'

kC"CGH#r9 weiter gelte "ACFG#r' "CDEH#r- Dann folgt
"EFGH#r-

"BCD M#

k sei ein Kreis' der A und E enth6alt mit kA"ACD#r9

weiter gelte "ADEH#r und "ACE#rC"CDH#- Dann folgt

kE"CEH#r-

"BCD!M#
Aus den zwei Ber6uhrbedingungen "ACD#rA"AEF #r und
"ACF #rC"CDE#r folgt "ADE#rE"CEF #r-

"BDDM#
k sei ein Kreis' der A und C enth6alt mit "AEF #rAk
und kC"CEG#r9 es gelte weiterhin "ACFG#r- Dann folgt

"ACE#rE"EFG#r-

"CCDM#

k sei ein Kreis' der C und D enth6alt mit "ACF #rCk'

kD"ADE#r9 weiter gelte "ACD#rA"AEF #r- Dann folgt

"CDEF #r-

"BBDDM#

k sei ein Kreis' der A und C enth6alt mit k!AkCk"' wobei

A und E auf dem Kreis k! bzw- C und G auf dem Kreis k#
liegen- Weiter gelte k#Gk"' wobei E und G auf dem Kreis
k" liegen und "ACEG#r- Dann folgt k Ek"-
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"BCCDM#

k sei ein Kreis* der C und D enth/alt mit "ACE#rCk und

k D"ADE#r und es sei k! ein Kreis* der A und E enth/alt

mit "ACD#rAk!3 Dann folgt k!E"CDE#r3

"CCCCM#

Es seien k * k!* k" und k# Kreise* die A und B9 B und C9

C und D bzw3 A und D enthalten mit k#Ak Bk!Ck"Dk#3
Dann folgt "ABCD#r3

Tabelle >3?@ Miquelsche Bedingungen im M/obiusEFall3

Wir kommen nun zur KlassiIkation von miquelschen M/obiusEEbenen durch
die oben angegebenen miquelschen Bedingungen3

 !"! Ergebnisse

Zun/achsten leiten wir diesen Abschnitt mit bekannten Ergebnissen ein* wobei
der bereits genannte Satz >3?! die zentrale Aussage bez/uglich der KoordinatiE

sierung darstellt3 Da in M/obiusEEbenen keine ausgearteten Kreise auftreten*
entspricht die Bedingung "M!# aus Satz >3?! der in Tabelle >3? genannten

Bedingung "M#3 Damit haben wir den

Satz $%&'% "M# gilt in einer M(obius-Ebene genau dann1 wenn sie miquelsch

ist7

Andererseits wissen wir "s3 Samaga OPQR#* daS auf Grund der KoordinatisierE
barkeit miquelscher M/obiusEEbenen s/amtliche Bedingungen aus Tabelle >3?

gelten$3

Satz $%&(% In M(obius-Ebenen folgt aus "M# jede der Bedingungen aus Ta-

belle =7>7

Weitere Ergebnisse Indet man in SchaeUer OV!R* OPWR@

Satz $%&)% In M(obius-Ebenen gilt?

i@ "BCM#! "BD M#! "BM#! "CM#! "DM#" "M#&
ii@ "CM#" "BD!M#

iii@ "BD M#" "CC M#
iv@ "BCM#" "BCD M#

Es sei angemerkt* daS es SchaeUer durch diese Ergebnisse ein weiteres Mal geE

lungen ist* die Punktezahl zu reduzieren3 Tats/achlich ist nach Satz >3?Y i# nur

eine QEPunkteEBedingung zur Charakterisierung miquelscher M/obiusEEbenen

 Der Nachweis erfolgt durch die sogenannte Peczar4Identit6at7
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notwendig* Es stellt sich an dieser Stelle die Frage4 ob eine weitere Redu8

zierung der Punktezahl m=oglich ist* F=ur f=unf Punkte liegt ein Teilergebnis

vor4 in dem gezeigt werden konnte4 daA die B8Punkte8Bedingung DBCD ME
in einer DendlichenE nicht8miquelschen M=obius8Ebene nur unter bestimmten

Bedingungen an einige Kreisb=uschel gilt!* Anders ist es bei den J8Punkte8
Bedingungen* Hier gelang Lozanov MJ!N4 MJON der Beweis f=ur die Aussage

Satz $%&'% Es gibt nicht)miquelsche M0obius)Ebenen2 die den Bedingungen

DBCCDME bzw7 DCCCCME gen0ugen7 Damit sind diese Bedingungen nicht

0aquivalent zu DME7

In den folgenden Beweisen benutzen wir statt der Schreibweise DABCEr ab8
k=urzend DABCE4 da in M=obius8Ebenen keine ausgearteten Kreise auftreten*

Lemma $%&+% In M0obius)Ebenen gilt< DCDME! DBCD ME7

Beweis7 Es seien A$C$D$E$H f=unf verschiedene PunkteQ ferner gelte

DADEHE4 DACEECDCDHE und es sei k der Kreis4 der die Punkte A und
E enth=alt und f=ur den kADACDE gilt* Zu zeigen ist kEDCEHE* Im Fall

k S DCEHE ist nichts zu zeigen* Wir nehmen k "S DCEHE an* Es sei al8

so k # DCEHE S fE$Xg mit X "S E* Aus X S A folgt DACEHE* Aus

X S C folgt k S DACEE4 was DACEDE zur Folge hat* Aus X S D folgt
DCDEHE* Aus X S H folgt k S DADEHE* In allen genannten F=allen folgt

DACDEHE4 Widerspruch zu k#DCEHE S fE$Xg* Wir k=onnen also von X )&
fA$C$D$E$Hg ausgehen* Wende DCDME auf die Punkte A$C$E$D$H$X

DFigur V*V aE an* Es folgt DADHXE* Dann gilt aber DADEHXE4 Widerspruch

zu k # DCEHE S fE$Xg* Es gilt also kEDCEHE*

(a)

C

H

A C

E

X

A D

(b)

A

A

C C

E

X

D D

Figur %&%

Lemma $%$,% In M0obius)Ebenen gilt< DBCD ME! DBCCDME7

 Siehe Lozanov und Eneva -./01
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Beweis% Es seien A!C!D!E vier verschiedene Punkte und k ! k! Kreise f2ur

die A!E  k 3 C!D  k! mit 5ACD6Ak 3 5ACE6Ck!D5ADE6 gilt9 Zu zeigen

ist k E5ECD69 Im Fall k ? 5CDE6 ist nichts zu zeigen9 Es sei k !? 5CDE69
Also gilt k "5CDE6 ? fE!Xg mitX !? E9X ? A impliziert 5ACDE69 X ?

C bzw9 X ? D implizieren k ? 5ACE6 bzw9 k ? 5ADE63 was in beiden
F2allen auf k ? 5ACDE6 f2uhrt9 In allen F2allen liegt ein Widerspruch zu k "

5CDE6 ? fE!Xg vor9 Es sei also X ' fA!C!D!Eg9 Wende 5BCD M6 auf

die Punkte C!A!E!D!X 5Figur !9! b6 an9 Man erh2alt k!D5ADX69 Daraus

folgt zun2achst 5ADX6 ? 5ADE6 und damit 5ADEX63 Widerspruch zu k "

5CDE6 ? fE!Xg9 Daraus folgt k E5CDE69

(a)

E

E

C C

B

A

D D

D

C

E C

B

A

E X

(b)

Figur %&'

Lemma $%$&% In M)obius-Ebenen gilt2 5CDM6& 5BCM6%

Beweis% Es seien A!B!C!D!E!H sechs verschiedene Punkte und es gelte
5ABCD63 5ADEH63 5BCE6C5CDH69 Zu zeigen ist 5ABE6E5CEH69 Im

Fall 5ABE6 ? 5CEH6 ist nichts zu zeigen9 Es sei also 5ABE6 !? 5CEH69 Sei

k der Kreis durch die Punkte C und E mit kE5ABE69 Im Fall k ? 5ABE6
folgt 5ABCE6 ? 5ABCDE6 ? 5ABCDEH63 Widerspruch zu 5ABE6 !?

5CEH69 Angenommen3 es gilt kC5CDH69 Dann folgt wegen 5CDH6C5BCE6
auch kC5BCE63 also k ? 5ABCE6 bzw9 k ? 5ABCDEH63 Widerspruch zu

5ABE6 !? 5CEH69 Wir gehen jetzt von k"5CDH6 ? fC!Xgmit C !? X aus9

Im Fall X ? A folgt k ? 5ACDH69 Im Fall X ? B folgt k ? 5BCDEH69

Im Fall X ? E folgt k ? 5CDEH6 und damit 5ACDEH69 In allen F2allen
folgt sofort 5ABCDEH63 Widerspruch zu k " 5CDH6 ? fC!Xg9 Im Fall

X ? D benutzen wir Lemma !9KL und wenden die folglich ebenfalls g2ultige

Bedingung 5BCD M6 auf die Punkte C!E!B!D!A an 5Figur !9 a69 Es

folgt 5CDH6D5ADE6 und daraus 5CDH6D5ADEH63 was 5ACDEH6 zur

Folge hat3 Widerspruch zu k " 5CDH6 ? fC!Xg9 Es gilt also auch X !? D9

Es sei jetzt X ' fA!B!C!D!Eg9 Wir wenden die Bedingung 5CDM6 auf

die Punkte E!C!B!X!D!A an 5Figur !9 b69 Es folgt 5ADEX6 und damit
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!ADEHX"# Wegen !CDGH" !ADEH" ( fD'Hg und X #( D folgt X ( H#

Damit gilt !ABE"E!CEH"#

Lemma $%$$% In M#obius)Ebenen gilt/ !CCDM"% !BDDM"0

Beweis0 Es seien A'C'E'F'G f5unf verschiedene Punkte und k sei der Kreis

durch A'C mit !AEF "AkC!CEG"= !ACFG"# Zu zeigen ist !ACE"E!EFG"#

Im Fall !ACE" ( !EFG" ist nichts zu zeigen# Es sei also !ACE" #( !EFG"#

Sei l der Kreis durch E'F mit lE!ACE"# Im Fall l ( !ACE" folgt !ACEF " (
!ACEFG"= Widerspruch zu !ACE" #( !EFG"D also l #( !ACE"# Im Fall

lE!CEG" folgt !ACE"E!CEG"# Dies bedeutet !ACEFG"= Widerspruch zu

!ACE" #( !EFG"# Sei also l  !CEG" ( fE'Xg mit X #( E# Im Fall X ( A

folgt !ACEG"# Aus X ( C folgt l ( !CEF "# Aus X ( F folgt !CEFG"# In
allen F5allen folgt !ACEFG"= Widerspruch zu l  !CEG" ( fE'Xg# Sei also

X ,& fA'C'E'Fg# Wende !CCDM" auf die Punkte E'A'C'X'F an !Figur
G#H a"# Es folgt !ACFX" und damit !ACFGX"# Wegen !ACFG" !CEG" (

fC'Gg und X #( C folgt X ( G# Daraus folgt !ACE"E!EFG"#

(a)

A

A

E E

C

C

X F

(b)

A

A

C C

F

F

D D

D

(c)

C

A C

F

X

A D

Figur %&'

Lemma $%$&% In M#obius)Ebenen gilt/ !BCD M"% !CCDM"0

Beweis0 Es seien A'C'D'E'F f5unf verschiedene Punkte und k ein Kreis mit
C'D & k und !ADE"DkC!ACF "= !ACD"A!AEF "# Zu zeigen ist !CDEF "#

Angenommen= es gilt !CDF "F !AEF "# Wir gehen von !CDF " #( !AEF " aus=

da sonst !ACDEF " folgt= was zu zeigen war# Wir benutzen Lemma G#GK und

wenden die Bedingung !BCCDM" auf die Punkte C'A'F'D an !Figur G#H
b"# Wir erhalten kD!ADF "# Wegen der Eindeutigkeit des Ber5uhrkreises folgt

!ADE"D!ADF "# Dann folgt weiter !ADEF " und !ACDEF "= Widerspruch
zu !CDF " #( !AEF "# Angenommen= es gilt !CDF " !AEF " ( fF'Xg= wobei

X #( F # Falls X ( A= so folgt !ACDF "# Falls X ( C= so folgt !ACEF "# Falls

X ( D= so folgt !ADEF "# In allen F5allen folgt !ACDEF "= Widerspruch

zu !CDF "  !AEF " ( fF'Xg# Es sei also X ,& fA'C'D'Fg# Wir wenM

den !BCD M" auf die Punkte F'A'C'X'D an !Figur G#H c"# Wir erhalten
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"ADX#Dk$ Daraus folgt "ADX#D"ADE# und damit haben wir "ADEX#$

Wegen "ADE#  "AEF # 8 fA&Eg und X #8 A folgt X 8 E$ Damit gilt

"CDEF #$

Lemma $%$&% In M#obius)Ebenen gilt/  BDDM! !  BCCDM! 

Beweis Es seien A$C$D$E vier verschiedene Punkte und k$ l zwei verschie2
dene Kreise mit A$E " k5 C$D " l6 kA ACD! und  ADE!DlC ACE!7 Zu

zeigen ist kE CDE!7 Im Fall k >  CDE! ist nichts zu zeigen7 Es sei also
k #>  CDE!7 Es gibt genau einen regulAaren Kreis m6 der die Punkte E$D

enthAalt mit mEk7 Im Fall m > k folgt m > k >  ACDE!6 Widerspruch zu

k #>  CDE!7 Es seim #> k7 FallsmE ACE! gilt6 so folgtm > k6 Widerspruch
zu m #> k7 Im anderen Fall haben wir m $  ACE! > fE$Xg mit X #> E7

Im Fall X > A folgt m >  ADE!6 d7h7 m > k >  ADE! >  ACDE!6 Wi2
derspruch zu m #> k7 Im Fall X > D folgt  ACED!6 wieder ergibt sich ein

Widerspruch zum #> k7 Da im Fall X > C bereits die Behauptung folgt6 neh2

men wir auch X #> C an7 Es sei also X *" fA$C$D$Eg7 Wende  BDDM! auf

die Punkte A$E$D$X$C an  Figur G7H a!7 Wir erhalten  ADE!D CDX!7
Wegen der Eindeutigkeit des BerAuhrkreises gilt  CDX! > l und damit l >

 ACDX! >  ACDEX!6 Widerspruch zu m $  ACE! > fE$Xg7 Damit gilt
kE CDE!7

(a)

E

X

A E

A

C

D D

D

A

E E

A

C

C X

(c)

D

C

E

C

A E

(b)

D

A

Figur %&'

Lemma $%$&% In M)obius-Ebenen gilt2  BDDM! !  BCD M! 

Beweis Es seien A$C$D$E$H fAunf verschiedene Punkte und k ein Kreis

mit A$E " k und es gelte kA ACD!6  ACE!C CDH! und  ADEH!7 Zu
zeigen ist kE CEH!7 Im Fall k >  CEH! ist nichts zu zeigen7 Es sei also

k #>  CEH!7 Es gibt einen eindeutig bestimmten Kreis m6 der die Punkte

C$E enthAalt mit mEk7 Im Fall m > k folgt  ACDEH!6 Widerspruch zu

k #>  CEH!7 Wir gehen jetzt von m #> k aus7 Im Fall m $  ADEH! > fEg

folgt m > k6 Widerspruch7 Es gilt m $  ADEH! > fE$Xg mit X #> E7 Im
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Fall X % A folgt m % *ACE+ und damit m % k1 Widerspruch zu m  % k:

Im Fall X % C folgt *ACDEH+1 Widerspruch zu m ! *ADEH+ % fE(Xg:

Im Fall X % D benutzen wir Lemma ?:?@ und wenden *BCCDM+ auf die
Punkte A(E(C(D an *Figure ?:! b+: Wir erhalten *CDH+D*ADE+ bzw:

*ACDEH+1 Widerspruch zu m ! *ADEH+ % fE(Xg: Es ist also X  % D:
Wir setzen X *% fA(C(D(Eg voraus und wenden *BDDM+ auf die Punkte

E(A(C(X(D an *s: Figur ?:! c+: Wir erhalten *ACE+C*CDX+: Daraus folgt

*CDHX+: Wegen *CDH+ ! *ADFH+ % fD(Hg und X  % D folgt X % H:

Wir erhalten kE*CEH+:

Lemma $%$&% In M#obius)Ebenen gilt/ *BD M+& *CC M+0

Beweis0 Es seien A(B(C(D(F(H sechs verschiedene Punkte: Es gelte

*ABCD+1 *ADH+A*ABF + und *BCF +C*CDH+: Zu zeigen ist *ACFH+:
Angenommen1 es gilt *ACF +A*ADH+: Dann folgt wegen der Eindeutigkeit

des BerIuhrkreises *ACF + % *ABF + und damit *ABCF + % *ABCDF + %

*ABCDFH+1 insbesondere gilt also *ACFH+: Das gleiche Argument gilt fIur

den Fall *ACF + % *ADH+: Es sei also *ACF + ! *ADH+ % fA(Xg mit
X  % A: Im Fall X % B folgt *ABCF +: Im Fall X % C folgt *ACDH+: Im

Fall X % D folgt *ACDF +: Im Fall X % F folgt *ADFH+: In allen FIallen
folgt somit *ABCDFH+1 Widerspruch zu *ACF +! *ADH+ % fA(Xg: Es sei

also X *% fA(B(C(D(Fg: Wende *BD M+ auf die Punkte F(B(A(C(D(X

an *Figur ?:J a+: Es folgt *BCF +C*CDX+: Wegen der Eindeutigkeit des
BerIuhrkreises folgt *CDX+C*CDH+ und damit *CDHX+: Wegen *CDH+!

*ADH+ % fD(Hg und X  % D folgt X % H: Es folgt *ACFH+:

A

C

E E

A

D

H X

(a)

A

D

F B

A

C C

(b) (c)

X
C

A

E E

A

D

H C

Figur %&'

Lemma $%$'% In M#obius)Ebenen gilt/ Aus den Bedingungen *DDM+ und

*BDDM+ folgt die Bedingung *BD!M+0

Beweis0 Es seien A(C(D(E(G(H sechs verschiedene Punkte und k ein Kreis1

der die Punkte A und E enthIalt: Weiter gelte kA*ACD+1 *CDGH+1 *ACEG+
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und %ADEH&' Zu zeigen ist kE%EGH&' Im Fall k 4 %EGH& ist nichts zu

zeigen' Es sei also k  4 %EGH&' Es sei l der Kreis; der die Punkte E und H

enth>alt und f>ur den lEk gilt' Falls l 4 k; so folgt %ACDEGH&; Widerspruch
zu k  4 %EGH&' Sei also l  4 k' Falls H ! k gilt; folgt l 4 k; Widerspruch zu

l  4 k' Es ist also H (! k' Angenommen; es gilt lE%ACEG&' Dann folgt wegen
der Eindeutigkeit des Ber>uhrkreises kE%ACEG&; Widerspruch zu k  4 l' Es

gilt also l " %ACEG& 4 fE)Xg mit E  4 X %den Fall l 4 %ACEG& k>onnen

wir wegen k  4 l ebenfalls ausschlieHen&' Im Fall X 4 A folgt l 4 %ADEH&

und damit k 4 l; Widerspruch zu k  4 l' Im Fall X 4 D folgt %ACDEG&

und damit %ACDEGH&; Widerspruch zu l " %ACEG& 4 fE)Xg' Im Fall
X 4 H folgt %ACEGH&; Widerspruch zu l " %ACEG& 4 fE)Xg' Im Fall

X 4 C wenden wir %BDDM& auf die Punkte E)A)H)C)D an %Figur I'!
b&' Es folgt %ACEG&C%CDGH& und damit %ACDEGH&; Widerspruch zu

l"%ACEG& 4 fE)Xg' Es sei also im verbleibenden FallX (! fA)C)D)E)Hg'
Wir wenden %DDM& auf die Punkte E)A)H)X)C)D an %Figur I'! c&' Es

folgt sukzessive %CDHX&; %CDGHX&' Wegen %CDGHX& " %ACEGX& 4
fC)Gg und X  4 C folgt X 4 G' Es folgt kE%EGH&'

Damit haben wir eine weitere Bedingung; die miquelsche M>obiusMEbenen

charakterisiert; denn es gilt der

Satz $%$&% In M#obius)Ebenen gilt/ %CDM&& %M&0

Beweis0 Aus %M& folgen nach Satz I'N! die Bedingung %CDM&' Andererseits
folgt nach Lemma I'IN aus %CDM& die Bedingung %BCM&; welche nach Satz

I'NP zu %M& >aquivalent ist'

AbschlieHend geben wir noch einige Ergebnisse bez>uglich der Existenz bzw'
der NichtMExistenz von miquelschen M>obiusMEbenen'

Bemerkung $%$/% i& Zu jeder Primzahlpotenz existiert bis aud Isomorphie

genau eine miquelsche M>obiusMEbene '

ii& M>obiusMEbenen gerader Ordnung n sind nicht notwendig miquelsch' Sie
sind es f>ur n 4 I) U) N!V sie sind es nicht f>ur n 4 I!m"# ' W' Die eindeuM

tig bestimmte miquelsche M>obiusMEbene der Ordnung I erh>alt man durch
die Menge aller  MTeilmengen einer YMMenge %Minimalmodell&' F>ur Ordnung

U gab Witt ZYP[ N\ W einen Beweis' Den Beweis f>ur die Eindeutigkeit der
M>obiusMEbenen der Ordnung N! lieferten O]Keefe und Penttila ZUU[ N\\^'

iii& M>obiusMEbenen ungerader Ordnung n sind miquelsch genau dann; wenn
eine ihrer Ableitungen desarguesch ist; s' Thas ZYU[ und Fisher; Penttila;

Praeger und Royle ZIU['

iv& Die Frage; ob M>obiusMEbenen ungerader Ordnung n notwendig miquelsch

 Siehe Halder und Heise ,-./0 Satz 3-4564
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sind& ist ungekl-art0 Wahr ist dies f-ur n 4  ! 5! !0 Dies bewiesen Witt 95!:

;<= >?& Chen 9<>: ;<=!A? und Denniston 9AA: ;<=! ?0

v? NichtFendlicheM-obiusFEbenen sind nicht notwendig miquelsch0 Siehe zum
Beispiel Abschnitt <0P0

 !" Klassi(kation von Laguerre3Ebenen

 !"!# Ausartungen des Satzes von Miquel

Wie im Fall der M-obiusFEbenen betrachten wir auch hier die allgemeine

Bedingung ;Ma? und beachten& daR im Fall der LaguerreFEbenen zus-atzlich

auch parallele Punkte auftreten k-onnen0 Bei den Bezeichnungen der einzelnen

Bedingungen folgen wir dem Abschnitt A0 und stellen zun-achst fest& daR
in ;Ma? parallele Punkte nicht in beliebigen Kombinationen auftreten0 In

Br-ocker 9< : wurde gezeigtW i? Sind zwei Punkte mit einer gemeinsamenKante
im W-urfelmodell parallel& so f-uhrt dies zu trivialen ! oder widerspr-uchlichen

Bedingungen  0

ii? Wenn im W-urfelmodell zwei diagonal liegende Punkte einer Seite parallel

sind& so sind die verbleibenden Punkte ebenfalls parallel& liegen aber nicht in
der Parallelklasse des ersten Punktepaares0

iii? H-ochstens zwei der an einer Bedingung beteiligten Punkte liegen in einer

gemeinsamen Parallelklasse0

iv?Wenn diagonal liegende Punkte imW-urfelmodell zusammenfallen& so folgt

eine triviale Aussage oder ein Widerspruch ;falls parallele Punkte beteiligt

sind?0

Will man also triviale bzw0 widerspr-uchliche Bedingungen ausschlieRen& so

folgt unmittelbar& daR Kreise mit gemeinsamer Kante imW-urfelmodell nicht
beide ausgeartet sein k-onnen0

Beachtet man die o0g0 Einschr-ankungen& so ergeben sich insgesamt PY miF

quelsche Bedingungen f-ur LaguerreFEbenen0 Wir fassen diese in einer Tabelle
zusammen ;siehe auch -Ubersicht auf S0<< ?0

 !D!h! die Punkte des Schlie/ungskreises liegen auf mindestens einem 5 in diesem Fall
ausgearteten 5 Kreis!

  D!h! die Punkte des Schlie/ungskreises liegen nicht notwendig auf einem Kreis!
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Bezeichnung Bedingung

,M-.
Aus den Bedingungen ,ABCD.r1 ,ABEF .r1 ,BCFG.r1
,CDGH.r und ,ADEH.r folgt ,EFGH.ar6

,M7 .
Aus den Bedingungen ,ABCD.a1 ,ABEF .r1 ,BCFG.r1

,CDGH.r1 ,ADEH.r folgt ,EFGH.ar6

,M7!.
Aus den Bedingungen ,ABCD.r1 ,ABEF .a1 ,BCFG.r1

,CDGH.r1 ,ADEH.r folgt ,EFGH.r6

,M8.
Aus den Bedingungen ,ABCD.r1 ,ABEF .a1 ,BCFG.r1

,CDGH.a1 ,ADEH.r folgt ,EFGH.r6

,BM-.
Aus den Bedingungen ,ABCD.r1 ,BCEG.r1 ,CDGH.r1
,ADEH.r folgt ,ABE.rE,EGH.r6

,BM7 .
Aus den Bedingungen ,ABCD.a1 ,BCEG.r1 ,CDGH.r1

,ADEH.r folgt ,ABE.rE,EGH.r6

,BM7!.
Aus den Bedingungen ,ABCD.r1 ,BCEG.r1 ,CDGH.r1

,ADEH.a folgt ,ABE.rE,EGH.r6

,CM-.
Aus den Bedingungen ,ABCD.r1 ,BCFG.r1 ,CDGH.r1
,ADH.rA,ABF .r folgt ,AEGH.ar6

,CM7 .
Aus ,ABCD.a1 ,BCFG.r1 ,CDGH.r1 ,ADH.rA,ABF .r
folgt ,AEGH.r6

,CM7!.
Aus ,ABCD.r1 ,BCFG.r1 ,CDGH.a1 ,ADH.rA,ABF .r
folgt ,AEGH.r6

,DM-.
Aus ,ACD.rA,AEF .r1 ,ACFG.r1 ,CDGH.r1 ,ADEH.r
folgt ,EFGH.ar6

,DM7 .
Aus ,ACD.rA,AEF .r1 ,ACFG.r1 ,CDGH.r1 ,ADEH.a
folgt ,EFGH.r6

,DM7!.
Aus ,ACD.rA,AEF .r1 ,ACFG.r1 ,CDGH.a1 ,ADEH.r
folgt ,EFGH.r6

,BCM-.
Aus ,ABCD.r1 ,BCE.rC,CDH.r und ,ADEH.r folgt

,ABE.rE,CEH.r6

,BCM7 .
Aus ,ABCD.a1 ,BCE.rC,CDH.r und ,ADEH.r folgt

,ABE.rE,CEH.r6

,BCM7!.
Aus ,ABCD.r1 ,BCE.rC,CDH.r und ,ADEH.a folgt

,ABE.rE,CEH.r6

,BD M-.

k sei ein Kreis1 der A und E enth;alt mit kA,ACD.r>

weiter gelte ,ACEG.r1 ,CDGH.r1 ,ADEH.r6 Dann folgt

kE,EGH.r6



 !"! KLASSIFIKATION VON LAGUERRE1EBENEN  !

"BD M# $

k sei ein Kreis+ der A und E enth0alt mit kA"ACD$r4

weiter gelte "ACEG$r+ "CDGH$r+ "ADEH$a7 Dann folgt

kE"EGH$r7

"BD M#!$
k sei ein Kreis+ der A und E enth0alt mit kA"ACD$r4
weiter gelte "ACEG$r+ "CDGH$a+ "ADEH$r7 Dann folgt

kE"EGH$r7

"BD!M;$
Aus "ABC$rC"CGH$r+ "BCEG$r und "ACEH$r folgt

"ABE$rE"EGH$r7

"BD!M=$
Aus "ABC$rC"CGH$r+ "BCEG$a und "ACEH$a folgt
"ABE$rE"EGH$r7

"CC M;$

k sei der Kreis+ der A und B enth0alt mit "ADH$rAk und

kB"BCG$r4 weiter gelte "ABCD$r+ "CDGH$r7 Dann folgt

"ABGH$ar7

"CC M# $

k sei der Kreis+ der A und B enth0alt mit "ADH$rAk und

kB"BCG$r4 weiter gelte "ABCD$a+ "CDGH$r7 Dann folgt

"ABGH$r7

"CC M#!$

k sei der Kreis+ der A und B enth0alt mit "ADH$rAk und

kB"BCG$r4 weiter gelte "ABCD$r+ "CDGH$a7 Dann folgt
"ABGH$r7

"CC!M;$
Aus "ABCD$r+ "ABF $rA"ADH$r und "BCF $rC"CDH$r
folgt "ACFH$r7

"CC!M#$
Aus "ABCD$a+ "ABF $rA"ADH$r und "BCF $rC"CDH$r
folgt "ACFH$a7

"CDM;$
Aus "ABD$rB"BFG$r+ "ABF $rA"ADH$r und "BDGH$r
folgt "AFGH$ar7

"CDM#$
Aus "ABD$rB"BFG$r+ "ABF $rA"ADH$r und "BDGH$a
folgt"AFGH$r7

"DDM;$

k sei der Kreis+ der A und C enth0alt mit "AEF $rAk und

kC"CGH$r4 weiter gelte "ACFG$r+ "CDEH$r7 Dann folgt
"EFGH$ar7

"DDM#$

k sei der Kreis+ der A und C enth0alt mit "AEF $rAk und

kC"CGH$r4 weiter gelte "ACFG$a+ "CDEH$r7 Dann folgt

"EFGH$r7

"BCD M;$
k sei der Kreis+ der A und E enth0alt mit kA"ACD$r4 es
gelte weiterhin "ADEH$r+ "ACE$rC"CDH$r7 Dann folgt

kE"CEH$r7
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"BCD M#$

k sei der Kreis+ der A und E enth0alt mit kA"ACD$r4 es

gelte weiterhin "ADEH$a+ "ACE$rC"CDH$r7 Dann folgt

kE"CEH$r7

"BCD!M!$
Aus den beiden Ber0uhrbedingungen "ACD$rA"AEF $r+
"ACF $rC"CDE$r folgt "ADE$rE"CEF $r7

"BDDM!$

k sei der Kreis+ der A und C enth0alt mit "AEF $rAk

und kC"CEG$r4 es gelte weiter "ACFG$r7 Dann folgt

"ACE$rE"EFG$r7

"BDDM#$
k sei der Kreis+ der A und C enth0alt mit "AEF $rAk
und kC"CEG$r4 es gelte weiter "ACFG$a7 Dann folgt

"ACE$rE"EFG$r7

"CCDM!$

k sei der Kreis+ der C und D enth0alt mit "ACF $rCk und

kD"ADE$r 4 es gelte weiterhin "ACD$rA"AEF $r7 Dann
folgt "CDEF $ar7

"BBDDM!$

k sei ein Kreis+ der A und C enth0alt mit k!AkCk"+ wobei

A und E auf dem Kreis k! bzw7 C und G auf dem Kreis k#
liegen7 Weiter gelte k#Gk"+ wobei E und G auf dem Kreis

k" liegen und "ACEG$r7 Dann folgt k Ek"7

"BBDDM#$

k sei ein Kreis+ der A und C enth0alt mit k!AkCk"+ wobei
A und E auf dem Kreis k! bzw7 C und G auf dem Kreis k#
liegen7 Weiter gelte k#Gk"+ wobei E und G auf dem Kreis
k" liegen und "ACEG$a7 Dann folgt k Ek"7

"BCCDM!$

k sei der Kreis+ der C und D enth0alt mit "ACE$rCk und

k D"ADE$r und es sei k! der Kreis+ der A und E enth0alt

mit "ACD$rAk!7 Dann folgt k!E"CDE$r7

"CCCCM!$

Es seien k + k!+ k# und k" Kreise+ die A und B4 B und C4
C und D bzw7 A und D enthalten+ mit k"Ak Bk!Ck#Dk"7

Dann folgt "ABCD$ar7

Tabelle B7BC Miquelsche Bedingungen im LaguerreHFall7

 !"! Ergebnisse

Wie im M0obiusHFall gilt auch f0ur LaguerreHEbenen J die minimale LaguerreH
Ebene ausgenommen ! J die AussageC

 !Wir schlie(en weiterhin immer die minimale Laguerre2Ebene aus5 Da diese aus nur

sechs Punkten besteht9 sind die Voraussetzungen der meisten miquelschen Bedingungen
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Satz $%&'% In miquelschen Laguerre/Ebenen gelten alle 34 angegebenen Be/

dingungen7

Beweis7 Siehe Samaga ) *+,

Andererseits folgt nach Chen )!8+ 9s, Satz ;,!<=> da? zur Charakterisierung

miquelscher LaguerreDEbenen die Bedingung 9M<= genHugt,

Satz $%&(% Die miquelschen Laguerre/Ebenen sind genau die Laguerre/

Ebenen: in denen die Bedingung 9M<= gilt7

Es genHugt eine miquelsche Bedingung mit sechs Punkten zur CharakteriD

sierung miquelscher MHobiusDEbenenK in LaguerreDEbenen funktioniert jener
Beweis von SchaeOer 9s, Abschnitt ;,P,;= wegen der auftretenden ausgearteD

ten Kreise nicht mehr, Mit gHanzlich anderen Methoden gelang es Artzy )P+
im Jahre !8T die miquelschen LaguerreDEbenen durch eine Bedingung mit

nur sechs Punkten zur charakterisieren,

Satz $%&$% Die miquelschen Laguerre/Ebenen sind genau die Laguerre/

Ebenen: in denen die Bedingung 9BD M!!= gilt7

Ein weiteres Resultat von Samaga ) T+ aus dem Jahr !88! zeigt den ZusamD

menhang zwischen dieser und einigen anderen Bedingungen,

Satz $%&&% In Laguerre/Ebenen gilt; 9BD M!!=! 9CC M!!=!
9DDM<= ! 9BM! = ! 9CM!!= ! 9DM!!= ! 9DM<= ! 9M!!= !

9M<=7

Wir kommen nun zu eigenen Ergebnissen und beweisen eine Reihe von LemD

mata,

Lemma $%&,% In Laguerre/Ebenen gilt; 9BDDM<= " 9BCCDM<=7

Beweis7 Es sei k der regulHare Kreis> der die Punkte A und E enthHalt und fHur
den kA9ACD=r gilt, Weiter sei l der regulHare Kreis> der die Punkte C und D

enthHalt und fHur den 9ADE=rDlC9ACE=r gilt, Zu zeigen ist kE9CDE=r, Im

Fall k Z 9CDE=r ist nichts zu zeigen, Es sei also k #Z 9CDE=r, Es existiert
genau ein regulHarer Kreis m> der die Punkte D und E enthHalt und fHur den

mEk gilt, Im Fall m Z k folgt k Z 9ACDE=r> Widerspruch zu k #Z 9CDE=r,
Wir gehen im weiteren von m #Z k aus, Falls m $ 9ACE=r Z fEg gilt>

folgt k Z 9ACE=r Z 9ACDE=r> Widerspruch zu k #Z 9CDE=r, Es gelte nun
m $ 9ACE=r Z fE(Xg mit X #Z E, Aus X Z A folgt m Z 9ADE=r Z k und

damit 9ACDE=r> Widerspruch zu m #Z k, Aus X Z C folgt unmittelbar die

ohnehin nicht erf)ullbar. d0h0 die Bedingungen gelten trivialerweise0 Das Minimalmodell
birgt au9erdem die Besonderheit. da9 sich zwei verschiedene ausgeartete Kreise in genau

zwei verschiedenen. parallelen Punkten schneiden0
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Behauptung+ Aus X . D folgt 2ACDE3r4 Widerspruch zu k  . 2CDE3r+ Sei

alsoX &! fA'C'D'Eg+ Wir wenden 2BDDM=3 auf die Punkte A'E'D'X'C

an 2s+ Figur !+Aa3 und erhalten 2AED3rD2CDX3r + Wegen der Eindeutigkeit
des BerCuhrkreises folgt 2CDX3r . l+ Wegen l% 2ACE3r . fCg folgt X . C+

Damit gilt kE2CDE3r+
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X

E

A A E

D D

A
E

C
C

A

A

E

C C

D
X

E

(a) (b) (c)

Figur %&'

Lemma $%&'% In Laguerre(Ebenen gilt. 2BDDM=3 & 2BCD M=3/

Beweis/ Es gelte 2ADEH3r4 2ACE3rC2CDH3r+ Weiter sei k der regulCare

Kreis4 der die Punkte A und E enthCalt und fCur den kA2ACD3r gilt+ Zu
zeigen ist kE2CEH3r+ Im Fall k . 2CEH3r ist nichts zu zeigen+ Es sei also

k  . 2CEH3r+ Es existiert ein eindeutig bestimmter regulCarer Kreis m4 der
die Punkte C und E enthCalt und fCur den mEk gilt+ Im Fall m . k folgt

2ACDEH3r4 insbesondere also die Behauptung+ Wir gehen jetzt von m  . k

aus+ Im Fall mE2ADEH3r folgt 2ACDEH3r4 Widerspruch zu m  . k+ Es sei
m % 2ADEH3r . fE'Xg mit X  . E+ Aus X . A bzw+ X . C folgt m .

2ACE3r bzw+ 2ACDEH3r4 Widerspruch zu m  . k+ Im Fall X . H sind wir
fertig+ Im Fall X . D benutzen wir die wegen Lemma !+N gCultige Bedingung
2BCCDM=3 und wenden diese auf die Punkte C'E'A'D an 2s+ Figur !+Ab3+

Wir erhalten lD2ADE3r . 2ADEH3r4 wobei l der regulCare Kreis durch die

Punkte C und D sei4 fCur den lC2ACE3r gilt+ Wegen der Eindeutigkeit des
BerCuhrkreises gilt l . 2CDH3r+ Dann folgt aber 2ACDEH3r4 Widerspruch

zu m  . k+ Es sei X &! fA'C'D'E'Hg+ Wir wenden 2BDDM=3 auf die
Punkte A'E'C'X'D an 2s+ Figur !+Ac3+ und erhalten 2ACE3rC2CDX3r .

2CDHX3r+ Wegen 2CDH3r%2ADEH3r . fD'Hg und X  . D folgt X . H+

Damit folgt 2CEH3rHk+

Lemma $%&(% In Laguerre(Ebenen gilt. 2BD M=3& 2BDDM=3/

Beweis/ Es gelte 2ACFG3r4 k sei ein regulCarer Kreis mitA'C ! k4 2AEF 3rAk

und kC2CEG3r+ Zu zeigen ist 2ACE3rE2EFG3r+ Im Fall 2ACE3r . 2EFG3r
ist nichts zu zeigen+ Es sei also 2ACE3r  . 2EFG3r+ Angenommen4 es gibt
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ein X  % E mit (ACE)r ! (EFG)r % fE&Xg* Aus X % A bzw* X % C

folgt (AEFG)r bzw* (CEFG)r und damit (ACEFG)r* Aus X % F bzw*

X % G folgt (ACEF )r bzw* (ACEG)r und damit (ACEFG)r* Dies ist ein
Widerspruch zu (ACE)r  % (EFG)r* Es sei jetzt also X '$ fA&C&E&F&Gg* Da

X auf den Kreisen (ACE)r und (EFG)r liegt@ istX nichtAparallel zu A& C& E&
F& G* Wir wenden (BD MB) auf die Punkte A&E&F&C&X&G (s* Figur F*Ga)

an* Es folgt kC(CGX)r und damit (CEGX)r* Wegen (CEG)r ! (ACE)r %

fC&Eg und X  % C folgt X % E* Es gilt also (ACE)rE(EFG)r*

(a)
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Figur %&'

Lemma $%&'% In Laguerre(Ebenen gilt. (BD MB)& (DDMB)/

Beweis/ Es gelte (ACEH)r und (ACFG)r* Es sei k der regulHare Kreis durch
die Punkte A und C@ der den Kreis (AEF )r in A und den Kreis (CGH)r in

C berHuhrt* Zu zeigen ist (EFGH)ar* Wir unterscheiden ohne EinschrHankung
die zwei FHalle Ek'G und FkH*

J* FallK Sei Ek'G* Es sind E@ F und G drei paarweise nicht parallele PunkA

te@ d*h* es gilt (EFG)r* Angenommen@ es gilt (EFG)rE(ACEH)r* Im Fall
(EFG)r % (ACEH)r schlieNt man auf (ACEFGH)r@ es gilt also insbeA

sondere (EFGH)r* Es sei im weiteren (EFG)r  % (ACEH)r* AngenomA
men@ es gilt (EFG)r ! (ACEH)r % fEg* Da aus (BD MB) die BedinA

gung (BCD MB) (Lemma F*!Q und Lemma F*!R) folgt@ wenden wir letzA

tere auf die Punkte A&E&F&C&G (s* Figur F*Gb) an und erhalten kC(CEG)r*

Daraus folgt (CEG)rC(CGH)r@ also (CEGH)r und damit (ACEGH)r* Das
fHuhrt auf (ACEFGH)r@ Widerspruch zu (EFG)r  % (ACEH)r* Sei im verA

bleibenden Fall (EFG)r ! (ACEH)r % fE&Xg mit X  % E* Aus X %

A folgt (AEFG)r und damit (ACEFG)r* Aus X % C folgt (CEFG)r
und damit (ACEFG)r* Aus X % F folgt (ACEFH)r* Aus X % G folgt

(ACEGH)r* In allen FHallen erhHalt man (ACEFGH)r und damit einen WiA

derspruch zu (EFG)r ! (ACEH)r % fE&Xg* Wir gehen jetzt also von X '$

fA&C&E&F&G&Hg aus* Wende (BD MB) auf die Punkte A&E&F&C&X&G an
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!s# Figur )#*c,# Man erh2alt kC!CGX,r5 was !CGX,rC!CGH,r impliziert#

Daraus folgt !CGHX,r# Wegen !CGH,r  !ACEH,r > fC'Hg und X #> C

folgt X > H# Es gilt also !EFGH,r#
)# FallA Sei ohne Einschr2ankung FkH# Zu zeigen ist EkG# Angenommen5 es

gilt Ek)G# Dann folgt !EFG,r# Angenommen5 es gilt !EFG,rE!ACEH,r#
Falls !EFG,r > !ACEH,r gilt5 so erh2alt man einen Widerspruch zu FkH#

Sei im weiteren also !EFG,r #> !ACEH,r# Im Fall !EFG,r  !ACEH,r >

fEg schlieGt man5 wie in Fall H5 auf !ACEFGH,r5 Widerspruch zu FkH#

Wir betrachten den verbleibenden Fall !EFG,r  !ACEH,r > fE'Xg mit

E #> X# Aus X > A folgt sukzessive !AEFG,r5 !ACEFG,r# Aus X > C

folgt !CEFG,r und damit !ACEFG,r# Aus X > F folgt !ACEFH,r# Aus

X > G folgt !ACEGH,r# In allen F2allen schlieGt man auf !ACEFGH,r5
Widerspruch zu FkH# Im Fall X > H folgt !EFGH,r5 Widerspruch zu

FkH# Analog zum Fall H k2onnen wir von X )% fA'C'E'F'G'Hg ausgehen#
Die Anwendung von !BD MK, auf die Punkte A'E'F'C'X'G !s# Figur

)#*c, f2uhrt auf kC!CGX,r und damit auf !CGX,rC!CGH,r# Daraus folgt
!CGHX,r# Wegen !CGH,r  !ACEH,r > fC'Hg und X #> C folgt X > H5

d#h# FkH % !EFG,r5 Widerspruch# Also gilt EkG#

Lemma $%&'% In Laguerre(Ebenen gilt. !CMK,' !BD!MK,/

Beweis/ Es gelte !ACEH,r5 !BCEG,r5 !ABC,rC!CGH,r# Zu zeigen ist

!ABE,rE!EGH,r# Im Fall !ABE,r > !EGH,r ist nichts zu zeigen# Es sei
also !ABE,r #> !EGH,r# Angenommen5 es gibt ein X #> E mit !ABE,r  

!EGH,r > fE'Xg# Aus X > A folgt !AEGH,r und damit !ACEGH,r
und !ABCEGH,r# Widerspruch zu !ABE,r #> !EGH,r# Ebenso k2onnen

wir schlieGenA X > B '!BEGH,r '!BCEGH,r '!ABCEGH,r# X > C

'!ABCE,r '!ABCEG,r '!ABCEGH,r# X > G '!ABEG,r '

!ABCEG,r '!ABCEGH,r# X > H '!ABEH,r '!ABCEH,r '
!ABCEGH,r# In allen F2allen ergibt sich ein Widerspruch zu !ABE,r #>

!EGH,r# Da X auf den Kreisen !ABE,r und !EGH,r liegt5 ist X nichtN

parallel zu A' B' E' G' H# Es sei also X )% fA'B'C'E'G'Hg# Wende
!CMK, auf die Punkte C' B' E' G' A' X' H !s# Figur )#Oa, an# Es folgt

!ACHX,r# Wegen !ACEH,r folgt !ACEHX,rund !ABCEHX,r5 WiderN
spruch zu !ABE,r  !EGH,r > fE'Xg# Es gilt also !ABE,rE!EGH,r#
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Lemma $%&'% In Laguerre(Ebenen gilt. "CM#$! "DM#$/

Beweis/ Es gelte "ADEH$r+ "ACFG$r+ "CDGH$r+ "ACD$rA"AEF $r, Zu

zeigen ist "EFGH$ar, Angenommen+ es gilt "AEF $rA"ADG$r, Dann folgt
wegen der Eindeutigkeit des Ber=uhrkreises "ADG$r ? "ACD$r und damit

"ACDG$r, Das bedeutet "ACDEFGH$r und wir erhalten einenWiderspruch

falls DkF oder CkE bzw, "EFGH$r, Angenommen+ es gibt ein X #? A

mit "AEF $r $ "ADG$r ? fA(Xg, Aus X ? C folgt sukzessive "ACDG$r+
"ACDFG$r+ "ACDEFGH$r, Widerspruch zu "AEF $r $ "ADG$r ? fA(Xg,

Ebenso folgtE X ? D !"ADEF $r !"ADEFGH$r, X ? E !"ADEG$r
!"ADEGH$r, X ? F !"ADFG$r !"ACDFG$r, X ? G !"AEFG$r
!"ACEFG$r,X ? H!"AEFH$r!"ADEFH$r, In allen genannten F=allen
folgt "ACDEFGH$r+ Widerspruch zu "AEF $r $ "ADG$r ? fA(Xg, Da X

auf den Kreisen "AEF $r und "ADG$r liegt+ ist X nichtIparallel zu A( D( E(

F( G, Es sei X )' fA(C(D(E(F(G(Hg, Nach Lemma L,MN impliziert "CM#$
die Bedingung "BD M#$, Wende "BD M#$ auf die Punkte D(C(A(G(F(X

"s, Figur L,Pb$ an, Es folgt "CDG$rG"FGX$r, Wende "CM#$ auf die Punkte

G( X( A( D( F( E( H "s, Figur L,Pc$ an, Es folgt "EFGH$ar,

Lemma $%()% In Laguerre(Ebenen gilt. "MQ!$! "BMQ $/

Beweis/ Es gelte "ABCD$r+ "CDGH$r+ "BCEG$r+ "ADEH$a, Zu zeigen ist

"ABE$rE"EGH$r, Da "ADEH$a ein ausgearteter Kreis ist+ folgt nach DeRI

nition AkH sowie DkE, Im Fall "ABE$r ? "EGH$r erhalten wir einen WiI

derspruch zu AkH, Es ist also "ABE$r #? "EGH$r, Angenommen+ es gibt ein
X #? E mit "ABE$r $ "EGH$r ? fE(Xg, Aus X ? A folgt "AEGH$r+ WiI

derspruch zu AkH, AusX ? B folgt "BEGH$r+ "BCEGH$r+ "BCDEGH$r+
Widerspruch zuDkE, AusX ? C folgt "ABCE$r+ "ABCDE$r+ Widerspruch

zu DkE, Aus X ? D folgt "DEGH$r + Widerspruch zu DkE, Aus X ? G

folgt "ABEG$r+ "ABCEG$r+ "ABCDEG$r Widerspruch zu DkE, Aus X ?

H folgt "ABEH$r+ Widerspruch zu AkH, Es sei X )' fA(B(C(D(E(G(Hg,

Es ist X nichtIparallel zu A(B(E+ da "ABE$r und X ' "ABE$r, Das gleiche
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Argument gilt f-ur den Kreis 1EGH2r3 X ist nicht6parallel zu D wegen DkE3

Wende 1M< 2 auf die Punkte E% A% D% H% X% B% C% G 1s3 Figur @3<Aa2 an3 Es

folgt 1BCGX2ar3 Wegen 1BCEG2r folgt 1BCGX2r 1insbesondere folgtXk)C2
und damit sukzessive 1BCEGX2rF 1ABCEGX2rF 1ABCDEGX2rF Wider6

spruch zu DkE3 Es folgt 1ABE2rE1EGH2r3
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X B
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D H

EA

C C

B
X

Figur %&'(

Lemma $%&'% In Laguerre(Ebenen gilt. 1BM<!2 " 1BCM< 2/

Beweis/ Es gelte 1ABCD2aF 1ADEH2rF 1BCE2rC1CDH2r3 Zu zeigen ist

1ABE2rE1CEH2r3 Im Fall 1ABE2r I 1CEH2r erhalten wir einen Wider6

spruch zu AkC3 Es ist also 1ABE2r #I 1CEH2r3 AngenommenF es gibt ein
X #I E mit 1ABE2r $ 1CEH2r I fE%Xg3 Aus X I A folgt 1ACEH2rF

Widerspruch zu AkC3 Aus X I B folgt 1BCEH2r und damit 1BCDEH2rF
Widerspruch zu BkH3 Aus X I C folgt 1ABCE2rF Widerspruch zu AkC3

Aus X I D folgt 1ABDE2rF Widerspruch zu BkD3 Aus X I H folgt
1ABEH2r und damit 1ABDEH2rF Widerspruch zu BkD3 Es sei also X )'

fA%B%C%D%E%Hg3 Weiterhin giltF daJ X zu keinem der Punkte A% B% C% D%
E% H parallel istF da X auf den Kreisen 1ABE2r und 1CEH2r liegt3 Wen6

de 1BM<!2 auf die Punkte D%H%E%A%C%X%B 1s3 Figur @3<Ab2 an3 Dann

ergibt sich 1BCX2rC1CDH2r3 Wegen der Eindeutigkeit des Ber-uhrkreises
folgt 1BCX2r I 1BCE2r und damit 1BCEX2r und 1ABCEX2rF Wider6

spruch zu AkC3 Daraus folgt 1ABE2rE1CEH2r3

Lemma $%&$% In Laguerre(Ebenen gilt. 1BCM< 2 " 1CM< 2/

Beweis/ Es gelte 1BCFG2rF 1CDGH2rF 1ABCD2aF 1ABF 2rA1ADH2r3 Zu
zeigen ist 1AFGH2r 1es muJ Ak)G geltenF da sonst CkG folgen w-urde23 Sei k

der regul-are KreisF der die Punkte A und G enth-alt und f-ur den 1ABF 2rAk

gilt3 Wegen 1ABCD2a gilt k $ 1ABCD2a I fA%Xg mit XkB3 Aus X I B

folgt k I 1ABG2rA1ABF 2rF d3h3 1ABFG2r und damit 1ABCFG2rF Wider6

spruch zu AkC3 AusX I D folgt k I 1ADG2rA1ADH2rF d3h3 1ADGH2r und
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damit 'ACDGH(r) Widerspruch zu AkC3 Aus den genannten Bedingungen

folgt dann sofort X &! fA'B'C'D'F'G'Hg3 Wende 'BCM; ( zweimal an=

zum einen auf die Punkte C'X'A'B'G'F 's3 Figur A3;;a( und zum anderen
auf die Punkte C'X'A'D'G'H 's3 Figur A3;;b(3 Es folgt 'CGX(rG'AFG(r
bzw3 'CGX(rG'AGH(r) also 'AFG(rG'AGH(r3 Dies bedeutet aber
'AFGH(r3
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Figur %&''

Lemma $%&'% In Laguerre(Ebenen gilt. 'M;   !CM"   

Beweis Zum Beweis wird die Bedingung !CM"! ben0otigt3 die aber be5

reits auf Grund der G0ultigkeit der Bedingung !M"! und der Lemmata
;<=>3 ;<=" und ;<=; gilt< Es gelte !ABCD r3 !BCFG r3 !CDGH a3 sowie

!ABF  rA!ADH r< Zu zeigen ist !AFGH r< !ADH r A !FGH r kann nicht

auftreten wegen DkG< Angenommen3 es gilt !FGH r#!ADH r A fHg< Wen5
de die oben erw0ahnte Bedingung !CM"! auf die Punkte H'D'C'G'A'B'F

an !s< Figur ;<";a < Es folgt !ABFH r !der Kreis ist regul0ar3 da A'B'F'H
paarweise nicht parallel sind < Unter Beachtung der Voraussetzung

!ABF  rA!ADH r folgt !ABDFH r und damit !ABCDFH r3 Widerspruch

zu CkH< Es gilt also !ADH r # !FGH r A fH'Xg mit X &A H< Aus X A B

folgt !ABDH r und damit !ABCDH r3 Widerspruch zu CkH< Aus X A C

folgt !ACDH r3 Widerspruch zu CkH< Aus X A F folgt !ADFH r und da5

mit !ABDFH r bzw< !ABCDFH r3 Widerspruch zu CkH< AusX A G folgt

!ADGH r3 Widerspruch zu DkG< Es sei also X )' fB'C'D'F'G'Hg< Wen5

de nun !M"! auf die Punkte G'H'D'C'F'X'A'B an !s< Figur ;<";b < Es

folgt !ABFX ar< Da A'B'F paarweise nicht5parallele Punkte sind3 liegt mit

!ABFX ar der regul0are Kreis !ABFX r vor< Wegen !ADF  r # !ADH r A

fAg folgt X A A und damit !AFGH r<
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(a) (b)

H D

CG

H A

F
B

G

DC

F X

B
A

H

Figur %&'%

Lemma $%&&% In Laguerre(Ebenen gilt. "BM#$! "BCM#$/

Beweis/ Es gelte "ABCD$r+ "ADEH$r und "BCE$rC"CDH$r/ Zu zeigen ist

"ABE$rE"CEH$r/ Angenommen+ es gibt ein E "7 X mit

"ABE$r # "CEH$r 7 fE'Xg/ Aus X 7 A folgt "ACEH$r und damit
"ABCDEH$r+ Widerspruch zu "ABE$r#"CEH$r 7 fE'Xg/ Ebenso k@onnen

wir folgernB X 7 B !"BCEH$r !"BCDEH$r/ X 7 C !"ABCE$r !
"ABCDE$r/ X 7 D !"ABDE$r !"ABCDE$r/ X 7 H !"ABEH$r
!"ABDEH$r/ In allen F@allen folgt "ABCDEH$r+ Widerspruch zu "ABE$r#

"CEH$r 7 fE'Xg/ Es ist also X (& fA'B'C'D'E'Hg/ AuEerdem ist X zu

keinem der Punkte A'B'C'E'H parallel+ da X auf den Kreisen "ABE$r und
"CEH$r liegt/ Wende "BM#$ auf die Punkte D'H'E'A'C'X'B "s/ Figur

H/IJa$ an/ Es folgt "CDH$rC"BCX$r/ Wegen der Eindeutigkeit der Ber@uhrL
kreise folgt "BCE$r 7 "BCX$r und damit "BCEX$r und "ABCEX$r+ WiL

derspruch zu "ABE$r # "CEH$r 7 fE'Xg/ Daraus folgt "ABE$rE"CEH$r/

(a) (b)

D H

EA

C C

B
X

H D

AE

C C

X
A

Figur %&'(

Lemma $%&'% In Laguerre(Ebenen gilt. "BCM#$! "BCD M#$/

Beweis/ Es gelte "ADEH$r+ "ACE$rC"CDH$r/ Es sei k der Kreis+ der die

Punkte A und E enth@alt und f@ur den kA"ACD$r gilt/
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Zu zeigen ist kE+CEH,r- Falls k 1 +CEH,r2 ist nichts zu zeigen- Sei also

k  1 +CEH,r- Angenommen2 es gibt ein X  1 E mit k ! +CEH,r 1 fE%Xg-

Aus X 1 A folgt +ACEH,r- Aus X 1 C folgt k 1 +ACE,r und damit
+ACDE,r- Aus X 1 D folgt +CDEH,r- Aus X 1 H folgt k 1 +AEH,r und

damit k 1 +ADEH,r- In allen F=allen folgt +ACDEH,r und damit liegt ein
Widerspruch zu k  1 +CEH,r vor- Es giltX ($ fA%C%D%E%Hg- Da X auf den

Kreisen k und +CEH,r liegt2 ist X nichtEparallel zu den Punkten A%C%E%H-

Wende +BCMH, auf die Punkte H%D%A%E%C%X +s- Figur I-JKb, an- Es

folgt +CDH,rC+ACX,r- Wegen der Eindeutigkeit des Ber=uhrkreises folgt

+ACX,r 1 +ACE,r und damit +ACEX,r 1 k2 Widerspruch zu k!+CEH,r 1
fE%Xg- Daraus folgt kE+CEH,r-

Lemma $%&'% In Laguerre(Ebenen gilt. +BCMH,& +BCD MH,/

Beweis/ Es gelte +ABC,rA+AEH,r und +BCE,rC+ACH,r- Zu zeigen ist

+ABE,rE+CEH,r- Im Fall +ABE,r 1 +CEH,r ist nichts zu zeigen- Es sei
also +ABE,r  1 +CEH,r- Angenommen2 es gibt ein X  1 E mit +ABE,r !

+CEH,r 1 fE%Xg- AusX 1 A folgt +ACEH,r- AusX 1 B folgt +BCEH,r-

AusX 1 C folgt +ABCE,r- AusX 1 H folgt +ABEH,r- In allen F=allen folgt
+ABCEH,r2 Widerspruch zu +ABE,r  1 +CEH,r- Es gelte X ($ fA%B%C%E%

Hg- Da X auf den Kreisen +ABE,r und +CEH,r liegt2 ist X nichtEparallel
zu den Punkten A% B% C% E% H- Wende +BCMH, auf die Punkte X% B% A% E%

C% H +s- Figur I-J a, an- Es folgt +BCX,rC+ACH,r und damit +BCX,r 1
+BCE,r2 was +BCEX,r zur Folge hat2 Widerspruch zu +ABE,r!+CEH,r 1

fE%Xg- Daraus folgt +ABE,rE+CEH,r-

(a) (b)
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Figur %&'(

Lemma $%&(% In Laguerre(Ebenen gilt. +BCMH,& +CDMH,/

Beweis/ Es gelte +ABD,rB+BFG,r2 +BDGH,r2 +ABF ,rA+ADH,r- Zu zeiE

gen ist +AFGH,ar- Wegen der Voraussetzung +BCMH, gilt bereits die BeE

dingungen +BCD!MH, +Lemma I- P, und +BCD MH, +Lemma I- Q,- Wir
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unterscheiden drei F-alle0

Fall 12 AkG3

Fall 42 FkH3
Fall 52 Ak$G3 Fk$H2

Fall 12 Es gelteAkG2 Zu zeigen ist FkH2 AngenommenFk$H2 Dann haben wir

einen regul-aren Kreis AAFHBr2 Angenommen3 es gilt AAFHBr C ABDGHBr3
also AABDFGHBr3 Widerspruch zu AkG2 Wir gehen also von AAFHBr !C

ABDGHBr aus2 Angenommen3 es gilt AAFHBr " ABDGHBr C fHg2 WenG
de ABCD M!B auf die Punkte D(A(H(B(F an As2 Figur 421KbB2 Wir erG

halten AABDBrBABFHBr und damit laut Voraussetzung ABFGBrBABFHBr2

Damit gilt ABFGHBr und weiter AABDFGHBr3 Widerspruch zu AkG2 WeG
gen AAFHBr !C ABDGHBr folgt somit AAFHBr " ABDGHBr C fH(Xg mit

X !C H2 X C A kann nicht gelten3 da AABDGHBr ein Widerspruch zu AkG
ist2 X C B impliziert AABFHBr3 d2h AABDFHBr Afalls DkF vorausgesetzt

ist3 haben wir sofort einen WiderspruchB2 Dann gilt aber AABDFGHBr3 WiG
derspruch zu AkG2 Aus X C D folgt AADFHBr Afalls DkF vorausgesetzt

ist3 haben wir sofort einen WiderspruchB und damit AABDFHBr2 Es folgt
AABDFGHBr3 Widerspruch zu AkG2 Aus X C F folgt ABDFGHBr und daG

mit AABDFGHBr3 Afalls DkF vorausgesetzt ist3 haben wir sofort einen WiG

derspruchB Widerspruch zu AkG2 Insgesamt gilt also X $& fA(B(D(F(Hg2
Wende ABCM!B auf die Punkte X(F(A(H(B(D an As2 Figur 421 aB2 Man

erh-alt AABDBrBABFXBr2 Daraus folgt ABFGBrBABFXBr und damit gilt
ABFGXBr2 Wegen ABFGBr " ABDGHBr C fB(Dg und X !C B folgt X C G3

also AABDFGHXBr Widerspruch zu AkG2 Damit gilt X C G3 also liegt
der zu A parallele Punkt G auf dem regul-aren Kreis AAFHBr3 Widerspruch2

Daraus folgt FkH3 bzw2 AAFGHBa2

Fall 42 FkH2 Zu zeigen ist AkG2 Angenommen es gilt Ak$G2 Daraus folgt
AAFGBr2 Wie in Fall 1 gehen wir von AAFGBr !C ABDGHBr aus2 AngenomG

men3 es gilt AAFGBr" ABDGHBr C fGg2 Wende ABCD M!B auf die Punkte
F(G(B(A(D an As2 Figur 421 bB2 Man erh-alt AABF BrAAADGBr2 Daraus folgt

AADHBrAAADGBr und damit AADGHBr3 bzw2 AABDGHBr C AABDFGHBr3
Widerspruch zu FkH2 Aus diesem Grund und wegen AAFGBr !C ABDGHBr
haben wir AAFGBr " ABDGHBr C fG(Xg mit X !C G2 Der Fall X C A f-uhrt

auf AABDGHBr und damit gilt AABDFGHBr3 Widerspruch zu FkH2 Im

Fall X C B erhalten wir AABFGBr und damit AABDFGHBr3 Widerspruch
zu FkH2 Der Fall X C F f-uhrt auf ABDGFHBr3 Widerspruch zu FkH2 Der

Fall X C D l-aPt sich wie folgt widerlegen0 Aus X C D folgt AADFGBr2

Wende ABCD!M!B auf die Punkte A(B(F(D(G an As2Figur 421 cB2 Wir erG

halten AADHBrDABDGHBr 2 Daraus folgt AABDGHBr C AABDFGHBr3 WiG

derspruch zu FkH2 D2h2 wir haben X $& fA(B(D(F(Gg2 Wenden wir jetzt
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"BCM#$ auf die PunkteX#D#B#G#A#F an "s0 Figur 40! d$5 so erhalten wir

"ABF $rA"ADX$r0 Daraus folgt "ADH$rA"ADX$r und damit "ADHX$r0

Wegen "ADH$r ! "BDGH$r = fD#Hg und X $= D folgt X = H0 Also liegt
der zu F parallele Punkt H auf dem regulAaren Kreis "AFG$r5 Widerspruch0

Daraus folgt AkG5 bzw0 "AFGH$a0

Fall E0 Ak)G5 Fk)H0 Zu zeigen ist "AFGH$r0 Es gilt "AFG$r0 Wir gehen wieder
von "AFG$r $= "BDGH$r aus0 Angenommen5 es gilt "AFG$r ! "BDGH$r =

fGg0 Wende "BCD M#$ auf die Punkte F#G#B#A#D an "s0 Figur 40! b$0
Wir erhalten "ABF $rA"ADG$r und damit "ADH$rA"ADG$r0 Das fAuhrt auf

"ADGH$r und dies auf "ABDGH$r5 Widerspruch zu "AFG$r ! "BDGH$r =

fGg0 Daraus folgt "AFG$r ! "BDGH$r = fG#Xg mit X $= G0
Aus X = A folgt "ABDGH$r und damit "ABDFGH$r5 Widerspruch zu

"AFG$r ! "BDGH$r = fG#Xg0 Aus X = B folgt "ABFG$r und damit
"ABDFG$r5 s0 Fall X = A0 Aus X = F folgt "BDFG$r5 Widerspruch zu

"AFG$r! "BDGH$r = fG#Xg0 Im Fall X = H ist nichts zu zeigen0 Der Fall
X = D lAaMt sich analog zu Fall 4 behandeln0 Es sei also X )& fA#B#D#F#Gg

vorausgesetzt0 Wende "BCM#$ auf die Punkte X#D#B#G#A#F an "s0 Figur
40! d$0 Wir erhalten "ABF $rA"ADX$r0 Daraus folgt "ADH$rA"ADX$r und

daraus "ADHX$r0 Wegen "ADH$r ! "BDGH$r = fD#Hg und X $= D folgt

X = H und damit "AFGH$r0
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Lemma $%&'% In Laguerre(Ebenen gilt. Aus der G3ultigkeit von "BCM#$

und "BCM% $ und "BCD!M%$ folgt "CM% $8

Beweis8 Es gelte "ABCD$r, "BCFG$r, "CDGH$a, "ABF $rA"ADH$r- Zu

zeigen ist "AFGH$r- Nach Voraussetzung ist Ak'G- Es sei k der Kreis durch

die Punkte A und G, der "ABF $r in A ber?uhrt- Es existiert ein Punkt

X "A A mit "ABCD$r # k A fA*Xg, da im Fall X A A sofort "ABCD$r A
"ABF $r A "ADH$r folgt, Widerspruch zu CkH- Aus X A B folgt sukzesH

sive k A "ABFG$r, k A "ABCFG$r, k A "ABCDFG$r, Widerspruch zu
DkG- Aus X A D folgt k A "ADG$r, Widerspruch zu DkG- Aus X A F

folgt k A "AFG$r und damit "ABFG$r "s- Fall X A B$- Aus X A G folgt

"ABCDG$r, Widerspruch zu DkG- Aus X A H folgt "ABCDH$r, WiderH
spruch zu CkH- Es ist also X '& fA*B*D*G*Hg- Da X auf den Kreisen

"ABCD$r und k liegt, ist X nichtHparallel zu A* B* C* D* G* H-
%- FallK X "A C- Wende "BCM% $ auf die Punkte C*X*A*D*G*H an "s-

Figur !-%La$- Es folgt "AGH$rG"CGX$r- Wende auMerdem "BCM#$ auf die
Punkte C*X*A*B*G*F an "s- Figur !-%Lb$- Wir erhalten "CGX$rG"AFG$r
und damit "AFG$rG"AGH$r- Wegen der Eindeutigkeit der Ber?uhrkreise beH
deutet das "AFG$r A "AGH$r, also "AFGH$r-

!- FallK X A C- Da "BCM#$ gilt, folgt mit Lemma !-P die G?ultigkeit der

Bedingung "BCD!M#$- Diese wenden wir auf die Punkte C*A*B*G*F an
"s- Figur !-%Lc$ und erhalten "AFG$rGSk, wobei Sk der Kreis durch C*G ist,

der "ABCD$r in C ber?uhrt- Wende auMerdem "BCD!M%$ auf die PunkH
te C*A*D*G*H an "s- Figur !-%Ld$- Wir erhalten "AGH$rGSk- Zusammen

haben wir damit "AFG$r A "AGH$r, also "AFGH$r-

(a) (b) (c) (d)
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Figur %&'(

Lemma $%&(% In Laguerre(Ebenen gilt. "CDM#$ ' "BCD!M#$;
"CDM#$' "BCD!M%$8

Beweis8 Im Fall "BCD!M#$ gelte "ADEH$r, im Fall "BCD!M%$ gelte

"ADEH$a- Weiter gelte "ACE$rC"CDH$rU es sei k ein Kreis mit A*E & k
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und kA%ACD&r' Zu zeigen ist kE%CEH&r' Im Fall k 4 %CEH&r ist nicht

zu zeigen' Es sei also k  4 %CEH&r' Angenommen: es gibt ein X  4 E mit

k!%CEH&r 4 fE'Xg' Im Fall %BCD M<& gilt= Aus X 4 A folgt %ACEH&r'
Aus X 4 C folgt k 4 %ACE&r und damit k 4 %ACDE&r' Aus X 4 D folgt

%CDEH&r' AusX 4 H folgt k 4 %AEH&r und damit k 4 %ADEH&r' In allen
genannten F?allen folgt %ACDEH&r: Widerspruch zu k ! %CEH&r 4 fE'Xg'

Im Fall %BCD MC& gilt= Aus X 4 A folgt %ACEH&r: Widerspruch zu

AkH' Aus X 4 C folgt k 4 %ACE&r und damit k 4 %ACDE&r: WiD

derspruch zu DkE' Aus X 4 D folgt %CDEH&r: Widerspruch zu DkE'

Aus X 4 H folgt k 4 %AEH&r: Widerspruch zu AkH' Es ist also X )&
fA'C'D'E'Hg' Da X auf den Kreisen k und %CEH&r liegt: ist X nichtD

parallel zu A'C'D'E'H' Wende %CDM<& auf die Punkte A'C'E'D'H'X

%s' Figur I'CJa& an' Im Fall %BCD M<& erhalten wir %ADHX&r' Dann gilt

aber %ADEHX&r: was k ! %CEH&r 4 fE'Xg widerspricht' Es folgt also
kE%CEH&r' Im Fall %BCD MC& erhalten wir %ADHX&a bzw' %ADEHX&a:

Widerspruch zu X k)A'D'E'H' Es folgt auch hier kE%CEH&r'
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Figur %&'(

Lemma $%&'% In Laguerre(Ebenen gilt. %CDM<&' %BCM<&/

Beweis/ Es gelte %ABCD&r: %ADEH&r: %BCE&rC%CDH&r' Zu zeigen ist

%ABE&rE%CEH&r' Sei k der regul?are Kreis durch die Punkte C und E

mit kE%ABE&r' Angenommen: es gilt k 4 %CDH&r' Dann folgt sukzessive

%CDEH&r: %ACDEH&r und %ABCDEH&r und damit auch die Behauptung
%auOer im FallBkHP hier erhalten wir einenWiderspruch&'Wir gehen imWeiD

teren von k  4 %CDH&r aus' Angenommen: es gilt k ! %CDH&r 4 fCg' Dann
folgt wegen %CDH&rC%BCE&r auch kC%BCE&r und damit k 4 %BCE&r:

k 4 %ABCE&r: k 4 %ABCDE&r: Widerspruch zu k ! %CDH&r 4 fCg' Es

gilt also k!%CDH&r 4 fC'XgmitC  4 X' Im FallX 4 A folgt k 4 %ACE&r:

Widerspruch zu k  4 %ABE&r' Aus X 4 B folgt k 4 %BCE&r: WiderD

spruch zu k  4 %ABE&r' Aus X 4 E folgt sukzessive %CDEH&r: %BCDEH&r
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"im Fall BkH haben wir sofort einen Widerspruch78 "ABCDEH7r8 k 9

"ABCDEH7r8 Widerspruch zu k ! "CDH7r 9 fC'Xg; Falls X 9 D gilt8

so benutzen wir Lemma >;!? und wenden die Bedingung "BCD MA7 auf
die Punkte C'E'B'D'A an "s; Figur >;DEb7; Es folgt "CDH7rD"ADE7r
und damit "CDH7rD"ADEH7r 8 also "ACDEH7r; Wir erhalten den gleiG
chen Widerspruch wie im Fall X 9 E; Es gilt also auch X %9 D; Wir gehen

von X )& fA'B'C'D'Eg aus; Jetzt wenden wir die Bedingung "CDMA7

auf die Punkte E'C'B'X'D'A an "s; Figur >;DEc7; Es folgt "ADEX7r "der
Kreis ist regulKar8 da A8 D und E paarweise nichtGparallele Punkte sind7 und

damit "ADEHX7r; Wegen "ADEH7r!"CDH7r 9 fD'Hg und X %9 D folgt
X 9 H; Damit folgt k 9 "CEH7rE"ABE7r;

Lemma $%&'% In Laguerre(Ebenen gilt. "CDMA7 ' "CDMD7/

Beweis/ Es gelte "BDGH7a8 "ADH7rA"ABF 7r8 "ABD7rB"BFG7r; Zu zeigen

ist "AFGH7r; Im Fall "AFG7r 9 "ADH7r folgt "ADFGH7r8 Widerspruch

zu DkG; Es ist also "AFG7r %9 "ADH7r; Die Annahme "AFG7r! "ADH7r 9
fAg kann nicht gelten8 da mit der Voraussetzung sofort "ABF 7rA"AFG7r8

also "ABFG7r folgt; Dann gilt aber auch "ABDFG7r8 was der VoraussetG
zung DkG widerspricht; Es folgt "AFG7r ! "ADH7r 9 fA'Xg mit A %9 X;

Aus X 9 B folgt "ABDH7r8 Widerspruch zu BkH; Aus X 9 D folgt

"ADFG7r8 Widerspruch zu DkG; Aus X 9 F folgt "ADFH7r und damit
"ABDFH7r8 Widerspruch zu BkH; Aus X 9 G folgt "ADGH7r8 WiderG

spruch zu DkG; Es gilt also X )& fA'B'D'F'Gg; Wende "CDMA7 auf
die Punkte B'A'F'D'X'G an "s; Figur >;DQa7; Es folgt "BDGX7a; Wegen

X & "ADH7r und Xk)D folgt XkB "XkH7; Da X auf dem regulKaren Kreis

"ADH7r liegt8 der mit dem ausgearteten Kreis "BDGH7a die Punkte D'H

gemeinsam hat und wegen XkH folgt X 9 H und somit "AFGH7r;
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Figur %&'(

Lemma $%&$% In Laguerre(Ebenen gilt. "CDMD7 ' "BCMD!7/
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Beweis% Es gelte 'ABCD(r) 'ADEH(a) 'BCE(rC'CDH(r* Zu zeigen ist

'ABE(rE'CEH(r* Angenommen) es gilt 'ABE(r 3 'CEH(r* Dann folgt

'ABCEH(r) Widerspruch zu AkH* Es gilt also 'ABE(r !3 'CEH(r* Es
existiert ein eindeutig bestimmter regul?arer Kreis k durch B und E) der

den regul?aren Kreis 'CEH(r im Punkt E ber?uhrt) d*h* kE'CEH(r* Im Fall
k 3 'CEH(r folgt 'BCEH(r und damit 'BCDEH(r) Widerspruch zu DkE*

Es ist also k !3 'CEH(r* Weiter existiert ein X " k mit XkH* Wegen

Hk(B)C)D)E folgt X (" fB)C)D)Eg* Im FallX 3 H folgt k 3 'BEH(r und

damit k 3 'CEH(r) Widerspruch zu k !3 'CEH(r* Also ist X !3 H* WenE

de 'CDMF( auf die Punkte C)E)H)B)X)D an 's* Figur G*FHb(* Es folgt
'BCDX(r* Da B)C)D paarweise nichtEparallele Punkte sind und 'ABCD(r
gilt) folgt 'ABCDX(r* WegenXkA folgtX 3 A) also 'ABE(rE'CEH(r*

Satz $%&'% Die miquelschen Laguerre2Ebenen sind genau die Laguerre2

Ebenen6 in denen 'CDMJ( gilt%

Beweis% Aus 'CDMJ( folgt mit Lemma G* J die G?ultigkeit der Bedingung
'BCMJ( und mit Lemma G* F die G?ultigkeit der Bedingung 'CDMF(* Mit

Lemma G* G folgt 'BCMF (* Mit Lemma G*OP folgt aus 'CDMJ( auch

'BCD!MF(* Damit haben wir die Voraussetzungen von Lemma G*OH erf?ullt
und es folgt 'CMF () wodurch nach Satz G*TF und Satz G*TT miquelsche

LaguerreEEbenen charakterisiert werden*

Lemma $%&+% In Laguerre2Ebenen gilt9 'DMF!( & 'BCMJ(%

Beweis% Es gelte 'ABC(rA'AEH(r) 'ACGH(r und 'BCEG(r* Zu zeigen ist

'ABE(rE'EGH(r* Angenommen) es gilt 'ABE(r 3 'EGH(r* Dann folgt
'ABEGH(r 'im Fall BkH erhalten wir einen Widerspruch( und damit

'ABCEGH(r* Insbesondere gilt also 'ABE(rE'EGH(r* Wir gehen von

'ABE(r !3 'EGH(r aus* Sei k der regul?are Kreis mitE)G " k und kA'ABE(r*
Im Fall k 3 'ABE(r folgt k 3 'ABEG(r und damit k 3 'ABCEG(r* Dann

folgt 'ABCEGH(r) Widerspruch zu 'ABE(r !3 'EGH(r 'bzw* Widerspruch
zu BkH) falls dies vorausgesetzt ist(* Wir setzen also k !3 'ABE(r voraus*

Dann existiert ein zu E paralleler Punkt X auf demKreis 'ABC(r* Weiterhin

existiert ein zuA paralleler Punkt Y auf demKreis k* Wegen Ak(E folgt sofort

X !3 Y * AuVerdem gilt X (" fA)B)C)G)Hg und Y (" fB)C)E)G)Hg* Im
Fall X 3 E folgt 'ABCE(r 3 'ABCEG(r) Widerspruch zu k !3 'ABE(r* Im

Fall Y 3 A folgt k 3 'AEG(rE'ABE(r) d*h* 'ABEG(r 3 'ABCEG(r) WiE

derspruch zu k !3 'ABE(r* Also gilt X !3 E und Y !3 A* Wende 'DMF!( auf

die Punkte E)B)A) Y)G)C)X an 's* Figur G*FPa(* Wir erhalten 'CGXY (r*

Nochmalige Anwendung von 'DMF!( auf die Punkte A)C)X)E)H)G) Y 's*

Figur G*FPb( f?uhrt auf 'EGHY (r* Insbesondere liegt also H auf dem Kreis

k 3 'EGY (r* Daraus folgt k 3 'EGH(rE'ABE(r*
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Figur %&'(

Lemma $%&&% In Laguerre(Ebenen gilt. "CM# $! "BD M# $/

Beweis/ Es gelte "ADEH$a+ "ACEG$r+ "CDGH$r, Weiter sei k ein Kreis

durch die Punkte A(E mit kA"ACD$r, Zu zeigen ist kE"EGH$r, Im Fall k >

"EGH$r ist nichts zu zeigen, Sei also k "> "EGH$r, Weiter sei k# "EGH$r >
fE(Xg mit X "> E angenommen, Aus X > A folgt "AEGH$r+ Widerspruch

zu AkH, Aus X > C folgt "CEGH$r und damit "ACEGH$r+ Widerspruch
zu AkH, Aus X > D folgt k > "ADE$r+ Widerspruch zu DkE, Aus X > G

folgt k > "AEG$r und damit k > "ACEG$r > "ACDEG$r+ Widerspruch
zu DkE, Aus X > H folgt k > "AEH$r+ Widerspruch zu AkH, Es gilt also

X *' fA(C(D(E(G(Hg, Wende "CM# $ auf die Punkte A(D(H(E(C(G(X
"Figur D,DEa$ an, Wir erhalten "ACGX$r und damit "ACEGX$r+ WiderF

spruch zu k # "EGH$r > fE(Xg, Damit folgt kE"EGH$r,

(a) (b)

A D

HE

A C

X
G

E E

BA

H X

D
C

Figur %&%)

Lemma $%&'% In Laguerre(Ebenen gilt. "DM# $! "BM#!$/

Beweis/ Es gelte "ABCD$r+ "ADEH$r+ "CDGH$r+ "BCEG$a, Zu zeigen ist

"ABE$rE"EGH$r, Im Fall "ABE$r > "EGH$r ist nichts zu zeigen, Es sei

also "ABE$r "> "EGH$r, Es existiert genau ein regulIarer Kreis k+ der die

Punkte E undH enthIalt und fIur den "ABE$rEk gilt, Da ein regulIarer und ein
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ausgearteter Kreis genau zwei Punkte gemeinsam haben3 gilt k 5BCEG6a 7

fE%Xg mit XkBkG8 Da X nicht in der Parallelklasse von C bzw8 E liegt3

folgt X $7 C bzw8 X $7 E8 Da A und D keine Punkte des Kreises 5BCEG6a
sind3 folgt au?erdem X $7 A und X $7 D8 Aus X 7 B folgt k 7 5BEHX6r
und damit 5ABEHX6r3 Widerspruch zu k  5BCEG6a 7 fE%Xg8 Es ist
X *% fA%B%C%D%E%Hg8 Im Fall X 7 H folgt HkG oder HkC3 in jedem Fall

aber ein Widerspruch8 Wende 5DMG 6 auf die Punkte E%B%A%H%X%C%D 5s8

Figur H8HIb6 an8 Es folgt 5CDHX6r und damit 5CDGHX6r8 Wegen XkBkG
und X $7 B folgt X 7 G3 also k 7 5EGH6rE5ABE6r8

Lemma $%&'% In Laguerre(Ebenen gilt. 5BCMG 6' 5BCMG!6/

Beweis/ Es gelte 5ABCD6r3 5ADEH6a3 5BCE6rC5CDH6r8 Zu zeigen ist

5ABE6rE5CEH6r8 Angenommen3 es gilt 5ABE6r 7 5CEH6r8 Dann folgt

5ABCEH6r3 Widerspruch zu AkH8 Es ist also 5ABE6r $7 5CEH6r8 Es exiL
stiert ein eindeutig bestimmter regulMarer Kreis k mit C%E % k und

kE5ABE6r8 Weiterhin gibt es einX % k mitXkH8 WegenHk*B%C%D%E folgt

X *% fB%C%D%Eg8 Es ist X $7 A3 da sonst k 7 5ACE6r und damit 5ABCE6r
folgt8 Das bedeutet 5ABCDE6r3 Widerspruch zuDkE8 Wende 5BCMG 6 auf
die Punkte D%X%E%A%C%B an 5s8 Figur H8HG68 Es folgt 5CDX6rC5BCE6r8

Mit der Voraussetzung 5BCE6rC5CDH6r folgt 5CDX6rC5CDH6r und daL

mit 5CDHX6r8 Da C%D%H paarweise nichtLparallele Punkte sind und wegen

XkH und X $7 A folgt X 7 H und damit 5ABE6rE5CEH6r8

D X

EA

C C

B
E

Figur %&%'

Lemma $%&(% In Laguerre(Ebenen gilt. 5BD MG 6' 5DDMG6/

Beweis/ Es sei k ein regulMarer Kreis3 der die Punkte A und C enthMalt und

fMur den 5AEF 6rAkC5CGH6r gilt8 Weiter gelte 5ACEH6r3 5ACFG6a8 Zu zeiL
gen ist 5EFGH6r8 Da E3 F 3 H paarweise nichtLparallele Punkte sind3 folgt

5EFH6r8 Sei X % 5EFH6r mit XkA8 Es ist X $7 E3 X $7 F und X $7 H3 da

Ek*A3 Fk*A bzw8 Hk*A8 Die FMalle X 7 A bzw8 X 7 C fMuhren auf 5ACEFH6r8

A%C kMonnen aber wegen CkF nicht gemeinsam auf einem regulMaren Kreis

liegen8 Es ist also X *% fA%C%E%F%Hg8 Wende 5BD MG 6 auf die Punkte
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A!F!E!C!X!H "Figur ()((a+ an) Man erh0alt kC"CHX+r und wegen der

Eindeutigkeit des Ber0uhrkreises "CHX+r 9 "CGH+r) Wegen XkAkG und

X !9 A folgt dann X 9 G= also "EFGH+r)

(a) (b)

A

FE

C C

H
X

A X
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Figur %&%%

Lemma $%&'% In Laguerre(Ebenen gilt. "BCM> + # "CDM>+/

Beweis/ Es gelte "BDGH+a= "ABD+rB"BFG+r= "ADH+rA"ABF +r) Zu zeiA

gen ist "AFGH+r) Es gibt ein X $ "AFH+r mit XkG "und damit auch

XkD nach Voraussetzung+) Wegen Gk+A!B!F!H folgt X +$ fA!B!F!Hg) Im

Fall X 9 D folgt "ADFH+r und damit "ABDFH+r= Widerspruch zu BkH)
Wende "BCM> + an auf die Punkte X!F!A!H!B!A!D "s) Figur ()((b+)

Hieraus folgt "ABD+rB"BFX+r) Mit der Voraussetzung "ABD+rB"BFG+r
folgt "BFX+rB"BFG+r und damit "BFGX+r) Da B!F!G paarweise nichtA
parallele Punkte sind und XkG gilt= folgt X 9 G und damit "AFGH+r)

Lemma $%()% In Laguerre(Ebenen gilt. "DDM>+ # "BD!M>!+/

Beweis/ Es gelte "CDGH+r= "ACEG+r= "ADEH+a) Ferner sei k! der eindeutig
festgelegte regul0are Kreis durch die Punkte A und E= f0ur den k!A"ACD+r
gilt) Zu zeigen ist k!E"EGH+r) Angenommen= es gilt k! 9 "EGH+r) Dann

folgt "ACDE+r= Widerspruch zu DkE) Es ist also k! !9 "EGH+r) Betrachte

den eindeutig festgelegten regul0aren Kreis k= der die Punkte E und G enth0alt
und den regul0aren Kreis k! in E ber0uhrt= d)h) kEk!) Im Fall k 9 k! folgt

k 9 k! 9 "AEG+r 9 "ACEG+r 9 "ACDEG+r= Widerspruch zu DkE) Es gilt
k !9 k!) Der Kreis k enth0alt einen Punkt X mit XkH) Da Hk+C!D!E!G gilt=

ist X +$ fC!D!E!Gg) Im Fall X 9 A folgt k 9 "AEG+r) Mit dem gleichen

SchluN wie im Fall k 9 k! erh0alt man einen Widerspruch) Wende "DDM>+

auf die Punkte E!A!G!X!D!C an "s) Figur ()(Oa+) Es folgt "CDGX+r und

damit "CDGHX+r) Wegen XkH folgt X 9 H und damit "EGH+Ek!)



 !"! KLASSIFIKATION VON LAGUERRE1EBENEN  !
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Lemma $%&'% In Laguerre(Ebenen gilt. "DDM#$ ! "DM# $/

Beweis/ Es gelte "CDGH$r+ "ACFG$r+ "ADEH$a+ "ACD$rA"AEF $r, Zu

zeigen ist "EFGH$r, Der regul4are Kreis "ACFG$r und der ausgeartete Kreis

"ADEH$a schneiden sich in zwei Punkten+ sagen wir "ACFG$r""ADEH$a =
fA'Xg+ wobei XkDkE gilt, Wegen XkD folgt X )& fA'C'F'G'Hg, Aus

X = D folgt "ACDFG$r und damit "ACDFGH$r+ Widerspruch zu AkH,
Aus X = E folgt "ACEFG$r und damit "ACDEFG$r+ Widerspruch zu

DkE, Insgesamt gilt also X )& fA'C'D'E'F'G'Hg, Sei k der regul4are Kreis

mitA'X & k und kA"ACD$r "und damit auch kA"AEF $r$, Angenommen+ es

gilt k = "ACD$r, Dann folgt k = "ACDFG$r = "ACDEFG$r+ Widerspruch

zu DkE, Damit gilt k '= "ACD$r, Wende "BD M# $ "diese Bedingung gilt
nach Lemma I,JK$ auf die Punkte A'C'D'X'G'H an "s, Figur I,IMb$, Es

folgt kX"GHX$r , Wende nun "DDM#$ auf die Punkte A'X'F'E'H'G an

"s, Figur I,IMc$, Es folgt "EFGH$r,

Lemma $%&$% In Laguerre(Ebenen gilt. "BCM#!$! "BCM# $/

Beweis/ Es gelte "ABCD$a+ "ADEH$r+ "BCE$rC"CDH$r, Zu zeigen ist

"ABE$rE"CEH$r, Angenommen+ es gilt "ABE$r = "CEH$r, Dann folgt
"ABCEH$r+ Widerspruch zu AkC, Wir gehen also von "ABE$r '= "CEH$r
aus, Es gibt einen eindeutig bestimmten regul4aren Kreis k+ der die PunkO

te A und E enth4alt und f4ur den kE"CEH$r gilt, Angenommen+ es gilt

k = "CEH$r, Dann gilt k = "ACEH$r+ Widerspruch zuAkC, Es ist demnach
k '= "CEH$r, Weiterhin gibt es ein X & k mit XkB, Wegen Bk)A'C'E'H

folgt X )& fA'C'E'Hg, Im Fall X = D folgt k = "ADE$r = "ADEH$r =
"ACDEH$r+ Widerspruch zu AkH, Es ist also X )& fA'C'D'E'Hg, Wende

"BCM#!$ auf die Punkte D'H'E'A'C'E'X an "s, Figur I,IPa$, Es folgt

"CEX$rC"CDH$r, Mit der Voraussetzung "BCE$rC"CDH$r folgt

"CEX$rC"BCE$r und damit "BCEX$r, Wegen X '= D und XkB folgt

X = B und damit "ABE$rE"CEH$r,
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Figur %&%'

Lemma $%&'% In Laguerre(Ebenen gilt. "BCM# $! "BCD M#$/

Beweis/ Es gelte "ADEH$a+ "ACE$rC"CDH$r, Es sei k der Kreis+ der die
Punkte A und E enth6alt und f6ur den kA"ACD$r gilt,

Zu zeigen ist kE"CEH$r, Im Fall k > "CEH$r folgt "ACEH$r+ Widerspruch

zu AkH, Es ist also k #> "CEH$r, Angenommen+ es gibt ein X #> E mit

k $ "CEH$r > fE(Xg, Aus X > A folgt "ACEH$r+ Widerspruch zu AkH,

Aus X > C folgt k > "ACE$r und damit k > "ACDE$r+ Widerspruch zu
DkE, Aus X > D folgt "CDEH$r+ Widerspruch zu DkE, Aus X > H folgt

k > "AEH$r+ Widerspruch zu AkH, Es gilt X )' fA(C(D(E(Hg, Da X
auf den Kreisen k und "CEH$r liegt+ ist X nichtFparallel zu den Punkten

A(C(E(H, Wende "BCM!$ auf die PunkteH(D(A(E(C(X "s, Figur G,GHb$
an, Es folgt "CDH$rC"ACX$r, Wegen der Eindeutigkeit des Ber6uhrkreises

folgt "ACX$r > "ACE$r und damit "ACEX$r > k+ Widerspruch zu AkH,
Daraus folgt kE"CEH$r,

Lemma $%&(% In Laguerre(Ebenen gilt. "BCM  !! "BD!M !! 

Beweis Es gelte "CDGH!r) "ACEG!r) "ADEH!a* Ferner sei k! der eindeutig
bestimmte regul3are Kreis durch die PunkteA und E) f3ur den k!A"ACD!r gilt*

Zu zeigen ist k!E"EGH!r* Angenommen) es gilt k! ? "EGH!r* Dann folgt
k! ? "AEGH!r) Widerspruch zu AkH* Es ist also k! #? "AEGH!r* Betrachte

den eindeutig festgelegten regul3aren Kreis k) der die Punkte G und H enth3alt

und den Kreis "ACEG!r in G ber3uhrt) d*h* kG"ACEG!r* Aus k ? "ACEG!r
folgt k ? "ACEGH!r) Widerspruch zu AkH* Es ist also k #? "ACEG!r* Auf k
liegt ein Punkt X mitXkE* Wegen Ek)A*C*G*H folgt X )$ fA*C*G*Hg* Im

Fall X ? D folgt k ? "DGH!r ? "CDGH!r und damit wegen kG"ACEG!r
auch k ? "ACEG!r) Widerspruch zu k #? "ACEG!r* Es gilt also X )$

fA*C*D*G*Hg* Wende "BCM  ! auf die Punkte D)C)G)H)A)X an "s* Figur

J*JKa!* Es folgt "ACD!rA"AGX!r ! k!A"AGX!r* Wegen Lemma J*MJ und

Lemma J*MN gilt mit "BCM  ! auch "BCD!M !* Wende "BCD!M ! auf

die Punkte A*G*X*E*H an "s* Figur J*JKb!* Es folgt k!E"EGH!r*
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Figur %&%'

Lemma $%&'% In Laguerre(Ebenen gilt. "DM! #! "BCM! #/

Beweis/ Es gelte "ADEH#r* "ABCD#a* "BCE#rC"CDH#r+ Zu zeigen ist

"ABE#rE"CEH#r+ Im Fall "ABE#r 5 "CEH#r ist nichts zu zeigen+ Es sei

also "ABE#r "5 "CEH#r+ Wir nehmen "ABE#r # "CEH#r 5 fE&Xg mit
X "5 E an+ Wegen AkC folgt X "5 A und X "5 C+ Aus X 5 B folgt suk?

zessive "BCEH#r* "BCDEH#r* Widerspruch zu BkD+ Aus X 5 D folgt
"ABDE#r* Widerspruch zu BkD+ Aus X 5 H folgt "ABEH#r und damit

"ABDEH#r* Widerspruch zu BkD+ Es ist also X (' fA&B&C&D&E&Hg+ Wen?
de "DM! # auf die Punkte C&E&B&D&H&X&A "s+ Figur C+C a# an+ Es ergibt

sich "ADHX#r und damit "ADEHX#r* bzw+ "ABDEHX#r* Widerspruch
zu BkD+ Es folgt "ABE#rE"ECH#r+
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Figur %&%(

Lemma $%&&% In Laguerre(Ebenen gilt. "BM!!#! "DM! #/

Beweis/ Es gelte "CDGH#r* "ACFG#r* "ADEH#a* "ACD#rA"AEF #r+ Zu zei?

gen ist "EFGH#r+ Auf dem eindeutig festgelegten regulFaren Kreis "FGH#r
liegt ein Punkt X mit XkE+ Aus Xk(A&C& F&G&H folgt X (' fA&C&F&G&Hg+

Im Fall X 5 D folgt sukzessive "DFGH#r* "CDFGH#r* "ACDFGH#r* Wi?

derspruch zu AkH+ Es gilt also auch X "5 D+ Wende "BM!!# auf die Punkte
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D!C!G!H!A!F!X an $s& Figur !&! b-& Es folgt $ACD-rA$AFX-r& Zusam5

menmit der Voraussetzung $ACD-rA$AEF -r folgert man $AEF -rA$AFX-r&

Das bedeutet $AEFX-r& Wegen XkE folgt X < E& Damit gilt $EFGH-r&

Lemma $%&'% In Laguerre(Ebenen gilt. $BCD M=- " $BDDM=-/

Beweis/ Es sei k! der regul>are Kreis@ der A!C enth>alt und f>ur den k!A$AEF -r
und k!C$CEG-r gilt& Weiter gelte $ACFG-a& Zu zeigen ist $ACE-rE$EFG-r&

Angenommen@ es gilt $ACE-r < $EFG-r& Dann folgt $ACEFG-r@ Wider5
spruch zu AkG& Es sei k der eindeutig festgelegte regul>are Kreis@ der E!F

enth>alt und f>ur den kE$ACE-r gilt& AuEerdem sei X # k der Punkt@ der
parallel zu G liegt& Aus Gk+C!E!F folgt X +# fC!E!Fg& Im Fall X < A folgt

k < $AEF -r und damit $ACEF -r@ Widerspruch zu CkF & Es gilt also auch
X &< A& Wende $BCD M=- auf die Punkte A!E!F!C!X an $s& Figur !&!Ia-&

Es folgt k!C$CEX-r und damit $CEX-rC$CEG-r& Das bedeutet $CEGX-rJ

wegen XkG folgt X < G& Wir erhalten $ACE-rE$EFG-r&
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Figur %&%'

Lemma $%&(% In Laguerre(Ebenen gilt. $BDDM=- " $BCD M=-/

Beweis/ Es sei k der regul>are Kreis@ der die Punkte A und E enth>alt und f>ur

den kA$ACD-r gilt& Weiter gelte $ACE-rC$CDH-r@ $ADEH-a& Zu zeigen

ist kE$ECH-r& WegenDkE folgt sofort k &< $ACD-r& Sei l der regul>are Kreis

durch die Punkte C und E mit lEk& Falls l < k@ dann folgt l < k < $ACE-r
und damit $ACDE-r@ Widerspruch zu DkE& Es gilt also l &< k& Es existiert

ein X # l mit XkA& Wegen der Voraussetzungen folgt sofort X +# fC!D!Eg&
Aus X < A folgt k < $ACE-r und damit $ACDE-r Widerspruch zu DkE&

Es gilt also auch X &< A& Wende $BDDM=- auf die Punkte E!A!C!X!D an

$s& Figur !&!Ib-& Es folgt $ACE-rC$CDX-r und damit $CDX-r < $CDH-r&

Es gilt also $CDHX-r& Wegen XkH und X &< A folgt X < H und damit

kE$ECH-r&
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Lemma $%&'% In Laguerre(Ebenen gilt. "BD M#$! "CC M#$/

Beweis/ Es gelte "ABCD$r+ "ADH$rA"ABF $r+ "BCF $rC"CDH$r, Zu zeigen
ist "ACFH$r, Da die Punkte A+ C und F paarweise nicht parallel sind+

gilt "ACF $r, Im Fall "ACF $rA"ADH$r folgt "ABF $rA"ACF $r und damit

"ABCF $r, Dann gilt auch "ABCDFH$r+ insbesondere also die Behauptung

"bzw, erhalten wir einen Widerspruch im Fall BkH oder im Fall DkF $, Mit
dem gleichen Argument schlieFt man im Fall "ACF $r G "ADH$r, Wir gehen

im weiteren von "ABF $r #G "ACF $r aus, Dann gilt "ACF $r $ "ADH$r G
fA&Xg mit X #G A, Im Fall X G B folgt "ABCF $r, Im Fall X G C folgt

"ACDH$r, Im Fall X G D folgt "ACDF $r, Im Fall X G F folgt "AFDH$r,

Im allen FIallen folgt "ABCDFH$r und damit ein Widerspruch zu "ABF $r #G
"ACF $r, Wir gehen jetzt von X (' fA&B&C&D&Fg aus, Wende "BD M#$ auf

die Punkte F&B&A&C&D&X an "s, Figur K,KLa$, Es folgt "BCF $rC"CDX$r,
Wegen "CDX$rC"CDH$r folgt "CDHX$r, Wegen "CDH$r $ "ADH$r G

fD&Hg und X #G D folgt X G H und wir erhalten "ACFH$r,
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Figur %&%'

Lemma $%()% In Laguerre(Ebenen gilt. "MK$! "BD MK$/

Beweis/ Es gelte "ABC$rC"CGH$r+ "ACEH$a+ "BCEG$a, Zu zeigen ist
"ABE$rE"EGH$r, Angenommen+ es gilt "ABE$r G "EGH$r, Dann folgt

"ABEGH$r+ Widerspruch zu AkH, Es gilt also "ABE$r #G "EGH$r, AngeM

nommen+ es gilt "ABE$r $ "EGH$r G fE&Xg mit X #G E, Im Fall X G A

folgt "AEGH$r+ Widerspruch zu AkH, Im Fall X G B folgt "BEGH$r+ WiM
derspruch zu BkG, Im Fall X G C folgt "CEGH$r+ Widerspruch zu CkE,

Im Fall X G G folgt "ABEG$r+ Widerspruch zu BkG, Im Fall X G H folgt
"ABEH$r+ Widerspruch zu AkH, Es gilt also X (' fA&B&C&E&G&Hg, Es

gibt einen zu X parallelen Punkt Y + der auf dem Kreis "CGH$r liegt, Es gilt

Y #G X+ da sonst "CGHX$r G "EGHX$r O also "CEGHX$r O folgt+ WiderM

spruch zu CkE, Wegen X ' "ABE$r $ "EGH$r und X (' fA&B&E&G&Hg

folgt Xk(A&B&E&G&H, Aus Y G A folgt "ACGH$r+ Widerspruch zu AkH,
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Aus Y % B folgt +BCGH,r- Widerspruch zu BkG7 Aus Y % C folgt CkXkE7

Damit gilt wegen X ! +ABE,r auch X % E- Widerspruch zur Annahme7

Aus Y % E folgt +CEGH,r- Widerspruch zu CkE7 Aus Y % G folgt GkXkB
und wegen X ! +ABE,r dann X % B- Widerspruch zur Annahme7 Aus

Y % H folgt HkXkA und wegen X ! +ABF ,r haben wir X % A- Wi>
derspruch zur Annahme7 Aus Y % X folgt +CGHX,r- Widerspruch +s7o7,7

Damit haben wir Y )! fA*B*C*E*G*H*Xg7 Wende Satz +M@, auf die Punk>

te E*H*G*X*A*C* Y*B an +s7 Figur @7@Db,7 Es folgt +ABCY ,r und damit

+ABCGHY ,r- Widerspruch zu AkH7 Es folgt +ABE,rE+EGH,r7

Lemma $%&'% In Laguerre(Ebenen gilt. +BD M@, % +CC MF,/

Beweis/ Es gelte +ABCD,a- +ABF ,rA+ADH,r- +BCF ,rC+CDH,r7 Zu zeigen

ist +ACFH,a7 Wegen AkC folgt +ACF ,a7 Sei X ! +ADH,r mit XkF 7 Aus
X ! fA*B*C*Dg folgt +in dieser Reihenfolge, AkF*BkF*CkF*DkF - was

den Voraussetzungen widerspricht7 Aus X % F folgt +ADFH,r und damit

+ABDFH,r- Widerspruch zu BkD7 Es ist also X )! fA*B*C*D*Fg7 Wen>
de +BD M@, auf die Punkte F*B*A*C*D*X +Figur @7@Ja, an7 Man erhLalt

+BCF ,rC+CDX,r und damit +CDX,r % +CDH,r7 Dann gilt +CDHX,r7
Wegen +ADH,r & +CDH,r % fD*Hg und X '% D folgt X % H7 Damit

haben wir +ACFH,a7
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Figur %&%'

Lemma $%&$% In Laguerre(Ebenen gilt. +BD M@, % +BBDDMF,/

Beweis/ Es sei +ACEG,a und k! ein regulLarer Kreis durch die Punkte A und

C- k" der regulLare Kreis durch die Punkte A und E mit k!Ak"7 Weiter sei k 
der regulLare Kreis durch die Punkte C und G mit k!Ck und schlieNlich sei k#
der regulLare Kreis durch die Punkte E und G mit k Gk#7 Zu zeigen ist k#Ek"7

Angenommen- es gilt k# % k"7 Dann folgt k" % k# % +AEG,r- Widerspruch

zu AkG7 Es gilt also k# '% k"7 Mit dem gleichen Argument schlieNt man

auf k! '% k 7 Angenommen- es gilt k" & k# % fE*Xg mit X '% E7 Dann
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folgt sofort Xk!A#C#E#G )insbesondere gilt dann auch X !! fA#C#E#Gg34

Auf dem Kreis k liegt ein Punkt Y kX4 Daraus folgt Y !! fA#C#E#Gg4 Im

Fall Y = X folgt k! = )CEGX3r> Widerspruch zu CkE4 Es gilt also Y $=
X4 Wende )BD MC3 auf die Punkte E#X#G#A# Y#C an )s4 Figur C4CDb34

Es folgt k" = )AEX3rA)ACY 3r4 Es liegt also Y auf k#4 Damit haben wir
k# & k = fC# Y g> Widerspruch zu k#Ck und k# $= k"4 Es folgt k!Ek"4

Lemma $%&'% In Laguerre(Ebenen gilt. )CCDMF3 ' )BDDMG3/

Beweis/ Es sei k der regulHare Kreis> der die Punkte A und C enthHalt und
fHur den )AEF 3rAkC)CEG3r gilt4 Weiterhin gelte )ACFG3a4 Zu zeigen ist

)ACE3rE)EFG3r4 Angenommen> es gilt )ACE3r = )EFG3r4 Dann folgt
)ACEFG3r> Widerspruch zu AkG4 Es ist also )ACE3r $= )EFG3r4 Sei l der

regulHare Kreis> der die Punkte E und F enthHalt und fHur den )ACE3rEl gilt4
Im Fall )ACE3r = l folgt l = )ACEF 3r> Widerspruch zu CkF 4 Es gilt also

)ACE3r $= l4 Aus lE)CEG3r folgt )ACE3rE)CEG3r und damit )ACEG3r>

Widerspruch zu AkG4 Damit gilt l & )CEG3r = fE#Xg mit X $= E4 Im
Fall X = A folgt )ACEG3r> Widerspruch zu AkG4 Im Fall X = C folgt l =

)CEF 3r> Widerspruch zu CkF 4 Im Fall X = F folgt )CEFG3r> Widerspruch
zu CkF 4 Es gilt also X !! fA#C#E#Fg4 Wende )CCDMF3 an auf die Punkte

E#C#A#F#X )s4 Figur C4KFa34 Es folgt AkXkG4 Wegen X ! )CEG3r und
X $= A folgt X = G> also l = )EFG3r> d4h4 )EFG3rE)ACE3r4
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Figur %&'(

Lemma $%&(% In Laguerre(Ebenen gilt. )CCDMF3 ' )BDDMF3/

Beweis/ Es sei k der Kreis durch A> C mit )AEF 3rAkC)CEG3r> )ACFG3r4
Zu zeigen ist )ACE3rE)EFG3r4 Angenommen> es gilt )ACE3r = )EFG3r4

Dann folgt )ACEFG3r und damit die Behauptung4 Wir gehen im weiteren

von )ACE3r $= )EFG3r aus4 Es sei l der regulHare Kreis durch die Punkte E

und F fHur den lE)ACE3r gilt4 Im Fall l = )ACE3r folgt )ACEF 3r und daN

mit )ACEFG3r> Widerspruch zu )ACE3r $= )EFG3r4 Weiter sei l $= )ACE3r4



  KAPITEL '( KLASSIFIKATION DURCH SCHLIESSUNGSS3ATZE

Im Fall lE&CEG'r w)urde &ACE'rE&CEG'r. also &ACEG'r folgen4 Dies be8

deutet wiederum &ACEFG'r. Widerspruch zu &ACE'r  ? &EFG'r4 Es gilt

also l ! &CEG'r ? fE& Xg mit X  ? E4 Im Fall X ? A folgt &ACEG'r4
Im Fall X ? C folgt l ? &CEF 'r und damit &ACEF 'r4 Im Fall X ? F

folgt &CEFG'r4 In allen genannten F)allen folgt &ACEFG'r. Widerspruch zu
&ACE'r  ? &EFG'r4 Es gilt also X ($ fA& C& E& Fg4 Wende &CCDMA' auf

die Punkte E& A& C& X& F an &s4 Figur D4EAb'4 Es folgt &ACFX'r &da A& C& F

paarweise nicht8parallel sind'4 Dann folgt &ACFGX'r4

Wegen &ACFG'r ! &CEG'r ? fC& Gg und X  ? C folgt X ? G und damit

&ACE'rE&EFG'r4

Lemma $%&'% In Laguerre(Ebenen gilt. &BCD MA'& &BCCDMA'/

Beweis/ Es sei k der regul)are Kreis. der die Punkte A und E enth)alt und f)ur

den k A&ACD'r gilt4 Es sei k! der regul)are Kreis durch die Punkte C und D

und es gelte &ACE'rCk!D&ADE'r 4 Zu zeigen ist k E&CDE'r4 Angenommen.

es gilt k ? &CDE'r4 Dann folgt &ACDE'r und damit die Behauptung4

Wir gehen von k  ? &CDE'r aus4 Angenommen. es gilt k ! &CDE'r ?

fE& Xg mit X  ? E4 Im Fall X ? A folgt &ACDE'r4 Im Fall X ? C folgt
k ? &ACE'r und damit &ACDE'r4 Im Fall X ? D folgt k ? &ADE'r
und damit &ACDE'r4 In allen F)allen erh)alt man einen Widerspruch zu k !
&CDE'r ? fE& Xg4 Es gilt also X ($ fA& C& Dg4 Wende &BCD MA' auf

die Punkte C& A& E& D& X an &s4 Figur D4EK'4 Man erh)alt k!D&ADX'r und

damit &ADX'r ? &ADE'r. d4h4 &ADEX'r ? &ACDEX'r. Widerspruch zu
k ! &CDE'r ? fE& Xg4 Es gilt also k E&CDE'r4

C

D

X

E

D

A

A

C

Figur %&'(

Lemma $%&(% In Laguerre(Ebenen gilt. &BCD MA'& &CCDMA'/

Beweis/ Es sei k der regul)are Kreis. der die Punkte C und D enth)alt und f)ur

den &ADE'rDkC&ACF 'r gilt4 Weiter gelte &ACD'rA&AEF 'r4 Zu zeigen ist
&CDEF 'ar4 Wir unterscheiden zwei F)alleM

K4 Ohne Einschr)ankung sei CkE.

D4 Dk(F 4



 !"! KLASSIFIKATION VON LAGUERRE1EBENEN  !

Fall #" Es gelte CkE" Zu zeigen ist DkF " Angenommen1 es gilt Dk$F " Dann

folgt 5CDF 6r" Es ist 5AEF 6r !7 5CDF 6r1 sonst erh:alt man einen Wider=

spruch zu CkE" Angenommen1 es gilt 5AEF 6rF 5CDF 6r" Nach Lemma B"!C
gilt auch 5BCCDMD6" Wende 5BCCDMD6 auf die Punkte A'F'C'D an

5s" Figur B"HBa6" Wir erhalten kD5ADF 6r" Damit gilt 5ADF 6rD5ADE6r
und dann auch 5ADEF 6r 7 5ACDEF 6r1 Widerspruch zu CkE" Daraus

folgt1 daI 5AEF 6r # 5CDF 6r 7 fF'Xg mit X !7 F gilt" Im Fall X 7

A folgt 5ACDF 6r 7 5ACDEF 6r1 Widerspruch zu CkE" Im Fall X 7 C

folgt 5ACEF 6r1 Widerspruch zu CkE" Im Fall X 7 D folgt 5ADEF 6r 7

5ACDEF 6r1 Widerspruch zu CkE" Es gilt also X $& fA'C'D'Fg" Wen=
de 5BCD MD6 auf die Punkte A'F'C'X'D an 5s" Figur B"HBb6" Wir er=

halten kD5ADX6r und damit 5ADE6rD5ADX6r1 also 5ADEX6r" Wegen
5ADE6r # 5AEF 6r 7 fA'Eg und X !7 A folgt X 7 E" Der zu C parallele

Punkt E liegt damit auf dem regul:aren Kreis 5CDF 6r1 Widerspruch" Also
gilt DkF und damit 5CDEF 6a"

Fall $" Es gelte Dk$F " Zu zeigen ist 5CDEF 6r" Angenommen1 es gilt

5AEF 6rF 5CDF 6r" Analog zu Fall M schlieIt man auf den Kreis 5ACDEF 6rN
insbesondere gilt also auch 5CDEF 6r" Wir gehen im weiteren von 5AEF 6r !7

5CDF 6r aus" Dann gilt aber 5AEF 6r # 5CDF 6r 7 fF'Xg mit X !7 F "

Im Fall X 7 A folgt 5ACDF 6r" Im Fall X 7 C folgt 5ACEF 6r" Im Fall
X 7 D folgt 5ADEF 6r" In allen F:allen folgt 5ACDEF 6r1 Widerspruch zu

5AEF 6rF 5CDF 6r" Wir gehen jetzt von X $& fA'C'D'Fg aus1 wenden wie
im Fall M 5BCD MD6 an und erhalten kD5ADX6r 7 5ADEX6r" Wegen

5ADE6r # 5AEF 6r 7 fA'Eg und X !7 A folgt X 7 E und damit 5CDEF 6r"
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Figur %&'%
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Figur %&''

Lemma $%&&% In Laguerre(Ebenen gilt. Aus der G3ultigkeit von

"BBDDM#$ und "CC M# $ folgt "DDM#$8

Beweis8 Es sei k der regul.are Kreis1 der die Punkte A und C enth.alt und f.ur

den "AEF $rAkC"CGH$r gilt8 Weiter gelte "ACFG$a1 "ACEH$r8 Zu zeigen
ist "EFGH$r8 Angenommen es gilt "CGH$rG"EFG$r8 Im Fall "CGH$r A

"EFG$r folgt "CEFGH$r1 Widerspruch zu CkF 8 Wir gehen von "CGH$r "A

"EFG$r aus8 Wende "BBDDM#$ auf die Punkte A)C)F)G an "s8 Figur

E8FFa$8 Es folgt "AEF $rF "EFG$r und damit "AEFG$r1 Widerspruch zu
AkG8 Daraus folgt also "EFG$r # "CGH$r A fG)Xg mit X "A G8 WeH

gen AkG folgt X "A A8 Im Fall X A C folgt "CEFG$r1 Widerspruch zu
CkF 8 Im Fall X A E folgt "CEGH$r und damit "ACEGH$r1 Widerspruch

zu AkG8 Im Fall X A F folgt "CFGH$r1 Widerspruch zu CkF 8 Es gilt also

X +& fA)C)E)F)Gg8 Wende "CC M# $ auf die Punkte C)A)F)G)E)X an
"s8 Figur E8FFb$8 Wegen "ACEH$r # "CGH$r A fC)Hg und X "A C folgt

X A H und damit "EFGH$r8

Die Beweise lassen nun Schl.usse auf die Charakterisierung von BenzHEbenen
zu8

Satz $%&*% ;Charakterisierung miquelscher Laguerre(EbenenA

iA Gilt in einer Laguerre(Ebene eine der folgenden miquelschen B(Punkte(

BedingungenD so ist die Laguerre(Ebene miquelsch.

"MN$D "M# $D "M#!$8

iiA Gilt in einer Laguerre(Ebene eine der folgenden miquelschen E(Punkte(

BedingungenD so ist die Laguerre(Ebene miquelsch.

"BMN$D "BM# $D "BM#!$D "CMN$D "CM# $D "CM#!$D "DMN$D "DM# $D
"DM#!$8

iiiA Gilt in einer Laguerre(Ebene eine der folgenden miquelschen F(Punkte(

BedingungenD so ist die Laguerre(Ebene miquelsch.

"BCMN$D "BCM# $D "BCM#!$D "BD MN$D "BD M# $D "BD M#!$D

"CC M#!$D "CDMN$D "CDM#$D "DDMN$D "DDM#$8
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Beweis% i# Nach Satz +,-. charakterisiert 3M4# miquelsche Laguerre;Ebenen,

Nach Satz +,-- gilt? 3M4# ! 3M. # und nach Lemma +,A- und Satz +,--

gilt 3M.!# " 3CM. # ! 3M4#,
ii# Nach Satz +,-- gilt 3M4#! 3BM.!#! 3CM. #! 3DM4#! 3DM. #,

Nach Lemma +,-! gilt 3CM4#" 3DM4# ! 3M4#, Nach Lemma +,BAC Lem;
ma +,ADC Satz +,B- und Satz +,-- gilt? 3DM.!# " 3BCM4#" 3CDM4# !

3M4#, Nach Lemma +,AAC Lemma +,ADC Satz +,B-C Satz +,-- gilt 3BM4# "

3BCM4#" 3CDM4#! 3M4#, Nach Lemma +,  gilt 3BM. #" 3DM.!#

und damit ebenfalls 3M4#,

iii# In ii# haben wir bereits fHur 3BCM4#C 3CDM4# Die HAquivalenz zu 3M4#
gezeigt, Nach Lemma +, 4C Lemma +,BLC Lemma +, . und Teil i# gilt 3DDM.#

! 3BD!M.!# " 3DM.!# ! 3M4#, Nach Satz +,-- sind auch die Bedin;
gungen 3BD!M. #C 3CC!M. #C 3DDM4# Haquivalent zu 3M4#, FHur die ver;

bleibenden FHalle schliePen wir wie folgt? Nach Lemma +,-D gilt 3BD!M4#"
3DDM4#, Nach Lemma +,B+ und Lemma +, A gilt 3CDM.#" 3BCM. #"

3BD!M.!#, Nach Lemma +,BD und Lemma +, A gilt 3BCM.!#" 3BCM. #
" 3BD!M.!#,

Satz $%&'% In Laguerre-Ebenen gelten die folgenden Implikationen bzgl% mi-

quelscher Bedingungen<

i= 3BCD!M.# ! 3BDDM.# # 3CCDM4#! 3BDDM4# ! 3BCD!M4#

" 3BCCDM4#>
ii= 3M+# " 3BD M+# " 3CC M.#? 3BD M+# " 3BBDDM.#?

3BD M4# " 3CC M4#

Beweis% i# Folgt nach Lemmata +, LC +, DC +,D-C +,DAC +,-BC +,D C +,-A,

ii# Folgt nach Lemmata +,D4C +,D.C +,D+C +, !,

Das nicht alle miquelschen Bedingungen gleichwertig sindC beweist der

Satz $%()% Es gibt eine nicht-miquelsche Laguerre-Ebene!"> in der die mi-

quelsche Bedingung 3M+# gilt% Insbesondere erf@ullt diese Ebene auch die Be-
dingungen 3BD M+#> 3CC M.#> 3BBDDM.#%

Beweis% Siehe BrHocker R.AS und Satz +,D!ii#,

Neuere Ergebnisse von Schroth RB+S zeigenC daP die Aussage von Satz +,L4

auf beliebige ovoidale Laguerre;Ebenen ausgeweitet werden kann,

Damit liegen nach Satz +,D!ii# vier Kandidaten von miquelschen Schlie;

PungssHatzen vorC die evtl, eine Charakterisierung ovoidaler Laguerre;Ebenen

 !Die hier verwendete Laguerre.Ebene haben wir in Abschnitt 456 angegeben5 Es handelt
sich um eine Laguerre.Ebene vom Scherungstyp von L=owen und Pf=uller5 Siehe auch Satz

454A5
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darstellen !* Abschlie0end geben wir Ergebnisse 4uber die Existenz bzw* Nicht9

Existenz von Laguerre9Ebenen an*

Bemerkung ()*+) i= Zu jeder Primzahlpotenz n C pm gibt es bis auf Iso9

morphie genau eine miquelsche Laguerre9Ebene der Ordnung n Hs* Halder
und Heise JKLM=*

ii= Laguerre9Ebenen gerader Ordnung sind nicht notwendig miquelschN sie

sind es f4ur n C K" O*

iii= Die FrageR ob Laguerre9Ebenen gerader Ordnung notwendig einbettbar
sindR konnte bislang nicht beantwortet werden*

iv= Laguerre9Ebenen ungerader Ordnung sind genau dann miquelschR wenn
mindestens eine ihrer Ableitungen desarguesch istN s* Chen und Kaerlein JK!M*

v= Laguerre9Ebenen der Ordnung V" L oder  sind miquelsch*

vi= Laguerre9Ebenen unendlicher Ordnung sind nicht notwendig einbettbarN
siehe z*B* Hartmann JKXM*

 !" Klassi(kation von Minkowski0Ebenen

 !"!# Ausartungen des Satzes von Miquel

Die Ausartungen des Satzes von Miquel im Minkowski9Fall wurden bereits

von Samaga JO[M f4ur sechs bis acht beteiligte Punkte bestimmt* Wir erg4anzen

diese um die noch fehlenden Ausartungen mit f4unf und vier beteiligten Punk9

ten* Wir gehen ] wie in JO[M gezeigt ] von W4urfelmodellen ausR in denen keine
zwei Punkte mit gemeinsamer Kante parallel sind und keine zwei Punkte in

diagonaler Lage gleich sind* Die L^ Ausartungen aus JO[M erg4anzen wir um ^!
weitere Ausartungen mit vier bis f4unf Punkten Hsiehe auch Br4ocker J^LM= und

geben diese in der folgenden Tabelle an Hsiehe auch 4Ubersicht auf S*^^X=*

Bezeichnung Bedingung

HM!=
Aus den Bedingungen HABCD=rR HABEF =rR HBCFG=rR

HCDGH=r und HADEH=r folgt HEFGH=ar*

HM^ =
Aus den Bedingungen HABCD=aR HABEF =rR HBCFG=rR
HCDGH=r und HADEH=r folgt HEFGH=ar*

HM^"=
Aus den Bedingungen HABCD=rR HABEF =aR HBCFG=rR

HCDGH=r und HADEH=r folgt HEFGH=ar*

 !Es ist hier insbesondere ein Beweis von Schroth zu nennen2 in dem f5ur endliche und f5ur
lokalkompakte2 zusammenh5angende2 endlichdimensionale Laguerre<Ebenen aus der G5ultig<

keit von >M?@ die Ovoidalit5at der betreBenden Laguerre<Ebene hergeleitet wirdC
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"M# $
Aus den Bedingungen "ABCD$a. "ABEF $a. "BCFG$r.

"CDGH$r. "ADEH$r. Ak F . Bk D folgt "EFGH$ar3

"M#!$
Aus den Bedingungen "ABCD$r. "ABEF $a. "BCFG$a.

"CDGH$r. "ADEH$r. Ak F . Bk G folgt "EFGH$r3

"M#"$
Aus den Bedingungen "ABCD$r. "ABEF $a. "BCFG$r.
"CDGH$a. "ADEH$r. Ak F . Ck H folgt "EFGH$ar3

"M##$
Aus den Bedingungen "ABCD$r. "ABEF $a. "BCFG$r.
"CDGH$a. "ADEH$r. Ak F . Dk G folgt "EFGH$r3

"M4 $

Aus den Bedingungen "ABCD$a. "ABEF $a. "BCFG$r.

"CDGH$a und "ADEH$r mit Ak F . Bk D. Ck H folgt
"EFGH$ar3

"M4!$
Aus den Bedingungen "ABCD$r. "ABEF $a. "BCFG$a.
"CDGH$r und "ADEH$a mit Ak F . Bk G. Dk E folgt

"EFGH$r3

"M6$
Aus den Bedingungen "ABCD$r. "ABEF $a. "BCFG$a.
"CDGH$a und "ADEH$a mit Ak

 
F . Bk

 
G. Ck

 
H und

Dk
 
E folgt "EFGH$r3

"BM7$
Aus "ABCD$r. "BCEG$r. "CDGH$r. "ADEH$r folgt

"ABE$rE"EGH$r3

"BM! $
Aus "ABCD$a. "BCEG$r. "CDGH$r. "ADEH$r folgt

"ABE$rE"EGH$r3

"BM!!$
Aus "ABCD$r. "BCEG$a. "CDGH$r. "ADEH$r folgt
"ABE$rE"EGH$r3

"BM# $
Aus "ABCD$a. "BCEG$r. "CDGH$a. "ADEH$r mit
Ak C. Dk G folgt "ABE$rE"EGH$r3

"BM#!$
Aus "ABCD$a. "BCEG$a. "CDGH$r. "ADEH$r mit

Ak C. Bk G folgt "ABE$rE"EGH$r3

"BM#"$
Aus "ABCD$r. "BCEG$a. "CDGH$r und "ADEH$a mit

Ak H und Ck E folgt "ABE$rE"EGH$r3

"BM4$
Aus "ABCD$a. "BCEG$a. "CDGH$r. "ADEH$a mit

Ak C. Bk G. Dk E folgt "ABE$rE"EGH$r3

"CM7$
Aus "ABCD$r. "BCFG$r. "CDGH$r. "ADH$rA"ABF $r
folgt "AFGH$ar3

"CM! $
Aus "ABCD$a. "BCFG$r. "CDGH$r. "ADH$rA"ABF $r
folgt "AFGH$ar3

"CM!!$
Aus "ABCD$r. "BCFG$a. "CDGH$r. "ADH$rA"ABF $r
folgt "AFGH$ar3
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"CM! #
Aus "ABCD#a' "BCFG#a' "CDGH#r' "ADH#rA"ABF #r
mit Ak

 
C' Bk

 
G folgt "AFGH#ar/

"CM!!#
Aus "ABCD#r' "BCFG#a' "CDGH#a' "ADH#rA"ABF #r
mit Bk G' Ck H folgt "AFGH#r/

"DM0#
Aus "ACD#rA"AEF #r' "ACFG#r' "CDGH#r' "ADEH#r
folgt "EFGH#ar/

"DM1 #
Aus "ACD#rA"AEF #r' "ACFG#a' "CDGH#r' "ADEH#r
folgt "EFGH#ar/

"DM1!#
Aus "ACD#rA"AEF #r' "ACFG#r' "CDGH#a' "ADEH#r
folgt "EFGH#ar/

"DM! #
Aus "ACD#rA"AEF #r' "ACFG#a' "CDGH#r' "ADEH#a
mit Ak G' Dk E folgt "EFGH#ar/

"DM!!#
Aus "ACD#rA"AEF #r' "ACFG#a' "CDGH#a' "ADEH#r
mit Ak G und Ck H folgt "EFGH#r/

"DM4#
Aus "ACD#rA"AEF #r' "ACFG#a' "CDGH#a' "ADEH#a
mit Ak G' Ck H' Dk E folgt "EFGH#r/

"BCM0#
Aus "ABCD#r' "BCE#rC"CDH#r und "ADEH#r folgt

"ABE#rE"CEH#r/

"BCM1 #
Aus "ABCD#a' "BCE#rC"CDH#r und "ADEH#r folgt

"ABE#rE"CEH#r/

"BCM1!#
Aus "ABCD#r' "BCE#rC"CDH#r und "ADEH#a folgt
"ABE#rE"CEH#r/

"BCM!#
Aus "ABCD#a' "BCE#rC"CDH#r und "ADEH#a mit
Ak C' Dk E folgt "ABE#rE"CEH#r/

"BD M0#

k sei der Kreis' der die Punkte A und E enth;alt mit

kA"ACD#r= weiter gelte "ACEG#r' "CDGH#r' "ADEH#r/
Dann folgt kE"EGH#r/

"BD M1 #

k sei der Kreis' der A und E enth;alt mit kA"ACD#r=

weiter gelte "ACEG#a' "CDGH#r' "ADEH#r/ Dann folgt

kE"EGH#r/

"BD M1!#
k sei der Kreis' der A und E enth;alt mit kA"ACD#r=
weiter gelte "ACEG#r' "CDGH#a' "ADEH#r/ Dann folgt

kE"EGH#r/

"BD M! #
k sei der Kreis' der A und E enth;alt mit kA"ACD#r= weiter
gelte "ACEG#a' "CDGH#a' "ADEH#r mit Ak G' Ck H/

Dann folgt kE"EGH#r/
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"BD M#!$

k sei der Kreis+ der A und E enth0alt mit kA"ACD$r4 weiter

gelte "ACEG$a+ "CDGH$r+ "ADEH$a+ Ak G und Dk E7

Dann folgt kE"EGH$r7

"BD M!$
k sei der Kreis+ der A und E enth0alt mit kA"ACD$r4 weiter
gelte "ACEG$a+ "CDGH$a+ "ADEH$a mit Ak G+ Ck H+

Dk E7 Dann folgt kE"EGH$r7

"BD!M;$
Aus "ABC$rC"CGH$r+ "BCEG$r und "ACEH$r folgt

"ABE$rE"EGH$r7

"BD!M#$
Aus "ABC$rC"CGH$r+ "BCEG$a und "ACEH$a folgt
"ABE$rE"EGH$r7

"CC M;$

k sei der Kreis+ der A und B enth0alt mit "ADH$rAk und

kB"BCG$r4 weiter gelte "ABCD$r+ "CDGH$r7 Dann folgt

"ABGH$ar7

"CC M= $

k sei der Kreis+ der die Punkte A und B enth0alt mit
"ADH$rAkB"BCG$r4 weiter gelte "ABCD$a+ "CDGH$r7

Dann folgt "ABGH$ar7

"CC M=!$

k sei der Kreis+ der die Punkte A und B enth0alt mit
"ADH$rAkB"BCG$r4 weiter gelte "ABCD$r+ "CDGH$a7

Dann folgt "ABGH$ar7

"CC M#$

k sei der Kreis+ der die Punkte A und B enth0alt mit

"ADH$rAkB"BCG$r4 weiter gelte "ABCD$a+ "CDGH$a
mit Ak C+ Dk G7 Dann folgt "ABGH$ar7

"CC!M;$
Aus "ABCD$r+ "ABF $rA"ADH$r und "BCF $rC"CDH$r
folgt "ACFH$r7

"CC!M=$
Aus "ABCD$a+ "ABF $rA"ADH$r und "BCF $rC"CDH$r
folgt "ACFH$a7

"CDM;$
Aus "ABD$rB"BFG$r+ "ABF $rA"ADH$r und "BDGH$r
folgt "AFGH$ar7

"CDM=$
Aus "ABD$rB"BFG$r+ "ABF $rA"ADH$r und "BDGH$a
folgt "AFGH$r7

"DDM;$

k sei der Kreis+ der die Punkte A und C enth0alt mit

"AEF $rAkC"CGH$r4 weiter gelte "ACFG$r+ "ACEH$r7

Dann folgt "EFGH$ar7

"DDM=$

k sei der Kreis+ der die Punkte A und C enth0alt mit

"AEF $rAkC"CGH$r4 weiter gelte "ACFG$a+ "ACEH$r7

Dann folgt "EFGH$ar7
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"DDM !

k sei der Kreis( der die Punke A und C enth/alt mit

3AEF !rAkC3CGH!r4 weiter gelte 3ACFG!a( 3CDEH!a(

Ak H und Ck F 7 Dann folgt 3EFGH!ar7

3BCD M;!

k sei der Kreis( der A und E enth/alt mit kA3ACD!r4 es

gelte weiterhin 3ADEH!r( 3ACE!rC3CDH!7 Dann folgt
kE3CEH!r7

3BCD M<!
k sei der Kreis( der A( E enth/alt mit kA3ACD!r4 es
gelte weiterhin 3ADEH!a( 3ACE!rC3CDH!7 Dann folgt

kE3CEH!r7

3BCD!M;!
Aus den beiden Ber/uhrbedingunen 3ACD!rA3AEF !r und

3ACF !rC3CDE!r folgt 3ADE!rE3CEF !r7

3BDDM;!

k sei der Kreis( der die Punkte A und C enth/alt mit

3AEF !rAkC3CEG!r4 weiter gelte 3ACFG!r7 Dann folgt

3ACE!rE3EFG!r7

3BDDM<!

k sei der Kreis( der die Punkte A und C enth/alt mit

3AEF !rAkC3CEG!r4 weiter gelte 3ACFG!a7 Dann folgt

3ACE!rE3EFG!r7

3CCDM;!
k sei der Kreis( der die Punkte C(D enth/alt mit 3ACF !rCk

und kD3ADE!r4 weiter gelte 3ACD!rA3AEF !r7 Dann folgt

3CDEF !ar7

3BBDDM;!

k sei ein Kreis( der A und C enth/alt mit k!Ak Ck"( wobei
A und E auf dem Kreis k! bzw7 C und G auf dem Kreis k"
liegen7 Weiter gelte k"Gk#( wobei E und G auf dem Kreis
k# liegen und 3ACEG!r7 Dann folgt k!Ek#7

3BBDDM<!

k sei der Kreis( der A und C enth/alt mit k!Ak Ck"( wobei

A und E auf dem Kreis k! bzw7 C und G auf dem Kreis
k"7 Weiter gelte k"Gk#( wobei E und G auf dem Kreis k#
liegen und 3ACEG!a7 Dann folgt k!Ek#7

3BCCDM;!

k sei der Kreis( der die Punkte C und D enth/alt mit
3ACE!rCk D3ADE!r und es sei k! der Kreis( der A und

E enth/alt mit 3ACD!rAk!7 Dann folgt k!E3CDE!r7

3CCCCM;!

Es seien k ( k!( k" und k# Kreise( die A und B4 B und C4 C
und D4 A und D enthalten und es gelte k#Ak Bk!Ck"Dk#7

Dann folgt 3ABCD!ar7

Tabelle  7DE Miquelsche Bedingungen im MinkowskiIFall7
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 !"! Ergebnisse

Wir beginnen diesen Abschnitt mit einigen Ergebnissen zur Klassi6kation

von Minkowski<Ebenen= Dazu de6nieren wir zun?achst die Hyperbelstruktur

@B A !B unter Hinzunahme des Ber,uhraxioms erhalten wir das Axiomensy<

stem der Minkowski6EbeneF welches ?aquivalent ist zu unserem Axiomensy<
stem der Benz<Ebene mit zwei<elementiger Indexmenge= Durch Hinzunahme

eines weiteren Axioms J des Symmetrieaxioms J erhalten wir die symmetri6
schen Minkowski6Ebenen= Die Klasse der symmetrischen Minkowski<Ebenen

entspricht der Klasse der ovoidalen Minkowski<Ebenen= Es sei ein Gitter

@P!GA f?ur I O fP! Qg gegeben= Die Parallelit?atsrelationenF die sich aus G
ergebenF bezeichnen wir mit k" und k!= Weiter sei K & P@PA 'O (=

De"nition '()'( @P!K! k"! k!A heiSt @B A/Geometrie oder Hyperbelstruk/

tur T)

@HPA Zu P!Q * P existiert genau ein X * P mit Pk"Xk!Q=

@HQA Zu @P! kA * P +K existieren eindeutig bestimmte Punkte P"! P! * k

mit P"k"Pk!P!=

@HVA Es existieren drei paarweise nicht<parallele Punkte= Durch drei paar<

weise nicht<parallele Punkte geht genau ein Kreis=

Das Ber,uhraxiom lautet

@HWA Zu nicht<parallelen Punkten P!Q mit P * k * K existiert genau ein

l * K mit Q * l und l ber?uhrt k in P =

Das Axiomensystem @HPA bis @HWA ist oXensichtlich ?aquivalent zu dem Axio<
mensystem der Benz<Ebene mit jIj O Q @Minkowski<EbeneA=

F?ur einen Punkt P und einen Kreis k existieren nach @HQA eindeutig be<

stimmte Punkte P"! P! mit P"k"Pk!P!= Nach @HPA existiert ein eindeutig
bestimmter PunktF der plus<parallel zu P! und minus<parallel zu P" istB wir

bezeichnen diesen Punkt mit P k=

De"nition '()*( Zwei Kreise k! l heiSen symmetrisch F geschrieben k - lF

wenn mit P auch P l auf k liegt=

In jeder Kettengeometrie gilt das Symmetrieaxiom

 !Die Bezeichnung *B + soll an Hans Beck *234562789+ erinnern; der bereits 272? *Beck

@5A+ mit diesem Axiomensystem arbeiteteF Die Bezeichnung stammt von Benz @7A und @2?AF
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"S# Seien k" l  K und es existiere P  knl mit P l  k/ Dann gilt k # l/

Hyperbelstrukturen9 die au:erdem "S# erf<ullen9 sind Minkowski@Ebenen "s/
Artzy DEF9 DGF9 Heise@Karzel DIGF9 Samaga DJKF#/ Nach Artzy DEF und Karzel

DI!F gilt9 da: jede symmetrische Hyperbelstruktur bereits eine Kettengeome@

trie istP wir k<onnen also eine Einbettung eines einschaligen Hyperboloids in

einen dreidimensionalen pappusschen projektiven Raum Snden9 wobei unsere
symmetrischeHyperbelstruktur isomorph zumEbenenschnittmodell mit dem

Hyperboloid ist/ Damit kann man also jede Kettengeometrie <uber kommuta@
tiven K<orpern als Hyperbelstruktur auTassen9 die das Symmetrieaxiom "S#

erf<ullt und umgekehrt Sndet man zu jeder solchen Hyperbelstruktur einen

kommutativen K<orper9 so da: die zugeh<orige Kettengeometrie isomorph da@
zu ist/ In Hyperbelstrukturen9 die das Symmetrieaxiom erf<ullen9 kann man

die G<ultigkeit von "HJ# nachweisen/ Umgekehrt folgt aus den Axiomen "HG#
bis "HJ# "Minkowski@Ebenen# nicht die G<ultigkeit von "S#/

Durch den vollen Satz vonMiquel "Satz E/E# k<onnen wir miquelscheMinkowski@

Ebenen charakterisieren/

Satz $%&'% Die Klasse der miquelschen Minkowski3Ebenen entspricht der

Klasse der Minkowski3Ebenen8 die den vollen Satz von Miquel erf=ullen>

SchaeTer DKGF ist eine Charakterisierung durch eine <ubersichtlichere Form des

vollen Satzes von Miquel gelungen[

Satz $%&(% Die Klasse der miquelschen Minkowski3Ebenen entspricht der

Klasse der Minkowski3Ebenen8 die "M\# erf=ullen !>

Nach Samaga DJ!F haben wir au:erdem den

Satz $%&)% In Hyperbelstrukturen folgt aus dem Symmetrieaxiom jede der in

Tabelle F>G angegebenen Bedingungen>

Wir kommen jetzt zu eigenen Ergebnissen9 wobei wir einige Zusammenh<ange

zwischen den einzelnen Bedingungen vom miquelschen Typ aufzeigen/

Lemma $%&-% In Minkowski3Ebenen giltI "BME #% "CME"#>

Beweis> Es gelte "ABCD#r9 "BCFG#a mit Bk G9 "CDGH#a mit Ck H und

"ABF #rA"ADH#r/ Zu zeigen ist "AFGH#r/ Es gilt Ak,G
 #/ Dann haben wir

den regul<aren Kreis "AFG#r und es gilt "AFG#r ' "CDGH#a a fG"Xg mit
Xk

 
Ck

 
H/ Dann giltXk,

 
A"B"D"F"G/ Im FallX a C folgt "ACFG#r9 Wi@

derspruch zu Ck$F / Wende "BME # auf die Punkte F"G"C"B"A"X"D an
"s/ Figur E/IJ#/ Es folgt "ABF #rA"ADHX#r/ Wegen "ADH#r ' "CDGH#a a

fD"Hg und X *a D folgt X a H und damit "AFGH#r/

 !Die Bedingung (M)* +ndet man in Tabelle 2343
 "k steht als Abk9urzung f9ur k # und k  3
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F

A

G

C
B

X

DA

Figur %&'(

Lemma $%&&% In Minkowski(Ebenen gilt/ !CM" #! !BM"!#0

Beweis0 Es gelte !BCEG#r* !ADEH#r* !ABCD#a mit Ak C und !CDGH#a
mit Dk

 
G0 Zu zeigen ist !ABE#rE!EGH#r0 Es sei k der regul4are Kreis*

der die Punkte E und H enth4alt und f4ur den !ABE#rEk gilt0 Es ist k #

!CDGH#a ; fH(Xg mit Xk Gk D0 Damit folgt sofort Xk* A(C(E(H und
damit X *& fA(C(E(Hg0 Im Fall XkB* also Xk B oder Xk"B* folgt Bk D

bzw0 X ; D !s0 unten#0 In beiden F4allen haben wir einen Widerspruch zur

Voraussetzung0 Im Fall X ; D folgt k ; !DEH#r ; !ABDEH#r* WiderF

spruch zu Bk"D0 Wende !CM" # auf die Punkte E(H(D(A(X(C(B an !s0
Figur "0GHa#0 Es folgt !BCEGX#r wegen der Voraussetzung !BCEG#r0 WeF

gen Xk
 
G folgt X ; G* also k ; !EGH#rE!ABE#r0

E

E

H

D
A

X

CB

E

H

E

B
A

X

CD

(a) (b)

Figur %&')

Lemma $%&'% In Minkowski(Ebenen gilt/ !DMG#! !BMG#0

Beweis0 Es gelte !CDGH#r* !ABCD#a mit Ak
 
C* !BCEG#a mit Bk

 
G

und !ADEH#a mit Dk
 
E0 Zu zeigen ist !ABE#rE!EGH#r0 Es sei k der reF

gul4are Kreis durch die Punkte E und H mit kE!ABE#r0 Es gilt !BCEG#a#
k ; fE(Xg mit Xk Gk B0 Es folgt Xk* A(C(D(E(H und damit X *&

fA(C(D(E(Hg0 Im Fall X ; B folgt k ; !BEH#r ; !ABEH#r* WiderF
spruch zu Ak"H0 Wende !DMG# auf die Punkte E(B(A(H(X(C(D an

!s0 Figur "0GHb#0 Es folgt !CDGHX#r wegen !CDGH#r0 Wegen X(G &

!CDGHX#r und Xk
 
G folgt X ; G* also k ; !EGH#rE!ABE#r0

Lemma $%'(% In Minkowski(Ebenen gilt/ !BCMI!#! !BCMI #0
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Beweis% Es gelte (ABCD)r* (ADEH)a mit Ak H und (CDH)rC(BCE)r0

Zu zeigen ist (ABE)rE(CEH)r0 Sei k der regul5are Kreis durch die Punkte

C und E mit kE(ABE)r0 Es gilt (ADEH)a ! k < fE'Xg mit Xk Ak H0
Dann folgt Xk) B'C'D'E0 Im Fall X < A folgt k < (ACE)r < (ABCE)r <

(ABCDE)r* Widerspruch zu Dk E0 Wende (BCMD!) auf die Punkte E'A'
B'C'X'D an (s0 Figur E0FGa)0 Es folgt (BCE)rC(CDX)r0 Hieraus erh5alt

man wegen der Eindeutigkeit des Ber5uhrkreises (CDHX)r0 Aus Xk
 
H folgt

X < H* also k < (CEH)rE(ABE)r0

E

C

A
B

X

D

(a)

E

C

E

H

A
A

X

C

(b)

E

D

Figur %&'(

Lemma $%&'% In Minkowski+Ebenen gilt1 (DDME) % (BD!ME")%

Beweis% Es sei k der regul5are Kreis* der die Punkte A und E enth5alt und

f5ur den kA(ACD)r gilt0 Weiter gelte (CDGH)r* (ACEG)a mit Ak
 
G und

(ADEH)a mit Dk
 
E0 Zu zeigen ist kE(EGH)r0 Den Fall k < (EGH)r

k5onnen wir ausschlieLen* da sonst (AEGH)r folgt* was im Widerspruch

zu Ak G steht0 Es gelte also k &< (EGH)r0 Es sei l der regul5are Kreis*

der die Punkte E und H enth5alt und f5ur den lEk gilt0 Wir haben dann
(ACEG)a!l < fE'XgmitXk Ak G0 Es folgtXk) C'D'E'H0 Im Fall X <

A folgt l < (AEH)r* Widerspruch zu Ak H0 Wende (DDME) auf die PunkN
te E'A'H'X'C'D an (s0 Figur E0FGb)0 Es folgt (CDHX)r < (CDGHX)r0

Wegen Xk
 
G folgt X < G* also (EGH)rEk0

Lemma $%&$% In Minkowski+Ebenen gilt1 (DDME) % (BD!MF)%

Beweis% Es sei k der regul5are Kreis* der die Punkte A und E enth5alt und f5ur

den kA(ACD)r gilt0 Weiter gelte (CDGH)a mitCk
 
H* (ACEG)a mitAk

 
G

und (ADEH)a mit Dk
 
E0 Zu zeigen ist kE(EGH)r0 Aus k < (EGH)r folgt

(AEGH)r* Widerspruch zu Ak G0 Wir gehen also von k &< (EGH)r aus0
Es sei l der regul5are Kreis* der die Punkte E und H enth5alt und f5ur den

lEk gilt0 Dann haben wir l ! (ACEG)a < fE'Xg mit Xk Ak G0 Es folgt

Xk) C'D'E'H0 Im Fall X < A folgt l < (AEH)r* Widerspruch zu Ak H0

Wende (DDME) auf die Punkte E'A'H'X'C'D an (s0 Figur E0FGb)0 Es

folgt (CDHX)a* also (CDGHX)a0 Wegen (ACEG)a ! (CDGH)a < fC'Gg
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"nach Voraussetzung haben die beiden ausgearteten Kreise keine Erzeugende

gemeinsam7 und X  8 C folgt X 8 G und damit l 8 "EGH7rEk;

Lemma $%&'% In Minkowski(Ebenen gilt/ "DDM<7 " "BD M= 70

Beweis0 Es sei k der regul>are Kreis durch die PunkteA und E mit "ACD7rAk;
Weiter gelte "ADEH7rA "ACEG7a mit Ak GA "CDGH7a mit Ck H; Zu zeiC

gen ist kE"EGH7r; Der Fall k 8 "EGH7r f>uhrt auf einen Widerspruch zu

Ak G; Wir gehen also von k  8 "EGH7r aus; Es sei l der regul>are Kreis durch

die Punkte E und H mit kEl; Es gilt l$"ACEG7a 8 fE*Xg mit Xk Ak G;

Dann folgt Xk+ C*D*E*H; Im Fall X 8 A folgt l 8 k 8 "AEH7r 8
"ADEH7r 8 "ACDEH7rA Widerspruch zu Ck H; Wende "DDM<7 auf

die Punkte E*A*H*X*C*D an "s; Figur =;I a7; Es folgt "CDHX7aA also
"CDGHX7a; Wegen "CDGH7a $ "ACEG7a 8 fC*Gg und X  8 C folgt

X 8 G und damit "EGH7rEk;

E

H

A
A

X

C

E

E

D
A

X

C

(a) (b)

D A

HE

Figur %&'(

Lemma $%&(% In Minkowski(Ebenen gilt/ "CC M<!7" "BD M<!70

Beweis0 Es sei k der regul>are Kreis durch die PunkteA und E mit "ACD7rAk;

weiter gelte "ACEG7rA "ADEH7r und "CDGH7a mit Dk G; Zu zeigen ist

kE"EGH7r; AngenommenA es gilt k 8 "EGH7r; Dann folgt "AEGH7r 8
"ACEGH7rA Widerspruch zu Ck"H; Wir gehen von k  8 "EGH7r aus; Es sei l

der regul>are Kreis durch die Punkte E undH mit kEl; Es gilt l$"CDGH7a 8
fH*Xg mit Xk Dk G; Dann gilt Xk+ A*C*E*H; Im Fall X 8 D folgt l 8

"DEH7r 8 "ADEH7r 8 k und damit "ACDEH7rA Widerspruch zu Ck"H;
Wende "CC M<!7 auf die Punkte E*H*D*A*X*C an "s; Figur =;I b7; Es

folgt "ACEX7r 8 "ACEGX7r; Wegen Xk G folgt X 8 G; Damit erhalten
wir l 8 "EGH7rEk;

Lemma $%&)% In Minkowski(Ebenen gilt/ "DDM<7 " "BD M< 70

Beweis0 Es sei k der regul>are Kreis durch die PunkteA und E mit "ACD7rAk;

Weiter sei "CDGH7rA "ADEH7rA "ACEG7a mit Ak G; Zu zeigen ist

kE"EGH7r; AngenommenA es gilt k 8 "EGH7r; Dann folgt "AEGH7rA WiC

derspruch zu Ak G; Wir gehen von k  8 "EGH7r aus; Es sei l der regul>are
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Kreis' der die Punkte E und H enth/alt und f/ur den lEk gilt4 Dann haben

wir 8ACEG9a  l : fE'Xg mit Xk Ak G4 Dann gilt Xk) C'D'E'H4 Im

Fall X : A folgt l : 8AEH9r : 8ADEH9r : k und damit 8ACDEH9r'
Widerspruch zu Ck E4 Wende 8DDMC9 auf die Punkte E'A'H'X'C'D an

8s4 Figur D4EFa94 Es folgt 8CDHX9r und damit 8CDGHX9r 4 Wegen Xk G
und X %: C folgt X : G' also l : 8EGH9rEk4

Lemma $%&'% In Minkowski(Ebenen gilt/ 8DM!9 & 8BCM!90

Beweis0 Es gelte 8ABCD9r' 8ADEH9r' 8BCE9rC8CDH9r4 Zu zeigen ist

8ABE9rE8CEH9r4 Es sei k der regul/are Kreis' der die Punkte E und H
enth/alt und f/ur den kE8ABE9r gilt4 Im Fall BkH folgt k %: 8BCE9r4 Falls

Bk)H und k : 8BCE9r' so folgt 8BCEH9r : 8BCDEH9r : 8ABCDEH9r4
Insbesondere folgt also die Behauptung4 Wir gehen jetzt von k  8BCE9r :

fE'Xg mit X %: E aus4 Aus dieser Bedingung folgt X )' fA'B'D'Hg4 WeiM
terhin gilt Xk)B'C'E'H4 Wende 8DM!9 auf die Punkte E'B'A'H'X'C'D

an 8s4 Figur D4E a94 Es folgt 8CDHX9r4 Wegen 8BCE9r  8CDH9r : fCg
folgt X : C und damit k : 8CEH9rE8ABE9r4

E

H

B

X

C

(a)

E

D

A

Figur %&'(

Lemma $%&(% In Minkowski(Ebenen gilt/ 8DMC!9& 8BCMC"90

Beweis0 Der Beweis ist analog zum Beweis von Lemma D4OP zu f/uhren' wobei

statt des regul/aren Kreises 8ABCD9r der ausgeartete Kreis 8ABCD9a mit
Bk D verwendet wird4

Lemma D4OP wurde von Samaga in RS T' Satz P4Ui9' bewiesen f/ur 8B!9MGeoM

metrien4 Zus/atzlich zu RS T' Korollar P4Di9' k/onnen wir durch einen anderen
Beweis in Lemma D4OP noch Lemma D4OF folgern4

Lemma $%&)% In Minkowski(Ebenen gilt/ 8DMD!9& 8BMD!90

Beweis0 Es gelte 8ABCD9a mit Ak C' 8BCEG9a mit Bk G' 8CDGH9r'

8ADEH9r4 Zu zeigen ist 8ABE9rE8EGH9r4 Es sei k der regul/are Kreis

durch die Punkte E und H mit kE8ABE9r4 Dann gilt k  8BCEG9a :

fE'Xg mit Xk Bk G4 Es gilt Xk) A'C'D'E'H4 Im Fall X : B folgt
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k " #BEH$r% also #ABEH$r " #ABDEH$r% Widerspruch zu Bk D4 Wen6

de #DM7!$ auf die Punkte E&B&A&H&X&C&D an #s4 Figur 74>?a$4 Es folgt

#CDHX$r " #CDGHX$r4 Wegen Xk G folgt X " G4 Damit haben wir
k " #EGH$rE#ABE$r4

E

H

B

X

C

(a)

A

E

H

A

X

CD

(b)

E

D

B

E

Figur %&'(

Lemma $%&&% In Minkowski(Ebenen gilt/ #DM7"$ " #BM7#$0

Beweis0 Es gelte #ABCD$r% #BCEG$a mit Ck E% #CDGH$r% #ADEH$a mit

Aj H4 Zu zeigen ist #ABE$rE#EGH$r4 Es sei k der regulFare Kreis durch die
Punkte E und H mit kE#ABE$r4 Dann gilt k $ #BCEG$a " fE&Xg mit

Xk Bk G4 Es gilt Xk* A&C&D&E&H4 Im Fall X " B folgt k " #BEH$r%
also #ABEH$r% Widerspruch zu Ak

 
H4 Wende #DM7"$ auf die Punkte

E&B&A&H&X&C&D an #s4 Figur 74>?b$4 Es folgt #CDHX$r " #CDGHX$r4
Wegen Xk

 
G folgt X " G4 Damit haben wir k " #EGH$rE#ABE$r4

Lemma $%'((% In Minkowski(Ebenen gilt/

i2 #CM!!$ " #DM7!$3

ii2 #CM7"$ " #DM7!$3
iii2 #DM!"$ " #DM7!$0

Beweis0 Es gelte #ADEH$r% #ACFG$a mit Ck F % #CDGH$a mit Dk G%

#ACD$rA#AEF $r4 Zu zeigen ist #EFGH$r4
i$ Es gilt #EFH$r $ #CDGH$a " fH&Xg mit Xk Dk G4 Dann gilt Xk* A&

C& E& F& H4 Im Fall X " D folgt #DEFH$r " #ADEFH$r " #ACDEFH$r%

Widerspruch zu Ck
 
F 4 Wende #CM!!$ auf die Punkte E&H&D&A&F&X&C

an #s4 Figur 74IJa$4 Es folgt Xk Ak G4 Wegen Gk
 
Xk G folgt X " G4

ii$ Es gilt #EFG$r $ #CDGH$a " fG&Xg mit Xk C4 Dann gilt Xk* A&D&

E&F 4 Im FallX " C folgt #CEFG$r% Widerspruch zu Ck F 4Wende #CM7"$
auf die Punkte F&G&C&A&E&X&D an #s4 Figur 74IJb$4 Es folgt #ADEHX$r4

Wegen #ADEH$r $ #CDGH$a " fD&Hg und X '" D folgt X " H4

iii$ Es gilt #EFH$r$#ACFG$a " fF&Xg mit Xk A4 Dann gilt Xk* C&D&E&

F&H4 Im Fall X " A folgt #AEFH$r " #ADEFH$r " #ACDEFH$r% Wi6

derspruch zu Ck F 4 Wende #DM!"$ auf die Punkte E&F&A&H&X&C&D an
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"s$ Figur !$*+c-$ Es folgt Xk Dk G$ Wegen "ACFG-a!"CDGH-a 6 fC'Gg

und X $6 C folgt X 6 G$

(c)(a) (b)
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Figur %&'(

Lemma $%&'&% In Minkowski(Ebenen gilt/

i0 "BM8- & "DM8-1
ii0 "CM! - & "DM8-1

iii0 "DM! - & "DM8-2

Beweis2 Es gelte "ADEH-a mit Ak H: "ACFG-a mit Ck F : "CDGH-a mit
Dk G: "ACD-rA"AEF -r$ Zu zeigen ist "EFGH-r$

i- Es gilt "FGH-r!"ADEH-a 6 fH'XgmitXk!Dk!E$ Dann giltXk*!A'C'
F'G'H$ Im Fall X 6 D folgt "DFGH-r: Widerspruch zu Dk G$ WenB

de "BM8- auf die Punkte G'H'D'C'F'X'A an "s$ Figur !$*Ea-$ Es folgt
"ACD-rA"AEFX-r$ Wegen "AEF -r!"ADEH-a 6 fA'Eg und X $6 A folgt

X 6 E$

ii- Es gilt "EFG-r!"CDGH-a 6 fG'XgmitXk!Ck!H$ Dann giltXk*!A'D'
E'F'G$ Im Fall X 6 C folgt "CEFG-r: Widerspruch zu Ck F $ Wende

"CM! - auf die Punkte F'G'C'A'E'X'D an "s$ Figur !$*Eb-$ Es folgt
Xk Ak H$ Wegen Xk!H folgt X 6 H$

iii- Es gilt "EFG-r ! "ADEH-a 6 fE'Xg mit Xk Ak H$ Dann gilt Xk* C'
D'E'F'G$ Im Fall X 6 A folgt "AEFG-r: Widerspruch zu Ak!G$ WenB

de "DM! - auf die Punkte F'E'A'G'X'D'C an "s$ Figur !$*Ec-$ Es folgt

Xk!Ck!H$ Wegen Xk H folgt X 6 H$

(c)(a) (b)

G

F

D
C

X

A

H
F

E

C
A

X

DA

G F

G

A
A

X

DC

E

A



 !"! KLASSIFIKATION VON MINKOWSKI/EBENEN  !

(d) (e)
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D
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Figur %&'(

Lemma $%&'$% In Minkowski(Ebenen gilt/ Die G2ultigkeit der Bedingungen

"CDM#$ und "BCD M#$ impliziert die G2ultigkeit der Bedingung "BCM# $:

Beweis: Es gelte "ABCD$a mit Bk
 
D- "ADEH$r- "BCE$rC"CDH$r. Zu

zeigen ist "ABE$rE"CEH$r. Sei k der regul6are Kreis durch die Punkte C und

E mit kE"ABE$r. Angenommen- es gilt kC"CDH$r. Dann folgt kC"BCE$r-

also k A "BCE$r. Damit haben wir k A "ABCE$r- Widerspruch zu Ak!C.

Es ist also k""CDH$r A fC'Xg mitX %A C. Aus dieser Bedingung schlieGen
wir X )& fA'Bg. Im Fall X A D folgt k A "CDE$r. Wende "BCD M#$ auf

die Punkte E'C'B'D'A an "s. Figur J.K#e$. Es folgt "CDH$rD"ADEH$r
und damit "ACDEH$r- Widerspruch zu Ak!C. Es ist also X %A D. Im

Fall X A E haben wir "CDEH$r A "ACDEH$r- Widerspruch zu Ak!C.

Wende "CDM#$ auf die Punkte E'C'B'X'D'A an "s. Figur J.K#d$. Es folgt

"ADEX$r und damit "ADEHX$r. Wegen "ADEH$r " "CDH$r A fD'Hg

und X %A D folgt X A H- also k A "CEH$rE"ABE$r.
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E
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Figur %&'%

Lemma $%&'(% In Minkowski(Ebenen gilt/ Die G2ultigkeit der Bedingungen

"DM#"$; "BCM#"$ impliziert die G2ultigkeit der Bedingung "BM# $:

Beweis: Es gelte "ABCD$a mit Ak C- "BCEG$r- "CDGH$r- "ADEH$r.

Zu zeigen ist "ABE$rE"EGH$r. Es sei k der regul6are Kreis- der die PunkL

te E und H enth6alt und f6ur den kE"ABE$r gilt. Angenommen- es gilt

kE"BCEG$r. Dann folgt "ABE$r A "BCEG$r- also "ABCEG$r- WiderL

spruch zu Ak C. Wir gehen also von k " "BCEG$r A fE'Xg mit X %A E
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aus% Im Fall X * A schlie/en wir auf 4ABCEG5r6 Widerspruch zu Ak C%

Analog k?onnen wir die F?alle X ! fB&D&Hg ausschlie/en% Im Fall X * C

wenden wir 4BCM@  auf die Punkte H!E!A!D!C!B an +s- Figur 1-21a 
an- Es folgt +CDH rC+BCE r- Dies bedeutet +CDGH rC+BCEG r8 also

+BCDEGH r8 Widerspruch zu Bk D- Es folgt X !> C- Wende +DM?! auf
die Punkte E!B!A!H!X!C!D an +s- Figur 1-21b - Es folgt +CDHX r und

damit +CDGHX r- Aus +BCEG r # +CDGH r > fC!Gg und X !> C folgt

X > G und damit +ABE rE+EGH r-

E

H

A
A

X

CC

C

C

F
A

X

E

(a) (b)

F G

A

Figur %&'(

Lemma $%&'(% In Minkowski(Ebenen gilt/ Die G2ultigkeit der Bedingungen

+BD"M1! 7 +CC"M1 impliziert die G2ultigkeit der Bedingung +DDM1 ;

Beweis; Es sei k der regulBare Kreis8 der die Punkte A und C enthBalt mit
+AEF  rAkC+CGH r- Weiter gelte +ACFG a mit Ck

 
F und +ACEH a mit

Ak
 
H- Zu zeigen ist +EFGH ar +im ausgearteten Fall mit Ek

 
G -

?- FallE Ek+ G- Dann haben wir den regulBaren Kreis +EFH r und es gilt
+EFH r # +ACFG a > fF!Xg mit Xk Gk A- Es folgt Xk+ C!E!F!H und

damit X +& fC!E!F!Hg- Im Fall X > A folgt +AEFH r8 Widerspruch
zu Ak H- Wende +BD"M1! auf die Punkte E!F!A!H!X!C an +s- Figur

1-2Ha - Es folgt kC+CHX r +es ist +CGH r ein regulBarer Kreis und daI

mit +CGHX r- Wegen Xk G und G!X & +CGHX r folgt X > G8 also

+EFGH r-
1- FallE Trivialerweise tritt der Fall Ek G nicht auf- Angenommen8 es gilt ohI

ne EinschrBankung Ek G- Zu zeigen ist Fk H- Es gilt +EFG a # +CGH r >

fG!Xg mitXk F - Dann ist Xk+ A!C!E!G und damitX +& fA!C!E!Gg- Im

Fall X > F folgt +CFGH r8 Widerspruch zu Ck F - Wende +CC"M1 auf

die Punkte C!G!F!A!X!E an +s- Figur 1-2Hb - Wegen Ck E folgt +ACEX a
mit Xk Ak H- Wegen X & +CGH r8 X !> G und Xk H folgt X > H8 also

+EFGH a-
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Figur %&''

Lemma $%&'(% In Minkowski(Ebenen gilt/ Die G2ultigkeit der Bedingungen

"BD M# $7 "BD M%!$ impliziert die G2ultigkeit der Bedingung "DDM#$;

Beweis; Es sei k der regul/are Kreis2 der die Punkte A und C enth/alt und

f/ur den "AEF $rAkC"CGH$r gilt9 Weiter gelte "ACEH$r und "ACFG$a mit

Ak G9 Zu zeigen ist "EFGH$r oder "EFGH$a mit Fk H9

#9 Fall@ Fk) H9 Dann gilt "EFH$r " "ACFG$a B fF*Xg mit Xk Ak G9
Es ist Xk) C*E*F*H und damit X )% fC*E*F*Hg9 Im Fall X B A folgt

"AEFH$r B "ACEFH$r2 Widerspruch zu Ck"F 9 Wende "BD M# $ auf die
Punkte E*F*A*H*X*C an "s9 Figur %9FFa$9 Es folgt kC"CHX$r und damit

"CGHX$r9 Wegen X*G % "CGHX$r2 Xk G folgt X B G2 also "EFGH$r9

%9 Fall@ Trivialerweise tritt der Fall Fk"H nicht auf9 Es gelte ohne EinJ
schr/ankung Fk H9 Zu zeigen ist Ek"G9 Es folgt "FGH$a " "ACEH$r B

fH*Xg mit Xk"G9 Es gilt Xk)"A*C*F*H und damit X )% fA*C*F*Hg9 Im
Fall X B G folgt "ACEGH$r2 Widerspruch zu Ak G9 Wende "BD M%!$

auf die Punkte C*H* G*A*X*F an "s9 Figur %9FFb$9 Es folgt kA"AFX$r und

damit "AEFX$r9 Wegen "AEF $r " "ACEH$r B fA*Eg und X &B A folgt

X B E und damit "EFGH$a9
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Figur %&'(

Lemma $%&')% In Minkowski(Ebenen gilt/ Die G2ultigkeit der Bedingungen

"BCD ML$7 "BD ML$7 "BD M#!$ impliziert die G2ultigkeit der Bedingung

"DDML$;

Beweis; Es sei k der regul/are Kreis durch die Punkte A und C mit

"AEF $rAkC"CGH$r9 Es sei "ACFG$r2 "ACEH$r9 Zu zeigen ist "EFGH$ar9
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"# Fall' Fk!H# Dann haben wir den regul3aren Kreis 6EFH7r# Angenommen;

es gilt 6EFH7rF 6ACFG7r# Wende 6BCD M>7 auf die Punkte A)F)E)C)H

an 6s# Figur B#CDa7# Wir erhalten kC6CFH7r und wegen kC6CGH7r dann
6CFGH7r E 6ACFGH7r E 6ACEFGH7r# Insbesondere folgt die BehaupI

tung 6EFGH7r# Wir gehen jetzt von 6EFH7r " 6ACFG7r E fF)Xg mit
X %E F aus# In jedem der F3alle X & fA)C)E)Hg folgt 6ACEFH7r und

wir erhalten einen Widerspruch zu 6EFH7r " 6ACFG7r E fF)Xg# WenI

de 6BD M>7 auf die Punkte A)F)E)C)X)H an 6s# Figur B#CDb7# Es folgt

kC6CHX7r# Dann folgt 6CGHX7r# Wegen 6CGH7r " 6ACFG7r E fC)Gg

und X %E C folgt X E G; also 6EFGH7r#
B# Fall' Ohne Einschr3ankung gelte Fk H# Zu zeigen ist Ek!G# Die PunkI

te E)F)H legen eindeutig einen ausgearteten Kreis fest# Es gilt 6EFH7a "
6ACFG7r E fF)Xg mitXk!E# Damit gilt Xk!!A)C)F)H# Insbesondere gilt

X !& fA)C)F)Hg# Wende 6BD M""7 auf die Punkte A)F)E)C)X)H an 6s#
Figur B#CDc7# Es folgt kC6CHX7r und damit 6CGHX7r# Wegen 6CGH7r "

6ACFG7r E fC)Gg und X %E C folgt X E G; also 6EFGH7a#
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Figur %&'(

Lemma $%&'(% In Minkowski(Ebenen gilt/ Die G2ultigkeit der Bedingungen

6BD MB 77 6DMQ7 impliziert die G2ultigkeit der Bedingung 6CC MB7;

Beweis; Es gelte 6ABCD7a mit Bk D; 6CDGH7a mit Ck H# Weiter sei k

der regul3are Kreis; der die Punkte A und B enth3alt und f3ur den
6ADH7rAkB6BCG7r gilt# Zu zeigen ist 6ABGH7r oder 6ABGH7a mitAk G#

"# Fall' Ak!G# Es gilt 6ABG7r " 6CDGH7a E fG)Xg mit Xk Ck H# Dann

folgt Xk!
 
A)B)D)G und damit X !& fA)B)D)Gg# Wende 6BD MB 7 auf

die Punkte B)G)C)A)X)D an 6s# Figur B#C!a7# Es folgt kA6ADX7r# Damit
haben wir 6ADHX7r# Wegen 6ADH7r " 6CDGH7a E fD)Hg; Xk

 
H folgt

X E H; also 6ABGH7r#
B# Fall' Ak!G tritt nicht auf; da sonst Ck!G folgt; Widerspruch zur VorI

aussetzung# Es gelte ohne Einschr3ankung Ak G# Dann folgt 6AGH7a " k E

fA)Xg mit Xk!H# Wir haben Xk!A)C)D)G und damit X !& fA)C)D)Gg#

Im Fall X E H folgt k E 6ABH7r E 6ABDH7r; Widerspruch zu Bk D# AnI

genommen; es giltX %E B# Wende 6DMQ7 auf die Punkte A)H)D)B)X)G)C
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an $s& Figur ,&-.b0& Es folgt $BCGX0r& Wegen k  $BCG0r 8 fBg $k 8

$BCG0r kann man sofort zum Widerspruch f@uhren0 folgt X 8 BA WiderB

spruch zu X #8 B& Wir haben also X 8 B und damit $ABGH0a&
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Figur %&'(

Lemma $%&'(% In Minkowski(Ebenen gilt/ Die G2ultigkeit der Bedingungen

$BD MC!07 $DM,!0 impliziert die G2ultigkeit der Bedingung $CC MC!0;

Beweis; Es gelte $ABCD0rA $CDGH0a mit Dk G& Weiter sei k der regul@are
KreisA der die Punkte A und B enth@alt mit $ADH0rAkB$BCG0r& Zu zeigen

ist $ABGH0r oder $ABGH0a mit Bk H&
C& FallG Bk(H& Dann haben wir den regul@aren Kreis $ABH0r und es gilt

$ABH0r $CDGH0a 8 fH)Xg mitXk Dk G& Es folgt Xk( A)B)C)H und

damit X (& fA)B)C)Hg& Im Fall X 8 D folgt $ABDH0r 8 $ABCDH0rA

Widerspruch zu Ck"H& Wende $BD MC!0 auf die Punkte A)H)D)B)X)C
an $s& Figur ,&-!a0& Es folgt kB$BCX0r und damit $BCGX0r& Wegen Xk G

folgt X 8 GA also $ABGH0r&
,& FallG AngenommenA es gilt Bk H& Zu zeigen ist Ak"G& $BGH0a  k 8

fB)Xg mit Xk"G& Damit folgt Xk("B)C)D)HA Im Fall X 8 G folgt k 8

$ABCG0r 8 $ABCDG0rA Widerspruch zu Dk G& AngenommenA es gilt
X #8 A& Wende $DM,!0 auf die Punkte B)G)C)A)X)H)D an $s& Figur

,&-!b0& Es folgt $ADHX0r& Wegen $ADH0r  k 8 fAg $$ADH0r 8 k kann
man ausschlieLen0 folgt X 8 AA Widerspruch zuX #8 A& Wir erhaltenX 8 A

und damit $ABGH0a&
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Lemma $%&'(% In Minkowski(Ebenen gilt/ Die G2ultigkeit der Bedingungen

!DDM"#7 !DM$ # impliziert die G2ultigkeit der Bedingung !CC M" #;

Beweis; Es gelte !ABCD#a mit Ak
 
C- !CDGH#r. Weiter sei k der regul3are

Kreis- der die Punkte A und B enth3alt mit !ADH#rAkB!BCG#r. Zu zeigen

ist !ABGH#r oder !ABGH#a mit Bk H.

". Fall> Ak'G. Angenommen- es gilt !ABG#rA!ADH#r. Es folgt dann k A
!ABG#r A !ADH#r- Widerspruch zu Ak C. Es gilt also

!ABG#r " !ADH#r A fA(Xg mit X %A A. Jeder der F3alle X & fB(C(D(Gg
f3uhrt auf einen Widerspruch zur Voraussetzung. Insbesondere gilt auch Xk'A(

B(C(D(G. Wende !DDM"# auf die Punkte B(A(G(X(D(C an !s. Figur

$.H a#. Es folgt !CDGX#r !wegen Dk'G#. Damit erhalten wir !CDGHX#r.
Wegen !CDGH#r " !ADH#r A fD(Hg und X %A D folgt X A H. Wir erhalK

ten !ABGH#r.
$. Fall> Bk!H tritt nicht auf- da sonst Dk!H folgt- Widerspruch. AngeK

nommen- es gilt Bk H. Zu zeigen ist Ak!G. Es gilt !BGH#a " k A fB(Xg
mit Xk!G. Damit haben wir Xk'!B(C(D(H. Im Fall X A G folgt k A

!ABG#r A !ABCG#r- Widerspruch zu Ak
 
C. Angenommen- es gilt X %A A.

Wende !DM$ # auf die Punkte B(G(C(A(X(H(D an !s. Figur $.H b#. Es

folgt !ADHX#r. Wegen !ADH#r " k A fAg !!ADH#r A k l3aLt sich sofort

ausschlieLen# folgt X A A- Widerspruch zu X %A A- Widerspruch. Wir haben
also X A A und damit !ABGH#a.
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Figur %&'(

Lemma $%&&'% In Minkowski(Ebenen gilt/ Die G2ultigkeit der Bedingungen

!DM" #7 !DDMM# impliziert die G2ultigkeit der Bedingung !CC MM#;

Beweis; Es gelte !ABCD#r- !CDGH#r. Weiter sei k der regul3are Kreis- der

die Punkte A und B enth3alt und f3ur den !ADH#rAkB!BCG#r gilt. Zu zeigen
ist !ABGH#ar.

". Fall> Ak'G. Wir haben den regul3aren Kreis !ABG#r. Angenommen- es

gilt !ABG#rA!ADH#r. Dann folgt aus der Eindeutigkeit des Ber3uhrkreiK

ses k A !ABG#r und damit k A !ABCDGH#r. Im Fall BkH haben wir

einen Widerspruch- im Fall Bk'H folgt die Behauptung. Wir gehen deshalb
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von %ABG&r  %ADH&r ' fA%Xg mit X #' A aus. Aus X $ fB%C%D%Gg

folgt %ABCDGH&r3 Widerspruch zu %ABG&r  %ADH&r ' fA%Xg. Wen<

de %DDM=& auf die Punkte B%A%G%X%D%C an %s. Figur A.B!a&. Wegen
%CDGX&r folgt %CDGHX&r. Aus %CDGH&r  %ADH&r ' fD%Hg und X #'

D leiten wir X ' H ab. Damit folgt %ABGH&r.
A. FallF Ohne EinschrIankung sei Ak G. Zu zeigen ist Bk H. Da H nicht<

parallel ist zu A haben wir den eindeutig bestimmten ausgearteten Kreis

%AGH&a und es gilt %AGH&a k ' fA%Xg mit Xk H. Aus dieser Bedingung

folgt sofort Xk)A. Im Fall X ' H folgt k ' %ABCDGH&r3 Widerspruch zu

Ak G. Im Fall Xk C folgt Ck H3 Widerspruch. Dann gilt auch X #' C. Das
gleiche Argument gilt auch in den FIallen X ' D und X ' G. Angenommen3

es gilt X #' B. Wende %DMN!& auf die Punkte A%H%D%B%X%G%C an %s.
Figur A.B!b&. Es folgt %BCGX&r. Wegen k  %BCGX&r ' fBg %k ' %BCG&r
kIonnen wir ausschlieOen& folgt X ' B3 Widerspruch zu X #' B. Wir erhalten
X ' B und damit %ABGH&a.
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Figur %&'(

Lemma $%&&&% In Minkowski(Ebenen gilt/ Die G2ultigkeit der Bedingungen

%BCMN!& und %CMA!& impliziert die G2ultigkeit der Bedingung %CDMN&:

Beweis: Es gelte %ACF &rC%CDH&r3 %ACD&rA%AEF &r und %ADEH&a mit

Ak H. Zu zeigen ist %CEFH&r oder %CEFH&a mit Ck E.
N. FallF Fk)H. Dann ist %CFH&r ein eindeutig bestimmter regulIarer Kreis

und es gilt %CFH&r  %ADEH&a ' fH%Xg mit Xk Ek D. Aus den Vor<

aussetzungen folgt unmittelbarXk) A%C%F%H und damit X )$ fA%C%F%Hg.

Im Fall X ' D folgt %ACF &r ' %CDH&r3 Widerspruch zu Ak
 
H. Wen<

de %BCMN"& auf die Punkte C%H%D%F%X%A an %s. Figur A.Q=a&. Es folgt

%ACD&rA%AFX&r und damit %AEFX&r. Wegen %AEF &r  %ADEH&a '
fA%Eg und X #' A folgt X ' E3 also %CEFH&r.

A. FallF Fk H %Der Fall Fk H tritt wegen Ak) H nicht auf&. Zu zeigen ist

Ck E. Es gilt %EFH&a %CDH&r ' fH%XgmitXk E. Es folgt Xk) A%D%F%

H. Im Fall X ' E folgt %CDEH&r3 Widerspruch zu Dk E. Angenom<

men3 es gilt X #' C. Wende %CMA!& auf die Punkte D%H%E%A%C%X%F
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an $s& Figur ,&-!b/& Es folgt $ACFX/r& Aus $CDH/r  $ACF /r 6 fCg

$$CDH/r 6 $ACF /r kann man ausschlie<en/ folgt X 6 C= Widerspruch zu

X #6 C& Wir erhalten X 6 C und damit folgt $CEFH/a mit Ck E&

Lemma $%&&$% In Minkowski(Ebenen gilt/ Die G2ultigkeit der Bedingungen

$MB /7 $CMB /7 $DMB / impliziert die G2ultigkeit der Bedingung $CMB!/;

Beweis; Es gelte $ABCD/r= $CDGH/r= $BCFG/a mit Bk G und

$ADH/rA$ABF /r& Zu zeigen ist $AFGH/r oder $AFGH/a mit Fk H&
B& FallD Fk)H& Dann sind A*F*H und F*G*H jeweils drei paarweise nicht

parallele Punkte= wir haben also $AFH/r und $FGH/r& Im Fall $AFH/r 6

$FGH/r liegt die Behauptung vor& Wir betrachten den Fall $AFH/r #6
$FGH/r& Wegen Bk G folgt $ABF /r #6 $FGH/r& Angenommen= es gilt

$ABF /rF $FGH/r& Wende $CMB / auf die Punkte B*F*G*C*A*H*D an

$s& Figur ,&-Ba/& Es folgt $ADFH/r& Dann gilt $ABDFH/r 6 $ABCDFH/r=

Widerspruch zu Ck"F & Also haben die Kreise $ABF /r und $FGH/r genau
zwei Punkte gemeinsam= d&h& $ABF /r  $FGH/r 6 fF*Xg mit X #6 F &

Im Fall X 6 B folgt $BFGH/r= Widerspruch zu Bk G& Im Fall X 6 C

folgt $CFGH/r= Widerspruch zu Ck"F & Im Fall X 6 D folgt $ABDF /r 6

$ABCDF /r= Widerspruch zu Ck"F & Im Fall X 6 G folgt $ABFG/r= WiM

derspruch zu Bk G& Im Fall X 6 H folgt $ABFH/r 6 $ABDFH/r 6
$ABCDFH/r= Widerspruch zu Ck F & Hiermit und mit $ABF /r $FGH/r 6

fF*Xg folgt dannXk)B*F*G*H& Angenommen= es giltX #6 A& Wende $MB /
auf die PunkteB*F*G*C*A* X*H*D an $s& Figur ,&-Bb/& Es folgt $ADHX/r&

Wegen $ADH/rA$ABF /r 6 fAg $$ADH/r 6 $ABF /r impliziert sukzessive
$ABDFH/r= $ABCDFH/r= $ABCDFGH/r= Widerspruch zu Bk

 
G/ schlieM

<en wir auf X 6 A= Widerspruch zu X #6 A&Wir erhalten X 6 A= also
$AFGH/r&

,& FallD Fk
 
H& Zu zeigen ist Ak"G& Es gilt $AFH/a  $CDGH/r 6 fH*Xg

mit Xk"A& Damit haben wir X )& fB*C*D*F*Hg& Im Fall X 6 A folgt

$ACDGH/r 6 $ABCDGH/r= Widerspruch zu Bk G& Wende $DMB / auf
die Punkte D*H*A*C*X*F*B an $s& Figur ,&-Bc/& Es folgt $BCFX/a 6

$BCFGX/a& Wegen $BCFG/a  $CDGH/r 6 fC*Gg= X #6 C folgt X 6 G=
also $AFGH/a&
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Lemma $%&&'% In Minkowski(Ebenen gilt/ Die G2ultigkeit der Bedingungen

"BM! #7 "BM$!#7 "BCM! #7 "BD M! # impliziert die G2ultigkeit der Be(

dingung "CM!!#;

Beweis; Es gelten die gleichen Voraussetzungen wie in $7!!$7
!7 Fall9 Es sei Ak$G7 Dann haben wir die regul<aren Kreise "AFG#r und

"AGH#r7 Angenommen@ es gilt "AFG#rG"CDGH#r 7 Wende "BCM! # auf
die Punkte F(G(C(B(A(G(D an "s7 Figur $7E$a#7 Es folgt "ABF #rA"ADG#r7

Damit folgt "ABCDGH#r@ Widerspruch zu Bk D7 Es gilt also "AFG#r "
"CDGH#r G fG(Xg mit X %G G7 Im Fall X G A folgt "ACDGH#r G

"ABCDGH#r@ Widerspruch zu Bk
 
G7 Im Fall X G B folgt "ABFG#r@

Widerspruch zu Bk G7 Im Fall X G C folgt "ACFG#r@ Widerspruch zu
Ck"F 7 Im Fall X G F folgt "CDFGH#r@ Widerspruch zu Ck"F 7 Im Fall

X G D wenden wir "BD M! # auf die Punkte A(F(B(D(G(C an "s7 FiI
gur $7E$b#7 Es folgt "ADH#rD"CDGH#r @ Widerspruch zur Voraussetzung7

Wir haben also X $& fA(B(C(D(F(Gg7 Wende "BM! # auf die Punkte

F(G(C(B(A(X(D an "s7 Figur $7E$c#7 Es folgt "ABF #rA"ADX#r G

"ADHX#r7 Mit "ADH#r " "CDGH#r G fD(Hg und X %G D folgt X G H@
also "AFGH#r7

$7 Fall9 Ak"G7 Zu zeigen ist Fk
 
H7 Es folgt "AFG#a " "CDGH#r G fG(Xg

mit Xk F 7 Damit haben wir X $& fA(B(C(D(Gg7 Im Fall X G F folgt

"CDFGH#r@ Widerspruch zu Ck"F 7 Wende "BM$!# auf die Punkte C(G(F(

B(D(X(A an "s7 Figur $7E$d#7 Es folgt "ABF #rA"ADX#r G "ADHX#r7

Wegen "ADH#r " "CDGH#r G fD(Hg und X %G D folgt X G H@ also

"AFGH#a7
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F

A

C
B

X

D

(c)

A

G C

D

F
B

X

A

(d)

A

G

F

A

C
B

G

D
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A

(b)

A

D

F
B

D

GC

A

Figur %&'%

Lemma $%&&'% In Minkowski(Ebenen gilt/ Die G2ultigkeit der Bedingungen

"BCM#$7 "BCM% $7 "BCD M#$ impliziert die G2ultigkeit der Bedingung

"CCDM#$;

Beweis; Es sei k der regul/are Kreis2 der die Punkte C und D enth/alt und f/ur
den "ACF $rCkD"ADE$r gilt9 Weiter gelte "ACD$rA"AEF $r9 Zu zeigen ist

"CDEF $ar9
%9 Fall> Ohne Einschr/ankung nehmen wir den Fall Ck E an9 Zu zeigen ist

Dk!F 9 Es gilt "CEF $a " "ADE$r C fE'Xg mit Xk!F 9 Dann haben wir
Xk)!A'C'E9 Im Fall X C F folgt "ADEF $r C "ACDEF $r2 Widerspruch

zu Ck
 
E9 Angenommen2 es gilt X %C D9 Wende "BCM% $ auf die Punkte

A'E'F'D'X'C an "s9 Figur !9JKa$9 Es folgt "ACF $rC"CDX$r2 also k C
"CDX$r9 Wegen kD"ADE$r "den Fall k C "ADE$r kann man ausschlieLen$

folgt X C D2 Widerspruch zu X %C D9 Damit haben wir X C D2 also
"CDEF $a9

!9 Fall> Ck)E9 Dann haben wir den regul/aren Kreis "CEF $r9 Im Fall

"CEF $rE"ADE$r wenden wir "BCD M#$ auf die Punkte A'E'F'D' C an

"s9 Figur !9JKb$9 Es folgt "ACF $rC"CDE$r C k9 Damit haben wir k C
"ACDE$r C "ACDEF $r2 insbesondere die Behauptung "im Fall DkF liegt

ein Widerspruch vor$9 Im Fall "CEF $r" "ADE$r C fE'Xg mitX %C E folgt

X )& fA'C'Fg2 ansonsten liegt ein Widerspruch zu "CEF $r " "ADE$r C

fE'Xg vor9 Angenommen2 es gilt X %C D9 Wende "BCM#$ auf die Punkte

A'E'F'D'X'C an "s9 Figur !9JKc$9 Es folgt "ACF $rC"CDX$r C k9 Wegen

k " "ADE$r C fDg folgt X C D2 Widerspruch zu X %C D9 Damit haben wir

X C D2 also "CDEF $r9
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C
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Figur %&'(

Lemma $%&&'% In Minkowski(Ebenen gilt/ Die G2ultigkeit der Bedingungen

"BM# $7 "DM%!$7 "BD!M%!$7 "BD!M#"$ impliziert die G2ultigkeit der Be(

dingung "CM%!$;

Beweis; Es gelte "ABCD$a mit Ak C. "BCFG$r. "CDGH$r und

"ADH$rA"ABF $r2 Zu zeigen ist "AFGH$r oder "AFGH$a mit Fk H2
%2 Fall9 Ak'G2 Es ist "AFG$r ein regul:arer Kreis2 Angenommen. es gilt

"AFG$rA"ADH$r2 Dann folgt "AFG$r ? "ABF $r und damit "ABFG$r ?
"ABCFG$r. Widerspruch zuAk C2 Es gilt also "AFG$r""ADH$r ? fA(Xg

mit X %? A2 Falls X & fB(C(F(Gg. so erhalten wir Widerspr:uche zu den

Voraussetzungen2 Im Fall X ? D wenden wir "BD!M%!$ auf die PunkI
te A(F(B(D(G(C an "s2 Figur #2JKa$2 Es folgt "ADH$rD"CDGH$r . WiI

derspruch zu Ak C2 Insgesamt haben wir somit X '& fA(B(C(D(F(Gg2
Wende "DM%!$ auf die Punkte A(F(B(X(G(C(D an "s2 Figur #2JKb$2 Es

folgt "CDGX$r ? "CDGHX$r2 Wegen "CDGH$r " "ADH$r ? fD(Hg und

X %? D folgt X ? H. also "AFGH$r2

#2 Fall9 Ak#G2 Dann folgt "AFG$a" "CDGH$r ? fG(Xg mit Xk
 
F 2 Damit

haben wirXk'
 
A(B(C(D2 ImFallX ? F folgt "CDFGH$r ? "BCDFGH$r.

Widerspruch zu Bk#D2 Im Fall X ? D wenden wir "BD!M#"$ auf die
Punkte A(B(F(D(C(G an "s2 Figur #2JKc$2 Es folgt "ADH$rD"CDGH$r .

Widerspruch zur Voraussetzung2 Insgesamt gilt also X '& fA(B(C(D(F(Gg2

Wende "BM# $ auf die Punkte C(G(F(B(D(X(A an "s2 Figur #2JKd$2 Es

folgt "ABF $rA"ADX$r2 Wegen "ADH$r " "CDGH$r ? fD(Hg und X %? D

folgt X ? H und damit "AFGH$a2
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Lemma $%&&'% In Minkowski(Ebenen gilt/ Die G2ultigkeit der Bedingungen

"DM# $7 "DM#!$ impliziert die G2ultigkeit der Bedingung "CM# $;

Beweis; Es gelte "CDGH$r+ "ABCD$a mit Ak C+ "BCFG$a mit Bk G und

"ABF $rA"ADH$r1 Zu zeigen ist "AFGH$r oder "AFGH$a mit Fk H1
61 Fall9 Fk'H1 Wir haben den regul=aren Kreis "AFH$r und es gilt "AFH$r "

"BCFG$a ? fF(Xg mitXk Bk G1 Es folgt Xk' A(C(D(F(H1 Im FallX ?
B folgt "ABFH$r ? "ABDFH$r+ Widerspruch zu Bk"D1 Wende "DM#!$

auf die Punkte A(F(B(H(X(C(D an "s1 Figur #1FFa$1 Es folgt "CDGHX$r1

Wegen "CDGH$r " "BCFG$a ? fC(Gg und X %? C folgt X ? G1

#1 Fall9 Fk H1 Dann haben wir "AFH$a " "CDGH$r ? fH(Xg mit Xk"A1
Es folgt Xk'"B(C(D(F(H1 Im Fall X ? A folgt "ACDGH$r+ Widerspruch

zu Ak
 
C1 Wende "DM# $ auf die Punkte A(D(H(F(B(C(X an "s1 Figur

#1FFb$1 Es folgt "BCFGX$a1 Wegen "BCFG$a " "CDGH$r ? fC(Gg und

X %? C folgt X ? G1

(a)

H

A

B
A

X

CD

F
A

F

D
H

B

C

(b)

X

A

Figur %&''
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Lemma $%&&'% In Minkowski(Ebenen gilt/ Die G2ultigkeit der Bedingungen

"BM# $7 "CM% $7 "BCM%$ impliziert die G2ultigkeit der Bedingung "DM# $;

Beweis; Es gelte "ADEH$r, "CDGH$r, "ACFG$a mit Ak
 
G und

"ACD$rA"AEF $r2 Zu zeigen ist "EFGH$r oder "EFGH$a mit Fk
 
H2

#2 Fall9 Ek(!G2 Dann haben wir "EGH$r " "ACFG$a > fG)Xg mit Xk!C2

Dann folgt Xk(!A)D)E)G)H2 Im Fall X > C folgt "CEGH$r, "CDEGH$r,
bzw2 "ACDEGH$r, Widerspruch zu Ak!G2 Wende "BM# $ auf die Punkte

C) D) H) G) A) E) X an "s2 Figur %2!Fa$2 Es folgt "ACD$rA"AEFX$r2 Wegen
"AEF $r " "ACFG$a > fA)Fg und X %> A folgt X > F 2

%2 Fall9Ek!G2 Dann gilt "EFG$a""CDGH$r > fG)XgmitXk F 2 Dann gilt

Xk( A)C)E)G2 Im FallX > F folgt "CDFGH$r, Widerspruch zu Ck!F 2 Im
FallX > D wenden wir "BCM%$ auf die Punkte C)G)F)A)D)E an "s2 Figur

%2!Fb$2 Es folgt "CDGH$rD"ADEH$r, Widerspruch zu Ak G2 Es ist also
X (& fA)C)D)E)F)Gg2 Wende "CM% $ auf die Punkte C)G)F)A)D)X)E

an "s2 Figur %2!Fc$2 Es folgt "ADEHX$r2 Wegen "ADEH$r " "CDGH$r >
fD)Hg und X %> D folgt X > H2

(a)
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D
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D
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Figur %&'(

Lemma $%&&(% In Minkowski(Ebenen gilt/ Die G2ultigkeit der Bedingungen

"CM#"$7 "CM%"$ impliziert die G2ultigkeit der Bedingung "DM#"$;

Beweis; Es gelte "ADEH$r, "ACFG$r, "CDGH$a mit Dk G und
"ACD$rA"AEF $r2 Zu zeigen ist "EFGH$r oder "EFGH$a mit Fk H2

#2 Fall9 Fk( H2 Dann gilt "EFH$r " "CDGH$a > fH)Xg mit Xk D2 Dann

gilt Xk(
 
A)C)E)F)H2 Im Fall X > D folgt "DEFH$r > "ACDEFH$r,

Widerspruch zu Ck!H2 Wende "CM#"$ auf die Punkte E)H)D)A)F)X)C
an "s2 Figur %2!Ga$2 Es folgt "ACFGX$r2 Wegen "ACFG$r " "CDGH$a >

fC)Gg und X %> C folgt X > G2
%2 Fall9 Fk H2 Dann gilt "FGH$a " "AEF $r > fF)Xg mit Xk!G2 Es folgt

Xk(!A)C)F)G)H2 FHur X > D schlieIen wir auf "ADEF $r > "ADEFH$r ,

Widerspruch zu Fk H2 Wende "CM%"$ auf die Punkte A)F)G)C)X)H)D

an "s2 Figur %2!Gb$2 Es folgt "ADEHX$r2 Wegen "ADEH$r " "AEF $r >

fA)Eg und X %> A folgt X > E2
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Lemma $%&&'% In Minkowski(Ebenen gilt/ Die G2ultigkeit der Bedingungen

"CM# $7 "CM% $ und "CC M# $ impliziert die G2ultigkeit der Bedingung

"DM% $;

Beweis; Es gelte "CDGH$r, "ADEH$a mit Dk E, "ACFG$a mit Ak G und

"ACD$rA"AEF $r2 Zu zeigen ist "EFGH$r oder "EFGH$a mit Fk H2
#2 Fall9 Fk' H2 Angenommen, es gilt "FGH$rF "AEF $r2 Wende "CC M# $

auf die Punkte G(F(A(C(H(D an "s2 Figur %2?@a$2 Es folgt Dk F , WiA

derspruch2 Es gilt also "FGH$r " "AEF $r E fF(Xg mit X %E F 2 Mit

X & fA(C(D(G(Hg schlieGen wir auf "AFGH$r, "ACEF $r, "ADEF $r,

"AEFG$r bzw2 "AEFH$r, Widerspruch zu Ak G, Ck!F , Dk E, Ak G
bzw2 Ak!H2 Es gilt also X '& fA(C(D(F(G(Hg2 Wende "CM# $ auf die

Punkte G(F(A(C(H(X(D an "s2 Figur %2?@b$2 Es folgt Ek
 
Dk

 
X2 Wegen

X & "AEF $r erhalten wir X E E2

%2 Fall9 Fk H2
Es gilt "EFH$a " "CDGH$r E fH(Xg mit Xk!E2 Es gilt Xk'!A(D(F(H2

Im Fall X E E folgt "CDEGH$r, Widerspruch zu Dk E2 Im Fall X E
C folgt X E Ck!Ek!F , Widerspruch2 Wende "CM% $ auf die Punkte

H(E(A(D(X(F(C an "s2 Figur %2?@c$2 Es folgt Xk Ak G2 Wegen X &

"CDGH$r folgt dann X E G2
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Figur %&')

Lemma $%&$(% In Minkowski(Ebenen gelten ferner die Aussagen/

i? "CDMK$' "BCD MK$7
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ii! "BDDM#$! "BCD M#$"

iii! "CDM%$! "BCD!M%$"

iv! "BD M%$! "BDDM%$"
v! "CCDM%$! "BDDM%$"

vi! "BCD M#$! "BDDM#$"
vii! "BD M# $! "BDDM#$"

viii! "BCD M%$! "BCCDM%$$

Beweis$ Siehe Br,ocker 0#123

Bemerkung ()*(*) Aus Lemma :3; und Lemma :3#%#i$ folgt die ,AquiC

valenz von "BM ! und %DM !& Die *Aquivalenz von %BM2 ! und %CM2!!
folgt aus Lemma 2&99 und Lemma 2&9:&

Bemerkung ()*(() Nach Samaga ?@9A sind die folgenden Bedingungen vom

miquelschen Typ *aquivalent zueinander und charakterisieren miquelsche
MinkowskiJEbenenM %MN!O %MP!!O %M2 !O %M2!!O %M2"!O %M  !O %M !!O

%M@! #&

Wir schlieRen diesen Abschnitt mit einigen bekannten Ergebnissen *uber MinJ
kowskiJEbenen&

Bemerkung ()*(+) i! Zu jeder Primzahlpotenz existiert bis auf Isomorphie

genau eine miquelsche MinkowskiJEbene %s& Halder und Heise ?2YA!&
ii! MinkowskiJEbenen gerader Ordnung sind notwendig miquelsch %s& Heise

?2[A!&
iii! F*ur ungerade Ordnung sind MinkowskiJEbenen miquelsch genau dannO

wenn sie ovoidal sind& MinkowskiJEbenen sind ovoidal f*ur die Ordnung n !
f $ Y$ :g&

iv! MinkowskiJEbenen ungerader Ordnung und nichtJendliche MinkowskiJ

Ebenen sind nicht notwendig ovoidal& Zur Konstruktion von nicht ovoidalen
MinkowskiJEbenen siehe Artzy ?@AO Hartmann ?29A&

v! Wegen Satz P&P2 sind ovoidale MinkowskiJEbenen auch miquelsch&

 !Es sei angemerkt+ da- .M/0 1aquivalent zum Symmetrieaxiom .S0 ist;



Kapitel '

S)atze vom b)uschelartigen Typ

Nachdem wir uns im vorigen Kapitel mit dem Satz von Miquel und der Klas8

si9kation von Kreisebenen durch S<atze vom miquelschen Typ besch<aftigt ha8
ben@ wollen wir hier die Grundlagen f<ur einen <ahnlichen Zugang mit Hilfe des

B!uschelsatzes schaDenE Eine Arbeit von Kahn HIJK liefert eine Charakterisie8
rung von ovoidalen Kreisebenen durch den B<uschelsatz@ wobei hier eine Kon8

struktion von ebenen lokal projektiven Verb<anden aus den betreDenden Krei8
sebenen erfolgt und sich der gesamte Beweis in diesen Verb<anden abspieltE

Auch der B<uschelsatz wird nur in ebenen lokal projektiven Verb<anden for8
muliertE Wir stellen zun<achst die oben angesprochene Konstruktion vor und

formulieren dann den B<uschelsatz f<ur Laguerre8EbenenE Wir geben die Kon8

struktion in lokal projektiven linearen R<aumen an@ da aber die Unterr<aume
von linearen R<aumen einen Verband darstellen@ gibt es keine wesentlichen

UnterschiedeE AnschlieTend erarbeiten wir die Ausartungen des B<uschelsat8
zes in Laguerre8EbenenE

 !" Der B'uschelsatz in linearen R'aumen

Ein nicht-ausgearteter projektiver Raum ist bekanntlich ein Tripel UP L IV@
wobei wir P als eine Menge von Punkten@ L als eine Menge von Geraden und

I als eine Inzidenzrelation@ dEhE eine Teilmenge von P " L@ de9nieren und

folgende Axiome erf<ullt sindY

ZE Je zwei Punkte inzidieren mit genau einer GeradenE

]E Wenn li # L i # Z! vier verschiedene Geraden sind@ wobei keine drei mit

 Siehe auch Kreuzer *+,-.

^_
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einem gemeinsamen Punkt inzidieren/ und wenn die Geradenpaare li! li !/

i  Z"/ und l!! l# mit einem gemeinsamen Punkt inzidieren/ dann inzideren

auch l$! l% mit einem gemeinsamen Punkt5

65 Jede Gerade inzidiert mit mindestens drei Punkten5

Ein lokal projektiver linearer Raum ist ein Quadrupel ;P!L! E! I< mit P als

Punktmenge/ L als Geradenmenge/ E als Ebenenmenge und I als Inzidenzre>

lation/ analog zur DeAnition des projektiven Raumes/ wenn folgende Axiome

erfHullt sindI

J5 Je zwei Punkte inzidieren mit hHochstens einer Geraden5

K5 Die Ableitung% in einem Punkt P  P ist ein projektiver Raum5

65 Jede Gerade inzidiert mit mindestens zwei Punkten5

Gegeben sei jetzt eine Laguerre>Ebene ;P!K!G<5 Wir konstruieren aus die>
ser Struktur nun einen lokal projektiven linearen Raum ;s5 Kahn Q6RS<5 Dazu

benHotigen wir also Punkte/ Geraden und Ebenen/ die wir aus der gegebenen
Laguerre>Ebene konstruieren mHussen5 ZunHachst geben wir einige abkHurzende

Schreibweisen5 So sei die zu einem Punkt P  P gehHorige Parallelklassse
mit Pk bezeichnet5 FHur M & P gelte entsprechend Mk V

S
P!M

Pk5 FHur

P  P! k  K mit PIk sei die Menge aller Kreise aus K/ die k in P berHuhren#

das von k und P erzeugte Ber7uhrb7uschel5 Den eindeutig festgelegten Punkt
P / der mit allen Kreisen eines BerHuhrbHuschels T inzidiert/ nennen wir den

Tr7ager (;T < des BerHuhrbHuschels T 5 Das von k und P erzeugte erweiterte

Ber7uhrb7uschel sei das von k und P erzeugte BerHuhrbHuschel/ vereinigt mit Pk5

Die Menge aller erweiterten BerHuhrbHuschel bezeichnen wir mit T 5 FHur zwei

nicht>parallele Punkte P! Q  P bezeichnen wir die Menge aller Kreise/ die

mit P und Q inzidieren als das von P und Q erzeugte =>Punkte>B7uschel5 Der
TrHager eines K>Punkte>BHuschels B sind die Punkte P und QZ wir bezeichnen

den TrHager wieder mit (;B<5 Analog zum erweiterten BerHuhrbHuschel deAnie>
ren wir das von P und Q erzeugte erweiterte =>Punkte>B7uschel als das um

fP! Qgk erweiterte von P und Q erzeugte K>Punkte>BHuschel5 Die Menge aller

solcher K>Punkte>BHuschel sei mit B bezeichnet5

Nun kommen wir zur Konstruktion des lokal projektiven linearen Raumes

aus einer Laguerre>Ebene ;P!K!G<5 Sei

 Die Ableitung *L*P +! E*P +! I*P ++ der Struktur *P!L! E ! I+ in einem Punkt P # P

besteht aus der Menge L*P + aller Geraden7 die mit P inzidieren und der Menge E*P + aller
Ebenen7 die mit P inzidieren und der durch *P!L! E ! I+ induzierten Inzidenzrelation I*P +=

!Zwei Kreise k! l berAuhren sich in einem Punkt P 7 wenn k B l oder k $ l B fPg=
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Pl "# P 

L "# B L! "# T  L" "# G Ll "# L % L! % L" 

E "# K E! "# ffg hg j g h + Gg El "# E % E!#

In der De*nition f/ur E! ist der Fall g # h nicht ausgeschlossen8 Es ist dann

:Pl Ll El Il; ein lokal projektiver linearer RaumB wenn wir die InzidenzrelaE

tion Il wie folgt festlegen :s8 Kahn GHIJ;"

P + Pl l + L % L! " PIll ,- P + ':l; 

P + Pl l + L" " PIll ,- P + l ,- l # Pk 

P + Pl E + E " PIlE ,- PIE in :P K G; 

P + Pl E # fg hg + E! " PIlE ,- P + g % h ,- Pk + E 

l + L % L! E + El " lIlE ,- E + l 

l + L" E + E! " lIlE ,- l + E#

In lokal projektiven linearen R/aumen :P L E I; lautet der

B!uschelsatz Wenn li + L i + Z# vier verschiedene Geraden sind, wobei

keine drei mit einer gemeinsamen Ebene inzidieren, und wenn die Geraden7

paare li li$ , i +Z#, und l  l" mit einer gemeinsamen Ebene inzidieren, dann

inzideren auch l% l! mit einer gemeinsamen Ebene9

Lemma -./. Es gelte der B<uschelsatz in einem lokal projektiven linearen

Raum, der aus einer Laguerre7Ebene :P K G; konstruiert wurde9 Dann sind
entweder alle oder keine der vier am B<uschelsatz beteiligten Geraden aus

L" # G9

Beweis9 Sei l + G8 Alle mit l koplanarenB von l verschiedenen Geraden l!
sind entweder aus Gnfl g oder Elemente B aus B mit ':B;k # l 8 Wegen der

Inzidenzvoraussetzung kommen Elemente aus T nicht in Frage8 AngenomE
menB es ist l! + B mit ':l!;k # l 8 Welche l" sind dann koplanar zu l und zu

l!B so daO l  l! l" nicht koplanar sindP Es folgt zun/achst l" /# l B sonst w/are die

letzte Forderung nicht erf/ullt8 Ein Element aus G kommt damit f/ur l" nicht in

FrageB da l" dann nicht koplanar zu l! liegt8 Es muO also l" + Bnfl!g gelten8
l" liegt nur dann koplanar zu l B wenn ':l";k # l 8 Dann liegen aber l  l! l"
koplanarB Widerspruch8 Es ist also l! + Gnfl g8 Sukzessive argumentiert man

f/ur l" und l#8

Es ist jeder aus einer LaguerreEEbene :P K G; konstruierte lokal projektive

lineare RaumB der den B/uschelsatz erf/ulltB ovoidalB d8h8 es gibt ein Oval O in
einer Hyperebene E eines projektiven Raumes PG:H F; /uber einemK/orper F

und einen Punkt P + PG:H F;nEB so daO P als Kegel /uber dem Oval O mit

Scheitel P identi*ziert werden kann und die Kreise den EbenenschnittenB die

nicht mit P inzidierenB entsprechen und die Erzeugenden aus EbenenschnitE

ten hervorgehenB die mit P inzidieren8 Der FallB daO alle Geraden aus G sindB
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ist damit trivial+

 !" Der B'uschelsatz in Laguerre4Ebenen

,Ubertr,agt man die Formulierung des B,uschelsatzes von lokal projektiven li<

nearen R,aumen zur,uck auf die Struktur der Laguerre<EbenenB so wird aus
den vier Geraden und aus den Koplanarit,atsforderungen eine Bedingung ,uber

sechs Kreise F eventuell ausgeartet F und vier bis acht Punkten + Denn Gera<
den entsprechen B,uscheln bzw+ Erzeugenden in IP K GJ+ Zwei Ebenen mit

einer gemeinsamen Geraden in IP L E IJ entsprechen also zwei KreisenB die

entweder genau einen oder zwei Punkte oder aber eine Erzeugende gemein<
sam haben+

Wie wir im letzten Abschnitt festgestellt habenB ist der FallB daN alle vier
Geraden aus G sindB trivialB wir k,onnen ihn also ausschlieNen+ Das hat zur

FolgeB daN die im zu formulierenden B,uschelsatz beteiligten Punktepaare als
nicht<parallel vorausgesetzt werden+

Der B,uschelsatzB in Kahn OPQR f,ur lokal projektive lineare R,aume formuliertB

muN also f,ur Laguerre<Ebenen wie folgt lautenS

Satz $%& 'B)uschelsatz0% Es sei IP K GJ eine Laguerre*Ebene, Weiter sei*

en A B $$$ H Punkte mit Ak&B2 Ck&D2 Ek&F und Gk&H, Liegen die f5unf Qua*

drupel

fA B C Dg2 fA B E Fg2 fA B G Hg2 fC D G Hg2 fC D E Fg auf
mindestens vier Kreisen ;regul5ar oder ausgeartet=2 so auch fE F G Hg,

Bemerkung $%$% Da im B,uschelsatz in lokal projektiven linearen R,aumen
die beteiligten Geraden keine Elemente aus G sind Ider triviale FallJB sind

zwei EbenenB die beide mit einer Geraden inzident sindB nicht beide aus E!+

Dann k,onnen aber h,ochstens zwei KreiseB die im B,uschelsatz auftretenB aus<
geartet sein und dies k,onnen auch nur Kreise seinB die keine gemeinsamen

Punkte aus A $$$ H besitzen+

 ! B'uschelsatzausartungen in Laguerre4Ebe4

nen

Bei der Entwicklung s,amtlicher Ausartungen des B,uschelsatzes gehen wir

nach der Anzahl der Punkte vorB wobei wir das folgende W,urfelmodell vor<

 Eine Aussage mit weniger als vier Punkten kann man als trivial betrachten4
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aussetzen *s+ B-uschelsatz in 2+"3+

D

E F

H

A

C

G

B

Figur %&'

Wie bei dem Satz von Miquel orientieren wir das W-urfelmodell so@ daA der

SchlieAungskreis dem unteren Kreis *EFGH3ar entspricht und es sei

n F jfA& '''&Hgj'

Aus dem letzten Abschnitt geht bereits hervor@ daA Ak(B@ Ck(D@ Ek(F und
Gk(H gelten muA um triviale F-alle auszuschlieAen+ D+h+@ zwei verschiedene

Punkte aus fA& '''&Hg k-onnen nur dann parallel sein@ wenn sie aus genau zwei
der Mengen fA&Bg@ fC&Dg@ fE&Fg@ fG&Hg stammen+ F-ur das W-urfelmodell

bedeutet das@ daA nur diagonal liegende Punkte parallel sein k-onnen+ Wenn

wir aber beispielsweise AkC voraussetzen@ so ist damit der Kreis durch die
Punkte A&B&C&D als ausgeartet festgelegt+ Da aber weder BkAkC noch

DkAkC gelten darf@ bleibt nur BkDk(AkC+ Das bedeutet@ daA ausgeartete
Kreise lediglich in dieser Konstellation auftreten k-onnen+ Damit ergeben sich

f-ur n F K folgende F-alle *s+ Figur 2+"aLd3M

*B!3M *ABCD3r& *ABEF 3r& *ABGH3r& *CDEF 3r& *CDGH3r
% *EFGH3ar@

*B  3M *ABCD3a& *ABEF 3r& *ABGH3r& *CDEF 3r& *CDGH3r
% *EFGH3ar@

*B !3M *ABCD3r& *ABEF 3a& *ABGH3r& *CDEF 3r& *CDGH3r
% *EFGH3r@

*B"3M *ABCD3r& *ABEF 3a& *ABGH3r& *CDEF 3r& *CDGH3a
% *EFGH3r+
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Figur %&'

In diesen und in den folgenden Bedingungen sei die Lage der Punkte so5 da6
mindestens vier verschiedene Kreise in den Vorausetzungen auftreten5 anson>

sten kann man Gegenbeispiele angebenB Die Bezeichnungen dieser Ausartun>
gen Eubernehmen wir von den Bedingungen vom miquelschen Typ5 schreiben

aber statt JMJ den Buchstaben JBJ als AbkEurzung fEur den BEuschelsatzB

Wir kommen zum Fall n M N5 dBhB zwei der Punkte A" ###"H fallen zusammenB
Es treten hier a priori folgende FEalle auf Pwir betrachten nur regulEare Kreise

in den Voraussetzungen der jeweiligen AussagenR die anderen FEalle verlaufen
analog zum Fall n M STU

aB A M B5 bB A M C cB A M E5

dB E M F 5 eB E M G5

Wir erkennen einige der FEalle als trivial bzwB widersprEuchlichU

Fall bB Es gilt PABEF Tr5 PABGHTr5 PADGHTr5 PADEF TrB Dann folgt aber
PABDEF Tr und PABDGHTr5 also PABDEFGHTrB

Fall cB Es gilt PABCDTr5 PABGHTr5 PCDGHTr5 PACDF TrB Es folgt

PABCDF TrB Hier lassen sich Beispiele und Gegenbeispiele konstruieren fEur
die GEultigkeit von PAFGHTrB Diese KonWguration ist also widersprEuchlichB

Fall eB Es gilt PABCDTr5 PABEF Tr5 PABEHTr5 PCDEF Tr5 PCDEHTrB Dann
folgt PABEFHTr und PCDEFHTr5 also PABCDEFHTrB

Es verbleiben die FEalle aT und dT5 sofern in den Voraussetzungen keine aus>

gearteten Kreise auftreten PsB Figur "B"a5bTU
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#BB!$% #ABCD$r$ #ABGH$r$ #CDGH$r$ #ABE$rE#CDE$r
! #ABE$rE#EGH$r&

#DB!$% #ACD$rA#AEF $rA#AGH$r$ #CDEF $r$ #CDGH$r
! #EFGH$ar&
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A
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Figur %&%

Es sei angemerkt2 da4 die Wahl der Voraussetzungen und der Folgerung einer

Bedingung vom b@uschelartigen Typ nicht kanonisch ist& Man k@onnte ebenso

z&B& folgende Bedingung f@ur #BB!$ zulassen%

#ABCD$r$ #ABGH$r$ #CDGH$r ! #ABE$rE#EGH$rE#CDE$r& Eine DisH
kussion all dieser M@oglichkeiten sprengt allerdings den Rahmen dieser Arbeit&

Lassen wir jetzt noch zus@atzlich ausgeartete Kreise in den Voraussetzungen

zu2 so sind noch drei weitere F@alle m@oglich #s& Figur O&"a2b2c$%

#BB  $% #ABCD$a$ #ABGH$r$ #CDGH$r$ #ABE$rE#CDE$r
! #ABE$rE#EGH$r&

#BB !$% #ABCD$r$ #ABGH$r$ #CDGH$a$ #ABE$rE#CDE$r
! #ABE$rE#EGH$r&

#DB $% #ACD$rA#AEF $rA#AGH$r$ #CDEF $r$ #CDGH$a
! #EFGH$ar&
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Figur %&'

Weitere F@alle treten nicht auf2 da sonst ein ausgearteter Kreis als Ber@uhrkreis

auftritt2 d&h& der Ber@uhrpunkt ist tats@achlich eine
P
Ber@uhrerzeugendeQ2 was
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wir im letzten Abschnitt ausgeschlossen hatten5

Damit kommen wir zum Fall n 9 :5 Es treten zun<achst zwei F<alle auf>

Fall  5 Drei oder mehr Punkte aus A" ###"H fallen zusammen5

Fall A5 Zweimal fallen zwei Punkte zusammen5

Zu Fall  5 Es gibt f<unf M<oglichkeitenD daE drei Punkte zusammenfallen>

a5 A 9 B 9 CD b5 A 9 B 9 ED c5 A 9 C 9 ED

d5 A 9 E 9 F D e5 E 9 F 9 H5

Zu a5 Es gilt FAEF GrAkAFAGHGr mit dem eindeutig bestimmten Kreis kD

der die Punkte A"D enth<altD FADGHGrD FADEF Gr5 Damit folgt
FADEF GrAFADGHGrD also FADEFGHGr5 Der Fall ist trivial5

Zu b5 Es gilt FACDGrAkAFAGHGr mit dem eindeutig bestimmten Kreis kD
der die Punkte A"F enth<altD FCDGHGrD FACDF Gr5 Damit folgt

FACDF GrAFAGHGr5 Je nach Lage von F folgt die Behauptung oder aber
F , FAGHGrD d5h5 diese Bedingung ist widerspr<uchlich5

Zu c5 Es gilt FADGHGr" FABGHGr5 Wie in Fall b h<angt auch hier die G<ultigP

keit der Behauptung von der Lage der Punkte ab5

Zu d5 Es gilt FABCDGrD FABGHGrD FCDGHGrD FACDGrAk mit dem einP

deutig bestimmten Kreis kD der die Punkte A"B enth<alt5 Je nach Lage der
Punkte folgt die Behauptung oder aber k ber<uhrt den Kreis FAGHGr nicht

in ED d5h5 diese Bedingung ist widerspr<uchlich5
Zu e5 Es gilt FABCDGrD FABEGGrD FCDEGGrD FABEGrEFCDEGr5 Damit gilt

FABEGGrEFCDEGGrD also FABCDEGGrD insbesondere also die Behauptung5

Damit ist keiner der oben aufgef<uhrten F<alle interessant5

Zu Fall A5 Im Fall n 9 R haben wir festgestelltD daE wir nur dann nichtPtriviale

bzw5 nichtPwiderspr<uchliche KonSgurationen erhaltenD falls A 9 BD C 9 DD
E 9 F oder G 9 H gilt5 Ber<ucksichtigen wir diese TatsacheD so gibt es nur

drei F<alleD falls in den Voraussetzungen keine ausgearteten Kreise auftreten

Fs5 Figur V5"aDbDcG>

FBBB!G> FABCDGrD FABEGrEFCDEGrD FABGGrGFCDGGr
" es gibt einen regul<aren Kreis k durch die Punkte E und G

mit FABEGrEkGFCDGGr5

FBDB!G> FACDGrAkAFAGHGr mit einem eindeutig bestimmten regul<aren
Kreis k durch die Punkte A und ED FCDGHGrD kEFCDEGr
" FEGHGrEk5

FDDB!G> FAEF GrAkAFAGHGr" FCGHGrCkCFCEF Gr mit einem eindeutig
bestimmten regul<aren Kreis k durch die Punkte A und C

" FEFGHGar5
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Figur %&'

Lassen wir auch ausgeartete Kreise in den Voraussetzungen zu5 so gibt es

zwei weitere F8alle :s; Figur <;"a5b=>

:BBB => :ABCD=a$ :ABG=rG:CDG=r$ :CDE=rE:ABE=r
! es gibt einen regul8aren Kreis k durch die Punkte E und G

mit :ABE=rEkG:CDG=r;
:BDB => :ACD=rAkA:AGH=r mit einem eindeutig bestimmten regul8aren

Kreis k durch die Punkte A und E5 :CDGH=a5 kE:CDE=r
! :EGH=rEk;
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Figur %&(

Wir kommen damit zum Fall n C D; Es treten hier die folgenden F8alle auf>

 ; Vier der Punkte fallen zusammen5

G; einmal fallen drei Punkte und einmal fallen zwei Punkte zusammen5
<; dreimal fallen zwei Punkte zusammen;

Die ersten beiden F8alle brauchen wir nicht zu untersuchen5 denn bei jeder

m8oglichen Variante w8urden diagonal liegende Punkte zusammenfallen5 was
wir weiter oben aber bereits ausgeschlossen haben;

Wir betrachten den Fall <>

Es treten folgende M8oglichkeiten auf>
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a$ A % B"C % D"E % H& b$ A % B"C % D"E % F &
c$ A % D"B % C"E % F & d$ A % D"B % C"E % F &

e$ A % B"F % G"E % H& f$ A % B"E % F"G % H&

g$ A % D"E % H"F % G& h$ A % D"E % F"G % H$

Zu a$ Aus 2AEF 3rAkA2AEG3r mit dem eindeutig bestimmten Kreis k& der

die Punkte A und C enth<alt und 2CEG3rCkC2CEF 3r folgt 2AEFG3r und
2CEFG3r& also 2ACEFG3r& trivial$

Zu c$ Aus 2ABEF 3r" 2ABEG3r folgt bereits 2ABEFG3r& trivial$

Zu d$ Aus 2ABGH3r kann man sowohl die G<ultigkeit& als auch die Ung<ultigC
keit von 2ABE3rE2EGH3r folgern$ die Bedingung ist somit widerspr<uchlich$

Zu e$ Die Behauptung ist trivial$

Zu g$ Aus 2ABEF 3r" 2ACEF 3r folgt bereits 2ABCEF 3r& trivial$

Zu h$ Aus 2ABE3rE2ACE3r und 2ABG3rG2ACG3r folgt bereits 2ABCE3r
und 2ABCG3r& also 2ABCEG3r& trivial$

Wir haben also nur zwei interessante F<alle& wenn wir ausgeartete Kreise in

den Voraussetzungen aussschlieKen 2s$ Figur L$"a&b3M

2BBDB!3M Es gelte 2ACD3rAkAl& 2CDG3rGl& 2CDE3rEk mit den

eindeutig bestimmten Kreisen k" l& die die Punkte A"E bzw$

A"G enthalten$ Dann gibt es einen eindeutig bestimmten

Kreis m durch E"G mit mEk"mGl$

2BDDB!3M Es gelte 2AGH3rAkAl& 2CGH3rCkCm& mEl mit den
eindeutig bestimmten Kreisen k" l"m& die die Punkte A"CO

A"E bzw$ C"G enthalten$ Dann folgt 2EGH3rEl$
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Figur %&'

Es ist sofort einzusehen& daK in den Voraussetzungen keine ausgearteten KreiC

se auftreten k<onnen& d$h$ im Fall n % P treten nur zwei F<alle auf$

Im verbleibenden Fall n % R schlieKen wir auf Grund des oben Gesagten

sofort die F<alle aus& in denen mehr als zwei Punkte zusammenfallen$ Wir

betrachten nur den Fall& daK mehrfach genau zwei Punkte zusammenfallenM
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a$ A % B& C % D& E % F & G % H&

b$ A % D& B % C& E % H& F % G&

wobei wir den Fall b als trivial ausschlie7en k9onnen$ Es verbleibt nur der Fall

;s$ Figur =$">?

;BBDDB!>? Es seien k ) k!) k") k#) k$ Kreise& die jeweils durch die Punkte

A)CC A)EC C)GC A)G bzw$ C)E gehen& mit k Ak!Ak#&

k Ck"Ck$& k!Ek$& k"Gk#$ Dann gibt es einen eindeutig
bestimmten Kreis k% durch E)G mit k%Ek! und k%Gk"$
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G

A

C

G

A

Figur %&'

 !" Ergebnisse

In diesem Abschnitt beweisen wir einige Zusammenh9ange zwischen den BeK

dingungen vom b9uschelartigen Typ$

Lemma $%&% In Laguerre(Ebenen gilt. Die G1ultigkeit der Bedingungen ;B!>
und ;B "> impliziert die G1ultigkeit der Bedingung ;BB!>8

Beweis8 Es gelte ;ABCD>r& ;CDGH>r& ;ABGH>r und ;ABE>rE;CDE>r$

Zu zeigen ist ;ABE>rE;EGH>r$ Angenommen& es gilt EkG$ Dann folgt
;ABE>r" ;EGH>a % fE)Xg mitXkH$ Es folgt X +% fA)B)C)D)E)Gg$ Im

Fall X % H folgt ;ABEH>r % ;ABEGH>r& Widerspruch zu EkG$ Wenden

wir jetzt ;B "> auf die Punkte H)G)B)A)E)X)C)D an ;s$ Figur =$Qa>& so

erhalten wir ;CDEX>r % ;ABCDEX>r& Widerspruch& da in der VorausK
setzung mindestens vier Kreise auftreten m9ussen$ Es ist also Ek+G$ AngeK

nommen& es gilt ;ABE>r " ;EGH>r % fE)Xg mit E &% X$ In allen F9allen
X % fA)B)C)D)G)Hg folgt unmittelbar die Behauptung$ Wir gehen alK

so von X +% fA)B)C)D)G)Hg aus$ Dann k9onnen wir ;B!> auf die Punkte

A)B)H)G)X)E)D)C anwenden ;s$ Figur =$Qb>$ Es folgt ;CDEX>r& also

;CDEX>r " ;ABEX>r % fE)Xg& Widerspruch zu ;ABE>rE;CDE>r$ Es

folgt E % X$
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Lemma $%&% In Laguerre(Ebenen gilt. Die G1ultigkeit der Bedingung #BB  $

impliziert die G1ultigkeit der Bedingung #DB $8

Beweis8 Es gilt #CDGH$a+ #ACD$rA#AEF $rA#AGH$r und #CDEF $r/ Zu

zeigen ist #EFGH$r/ Es gilt #EFG$r!#CDGH$a 3 fG(XgmitXkCkH/ Da7

mit giltX *% fA(D(E(F(Gg/ ImFallX 3 C folgt #CEFG$r 3 #ACEFG$r 3
#ACDEFG$r+ Widerspruch zu DkG/ Wir wenden #BB  $ auf die Punkte

E(F(C(D(A(G(X an #s/ Figur D/"c$/ Es folgt #AGX$rA#AEF $r/ Es folgt

#AGHX$r ! #CDGHX$a 3 fG(Hg/ Wegen X &3 G folgt X 3 H/

Lemma $%'% In Laguerre(Ebenen gilt. Die G1ultigkeit der Bedingungen

#BB!$; #BB $ und #BBB!$ impliziert die G1ultigkeit der Bedingung #DB!$8

Beweis8 Es gelte #ACD$rA#AEF $rA#AGH$r+ #CDGH$r+ #CDEF $r/ Zu zei7

gen ist #EFGH$ar/
 / FallE Ek*G und Fk*G/ Dann haben wir den regulGaren Kreis #EFG$r/ Ange7

nommen+ es gilt #EFG$rG#CDGH$r/ Wir wenden #BBB!$ auf die Punkte

D(C(F(E(G(A an #s/ Figur D/ !a$ und erhalten #AGH$rG#CDGH$r + Wi7
derspruch/ Es gilt also #EFG$r ! #CDGH$r 3 fG(Xg mit X &3 G/ Im

Fall X 3 A folgt #AEFG$r 3 #AEFGH$r+ insbesondere also #EFGH$r/
Im Fall X % fC(Dg folgt #CEFG$r 3 #ACDEFGH$r bzw #DEFG$r 3

#ACDEFGH$r+ also #EFGH$r/ Im Fall X % fE(Fg folgt #CDEGH$r 3

#CDEFGH$r bzw/ #CDFGH$r 3 #CDEFGH$r+ also #EFGH$r/ Es sei also

X *% fA(C(D(E(Fg/ Wir wenden #BB!$ auf die Punkte E(F(C(D(A(G(X
an #s/ Figur D/ !b$ und erhalten #AGHX$r 3 #AGX$rA#AEF $r/ Wegen

#AGHX$r ! #CDGHX$r 3 fG(Hg und X &3 G folgt X 3 H/

J/ FallE Ohne EinschrGankung gelte EkG/ Dann haben wir den ausgearteten

Kreis #EFG$a und es folgt #EFG$a ! #CDGH$r 3 fG(Xg mit XkF / We7

gen der Voraussetzungen gilt X *% fA(C(D(E(Gg/ Wir wenden #BB  $ auf

die Punkte D(C(F(E(A(G(X an #s/ Figur D/ !c$ und erhalten #AGHX$r 3

#AGX$rA#AEF $r/ Analog zu Fall  folgt jetzt X 3 H/
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 Uberblick  uber die miquelschen

Bedingungen

M!obius'Fall

Miquelsche Bedingungen im Fall n  1 in M2obius5Ebenen7
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Miquelsche Bedingungen im Fall n 2 3 in M4obius7Ebenen9
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Symbolverzeichnis

P Menge der Punkte ,
K Menge der Kreise 0

G Menge der Erzeugenden 0
3P4 K4 G5 Inzidenztruktur Benz$Ebene 0

k nicht9parallel 0

k4 ki parallel bzgl> k bzw> ki 0
@XAk" @XAki Parallelklasse von X bzgl> k bzw> ki 0

Xk Menge der zu X parallelen Punkte ungleich X D
GX Menge aller Parallelklassen4 die mindestens zwei Punkte

enthFalt4 aber nicht X

D

B Benz9Ebene4 s> 3P4 K4 G5 D

A 3B 4X5 aHne Ableitung der Benz9Ebene B im Punkt X D
P3B4X5 projektiver AbschluK von A 3B 4X5 D

l! Ferngerade von P3B 4A5 D

k Oval4 das durch einen Kreis k induziert wird D
PG3N"F5 projektiver Raum der Dimension n Fuber dem KForper F Q

NX Gerade durch N und X   

* $" +++" $, homogene Koordinaten  N

E 3f!" f"5 Laguerre9Ebene Fuber f!" f" mit Permutationsgruppe V  W

f jA EinschrFankung von f auf A !Y
kAl Der Kreis k berFuhrt den Kreis l im Punkt A !Z

.3T 5 TrFager des BFuschels T QQ
T Menge aller erweiterten BerFuhrbFuschel QQ

B Menge aller erweiterten !9Punkte9BFuschel QQ
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Zusammenfassung

Es ist bekannt) da+ der Satz von Miquel die Benz6Ebenen charakterisiert)

die in den dreidimensionalen projektiven Raum =uber einem kommutativen

K=orper eingebettet werden k=onnenA Falls im Satz von Miquel Punkte zu6

sammenfallen oder parallel sind) so sprechen wir von AusartungenA Als Er6

gebnis erhalten wir) da+ es FG) HI bzwA JF Ausartungen vom miquelschen

Typ bez=uglich M=obius6) Laguerre6 bzwA Minkowski6Ebenen gibtA F=ur M=obius6

Ebenen konnte SchaeNer zeigen) da+ jede G6 und O6Punkte6Ausartung zur

Charakterisierung miquelscher M=obius6Ebenen herangezogen werden kannA

Er konnte ebenfalls beweisen) da+ dies auch f=ur einige J6Punkte6Ausartungen

giltA In der vorliegenden Arbeit beweisen wir dies f=ur eine weitere J6Punkte6

BedingungA Das Hauptresultat lautetT

Jede #$Punkte$Ausartung vom miquelschen Typ charakterisiert die Klasse der

miquelschen Laguerre$Ebenen>

Im Gegensatz zu SchaeNers Resultat ist es nicht m=oglich zu zeigen) da+ jede

G6Punkte6Ausartung die Klasse der miquelschen Laguerre6Ebenen charakte6

risiertT

Es gibt mindestens vier Ausartungen vom miquelschen Typ? die in einer Klas$

se von Laguerre$Ebenen g@ultig sind? die gr@oAer ist als die miquelsche Klasse>

F=ur Minkowski6Ebenen erg=anzen wir die Arbeit von Samaga um die H6 und

V6Punkte6AusartungenA Es werden zahlreiche Zusammenh=ange zwischen den

Ausartungen in Benz6Ebenen hergestelltA Es wird weiterhin ein systemati6

scher Zugang zu den Ausartungen des B=uschelsatzes in Laguerre6Ebenen er6

arbeitetA

FXY



Abstract

It is well known that Miquel/s Theorem characterizes the class of Benz planes

that can be embedded into projective <=space over some commutative >eld?

Several authors investigated the so=called degenerations of Miquel/s Theorem?

By degenerations we mean that one allows any points involved in Miquel/s

Theorem to coincide or to be parallel? It turns out that there are CDE FG

and HC of these degenerations concerning MIobiusE Laguerre and Minkowski

planesE resp? For MIobius planes SchaeLer proved that any D= and M=point de=

generation characterizes the class of miquelian MIobius planes? He also proved

this fact for some of the H=point degenerations? We prove this for one more

H=point degeneration? The main result Pfor Laguerre planesQ of this thesis

reads as followsR

Any #$point degeneration of Miquel3s Theorem characterizes the class of mi$

quelian Laguerre planes;

In contrast to SchaeLer/s result for MIobius planes it is not possible to prove

that every D=point degeneration characterizes the class of miquelian Laguerre

planesR

There exist at least four degenerations that hold in a class of Laguerre pla$

nes bigger than the miquelian class;

Furthermore we prove for Laguerre planes that

Almost all >$point degeneration characterize the class of miquelian Laguerre

planes;

For Minkowski planes we complete Samaga/s work on degenerations and deve=

lop the missing S= and F=point degenerations? We also give several connections

between the degenerations in Benz planes? An approach to degenerations of

the Bundle theorem in Laguerre planes is given?

 That is& one *+point degeneration& two 1+point degenerations and one 2+point degene+

ration3
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