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Kurzfassung

Die Analyse von Ereigniszeiten und damit verbunden die Suche nach prognosti-
schen Faktoren für ein Ereignis ist eine weit verbreitete Fragestellung, für deren
Lösung es etablierte statistische Standardmethoden gibt. Diese Methoden sto-
ßen jedoch bei komplexeren Problemen an ihre Grenzen.
Ein wichtiges Anwendungsgebiet der Ereigniszeitanalyse ist die medizinische
Forschung. Hier geht es häufig um die Überlebenszeit von Patienten, die pro-
gressionsfreie Überlebenszeit oder die Zeit bis zur Abstoßung eines Implantates.
Meistens werden jedoch gleich mehrere Endpunkte simultan untersucht, die den
Verlauf einer Krankheit nachzeichnen. Besonders bei Tumorerkrankungen ist die
Kombination zweier Endpunkte von gesteigertem Interesse: Zum einen ist das
Überleben des Patienten übergreifendes Ziel, dem sich alle anderen Endpunkte
unterordnen. Zum anderen stellt die Tumorprogression einen krankheitsspezi-
fischen intermediären Endpunkt dar, welcher den fortschreitenden Krankheits-
verlauf charakterisiert. Dieser wird früher beobachtet als der Tod und käme
zukünftig als Surrogatparameter in Frage, wenn es gelänge, die Assoziation mit
dem Tod zu demonstrieren.
Die simultane Analyse verschiedener Time-to-event-Endpunkte ist jedoch im
Rahmen der Standard-Modellierung nicht vorgesehen. In diesem Fall treten be-
sondere Probleme auf: Die Progression kann den Tod bedingen, der Tod aber
umgekehrt die Beobachtung einer Progression verhindern. Beide Ereignisse ste-
hen in Konkurrenz zueinander (competing risks). Diese Umstände erfordern be-
sondere Analysemethoden, die in dieser Arbeit schrittweise entwickelt werden.
Die Darstellung beginnt bei der Ableitung der Standardmodelle und führt über
die Einführung zeitabhängiger Kovariaten zur Definition allgemeiner Multistate-
Modelle. Der speziell vertiefte Fall sogenannter Illness-Death-Modelle erlaubt
spezifische Modellierungen unter Hinzunahme von Markov- und Semi-Markov-
Annahmen und Competing-risk-Ansätzen, die im einzelnen entwickelt werden.

An zwei Anwendungsbeispielen werden die Methoden vorgeführt, erläutert, be-
wertet und hinsichtlich ihrer Interpretierbarkeit verglichen. Das erste Beispiel ist
der Krankheitsverlauf von Ovarialkarzinomspatientinnen nach der ersten tumo-
rentfernenden Operation. Interessierende Endpunkte sind Progression und Tod.
Das Andersen-Keiding-Modell stellt sich hier als sinnvolles Analyseinstrument
vor allem im Hinblick auf die angemessene Beschreibung des Übergangs von
Progression zu Tod heraus.
Das zweite Beispiel beschäftigt sich mit der Beendigung einer Arbeitslosigkeit
aus zwei sich gegenseitig ausschließenden Gründen. Hier ist die simultane Ana-
lyse als konkurrierende Ereignisse zielführend. Dies kann auf zwei Arten gesche-
hen: Das ursachenspezifische Hazardmodell und das Modell von Fine und Gray
lösen das Problem aus zwei verschiedenen Perspektiven. Während sich die ur-
sachenspezifischen Hazard Ratios auf bedingte Wahrscheinlichkeiten beziehen,
sind die Schätzer aus dem Fine-und-Gray-Modell im Sinne marginaler Ereignis-
wahrscheinlichkeiten zu interpretieren. Erst die gemeinsame Betrachtung beider
Modelle beleuchtet den Prozess hinreichend in einigen wichtigen Aspekten.



Abstract

Time-to-event analysis and the search for prognostic factors to predict an event
is a common problem for which statistical standard methods are well-established.
These methods, however, have their constraints at more complex problems.
An important field for the application of time-to-event methods is medical re-
search. Typical examples are survival time, progression-free survival or time
to rejection of implants. In the majority of the cases, however, more than one
endpoint is analyzed, modeling the course of a disease. Especially in oncology a
combination of two endpoints is of distinctive interest: On the one hand survival
of a patient is the main objective rendering all other endpoints as secondary. On
the other hand tumour progression is an intermediate disease-specific endpoint
characterizing the course of the disease. It is detected earlier as death and might
be applied in the future as a surrogate parameter if an association with death
could be demonstrated.
Standard models are, however, incapable of analyzing various time-to-event end-
points simultaneously. In this case one faces special problems: death might be
conditional on progression, conversely, observation of a progression might be
circumvented by death, thus events are competing. This fact requires special
methods of analysis which will be presented step-by-step in this Thesis. Their
introduction starts with the derivation of the standard models and continues
with time-dependent covariates to define general multistate models. The speci-
al case of the so-called illness-death models allows specific modeling by taking
Markov- and semi-Markov assumptions as well as competing-risks approaches
into account. These methods will be described in particular.

With two practical examples, the methods will be demonstrated, evaluated and
compared with respect to interpretability. The first example is the disease pro-
cess of ovarian cancer patients after the first tumour resection. Progression and
death are the two endpoints of interest. In this example the Andersen-Keiding-
Model proved to be the most reasonable instrument especially for characterizing
the process leading from progression to death.
The second example deals with the termination of unemployment due to two mu-
tually exclusive causes. In this case simultaneous analysis of competing events is
straightforward. There are two possible methods to accomplish this: The cause-
specific hazards model and the model proposed by Fine and Gray solve the
problem from two different perspectives. While cause-specific hazards reference
on conditional probabilities, the estimators from the Fine and Gray Model have
to be interpreted in terms of marginal probabilities. Principally, only simulta-
neous interpretation of both models gives a full account of important aspects of
the process.
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4.1 Einführung in die Multistate-Modelle . . . . . . . . . . . . . . . . 31
4.2 Begriffsklärung und Definitionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
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Thji Zeitpunkt des Überganges von h nach j für Individuum i
T12 Ereigniszeit des intermediären Ereignisses
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1 Einleitung: Motivation

Die Motivation zu dieser Dissertation entstammt den statistischen Anforderun-
gen eines medizinischen Forschungsprojekts. Anhand eines Datensatzes von Pa-
tientinnen mit Ovarialkarzinom sollte die prognostische Relevanz verschiedener
Faktoren hinsichtlich der progressionsfreien Zeit und des Überlebens untersucht
werden. Obwohl es statistische Standardmethoden gibt, mit denen Probleme
dieser Art üblicherweise gelöst werden, taten sich Unklarheiten auf:

1. Ist das Auftreten eines Progresses selbst prognostisch relevant für das
Überleben?

2. Welche Rolle spielt die Zeit, die zwischen Operation und Progress vergeht,
für das Überleben?

3. Wie sind Patienten, die vor dem Progress versterben, bei der Analyse der
progressionsfreien Zeit zu berücksichtigen?

4. Werden Progress und Tod durch dieselben Faktoren gefördert, oder spielen
sich unterschiedliche Prozesse ab?

Das Ziel der Dissertation ist die Beantwortung dieser Fragen in einem allgemei-
nen Ansatz, welcher die Übertragbarkeit auf viele Probleme dieser oder ähnlicher
Struktur erlaubt.

Gesucht wird also ein statistisches Modell, bzw. statistische Modelle, die

• den Einfluss eines fakultativen intermediären Ereignisses auf ein späteres
Ereignis,

• den Zeitpunkt dieses intermediären Ereignisses,

• die Konkurrenzsituation gleichzeitig ablaufender Prozesse, sowie

• die Unterschiedlichkeit von Subprozessen

statistisch korrekt berücksichtigen und interpretierbare Ergebnisse bezüglich
obiger Fragestellungen liefern.

In vielen anderen wissenschaftlichen Disziplinen stößt man auf Probleme ähnli-
chen Musters. Hat die Geburt eines gemeinsamen Kindes Einfluss auf die Dauer
einer Ehe? Verhelfen Umschulungsmaßnahmen Arbeitslosen zu einer neuen An-
stellung oder verkürzen sie die Arbeitslosigkeit nur scheinbar? Wie wirkt ein
Jobwechsel auf die Zahlungsmoral eines Kreditnehmers? Verlängern kurze War-
tungsintervalle wirklich die Laufzeit technischer Anlagen?
Viele Anwendungsmöglichkeiten sind vorhanden, die Ingenieurswissenschaften,
Sozial- und Wirtschaftswissenschaften sowie die Lebenswissenschaften seien hier
nur als Beispiele für die vielfältigen Anwendungsgebiete genannt.
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1.1 Meilensteine auf dem roten Faden

Bei der Suche nach dem optimalen Modell für unsere Fragestellung gehen wir
systematisch vor und halten uns an die Reihenfolge der historischen Entwick-
lung der einzelnen Modelle, die als Meilensteine sowohl in der Entwicklung der
Ereigniszeitanalyse, als auch in dieser Arbeit auf dem Weg vom Allgemeinen
zum Speziellen Anwendung finden.

Die Arbeit beginnt nach dem Einführungskapitel mit den Grundlagen der Er-
eigniszeitanalyse in Kapitel 2. Das fundamentale Prinzip des Successive Con-
ditioning und Effektschätzungen nach dem Partial-Likelihood-Prinzip werden
erläutert und das Anwendungsbeispiel eingeführt.

Nach der Einführung in die theoretischen Grundlagen und Hintergründe der
Ereigniszeitanalyse wird das Cox-Proportional-Hazards-Modell in Kapitel
3 ausführlich erläutert und am Anwendungsbeispiel erprobt. Dieser wohl wich-
tigste Meilenstein der Ereigniszeitanalyse wurde in den 1970er Jahren von Sir
Richard D. Cox [Co72], [Co75] gesetzt. Mit seinem Proportional-Hazards-Modell
wurde ein semiparametrisches Regressionsmodell für Ereigniszeiten entwickelt,
welches seitdem im großen Maße Anwendung findet.
Eine Version des Modells, welches hinsichtlich unserer Fragestellung einen ent-
scheidenden Vorteil gegenüber dem Standard-Cox-Modell liefert, nämlich die
Berücksichtigung zeitabhängiger Effekte, wird in Kapitel 3.4 erläutert und eben-
falls in 3.5 am Beispiel angewandt. Die Unterschiede zum Standard-Cox-Modell
und Eignung bezüglich der Fragestellungen werden erörtert.

Das vierte Kapitel beginnt mit der Einführung der Multistate-Modelle, einer
Modellklasse, die seit ihrem Aufkommen in den 1990er Jahren die gleichzeiti-
ge Analyse mehrerer zusammenhängender Prozesse erlaubt. Multistate-Modelle
bilden einen weiteren Meilenstein in der Modellentwicklung wie auch in dieser
Arbeit, da sie uns den Antworten auf die offenen Fragen ein großes Stück näher
bringen. Als entscheidende Begründer dieser Modelle sind insbesondere Per K.
Andersen [An93] und Philip Hougaard [Ho00] zu nennen. Abbildung 1 zeigt die
Zustandsstruktur des Illness-Death-Modells1, auch Disability-Modell2 ge-
nannt, welches genau zu unserer Fragestellung passt.

Der Name ”Illness-Death-Modell“ verweist auf eine Gruppe medizinischer An-
wendungsbeispiele, in die sich auch unser Beispiel einreiht: Bei vielen tödlich
verlaufenden Krankheiten lässt sich das Voranschreiten der Erkrankung in die
drei Stadien ”Gesund nach Therapie“, ”Auftritt der Neuerkrankung“ und ”Tod
des Patienten“ einteilen.

Neben der Zustandsstruktur ist die Annahme der Markov-Bedingung ein
wichtiges Charakteristikum innerhalb der Multistate Modelle. In Kapitel 5 wird

1siehe [An93]
2siehe [Ho00]
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Abbildung 1: Das Illness-Death-Modell

auf diese Annahme im Detail eingegangen, bevor im sechsten Kapitel die Er-
gebnisse eines Markov-Multistate-Modells für unseren Beispieldatensatz gezeigt
werden. Im Sinne des Illness-Death-Modells werden die drei Prozesse ”Progress“,

”Tod vor Progress“, ”Tod nach Progress“ hierbei als separate Teilprozesse be-
trachtet und analysiert. Unterschiede zum Cox-Modell werden diskutiert.

Wie ist der Verlauf von Patientinnen zu deuten, die progressionsfrei verstorben
sind? Mit dieser Frage beschäftigen wir uns im Kapitel 7. Es gibt zwei Philoso-
phien zum Umgang mit konkurrierenden Ereignissen, die das Problem aus
einem jeweils anderen Blickwinkel beleuchten. Zum einen wird das Konzept der
ursachenspezifischen Hazards beschrieben, die andere Position bezieht sich
auf die kumulative Inzidenz.

Als weiterer Meilenstein soll hier das Regressionsmodell von Jason P. Fine und
Robert J. Gray [Gr88], [FG99], [Fi01] hervorgehoben werden, welches sich auf
die kumulative Inzidenz bezieht. Im achten Kapitel wird es erläutert und am
Beispiel angewendet. Zur Verdeutlichung wird in 8.4 ein weiteres Beispiel ein-
geführt, welches sich mit der Dauer von Arbeitslosigkeitsepisoden in Spanien
beschäftigt. An diesem Beispiel wird der Unterschied in der Perspektive bei
konkurrierenden Ereignissen besonders deutlich.

Das neunte Kapitel schlägt den Bogen zurück zum Illness-Death-Modell mit drei
Teilprozessen. Das Semi-Markov-Multistate-Modell wird eingeführt und verglei-
chend zum Markov-Multistate-Modell bezüglich des Beispiels interpretiert. Im
zehnten Kapitel wird es dahingehend erweitert, dass die Zeit bis zum inter-
mediären Ereignis als Kovariate in das Modell aufgenommen wird. Warum die
Semi-Markov-Annahme hierbei nicht verletzt ist, wird in Abschnitt 10.3 ausge-
führt.

Unsere Analysen schließen mit einem letzten Meilenstein, dem Modell von Per
K. Andersen und Niels Keiding [AK02] in Kapitel 11. Durch zusätzliche Restrik-
tionen werden Komponenten der Multistate Modelle und des Cox-Modells mit
zeitabhängigen Kovariaten in einem Modell zusammengeflochten. Auch dieses
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Modell wird am Beispiel erprobt und die Ergebnisse den Resultaten aus den
vorigen Modellen gegenübergestellt.

In einer Diskussion im zwölften Kapitel werden die Gemeinsamkeiten und Un-
terschiede, Verbesserungen oder Einbußen vom einen Modell zum nächsten noch
einmal zusammengetragen.
Ob die ursprünglichen Fragestellungen, die diese Arbeit motiviert haben, zufrie-
denstellend gelöst werden konnten, wird diskutiert.

4



2 Einführung in die Ereigniszeitanalyse

Von Ereigniszeitanalyse oder Survival Analysis spricht man immer dann,
wenn der Untersuchungsgegenstand die Zeit ist, die vergeht, bis ein Ereignis
eintritt. Das Ereignis wird vorher spezifiziert, so dass es sich um ein ganz be-
stimmtes Ereignis handelt.

Was ist nun das Besondere an der Analyse von Ereigniszeiten, so dass sich
eine eigene statistische Theorie zu diesem Thema entwickelt hat?

Die größte Besonderheit ist, dass wir etwas betrachten, dass sich erst mit der
Zeit entwickelt. Das führt zu zwei unterschiedlichen Problematiken:

Zum Einen kennen wir oftmals nur einen Teil der Wahrheit. Den Ereigniszeit-
punkt können wir erst dann bestimmen, wenn das Ereignis eingetreten ist. Dabei
ist es natürlich möglich, dass dieser Zeitpunkt hinter dem Ende der Beobach-
tungsdauer liegt. In diesem Fall spricht man von Zensierungen. Alles, was wir
zum Zensierungszeitpunkt wissen, ist, dass das Ereignis bis dahin noch nicht
eingetreten ist.
Der andere Aspekt bezieht sich auf die Bedingungen unter denen ein Ereignis
eintritt. Auch diese ändern sich mit dem Zeitverlauf. Wir interessieren uns na-
türlich nur für die Risiken von Individuen, die bis zum jetzigen Zeitpunkt noch
ereignisfrei sind. Was so selbstverständlich klingt, verlangt nach einer Anpas-
sung der verbreiteten Theorie der linearen Modelle.
Für diese Eigenarten der Analyse von Zeiten ist es notwendig eine eigene Theo-
rie zu nutzen, die auf dem Prinzip des so genannten Successive Conditioning
beruht.

Als interessante Bücher, die ausführlich die Grundlagen und Prinzipien der Sur-
vival Analyse erklären, sind besonders die Bücher von Hougaard [Ho00], Ander-
sen et al. [An93] und von Kleinbaum und Klein [KK05] zu nennen. Im Folgenden
werden die wichtigsten Konzepte der Survivalanalyse in Anlehnung an diese drei
Bücher erläutert.

2.1 Notationen und Definitionen

Die Notation der wichtigsten Größen innerhalb der Ereigniszeitanalyse ist in der
Literatur nicht eindeutig. Wir halten uns in dieser Arbeit an die Terminologie,
wie sie z.B. bei [Ho00] verwendet wird.

Zur Analyse von Ereigniszeiten braucht man in erster Linie trivialerweise eine
Definition von Zeit, d.h. eine Basiszeit oder Referenzzeit, mit deren Skala wir alle
Dauern und Intervalle messen. Diese Basiszeit kann stetig oder diskret gemessen
werden: Es kann sich einerseits um die Zeit handeln, die seit einem festgelegten
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Beobachtungsbeginn vergeht, gemessen in Jahren, Tagen, Sekunden, etc., oder
aber um die diskrete Anzahl von Ereignissen, die seit dem Beobachtungsbeginn
vergangen ist, z.B. die Anzahl der bisherigen Kunden, Zahlungen, Geburten,
Visiten, etc.
In dieser Arbeit beziehen wir uns ausschließlich auf den stetigen Zeitbegriff, also
auf die kontinuierlich messbare Dauer t seit dem Beobachtungsbeginn.

Sei Ui die Ereigniszeit von Individuum i, d.h. die Zeit, die seit dem Beobach-
tungsbeginn von Individuum i bis zum interessierenden Ereignis vergangen ist.
Ui heißt aus der historischen Entwicklung heraus auch Überlebenszeit von
i. Üblicherweise werden n unabhängige, identische verteilte Überlebenszeiten
U1, . . . , Un angenommen.

Praktische Gründe verhindern oftmals die exakte und vollständige Beobach-
tungen aller n Überlebenszeiten. Oftmals endet die Beobachtungszeit bevor das
interessierende Ereignis eingetreten ist. In diesem Fall sind die entsprechenden
Daten rechtszensiert mit den Zensierungszeiten c1, . . . , cn. Es ist lediglich
bekannt, dass Ui > ci gilt. Eine wichtige Annahme für die Herleitung der nach-
folgend vorgestellten Modelle ist, dass die Ereigniszeiten Ui und die Zensierungs-
zeiten ci unabhängig voneinander sind.
Im Kapitel 7 dieser Arbeit wird diese Bedingung noch einmal aufgegriffen. Die
dort beschriebenen konkurrierenden Ereignisse können auch als Zensierungen
verstanden werden, die diese Unabhängigkeitsannahme gerade nicht erfüllen.

Das heißt, wir können die Individuen nur bis zum Zeitpunkt Ti = min(Ui, ci)
verfolgen. Eine Indikatorvariable D1 . . . , Dn hält fest, ob das Ereignis beobach-
tet oder zensiert wurde, d.h. es ist Di = 1 falls Ui ≤ ci gilt, andernfalls ist
Di = 0. Di heißt auch Zensierungsindikator. Das Tupel (Ti, Di) gibt die Be-
obachtungszeit von Individuum i an, und ob ein Ereignis oder eine Zensierung
beobachtet wurde.

Von einer Linkszensierung spricht man, wenn das interessierende Ereignis
bereits vor dem Beobachtungsbeginn stattgefunden hat, der genaue Zeitpunkt
jedoch unbekannt ist. Ein Beispiel für ein linkszensiertes Datum ist der Zeit-
punkt einer Infektion.

Eine andere Art von Zensierung liegt vor, wenn die Ereigniszeit nicht exakt
beobachtbar ist, sondern lediglich ein Intervall bestimmt werden kann in dem
das Ereignis stattfindet. Dies ist häufig in medizinischen Kohortenstudien der
Fall, wenn es beispielsweise feste Visitezeitpunkte gibt, bei denen ermittelt wird,
ob das interessierende Ereignis beim Patienten seit der letzten Visite eingetreten
ist.
Ist das Ereignis zur Visite k eingetreten, zur Visite k − 1 jedoch noch nicht,
so spricht man von Intervallzensierung. Intervallzensierungen werden in der
vorliegenden Arbeit vernachlässigt, zur tieferen Recherche siehe z.B. [Co98].

6



Unvollständige Daten können neben Zensierungen noch eine weitere Ursache
haben. Man spricht von linksseitiger Beschränkung oder engl. left trun-
cation, wenn man nur Individuen nach einem bestimmten Ereignis betrachtet,
z.B. Arbeitslose nach einer Umschulung. Diejenigen, die schon vor der Umschu-
lung ins Berufsleben zurückgefunden haben, scheiden aus der Untersuchung aus.

Das Konzept, mit dem innerhalb der Survivalanalyse mit Zensierungen und
linksseitiger Beschränkung umgegangen wird, ist die Betrachtung so genannter
Risk Sets R(t). Für Risikoabschätzungen zum Zeitpunkt t werden nur Indivi-
duen betrachtet, die bis zum Zeitpunkt kurz vor t ereignisfrei sind. Man sagt,
diese Individuen stehen unter Risiko zur Zeit t. Das Risk Set ist demnach auch
nicht konstant im Zeitverlauf, sondern wird schrittweise kleiner, immer wenn ein
Ereignis oder eine Zensierung eintritt:

R(t) =
∑
i

1{Ti≥t}. (1)

2.2 Successive Conditioning oder das Prinzip der Hazards

Der zweite wichtige Aspekt, in dem sich die Anwendung der Survival Analyse
von anderen statistischen Verfahren unterscheidet, ist das Prinzip des Successi-
ve Conditioning. Die Bedeutung dieses Prinzips wird im Folgenden dargestellt.

Betrachten wir die Verteilung der Ereigniszeiten Ti in einer Population. Eine
logische Voraussetzung für die Abschätzung der Ereigniswahrscheinlichkeit zu
einem bestimmten Zeitpunkt ist, dass das Ereignis vor diesem Zeitpunkt noch
nicht eingetreten ist.
Daher wird die sogenannte Hazardfunktion α(t), auch Intensitätsfunktion
genannt, eingeführt:

αi(t) = lim
∆t→0

P (t ≤ Ti < t+ ∆t|Ti ≥ t)
∆t

. (2)

Sie beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass das Ereignis von Individuum i im
Intervall (t, t+∆t] eintritt unter der Bedingung, dass das Ereignis bis zum Zeit-
punkt t nicht eingetreten ist, bezogen auf die Länge des Zeitintervalls.

Die Bedingung in Gleichung (2) stellt eine der Besonderheiten der Ereigniszeit-
analyse dar: Da die Zeit t sich permanent ändert, ändert sich auch die Bedingung
mit dem Zeitverlauf. Diese Besonderheit steckt in dem Begriff Successive Con-
ditioning, der das Grundprinzip der Survival-Statistik zusammen fasst.

Da der Nenner ∆t in Gleichung (2) sehr klein wird, ist die Hazardfunktion nicht
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durch 1 beschränkt und damit keine Wahrscheinlichkeit. Die Literatur spricht
vielmehr von einer Rate, der bedingten Ausfallrate3. Es gilt jedoch immer
α(t) ≥ 0.

Kumulieren der Risiken bis zu einem Zeitpunkt t führt zu einer anderen wichti-
gen Kenngröße innerhalb der Survivalanalyse: Mit

S(t) := exp(−
∫ t

0

α(u)du) (3)

lässt sich die Wahrscheinlichkeit berechnen, dass das Ereignis bis zum Zeitpunkt
t noch nicht eingetreten ist. Wir nennen S(t) Survivalfunktion und

A(t) :=
∫ t

0

α(u)du, (4)

heißt kumulierte Hazardfunktion.

Für Individuum i ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Ereignis bzw. die Zen-
sierung bis zum Zeitpunkt t noch nicht eingetreten ist, gerade

Si(t) = P (Ti > t). (5)

Es gilt immer Si(0) = 1, d.h. zu Beginn der Studie sind alle Individuen ereig-
nisfrei. Si(t) ist außerdem per Definition monoton nichtsteigend.

Die Hazardfunktion und die Survivalfunktion erklären einander perfekt. Mit
den Gleichungen (3) und (4) gilt natürlich auch

α(t) = −∂ logS(t)
∂t

(6)

Die Survivalfunktion und die Hazardrate sind Funktionen, die den Verlauf eines
Prozesses anschaulich beschreiben. Außerdem sind über die Funktionen Verglei-
che zwischen Modellen möglich.

Der Wert der Survivalfunktion als die Überlebenswahrscheinlichkeit zum Zeit-
punkt t ist per Definition das Pendant zur Verteilungsfunktion

F (t) = 1− S(t). (7)

Diese gibt die Wahrscheinlichkeit wieder, dass das Ereignis bis zum Zeitpunkt t
eingetreten ist.
Für die zugehörige Dichtefunktion f(t) gilt demnach

f(t) = −∂S(t)/∂t. (8)

3siehe [KK05]
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Daher und aus Gleichung (3) folgt für den Zusammenhang der Hazardfunktion
und der Dichtefunktion

α(t) =
f(t)
S(t)

, (9)

bzw. andersherum

f(t) = α(t)× S(t) = α(t)× exp(−A(t)). (10)

Wir haben also gesehen, dass sich (kumulierte) Hazardfunktion, Survivalfunk-
tion, Verteilungsfunktion und Dichte eindeutig auseinander herleiten lassen.
Zur Ableitung der Likelihoodfunktionen, Koeffizientenschätzung und Schätzung
der bedingten und unbedingten Überlebenswahrscheinlichkeiten sind Kenntnis-
se dieser Transformationen zwischen den Funktionen wichtig.

2.3 Das Partial-Likelihood-Prinzip

Bei der Analyse von Ereigniszeitdaten bietet sich die Koeffizientenschätzung
mittels partieller Maximum-Likelihood-Methode an, da auf diese Weise auf die
besondere Datenstruktur, d.h. Rechtszensierungen oder Linksbeschränkungen,
eingegangen werden kann.

Gehen wir noch einmal davon aus, das U die tatsächliche Ereigniszeit bezeich-
net, T ist hingegen die Beobachtungszeit, die entweder ein Ereignis oder eine
Zensierung markiert. Weiterhin gehen wir davon aus, dass die betrachteten n
Ereigniszeiten U1, . . . , Un identisch und unabhängig verteilt sind, sowie dass die
Zensierungszeiten c1 . . . , cn unabhängig voneinander und von den Individuen
verteilt sind. Im Folgenden bezeichnen große Lettern Zufallsvariablen und klei-
ne Buchstaben die entsprechenden Realisierungen.
Wir betrachten die Survivalfunktion S(u), die Dichte f(u), die Hazardfunk-
tion α(u) und die kumulierte Hazardfunktion A(u). Der Zensierungsindikator
Di = 1{Ti=Ui} nimmt den Wert 1 an, wenn das Ereignis von Individuum i be-
obachtet wurde und 0, wenn es zensiert wurde.

Die Likelihoodfunktion wird nun so konstruiert, dass jedes Individuum mit sei-
ner Beobachtungszeit einen Beitrag leistet4:

Wird ein Ereignis beobachtet, trägt die Dichte f(U) = α(U) × exp(−A(U))
zur Likelihood bei, siehe Gleichung (10). In diesem Fall ist aber U = T , daher
lässt sich als Beitrag zur Likelihood schreiben f(T ) = α(T )× exp(−A(T )).
Die Wahrscheinlichkeit eine Zensierung zu beobachten ist S(c), da das Indi-
viduum bis zum Zeitpunkt c noch kein Ereignis hatte. Im Zensierungsfall ist
c = T und der Beitrag zur Likelihood ist exp(−A(T )). Insgesamt lässt sich die

4nach[Ho00]
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Likelihood für ein Individuum i damit nun schreiben als das Produkt

Li(α) = α(Ti)Di × exp(−A(Ti)). (11)

Die Formel (11) zeigt, dass Individuen die vor dem Ereignis zensiert wurden
nicht aus der Schätzung herausfallen, sondern mit der Information in die Like-
lihoodfunktion eingehen, dass bis zum Zensierungszeitpunkt kein Ereignis statt-
gefunden hat. Diese Umgehensweise erklärt den üblichen Ausdruck der parti-
ellen Likelihoodfunktion für Gleichung (11).

2.4 Nichtparametrische univariate Ansätze

Zur Schätzung der Überlebenswahrscheinlichkeiten in Abhängigkeit von der Zeit
t gibt es zwei Standardverfahren, die in dieser Arbeit vorgestellt werden. Das
Verfahren nach Kaplan und Meier [KM58] wird im Anschluss erläutert, wäh-
rend das Verfahren nach Nelson und Aalen an späterer Stelle im Kontext der
Multistate-Modelle vorgestellt wird. Beide Verfahren schätzen die Survivalkur-
ve S(t) nichtparametrisch, d.h. es werden keine Verteilungsannahmen getroffen.
Einzige Voraussetzung an die Daten ist, dass die Beobachtungen unabhängig
und identisch verteilt sind. Kovariaten bleiben unberücksichtigt.

Die wenigen Voraussetzungen machen die nichtparametrischen Ansätze zu einem
beinahe universal einsetzbaren Werkzeug und erklären die vielfache Anwendung
in der Literatur. Nachteil der beschrieben Verfahren ist, dass sich keine Ha-
zardfunktionen schätzen lassen und damit einhergehend keine Hazard Ratios
als Risikomaße berechnet werden können.

2.4.1 Kaplan-Meier-Schätzer

Am eingängigsten lässt sich die Verteilung der Überlebenszeiten mit dem nicht-
parametrischen Schätzer nach Kaplan und Meier ([KM58]) schätzen.
Bei der Methode nach Kaplan und Meier wird nicht die Hazardfunktion ge-
schätzt, sondern die Survivalfunktion S(t). Heuristisch gesehen teilt man dazu
den gesamten Beobachtungszeitraum in kleine Intervalle ein und berechnet zu
jedem Intervall die bedingte Überlebenswahrscheinlichkeit. Das Produkt über all
diese bedingten Wahrscheinlichkeiten ist die unbedingte Überlebenswahrschein-
lichkeit nach Kaplan und Meier.
Die stetige Verteilung der Überlebenszeiten wird hier also geschätzt als eine
diskrete Treppenfunktion. Die Breite der Treppenstufen wird erklärt durch den
zeitlichen Abstand aufeinander folgender Ereigniszeiten, die Sprunghöhen durch
die bedingte Überlebenswahrscheinlichkeit der entsprechenden Intervalle. Be-
sonders gut nachvollziehbar wird die Methode beschrieben bei [KK05] und bei
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[Ho00]:
Sei nj die Anzahl der Individuen die zum Zeitpunkt tj unter Risiko stehen
und dj+∆ sei die Anzahl der beobachteten Ereignisse im Zeitintervall (tj , tj+∆].
Die Wahrscheinlichkeit für ein Individuum das Intervall (tj , tj+∆] ereignisfrei zu
überstehen unter der Bedingung, dass es zu Beginn des Intervalls ereignisfrei
war, ist gleich

1− P (tj < Ti ≤ tj+∆|tj < Ti) (12)

und lässt sich schätzen als
1− dj+∆

nj
, (13)

dabei ist dj+∆ die Anzahl der Ereignisse die im Intervall (j, j + ∆] zu beobach-
ten sind. Die Bedingung jedoch, dass das Individuum in tj ereignisfrei ist, lässt
sich wiederum ausdrücken als die bedingte Wahrscheinlichkeit das vorangehen-
de Intervall (tj−∆, tj ] ereignisfrei zu überstehen unter der Bedingung bis tj−∆

ereignisfrei zu sein.
Die Survivalfunktion S(t) setzt sich also zusammen aus dem Produkt der be-
dingten Überlebenswahrscheinlichkeiten (12) all dieser Intervalle.

Angenommen, die Intervalle, die die Zeitachse aufteilen seien gerade so gewählt,
dass immer nur ein Ereignis bzw. eine Zensierung am Ende eines jeden Inter-
valls auftritt. Diejenigen Intervalle, in denen eine Zensierung und kein Ereignis
auftritt, tragen mit dem Faktor 1 zur Survivalfunktion bei. Nur diejenigen In-
tervalle, die mit einem Ereignis enden tragen mit einem Faktor < 1 bei. Damit
lässt sich für die Schätzung der Survivalfunktion schreiben

Ŝ(t) =
∏

j:Tj<t

(
1− dj

nj

)
(14)

mit den geordneten Beobachtungszeiten T1, . . . , Tn. Dabei ist nj in (14) definiert
als die Anzahl der Individuen unter Risiko kurz vor Tj und dj ist die Anzahl
der Ereignisse in dem Intervall, das in Tj endet. In (14) sind die Faktoren nur
von Eins verschieden bei Intervallen in denen ein Ereignis stattfindet.

Die daraus resultierende geschätzte Survivalfunktion ist eine rechtsstetige fal-
lende Treppenfunktion mit Sprüngen der Höhe dj

nj
, d.h.

Anzahl der Ereignisse in Tj
Anzahl der Individuen unter Risiko kurz vor dem j-ten Ereignis

(15)

zu den Ereigniszeitpunkten. Endet die letzte Beobachtung mit einem Ereignis,
so endet Ŝ(t) bei 0, im Zensierungsfall ist Ŝ(t) ab dem letzten Beobachtungs-
zeitpunkt konstant ungleich Null.

Hat man einen Schätzer für die Survivalfunktion nach (14) gefunden, so lässt
sich damit auch die kumulative Hazardfunktion als das aufsummierte Risiko
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zum Zeitpunkt t schätzen als

Â(t) = − log Ŝ(t). (16)

2.4.2 Parametrische Methoden

Neben den nichtparametrischen univariaten Methoden gibt es parametrische
Methoden, die eine wohlbegründete Annahme über die Verteilung der Hazar-
drate voraussetzen. Diese Verfahren eröffnen ein weiteres weites Gebiet der Er-
eigniszeitanalyse, das in dieser Arbeit nur am Rande Erwähnung finden soll.
Detailliertere Beschreibungen finden sich z.B. in den Büchern von Kleinbaum
und Klein ([Kl05]), Hougaard ([Ho00]) und Andersen et al.([An93]). Nachfolgend
sind die markantesten Modelle in aller Kürze beschrieben:

1. Die Hazardfunktion ist konstant. Dieses Modell heißt auch Exponen-
tialmodell und lässt sich anwenden bei Spezialfällen, bei denen der Ha-
zard über die gesamte Beobachtungsdauer als konstant angenommen wird,
wie beispielsweise die Ausfallwahrscheinlichkeit von Glühbirnen. Mit ei-
nem konstanten Hazard α(t) = α reduziert sich die Likelihoodfunktion
zu

L(α) = α
∑

i Di exp

(
−α

∑
i

Ti

)
.

2. Die Hazardfunktion steigt mit der Zeit t. Die Hazardfunktion eines sol-
chen Increasing Weibull Modells hat die Form α(t, α, γ) = αγtγ−1

mit γ > 1. Diese Verläufe lassen sich z.B. bei Krebserkrankungen beob-
achten, bei denen die Mortalität mit fortschreitendem Krankeitsstadium
steigt. Das Exponentialmodell ist ein Spezialfall des Weibull Modells mit
γ = 1.

3. Die Hazardfunktion sinkt mit der Zeit t. Bei diesem Modell ( Decreasing
Weibull Modell) sinkt die Sterberate mit der Zeit, die Hazardrate ist
α(t, α, γ) = αγtγ−1 mit γ < 1. Solche Kurven sind z.B. beobachtbar bei
der Überlebenszeitanalyse von Unfallpatienten mit dem interessierenden
Ereignis Tod.

4. Die Hazardfunktion steigt erst und fällt dann wieder, beispielsweise steigt
bei Tuberkulosepatienten die Sterberate im Anfangsstadium der Krank-
heit und fällt später ab. Diesen Verlauf der Hazardfunktion findet man
beispielsweise bei dem Lognormal Survivalmodell.

Es ist in den seltensten Fällen eindeutig, welche Verteilung für die Hazards
angenommen werden sollte. Im Verlauf dieser Arbeit konzentrieren wir uns
daher auf semiparametrische Schätzmethoden, die keine Verteilungsannahmen
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für die Baseline-Hazardraten zugrundelegen. Damit verschlechtert sich zwar die
Prognosesicherheit des Modells, die Schätzung der Effekte bleibt jedoch valide
[KK05].

2.5 Modellannahmen

Für die weiteren Überlegungen in dieser Arbeit werden folgende Annahmen
getroffen, die die Gültigkeit der beschriebenen Modelle voraussetzt.

• Wir gehen grundsätzlich davon aus, dass die Ereigniszeiten der betrachte-
ten Individuen identisch und unabhängig voneinander verteilt sind.

• Des Weiteren wird angenommen, dass auch die Zensierungen zufällig ver-
teilt sind und unabhängig voneinander sowie vom Individuum und vom
Prozess erfolgen.
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2.6 Ein Anwendungsbeispiel: Progress und Tod von Pati-
entinnen mit Ovarialkarzinom

Um die in dieser Arbeit erörterten statistischen Methoden zu veranschaulichen,
haben wir ein reales Anwendungsbeispiel gewählt, welches die inhaltliche Fra-
gestellung dieser Arbeit gut repräsentiert und an dem sich alle in dieser Ar-
beit angestellten Überlegungen und alle beschriebenen Methoden anschaulich
demonstrieren lassen. Obwohl das Beispiel inhaltlich aus dem medizinischen
Bereich stammt, sind die beschriebenen Methoden und Überlegungen auch auf
andere Anwendungsgebiete übertragbar, in denen Probleme mit ähnlicher Zu-
standsstruktur auftauchen.

Der in dieser Arbeit analysierte Beispieldatensatz enthält die auswertbaren Da-
ten von 215 Patientinnen mit Ovarialkarzinom, die zwischen Januar 1982 und
Juli 2004 im Universitätsklinikum Hamburg-Eppendorf ihre primäre tumorent-
fernende Operation hatten.
Einschlusszeitpunkt ist die primäre tumorentfernende Operation. Von den 215
Patientinnen erlitten 111 während der Nachverfolgungszeit bis Juli 2005 einen
Progress, d.h. es kam zu Tumorneubildungen. Von diesen 111 Patientinnen mit
Progression sind 74 (67%) während der Beobachtungszeit verstorben, von den
Patientinnen ohne Progress sind 19 (18%) verstorben, siehe Tabelle 1.

Tod
Progress nein ja

nein 85 (82%) 19 (18%) 104 (100 %)
ja 37 (33%) 74 (67%) 111 (100 %)

122 (57%) 93 (43 %) 215 (100 %)

Tabelle 1: Progressionen und Todesfälle unter 215 Patientinnen mit Ovarialkar-
zinom nach Primäroperation

Neben den Endpunkten ”Progression“ und ”Tod“ sind drei Kovariaten von In-
teresse, die den Zustand der Patientin zum Zeitpunkt der Primäroperation be-
schreiben und denen man einen Einfluss auf die Überlebenszeit unterstellt5:

• Das Alter der Patientin in Jahren. Bei Prozessen mit dem Endpunkt ”Tod“
sollte das Patientenalter als Kovariable immer berücksichtigt werden, da
mit dem Alter die Sterblichkeit natürlich zunimmt, auch unabhängig von
bestimmten Krankheiten.

• Der Tumorrest. Patientinnen, bei denen nach der Primäroperation ein
Tumorrest im Körper verbleibt, wird eine schlechtere Prognose unterstellt.

5Zu Anschauungszwecken wurde das medizinische Problem vereinfacht. Für Hintergründe
zur Krankheit und zur Recherche weiterer Prognosefaktoren sei z.B. verwiesen auf [Ma08]
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• Das Krankheitsstadium. In Abhängigkeit von Tumorgröße, Metastasen
und Lymphknotenbefall gibt es eine gängige Klassifikation zur Einord-
nung des Ovarialkarzinoms, genannt FIGO6. Wir betrachten in unserem
Beispiel eine vereinfachte dichotome Einteilung, bei der die FIGO-Klassen
I und II zusammengefasst werden sowie FIGO III und FIGO IV. Höhere
FIGO-Klassen entsprechen einer schwereren Erkrankung.

Die Häufigkeiten der genannten Faktoren im Patientinnenkollektiv sind in Ta-
belle 2 dargestellt:

Patienten- Häufigkeit
charakteristika absolut relativ

Tumorrest 66 31%
kein Tumorrest 149 69%

Figo hoch 163 76%
Figo niedrig 52 24%

Alter: MW=57,41; SD=12,56

Tabelle 2: Beobachtete Häufigkeiten im Beispieldatensatz

Gegenstand der Untersuchung sind einerseits das Ereignis Tod und andererseits
der Progress. Das Hauptinteresse beruht allerdings gerade auf dem Einfluss der
Progression auf die Überlebenszeit, Nebenziele sind die Schätzungen der Effekte
der übrigen Kovariaten auf Progression und Überleben.

Mit dem Standardverfahren der Survivalanalyse, der Cox-Regression, lässt sich
ein erstes Bild der Zusammenhänge zwischen Kovariaten und Zielgröße zeich-
nen. Mit dieser Regressionsmethode lassen sich Effekte stetiger oder kategoria-
ler Kovariaten schätzen, wobei einzelne Beobachtungen zensiert sein können.
Im Folgenden Kapitel wird diese Standardmethode inklusive der Modellvoraus-
setzungen vorgestellt und am Beispieldatensatz angewendet. Der Interpretation
der Ergebnisse folgt die Diskussion der Vor- und Nachteile dieses Verfahrens
und der Eignung für die Fragestellung im Anwendungsbeispiel.

6benannt nach der Federation International de Ginecologie et Obstetric
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3 Meilenstein der Ereigniszeitanalyse: Das Cox-
Proportional-Hazards-Modell

Eine sehr weit verbreitete und vielfach angewandte Methode zur Modellierung
von Ereigniszeiten und zur Schätzung von Kovariatenffekten ist das Regressions-
modell nach Cox7. Es ist speziell für die Analyse von rechtszensierten Ereignis-
zeiten unter Berücksichtigung von stetigen oder binären Kovariaten konzipiert.

Die Effektschätzung erfolgt nicht wie bei linearen Regressionsmodellen nach dem
Maximum-Likelihood-Prinzip, sondern nach dem bereits in Kapitel 2.3 vorge-
stellten partiellen Likelihood-Ansatz, der dem Prinzip des Successive Conditio-
ning (siehe Gleichung (2)) genügt. Damit wird den Eigenheiten der Datenstruk-
tur von Ereigniszeiten Rechnung getragen.

Die Besonderheit des Cox-Modells beruht auf einer Faktorisierung der Hazard-
funktion α(t). Beim Cox-Modell wird α(t) zerlegt in einen rein nichtparametri-
schen Faktor für die Baseline-Hazardfunktion und einen parametrischen Faktor,
der die Kovariateneffekte beinhaltet. Man spricht daher auch von einem semi-
parametrischen Modell. Aufgrund dieser Faktorisierung hat das Cox-Modell
sehr angenehme Eigenschaften, welche die Berechnungen und die Interpretation
der Schätzungen erleichtern.
Der Preis, den man für diese Erleichterung zahlen muss, ist eine nicht unerheb-
liche Modellannahme: Die Kovariateneffekte werden als konstant im Zeitverlauf
angenommen. Die Ergebnisse der Cox-Regression steht und fällt mit diese Vor-
aussetzung, bekannt als die Proportional-Hazards-Annahme8.

Das Cox-Modell ist besonders geeignet um Differenzen der relativen Risiken
bezüglich der erklärenden Variablen, die so genannten Hazard Ratios, statis-
tisch nachzuweisen. Die Ergebnisse des Cox-Modells lassen sich außerdem für
die Schätzung absoluter Risiken sowie für Prognosen heranziehen. Die folgende
Modellbeschreibung ist angelehnt an die Formulierung bei [KK05].

3.1 Das Cox-Modell

Sei Zi = (Zi1, . . . , Zip) der Kovariatenvektor für Individuum i. Die Hazardrate
für Individuum i wird angenommen als das Produkt

αi(t, Zi) = α0(t) · exp(β1Zi1 + · · ·+ βpZip) (17)

einer Baseline Hazardrate α0(t), die allen Individuen gemein ist, und einer
Funktion der Kovariaten

exp(β1Zi1 + ·+ βpZip) = exp(β′Zi).
7siehe [Co72], [Co75]
8Siehe [Co72], [KK05]
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Während die Baselinehazardrate nur von der Zeit abhängt und rein nichtpara-
metrisch ist, stellt der Kovariatenfaktor den parametrischen Teil dar, der wie-
derum unabhängig von der Zeit ist.

Der Exponent sorgt dafür, dass die Hazardrate nicht negativ werden kann. Aus
Gleichung (17) lässt sich ableiten, dass für jedes Paar von Individuen i, j mit
i 6= j gilt

αi(t)
αj(t)

= exp(β1(Zi1 − Zj1) + · · ·+ βp(Zip − Zjp)). (18)

Wie man in (18) sieht, ist das Verhältnis zweier Hazards nicht mehr abhängig
von der Zeit t, d.h. die Hazards werden als proportional im Zeitverlauf ange-
nommen, mit einem konstanten Faktor.

Angenommen, die Individuen einer Population unterscheiden sich nur in einer
binären Kovariate Z1, d.h. für einige Individuen i gilt Zi1 = 1, während für
andere Individuen j gilt Zj1 = 0. Dann ergibt sich, bei Gleichheit aller anderer
Kovariaten Z2, . . . , Zp

αi(t)
αj(t)

= exp(β1) (19)

als relatives Risiko der Individuen i mit der Ausprägung Zi1 = 1 gegenüber den
anderen Individuen j mit Zj1 = 0. Dieses relative Risiko heißt Hazard Ratio.

Die Gleichungen (18) und (19) stellen zugleich eine restriktive Annahme des
Cox-Modells dar. Schreiben wir Gleichung (19) um zu

αi(t) = αj(t)× exp(β1) ∀t, (20)

so erkennen wir wieder die Proportional-Hazards-Annahme: Das Risikoverhält-
nis zweier Gruppen wird über die gesamte Beobachtungsdauer t als konstant
angenommen. In dieser Arbeit wird im Folgenden auch von der PH-Annahme
gesprochen.

Die Baseline-Hazardfunktion α0 hingegen hängt nicht von dem Vektor der Ko-
variablen ab, sondern nur von der Zeit t. Die Baseline-Hazardfunktion α0 steht
für die allgemeine Form der Hazardfunktion im zeitlichen Verlauf. Nehmen alle
Kovariaten den Wert 0 an, so gilt αi(t) = α0(t) für alle i.

Ein entscheidender Vorteil des Cox-Modells gegenüber parametrischen Metho-
den ist, dass sich aufgrund dieser Faktorisierung in Gleichung (17) Hazard Ratios
schätzen lassen, ohne Annahmen über die Form der Baselinehazardrate treffen
zu müssen.

Wie bei linearen Regressionsmodellen lassen sich mit dem Cox-Proportional-
Hazards-Modell Effekte sowohl von stetigen als auch von diskreten erklärenden
Variablen Zi schätzen, während für die übrigen Einflussgrößen adjustiert wird.

17



Die Effekte sind jedoch proportional und nicht linear zu interpretieren.
Natürlich lassen sich wie bei anderen Regressionsmodellen auch Interaktionsef-
fekte modellieren. Einzige Annahme ist jedoch, dass die Hazards für die Kova-
riablen proportional sind.

Für den Fall, dass Kovariaten betrachtet werden, deren Hazards nicht propor-
tional sind, gibt es verschiedene Modifikationen des Cox-Modells.
Für diskrete Kovariablen, die nicht der PH-Annahme genügen, gibt es beispiels-
weise die Möglichkeit, stratifizierte Modelle anzupassen. Dabei wird für jede
der k Stratumsgruppen eine separate Baseline-Hazardfunktion α01(t), . . . , α0k(t)
modelliert. Stetige unproportionale Hazards transformiert man beispielsweise
um in eine Funktion der Zeit9

3.2 Koeffizientenschätzung mit dem Partial-Likelihood-Ansatz

Die Koeffizienten des Cox-Modells werden durch Maximierung einer speziellen
Likelihoodfunktion geschätzt. Cox nennt diese spezielle Funktion Conditional
Likelihood 10 oder Partial Likelihood11 und trägt damit dem Prinzip des
Successive Conditioning Rechnung. Oftmals liest man auch den Namen Cox-
Likelihood, nach dem Erfinder der Funktion.
Nachdem das Prinzip bereits in Abschnitt 2.3 eingeführt wurde, wird in diesem
Abschnitt die Schätzung der Koeffizienten theoretisch vorgeführt12.

Zu jedem Beobachtungszeitpunkt Ti = min(ci, Ui) gibt es einen Beitrag zur
Likelihood-Funktion, welche die bedingte Ereigniswahrscheinlichkeit für ein In-
dividuum wiedergibt. Die Bedingung ist an dieser Stelle die Tatsache, dass über-
haupt ein Ereignis eintritt.
Damit ist die partielle Likelihood ein Produkt mit n Faktoren, einem für jedes
betrachtete Individuum mit seiner Beobachtungszeit Ti.

Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass pro Zeiteinheit höchstens ein Ereig-
nis auftreten kann. Das Risk Set R(Ti) kurz vor dem Zeitpunkt Ti ist die Menge
derjenigen Individuen, die bis dahin ereignisfrei und unzensiert waren, siehe
Gleichung (1):

R(Ti) =
∑
j

1{Tj≥Ti}.

Die Wahrscheinlichkeit, dass in einem sehr kleinen Intervall t+ ∆t gerade Indi-
viduum i das Ereignis hat, bedingt durch die Tatsache, dass überhaupt eins der

9Mehr dazu ist zu lesen z.B. bei [KK05] oder [Ho01].
10siehe [Co72]
11siehe [Co75]
12siehe [KK05]
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Individuen aus R(t) in t ein Ereignis hat, ist gleich

Pi(t, Z) =
α0(t) exp(β′Zi)∑

j∈R(Ti)
α0(t) exp(β′Zj)

(21)

=
exp(β′Zi)∑

j∈R(Ti)
exp(β′Zj)

. (22)

Wie man leicht nachvollziehen kann, kürzt sich die Baseline-Hazardfunktion aus
Zähler und Nenner raus und die bedingte Wahrscheinlichkeit ist folglich unab-
hängig von der Zeit t.

Die Likelihoodfunktion ist das Produkt über all diese bedingten Wahrschein-
lichkeiten für die Intervalle:

L(Z) =
∏
t

Pi(t, Z). (23)

Die bedingte Wahrscheinlichkeit ist nur von Eins verschieden für die Intervalle,
in denen ein Ereignis auftritt. Für die übrigen Intervalle ist die Bedingung nicht
erfüllt.

Die Cox-Likelihood ergibt sich damit als das Produkt

L(Z) =
n∏
i=1

Pi(β)Di (24)

=
∏

k:Ereigniszeiten

Pk(β) (25)

=
∏

k:Ereigniszeiten

exp(β′Zk)∑
j∈Rk

exp(β′Zj)
. (26)

über alle bedingten Likelihoods Pi(t, Z) wie in (21) zu den Ereigniszeitpunkten.
Die Behandlung sog. Ties, d.h. mehrere Ereignisse pro Zeiteinheit, lässt sich
nachlesen z.B. bei [Ho00], S.80.

Die gesuchten Regressionskoeffizienten β = (β1, . . . , βp) werden nun geschätzt
als diejenigen Koeffizienten β̂ = (β̂1, . . . , β̂p), welche die Likelihoodfunktion L(β)
maximieren. Da die Maximierung invariant gegen monotone Transformationen
ist, kann man ebenso die logarithmierte Likelihoodfunktion maximieren. Das
macht an dieser Stelle Sinn, da die logarithmierte Likelihoodfunktion numerisch
besser zu handhaben ist. Aus (24) folgt

logL(β) =
∑

k:Ereigniszeiten

β′Zk −
∑
j∈Rk

exp(β′Zj). (27)

Und damit die Ableitung

∂ logL
∂β

= X −
∑

i:Ereigniszeiten

∑
j∈R(Ti)

eβ
′xjxj∑

j∈R(Ti)
eβ

′xj
. (28)
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Die Cox-Likelihood hängt nicht von der exakten Verteilung der Ereigniszeiten
ab, sondern von der Reihenfolge, in der die Ereignisse auftreten. Die Schätzer
würden sich also nicht zwangsläufig ändern, wenn die Ereigniszeiten variieren,
sondern nur, wenn die Reihenfolge, in der die Individuen ihre Ereignisse haben,
sich ändert, da sich dann das Risk Set der Ereigniszeitpunkte Ti ändern wür-
de. Dennoch, um das Auftreten mehrerer Ereignisse pro Beobachtungseinheit
zu vermeiden, sollten die Ereigniszeiten so genau wie möglich in das Modell
eingehen, auch wenn die Cox-Likelihood als eine diskrete Treppenfunktion mit
Stufen zu den Ereigniszeiten geschätzt wird.13

Mit den Schätzern β̂k für die Regressionskoeffizienten lässt sich nun das Hazard
Ratio, d.h. das Verhältnis der Hazards mit unterschiedlichen Kovariatenausprä-
gungen wie in (18), schätzen als

ĤR = exp

(
p∑
k=1

β̂k(Z∗k − Zk)

)
. (29)

Hat man die Koeffizienten β geschätzt, so lassen sich daraus auch die kumu-
lative Baselinehazardfunktion A0(t) sowie die Baseline-Survivalfunktion S0(t)
schätzen:
Wegen

A0(t) =
∫ t

0

α(u)du

ergibt sich der Schätzer

Â0(t) =
∑
Tk≤t

 ∑
j∈R(Tk)

exp(β̂′Zj)

−1

. (30)

Und wegen
S0(t) = exp(−A0(t))

lässt sich die Baseline-Survivalfunktion schätzen mit

Ŝ0(t) =
∏
Tk≤t

1− 1∑
j∈R(Tk) exp(β̂′Zj)

. (31)

Ohne Kovariaten, d.h. wenn β̂ = 0 gilt, ist (31) identisch mit dem Product-
Limit-Schätzer nach Kaplan und Meier (15). Eingesetzt in (24) ergibt sich für
die partielle Likelihood

L(β, Z) =
n∏
i=1

α0(Ti)Di exp(Diβ
′Zi) exp

(
−
∫ Ti

0

α0(u) exp(β′Zi)du

)
(32)

13siehe [Ho00].
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und damit eine Formulierung analog zu Gleichung (11)14.

3.2.1 mehrere Ereignisse pro Zeitpunkt

Obwohl das Cox-PH-Modell von einem stetigen Zeitbegriff ausgeht, bei dem
nicht mehr als ein Individuum zur Zeit das interessierende Ereignis haben kann,
passiert es aufgrund von Rundung oder ungenauer Angaben häufig, dass mehre-
re Beobachtungseinheiten die selbe Ereigniszeit haben. Ereignisse, die zeitgleich
auftreten, heißen in der englischsprachigen Literatur Ties, zu deutsch übersetzt
als Bindungen.

Die Problematik beim Umgang mit Ties tritt auf bei der Berechnung der par-
tiellen Likelhoodfunktion. In jedem Beobachtungszeitpunkt ist der Beitrag zur
Likelihood der Quotient aus dem Hazard des Individuums mit Ereignis und den
aufsummierten Hazards des Risk Sets, wie in Gleichung (21). Wie soll nun aber
das Risk Set definiert werden, wenn zwei Ereignisse gleichzeitig auftreten?

Es gibt verschiedene etablierte Methoden, mit Ties umzugehen. Die Methode,
die sich in Literatur und Software am besten durchgesetzt hat, ist die Methode
nach Efron15:
Diese sieht vor, immer vom größtmöglichen Risk Set auszugehen, d.h. wenn es
beispielsweise 5 Individuen gibt, a,b,c,d und e, und a und b haben das Ereignis
gleichzeitig, so ist für beide Ereignisse das Risk Set gegeben durch {a,b,c,d,e}.
Die übrigen Methoden zum Umgang mit Ties werden hier nicht erläutert, finden
sich aber beispielsweise in [An93].

3.2.2 Schätzung des absoluten Risikos

Die weit verbreitete Anwendung des Cox-Prinzips führt dazu, dass die absolu-
ten Risiken kaum noch interpretiert werden, da beim Cox-Modell der Fokus auf
der Betrachtung und Interpretation der relativen Risiken, ausgedrückt durch
die Hazard Ratios, liegt. In einigen Anwendungen macht es jedoch mehr Sinn,
absolute Risiken zu betrachten. Beispielsweise ist eine Lebensversicherung we-
niger daran interessiert, wie hoch das Sterberisiko eines Rauchers im Vergleich
zu einem Nichtraucher ist, sondern wie die Prognose der Überlebenszeit in den
einzelnen Gruppen geschätzt werden kann.

Das Cox-Modell ist die Standardmethode zur Schätzung von Kovariateneffekten
14[Ho00]
15vgl. [An93]
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auf Ereigniszeiten. Die Ergebnisse des Cox-Modells können jedoch ebenso her-
angezogen werden um Prognosen zu machen, d.h. um Ereigniszeiten zu schätzen.

Nach Gleichung (3) gilt
S(t) = exp(−A(t))

Die integrierte Baseline-Hazardfunktion A0(t) =
∫ t

0
α0(u)du lässt sich nach (30)

schätzen als eine Treppenfunktion mit Sprüngen der Höhe

1∑
k∈Ri

exp(β̂′Zk)
(33)

zu den Ereigniszeiten Ti ≤ Ui. Damit ergibt die Summe der Sprunghöhen den
Schätzer der kumulative Baseline-Hazardfunktion

Â0(t) =
∑
Ti≤t

Di∑
k∈Ri

exp(β̂′Zk)
, , h = 1, . . . , k (34)

für die integrierte Hazardfunktion. Andersen [An91] leitet aus diesem Schätzer
einen Schätzer für die Survivalfunktion bei großen Stichproben ab: Für ein In-
dividuum mit dem Kovariatenvektor Z = (Z1, . . . , Zp) ist die Schätzung der
Überlebenswahrscheinlichkeit im Zeitpunkt t demnach und nach Gleichung (3)

Ŝ(t|Z) = exp
(
− exp(Â0(t)β̂′Z)

)
(35)

= Ŝ0(t) exp
(

exp(β̂′Z)
)
, (36)

mit Ŝ0(t) wie in (31)16.

16vgl. [Pu07]
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3.3 Lösung mit dem Cox-PH-Modell

Das Cox-Modell ist Grundlage dieser Arbeit in dem Sinne, als dass alle weiteren
vorgestellten Modelle auf der Idee des Cox-Modells basieren. Um die Modelle
anschließend vergleichen zu können, werden sie alle angewendet auf das vorge-
stellte Datenbeispiel der Patientinnen mit Ovarialkarzinom, um daran Vor- und
Nachteile, Denkfehler, etc. empirisch zu ermitteln.

Primäre Frage, die sich aus Ärztesicht stellt, ist: Mit welchen Faktoren ver-
längert oder verkürzt sich die Überlebensdauer der Patientinnen nach der Ope-
ration, d.h. welches sind die Stellschrauben, die diese Zeitdauer verlängern und
in welchem Maße wirken diese? Hat die Dauer des progressionsfreien Intervalls
einen Einfluss auf das Gesamtüberleben der Patientin?

Es sollte vorerst betont werden, dass es sich bei Anwendung von Survivalmodel-
len meistens um Beobachtungsstudien handelt, nicht um randomisierte Experi-
mente. Bezüglich Interpretation von Ursache-Wirkungs-Beziehungen ist daher
Vorsicht geboten. Die in den Anwendungen erwähnten signifikanten Zusammen-
hänge sind eher als Koinzidenzen zu interpretieren, nicht als kausale Zusammen-
hänge.
In diesem Sinne lassen sich Antworten auf den ersten Teil der Frage mit den
Schätzungen der Hazard Ratios beantworten, die die Risikoverhältnisse bezüg-
lich der Kovariaten wiedergeben.

Aus Patientensicht stellen sich andere Fragen: Wie ist meine spezielle Über-
lebenswahrscheinlichkeit zu einem bestimmten Zeitpunkt bei gegebenen Kova-
riablen? Wie ändert sich die Prognose mit dem Auftritt eines Progresses?

Um die erste Frage zu beantworten, lassen sich konkrete Survivalkurven wie
in (35) schätzen, die in Abhängigkeit von Zeit und Kovariaten die Überlebens-
wahrscheinlichkeit in jedem Zeitpunkt wiedergeben.

Die Frage, ob der Progress oder der Progressionszeitpunkt auf das Überleben
wirkt, lässt sich allein mit dem klassischen Cox-Modell nicht beantworten. Der
Grund dafür ist, dass im Modell nur zeitkonstante Kovariablen zugelassen sind,
deren Wert zum Baselinezeitpunkt bekannt ist. In Tabelle 3 sind daher nur
Hazard Ratios für die übrigen Kovariaten angegeben, der Progress bleibt unbe-
achtet. Von den 215 eingeschlossenen Patientinnen sind 93 während der Studie
verstorben.

Signifikante Effekte werden geschätzt sowohl für die Variable ”Tumorrest“ als
auch für das Krankheitsstadium ”FIGO“, wie man in Tabelle 3 sieht. Patientin-
nen mit hoher FIGO-Klassifikation haben eine mehr als dreifach erhöhte Ster-
bewahrscheinlichkeit, verglichen mit der moderaten FIGO-Gruppe. Der Effekt
des Tumorrests ist nicht ganz so gravierend: Die Mortalität ist mit Tumorrest
im Durchschnitt um 72% erhöht. Das Alter der Patientinnen scheint hiernach
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keinen Einfluss auf das Überleben zu haben.

Kovariate exp(β̂) [95%-Konfidenzintervall] p

Alter 1,003 0,982 1,023 0,798
Tumorrest 1,723 1,115 2,661 0,014
FIGO 3,113 1,549 6,254 0,001
N=215; Ereignisse=93

Tabelle 3: Schätzer für die Hazard Ratios und Konfidenzintervalle für das Er-
eignis ”Tod“ nach dem Cox-PH-Modell

Dieses Modell gibt einen guten ersten Einblick in die Zusammenhänge. In Abb.
2 sind außerdem die beobachteten und geschätzten kumulierten Hazardraten je
nach Tumorrest und FIGO-Klassifikation abgebildet.

Abbildung 2: Modellanpassung mit dem Cox-Modell: Beobachtetes und vorher-
gesagtes Überleben je nach Tumorrest und FIGO-Klassifikation

Die schwarzen Treppenfunktionen ergeben sich aus den Kaplan-Meier-Berechnungen
und stellen die beobachteten kumulierten Hazards dar. Die violetten Kurven
schätzen die kumulierten Hazardraten entsprechend den Ergebnissen in Tabel-
le 3. Man sieht deutliche Unterschiede zwischen allen Gruppen. Die schlech-
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teste Performance hat natürlich die Gruppe mit Tumorrest und hoher FIGO-
Klassifikation. Wie in der Tabelle 3 kann man erkennen, dass eine höhere FIGO-
Klassifikation eine schlimmere Auswirkung auf die Überlebenszeit hat als ein
Tumorrest.

An der Übereinstimmung der (beobachteten) schwarzen und der (geschätzten)
violetten Linien kann man sehen, dass die Prognosen der Patientinnen mit FI-
GO III/IV recht gut zu den beobachteten Daten passen, die Anpassung der
Gruppe mit Tumorrest und FIGO I/II ist hingegen besonders schlecht. Wie wir
in Tabelle 4 sehen, ist diese Gruppe mit nur drei Beobachtungen jedoch auch
sehr klein.

FIGO FIGO
I/II III/IV

kein Tumorrest 49 100 149
Tumorrest 3 63 66

52 163 215

Tabelle 4: Häufigkeitsverteilung von Tumorrest und FIGO-Klassifikation

Eine der Hauptfragen ist jedoch mit diesem Modell nicht zu beantworten: Hat
der Progress einen Effekt auf das Gesamtüberleben?

Im obigen Standard-Cox-Modell werden Daten zum Progress nicht in der Ana-
lyse berücksichtigt. Der nahe liegende Ansatz, eine zusätzliche Kovariate einzu-
fügen, die bei Patientinnen die einen Progress hatten den Wert 1 annimmt und
0, wenn kein Progress beobachtet wird, führt zu mindestens drei Modellierungs-
fehlern:

• Zum einen ist der Wert dieser Kovariaten zum Baselinezeitpunkt, dem
Operationsdatum, noch nicht bekannt und kann daher nicht zur Klassifi-
kation der Patientinnen herangezogen werden.

• Weiterhin würde man mit solch einer Kovariaten nicht unterscheiden, ob
ein Progress früh oder spät aufgetreten ist. Nicht nur, dass Patientinnen
mit einem sehr frühen Progress und solche mit spätem Progress unter-
schiedliche Prognosen haben könnten, das Ereignis der Progression kann
zudem seinerseits einer Zensierung unterliegen und daher ist die Einteilung
der Patientinnen in die Gruppen mit/ohne Progress nicht sinnvoll.

• Alle Patientinnen stehen vor Ihrem Progress unter Risiko für das absor-
bierende Ereignis ”Tod“. Damit tragen Patientinnen mit Progression vor
dessen Auftritt auch Informationen bei zum Überleben ohne Progress. Die-
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se Information würde bei dem Cox-Modell mit der zusätzlichen binären
Kovariaten für den Progress ignoriert werden.

Eine Erweiterung des Cox-Modells sieht vor, zeitveränderliche Kovariablen
im Modell zu berücksichtigen. Gemeint sind Variablen, deren Ausprägung zum
Baselinezeitpunkt bekannt ist, sich jedoch mit dem Zeitverlauf ändern kann. Be-
rücksichtigt werden können sowohl Variablen, die sich stetig proportional zum
Zeitverlauf ändern, wie streng genommen auch das Alter, als auch binäre Kova-
riaten, deren Ausprägung zu einem bestimmten Zeitpunkt umspringt.
Im Kapitel 3.4 werden Cox-Modelle mit zeitvariierenden Kovariaten in ihrer
Theorie erläutert und ebenfalls am Beispiel erprobt.
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3.4 Zeitabhängige Kovariaten: ein erweitertes Cox-Modell

Eine Variante des Cox-Modells erlaubt die Verwendung zeitabhängiger Kovaria-
blen. Passend zu unserem Anwendungsbeispiel beschränken wir uns hier auf dis-
krete zeitabhängige Kovariaten in der Form von sog. Heavyside-Funktionen17.

Unter Heavyside-Kovariablen sind solche zu verstehen, die zu einem bestimm-
ten Zeitpunkt ihre Wertigkeit mit einem Sprung verändern, z.B. von Null auf
Eins springen. Diese Sprungzeit kann einerseits dem stetigen Zeitbegriff folgen,
so dass der Sprung beispielsweise nach zehn Zeiteinheiten stattfindet, oder aber
die Kovariate ändert sich mit dem Eintreffen eines bestimmten Ereignisses, wel-
ches individuell zeitlich verschieden ist.

Zunächst eine Definition:
Ereignisse, die während eines Prozesses individuell eintreten oder auch nicht
eintreten, heißen intermediäre Ereignisse.

Bezeichne T01 den Zeitpunkt des intermediären Ereignisses. Mit der Einführung
einer Kovariablen

Z(t) =

{
0, falls t < T01

1, falls t ≥ T01,

die zum Zeitpunkt des intermediären Ereignisses ihren Wert von 0 auf 1 ändert,
ist es möglich den Einfluss eines intermediären Ereignisses auf die interessierende
Ereigniszeit zu schätzen. Beobachtungen, bei denen kein intermediäres Ereignis
während der Beobachtungszeit auftritt, werden behandelt wie diejenigen Beob-
achtungen, bei denen noch kein intermediäres Ereignis aufgetreten ist.
Dieses Time-Dependent-Cox-Modell, in dieser Arbeit mit TDCM abge-
kürzt, heißt in manchen Quellen auch einfach Extended Cox Modell und
ist beschrieben z.B. bei Kleinbaum/Klein [KK05] oder bei [LA02]. Es lässt sich
grundsätzlich mit Standard-Statistiksoftware wie SPSS, Stata und SAS anpas-
sen. Die formale Herleitung des TDCM nach [KK05] wird im Folgenden erläu-
tert:

Betrachten wir erneut die allgemeine Form der Hazardrate im Cox-PH-Modell:

αi(t, Zi) = α0(t) · exp(β1Zi1 + · · ·+ βpZip) (37)

Sie setzt sich zusammen aus der nichtparametrischen Baseline-Hazardfunktion
α0(t), die nur von der Zeit t abhängig und für alle Individuen gleich ist, und aus
dem zeitunabhängigen parametrischen Teil exp(

∑p
j=1 βjZij), der den Einfluss

der Kovariaten repräsentiert.

Die Einführung zeitabhängiger Kovariaten Zk, k = 1, . . . , p2, verändert die For-
17Begriff nach [KK05]
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mel (37) der Hazardrate zu

αi(t, Zi) = α0(t)× exp


p1∑
j=1

βjZij︸ ︷︷ ︸
zeitinvariant

+
p2∑
k=1

δkZik(t)︸ ︷︷ ︸
zeitvariant

.

 (38)

Die Hazardrate ist weiterhin das Produkt einer nichtparametrischen Baseline-
Hazardfunktion und einer parametrischen Exponentialfunktion, die nun jedoch
nicht mehr zeitunabhängig ist, da sie sowohl die zeitunabhängigen als auch die
zeitabhängigen Kovariaten berücksichtigt.

3.4.1 Schätzung der Hazard Ratios

Analog zum Standard-Modell lassen sich Hazard Ratios mit der partiellen Like-
lihoodfunktion18 schätzen.

ĤR(t) =
αi(t, Zi(t))
αj(t, Zj(t))

(39)

= exp

 p1∑
i=1

β̂j(Zij − Zjj) +
p2∑
j=1

δ̂k(Zik(t)− Zjk(t))

 (40)

Eine grundsätzliche Abweichung vom Standard-Cox-PH-Modell ist, dass sich
die zeitabhängigen Faktoren nicht mit der Baselinevariablen rauskürzen, son-
dern über die zeitabhängigen Kovariaten Zk(t) im Term verbleiben, wie man an
Gleichung (39) sieht. Damit kann bezüglich der zeitabhängigen Kovariaten auch
nicht mehr von proportionalen Hazards ausgegangen werden.
Man beachte jedoch, dass die nackten Regressionskoeffizienten δ̂k selbst nicht
zeitabhängig sind!

3.5 Lösung mit dem TDCM

Mit dem zeitabhängigen Cox-Modell lässt sich nun zusätzlich ein Effekt für das
intermediäre Ereignis der Progression auf das Überleben schätzen.

In Tabelle 5 sind die Ergebnisse eines Time-Dependent-Cox-Modells für un-
ser Anwendungsbeispiel aufgeführt:

18Der Schätzalgorithmus ist nachzulesen bei [KK05]
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Kovariate exp(β̂) [95%-Konfidenzintervall] p

Alter 1,005 0,985 1,024 0,637
Tumorrest 1,264 0,816 1,957 0,294
FIGO 1,905 0,952 3,813 0,069
Progress 15,818 8,185 30,569 <0,001
N=215; Ereignisse=93

Tabelle 5: Effektschätzer und Konfidenzintervalle für das Ereignis Tod nach dem
Time-Dependent-Cox-Modell

Demnach wird ein Hazard Ratio für das intermediäre Ereignis ’Progress’ von
15,818 geschätzt. Bereits im Abschnitt 3.4 wurde darauf hingewiesen, dass die
zeitabhängigen Kovariaten das Kollektiv nicht in Kohorten aufteilen, deren Er-
eigniszeiten miteinander verglichen werden.

Zu interpretieren, dass das Sterberisiko von Patientinnen mit Progress annä-
hernd das Sechzehnfache des Risikos von Patientinnen ohne Progress beträgt
wäre also nicht ganz korrekt. Treffender ist die Formulierung, dass zu einer ge-
gebenen Zeit t das Risiko von Patientinnen, die zu dieser Zeit einen Progress
hatten, etwa Sechzehn mal so hoch ist wie das Risiko von Patientinnen, die zur
gleichen Zeit progressionsfrei sind.19 Mit der Progression steigt die geschätzte
Mortalität einer Patientin fast auf das Sechzehnfache.

Neben der Erkenntnis über die negative Auswirkung eines Progresses lassen
sich weitere Informationen über die Zusammenhänge von Progress, Tod und
den übrigen Kovariablen ableiten:

Vergleichen wir die Ergebnisse des zeitabhängigen Cox-Modells in Tabelle 5
mit den Ergebnissen des Standard-Cox-Modells in Tabelle 3, so fällt auf, dass
die geschätzten Effekte sich teilweise entscheidend verändert haben:
Das geschätzte Hazard Ratio der Variablen FIGO ist von einem Wert über
3 auf unter 2 gefallen. Während im Modell ohne Progression die Sterbewahr-
scheinlichkeit von Patientinnen aus den hohen FIGO-Gruppen auf das Drei-
fache geschätzt wurde, wird sie unter Berücksichtigung des Progresses nur auf
das Doppelte geschätzt. Außerdem wird bei Berücksichtigung des Progresses die
Signifikanzgrenze nicht mehr erreicht. Daraus lässt sich schlussfolgern, dass es ei-
ne Zusammenhang zwischen der FIGO-Klassifikation und der progressionsfreien
Zeit geben muss. Ein Teil des FIGO-Effektes wird vom intermediären Ereignis
überdeckt.

Fast ebenso deutlich ist der Effekt bezüglich des Tumorrests: Das Hazard Ratio
wird mit dem TDCM nur noch auf das 1,25-Fache geschätzt. Auch für diesen

19Vergleiche [KK05]
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Effekt erhöht sich der p-Wert, so dass der Effekt nicht mehr signifikant ist zum
5%-Niveau.

Obwohl wir bereits mehr über den Zusammenhang von Progression und Mor-
talität erfahren als beim Standard-Cox-Modell ohne Berücksichtigung des in-
termediären Ereignisses, wird die Unzulänglichkeit des TDCM an dieser Stelle
deutlich: Es scheint einen Zusammenhang zwischen der zeitabhängigen Varia-
blen und einigen Kovariablen zu geben, der hier nicht modelliert wird. Aufgrund
der Zeitabhängigkeit erscheint es jedoch nicht sinnvoll Wechselwirkungsterme
einzuführen: Die Effekte der Kovariablen unterscheiden sich nicht nur dahinge-
hend, ob es einen Progress gibt oder nicht, sondern zudem gibt es wieder einen
zeitabhängigen Effekt, je nachdem, ob man sich zeitlich vor- oder nach einem
Progress befindet.

Zur Modellierung dieser komplexen Zusammenhänge werden im nächsten Ab-
schnitt die Multistate-Modelle eingeführt. Sie basieren auf der Idee, dass mit
der Definition von Stadien in einem Prozess mehrere Ereigniszeitanalysen zu-
sammenhängend durchgeführt und interpretiert werden können. Aus dem kom-
plexen Prozess mit zeitabhängigen Wechselwirkungen und nicht-proportionalen
Hazards werden sodann mehrere einfachere Prozesse mit möglicherweise unter-
schiedlichen Kovariablen und -effekten.
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4 Multistate-Modelle

Mit den bisherigen Methoden, der Standard-Cox-Regression wie auch der Cox-
Regression mit zeitabhängigen Kovariaten, haben wir Modelle betrachtet, bei
denen lediglich ein finales Ereignis bzw. die Dauer bis zu diesem Ereignis von
Interesse war.
Wenn es jedoch mehrere interessierende Ereignisse gibt, sind Analysemethoden
basierend auf den Multistate-Modellen (in dieser Arbeit auch mit MSM abge-
kürzt) eine äußerst sinnvolle Alternative zu den Standard-Methoden mit nur
einem Ereignis. Anwendungsbeispiele mit mehreren Endpunkten findet man in
vielen Disziplinen. Unser medizinisches Anwendungsbeispiel ist ein Paradefall
für ein klassisches Multistate-Modell, bei dem neben dem terminierenden Ereig-
nis ”Tod“ auch noch der intermediäre Zustand ”Progression“ von Interesse ist.
Doch auch in anderen Interessensgebieten kommen Multistate-Modelle sinnvoll
zum Einsatz. Ein sozial- bzw. wirtschaftswissenschaftlich interessantes Anwen-
dungsbeispiel ist die Modellierung von Arbeitslosigkeitsdauern. Während man
mit dem Standard-Cox-Modell die Dauer der arbeitslosen Episoden allgemein
analysiert, ist mit Multistate Modellen eine differenziertere Analyse möglich, die
die unterschiedlichen Gründe des Ausscheidens aus der Arbeitslosigkeit berück-
sichtigt. Die verschiedenen Ursachen, die das Ende der Arbeitslosigkeit begrün-
den, können interpretiert werden als verschiedene, konkurrierende Ereignisse.
An späterer Stelle wird dieses Beispiel aufgegriffen um die speziellen Multistate-
Modelle für konkurrierende Risiken zu erläutern.

Insgesamt besteht die Stärke der MSM darin, mehrere Ereigniszeiten eines Da-
tensatzes simultan zu analysieren. Im folgenden Abschnitt werden die Prinzipien
der Multistate-Modelle erläutert und an zwei Beispielen der Nutzen dieser Mo-
delle verdeutlicht.

Die Literaturlage zu Multistate-Modellen ist recht großzügig. Zu den wichtigs-
ten Büchern der Multistate-Literatur zählen die Arbeiten von Andersen et al.
([An92]) sowie von Hougaard ([Ho00]). Weiterhin sind wichtige Artikel erschie-
nen von Andersen (siehe z.B. [An00], [An02], [AK02] oder [AP08]), Hougaard
([Ho99]), Commenges ([Co99], [Co06]) und besonders in der jüngeren Vergan-
genheit von Meira-Machado et al. ([Me06], [Me07]) sowie von Putter ([Pu07]).

4.1 Einführung in die Multistate-Modelle

Das Vokabular, welches in der Literatur zu Multistate-Modellen verwendet wird,
unterscheidet sich etwas von den Begriffen der klassischen Ereigniszeitanalyse.
Da sich auch einige Interpretationen und Blickwinkel ändern, verwenden auch
wir das im Zusammenhang mit Multistate-Modellen übliche Vokabular, wie es
zum Beispiel bei [Me07] gebraucht wird.
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Ein Multistate-Prozess ist ein rechtsstetiger stochastischer Prozess

X(t), t ∈ T = [0, τ ], τ <∞, (41)

der sich zu jedem Zeitpunkt t in einem von endlich vielen diskreten Zustän-
den befindet. Die Menge der möglichen Zustände werden zusammengefasst in
dem Zustandsraum S = {0, . . . , p}. Die Zustände sind beispielsweise in einem
mehrstufigen Produktionsprozess zu verstehen als die Produktionsstufen oder
medizinisch zu interpretieren als die Stadien einer Krankheit, die ein Patient
durchläuft. Übergänge zwischen den verschiedenen Zuständen sind die inter-
essierenden Ereignisse, beispielsweise der Ausfall des ersten Bauteils oder im
medizinischen Kontext der Progress bei Krebspatienten.

Die Zustandsstruktur beschreibt, wie die Zustände zueinander stehen und
zwischen welchen Zuständen Übergänge möglich sind. Sie lässt sich sehr gut
grafisch darstellen. Es ist nicht immer eindeutig, welche Struktur die Zustände
in einem konkreten Problem annehmen, denn oftmals verändert sich die Struk-
tur mit dem Blickwinkel, aus dem wir uns dem Problem nähern. Die Wahl der
Zustandsstruktur kann zu unterschiedlichen Schätzern führen und hat entschei-
dende Auswirkung auf die Interpretation der Ergebnisse.

In Abbildung 3 sind einige Standard-Zustandsstrukturen beispielhaft darge-
stellt, wie sie häufig in der Literatur zu finden sind20.

Das einfachste Modell, welches allen anderen Modellen zugrunde liegt, ist das so
genannte Mortality Modell. Dieses Modell besteht lediglich aus zwei Zustän-
den (”lebend“ und ”tot“) und einem Übergang und ist damit so simpel, dass es
sich kaum lohnt, ein Multistate-Modell zu formulieren. Mit diesem Modell wird
die klassische Situation beschrieben, die optimal mit den Standard-Methoden
(Kaplan-Meier-Überlebenskurven, Cox-Regression, parametrische Alternativen)
gelöst werden kann.
Das Competing-Risks-Modell beschreibt einen Prozess, an dessen Ende meh-
rere konkurrierende absorbierende Ereignisse stehen, von denen nur höchstens
eines pro Individuum eintritt. Beispielhaft hierfür ist die sozialwissenschaftliche
Untersuchung der Dauer der Arbeitslosigkeit, die aufgrund verschiedener Ursa-
chen (neue Anstellung, Rente, Umschulung,. . . ) terminiert werden kann21.
Das Illness-Death-Modell, auch Disability-Modell genannt, bildet Prozesse
ab, bei denen zwischen dem Start- und dem Endpunkt ein intermediäres Ereignis
liegen kann, welches den weiteren Prozess beeinflusst. Der Name Illness-Death-
Modell beschreibt das klassische Anwendungsbeispiel: In vielen Krankheitspro-
zessen gibt es ein intermediäres Ereignis vor dem terminierenden Ereignis des
Todes, wie beispielsweise die Progression bei Krebserkrankungen. Je nachdem,

20siehe z.B.[Ho00], [An06], [Co06]
21Siehe Kapitel 8.3
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Abbildung 3: Standard-Multistate-Modelle

ob eine Genesung (”Recovery”) möglich ist, hat das Modell einen zusätzlichen
Übergang B → A.

Mit dem Illness-Death-Modell (ohne Genesung) soll im Folgenden unser Bei-
spieldatensatz zum Krankheitsprozess der Ovarialkarzinomspatientinnen analy-
siert werden. Auch hier wird ein Prozess mit drei Zuständen betrachtet, als da
wären ”Progressionsfrei“, ”mit Progress“ und ”Tot“. Der Zustand ”mit Progress“
ist hierbei das intermediäre Ereignis, welches eintreten kann, aber nicht zwangs-
weise eintreten muss. Tritt es jedoch ein, so beeinflusst es den weiteren Prozess.
Eine Genesung nach dem Progress zurück zum Zustand nach der Operation ist
nicht möglich.

Multistate-Modelle sind in der Lage, einen umfassenderen Überblick über kom-
plexe Prozesse zu gewähren, als es die Standardmodelle tun. Sowohl in wirt-
schaftlichen Anwendungsgebieten (Produktionsprozesse, Entwicklungsprozesse,
Risikoabschätzungen, Versicherungsmathematik, . . . ) als auch in den naturwis-
senschaftlichen Anwendungen (biologische und chemische Prozesse) und beson-
ders in den Gesundheitswissenschaften (Krankheitsverläufe) trifft man immer
wieder auf die Frage, wie lange es dauert, bis ein bestimmtes Ereignis eintrifft
und welche Größen in dem Prozess eine Rolle spielen. Neben vielen verschie-
denen Einflussgrößen, die auf die gefragte Dauer wirken, erschwert dabei auch
oftmals eine mehr oder weniger komplexe Prozessstruktur die Anpassung und
Interpretation eines Modells entscheidend.
Multistate-Modelle bieten die Möglichkeit, insbesondere bei mehreren Stadien
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des Prozesses, die Übergänge zwischen diesen Stadien zu modellieren bzw. die
Verweildauern in den einzelnen Stadien zu schätzen. Im Gegensatz zu den in
Literatur und Anwendung weiter verbreiteten Standardverfahren wie der Cox-
Regression liefern die MSM die Möglichkeit, nicht nur mehrere Abläufe mitein-
ander zu verknüpfen, sondern zudem die Einflüsse unterschiedlicher Faktoren
auf die Verweildauern in unterschiedlichen Stadien zu schätzen.
Ein weiterer Vorteil der MSM gegenüber Standardmethoden ist die Berücksich-
tigung intermediärer Ereignisse. In vielen Anwendungsbeispielen gibt es inter-
mediäre Ereignisse, die das weitere Geschehen entscheidend beeinflussen können.
Mit MSM lassen sich sowohl Effekte für das Eintreten dieser Ereignisse selbst,
als auch Effekte für den Zeitpunkt des intermediären Ereignisses schätzen. So
kann es beispielsweise für die Überlebensdauer eines Krebspatienten entschei-
dend sein, ob er nach der Tumor entfernenden Operation erneut Metastasen
entwickelt, und wann dies der Fall ist.

Ziel dieser Arbeit ist es, die Funktionsweise und Anwendung von Multistate-
Modelle näher zu durchleuchten und Darüber hinaus ein optimales Modell zur
Analyse eines Illness-Death-Modells zu finden, bei dem nicht nur der Effekt
des intermediären Ereignisses geschätzt wird, sondern zudem der Zeitpunkt des
intermediären Ereignisses bezüglich seines prognostischen Effektes untersucht
werden kann.

4.2 Begriffsklärung und Definitionen

Ein grundsätzlicher Unterschied zwischen der Multistate-Theorie und den Stan-
dardmodellen ist der Fokus auf den Zuständen bei den MSM. Bei Multistate-
Modellen wird nicht von Ereignissen bzw. Ereigniszeiten gesprochen, sondern
vom Erreichen von Zuständen. Im Mittelpunkt des Interesses steht die Zeit bis
zum Erreichen bestimmter Zustände. Das klassische Cox-Modell kann als Spezi-
alfall eines Multistate-Modells verstanden werden mit nur zwei Zuständen, vor
und nach dem Ereignis. Bei Multistate-Modellen im Allgemeinen werden jedoch
mehrere Zustände zugelassen. Die Individuen durchlaufen einen Prozess, bei
dem diese Zustände nacheinander oder konkurrierend auftreten.

Die möglichen Zustände, die die Individuen während des Prozesses erreichen
können, sind zusammengefasst im Zustandsraum S = {0, . . . , p}. Die Schreib-
weise

X(t) = j, j ∈ S (42)

bedeutet, dass sich der Prozess zum Zeitpunkt t im Zustand j befindet.

Im Modell wird zwischen transienten und absorbierenden Zuständen un-
terschieden: Ein Zustand heißt absorbierend, wenn er endgültig ist, d.h. wenn
die Wahrscheinlichkeit, von diesem Zustand in einen anderen zu gelangen, gleich
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Null ist. Zustände, die nicht absorbierend sind, heißen transient.

Die Wahrscheinlichkeit, dass sich der Prozess X(t) zu einer bestimmten Zeit
in einem bestimmten Zustand befindet, heißt Zustandswahrscheinlichkeit,
und ist definiert als

ph(t) = P (X(t) = h). (43)

Die Ereignisse lassen sich dann interpretieren als die Übergänge zwischen den
Zuständen und werden in diesem Kontext auch Transitionen genannt. Dabei
bezeichnet Thji den Zeitpunkt des Übergangs von Individuum i vom Zustand h
in den Zustand j.

Die sog. History oder auch Filtrierung, Ft, steht im Kontext der stochas-
tischen Prozesse für den bisherigen Prozess X(s), s ≤ t. Sie enthält damit auch
Informationen über die bisher durchlaufenen Zustände und die Zeitpunkte der
Transitionen bis zum Zeitpunkt t. Der Prozess bis kurz vor dem Zeitpunkt t wird
dabei mit Ft− bezeichnet. Mit dem Voranschreiten der Zeit wird Ft natürlich
immer umfangreicher.

Ein Multistate-Prozess ist vollständig charakterisiert, wenn man den Zustands-
raum S und die Wahrscheinlichkeiten der Transitionen kennt. Diese so genann-
ten Übergangswahrscheinlichkeiten werden definiert gemäß

phj(s, t) = P (X(t) = j|X(s) = h,Ft−) für h, j ∈ S, s < t ∈ T (44)

und geben die Wahrscheinlichkeit an, im Zeitintervall [s, t] vom Zustand h in
den Zustand j zu gelangen. Diese Wahrscheinlichkeit ist sowohl abhängig vom
gegenwärtigen Zustand als auch vom bisherigen Prozess.

Die Hazardrate aus dem Cox-PH-Modell entspricht im Kontext der Multistate-
Modelle der Übergangsintensität oder Übergangsrate, da sie heuristisch zu
interpretieren ist als das stetige Potential, von einem Zustand h in einen anderen
Zustand j zu wechseln:

αhj(t) = lim
∆t→0

phj(t, t+ ∆t)/∆t. (45)

Man beachte, dass die Übergangsintensität ebenso wie die Übergangswahrschein-
lichkeit in Gleichung (44) von Ft− abhängt.

Im Falle h = j gilt für die Übergangsintensität

αhh(t) = −
∑
j 6=h

αhj(t). (46)

Der Ausdruck (46) bezeichnet den Hazard, der mit dem Verweilen in einem Zu-
stand verknüpft ist.
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Die kumulative Hazardrate,

Ah(t) =
∫ t

0

αh(s)ds, (47)

die durch Integration der Intensitäten in den Zustand h gebildet wird, ist auch
hier ein Maß für die Wahrscheinlichkeit, den Zustand h zur Zeit t erreicht zu
haben.

Exponieren der negativen kumulierten Hazardrate führt auf die Survival-Funktion
S(t), die wiederum die Wahrscheinlichkeit angibt, dass das Ereignis zum Zeit-
punkt t noch nicht eingetreten ist:

p00(0, t) = S(t) = exp
(
−
∫ t

0

α(s)ds
)

(48)

Die Verteilungsfunktion F (t) = 1 − S(t) gibt die Gegenwahrscheinlichkeit an,
dass das Ereignis bis t eingetreten ist. Die Ableitung f(t) der Verteilungsfunk-
tion ist die Dichtefunktion des Prozesses X(t).

Mit dem Zustandsraum und den Übergangsintensitäten ist der stochastische
Prozess X(t) vollständig charakterisiert. [Me07] fassen die Übergangsintensitä-
ten und -wahrscheinlichkeiten in Matrizen mit h Zeilen und j Spalten zusammen.
Dabei heißt Q(t) die Intensitätsmatrix und hat die Einträge αhj(t). [Co99]
führen für den gesamten stochastischen Prozess folgende Schreibweise ein:

X(t) ∼MSM(αhj(t);h, j = 1, . . . , p). (49)

4.3 Zählprozesse und ein partieller Likelihood-Ansatz

Eine andere, mathematische Betrachtungsweise von Ereigniszeitdaten ist das
Prinzip der Zählprozesse22. Besonders bei Multistate-Modellen, bei denen meh-
rere Ereignisse pro Individuum beobachtet werden, ist diese Notation sinnvoll.
Im Folgenden wird das Konzept der Zählprozesse erläutert, da mit dieser Sicht-
weise einige nützliche Definitionen und Zusammenhänge verständlicher sind. Die
vorgestellte Erläuterung orientiert sich an [AG82].

Ein Zählprozess ist ein nichtfallender rechtsstetiger Prozess mit Sprüngen der
Höhe 1. Im einfachsten Fall handelt es sich um einen Prozess, welcher die An-
zahl der Ereignisse, die ein Individuum bis kurz vor dem Zeitpunkt t erlebt hat,

22nach [Aa78]
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zählt. Bei unserem Verständnis von Ereigniszeitdaten kann dieser Prozess also
nur die Werte 0 oder 1 annehmen, je nachdem, ob zur Zeit t das interessierende
Ereignis bereits eingetreten ist, oder nicht.

Angenommen, wir beobachten n unabhängige Prozesse

Xi(t), i = 1, . . . , n, t ≤ ci (50)

mit exakt beobachtbaren Transitionszeiten Thji von Zustand h nach j für Indi-
viduum i, bzw. mit unabhängigen Zensierungszeiten ci. Für Individuum i lässt
sich der Prozess darstellen als ein Zählprozess

Nhji(t), h 6= j ∈ S, t ≤ ci, (51)

der die direkten Transitionen h→ j zu den Transitionszeiten Thji im Zeitinter-
vall [0, t] für Individuum i zählt. Es ist klar, dass Nhji(t) nur die Werte 0 oder
1 annehmen kann. Die Summe über alle individuellen Prozesse

n∑
i=1

Nhji(t) = Nhj(t) (52)

gibt hingegen die Anzahl aller Transitionen von h nach j im Kollektiv an und
hat Werte zwischen 0 und n.

Sei außerdem
Yhi(t) = 1{Xi(t−)=h} (53)

die Indikatorfunktion, die den Wert 1 annimmt, wenn Individuum i in dem
Moment kurz vor t im Zustand h ist. Prozesse Xi(t) mehrerer unabhängiger,
identisch verteilter Individuen i können aufsummiert werden zu einem einzigen
Prozess. Dann bezeichnet

Yh(t) =
n∑
i=1

Yhi(t) =
n∑
i=1

1{Xi(t−)=h} (54)

die Größe des Risk Sets in Zustand h zur Zeit t. Yh(t) heißt auch At Risk
Prozess.

Unter Verwendung von Gleichung (53) lässt sich der Intensitätsprozess, d.h.
die Folge der Hazards von Sprüngen von h nach j von Individuum i schreiben
als

λhji(t) = Yhi(t) · αhji(t|Zi(t)). (55)

der Wert von λhji(t) in Gleichung (55) nimmt den Wert der Hazardrate αhji
an, falls sich das Individuum kurz vor t im Risk Set, d.h. Zustand h befindet,
und sonst den Wert Null. λhji(t) ist zu interpretieren als die bedingte Wahr-
scheinlichkeit einer Transition nach j in einem sehr kleinen Zeitintervall, wenn
sich der Prozess zuvor in Zustand h befindet.
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Integration von (55) über den gesamten bisherigen Prozess bis t ergibt

Λhj(t) =
∫ t

0

Yh(u)αhj(u)du, (56)

den Intensitätsprozess zum Prozess Nij(t).

Die partielle Likelihood ist analog zu (11) demnach

L =
n∏
i=1

∏
h6=j

αhji(Thji) exp
(
−
∫ t

0

αhji(u)Yhi(u)du
)
, (57)

wobei αhji(u) natürlich von Kovariaten im Modell wie auch von der Filtrie-
rung Ft− abhängen kann. Die Likelihoodfunktion (57) ist ein Produkt über alle
möglichen Transitionen, wobei jeder Faktor die Hazardfunktion für die jeweilige
Transition wiedergibt.

Vergleicht man (57) mit der partiellen Likelihoodfunktion des Standard-Cox-
Modells in Gleichung (32), so sieht man, dass die Multistate-Likelihood das
Produkt der einzelnen Standard-Cox-Likelihoods pro Transition ist, ergänzt um
den Faktor Yhi(t) = 1{Xi(t−)=h} im Exponenten. Dieser Faktor gibt jedoch ledig-
lich die Bedingung wieder, dass sich der Prozess je nach Transition im richtigen
Risk Set befindet.

Im Fall unvollständiger Information aufgrund von Linksbeschränkung oder un-
abhängiger Rechtszensierung ändert sich die partielle Likelihoodfunktion (57)
nur minimal. Bei Linksbeschränkung, d.h. wenn ein Individuum i erst zur Zeit
Vi statt zu Studienbeginn t = 0 in die Studie eintritt, sowie bei unabhängi-
ger Rechtszensierung zur Zeit ci, muss lediglich das Indikator Yhi(t) angepasst
werden zu23

Yhi(t) = 1{Xi(t−)=h, Vi<t≤ci}

4.4 Nichtparametrische Schätzer für Intensitäten und Wahr-
scheinlichkeiten

Das Prinzip des Successive Conditioning, nach dem beispielsweise bei der Kon-
struktion des Kaplan-Meier-Schätzers vorgegangen wird, gibt einer ganzen Grup-
pe von Schätzern den Namen Product-Limit-Schätzer24. Ein Product-Limit-
Schätzer im MSM-Kontext ist der Nelson-Aalen-Schätzer, der die Wahrschein-
lichkeit einer bestimmten Transition aus einem definierten Ausgangszustand her-
aus bis zu einem Zeitpunkt t schätzt.

23siehe auch [AK02]
24Für diesen englischen Begriff gibt es keine deutsche Übersetzung, weshalb wir die englische

Bezeichnung weiter verwenden.
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4.4.1 Nelson-Aalen-Schätzer

Der Nelson-Aalen-Schätzer25 ist also ein Schätzer für die kumulative Hazard-
funktion der Übergänge von Zustand h nach j,

Ahj(t) =
∫ t

0

αhj(u)du.

Die einzelnen Übergangsintensitäten αhj(t) lassen sich (analog zu Kaplan-Meier)
schätzen als das Verhältnis derjenigen Individuen, die zum Zeitpunkt t die Tran-
sition h→ j erleben, Nhj(t), zu denjenigen, die zum Zeitpunkt t− im Zustand h
waren und für die Transition h→ j unter Risiko standen, Yh(t). Daraus ergibt
sich der Nelson-Aalen-Schätzer

Âhj(t) =
∫ t

0

dNhj(u)
Yh(u)

du (58)

als eine diskrete Treppenfunktion mit Sprüngen zu den Ereigniszeiten.

Im Zweistadienfall ist der Nelson-Aalen-Schätzer gerade gleich der kumulati-
ven Hazardfunktion

Â(t) =
∫ t

0

ds
ns
ds

=
∑
Tj≤t

1
nTj

.

Andersen et al. [An93] zeigen die Konvergenz des Schätzers im Falle großer
Stichproben sowie die Konsistenz im Falle unabhängiger Rechtszensierung oder
Linksbeschränkung.

4.4.2 Aalen-Johansen-Schätzer

In Abschnitt 2.4.1 wurde der Ansatz nach Kaplan und Meier zur Schätzung
der Survivalfunktion S(t) vorgestellt. Einen verallgemeinerten Ansatz stellt der
Aalen-Johansen-Schätzer26 dar, mit dem sich Übergangsmatrizen im Multistate-
Kontext als Product-Limit-Schätzer schätzen lassen.

Angenommen, ein Prozess mit endlichem Zustandsraum hat die Übergangs-
wahrscheinlichkeiten phj(s, t) = P (Xi(t) = j|Xi(s) = h) und die Übergangsin-
tensitäten αhj , zusammengefasst in der Intensitätsmatrix A(t) = (αhj(t)). Die
Transitionen von h nach j werden gezählt in dem Zählprozess Nhj(t). Außerdem
gibt der Intensitätsprozess

λhji(t) = Yhi(t) · αhji(t).
25Beschreibung nach [AK02], [Bo02]
26siehe [Me07], [An93]
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die Folge der Hazards von h nach j wieder.

Dann ist mit
P (s, t) =

∏
(s,t]

(I + dA) (59)

die Übergangsmatrix des Prozesses definiert27. Es gilt außerdem

P (s, s) = I

sowie
∂

∂t
P (s, t) = P (s, t)α(t).

Das Produkt-Integral in (59) beschreibt die Übergangsmatrix für das Zeitin-
tervall von s nach t als das Produkt der Übergangsmatrizen für jede einzelne
mögliche Transition im Intervall (s, t].

Diese Matrix P (s, t) der Übergangswahrscheinlichkeiten (59) wird nun durch
den Aalen-Johansen-Schätzer geschätzt als

P̂ (s, t) =
∏
(s,t]

(I + dÂ) (60)

mit dem Nelson-Aalen-Schätzer Â der kumulativen Hazardfunktion aus Glei-
chung (58).

Im Zweistadienmodell reduziert sich die Übergangsmatrix auf einen einzigen
Übergang und eine Verweilwahrscheinlichkeit. Die Verweilwahrscheinlichkeit p00(s, t)
wird in diesem Falle einfach mit der Kaplan-Meier-Methode geschätzt:

Ŝ(t) =
∏

s<Ti≤t

(
1− N01(Ti)

Y0(Ti)

)
=

∏
s<Ti≤t

(
1− di

ni

)
. (61)

Im Folgenden wird der Aalen-Johansen-Schätzer beispielhaft am Illness-Death-
Modell mit dem Zustandsraum S = [0, 1, 2] erläutert:

Angenommen, wir betrachten n Individuen mit den Ereigniszeiten T1, . . . , Tn.
Sei k die Anzahl der Ereignisse und n − k die Anzahl der zensierten Beob-
achtungen, Dann lassen sich die k Ereigniszeiten in eine Reihenfolge bringen:
T(1) < · · · < T(k).
Kurz vor jeder Ereigniszeit T(i) seien n0i und n1i die Zahl der Individuen in den
Zuständen 0 und 1 und sei d01i die Zahl der Individuen, die zur Zeit t(i) vom
Zustand 0 in den Zustand 1 wechseln, entsprechend d02i und d12i.

27vergleiche [An93]
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Nach Aalen-Johansen werden nun die Übergangswahrscheinlichkeiten geschätzt
gemäß

p̂00(s, t) =
∏

s<t(i)≤t

(
1− d01i + d02i

n0i

)
(62)

p̂11(s, t) =
∏

s<t(i)≤t

(
1− d12i

n1i

)
(63)

p̂01(s, t) =
∑

s<t(i)≤t

p̂00(s, t(i−1))
d01i

n0i
p̂11(t(i),t) (64)

Die Schätzer p̂02 und p̂12 ergeben sich aus den obigen Schätzern direkt als Dif-
ferenz zu eins: p̂12 = 1− p̂11 und p̂02 = 1− p̂00 − p̂01. Die Schätzer für p00(s, t)
und p11(s, t) sind gerade die Kaplan-Meier-Schätzer!

4.5 Wichtige Spezialfälle

Innerhalb der Multistate Modelle lassen sich drei Spezialfälle ausmachen, die
durch ihre speziellen Annahmen die Rechnung erleichtern28. Die meisten in der
Literatur behandelten Multistate-Modelle lassen sich einer dieser speziellen Mo-
dellklassen zuordnen.

• Markov-Prozesse. Die Markov-Annahme sieht vor, dass die individuelle
Zukunft nur von der Gegenwart abhängt, nicht von der Vergangenheit.
Damit sind die Übergangsintensitäten unabhängig von der history Ft−.
Prozesse, die diese Annahme erfüllen, heißen Markov-Prozesse.

• Homogene Markov-Prozesse. Hat ein Markov-Prozess zudem konstan-
te Übergangsintensitäten, so handelt es sich um einen homogenen Markov-
Prozess. In diesem Falle sind Übergangswahrscheinlichkeiten und -intensitäten
unabhängig von der Zeit t. Ein homogener Markov-Prozess ist identisch
mit einem Exponentialmodell aus der Klasse der parametrischen Survi-
valmodelle.

• Semi-Markov-Prozesse. Nimmt man an, dass die Übergangsintensitä-
ten nicht von der Zeit t seit Prozessbeginn abhängen sondern allein von
der Zeit seit der letzten Transition, so handelt es sich um einen Semi-
Markov-Prozess.

Obwohl diese drei Modellklassen einen großen Teil der Probleme im Multistate-
Kontext abdecken, gibt es Modelle die keiner der drei Annahmen genügen. Pro-

28vergleiche [An93]
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zesse die von der Vergangenheit abhängen werden generelle Modelle29 ge-
nannt.

4.6 Zensierungsmuster

Wie in schon in der Einführung in Abschnitt 4.1 erwähnt, ist die Festlegung
der Zustandsstruktur ein entscheidender Faktor bei der Wahl des richtigen Mo-
dells für ein konkretes Mehrstadien-Problem. Die Wahl ist meistens nicht leicht
und oftmals sind mehrere Zustandsstrukturen möglich, die sich interpretatorisch
stark unterscheiden können. Um die möglichen von den unmöglichen Zustandss-
trukturen zu unterscheiden ist es hilfreich, sich die die Menge der unterschied-
lichen Ereignisreihenfolgen klar zu machen.

In dieser Dissertation liegt der Fokus auf Prozessen Xi, i = 1, . . . , n mit einem
eindeutigen Ausgangszustand 0, einem intermediären Zustand A sowie einem
absorbierenden Zustand B.
Außerdem mögen Rechtszensierungen c auftreten, deren Verteilung unabhängig
vom Prozess ist. Als Rechtszensierung gilt außerdem das Erreichen des Studie-
nendes bevor das jeweilige Ereignis auftritt.

Somit gibt es pro Individuum abgesehen vom Ausgangszustand, der allen In-
dividuen gemein ist, drei mögliche Ereignisse bzw. Zustände, aus denen sich
3! = 6 theoretische Ereignisreihenfolgen, genannt Pfade, ergeben. Da jedoch B
ein absorbierender Zustand ist und c eine Zensierung, bleiben nur 4 mögliche
Pfade übrig, siehe Abbildung 4.

BA0 - -

(a)

0 - A -

Zensierung(b)

B0 -

(c)

0 -

Zensierung(d)

Abbildung 4: Mögliche Beobachtungsreihenfolgen
29zur weiteren Recherche siehe [An93]
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Also beobachten wir für ein Individuum entweder (a) erst das intermediäre
Ereignis und dann das absorbierende Ereignis, oder (b) nur das intermediäre
Ereignis und das absorbierende Ereignis ist zensiert, oder (c) nur das absorbie-
rende Ereignis, oder (d) überhaupt kein Ereignis, da die Zensierung den beiden
Ereignissen zuvorkommt.

4.6.1 Zustandsstruktur im Beispiel der Ovarialkarzinomspatientin-
nen

Bevor wir in der weiteren Arbeit versuchen verschiedene Multistate-Modelle an
unser Illness-Death-Beispiel anzupassen sollten vorab einige spezifische Defini-
tionen für die möglichen Übergangsintensitäten und Zeiten gemacht werden.

Sei Xi(t) mit t ≥ 0 der stochastische Prozess, der den Krankheitsverlauf von
Patientin i nach der Krebsoperation beschreibt. Der Zustandsraum S = {0, 1, 2}
ist gegeben durch die drei Zustände

0 := Tumorfrei nach OP,
1 := Leben mit Progression,
2 := Tod.

Baseline-Zeitpunkt ist der Zeitpunkt kurz nach der Primäroperation, damit gilt
auch

Xi(0) = 0,

d.h. im Zeitpunkt 0 sind alle Patientinnen tumorfrei und unzensiert.

Seien nun Thji die Zeitpunkte der Transitionen vom Zustand h in den Zustand
j für Patientin i und es gelte 0 ≥ h ≥ j ≥ 2. Im gesunden Zustand 0 sind die
Patienten exponiert für die Transitionen 0→ 1 und 0→ 2.

Für die drei Stadien und Ihre Zustandsstruktur nehmen wir ein Illness-Death-
Modell wie in Abbildung 5 an. Es wird klassischerweise für Probleme dieser Art
verwendet, d.h. für Krankheitsverläufe mit einem intermediären Ereignis, wie
beispielsweise der Progression, vor dem Tod.

In diesem Modell sind nur die drei Transitionen 0 → 1, 0 → 2 und 1 → 2
möglich. Es gibt eine Version des Modells, bei dem eine zusätzliche Transition
1 → 0 zugelassen wird, die das Gesunden von erkrankten Patienten symboli-
siert. In Anwendungsbeispielen, bei denen Gesundete die selben Chancen haben
wie Patienten die niemals erkrankt waren, ist dies sinnvoll. In unserem Beispiel
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Abbildung 5: Das Disability-Modell im Anwendungsbeispiel

macht diese zusätzliche Transition keinen Sinn, da die Patienten, die eine Pro-
gression erlitten und erneut tumorfrei operiert wurden, sich von Patientinnen
ohne Progress bezüglich der Hazards unterscheiden.
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5 Wahrscheinlichkeitsaspekte einiger Modellklas-
sen beim Disability Modell

In diesem Kapitel werden die Wahrscheinlichkeitsaspekte der speziellen Modell-
klassen aus Abschnitt 4.5 diskutiert und Schätzer hergeleitet.

5.1 Markov-Prozesse

Eine große Modellklasse innerhalb der MSM sind die Markov-Prozesse30. Sie
zeichnen sich dadurch aus, dass die Zukunft eines Individuums nur von der Ge-
genwart abhängt, nicht von der Vergangenheit. Diese Annahme vereinfacht Mo-
delle dahingehend, dass die Übergangswahrscheinlichkeit, also die Wahrschein-
lichkeit von einem Zustand zum nächsten zu wechseln, geschätzt werden kann
gemäß

ph,j(s, t) = P (X(t) = j|X(s) = h), (65)

also unabhängig von der Filtrierung Ft. Aufgrund ihrer Einfachheit ist diese
Modellklasse diejenige, die in der Literatur am meisten Anwendung findet.

Die Übergangswahrscheinlichkeiten im Markov-Modell lassen sich recht anschau-
lich herleiten31:
Die Wahrscheinlichkeit, vom Zeitpunkt s bis t im Ausgangszustand 0 zu bleiben,
ist gleich der Wahrscheinlichkeit, dass keine der beiden Transitionen stattfindet,

p00(s, t) = exp
(
−
∫ t

s

α01(u) + α02(u)du
)
. (66)

Nach dem selben Prinzip errechnet sich die Wahrscheinlichkeit von s bis t im
intermediären Zustand zu bleiben als

p11(s, t) = exp
(
−
∫ t

s

α12(u)du
)
. (67)

Die Wahrscheinlichkeit von Zustand 1 zum Zeitpunkt t, wenn man zum Zeit-
punkt s im Zustand 0 gestartet ist, ergibt sich als

p01(s, t) =
∫ t

s

p00(s, u−)α01(u)p11(u, t)du. (68)

Diese Wahrscheinlichkeit setzt sich als Produkt zusammen aus der Wahrschein-
lichkeit für das Verbleiben in Zustand 0 bis u, der Hazardrate für die Transition
0→ 1 in u und dem Verbleiben in Zustand 1 bis t.

Die übrigen Übergangswahrscheinlichkeiten ergeben sich daraus gemäß

p02(s, t) = 1− p00(s, t)− p01(s, t) (69)
30siehe z.B. [An92], [An00], [An02], [Ho00], [Me07]
31vergleiche [Ho00], [Me07]
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und
p12(s, t) = 1− p11(s, t). (70)

Die Wahrscheinlichkeit zur Zeit t den Zustand 2 nicht erreicht zu haben ist in
unserem Beispiel gerade die Wahrscheinlichkeit bis zum Zeitpunkt t zu überle-
ben, ob mit oder ohne Progression. Diese Wahrscheinlichkeit ergibt sich nun aus
der Summe der Übergangswahrscheinlichkeiten wie folgt,32

S(t) = p00(0, t) + p01(0, t)

= p00(0, t) +
∫ t

0

p00(0, u−)α01(u)p11(u+, t)du.

5.1.1 Homogene Markov-Prozesse

Bei homogenen Markov-Prozessen geht man zusätzlich davon aus, dass die Über-
gangsintensitäten und -wahrscheinlichkeiten konstant im Zeitverlauf sind. Kon-
kret bedeutet dies

phj(s, t) := phj(0, t− s) = phj(t− s) ∀s < t ∈ τ. (71)

Die Übergangswahrscheinlichkeit ist nur noch abhängig von der Länge des Zei-
tintervalls (t− s).

Für die Übergangswahrscheinlichkeiten bedeutet dies wie in (66)-(68):

p00(t) = exp(−
∫
α01(t) + α02(t)dt), (72)

p11(t) = exp(−
∫
α12(t)dt) und (73)

p01(t) =
∫
α01dt(p11(t)− p00(t))∫

α01(t) + α02(t)− α12(t)dt
. (74)

Ein homogener Markov-Prozess mit nur zwei Zuständen und einer Transition ist
identisch mit einem parametrischen Exponentialmodell, siehe Abschnitt 2.4.2.

Die Annahme einer konstanten Hazardrate ist meistens nicht erfüllt. Besonders
bei Krankheitsverläufen nimmt die Übergangsintensität mit der Zeit oft zu. Der
Druck, dass das Ereignis endlich eintritt, wird immer größer oder ändert sich zu
festen Zeitpunkten.

Mit dem vorgestellten Aalen-Johansen-Schätzer und dem Nelson-Aalen-Schätzer
32siehe [AN92], [An00] und [Sh07]
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lassen sich die Übergangswahrscheinlichkeiten und -raten in diesen Modellen re-
lativ einfach und jeweils analog zum Standard-Cox-Modell nichtparametrisch
schätzen33.

5.2 Semi-Markov-Prozesse

Die Markovannahme, dass der Prozess zur Zeit t völlig unabhängig ist von der
Prozessgeschichte Ft, ist im Disability Modell oftmals verletzt insofern als dass
die Intensität α12 vom intermediären Zustand in den absorbierenden Zustand
abhängig ist von der bisherigen Verweildauer im Zustand 1, (t−T01), dafür aber
unabhängig von der Dauer des gesamten Prozesses t.

Die Semi-Markov-Annahme sieht vor, dass der Prozess allein abhängig ist von
der Zeit seit der letzten Transition d und dem Kovariatenvektor, nicht von der
Zeit seit dem Prozessbeginn t.
Im Illness-Death-Modell macht diese Veränderung für die Intensitäten α01(t)
und α02(t) keinen Unterschied aus, da hier d = t gilt. Die Intensität α12(d =
t − T01) ändert sich jedoch unter diesen Voraussetzungen. In einigen Texten
wird das Semi-Markov-Modell auch als ’Clock-Reset-Modell’ bezeichnet, wäh-
rend die Markov-Modelle hier ’Clock-Forward-Modelle’ genannt werden34. Diese
Bezeichnungen machen den Unterschied zwischen diesen beiden Modellklassen
besonders deutlich: Im CSMM wird die Zeit seit der letzten Transition als Ba-
selinezeit zugrunde gelegt, während beim Cox-Modell stetig weiter gezählt wird.

Das Cox-Semi-Markov-Modell steht also für die Verknüpfung einzelner Cox-
modelle pro Transition, mit der Verweildauer d im gegenwärtigen Zustand als
Zeitvariable. Für die Transition 1→ 2 ist die Zeitvariable d so zu interpretieren,
als würde die Zeit mit Eintritt in den Zustand 1 auf 0 zurückgedreht.

Damit gilt für die Übergangswahrscheinlichkeiten

p11(s, t) = exp
(
−
∫ t

s

α12(u− T01)du
)
, (75)

für p00, p01 und p02 gelten die selben Regeln wie im Markov-Modell, also (66)
und (68). Man beachte, dass sich mit p11 auch p12 ändert!

Dass auch für die CSM-Modelle die Übergangsintensitäten und -wahrscheinlichkeiten
mit den vorgestellten Schätzern nach Aalen-Johansen und Nelson-Aalen ge-
schätzt werden können, zeigen [Me06]. In [Sh07] werden außerdem die asym-
ptotischen Eigenschaften dieser Modellklasse gezeigt.

33Eine weitere Modellklassen geht von stückweise konstanten Intensitäten aus. Bei diesen
Modellen sind die Hazards bis zu einem bestimmten Zeitpunkt konstant und ändert sich
dann Treppenstufenartig. Weitere Ausführungen zu dieser weiteren Modellklasse sind etwa
nachzulesen bei [Me07].

34z.B. bei [Pu07]

47



6 Regressionsmodelle

Auch im Multistate-Kontext lassen sich Regressionsmodelle mit zeitabhängigen
und zeitunabhängigen, stetigen oder diskreten Variablen anpassen. Gerade im
Multistate-Kontext bieten sie ein hohes Maß an Flexibilität, wie in diesem Kapi-
tel gezeigt wird. Die vielfältigen Möglichkeiten fordern ihrerseits unterschiedliche
Voraussetzungen.

Allgemein besteht ein Regressionsmodell aus einer Baseline-Funktion und ei-
nem Kovariatenvektor, wie beispielsweise das Cox-PH-Modell35:

αhj(t;Z) = αhj0(t) exp(β′hjZi) (76)

Mit den Hazards wie in Gleichung (76) lässt sich die partielle Cox-Likelihoodfunktion
analog zu Gleichung (57) schreiben als

L(β, Z) =
∏

k:Ereigniszeiten

∏
hji

(
exp(β′hjZhji)∑

l Ykl(t)× exp(β′hjZhjl)

)
. (77)

Man beachte, dass Gleichung (77) nichts anderes ist als das Produkt der Cox-
Likelihoodfunktion in (24) im Mortality-Modell mit zwei Stadien über alle mög-
lichen Transitionen h→ j, h 6= j ∈ S, mit angepassten Risk Set.

Gleichung (30) entsprechend wird die kumulative Baselinehazardfunktion ge-
schätzt gemäß

Âhj0(t) =
∫ t

0

dNhj(t)∑
l Ykl(t)× exp(β′hjZhjl)

. (78)

Dabei werden Ties mit der Methode nach Breslow behandelt. Konvergenz und
Konsistenz der so errechneten Schätzer für die Regressionskoeffizienten βhjk und
die kumulative Baselinehazardfunktion werden bewiesen bei [AG82], [DS01].

Das Besondere bei den Multistate-Regressionsmodellen ist, dass, wie in Glei-
chung (76) erkennbar, für jede mögliche Transition eine eigene Intensität be-
rechnet werden kann. Ebenso werden unterschiedliche Koeffizientenschätzer für
die einzelnen Transitionen berechnet. Natürlich lässt sich auch für jede Transi-
tion ein individueller Kovariablensatz betrachten.

35Eine Alternative ist das additive Modell von Aalen, auf das an dieser Stelle nur verwiesen
wird; siehe [Aa78]. In dieser Arbeit beschränken wir uns auf Modelle, die auf dem Proportional-
Hazards-Modell von Cox basieren.
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6.1 Cox-Markov-Modelle

Bei den Cox-Markov-Modellen oder Cox-Markov-Multistate-Modellen (abge-
kürzt mit CMM) gilt für jede Transition αhj die Annahme, dass sie unabhängig
von der Vergangenheit vor j ist, der Prozess also kein Gedächtnis hat. Damit
gilt insbesondere, dass Transitionen unabhängig von vorigen Transitionen und
Übergangszeiten sind.

Beim Cox-Markov-Modell kann aufgrund der Markov-Annahme für jede Transi-
tion ein eigenes Standard-Cox-Modell zur Schätzung der Regressionskoeffizien-
ten und der Baseline-Hazardfunktionen mit den jeweiligen Kovariaten angepasst
werden. Somit sind die Kovariateneffekte für jede Transition einzeln schätzbar
durch Maximierung der partiellen Likelihoodfunktion (57).

Über die Effekte hinaus lassen sich konkrete Übergangswahrscheinlichkeiten
schätzen. Für das Illness-Death-Modell lassen sich nach Aalen und Johansen
(Gleichung (62) ff.) folgende Schätzer für die Übergangswahrscheinlichkeiten
berechnen:

p̂00(s, t|Z) =
∏

s<u≤t

1−
2∑
j=1

dÂ0j(u|Z)


p̂11(s, t|Z) =

∏
s<u≤t

(
1− dÂ12(u|Z)

)
p̂01(s, t|Z) =

∑
u≤t

p̂00(s, u− |Z)dÂ01(u|Z)p̂11(u+, t|Z).

Dabei ist Âhj(t|Z) = Âhj0(t) exp(β̂′hjZ) Schätzer der kumulierten Intensitäts-
funktion und Âhjo(·) ist Breslow-Schätzer für Ahj0(t) =

∫ t
0
αhj0(u)du wie in

(78).
Daraus ergeben sich auch die übrigen Übergangswahrscheinlichkeiten

p̂02(s, t|Z) = 1− p̂00(s, t)− p̂01(s, t)

und
p̂12(s, t|Z) = 1− p̂11(s, t),

sowie Schätzer für die (bedingten) Survivalkurven

Ŝ(t|Z) = p̂11(0, t|Z) + p̂12(0, t|Z), bzw.

=
∏
u≤t

(1− dÂ0(u|Z)).
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6.2 Lösung mit dem CMM

Schätzt man nun die Regressionskoeffizienten unseres Anwendungsbeispiels im
Illness-Death-Modell unter den Voraussetzungen des Markov-Modells, so kommt
man auf die Schätzer in den folgenden Tabellen 6, 7 und 8:

Kovariate exp(β̂) [95%-Konfidenzintervall] p

Alter 0,994 0,976 1,012 0,515
Tumorrest 1,646 1,105 2,451 0,014
FIGO 3,372 1,802 6,309 <0,001
N=215; Ereignisse=111

Tabelle 6: Cox-Markov-Modell für die Transition 0 → 1, also für das Ereignis
Progression

Kovariate exp(β̂) [95%-Konfidenzintervall] p

Alter 1,025 0,982 1,071 0,257
Tumorrest 1,356 0,525 3,502 0,529
FIGO 3,002 0,647 13,921 0,160
N=215; Ereignisse=19

Tabelle 7: Cox-Markov-Modell für die Transition 0 → 2, also für das Ereignis
Tod ohne Progression

Kovariate exp(β̂) [95%-Konfidenzintervall] p

Alter 0,994 0,971 1,017 0,631
Tumorrest 1,450 0,886 2,372 0,140
FIGO 1,690 0,775 3,686 0,187
N=111; Ereignisse=74

Tabelle 8: Cox-Markov-Modell für die Transition 1 → 2, also für das Ereignis
Tod nach Progression

Wie man sieht, unterscheiden sich die Schätzer teilweise erheblich zwischen den
Transitionen, was die Verwendung von Multistate-Modellen anstelle von Stan-
dardmodellen einmal mehr rechtfertigt:
Während die höhere FIGO-Gruppenzugehörigkeit das Risiko der Progression
wie auch das Risiko tumorfrei zu versterben ausgehend vom gesunden Zustand
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0 mehr als verdreifacht, wird die Letalität, also das Sterberisiko der Patientin-
nen mit Progress, nur um 69% höher geschätzt im Vergleich zu Patientinnen
mit niedriger FIGO-Gruppierung.
Die geschätzten Hazard Ratios bezüglich des Tumorrestes unterscheiden sich
nicht so stark zwischen den Transitionen. Das Alter der Patientinnen hat bei
keiner der drei Transitionen einen Effekt. Effekte mit p-Werten unter 5% gibt es
in diesem Beispiel nur in Tabelle 6 mit den Transitionen vom Ausgangszustand
in den intermediären Zustand der Progression für die Effekte von Tumorrest und
FIGO-Stadium. Eine mögliche Ursache hierfür könnte der kleine Stichproben-
umfang bzw. die geringe Fallzahl sein. Während in Tabelle 6 von 215 Patienten
111 Ereignisse gezählt werden, betrachtet man bezüglich der anderen beiden
Transitionen nur 215 Patienten mit 19 Ereignissen, bzw. 111 Individuen mit 74
Ereignissen.

Abbildung 6: Beobachtete und erwartete kumulative Hazards der drei Tran-
sitionen (Aalen-Johansen-Schätzer). Oben links: Transition 0→1, oben rechts:
Transition 0→2, unten: Transition 1→2
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In Abbildung 6 sind die geschätzten und beobachteten kumulierten Hazardra-
ten für die drei Transitionen und getrennt für die Subgruppen nach Tumorrest
bzw. FIGO-Klassifikation dargestellt. Vergleicht man die Kurven mit den be-
obachteten und geschätzten kumulierten Hazards des Standard-Cox-Modells in
Abbildung 2 bezüglich der Modellanpassung, so wird noch einmal deutlich, was
auch schon die Ergebnistabellen aussagen:

Die kleinen Stichprobenumfänge und die daraus resultierenden großen Kon-
fidenzintervalle und ungenaue Schätzungen sind der Preis, den man für die
Multistate-Modelle im Vergleich zum Zweistadienmodell mit und ohne zeitab-
hängige Kovariaten zahlen muss. Die gewonnene Information entlohnt jedoch
dahingehend, dass differenziertere Analysen den Einblick in die vorliegenden
Zusammenhänge klarer machen. Wir haben Effekte für jede einzelne Transition
geschätzt und wie man sieht, unterscheiden sich die Schätzer durchaus zwischen
den Transitionen. Eine Standard-Cox-Regression erscheint selbst mit dem Pro-
gress als zeitabhängiger Kovariate unzureichend, um die Zusammenhänge der
Kovariaten mit dem Progress und dem Versterben vor bzw. nach dem Progress
abzubilden.

Die Markov-Annahme, dass die Übergangswahrscheinlichkeiten des Prozesses
unabhängig von der bisherigen Prozessgeschichte sind, scheint in diesem Bei-
spiel jedoch inhaltlich nicht sinnvoll zu sein. Wir vermuten ja explizit, dass die
Zeit im Ausgangszustand 0 einen Effekt auf den weiteren Prozess hat und damit
die Ereignis- und Verweilzeiten gerade nicht unabhängig voneinander sind.

Man beachte außerdem, dass für die Übergänge jeweils eine andere Populati-
on betrachtet wird: für die Sterberate der gesunden Patienten, α02, wird sowohl
das ereignisfreie Überleben als auch das Erkranken der Gesunden als Zensierung
betrachtet. Für die Progressionsrate α01 der gesunden Patienten gehen die Pati-
enten ohne beobachteten Progressionsauftritt als Zensierungen ein, gleich, ob sie
gesund geblieben oder gesund verstorben sind. Unter Risiko für das Versterben
der Progredienten ist natürlich nur das Teilkollektiv der Patienten, die einen
Progress hatten.

Obwohl das Cox-Markov-Modell einen differenzierteren Einblick in die verschie-
denen (Sub-)Prozesse des Beispiels liefert, lassen sich zwei wesentliche Kritik-
punkte zusammenfassen, deren Aufarbeitung Inhalt der weiteren Arbeit ist:

1. Die beiden Prozesse 0→1 und 0→2 aus dem tumorfreien Stadium
heraus konkurrieren miteinander. Der Umgang mit konkurrierenden
Risiken ist Inhalt der Kapitel 7 und 8. In Kapitel 7 wird das Problem nä-
her beleuchtet, während in Kapitel 8 Regressionsmodelle für die spezielle
Situation konkurrierender Ereignisse erörtert werden.

2. Der Einfluss der progressionsfreien Zeit auf die Mortalität ist
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noch ungeklärt. Mit dem Cox-Markov-Multistate-Modell lässt sich der
Effekt der Zeit im Ausgangszustand auf die Überlebenswahrscheinlichkeit
nicht schätzen. Erweiterungen des CMM, die letztendlich die Schätzung
des Zeiteffektes zulassen, werden in den Kapiteln 9 und 10 hergeleitet
und diskutiert. In Kapitel 11 wird außerdem ein noch effizienteres Modell
vorgeschlagen.
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7 Konkurrierende Ereignisse

Die Modelle für konkurrierende Ereignisse bilden eine besondere Klasse inner-
halb der Multistate-Modelle. Da die Theorie und die Interpretation der verschie-
denen Modelle für konkurrierende Ereignisse nicht ganz leicht zu überblicken
und zu verstehen ist, wird in den folgenden beiden Kapiteln diese Modellklasse
ausführlich erörtert. Zu diesem Zweck wird außerdem ein weiteres Beispiel ein-
geführt, bei dem es um die verschiedenen Wege aus der Arbeitslosigkeit geht.
Schließlich werden die verschiedenen Modelle für konkurrierende Ereignisse am
Ausgangsbeispiel der Ovarialkarzinomspatientinnen und am neuen Beispiel zur
Arbeitslosigkeit angewendet und interpretiert sowie diskutiert.
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Abbildung 7: Competing-Risks-Modell mit drei konkurrierenden Ereignissen

Von Competing Risks oder zu deutsch konkurrierenden Ereignissen spricht
man dann, wenn es mehrere interessierende Ereignisse gibt die konkurrierend
auftreten, d.h. einander ausschließen. Das Beispiel der Arbeitslosigkeitsepiso-
den mit Beendigung aufgrund verschiedener Ursachen wurde bereits erwähnt.
Jemand der aus der Arbeitslosenstatistik ausscheidet, weil er eine Anstellung
gefunden hat, ist nicht gleichzusetzen mit jemandem der aufgrund von Umschu-
lung oder Rente aus der Arbeitslosenstatisik verschwindet. Ein weiteres Beispiel
aus dem Finanzsektor ist z.B. die Analyse von Kreditlaufzeiten, bei dem ei-
nerseits der Zeitpunkt des Kreditausfalls im negativen Sinne und andererseits
der Zeitpunkt des vorzeitigen Zurückzahlens des Kredites die Laufzeit begren-
zen können. Möchte man den Zeitpunkt des einen oder anderen Endpunktes
abschätzen, so muss berücksichtigt werden, dass mit dem Eintreten eines End-
punktes der andere automatisch nicht mehr eintreten kann. Jemand der seinen
Kredit bereits vollständig getilgt hat steht nicht mehr unter Risiko seinen Kredit
platzen zu lassen.
Ein medizinisches Beispiel ist das Versterben von Patienten aufgrund verschie-
dener Ursachen. Es kann pro Patient natürlich nur eine Todesursache beobachtet
werden. Bei mehreren Patienten werden jedoch durchaus verschiedene Ursachen
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beobachtet, die natürlich auch durch unterschiedliche Faktoren beinflusst wer-
den.

Typischerweise werden Modelle mit konkurrierenden Ereignissen grafisch dar-
gestellt durch einen Startzustand und mindestens zwei absorbierende Zustände
wie in Abbildung 7.

Auch das von uns betrachtete Illness-Death-Modell lässt sich gewissermaßen
als ein Modell mit konkurrierenden Ereignissen interpretieren. Wenn nämlich
das intermediäre Ereignis nicht beobachtet wird weil davon auszugehen ist, dass
das absorbierende Ereignis den Prozess des intermediären Ereignisses zensiert,
könnte man sagen, dass die beiden Ereignisse konkurrierend auftreten36. Gra-
fisch ließe sich diese Interpretation wie in Abbildung 8 darstellen.
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Abbildung 8: Das Illness-Death-Modell in der Gestalt eines Competing-Risks-
Modells

Literatur die sich mit Competing-Risks-Modellen beschäftigt findet man z.B.
von Andersen et al. [An02], [KA05], von Fine und Gray [Gr88], [FG99], [PF07]
oder von Putter [Pu07].

Im Illness-Death-Modell sind die Krankheit und das Versterben aus dem gesun-
den Zustand heraus konkurrierende Ereignisse: Sobald eines der beiden Ereig-
nisse eingetreten ist, kann das andere naturgemäß nicht mehr eintreffen. Über-
trägt man das Prinzip auf das Beispiel der Ovarialkarzinomspatientinnen, so
entspricht in Abbildung 8 das Ereignis B dem Progress und C dem progressi-
onsfreien Versterben. C’ repräsentiert das Versterben nach dem Progress.

Mit der Annahme der Unabhängigkeit von Ereignissen und Zensierungen wird
36Peng und Fine [PF07] nennen diese Art der konkurrierenden Ereignisse, bei denen ein

absorbierender Endpunkt einen intermediären Prozess zensiert, Semicompeting Risks.
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vorausgesetzt, dass die Hazardrate der Zensierten identisch ist mit der Hazar-
drate derjenigen Individuen, die im Follow-up verbleiben. Gelten jedoch einige
Individuen als zensiert, da sie vor dem Progress verstorben sind, so ist diese
Unabhängigkeitsannahme verletzt: Die Hazardraten der frühzeitig Verstorbe-
nen müssten vielmehr als erhöht für das Ereignis der Progression angenommen
werden.

Das Abschätzen kumulativer Inzidenzen mit den bisherigen Methoden ist da-
her bei konkurrierenden Ereignissen schwierig. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein
Ereignis bis zu einem bestimmten Zeitpunkt eintritt, ist natürlich auch davon
abhängig, wie sich der konkurrierende Prozess verhält. Je häufiger ein konkur-
rierendes Ereignis auftritt, desto weniger lassen sich die interessierenden Ereig-
nisse beobachten. Ignoriert man diese Tatsache und leitet kumulative Inzidenzen
aus den ursachenspezifischen Hazards ab, so werden die kumulativen Ereignis-
wahrscheinlichkeiten überschätzt. Dies gilt dann für jedes der konkurrierenden
Ereignisse.

7.1 Nomenklatur der Modelle mit konkurrierenden Ereig-
nissen

Die Modelle mit konkurrierenden Ereignissen haben aufgrund der neuen Inter-
pretation in der Literatur wiederum ihre eigene Nomenklatur. Sowohl die neuen
Begriffe und ihre mathematischen Definitionen, wie auch der Zusammenhang
mit den bisherigen Modellen und Begrifflichkeiten, wird in diesem Abschnitt
erläutert.

Auch bei dieser speziellen Form der Multistate-Modelle stehen die Übergangsra-
ten im Zentrum des Interesses. Im Cox-Modell, wo die Übergangsrate eindeutig
bestimmt ist, spricht man von Hazards oder Hazardraten. Im Zusammenhang
der Multistate-Modelle, wo es je nach Zustandsstruktur mehrere Übergänge zwi-
schen mehreren Zuständen gibt, ist neben dem Begriff der Hazards oder Über-
gangshazards auch der Begriff der Intensität geläufig.
In dieser Modellklasse mit einem Ausgangszustand und mehreren konkurrieren-
den Ereignissen findet sich das Prinzip der Hazards in der sogenannten Cause-
specific Hazard Function oder auch Crude Hazard Function37 wieder.
Gemeint ist die Hazardrate für ein ganz bestimmtes Ereignis bzw. für das Er-
eignis aufgrund einer bestimmten Ursache. In unserer Arbeit benutzen wir auch
den deutschen Begriff der ursachenspezifischen Hazardrate.

Angenommen, es gibt einen transienten Ausgangszustand und K konkurrie-
rende Zustände 1, . . . ,K. Die ursachenspezifische Hazardfunktion wird nun für

37nach[KA05]
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jedes der K Ereignisse separat definiert:

αk(t) = lim
∆t→0

P (t ≤ T < t+ ∆t,D = k|T ≥ t)
∆t

, k = 1, . . . ,K, (79)

wobei D = k das Ereignis vom Typ k kennzeichnet.

Die Ähnlichkeit zwischen der ursachenspezifischen Hazardfunktion in (79) und
der Übergangsintensität (45) der Multistate-Prozesse ist kein Zufall. Das Prinzip
nach dem die Hazards der konkurrierenden Ereignisse hier eingeteilt werden ist
genau dasselbe wie bei den MSM: Pro Transition wird eine Hazardrate definiert.
Da der Ausgangszustand eindeutig ist, kommt die Formel (79) der ursachenspe-
zifischen Hazardfunktion mit nur einem Index für den Zielzustand aus.

Bis zu dieser Stelle ist die Theorie konkurrierender Ereignisse identisch mit
der Theorie der exklusiven Ereignisse ohne konkurrierende Risiken. Der Unter-
schied, der besonders die Interpretation der Modelle betrifft, wird im Folgenden
deutlich:

In der Standard-Survivalanalyse mit nur einem Endpunkt und auch bei Multistate-
Modellen, bei denen Transitionen mit eindeutigem Zielzustand betrachtet wer-
den, gibt es eine einfache Beziehung zwischen der Hazardrate und der Survival-
funktion:

Die aus der kumulierten ursachenspezifischen Hazardfunktion

Ak(t) =
∫ t

0

αk(s)ds (80)

naiv abgeleitete Funktion

Sk(t) = exp(−Ak(t)) (81)

ist jedoch nicht als Survivalfunktion in diesem Sinne zu verstehen, da Ak(t) nur
das Risiko des spezifischen Ereignisses k ∈ [1, . . . ,K] bis t zusammenfasst. Es
muss jedoch bedacht werden, dass das Risiko des k-ten Ereignisses auch von
den übrigen Ereignissen abhängt. Ist ein konkurrierendes Ereignis eingetroffen,
so ist die Wahrscheinlichkeit für Ereignis k gleich Null!

Für die Funktion in (81) gibt es keine sinnvolle Interpretation. Eine inhalt-
lich logische Survivalfunktion, welche die Wahrscheinlichkeit wiedergibt, keines
der möglichen konkurrierenden Ereignisse bis t zu erleben, ist

S(t) := p00(0, t) = exp

(
−

K∑
k=1

Ak(t)

)
= exp

(
−

K∑
k=1

∫ t

0

αk(s)ds

)
. (82)
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Auch die Verteilungsfunktion F (t), die im Ein-Risiko-Fall die Wahrscheinlichkeit
des Ereignisses bis t beschreibt, hat eine Entsprechung im Falle konkurrieren-
der Ereignisse. Hier gibt die sog. kumulative Inzidenzfunktion38 Ck(t) =
P (T ≤ t,D = k) die Wahrscheinlichkeit an zur Zeit t den Zustand k erreicht zu
haben, wenn man zur Zeit 0 im Ausgangszustand war, unter Berücksichtigung
der konkurrierenden Risiken.

Sie ist eine Funktion der ursachenspezifischen Hazards gemäß

Ck(t) :=
∫ t

0

S(u−)αk(u)du, k = 1, . . . ,K. (83)

Andersen et al. [An02] nennen diese Funktion lieber marginal failure probabi-
lity, da der Ausdruck ’kumulative Inzidenzfunktion’ falsch interpretiert werden
könnte. Ck(t) wird bei Vorliegen von Zensierungen durch konkurrierende Ereig-
nisse ja gerade nicht durch Kumulieren der ursachenspezifischen Hazardraten
gebildet!

Die richtige Interpretation der kumulativen Inzidenzfunktion kann man sich fol-
gendermaßen verdeutlichen39:
Zerlegt man das Zeitintervall [0, t] aus Gleichung (83) in viele kleine Interval-
le der Länge ∆, so sind die Ereignisse ’Eintreffen des Zustands h im Intervall
[u, u+∆] mit 0 ≤ u < t’ disjunkt. Über diese Eintrittswahrscheinlichkeiten aller
Intervalle wird nun die Summe gebildet:
Die Wahrscheinlichkeit den Zeitpunkt u− ereignisfrei zu überleben (d.h. S(u−))
multipliziert mit der bedingten Wahrscheinlichkeit des Ereignisses k im Inter-
vall [u, u + ∆] (d.h. αk(u)) ergibt die kumulative Inzidenzfunktion Ck(t) aus
Gleichung (83).
Man bedenke, dass Ck(t) über S(u−) auch von den anderen Risiken ungleich k
abhängt. Unter Risiko zur Zeit u für das Ereignis h sind natürlich nur Indivi-
duen, die zu diesem Zeitpunkt noch ereignisfrei sind, d.h. keines der möglichen
Ereignisse hatten.

Im Falle eines einzigen Risikos, d.h. wenn es keine konkurrierenden Ereignis-
38nach [Pe91]
39vergleiche [Pu07]
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se gibt (K ≡ 1), gilt

Ck(t) =
∫ t

0

S(u−)αk(u)du

=
∫ t

0

(
exp(−

K∑
k=1

∫ u−

0

αk(s)ds)

)
αk(u)du

=
∫ t

0

(
exp(−

∫ u−

0

α(s)ds)
)
α(u)du

=
∫ t

0

f(u)du

= F (t)
= 1− S(t).

In diesem Falle ist die kumulative Inzidenzfunktion gleichbedeutend mit dem
Komplement der Survivalfunktion.
Bei mehreren konkurrierenden Risiken schätzt Ĉk(t) die Wahrscheinlichkeit von
Ereignis k vor Zeitpunkt t unter Berücksichtigung der konkurrierenden Ereig-
nisse j 6= k ∈ [1, . . . ,K], d.h. die Individuen, die eines der konkurrierenden
Ereignisse hatten, bleiben für die weiteren Berechnungen im Nenner. Gibt es
gar keine unabhängigen Zensierungen sondern nur Zensierungen aufgrund kon-
kurrierender Ereignisse, so lässt sich, wie der Name schon sagt, die kumulative
Inzidenzfunktion von Ereignis k zur Zeit t einfach berechnen als die Anzahl der
bisherigen Ereignisse vom Typ k geteilt durch die Gesamtzahl der Individuen40.

Die naive Annahme, dass es im Falle konkurrierender Ereignisse eine ’ursa-
chenspezifische Survivalfunktion’ gibt, deren Komplement die kumulative Inzi-
denzfunktion Ck(t) ist, führt zu einem Fehler. Betrachtet man das spezifische
Ereignis D = k als das einzige Ereignis und alle anderen Ereignisse als Zensie-
rungen zum Zeitpunkt dieser Ereignisse, so würde man die Wahrscheinlichkeit
des Ereignisses k bis zur Zeit t nach Kaplan und Meier [KM58] mit der Survi-
valfunktion Ŝk(t) aus Gleichung (81) folgendermaßen schätzen:

1− Sk(t) =
∫ t

0

Sk(u−)αk(u)du. (84)

Der Unterschied zur kumulativen Inzidenzfunktion (83) ist nur der Index an der
Survivalfunktion, Sk(u−). Es ist jedoch klar, dass gilt

S(t) ≤ Sk(t),

und damit gilt auch
Ck(t) ≤ 1− Sk(t). (85)

40siehe [Pu07]
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Die Differenz (1−Sk(t))−Ck(t) in Gleichung (85) drückt den Bias der Schätzung
nach Kaplan und Meier für die kumulierte Inzidenz im Falle abhängiger Zen-
sierung (aufgrund konkurrierender Risiken) aus. Die Ereigniswahrscheinlichkeit
wird mit der naiven Rechnung nach Kaplan und Meier überschätzt, verglichen
mit der kumulativen Inzidenzfunktion für konkurrierende Ereignisse.

Weder die ursachenspezifische Hazardfunktion noch die kumulative Hazardfunk-
tion macht Annahmen über das Verhältnis der konkurrierenden Ereignisse, wie
z.B. Unabhängigkeit. Eine weitere Erleichterung ist, dass beide Funktionen di-
rekt aus den Daten schätzbar sind, wie im folgenden Kapitel gezeigt wird.

7.2 Schätzung der kumulativen Inzidenzfunktion

Natürlich gibt es auch für die Schätzung der kumulativen Inzidenzfunktion meh-
rere Ansätze41. Die an dieser Stelle beschriebene nichtparametrische Schätzung
der kumulativen Inzidenzfunktion findet man z.B. bei [Pu07].

Seien 0 < t1 < · · · < tp die beobachteten Ereigniszeiten aller konkurrieren-
der Ereignisse in aufsteigender Ordnung und sei dkj die Anzahl der spezifischen
Ereignisse vom Typ k zur Zeit tj . Außerdem bezeichne

dj =
K∑
k=1

dkj

die Summe aller Ereignisse D = 1, . . . ,K zur Zeit tj und nj sei die Größe des
Risk Sets kurz vor tj , also die Anzahl derjenigen Individuen, die kurz vor tj
ereignisfrei sind.

Der Kaplan-Meier-Schätzer

Ŝ(t) =
∏
j:tj≤t

(
1− dj

nj

)
(86)

schätzt die Wahrscheinlichkeit der Ereignisfreiheit zur Zeit t wie beim Cox-
Modell ohne auf die verschiedenen konkurrierenden Ereignisse einzugehen.

Die ursachenspezifische Hazardrate αk(tj) aus Gleichung (79) lässt sich ana-
log schätzen mit

α̂k(tj) =
dkj
nj

, (87)

als der Anteil der spezifischen Ereignisse k in tj unter den Individuen, die bis tj
unter Risiko standen, also auch keines der konkurrierenden Ereignisse hatten.

41Jeong und Fine [JF06] beschreiben beispielsweise eine parametrische Schätzmethode, bei
der sie eine Gompertz-Verteilung für die KIF zugrundelegen.
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Über das Risk Set sind die ursachenspezifischen Hazards somit voneinander ab-
hängig.

Damit lässt sich (86) wiederum schreiben als

Ŝ(t) =
∏
j:tj≤t

(
1−

K∑
k=1

α̂k(tj)

)
. (88)

Analog zum Ein-Risiko-Fall wird auch hier die Wahrscheinlichkeit der Ereignis-
freiheit bis t geschätzt als die Wahrscheinlichkeit der Ereignisfreiheit zu jedem
Zeitpunkt, multipliziert über alle Ereigniszeitpunkte bis t, nach dem Prinzip des
Successive Conditioning.

Der Nelson-Aalen-Schätzer

Âk(tj) =
∑
Tk<tj

dkj
nj

, (89)

schätzt die kumulative ursachenspezifische Hazardrate Ak(tj).

Die unbedingte Ereigniswahrscheinlichkeit von Ereignis k vor tj , genannt pk(tj),
ist das Produkt der Überlebenswahrscheinlichkeit bis kurz vor tj und der spe-
zifischen Hazardrate. Der Term pk(tj) wird geschätzt mit

p̂k(tj) = α̂k(tj)Ŝ(tj−1). (90)

Ebenso wie in (87) ist zu beachten, dass p̂k über die Survivalfunktion Ŝ wegen
(88) auch von den anderen ursachenspezifischen Hazards abhängig ist, nicht nur
von αk.

Die kumulative Inzidenzfunktion wird schließlich als die Summe all dieser unbe-
dingten Ereigniswahrscheinlichkeiten für das jeweilige Ereignis zu allen Ereig-
niszeitpunkten bis t als eine nichtfallende Treppenfunktion geschätzt:

Ĉk(t) = p̂0k(0, t) =
∑
j:tj≤t

p̂k(tj). (91)

Ĉk(t) gibt die geschätzte Wahrscheinlichkeit wieder, dass von den möglichen
konkurrierenden Ereignissen gerade das Ereignis k eintrifft und zwar vor dem
Zeitpunkt t.

7.2.1 Kumulative Inzidenzkurven im Anwendungsbeispiel

Bevor im nächsten Kapitel verschiedene Regressionsmodelle für Prozesse mit
konkurrierenden Risiken erläutert und interpretiert werden, erscheint es sinn-
voll die Überlegungen aus dem vorigen Kapitel grafisch nachzuvollziehen. Zu

61



diesem Zweck betrachten wir erneut unser Anwendungsbeispiel.
Die beiden Transitionen aus dem Ausgangszustand, also das Ereignis der Pro-
gression und der Tod ohne vorherigen Progress, konkurrieren miteinander, wie
schon in Abbildung 8 dargestellt.

In Abbildung 9 sind die geschätzten kumulativen Inzidenzfunktionen für die
beiden konkurrierenden Ereignisse (links: Progress, rechts: Tod ohne Progress)
als durchgehende Linie dargestellt. Im abgebildeten Fall ist der Wert aller Ko-
variablen Null. Zum Vergleich sieht man hier außerdem die Survivalkurven, die
man naiv als das Komplement der ’Kaplan-Meier-Kurven’ Sk(t) basierend auf
den ursachenspezifischen Hazards wie in Gleichung (81) schätzen würde, als ge-
strichelte Linie.

Abbildung 9: Kumulative Inzidenzkurven und 1-KM-Kurve für die konkurrie-
renden Ereignisse ’Progression’ und ’Tod ohne vorherigen Progress’

Den Bias der naiven Schätzung gemäß Gleichung (81) sieht man hier recht
deutlich: Die Wahrscheinlichkeit der Ereignisfreiheit bis zu einem bestimmten
Zeitpunkt wird unterschätzt, wenn man fälschlich von unabhängiger Zensierung
ausgeht. Möchte man in Gegenwart konkurrierender Risiken also Eintrittswahr-
scheinlichkeiten vor einem bestimmten Zeitpunkt bestimmen, so ist die kumu-
lative Inzidenz nach Gleichung (83) das richtige Maß, nicht die kumulierten
ursachenspezifischen Hazards wie in (81).

Sowohl in Stata als auch in R gibt es Programme, mit denen sich kumula-
tive Inzidenzkurven und auch stratifizierte Kurven für kategoriale Kovariaten
erzeugen lassen. In seinem R-Paket cmprsk hat Gray [Gr07] zudem einen zum
Log-Rank-Test analogen Test implementiert, der die Signifikanz der Differenzen
zweier stratifizierter kumulativer Inzidenzkurven testet42. Auf diesen Test wird
in dieser Arbeit nicht näher eingegangen, da der Fokus der Arbeit auf multiva-
riaten Analysemethoden liegt.

42Siehe [Gr88]
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Abbildung 10: Kumulative Inzidenzfunktionen für Progression und Tod je nach
Tumorrest

In Abbildung 10 sind die kumulierten Inzidenzkurven je nach Tumorrest darge-
stellt43, wie sie unter Berücksichtigung des jeweils konkurrierenden Risikos nach
Gleichung (91) geschätzt würden. Links sieht man die Eintrittswahrscheinlich-
keit für das Ereignis ’Progression’, rechts für das Ereignis ’Tod ohne Progress’.
Man sieht im rechten Bild deutlich, dass das Vorhandensein eines Tumorrestes
die Progressionswahrscheinlichkeit entscheidend erhöht. Die bei Tumorfreiheit
nach der OP schon steile Kurve verläuft für die Gruppe mit Tumorrest noch
steiler, die absolute Differenz der beiden Kurven wird dabei größer.
Auch im linken Bild sieht man den Nachteil, den Patientinnen mit Tumorrest ge-
genüber Patientinnen ohne Tumorrest bezüglich der Überlebensprognose haben.
Untypisch unter den bisherigen Modellannahmen ist jedoch, dass die absolute
Risikodifferenz zwischen den beiden Gruppen erst ansteigt und nach 12 Mona-
ten abzunehmen scheint.
Unter unserer üblichen Annahme proportionaler Hazards wäre eine abnehmen-
de Risikodifferenz zumindest in der Theorie nicht möglich. Dies führt uns zu
einem schwierig nachzuvollziehenden Fakt beim Umgang mit konkurrierenden
Ereignissen:

Die Annahme proportionaler kumulativer Inzidenzkurven ist unter der Vor-
aussetzung proportionaler ursachenspezifischer Hazards nicht mehr automatisch
erfüllt. Das gleiche gilt natürlich auch im Umkehrschluss: Bei konkurrierenden
Ereignissen mit proportionalen Subdistributions-Hazards der kumulativen Inzi-

43erzeugt mit dem .ado-file stcompet in Stata
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denzkurven sind die ursachenspezifischen Hazardkurven nicht mehr proportio-
nal.

Die Ursache für diesen Verlauf liegt darin, dass die Risikodifferenz, die zwischen
den kumulativen Inzidenzkurven der Gruppen mit Tumorrest bzw. ohne Tumor-
rest zu sehen ist, nicht allein auf den untersuchten Faktor zurückzuführen ist.
Wie man in Gleichung (90) sieht, hängt die kumulative Inzidenzfunktion nicht
mehr allein vom Effekt der Kovariaten auf das interessierende Ereignis k ab,
sondern außerdem vom Einfluss der Kovariaten auf die konkurrierenden Ereig-
nisse und auch von den Baseline-Hazardraten der konkurrierenden Ereignisse.
Das Eintreten oder Nichteintreten eines ganz anderen Ereignisses beeinflusst
unter Konkurrenz natürlich die Eintrittswahrscheinlichkeit des interessierenden
Ereignisses.

Eine Folge dieses Umstandes ist natürlich, dass sich die Effekte auf die Ko-
variaten verkomplizieren und nicht mehr in einer einzigen Risikomaßzahl wie
dem Hazard Ratio zusammenzufassen sind. Interpretiert man die berechneten
Effektschätzer wie bisher in Hinblick auf die Eintrittswahrscheinlichkeit vor ei-
nem Zeitpunkt, so muss man einen mehr oder weniger großen Fehler in Kauf
nehmen. Man sollte den Einfluss eines Faktors wie z.B. des Tumorrests nicht für
eines von mehreren konkurrierenden Ereignissen getrennt im Sinne kumulativer
Inzidenzen interpretieren ohne sich über den Bias bewusst zu sein.

Daher sollte bei der Analyse konkurrierender Risiken generell zwischen zwei
Blickwinkeln unterschieden werden: Entweder, man betrachtet die ursachenspe-
zifischen Hazards als stetige Maße für Ereigniswahrscheinlichkeiten in jedem
Zeitpunkt, oder man interpretiert die Ergebnisse in Hinblick auf kumulierte Ri-
sikomaßzahlen als die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses vor einem bestimm-
ten Zeitpunkt. Den unterschiedlichen Betrachtungsweisen lassen sich die beiden
Konzepte der ursachenspezifischen Hazards wie im Fall exklusiver Risiken und
den kumulativen Inzidenzkurven zuordnen.
Im folgenden Kapitel 8 werden zwei Regressionsmodelle entsprechend den un-
terschiedlichen Blickwinkeln vorgestellt und angewendet.
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8 Regressionstechniken für konkurrierende Er-
eignisse

In diesem Kapitel werden zwei alternative Umgehensweisen zur multivariaten
Analyse von konkurrierenden Survivalprozessen erläutert und am Beispiel der
Ovarialkarzinomspatientinnen gezeigt. Wie am Ende des vorigen Kapitels an-
gemerkt, unterscheidet man bezüglich konkurrierender Ereignisse zwischen zwei
Sichtweisen. Die eine Sichtweise bezieht sich auf das stetige, momentbezogene
Risiko eines bestimmten Ereignisses. Das Regressionsmodell bezüglich dieser ur-
sachenspezifischen Hazards wird zunächst im Abschnitt 8.1 erläutert.
Das zweite Modell stammt von J. Fine und R. Gray [FG99] und wird im Ab-
schnitt 8.2 vorgestellt. Dieses Modell bezieht sich im Gegensatz zum ursachen-
spezifischen Hazardmodell auf kumulative Inzidenzen, also auf die Wahrschein-
lichkeit eines bestimmten Ereignisses in einem definierten Zeitraum. Dazu wird
mit einem Cox-ähnlichen Modell nicht auf die ursachenspezifischen Hazardraten,
sondern auf sog. Subdistributionshazards, die direkt aus den kumulativen In-
zidenzfunktionen hergeleitet werden, regrediert.

8.1 Regression bezüglich der ursachenspezifischen Hazards

Beim Regressionsmodell für ursachenspezifische Hazards werden konkurrieren-
de Ereignisse jeweils als Zensierungen behandelt. Im Cox-Markov-Multistate-
Modell, bei dem wir jeden der Teilprozesse separat betrachtet haben, haben
wir intuitiv so gehandelt. Frühzeitig Verstorbene wurden als Zensierungen im
Progressionsprozess behandelt und andersherum. Unwissentlich haben wir also
die ursachenspezifischen Effekte auf die beiden Transitionen 0→1 und 0→2 mit
dem CMM geschätzt. Die Ergebnisse sind in den Tabellen 6 und 7 dargestellt.

Allgemein wird die ursachenspezifische Hazardfunktion wie im Cox-PH-Modell
oder im allgemeinen Multistate-Modell formuliert, gemäß

αk(t, Z) = αk,0(t) exp(β′kZ). (92)

Der Ausdruck αk,0(t) steht dabei für die Baseline-Hazardfunktion der Ereignis-
se vom Typ k und βk repräsentiert den entsprechenden Vektor der Regressi-
onskoeffizienten. Das Auftreten eines anderen Ereignisses j 6= k wird dabei als
Zensierung zum Ereigniszeitpunkt verstanden. Da der Ausgangszustand in dem
die konkurrierenden Risiken wirken eindeutig ist, kommt die ursachenspezifische
Hazardfunktion (92) mit nur einem Index aus.

Die Regression bezüglich der ursachenspezifischen Hazardraten ist ein gängi-
ger Ansatz zur Modellierung konkurrierender Risiken und ihrer Ursachen. Man
muss sich jedoch darüber bewußt sein, dass die Annahme proportionaler ursa-
chenspezifischer Hazards nicht gleichzusetzen ist mit proportionalen kumulati-
ven Inzidenzkurven und dass damit die geschätzten Effekte nicht die absoluten
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Ereigniswahrscheinlichkeiten bis zu einem Zeitpunkt in Relation setzen.

Der Bias, wie man ihn beispielhaft in Abbildung 9 sieht, den man bei Vorliegen
konkurrierender Risiken bei der Interpretation der geschätzten Kovariateneffek-
te auf die Ereigniswahrscheinlichkeit eines bestimmten Ereignisses bis zu einem
Zeitpunkt in Kauf nimmt, ist umso größer, je stärker der Einfluss der Kovaria-
ten auf die anderen Ereignisse ist. Ist dieser Einfluss gleich Null, so nähert sich
die auf diese Weise geschätzte Funktion 1 − Ŝ(t) sogar der nichtparametrisch
geschätzten kumulativen Inzidenzfunktion P̂0h(0, t) an.44

Abbildung 11: Beobachtete und erwartete kumulative Inzidenzfunktionen für
die beiden konkurrierenden Transitionen, je nach FIGO-Klassifikation

In Abbildung 11 sind die beobachteten kumulativen Inzidenzfunktionen der bei-
den konkurrierenden Transitionen 0→1 und 0→2 in schwarz dargestellt, jeweils
für FIGO=I/II und FIGO=III/IV. Dagegen sieht man in violett die entsprechen-
den Schätzungen gemäß (81), basierend auf den ursachenspezifischen Hazards.
(Für die Kovariaten ’Alter’ und ’Tumorrest’ wurde jeweils der Mittelwert an-
genommen.) In der Abbildung sieht man, dass die Ereigniswahrscheinlichkeiten
leicht überschätzt werden.

44Die beiden Funktionen sind aber auch dann nicht identisch, siehe [An02]!
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8.2 Das Modell von Fine und Gray

Bei diesem Modell nach J. Fine und R. Gray [FG99] wird direkt auf eine aus
der kumulativen Inzidenzfunktion abgeleiteten Hazardfunktion regrediert. So-
mit sind Effektschätzer im Sinne unbedingter Ereigniswahrscheinlichkeiten in
einem Zeitintervall zu interpretieren.

Für ihr Modell definieren Fine und Gray die sog. Subdistributions-Hazardrate

α̃k(t) :=
∂log(1− Ck(t))

∂t
(93)

in Analogie zum Zusammenhang zwischen Hazard- und Survivalfunktion im
Zweistadienfall in Gleichung (6). Anstelle der Survivalfunktion S(t) steht bei
Fine und Gray das Komplement der kumulativen Intensitätsfunktion im Zähler.

Der Unterschied zwischen α̃k(t) und der ursachenspezifischen Hazardrate αk(t)
wie in (79) ist, dass Individuen nach dem Auftreten konkurrierender Ereignis-
se bei (93) für die Berechnungen im Risk Set bleiben, bei αk(t) jedoch nicht.
In einem Modell in dem keine unabhängigen Zensierungen vorkommen bedeutet
das, dass Individuen, die eines der konkurrierenden Ereignisse erleben, mit einer
Zensierungszeit von ∞ vermerkt werden. Gibt es hingegen unabhängige Zensie-
rungen, so werden die zensierten Ereigniszeiten mit einer Gewichtungstechnik
geschätzt, die auf der inversen Zensierungswahrscheinlichkeit beruht.45

Fine und Gray nehmen zudem die Subdistributions-Hazards aus (93) als propor-
tional an und formulieren ein Regressionsmodell in Anlehnung an das Cox’sche
Modell gemäß

α̃k(t|Z) = α̃k,0(t) exp(β′kZ). (94)

Mit dem üblichen Partial-Likelihood-Ansatz nach Cox lassen sich nun die Ef-
fekte zeitunabhängiger Kovariaten für jede der konkurrierenden Transitionen
schätzen.

Gray [Gr07] entwickelte zu diesem Zweck ein R-Paket cmprsk mit dem sich die
in Tabelle 9 aufgeführten Effektschätzer nach diesem Modell berechnen lassen.
Regressionskoeffizienten bzw. Hazard Ratios und p-Werte werden für die beiden
konkurrierenden Transitionen geschätzt unter Berücksichtigung des jeweils an-
deren Risikos im Sinne kumulativer Inzidenzen.

Vergleicht man nun die Effektschätzer für die progressionsfreie Zeit nach Fi-
ne und Gray unter der Berücksichtigung konkurrierender Risiken in Tabelle 9
mit den Ergebnissen aus dem Cox-Markov-Multistate-Modell für die ursachen-
spezifischen Hazards in Tabelle 6 für dieselbe Transition, so sieht man, dass sich
die Hazard Ratios leicht geändert haben.

45ausführlichere Ausführungen in [Fi01].
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Kovariate exp(β̂) [95%-Konfidenzintervall] p
Transition 0→ 1
Alter 0,995 0,997 1,012 0,520
Tumorrest 1,495 1,011 2,211 0,044
FIGO 2,866 1,531 5,368 0,001

Transition 0→ 2
Alter 1,024 0,962 1,074 0,330
Tumorrest 1,206 0,459 3,167 0,700
FIGO 2,235 0,492 10,155 0,300
N=215; 107 Progresse, 19 Ereignisse vom Typ ”Tod ohne Progress”.

Tabelle 9: Ergebnisse des Fine & Gray-Modells für die konkurrierenden Transi-
tionen 0→ 1 und 0→ 2

Das Hazard Ratio des Tumorrests ist von fünf Dritteln auf drei Halbe ge-
schrumpft, der p-Wert ist größer geworden, deutet aber immer noch auf einen
signifikanten Effekt zum 5%-Niveau hin. Auch der Effekt der FIGO-Klasse ist
von 331% auf 287% bei der hohen FIGO-Klasse im Vergleich zur niedrigeren
Klasse gesunken. Die Unterschiede sind in diesem Beispiel jedoch eher gering.

Abbildung 12: Beobachtete und erwartete kumulative Inzidenzfunktionen

Für den nichtparametrischen Fall wurde in Gleichung (85) und in Grafik 9 be-
reits gezeigt, dass die kumulierte Ereigniswahrscheinlichkeit überschätzt wird,
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wenn man sie aus den ursachenspezifischen Hazardraten herleitet. Vergleicht
man die beobachteten und erwarteten kumulativen Inzidenzfunktionen in den
Abbildungen 11 und 12, so zeigt sich dieser Bias hier natürlich auch. Diese ver-
meintlich bessere Anpassung ist jedoch kein Wunder, bedenkt man, dass die
Schätzer nach dem Fine&Gray-Modell speziell so konstruiert sind, dass sie sich
auf die kumulative Inzidenzfunktion beziehen.

Einen Überblick über die geschätzten Hazard Ratios und Konfidenzintervalle
der beiden alternativen Modelle bietet der folgende Forest Plot in Abbildung
13, bei dem die Schätzer der verschiedenen Modelle für die drei Transitionen
einander gegenübergestellt werden. In der letzten Zeile sind zusätzlich die Ef-
fektschätzer aus dem Standard-Cox-Modell mit dem kombinierten Endpunkt

”Tod oder Progress“ dargestellt.

Abbildung 13: Forest Plot zum Vergleich der Schätzer bei Vorliegen konkurrie-
render Risiken

Hier sieht man, dass sich die Schätzer der ursachenspezifischen Hazard Rati-
os und der subdistributionalen Hazard Ratios nicht wesentlich unterscheiden.
Für die ereignisarme Transition 0→2 sind bei Unterscheidung der konkurrie-
renden Ereignisse die Konfidenzintervalle wesentlich größer als bei gemeinsamer
Betrachtung im kombinierten Endpunkt. Die Unterschiede zwischen den ursa-
chenspezifischen Hazard Ratios und den subdistributionalen Hazard Ratios sind
in diesem Beispiel gering. Daraus lässt sich schließen, dass die konkurrierenden
Ereignisse nicht so stark korrelieren, sich bezüglich ihrer Inzidenzen also nicht
wesentlich beeinflussen.

Da auch die Koeffizientenschätzer bei beiden Modellen recht ähnlich zwischen
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den Transitionen sind, wird der Informationsgewinn der getrennten Betrachtung
im Multistate-Modell hier nicht richtig deutlich. Im nachfolgenden Abschnitt 8.3
wird ein anderes Beispiel betrachtet, bei dem die Unterschiede zwischen den Mo-
dellen und auch die Unterschiede bezüglich der Kovariaten gravierender sind.
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8.3 Beispiel 2: Wege aus der Arbeitslosigkeit

Das folgende Beispiel befasst sich mit der Analyse der Dauer von Arbeitslosig-
keitsepisoden unter Berücksichtigung verschiedener Ursachen, die die Arbeits-
losigkeit terminieren. Der Beispieldatensatz beinhaltet die Daten von 1507 spa-
nischen Männern im Alter zwischen 18 und 54 Jahren, die sich im Februar
1987 in Spanien arbeitslos gemeldet haben46. Während einer Nachverfolgungs-
zeit von 2 Jahren wurde beobachtet, wer wann aus der Arbeitslosigkeit wieder
ausscheidet. Dabei wurde unterschieden, ob die Beendigung der Arbeitslosigkeit
aufgrund einer neue Anstellung erfolgte, oder ob die betreffenden Personen aus
anderen Gründen aus der Arbeitslosenstatistik verschwinden, z.B. aufgrund von
Rente, Tod, Umschulung, etc.

Variable Häufigkeiten
absolut relativ

Endpunkte
Neue Stelle 487 32 %
andere Gründe 179 12 %
Zensiert 841 56 %
Alter
m, sd 32,8 9,3
Familie
ja 637 42 %
nein 870 58%
Befristung
ja 1170 78 %
nein 337 22 %
Region
Nord 438 29%
Zentral 430 28%
Nord-Ost 219 15%
Süd 359 24%
Inseln 60 4%

Tabelle 10: Deskriptive Statistik: Wege aus der Arbeitslosigkeit

Zusätzliche Kovariaten, die berücksichtigt werden können, sind das Alter (in
Jahren), Familie (ja/nein), Befristung des vorigen Arbeitsvertrages (befristet/unbefristet),
sowie die geografische Lage innerhalb Spaniens (Nord/ Zentral/ Nord-Ost/ Süd/
Inseln). Eine kurze Übersicht über die Häufigkeiten sieht man in Tabelle 10.

Die Untersuchung der allgemeinen Dauer der Arbeitslosigkeit mit dem Cox-
Modell für den kombinierten Endpunkt, d.h. ohne Berücksichtigung der ver-
schiedenen Auswege, ergibt die in Tabelle 11 aufgelisteten Schätzer.

46Quelle: [Je09]
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Kovariate exp(β̂) [95%-Konfidenzintervall] p
Alter 0,996 0,987 1,005 0,454
Familie 1,066 0,906 1,259 0,439
Befristet 1,952 1,625 2,345 <0,001
Zentral 0,940 0,775 1,141 0,534
Nord-Ost 0,842 0,657 1,077 0,171
Süd 0,872 0,701 1,085 0,220
Inseln 0,850 0,576 2,255 0,414
N=1507; 666 Ereignisse.

Tabelle 11: Ergebnisse des Cox-PH-Modells zur Analyse der Arbeitslosigkeits-
dauer

Aufgrund dieser Ergebnisse würde man nun schlussfolgern, dass außer der Be-
fristung des vorherigen Arbeitsvertrages keine der betrachteten Variablen einen
wesentlichen Einfluss auf die Dauer der Arbeitslosigkeit hat. Der Effekt der Be-
fristung von 1,95 ist allerdings hoch signifikant (p<0,001). Arbeitslose, deren
voriger Arbeitsvertrag befristet war, haben eine fast verdoppelte Chance auf
Beendigung der Arbeitslosigkeit, im Vergleich zu Arbeitslosen mit vorher unbe-
fristeter Anstellung.

Eine Differenzierung nach den unterschiedlichen Auswegen aus der Arbeitslo-
sigkeit (neue Anstellung vs. andere Gründe) liefert überraschend differente Er-
gebnisse, wie man im Folgenden sieht.

In Tabelle 12 sind die Ergebnisse je nach Ausweg nach dem Modell für ur-
sachenspezifische Hazards zusammengefasst. Hier sieht man deutliche Unter-
schiede zwischen den beiden Auswegen, sowohl in der Auswahl der signifikanten
unabhängigen Variablen, als auch in den geschätzten Hazard Ratios. Betrachtet
man die anderen Gründe als Zensierungen und zählt nur die Neuanstellungen als
interessierende Ereignisse, so kommt zu dem (stärker gewordenen) Befristungs-
effekt außerdem ein regionaler Effekt hinzu: in Nordostspanien ist die stetige
Chance auf eine neue Anstellung signifikant kleiner als im Norden. Die Wahr-
scheinlichkeit der Neuanstellung ist hier um ein Drittel kleiner (p=0,01). Auch
im Süden ist die Wahrscheinlichkeit eines neuen Jobs kleiner, der p-Wert ver-
fehlt jedoch knapp die Signifikanzgrenze von 5%.

Diese Effekte für die Transition mit dem Endpunkt ”andere Gründe“ tendieren
in die entgegengesetzte Richtung: Das ursachenspezifische Hazard Ratio wird
im Nordosten fast 50% höher geschätzt als im Norden, dieser Effekt ist jedoch
nicht signifikant. Auch die anderen regionalen Effekte weisen die entgegenge-
setzte Richtung auf wie bei der Analyse des konkurrierenden Ereignisses.
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Kovariate exp(β̂) [95%-Konfidenzintervall] p
Ereignis ”neue Anstellung“
Alter 0,999 0,988 1,009 0,798
Familie 1,064 0,878 1,289 0,530
Befristet 2,609 2,051 3,319 <0,001
Zentral 0,915 0,731 1,146 0,439
Nordost 0,679 0,504 0,916 0,011
Süd 0,783 0,513 1,300 0,055
Inseln 0,816 0,576 2,255 0,393

Ereignis ”andere“
Alter 0,992 0,974 1,010 0,389
Familie 1,091 0,802 1,483 0,579
Befristet 1,112 0,799 1,547 0,528
Zentral 1,037 0,703 1,527 0,856
Nordost 1,472 0,936 2,314 0,094
Süd 1,184 0,755 0,855 0,462
Inseln 1,135 0,576 2,255 0,730
N=1507; 487 neue Anstellungen, 179 Ereignisse vom Typ ”andere“.

Tabelle 12: Ergebnisse des Cox-Modells für ursachenspezifische Hazards für die
konkurrierenden Ereignisse ”neue Anstellung“ und ”andere“

Vergleicht man nun die Ergebnisse des Cox-Modells für ursachenspezifische Ha-
zards in Tabelle 12 mit den Ergebnissen des Fine&Gray-Modells in Tabelle 13,
so stellt man einige deutliche Unterschiede bezüglich der Effektschätzer fest.

Während die geschätzten Effekte und Konfidenzintervalle für die neue Anstel-
lung in etwa vergleichbar sind mit den Schätzern bezüglich der ursachenspe-
zifischen Hazards, so unterscheiden sich die Effekte für den konkurrierenden
Endpunkt ”andere“ wesentlich:
Mit dem Fine&Gray-Modell wird der Effekt der befristeten Anstellung auf das
Subdistributions-Hazard Ratio signifikant negativ geschätzt, während beim Cox-
ursachenspezifische-Hazards-Modell (mit CCSH abgekürzt) der Effekt derselben
Variablen auf das ursachenspezifische Hazard Ratio positiv geschätzt wird. Au-
ßerdem ist der Regionseffekt bei Fine&Gray für den Vergleich von Nordost und
Nord auch für den Endpunkt ”andere Gründe“ signifikant, für die ursachenspe-
zifischen Hazards jedoch nicht.

Auf einen Blick erkennt man die Unterschiede zwischen den Schätzern der beiden
Modelle besonders gut im Forest-Plot (Abbildung 14). Hier sieht man diesmal
deutlich, dass es sich lohnt, bei der Analyse zwischen konkurrierenden Risiken
zu unterscheiden und die speziellen Modelle anzuwenden. Während das Cox-
Modell nur für die Befristung einen positiven Effekt berechnet und ansonsten
keine Effekte erkennt, werden mit den Modellen für konkurrierende Ereignis-
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Kovariate exp(β̂) [95%-Konfidenzintervall] p
Ereignis ”neue Anstellung“
Alter 0,999 0,989 1,009 0,860
Familie 1,060 0,876 1,282 0,550
Befristet 2,515 1,986 3,186 <0,001
Zentral 0,928 0,746 1,153 0,500
Nordost 0,666 0,499 0,888 0,006
Süd 0,768 0,601 0,981 0,035
Inseln 0,843 0,542 1,313 0,450

Ereignis ”andere“
Alter 1,003 0,988 1,018 0,700
Familie 1,142 0,869 1,501 0,340
Befristet 0,422 0,321 0,557 <0,001
Zentral 1,125 0,811 1,560 0,480
Nordost 1,760 1,165 2,657 0,007
Süd 1,209 0,805 1,817 0,360
Inseln 1,418 0,772 2,603 0,260
N=1507; 487 neue Anstellungen, 179 Ereignisse vom Typ ”andere“.

Tabelle 13: Ergebnisse des Fine&Gray-Modells für die konkurrierenden Ereig-
nisse ”neue Anstellung“ und ”andere“

se polarisierende Effekte, die für die beiden Endpunkte links und rechts vom
Cox-Schätzer liegen, geschätzt. Die Unterscheidung der Endpunkte ist an dieser
Stelle entscheidend für das Prozessverständnis.

Um die Unterschiedlichkeit der Schätzer zwischen den alternativen Modellen
für konkurrierende Ereignisse nicht misszuverstehen, widmen wir der Interpre-
tation der Effektschätzer, die aus den beiden Modellen resultieren, noch einmal
besondere Aufmerksamkeit:
Während die Effekte des Cox-Modells für die ursachenspezifischen Hazards zu
interpretieren sind als bedingte Risikorelationen für das entsprechende Ereignis
in jedem Moment, sind die Schätzer aus dem Fine&Gray-Modell als marginale
Wahrscheinlichkeiten zu verstehen. Möchte man das Risiko eines Ereignisses bis
zu einem bestimmten Zeitpunkt quantifizieren, so muss man natürlich berück-
sichtigen, dass mit erhöhter Wahrscheinlichkeit eines konkurrierenden Ereignis-
ses die Chance für das interessierende Ereignis sinkt. Entsprechend steigt die
kumulative Inzidenz, wenn die Chance des Gegenereignisses klein wird. Beim
Modell für ursachenspezifische Hazards gehen diese Wahrscheinlichkeiten nicht
mit ein.

Das ursachenspezifische Hazards-Modell entspricht der Sicht eines Arbeitslo-
sen aus der Statistik, der sich für seine Chance einer Neuanstellung interessiert.
Das Fine&Gray Modell hingegen beantwortet die Fragen des Arbeitsamtes oder
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Abbildung 14: Wege aus der Arbeitslosigkeit in Abhängigkeit von Alter, famili-
ärer Verantwortung, Befristung des vorigen Arbeitsvertrages und Region

statistischen Landesamtes, das diesen Prozess von außen betrachtet und sich
für die absoluten Zahlen interessiert. Wenn man die Sicht des Arbeitslosen als

”konditional“ bezeichnet, dann hieße die Sicht von Außen ”marginal“.

Die scheinbare Diskrepanz in der Schätzungen der Effekte für die Ursache ”an-
dere“ und den Faktor ”Befristung“ ist somit einleuchtend: Die Schätzer für die
ursachenspezifischen Effekte sagen, dass die vorige Befristung sowohl die steti-
ge Chance einer neuen Anstellung als auch die ständige Wahrscheinlichkeit des
Ausscheidens aus anderen Gründen erhöht.
Die Ergebnisse des Fine&Gray-Modells widersprechen nicht wenn sie bedeuten,
dass die absolute Chance einer Neueinstellung mit voriger Befristung erhöht
ist, und gleichzeitig die unbedingte Wahrscheinlichkeit des Ausscheidens aus
anderen Gründen sinkt. Klar ist die Schlussfolgerung, dass insgesamt weniger
Arbeitslose aus anderen Gründen aus der Statistik scheiden, je mehr Arbeitslose
eine neue Anstellung bekommen haben.

8.4 Vergleich der Regressionsmodelle für konkurrierende
Ereignisse

Um das Kapitel der konkurrierenden Ereignisse abzuschließen und uns anschlie-
ßend der anderen offenen Frage aus Kapitel 6 zu widmen, fassen wir noch einmal
die wichtigsten Punkte zur Analyse konkurrierender Risiken zusammen:

• Vorgestellt wurden das Modell für ursachenspezifische Hazards und das
Modell für subdistributionale Hazards, welches sich direkt auf die ku-
mulativen Inzidenzkurven bezieht. Außerdem wurde zum Vergleich ein
Standard-Cox-Modell mit einem kombinierten Endpunkt gerechnet.

75



• Keines der beiden Modelle für konkurrierende Ereignisse ist falsch oder
schlechter als das andere. Die Modelle widersprechen sich nicht, sind aber
in ihren Aussagen auch nicht redundant.

• Der Unterschied der Modelle liegt im Blickwinkel, aus dem das Modell
betrachtet wird und aus dem man Rückschlüsse ziehen möchte. Die ursa-
chenspezifischen Hazard Ratios sind als solche zu interpretieren, nicht im
Sinne von Inzidenzen. Die integrierten ursachenspezifischen Hazards sind
nämlich nicht als unbedingte Ereigniswahrscheinlichkeiten bis zu einem
Zeitpunkt zu verstehen, weil sie die konkurrierenden Risiken ignorieren.

• Proportionale Inzidenzkurven bzw. proportionale Subdistributionshazards
sind in Hinblick auf die Inzidenz zu interpretieren. Tritt das konkurrierende
Ereignis häufig ein, so hat dies natürlich einen negativen Effekt auf den
Fine&Gray-Schätzer des Hazards Ratios.

• Je stärker die gemeinsamen Effekte der Kovariablen auf die konkurrie-
renden Ereignisse, desto mehr unterscheiden sich die Schätzer bezüglich
ursachenspezifischer Hazards und kumulativer Inzidenz.

• Im Ein-Risiko-Fall sind die ursachenspezifischen Hazard Ratios gleich den
Hazard Ratios nach Fine&Gray.

Kehren wir nun zurück zu unserem Ausgangsproblem, der Analyse eines Drei-
Stadien-Disability-Modells, dessen ersten beiden Transitionen als konkurrieren-
de Ereignisse aufgefasst werden können. In den letzten beiden Kapiteln wurden
dafür im wesentlichen zwei Methoden vorgeschlagen. Die Transition vom Pro-
gress bis zum Tod wurde während der letzten zwei Kapitel nicht berücksichtigt,
da hier kein konkurrierendes Risiko vorliegt. Es sei noch einmal erwähnt, dass
in diesem Falle die Schätzer der beiden Modelle identisch sind und wir somit auf
dem Stand des Cox-Markov-Multistate-Modells für die dritte Transition sind.

Das Kapitel 6 schloss mit einer weiteren Unklarheit: Wie lässt sich der Effekt
der Progression und der Zeit im gesunden Zustand auf die Mortalität schätzen?

Grundregel der Ereigniszeitanalyse ist doch, dass alle Kovariaten zum Base-
linezeitpunkt bekannt sein müssen. Die Markov-Annahme impliziert außerdem,
dass die Übergangswahrscheinlichkeiten zu jedem Zeitpunkt des Prozesses allein
von der Gegenwart abhängen, nicht von der Vergangenheit. Im folgenden Ka-
pitel 9 über Cox-Semi-Markov-Multistate-Modelle wird an genau dieser Stelle
wieder eingesetzt.
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9 Cox-Semi-Markov-Modelle

Die Cox-Semi-Markov-Modelle bezeichnen eine Modellklasse, bei der die Markov-
Bedingung teilweise aufgelöst ist in dem Sinne, als dass die Übergangswahr-
scheinlichkeiten und -intensitäten nicht mehr von der Zeit seit dem Beobach-
tungsbeginn abhängen, sondern von der Verweildauer im gegenwärtigen Zustand
sowie vom Kovariatenvektor Z.
Sehr treffend umschreibt die alternative Modellbezeichnung der Clock-Reset-
Models47 den Unterschied zum Markov-Modell, entsprechend Clock-Forward-
Model genannt: Mit dem Eintreten jedes Zustandes wird die Uhr wieder auf
Null gesetzt.
Es wird eine neue Baselinezeit definiert, so dass

αij = α(di, Z) (95)

mit
di := t− Ti (96)

gilt. Im Illness-Death-Modell ändert sich wegen d1 = t − T1 = t nur etwas für
die Transition 1→ 2,

α12 = α(d1, Z). (97)

Die Intensität für die Transition 1→ 2 ist damit nur noch von der Zeit seit dem
Eintritt des intermediären Ereignisses und dem Kovariatenvektor Z abhängig,
nicht mehr von der Zeit seit Beobachtungsbeginn.

Besonders sinnvoll sind die Clock-Reset-Modelle oftmals gerade bei Anwen-
dungsbeispielen mit der Zustandsstruktur eines Illness-Death-Modells, bei dem
die Dauer des Übergangs 0→ 1 prognostischer Faktor für die Dauer von 1→ 2
ist. In unserem speziellen Beispiel, der Prognose von Patientinnen mit Ovari-
alkarzinom, ist dies auch der Fall.

Der einzige Unterschied zwischen dem CSMM und dem CMM ist, dass beim
Cox-Semi-Markov-Modell für die Transition 1 → 2 eine andere Zeitvariable als
Baselinezeit zugrunde gelegt wird. Wir gehen davon aus, dass die Verweildauer
im gegenwärtigen, d.h. progressiven Zustand eher auf das Versterben wirkt als
die Zeit seit der Primäroperation. Die Transitionen 0 → 1 und 0 → 2 bleiben
dabei unbeeinflusst.

Klassischerweise versteht man unter den Cox-(Semi-)Markov-Modellen Modelle
bezüglich ursachenspezifischer Hazards. In Abwesenheit konkurrierender Risi-
ken lassen diese sich schließlich auch im Sinne von Inzidenzen interpretieren. In
unserem Fall soll jedoch die Konkurrenzsituation der ersten beiden Transitionen
berücksichtigt werden.
Ob wir zu diesem Zwecke für alle drei Prozesse ein Modell für ursachenspezifi-
sche Hazards oder für kumulative Inzidenzen berechnen, hat keine Auswirkung

47z.B. in [Pu07]
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auf die Schätzer für die Transition 1→2, da es hier kein konkurrierendes Ereignis
gibt. Folglich können wir dieselben Schätzer für die dritte Transition wahlweise
als ursachenspezifische Hazard Ratios oder auch als Relationen für kumulative
Inzidenzen interpretieren.

In den Abschnitten 9.1 und 10.4, in denen wir Schätzer aus dem Cox-Semi-
Markov-Modell und aus einer erweiterten Version dieses Modells herleiten, wer-
den daher nur Schätzer für die dritte Transition 1→2 angegeben. Da die frühe-
ren Transitionen davon unbeeinflusst bleiben, sind die Schätzer aus dem Cox-
Markov-Modell der ursachenspezifischen Hazard Ratios in den Tabellen 6 und
7 bzw. aus dem Fine&Gray-Modell in Tabelle 9 für die Effekte auf die Transi-
tionen 0→1 und 0→2 weiterhin gültig.

9.1 Lösung mit dem CSMM

In Tabelle 14 sind die Schätzer und Konfidenzintervalle für die Transition 1→2
nach dem Cox-Semi-Markov-Modell angegeben.

Kovariate exp(β̂) [95%-Konfidenzintervall] p

Alter 1,001 0,979 1,023 0,945
Tumorrest 1,417 0,869 2,312 0,163
FIGO 1,544 0,720 3,311 0,265
N=111; Ereignisse=74

Tabelle 14: Cox-Semi-Markov-Modell für die Transition 1 → 2. Baselinezeit ist
die Zeit seit dem Progress.

Im Vergleich zu den Schätzungen mit dem Cox-Markov-Modell in Tabelle 8
fallen keine großen Unterschiede auf, die Ergebnisse aus dem CMM werden be-
stätigt. Die Effektschätzer für den Tumorrest sowie für das Krankheitsstadium
FIGO sind etwas kleiner geworden, außerdem sind die Konfidenzintervalle etwas
breiter geworden. Auch die Abbildung 15 zeigt, dass sich die Modellanpassung
prinzipiell nicht wesentlich verändert hat. Lediglich die Skala hat sich verändert,
da wir nun nicht mehr die (lange) Zeit seit der Operation zugrunde legen, son-
dern uns in der (kürzeren) Zeit seit dem Progress ausdrücken.

Das Ziel, einen Schätzer für den Effekt des Zeitpunktes des intermediären Ereig-
nisses zu berechnen, haben wir noch nicht erreicht. Wir nehmen gerade an, dass
die Intensität α12 von der Verweildauer im tumorfreien Zustand (d0) abhängt.
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Abbildung 15: Beobachtete und erwartete kumulierte Hazards für die Transition
1→2, geschätzt mit dem CSMM

Die Markov-Annahme, dass der Prozess kein Gedächtnis hat, ist durch die Semi-
Markov-Annahme nur teilweise gelockert. Die Modellierung von α12(d0, d1, Z)
nach obigem Muster scheint weiterhin nicht erlaubt.

Im nächsten Kapitel wird gezeigt, wie und warum doch ein CSMM angepasst
werden darf, bei dem die Verweildauer im gesunden Zustand als prädiktiver
Faktor einbezogen wird.
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10 Über das CSMM hinaus

Die meisten Multistate-Modelle, die man in der Literatur findet, basieren auf
der Markov-Annahme. Diese Modelle sind sehr beliebt, da die Annahme die
Rechnungen und Schätzungen ein gutes Stück vereinfacht, ohne das Modell zu
sehr einzuschränken.

Im vorigen Kapitel über Cox-Markov-Modelle und Cox-Semi-Markov-Modelle
sind wir jedoch zu dem Schluss gekommen, dass es sich bei unserem Problem
um eine Situation handelt, in der die Markov-Annahme nicht erfüllt ist und
auch die Semi-Markov-Annahme führte nicht zu Ziel. Die Markov-Annahme

phj(s, t) = P (X(t) = j|X(s) = h)

besagt, dass der zukünftige Prozess nur von der Gegenwart abhängt, nicht von
der Vergangenheit vor s, Fs. Wir nehmen hingegen an, dass gerade Fs auf die
zukünftigen Übergangswahrscheinlichkeiten wirkt:

Ph,j(s, t) = P (X(t) = j|X(s) = h,Fs). (98)

Darüber hinaus wollen wir sogar Effekte für Faktoren schätzen, die in Fs ent-
halten sind. Das führt zu einer grundsätzlichen Frage:

Was ist denn unter unseren Annahmen eigentlich genau Fs?

10.1 Die Filtrierung Fs

Die Filtrierung Fs ist eine σ-Algebra, die alle Information zum Prozess für das
Intervall [0, s] enthält48. Die Information bis s umfasst einerseits die Transitio-
nen, die der Prozess bis s durchlaufen hat, inklusive der Übergangszeiten Tkl ≤ s
und Verweildauern dk, Tk < s, in den einzelnen Zuständen bis zu dem Zeitpunkt
s. Andererseits enthält die Filtrierung Fs natürlich auch Information über die
möglicherweise zeitabhängigen Kovariaten bis zum Zeitpunkt s.

Seien die zeitkonstanten Kovariaten durch den Vektor Z0 repräsentiert und die
zeitveränderlichen Kovariaten durch den Vektor Zt. Dann wird aus (98)

Ph,j(s, t) = P (X(t) = j|X(s) = h, Tkl, dk, Z0, Zt) , Tkl ≤ s bzw. Tk < s.
(99)

Da sich die Verweildauern in den Zuständen vor dem Zeitpunkt s berechnen
lassen als die Differenzen der Übergangszeiten, bzw. für die Verweildauer im

48siehe hierzu auch [Ho01]
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aktuellen Zustand als die Differenz der aktuellen Zeit t zur letzten Transitions-
zeit, ist die Bedingung der Verweildauer dk in (99) redundant. Es genügt, zu
schreiben

Ph,j(s, t) = P (X(t) = j|X(s) = h, Tkl, Z0, Zt) , Tkl ≤ s, (100)

dann gilt für die Intensitäten zum Zeitpunkt s ohne die Markovannahme

αhj = αhj(s, Tkl, Z0, Zt) Tkl ≤ s. (101)

10.2 Das Erweiterte Cox-Markov-Multistate-Modell im Illness-
Death-Kontext

Was bedeutet nun die Erweiterung wie in den Gleichungen (100) und (101) kon-
kret für die Analyse eines Illness-Death-Modells?

In einem Illness-Death-Modell mit drei Zuständen und den Transitionen 0→1,
0→2 und 1→2 hat die fehlende Markov-Annahme nur Auswirkungen auf die
Intensität α12.
Für die anderen Transitionen 0→1 und 0→2, die für das Verlassen des Aus-
gangszustandes stehen, besteht die Filtrierung Ft wegen d0 = t nur aus der
gegenwärtigen Zeit und dem gegenwärtigen Zustand (=0), sowie aus den zeit-
abhängigen und zeitunabhängigen Kovariaten:

α0j = α0j(t, Z0, Zt), j = 1, 2. (102)

Für die Transition 1→2 hingegen sind in Ft zudem die Verweildauern in den
Zuständen 0 und 1 bzw. die Übergangszeit T01 enthalten:

α12 = α12(t, d0, d1, Z0, Zt) (103)
= α12(t, T01, Z0, Zt), (104)

wegen d0 = T01, wenn der Prozess in t0 = 0 startet und d1 = t− T01.

Dieses Modell wird in der vorliegenden Arbeit als Erweitertes Cox-Markov-
Multistate-Modell (ECMM) bezeichnet. Einerseits ist die Markov-Voraussetzung
aufgelöst, da die Filtrierung Ft nicht mehr allein durch die Gegenwart Xt ge-
geben ist. Andererseits wird an der Markov-Idee festgehalten, dass außer den
berücksichtigten Kovariablen keine weiteren Faktoren aus der Prozessvergan-
genheit die zukünftigen Transitionen und Intensitäten beeinflussen.
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Mit (103)f. gleicht das Modell einem Cox-Markov-Multistate-Modell, bei dem
die Eintrittszeit in den Zustand 1 als Kovariable für die Transition 1→2 zu-
gelassen wird. Mit diesem Modell ist es nun möglich, die Verweildauer im ver-
gangenen Zustand als prädiktiven Faktor für zukünftige Transitionen zu nutzen.

Ungeklärt bleibt bisher jedoch die Entscheidung für eine Baselinezeit sowie der
Umgang mit zeitabhängigen Kovariaten. Sollte für die Transition 1→2 ein Clock-
Forward-Modell wie das CMM angepasst werden, oder sollte doch lieber die Ba-
selinezeit mit dem Eintritt in den Zustand 1 erst loslaufen, wie beim CSMM?

In den nächsten beiden Unterkapiteln wird zum einen die Frage nach der Refe-
renzzeit in einem Multistate-Modell und zum anderen die Behandlung zeitab-
hängiger Variablen erörtert.

10.3 Die Zeit

Eine wichtige Frage, die man sich stellen sollte, wenn man die Zustandsstruk-
tur des Problems festlegt, ist die Frage nach der Skala mit der die Ereigniszeit
gemessen werden sollte. Meistens kommen hierfür mehrere Zeitskalen in Frage,
deren Auswahl zu völlig unterschiedlichen Ergebnissen führen kann. Beispiele
für verschiedene Zeitskalen in vielen praktischen Anwendungen, wie auch für
unser Beispiel, sind etwa das Patientenalter, die Zeit seit dem Beobachtungsbe-
ginn, die Zeit seit der letzten Transition, oder aber auch die Kalenderzeit.
Ist das interessierende Ereignis beispielsweise der Tod eines Patienten, so steigen
die Hazards mit dem Alter oder der Zeit seit dem Einschluss, sinken jedoch mit
der Kalenderzeit.

Sind mehrere Zeitskalen von Interesse, so muss entschieden werden, welche Zeit
nun die Baselinezeit ist und welche Zeitskalen besser als Kovariaten in das Mo-
dell aufgenommen werden sollten. In klinischen Studien stellt meist der Studien-
beginn den Nullpunkt dar.
Ist der Studienbeginn z.B. der Beginn der Therapie oder der Beginn der Medi-
kamentengabe, lässt sich dieser Zeitpunkt auch interpretieren als die ’Geburt’
des Prozesses. Dementsprechend wird in epidemiologischen Studien häufig die
Geburt der Individuen als Nullpunkt betrachtet, womit das Alter zur zugrunde
liegenden Zeitskala wird49.
In Studien, bei denen der Betrachtungsgegenstand stark von der Kalenderzeit
abhängt, kann es auch sinnvoll sein, diese als Baseline-Zeitskala zugrunde zu
legen. [Co99] führen hierfür beispielhaft die Untersuchung der Inzidenz der HIV-
Infektion an, die in den Achtzigerjahren besonders stark variierte.

49siehe [Co99]
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Wir betrachten in dieser Arbeit einen Multistate-Prozess, wobei unser Hauptan-
liegen die Erforschung des Zusammenhangs der Verweildauern in den einzelnen
Stadien des Prozesses ist. Für unsere Zwecke ist es daher sinnvoll, ein Clock-
Reset-Modell anzupassen, d.h. für jeden einzelnen Prozess den Zeitpunkt der
letzten Transition als Nullpunkt zu wählen, bzw. für die erste Transition den
Beobachtungsbeginn.

Indem wir die anderen Zeitvariablen (Alter, Kalenderzeit, Zeit seit Einschluss)
als (zeitabhängige) Kovariaten in das Modell aufnehmen, lassen sich zudem Ef-
fekte dieser Zeiten und Verweildauern als Regressionskoeffizienten schätzen. Für
die Baselinezeit wird kein Effekt geschätzt, sondern eine Baselinehazardfunktion
angepasst.
Weitere, ausführlichere Ausführungen zur richtigen Behandlung der Zeit sind
zu lesen in den Arbeiten von D. Commenges und seinen Kollegen, [Co98] und
[Co99].

Kehren wir zurück zu unserem Anwendungsbeispiel. In unserem Illness-Death-
Modell mit den Übergangsintensitäten

α01 für einen Progress,
α02 für das tumorfreie Versterben, sowie
α12 für das Versterben nach einem vorherigen Progress,

und den Beobachtungszeiten T01, T02 und T12 kommt für die Übergänge 0→1
sowie 0→2 nur eine Baselinezeit in Frage, nämlich diejenige, die seit dem Beginn
der Studie, also seit der Primäroperation, vergangen ist, d.h. t, nach (102).

Für die Transition 1→ 2 gibt es zwei mögliche Baselinezeiten: die Zeit t seit dem
Beobachtungsbeginn, wie im Cox-Markov-Modell, oder die Zeit seit der letzten
Transition, d1 = t − T01, wie im Cox-Semi-Markov-Modell. Aufgrund obiger
Überlegungen wählen wir d1 als Baselinezeit und lassen d0 = T01 als Kovariate
zu. Wir nehmen also an, dass

α12 = α12(d1, d0, Z0, Zt) = α120 × g(d0Z0, Zt) (105)

gilt.
Wir nennen das Modell mit der Intensität wie in (105) Erweitertes Cox-
Semi-Markov-Modell oder ECSMM. Da wir von einem Clock-Reset-Modell
ausgehen und die Verweildauer in Zustand 0 zum Baselinezeitpunkt t0 = T01

bereits bekannt ist, können wir diese sogar als zeitunabhängig auffassen, was
unser spezielles Problem weiter vereinfacht.
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10.3.1 Zeitabhängige Kovariaten

Zeitabhängige Kovariaten sind solche Kovariaten, deren Werte sich im Laufe
des Prozesses ändern. Die mathematische Handhabe ist vielleicht einfacher als
das inhaltliche Verständnis und die richtige Interpretation solcher Effekte, für
die Modellierung vieler Situationen ist der korrekte Umgang jedoch unerlässlich.

Ein wichtiges Charakteristikum ist die Struktur der zeitabhängigen Kovariaten.
Kovariaten, die eine lineare Funktion der Zeit sind, wie das Alter der Patienten
in unserem Beispiel oder die Zeit seit dem Einschluss in die Studie, lassen sich,
wie im letzten Kapitel beschrieben, auch als alternative Zeitskalen interpretieren.
Im Kontext des semiparametrischen Cox-Regressionsmodell mit proportionalen
Hazards und einer nicht näher spezifizierten zeitabhängigen Baseline-Kovariate
lässt sich ein Modell mit solchen zeitabhängigen Kovariaten ganz leicht in eines
mit fixen Kovariaten transformieren:50

Untersuchen wir beispielsweise die altersabhängige Mortalität bei Patienten mit
einer bestimmten Krankheit, so wählen wir die Zeit seit dem Beginn der Studie
t als Baselinezeit, da wir für das Alter a einen Effekt schätzen wollen. Sei nun a0

das Patientenalter zu Beginn der Studie und entsprechend at = a0+t das Patien-
tenalter zum Zeitpunkt t. Ein Cox-Modell mit einer zeitabhängigen Kovariaten
wie at lässt sich wie in Gleichung (38) aus dem Abschnitt 3.4 zum Cox-Modell
mit zeitabhängigen Variablen spezifizieren und transformieren gemäß

α(t, at) = α0(t)× exp (βat)
= α0(t)× exp (β(a0 + t))
= α0(t)× exp (βa0) exp (βt)
= α′0(t)× exp (βa0).

Der Regressionskoeffizient β bleibt also gleich, wenn wir ein Modell mit zeitab-
hängigen Kovariaten, die sich stetig und linear zur Zeit t entwickeln, zu einem
Modell mit fixen Kovariaten transformieren. Lediglich die ohnehin nicht spezi-
fizierte Baseline-Hazardfunktion ändert sich.

Die Behandlung von Heavyside-Funktionen, also Kovariaten, die zu einem be-
stimmten Zeitpunkt ihren Wert von 0 auf 1 ändern, ist bereits in Abschnitt 3.4
ausführlich beschrieben. Auf Kovariaten, die in einer anderen Form von der Zeit
abhängen, wird in dieser Dissertation nicht näher eingegangen. Es sei verwiesen
auf die Arbeiten von Commenges, [Co98], [Co99].

Für unser Anwendungsbeispiel der Ovarialkarzinomspatientinnen ist somit ge-
klärt, welches die Baselinezeit ist, warum das Alter der Patientinnen als Kon-
stante eingeht, und in welcher Form die Verweildauer im vergangenen Zustand
berücksichtigt werden kann.

50vergleiche [Ho00].
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Die Ergebnisse des erweiterten Cox-Semi-Markov-Multistate-Modells für die
Transition 1→2 mit den konstanten Kovariaten Alter, Tumorrest, FIGO-Klassifikation
und schließlich der Zeit bis zum Progress, d0, sind im folgenden Abschnitt 10.4
aufgeführt und erläutert.

10.4 Lösung mit dem ECSMM

Das ECSMM erlaubt nun im Gegensatz zu den bisher untersuchten Modellen
die Berücksichtigung der Vergangenheit bei der Schätzung der Koeffizienten und
Übergangsintensitäten. Für unser Anwendungsbeispiel ist dies essentiell, da ge-
rade die Schätzung des Effekts der Verweildauer in Zustand 0 auf die Intensität
α12 eines der Hauptaugenmerke dieser Arbeit darstellt.

Wie bereits erwähnt wirkt sich diese weitgehende Auflockerung der Markov-
Annahme nur auf die Transition α12 aus, während die Intensitäten für die kon-
kurrierenden Risiken aus dem Ausgangszustand heraus immer noch der Markov-
Annahme genügen. Die Effektschätzer für diese Transitionen aus dem Cox-
Modell für ursachenspezifische Hazards in den Tabellen 6 und 7 bzw. aus dem
Fine&Gray-Modell in Tabelle 9 sind weiterhin gültig. Daher sind in Tabelle 15
wieder nur die geschätzten Hazard Ratios, p-Werte und Konfidenzintervalle für
die Transition 1→2 dargestellt.

Kovariate exp(β̂) [95%-Konfidenzintervall] p

Alter 1,003 0,981 1,025 0,784
Tumorrest 1,277 0,787 2,072 0,323
FIGO 1,446 0,675 3,097 0,343
T12 0,967 0,946 0,989 0,003
N=111; Ereignisse=74

Tabelle 15: Effektschätzer und Konfidenzintervalle für die Transition 1→ 2 nach
dem erweiterten Cox-Semi-Markov-Multistate-Modell

Man sieht deutlich, dass die Zeit im gesunden Zustand einen großen Einfluss auf
die Überlebenszeit der Patientinnen nach dem Progress hat. Die verbrachte Zeit
in Zustand 0 wirkt protektiv auf die Mortalität, d.h. je länger die Progression
auf sich warten lässt, desto unwahrscheinlicher ist der Tod in jedem Zeitpunkt
nach dem Progress. Die Schätzer widersprechen nicht der Proportionalitätsan-
nahme, wie der Schönfeldt-PH-Test zeigt (hier nicht aufgeführt, p=0,192 für den
globalen Test).
Die Effektschätzer wie auch die p-Werte der anderen Kovariaten sind gegenüber
den Ergebnissen in Tabelle 14 kaum verändert.
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Mit den Ergebnissen dieses Kapitels sind wir einem der Ziele dieser Arbeit ein
ganzes Stück näher gekommen. Wir haben einen Effektschätzer für die Verweil-
dauer im Ausgangszustand des Illness-Death-Modells gefunden, der den Einfluss
auf den weiteren Verlauf des Prozesses mitbestimmt. Für Interimsanalysen zum
Zeitpunkt T01 ist dies eine sehr nützliche Information, die einen signifikanten
Erklärungswert hat.

Mit Hilfe der Multistate-Modelle erlangen wir eine detaillierte Einsicht in die
einzelnen Teilprozesse. Hierfür ist jedoch an anderer Stelle ein Preis zu zah-
len: Durch die Aufteilung der Prozesse in Stadien und die Analyse einzelner
Transitionen wird die Anzahl der beobachteten Individuen und damit auch die
Fallzahl pro Prozess kleiner. Daraus folgt, dass die Konfidenzintervalle für die
geschätzten Effekte der Kovariaten größer werden.

Mit dem erweiterten CSMM können wir den Einfluss der progressionsfreien Zeit
auf die Überlebenswahrscheinlichkeit der Patientinnen mit Progress schätzen.
Den Einfluss des Progresses selbst auf alle Patientinnen, wie wir ihn beim Time-
Dependent-Cox-Modell geschätzt haben, konnten wir im erweiterten CSMM je-
doch nicht modellieren. Per K. Andersen und Nils Keiding [AK02] haben ein
Modell vorgeschlagen, bei dem durch weitere Restriktionen sowohl diese beiden
interessierenden Effekte des intermediären Ereignisses geschätzt werden können,
als auch die Genauigkeit aller Schätzer gesteigert werden kann.

Mit diesen zusätzlichen Modellannahmen ist es jedoch nicht mehr möglich, die
Konkurrenz der beiden Prozesse 0→1 und 0→2 im Sinne von Fine&Gray-Modell
zu berücksichtigen und als Ereigniswahrscheinlichkeiten zu interpretieren. Wir
beschränken uns bei der Berechnung und Interpretation auf ursachenspezifische
Hazards, was aufgrund der zusätzlichen Modellannahmen nur noch für die Tran-
sition 0→1 von Bedeutung ist.
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11 Steigerung der Effizienz durch weitere Mo-
dellannahmen

Die Idee der folgenden Variation des CSMM stammt von Andersen und Kei-
ding, die in ihrem Artikel [AK02] zur Auswertung der ’PROVA-Daten’ diese
geschickte Methode anwenden. Bei den ’PROVA-Daten’ handelt es sich um ei-
nem Datensatz von Leberzirrhose-Patienten in Dänemark, an dem der Einfluss
eines Medikaments auf die Haupt-Endpunkte ’Zeit bis Blutung’ und ’Zeit bis Tod
ohne Blutung’ untersucht werden sollte. In einem Illness-Death-Modell wurden
die Transitionen ’Tod ohne Blutung’ und ’Tod nach Blutung’ als proportional
angenommen.

11.1 Das Modell nach Andersen und Keiding

Eine Möglichkeit, die Effizienz der Todesprozesse 0→ 2 und 1→ 2 zu steigern,
besteht natürlich darin, die beiden Prozesse wieder zu einem einzigen Prozess
zusammenzufassen mit dem umfassenden Endpunkt ’Tod’. Der Progress würde
als intermediäres Ereignis mit einer zeitabhängigen Kovariaten im Modell be-
rücksichtigt. Ergebnis wäre ein Cox-Modell mit einer zeitabhängigen Kovariate
wie in Abschnitt 3.4. Dieses Modell ist zwar korrekt, jedoch müssen wir auf die
Vorzüge der Multistate-Modelle verzichten. Es werden keine spezifischen Effekte
für die jeweiligen Transitionen berechnet. Damit verlieren wir unter Umständen
die Einsicht in den Prozess darüber, welche Faktoren ursächlich für ein Verster-
ben vor bzw. nach dem intermediären Ereignis sind.

Die Idee von Andersen und Keiding [AK02] besteht nun darin, nur die Baseline-
hazards von 0→ 2 und 1→ 2 als identisch anzunehmen. Die Kovariateneffekte
müssen jedoch für die Transitionen nicht als identisch angenommen werden, sie
dürfen variieren. Inhaltlich macht dies durchaus Sinn, da beide Prozesse die Zeit
bis zum Tod modellieren. Die Effekte von Tumorrest und FIGO dagegen haben
vermutlich unterschiedliche Einflüsse auf die verschiedenen Transitionen. Es ist
anzunehmen, dass diese Parameter, die nach der primären Operation bestimmt
wurden, weniger Einfluss auf die Transition 1→ 2 haben. Der Alterseffekt kann
hingegen für alle drei Transitionen als identisch angenommen werden.

Mit der Proportionalitätsannahme wird zugleich das Problem der geringen Fall-
zahlen einzelner Ereignisse verbessert. Wir nehmen also an

α02 = α2,0(t) exp(β1′
Z1) (106)

α12 = eγα2,0(t) exp(β2′
Z2) (107)

α01 = α01,0(t) exp(β3′
Z3). (108)

Mit eγ ist der Faktor gemeint, um den sich die proportionalen Baselinehazards
α02 und α12 unterscheiden.
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Die Verwendung von β1, β2 und β3 sowie von Z1, Z2 und Z3 deutet an, dass
sowohl andere Einflussfaktoren für die verschiedenen Transitionen angenommen
werden können, als auch unterschiedliche Effekte.

Beim Beispiel der Ovarialkarzinomspatientinnen sind folgende Annahmen über
die Kovariateneffekte der drei Transitionen inhaltlich sinnvoll:

• Der Alterseffekt wird für alle drei Transitionen als identisch angenommen.

• Sowohl der Effekt der FIGO-Gruppe als auch der Effekt des Tumorrests
sind unterschiedlich für die Transitionen.

• Die zeitabhängige Variable ’Verweilzeit in Zustand 0’, Zt, hat nur Einfluss
auf die Transition 1 → 2. Für die anderen Transitionen ist der Effekt
entsprechend 0.

In der gängigen Statistiksoftware gibt es bisher kein Werkzeug für die Schätzung
der Kovariateneffekte nach diesem Muster, also mit proportionalen Hazardraten
und unterschiedlichen Effektschätzern für verschiedene Transitionen. Durch ge-
schickte Transformation51 und die Einführung spezieller Variablen ist trotzdem
eine Schätzung unter den obigen Annahmen mit der gängigen Statistiksoftware
möglich:

• Die Einführung einer Stratumsvariable unterscheidet Transitionen, deren
Effekte als proportional angenommen werden, von anderen Transitionen.
Im vorliegenden Beispiel haben also die Intensitäten α02 und α12 dasselbe
Stratum, während für die Intensität der Transition 0 → 1 ein anderer
Stratumswert gilt.

• Eine Dummyvariable γ trennt die Intensitäten innerhalb einer Stratums-
gruppe. In diesem Beispiel ist γ eine zeitabhängige Variable, die von Null
auf Eins springt, sobald das intermediäre Ereignis, der Progress, eingetre-
ten ist.

• Die Einführung sog. typspezifischer Kovariaten52 erlaubt die Modellie-
rung unterschiedlicher Effekte für unterschiedliche Transitionen. Hat eine
Variable, beispielsweise der Tumorrest (Z1), unterschiedliche Effekte auf
α01, α02 und α12 so werden aus Z1 drei neue typspezifische Kovariaten
gebildet gemäß

Z1
1 = Z1, Z2

1 = 0, Z3
1 = 0 für 0→ 1

Z1
1 = 0, Z2

1 = Z1, Z3
1 = 0 für 0→ 2

Z1
1 = 0, Z2

1 = 0, Z3
1 = Z1 für 1→ 2.

51vgl. [AK02]
52nach [AK02]
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• Die Verweildauer im gesunden Zustand, T01, geht ebenfalls in das Modell
ein. Sie hat jedoch nur einen Effekt auf α12. Die anderen Intensitäten sind
nicht von T01 abhängig und daher ist hier Zt = 0 ∀t.

Die Ergebnisse der Schätzung nach dem Andersen-Keiding-Modell sind in Ta-
belle 16 für alle drei Transitionen zusammengefasst.

Kovariate exp(β̂) [95%-Konfidenzintervall] p

Transition 0→ 1
Alter 1,000 0,986 1,013 0,970
Tumorrest 1,616 1,088 2,401 0,017
FIGO 3,217 1,739 5,950 <0,001

Transition 0→ 2
Alter 1,000 0,986 1,013 0,970
Tumorrest 1,510 0,587 3,883 0,393
FIGO 3,606 0,734 16,590 0,100

Transition 1→ 2
Alter 1,000 0,986 1,013 0,970
Tumorrest 1,241 0,771 1,998 0,373
FIGO 1,575 0,734 3,377 0,243

Progress 52,074 10,047 269,906 <0,001
T01 0,972 0,945 0,999 0,048
0→ 1: N=215, Ereignisse=111, 0→ 2 und 1→ 2: N=215, Ereignisse=93;

Tabelle 16: Erweitertes Cox-Semi-Markov-Modell nach Andersen und Keiding.

Aus den Ergebnissen des Andersen-Keiding-Modells kann man folglich schließen,
dass Patientinnen, bei denen der Progress bereits eingetreten ist, im Mittel das
52-fache Sterberisiko haben im Vergleich zu Patientinnen, die zur selben Zeit
progressionsfrei sind, adjustiert für Alter, FIGO und Tumorrest. Zudem hat für
die Patientinnen mit Progress die Dauer des progressionsfreien Intervalls einen
prognostischen Effekt: Die Länge des progressionsfreien Intervalls wirkt protek-
tiv, d.h. je länger die Progressionsfreiheit andauert, desto unwahrscheinlicher ist
der Tod in jedem Moment nach dem Progress.

Die übrigen betrachteten Faktoren haben nur starke signifikante Effekte auf
die Progressionswahrscheinlichkeit. Patientinnen mit Tumorrest nach der Ope-
ration und Patientinnen mit erhöhter FIGO-Gruppierung sind prädestiniert für
das Erleiden eines Progresses und haben in dieser Folge dann eine geminderte
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Überlebenswahrscheinlichkeit.

Nach Auftreten des Progresses nimmt die Bedeutung der FIGO-Gruppierung
und des Tumorrests für die Überlebenswahrscheinlichkeit der Patientinnen ab.
Der Punktschätzer für FIGO ist mehr als halbiert und auch das Hazard Ratio
für den Tumorrest wird kleiner geschätzt. Die Effekte sind nun weit von der
Signifikanzgrenze entfernt.
Es darf jedoch auch nicht außer Acht gelassen werden, dass die Ereignisse im
Prozess 0→2 sehr selten sind und daher die Schätzer ungenau sind. Die Kon-
fidenzintervalle bezüglich dieser Transition werden durch die zusätzlichen Mo-
dellannahmen jedoch kleiner geschätzt als in den vorigen Modellen.

Vergleicht man die geschätzten ursachenspezifischen Hazard Ratios und die ent-
sprechenden Konfidenzintervalle in Tabelle 16 mit den Schätzern und Konfiden-
zintervallen aus

• dem Cox-Markov-Modell in den Tabellen 6 und 7,

• dem TDCM in Tabelle 5 und

• dem Erweiterten Cox-Semi-Markov-Modell in Tabelle 15,

so gelangt man zu folgenden Schlüssen:

1. Für die konkurrierenden Transitionen 0→ 1 und 0→ 2:
Die Schätzer der ursachenspezifischen Hazard Ratios bestätigen die Er-
gebnisse des CMM in Tabelle 6. Die Konfidenzintervalle des Andersen-
Keiding-Modells in Tabelle 16 sind für die Transition 0→ 1 fast identisch
mit denen des Cox-Markov-Multistate-Modells. Für die Transition 0 → 2
sind die Konfidenzintervalle kleiner geworden.

2. Für die Transition 1→ 2:
Auch hier unterschieden sich die Schätzer der Effekte von Alter, Tumor-
rest, FIGO-Klassifikation und Verweilzeit im gesunden Zustand kaum von
den Ergebnissen des Erweiterten CSMM in Tabelle 15.

3. Im Vergleich zum Cox-Modell mit dem Progress als zeitabhängiger Varia-
blen in Tabelle 5 ist der Progressionseffekt noch dreimal größer geworden
(im TDCM in Tabelle 5 wurde das Hazard Ratio der Progressvariablen
auf etwa 16 geschätzt). Darüber hinaus wird ein zusätzlicher Effekt mit
diesem Modell geschätzt. Das intermediäre Ereignis ist im doppelten Sin-
ne zeitabhängig. Nicht nur die Variable selbst ändert sich mit der Zeit,
sondern auch der Effekt, den dieses Ereignis auf die Mortalität hat. Umso
mehr gilt für den Progress: Je früher, desto schlechter die Überlebenspro-
gnose.
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Die Schätzer der verschiedenen Modelle für die Transition 1→2 sind außerdem in
Abbildung 11.1 dargestellt. Man beachte jedoch, dass für das Cox-Modell und
das TDCM eine andere Stichprobe betrachtet wird. Während für diese Stan-
dardmodelle das gesamte Patientenkollektiv eingeht, basieren die Schätzer aus
den Cox-Modellen auf der Kohorte der Patientinnen mit Progress.

Mit dem Erweiterten Cox-Semi-Markov-Multistate-Modell nach Andersen und
Keiding lässt sich das Illness-Death-Modell zum Krankheitsverlauf des Ovari-
alkarzinoms in unserem Beispiel zielgenau analysieren. Wir haben sowohl plau-
sible Effekte der Kovariablen als auch einen Effekt für das Auftreten des inter-
mediären Ereignisses und einen weiteren Effekt für die Zeit des intermediären
Ereignisses schätzen können. Die beiden Letztgenannten wurden im Beispiel
sogar als signifikant zum 5%-Niveau geschätzt. Dieses Modell scheint bei Rich-
tigkeit der Modellannahmen besonders gut geeignet, um die Sterbeintensitäten
zu modellieren. Die Annahme der proportionalen Baselinehazards zeigt diesbe-
züglich Wirkung.
Ist die unbedingte Wahrscheinlichkeit des intermediären Ereignisses der Pro-
gression das Hauptinteresse, so ist jedoch das Fine&Gray-Modell zu empfehlen,
da es die Wahrscheinlichkeit progressionsfrei zu versterben als konkurrierendes
Risiko berücksichtigt.
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12 Zusammenfassung - Diskussion - Ausblick

Motivation dieser Arbeit war es, ein optimales Modell zu bestimmen, mit dem
man das Fortschreiten einer Krebserkrankung in drei Stadien modellieren sowie
den prognostischen Wert eines Tumorprogresses auf die Überlebenswahrschein-
lichkeit von Krebspatienten quantifizieren kann. Der statistische Anspruch dar-
über hinaus bestand darin, nicht nur dieses eine spezielle Problem zu lösen,
sondern nach einem Modell zu suchen, mit dem allgemein Probleme ähnlicher
Struktur lösbar seien.
Gesucht wurde also ein statistisches Modell, bzw. statistische Modelle, die

• den Einfluss eines fakultativen intermediären Ereignisses auf ein späteres
Ereignis,

• den Zeitpunkt dieses intermediären Ereignisses als Einflussgröße,

• die Konkurrenzsituation gleichzeitig ablaufender Prozesse, sowie

• die Unterschiedlichkeit von Subprozessen

statistisch korrekt berücksichtigen und interpretierbare Ergebnisse liefern.

Der erste Schritt besteht nun darin festzulegen, was genau ”Probleme ähnli-
cher Struktur“ sind:
Die inhaltlich sehr komplexen Prozesse einer Krebserkrankung wird vergröbert
zusammengefasst zu einem Modell mit nur drei Zuständen und den drei wichtigs-
ten Faktoren, die das Voranschreiten der Krankheit beeinflussen. Dieses verein-
fachte Modell, das Illness-Death-Modell, ist in seiner Struktur aufs Wesentliche
beschränkt und in der Breite anwendbar. Soziologische, wirtschaftswissenschaft-
liche oder technische Prozesse lassen sich ebenso mit dem Illness-Death-Modell
modellieren, wie das medizinische Beispiel der Krebserkrankung. Im Verlauf der
Arbeit wurde nun nach einem statistischen Modell gesucht, welches die Zusam-
menhänge der Subprozesse bestmöglich analysiert und die obigen Besonderhei-
ten berücksichtigt.
Um sich diesem Ziel systematisch zu nähern,wurden nacheinander Modelle an-
gepasst und bezüglich Interpretierbarkeit hinsichtlich der Fragestellung mitein-
ander verglichen.

Das erste in dieser Arbeit angewandte Modell ist das Proportional-Hazards-
Modell nach Cox in Kapitel 3. Mit diesem Standard-Regressionsmodell für Über-
lebenszeiten sind proportionale Effekte der Baseline-Kovariaten auf einen Pro-
zess mit einem Endpunkt schätzbar. Obwohl die Ergebnisse aus dem Modell uns
einen guten ersten Einblick in die Daten gewähren, sind wir von der Beantwor-
tung unserer Fragestellungen weit entfernt: Ein Zusammenhang zwischen den
beiden Endpunkten, Progression und Tod, lässt sich nicht herstellen.

Erst das erweiterte Cox-Modell in Abschnitt 3.4, bei dem der Progress bzw. das
intermediäre Ereignis als zeitabhängige Kovariate in das Modell eingeht, stellt
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diesen Zusammenhang her. Neben den Baselinevariablen können wir einen Pro-
gressionseffekt auf das Gesamtüberleben schätzen.
Für unsere Fragestellung ist das erweiterte Cox-Modell jedoch noch nicht be-
friedigend, da einerseits Zusammenhänge der Baselinevariablen mit dem inter-
mediären Ereignis unberücksichtigt bleiben. Außerdem wird zwar ein Effekt für
das Auftreten des intermediären Ereignisses geschätzt, nicht jedoch für den Zeit-
punkt des Auftretens. Mit dem optimalen Modell soll jedoch die Hypothese zu
testen sein, dass ein früher Progress die Mortalität erhöht, verglichen mit einem
späteren Progress.

Die Multistate-Modelle im Kapitel 4 eröffnen eine neue Sicht der Dinge. Der
Prozess wird in drei Subprozesse unterteilt, wobei Kovariateneffekte auf jede
der drei Transitionen zu schätzen sind.
Mit den Multistate-Modellen gewinnt man eine detailliertere Einsicht in die Zu-
sammenhänge des Prozesses, als es mit dem erweiterten und auch dem Standard-
Cox-Modell möglich wäre. Andererseits verliert man wieder die Einsicht dar-
über, welchen Effekt das intermediäre Ereignis auf das absorbierende Ereignis
hat. Sowohl das Markov-Multistate-Modell, bei dem die ursprüngliche Zeitska-
la beibehalten wird, als auch das Semi-Markov-Multistate-Modell, bei dem die
Zeit in jedem Stadium auf Null zurückgedreht wird, lösen das Problem nicht, da
die Subprozesse nicht zueinander in Beziehung gesetzt werden sondern separat
analysiert werden.

Bis hierhin wurde außerdem auf die Konkurrenz der beiden Subprozesse aus
dem initialen Stadium heraus nicht eingegangen. In den Kapiteln 7 und 8 dieser
Arbeit werden zwei grundsätzlich verschiedene Modellklassen für konkurrieren-
de Risiken beschrieben und angewendet.
Modelle, bei denen konkurrierende Ereignisse als Zensierungen behandelt wer-
den, heißen ursachenspezifische Hazardmodelle. Die geschätzten Hazard Rations
beziehen sich jeweils auf das stetige Risiko des speziellen Ereignisses. Ursachen-
spezifische Hazardmodelle zur Analyse konkurrierender Risiken sollten angewen-
det werden, wenn man sich für die bedingte Wahrscheinlichkeit der einzelnen
spezifischen Ereignisse interessiert. Im Beispiel lässt sich etwa das stetige Risiko
eines Progresses quantifizieren.
Das Modell von Fine und Gray, welches sich auf die kumulativen Inzidenzen
bezieht, sollte hingegen angewendet werden, wenn es um die absoluten Wahr-
scheinlichkeiten der einzelnen Ereignisse in einem bestimmten Zeitintervall geht.
Auf das Beispiel bezogen repräsentiert dieses Modell die Sicht von außen auf den
Prozess, wie ihn beispielsweise Ärzte und Krankenkassen haben. Wieviele Pro-
gresse gibt es tatsächlich, wenn man die frühzeitig Versterbenden bedenkt? Das
Modell bezüglich ursachenspezifischer Hazards repräsentiert dagegen die Sicht
des Patienten, der sich im Prozess befindet. Wie ist jetzt mein Risiko für das
eine, spezielle Ereignis?

Für unsere Fragestellung sind beide Sichtweisen interessant, da sie das Pro-
blem aus unterschiedlichen Perspektiven beleuchten und in ihrer Aussage alles
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andere als redundant sind. Je weniger sich die konkurrierenden Prozesse gegen-
seitig beeinflussen, desto ähnlicher sind sich die Schätzer der beiden vorgestellten
Modelle. Beeinflussen sich die Prozesse jedoch stark, so wie bei dem Arbeitslo-
senbeispiel, so sind die Schätzer nach Fine und Gray wesentlich kleiner als die
Schätzer bzgl. ursachenspezifischer Hazards.

Weiterhin offen ist die Frage, wie sich der Effekt des intermediären Ereignis-
ses auf das nachfolgende Ereignis schätzen lässt. In Kapitel 10 ist beschrieben,
wie sich das Cox-Semi-Markov-Multistate-Modell erweitern lässt, um den zeit-
lichen Aspekt der Progression als Kovariate aufzunehmen. Bei diesem Modell
wird die Zeit seit dem Progress als Baselinezeit zugrunde gelegt und für die
Untergruppe der Patientinnen mit Progress eine Kovariate für die Zeit bis zum
Progress eingeführt. Der Schätzer gibt an, um welchen Faktor sich die Mortali-
tät der Patientinnen mit Progress mit jedem progressionsfreien Monat ändert.
Bei diesem Modell werden also frühe mit späten Progressionen verglichen, nicht
jedoch das intermediäre Ereignis an sich, das ja nur bei einigen Patientinnen
beobachtet wird.

Die Lösung dieser Frage findet sich schließlich mit dem Modell nach Andersen
und Keiding in Kapitel 11. Durch zusätzliche Restriktionen werden die Sub-
prozesse, die bei den vorigen Multistate-Modellen separat analysiert werden,
miteinander verwoben. Indem die Baselinehazards der beiden Sterbeprozesse
als proportional angenommen werden und der Progress als zeitabhängige Va-
riable die beiden Transitionen trennt, lässt sich der Effekt des intermediären
Ereignisses schätzen. Vermutet man identische Effekte einer Kovariablen auf die
verschiedenen Transitionen, lässt sich dies außerdem modellieren. Mit solchen
Annahmen wird zudem die Effizienz des Modells gegenüber dem (Semi-)Markov-
Multistate-Modell gesteigert.

In der Abbildung 16 sieht man den Versuch der Autorin, die angewendeten Mo-
delle zueinander ins Verhältnis zu setzen. Wie Bauklötze bauen einige Methoden
aufeinander auf oder existieren nebeneinander mit unterschiedlicher Intention.
Grundlage aller in dieser Arbeit angewendeten Modelle ist das Regressionsmo-
dell nach Cox. Das TDCM erlaubt darüber hinaus die Berücksichtigung einer
zeitabhängigen Kovariate und liefert hierfür einen Effektschätzer. Das Konzept
der Multistate-Modelle daneben folgt dem Prinzip, den komplexen Prozess in
Stadien und Transitionen einzuteilen und Subprozesse zu betrachten. Für den
Fall konkurrierender Subprozesse entwickelten Fine und Gray ein Modell, mit
dem sich absolute Ereigniswahrscheinlichkeiten konkurrierender Prozesse quan-
tifizieren lassen. Dieses Modell folgt der Markov-Annahme. Für Prozesse, die
der Semi-Markov-Annahme genügen, sind das CSMM und das ECSMM sinn-
volle Erweiterungen des Cox-Markov-Multistate-Modells. Das Modell nach An-
dersen und Keiding verbindet schließlich Elemente der Multistate-Modelle und
des Cox-Modells mit zeitabhängigen Kovariaten.
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Abbildung 16: Hierarchische Zusammenhänge der in dieser Arbeit angewendeten
Modelle

Mit dem Modell nach Andersen und Keiding lassen sich die Fragen, welche diese
Arbeit motiviert haben, beantworten. Für dieses spezielle Beispiel der Krebser-
krankung haben wir ein Modell angepasst, dessen Restriktionen inhaltlich lo-
gisch zu den Gegebenheiten des Beispiels passen und mit dem die gewünschten
Effekte schätzbar sind. Das Andersen-Keiding Modell ist trotzdem nicht als
generelle Universallösung für alle Illness-Death-Modelle zu verstehen. Das in-
haltliche Verständnis des Problems ist entscheidend für die Modellanpassung,
welche auf spezifischen Annahmen beruht. Für ein anderes Beispiel könnte es
logischer sein, ein Clock-Forward-Modell, basierend auf der Markov-Annahme,
anzupassen. Auch die Annahme proportionaler Baselinehazards zweier Subpro-
zesse oder identische Effekte einer Kovariablen auf mehrere Teilprozesse basiert
auf der inhaltlichen Überlegung und muss nicht in jeder Situation richtig sein.

Als Fazit lässt sich zusammenfassen, dass die Multistate-Modelle ein sehr fle-
xibles Werkzeug zur detaillierten Analyse komplexer Ereignisdaten sind. Für das
Ovarialkarzinomsbeispiel hat sich das Modell nach Andersen und Keiding mit
den gemachten Annahmen als das Modell erwiesen, welches eine Interpretation
in dem Sinne zulässt, dass die gestellten Fragen beantwortet werden können.
Die Flexibilität erfordert ihrerseits jedoch die Festlegung von Modellannahmen
für jede einzelne Anwendung. Zuerst muss die Zustandsstruktur festgelegt wer-
den, die wiedergibt, wie die Transitionen und Stadien zueinander stehen. Weitere
Annahmen betreffen beispielsweise die zugrunde liegenden Baselinezeiten oder
die Wahl der Kovariablen für einzelne Transitionen. Die Baselinehazards zweier
Transitionen können als proportional angenommen werden und Kovariatenef-
fekte als identisch oder different für verschiedene Transitionen.

Je mehr Annahmen wir treffen, desto zielgenauer lassen sich Effekte schätzen.
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Andererseits gehen wir davon aus, dass alle gemachten Annahmen auch richtig
sind, d.h. je mehr Annahmen wir machen, desto größer ist die Gefahr, dass das
angepasste Modell falsch ist. Die Modellwahl und die gemachten Annahmen ori-
entieren sich an rein inhaltlichen Gegebenheiten.

In dieser Arbeit wurden keine Tests der Modellanpassung durchgeführt, da die
Voraussetzungen für die üblichen Tests zum Vergleich des Modellfits hier nicht
gegeben sind. Die üblichen Fit-Tests, wie der Likelihood-Ratio-Test, vergleichen
genestete Modelle miteinander. Die hier angepassten Modelle sind jedoch kei-
ne Erweiterungen voneinander sondern basieren eben auf unterschiedlichen An-
nahmen hinsichtlich der inhaltlichen Struktur. Die Richtigkeit dieser Annahmen
lässt sich mit den üblichen Fit-Tests nicht überprüfen, so dass wir die Anpas-
sung der verschiedenen Modelle nicht statistisch vergleichen können.

Die Entwicklung eines geeigneten Tests zur Modellanpassung könnte ein mög-
licher Ausblick in die weitere Forschung zur Verbesserung der Modellierungs-
möglichkeiten sein, um Illness-Death-Modelle und darüber hinaus allgemeine
Multistate-Modelle noch zielgenauer analysieren zu können.
Neben den Tücken, die die Komplexität der Modelle mit sich bringt, könnte die
verhältnismäßig geringe Verbreitung von Multistate-Modellen in der Anwen-
dung noch eine andere Ursache haben: In der gängigen Statistiksoftware (SPSS,
SAS, Stata) gibt es (bisher) wenige kompakte Tools, mit denen sich Multistate-
Modelle bequem anpassen lassen. Im Statistikprogramm R sind hingegen die
meisten Multistate-Modelle und insbesondere die Modelle für konkurrierende
Ereignisse implementiert. Durch geschickte Transformation des Prozesses in ein-
zelne Transitionen und die Einführung von Dummy- und Stratifizierungsvaria-
blen ist es außerdem möglich, Multistate-Modelle wie das Illness-Death-Modell
mit verschiedenen Modellannahmen in jeder gängigen Statistiksoftware umzu-
setzen. Im Anhang sind dazu die Programmcodes der in der Arbeit berichteten
Ergebnisse in Stata und R aufgeführt.

Der hier analysierte Datensatz der Ovarialkarzinomspatientinnen ist nur ei-
ne von vielen Anwendungsmöglichkeiten komplexer Multistate-Modelle. Ebenso
gut kann man diese Modelle aber auch in anderen Disziplinen einsetzen: Im
Kapitel über konkurrierende Ereignisse wurde ein weiteres Beispiel angeführt,
bei dem die Beendigung der Arbeitslosigkeit aus verschiedenen Gründen Gegen-
stand der Untersuchung war. Die Unterscheidung der konkurrierenden Ereignisse
ist in Sozialstudien zu diesem Thema bereits gängige Praxis53. Als bankwirt-
schaftliche Anwendung scheint die Analyse von Kreditrisiken mit Multistate-
Modellen sinnvoll. Die verbreitete Methode zur Bewertung von Kreditrisiken
ist zur Zeit die Anpassung logistischer Regressionsmodelle. Stepanova et al. 54

etablieren zudem die Modellierung der Kreditrisiken mittels ereigniszeitanalyti-
53siehe [Bl07].
54[ST01], [ST02]
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schen Modellen55.

Der analysierte Datensatz der Ovarialkarzinomspatientinnen wurde erhoben im
Universitätsklinikum Hamburg-Eppendorf im Rahmen einer medizinischen Dok-
torarbeit zur prognostischen Relevanz bestimmter Tumormarker.
Um die in dieser Arbeit geschilderten statistischen Methoden zu präsentieren
wurden diejenigen Patientinnen ausgewählt, die ihre erste primäre tumorent-
fernende Operation im Klinikum hatten und außerdem keiner neoadjuvanten
Therapie unterzogen wurden. Als Stadien des Multistate-Prozesses wurden die
beiden Ereignisse ’erster Progress’ und ’Tod’ ausgewählt. Die drei markantesten
Einflussgrößen Tumorrest, Alter und FIGO-Stadium blieben als Kovariaten im
Modell. Um detailliertere Erkenntnisse über den Krankheitsverlauf des Ovari-
alkarzinoms zu gewinnen, wäre eine differenziertere Analyse unter Berücksich-
tigung weiterer Einflussgrößen und evtl. weiterer Progresse nötig gewesen. Ak-
tuelle Forschungsergebnisse zum Krankheitsverlauf des Ovarialkarzinoms sind
zum Beispiel zu finden in [MA08].

55Siehe außerdem [Ba99], [TH01], [An06].
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13 Anhang

In diesem Kapitel wird die Umsetzung der in dieser Arbeit beschriebenen Mo-
delle in den Statistikprogrammen Stata und R gezeigt. Darüber hinaus werden
wichtige Konzepte der Datenstruktur erläutert. Es ist klar, dass besonders für
die einfacheren Modelle viele Wege zum Ziel führen. Daher sind die hier aufge-
zeigten Schritte lediglich als Vorschläge zur Problemlösung zu verstehen, nicht
als Exklusivlösungen.

A Ein Endpunkt

A.1 Das Cox-Modell, Abschnitt 3.3

Der Vollständigkeit halber beginnen wir mit dem Standard-Cox-Modell und sei-
nem Code in Stata. Der betrachtete Datensatz hat mindestens sechs Spalten:
id steht für das Individuum, Surv14 ist hier die Abkürzung die Zeitvariable,
event steht für das Ereignis. Die Kovariaten werden durch figo, alter und
rtum repräsentiert.

stset Surv14, failure(event==1) scale(1) id(id)
xi:stcox i.figo alter i.rtum

A.2 Das Cox-Modell mit einem intermediären Ereignis als
zeitabhängiger Variablen, Abschnitt 3.5

Beim Cox-Modell mit zeitabhängigen Variablen wird der Datensatz umstruk-
turiert in ein längeres Format: Individuen ohne intermediäres Ereignis sind mit
einer Zeile repräsentiert, mit dem Ereignis Tod(ja/nein) als Endpunkt sowie der
Survivalzeit t. Individuen mit intermediärem Ereignis sind hingegen mit zwei
Zeilen in der Tabelle vertreten. Die erste Zeile steht für den Prozess der Pro-
gression, d.h. Endpunkt ist die Variable Progress(ja/nein), Ereigniszeit ist die
Zeit t bis zum Progress. Die zweite Zeile gibt den Sterbeprozess nach der Pro-
gression wieder, Ereigniszeit ist nun (t − T01), also die Zeit zwischen Progress
und letzter Beobachtung.
In Tabelle 17 ist dieses sog. ”lange“ Format beispielhaft für einige Ovarialkarzi-
nomspatientinnen aus dem Beispieldatensatz dargestellt.

Der Stata-Befehlscode für die Splittung des Datensatzes und für das Time-
Dependent-Cox-Modell sieht wie folgt aus:

. stsplit time, at(0) after(time=rez12)
order id t0 t tod rez time figo rtum alter
recode T01 (0=1) (-1=0)
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id t0 t tod progress time figo rtum alter
66 0 8.28 0 1 0 0 0 49.55
66 8.28 15.24 1 1 1 0 0 49.55
67 0 72.41 0 0 0 1 0 68.68
68 0 13.14 0 1 0 0 1 73.39
68 13.14 16.66 1 1 1 0 1 73.39
69 0 68.53 0 0 0 0 0 36.11

Tabelle 17: Langes Format zur Berechnung eines Cox-Modells mit zeitabhängi-
gen Variablen

stset surv14, failure(tod==1) scale(1) id(id)
stcox figo alter rtum time

B Multistate-Modelle

B.1 Ein dreizeiliges Design

Für die Multistate-Modelle, bei denen Schätzer für die drei Transitionen berech-
net werden sollen ist es sinnvoll, für diejenigen Individuen, die einen Prozess
erleiden, eine weitere Zeile hinzuzufügen, so dass es für jeden einzelnen Pro-
zess eine Zeile gibt. Die Transitionen werden dabei durch eine Variable Trans
getrennt. Die Prozesse eines Individuums werden über die id-Variable mitein-
ander verbunden. Die beiden Ereignisse ’Tod’ und ’Progress’ werden außerdem
zu einer Variablen ’Event’ zusammengefasst:

id start stop event trans1 figo rtum alter
66 0 8.28 1 0 0 0 49.55
66 0 8.28 0 1 0 0 49.55
66 8.28 15.24 1 2 0 0 49.55
67 0 72.41 0 1 1 0 68.68
67 0 72.41 0 0 1 0 68.68
68 0 13.14 1 0 0 1 73.39
68 0 13.14 0 1 0 1 73.39
68 13.14 16.66 1 2 0 1 73.39
69 0 68.53 0 0 0 0 36.11
69 0 68.53 0 1 0 0 36.11

Tabelle 18: Drei-Zeilen-Design zur Berechnung der Multistate-Modelle in Stata

Mit dem nachfolgenden Befehlscode wird in Stata eine zusätzliche Zeile für die
dritte Transition erzeugt, falls das jeweilige Individuum einen Progress hatte:
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expandcl 2, generate(newid) cluster(id), if (time==0)
generate float mod_newid = mod(newid,2) if time==1
drop if mod_newid==1

drop mod_newid
generate float mod_newid = mod(newid,2) if time==0
generate trans1 = mod_newid
mvencode trans1, mv(3)
recode trans1 (3=2)
generate event=tod
replace event=rez if trans1==0
order id _t0 _t time trans1 figo rtum alter
tabulate trans1 event

generate start=_t0
generate stop=_t

B.2 Einzelne Multistate Modelle

Mit dem dreizeiligen Design lassen sich die verschiedenen Multistate-Modelle
mit einem sehr einfachen Befehlscode berechnen:

*****clock forward (CMM)******
stset stop, failure(event==1) scale(1)
by trans1, sort : stcox alter figo rtum

*****clock reset (CSMM)******
stset stop, failure(event==1) origin(time start) scale(1)
by trans1, sort : stcox alter figo rtum

*****clock reset mit Verweildauereffekt (ECSMM)*****
stset stop, failure(event==1) origin(time start) scale(1)
by trans1, sort : stcox alter figo rtum start

Es gibt bereits Softwarelösungen in R, mit denen sich Übergangsintensitäten
bestimmter Multistate-Modelle schätzen lassen. Zu nennen sind hier besonders
die Pakete ChangeLOS56 und msm57.

56[BS08]
57[Me06]
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B.3 Das Andersen-Keiding-Modell, Abschnitt 11.1

Um weitere Modellannahmen wie beispielsweise proportionale Baselinehazards
von Transitionen oder identische Effekte einiger Kovariaten auf mehrere Transi-
tionen umzusetzen, lassen sich Hilfsvariablen definieren. Für unser Beispiel neh-
men wir die Baselinehazards der Todesintensitäten α02 und α12 als proportional
an. Um diese beiden vom Baselinehazard der Progressionsintensität abzugren-
zen schlagen Andersen und Keiding vor, eine Stratumsvariable einzuführen:

gen strata=trans1
replace strata = 1 if trans1!=0

Eine Dummyvariable trennt außerdem die beiden Todesintensitäten:

gen dummy=trans1
replace dummy=0 if trans1<2
replace dummy =1 if trans1==2

Die übrigen Kovariaten werden umkodiert in genau so viele neue Variablen, wie
es unterschiedliche Effekte auf alle Transitionen gibt. In unserem Fall werden
für den Tumorrest unterschiedliche Effekte auf alle drei Transitionen angenom-
men. Es werden drei neue Variablen rtum0, rtum1, rtum2 gebildet, welche für
die jeweilige Transition den Tumorrest indizieren, und sonst Null sind:

gen rtum0=rtum
replace rtum0 = 0 if trans1!=0
gen rtum1=rtum
replace rtum1 = 0 if trans1!=1
gen rtum2=rtum
replace rtum2 = 0 if trans1!=2

Analog bilden wir drei neue Variablen für die FIGO-Klassifikation, die eben-
so unterschiedliche Auswirkungen auf die drei Transitionen haben kann:

gen figo0=figo
replace figo0 = 0 if trans1!=0
gen figo11=figo
replace figo11 = 0 if trans1!=1
gen figo22=figo
replace figo22 = 0 if trans1!=2

Lediglich das Alter hat den selben Effekt auf alle drei Transitionen. Um für
das Alter alle möglichen Transitionen zur Schätzung heranzuziehen und gleich-
zeitig für die Transition 1→ 2 einen Effekt für die zeitabhängige Kovariate des
Progressionsstatus zu berechnen, muss in Stata noch eine neue ID-Variable ein-
geführt werden, die zwar für die Todesintensitäten eines einzigen Individuums

101



identisch ist, jedoch einen anderen Wert hat für die Progressionsintensität:

gsort -trans1
generate idneu=_n
replace idneu=id if (trans1!=0)
order id idneu event trans1 tod rez time figo2 rtum alter1

stset stop, id(idneu) failure(event==1) scale(1)
stcox alter1 rtum0 rtum1 rtum2 figo0 figo11 figo22 dummy start, stra-
ta(strata)

id idneu event strata dummy start alter1 rtum0 rtum1 rtum2 figo0 figo11 figo22
66 353 1 0 0 0 49.55 0 0 0 0 0 0
66 66 0 1 0 0 49.55 0 0 0 0 0 0
66 66 1 1 1 8.28 49.55 0 0 0 0 0 0
67 366 0 0 0 0 68.68 0 0 0 0 0 0
67 67 0 1 0 0 68.68 0 0 0 0 0 0
68 498 1 0 0 0 73.39 1 0 0 1 0 0
68 68 0 1 0 0 73.39 0 1 0 0 1 0
68 68 1 1 1 13.14 73.39 0 0 1 0 0 1
69 357 0 0 0 0 36.11 0 0 0 0 0 0
69 69 0 1 0 0 36.11 0 0 0 0 0 0

Tabelle 19: Tabelle inkl. Hilfsvariablen nach Andersen und Keiding

B.4 Das Modell nach Fine und Gray, Abschnitt 8.2

Wie die anderen Modelle auch lassen sich Regressionsmodelle basierend auf den
ursachenspezifischen Hazards für konkurrierende Ereignisse mit jeder Software-
lösung rechnen, die über ein Tool für das Cox-PH-Modell verfügt, wenn man die
Daten geschickt transformiert.
Darüber hinaus ist das Angebot fertiger Module für den Umgang mit konkurrie-
renden Risiken verhältnismäßig ergiebig. Kumulative Inzidenzkurven lassen sich
in Stata (stcompet.do) als auch in R (mstate) oder SAS bequem zeichnen58.
Kompakte Softwarelösungen für das Regressionsmodell nach Fine und Gray sind
bisher nur in R verfügbar. Mit dem Package cmprsk59 ist sowohl die Berechnung
eines Regressionsmodells nach Fine und Gray möglich, als auch die Schätzung
und Abbildung von kumulativen Inzidenzkurven.

Das Modell nach Fine und Gray eignet sich zur Analyse konkurrierender Ri-
siken. Durch Regression auf die Subdistributionshazards gehen konkurrierende

58Information aus [Pu07]
59siehe [Gr07]
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Ereignisse nicht als Zensierungen zur Zeit des konkurrierenden Ereignisses in
den Prozess ein, sondern mit einer Zensierungszeit, die sich mit einem Schätzer
für die inverse Zensierungswahrscheinlichkeit neu errechnen lässt.
Das Softwarepaket cmprsk in R, geschrieben von R. Gray, schätzt die Effekte
nach eben diesem Modell für die konkurrierenden Transitionen:

library (survival)
library (splines)
library (cmprsk)

ftime <- eventtime
fstatus <- event

Die Ereignisvariable event bezeichnet hier die Art des Ereignisses: Der Wert
Eins steht für einen Progress, Zwei steht für Tod ohne Progress und Null bedeu-
tet, dass das Individuum ohne Ereignis unabhängig zensiert wurde. eventtime
steht für den Ereignis- bzw. Zensierungszeitpunkt.
Der Befehl
crr(ftime,fstatus,cov,failcode=1, cencode=0)

erzeugt den Punktschätzer β̂ inklusive Standardabweichung und p-Wert für die
Transition 1→2, dabei wird das konkurrierende Ereignis entsprechend behan-
delt und von den unabhängigen Zensierungen getrennt.
Entsprechend gibt

crr(ftime,fstatus,cov,failcode=2, cencode=0)

die Schätzer für das Ereignis ’Tod ohne Progress’ wieder, wobei Progressio-
nen als konkurrierende Ereignisse im Sinne von Fine und Gray berücksichtigt
werden.

Der benötigte Datensatz für die Analyse nach Fine und Gray folgt einer breiten
Anordnung, d.h. pro Individuum gibt es eine Zeile:

id tod progress event time figo rtum alter
66 1 1 1 8.28 0 0 49.55
67 0 0 0 72.41 0 0 68.68
68 1 1 1 13.14 1 1 73.39
69 0 0 0 68.53 0 0 36.11

Tabelle 20: Breites Format zur Berechnung eines Competing-Risks-Modells nach
Fine und Gray
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