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Kapitel 1

Einleitung

Seit seiner Auszeichnung mit dem Nobelpreis ist das Mean-Variance-Model nach Har-
ry M. Markowitz ein wichtiges quantitatives Instrument der Optimierung im Portfolio-
Management. Diese Theorie brachte die Statistik in die Portfolio-Optimierung und si-
gnalisierte damit den erfolgreichen Einzug der quantitativen Methoden in das Portfolio-
Management. Seitdem wurden zahlreiche statistische Modelle entworfen, die sich auf ver-
schiedene Aspekte und Schwerpunkte der Portfolio-Optimierung konzentrieren.
Auch in dieser Arbeit wird das Ziel verfolgt, Modelle für die Portfolio-Optimierung zu ent-
werfen und zu implementieren. Dabei stehen quantitative Methoden im Vordergrund, die
nicht der Statistik, sondern der Fuzzy-Logik zuzuordnen sind. Eine theoretische Grund-
lage wird in den ersten Abschnitten aufgebaut, Objekte in Portfolio-Management und
-Optimierung werden vorgestellt und verwendete Begriffe werden definiert. Diese werden
sowohl in den vorhandenen, statistischen Portfolio-Modellen, als auch in den neuen Model-
len in einem Fuzzy-Kontext verwendet.Weiter wird das klassische Portfolio-Modell nach
Markowitz vorgestellt, das als ein Vergleichsmodell für das neue Hauptmodell mit Fuzzy-
Kontext dient.
Das Hauptmerkmal der angestrebten neuen Modelle besteht darin, die Fuzzy-Logik anstel-
le der Statistik für die Portfolio-Optimierung zu verwenden. Sowohl die Statistik als auch
die Fuzzy-Logik erfassen die in der realen Welt auftretenden Unsicherheiten und Unschär-
fen quantitativ. Aber zwischen der Statistik und der Fuzzy-Logik gibt es Unterschiede in
Rahmen der Voraussetzungen und hinsichtlich der zur Verfügung stehenden Konstrukte
sowie Methoden.
Im Gegensatz zur Fuzzy-Logik ist die Statistik bereits vielseitig in der Literatur, Lehre
und Forschung integriert. Doch der Einzug der Fuzzy-Logik in verschiedene Bereichen,
in denen die Statistik als die hauptsächliche quantitative Analysemöglichkeit gilt, wird
sicherlich nicht mehr in ferner Zukunft liegen. Auch das Portfolio-Management mit dem
Ziel einer Portfolio-Optimierung ist einer dieser Bereiche. Bereits vor dem Milleniumswech-
sel wurden Portfolio-Modelle veröffentlicht, die Elemente und Methoden der Fuzzy-Logik
verwenden. Parallel dazu wird Forschung zur Fuzzy-Logik selbst betrieben, so dass der
Umfang und die Funktionalität des Instrumentariums stetig vergrößert und verbessert
werden. In dieser Arbeit wird auf die Grundlagen der Fuzzy-Logik eingegangen. Anschlie-
ßend wird die Einsatzmöglichkeit der Fuzzy-Logik am Modell demonstriert. Schließlich
wird das eigentliche Hauptmodell entwickelt, das den Kern dieser Arbeit darstellt.
Methodisch wird zunächst die theoretische Seite behandelt, so dass eine theoretische
Grundlage anhand der Beispiele aufgebaut wird. Anschließend werden Modelle entwickelt,
die die reale Fragestellung der Portfolio-Optimierung aus einem bestimmten Blickwinkel
mathematisch erfassen. Nach der Formulierung der Modelle wird stets nach einer ad-
äquaten Lösung gesucht, die das Ergebnis der Optimierung darstellt. Zuletzt werden reale
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historische Daten in Modellen eingesetzt und mit Hilfe der theoretischen Ergebnisse verar-
beitet. Diese Ergebnisse stellen eine Verbindung zwischen den theoretischen Entwicklungen
und der realen Welt dar. Da die Modelle stets unterschiedliche Schwerpunkte v. a. im Be-
zug auf Risikoerfassung und Risikodarstellung setzen, weichen die Modellformulierungen
voneinander ab. Dies zieht wiederum unterschiedliche Modellergebnisse nach sich. Auch
deswegen ist ein Vergleich der Ergebnisse sinnvoll und lohnenswert. Besonders wichtig ist
der Vergleich zwischen dem bereits anerkannten klassischen Modell nach Markowitz und
dem Hauptmodell als Neuentwicklung.
Nach diesem Schema wird in Kapitel 2 eine allgemeine theoretische Grundlage geschaffen.
Dabei werden wichtige Elemente und Konzepte der Modellierung, des Portfolio-Manage-
ments und der Statistik dargestellt. Als das Vergleichskandidat für das zu entwickelnde
Fuzzy-Modell wird das klassische Portfolio-Modell nach Markowitz in Kapitel 3 dargestellt.
Anschließend, um in dieser Arbeit eine Trennlinie zwischen Statistik und Fuzzy-Logik zu
ziehen, wird in Kapitel 4 mit Schwerpunkt auf unscharfen Mengen in die Fuzzy-Logik ein-
geführt. In Kapitel 5 wird neben einem groben Überblick über vorhandene Fuzzy-Modelle
auch eine Einführung in zwei wichtige Defuzzifikationsmethoden angeboten. Darauf ba-
sierend wird als Hauptteil dieser Arbeit das Fuzzy-Hauptmodell in Kapitel 6 entwickelt
und die zugehörigen Lösungen werden hergeleitet. Schließlich wird in Kapitel 7 anhand
empirischer Daten das klassische Modell und das Fuzzy-Modell implementiert. Im letzten
Kapitel runden abschließende Bemerkungen diese Arbeit ab.
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Kapitel 2

Einführung und allgemeine
Grundlagen

2.1 Grundlage der Modellbildung
Der Begriff Modell stammt ursprünglich von dem lateinischen Begriff „modulus“, was Maß
oder Maßstab bedeutet. [Mey95] In der heutigen Definition ist ein Modell nicht zwingend
nur ein reales Objekt. Es kann auch ein abstraktes Hilfsmittel zur schematischen Reprä-
sentation eines Problems in vielen Wissenschaftsdisziplinen sein. Mit ihrer Hilfe werden
komplizierte Sachverhalte und Problemstellungen der Realität erfasst, um eine anschlie-
ßende systematische Analyse zu ermöglichen.
Der moderne Modellbegriff gewann erst im 19. Jahrhundert seine Form. Nach der Dar-
stellung von Ortlieb geht „der Begriff des Modells im modernen Sinn“ [Ort06, S.35] auf
Heinrich Hertz zurück. Nach seiner Beschreibung in „Die Prinzipien der Mechanik, in
neuem Zusammenhang dargestellt“ (erschienen posthum 1894) sollen die „äußeren Gegen-
stände“ durch „innere Scheinbilder oder Symbole“ abgebildet werden, um die „erstrebte
Voraussicht“ zu erlangen. Für die geeignete Wahl der Abbildung nennt Hertz drei Krite-
rien: Zulässigkeit, Richtigkeit und Zweckmäßigkeit.
Ein logisch widerspruchsfreies Modell erfüllt das Zulässigkeitskriterium. Das Modell ist
richtig, wenn es die Realität richtig abbildet. Schließlich ist die Zweckmäßigkeit ein Kri-
terium, das die Verwendung des Modells hervorhebt. Dies schreibt vor, dass das Modell
die wesentlichen Beziehungen des abzubildenden Gegenstandes bzw. Sachverhalts wider-
spiegelt. Falls zwei gleichzeitig zulässige und richtige Modelle konkurrieren, soll dasjenige
gewählt werden, das für die Verwendung einfacher ist.
Leider können diese Bewertungskriterien in der Realität oft nicht objektiv angelegt wer-
den, weil beispielsweise in vielen Wissenschaftsbereichen ein Experiment oder sonstige
Überprüfungen nur teilweise möglich oder gar unmöglich sind. „Dennoch gibt es weitere
Forderungen an eine saubere mathematische Modellbildung, die erfüllt werden sollen.“ Es
sind die „Anforderungen, welche wir an eine wissenschaftliche Darlegung solcher Bilder
stellen.“[Ort06, S.37] Dies bedeutet, dass nicht nur die Voraussetzungen und Annahmen
eines Modells klar formuliert werden sollen, sondern auch deren Begründungen. [Ort06,
S.38] Durch diese Anforderung wird u. a. sichergestellt, dass die Modellierung zielgerichtet
ist. Beispielsweise sollten die Funktionen der Annahmen klar sein, ebenso wie die Art und
Weise, wie sie zur Lösung des realen Problems beitragen. Dadurch könnte sich heraus-
stellen, von welchen Zusammenhängen bei der Modellierung abstrahiert wird, damit die
Zweckmäßigkeit des Modells erfüllt wird.
In der Praxis ist die Modellierung eine in der Regel sehr komplexe Aufgabe, die keiner stan-
dardisierten Vorgehensweise folgt, aber in den meisten Lehrbüchern wie folgt beschrieben
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wird: „Der Ausgangspunkt ist ein reales Problem oder erklärungsbedürftiges Phänomen,
hieraus wird ein mathematisches Problem entwickelt, ein Bild der Wirklichkeit, dieses wird
mit mathematischen Methoden gelöst, die mathematische Lösung wird hinsichtlich ihrer
realen Bedeutung interpretiert und auf ihre Relevanz für das reale Problem überprüft.“
Die Abbildung 2.1 erläutert diese allgemeine Auffassung. [Ort06, S.39f.]
Dabei geht es nicht um eine Art Algorithmus, den man nur in Gang setzen muss, um
gesicherte Erkenntnisse zu produzieren. Vielmehr bedarf die Modellierung eines genauen
und problemspezifischen Vorgehens.

Abbildung 2.1: Modellierung

2.2 Wertpapiere
Allgemein kann ein Portfolio aus verschiedenen Positionen von Vermögensgegenständen
bestehen, die v. a. Wertpapiere sind. Allen börslich handelbaren Wertpapieren ist gemein-
sam, dass ihr Preis bedingt durch verschiedene Einflussfaktoren Schwankungen unterliegt.
Dabei sind Angebot und Nachfrage, aber auch die unterschiedlichen subjektiven Einschät-
zungen eines Wertpapiers, die Haupteinflussfaktoren. Um den Preis eines Wertpapiers
festzustellen, werden Angebote und Nachfragen an der Börse zusammengeführt. Die Fest-
stellung des Preises wird auch als Notierung bezeichnet. Der ermittelte amtliche Preis
bzw. Kurs eines Wertpapiers wird als Notiz bezeichnet. [Fra] Durch die Entwicklung des
Börsenhandels werden neue Wertpapiere und Finanzinstrumente konstruiert, die auf der
Börse gehandelt werden können. Für unser Portfolio-Modell werden schwerpunktmäßig
Aktien und Anleihen betrachtet. Außer diesen beiden gibt es viele weitere Wertpapiere,
auf die hier aber nicht eingegangen wird.

Aktienwesen

Die einfachste und grundlegendste Komponente eines Portfolios sind Aktien. Diese Art
von Wertpapieren entstand in 16. Jahrhundert mit der Entstehung der Aktiengesellschaft
im Bereich des Überseehandels. Jede Aktie bringt dem Inhaber grundsätzlich zwei Rechte.
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Zunächst zertifiziert sie ihrem Inhaber sein Vermögensrecht bestehend aus dem Dividen-
denrecht, Bezugsrecht bei Kapitalerhöhung und dem Anspruch auf Anteil am Liquida-
tionserlös bei der Auflösung der Aktiengesellschaft. Zusätzlich verleiht jede Aktie ihrem
Inhaber Verwaltungsrechte bestehend aus dem Teilnahmerecht an der Hauptversammlung,
dem Auskunftsrecht zu den Gesellschaftsangelegenheiten und dem Anfechtungsrecht bei
Verdacht auf nicht satzungsgemäße Beschlussfassung auf der Hauptversammlung. [Bun]
Es ist, zu beachten, dass man aufgrund ihres erheblichen Unterschiedes zwischen Stamm-
und Vorzugsaktie differenziert. Eine Stammaktie bringt gleichzeitig beide oben beschrie-
benen Rechte mit sich. Eine Vorzugsaktie gestattet jedoch kein Stimmrecht. Aber als
Kompensation für den Verzicht auf das Stimmrecht wird in der Regel eine höhere Di-
vidende gewährt. Im Normalfall wird stets von einer Stammaktie ausgegangen. Aktien
können sowohl durch Kapitaleinlage bei der Gründung der Aktiengesellschaft, sogenann-
ter Handel auf dem primären Markt, als auch durch Handel an den Börsen erworben
werden, sogenannter Handel auf dem sekundären Markt. Die bekannteste und auch die
maßgebliche Aktienbörse der Welt ist die New York Stock Exchange in Manhattan. In
Deutschland ist die Frankfurter Börse die zentrale Anlaufstelle des Wertpapiergeschäfts.
Die klassische Form der Börse ist die Präsenzbörse oder der Parketthandel. Durch tech-
nische Fortschritte, v. a. im Bereich der IT, gewinnt die Computerbörse immer mehr an
Bedeutung. In Frankfurt ist es das XETRA(Exchange Electronic Trading)-Handelssystem
und in New York das NASDAQ(National Association of Securities Dealers Automated
Quotations System).

Anleihe

„Die Anleihe oder die Obligation ist eine Art der festverzinslichen Wertpapiere mit un-
terschiedlicher Laufzeit, die sowohl von Unternehmen, Kreditinstituten, aber auch von
dem Staat emittiert werden.“ [Mey95, Band 2, S.8] Deswegen wird zwischen Unterneh-
mensanleihen, Bankschuldverschreibungen und öffentlichen Anleihen unterschieden. Im
Gegensatz zur Aktie wird durch den Erwerb einer Anleihe kein Anteil am Eigenkapital
eines Unternehmens oder eines Kreditinstituts erworben, stattdessen wird den Unterneh-
men bzw. Kreditinstituten Fremdkapital gewährt. Neben dem Emittenten gibt es weitere
Merkmale, wie z. B. Zinshöhe, Zinszahlung, Laufzeit und andere Modalitäten, die Anleihen
voneinander unterscheiden. Anleihen sind eine Art festverzinsliches Wertpapier, aber sie
enthalten weit mehr Risiken als das einfache Sparen. Zu den Risiken zählen beispielswei-
se das Kursrisiko, Ausfallrisiko, Zinsänderungsrisiko, Währungs- bzw. Wechselkursrisiko,
Kündigungsrisiko und Inflationsrisiko.

2.3 Portfolio-Management
Allgemein wird eine Zusammenstellung des Anlagevermögens als Portfolio bezeichnet. Als
Anlagevermögen gelten sowohl börslich handelbaren Wertpapiere, als auch diejenigen An-
lagen, die nicht auf den Börsen gehandelt werden, z.B. Sparbucheinlagen oder Immobilien.
Generell wird als Ziel der Vermögensverwaltung gesetzt, den Wert des zu betreuenden
Portfolios zu erhalten und ihn zu maximieren. Da aber die meisten Investitionsobjek-
te, v. a. die börslich handelbaren Wertpapiere, zum Teil erheblichen Kursschwankungen
unterliegen, ist eine Risikoeinstufung und -minimierung zwingend notwendig. Deswegen
soll eine vorausgehende Analyse vor der Portfolio-Bildung durchgeführt werden, damit
das resultierende Portfolio die Zielsetzungen optimal erfüllt. Aber nicht nur die anfängli-
che Zusammenstellung sondern auch das Portfolio-Management hat maßgeblichen Einfluss
auf die Wertentwicklung des Portfolios. Grundsätzlich unterscheidet man zwischen aktiven
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und passiven Portfolio-Strategien. (Vgl. [Sch09])
Die aktive Strategie versucht, durch Umschichtungen und Änderungen der Portfoliozu-
sammensetzung eine risikoadjustierte Rendite zu erzielen, die besser als ein Benchmark-
oder Vergleichsportfolio ist. Für die Zusammenstellung des Portfolios spielen zwei grund-
sätzliche Bestimmungsfaktoren eine Rolle. Einerseits sind es die Informationen der inves-
tierenden Seite, wie z. B. die Nutzen- und Risikovorstellung des Anlegers oder auch der
Anlagehorizont. Andererseits sind es die Informationen der investierten Seite, wie z. B.
Informationen über die Anlagemöglichkeiten. Das Portfolio-Management versucht, durch
Anpassungen und Optimierungen des Portfolios eine maximale risikoadjustierte Über-
rendite im Vergleich zur Marktrendite zu erzielen. Aber hohe Kosten stellen einen un-
vermeidbaren Nebeneffekt dar, der möglicherweise die Überrendite erheblich vermindern
kann. Diese Kosten entstehen einerseits durch häufige Anpassungen des Portfolios an die
aktuellen Marktsituationen und andererseits durch die Beschaffung der Informationen aus
den tiefgehenden Analysen der Marktsituationen. [Sch03, S.11f.]
Anders als die aktive Strategie setzt das passive Portfolio-Management auf den Mechanis-
mus des Marktes oder die Markteffizienz. Dabei ist die Auffassung maßgebend, dass lang-
fristig keine risikoadjustierte Überrendite im Vergleich zur Marktrendite erzielt werden
kann. Deswegen besteht eine passive Portfolio-Strategie fast immer darin, in ein Markt-
portfolio oder einen Marktindex zu investieren, das bzw. der gerade die Entwicklung des
gesamten Marktes widerspiegelt. Der Nachteil dieser Strategie im Vergleich zur aktiven
Strategie steckt bereits in dieser Annahme, denn diese Strategie kann dauerhaft kein bes-
seres Ergebnis als der Markt liefern.

2.4 Rendite
Um die Eigenschaften unterschiedlicher Portfolio-Zusammenstellungen miteinander ver-
gleichen zu können, wird auf einheitlich definierte Kennzahlen oder Kenngrößen zurückge-
griffen. Die bekannteste und auch die am häufigsten verwendete Kenngröße ist die Rendite,
wenn der Ertrag bzw. die Performance eines Portfolios untersucht wird. Diese Kenngröße
gibt an, welche prozentuale Wertsteigerung in dem betrachteten Zeitraum erreicht wurde.
Oft wird die Rendite in den Wirtschaftswissenschaften als das Verhältnis zwischen dem
Gewinn und dem eingesetzten Kapital definiert, aber man sollte beachten, dass die Ren-
dite unterschiedlich definiert werden kann.
Für die Berechnung der Rendite spielen zwei Aspekte eine Rolle. Der erste Aspekt betrifft
Aktiensplitts und Dividenden. Dieser wird oft dadurch berücksichtigt, dass die Rendite aus
den um Aktiensplitt und Dividenden adjustierten Kursdaten berechnet wird. Der zweite
Aspekt betrifft die Modellierung der Zeit. Es gibt zwei Renditenarten, nämlich die diskrete
und die kontinuierliche Rendite. Bei einer Unterstellung diskreter Perioden, d. h. dass sich
die Zeit aus getrennten Zeitperioden oder gar aus getrennten Zeitpunkten zusammen er-
gibt, soll die diskrete Rendite verwendet werden. Wenn die Zeit als stetig modelliert wird,
d. h. die Zeit ist zusammenhängend und kontinuierlich, soll die kontinuierliche Rendite
entsprechend herangezogen werden. Beide Renditenarten haben wegen unterschiedlicher
Annahmen der Rahmenbedingungen unterschiedliche Eigenschaften, die bei der Handha-
bung Vor- bzw. Nachteile aufweisen.

Definition 2.1 (Diskrete Rendite). Sei Wi ∈ R der Wert eines Wertpapiers bzw. eines
Portfolios zum Zeitpunkt i ∈ N und Wi−1 ∈ R zum Zeitpunkt i − 1. Die diskrete Rendite
rdiski ∈ R eines Wertpapiers zwischen zwei Zeitpunkten i und i− 1 ist definiert durch den
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Quotienten aus der wertmäßigen Veränderung zum Anfangswert des Papiers, genauer

rdiski = Wi −Wi−1
Wi−1

. (2.1)

Die Definition 2.1 entspricht dem allgemeinen Verständnis eines Zinssatzes, dass ein pro-
zentualer Anteil des Grundkapitals am Ende eines Zeitraums erwirtschaftet wird und
einmalig zusammen mit dem Grundkapital zurückgezahlt wird. In diesem Fall ist es der
Wert eines Wertpapiers bzw. eines Portfolios. Bei Wertpapieren sollte jedoch des Weiteren
beachtet werden, dass neben dem Kursgewinn auch Gewinne in Form von Dividenden oder
Ausschüttungen realisieret werden können, was sich nicht zwingend im Wert des Wertpa-
piers am Ende der Periode niederschlägt. Ebenso sind Transaktionskosten für den An-
und Verkauf des Wertpapiers denkbar, die den Ertrag mindern. Deswegen wird meistens
in der Praxis von dem „Total Return“ oder „Performance“ gesprochen, wenn nicht nur
der Anfangskurs und der Endkurs berücksichtigt werden, sondern auch die Kosten und
sonstige Gewinne mitberücksichtigt werden.[Fra]
Bei der kontinuierlichen Modellierung der Zeit ergibt sich die stetige Rendite. Auch diese
Rendite kann man als einen Zinssatz auffassen, wobei jedoch die Verzinsung kontinuierlich,
also stetig durchgehend und damit nicht nur zu diskreten Zeitpunkten, stattfindet.

Definition 2.2 (kontinuierliche Rendite). Die kontinuierliche Rendite eines Wertpapiers
zwischen zwei Zeitpunkten i und i − 1 ist definiert durch den logarithmierten Wert des
Quotienten aus dem Anfangswert und dem Endwert des Wertpapiers, genauer

rkonti = ln
(
Wi

Wi−1

)
. (2.2)

Diese Rendite kann ebenfalls als ein Grenzwert in Verbindung mit der diskreten Rendite
dargestellt werden. Dabei wird die Periode zwischen Zeitpunkten i und i− 1 künstlich in
m ∈ N kleine Perioden aufgeteilt, so dass

Wi−1(1 + rdiski ) = Wi = lim
m→∞

Wi−1

(
1 +

rdiski,m

m

)m
= Wi−1 exp(rkonti ) (2.3)

gilt. Dabei ist rdiski,m diejenige Rendite, die sich bei der Unterteilung der Periode zwischen

i − 1 und i in m gleichgroßen Subperioden ergibt, so dass 1 + rdiski =
(

1 + rdiski,m

m

)m
gilt.

Entsprechend ist die Verbindung zwischen diskreter und kontinuierlicher Rendite

rdiski = exp(rkonti )− 1. (2.4)

Sowohl die diskrete als auch die kontinuierliche Rendite ist eine dimensionslose Zahl und
beide werden häufig in Prozent angegeben.

Satz 2.3. Bei kleinen Werten sind die diskrete und die kontinuierliche Rendite annähernd
gleich groß.

Beweis. Sei f : R → R, rdiski 7→ f(rdiski ) = ln(1 + rdiski ). Diese Funktion liefert genau die
zu rdiski passende kontinuierliche Rendite rkonti . Allgemein lässt sich eine Funktion, die
in a ∈ R als Enwicklungspunkt n-mal differenzierbar ist, durch folgendes Taylorpolynom
approximieren:

Tnf(rdiski , a) =
n∑
k=0

f (k)(a)
k! (rdiski − a)k + Restn+1(rdiski )
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Dabei ist Restn+1(rdiski ) = 1
n!
∫ rdiski
a (rdiski − p)nf (n+1)(p)dp das Restglied. [Kön08, S.282f.]

Nun wird die Funktion f durch die beiden ersten Glieder der Taylorreihe approximiert:

Tnf(rdiski , a) ≈ f(a) + f ′(a)
1! (rdiski − a) = ln(a) + 1

1 + a
(rdiski − a)

Wählt man den Entwicklungspunkt a = 0, erhält man die gewünschte Approximation:

rkonti = f(rdiski ) ≈ ln(1 + 0) + (rdiski − 0) = rdiski

Beide Renditen sind annähernd gleich groß, aber in welcher Größenordnung ist die Appro-
ximation vertretbar? Genau genommen liegt die Beantwortung dieser Frage in der Fehler-
toleranz des Anwenders. Generell wird der Fehler dieser Approximation größer, wenn die
Rendite betragsmäßig größer wird. Jedoch wird dieses Problem dadurch entschärft, dass
bei Anwendung für kurze Zeiträume, z.B. bei Tagesrenditen, die Unterschiede gering sind,
weil dabei die Renditen selbst im Allgemein klein sind. [PBS05, S.40]
Generell haben beide Arten der Renditen unterschiedliche Stärken in Bezug auf Praxis-
nähe, Aussagekraft, Handhabbarkeit und theoretische Anwendung. Auch deswegen kann
nicht pauschal die eine Renditeart der anderen vorgezogen werden. Vielmehr sollte die
Entscheidung stets in Bezug auf die spezifische Anwendung gefällt werden.

2.5 Statistische Kenngrößen und Konzepte
Diese Kennzahlen können je nach Konstruktion Informationen über den zu erwartenden
Ertrag oder über das Risiko eines Portfolios geben. Viele dieser Kennzahlen sind im Rah-
men der Statistik definiert. Deswegen ist es sinnvoll, zunächst auf einige Grundlagen der
Statistik und v. a. auf deren Anwendung bei der Performancemessung eines Portfolios
einzugehen.

Erwartungswert

Der Erwartungswert ist ein wichtiger Lageparameter, der eine Verteilung auf der Wertskala
lokalisiert. Er ist grundlegend für fast alle Portfolio-Modelle.

Definition 2.4 (Erwartungswert). Sei X eine numerische Zufallsvariable auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (ω,A, P ) mit ω als Grundraum, A als σ-Algebra auf ω und P als das
zugehörige Maß. Ist X P -integrierbar, so heißt

E(X) := EP (X) =
∫
XdP <∞ (2.5)

der Erwartungswert von X. Ist die Verteilung diskret und mit dem Träger {xi : i ∈ N}, ist
der Erwartungswert definiert durch

E(X) := EP (X) =
∑
i

xiP (X = xi) <∞. (2.6)

Unterstellt man Normalverteilung und Unabhängigkeit für die Zufallsvariablen, d.h.

Xi i.i.d. mit Xi ∼ N (µ, σ2), i = 1, ..., n

wird der Erwartungswert durch das arithmetische Mittel aller Beobachtungen erwartungs-
treu und konsistent geschätzt [Neu01, S.9f.], genauer

E(X̄) = E

(
n∑
i=1

Xi

n

)
= 1
n

n∑
i=1

E(Xi) = nµ

n
= µ.
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Varianz und Standardabweichung

Die Varianz und die Standardabweichung sind Streuungsparameter, die die Ausdehnung
zur Charakterisierung einer Verteilung angeben. Da Streuungsparameter u. a. auch Unsi-
cherheiten quantifizieren, werden sie oft als Risikomaße eingesetzt.

Definition 2.5 (Varianz und Standardabweichung). Sei X eine quadratisch integrierbare
reelle Zufallsvariable. Dann heißt

V ar(X) := E
(
(X − E(X))2

)
<∞ (2.7)

die Varianz von X. Die Kenngröße

σ(X) :=
√
V ar(X) <∞ (2.8)

heißt die Streuung oder Standardabweichung von X.

Berechnet man die empirische Standardabweichung aus den Renditen der Vergangenheit,
erhält man die sogenannte historische Volatilität, die die Schwankungen um das historische
Mittel bemisst. Deswegen kann man mit ihrer Hilfe ungefähr abschätzen, wie risikobehaf-
tet ein Wertpapier bzw. ein Portfolio ist, falls das zukünftige Entwicklungsmuster dem der
Vergangenheit in etwa entspricht. Die Volatilität ist ein klassisches Risikomaß, das bei der
Portfolio-Selektion eingesetzt wird.
Für die Berechnung der Volatilität ist es wichtig, auf welchen Zeitraum sich die einge-
setzten Renditen beziehen. Tages-, Wochen-, Monats- und auch Quartalsrenditen sind
üblich. Aber welche Renditen genau zur Berechnung herangezogen werden, beeinflusst
den Bezugszeitraum der resultierenden Volatilität. Damit man Volatilitäten für verschie-
dene Zeiträume miteinander vergleichen kann, annualisiert man sie, d. h. man rechnet die
jeweilige Volatilität auf ein Jahr um. Zur Annualisierung der Volatilität wird die übliche
Annahme gemacht, dass die Vergangenheitsrenditen unabhängig, identisch und normal
verteilt sind. Seien σ1, ..., σT die Teilperiodenvolatilitäten eines Börsenjahrs. Aufgrund der
Unabhängigkeit der Renditen kann man ihre Varianzen addieren, um die gesamte Varianz
zu ermitteln. Da sie identisch verteilt sind, haben sie auch die gleiche Varianz. Aus beiden
Aussagen können wir die Gleichung für die Annualisierung der Volatilität ableiten:

σ2
ann =

T∑
i=1

σ2
i
σ1=...=σT= Tσ2

1 =⇒ σann =
√
Tσ1 (2.9)

Zentrale, gewöhnliche Momente

Sowohl der Erwartungswert, als auch die Varianz und weitere Kennzahlen, die hier nicht
einzeln vorgestellt sind, bezeichnet man auch als auf ein Zentrum zentrierte, gewöhnliche
Momente. Diese zentrierten, gewöhnlichen Momente werden formal wie folgt definiert.

Definition 2.6 (Zentrale, gewöhnliche Momente). Sei m eine natürliche Zahl und α ∈ R.
Das zentrale, gewöhnliche Moment der Ordnung m von einer Zufallsvariable X um das
Zentrum α ist definiert durch

Mm(X) = E ((X − α)m) . (2.10)

Besitzt die Verteilung eine stetige Dichtefunktion f , gilt insbesondere

Mm(X) =
∫

(X − α)mdP =
∫

(x− α)mf(x)dx. (2.11)

Ist eine Verteilung diskret, d.h. die Dichtefunktion f ist diskret, gilt entsprechend

Mm(X) =
∑
i

(xi − α)mP (X = xi) =
∑
i

(xi − α)mf(xi). (2.12)

9



Kovarianz und Korrelationskoeffizient

Zwei Kenngrößen, die nicht zu den zentralen Momenten gehören, sind die Kovarianz und
der Korrelationskoeffizient, wobei die zweite Kenngröße durch eine Normierung der ersten
entsteht. Beide Kenngrößen geben die Abhängigkeit zwischen zwei Zufallsvariablen wieder
und sind für die Portfolio-Analyse bedeutsam.

Definition 2.7. Die Kovarianz zweier Zufallsvariablen X und Y ist definiert durch

Cov(X,Y ) := E ((X − E(X)) (Y − E(Y ))) . (2.13)

Der Korrelationskoeffizient ist definiert durch

Kor(X,Y ) := Cov(X,Y )
σ(X)σ(Y ) . (2.14)

Kovarianz und Korrelationskoeffizient sind wichtig v. a. für die Anleger, die mehr als eine
Anlageposition im Portfolio haben. Anhand dieser Kenngrößen kann die lineare Abhängig-
keit zwischen den Wertentwicklungen der verschiedenen Anlagepositionen gemessen und
kontrolliert werden.
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Kapitel 3

Das klassisches Portfolio-Modell

Mit dem Mean-Variance-Model markierte Harry Markowitz in den 50er Jahren des letz-
ten Jahrhunderts den Anfang der modernen Portfolio-Theorie. Seitdem wurden Portfolio-
Modelle entwickelt, die sich v. a. im Aspekt der Risikomessung voneinander unterscheiden.
Diese Modelle dienen einem Portfolio-Manager oder einem Anleger als Werkzeuge, die ein
optimales Portfolio anhand bestimmter Vorinformationen erzeugen können. Zu den nö-
tigen Vorinformationen zählen beispielsweise historische Daten der Anlagemöglichkeiten
sowie die eigene Risikoneigung. Ebenfalls spielt der Managementstil eine Rolle, weil dieser
den Planungshorizont der Anlage maßgeblich beeinflusst.
Bei dem passiven Managementstil bzw. der Buy-and-Hold Strategie tendiert der Manager
zu langfristiger Planung. Die festgelegte Portfolio-Aufteilung wird über der gesamten Pla-
nungsperiode beibehalten. Dieses Vorgehen wird auch durch die sogenannten einperiodigen
Modelle abgebildet, bei denen nur eine Planungsperiode berücksichtigt wird. Bei den mehr-
periodigen Modellen wird die Entwicklung des Portfolios über mehrere Planungsperioden
gleichzeitig betrachtet. Einflüsse und Auswirkung von beispielsweise Umschichtungen und
Anpassungen des Portfolios werden in den mehrperiodigen Modellen berücksichtigt.
Im Allgemeinen wurden bis Ende des letzten Jahrhunderts bei der Portfolio-Modellierung
hauptsächlich statistische Kenngrößen verwendet, wie z. B. Erwartungswert und Vari-
anz der Rendite des Portfolios. Dabei werden Renditen als Zufallsvariablen modelliert. In
diesem Kapitel wird das klassische Portfolio-Modell nach Markowitz dargestellt, das als
Vergleichsmodell zu der Neuentwicklung der Fuzzy-Modelle dienen wird.

3.1 Das Modell
Das Mean-Variance-Model, oder zu Deutsch das Erwartungswert-Varianz-Modell, gilt als
das klassische Portfolio-Modell. Dieses Modell wurde 1952 von Harry M. Markowitz in der
Zeitschrift »Journal of Finance« veröffentlicht. [Mar52]
In diesem klassischen Portfolio-Modell sind der Erwartungswert und die Varianz der
Portfolio-Rendite die maßgebenden Parameter für die Portfolio-Selektion, was zum Zeit-
punkt der Veröffentlichung eine Innovation im Portfolio-Management darstellte. Aufgrund
des hohen Rechenaufwands und der damals noch mit sehr hohen Kosten verbundenen,
unzureichenden Rechenleistung der Computer blieb die Verwendung dieses Modells in der
Praxis weitgehend aus. Durch die Weiterentwicklungen der Lösungsalgorithmen und die
dramatischen Rechenleistungszuwächse gewann das heute klassische Portfolio-Modell an
Bedeutung. Schließlich wurde Markowitz 1990 für seine Theorie zu Portfolio-Selektion,
zusammen mit Merton H. Miller und William F. Sharpe, mit dem Nobelpreis für Wirt-
schaftswissenschaften ausgezeichnet. [The]
In seinem Modell geht Markowitz von einer zweistufigen Portfolio-Selektion aus. Zunächst
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werden die Vorinformationen der verfügbaren Assets beschafft, die eine Abschätzung der
Renditenerwartungen und der Kovarianzmatrix ermöglichen. Anschließend in der zweiten
Phase wird anhand der gegebenen Risikoneigung und der nun verfügbaren Vorinformatio-
nen genauer bestimmt, welche Gewichtungen das jeweilige Asset im Portfolio haben soll.
Bei der Konstruktion ist Markowitz von den folgenden Annahmen ausgegangen. Zunächst
geht er davon aus, dass die Renditenerwartung und die Varianz des Portfolios die einzigen
Parameter sind, die den Anleger bei der Entscheidung beeinflussen. Diese ergeben sich aus
den Vorinformationen über die verfügbaren Assets. Auch wird unterstellt, dass die aus den
Vergangenheitsdaten geschätzten Vorinformationen ihre Gültigkeit in der Zukunft beibe-
halten. Höheres Risiko, in diesem Modell eine höhere Varianz, wird dann akzeptiert, wenn
die Renditenerwartung in einem bestimmten Maß entsprechend der Risikoneigung höher
ist. Von den Transaktionskosten und steuerlichen Aspekten wird abgesehen. Ferner wird
die beliebige Teilbarkeit der Assets angenommen, so dass beispielsweise auch ein Bruchteil
einer Aktie erworben werden kann.
Das Modell stellt zwei Ziele in den Mittelpunkt. Diese sind die Maximierung der erwar-
teten Rendite und die Minimierung des zu tragenden Risikos, also der Varianz. Es gibt
verschiedene Möglichkeiten für eine Modellformulierung. Einerseits kann man entweder
die Rendite oder die Varianz als gegeben betrachten und den jeweils anderen Parameter
durch eine geeignete Portfolio-Aufteilung optimieren. Andererseits ist es möglich, beide
Parameter durch einen Koeffizienten der Risikopräferenz zu verknüpfen und sie gleichzei-
tig zu optimieren. Dabei ist der Koeffizient der Risikopräferenz genau das Ausmaß der
Kompensation zwischen Rendite und Risiko. Da die erste Variante meistens als anschau-
licher angesehen wird, wird diese nachfolgend dargestellt.
Ausgehend von N verschiedenen Assets, von denen Vorinformationen bereits verfügbar
sind, wird das Portfolio anhand des folgenden Optimierungsmodells gebildet. Dabei wird
mit Xi ∈ R, i ∈ {1, ..., N} und N ∈ N, der prozentuale Anteil des Assets i im Portfo-
lio bezeichnet und in einem Vektor X =

(
X1 · · · XN

)T
zusammengefasst. Die Ren-

ditenerwartungen werden mit µi ∈ R, i ∈ {1, ..., N} bezeichnet und im Vektor µ =(
µ1 · · · µN

)T
zusammengefasst. Mit Σ wird die Kovarianzmatrix aller N Assets be-

zeichnet, wobei σij , i, j ∈ {1, ..., N} im Falle i = j die Varianz des i-ten Assets und im
Falle i 6= j die Kovarianz zwischen Asset i und j ist. Mit diesen Bezeichnungen ist die
gesamte Rendite des Portfolios

∑N
i=1 µiXi = µTX und die Varianz ist

N∑
i=1

N∑
j=1

σijXiXj = XT

σ11 · · · σ1N
... . . . ...

σN1 · · · σNN

X = XTΣX. (3.1)

Aufgrund der Symmetrieeigenschaft der Kovarianz ist die Kovarianzmatrix symmetrisch.
Darüber hinaus ist die Kovarianzmatrix stets positiv definit, falls jedes betrachtete Asset
mit Risiko behaftet ist. Diese Eigenschaft spielt eine große Rolle bei der Berechnung der
effizienten Portfolios. Das grundlegende Modell kann wie folgt formuliert werden:

OP1
1
2X

TΣX → min
X∈RN

unter den Nebenbedingungen:

µTX = E0,
1TX = 1.

Die Renditenerwartung des gesamten Portfolios wird als gegeben und fest betrachtet, wobei
E0 ∈ [Emin, Emax] ist. Dieses Modell ist ein quadratisches Optimierungsproblem, wobei die
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Zielfunktion quadratisch und alle Nebenbedingungen linear sind. Da die Kovarianzmatrix
bei risikobehafteten Assets positiv definit ist, gilt 1

2X
TΣX > 0.

In der Zielfunktion wird die Varianz mit einem skalaren Vorfaktor 1
2 minimiert. Dies ändert

nicht die Minimalität der optimalen Lösung, aber es vereinfacht die Durchführung der
Minimierungsaufgabe. Die Nebenbedingung µX = E0 sichert das Niveau der erwarteten
Portfolio-Rendite. 1TX = 1 ist die sogenannte Budgetbedingung, die sicherstellt, dass das
gesamte Ausgangsvermögen ausgeschöpft aber nicht überinvestiert wird.

3.2 Lösung des Modells
Um dieses Modell zu lösen, greift man auf die Lagrange-Methode zurück. Mit zwei eindi-
mensionalen Lagrange-Multiplikatoren lässt sich eine Lagrange-Funktion dieses Optimie-
rungsmodells aufstellen.

L(X,λE0 , γ) = 1
2X

TΣX − λE0(µTX − E0)− γ(XT1− 1) (3.2)

Der Lagrange-Multiplikator λE0 ist der sogenannten Trade-off-Parameter zwischen Ren-
dite und Varianz. Er integriert die Nebenbedingung über die Renditenerwartung in die
Langrange-Funktion. γ ist ein weiterer Lagrange-Multiplikator, der die Budgetbedingung
in die Langrange-Funktion einbindet.
Allgemein beschreibt der Trade-off die wechselseitige Abhängigkeit zwischen zwei Aspek-
ten, die gleichzeitig betrachtet werden. Speziell bei der Portfolio-Analyse wird mit dem
Trade-off-Parameter das Austauschverhältnis zwischen Rendite und Risiko für den Anleger
erfasst. Falls dieser Parameter positiv ist, verursacht eine positive Veränderung eines Krite-
riums auch eine positive Veränderung des anderen Kriteriums. Ist der Trade-off-Parameter
negativ, führt eine Verbesserung eines Kriteriums zur Verschlechterung des anderen Kri-
teriums. Dieser Parameter hat eine wichtige Funktion in diesem Modell.

Satz 3.1. Seien µ ∈ RN mit µ 6= ζ1, ζ ∈ R der Vektor der Renditenerwartungen von
N ∈ N Wertpapieren und Σ ∈ RN×N , die symmetrische, positiv definite Kovarianzmatrix,
gegeben. Ferner seien die Bezeichnungen

a := µTΣ−1µ, b := 1TΣ−1µ = µTΣ−11 und c := 1TΣ−11. (3.3)

Die optimale Portfolio-Aufteilung hängt von der geforderten erwarteten Portfolio-Rendite
E0 affin linear ab und zwar genauer

X = 1
ac− b2

Σ−1 (a1− bµ) + E0

( 1
ac− b2

Σ−1 (cµ− b1)
)
. (3.4)

Beweis. Wir betrachten die Lagrange-Funktion (3.2)

L(X,λE0 , γ) = 1
2X

TΣX − λE0(µTX − E0)− γ(XT1− 1).

Die partielle Ableitung nach den Portfolio-Gewichtungen liefert die notwendige Bedingung.

∇XL(X,λE0 , γ) = ΣX − λE0µ− γ1 = 0. (3.5)
Zwei weitere Nebenbedingungen ergeben sich aus der partiellen Ableitung nach jeweils
einem Lagrange-Multiplikator. Diese zwei Gleichungen sind die Nebenbedingungen des
ursprünglichen Modells.

∇λE0
L(X,λE0 , γ) = E0 − µTX = 0 ⇔ µTX = E0 (3.6)

∇γL(X,λE0 , γ) = 1− 1TX = 0 ⇔ 1TX = 1 (3.7)
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Aus (3.5) folgt wegen der positiv definiten und damit invertierbaren Kovarianzmatrix Σ

X = γΣ−11 + λE0Σ−1µ. (3.8)

Diese Gleichung wird in (3.6) und (3.7) eingesetzt.

µT
(
γΣ−11 + λE0Σ−1µ

)
= γµTΣ−11 + λE0µ

TΣ−1µ = E0

1T
(
γΣ−11 + λE0Σ−1µ

)
= γ1TΣ−11 + λE01TΣ−1µ = 1

Mit den eingeführten Bezeichnungen (3.3) können beiden Gleichungen als ein Gleichungs-
system dargestellt werden. (

a b
b c

)(
λE0

γ

)
=
(
E0
1

)
(3.9)

Das Gleichungssystem (3.9) hat genau dann eine eindeutige Lösung für λE0 und γ, wenn die

Matrix
(
a b
b c

)
invertierbar ist. Dies ist jedoch sichergestellt. Um diese Tatsache zu zeigen,

sei G =
(
µ 1

)
∈ RN×2. Es gilt offensichtlich GTΣ−1G =

(
a b
b c

)
. Nach Voraussetzung

des Satzes ist µ 6= ζ1 mit ζ ∈ R, deswegen ist G linear unabhängig in den Spalten und hat
den vollen Rang, nämlich zwei. Für einen beliebigen Vektor u ∈ R2 mit u 6= 0 gilt daher
v := Gu 6= 0. Da die Kovarianzmatrix Σ symmetrisch und positiv definit ist, ist auch ihre
inverse Matrix symmetrisch und positiv definit. Aus diesen Bedingungen folgt:

vTΣ−1v = uTGTΣ−1Gu = uT
(
GTΣ−1G

)
u > 0. (3.10)

Da (3.10) für beliebiges u ∈ R2 mit u 6= 0 gilt, muss die Matrix GTΣ−1G positiv definit
sein. Ferner folgt daraus

detGTΣ−1G = det
(
a b
b c

)
= ac− b2 > 0. (3.11)

Dies sichert die eindeutige Lösung des Gleichungssystems (3.9), genauer(
λE0

γ

)
= 1
ac− b2

(
c −b
−b a

)(
E0
1

)
= 1
ac− b2

(
cE0 − b
a− bE0

)
. (3.12)

Durch das Einsetzen der beiden Multiplikatoren aus (3.12) in die Gleichung für den Vektor
der Anteile (3.8) erhält man

X = γΣ−11 + λE0Σ−1µ = a− bE0
ac− b2

Σ−11 + cE0 − b
ac− b2

Σ−1µ

= 1
ac− b2

Σ−1 ((a− bE0)1 + (cE0 − b)µ)

= 1
ac− b2

Σ−1 (a1− bE01 + cE0µ− bµ)

= 1
ac− b2

Σ−1(a1− bµ) + E0

( 1
ac− b2

Σ−1(cµ− b1)
)
.

(3.13)

als optimale Portfolio-Aufteilung.

Die Portfolio-Aufteilung X ist also affin linear in der erwarteten Zielrendite des Portfolios
E0. Weiter lässt sich die zugehörige Varianz berechnen. Zunächst wird die Gleichung (3.8)
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in die Gleichung für die Varianz eingesetzt, um die Varianz in der Abhängigkeit von der
Renditenerwartung darzustellen.

V ar(X) = XTΣX = XTΣ(γΣ−11 + λE0Σ−1µ)
= γXTΣΣ−11 + λE0X

TΣΣ−1µ = γXT1 + λE0X
Tµ

= γ + λE0E0 = a− bE0
ac− b2

+ cE0 − b
ac− b2

E0 = a− bE0 + cE2
0 − bE0

ac− b2

= cE2
0 − 2bE0 + a

ac− b2
.

(3.14)

Die Gleichung (3.14) ist eine quadratische Funktion in der Abhängigkeit von E0. Deswegen
kann die Varianz als eine Parabel von der Renditenerwartung dargestellt werden. Durch
das Einsetzen des geforderten Niveaus der erwarteten Portfoliorendite erhält man die op-
timale Portfolio-Varianz.

Satz 3.2 (Varianzminimales Portfolio). Ein globales, varianzminimales Portfolio erbringt
eine erwartete Portfoliorendite von E0 = b

c mit einer Portfolio-Varianz von V ar(X) = 1
c .

Beweis. Um das Minimum der Portfolio-Varianz zu bestimmen, wird diese Gleichung
(3.14) nach E0 abgeleitet und gleich null gesetzt.

dV ar(X)
dE0

=
d
cE2

0−2bE0+a
ac−b2

dE0
= 2cE0 − 2b

ac− b2
= 0. (3.15)

Die Gleichung (3.15) liefert die erwartete Portfoliorendite E0 = b
c für das globale vari-

anzminimale Portfolio. Durch das Einsetzen dieser erwarteten Portfoliorendite in die Glei-
chung der Portfolio-Varianz ergibt sich die global minimale Portfolio-Varianz von 1

c . Durch
das Einsetzen der erwarteten Portfoliorendite in die Gleichung für die Portfolio-Aufteilung
ergibt sich die globale varianzminimale Portfolio-Aufteilung.

Alle bisherigen Analysen gelten nur für ein Portfolio mit der Beschränkung der Budget und
Renditenerwartung. Deswegen sind dabei Leerverkäufe möglich, d.h. negative Anteile sind
zugelassen. [NN06, S.3ff.] Weitere Aspekte, wie z. B. die Berücksichtigung von Höchstan-
lagegrenze für bestimmte Assets, sind möglich. Aber sie wurden hier nicht berücksichtigt.

Für den Fall, dass der Anleger keine exakte Renditenvorstellung hat, kann beispielsweise
das globale varianzminimale Portfolio gewählt werden. Es ist auch möglich, die Menge der
optimalen Portfolios im Sinne von „kleinste Varianz bei gegebener Rendite“ zu bestimmen.
Aus dieser Menge kann der Anleger anschließend anhand seiner Präferenzen das für ihn
beste Portfolio auswählen. Wichtig dabei ist, dass die erwartete Portfolio-Rendite stets
größer als die erwartete Portfolio-Rendite bei dem globalen varianzminimalen Portfolio
sein soll. Diese optimalen Portfolios werden als die effizienten Portfolios bezeichnet. Sie
ergiben grafisch auf der Varianz- oder Volatilität-Renditenerwartungs-Ebene die Effizienz-
linie bzw. -kurve, die im Englischen als „efficient frontier“ bezeichnet wird. Die zugehörige
Portfolio-Aufteilung und -Varianz können anhand der obigen Gleichungen berechnet wer-
den.
Falls die Nichtnegativitätsbedingung aller Anteile erforderlich ist, so dass der Leerverkauf
untersagt ist, kann der sogenannte „Critical Line Algorithm“ verwendet werden. Dieser
Algorithmus wurde von Markowitz entwickelt und wird in »Portfolio Selection«[Mar08]
sowie »Mean-Variance Analysis in Portfolio Choice and Capital Markets«[Mar89] aus-
führlich dargestellt.
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Des Weiteren kann das klassische Modell durch Berücksichtigung einer risikofreien Anlage
erweitert werden. Dies führt dazu, dass sich ein spezielles Portfolio auf der Effizienzkur-
ve als das Marktportfolio auszeichnet. Dieses Marktportfolio bildet mit der risikofreien
Anlage eine Kapitalmarktlinie, die dominantere Portfolios im Vergleich zu den Portfolios
auf der Effizienzkurve darstellt. Für eine neue, risikobehaftete Anlage, die bei der Bildung
des Marktportfolios nicht betrachtet wird, kann aufgrund der Kenntnis des Marktport-
folios eine Bewertung durchgeführt werden, woraus die sogenannte Wertpapierlinie resul-
tiert. Diese Erweiterungsanalyse ist als „Capital Asset Pricing Model“(CAPM) bekannt
und wurde in den sechziger Jahren von den amerikanischen Ökonomen William F. Shar-
pe, John Lintner und Jan Mossin vorgeschlagen und durchgeführt. Diese Arbeit wurde
1990 zusammen mit der Arbeit von Markowitz mit einem Nobelpreis[The] ausgezeichnet.
Für eine genaue Ausführung von CAPM wird beispielsweise auf »Statistik, Ökonometrie,
Optimierung«[PBS05] verwiesen.
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Kapitel 4

Grundlage der Fuzzy-Logik

Das im Kapitel 3 dargestellte, klassische Portfolio-Modell verwendet statistische Kennzah-
len, für die die sogenannten scharfen Mengen zwingende Voraussetzung sind. Dabei wird
mit scharf die Eigenschaft bezeichnet, dass ein Element lediglich zwei Zustände bzgl. der
Zugehörigkeit zu einer Menge annehmen kann, nämlich entweder zu dieser Menge gehörend
oder nicht. Es gibt keinen Zustand zwischen diesen beiden Zuständen und deswegen wird
diese Eigenschaft auch als die duale Logik bezeichnet. In der Realität und v. a. in dem nor-
malen Sprachgebrauch erleben wir tagtäglich unscharfe Formulierungen. Mit unscharf ist
an dieser Stelle gemeint, dass wir nicht direkt mit dualer Logik entscheiden können, weil es
nicht nur zwei Entscheidungsmöglichkeiten sondern viele mögliche Zwischenzustände gibt.
Diese Unschärfe taucht sowohl in der Linguistik als auch in vielen anderen Wissenschafts-
bereichen auf. Als ein Beispiel kann die Formulierung dienen, dass die Rendite von einem
optimierten Portfolio bedeutend größer als die Rendite eines festverzinslichen Wertpapiers
sein soll. In dieser Aussage wird die präzise Differenz zwischen den Renditen nicht direkt
spezifiziert, vielmehr ist diese Differenz unscharf angegeben. Sie kann sich in einem Bereich
bzw. in einer Bandbreite befinden, aber auch die Bandbreite ist nicht explizit spezifiziert.
Um eben solche Unschärfen in der mathematischen Modellierung zu berücksichtigen, wur-
de die Fuzzy-Logik entwickelt. Das Wort Fuzzy kommt aus dem Englischen und bedeutet
unscharf bzw. verschwommen. Genau dies setzt die Fuzzy-Logik in der Modellierung um.

4.1 Unschärfe als Anstoß zur Fuzzy-Logik
Die Fuzzy-Logik dient in der ersten Linie der mathematischen Erfassung von in der Rea-
lität auftauchenden Unschärfen bzw. Unsicherheiten. Dabei sollte beachtet werden, dass
die erwähnte Unsicherheit nicht als die Unsicherheit im Zusammenhang der Wahrschein-
lichkeitstheorie verstanden werden soll. Der Grund ist, dass die Wahrscheinlichkeitstheorie
zwar ebenfalls Unsicherheiten mathematisch erfasst, aber sie basiert auf der dualen Logik,
was sich grundlegend von der Fuzzy-Logik unterscheidet. Auch unterscheiden sich die Ob-
jekte klar voneinander, mit denen sich die beiden Theorien beschäftigen. Auf der anderen
Seite kann man aber die Fuzzy-Logik als eine Erweiterung der dualen Logik auffassen,
denn die duale Logik kann man mittels bestimmter Spezifikationen der Fuzzy-Logik, ge-
nauer gesagt durch bestimmte Einschränkungen der Fuzzy-Logik, abbilden.
Die Grundlagen der Fuzzy-Logik wurden Mitte des 19. Jahrhunderts entwickelt. Die Grund-
steine wurden von L. A. Zadeh, einem iranischstämmigen Professor für Elektrotechnik an
der University of California, gelegt. Seine Innovation und damit die der Fuzzy-Logik be-
stand darin, die bis dahin geltende scharfe Mengenlehre um die unscharfe Mengenlehre zu
erweitern. Die resultierende Möglichkeit, die Unschärfe eines realen Systems mathematisch
zu beschreiben, stieß auf große Resonanz in der Fachwelt. Die unscharfe Mengenlehre ist
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Gegenstand des nächsten Abschnittes. In diesem Abschnitt werden die Anwendungsmög-
lichkeiten und die Auswirkungen der Fuzzy-Logik genauer betrachtet.
Im alltäglichen Sprachgebrauch gibt es viele unscharfen Aussagen, die mathematisch nur
schwierig zu erfassen sind. Die Adjektive und Adverbien wie „etwa“, „sehr“, „ungefähr“,
„viel“, „wenig“ sind gute Beispiele aus dem normalen Sprachgebrauch für unscharfe For-
mulierungen. Mit diesen Begriffen werden nicht wie in der dualen Logik exakte Bezie-
hungen oder Relationen angegeben. Stattdessen wird ein Bereich angegeben, in dem eine
gewünschte oder betrachtete Eigenschaft zutrifft.
Mit der dualen Logik würde man bei der mathematischen Erfassung von vielen, unscharfen
Aussagen nicht weiterkommen, denn bei der dualen Logik stehen nur die scharfen Relatio-
nen wie größer, gleich oder kleiner zur Verfügung. Genau diese Problematik versucht die
Fuzzy-Logik aufzulösen. Man beschränkt sich nicht auf eine dichotome Entscheidungsfin-
dung, sondern unterscheidet zwischen den Erfüllungsgraden verschiedener Ausgänge. Die
Gedankenmuster bei der Fuzzy-Logik ist nicht vom „entweder-oder“-Typ sondern vom
„mehr-oder-weniger“-Typ.
Es gibt viele Gründe, warum die Unschärfe ihren Platz in der Realität hat. Einer dieser
Gründe ist, dass es für Menschen komfortabler ist, nur unscharfe anstatt exakte Angaben
zu machen. Anders als exakte Angaben können unscharfe Angaben ein breites Spektrum
an Fällen beinhalten. Damit kann die Gültigkeit der Aussagen erweitert werden bzw. die
Beschränktheit der Anforderungen reduziert werden. Die Existenz der unscharfen Aussa-
gen kann auch darauf beruhen, dass bestimmte, exakte Informationen überhaupt nicht
zur Verfügung stehen oder nur sehr schwierig beschafft werden können. Deswegen kann
diese Information nur teilweise oder bruchstückhaft herangezogen werden, eben mit ei-
ner Unschärfe. Zusammenfassend können Unschärfen systematisch in drei verschiedene
Kategorien aufgeteilt werden[Zim01]:

• Intrinsische Unschärfe beruht auf einer unscharfen Empfindung des Menschen,
die durch die Sprache ausgedrückt wird. Sowohl die Empfindung als auch der an-
schließende linguistische Ausdruck lassen keine exakte Formulierung zu. Beispiel: Die
Person A ist sehr alt.

• Informationelle Unschärfe wird durch ein Informationsdefizit oder eine Informa-
tionsreduktion verursacht. Dabei sind Informationen für eine exakte Beschreibung
nur unzureichend vorhanden, oder komplexe Zusammenhänge werden reduziert, so
dass als Ergebnis eine unscharfe Formulierung entsteht. Zwei Beispiele: Der Vermö-
gensverwalter ist vertrauenswürdig oder das Betriebsklima in dem Unternehmen ist
schlecht.

• Unscharfe Relationen entstehen beim Vergleichen zwischen zwei Objekten, wo
keine dichotome Aussage gemacht wird. Stattdessen wird nur eine unscharfe Rela-
tion verwendet, damit trotz nicht exakter Angaben sinnvolle Informationen daraus
gezogen werden können. Zwei Beispiel: Person A ist etwas älter als Person B oder
beide sind ungefähr gleich groß.

Einen Ausweg für die Erfassung der Unschärfe in der mathematischen Modellierung stellt
die Fuzzy-Logik v. a. durch die Fuzzy-Sets oder die unscharfen Mengen dar. Diese sind
nicht wie gewöhnliche Mengen der klassischen Mengenlehre, wobei ein Element der Grund-
menge entweder in der Menge ist oder nicht zu der Menge gehört. Bei einer unscharfen
Menge kann die Zugehörigkeit eines Elements der Grundmenge unscharf sein. Dadurch
werden Unschärfen mathematisch erfasst und anschließend in mathematische Modellen
eingebunden. Als Referenzen für die Methoden der Fuzzy-Logik kann auf [BG93], [DP80],
[Böh93] und [Zim01] verwiesen werden.
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4.2 Unscharfe Mengen
Unscharfe Mengen sind grundlegende Komponenten der Fuzzy-Logik. Sie dienen der ma-
thematischen Erfassung und der Modellierung der Unschärfe. Diese mathematischen Kon-
strukte wurden zusammen mit Operationsmöglichkeiten von L. A. Zadeh in Rahmen der
Theorie zum „Fuzzy-Set“ 1965 veröffentlicht. [Zad65] (Bereits vor Zadeh haben sich vie-
le bekannte Wissenschaftler mit der Problematik der Unschärfen befasst. Beispielsweise
haben sich W. G. Leibniz und B. Russell mit Unschärfen in der Sprachgebrauch und W.
Heisenberg mit der Unschärfe in der Physik beschäftigt. Letzterer ist ebenfalls weltbe-
rühmt durch die „Heisenbergsche Unschärferelation“. )
Für eine unscharfe Menge sind zwei Voraussetzungen nötig. Einerseits wird eine Grund-
menge vorausgesetzt, über der eine unscharfe Menge gebildet wird. Diese Grundmenge
beinhaltet Kandidaten, die auf Zugehörigkeit zur unscharfen Menge beurteilt werden.
Andererseits muss eine Zugehörigkeitsfunktion (engl. membership function) spezifiziert
werden. Diese weist den einzelnen Kandidaten aus der Grundmenge einen Wert für die
Zugehörigkeit zu. Die Zugehörigkeitsfunktion legt fest, wie stark ein Element aus der
ursprünglichen Grundmenge zu der unscharfen Menge gehört. Es ist nicht zwingend not-
wendig, dass der Wertebereich der Zugehörigkeitsfunktion das reelle Intervall zwischen
Null und Eins sein muss. Dies wird aber aus Bequemlichkeit oft eingehalten. Je größer der
Wert der Zugehörigkeitsfunktion für ein Element ist, desto höher ist seine Zugehörigkeit
zu dieser unscharfen Menge.
Eine klassische Menge lässt sich auch als eine spezielle unscharfe Menge darstellen, nämlich
mit der Indikatorfunktion als die Zugehörigkeitsfunktion. Dabei ist der Wertebereich der
Zugehörigkeit nicht mehr ein reelles Intervall, sondern nur die beide Werte Null und Eins.
Damit kann ein Element nur entweder zu einer scharfen Menge gehören oder nicht. Auf-
grund der klaren Trennung zwischen Zugehörigkeit und Nichtzugehörigkeit der Elemente
wird eine klassische Menge auch als scharfe Menge bezeichnet.
Im Folgenden werden die unscharfen Mengen nach der Darstellung und Konstruktion von
Zadeh vorgestellt. [Zad65]

Definition 4.1 (Unscharfe Menge). Sei Ω eine Menge. Ferner sei die Funktion fÃ : Ω→
[0, 1] gegeben. Ã mit

Ã :=
{(
ω, fÃ(ω)

)
|ω ∈ Ω

}
(4.1)

heißt eine unscharfe Menge über der Grundmenge Ω. Dabei wird fÃ wird als die Zugehö-
rigkeitsfunktion bezeichnet.

Um die unscharfe Menge zu veranschaulichen, wird folgendes Beispiel angegeben.
Sei die Menge der Reellen Zahlen R die Grundmenge Ω. Sei Ã die unscharfe Menge der
Zahlen, die viel größer als Null sind. Offensichtlich kommen nur diejenigen Zahlen auf der
Zahlengerade in Frage, die größer als Null sind. Aber um der Anforderung „viel größer“
gerecht zu werden, muss die Zugehörigkeit dieser Zahlen zur unscharfen Menge genauer
spezifiziert werden. Sei die Zugehörigkeitsfunktion fÃ(ω) für die unscharfe Menge Ã

fÃ(ω) =


0, ω < 0
ω

100 , 0 ≤ ω < 100
1, 100 ≤ ω

.

Um das Beispiel einfach zu gestalten, wird die Zugehörigkeitsfunktion als stückweise li-
neare Funktion definiert. Alle Zahlen, die kleiner als Null sind, sind nicht in Ã enthalten.
Hingegen sind alle Zahlen, die größer oder gleich 100 sind, mit einer Zugehörigkeit Eins in
Ã, also vollständig zugehörend. Alle Zahlen zwischen Null und 100 sind nur teilweise in Ã
enthalten.
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Definition 4.2 (Unscharfe leere Menge). Die unscharfe Menge Ã := {
(
ω, fÃ(ω)|ω ∈ Ω

)
}

mit fÃ(ω) = 0 ∀ ω ∈ Ω heißt eine unscharfe leere Menge.

Eine klassische scharfe Menge ist genau dann leer, wenn sie kein Element enthält. Da die
unscharfe Menge Elemente auch teilweise beinhalten kann, wird für die leere unscharfe
Menge gefordert, dass die Zugehörigkeit für alle Elemente der Grundmenge den Wert
Null annimmt. [Zad65] Dadurch wird sichergestellt, dass kein einziges Element aus der
Grundmenge auch nur teilweise enthalten ist. Dies ist konsistent mit der Bedeutung der
leeren Menge.
Um u. a. die Bewertung einer unscharfen Menge bzw. eine Anordnung der Elemente in
einer unscharfen Menge zu ermöglichen, wird die so genannte α-Niveaumenge definiert.
[Böh93, S.16f.]

Definition 4.3 (α-Niveaumenge bzw. α-Schnitt). Sei Ã eine unscharfe Menge über der
Grundmenge Ω mit Ã := {

(
ω, fÃ(ω)

)
|ω ∈ Ω} und sei α ∈ (0, 1]. Dann heißt die scharfe

Menge
Aα = {ω|fÃ(ω) ≥ α, ω ∈ Ω}

eine α-Niveaumenge bzw. α-Schnitt von Ã.

Mit diesem Konstrukt ist es möglich, aus einer unscharfen Menge eine Familie von schar-
fen Teilmengen anhand des Zugehörigkeitswerts zu bilden. Alle Elemente in einer α-
Niveaumenge müssen die Bedingung erfüllen, dass ihre Zugehörigkeit in der unscharfen
Menge Ã mindestens den Schwellenwert α ist. Da die Bedingung zur Bildung einer α-
Niveaumenge die Elemente der ursprünglichen unscharfen Menge in scharfen Mengen auf-
teilt, wird die α-Niveaumenge auch als α-Schnitt bezeichnet. [Böh93, S.16f.]

Definition 4.4 (Normiertheit einer unscharfen Menge). Sei Ã eine unscharfe Menge über
der Grundmenge Ω mit Ã := {

(
ω, fÃ(ω)

)
|ω ∈ Ω}. Ã heißt normiert, wenn die Bedingung

sup
ω∈Ω

fÃ(ω) = 1

erfüllt ist.

Eine nicht normierte unscharfe Menge kannt normiert werden. Dies geschieht durch einen
Streckungsfaktor, der mit der Zugehörigkeitsfunktion multipliziert wird. Dementsprechend
kann aus jeder nicht leeren unscharfen Menge eine normierte unscharfe Menge geformt
werden. [Böh93, S.18f.]

Definition 4.5 (Gleichheit unscharfer Mengen). Zwei unscharfen Mengen Ã und B̃ über
der Grundmenge Ω werden als gleich definiert, wenn

fÃ(ω) = fB̃(ω) ∀ ω ∈ Ω

gilt.

Da eine unscharfe Menge durch ihre Zugehörigkeitsfunktion charakterisiert wird, ist bei
einer Gleichheit die vollständige Gleichheit der Zugehörigkeitsfunktion über der ganzen
Grundmenge zu fordern. Damit ist gewährleistet, dass jedes Element aus der Grundmenge
mit der gleichen Zugehörigkeit in beiden Mengen enthalten ist.

Definition 4.6 (Unscharfes Komplement). Das Komplement von der unscharfen Menge
Ã wird durch die unscharfe Menge ¯̃A mit

f ¯̃A(ω) = 1− fÃ(ω) ∀ ω ∈ Ω

definiert.
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Die Definition 4.6 ist ebenfalls nahe liegend, wenn man die Komplementbildung der schar-
fen Mengen zum Vergleich heranzieht. Falls ein Element in einer scharfen Menge ist, ist
es nicht in der komplementären scharfen Menge enthalten. Auf die unscharfen Mengen
übertragen, muss sich die Zugehörigkeitsfunktion von der Menge und ihrem Komplement
für jedes Element aus der Grundmenge auf Eins summieren.

4.3 Unscharfe Zahlen
In der Realität kommen nicht nur unscharfe Mengen sondern auch unscharfe Zahlen vor.
Gerade wegen der Informationsungenauigkeit oder wegen der Komplexität eines bestimm-
ten Systems ist es häufig unmöglich, eine exakte Angabe zu machen. Daher ist es bequemer,
eine unscharfe Zahl zu verwenden, die trotz ihrer Unschärfe einen Informationsinhalt be-
sitzt. Beispielsweise wird die Größe einer Person durch „ungefähr 1,8m groß“ zwar nicht
genau spezifiziert, aber jeder Mensch kann sich die Größe der betreffenden Person sehr
wohl vorstellen.
Eine solche unscharfe Zahl können wir anhand einer unscharfen Menge mit geeigneter Zu-
gehörigkeitsfunktion festlegen. Damit das Konstrukt der unscharfen Zahl auch der mensch-
lichen Intuition entspricht, wird eine weitere Eigenschaft von der Zugehörigkeitsfunktion
gefordert. Intuitiv muss die Zugehörigkeitsfunktion einer unscharfen Zahl genau an einer
Stelle das Maximum haben, wobei die Zugehörigkeitsfunktion links des Maximums einen
monoton ansteigenden Verlauf und rechts des Maximums einen monoton abfallenden Ver-
lauf haben soll. Diese Forderung wird als die Konvexität der unscharfen Menge bezeichnet
und wie folgt definiert. [Böh93, S.121.]

Definition 4.7 (Konvexität unscharfer Mengen). Eine unscharfe Menge Ã auf einem
Intervall Ω heißt konvex, wenn für alle ω1, ω2 ∈ Ω und ζ ∈ [0, 1] die Zugehörigkeitsunglei-
chung

fÃ ((1− ζ)ω1 + ζω2) ≥ min
(
fÃ(ω1), fÃ(ω2)

)
(4.2)

erfüllt ist.

Hier soll man beachten, dass die Konvexität der unscharfen Menge nicht der Konvexität
einer Funktion in der Analysis entspricht, auch wenn derselbe Begriff verwendet wird.
Mit der Definition 4.7 der Konvexität der unscharfen Menge kann nun die unscharfe Zahl
definiert werden.

Definition 4.8 (Unscharfe Zahl). Eine normierte, konvexe unscharfe Menge Ã über R
mit den Eigenschaften

1. fÃ(ω) = 1 gilt für genau ein ω ∈ R

2. fÃ ist stückweise stetig

heißt eine unscharfe Zahl. Eine reelle unscharfe Zahl ist als positiv definiert, wenn fÃ(ω) =
0 ∀ ω < 0 ist. Eine unscharfe Zahl wird als negativ definiert, wenn fÃ(ω) = 0 ∀ ω ≥ 0 ist.

Es sei darauf hingewiesen werden, dass ein Vergleich zweier unscharfen Zahlen ganz anders
als ein Vergleich zwischen zwei reellen Zahlen ist. Auch wenn das Maximum der jeweiligen
Zugehörigkeitsfunktion beider unscharfer Zahlen bei dem gleichen Wert liegt, müssen die
Verläufe der Zugehörigkeitsfunktion nicht identisch sein. Damit sind auch beide unscharfe
Zahlen nicht gleich. Es wird auf die Gleichheit von zwei unscharfen Mengen zurückgegrif-
fen, die ebenfalls bei den unscharfen Zahlen Gültigkeit besitzt. Entsprechend sind zwei
unscharfe Zahlen genau dann gleich, wenn die Zugehörigkeitsfunktionen beider unscharfer
Zahlen identisch sind.
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Eine spezielle Klasse der unscharfen Zahlen sind solche mit einer LR-Zugehörigkeitsfunk-
tion, wobei L für links und R für rechts steht. Bei diesen unscharfen Zahlen kann die
Zugehörigkeitsfunktion in linke und rechte Teilzugehörigkeitsfunktionen aufgeteilt werden.
[Böh93, S.13f.]

Definition 4.9 (Unscharfe Zahl vom LR-Typ). Seien a < m1 < m2 < b ∈ R. Eine
Zugehörigkeitsfunktion fÃ von einer unscharfen Zahl Ã heißt vom LR-Typ, wenn sie als
zwei Teilzugehörigkeitsfunktionen L, R mit den folgenden Eigenschaften dargestellt werden
kann.

1. L,R :→ R+ → [0, 1]

2. L(m1) = R(m2) = 1

3. L ist monoton steigend und R ist monoton fallend in R+.

Damit kann fÃ dargestellt werden als:

fÃ(ω) =


0, ω /∈ [a, b]
L(ω) a ≤ ω < m1

1, m1 ≤ ω ≤ m2

R(ω) m2 < ω ≤ b

. (4.3)

Bemerkung 4.10. Im Falle m1 − a = 0 verschwindet die Teilzugehörigkeitsfunktion L.
Im Falle b − m2 = 0 verschwindet die Teilzugehörigkeitsfunktion R. Falls beide Fälle
gleichzeitig eintreten, reduziert sich die unscharfe Zahl auf ein scharfes Intervall [m1,m2].
Ist ferner m1 = m2, ist Ã eine scharfe Zahl.
Wie man aus der Definition 4.3 entnehmen kann, ist m1 − a bzw. b−m2 die Spannweite
auf der linken bzw. auf der rechten Seite. Das Intervall (a, b) ist der Träger und [m1,m2]
ist das Intervall mit der maximalen Zugehörigkeit Eins.

Insbesondere die normierten unscharfen Zahlen mit einer dreiecksförmigen Zugehörigkeits-
funktion sind vom LR-Typ. Diese sind sehr handlich und nützlich aufgrund ihrer Beschaf-
fenheit und ihrer einfachen Operationsmöglichkeiten. Allgemein kann eine solche unscharfe
Zahl durch drei Parameter a0 < a1 < a2 ∈ R bestimmt werden:

fÃ(ω) =


0 ω /∈ [a0, a2]
ω−a0
a1−a0

a0 ≤ ω ≤ a1
a2−ω
a2−a1

a1 ≤ ω ≤ a2

.

Nun wird das kartesisches Produkt der unscharfen Mengen und das Erweiterungsprinzip
angegeben. [Zad65] Das Erweiterungsprinzip verschafft der Fuzzy-Logik eine Grundlage,
„klassische Konzepte auf die ihnen entsprechenden unscharfen Konzepte“ zu erweitern.
[Böh93, S.141]

Definition 4.11 (Kartesisches Produkt und das Erweiterungsprinzip). Seien Ωi, i =
1, ..., n und Y Grundmengen. Seien Ãi, i = 1, ..., n unscharfe Mengen mit einer jeweiligen
Grundmenge Ωi. Sei (ω1, ..., ωn) ∈ Ω1 × · · · × Ωn.

1. Das n-stellige kartesische Produkt der unscharfen Mengen Ãi, i = 1, ..., n ist definiert
durch

Ã1 × · · · × Ãn =
{(

(ω1, ..., ωn),min
(
fÃ1

(ω1), ..., fÃn(ωn)
))}

(4.4)
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2. Sei g : Ω1 × · · · × Ωn → Y , g(ω1, ..., ωn) 7→ y eine invertierbare Funktion. Sie wird
zu einer Funktion ĝ erweitert, die für alle Ãi, i = 1, ..., n gesetzt wird

B̃ = ĝ(Ã1, ..., Ãn) =
{(

(ω1, ..., ωn),min
(
fÃ1

(ω1), ..., fÃn(ωn)
))}

(4.5)

fB̃(y) =


sup

y=g(ω1,...,ωn)

{
min

(
fÃ1

(ω1), ..., fÃn(ωn)
)}

wenn g−1(y) 6= ∅

0 sonst
(4.6)

Dabei wird mit g−1(y) das Urbild von y ∈ Y bezeichnet.

4.4 Lineare Fuzzy-Optimierung
Bei der klassischen linearen Optimierung wird eine lineare Zielfunktion unter Berück-
sichtigung von linearen Nebenbedingungen optimiert. Dabei greift man auf die Lösungs-
methoden, wie z. B. den Simplex-Algorithmus, zurück. Wenn unscharfe Mengen in die
Modellierung einbezogen werden, sind entsprechende Lösungsverfahren nötig. Die Ent-
scheidungsprobleme mit Einbeziehung der unscharfen Mengen haben Bellman und Zadeh
untersucht. [BZ70] Später entstandene Optimierungskonzepte können als Weiterentwick-
lung des von Bellman und Zadeh entwickelten Verfahrens angesehen werden.
Bei einem konventionellen linearen Optimierungsproblem ergibt sich eine Menge der zuläs-
sigen Lösungen bzw. Handlungsalternativen durch alle vorhandenen Nebenbedingungen.
Aus dieser Menge der zulässigen Lösungen wird die Zielfunktion optimiert. Diejenige zu-
lässige Lösung mit dem besten Zielfunktionswert wird als die optimale Lösung bestimmt.
Dabei ist deutlich, dass die Zielfunktion und die Nebenbedingungen asymmetrische Aufga-
ben besitzen. Sämtliche Nebenbedingungen schränken den Lösungsraum ein und die Ziel-
funktion determiniert die bestmögliche Lösung aus dem eingeschränkten Lösungsraum.
Da die Nebenbedingungen stets scharfe Restriktionen des gesamten Optimierungsraumes
sind, ist die Menge der zulässigen Lösung ebenfalls scharf. Deswegen erfüllen alle zulässi-
gen Lösungen alle Nebenbedingungen eindeutig.
Anders ist die Optimierung unter Einbeziehung der unscharfen Mengen. Da nun die Re-
striktionen unscharfe Bedingungen enthalten, können die Nebenbedingungen auch teilweise
erfüllt sein. Für die unscharfen Mengen ist es charakteristisch, dass Elemente der Grund-
menge eine bestimmte Zugehörigkeit haben, die durch die Zugehörigkeitsfunktion festge-
legt wird. Wenn nun mehrere unscharfe Mengen mit jeweils unterschiedlicher Zugehörig-
keitsfunktion betrachtet werden, die gleichzeitig das Optimierungsproblem einschränken,
müssen sie auch entsprechend behandelt werden. Elemente aus der Grundmenge, die einen
hohen Erfüllungsgrad einer unscharfen Restriktion vorweisen, können bei anderen Restrik-
tionen nur einen niedrigen Erfüllungsgrad haben. Die graduelle Erfüllung der Bedingungen
ist der grundlegende Unterschied zwischen scharfer und unscharfer Optimierung.
Bellman und Zadeh haben in ihrem Aufsatz „Decision-Making in a Fuzzy-Environment“
[BZ70] vorgeschlagen, bei der unscharfen Optimierung die Zielfunktion und alle Neben-
bedingungen gleichzeitig zu betrachten. Nach ihrem Lösungskonzept werden Zielfunktion
und Nebenbedingungen symmetrisch betrachtet. Anschließend wird eine simultane Opti-
mierung aller Erfüllungsgrade durchgeführt. Das Ergebnis der Optimierung ist diejenige
Handlungsalternative, die alle Nebenbedingungen und die Zielfunktion gleichzeitig best-
möglich erfüllt. Dieses Konzept bezeichnen Bellman und Zadeh als „confluence of goals
and constraints“, also der Zusammenfluss oder Zusammenwirkung von Zielfunktion und
Nebenbedingungen. [BZ70]
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Eine simultane Vergleichbarkeit der Zielfunktion und aller Nebenbedingungen ist nicht
zwingend gegeben. Es kann notwendig sein, eine Zugehörigkeitsfunktion für die Zielfunk-
tion mit Hilfe zusätzlicher Informationen festzulegen. Auch die Nebenbedingungen sol-
len vergleichbar vorliegen, so dass eine simultane Optimierung sämtlicher Erfüllungsgrade
möglich ist.
Konkret schlagen Bellman und Zadeh vor, ein Lösungsverfahren durch Durchschnittsbil-
dung der unscharfen Mengen zu verwenden. Das Ergebnis aus der Durchschnittsbildung
ist eine unscharfe Menge über der Grundmenge. Anschließend wird aus dieser unscharfen
Menge eine Handlungsalternative als Lösung ausgesucht, die gleichzeitig einen höchsten
Erfüllungsgrad aller Bedingungen besitzt.
Da Zielfunktion und Nebenbedingungen normalerweise in einem konkurrierenden Zusam-
menhang stehen, ist ein Kompromiss einzugehen. Eine Erhöhung der graduellen Zielerfül-
lung der Zielfunktion oder einer Nebenbedingung kann eine graduelle Verletzung einer oder
mehrerer Nebenbedingungen bedeuten. Dies ist nicht mit der Verletzung einer Nebenbe-
dingung in einem klassischen Optimierungsproblem gleichzusetzen, weil bei der unscharfen
Modellierung eine gewisse Verletzung grundsätzlich zugelassen ist. Trotzdem soll darauf
geachtet werden, dass die bestmögliche Handlungsalternative einen gewissen Erfüllungs-
grad besitzen muss, so dass diese plausibel erscheint.
Ausgehend von m Nebenbedingungen sei fi, i = 1, ...,m die Zugehörigkeitsfunktion für
jede Nebenbedingung. Sei fZ die Zugehörigkeitsfunktion für die Zielfunktion und X der
Vektor der Optimierungsvariablen. Das Optimierungsproblem nach Bellman und Zadeh ist

OP2
λ→ max

X,λ

Unter den Nebenbedingungen:

λ ≤ fZ(X),

λ ≤ f1(X), ..., λ ≤ fm(X).

Oder kurz: {
min
X
{fZ(X), f1(X), ..., fm(X)}

}
→ max

X
. (4.7)
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Kapitel 5

Fuzzy-Portfolio-Modelle

Mit der Verbreitung des klassischen Portfolio-Modells und der zunehmenden Bedeutung
des Asset-Managements wird die kontinuierliche Weiterentwicklung der Portfolio-Theorie
motiviert, wobei u. a. neue Portfolio-Modelle entwickelt werden. In den folgenden Ab-
schnitten werden zunächst einige Fuzzy-Portfolio-Modelle in Gruppen vorgestellt. Diese
dienen der Abgrenzung der neuen Modelle von den bereits vorhandenen. Des Weiteren
werden neue Modellierungsmöglichkeiten der Vorinformationen als unscharfe Mengen vor-
geschlagen. Die zugehörigen Eigenschaften werden untersucht und entsprechende Verarbei-
tungsprozeduren dargestellt. Anschließend werden in einem naiven Modell die vorgestellten
Methoden und Konzepte demonstriert.

5.1 Überblick der vorhandenen Fuzzy-Portfolio-Modelle
In den letzten fünfzehn Jahren hat die Fuzzy-Logik ihren Weg in die Portfolio-Modellierung
gefunden. Neue Portfolio-Modelle mit unscharfen Elementen und Intervallprogrammierung
wurden vorgeschlagen. Grob können die bereits entwickelten Fuzzy-Modelle in drei Grup-
pen aufgeteilt werden. Einen Überblick über diese Modelle ist in »On Fuzzy-Portfolio
Selection Problems« von Wang und Zhu, zu finden. Vgl. [WS02]. Als weitere Referenz
wird ebenfalls auf [IR00] verwiesen.
Die erste Gruppe umfasst Modelle, bei denen der klassiche Ansatz von Markowitz weit-
gehend adaptiert wird. Neu dabei ist die Verwendung der Fuzzy-Logik bei der Entschei-
dungsfindung. Bei Markowitz sind die erwartete Portfoliorendite und -varianz die zentralen
Optimierungsparameter. Darauf aufbauend geht Watada einen Schritt weiter, indem er für
die erwartete Portfoliorendite bzw. -varianz jeweils eine Zugehörigkeitsfunktion spezifiziert,
die die unscharfe Präferenz des Anlegers berücksichtigt. Die anschließende Optimierung
besteht darin, beide Zugehörigkeitswerte zu maximieren. Diese Optimierung bedarf der
erwarteten Renditen und der Kovarianzmatrix der einzelnen Wertpapiere als Vorinfor-
mationen ähnlich wie bei dem klassischen Modell. [Wat97] Im Vergleich zum klassischen
Modell besteht die Innovation darin, dass der Anleger nicht mehr den einzigen Trade-off-
Parameter zwischen Renditen und Varianz spezifiziert, sondern seine vagen Präferenzen
für Renditen und Varianz getrennt spezifizieren kann. Auch ist es möglich, verschiedene
Typen von Zugehörigkeitsfunktionen heranzuziehen, die sich in Form und in der Handha-
bung unterscheiden. (Vgl. dazu ebenfalls [Ram98], [PTU01] und [LLV02].)
Die zweite Modellgruppe ist dadurch gekennzeichnet, dass hierbei die Fuzzy-Logik stell-
vertretend für die Statistik eingesetzt bzw. zum Teil auf beide Theorien zurückgegriffen
wird. In der Statistik hat jede Zufallsvariable eine Wahrscheinlichkeitsverteilung. Analog
steht in der Fuzzy-Logik die sogenannte Possibilitätsverteilung zur Verfügung. Sie wird oft
durch die Zugehörigkeitsfunktion einer unscharfen Menge definiert und hat ähnliche Eigen-
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schaften wie die Wahrscheinlichkeitsverteilung. Beispielsweise ist es möglich, jeweils für die
Renditen der einzelnen Wertpapiere eine Zugehörigkeitsfunktion als Possibilitätsverteilung
zu spezifizieren. Anschließend können Kennzahlen wie der unscharfe Mittelwert und die
unscharfe Varianz konstruiert werden. Das Ziel der Optimierung bleibt, wie im klassischen
Modell, die beste Kombination der beiden Kennzahlen für das Gesamtportfolio zu finden
und die entsprechende Portfolio-Aufteilung zu bestimmen. (Vgl. dazu auch [DP87], [Hei92],
[CF01], [CFM02], [LYK02], [PMT05] und [AB08].) Ferner lässt die Possibilitätsverteilung
weitere Möglichkeiten zu, wie z. B. die Definition von Necessität- oder Kredibilitätsmaße
(engl. necessity bzw. credibility), die ebenfalls als Optimierungsparameter des Gesamt-
portfolios verwendet werden können. Anhand dieser Maße werden Modelle formuliert, die
ähnliche Ziele wie das Safety-First-Modell nach Roy[Roy52] und nach Kataoka[Kat63] ver-
folgen. Zudem wird auf [IT00], [TGT00], [Hua06], [Hua07] und [LL08] verwiesen.
Die dritte Gruppe umfasst Modelle mit Intervallprogrammierung. Anders als bei den ers-
ten beiden Gruppen werden Intervalle als spezielle unscharfe Zahlen bei der Modellierung
verwendet. Beispielsweise werden Renditen der Wertpapiere in dem Modell von Lai et al.
als Intervalle definiert, wobei die Zugehörigkeit für alle Renditen zwischen den jeweiligen
oberen und unteren Intervallgrenzen Eins und außerhalb des geschlossenen Intervalls Null
ist. Vgl. dazu [TG99], [LWJ+02], [Ida03] und [LX07]. Man kann diese Modellierung so
verstehen, dass eine Bandbreite für mögliche Renditen jedes Wertpapiers spezifiziert wird.
Jeder Wert in dieser Bandbreite wird gleich betrachtet. Anhand dieser Renditeninterval-
le wird die Renditenbandbreite des Gesamtportfolios berechnet. Neben der Rendite wird
ein Risikomaß berücksichtigt, damit das Risiko bei der Optimierung minimiert werden
kann. Der Vorteil der Intervallprogrammierung liegt darin, dass die Intervalle einfache
Konstrukte sind und Unschärfe deutlich wiedergeben können. Des Weiteren ist es möglich,
die Intervallgrenzen als „best and worst cases“ zu interpretieren, die als eine anschauliche
Einschätzung des Portfolios angeboten werden.
Einige der Portfolio-Modelle der obigen drei Gruppen sind nicht linear. Sie lassen sich
aber durch geschickte Umformulierung oder Transformation in lineare Optimierungsmo-
delle umwandeln. Andere bedürfen, wie das klassische Portfolio-Modell, Lösungsmethoden
der nicht linearen Programmierung. Dafür kann beispielsweise der genetische Algorithmus
genannt werden, der bereits bei der Lösung von einigen Fuzzy-Portfolio-Modellen imple-
mentiert wurde. Vgl. dazu [SHF94], [Nis97], [CL05] und [LP02].

5.2 Modellierung der Vorinformationen
Bei allen quantitativen Portfolio-Modellen dienen historische Kursreihen der Wertpapiere
als Vorinformation. Oft werden Periodenschlusskurse berücksichtigt, v. a. Tagesschlusskur-
se, aus denen Renditen berechnet werden. Für die statistischen Modelle werden in erster
Linie die erwarteten Renditen und die Kovarianzmatrix der Renditen geschätzt, die die
eigentlichen Inputs sind. Bei allen Modellen werden sowohl Kurse als auch Renditen stets
als scharfe Zahlen, d. h. als reelle Zahlen, modelliert.
Durch die Einbeziehung der Fuzzy-Logik ist es nun möglich, Renditen unscharf zu mo-
dellieren. Nach wie vor stehen Zeitreihen der Tagesschlusskurse der Wertpapiere im Mit-
telpunkt. Neben den Tagesschlusskursen gibt es weitere verfügbare Kursinformationen.
Diese sind beispielsweise die Tageseröffnungskurse, die Tageshöchst- und die Tagestiefst-
kurse, die v. a. für den sogenannten Candle-Stick-Chart verwendet werden. Diese vier
Zeitreihen stellen unterschiedliche Informationen zur Verfügung und geben zusammen den
gesamten Schwankungsbereich der Tageskurse grob wieder.
Nun, um die grobe Tagesschwankung zu berücksichtigen, werden Vorinformationen als
unscharfe Zahlen modelliert. Jede Tagesrendite eines Wertpapiers wird mit einer dreieck-
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förmigen Zugehörigkeitsfunktion modelliert, die mit drei Parametern identifiziert wird.
Jeder dieser drei Parameter ist eine scharfe reelle Zahl. (Vgl. Abschnitt 4.3)
Im Folgenden wird von N Wertpapieren ausgegangen, von denen historische Kursinforma-
tionen zu T Tagen verfügbar sind. Diese Tagesbeobachtungen werden in Vektoren zusam-
mengefasst. Seien R̃1, ..., R̃T diese unscharfen Renditenvektoren. Jeder unscharfe Renditen-
vektor wird durch drei Vektoren aus RN determiniert. Seien r1, ..., rT ∈ RN die Vektoren
der Tagesrenditen mit maximaler Zugehörigkeit. Seien a1, ..., aT ∈ RN und b1, ..., bT ∈ RN
die Vektoren für die zugehörigen Spannweite links bzw. rechts. Mit diesen drei Sätzen von
Vektoren lassen sich die unscharfen Renditenvektoren vollständig spezifizieren.

R̃i = (ri, ai, bi)LR, i ∈ {1, ..., T} (5.1)

Entsprechend kann man die Zugehörigkeitsfunktion für diese unscharfen Renditen ange-
ben, wobei i der Tagesindex und j der Wertpapierindex ist.

fR̃i(ω) =


0, ω /∈ [ri,j − ai,j , ri,j + bi,j ]
ω−ri,j+ai,j

ai,j
ri,j − ai,j ≤ ω < ri,j

ri,j+bi,j−ω
bi,j

ri,j < ω ≤ ri,j + bi,j

,∀i ∈ {1, ..., T}, j ∈ {1, ..., N}. (5.2)

Die Zugehörigkeitsfunktion, wie oben definiert, lässt sich in folgender Grafik anschaulich
darstellen: Um stetige Renditen aus den Kursreihen zu gewinnen, werden die Zeitreihen

Abbildung 5.1: Zugehörigkeitsfunktion einer unscharfen Rendite

der Tagesschlusskurse zunächst logarithmiert und anschließend werden die Differenzen je
zwei aufeinander folgender Werte gebildet. Auf ähnliche Weise können unscharfe, stetige
Tagesrenditen berechnet werden. Zuvor muss man jedoch festgelegen, wie die Renditen
berechnet werden, denn nun steht mehr als nur eine Zeitreihe zur Verfügung und verschie-
dene Möglichkeiten sind denkbar.
Seien k0, ..., kT ∈ RN die Vektoren der Tagesschlusskurse, l0, ..., lT ∈ RN die Vektoren der
Tagestiefstkurse und h0, ..., hT ∈ RN die Vektoren der Tageshöchstkurse. Aus diesen drei
Sätzen von Vektoren können unscharfe Renditen auf folgenden vier Wegen determiniert
werden. Weitere Methoden sind möglich und denkbar, werden hier jedoch nicht berück-
sichtigt.

Variante 1: Der Vortagesschlusskurs als Bezugswert

Der Vortagesschlusskurs wird als Bewertungsgrundlage für die Ermittlung der Tagesrendi-
te des darauffolgenden Tages verwendet. Zusätzlich werden Spannweiten berechnet, wobei
ebenfalls der Vortagesschlusskurs als Bezugswert verwendet wird. Die stetige Rendite zwi-
schen dem Vortagesschlusskurs und dem Tagestiefstkurs des betrachteten Tages ist der
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ungünstigste Fall. Die Spannweite nach links wird als die Differenz zwischen der Rendite
der Tagesschlusskurse und der Rendite des ungünstigsten Falls berechnet. Analog kann
die Spannweite nach rechts berechnet werden. Dabei werden der Vortagesschlusskurs und
der Tageshöchstkurs des betrachteten Tages herangezogen. Zusammengefasst kann eine
unscharfe Rendite eines Wertpapiers j zum Tag i bestimmt werden durch:

ri,j = ln ki,j − ln ki−1,j ,

ai,j = ri,j − (ln li,j − ln ki−1,j),
bi,j = ln hi,j − ln ki−1,j − ri,j ,
∀i ∈ {1, ..., T}, j ∈ {1, ..., N}.

(5.3)

Satz 5.1. Die Parameter ai,j und bi,j für alle i ∈ {1, ..., T} und j ∈ {1, ..., N} sind positiv.

Beweis. ri,j = ln ki,j−ln ki−1,j gilt für alle i ∈ {1, ..., T} und j ∈ {1, ..., N}. li,j ≤ ki,j ≤ hi,j
gilt für alle i ∈ {0, ..., T} und j ∈ {1, ..., N}. Daraus folgt

ai,j = ri,j − (ln li,j − ln ki−1,j)
= ln ki,j − ln ki−1,j − ln li,j + ln ki−1,j

= ln ki,j − ln li,j ≥ 0

und
bi,j = ln hi,j − ln ki−1,j − ri,j

= hi,j − ln ki−1,j − ln ki,j + ln ki−1,j

= ln hi,j − ln ki,j ≥ 0
Beide Spannweiten sind folglich postiv.

Variante 2: Der Vortagestiefstkurs als Bezugswert

Falls ein Anleger sehr optimistisch eingestellt ist, kann er stets den Vortagestiefstkurs als
Bewertungsgrundlage benutzen.

ri,j = ln ki,j − ln li−1,j ,

ai,j = ri,j − (ln li,j − ln li−1,j),
bi,j = ln hi,j − ln li−1,j − ri,j ,
∀i ∈ {1, ..., T}, j ∈ {1, ..., N}.

(5.4)

Offensichtlich sind ai,j und bi,j für alle i ∈ {1, ..., T} und j ∈ {1, ..., N} genauso groß wie in
der Variante 1. Aber die Rendite mit der maximalen Zugehörigkeit ist größer oder gleich
der in der Variante 1, weil li,j ≤ ki,j ≤ hi,j für alle i ∈ {0, ..., T} und j ∈ {1, ..., N} gilt.

Variante 3: Der Vortageshöchstkurs als der einheitliche Bezugswert

Ist der Anleger sehr pessimistisch, würde er den Vortageshöchstkurs als Bewertungsgrund-
lage heranziehen. In der Umsetzung bedeutet das:

ri,j = ln ki,j − ln hi−1,j ,

ai,j = ri,j − (ln li,j − ln hi−1,j),
bi,j = ln hi,j − ln hi−1,j − ri,j ,
∀i ∈ {1, ..., T}, j ∈ {1, ..., N}.

(5.5)

Auch hier sind ai,j und bi,j für alle i ∈ {1, ..., T} und j ∈ {1, ..., N} genauso groß wie in
den ersten beiden Varianten. Aber ist die Rendite mit der maximalen Zugehörigkeit ist
nun kleiner.
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Variante 4: „Best and worst cases“

Abgesehen von diesen ersten drei Varianten ist es möglich, die „best and worst cases“
zu berücksichtigen. Dabei wird die Rendite mit der höchsten Zugehörigkeit aus den auf-
einander folgenden Tagesschlusskursen berechnet. Für die linke Spannweite wird der Fall
betrachtet, in dem die Rendite zweier aufeinanderfolgender Tage am schlechtesten ausfällt.
Sinngemäß ist es die stetige Rendite zwischen dem Vortageshöchstkurs und dem Tiefstkurs
des betrachteten Tages. Umgekehrt muss die rechte Spannweite den besten Fall wiederge-
ben. Dabei wird die stetige Rendite zwischen dem Vortagestiefstkurs und dem Höchstkurs
des betrachteten Tages berechnet. Zusammengefasst:

ri,j = ln ki,j − ln ki−1,j ,

ai,j = ri,j − (ln li,j − ln hi−1,j),
bi,j = ln hi,j − ln li−1,j − ri,j ,
∀i ∈ {1, ..., T}, j ∈ {1, ..., N}.

(5.6)

Satz 5.2. ai,j und bi,j für alle i ∈ {1, ..., T} und j ∈ {1, ..., N} sind größer oder gleich
Null.

Beweis. ri,j = ln ki,j−ln ki−1,j gilt für alle i ∈ {1, ..., T} und j ∈ {1, ..., N}. li,j ≤ ki,j ≤ hi,j
gilt für alle i ∈ {0, ..., T} und j ∈ {1, ..., N}.

ai,j = ri,j − (ln li,j − ln hi−1,j)
= ln ki,j − ln ki−1,j − ln li,j + ln hi−1,j

= (ln ki,j − ln li,j)︸ ︷︷ ︸
≥0

+ (ln hi−1,j − ln ki−1,j)︸ ︷︷ ︸
≥0

≥ 0

und
bi,j = ln hi,j − ln li−1,j − ri,j

= ln hi,j − ln li−1,j − ln ki,j + ln ki−1,j

= (ln hi,j − ln ki,j)︸ ︷︷ ︸
≥0

+ (ln ki−1,j − ln li−1,j)︸ ︷︷ ︸
≥0

≥ 0

Damit sind ai,j und bi,j für alle i ∈ {1, ..., T} und j ∈ {1, ..., N} größer gleich Null.

Normalerweise bewegt sich der Tageskurs nur in kleinem Bereich, so dass die Spannweite
der unscharfen Rendite ebenfalls klein bleibt. Im extremen Fall kann es vorkommen, dass
es nur eine einzige Tagesnotierung gibt. In diesem Fall wäre der Tagesschlusskurs gleich-
zeitig der Tageshöchst- und Tagestiefstkurs, wodurch die Spannweiten bei den ersten drei
Varianten gleich Null werden. Damit reduziert sich die unscharfe Rendite auf eine scharfe
Rendite. Im Allgemeinen aber, v. a. bei Aktien mit hoher Liquidität und Marktkapitali-
sierung, ergeben sich positive Spannweiten.
Da die Renditen als unscharf modelliert werden und jede einzelne speziell als eine unscharfe
Zahl des LR-Typs repräsentiert wird, sollte speziell die Operationsmöglichkeit dieser Kon-
strukte genauer betrachtet werden.

Definition 5.3 (Unscharfe Summe und skalares Produkt). Seien R̃1,1 = (r1,1, a1,1, b1,1)LR
und R̃2,1 = (r2,1, a2,1, b2,1)LR zwei unscharfe Renditen. Weiter sei α ∈ R. Die Summe der
beiden unscharfen Renditen ist definiert als eine unscharfe Rendite mit

R̃1,1 + R̃2,1 = (r1,1, a1,1, b1,1)LR + (r2,1, a2,1, b2,1)LR
= (r1,1 + r2,1, a1,1 + a2,1, b1,1 + b2,1)LR.

(5.7)
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Die skalare Multiplikation einer unscharfen Rendite mit einer reellen Zahl ist definiert
durch

αR̃1,1 = α(r1,1, a1,1, b1,1)LR

=
{

(αr1,1, αa1,1, αb1,1)LR α ≥ 0
(αr1,1, |αb1,1|, |αa1,1|)LR α < 0

.
(5.8)

Die Differenz beider unscharfer Renditen ist definiert durch eine unscharfe Rendite mit

R̃1,1 − R̃2,1 = (r1,1, a1,1, b1,1)LR − (r2,1, a2,1, b2,1)LR
= (r1,1, a1,1, b1,1)LR + (−r2,1, b2,1, a2,1)LR
= (r1,1 − r2,1, a1,1 + b2,1, b1,1 + a2,1)LR.

(5.9)

An dieser Stelle wird auf eine genaue Ausführung zur Prüfung der Wohldefiniertheit ver-
zichtet. Interessierte seien beispielsweise auf »Fuzzy-Logik« von Böhme verwiesen, wo eine
detaillierte Ausführung hierzu zur Verfügung steht. [Böh93, S.123f.] Auch lässt sich nach-
prüfen, dass die Definition 5.3 in Einklang mit dem Erweiterungsprinzip nach Zadeh steht.
(Vgl. Abschnitt 4.3) Beispielhaft wird nun diese Überprüfung für die Addition durchge-
führt.
Das kartesische Produkt aus zwei unscharfen Renditen ist die Ausgangsmenge. Sei die
Summe aus zwei unscharfen Renditen mit g bezeichnet. Die Grundmenge der unscharfen
Renditen ist die Menge der reellen Zahlen. Sie ist zugleich auch die Grundmenge, über
der die unscharfe Renditensumme als Bildmenge definiert ist. Seien g : R2 → R und
g(ω1, ω2) 7→ y ∈ R. Folglich ist die Erweiterung von R̃1,1 + R̃2,1 unter g die unscharfe
Rendite mit

ĝ(R̃1,1 + R̃2,1) =
{(
g(ω1, ω2),min

(
fR̃1,1

(ω1), fR̃2,1
(ω2)

))
|(ω1, ω2) ∈ R2

}

fR̃1,1+R̃2,1
(y) =


sup

y=g(ω1,ω2)
(ω1,ω2)∈R2

{
min

(
fR̃1,1

(ω1), fR̃2,1
(ω2)

)}
wenn g−1(y) 6= ∅

0 sonst
Als direkte Anwendung der definierten Operationen kann man eine k-Tage-Durchschnitt-
srendite herleiten. Damit ist es möglich, die mittlere unscharfe Rendite eines Zeitraums
von k-Tagen zu berechnen, ähnlich wie die Durchschnittsrendite bei scharfen Renditen.
Da die Renditen immer stetig sind, wird die Durchschnittsrendite durch das arithmetische
Mittel bestimmt.

Definition 5.4 (k-Tage-Durchschnittsrendite). Seien R̃i,j = (ri,j , ai,j , bi,j)LR mit i ∈
{1, ..., T} und j ∈ {1, ..., N}. Ferner sei k ∈ N mit k ≤ T . Die k-Tage-Durchschnittsrendite
des Wertpapiers j ist definiert durch

R̃kj = 1
k

T∑
i=T−k+1

R̃i,j =

 T∑
i=T−k+1

ri,j
k
,

T∑
i=T−k+1

ai,j
k
,

T∑
i=T−k+1

bi,j
k


LR

(5.10)

Wichtig bei der Definition 5.4 ist, zu beachten, dass zur Berechnung die unscharfen Ren-
diten der k aktuellsten Tage herangezogen werden. Durch verschiedene Zeitraumlängen
ist die Glättung der zufälligen Schwankungen ebenfalls unterschiedlich. Diese Eigenschaft
kann in den Modellen ausgenutzt werden. Aus den Kursinformationen von K + 1 Tagen
mit K ∈ N können Tagesrenditen von K Tagen errechnet werden. Aus diesen K Tages-
renditen können insgesamt K + 1 − k gleitende k-Tage-Durchschnitte berechnet werden.
Diese werden ähnlich berechnet, wobei aber die Summierung jeweils über einer anderen
Indexmenge stattfindet.
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5.3 Defuzzifikationsmethoden
Unscharfe Objekte können aufgrund ihrer Unschärfe nur in seltenen Fällen miteinander
verglichen werden. Um sie trotzdem sinnvoll miteinander vergleichen und auswerten zu
können, werden Verfahren entwickelt, die ein unscharfes Objekt in ein scharfes und äqui-
valentes Objekt unter bestimmten Gesichtspunkten verwandeln. Solche Verfahren werden
als Defuzzifikationsmethoden bezeichnet. In diesem Abschnitt werden zwei Defuzzifikati-
onsmethoden vorgestellt, die in den folgenden Modellen ihre Verwendung finden. Es gibt
weitere Defuzzifikationsmethoden, auf die hier nicht einzeln eingegangen wird. Bei Inter-
esse wird beispielsweise auf [VLK99] und [Zim01] verwiesen.

5.3.1 Schwerpunktmethode für unscharfe Zahlen vom LR-Typ

Die Schwerpunktmethode ist eine einfache Defuzzifikationsmethode speziell für unscharfe
Zahlen vom LR-Typ. Ursprünglich ist Schwerpunkt ein Begriff aus der Physik und bezeich-
net das Zentrum eines Objektes oder eines Objekteverbundes bezogen auf die Schwerkraft.
Für die unscharfen Zahlen stellt der Schwerpunkt ebenfalls eine Art Zentrum dar, das
die Zahlen repräsentiert. Mit dem euklidischen Abstand zwischen dem Schwerpunkt ei-
ner unscharfen Zahl und dem Ursprung ist es möglich, unscharfe Zahlen miteinander zu
vergleichen.

Definition 5.5 (Schwerpunkt einer unscharfen Zahl vom LR-Typ). Sei Ã eine unscharfe
Zahl vom LR-Typ mit der Zugehörigkeitsfunktion

fÃ(ω) =


0 ω /∈ [a, b]
L(ω) a ≤ ω < m1

1 m1 ≤ ω ≤ m2

R(ω) m2 < ω ≤ b

, a < m1 < m2 < b ∈ R.

Ferner seien beide Teilzugehörigkeitsfunktionen L : [a,m1]→ [0, 1] und R : [m2, b]→ [0, 1]
in ihrem zuständigen Bereich umkehrbar. Seien die Umkehrfunktionen mit L−1 : [0, 1] →
[a,m1] und R−1 : [0, 1]→ [m2, b] bezeichnet.
Der Schwerpunkt von Ã ist definiert durch (x0, y0) mit

x0(Ã) =
∫∞
−∞ ωfÃ(ω)dω∫∞
−∞ fÃ(ω)dω =

∫m1
a ωL(ω)dω +

∫m2
m1

ωdω +
∫ b
m2
ωR(ω)dω∫m1

a L(ω)dω +
∫m2
m1

dω +
∫ b
m2
R(ω)dω

, (5.11)

y0(Ã) =
∫ 1

0 y
(
R−1(y)− L−1(y)

)
dy∫ 1

0 (R−1(y)− L−1(y)) dy
. (5.12)

Dabei liegt (x0, y0) in der Grundmenge-Zugehörigkeit-Ebene mit x0 als einem Wert aus
der Grundmenge und y0 als einem Wert der Zugehörigkeit.

Nach der Definition 5.5 ist die Umkehrbarkeit der beiden Teilzugehörigkeitsfunktionen
in ihrem zuständigen Bereich die Voraussetzung für die Anwendung der Schwerpunktme-
thode. Entsprechend der Definition 5.5 besteht der Schwerpunkt aus zwei Komponenten.
[WYXC06] Die erste Komponente ist eine mit dem Zugehörigkeitswert gewichtete Sum-
me über der Grundmenge, die anhand der gesamten Masse der Zugehörigkeit normiert
wird. Diese Komponente kann als das Zentrum der unscharfen Zahl in der Grundmenge
aufgefasst werden. Die zweite Komponente wird analog gebildet. Dabei werden aber die
Umkehrfunktionen der Teilzugehörigkeitsfunktionen verwendet. Da beide Teilzugehörig-
keitsfunktionen die gleiche Bildmenge [0, 1] haben, ist es möglich, dass ein Zugehörigkeits-
wert jeweils ein Element aus der Grundmenge durch R−1(y) und L−1(y) als Bild hat. Da
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aber für jede Zugehörigkeit zwischen Null und Eins R−1(y) einen größeren Wert aus der
Grundmenge als L−1(y) zuordnet, ist die Differenz R−1(y) − L−1(y) für alle y ∈ [0, 1]
stets größer als Null. Nach Konstruktion kann die zweite Komponente als das Zentrum
der Zugehörigkeit aufgefasst werden. Je höher das Zentrum der Zugehörigkeit ist, desto
geringer ist die zugehörige Unschärfe. Je kleiner der Wert der Zugehörigkeit im Zentrum
ist, desto höher ist die zugehörige Unschärfe.
Der Schwerpunkt einer unscharfen Zahlen mit dreieckförmiger Zugehörigkeitsfunktion, also
mit linearen Teilzugehörigkeitsfunktionen, hat eine besonders einfache Beschaffenheit.
Satz 5.6 (Schwerpunkt einer unscharfen Zahl mit dreieckförmiger Zugehörigkeitsfunkti-
on). Sei R̃i,j = (ri,j , ai,j , bi,j), i ∈ {1, ..., T}, j ∈ {1, ..., N} eine beliebige, normierte un-
scharfe Tagesrendite mit einer dreieckförmigen Zugehörigkeitsfunktion

fR̃i(ω) =


0, ω /∈ [ri,j − ai,j , ri,j + bi,j ]
ω−ri,j+ai,j

ai,j
ri,j − ai,j ≤ ω < ri,j

1, ri,j
ri,j+bi,j−ω

bi,j
ri,j < ω ≤ ri,j + bi,j

. (5.13)

Dann ist Ihr Schwerpunkt gegeben durch

x0(R̃i,j) = ri,j + bi,j − ai,j
3 und y0(R̃i,j) = 1

3 . (5.14)

Beweis. Die erste Komponente des Schwerpunktes lässt sich wie folgt berechnen:

x0(R̃i,j) =
∫∞
−∞ ωfR̃i,j (ω)dω∫∞
−∞ fR̃i,j (ω)dω

=
∫ ri,j
ri,j−ai,j ωLR̃i,j (ω)dω +

∫ ri,j
ri,j

ωdω +
∫ ri,j+bi,j
ri,j

ωRR̃i,j (ω)dω∫ ri,j
ri,j−ai,j LR̃i,j (ω)dω +

∫ ri,j
ri,j

dω +
∫ ri,j+bi,j
ri,j

RR̃i,j (ω)dω

=
∫ ri,j
ri,j−ai,j

ω(ω−ri,j+ai,j)
ai,j

dω +
∫ ri,j+bi,j
ri,j

ω(ri,j+bi,j−ω)
bi,j

dω∫ ri,j
ri,j−ai,j

ω−ri,j+ai,j
ai,j

dω +
∫ ri,j+bi,j
ri,j

ri,j+bi,j−ω
bi,j

dω

= ri,j + bi,j − ai,j
3 .

(5.15)

Für die zweite Komponente des Schwerpunktes wird die Umkehrfunktion der Teilzugehö-
rigkeitsfunktionen benötigt, die wie folgt bestimmt wird.

LR̃i,j (ω) = ω − ri,j + ai,j
ai,j

⇔ ai,jLR̃i,j (ω)− ai,j + ri,j = ω

⇒ L−1
R̃i,j

(y) = ai,jy − ai,j + ri,j

(5.16)

RR̃i,j (ω) = ri,j + bi,j − ω
bi,j

⇔ ri,j + bi,j − bi,jLR̃i,j (ω) = ω

⇒ R−1
R̃i,j

(y) = ri,j + bi,j − bi,jy
(5.17)

Mit diesen Umkehrfunktionen kann man die zweite Komponente des Schwerpunktes be-
rechnen.

y0(R̃i,j) =
∫ 1

0 y
(
R−1(y)− L−1(y)

)
dy∫ 1

0 (R−1(y)− L−1(y)) dy

=
∫ 1

0 y ((ri,j + bi,j − bi,jy)− (ai,jy − ai,j + ri,j)) dy∫ 1
0 ((ri,j + bi,j − bi,jy)− (ai,jy − ai,j + ri,j)) dy

=
∫ 1

0 y(1− y)(bi,j + ai,j)dy∫ 1
0 (1− y)(bi,j + ai,j)dy

= 1
3

(5.18)
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Offensichtlich ist die zweite Komponente einer normierten unscharfen Zahl mit einer drei-
eckförmigen Zugehörigkeitsfunktion stets konstant ein Drittel. Wenn man verschiedene,
normierte, unscharfe Zahlen mit dreieckförmiger Zugehörigkeitsfunktion in der Grundmenge-
Zugehörigkeit-Ebene darstellt, liegen ihre Schwerpunkte daher genau auf einer Gerade, die
parallel zur Grundmenge-Achse liegt.
Mit der obigen Erkenntnis können normierte unscharfe Zahlen mit dreieckförmiger Zuge-
hörigkeitsfunktion einfach anhand der ersten Komponente des Schwerpunktes miteinan-
der verglichen werden, weil y0 stets gleich bleibt. Zur Veranschaulichung wird beispiel-
haft eine unscharfe Zahl mit dreieckförmiger Zugehörigkeitsfunktion auf der Grundmenge-
Zugehörigkeit-Ebene in der Abbildung 5.2 dargestellt.

Abbildung 5.2: Schwerpunkt einer normierten unscharfen Zahl

Der Schwerpunkt kann auch als der geometrische Mittelpunkt der dreieckförmigen Flä-
che zwischen der Zugehörigkeitsfunktion und der Grundmenge-Achse interpretiert werden.
Anhand der Schwerpunkte ist es damit möglich, zwei oder mehrere unscharfe Zahlen mit-
einander zu vergleichen.

5.3.2 Defuzzifikation durch α-Schnitte

Im Abschnitt 4.2 wurden α-Niveaumengen bzw. α-Schnitte als ein wichtiges Hilfsmittel
einführend diskutiert. Anhand der α-Schnitte ist es möglich, eine unscharfe Menge durch
eine Familie von klassischen, scharfen Mengen zu identifizieren, wobei jede Menge dieser
Familie einem bestimmten α-Niveau zugeordnet wird.
Die Defuzzifikation durch α-Schnitte erfolgt in drei Schritten. Zunächst werden die α-
Schnitte bestimmt. Anschließend wird innerhalb jedes α-Schnitts eine Maximierung und
Minimierung einer nach dem Erweiterungsprinzip erweiterten Funktion durchgeführt. Mit
diesen Ergebnissen wird ein Optimum innerhalb eines α-Schnitts bestimmt. Zuletzt wird
dann über allen möglichen α-Schnitten insgesamt betrachtet und eine erneute Optimierung
durchgeführt.
Ausgegangen wird von zwei unscharfen Mengen, nämlich Ã über der Grundmenge Ω und
B̃ über der Grundmenge Y . Ferner sei ĝ eine erweiterte Funktion von g : Ω→ Y, g(ω) 7→ y
im Sinne des Erweiterungsprinzips (vgl. Abschnitt 4.3). Sei fÃ die Zugehörigkeitsfunktion
von Ã und fB̃ von B̃. Die von ĝ induzierten α-Schnitte von B̃ werden dargestellt als

Bαĝ =
{
y ∈ Y |y = g(ω), ω ∈ Ω, fB̃(y) ≥ α

}
. (5.19)

Zu jedem dieser α-Schnitte werden das Minimum und das Maximum festgestellt. Mit die-
sen beiden scharfen Werten wird ein α-Schnitt repräsentiert. Weiter werden beide Werte
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unter Zuhilfenahme des Hurwicz-Prinzips zusammen betrachtet. Dabei wird ein Hurzwic-
Parameter eingefügt, der einen Wert aus dem geschlossenen Intervall zwischen und Null
und Eins annehmen kann. Mit unterschiedlicher Wertsetzung dieses Parameters werden
verschiedene Risikoeinstellungen wiedergegeben. Für eine theoretisch fundierte Ausfüh-
rung wird auf [AGS02] verwiesen.
Anschließend werden alle α-Schnitte gleichzeitig berücksichtigt. Falls die Zugehörigkeits-
funktion stetig ist, wird über alle α-Niveaus integriert. Wenn die Zugehörigkeitsfunktion
diskret ist, wird summiert. In beiden Fällen wird eine Gewichtung der verschiedenen α-
Schnitte benötigt. Im Fall der stetigen Zugehörigkeitsfunktion ist die Gewichtung eine
stetige Funktion und im Fall der diskreten Zugehörigkeit ist die Gewichtung eine diskrete
Funktion. (Vgl. [SAG99], [HS03] und [SS09].)

5.4 Naive Renditemaximierung mit Schwerpunktmethode
In diesem Abschnitt wird ein einfaches und naives Fuzzy-Modell konstruiert, in dem kein
explizites Risikomaß berücksichtigt wird. Stattdessen werden für das Portfolio die un-
scharfen k-Tage-Durchschnittsrenditen betrachtet. Auch wenn kein Risikomaß im Modell
explizit berücksichtigt wird, kann durch den Aufbau des Modells eine gewisse Risikoreduk-
tion erzielt werden. Dies wird durch die Berücksichtigung von verschiedenen unscharfen
k-Tage-Durchschnittsrenditen erreicht, so dass das resultierende Portfolio hinsichtlich der
Rendite eine bestimmte Güte in verschiedenen vergangenen Zeiträumen erhält.
Dieses Modell dient hauptsächlich der Demonstration der unscharfen Konstrukte in der
Modellierung. Zunächst wird die Hauptkomponente des Modells betrachtet.
Satz 5.7 (k-Tage-Portfolio-Durchschnittsrendite). Seien R̃i,j = (ri,j , ai,j , bi,j)LR mit i ∈
{1, ..., T} und j ∈ {1, ..., N} insgesamt T unscharfe Tagesrenditen von N Wertpapieren.
Man entscheidet sich für eine der vier Bewertungsvarianten. (Vgl. Abschnitt 5.2) Sei X =(
x1 · · · xN

)T
∈ RN , xj ≥ 0∀j ∈ {1, ..., N} die Aufteilung des Portfolios. Die Rendite

des gesamten Portfolios in den aktuell vergangenen k-Tagen mit festem k ∈ {1, ..., T} ist
gegeben durch

R̃kP = (rkP , akP , bkP )LR

=

 N∑
j=1

T∑
i=T−k+1

xi,jri,j
k

,
N∑
j=1

T∑
i=T−k+1

xi,jai,j
k

,
N∑
j=1

T∑
i=T−k+1

xi,jbi,j
k


LR

.
(5.20)

Beweis. Die unscharfen k-Tage-Durchschnittsrenditen sind gemäß Definition 5.4 gegeben
durch

R̃kj = 1
k

T∑
i=T−k+1

R̃i,j =

 T∑
i=T−k+1

ri,j
k
,

T∑
i=T−k+1

ai,j
k
,

T∑
i=T−k+1

bi,j
k


LR

, j ∈ {1, ..., N}.

Da sich die Rendite des gesamten Portfolios aus den Renditen der einzelnen Wertpapie-
ren zusammensetzt, kann man die Gesamtrendite als eine gewichtete Summe der einzelnen
Wertpapierrenditen darstellen. Die gesamte Portfolio-Rendite ist gemäß Definition 5.3 ent-
sprechend

R̃kP =
N∑
j=1

xjR̃
k
j =

N∑
j=1

xj

 T∑
i=T−k+1

ri,j
k
,

T∑
i=T−k+1

ai,j
k
,

T∑
i=T−k+1

bi,j
k


LR

=

 N∑
j=1

T∑
i=T−k+1

xjri,j
k

,
N∑
j=1

T∑
i=T−k+1

xjai,j
k

,
N∑
j=1

T∑
i=T−k+1

xjbi,j
k


LR
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Weiter können die unscharfen Portfolio-Durchschnittsrenditen mittels der Schwerpunktme-
thode (vgl. 5.3.1) miteinander verglichen werden. Die k-Tage-Portfolio-Durchschnittsrendite
ist wie im Satz 5.7. Der zugehörige Schwerpunkt ist nach Satz 5.6

x0(R̃kP ) = rkP + bkP − akP
3

=
N∑
j=1

T∑
i=T−k+1

xjri,j
k

+ 1
3

 N∑
j=1

T∑
i=T−k+1

xjai,j
k
−

N∑
j=1

T∑
i=T−k+1

xjbi,j
k


y0(R̃kP ) = 1

3

(5.21)

Durch Umformungen wird ersichtlich, dass der Schwerpunkt der k-Tage-Portfolio-Durch-
schnittsrendite ebenfalls aus den Schwerpunkten der einzelnen Tagesrenditen der Wertpa-
piere berechnet werden kann.

x0(R̃kP ) =
N∑
j=1

T∑
i=T−k+1

xjri,j
k

+ 1
3

 N∑
j=1

T∑
i=T−k+1

xjbi,j
k
−

N∑
j=1

T∑
i=T−k+1

xjai,j
k


=

N∑
j=1

T∑
i=T−k+1

xj
k

(
ri,j + bi,j − ai,j

3

)
=

N∑
j=1

T∑
i=T−k+1

xj
k
x0(R̃i,j),

y0(R̃kP ) = 1
3 = y0(R̃i,j),

∀i ∈ {T − k + 1, ..., T}, j ∈ {1, ..., N}.

Es ist also gleichgültig, ob man zuerst die Portfolio-Durchschnittsrendite berechnet und
anschließend mit der Schwerpunktmethode defuzzifiziert, oder zuerst die einzelnen Tages-
renditen defuzzifiziert und dann mit den Schwerpunkten der einzelnen Tagesrenditen den
Schwerpunkt der Portfolio-Durchschnittsrendite berechnet. Diese Eigenschaft gilt speziell
bei diesen Gegebenheiten und kann nicht ohne Weiteres verallgemeinert werden.
Nun wird ein Optimierungsmodell basierend auf diesen Voraussetzungen konstruiert.
Unter der Annahme, dass ein Anleger das Ziel der Maximierung der Portfolio-Durch-
schnittsrendite verfolgt, wird dies als Zielfunktion spezifiziert. Es ist plausibel, dass bzgl.
der Vorinformationen ein Portfolio ein anderes dominiert, falls es in mehreren Szenarien
besser abschneidet. Um dies abzubilden, werden mehrere Zielfunktionen mit verschiedenen
k-Tage-Portfolio-Durchschnittsrenditen spezifiziert. Da nun die Portfolio-Durchschnitts-
rendite unscharf ist und die zweite Komponente des Schwerpunktes bei der Gegebenheit
konstant gleich ein Drittel ist, wird lediglich die erste Komponente des Schwerpunktes der
Portfolio-Durchschnittsrendite maximiert. Als Nebenbedingungen dienen die Nichtnega-
tivitätsbedingungen der prozentualen Anteile der einzelnen Anlagepositionen. Auch die
Budget-Bedingung wird hinzugezogen. Diese sichert die Ausschöpfung des Anfangskapi-
tals. Das Optimierungsmodell ist wie folgt:

35



OP3
N∑
j=1

T∑
i=T−k+1

xj
k

(
ri,j + bi,j − ai,j

3

)
→ max

xj ,j=1,...,N
,∀k = 1, ..., T

unter den Nebenbedingungen:

1TX =
N∑
j=1

xj = 1,

xj ≥ 0, ∀j = 1, ..., N.

Dieses Optimierungsmodell ist ein Mehrzieloptimierungsmodell. Generell ist es möglich,
ein Mehrzieloptimierungsmodell nach dem Prinzip von Zadeh und Bellman umzuformulie-
ren. (Vgl. Abschnitt 4.4) Für die Umformulierung muss zuvor eine Zugehörigkeitsfunktion
für die Zielerfüllung jeder Zielfunktion konstruiert werden. Allgemein kann eine solche
Zugehörigkeitsfunktion die Präferenzen des Anlegers wiedergeben. Es gibt viele Möglich-
keiten zur Festlegung der Zugehörigkeitsfunktionen. Um dieses demonstrative Modell über-
schaubar und anschaulich zu halten, wird die Zugehörigkeitsfunktion als stückweise linear
festgelegt.
Bei dem vorliegenden Problem wird die Portfolio-Durchschnittsrendite als Grad der Zieler-
füllung verstanden. Eine Schwellenrendite wird festlegt. Portfolio-Durchschnittsrenditen,
die kleiner als die Schwellenrendite sind, haben eine Zugehörigkeit von Null. Ferner wird
eine zufrieden stellende Rendite festgelegt. Portfolio-Durchschnittsrenditen, die größer als
die zufriedenstellende Rendite sind, haben eine Zugehörigkeit von Eins. Alle Werte zwi-
schen den beiden Vergleichsrenditen haben eine proportional ansteigende Zugehörigkeit.
Theoretisch ist es möglich, dass der Investor für jede k-Tage-Portfolio-Durchschnittsrendite
stets die gleiche Schwellenrendite und zufriedenstellende Rendite setzt, doch adäquater ist
es, diese der jeweiligen Rahmensituation anzupassen. Sei

xmax,k
0 := max

j

1
k

T∑
i=T−k+1

(
ri,j + bi,j − ai,j

3

)
(5.22)

der Schwerpunkt der höchstmöglichen k-Tage-Durchschnittsrendite eines einzelnen Wert-
papiers. Für ein festes k ∈ {1, ..., T} ist es sinnvoll, dies als den Schwerpunkt der zufrie-
denstellenden Portfolio-Durchschnittsrendite zu setzen.
Auf ähnliche Weise kann man den Schwerpunkt der Schwellenrendite als

xmin,k
0 := min

j

1
k

T∑
i=T−k+1

(
ri,j + bi,j − ai,j

3

)
(5.23)

setzen. Da xj ≥ 0, ∀j = 1, ..., N gilt, liegt der Schwerpunkt der k-Tage-Portfolio-Durch-
schnittsrendite stets zwischen diesen beiden Werten. Also gilt

xmin,k
0 ≤ x0(R̃kP ) ≤ xmax,k

0 . (5.24)

Bei jedem festen k ist die lineare Zugehörigkeitsfunktion für das Ziel Zk

fZk

(
x0(R̃kP )

)
=


0, x0(R̃kP ) < xmin,k

0
x0(R̃kP )−xmin,k

0
xmax,k

0 −xmin,k
0

xmin,k
0 ≤ x0(R̃kP ) ≤ xmax,k

0

1, xmin,k
0 < x0(R̃kP )

,∀k ∈ {1, ..., T}. (5.25)
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Abbildung 5.3: Zugehörigkeitsfunktion eines Ziels

Das Modell nach der Umformulierung aufgrund der Berücksichtigung der Zugehörigkeits-
funktionen lässt sich darstellen als

OP4

min
{
fZ1(x0(R̃1

P )), ..., fZT (x0(R̃TP ))
}
−→ max

xj ,j=1,...,N

unter den Nebenbedingungen:

1TX = 1,

xj ≥ 0, ∀ j = 1, ..., N.

Nach Zadeh und Bellman [BZ70] kann dieses Modell äquivalent umformuliert werden,
sodass die Einziel-Mehrrestriktionsstruktur ersichtlich wird.

OP5
min {λk, k ∈ {1, ..., T}} −→ max

xj,j=1,...,N
λk,k=1,...,T

unter den Nebenbedingungen:

fZk

(
x0(R̃kP )

)
= x0(R̃kP )− xmin,k

0

xmax,k
0 − xmin,k

0
≥ λk, k = 1, ..., T,

1TX = 1,

xj ≥ 0, ∀ j = 1, ..., N.

In diesem Modell existieren neben N Variablen für die Portfolio-Aufteilung weitere T
Variablen für die Zielerfüllungsgrade. Da aber die minimale Zielerfüllung maximiert werden
soll, kann das Modell um T − 1 Variablen reduziert werden. Dies führt zum folgenden
Modell mit insgesamt N + 1 Entscheidungs- bzw. Optimierungsvariablen:
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λ −→ max
λ,xj ,j=1,...,N

unter den Nebenbedingungen:

fZk

(
x0(R̃kP )

)
= x0(R̃kP )− xmin,k

0

xmax,k
0 − xmin,k

0
≥ λ, k = 1, ..., T,

1TX = 1,

xj ≥ 0, ∀ j = 1, ..., N.

Mit diesem Modell wird das Portfolio darauf hin optimiert, dass durch die Variation der
Anteile der einzelnen Wertpapiere alle k-Tage-Portfolio-Durchschnittsrenditen maximiert
werden. Aufgrund der gleichzeitigen Mehrzieloptimierung ist die gesamte Zielerfüllung
nur so gut wie die Zielerfüllung des am schlechtesten erfüllten Einzelziels. Da die k-Tage-
Portfolio-Durchschnittsrenditen stets auf der Basis der Renditenbeobachtungen der letzten
k-Tage mit k ∈ {1, ..., T} berechnet werden, haben sie unterschiedliche Aussagekraft. Je
größer der Zeitraum ist, desto größer ist der Glättungseffekt. Umgekehrt können solche
Schwankungen, v. a. in einem bestimmten zeitlichen Rahmen, wichtig sein. Deswegen
sollen Zielerfüllungsgrade nicht pauschal einheitlich zur Bewertung herangezogen werden.
Sie können individuelle Gewichtungen bekommen, die eine Adjustierung vornehmen. Dies
wird durch eine Gewichtungsfunktion für den einzelnen Zielerfüllungsgrad je nach Länge
des Zeitraums festgelegt. Sei beispielsweise g : N → [0, 1] eine Gewichtungsfunktion. Das
ursprüngliche Modell kann in das folgende Modell erweitert werden:

λ −→ max
λ,xj ,j=1,...,N

unter den Nebenbedingungen:

fZk

(
x0(R̃kP )

)
= x0(R̃kP )− xmin,k

0

xmax,k
0 − xmin,k

0
≥ g(k)λ, k = 1, ..., T,

1TX = 1,

xj ≥ 0, ∀ j = 1, ..., N.

Falls der Anleger tendenziell auf die Durchschnittsrendite der längeren Zeiträume achtet,
kann die Gewichtungsfunktion beispielsweise monoton steigend spezifiziert werden. Falls
umgekehrt die Durchschnittsrendite von kürzeren Zeiträumen mehr Gewicht haben soll,
kann die Gewichtungsfunktion als monoton fallend spezifiziert werden. In einem extremen
Fall kann die Funktion sogar so konstruiert werden, dass nur für einen einzelnen Wert von
k der Funktionswert gleich Eins ist, wobei die Funktion für alle restlichen Werte von k
den Wert Null zuordnet.
Das Modell kann kompakter gefasst werden:
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OP6
λ −→ max

λ,xj ,j=1,...,N

unter den Nebenbedingungen:

g(k)
(
xmax,k

0 − xmin,k
0

)
λ− x0(R̃kP ) ≤ −xmin,k

0 , k = 1, ..., T,

1TX = 1,

xj ≥ 0, ∀ j = 1, ..., N.

In der Matrixschreibweise ist dieses Modell äquivalent mit

λ −→ max
λ,xj ,j=1,...,N

unter den Nebenbedingungen:
g(1)

(
xmax,1

0 − xmin,1
0

) T∑
i=T

x0(R̃i,1)
1 · · ·

T∑
i=T

x0(R̃i,N )
1

...
... . . . ...

g(T )
(
xmax,T

0 − xmin,T
0

) T∑
i=T

x0(R̃i,T )
T · · ·

T∑
i=T

x0(R̃i,N )
T




λ
x1
...
xN

 ≤

−xmin,1

0
...

−xmin,T
0

 ,

1TX = 1,

xj ≥ 0, ∀ j = 1, ..., N.

Für dieses einfache Modell mit dem Fokus auf Renditenmaximierung gibt es sowohl wei-
tere Modifikations- als auch Erweiterungsmöglichkeiten. Eine davon ist, die lineare Zuge-
hörigkeitsfunktion durch eine andere Funktion, beispielsweise die logistische Funktion, zu
ersetzen. Generell hat die logistische Funktion die Gestalt

f(x) = a

1 + e−d(x−c) , a, c, d ∈ R. (5.26)

Dabei ist a > 0 die Sättigungsgrenze und die obere Asymptote. Da die Rendite maximiert
wird und der höchstmögliche Erfüllungsgrad Eins ist, kann man a = 1 setzen. Nach der
Festlegung von a wird die logistische Funktion weiter durch die Parameter d und c definiert.
Dabei ist c derjenige Wert, der den zugehörigen Funktionswert a

2 hat. c markiert die
Rendite bzw. den Wert des Schwerpunktes, bei dem die Zielerfüllung 50% beträgt. Der
Parameter d steuert den Krümmungsverlauf der Funktion.
Bei der Verwendung einer logistischen Funktion als Zugehörigkeitsfunktion muss darauf
geachtet werden, dass sie einen asymptotischen Verlauf hat. Genauer gelten mit d > 0

f(x) = 1
1 + e−d(x−c)

x→−∞−−−−→ 0 und f(x) = 1
1 + e−d(x−c)

x→+∞−−−−→ 1

Bei einer Zugehörigkeitsfunktion in dieser Gestalt kann die Zielerfüllung das Niveau 100%
nie erreichen. Außerdem wäre das gesamte Optimierungsmodell durch die Verwendung der
logistischen Gleichung nicht mehr linear. Dies kann aber durch geschickte Substitution
und Umformulierung des Modells wieder in ein lineares Optimierungsproblem transfor-
miert werden. [Wat97]
Abgesehen von der Modifizierung der Zielerfüllungsfunktion kann eine zusätzliche Risi-
koberücksichtigung eingeführt werden. Ähnliche wie die Varianz für statistische Portfolio-
Modelle können Fuzzy-Konstrukte im Rahmen des vorliegenden Modells eingebunden wer-
den, beispielsweise unter Einbeziehung der Unschärfe. Wenn das Konstrukt der unscharfen
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Abbildung 5.4: Logistische Funktion

Zahl genauer betrachtet wird, wird die Unschärfe v. a. durch die Spannweite nach unten
bzw. nach oben berücksichtigt. Da die Portfolio-Durchschnittsrendite eine unscharfe Zahl
ist, kann ein Risikomaß aus den Spannweiten und der Zugehörigkeitsfunktion konstru-
iert werden. Neben den Spannweiten der unscharfen Rendite können weitere Kennzahlen
zur Konstruktion zusätzlicher Risikomaße hinzugezogen werden. Beispielsweise können
vergleichbare Kennzahlen wie die Varianz in der Statistik konstruiert werden, falls die
Zugehörigkeitsfunktion bestimmte Voraussetzungen erfüllen. Als Referenz wird auf die
Arbeiten von Carlsson et.al. [CF01] verwiesen.
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Kapitel 6

Hauptmodell

In diesem Kapitel wird das Fuzzy-Hauptmodell konstruiert, das den Kern dieser Arbeit
darstellt. In diesem Modell wird eine neuartige Modellierung der Vorinformationen ver-
wendet. Ähnlich wie bei Markowitz wird von den Gebühren der Transaktionen und von
den steuerlichen Aspekten abstrahiert. Der Fokus wird auf die Rendite und speziell die
Unschärfe bzw. die Unsicherheit der Rendite gelegt.
Nachfolgend wird zunächst auf die Vorbereitung der Vorinformationen eingegangen. An-
hand der gewonnenen Inputs wird das Hauptmodell formuliert. Anschließend wird eine
Lösung für das Hauptmodell auf zwei verschiedenen Wegen hergeleitet und miteinander
verglichen.

6.1 Vorinformationen
In diesem Abschnitt wird die Verarbeitung der historischen Kursdaten dargestellt. Mit
dieser Verarbeitung werden Informationen in einer besonderen Form, nämlich als Ellipso-
id, für das Hauptmodell ermittelt und vorbereitet.
Es wird von N Wertpapieren ausgegangen, von denen die unscharfen Tagesrenditen aus
den historischen Kursdaten zur Verfügung stehen. Diese unscharfen Renditen R̃i,j =
(ri,j , ai,j , bi,j)LR mit i ∈ {1, ..., T} und j ∈ {1, ..., N} dienen als Datengrundlage. Da-
bei ist i der Periodenindex und j der Wertpapierindex. Diese unscharfen Renditen sind
sämtlich mit einer dreieckförmigen Zugehörigkeitsfunktion ausgestattet. (Vgl. Abschnitt
5.2)
Es ist möglich, anstatt der unscharfen Renditen direkt die normalen Periodenschlussren-
diten zu verwenden. In diesem Fall entfällt die Schwerpunktbildung und man kann direkt
mit der Ermittlung des Ellipsoids anfangen. Um es allgemein zu halten, wird der unscharfe
Fall betrachtet. Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass die Periodenlänge ein Tag
ist. (Aber auch andere Periodenlängen können unter entsprechender Berücksichtung ver-
wendet werden.)
Nun werden die unscharfen Renditen zum gleichen Zeitpunkt nicht mehr einzeln sondern
stets im Zusammenhang betrachtet. Zu einem festen Tag werden also nicht N eindimen-
sionale unscharfe Datenpunkte, sondern ein N -dimensionaler unscharfer Datenpunkt be-
trachtet.
Zunächst wird die lokale Unschärfe in der Tagesbetrachtung reduziert. Nach diesem Schritt
ergibt sich ein Vektor mit N Schwerpunkten zu jedem gegebenen Zeitpunkt. Da die Zuge-
hörigkeitsfunktion für jede einzelne Wertpapierrendite stets dreieckförmig ist, genügt es,
die horizontale Komponente des Schwerpunkts zu betrachten. (Vgl. Abschnitt 5.3.1) Jeder
Vektor mit N Tagesrenditenschwerpunkten zum Tag i wird fortan mit Ri bezeichnet und
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hat die Gestalt

Ri := x0(R̃i) = ri + bi − ai
3 =


ri,1 + bi,1−ai,1

3...
ri,N + bi,N−ai,N

3

 , mit festem i ∈ {1, ..., T}.

Nach wie vor wird die Schwerpunktbildung mit x0(•) gekennzeichnet.
Jeder Schwerpunkt gibt die Lage der entsprechenden unscharfen Zahl unter Berücksich-
tigung der jeweils zugehörigen Unschärfe wieder. Damit bleibt anstatt der Kombination
aus drei Parametern, nämlich dem Zentrum und den beiden Spannweiten, lediglich ein
Lageparameter zu berücksichtigen. Dieser Schritt kann als eine lokale Defuzzifikation auf-
gefasst werden.
Als Zwischenergebnis steht zu jedem Zeitpunkt i ∈ {1, ..., T} ein N -dimensionaler Vektor
aus RN zur Verfügung. Aus allen T Datenpunkten werden die Informationen sowohl hin-
sichtlich der Lage, als auch hinsichtlich der strukturellen Zusammenhänge in geeigneter
Form vorbereitet, die anschließend als Dateninput für das Hauptmodell verwendet werden.

Für die Beschaffung der Inputs wird auf die Methode des umhüllenden volumenminima-
len Ellipsoids zurückgegriffen. Man betrachtet die Schwerpunkte bzw. Renditen wieder
als eine gesamte unscharfe Menge und die vorliegenden historischen Daten werden als
ein α-Schnitt dieser unscharfen Menge aufgefasst. Dieser α-Schnitt wird als ein Ellipsoid
betrachtet, das verschiedene sinnvolle Zugehörigkeitsfunktionen zulässt. Es wird also ein
Ellipsoid in RN gesucht, das alle Datenpunkte mit vorgegebener Fehlertoleranz in sich
umfasst und gleichzeitig volumenminimal ist.
Da dieses Optimierungsproblem bei vielen Fragestellungen in ähnlicher Form vorkommt,
gibt es viele Forschungsarbeiten zu diesem Thema. Verschiedene Methoden und Lösungs-
algorithmen sind vorhanden, die stetig weiter verbessert werden. Unter allen Algorithmen
ist der von Khachiyan sehr bekannt. Er gilt als ein bewährter, grundlegender Algorith-
mus. [TY07] In dieser Arbeit wird der Algorithmus von Khachiyan herangezogen und zur
Bestimmung des umhüllenden volumenminimalen Ellipsoids verwendet.
Geometrisch ist das Ellipsoid ein Konstrukt im Euklidischen Raum, das ein Zentrum be-
sitzt und in jeder Dimension die symmetrische Eigenschaft bzgl. des Zentrums besitzt.
Jedes Ellipsoid in RN kann durch eine Menge von Punkten beschrieben werden:

Ellipsoid = {ω ∈ RN |(ω − c)TQ(ω − c) ≤ t} (6.1)

Die linke Seite der Restriktionsungleichung in (6.1) ist eine quadratische Form in ω ∈ RN .
Darin ist das Zentrum des Ellipsoids c. Q ist eine symmetrische, positiv definite Matrix
mit reellen Einträgen und der Dimension N × N . Durch Q wird die Struktur und die
Orientierung des Ellipsoids in RN charakterisiert.

Bemerkung 6.1 (Quadratische Q-Norm). Fortan wird (ω− c)TQ(ω− c) als quadratische
Q-Norm von ω bzgl. c bezeichnet oder kürzer als quadratische Q-Norm von ω.

Der Parameter t in der Restriktionsungleichung ist eine positive reelle Konstante, welche
die gerade noch zu berücksichtigende, maximale quadratische Q-Norm bzgl. c angibt.
Offensichtlich ist die quadratische Q-Norm bzgl. c gleich der euklidischen Norm in RN ,
falls die Strukturmatrix Q die Einheitsmatrix ist und c dem Ursprung entspricht. Durch
geeignete Skalierung der Matrix Q kann der Parameter t auf eins normiert werden. (Bei
einigen spezifischen Problemstellungen kann es sinnvoll sein, die Konstante t auf die Anzahl
der Dimensionen des zugrundelegenden Grundraums, in diesem Fall N , zu normieren.)
Nach der Normierung der Konstante t enthält die Matrix Q ebenfalls Information über
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der Größe des Ellipsoids. Um das Ellipsoid zu bestimmen, müssen das Zentrum c und die
Strukturmatrix Q bestimmt werden. Das Ellipsoid, das durch die gegebenen Datenpunkte
bestimmt wird, repräsentiert alle gegebenen Datenpunkte.

Bemerkung 6.2. Im Folgenden wird von der Ellipsoidgleichung

Ellipsoid = {ω ∈ RN |(ω − c)TQ(ω − c) ≤ 1} (6.2)

mit positiv definiter Matrix Q ∈ RN×N und c ∈ RN ausgegangen. Ferner wird angenom-
men, dass die gegebenen Datenpunkte den Raum RN vollständig aufspannen können, d. h.
die N × T Matrix

(
R1 · · · RT

)
=


x0(R̃1,1) · · · x0(R̃T,1)

... . . . ...
x0(R̃1,N ) · · · x0(R̃T,N )

 (6.3)

hat den vollen Rang N . Im Normalfall übersteigt die Anzahl der Datenpunkte der der
Dimensionen bei weitem und die obige Matrix hat vollen Rang.

Die Bestimmung der Gleichung des Ellipsoids anhand der gegebenen Datenpunkte erfolgt
in drei Schritten. Zunächst wird künstlich eine Struktur durch sogenanntes „Lifting“ er-
zeugt. Danach wird das duale Problem der eigentlichen Volumenminimierung gelöst, was
die Entwicklung eines Algorithmus vorbereitet. Zuletzt wird der iterative Algorithmus von
Khachiyan angegeben.

Schritt 1: Lifting der Datenpunkte

Gegeben sind T Datenpunkte für die Bestimmung des zugehörigen Ellipsoids. Diese Da-
tenpunkte müssen keine bestimmte Struktur vorweisen. Aber durch einen Kunstgriff wie
folgt wird eine Symmetrie hergestellt. Dabei wird die Dimension des Grundraums um eins
erhöht und alle Datenpunkte symmetrisch dupliziert. Es wird also nicht mehr die Menge
der Datenpunkte {R1, ..., RT } mit Ri ∈ RN , i = 1, ..., T betrachtet, sondern die Men-
ge
{
±
(R1

1
)
, ...,±

(RT
1
)}

. Diese 2T Datenpunkte sind punktsymmetrisch zum Ursprung in
RN+1. Aufgrund der Symmetrie ist das Zentrum des umhüllenden Ellipsoids für diese 2T
Datenpunkte im Ursprung von RN+1. Diese Prozedur wird als „Lifting“ bezeichnet wird.

Satz 6.3. Seien R1, ..., RT ∈ RN insgesamt T Datenpunkte, die den Raum RN vollständig
aufspannen. Das umhüllende volumenminimale Ellipsoid für {R1, ..., RT } entspricht dem
Durchschnitt zwischen dem volumenminimalen Ellipsoid für

{
±
(R1

1
)
, ...,±

(RT
1
)}

und {ω ∈
RN+1 : ωN+1 = 1} als affinem Unterraum von RN+1, genauer

Ellipsoid({R1, ..., RT })× {1} =

Ellipsoid

({
±
(
R1
1

)
, ...,±

(
RT
1

)})⋂
{ω ∈ RN+1 : ωN+1 = 1}

(6.4)

Beweis. Vgl. [KT93] und [TY07].

Seien im Folgenden ai =
(
Ri
1

)
, ∀i ∈ {1, ..., T}.
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Schritt 2: Bestimmung des Ellipsoids

Allgemein lässt sich das Volumen eines N-dimensionalen Ellipsoids mit den obigen Be-
zeichnungen anhand der Formel

Vol(Ellipsoid) = πN/2

Γ
(
N
2 + 1

) 1√
detQ

(6.5)

berechnen, wobei Γ(•) die Gammafunktion darstellt. [GLS93, S.67ff.] Die Konstante πN/2

Γ(N2 +1)
hängt lediglich von der Dimension N ab. Deswegen kann das Problem zur Bestimmung
des N -dimensionalen volumenminimalen Ellipsoids, das gleichzeitig alle T Datenpunkte
{R1, ..., RT }, Ri ∈ RN enthält, wie folgt dargestellt werden:

OP7

1√
detQ

= (detQ−1)
1
2 → min

c,Q
⇐⇒ ln detQ−1 → min

c,Q

unter den Nebenbedingungen:

(Ri − c)TQ(Ri − c) ≤ 1,∀i ∈ {1, ..., T},

Q ∈
{
J ∈ RN×N |J = JT , J positiv definit

}
.

Nach dem Lifting ergibt sich ein neues, aber ähnliches Optimierungsproblem bzgl. der
Menge der zum Ursprung punktsymmetrischen Punkte {±a1, ...,±aT }, wobei M die neue
zugehörige Strukturmatrix mit der Dimension (N + 1)× (N + 1) bezeichnet:

OP8
ln detM−1 → min

M

unter den Nebenbedingungen:

aTi Mai ≤ 1,∀i ∈ {1, ..., T},

M ∈
{
J ∈ R(N+1)×(N+1)|J = JT , J positiv definit

}
.

Beide Optimierungsprobleme sind wegen (6.4) miteinander verbunden. Es ist vorteilhaft,
zunächst das Problem bzgl. der punktsymmetrischen Datenpunkte nach dem Lifting, zu
lösen. Daraus geht die Lösung des ursprünglichen Problems hervor. Aufgrund der Glei-
chung

aTi Mai = (−ai)TM(−ai),∀i ∈ {1, ..., T}

werden lediglich die Punkte {ai|i ∈ {1, ..., T}} in der Nebenbedingung berücksichtigt. Dies
wurde bereits im OP8 berücksichtigt.
Um dieses Optimierungsproblem zu lösen, wird das duale Problem formuliert. [TY07]
Dabei werden

aTi Mai ≤ 1⇔ tr((aiaTi )M) ≤ 1

und die konjugierte Funktion von ln detM−1 verwendet. [Boy09, S.222f] Dieses Problem
beinhaltet bereits Komponenten, die in Khachiyans Algorithmus verwendet werden.
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OP9

F (u) := ln det
T∑
i=1

uiaia
T
i → min

u

unter den Nebenbedingungen:

T∑
i=1

ui = 1,

ui ≥ 0,∀i ∈ {1, ..., T}.

In der Dualisierung werden Entscheidungsvariablen ui ∈ R, i ∈ {1, ..., T} eingeführt. Dabei
ist die Zielfunktion F (u) linear und ist stetig in

S :=
{
u ∈ RT |

T∑
i=1

ui = 1, u1 ≥ 0, ..., uT ≥ 0
}

als ein kompakter Unterraum von RT . Sei u∗ =
(
u∗1 · · · u∗T

)T
∈ S die optimale Lö-

sung des obigen Optimierungsproblems OP9 mit F (u∗) > −∞ oder äquivalenterweise mit
det

∑T
i=1 u

∗
i aia

T
i > 0.

Die notwendigen Bedingungen für die Optimalität des obigen Optimierungsproblems sind

aTk

(
T∑
i=1

u∗i (aiaTi )
)−1

ak + s∗k = λ∗,∀k ∈ {1, ..., T},

T∑
i=1

u∗i = 1 und u∗i s∗i = 0, ∀k ∈ {1, ..., T},

(6.6)

wobei s∗i ≥ 0, ∀k ∈ {1, ..., T} Schlupfvariablen sind. [TY07] Ferner zeigt Khachiyan das
folgende Lemma mit der Bezeichnung der Menge SF = {u ∈ S | F (u) > −∞} bzw.
SF =

{
u ∈ S | det

∑T
i=1 ukaka

T
k > 0

}
. Vgl.[Kha96].

Satz 6.4 (Lemma von Khachiyan). Für jedes u ∈ SF als zulässige Lösung des dualen
Optimierungsproblems gilt

T∑
i=1

uia
T
i

(
T∑
k=1

uiaia
T
i

)−1

ai = N + 1 (6.7)

Beweis.
T∑
i=1

uia
T
i

(
T∑
k=1

uiaia
T
i

)−1

ai =
T∑
i=1

ui spur

( T∑
k=1

uiaia
T
i

)−1

(aiaTi )


= spur

( T∑
k=1

uiaia
T
i

)−1( T∑
k=1

uiaia
T
i

) = N + 1

Dabei beachte man ai ∈ RN+1, ∀i ∈ {1, ..., T} und entsprechend gilt

(
T∑
k=1

uiaia
T
i

)−1( T∑
k=1

uiaia
T
i

)
=

1 0
. . .

0 1

 ∈ R(N+1)×(N+1).
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Schritt 3: Khachiyans Algorithmus

Mit obigen Vorbereitungen kann nun die Lösung des eigentlichen Problems, nämlich
die Bestimmung des volumenminimalen Ellipsoids, das alle T gegebenen Datenpunkte
umfasst, in einem Satz dargestellt werden. Der Beweis folgt der Ausführung von Todd
und Yildrim. [TY07] Dieser Satz dient dem numerischen Algorithmus von Khachiyan als
Grundlage.

Satz 6.5. Seien {R1, ..., RT }, Ri ∈ RN und mit diesen die Matrix

P :=
(
R1 · · · RT

)
∈ RN×T

gegeben, die RN vollständig aufspannen. Nach dem Lifting seien die Datenpunkte mit

ai =
(
Ri
1

)
,∀i ∈ {1, ..., T} bezeichnet. Weiter seien u∗ =

(
u∗1 · · · u∗T

)T
∈ RT die optimal

gewählten Entscheidungsvariablen und die Diagonalmatrix U∗ :=

u
∗
1 0

. . .
0 u∗T

 ∈ RT×T .

Mit diesen Bezeichnungen lässt sich das volumenminimale Ellipsoid wie folgt darstellen.

Ellipsoid ({R1, ..., RT })

=
{
ω ∈ RN |(ω − Pu∗)T

(
N−1(PU∗P T − Pu∗u∗TP T )−1

)
(ω − Pu∗) ≤ 1

}
bzw.

Ellipsoid ({R1, ..., RT }) =
{
ω ∈ RN |(ω − c)TQ(ω − c) ≤ 1

} (6.8)

Die Strukturmatrix des volumenminimalen Ellipsoids ist

Q = N−1
(
PU∗P T − Pu∗u∗TP T

)−1
(6.9)

und das Zentrum des volumenminimalen Ellipsoids ist

c = Pu∗. (6.10)

Beweis. Nach dem Lifting der eigentlichen Datenpunkte ist das duale Problem zum volu-
menminimalen Ellipsoid OP9. Nach Satz 6.4(Lemma von Khachiyan) gilt

T∑
i=1

uia
T
i

(
T∑
k=1

uiaia
T
i

)−1

ai = N + 1.

Die Optimalitätsbedingungen (6.6) ergeben mit diesem Lemma [TY07]

T∑
k=1

u∗ka
T
k

(
T∑
i=1

u∗i aka
T
k

)−1

ak = N + 1,

T∑
k=1

u∗k = 1.

(6.11)

Die optimale Lösung für das duale Problem hat die folgende Gestalt:

Ellipsoid ({a1, ..., aT })

=


(
ω

1

)∣∣∣∣∣ ω ∈ RN ,
1

N + 1

(
ω

1

)T ( T∑
i=1

u∗i aia
T
i

)−1(
ω

1

)
≤ 1

 . (6.12)
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Mit entsprechenden Bezeichnungen der Datenmatrix, der optimalen Entscheidungsvaria-
blen und der Diagonalmatrix mit den optimalen Entscheidungsvariablen als Diagonale gilt
die Matrixzerlegung

T∑
i=1

u∗i aia
T
i =

(
PU∗P T Pu∗

u∗TP T 1

)

=
(
I Pu∗

0 1

)(
PU∗P T − Pu∗u∗TP T 0

0 1

)(
I 0

u∗TP T 1

)
.

(6.13)

Dabei ist 0 der Nullvektor und I die Einheitsmatrix mit jeweils geeigneter Dimension.
Ferner gilt(

T∑
i=1

u∗i aia
T
i

)−1

=
(

I 0
−u∗TP T 1

)(PU∗P T − Pu∗u∗TP T)−1
0

0 1

(I −Pu∗
0 1

)
.

(6.14)
Diese inverse Matrix ist die Strukturmatrix des Ellipsoids und wird in die Restriktionsun-
gleichung des Ellipsoids eingesetzt.

1
N + 1

(
ω

1

)T ( T∑
i=1

u∗i aia
T
i

)−1(
ω

1

)
≤ 1

⇒ 1
N + 1

(
ω

1

)T (
I 0

−u∗TP T 1

)(PU∗P T − Pu∗u∗TP T)−1
0

0 1

(I −Pu∗
0 1

)(
ω

1

)

= 1
N + 1

(
ω − Pu∗

1

)T (PU∗P T − Pu∗u∗TP T)−1
0

0 1

(ω − Pu∗
1

)

= 1
N + 1

(
(ω − Pu∗)T

(
PU∗P T − Pu∗u∗TP T

)−1
(ω − Pu∗) + 1

)
≤ 1

(6.15)
Aus (6.15) folgt unmittelbar:

(ω − Pu∗)T
(
PU∗P T − Pu∗u∗TP T

)−1
(ω − Pu∗) ≤ N. (6.16)

Damit kann das gesuchte volumenminimale Ellipsoid dargestellt werden als

Ellipsoid ({Rk,∀k ∈ {1, ..., T}})

=
{
ω ∈ RN | (ω − Pu∗)T 1

N

(
PU∗P T − Pu∗u∗TP T

)−1
(ω − Pu∗) ≤ 1

}
.

(6.17)

In der Restriktionsungleichung können die StrukturmatrixQ = 1
N

(
PU∗P T − Pu∗u∗TP T

)−1

und das Zentrum des Ellipsoids als c = Pu∗ entsprechend identifiziert werden.

Im Satz 6.5 wird davon ausgegangen, dass die optimalen Entscheidungsvariablen u∗i , i ∈
{1, ..., T} bereits vorliegen. Um diese zu berechnen, wird ein iteratives Verfahren angewen-
det. Im Hinblick auf die Funktion F (u) = ln det

∑T
i=1 uiaia

T
i = ln detPU∗P T kann man

die Menge der Punkte û(k, τ) := (1− τ)u+ ekτ auf einer Strecke betrachten, wobei ek der
k-te kanonische Einheitsvektor und τ ∈ [0, 1) ist. Aufgrund der Gleichung [Kha96]

det
(

T∑
i=1

ûi(k, τ)aiaTi

)
= det

(
(1− τ)

T∑
i=1

uiaia
T
i + τaka

T
k

)

= (1− τ)N+1

1 + τ

1− τ

aTk
(

T∑
i=1

uiaia
T
i

)−1

ak

det
(

T∑
i=1

uiaia
T
i

)
,

(6.18)
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wobei zur Erinnerung
∑T
i=1 ûi(k, τ)aiaTi ∈ R(N+1)×(N+1) ist, gilt

F (û(k, τ)) =F ((1− τ)u+ ekτ) = ln det
(

(1− τ)
T∑
i=1

uiaia
T
i + τaka

T
k

)

=N ln(1− τ) + ln

1 + τ

aTk
(

T∑
i=1

uiaia
T
i

)−1

ak − 1


+ ln det

(
T∑
i=1

uiaia
T
i

)
(6.19)

Um die optimale Wahl von τ als Suchschrittweite bei der Optimierung zu bestimmen,
bildet man die Ableitung von F (û(k, τ)) nach τ und erhält

dF (û(k, τ))
dτ

= N

1− τ +
aTk

(∑T
i=1 u

k
i (τ)aiaTi

)−1
ak − 1

1 + τ

(
aTk

(∑T
i=1 u

k
i (τ)aiaTi

)−1
ak − 1

) . (6.20)

Sei g(u) := aTk

(∑T
i=1 uiaia

T
i

)−1
ak. Da τ ∈ [0, 1) ist, gilt 1 − τ > 0. Weiter gilt g(u) ≥ 0,

und damit 1 + τ(g(u)− 1) > 0. Die Gleichnullsetzung von (6.20) liefert

− N

1− τ + g(u)− 1
1 + τ(g(u)− 1) = 0

⇔ (g(u)− 1)(1− τ) = N +Nτ(g(u)− 1)

⇔ g(u)− 1−N = τ(g(u)− 1)(N + 1)

⇔ τ = g(u)− (N + 1)
(g(u)− 1)(N + 1) (6.21)

als Vorschrift für die Parametersetzung in der iterativen Berechnung des Ellipsoids.
Nun wird der Algorithmus von Khachiyan dargestellt. [TY07] Dabei werden die Daten-
punkte Rk, ∀k ∈ {1, ..., T} unter einer gegebenen Fehlertoleranz ε > 0 abgedeckt. Die
sogenannte ε-Optimalität liegt vor, falls die folgende Restriktion erfüllt ist:

aTk

(
T∑
i=1

uki (τ)aiaTi

)−1

ak ≤ (1 + ε)(N + 1), ∀k ∈ {1, ..., T}. (6.22)

Khachiyans Algorithmus

1. Input:

(a) Die ursprünglichen Datenpunkte
{
Ri | i ∈ {1, ..., T}, Ri ∈ RN

}
werden in einer

Matrix zusammengefasst:

P =
(
Ri · · · RT

)
∈ RN×T .

(b) Fehlertoleranz ε > 0.

2. Initialisierung der Variablen:

(a) Iterationszähler h := 0
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(b) Datenpunkte nach dem Lifting

ai :=
(
Ri
1

)
∈ RN+1,∀i ∈ {1, ..., T}

(c) Dimension des Ellipsoids nach dem Lifting n := N + 1
(d) Vektor der Entscheidungsvariablen:

u0 := 1
T
1

(e) Sei Uh ∈ RT×T die Diagonalmatrix mit

Uh =

u
h
1 0

. . .
0 uhT

 .
3. Iterationsschritt h→ h+ 1

Prüfe, ob für den aktuellen Vektor der Entscheidungsvariablen uh bereits die Bedin-
gung (6.22) für alle k ∈ {1, ..., T} erfüllt ist.

• Falls die Bedingung (6.22) erfüllt ist, wird die Iteration abgebrochen.
• Falls die Bedingung (6.22) nicht erfüllt ist, werden folgende Berechnungen
durchgeführt:
(a) Feststellung des vom Nullpunkt am weitesten entfernt liegenden Punktes

aj mit

j := argmax
k∈{1,...,T}

aTk
(

T∑
i=1

uhi aia
T
i

)−1

ak

 .
(b) Berechnung der gewichteten quadrierten Norm des am weitesten vom Null-

punkt entfernt liegenden Punktes:

gh := aTj

(
T∑
i=1

uhi aia
T
i

)−1

aj .

(c) Optimale Schrittweite zur Verbesserung des Zielfunktionswerts

τh := gh − n
(gh − 1)n.

(d) Update der Entscheidungsvariablen:

uh+1 := (1− τh)uh + τhej

mit ej als der j-te kanonische Einheitsvektor.
(e) Iterationszähler erhöhen: h := h+ 1.

4. Ausgabe nach Erreichen der Bedingung (6.22).

(a) Strukturmatrix des approximativ volumenminimalen Ellipsoids:

Qh := N−1(PUhP T − (Puh)(Puh)T )−1 ∈ RN×N .
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(b) Zentrum des Ellispoids:
ch := Puh ∈ RN .

Khachiyans Algorithmus geht zunächst von der Gleichgewichtung aller vorhandenen Da-
tenpunkte aus und berechnet nach dem Lifting die implizierte Strukturmatrix des Ellip-
soids. Falls genauere Kenntnisse über die Datenpunkte vorliegen, können die Entschei-
dungsvariablen auch besser initialisiert werden. Vor jeder Iteration wird überprüft, ob die
ε-Optimalität für sämtliche Datenpunkte erfüllt ist. Falls sie erreicht wird, können die
Strukturmatrix Q und das Zentrum c des Ellipsoids für die ursprünglichen Datenpunkte
ausgegeben werden. Andernfalls wird das Ellipsoid der Datenpunkte nach dem Lifting in
der Form weiter verbessert.
In jedem Iterationsschritt werden die Entscheidungsvariablen als Gewichtung der Daten-
punkte so aktualisiert, dass derjenige Datenpunkt stärker gewichtet wird, der vom Zen-
trum des aktuellen Ellipsoids, und zwar dem Ursprung, am weitesten entfernt liegt. Alle
anderen Datenpunkte werden proportional weniger gewichtet, so dass die Summe aller
Gewichtungen nach der Aktualisierung immer noch Eins ergibt. Die aktuelle quadratische
Q-Norm ist dabei ausschlaggebend für die Entfernungsmessung. Mit jeder Aktualisierung
der Entscheidungsvariablen wird die implizierte, neue Strukturmatrix erneut berechnet.

Speziallfall

Falls alle Datenpunkte an der Hülle des volumenminimalen Ellipsoids liegen, sind die an-
fänglichen Entscheidungsvariablen u0 = 1

T 1 ∈ RT bereits optimal. Es gelten Tu0u0T =
u01T = u01T1u0T und 1u0T = u01T . Mit diesen Identitäten erhalten wir aus der Glei-
chung für die Strukturmatrix:

N−1Q−1 = PU0P T − (Pu0)(Pu0)T = 1
T
PP T − (Pu0)(Pu0)T

= 1
T

(PP T − TPu0u0TP T ) = 1
T

(PP T − 2TPu0u0TP T + TPu0u0TP T )

= 1
T

(PP T − 2Pu01TP T + Pu01T1u0TP T )

= 1
T

(PP T − P1u0TP T − Pu01TP T + Pu01T1u0TP T )

= 1
T

(P − Pu01T )(P − Pu01T )T

In diesem Fall ist es offensichtlich, dass die inverse Matrix der Strukturmatrix dem N -
Fachen der empirischen Kovarianzmatrix entspricht, mit N als Anzahl der Dimensionen.
Das Zentrum des volumenminimalen Ellipsoids c = Pu0 entspricht dem arithmetischen
Mittelwert aller Datenpunkte.
Dies wird an einem besonders einfachen Beispiel demonstriert. Drei paarweise linear un-
abhängige Punkte in R2 werden herangezogen. Seien sie R1 =

(4
2
)
, R2 =

(1
1
)
und R3 =

(7
6
)
.

Da in R2 drei beliebige, linear unabhängige Punkte stets an der Hülle eines geeigneten
Ellipsoids (in diesem Fall eine Ellipse) liegen, sind die Entscheidungsvariablen mit glei-
cher Gewichtung für alle Punkte bereits optimal. Dies erkennt man ebenfalls durch eine
Überprüfung von

aTk

(
T∑
i=1

u0
i aia

T
i

)−1

ak, ∀k ∈ {1, ..., T}.
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Leicht erhält man aus den drei Punkten nach dem Lifting

(
T∑
i=1

u0
i aia

T
i

)−1

=

1
3

4
2
1


4

2
1


T

+ 1
3

1
1
1


1

1
1


T

+ 1
3

7
6
1


7

6
1


T
−1

=

 14
9 −5

3 −11
9

−5
3 2 2

3
−11

9
2
3

35
9

 ,
mit jeweils zugehöriger quadratischer Q-Norm4

2
1


T  14

9 −5
3 −11

9
−5

3 2 2
3

−11
9

2
3

35
9


4

2
1

 = 3,

1
1
1


T  14

9 −5
3 −11

9
−5

3 2 2
3

−11
9

2
3

35
9


1

1
1

 = 3,

7
6
1


T  14

9 −5
3 −11

9
−5

3 2 2
3

−11
9

2
3

35
9


7

6
1

 = 3.

In diesem Fall ist keine Iteration nötig. Die Strukturmatrix und das Zentrum des Ellipsoids
sind:

Q = N−1
(
PU0P T −

(
Pu0

) (
Pu0

)T)−1

= 1
2

(4 1 7
2 1 6

)1
3 0 0
0 1

3 0
0 0 1

3


4 2

1 1
7 6

− (4 1 7
2 1 6

)1
3
1
3
1
3


1

3
1
3
1
3


T 4 2

1 1
7 6



−1

=
(

7
9 −5

6
−5

6 1

)

c = Pu0 =
(

4 1 7
2 1 6

)1
3
1
3
1
3

 =
(

4
3

)

Die quadratischen Q-Normen für alle drei originalen Punkte sind[(
4
2

)
−
(

4
3

)]T ( 7
9 −5

6
−5

6 1

)[(
4
2

)
−
(

4
3

)]
= 1,

[(
1
1

)
−
(

4
3

)]T ( 7
9 −5

6
−5

6 1

)[(
1
1

)
−
(

4
3

)]
= 1,

und [(
7
6

)
−
(

4
3

)]T ( 7
9 −5

6
−5

6 1

)[(
7
6

)
−
(

4
3

)]
= 1,

die ebenfalls anzeigen, dass die Punkte genau an der Hülle des volumenminimalen Ellip-
soids liegen.
Nachdem die Struktur und das Zentrum des Ellipsoids festgelegt worden sind, kann man
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das α-Niveau anhand der quadratischen Q-Norm bzgl. c gestalten. Da eine zunehmen-
de Distanz vom Zentrum eine Erhöhung der Unschärfe bedeutet, werden die α-Niveaus
anhand einer nicht steigenden Funktion s : (0, 1] → R+ festgelegt. Jeder α-Schnitt des
Ellipsoids mit α ∈ (0, 1] lässt sich mit

Bα =
{
ω ∈ RN

∣∣∣ (ω − c)TQ(ω − c) ≤ s(α)
}

(6.23)

identifizieren.
Zur Veranschaulichung der α-Schnitte werden in Matlab zufällig hundert zweidimensio-
nale Punkte generiert. Mit dem vorgestellten Khachiyans Algorithmus wird das volumen-
minimale Ellipsoid berechnet. Nachdem die Strukturmatrix und das Zentrum berechnet
werden, wird s : (0, 1]→ R+, α 7→ s(α) = 1− α beispielhaft festgelegt. Das Ergebnis wird
in der Abbildung 6.1 dargestellt, wobei die Ellipsen die α-Schnitte für α = 0 und α = 0, 5
anzeigen.

Abbildung 6.1: Zweidimensionale α-Schnitte

6.2 Modell und Defuzzifikation
Mit dem Khachiyans Algorithmus lassen sich die Renditen als ein Ellipsoid darstellen. Nun
wird die mögliche Gesamtrendite in dem Fuzzy-Hauptmodell, das im Folgenden entwickelt
wird, anhand des ermittelten Ellipsoids maximiert.
Die mögliche Gesamtrendite des Portfolios ergibt sich als gewichtete Summe aus den Ren-
diten der einzelnen Positionen. Da die Renditen der einzelnen Positionen selbst mit Un-
schärfe bzw. Unsicherheit behaftet sind, ist die Gesamtrendite ebenfalls unscharf. Aus
diesem Grund muss diese Unschärfe der Rendite in der Nebenbedingung berücksichtigt
werden. Hierbei spielen die α-Schnitte eine Hauptrolle, weil sie die Berücksichtigung der
graduellen Unschärfe determinieren.

Mit einer beliebigen, aber festen Portfolio-Aufteilung X =
(
x1 · · · xN

)T
, X ∈ RN
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können zu jedem α-Schnitt die höchste und die niedrigste mögliche Gesamtrendite er-
mittelt werden. (An dieser Stelle wird die Budgetbedingung für eine gültige Portfolio-
Aufteilung nicht berücksichtigt, weil die Portfolio-Aufteilung als gegeben betrachtet wird.)
Diese extremen Renditen werden mit dem Hurwicz-Prinzip zusammengebracht. Die an-
schließende Defuzzifikation berücksichtigt die vorgegebenen Risikoeinstellung und sämtli-
che α-Schnitte gleichzeitig, wodurch die mögliche Gesamtrendite dann berechnet wird. Es
ist auch möglich, zunächst die Defuzzifikation für Best- bzw. Worstcases aller α-Schnitte
durchzuführen und erst dann die beiden resultierenden extremen Renditen anhand des
Hurwicz-Prinzips zusammenzubringen. Beide Vorgehensweisen liefern das gleiche Ergeb-
nis.
Die Gesamtrendite des Portfolios ist XTR. Dabei ist R ∈ RN ein α-Schnitt in der Ellip-
soidgestalt. Die Strukturmatrix Q ∈ RN×N des zugehörigen Ellipsoids ist positiv definit
und das Zentrum sei weiterhin mit c ∈ RN bezeichnet.
Die Zugehörigkeitsfunktion dieser unscharfen Menge kann auf unterschiedlicher Weise de-
finiert werden, wobei die quadratische Q-Norm bzgl. c stets maßgebend ist. Beispielsweise
können die einzelnen α-Schnitte festgelegt werden, die die Zugehörigkeit festlegen. Sei
s : (0, 1] → R+ eine nicht steigende Funktion, die die maximal erlaubte, quadratische
Norm mit Q bzgl. c für jeden α-Schnitt angibt. Jeder α-Schnitt kann als

Bα = {ω ∈ RN |(ω − c)TQ(ω − c) ≤ s(α)}

zu einem gegebenen α festgehalten werden. Wenn s : (0, 1]→ R+ eine umkehrbare Funk-
tion ist, ist die Zugehörigkeitsfunktion gerade eine Modifikation der Umkehrfunktion von
s innerhalb der entsprechenden Definitionsmenge. In diesem Fall ist es gleichgültig, ob
die Zugehörigkeitsfunktion festgelegt wird oder die α-Schnitte anhand der Funktion s. In
vielen Fällen ist die direkte Festlegung der α-Schnitte durch s : (0, 1]→ R+ allgemeiner.
Für die anschließende Defuzzifikation werden zunächst die höchste und niedrigste mögli-
che Gesamtrendite zu einem vorgegebenen α-Niveau berechnet. Die zugehörigen Optimie-
rungsaufgaben sind:

OP10a

XTR→ max
R∈RN

unter der Nebenbedingung:

(R− c)TQ(R− c) ≤ s(α).

und

OP10b

XTR→ min
R∈RN

unter der Nebenbedingung:

(R− c)TQ(R− c) ≤ s(α).

Die Ergebnisse aus OP10a und OP10b sind die gesuchten extremen Renditen.
Wir halten diese fest:

Satz 6.6 (Maximale und minimale Rendite). Seien folgende Voraussetzungen gegeben:

• eine beliebige aber feste Portfolio-Aufteilung X ∈ RN mit X 6= 0

• Q ∈ RN×N symmetrisch und positiv definit als die Strukturmatrix des volumenmi-
nimalen Ellipsoids der Vorinformationen

• c ∈ RN als das Zentrum des volumenminimalen Ellipsoids der Vorinformationen

• s : (0, 1] → R+ als eine nicht steigende Funktion, die die α-Schnitte für das volu-
menminimalen Ellipsoids der Vorinformationen spezifiziert.
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• α-Schnitte des Ellipsoids Bα =
{
R ∈ RN

∣∣∣ (R− c)TQ(R− c) ≤ s(α)
}
mit α ∈ (0, 1]

Obige Optimierungsprobleme OP10a und OP10b implizieren jeweils die extreme Rendite

R∗ := argmax
R∈Bα

XTR = c+Q−1X

√
s(α)

XTQ−1X

bzw.

R∗ := argmin
R∈Bα

XTR = c−Q−1X

√
s(α)

XTQ−1X

(6.24)

Diese Renditen implizieren weiter jeweils eine extreme Portfolio-Rendite

max
R∈Bα

XTR = XTR∗ = XT c+
√
s(α)XTQ−1X

bzw.

min
R∈Bα

XTR = XTR∗ = XT c−
√
s(α)XTQ−1X.

(6.25)

Beweis. Die Funktion X 7→ XTR ist linear und nimmt auf einer kompakten Menge,
wie jeder α-Schnitt, ein Maximum und ein Minimum an. Wir betrachten die zughörige
Lagrange-Funktion mit λ ∈ R

L(R, λ) = XTR− λ

2
(
(R− c)TQ(R− c)− s(α)

)
. (6.26)

Die notwendige Optimalitätsbedingung ist

∇RL(R, λ) = X − λQ(R− c) = 0. (6.27)

Nach Voraussetzung ist Q positiv definit und damit invertierbar. Man erhält

λ−1Q−1X = R− c. (6.28)

Die Gleichung (6.28) wird in die Nebenbedingung der Optimierungsprobleme OP10a und
OP10b eingesetzt.

(R− c)TQ(R− c) = (λ−1Q−1X)TQ(λ−1Q−1X) = λ−2XTQ−1X = s(α) (6.29)

Unter der Berücksichtigung von X 6= 0 und der positiv definiten Matrix Q−1 folgt sofort
XTQ−1X > 0. Damit folgt aus (6.29) unmittelbar

1
λ

= ±
√

s(α)
XTQ−1X

. (6.30)

Man kann (6.30) in (6.28) einsetzen und erhält

R = c±Q−1X

√
s(α)

XTQ−1X
.

Diese Vektoren stellen die extremen Renditen (6.24) zu einem gegebenen α-Niveau mit
beliebiger, aber fester Portfolio-Aufteilung dar. Sie implizieren die beiden extremen mög-
lichen Gesamtrenditen des Portfolios (6.25).
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Die Ergebnisse in (6.25) zeigen, dass sich dien möglichen Gesamtrenditen im Best- und
Worstcase eines gegebenen α-Schnitts aus zwei Summanden ergeben. Der erste Teil ist
das Ergebnis aus der Multiplikation der Portfolio-Aufteilung und der Rendite mit der
höchsten Zugehörigkeit, nämlich das Zentrum des Ellipsoids der Vorinformationen. Er ist
unabhängig von dem vorgegebenen α-Niveau. Der zweite Summand hängt direkt von dem
α-Niveau ab. Dieser Teil ist eine Adjustierung der Rendite wegen der Unschärfe. Einerseits
ist diese Adjustierung proportional zu

√
s(α). Je höher das α-Niveau ist, desto kleiner ist

sie, da weniger Unschärfe berücksichtigt wird. Andererseits ist die Adjustierung von der
Portfolio-Aufteilung und von der Struktur des Ellipsoids abhängig. Die möglichen Gesam-
trenditen im Best- bzw. Worstcase unterscheiden sich also nur in der Adjustierung. Im
Bestcase ist die Adjustierung

√
s(α)XTQ−1X positiv und in Worstcase negativ, wie in

(6.25) dargestellt.
Weiterhin werden beide extremen Renditen anhand des Hurwicz-Prinzips mit einem Pa-
rameter q ∈ [0, 1] zusammengebracht. Mit der Festlegung dieses Parameters kann die
Risikoeinstellung angepasst werden. Durch Fixierung des Hurwicz-Parameters q ergibt
sich die mögliche Gesamtrendite für ein gegebenes α

Gα = q min
R∈Bα

XTR+ (1− q) max
R∈Bα

XTR

= q

(
XT c−

√
s(α)XTQ−1X

)
+ (1− q)

(
XT c+

√
s(α)XTQ−1X

)
= XT c− (2q − 1)

√
s(α)XTQ−1X.

(6.31)

Um alle α-Niveaus geeignet zu berücksichtigen, wird eine Gewichtungsfunktion eingeführt.
(Vgl. Abschnitt 5.3.2) Sei w : (0, 1]→ R+ mit∫ 1

0
w(α)dα = lim

c↘0

∫ 1

c
w(α)dα = 1 und

∫ 1

0
w(α)

√
s(α)dα = lim

c↘0

∫ 1

c
w(α)

√
s(α)dα <∞.

(6.32)
Bei einer umfassenden Betrachtung werden alle möglichen Gesamtrenditen zum verschie-
denen α-Niveau gewichtet. Nach diesem Schritt erhalten wir eine von dem α-Niveau un-
abhängige mögliche Gesamtrendite.

G =
∫ 1

0
w(α)Gαdα

=
∫ 1

0
w(α)

(
XT c− (2q − 1)

√
s(α)XTQ−1X

)
dα

= XT c− (2q − 1)
√
XTQ−1X

∫ 1

0
w(α)

√
s(α)dα

Sei ohne Beschränkung der Allgemeinheit r :=
∫ 1

0 w(α)
√
s(α)dα > 0 eine positive Kon-

stante. Dann lässt sich die mögliche Gesamtrendite über allen α-Niveaus darstellen als

G = XT c− (2q − 1)r
√
XTQ−1X. (6.33)

Man sieht, dass die Struktur der möglichen Gesamtrendite nach diesem Schritt erhalten
geblieben ist. Auch sie besteht aus zwei Summanden. Der erste Summand bleibt XT c,
nämlich die Rendite im Zentrum des Ellipsoids. Anhand des Hurwicz-Parameters q und
der Konstante r, die aus der Gewichtung der α-Niveaus resultiert, wird eine Adjustierung
vorgenommen. Diese Adjustierung ist von der Portfolio-Aufteilung und von der Struktur
des Ellipsoids abhängig.
Nun kann das optimale Portfolio im Hinblick auf die mögliche Gesamtrendite ermittelt
werden, wobei die Budgetbedingung des Portfolios explizit berücksichtigt werden muss.
Das resultierende Gesamtmodell unter Zulassung von Leerverkäufen ist
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OP11
G = XT c− (2q − 1)r

√
XTQ−1X → max

X∈RN

unter der Nebenbedingung:

XT1 = 1.

Dieses Modell OP11 wird in dieser Arbeit als Fuzzy-Hauptmodell oder kurz Hauptmodell
bezeichnet. Bei Leerverkaufsverbot müssen zusätzliche Nichtnegativitätsbedingungen im
Modell berücksichtigt werden.

6.3 Modellvergleich und -lösung
In diesem vorbereitenden Abschnitt wird die Ähnlichkeit der Problemstrukturen des klas-
sischen Portfolio-Modells einerseits und des Fuzzy-Hauptmodells andererseits dargestellt.
Dies bereitet u. a. auch einen indirekten Lösungsweg des Hauptmodells vor.
Bei einem Vergleich des klassischen Portfolio-Modells mit dem vorliegenden Fuzzy-Hauptmodell
wird deutlich, dass beide Modelle eine ähnliche mathematische Struktur aufweisen. Das
klassische Portfolio-Modell mit Hinblick auf die Erwartungswert-Varianz-Effizienz des Port-
folios ist:

XTΣX → min
X∈RN

unter den Nebenbedingungen:

XTµ = E0,

XT1 = 1.

Σ ist dabei die Kovarianzmatrix aller Anlagemöglichkeiten und µ ist der Vektor der Er-
wartungsrendite. Dieses Modell kann in einer äquivalenten Form unter Zuhilfenahme eines
Trade-Off-Parameters λE0 dargestellt werden. Dieser Trade-Off-Parameter stellt im klas-
sischen Modell das Kompensationsverhältnis zwischen Varianz und Rendite dar.

XTΣX − λE0X
Tµ→ min

X∈RN

unter der Nebenbedingung:

XT1 = 1.

Das klassische Portfolio-Modell lässt sich in dualer Weise mit einem Trade-Off-Parameter
λV aufbauen, der das Kompensationsverhältnis zwischen Rendite und Varianz des gesam-
ten Portfolios darstellt:

OP12
XTµ− λVXTΣX → max

X∈RN

unter der Nebenbedingung:

XT1 = 1.
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Diese Darstellung ist sehr ähnlich zu dem erarbeiteten Fuzzy-Hauptmodell. Bekanntlich ist
die Kovarianzmatrix der Renditen symmetrisch und positiv definit, falls alle Wertpapiere
risikobehaftet sind. Deswegen ist die Varianz des gesamten Portfolios stets größer als Null,
wenn die Portfolio-Aufteilung nicht die Null-Investition ist. Vergleichbar mit der Kovari-
anzmatrix ist die inverse Matrix der Strukturmatrix des Ellipsoids. Die Berechnung der
geschätzten Kovarianzmatrix und der Strukturmatrix des Ellipsoids sind sehr unterschied-
lich. Auch die Auffassungen über Vorinformationen unterscheiden sich in beiden Fällen.
Aber mathematisch sind beide symmetrisch und positiv definit. Dies bedeutet, dass sie
beide invertierbar und ihre inversen Matrizen ebenfalls symmetrisch und positiv definit
sind.
Der Unterschied zwischen beiden Modellen besteht aber darin, dass in dem Fuzzy-Haupt-
modell

√
XTQ−1X berücksichtigt wird und nicht die direkte quadratische Form XTQ−1X

selbst. Aber auch dies beeinflusst nicht die mathematische Strukturähnlichkeit beider Op-
timierungsprobleme, da die Wurzelfunktion für alle positiven reellen Zahlen eine positive
und streng monotone Transformation ist. Somit ist das Optimum von XTQ−1X auch
gleichzeitig das Optimum von

√
XTQ−1X.

Im Vergleich zu dem klassischen Modell bietet das neue Modell eine genauere Spezifika-
tion bzw. eine Aufschlüsselung des Trade-Off-Parameters λU zwischen der Gesamtrendite
und der zugehörigen Adjustierung aufgrund der Unschärfe. Dieser Trade-Off-Parameter
ist nach dem Fuzzy-Hauptmodell

λU := (2q − 1)r = (2q − 1)
∫ 1

0
w(α)

√
s(α)dα. (6.34)

Dabei ist q der Hurwicz-Parameter, w(α) ist die Gewichtungsfunktion der α-Schnitte und
s(α) legt die maximale quadratische Q-Norm bzgl. c innerhalb eines α-Schnitts fest.
Für einen risikoneutralen Anleger ist der Parameter q = 0, 5, also λU = 0. Damit entfällt
die komplette Adjustierung. Dieser Anleger optimiert das Portfolio lediglich nach der Ren-
dite mit der höchsten Zugehörigkeit, nämlich im Zentrum des Ellipsoids.
Für einen pessimistischen Anleger ist der Parameter 0, 5 < q ≤ 1 und damit 0 < λU <∞.
In diesem Fall fordert der Anleger eine Kompensation durch die Rendite, wenn er zusätz-
liches Risiko aufnimmt bzw. wenn die Unschärfe und Unsicherheit zunimmt. Die Adjus-
tierung wirkt als ein Strafterm, der die Rendite mit der höchsten Zugehörigkeit mindert
und er hängt von r =

∫ 1
0 w(α)

√
s(α)dα > 0 ab. Je höher r ist, desto höher fällt die nötige

Kompensation aus. In dem extremen Fall q = 1 ist λU = r.
Für einen optimistischen Anleger ist der Parameter 0 ≤ q < 0, 5. Daraus resultiert für den
Trade-Off −∞ < λU < 0. In diesem Fall ist der Anleger risikofreudig, d. h. Risiko bzw.
Unschärfe wird nicht negativ kompensiert, sondern positiv. Eine positive Adjustierung
wird zu der Rendite mit der höchsten Zugehörigkeit vorgenommen, wenn die Unschärfe-
adjustierung steigt. In dem extremen Fall q = 0 ist λU = −r.
Die Ermittlung der aus dem Modell implizierten optimalen Portfolio-Aufteilung lässt sich
nach der oben angegebenen Wahl des Hurwicz-Parameters genau in drei Teilaufgaben
aufteilen, nämlich risikoneutral, -scheu oder -freudig. Dies wird in den folgenden Unterab-
schnitten durchgeführt.

6.3.1 Für risikoneutrale Anleger

Nach Konstruktion ergibt sich für risikoneutrale Anleger q = 0, 5 und λU = 0. Er op-
timiert lediglich XT c. Falls Leerverkäufe zugelassen sind, ist das Optimierungsproblem
nicht beschränkt. Falls Leerverkäufe untersagt sind, wird anhand des folgenden linearen
Optimierungsproblems optimiert.
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OP13
XT c→ max

X∈RN

unter der Nebenbedingung:

XT1 = 1,

xi ≥ 0 ∀i ∈ {1, ..., N}.

Hierbei handelt es sich um ein lineares Optimierungsproblem in einer kompakten Men-
ge, daher resultiert eine Randlösung als Optimum. Das optimale Portfolio wird dadurch
realisiert, dass der Anleger das gesamte Anlagebudget in diejenige Anlagemöglichkeit in-
vestiert, die die höchste Rendite mit der höchsten Zugehörigkeit erwirtschaftet. Dabei
wird lediglich die Rendite im Zentrum des Ellipsoids der Vorinformationen betrachtet.
Die Lösung lässt sich darstellen als

xImax = 1 mit Imax := argmax{ci, i ∈ {1, ..., N}} und xi = 0 ∀i 6= Imax. (6.35)

Dieses Portfolio besteht lediglich aus einer Position.
Abgesehen vom Leerverkaufsverbot kann es Beschränkungen für bestimmte Positionen
geben, z. B. Anforderungen der Mindestbeteiligungen und bzw. oder Anforderungen hin-
sichtlich des jeweiligen Leerverkaufslimits. Des Weiteren kann es Anforderungen bei der
Betrachtung von speziellen Positionsgruppen geben, beispielsweise, dass der Anteil der
Aktien in einem bestimmten Wirtschaftssektor zusammen eine bestimmte Grenze nicht
überschreiten darf. Alle diese Nebenbedingungen können in zwei Gruppen aufgeteilt wer-
den, in Gleichungen oder Ungleichungen. Sei N1 ∈ N die Anzahl der Gleichungen als
Nebenbedingungen und sei N2 ∈ N die Anzahl der Ungleichungen als Nebenbedingungen.
C1 ∈ RN1×N und C2 ∈ RN2×N seien die Koeffizienten für die Nebenbedingungen. p1 ∈ RN1

bzw. p2 ∈ RN2 legen die jeweiligen Grenzen fest.
Das entsprechende Optimierungsmodell ist

OP14
XT c→ max

X

unter der Nebenbedingung:

C1X = p1, N1 ∈ N, C1 ∈ RN1×N , p1 ∈ RN1 ,

C2X ≤ p2, N2 ∈ N, C2 ∈ RN2×N , p2 ∈ RN2 .

Die linearen Zusatzbedingungen schränken den Lösungsraum ein und können dazu füh-
ren, dass der Lösungsraum leer wird. Außerdem ist zu erkennen, dass das Modell OP13
lediglich ein Sonderfall von OP14 ist. Allgemein handelt es sich hierbei um ein lineares
Optimierungsmodell. Wenn es eine optimale Lösung hat, ist es stets eine Lösung auf dem
Rand des zulässigen Lösungsraums. Wenn der Lösungsraum leer oder unbeschränkt ist,
gibt es keine optimale Lösung.

6.3.2 Für pessimistische Anleger

Für risikoscheue bzw. pessimistische Anleger ist der Hurwicz-Parameter 0, 5 < q ≤ 1.
Damit gelten nach Konstruktion r =

∫ 1
0 w(α)

√
s(α)dα > 0 und 2q − 1 > 0. Es ergibt sich

58



für den Trade-Off

λU = (2q − 1)r = (2q − 1)
∫ 1

0
w(α)

√
s(α)dα > 0. (6.36)

Bei dieser Konfiguration und unter Zulassung von Leerverkäufen kann das Modell auf
einen direkten Weg gelöst werden. Dies ist ebenfalls Gegenstand des Diskussionspapers
von Professor Stahlecker und mir zu dem vorliegenden Fuzzy-Hauptmodell. [DS10]
Ist λU > 0 gegeben bleibt das Modell

OP15
XT c− λU

√
XTQ−1X → max

X∈RN

unter der Nebenbedingung:

XT1 = 1.

Im Folgenden sei die Euklidische Norm mit ‖ • ‖ bezeichnet. Weiter werden die Bezeich-
nungen

z := Q−
1
2X, u := Q

1
2 c und v := Q

1
21 (6.37)

für die Variablentransformationen eingeführt. Damit ist das Modell OP15 äquivalent zu

OP16
zTu− λU

√
zT z → max

z∈RN

unter der Nebenbedingung:

zT v = 1.

Satz 6.7. Unter der Bedingung λ2
U‖v‖2 − ‖v‖2‖u‖2 + (uT v)2 > 0 ist das Optimum des

obigen Modells OP16

z = u

β
− vTu− β

β‖v‖2
v = u

β
− vTuv

β‖v‖2
+ v

‖v‖2
mit

β :=
√
λ2
U‖v‖2 − ‖v‖2‖u‖2 + (uT v)2.

(6.38)

Beweis. Die Funktion z 7→ g(z) = zTu − λU
√
zT z ist für λU > 0 streng konkav in der

Menge {z ∈ R | zT v = 1}. Somit hat das obige Optimierungsproblem höchstens eine
Lösung. Weiter ist g(z) nur an der Stelle z = 0 nicht differenzierbar, aber nach zT v =
zTQ−

1
21 = 1 ist dies bereits ausgeschlossen. Wir betrachten die Lagrange-Funktion des

obigen Optimierungsproblems OP16 mit λ ∈ R

L(z, λ) = zTu− λU
√
zT z − λ(vT z − 1). (6.39)

Die notwendigen Bedingungen sind

∇zL(z, λ) = u− λUz√
zT z
− λv = 0, (6.40)

∇λL(z, λ) = 1− vT z = 0. (6.41)
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Sei zunächst die Bezeichnung β := λU
‖z‖ . Damit ist die notwendige Bedingung (6.40) äqui-

valent mit
u− βz − λv = 0. (6.42)

Wegen (6.41) folgt nach der Linksmultiplikation von (6.40) mit vT

vTu− βvT z − λvT v (6.41)= vTu− β − λ‖v‖2 = 0.

Es folgt
β = vTu− λ‖v‖2. (6.43)

Da die Strukturmatrix und ihre inverse Matrix symmetrisch und positiv definit sind, gilt
‖v‖2 = 1TQ 1

2Q
1
21 = 1TQ1 > 0. Damit folgt aus der obigen Gleichung

λ = vTu− β
‖v‖2

. (6.44)

(6.44) wird in die notwendige Bedingung (6.42) eingesetzt und es ergibt sich

u− βz − vTu− β
‖v‖2

v = 0⇐⇒ βz = u− vTu− β
‖v‖2

v. (6.45)

Da β = λU
‖z‖ ist, gilt λU = β‖z‖. Dementsprechend folgt

λ2
U = β2‖z‖2 = β2zT z = (βz)T (βz) (6.45)=

(
u− vTu− β

‖v‖2
v

)T (
u− vTu− β

‖v‖2
v

)

= uTu− 2v
Tu− β
‖v‖2

vTu+ (vTu− β)2

‖v‖4
vT v

= ‖u‖2 − 2(vTu)2

‖v‖2
+ 2βv

Tu

‖v‖2
+ (vTu)2

‖v‖2
− 2βv

Tu

‖v‖2
+ β2

‖v‖2

= ‖u‖2 − (vTu)2

‖v‖2
+ β2

‖v‖2

(6.46)

Nach Voraussetzung ist λ2
U‖v‖2−‖v‖2‖u‖2+(uT v)2 > 0 und es folgt aus (6.46) unmittelbar

β =
√
λ2
U‖v‖2 − ‖u‖2‖v‖2 + (uT v)2 > 0. (6.47)

(6.47) in Verbindung mit (6.45) liefert die Lösung von OP16:

z = u

β
− vTu− β

β‖v‖2
v = u

β
− vTuv

β‖v‖2
+ v

‖v‖2
.

Mit dem Lösungsergebnis unter der Annahme λ2
U‖v‖2 − ‖v‖2‖u‖2 + (uT v)2 > 0 lässt

sich die zugehörige Portfolio-Aufteilung einfach ermitteln, denn es gilt z = Q−
1
2X und

entsprechend gilt Q
1
2 z = Q

1
2Q−

1
2X = X. Damit ist die optimale Portfolio-Aufteilung

X = Q
1
2 z = Q

1
2

(
u

β
− vTuv

β‖v‖2
+ v

‖v‖2

)
= Q

1
2u

β
− vTuQ

1
2 v

β‖v‖2
+ Q

1
2 v

‖v‖2
. (6.48)

Unabhängig von der direkten Lösung wird das Fuzzy-Hauptmodell mit λU > 0 mit dem
klassischen Portfolio-Modell nach Markowitz verglichen. Bei λU > 0 hat das Hauptmodell
eine ähnliche mathematische Struktur wie das klassische Portfolio-Modell.(Vgl. Abschnitt
6.3) Deswegen kann ein ähnlicher Lösungsweg wie bei dem klassischen Modell eingeschla-
gen werden. Auch hier sind Leerverkäufe zunächst zugelassen. Mit den ursprünglichen
Bezeichnungen ist das Fuzzy-Hauptmodell OP15
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XT c− λU
√
XTQ−1X → max

X∈RN

unter der Nebenbedingung:

XT1 = 1.

Die Lösung erfolgt in zwei Stufen. Zunächst wird die optimale Rendite-Adjustierungs-
Kombination für jede mögliche Rendite des Portfolios ohne direkte Berücksichtigung des
Trade-Offs λU ermittelt. Anschließend wird λU spezifiziert und erneut optimiert, um das
optimale Portfolio zu erhalten.

Erste Stufe:
Feststellung der optimalen Rendite-Adjustierungs-Kombination
Die Zielfunktion besteht aus zwei Summanden, nämlich der Gesamtrendite des Portfoli-
os im Zentrum des Ellipsoids und der Adjustierung durch die Unschärfe. λU ist streng
positiv und beliebig aber fest vorgegeben. Die Maximierung der eigentlichen Zielfunktion
XT c−λU

√
XTQ−1X kann ebenfalls dadurch gelöst werden, dass XT c maximiert und die

Adjustierung λU
√
XTQ−1X bzw. XTQ−1X minimiert wird, da λU fest vorgegeben ist.

Anstatt auf den direkten Lösungsweg kann das originale Optimierungsproblems auf einen
zweistufige Lösungsweg gelöst werden. Zunächst wird eine Menge von strukturähnlichen
Optimierungsproblemen gelöst. Alle diese Optimierungsprobleme sind gleichgestaltet, d.
h., dass sie insbesondere in der Formulierung übereinstimmen und mit genau einer Aus-
nahme die gleichen Parameter aufweisen. Der einzige Unterschied zwischen je zwei Opti-
mierungsproblemen ist das Niveau der Gesamtrendite XT c. Alle Optimierungsprobleme
für E0 ∈ [Emin;Emax] mit geeignet festgelegtem Emin und Emax werden gelöst. Ein ähn-
liches Vorgehen wird auch bei der Lösung des klassischen Modells verwendet. Die Idee ist
dabei, dass in jedem Optimierungsproblem die Gesamtrendite als fix betrachtet und die
entsprechende Adjustierung minimiert wird. Wenn alle optimalen Rendite-Adjustierungs-
Kombinationen zur Verfügung stehen, kann eine weitere Optimierung auf der zweiten Stufe
durchgeführt werden, damit die ursprüngliche Zielfunktion mit vorgegebenem λU maxi-
miert wird. Dieser Weg stellt einen indirekten Lösungsweg dar. Er hat den Vorteil, dass
der Lösungsweg große Ähnlichkeit mit dem des klassischen Modells hat.
Entsprechend der obigen Darstellung wird das folgende Optimierungsproblem betrachtet.

OP17
1
2X

TQ−1X → min
X∈RN

unter der Nebenbedingung:

XT c = E0,

XT1 = 1.

Satz 6.8. Seien c 6= ζ1, ζ ∈ R das Zentrum und Q ∈ RN×N die symmetrische, positiv
definite Strukturmatrix des Ellipsoids gegeben. Die optimale Portfolio-Aufteilung aus dem
obigen Optimierungsmodell ist

X = 1
ak − b2

Q (a1− bc) + E0

( 1
ak − b2

Q (kc− b1)
)
. (6.49)

Dabei sind die Bezeichnungen

a := cTQc, b := 1TQc = cTQ1 und k := 1TQ1. (6.50)
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Beweis. Wir betrachten die Lagrange-Funktion mit zwei Lagrange-Multiplikatoren λE0 ∈
R und γ ∈ R.

L(X,λE0 , γ) = 1
2X

TQ−1X − λE0(XT c− E0)− γ(XT1− 1).

Die partielle Ableitung nach den Portfolio-Gewichtungen liefert die notwendige Bedingung

∇XL(X,λE0 , γ) = Q−1X − λE0c− γ1 = 0. (6.51)

Zwei weitere Nebenbedingungen ergeben sich nach der partiellen Ableitung jeweils nach
einem Lagrange-Multiplikator λE0 und γ. Diese zwei Gleichungen sind die Nebenbedin-
gungen des ursprünglichen Modells.

∇λE0
L(X,λE0 , γ) = E0 −XT c = 0 ⇔ XT c = E0,

∇γL(X,λE0 , γ) = 1−XT1 = 0 ⇔ XT1 = 1.
(6.52)

Aus (6.51) folgt nach der Linksmultiplikation mit der symmetrischen positiv definiten
Strukturmatrix Q

X = λE0Qc+ γQ1. (6.53)

Diese Gleichung wird in die beiden Nebenbedingungen in (6.52) eingesetzt. Es folgt

(λE0Qc+ γQ1)T c = λE0c
TQc+ γ1TQc = E0

(λE0Qc+ γQ1)T 1 = λE0c
TQ1 + γ1TQ1 = 1

Unter Verwendung der Bezeichnungen (6.50), die sämtlich für skalaren Größen stehen,
ergibt sich (

a b
b k

)(
λE0

γ

)
=
(
E0
1

)
(6.54)

Dieses Gleichungssystem hat genau dann eine eindeutige Lösung, wenn die Matrix
(
a b
b k

)
invertierbar ist. Dies ist aber nach den Voraussetzungen gegeben.

Um dies zu zeigen, sei G =
(
c 1

)
∈ RN×2 und es gilt offensichtlich GTQG =

(
a b
b k

)
.

Nach Voraussetzung ist c 6= ζ1 mit ζ ∈ R, deswegen ist G linear unabhängig in den Spalten
und hat den vollen Rang, nämlich zwei. Für einen beliebigen Vektor u ∈ R2 mit u 6= 0
gilt daher v := Gu 6= 0. Da die Strukturmatrix Q symmetrisch und positiv definit ist, ist
auch ihre inverse Matrix symmetrisch und positiv definit. Aus diesen Bedingungen folgt:

vTQv = uTGTQGu = uT (GTQG)u > 0. (6.55)

Da (6.55) für beliebiges u ∈ R2 mit u 6= 0 gilt, muss die Matrix GTQG auch positiv definit
sein. Ferner folgt daraus

detGTQG = det
(
a b
b k

)
= ak − b2 > 0. (6.56)

Dies sichert die eindeutige Lösung des Gleichungssystems (6.54), genauer(
λE0

γ

)
= 1
ak − b2

(
k −b
−b a

)(
E0
1

)
= 1
ak − b2

(
kE0 − b
a− bE0

)
. (6.57)
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Durch Einsetzen der beiden Multiplikatoren (6.57) in die Gleichung für den Vektor der
Anteile (6.53) erhält man (6.49)

X = λE0Qc+ γQ1 = kE0 − b
ak − b2

Qc+ a− bE0
ak − b2

Q1

= 1
ak − b2

Q ((kE0 − b)c+ (a− bE0)1)

= 1
ak − b2

Q(a1− bc) + E0

( 1
ak − b2

Q(kc− b1)
)
.

als optimale Portfolio-Aufteilung.

Die obige, optimale Portfolio-Aufteilung hängt affin linear von E0 ab. Mit ihr lässt sich die
zugehörige Adjustierung aufgrund der Unschärfe durch Einsetzen in

√
XTQ−1X ermitteln.

Dabei wird u. a. auf die notwendige Bedingung (6.53) zurückgegriffen.

XTQ−1X = XTQ−1(λE0Qc+ γQ1)
= λE0X

TQ−1Qc+ γXTQ−1Q1 = λE0X
T c+ γXT1

= λE0E0 + γ = kE0 − b
ak − b2

E0 + a− bE0
ak − b2

= kE2
0 − bE0 + a− bE0

ak − b2

= kE2
0 − 2bE0 + a

ak − b2
.

(6.58)

Da die Strukturmatrix Q positiv definit ist, ist ihre inverse Matrix Q−1 ebenfalls positiv
definit. Im Zusammenhang mit der Bedingung XT1 = 1 gilt insbesondere XTQ−1X >
0. Da weiter die Gesamtrendite XT c in jedem einzelnen Optimierungsproblem als E0
festgehalten wird, lässt sich die zugehörige Adjustierung aufgrund der Unschärfe nach
dem obigen Ergebnis als

√
XTQ−1X =

√
kE2

0 − 2bE0 + a

ak − b2
(6.59)

festhalten. Mit (6.59) werden alle optimalen Renditen-Adjustierungs-Kombinationen fest-
gehalten, bei denen die Adjustierung aufgrund der Unschärfe bei gegebener Portfolio-
Rendite minimal ist. Des Weiteren kann das Portfolio mit minimaler Adjustierung lokali-
siert werden. Dieses Ergebnis wird in dem folgenden Satz festgehalten.

Satz 6.9. Unter allen optimierten Portfolios ist die Adjustierung
√
XTQ−1X bei E0 = b/k

minimal.

Beweis. Wenn ein Portfolio die optimale Rendite-Adjustierungs-Kombination aufweist,
muss XT1 = 1 und insbesondere X 6= 0 erfüllt sein. Nach Voraussetzung ist die Struktur-
matrix des Ellipsoids positiv definit. Zusammen mit X 6= 0 ist zwingend XTQ−1X > 0.
Da die Quadratwurzel eine monotone Funktion für alle positiven reellen Zahlen ist, ist√
XTQ−1X genau dann minimal, wenn XTQ−1X minimal ist. Um das Minimum von

XTQ−1X zu bestimmen, wird sie nach E0 abgeleitet und gleich Null gesetzt.

dXTQ−1X

dE0
=
d
kE2

0−2bE0+a
ak−b2

dE0
= 2kE0 − 2b

ak − b2
= 0⇒ E0 = b

k
.
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Zweite Stufe:
Feststellung optimaler Portfolio-Aufteilung
Die ursprüngliche Zielfunktion ist

XT c− λU
√
XTQ−1X → max

X∈RN
.

Unter der Budgetbedingung XT1 = 1 können nun alle optimalen Rendite-Adjustierungs-
Kombinationen als XT c = E0,

√
XTQ−1X =

√
kE2

0 − 2bE0 + a

ak − b2


dargestellt werden. Wie bereits gezeigt, ist die Adjustierung

√
kE2

0−2bE0+a
ak−b2 stets positiv und

bei E0 = b
k minimal. Weiter ist die Adjustierung offensichtlich für alle E0 >

b
k streng mo-

noton steigend. Die ursprüngliche Zielfunktion kann nun durch Ersetzen als eine Funktion
in E0 dargestellt werden, wobei λU > 0 explizit berücksichtigt wird.

f(E0) = E0 − λU

√
kE2

0 − 2bE0 + a

ak − b2
(6.60)

Nach dem Ersetzen besteht die jetzige Zielfunktion immer noch aus zwei Summanden. Der
erste ist ein linearer Term, nämlich die Funktionsvariable selbst. Der zweite Summand hat
Eigenschaften wie oben diskutiert, jedoch mit dem Zusatz, dass er mit einer skalaren
Konstante multipliziert wird. Diese Funktion ist für E0 >

b
k stetig, da beide Summanden

als Funktionen selbst stetig sind.
Nun wird das Maximum der ursprünglichen Zielfunktion gesucht, wodurch das optimale
Portfolio berechnet wird.

Satz 6.10. Sei die ursprüngliche Zielfunktion mit f(E0) = E0−λU
√

kE2
0−2bE0+a
ak−b2 bezeich-

net. Ferner seien E0 >
b
k , 0, 5 < q ≤ 1 und der Trade-Off λU = (2q−1)

∫ 1
0 w(α)

√
s(α)dα >

0 vorgegeben. Unter der Voraussetzung λ2
Uk − ak + b2 > 0 ist das optimale Portfolio cha-

rakterisiert durch
E0 = b

k
+ ak − b2

k
√
λ2
Uk − ak + b2

. (6.61)

Beweis. Die Funktion f(E0) in (6.60) ist im Bereich E0 > b
k streng konkav, was im

Folgenden klar ersichtlich wird. Daher wird die erste Ableitung von f(E0) bestimmt, um
ihr globales Maximum im Bereich E0 >

b
k zu bestimmen.

df(E0)
dE0

= 1− λU
d

√
kE2

0−2bE0+a
ak−b2

dE0
= 1− λU

√
ak − b2

kE2
0 − 2bE0 + a

kE0 − b
ak − b2

. (6.62)

(6.62) lässt sich weiter umformen:

f ′(E0) = 1− λU

√
1

kE2
0 − 2bE0 + a

(kE0 − b)2

ak − b2
= 1− λU

√
k

ak − b2
− 1
kE2

0 − 2bE0 + a
.

(6.63)
Bei E0 = b

k ist die Steigung von f(E0) eins, denn es gilt

f ′
(
b

k

)
= 1− λU

√
k

ak − b2
− 1

b2

k −
2b2

k + a
= 1− λU

√
k

ak − b2
− k

ak − b2
= 1.
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Gleichzeitig ist bei E0 = b
k das Minimum des quadratischen Terms kE2

0−2bE0+a unter der
Berücksichtigung von k = 1TQ1 > 0. Die möglichen Nullstellen von kE2

0−2bE0+a sind bei
(b±
√
b2 − ak)/k. Nach Voraussetzung ist aber ak− b2 > 0, d. h. b2− ak < 0. (Vgl.(6.56))

Deswegen hat kE2
0 − 2bE0 + a keine reellen Nullstellen. Also gilt kE2

0 − 2bE0 + a > 0
für E0 >

b
k und kE2

0 − 2bE0 + a ist für alle E0 >
b
k streng monoton steigend. Dies ist

gleichbedeutend damit, dass (kE2
0 − 2bE0 + a)−1 für alle E0 >

b
k streng monoton fallend

ist. Gemäß (6.63) ist deshalb die erste Ableitung f ′(E0) für E0 >
b
k streng monoton fallend.

Entsprechend ist die Funktion f(E0) für E0 >
b
k streng konkav und kann höchstens ein

Maximum haben und zwar dort, wo die Ableitung Null ist.
Für die Berechnung des eindeutigen Maximums von f(E0) wird (6.62) gleich Null gesetzt.

1− λU

√
ak − b2

kE2
0 − 2bE0 + a

kE0 − b
ak − b2

= 0 ⇔ λU

√
ak − b2

kE2
0 − 2bE0 + a

kE0 − b
ak − b2

= 1. (6.64)

Da E0 >
b
k bzw. kE0 − b > 0 vorausgesetzt ist, kann man (6.64) nach E0 auflösen.

λU =

√
kE2

0 − 2bE0 + a

ak − b2
ak − b2

kE0 − b
=
√

(kE2
0 − 2bE0 + a)(ak − b2)

(kE0 − b)2

=
√
k(ak − b2)E2

0 − 2b(ak − b2)E0 + (ak − b2)a
k2E2

0 − 2kbE0 + b2

=

√√√√ ak−b2

k (k2E2
0 − 2kbE0 + b2 − b2 + ak)

k2E2
0 − 2kbE0 + b2

=
√
ak − b2

k

(
1 + ak − b2

(kE0 − b)2

)

⇒ λ2
U = ak − b2

k

(
1 + ak − b2

(kE0 − b)2

)
⇔ λ2

Uk

ak − b2
− 1 = ak − b2

(kE0 − b)2

⇔ λ2
Uk − ak + b2

(ak − b2)2 = 1
(kE0 − b)2 .

Nach Voraussetzung ist λ2
Uk − ak + b2 > 0, wir bilden auf beiden Seiten den Kehrwert.

(ak − b2)2

λ2
Uk − ak + b2

= (kE0 − b)2 ⇒ E0 = b

k
+ ak − b2

k
√
λ2
Uk − ak + b2

.

Dies ist die Rendite des optimalen Portfolios.

Nach Satz 6.10 lässt sich die optimale Portfolio-Rendite durch Einsetzen des Trade-Offs
in der Gleichung (6.61) ermitteln. Die dabei getroffene Voraussetzung λ2

Uk − ak + b2 > 0
stellt keine Einschränkung der Allgemeinheit dar. Wie im Satz 6.10 gezeigt lässt sich der
Trade-Off als Funktion in Abhängigkeit von der Portfolio-Rendite darstellen, genauer

λU =
√

(kE2
0 − 2bE0 + a)(ak − b2)

(kE0 − b)2 =
√
k(ak − b2)E2

0 − 2b(ak − b2)E0 + (ak − b2)a
k2E2

0 − 2kbE0 + b2
.

Diese Funktion hat eine Asymptote mit

λU =
√
k(ak − b2)E2

0 − 2b(ak − b2)E0 + (ak − b2)a
k2E2

0 − 2kbE0 + b2
E0↗∞−−−−→

√
ak − b2

k
. (6.65)

65



Deswegen können optimierte Portfolios nur einen Trade-Off haben, der einen positiven
Wert größer als

√
ak−b2

k hat. Kleinere Werte als
√

ak−b2

k wären für den Trade-Off nicht
möglich. Aus dieser Tatsache folgt die Bedingung

λU >

√
ak − b2

k
⇒ λ2

U >
ak − b2

k
⇔ λ2

Uk − ak + b2 > 0, (6.66)

die für den Satz 6.10 vorausgesetzt wurde.
Auf der anderen Seite gilt für den Trade-Off wie im Satz 6.10 gezeigt

λU =
√
ak − b2

k

(
1 + ak − b2

(kE0 − b)2

)
. (6.67)

Falls die Rendite gegen den Wert E0 = b
k von oben konvergiert, gilt

ak − b2

(kE0 − b)2
E0↘ b

k−−−−→∞. (6.68)

Man beachte dabei ab−k2 > 0. (Vgl. Satz 6.8.) Es folgt unmittelbar aus (6.67) und (6.68)

λU =
√
ak − b2

k

(
1 + ak − b2

(kE0 − b)2

)
E0↘ b

k−−−−→∞. (6.69)

Für E0 <
b
k wäre der Trade-Off negativ und nicht Gegenstand dieses Abschnitts. Deswegen

ist es für pessimistische Anleger sinnvoll, einen Trade-Off mit λU ∈
(√

ak−b2

k ,∞
)

zu
wählen.
Nach dem Ergebnis der oben ausgeführten, zweistufigen Optimierung steht die Portfolio-
Rendite direkt in Abhängigkeit vom den Parametern λU , a, k, und b. Der funktionale
Ausdruck der Rendite kann in die Gleichung für die Portfolio-Aufteilung eingesetzt werden,
um die optimale Portfolio-Aufteilung zu ermitteln. Dabei bleiben a = cTQc, b = 1TQc =
cTQ1 und k = 1TQ1 wie (6.50). Nach dem Einsetzen ergibt sich die optimale Portfolio-
Aufteilung:

X = 1
ak − b2

Q(a1− bc) + E0
ak − b2

Q(kc− b1)

= Q

ak − b2

a1− bc+

 b
k

+ ak − b2

k
√
λ2
Uk − ak + b2

 (kc− b1)


= Q

ak − b2

a1− bc+ bc− b2

k
1 + (ak − b2)c√

λ2
Uk − ak + b2

− (ak − b2)b1
k
√
λ2
Uk − ak + b2


= Q

ak − b2

ak − b2
k

1 + (ak − b2)c√
λ2
Uk − ak + b2

− (ak − b2)b1
k
√
λ2
Uk − ak + b2


= Q1

k
+ Q(kc− b1)
k
√
λ2
Uk − ak + b2

(6.70)

Im Endeffekt werden lediglich drei Daten für die Feststellung der optimalen Portfolio-
Aufteilung benötigt. Diese sind die Strukturmatrix Q, das Zentrum c des Ellipsoids aus
den Vorinformationen und der Trade-Off-Parameter λU . Der Trade-Off wird mit dem
Hurwicz-Parameter q und mit dem Integral

∫ 1
0 w(α)

√
s(α)dα als eine Konstante berech-

net.
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Nun werden die Lösungen über den direkten und über den indirekten, zweistufigen Lö-
sungsweg miteinander verglichen. Bei einer korrekten Durchführung muss auf beiden von-
einander unabhängigen Lösungswegen die gleiche Lösung herauskommen. Genau dieswird
im Folgenden gezeigt. Auf dem indirekten Weg ergab sich die optimale Portfolio-Aufteilung
(6.70). Bei dem direkten Lösungsweg wurden die Bezeichnungen z = Q−

1
2X, u = Q

1
2 c und

v = Q
1
21 verwendet. Klar ersichtlich gelten folgende Verbindungen zwischen den Bezeich-

nungen beider Lösungswege:

a = cTQc = uTu = ‖u‖2,
b = 1TQc = cTQ1 = uT v = vTu und
k = 1TQ1 = vT v = ‖v‖2.

(6.71)

Durch Austauschen der Bezeichnungen in der Gleichung (6.70) ergibt sich die folgende
Gleichung.

X = Q1
k

+ Q(kc− b1)
k
√
λ2
Uk − ak + b2

= Q
1
2Q

1
21

‖v‖2
+ Q

1
2Q

1
2 (‖v‖2c− vTu1)

‖v‖2
√
λ2
U‖v‖2 − ‖u‖2‖v‖2 + (uT v)2

= Q
1
2 v

‖v‖2
+ Q

1
2 (‖v‖2u− vTuv)

‖v‖2
√
λ2
U‖v‖2 − ‖u‖2‖v‖2 + (uT v)2

(6.72)

Mit β =
√
λ2
U‖v‖2 − ‖u‖2‖v‖2 + (uT v)2 folgt weiter

X = Q
1
2 v

‖v‖2
+ Q

1
2 (‖v‖2u− vTuv)
‖v‖2β

= Q
1
2

(
u

β
− vTuv

β‖v‖2
+ v

‖v‖2

)
(6.73)

Genau dieses Ergebnis ergibt sich unmittelbar auf dem direkten Lösungsweg und es steht
in eindeutiger Übereinstimmung mit dem Ergebnis aus der zweistufigen Optimierung.
Des Weiteren teilen die Ergebnisse aus beiden Lösungswegen die gleiche Voraussetzung,
nämlich λ2

Uk − ak + b2 > 0 oder λ2
U‖v‖2 − ‖v‖2‖u‖2 + (uT v)2 > 0. Diese schränkt die

Allgemeinheit wie oben gezeigt nicht ein.

Die obigen Ergebnisse gelten für den Fall der Zulassung von Leerverkäufen. Falls Leer-
verkäufe nicht erlaubt sind, müssen die Nicht-Negativitätsbedingungen zusätzlich berück-
sichtigt werden. Entsprechend hat das Modell folgende Gestalt:

OP18
XT c− λU

√
XTQ−1X → max

X∈RN

unter den Nebenbedingungen:

XT1 = 1,

xi ≥ 0 ∀i ∈ {1, ..., N}.

Um weitere Anlagebedingungen wie beispielsweise eine Mindestanlage- oder Höchstan-
lagegrenze zu berücksichtigen, können weitere lineare Bedingungen hinzugefügt werden.
Dabei sind zwei Arten von Bedingungen möglich, nämlich lineare Gleichungs- und lineare
Ungleichungsbedingung.
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OP19
XT c− λU

√
XTQ−1X → max

X∈RN

unter den Nebenbedingungen:

C1X = p1, N1 ∈ N, C1 ∈ RN1×N , p1 ∈ RN1 ,

C2X ≤ p2, N2 ∈ N, C2 ∈ RN2×N , p2 ∈ RN2 .

Um dieses allgemeine Optimierungsproblem mit zusätzlichen linearen Nebenbedingungen
zu lösen, kann man auf die Critical-Line-Algorithm von Markowitz zurückgreifen. Dabei
ist das Lösungsvorgehen ähnlich wie im uneingeschränkten Modell. Die Lösungen der ers-
ten Stufe dieses Problems hängen abschnittweise linear von der Gesamtrendite ab. Jeder
einzelne Abschnitt hat eine unterschiedliche Anlagenzusammensetzung, d. h. die investier-
ten Positionen, bei denen die Gewichtungen größer als Null sind, sind in jedem Abschnitt
unterschiedlich. Durch Lokalisierung des genauen Abschnitts und Ermittlung der genauen
Zusammensetzung in der zweiten Stufe kann die optimale Portfolio-Aufteilung zu einem
gegebenen Trade-Off λU berechnet werden. Auf eine detailierte Ausführung vom Critical-
Line-Algorithm wird an dieser Stelle verzichtet und auf Markowitz verwiesen.[Mar89]

6.3.3 Für optimistische Anleger

Für risikofreudige bzw. optimistische Anleger ist der Hurwicz-Parameter 0 ≤ q < 0, 5.
Damit ist der Trade-Off λU = (2q − 1)

∫ 1
0 w(α)

√
s(α)dα streng negativ. Ähnlich wie bei

der Modelllösung für pessimistische Anleger wird zunächst das Modell ohne die Nichtne-
gativitätsbedingung betrachtet.

OP20

XT c− λU
√
XTQ−1X = XT c+ |λU |

√
XTQ−1X → max

X∈RN

unter den Nebenbedingungen:

X1 = 1.

Die Zielfunktion hat die gleiche Struktur wie die Zielfunktion für pessimistische Anleger.
Der erste Summand bleibt die Gesamtrendite des Portfolios. Im Gegensatz zu der Zielfunk-
tion für pessimistische Anleger ist die Adjustierung in der Zielfunktion für optimistische
Anleger nun stets positiv, d. h. hohe Adjustierung aufgrund der Unschärfe ist erwünscht.
Dies kann damit begründet werden, dass ein optimistischer Anleger zusätzliches Risiko
nicht bestraft, sondern belohnt, solange es der Renditesteigerung in einem bestimmten
Verhältnis dienen kann.

Satz 6.11. Seien mindestens zwei unterschiedliche Wertpapiere als Anlagemöglichkeiten
gegeben, d. h. diese Wertpapiere unterscheiden sich mindestens in Hinblick auf die zuge-
hörigen Renditen oder auf die Adjustierung aufgrund der Unschärfe. Sei Q−1 das Inverse
der Strukturmatrix des Ellipsoids und c das zugehörige Zentrum des Ellipsoids. Weiter sei
λU < 0 gegeben. Dann ist das Optimierungsproblem OP20 nicht beschränkt.

Beweis. Seien zunächst die Renditen der einzelnen Anlagepositionen nicht sämtlich gleich.
Dann gilt

min
i∈{1,...,N}

ci < max
i∈{1,...,N}

ci.
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Offensichtlich ist |λU |
√
XTQ−1X ≥ 0 und es folgt weiter XT c+ |λU |

√
XTQ−1X ≥ XT c.

Seien low := arg mini∈{1,...,N} ci und high := arg maxi∈{1,...,N} ci. Damit ist chigh−clow > 0.
Seien die Portfolio-Aufteilung mit xlow = 1−xhigh und xi = 0, ∀i ∈ {1, ..., N}\{high, low}
gewählt. Nach diesem Anlageschema erbringt das gesamte Portfolio eine Gesamtrendite in
Höhe von

XT c = chighxhigh + clowxlow = (chigh − clow)xhigh + clow. (6.74)
Mit chigh − clow > 0 folgt

XT c = (chigh − clow)xhigh + clow
xhigh→∞−−−−−−→∞ (6.75)

und aufgrund von XT c + |λU |
√
XTQ−1X ≥ XT c ist die Zielfunktion erst recht nicht

beschränkt.
Seien die Renditen aller Wertpapiere im Zentrum des Ellipsoids sämtlich gleich, d. h.

min
i∈{1,...,N}

ci = max
i∈{1,...,N}

ci.

In diesem Fall muss es nach Voraussetzung mindesten zwei Wertpapiere geben, die un-
terschiedliche Adjustierungen aufgrund der Unschärfe aufweisen. Seien die Indizes diese
beiden Wertpapiere wieder mit high bzw. low bezeichnet, wobei high 6= low ist. Seien
xlow = 1 − xhigh und xi = 0, ∀i ∈ {1, ..., N}\{high, low} als Portfolio-Aufteilung wie
oben.
Da in diesem Fall mini∈{1,...,N} ci = maxi∈{1,...,N} ci also chigh − clow = 0 ist, folgt entspre-
chend

XT c = chighxhigh + clowxlow = (chigh − clow)xhigh + clow = clow (6.76)
und damit

XT c+ |λU |
√
XTQ−1X = clow + |λU |

√
XTQ−1X. (6.77)

Die Strukturmatrix des Ellipsoids und damit auch ihre inverse Matrix Q−1 sind symme-
trisch und positiv definit. Daraus folgt, dass sämtliche Eigenwerte von Q−1 größer als Null
sind. Sei λk > 0 der kleinste Eigenwert der Matrix Q−1. Sei die Euklidische Norm mit ‖•‖
bezeichnet. Es gilt

|λU |
√
XTQ−1X ≥ |λU |

√
λk‖X‖2 = |λU |

√
λk‖X‖. (6.78)

Mit der wie oben festgelegten Portfolio-Aufteilung gilt dann

XT c+ |λU |
√
XTQ−1X = clow + |λU |

√
XTQ−1X ≥ clow + |λU |

√
λk‖X‖

xhigh→∞−−−−−−→∞.
(6.79)

In der Realität sind stets Grenzen für den Leerverkauf vorhanden, ebenfalls kann es wei-
tere Bedingungen geben, die eine Randlösung implizieren. Um das Optimierungsproblem
allgemein zu halten, wird anstelle von der Portfolio-Budget-Bedingung ein Bedingungssys-
tem mit N1 +N2 linearen Nebenbedingungen eingefügt. Die Portfolio-Budget-Bedingung
wird als eine dieser Bedingungen eingebettet. Das entsprechende Optimierungsmodell ist
dann

OP21
XT c+ |λU |

√
XTQ−1X → max

X∈RN

unter den Nebenbedingungen:

C1X = p1, N1 ∈ N, C1 ∈ RN1×N , p1 ∈ RN1 ,

C2X ≤ p2, N2 ∈ N, C2 ∈ RN2×N , p2 ∈ RN2 .
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In bestimmten Situationen kann eine Randlösung optimal sein, wenn die zulässige Men-
ge nicht leer und gleichzeitig beschränkt ist. Aber dafür kann keine allgemeine explizite
Lösung angegeben werden.

6.3.4 Abschließender Vergleich des Hauptmodells mit dem klassischen
Modell

Durch die Lösung über den indirekten Lösungsweg ist ersichtlich, dass das Fuzzy-Hauptmo-
dell und das klassische Modell hinsichtlich der mathematischen Problemstruktur Ähnlich-
keiten besitzen. Für beide Modelle kann eine explizite Lösung im Fall eines pessimistischen
Anlegers und unter Zulassung von Leerverkäufen angegeben werden. Falls Leerverkäufe
untersagt werden, kann in beiden Modellen keine explizite Lösung angegeben werden. Für
eine Lösung in diesem Fall kann der Critical-Line-Algorithm, der ursprünglich für das
klassische Modell entwickelt wurde, aufgrund der mathematischen Ähnlichkeit der Pro-
blemstruktur herangezogen werden. Abgesehen von der Ähnlichkeit der mathematischen
Problemstruktur ist es wichtig, zu betonen, dass beide Modelle unterschiedliche Auffas-
sungen über die Vorinformationen implizieren und sich jeweils aus einer anderen Art der
Informationsverarbeitung ergeben. Deswegen darf keinesfalls den Schluss gezogen werden,
dass aufgrund eines möglichen und ähnlichen Lösungswegs das Inhaltliche bei beiden Mo-
dellen gleich sei.
Für das klassische Modell ist der theoretische Erwartungswert notwendig, der in der Praxis
nicht direkt zur Verfügung steht. Der theoretische Erwartungswert soll sich aus einer Un-
tersuchung der zur Verfügung stehenden Vorinformationen ergeben und wird stets durch
eine Schätzung ersetzt. Oft wird der Erwartungswert durch den arithmetischen Mittelwert
geschätzt und für bestimmte Verteilungen ist dieses Vorgehen auch adäquat. Die Güte der
Schätzung hängt davon ab, ob Informationen über die zugrundeliegende Verteilung bzw.
über den datenerzeugenden Prozess vorliegen. Auch hängt die Güte der Schätzung davon
ab, wie groß der Stichprobenumfang ist. Unter der Normalverteilungsannahme der Ren-
diten ist die Schätzung durch den arithmetischen Mittelwert beispielsweise gerechtfertigt.
Aber diese Annahme selbst ist kontrovers. Selbstverständlich kann der Erwartungswert
besser geschätzt werden, wenn sichere Informationen über die zugrundeliegende Vertei-
lung verfügbar sind. Selbst dann bleibt es eine Schätzung, die immer noch vom Stich-
probeumfang beeinflusst wird. Des Weiteren muss die theoretische Kovarianzmatrix für
das Modell geschätzt werden. Sie hängt ebenfalls von der Verfügbarkeit der Informatio-
nen über die zugrundeliegende Verteilung bzw. über den datenerzeugenden Prozess ab.
Außerdem ist die Varianz eine Größe, die Schwankungen sowohl in der positiven als auch
in der negativen Richtung zusammenfasst. Effekte beider Richtungen lassen sich nicht
mehr auseinander halten. Zusammengefasst baut das klassische Modell auf zwei theoreti-
sche Größen, die in der Praxis nicht direkt zur Verfügung stehen. Dementsprechend kann
es bei der praktischen Anwendung Diskrepanzen geben. Die Ergebnisse können auch nur
höchstens so gut wie die Schätzung der theoretischen Größen sein. Zu diesem Thema gibt
es viele Forschungsarbeiten, die u. a. versuchen, die Plausibilität der Ergebnisse durch
statistische Methoden wie z. B. Tests und Konfidenzintervalle zu rechtfertigen. (Vgl. dazu
[BS08] und [BS09].) Dadurch sollte versucht werden, das subtile endogene Manko aufgrund
der theoretischen Rahmenbedingungen zu überwinden. Doch das Manko ist wie erwähnt
von endogener Natur, was bereits durch den theoretische Rahmen und die Grundlagen des
Modells determiniert ist.
Bei dem Fuzzy-Hauptmodell sind die Rahmenbedingungen komplett anders. Keine Schät-
zungen sind nötig, weil dabei die Modellinputs als eine unscharfe Menge modelliert wer-
den, die lediglich die gegebenen Vorinformationen adaptiert. Entsprechend bedarf es kei-
ner weiteren theoretischen Zusatzbedingungen oder Annahmen wie die zugrundeliegende
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Verteilung oder der datenerzeugender Prozess in der Statistik. Entsprechend der Model-
lierung werden die Vorinformationen durch das volumenminimale Ellipsoid berücksichtigt,
das beispielsweise durch den vorgestellten Algorithmus von Khachiyan bestimmt werden
kann. Dieses Ellipsoid repräsentiert einen spezifischen α-Schnitt. Aber durch das gewonne-
ne Zentrum und die Strukturmatrix des Ellipsoids können alle anderen α-Schnitte anhand
unterschiedlicher maximaler Q-Normen als äquivalentes Gegenstück der Zugehörigkeits-
funktion spezifiziert werden. Da getrennte Ergebnisse des bestmöglichen Falls und des
schlechtestmöglichen Falls in jedem α-Schnitt vorliegen, kann zwischen beiden unterschie-
den werden. Wie diese beiden Fälle bei der Gesamtbetrachtung jeweils gewichtet werden,
wird durch den Hurwice-Parameter festgelegt. Des Weiteren wird der Trade-Off-Parameter
im Hauptmodell durch verschiedene Komponente bestimmt, der aber im klassischen Mo-
dell als eine gegebene Größe unerklärt bleibt. Dadurch wird den Trade-Off-Parameter
besser erklärt.
Insgesamt kann zusammengefasst werden, dass das Fuzzy-Hauptmodell im Vergleich zum
klassischen Modell mit weniger theoretischen Zusatzbedingungen auskommt, aber mehr
Flexibilität und Erklärbarkeit hinsichtlich der Einstellungen anbietet. Diese Aspekte kön-
nen u. a. in einem praktischen Einsatz vorteilhaft sein.
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Kapitel 7

Implementierung der Modelle

Im Folgenden wird das Fuzzy-Hauptmodell implementiert, wobei reale Kursdaten verwen-
det werden. Das klassische Mean-Variance-Modell wird als Vergleichsmodell herangezogen.
Ergebnisse aus beiden Modellen werden verglichen und diskutiert.
Eine zwingende Voraussetzung für die Implementierung sind die Daten. Diese werden für
das klassische Modell verarbeitet, um die effizienten Portfolios im Sinne der klassischen
Portfolio-Theorie zu bestimmen. Danach wird das Fuzzy-Hauptmodell auf der gleichen
Datenbasis implementiert, um die optimalen Portfolios nach dem Fuzzy-Hauptmodell zu
bestimmen. Abschließend werden die Ergebnisse aus beiden Modellen miteinander vergli-
chen.

7.1 Auswahl und Beschaffung des Datenmaterials
Sowohl das klassische Portfolio-Modell nach Markowitz, als auch die Fuzzy-Modelle, set-
zen an dem Punkt an, an dem der Anleger bereits eine Vorauswahl über die einzelnen
Anlagemöglichkeiten getroffen hat. Diese sind beispielsweise durch die Verfügbarkeit und
Handelbarkeit beschränkt oder durch eigene Präferenzen determiniert. Theoretisch ist
es möglich, eine große Anzahl an Wertpapieren durch die Modelle zu berücksichtigen.
Um den Aufwand im Rahmen zu halten, aber auch um die Ergebnisse sinnvoll darstel-
len und vergleichen zu können, werden die auf XETRA gehandelten Aktientitel aus dem
DAX(Deutscher Aktienindex) ausgewählt.
Die Entscheidung, lediglich dreißig DAX-Aktien für die Implementierung auszuwählen,
beruht hauptsächlich auf zwei Überlegungen. Zu einem sind die DAX-Aktien die Umsatz-
stärksten in Deutschland[Fra], weshalb sie eine hohe Marktrelevanz haben. Auch ist somit
eine hohe Liquidität dieser Wertpapiere gewährleitstet. Zum anderen wird der DAX oft als
ein Stellvertreter der gesamten deutschen Wirtschaft betrachtet, weil die darin aufgelis-
teten Unternehmen das breite Spektrum der deutschen Ökonomie größtenteils abdecken.
(Auch aus diesem Grund wird der DAX häufig als das Markt-Portfolio bzw. Benchmark-
Portfolio herangezogen.)
Für die Implementierung der Modelle werden also Aktien folgender Unternehmen berück-
sichtigt:

1. Adidas AG (Sportartikelindustrie)
2. Allianz SE (Versicherung)
3. BASF SE (Chemieindustrie)
4. Bayer AG NA (Pharmaindustrie)
5. Beiersdorf AG (Kosmetik- und Konsumgüterindustrie)
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6. BMW AG St (Automobilindustrie)
7. Commerzbank AG (Finanzdienstleister)
8. Daimler AG (Automobilindustrie)
9. Deutsche Bank AG (Finanzdienstleister)

10. Deutsche Börse AG (Finanzdienstleister)
11. Deutsche Lufthansa AG (Luftfahrt)
12. Deutsche Post AG (Post- und Logistikkonzern)
13. Deutsche Telekom AG (Kommunikationsanbieter)
14. E. ON AG (Energieversorgung)
15. Fresenius Medical Care AG & Co. KGaA St (Pharmaindustrie & medizinische Dienst-

leister)
16. Fresenius SE Vz (Gesundheitskonzern)
17. Henkel AG- & Co. KGaA Vz (Chemieindustrie)
18. Infineon Technologies AG (Halbleiterindustrie)
19. K+S AG (Chemieindustrie)
20. Linde AG (Gas- und Engineering-Unternehmen)
21. MAN SE St (Automobilindustrie)
22. Merck KGaA (Pharma- und Chemieindustrie)
23. Metro AG St (Groß- und Einzelhandel)
24. Münchener Rück AG (Versicherung)
25. RWE AG St (Energieversorgung)
26. Salzgitter AG (Stahlindustrie)
27. SAP AG (Informationstechnologie)
28. Siemens AG (Elektroindustrie)
29. Thyssen Krupp AG (Industrie- und Technologiekonzern)
30. Volkswagen AG St (Automobilindustrie)

Zu jedem der DAX-Unternehmen wird ein Firmenportrait auf der Internetseite der Deut-
schen Börse Frankfurt zur Verfügung gestellt.[Deu] Dort werden neben Finanzzahlen auch
Informationen zu den jeweiligen Unternehmensfeldern und -tätigkeiten zur Einsicht an-
geboten. Neben den qualitativen Informationen sind die quantitativen Informationen im
Hinblick auf die Implementierung von hoher Bedeutung.
Für das klassische Portfolio-Modell von Markowitz wird als Input neben dem Erwartungs-
wert des Renditevektors auch die Kovarianzmatrix aller berücksichtigten Anlagemöglich-
keiten benötigt. Diese werden aus den historischen Kursen geschätzt, weil die theoretischen
Werte nicht zur Verfügung stehen. Ein Tagesdatensatz jeder historischen Aktienkursreihe
beinhaltet häufig neben dem Schlusskurs vier weitere Werte, nämlich Eröffnungskurs, Ta-
geshoch, Tagestief und Handelsvolumen. Diese geben die Tagesdynamik einer Aktie grob
wieder. In der vorliegenden Implementierung werden der Erwartungswert des Renditen-
vektors und die Kovarianzmatrix sowohl anhand der Tagesschlusskurse, als auch anhand
der Tagesschwerpunkte geschätzt. Die Ergebnisse werden dann miteinander verglichen.
Für das Fuzzy-Hauptmodell werden ebenfalls beide Arten von Vorinformationen herange-
zogen, die entsprechend des Modellrahmens verarbeitet werden. (Vgl. Abschnitt 5.2)
Die hier verwendeten historischen Kursreihen sind der Internetseite „Börse Online“ [Bör]
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entnommen, wo sie durch Eingabe von Aktienname, Auswahl des Börsenplatzes und zeitli-
cher Rahmen als Tabelle angezeigt werden. Jede Zeile der Tabelle beinhaltet den Datensatz
eines Tags, der aus „Datum“, „Eröffnung“, „Schlusskurs“, „Tageshoch“, „Tagestief“ und
dem Handelsvolumen des Tages besteht.
Insgesamt werden Tageskurse der letzten sechs Jahre, also Kurse vom 1. Januar 2004 bis
einschließlich 30. Dezember 2009, herangezogen. Diese Festlegung wird zu einem dadurch
begründet, dass die Aktualität der Kursentwicklung berücksichtigt wird und zum anderen
ist es wichtig, dass ein vertretbares Datenvolumen in Hinblick auf die Aussagekraft und
den zugehörigen Aufwand zur Schätzung herangezogen wird.
Um die Berechnungen zu automatisieren, werden alle berücksichtigten Daten von den drei-
ßig DAX-Unternehmen zusammen in einer Excel-Datei gespeichert. Jede Tabelle beinhal-
tet die Kursreihe eines Unternehmens und auf einer Übersichtstabelle werden alle Zeitrei-
hen der Hauptinformation, sei es die Reihe der Schlusskurse oder die Schwerpunkte, zu-
sammengefasst. Diese Übersichtstabelle dient als Grundlage für weitere Berechnungen.

7.2 Aufbereitung des Datenmaterials
In der Zeitreihe sind auch Tageskurse von geschlossenen Handelstagen vorhanden. Diese
entsprechen genau dem Tagessschlusskurs des unmittelbar vorangegangenen Handelstages.
Diese Tage sind

• Neujahr, der 1. Januar, jeden Jahres
• Tag der Arbeit, der 1. Mai, jedes Jahres
• Weihnachtsfeiertage, der 24. bis 26. Dezember, jedes Jahres
• Karfreitage: 9. April 2004, 25. März 2005, 14. April 2006, 6. April 2007, 21. März
2008 und 10. April 2009
• Ostermontage: 12. April 2004, 28. März 2005, 17. April 2006, 9. April 2007, 24. März
2008 und 13. April 2009

Des Weiteren sind der 31. Dezember 2004, 28. Mai 2007, 31. Dezember 2007 und 31.
Dezember 2009 ebenfalls keine Handelstage, daher werden sie auch nicht berücksichtigt.
Wenn alle Nicht-Handelstage bei der Betrachtung entfernt werden, bleiben Kursinforma-
tionen von 1523 Börsentagen in jeder einzelnen Zeitreihe vorhanden.
Jede Tagesrendite im herkömmlichen Sinne ist die Differenz zwischen den natürlichen Lo-
garithmen zweier aufeinanderfolgender Tagesschlusskurse. Die Tagesrendite wird in einer
separaten Spalte auf dem Datenblatt jeder einzelnen Aktie angelegt. Eigentlich müssen
diskrete Tagesrenditen für das klassische Modell eingesetzt werden. Da aber die Tagesren-
diten überwiegend klein sind, können sie approximativ gleich den kontinuierlichen Rendi-
ten gesetzt werden. (Vgl. Abschnitt 3.1) Bei Bedarf kann bei der Ausgabe der Ergebnisse
eine Annualisierung durchgeführt werden. Häufig wird dafür unterstellt, dass ein normales
Börsenjahr durchschnittlich 250 Börsenhandelstage beinhaltet und jeden Tag im langfris-
tigen Mittel die gleiche Rendite erbringt. (Vgl. Abschnitt 2.4f.)
Zusätzlich zu den kontinuierlichen Renditen wird der „best and worst case“-Schwerpunkt
berechnet. Dieser wird in einer weiteren Spalte auf dem Datenblatt jeder einzelnen Aktie
gespeichert. Für die Berechnung des Schwerpunkts werden die Tageshöchst- und Tages-
tiefstkurse neben den Schlusskursen zweier aufeinander folgender Handelstage hinzugezo-
gen. (Vgl. Abschnitt 5.2)
Um den Import der Daten in Matlab zu vereinfachen, werden die Tagesrenditen bzw.
Schwerpunkte aller berücksichtigten Aktien auf zwei Datenblättern zu einer Übersicht zu-
sammengeführt. Diese beiden Datenblätter enthalten jeweils 1523 Dateneinträge der 30
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DAX-Aktien. Die verschiedenen Aktien werden nach Spalten sortiert und die Tage nach
Zeilen. Mittels der Matlab-internen Funktion „xlsread“ können diese Daten in Matlab
eingelesen werden und stehen für weitere Berechnungen zur Verfügung.

7.3 Nach dem klassischen Modell
Der Erwartungswert des Renditenvektors und die Kovarianzmatrix werden als Input für
das klassische Modell aus den Tagesrenditen geschätzt. Anhand der kontinuierlichen Tages-
renditen wird der Erwartungswert der kontinuierlichen Tagesrenditen durch den arithme-
tischen Mittelwert aller kontinuierlichen Tagesrenditen in einem bestimmten Zeitraum ge-
schätzt. Die Mittelwerte können durch die Matlab-interne Funktion „mean“ aus den Daten
berechnet werden. Weiter können die Erwartungswerte der Tagesrenditen durch entspre-
chende Kalkulation und Annualisierung in diskrete Jahresrenditenerwartungen umgerech-
net werden. (Vgl. Abschnitt 2.4f.) Die Kovarianzmatrix kann anhand der Matlab-internen
Funktion „cov“ ermittelt werden. Diese Funktion liefert die erwartungstreue Schätzung der
Kovarianzmatrix. Das Ergebnis ist eine symmetrische und positiv definite Matrix. Ähnlich
wie bei der Renditenerwartung kann mit der Annahme von durchschnittlichen 250 Bör-
sentagen eine Annualisierung durchgeführt werden. (Vgl. Abschnitt 2.4f.)
Nach obigen Vorbereitungen stehen sowohl die Erwartungswerte der Renditen als auch
die Kovarianzmatrix der einzelnen Aktien zur Verfügung. Weiterhin können die effizienten
Portfolios unter Zulassung von Leerverkäufen berechnet werden. Mit der eigens verfassten
Matlab-Prozedur „MEffLine“ können alle effizienten Portfolios in der Renditenerwartung-
Volatilität-Ebene dargestellt werden. Dabei haben alle dargestellten Portfolios eine Rendi-
tenerwartung, die größer als die Renditenerwartung der varianzminimalen und gleichzeitig
kleiner als die größte Renditenerwartung jeder einzelnen Aktie ist.
Um anschließend die Ergebnisse des klassischen Modells und des Fuzzy-Modells zu ver-
gleichen, werden sowohl die Tagesschlusskurse als auch die Tagesschwerpunkte als Vorin-
formationen verwendet. Insgesamt 15 verschiedene Zeiträume mit unterschiedlicher Länge
und unterschiedlichem Anfang für die Dateneingrenzung werden berücksichtigt. Aus Vor-
informationen unterschiedlicher Zeiträume sind unterschiedliche Schätzungen der Rendi-
tenerwartung und Kovarianzmatrix zu erwarten, v.a. mit Hinblick auf 2008 als ein von
der Finanzkrise geprägtes Jahr. Um bei einer Bewertung auf Jahresbasis zu bleiben, wer-
den Daten in Jahresabschnitte aufgeteilt und lediglich Daten bis einschließlich 2008 zur
Schätzung herangezogen. Die zeitlichen Perioden können in die folgenden fünf Gruppen
aufgeteilt werden:

• Daten eines einzigen Jahres: 2004, 2005, 2006, 2007 und 2008
• Daten zweier aufeinanderfolgender Jahre beginnend mit: 2004, 2005, 2006 und 2007
• Daten dreier aufeinanderfolgender Jahre beginnend mit: 2004, 2005 und 2006
• Daten von vier aufeinanderfolgenden Jahren beginnend mit: 2004 und 2005
• Daten fünf aufeinanderfolgender Jahre beginnend mit 2004.

Optimierungsergebnisse als Effizienzlinien können in Diagramme anschaulich dargestellt
werden.
Beim klassischen Modell ist das Portfolio mit minimaler Varianz von Interesse, da dieses
Portfolio den effizienten Teil des Umhüllenden aller möglichen Portfolios markiert. Al-
le effizienten Portfolios müssen eine höhere Portfolio-Rendite als dieses varianzminimale
Portfolio aufweisen. Wie im Abschnitt 3.2 zum klassischen Modell gezeigt, hat dieses Port-
folio eine Renditenerwartung b

c und eine Varianz 1
c . Dabei ist b = 1TΣµ und c = 1TΣ−11.
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Dieses Portfolio wird in allen Diagrammen markiert. Weiter werden die annualisierte Ren-
dite und Volatilität des Portfolios berechnet.
Sämtliche Berechnungen werden in Matlab durchgeführt. Dabei wird eine Hauptprozedur
„m_Aufteilungen“ verfasst, in der die Parameter spezifiziert und die Vorinformationen
als Dateninput eingelesen werden. Verschiedene Zeiträume für die Dateneingrenzung wer-
den in dieser Prozedur spezifiziert. Nach Ausführung dieser Prozedur wird eine Tabelle
generiert, in der sämtliche Aufteilungen für ein spezifisches Trade-Off mit entweder Tages-
renditen oder Schwerpunkten der unscharfen Tagesrenditen für alle Zeiträume angegeben
werden. Bei der Ausführung wird eine Prozedur „m_write“ verwendet, die die nötigen
Daten in einer Spalte der Ergebnistabelle anzeigt. Diese Prozedur wiederum greift auf die
Prozedur „Markowitz“ zurück, die die Aufteilung und die zugehörige erwartete Rendite
in einem Szenario berechnet. (Vgl. Beschreibung der Matlab-Prozeduren und -Funktionen
im Anhang A)
Zunächst werden die Effizienzlinien aus den Tagesschlusskursen in den Abbildungen 7.1
und 7.2 zusammenfassend dargestellt.
Anschließend werden die Effizienzlinien, die aus den Tagesschwerpunkten als Vorinfor-
mationsinput resultieren, in deen Abbildungen 7.3 und 7.4 zusammenfassend dargestellt.
Dabei ist ein Tagesschwerpunkt stets die mit Tageshöchstkurs und -tiefstkurs modifizierte
Tagesrendite. (Vgl. Abschnitt 5.2)

Um gezieltere Vergleiche zu ermöglichen, werden beispielhaft drei bestimmte Trade-Offs
für pessimistische Anleger aufgegriffen, diese sind 7

√
7−1
9 ≈ 1, 9467, 7

√
7−1

18 ≈ 0, 9733 und 2
3 .

Wie diese Werte determiniert werden, wird im anschließenden Abschnitt 7.4 dargestellt.
An dieser Stelle steht die Portfolio-Aufteilung zu diesen Trade-Offs im Vordergrund.
Der Trade-Off bei dem klassischen Modell gibt stets das Austauschverhältnis zwischen
der Portfolio-Rendite und dem -risko gemessen durch die Varianz der Portfoliorendite
an. Um eine Parallelität und eine Ähnlichkeit der Konstruktion zwischen dem klassischen
Modell und dem Fuzzy-Modell anzustreben, ist der Trade-Off an dieser Stelle zwischen
dem Erwartungswert und der Volatilität der Portfoliorendite.
Alle Berechnungen wurden in Matlab ausgeführt und die Ergebnisse aller Portfolios mit
folgenden drei Aspekten werden für den Vergleich und die Auswertung in einer Excel-
Tabelle übersichtlich zusammengefasst.

• Tagesrendite oder Tagesschwerpunkt als Vorinformation
• 15 Zeiträume für die Dateneinschränkung
• Trade-Off: 7

√
7−1
9 ≈ 1, 9467, 7

√
7−1

18 ≈ 0, 9733 und 2
3

Diese Tabellen werden nun ebenfalls aufgelistet. Die Tabellen 7.1 bis 7.3 umfassen Er-
gebnisse aus dem klassischen Modell mit Tagesrenditen als Input. Die Tabellen 7.4 bis 7.6
umfassen Ergebnisse aus dem klassischen Modell mit Tagesschwerpunkten als Input. Dabei
ist E(R) die erwartete Rendite auf Jahresbasis und die Volatilität ist ebenfalls eine annu-
alisierte Größe aus dem klassischen Modell. „A-l_u*B“ ist die auf Tagesbasis berechnete,
erwartete Rendite(A), die um den Trade-Off(l_u) und Volatilität(B) adjustiert ist.

7.4 Umsetzung des Fuzzy-Hauptmodells
Im Folgenden wird zunächst auf die Vorinformationen und deren Verarbeitung eingegan-
gen. Anschließend wird die genaue Festlegung der drei ausgewählten Trade-Offs dargestellt.

Für die Implementierung des Fuzzy-Hauptmodells stehen die gleichen Daten wie für das
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Abbildung 7.1: Effizienzlinien nach klassischem Modell(Tagesrendite), Teil 1
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Abbildung 7.2: Effizienzlinien nach klassischem Modell(Tagesrendite), Teil 2
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Abbildung 7.3: Effizienzlinien nach klassischem Modell(Tagesschwerpunkte), Teil 1

79



Abbildung 7.4: Effizienzlinien nach klassischem Modell(Tagesschwerpunkte), Teil 2
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klassische Modell zur Verfügung. Als Vorinformationen dienen die kontinuierlichen Tages-
renditen und die Tagesschwerpunkte der dreißig DAX-Aktien. Analog zu der Schätzung
der Renditenerwartung und Kovarianzmatrix für das klassische Modell ist die Ermittlung
der Strukturmatrix und des zugehörigen Zentrums des volumenminimalen Ellipsoids für
das Hauptmodell notwendig. Dabei wird ein Ellipsoid durch beide gesuchten Komponenten
charakterisiert, so dass das Ellipsoid alle Datenpunkte des vorspezifizierten Zeitraums um-
fasst und gleichzeitig das kleinste Volumen einnimmt. Dies geschieht numerisch mit dem
Algorithmus von Khachiyan mit einer Fehlertoleranz. (Vgl. Abschnitt 5.2) Im Matlab-File-
Exchange ist der Algorithmus bereits von Nima Moshtagh als Matlab-Funktion „Minimum
Volume Enclosing Ellipsoid“ implementiert.(Vgl.[Mat] und [Mos]) Dieser wird für die Be-
rechnungen in dieser Arbeit modifiziert und angepasst. Bei vorgegebenen Datenpunkten
und Fehlertoleranz liefert diese Matlab-Funktion die Strukturmatrix und das Zentrum des
gesuchten Ellipsoids als Ergebnis. Um eine anschauliche Kontrolle zu gewährleisten, kön-
nen die quadratische Q-Norm sämtlicher Datenpunkte berechnet und grafisch dargestellt
werden.
Auch für das Fuzzy-Hauptmodell werden sowohl die Tagesrenditen als auch die Tages-
schwerpunkte als Input verwendet. Des Weiteren werden die gleichen Zeiträume für die
Dateneingrenzung wie im letzten Abschnitt verwendet. (Vgl. Abschnitt 7.3)
Das Hauptmodell und das klassische Modell sind hinsichtlich der mathematischen Pro-
blemstruktur sehr ähnlich. (Vgl. Unterabschnitt 6.3) Das Inverse der Strukturmatrix bei
dem Hauptmodell kann als das Gegenstück zur Kovarianzmatrix im klassischen Modell
angesehen werden. Das Zentrum des Ellipsoids wiederum ist das Gegenstück zum Vektor
der Erwartungsrenditen im klassischen Modell. Für pessimistische Anleger ist ein ähnli-
ches Lösungsverfahren wie beim klassischen Modell möglich. Deswegen kann man für das
Hauptmodell ebenfalls eine künstliche „Effizienzlinie“ darstellen, um sie mit der aus dem
klassischen Modell abgeleiteten Effizienzlinie zu vergleichen. Dabei muss jedoch beachtet
werden, dass die direkte Vergleichbarkeit der Effizienzlinien aus beiden Modellen – wenn
überhaupt – nur bedingt gegeben ist, weil die Volatilität im klassischen Modell und die
Unschärfeadjustierung im Hauptmodell sich bereits in der Definition und Konstruktion
unterscheiden.
Aus den Tagesschlusskursen als Input ergeben sich die Effizienzlinien, die in den Abbil-
dungen 7.5 und 7.6 dargestellt sind.
Für die Bestimmung dieser „künstlichen“ Effizienzlinien wird jeweils ein Ellipsoid mit
Hilfe der gegebenen Daten berechnet, so dass das Ellipsoid gleichzeitig volumenminimal
ist und alle Datenpunkte unter einer gegebenen Fehlertoleranz beinhaltet. Dies Ellipsoid
wird durch die Matlab-Funktion „MVE“ berechnet. (Vgl. Anhang A) Um das Ergebnis
zu überprüfen und dadurch eine Absicherung des Ellipsoids zu erreichen, wird die mit
der Strukturmatrix bewertete quadratische Q-Norm bzgl. des Zentrums von jedem Daten-
punkt berechnet. Dies geschieht durch die Matlab-Prozedur „Q-Norm“. Die Abbildungen
7.7 und 7.8 stellen dieser quadratische Q-Normen zusammenfassend dar.

Anhand der Darstellung der quadratischen Q-Norm für alle Datenpunkte verschiedener
Szenarien ist es auffällig, dass nach der Ermittlung des volumenminimalen Ellispoids an-
hand des Khachiyans Algorithmus ungefärhr hundert Datenpunkte an bzw. etwas au-
ßerhalb der Hülle des Ellipsoids liegen. Diese Datenpunkte sind dadurch gekennzeichnet,
dass ihre quadratische Q-Norm gleich bzw. größer als eins ist. Außerdem sieht man in
der Darstellung, dass sich bei kürzeren Perioden, beispielsweise ein Jahr, die Datenpunk-
te relativ gleichmäßig über den ganzen Ellipsoid verteilen. Aber bei längeren Perioden,
beispielsweise vier Jahre, kann man die Ausreißer besser identifizieren, denn man kann in
der Darstellung der quadratischen Q-Norm eine Stelle finden, an der die Norm deutlich
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Abbildung 7.5: Effizienzlinien nach Hauptmodell(Tagesrendite), Teil 1
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Abbildung 7.6: Effizienzlinien nach Hauptmodell(Tagesrendite), Teil 2
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Abbildung 7.7: Quadratische Q-Norm(Tagesrendite), Teil 1
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Abbildung 7.8: Quadratische Q-Norm(Tagesrendite), Teil 2
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extremer ansteigt. Wichtig ist zu berücksichtigen, dass die maximale Norm für alle zu
berücksichtigenden Datenpunkte, d.h. auch inklusiv der Ausreißer, stets auf eins kalibriert
ist. (Bei einer möglichen Weiterenwicklung der Implemtierung können die Ausreißer besser
berücksichtigt werden.)
Anschließend werden analog zum vorherigen Abschnitt die „künstlichen“ Effizienzlinien,
die aus den Tagesschwerpunkten als Vorinformationsinput resultieren, zusammenfassend
dargestellt. Dabei ist ein Tagesschwerpunkt stets der mit dem Tageshöchstkurs und Ta-
gestiefstkurs modifizierte Tagesschlusskurs, wie im Abschnitt 5.2 dargestellt wird.
Für diese Berechnungen basierend auf den Tagesschwerpunkten kann man ebenfalls die
quadratische Q-Norm der Datenpunkte zum Zentrum ermitteln und zu Kontrollzwecken
heranziehen. Nachfolgend sind die entsprechenden quadratischen Q-Normen dargestellt.

Auch hierbei fällt auf, dass bei kürzeren Perioden prozentual mehr Datenpunkte an bzw.
etwas außerhalb der Hülle des Ellipsoids liegen.
Bereits bei der Implementierung des klassischen Modells werden drei Trade-Offs für eine
genaue Bewertung bestimmter Portfolios ausgewählt. Wie diese Werte determiniert wer-
den, wird nun dargestellt. An dieser Stelle sei angemerkt, dass die folgenden drei Werte
demonstrative Beispiele sind und daher situationsgerechtere Festlegungen, die davon ab-
weichen, durchaus möglich sind und entsprechend vorzuziehen wären.
Zunächst wird der Anleger als pessimistisch angenommen und zwar mit q = 1. Die Zu-
gehörigkeitsfunktion für die α-Schnitte kann auf verschiedene Weise spezifiziert werden.
Wichtig ist dabei, dass diese Funktion im Bereich für Alpha zwischen Null und Eins nicht
steigend ist. Sei sie beispielsweise s(α) = 7−6α. Die Gewichtung der einzelnen α-Schnitten
bei der Endbetrachtung wird zunächst als konstant gewählt, nämlich als w(α) = 1. Wich-
tig bei der Gewichtungsfunktion ist ihre Integrierbarkeit im Intervall zwischen Null und
Eins für Alpha, und dass

∫ 1
0 w(α)dα = 1 erfüllt ist. Mit diesen Spezifikationen ergibt sich

ein Trade-Off von
λU = (2q − 1)

∫ 1

0
w(α)dα =

∫ 1

0

√
7− 6αdα

=
[
−(7− 6α)

3
2

9

]1

0
= 7
√

7− 1
9 ≈ 1, 9467.

Um die Auswirkung des Trade-Offs zu zeigen, wird nun q = 0, 75 gesetzt. Dieser Wert
zeigt bereits, dass der Anleger im Vergleich zu vorher optimistischer ist. Mit der gleichen
Spezifikation der α-Schnitte und mit der Gewichtungsfunktion des ersten Trade-Offs ergibt
sich nun der Trade-Off

λU = (2q − 1)
∫ 1

0
w(α)dα = 1

2

∫ 1

0

√
7− 6αdα

= 7
√

7− 1
18 ≈ 1, 9467.

Für ein drittes Beispiel wird der Hurwicz-Parameter gleich Eins gesetzt. Die Bestimmung
der α-Schnitte wird nun optimistischer, nämlich als s(α) = 1 − α2 gewählt. Die Gewich-
tungsfunktion wird so modifiziert, dass die niedrigen α-Schnitte weniger ins Gewicht fallen.
Zum Zweck der Übersichtlichkeit wird sie linear als w(α) = 2α festgelegt. Mit diesen Spe-
zifikationen ergibt sich ein Trade-Off von

λU = (2q − 1)
∫ 1

0
w(α)dα =

∫ 1

0
2α
√

1− α2dα

=
[
−(1− α2)

3
2

3
2

]1

0
= 2

3 .
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Abbildung 7.9: Effizienzlinien nach Hauptmodell(Tagesschwerpunkte), Teil 1
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Abbildung 7.10: Effizienzlinien nach Hauptmodell(Tagesschwerpunkte), Teil 2
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Abbildung 7.11: Quadratische Q-Norm(Tagesschwerpunkte), Teil 1

95



Abbildung 7.12: Quadratische Q-Norm(Tagesschwerpunkte), Teil 2
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Alle Berechnungen werden hier in Matlab durchgeführt. Die Ergebnisse aller optimierten
Portfolios mit folgenden drei Aspekten werden für Vergleich und Auswertung in einer
Excel-Tabelle übersichtlich zusammen gefasst.

• Tagesrendite bzw. Tagesschwerpunkt als Vorinformation
• 15 Zeiträume für die Dateneingrenzung
• drei verschiedene Trade-Offs

Diese Tabellen sind unten beigefügt. Die Tabellen 7.7 bis 7.9 zeigen die Ergebnisse aus
dem Fuzzy-Hauptmodell mit Tagesrenditen als Input. 7.10 bis 7.12 zeigen die Ergebnisse
aus dem Fuzzy-Hauptmodell mit Tagesschwerpunkten als Input. Dabei steht „R_c“ für
die Rendite im Zentrum des Ellipsoids. Die „Unschärfe“ ist die Adjustierung durch die Un-
schärfe auf Jahresbasis und „A-l_u*B“ ist die mit der Unschärfe(B) und Trade-Off(l_u)
adjustierte Rendite auf Jahresbasis(A). „G_Tag“ ist die auf einen Tag umgerechnete Ren-
dite.
Alle Berechnungen werden ebenfalls in Matlab durchgeführt, ähnlich wie die Berechnun-
gen zum klassischen Modell. Dabei ist „f_Aufteilungen“ die Matlab-Prozedur, die auf die
Prozedur „f_write“ zugreift. Die Prozedur „f_write“ wiederum greift auf die Prozedur
„FuzzyModel“ zurück.

7.5 Vergleich der Ergebnisse und kritische Beurteilung
Mit den vorliegenden Ergebnissen können die Implementierungen sowohl hinsichtlich der
praktischen Anwendung als auch hinsichtlich der qualitativen Eigenschaften bei diesen
speziellen Gegebenheiten beurteilt werden.

Praktische Aspekte

Sowohl das klassische Modell als auch das Fuzzy-Hauptmodell lassen sich auf die vorlie-
genden Daten einwandfrei anwenden. Der Lösungsweg des Fuzzy-Hauptmodells ist dem
des klassischen Modells ähnlich. Daher beansprucht die eigentliche Lösung bei beiden Mo-
dellen fast den gleichen zeitlichen Aufwand, falls die benötigten Inputgrößen für beide
Modelle bereits zur Verfügung stehen.
Da das klassische Modell lediglich die Schätzung der erwarteten Renditen und die Kova-
rianzmatrix als Inputgrößen benötigt und diese Schätzungen bereits als Standardfunkti-
on bei vielen Programmen effektiv implementiert sind, ist die Zeit für die Aufbereitung
der Inputgrößen für das klassische Modell relativ kurz. Hingegen erfordert das Fuzzy-
Modell mit der Strukturmatrix und dem Zentrum eines Ellipsoids ein anderes Verfahren,
bei dem die Inputgrößen aus den historischen Daten aufwendiger als bei den gängigen
statistischen Größen berechnet werden müssen. Für die Berechnungen in den vorherigen
Abschnitten wurde der Algorithmus von Khachiyan verwendet. Bei dem Fuzzy-Modell ist
der Arbeitsaufwand auch deswegen etwas größer als der bei dem klassischen Modell, weil
dieser Algorithmus zur Ermittlung des Ellipsoids in vielen Programmen nicht vorhanden
ist und daher neu programmiert werden muss. Der reine Rechenaufwand für die Berech-
nung der Strukturmatrix und des Zentrums ist v. a. bei einem größeren Datenumfang bei
dem jetzigen Stand deutlich umfangreicher als im Fall des klassischen Modells. Damit ist
die Rechenzeit für die Optimierung des Fuzzy-Hauptmodells insgesamt auch länger als für
die Optimierung nach dem klassischen Modell. Derzeit wird aber auch der Lösungsalgo-
rithmus zum Problem des volumenminimalen Ellipsoids(engl. minimum volume ellipsoid)
weiterentwickelt, neuere Algorithmen werden ebenfalls entworfen und analysiert, sodass in
Zukunft mit effektiveren Lösungsverfahren und Algorithmen zurechnen ist. Damit kann
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die Rechenzeit möglicherweise erheblich reduziert werden.
Bei den Berechnungen gibt es insgesamt drei Faktoren, die das Optimierungsergebnis be-
einflussen. Als erstes ist die Art der Rohdaten von Bedeutung. Zwei Arten sind in der Im-
plementierung berücksichtigt, nämlich die Tagesrenditen und die Tagesschwerpunkte. Die-
se unterscheiden sich dadurch, dass die Tagesschwerpunkte bereits eine Unschärfe berück-
sichtigen und aus mehreren Tagesinformationen berechnet werden. Da es zwischen beiden
Datenreihen durchaus Unterschiede gibt, sind die Ergebnisse aus der gleichen Modellopti-
mierung entsprechend unterschiedlich. Als ein weiterer Faktor beeinflusst der Zeitraum für
die Dateneingrenzung das Optimierungsergebnis maßgeblich, denn dadurch wird auch der
Datenumfang spezifiziert. Insgesamt stehen Ergebnisse zu 15 verschiedenen Zeiträumen
für die Dateneingrenzung zur Verfügung, die sich jeweils hinsichtlich der Zeitraumlänge
oder hinsichtlich des Anfangszeitpunktes unterscheiden. Da v. a. die Verarbeitung der
Rohdaten durch unterschiedliche Methoden für beide Modelle stattfindet, gibt es Unter-
schiede im Hinblick auf die Reduktion und die Hervorhebung des Informationsgehalts.
Als der dritte und letzte Faktor wird das Optimierungsergebnis durch das vorgegebene
Trade-Off beeinflusst. Um es überschaubar zu halten, wurden in der Implementierung drei
Werte für das Trade-Off punktuell berücksichtigt. Mit diesen Einstellungen ergeben sich
insgesamt 2 · 15 · 3 = 90 verschiedene mögliche Einzelszenarien, die jeweils ein zugehöriges
Optimierungsergebnis als Portfolio-Aufteilung erzeugen.

Extreme Leerverkaufspositionen

Bei den Ergebnissen kann beobachtet werden, dass das klassische Modell in der über-
wiegenden Anzahl der betrachteten Szenarien extremere Leerverkaufspositionen als das
Fuzzy-Hauptmodell in dem optimierten Portfolio vorsieht. Zunächst werden die Szenarien
betrachtet, bei denen Schlusskurse als Modellinput verwendet werden. Hier sieht das klas-
sische Modell in einer überwiegenden Anzahl der Szenarien bei allen drei Parameterwerten
für den Trade-Off, aber mit unterschiedlichen zeitlichen Rahmen, stets extremere Leerver-
kaufsposition als das Fuzzy-Modell vor. Bei den Szenarien, in denen Tagesschwerpunkte
als Modellinput verwendet werden, scheint der Parameterwert für den Trade-Off einen
Einfluss bei diesem Vergleich zu haben. Bei dem kleinsten betrachteten Parameterwert
für den Trade-Off, nämlich 2

3 , ist das Fuzzy-Modell hinsichtlich der extremsten Leerver-
kaufsposition besser als das klassische Modell. Wenn der Parameterwert sich auf 7

√
7−1

18
vergrößert, sieht das Fuzzy-Modell in überwiegenden Szenarien eine extremere Leerver-
kaufsposition als das klassische Modell vor. Wenn sich der Parameterwert schließlich auf
7
√

7−1
9 einstellt, ist die extremste Leerverkaufsposition des klassischen Modells ebenfalls

weniger extrem.

Bildung der Long- und Shortpositionen

In den meisten Fällen ist die qualitative Bildung von Long- und Shortpositionen bei beiden
Modellen ähnlich, d. h. die Tendenz, ob eine Aktie gekauft oder leerverkauft werden soll,
ist bei vielen Positionen gleich. Damit resultiert aus beiden Modellen eine qualitativ ähn-
liche Portfolio-Aufteilung. Aber die quantitative Höhe der einzelnen Positionen aus beiden
Portfolio-Aufteilungen kann sich bei gleicher Datengrundlage eines bestimmten Szenarios
gravierend unterscheiden. Daraus resultieren Unterschiede bei der Rendite und bei ande-
ren Kennzahlen, wobei die erwarteten Renditen sich bereits von den Renditen im Zentrum
des volumenminimalen Ellipsoids unterscheiden. Für eine einfache Simulation wurden die
Kursdaten unmittelbar nach dem ausgewählten Zeitraum herangezogen und die entspre-
chenden Renditen für die optimalen Portfolio-Aufteilungen wurden berechnet. Dabei sind
genau die erwähnten Unterschiede festzustellen. (Die Ergebnisse der einfachen Simulation

104



können in der Excel-Tabelle „Aufteilungen_MitMakro.xlsm“ eingesehen werden.)

Reaktion auf Änderung des Trade-Offs

Des Weiteren weisen beide Modelle unterschiedliche Reaktionen bei einer Änderung des
Trade-Offs auf. Generell kann beobachtet werden, dass die prozentuale Änderung in der
optimalen Portfolio-Aufteilung nach dem klassischen Modell erheblich höher ausfällt als
in der Portfolio-Aufteilung nach dem Fuzzy-Hauptmodell, wenn sich der Trade-off ändert.

Wertmäßige Auffäligkeiten

Auffällig ist ebenfalls, dass mit Ausnahme eines einzigen Szenarios die aus dem Modell
prognostizierte Erwartungsrendite für das optimale Portfolio nach dem klassischen Modell
stets positiv ist. Im Vergleich dazu sind die Renditen im Zentrum des volumenminima-
len Ellipsoids in einigen Szenarien aber negativ. Dies ist hauptsächlich darin begründet,
dass sich die Bewertung der gleichen historischen Datengrundlage in beiden Modellen
unterscheidet. Wo das klassische Modell die arithmetische Mittelwertbildung zur Schät-
zung der Erwartungsrendite verwendet, wird beim Fuzzy-Hauptmodell das Zentrum des
volumenminimalen umhüllenden Ellipsoids der Datenpunkte verwendet. Beide Methoden
unterscheiden sich hinsichtlich der Glättung und der Berücksichtigung der Extremwerte.
Auch hinsichtlich des absoluten Niveaus ist der Unschärfeadjustierung des Fuzzy-Haupt-
modells in allen Szenarien größer als die annualisierte Volatilität aus dem klassischen
Modell. Jedoch darf dies nicht pauschal als größere Unsicherheit interpretiert werden.
Die Kennzahl

√
250XTQ−1X ist mathematisch ähnlich konstruiert wie die annualisier-

te Volatilität, die aber lediglich einen Anhaltspunkt für den Vergleich zwischen Fuzzy-
Hauptmodell und klassischem Modell liefern soll. Beide Größen dürfen keinesfalls unter
der Annahme, dass sie identischen Charakter haben, verglichen werden oder gar pauschal
bzgl. des Niveaus verglichen werden.

Weitere Aspekte

Alle dieser Beobachtungen beschränken sich lediglich auf die hier betrachteten Fälle und
können deswegen nicht ohne Weiteres verallgemeinert werden, denn das Ergebnis hängt
stets von den Vorinformationen ab.
Aus einem anderen Blickwinkel betrachtet hat das Fuzzy-Hauptmodell deutliche Vorteile
im Vergleich zum klassischen Modell, nämlich seine Flexibilität der Gestaltung sowie sei-
tens der Erklärbarkeit. Beispielsweise ist es beim Fuzzy-Hauptmodell möglich, der Trade-
Off durch die Festlegung der Grenzen der α-Schnitte und die Festlegung der Gewichtungen
der einzelnen α-Schnitte bei der Endbetrachtung festzulegen. Gerade durch diese beiden
Komponenten kann der Trade-Off zwischen Unschärfeadjustierung und Rendite mit höchs-
ter Zugehörigkeit erklärt werden.
Was ebenfalls nicht außer Acht gelassen werden darf, ist die Statistik mit den stochas-
tischen Methoden selbst. Diese setzt für die Schätzung der benötigten Kenngrößen stets
bestimmte Verteilungsnahmen bzw. Annahmen über den Daten erzeugenden Prozess vor-
aus, damit die Schätzung optimal ist. Diese Problematik ist im Fuzzy-Hauptmodell hin-
gegen nicht vorhanden, weil dabei die Daten einfach als Datenpunkte aufgefasst werden.
Daher sind keine besonderen Annahmen über Zusammenhängen der Datenpunkte nötig.
Diese werden als Datenpunkte in einem mehr-dimensionalen Raum betrachtet. Struktur
und Zusammenhänge der Datenpunkte werden durch das Ellipsoid in einer reduzierten
Form zusammengefasst. Im Vergleich ist die Handhabung der Vorinformation im Fuzzy-
Hauptmodell anschaulicher und nachvollziehbarer.
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Kapitel 8

Schlussbemerkung

In der vorliegenden Arbeit wurde angestrebt, einige Methoden und Möglichkeiten der
Fuzzy-Logik als mathematisches Werkezeug in Bezug auf die Portfolio-Theorie darzustel-
len und anzuwenden. Da klare Unterschiede zwischen der Fuzzy-Logik und der Statistik
existieren, unterscheiden sich die in der jeweiligen Theorie entwickelten Modelle auch deut-
lich. Aber wie v. a. beim Fuzzy-Hauptmodell gezeigt wurde, existiert eine große Ähnlich-
keit hinsichtlich der Problemstrukturen, wenn man das Optimierungsproblem unter dem
Aspekt seiner mathematischen Gegebenheit und Beschaffenheit beurteilt. Auch deswegen
bieten sich sehr ähnliche Lösungswege an, wodurch das Verständnis erleichtert wird. Zudem
zeigen die Simulationsergebnisse weiterhin Indizien, dass es eine qualitative Ähnlichkeit
zwischen den optimalen Portfolios aus beiden Modellen gibt. Trotzdem sollte stets betont
werden, dass die einzelnen Kennzahlen der Ergebnisse aus beiden Modellen, beispielswei-
se Volatilität vs. Unschärfeadjustierung, unterschiedlich interpretiert werden müssen und
nicht nur einfach bzgl. des Niveaus miteinander verglichen werden können. Des Weiteren
sind diese Kennzahlen z. T. künstlich, d. h. lediglich durch einen ähnlichen funktionalen
Zusammenhang erzeugt, um Anhaltspunkte für einen möglichen Vergleich zu schaffen.
Die Statistik ist durch ihre Entwicklung bis heute bereits eine sehr umfangreiche ma-
thematische Theorie, die in vielen Anwendungsgebieten etabliert ist. Hingegen befindet
die Fuzzy-Logik noch in der stetigen Entwicklung, weil ihre Erfindung und Entwicklung
deutlich später als die der Statistik liegt. Derzeit werden Forschungen bzgl. der Fuzzy-
Logik, nicht zuletzt auch wegen ihrer herausragenden Bedeutung und Anwendung in der
Informationstechnik, betrieben, so dass mit weiteren Erkenntnissen und Werkzeugen sowie
Verbesserungen der Lösungsalgorithmen bestimmter Fragestellungen zu rechnen ist.
Im Vergleich zu den anderen Fuzzy-Portfolio-Modellen wird bei dem vorliegenden Fuzzy-
Hauptmodell ein Weg eingeschlagen, der die Vorteile der unscharfen Mengen mit der Über-
schaubarkeit der mathematischen Modellierung und ihrer anschließenden Lösungsfindung
verbindet. Dabei sind keine besonderen Annahmen im Bezug auf die Struktur der Vorinfor-
mationen notwendig, aber trotzdem können die Vorinformationen sinnvoll berücksichtigt
und verarbeitet werden. Die unterschiedlichen Auffassungen der Vorinformationen dürfen
jedoch nicht außer Acht gelassen werden. Der verwendete Algorithmus zur Bestimmung des
volumenminimalen Ellipsoids nach Khachiyan ist ebenfalls durchschaubar und kann gut
implementiert werden. Durch die hier verwendete Defuzzifikation anhand der α-Schnitte
wird die unscharfe Problemstellung in eine gut lösbare scharfe Problemstellung überführt,
die mittels einfacher normaler Optimierungsmethoden gelöst werden kann. Insgesamt ist
die Portfolio-Optimierung anhand des vorliegenden Fuzzy-Hauptmodell überschaubar und
eignet sich deswegen auch für die Praxisanwendung.
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Anhang A

Verwendete elektronische Dateien

Auf dieser Dissertation beiliegenden CD befinden sich alle zur Implementierung verwen-
deten Daten und Matlab-Skripte. Es handelt sich dabei um folgende Dateien:

• Kursdaten.xlsx: Hier sind die Kursdaten der 30 DAX Aktien von 2004 bis einschließ-
lich 2009 auf separaten Datenblättern gespeichert, wobei der Aufbau der Daten-
blätter analog ist. Jeder dieser 30 Datenblätter hat acht Spalten, die nacheinander
Datum, Tageseröffnungskurs, Schlusskurs, Tageshoch, Tagestief, Volumen, Tagesren-
dite „Schl.-Schl.“ und den „best and worst case“-Schwerpunkt „Zentroid“ beinhalten.
Die stetigen Tagesrenditen ergeben sich als Differenz zweier Schlusskurse von aufein-
anderfolgenden Tagen. Die Tagesschwerpunkte werden Abschnitt 5.2 entsprechend
berechnet. Um den Import in Matlab zu erleichtern, wird eine Übersicht gemacht.
Die Daten werden per SVERWEIS auf ein Datenblatt gebracht, sowohl für die Ta-
gesschlussrendite als auch für den Schwerpunkt. Diese Übersicht wird dann in einer
separaten Datei abgespeichert.

• Input_30DAX.xlsx: Übersicht der stetigen Tagesrenditen und Tagesschwerpunkte
auf jeweils einem eigenen Datenblatt. Ein weiteres Datenblatt „Tabelle 1“ dient als
Schnittstelle für den Datenimport in Matlab.

• MVE.m: Matlab-Skript zur Ermittlung der Strukturmatrix und des zugehörigen
Ellipsoidzentrums. Es basiert auf der Vorarbeit von Nima Moshtagh(University of
Pennsylvania, 2005), die im Matlab Forum zur Verfügung steht. (Moshtagh, 2010)

• QNorm.m: Matlab-Skript zur Ermittlung und Darstellung der quadratischen Q-
Norm aller Datenpunkte in berechnetem Ellipsoid.

• MEffLine.m: Matlab-Skript zur Ermittlung und Darstellung der Effizienzlinie der
klassischen Portfolio-Theorie.

• FEffLine.m: Matlab-Skript zur Ermittlung und Darstellung der künstlichen Effizi-
enzlinie des Fuzzy Hauptmodells.

• m_write.m: Funktion für „m_Aufteilungen“

• Markowitz.m: Matlab-Skript zur Ermittlung der Portfolio-Aufteilung anhand der ge-
gebenen Erwartungsrenditen, Kovarianzmatrix und Trade-Off nach dem klassischen
Portfolio-Theorie.

• m_Aufteilungen.m: Matlab-Skript für die Erzeugung der Tabelle der Aufteilungen
zum klassischen Modell

• f_write.m: Funktion für „f_Aufteilungen“
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• FuzzyModel.m: Ermittlung der Portfolio-Aufteilung anhand der gegebenen Struk-
turmatrix, des Zentrums des Ellipsoids und des Trade-Offs nach dem Fuzzy Haupt
Modell.

• f_Aufteilungen.m: Matlab-Skript für die Erzeugung der Tabelle der Aufteilungen
zum Fuzzy Modell

• 30 Matrizen für Matlab in mat-Format: Jede dieser Matrizen ist eine der anhand von
MVE.m berechneten Strukturmatrizen. Durch den jeweiligen Dateinamen werden die
Strukturmatrizen voneinander unterschieden. Dabei steht „Q“ für Strukturmatrix,
„C“ für Centroid, „R“ für Tagesrendite, gefolgt von der Spezifikation des Zeitraums
und der Fehlertoleranz.

• 30 Vektoren für Matlab in mat-Format: Jede dieser Matrizen beinhaltet eines der
anhand von MVE.m berechneten Zentren des volumenminimalen Ellipsoids. Die Da-
teinamen wurden ähnlich wie bei den Strukturmatrizen gewählt. Das kleine „c“ am
Anfang steht für das Zentrum.

• Aufteilungen_MitMakro.xlsm: Excel-Tabelle mit allen Portfolio-Aufteilungen der 90
verschiedenen Szenarien. Das eingebettete Makro ermöglicht einen direkten Vergleich
von Portfolios aus dem klassischen Modell zum Portfolio aus dem Fuzzy Hauptmo-
dell.

• Alfaschnitte.m: Darstellung der Alphaschnitte. Es wird zufällig eine Anzahl von
Punkten im zweidimensionalen Raum generiert. Anschließend wird mittels MVE.m
die entsprechende Strukturmatrix generiert und das zugehörige Zentrum ermittelt.
Zum Schluss werden die Ergebnisse grafisch dargestellt.
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Anhang B

Symbolverzeichnis

1 der Einsvektor als Spaltenvektor mit geeigneter Dimension
0 der Nullvektor als Spaltenvektor mit geeigneter Dimension bzw. die Nullma-

trix mit geeigneter Dimension

a eine reelle Zahl
ai Für unscharfe Rendite ist ai der Vektor mit den linken Spannweiten der Ren-

diten zum Tag i. In Khachiyans Algorithmus ist ai ein N + 1-dimensionaler
Datenpunkt nach dem lifting.

ai,j die linke Spannweite der Rendite zum Tag i vom Wertpapier j

b eine reelle Zahl
bi der Vektor mit den rechten Spannweiten der Renditen zum Tag i
bi,j die rechte Spannweite der Rendite zum Tag i vom Wertpapier j

c Im klassischen Modell ist c eine reelle Zahl berechnet aus dem Einsvektor
und der Kovarianzmatrix. Im Hauptmodell ist c der Vektor des volumenmi-
nimalen Ellipsoids.

E der Operator für die Bildung des Erwartungswerts
E0 die vom Investor angegebene Zielrendite des Portfolios
ek der k-te kanonische Einheitssvektor als Spaltenvektor
e die Eulerische Zahl

G die Gesamtrendite aggregiert mit gegebenen Gewichtungen über allen α-
Schnitten

Gα die Gesamtrendite innerhalb eines gegebenen α-Schnitts

hi die Tageshöchstkurse zum Tag i
hi,j der Tageshöchstkurs des Wertpapiers j zum Tag i
high die Bezeichnung eines speziellen Positionsindex(Kontext beachten)
low die Bezeichnung eines speziellen Positionsindex(Kontext beachten)

i, j Indizes(Kontext beachten)
I die Einheitsmatrix mit geeigneter Dimension
Imax die Bezeichnung eines speziellen Positionsindex(Kontext beachten)

k eine reelle Zahl oder ein Index(Kontext beachten)
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ki der Vektor der Tagesschlusskurse zum Tag i
ki,j der Tagesschlusskurs des Wertpapiers j zum Tag i

li der Vektor der Tagestiefstkurse zum Tag i
li,j der Tagestiefstkurs des Wertpapiers j zum Tag i

∅ die leere Menge
N die Menge der natürlichen Zahlen
R die Menge der reellen Zahlen
RN die Menge der reellen N -dimensionalen Vektoren
RN1×N2 die Menge der reellen N1 ×N2-dimensionalen Matrizen, mit N1, N2 ∈ N
R+ die Menge der positiven reellen Zahlen

N die Anzahl der Wertpapiere im Portfolio

P die Datenmatrix, die alle Datenpunkte als Spalten enhält

q der Hurwicz-Parameter
Q die Strukturmatrix des volumenminimalen Ellipsoids der Vorinformationen

r eine positive relle Zahl
ri die Rendite mit der höchsten Zugehörigkeit aller Wertpapier zum Tag i
ri,j die Rendite mit der höchsten Zugehörigkeit vom Wertpapier j zum Tag i
Ri der Renditen- bzw. Schwerpunktvektor des Tages i
R̃i die unscharfe Renditen des Tages i
R̃kj die unscharfe k-Tage-Durchschnittsrendite des Wertpapiers j
R̃kP die unscharfe k-Tage-Portfolio-Durchschnittsrendite
R∗ der Portfolio-Rendite maximierende Renditenvektor innerhalb eines gegebe-

nen α-Schnitts
R∗ der Portfolio-Rendite minimierende Renditenvektor innerhalb eines gegebe-

nen α-Schnitts

α eine reelle Zahl
β eine reelle Zahl
λ der Lagrange-Parameter oder eine reelle Zahl
λE der Trade-Off als Kompensationsverhältnis zwischen Varianz und Rendite
λk der kleinste Eigenwert
λU der Trade-Off als Kompensationsverhältnis zwischen Rendite und Unschärfe
λV der Trade-Off als Kompensationsverhältnis zwischen Rendite und Varianz
µ die Erwartungsrenditen als Spaltenvektor
Ω eine Grundmenge
ω ein Element aus einer gegebenen Grundmenge
π die Kreiszahl
Σ die Kovarianzmatrix
σ die Standardabweichung
τ eine reelle Zahl
ζ eine reelle Zahl

T die Anzahl der Perioden(meistens Tage)

X Im Kapitel 2: Zufallsvariable. In übrigen Kapitel: die Portfolio-Aufteilung.
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xmax,k
0 der Schwerpunkt der höchstmöglichen k-Tage-Durchschnittsrendite eines

einzelnen Wertpapiers
xmin,k

0 der Schwerpunkt der kleinstmöglichen k-Tage-Durchschnittsrendite eines
einzelnen Wertpapiers

∇x(•) die Ableitung von • nach x in Spaltenschreibweise
det • die Determinante der Matrix •
exp(•)
bzw. e•

der Funktionswert aus der Exponentialfunktion zur Basis e an der Stelle •

Γ(•) der Funktionswert der Γ-Funktion an der Stelle •
•−1 die inverse Matrix bzw. die inverse Funktion von •
L(•) die Lagrange-Funktion abhängig von •
•LR Zeigt an, dass • eine unscharfe Zahl von LR-Typ ist.
•P Zeigt an, dass die Größe • sich auf das ganze Portfolio bezieht.
spur(•) die Spur der Matrix •
•̃ Zeigt an, dass • eine unscharfe Menge oder eine unscharfe Zahl ist.
•T der transponierte Vektor bzw. die transponierte Matrix von •
x0(•) die erste Komponente des Schwerpunkts von •
y0(•) die zweite Komponente des Schwerpunkts von •
f•̃ die Zugehörigkeitsfunktion von •̃
L•̃ linker Teil der Zugehörigkeitsfunktion einer unscharfen Zahl •̃ vom LR-Typ
R•̃ rechter Teil der Zugehörigkeitsfunktion einer unscharfen Zahl •̃ vom LR-Typ
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