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1 Einleitung

Bei der Diskretisierung partieller Differentialgleichungen entstehen grofie lineare Glei-
chungssysteme, zu deren numerischer Losung eine Vielzahl direkter und iterativer Ver-
fahren zur Verfiigung stehen. Durch die Weiterentwicklung bekannter und die Einfiihrung
neuer Methoden nimmt die Anzahl der verfiigharen Losungsalgorithmen stetig zu. Bei
der Auswahl eines geeigneten Verfahrens werden jedoch in der Regel nur die bekann-
testen und ,etabliertesten“ Vertreter beriicksichtigt, obwohl mé&glicherweise ein weniger
verbreiteter aber effizienterer Algorithmus zur Verfiigung stiinde.

Diese Problematik bildet den Ausgangspunkt der vorliegenden Arbeit. Das zu l6sende
Gleichungssystem stammt aus dem Stromungsmodell METRAS (Mesoskaliges Trans-
port- und Stromungsmodell), welches am Fachbereich Meteorologie der Universitéit Ham-
burg entwickelt wurde (vgl. [SBL196]). Ein wesentlicher Anteil der Simulationszeit wird
in diesem Modell zur Losung linearer Gleichungssysteme benétigt, da in jedem Zeit-
schritt eines gelost werden muss. In diesem Fall ist der Einsatz eines effizienten Losungs-
algorithmus von besonderer Bedeutung, weil bereits eine kleine Effizienzsteigerung bei
der Losung eines Gleichungssystems zu einer starken Beschleunigung der vollstédndigen
Simulation fithren kann. Die konkrete Fragestellung, die sich fiir diesen speziellen Anwen-
dungsfall ergibt, lautet demnach, ob sich zur Beschleunigung der Simulation ein neues
Verfahren zur Losung der resultierenden linearen Gleichungssysteme einsetzen lasst.

Das Gleichungssystem im Modell METRAS stammt aus einer speziellen Finite-Diffe-
renzen-Diskretisierung, die zu einer diinnbesetzten Diskretisierungsmatrix fithrt. Derzeit
werden zur Losung iterative Verfahren eingesetzt, implementiert sind das prikonditio-
nierte BICGSTAB- und das IGCG-Verfahren (Idealized Generalized Conjugate Gradi-
ent). In [Sch07] wird dariiber hinaus der Einsatz eines Mehrgitter-Verfahrens beschrie-
ben.

Ein unter diesen Gesichtspunkten vielversprechender neuer Ansatz zur Losung linea-
rer Gleichungssysteme wurde Ende der 1990er Jahre von Wolfgang Hackbusch entwi-
ckelt: die Technik der Hierarchischen Matrizen (#-Matrizen). Deren grundlegende Idee
beruht auf der Einfithrung einer hierarchischen Blockpartitionierung der Matrix und an-
schliefender Approximation geeigneter Matrixblocke durch Niedrigrangmatrizen. Dies
ermoglicht Operationen wie die Matrix-Vektor- und Matrix-Matrix-Multiplikation sowie
die approximative Berechnung der Inversen und der LU-Zerlegung einer Matrix in der
sogenannten H-Arithmetik in fast linearer Komplexitét durchzufithren. Die Berechnung
einer approximativen H-Inversen oder einer approximativen H-LU-Zerlegung in fast li-
nearer Komplexitét ist im Hinblick auf die Losung des Gleichungssystems im Modell
METRAS von besonderem Interesse, da in jedem Zeitschritt das gleiche Gleichungssys-
tem fiir unterschiedliche rechte Seiten gelost werden muss. Sollte die H-Matrix-Technik
zur Losung der resultierenden linearen Gleichungssysteme geeignet sein, dann kénnte die
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‘H-Inverse bzw. H-LU-Zerlegung entweder zur direkten Losung des Gleichungssystems
oder als Priékonditionierer zur Beschleunigung iterativer Verfahren genutzt werden.

Grundsétzlich kann die H-Matrix-Technik zur Losung einer Vielzahl linearer Glei-
chungssysteme eingesetzt werden. Entscheidend ist, dass die Genauigkeit der Appro-
ximation und die Effizienz des Verfahrens wesentlich von den Eigenschaften der ent-
sprechenden Matrix abhéngen. So ist beispielsweise bei der H-Invertierung einer Matrix
unklar, ob iiberhaupt eine (gute) H-Matrix Approximation der Inversen existiert. Ist dies
nicht der Fall, kann zwar mit Hilfe der H-Arithmetik moglicherweise approximativ eine
‘H-Inverse berechnet werden, diese wird jedoch keine gute Approximation an die exakte
Inverse darstellen. Aus diesem Grund ist vor dem Einsatz der H-Matrix-Technik im Mo-
dell METRAS zu priifen, ob die resultierenden Matrizen die erforderlichen Eigenschaften
besitzen.

Das Ziel dieser Arbeit ist, einen Beitrag zur Beantwortung dieser grundlegenden Fra-
gestellung zu leisten. Im Mittelpunkt der Uberlegungen steht die theoretische Untersu-
chung der Existenz einer H-Matrix Approximation der Inversen von Finite-Differenzen-
Matrizen. Dieses Resultat ist von wesentlicher Bedeutung, da darauf aufbauend weite-
re theoretische Untersuchungen — wie der Nachweis der Existenz einer H-Matrix Ap-
proximation der Faktoren der LU-Zerlegung — erfolgen kénnen. Die Existenz einer H-
Matrix Approximation der Inversen konnte unter anderem bereits fiir Matrizen ge-
zeigt werden, die aus der Diskretisierung elliptischer Randwertprobleme mittels Finiter-
Elemente stammen ([BHO03]). Auf Grundlage dieses Resultats wurde dessen Existenz
ebenfalls fiir die Faktoren der LU-Zerlegung von Finite-Element-Matrizen in [Beb07]
bewiesen. Die dort erzielten Ergebnisse gelten gleichzeitig fiir eine Finite-Differenzen-
Matrix, wenn diese mit einer Diskretisierungsmatrix aus einer entsprechenden Finite-
Element-Diskretisierung iibereinstimmt. Wegen der speziellen Form der zugrunde liegen-
den Problemstellung im Modell METRAS ist jedoch nicht ersichtlich, ob sich die dort
auftretenden Matrizen im Allgemeinen als Resultat einer Finite-Element-Diskretisierung
interpretieren lassen. Daher konnen diese Ergebnisse nicht genutzt werden.

Da keine Untersuchungen bzw. Veroffentlichungen zur Thematik der H-Matrizen fiir
den Spezialfall der Finite-Differenzen-Matrizen bekannt sind, miissen zunéchst einige
grundlegende Uberlegungen zur Untersuchung dieses Anwendungsfalls angestellt wer-
den. Dazu erfolgt die Einfithrung geeigneter Begrifflichkeiten und Strategien, die zur
Anpassung der H-Matrix-Technik an das Umfeld der Finite-Differenzen-Verfahren er-
forderlich sind. Auflerdem ist die Entwicklung eines neuen methodischen Ansatzes im
Finite-Differenzen-Kontext erforderlich, der es ermoglicht, die grundlegende theoreti-
sche Fragestellung nach der Existenz einer H-Matrix Approximation der Inversen von
Finite-Differenzen-Matrizen zu untersuchen. Da keine Resultate dieser Art bekannt sind,
erfolgt die Untersuchung nicht direkt auf Grundlage des komplexen Gleichungssystems
im Modell METRAS, sondern anhand eines Modellproblems. Bei diesem werden ver-
einfachende Annahmen getroffen, welche die Entwicklung eines methodischen Ansatzes
ermoglichen. Die aus dem Modellproblem resultierende Finite-Differenzen-Matrix dient
als Grundlage fiir die theoretischen Uberlegungen. Die Auswahl des Modellproblems er-
folgt dabei in Anlehnung an die charakteristischen Eigenschaften der Problemstellung im
Modell METRAS, um anschlieBend eine méglichst einfache Ubertragung der Ergebnisse



fiir diesen speziellen Fall zu erméglichen.

Die theoretischen Untersuchungen werden durch numerische Tests zur Existenz einer
‘H-Matrix Approximation der Inversen von Finite-Differenzen-Matrizen ergénzt, die hilf-
reiche Hinweise zur numerischen Umsetzung der H-Matrix-Technik im Finite-Differen-
zen-Kontext liefern. Abschlielende numerische Tests zum Einsatz der H-Matrix-Technik
im Modell METRAS unter Verwendung aller verfiigbaren Konzepte, die bei der prakti-
schen Umsetzung zur Effizienzsteigerung eingesetzt werden konnten, erfolgen in dieser
Arbeit nicht.

Als Einfithrung in die beiden Themenkomplexe der Finite-Differenzen-Diskretisierun-
gen und der Hierarchischen Matrizen werden in Kapitel 2 und 3 deren wesentliche Grund-
lagen zusammengefasst. Im zweiten Kapitel wird insbesondere das Modellproblem ein-
gefiihrt und es werden diskrete Varianten der Poincaré- und der Cacciopoli-Ungleichung
fiir Gitterfunktionen bewiesen, die als wesentliche Hilfsmittel im weiteren Verlauf der Ar-
beit benttigt werden. Im Anschluss an eine allgemeine Einfithrung der H-Matrix-Technik
in Kapitel 3 wird der spezielle Anwendungsfall der Finite-Differenzen-Matrizen thema-
tisiert. Aufbauend auf diesen Grundlagen und Ergebnissen kann im folgenden Kapitel
ein Resultat zur Existenz einer H-Matrix Approximation der Inversen von Finite-Diffe-
renzen-Matrizen fiir das Modellproblem im zweidimensionalen Fall erzielt werden. Eine
Erweiterung auf den dreidimensionalen Fall durch Anpassung der Ergebnisse aus Kapitel
2 und 4 folgt in Kapitel 5. Das sechste Kapitel dient der numerischen Uberpriifung der
theoretischen Resultate aus den vorangegangenen Abschnitten anhand mehrerer Test-
probleme, die insbesondere im Hinblick auf das lineare Gleichungssystem im Modell
METRAS aufgestellt werden. Die numerischen Ergebnisse zu diesen Testproblemen wei-
sen auf Schwichen der gew6hnlichen Vorgehensweise bei bestimmten Konstellationen der
Koeffizienten im Modellproblem hin. Fiir diese kann jedoch eine Modifikation zur Verbes-
serung der Ergebnisse eingefithrt werden. Dariiber hinaus werden numerische Tests zur
Existenz einer H-Matrix Approximation der Inversen von Finite-Differenzen-Matrizen
durchgefiihrt, denen andere Problemstellungen als das Modellproblem zugrunde liegen.
Im letzten Kapitel folgt eine Zusammenfassung der Ergebnisse.
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2 Grundlagen

In diesem Kapitel werden grundlegende Bezeichnungen und Konzepte im Zusammenhang
mit Finite-Differenzen-Verfahren eingefiihrt, da das lineare Gleichungssystem im Modell
METRAS aus einer Finite-Differenzen-Diskretisierung hervorgeht. Zusétzlich wird das
Modellproblem angegeben, auf dessen Grundlage die weiteren theoretischen Untersu-
chungen erfolgen.

Zum Beweis der Existenz einer H-Matrix Approximation der Inversen der Diskretisie-
rungsmatrix des Modellproblems in Kapitel 4 werden diskrete Varianten der Poincaré-
und der Cacciopoli-Ungleichung benétigt. Da diese in der erforderlichen Form fiir Gitter-
funktionen nicht bekannt sind, werden die entsprechenden Resultate in den Abschnitten
2.2 und 2.3 bewiesen.

2.1 Finite-Differenzen-Verfahren

Bei der Anwendung Finiter-Differenzen-Verfahren ist es erforderlich, ein Gitter ein-
zufithren. In dieser Arbeit werden Gitter mit konstanter Schrittweite h > 0 betrach-
tet. Das d-dimensionale Gitter unendlicher Ausdehnung wird mit hZ? bezeichnet und es
wird die kurze Schreibweise x; := ih,i € Z zur Kennzeichnung der Koordinaten eines
Gitterpunktes verwendet.

Im weiteren Verlauf beschrénken sich die Untersuchungen auf den zweidimensionalen
Fall von Rechteckgittern. Dabei bezieht sich der Ausdruck , Rechteckgitter nicht auf
die einzelnen Gitterzellen, die bei konstanter Schrittweite quadratisch sind, sondern auf
die Struktur des vollstdndigen Gitters. Ein Rechteckgitter

Q= {(zi,yj) €ERZ*:1<i<n,1<j<m}

mit n € N bzw. m € N Gitterpunkten in z- bzw. y-Richtung und konstanter Gitterweite
h wird als n x m Rechteckgitter bezeichnet. Auflerdem wird

Q= {(xi,y)) €MZ*:0<i<n+1,0<j <m+1}

definiert und die Menge der Randpunkte des Rechteckgitters ist durch 9Qy, := Q;\Qp,
gegeben. Zusitzlich wird die Menge der randnahen Punkte T'(€)y,) eingefiihrt, die durch
die zu 09, benachbarten Punkte aus €, gegeben ist (vgl. Abbildung 2.1). Zwei Git-
terpunkte z,y € €, heiflen benachbart, wenn ||z — y||, = h gilt. Ein Gitter €2 heifit
zusammenhéngend, wenn sich je zwei Gitterpunkte z,y € €, durch eine Folge benach-
barter Gitterpunkte aus {2, verbinden lassen.
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Abbildung 2.1: Bezeichnungen am Rechteckgitter

Fir Gitter Qn, Qn C hZ? lassen sich der Durchmesser diam(f2;,) und der Abstand
dist(Qp, ) durch

diam(€;,) := max {Hx/ - x”HZ ol 2" ey}
distoo (Q, Q) := min{Hm — Y|l 1z €,y € Qh}

einfithren, wobei die Definitionen fiir die in dieser Arbeit verwendeten Normen — bei der
Berechnung des Durchmessers die Euklidische Norm und zur Bestimmung der Distanz
die Maximumsnorm — angegeben sind.

Der Raum der (reellwertigen) Gitterfunktionen auf dem Gitter €, wird mit Dy, (2p)
bezeichnet und fiir Gitterfunktionen u € Dy, (ﬁh) mit ulpn, = 0 wird die Bezeichnung
Dp, 0 (ﬁh) verwendet. Fiir eine Gitterfunktion u € Dy, (2},) werden folgende Differenzen-
operatoren eingefiihrt:

1

Uy (x5) 1= 7 (u(miz1) —u(zi)), @i, xip1 € Q, (Vorwirtsdifferenz)
1
uzg(x;) = 7 (u(x;) —u(wiz1)), @i, xim1 € Qy, (Ruckwértsdifferenz).

Die Vorwiérts- oder Riickwirtsdifferenz zwischen einem Punkt aus €2, und einem Punkt,
der nicht zu 2, gehort, wird zu null gesetzt. Analog zum Gradienten wird der Vektor,
dessen Komponenten durch die Vorwirtsdifferenzen der Gitterfunktion u € Dy, (2p,) be-
ziiglich aller Koordinatenrichtungen gegeben sind, mit V,u bezeichnet.

Analog zur Produktregel lédsst sich eine diskrete Produktregel fiir Gitterfunktionen
u,v € Dy, (Qy,) einfithren:

(V1) (i) = ve(@i)u(Titr) + v(@i)ue (i), T4 Ti1 € Q. (2.1)
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Auflerdem kann wie bei der partiellen Integration die partielle Summation durchgefiihrt
werden, die fiir den eindimensionalen Fall eines Gitters Q5 = {ih: 1 <i <n} mitn € N
in der folgenden Form fiir u,v € Dy (Qh) gegeben ist:

n n

h Z vgu = —h Z V(Ti41) Uz + V(Tpt1)u(Tnr1) — v(xo)u(zo).
i=0 i=0

Hierbei wurde die Kurzschreibweise v, = v, (x;) (analog fiir v und u,) verwendet. Spéter
wird insbesondere die Variante

WY vgu=—h> vuz + v(znp1)ul@a) — v(zo)u(zo)
=0 =1

eingesetzt. Die Erweiterungen der diskreten Produktregel und der partiellen Summati-
on auf den hoherdimensionalen Fall konnen direkt auf Grundlage der eindimensionalen
Darstellungen erfolgen.

Analog zur L>-Norm wird die L?-Norm fiir Gitterfunktionen u € Dy, (Qp,) durch

2

lulliz o = [ 743 fu(a)?

zEQ

definiert.
Bezeichnet man mit |2;| die Anzahl der Gitterpunkte aus €2, so ist der Mittelwert
einer Gitterfunktion u € Dy, (2;) durch

U= ‘th’ Z u(z) (2.2)

zE€Q

gegeben.

2.1.1 Das Modellproblem

Die theoretischen Untersuchungen zur Existenz einer H-Matrix Approximation der In-
versen von Finite-Differenzen-Matrizen in Kapitel 4 werden nicht direkt fiir die Diskre-
tisierungsmatrix aus dem Modell METRAS durchgefiihrt, sondern fiir ein vereinfachtes
Modellproblem. Dieses Vorgehen dient der Herleitung eines methodischen Ansatzes, oh-
ne alle Details der urspriinglichen Problemstellung zu beriicksichtigen. Gleichzeitig sollte
die Wahl des Modellproblems so erfolgen, dass im Anschluss eine Ubertragung des ent-
wickelten Ansatzes auf die Problemstellung im Modell METRAS leicht moglich ist.
Um ein in diesem Sinne geeignetes Modellproblem aufzustellen, sind die speziellen
Gegebenheiten im Modell METRAS zu beachten. Deshalb werden in diesem Abschnitt
die wesentlichen Grundlagen des Modells beschrieben. Dabei ist von besonderem Inte-
resse, in welchem Zusammenhang die Losung des linearen Gleichungssystems erforder-
lich ist und auf welche Weise dieses gebildet wird. Eine ausfiihrliche Beschreibung des
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vollstindigen Modells findet man in [SBL196]. Die folgenden Ausfithrungen basieren auf
der kompakten Darstellung in [Sch07].

Das Modell METRAS wurde zur Simulation kleinrdumiger atmosphérischer Prozesse
der Mesoskala entwickelt und basiert auf den Reynolds-gemittelten dreidimensionalen
Navier-Stokes-Gleichungen. Zur Kennzeichnung der gemittelten Grofien wird die Be-
zeichnung - verwendet, um eine Verwechslung mit dem Mittelwert einer Gitterfunktion
~ nach (2.2) zu vermeiden. Die im Modell verwendeten Approximationen beschrinken
sich auf die Boussinesq- und die anelastische Approximation.

Der untere Rand des Modellgebiets wird durch die Topographiehthe zg(x,y) vorge-
geben und es konnen nichtdquidistante Schrittweiten fiir das Modellgitter in allen Ko-
ordinatenrichtungen gewéhlt werden. Dies ermoéglicht die Verfeinerung des Gitters in
vorgegebenen Bereichen, ohne dass die Gesamtzahl der Gitterpunkte zu stark zunimmt.

Die Modellgleichungen werden nicht in kartesischen Koordinaten (x,y, z) gelost, son-
dern es wird eine Koordinatentransformation des Modellgitters auf ein dquidistantes
Gitter mit den Koordinaten (&, ¢, Z) vorgenommen:

(z)
(y)
7

(n)

>
Il
2>

R D
I
R D

9

wobei die vertikale Koordinate durch

Z— Zg

n=z2_—-
Zt — Zg

gegeben ist. Dabei beschreibt die Konstante z; die Hohe des oberen Modellrandes, so

dass man dort 7 = z; und am unteren Modellrand (z = z5) n = 0 erhélt. In Abbildung

2.2 sind exemplarisch Koordinatenebenen fiir konstante n-Koordinate angegeben.

Abbildung 2.2: Koordinatenebenen fiir konstante n-Koordinate
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Die kontravarianten Komponenten (4, v, w) des Geschwindigkeitsvektors im neuen Ko-
ordinatensystem lassen sich in Abhéingigkeit des Geschwindigkeitsvektors in kartesischen
Koordinaten (u,v,w) durch

N
u—ua—x
9y
v—va—y
. 0% 0% 0%
w—ua—aj—i-va—y w&

angeben.
Im Modell wird die Dichte p zerlegt in

p=po(z) + p(z,y,2)

mit einem Grundzustand pg und einem mesoskaligen Anteil p. Im Zuge der Boussinesq-
Approximation wird in allen Termen, bis auf den Auftriebsterm, die Dichte durch den
Grundzustand pg ersetzt.

AuBerdem wird der Druck analog zerlegt in

b= pO(Z) +pg(a:7y7 Z) +p1(l’,y, Z) +p2($,y, Z)'

Die Anteile pg und p; ergeben sich aus dem hydrostatischen Gleichgewicht mit pg und
P

8])0 0z
8z %z
8p1 . ~aZ
oz~ Paz

Fiir den geostrophischen Druck p, wird der Zusammenhang zum geostrophischen Wind
genutzt:

oL (o0 0ion)
Y pof \Oy 0y Oy 0z
o L2 0o
9 pof L0z 0%  Ox 03

mit dem Coriolisparameter f. Der ,,dynamische* Druck ps wird aus numerischen Griin-
den eingefiihrt. Da in diesem Zusammenhang die Losung des linearen Gleichungssystems
erforderlich ist, folgen dazu spéter weitere Erlauterungen.

Unter Beriicksichtigung dieser Gegebenheiten und Einfiihrung der Bezeichnungen

. O0x0y0z

Y T 9500z
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und

R

pow’ ) g

m = (pou™  pov
erhilt man die folgenden Gleichungen, welche die Grundlage des Modells METRAS
bilden:

oa*m

ot
e D [ 02 A 9 /-n

. R g 7R7 * 7R7 * —_ U * = . 2.4

V- (pou™) 5 <u 5270 > + 9% <v aypoa > + 5 (w poc ) 0 (2.4)

Dabei wurde die Kurzschreibweise aus [Sch07] verwendet, nach der die entsprechenden
Terme folgendermaflen gegeben sind:

=—A(a*m) =P (p1 +p2) — B(p) +C (@ — ug, 0" — vy, w™) — F,,  (2.3)

0 (=R 0 (=R 0 (=R
Adveletion: A () = 5z (#"x) + 57 (7%) + 5 (T")
vektion: A () aqu+8va+8sz
* 02 0 * 02 0
0B+ a2
Druckgradient: P (p) = a*%%+a*%% (2.5)
o9z op
0z 0%

Auftrieb: B (p) = (0 0 POC*Q)T

froa* v — f'poatw
Corioliskraft: C (ER,ﬂR,wR) = | —fpocrul + f' poarw™
pOOé*f/ (HR _ ﬁRd)

Turbulente Diffusion: F;,, = (FER Fir FER)T.

R

Dabei bezeichnen f und f’ die Coriolisparameter und g die Schwerebeschleunigung. Fiir
die dritte Komponente des Druckgradienten wird im Modell

L(0EN? [02N? (0:\?|op  ,[0z0zdp 0§z
7%=alﬁn>+<m)‘*@%>]m*“[mﬁw%+amw@ (20
verwendet.

Die numerische Losung der Gleichungen (2.3) und (2.4) erfolgt in mehreren Schrit-
ten. Dazu wird zunéchst als Losung von (2.3) eine vorldufige Geschwindigkeit u*, unter
Verwendung des Drucks pg_l zum vorherigen Zeitschritt (gekennzeichnet durch n — 1),
berechnet. Diese erfiillt die Gleichung (2.4) im Allgemeinen nicht, so dass im Anschluss
eine Korrektur von u* berechnet werden muss. Aus diesem Grund wird die Druckkor-
rektur py = py — pgfl eingefithrt. Zu deren Bestimmung lédsst sich unter Verwendung
von (2.4) die Gleichung

V(P (52) = 5,V - (o) 2.7)

herleiten. Durch diesen Ansatz kann mit Hilfe der berechneten Druckkorrektur po der
Druck zum n#chsten Zeitschritt und aus der vorldufigen Geschwindigkeit u* die Ge-
schwindigkeit zum néchsten Zeitschritt, welche die Bedingung (2.4) erfiillt, bestimmt
werden.
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2.1 Finite-Differenzen-Verfahren

Die Gleichung (2.7) wird im Modell durch homogene Neumann-Randwerte ergénzt
und das resultierende Randwertproblem mittels Finiter-Differenzen diskretisiert. Daraus
ergibt sich das lineare Gleichungssystem, das in jedem Zeitschritt zur Bestimmung der
Druckkorrektur po gelost werden muss.

Bei der Diskretisierung der Gleichung (2.7) ist Folgendes zu beriicksichtigen: Damit
die Gleichung (2.4) im Modell numerisch erfiillt ist, muss die Diskretisierung von (2.7)
durch die Hintereinanderausfiihrung der im Modell verwendeten Diskretisierungen der
Gleichungen (2.4) und (2.5) erfolgen. Um zu verdeutlichen, dass sich zur Diskretisierung
der Ableitungen in den beiden Gleichungen unterschiedliche Differenzenapproximationen
verwenden lassen, werden zur Darstellung die allgemeinen Bezeichnungen & bzw. é fiir
eine beliebige Finite-Differenzen-Approximation der ersten Ableitung in (2.4) bzw. (2.5)
eingefiihrt. Beispielsweise konnten in (2.4) Vorwérts- und in (2.5) Riickwértsdifferenzen
zur Diskretisierung verwendet werden, so dass sich §,u = u, und dptl = Uz (analog fiir
die anderen Koordinatenrichtungen) ergeben wiirden. Unter Verwendung dieser Bezeich-
nungen ergibt sich eine allgemeine Darstellung der Diskretisierung von (2.4) durch

Vi - (pou) = 6z (poy1u) + 04 (poyev) + 8z (poy3) (2.8)

und von (2.5) unter Beriicksichtigung von (2.6) durch

leiczp + C2<§ép
Pulp)=|  c3dgp+cadzp |- (2.9)
c505p + cgdgp + 67(5?9])

Die aus der Koordinatentransformation resultierenden Gréfien aus (2.4) und (2.5) sind in
den (im Allgemeinen ortsabhéngigen) Koeffizienten 7;, ¢ € {1,2,3} und ¢;, j € {1,...,7}
zusammengefasst. Das zu losende Gleichungssystem ergibt sich nach Gleichung (2.7)
demnach durch das Einsetzen der Komponenten von Pp,(p2) nach (2.9) anstelle von pou
in (2.8) und der anschliefenden Hintereinanderausfithrung der jeweiligen im Modell ver-
wendeten Differenzenapproximationen 6 und 8. Aus diesem Ansatz resultiert die spezielle
Struktur des linearen Gleichungssystems im Modell METRAS.

Die auftretenden Koeffizienten ¢;, j € {1,...,7} und ~;, i € {1,2,3} héngen von der
Topographie und den vorgegebenen Gitterweiten im Modellgebiet ab. Im allgemeinen
Fall einer dreidimensionalen Problemstellung mit nicht verschwindender Topographie
und einem nicht dquidistanten Gitter ergibt sich ein 15-Punkte-Differenzenstern. Fiir den
Spezialfall mit verschwindender Topographie und dquidistanten Schrittweiten vereinfacht
sich dieser auf den Standard 7-Punkte-Differenzenstern aus der direkten Diskretisierung
des Laplace-Operators. Die exakte Darstellung der 15 Eintridge des Differenzensterns ist
in [SBL196] oder [Sch07] zu finden.

Aufgrund dieser speziellen Struktur der Problemstellung im Modell METRAS wird
als Modellproblem das diskrete Randwertproblem

—Lu=f in Qy

2.10
uw=0 auf 0Q ( )

11



2 Grundlagen

verwendet, wobei 0 durch ein n x m Rechteckgitter mit konstanter Schrittweite h,
f € Dy, () und der Differenzenoperator durch

Lu = (aug); + (duy), (2.11)

mit ortsabhéingigen Koeffizienten a,d € Dy, (ﬁh), a,d > 0 gegeben sind.

Im Vergleich zur Problemstellung im Modell METRAS wurden im Modellproblem
mehrere Vereinfachungen vorgenommen. Die Beschriankung auf den zweidimensiona-
len Fall erfolgte, um eine iibersichtliche Darstellung der wesentlichen Uberlegungen zu
ermoglichen. Eine Verallgemeinerung zum dreidimensionalen Fall ist meist aufwendig,
aber unproblematisch (vgl. Kapitel 5). Die Beschrankung auf Rechteckgitter mit kon-
stanter Schrittweite h wurde auf Grundlage der Gegebenheiten des numerischen Gitters
im Modell METRAS vorgenommen, das durch ein Gitter mit konstanter Schrittweite
gegeben ist. Die Struktur des Differenzenoperators ist in Anlehnung an (2.8) und (2.9)
so gewihlt, dass sich die Diskretisierungsmatrix aus der Hintereinanderausfithrung zwei-
er Diskretisierungen ergibt, wobei die allgemeinen Differenzenoperatoren 6 und § im
Modellproblem durch Riickwérts- bzw. Vorwiértsdifferenzen konkretisiert wurden. Die
allgemeinen ortsabhéingigen Koeffizienten a,d € Dy, (ﬁh) wurden in Anlehnung an die
Koeffizienten in (2.8) gewéhlt. Wie im Modell METRAS ergibt sich bei Verwendung der
konstanten Koeffizienten a = d = 1 die Standard-Diskretisierung des Laplace-Operators.
Um die Besonderheiten im Zusammenhang mit Neumann-Randbedingungen zu umge-
hen (vgl. Abschnitt 6.2.2), wurde die Randbedingung im Modellproblem durch homogene
Dirichlet-Randwerte ersetzt.

Der Differenzenstern fiir das Modellproblem am Gitterpunkt (x;,y;) € €y, ergibt sich
zZu

72 —a(zi—1,y5)  c(xiy;)  —alm,y;)
—d((L'Z, yj—l)

mit c(z,y;) = [a(xs,y;) + alzi—1,y;) + d(2s,y;) + d(zi,yj-1)]. Nach Elimination der
Randpunkte erhélt man ein lineares Gleichungssystem der Form

Lyu = fp (2.12)

mit L, € R f, € R, I = {1,...,nm}. Die Struktur der Matrix L; hingt von
der Nummerierung der Gitterpunkte bzw. der Anordnung der Indexmenge ab. Sie ist
jedoch stets diinnbesetzt und symmetrisch. Auflerdem weist sie weitere Besonderheiten
auf, die im Zusammenhang mit der Diskretisierung elliptischer Differentialgleichungen
mittels Finiter-Differenzen-Verfahren von Bedeutung sind. Dazu wird das Konzept der
M-Matrix eingefiihrt:

Definition 2.1.1 Eine Matriz A = (aij)ijer € RT heifit M-Matriz, wenn

a;; >0 fiir allei € 1, (2.13)
a;; <0 fiir alle i # 3, (2.14)
A nichtsingulir und At >0 (2.15)

gilt, wobei die letzte Ungleichung elementweise zu verstehen ist.

12



2.1 Finite-Differenzen-Verfahren

Die Bedingungen (2.13) und (2.14) sind fiir die Diskretisierungsmatrix Ly, erfiillt. Zum
Nachweis der M-Matrix Eigenschaft der Diskretisierungsmatrix kann ein Kriterium aus
[Hac86] verwendet werden.

Definition 2.1.2 1. Eine Matriz A heifit irreduzibel, wenn keine Permutationsma-
triz P existiert, so dass die resultierende Matrixz die Gestalt

All %12)

PAPT = (
O A22

besitzt.

2. Eine Matriz A = (aij)ijcr heifit diagonaldominant, falls

Z |ai;| < |ail (2.16)

Jel j#i
fiir alle i € I gilt.

3. Eine Matrix A = (aij)ijer heifit schwach diagonaldominant, falls

> lal < lal

JEIL j#i
fir alle i € I gilt.

4. Fine Matrix A heif$t irreduzibel diagonaldominant, falls A irreduzibel und schwach
diagonaldominant ist und fiir mindestens einen Index i € I die Ungleichung (2.16)
erfillt ist.

Kriterium 2.1.3 ([Hac86, Kriterium 4.3.10]) Ist eine Matriz A mit den Eigen-
schaften (2.13) und (2.14) diagonaldominant oder irreduzibel diagonaldominant, so ist
A eine M-Matriz.

Durch die Vorgabe a,d > 0 ist die Diskretisierungsmatrix des Modellproblems stets
irreduzibel diagonaldominant, so dass sie unabhéngig von der Wahl der Koeffizienten
nach Kriterium 2.1.3 eine M-Matrix ist. Im Hinblick auf die Invertierung in der H-
Arithmetik ist folgendes Resultat hilfreich.

Kriterium 2.1.4 ([Hac86, Kriterium 4.3.24])  Ist eine symmetrische Matriz mit
positiven Diagonalelementen diagonaldominant oder irreduzibel diagonaldominant, so ist
ste positiv definit.

Demnach ist die Diskretisierungsmatrix ebenfalls positiv definit, so dass alle Hauptun-

termatrizen invertierbar sind. Dies ermoglicht die praktische Durchfithrung der H-Inver-
tierung fiir das Modellproblem (vgl. Abschnitt 3.1.3).

13



2 Grundlagen

2.1.2 Diskrete Greensche Funktion

Analog zum Konzept der Greenschen Funktion kann zu Finite-Differenzen-Diskretisie-
rungen auf dem Gitter 25 mit Differenzenoperator L die diskrete Greensche Funktion
gn(x,€) € Dy, (U, x ) eingefithrt werden. Diese ist durch h=2L; ' gegeben und besitzt
dhnliche Eigenschaften wie im kontinuierlichen Fall.

Der Definitionsbereich lisst sich auf Q, x Q, erweitern, indem

gh(xaé) .’E,fGQh

gh(x7§) = {0 T E th Oder 5 € th

gesetzt wird. Analog zur (kontinuierlichen) Greenschen Funktion ist die diskrete Green-
sche Funktion fiir festes £ € Q;, Losung des diskreten Randwertproblems

(_Lgh) (xvé.) = 55(-%') r €y
gn(z,€) =0 z € 0O,

mit

h=2 fallsx=¢
(5{($) =
0 falls © # €.

Der Differenzenoperator bezieht sich in diesem Fall auf die Variable x. Die Losung u des
diskreten Dirichlet-Problems (2.10) ldsst sich demnach darstellen als

u(z) =h> " gu2)f(&), =€y

ey,

Der Faktor A2 in d¢ wurde eingefiihrt, damit die Summation aus der diskreten Dar-
stellung der Losung die Integration der kontinuierlichen Darstellung mit der Greenschen
Funktion G(z,£)

M@=4G®@ﬂ®%

approximiert.
Fiir festes £ € Qy, ist g (-, €) eine Gitterfunktion auf €, und es gilt

(Lgn)(z,€) = 0 fur alle x € Q,\{¢}.

Die diskrete Greensche Funktion erfiillt demnach fiir alle € Q;,\{{} die homogene Diffe-
renzengleichung mit dem Differenzenoperator L, woraus die folgende Definition motiviert
wird:

Definition 2.1.5 (Diskret L-harmonische Funktionen)
Eine Gitterfunktion u € Dy, (Qh) heifit diskret L-harmonisch im Gitterpunkt x € Qy,
wenn die Differenzengleichung

(Lu)(xz) =0
erfillt ist.

14



2.2 Diskrete Poincaré-Ungleichung

Gilt f’dT‘ K; C Qp
(Lu)(z) =0 fir alle x € Ky,

so heifit u diskret harmonisch auf K. Der Raum der diskret L-harmonischen Gitter-
funktionen auf einem Gitter K, wird mit ZF(K}) bezeichnet.

Ist demnach ein Teilgitter X, C € gegeben, dann gilt fiir die diskrete Greensche
Funktion zum Modellproblem fiir jedes £ € Q;\ X},

gn(-€) € Zi (Xp).

Zum Beweis einer speziellen Form der diskreten Cacciopoli-Ungleichung werden Git-
terfunktionen u € Dy, (ﬁh) betrachtet, die diskret L-harmonisch auf einem Teilgitter
K, N Qy, sind, wobei das Gitter K;, C hZ? auch Gitterpunkte enthalten kann, die nicht
zu , gehoren. Dazu wird die Bezeichnung Z}ﬁo (Kp; Q) eingefiihrt.

2.2 Diskrete Poincaré-Ungleichung

Als wesentliches Hilfsmittel zum Beweis von Lemma 4.1.1 in Abschnitt 4.1.1 wird eine
diskrete Variante der Poincaré-Ungleichung fiir Gitterfunktionen mit verschwindendem
Mittelwert benotigt. Ein &hnliches Resultat ist beispielsweise in [Siil91] oder [Tem77]
angegeben. Dieses liefert eine Ungleichung fiir den speziellen Fall von Gitterfunktionen,
die homogene Randwerte besitzen. In Abschnitt 4.1.1 wird jedoch ein alternatives Er-
gebnis fiir Gitterfunktionen mit verschwindendem Mittelwert bendtigt. Auflerdem ist
es erforderlich, die Konstante in der Ungleichung explizit angeben zu kénnen. Ein sol-
ches Resultat ist nicht bekannt, so dass die Ungleichung im folgenden Abschnitt in der
benétigten Form bewiesen wird.

Im kontinuierlichen Fall fiir konvexe Gebiete 2 kann die Ungleichung mit der Kon-
stanten
diam(2)

s

C:

gezeigt werden (vgl. [Beb03]). Eine Ubertragung des Beweises fiir Gitterfunktionen ist
nicht moglich. Es lassen sich jedoch aus dem Beweis der Ungleichung fiir Gitterfunktionen
mit homogenen Randwerten grundlegende Ideen (Verwendung von Teleskopsummen und
Abschitzung mittels der Ungleichung von Cauchy-Schwarz) iibernehmen. Der Beweis des
eindimensionalen Resultats kann daher auf &hnliche Weise erfolgen, nur die Bestimmung
der Konstanten fallt durch das Auftreten von Mehrfachsummen komplexer aus.

Die Erweiterung auf den hoherdimensionalen Fall ist jedoch deutlich aufwendiger als
fiir Gitterfunktionen mit homogenen Randwerten und es muss eine neue Beweisstrategie
eingefiihrt werden. Bei dieser wird der hoherdimensionale auf den eindimensionalen Fall
zuriickgefiithrt. Der darauf aufbauende Beweis fiir Gitterfunktionen mit verschwinden-
dem Mittelwert im hoherdimensionalen Fall wird jedoch durch das Auftreten von Mehr-
fachsummen deutlich komplexer. Dadurch fallen die anschlieBenden Abschétzungen und
insbesondere die Abschitzung der Konstanten in der Ungleichung deutlich aufwendiger
aus als fiir Gitterfunktionen mit homogenen Randwerten. Die Giiltigkeit der diskreten
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2 Grundlagen

Ungleichung lasst sich auf diese Weise sowohl im eindimensionalen Fall als auch fiir
Rechteckgitter €2;, im zweidimensionalen Fall mit der Konstanten

C diam(Qh)
h = — 7=
V2

zeigen. In Abschnitt 5.1 erhélt man auch fiir den dreidimensionalen Fall von Quadergit-
tern die Giiltigkeit der Ungleichung mit der gleichen Konstanten.

2.2.1 Eindimensionale Ungleichung

Zum Beweis der eindimensionalen diskreten Poincaré-Ungleichung wird zunichst ein
Lemma gezeigt:

Lemma 2.2.1 Sei ), = {x; € hZ' : 1 < i < n} ein Gitter mit n € N Gitterpunkten
und u € Dy, () eine Gitterfunktion. Dann gilt

c(n, i)uz(Kkh)

u(x;) —u =

hx
’I’l

ML

mit
. K 1<xg<i1-—-1
c(k, i) = .
—(n—k) i<k<n-—1

fir alle x; € Q.

BEWEIS Da ), zusammenhéngend ist, erhélt man fiir u € Dy, () und z;,z; € Qp, im

Fall z; < x;
j—1

uw(z;) —u(zj) = Z (u(zy) — u(xpgr)) thui xt)

t=1

und fiir z; < x; analog
i—1
w(z;) —u(xj) = hZux(a:t).
t=j

Summiert man iiber j und teilt durch n, erhélt man

i—1 n
_ 1 1
u(@y) —u=— D (ulas) —ulay) + = > (u(w) - u(zy))
J=1 ]—i+1
h i—1 1—1 n

B S IATELE o) St

J=1t=j ] =i+1 t=i
h n—1
== > tug () — ” ;(n — t)uy ()
woraus die Behauptung folgt. ™
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2.2 Diskrete Poincaré-Ungleichung

Unter Verwendung von Lemma 2.2.1 lasst sich direkt die diskrete Poincaré-Unglei-
chung fiir Gitterfunktionen mit verschwindendem Mittelwert im eindimensionalen Fall
beweisen:

Satz 2.2.2 Sei ), C hZ' ein zusammenhingendes Gitter mit der konstanten Schritt-
weite h. Dann gilt

|lu — aHLi(Qh) < Cy HumHLi(Qh) fir alle u € Dy, () (2.17)
mait der Konstanten
diam(Qh)
Cp=—F7+—.
V2
BEwEIs Das Gitter sei ohne Einschrinkung durch Qj = {x; € hZ! : 1 < i < n} mit

n € N Gitterpunkten gegeben. Nach Lemma 2.2.1 gilt dann fiir u € Dy, (2 )

u(x;) —u = % c(/ﬁ,i)uz(/@h)

ML

. K 1<k<1-1
C(Ha 7’) = .
—(n—k) i<K<n-1
fir alle z; € €. Daher kann folgendermaflen summiert und abgeschétzt werden:

2

n n—1
hZ\u (zi) —a|* = Z %ZC(KJ i)ug (Kh)
i=1 k=1

h2 ;:1 :fl n—1 - n-l
- S <Z K4 (n- k)2) (hz qu(mh)lz>
i=1 \k=1 k=i r=1
9 n—1
_ ZQ é(n4 _ n2) (hzl ’um(/ih”z)
2,2 n-l
gl - Y (hZ!ux(/fhﬂ?)
k=1

Demnach ist die Ungleichung (2.17) fiir den Fall n = 1 mit C}, = 0 erfiillt, so dass die
Abschéitzung der Konstanten in der Ungleichung fiir n > 1 erfolgen kann. Unter dieser
Voraussetzung erhilt man

n2—1:(n—1)2(1—|— >§3(n—1)2,

(n—1)
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2 Grundlagen

so dass
h2(n? —1) - h*(n—1)?  diam(Q4)?
6 - 2 B 2
gilt, woraus die Giiltigkeit der Ungleichung (2.17) mit Cj, = diam($24) folgt. n

V2

2.2.2 Zweidimensionale Ungleichung

Zum Beweis der zweidimensionalen diskreten Poincaré-Ungleichung werden die Ergeb-
nisse aus dem eindimensionalen Fall genutzt. Zunichst wird erneut ein Lemma (analog
zu Lemma 2.2.1) gezeigt:

Lemma 2.2.3 Sei Q) = {(z;,y;) € hZ? :1<i<n,1<j<m}lnm€eNennxm
Rechteckgitter mit konstanter Schrittweite h und u € Dy, (Qy,) eine Gitterfunktion auf Qp,
mit dem Mittelwert w. Dann gilt

u(zi,yr) — U = o 5/17171 )02
j=1 k=1
fir alle (z;,y;) € Qp, mit
(1) %cl(n,i) 1<k<n-1
c(k,i,1) =
cok—(n—-1),1) n<k<n+m-—2

i ug(kh,yp) 1<k<n-1
7u:
" uy(zj,(k—(n—1)h) n<k<n+m-—2,

(k) K 1<x<1-1
ci(k, i) =
! —(n—kr) i<K<n-1

und

(5,1) K 1<k<Il-1
ca(k, 1) =
? —(m—-—k) I<K<m-1.

Auflerdem ldsst sich abschdtzen:

) h2 n+m—2 n n+m—2 . 9
i)~ < o Y il Z > |out|
=1 k=1

k=1

BEWEIS In einem Rechteckgitter €, existiert zu je zwei Punkten (x;, 1), (z;,yx) € Qp
immer ein rechtwinkliger Weg {iber benachbarte Gitterpunkte aus €25, der {iber den
Punkt (x;,y) € Qp verlauft. Demnach kann in der Darstellung

u(zi,y) — u(xg, yk) = (w(@i, yi) — w(zg, y)) + (g, yi) — u(@s, yx))
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2.2 Diskrete Poincaré-Ungleichung

fiir beide Summanden auf der rechten Seite Lemma 2.2.1 aus dem eindimensionalen Fall
verwendet werden, so dass man

n 1
72 xuyl mjayl ch K, 1 uaj("'ih yl)
k=1
und
1 m h, m—1
— — l) h
m; x],yz x],yk m;C2’€ uy Zj, K )

fir alle (z4,y1), (z5,yx) € Qp mit

(k1) K 1<k<i—-1
ci(k,i) =
! —(n—k) i<kK<n-—-1

und

(5, 1) K 1<k<]-1
c2(k, 1) =
2 —(m—k) I<K<m-1

erhilt. Demnach ergibt sich

m n—1 n m—1
u(zi, y) — ﬂ:% Z c1(k,1)ug(kh, y +ZZC2/@luy(x],nh)
k=1r=1 j=1 k=1
h n m n m—1
- Zanlmzuxnhyl + 123102/€luyx],/@h)
: K=

n 1
h m
:%E (E gclmzumlihyl +I§:162/{luym],mh)>

Daraus folgt der erste Teil der Behauptung.
Durch zweimalige Anwendung der Ungleichung von Cauchy-Schwarz erhélt man den
zweiten Teil der Behauptung:

Die folgenden Ergebnisse werden ebenfalls zum Beweis der zweidimensionalen diskre-
ten Poincaré-Ungleichung verwendet:
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Lemma 2.2.4 Sei ¢ wie in Lemma 2.2.3 mit n,m € N gegeben, dann gilt

n m n+m—2 2

ZZ Z (k,i,0) = %(m(n2—1)+n(m2—1)).

i=1 =1 k=1
BEWEIS Mittels der Definition von ¢ lasst sich die Summe direkt berechnen durch

S5 i £ (£ - S

i=1 =1 k=1 i=1 [=1

m m2 n n—1 n m m—1
= <n22 c%mz)—i—(ZZZc%(m,l))

i=1 =1 k=1

Lemma 2.2.5 Sei ¢ wie in Lemma 2.2.3 mit n,m € N gegeben, dann gilt

n n+m-—2

lgllazi] Z Z (k,1,1) = ém (m(n® — 1) + n(2m* — 3m + 1)) .

BEWEIS Nach Definition von ¢ erhalt man

n n+m-—2 n n—1 mQ n m-—1
2 2 AP =2 ) Selni+) D Al
i=1 k=1 i=1 k=1
m2 n n—1 n m—1
L I T ED I
i=1 k=1 i=1 k=1
m2 1 -1 m—1
4 2 2 2
=—=(n —n)+n< K"+ (m—l@))
n 6 k=1 K=l
Fiir die Summation ergibt sich
-1 m—1 1
YR+ (m—k)? =1(m —m®—m)+ G (2m3 + 3m? +m) = y(I).
k=1 k=l

Das Maximum von () wird fiir [ € [1,m] am Rand angenommen und dort erhélt man

]
v(1) =~(m) = é (2m® — 3m* +m).

Zusammengefasst ergibt dies

n n+m—2

max Z Z &(kyi,1)? = ém (m(n® — 1) + n(2m?* — 3m + 1)),

i=1 k=1

womit die Behauptung gezeigt ist. ™
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Lemma 2.2.6 FEs gelten die Ungleichungen

(n* = 1)+ Z(2m? —3m + 1)
12t (m_1p  =°

und m(,,2 2

(=17 + (m -1 =

fir alle n,m € N mit n,m > 2.

BeEweis Fiir n,m € N mit n,m > 2 gilt
2 n 2 2 5
(n"—1)4+—2m*—3m+1)<n —1+2nmf§n
m
5
§2n2—§n—|—m2—1.

Mittels vollstandiger Induktion kann gezeigt werden, dass 2n? — gn < 3(n —1)% und
21 < 3(m—1)2 fir n,m € N mit n,m > 2 gelten, woraus der erste Teil der
Behauptung folgt.
Fiir den zweiten Teil ldsst sich die Abschitzung
m, 2 2 L o 1,5 2 2
—(n° -1 -1 <= i (—— -1
n(n )+ (m )72m +ont = —4m
nutzen. Mittels vollstdndiger Induktion kann gezeigt werden, dass %m2 —1<3(m—1)2
und %nQ — % < 3(n — 1)2 fiir n,m € N mit n,m > 2 gilt, woraus der zweite Teil der
Behauptung folgt. n

Satz 2.2.7 Sei Q) C hZ? ein Rechteckgitter mit konstanter Schrittweite h. Dann gilt
l|lu — a||L%(Qh) <Cp thuHLi(Qh) fiir alle u € Dy, () (2.18)
mit der Konstanten
diam(€2p,)
Cp=—"-+-+—".
V2
BEwEIs Das Rechteckgitter sei ohne Einschrdnkung durch ein n x m Rechteckgitter
Qn = {(z5,y;) € hZ? : 1 < i < n,1 <j < m} mit n,m € N gegeben. Fiir n = 1
oder m = 1 folgt die Behauptung aus dem eindimensionalen Resultat in Satz 2.2.2.

Daher kann im Folgenden n,m > 2 angenommen werden. Nach Lemma 2.2.3 gilt fiir
Gitterfunktionen u € Dy, (2,) die Abschétzung

2 n+m—2 n n+m—2
lu(zi, ) —a)? < (n]:n)2n< Z (K, 1,1) )Z Z oty ‘ (2.19)

k=1

fir alle (z;, ;) € Qp.
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2 Grundlagen

Summiert man (2.19) iiber i und [ und multipliziert mit h?, erhilt man

m h2 n+m—2 n n+m—2
HU—UHLQ(Q <h222 (Z &(k, i, 1) )Z Z ‘

i=1 I=1 k=1
n m h2 n+m—2
-2y (nm)2n< > ki) ) > (Z!um (Kh, )|
i=1 1=1 =1 =1 \w=1
m—1
3 fuy o (s - 1>h)|2)
k=1
" B2 nim 2 " 2
LS (& ) S e
i=1 1=1 r=1 J=l A=l
n m h? ntm—2 n ml
+h? ZZ (nm)g” ( Z é(k,1,1) |y (5, KR))|
i=1 =1 r=1 =1 =l
n omo g2 ntm=2 = 2
— B2 Z (nm)2n2 < Z é(k,1,1) ) Z |[uz (kD yr)]
i=1 1=1 k=1 =1
n omo g2 ntm-2 nU 2
+ ZZ (nm)Qn ( Z c(m,z,l)2> h? |uy (2, kh)|
i=1 1=1 r=1 =1 =1
m n—1 n n+m—2
< (hQZZ uz(nh,yz)\g) 3 ax [Z Z 6('”’1)2)]
1=1 k=1 ROl KRR e
n om—il h n m n+m—2
+ h2 ‘uy(xj,/ﬁ?h”? % ZZ ( E(’%7’[’7l)2>
=1 r=1 i=1 1=1 k=1

Mit Hilfe der Ergebnisse aus Lemma 2.2.4 und Lemma 2.2.5, kann folgende Abschétzung
angegeben werden:

i h2 1 m n—1
lu— 730, < - (m(n® = 1)+ n(@m® = 3m+ 1) 12373 fua(sh, )
=1 k=1
h2 n m—1
2 2 2 2
+ & (m(n® = 1) +-n(m® — 1)) h 22|uy<xj,nh>|
J=1 k=
diam(2,)? | (n® — 1) + 22 (2m 3m +1) h . )P
_ h lug(Kh, y)|
6 (n—1)>+ (m ;;
%(?7,2 . 1) m n m-—1
R CEEET 222”% (j, kDI
j=1 k=1
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2.3 Diskrete Cacciopoli-Ungleichung

Mit Lemma 2.2.6 erhilt man daraus

o diam(Qh)2 m n—1 ) n m—1
||lu — uHLi(Qh) < ?3 ZZ ug (b, y1)|* + h |y ( l’j,fih ,
=1 k=1 7j=1 k=1
woraus die Behauptung folgt. n

2.3 Diskrete Cacciopoli-Ungleichung

Neben der diskreten Poincaré-Ungleichung wird im weiteren Verlauf der Arbeit eine
diskrete Variante der Cacciopoli-Ungleichung fiir diskret L-harmonische Funktionen auf
Rechteckgittern fiir den Differenzenoperator aus (2.11) benttigt. Wie im Fall der dis-
kreten Poincaré-Ungleichung ist ein Resultat dieser Form fiir Gitterfunktionen nicht
bekannt.

Ein #hnliches Resultat ist jedoch in [CFL28] fiir diskret harmonische Funktionen (dies
entspricht dem Modellproblem mit konstanten Koeffizienten a = d = 1) auf Quadrat-
gittern angegeben. Eine Erweiterung des Resultats fiir Rechteckgitter ist unproblema-
tisch. AuBerdem lassen sich die Uberlegungen auf diskret L-harmonische Funktionen
iibertragen, wenn man sich auf den Fall eines Differenzenoperators vom Typ (2.11)
mit konstanten Koeffizienten a(z;,y;) = a € RT und d(x;,y;) = d € RT beschriinkt.
Durch diese Vorgehensweise kann die diskrete Cacciopoli-Ungleichung fiir diskret L-
harmonische Funktionen (mit konstanten Koeffizienten a,d € RT) in Abschnitt 2.3.1
gezeigt werden, wobei die Konstante in der Ungleichung durch Ceuecio = 1 gegeben ist.

Eine Erweiterung dieser Vorgehensweise auf den Fall des allgemeinen Differenzenope-
rators vom Typ (2.11) mit variablen Koeffizienten a,d € Dy, (ﬁh) ist nicht moglich. Da-
her muss zur Untersuchung des allgemeinen Modellproblems ein anderer Ansatz gewéhlt
werden. Ein weiteres Resultat fiir Gitterfunktionen ist nicht bekannt, so dass ein neuer
Ansatz entwickelt werden muss. Dazu werden Ideen zum Beweis der (kontinuierlichen)
Cacciopoli-Ungleichung aus [Hac09] auf den Fall von Gitterfunktionen iibertragen. In
diesem Zusammenhang ist die Verwendung der diskreten Produktregel (2.1) erforder-
lich. Diese unterscheidet sich von der kontinuierlichen Variante dadurch, dass die be-
teiligten Gitterfunktionen an unterschiedlichen Gitterpunkten ausgewertet werden. Dies
fithrt dazu, dass der Beweis der diskreten Variante der Cacciopoli-Ungleichung aufwen-
diger ausfillt als der in [Hac09]. Das entsprechende Resultat wird in Abschnitt 2.3.2
beschrieben und fiithrt zu einer Ungleichung mit der Konstanten Cyecio = 3v/2. Da diese
Konstante deutlich grofier ausfillt, als bei der Beschrinkung auf konstante Koeffizienten,
werden beide Resultate angegeben.

Im Zuge der Untersuchungen werden die Bezeichnungen

Amaz = max{a(z),d(x)} und Ay := min{a(z),d(z)}
€, z€Qp

verwendet. Da a,d > 0 vorausgesetzt wird, gilt 0 < Amin < Amaz. AuBerdem wird eine
spezielle Schachtelung von Gittern benétigt, die in der folgenden Konstruktion angegeben
ist.
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2 Grundlagen

Konstruktion 2.3.1 (Gitterschachtelung)
Ausgehend von einem Rechteckgitter Kj, C hZ? werden zur Konstruktion einer Schach-
telung von I + 1 Gittern

Ky=K)CcK.c---CK)

mit K,’1 C hZ?,i=1,...,1 angefangen bei K,g die Gitter sukzessive um die Randpunkte
erweitert, so dass die Konstruktion der Gitterschachtelung durch

Kt =K, U0Kj, i=0,...,1—1
erfolgt.

Fiir den Beweis der diskreten Cacciopoli-Ungleichung in Satz 2.3.2 fiir konstante Ko-
effizienten werden zur Kennzeichnung spezieller Teilmengen von Gitterpunkten eines
n x m Rechteckgitters K, = {(z4,y;) € hZ?:1<i<n,1<j<m}C hZ? die folgenden
Bezeichnungen eingefiihrt:

{(zn,y;) € hZ? i1 <j<m}CI(Kp)

7 (Ky) i= {(z1,y;) € hZ* : 1 < j <m} C T(K}) (2.20)
8”3+Kh = {(xn+1,yj) S hZ2 1<5< m} C 0Ky, '

(

O*" Ky, := {(w0,y;) € hZ* : 1 < j <m} C OKp,.

Fiir die y-Richtung lassen sich analoge Bezeichnungen verwenden. In Abbildung 2.3 sind
exemplarisch die Teilmengen I'**(K}), Y™ (K}), 0" K und 0¥~ K}, veranschaulicht.

..... y
E 5 N o T(K3)
..... . e ° . o ° .@A "
: 3 : ) m OK)
..... . o ° .’. ° ° .@A & r- (K
..... . A @F‘H'(Kh)

RRRCI @---@ ol |
-@ @ @ @@ @ @. ..... ® oK,

M 5Tt K,

Abbildung 2.3: Bezeichnungen am Rand des Rechteckgitters
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2.3 Diskrete Cacciopoli-Ungleichung

2.3.1 Konstante Koeffizienten

Unter Verwendung der eingefithrten Bezeichnungen lésst sich das folgende Resultat auf
Grundlage der Ausfithrungen in [CFL28] fiir den Fall konstanter Koeffizienten a,d € R
beweisen:

Satz 2.3.2 Sei K; C hZ? ein Rechteckgitter mit konstanter Schrittweite h und der
Differenzenoperator L von der Form (2.11) mit konstanten Koeffizienten a,d € RT. Aus
Kg = K, wird, wie in Konstruktion 2.3.1 beschrieben, eine Schachtelung bis zum Gitter
Ké,l > 1 gebildet. Dann gilt

NG
thuHL%(Kh) < CcaCCiodiStoo(Kh7P(K}lL)) HUHL%(K}ZL)

mit Kk = % und Cegeeio = 1 fiir alle u € Zﬁ(K,ll)

BEWEIS Aus a,d € RT folgt A\ppaz > Amin > 0, so dass folgende Abschiitzung vorgenom-

men werden kann:

Kp\I'*+ (Kp) Kp\Tv+(Kp)
< L1 h? Z au? + h? Zau2 (2.21)
o )\mm 2 * * .
817KhUKh\FI+(Kh) Ky,
+h? > dul +h*) " dul | . (2.22)

OV~ KpUK\I'vt (K}) Ky,

Fiir die weiteren Uberlegungen werden die Bezeichnungen u**(z;,y;) = u(wit1,¥;),
u”™ (24,y;) = u(xi—1,y;) und analoge Bezeichnungen fiir die y-Richtung eingefiihrt. Da-
mit lidsst sich die erste Teilsumme aus (2.21) unter Verwendung von partieller Summation
darstellen als

h? Z aui =h? Z augC%uf”Jr —h? Z aum%u

817KhUKh\FI+(Kh) aszhUKh\FI+(Kh) 817KhUKh\FI+(Kh)
1 1
_ 12 T— 2
=h Za(ux) FU h Zauxﬁu
Kh Kh
1
2 2
—h Z auzﬁu—i-h Z auzﬁu
9~ K}, e+ (Kp)
= Z (auy); u
K,
—h Z auzu + h Z alg. (2.23)
8I*Kh Fz+(Kh)
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2 Grundlagen

Analog kann fiir die zweite Teilsumme aus (2.21) vorgegangen werden, so dass sich

1 1
h? Zaui = K2 Zauxﬁux"' — h? Zauxﬁu
Ky, Ky Ky,

= h? Z a(ux)m_%u — h? Z aur%u

8I+KhUKh\sz(Kh) Kh
= —h? Z(aum)fu +h Z augu® —h Z au,u*" (2.24)
Ky Izt (Kp)

ergibt. Verwendet man die gleichen Uberlegungen fiir die Teilsummen aus (2.22), ergeben
sich die Darstellungen

h? > duy ==Y " (duy)ju—h > dugut+h Y duyu (2.25)

6y_KhUKh\Fy+(Kh) Ky, vV~ Ky, Fy+(Kh)
und
h? Z dui = —h? Z(duy)gu +h Z duyu?*t —h Z duyu¥t. (2.26)
Ky, Ky Fer(Kh) oYV~ Kp,

Die Addition der vier Summen (2.23) - (2.26) ergibt zusammengefasst die Darstellung

h? Z au? + h? Z au? + h? Z dui + h? Z duz

07~ KUK \I'™ ™t (Kp) Kp 0¥~ KUK \I'V T (Ky) Kp

= —2h? Z [(auz) + (duy), } u
—h Z augzu + h Z augzu + h Z augu*" — h Z augzu

=+ (Kp) e+ (Kp)
(2.27)
—h Z duyu + h Z duyu +h Z duyuyJr h Z duy uyT.
YV~ Ky, Fy+ (Kp) Fy+ (Kp) Y~ Ky,
(2.28)
Die Summen aus (2.27) lassen sich kombinieren zu
—h Z auzu + h Z auzu + h Z auzu*" —h Z augzl
0T~ Ky, FI+ (Kp) Fz+ (Kp) 0t~ Ky,
— Z a <u2 — (ux+)2> + Z a ((ux+)2 — u2)
6Z7Kh FI+(K}L)
und die aus (2.28) zu
—h Z duyu +h Z duyu +h Z duyuyJr h Z duy uy™
YV~ Ky, Fy+ (Kp) Fy+ (Kn) YV~ Ky,
Z d(u — uy+) >+ Z d((uy+)2—u2>.
anyh Fy+(Kh)
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2.3 Diskrete Cacciopoli-Ungleichung

Beachtet man, dass
Z Z au? und Z 2 = Z au?
oK r=+(Kp) o+ Ky,

(analog fiir die y-Richtung) gilt, kann die Summe der Ausdriicke (2.27) und (2.28) dem-
nach abgeschétzt werden durch

—h Zauxu—f—h Z augzu + h Z auzu" — h Z atgU

0T~ Ky, =+ (Kp) =+ (Kp)
—h Z duyu+h Z duyu+h Z duy uy+ h Z duy udyt
oV~ K, Tv+(Ky) v+ (Ky) oV~ Ky,
< | D cadu® - Z Cads?
0Ky,

a fir (z;,y;) € 07T Ky U™ K UTTH(K,) UT* (Ky)

Cad\Ti,Yj5) =
a(i, yj) {d fiir (quyj) € OVTK,UdY~ K, U Py+(Kh) UV~ (Kp).

Da fiir u € Z}(K})

Z [(aux)i + (duy)g} w=0

l
Kh

erfiillt ist, ergibt sich insgesamt die Abschétzung

E cadu — E cadu

K} T'(Kp)

2
IVhullzz g, < )\

mzn

fiir alle u € ZE(K}). Die Argumente lassen sich fiir u € ZZ(K!) auf beliebige Schachte-
lungen K }]f, K h+1 mit k£ <[ iibertragen, so dass man zusammen mit

2 2
IVhullzz z,) < IVhullZe gy

die x Ungleichungen

”VhU”L2 (K < F— Z Cadll® — Z Caqt®| ., I>Kk>k>0

erhéalt. Durch Addition der Ungleichungen ergibt sich

l\.’)\r—t

ﬁ\\vhuHLz (K § Z Caqu® — Z Cadtt?
| (k) " T(Kp)
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2 Grundlagen

Erneute Summation von x = 1 bis k = [ fithrt zu dem Resultat

1)\max 2

Caqu® < u”.
Z a “mleZ
K,

1
712 v 2
9 H huHL%(Kh — 2>\mzn

Mit disteo(Kp, ['(K})) = h (I > 1) ergibt sich die Behauptung. -

2.3.2 Variable Koeffizienten

Da der Differenzenoperator im Modellproblem mit variablen Koeffizienten a,d € Dy, (ﬁh)
angegeben ist, ldsst sich das Resultat aus Satz 2.3.2 fiir diesen allgemeinen Fall nicht
nutzen. Dariiber hinaus kann der Beweis nicht dementsprechend angepasst werden, so
dass ein alternativer Ansatz gewéhlt werden muss. Um ein Resultat fiir variable Koeffi-
zienten zu erhalten, wird die Beweisidee zur Cacciopoli-Ungleichung aus [Hac09, Lemma
11.3.3] auf den Fall von Gitterfunktionen {ibertragen.

Dazu wird eine diskrete Abschneidefunktion n € Dy, (K }ll) eingefiihrt, die durch

1 (w4,y;) € Ky,

Ty Y5) =
n(zi, ;) {1_1; (xivyj)ep([{’]_f)’kzl,...,l

definiert ist. Wegen des linearen Verlaufs zwischen I'(K},) und I'(K}) erhiilt man insbe-
sondere 7(z;,y;) = 0 fiir (x;,y;) € T(K}) und |na], |n,| < 7.

AufBlerdem wird die diskrete Produktregel verwendet, mit der man fiir die Abschnei-
defunktion 7 und eine Gitterfunktion u € Dy, (K ,ll) folgende Identitdten erhélt:

N(@ig1)*ue = (0*w)e — new (N(zig1) +n)
ue = (1°u)e — New(iv1) (N(@ig1) + 1) (2:29)
N(@ip 1)z = (Nu)e — Ne (W(@ip1)n(2ip1) +un) .

Mit Hilfe dieser Bezeichnungen kann das folgende Resultat gezeigt werden:

Satz 2.3.3 Sei Kj, C hZ? ein Rechteckgitter mit konstanter Schrittweite h und der Dif-
ferenzenoperator L von der Form (2.11) mit ortsabhdingigen Koeffizienten a,d € Dy, (Qh),
a,d > 0 gegeben. Aus K,? = Kj wird, wie in Konstruktion 2.3.1 beschrieben, eine
Schachtelung bis zum Gitter K! 1 > 1 gebildet. Dann gilt

K
S m—
o, (i) M HR

thuHLQ (Kp) = Ccaccw

mit k = ’/\\Zﬁ und Cogecio = 3V/2 fiir alle u € Z,f(K}ll)
BEWEIS Das Rechteckgitter sei ohne Einschrinkung durch ein n x m Rechteckgitter

Ky = {(zi,y;) €RZ? : 1 <i<n,1<j<m}
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2.3 Diskrete Cacciopoli-Ungleichung

gegeben. Die Erweiterung des Rechteckgitters K nach Konstruktion 2.3.1 ergibt dem-
nach das Gitter

K} = {(zi,y;) €RZ*: 1 +1<i<n+1,—-1+1<j<m+l}.

Aus a,d > 0 folgt Mz > Amin > 0, so dass die folgende Abschitzung vorgenommen
werden kann:

n—1 m n m—1
IV |3 :h222u2+h22 u?
hHILE (Kn) z Y
i=1 j=1 i=1 j=1
1 n—1 m n m-— 1
:f hQZZ mz+1,yj +?7 2 QZ 1'27y]+1 +77> uz
=1 j=1 =1 j=1

1 n+l—1 m+Il-1 2

S TLUD DD

i=—l+1j=—1+1

1

f (@1, y;) + 1) e

d2 (i, yj41) +n) uy
Verwendet man die diskrete Produktregel nach (2.29), dann kann die folgende Darstel-
lung angegeben werden:

n+li—1 m+Il-1

h? Z Z N(xit1,y; +77) Up QU

t=—I+1j=—1+1
n+l—1 m+Il-1

= h’ Z Z { 77 U) 2 AUy — AUy [U (77(%‘+17yj) + 1)
i=—Il+1 j=—I1+1
Fu(@it1,y5) (@iv1, y5) + 1) + 2 (w(@ivr, y;)n(@iv1, y;) +un) ] }
n+l—1 m+i—1

=Ky D {4 T )ty — Aty Ty [u (n(@i+1,y5) + 3n)
i=—Il4+1j=—I+1

+u(@iv1, y5) B3n(it1,y;) +n) ] } '

Die diskrete Produktregel in (2.29) gilt ebenfalls fiir die Finite-Differenzen-Diskretisie-
rung in y-Richtung, so dass man analog die folgende Darstellung erhélt:

n+l—1 m—+i—1

h? Z Z n(xi, Yjr1) +77) Uy duy

i=—I+1 j=—14+1
n+l—1 m+i—1

=h’ Z Z { ) yduy — d“yny[ w(n(xi, yj+1) + 3n)
i=—l1 j=—I+1

(i, yiv1) (3n(wi, yj41) + 77)} } :
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Mittels partieller Summation ergibt sich (unter Beriicksichtigung von 7 = 0 auf T'(K?))

n+l—1 m+Il—1 n+l—1 m+4Il—1
YLD Pueaus ==kt Y (') (aw);
i=—l4+1j=-1+1 i=—142 j=—I+1
m-+i—1
+h Z xn+l7yj (xn+l7yj)a(xn+lfl7yj)ur(xn+lfl7yj)
j=—Il+1
m-+i—1
—h Y (g Y (@, Y a(m e, Y5 e (T, y5)
Jj=—Il+1

n+l—1 m+4Il—1

=—1* Y Y (u) (aus),

i=—l41 j=—I+1

und
n+l—1 m+Il—1 n+l—1 m+Il-1

h? Z Z (n*u)ydu, = —h* Z Z (nu) (duy),

i=—I+1 j=—1+1 i=—14+1j=—1+1

Fiir u € ZE(K]) folgt demnach

n+l—1 m+Il-1

Y Y {Pu)eaus + (nPu)yduy, )

i=—I+1j=—1+1
n+l—1 m+Il—-1

= —h? Z Z n*u) { (aug); (duy)g} =0,

i=—I+1j=—I1+1
so dass man insgesamt

n+l—1 m+Ii-1

h? Z Z {(n(ﬂfiJrla yj) + 77)2 ugaug + (n(z;, Z/j+1) + 77)2 Uyduy}
i=—l141 j=—I+1
n+l—1 m—+i—1

=-n* ) ) {auwx[ (n(wit1,y;) + 3n)

i=—Il+1j=—1+1
+u(ziv1,y5) Bn(xit1,y5) +n) } + duyny, [U (s, yj41) + 3n)

+ w(zi, yj1) Bn(zi, yj41) + 77)} }

erhilt. Auflerdem konnen die betragsméfligen Abschitzungen

| —atane [ (n(wis1,y5) + 30) + w(@isn, ) Gu(ien, ) +m) ]|

V )\max =
h |1

<3

(@is1,95) + 0l (lu(ivr, y;)| + |ul)
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2.3 Diskrete Cacciopoli-Ungleichung

und

’_duyny [U (n(xs, yj+1) +3n) + ulzs, yj+1) (3n(xi, yjv1) +n) } ’

V Amaz
hl

vorgenommen werden. Somit erhélt man

;

a2 (n(xit1,y5) +1) e

l

d2 (n(xi, yjv1) +1n) uy
n+l—1 m+i—1

=n* > > {(n($i+1ayj)+77)2Umaum+(77(13i»yj+1)+77)2uyduy}
=11 j=—1+1

<3

1
Ay | In(@i, i)+l (fu(ei, )|+ Jul)

n+l—1 m+l—1 2

LIDIEDY

i=—Il+1 j=—I+1

1 T
1
i=—I+1j=—1+1 d2uy| [n(zi, yi+1) + 0l [ul
1 T
\/ maxhz nil mil aug| [1(@i1,7) + 1] <|u($z+lvyj)’>

1
i=—Il+1j=—I+1 d2uy ‘77(%7313—#1 + 1| Ju x“y]H)’

1
SVA b2 "il mil azug| |n(xit1, ;) + 7l H uy H
1
i=—l+1 j=—I+1 d2uy| |n(xi, yj+1) + 1l
A 2 "il mil a2 ug| (i1, ;) + 1) H u xl+1,yj)|>H
i=—l+1j=—I+1 d2“y n(xi, yj+1) + 1 [u(zi, yjt1)]
1
Y n+l—1 m+l-1 azuy |7] Tit1 yy |
< 6y/a Y Amar (o >y A ’ ”uuLg(Kl).
hl X . dz ‘ | h\ R
i=—I+1j=—I+1 uy| (i, yj+1)
Fasst man die Ergebnisse zusammen, ergibt sich
1
2\ 2

n+l 1 m+l-1

;

< a2 (n :vz+1,yj)+77)uz>
1
d2 (

(@i, Yj+1) + 1) Uy

e el LD DNDS

i=—I1+1 j=—I+1

maxr 3[
<322 2 Nl

fiir alle u € ZF(K}), woraus mit disteo (K, T(K?)) = hl die Behauptung folgt. n

Spezielle diskrete Cacciopoli-Ungleichung

Da die diskrete Cacciopoli-Ungleichung im Anwendungsfall in Kapitel 4 nicht fiir Git-
terfunktionen u € ZF(K), sondern fiir u € ZL (K} ; Q) benétigt wird, muss fiir diesen
Fall eine spezielle diskrete Cacciopoli-Ungleichung formuliert werden.
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2 Grundlagen

Satz 2.3.4 Seien Qp und Kj C Qp Rechteckgitter mit der konstanten Schrittweite h
und der Differenzenoperator L von der Form (2.11) mit ortsabhingigen Koeffizienten
a,d € Dy (ﬁh), a,d > 0 gegeben. Aus K,? = Ky, wird, wie in Konstruktion 2.3.1 be-
schrieben, eine Schachtelung bis zum Gitter K!. 1 > 1 mit Qh\K,ll # () gebildet. Dann

gilt
VE
: 1 HUHLQ(Kl nQ)
distoo (K3, ['(K})) h\ R
mit Kk = % und Cegecio = 3V/2 fiir alle u € Z,f’O(K;L; Q).

thuHL2 K < Ccaccio
h( h)

BEWEIS Aufgrund von K} C  konnen die ersten Abschétzungen aus dem Beweis von
Satz 2.3.3 direkt iibernommen werden. Die Gitterfunktion v wird durch 0 auf K, ,ZL\Qh
fortgesetzt. Zu beachten ist, dass nur u € Z,f(K,ll N Q) gilt, so dass in der Summe

n+l—1 m+4i-1 n+l—1 m+l—-1
h? Z Z { () pauy + (n°u)yduy } = h? Z Z n*u [ aug), (duy)g]
i=—l+1j=—1+1 i=—I+1j=—1+1
fiir Gitterpunkte (2, y;) ¢ K} Ny nicht unbedingt [(aum } = 0 gelten muss.
Durch die Nullfortsetzung gilt jedoch in diesen Punkten u(zx;, y]) so dass die Summe

insgesamt verschwindet.
Unter Beriicksichtigung der Nullfortsetzung von u erhélt man

||u||Lfl(K£L) = HUHL,QL(K}lﬂQh)a

woraus die Behauptung folgt. n
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3 Hierarchische Matrizen

In diesem Kapitel erfolgt die Einfithrung aller Grundlagen zur Thematik der H-Matrizen,
die im weiteren Verlauf benotigt werden. Im Zusammenhang mit der H-Matrix-Technik
sind zahlreiche Verdffentlichungen erschienen, von denen die Monographie [Hac09] be-
sonders hervorzuheben ist. Neben einer umfangreichen Einfiihrung in die Thematik sind
auch mehrere Kapitel zu verschiedenen Anwendungsféllen enthalten. In der ebenfalls sehr
umfangreichen Monographie [Beb08] wird insbesondere auf die Behandlung von Matri-
zen eingegangen, die aus der Diskretisierung elliptischer Randwertprobleme stammen. In
den genannten Arbeiten sind in umfassenden Literaturverzeichnissen weitere Verweise
zu Veroffentlichungen aus den verschiedensten Anwendungsgebieten aufgefiihrt.

Da in dieser Arbeit die Anwendbarkeit der H-Matrix-Technik im Zusammenhang mit
Finite-Differenzen-Matrizen untersucht wird, sind die weiteren Ausfiihrungen auf diesen
Anwendungsfall ausgerichtet. Die Einfithrung der Grundlagen beschriankt sich daher auf
die wesentlichen Informationen, die im Zusammenhang mit der Untersuchung von Finite-
Differenzen-Matrizen benotigt werden. Insbesondere wird nicht auf Einzelheiten zur #-
Arithmetik und deren numerischer Umsetzung eingegangen. Informationen zu diesen
Aspekten findet man in den oben angegebenen Monographien oder beispielsweise in der
Dissertation [Gra0l], deren Anhang ausfiihrliche Informationen zur Implementierung von
‘H-Matrizen in der Programmiersprache C enthélt.

In Abschnitt 3.1 werden zunéchst Grundlagen zur Theorie der H-Matrizen eingefiihrt,
welche eine allgemeine Definition der Menge der H-Matrizen in Abschnitt 3.1.2 ermogli-
chen. Die Darstellung der allgemeinen Grundlagen und die Einfithrung von Definitionen
und Notationen erfolgt in Anlehnung an die Ausfithrungen in den Monographien [Hac(09]
und [Beb08]. Abschnitt 3.2 enthélt die Beschreibung der Anpassungen, die zur Verwen-
dung der H-Matrix-Technik fiir den bisher noch nicht behandelten speziellen Fall der
Finite-Differenzen-Matrizen erforderlich sind. Dazu werden die Konzepte aus Abschnitt
3.1 fiir diesen Fall konkretisiert und durch grundlegende Uberlegungen ergéinzt, welche
den Ausgangspunkt der Untersuchungen in Kapitel 4 bilden.

3.1 Grundlagen

Im Zusammenhang mit der Darstellung von Matrizen und Teilblocken von Matrizen
werden einige spezielle Schreibweisen verwendet. Sind endliche Indexmengen I (Zeilen-
indizes) und J (Spaltenindizes) gegeben, schreibt man

M e R™™/

fiir Matrizen (M;j)ier,jes. Da der Fall unendlicher Indexmengen in dieser Arbeit keine
Beriicksichtigung findet, wird an Stelle von ,,endlicher Indexmenge* kurz ,, Indexmenge“
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3 Hierarchische Matrizen

geschrieben. Die Elemente einer Indexmenge sind im Allgemeinen nicht angeordnet und
die Formulierung der H-Matrix-Technik erfolgt unabhéngig von einer Anordnung. Le-
diglich bei Anwendungsfillen wie der Berechnung der LU-Zerlegung ist eine Anordnung
erforderlich. In diesem Fall wird von der sogenannten ,internen“ Anordnung Gebrauch
gemacht, die sich bei der Erstellung des Clusterbaums ergibt und in Abschnitt 3.2.1 ein-
gefiihrt wird. Zur Durchfiihrung der numerischen Tests in Kapitel 6 wird diese ebenfalls
verwendet.

Zur Bezeichnung eines Teilblocks der Matrix M € R/*7 zu den Teilmengen 7 C I und
o C J wird

M| xo € RT*7

fiir (M), erjeo verwendet. Durch die Einfilhrung der Schreibweise b = 7 x o fiir einen
Block zu den Zeilenindizes aus 7 und Spaltenindizes aus o kann kiirzer M|, geschrieben
werden.

Zur Darstellung einer Matrix bzw. eines Matrixblocks kénnen unterschiedliche Forma-
te verwendet werden. Bei Verwendung der gewdhnlichen komponentenweisen Darstellung
wird von einer vollbesetzten Matrix gesprochen. Dariiber hinaus kénnen in Abhéngigkeit
von den FEigenschaften der Matrix alternative Formate genutzt werden. Beispielsweise
reichen fiir Diagonal-Matrizen die Eintrége der Diagonalen oder fiir Zirkulante-Matrizen
die Eintrage der ersten Zeile der Matrix aus, um eine vollstdndige Darstellung der Matrix
zu erhalten. Im Zusammenhang mit der H-Matrix-Technik werden zur Darstellung der
Matrixblécke vollbesetzte Matrizen oder Rang-k-Matrizen verwendet. Letztere werden
im néchsten Abschnitt eingefiihrt.

3.1.1 Niedrigrangmatrizen

Ein wesentlicher Bestandteil der H-Matrix-Technik ist die Approximation von ,,geeig-
neten* Matrixblocken durch Niedrigrangmatrizen. Eine Strategie zur Identifikation der
»geeigneten® Blocke wird in Abschnitt 3.1.2 beschrieben. Zunichst wird der Begriff der
Niedrigrangmatrizen bzw. Rang-k-Matrizen eingefiihrt.

In der H-Arithmetik werden Matrix-Addition, Matrix-Vektor- und Matrix-Matrix-
Multiplikation sowie alle darauf basierenden Operationen auf Operationen in den Blécken
zuriickgefiithrt. Der Effizienzvorteil der H-Arithmetik beruht darauf, dass innerhalb der
Teilblocke die Matrizen entweder — im Fall kleiner Blocke — durch vollbesetzte Matri-
zen oder — bei grofleren Blocken — durch eine Approximation mittels einer Matrix mit
moglichst kleinem Rang k € Ny dargestellt werden.

RIXJ

In diesem Zusammenhang spricht man von einer Rang-k-Matrix M € , wenn eine

Darstellung
M = ABT, Ae Rk B e RIALEY e N (3.1)

existiert. Der Rang k muss dabei nicht exakt angenommen werden, sondern ist als
Maximalrang der Matrix zu verstehen. Da im Allgemeinen k als klein angenommen
wird, verwendet man auch den Begriff , Niedrigrangmatrix“. Bei der praktischen Um-
setzung werden an Stelle der Matrix M € R*7 die beiden Faktoren A € RI*{1-k}
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3.1 Grundlagen

und B € R/*{L-k} gespeichert, auf deren Grundlage auch die Operationen in der H-
Arithmetik durchgefithrt werden. Im Fall ¥ < min{|I|,|J|} ist die Speicherersparnis
dieser Darstellung mit k(|I| 4 |J|) Eintrégen gegeniiber einer vollbesetzten Matrix mit
|| - |J| Eintrégen offensichtlich. Auch bei der Durchfithrung von Matrixoperationen ist
die Darstellung mittels Rang-k-Matrizen vorteilhaft. So ergibt sich beispielsweise fiir die
Matrix-Vektor-Multiplikation ein Aufwand von 2k(|I| + |J|) — || — k& Operationen bei
der Verwendung von Rang-k-Matrizen gegeniiber 2(|I| - |J|) — |I| Operationen bei voll-
besetzten Matrizen. Einen ausfiihrlichen Vergleich der Kosten weiterer Operationen bei
Verwendung von Rang-k- und H-Matrizen an Stelle von vollbesetzten Matrizen findet
man beispielsweise in [GHO3].

3.1.2 Partitionierung

Da eine (gute) Niedrigrangapproximation der gesamten Matrix nur in den seltensten
Féllen moglich ist, wird die Approximation lediglich in ,,geeigneten Blocken der Matrix
durchgefiihrt. Dazu muss die Matrix in Untermatrizen aufgeteilt und entschieden werden,
in welchen dieser Blocke eine Approximation vorgenommen werden soll. Die Aufteilung
einer Matrix M € R’*/ in Teilblcke entspricht der Partitionierung der Indexpaarmenge
IxJ.

Definition 3.1.1 (Blockpartition) FEs seien I, J Indexmengen. Fine Teilmenge
P CP(I x J)\D heifit Blockpartition oder kurz Partition von I x J, wenn gilt

fir allebe P istb=171 x o mit 7 C I,0 C J (Produktstruktur)
I xJ=yepb (Vollstindigkeit)
by Nby # () = by = by fiir alle by, by € P (Disjunktheit).

Zur Partitionierung einer Matrix existieren verschiedene Moglichkeiten, im Fall der
‘H-Matrizen wird eine hierarchische Partition verwendet. Diese ergibt sich aus der Auf-
teilung der Ausgangsmatrix in Teilblocke, in denen die Aufteilung rekursiv fortgesetzt
wird. Erst diese hierarchische Partitionierung ermdoglicht die blockweise Formulierung
der Matrixoperationen in der H-Arithmetik.

Die Partition P soll dabei so konstruiert werden, dass die resultierenden Teilmatri-
zen M|y, b € P entweder klein oder gut durch Rang-k-Matrizen zu approximieren sind.
Fiir Blocke, die durch Rang-k-Matrizen approximiert werden sollen, ergeben sich wider-
spriichliche Anforderungen. Zum einen sollten diese Blocke moglichst grofl gewéhlt wer-
den, damit die Speicherersparnis und die Vorteile bei den Operationskosten im Vergleich
zur Verwendung von vollbesetzten Matrizen gréfitmoglich ausfallen. Im Gegensatz dazu
konnte zum Erzielen kleiner Approximationsfehler bei der Verwendung grofler Blocke
ein sehr grofer Rang k erforderlich sein. Bei der Konstruktion einer Partition sind die-
se beiden gegensitzlichen Anforderungen zu beriicksichtigen und die gebildete Partition
sollte aus einem Kompromiss der beiden Zielsetzungen hervorgehen.

Eine Methode, bei der diese Anforderungen erfiillt werden, ergibt sich durch die Kon-
struktion der Partition unter Verwendung einer Zuldssigkeitsbedingung. Diese erméglicht
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es, auf effiziente Weise eine nach den oben angegebenen Kriterien , geeignete* Partition
zu konstruieren. Welche Matrixblocke gut durch Rang-k-Matrizen approximiert werden
konnen, hingt dabei wesentlich von der zugrunde liegenden Problemstellung ab. Da-
her sind die Strategie zur Partitionierung und die Auswahl der Zuldssigkeitsbedingung
ebenfalls von dieser abhéingig bzw. sollten immer passend zur Problemstellung gewéhlt
werden.

Bei der im Folgenden beschriebenen Konstruktion einer Partition von [ x J wird
zunéchst fiir die Indexmengen I und J eine Hierarchie von Teilmengen in sogenannten
Clusterbdumen 7'(I) und T'(J) zusammengefasst. Durch Produktbildung der Knoten
zweier Clusterbdume gleicher Stufe kann im Anschluss ein Blockclusterbaum T'(1 x J)
zu der Indexpaarmenge I x J konstruiert werden. Die Verwendung der Zuléssigkeitsbe-
dingung ermoglicht es, zuldssige Blocke zu identifizieren, die dann nicht weiter aufgeteilt
werden. Die Blétter von T'(I x J) ergeben schlielich eine zuléssige Partition.

Clusterbaum

Ausgangspunkt der Konstruktion einer Blockpartition der Indexpaarmenge I X J zu
einer gegebenen Matrix M € R/ ist die Partitionierung der Indexmengen I und .J.
Dazu wird ein Clusterbaum gebildet, welcher eine Hierarchie von Teilmengen (Cluster)
der Indexmenge enthélt.

Definition 3.1.2 (Clusterbaum) Ein Baum T(I) = [V, E] mit Knoten V und Kanten
E heifst Clusterbaum zur Indexmenge I, wenn die folgenden Bedingungen erfillt sind:

1) I €V ist die Wurzel von T'(I) und v # () fiir allev e V

2) fiir alle T € V gilt entweder S(7) =0 oder UO’ES(T) o=T.

Die Menge der Séhne von T wird mit S(t) := {t € V : (,t) € E} und die Menge der
Blitter von T(I) mit L(T(I)) := {7 € V : S(1) = 0} bezeichnet.

Die Menge der Knoten V' wird mit dem Clusterbaum 7'(I) identifiziert, so dass an Stelle
von 7 € V die Schreibweise 7 € T'(I) verwendet wird.

Ublicherweise erfolgt die Konstruktion eines Clusterbaums durch rekursives Aufteilen
der Indexmenge. Zu diesem Zweck wird die Sohnabbildung S;(7) eingefiihrt, welche die
Aufteilung beschreibt. Meist werden die Cluster in zwei Teilmengen zerlegt, was zu einem
bindren Baum fiihrt. Dies kann so lange fortgefiihrt werden, bis die Sohnmenge nur noch
ein Element enthilt. Es ist jedoch sinnvoll, die Aufteilung schon dann abzubrechen,
wenn eine Bedingung der Form |7| > g, mit ngpgy, > 1 erfiillt ist, da bei zu kleinen
Blocken die Verwendung von Rang-k-Matrizen keinen Vorteil gegeniiber der vollbesetzten
Darstellung liefert. Beispielsweise ist bei einer 2 x 2-Matrix keine Speicherersparnis durch
die Verwendung von Rang-k-Matrizen zu erzielen.

Bei der Aufteilung der Indexmenge in Teilmengen kénnen unterschiedliche Strategien
angewandt werden. Die beiden gingigsten Vorgehensweisen haben zum Ziel, dass die

36
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resultierenden Teilmengen entweder ungefiahr gleich viele Elemente enthalten (kardina-
litdtsbasiert) oder dass das zugrunde liegende Rechengebiet in zwei gleich grofie Teil-
gebiete aufgeteilt wird (geometriebasiert). Bei Anwendung der zweiten Strategie muss
eine Zuordnung der Indizes zu geometrischen Grofien (z.B. zu Punkten in einem Gitter)
moglich sein. Im Allgemeinen kénnen die Méchtigkeiten der erzeugten Teilmengen bei
der geometriebasierten Konstruktion stark voneinander abweichen.

Da fiir Finite-Differenzen-Diskretisierungen eine duflerst einfache geometriebasierte
Konstruktion moglich ist, beschrianken sich die weiteren Ausfithrungen auf diesen Fall.
Zur geometriebasierten Konstruktion wird jedem Element ¢ € 7 der Indexmenge eine
Teilmenge X; C R% zugeordnet, wobei d die Dimension der Problemstellung bezeichnet.
Zu dem Cluster 7 C I wird der Tréger von 7 definiert als

X, = JXi cRY, (3.2)

1ET

wodurch sich jede Indexmenge mit einem geometrischen Bereich identifizieren lédsst. Die
Konstruktion des Clusterbaums erfolgt durch die rekursive (geometrische) Aufteilung
von X, aus der eine Aufteilung der Indexmenge 7 resultiert. Auflerdem lassen sich
spéater der Durchmesser und die Distanz von Indexmengen iiber diesen Zusammenhang
einfiihren und zur Auswertung einer Zuléssigkeitsbedingung nutzen.

Zur Bildung eines Clusterbaums kénnen jedoch prinzipiell beliebige andere Strategien
verwendet werden. So wird beispielsweise in [GKLBOS8] fiir den speziellen Fall der H-
LU-Zerlegung eine auf Gebietszerlegung beruhende Clusterstrategie eingefithrt. Dabei
wird das zugrunde liegende Gebiet in zwei voneinander getrennte Bereiche und einen
Separator aufgeteilt. Dies fithrt zu einer Dreiteilung der Indexmenge, so dass bei dieser
Konstruktion ein ternérer Clusterbaum entsteht.

Zulassigkeitsbedingung

Eine Zuléssigkeitsbedingung ist im Allgemeinen durch eine Boolsche Funktion
Adm : T(I) x T'(J) — {true, false}

gegeben. Durch diese wird entschieden, ob bei der Konstruktion des Blockclusterbaums
ein Block als zuléssig gekennzeichnet werden kann oder weiter unterteilt werden muss.

Da sich die Standard-Zulissigkeitsbedingung aus der Anwendung fiir Finite-Element-
Matrizen zu elliptischen Randwertproblemen im Wesentlichen auch fiir den Fall Finiter-
Differenzen-Matrizen eignet, werden die weiteren Ausfithrungen anhand dieses konkreten
Beispiels vorgenommen. Sie ldsst sich unter Verwendung geometrischer Eigenschaften
angeben. Durch die Einfithrung des Trégers von 7 in (3.2) lassen sich der Durchmesser
eines Clusters und der Abstand zweier Cluster definieren:

diam(7) := max {||z' — 2"|| : 2/, 2" € X, } TClI

dist(7,0) == min{[|lz —y| : v € X7,y € X,} rCl,ocCJ (3.4)
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Die verwendete Norm in (3.3) und (3.4) ist fiir gewohnlich die euklidische Norm, sollte
davon abweichend eine andere Norm verwendet werden, wird dies zusétzlich angege-
ben. Mit Hilfe dieser Groflien wird die Standard-Zuldssigkeitsbedingung fiir einen Block
eingefiihrt.

Definition 3.1.3 (Standard-Zulissigkeitsbedingung) Sein > 0 und seien 7,0 C I
Cluster. Der Block b =1 X o heift n-zuldssig, wenn

min{diam(7), diam(o)} < ndist(r, o) (3.5)
gilt.

Unter Verwendung dieser Zulissigkeitsbedingung kann aus den Elementen der Clus-
terbdume 7'(I) und 7'(J) eine (zuldssige) Blockpartition von I x J erstellt werden. Dazu
werden je zwei Cluster 7 € T'(I) und o € T(J) gleicher Stufe zur Bildung der Knoten
des Blockclusterbaums in Form von Produkten b = 7 x o verwendet. Dadurch kénnen
die Knoten des Blockclusterbaums mit Teilblocken der Matrix identifiziert werden. Mit
Hilfe der Zuléssigkeitsbedingung fiir Cluster lassen sich die n-zuléssigen Blocke bestim-
men. Ist ein Block nicht zuléssig, wird er so lange weiter unterteilt, bis die resultierenden
Teilblécke entweder zuléssig sind oder die Bedingung min{|7|,|o|} < npmin mit npm > 1
erfiillt ist.

Die Verwendung einer Zuldssigkeitsbedingung zur Konstruktion eines Blockcluster-
baums ist nicht zwingend erforderlich, sie erméglicht jedoch die effiziente Konstruktion
einer zuldssigen Blockpartition. Da nach diesem Ansatz alle zulissigen Blocke die Zu-
ldssigkeitsbedingung erfiillen, kann diese Eigenschaft ebenfalls in Beweisen theoretischer
Resultate genutzt werden.

Neben Zul#ssigkeitsbedingungen, die auf der Verwendung geometrischer Gréfien beru-
hen, ist es ebenfalls moglich, diese in Abhéngigkeit anderer Eigenschaften zu formulieren.
So wird in [BF11] eine algebraische Zulédssigkeitsbedingung fiir diinnbesetzte Matrizen
eingefiihrt, zu deren Auswertung keine geometrischen Informationen erforderlich sind.
Sie basiert ausschlieflich auf dem Matrixgraphen, fiir den sich ebenfalls die Groflen
diam(7), diam(o) und dist(7, o) mit Hilfe der Knoten des Matrixgraphen berechnen las-
sen. Dies ermoglicht die Anwendung der H-Matrix-Technik fiir allgemeine diinnbesetzte
Matrizen unabhéngig von der zugrunde liegenden Diskretisierung. Daher spricht man in
Anlehnung an algebraische Mehrgitterverfahren auch von einer algebraischen Zuléssig-
keitsbedingung.

Blockclusterbaum

Analog zum Clusterbaum enthélt der Blockclusterbaum eine Hierarchie von Blockeclus-
tern. Hat man zu den Indexmengen I und J je einen Clusterbaum 7'(I) und 7'(J) mittels
der Sohnabbildungen Sy und S gebildet, kann auf einfache Weise ein Blockclusterbaum
T(I x J) von I x J konstruiert werden. Unter Verwendung einer beliebigen Zulissig-
keitsbedingung Adm und dem Parameter n,,;, > 1 kann die folgende Konstruktion
angegeben werden:
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Konstruktion 3.1.4 (Blockclusterbaum)
1) Setze I x J als Wurzel von T'(I x J)

2) Starte die Rekursion mitb=1 x o firt=1 und o =J

2a) Sei b =1 x 0. Definiere die Sohnabbildung durch

0 falls Adm(1 x o) = true
Srxg(Tx0o):=<¢0 falls min{|7|, |o|} < npmin
{7 xo": 7" €S(r),0' € Sy(c)} sonst

2b) Fahre mit 2a) fiir alle S6hne von b fort, wenn diese existieren

Die Blatter des auf diese Weise konstruierten Blockclusterbaums ergeben eine zuldssige
Partition P, das heiflt eine Partitionierung der Indexpaarmenge I x J, fiir die gilt

entweder Adm(b) = true oder min{|7|,|o|} < npy, fiir alleb=7 x o € P.

Fiir alle in dieser Arbeit vorkommenden zuléssigen Partitionen wird eine Konstruktion
dieser Art vorausgesetzt. Sie unterscheiden sich lediglich durch die Bestimmung der
Clusterbdume und die verwendete Zuldssigkeitsbedingung.

Sind die Clusterbdume 7T'(I) und T'(J) bindre Béume, so entsteht mittels der Kon-
struktion 3.1.4 ein quaternérer Blockclusterbaum. Die Blocke der zuldssigen Partition P
konnen in zwei Kategorien aufgeteilt werden: Kleine Blocke, fiir die min{|7|, |o|} < nmin
gilt, werden durch vollbesetzte Matrizen dargestellt und Blocke, welche die Zuléssigkeits-
bedingung Adm erfiillen, durch Rang-k-Matrizen approximiert. Die Blocke der ersten Art
bilden das Nahfeld

P~ :={be P:min{|7|,|o|} < nmin},
die {ibrigen das Fernfeld
Pt .=pP\P".
Die Menge H(k, P)

Nach Einfithrung der Partition P lésst sich die Menge der Hierarchischen Matrizen zu
P definieren:

Definition 3.1.5 Seien I und J Indexmengen und P eine zuldssige Partition von I x J.
Dann st die Menge der hierarchischen Matrizen mit lokalem Rang k € Ng und minimaler

Blockgrdfie npmin € N definiert durch

H(k,P):={M e R"* : V7 x 0 € P:rang(M|-xo) <k oder min{|7|,|o|} < npmin} .
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In dieser Definition ist der verwendete Rang k als konstant vorgegeben. Als Erwei-
terung kann eine lokale Rangverteilung k(b) eingefithrt werden, so dass verschiedene
Rénge in den Blocken b € P verwendet werden kénnen. Auf diese Moglichkeit wird
hauptsédchlich bei der praktischen Umsetzung der H-Matrix-Technik zuriickgegriffen,
bei der sie zu einem deutlichen Effizienzgewinn fithren kann. Im Zusammenhang mit der
theoretischen Untersuchung ist die Beriicksichtigung lokaler Rangverteilungen jedoch
problematisch. Daher wird in dieser Arbeit nur der Fall konstanter Rédnge k € Ny ohne
Beriicksichtigung lokaler Rangverteilungen behandelt.

Unter Verwendung von H-Matrizen dieser Struktur ldsst sich die Berechnung der
Inversen oder der LU-Zerlegung einer Matrix approximativ durch Einfiihrung der H-
Arithmetik in fast linearer Komplexitdt durchfithren. Weitere Einzelheiten zu der H-
Arithmetik findet man beispielsweise in [Hac09] oder [Hac99, HK0ODb].

Approximationsfehler

Bei der Anwendung der H-Matrix-Technik kénnen zwei Arten von Approximationsfeh-
lern auftreten: diejenigen, welche durch die Verwendung der H-Arithmetik verursacht
werden, und jene, die durch die Approximation einer Matrix durch eine H-Matrix ent-
stehen. Bei Verwendung der H-Arithmetik werden die Operationen durch formatierte
Operationen ersetzt, so dass sie nicht mehr exakt durchgefiihrt werden. Die Approxima-
tion einer Matrix M € R!*/ durch eine H-Matrix My, € H(k, P) mit k € Ny und einer
zuléssigen Partition P zur Indexpaarmenge I x J kann durch Approximation der Blocke
b € Pt durch Rang-k-Matrizen erfolgen. In den (kleinen) Blécken b € P~ in denen die
Teilmatrizen als vollbesetzte Matrix gespeichert werden, konnen die Teilmatrizen ohne
Approximation iibernommen werden. Demnach tritt lediglich in den Blécken b € PT
ein lokaler Fehler durch die Approximation mittels Rang-k-Matrizen auf. Fiir die Best-
approximation einer Matrix durch eine Rang-k-Matrix kann dabei folgendes Resultat
angegeben werden:

Satz 3.1.6 ([Hac09, Satz 2.4.1]) Die Matriz M € R*™*7 habe die Singuldirwertzerle-
gung M = USVT (U, V orthogonal, ¥ ist diagonal mit Singulirwerten o; = % in der
Anordnung o1 > o9 > ... ). Die beiden Minimierungsaufgaben

min ||M — R||, und min ||M - R|p
Rang(R)<k Rang(R)<k

werden von

or fﬂ?" i :] < min{ka ’I’ ) “”}7

R:=UX% VT mit (%), =
b (k)” {0 sonst,

geldost (X entsteht aus X, indem alle oy fiir i > k durch null ersetzt werden). Der dabei
auftretende Fehler ist

min(|1],|J])

2
Z"z‘

i=k+1

IM — Ry = opq1 bzw. [|M — R =
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(wobei opq := 0 fiir k > min{|I|,|J|} gesetzt sei).

Zur Approximation der Teilmatrizen in den zuliissigen Blocken b € PT mittels Rang-k-
Matrizen kann demnach die Bestapproximation verwendet werden, indem das Ergebnis
der Singuldrwertzerlegung auf den Rang k ,gekiirzt“ wird. Diese Vorgehensweise wird
bei der Durchfiihrung der numerischen Tests in Kapitel 6 genutzt.

Der globale Fehler lasst sich in Abhéngigkeit der lokalen Fehler in den Matrixblécken
abschétzen bzw. direkt angeben. Dies hingt von der verwendeten Norm ab. In dieser
Arbeit wird die Frobenius-Norm

2
Mg = | D2 1Ml
iel,jeJ

verwendet. Einzelheiten zum Gebrauch anderer Normen, insbesondere der Spektralnorm,
finden sich in [Hac09]. Fiir die Frobenius-Norm gilt der einfache Zusammenhang

1Ml 7 = I> Mol fiir alle My, € H(k, P).
beP

Insbesondere ldsst sich der globale Approximationsfehler mittels der lokalen Fehler durch

2 2
1M = Myl =D 1M s — M|l (3.6)
beP

angeben. Ist es demnach moglich, den lokalen Fehler in allen Blocken b € P durch
My — My|pl|p < €
abzuschétzen, so erhélt man fiir den globalen Fehler

IM — My|p < eV/|P],

wobei |P| die Anzahl der Elemente der Partition P bezeichnet. Die GroBenordnung
von |P| kann mit Hilfe der Konstanten Cj, abgeschétzt werden, die in Abschnitt 3.2.3
eingefithrt wird. Dort wird eine entsprechende Abschéitzung angegeben.

3.1.3 H-Inverse

Im Zusammenhang mit H-Matrizen und der Invertierung einer Matrix sind zwei Aspekte
von Interesse: Die praktische Berechnung einer H-Inversen in der H-Arithmetik und die
Frage nach der Existenz einer (guten) H-Matrix Approximation der Inversen. Dabei
ist die Berechnung einer H-Inversen in der H-Arithmetik nur dann sinnvoll, wenn eine
H-Matrix Approximation der Inversen existiert. Daher ist dies vor der Anwendung der
‘H-Matrix-Technik zu untersuchen.

Zu dieser Thematik konnten bereits mehrere Resultate erzielt werden. Eines wird
in [Hac09] fiir symmetrische, positiv definite, wohlkonditionierte Matrizen angegeben.
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Dieses lédsst sich beispielsweise nutzen, um die Existenz einer H-Matrix Approxima-
tion der Inversen von Massematrizen bei Finite-Element-Diskretisierungen zu zeigen.
Nach den Ausfithrungen in Abschnitt 2.1.1 ist die Diskretisierungsmatrix zum Modell-
problem symmetrisch und positiv definit. Wie bei Steifigkeitsmatrizen im Kontext von
Finite-Element-Diskretisierungen sind jedoch auch die Finite-Differenzen-Matrizen zum
Modellproblem im Allgemeinen nicht wohlkonditioniert, so dass sich dieses Resultat
in diesem Fall nicht verwenden lésst. Da speziell fiir Finite-Differenzen-Matrizen kein
Resultat bekannt ist, wird fiir diese in Kapitel 4 ein eigenstéindiger Ansatz zum Modell-
problem auf Grundlage der Vorgehensweise zu Finite-Element-Matrizen von elliptischen
Randwertproblemen entwickelt.

Die praktische Berechnung der Inversen in der H-Arithmetik ldsst sich auf Grund-
lage der hierarchischen Partitionierung auf Operationen in den Blocken der Matrix
zuriickfithren. Stellt man eine regulire Matrix M in der Blockgestalt

_ M M
M= |:M21 M22:| (37)
dar, lédsst sich eine exakte Darstellung der Inversen in der Form
pt— [ My MipST M Myt =My Mz ST (3.8)
_S_1M21M1_11 S—l .

mit dem Schur-Komplement S := Moy — MglMﬁlMlg angeben. Zu beachten ist, dass
diese Darstellung die Regularitdt von My voraussetzt, was in der Fortsetzung des Algo-
rithmus der Regularitdt der entsprechenden Hauptuntermatrizen entspricht. Diese Be-
dingung ist beispielsweise fiir positiv definite Matrizen M und damit insbesondere fiir
die Diskretisierungsmatrix aus dem Modellproblem erfiillt.

Nimmt man fiir M7, ebenfalls eine Blockstruktur wie in (3.7) an, kann die Darstellung
aus (3.8) erneut zur Berechnung von M 1_11 verwendet werden. Auf diese Weise lassen sich
die Blécke der Inversen M1 rekursiv mittels der Darstellung (3.8) bestimmen.

Bei exakter Berechnung der Matrix-Matrix-Multiplikation und der Matrix-Addition
wiirde man in (3.8) die exakte Inverse erhalten. Zur Bestimmung der H-Inversen wer-
den die Operationen innerhalb der Blécke durch formatierte Matrixoperationen fiir H-
Matrizen ersetzt, das heifit, dass die Operationen nicht mehr exakt, sondern approxi-
mativ durchgefithrt werden. Diese Vorgehensweise erméglicht die Berechnung der H-
Inversen in fast linearer Komplexitit. Durch die Verwendung der formatierten Operatio-
nen stellt die auf diese Weise berechnete H-Inverse jedoch nur eine Approximation der
exakten Inversen dar.

Zu beachten ist, dass durch diese Vorgehensweise im Allgemeinen nicht die Bestappro-
ximation der Inversen M ! berechnet wird. Insbesondere erméglicht daher der Beweis
der Existenz einer H-Matrix Approximation der Inversen noch keine Aussage iiber die
Genauigkeit der durch den beschriebenen Algorithmus berechneten H-Matrix. Dies muss
unabhéngig von dem Ergebnis zur Existenz zusétzlich {iberpriift werden.
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3.2 H-Matrix-Technik fiir Finite-Differenzen-Matrizen

In Abschnitt 3.1 wurden die Grundlagen der H-Matrix-Technik ohne Beriicksichtigung
eines besonderen Anwendungsfalls eingefithrt, wobei die Ausfithrungen eine Ubersicht be-
kannter Konzepte darstellten. Im Gegensatz dazu wird in diesem Abschnitt der spezielle
Fall von Finite-Differenzen-Diskretisierungen behandelt, zu dem im Zusammenhang mit
der H-Matrix-Technik keine Vertffentlichungen bekannt sind. Daher werden zunichst
die allgemeinen Uberlegungen aus dem letzten Abschnitt fiir diese Problemstellung kon-
kretisiert. Insbesondere wird in Abschnitt 3.2.1 eine geeignete Partitionierungsstrategie
fiir Finite-Differenzen-Matrizen angegeben.

AuBlerdem ist zu kliren, ob sich die Finite-Differenzen-Matrizen selbst in Form einer
‘H-Matrix darstellen lassen. Diese grundlegende Eigenschaft ist erforderlich, da bei der
Berechnung der H-Inversen oder H-LU-Zerlegung die Ausgangsmatrix in Form einer -
Matrix vorliegen muss. Diese Figenschaft wird in Abschnitt 3.2.2 fiir Finite-Differenzen-
Matrizen gezeigt. Ergénzt werden die Ausfithrungen durch Ergebnisse zur Komplexitét
fiir den Anwendungsfall von Finite-Differenzen-Matrizen in Abschnitt 3.2.3.

Zusétzlich wird in Abschnitt 3.2.4 das Konzept der diskreten separablen Entwicklung
eingefiihrt. Diese lésst sich als Hilfsmittel zur Untersuchung der Approximierbarkeit
von Matrixblocken mittels Rang-k-Matrizen einsetzen. Dazu folgt in Abschnitt 3.2.5
eine kurze Darstellung zur Abschitzung der Fehler bei der Approximation von Matri-
zen durch H-Matrizen unter Verwendung der diskreten separablen Entwicklung. Diese
Ausfiihrungen bilden die Grundlage der Untersuchungen zur Existenz einer H-Matrix
Approximation der Inversen von Finite-Differenzen-Matrizen in Kapitel 4.

3.2.1 Partitionierung

In Abschnitt 3.1.2 wurde die Konstruktion einer zulissigen Partition unter Verwendung
von Clusterbdumen und der Standard-Zuldssigkeitsbedingung eingefiihrt. In den folgen-
den Abschnitten wird fiir den speziellen Fall von Finite-Differenzen-Diskretisierungen
die Konstruktion des Clusterbaums beschrieben und eine Zuléssigkeitsbedingung pas-
send zum Modellproblem eingefiihrt. Auf dieser Grundlage lésst sich im Anschluss eine
zuldssige Partition bestimmen.

Die Uberlegungen beschrinken sich unter Beriicksichtigung des Anwendungsfalls auf
quadratische Matrizen M € R'*! zur Indexmenge 1.

Clusterbaum

Ein wesentlicher Bestandteil zur Bildung der zuldssigen Partition ist die Konstruktion
des Clusterbaums zur Indexmenge I. Bei Finite-Differenzen-Diskretisierungen auf einem
Rechteckgitter 2 mit konstanter Schrittweite h liegt ein besonders einfacher Fall vor.
Jedem Index ¢ € I kann genau ein Gitterpunkt X; € €2 zugeordnet werden und wegen
der konstanten Schrittweite h sind die Gitterpunkte regelméfig verteilt.

Aufgrund dieser einfachen Struktur bietet es sich an, eine geometriebasierte Kon-
struktion des Clusterbaums vorzunehmen. Dazu wird das Ausgangsgitter in Richtung
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der lingsten Ausdehnung halbiert und damit in zwei Teilgitter unterteilt, woraus ei-
ne Aufteilung der Indexmenge in zwei Teilmengen resultiert. Sollten Gitterpunkte nicht
eindeutig einem Teilgitter zuzuordnen sein, werden sie alle einem der beiden Gitter zuge-
ordnet, um bei der Teilung ausschliefilich Rechteckgitter zu erhalten. Aus diesem Grund
reicht es aus, die diskrete Poincaré- und die diskrete Cacciopoli-Ungleichung aus den
Abschnitten 2.2 und 2.3 nur fiir den Fall von Rechteckgittern anzugeben.

Da in jedem Teilungsschritt die konstruierten Teilgitter ungefdhr die gleiche Grofie
besitzen (oder sogar exakt die gleiche Grofle, falls keine Gitterpunkte vorkommen, die
beiden Teilgittern zugeordnet werden koénnten), ist die Anzahl der Gitterpunkte beider
Teilgitter ebenfalls ungefihr gleich grof. Beriicksichtigt man die Zuordnung der Gitter-
punkte zu den Indizes, dann entspricht dies einer Aufteilung der Indexmenge in zwei
ungefihr gleich grofle Teilmengen. Demnach resultiert in diesem Fall aus der geome-
triebasierten Konstruktion ein Clusterbaum, der auch die Anforderungen der kardina-
litétsbasierten Konstruktion erfiillt.

Aus der Aufteilung der Indexmenge 7 C [ in zwei Teilmengen 71, 7o ergibt sich direkt
eine Anordnung der Cluster und damit der Knoten von T'(/). Dazu werden in jedem Tei-
lungsschritt die Indizes aus 71 (oder alternativ aus 79) an den Anfang von 7 verschoben.
Diese Anordnung wird auch als ,,interne Anordnung® bezeichnet. Sie kommt insbeson-
dere bei der numerischen Umsetzung zum Einsatz und kann ebenfalls als Anordnung bei
der Berechnung einer H-LU-Zerlegung verwendet werden.

Zuldssigkeitsbedingung

Im Anwendungsfall von Finite-Element-Diskretisierungen fiir elliptische Randwertpro-
bleme wird die Standard-Zulédssigkeitsbedingung aus Definition 3.1.3 verwendet. Die dort
angegebene Bedingung (3.5) wird fiir die Behandlung des Modellproblems durch die
leicht angepasste Bedingung

min{diam(7),diam(o)} < n(disteo(7,0) —h), 7 >0 (3.9)

ersetzt, wobei distoo(7,0) die Auswertung von (3.4) beziiglich der Maximumsnorm be-
zeichnet. Die spezielle Wahl der Zulissigkeitsbedingung ergibt sich aus den Uberlegungen
in Abschnitt 4.1.3 zur Existenz einer H-Matrix Approximation fiir die Inverse von Finite-
Differenzen-Matrizen.

Die Berechnung der Gréfien diam(7), diam (o) und dist(7, o) kann im Allgemeinen sehr
aufwendig sein. Ein besonders einfacher Fall liegt vor, wenn die Tréger zu den Clustern
durch (achsenparallele) Quader gegeben sind. Fiir die Indexmengen 7,0 C I werden die
Quader Q, = N [a7,b7] und Q, = O, [a?,b?] als Obermengen der Triger X,, X,
eingefiihrt. Fiir diese lassen sich die Groflen diam(Q,) und disteo(Q-, Qs) exakt und
effizient berechnen durch

diam(Q,) = (3.10)

und 4
disteo(Qr, Qo) = max dist ([a;, 0] ], [af, b]]) . (3.11)
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Der kleinste Quader @, zur Indexmenge 7, fiir den X, C @, gilt, heiffit Minimalqua-
der Qmin(X;). Da durch die Konstruktion des Clusterbaums alle auftretenden Index-
mengen 7,0 C I mit Rechteckgittern identifiziert werden kénnen, stimmen die Gréfien
diam(7), diam(o) aus (3.3) und diste (7, ) aus (3.4) mit denen der entsprechenden Mi-
nimalquader iiberein:

diam(7) = diam(Qumin(X;)),
disteo (7, 0) = disteo (Qmin(X+), Qmin(Xs)) -

Demnach kénnen sie ebenfalls exakt und effizient nach (3.10) und (3.11) berechnet wer-
den, was die effiziente Auswertung der Zulissigkeitsbedingung (3.9) ermoglicht.

Blockclusterbaum

Da nur quadratische Matrizen M € R/*! betrachtet werden, reicht zur Konstruktion
des Blockclusterbaums 7'(I x I') ein Clusterbaum 7'(I) aus, der wie beschrieben gebildet
wird. Die Konstruktion 3.1.4 kann mit Hilfe von T'(I), der Vorgabe von ny,;, und unter
Verwendung der Zuléssigkeitsbedingung (3.9) erfolgen. Da T'(I) durch einen binédren
Clusterbaum gegeben ist, ergibt sich T'(I x I) als quaternirer Baum. Die Blitter von
T(I x I) bilden eine zuléssige Partition P von I x I.

Auf Grundlage dieser Partitionierung erfolgen alle weiteren Uberlegungen. Deshalb
wird vorausgesetzt, dass alle Partitionen, die im weiteren Verlauf auftreten, nach dieser
Konstruktion gebildet werden. Sollten davon abweichende Konstruktionen vorgenom-
men werden, wird dies explizit angegeben. Dabei wird die allgemeine Vorgehensweise
aus Konstruktion 3.1.4 nicht modifiziert, die Anpassungen beschridnken sich in diesen
Féllen auf die Bestimmung des Clusterbaums und die Einfithrung einer alternativen
Zulassigkeitsbedingung.

3.2.2 H-Matrix Eigenschaft von Finite-Differenzen-Matrizen

Zur Losung linearer Gleichungssysteme unter Verwendung der H-Matrix-Technik ist es
erforderlich, dass die entsprechende Matrix durch eine H-Matrix darstellbar bzw. zu
approximieren ist. Nur in diesem Fall kann sie als Ausgangsmatrix zur Berechnung der
‘H-LU-Zerlegung oder der H-Inversen verwendet werden. Um die H-Matrix-Technik fiir
Finite-Differenzen-Matrizen anwenden zu konnen, ist daher zu kldren, ob die Diskreti-
sierungsmatrix als H-Matrix dargestellt werden kann.

Die zugrunde liegende Diskretisierung aus Abschnitt 2.1.1 fiihrt zu einem 5-Punkte-
Differenzenstern. Die Diskretisierungsmatrix Lj, € R/*! besitzt demnach maximal fiinf
Eintrége pro Zeile und ist somit diinnbesetzt. Der Eintrag (Lj); ; kann nur dann von null
verschieden sein, wenn die zu den Indizes 4, € I gehorigen Gitterpunkte benachbart
sind. Wird eine Partitionierung nach Abschnitt 3.2.1 konstruiert, erfiillen die zuléssigen
Blocke b =7 x o € Pt die Zuliissigkeitsbedingung (3.9), wonach wegen n,,, > 1 stets

disteo (X7, Xo) > h
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gilt. Daraus lésst sich folgern, dass alle zuldssigen Gitter X, und X, nicht benachbart
sind, so dass man

Lh‘b =0 fiir alle b € P*

erhélt. Demnach kann die Diskretisierungsmatrix bei Verwendung einer zuléssigen Par-
tition P, die mittels der oben beschriebenen Konstruktion unter Verwendung der Zu-
lassigkeitsbedingung (3.9) erstellt wurde, durch eine H-Matrix exakt dargestellt werden
und es gilt sogar L; € H(0, P).

In Abbildung 3.1 ist exemplarisch eine Blockpartitionierung zu einer Diskretisierungs-
matrix zusammen mit der entsprechenden Besetzungsstruktur (weifl) bei Verwendung
der internen Anordnung angegeben. Die Blocke des Nahfelds b € P~ sind in dunkelgrau
und die des Fernfelds b € P in hellgrau dargestellt. Wie beschrieben, befinden sich alle
Eintrage der Matrix in Blocken des Nahfelds.

Abbildung 3.1: Blockpartitionierung einer Finite-Differenzen-Matrix

3.2.3 Komplexitat

Der grofie Vorteil der H-Matrix-Technik im Zusammenhang mit der Losung linearer Glei-
chungssysteme ist die approximative Berechnung der H-Inversen bzw. H-LU-Zerlegung
in fast linearer Komplexitét O (7 log?(n)) mit ¢ > 0 unabhéngig von n, wobei n der
Parameter ist, der die Problemgrofie beschreibt. Im Fall der Finite-Differenzen-Matrizen
zu n X m Rechteckgittern gilt demnach n = nm. Der Aufwand der Algorithmen lasst
sich in Abhéngigkeit des Speicherbedarfs der entsprechenden H-Matrizen abschétzen,
der wiederum von der verwendeten Partitionierung abhéingt. Daher ist die Abschitzung
des Speicherbedarfs der H-Matrizen, die aus der oben angegebenen Partitionierung fiir
den Fall von Finite-Differenzen-Matrizen resultieren, entscheidend fiir die Abschétzung
des Aufwands zur Berechnung der H-Inversen bzw. H-LU-Zerlegung.
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Zur Abschitzung des Speicherbedarfs kann die Konstante C), verwendet werden, die in
der Dissertation [Gra01] eingefiihrt wurde. Sie wird zur Charakterisierung der ,,Schwach-
besetztheit* im Kontext der H-Matrizen verwendet und ist fiir Clusterbdume 7'(1), T'(J)
und die Partition P durch

Cspi(1,P):={c €T(J): 7 x0o € P} firteT()
Cspr(0,P):=|{r€T(I):7x0 € P} firoeT(J)
und

Csp(P) := max {Trenjz}é) Csp, (T, P), UIglqéi()}) Cspr(0, P)}

definiert. Die Konstante gibt demnach die maximale Anzahl der Bltécke zu einer Spalte
bzw. Zeile der ‘H-Matrix beziiglich einer Indexmenge aus dem Clusterbaum an. Ndhere
Ausfiihrungen zur Abschitzung des Speicherbedarfs und der Komplexitit verschiedener
Operationen mit Hilfe der Konstanten Cs, findet man beispielsweise in [Hac09],|GHO3]
oder [Beb08]. Unter Verwendung der Konstanten Cj, kann der Speicherbedarf Sy (k, P)
einer H-Matrix, die zu den Clusterbdumen T'(I) und 7'(J) konstruiert wurde, in der
Form

Sy(k, P) < Csp(P) - max{nmin, k} - [(depth(T'(1)) + 1) |I| + (depth(T'(J)) + 1) |J|]

abgeschitzt werden.

Die Ausfithrungen zur Abschétzung der Konstanten Cy, im Fall der Partitionierung
von Finite-Differenzen-Matrizen folgen den Uberlegungen in [GHO3]. Zur Vereinfachung
wird die Abschétzung von Cj, exemplarisch fiir den zweidimensionalen Fall eines n x n
Quadratgitters durchgefiihrt, das dementsprechend die Seitenlidnge (n — 1)h besitzt. Zur
Bildung der Teilmengen wird das Quadrat durch Halbierung der Seitenldngen in vier
gleich grofle Teilquadrate eingeteilt. Die Indexmengen zur Bildung des Clusterbaums
erhidlt man wie gewohnt, indem der Zusammenhang der Gitterpunkte zu den entspre-
chenden Indizes genutzt wird. Diese Vorgehensweise kann rekursiv fortgesetzt werden, so
dass die Quadrate zur [-ten Stufe des Clusterbaums die Seitenlinge (n —1)h27" besitzen
und ein quarterniirer Clusterbaum entsteht. Dies vereinfacht die Uberlegungen, da die
Durchmesser der resultierenden Quadrate und die Distanzen in Abhéngigkeit des Levels
I im Clusterbaum besonders einfach abgeschéitzt werden kénnen.

Das Quadrat der Stufe I, das die Gitterpunkte zur Indexmenge 7 € T(!)(I) enthilt,
wird mit C! bezeichnet und das entsprechende Gitter mit Q! := CL N §y,. Demnach gilt
fiir die Gitter

diam (%) < diam(CL) = v2(n — 1)h27!
diam(©)) < diam(C%) = v/2(n — 1)h2™" (3.12)
distoo (L, QL) > distoo(CL, CL).

Die weiteren Uberlegungen basieren auf dem Ergebnis aus [GHO03, Lemma 4.4], bei
dem die Abschétzung

Csp < 4 mjgé) HoeT(I):7xoeT(IxJ)\L(T( xJ)) und 7 X o ist nicht zulissig}|
TE
(3.13)
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gezeigt wird, wobei T'( x J) ein nach Konstruktion 3.1.4 gebildeter Blockclusterbaum der
Tiefe p > 1 ist und die der Konstruktion zugrunde liegenden Clusterbaume 7'(1),T'(J)
auf die oben angegebene Weise gebildet sind. Zur Abschétzung von Cj), ist demnach zu
7 € T(J) die Anzahl der Cluster o € T'(I) abzuschitzen, fiir welche die Blocke 7 x o
nicht zul&ssig sind.

Sind ein Cluster 7 € TW(I) der Stufe I und das entsprechende Quadrat CL gege-
ben, so ist fir 0 € TW(I) des gleichen Levels 7 x o zuliissig, wenn C! einen gewissen
Mindestabstand zu CL besitzt. Die Menge der Cluster o € TW(I) der Stufe I, fiir die
T X o unzuldssig ist, kann demnach durch die Anzahl der entsprechenden Quadrate
C! abgeschiitzt werden, die einen kleineren Abstand als diesen Mindestabstand zu C.
besitzen.

Fiir die Cluster o € T (1) mit || > nunin, fiir die disteo (CL, CL) > %(n —1)h27 +h
gilt, erhdlt man mit (3.12) die Abschétzung

disteo (QL, QL) — h > distoo (CL, CL) —

-l

(n—1)h2™"
1 . .
> Emln{dlam( ), diam(Q))},

so dass die Blockcluster 7x o zuldssig sind. Demnach kann die Anzahl der nicht zuléssigen
Cluster abgeschiitzt werden, indem die Anzahl der Quadrate C!. bestimmt wird, fiir die
distoo(CL, CL) < L2(n — 1)h2~! + h gilt.

Fiir 7 € TW(I) mit |7| > 1y ist direkt ersichtlich, dass die Anzahl der Quadrate C%
der Stufe I, deren Abstand zu dem Quadrat CL verschwindet, maximal 32 ist. Als Verall-
gemeinerung ergibt sich, dass die Anzahl der Quadrate der Stufe [, die einen geringeren
Abstand als j(n — 1)h27" besitzen, maximal (1 4 25)? betriigt.

Setzt man

so erhalt man

f(n —1Dh27 + h}

Ha e TO(I) : distoo (CL, CL) <

2
< (1+2<ﬂ+ 2 >>
n n—1
Ui

Das bedeutet, dass zu einem Gitter Q. der Stufe [ die Anzahl der Gitter QL mit 7 x &
2
nicht zuléssig durch (3 + %) beschrénkt ist. Demnach kann die Abschétzung (3.13)

angewendet werden, woraus
4
C 6 + i
n

folgt.
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Um fast lineare Komplexitdt zur Abschéitzung des Speicherbedarfs zu erhalten, muss
dariiber hinaus die Tiefe depth(7'(I)),depth(7'(J)) der Clusterbdume T'(I),T(J) ab-
geschitzt werden. Fiir die angegebene Konstruktion kann dies erfolgen, indem man das
Level p bestimmt, auf dem fiir den Durchmesser der Quadrate diam(C%) < v/2h gilt. In
diesem Fall enthalten die Quadrate der Stufe p + 1 maximal einen Gitterpunkt, so dass
keine weitere Aufteilung erfolgt. Dies ldsst sich mit der Wahl

p =logy(n —1)
erreichen, da in diesem Fall
diam(CP) = v2(n — 1)h27P = v/2h
gilt. Somit erhélt man
depth(T'(I)) <p+1=1+logy(n—1)

und damit als Abschitzung fiir den Speicherbedarf der entsprechenden H-Matrix die
Abschitzung
132\ 1
Sy(k,P) < (6 + ) - max{nmin, k} - 2 <2 + 5 logQ(ﬁ)> 1|,
n

wobei die Bezeichnung 7 := n? = |I| = |J| verwendet wurde. Insgesamt ergibt sich in
diesem Fall also fast lineare Komplexitiit.

Mit Hilfe der Konstanten Cy), lasst sich dariiber hinaus die Anzahl der Elemente einer
Partition P abschétzen. Dies ist zur Bestimmung des globalen Fehlers in der Frobenius-
Norm von Interesse, der bei der Approximation einer Matrix M € R/ durch eine

‘H-Matrix My € H(k, P) auftritt. Fiir diesen gilt nach den Ausfithrungen in Abschnitt
3.1.2

IM — Myl < eV/|P],

wenn die lokalen Fehler in allen Blocken b € P durch
[M]p — Mup|lp < €

abgeschétzt werden koénnen.
Nach [Hac09, Lemma 6.3.4] und [Hac09, Anmerkung 6.3.5] gilt fiir Partitionen P, die
nach Konstruktion 3.1.4 zu dem Clusterbaum 7'(I) und ny,;, > 1 gebildet wurden,

4l1]
Pi< (G- 1)c,,

Nmin
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3 Hierarchische Matrizen

3.2.4 Diskrete separable Entwicklung

Analog zur Definition der separablen Entwicklung (vgl. beispielsweise [Hac09]), kann
eine diskrete separable Entwicklung fiir Gitterfunktionen eingefiihrt werden:

Definition 3.2.1 (Diskrete separable Entwicklung) Kann fir eine Gitterfunktion
g € D (Xp, x Yy,) mit den Gittern X, Y, C hZ% eine Darstellung der Form

k

g(z,y) = Zul(x)vl(y) + Ri(z,y), x € Xp,y €Yy (3.14)
=1

mit Gitterfunktionen u; € Dy, (Xy) und v; € Dy, (Yy) angegeben werden, dann heifst die
rechte Seite diskrete separable Entwicklung von g auf Xp, x Yy, mit Restglied Ry,.

Um den Zusammenhang zwischen der diskreten separablen Entwicklung und der Nied-
rigrangapproximation von Matrixblocken zu verdeutlichen, seien Gitter X3 mit ¢ Git-
terpunkten z1,...,x; und Y, mit s Gitterpunkten yi,...,ys gegeben. Die Werte der
Gitterfunktion g(z,y),x € X,y € Y}, konnen in einer ¢ x s Matrix

g(z1,y1) g(xi,y2) - g(w1,ys)
G— g(z2, 1) g(x2,y2) -+ g(w2,ys)
9@, y1)  g(xe,y2) - g(ze,ys)

dargestellt werden. Besitzt g eine diskrete separable Entwicklung der Form (3.14), so
kann die Matrix G durch die Rang-k-Matrix

gk _ ABT
mit den Matrizen
ul(ml) UQ(.T1) . uk(m)
A ul(‘@) U2(‘$2) e “k("’”?) c Rt {Lk}
ur(xy) wa(ze) ... ug(xy)
und
vi(yr) va(yr) .. vk(yn)
B Ul(‘yz) Uz('y2) e Uk(.y2) € RULs}x {1k}
v1(ys) va(ys) --- vk(ys)

approximiert werden. Der resultierende Fehler ergibt sich aus dem Restglied Ry der dis-
kreten separablen Entwicklung. Wiinschenswert ist ein Fehler, der exponentiell beziiglich
k abnimmt, so dass man bereits bei der Verwendung von einem kleinen k eine gute Ap-
proximation erhélt.
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Definition 3.2.2 (Exponentielle Konvergenz) FEuzistieren Konstanten ¢y > 0 und
co,c3 > 0, so dass der Restterm der diskreten separablen Entwicklung (3.14) durch

| R|| < c1exp(—c2k®)

abgeschitzt werden kann, heif$t die diskrete separable Entwicklung exponentiell konver-
gent beziiglich der Norm ||-||.

Existiert demnach fiir die Gitterfunktion g eine diskrete separable Entwicklung g* auf
dem Gitter X} x Y3 mit exponentieller Konvergenz, so kann ein Matrixblock, der durch
die Auswertung von g auf dem Gitter Xj x Y}, gebildet wird, durch eine Rang-k-Matrix
approximiert werden und der Fehler fillt exponentiell mit dem Rang k der Approxima-
tion. Ist umgekehrt an die Genauigkeit der Approximation die Forderung ||Ry|| < (k)
gestellt, ist bei exponentieller Konvergenz die Verwendung von

o=[(42)"]

erforderlich. Der Rang & (in der separablen Entwicklung entspricht k& der Anzahl der
Summanden), der benétigt wird, um eine Approximationsgiite € zu erreichen, wéchst
beim Vorliegen von exponentieller Konvergenz nur logarithmisch, so dass auch bei Ver-
wendung niedriger Rénge eine gute Approximation erzielt werden kann.

3.2.5 Fehlerabschatzung

Die Abschitzung des globalen Fehlers, der bei der Approximation einer Matrix G € R!*!
durch eine H-Matrix Gy € H(k, P) zu einer Partition P von I x I resultiert, kann mit
Hilfe der lokalen Fehler in den Matrixblocken zu b = 7 X ¢ € P erfolgen.

Gelingt es, die Existenz einer diskreten separablen Entwicklung fiir die zuléssigen Git-
ter X x X, zu zeigen, dann lésst sich das Restglied zur Fehlerabschétzung verwenden. Im
Hinblick auf die Ergebnisse in Abschnitt 4.2 sei deshalb fiir die folgenden Uberlegungen
vorausgesetzt, dass wie in Abschnitt 3.2.4 die Gitterfunktion g(x,y),z € X;,y € Xo
zum Matrixblock G|, mit X, X, C Qp, durch eine diskrete separable Entwicklung der
Form

k
gk(xvy) = ZU[(CL‘)W(Z/), S XTvy € XO' (315)
=1

approximiert werden kann. Der dabei auftretende Fehler soll dariiber hinaus eine Ab-
schitzung der Form

> o)~ | <@ X lotaw)l? (3.16)

yeXo yeD

fir alle # € X, erfiillen, wobei D C hZ? zuniichst durch ein beliebiges Gitter mit
Q, > D> X, und DN X, = () gegeben sei.
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3 Hierarchische Matrizen

Sind diese Bedingungen erfiillt, kann der Matrixblock zu zuldssigem b = 7 X ¢ nach
den Uberlegungen in Abschnitt 3.2.4 durch eine Rang-k-Matrix approximiert werden
und der resultierende lokale Fehler ergibt sich in der Frobenius-Norm durch

o= 4]} = 3= 3 Joten) — gt ww| =& X S lote)?

zeXr yeXs rxeX, yeD
< g (3.17)

Definiert man die Matrix

Gk, be Pt
Gy = B
g’b be P,

dann gilt fiir den Fehler, der bei der Approximation von G durch Gz entsteht, die
Abschétzung aus (3.17) fiir alle zuldssigen Blocke b € P*. In den Blocken b € P~
treten keine Approximationsfehler auf. Der Ubergang zum globalen Fehler kann nach
(3.6) unter diesen Voraussetzungen angegeben werden durch

G — Gully < P GI%

wobei |PT| die Anzahl der Elemente b € Pt bezeichnet. Eine Abschitzung von |PT|
kann, wie in Abschnitt 3.2.3 angegeben, mit Hilfe der Konstanten Cj, erfolgen.

Beriicksichtigt man, dass die Eintrige der Inversen von Finite-Differenzen-Matrizen
durch die Werte der diskreten Greenschen Funktion g, an den entsprechenden Gitter-
punkten gegeben sind, konnen diese Uberlegungen auf die Inverse bzw. g iibertragen
werden. Dies ermoglicht es, ein Ergebnis zur Approximierbarkeit der Inversen von Finite-
Differenzen-Matrizen durch H-Matrizen zu erhalten.

Dafiir ist die Existenz einer diskreten separablen Entwicklung der diskreten Green-
schen Funktion nachzuweisen, was der Existenz einer Niedrigrangapproximation in zu-
lassigen Blocken der Inversen entspricht. Damit der Approximationsfehler die gewiinschte

Form aufweist, ist die Giiltigkeit einer Fehlerabschitzung der Form (3.16) fiir die dis-
1/cs
krete Greensche Funktion mit k = k(e) = [(1log C—l) CJ—‘ (c1 > 0 und c2,¢c3 > 0) zu

€

zeigen. Dieses Ergebnis wird in Abschnitt 4.2 erzielt.
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4 Existenz einer H-Matrix Approximation
der Inversen von Finite-Differenzen-
Matrizen

Die Existenz einer H-Matrix Approximation konnte bereits fiir die Inverse verschiede-
ner Matrizen gezeigt werden, beispielsweise fiir Finite-Element-Matrizen bei elliptischen
Randwertproblemen und fiir diinnbesetzte, symmetrische, positiv definite, wohlkondi-
tionierte Matrizen (vgl. Abschnitt 3.1.3). Ein Ergebnis speziell fiir Finite-Differenzen-
Matrizen ist jedoch nicht bekannt. Daher wird fiir diesen Fall ein eigensténdiger An-
satz eingefithrt, dessen Entwicklung auf Grundlage der Ergebnisse zu Finite-Element-
Matrizen aus [Hac09] bzw. [BHO03] erfolgt. Die wesentlichen Ideen aus diesen Arbeiten
lassen sich auf den Fall von Finite-Differenzen-Diskretisierungen {ibertragen. Die ent-
sprechenden Resultate werden in den Abschnitten 4.1 und 4.2 angegeben.

Den Ausgangspunkt der Uberlegungen bildet der Zusammenhang zwischen der dis-
kreten Greenschen Funktion und den Eintrégen der Inversen von Finite-Differenzen-
Matrizen, der in Kapitel 2 dargestellt wurde. Nach den Ausfiihrungen in Abschnitt 3.1.2
kann zur Abschéitzung des globalen Fehlers, der bei der Approximation der Inversen
durch eine H-Matrix auftritt, der lokale Fehler in den Matrixblocken genutzt werden.
Da nur in den zulissigen Blécken b € PT eine Approximation vorgenommen wird, muss
fiir diese Blocke nachgewiesen werden, dass die entsprechenden Teilmatrizen der Inversen
durch eine Rang-k-Matrix mit exponentieller Konvergenz approximiert werden kénnen.
Dies ldsst sich nach den Ausfithrungen in Abschnitt 3.2.4 zeigen, indem die Existenz einer
diskreten separablen Entwicklung der diskreten Greenschen Funktion mit exponentieller
Konvergenz auf den entsprechenden zuléssigen Gittern nachgewiesen wird.

Ein Resultat dieser Form fiir Gitterfunktionen ist bisher nicht bekannt, so dass ein
eigenstindiger methodischer Ansatz erarbeitet werden muss. Grundsétzlich sind da-
zu verschiedene Vorgehensweisen denkbar. Neben der Ubertragung des Ansatzes, der
fiir Finite-Element-Matrizen verwendet wurde, konnen auch andere Zusammenhéinge
genutzt werden, um die Existenz einer diskreten separablen Entwicklung der diskre-
ten Greenschen Funktion mit exponentieller Konvergenz nachzuweisen. Daher wird zu
Beginn von Abschnitt 4.1 kurz auf einige alternative Ideen eingegangen. Wie bereits
bei der Einfithrung des Modellproblems ist jedoch auch in diesem Zusammenhang zu
beriicksichtigen, dass eine Verallgemeinerung des entsprechenden Ansatzes fiir die Pro-
blemstellung im Modell METRAS mdglich sein sollte. Unter Beachtung dieser Zielset-
zung stellen sich die alternativen Herangehensweisen als nicht geeignet heraus. Aus die-
sem Grund wird der Ansatz aus [Hac09] auf den Fall von Finite-Differenzen-Matrizen
iibertragen. Der grofle Vorteil dieser Vorgehensweise besteht darin, dass eine einfache
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4 Existenz einer H-Matrix Approximation der Inversen von Finite-Differenzen-Matrizen

Verallgemeinerung des Ansatzes fiir andersartige Differenzenoperatoren moglich ist. Da-
zu muss die Giiltigkeit einer diskreten Cacciopoli-Ungleichung (wie in Satz 2.3.2 bzw.
Satz 2.3.3 fiir das Modellproblem) unter Beriicksichtigung des entsprechenden Differen-
zenoperators gezeigt werden. Aufler der Ubertragung einer maglicherweise anderslauten-
den Konstanten in der Ungleichung sind keine weiteren Anpassungen erforderlich.

Mit Hilfe des Resultats zur Existenz einer diskreten separablen Entwicklung der diskre-
ten Greenschen Funktion wird in Abschnitt 4.2 das Hauptresultat zur Approximation der
Inversen von Finite-Differenzen-Matrizen mittels H-Matrizen angegeben. In Abschnitt
4.3 wird als Ausblick kurz dargestellt, wie das Hauptresultat verwendet werden kénnte,
um die Existenz von H-Matrix Approximationen der Faktoren einer LU-Zerlegung nach-
zuweisen.

4.1 Separable Approximation der diskreten Greenschen
Funktion

Zum Nachweis der Existenz einer diskreten separablen Entwicklung der diskreten Green-
schen Funktion mit exponentieller Konvergenz auf zuléssigen Gittern kénnen mehrere
Ansitze verwendet werden. Eine mogliche Uberlegung beruht darauf, die bekannten Er-
gebnisse zur Existenz einer separablen Entwicklung der Greenschen Funktion aus dem
kontinuierlichen Fall zu nutzen. Beriicksichtigt man den Zusammenhang der kontinuierli-
chen und der entsprechenden diskreten Problemstellung, so erhélt man einen Kandidaten
fiir die diskrete separable Entwicklung der diskreten Greenschen Funktion, indem man
die Beschrénkung der (kontinuierlichen) separablen Entwicklung auf die entsprechenden
Gitter betrachtet. Auf diese Weise lieBlen sich die Ergebnisse aus der kontinuierlichen
Problemstellung direkt zur Untersuchung der diskreten Problemstellung verwerten.

Um eine Fehlerabschéitzung fiir diesen Fall zu erhalten, wire jedoch zusétzlich ei-
ne Abschitzung des Fehlers erforderlich, der bei der Approximation der Greenschen
Funktion durch die diskrete Greensche Funktion auftritt. Ein solches Resultat findet
man beispielsweise in [Laab8| fiir die Standard-Diskretisierung des Laplace-Operators
auf einem Rechteck (dies entspricht dem Modellproblem mit konstanten Koeffizienten
a = d = 1). Weitere Ergebnisse dieser Form, insbesondere fiir andere Differenzenope-
ratoren und hoherdimensionale Probleme, sind nicht bekannt, so dass eine Verallgemei-
nerung dieser Vorgehensweise nicht Erfolg versprechend ist. Daher wird dieser Ansatz
nicht weiter verfolgt.

Das Ergebnis in [Laab8] beruht darauf, dass zu der untersuchten Problemstellung ex-
plizite Darstellungen der Greenschen und der diskreten Greenschen Funktion bekannt
sind. Die explizite Darstellung der diskreten Greenschen Funktion besitzt die Form einer
diskreten separablen Entwicklung und fiir den Restterm lésst sich exponentielle Konver-
genz in der Maximums-Norm auf zuléssigen Gittern nachweisen. In diesem Fall liele sich
demnach die explizite Darstellung der diskreten Greenschen Funktion zum Nachweis der
Existenz einer diskreten separablen Entwicklung mit exponentieller Konvergenz nutzen.
Von Vorteil ist bei dieser Vorgehensweise, im Gegensatz zum ersten Ansatz, dass die
Untersuchung des Fehlers, der bei der Approximation der Greenschen durch die diskrete
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4.1 Separable Approximation der diskreten Greenschen Funktion

Greensche Funktion auftritt, nicht mehr erforderlich ist. Eine Verallgemeinerung dieses
Ansatzes scheitert jedoch erneut daran, dass nur in den seltensten Féllen eine explizite
Darstellung der diskreten Greenschen Funktion angegeben werden kann. Daher wird in
den folgenden Abschnitten der Ansatz aus [Hac09] verwendet.

4.1.1 Approximation von Gitterfunktionen

Das folgende Lemma wird analog zu [Hac09, Lemma 11.3.5] fiir den Fall von Gitterfunk-
tionen auf einem Rechteckgitter formuliert. Das Ergebnis dient als Hilfsmittel fiir die
weitere Untersuchung und lésst sich fiir diskret L-harmonische Funktionen unter Ver-
wendung der diskreten Poincaré-Ungleichung fiir Rechteckgitter aus Satz 2.2.7 zeigen.

Lemma 4.1.1 Sei Q) C hZ? ein Rechteckgitter mit konstanter Schrittweite h. Dann
existiert fir alle k € N ein Unterraum Vi C Z}f(Qh) der Dimension dim Vy, < k mit

) diam(€,)
dlStL%(Qh)(’U,, Vk) S \/57 thuHL%(Qh)

fiir alle uw € ZE ().

BEwEIs Das Rechteckgitter €2 sei ohne Einschriankung durch ein n x m Gitter gegeben.
Demnach besitzt es den Durchmesser

diam(€,) = hy/(n — 1)2 + (m — 1)2.

Die Gitterpunkte aus I'(£2;) bilden ein Rechteck R, das die gleichen Seitenléngen wie
Qp, besitzt, und es gilt )5, C R. Dieses Rechteck wird in k Teilrechtecke R;,i =1,...,k
unterteilt. Geht man zunichst davon aus, dass k = [? mit [ € N gilt, dann koénnen die
Teilrechtecke gebildet werden, indem die Seiten des Rechtecks R in jeweils I Abschnitte
unterteilt werden (vgl. Abbildung 4.1). Demnach besitzen die k Teilrechtecke R; die Kan-
tenléange (n_ll)h X (m_ll)h. Zur Bildung der Teilgitter wird 2; := R; N Qy, gesetzt. Sollte
die Zuordnung der Gitterpunkte zu mehreren 2; moglich sein (dieser Fall kann auftre-
ten, wenn die Gitterpunkte auf dem Rand der R; liegen), so werden diese Punkte alle
einem der angrenzenden Teilgitter zugeordnet, so dass die §2; stets durch Rechteckgitter
gegeben sind.
Fiir den Unterraum

Wi, :={v € Dp() : v konstant auf §; fiir alle i =1,...,k}

gilt dim Wy, < k. Zur Approximation von u soll die Gitterfunktion u € W} verwendet
werden, die durch 4|, = u; mit dem Mittelwert

1

$€Qi
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Abbildung 4.1: Rechteckeinteilung fiir [ = 4

gegeben ist. Zur Abschitzung des Fehlers ||u — ;]| 12(0,)» der bei der Approximation einer

Gitterfunktion u € Dy, (Q,) auftritt, kann auf den Teilgittern €; die diskrete Poincaré-
Ungleichung aus Satz 2.2.7 mit
diam(€;)
Cph=—"7-"=
V2
verwendet werden.
Die Grofle diam(€2;) kann in Abhéngigkeit des Gesamtdurchmessers diam(€2;,) durch

diam(€;) < diam(R;) = \/<(”_l1)h>2 n ((m - 1)h>2 _ diarr}(ﬂh)

abgeschétzt werden, so dass man mittels der diskreten Poincaré-Ungleichung auf allen
Teilgittern 2;,7 = 1, ..., k die Fehlerabschitzung

~ diam(€;) ?
il 0 < (J;)) I9huls 0
1 diam(€y, 2
< (25 ) 19hiye,
erhalt.

Durch Summation ergibt sich die Fehlerabschitzung auf €2 fiir die stiickweise kon-
stante Gitterfunktion @ € W,

_12 1 dlam(Qh) 2 2
lu = all2q,) < <\/§l IVhullz2 @)

und demnach

distL%( )(u W) < |lu— uHLz @) = Tf ||vhu||Li(Qh)'
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4.1 Separable Approximation der diskreten Greenschen Funktion

Ausgehend vom Ansatz k = [?> kann man zu einem allgemeinen k gelangen, indem
I = L\/EJ € N gesetzt wird. Dann gilt (> < k < (I + 1)2. Das Ergebnis aus dem

ersten Teil kann fiir k' := [ angewendet werden. Definiert man Wj, := Wj,, dann gilt
dim Wy, = dim Wy, < k' < k. Da auflerdem % < l% < % erfiillt ist, ergibt sich fiir den
allgemeinen Fall

) diam (€2,
dlstLi(Qh)(u, Wi) < \/5\/E) HVhUHL,QL(Qh) .

Unter Verwendung der orthogonalen Projektion II : Dy, () — ZL(£2,) mittels des
L2-Skalarprodukts und der Definition Vj, := II(W},) behilt die Abschiitzung

) diam(€,)
dlStLi(Qh)(’U,, Vk) S \/57 thuHL%(Qh)

fiir u € ZF(Qp) ihre Giiltigkeit, da fiir u € ZF(Qp,)

lu —Tall 2 q,) < [M(w = @)1z (q,) < llu—allz2 q,)

fur alle u € Wy, gilt. ™}

4.1.2 Resultat fiir diskret L-harmonische Funktionen

Das Ziel der folgenden Untersuchung ist der Nachweis eines Resultats zur Approximier-
barkeit diskret L-harmonischer Funktionen durch eine diskrete separable Entwicklung
mit exponentieller Konvergenz. Da die diskrete Greensche Funktion zum Modellproblem
auf zuldssigen Gittern diskret L-harmonisch ist, kann das Resultat im Anschluss zum
Nachweis der Existenz einer diskreten separablen Entwicklung der diskreten Greenschen
Funktion mit exponentieller Konvergenz genutzt werden.

Im n#chsten Abschnitt werden zunéichst einige Voriiberlegungen angegeben, um spezi-
elle Bezeichnungen einzufiithren und einige grundlegende Uberlegungen anzustellen, die
fiir den Beweis des Resultats erforderlich sind.

Voriiberlegungen

Die Rechteckgitter K}? und K,‘i mit § > 1, letzteres wird mittels Konstruktion 2.3.1 fiir
I = 0 gebildet, stellen die Grundlage der weiteren Ausfiihrungen dar. Um eine zweite
Schachtelung von Rechteckgittern einzufithren, wird der Bereich zwischen I'(K})) und
K 2) in p € N Abschnitte (unabhéngig von der Gitterstruktur) unterteilt, so dass sich
Rechtecke Kj,j =0,...,p mit

K()CK1C"'CKP

ergeben. . 3
Jeder der Abschnitte K41\ K; kann mehr als eine Punktreihe enthalten und es kénnen
sich unterschiedlich viele Punktreihen in den einzelnen Abschnitten befinden. Es muss
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4 Existenz einer H-Matrix Approximation der Inversen von Finite-Differenzen-Matrizen

lediglich sichergestellt werden, dass die Erweiterung von K j zu K j+1 um mindestens eine
Punktreihe erfolgt. Dies ist erforderlich, weil fiir die resultierenden Teilgitter die diskrete
Cacciopoli-Ungleichung aus Satz 2.3.4 angewendet werden soll.

Die entsprechenden geschachtelten Rechteckgitter K;,j = 0,...,p erhdlt man wie
iiblich aus

K; 2:KjﬂK2, 7=0,...,p
(vgl. Abbildung 4.2). Fiir diese gilt

Kl=KyCK, C---CK,=Kj}.

I: X X X X [
..... 3 ! ! ! ! broo
o . ; ; ; [
| : : : : : |
! . . . . L
...... :.....’..1
ol . X X X X 1.
| . . . . I
..... e e + " SR K SR AR
ol . . M X
| o .ph. b
i“"““] ......
| : : o0
| . : 1
...... bor @@ P 2 N IRERE TR R
I . . I
! : : !
...... :........: o K;
1 X . !
1 ! K
...... S S S S SRS NN 17 1
1 ! .
.'____________________._______.___I. _I‘y
- Kjn

Abbildung 4.2: Geschachtelte Rechtecke

Beriicksichtigt man
distoo (K, (K}))
h

-9,

lasst sich durch die Anforderung
6=>p

sicherstellen, dass mindestens eine Punktreihe pro Abschnitt vorkommt. Auflerdem kann
die Abschatzung

distoo (K, T(KG 1)) > m h

verwendet werden.
In dem spiéter folgenden Resultat wird die Giiltigkeit der Ungleichung

diam(K}) < ndistee (Kp, T(K3)) (4.1)
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4.1 Separable Approximation der diskreten Greenschen Funktion

vorausgesetzt. Fiir die Anwendung des Satzes mit den zuldssigen Mengen X, und X,
wird

 distoo(X,, X,) — h
B h
definiert. Demnach gilt X2 N X, = () bzw. X, N X2 = () und die Voraussetzung (4.1) ist

wegen der Giiltigkeit der Zuldssigkeitsbedingung fiir X, und X, erfiillt. Denn im Fall
von

d:

(4.2)

min{diam(X;),diam(X,)} = diam(X)
kann der Satz fiir K, = X, angewendet werden, da nach der Zuléssigkeitsbedingung
diam(X;) < n (disteo(X+, Xo5) — h)
und damit
diam (K},) = diam(X,) < 7 (disteo (X7, X)) — h) = ndh = ndiste (Kp, T(K}))

gilt. Der Fall min{diam(X,), diam(X,)} = diam(X,) ldsst sich analog fiir Kj; = X,
behandeln.

Im Verlauf des Beweises wird das zun#chst allgemein verwendete p durch p := ﬂog ﬂ
konkretisiert. Nach den bereits angefithrten Bedingungen muss in diesem Fall die Giil-
tigkeit der Ungleichung

d>p= [logﬂ
€

sichergestellt sein. Aus (4.1) erhélt man
1
0h = distoo (Kp, T(K3)) > = diam(Kp,).
n
Um zu gewahrleisten, dass § > p gilt, muss die Ungleichung

1 1
i diam(Kp) > p = {log e-‘

erfiillt sein. Mit der Definition

v 1= oxp (| - dimn(3) |

erhélt man unter Voraussetzung von ¢y < € < 1

p=[oe 7| < |- diam(in)| < fa] =

wobei die letzte Gleichung gilt, da aus der Definition in (4.2) § € N geschlossen werden
kann.

Die Grofle g hingt demnach von 7 und insbesondere von der Wahl der Gréfie n,ip
ab, weil durch die Vorgabe von n,,;, auch der minimal auftretende Durchmesser der
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4 Existenz einer H-Matrix Approximation der Inversen von Finite-Differenzen-Matrizen

zuldssigen Gitter beeinflusst wird. Da in der Regel ny,;, > 1 vorgegeben wird, gilt
insbesondere min{diam(X), diam(X,)} > 0 und damit ¢y < 1.

In dem Beweis von Lemma 4.1.2 wird auflerdem eine Abschitzung der Durchmesser
diam(Kj),j =0,...,p benotigt. Diese kann nach der angegebenen Konstruktion durch

_ b
diam(K;) < diam(K;) < diam(Kp,) + 2jv2—h < diam(K},) + 2v/26h
p

erfolgen. Zusammen mit der Voraussetzung diam(Kp) < ndisteo(Kp, T'(K?)) = ndh
ergibt sich

diam(Kj) < oh <17 + 2@) )
Bei der Kombination der Abschitzungen aus Lemma 4.1.1 und Satz 2.3.4 muss das
Produkt der Konstanten aus den beiden Ungleichungen abgeschétzt werden. Dazu lassen

sich folgende Ergebnisse nutzen:

e die Wahl von k := {(p6)2—| fithrt zu vk > pp
e diam(K;) < 6h (n+2v2)
o distoe (K, T(Fj11)) > [ 2| b

.Z<LJ+1<2LJ

Mittels dieser Uberlegungen kann der resultierende Term abgeschitzt werden durch

adiam)  VE Cacio 3 3R Ccmoah(n+2f ) 1

Vi  disteo (K, T'(Kj11)) B Lg h
< 2v2V/k Cuaceio BJ W;ﬁ)ﬁ
p
(77 + Q\f)

= 2\[\f Ceaccio———F—= (43)

B

Diskret L-harmonische Funktionen

Unter Verwendung der Ergebnisse aus dem vorangegangenen Abschnitt kann analog zu
[Hac09, Lemma 11.3.6] das folgende Resultat zur Approximation von diskret L-harmo-
nischen Funktionen durch eine diskrete separable Entwicklung mit exponentieller Kon-
vergenz auf Rechteckgittern angegeben und bewiesen werden:

Lemma 4.1.2 Seien Q;, und K C Q, Rechteckgitter und es gelte

diam(Kp) < 1 distoo (Kp, T(KJ))
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4.1 Separable Approximation der diskreten Greenschen Funktion

mit n > 0. Auferdem sei K,‘i, wie in Konstruktion 2.3.1 beschrieben, mit § > 1 gebildet,
es gelte Q\K? # () und es sei

€0 = exp (- “n diam(Kh)D .

Dann existiert fiir jedes € mit eg < € < 1 ein Unterraum W C ZF(Kj) mit der

Dimension
. 1 ) 173
dimW < |log —| 4+ ¢ |log —
€ €
mit ¢ = 2v/2v/k Ceaceio (?7 + 2\/5) exp(1l) und es gilt
dist 2 (g, (u,W) <e Hu”Li(K,‘imQh) fiir alle u € Z,IZO(K,f; Q). (4.4)

BEWEIS Zunichst wird, wie in Abschnitt 4.1.2 beschrieben, eine Schachtelung von p+ 1
Rechteckgittern
Ky=KyCK,C---CK,=K)

konstruiert und die Bezeichnung Z; := ZF,(Kj; Q) eingefiihrt.
Aus der Anwendung von Lemma 4.1.1 fiir K; N ), ergibt sich die Existenz eines
Unterraums V; C Z; mit dim V; < k und der Fehlerabschitzung

diam(K)
distr2 x,nq,) (u, V) < \[T IVhullLz (5,n 0,
fir alle u € Z;.
Aufgrund der Voraussetzung € > ¢p gilt nach den Voriiberlegungen in Abschnitt 4.1.2
fiir p := ﬂog (%ﬂ
6 > p,

so dass sich das Gitter K1 aus der Erweiterung des Gitters K; um mindestens eine
Punktreihe ergibt. Wegen Qh\Kg # () gilt dies ebenfalls fiir die Erweiterung von K; N,
zu K11 N Qp. Daher kann Satz 2.3.4 fiir K; N Qp, und K1 N2y, angewendet werden,
so dass man

\fOcacczo
IVnilligucinan < G, 1) P vnan

fiir alle u € Zj41 erhalt.
Da fiir eine diskret L-harmonische Funktion v € Z;11 ebenfalls u € Z; gilt, lassen sich
die beiden Abschétzungen kombinieren zu

\f Ccaccw dlam( )
\[\/Edlstoo(K I'(Kji1))

dlStLZ(K mQh (u V) || ”L J+1mQh)

fiir alle u € Zj+1.
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4 Existenz einer H-Matrix Approximation der Inversen von Finite-Differenzen-Matrizen

Nach den Voriiberlegungen aus Abschnitt 4.1.2 und der Verwendung von k := [(ﬁp)f‘
mit einem zunéchst frei wihlbaren Faktor 8 kann die Abschéitzung

i . . 2v2
\/5 dlam(KJ) \/E Ceaccio < 2\/5\/E CcacciOM

VE  distoo (K, T'(Kj41)) 8
vorgenommen werden, womit man
. (77 + 2\/5)
dlSthb(KjﬂQh)(u7 V]) < 2\@\/E CcaccioT ”u"Li(Kj+1ﬂ Qp)

fir alle u € Zj41 erhilt.
Um nach p-maliger Anwendung der Ungleichung den Fehler € zu erhalten, wird

B = 2v2/R Conceio (17 + 2\/5) /P
gesetzt. Die resultierende Ungleichung lautet

distr2 ;n0,) (V) < e'/p lell 2z (k5100

fir alle u € Zj41.
Fiir alle vj41 € Zj11 existiert demnach eine Approximation u; € V; und der Fehler
auf K; NQy, gegeben durch vj 1= vj11|k,nq, — uj € Zj, lasst sich durch

1
ijHL;QL(ijQh) < el/p ij_;_IHL,QL(KHmQh)

abschétzen.

Fiir j = p — 1 ergibt sich daraus, dass fiir alle v =: v, € Z, eine Approximation
up—1 € Zp 1 existiert und der Fehler v, 1 = vk, ;nq, — Up-1 € Zp—1 auf Kp 1 N,
kann durch

1
||Up—1||Li(Kp,mQh) <er ||”p|’Lg(Kmeh)

abgeschétzt werden. Diese Argumentation lasst sich fiir v,—1 € Z,_1 und sukzessive bis
zu j = 0 fortfithren, so dass man die Existenz einer Approximation uy € Zy von vk,
mit dem Fehler vg = v1|g,nq, — uo und der zugehorigen Abschétzung

1
lvoll .2 (ko) < € /P 1ol 22 vy < € llopllL2 (k,n00) (4.5)

erhalt.
Folglich kann v = v, auf Ko = K} C )y, dargestellt werden als

p—1
ulk, =Y ujli, +vo
=0

und fiir vy gilt auf K, die Abschétzung (4.5). Der Unterraum W C ZE(K),) kann also
direkt angegeben werden als

W = span{uj|k,,7 =0,...,p— 1}
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4.1 Separable Approximation der diskreten Greenschen Funktion

und es gilt die Abschétzung der Dimension

dim W < kp = {(5}9)2] p <p+ B

. 1 . -1 log 1
Durch die Wahl von p := ﬂog E] erhélt man € » = exp ( >

) < exp(1l) und mit

B = 2V2V/i Coaeio (14 2V2) €17 < 2V2V/E Coneeto (0 +2V2) exp(1)

ergibt sich schlieflich

dim W < [log j + (2\@\/E Ceaccio (77 + 2\/5) eXp(1)>2 [log ﬂ 3- n

€

4.1.3 Separable Approximation der diskreten Greenschen Funktion

Das Resultat aus Lemma 4.1.2 kann dazu genutzt werden, die Existenz einer diskreten
separablen Entwicklung der diskreten Greenschen Funktion mit exponentieller Konver-
genz auf zulédssigen Gittern nachzuweisen. Dabei sei daran erinnert, dass die zuldssige
Partition so gebildet wurde, dass nur Rechteckgitter als zuldssige Gitter X, X, C Qp
vorkommen, welche die Zuldssigkeitsbedingung (3.9) erfiillen. Definiert man, wie bereits
in Abschnitt 4.1.2 vorweggenommen,

 disteo (X7, X)) — R

= ; ,

so gehort die diskrete Greensche Funktion zur Finite-Differenzen-Diskretisierung (2.10)
fiir festes € X, zur Klasse der diskret L-harmonischen Funktionen auf X2 N Q, bzw.
fiir festes y € X, zu den diskret L-harmonischen Funktionen auf X¢ N €y,. Daher ldsst
sich Lemma 4.1.2 fiir die diskrete Greensche Funktion auf zulédssigen Gittern verwenden,
um die Existenz einer diskreten separablen Entwicklung mit exponentieller Konvergenz
zu zeigen. Dieses Resultat kann analog zu [Hac09, Satz 11.3.8] angegeben werden.

0

Satz 4.1.3 Seien Qp und Xy, Yy C Qp Rechteckgitter mit

diam(Yh) <n9 (diStoo(Xh, Yh) — h)
und Y,f set, wie in Konstruktion 2.3.1 beschrieben, mit § := w > 1 konstru-
iert. Die diskrete Greensche Funktion zur Problemstellung (2.10) sei mit g5 bezeichnet

und es seien )
€g = exp (— L”] diam(Yh)-D

und ¢ wie in Lemma 4.1.2 gegeben.
Dann existiert fiir jedes € mit ¢g < € < 1 eine diskrete separable Entwicklung

k

gh(w,y) =D wi@)uly) mit k< [log j + ¢ [log j 3

=1
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4 Existenz einer H-Matrix Approximation der Inversen von Finite-Differenzen-Matrizen
der diskreten Greenschen Funktion auf Xy, X Yy, und es gilt die Fehlerabschitzung

<e ”gh($7 ')”Li(y}fmgh) fﬂ?" alle x € Xh.

th(x’ ) = g (@, ')‘ L2(Y)

BEWEIS Aus der Voraussetzung diam(Y;,) < 7 (disteo(Xp, Y) — h) erhélt man zusam-
men mit der Definition von § die Giiltigkeit der Ungleichung

diam(Y},) < 7 (distoo (Xp, Y3) — h) = ndisteo(Ys, T(YY)).

Dabher sind die Voraussetzungen aus Lemma 4.1.2 fiir K, = Y}, K 2 = Y,f erfiillt. Unter
Beriicksichtigung der Definition von ¢ gilt Xp N Y,f = (), so dass die Funktion

9z ‘= gh(xa )

fiir alle x € X}, diskret L-harmonisch auf Y,f N €y, ist.
Nach Lemma 4.1.2 existiert demnach ein Unterraum W C Z,% (Y%) mit der Dimension

. ) 17? 1
k=dmW <c¢* |log—| + |log—|,
€ €
so dass fiir g, eine Approximation g/V € W existiert, fiir die nach (4.4)

HgL/V - 9$HL%(Yh) <€ Hgﬂﬁ”Li(YfﬂQh)

fiir alle x € X, gilt.
Unter Verwendung einer Basis {v1,...,v;} von W ldsst sich die Approximation durch

k
gV = Z w(z)v
=1

mit von z € X}, abhingigen Koeffizienten u;(x) darstellen.
Demnach sind w;, I = 1,..., k Gitterfunktionen auf X und v;,l =1, ..., k Gitterfunk-
tionen auf Y}, so dass die diskrete separable Entwicklung durch

k
95(93; y) = Zul(x)vz(y)
=1
angegeben werden kann und man erhélt fiir den Fehler der Approximation

< ellgn(@, )z (vinay

fonte ) =gk,

fir alle x € Xj,. n
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4.2 Hauptresultat

Bemerkung 4.1.4 Die Aussage aus Satz 4.1.3 kann analog fiir den Fall
diam(Xp) < n (disteo(Xp, Yn) — h)

und X}‘i gezeigt werden. Denn unter dieser Voraussetzung gilt analog Xg NY, =10, so
dass die Funktion

9y = 9n(-+y)
fiir alle y € Yy, diskret L-harmonisch auf X,‘i N Qy, ist. Demnach ist nur die Abschdtzung
durch

fon0) =gkt 5 ) < ellonC 0z oxgoany

fir alle y € Yy, zu ersetzen.

4.2 Hauptresultat

Wie in Abschnitt 3.2.4 beschrieben, kann eine Matrix (gut) durch eine H-Matrix approxi-
miert werden, wenn die Approximation der entsprechenden Gitterfunktion auf zuldssigen
Gittern durch eine diskrete separable Entwicklung mit exponentieller Konvergenz mog-
lich ist. Dieses Resultat wurde in Satz 4.1.3 fiir die diskrete Greensche Funktion auf
zuléssigen Gittern gezeigt. Nutzt man den Zusammenhang zwischen der diskreten Green-
schen Funktion und der Inversen einer Finite-Differenzen-Matrix, kann ein Resultat zu
deren Approximation mittels einer H-Matrix angegeben werden.

Satz 4.2.1 Sei L, € R™*! die Finite-Differenzen-Matriz zu der Problemstellung (2.10)
auf einem Rechteckgitter Qy, mit konstanter Schrittweite h und P C T'(I x I) eine nach
den Ausfihrungen in Abschnitt 8.2.1 mit Hilfe der Zulissigkeitsbedingung (3.9) konstru-
ierte zuldssige Partition. AufSerdem seien ¢ aus Lemma 4.1.2 und

1
€0,maz ‘= 730126%}1;_ exp (— Lm min{diam(X), diam(XU)}l )

gegeben.
Dann existiert fiir jedes € mit €y maz < € < 1 eine Matrix Ly iny € H(k, P), fir die

123" = Lavimol| p < v/ 1PF |23 |
3
k< [log 1—‘ + ¢ {bg 1—‘
€ €

BEWEIS Fiir beliebiges b = 7 x ¢ € P7T ist nach Konstruktion 3.1.4 die Zulissig-
keitsbedingung (3.9) erfiillt und es sind zwei Félle zu unterscheiden: Entweder gilt
min{diam(X;),diam(X,)} = diam(X,), so dass Satz 4.1.3 fiir die zulissigen Gitter
Xp = X; und Yy, = X, angewendet werden kann. Oder es wird alternativ fiir diam(X,)

mit

gilt.
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4 Existenz einer H-Matrix Approximation der Inversen von Finite-Differenzen-Matrizen

das Minimum angenommen, so dass man nach Bemerkung 4.1.4 ein analoges Resultat
fir X, = X, und Y}, = X, verwenden kann. In beiden Féllen gilt

€ < €0,mazx

fiir alle b € P™. Demnach erhilt man fiir den ersten Fall nach Satz 4.1.3, dass fiir jedes
€ mit €9 mar < € < 1 eine diskrete separable Entwicklung g,’j der diskreten Greenschen
Funktion gj auf zuldssigen Gittern X, x X, mit

1 17°
k< [log —‘ + ¢ {log —‘
€ €

ot ) = ghta )|

existiert und
< ellgn(e; ez (xsnan) (4.6)

L} (Xo)
fiir alle z € X, gilt.

Im zweiten Fall erh&lt man nach Bemerkung 4.1.4 ein analoges Resultat mit der
Abschétzung

k
n ) = gk )| sy = N0l o) (4.7)

fiir alle y € X,.
Definiert man die Matrix G, € R/*! durch
(Gn)ij = gn(a',97), a*,y7 € Q,

so gilt nach den Ausfiihrungen in Abschnitt 2.1.2 L;1|b = h%Gy|, fiir alle b € P.
Ersetzt man in den Blécken b € PT die Matrix Gy, durch die Approximation Q,]ﬂb,
deren Eintréage durch

(%)zj = gi (', y7), 2t € X,y € X,

gegeben sind, so kann der lokale Fehler in der Frobenius-Norm fiir diam(X,) < diam(X)
nach (4.6) durch

Hh29h|b - h29;’f!bHi =n* Yy Y ‘gh(ﬂfvy) ~ gh(z,y)

rzeX yEX(r

gthQZ Z lgn(z, y)I*

z€Xr yeXINQy,

< WGl = & 12|17

‘ 2

abgeschitzt werden. Fiir diam(X,) > diam(X;) erhdlt man nach (4.7) analog

HhQthb - h2g;'f!bH; =0y N ‘gh(fﬂ,y) ~ gh(z,y)

zeXr yeXs

< Y gyl

TEXENQ, YEXo

< E[nn[5 = 1L |-

‘ 2
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4.2 Hauptresultat

AuBerdem kann nach den Ausfithrungen in Abschnitt 3.2.4 fiir den Matrixblock g}’f]b
die Darstellung
Grly = ABT

mit A € R™<{1-k} B e ROk} als Rang-k-Matrix angegeben werden. Mit der Defi-
nition
I L', beP-
e B2GE, be P
gilt Ly iny € H(k, P) und fiir die Blocke b € P™ kann der Approximationsfehler durch

123 = Lagineloll < € 131

abgeschitzt werden. Da in den Blocken b € P~ nach Definition von Ly ;. keine Appro-
ximation durchgefithrt wird, erhélt man fiir den globalen Fehler

[P LH,ianiﬂ = Z 1Ly s — LH,meHiﬂ
beP+

<[P Nz e .

Eine Abschéitzung der Gréflenordnung von |PT| kann wie in Abschnitt 3.2.3 unter
Verwendung der Konstanten C, erfolgen.

Das Resultat aus Satz 4.2.1 ermdoglicht es, eine Aussage zur Existenz einer H-Matrix
Approximation fiir den zweidimensionalen Fall von Finite-Differenzen-Matrizen zum Mo-
dellproblem zu treffen. Die exponentielle Konvergenz erhélt man aus der Umkehrung von

1 17°
k< [log e—‘ + ¢ {log e—‘
K.

Die GroBen in der Fehlerabschitzung sind von ¢ = 2v2y/k Ceaccio (17+ 2\/5) exp(1)
abhéngig, wobei

zu

wliN

€ & exp (—c

. _ 1 fiir konstante Koeffizienten a,d € RT
caece 3v/2 fiir variable Koeffizienten a(z;,y;), d(x;,y;) € Dy (ﬁh) ,a,d >0

gemif der Abschiatzungen in Satz 2.3.2 und Satz 2.3.3 gilt. Im Vergleich zum Ergebnis
fiir Finite-Element-Matrizen, bei dem man cppy = ﬁrﬁ\/ﬁ(n + 2)exp(1) erhilt, fallt
die Konstante ¢ in Satz 4.2.1 deutlich gréfer aus. Dies ist insbesondere auf die grofleren
Konstanten in der diskreten Poincaré- und in der diskreten Cacciopoli-Ungleichung und
auf die speziellen Gegebenheiten fiir Gitterfunktionen im diskreten Fall zuriickzufiihren.
Die Grofle ¢ im theoretischen Resultat ldsst vermuten, dass der zur Approximation ver-
wendete Rang k sehr grof§ gewihlt werden muss, um akzeptable Approximationsfehler
zu erhalten. Dies ldsst sich bei den numerischen Tests zum Modellproblem in Kapitel 6
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4 Existenz einer H-Matrix Approximation der Inversen von Finite-Differenzen-Matrizen

in dieser Form nicht beobachten, da bereits bei Verwendung niedriger Rénge sehr kleine
Fehler auftreten.

Sowohl beim Ergebnis fiir Finite-Element- als auch fiir Finite-Differenzen-Matrizen
héngt ¢ jedoch von dem Verhéltnis

)\mar
R =

)\min

des grofiten zum kleinsten Koeffizienten des Differenzenoperators L ab. Der Einfluss von
k auf den Fehlerverlauf steht daher im Mittelpunkt der numerischen Tests in Kapitel 6.

Dort wird zusétzlich iiberpriift, ob die zur Durchfiihrung des Beweises von Lem-
ma 4.1.2 erforderliche Bedingung ¢y < € bei den numerischen Tests ebenfalls zu be-
obachten ist. Aufgrund dieser Voraussetzung konnte nur exponentielle Konvergenz fiir
€ > ¢g gezeigt werden. Bei der Durchfithrung der numerischen Tests ergeben sich jedoch
fiir K — oo exponentiell fallende Fehler.

Als Erweiterung des zweidimensionalen Resultats wird in Satz 5.4.1 ein Ergebnis fiir
den dreidimensionalen Fall von Quadergittern angegeben. Dieses ergibt sich direkt aus
der Erweiterung der Resultate fiir Rechteckgitter.

4.3 Ausblick: Schurkomplemente, LU-Faktoren

Das Resultat zur Existenz einer H-Matrix Approximation der Inversen von Finite-
Differenzen-Matrizen zum Modellproblem kann als Grundlage fiir weitere Untersuchun-
gen verwendet werden. Es ldsst sich insbesondere fiir den Nachweis der Existenz einer
‘H-Matrix Approximation der Faktoren einer LU-Zerlegung nutzen.

Die Berechnung einer H-LU-Zerlegung in fast linearer Komplexitdt ist zur direkten
Losung eines Gleichungssystems oder zum Einsatz als Priakonditionierer zur Beschleu-
nigung eines iterativen Verfahrens neben der Verwendung der H-Inversen ebenfalls von
grofem Interesse. Genau wie bei der Inversen ist auch in diesem Fall vor der Berechnung
der H-LU-Zerlegung zu untersuchen, ob eine H-Matrix Approximation der LU-Faktoren
existiert.

Zu dieser Fragestellung gibt es bereits mehrere Ergebnisse, unter anderem im Zu-
sammenhang mit Finite-Element-Matrizen in [Beb07] oder auch fiir wohlkonditionierte,
diinnbesetzte Matrizen in [BF11] oder [GKLBO8]. Diese Resultate beruhen im Wesent-
lichen auf der Existenz einer H-Matrix Approximation von verallgemeinerten Schur-
komplementen zu der entsprechenden Matrix. Die iibrigen Uberlegungen zum Beweis
der Existenz von H-Matrix Approximationen der LU-Faktoren sind in diesen Féllen
rein algebraischer Natur und lassen sich damit unabhiingig von der zugrunde liegenden
Problemstellung nutzen. Daher liefle sich dieser Teil fiir den Fall von Finite-Differenzen-
Matrizen iibernehmen, wenn es gelingt, die Existenz von ‘H-Matrix Approximationen der
verallgemeinerten Schurkomplemente zu Finite-Differenzen-Matrizen nachzuweisen.

Der Beweis dieses Resultats beruht in den angegebenen Arbeiten wiederum auf einem
entsprechenden Resultat zur Existenz einer H-Matrix Approximation der Inversen. Da
in Satz 4.2.1 ein solches Ergebnis fiir Finite-Differenzen-Matrizen zum Modellproblem
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gezeigt werden konnte, liefle sich dieses ebenfalls zum Nachweis der Existenz von ver-
allgemeinerten Schurkomplementen zu Finite-Differenzen-Matrizen nutzen. Auf dieser
Grundlage konnte im Anschluss analog zu der Vorgehensweise in den genannten Ar-
beiten der Beweis zur Existenz einer H-Matrix Approximation der LU-Faktoren von
Finite-Differenzen-Matrizen aufgebaut werden.

Diese grundlegenden Uberlegungen werden an dieser Stelle nicht weiter ausgefiihrt,
sie lassen jedoch vermuten, dass aufgrund des Resultats zur Existenz einer H-Matrix
Approximation der Inversen auch die Verwendung der H-LU-Zerlegung zur Losung der
Gleichungssysteme bei Finite-Differenzen-Diskretisierungen Erfolg versprechend ist.
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5 Erweiterung fiir den dreidimensionalen
Fall

In Kapitel 4 konnte die Existenz einer H-Matrix Approximation fiir die Inverse von
Finite-Differenzen-Matrizen zum zweidimensionalen Modellproblem gezeigt werden. Da-
zu wurde der Ansatz aus [Hac09] zu Finite-Element-Matrizen verwendet, um eine mog-
lichst einfache Ubertragung der Resultate fiir verwandte Problemstellungen zu ermogli-
chen. In diesem Kapitel wird die Erweiterung der Ergebnisse fiir den dreidimensionalen
Fall vorgenommen. Diese ist insbesondere im Hinblick auf das Gleichungssystem im Mo-
dell METRAS von Interesse, da dieses im Allgemeinen aus der Diskretisierung einer
dreidimensionalen Problemstellung hervorgeht.

Analog zum Modellproblem fiir den zweidimensionalen wird auch eines fiir den drei-
dimensionalen Fall angegeben, auf dessen Grundlage die theoretischen Untersuchungen
erfolgen. Die in Kapitel 2 eingefiihrten Rechteckgitter lassen sich durch Erweiterung um
eine z-Komponente direkt zu Quadergittern der Form

Q, = {(zi,yj,2) ERZ> 1 <i<n1<j<m1<p<r}

mit n,m,r € N erweitern. Das diskrete Randwertproblem sei weiterhin durch (2.10)
gegeben. Allerdings sei §2;, durch ein Quadergitter und der zu betrachtende Differenzen-
operator durch

Lu = (aug); + (duy); + (guz); (5.1)

mit ortsabhéngigen Gitterfunktionen a,d,g € Dy (ﬁh) und a,d, g > 0 gegeben. Daraus
resultiert ein Differenzenstern mit sieben Eintrégen, so dass man nach Elimination der
Randpunkte eine diinnbesetzte Diskretisierungsmatrix L, € R/ mit I = {1,..., nmr}
erhélt. Auch bei diesem Modellproblem ergibt sich fiir die konstanten Koeffizienten
a = d = g = 1 der Standard 7-Punkte-Differenzenstern aus der direkten Diskretisie-
rung des Laplace-Operators. Wie im zweidimensionalen Fall ist die Matrix fiir diese
Problemstellung symmetrisch und positiv definit. Die diskrete Greensche Funktion kann
analog zu den Ausfithrungen in Abschnitt 2.1.2 eingefiihrt werden, so dass erneut der
bekannte Zusammenhang zur Inversen der Diskretisierungsmatrix besteht.

Die Konstruktion einer zuléssigen Partition zu Finite-Differenzen-Matrizen in Ab-
schnitt 3.2.1 ist so allgemein angegeben, dass sie sich direkt auf den Fall von Quader-
gittern tibertragen lasst. Insbesondere sind auch im dreidimensionalen Fall nach die-
ser Konstruktion alle zulissigen Gitter durch Quadergitter gegeben. Dies erlaubt die
Beschrinkung der entsprechenden Resultate auf diese Gitterstrukturen. Die Zuldssig-
keitsbedingung (3.9) kann unveréndert iibernommen werden, da sie unabhingig von der
Dimension der Problemstellung formuliert wurde. Die Uberlegungen zur H-Matrix Ei-
genschaft der Diskretisierungsmatrix aus Abschnitt 3.2.2 kénnen analog erfolgen, so dass
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5 Erweiterung fiir den dreidimensionalen Fall

man auch fiir die Diskretisierungsmatrix zum dreidimensionalen Modellproblem erneut
Ly, € H(0, P) erhélt.

Die Resultate zur Approximation von diskret L-harmonischen Funktionen bzw. der
diskreten Greenschen Funktion mittels einer diskreten separablen Entwicklung mit expo-
nentieller Konvergenz in Kapitel 4 lassen sich leicht auf den dreidimensionalen Fall von
Quadergittern iibertragen. Als wesentliche Hilfsmittel werden analog die diskrete Poin-
caré- und die diskrete Cacciopoli-Ungleichung fiir den Fall von Quadergittern benotigt.
Diese werden als Erweiterung der Resultate fiir Rechteckgitter aus den Abschnitten 2.2
und 2.3 in den Abschnitten 5.1 und 5.2 angegeben. Die iibrigen Uberlegungen lassen sich
ebenfalls problemlos iibertragen.

Alle Resultate, die zum Beweis des Hauptresultats fiir den dreidimensionalen Fall
(Satz 5.4.1) erforderlich sind, werden in Abschnitt 5.3 angegeben. Bis auf die Beweise
der diskreten Poincaré- und der diskreten Cacciopoli-Ungleichung fiir den dreidimensio-
nalen Fall, die aufwendiger sind, ist fiir die Erweiterung der iibrigen Resultate lediglich
die Anpassung von Konstanten in den verschiedenen Abschitzungen erforderlich. Die
Ausfithrungen in den entsprechenden Beweisen beschrianken sich daher auf die gegeniiber
den zweidimensionalen Resultaten verdnderten Abschnitte, die iibrigen Beweisschritte
konnen analog erfolgen.

5.1 Diskrete Poincaré-Ungleichung

Zur Formulierung der diskreten Poincaré-Ungleichung im dreidimensionalen Fall kann
der gleiche methodische Ansatz verwendet werden, der fiir die Erweiterung von dem ein-
dimensionalen auf den zweidimensionalen Fall entwickelt wurde. Die Ergebnisse aus dem
folgenden Abschnitt werden daher analog zu den Ergebnissen aus dem zweidimensionalen
Fall angegeben.

Lemma 5.1.1 Sei Qp, := {(zi,y;,2p) € hZ? : 1 <i <n,1 <j<m1l<p<r}
n,m,r € N ein n x m x r Quadergitter mit konstanter Schrittweite h und u € Dy, ()
eine Gitterfunktion auf Qp mit dem Mittelwert u. Dann gult

n+m+r—3

by Zm i L)ook

U(JUi,Z/laZp)—U— C(’ﬁ% 7p) K u

nmr
=1k=1 r=1

J

fiar alle (x;,y1, 2p) € Qp, mit

re1(k, 1) 1<k<n-1
&(k,i,1,p) = § Leg(k—n+1,1) n<k<n+m-—2
cs(k—n—m+2,p) n—1+m<c<n+m-+r—3,
uz(Kh, Y1, 2p) 1<k<n-1
Ik, — uy(zj, (k —n+1)h, zp) n<k<n+m-—2

uy(zj, Yk, (k—mn—m+2)h) n—14+m<k<n+m+r—3,
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5.1 Diskrete Poincaré-Ungleichung

ci1(k, i) = {R psi-d (5.2)

—(n—kK) K>1i,

K k<l-1
ca(kr, 1) = {—(m ) msl (5.3)

und

K k<p—1
c3(k,p) = {—(r 8 m>p. (5.4)

Auferdem ldsst sich abschdtzen:

h2 n+m-+r—3 n  m nt+m+r—3 9
— 2 jL,p:k
|u(xi, yr, zp) — u|” < nm g /f,z,l,p E E ’8,{” P u‘ .
J k=1

2
(rmr) et ==

BEWEIS Der Beweis ergibt sich wie im zweidimensionalen Fall aus der Darstellung

u(xiayla Zp) - u(xj7yka Zq) = (u(xhyl: zp) - u('xja Yy, zp)) + (u(xj7yl> zp) - U(J?j, Yk, Zp))
+ (u(@j, Yk, 2p) — w5, Yk, 2¢))

und der Verwendung von Lemma 2.2.1. Demnach erhélt man fiir die drei Summanden

n—1

c1(k, ug(Kh, yi, 2p),

NE‘

*Z xlaylazp (xj>ylvzp)) =

k=1
1 m h m—1
E Z xmylazp (xjaykvzp)) = E CQ(H’l)uy(x%’{h? Zp)
k=1 k=1
und
1 T hrfl
;Z(u(xjuylmzp) (‘rjaykvzq ;Zci’) R puz xjuykn’ih)
q=1 k=1

Analog zum zweidimensionalen Fall gilt damit

m

h n
15 Iy = - x h )
w(xi, Y1, 2p) p— ]z:; (Z c1(k, i) ug(kh, yi, 2p)

1
m—1 - r—1
—_ l iy Kh z j o 3 h )
+ ; mCQ(KJ, Juy(zj, kh, zp) —&—Zc;;(n,p)u (), yk, K ))

k=1

woraus der erste Teil der Behauptung folgt. Durch dreimalige Anwendung der Unglei-
chung von Cauchy-Schwarz erhélt man den zweiten Teil der Behauptung. n
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5 Erweiterung fiir den dreidimensionalen Fall

Analog zum Beweis der zweidimensionalen diskreten Poincaré-Ungleichung werden
folgende Lemmata bendtigt, um spéter eine Abschétzung der Konstanten C}, zu ermog-
lichen:

Lemma 5.1.2 Sei ¢ wie in Lemma 5.1.1 mit n,m,r € N gegeben, dann gilt

m r n+m+r—3

7"2
ZZZ Z 2 (kyi, 1, p) " (mr(n2 — 1) 4nr(m?—1) +nm(r® — 1)).

i=1 1=1 p=1 k=1

BEWEIs Durch direkte Berechnung erhélt man

r n+m+r—3 n m T n—1 7“2
199 HSWETIEES 99 o pIFE T
i=1 =1 p=1 k=1 i=1 [=1 p=1 \k=1
m— 7“2 r—1
£ D + Zczoe,p))
k=1 k=1

m m—1 o

29 n n—1
T . r
=mr (1@2 Z Z c%(n,z)) + nr ( WC%(H’ l))
i=1 k=1 =1 k=1
r r—1
+m | Y k) |

p=1kr=1

woraus die Behauptung folgt. n

Lemma 5.1.3 Sei ¢ wie in Lemma 5.1.1 mit n,m,r € N gegeben, dann gilt

n+m-+r—3 1 7"2
max ( Z é%n,i,l,p)) 6(2r —3r +7) +Zn 3k, 1)

pe(Lyr] 1 k=1
m—1 7“2
+ 2 WC%(H,Z), (5.5)
n+m-+r—3 ) 7“2 1 5 ) 1 X )
lg[llz?;i]plg[?,xr] ’; ¢“(kyi, 1, p) :mé(Zm —3m +m)+6(27‘ —3r“+r)
n—1 7’2
2 .
+ > ﬁcl(n,z), (5.6)
m n+m+r—3 1 T2
~2 .
max c(k, 1,1, =m| = — 3r? +r)+ A(k,i
el i3 < ; | P)) <6( Zn ! >
r?
+ g(m —1). (5.7)
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5.1 Diskrete Poincaré-Ungleichung

BEWEIS Nach der Definition von ¢ erhilt man

n+m+r—3 n—1 ’1"2 m—1 7“2 r—1
( Z 52(K’i7lap)> = ZEC%(’V%Z) + TC%(HJ) +ZC§(/{7P)

k=1 k=1 k=1 k=1

Die dritte Summe dieses Ausdrucks kann geschrieben werden als

r—1 p—1 r—1
k) =) K+ (r—r)?
k=1 k=1 K=p

1
=plor =% = 1)+ (27 + 3 + 1) = 9(p),

so dass man

r—1

1
max 3 Ak, p) = 7(1) = 7(r) = ~(2r° = 3% 47) (5.8)
pe[lr] <+ 6

erhilt. Daraus folgt (5.5) und es kann zum Beweis von (5.6) genutzt werden, indem auf
analoge Weise die Darstellung

m—1
i c3(k,1) = ;22 (l(lm —m?—m) + %(Qm?’ + 3m? + m)) =:a(l) (5.9)

2
1
max Z #cg(/ﬁ;, l)=a(l) =a(m) = %E(Qm?’ —3m? +m)
=1

folgt. Zusammengefasst ergibt dies die zweite Behauptung (5.6). Die dritte Behauptung
(5.7) erhdlt man aus der Kombination von (5.8) und (5.9) zusammen mit

m m—1 o 2 9
r re 1 r
Z —c3(k,1) = m—me(m2 -1)= E(m2 —1). (5.10)

Lemma 5.1.4 Es gelten die Ungleichungen

n<2m—3+;>+n<2r—3+i>+(n2—1)<3((n—1)2+(m_1)2+(r_1)2)7

m<2r3+i)+m(ni)+(m21)33((n1)2+(m1)2+(r1)2)

und

r<”_711>+7“<m_71n>+(7"2—1)§3((”—1)2+(m—1)2+(7"_1)2)

fir allen,m,r e Nmit2<n<m<r.

BEWEIS Die Behauptungen lassen sich mittels vollstdndiger Induktion tiiber r fiir 2 <
n < m < r zeigen. n
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5 Erweiterung fiir den dreidimensionalen Fall

Diskrete Poincaré-Ungleichung fiir Gitterfunktionen mit Mittelwert Null im
dreidimensionalen Fall

Mit Hilfe der vorangegangenen Lemmata ldsst sich, erneut analog zum zweidimensio-
nalen Fall, die dreidimensionale diskrete Poincaré-Ungleichung fiir Gitterfunktionen auf
Quadergittern zeigen:

Satz 5.1.5 Sei Q) C hZ? ein Quadergitter mit konstanter Schrittweite h. Dann gilt

lu— EHL?L(Qh) <Ch thuHLi(ﬂh) fir alle w € Dy, () (5.11)

mit der Konstanten
diam(€2p,)

Ch =
LN

BEWEIs Das Quadergitter sei ohne Einschrinkung durch ein n x m x r Quadergitter
Qn = {(z5,y;,2p) €Z3:1<i<n,1<j<m,1<p<r}mitn,m,r €N gegeben und
es gelte n < m < r. Fiir den ein- und zweidimensionalen Fall gilt die Behauptung nach
den Ergebnissen aus Satz 2.2.2 und Satz 2.2.7, daher kann im Folgenden n,m,r > 2
angenommen werden.

Nach dem Resultat aus Lemma 5.1.1 gilt fir Gitterfunktionen u € Dy, (Q,) die Ab-
schitzung

h2 n+m+r—3 n m nt+m+r—3 A 9
i, 7) — < oot ( S 2, z,p>) j > oty
(5.12)
fur alle (zi, y1, 2p) € Q.
Summiert man (5.12) iiber 7,/ und p und multipliziert mit 23, erhélt man die Abschiit-
zung

n+m+r—3

h2 n o m T n+m+r—3 n o m 9
SR B33 (03 >3 o
||U UHL%L(Q}L) < h nmr2 ’ialalvp aﬁ u
1=1 [=1 p=1 k=1 j=1k=1 k=1
h2 n m r n+m+r—3 n m n—1
= oE2 2 2 | 2 File) |3 DD sy )
rmr i=1 I=1 p=1 k=1 j=1k=1 k=1
h2 n m r n+m+r—3 n m m—1
3 2
AL 9 95 31 (I SREIRTE0) D 3) 9 SINERTA)
2 s &y Yy Y\L §Y
nmr i=1 [=1 p=1 k=1 7=1k=1 k=1
h2 n m r n+m+r—3 n m r—1
+h° l | h)[?
an‘2 H7Z7 7p Uy x]7yk7/€ .
i=1 =1 p=1 k=1 Jj=1k=1kr=1
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5.2 Diskrete Cacciopoli-Ungleichung

Unter Verwendung von Lemma 5.1.3 und Lemma 5.1.2 erhilt man daraus
n+m+r—3
_2 -2 .
u— U max max c“(k,1,1,
| HL%(Q"L - 7’2 Zle[1 m] pE[1,r] ( I; | p)>

n—1 m r

DS Jualkh g, )

k=1 [1=1 p=1
h m n+m+r—3 n m-1 r
2 . 2
— 7al7 ’ h
- ZZ;&%( Z (ki p)> [uy (5, KD, 2p)|
1 1=1 k=1 Jj=1 k=1 p=1
3 h? 72
e (mr(n — 1) 4+ nr(m? — 1) + nm(r? —1))
n m r—1
ZZ’UZ x]ayk75h|
j=1k=1kr=1
1
<n<2m 3+ >+n<2r—3—|—>+n2—1>
T
n—1 m r
5SS ez
k=1 [1=1 p=1
h2
+ 3= (m(Z -3+ >+m(n—>+m —1>
n
n m—1 r
D3) 9 SINERVISEE
7j=1 k=1 p=1
h2 1 1 n m r—1
+h3€ <7’<n n)—i—r(m—m)—i—r —1>Zzz‘uz x]7yk7"£h’
j=1k=1k=1
2

Nach Lemma 5.1.4 und mit diam(€2,)? = h? ((n — 1)? + (m — 1)® + (r — 1)?) ergibt sich
insgesamt

T

n—1 m
lu = @72 ) < diam(€)? <h3 SN lualrh,yi, )
k=1 [=1 p=1

n m—1 r n m r—1
+h*Y [y (s, kb, 2p) P+ 02D 0D s, u, wh) )
j=1 k=1 p=1 j=1I=1 r=1
woraus die Behauptung folgt. n

5.2 Diskrete Cacciopoli-Ungleichung

Die Vorgehensweise aus Konstruktion 2.3.1 zur Bildung der geschachtelten Rechteck-
gitter kann fiir den dreidimensionalen Fall analog erfolgen, indem das Ausgangsgitter
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5 Erweiterung fiir den dreidimensionalen Fall

sukzessive um die Randpunkte erweitert wird. Der Differenzenoperator sei durch (5.1)
gegeben und die Bezeichnungen
Amin = min {a(l‘)? d(.’l}),g(:l,‘)} und Az = m@x{a(x),d(x),g(x)}
€N, z€Qp
analog zum zweidimensionalen Fall eingefiihrt.

Die beiden Ansétze zum Beweis der diskreten Cacciopoli-Ungleichung fiir konstante
und variable Koeffizienten lassen sich direkt auf den dreidimensionalen Fall iibertragen,
wobei sich die Konstanten in der Ungleichung durch C,yc;o = 1 fiir konstante Koeffizi-
enten und Clueeio = 3V/3 fiir variable Koeffizienten ergeben. Zunéchst wird erneut ein
Resultat fiir konstante Koeffizienten mit einem Ansatz analog zu den Ausfithrungen aus
[CFL28] bzw. Satz 2.3.2 angegeben:

Satz 5.2.1 Sei Kj, C hZ? ein Quadergitter mit konstanter Schrittweite h und der Dif-
ferenzenoperator L von der Form (5.1) mit konstanten Koeffizienten a,d,g € RT. Aus
K,OZ = K}, wird, wie in Konstruktion 2.3.1 beschrieben, eine Schachtelung bis zum Gitter
K;L,l > 1 gebildet. Dann gilt

K
vk o el 2 ey
distoo (K3, ['(K7})) h\Eh

thuHL2 K < Ccaccio
h( h)

mit Kk = i‘\mjz und Cegecio = 1 fiir alle u € Z,f(K;L)

m

BEWEIS Die Bezeichnungen aus (2.20) kénnen analog fiir Quadergitter eingefiithrt und
fiir die dreidimensionale Problemstellung um 9°~ K, 9** K}, ['*~ (K}) und I'**(K},) er-
ganzt werden. Damit gilt analog zum zweidimensionalen Fall die Abschéitzung

HthH%%(Kh):h:‘ = S N Vv o L N

Kp\T+ (Kp) Kp\TV+ (Kp) Kp\I'** (Kp)
11, 2 .3 2, 73 2
< 3 h | Z | auy +h Zaux—l-h Z duy,
(9‘7“7KhUKh\F(L+(Kh) Kh 8y7KhUKh\Fy+(Kh)
(5.13)
+h3Y " dug + b > gu + 1> gul | (5.14)
Ky, 07~ K UK\T'*+(K}) Kp,

Mit den Bezeichnungen u®™ (24, yj, 2p) = w(Tit1, i, 2p), W (T4, Yjs 2p) = w(@i—1,Yj, 2p)
(analog fiir die y- und z-Richtung) erhélt man fiir die Summen aus (5.13) und (5.14)
mittels partieller Summation

h3 Z au? = —h? Z (aug),u — h? Z augzu + h? Z augu (5.15)
0*~ Ky,

07— KUK \I'*+ (K},) K et (Kp)
und analog
h3 Z aui S Z(aum)@u + h? Z auzu®t — h? Z auyu®T. (5.16)
Ky K, T+ (Ky) or= K,
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5.2 Diskrete Cacciopoli-Ungleichung

Auf die gleiche Weise ergeben sich die Darstellungen

h? > duf = =Y " (duy)ju—h* Y duu+h® D duyu, (5.17)

0v— KUK, \I'v+(K},) K V- Kp Tyt (Ky)
WY dul = —h*Y (duy)gu+h> Y duutt =2 Y dugudt,
Ky Ky v+ (Ky) Ky,
(5.18)
h3 Z gu® = —h? Z guz) s U — h? Z qu,u + h? Z guu  (5.19)
8Z*KhUKh\1"Z+(Kh) FZ+ Kh)
und

h3 Zgug = —n3 Z(guz)gu + h? Z gqu,u®t — h? Z quu®T.
Ky

Kn =+ (Kp) 0*~Kp,
(5.20)
Die Addition der Summen (5.15)-(5.20) fithrt zu dem folgenden Resultat:
R3 Z au® + h? Z au’ + h? Z dui + B3 Z dui
07~ KpUKp\I'®+ (K},) Ky, V= KUK \I'v+(K}) Kp
+ 3 Z gu? + h? Z gu?
8z7KhUKh\FZ+(Kh) Ky
= —2h3 Z [(aux)i + (duy), + (guz)z} u
Ky
— K2 Z augu + h? Z auzu + h? Z augu*t — h? Z augu™  (5.21)
0"~ Ky, FIJ" (Kp) FT+ (Kp)
—h? Z duyu + h? Z duyu + h? Z duyu?*t — h? Z duyu¥t  (5.22)
OV~ Ky, Fy-‘r (Kp) Tv+(Kp) oV~ Ky,
—h? Z qusu + h? Z quzu + h? Z quu*t — h? Z guu®t.  (5.23)
=+ (Kp) Izt (Kp) 0~ K,
Die Ausdriicke (5.21), (5.22) und (5.23) lassen sich jeweils kombinieren zu
— K2 Z augu + h* Z augu + h? Z augu®t — h? Z augzl
9~ Ky, e+ (Ky) ret(Kp) 0~ Kp,
:h2a<u— )—i—h Z < u2>,
817Kh FI+ Kh
— h? Z duyu + h? Z duyu + h? Z duyu?*t — h? Z duyu¥t
vV~ Ky, Fy+ (Kp) Fy+ (Kp) oV~ Ky,
—thd(u—uyJr )—I—h Z (uy+ u2)
K, T+ (Kp)
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5 Erweiterung fiir den dreidimensionalen Fall

und

— h? Z gu.u + h? Z gu.u + h? Z guu*t — h? Z quu*T

=+ (Kp) r=+(Kp)

:haZZth(u — )+h Z ( u2>.

=+ (Kp)

Beachtet man, dass
2
IRTE I WL T I
0T— K Fz+ Kh 8I+Kh

(analog fiir y- und z-Richtung) gilt, kann die Summe der Ausdriicke (5.21), (5.22) und
(5.23) demnach abgeschétzt werden durch

—h? Z augu + h? Z augu + h? Z augu®t — h? Z Azl

9=— K, =+ (Ky) e+ (Kp)
— K2 Z duyu + h? Z duyu + h? Z duyuyJr h? Z duy, u¥™
8y7Kh Fy+ Kh) Fy+ Kh ov— Kh
—h? Z gu.u + h? Z gu.u + h? Z guu*T — h? Z quu®t
0*~ Ky, Fz+(Kh) FZ+(Kh) 0*~ Ky,
<h Z cadgu Z cadgu
BKh T'(Kp)

=h g cadgu g cadgu

mit
a fir (ZL‘i, Yi, Zp) S 8I+Kh Uo* K u FI+(Kh) uIr* (Kh)
cadg(xi, Yi, Zp) =<qd fir (l‘i, Yjs Zp) S 8y+Kh Uy~ K, U Fy+(Kh) ury— (Kh)
g fir (.Z‘i, Yjs Zp) € 8Z+Kh Uo*~ K, U PZ+(Kh) U Fz_(Kh).

Auf Grundlage dieses Ergebnisses lassen sich alle weiteren Uberlegungen aus dem Beweis
von Satz 2.3.2 auf den Fall von Quadergittern iibertragen. n

Auch der Beweis der diskreten Cacciopoli-Ungleichung im Fall variabler Konstanten
lésst sich fiir den dreidimensionalen Fall erweitern, so dass man das folgende Resultat
erhalt:

Satz 5.2.2 Sei K;, C hZ? ein Quadergitter mit konstanter Schrittweite h und der Diffe-
renzenoperator L von der Form (5.1) mit ortsabhingigen Koeffizienten a,d, g € Dy, (Qh)
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5.2 Diskrete Cacciopoli-Ungleichung

mit a,d, g > 0 gegeben. Aus K9 := K}, wird, wie in Konstruktion 2.3.1 beschrieben, eine
Schachtelung bis zum Gitter K,ll,l > 1 gebildet. Dann gilt

K
- f 1 Hu||L2(Kl)
disto (K, D(KLY) | ERUSE

thuHLi(Kh) < Ceaccio

mit kK = i‘\’;‘;z und Claecio = 3V/3 fiir alle u € Z,f(K,ll)

BEWEIS Wie bereits beschrieben, werden fiir den Beweis nur die wesentlichen Veradnde-
rungen im Vergleich zum zweidimensionalen Fall angegeben.
Das Quadergitter K}, sei durch ein nxmxr Gitter gegeben und die Abschneidefunktion
n auf den dreidimensionalen Fall erweitert, so dass weiterhin |n;|,|n,|,[n.| < ll gilt.
Dann erhilt man
n—-1 m r n m—1 r n m r—1
AZEHPRENED 3 9) DL ENED 3D 35 B R 3 3 B
i=1 j=1p=1 i=1 j=1 p=1 i=1 j=1p=1
2

Q

Nl = Nl

(N(@ig1, Y55 2p) + 1) Us
(i, Y1, 2p) + 1) Uy
(77('%.27 y]7 Zp+1) + 77) Uy

n+l—1 m+i—1 r+i-1

INDINEDY

i=—Il+1 j=—I1+1p=—I+1

—_

,g
N

Erneut ergibt sich

n+l—1 m+i—1 r+l-1

R Y Y @iy ze) ) uagus

i=—l+1 j=—I+1p=—I+1
n+l—1 m+Il—-1 r+i—1
= > >N { (n*u)-gu= — gu=n: [u (n(zi, yj, 2p11) + 3n)

i=—Il+1 j=—1+1p=—I+1
(@i, yj. i) (3w v 2pi) + ) | }

und man erhilt analoge Ergebnisse fiir die {ibrigen Summen zu au, und du,.
Mittels partieller Summation kann (unter Beriicksichtigung von n = 0 auf T'(K!)) die
Darstellung

n+l—1 m+l—-1 r+i-1 n+l—1 m+i—-1 r+i-1
3 2 3 2
By D D) Muegua==ht oy ) () (gus);
i=—Il+1 j=—I1+1p=—I+1 i=—Il+1 j=—1+1p=—I+1

angegeben werden, die sich ebenfalls fiir die Summen mit au, und du, ergibt. Fiir Git-
terfunktionen u € ZF(K}) gilt demnach

n+l—1 m+Il—-1 r+i—1

Y>> {Pwaus + (nPu),duy + (nu).gu.}
i=—Il+1 j=—I1+1p=—I+1
n+l—1 m+Il—-1 r4+i—1

=h3 Z Z Z n U { aug) (duy)l7 + (guz);| =0.

i=—l4+1j=—1+1p=—1+1
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5 Erweiterung fiir den dreidimensionalen Fall
Auflerdem kann erneut abgeschéitzt werden durch

= gua [ (91, 95, zpa1) + 30) + (i, 55, 2p41) (0, 30 2p0) +0) ||

\/7

|T7(«Tu Yjs Zp+1) + 77| (’u(muij Zp+1)| + |u’)

QQUz

und die Abschétzung ldsst sich analog fiir die Terme mit au, und du, durchfiihren. Somit
erhélt man insgesamt

1 2
nplt mil i || fa? ((Tit1,Yj5 2p) + 1) U
3 ES
h Z Z Z d? (n(xivyj+1azp) +77) Uy
i=—lt1 ==l p=—1+1 | \ g3 (n(24, yj, 2p11) + 1) Us
. T
Ao el mol e a?ux (41,5, 2p) + 1 |ul
<3 mmh3 Z Z Z dzuy| (i, yj+1, 2p) + 1 |ul
j=—l4+1 j=—l+1 p=—I+1 1 u
o g7z | (i, yj, 2p41) + 1 [
1
3 ‘ .
ntl—1 mil—1 ri—1 e | ({241, Y5> 2p) + 7] lu(zit1, v, 2p)|
\/ mazx ; 3 1
h Z Z Z dzuy |77($i,yj+172p) + 7 |u(xi7yj+1vzp)|
j=—1+1 j=—I+1p=—I+1 1 i Yj
=T =41 bus| [0 gy, zper) 4l | @8 20
) 2
. nitt mett e || (20 (i1, Y, 2p) + 1|
V A\max 3 1
N 'zl:ﬂ | ZI:H EI:H djuy (@i, yje1, 2p) + 11
j=— =— —— 1
! b g2uy ’n($i7yjazp+l)+"7|
: HUHLfL(K}I) :
Fasst man die Ergebnisse zusammen, ergibt sich
3v3
193z < 4 222 28
fiir alle u € ZF(Q,), woraus mit disteo (K, T(K?)) = hl die Behauptung folgt. n

Spezielle diskrete Cacciopoli-Ungleichung

Wie fiir Rechteckgitter wird auch fiir Quadergitter eine spezielle Formulierung der dis-
kreten Cacciopoli-Ungleichung benétigt.

Satz 5.2.3 Seien Qp und K; C Q5 Quadergitter mit der konstanten Schrittweite h
und der Diﬁg’enzenopemtor L wvon der Form (5.1) mit ortsabhdingigen Koeffizienten
a,d,g € Dy (Qh), a,d,g > 0 gegeben. Aus Kg = K, wird, wie in Konstruktion 2.5.1
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5.3 Approximationsresultate

beschrieben, eine Schachtelung bis zum Gitter K,lz,l > 1 mit Qh\K,ll # () gebildet. Dann
qgilt

VRl
disteo (K3, ['(K})) RAERT R

||vhu||L’2L(Kh) S Ccaccio
mit k = ’/\\Zﬁ und Cogecio = 3V/3 fiir alle u € Z,’;O(K,ll; Qn).

BEWEIS Der Beweis kann analog zu dem Beweis von Satz 2.3.4 erfolgen. n

5.3 Approximationsresultate

Zunéchst wird das Resultat aus Lemma 4.1.1 auf den dreidimensionalen Fall erweitert,
um im Anschluss ein Ergebnis zur Approximation von diskret L-harmonischen Funktio-
nen mittels einer diskreten separablen Entwicklung zu erhalten.

Lemma 5.3.1 Sei Q;, C hZ? ein Quadergitter mit konstanter Schrittweite h. Dann
existiert fir alle k € N ein Unterraum Vi C Z}f(Qh) der Dimension dim Vy < k mit

. diam Qh
disty2 q,)(u, Vi) < \/5\3/%) IVhullL2 @)

fiir alle u € ZE(Q,).

BEWEIS Der Beweis kann analog zum Beweis von Lemma 4.1.1 durchgefiihrt werden,
lediglich die Konstruktion der Rechteckteilgitter ist folgendermafien zu ersetzen:

Das Quadergitter €2, sei durch ein n x m x r Quadergitter mit n, m,r € N gegeben.
Demnach besitzt es den Durchmesser

diam(Q) = hy/(n — 1)2+ (m — 1)2 + (r — 1)2.

Die Gitterpunkte aus I'(€2;,) bilden einen Quader @, welcher die gleichen Seitenldngen
wie p, besitzt und es gilt ), C Q. Dieser Quader wird in k Teilquader Q;,i =1,...,k
unterteilt. Geht man zunichst davon aus, dass k = (2 mit [ € N gilt, dann kénnen die Teil-
quader gebildet werden, indem die Seiten des Quaders @) in jeweils [ Abschnitte unterteilt
werden. Demnach besitzen die k Teilquader @; die Kantenlinge (n_ll)h X (m_ll)h X (T_ll)h.
Zur Bildung der Teilgitter wird €; := Q; N Qj, gesetzt. Sollte die Zuordnung der Gitter-
punkte zu mehreren €2; moglich sein (dieser Fall kann auftreten, wenn die Gitterpunkte
auf dem Rand der Q); liegen), so werden diese Punkte alle einem angrenzenden Teilgitter
zugeordnet, so dass die §2; stets durch Quadergitter gegeben sind.

Die tibrigen Beweisschritte lassen sich analog ausfithren, wobei nach Satz 5.1.5 in der

Poincaré-Ungleichung weiterhin die Konstante

Ch _ dlaH\;éQZ)
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5 Erweiterung fiir den dreidimensionalen Fall

verwendet werden kann. Bei dem Ubergang von k = [3 zu einem allgemeinen k wird
l:= R/EJ € N verwendet, so dass I> < k < (I+1)% und } < H% < %\/E erfiillt ist. Die
Abschéitzung ergibt sich dann zu

1 diam(Qh)
537\/% thUHLi(Qh) : u

Zum Beweis des Hauptresultats fiir den dreidimensionalen Fall wird auflerdem ein
Ergebnis analog zu Lemma 4.1.2 benstigt.

distL%(Qh)(u, Wk) < 2

Lemma 5.3.2 Seien Q, und Kj, C Qp Quadergitter und es gelte
diam(K}) < ndisteo (Kp, T(K3))

mit n > 0. Auferdem sei K?, wie in Konstruktion 2.3.1 beschrieben, mit § > 1 gebildet,
es gelte Q\K? # 0 und es sei

o =exp (= |- dinm(13)| ).

Dann existiert fir jedes € mit ¢ < € < 1 ein Unterraum W C Z,f(Kh) mit der
Dimension

. 1 5 17*
dimW < |log—| + ¢ |log —
€ €
mit ¢ = 2v2v/k Craccio (77 + 2\/§) exp(1) und es gilt
distr2 ) (u, W) <e Hu”Lﬁ(Kﬁmﬂh) fir alle u € Z,ﬁO(K,JL; Q).

BEWEIS Der Beweis lisst sich analog zum Beweis von Lemma 4.1.2 fithren, es miissen
lediglich die Groflen in den Abschétzungen an den dreidimensionalen Fall angepasst
werden. Fiihrt man die {ibrigen Beweisschritte mit &k := {(ﬁp)ﬂ durch und beriicksichtigt

diam(K;) < diam(K;) < diam(K}) + 2j\/§f)h < diam(K}) + 2v/36h
sowie das Resultat aus Lemma 5.3.1, dann erhélt man
¢ = 2V2VE Ceaccio (0 +2V3) exp(1).
Fiir die Abschétzung der Dimension ergibt sich

dim W < [(8p)*] p < p+ B%p™. n

Mit Hilfe dieses Resultats lisst sich die Existenz einer diskreten separablen Entwick-
lung der diskreten Greenschen Funktion mit exponentieller Konvergenz zur dreidimen-
sionalen Problemstellung auf Quadergittern zeigen:
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5.4 Hauptresultat

Satz 5.3.3 Seien Qp, und Xp, Yy C Qp Quadergitter mit
diam(Yh) <79 (diStoo(Xh, Yh) — h)

und Y,f sei, wie in Konstruktion 2.3.1 beschrieben, mit § := w > 1 gebildet.

Die diskrete Greensche Funktion zur Problemstellung (2.10) mit dem Differenzenoperator
(5.1) sei mit gy, bezeichnet und es seien

S -

und ¢ wie in Lemma 5.3.2 gegeben.
Dann existiert fiir jedes € mit ¢g < € < 1 eine diskrete separable Entwicklung

k 4
1 1
k ; 3
= g mit k < |log—| + log —
9h(,Y) - w(z)vi(y) WR > [og e—‘ ¢ [og e—‘

der diskreten Greenschen Funktion auf Xy, X Yy, und es gilt die Fehlerabschitzung

lon(@,) = gk )| < ellon@Mizwpna,) fir allew € X,

L7 (Ya)
BEWEIS Der Beweis kann analog zu dem Beweis von Satz 4.1.3 gefithrt werden, es miissen

lediglich die Grofien aus Lemma 5.3.2 iibernommen werden. ™

Die Aussage aus Bemerkung 4.1.4 gilt analog fiir den dreidimensionalen Fall.

5.4 Hauptresultat

Mittels der Ergebnisse aus den letzten Abschnitten kann direkt das Hauptresultat zur
Existenz einer H-Matrix Approximation von Finite-Differenzen-Matrizen zu dem drei-
dimensionalen Modellproblem auf einem Quadergitter angegeben werden.

Satz 5.4.1 Sei L, € R*! die Finite-Differenzen-Matriz zu der Problemstellung (2.10)
mit dem Differenzenoperator (5.1) auf einem Quadergitter Qp, mit konstanter Schritt-
weite h und P C T(I x I) eine nach den Ausfihrungen in Abschnitt 3.2.1 mit Hilfe
der Zulissigkeitsbedingung (3.9) konstruierte zulissige Partition. Auferdem seien ¢ aus
Lemma 5.3.2 und

1
€0,magz = IMAX exp (— L”] min{diam(XT),diam(XU)}-D

TxoePt

gegeben.
Dann ezistiert fiir jedes € mit €gmae < € < 1 eine Matriz Ly iny € H(k, P), fir die

125" = Liano | < €V 1PH|Z

1 14
k< [log —‘ + 3 {log -‘
€ €

gilt.
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5 Erweiterung fiir den dreidimensionalen Fall

BEWEIS Der Beweis lisst sich analog zu dem Beweis von Satz 4.2.1 fiihren, es miissen
lediglich die Groflen aus Satz 5.3.3 ibernommen werden. n
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6 Numerik

Die theoretischen Resultate zur Existenz einer H-Matrix Approximation fiir die Inverse
von Finite-Differenzen-Matrizen aus Kapitel 4 und 5 dienen als Grundlage verschiedener
numerischer Tests. Das Ziel aller Berechnungen ist die (numerische) Uberpriifung, ob
sich die Inverse von Finite-Differenzen-Matrizen gut durch eine H-Matrix aus der Menge
‘H(k, P) approximieren lisst. Eine gute Approximation ist dann gegeben, wenn der Fehler
exponentiell mit dem verwendeten Rang k fillt.

Zur Durchfithrung der Tests muss eine zuléssige Partition P der zugrunde liegenden
Indexpaarmenge bestimmt werden. Deren Berechnung kann nach den Angaben in Ab-
schnitt 3.2.1 mit Hilfe der Zuléssigkeitsbedingung (3.9) fiir Finite-Differenzen-Matrizen
erfolgen. Die resultierende Partition wird im weiteren Verlauf als ,,gewthnliche Partition“
bezeichnet. Die Ergebnisse der numerischen Tests werden zeigen, dass bei Verwendung
der gewohnlichen Partitionierungsstrategie in einigen Fillen die Approximationsfehler
mit wachsendem Rang nur sehr langsam kleiner werden. Da die Approximation und
damit auch der Fehler von der eingesetzten Partition abhéingen, kénnte der Einsatz
einer alternativen Partition zu besseren Resultaten fithren. In Abschnitt 6.1 wird fiir
diese Fille eine modifizierte Partitionierungsstrategie entwickelt, durch deren Einsatz
sich deutlich bessere Ergebnisse erzielen lassen. Diese wird zur Unterscheidung von der
gewohnlichen Partition P als modifizierte Partition P,,,q bezeichnet. Die abweichen-
den Strategien zur Bestimmung der modifizierten Partitionierung werden auf Grundlage
theoretischer Uberlegungen eingefiihrt. Eine umfassende Analyse erfolgt in diesen Fillen
jedoch nicht, so dass die Vorgehensweisen und Empfehlungen allein auf den Resultaten
der numerischen Tests beruhen.

Die praktische Durchfithrung der numerischen Tests erfolgt stets auf die gleiche Wei-
se: Zunéchst wird die Diskretisierungsmatrix zum jeweiligen Testproblem gebildet und
im Anschluss die Inverse der Matrix numerisch berechnet. Um fiir diese eine H-Matrix
Approximation mit festem Rang k zur vorgegebenen Partition P zu bestimmen, miissen
die Teilmatrizen der Inversen zu den zulissigen Blécken b € P durch Rang-k-Matrizen
approximiert werden. Dies erfolgt durch die Berechnung der Singuldrwertzerlegung und
anschliefendes ,, Kiirzen“ auf den vorgegebenen Rang k. Die Eintrége der Inversen zu den
Blocken b € P~ werden ohne Approximation iibernommen. Fiir die auf diese Weise be-
rechnete Approximation wird der relative Approximationsfehler in der Frobenius-Norm
zu den Réngen k = 1, ..., 5 berechnet, so dass sich die Fehlerentwicklung in Abhéngigkeit
von k untersuchen lisst.

Die effiziente Berechnung einer approximativen H-Inversen in der H-Arithmetik ist
in diesem Zusammenhang nicht von Interesse. Aus diesem Grund werden weder Lauf-
zeiten noch Speicheranforderungen, sondern nur die Approximationsfehler angegeben.
Fine Abschétzung der Speicheranforderungen kann fiir den speziellen Fall von Finite-
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Differenzen-Matrizen wie in Abschnitt 3.2.3 erfolgen.

Im Anschluss an die Einfithrung der modifizierten Partitionierungsstrategie in Ab-
schnitt 6.1 folgen in den Abschnitten 6.1.1 und 6.1.2 numerische Tests zum zwei- und
dreidimensionalen Modellproblem, bei denen die neu eingefithrte modifizierte Partiti-
on zum Einsatz kommt. Fiir die Inversen der Matrizen zum Modellproblem konnte in
Satz 4.2.1 bzw. Satz 5.4.1 die Existenz einer H-Matrix Approximation nachgewiesen
werden. Deshalb steht bei der numerischen Untersuchung in diesem Zusammenhang
die Abhéngigkeit des Fehlers von der Grofle kK = ’/\\"A im Mittelpunkt. Da A, bzw.
Amaz durch den kleinsten bzw. grofiten Koeffizienten des Differenzenoperators auf dem
zugrunde liegenden Gitter gegeben sind, hiangt x von der Wahl des entsprechenden Dif-
ferenzenoperators ab. Die Grofle von k hat direkten Einfluss auf die Konstante ¢ in den
Satzen 4.2.1 und 5.4.1 und damit — nach den theoretischen Resultaten — auch auf den
Fehlerverlauf bei der Approximation (vgl. Abschnitt 4.2). Daher wird untersucht, ob sich
diese Abhéngigkeit ebenfalls bei den numerischen Tests beobachten lisst. Im Zuge dieser
Untersuchungen erfolgt ein Vergleich der Ergebnisse bei Verwendung der gewhnlichen
und der modifizierten Partition.

Zusétzlich dazu werden im Anschluss in Abschnitt 6.2 weitere Problemstellungen ein-
gefithrt, aus deren Diskretisierungen andere Finite-Differenzen-Matrizen hervorgehen.
Die Auswahl beschriankt sich dabei auf Probleme, die sich durch die Erweiterung des
Modellproblems um einen Konvektionsterm in Abschnitt 6.2.1, die Beriicksichtigung
von Neumann-Randwerten in Abschnitt 6.2.2, die Diskretisierung der Warmeleitungs-
gleichung in Abschnitt 6.2.3 sowie die Verwendung der Koeffizienten aus dem Modell
METRAS in Abschnitt 6.2.4 ergeben. Im Gegensatz zum Modellproblem liegen fiir diese
Problemstellungen keine theoretischen Ergebnisse zur Existenz einer H-Matrix Approxi-
mation der Inversen vor. Unabhéngig davon kann jedoch numerisch {iberpriift werden, ob
sich die Inversen dieser Matrizen unter Verwendung der eingefithrten Partitionierungs-
strategie gut durch H-Matrizen approximieren lassen. Im Zuge der numerischen Tests zu
diesen Problemstellungen kann erneut beobachtet werden, dass sich die erzielten Ergeb-
nisse bei Verwendung der gewdthnlichen Partition zum Teil deutlich verschlechtern. In
diesen Féllen lassen sich die Erkenntnisse zur Konstruktion einer modifizierten Partition
zum Modellproblem aus Abschnitt 6.1 nutzen, um fiir die Probleme aus Abschnitt 6.2
ebenfalls Anpassungen der Partitionierungsstrategie vorzunehmen. Der Einsatz der auf
diese Weise modifizierten Partitionen fiihrt auch in diesen Fillen zu deutlich besseren
Ergebnissen.

Alle Tests wurden fiir unterschiedliche Gittergroflen durchgefiihrt, wobei auch die
Félle n # m bei n x m Rechteckgittern (und analog fiir Quadergitter im dreidimen-
sionalen Fall) Beriicksichtigung fanden. Die Tests lieferten fiir unterschiedliche Problem-
groflen qualitativ vergleichbare Ergebnisse, so dass die Resultate im zweidimensionalen
Fall exemplarisch fiir Gitter mit n = m = 128, also fiir eine Matrix der Dimension
nm = 16384, angegeben werden. Im dreidimensionalen Fall wird fiir das Modellproblem
n =m = r = 32 gewdhlt, woraus eine Matrix der Dimension nmr = 32768 resultiert.
Analoges gilt fiir die Wahl der Konstanten n aus der Zuldssigkeitsbedingung und .,
die in den Testproblemen durch n = 1 und n,;, = 32 vorgegeben werden.

In dieser Arbeit dienen die numerischen Tests der Uberpriifung der theoretischen Er-
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gebnisse zur Existenz einer H-Matrix Approximation der Inversen von Finite-Differen-
zen-Matrizen. Fiir den Einsatz von H-Matrizen in der Praxis sei darauf hingewiesen,
dass zwar in der Theorie sowohl fiir die Berechnung einer H-Inversen als auch fiir die
Berechnung einer H-LU-Zerlegung fast lineare Komplexitidt nachgewiesen werden kann,
die entsprechende Konstante fiir die H-Inverse jedoch deutlich grofier ausfillt. Daher ist
bei der praktischen Anwendung der ‘H-Matrix-Technik die H-LU-Zerlegung vorzuziehen.
Insbesondere steht fiir die Berechnung der H-LU-Zerlegung eine spezielle auf Gebietszer-
legung beruhende Clusterstrategie zur Verfiigung. Durch deren Einsatz erhilt man eine
Partitionierung der Faktoren der LU-Zerlegung mit groflen zuldssigen Blécken, die durch
Nullmatrizen gegeben sind. Dadurch kann ein deutlicher Effizienzgewinn erzielt werden
(vgl. [GKLBO09]). Abschlieende numerische Tests zur Losung des Gleichungssystems im
Modell METRAS unter Beriicksichtigung dieser Strategien finden im Rahmen dieser
Arbeit nicht statt. Die Effizienz der H-Matrix-Technik zur Lésung linearer Gleichungs-
systeme konnte jedoch fiir andere Problemstellungen durch numerische Tests bestétigt
werden. Zur Eignung der H-Matrix-Technik zur Losung linearer Gleichungssysteme ist
beispielsweise in [GHKO8] ein Vergleich mit anderen ,etablierten® Verfahren zu finden.
Dort wird fiir diinnbesetzte Matrizen die H-LU-Zerlegung auf Grundlage einer algebrai-
schen Clusterstrategie berechnet und als Prékonditionierer eingesetzt.

6.1 Eine modifizierte Partitionierungsstrategie

Wie die Ergebnisse der numerischen Tests zur Existenz einer H-Matrix Approximation
der Inversen zum zweidimensionalen Modellproblem in Abschnitt 6.1.1 zeigen werden,
ist fiir einige Testprobleme der Einsatz der H-Matrix-Technik unter Verwendung der
gewOhnlichen Partitionierungsstrategie nicht geeignet. Diese Problematik ist deshalb von
besonderem Interesse, weil die Testprobleme, bei denen dieses Verhalten auftritt, in
Anlehnung an die Problemstellung im Modell METRAS gewihlt wurden.

Die spezielle Form der Koeffizienten des Differenzenoperators im Modell METRAS
ergibt sich unter anderem daraus, dass das Modellgitter auf ein Rechengitter mit kon-
stanter Schrittweite h = 1 transformiert wird. Die Vorgabe unterschiedlicher Schrittwei-
ten A”¥(x;) und hY(y;) im Modellgebiet entspricht im Modellproblem den Koeffizienten
a(z;,y;) = a(x;) und d(z;,y;) = d(y;), die nur von einer Koordinatenrichtung abhéngen.

Im einfachsten Fall von konstanten, jedoch unterschiedlichen Schrittweiten h* # hY
fithrt dies zu den Koeffizienten a(z;) = a = (%)% und d(y;) =d = (h¥)2. Tm Modell
METRAS konnen sich die Schrittweiten stark voneinander unterscheiden, weshalb in
Abschnitt 6.1.1 numerische Tests mit konstanten, aber unterschiedlichen Schrittweiten
h* > hY bzw. hY > h” durchgefiihrt werden. Fiir diese erhélt man d > a bzw. a > d,
woraus wiederum kK = ﬁzx = ﬁ?ﬁ{{jg > 1 resultiert. Im Einklang mit den theore-
tischen Ergebnissen aus Abschnitt 4.2 kann bei der Durchfithrung der entsprechenden
numerischen Tests unter Verwendung der gewohnlichen Partition eine Verschlechterung
des Fehlerverlaufs fiir wachsendes xk beobachtet werden. Daher stellt sich die Frage, ob
die Strategie zur Berechnung der zuldssigen Partition so angepasst werden kann, dass
die Verwendung einer modifizierten Partition in diesen Fillen zu besseren Ergebnissen

89



6 Numerik

fiihrt. Andernfalls wire der Einsatz der H-Matrix-Technik nicht Erfolg versprechend.

Beachtet man den Zusammenhang zwischen den Koeflizienten und den unterschiedli-
chen Schrittweiten im Modellgitter, so wird ersichtlich, dass diese bei der Konstruktion
der gewohnlichen Partition nicht berticksichtigt werden. Diese erfolgt ausschliellich auf
Grundlage des numerischen Gitters, unabhingig von den Koeffizienten des Differen-
zenoperators. Dieser Zusammenhang liefert jedoch einen Ansatz zur Modifikation der
Partitionierungsstrategie, indem bei der Berechnung der zuléssigen Partition die unter-
schiedlichen Schrittweiten im Modellgitter beriicksichtigt werden. Bei der geometrieba-
sierten Berechnung des Clusterbaums wird dazu das Gitter mit den Schrittweiten h”
und hY verwendet, die sich direkt aus den Koeffizienten a und d ergeben. Die Berech-
nung von diam(7), diam(c) und dist(7,0) in der Zuléssigkeitsbedingung kann ebenfalls
ohne groflen Aufwand analog angepasst werden. Die Zuléssigkeitsbedingung lisst sich in
diesem Fall in der Form

min{diam®? (7), diam®¥ (5)} <7 (distggd) (1,0) — h°°> (6.1)

angeben, wobei h*° die Schrittweite in der Richtung bezeichnet, in der die Distanz in
disteo (7, o) gemessen wird. Die Kennzeichnung ad soll verdeutlichen, dass die Berechnung
unter Beriicksichtigung der Koeffizienten des Differenzenoperators erfolgt.

Bei Verwendung dieser Zuldssigkeitsbedingung ist es moglich, dass bei stark voneinan-
der abweichenden Schrittweiten h* und hY Indexmengen 7, o als zuléssig gekennzeichnet
werden, obwohl die entsprechenden Gitter nur wenige Gitterpunkte voneinander entfernt
sind. Bei der Durchfithrung der numerischen Tests unter Verwendung der neuen Bedin-
gung (6.1) hat sich herausgestellt, dass genau in diesen als zuléssig gekennzeichneten
Blocken deutlich groflere lokale Fehler als in den anderen zuléssigen Blocken auftreten.
Um dies zu vermeiden, wird eine weitere Modifikation der Zuléssigkeitsbedingung durch
die Abfrage der Bedingung

(w > 3o (6.2)
mit §yp € N eingefiihrt, die sicherstellt, dass zuléssige Blocke einen Mindestabstand von
0o Gitterpunkten zueinander besitzen.

Diese Modifikation wirkt sich nur auf die Zuléssigkeit kleiner Blocke (|7], |o| klein) aus,
da fiir grofle Blocke, auch unter Beriicksichtigung der unterschiedlichen Schrittweiten,
aus der Bedingung (6.1) meist bereits die Giiltigkeit von (6.2) folgt. Die Struktur der
Partition bleibt somit nach der Einfiihrung der zusétzlichen Bedingung weitestgehend
erhalten. Bei den numerischen Tests wird g = 3 verwendet.

Der grofie Vorteil der eingefiihrten Strategie ist, dass unter Beriicksichtigung der un-
terschiedlichen Schrittweiten die Berechnung der modifizierten Partition fiir beliebige
Konstellationen von (konstanten) Koeffizienten erfolgen kann. Insbesondere ergibt sich
fiir den Fall a = d die gleiche Partition wie beim Einsatz der gewoéhnlichen Partitio-
nierungsstrategie. Fiir wachsendes s unterscheiden sich die Partitionen jedoch deutlich
voneinander. In Abbildung 6.1 sind exemplarisch modifizierte Partitionen fiir Testpro-
bleme mit wachsendem  zu den Schrittweiten h¥ = 1 und h* = 2% «a € {0,1,2,3,4,5}
fiir n = m = 64 dargestellt. Dies entspricht den Koeffizienten d = 1 und a = 272%, so
dass man k = 22 erhiilt.
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(a) Partition fira=1,d =1 (b) Partition fiir a =272,d = 1

(e) Partition fiir a =27%,d =1 (f) Partition fir a =271°d=1

Abbildung 6.1: Modifizierte Partitionen fiir n = m = 64
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Im Vergleich zur gewohnlichen Partition (h* = a = 1,hY = d = 1) fillt auf, dass bei
der modifizierten Partition mit wachsendem & die Gréfle der zulédssigen Blocke zunimmt.
Dies ist fiir die Speicherplatzanforderungen und die effiziente Durchfiihrung der Opera-
tionen in der H-Arithmetik von groflem Vorteil. Der Einsatz der modifizierten Partition
wire demnach bereits dann dem der gewthnlichen Partition vorzuziehen, wenn die Ap-
proximationsfehler in beiden Fillen vergleichbare Groflenordnungen aufweisen. Genau
dieses Verhalten wird sich bei den numerischen Tests zum Modellproblem in den Ab-
schnitten 6.1.1 und 6.1.2 fiir kleine s ergeben.

Da sich im Zusammenhang mit dem Modellproblem insbesondere der Fall xk — oo als
problematisch herausstellen wird, folgen dazu weitere Uberlegungen. Zuniichst wird die
besondere Struktur der modifizierten Partition fiir K — oo anhand eines Testproblems
mit stark voneinander abweichenden Koeffizienten a = 2714, d = 1 fiir die ProblemgroBe
n = m = 64 ndher betrachtet. In Abbildung 6.2 ist deren Struktur im Vergleich zur
gewOhnlichen Partition dargestellt. In diesem Fall weichen die Schrittweiten so stark von-
einander ab (h* = 27, h¥ = 1), dass bei der Konstruktion des Clusterbaums die maximale
Ausdehnung der Teilgitter bei jedem Teilungsschritt stets in xz-Richtung vorliegt. Dies
fithrt dazu, dass die Aufteilung in zwei Teilgitter stets in dieser Richtung vorgenommen
wird. Erst wenn eindimensionale Gitter auftreten und damit die maximale Ausdehnung
des Gitters in y-Richtung vorliegt, wird die Teilung in dieser Richtung vorgenommen.
Durch diese Vorgehensweise entspricht die interne Anordnung, die sich wihrend der
Durchfithrung der modifizierten Clusterstrategie ergibt, der lexikographischen Anord-
nung in vertikaler Richtung (dies ist auch an der dargestellten Besetzungsstruktur der
Diskretisierungsmatrix in Abbildung 6.2(a) zu erkennen).

(a) Partition nach neuer Clusterstrategie (b) Partition nach gewthnlicher Clusterstrategie
Abbildung 6.2: Partition fiir a = 2714, d =1

Durch diese Uberlegungen konnte verdeutlicht werden, wie sich die Beriicksichtigung
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der unterschiedlichen Schrittweiten auf die Konstruktion und damit ebenfalls auf die
besondere Struktur der modifizierten Partition auswirkt. Allerdings ist noch unklar,
ob sich der Einsatz der modifizierten Partition fiir das Modellproblem mit konstanten
Koeffizienten unter besonderer Beriicksichtigung von k — oo eignet.

Zu dieser Problematik kénnen weitere theoretische Uberlegungen erfolgen, die zeigen
werden, dass die modifizierte Partitionierungsstrategie insbesondere fiir den Einsatz bei
groflem k sehr gut geeignet ist. Betrachtet man die Diskretisierungsmatrix, die sich im
Grenzfall mit den Koeffizienten d = 1, a = 0 ergibt, hat der resultierende Differenzenstern
die Form

1 0 1 0

— 10 =2 0
2

h 0 1 0O

Dies entspricht der Standard-Diskretisierung des eindimensionalen Laplace-Operators,
wobei das zugrunde liegende (eindimensionale) Gitter durch die m Gitterpunkte des
Rechteckgitters in vertikaler Richtung gegeben ist. Demnach ergeben sich fiir das n x m
Rechteckgitter insgesamt n Probleme der Dimension m. Nummeriert man die Koordi-
naten lexikographisch in vertikaler Richtung, so erh&lt man als Diskretisierungsmatrix
eine Blockdiagonalmatrix mit n Blocken, welche jeweils die Gestalt von eindimensionalen
Diskretisierungsmatrizen auf einem Gitter mit m Punkten besitzen. Die Diskretisierungs-
matrix besitzt demnach die Form

A
A
=0
L= = . e R (6.3)
A
mit I = {1,...,nm}. Die Diagonalblécke sind durch die tridiagonale Diskretisierungs-

matrix zum eindimensionalen Laplace-Operator gegeben:

A= U e R{l,...,m}x{l,...,m}.

Da die Matrix L;Lazo) in diesem Fall eine Tridiagonalmatrix ist, kann nach [Hac09, Pro-

_oy\ —1
position 3.9.1] die Inverse (Lgla_o)) sogar exakt als H-Matrix dargestellt werden.

Insbesondere enthélt die Inverse von Blockdiagonalmatrizen ebenfalls nur Eintrége in
den Diagonalblécken, so dass aulerhalb der Diagonalblécke keine Eintrdge vorhanden
sind. In den entsprechenden Blocken ist folglich die exakte Darstellung mittels einer
Matrix vom Rang 0 moglich. Die Eintrége innerhalb der Diagonalblécke sind durch die
der Inversen des eindimensionalen Problems (zur tridiagonalen Matrix A) gegeben, fiir
die eine exakte Darstellung als H-Matrix existiert.
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Die entsprechende modifizierte Partition P9-9 fiir diesen Grenzfall ergibt sich fiir
die Konstellation d > a. Nach den bisherigen Ausfithrungen erhélt man demnach ei-
ne modifizierte Partition von der Struktur, wie sie in Abbildung 6.2(a) dargestellt ist.
Diese zeichnen zwei wesentliche Eigenschaften aus: Es liegen grofie zulédssige Blocke au-
Berhalb der Diagonalen vor und die resultierende interne Anordnung, die sich bei der
Berechnung des Clusterbaums ergibt, entspricht der lexikographischen Anordnung in
vertikaler Richtung. Beim Einsatz der modifizierten Partition Pﬁ;g fiir diese Problem-

stellung ergibt sich nach der internen Anordnung die Diskretisierungsmatrix aus (6.3),

_oy\ —1
deren Inverse (Léa_0)> ebenfalls durch eine Blockdiagonalmatrix gegeben ist. Bei der

Approximation der Inversen mittels einer H-Matrix aus der Menge H(k, P%=9) treten
demnach auflerhalb der Diagonalblocke keine Approximationsfehler auf und es konnten
in diesen Blocken sogar Rang-k-Matrizen mit dem Rang k = 0 verwendet werden. Nach
diesen Ausfithrungen ist zu erwarten, dass der Einsatz der modifizierten Partition fiir
den Grenzfall K — oo sehr gut geeignet ist und zu kleinen Approximationsfehlern fiithrt.

Die Uberlegungen lassen sich analog auf den Fall a = 1, d = 0 mit dem Differenzenstern

0 0 O
1
— |1 -2 1
2
hOOO

iibertragen, wobei in diesem Fall eine Anordnung der Gitterpunkte entlang der horizon-
talen Koordinatenachsen zu dem entsprechenden Ergebnis fithrt. Bei Verwendung der
modifizierten Partitionierungsstrategie ergibt sich genau diese Anordnung. Der Einsatz
der modifizierten Partitionierungsstrategie kann demnach fiir die Grenzfille ebenfalls
aufgrund rein theoretischer Uberlegungen motiviert werden.

Die Resultate der numerischen Tests unter Verwendung der modifizierten Partitio-
nierungsstrategie werden in Abschnitt 6.1.1 fiir das zweidimensionale und in Abschnitt
6.1.2 fiir das dreidimensionale Modellproblem angegeben. Dabei ldsst sich insbesondere
fiir den Grenzfall kK — oo das erwartete Verhalten beobachten.

Erweiterung fiir variable Schrittweiten

Als Erweiterung der bisher betrachteten Problemstellung kénnen die konstanten Koef-
fizienten durch ortsabhangige Koeffizienten a(zx;),d(y;) ersetzt werden. Dies entspricht
dem Ubergang von festen Schrittweiten h%, h¥ zu variablen Schrittweiten h®(z;), h¥(y;).
Die Anpassung der Clusterstrategie kann direkt auf diesen Fall {ibertragen werden. Soll-
te min(h*(z;)) > max(h¥(y;)) bzw. min(h¥(y;)) > max(h*(x;)) gelten, dann wird sich
unabhéingig von den variablen Schrittweiten eine Partition ergeben, bei der im Zuge der
Konstruktion des Clusterbaums die Aufteilung der Gitter vorzugsweise in eine Koordi-
natenrichtung erfolgt. Nur wenn die Schrittweiten dhnliche Gréflen aufweisen, spiegeln
sich variable Schrittweiten in der Partitionierung wieder.

Fiir variierende Schrittweiten ist zusétzlich zu beachten, dass die Groflie h°° aus der
Bedingung (6.1) nicht direkt ersichtlich ist. Bei der praktischen Durchfithrung kann
eine Mittelung der variablen Schrittweiten erfolgen, die zur Berechnung der Distanz
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verwendet werden. Dies stellt insbesondere sicher, dass keine benachbarten Gitter als
zuléssig gekennzeichnet werden, da bei dieser Vorgehensweise auch fiir den Fall, dass die

Gitter nur einen Gitterpunkt voneinander entfernt sind, weiterhin dist{? (1,0)—h>* =0
gilt.

6.1.1 Ergebnisse zum 2D Modellproblem

In Abschnitt 4.2 konnte gezeigt werden, dass zur Finite-Differenzen-Matrix, die aus dem
zweidimensionalen Modellproblem (2.10) auf einem n x m Rechteckgitter mit dem Diffe-
renzenoperator (2.11) hervorgeht, eine H-Matrix Approximation der Inversen existiert.
Nach den dort erzielten Ergebnissen nimmt der Fehler fiir wachsenden Rang k in der
Form

€ &2 exp (—c_gk%)

exponentiell ab, wobei ¢ = 2v/2v/k Ceaccio (77 + 2\/5) exp(1) gilt und demnach der Feh-
lerverlauf von der Grofie

Amax

R =
)\min
abhéngt. Dabei sind A, und Ajpq: durch den kleinsten bzw. grofiten Koeffizienten des

entsprechenden Differenzenoperators auf dem Rechteckgitter gegeben. Fiir wachsendes
k ist demnach eine Verschlechterung des Fehlerverlaufs zu erwarten.

Unter Beriicksichtigung dieses Zusammenhangs werden zwei Klassen von Testproble-
men eingefiihrt, in denen die Koeffizienten des Differenzenoperators (2.11) so gewéhlt
werden, dass sich die Abhéngigkeit des Approximationsfehlers von der Grofie x unter-
suchen lédsst. Zunéchst werden variable Koeffizienten a(x;,y;), d(zs,y;) durch zufillige
Werte aus dem Intervall [272% 1], a > 0 vorgegeben. Dabei sollen die Werte 272% und 1
an mindestens einem Punkt angenommen werden, so dass sich x = 22% ergibt und bei
wachsendem « ebenfalls k zunimmt. Die zweite Klasse von Testproblemen beschriankt
sich auf den Fall konstanter Koeffizienten a(z;,y;) = a und d(x;,y;) = d. Fur diese
gilt k = % fiir a > d bzw. Kk = g fiir d > a. Je starker die Koeflizienten voneinander
abweichen, desto grofler fillt x aus.

In Abschnitt 6.1 wurde bereits erwéihnt, dass die Auswahl der zweiten Klasse von Test-
problemen unter besonderer Beriicksichtigung der Gegebenheiten im Modell METRAS
erfolgt. In dem Modell kénnen unterschiedliche Schrittweiten im Modellgitter vorgegeben
werden. Da das Modellgitter auf ein Rechengitter mit dquidistanter Schrittweite trans-
formiert wird, ergeben sich die entsprechenden Koeffizienten des Differenzenoperators.
In Anlehnung an diesen Zusammenhang wurden im Modellproblem die Koeffizienten a
und d eingefithrt. Wenn die Schrittweiten im Modellgitter stark voneinander abweichen,
gilt dies ebenfalls fiir die entsprechenden Koeffizienten im Differenzenoperator und es
ergibt sich k > 1. Daher findet der Fall von Koeffizienten a > d bzw. d > a bei den
numerischen Tests besondere Beriicksichtigung.
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Zufallige Koeffizienten

Die ersten numerischen Tests werden fiir zufillige Koeffizienten durchgefiihrt, die durch
a(wi, yj), d(xi, y5) € [272%,1] mit o € {0,1,2,4,8,16} gegeben sind. Der Fall o = 0
entspricht der Standard-Diskretisierung des Laplace-Operators. In Tabelle 6.1 sind die
relativen Approximationsfehler in der Frobenius-Norm zu den Réngen k£ = 1,...,5 in
Abhéngigkeit von a angegeben.

Tabelle 6.1: Numerische Ergebnisse fiir a(x;,y;), d(x;,y;) € [272%,1]

o k=1 k=2 k=3 k=4 k=5

0 6.7556e-03 9.4278e-04 4.6858e-05 1.1390e-05 6.5521e-07
1 6.7566e-03 9.5102e-04 4.7324e-05 1.1470e-05 6.5970e-07
2 6.8751e-03 9.6309e-04 4.8761e-05 1.1825e-05 7.0218e-07
4 6.8182e-03 9.6830e-04 4.8883e-05 1.1872e-05 6.9060e-07
8  6.8405e-03 9.6670e-04 4.8506e-05 1.1661e-05 6.5745e-07
16 6.9031e-03 9.7657e-04 4.8995e-05 1.1714e-05 6.7763e-07

In allen Fillen kann wie erwartet ein exponentiell fallender Fehler beobachtet werden.
Auffallig ist, dass die Fehler unabhingig von o nahezu identisch sind und nicht, wie nach
Satz 4.2.1 zu erwarten, eine Verschlechterung des Fehlerverhaltens fiir wachsendes « zu
beobachten ist. Die Abhéngigkeit von der Grofle x kann daher fiir diese numerischen
Testprobleme nicht festgestellt werden.

Da die Koeffizienten in diesem Fall durch zufillige Werte vorgegeben wurden, scheint
eine Approximation von Finite-Differenzen-Matrizen zum Modellproblem fiir eine Viel-
zahl von Problemstellungen unabhéngig von s Erfolg versprechend. Wie sich anhand der
folgenden Testprobleme herausstellen wird, ist es jedoch moglich, die Koeffizienten so zu
wéahlen, dass fiir wachsendes k ein deutlich schlechteres Ergebnis zu beobachten ist.

Konstante Koeffizienten a # d

Die zweite Klasse von Testproblemen ergibt sich durch die Vorgabe von konstanten Ko-
effizienten d = 1 und a = 272%, o > 0. Dies entspricht den Schrittweiten h¥ = 1 und
h* = 2% und man erhilt x = 22%. Bei wachsendem « wird demnach auch x groBer. Bei
der Untersuchung der auf diese Weise konstruierten Testprobleme kann bei Verwendung
der gewohnlichen Partitionierung fiir wachsendes x ein deutlich schlechteres Fehlerver-
halten als fiir die Testprobleme mit zufillig gewahlten Koeffizienten beobachtet werden.
Zum Vergleich ist in Abbildung 6.3, exemplarisch fiir den Fall o = 8, der Fehler fiir
konstante Koeffizienten a = 2716, d = 1 und fiir zufillige Koeffizienten aus dem Intervall
[2716,1] dargestellt. Obwohl x unter diesen Gegebenheiten in beiden Problemstellun-
gen iibereinstimmt, kann im Vergleich ein deutlich schlechteres Fehlerverhalten fiir das
Problem mit konstanten Koeffizienten d > a festgestellt werden.
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Abbildung 6.3: Relative Fehler fiir x = 216

Wie bereits in Abschnitt 6.1 erwéihnt, ist der Einsatz der H-Matrix-Technik unter
Verwendung der gewoOhnlichen Partition nach den numerischen Ergebnissen fiir diese
Klasse von Testproblemen im Fall kK — oo nicht geeignet. Es konnte jedoch eine modifi-
zierte Partitionierungsstrategie angegeben werden, deren Einsatz nach den theoretischen
Uberlegungen fiir den Grenzfall x — 0o zu besseren Ergebnissen fiithren miisste. Das Ziel
der weiteren numerischen Tests ist es, die Eignung der modifizierten Partition P,,,q fir
verschiedene Konstellationen von Koeffizienten zu untersuchen. Dazu werden die Ap-
proximationsfehler bei Verwendung der gewdhnlichen Partition P und der modifizierten
Partition P,,.q fiir eine Vielzahl von Testproblemen miteinander verglichen.

In diesem Zusammenhang kénnen zwei besondere Félle hervorgehoben werden. Zum
einen stimmen im Fall @ = d die Partitionen P und P,,,q iiberein, so dass auch fiir
diesen Fall die Verwendung der modifizierten Partition keine Einschrinkung darstellt.
Die zweite Besonderheit ergibt sich im Fall a > d bzw. d > a, bei dem die Aufteilung der
Gitter mittels geometriebasierter Clusterung vorzugsweise in einer Koordinatenrichtung
stattfindet. Dies ergibt eine Partition von der Struktur, wie sie in Abbildung 6.2(a)
dargestellt ist. Die Partitionen besitzen fiir kleine k demnach eine vergleichbare Struktur,
wohingegen fiir grofle £ deutliche Unterschiede zu erkennen sind. Daher wird untersucht,
ob bzw. in welcher Form sich auch die Approximationsfehler fiir wachsendes k verindern.

Zunéchst werden fiir den Fall x > 1 numerische Tests durchgefiihrt, um zu untersu-
chen, wie sich der Einsatz der Partitionen P und P,,,q fiir wachsendes x auswirkt. Die
Koeffizienten werden fiir die Tests durch a = 272 « € {10,11,12,13,14} und d = 1
vorgegeben. Die Approximationsfehler sind in Tabelle 6.2 zu finden. Es bestéitigt sich das
Ergebnis, dass fiir wachsendes a bzw. k eine Verschlechterung des Fehlers bei Verwen-
dung der gewohnlichen Partition beobachtet werden kann. Im Gegensatz dazu werden die
Fehler fiir wachsendes « beim Einsatz der modifizierten Partition immer kleiner. Dem-
nach kann fiir die numerischen Ergebnisse genau das Verhalten beobachtet werden, das
nach den theoretischen Uberlegungen aus Abschnitt 6.1 zur Eignung der modifizierten
Partition im Grenzfall kK — co zu erwarten war.
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Tabelle 6.2: Numerische Ergebnisse fiir a = 272% d = 1

«  Partition k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
10 P 3.7238e-01 2.6045e-01 1.8572e-01 1.3610e-01 1.0186e-01
Prod 1.4511e-03 8.3948e-05 8.2636e-06 1.2002e-06 2.3303e-07
1 P 4.2901e-01 3.3669e-01 2.6521e-01 2.1107e-01 1.6900e-01
Prod 2.1845e-04 8.2912e-06 6.5084e-07 8.3102e-08 1.4919¢-08
12 P 4.7701e-01 4.0470e-01 3.4170e-01 2.8814e-01 2.4198e-01
Prod 2.3095e-05 6.3753e-07 4.3228e-08 5.1133e-09 8.7830e-10
13 P 5.1407e-01 4.5730e-01 4.0347e-01 3.5332e-01  3.0620e-01
Prod 1.8922e-06 4.2472e¢-08 2.6454e-09  3.0004e-10  5.0337e-11
1 P 5.3933e-01 4.9256e-01 4.4576e-01 3.9929e-01  3.5277¢-01
Prod 1.3375e-07 2.6614e-09 1.5831e-10 1.7563e-11 2.9109e-12

Die bisherigen numerischen Tests haben ergeben, dass sich die modifizierte Partitio-
nierungsstrategie fiir die beiden besonderen Konstellationen mit a = d und a > d bzw.
d > a eignet. Ergidnzend dazu werden weitere Tests fiir die Koeffizienten d > a mit
a =272« € {1,3,5,7,9} und d = 1 durchgefiihrt. Dies erméglicht eine Beurteilung,
ob die Verwendung der resultierenden Partitionen, die sich beim Ubergang von den Ko-
effizienten a = d zu d > a ergeben, ebenfalls zu guten Ergebnissen fiihrt. Die Resultate
zu diesen Testproblemen sind in Tabelle 6.3 angegeben.

Der Einsatz der gewthnlichen Partition fiihrt fiir kleine o zu einem guten Fehlerverlauf,
der ein dhnliches Verhalten wie der Fehler bei Verwendung der modifizierten Partition
aufweist. Es ist jedoch ebenfalls erkennbar, dass sich bei wachsendem x der Fehlerverlauf
im Fall der gewohnlichen Partition immer weiter verschlechtert. Der Einsatz der modifi-
zierten Partition fiihrt im Vergleich zur gewhnlichen Partition zu kleineren Fehlern oder
zu Fehlern mit d&hnlichen Groflenordnungen. Bei Verwendung der modifizierten Partition
lasst sich fiir kleine « ebenfalls eine leichte Verschlechterung des Fehlers fiir wachsendes
a beobachten, bevor fiir grole o die bereits beobachtete deutliche Verbesserung eintritt.
Unter Berticksichtigung der giinstigeren Struktur der modifizierten Partition ist auch in
diesen Fillen die Verwendung der modifizierten Partition von Vorteil.

Die numerischen Tests zu dieser Klasse von Testproblemen haben ergeben, dass die
‘H-Matrix-Technik unter Einsatz der gewo6hnlichen Partition fiir den Fall K — oo nicht
geeignet ist, da die Approximationsfehler fiir wachsenden Rang nur leicht abnehmen.
Es konnte jedoch eine modifizierte Partition eingefiihrt werden, durch deren Einsatz
insbesondere fiir Probleme mit x — oo deutlich bessere Ergebnisse erzielt wurden. Hin-
zu kommt, dass die Struktur der modifizierten Partition durch die gréfleren zuléssigen
Blocke gegeniiber der gew6hnlichen Partition von Vorteil ist. Aus diesem Grund ist der
Einsatz der modifizierten Partition auch fiir kleine s vorteilhaft, da die Fehler in diesem
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« Partition k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
1 P 7.2614e-03 9.6349e¢-04 6.3805e-05 1.8481e-05 1.1929¢-06
Prod 8.4827e-03 1.8375e-03 1.0217e-04 3.2920e-05 2.7310e-06
3 P 2.3689e-02 2.3872e-03 3.5454e-04 1.2125e-04 2.8317e-05
Prod 1.9066e-02 2.5446e-03 3.5237e-04 1.4016e-04 2.1855¢-05
5 P 7.4596e-02 1.5375e-02 3.7515e-03 1.0750e-03 3.7620e-04
Prod 3.9795e-02 6.4232¢-03 1.3682e-03 3.8861e-04 1.2650e-04
7 P 1.7750e-01  6.8805e-02 2.9353e-02 1.3792e-02 7.1356¢-03
Prod 4.5983¢-02  9.6009e-03 2.4479e-03  7.1346e-04 2.3117e-04
9 P 3.0924e-01 1.8528e¢-01 1.1563e-01 7.5786e-02 5.1825¢-02
Prod 6.4911e-03 6.0025e-04 7.9809e-05 1.4050e-05 3.0949¢-06

Fall dhnliche GroBenordnungen besitzen.

6.1.2 Ergebnisse zum 3D Modellproblem

Die Finite-Differenzen-Matrix zum dreidimensionalen Modellproblem resultiert aus der
Problemstellung (2.10) mit einem n xm x r Quadergitter . Der Differenzenoperator ist
in diesem Fall durch (5.1) mit entsprechenden Koeffizienten a,d, g € Dy, (ﬁh) gegeben.
Analog zu den zweidimensionalen Testproblemen werden die Koeffizienten so gewéhlt,
dass die Abhéngigkeit des Fehlers von der Gréfle x untersucht werden kann. Dazu eignen
sich ebenfalls die beiden Klassen von Testproblemen aus dem zweidimensionalen Fall.

Fiir die erste Klasse von Testproblemen werden erneut ortsabhingige Koeffizienten
a(xi, Yy, 2k), d(Ti, Y5, 2k), 9(zi,Y;,2k) durch zufillige Werte aus dem Intervall [2729 1]
mit o € {0,1,2,4,8,16} vorgegeben. Die theoretischen Ergebnisse aus Kapitel 5 lassen
auch in diesem Fall, unabhéngig von «, exponentielle Konvergenz erwarten. Erneut ist
nach den theoretischen Resultaten fiir wachsendes o bzw. k mit einer Verschlechterung
des Fehlerverlaufs zu rechnen. Die Ergebnisse zu diesen ersten numerischen Tests fiir die
dreidimensionale Problemstellung sind in Tabelle 6.4 angegeben.

Bei allen Testproblemen ist wie erwartet exponentielle Konvergenz zu beobachten. Wie
im zweidimensionalen Fall kann dariiber hinaus keine Verschlechterung der Ergebnisse
fiir wachsendes a bzw. k beobachtet werden. Demnach lassen sich unabhéngig von & fiir
diese Klasse von Testproblemen gute Ergebnisse erzielen.

Analog zum zweidimensionalen Problem wird eine zweite Klasse von Testproblemen
mit konstanten Koeflizienten a(z;,y;, 2x) = a,d(z,y;, 2,) = d und g(z4,y;, 2,) = g un-
tersucht, die erneut im Zusammenhang mit der Einfithrung unterschiedlicher Schrittwei-
ten hA*, hY und h* interpretiert werden koénnen. Im Hinblick auf das Modell METRAS,
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Tabelle 6.4: Numerische Ergebnisse fiir a(z;,y;, 2k), d(%i, yj, 2k), 9(z4, Y5, 2) € [272%,1]

« k=1 k=2 k=3 k=4 k=5

0 7.9871e-03 2.9828e-03 8.2446e-04 2.8279e-04 1.6883e-04
1 7.9552e-03 2.9770e-03 8.2224e-04 2.8376e-04 1.6829e-04
2 7.9484e-03 2.9831e-03 8.3468e-04 2.8693e-04 1.7128e-04
4 7.9275e-03 2.9676e-03 8.3378e-04 2.8546e-04 1.7017e-04
8  7.9276e-03 2.9427e-03 8.3077e-04 2.8598e-04 1.7107e-04
16 7.9041e-03 2.9900e-03 8.3338e-04 2.8674e-04 1.6954e-04

fiir das haufig h* =~ hY und entweder h® =~ h® oder h* > hZgilt, werden fiir diese
Klasse von Testproblemen Koeflizienten mit ¢ = d und g > a vorgegeben. Der Fall
a = d = g = 1 entspricht erneut der Standard-Diskretisierung des dreidimensionalen
Laplace-Operators.

Wie fiir das zweidimensionale Modellproblem kénnen bei Verwendung der gewdhn-
lichen Partition fiir diese Klasse von Testproblemen fiir kK — oo deutlich schlechte-
re numerische Ergebnisse als im Fall zufilliger Koeffizienten beobachtet werden. Die
Uberlegungen und Modifikationen der Partitionierungsstrategie aus Abschnitt 6.1, die
im zweidimensionalen Fall zu einer Verbesserung der Ergebnisse fiihrten, kénnen di-
rekt auf den dreidimensionalen Fall {ibertragen werden. Die Clusterstrategie und die
Berechnung der Grolen diam(7), diam(o) und dist(7, o) lassen sich analog fiir die drei-
dimensionale Problemstellung so anpassen, dass die unterschiedlichen Schrittweiten des
Modellgitters beriicksichtigt werden. Die modifizierte Zuléssigkeitsbedingung ergibt sich
demnach zu

min{diam(@49 (1), diam(@49) (s )} < 7 (distggdg) (r,0) — h°°> . (6.4)
Auch in diesem Fall wird die Zulissigkeitsbedingung um die Uberpriifung von
dlSt‘;;(Z"T) > 6o (6.5)

erweitert, die sicherstellt, dass bei stark voneinander abweichenden Schrittweiten der
Abstand der zuléssigen Gitter nicht weniger als §y Gitterpunkte betrigt.

Zunéchst wird wie im zweidimensionalen Fall untersucht, ob der Einsatz der auf diese
Weise konstruierten modifizierten Partition P,,,q fiir den Fall ¢ > a = d zu besseren
Ergebnissen fiihrt. Dazu werden die Koeffizienten ¢ = 1 und ¢ = d = 272 mit a €
{10,11,12,13,14} gewéhlt. Die Ergebnisse sind in Tabelle 6.5 angegeben.

Erneut ist zu erkennen, dass der Einsatz der gewohnlichen Partition zu einem schlech-
ten Fehlerverlauf fithrt und sich durch die Verwendung der modifizierten Partition deut-
lich bessere Ergebnisse erzielen lassen, fiir die wie im zweidimensionalen Fall eine Verbes-
serung des Fehlers fiir wachsendes s zu beobachten ist. Der Fehlerverlauf weist jedoch
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6.1 Eine modifizierte Partitionierungsstrategie

Tabelle 6.5: Numerische Ergebnisse fiir g = 1,a = d = 272

«  Partition k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
10 P 2.8557e-01  2.6990e-01 2.5346e-01 2.3952e-01 2.2583e-01
Prod 2.1467e-05 1.2219e-06 6.4845e-07 4.3312e-09 3.1347e-09
1 P 3.0675e-01  2.9329e-01 2.7922e-01 2.6616e-01 2.5296e-01
Prod 2.8482¢-06 9.8248e-08 5.9623e-08 2.2363e-10  1.6096e-10
12 P 3.1919e-01  3.0698e-01 2.9427e-01 2.8184e-01 2.6908e-01
Prod 2.8018e-07 5.4477e¢-09 3.5617e-09 1.2619e-11  8.9608e-12
13 P 3.2601e-01 3.1446e-01 3.0248e-01 2.9042e-01  2.7795e-01
Prod 2.2551e-08 2.3626e-10 1.6062e-10 7.5562e-13  5.3404e-13
1 P 3.2959¢-01 3.1839¢-01 3.0678e-01 2.9492¢-01  2.8262¢-01
Prod 1.6120e-09 8.9944e-12 6.2395e-12 4.6437e-14  3.2816e-14

bei Verwendung von P,,,q bei wachsendem Rang k ein ,sprunghaftes Verhalten auf.
Zum Teil ist bei der VergroBerung des Rangs nur eine vergleichsweise kleine Verbesse-
rung des Fehlers und in anderen Fillen eine Reduzierung des Fehlers um einen Faktor in
der GréSenordnung 102 zu erkennen. Die Ursache dieses Phiinomens konnte nicht niher
bestimmt werden. Trotz dieses ,,unregelméfligen“ Abfalls des Fehlers ergeben sich fiir die
Partition P,,,q deutlich bessere Ergebnisse als fiir die gewShnliche Partition. Demnach
ist auch in diesem Fall der Einsatz der modifizierten Partition von Vorteil.

Im dreidimensionalen Fall ist ebenfalls zu iiberpriifen, ob die Verwendung der modi-
fizierten Partitionierungsstrategie bei der Konstellation von Koeffizienten geeignet ist,
die sich fiir den Ubergang von dem Fall a = d = g zu a = d, g > a ergibt. Dazu werden
weitere Tests mit a = d = 272% g = 1 mit o € {1, 3,5, 7,9} durchgefiihrt. Die Ergebnisse
zu diesen Testproblemen sind in Tabelle 6.6 zu finden.

Erneut léasst sich beobachten, dass die Verwendung der modifizierten Partition von
Vorteil ist, je grofler die Schrittweitenunterschiede ausfallen. Fiir kleines « liefert auch
die gewohnliche Partition akzeptable Ergebnisse, allerdings verschlechtert sich der Feh-
lerverlauf fiir wachsendes « deutlich. Fiir diese Fille ist der Einsatz der gewthnlichen
Partition demnach nicht geeignet. Auch bei diesen Testproblemen konnte teilweise ein
sprunghafter Verlauf der Fehler bei Verwendung der Partition P,,,q beobachtet werden.

Vergleicht man die Fehler aus Tabelle 6.6 fiir o« = 1, dann fallt auf, dass die Fehler beim
FEinsatz der modifizierten Partition im Vergleich zur gew6hnlichen Partition leicht grofler
ausfallen. Bei der Durchfithrung weiterer numerischer Tests mit kleinem x zu anderen
Problemgrofien (insbesondere fiir stark unterschiedliche Grolen von n,m und r) lie
sich dieses Verhalten ebenfalls beobachten, wobei der Unterschied der Fehler zum Teil
deutlich groflier ausfiel. In allen Féllen lieferte jedoch auch der Einsatz der modifizierten
Partition akzeptable Resultate, so dass deren Verwendung weiterhin unproblematisch
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Tabelle 6.6: Numerische Ergebnisse fiir g = 1,a = d = 272¢

« Partition k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
1 P 6.4558e-03 3.8051e-03 &8.5521e-04 2.5419e-04 1.3651e-04
Prod 1.2363e-02  6.3897e-03 2.2417e¢-03 5.8685e-04 3.6267¢-04
3 P 2.0802e-02 1.2324e-02 3.6100e-03 2.3317e-03 1.5119e-03
Prod 1.2102e-02  6.9034e-03 1.6669e-03  9.6278e-04 5.5996e-04
5 P 6.8833e-02 4.7651e-02 2.6884e-02 2.1094e-02 1.6898e-02
Prod 7.2032e-03  2.9651e-03  9.4208e-04 5.8793e-04 2.0095¢-04
7 P 1.5887¢-01 1.3252e-01 1.0578e-01 9.3063e-02 &.2526¢-02
Prod 1.1517¢-03 2.2576e-04 6.0428e-05 2.3025¢-05 1.0798e-05
9 P 2.5297e-01 2.3385e-01 2.1384e-01 1.9911e-01 1.8530e-01
Prod 1.1171e-04 9.5504e-06 4.0978e-06 8.7629¢-08 6.0154e-08

ist. Zu einem tieferen Verstéindnis dieser Problematik bei kleinem & sind jedoch weitere
theoretische und numerische Untersuchungen erforderlich, die zur Einfiihrung weiterer
Verbesserungen der Partitionierungsstrategie in diesem Fall beitragen konnten. Diese
Problematik wird an dieser Stelle nicht weiter untersucht.

Um auch im dreidimensionalen Fall die Struktur der resultierenden Partitionen dar-
zustellen, sind in Abbildung 6.4 exemplarisch fiir n = m = r = 16 die modifizierten
Partitionen angegeben, die sich beim Ubergang von den Koeffizienten a =d = g = 1 zu
a=d=25g=1 ergeben. Wie im zweidimensionalen Fall entspricht die modifizierte
Partition zunéchst der gewohnlichen und zeichnet sich fiir wachsendes £ dadurch aus,
dass die zulédssigen Blocke im Vergleich deutlich grofler ausfallen. Berticksichtigt man,
dass auch fiir kleine o die Fehler beim Einsatz der beiden Partitionen vergleichbar sind,
so ist die Verwendung der modifizierten Partition in allen Féllen von Vorteil.

Wie fiir das zweidimensionale Modellproblem ergeben die numerischen Tests im drei-
dimensionalen Fall ebenfalls, dass sich die Approximationsfehler bei der H-Matrix Ap-
proximation der Inversen unter Verwendung der gewthnlichen Partition in Abhéngigkeit
von den Koeflizienten zum Teil stark verschlechtern kénnen. Die Einfithrung der modi-
fizierten Partitionierungsstrategie ermdoglicht es jedoch, deutlich bessere Ergebnisse zu
erzielen. Dariiber hinaus ist deren Verwendung durch die grofieren zuldssigen Blocke
gegeniiber der gewohnlichen Partition von Vorteil. Daher ist nach den numerischen Er-
gebnissen auch im dreidimensionalen Fall die Verwendung der modifizierten Partitionie-
rungsstrategie fiir Problemstellungen dieser Art zu empfehlen.

Aufgrund dieser vielversprechenden Ergebnisse werden in Abschnitt 6.2.4 Testmatri-
zen eingefiihrt, die sich bei der Verwendung des Differenzenoperators aus dem Modell
METRAS in Kombination mit Dirichlet Randwerten ergeben. Die Uberlegungen fiir kon-
stante Koeffizienten a, d, g lassen sich wie im zweidimensionalen Fall direkt fiir variable

102
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B

(a) Partition fira=d=1,g=1

vt

N

(c) Partition fir a =d =2"%g=1 (d) Partition fiir a =d=2"%¢g=1

Abbildung 6.4: Modifizierte Partitionen fiir n = m =r = 16

Koeffizienten a(x;),d(y;), g(z) iibertragen. Weitere Einzelheiten, die fiir die speziellen
Gegebenheiten im Modell METRAS beriicksichtigt werden miissen, sind in Abschnitt
6.2.4 angegeben.

6.2 Numerische Ergebnisse zu weiteren Testproblemen

6.2.1 Konvektions-Diffusionsgleichung

Der Diskretisierung der Konvektions-Diffusionsgleichung mittels Finiter-Differenzen liegt
das zweidimensionale Randwertproblem

—eAu+b-Vu=f in
u=20 auf 02
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fiir ein Rechteck Q mit der Konvektionsrichtung b = (b1, b2),b1,b2 € R, ||b]| = 1 und
€ > 0 zugrunde. Fiihrt man ein Rechteckgitter €;, mit konstanter Schrittweite h > 0 ein,
dann ldsst sich zur Diskretisierung mittels Finiter-Differenzen der Differenzenstern

1 ¢ 1 by
7| 4e  —e¢ +5 —bf |b1| + |b2| by (6.6)
—€ —by

mit b := max{0,b;} und b; := min{0,b;},i € {1,2} verwenden, um fiir alle € > 0 eine
M-Matrix zu erhalten (vgl. [Hac86, Bemerkung 10.2.6]). Nach Elimination der Rand-
werte resultiert daraus eine diinnbesetzte, im Allgemeinen nicht symmetrische und nicht
wohlkonditionierte Diskretisierungsmatrix.

Zur Anwendbarkeit der H-Matrix-Technik im Zusammenhang mit der Konvektions-
Diffusionsgleichung sind bereits Ergebnisse fiir den Fall von Finite-Element-Diskreti-
sierungen bekannt. In [LB03] wurde die Approximierbarkeit der Inversen von Finite-
Element-Matrizen durch eine H-Matrix bei konstanter Konvektion fiir den konvektions-
dominanten Fall (¢ — 0) untersucht. Die grundlegenden Uberlegungen erfolgen dort
fiir eine Diskretisierung der Problemstellung mit der Konvektionsrichtung b = (1,0).
In diesem Fall stimmt die Diskretisierungsmatrix, die sich aus der dort angegebenen
Finite-Element-Diskretisierung ergibt, mit der Matrix iiberein, die aus der Finite-Diffe-
renzen-Diskretisierung unter Verwendung des Differenzensterns (6.6) resultiert.

Zur Approximation der Inversen dieser Matrix mittels einer #-Matrix wurde in [LB03]
festgestellt, dass sich die Ergebnisse fiir ¢ — 0 zum Teil deutlich verschlechtern. Die
Einfiithrung einer modifizierten Strategie zur Partitionierung und einer alternativen Zu-
lassigkeitsbedingung, die unter Beriicksichtigung von b und e formuliert wurden, ermog-
lichte die Konstruktion von Partitionen, deren Einsatz zu besseren Ergebnissen fiihrte.

Da die Finite-Differenzen-Matrix insbesondere fiir die Konvektionsrichtung b = (1, 0)
mit der Finite-Element-Matrix iibereinstimmt, sollte sich auch in diesem Fall die Ver-
wendung der gewdhnlichen Partition als ungeeignet herausstellen. Die Ergebnisse nume-
rischer Tests zur Finite-Differenzen-Matrix mit b = (1,0) und € — 0 sind in Tabelle 6.7
angegeben. Wie erwartet ist eine deutliche Verschlechterung der Ergebnisse fiir € — 0
festzustellen, so dass auch fiir diese Problemstellung die Einfithrung einer modifizierten
Partitionierung erforderlich ist.

Bei der Durchfithrung numerischer Tests lieflen sich fiir die Konvektionsrichtungen
b = (1,0) und b = (0,1) fir ¢ — 0 besonders schlechte Ergebnisse beobachten. Da
sich in diesen Fillen die gleichen Matrizen wie fiir die in [LB03] betrachtete Finite-
Element-Diskretisierung ergeben, kénnen die dort erzielten Ergebnisse auch fiir Finite-
Differenzen-Matrizen genutzt werden. Vergleicht man die modifizierten Partitionen aus
[LB03] mit den in Abschnitt 6.1 eingefithrten Partitionen P,,,q, so lassen sich einige
Ubereinstimmungen feststellen.

Fiir b = (1,0) und ¢ — 0 wird die Partition aus [LB03] gebildet, indem unter Be-
riicksichtigung der Konvektionsrichtung die Aufteilung der Cluster parallel zur x-Achse
erfolgt. Dies stimmt mit der Strategie zur Bildung der modifizierten Partition aus Ab-
schnitt 6.1 fiir die Koeffizienten a > d iiberein, wobei in diesem Fall die unterschiedlichen
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Tabelle 6.7: Numerische Ergebnisse fiir b = (1,0), e =

6.2 Numerische Ergebnisse zu weiteren Testproblemen

—

o k=1 k=2 k=3 k=4 k=5

0 1.4259e-01 2.6752e-02 4.5568e-03 7.9139e-04 1.6523e-04
1 2.2407e-01 6.7123e-02 1.7766e-02 4.3070e-03 1.0214e-03
3 4.0173e-01 2.2990e-01 1.2388e-01 6.3537e-02  3.1120e-02
5  5.4242e-01 4.2757e-01 3.2865e-01 2.4827e-01 1.8513e-01
7 6.6987e-01 6.1007e-01 5.5156e-01 4.9571e-01 4.4322e-01

Schrittweiten h* < hY zu dieser Art der Aufteilung fithren. Analog erhilt man fiir die
Konvektionsrichtung b = (0,1) und € — 0 die gleiche Partition wie fiir a < d, bei der
die Aufteilung der Cluster stets parallel zur y-Achse vorgenommen wird.

Aufgrund der Ubereinstimmung der Modifikationen aus [LB03] mit denen aus Ab-
schnitt 6.1 fiir die oben beschriebenen Konstellationen bietet es sich an, die Strate-
gie aus Abschnitt 6.1 so zu modifizieren, dass sie auch fiir den Fall der Konvektions-
Diffusionsgleichung verwendet werden kann. An Stelle der Beriicksichtigung der unter-
schiedlichen Schrittweiten bzw. der Koeffizienten a, d des Differenzenoperators ist fiir die
Konvektions-Diffusionsgleichung die Beriicksichtigung der Gréflen b und e erforderlich.
Definiert man zur Durchfithrung der modifizierten Partitionierungsstrategie fiir diesen
Anwendungsfall anstatt der Koeffizienten a, d die neuen Koeffizienten

i = (|b1] + €)? und d := (|ba| + €)?, (6.7)

so kann sie direkt zur Konstruktion einer modifizierten Partition pmod fiir die Finite-
Differenzen-Matrix zur Konvektions-Diffusionsgleichung genutzt werden. Insbesondere
ergibt sich durch diese Konstruktion eine Partition, die fiir e — 0 im Fall b = (1, ()) wie
gewiinscht der Konstellation & > d und fiir b = (0,1) analog der Konstellation d>a
entspricht. Nach den Ergebnissen aus [LB03] sollte diese Strategie insbesondere fiir die
Falle b = (1,0),b = (0,1) und € — 0 gute Ergebnisse liefern. Dariiber hinaus kann
die Partitionierungsstrategie fiir beliebige andere Konvektionsrichtungen b angewendet
werden, wobei die Eignung der resultierenden Partitionen in diesen Féllen noch mittels
numerischer Tests zu iiberpriifen ist.

Es sei darauf hingewiesen, dass sich die Uberlegungen ebenfalls auf den Fall iibertragen
lassen, bei dem statt der Standard-Diskretisierung des Laplace-Operators ein allgemeiner
Differenzenoperator vom Typ (2.11) aus dem Modellproblem mit variablen Koeffizienten
verwendet wird. Fir die Durchfithrung der modifizierten Partitionierung kénnen unter
Beriicksichtigung der Koeflizienten a und d aus dem Differenzenoperator die angepassten
Koeffizienten

= (1| + cva)® und d= (Jbo| + V)’

gewahlt werden. Fiir b = (0,0) und € = 1 entspricht diese Vorgehensweise der in Ab-
schnitt 6.1 und fiir ¢ — 0 dominieren wiederum die Groflen b; und bs, so dass auch in
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diesem Fall das gewiinschte Verhalten erzielt wird.

In Tabelle 6.8 sind Ergebnisse zur Approximation der Inversen fiir verschiedene Kon-
vektionsrichtungen b angegeben. Die Fehler sind dabei fiir die gewohnliche Partitio-
nierung P und die modifizierte Partitionierung Pmod zu den neuen Koeffizienten &,af

aus (6.7) und € = 27% « € {1,3,5} angegeben. Fiir den Spezialfall b = %(1,1) gilt

fir die Koeffizienten a = c?, so dass die modifizierte mit der gewohnlichen Partition
iibereinstimmt, weshalb jeweils nur ein Ergebnis angegeben ist.

Tabelle 6.8: Numerische Ergebnisse fiir e = 27¢

b-b| o Part. k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
. P 2.2407e-01  6.7123e-02 1.7766e-02 4.3070e-03 1.0214e-03
Prog  5.1750e-02 5.1608¢-03 7.1105e-04 1.2155e-04 1.8787e-05
(1L,0) 5 P 4.0173¢-01  2.2990e-01 1.2388¢-01 6.3537¢-02  3.1120e-02
Prod  3.8143e-02 3.2235¢-03 4.4471e-04 7.8558¢-05 1.1355¢-05
. P 5.4242e-01 4.2757e-01 3.2865e-01 2.4827e-01 1.8513e-01
Prog  1.0711e-02 1.1964e-03 1.5703e-04 2.3692e-05 4.5261e-06
L P 1.5269e-01  3.2910e-02  6.8860e-03 1.4501e-03  3.5106e-04
Prog  5.1750e-02 5.1608¢-03 7.1105e-04 1.2155e-04 1.8787e-05
(01) 4 P 3.2523¢-01 1.4802e-01 6.5067e-02 2.8089¢-02 1.1738¢-02
Prod  3.8143e-02 3.2235¢-03 4.4471e-04 7.8558¢-05 1.1355¢-05
. P 4.9503e-01 3.5065e-01 2.4002e-01 1.6204e-01  1.0903e-01
Prog 1.0711e-02 1.1964e-03 1.5703e-04 2.3692e-05 4.5261e-06
1 P 9.1041e-02 1.3550e-02 1.9986e-03 2.6960e-04 3.6205¢-05
(1,1) 3 P 1.3128¢-01  2.8230e-02 6.0215¢-03 1.1887¢-03 2.1713e-04
5 P 1.4840e-01 3.6344e-02 8.8799¢-03 2.0335¢-03  4.2892e-04
. P 9.5473¢-02 1.5750e-02 2.6811e-03 4.7094e-04 7.7774e-05
Prod  9.9716e-02 1.6439e-02 2.7892¢-03 4.8243e-04 7.9321e-05
(-1,2) 5 P 1.4536e-01  3.5266e-02 8.7332e-03 2.1999e-03  5.4277e-04
Prog  1.4943e-01 3.6058e-02 8.8715e-03 2.2182e-03 5.4510e-04
s P 1.6851e-01  4.7040e-02 1.3364e-02 3.8557¢-03  1.1002¢-03
Prog  1.4252e-01 2.8496e-02 5.4025¢-03 9.5291e-04 1.5347e-04

Die numerischen Ergebnisse aus Tabelle 6.8 zeigen, dass durch den Einsatz der mo-
difizierten Partition mit den Koeffizienten a, d fiir alle Testprobleme vergleichbare oder
bessere Ergebnisse als beim Einsatz der gewthnlichen Partition erzielt werden kénnen.
Insbesondere ist fiir die problematischen Konvektionsrichtungen b = (1,0) und b = (0, 1)
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fiir ¢ — 0 eine Verschlechterung der Ergebnisse bei Verwendung der gewd6hnlichen Parti-
tion und eine Verbesserung im Fall der modifizierten Partition zu beobachten. Auflerdem
sollte, wie schon in Abschnitt 6.1 festgestellt, beriicksichtigt werden, dass die modifizierte
Partitionierungsstrategie zu deutlich gréfleren zulédssigen Blocken fiihrt. Dies ist fiir die
Speicheranforderungen und die Durchfiihrung der Operationen in der H-Arithmetik von
Vorteil, so dass der Einsatz der modifizierten Partition auch bei vergleichbaren Fehlern
vorzuziehen ist.

Allerdings ldsst sich ebenfalls beobachten, dass sich die Ergebnisse fiir die Konvekti-
onsrichtung b = %(—1, 2), die in [LBO03] als problematisch eingestuft wurde, auch bei
Verwendung der gewohnlichen Partition nur in einem geringeren Mafle verschlechtern, als
es dort festgestellt wurde. Dieses unterschiedliche Verhalten kénnte darauf zuriickgefiihrt
werden, dass sich die Diskretisierungsmatrizen, die aus der Finite-Element-Diskretisie-
rung in [LB03] und der oben beschriebenen Finite-Differenzen-Diskretisierung hervorge-
hen, beim Auftreten anderer Konvektionsrichtungen voneinander unterscheiden. Obwohl
der Einsatz der gewdhnlichen Partition auch in diesem Fall zunéchst gute Ergebnisse lie-
fert, féllt der Fehler bei Verwendung der modifizierten Partition fiir den Fall € — 0 erneut
kleiner aus. Die Unterschiede sind jedoch deutlich geringer als fiir die Konvektionsrich-
tungen b = (1,0) und b = (0, 1).

Eine Besonderheit tritt bei der Konvektionsrichtung b = %(1, 1) auf. Wie bereits er-

wahnt, stimmen in diesem Fall die Partitionen P und P04 1iberein. Sollte sich demnach
die gewohnliche Partition als ungeeignet herausstellen, konnte auch durch den Einsatz
der modifizierten Partition keine Verbesserung erzielt werden. Die numerischen Tests zei-
gen jedoch, dass bei der Verwendung der gew6hnlichen Partition ein guter Fehlerverlauf
beobachtet werden kann. Insgesamt ist nur eine leichte Verschlechterung der Ergebnis-
se fiir ¢ — 0 zu beobachten. Dieses Verhalten konnte ebenfalls bei der Durchfiihrung
weiterer Tests mit deutlich kleineren Werten fiir ¢ festgestellt werden, bei denen die
Approximationsfehler im Vergleich zum Ergebnis aus Tabelle 6.8 mit ¢ = 275 nahezu
unverandert blieben.

Insgesamt kénnen durch die Verwendung der modifizierten Partition aus Abschnitt 6.1
mit den angepassten Koeffizienten aus (6.7) gute Ergebnisse erzielt werden. Zusétzlich
zu den Tests mit den Konvektionsrichtungen aus Tabelle 6.8 wurden weitere Problem-
stellungen mit einer Vielzahl anderer Konvektionsrichtungen untersucht, die alle ver-
gleichbare Ergebnisse lieferten. Den numerischen Resultaten zufolge scheint der Einsatz
der ‘H-Matrix-Technik auch im Zusammenhang mit der Diskretisierung der Konvektions-
Diffusionsgleichung mittels Finiter-Differenzen-Verfahren geeignet zu sein. Erneut sollte
jedoch die gewohnliche Partitionierungsstrategie durch die oben angegebenen Modifika-
tionen erginzt werden, um fiir beliebige Konvektionsrichtungen, insbesondere fiir den
konvektionsdominanten Fall, eine Verschlechterung der Approximation zu verhindern.

6.2.2 Neumann-Randwerte

Neben der Verwendung anderer Differenzenoperatoren wirkt sich auch die Einfithrung
einer alternativen Randbedingung im Modellproblem auf die resultierende Diskretisie-
rungsmatrix aus. Im Hinblick auf die Gegebenheiten im Modell METRAS wird deshalb
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numerisch untersucht, ob die Verwendung von Neumann- statt Dirichlet-Randwerten die
Ergebnisse zur Approximation der Inversen durch eine H-Matrix negativ beeinflusst.

Beim Auftreten von Neumann-Randwerten ist, im Gegensatz zu Dirichlet-Randwerten,
auch eine Diskretisierung der Ableitung in der Randbedingung erforderlich. Die Normal-
ableitungen am Rand werden im folgenden Testproblem durch einseitige Diskretisierun-
gen mittels Riickwartsdifferenzen vorgenommen. Auflerdem beschriankt sich die Untersu-
chung erneut auf ein n x m Rechteckgitter p, = {(x;,y;) € hZ?:1<i<n,1<j<m}
Das zugrunde liegende diskrete Randwertproblem ist durch

Up = @ auf 9'Qy,

mit 9'Qy, := 9QR\{(0,0), (0, (m + 1)h), ((n + 1)h,0), ((n+ 1)k, (m + 1)h)}, f € D ()
und ¢ € Dy, (0'Qy,) gegeben. Auch in diesem Fall lassen sich die Randpunkte eliminieren,
so dass man ein Gleichungssystem der Form

Lu = q (6.8)

mit L, € R™ g, ¢ R und I = {1,...,nm} erhilt.

Die Matrix Ly, ist singulér, so dass das Gleichungssystem im Allgemeinen nicht 16sbar
ist. Es lasst sich jedoch analog zur kontinuierlichen Problemstellung eine Lsbarkeitsbe-
dingung, unter Verwendung der Kurzschreibweise 1 = (1,1,...,1)7, angeben:

Satz 6.2.1 ([Hac86, Satz 4.7.3]) Das Gleichungssystem (6.8) ist genau dann ldsbar,

—n2 Y f@)=h Y o) (6.9)

zeQ, €0y,

gilt. Je zwei Losungen von (6.8) kénnen sich nur um eine Konstante unterscheiden:
ut —u? =cl,ceR.

Um im Fall der Losbarkeit von (6.8) eine eindeutige Losung zu erhalten, ist es erfor-
derlich, eine Normierung der Losung einzufiihren. Dazu kann an einem Gitterpunkt xg
der Wert u(zg) = 0 gesetzt werden. Dies entspricht dem Streichen einer Zeile und Spalte
des Gleichungssystems. Das resultierende Gleichungssystem ist 16sbar und es ergibt sich
eine symmetrische M-Matrix ([Hac86, Satz 4.7.4]). Alternativ kann eine Normierung der
Lésung in der Form ZxGQh u(z) = o mit o € R vorgegeben werden. Dieser Ansatz fithrt
zu dem erweiterten Gleichungssystem

Lyt = qp

.8 L, 1\ . U R qn
mltLh:(]lT 0),u:()\) undqh:<0).

Die Matrix L, € RIXT mit [ = {1,...,nm + 1} ist reguldr. Im Fall von A = 0 ist u
Losung von (6.8), erfiillt die Losbarkeitsbedingung (6.9) und die Normierung ist durch
> zeq, W(x) = o gegeben. Fiir A # 0 kann v als Losung von (6.8) zur korrigierten rechten
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Seite ¢, = qn, — AL interpretiert werden, wobei in diesem Fall fiir f(z) := f(x) — A und
¢ die Losbarkeitsbedingung (6.9) erfiillt ist ([Hac86, Satz 4.7.5]).

Im Modell METRAS resultiert die Matrix aus einer Problemstellung mit homogenen
Neumann-Randwerten und es ist zusétzlich eine Normierung der Lésung vorgegeben.
Daher wird als Diskretisierungsmatrix des Testproblems die erweiterte Matrix Ly, ver-
wendet, so dass man eine regulire Matrix Ly, € R erhilt.

Die Partitionierung kann grundsétzlich nach der gleichen Strategie wie bei Dirichlet-
Randwerten erfolgen, es ist jedoch zu beachten, dass die Gleichung zum Index nm + 1
aus der Erweiterung des Gleichungssystems stammt. Dementsprechend lésst sich diesem
Index kein Gitterpunkt zuordnen. Dies wére jedoch fiir die gew6hnliche geometriebasier-
te Konstruktion des Clusterbaums erforderlich. Daher wird im ersten Schritt der Kon-
struktion des Clusterbaums die Indexmenge aufgeteilt in die zu Gitterpunkten gehorigen
Indizes und den zusétzlichen Index, der aus der Erweiterung des Gleichungssystems re-
sultiert.

Im Hinblick auf die praktische Berechnung der H-Inversen in der H-Arithmetik soll-
te diese Vorgehensweise zusétzlich angepasst werden. Denn um die Durchfiihrbarkeit
garantieren zu konnen, miissten alle Hauptuntermatrizen invertierbar sein. Wie bereits
beschrieben, ist jedoch die Matrix Ly|/ mit I’ := I\{nm + 1} singuliir. Um sicherzu-
stellen, dass die H-Invertierung durchfiihrbar ist, kann die Partition so angepasst werden,
dass zusétzlich zum Index nm + 1 ein weiterer Index im ersten Schritt der Konstruktion
des Clusterbaums separiert wird, bevor die iibliche geometriebasierte Konstruktion fiir
die nm — 1 iibrigen Indizes beginnt. Die Blécke zu den separierten Indizes werden als
nicht zuldssig gekennzeichnet, so dass sie durch vollbesetzte Matrizen dargestellt werden.
Da die aus diesem Ansatz resultierende Matrix Ly| 7 7 mit I” := I\{nm+1,~} mit ei-
nem Index v € {1,...,nm} symmetrisch und irreduzibel diagonaldominant mit positiven
Diagonalelementen ist, gilt nach Kriterium 2.1.4, dass sie positiv definit ist. Demnach
kann mittels dieser Partitionierungsstrategie die Durchfiihrbarkeit der H-Invertierung
garantiert werden.

Die Berechnung der Partition zur Matrix f/h\ 175 r# mit der Indexmenge I” kann wie
gewohnlich erfolgen, da allen Indizes aus I” ein Gitterpunkt aus €2 zugeordnet wer-
den kann. Die Berechnung des Approximationsfehlers erfolgt wie iiblich auf Grundlage
der Partitionierung und der Approximation durch Rang-k-Matrizen in den zuldssigen
Blocken.

Um einen Vergleich der Problemstellungen mit Dirichlet- und Neumann-Randwerten
zu ermoglichen, wird fiir die numerischen Tests analog zum Modellproblem die diskrete
Problemstellung

—Lu=f in Qp
up =0 auf 9'Qy,

mit einem allgemeinen Differenzenoperator L vom Typ (2.11) und den Koeffizienten
a,d € Dy, (ﬁh), a,d > 0 betrachtet. Wie bei den Tests zum Modellproblem werden die
Konstellationen mit zufillig vorgegebenen Koeffizienten a(z;,y;), d(z;,y;) € [272%,1],
a > 0 und konstanten voneinander abweichenden Koeflizienten d > a bzw. a > d
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gewdhlt, um das Fehlerverhalten bei wachsendem x beurteilen zu kénnen. Die modifizier-
te Partitionierungsstrategie aus Abschnitt 6.1 kann fiir den Fall konstanter Koeffizienten
direkt {ibernommen werden, so dass Ergebnisse zu diesem Problem sowohl bei Verwen-
dung der gewoOhnlichen Partition P als auch beim Einsatz der modifizierten Partition
P04 angegeben werden.

Wie im Fall von Dirichlet-Randwerten werden zunéchst variable Koeffizienten durch
zufillige Werte aus dem Intervall [272% 1] vorgegeben. Die Ergebnisse zu den nume-
rischen Tests mit o € {0,1,2,4,8,16} sind Tabelle 6.9 zu entnehmen. Ebenso wie
im Fall von Dirichlet-Randwerten kann unabhingig von der Grofle v = 22 fiir alle
Testprobleme exponentielle Konvergenz festgestellt werden. Die Fehler weisen dhnliche
GroBlenordnungen wie fiir das Modellproblem mit Dirichlet-Randwerten auf. Insbeson-
dere lésst sich auch bei der Vorgabe von Neumann-Randwerten fiir diese Klasse von
Testproblemen nicht beobachten, dass sich die Fehlerverlaufe mit wachsendem x ver-
schlechtern.

Tabelle 6.9: Numerische Ergebnisse fiir a,d € [272%,1]

o k=1 k=2 k=3 k=4 k=5

0 2.8360e-02 4.6910e-03 1.2991e-04 4.6656e-05 1.6526e-06
1 2.8357e-02 4.6840e-03 1.3043e-04 4.6671e-05 1.6654e-06
2 2.8508e-02 4.7480e-03 1.3238e-04 4.7104e-05 1.7046e-06
4 2.8604e-02 4.7739e-03 1.3537e-04 4.7991e-05 1.7519e-06
8  2.8592e-02 4.7615e-03 1.3163e-04 4.6451e-05 1.6694e-06
16 2.8533e-02 4.7347e-03 1.3283e-04 4.6706e-05 1.6951e-06

Treten stark voneinander abweichende konstante Koeffizienten a > d bzw. d > a
auf, kann jedoch bei Verwendung der gewchnlichen Partition wie im Modellproblem
eine Verschlechterung der Ergebnisse beobachtet werden. Die Ergebnisse der Tests mit
konstanten Koeffizienten d = 1 und a = 272% mit o € {1,3,5,7,9} sind in Tabelle 6.10
bei Verwendung der gewodhnlichen Partition P und der modifizierten Partition P04
dargestellt.

Die Ergebnisse unterscheiden sich nur leicht von denen zum Modellproblem mit Di-
richlet-Randwerten. Die Verwendung der modifizierten Partitionierung fithrt erneut fiir
k — 0o zu einer deutlich besseren Approximation als bei Verwendung der gewdhnlichen
Partition. Doch auch in den Féllen, bei denen die Fehler &hnliche Gréf8enordnungen be-
sitzen, ist der Einsatz der modifizierten Partition von Vorteil, weil die zulédssigen Blocke
im Vergleich zur gewohnlichen Partitionierung grofler ausfallen. Daher ist nach den nu-
merischen Resultaten auch beim Auftreten von Neumann-Randwerten die Verwendung
der modifizierten Partition zu empfehlen.

Da bei den numerischen Tests dhnliche Ergebnisse wie bei Dirichlet-Randwerten beob-
achtet werden konnten, deuten die Resultate darauf hin, dass sich die H-Matrix-Technik
ebenfalls im Zusammenhang mit Finite-Differenzen-Matrizen einsetzen lésst, die sich aus
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Tabelle 6.10: Numerische Ergebnisse fiir d = 1,a = 272¢

6.2 Numerische Ergebnisse zu weiteren Testproblemen

« Partition k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
1 P 2.4934e-02 4.2741e-03 1.3871e-04 5.5251e-05 2.4651e-06
Prod 2.5442¢-02 5.1249e-03 1.9181e-04 6.1665¢-05 3.4543e-06
3 P 2.4827e-02 1.1857e-03 2.8477e-04 1.1160e-04 1.7007e-05
Prod 2.0692¢-02 9.2080e-03 4.9626e-04 8.3466e-05 1.3883¢-05
5 P 4.0133e-02 2.7855e-03 5.4480e-04 1.2635e-04 4.8929¢-05
Prod 3.2111e-02 4.0108e-03 7.1976e-04 2.2008e-04 5.7792¢-05
7 P 4.9848e-02 6.8877e-03 2.1017e-03 7.1024e-04 2.9478e-04
Prod 2.8088¢-02 1.5396e-03 3.6001e-04 8.4057e-05 2.1482¢-05
9 P 5.4457e-02 1.0619e-02 4.4143e-03 2.0847e¢-03 1.1271e-03
Prod 2.6782e-02 2.8255e-04 1.4349e-05 1.0310e-06 1.3553e-07

der Diskretisierung des Modellproblems mit Neumann-Randwerten ergeben.

6.2.3 Warmeleitungsgleichung

Die Diskretisierungsmatrix des Modellproblems tritt ebenfalls im Kontext der Diskre-
tisierung des zweidimensionalen Anfangs-Randwertproblems fiir die Warmeleitungsglei-
chung auf, das durch

u—Au =0 in Q x (0,7)
u=0 auf 0Q x (0,7)
U = ug fuirt=20

mit einem Rechteck Q und 7' > 0 gegeben ist.

Zur Diskretisierung mittels Finiter-Differenzen wird wie gewohnlich ein zweidimensio-
nales Rechteckgitter mit konstanter Gitterweite h eingefiihrt, das um eine Diskretisierung
in der Zeit mit der Zeitschrittweite g ergénzt wird.

Die Diskretisierung der Ortsableitungen kann wie bekannt mit der Standard-Diskreti-
sierung des Laplace-Operators erfolgen. Eine Erweiterung fiir allgemeinere Differenzen-
operatoren vom Typ (2.11) ist auch in diesem Fall unproblematisch. Mit der Diskre-
tisierungsmatrix Ly, die sich aus der Diskretisierung der Ortsableitungen ergibt, kann
als allgemeiner Ansatz zur Diskretisierung der vollstindigen Gleichung die 8-Methode
angegeben werden. Diese ergibt sich mittels einseitiger Diskretisierung der zeitlichen
Ableitung und Mittelung der Ortsableitungen zu dem neuen und alten Zeitlevel (ge-
kennzeichnet mittels p + 1 und p) durch

wPtl P

= thup—i-l + (1 — H)Lhup
q
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mit 0 < 0 < 1. Dieser Ansatz erfordert in jedem Zeitschritt die Losung des Gleichungs-
systems
(I —qOLp)uP™ = (I +q(1 —0)Ly)uP

mit der Systemmatrix (I — ¢fLy). Diese Vorschrift beinhaltet fiir 6 = 0 ein explizites
Verfahren, fiir die anderen Félle ergeben sich implizite Verfahren. Fiir 8 = % erhilt man
das Crank-Nicolson-Verfahren, das zur Diskretisierungsmatrix A, = (I — q%Lh) fiihrt,
welche die Grundlage der folgenden Untersuchungen bildet.

Die Einfithrung impliziter Methoden erfolgt, um die Verwendung grofler Zeitschritt-
weiten zu ermoglichen. Daher werden zunéchst numerische Tests zur Approximation
der Inversen von Aj durch eine H-Matrix fiir die Standard-Diskretisierung des Laplace-
Operators (¢ = d = 1) unter Verwendung unterschiedlicher Zeitschrittweiten durch-
gefithrt. Dabei wird das Verhéltnis A = % =2%mit o € {-1,1,3,5,7,10,20} gewihlt,
um die Auswirkung wachsender Zeitschrittweiten beurteilen zu konnen. Die Ergebnisse
zu diesen Tests sind in Tabelle 6.11 zu finden.

Tabelle 6.11: Numerische Ergebnisse fiir § = % und A = 2¢

o k=1 k=2 k=3 k=4 k=5

-1 1.1152e-14  3.5894e-15 9.1199e-16 2.0119e-16  4.2653e-17
1 5.0624e-09 7.4073e-10 8.0543e-11  7.7440e-12  8.6955e-13
3 9.0244e-06 6.8127e-07 6.0290e-08 8.2132e-09 1.5656e-09
5  4.0688e-04 2.9723e-05 3.2651e-06 6.9022e-07 6.9723e-08
7 2.5140e-03 2.5905e-04 2.2169e-05 4.8973e-06 4.2175e-07
10 6.4272e-03 8.5537e-04 5.1520e-05 1.2268e-05 8.0891e-07
20 6.7574e-03 9.4301e-04 4.6882e-05 1.1396e-05 6.5566e-07

Die resultierenden Approximationsfehler, die bei den numerischen Tests auftreten, fal-
len insbesondere im Vergleich zu den vorherigen Problemstellungen bei allen Tests sehr
klein aus. Selbst fiir A = 22° erh:lt man eine sehr gute Approximation und je kleiner A
wird, desto kleiner werden auch die Fehler. Die Ergebnisse dieser Tests deuten darauf
hin, dass sich die ‘H-Matrix-Technik zur Loésung der resultierenden Gleichungssysteme
unabhéngig von den gewéhlten Schrittweiten eignet. Auch die Verwendung der allge-
meinen #-Methode fiir 6 # % sollte unter diesen Voraussetzungen zu guten Ergebnissen
fithren.

Ersetzt man die Standard-Diskretisierung des Laplace-Operators durch einen allgemei-
nen Differenzenoperator der Form (2.11), so stellt sich die Frage, ob fiir kK — oo wie beim
Modellproblem eine Verschlechterung der Ergebnisse auftritt. Daher werden zusétzliche
Tests fiir d = 1 und a = 272%, a € {1,3,5,7,9} durchgefiihrt, um zu untersuchen, ob
auch im Zusammenhang mit der Diskretisierungsmatrix zur Warmeleitungsgleichung
eine Verschlechterung der numerischen Ergebnisse zu beobachten ist. Analog zum Mo-
dellproblem kann in Abhéngigkeit der Koeffizienten auch in diesem Fall eine modifizierte
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Partition P,,,q berechnet werden. Die Ergebnisse der Tests sind in Tabelle 6.12 fiir die
Verwendung der gewoOhnlichen Partition P und der modifizierten Partition P,,,q mit

A = 29 zusammengefasst.

Tabelle 6.12: Numerische Ergebnisse fiir d = 1,a = 272% und A = 210

« Partition k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
1 P 6.9857e-03 8.5213e-04 7.1590e-05 2.1060e-05 1.5407e-06
Prod 9.1945¢-03 1.8437e¢-03 1.2928e-04 4.0371e-05 3.8107e-06
3 P 2.2884e-02 2.6033e-03 4.1170e-04 1.2399e-04 3.6649e-05
Prod 2.1934e-02 2.9548e-03 4.6776e-04 1.8722e-04 3.5388¢-05
5 P 6.7199e-02 1.7054e-02 4.7168e-03 1.4746e-03 5.4762e-04
Prod 3.8628e-02 8.2944e-03 1.9497e-03 5.2558e-04 1.7401e-04
7 P 1.4009e-01 6.7942¢-02 3.3951e-02 1.8216e-02 1.0620e-02
Prod 3.4685e-02 1.0847¢-02 3.4095e-03 1.1263e-03 3.9616¢e-04
9 P 2.1653e-01  1.5741e-01 1.1422e-01 8.4184e-02 6.2888¢-02
Prod 2.7265e-03 4.8187¢-04 9.0716e-05 1.9624e-05 4.9255e-06

Wie beim Modellproblem ist ebenso bei der Diskretisierung der Warmeleitungsglei-
chung zu beobachten, dass sich die Ergebnisse bei Verwendung der gewohnlichen Parti-
tion fiir Kk — oo deutlich verschlechtern, so dass sich die H-Matrix-Technik unter diesen
Gegebenheiten nicht zur Losung der resultierenden Gleichungssysteme eignet. Durch den
Einsatz der modifizierten Partition kénnen jedoch auch fiir diese Testprobleme deutlich
bessere Ergebnisse erzielt werden. Da wie in den vorangegangenen Tests dariiber hinaus
die modifizierte Partition groere zulédssige Blocke als die gewOhnliche Partition aufweist,
sollte bei der Diskretisierung der Warmeleitungsgleichung beim Auftreten eines allgemei-
nen Differenzenoperators vom Typ (2.11) stets die modifizierte Partitionierungsstrategie
eingesetzt werden.

Die Ergebnisse der numerischen Tests deuten demnach darauf hin, dass sich die H-
Matrix-Technik auch zur Losung der resultierenden Gleichungssysteme bei der Diskre-
tisierung der Wérmeleitungsgleichung mittels Finiter-Differenzen-Verfahren einsetzen
ldsst. Es sollten jedoch wie bei den vorherigen Testproblemen die Modifikationen der
Partitionierungsstrategie aus Abschnitt 6.1 beriicksichtigt werden, um eine Verschlech-
terung der Ergebnisse bei Verwendung der gewohnlichen Partitionierungsstrategie zu
vermeiden.

6.2.4 Koeffizienten aus dem Modell METRAS

In Abschnitt 6.1.2 wurde fiir das dreidimensionale Modellproblem eine modifizierte Par-
titionierungsstrategie beschrieben, welche im Hinblick auf die besonderen Eigenschaf-
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ten des Gleichungssystems im Modell METRAS eingefiihrt wurde. Auf Grundlage der
dort erzielten Ergebnisse werden weitere numerische Tests fiir die speziellen Finite-
Differenzen-Matrizen durchgefiihrt, die sich bei der Verwendung des Differenzenope-
rators bzw. des Differenzensterns aus dem Modell METRAS ergeben. Die Eintridge des
Differenzensterns sind in [SBL196] angegeben. Fiir die numerischen Tests werden im Un-
terschied zu der Konstellation im Modell METRAS Dirichlet- statt Neumann-Randwerte
vorgegeben, um die in Abschnitt 6.2.2 beschriebene Problematik im Zusammenhang mit
Neumann-Randwerten zu umgehen. Nach Elimination der Randpunkte erhilt man eine
diinnbesetzte Diskretisierungsmatrix mit maximal 15 Eintrdgen pro Zeile.

Die spezielle Struktur der Diskretisierungsmatrix resultiert aus den Besonderheiten im
Modell METRAS, die bereits bei der Einfiihrung des Modellproblems in Abschnitt 2.1.1
dargestellt wurden. Die Eintréige der Matrix sind im Wesentlichen von der Gestalt des zu-
grunde liegenden Oberflichenprofils und von den variablen Schrittweiten im Modellgitter
abhingig. Da dieser Zusammenhang zwischen den Koeffizienten des Differenzenopera-
tors und dem Modellgitter bekannt ist, sollte nach den Ergebnissen in Abschnitt 6.1.2
zum dreidimensionalen Modellproblem die Partitionierung unter Beriicksichtigung der
Koeffizienten bzw. der Gréflen im Modellgitter erfolgen.

Bei der Anpassung der Partitionierungsstrategie ist zu beachten, dass den Berechnun-
gen in diesem Fall kein Quadergitter wie im Modellproblem zugrunde liegt, sondern im
Modell METRAS ein bodenfolgendes, krummliniges und in vertikaler Richtung nicht
orthogonales Koordinatensystem eingesetzt wird. Durch die Verwendung dieses speziel-
len Koordinatensystems variiert der Abstand zweier Koordinatenebenen fiir konstante
n-Koordinaten in Abhéngigkeit von der z- und y-Koordinate bzw. in Abh#ngigkeit von
dem Bodenprofil z4(x,y) (vgl. Abbildung 2.2, in der exemplarisch Koordinatenebenen
fiir konstante n-Koordinate angegeben sind). Dies fithrt dazu, dass auch die Gitterweite
in z-Richtung von den z- und y-Koordinaten abhéngt.

Dariiber hinaus ist in Bodenndhe meist eine hohere Auflosung des Modells als am
oberen Rand erwiinscht, so dass die Gitterweiten in z-Richtung h&ufig so gewéhlt wer-
den, dass sie in Bodennédhe sehr klein sind und sich mit zunehmender Héhe deutlich
vergroflern. Diese beiden Besonderheiten miissen bei der Konstruktion der Partition
beriicksichtigt werden.

Die wesentlichen Ideen zur Modifizierung der Partitionierungsstrategie, die in Ab-
schnitt 6.1 angegeben wurden, lassen sich jedoch fiir diese Problemstellung iibernehmen.
So wird zur geometriebasierten Konstruktion des Clusterbaums und zur Auswertung der
GroBen diam(7), diam(o) und disteo(7,0) aus der Zuldssigkeitsbedingung die Struktur
des Modellgitters beriicksichtigt. Dabei ist zu beachten, dass die resultierenden Teil-
gitter in diesem Fall nicht mehr durch achsenparallele Quader gegeben sind, sondern
krummlinige Berandungen besitzen kénnen. In horizontaler Richtung ist das verwendete
Koordinatensystem orthogonal, so dass zur Berechnung der Grolen in z- und y-Richtung
keine Anpassungen vorgenommen werden miissen. Eine Strategie zur Beriicksichtigung
variabler Gitterweiten in diesen Richtungen wurde bereits in Abschnitt 6.1 angegeben.

In vertikaler Richtung muss die Partitionierungsstrategie jedoch an die spezifischen
Gegebenheiten angepasst werden. Dazu sind sowohl die (geometriebasierte) Berechnung
des Clusterbaums als auch die Bestimmung der Grofien diam(7), diam(o) und distoo (7, 0)
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zur Auswertung der Zuléssigkeitsbedingung zu modifizieren.

Bei der geometriebasierten Konstruktion des Clusterbaums wird nach den Ausfiithrun-
gen in Abschnitt 3.2.1 das vorliegende Gitter in Richtung der maximalen Ausdehnung in
zwei Teilgitter aufgeteilt. Bei der Bestimmung der maximalen Ausdehnung in z-Richtung
ist dabei zu beachten, dass die Schrittweiten in dieser Richtung von den z- und y-
Koordinaten abhéngen kénnen. Aus diesem Grund wird als maximale Ausdehnung des
Gitters in z-Richtung das arithmetische Mittel iiber alle Absténde in z-Richtung im
entsprechenden Teilgitter verwendet.

Sollte sich herausstellen, dass die Aufteilung des Gitters in z-Richtung erforderlich
ist, muss zusédtzlich beriicksichtigt werden, dass sich die Gitterweiten in dieser Richtung
mit zunehmender Hohe stark vergroflern. Wiirde die Aufteilung des Gitters in diesem
Fall geometriebasiert durch Halbierung des z-Achsenabschnitts und anschliefender Zu-
ordnung der Gitterpunkte zu den entsprechenden Teilgittern erfolgen, wéire es moglich,
dass sich die Anzahl der Gitterpunkte der resultierenden Teilgitter stark voneinander
unterscheidet. Dies konnte folglich zu unbalancierten Baumen fithren. Daher erfolgt die
Aufteilung in diesem Fall nicht geometriebasiert, sondern kardinalitétsbasiert. Dazu wird
nicht die Strecke in z-Richtung, sondern die Anzahl der Gitterpunkte in z-Richtung un-
abhéngig von den Schrittweiten halbiert. Auf diese Weise ergeben sich zwei Teilgitter mit
ungefiahr gleich vielen Gitterpunkten. Diese Anpassungen ermdglichen die Berechnung
eines balancierten Clusterbaums unter Beriicksichtigung der Gegebenheiten im Modell
METRAS.

Eine dhnliche Problematik, bei der die geometriebasierte Konstruktion des Cluster-
baums nicht gleichzeitig zu einem kardinalitdtsbasierten Clusterbaum fithrt, wird in
[HK00a] beschrieben. Dort erfolgen Uberlegungen fiir den Einsatz der H-Matrix-Technik
im Zusammenhang mit graduierten Gittern und es wird ebenfalls eine modifizierte Par-
titionierungsstrategie eingefiihrt.

Neben der Bestimmung des Clusterbaums muss auch die Berechnung der Groéfien
diam(7), diam (o) und disteo(7,0) im Zusammenhang mit der Auswertung der Zulés-
sigkeitsbedingung angepasst werden. Zur Berechnung der Durchmesser diam(7) und
diam(o) ist ebenfalls die Bestimmung des Abstands in vertikaler Richtung erforderlich.
Dazu wird, wie oben beschrieben, iiber die (ortsabhingigen) Abstéinde in z-Richtung
gemittelt. Bei der Berechnung von diste (7, 0) ist erneut lediglich die Bestimmung der
Grofle in z-Richtung anzupassen. Die Verwendung von achsenparallelen Bounding-Boxes
ist in diesem Fall aufgrund der krummlinigen Berandungen der Teilgitter problema-
tisch. Daher wird auch die Bestimmung des Abstands in z-Richtung als Mittelwert der
Absténde bestimmt, wobei sich die Berechnung auf die durch 7 und ¢ vorgegebenen ho-
rizontalen Gitterbereiche beschréinkt und nicht fiir das gesamte Gitter ausgefithrt wird.

Unter Beriicksichtigung dieser Modifikationen kann die Konstruktion einer modifizier-
ten Partition Pypr in Abhéngigkeit von den speziellen Gegebenheiten im Modell ME-
TRAS erfolgen. Die beschriebene Vorgehensweise fiithrt wie im Modellproblem dazu, dass
die Struktur der resultierenden Partitionen von den Koeffizienten bzw. von dem zugrun-
de liegenden Oberflichenprofil und den vorgegebenen Schrittweiten im Gitter abhéngt.
Fiir die numerischen Tests werden daher verschiedene Oberflichenprofile und variieren-
de Schrittweiten in z-Richtung vorgegeben. Unter Beriicksichtigung der Konstellation im
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Modell METRAS, fiir die meist h* ~ hY gilt, werden die Schrittweiten in horizontaler
Richtung stets durch h* = hY gewdhlt. Fiir die Schrittweiten in z-Richtung werden die
beiden Fille h* ~ h* oder h* > h® unterschieden, wobei in Bodennéhe kleine Schritt-
weiten vorgegeben werden, die sich mit zunehmender Hohe deutlich vergréfiern.

Analog zu den numerischen Tests zum Modellproblem in Abschnitt 6.1.2 wird die
Approximation auf Grundlage der gewohnlichen Partition P (unabhiingig von den Ko-
effizienten) sowie zum Vergleich unter Verwendung der modifizierten Partition Pyspr
berechnet, bei deren Konstruktion die Struktur des Modellgitters beriicksichtigt wird.
Sollte sich ein @hnliches Verhalten wie im Modellproblem ergeben, dann sind im Fall
h* =~ hY =~ h* vergleichbare Ergebnisse fiir beide Partitionen zu erwarten. Fir h* ~ hY
und h® > h* sollte die Verwendung der Partition Py;gpr im Vergleich zur gewdhnlichen
Partition P von Vorteil sein.

Das erste Testproblem wird fiir den Fall h* = hY & h* aufgestellt und ist in Anlehnung
an ein Testproblem aus [Sch07] gewihlt. Das Oberflichenprofil ist in allgemeiner Form
durch

L2
z— )% + (Y — ye)?

gegeben und kann als Oberfléche eines einzelnen Bergs angesehen werden. Das Modell-
gebiet ist hierbei in der Form —620 < z,y < 620 und 0 < z < 2000 gegeben und es wird
das Oberflachenprofil (6.10) mit H = 100, L = 1000 und z. = y. = 0 verwendet. Mit der
Wahl h* = hY = 40 erhélt man ein horizontales 32 x 32 Gitter. In 2-Richtung werden
ebenfalls insgesamt 32 Gitterpunkte vorgegeben, wobei die Schrittweite von h® ~ 13 an
der Oberfldche bis zu h* =~ 122 am oberen Rand des Modellgebiets zunimmt.

Die allgemeine Form des Oberflichenprofils fiir das zweite Testproblem ist aus [SV84]
fiir den Fall h* > h* iibernommen und durch

(6.10)

sz(x7y) :HL2+<

D—Bcos(z%y)
1+ %

K (z,y) = (6.11)

gegeben, was einer gestreckten Gebirgskette entspricht. Das Modellgebiet ist in diesem
Fall durch —64000 < x,y < 64000 und 0 < z < 12000 vorgegeben und die Parameter im
Oberflachenprofil (6.11) werden durch A = 15000, B = 800, C' = 128000 und D = 3000
gewdhlt. In horizontaler Richtung ergibt sich durch die Vorgabe der Gitterweite h* =
h¥ = 4000 erneut ein 32 x 32 Gitter und zwischen den 32 Gitterpunkten in z-Richtung
nimmt die Gitterweite von h* =~ 75 in Bodennéhe bis h* =~ 710 am oberen Rand des
Gitters zu.

Zusétzlich zu diesen beiden Beispielen werden zwei Testprobleme eingefiihrt, deren
Oberflichenprofile sich aus SRTM-Daten ergeben. Die Oberflichenprofile zF* und 234
entsprechen dem Gebiet der Elbmiindung und einem Teilgebiet der Schwébischen Alb,
wobei zur Bildung der Profile die Datensiitze N53E009 (2£M) und N48E008 (254) ver-
wendet wurden. Dazu sind die Daten auf ein horizontales 32 x 32 Gitter reduziert worden,
fiir das sich eine Schrittweite von h* = hY = 3666 ergibt. In vertikaler Richtung wurde er-
neut fiir 0 < z < 20000 ein Gitter mit 32 Gitterpunkten und Schrittweiten von h* ~ 130
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6.2 Numerische Ergebnisse zu weiteren Testproblemen

bis h* ~ 1250 verwendet. In Abbildung 6.5 sind (interpolierte) Darstellungen der Ober-
flichenprofile 2P und zfA angegeben. Die Ergebnisse zu den vier unterschiedlichen

numerischen Testproblemen sind in Tabelle 6.13 dargestellt.

150 -
100 -

50

(a) zEM (N53E009)

(b) 254 (N48E008)

Abbildung 6.5: Oberfldchenprofile

Tabelle 6.13: Numerische Ergebnisse fiir die Koeffizienten aus dem Modell METRAS

Zs Partition k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
B P 2.2255e-02  5.6821e-03 2.1550e-03 1.2186e-03 7.5303e-04
s Pyer 6.1646e-03 3.1518e-03 8.0194e-04 2.4780e-04 1.3079e-04
LGK P 1.2742e-01  1.0916e-01  9.1009e-02 8.1807e-02 7.3936e-02
s Pyer 4.2378e-04 6.5190e-05 2.1243e-05 1.0851e-05 4.6439e-06
LS4 P 6.8303e-02 5.3306e-02 3.9234e-02 3.4088e-02 2.9878e-02
s Pyver 2.5383e-03 4.2078e-04 2.0789e-04 6.2089e-05 3.2813e-05
LEM P 6.6371e-02 5.1625e-02 3.7778e-02 3.2781e-02 2.8690e-02
s Pyer 2.6494e-03 4.6007e-04 2.2701e-04 6.6925e-05 3.4235e-05

Die Fehlerverldufe in der Tabelle zeigen, dass auch fiir die numerischen Testprobleme,
die sich auf Grundlage der Koeffizienten aus dem Modell METRAS ergeben, insgesamt
gute Ergebnisse erzielt werden kénnen. Wie erwartet, kann fiir das Problem mit dem
Oberflichenprofil 22, fiir das h* = h¥ ~ h? gilt, festgestellt werden, dass sich die Fehler
bei Verwendung der Partition P nur leicht im Vergleich zur Partition Pysgp7 unterschei-
den. Die Partition Py;pr liefert jedoch auch fiir diese Konstellation ein besseres Ergeb-
nis. Bei den anderen Problemstellungen, fiir die A = hY > h* gilt, kénnen &hnliche
Ergebnisse wie beim dreidimensionalen Modellproblem beobachtet werden. Der Einsatz
der gewodhnlichen Partition fiihrt bei diesen Testproblemen zu deutlich schlechteren Er-
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gebnissen als die Verwendung der modifizierten Partition Ppspp. Zusétzlich sind die
zuldssigen Blocke der Partition Pysgr, genau wie bei der Partition P,,,q aus Abschnitt
6.1.2, grofer als die der gewohnlichen Partition. Daher ist fiir diese Testprobleme die
Verwendung der Partition Pysgr stets von Vorteil.

Die numerischen Ergebnisse zu diesen Testproblemen lassen noch kein abschlieflendes
Urteil dariiber zu, ob sich die H-Matrix-Technik zur Lésung der linearen Gleichungssys-
teme im Modell METRAS eignet. Es konnte jedoch eine modifizierte Partitionierungs-
strategie speziell fiir diese Problemstellung angegeben werden, deren Einsatz fiir die
konkreten Testprobleme sehr gute Ergebnisse lieferte. Die numerischen Ergebnisse deu-
ten demnach darauf hin, dass auch bei der Verwendung des Differenzensterns aus dem
Modell METRAS eine H-Matrix Approximation der Inversen existiert. Beriicksichtigt
man zusétzlich die positiven Ergebnisse aus Abschnitt 6.2.2, die fiir das Modellproblem
mit Neumann-Randwerten erzielt wurden, lasst sich vermuten, dass auch fiir die linea-
ren Gleichungssysteme im Modell METRAS eine H-Matrix Approximation der Inversen
existiert und die H-Matrix-Technik zu deren Losung geeignet ist.
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7 Fazit

Betrachtet man die erzielten Resultate zur Existenz einer H-Matrix Approximation fiir
die Inverse von Finite-Differenzen-Matrizen, lasst sich zusammenfassend feststellen, dass
sowohl die theoretischen Ergebnisse zu den Modellproblemen aus Kapitel 4 und 5 als
auch die numerischen Ergebnisse aus Kapitel 6 positiv ausfallen.

Den Ausgangspunkt der Untersuchungen bildete die Fragestellung, ob die H-Matrix-
Technik zur Beschleunigung der Lésung linearer Gleichungssysteme im Modell METRAS
eingesetzt werden kann. Dazu war zunéchst zu untersuchen, ob fiir die Inverse der ent-
sprechenden Diskretisierungsmatrizen eine (gute) H-Matrix Approximation existiert. Da
die Diskretisierungsmatrizen im Modell METRAS jedoch aus einer speziellen Finite-
Differenzen-Diskretisierung hervorgehen, lief§ sich zum Nachweis keines der bekannten
Resultate — wie z.B. fiir wohlkonditionierte, positiv definite Matrizen oder fiir Finite-
Element-Matrizen — nutzen.

Dariiber hinaus sind fiir Finite-Differenzen-Matrizen auch im Allgemeinen keine Verof-
fentlichungen im Zusammenhang mit H-Matrizen bekannt. Aus diesem Grund mussten
fiir diesen speziellen Anwendungsfall zunichst grundlegende Uberlegungen angestellt
werden. Die Einfiihrung der wesentlichen Grundlagen und die Untersuchung der ent-
sprechenden allgemeinen Fragestellungen zur Verwendung der H-Matrizen bei Finite-
Differenzen-Verfahren erfolgte in Kapitel 3.

Aus dem gleichen Grund war es erforderlich, einen eigenstindigen Ansatz zum Nach-
weis der Existenz einer H-Matrix Approximation der Inversen von Finite-Differenzen-
Matrizen zu entwickeln. Die theoretischen Untersuchungen wurden daher nicht direkt
fiir das komplexe Gleichungssystem aus dem Modell METRAS, sondern auf Grundlage
eines vereinfachten Modellproblems durchgefiihrt, dessen Auswahl jedoch in Anlehnung
an die charakteristischen Figenschaften der Problemstellung im Modell METRAS erfolg-
te. Das Hauptaugenmerk bei der Erarbeitung des neuen methodischen Ansatzes richtete
sich darauf, dass sich die Vorgehensweise moglichst einfach fiir die Untersuchung ande-
rer Problemstellungen, insbesondere der aus dem Modell METRAS, erweitern bzw. auf
diese iibertragen lésst.

Aufbauend auf den in Kapitel 3 eingefiihrten Grundlagen wurde daher im Anschluss
der methodische Ansatz zum Beweis der Existenz einer H-Matrix Approximation der
Inversen von Finite-Element-Matrizen aus [BH03] bzw. [Hac09] auf den Fall von Finite-
Differenzen-Matrizen iibertragen, da dieser Ansatz die genannten Anforderungen erfiillt.
Bei der Realisierung ergab sich die Problematik, dass diskrete Varianten der Poincaré-
und der Cacciopoli-Ungleichung fiir Gitterfunktionen benétigt wurden. Diese Resultate
waren bisher in der speziellen Form fiir Gitterfunktionen nicht bekannt, so dass sie herge-
leitet und bewiesen wurden. Dies erfolgte fiir Rechteckgitter in Satz 2.2.7 bzw. Satz 2.3.4
und fiir Quadergitter in Satz 5.1.5 bzw. Satz 5.2.3. Darauf aufbauend, wurde in Kapitel
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4 fiir das zweidimensionale sowie in Kapitel 5 fiir das dreidimensionale Modellproblem
die Existenz einer H-Matrix Approximation der Inversen der Diskretisierungsmatrizen
gezeigt.

Die erzielten theoretischen Ergebnisse konnten bei der Durchfithrung vielfiltiger nu-
merischer Tests zum Modellproblem bestétigt werden. Dabei lief3 sich bei einigen Test-
problemen feststellen, dass der Approximationsfehler von der Gestalt der Koeffizienten
des Differenzenoperators abhing. Im Einklang mit den theoretischen Ergebnissen ergab
sich in diesen Fillen eine deutliche Verschlechterung des Fehlerverlaufs. Unter diesen Ge-
gebenheiten wire der Einsatz der H-Matrix-Technik wenig Erfolg versprechend. Da diese
Schwierigkeiten insbesondere im Zusammenhang mit Problemstellungen auftraten, bei
denen die Koeflizienten des Differenzenoperators im Hinblick auf das Gleichungssystem
im Modell METRAS gewihlt wurden, war die weitere Untersuchung dieser Problematik
erforderlich.

Unter Berticksichtigung des Zusammenhangs zwischen den Koeffizienten des Differen-
zenoperators und den unterschiedlichen Schrittweiten im Modellgitter ist es gelungen,
eine alternative Partitionierungsstrategie zu entwickeln, durch deren Einsatz sich deut-
lich bessere Ergebnisse erzielen lielen. Ein weiterer Vorteil der neu eingefiihrten mo-
difizierten Partition ist durch die, im Vergleich zur gewodhnlichen Partition, grofleren
zuléssigen Blocke gegeben. Daraus resultierten bei Verwendung der modifizierten statt
der gewOhnlichen Partition geringere Speicheranforderungen und somit geringere Kosten
bei der Durchfithrung der Operationen in der H-Arithmetik.

Zuséatzlich wurde numerisch untersucht, ob sich die Inversen von Finite-Differenzen-
Matrizen zu weiteren Problemstellungen, fiir die im Gegensatz zum Modellproblem kein
theoretisches Resultat bekannt ist, durch H-Matrizen approximieren lassen. Bei den
numerischen Tests zur Diskretisierung der Wirmeleitungsgleichung auf einem Recht-
eckgitter mittels der #-Methode und der Diskretisierung der Problemstellung, die sich
durch die Einfithrung von Neumann- statt Dirichlet-Randwerten im Modellproblem er-
gibt, konnten gute Resultate erzielt werden. Sie sind vergleichbar mit denen zum Mo-
dellproblem, wobei erneut eine Verschlechterung der Fehler beim Auftreten bestimmter
Konstellationen der Koeffizienten des Differenzenoperators beobachtet wurde. In diesen
Féllen lieBen sich durch den Einsatz der modifizierten Partition aus dem Modellproblem
ebenfalls deutlich bessere Ergebnisse erzielen.

Dariiber hinaus wurden numerische Tests fiir die Inverse der Diskretisierungsmatrix
zur Konvektions-Diffusionsgleichung mit konstanter Konvektion durchgefiihrt, bei de-
nen eine Verschlechterung der Ergebnisse fiir den Fall ¢ — 0 zu beobachten war. Auf
Grundlage einer alternativen Partitionierung, die in [LBO03] fiir Finite-Element-Matrizen
beschrieben ist, lief} sich die modifizierte Partitionierungsstrategie, die zuvor fiir das Mo-
dellproblem eingefiithrt wurde, so anpassen, dass sie ebenfalls im Zusammenhang mit der
Konvektions-Diffusionsgleichung eingesetzt werden konnte. Diese Vorgehensweise fiihrte
auch fiir diese Problemstellung zu einer deutlichen Verbesserung der Ergebnisse.

Unabhéngig von diesen positiven Ergebnissen kann die grundlegende Fragestellung
nach der Anwendbarkeit der H-Matrix-Technik zur Losung der Gleichungssysteme im
Modell METRAS noch nicht abschliefend beantwortet werden. Das Modellproblem wur-
de zwar unter Beriicksichtigung der speziellen Gegebenheiten im Modell METRAS auf-
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gestellt, aber die vorgenommenen Vereinfachungen haben zur Folge, dass auf Grundla-
ge der erzielten Resultate zum Modellproblem keine theoretische Aussage zur Existenz
einer H-Matrix Approximation der Inversen der Diskretisierungsmatrizen im Modell
METRAS getroffen werden kann. Durch die Erarbeitung des methodischen Ansatzes
fiir Finite-Differenzen-Matrizen anhand des Modellproblems wurde jedoch ein wesentli-
cher Beitrag zur Untersuchung dieser Fragestellung geleistet. Darauf aufbauend lassen
sich analoge Resultate fiir dhnliche Problemstellungen mit andersartigen Differenzen-
operatoren, insbesondere fiir die Problemstellung aus dem Modell METRAS, herleiten.
Dazu kann die Vorgehensweise, die fiir das Modellproblem entwickelt wurde, im We-
sentlichen iibernommen werden. Viele Resultate und Uberlegungen — wie die diskrete
Poincaré-Ungleichung oder der Zusammenhang zwischen der Inversen und der diskreten
Greenschen Funktion — gelten unabhéngig von dem Differenzenoperator in der Problem-
stellung. Daher ist der Aufwand zur Ubertragung der Ergebnisse im Wesentlichen auf
den Beweis einer diskreten Cacciopoli-Ungleichung unter Beriicksichtigung des speziel-
len Differenzenoperators beschrénkt, der insbesondere fiir die Problemstellung im Modell
METRAS jedoch aufwendiger ausfillt. Insofern liefern die erzielten Ergebnisse grundle-
gende Erkenntnisse zur Durchfiithrung weiterfithrender theoretischer Untersuchungen.

Dariiber hinaus deuten die numerischen Ergebnisse aus Abschnitt 6.2.4 zur Diskreti-
sierungsmatrix, die sich bei Verwendung des Differenzenoperators aus dem Modell ME-
TRAS (ergéinzt durch Dirichlet-Randwerte) ergibt, darauf hin, dass sich die H-Matrix-
Technik auch zur Beschleunigung der Losung dieses Gleichungssystems eignet. Dabei lief3
sich ein dem dreidimensionalen Modellproblem vergleichbares Verhalten beobachten, bei
dem eine Verschlechterung der Approximation fiir bestimmte Konstellationen der Ko-
effizienten auftrat. Da fiir das Modellproblem in diesen Féllen bereits eine modifizierte
Partitionierungsstrategie eingefithrt wurde, die zu einer Verbesserung der Ergebnisse
fithrte, konnten diese Erkenntnisse ebenfalls fiir die speziellen Gegebenheiten im Zusam-
menhang mit dem Gleichungssystem im Modell METRAS verwendet werden. Durch den
FEinsatz der auf diese Weise modifizierten Partition lieflen sich auch fiir die Problemstel-
lung mit dem Differenzenoperator aus dem Modell METRAS deutlich bessere Ergebnisse
erzielen.

Demnach lieferten die numerischen Tests zum Modellproblem bereits erste Resulta-
te, die im Zusammenhang mit der Anwendung der H-Matrix-Technik zur Loésung der
Gleichungssysteme im Modell METRAS beriicksichtigt werden sollten. Insbesondere die
Ergebnisse zur Konstruktion einer geeigneten Partition sollten aufgrund der erzielten Er-
gebnisse beachtet werden, um eine mogliche Verschlechterung der Fehler bei Verwendung
der gewohnlichen Partition zu vermeiden.

Aufbauend auf den neuen theoretischen Ergebnissen ist die Erweiterung der Resulta-
te zur Existenz einer H-Matrix Approximation der Inversen fiir den speziellen Fall des
Gleichungssystems im Modell METRAS moglich. Da die Berechnung der H-Inversen
in der Praxis nicht so effizient durchgefiihrt werden kann wie die der H-LU-Zerlegung,
sind vor dem praktischen Einsatz der H-Matrix-Technik im Modell METRAS weite-
re theoretische und numerische Untersuchungen zur H-LU-Zerlegung von Interesse. Der
theoretische Nachweis der Existenz einer H-Matrix Approximation der Faktoren der LU-
Zerlegung kann auf Grundlage der Ergebnisse zur Inversen vorgenommen werden, wes-
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7 Fazit

halb dieser Aspekt im Mittelpunkt der Untersuchungen stand. Die numerischen Tests zur
Existenz einer H-Matrix Approximation der Inversen sind analog fiir die LU-Zerlegung
durchzufiihren. Diese sind durch Tests zu ergénzen, die eine praxisnahe Beurteilung der
Leistungsfahigkeit und Einsatzmoglichkeit der H-LU-Zerlegung zur Beschleunigung der
Simulation im Modell METRAS erméglichen.

Die grundlegenden Erkenntnisse zur Existenz einer H-Matrix Approximation der In-
versen von Finite-Differenzen-Matrizen rechtfertigen die weitere theoretische Untersu-
chung und insbesondere die Durchfithrung weiterer numerischer Tests. Der Einsatz der
‘H-Matrix-Technik zur Beschleunigung der Loésung der Gleichungssysteme im Modell
METRAS scheint nach den erzielten Ergebnissen eine Erfolg versprechende Alternative
bzw. Ergénzung zu den eingesetzten Losungsverfahren darzustellen.
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Zusammenfassung

Die Technik der Hierarchischen Matrizen (H-Matrizen) erméglicht die Berechnung einer
approximativen H-Inversen oder H-LU-Zerlegung in fast linearer Komplexitiat und kann
auf diese Weise zur effizienten Losung linearer Gleichungssysteme eingesetzt werden. Vor
der Verwendung der H-Matrix-Technik ist zu untersuchen, ob eine H-Matrix Approxi-
mation der Inversen bzw. der Faktoren der LU-Zerlegung existiert. Resultate dieser Form
konnten bereits fiir diverse Matrizen (z.B. fiir Finite-Element-Matrizen) gezeigt werden.
Fiir Gleichungssysteme, die aus der Diskretisierung partieller Differentialgleichungen
mittels Finiter-Differenzen-Verfahren resultieren, sind jedoch keine Veroffentlichungen
zum Einsatz der H-Matrix-Technik bekannt. Mit der Zielsetzung die Anwendbarkeit der
‘H-Matrix-Technik fiir Finite-Differenzen-Matrizen aus dem meteorologischen Transport-
und Stréomungsmodell METRAS zu untersuchen, wird fiir ein zwei- und ein dreidimen-
sionales Modellproblem die Existenz einer H-Matrix Approximation der Inversen von
Finite-Differenzen-Matrizen nachgewiesen.

Dazu wird der methodische Ansatz fiir Finite-Element-Matrizen auf den Fall von
Finite-Differenzen-Matrizen iibertragen. Zu diesem Zweck ist die Giiltigkeit einer dis-
kreten Poincaré- und einer diskreten Cacciopoli-Ungleichung fiir Gitterfunktionen nach-
zuweisen, welche in der erforderlichen Form bisher nicht bekannt waren. Diese werden
fiir den Fall von Rechteck- bzw. Quadergittern bewiesen und kénnen unabhéngig von
dieser Arbeit auch in anderen Zusammenhéngen verwendet werden.

Die Ergebnisse zur Existenz einer H-Matrix Approximation der Inversen von Finite-
Differenzen-Matrizen werden mittels numerischer Tests bestétigt. Bei in Anlehnung an
das Gleichungssystem aus dem Modell METRAS aufgestellten Testproblemen ldsst sich
im Einklang mit den theoretischen Ergebnissen jedoch eine Verschlechterung des Feh-
lerverlaufs in Abhéngigkeit von einem Parameter feststellen. Fiir diese Félle wird eine
modifizierte Partitionierungsstrategie vorgestellt, deren Verwendung zu deutlich besse-
ren Ergebnissen fiihrt.






Lebenslauf

entfillt aus datenschutzrechtlichen Griinden



