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Zusammenfassung

Die nichtlineare Entwicklung von baroklinen Wellen in vertikal gescherten Zonal-

str

�

omungen wird im Rahmen der quasigeostrophischen und semigeostrophischen Ap-

proximation untersucht. Hierf

�

ur wird in einem Kanal auf einer rotierenden Ebene ein

Zweischichtenuid sowie ein kontinuierlich geschichtetes Fluid mit einer uniformen po-

tentiellen Vorticity (UPV-System) betrachtet. In beiden Str

�

omungssystemen bleiben

verschiedene Str

�

omungssymmetrien erhalten, wenn sie im anf

�

anglichen Str

�

omungsfeld

exakt vorgegeben werden. Es werden in dieser Arbeit drei verschiedene Str

�

omungs-

symmetrien untersucht, welche als Symmetrie Z, Symmetrie A und Symmetrie S be-

zeichnet werden. Die Symmetrie Z zeichnet sich durch eine vertikal antisymmetrische

Zonalmittelstr

�

omung aus, welche meridional symmetrisch bez

�

uglich der Kanalmitte

ist. Der vorgegebene baroklin instabile Grundstrom sowie deren Normalmode unter-

liegen der Symmetrie Z. Die anderen beiden Symmetrien enthalten einen zus

�

atzlichen

Anteil, der eine vertikal symmetrische Zonalmittelstr

�

omung aufweist. Diese sind f

�

ur

Symmetrie A meridional antisymmetrisch und f

�

ur Symmetrie S meridional symme-

trisch bez

�

uglich der Kanalmitte. Die St

�

orung einer Str

�

omungssymmetrie (Symme-

triebruch) kann sich erheblich auf die Entwicklung auswirken, wenn die Str

�

omungs-

symmetrie instabil ist. Im Mittelpunkt dieser Arbeit steht die Untersuchung der

Auswirkung des Symmetriebruchs auf die nichtlineare Entwicklung von baroklinen

Wellen. Dabei wird die Symmetrie Z durch eine kleine St

�

orung gebrochen, welche

als nat

�

urliche Abweichung von der exakten Normalmodenstruktur verstanden werden

kann.

Es wird eine Vielzahl von numerischen Simulationen in den quasigeostrophisch ap-

proximierten Str

�

omungssystemen durchgef

�

uhrt, die einen weiten Parameterbereich

abdecken. Dabei wird die barokline Instabilit

�

at des Grundstroms sowie das Wellen-

aspektverh

�

altnis variiert, wobei letzteres das Verh

�

altnis der meridionalen zur zonalen

Wirbelerstreckung wiedergibt. Bei den Simulationen der L

�

osungenmit der Symmetrie

Z (Z-L

�

osung), bei welchen anfangs eine Normalmode-St

�

orung vorgegeben wurde, wird

das barokline Wachstum durch die Modi�kation der vertikal antisymmetrischen Zo-

nalmittelstr

�

omung beendet (barokline Equilibration). Die Simulationen der L

�

osungen

mit der Symmetrie A (A-L

�

osung) und der Symmetrie S (S-L

�

osung), bei welchen an-

fangs dem Normalmode eine zus

�

atzliche symmetriebrechende St

�

orung

�

uberlagert wur-

de, zeigen merkliche Unterschiede. Die Tendenz zur Abweichung nimmt bei Erh

�

ohung

des Aspektverh

�

altnisses zu und ist bei den A-L

�

osungen generell st

�

arker ausgepr

�

agt.

Bei den F

�

allen mit einer deutlichen Abweichung zur Z-L

�

osung kommt es am Ende

der baroklinen Wachstumsphase zu einer

�

Ubertragung von kinetischer Wellenenergie

in die barotrope Zonalmittelstr

�

omung, wodurch das Wachstum beendet wird (baro-

trope Equilibration). Eine genauere Analyse von charakteristischen F

�

allen f

�

uhrt zu

der Vermutung, da� die Ampli�kation der barotropen Zonalmittelstr

�

omung auf die

positive R

�

uckkopplung zwischen der Meridionalscherung der barotropen Zonalmit-

telstr

�

omung und der Neigung der Wellenphase gegen

�

uber der meridionalen Richtung



zur

�

uckzuf

�

uhren ist (barotrope Welleninstabilit

�

at). Zwei weitere numerische Simula-

tionen werden in einem semigeostrophisch approximierten UPV-System durchgef

�

uhrt.

Dabei wird einem vertikal antisymmetrischen jetf

�

ormigen Grundstrom eine St

�

orung

mit der Symmetrie Z sowie eine St

�

orung mit der Symmetrie A

�

uberlagert. W

�

ahrend

bei der Z-L

�

osung Zyklonen und Antizyklonen mit gleicher Amplitude anwachsen, bil-

det sich bei der A-L

�

osung die Zyklone gegen

�

uber der Antizyklone sehr viel st

�

arker

aus. Zudem weist die Zyklone im sp

�

aten Entwicklungsstadium Frontstrukturen auf,

die auch in beobachteten Systemen zu �nden sind.

Zur Beschreibung der barotropen Welleninstabilit

�

at wird die barotrope Vorticityglei-

chung um eine station

�

are Wellenl

�

osung linearisiert. Diese Gleichung besitzt Normal-

moden mit der Symmetrie A (Mode A) und der Symmetrie S (Mode S). Die In-

stabilit

�

atsanalyse ergibt eine zunehmende Instabilisierung mit zunehmendem Wel-

lenaspektverh

�

altnis, wobei die Wachstumsrate von Mode A stets gr

�

o�er ist als die

von Mode S. Die nichtlineare Entwicklung von Mode A und Mode S weist eine gu-

te

�

Ubereinstimmung mit der barotropen Zerfallsphase der vorher untersuchten A-

L

�

osung bzw. S-L

�

osung auf. Im weiteren wird die Stabilit

�

at der simulierten Z-L

�

osun-

gen bez

�

uglich symmetriebrechender St

�

orungen direkt analysiert. Dabei existieren

ebenfalls Normalmoden mit der Symmetrie A und der Symmetrie S. Man �ndet, da�

die symmetriebrechende Instabilit

�

at im wesentlichen durch die barotrope Wellenin-

stabilit

�

at beschrieben wird, die in einigen F

�

allen mit einer baroklinen Instabilit

�

at

zusammen wirkt. Ein Vergleich mit den simulierten L

�

osungen ergibt, da� die sym-

metriebrechenden Str

�

omungen der merklich von den Z-L

�

osungen abweichenden A-

L

�

osungen und S-L

�

osungen eine hohe Korrelation zu den berechneten Normalmoden

annehmen. Das zeigt die Relevanz der symmetriebrechenden Instabilit

�

at f

�

ur die von

den Z-L

�

osungen abweichenden Entwicklungen. Die Ergebnisse dieser Arbeit f

�

uhren zu

der Schlu�folgerung, da� die barotrope Welleninstabilit

�

at ma�geblich die Entwicklung

von baroklinen Wellen beeinussen kann und vermutlich ein wichtiger Mechanismus

f

�

ur die Entstehung von au�ertropischen Zyklonen darstellt.
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1 Einleitung

Das atmosph

�

arische Wettergeschehen in den mittleren Breiten wird durch die Ent-

stehung, Verlagerung und Au

�

osung von synoptisch-skaligen Bodendruckanomalien

(vornehmlich Tiefdruckgebiete mit Skalen von 500-3000km) beschrieben. Vom beson-

deren Interesse f

�

ur die Wissenschaft ist das physikalische Verst

�

andnis der Entwicklung

von einem Tiefdruckgebiet (Zyklogenese). Die vorliegende Arbeit besch

�

aftigt sich mit

einigen Aspekten dieser Zyklogenese. Zun

�

achst m

�

ochte ich eine Einleitung in diese

Thematik bringen, bevor anschlie�end das Ziel meiner Arbeit dargelegt werden kann.

1.1 Barokline Instabilit

�

at als Mechanismus f

�

ur die Zyklogenese

Margules (1903) stellte die Hypothese auf, da� die Tiefdruckgebiete (Zyklonen) ihre

Energie aus der potentiellen Energie des meridionalen Temperaturkontrastes bezie-

hen. Die Hypothese wurde sp

�

ater durch die theoretischen Arbeiten von Charney

(1947) und Eady (1949) gest

�

utzt. Unter Verwendung der mit der Problemstellung

vertr

�

aglichen quasigeostrophischen Approximation gelang es ihnen zu zeigen, da� ei-

ne durch den polw

�

artigen Temperaturgradienten vertikal gescherte (barokline) Zonal-

str

�

omung instabil ist bez

�

uglich barokliner synoptisch-skaliger Wellenst

�

orungen. Bis

heute erkennt man den Mechanismus dieser sogenannten baroklinen Instabilit

�

at als

Ursache f

�

ur die Zyklogenese an. Diese Theorie erfuhr jedoch eine Modi�kation durch

die Studie von Farrell (1985), die auf das transiente Wachstum von ged

�

ampften ba-

roklinen Wellen eingeht. Das transiente Wachstum beschreibt ein vor

�

ubergehendes

starkes Anwachsen einer St

�

orung mit endlicher Amplitude, obwohl das lineare Ei-

genwertproblem nur eine D

�

ampfung aller Eigenvektorst

�

orungen (Normalmoden) vor-

aussagt. Entsprechend unterscheidet man nach Petterssen und Smebye (1971) zwei

Typen der Zyklogenese, n

�

amlich Typ A und Typ B. Bei Typ A resultiert die Zykloge-

nese aus der Instabilit

�

at eines ungest

�

orten Grundzustandes, w

�

ahrend bei Typ B das

Wachstum der Zyklone am Boden durch einen stromaufw

�

arts liegenden H

�

ohentrog

hervorgerufen wird.

1.2 Der Lebenszyklus von au�ertropischen Wettersystemen

Die meisten Zyklogenesetheorien basieren auf einem Gleichungssystem, das um einen

vorgegebenen Grundzustand linearisiert wurde . Dieses ist jedoch nicht geeignet, um

den vollst

�

andigen Lebenszyklus des Wettersystems zu beschreiben. Die Beendigung

des baroklinen Wachstums (Equilibration) kann mit Ausnahme der von Farrell (1985)

studierten F

�

alle nur durch die nichtlinearen Terme des Gleichungssystems verursacht

werden. Da eine analytische L

�

osung der nichtlinearen Gleichungen nur in wenigen

Ausnahmef

�

allen m

�

oglich ist, bedarf es der Verwendung von numerischen und konzep-

tionellen Modellen, um den Lebenszyklus physikalisch zu verstehen. Das wohl be-

deutendste Konzeptmodell f

�

ur den Lebenszyklus einer au�ertropischen Zyklone wur-

de von Bjerknes und Solberg (1922) vorgestellt. Die Beschreibung der Entwicklung

1



a) Bjerknes-Solberg b) Shapiro-Keyser

Abbildung 1.1: Zwei Konzeptmodelle f

�

ur den Lebenszyklus von au�ertropischen Zyklonen. Im Bild

sind Isobaren mit den Fronten dargestellt. a) Bjerknes-Solberg Modell , b) Shapiro-Keyser Modell

(nach Schultz et. al 1998).

(siehe Abbildung 1.1a) ist gepr

�

agt von den damaligen Beobachtungen. Der Lebens-

zylus wird ausgel

�

ost durch eine Tiefdruckanomalie an einer Temperaturdiskontinuit

�

at

(Polarfront). Danach verlagert sich der Warmsektor polw

�

arts und die Zyklone wird

intensiver. Sp

�

ater wird der Warmsektor von der ostw

�

arts fortschreitenden Kaltluft

eingeholt und angehoben, wobei eine sich durch erh

�

ohte Windscherung auszeichnen-

de Verbindungslinie (Okklusion) erhalten bleibt. Schlie�lich wird der Warmluftsektor

vollst

�

andig vom Boden abgehoben und die Zyklone beginnt sich wieder aufzul

�

osen.

In den letzten zehn Jahren kam man zu der Au�assung, da� in einigen Situatio-

nen die Entwicklung anders abl

�

auft. Das f

�

uhrte zu dem modi�zierten Konzeptmo-

dell von Shapiro und Keyser (1990) (siehe Abbildung 1.1.b). Im Gegensatz zum

Bjerknes-Solberg Modell kommt es zu einem Bruch der Front in der N

�

ahe des Zyklo-

nenzentrums ("frontal fracture"), und einer T-f

�

ormigen Ausrichtung von Kalt- und

Warmfront zueinander. Der westliche Teil der Warmfront biegt sich danach um das

Tiefdruckgebiet herum und wird demnach als zur

�

uckgebogene Warmfront bezeichnet

("bent-back warm front"). Am Ende dreht sich die Front soweit um das Zentrum des

Tiefs, da� die Warmluft abgeschnitten wird (Sekklusion). Die Theorie der linearen

baroklinen Instabilit

�

at ist o�enbar nicht in der Lage, diese beiden Konzeptmodelle zu

best

�

atigen. Das ergibt sich im wesentlichen aus den folgenden Gr

�

unden:

- Barokline Instabilit

�

at beschreibt das Wachstum von baroklinen Wellen aufgrund ei-

nes kontinuierlichen Temperaturgradienten, w

�

ahrend die Konzeptmodelle eine Tem-

peraturdiskontinuit

�

at als Anfangszustand voraussetzen.

- Verbunden mit der baroklinen Instabilit

�

at ist die Entwicklung von Zyklonen wie auch

Antizyklonen (Hochdruckgebiete). Der Mechanismus der baroklinen Instabilit

�

at

liefert daher keine Begr

�

undung, warum nur Zyklonen an der Polarfront entstehen.

- Die barokline Instabilit

�

at liefert keinen Hinweis f

�

ur das Auftreten von Okklusionen

oder Sekklusionen.

Tats

�

achlich wurde seit der Arbeit von Bjerknes und Solberg die Instabilit

�

at von

geostrophisch balancierten Diskontinuit

�

ats

�

achen in einer Reihe von Studien unter-

2



sucht (z. B. Solberg 1928, Kotschin 1932, Orlanski 1968 und Iga 1993), wobei instabil

anwachsendeWellen mit synoptischer Skala identi�ziert wurden. Die nichtlineare Ent-

wicklung einer solchen Frontalwelle wurde von Grammeltvedt (1970) sowie Sinton und

Mechoso (1984) simuliert. Die simulierte Entwicklung zeigte eine relativ gute

�

Uber-

einstimmung mit dem Konzeptmodell von Bjerknes und Solberg. Auf der anderen

Seite konnten Hoskins und Bretherton (1972) zeigen, da� durch ageostrophische Ef-

fekte barokline Wellen in der Wachstumsphase Fronten ausbilden (Frontogenese). Es

scheint daher eher wahrscheinlich, da� die Polarfront aus der Wirkung der baroklinen

Wellen hervorgeht und nicht umgekehrt, wie von Bjerknes und Solberg angenommen.

Mehrere numerische Studien von baroklinen Wellenentwicklungen in idealisierten Ka-

nalstr

�

omungen (z. B. Mudrick 1974, Takayabu 1986, Polavarapu und Peltier 1990,

Rotunno et al. 1994) weisen auf, da� die Zyklogenese stets mit einer Frontogenese

begleitet wird und die weitere Entwicklung mit den oben beschriebenen Konzeptmo-

dellen im Einklang steht. Diese Studien zeigen auch, da� die Zyklone sich st

�

arker aus-

bildet als die Antizyklone, obwohl mit der anf

�

anglichen Normalmodenst

�

orung Zyklo-

nen und Antizyklonen mit gleicher Amplitude vorgegeben werden. Da die barokline

Instabilit

�

at bez

�

uglich zonal konstanter St

�

orungen (symmetrische Instabilit

�

at) f

�

ur die

beobachteten Zonalmittelstr

�

omungen ausgeschlossen werden kann (siehe z. B. Holton

1992), mu� es einen nichtlinearen Mechanismus geben, der das Wachstum von Zy-

klonen beg

�

unstigt. Mit dem semigeostrophisch approximierten System, das weniger

einschr

�

ankend ist als das quasigeostrophische System, kann zwar eine Dominanz der

Zyklonen in einer anwachsenden baroklinen Welle erkl

�

art werden, aber semigeostro-

phische Entwicklungsstudien, wie z. B. von Hoskins und West (1979), o�enbaren nur

eine leichte Zyklonen-Antizyklonen Asymmetrie. Die Arbeit von Sch

�

ar (1989) (siehe

auch Davies et al. 1991) gibt dagegen einen anderen Hinweis f

�

ur den Mechanismus.

Sch

�

ar konnte mit einem semigeostrophischen Modell nachweisen, da� eine st

�

arkere

Entwicklung der Zyklonen und zudem noch der Okklusionsprozess durch die Exi-

stenz einer vertikal konstanten (barotropen) Scherstr

�

omung mit zyklonaler Scherung

im zonalen Grundstrom verursacht werden kann. Die Rolle der zonalen Zonalmittel-

str

�

omung wird deutlich, wenn man sich veranschaulicht, da� ein zyklonaler Wirbel in

eine Welle und eine zonale Scherstr

�

omung zerlegt werden kann (siehe Abbildung 1.2).

Daraus wird klar, da� das Wachstum einer Zyklone mit der gleichzeitigen Ampli�ka-

tion einer Scherstr

�

omung und einer baroklinen Welle verbunden ist.

Die Wechselwirkung der baroklinen Wellen mit barotropen zonalen Scherstr

�

omun-

gen besitzt auch Bedeutung f

�

ur die Energetik des Systems. Simmons und Hoskins

(1978) zeigten mit einem reibungsfreien globalen Zirkulationsmodell der Atmosph

�

are,

da� barokline Wellen einen Lebenszyklus durchlaufen, bei dem in der baroklinen

Wachstumsphase potentielle Grundstromenergie in kinetische Wellenenergie und in

der barotropen Au

�

osungsphase kinetische Wellenenergie in die kinetische Grund-

stromenergie

�

ubertragen wird (Abbildung 1.3), wobei die angefachte Zonalstr

�

omung

im wesentlichen barotrop ist. Aufgrund der starken barotropen Scherung ist der

Endzustand stabil bez

�

uglich weiterer St

�

orung mit der Folge, da� nur ein einziger

3
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Abbildung 1.2: Beispiel f

�

ur die Zerlegung eines zyklonalen Wirbels in eine Welle und eine zonale

Scherstr

�

omung

Lebenszyklus auftritt. Eine Sensitivit

�

at bez

�

uglich der anf

�

anglichen barotropen Sche-

rung wurde in weiteren numerischen Studien mit sph

�

arischen Zirkulationsmodellen

gefunden (Simmons und Hoskins 1980, Thorncroft et al. 1993, Hartmann und Z

�

urcher

1998). Es gelingt auch den Lebenszyklus mit barokliner Wachstumsphase und baro-

troper Au

�

osungsphase (asymmetrischer Lebenszyklus) in quasigeostrophischen Ka-

nalmodellen zu simulieren. Feldstein und Held (1989) untersuchten barokline Wel-

lenlebenszyklen in dem quasigeostrophischen Zweischichtenmodell, das von Phillips

(1951) entwickelt wurde, und beobachteten einen asymmetrischen Lebenszyklus nur

bei Vorgabe einer kritischen Linie im anf

�

anglichen zonalen Grundstrom. Eine kriti-

sche Linie liegt an dem Ort vor, wo die Phasengeschwindigkeit der baroklinen Welle

identisch ist mit der Zonalgeschwindigkeit des Grundstroms. Nach der linearen Theo-

rie wird an einer kritischen Linie ein Wellenstrahl absorbiert, da seine meridionale

Wellenzahl gegen unendlich strebt (siehe z. B. James 1994). Bei Ber

�

ucksichtigung

von Nichtlinearit

�

aten zeigt sich, da� die Welle an der kritischen Linie bricht und un-

ter Umst

�

anden reektiert wird (siehe z. B. Killworth und McIntyre 1985). Oftmals

�ndet man die kritische Linie an einem Ort mit erh

�

ohter meridionaler Windsche-

rung, wo ein Brechen der Welle wahrscheinlich ist. Feldstein und Held kamen zu der

Schlu�folgerung, da� zumindest in schwach instabilen Zonalstr

�

omungen die Vorgabe

der kritischen Linie f

�

ur das Brechen und den dadurch ausgel

�

osten barotropen Zer-

fall der baroklinen Wellen notwendig ist. Nakamura (1993) demonstrierte mit einem

quasigeostrophischen Kanalmodell, da� eine schwache barotrope Scherstr

�

omung im

anf

�

anglichen Grundstrom eine barotrope Au

�

osungsphase mit starker Ampli�kati-

on der barotropen Scherung verursachen kann, w

�

ahrend bei Fehlen der barotropen

Komponente im Grundstrom die St

�

orungsenergie nicht zerf

�

allt. Nakamura zeigte zu-

vor, da� bestimmte Str

�

omungssymmetrien erhalten bleiben, wenn sie in der Anfangs-

str

�

omung exakt vorgegeben werden. Er erkl

�

arte sein Ergebnis durch die St

�

orung der

Str

�

omungssymmetrie (Symmetriebruch) durch die barotrope Scherstr

�

omung. Dieses

Resultat stellt die generelle Notwendigkeit der anf

�

anglichen Existenz einer kritischen

Linie f

�

ur die barotrope Au

�

osungsphase in Frage und f

�

uhrt zu der Vermutung, da�

4



Abbildung 1.3: Energieumwandlungen als Funktion der Zeit in einem numerisch simulierten Le-

benszyklus einer baroklinen Welle. A

Z

und A

E

sind die verf

�

ugbaren potentiellen Energie des zona-

len Mittels bzw. der St

�

orung. K

Z

und K

E

bezeichnen dementsprechend die kinetischen Energien.

C(:: ! ::) symbolisiert die Umwandlung zwischen diesen Energieanteilen. Die gepunktete Kurve

gibt die Rate der Energiedissipation wieder (nach Simmons und Hoskins 1978).

eine Instabilit

�

at bez

�

uglich einer symmetriebrechenden St

�

orung den asymmetrischen

Lebenszyklus ausl

�

osen kann.

1.3 Die Rolle der baroklinen Wellen f

�

ur die allgemeine Zirkulation

Die zonal gemittelte atmosph

�

arische Zirkulation zeichnet sich durch drei Meridional-

zirkulationszellen sowie einem au�ertropischen baroklinen Westwindjet aus. W

�

ahrend

die Hadleyzelle in den niedrigen Breiten und die Polarzelle in den hohen Breiten

thermodynamisch direkt zirkulieren, d. h. Temperaturgegens

�

atze abbauen, besitzt

die Ferrelzelle in den mittleren Breiten einen entgegengesetzten Drehsinn. Je�reys

(1926) erkannte, da� neben dem Wellentemperaturu� der Wellenimpulsu� f

�

ur die

Aufrechterhaltung dieser Zirkulation notwendig ist. Dabei mu� der Wellenimpuls-

u� in den Jet gerichtet sein. Starr (1948) folgerte daraus, da� die Wirbelachsen

sich gegen

�

uber der meridionalen Richtung neigen m

�

ussen, was auch beobachtet wird.

Die Korrelation des Impulsusses mit der Meridionalscherung des zonal gemittelten

Zonalwindes beschreibt den kinetischen Energietransfer von den Wirbel in die Zonal-

mittelstr

�

omung, und diese ist, angewendet auf die atmosph

�

arische Zirkulation, stets

positiv, da die Impuls

�

usse zum Gradienten hin gerichtet sind (siehe Abbildung 1.4).
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Diese Tatsache veranla�te Starr (1968) die atmosph

�

arische Zirkulation als ein negati-

ves Wirbelviskosit

�

atsph

�

anomen anzusehen. W

�

urde man versuchen, die Wirkung der

synoptisch-skaligen Wirbel auf die Zonalmittelstr

�

omung mit einem Di�usionsansatz

zu parameterisieren, dann k

�

ame man auf einen negativen Di�usionskoe�zienten. Das

Konzept der negativen Wirbelviskosit

�

at �ndet heutzutage wenig Beachtung, da es zu

keiner zuverl

�

assigen Parameterisierung der atmosph

�

arischen Wirbel f

�

uhrt. F

�

ur das

Verst

�

andnis der atmosph

�

arischen Zirkulation ist es dennoch sinnvoll. Man mu� sich

jedoch dar

�

uber im klaren sein, da� bei einer negative Wirbelviskosit

�

at die Wirbel

ihre kinetische Energie aus einer anderen Energieform beziehen mu�. Diese ist in

der Atmosph

�

are durch die verf

�

ugbare potentielle Energie gegeben. Balanciert wird

die negative Wirbelviskosit

�

at der synoptisch-skaligen Wirbel durch die turbulente

Bodenreibung. Diese Tatsache wirft die Frage auf, was passieren w

�

urde, wenn die

turbulente Bodenreibung nicht mehr wirkt. Zwei Szenarien w

�

aren denkbar. Beim

ersten Szenario erh

�

oht die negative Wirbelviskosit

�

at die meridionale Scherung des

Jets soweit, bis dieser scherungsinstabil wird (siehe z. B. Kuo 1973). Die durch die

Scherungsinstabilit

�

at ausgel

�

osten Wirbel h

�

atten dann einen ausgleichenden positiven

Wirbelviskosit

�

atse�ekt. Beim zweiten Szenario bewirkt die Erh

�

ohung der meridio-

nalen Scherung eine Stabilisierung des Jets, so da� keine Wirbel mehr entstehen.

Es stellt sich dann eine zonalsymmetrische Zirkulation ein. James und Gray (1986)

konnten mit einem globalen Zirkulationsmodell zeigen, da� das zweite Szenario bei

fehlender Bodenreibung in Erscheinung tritt. Da die Stabilisierung allein auf die ba-

rotrope Zonalmittelstr

�

omung zur

�

uckgef

�

uhrt werden konnte, bezeichneten James und

Gray diesen Stabilisierungsmechanismus als den "Barotropic Governor" E�ekt. Das

Auftreten dieses E�ekts ist in

�

Ubereinstimmung mit dem numerischen Experiment

Abbildung 1.4: Beobachtete Drehimpulsbilanz in der Atmosph

�

are: Meridionalpro�l des relativen

Drehimpulses (durchgezogeneLinie mit Punkten), des nordw

�

artigen Drehimpulstransports durch die

Wellen (durchgezogeneLinie) und des nordw

�

artigenDrehimpulstransports durch die zonal gemittelte

Zirkulation (gestrichelte Linie) (nach Starr 1968).
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von Simmons und Hoskins (1978), wo nach dem ersten asymmetrischen Lebenszyklus

die barotrope Stabilisierung das Auftreten von weiteren Entwicklungen verhindert.

Es ist aber auch denkbar, da� die Stabilisierung erst nach mehreren Lebenszyklen

eintritt.

1.4 Zielsetzung

In dieser Arbeit wird ein einfacher nichtlinearer Mechanismus vorgestellt, der einen

solchen Einu� auf die Entwicklung in einem baroklinen Wellenlebenszyklus haben

kann, da� viele der bisher genannten Eigenschaften von synoptischen Systemen in

Erscheinung treten. Obwohl dieser Mechanismus im Lebenszyklus nur

�

uber die Nicht-

linearit

�

aten des Systems wirken kann, kann er isoliert betrachtet als eine lineare In-

stabilit

�

at verstanden werden. Das wird im folgenden veranschaulicht.

Zun

�

achst geht man von einer zweidimensionalen divergenzfreien Str

�

omung aus, die

durch die zweidimensionale Vorticitygleichung in den r

�

aumlichen Koordinaten x (in

Ostrichtung) und y (in Nordrichtung) beschrieben wird. Die Vorticitygleichung be-

sagt, da� die Vorticity � entlang der Stromlinien erhalten bleibt, wobei � mit der

Stromfunktion  

�

uber die Beziehung

� =

@

2

 

@x

2

+

@

2

 

@y

2

(1.1)

verkn

�

upft ist. Nun sei die divergenzfreie Str

�

omung zusammengesetzt aus einer

Welle und einer zonal konstanten Scherstr

�

omung wie in dem Beispiel aus Abbil-

dung 1.2. Dementsprechend wird unterschieden zwischen der Wellenvorticity und

Scherstr

�

omungsvorticity. Die Wellenvorticity zeichnet sich durch in zonaler Richtung

alternierende positive und negative Vorticityextrema aus, w

�

ahrend bei der Scher-

str

�

omungsvorticity ein zonales Band positiver Vorticity von zonalen B

�

andern nega-

tiver Vorticity umgeben wird. Es werden hier zwei charakteristische F

�

alle diskutiert

(siehe schematische Abbildung 1.5). Beim ersten Fall (Abbildung 1.5a) erstreckt sich

der zyklonale Wirbel in zonaler Richtung. In diesem Fall dominiert die Advekti-

on von Scherstr

�

omungsvorticity durch die Wellenstr

�

omung gegen

�

uber der Advektion

von Wellenvorticity durch die Scherstr

�

omung. Demnach dreht sich die lange zonale

Wirbelachse in Nordostrichtung. Der resultierende Wellenimpulsu� ist nordw

�

arts

gerichtet und schw

�

acht die Scherstr

�

omung ab. Beim zweiten Fall (Abbildung 1.5b)

wird der gleiche Wirbel betrachte, jedoch wurden die Wirbelachsen um 90

�

gedreht.

Folglich erstreckt sich der zyklonale Wirbel in meridionaler Richtung. Hier dominiert

die Advektion der Wellenvorticity durch die Scherstr

�

omung und die lange meridionale

Wirbelachse kippt in Nordwestrichtung. Daraus ergibt sich ein s

�

udw

�

artiger Wellen-

impulsu�, der die Scherstr

�

omung verst

�

arkt. Das Aspektverh

�

altnis des zyklonalen

Wirbels stellt dabei den entscheidenden Parameter dar, der festlegt, welcher Fall

eintritt.
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(a)

I = Scherstr

�

omung + Welle ! II

(b)

I = Scherstr

�

omung + Welle ! II

Abbildung 1.5: Schematische Darstellung der Wechselwirkung zwischen Scherstr

�

omung und Welle in

einer divergenzfreien zweidimensionalen Str

�

omung. Die obere Reihe zeigt die Geschwindigkeitsvek-

toren und die untere Reihe Isolinien der Vorticity. Isolinien mit positiver Vorticity sind durchgezogen

und Isolinien mit negativer Vorticity sind gestrichelt dargestellt.

In dem diskutierten Beispiel besitzen Welle und Scherstr

�

omung eine gleich hohe Am-

plitude. Die Schlu�folgerungen sind aber auch dann richtig, wenn die Welle und Scher-

str

�

omung eine sehr unterschiedliche St

�

arke aufweisen. Ist im ersten Fall die Amplitude

der Welle nur sehr gering, dann w

�

achst sie instabil an, da

�

uber dem Impulsuss der

Scherstr

�

omung die kinetische Energie entzogen wird. Das ergibt eine einfache Sche-

8



rungsinstabilit

�

at, die schon von Rayleigh (1880) entdeckt wurde. Ist im zweiten Fall

die Scherstr

�

omung sehr schwach, dann kann sie

�

uber die negative Wirbelviskosit

�

at in-

stabil anwachsen. Der Mechanismus dieser Instabilit

�

at wurde von Thompson (1970)

beschrieben, um die Superrotation der Venusatmosph

�

are aufgrund der Neigung von

Konvektionszellen zu erkl

�

aren. Krishnamurti und Howard (1981) beobachteten eine

Neigung von zweidimensionalen Konvektionszellen in einem Laborexperiment. Mit

Hilfe eines niederspektralen Modells zeigten Howard und Krishnamurti (1986), da�

die Neigung der Zellen durch den von Thompson gefundenen Instabilit

�

atsmechanis-

mus verursacht werden kann. V

�

ollig unabh

�

angig von diesen Arbeiten zeigten Lorenz

(1972) und Gill (1974), da� ebene Rossbywellen instabil sind bez

�

uglich St

�

orungen,

die zonalsymmetrische Scherstr

�

omungen mit einschlie�en. Hoskins (1973) betrachte-

te die Instabilit

�

at von Rossby-Haurwitz Wellen (sph

�

arische Rossbywellen) und kam zu

�

ahnlichen Ergebnissen. Das f

�

uhrte zu der Hypothese die kinetischen Umwandlungen

in die Zonalmittelstr

�

omung auf diese barotrope Welleninstabilit

�

at zur

�

uckzuf

�

uhren.

Rossbywellen verlagern sich aufgrund der meridionalen Zunahme des Coriolisparame-

ters. Die barotrope Welleninstabilit

�

at wirkt aber auch im Fall uniformer Rotation.

In diesem Fall ist der Mechanismus der barotropen Welleninstabilit

�

at identisch mit

dem, der von Thompson entdeckt wurde.

Die barotrope Welleninstabilit

�

at hat m

�

oglicherweise einen Einu� auf den Lebenszy-

klus einer baroklinen Welle. Gibt man etwa eine vertikal und meridional gescherte

Zonalstr

�

omung vor, die instabil ist gegen

�

uber einer meridional erstreckten baroklinen

Welle, so neigen sich schon in der linearen Wachstumsphase die Phasenlinien mit der

Scherstr

�

omung (siehe z B. McIntyre 1970). Der resultierende Impulsu� verst

�

arkt

dann die meridionale Scherung der barotropen Zonalmittelstr

�

omung durch den nega-

tiven Wirbelviskosit

�

atse�ekt. Die erh

�

ohte Meridionalscherung beschleunigt wiederum

den Neigungsvorgang, so da� eine positive R

�

uckkopplung hervorgerufen wird. Sofern

die anf

�

angliche Scherung zyklonal ist, dominiert dasWachstum der Zyklone gegen

�

uber

dem Wachstum der Antizyklone. Schlie�lich erh

�

oht sich die Scherung so weit, da�

die Scherungsdeformation das barokline Wachstum unterbindet und die Welle sich

am Ende in der Scherstr

�

omung au

�

ost. Je nachdem, ob der Endzustand stabil oder

instabil ist, kann noch ein weiterer Lebenszyklus statt�nden.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, zu zeigen, da� die barotrope Welleninstabilit

�

at

tats

�

achlich einen deutlichen Einu� auf die Entwicklung von baroklinen Wellen haben

kann. Insbesondere wird demonstriert, da� die barotrope Welleninstabilit

�

at an

- dem Durchlaufen eines asymmetrischen Wellenlebenszyklus

- dem "Barotropic Governor" E�ekt

- einer dem Shapiro-Keyser Konzeptmodell entsprechenden Zyklonenentwicklung

ma�geblich beteiligt sein kann. Um die wesentlichen Mechanismen hervorzuheben, be-

schr

�

anken sich die Untersuchungen auf idealisierte barokline Kanalstr

�

omungen. Zum

9



einen wird das Zweischichtensystem und zum anderen das kontinuierlich geschichtete

System einer Str

�

omung mit uniformer potentieller Vorticity (UPV-System) betrach-

tet. Beide Systeme werden durch eine quasigeostrophische Approximation verein-

facht, die im synoptischen Skalenbereich g

�

ultig ist. Es wird gezeigt, da� die mathe-

matischen Gleichungsstrukturen der beiden Systeme sehr

�

ahnlich sind und deshalb die

numerische Integration zu vergleichbaren Ergebnissen f

�

uhrt. Das UPV-System bietet

zudem noch den Vorteil, da� die weniger einschr

�

ankende semigeostrophische Appro-

ximation durch eine r

�

aumliche Koordinatentransformation erreicht werden kann. Im

Rahmen der semigeostrophischen Approximation wird dann auch die Dynamik von

subsynoptischen Strukturen wie Fronten mit ber

�

ucksichtigt.

Der Aufbau dieser Arbeit gliedert sich wie folgt. In Kapitel 2 erfolgt zun

�

achst eine Be-

schreibung der idealisierten Str

�

omungssysteme. Die Str

�

omungssysteme enthalten drei

L

�

osungen mit unterschiedlichen Str

�

omungssymmetrien, die von Nakamura (1993) ent-

deckt wurden. Diese Symmetrien werden in Kapitel 3 diskutiert. Bei der als zonoklin

bezeichneten Symmetrie verschwindet die barotrope Zonalmittelstr

�

omung identisch.

Folglich mu� diese Symmetrie gebrochen werden, damit die Welle einen asymmetri-

schen Lebenszyklus durchlaufen kann. Im weiteren wird in Kapitel 3 die barokline

Instabilit

�

at in den linearisierten Str

�

omungssystemen analysiert. Kapitel 4 pr

�

asentiert

die Ergebnisse einer gro�en Anzahl von numerisch simulierten Entwicklungen von ba-

roklinen Wellen. Dabei wird das Augenmerk auf den Einu� des Symmetriebruchs

gerichtet. In Kapitel 5 wird die Stabilit

�

at einer barotropen Welle eingehend analy-

siert. Mit der gleichen Methode wird in Kapitel 5 auch die Stabilit

�

at der zonoklinen

Str

�

omungssymmetrie untersucht. Die Ergebnisse zeigen, da� der in Kapitel 4 be-

schriebene Symmetriebruch durch eine hydrodynamische Instabilit

�

at hervorgerufen

wird, die im wesentlichen mit der barotropen Welleninstabilit

�

at

�

ubereinstimmt. In

Kapitel 6 werden die Resultate dieser Arbeit zusammengefa�t und diskutiert.
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2 Formulierung der idealisierten Str

�

omungssysteme

Die Untersuchungen in dieser Arbeit beschr

�

anken sich auf quasigeostrophisch und

semigeostrophisch approximierte Str

�

omungssysteme. Diese lassen es zu, wesentliche

dynamische Eigenschaften von baroklinen Wellen im synoptischen Skalenbereich zu

verstehen, wobei die Approximationen den mathematischen Zugang erheblich verein-

fachen.

2.1 Grundgleichungen des quasigeostrophischen Systems

In diesem Abschnitt erfolgt eine knappe Herleitung des quasigeostrophischen Systems.

Zun

�

achst werden folgende charakteristische Skalen eingef

�

uhrt:

L = horizontale L�angenskala

D = vertikale L�angenskala

V = horizontale Geschwindigkeitsskala

V D=L = vertikale Geschwindigkeitsskala

L=V = Zeitskala

�

0

= Dichteskala

g�

0

D = Druckskala

Hierbei ist g die Gravitationsbeschleunigung. Im weiteren werden alle Gr

�

o�en mit die-

sen Skalen entdimensioniert. Das betrachtete Fluid rotiert mit der Winkelgeschwin-

digkeit 
 = f=2 um eine vertikale Achse, wobei f den Coriolisparameter bezeichnet.

Es wird angenommen, da� die Dicke des Fluides klein ist gegen

�

uber der charakteristi-

schen horizontalen L

�

angenskala der Bewegung, d. h. D=L << 1. Mit dieser Annahme

kann die vertikale Bewegungsgleichung auf das hydrostatische Gleichgewicht reduziert

werden. Zus

�

atzlich wird das betrachtete Fluid idealisiert, indem es als reibungsfrei

und inkompressibel angenommen wird. Die letzte Voraussetzung ist f

�

ur Fl

�

ussigkei-

ten nahezu exakt erf

�

ullt. F

�

ur ein gasf

�

ormiges Fluid m

�

u�te man die Kompressibilit

�

at

mit ber

�

ucksichtigen. Dieser Zusatze�ekt hat aber f

�

ur die grundlegende Dynamik von

baroklinen Wellen keine so gro�e Bedeutung (Gross 1997). Mit den genannten Voraus-

setzungen erh

�

alt man die folgenden dimensionslosen primitiven Gleichungen f

�

ur ein

inkompressibles Fluid in Abh

�

angigkeit von den kartesischen Koordinaten (x; y; z):

dv

dt

+

1

Ro

k� v = �

1

Ro

2

F

1

%

r

h

p; (2.1a)

@p

@z

= �% ; (2.1b)
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@u

@x

+

@v

@y

+

@w

@z

= 0 ; (2.1c)

d%

dt

= 0 ; (2.1d)

mit der totalen zeitlichen Ableitung

d

dt

=

@

@t

+ u

@

@x

+ v

@

@y

+ w

@

@z

:

Hier bezeichnet t die dimensionslose Zeit, v = (u; v; 0) den Horizontalgeschwindig-

keitsvektor, w die Vertikalgeschwindigkeit, k den Einheitsvektor in vertikaler Rich-

tung, p den Druck, % die Dichte und r

h

= (@=@x; @=@y; 0) den horizontalen Gradient-

operator. Die primitiven Gleichungen (2.1) h

�

angen von den folgenden dimensionslosen

Parametern ab:

Ro =

V

fL

die Rossbyzahl (2.2a)

und

F =

f

2

L

2

gD

die externe Rotations� Froudezahl : (2.2b)

Die Rossbyzahl ergibt sich aus dem Verh

�

altnis von Tr

�

agheits- und Corioliskraft im ro-

tierenden System. Die quasigeostrophische Approximation l

�

a�t sich hier durchf

�

uhren,

wenn die Rossbyzahl Ro klein ist, d. h. Ro � 0:1. Die externe Rotations-Froudezahl

(im weiteren Froudezahl) setzt die aus der Rotation resultierende Tr

�

agheitskraft ins

Verh

�

altnis mit der aus der Ober

�

achenauslenkung resultierenden Schwerkraft. Auch

diese Zahl wird als klein angenommen, d. h. F=O(Ro). Zus

�

atzlich wird vorausge-

setzt, da� die Abweichung der Dichte %

0

vom Fl

�

achenmittel %

0

(z) klein gegen

�

uber der

Rossbyzahl ist, d. h. %

0

= O(Ro

2

), und da� die vertikalen Dichteschwankungen einen

Anteil von 10 % nicht

�

uberschreiten, d. h. (%

0

(z)� 1) = O(Ro). Die angenommenen

Gr

�

o�enordnungen der Dichteschwankungen erlauben eine Boussinesq-Approximation,

die hier mit der quasigeostrophischen Approximation kombiniert wird. Eine ausf

�

uhrli-

che mathematische Herleitung des quasigeostrophischen Systems ist in dem Lehrbuch

von Pedlosky (1987) zu �nden. Hier sei nur erw

�

ahnt, da� man das quasigeostrophische

System mit der Skalenanalyse erhalten kann. Dazu werden zun

�

achst die Gr

�

o�enord-

nungen aller Terme (als Potenz der Rossbyzahl) in den Gleichungen bestimmt und

12



danach vorausgesetzt, da� die Terme gleicher Gr

�

o�enordnung jeweils die entsprechen-

de Gleichung erf

�

ullen m

�

ussen. Wird diese Methode so angewendet, dann erh

�

alt man

mit den genannten Annahmen aus dem System (2.1a-d) das folgende quasigeostro-

phische Gleichungssystem:

v

g

=

1

Ro F

k�r

h

 

p

0

%

0

!

; (2.3a)

@v

g

@t

+ u

g

@v

g

@x

+ v

g

@v

g

@y

+

1

Ro

k� v

a

= 0 ; (2.3b)

@

@z

 

p

0

%

0

!

= �

%

0

%

0

; (2.3c)

@u

a

@x

+

@v

a

@y

+

@w

@z

= 0 ; (2.3d)

@%

0

@t

+ u

g

@%

0

@x

+ v

g

@%

0

@y

+ w

d%

0

dz

= 0 : (2.3e)

Hier bezeichnet p

0

die Abweichung des Drucks vom Fl

�

achenmittel, v

g

= (u

g

; v

g

; 0)

den geostrophischen und v

a

= (u

a

; v

a

; 0) den ageostrophischen Geschwindigkeitsvek-

tor. Es sei angemerkt, da� in diesem System keine thermodynamischen Beziehungen

ben

�

otigt werden. Man kann aber durchaus die Dichteanomalie %

0

als eine negative

Temperaturanomalie ansehen.

2.2 Das quasigeostrophische Zweischichtensystem

Das Zweischichtenmodell auf einer uniform rotierenden Ebene (f -Ebene) stellt das

einfachste Str

�

omungssystem dar, in welchem die Entwicklung vonWellen aufgrund ba-

rokliner Instabilit

�

at untersucht werden kann. Dieses Modell beschreibt die Str

�

omung

zweier

�

ubereinander gelagerter homogener und inkompressibler Fluide mit unter-

schiedlicher Dichte, wobei das Schichtensystem durch horizontale Berandungen be-

grenzt wird. Die erste mathematische Beschreibung der baroklinen Instabilit

�

at in

dem Zweischichtenmodell wurde von Phillips (1951) gebracht. Hart (1972) gelang

es, barokline Wellen im Zweischichtensystem in einem Laborexperiment nachzuwei-

sen. Bemerkenswert erscheint die Tatsache, da� in diesem Experiment die baroklinen

Wellen rein mechanisch durch die unterschiedliche Rotationsfrequenz der oberen und

unteren Berandung des Tanks verursacht werden.
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2.2.1 Herleitung der Modellgleichungen

In dieser Arbeit wird auf die Idealisierung eines unendlich ausgedehnten geradlinigen

Kanals mit der Breite W = � eingegangen, wobei die Fliehkr

�

afte vernachl

�

assigt wer-

den. In diesem Fall kann man das Modell in den kartesischen Koordinaten (x; y; z)

formulieren, wobei x die Position l

�

angs zur Kanalrichtung, y die Position senkrecht

zur Kanalrichtung und z die H

�

ohe

�

uber der unteren Berandung angibt. In Anleh-

nung an geographische Koordinatensysteme wird x als Zonalkoordinate und y als

Meridionalkoordinate bezeichnet.

Dieses Zweischichtensystem im Kanal ist in Abb. 2.1 schematisch dargestellt. Der

Index 1(2) kennzeichnet die obere (untere) Schicht. Es bezeichnet �% die Dichte-

di�erenz in der Gr

�

o�enordnung O(Ro

2

) und h die dimensionslose Auslenkung der

Grenz

�

ache zwischen den beiden Schichten. Der anf

�

anglich gest

�

orte zonale Grund-

strom U ist vertikal antisymmetrisch und in der jeweiligen Schicht konstant. Die

Str

�

omung im Kanal sei in zonaler Richtung periodisch mit der Wellenl

�

ange �.

6
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Abbildung 2.1: SchematischeDarstellung des Zweischichtensystemsmit dem GrundstromU(z) sowie

Orientierung des verwendeten kartesischen Koordinatensystems.

Die vertikale Integration der hydrostatischen Grundgleichung (2.3c) ergibt

p =

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

p̂+ (1�

�%

2

)(1� z) f�ur z �

1

2

+ h

p̂+ (1�

�%

2

)(

1

2

� h) + (1 +

�%

2

)(

1

2

+ h� z) f�ur z <

1

2

+ h

: (2.4)
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Der Druck p̂ wird von der oberen festen Berandung (bei z = 1) ausge

�

ubt. Dieser

Druck resultiert aus einer Zwangskraft, die bei einer freien Ober

�

ache verschwin-

den w

�

urde. Bei Beachtung der Vertikalabh

�

angigkeit des Druckes erh

�

alt man f

�

ur

die geostrophische Beziehung (2.3a) und die quasigeostrophische Bewegungsgleichung

(2.3b) in den beiden Schichten

v

g1

=

1

Ro F

k�r

h

p̂ ; (2.5a)

v

g2

=

1

Ro F

k�r

h

(p̂+�%h) ; (2.5b)

@v

g1

@t

+ u

g1

@v

g1

@x

+ v

g1

@v

g1

@y

+

1

Ro

k � v

a1

= 0 ; (2.5c)

@v

g2

@t

+ u

g2

@v

g2

@x

+ v

g2

@v

g2

@y

+

1

Ro

k � v

a2

= 0 : (2.5d)

Aus diesen Gleichungen folgt die vertikale Unabh

�

angigkeit des geostrophischen und

des ageostrophischen Geschwindigkeitsvektors innerhalb der jeweiligen Schicht. Dem-

nach erh

�

alt man durch die vertikale Integration der Kontinuit

�

atsgleichung (2.3d) unter

Beachtung der Randbedingung w = 0 bei z = 0; 1

(

1

2

� h)r

h

� v

a1

�

dh

dt

= 0 ; (2.6a)

(

1

2

+ h)r

h

� v

a2

+

dh

dt

= 0 : (2.6b)

Eine zus

�

atzliche Einschr

�

ankung im quasigeostrophischen Zweischichtenmodell besteht

in der Annahme, da� die Auslenkung h der Grenz

�

ache klein ist, d. h. h = O(Ro).

In diesem Fall ergeben sich aus der quasigeostrophischen Skalierung die folgenden

approximierten Kontinuit

�

atsgleichungen:

@h

@t

+ u

g1

@h

@x

+ v

g1

@h

@x

�

1

2

r

h

� v

a1

= 0 ; (2.7a)

@h

@t

+ u

g2

@h

@x

+ v

g2

@h

@x

+

1

2

r

h

� v

a2

= 0 : (2.7b)
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Die kinematische Randbedinung an der Grenz

�

ache verlangt nun, da�

r

h

� v

a1

= �r

h

� v

a2

: (2.8)

Die divergenzbehafteten Anteile der ageostrophischen Str

�

omung heben sich also in der

Summe gegeneinander auf. Es ist auch m

�

oglich, da� die ageostrophische Str

�

omung

einen divergenzfreien Anteil besitzt. Da dieser aber dynamisch keinen Einu� auf die

Entwicklung der divergenzfreien geostrophischen Str

�

omung aus

�

ubt, kann die diver-

genzfreie Komponente auch vernachl

�

assigt werden. Daher wird angenommen, da�

v

a1

= �v

a2

=: v

a

: (2.9)

Aus den geostrophischen Beziehungen (2.5a,b) kann man eine Stromfunktion f

�

ur die

beiden Schichten de�nieren

 

1

=

1

Ro F

p̂ und  

2

=

1

Ro F

(p̂+�%h) : (2.10a,b)

Unter Verwendung der Bewegungsgleichungen und der vertikal integrierten Konti-

nuit

�

atsgleichungen ergeben sich nun die folgenden Gleichungen:

@

@t

(r

2

h

 

1

� F

I

( 

1

�  

2

)) + J( 

1

;r

2

h

 

1

� F

I

( 

1

�  

2

)) = 0 ; (2.11a)

@

@t

(r

2

h

 

2

+ F

I

( 

1

�  

2

)) + J( 

2

;r

2

h

 

2

+ F

I

( 

1

�  

2

)) = 0 ; (2.11b)

wobei F

I

= 2F=�% die interne Froudezahl in der Gr

�

o�enordnung O(1) und

J(A;B) =

@A

@x

@B

@y

�

@B

@x

@A

@y

den Jacobi-Operator bezeichnet. Diese Gleichungen besagen, da� die quasigeostro-

phische potentielle Vorticity (abgek

�

urzt PV) q

n

= r

2

 

n

+ (�1)

n

F

I

( 

1

�  

2

) in der

jeweiligen Schicht erhalten bleibt.

F

�

ur sp

�

atere Betrachtungen ist es sinnvoll, die Stromfunktion im Zweischichtensystem

formal als Funktion von z zu de�nieren und in einen vertikal symmetrischen Anteil

 

M

sowie in einen vertikal antisymmetrischen Anteil  

T

zu unterteilen. Das f

�

uhrt zu

 

M

(x; y; z; t) = ( 

1

(x; y; t) +  

2

(x; y; t))=2 (2.12a)
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und

 

T

(x; y; z; t) =

8

<

:

( 

1

(x; y; t) �  

2

(x; y; t))=2 f�ur z �

1

2

+ h

�( 

1

(x; y; t) �  

2

(x; y; t))=2 f�ur z <

1

2

+ h

: (2.12b)

Die vertikale Antisymmetrie von  

T

ist aufgrund der Grenz

�

achenauslenkung nur

n

�

aherungsweise g

�

ultig. Diese N

�

aherung ist aber vertr

�

aglich mit der Skalierung des

quasigeostrophischen Zweischichtensystems und wird deshalb vorausgesetzt. Im wei-

teren wird  

M

als barotrope und  

T

als barokline Stromfunktion bezeichnet. Der

barotrope und barokline Geschwindigkeitsvektor wird dann de�niert durch

V

M

= (U

M

; V

M

) = k�r

h

 

M

bzw: V

T

= (U

T

; V

T

) = k�r

h

 

T

: (2.13a,b)

Der anfangs vorgegebene zonale Grundstrom U(z) ist vertikal antisymmetrisch und

besitzt keine meridionale Scherung (siehe Abb. 2.2), d. h.

U(z) =

8

<

:

1 f�ur z � 1=2

�1 f�ur z < 1=2

: (2.14)

Diese einfache Form erm

�

oglicht es, die barokline Instabilit

�

at bez

�

uglich kleiner St

�

orun-

gen analytisch zu beschreiben, wie es von Phillips (1951) durchgef

�

uhrt wurde. Die

Einbeziehung einer meridionalen Scherung im Grundstrom w

�

urde dagegen das ma-

thematische Problem so verkomplizieren, da� keine analytische L

�

osung m

�

oglich ist

(siehe McIntyre 1970). Es ist f

�

ur die sp

�

atere Analyse von Nutzen, diesen Grundstrom

von der zeitlich sich entwickelnden Str

�

omung abzuziehen. Daher wird de�niert, da�

	(x; y; z; t) =  

M

(x; y; z; t) ; (2.15a)

�(x; y; z; t) =  

T

(x; y; z; t) + U(z)(y �

�

2

) ; (2.15b)

wobei 	 und � die Abweichungen der barotropen bzw. baroklinen Stromfunktion vom

zonalen Grundstrom bezeichnen.

Durch Addition bzw. Subtraktion der PV-Gleichungen (2.11) erh

�

alt man schlie�lich:

@

@t

r

2

h

	+

@

@x

r

2

h

� + J(	;r

2

h

	) + J(�;r

2

h

�) = 0 ; (2.16a)
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@

@t

(2F

I

�r

2

h

)��

@

@x

(2F

I

+r

2

h

)	 + J(	; (2F

I

�r

2

h

)�) � J(�;r

2

h

	) = 0 : (2.16b)

2.2.2 Randbedingungen

Die Variablen  

M

und  

T

m

�

ussen bei y = 0 und y = � Randbedingungen erf

�

ullen.

Im Fall eines festen Randes d

�

urfen dort keine geostrophischen und ageostrophischen

Meridionalstr

�

omungen auftreten. Die geostrophische Randbedingung wird durch

V

M

=

@ 

M

@x

= 0 und V

T

=

@ 

T

@x

= 0 bei y = 0; � (2.17a,b)

vorgegeben. Zur Herleitung der ageostrophischen Randbedingung wird der rotations-

freie Anteil der ageostrophischen Geschwindigkeit als Gradient eines Geschwindig-

keitspotentials dargestellt, d. h.

v

a

= r

h

� : (2.18)

Damit erh

�

alt man f

�

ur die Vorticitygleichung in den beiden Schichten

@

@t

(r

2

h

 

n

) + J( 

n

;r

2

h

 

n

) = (�1)

n

1

Ro

r

2

h

� f�ur n = 1; 2 : (2.19)

Am Rand gilt:

@�

@y

= 0 bei y = 0; � (2.20)

Dieses Neumannsche Randwertproblem ist bis auf eine additive Konstante nur dann

l

�

osbar, wenn die Bedingung

Z

�

0

Z

�

0

@

@t

(r

2

h

 

n

) + J( 

n

;r

2

h

 

n

) dxdy = 0 (2.21)

erf

�

ullt wird (Bronstein und Semendjajew 1991, Seite 501). Der zweite Summand im

Integral verschwindet aufgrund der geostrophischen Randbedingungen an den seitli-

chen Berandungen und der Periodizit

�

at in zonaler Richtung. Deshalb gilt

@

@t

 

@[ 

n

]

@y

!

= 0 bei y = 0; � ; (2.22)
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wobei [::] =

R

�

0

(::)dx=� das zonale Mittel de�niert. Die zonal gemittelte Zonal-

str

�

omung mu� an den R

�

andern aufgrund dieser Bedingung zeitlich konstant bleiben.

Die Bewegungsgleichung f

�

ur die barotrope Str

�

omung erf

�

ullt bereits die ageostrophi-

sche Randbedingung aufgrund der Divergenzfreiheit der barotropen Str

�

omung. Die

ageostrophische Randbedingung reduziert sich demnach auf

@[U

T

]

@t

= �

@

@t

 

@[ 

T

]

@y

!

= 0 bei y = 0; � : (2.23)

Die barokline zonal gemittelte Str

�

omung k

�

onnte am Rand zeitlich variieren, wenn

nur die geostrophische Randbedingung vorausgesetzt werden w

�

urde. Das erkl

�

art

sich durch den geostrophischen Massenu� der baroklinen Wellen, die einen zonal

gemittelten Gradienten in der Ober

�

achenauslenkung h an den Berandungen erzeu-

gen k

�

onnen. Dieser Gradient ist

�

uber die geostrophische Beziehung (2.5b) wiederum

verkn

�

upft mit einer baroklinen zonalen Str

�

omungskomponente. Das geostrophische

Gleichgewicht dieser Str

�

omungskomponente kann aber nur

�

uber eine ageostrophische

Meridionalstr

�

omung hergestellt werden, die an einem festen Rand nicht auftreten

darf. Deshalb wird an einem festen Rand der Aufbau eines meridionalen Gradienten

von h durch eine ausgleichende Vertikalbewegung verhindert. Man k

�

onnte erwarten,

da� die Vernachl

�

assigung der ageostrophischen Randbedingung keine so gro�e Aus-

wirkung auf die Dynamik im Zweischichtenmodells h

�

atte. Die Energetik zeigt jedoch,

da�

�

uber die ageostrophische Str

�

omung nicht vernachl

�

assigbare Energiebetr

�

age durch

die Berandungen treten k

�

onnen.

2.2.3 Energetik

Zur Analyse der zeitlichen Entwicklung werden auch energetische Gr

�

o�en betrachtet,

die im folgenden diskutiert werden. Multipliziert man die Bewegungsgleichungen mit

v

gi

und die vertikal integrierte Kontinuit

�

atsgleichung mit h, dann kann man nach

einigen Umformungen folgende Energiegleichung herleiten:

@

@t

�

1

2

V

2

M

+

1

2

V

2

T

+ F

I

 

2

T

�

(2.24)

+r

h

�

�

V

M

(

1

2

V

2

M

+

1

2

V

2

T

+ F

I

 

2

T

) +V

T

(V

M

�V

T

)

�

= �

1

Ro

r

h

� (v

a

 

T

) :

Die Integration dieser Gleichung

�

uber das Kanalgebiet ergibt bei Beachtung der Rand-

bedingungen (2.17a,b) und (2.20)

d

dt

�

1

2

V

2

M

+

1

2

V

2

T

+ F

I

 

2

T

�

= 0 ; (2.25)
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wobei die Gebietsintegration durch

f::g =

1

��

Z

1

0

Z

�

0

Z

�

0

(::) dxdydz

symbolisiert wurde. Die integrierte Energiegleichung besagt, da� die Summe aus

kinetischer Energie K =

1

2

fV

2

M

+ V

2

T

g und verf

�

ugbarer potentieller Energie A =

fF

I

 

2

T

g erhalten bleibt.

Werden die Variablen G in zonales Mittel [G] und Abweichung vom zonalen Mittel G

�

zerlegt, so kann man die Energieterme noch weiter aufspalten in die kinetische Energie

der St

�

orungenK

e

, die zonale kinetische EnergieK

z

, die verf

�

ugbare potentielle Energie

der St

�

orungen A

e

, und die zonale verf

�

ugbare potentielle Energie A

z

, welche de�niert

sind durch:

K

e

=

�

1

2

V

� 2

M

+

1

2

V

� 2

T

�

; K

z

=

�

1

2

[U

M

]

2

+

1

2

[U

T

]

2

�

; (2.26a,b)

A

e

= F

I

n

 

� 2

T

o

; A

z

= F

I

n

[ 

T

]

2

o

: (2.26c,d)

Mit diesen Energietermen resultieren die folgenden Energiegleichungen:

dK

e

dt

= +C(A

e

; K

e

) +C(K

z

; K

e

) ; (2.27a)

dK

z

dt

= +C(A

z

; K

z

)�C(K

z

; K

e

) ; (2.27b)

dA

e

dt

= +C(A

z

; A

e

)� C(A

e

; K

e

) ; (2.27c)

dA

z

dt

= �C(A

z

; K

z

)�C(A

z

; A

e

) ; (2.27d)

wobei die Energieumwandlungen durch

C(A

e

; K

e

) =

1

Ro

f 

�

T

r

h

� v

�

a

g ; (2.28a)

C(A

z

; K

z

) =

1

Ro

(

[ 

T

]

@[v

a

]

@y

)

; (2.28b)

C(K

z

; K

e

) = �

(

[U

�

M

V

�

M

+ U

�

T

V

�

T

]

@[U

M

]

@y

+ [U

�

M

V

�

T

+ U

�

T

V

�

M

]

@[U

T

]

@y

)

; (2.28c)

C(A

z

; A

e

) = f2F

I

[V

�

M

 

�

T

][U

T

]g (2.28d)
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gegeben sind. Diese Gleichungen beschreiben den Energiezyklus nach Lorenz (1955)

im quasigeostrophischen Zweischichtenmodell.

2.3 Das quasigeostrophische System in uniformer potentieller Vorticity

Im Hinblick auf atmosph

�

arische synoptische Wettersysteme sind die Annahmen des

quasigeostrophischen Zweischichtenuids nicht angemessen. Obwohl unterschiedlich

temperierte Luftmassen oftmals nahezu diskontinuierlich an der Polarfront vonein-

ander getrennt werden (Berggren 1952), ist die bis zum Boden reichende Polarfront

nicht mit der Skalierung im quasigeostrophischen Zweischichtenmodell vertr

�

aglich.

Die realistischere Annahme einer kontinuierlichen Dichteverteilung l

�

a�t dagegen ei-

ne quasigeostrophische Skalierung der bis zum Boden reichenden baroklinen Zonen

zu, wenn diese nicht zu kleinr

�

aumig sind. Viele Laborexperimente zur experimen-

tellen Untersuchung von baroklinen Wellen basieren ebenfalls auf einer kontinuier-

lichen Dichteverteilung, die durch unterschiedliche Erw

�

armung des Fluids erreicht

wird. Erw

�

ahnt sei hier die Ver

�

o�entlichung von Fultz et. al (1959), die eine detaillier-

te Zusammenfassung von Experimenten in einem rotierenden Zylinder gibt. Charney

(1947) konnte als erster die baroklinen Instabilit

�

at in einer kontinuierlich geschichte-

ten Atmosph

�

are analytisch beschreiben. Eine sehr viel einfachere analytische L

�

osung

wurde von Eady (1949) gefunden. Die Einfachheit seiner L

�

osung beruht auf der An-

nahme einer uniformen potentiellen Vorticity. Obwohl diese Annahme in der oberen

Troposph

�

are nicht gerechtfertigt ist, kann man unter dieser Voraussetzung die au-

�ertropische Zyklogenese relativ realistisch beschreiben. Das wurde zum Beispiel in

einer numerischen Studie von Sch

�

ar und Wernli (1993) mit einem semigeostrophischen

Modell gezeigt. Um eine mathematische Vereinfachung zu erreichen, wird in dieser

Arbeit ebenfalls auf die Idealisierung einer uniformen potentiellen Vorticity zur

�

uck-

gegri�en. Das mit dieser Annahme assoziierte Str

�

omungssystem wird abk

�

urzend als

UPV-System bezeichnet.

2.3.1 Herleitung der Modellgleichungen

Wie beim Zweischichtenmodell wird auch im UPV-System die geometrische Idealisie-

rung eines in zonaler Richtung unendlich ausgedehnten Kanals vorausgesetzt. Jedoch

werden die seitlichen Berandungen nicht als feste Berandungen behandelt. Stattdes-

sen wird die sich zeitlich entwickelnde L

�

osung

�

uber die Berandungen hinaus periodisch

fortgesetzt. F

�

ur diese vereinfachte Behandlung gibt es mehrere Gr

�

unde, die sp

�

ater

er

�

ortert werden. Die geometrischen Abmessungen des Kanals, schematisch dargestellt

in Abbildung 2.2, stimmen mit denen des Zweischichtensystems

�

uberein. Der meri-

dional konstante zonale Grundstrom U(z) ist vertikal antisymmetrisch und nimmt

wie in der L

�

osung von Eady (1949) linear mit der H

�

ohe zu.
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Abbildung 2.2: Schematische Darstellung des kontinuierlich geschichteten UPV-Systems mit Grund-

strom U(z) sowie Orientierung des verwendeten kartesischen Koordinatensystems.

Aus Gl. (2.3a) erh

�

alt man die geostrophische Stromfunktion

 =

1

Ro F

p

0

%

0

: (2.29)

Mit Hilfe dieser Stromfunktion kann man das quasigeostrophische System (2.3a-e)

reduzieren auf die folgende Vorticity- und Temperaturgleichung:

@r

2

h

 

@t

+ J( ;r

2

h

 ) =

1

Ro

@w

@z

; (2.30a)

@

@t

 

@ 

@z

!

+ J( ;

@ 

@z

) +

1

Ro

N

2

D

2

f

2

L

2

w = 0 ; (2.30b)

wobei @ =@z als Temperatur interpretiert wird. Die Gr

�

o�e

N =

 

�

g

%

0

D

d%

0

dz

!

1

2

(2.31)
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de�niert die Brunt-V

�

ais

�

all

�

a Frequenz, welche die Frequenz von internen Schwereos-

zillationen bestimmt. Es wird hier von dem idealisierten Fall ausgegangen, da� diese

Frequenz nicht mit der H

�

ohe z variiert.

Die Vorticitygleichung (2.30a) und die Temperaturgleichung (2.30b) kann man zu-

sammenfassen in eine Gleichung f

�

ur die quasigeostrophische potentielle Vorticity q

@

@t

q + J( ; q) = 0 mit q = r

2

h

 +

F

I

4

@

2

 

@z

2

(2.32)

wobei hier F

I

= 4f

2

L

2

=N

2

D

2

die kontinuierliche Version der internen Froudezahl be-

zeichnet. Bei Diskretisierung der Vertikalkoordinate z auf zwei Modell

�

achen w

�

urde

man ein Zwei

�

achenmodell erhalten. Bei geeigneter Wahl der Modell

�

achen und einer

Di�erenzenformulierung f

�

ur die Vertikalableitung kann man zeigen, da� die Gleichun-

gen (2.30a,b) sich in die PV-Gleichungen des Zweischichtensystems umformen lassen.

Diese

�

Aquivalenz vom Zwei

�

achenmodell und dem Zweischichtenmodell ist ebenfalls

von Pedlosky (1987) gezeigt worden. Die Formulierung eines Zwei

�

achenmodells kann

jedoch aufgrund der sehr groben Diskretisierung physikalisch nicht gerechtfertigt wer-

den.

Eine erhebliche Vereinfachung des quasigeostrophischen Systems erfolgt, wenn die

potentielle Vorticity des Ausgangszustandes verschwindet. In diesem Fall folgt aus der

Erhaltung der potentiellen Vorticity , da� diese auch f

�

ur jeden beliebigen Zeitpunkt

t verschwindet, d. h. es mu�

r

2

h

 +

F

I

4

@

2

 

@z

2

= 0 (2.33)

in dem Fluid erf

�

ullt werden. Diese Laplace-Gleichung kann eindeutig gel

�

ost werden,

wenn Dirichlet'sche oder Neumann'sche Randbedingungen vorliegen. An der unteren

und oberen Berandung werden Neumann'schen Randbedingungen durch die Tempe-

raturgleichung (2.30b) vorgegeben. Da an diesen R

�

andern die Vertikalgeschwindigkeit

w verschwindet, vereinfacht sich dort Gl. (2.30b) zu

@

@t

 

@ 

@z

!

+ J( ;

@ 

@z

) = 0 bei z = 0; 1 : (2.34a,b)

Es wird angenommen, da� die Anfangsverteilung der Stromfunktion  sich in einen

vertikal symmetrischen Anteil  

M

mit der Eigenschaft

 

M

(x; y; z; t = 0) =  

M

(x; y; 1� z; t = 0) (2.35a)
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und in einen vertikal antisymmetrischen Anteil  

T

mit der Eigenschaft

 

T

(x; y; z; t = 0) = � 

T

(x; y; 1� z; t = 0) (2.35b)

aufspalten l

�

a�t. Die Rechtfertigung f

�

ur diese Annahme wird im n

�

achsten Kapitel

erkennbar.

Aus dieser Annahme folgt unmittelbar, da�

@

@z

 

M

(x; y; z; t = 0) = �

@

@z

 

M

(x; y; 1� z; t = 0) (2.36a)

und

@

@z

 

T

(x; y; z; t = 0) =

@

@z

 

T

(x; y; 1� z; t = 0) : (2.36b)

Durch die horizontale Di�erentiation bleibt die vertikale Symmetrie erhalten und das

Produkt aus zwei Gr

�

o�en mit gleicher (unterschiedlicher) vertikaler Symmetrie ist

vertikal symmetrisch (antisymmetrisch). Deshalb erh

�

alt das UPV-System die ver-

tikale Symmetrieeigenschaft der Anfangsverteilung. Wie beim Zweischichtensystem

werden folgende De�nitionen verwendet:

	(x; y; z; t) =  

M

(x; y; z; t) =

 (x; y; z; t) +  (x; y; 1� z; t)

2

; (2.37a)

�(x; y; z; t) =  

T

(x; y; z; t) + U

0

(y �

�

2

)(z �

1

2

) (2.37b)

=

 (x; y; z; t) �  (x; y; 1� z; t)

2

+ U

0

(y �

�

2

)(z �

1

2

) ;

V

M

= (U

M

; V

M

) = k�r

h

 

M

; V

T

= (U

T

; V

T

) = k�r

h

 

T

; (2.37c,d)

wobei 	 und � die Abweichung der vertikal symmetrischen Stromfunktion bzw. verti-

kal antisymmetrischen Stromfunktion vom zonalen Grundstrom U(z) de�niert. Auch
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hier wird  

M

als barotrope Stromfunktion und  

T

als barokline Stromfunktion be-

zeichnet. Es mu� jedoch angemerkt werden, da�  

M

eine barokline Komponente ent-

halten kann. Der Grundstromparameter U

0

, der die vertikale Scherung beschreibt,

wird erst sp

�

ater festgelegt.

Bei Beachtung der vertikalen Symmetrieeigenschaft kann man die Temperaturrand-

bedingungen (2.34a,b) durch Addition bzw. Subtraktion umformen in

@

@t

 

@	

@z

!

� U

0

@

@x

 

1�

1

2

@

@z

!

�+ J(	;

@	

@z

) + J(�;

@�

@z

) = 0 bei z = 1 ; (2.38a)

@

@t

 

@�

@z

!

� U

0

@

@x

 

1�

1

2

@

@z

!

	+ J(	;

@�

@z

) + J(�;

@	

@z

) = 0 bei z = 1 : (2.38b)

Diese Rechnung zeigt, da� das UPV-System mit der genannten Symmetrieeigenschaft

eine mathematische Struktur besitzt, die der des Zweischichtensystems (Gl. (2.16))

sehr

�

ahnlich ist.

2.3.2 Randbedingungen

Im UPV-System wird nur das Verschwinden der geostrophischen Meridionalgeschwin-

digkeit vorausgesetzt, d. h. die Bedingungen

V

M

=

@	

@x

= 0 und V

T

=

@�

@x

= 0 bei y = 0; � (2.39a,b)

m

�

ussen erf

�

ullt werden. Auf die ageostrophische Randbedingung wird verzichtet und

stattdessen die L

�

osung

�

uber die R

�

ander hinaus periodisch fortgesetzt.

Die vereinfachte Formulierung einer doppeltperiodischen Region ist durchaus oft in

der Literatur anzu�nden, insbesondere dann, wenn semigeostrophische Modelle ver-

wendet werden (z. B. Hoskins 1976, Hoskins und West 1979, Heckley und Hoskins

1982, Davies et al. 1991). Die Wahl dieser Formulierung begr

�

undet sich durch die

folgenden Punkte:

- In der realen Atmosph

�

are existieren keine festen vertikalen Berandungen auf der

synoptischen Skala. Es ist daher nicht o�ensichtlich, da� die vollst

�

andige Ber

�

uck-

sichtigung der Kanalberandungen im Hinblick auf atmosph

�

arische Wettersysteme

realistischere Bedingungen scha�t.

- In den kontinuierlichen Systemen bei fester Berandung besteht das Problem, da�

bei den Kantenlinien des Kanals der aus den Wellentemperatur

�

ussen resultieren-

de Temperaturgradient unstetig wird, da dieser im zonalen Mittel aufgrund der
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fehlenden Vertikalgeschwindigkeit und der Vernachl

�

assigung der ageostrophischen

Advektion nicht abgebaut werden kann. Es kommt daher zu sehr starken meridio-

nalen Gradienten in der Zonalmittelstr

�

omung, die bei der numerischen Behandlung

Probleme bereiten.

- Die Wahl einer doppeltperiodischen Region erlaubt die Erweiterung des quasi-

geostrophischen UPV-System auf ein semigeostrophisches UPV-System durch eine

einfache Koordinatentransformation (Hoskins 1975).

Die Nichterhaltung der Energie durch ageostrophische Energie

�

usse

�

uber die Beran-

dungen erweist sich als ein Nachteil der vereinfachten Formulierung. Der Energiezu-

wachs bleibt jedoch beschr

�

ankt und kann durch einen Zusatzterm beschrieben werden.

2.3.3 Energetik

Aus dem System (2.3) kann man folgende Energiegleichung ableiten:

@

@t

0

@

1

2

(r

h

 )

2

+

F

I

8

 

@ 

@z

!

2

1

A

+ J( ;

1

2

(r

h

 )

2

+

F

I

8

 

@ 

@z

!

2

)

= �

1

Ro

r

h

� (v

a

 ) �

1

Ro

@

@z

(w ) : (2.40)

Die Gebietsintegration dieser Energiegleichung ergibt bei Beachtung der geostrophi-

schen Randbedingungen (2.39a,b):

d

dt

8

<

:

1

2

(r

h

 

M

)

2

+

1

2

(r

h

 

T

)

2

+

F

I

8

 

@ 

M

@z

!

2

+

F

I

8

 

@ 

T

@z

!

2

9

=

;

= �

1

Ro

(

@

@y

(v

a

 )

)

(2.41)

Aufgrund der zonalen Impulsgleichung kann man die rechte Seite dieser Gleichung

umformen in

1

Ro

(

@

@y

(v

a

 )

)

=

(

@

@y

 

(

@u

g

@t

+ J( ; u

g

)) 

!)

=

(

@

@y

 

@[u

g

]

@t

[ ]

!)

: (2.42)

Der letzte Schritt der Umformung folgt aus der Tatsache, da� die Stromfunktion

 entlang des Randes nicht variiert. F

�

ur eine weitere Vereinfachung dieses Terms
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wird erw

�

ahnt, da� der zeitabh

�

angige Anteil von [ ] am Rand verschwindet. Diese

vorweggenommene Eigenschaft der doppeltperiodischen L

�

osung wird erst im n

�

achsten

Kapitel verst

�

andlich und f

�

uhrt zu der Erhaltungsgleichung

d

dt

8

<

:

1

2

(r

h

 

M

)

2

+

1

2

(r

h

 

T

)

2

+

F

I

8

 

@ 

M

@z

!

2

+

F

I

8

 

@ 

T

@z

!

2

+

@

@y

(U

T

[ 

T

])

9

=

;

= 0:

(2.43)

Demgem

�

a� wird die Energiezufuhr durch die Kanalberandungen durch den letzten

Term beschrieben.

Wie beim Zweischichtensystem werden die Energien weiter aufgespalten in die Ener-

gien der zonal gemittelten Str

�

omung und in die Energien der St

�

orungen mit dem

Ergebnis

K

e

=

�

(

1

2

V

�

M

)

2

+

1

2

(V

�

T

)

2

�

; K

z

=

�

1

2

[U

M

]

2

+

1

2

[U

T

]

2

�

; (2.44a,b)
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F

I

8

@ 

�

M

@z

2

+

F

I

8

@ 

�

T

@z

2

)

; A

z

=

(

F

I

8

@[ 

M

]

@z

2

+

F

I

8

@[ 

T

]

@z

2

)

: (2.44c,d)

Damit der Grundstrom im UPV-System genau soviel verf

�

ugbare potentielle Energie

besitzt wie der Grundstrom im Zweischichtensystem, wird der Grundstromparameter

mit U

0

= (8)

1

2

festgelegt.

Die entsprechenden Energieumwandlungen berechnen sich zu

C(A

e

; K

e

) =

1

Ro

(

w

�

@ 

�

M

@z

+ w

�

@ 

�

T

@z

)

; (2.45a)

C(A

z

; K

z

) =

1

Ro

(

[w]

@[ 

M

]

@z

+ [w]

@[ 

T

]

@z

)

; (2.45b)

C(K

z

; K

e

) = �

(
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�

M

V

�

M
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�

T
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T
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@[U
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; (2.45c)
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M
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M

@z
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(2.45d)
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Mit diesen Termen kann man folgende Gleichung f

�

ur die totale St

�

orungsenergie ab-

leiten:

d

dt

(K

e

+A

e

) = fE � r[u

g

]g ; (2.46)

wobei E den Eliassen-Palm Flu� (EP-Flu�) bezeichnet (siehe Edmon et al 1980), der

durch

E =

 

0;�[u

�

g

v

�

g

];

F

I

4

[v

�

g

@ 

�

@z

]

!

(2.47)

de�niert wird. Mit dieser Gleichung kann man den lokalen Anteil an der Energieum-

wandlung in die St

�

orung einfach diagnostizieren, indem man das Skalarprodukt aus

dem EP-Flu� und dem Gradienten der Zonalmittelstr

�

omung in der y-z Ebene bildet.

Folglich wird den St

�

orungen Energie entzogen (zugef

�

uhrt), wenn die Zonalmittel-

str

�

omung in Richtung des EP-Flusses abnimmt (zunimmt).

2.4 Das semigeostrophische System in uniformer potentieller Vorticity

W

�

ahrend der Entwicklung von baroklinen Wellen kann es zur Ausbildung von starken

Temperaturgradienten (Fronten) kommen. Selbst in quasigeostrophischen Systemen

ist eine starke Verdichtung der Temperaturkonturen durch Streckungs- und Sche-

rungsdeformationen m

�

oglich. Hoskins und Bretherton (1972) zeigten jedoch, da�

dieser Prozess durch die ageostrophische Advektion erheblich beschleunigt wird. Zur

richtigen Beschreibung dieses Ph

�

anomens sind daher die quasigeostrophisch approxi-

mierten Gleichungen nicht geeignet. Eine mathematisch elegante Alternative bildet

das semigeostrophische System, das von Hoskins (1975) eingef

�

uhrt wurde. Hoskins

zeigte, da� das semigeostrophische System in uniformer potentieller Vorticity nach ei-

ner r

�

aumlichen Transformation identisch mit dem quasigeostrophischen UPV-System

ist. Deshalb k

�

onnen die mit dem quasigeostrophischen UPV-System gewonnenen

Ergebnisse mit dieser Transformation in das semigeostrophische UPV-System

�

uber-

tragen werden. Der Vorteil des semigeostrophischen Systems gegen

�

uber dem quasi-

geostrophischen liegt in einer realistischeren Wiedergabe von subsynoptischen Struk-

turen, die in extratropischen Wettersystemen beobachtet werden (siehe z. B. Sch

�

ar

und Wernli 1993).

2.4.1 Die geostrophische Impulsapproximation

Grundlage des semigeostrophischen Systems ist die sogenannte geostrophische Impuls-

approximation. Die Approximation verlangt, da� die Beschleunigungskraft gegen

�

uber

der Corioliskraft klein ist, d. h.

�

�

�

�

�

dv

dt

�

�

�

�

�

<<

1

Ro

jvj : (2.48)
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Diese Forderung schr

�

ankt die Kr

�

ummung der Stromlinien ein, weil starke Kr

�

ummun-

gen mit hohen Fliehbeschleunigungen verbunden sind. Starke horizontale Windsche-

rungen (hohe Vorticity), wie sie an Fronten auftreten, k

�

onnen aber durchaus ver-

tr

�

aglich sein mit der Forderung (2.48). Die Bewegungsgleichung (2.1a) l

�

a�t sich um-

formen in

dv

g

dt

+

1

Ro

k�

 

v � v

g

+Ro

2

d

2

v

dt

2

!

= 0; (2.49)

Der letzte Term in der Klammer kann aufgrund der Voraussetzung (2.48) vernach-

l

�

assigt werden. Das f

�

uhrt bei zus

�

atzlicher Beachtung der Boussinesq-Approximation

zu dem System

v

g

= k�r

h

 ; (2.50a)

dv

g

dt

+

1

Ro

k� v

a

= 0 ; (2.50b)

@ 

@z

= �

1

RoF

%

0

%

0

; (2.50c)

@u

a

@x

+

@v

a

@y

+

@w

@z

= 0 ; (2.50d)

d%

dt

= 0 : (2.50e)

Hoskins (1975) zeigte, da� aus diesem System die Erhaltung von

Q

g

= ��

g

� r% (2.51)

folgt, wobei

�

g

=

 

�

@v

g

@z

;

@u

g

@z

;

1

Ro

+

@v

g

@x

�

@u

g

@y

!

+Roru

g

�rv

g

: (2.52)

Abgesehen von dem nichtlinearen Term des Vorticityvektors �

g

stellt Q

g

die potenti-

elle Vorticity einer geostrophischen Str

�

omung dar.
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2.4.2 Herleitung der Gleichungen des semigeostrophischen UPV-Systems

In dem approximierten System (2.50) ist die Advektion durch die ageostrophische

Geschwindigkeit mit enthalten. Somit ben

�

otigt man die explizite Kenntnis dieser

Geschwindigkeit, um das System zu l

�

osen. Man kann jedoch diese Advektion durch

eine r

�

aumliche Koordinatentransformation eliminieren. Dazu werden die sogenannten

geostrophischen Koordinaten

~x = x+Ro v

g

; ~y = y � Ro u

g

; ~z = z ;

~

t = t (2.53a,b,c,d)

eingef

�

uhrt. Die totale Zeitableitung bleibt durch die Transformation unber

�

uhrt und

schreibt sich in den neuen Koordinaten,

d

dt

=

@

@

~

t

+ u

g

@

@~x

+ v

g

@

@~y

+ w

@

@~z

; (2.54)

da

d~x

dt

= u

g

und

d~y

dt

= v

g

: (2.55)

Somit erscheint die ageostrophische Advektion nicht mehr explizit in den neuen Ko-

ordinaten. Die Di�erentialoperatoren transformieren sich

�

uber die Jacobi Matrix A,

d. h.

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

@
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@
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@
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@
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C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

=

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

1 + Ro

@v

g

@x

�Ro

@u

g

@x

0

Ro

@v

g

@y

1� Ro

@u

g

@y

0

Ro

@v

g

@z

�Ro

@u

g

@z

1

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

@

@~x

@

@~y

@

@~z

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

: (2.56)

Die inverse Jacobi-Matrix A

�1

ergibt sich zu

A

�1

=

0

B

B

B

B

B

B

B

@

Ro

detA

�

1

Ro

�

@u

g

@y

�

Ro

detA

@u

g

@x

0

�

Ro

detA

@v

g

@y

Ro

detA

�

1

Ro

+

@v

g

@x

�

0

�

Ro

2

detA

�

@v

g

@z

�

1

Ro

�

@u

g

@y

�

+

@u

g

@z

@v

g

@y

�

Ro

2

detA

�

@u

g

@z

�

1

Ro

+

@v

g

@x

�

�

@v

g

@z

@u

g

@x

�

1

1

C

C

C

C

C

C

C

A

:
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(2.57)

Mit Hilfe der inversen Jacobi Matrix und der De�nition

~

 =  +

1

2

Ro(u

2

g

+ v

2

g

) kann

man zeigen, da�

@ 

@x

=

@

~

 

@~x

;

@ 

@y

=

@

~

 

@~y

;

@ 

@z

=

@

~

 

@~z

: (2.58a,b,c)

So wird die geostrophische Str

�

omung und die Temperatur im transformierten System

ebenfalls durch eine Stromfunktion beschrieben werden. Weiter gilt

detA = Ro �

g

� k =: Ro �

g

(2.59)

und

Q

g

= ��

g

� r% = ��

g

@%

@~z

= �

g

 

Ro F%

0

@

2

~

 

@~z

2

�

d%

0

d~z

!

: (2.60)

Die Vertikalkomponente des Wirbelvektors �

g

ist demnach identisch mit der Deter-

minante der Jacobi Matrix und zeigt im transformierten System senkrecht zu den

Fl

�

achen gleicher H

�

ohe ~z. Diese Komponente schreibt sich in den transformierten

Koordinaten

�

g

=

1

Ro

2

0

@

1

Ro

�

 

@

2

~

 

@~x

2

+

@

2

~

 

@~y

2

!

+ Ro

0

@

@

2

~

 

@~x

2

@

2

~

 

@~y

2

�

@

2

~

 

@~x@~y

2

1

A

1

A

�1

: (2.61)

Obwohl der nichtlineare Term klein ist (Hoskins 1975), besitzt er Bedeutung f

�

ur den

meridionalen Phasenverlauf der anwachsenden St

�

orung. Eine genauere Diskussion

dieses Terms �ndet sich im Anhang. Wie in den meisten Studien, die Gebrauch

von semigeostrophischen Modellen machen, wird der nichtlineare Term in Gl. (2.61)

aufgrund der erheblichen Vereinfachung vernachl

�

assigt.

Die potentielle Vorticity f

�

ur den in Gl. (2.37) de�nierten Grundstrom ist Q

g

=

�Ro

�1

d%

0

=dz und daher uniform. Daraus folgt mit Gl. (2.60) und Gl. (2.61), da�

~

r

2

h

~

 +

F

I

4

@

2

~

 

@~z

2

= 0 ; (2.62)

31



mit

~

r

h

= (@=@~x; @=@~y; 0). Die Temperaturrandbedingungen schreiben sich in den

transformierten Koordinaten:

@

@

~

t

 

@

~

 

@~z

!

+

~

J(

~

 ;

@

~

 

@~z

) = 0 bei z = 0; 1 ; (2.63)

wobei

~

J(A;B) =

@A

@~x

@B

@~y

�

@B

@~x

@A

@~y

:

Somit ist gezeigt worden, da� im Fall uniformer potentieller Vorticity das semigeostro-

phische System in den geostrophischen Koordinaten mathematisch identisch ist mit

dem quasigeostrophischen System in den physikalischen Koordinaten. Als zus

�

atzli-

cher

�

au�erer Parameter erscheint die Rossbyzahl Ro, die in dem quasigeostrophischen

System nicht explizit auftritt. F

�

ur Ro ! 0 geht das semigeostrophische System in

das quasigeostrophische System

�

uber, da in diesem Grenzfall die geostrophischen Ko-

ordinaten ~x; ~y; ~z mit den physikalischen Koordinaten x; y; z

�

ubereinstimmen.

F

�

ur die Untersuchung der Entwicklung idealisierter barokliner Wellen bietet das se-

migeostrophische System den Vorteil, da� durch die Transformation das Koordina-

tengitter an den Fronten verfeinert wird. Dadurch wird es erm

�

oglicht, die Frontoge-

nese zu simulieren, selbst dann, wenn die geostrophischen Koordinaten keine Fronten

au

�

osen k

�

onnten. Als Nachteil der semigeostrophischen Formulierung erweist sich

das m

�

ogliche Auftreten eines sogenannten frontalen Kollapses, woraufhin die Koor-

dinatentranformation in den physikalischen Raum nicht mehr durchgef

�

uhrt werden

kann. Der frontale Kollaps erfolgt, wenn lokal

1

Ro

=

~

r

h

2

~

 : (2.64)

In diesem Fall nimmt die Vorticity �

g

einen unendlichen Wert an, was nur an Diskon-

tinuit

�

ats

�

achen m

�

oglich ist. Zur Verhinderung des frontalen Kollapses m

�

u�te man

Di�usionsterme zu den Erhaltungsgleichungen im physikalischen Raum hinzuf

�

ugen.

Das w

�

urde aber wiederum das L

�

osungsverfahren erschweren.
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3 Str

�

omungssymmetrien und L

�

osungen

In diesem Kapitel werden die Symmetrieeigenschaften und L

�

osungen der in Kapitel 2

formulierten Systeme eingehend diskutiert. Da das quasigeostrophische Zweischich-

tensystem und das quasigeostrophische UPV-System viele Gemeinsamkeiten aufwei-

sen, wird zur einheitlichen Darstellung vorerst ein verallgemeinertes System de�niert.

3.1 De�nition des verallgemeinerten Systems

Das verallgemeinerte System sei gegeben durch die beiden Gleichungen

@

@t

(A	) +

@

@x

(B�) + J(	; C	) + J(�;D�) = 0 ; bei z = 1 (3.1a)

und

@

@t

(E�) +

@

@x

(F	) + J(	;G�) + J(�;H	) = 0 ; bei z = 1 : (3.1b)

Hierbei sind A, B, C, D, E , F , G, und H lineare Operatoren mit der Eigenschaft, da�

das orthogonale System der verwendeten Entwicklungsfunktionen f

�

ur eine festgehal-

tene H

�

ohe z einen Eigenraum bez

�

uglich dieser Operatoren bildet. Die festgehaltene

H

�

ohe liegt bei z = 1 , da im UPV-System dort die prognostischen Gleichungen (2.38)

vorgegeben sind, die ja die Randbedingungen f

�

ur die Laplace-Gleichung (2.33) liefern.

Im Zweischichtensystem ist dagegen die Bedingung z = 1 nur aus formalen Gr

�

unden

notwendig. Die barotrope Stromfunktion 	 und die barokline Stromfunktion � wer-

den nach komplexwertigen orthogonalen Funktionen der Form

E

M

k;l

(x; y; z) = E

Mr

k;l

(x; y; z) + iE

Mi

k;l

(x; y; z) = G

M

k;l

(z)(F

r

k;l

(x; y) + iF

i

k;l

(x; y)) (3.2a)

= G

M

k;l

(z)(cos akx+ i sin akx) sin ly ;

bzw.

E

T

k;l

(x; y; z) = E

Tr

k;l

(x; y; z) + iE

T i

k;l

(x; y; z) = G

T

k;l

(z)(F

r

k;l

(x; y) + iF

i

k;l

(x; y)) (3.2b)

= G

T

k;l

(z)(cos akx+ i sin akx) sin ly

entwickelt, wobei die Wellenzahlen k, l als zonale bzw. meridionale Wellenzahl be-

zeichnet werden und ganze Zahlen sind. Die Konstante a = 2�=� stellt das horizontale

Aspektverh

�

altnis der Fundamentalwelle (k = 1, l = 1) dar und h

�

angt von der Vorgabe

33



der zonalen L

�

ange � des Kanals ab. Die Funktionen G

M

k;l

(z) (vertikal symmetrisch)

bzw. G

T

k;l

(z) (vertikal antisymmetrisch) sind von dem jeweiligen System abh

�

angig.

Die Anwendung der Operatoren auf diese Eigenfunktion ergibt mit der genannten

Eigenschaft:

AE

M

k;l

= a

k;l

E

M

k;l

; BE

T

k;l

= b

k;l

E

T

k;l

; CE

M

k;l

= c

k;l

E

M

k;l

; DE

T

k;l

= d

k;l

E

T

k;l

; (3.3)

bei z = 1

EE

T

k;l

= e

k;l

E

T

k;l

; FE

M

k;l

= f

k;l

E

M

k;l

; GE

T

k;l

= g

k;l

E

T

k;l

; HE

M

k;l

= h

k;l

E

M

k;l

;

wobei a

k;l

, b

k;l

, c

k;l

, d

k;l

, e

k;l

, f

k;l

, g

k;l

, und h

k;l

, die Eigenwerte zu dem jeweiligen

Operator bezeichnen.

Im Zweischichtensystem sind die Variablen in vertikaler Richtung innerhalb der je-

weiligen Schicht konstant. Daher kann man leicht nachweisen, da� das Zweischichten-

system sich in der Form (3.1) darstellen l

�

a�t. Im UPV-System m

�

ussen zun

�

achst die

Eigenfunktionen E

M

k;l

und E

T

k;l

vollst

�

andig bestimmt werden. Aufgrund der Forderung

nach uniformer potentieller Vorticity (Gleichung (2.33)) und der Orthogonalit

�

at der

Eigenfunktion gilt:

r

2

h

E

M

k;l

+

F

I

4

@

2

E

M

k;l

@z

2

= 0 und r

2

h

E

T

k;l

+

F

I

4

@

2

E

T

k;l

@z

2

= 0 : (3.4a,b)

Durch Einsetzen von (3.2) reduzieren sich diese Gleichungen auf

d

2

G

M

k;l

dz

2

� �

2

k;l

G

M

k;l

= 0 (3.5a)

und

d

2

G

T

k;l

dz

2

� �

2

k;l

G

T

k;l

= 0 ; (3.5b)

wobei �

k;l

= 2((a

2

k

2

+ l

2

)=F

I

)

1

2

.

Mit den geforderten Symmetrieeigenschaften folgt:

G

M

k;l

(z) =

cosh

�

�

k;l

�

z �

1

2

��

cosh

�

1

2

�

k;l

)

�

(3.6a)
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und

G

T

k;l

(z) =

sinh

�

�

k;l

�

z �

1

2

��

sinh

�

1

2

�

k;l

�

: (3.6b)

Dabei wurden die Funktionen so normiert, da� sie an der oberen Berandung (z = 1)

den Wert 1 annehmen.

Im UPV-System bestimmen also die Hyperbelfunktion die vertikale Abh

�

angigkeit der

Wellen. Folglich nehmen Stromfunktion und Temperaturanomalie bei Ann

�

aherung an

die obere oder untere Berandung nahezu exponentiell zu. Dieser E�ekt verst

�

arkt sich

f

�

ur hohe Wellenzahlen und es ist daher eine starke Auspr

�

agung kleinskaliger Struk-

turen (z. B. Fronten) an den Berandungen zu erwarten. Die in Gl. (3.6) genannten

Funktionen sind in vertikaler Richtung um z = 1=2 symmetrisch (Cosinus hyperbo-

licus) bzw. antisymmetrisch (Sinus hyberbolicus). Da jede beliebige Temperaturver-

teilung in der doppeltperiodischen Ebene durch eine Fourierentwicklung angen

�

ahert

werden kann, l

�

a�t sich also die resultierende Stromfunktion innerhalb der Beran-

dungen immer in einen vertikal symmetrischen und einen vertikal antisymmetrischen

Teil zerlegen. Ein m

�

oglicher Anteil, der keine dieser beiden Symmetrieeigenschaften

erf

�

ullt, w

�

are im UPV-System zeitlich konstant und w

�

urde an den Berandungen kei-

nen Beitrag zur Temperatur liefern. Diese m

�

ogliche Komponente tritt nicht auf, da

der anf

�

angliche Grundstrom eine solche Asymmetrie nicht besitzt. Durch die Kennt-

nis der Entwicklungsfunktionen kann man jetzt die Eigenwerte zu den Operatoren

bestimmen. Diese sind in Tabelle 3.1 f

�

ur das Zweischichtensystem wie auch f

�

ur das

UPV-System angegeben.

Die Formulierung des Systems (3.1) ist so allgemein gehalten, da� weitere Str

�

omungs-

systeme in diese Kategorie fallen. Erw

�

ahnt sei hier das System eines zweidimensiona-

len instabil geschichteten Boussinesq-Fluides (z. B. Saltzmann 1962), in welchem die

Ausbildung von Konvektionsrollen aufgrund der konvektiven Instabilit

�

at beschrieben

werden kann. Dieses System basiert im nichtviskosen und nichtdi�usiven Fall auf den

Gleichungen

@

@t

�

r

2

h

	

�

�

g

T

0

@�

@x

+ J(	;r

2

h

	) = 0 ; (3.7a)

@

@t

(�)�

�T

H

@	

@x

+ J(	;�) = 0 ; (3.7b)

wobei die z-Koordinate mit der y-Koordinate vertauscht wurde. Hier de�niert 	 die

Stromfunktion der zweidimensionalen Str

�

omung, � die Temperaturanomalie, �T/H
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Zweischichtensystem UPV-System
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)

Tabelle 3.1: Operatoren und Eigenwerte des Zweischichtensystems und des UPV-Systems.

den linearen Temperaturgradienten des Grundzustandes und T

0

die mittlere Tempe-

ratur.

In (3.7) erscheinen die Operatoren D und H nicht, da sie die Multiplikation mit der

Null bedeuten. Trotz dieser Einschr

�

ankung l

�

a�t sich die konvektive Instabilit

�

at durch-

aus mit der baroklinen Instabilit

�

at in den quasigeostrophischen Systemen vergleichen,
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weil beide Erscheinungen durch einen linearen Dichtegradienten hervorgerufen werden

und diesen mittels einer zweidimensionalen Rollenstr

�

omung verringern. Im weiteren

f

�

allt auch das System einer divergenzfreien und barotropen Str

�

omung im Kanal for-

mal in die Kategorie des Systems (3.1). Es ist aber sinnvoller, die rein barotrope

Str

�

omung als eine Speziall

�

osung des Zweischichtensystems anzusehen. Das kann man

einfach veri�zieren, indem man in den Gleichungen (2.11a,b)  

1

=  

2

setzt.

3.2 Die spektralen Gleichungen der freien L

�

osungen

Die beiden quasigeostrophischen Str

�

omungssysteme besitzen freie L

�

osungen. Eine

freie L

�

osung ist hier so de�niert, da� sie nicht von den Randbedingungen an den

meridionalen Berandungen des Kanals abh

�

angt. Somit

�

uben diese Berandungen keine

Zwangskr

�

afte auf die L

�

osung aus. Die hier betrachteten freien L

�

osungen erf

�

ullen zwar

ohnehin die geostrophischen Randbedingungen, jedoch nicht die ageostrophischen

Randbedingungen.

Zur Herleitung der spektralen Gleichungen, welche die zeitliche Entwicklung der frei-

en L

�

osung beschreiben, werden die Variablen � und 	 zun

�

achst in eine doppelte

Fourierreihe entwickelt, d. h.

	(x; y; z; t) =

1

X

k=0

1

X

l=1

G

M

k;l

(z)(	

r

k;l

(t)F

r

k;l

(x; y) + 	

i

k;l

(t)F

i

k;l

(x; y)) ; (3.8a)

bzw.

�(x; y; z; t) =

1

X

k=0

1

X

l=1

G

T

k;l

(z)(�

r

k;l

(t)F

r

k;l

(x; y) + �

i

k;l

(t)F

i

k;l

(x; y)) : (3.8b)

Hierbei de�nieren 	

r

k;l

, 	

i

k;l

, �

r

k;l

und �

i

k;l

die zeitabh

�

angigen Koe�zienten zu den ent-

sprechenden Eigenfunktionen. Das Einsetzen dieser Entwicklung in das verallgemei-

nerte System (3.1) ergibt bei Beachtung der Additionstheoreme f

�

ur trigonometrische

Funktionen das folgende System aus gew

�

ohnlichen Di�erentialgleichungen:
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(3.9a)
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(3.9b)
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In diesen Gleichungen sind die sogenannten Wechselwirkungskoe�zienten gegeben
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bezeichnet.

Es ist o�enbar, da� die Wechselwirkungskoe�zienten nur dann nicht verschwinden,

wenn die sogenannten Resonanzbedingungen

k =j k

1

� k

2

j and l =j l

1

� l

2

j (3.12)

erf

�

ullt werden. Die meisten Wechselwirkungskoe�zienten sind folglich Null. Die-

se Eigenschaft beruht auf der Verwendung von trigonometrischen Funktionen in der

Fourierentwicklung. Bei Verwendung von anderen Eigenfunktionen ist eine derart ge-

ringe Anzahl von nicht verschwindenden Koe�zienten nicht zu erwarten. Silbermann

(1954) hat z. B. in einem barotropen spektralen Modell auf der Kugel die Kugel-



�

achenfunktionen f

�

ur die Entwicklung verwendet. In diesem Fall ergeben sich Wech-

selwirkungskoe�zienten, die das ganze Spektrum der meridionalen Wellenzahlen ein-

beziehen. Da im UPV-System nur freie L

�

osungen betrachtet werden, kann man die

L

�

osungen durch das Gleichungssystem (3.9) vollst

�

andig beschreiben. Im Zweischich-

tensystem m

�

ussen jedoch noch die ageostrophischen Randbedingungen mit ber

�

uck-

sichtigt werden. Dieser Punkt wird im Abschnitt 3.5 behandelt.

3.3 Symmetrieeigenschaften der freien L

�

osungen

Bestimmte Symmetrieeigenschaften der freien L

�

osungen bleiben im allgemeinen Sys-

tem erhalten. Daher kann die Symmetrie der Anfangsstr

�

omung sich entscheidend

auf die weitere Entwicklung auswirken. Drei verschiedene Str

�

omungssymmetrien,

bezeichnet durch Symmetrie Z, Symmetrie A und Symmetrie S, sind hier von Bedeu-

tung. Die Existenz dieser drei Str

�

omungssymmetrien in quasigeostrophischen Sys-

temen wurde erstmals von Nakamura (1993) erkannt. Unabh

�

angig von der Arbeit

von Nakamura fanden Mundt und Hart (1994) die gleichen Str

�

omungssymmetrien im

quasigeostrophischen Zweischichtensystem.

3.3.1 Symmetrie Z

Die L

�

osung, die der Symmetrie Z unterliegt, kann dargestellt werden durch die Ent-

wicklung

	(x; y; z; t) = �Re

�

i	

i

(t) � E

M

S

(x; y; z)

�

=

1

X

m=1
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X
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i

2m�1;2n�1

E

Mi

2m�1;2n�1
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i

2m;2n

E

Mi

2m;2n

) ; (3.13a)
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(3.13b)
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Hier bezeichnet �

r

den baroklinen Zustandsvektor mit den Kosinusvariablen �

r

k;l

als

Komponenten und 	

i

den barotropen Zustandsvektor mit den Sinusvariablen 	

i

k;l

als Komponenten. Weiter de�niert E

M

S

(E

T

S

) den vertikal symmetrischen (antisym-

metrischen) Eigenfunktionsvektor mit der Eigenschaft, da� nur die Komponenten E

M

k;l

(E

T

k;l

) nicht verschwinden, bei denen k + l eine gerade Zahl bildet. Abk

�

urzend werde

eine Komponente mit dieser Eigenschaft als spektral gerade bezeichnet. Die Existenz

dieser Symmetrie folgt direkt aus den spektralen Gleichungen. Aufgrund der Reso-

nanzbedingungen (3.12) ergibt sich, da� die nichtlineare Wechselwirkung von spektral

geraden Komponenten nur auf Komponenten

�

ubertragen wird, die ihrerseits ebenfalls

spektral gerade sind. Da das f

�

ur die linearen Tendenzen genauso gilt, ist damit die

Existenz von L

�

osungen mit ausschlie�lich spektral geraden Komponenten gezeigt.

Zus

�

atzlich sind die Koe�zienten 	

r

k;l

und �

i

k;l

identisch null. Folglich kann man an

den spektralen Gleichungen leicht erkennen, da� die Tendenzen in den Gleichungen

(3.9a) und (3.9d) verschwinden. Somit bleibt die Symmetrie Z erhalten.

In der L

�

osung mit der Symmetrie Z existiert keine barotrope Stromfunktion im zo-

nalen Mittel, da die Variable 	 nur aus Sinuskomponenten entwickelt wurde. Die-

ses folgt auch aus der Tatsache, da� die Phase der baroklinen und der barotropen

Stromfunktionswelle jeweils meridional nicht variiert (siehe Beispiel Abb. 3.1). Des-

halb transportieren diese Wellen in meridionaler Richtung keinen Impuls, der f

�

ur die

Ausbildung von barotropen Zonalmittelstr

�

omungen notwendig w

�

are. Um die Abwe-

senheit einer barotropen Zonalmittelstr

�

omung hervorzuheben, wurde Symmetrie Z

von Mundt und Hart (1994) als zonokline Symmetrie bezeichnet. Zus

�

atzlich ist die

zonal gemittelte Zonalstr

�

omung hier in meridionaler Richtung symmetrisch bez

�

uglich

der Kanalmitte, da f

�

ur k = 0 (zonal konstant) eine Komponente nur dann spektral

gerade sein kann, wenn l ebenfalls eine gerade Zahl ist.

3.3.2 Symmetrie A

Die L

�

osungen mit der Symmetrie A setzen sich zusammen aus einem Anteil, welcher

der Symmetrie Z unterliegt, und einem sogenannten zonotropen Anteil (De�nition von

Mundt und Hart 1994), der die Entwicklung von barotropen Zonalmittelstr

�

omungen

zul

�

a�t. Diese sind meridional antisymmetrisch bez

�

uglich der Kanalmitte. Die Fourier-

entwicklung von L

�

osungen mit der Symmetrie A schreibt sich
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i

2m�1;2n

E

T i

2m�1;2n

+�

i

2m;2n�1

E

T i

2m;2n�1

) :

Hier de�niert 	

r

den barotropen Zustandsvektor mit den Kosinusvariablen 	

r

k;l

als

Komponenten und �

i

den baroklinen Zustandsvektor mit den Sinusvariablen �

i

k;l

als Komponenten. Weiter bildet E

M

A

(E

T

A

) den vertikal symmetrischen (antisymme-

trischen) Eigenfunktionsvektor mit der Eigenschaft, da� nur die Komponenten E

M

k;l

(E

T

k;l

) nicht verschwinden, bei denen k + l eine ungerade Zahl bildet. Diese Kompo-

nenten werden daher als spektral ungerade benannt. Die Existenz der Symmetrie A

l

�

a�t sich ebenfalls anhand der spektralen Gleichungen beweisen. Die linearen Ten-

denzen erhalten o�ensichtlich die Symmetrie A. Die nichtlineare Wechselwirkung der

zonotropen Komponenten untereinander f

�

uhrt aufgrund der Resonanzbedingungen

nur zur Anregung von spektral geraden Koe�zienten. Zus

�

atzlich verschwinden die

Koe�zienten 	

i

k;l

und �

r

k;l

f

�

ur den zonotropen Anteil. Daher wird die nichtlineare

Wechselwirkung der spektral ungeraden Komponenten untereinander auf Komponen-

ten mit der Symmetrie Z

�

ubertragen. Die Wechselwirkung der zonotropen mit den

zonoklinen Komponenten f

�

uhrt auf die Anregung von spektral ungeraden Koe�zi-

enten. Da in diesem Fall 	

i

k;l

mit 	

r

k;l

und �

r

k;l

mit �

i

k;l

in der Gleichung f

�

ur die

barotrope Stromfunktion miteinander wechselwirken, ergibt sich dadurch nur eine

Tendenz f

�

ur die Kosinuskoe�zienten. Entsprechend ergibt diese Wechselwirkung in

den Gleichungen f

�

ur die barokline Stromfunktion nur eine Tendenz f

�

ur die Sinusko-

e�zienten. Somit ist gezeigt worden, da� L

�

osungen mit der Symmetrie A existieren.

Das wichtigste Merkmal der L

�

osungen mit der Symmetrie A ist die m

�

ogliche Existenz

einer meridional antisymmetrischen barotropen Zonalstr

�

omung im zonalen Mittel.

Das erkl

�

art sich durch die zonotropen Wellenkomponenten, die f

�

ur eine bestimmte

zonale Wellenzahl gegen

�

uber dem zonoklinen Wellenanteil um 90

�

phasenverschoben

ist. Dadurch zeigt die barotrope bzw. barokline Stromfunktionswelle einen meridional

antisymmetrischen Phasenverlauf, so da� im vertikalen und zonalen Mittel Impuls
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transportiert wird, der die meridional antisymmetrische Zonalmittelstr

�

omung forciert

(siehe Beispiel Abb. 3.1).

3.3.3 Symmetrie S

Die L

�

osungen der Symmetrie S besitzen einen zus

�

atzlichen zonotropen Anteil, der

die Entwicklung von barotropen, meridional symmetrischen Zonalmittelstr

�

omungen

verursachen kann. Die Fourier-Entwicklung f

�

ur diese L

�

osungen lautet:

	(x; y; z; t) = Re

�

�i	

i

(t) � E

M

S

(x; y; z) +	

r

(t) � E

M

S

(x; y; z)

�

(3.15a)

=

1

X

m=1

1

X

n=1

(	

i

2m�1;2n�1

E

Mi

2m�1;2n�1

+	

i

2m;2n

E

Mi

2m;2n

)

+

1

X

m=1

1

X

n=1

(	

r

2m�1;2n�1

E

Mr

2m�1;2n�1

+	

r

2m;2n

E

Mr

2m;2n

) +

1

X

n=1

	

r

0;2n

E

Mr

0;2n

;

�(x; y; z; t) = Re

�

�

r

(t) � E

T

S

(x; y; z) � i�

i

(t) � E

T

S

(x; y; z)

�

(3.15b)

=

1

X

m=1

1

X

n=1

(�

r

2m�1;2n�1

E

Tr

2m�1;2n�1

+�

r

2m;2n

E

Tr

2m;2n

) +

1

X

n=1

�

r

0;2n

E

Tr

0;2n

+

1

X

m=1

1

X

n=1

(�

i

2m�1;2n�1

E

T i

2m�1;2n�1

+�

i

2m;2n

E

T i

2m;2n

) :

Die einzige Einschr

�

ankung dieser Symmetrie besteht in dem Auftreten von ausschlie�-

lich spektral geraden Komponenten. Die Existenz von Symmetrie S wurde bereits bei

der Beschreibung der Symmetrie Z bewiesen. Wie bei L

�

osungen der Symmetrie A

erm

�

oglicht die Symmetrie S die Entwicklung von barotropen Zonalmittelstr

�

omungen

durch die meridionale Variation der Wellenphase. Allerdings ist in diesem Fall der

Phasenverlauf und die barotrope Zonalmittelstr

�

omung meridional symmetrisch (siehe

Abb. 3.1).

F

�

ur L

�

osungen mit der Symmetrie S und der Symmetrie Z ist auch die Symmetriebe-

ziehung

	(x; y; z; t) = �	(x�

�

a

; � � y; t) ; �(x; y; z; t) = ��(x�

�

a

; � � y; t) (3.16a,b)

g

�

ultig. Die Existenz dieser Symmetrieeigenschaft in quasigeostrophischen Systemen

wurde bereits von Sch

�

ar (1989) gefunden. Die Beziehungen (3.16a,b) haben zur Folge,
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Abbildung 3.1: Musterbeispiele f

�

ur die Wellenstromfunktion mit der Symmetrie Z (links), Symme-

trie A (mitte) und Symmetrie S (rechts).

da� der zonale Abstand zwischen dem Druckminimum und dem Druckmaximum einer

sich entwickelnden baroklinen Welle konstant bleibt.

3.3.4 Diskussion

In den hier behandelten quasigeostrophischen Str

�

omungssystemen existieren drei ver-

schiedene Str

�

omungssymmetrien. Das hat zur Folge, da� eine solche Symmetrieei-

genschaft f

�

ur alle Zeiten bestehen bleibt, wenn sie anfangs vorgegeben wird. Da in

realen Systemen eine Symmetrieeigenschaft niemals exakt erf

�

ullt werden kann, ist

die Vorgabe einer Symmetrie unrealistisch, wenn eine kleine Abweichung von der

Str

�

omungssymmetrie (Symmetriebruch) sich aufgrund einer sogenannten symmetrie-

brechenden Instabilit

�

at mit der Zeit verst

�

arkt. Dennoch wurden in Studien zur Ent-

wicklung von baroklinen Wellen in quasigeostrophischen oder semigeostrophischen

Systemen oftmals bestimmte Symmetrieeigenschaften vorausgesetzt. In Tabelle 2 ist

eine

�

Ubersicht

�

uber einige dieser Studien mit den verwendeten Symmetrieeigenschaf-

ten gegeben. Die Problematik des Symmetriebruchs wurde nur in den Studien von

Davies et al. (1991) und Nakamura (1993) diskutiert.

3.4 L

�

osungen der linearisierten Gleichungen

Um die barokline Instabilit

�

at bez

�

uglich kleiner St

�

orungen zu untersuchen, werden die

spektralen Gleichungen um den Grundstrom linearisiert. Durch die Linearisierung

vereinfacht sich das System (3.9) zu

d	

r

k;l

dt

= �ak

b

k;l

a

k;l

�

i

k;l

;

d	

i

k;l

dt

= ak

b

k;l

a

k;l

�

r

k;l

; (3.17a,b)
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Studie Approximation Str

�

omungssystem Symmetrie

Pedlosky (1970) QG Zweischichten Z

Drazin (1970) QG UPV Z

Hoskins (1976) SG UPV Z

Hoskins & West (1979) SG UPV S

Boville (1980) QG Zweischichten Z

Feldstein & Held (1989) QG Zweischichten S

Davies et al. (1991) SG UPV S,-

Nakamura (1993) QG UPV Z,A,S

Tabelle 3.2:

�

Ubersicht

�

uber einige Studien zur Entwicklung von baroklinenWellen. Die Abk

�

urzungen

QG bzw. SG bezeichnen jeweils die quasigeostrophische bzw. semigeostrophische Approximation.

Der Querstrich - in der vierten Spalte besagt, da� auch eine Entwicklung betrachtet wurde, die keine

der drei Symmetrien Z,A,S aufweist.

d�

r

k;l

dt

= �ak

f

k;l

e

k;l

	

i

k;l

;

d�

i

k;l

dt

= ak

f

k;l

e

k;l

	

r

k;l

: (3.17c,d)

In dem linearen System wechselwirkt 	

i

k;l

mit �

r

k;l

und 	

r

k;l

mit �

i

k;l

. Daher reicht es

aus, die Variablen 	

i

k;l

und �

r

k;l

isoliert zu betrachten.

Der Ansatz

	

i

k;l

= Xe

�t

; �

r

k;l

= Y e

�t

(3.18a,b)

f

�

uhrt im instabilen Fall zu der Eigenvektorl

�

osung (Normalmode)

	

i

k;l

= Xe

�t

; �

r

k;l

= X

a

k;l

�

akb

k;l

e

�t

; � = �ak

 

�

b

k;l

f

k;l

a

k;l

e

k;l

!

1

2

: (3.19a,b,c)
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Im Instabilit

�

atsfall ist der Eigenwert � reell und beschreibt das exponentielle Anwach-

sen (Abklingen) einer Anfangsst

�

orung. Da durch den reziproken Wert der Wachs-

tumsrate � eine charakteristische Zeitskala der Entwicklung vorgegeben wird, ist es

sinnvoll eine neue Zeitvariable durch

T =j � j t (3.20)

zu de�nieren. Mit dieser neuen Zeitvariable kann man zum einem besser die Entwick-

lungen mit unterschiedlichen

�

au�eren Parametern miteinander vergleichen und zum

anderen kann f

�

ur die numerischen Simulationen ein parameterunabh

�

angiger Integra-

tionszeitschritt gew

�

ahlt werden.

3.4.1 Barokline Instabilit

�

at im Zweischichtensystem

Im Zweischichtensystem nimmt die Wachstumsrate die Form

� = �ak

 

2F

I

� a

2

k

2

� l

2

2F

I

+ a

2

k

2

+ l

2

!

1

2

(3.21)

an. Dieses Ergebnis wurde bereits von Phillips (1951) erlangt.

Hier gilt als Instabilit

�

atskriterium

a

2

k

2

+ l

2

< 2F

I

: (3.22)

Im weiteren kann man zeigen, da� bei fester zonaler Wellenzahl k der Normalmode

mit der meridionalen Wellenzahl l = 1 am st

�

arksten anw

�

achst. Bei festgehaltener

interner Froudezahl F

I

(d. h. festgehaltener statischer Stabilit

�

at) ergibt sich f

�

ur das

Aspektverh

�

altnis der am schnellsten anwachsenden Fundamentalwelle

a

f

=

�

(8F

I

2

+ 4F

I

)

1

2

� 2F

I

� 1

�

1

2

: (3.23)

Abb. 3.2 zeigt f

�

ur die Fundamentalwelle Isolinien der Wachstumsrate als Funktion

des Aspektverh

�

altnisses a und der internen Froudezahl F

I

sowie den Verlauf von

a

f

. Man kann aus dem Instabilit

�

atsdiagramm entnehmen, da� die Wachstumsrate

bei festgehaltenem Aspektverh

�

altnis mit zunehmendem F

I

monoton ansteigt. Damit

kann F

I

als eindeutiger Instabilit

�

atsparameter verwendet werden.
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Abbildung 3.2: Isolinien der Wachstumsrate f

�

ur die Fundamentalwelle als Funktion des Aspekt-

verh

�

altnisses a und der internen Froudezahl F

I

im Zweischichtensystem. Der Isolinienabstand be-

tr

�

agt 0.2. Die gestrichelte Linie begrenzt den instabilen Bereich und die gepunktete Linie zeigt den

Verlauf von a

f

als Funktion von F

I

.

Der instabil anwachsende Normalmode besitzt im Zweischichtensystem die Form

	

i

k;l

= Xe

�t

; �

r

k;l

= X

 

2F

I

� (a

2

k

2

+ l

2

)

2F

I

+ (a

2

k

2

+ l

2

)

!

1

2

e

�t

: (3.24a,b)

Dieser Mode zeichnet sich dadurch aus, da� bei marginaler Instabilit

�

at die barotrope

Stromfunktionswelle gegen

�

uber der baroklinen klar dominiert. Daher besitzt die Welle

im schwach instabilen Fall nur eine geringe vertikale Phasendi�erenz (Neigung der

Trog- und R

�

uckenachse).

3.4.2 Barokline Instabilit

�

at im UPV-System

Das barokline Instabilit

�

atsproblem im UPV-System wurde bereits von Eady (1949)

gel

�

ost. F

�

ur die Wachstumsrate ergibt sich im UPV-System

� = �akU

0

 

(

1

2

coth(

�

k;l

2

)�

1

�

k;l

)(

1

�

k;l

�

1

2

tanh(

�

k;l

2

))

!

1

2

: (3.25)

47



-0.5
-0.4
-0.3
-0.2
-0.1

0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

f(
x
)

x

Abbildung 3.3: Graphischer Verlauf der Funktion f(x) = (coth(x)� 1=x)(1=x� tanh(x)).

Als Instabilit

�

atskriterium erh

�

alt man

2

�

k;l

� tanh(

�

k;l

2

) > 0 ; (3.26)

da coth(x) > 1=x f

�

ur x > 0. Die transzendente Gleichung coth(x) = x besitzt die

L

�

osung x = 1:1997 (Eady 1949). Daher kann man das Instabilit

�

atskriterium auch

durch

1

2

�

k;l

=

 

a

2

k

2

+ l

2

F

I

!

1

2

< 1:1997 (3.27)

ausdr

�

ucken.

Die Funktion (coth(x) � 1=x)(1=x � tanh(x)) ist streng monoton fallend (siehe

Abb. 3.3). Daher w

�

achst auch im UPV-System der Normalmode mit der meridio-

nalen Wellenzahl l = 1 am st

�

arksten bei festgehaltener zonaler Wellenzahl k. Eine

analytische Beziehung f

�

ur das Aspektverh

�

altnis a

f

der am schnellsten anwachsenden

Fundamentalwelle bei festgehaltener Froudezahl F

I

kann im UPV-System nicht her-

geleitet werden. Die durch numerische Iteration gewonnene Funktion a

f

(F

I

) ist in

Abb. 3.4 zusammen mit den Linien gleicher Wachstumsrate f

�

ur die Fundamentalwel-

le gezeigt. Die Verteilung der Wachstumsrate im UPV-System besitzt gegen

�

uber dem

Zweischichtensystem eine qualitativ

�

ahnliche Struktur. Ein quantitativer Unterschied

�ndet sich in der st

�

arkeren Steigung der kritischen Kurve F

I

= (a

2

+ 1)=(1:1997)

2

,

welche den instabilen Bereich verkleinert.

Der Normal Mode nimmt im UPV-System die folgende Struktur an:

	

i

k;l

= Xe

�t

; �

r

k;l

= X

0

B

B

B

@

1

�

k;l

�

1

2

tanh(

�

k;l

2

)

1

2

coth(

�

k;l

2

)�

1

�

k;l

1

C

C

C

A

1

2

tanh(

�

k;l

2

) e

�t

: (3.28a,b)
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Abbildung 3.4: Isolinien der Wachstumsrate f

�

ur die Fundamentalwelle als Funktion des Aspekt-

verh

�

altnisses a und der Internen Froudzahl F

I

im UPV-System. Der Isolinienabstand betr

�

agt 0.2.

Die gestrichelte Linie begrenzt den instabilen Bereich und die gepunktete Linie zeigt den Verlauf

von a

f

als Funktion von F

I

.

Auch hier approximiert der Normalmode eine vertikal konstante Wellenphase, wenn

die zonale Wellenl

�

ange sich dem kritischen Wert n

�

ahert. Im Gegensatz zum Zwei-

schichtensystem besitzt der Normalmode beim kritischen Wert verf

�

ugbare potentielle

Energie, da der vertikal symmetrische Teil der Welle Temperaturanomalien aufweist.

3.4.3 Dynamische Interpretation der baroklinen Instabilit

�

at

Es existieren zwei Kriterien f

�

ur die Zonalmittelstr

�

omung [u

g

], von denen mindestens

eine erf

�

ullt sein mu�, damit in quasigeostrophischen Systemen barokline Instabilit

�

at

auftreten kann. Das erste Kriterium wurde von Charney und Stern (1962) formu-

liert und besagt, da� in einer kontinuierlich geschichteten Zonalmittelstr

�

omung der

Gradient der quasigeostrophischen potentiellen Vorticity q, welcher durch

@[q]

@y

= �

@

2

[u

g

]

@y

2

�

F

I

4

@

2

[u

g

]

@z

2

(3.29)

gegeben ist, innerhalb der Berandungen negatives sowie positives Vorzeichen aufwei-

sen mu�, damit es zu einer internen Instabilit

�

at kommen kann. Es ist klar, da� im
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UPV-System dieses Kriterium nicht erf

�

ullt wird, da der Vorticitygradient in diesem

System verschwindet. Im Zweischichtensystem erh

�

alt man f

�

ur den PV-Gradienten

@[q

n

]

@y

= �

@[u

gn

]

2

@y

2

� (�1)

n

F

I

[u

g1

� u

g2

] f�ur n = 1; 2 : (3.30)

Pedlosky (1964) konnte zeigen, da� das Kriterium von Charney und Stern (1962) sich

auch auf das diskontinuierliche Zweischichtensystem

�

ubertragen l

�

a�t. Der vertikal

antisymmetrische Grundstrom ohne Meridionalscherung erf

�

ullt dieses Kriterium, da

der potentielle Vorticitygradient in der oberen Schicht positiv und in der unteren

Schicht negativ ist. Es handelt sich daher im Zweischichtenmodell um eine interne

barokline Instabilit

�

at.

Ein erweitertes Kriterium wurde von Bretherton (1966a) formuliert. Zur Anwendung

dieses Kriteriums wird eine erweiterte potentielle Vorticity durch

q

e

(z) = q(z) +

F

I

4

@ 

@z

�(z) �

F

I

4

@ 

@z

�(z � 1) (3.31)

de�niert, wobei �(x) die Dirac'sche Delta-Funktion bezeichnet. Diese Vertikalstruktur

der potentiellen Vorticity w

�

urde sich formal ergeben, wenn an der unteren (oberen)

Berandung die Dichte Null ist und unmittelbar dar

�

uber (darunter) die Dichte einen

endlichen Wert annimmt. Mit dieser Formulierung konzentriert sich die potentielle

Vorticity in dem UPV-System in unendlich d

�

unnen Schichten an der oberen und

unteren Berandung. Bretherton (1966a) zeigte, da� der meridionale Gradient von q

e

,

der durch

@[q

e

]

@y

= �

@

2

[u

g

]

@y

2

�

F

I

4

@

2

[u

g

]

@z

2

�

F

I

4

@[u

g

]

@z

�(z) +

F

I

4

@[u

g

]

@z

�(z � 1) ; (3.32)

gegeben ist, in dem betrachteten Raum inklusive der Berandungen negative sowie

positive Vorzeichen aufweisen mu�, damit es zur Instabilit

�

at kommen kann. Da im

UPV-System ein negativer meridionaler Temperaturgradient an beiden Berandungen

auftritt, ist diese Instabilit

�

atsbedingung erf

�

ullt.

Anhand der schematischen Abbildung 3.5 nach Bretherton (1966b) kann der Mecha-

nismus der baroklinen Instabilit

�

at qualitativ erkl

�

art werden. Dabei wird die poten-

tielle Vorticity im Zweischichtensystem betrachtet. Als Ausgangszustand wird dem

Grundstrom eine barotrope St

�

orungswelle

�

uberlagert (Abb. 3.5a), wobei positive po-

tentielle Vorticity mit zyklonaler und negative potentielle Vorticity mit antizyklonaler

Scherung in zonaler Richtung verbunden sind. Die Wechselwirkung dieser Welle mit
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Abbildung 3.5: Schematische Darstellung der baroklinen Instabilit

�

at im Zweischichtensystem nach

Bretherton (1966b). Positive potentielle Vorticity wird dargestellt durch � und negative durch 	.

Die Pfeile ), ( deuten die Advektion von potentieller St

�

orungsvorticity durch den Grundstrom an

und die Pfeile %, . symbolisieren die Advektion von potentieller Vorticity des Grundstroms durch

die St

�

orung. a) BarotropeAnfangsst

�

orung, b) angeregter baroklinerMode durch die Anfangsst

�

orung,

c) R

�

uckwirkung des angeregten Modes.

dem Grundstrom f

�

uhrt zu der Anregung einer baroklinen St

�

orungswelle. Dabei ste-

hen zwei Terme in Konkurrenz. Das ist zum einen die Advektion von potentieller

Vorticity des Grundstroms durch die St

�

orung (Generationsterm v

�

g

@[q]=@y, d

�

unne

Pfeile) und zum anderen die Advektion von potentieller Vorticity der St

�

orung durch
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den vertikal gescherten Grundstrom (Advektionsterm [u

g

]@q

�

=@x, breite Pfeile). Im

Instabilit

�

atsfall

�

uberwiegt der Generationsterm. Da bei Verk

�

urzung der zonalen Wel-

lenl

�

ange die potentielle Vorticity q

�

sich gegen

�

uber der Meridionalgeschwindigkeit v

�

g

sehr viel st

�

arker vergr

�

o�ert, existiert eine kritische Wellenl

�

ange, die den Instabilit

�

ats-

bereich abgrenzt (short wave cut-o�). Im Instabilit

�

atsfall wird nun die in Abb. 3.5b

gezeigte vertikal antisymmetrische Verteilung der potentiellen Vorticity forciert. Diese

vertikal antisymmetrische St

�

orungswelle ist exakt um �=2 gegen

�

uber der barotropen

St

�

orungswelle phasenverschoben. Bei der Wechselwirkung der vertikal antisymme-

trischen St

�

orungswelle mit dem Grundstrom konkurrieren wieder der Generations-

term und der Advektionsterm. Diesmal dominiert jedoch der Advektionsterm, da die

Meridionalgeschwindigkeit der vertikal antisymmetrischen Welle gegen

�

uber seiner po-

tentiellen Vorticity nur schwach ausgepr

�

agt ist. Selbst bei sehr langen Wellen bleibt

diese Dominanz bestehen. Daher wird durch die R

�

uckwirkung der baroklinen Welle

die urspr

�

ungliche barotrope Welle verst

�

arkt (Abb. 3.5c), was zu einer positiven R

�

uck-

kopplung bzw. Instabilit

�

at f

�

uhrt. Der Instabilit

�

atsmechanismus im UPV-System l

�

a�t

sich in gleicher Weise beschreiben, wenn die Temperatur an den horizontalen Beran-

dungen als potentielle Vorticity in einer sehr d

�

unnen Schicht interpretiert wird.

3.5 Ber

�

ucksichtigung der Randbedingungen im Zweischichtensystem

Die bisher behandelten freien L

�

osungen erf

�

ullen zwar die geostrophischen jedoch nicht

die ageostrophischen Randbedingungen, da die Zonalmittelstr

�

omung am Rand sich

zeitlich ver

�

andern kann. Durch solche zeitlichen Schwankungen wird eine ageostro-

phische Meridionalstr

�

omung am seitlichen Rand ausgel

�

ost. Wird dagegen ein fester

Rand angenommen, so mu� zu der freien L

�

osung eine Korrektur addiert werden. Im

Zweischichtensystem brauch aufgrund der ageostrophischen Randbedingung (2.23)

nur der zonal gemittelte Anteil der baroklinen Stromfunktion korrigiert werden. Die-

se Korrektur �

C

(y; t) ist nach Phillips (1954) eine L

�

osung der zonal gemittelten PV-

Gleichung im Zweischichtensystem; daher gilt

@

@t

 

2F

I

�

@

2

@y

2

!

�

C

= 0 : (3.33)

Die allgemeine L

�

osung dieser Gleichung lautet

�

C

(y; t) = C

S

(t) sinh

�

(2F

I

)

1

2

(y �

�

2

)

�

+C

A

(t) cosh

�

(2F

I

)

1

2

(y �

�

2

)

�

+C

0

(y); (3.34)

wobei C

0

(y) eine beliebige Funktion von y ist. Diese Funktion kann jedoch ohne

Beschr

�

ankung der Allgemeinheit als Teil der freien L

�

osung angesehen werden. Die
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Koe�zienten C

S

bzw. C

A

m

�

ussen so gew

�

ahlt werden, da� die meridional symme-

trische bzw. antisymmetrische Zonalmittelstr

�

omung an den seitlichen R

�

andern ver-

schwindet. Aus dieser Forderung ergeben sich folgende Di�erentialgleichungen f

�

ur die

Korrektur:

dC

S

dt

= �

1

(2F

I

)

1

2

cosh((2F

I

)

1

2

�=2)

1

X

n=1

2n

d�

r

0;2n

dt

; (3.35a)

dC

A

dt

=

1

(2F

I

)

1

2

sinh((2F

I

)

1

2

�=2)

1

X

n=1

(2n� 1)

d�

r

0;2n�1

dt

: (3.35b)

Die Korrektur der freien L

�

osungen hat keinen Einu� auf die genannten Symmetrieei-

genschaften, da meridional symmetrische und antisymmetrische Zonalmittelstr

�

omun-

gen nur durch meridional symmetrische bzw. antisymmetrische Korrekturstr

�

omungen

erg

�

anzt werden. Die L

�

osungen mit den drei Symmetrien Z,A,S haben die Eigenschaft,

da� die barokline Zonalmittelstr

�

omung meridional symmetrisch ist. Daher wird nur

der symmetrische Anteil der Korrektur ben

�

otigt. Dieser kann mit Hilfe der Funktio-

nen F

r

0;2n

und y � �=2 entwickelt werden, d. h.

sinh

�

(2F

I

)

1

2

(y �

�

2

)

�

=

2

�

sinh

�

(2F

I

)

1

2

�

2

�

 

y �

�

2

+

1

X

n=1

1

n(1 + 2n

2

=F

I

)

F

r

0;2n

!

:

(3.36)

Die Addition der Tendenzen (3.9) f

�

ur die freie L

�

osung (gekennzeichnet durch den In-

dex f) mit den Tendenzen der spektral entwickelten Korrektur f

�

uhrt zu dem folgenden

System:

d	

r

k;l

dt

= �akU

c

�

i

k;l

+

d

f

	

r

k;l

dt

f�ur k � 0 ; l � 1 ; (3.37a)

d	

i

k;l

dt

= akU

c

�

r

k;l

+

d

f

	

i

k;l

dt

f�ur k � 1 ; l � 1 ; (3.37b)

d�

r

k;l

dt

= akU

c

2F

I

� a

2

k

2

� l

2

2F

I

+ a

2

k

2

+ l

2

	

i

k;l

+

d

f

�

r

k;l

dt

f�ur k � 1 ; l � 1 ; (3.37c)

d�

i

k;l

dt

= �akU

c

2F

I

� a

2

k

2

� l

2

2F

I

+ a

2

k

2

+ l

2

	

r

k;l

+

d

f

�

i

k;l

dt

f�ur k � 1 ; l � 1 ; (3.37d)

d�

r

0;l

dt

=

d

f

�

r

0;l

dt

�

4(2F

I

)

1

2

�l(2F

I

+ l

2

)

tanh

�

(2F

I

)

1

2

�

2

�

1

X

n=1

2n

d

f

�

r

0;2n

dt

f�ur l � 2 ; l = gerade ; (3.37e)

dU

c

dt

=

2

�(2F

I

)

1

2

tanh

�

(2F

I

)

1

2

�

2

�

1

X

n=1

2n

d

f

�

r

0;2n

dt

: (3.37f)
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Dabei bezeichnet U

c

die Korrektur des uniformen und vertikal antisymmetrischen

Grundstroms U . Die Gleichungen (3.37a-f) bilden ein dynamisches System f

�

ur das

fest berandete Zweischichtensystem.

3.6 Numerisches L

�

osungsverfahren f

�

ur das nichtlineare System

Die spektralen Gleichungssysteme (3.9) und (3.37) bestehen aus einer unendlichen

Anzahl von Di�erentialgleichungen. F

�

ur eine numerische L

�

osung mu� daher eine

Approximation durch den Abbruch der Fourierentwicklung bei einer zonalen Wel-

lenzahl N

x

und einer meridionalen Wellenzahl N

y

statt�nden (spektrale Abschnei-

dung). In diesem Fall wird die Entwicklung der freien L

�

osung durch (4N

x

+ 2)N

y

gew

�

ohnliche Di�erentialgleichungen beschrieben. Mit Hilfe eines zeitlichen Integra-

tionsschemas k

�

onnen die Gleichungen von einem beliebigen Anfangszustand zeitlich

Integriert werden. Als Integrationsschema wird hier das Runge-Kutta Verfahren (sie-

he z. B. Haltiner und Williams 1980) verwendet. Das Verfahren erweist sich als sehr

akkurat in der Erhaltung von konservativen Gr

�

o�en (z. B. Energie oder Enstrophie),

sofern die r

�

aumliche Au

�

osung ausreichend ist.

Bei fast allen Simulationen wird ein Zeitschritt von �T = 0:005 sowie eine spektrale

Abschneidung bei N

x

=8 und N

y

=20 verwendet. Die h

�

ohere spektrale Au

�

osung in

meridionaler Richtung wird notwendig aufgrund der starken Scherungsdeformation

durch die Zonalmittelstr

�

omung. Die durch die seitlichen Berandungen eingeschr

�

ankte

Meridionalstr

�

omung

�

ubt dagegen nur eine relativ schwache Scherungsdeformation aus,

so da� die niedrigere zonale Au

�

osung gerechtfertigt ist. Die hier gew

�

ahlte Au

�

osung

entspricht etwa einer spektralen Dreiecksabschneidung bei der Gro�kreiswellenzahl

42 (T42) in einem sph

�

arischen Zirkulationsmodell, wenn man bedenkt, da� bei T42

21 Wellenzahlen pro Hemisph

�

are zur Verf

�

ugung stehen und 7 zonale Subharmonien

von einer synoptischen Welle mit der zonalen Wellenzahl 6 aufgel

�

ost werden.

Bei einigen L

�

osungen kommt es im fortgeschrittenen Entwicklungsstadium zu einem

Brechen der Wellen, wobei extrem kleine Skalen entstehen. Diese k

�

onnen selbst

bei sehr hoher Au

�

osung nicht wiedergegeben werden. Daher ist es notwendig den

Energie- und Enstrophietransport zu den kleinen Skalen mittels einer Hyperdi�usion

zu parameterisieren. Dazu wird der Di�usionsoperator k

h

r

6

auf die Vorticity im

Zweischichtensystem bzw. auf die Temperatur im UPV-System angewendet und der

entsprechende Term zu den Tendenzgleichungen hinzugef

�

ugt. Die Di�usionskonstan-

te k

h

wird so berechnet, da� die kleinstskalige Komponente mit einer Zeitskala von

� = 0:005 ged

�

ampft wird.

54



4 Simulationen von baroklinen Wellenentwicklungen

In diesem Kapitel wird die nichtlineare Entwicklung der baroklinen Wellen mit Hil-

fe von numerischen Simulationen eingehend untersucht, wobei das Augenmerk auf

den Einu� des Symmetriebruchs gerichtet ist. Zun

�

achst wird erst einmal kon-

kret beschrieben, auf welche Weise die Nichtlinearit

�

aten die Entwicklung beeinussen

k

�

onnen.

4.1 Allgemeines

Wenn der Grundstrom durch einen Normalmode mit sehr schwacher Amplitude

gest

�

ort wird, dann ampli�ziert sich die St

�

orung anfangs exponentiell mit gleichblei-

bender Struktur. Die Impuls- und Temperatur

�

usse der St

�

orung ver

�

andern im Laufe

der Entwicklung den Zustand im zonalen Mittel. Diese

�

Anderung w

�

achst anfangs

ebenfalls exponentiell an und zwar mit der doppelten Wachstumsrate, da die Fl

�

usse

aus Produkten zweier St

�

orgr

�

o�en hervorgerufen werden. Die Korrektur des zona-

len Mittels wird also fr

�

uher oder sp

�

ater nicht mehr vernachl

�

assigbar sein und die

Entwicklung entscheidend beeinussen. Im allgemeinen bewirkt die Korrektur ei-

ne Abschw

�

achung des Wellenwachstums durch eine zunehmende Stabilisierung der

Zonalmittelstr

�

omung. Schlie�lich kommt es zur Beendigung des Wachstums. Die-

ses Ereignis wird als Equilibration bezeichnet. Dabei werden hier drei verschiedene

Equilibrationsmechanismen unterschieden:

- Die barokline Equilibration: Die meridionalen Temperatur

�

usse der St

�

orung modi-

�zieren das meridionale Temperaturpro�l so, da� die Zonalmittelstr

�

omung baroklin

stabil wird.

- Die nichtgeostrophische Equilibration: Aufgrund der vertikalen Temperaturadvekti-

on erh

�

oht sich die statische Stabilit

�

at soweit, da� die Wellenl

�

ange der anwachsenden

St

�

orung die kritische Wellenl

�

ange unterschreitet und dadurch kein weiteres Wachs-

tum mehr statt�nden kann.

- Die barotrope Equilibration: Aufgrund der meridionalen Impuls

�

usse der St

�

orung

nimmt die meridionale Scherung der barotropen Zonalmittelstr

�

omung soweit zu,

da� die resultierende Deformation ein weiteres Wellenwachstum verhindert.

Generell k

�

onnen alle drei Mechanismen bei der Equilibration beteiligt sein. Man kann

jedoch diese Mechanismen auch isolieren. Zun

�

achst ist festzustellen, da� die nicht-

geostrophische Equilibration in quasigeostrophischen Systemen nicht auftreten kann,

da die vertikale Temperaturadvektion linearisiert wurde und demnach die Schich-

tungsstabilit

�

at sich nicht

�

andert. Wird vorausgesetzt, da� die anwachsende Welle

der Symmetrie Z unterliegt, dann kann die barotrope Equilibration das Wachstum

ebenfalls nicht beenden, da aufgrund des fehlenden Impulstransports die barotrope
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Zonalmittelstr

�

omung exakt verschwindet. Folglich verbleibt von den genannten Me-

chanismen nur die barokline Equilibration. Die analytische Beschreibung einer baro-

klinen Equilibration gelang Pedlosky (1970) f

�

ur das Zweischichtensystem und Drazin

(1970) f

�

ur das UPV-System. Nach der Equilibration zeigen diese L

�

osungen eine ba-

rokline Zerfallsphase, in der die St

�

orungsenergie wieder in die potentielle Energie des

zonalen Mittels umgewandelt wird. Eine solche L

�

osung wird als symmetrischer Le-

benszyklus bezeichnet (Feldstein und Held 1989). Die L

�

osung beschr

�

ankt sich jedoch

auf den schwach instabilen Fall, wo die Wellenl

�

ange nahe bei dem kritischen Wert

liegt und die Welle nur eine geringe Amplitude erreicht.

Die nichtgeostrophische Equilibration kann nur isoliert werden, wenn die Impuls-

und Temperatur

�

usse der baroklinen Welle nicht von der Meridionalkoordinate y

abh

�

angen und deshalb auch die Zonalmittelstr

�

omung nicht modi�zieren. Eine solche

L

�

osung ist tats

�

achlich m

�

oglich, wenn die meridional begrenzte Kanalregion durch eine

unendlich ausgedehnte Ebene in der Systemformulierung ersetzt wird. Dann kann die

meridionale Wellenzahl l auch den Wert 0 annehmen. In diesem Fall ist der Normal-

mode (3.19) eine exakte L

�

osung des nichtlinearen Systems und w

�

achst ohne zeitliche

Begrenzung exponentiell an. Nakamura und Held (1989) konnten zeigen, da� bei der

Verwendung von primitiven Gleichungen das Wachstum einer zweidimensionalen ba-

roklinen Welle durch die statische Stabilisierung beendet wird. Die von Nakamura

und Held (1989) untersuchte nichtgeostrophische Equilibration hat viele Gemeinsam-

keiten mit dem von Bjerknes und Solberg (1922) postulierten Okklusionsprozess, da

der Bereich mit positiver Temperaturanomalie in Bodenn

�

ahe sich immer mehr verklei-

nert und schlie�lich vom Boden abgehoben wird. In dem semigeostrophischen System

kann dagegen die nichtgeostrophische Equilibration aufgrund des vorher auftretenden

frontalen Kollapses nicht beschrieben werden (Hoskins und Bretherton 1972).

Einen Hinweis f

�

ur die barotrope Equilibration gibt die numerische Studie Simmons

und Hoskins (1978), in welcher der Lebenszyklus einer baroklinen Welle mit einem glo-

balen atmosph

�

arischen Zirkulationsmodell simuliert wurde. Der Lebenszyklus zeigt,

da� der baroklinen Wachstumsphase eine barotrope Zerfallsphase folgt, in der kine-

tische Energie in eine barotrope Scherstr

�

omung

�

ubertragen wird (siehe Abbildung

1.3). Da dem ersten asymmetrischen Lebenszyklus kein weiterer folgt, wurde die

Zonalmittelstr

�

omung durch die barotrope Scherung e�ektiv stabilisiert ("Barotropic

Governor" E�ekt). Es wird sp

�

ater in diesem Kapitel gezeigt, da� eine Equilibrati-

on auch bei Fixierung der vertikal antisymmetrischen Zonalmittelstr

�

omung erreicht

werden kann. Da bei einem solchen Experiment eine barokline oder nichtgeostrophi-

sche Equilibration ausgeschlossen ist, mu� es sich um eine barotrope Equilibration

handeln.

4.2 Beschreibung der quasigeostrophischen Simulationen

Um eine m

�

oglichst allgemein g

�

ultige Aussagen tre�en zu k

�

onnen, werden viele nume-

rische Simulationen in einem breit angelegten Parameterbereich durchgef

�

uhrt. Die
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quasigeostrophischen Systeme besitzen zwei externe Parameter:

- Die interne Froudezahl F

I

- Das Aspektverh

�

altnis a

Die relevanten Parameterbereiche lassen sich jedoch besser eingrenzen, wenn man F

I

durch einen neuen Parameter ersetzt, der die Instabilit

�

at des Grundstroms besser

beschreibt. Daher wird der sogenannte Baroklinit

�

atsparameter B de�niert durch

B =

�(F

I

; a)

�(F

I

;f

(a); a)

; (4.1)

wobei F

I

;f

(a) die interne Froudezahl bezeichnet, bei der das Aspektverh

�

altnis a mit

dem Aspektverh

�

altnis a

f

des am schnellsten anwachsenden Normalmodes

�

uberein-

stimmt. Der Baroklinit

�

atsparameter beschreibt also bei vorgegebenen a das Verh

�

alt-

nis der Wachstumsrate zu der mit F

I

;f

berechneten Wachstumsrate. F

�

ur B < 1

besitzt der am schnellsten anwachsende Normalmode eine h

�

ohere zonale Wellenl

�

ange

und f

�

ur B > 1 eine geringere. Es kann m

�

oglich sein, da� f

�

ur B > 1 die subharmoni-

sche Welle mit k = 2 schneller anw

�

achst und die Entwicklung dominiert. Daher ist

es nicht sinnvoll Werte von B zu betrachten, die weit

�

uber eins liegen.

Bei den Simulationen wird dem Grundstrom eine kleine St

�

orung

�

uberlagert. Die

Amplitude der Anfangsst

�

orung ist so klein, da�

�

uber einige Zeit die nichtlinearen

Terme klein bleiben. Die St

�

orung setzt sich zusammen aus dem Normalmode (3.19)

mit k = 1; l = 1 (Fundamentalwelle) und einer zus

�

atzlichen symmetriebrechenden

St

�

orung 	

0

in der barotropen Stromfunktion. Daher wird die Stromfunktion am

Anfang beschrieben durch

	(x; y; z; t = 0) = 0:05E

Mi

1;1

(x; y; z) + 	

0

(x; y; z) ; (4.2a)

�(x; y; z; t = 0) = 0:05

 

�

a

1;1

f

1;1

b

1;1

e

1;1

!

1

2

E

Tr

1;1

(x; y; z) : (4.2b)

Die zus

�

atzliche symmetriebrechende St

�

orung besitzt die Form

	

0

(x; y; z) =

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

0 Symmetrie Z

0:05E

Mr

1;2

(x; y; z)=G

M

1;2

(

1

2

) Symmetrie A

0:05E

Mr

1;3

(x; y; z)=G

M

1;3

(

1

2

) Symmetrie S :

(4.3)
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Mit dieserWahl ergeben sich die in Abb. 3.1 gezeigten Muster f

�

ur die barotrope Strom-

funktion . Die drei simulierten L

�

osungen werden jeweils abk

�

urzend als Z-L

�

osung,

A-L

�

osung und S-L

�

osung bezeichnet. Es werden f

�

ur alle drei Str

�

omungssymmetrien Z,

A, S in beiden Str

�

omungssystemen eine gro�e Anzahl von Simulationen durchgef

�

uhrt,

die einen weiten Bereich in dem durch a und B aufgespannten Parameterraum ab-

decken. Das Aspektverh

�

altnis wird von a = 1:0 in Abst

�

anden von �a = 0:1 bis auf

a = 3:0 und der Baroklinit

�

atsparameter von B = 0:1 in Abst

�

anden von �B = 0:1 bis

auf B = 1:5 erh

�

oht. Das ergibt pro Symmetrie 315 Simulationen. Jede Simulation

wird bei T = 10 beendet. Da die Zeit mit der Wachstumsrate skaliert wurde, f

�

allt in

dem simulierten Zeitraum wenigstens ein Equilibrationsereignis. Im weiteren wurden

auch Simulationen der freien L

�

osungen im Zweischichtensystem durchgef

�

uhrt, um den

Einu� der Kanalberandungen abzusch

�

atzen. Diese zus

�

atzlichen Experimente werden

jedoch nur am Rande diskutiert.

4.3 Die Entwicklungen der Z-L

�

osungen

Zun

�

achst werden die Z-L

�

osungen im Zweischichtensystem diskutiert. In Abbildung

4.1 ist die zeitliche Entwicklung der in Gl. (2.26) de�nierten Energieterme darge-

stellt. Man erkennt, da� der anf

�

angliche Vorrat an zonaler verf

�

ugbarer potentieller

Energie A

z

deutlich von den

�

au�eren Parametern abh

�

angt. Bei Zunahme des Ba-

roklinit

�

atsparamters sowie des Aspektverh

�

altnisses erh

�

oht sich dieses Energieniveau.

Mit Ausnahme der Simulationen mit B = 0:1 erreicht die kinetische St

�

orungsener-

gie K

e

im Laufe der Entwicklung ann

�

ahernd das anf

�

angliche Energieniveau. Daher

wird die verf

�

ugbare potentielle Energie nahezu komplett in die kinetische Energie der

St

�

orung umgewandelt. Die verf

�

ugbare potentielle St

�

orungsenergie A

e

erh

�

alt dage-

gen vergleichsweise kleine Betr

�

age. In den F

�

allen mit B = 0:1 und B = 0:4 kann

man sogar die A

e

-Kurven nicht mehr erkennen, was auf eine sehr geringe vertikale

Achsenneigung der St

�

orung hindeutet. Die zonale kinetische Energie K

z

bleibt in al-

len F

�

allen unter ihrem anf

�

anglichen Wert. Die St

�

orungen

�

ubertragen demnach keine

kinetische Energie in die Zonalmittelstr

�

omung. Das Verhalten nach dem Erreichen

des Energiemaximums h

�

angt ebenfalls stark von den

�

au�eren Parametern ab. Bei

sehr schwacher Baroklinit

�

at (B = 0:1) tritt in dem betrachteten Zeitraum nur ein

einziger Lebenszyklus auf, w

�

ahrend in den anderen F

�

allen mehrere Maxima in der

St

�

orungsenergie vorkommen. Bei zunehmender Baroklinit

�

at verringert sich die Ab-

nahme der St

�

orungsenergie nach der ersten Equilibration. Die L

�

osung scheint bei

starker Baroklinit

�

at (B = 1) einen barotropen Gleichgewichtszustand mit verschwin-

dender Zonalmittelstr

�

omung anzustreben. Dieser Zustand kann jedoch nie erreicht

werden, da an den Kanalberandungen die barokline Zonalmittelstr

�

omung erhalten

bleiben mu�.

Die Abbildung 4.2 zeigt f

�

ur die diskutierten F

�

alle die potentielle Vorticity in der un-

teren Schicht zum Zeitpunkt der Equilibration (das erste Auftreten eines Maximums

in der totalen St

�

orungsenergie A

e

+ K

e

). Die potentielle Vorticity in der oberen

Schicht (nicht gezeigt) ist aufgrund der vertikalen Symmetrieeigenschaft identisch,
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Abb. 4.1: Energetik als Funktion der Zeit f

�

ur einige Z-L

�
osungen im Zweischichtensystem. Dargestellt sind K

e

(durchgezogene Kurve), K

z

(ge-

strichelte Kurve), A

e

(gepunktete Kurve) und A

z

(strich-gepunktete Kurve).

Zweischichtensystem, Symmetrie Z
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Zweischichtensystem, Symmetrie Z

Abbildung 4.2: Horizontalverteilungen der potentiellen Vorticity in der unteren Schicht des Zwei-

schichtensystems f

�

ur einige Z-L

�

osungen. Das gezeigte Gebiet erstreckt sich in meridionaler Richtung

�

uber die ganze Breite des Kanals und in zonaler Richtung

�

uber eine Wellenl

�

ange. Negative Isolinien

sind gestrichelt dargestellt und der Isolinienabstand wurde so festgelegt, da� 10 Isolinien abgebildet

werden.
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wenn man das Vorzeichen umkehrt. Man erkennt mit Ausnahme der schwach in-

stabilen F

�

alle (B = 0:1) eine Dominanz der St

�

orung gegen

�

uber dem zonalen Mittel.

Bei hoher Instabilit

�

at (B � 0:7) werden die Anomalien so weit ausgelenkt, da� eine

Vorzeichenumkehr des zonal gemittelten PV-Gradienten auftritt. Nach der schema-

tischen Abbildung 3.5 bewirkt die Vorzeichenumkehr die Umwandlung der positiven

R

�

uckkopplung in eine negative, wodurch eine Equilibration eingeleitet werden kann.

Erst wenn der barokline Anteil der Welle ebenfalls das Vorzeichen wechselt, kann

die positive R

�

uckkopplung wieder einsetzen. Vermutlich werden so die nachfolgenden

Lebenszyklen verursacht. Bei den schwach instabilen F

�

allen (B = 0:1) wird dagegen

der Gradient der zonal gemittelten potentiellen Vorticity nur leicht verringert. Es

stellt sich daher die Frage, welcher Mechanismus bei schwacher Instabilit

�

at die Equi-

libration bewirkt. Zur Beantwortung dieser Frage wird zun

�

achst darauf hingewiesen,

da� auch die Kr

�

ummung des Str

�

omungspro�ls einen Beitrag zum zonal gemittelten

PV-Gradienten liefert. Am Anfang der Entwicklung verschwindet diese Kr

�

ummung,

aber durch die meridionale Massenadvektion der Welle verringert sich die vertikale

Scherung der Zonalmittelstr

�

omung in der Kanalmitte st

�

arker als bei den Kanalbe-

randungen. Die daraus resultierende Kr

�

ummung im Str

�

omungspro�l schw

�

acht den

zonal gemittelten PV-Gradienten zus

�

atzlich ab. Deshalb kann der in Abbildung 3.5a

dargestellte Generationsterm bei schwacher Instabilit

�

at im Laufe der Entwicklung sei-

ne Dominanz gegen

�

uber dem Advektionsterm, der durch die Pro�lkr

�

ummung kaum

beeinu�t wird, verlieren. Der gleiche Mechanismus bewirkt die Equilibration in der

analytischen L

�

osung von Pedlosky (1970) (siehe auch Pedlosky 1987), die nur bei

schwacher Instabilit

�

at g

�

ultig ist. Es ist anzunehmen, da� die schwach instabilen F

�

alle

durch diese L

�

osung recht gut approximiert werden. Zumindest k

�

onnen diese F

�

alle ein-

wandfrei mit einer minimalen spektralen Abschneidung bei zonaler Wellenzahl 1 und

meridionaler Wellenzahl 2 numerisch simuliert werden. Bei der minimalen Au

�

osung

besteht wie in der analytischen L

�

osung lediglich eine Wechselwirkung zwischen den

beiden Moden der anwachsenden Fundamentalwelle und einem Mode der baroklinen

Zonalmittelstr

�

omung.

In Abbildung 4.3 ist f

�

ur das Zweischichtensystem der Anteil der totalen St

�

orungs-

energie A

e

+ K

e

an der Gesamtenergie E

g

= A + K bei der Equilibration sowie

der Zeitpunkt der Equilibration als Funktion des Aspektverh

�

altnisses und des Baro-

klinit

�

atsparameters gezeigt. In diesen Parameterdiagrammen kann man zwei kenn-

zeichnende Bereiche (Regime) ausmachen. Der eine Bereich ist gekennzeichnet durch

eine hohe Abh

�

angigkeit von den

�

au�eren Parametern und �ndet sich bei niedrigen

Werten des Baroklinit

�

atsparameters. Dort erfolgt eine Zunahme des Energieanteils

bei Verst

�

arkung der Baroklinit

�

at und Erh

�

ohung des Aspektverh

�

altnisses. Auch der

Zeitpunkt der Equilibration erh

�

oht sich dementsprechend. Man kann annehmen, da�

in diesem Bereich die Equilibration durch den eben beschriebenen E�ekt der Pro�l-

kr

�

ummung verursacht wird. In dem anderen Bereich besteht dagegen eine sehr gerin-

ge Abh

�

angigkeit von den

�

au�eren Parametern, wobei das erreichte Energieverh

�

altnis

�

uber 90% liegt. Bei sehr hohen Werten des Baroklinit

�

atsparameters kann man so-
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a) b)

Zweischichtensystem, Symmetrie Z

Abbildung 4.3: Verteilungen als Funktion des Aspektverh

�

altnisses a und des Baroklinit

�

atsparameters

B f

�

ur die Z-L

�

osungen im Zweischichtensystem: a) Anteil der totalen St

�

orungsenergie A

e

+K

e

an

der Gesamtenergie E

g

zum Zeitpunkt der Equilibration (Isolinienabstand � = 0:1), b) Zeitpunkt

der Equilibration (Isolinienabstand � = 0:5).

gar eine Unabh

�

angigkeit des Equilibrationszeitpunktes von den

�

au�eren Parametern

verzeichnen. Hier wird vermutlich die Equilibration ausschlie�lich durch die Vorzei-

chenumkehr des PV-Gradienten herbeigef

�

uhrt.

Abbildung 4.4 zeigt die Energetik einiger numerischer Z-L

�

osungen im UPV-System.

Bei schwacher Instabilit

�

at (B = 0:1) gleicht die Entwicklung der im Zweischichten-

system. In den etwas instabileren F

�

allen (B = 0:4) erreicht jedoch die St

�

orung im

Vergleich zum Zweischichtensystem ein geringes Energieniveau, wobei die verf

�

ugbare

potentielle St

�

orungsenergie A

e

einen h

�

oheren Anteil davon erh

�

alt. Letzteres resultiert

aus der Tatsache, da� auch der vertikal symmetrische Wellenanteil im UPV-System

verf

�

ugbare potentielle Energie enth

�

alt. Das geringere Energieverh

�

altnis im UPV-

System ist dagegen vermutlich auf die o�enen Kanalberandungen zur

�

uckzuf

�

uhren, da

Simulationen von freien L

�

osungen im Zweischichtensystem ein sehr

�

ahnliches Verhal-

ten zeigen. Anscheinend f

�

allt der Pro�lkr

�

ummungse�ekt im o�enen Kanal st

�

arker

aus. Im o�enen Kanal werden die Temperaturgradienten aufgrund der Wellentem-

peratur

�

usse an der Berandung erh

�

oht und folglich die vertikale Scherung in der

Zonalmittelstr

�

omung verst

�

arkt. Dadurch vergr

�

o�ert sich aber auch die Kr

�

ummung

im Meridionalpro�l, da in der Kanalmitte die vertikale Scherung abnimmt. Im fest be-

randeten Kanal ist dagegen eine

�

Anderung der zonal gemittelten Str

�

omung am Rand

nicht m

�

oglich. So kommt es am Rand zu Vertikalbewegungen, die den Temperatur-

gradienten abschw

�

achen. Bei den stark instabilen F

�

allen (B = 1) verzeichnet man
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Abb. 4.4: Energetik als Funktion der Zeit f

�

ur einige Z-L

�
osungen im UPV-System. Dargestellt sind K

e

(durchgezogene Kurve), K

z

(gestrichelte

Kurve), A

e

(gepunktete Kurve) und A

z

(strich-gepunktete Kurve).

UPV-System, Symmetrie Z
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a) b)

UPV-System, Symmetrie Z

Abbildung 4.5: Verteilungen als Funktion des Aspektverh

�

altnisses a und des Baroklinit

�

atsparame-

ters B f

�

ur die Z-L

�

osungen im UPV System: a) Das Verh

�

altnis von totaler St

�

orungsenergie zur

Gesamtenergie bei der Equilibration (Isolinienabstand � = 0:1), b) Zeitpunkt der Equilibration

(Isolinienabstand � = 0:5).

hohe Energieschwankungen nach der ersten Equilibration. Es ist im Gegensatz zum

Zweischichtensystem nicht erkennbar, da� die L

�

osung einen Gleichgewichtszustand

anstrebt. Dieses Verhalten wurde auch bei den freien L

�

osungen im Zweischichten-

system festgestellt und ist deshalb ebenfalls vermutlich auf die Randbedingungen

zur

�

uckzuf

�

uhren. Eine Erkl

�

arung f

�

ur diesen Unterschied kann jedoch nicht gegeben

werden.

Nach Bretherton (1966a)

�

ubernimmt die Temperatur an den Berandungen des UPV-

Systems die Rolle der potentiellen Vorticity. Tats

�

achlich besitzen die r

�

aumlichen

Verteilungen der Temperatur im UPV-System an der unteren Berandung eine gro�e

�

Ahnlichkeit zu den Verteilungen der potentiellen Vorticity in der unteren Schicht des

Zweischichtensystems. Da keine wesentlichen Unterschiede bestehen, wird auf eine

Diskussion dieser Verteilungen verzichtet. Abbildung 4.5 zeigt die gleichen Parame-

terdiagramme wie Abbildung 4.3, jedoch f

�

ur das UPV-System. Im Vergleich zum

Zweischichtensystem kann man eine Vergr

�

o�erung des Bereiches verzeichnen, in dem

der St

�

orungsenergieanteil weniger als 90% betr

�

agt. Dieses Ergebnis erkl

�

art sich wahr-

scheinlich durch den ver

�

anderten Pro�lkr

�

ummungse�ekt im UPV-System. Es existiert

auch eine Region mit einem Energieverh

�

altnis von

�

uber 100%, da die Gesamtener-

gie im UPV-System nicht erhalten bleibt. Dieses Verh

�

altnis

�

ubersteigt jedoch nicht

130 %, so da� die Energiezufuhr von au�en nur einen gem

�

a�igten Einu� auf das

Energiebudget aus

�

ubt. Ein Bereich mit einer geringen Abh

�

angigkeit von den

�

au�eren
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Parametern tritt im UPV-System nicht auf. Das ist vermutlich ebenfalls eine Folge

der o�enen Kanalberandungen.

4.4 Die Entwicklungen der A-L

�

osungen

In Abbildung 4.6 ist die Energetik einiger A-L

�

osungen im Zweischichtensystem ge-

zeigt. In den F

�

allen mit niedrigem Aspektverh

�

altnis (a = 1:5) kann kein Unterschied

zu den entsprechenden Z-L

�

osungen festgestellt werden. Daher spielt der Symmetrie-

bruch in diesen F

�

allen f

�

ur die Entwicklung bis zum Zeitpunkt T = 10 keine Rolle.

In den F

�

allen B = 0:4; a = 2; und B = 0:7; a = 2 gleichen sich die Entwicklungen

der A- und Z-L

�

osungen bis zum Zeitpunkt der Equilibration, aber zu einem sp

�

ateren

Zeitpunkt erkennt man ein Anwachsen der zonalen kinetischen Energie K

z

mit einer

gleichzeitigen Abnahme der kinetischen St

�

orungsenergie K

e

. In allen anderen F

�

allen

mit B � 0:4 und a � 2 beginnt das Wachstum von K

z

schon in der Equilibrations-

phase und die L

�

osung strebt einen Gleichgewichtszustand an, in dem K

z

den gr

�

o�ten

Anteil an der Gesamtenergie besitzt. Das Verhalten nach der ersten Equilibration

gestaltet sich sehr unterschiedlich. Bei einigen Simulationen verbleibt K

e

auf einem

hohem Niveau (z. B. der Fall B = 1; a = 3). In anderen F

�

allen dagegen kann man

das Auftreten eines einzigen asymmetrischen Lebenszyklus mit einer klar de�nierten

barotropen Au

�

osungsphase feststellen, wonach K

e

auf einem sehr geringen Niveau

verbleibt (z. B. der Fall B = 1; a = 2). Bei schwacher Instabilit

�

at (B = 0:1) ist der

Symmetriebruch f

�

ur die erste Entwicklung unbedeutend mit Ausnahme des Falls mit

hohem Aspektverh

�

altnis (a = 3). Interessanterweise erreicht K

z

in diesem Fall ein viel

h

�

oheres Niveau als die St

�

orungsenergie. Die St

�

orung wandelt daher den gr

�

o�ten Teil

der durch barokline Prozesse gewonnenen Energie unmittelbar in die kinetische Ener-

gie der Zonalstr

�

omung um. Insgesamt stellt sich heraus, da� der symmetriebrechende

Anteil der Anfangsst

�

orung in den meisten Simulationen die Entwicklung gravierend

modi�ziert. Im UPV-System hat der Symmetriebruch eine sehr

�

ahnliche Auswirkung

auf die Energetik (nicht gezeigt). Als Unterschied ist zu erw

�

ahnen, da� in den drei

F

�

allen B = 0:7; a = 2:0, B = 0:3; a = 2:0 und B = 0:1; a = 3:0 der Symmetriebruch

die Entwicklung nicht beeinu�t. Auch f

�

ur diesen Unterschied kommt als Ursache

der o�ene Rand im UPV-System in Frage, da die entsprechenden freien L

�

osungen im

Zweischichtensystem das gleiche Verhalten zeigen.

Abbildung 4.7 zeigt horizontale Verteilungen der potentiellen Vorticity in der unteren

Schicht des Zweischichtensystems sowie der Temperatur an der unteren Berandung

des UPV-Systems zum Zeitpunkt der Equilibration in den F

�

allen, in denen der Sym-

metriebruch einen merklichen Einu� auf die Equilibration aus

�

ubt. Abgesehen von

dem Fall B = 1; a = 3 besteht eine gro�e

�

Ahnlichkeit zwischen den Verteilungen

der potentiellen Vorticity des Zweischichtensystems und den Temperaturverteilungen

des UPV-Systems. In allen F

�

allen wird die meridionale Phasenneigung der Welle

deutlich. Bei schw

�

acherer Instabilit

�

at hat jedoch die Phasenneigung w

�

ahrend der

Entwicklung die Richtung gewechselt (vergleiche Abbildung 3.1). Eine m

�

ogliche Er-

kl

�

arung f

�

ur diesen Wechsel liefert die im Fall B = 0:4 vorliegende Stabilit

�

at der
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Abb. 4.6: Energetik als Funktion der Zeit f

�

ur einige A-L

�
osungen im Zweischichtensystem. Dargestellt sind K

e

(durchgezogene Kurve), K

z

(ge-

strichelte Kurve), A

e

(gepunktete Kurve) und A

z

(strich-gepunktete Kurve).

Zweischichtensystem, Symmetrie A

6
6



Zweischichtensystem UPV-System

Symmetrie A

Abbildung 4.7: Horizontalverteilungen f

�

ur einige A-L

�

osungen zum Zeitpunkt der Equilibration. Die

beiden linken Spalten zeigen Horizontalverteilungen der potentiellen Vorticity in der unteren Schicht

des Zweischichtensystems und die beiden rechten Spalten Horizontalverteilungen der Temperatur an

der unteren Berandung im UPV-System. Negative Isolinien sind gestrichelt dargestellt und der

Isolinienabstand wurde so festgelegt, da� 10 Isolinien abgebildet werden.

Zonalstr

�

omung bez

�

uglich des Normalmodes mit meridionaler Wellenzahl 2. Im stabi-

len (oder korrekter gesagt neutralen) Fall nehmen die Eigenwerte des Normalmodes

einen imagin

�

aren Wert an. Daher schwingt die symmetriebrechende St

�

orung zu-

mindest in dem Zeitraum, wo die Nichtlinearit

�

aten keine Rolle spielen. Infolge der

Schwingung ist also der Phasenneigungswechsel m

�

oglich. Bei st

�

arkerer Instabilit

�

at

(B = 0:7 und B = 1) ist dagegen der zonale Grundstrom auch instabil bez

�

uglich

dieses Normalmodes. Dementsprechend sollte auch kein Wechsel der Phasenneigung

statt�nden. Ferner kann man in den stark instabilen F

�

allen die Auspr

�

agung von Li-
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nien mit sehr starkem PV- bzw. Temperaturgradienten erkennen. Synoptisch w

�

urde

man diese Linien als Kaltfronten interpretieren. Da sich bei den Z-L

�

osungen eine

solche Front nicht bildet, resultiert diese Front anscheinend aus der Scherungsde-

formation der barotropen Zonalmittelstr

�

omung. Entsprechend w

�

are eine Warmfront

entstanden, h

�

atte man anfangs eine umgekehrte Phasenneigung vorgegeben. An den

Kanalberandungen zeigen sich ebenfalls frontartige Strukturen. Diese sind eine Folge

der geostrophischen Randbedingung, die eine starke Str

�

omungskonuenz hervorruft.

Im UPV-System kann man im Fall B = 1; a = 3 eine Abl

�

osung der positiven Tem-

peraturanomalie von ihrer Quelle erkennen. In allen anderen F

�

allen �ndet ebenfalls

eine solche Sekklusion statt, jedoch zu einem sp

�

ateren Zeitpunkt.

In Abbildung 4.8 ist in den Parameterdiagrammen dargestellt, um welchen Betrag der

Symmetriebruch den maximal erreichten St

�

orungsenergieanteil ver

�

andert und wel-

chen Energieanteil die zonale kinetische Energie K

z

im zeitlichen Mittel von T = 5

bis T = 10 besitzt. Man erkennt, da� in beiden Systemen der Symmetriebruch die

maximale St

�

orungsenergie in der rechten H

�

alfte des Parameterdiagramms sichtbar ab-

schw

�

acht. In der linken H

�

alfte ist dagegen der Einu� nur gering. Ferner kann man

ein Minimum in der Abschw

�

achung bei B = 0:5; a = 2:7 im Zweischichtensystem und

bei B = 0:5; a = 2:8 im UPV-System identi�zieren. Eine geringere Abschw

�

achung

erfolgt auch bei hohen Werten des Baroklinit

�

atsparameters. Vermutlich wirkt sich

dort der Symmetriebruch aufgrund der starken baroklinen Instabilit

�

at nicht so stark

auf die Equilibration aus. Noch deutlicher zeichnet sich der Symmetriebruch bei dem

zeitlich gemittelten zonalen kinetischen Energieanteil ab. In den entsprechenden Pa-

rameterdiagrammen kann man eine stufenartige Abgrenzung zwischen zwei Regimen

ausmachen. In dem einen Regime liegt der zeitlich gemittelte Anteil unter 40%. In

dem anderen Regime liegt der Wert weit

�

uber der anf

�

anglichen kinetischen Energie.

Man kann daraus schlie�en, da� im zeitlichen Mittel die St

�

orungen in diesem Regime

einen negativen Wirbelviskosit

�

atse�ekt zeigen. Ein Minimum bei B = 0:5; a = 2:8

tritt in dem zeitlichen Mittel von K

z

nicht auf, da in diesem Fall der barotrope Zerfall

zu einem sp

�

ateren Zeitpunkt doch noch erfolgte. Die Verteilungen besitzen weitere

Detailstrukturen, deren Ursachen im Rahmen dieser Arbeit jedoch nicht gekl

�

art wer-

den k

�

onnen.

4.5 Die Entwicklungen der S-L

�

osungen

Bei den S-L

�

osungen wirkt sich der Symmetriebruch nur in den F

�

allen mit a > 2:6 so-

wie in den F

�

allen mit einem sehr hohen Baroklinit

�

atsparameter (B > 1) aus. Die Dis-

kussion bleibt daher auf diesen Bereich beschr

�

ankt. Abbildung 4.9 zeigt die Energetik

f

�

ur einige Simulationen im Zweischichtensystem mit a = 3. In den F

�

allen B = 0:4

und B = 1 durchl

�

auft die L

�

osung einen klar de�nierten asymmetrischen Lebenszy-

klus, wobei die kinetische Energie der Zonalmittelstr

�

omung nach der Au

�

osungspha-

se mehr als 70% von der totalen Energie erh

�

alt. In dem Fall B = 0:7 verl

�

auft die

Entwicklung dagegen zun

�

achst genauso wie in der Z-L

�

osung. Erst zum Zeitpunkt

T = 9 tritt ein exponentielles Wachstum der zonalen kinetischen Energie auf. Bei
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a) b)

Zweischichtensystem, Symmetrie A

c) d)

UPV-System, Symmetrie A

Abbildung 4.8: Verteilungen als Funktion des Aspektverh

�

altnisses a und des Baroklinit

�

atsparame-

ters B f

�

ur die A-L

�

osungen: a) Die Di�erenz zwischen der A-L

�

osung und der Z-L

�

osung von dem

Anteil der St

�

orungsenergie an der Gesamtenergie zum Zeitpunkt der Equilibration im Zweischich-

tensystem, b) Anteil der

�

uber den Zeitraum 5 � T � 10 gemittelten zonalen kinetischen Energie an

der Gesamtenergie im Zweischichtensystem, c) wie a) jedoch im UPV-System, d) wie b) jedoch im

UPV-System. Der Isolinienabstand betr

�

agt � = 0:1, negative Isolinien sind gestrichelt dargestellt

und die Null-Linie wird nicht gezeigt. Bei b) und c) sind die Bereiche mit einem Verh

�

altnis von

mehr als 0.4 schattiert.
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Zweischichtensystem, Symmetrie S
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Abbildung 4.9: Energetik als Funktion der Zeit f

�

ur einige S-L

�

osungen im Zweischichtensystem.

Dargestellt sind K

e

(durchgezogene Kurve), K

z

(gestrichelte Kurve), A

e

(gepunktete Kurve) und

A

z

(strich-gepunktete Kurve).

schwacher Instabilit

�

at (B = 0:1) kommt es im Unterschied zu der Z-L

�

osung zu einer

periodischen Abfolge von mehreren symmetrischen Lebenszyklen. Dieses Verhalten

ist ebenfalls in allen anderen schwach instabilen F

�

allen mit einer symmetriebrechen-

den Anfangsst

�

orung zu verzeichnen (siehe auch Abbildung 4.6). Vermutlich ist das

Auftreten eines einzigen symmetrischen Lebenszyklus - wie in der schwach instabilen

zonoklinen L

�

osung (Abbildung 4.2) und wie bei der analytischen L

�

osung von Pedlosky

(1970) - nur dann m

�

oglich, wenn anfangs eine Normalmode-St

�

orung vorliegt.

Abbildung 4.10 zeigt horizontale Verteilungen der potentiellen Vorticity der unteren

Schicht des Zweischichtensystems sowie der Temperatur an der unteren Berandung

des UPV-Systems zum Zeitpunkt der Equilibration f

�

ur die F

�

alle B = 0:4; a = 3 und

B = 1; a = 3. Auch bei den S-L

�

osungen gleichen die Verteilungen des Zweischich-

tensystems denen des UPV-Systems. Im Fall B = 0:4; a = 3 ist die Auswirkung des

Symmetriebruchs auf die Verteilungen zu diesem Zeitpunkt nicht so deutlich ausge-

pr

�

agt. Es ist jedoch festzustellen, da� die Anomalien im Vergleich zu der entsprechen-

den Z-L

�

osung weniger weit in meridionaler Richtung ausgelenkt wurden. Bei starker

Instabilit

�

at (B = 1) tritt der Symmetriebruch sehr viel deutlicher hervor. In diesem

Fall kommt es zu der Entstehung einer Warmfront und einer Kaltfront, die wie in

dem Konzeptmodell von Shapiro und Keyser (1990) sich zu einander etwa senkrecht

anordnen. Eine

�

ahnliche Anordnung wurde auch in der semigeostrophischen Studie
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Zweischichtensystem UPV-System

Symmetrie S

Abbildung 4.10: Horizontalverteilungen f

�

ur einige S-L

�

osungen zum Zeitpunkt der Equilibration. Die

beiden linken Bilder zeigen Horizontalverteilungen der potentiellen Vorticity in der unteren Schicht

des Zweischichtensystems und die beiden rechten Bilder Horizontalverteilungen der Temperatur an

der unteren Berandung im UPV-System. Negative Isolinien sind gestrichelt dargestellt und der

Isolinienabstand wurde so festgelegt, da� 10 Isolinien abgebildet werden.

von Hoskins und West (1979) gefunden. Da Hoskins und West nur L

�

osungen mit

der Symmetrie S betrachteten, ist vermutlich die T-f

�

ormige Anordnung der separat

auftretenden Warm- und Kaltfront eine Folge der Scherungsdeformation von ostw

�

arts

gerichteten Zonalmittelstr

�

omungen, die ihr Maximum in der Kanalmitte aufweisen.

In Abbildung 4.11 werden die in Abschnitt 4.4 diskutierten Parameterdiagramme f

�

ur

die S-L

�

osung gezeigt. Es wird deutlich, da� der Symmetriebruch nur in einem kleinen

Bereich des Diagramms Auswirkung auf die Entwicklung besitzt. Man kann in beiden

Systemen zwei Bereiche identi�zieren, in denen eine Abschw

�

achung der St

�

orungsener-

gie bei der Equilibration und ein hoher Mittelwert der zonalen kinetischen Energie

erreicht wird. Der eine Bereich liegt bei sehr hohen Werten des Aspektverh

�

altnisses

(a � 2:8) und bei mittlerer Instabilit

�

at (B � 0:5). Der andere Bereich ist dage-

gen gekennzeichnet durch starke Instabilit

�

at (B > 0:9), wobei auch niedrigere Werte

des Aspektverh

�

altnisses a mit eingeschlossen werden. Zwischen diesen beiden Be-

reichen kann man keine nennenswerte Auswirkung des Symmetriebruchs auf die er-

ste Equilibration feststellen, was bereits bei der energetischen Entwicklung des Falls

B = 0:7; a = 3 erkennbar war (Abbildung 4.9). Die Verteilungen des Anteils der

zonalen kinetischen Energie an der Gesamtenergie o�enbaren eine

�

ahnliche Struktur.

Der klar abgegrenzte Bereich mit erh

�

ohter zonaler kinetischer Energie weist jedoch

eine weniger stark ausgepr

�

agte L

�

ucke bei B = 0:7; a = 3 auf, da in diesem Bereich

erst im Anschlu� an die erste Equilibration dem zonalen Mittel kinetische Energie

zugef

�

uhrt wurde.

4.6 Beispiele f

�

ur eine barotrope Equilibration

In diesem Unterabschnitt werden F

�

alle analysiert, bei denen der Symmetriebruch zu
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a) b)

Zweischichtensystem, Symmetrie S

c) d)

UPV-System, Symmetrie S

Abbildung 4.11: Verteilungen als Funktion des Aspektverh

�

altnisses a und des Baroklinit

�

atspara-

meters B f

�

ur die S-L

�

osungen: a) Die Di�erenz zwischen der S-L

�

osung und der Z-L

�

osung von dem

Anteil der St

�

orungsenergie an der Gesamtenergie zum Zeitpunkt der Equilibration im Zweischich-

tensystem, b) Anteil der

�

uber den Zeitraum 5 � T � 10 gemittelten zonalen kinetischen Energie an

der Gesamtenergie im Zweischichtensystem, c) wie a) jedoch im UPV-System, d) wie b) jedoch im

UPV-System. Der Isolinienabstand betr

�

agt � = 0:1, negative Isolinien sind gestrichelt dargestellt

und die Null-Linie wird nicht gezeigt. Bei b) und c) sind die Bereiche mit einem Verh

�

altnis von

mehr als 0.4 schattiert.
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einer besonders deutlichen Modi�zierung der Entwicklung f

�

uhrt. Aus den Parame-

terdiagrammen (Abbildung 4.8 und Abbildung 4.11) kann man entnehmen, da� im

Zweischichtensystem eine starke Abschw

�

achung der St

�

orungsenergie bei der Equili-

bration im Fall B = 0:3; a = 3 sowohl f

�

ur die A-L

�

osung als auch f

�

ur die S-L

�

osung

auftritt. Die Annahme eines Aspektverh

�

altnisses von a = 3 mag dem Leser als un-

realistisch hohe Anisotropie der Fundamentalwelle erscheinen. Die hier pr

�

asentierten

Ergebnisse zeigen jedoch, da� bei der A-L

�

osung sowie der S-L

�

osung die Zyklonen

und Antizyklonen aufgrund der

�

Uberlagerung von Zonalmittelstr

�

omungen eine sehr

viel geringere Anisotropie aufweisen. Abbildung 4.12 zeigt f

�

ur alle drei Symmetrien

die verschiedenen Energieterme als Funktion der Zeit. Die zeitlichen Entwicklungen

der totalen St

�

orungsenergie (Abbildung 4.12a) sind nahezu identisch bis zum Zeit-

punkt T = 3. Danach verringert sich das Wellenwachstum der A-L

�

osung gegen

�

uber

der Z-L

�

osung und es kommt zu einer raschen Equilibration. Im Anschlu� an die

Equilibration f

�

allt die St

�

orungsenergie auf einen niedrigen Wert ab. Die weitere Ent-

wicklung zeigt zwar einige Schwankungen, die St

�

orungsenergie bleibt aber auf einem

niedrigen Niveau. Eine

�

ahnliche Entwicklung durchl

�

auft die S-L

�

osung mit einer zeit-

lichen Verschiebung, die das Erreichen einer h

�

oheren St

�

orungsamplitude bewirkt. Im

Gegensatz zur A-L

�

osung folgen dem ersten Lebenszyklus weitere regelm

�

a�ig wieder-

kehrende Lebenszyklen, deren Amplitude langsam abnimmt. Die totale St

�

orungs-

energie der Z-L

�

osung erreicht ein sehr viel h

�

oheres Niveau bei der Equilibration, die

zu einem sp

�

ateren Zeitpunkt auftritt. Daher ist o�enbar ein zus

�

atzlicher Mecha-

nismus f

�

ur die Equilibration der A-L

�

osung sowie der S-L

�

osung verantwortlich. Bei

logarithmischer Skalierung der Abszisse (Abbildung 4.12b) kann man auch die Ent-

wicklung bei sehr kleiner Energieamplitude verfolgen und zudem die Intervalle mit

exponentiellem Wachstum identi�zieren, da in diesem Diagramm eine Exponential-

funktion als Gerade erscheint. Bei T = 0 liegen die A-L

�

osung und die S-L

�

osung durch

die symmetriebrechende St

�

orung auf einem h

�

oherem Energieniveau. Da am Anfang

aber nur der Fundamentalwellenanteil anw

�

achst, konvergieren alle drei L

�

osungen re-

lativ schnell auf eine Gerade. Der symmetriebrechende Anteil der St

�

orung beeinu�t

folglich die lineare Wachstumsphase nicht und entfaltet erst sehr viel sp

�

ater seine

Wirkung. Bei der Equilibration der A-L

�

osung und der S-L

�

osung kommt es zu einer

gleichzeitigen Ampli�kation der zonalen kinetischen Energie K

z

(Abbildung 4.12c),

welche im weiteren Verlauf eine sichtbare Antikorrelation mit der Entwicklung der

totalen St

�

orungsenergie aufweist. Bei der Z-L

�

osung verbleibt die zonale kinetische

Energie dagegen auf einem niedrigen Niveau. Die A-L

�

osung und die S-L

�

osung zeigen

nach dem ersten Lebenszyklus nur noch sehr geringe Schwankungen in der zonalen

verf

�

ugbaren potentiellen Energie A

z

(Abbildung 4.12d). Folglich sind die Fluktua-

tionen der totalen St

�

orungsenergie eine Folge der kinetischen Energieumwandlung

C(K

z

; K

e

), was auch die Antikorrelation bez

�

uglich K

z

erkl

�

art. Die Z-L

�

osung weist

im Unterschied eine Antikorrelation der St

�

orungsenergie mit A

z

auf. Daher mu� die

barokline Energieumwandlung C(A

z

; A

e

) f

�

ur das Verhalten der St

�

orungsenergie ver-

antwortlich sein. Diese Schlu�folgerungen werden durch die Abbildung 4.13 best

�

atigt,

in welcher die zeitliche Entwicklung dieser Umwandlungen gezeigt wird.
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Abbildung 4.12: Energetik des Falls B = 0:3; a = 3 im Zweischichtensystem f

�

ur die Z-L

�

osung

(durchgezogene Kurve), die A-L

�

osung (gestrichelte Kurve) und die S-L

�

osung (gepunktete Kurve):

a) Totale St

�

orungsenergie K

e

+ A

e

, b) wie bei a) jedoch mit logarithmisch skalierter Abszisse, c)

zonale kinetische Energie K

z

, d) zonale verf

�

ugbare potentielle Energie A

z

.

In Abbildung 4.14 werden zeitlich aufeinanderfolgende Horizontalverteilungen der

Stromfunktion zusammen mit der potentiellen Vorticity in der unteren Schicht f

�

ur die

drei L

�

osungen gezeigt. Um die zeitlich sich entwickelnde Str

�

omung hervorzuheben,

wurde der meridional konstante Grundstrom von der Stromfunktion abgezogen, was

man auch durch eine im quasigeostrophischen System g

�

ultige Galilei-Transformation

erreichen k

�

onnte. Au�erdem werden zur besseren

�

Ubersicht in zonaler Richtung zwei

Wellenl

�

angen dargestellt. Am Anfang der Entwicklung (T = 2:5) sind bereits leichte

Unterschiede erkennbar. Bei der A-L

�

osung sowie der S-L

�

osung neigen sich die Phasen-

linien. Die A-L

�

osung weist zudem eine st

�

arkere Auspr

�

agung der Zyklonenentwicklung

auf. Die Stromfunktionswelle ist mit der Vorticitywelle nahezu in Phase, was als Folge

der geringen vertikalen Neigung der Wellenphase bei schwacher Instabilit

�

at anzusehen

ist. Ab dem Zeitpunkt T = 3:5 wird deutlich, da� die drei Entwicklungen auseinan-

derlaufen. Die Z-L

�

osung beh

�

alt die anf

�

angliche Wellenstruktur bis zum Ende der Ent-
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Abbildung 4.13: Energieumwandlungen des Falls B = 0:3; a = 3 im Zweischichtensystem f

�

ur die

Z-L

�

osung (durchgezogene Kurve), die A-L

�

osung (gestrichelte Kurve) und die S-L

�

osung (gepunktete

Kurve): a) Barokline Umwandlung C(A

z

; A

e

), b) kinetische Umwandlung C(K

z

;K

e

).

wicklung bei, und die Konturen der potentiellen Vorticity werden immer weiter aus-

gelenkt, ohne da� die PV-Anomalien von ihrer Quelle abgeschnitten werden. Bei der

A-L

�

osung neigen sich die dominierenden Zyklonen in zunehmenden Ma�e gegen

�

uber

der meridionalen Richtung, wobei die zyklonal gescherte Zonalmittelstr

�

omung immer

mehr Gewicht erh

�

alt. Diese Entwicklung entspricht dem in Abschnitt 1.4 qualitativ

diskutierten Neigungsvorgang einer meridional erstreckten Zyklone. Die Konturen

der potentiellen Vorticity sind der Scherungsdeformation der zyklonal gescherten Zo-

nalmittelstr

�

omung ausgesetzt. Daher werden die Konturen in der Kanalmitte auf-

grund der maximalen Scherung besonders stark deformiert, so da� zum Zeitpunkt

T = 4 die zuvor durch d

�

unne Verbindungsstreifen mit der Quelle verbundenen PV-

Anomalien abgeschnitten werden. Der Abschneidungsprozess kann nur aufgrund der

Horizontaldi�usion statt�nden, da die potentielle Vorticity eine Erhaltungsgr

�

o�e ist

und somit ein noch so d

�

unner Streifen bestehen bleiben m

�

u�te. Die Scherung in der

Kanalmitte verkleinert also besonders e�zient die Skalen der Anomalien und sorgt

�

uber die Hyperdi�usion f

�

ur eine irreversible Vermischung von potentieller Vorticity.

Die Stromfunktionsst

�

orungen bleiben bis zum letzten Zeitpunkt (T=4.5) erhalten

und besitzen

�

Ahnlichkeit zu den Katzenaugen der analytischen Stewartson-Warn-

Warn L

�

osung (Stewartson 1978 und Warn und Warn 1978), die das Verhalten einer

Rossbywelle an einer kritischen Linie beschreibt. Die erst im Laufe des Lebenszyklus

entstandene kritische Linie liegt bei der A-L

�

osung in der Kanalmitte. Die S-L

�

osung

beschreibt eine weniger drastische Entwicklung. Im Unterschied zur Z-L

�

osung wan-

dert die Wellenst

�

orung mit zunehmender Phasengeschwindigkeit nach Osten, wobei

sich die Zyklonen und Antizyklonen in meridionaler Richtung gegeneinander verschie-

ben. Daraus resultiert eine nordostw

�

artige Zugbahn f

�

ur die Zyklonenzentren und eine

s

�

udostw

�

artige Zugbahn f

�

ur die Antizyklonenzentren. Zu einem

�

ahnlichen Ergebnis
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kamen Wallace et al. (1988) bei der Analyse der beobachteten Zugbahnen auf der

Nordhemisph

�

are. Bei der S-L

�

osung ist die meridionale Verschiebung der Zyklonen

und Antizyklonen eine Folge der Entstehung einer barotropen Zonalmittelstr

�

omung,

die in der Kanalmitte nach Osten und in der N

�

ahe der seitlichen Berandungen nach

Westen gerichtet ist. Wie bei der A-L

�

osung gewinnt die Zonalmittelstr

�

omung immer

mehr Gewicht, wobei die Zyklonen und Antizyklonen ebenfalls die Form von Katzen-

augen annehmen. Bei der S-L

�

osung treten die kritischen Linien n

�

ordlich und s

�

udlich

der Kanalmitte auf. Im weiteren erkennt man, da� der Raum in unmittelbarer N

�

ahe

der Berandungen nahezu wellenfrei ist. Vermutlich wirken die kritischen Linien wie

Barrieren, die die St

�

orungen in der Mitte des Kanals einfangen. Die Anomalien der

potentiellen Vorticity werden auch bei der S-L

�

osung von ihrer Quelle abgeschnitten.

Eine deutliche Vermischung �ndet bis zu diesem Zeitpunkt jedoch nicht statt, da

sich aufgrund der fehlenden Scherung in der Kanalmitte die Skalen nicht so schnell

verkleinern.

Es w

�

are auch m

�

oglich gewesen, bei der A-L

�

osung und S-L

�

osung den symmetrie-

brechenden Anteil mit einem umgekehrten Vorzeichen vorzugeben. Bei der A-L

�

osung

h

�

atte sich die Welle in die entgegengesetzte Richtung geneigt und es w

�

are eine Anti-

zyklone in einer antizyklonal gescherten Zonalmittelstr

�

omung entstanden. Bei der S-

L

�

osung h

�

atte sich eine meridional symmetrische Zonalmittelstr

�

omung entwickelt, die

in der Kanalmitte nach Westen gerichtet w

�

are. Die Zyklonen (Antizyklonen) w

�

urden

sich nach S

�

udwesten (Nordwesten) verlagern. Obwohl diese entgegengesetzten Ent-

wicklungen im Hinblick auf synoptische Wettersysteme sehr ungew

�

ohnlich sind, ist

im Rahmen der hier betrachteten quasigeostrophisch approximierten Systeme kein

Vorzeichen beim Symmetriebruch pr

�

adestiniert.

Abbildung 4.15 zeigt die zeitliche Entwicklung der zonal gemittelten Meridionalpro-

�le der barotropen Zonalstr

�

omung, des Impulsusses der barotropen St

�

orungen und

der Varianz der barotropen Stromfunktion als Funktion der Zeit f

�

ur die A-L

�

osung

und die S-L

�

osung. Bei der A-L

�

osung entwickelt sich eine meridional antisymme-

trische Scherstr

�

omung infolge des meridional symmetrischen Impulsusses. In der

barotropen Au

�

osungsphase erniedrigt sich die St

�

orungsamplitude am schnellsten in

der Kanalmitte. Anschlie�end bewirkt die hohe Scherung in der Kanalmitte eine Un-

terdr

�

uckung der St

�

orungsaktivit

�

at, w

�

ahrend sie in dem n

�

ordlichen und s

�

udlichen Teil

des Kanals erhalten bleibt. Nach Beendigung der Zerfallsphase stellt sich eine hoch-

frequente, aber schwache Schwingung der Aktivit

�

at ein. Dieses Verhalten resultiert

aus der entgegengesetzten Wanderung der St

�

orungen n

�

ordlich und s

�

udlich der kri-

tischen Linie und ist vergleichbar mit einer sogenannten strukturellen "Vacillation",

welche in Laborexperimenten beobachtet wurde (siehe Pfe�er et al. 1980). Bei der

S-L

�

osung generieren die Impuls

�

usse w

�

ahrend der barotropen Au

�

osungsphase eine

meridional symmetrische Scherstr

�

omung, die in der Kanalmitte ostw

�

arts und in N

�

ahe

der Berandungen westw

�

arts gerichtet ist. Im Gegensatz zur A-L

�

osung reduziert sich

die St

�

orungsaktivit

�

at erst an der Nord- und S

�

udanke der St

�

orung. In der Kanal-
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Symmetrie Z Symmetrie A Symmetrie S

Abbildung 4.14: Zeitlich aufeinanderfolgende Horizontalverteilungen der Stromfunktion (dicke Iso-

linien, �=0.5) und der potentiellen Vorticity (d

�

unne Isolinien, �=5) des Falls B = 0:3; a = 3 in

der unteren Schicht des Zweischichtensystems f

�

ur die Z-L

�

osung (linke Spalte), die A-L

�

osung (mitt-

lere Spalte) und die S-L

�

osung (rechte Spalte). Negative Isolinien der Stromfunktion sind gestrichelt

dargestellt und Bereiche mit positiver potentieller Vorticity sind schattiert.
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Abbildung 4.15: Zeitliche Entwicklung der Meridionalpro�le der barotropen Zonalmittelstr

�

omung

[U

M

] (oberes Diagramm, Isolinienabstand � = 0:5), des Impulsusses der barotropen St

�

orungen

[U

�

M

V

�

M

] (mittleres Diagramm, Isolinienabstand � = 0:2) und der Varianz der barotropen Strom-

funktion

�

	

�2

�

(unteres Diagramm, Isolinienabstand � = 0:05) f

�

ur den Fall B = 0:3; a = 3 im

Zweischichtensystem. a) A-L

�

osung, b) S-L

�

osung.

mitte beh

�

alt die St

�

orung eine endliche Amplitude bei, da dort die Meridionalsche-

rung verschwindet. Nachdem die Scherstr

�

omung ihre maximale Amplitude erreicht

hat, wechselt der Impulsu� mehrere Male sein Vorzeichen, was die Fluktuationen

der kinetischen Energieumwandlung (siehe Abbildung 4.13b) und der St

�

orungsakti-

vit

�

at in der Kanalmitte bewirkt. Die beiden kritischen Linien in dem barotropen

Str

�

omungspro�l verursachen vermutlich dieses Verhalten und verhindern eine Aus-
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Abbildung 4.16: Energetik des Falls B = 0:3; a = 3 im Zweischichtensystem f

�

ur die Z-L

�

osung

(durchgezogeneKurve), die A-L

�

osung (gestrichelte Kurve) und die S-L

�

osung (gepunktete Kurve) bei

Fixierung der vertikal antisymmetrischen Zonalmittelstr

�

omung: a) Totale St

�

orungsenergieK

e

+A

e

,

b) zonale kinetische Energie K

z

.

breitung der St

�

orungen zu den Berandungen. Ein

�

ahnliches Verhalten wurde in der

Entwicklungsstudie von Barnes und Young (1992) mit einem globalen Zirkulations-

modell gefunden. Sie erkl

�

arten die Entwicklung durch das wiederholte Auftreten einer

sogenannten "

�

Uberreektion" der abgestrahlten Wellenaktivit

�

at an der kritischen Li-

nie (siehe Killworth und McIntyre 1985). Eine Abstrahlung von Wellenaktivit

�

at ist

in dieser Simulation jedoch nicht erkennbar. Das liegt vermutlich an dem geringen

Abstand zwischen der Kanalmitte und den kritischen Linien.

Es ist m

�

oglich die barotrope Equilibration in den quasigeostrophischen Systemen zu

isolieren, indem man die vertikal antisymmetrische Zonalmittelstr

�

omung �xiert. Ob-

wohl es keine physikalische Rechtfertigung f

�

ur eine solche Fixierung gibt, ist es sinnvoll

zu testen, ob die Beendigung des baroklinen Wachstums alleine durch die Ausbildung

von barotropen Scherstr

�

omungen m

�

oglich ist. Daher wurden zwei zus

�

atzliche Simu-

lationen der A-L

�

osung und der S-L

�

osung im Fall B = 0:3; a = 3 bei Fixierung des

vertikal antisymmetrischen Anteils der Zonalmittelstr

�

omung durchgef

�

uhrt. Da das er-

reichte Energieniveau in diesen Simulationen sehr viel h

�

oher liegt, wird der Zeitschritt

auf �T = 0:002 und die Zeitskala f

�

ur die Hyperdi�usion auf � = 0:002 erniedrigt. Die

Energetik dieser Simulationen ist in Abbildung 4.16 gezeigt. Zum Vergleich wurde

auch die Entwicklung der totalen St

�

orungsenergie der Z-L

�

osung dargestellt, die sich

einfach durch ein exponentielles Wachstum auszeichnet. Wie bei den L

�

osungen ohne

Fixierung schw

�

acht sich ab dem Zeitpunkt T = 3 das barokline Wachstum der A-

L

�

osung schnell gegen

�

uber dem der Z-L

�

osung ab, so da� kurz darauf die Equilibration

erfolgt. Das Energiemaximum liegt nicht sehr viel h

�

oher als das der entsprechenden

Simulation ohne Fixierung, und auch die weitere Entwicklung unterscheidet sich nicht
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wesentlich. Bei der S-L

�

osung f

�

allt das Wachstum zu einem etwas sp

�

ateren Zeitpunkt

gegen

�

uber der Z-L

�

osung zur

�

uck. Da jedoch die Z-L

�

osung durch das exponentielle

Wachstum bereits ein hohes Energieniveau erreicht hat, liegt das Energiemaximum

der S-L

�

osung im Vergleich zur Simulation ohne Fixierung bei einem viel h

�

oheren Wert.

Die sekund

�

aren Lebenszyklen der S-L

�

osung wiederholen sich aufgrund der st

�

arkeren

Amplitude mit einer h

�

oheren Frequenz und sind unregelm

�

a�iger. Die Ergebnisse der

beiden Experimente weisen die M

�

oglichkeit einer barotropen Equilibration auf und

passen gut in das Konzept des "Barotropic Governor" E�ektes, da eine Zonalmit-

telstr

�

omung allein durch die Ampli�kation einer barotropen Komponente stabilisiert

wurde.

4.7 Barokline Wellenentwicklungen in dem semigeostrophischen UPV-System

In diesem Unterabschnitt wird die Rolle des Symmetriebruchs bei der Entwicklung

einer baroklinen Welle in dem semigeostrophischen UPV-Systems untersucht. Ei-

ne

�

ahnliche Untersuchung wurde bereits von Sch

�

ar (1989) bzw. Davies et al. (1991)

durchgef

�

uhrt. In diesen Arbeiten wurde die Symmetrie durch eine barotrope Zo-

nalmittelstr

�

omung mit meridional antisymmetrischer Scherung gebrochen. Hier wird

im Unterschied dazu ein Fall diskutiert, bei dem der Symmetriebruch durch die An-

fangsst

�

orung ausgel

�

ost wird.

4.7.1 Festlegung des Grundstroms

Der zonale Grundstrom wird f

�

ur dieses Experiment in der Weise formuliert, da� die

vertikale Scherung in der Kanalmitte maximal ist und kontinuierlich bei Ann

�

aherung

an die seitliche Berandung verschwindet. Das kann erreicht werden, indem man in

den geostrophischen Koordinaten eine sinusf

�

ormige Zonalmittelstr

�

omung zu dem in

(2.37b) de�nierten horizontal ungescherten Grundstrom hinzuaddiert. Das f

�

uhrt zu

einer vertikal antisymmetrischen Jetstr

�

omung, die in den geostrophischen Koordina-

ten durch

U(~y; ~z) =

U

0

2

0

@

~z �

1

2

�

1

2

cos(2~y)

sinh

�

�

0;2

(~z �

1

2

)

�

sinh

�

1

2

�

0;2

�

1

A

(4.4)

ausgedr

�

uckt wird. Im Hinblick auf synoptische Systeme kann mit dieser Jetstr

�

omung

eine realistischere Entwicklung erwartet werden, da die Baroklinit

�

at sich in der Mitte

des Kanals konzentriert und deshalb die Polarfront besser repr

�

asentiert werden kann.

Zudem verschwindet der Temperaturgradient an den seitlichen Berandungen. Da-

durch werden die unrealistischen Rande�ekte reduziert. Die seitlichen Berandungen

sind im semigeostrophischen UPV-System zwar o�en, aber die Symmetrie der L

�

osung

erlaubt nur eine sehr begrenzte rand

�

uberschreitende Str

�

omung. Nakamura (1993)

betrachtete die gleiche Form des Grundstroms. Im Vergleich zu Nakamura wird hier
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~z

~y

Abbildung 4.17: Zonalmittelstr

�

omung U im semigeostrophischen UPV-System als Funktion der

geostrophischen Koordinaten ~y und ~z. Der Isolinienabstand betr

�

agt � = 0:2 und negative Isolinien

sind gestrichelt dargestellt.

jedoch eine deutlich geringere interne Froudezahl (d. h. h

�

ohere statische Stabilit

�

at)

mit dem Wert F

I

= 8 vorgegeben (Nakamura w

�

ahlte einen Wert von F

I

� 40). F

�

ur

die Rossbyzahl wird Ro=0.04 angenommen. Diese Wahl ist ein Kompromi�, der

einerseits eine merkliche Frontogenese w

�

ahrend der Entwicklung erm

�

oglicht und an-

dererseits den frontalen Kollaps zu einem sp

�

aten Zeitpunkt erfolgen l

�

a�t. Abbildung

4.17 zeigt den Grundstrom (4.4) als Funktion der geostrophischen Koordinaten ~x und

~z. Diese Verteilung unterscheidet sich nur sehr wenig von der in den physikalischen

Koordinaten.

4.7.2 Lineare Instabilit

�

atsanalyse

Die lineare Instabilit

�

at des meridional variierenden Grundstroms (4.4) kann nicht ana-

lytisch berechnet werden. Folglich m

�

ussen die Normalmoden mit den dazugeh

�

origen

Eigenwerten numerisch aus der Jacobi-Matrix des linearisierten Systems bestimmt

werden. Dazu werden Routinen aus der NAG Fortran Bibliothek verwendet. Ein Ver-

gleich der Ergebnisse mit den numerischen Simulationen weist eine sehr gute

�

Uberein-

stimmung des errechneten mit dem simulierten Wachstum auf. Abbildung 4.18 zeigt

die Wachstumsrate des am schnellsten anwachsenden Normalmodes als Funktion des

Aspektverh

�

altnisses a. Zum Vergleich ist in dem Diagramm auch der Verlauf der in

Gl. (3.25) gegebenen Wachstumsrate bei Vorgabe des meridional konstanten Grund-

stroms eingezeichnet. Es ist deutlich zu erkennen, da� die Jetstr

�

omung im Vergleich

zum meridional konstanten Grundstrom weniger instabil ist. Dieses Ergebnis erkl

�

art

sich wahrscheinlich durch die geringere verf

�

ugbare potentielle Energie des jetf

�

ormi-

gen Grundstroms. Der Kurvenverlauf der Wachstumsrate ist in beiden F

�

allen

�

ahnlich.

Das maximale Wachstum in der Jetstr

�

omung �ndet man bei a = 2:3. Bei dem me-

ridional konstanten Grundstrom liegt es bei einem etwas geringeren Wert. Aufgrund

der vertikalen Antisymmetrie der Jetstr

�

omung verschwindet der Imagin

�

arteil des Ei-

genwerts. Die Struktur des Normalmodes (nicht gezeigt) zeichnet sich im Unterschied
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Abbildung 4.18: Wachstumsrate des am schnellsten anwachsenden Normalmodes als Funktion des

Aspektverh

�

altnisses a f

�

ur die in Gl. (4.4) de�nierte Jetstr

�

omung (durchgezogene Kurve) und f

�

ur den

meridional konstanten Grundstroms (gestrichelte Kurve).

zu der Fundamentalwelle durch eine geringere meridionale Ausdehnung aus, so da�

das Meridionalpro�l der Amplitude etwa mit dem Meridionalpro�l des Grundstroms

�

ubereinstimmt.

4.7.3 Beschreibung der numerischen Experimente

Nakamura (1993) hat nachgewiesen, da� der am schnellsten anwachsende Normal-

mode eines vertikal antisymmetrischen Grundstroms stets der Symmetrie Z unter-

liegt. Daher kann man auch bei Vorgabe der Jetstr

�

omung (4.4) den Symmetriebruch

untersuchen. Es werden zwei Simulationen durchgef

�

uhrt. Bei dem ersten Experiment

wird eine Z-L

�

osung durch die Vorgabe einer Normalmode-St

�

orung mit einem Aspekt-

verh

�

altnis von a = 2 simuliert. Dadurch ist die Wellenl

�

ange dieser St

�

orung geringf

�

ugig

h

�

oher als die des am schnellsten anwachsenden Normalmodes. Die Normalmode-

St

�

orung wird so normiert, da� die kinetische St

�

orungsenergie beiK

e

= 0:009 liegt. Bei

der zweiten L

�

osung wird eine A-L

�

osung durch die Vorgabe der Normalmode-St

�

orung

und einer zus

�

atzlichen symmetriebrechenden St

�

orung 	

0

= �0:05E

Mr

1;2

(~x; ~y; ~z)=G

M

1;2

(

1

2

)

simuliert. Der symmetriebrechende Anteil besitzt im Vergleich zu den quasigeostro-

phischen Simulationen der A-L

�

osung ein negatives Vorzeichen. Damit wird erreicht,

da� sich die Anfangsst

�

orung entgegen dem Uhrzeigersinn neigt und somit eine Zy-

klonenentwicklung bevorzugt wird. Bei den beiden Simulationen wird eine spektrale

Abschneidung bei N

y

= 40 und N

x

= 8 durchgef

�

uhrt. Der Zeitschritt wird mit

�T = 0:002 und die Zeitskala f

�

ur die Hyperdi�usion mit � = 0:002 vorgegeben.

Die h

�

ohere r

�

aumliche Au

�

osung verhindert die sogenannten Gibbs-Ph

�

anomene (siehe

z. B. Hack 1992), die bei der niedrigeren Au

�

osung in der N

�

ahe der Fronten auftreten.
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Abgesehen von diesen lokalen numerischen Probleme sind die L

�

osungen jedoch nicht

sensitiv bez

�

uglich der r

�

aumlichen Au

�

osung.

4.7.4 Resultate

Die Energetik der simulierten L

�

osungen wurde im geostrophischem Raum durch-

gef

�

uhrt. Daher stimmen die Energieterme mit denen des quasigeostrophischen UPV-

Systems

�

uberein, und k

�

onnen auch nach dem Auftreten eines frontalen Kollapses

berechnet werden. Man kann davon ausgehen, da� eine Energetik im physikalischen

Raum keine einschneidenden Unterschiede aufweist, da die Koordinatentransforma-

tion die zonal gemittelten Gr

�

o�en und damit die zonalen Energieterme kaum mo-

di�ziert. Abb. 4.19 zeigt die zeitliche Entwicklung der verschiedenen Energieterme

der beiden L

�

osungen. Auch bei diesen Simulationen wirkt sich der Symmetriebruch

deutlich auf die energetische Entwicklung aus, so da� es ab T = 4 zu einer Divergenz

der L

�

osungen kommt. Danach erf

�

ahrt die A-L

�

osung eine rasche Equilibration, wobei

kinetische Energie von der St

�

orung in die Zonalmittelstr

�

omung

�

ubertragen wird. Die

energetische Entwicklung der A-L

�

osung gleicht also qualitativ der, die in Abschnitt

4.6 diskutiert wurde. Als Unterschied erscheint jedoch die Tatsache, da� die verf

�

ugba-

re potentielle und die kinetische Energie der St

�

orungen in der Wachstumsphase etwa

die gleiche Gr

�

o�enordnung haben. Dieses Ergebnis erkl

�

art sich durch die ausgepr

�

agte

vertikale Phasenneigung der anwachsenden Welle, hervorgerufen durch die hohe In-

stabilit

�

at des Grundzustandes. Die St

�

orung der Z-L

�

osung erreicht im Vergleich zur

A-L

�

osung ein sehr viel h

�

oheres Energieniveau und wandelt in der Zerfallsphase die

Energie wieder in die potentielle Energie des zonalen Mittels um.

In Abbildung 4.20 (Abbildung 4.21) sind zeitlich aufeinanderfolgende Horizontal-

verteilungen der Stromfunktion (Temperatur) an der unteren Berandung f

�

ur die Z-

L

�

osung und die A-L

�

osung gezeigt. Wie in Abbildung 4.14 wurde auch in Abbildung

4.20 der meridional konstante Anteil des Grundstroms von der Stromfunktion abge-

zogen. Am Anfang der Entwicklung (T = 2) erkennt man in der Kanalmitte eine ba-

rokline Zone mit einer

�

uberlagerten Wellenst

�

orung, wobei n

�

ordlich und s

�

udlich dieser

Zone sich schwache Antizyklonen bzw. Zyklonen be�nden. Schon jetzt kann man bei

der A-L

�

osung eine meridionale Neigung der Wellenphase feststellen, w

�

ahrend die Z-

L

�

osung einen Phasenverlauf aufweist, der etwa das Jetpro�l des westw

�

arts gerichteten

Grundstroms wiedergibt. In der weiteren Entwicklung (T = 3 und T = 4) werden die

Temperaturanomalien bei gleichbleibenden Phasenverlauf zunehmend meridional aus-

gelenkt. Dabei verlagern sich die Zyklonen nordw

�

arts und die Antizyklonen s

�

udw

�

arts.

Bereits in diesem Entwicklungsstadium dominieren in der A-L

�

osung die Zyklonen ge-

gen

�

uber den Antizyklonen. Die Z-L

�

osung weist dagegen Zyklonen und Antizyklonen

mit gleichhoher Amplitude auf. Im weiteren kann man bei der A-L

�

osung registrieren,

da� sich an der Ostseite der positiven Temperaturanomalie der Gradient verst

�

arkt,

w

�

ahrend er sich an der Westseite abschw

�

acht. Ab T = 5 kommt es bei beiden L

�

osun-

gen zu einer Frontogenese. Bei der Z-L

�

osung windet sich die Front um die positiven
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Abbildung 4.19: Energetik im semigeostrophischen UPV-System f

�

ur die Simulation der Z-L

�

osung

(durchgezogene Kurve) und die Simulation der A-L

�

osung (gestrichelte Kurve): a) Kinetische

St

�

orungsenergie K

e

, b) verf

�

ugbare potentielle St

�

orungsenergie A

e

, c) zonale kinetische Energie K

z

,

d) zonale verf

�

ugbare potentielle Energie A

z

.

und negativen Temperaturanomalien. Ein solcher Frontenverlauf kann durch kei-

ne der in der Einleitung genannten synoptischen Konzeptmodelle (siehe Abbildung

1.1) best

�

atigt werden. Bei der A-L

�

osung k

�

undigt sich im Zentrum der Zyklone eine

spiralenf

�

ormige Bewegung der positiven Temperaturanomalie an. Dabei biegt sich

die Warmfront um die Zyklone herum. Die Entstehung einer Kaltfront deutet sich

ebenfalls an. Diese steht jedoch noch nicht mit der Warmfront in Verbindung. Die

Entwicklung der A-L

�

osung scheint mit dem Konzeptmodell von Shapiro und Keyser

(1990) (siehe Abbildung 1.1b) im Einklang zu stehen. Zum Zeitpunkt T = 6 kommt

es bei der Z-L

�

osung zu einer erheblichen Verst

�

arkung der Warmfront an der o�enen

Berandung, durch die bereits Fluidelemente aus der periodisch fortgesetzten Region

getreten sind. Diese Warmfront resultiert aus der dortigen Str

�

omungskonuenz. Eine

�

ahnliche Entwicklung wurde von Hoskins (1976) bei einer semigeostrophischen Simu-

lation gefunden. Da die von Hoskins simulierte L

�

osung ebenfalls der Symmetrie Z
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unterlag, ist die Warmfrontogenese an der Berandung wahrscheinlich charakteristisch

f

�

ur eine Z-L

�

osung. Die A-L

�

osung o�enbart zu diesem Zeitpunkt typische Merkmale

einer ausgereiften Zyklone. Die in die Zyklone spiralenf

�

ormig bewegenden negativen

Temperaturanomalien bewirken ein Zusammenlaufen vonWarm- und Kaltfront, die in

einer Okklusionsfront fortgesetzt werden. Diese wiederum verbindet die sekkludierte

Warmanomalie im Zentrum der Zyklone mit ihrem Ursprungsort. Im weiteren �ndet

man bei den Fronten Knicke in den Stromlinien, die dem synoptischen Meteorolo-

gen sehr vertraut sind und auf eine erh

�

ohte Vorticity hindeuten.

�

Ahnliche Strukturen

wurden von Polavarapu und Peltier (1990) mit einem hochau

�

osenden nichthydrosta-

tischen Modell bei Vorgabe eines vertikal antisymmetrischen Grundstroms (der Fall

HBF ihrer Studie) gefunden. Das l

�

a�t vermuten, da� die A-L

�

osung eine bessere se-

migeostrophische Approximation der exakten L

�

osung repr

�

asentiert als die Z-L

�

osung.

Unmittelbar nach dem Zeitpunkt T = 6 tritt in beiden L

�

osungen ein frontaler Kollaps

auf. Bei der Z-L

�

osung kollabiert die Warmfront an der seitlichen Berandung und bei

der A-L

�

osung die Okklusionsfront sowie die zur

�

uckgebogene Warmfront.

Aufgrund der vertikalen Antisymmetrie verl

�

auft die Entwicklung der Temperatur an

der oberen Berandung sehr

�

ahnlich mit dem entgegengesetzten Vorzeichen ab. Daher

werden bei der A-L

�

osung Kaltanomalien sekkludiert. Ein solcher Prozess �ndet sich

auch in anderen numerischen Studien (z. B. Thorncroft und Hoskins 1990). Die Dyna-

mik an der oberen Berandung ist jedoch nicht realistisch im Hinblick auf atmosph

�

ari-

sche Systeme, da eine geneigte Tropopause mit einem meridionalen PV-Gradienten

nicht ber

�

ucksichtigt wird.

Abbildung 4.22 zeigt in den physikalischen Koordinaten zeitlich aufeinanderfolgende

Meridionalschnitte der Zonalmittelstr

�

omung U und des EP-Flusses f

�

ur die Z-L

�

osung

und die A-L

�

osung. Die entsprechenden Verteilungen in den geostrophischen Koordi-

naten ~y; ~z weisen nur leichte Unterschiede auf. Daher kann man auch die energetische

Beziehung (2.46), die im quasigeostrophischen UPV-System g

�

ultig ist, bei der Inter-

pretation anwenden. Die Pfeile des EP-Flusses sind so skaliert, da� sie erst ab dem

Zeitpunkt T = 4 in Erscheinung treten. Vorher besitzt das Vektorfeld zwar eine ge-

ringere Amplitude, aber eine

�

ahnliche Struktur. Am Anfang der Entwicklung (T = 2)

unterscheidet sich die Zonalmittelstr

�

omung aufgrund der geringen St

�

orungsamplitu-

de kaum von dem Grundstrom (Abbildung 4.17). Man kann lediglich erkennen, da�

die vertikale Scherung sich ein wenig reduziert hat und bei der A-L

�

osung eine leich-

te Asymmetrie erscheint. Dieser Trend setzt sich beim darau�olgenden Zeitpunkt

(T = 3) fort. Zum Zeitpunkt T = 4 spalten sich in beiden L

�

osungen die Jets an der

oberen und unteren Berandung auf. Das ist eine Folge des Temperaturusses, der die

Vertikalscherung in der Kanalmitte reduziert und als Vertikalkomponente des EP-

Flusses zu diesem Zeitpunkt dominiert. Die Vertikalkomponente des EP-Flusses ist

von der westw

�

artigen Str

�

omung an der unteren Berandung zur ostw

�

artigen Str

�

omung

an der oberen Berandung gerichtet. Aufgrund der energetischen Beziehung (2.46)

entziehen demnach die St

�

orungen der Zonalmittelstr

�

omung Energie. Eine solche Ver-
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Symmetrie Z Symmetrie A

Abbildung 4.20: Zeitlich aufeinanderfolgende Horizontalverteilungen der Stromfunktion (Isolinien-

abstand �=0.3) an der unteren Berandung des semigeostrophischen UPV-Systems f

�

ur die Z-L

�

osung

(linke Spalte) und die A-L

�

osung (rechte Spalte). Negative Isolinien sind gestrichelt dargestellt.

Die gezeigte Region erstreckt sich in zonaler Richung

�

uber zwei Wellenl

�

angen und in meridionaler

Richtung

�

uber die ganze Kanalbreite.
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Symmetrie Z Symmetrie A

Abbildung 4.21: Zeitlich aufeinanderfolgende Horizontalverteilungen der Temperatur (Isolinienab-

stand �=0.5) an der unteren Berandung des semigeostrophischen UPV-Systems f

�

ur die Z-L

�

osung

(linke Spalte) und die A-L

�

osung (rechte Spalte).
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teilung ist charakteristisch f

�

ur eine barokline Wachstumsphase. Bei der A-L

�

osung

kann man schon eine nordw

�

artige Neigung des EP-Flusses ausmachen. Da der me-

ridional antisymmetrische Anteil an der Zonalmittelstr

�

omung bereits eine deutliche

zyklonale Scherung aufweist, wird

�

uber die Horizontalkomponente des EP-Flusses

kinetische St

�

orungsenergie an die Zonalmittelstr

�

omung abgegeben. Dieser Prozess

kann jedoch zu diesem Zeitpunkt das barokline Wachstum noch nicht kompensieren.

Zum Zeitpunkt T = 5 ist die Vertikalscherung der Z-L

�

osung in der Kanalmitte durch

den Temperaturu� nahezu vollst

�

andig verschwunden, w

�

ahrend bei den Kanalberan-

dungen die Vertikalscherung zugenommen hat. Die A-L

�

osung zeigt auch diese lokale

Abschw

�

achung und Verst

�

arkung der Vertikalscherung. Zus

�

atzlich hat sich bei der

A-L

�

osung die barotrope Komponente der Zonalmittelstr

�

omung und die Horizontal-

komponente des EP-Flusses merklich verst

�

arkt. Einige Vektoren haben daher bereits

eine zum Gradienten der Zonalstr

�

omung entgegengesetzte Richtung und tragen dem-

nach zum Zerfall der St

�

orungsenergie bei. Zum Zeitpunkt T = 6 hat die Vertikal-

scherung der Z-L

�

osung in der Mitte des Kanals ihr Vorzeichen umgekehrt, w

�

ahrend

der Temperaturu� noch nach Norden gerichtet ist. Daher wird in der Kanalmit-

te St

�

orungsenergie in die potentielle Energie des Grundstroms umgewandelt. Bei

den Berandungen haben sich sehr starke Zonalstr

�

omungen entwickelt, deren positive

Vertikalscherung zusammen mit dem vertikal ausgerichteten EP-Flu� den negativen

Beitrag in der Kanalmitte kompensiert. Die Energetik zeigt jedoch, da� kurz nach

diesem Zeitpunkt die negative barokline Umwandlung in der Kanalmitte

�

uberwiegt,

so da� es zu einer baroklinen Equilibration aufgrund der Vorzeichenumkehr des me-

ridionalen Temperaturgradienten kommt. Die St

�

orung der A-L

�

osung zerf

�

allt zu dem

Zeitpunkt T = 6 bereits barotrop, was man daran erkennen kann, da� die meisten

Vektoren des EP-Flusses eine Komponente besitzen, die gegen den Gradienten der Zo-

nalmittelstr

�

omung ausgerichtet ist. In der N

�

ahe der unteren Berandung hat sich der

Temperaturu� in der n

�

ordlichen H

�

alfte des Kanals sichtlich abgeschw

�

acht, w

�

ahrend

er in der s

�

udlichen H

�

alfte bestehen bleibt. Diese Abschw

�

achung resultiert aus der spi-

ralf

�

ormigen Bewegung der Temperaturanomalien in der ausgereiften Zyklone (siehe

Abbildung 4.21).

4.7.5 Weitere Simulationen

Es wurde eine weitere A-L

�

osung simuliert, bei der das Vorzeichen des symmetrie-

brechenden Anteils der St

�

orung umgekehrt wurde. In diesem Fall dominieren die

Antizyklonen bei der Entwicklung, w

�

ahrend die schwachen Zyklonen zu der n

�

ordli-

chen Berandung driften. Auch die Struktur des Temperaturfeldes ist ungew

�

ohnlich.

Die Kalt- und Warmfront vereinigen sich zwar in einer Okklusionsfront. Die sekklu-

dierte Warmanomalie spiralt jedoch nicht in die Zyklone sondern in die Antizyklone.

Es wurde auch eine Simulationen der A-L

�

osung bei Vorgabe einer niedrigeren inter-

nen Froudezahl durchgef

�

uhrt (F

I

= 6:25). In diesem Fall w

�

achst der Normalmode

mit a = 2 am schnellsten an. Bei dieser Simulation ist die Auswirkung des Symme-

triebruchs nicht so hoch wie in dem bereits diskutierten Fall mit F

I

= 8. Folglich
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Abbildung 4.22: Zeitlich aufeinanderfolgende Meridionalschnitte der Zonalmittelstr

�

omung U (Iso-

linien) und des Eliassen-Palm Flusses (Pfeile) im semigeostrophischen UPV-System als Funktion

der physikalischen Koordinaten y und z f

�

ur die Z-L

�

osung (linke Spalte) und die A-L

�

osung (rechte

Spalte) . Der Isolinienabstand betr

�

agt � = 0:2 und negative Isolinien sind gestrichelt dargestellt.
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mu� der symmetriebrechende Anteil der St

�

orung eine h

�

ohere Amplitude besitzen, um

eine vergleichbare Entwicklung zu erhalten. Das ist der Fall, wenn anfangs zu dem

Normalmode die St

�

orung 	

0

= �0:07E

Mr

1;2

(~x; ~y; ~z)=G

M

1;2

(

1

2

) addiert wird. Die Ent-

wicklung verl

�

auft sehr

�

ahnlich bis zum Zeitpunkt T = 5. Zum Zeitpunkt T = 6

ist ebenfalls eine spiralf

�

ormige Bewegung der Temperaturanomalien auszumachen.

Die Fl

�

ache der sekkludierten Warmanomalie ist jedoch gr

�

o�er und die Kaltfront ist

vergleichsweise schwach. Die Simulation mit F

I

= 8 weist daher eine bessere

�

Uberein-

stimmung mit den in der Einleitung beschriebenen Konzeptmodellen auf und wurde

aus diesem Grund f

�

ur die Diskussion bevorzugt.
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5 Analyse der symmetriebrechenden Instabilit

�

aten

Dieses Kapitel besch

�

aftigt sich mit den symmetriebrechenden Instabilit

�

aten. Zu-

erst wird die barotrope Welleninstabilit

�

at eingehend beschrieben. Danach wird die

Stabilit

�

at der simulierten Z-L

�

osungen bez

�

uglich symmetriebrechender Normalmoden

untersucht, um zu sehen, inwiefern die barotrope Welleninstabilit

�

at an dem Symme-

triebruch beteiligt ist.

5.1 Die barotrope Welleninstabilit

�

at

5.1.1 Formulierung des linearen barotropen Problems

Eine zweidimensionale divergenzfreie Str

�

omung wird durch die Vorticitygleichung

@

@t

r

2

h

	+ J(	;r

2

h

	) = 0 (5.1)

beschrieben. Dabei ist 	 die Stromfunktion einer zweidimensionalen Str

�

omung. Lo-

renz (1972) und Gill (1974) gingen bei ihrer Instabilit

�

atsanalyse von einer ebenen

Rossbywelle als Grundzustand aus. Um die barotrope Welleninstabilit

�

at besser mit

den Ergebnissen der Simulationen im Kanal zu vergleichen, wird hier als Grundzu-

stand die station

�

are Fundamentalwelle in der Form

	

0

= sin y sin ax (5.2)

betrachtet. Die Linearisierung der Vorticitygleichung um diesen Grundzustand ergibt

@

@t

r

2

h

	

0

�

 

cos y sin ax

@

@x

� a sin y cosax

@

@y

!

�

1 + a

2

+r

2

h

�

	

0

= 0 ; (5.3)

wobei 	

0

die Stromfunktion der St

�

orung bezeichnet. Man kann nachweisen, da� die

linearisierte Gleichung die Gr

�

o�e

h =

n

(r

2

h

	

0

)

2

� (1 + a

2

)(r

h

	

0

)

2

o

(5.4)

erh

�

alt (siehe Gill 1974).

Die Normalmodenl

�

osung der linearisierten Gleichung unterliegt entweder der Sym-

metrie A (Mode A), d. h.

	

0

= e

�t

	

r0

� E

M

A

(x; y; z); (5.5)
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oder der Symmetrie S (Mode S), d. h.

	

0

= e

�t

	

r0

� E

M

S

(x; y; z): (5.6)

Hier bezeichnet 	

r0

den Normalmode-Vektor mit den Kosinusvariablen als Kompo-

nenten. Der Eigenwert � ist im allgemeinen komplex, wobei der Realteil die Wachs-

tumsrate und der Imagin

�

arteil die Frequenz wiedergibt.

Aufgrund der Erhaltungsbeziehung (5.4) und der Orthogonalit

�

at der Eigenfunktionen

folgt als notwendige Bedingung f

�

ur die Instabilit

�

at, da�

1 + a

2

> �

r

2

h

F

0

F

0

(5.7)

erf

�

ullt werden mu�, wobei F

0

die in dem Kanalgebiet de�nierte Eigenfunktion mit

dem kleinsten Eigenwert bez

�

uglich des Laplace Operators ist (siehe Gill 1974). Diese

Bedingung ist eine Konsequenz des Fj�rtoft-Theorems (Fj�rtoft 1953). Das besagt,

da� im Instabilit

�

atsfall zumindest ein Normalmode eine gr

�

o�ere Skala (d. h. kleineren

Eigenwert bez

�

uglich des Laplace-Operators) besitzen mu� als die des Grundstroms.

Da die Fundamentalwelle der Wellenmode mit der gr

�

o�ten Skala ist, mu� F

0

eine

Zonalmittelstr

�

omung repr

�

asentieren. F

�

ur Mode A ist die Bedingung stets erf

�

ullt,

weil der Koe�zient der Eigenfunktion E

Mr

0;1

im Mode A enthalten ist. Dagegen mu�

f

�

ur die Instabilit

�

at bez

�

uglich Mode S die Bedingung a > (3)

1=2

eingehalten werden.

Dann ist die Skala des meridional symmetrischen Jets U(y) = cos 2y gr

�

o�er als die der

Fundamentalwelle. Umgekehrt kann dieser Jet als Grundstrom aufgrund des Fj�rtoft

Theorems nur dann instabil sein, wenn a < (3)

1=2

. Eine Instabilit

�

atsanalyse von Kuo

(1973) f

�

uhrte

�

ubrigens zu diesem Ergebnis.

5.1.2 Ergebnis der linearen Analyse

Um das lineare Problem zu l

�

osen, wird die spektrale Entwicklung bei einer bestimm-

ten Wellenzahl abgebrochen. Danach werden die Eigenwerte und Eigenvektoren der

Jakobi Matrix mit der NAG-Routine bestimmt. In allen instabilen F

�

allen besitzt der

am schnellsten anwachsende Normalmode einen reellen Eigenwert. Demnach liegt

eine rein aperiodische Instabilit

�

at vor. Abbildung 5.1 zeigt die Wachstumsraten von

den am schnellsten anwachsenden Normalmoden der station

�

aren Welle als Funkti-

on des Aspektverh

�

altnisses a f

�

ur eine spektrale Abschneidung bei der Wellenzahl 19

(durchgezogene Kurve) und der Wellenzahl 20 (gestrichelte Kurve). Abbildung 5.1a

enth

�

alt die Wachstumsrate von Mode A und Abbildung 5.1b die von Mode S. Ab-

bildung 5.1c und Abbildung 5.1d zeigen dasselbe mit dem Unterschied, da� in der

linearisierten Gleichung (5.3) ein Hyperdi�usionsterm hinzugef

�

ugt wurde. In allen
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Abbildung 5.1: Wachstumsrate von dem am schnellsten anwachsenden Normalmode der barotro-

pen station

�

aren Welle als Funktion des Aspektverh

�

altnisses a f

�

ur eine spektrale Abschneidung bei

Wellenzahl 19 (durchgezogene Kurve) und bei Wellenzahl 20 (gestrichelte Kurve). a) Mode A,

b) Mode S, c) Mode A unter Verwendung von Hyperdi�usion, d) Mode S unter Verwendung von

Hyperdi�usion.

F

�

allen beobachtet man eine monotone Zunahme der Wachstumsrate bei Vergr

�

o�e-

rung des Aspektverh

�

altnisses. Das deckt sich mit den qualitativen

�

Uberlegungen

in Abschnitt 1.5. Erstaunlicherweise besitzen die L

�

osungen eine hohe Sensitivit

�

at

bez

�

uglich der spektralen Abschneidung und bez

�

uglich der Hyperdi�usion. W

�

ahrend

die Fundamentalwelle bez

�

uglich Mode A f

�

ur a < 2:2 stabil ist, wenn keine Di�usion

verwendet wird, treten im Di�usionsfall f

�

ur a > 1:5 nicht vernachl

�

assigbare Wachs-

tumsraten auf. Bei Berechnung der Wachstumsrate von Mode A ohne Di�usion ist die

Sensitivit

�

at bez

�

uglich der spektralen Abschneidung gering; sie ist jedoch erkennbar

in dem Bereich 2:2 < a < 2:5. Eine starke Sensitivit

�

at zeigt dagegen der Mode S. Bei

der ungeraden spektralen Abschneidung (bei Wellenzahl 19) beobachtet man gem

�

a�

dem Fj�rtoft-Theorem eine Instabilisierung f

�

ur a > (3)

1=2

. Im Gegensatz dazu er-

93



gibt sich bei einer geraden spektralen Abschneidung (bei Wellenzahl 20) Stabilit

�

at

f

�

ur a < 2:7. Durch die Hinzuf

�

ugung von Hyperdi�usion verschwindet diese Sensiti-

vit

�

at, wobei sich ein mittlerer Kurvenverlauf einstellt. Bei sehr hohen Werten von a

resultiert in allen F

�

allen eine nahezu lineare Zunahme der Wachstumsrate. Die starke

Sensitivit

�

at bez

�

uglich der spektralen Abschneidung und der Hyperdi�usion ist sehr

ungew

�

ohnlich f

�

ur ein lineares Instabilit

�

atsph

�

anomen, in dem sehr kleine Skalen keine

Rolle spielen sollten. Um auszuschlie�en, da� die gew

�

ahlte Au

�

osung zu gering ist,

wurde die gleiche Analyse wiederholt f

�

ur eine spektrale Abschneidung bei Wellen-

zahl 29 und 30. Das Ergebnis ist nahezu identisch. Daher resultiert das Ph

�

anomen

tats

�

achlich aus der spektralen Behandlung der kleinsten noch aufgel

�

osten Skalen und

ist als mathematisches Artefakt der spektralen Methode anzusehen. Es ist jedoch

sinnvoll dieses mathematische Ph

�

anomen mit Hilfe der Hyperdi�usion zu eliminieren,

da diese ohnehin in den numerischen Modellen Verwendung �ndet. Bei Verwendung

von Hyperdi�usion ergeben sich auch nahezu identische Ergebnisse, wenn man bei

N

x

= 8 und N

y

= 20 abschneidet. Daher wird bei den weiteren Analysen diese

spektrale Abschneidung stets verwendet.

Abbildung 5.2 pr

�

asentiert einige Stromfunktionsmuster von Mode A und Mode S.

Mode A zeichnet sich durch ein wellenf

�

ormiges Band mit positiver Stromfunktion

in der Kanalmitte aus. Aufgrund dieser Struktur ist die Scherung der Zonalmittel-

str

�

omung im wesentlichen antizyklonal. Man erkennt im weiteren, da� der um 90

�

gegen

�

uber der Fundamentalwelle verschobene Wellenanteil des Musters eine Dipol-

struktur in meridionaler Richtung annimmt. Daher bewirkt die

�

Uberlagerung von

Mode A mit der Fundamentalwelle einen sich mit der Scherung der Zonalmittel-

str

�

omung neigenden Wirbel. Bei zunehmenden Aspektverh

�

altnis verkleinert sich die

meridionale Ausdehnung des wellenf

�

ormigen Bands mit positiver Stromfunktion. Dar-

aus resultiert eine Erh

�

ohung der meridionalen Wellenzahl der Zonalmittelstr

�

omung.

Bei dem Stromfunktionsmuster von Mode S dominiert der Wellenanteil gegen

�

uber

dem Zonalmittel, wobei die Maxima im n

�

ordlichen Teil des Kanals und die Mini-

ma im s

�

udlichen Teil des Kanals zu �nden sind. Daraus ergibt sich eine jetartige

westw

�

artige Zonalmittelstr

�

omung in der Kanalmitte. Der f

�

ur den Jet notwendige

Impulstransport wird

�

uber die meridionale Wellenzahl 3 der Stromfunktionswelle be-

wirkt. Dieser Wellenanteil ist jedoch aufgrund der Dominanz der Fundamentalwelle

nicht erkennbar. Wie bei Mode A erh

�

oht sich die meridionale Wellenzahl der Zonal-

mittelstr

�

omung mit zunehmendem Aspektverh

�

altnis, so da� sich ostw

�

arts gerichtete

Jets in der N

�

ahe des Nord- und S

�

udrandes ausbilden. Da die Eigenwerte nicht vom

Vorzeichen des Eigenvektors abh

�

angen, ist es auch m

�

oglich, da� die Str

�

omung von

Mode A und Mode S entgegengesetzt gerichtet ist.

5.1.3 Vergleich mit der Analyse von Lorenz

Die lineare Analyse von Lorenz (1972) bezog sich auf die Instabilit

�

at einer ebenen
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a) b) c)

d) e) f)

Abbildung 5.2: Stromfunktionsmuster von dem am schnellsten anwachsenden Normalmode: a) Mode

A, a = 2:5, b) Mode A, a = 3:0, c) Mode A, a = 3:5, d) Mode S, a = 2:5, e) Mode S, a = 3:0, f)

Mode S, a = 3:5. Negative Isolinien sind gestrichelt abgebildet.

Welle in der Form

	

0

= A

0

sin ax : (5.8)

Die mathematische Behandlung des entsprechenden Problems ist einfach, da in die

Normalmoden nur eine einzige meridionale Wellenzahl l (l mu� bei diesem Problem

keine ganze Zahl sein) mit eingeht. Lorenz (1972) konnte nachweisen, da� die Be-

trachtung von nur einer zonalen Wellenzahl und des zonalen Mittels ausreicht, um

da� Problem im Fall l < a=2 n

�

aherungsweise zu l

�

osen. In diesem Fall erh

�

alt man f

�

ur

die Wachstumsrate (f

�

ur die Herleitung siehe auch Hoskins und Hollingworth 1973)

� = alA

0

 

a

2

� l

2

2(a

2

+ l

2

)

!

1

2

; (5.9)

welche maximal wird f

�

ur

l

f

= (2

1

2

� 1)

1

2

a : (5.10)
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Abbildung 5.3: Wachstumsrate von dem am schnellsten anwachsendenMode A, von dem am schnell-

sten anwachsenden Mode S und von dem am schnellsten anwachsenden analytischen Normalmode

der ebenen Welle (siehe Text) als Funktion des Aspektverh

�

altnisses a.

Um dieses Ergebnis mit der Stabilit

�

at der hier betrachteten Fundamentalwelle zu ver-

gleichen, ist es sinnvoll eine ebene Welle mit dem gleichen Energiebetrag vorzugeben.

Das f

�

uhrt zu

	

0

=

 

1 + a

2

2a

2

!

1

2

: (5.11)

Abbildung 5.3 zeigt die Wachstumsrate des am schnellsten anwachsenden analytischen

Normalmodes, d. h. �(l

f

) zusammen mit den schon diskutierten Wachstumsraten

von Mode A und Mode S. Es deutet sich an, da� die Eigenwerte von Mode A und

Mode S sich immer mehr der analytischen Kurve n

�

ahern, wenn das Aspektverh

�

altnis

zunimmt. Aufgrund dieses Ergebnisses kann eine Verringerung des Randeinusses

bei Vergr

�

o�erung des Aspektverh

�

altnisses vermutet werden. Im weiteren kann bei

Mode A und Mode S festgestellt werden, da� f

�

ur hohe Werte des Aspektverh

�

altnisses

mehrfache Jets in Erscheinung treten, was in

�

Ubereinstimmung mit der Beziehung

(5.10) ist.

5.1.4 Die barotrope Welleninstabilit

�

at in dem UPV-System

Eine zweidimensional divergenzfreie Str

�

omung stellt eine Speziall

�

osung des Zwei-

schichtensystems dar. Entsprechend ist eine vertikal symmetrische Str

�

omung mit
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uniformer potentieller Vorticity eine Speziall

�

osung des UPV-Systems. In diesem Fall

beschreibt die Randbedingung

@

@t

 

@	

@z

!

+ J(	;

@	

@z

) = 0 bei z = 1 (5.12)

die zeitliche Entwicklung, wobei 	 vertikal symmetrisch um z = 1=2 ist und die

Bedingung

r

2

h

	+

F

I

4

@

2

	

@z

2

= 0 (5.13)

erf

�

ullen mu�. Daher stellt die station

�

are Welle

	

0

=

cosh

�

�

1;1

(z �

1

2

)

�

cosh

�

1

2

�

1;1

�

sin y sin ax (5.14)

eine L

�

osung dieses Systems dar. Linearisiert man Gl. (5.12) bez

�

uglich dieser L

�

osung,

so ergibt sich

@

@t

 

@	

0

@z

!

+

 

cos y sin ax

@

@x

� a sin y cosax

@

@y

! 

�

1;1

tanh

�

�

1;1

2

�

�

@

@z

!

	

0

= 0

bei z = 1 :

(5.15)

Das linearisierte System besitzt ebenfalls Normalmode-L

�

osungen mit der Symmetrie

A (Mode A) sowie der Symmetrie S ( Mode S). Als Instabilit

�

atskriterium gilt hier

�

1;1

tanh

�

�

1;1

2

�

>

@F

0

@z

=F

0

: (5.16)

Da lim

x!0

tanh(cx)= tanh(x) = c geht dieses Kriterium f

�

ur F

I

!1 in die Beziehung

(5.7)

�

uber. In diesem Grenzfall verschwindet die Vertikalabh

�

angigkeit der Welle und

das Instabilit

�

atsproblem reduziert sich folglich auf das der barotropen Str

�

omung.

Bei der numerisch durchgef

�

uhrten Instabilit

�

atsanalyse wurde die station

�

are Welle

(5.14) im UPV-System so normiert, da� ihre kinetische Energie auf dem gleichen
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Abbildung 5.4: Wachstumsrate von dem am schnellsten anwachsenden Normalmode der station

�

aren

Welle im UPV-System als Funktion des Aspektverh

�

altnisses f

�

ur F

I

= 1 (durchgezogene Kurve)

F

I

= 2 (gestrichelte Kurve), F

I

= 5 (gepunktete Kurve) und F

I

= 10 (strich-gepunktete Kurve). a)

Mode A, b) Mode S.

Niveau liegt wie die der barotropen station

�

aren Welle (5.2). Damit ist ein besse-

rer Vergleich m

�

oglich. Abbildung 5.4 zeigt die Wachstumsraten von Mode A und

Mode S als Funktion des Aspektverh

�

altnisses a f

�

ur verschiedene Werte der internen

Froudezahl F

I

. Man kann f

�

ur beide Normalmoden eine Konvergenz der Wachstums-

rate bei einer Zunahme von F

I

registrieren. Im Fall F

I

= 10 sind die Kurven der

Wachstumsrate nahezu identisch mit denen des barotropen Systems. Man kann da-

her davon ausgehen, da� ab diesem Wert die Dynamik der vertikal symmetrischen

Str

�

omung im UPV-System in die Dynamik einer zweidimensionalen divergenzfreien

Str

�

omung

�

ubergeht. Das mag einen verwundern, da doch in der zweidimensiona-

len Str

�

omung die potentielle Vorticity keineswegs uniform ist. Diese Aussage ist zwar

richtig, aber bei dem Grenz

�

ubergang F

I

!1 kann bei einer beliebigen zweidimensio-

nalen Vorticityverteilung die Annahme einer uniformen potentiellen Vorticity durch

die Addition einer verschwindend kleinen Vertikalanomalie aufrechterhalten werden.

Die verschwindend kleine Vertikalanomalie ist dann nat

�

urlich bedeutungslos und die

Str

�

omung verh

�

alt sich so, als w

�

are sie exakt barotrop. Bei kleineren Werten der in-

ternen Froudezahl (F

I

= 1; F

I

= 2) �ndet man eine Abschw

�

achung der Instabilit

�

at

f

�

ur a < 3 und eine Verst

�

arkung f

�

ur a > 3:5. Im Bereich der Abschw

�

achung besitzt

die statische Stabilit

�

at also einen d

�

ampfenden Einu�. Infolge eines hohen Wertes

von �

1;1

im Bereich a > 3:5 ergibt sich eine Verst

�

arkung der Wellenamplitude an

den Berandungen. Das bewirkt vermutlich die Zunahme der Instabilit

�

at f

�

ur a > 3:5.

Die r

�

aumlichen Stromfunktionsfelder der am schnellsten anwachsenden Normalmoden

(nicht gezeigt) in z = 1=2 weisen in den F

�

allen F

I

= 5 und F

I

= 10 eine gute

�

Uberein-

stimmung mit denen des barotropen Systems auf. In den F

�

allen F

I

= 1 und F

I

= 2

�

uberwiegt der zonal gemittelte Anteil des Modes A gegen

�

uber seinem Wellenanteil.

Der Wellenanteil wird anscheinend durch die erh

�

ohte statische Stabilit

�

at unterdr

�

uckt.
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5.1.5 Nichtlineare Entwicklung der barotropen Welleninstabilit

�

at

In diesem Abschnitt wird untersucht, wie die nichtlineare Entwicklung eines der in-

stabilen station

�

aren Welle

�

uberlagerten Normalmodes verl

�

auft. Dazu werden nume-

rische Simulationen im barotropen Str

�

omungssystem durchgef

�

uhrt. Sehr

�

ahnliche

Experimente wurden von Soloviev et al. (1996) durchgef

�

uhrt, um die Neigung von

Konvektionszellen in einer zweidimensionalen Str

�

omung zu simulieren. Obwohl in

deren Simulationen die Auftriebskr

�

afte der Temperaturanomalien mitber

�

ucksichtigt

wurden, o�enbart sich hier im barotropen Fall eine sehr

�

ahnliche Entwicklung. Es

wurden f

�

ur die Entwicklung von Mode A und Mode S jeweils drei Simulationen bei

Vorgabe der Aspektverh

�

altnisse a = 2:5, a = 3 und a = 3:5 durchgef

�

uhrt. Die in

Gl. (5.2) de�nierte station

�

are Welle wurde so normiert, da� deren kinetische Energie

bei K

e

= 2 liegt. Die zonale kinetische Energie des Normalmodes wird mit einem

Wert von K

z

= 0:001 vorgegeben. Der simulierte Zeitraum erstreckt sich von t = 0

bis t = 20 (die Zeit t ist hier nicht mit der Wachstumsrate normiert).

Abbildung 5.5 zeigt die zeitliche Entwicklung der Energieterme dieser Simulationen.

Im barotropen Fall bleibt die Summe aus der zonalen kinetischen Energie K

z

und

der kinetischen Wellenenergie K

e

erhalten. Daher sind die Entwicklungen von K

z

und K

e

zueinander antikorreliert. Abgesehen von der Entwicklung des Mode S f

�

ur

a = 2:5 wird in allen anderen F

�

allen der gr

�

o�te Teil der kinetischen Energie in die der

Zonalmittelstr

�

omung

�

ubertragen. Die Entwicklungen von Mode S zeigen regelm

�

a�ige

Schwingungen in der kinetischen Wellenenergie, wobei die Schwingungsamplitude sich

schnell verringert. Bei Mode A verh

�

alt sich die kinetische Wellenenergie nach dem

Zerfall zun

�

achst sehr unregelm

�

a�ig, aber sp

�

ater schwankt sie nur sehr wenig. Die f

�

ur

a = 3 noch erkennbare hochfrequente Schwingung resultiert aus der strukturellen "Va-

cillation", die bereits bei der A-L

�

osung im Zweischichtensystem in Erscheinung getre-

ten ist. Insgesamt besteht eine gute

�

Ubereinstimmung der energetischen Entwicklung

von Mode A und Mode S im barotropen System mit der barotropen Zerfallsphase der

in Abschnitt 4.6 diskutierten A-L

�

osung bzw. S-L

�

osung (siehe Abbildung 4.12). Die

zonale kinetische Energie K

z

wurde mit logarithmischer Skalierung dargestellt. Man

kann deutlich erkennen, da� der Logarithmus von K

z

am Anfang linear zunimmt. Die

verwendete NAG-Routine bestimmt daher zuverl

�

assig die Normalmoden. Exponen-

tielles Wachstum bleibt fast bis zum Ende der Zerfallsphase erhalten. Daraus kann

man schlie�en, da� der Mechanismus der barotropen Welleninstabilit

�

at den Zerfall

von kinetischer Wellenenergie verursacht.

In der Abbildung 5.6 werden zeitlich aufeinanderfolgende Horizontalverteilungen der

Stromfunktion und der Vorticity f

�

ur die Entwicklung von Mode A und Mode S im

Fall a = 3 gezeigt. Die nichtlineare Entwicklung von Mode A und Mode S entfaltet

Stromfunktionsmuster, die in

�

ahnlicher Form bei der A-L

�

osung bzw. der S-L

�

osung

im Zweischichtensystem auftreten (siehe Abbildung 4.14). Lediglich zum Zeitpunkt

t = 3:9 erkennt man bei der Simulation von Mode A keine "Katzenaugen" sondern
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Abbildung 5.5: Energetik einiger Simulationen im barotropen Str

�

omungssystem bei Vorgabe des am

schnellsten anwachsenden Normalmodes der station

�

aren Welle mit a = 2:5 (durchgezogene Kurve),

a = 3 (gestrichelte Kurve) und a = 3:5 (gepunktete Kurve). a) Kinetische St

�

orungsenergie K

e

bei Vorgabe von Mode A, b) zonale kinetische Energie K

z

bei Vorgabe von Mode A, c) kinetische

St

�

orungsenergie K

e

bei Vorgabe von Mode S, d) zonale kinetische Energie K

z

bei Vorgabe von

Mode S.

eine sich neigende Zyklone. Dieser auch im Zweischichtensystem zwischenzeitlich auf-

tretende Neigungsvorgang ist ein Bestandteil der strukturellen "Vacillation" und stellt

eine

�

Ubergangsphase zu den Zeitpunkten dar, wo "Katzenaugen" mit verschwinden-

der Meridionalneigung zu erkennen sind. Die anf

�

anglichen Muster der Vorticityvertei-

lung sind nahezu identisch mit denen der Stromfunktion. Das erkl

�

art sich durch die

Stationarit

�

at der L

�

osung (5.2), bei der sich die Stromlinien und Vorticitylinien nicht

schneiden d

�

urfen. In dem weiteren zeitlichen Verlauf werden jedoch die Vorticityano-

malien durch die Zonalmittelstr

�

omung st

�

arker deformiert als die Stromfunktionsano-

malien. Kurz nach dem Zeitpunkt t = 2:9 der Simulation von Mode A werden die

Vorticityanomalien in der Kanalmitte schlie�lich auseinandergerissen w

�

ahrend bei der

Simulation von Mode S diese erhalten bleiben. Diese Entwicklung der Vorticity weist
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Mode A Mode S

Abbildung 5.6: Zeitlich aufeinanderfolgende Horizontalverteilungen der Stromfunktion (dicke Isoli-

nien, �=0.5) und der Vorticity (d

�

unne Isolinien, �=5) f

�

ur die nichtlineare Entwicklung von Mode

A (linke Spalte) und Mode S (rechte Spalte) der station

�

aren barotropen Welle mit a = 3. Negative

Isolinien der Stromfunktion sind gestrichelt dargestellt und Bereiche mit positiver Vorticity sind

schattiert.

also ebenfalls viele Gemeinsamkeiten mit den entsprechenden PV-Verteilungen der in

Abschnitt 4.6 diskutierten F

�

alle auf (Abbildung 4.14), wenn man von dem Fehlen ei-

nes zonal gemittelten Vorticitygradienten in der anf

�

anglichen Verteilung absieht. Die

r

�

aumlichen Muster im barotropen System geben also einen weiteren Hinweis daf

�

ur,

da� die barotrope Zerfallsphase der in Abschnitt 4.6 diskutierten A- und S-L

�

osung
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durch die barotrope Welleninstabilit

�

at verursacht wird.

5.2 Die Stabilit

�

at der Z-L

�

osungen bez

�

uglich symmetriebrechender St

�

orungen

Es besteht die M

�

oglichkeit, da� eine zonokline L

�

osung (Z-L

�

osung) hydrodynamisch

instabil ist bez

�

uglich einer symmetriebrechenden St

�

orung. Das wurde im vorherigen

Abschnitt bereits f

�

ur den Spezialfall einer barotropen Str

�

omung gezeigt, da die sta-

tion

�

are L

�

osung (5.2) der Symmetrie Z unterliegt und der Mode A bzw. Mode S diese

Symmetrie bricht. In diesem Abschnitt wird die Stabilit

�

at der simulierten zonokli-

nen L

�

osungen untersucht, um zu best

�

atigen, da� der aufgetretene Symmetriebruch

tats

�

achlich durch eine hydrodynamische Welleninstabilit

�

at hervorgerufen wird.

5.2.1 Formulierung des linearen Problems

Linearisiert man das verallgemeinerte System (3.1) um eine zonokline L

�

osung (ge-

kennzeichnet mit Z), so ergibt sich

@

@t

(A	

0

) +

@

@x

(B�

0

) + J(	

Z

; C	

0

) + J(�

Z

;D�

0

)

+J(	

0

; C	

Z

) + J(�

0

;D�

Z

) = 0 ; bei z = 1 ; (5.17a)

und

@

@t

(E�

0

) +

@

@x

(F	

0

) + J(	

Z

;G�

0

) + J(�

Z

;H	

0

)

+J(	

0

;G�

Z

) + J(�

0

;H	

Z

) = 0 ; bei z = 1 : (5.17b)

Die L

�

osungen dieser Gleichungen kann man in der Form

	

0

= 	

r0

� E

M

A

(x; y; z) ; �

0

= �

i0

� E

T

A

(x; y; z) (Mode A) (5.18)

oder in der Form

	

0

= 	

r0

� E

M

S

(x; y; z) ; �

0

= �

i0

� E

T

S

(x; y; z) (Mode S) (5.19)

schreiben. Hier tritt zus

�

atzlich �

i0

als Zustandsvektor der vertikal antisymmetrischen

Str

�

omung mit den Sinustermen als Komponenten in Erscheinung. Die

�

Uberlagerung

von Mode A oder Mode S mit der Z-L

�

osung bewirkt einen Symmetriebruch, der zu

der Symmetrie A bzw. Symmetrie S f

�

uhrt. Die Existenz solcher L

�

osungen wurde von
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Mundt und Hart (1994) bewiesen. Da in den L

�

osungen der vertikal antisymmetrische

Anteil der Zonalmittelstr

�

omung verschwindet, bezeichneten sie diese als zonotrope

Moden. Entsprechend wird der Anteil der Str

�

omung, der nicht der Symmetrie Z un-

terliegt, als zonotrope Str

�

omung benannt. Da die zonokline L

�

osung instation

�

ar ist,

unterliegen auch die Eigenvektoren und Eigenwerte der Jakobimatrix der Zeit. Folg-

lich besitzt das linearisierte System keine einfache L

�

osung und die Eigenwerte be-

schreiben nur das unmittelbare Wachstum einer anf

�

anglichen Normalmode-St

�

orung.

Variiert jedoch die Struktur des am schnellsten anwachsenden Normalmodes nur

schwach w

�

ahrend der zeitlichen Entwicklung, dann kann dieser Bedeutung f

�

ur den

Symmetriebruch besitzen, da in diesem Fall der St

�

orung gen

�

ugend Zeit bleibt sich

dem Normalmode anzun

�

ahern. Im weiteren geben die Eigenwerte der Jakobimatrix

Auskunft dar

�

uber, wie instabil die zonokline L

�

osung

�

uberhaupt ist.

5.2.2 Stabilit

�

atsanalyse der Z-L

�

osungen

Zun

�

achst wird die Stabilit

�

at aller simulierten Z-L

�

osungen bez

�

uglich Mode A und

Mode S untersucht. Da es zu aufwendig w

�

are den ganzen Entwicklungszeitraum zu

untersuchen, mu� man sich auf einen bestimmten Zeitpunkt beschr

�

anken. Dieser

sollte so gew

�

ahlt werden, da� man die m

�

ogliche Relevanz der symmetriebrechenden

Instabilit

�

aten erkennen kann. Tritt die Instabilit

�

at erst kurz vor der Equilibration

auf, so ist ein Einu� der symmetriebrechenden Instabilit

�

at nicht wahrscheinlich.

Daher wird die Stabilit

�

atsanalyse zu dem Zeitpunkt durchgef

�

uhrt, an dem die St

�

orung

erst 25% der bei der Equilibration insgesamt zugef

�

uhrten St

�

orungsenergie erhalten

hat. F

�

ur die Analyse werden die spektralen Koe�zienten der simulierten Z-L

�

osungen

herangezogen und die Eigenwerte sowie Eigenvektoren mit Hilfe der NAG-Routine

bestimmt.

Abbildung 5.7 zeigt die Eigenwerte von dem am schnellsten anwachsenden Mode A in

dem von a und B aufgespannten Parameterraum f

�

ur das Zweischichtensystem sowie

f

�

ur das UPV-System. Es ist zu beachten, da� die Eigenwerte mit der Wachstumsrate

der baroklin anwachsenden Fundamentalwelle (Gl.(3.19c)) normiert wurden. Folg-

lich sind die tats

�

achlichen Eigenwerte in dem oberen Teil der Parameterdiagramme

gr

�

o�er und in dem unteren Teil kleiner. Die Gr

�

o�enordnung der Eigenwerte und die

Verteilungsstruktur sind in beiden Systemen sehr

�

ahnlich. Der Realteil der Eigen-

werte (Wachstumsrate) nimmt f

�

ur einen festgehaltenen Wert von B monoton zu bei

Erh

�

ohung des Aspektverh

�

altnisses a. Bei Erh

�

ohung des Baroklinit

�

atsparameters B

und festgehaltenem a steigt die Wachstumsrate zun

�

achst schnell an, sinkt dann aber

wieder langsam ab auf ein Minimum bei B = 1:1. Maximales Wachstum �ndet man

bei B = 0:2; a = 3 im Zweischichtensystem und bei B = 0:4; a = 3 im UPV-System.

Das ist in grober

�

Ubereinstimmung mit der bei diesen Parametern festgestellten Ener-

gieabschw

�

achung der A-L

�

osung zum Zeitpunkt der Equilibration (Abbildung 4.8a,c).

Obwohl nicht alle Details der in Abbildung 4.8a,c gezeigten Energieabschw

�

achung

erkl

�

art werden k

�

onnen, ist es plausibel anzunehmen, da� die hier beschriebene sym-

metriebrechende Instabilit

�

at ma�geblich an dem Symmetriebruch beteiligt ist. F

�

ur
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a) b)

Zweischichtensystem, Mode A

c) d)

UPV-System, Mode A

Abbildung 5.7: Eigenwerte von dem am schnellsten anwachsenden Normalmode als Funktion des

Aspektverh

�

altnisses a und des Baroklinit

�

atsparametersB f

�

ur die Instabilit

�

at der Z-L

�

osung bez

�

uglich

Mode A zu dem Zeitpunkt, an dem die St

�

orung 25% der Equilibrationsenergie erhalten hat. a)

Zweischichtensystem, Realteil, b) Zweischichtensystem, Imagin

�

arteil, c) UPV-System, Realteil, d)

UPV-System, Imagin

�

arteil. Der Isolinienabstand betr

�

agt � = 0:2.
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sehr hohe Werte des Baroklinit

�

atsparameters B wird der Eigenwert komplex. In die-

sem Bereich schwingt der anwachsende Normalmode mit der Frequenz, die durch den

Imagin

�

arteil des Eigenwerts gegeben ist. Die Frequenz liegt jedoch deutlich unter

der Wachstumsrate, so da� sich die Struktur des Normalmodes nur relativ langsam

ver

�

andert.

Die entsprechenden Parameterdiagramme f

�

ur die Eigenwerte von dem am schnellsten

anwachsenden Mode S sind in Abbildung 5.8 gezeigt. Die Verteilungen der Wachs-

tumsrate weisen auch hier viele Gemeinsamkeiten auf. Die Wachstumsrate liegt f

�

ur

B > 0 oberhalb von 0.4. In dem gr

�

o�ten Teil des Parameterraums ist die Instabi-

lit

�

at verbunden mit der baroklinen Instabilit

�

at bez

�

uglich der im Mode S enthaltenen

Fundamentalwelle. Durch diese Instabilit

�

at wird die Z-L

�

osung nicht merklich beein-

u�t, da die anwachsende Fundamentalwelle der Z-L

�

osung und die von Mode S nicht

direkt miteinander wechselwirken k

�

onnen. Bei mittlerer Baroklinit

�

at und sehr hohen

Werten des Aspektverh

�

altnisses (a > 2:8) liegt die Wachstumsrate

�

uber 1. Diese Be-

reiche fallen in etwa mit denen zusammen, in welchen der Symmetriebruch sich auf

die Equilibration auswirkt (siehe Abbildung 4.11). Komplexe Eigenwerte erscheinen

f

�

ur a > 1:7 bei mittlerer und starker Baroklinit

�

at. Im Zweischichtensystem �ndet

sich dazwischen ein Bereich mit reellen Eigenwerten. Im UPV-System treten jedoch

in diesem Bereich nur komplexe Eigenwerte auf. Die Frequenz (Imagin

�

arteil) ist aber

sehr viel kleiner als die Wachstumsrate. Zu einem sp

�

ateren Zeitpunkt wird der Ei-

genwert auch im UPV-System reell. Vermutlich resultiert diese Zeitverschiebung aus

der geringeren Equilibrationsenergie im UPV-System (siehe Abb. 4.5).

Das r

�

aumliche Muster von dem am schnellsten anwachsenden Mode A h

�

angt im in-

stabilen Bereich kaum von den

�

au�eren Parametern und dem Str

�

omungssystem ab.

Abbildung 5.8 zeigt die barotrope und barokline Stromfunktion von diesem Mode f

�

ur

den Fall B = 0:3; a = 3 im Zweischichtensystem. Das Muster der barotropen Strom-

funktion o�enbart eine bemerkenswerte

�

Ahnlichkeit mit dem des Normalmodes der

barotropen Welle (Abbildung 5.2). Aus diesem Grunde kann man annehmen, da� der

Mechanismus der barotropen Welleninstabilit

�

at an der Instabilisierung der Z-L

�

osung

beteiligt ist. Das Muster der baroklinen Stromfunktion besitzt gegen

�

uber der ba-

rotropen eine deutlich geringere Amplitude (der Isolinienabstand in Abbildung 5.9b

betr

�

agt nur ein F

�

unftel von dem in Abb 5.9a und wird dominiert durch die Eigenfunk-

tion E

T i

0;2

. Die vertikale Phasendi�erenz von Mode A bewirkt eine positive barokline

Umwandlung C(A

z

; A

e

). Dieses Ergebnis steht im scheinbaren Widerspruch zu dem

Umstand, da� im Fall B = 0:3; a = 3 der Grundstrom (2.14) stabil ist bez

�

uglich

des Normalmodes mit k = 1; l = 2. Dieser Widerspruch kl

�

art sich auf, wenn man

die Advektion von potentieller Vorticity der Fundamentalwelle durch die barotrope

Scherstr

�

omung von Mode A bei der Interpretation mit ber

�

ucksichtigt. Dann stellt

sich heraus, da� dieser Term in der Tat das Muster der baroklinen Stromfunkti-

on forciert. Bei gr

�

o�eren Werten des Baroklinit

�

atsparameters (B � 1) ergibt sich

das gleiche Muster, aber die Amplitude der baroklinen Stromfunktion liegt h

�

oher,
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a) b)

Zweischichtensystem, Mode S

c) d)

UPV-System, Mode S

Abbildung 5.8: Eigenwerte von dem am schnellsten anwachsenden Normalmode als Funktion des

Aspektverh

�

altnisses a und des Baroklinit

�

atsparametersB f

�

ur die Instabilit

�

at der Z-L

�

osung bez

�

uglich

Mode S zu dem Zeitpunkt, an dem die St

�

orung 25% der Equilibrationsenergie erhalten hat. a)

Zweischichtensystem, Realteil, b) Zweischichtensystem, Imagin

�

arteil, c) UPV-System, Realteil, d)

UPV-System, Imagin

�

arteil. Der Isolinienabstand betr

�

agt � = 0:2.
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a) 	

0

b) �

0

Zweischichtensystem, Mode A

Abbildung 5.9: Horizontale Stromfunktionsverteilungen von dem am schnellsten anwachsenden

Mode A im Zweischichtensystem f

�

ur den Fall B = 0:3; a = 3 zu dem Zeitpunkt, an dem die

St

�

orung 25% der Equilibrationsenergie erhalten hat. a) Barotrope Stromfunktion (Isolinienabstand

� = 0:1, b) barokline Stromfunktion (Isolinienabstand � = 0:002). Negative Isolinien sind gestri-

chelt dargestellt.

da der Grundstrom in diesem Fall auch instabil ist bez

�

uglich des Normalmodes mit

k = 1; l = 2.

Das Muster von dem am schnellsten anwachsenden Mode S gleicht in dem Bereich mit

Wachstumsraten unter 1 der Fundamentalwelle. Geht man in den Bereich mit h

�

oheren

Wachstumsraten

�

uber, so nimmt im Zweischichtensystem die barotrope Stromfunk-

tion des Normalmodes immer mehr die Form von dem Mode S der barotropen Welle

(Abbildung 5.2) an. Bei dem Instabilit

�

atsmaximum ergibt sich schlie�lich die be-

ste

�

Ubereinstimmung. Das kann man in Abbildung 5.10 erkennen, in welcher das

Stromfunktionsmuster von Mode S f

�

ur die Parameter B = 0:3; a = 3 im Zweischich-

tensystem gezeigt ist. Das Wellenmuster der baroklinen Stromfunktion (Abbildung

5.10b) weist im Vergleich zu der Fundamentalwelle eine Verst

�

arkung der Wellenam-

plitude in der Kanalmitte auf. Auch dieses Merkmal ist auf die Advektion von po-

tentieller Vorticity der Fundamentalwelle durch die barotrope Zonalmittelstr

�

omung

zur

�

uckzuf

�

uhren, welche sich durch einen westw

�

arts gerichteten Jet in der Kanalmitte

auszeichnet. Im UPV-System ist der Eigenwert in diesem Bereich komplex. Daher

ergibt sich auch eine andere Normalmodestruktur. Nach dem

�

Ubergang zu einem

reellen Eigenwert stimmt jedoch das Muster im UPV-System mit dem im Zweischich-

tensystem

�

uberein.

Um zu ermitteln, ob Mode A und Mode S relevant f

�

ur die entsprechende Entwicklung

der A-L

�

osung bzw. S-L

�

osung sind, wurde die Korrelation

C =

�

�

�

�

�

	

rA(S)

�	

r

0

+�

iA(S)

��

i

0

(	

rA(S)

�	

rA(S)

+�

iA(S)

��

iA(S)

)

1=2

(	

r

0

�	

r

0

+�

i

0

��

i

0

)

1=2

�

�

�

�

�

(5.20)
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a) 	

0

b) �

0

Zweischichtensystem, Mode S

Abbildung 5.10: Horizontale Stromfunktionsverteilungen von dem am schnellsten anwachsenden

Mode S im Zweischichtensystem f

�

ur den Fall B = 0:3; a = 3 zu dem Zeitpunkt, an dem die St

�

orung

25% der Equilibrationsenergie erhalten hat. a) Barotrope Stromfunktion (Isolinienabstand � =

0:1, b) barokline Stromfunktion (Isolinienabstand � = 0:002). Negative Isolinien sind gestrichelt

dargestellt.

berechnet, wobei 	

rA(S)

und �

iA(S)

den barotropen bzw. baroklinen Zustandsvektor

des zonotropen Anteils der A-L

�

osung (S-L

�

osung) bezeichnet. Die Korrelation C ist

nur sinnvoll in den F

�

allen, in denen die A-L

�

osung bzw. S-L

�

osung sich nicht zu sehr von

der Z-L

�

osung unterscheidet, d. h. die Linearisierungsbedingung noch g

�

ultig ist. Diese

Bedingung ist zu dem betrachteten fr

�

uhen Zeitpunkt in der Entwicklung sicherlich

erf

�

ullt. Bei komplexen Eigenwerten, ist die Korrelation von der Schwingungsphase

abh

�

angig. In diesem Fall wurde die Phase betrachtet, bei der die Korrelation C maxi-

mal ist. Abbildung 5.11 zeigt die Korrelation C in beiden Str

�

omungssystemen f

�

ur die

A-L

�

osung und die S-L

�

osung in dem durch a und B aufgespannten Parameterraum.

Man erkennt, da� bei den A-L

�

osungen der Gro�teil des Parameterbereiches eine Kor-

relation von mehr als 90% aufweist. Entlang einer Linie, die sich von B = 1:1; a = 1

bis nach B = 0:5; a = 2:7 erstreckt, treten mehrere Minima in der Korrelation her-

vor. Es ist bemerkenswert, da� man bei dieser Linie eine geringere Abschw

�

achung der

maximalen St

�

orungsenergie durch den Symmetriebruch feststellen kann (Abbildung

4.8). Sogar das Minimum bei B = 0:5; a = 2:7 im Zweischichtensystem und bei

B = 0:5; a = 2:8 im UPV-System �ndet man ebenfalls als Abschw

�

achungsminimum

in Abbildung 4.8 wieder. Daraus kann man schlie�en, da� die schwache Auswirkung

des Symmetriebruchs auf die Equilibration aus der geringen Korrelation der zonotro-

pen Str

�

omung mit dem symmetriebrechenden Normalmode resultiert. Die genaueren

Ursachen f

�

ur das Auftreten dieser Minima k

�

onnen hier jedoch nicht gekl

�

art werden.

Die Korrelation C nimmt bei den S-L

�

osungen nur f

�

ur a > 2 Werte

�

uber 90% an. Im

Zweischichtensystem erkennt man bei hohem Aspektverh

�

altnis vereinzelte Streifen

mit geringerer Korrelation. Der Streifen bei B = 0:7 k

�

onnte das Ausbleiben eines

Symmetriebruchs erkl

�

aren (siehe Abb. 4.11). Im UPV-System treten diese Streifen

nicht auf. Vermutlich hat sich die symmetriebrechende Str

�

omung schon l

�

angere Zeit
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a) Zweischichtensystem b) UPV-System

Mode A

c) Zweischichtensystem d) UPV-System

Mode S

Abbildung 5.11: Korrelation C (siehe Text) als Funktion des Aspektverh

�

altnisses a und des Ba-

roklinit

�

atsparameters B. a) Bez

�

uglich Mode A im Zweischichtensystem, b) bez

�

uglich Mode A im

UPV-System, c) bez

�

uglich Mode S im Zweischichtensystem, d) bez

�

uglich Mode S im UPV-System.

Der Isolinienabstand betr

�

agt � = 0:2 und Bereiche mit Korrelationen von mehr als 90% sind schat-

tiert dargestellt.
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an den komplexen Mode angepa�t, der jedoch kurz danach in einen reellen

�

ubergeht.

5.2.3 Stabilit

�

atsanalyse des Falls B = 0:3; a = 3 im Zweischichtensystem

Die bisherigen Analysen wurden lediglich f

�

ur einen bestimmten Zeitpunkt durch-

gef

�

uhrt. Es ist daher nicht l

�

uckenlos gekl

�

art, ob die barotrope Welleninstabilit

�

at

tats

�

achlich die Equilibration der A-L

�

osung und S-L

�

osung im Fall B = 0:3; a = 3 ver-

ursacht (siehe Abschnitt 4.6). Aus diesem Grund wurden weitere Instabilit

�

atsanalysen

f

�

ur den Zeitraum T = 0 bis T = 5 dieses Falls in Zeitschritten von �T = 0:1 durch-

gef

�

uhrt. Zus

�

atzlich wurde die tats

�

achliche Wachstumsrate der kinetischen Energie der

zonotropen Str

�

omung (zonotrope kinetische Energie) berechnet, um festzustellen, ob

die Ampli�kation der zonotropen Str

�

omung mit der durch die Analyse vorausgesagten

�

ubereinstimmt.

Abbildung 5.12 fa�t die Ergebnisse dieser Analyse f

�

ur den Mode A zusammen. Die

Wachstumsrate von dem am schnellsten anwachsenden Mode A (Abbildung 5.12a,

durchgezogene Linie) steigt monoton an bis zum Zeitpunkt T = 3:7, wo die Rate

einen Wert von etwa 3.7 erh

�

alt. Danach durchl

�

auft die Wachstumskurve sowohl ein

Minimum als auch ein Maximum, wobei letzteres etwa zu dem Equilibrationszeitpunkt

der Z-L

�

osung erreicht wird. Die durch zwei geteilte tats

�

achliche Wachstumsrate der

zonotropen kinetischen Energie der simulierten A-L

�

osung wurde ebenfalls berechnet

(Abbildung 5.12a, gepunktete Linie) und zeigt am Anfang eine andere Entwicklung.

Zuerst f

�

allt die kinetische Energie ab und danach steigt sie wieder an. Vermutlich re-

sultiert dieses Schwingungsverhalten aus der bereits erw

�

ahnten Stabilit

�

at des Grund-

stroms bez

�

uglich des Normalmodes mit der meridionalen Wellenzahl 2. Ab dem

Zeitpunkt T = 2 erh

�

alt die tats

�

achliche Wachstumsrate Werte, die nur wenig unter

der berechneten linearen Wachstumsrate liegen. Zum Zeitpunkt T = 3:3 erreicht die

tats

�

achliche Wachstumsrate ihr Maximum und f

�

allt schnell ab. Unmittelbar danach

�ndet bei der A-L

�

osung auch die Equilibration statt (vergleiche Abbildung 4.12). Die

Korrelation C (Abbildung 5.12b) weist bis zum Zeitpunkt T = 2 nur geringe Werte

auf, was mit dem Verlauf der Kurven in Abbildung 5.12a im Einklang steht. Da-

nach erreicht die Korrelation im Zeitintervall von T = 2:4 bis T = 3:5 erstaunlich

hohe Werte, die

�

uber 99% liegen. Das ist ein deutlicher Hinweis, da� der Symme-

triebruch in diesem Fall tats

�

achlich durch eine sekund

�

are Normalmodeninstabilit

�

at

verursacht wird. Das barotrope Stromfunktionsmuster von Mode A ver

�

andert sich in

diesem Zeitintervall nur sehr wenig und gleicht dem in Abbildung 5.9 gezeigten. Dar-

aus k

�

onnte sich eine Erkl

�

arung f

�

ur die hohe Korrelation ergeben, da der zonotropen

Str

�

omung gen

�

ugend Zeit bleibt sich dem Mode A anzupassen.

Abbildung 5.13 zeigt die Ergebnisse der entsprechenden Analyse f

�

ur den Mode S. Die

Instabilit

�

at bez

�

uglich Mode S o�enbart im Vergleich zu Mode A eine kompliziertere

zeitliche Entwicklung. Die Abbildung 5.13a enth

�

alt die Wachstumsrate von dem am

schnellsten und von dem am zweitschnellsten anwachsenden Normalmode. Es treten

innerhalb des betrachteten Zeitraums 4 Bifurkationen auf, die durch die vertikalen

110



a) b)

-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

0 1 2 3 4 5

W
a

c
h

s
tu

m
s
ra

te

Zeit 

Mode A
Zonotrope Stroemung

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0 1 2 3 4 5

K
o

rr
e

la
ti
o

n

Zeit 

Abbildung 5.12: Zeitliche Entwicklungen f

�

ur den Fall B = 0:3; a = 3 im Zweischichtensystem: a)

Wachstumsrate von dem am schnellsten anwachsenden Mode A der Z-L

�

osung (durchgezogene Linie)

und halbe Wachstumsrate der zonotropen kinetischen Energie von der entsprechenden A-L

�

osung

(gepunktete Kurve), b) Korrelation C (siehe Text).

Linien in Abbildung 5.13a gekennzeichnet werden. Diese Bifurkationen trennen die

Bereiche mit zwei unterschiedlichen realen Eigenwerten von den Bereichen mit zwei

komplexen Eigenwerten, die den gleichen Realteil aufweisen. Am Anfang der Entwick-

lung sind die beiden Eigenwerte zun

�

achst real. Ein Vergleich mit dem Str

�

omungsmus-

ter (nicht gezeigt) ergibt, da� der gr

�

o�ere Eigenwert mit der baroklinen Instabilit

�

at

der Zonalmittelstr

�

omung bez

�

uglich der Fundamentalwelle und der andere Eigenwert

mit der noch schwachen barotropen Welleninstabilit

�

at in Verbindung steht. Nach

der ersten Bifurkation (T = 2:2) vereinigen sich diese beiden Normalmoden zu einem

komplexen Normalmode, der beide Instabilit

�

atsmechanismen enth

�

alt. Das Verhalten

des komplexen Normalmodes wird durch periodisch wiederkehrende

�

Uberg

�

ange von

barokliner Instabilit

�

at in barotrope Welleninstabilit

�

at charakterisiert. Dabei wech-

selt jedoch das Vorzeichen des Normalmodes. Diese Periode mit einem komplexen

Eigenwert ist jedoch zu kurz, um eine Vorzeichenumkehr der barotropen Zonalmit-

telstr

�

omung zu bewirken, da der Imagin

�

arteil des Eigenwerts klein ist (Im(�) � 0:3).

Zwischen der zweiten Bifurkation (T = 2:8) und dritten Bifurkation (T = 4) tre-

ten wieder zwei unterschiedliche reelle Eigenwerte auf und es wird der Zeitpunkt

erreicht, wo die Analyse in Abschnitt 5.2.2 durchgef

�

uhrt wurde. Diesmal ist der am

schnellsten anwachsende Normalmode mit der barotropen Welleninstabilit

�

at verbun-

den, wobei der barotrope Anteil des Musters (Abbildung 5.10) kaum variiert. Der

am zweitschnellsten anwachsende Normalmode beschreibt in diesem Intervall die ba-

rokline Instabilit

�

at der Zonalmittelstr

�

omung, die sich auf die Randgebiete des Kanals

konzentriert, weil die Vertikalscherung in der Kanalmitte bereits stark abgeschw

�

acht

wurde. Zum Zeitpunkt T = 4 kommt es zu einer weiteren Bifurkation. Da die S-

L

�

osung schon vorher ihre Equilibration erfahren hat, besitzt diese Bifurkation keine

Relevanz mehr f

�

ur den Equilibrationsvorgang.
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Abbildung 5.13: Zeitliche Entwicklungen f

�

ur den Fall B = 0:3; a = 3 im Zweischichtensystem: a)

Wachstumsrate von dem am schnellsten anwachsenden Mode S der Z-L

�

osung (durchgezogene Kur-

ve), Wachstumsrate von dem am zweitschnellsten anwachsenden Mode S der Z-L

�

osung (gestrichelte

Kurve), und halbe Wachstumsrate der zonotropen kinetischen Energie von der entsprechenden S-

L

�

osung (gepunktete Kurve), b) Korrelation C (siehe Text). Die vertikalen Linien in a) grenzen den

Bereich ein, wo der Imagin

�

arteil des Eigenwertes nicht verschwindet.

Die zonotrope kinetische Energie der S-L

�

osung (Abbildung 5.13a, gepunktete Linie)

zeigt bis zum Zeitpunkt T = 2 ein Schwingungsverhalten. Die Schwingungsperiode

ist kleiner als die von der entsprechenden Schwingung bei der A-L

�

osung. Vermut-

lich resultiert diese Schwingung aus der Stabilit

�

at der Zonalmittelstr

�

omung bez

�

uglich

des Normalmodes mit der meridionalen Wellenzahl 3, wobei dieser Normalmode mit

einer h

�

oheren Frequenz schwingt. Aufgrund dieser Schwingung kehrt sich das Vorzei-

chen der symmetriebrechenden St

�

orung zweimal um, so da� die anf

�

anglich Tendenz

erhalten bleibt und somit eine in der Kanalmitte ostw

�

arts gerichtete barotrope Zo-

nalmittelstr

�

omung resultiert. Kurz vor der ersten Bifurkation passt sich das Wachs-

tum dem des am zweitschnellsten anwachsenden Normalmode an. Auch nach der

Bifurkation ergibt sich f

�

ur die zonotrope Str

�

omung eine gute

�

Ubereinstimmung des

Wachstums der zonotropen Str

�

omung mit dem Realteil des komplexen Eigenwerts.

In dem zweiten Intervall mit aperiodischer Instabilit

�

at folgt das Wachstum etwa dem

des am schnellsten anwachsenden Normalmodes und f

�

allt danach ab, da die Equili-

bration statt�ndet. Die Korrelation der zonotropen Str

�

omung der S-L

�

osung mit dem

am schnellsten anwachsenden Mode S (Abbildung 5.13b) beginnt ab dem Zeitpunkt

T = 1:4 monoton anzusteigen. Die zonotrope Str

�

omung n

�

ahert sich also zun

�

achst

der Fundamentalwelle an. Diese Tendenz setzt sich auch nach der ersten Bifurkation

fort, da die Fundamentalwelle auch in dem komplexen Normalmode mit enthalten

ist. Nach der zweiten Bifurkation springt die Korrelation abrupt auf einen niedri-

gen Wert, nimmt danach aber wieder rasch zu, so da� die zonotrope Str

�

omung in

diesem Intervall die barotrope Welleninstabilit

�

at umsetzen kann und eine barotrope

Equilibration verursacht. Die Korrelation erreicht nicht so hohe Werte wie bei der
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entsprechenden A-L

�

osung. Trotzdem kann man auch in diesem Fall die Relevanz der

sekund

�

aren Normalmodeninstabilit

�

at f

�

ur die nichtlineare Entwicklung erkennen.

5.2.4 Stabilit

�

atsanalyse der Z-L

�

osung im semigeostrophischen UPV-System

In dem semigeostrophischen UPV-System �ndet die Dynamik in dem transformierten

Raum statt. Daher kann die Instabilit

�

atsanalyse genauso durchgef

�

uhrt werden wie

bisher. Die simulierte Z-L

�

osung ist stabil bez

�

uglich Mode S, da das Aspektverh

�

altnis

zu klein ist. So wird nur die Instabilit

�

at bez

�

uglich Mode A untersucht. Abbildung

5.14 , Abbildung 5.15 und Abbildung 5.16 zeigen die Ergebnisse dieser Analyse. Die

Wachstumsrate des am schnellsten anwachsenden Mode A (Abbildung 5.14a) liegt

schon am Anfang der Entwicklung bei einem endlichen Wert. Dieser ist verbunden

mit der baroklinen Instabilit

�

at des Grundstroms bez

�

uglich eines Normalmodes mit

der meridionalen Wellenzahl 2. Das kann man in Abbildung 5.15 erkennen, welche in

den geostrophischen Koordinaten zeitlich aufeinanderfolgende Stromfunktions- und

Temperaturmuster von Mode A bei z = 0:5 zeigt. Es ist dabei zu beachten, da� nur

der vertikal symmetrische Anteil der Stromfunktion einen Beitrag zu der Str

�

omung

bei z = 0:5 und entsprechend nur der vertikal antisymmetrische Anteil der Strom-

funktion einen Beitrag zu der Temperatur bei z = 0:5 liefert. Die Wachstumsrate

nimmt bis zum Zeitpunkt T = 3 zu. Dieser Anstieg begr

�

undet sich in dem zuneh-

menden Einu� der barotropen Welleninstabilit

�

at, die mit der baroklinen Instabilit

�

at

zusammen wirkt. In Abbildung 5.15 kann das best

�

atigt werden, da die Stromfunktion

von Mode A bei z = 0:5 immer mehr die Strukturen von dem in Abbildung 5.2 abge-

bildeten barotropen Muster von Mode A annimmt. Nach dem Zeitpunkt T = 3 sinkt

die Wachstumsrate schnell ab und es kommt zu einer Bifurkation, wobei die beiden

am schnellsten anwachsenden reellen Normalmoden in einen komplexen Normalmode

�

ubergehen. Die Struktur des komplexen Normalmodes ver

�

andert sich nicht sehr stark

in dem weiteren Entwicklungsverlauf. Das Muster des komplexen Normalmodes ist

f

�

ur den Zeitpunkt T = 4:5 in Abbildung 5.16 gezeigt. Man erkennt deutlich, da�

in das Temperaturmuster auch Eigenfunktionen mit der zonalen Wellenzahl k = 2

eingehen. Die Einbeziehung der h

�

oheren zonalen Wellenzahl resultiert h

�

ochstwahr-

scheinlich aus der Wechselwirkung zwischen der Stromfunktionswelle von Mode A

und der Temperaturwelle der Z-L

�

osung. Die h

�

ochste Korrelation der zonotropen

Str

�

omung mit dem komplexen Mode A �ndet man bei einer langsam zunehmenden

Phase (nicht gezeigt), die Betr

�

age um 3�=4 annimmt. Bei dieser Phase besitzt das

Stromfunktionsmuster von Mode A eine

�

ahnliche Struktur wie das von dem reellen

Mode A zum Zeitpunkt T = 3. Daher tr

�

agt auch nach dem Auftreten der Bifurkation

die barotrope Welleninstabilit

�

at zu der Instabilisierung der Z-L

�

osung bei.

Die halbe Wachstumsrate der zonotropen kinetischen Energie (Abbildung 5.14a)

n

�

ahert sich im reellen Bereich zun

�

achst der Wachstumsrate von Mode A an. Bei

der Bifurkation w

�

achst die zonotrope Str

�

omung aber unvermindert weiter, w

�

ahrend

die Wachstumsrate von Mode A sich merklich verringert hat. Dieser Unterschied er-

kl

�

art sich vermutlich durch die schnelle strukturelle

�

Anderung von Mode A, was man
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Abbildung 5.14: Zeitliche Entwicklungen f

�

ur die Analyse der semigeostrophischen Z-L

�

osung: a)

Wachstumsrate von dem am schnellsten anwachsenden Mode S der Z-L

�

osung (durchgezogene Kur-

ve), Wachstumsrate von dem am zweitschnellsten anwachsenden Mode S der Z-L

�

osung (gestrichelte

Kurve), und halbe Wachstumsrate der zonotropen kinetischen Energie von der entsprechenden A-

L

�

osung (gepunktete Kurve), b) Korrelation C (siehe Text). Bei der vertikalen Linie in a) geht der

reelle Eigenwert in einen komplexwertigen

�

uber.

Stromfunktion, Mode A

Temperatur, Mode A

Abbildung 5.15: Zeitlich aufeinanderfolgende Horizontalverteilungen von dem am schnellsten an-

wachsenden Mode A der semigeostrophischen Z-L

�

osung in den geostrophischen Koordinaten. Die

obere Reihe zeigt die Stromfunktion bei z = 0:5 und die untere Reihe die Temperatur bei z = 0:5.

Der Isolinienabstand betr

�

agt � = 0:2 und negative Isolinien sind gestrichelt dargestellt.
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T = 4:5

Stromfunktion, Mode A

Temperatur, Mode A

Abbildung 5.16: Horizontalverteilungen von dem am schnellsten anwachsenden Mode A der se-

migeostrophischen Z-L

�

osung in den geostrophischen Koordinaten f

�

ur den Zeitpunkt T = 4:5. a)

Realteil der Stromfunktion bei z = 0:5, b) Imagin

�

arteil der Stromfunktion bei z = 0:5, c) Realteil

der Temperatur bei z = 0:5, d) Imagin

�

arteil der Temperatur bei z = 0:5. Der Isolinienabstand

betr

�

agt � = 0:1 und negative Isolinien sind gestrichelt dargestellt.

auch an der spontanen Abnahme der Korrelation C (Abbildung 5.14b) kurz vor der

Bifurkation erkennen kann. Nach der Bifurkation erreicht die Korrelation enorm hohe

Werte (

�

uber 99%). Die noch bestehende Diskrepanz zwischen der berechneten und

beobachteten Wachstumsrate k

�

onnte hier durch die unterschiedliche Amplitude von

Real- und Imagin

�

arteil des komplexen Musters von Mode A begr

�

undet werden. Da

die Phase sich in dem Bereich zwischen �=2 und � be�ndet und stetig zunimmt, ge-

winnt der Realteil mit der h

�

oheren Amplitude immer mehr an Gewicht. Daraus w

�

urde

ein zus

�

atzliches Energiewachstum folgen, das m

�

oglicherweise die Diskrepanz aufkl

�

art.

Ab T = 4:5 f

�

allt das Wachstum der zonotropen kinetischen Energie zur

�

uck, da die

A-L

�

osung von der Z-L

�

osung abweicht und bald danach die Equilibration erf

�

ahrt.

Insgesamt zeigt sich, da� die Zyklonenentwicklung bei der semigeostrophischen A-

L

�

osung durch eine symmetriebrechende Instabilit

�

at verursacht wird. Das Stromfunk-

tionsmuster der zonotropen Str

�

omung weist bei z = 0:5 bis kurz vor der Equilibra-

tion eine gute

�

Ubereinstimmung mit dem Mode A der barotropen Welleninstabilit

�

at

auf (Abbildung 5.2). Das ist bemerkenswert, wenn man bedenkt, da� die Zyklo-

ne in den physikalischen Koordinaten viele Detailstrukturen (Fronten, Okklusionen

und spiralf

�

ormig bewegende Temperaturanomalien) aufweist, welche in beobachteten

Wettersystemen ebenfalls zu �nden sind. Man kann sogar den Einu� der barotropen

115



Welleninstabilit

�

at im Stromfunktionsmuster an der unteren Berandung registrieren,

wenn die Stromfunktion in den zonoklinen und zonotropen Anteil aufgespalten wird.

Diese Aufspaltung ist in Abbildung 5.17 zum Zeitpunkt T = 5 in den geostrophi-

schen Koordinaten darstellt. Man stellt fest, da� der zonokline Anteil eine Welle mit

einem geringen Zonalmittel beschreibt, w

�

ahrend der zonotrope Anteil dem Muster

der barotropen Welleninstabilit

�

at entspricht. Diese

�

Ubereinstimmung f

�

uhrt zu dem

Schlu�, da� die barokline Instabilit

�

at das Wachstum des zonoklinen Anteils bewirkt

und die barotrope Welleninstabilit

�

at den zonotropen Anteil hervorruft. Die beiden

Instabilit

�

atsmechanismen sind somit wichtig f

�

ur das Verst

�

andnis der Zyklogenese in

dem hier betrachteten Fall.

a)

b) zonokliner Anteil

c) zonotroper Anteil

=

+

Abbildung 5.17: Stromfunktion (Isolinienabstand �=0.2) an der unteren Berandung des semi-

geostrophischen UPV-Systems zum Zeitpunkt T = 5 in den geostrophischen Koordinaten. a)

Vollst

�

andige Verteilung, b) zonokliner Anteil, c) zonotroper Anteil. Negative Isolinien sind ge-

strichelt dargestellt. Die gezeigte Region erstreckt sich in zonaler Richung

�

uber zwei Wellenl

�

angen

und in meridionaler Richtung

�

uber die ganze Kanalbreite.
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6 Schlu�betrachtung

6.1 Zusammenschau

In dieser Arbeit wurde die nichtlineare Entwicklung von baroklinen Wellen im Rah-

men der quasigeostrophischen und semigeostrophischen Approximation untersucht.

Dabei wurde die Wellenentwicklung in einer vertikal gescherten Kanalstr

�

omung eines

Zweischichtenuids sowie eines kontinuierlichen Fluids mit einer uniformen potenti-

ellen Vorticity betrachtet. In dem Zweischichtensystem wurden seitliche Kanalbe-

randungen vorgegeben, w

�

ahrend in dem kontinuierlichen System (UPV-System) die

L

�

osung in meridionaler Richtung periodisch fortgesetzt wurde. Als externe Parame-

ter der quasigeostrophisch approximierten Systeme wirken die interne Froudezahl F

I

und das Aspektverh

�

altnis a der Fundamentalwelle (Welle mit minimaler zonaler und

meridionaler Wellenzahl). Das Aspektverh

�

altnis a setzt die meridionale Wirbelaus-

dehnung ins Verh

�

altnis zu der zonalen. Bei dem

�

Ubergang zu dem semigeostrophi-

schen UPV-System mittels der geostrophischen Koordinatentransformation kommt

die Rossbyzahl als weiterer externer Parameter hinzu. Obwohl die beiden quasi-

geostrophischen Str

�

omungssysteme aus unterschiedlichen physikalischen Vorausset-

zungen resultieren, besitzen sie eine sehr

�

ahnliche mathematische Struktur. Ferner

weisen beide Systeme eine barokline Instabilit

�

at des vertikal gescherten Grundstroms

auf. Begr

�

undet wird diese

�

Ubereinstimmung mit der Interpretation der Tempera-

tur an den Berandungen des UPV-Systems durch potentielle Vorticityanomalien in

in�nitesimal d

�

unnen Schichten (Bretherton 1966a).

Es wurden drei verschiedene Str

�

omungssymmetrien betrachtet, welche in beiden

Str

�

omungssystemen erhalten bleiben, wenn man sie in der Anfangsstr

�

omung exakt

vorgibt. Die am st

�

arksten einschr

�

ankende Symmetrie Z weist meridional symmetri-

sche Zonalmittelstr

�

omungen auf, die zugleich eine vertikale Antisymmetrie besitzen.

Die letztgenannte Eigenschaft zeichnet Symmetrie Z als eine sogenannte zonokline

Str

�

omungssymmetrie aus. Die zonotropen Str

�

omungssymmetrien haben hingegen

vertikal symmetrische Zonalmittelstr

�

omungen. Die

�

Uberlagerung von der zonoklinen

Symmetrie Z mit der zonotropen Str

�

omungssymmetrie, welche eine meridional anti-

symmetrische (symmetrische) Zonalmittelstr

�

omung aufweist, f

�

uhrt dann zu der Sym-

metrie A (S). Ein Symmetriebruch liegt vor, wenn die Str

�

omung von einer bestimm-

ten Str

�

omungssymmetrie abweicht. Verst

�

arkt sich ein sehr kleiner Symmetriebruch

deutlich im Entwicklungsverlauf, so ist die Str

�

omungssymmetrie instabil bez

�

uglich

einer symmetriebrechenden St

�

orung. Die symmetriebrechende Instabilit

�

at kann als

hydrodynamische Instabilit

�

at einer Str

�

omung, die einer bestimmten Str

�

omungssym-

metrie unterliegt, verstanden werden. Bei Vorhandensein einer deutlichen symme-

triebrechenden Instabilit

�

at ist es unwahrscheinlich, da� eine Str

�

omungssymmetrie er-

halten bleibt, da die v

�

ollige Abwesenheit von symmetriebrechenden St

�

orungen nicht

realistisch ist. Der in dieser Arbeit betrachtete vertikal gescherte Grundstrom sowie

der dazugeh

�

orige Normalmode unterliegt der Symmetrie Z. Im Mittelpunkt steht hier

daher die Untersuchung der Stabilit

�

at von L

�

osungen mit der Symmetrie Z (Z-L

�

osung)
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bez

�

uglich kleiner symmetriebrechender St

�

orungen, welche als nat

�

urliche Abweichun-

gen von der exakten Normalmodenstruktur verstanden werden k

�

onnen.

Um die Auswirkung des Symmetriebruchs auf die Z-L

�

osung in einem weiten Pa-

rameterbereich aufzuzeigen, wurde eine Vielzahl von numerischen Simulationen der

quasigeostrophischen L

�

osungen durchgef

�

uhrt. Der betrachtete Parameterraum wird

durch das Aspektverh

�

altnis a und einem Baroklinit

�

atsparameter B aufgespannt. Der

Baroklinit

�

atsparameter B beschreibt die St

�

arke der baroklinen Instabilit

�

at und wur-

de eingef

�

uhrt, um den Bereich mit barokliner Instabilit

�

at besser einzugrenzen. F

�

ur

die Simulationen der Z-L

�

osungen wurde am Anfang einfach der am schnellsten an-

wachsende Normalmode dem vertikal antisymmetrischen Grundstrom

�

uberlagert. Im

Falle der Symmetrie A (A-L

�

osung) und der Symmetrie S (S-L

�

osung) wurde dem

Normalmode eine weitere St

�

orung hinzugef

�

ugt, welche die Wellenphase gegen

�

uber

der meridionalen Richtung auslenkt und die zonokline Symmetrie Z bricht.

Das Verhalten der simulierten L

�

osungen h

�

angt merkbar von den

�

au�eren Parametern

und der Anfangsst

�

orung ab. So nimmt bei den Z-L

�

osungen das Verh

�

altnis der er-

reichten St

�

orungsenergie zur Gesamtenergie sowie die Dauer bis zum Erreichen der

Equilibration bei Erh

�

ohung des Baroklinit

�

atsparameters zu. Die barokline Wachs-

tumsphase der Z-L

�

osungen kann dabei nur durch die Modi�kation der vertikal anti-

symmetrischen Zonalmittelstr

�

omung beendet werden (barokline Equilibration). Der

in den A- und S-L

�

osungen vorgegebene Symmetriebruch modi�ziert das Verhalten

der baroklinen Wellen in vielen F

�

allen. Die Modi�kation

�

au�ert sich in erster Li-

nie durch das Wachstum von barotropen Zonalmittelstr

�

omungen unmittelbar vor der

ersten Equilibration. Die simulierten A-L

�

osungen unterscheiden sich in dem Gro�-

teil des betrachteten Parameterraums merklich von der Z-L

�

osung. Dabei nimmt die

Auswirkung des Symmetriebruchs bei Erh

�

ohung des Aspektverh

�

altnisses zu. Die si-

mulierten S-L

�

osungen weisen nur bei hohen Werten des Aspektverh

�

altnisses (a > 2:7)

merkliche Unterschiede zu den Z-L

�

osungen auf.

Insgesamt stimmen die L

�

osungen in dem Zweischichtensystem mit denen in dem UPV-

System in ihrem Verhalten weitgehend

�

uberein. Die meisten Unterschiede sind auf

die unterschiedliche Randformulierungen zur

�

uckzuf

�

uhren. Folglich ist die Dynamik

des Zweischichtenuids vergleichbar mit der Dynamik des kontinuierlich geschichte-

ten Fluids mit uniformer potentieller Vorticity. Dabei mu� die potentielle Vorticity

der unteren (oberen) Schicht des Zweischichtensystems mit der Temperatur an der

unteren (oberen) Berandung des UPV-Systems verglichen werden, da diese Erhal-

tungsgr

�

o�en die Dynamik steuern.

Bei hohem Aspektverh

�

altnis (a = 3) und mittlerem Baroklinit

�

atsparameter (B = 0:3)

wirkt sich der Symmetriebruch besonders stark aus. Diese Parameter wurden daher

f

�

ur eine n

�

ahere Untersuchung festgehalten. In diesem Fall weisen sowohl die A-L

�

osung

als auch die S-L

�

osung einen klar de�nierten asymmetrischen Lebenszyklus mit baro-

kliner Wachstums- und barotroper Au

�

osungsphase auf. Es stellte sich heraus, da�
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die Ampli�kation der barotropen Zonalmittelstr

�

omung aus demWellenimpulsu� auf-

grund der zunehmenden meridionalen Phasenneigung resultiert. Eine Equilibration

der A- und S-L

�

osung wurde selbst in den Simulationen beobachtet, in denen die verti-

kal antisymmetrische Zonalmittelstr

�

omung zeitlich konstant gehalten wurde. Damit

wurde demonstriert, da� eine barotrope Equilibration statt�nden kann, wobei die

Zonalmittelstr

�

omung ausschlie�lich durch die Modi�kation des barotropen Anteils

stabilisiert wird ("Barotropic Governor" E�ekt).

Um einen engeren Zusammenhang zu atmosph

�

arischen Wettersystemen herzustellen,

wurden zwei weitere Simulationen in dem semigeostrophischen UPV-System mit ei-

nem jetartigen Grundstrom durchgef

�

uhrt, welcher besser die Polarfront wiedergibt.

Es wurde eine Z-L

�

osung durch Vorgabe des am schnellsten anwachsenden Normal-

modes und eine A-L

�

osung mit einer zus

�

atzlich

�

uberlagerten symmetriebrechenden

St

�

orung simuliert. Bei der Z-L

�

osung kommt es zu der Entwicklung von Zyklonen

und Antizyklonen mit vergleichbarer Amplitude. Die A-L

�

osung zeigt dagegen eine

Unterdr

�

uckung der Antizyklonenentwicklung, so da� Zyklonen schon in der Wachs-

tumsphase die Str

�

omung dominieren. Dabei str

�

omen an der unteren Berandung die

Temperaturanomalien spiralf

�

ormig in die Zyklone und es entstehen Frontstrukturen,

wie sie in dem Shapiro-Keyser Konzeptmodell (Abbildung 1.1) zu �nden sind.

Um den Symmetriebruch in den durchgef

�

uhrten Simulationen zu verstehen, wurden

die symmetriebrechenden Instabilit

�

aten eingehend untersucht. Zun

�

achst wurde die

Instabilit

�

at einer station

�

aren barotropen Fundamentalwelle in einer zweidimensiona-

len divergenzfreien Str

�

omung analysiert. Die um diese L

�

osung linearisierte Gleichung

besitzt Normalmoden mit der Symmetrie A (Mode A) als auch Normalmoden mit der

Symmetrie S (Mode S). Die Wachstumsraten dieser Normalmoden nehmen bei Ver-

gr

�

o�erung des Wellenaspektverh

�

altnisses monoton zu und sind f

�

ur Mode A gr

�

o�er als

f

�

ur Mode S. F

�

ur sehr gro�e Aspektverh

�

altnisse n

�

ahern sich die Wachstumsraten von

Mode A und Mode S der von Lorenz (1972) analytisch bestimmten Wachstumsrate

f

�

ur die Instabilit

�

at einer ebenen barotropen Welle an. Die barotrope Welleninstabi-

lit

�

at wurde auch in dem UPV-System untersucht, wobei

�

ahnliche Ergebnisse erlangt

wurden. Im weiteren wurde die nichtlineare Entwicklung der barotropen Wellenin-

stabilit

�

at numerisch simuliert. Die Simulationen von Mode A und Mode S zeigten

dabei in ihrer energetischen Entwicklung sowie in den r

�

aumlichen Strukturen viele

Gemeinsamkeiten mit der barotropen Zerfallsphase der A-L

�

osung bzw. der S-L

�

osung,

welche zuvor als Beispiele f

�

ur eine barotrope Equilibration betrachtet wurden (beim

Fall B = 0:3; a = 3 im Zweischichtensystem).

Mehr Gewi�heit f

�

ur die Relevanz von symmetriebrechenden Instabilit

�

aten konnte

durch die direkte Stabilit

�

atsanalyse der simulierten baroklinen Z-L

�

osungen gewon-

nen werden. Die um die Z-L

�

osung linearisierten Gleichungen besitzen zonotrope

L

�

osungen, die entweder der Symmetrie A (Mode A) oder der Symmetrie S (Mode S)

unterliegen. Zun

�

achst wurde die Stabilit

�

at aller Z-L

�

osungen zu einem festgelegten

Zeitpunkt in der baroklinen Wachstumsphase ermittelt. Die Z-L

�

osungen sind zu
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diesem Zeitpunkt in dem gr

�

o�ten Teil des Parameterraums instabil bez

�

uglich Mode

A. Das barotrope Stromfunktionsmuster stimmt in dem instabilen Bereich gut mit

der Struktur des in der rein barotropen Analyse gewonnenen Mode A

�

uberein. Die

Bereiche mit einer Instabilit

�

at bez

�

uglich Mode A fallen in etwa mit den Bereichen

zusammen, in denen der Symmetriebruch bei der A-L

�

osung deutliche Auswirkungen

zeigte. Die Z-L

�

osungen sind in dem gesamten Parameterraum instabil bez

�

uglich Mode

S. Jedoch ist in dem gr

�

o�ten Bereich die Instabilit

�

at verbunden mit der baroklinen

Instabilit

�

at bez

�

uglich der Fundamentalwelle, welche die Entwicklung der Z-L

�

osung

kaum beeinussen kann. In einem kleinen Bereich, der sich bei hohen Werten des

Aspektverh

�

altnisses be�ndet, weist die Wachstumsrate h

�

ohere Werte auf. Das baro-

trope Stromfunktionsmuster nimmt dort die Struktur des in der barotropen Analyse

gewonnenen Mode S an. Eine detailliertere Analyse der Z-L

�

osung im Zweischichten-

system mit den Parametern B = 0:3; a = 3 ergab, da� die zonotropen Str

�

omun-

gen von der A- und der S-L

�

osung kurz vor der Equilibration die Form von Mode A

bzw. Mode S annehmen, welche zu diesem Zeitpunkt eine barotrope Welleninstabi-

lit

�

at beschreiben. Schlie�lich wurde die Stabilit

�

at der simulierten Z-L

�

osung in dem

semigeostrophischen UPV-System untersucht. Die Z-L

�

osung ist in diesem Fall insta-

bil bez

�

uglich eines Mode A, der die barotrope Welleninstabilit

�

at mit einer baroklinen

Instabilit

�

at kombiniert. Die zonotrope Str

�

omung der A-L

�

osung passt sich schon am

Anfang diesem Normalmode an, wobei zun

�

achst die barokline Instabilit

�

at den Sym-

metriebruch bewirkt. Danach gewinnt die barotrope Welleninstabilit

�

at immer mehr

an Bedeutung und verursacht die Zyklogenese.

6.2 Diskussion

In dieser Arbeit wurde demonstriert, da� symmetriebrechende Instabilit

�

aten die Ent-

wicklung von baroklinen Wellen in quasigeostrophischen und semigeostrophischen

Systemen drastisch modi�zieren k

�

onnen. Insbesondere zeigten die zahlreichen Si-

mulationen und Analysen, da� die barotrope Welleninstabilit

�

at

- im wesentlichen f

�

ur die Verst

�

arkung der aufgetretenen Symmetriebr

�

uchen verant-

wortlich ist

- das Wachstum von barotropen Zonalmittelstr

�

omungen w

�

ahrend der barotropen

Equilibration verursacht

- die Zyklogenese in dem semigeostrophischen UPV-System herbeif

�

uhrt

- sich mit zunehmendem Wellenaspektverh

�

altnis verst

�

arkt

Die Ergebnisse kl

�

aren somit auf, warum in den Studien von Sch

�

ar (1989), Davies et

al. (1991) und Nakamura (1993) die Vorgabe einer symmetriebrechenden barotropen

Scherstr

�

omung eine starke Modi�kation der baroklinen Wellenentwicklung verursacht.

Die barotrope Welleninstabilit

�

at bez

�

uglich Mode A wirkt in einem gro�en Parameter-

bereich, w

�

ahrend die barotrope Welleninstabilit

�

at bez

�

uglich Mode S dagegen lediglich

bei Wirbeln mit einer hohen meridionalen Erstreckung relevant ist. Bei atmosph

�

ari-

schen synoptisch-skaligen Systemen ist daher nur eine Auswirkung der durch Mode
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A beschriebenen Instabilit

�

at zu erwarten.

Da� der symmetriebrechenden Welleninstabilit

�

at bez

�

uglich Mode A in der Tat bei

der au�ertropischen Zyklogenese eine wichtige Rolle zukommen kann, zeigten die se-

migeostrophischen Simulationen. W

�

ahrend ohne Symmetriebruch sich eine barokline

Welle mit gleichstarken Zyklonen und Antizyklonen entwickelte, zeigte sich mit Sym-

metriebruch eine klare Dominanz des Zyklonenwachstums (zyklonale Entwicklung),

welches zu der Ausbildung von realistischen Frontstrukturen f

�

uhrte. Die Ampli�-

kation der symmetriebrechenden St

�

orung ist folglich ein wichtiger Vorgang bei der

Zyklogenese. Die Zyklogenese kann als ein Resultat von zwei verschiedenen Insta-

bilit

�

aten verstanden werden. Die barokline Instabilit

�

at sorgt f

�

ur das Wachstum der

baroklinen Welle, w

�

ahrend die barotrope Welleninstabilit

�

at f

�

ur die Entwicklung der

zyklonal gescherten Zonalmittelstr

�

omung verantwortlich ist. Die daraus resultierende

�

Uberlagerung von Welle und Zonalmittelstr

�

omung bildet die anwachsende Zyklone

(siehe Abbildung 1.2 und Abbildung 5.17). Die Fragestellung, warum in Beobachtun-

gen (z. B. Bjerknes und Solberg 1922) und numerischen Studien (z. B. Polavarapu

und Peltier 1990) stets die zyklonale Entwicklung beobachtet wird, kann jedoch im

Rahmen der hier verwendeten approximierten Systeme nicht erkl

�

art werden, da der

gleichwahrscheinliche Symmetriebruch mit umgekehrten Vorzeichen zu der Bildung

von dominierenden Antizyklonen f

�

uhren w

�

urde (antizyklonale Entwicklung). Die Ten-

denz zur zyklonalen Entwicklung mu� folglich eine Konsequenz von E�ekten sein, die

durch die quasigeostrophische oder semigeostrophische Approximation vernachl

�

assigt

werden.

In der Studie von Snyder et al. (1991) wird eine m

�

ogliche Erkl

�

arung f

�

ur diese Ten-

denz gebracht. Diese Autoren verglichen die barokline Wellenentwicklung in einem

semigeostrophischen Modell mit einer entsprechenden Entwicklung in einem auf den

primitiven Gleichungen basierenden Modell. Als Grundzustand wurde die urspr

�

ung-

lich von Hoskins und West (1979) verwendete jetf

�

ormige Zonalmittelstr

�

omung vor-

gegeben. Die auf den primitiven Gleichungen basierende Simulation o�enbarte eine

zyklonale Entwicklung, welche in dem semigeostrophischen Modell nicht auftrat. F

�

ur

die Erkl

�

arung wurde zun

�

achst gezeigt, da� die semigeostrophische Approximation

nicht alle Terme in der Gr

�

o�enordnung O(Ro

2

) ber

�

ucksichtigt. Es ist bemerkens-

wert, da� der vernachl

�

assigte nichtlineare Term in Gl. (2.61) bei einer vollst

�

andigen

O(Ro

2

)-Approximation (hypogeostrophische Approximation) mit vierfacher Amplitu-

de in Erscheinung tritt und von Snyder et al. tats

�

achlich als Ursache f

�

ur die zyklonale

Entwicklung identi�ziert werden konnte. Im Anhang wird gezeigt, da� dieser Term

eine Verschiebung der St

�

orung auf die linke Seite des Jets (in Str

�

omungsrichtung gese-

hen) bewirkt und somit die Str

�

omungssymmetrie bricht. Obwohl der zus

�

atzliche Term

klein (O(Ro

2

)) ist, kann er den entscheidenden Ansto� f

�

ur die zyklonale Entwicklung

liefern, da die Scherung auf der linken Seite des Jets stets zyklonal ist. Folglich ist es

m

�

oglich, da� durch den nichtlinearen Zusatzterm die St

�

orung aufgrund der zyklonalen

Scherung geneigt wird und die Welleninstabilit

�

at im sp

�

ateren Entwicklungsstadium
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die zyklonale Entwicklung bewirkt. Die Fragestellung, in welchem Ma�e der zus

�

atzli-

che Term einerseits und der Mechanismus der Welleninstabilit

�

at andererseits an der

zyklonalen Entwicklung beteiligt ist, kann jedoch hier nicht beantwortet werden. In

der neueren Studie von Wernli et al. (1998) wurden ebenfalls semigeostrophische Si-

mulationen mit solchen verglichen, die auf den primitiven Gleichungen basieren. Die

meridionale Symmetrie der baroklinen Jetstr

�

omung wurde bei diesen Experimenten

durch die Anfangst

�

orung als auch durch die barotrope Scherstr

�

omung gebrochen, wo-

bei die Amplitude der letzteren variiert wurde. Der Vergleich brachte im Gegensatz

zu Snyder et al. (1991) lediglich geringe Unterschiede in der baroklinen Wellenent-

wicklung hervor. Daher geben anscheinend die O(Ro

2

)-Terme nur in den F

�

allen die

Tendenz zur zyklonalen Entwicklung vor, wenn die meridionale Symmetrie anfangs

nur leicht oder gar nicht gest

�

ort wird.

Im weiteren k

�

onnte der Mechanismus der barotropen Welleninstabilit

�

at an dem von

Simmons und Hoskins (1978) simulierten baroklinen Wellenlebenszyklus beteiligt sein.

In der barotropen Zerfallsphase dieses Lebenszyklus neigen sich in der oberen Tro-

posph

�

are die Wellentr

�

oge in antizyklonaler Richtung und die potentiellen Vortici-

tyanomalien werden dort in

�

ahnlicher Weise vermischt (siehe z. B. Thorncroft et

al. 1993), wie es in Abbildung 4.14 zu sehen ist. Dieser Vorgang k

�

onnte gleichzeitig

die von Starr (1968) postulierte negative Wirbelviskosit

�

at (Abbildung 1.4) erkl

�

aren,

da bei dem Au

�

osungsprozess Zonalimpuls in nordw

�

artige Richtung

�

ubertragen wird.

Hieraus ergibt sich jedoch auch ein Widerspruch, da die antizyklonale Neigung der

Wellentr

�

oge sowie die nordw

�

artige Ausrichtung des Wellenimpulsusses ein Merkmal

einer antizyklonalen Entwicklung ist. Diese wurde jedoch - wie oben ausgef

�

uhrt - als

untypisch angesehen.

Eine m

�

ogliche Aufkl

�

arung dieses Widerspruchs liefert das von Thorncroft et al. (1993)

postulierte "Saturation-Propagation-Saturation" Verhalten (SPS-Hypothese), wel-

ches im folgenden kurz beschrieben wird. Am Anfang w

�

achst die barokline Wel-

lenst

�

orung in Bodenn

�

ahe auf der polw

�

artigen Seite des Jets an und entwickelt sich

dementsprechend zyklonal. Folglich entstehen am Boden vornehmlich Zyklonen, die

im weiteren Verlauf okkludieren. Danach bricht der Temperaturu� in Bodenn

�

ahe an

der polw

�

artigen Seite des Jets zusammen, w

�

ahrend auf der

�

aquatorw

�

artigen Seite des

Jet der noch bestehende Temperaturu� eine vertikale Ausbreitung von Wellenakti-

vit

�

at aufgrund des meridionalen PV-Gradienten bewirkt (siehe Edmon et al. 1980).

Bei der Vertikalausbreitung gewinnt die barokline Welle zus

�

atzliche Energie und neigt

sich jetzt antizyklonal, wodurch eine

�

aquatorw

�

artige Ausbreitungskomponente hinzu-

kommt. Schlie�lich zerf

�

allt die Wellenenergie in der oberen Troposph

�

are durch den an-

tizyklonalen Neigungsvorgang. Da die Wellenenergie erst w

�

ahrend der Ausbreitungs-

phase ihr Maximum erreicht, dominiert die in der oberen Troposph

�

are statt�ndende

antizyklonale Entwicklung die Energetik der atmosph

�

arischen Zirkulation. Die in

Bodenn

�

ahe statt�ndende zyklonale Entwicklung pr

�

agt dagegen das Erscheinungsbild

der synoptischen Bodenbeobachtungen. Eine wichtige Voraussetzung f

�

ur das SPS-
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Verhalten stellt die anf

�

angliche Existenz eines

�

uberall positiven PV-Gradienten dar,

der einerseits f

�

ur eine Konzentration des anf

�

anglichen Wachstums in Bodenn

�

ahe und

andererseits f

�

ur die Vertikalausbreitung von Wellenaktivit

�

at verantwortlich ist. Ferner

zeigten Balasubramanian und Garner (1997) durch ein Vergleich von Simulationen in

kartesischer und sph

�

arischer Geometrie, da� die metrischen Terme in den sph

�

arischen

Gleichungen eine weitere wichtige Voraussetzung f

�

ur dieses SPS-Verhalten bilden. Es

ist klar, da� diese E�ekte in den hier behandelten Str

�

omungssystemen nicht enthalten

sind.

Da in der nordhemisph

�

arischen Zirkulation der Grundstrom eine starke zonale Va-

riation der Zonalmittelstr

�

omung aufweist, �ndet die Zyklogenese nur lokal in den

sogenannten Stormtracks statt. Folglich werden durch die Zyklogenese zonale Scher-

str

�

omungen auch nur in diesen Stormtracks forciert. Es besteht also Grund zur An-

nahme, da� die quasistation

�

aren gro�skaligen Bodendruckanomalien (Islandtief und

Aleutentief) die Entsprechung zu der barotropen Zonalmittelstr

�

omung in den hier

diskutierten Simulationen bilden. Umgekehrt kann man vermuten, da� eine quasi-

station

�

are Hochdruckanomalie (Blockierung) aus einer antizyklonalen Entwicklung

resultiert, die zwar unwahrscheinlicher aber dennoch m

�

oglich sein sollte. Unterst

�

utzt

wird dieses Hypothese durch Beobachtungen, die eine Forcierung von Blockierungen

durch synoptische Impuls

�

usse zeigen (Green 1977). Es ist jedoch zu bemerken, da�

die zonale Variation der zeitlich gemittelten Str

�

omung Zusatze�ekte hervorruft, die

hier nicht behandelt wurden.

Die eben gebrachten Ausf

�

uhrungen zeigen, da� in dieser Arbeit einige Annahmen

gemacht wurden, die in der realen Atmosph

�

are nicht erf

�

ullt sind. Dazu kommen

noch weitere Prozesse, wie z. B. die Freisetzung von Kondensationsw

�

arme in den

Tiefdruckgebieten und die Bodenreibung. Trotz allem kann dem in dieser Arbeit dar-

gestellten Instabilit

�

atsmechanismus eine grundlegende Bedeutung f

�

ur die atmosph

�

ari-

sche Dynamik zukommen. Schlie�lich wurde gezeigt, da� synoptische St

�

orungen mit

Hilfe dieses Mechanismus potentielle Grundstromenergie irreversibel in die kinetische

Energie von gro�skaligen Str

�

omungen (planetare Wellen und Zonalmittelstr

�

omun-

gen) umwandeln k

�

onnen. Die daraus resultierenden Anomalien werden nur langsam

ged

�

ampft und beeinussen wiederum die Stabilit

�

at der atmosph

�

arischen Str

�

omung

bez

�

uglich synoptisch-skaliger Wellen (z. B.

�

uber den "Barotropic Governor" E�ekt).

�

Uber diese Wechselwirkung wird klar, da� die hochfrequenten synoptischen St

�

orungen

schlecht vorhersagbare niederfrequente Variabilit

�

at verursachen k

�

onnen.
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Anhang

Symmetriebruch im vollst

�

andigen semigeostrophischen UPV-System

Bei Ber

�

ucksichtigung der nichtlinearen Terme in Gl. (2.61) erh

�

alt man in den geostro-

phischen Koordinaten f

�

ur die potentielle Vorticity folgenden Ausdruck:
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Setzt man die uniforme potentielle Vorticity des Grundstroms Q

g

= �Ro

�1

d%

0

=dz in

diese Gleichung ein, so ergibt sich
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Um den E�ekt auf die anf

�

angliche St

�

orung zu untersuchen, wird diese Gleichung um

die Zonalmittelstr

�

omung linearisiert mit dem Ergebnis:
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Der zweite Term in der Klammer ist daf

�

ur verantwortlich, da� die St

�

orung auf die

linke Seite des Jets (in Str

�

omungsrichtung gesehen) verschoben wird. Das wird an

dem Beispiel einer einfachen Jetstr

�

omung in der Form

[u

g

] =

�

2

8

�

1

2

(~y �

�

2

)

2

(A.4)

demonstriert. Die vertikale Variation dieser Str

�

omung wird der Einfachheit halber

nicht ber

�

ucksichtigt. Mit diesem Grundstrom ergibt sich f

�

ur Gl. (A.3):
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F

�

ur die St

�

orung wird folgender Separationsansatz gemacht:
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Die Konstante l

m

kann als modi�zierte meridionale Wellenzahl interpretiert werden,

deren Wert nahe bei 1 liegt. Mit diesem Ansatz resultiert folgende gew

�

ohnliche Dif-

ferentialgleichung

d

2

F

d~y

2

+ (l

2

m

+ a

2

Ro(~y �

�

2

))F = 0 : (A.7)

Die L

�

osung dieser Gleichung kann mit der WKB-Methode gewonnen werden (siehe

z. B. Gill 1982), da die zweite Ableitung von dem Faktor (l

2

m

+ a

2

Ro(~y �

�

2

)) die

Gr

�

o�enordnung O(Ro

2

) aufweist. Damit ist
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(A.8)

ann

�

ahernd eine L

�

osung der Gl. (A.7). Die modi�zierte meridionale Wellenzahl l

m

mu� so bestimmt werden, da� die geostrophischen Randbedingungen erf

�

ullt werden.

Abbildung A.1 zeigt bei Vorgabe von a = 2 diese L

�

osung f

�

ur Ro=0.1 und zum Ver-

gleich die L

�

osung von Gl. (A.7), wenn Ro=0 (quasigeostrophischer Fall). Die WKB-

L

�

osung wurde zuvor mit einer numerischen L

�

osung von Gl. (A.7) verglichen, wobei

nur sehr geringe Unterschiede festgestellt wurden. Man erkennt, da� das Maximum

gegen

�

uber der quasigeostrophischen L

�

osung auf die linke Seite des Jets verschoben

wird. Sehr viel deutlicher w

�

urde die Verschiebung in dem von Snyder et al. (1991)

eingef

�

uhrten hypogeostrophischen System auftreten, da in diesem System der nichtli-

neare Term in (A.2) mit vierfacher Amplitude auftritt. F

�

ur eine vollst

�

andige L

�

osung

des Problems m

�

u�te man noch die vertikale Variation von [u

g

] und die Randbedin-

gungen bei z = 0; 1 (Gl. (2.62)) beachten. Die Randbedingungen bewirken, da� die

St

�

orung zyklonal geneigt wird, da sie auf die Seite des Jets mit zyklonaler Scherung

verschoben wurde. Normalmoderechnungen von Snyder et al. (1991) und Nakamura

(1993) best

�

atigen diese Aussagen. Zudem wurde gefunden, da� der Normalmode im

hypogeostrophischen System eine gute

�

Ubereinstimmung mit dem aus dem primitiven

126



Gleichungssystem resultierenden Normalmode aufweist. Es kann also vermutet wer-

den, da� die Modi�kation der St

�

orung durch den nichtlinearen Term in der Gleichung

(A.2) den entscheidenden Ansto� f

�

ur eine zyklonale Entwicklung liefert.

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 1.57079 3.14159

Ro=0.1
Ro=0.0

F (~y)

~y

Abbildung A.1: Verlauf der WKB-L

�

osungen von Gl. (A.7) f

�

ur Ro=0.1 (durchgezogene Kurve) und

Ro=0 (gestrichelte Kurve).
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