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��� �� �$������ ��������% ��� ���� ��� �� �� $��"$��������	 ��� ����

� $����� ��� ������� �� ������ ��� ��������� ����� ���������� �����	

&�� ��������� ������� �������� ���������� �� 144, 953 ��������� �����

�������� ��� ������� 
'(� �� )�� *+
(	 ,������ ��� ���� �� ��"

��������� ��� ��� ��� �� ��� ����� �������% ���� ���������� ����

�������� ���� �� ��� ������% ��� ��� -��� �� ��������% ��� ��� �����

�� ��� ����� �������	 &�� ���� ��������� ��� ����� ��������. �����

�������� ��� ������ �� ��� ���������� ���� �� ���� �� ��� ����� ��

��������$ �� ��� ����� ������� ��������	

������ �	
 ����� ��� ������$��� �� ��� ����� �� ��������� ��"

������� ����� �������� ������� 
'/+ ��� �����	 &�� ���� ��� ���

����� ��� 
'(� �� 
'0' �� ������������ ������ ������� ��� -�����

��� ����� ����� ��� ���������� �� ���� ���� ���� ��� �����������������

��� 1��� �� � ������ �����	�� &�� ���$� ��$������ ��� ����� 
'/+ ��"

���� ����� ���� ��� ����� �� ��������� ����� �������� ������� ��

���� ������ ��� ���� 
'/2	 &��� ���� ��������� ���� ��� ������������ ��

����� � ����� �� 	�
�
 ���
�� �

 ���
���� ����
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�� !	����
 �
 � ��� �	��� �
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�
 	 ��
� �
���  �� ��������  ��  �� #���
��� $�� ������� 	� #% �

&	�
 "�
 ��� $� � � ��
��� ��� 
�� �'����� �()�� *)�� +�� 
��#��

	! 
�$�% �

	�
��� &	�
 "�
 ���� #		��� ����
�  �� !��� 	!  �� ,�	


�� ��
� ����
� $���� �� �#�����
� � &	�
 "�
 ��� $� � � �	��� ��� 
��

$�� 	
� 	!  �� �	� ��	��
�
 ���-� �
 �% � �� ����� !	� ��� ��


�	���
��� �
 �
 ��� �
� .�� ��
 .��	�� �'���� �
� �	����/�����

����� �*(��)��� +��� ����% �	
 �
��� 	"��  �� 0�� ���! 	!  �� �((��

!����� #% �"�
 � ���� ��  �� ���
�
� 	!  �� 1	� � 2������
 3��� +����

2������
 �
� 0
���% ���-�� �  ��  ��� 	!  �� �	���
����
 	!  ��

�	��� +���� 4���
��� �	
��� 2! �� � ��� �((�� �	$�  �� 
��#�� 	!

�

	�
��� &	�
 "�
 ���� ���	"����  	$����  �� �
� 	!  �� ������ �
�

#		��� ����
 �  ��  ��� 	!  �� ������
�� 	!  �� �	 ��	� ��	
	�%�

2! ��  �� #��� 	!  �� �	 ��	� #�##��  �� 
��#�� 	! 
�$�% �

	�
���

&	�
 "�
 ���� #���
  	 ��	� ����
 �
� �� ��
�� 	"��  �� ������ !	��	$�
�

 �� (5�� �  ��-�� 6	��	"��� ��
% ��
����� �
"	�"�� �
 &	�
 "�
 ����

��� �7�����
��� ����� �� �
� � ���- 	!  ��� #� $��
  �� ��� ���� $����

���	 �	
 ��#� ��  	 � !�� ��� �����
� �
  ���� �	������ % �+��	$�-��

���8�� ��
�9� �������	
  	  �� �	��� +���� 4���
��� �	
 ���	 ��-��%

�	
 ��#� ��  	  �� 0����9� �����
� ��  �� &	�
�
� ��	������ �
������

�	��� ��
 � #% ��
�  	 �#	����  ���� #������� ���� �� ��
�� �
�

�����0�  %��� 	! &	�
 "�
 ���� !	� !	����
 ���-� �
 �% �6�  		� �����

����� ���� �� ��� ��	� 
� ��� �
		���	�� 
� ��� �
��� ����� ���������


�� ��������� ���� �
�� ��� ���� �� ��� ���� ��� ���� ������ ���� �������� ��������

��� �������� 
� ���������� ����
� �
 ��������� � �
�� ������ �� ���� ��	�� �� ��

��� ����
��� ���� ���� ��� ������������
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������ ��� �
��� ����� ���������
 �� ������ ��� ����� � ��� �	��� 
� �
��

������� �� ��� ��	� 
� ��� ������
�  
� ���	���! ��� �
��������� �
 �
�� � 	��
����


"������ � � �
���� �
�� ������ � � �
���� "���� ���� "�� 
� ���
"�� ���
��

	�� ���� ��������� 	�� �" �
���� �����
��� #�����������! ��� ����
� �� 
�

�"��� 
� ���������� ����
���� ���� ����! 
� �
�� ���� ����	�����
 ������ ���

��������� ��
� � ��� �	��� 
� �
���� �
�� �������� $ 	
�� ��������

����� 
� ��� �
������ ��� ���"�� ��� ������
 
� ��� �
��� ����� ���������


�� ��� �	��� 
� �
���� �
�� ������� "
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� ����
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1, 200
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����� �	
��� ��	
������ ���� ��� ��
 ���� �
���� ����� � ���

���� �� �
�� �� �����
� �����
 ����� ��� � ��� ������! "�
 �����

����� ���� ��� ���

 ����� �
�����  ����� ��
 �#
���� ��
�� ��� ��
�

��
�
 ��
� �
����#
�$ ��	���� �� �
�	� � ��
 �
#
���	
�� � %���� #
��

���
�! &��
#
�� ��
 '
������� � ��
 ()*+�, '��	 	��-� ��
 ����� � 

� ��	������� '$ ��
 �	
���� �
���� ���� ����� ����� ��
 '
�������

� ��
 ������� ����� �� .++/! "��� ��	������� �� 	����$ ���#
� '$

��
 0���
� ����
� � �	
��� ���� ��
 ��
 ���� ������  �� '$  �� ��


	��� %���� #
����
 ������
� �48, 521�  �����
� �� ��
 ���-��� '$ 1����

���� 12, 522 %���� #
����
� ��� 2���� ���� 8, 100 %���� #
����
��! "���

�
�� '$ ��
 0���
� ����
� �� #������3
� �� ����
 4!4� ���� ���������
�

��
 ��	'
� � ����
� %���� #
����
�  �� 
�� �����$ '$ ��
 ��3
 � ��


���
! �� �� '
 �

�  ��	 ����
 4!4� ���� ��	'
�� � %���� #
����
�

��
 ����  ���� �� 5����� ���� �	
� �� � �� ���� 4, 929 %���� #
����
�!

5���� ����� �����
��'�$ 	��
 %���� #
����
� ���� 6��3��� �
����
 6��3��

����
� ��	��� 5���� �� 	��� 
���	� �
#
���	
�� ���������! 7
�
��

���$� ����� ������
� ���� 	�� ����
� ��	'
�� � %���� #
����
� ����

8������	
���� ������
� � �� � 	��
 
��'����
 ��������� � %���� #
��

���
� �� 
	
����� 
���	�
� �

 2���

� ������ .++��!

9����
 4!4� 	��
�#
�� ����� ��
 �
������ ������ � ��
 	
	'
�� � ��


%���� #
����
�! "�
  ������� � ��
 ��
 ���
� �
���
 ��
 ����� �
����

 ��	 ���� ��
 	
	'
�� ��������
! "�
 �	����� ��
 �
����
� '$

���
����� ����
� ��� ���� ��� 	
	'
� ����
� � � ��#
� %���� #
����


��� �� �� (! "��� �
������� �� �

����$ �� ���
� �� �	���
 %����

#
����
� � ��:
�
�� ��3
�! "�
 ���� ��� 	��� �	������� �	��
�����

���� �� '
 �'����
�  ��	 ��
 	�� �� ����  �� ��� �
����� ��
 	�%����$

���
����� � %���� #
����
� ��
� ������ ��
 ��	
 �
����! 5��
�
������$�

���� �� ���� ��
 ��
  �� 1����  �� ���� �����;�	��
�$ 72% � ��
 %����

#
����
 ���
����� �� '$ ��
 ���� ��� ���� �
����! "��� ��	'
� ��

����
�$ ���#
� '$ � ��	
��� ���
����� � 46%� ���� �� ��� � �������


�� �� �� �		�� �����
 ���� ��
 1���
�
 ���������
� 	����$ �
�	��

%���� #
����
� �� ���� ��
  ��
��� ��#
���� ��� �� 	�;�	�	 � 49%
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��� ��� 	�
���� �� �
�
�� � 51% ����� ������� ����� ������

��
�� ������� ��� � ��������
�� �� ���
��� ������ ������
��� ��
�

����� ��� �� �� �
 � �� !" �������� �� 
� ��� ����� ��� �#������

��� $������� 	����
� %��
�������� � &�
�� ������ ���� '�� ��(

������ 
� $��
� ���� �) !" ������� ������
�� �� ������� � ��'

��������� ����
������ ��� ��� ������� 
�����)��� *�'����� 
� ���

���� ��&��
�) �� ��� &�
�� ������� '���� '
��� ���) �'� +��� ��� 
�(

������� ��
� ��� �� ���� ���� + �� ,��� '�
�� ����
��� � �
��� ���

�� ��� �
���
��
�� �� &�
�� ������� ������
� �� ��� ����� �� ���
�

�������� $� ������) ����
���� ��� ���� �� ��
� �
���
��
�� 
� !�

'
�� ������ 89% �� ��� &�
�� ������� ����
��
� �� �'� ����
��� -� ���(

������ &�
�� ������� '
�� , ������� ������ ��� ���) 8.1% �� ��� �����

��� ��� ����� �
�.� ������ �� ��� ����� �� ������� 
��������� /�
��

&�
�� ������� '
�� � ������� ��
�� ������ ��� 1.8%� ��� &�
�� �������

'
�� 0 �� ���� ������� ��� � �� ���) 1.2% �� ��� ����� ����� ��

&�
�� ��������

/��� 
�����
 ��
� ��� �'�����
� ������� �� &�
�� �������� ��� ���)

��� ����� ����� �� ������� 
� �� 
�������� �� ���� ��� �1���
�� ����(

���
�� �� ��� ������ �� ����
���) 
��
����� �) ��� �#����� �� 	�
��

�2�� ��� 3�� !""�� ��(�,���(���� 4�� ��
� ������ + �� ,�0 
���(

������ ��� �
���
��
�� �� ������ 
� ��� &�
�� ������� �� ��� ��������

��� &�
�� ������� ��� ���
� 
��� ���  ����5 &�
�� ������� '
�� !

������� �� ��� ��� , ������� �� ��� ��� � ������� �� ���  �� ��� 0

�� ���� ������� �� ��� ��� ���  ����� 
� ��� +��� ��' �� ��� + ��

����
�� � ������� ���� �� ��� �
�
�� ��� ��� ��#
�� ����� ��� ����

 ���� ��� ��#
�� ����� 
� ������ �� ��� #(�#
� ������ ���� 0% ��

100%�� '�
�� ��� �
�
�� ����� 
� ������ �� ��� )(�#
� ������ ����

����� � �����	�� �
��
��� �� �� �������� �� ������ ����� 
������� ���������

�� ������� �� ������� ��� �������� ����
����� ���� �� ��� ��� ��!��� "��� ��!����� �		����� ���!�"� #��

$�� �%� ����	 &� '(('� ������������	�
��������������������
���

����������������
�������������� ) �������� �� $��� '*� +*',�





��

������ 	
�� ����������� �� ��� ������ �� ������ �� ��������� �����
�������

0% �� 50%�
 ��� ����� ��� �� ��� ����� ������� � �������� �� ���

����������� �� ��� ������� ���� ��� ���� �� ��� ���� �����
 ���

������� ���� ��� �������� �� ���� ��� �� ��� � � �� 5 ����������

�����


��� ��� ����� ������� ���� ��� ������ ��!����� "�� ��� "�� ���

��� ����������� �� ��� �������� ����
 #���� �� � ����� ������� ����

��$% ��� ������ ��� �� �� ��� ������� ��� ��� ������� ����

��� �&��$ '(() ��!����� "�� ����������$% ��� � ������� $��� ����

{50; 50} �� {100, 0}
 *������) ��!����� "�� ������ ���� ��� ���� ��

��� ����������� �� ��� ������� ���� $�� ���� 78% �� 50 ����������

�����
 ��� ���� ���� � ��� �������% �� �$��� 80% �� �$$ ���!

������ ����� ������� �� � 50 : 50 �$$������� �� ��������� ����


+�������) ��� ����) ����� ���� ���!������ ����� ������� �������

��� 89% �� �$$ ����� �������) ���� �$��� 70% �� �$$ ����� ������� ���$�

���� ��� ���!������) 50 : 50 �������� ����� �������


#��!����� "�� ��� "�� ������ ��� �������� �������� �� ����� ���!

���� ���� ����� ������
 #��!����� "�� ��� � ������$� ���� � ���

�� {33; 33}
 ,� �$$������� �� ����� {33; 33} ���� ��� � �����!������
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����� �	��
�	 ��� �� ����	� ��	 � 	�
� �	��	����� ���	 �� 33%�

���� ���� ��� ��� ������	�� ���� ��	 �� ��	 ����� {50; 0} �� ����	�

�� ��	 ����� {100; 0}� ��	 ���	 �� ��	 ������	 ���� {33; 33} �� {50; 0}
�	���	� �� ���	����� ��������� ���� ��� 	�
��� ���	 ����	� ��� 

��
�! �� ��	 ���� ���� ������
�!� "���	��	��� ��	 ���	 ����

{33; 33} �� {100; 0} ��#� �� ���	����� ��������� ����  �����	 ���	

���� �����
�! �� ��� 	�
��� ���� ����	� ������
�!� $������� 

����  ��
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�	�� ��	�

���� ��	 ���	 {50; 0}−{50; 16.7}� ����� ��� ��� ��	 ��
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��� ���
��� �	��	�� ��� ���	� ���� ��� �� 50 �����	���� ���	��

����� ��	��� ��� �
����� ����
����	 ���� ��� �	��������50% ��	���
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�	���� �	� ����� ����
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���������� ���	� 
�	���� � �	������� ��� ��� ��� ����� �	 ����

�� ��������� �������� ��� ������������2��� ��	����� �������� �

��� ��� �����	�	� ����	� ,���
��� ��� �	��������50% ��	�����

�������� ��� �� �� � ����� ���	� ���� ��� ��������� � �� �	
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�������	�� 
��� �����	��� � 
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����&���� ����� �� '������� ����(�� )�� �������� !�"� � ������� ��$
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� +���� ������� ,����������� ��&�&�� ���� � ����� %������ ��� ���
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� ��� ���������	 ���� *( �� �������& ��� �0����# /������&�� ���
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������� ��� � 
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���� "����
� ��� � '��(��� ���������* 50% �� ���

��������" ������ �� ��� ����� ������� ���� ����
���� �� � ������� ���

����� 50% ���� ����
���� �� ,* , ��� �""������ �� ����#�� �� ���

����� ������� 
��"���*

-����� ��� ������� ����� ��� ���������� �� ��� ����� ������� , #��

������ ��� %&"��� ��
������ �����$
���� �%��! �� ��� '��(��� �����*

'���� %��� #������ ��� ������ ����$�� ���� ���� �� �������� ���� ���
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�'��

� �������!

∂F

∂a
=

∂F

∂b
∀a = b ∈ [0,∞) "#��%

(���� ����� ����	������ ����� �)���� �  �������� ������	��� 
���
 ����

	�)�	�*�� ��� �����

 ����
�� F (a, b)− a− b� ����� ����� ��!

∂F

∂a��
=

∂F

∂b��
= 1 "#�+%

,�� ��� �������- ���������
 ������ ��� ��������� �� ��� ��

���� �����

�����!

πA(a) = z(a, b|g)F (a, b)− a "#�#%

πB(b) = (1− z(a, b|g))F (a, b)− b "#�.%

,������ z(a, b|g) ��������� ��� ��
� ��� ������ ��� ����� ����
��� �����
�� �����	���� �� /��� ��������� ,�� ������� ������� ��� ��� ����

����� ��	�
� ��� ����� �� ���� �� �������	���� ������ �� ��� ���	
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	 �� ������ �	
	����� ��
��	� �g = ��� ��

�������	
���	 �� ����� �
��� �g = ����

����� �����	
�� ������ ������

�	 ��� �
�� �	� ���	
��� ������ ��� �����	
	�� �� ����� �
��� �������	

�
!�	� ��� "��	� ��	����  
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 �	���	
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	 �	 � �� ��
���� ��  ������ �� ���� ��  ������ ��	��� �� ���
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�� ��
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����� �	 ��� "��	� ��	���� "��	� � 
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	 ���� �������	� ���
���	� ��� ���� ��� #��
��� �� ��� 
���	��

�� ����
 
�������� 
	� ��� ��	��$��	��
 ���� ����� �
�� �
��� �� 
� �

�� � ��! ��� ���%� �����������	 �	 �
�� �� ���
������	�� &�	��$��	� ��


 ��	��	��� �� ��$����� ��� ��� ��� ���	�
���	 �� 
 ��
��	� �� �� ����

��� ��� ��
� ��� �
�����' ������� �����	� �	 ��� �
��
�	�	� ��
�� 
��

(���� )������	� �� ���� ���� � ��*�����	 +
��*�
��
�	�	� ������

������� �����	� �
� �,-�  �
�� �� 
	 �$�
 ��
��	� �� ��� ���� ��.��

z(a, b|��) = 0.5 �/�0�

1���	 ���� ��
��	� �� � �
�� 
��	� �	 � �
!�� ��� �
���	
 �2��� �	

��� �	 ���%� �	�� 
����	� ��	 �� ������� ��� �	������	�  ��� .��

0.5
∂F

∂a��
= 0.5

∂F

∂b��
= 1 �/�3�

+������ ��
� ���  ���*�
	� ���� �� �$�
���	 �/�3� ��������� ��� �
���	
 

��	�%�� ����
� ��� �����*�
	� ���� ��������� ��� �
���	
 ����� ��

�	�����	�� ��	�� ��� �
���	
 ����� �	 ��� %��� ���� �� ����	 
�� ���	*

���
 � ��� �
���	
 ��	�%�� �� ��� %��� ����� ��	�����	� �� ���� �/�4�

����� � ����� ��� 	���
�� ���
����� � ����� ��� 	���
�� ���



��

��� ���	
 ��� � ��������

0.5
∂F

∂a��
=

∂F

∂a��
=⇒ ∂F

∂a��
>

∂F

∂a��
����


0.5
∂F

∂b��
=

∂F

∂b��
=⇒ ∂F

∂b��
>

∂F

∂b��
����


���� ���������� ����
� �� �������� ���� ���� � ���� �� � ��!

��� ���������

a�� < a�� ����"


b�� < b�� �����


����������� 	
 ��� �������	�
� 
� �����
� ����� ������� �����

	
 �� ���������	���	 �� 	�� �
��	 ���	���� ���	��� �� �
������
� 	


	�� ���	����	 �
�	�
��

����� ����	 
��� �������� ������

#��� �� ��������� ��� ��$  �� �� �� ���% ������ ������� �  � �

�� � ������ �� �� �� ����� &� '� � �� (��� �� $�����$ �� t = 2

���� �� ��� �� ��� ���� ��� �� �� ���� ��� ��$� )��� � ����

��� ��$  �� ���� ���� �� �� ��� � ��� ' �� �� �� $���� � ����� �'

��� ��������� ���* �� �����*� +���� �' ���� ���������� �� ���� �'

��� ���������% �� $���� � ������� �� �� ���% �������� �� �����

�  ��, ���� �� �� � ��!��� ��������� &��� ������� ���� �����

�� ��� �������� �� �� -���� ���� �

&�� � �� �* ������� ��,��$ ���  ��* ���� ��� �������� � ����

�* ��,��$ �� �� ���% ������ ������ ������$�� �� ��� ��������

����� &� '� � �� �� ������ ���� �� ��� � �� �* ������� ��, ��

��� �� ��� � �� ���������� �������� ���� �� �� ��� ���� 
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� ��	�	��� #� ��� 	�� ���� ��� ����� 	� ��� ����
��� ��	���

���� 
� 
�������
!�� ��� 	� ��� 	���� ���� ��� ��	����� �	 
���	��
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� ��� ����� 	� �
���������� ��
�� ��� $��� �����
�
�� ������
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	� 
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� ���� 	� � �
���� ��� ��
�� ����� ���
��� ��	� ��� �
���
��
	� 	�

��� ������ %
��� ��� ���
����	� �	�� �	� "�	� ��� 	��
��� ������ 	�


��������� �� 
� �	�� �	 ������ �
���� 
���������� 	���� &����
��

��� ��� ' ��� ���� � ����	 
����� ��� �
���� �
�� �� �
 ���� �� ���

����� ������ ' ��� ��
�� ����� ���
�
	� ��"�� ��"�� �� 	� �
� ��
��
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�
��� 
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	�

	� ��� 
��������� ������ 	� ��� ����
�� ��� ��
�� ����� ���
�
	� ��"��

������� � �	����� �	� ��� ����� 	� ��� �	
�� ������ ���� ���� ���
�

�
	��� 
�����
��� �	 
������ ����� ���
�
	��� 
�����
��� ������ ������


�����
�� 
� ��� ���� �	 �	����� ��
� ���������"
�� �	������ (�����

��� 	��
�� 	��
	�� ������
�� ��� ����
�� 
� � $��� �����
�
�� ���

������ ��� ��
�� ����� �
���
���� ��� ��	�� ����� ��� ������ �����


�� ��� z(a, b|�)) �
�� �� �
������ ���
���� �� �
� ���� 
� �	 �
����

��
������

������� ��� ����	 
���� 	������ ����� 	�������� ��� 	���������� �� ��� ��
��
�� ��� �� � 	�
���� ��� 	���������� 
���� {dA, dB} ��� ��� ��� ���������� �
����� �� �� 	���������� 	������� ����� ���� ��� ������� �� ��� ��� ����������
�� �� ����� ��� ���	����� max (xA − dA)(xB − dB) ��	 ���� ��� ����	 
����
���� ��� ����� ��
�� �� ��� ����� ������� F (a, b) = dA+dB � �� ������ ���� ���
������� 	���������� �� ��� ��
�� � �� ������� �� ��� ��� ���������� � �����
�� ��� 	���������� ��� ����	 
���� 	������ ����� ����	 	�������� �� ��� �� �
	���������� ����� xA = dA ��	 xB = dB��



��

∂z

∂x
(a, b|g = ��)

⎧⎨
⎩
> 0 �� x = a

< 0 �� x = b
��	
��

���� ����� ����� �� ������� ���������� ������� ��������� ��� ��������

���������� �� ��� ������� ���� �� ����!����� ����� ��	�	 "�������� 
#�#� 

���� �������� ������������ ������� �� � ���$�������� ���� �� �������$

���� ������ ��� ����� �� ����������	 �� �������� ��� ������� �� ���

������� ���� ����� ��� �� ����� ��� ����� �� ����������	 ���� �����

��!���� !������ ������������ �� ��� �������� ��%�� ��� �����&������ 

������ � !������ ����� �� ��� ������� �� ��� ���������� �����	 �����$

���� ��������! ��� ��� �������� �����&������ ��� ��� �������' ����(�	

)������ �� ��������� ����� ����� �� ��� ������� ��� �������� �� �����$

��������� ��������� ��� *���� �������'� ������� ������	 +������ �� ����

���������� �� ����������� ��� �(���� �,����� �� ��� ������� ��� ���

�������� -�� �������� ��� �������'� �����. ��� ������� �� ��� *���� ���$

���� ��	�	 /���! 
##0�	

1������� ��� ����� ����� �� -� ���������� ��� -����� ������� ���

�����	 +������ �� ���� �� ������ ��� ���� ����� �� ��� ������� ��

���� ����� �� ��� ����������� ��� �&���.

z(a, b|g = ��) = 0.5 �� a = b ��	
��

��� ��������! !������ ������% ������� ������� �������� �����2�� �����

���������� �3���������� 
#�#4 "%������� 
##0�.

z(a, b|g = ��) =
am

am + bm
��	
��

��� ���� �(��� ��������� m ������-�� ��� ����� �� ��� ������! ����

�� �������� �� ��� �������� ����������� �� ��� ��� �������	 )�!��� �	�
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 ���� � 
��	� ���
���
��  a = b!"��

εz =
m

2
 ��#$!

%� m �� �
�� ��	��  
��� 0.1!� ��
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 ����� �	����� �
����� �� �
�� ��&
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�� 	 ������� ���� �� ��� ��������
 �� m = 0� �
 ���� ��������
 ��� ����� �������
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 �� ��������� �
������� ����� ���
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�
z(
a
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)

�����
�����
�����
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�

����� ��
� ���� ����� ��������� ��� �������� ����������

�������� ��� ����� ����� �������� �� ��!� ������ ���� ���� ��� �"�

�������! ����#����� ���$� %�������� &���'(&���' ��� ��)���*�� �����

+� ������� ��� ��#������� ��#���, ����� �� ��� %����"�� ����������

�������������

mam−1bm

(am + bm)2
F (a, b) +

am

am + bm
∂F

∂a
= 1 &���-'

mambm−1

(am + bm)2
F (a, b) +

bm

am + bm
∂F

∂b
= 1 &���.'

/�#�� �������� ���������� &��	', ��� ��#�������� �% +��� ������� ���

�0����� ��������#� ��� ����� +��� ������� "��� %��� ��������� �+1��2

��#� %��������� 3������ �% ���� �������� +��� ������� "��� ��#��� ��

�0����+���� ��� ���� ������ &a = b'� 4����%���, �0������� &���-' ���

&���.' ������%� ���

����� � ����� ��� 	���
�� ����
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m

4a
F (a) +

1

2

∂F

∂a
= 1 ������

�	
��� �	� ��� ������
 �������� ∂F
∂a


���� �	�

∂F

∂a
= 2− m

2a
F (a) ������

��	� ����� �� �� �	� ���� �	� ����	�� ����
�� ������ ��� ����� 

��� 
���
 �� ��!� ���� ∂F
∂aN

= 2� "
����� ���� ����
� ��	 ������ �

	��

�	 !	����� ��� �������� 
���
 ���� ����� ����# ��!���	 ����� ��

����	�� ����
�� �������

∂F

∂a
=

∂F

∂a��
− m

2a
F (a) ���$%�

&� � 	 '��	 
���
 	� �������� �� ������� ��� �# m ∈ (0,∞)��

���� ���� ∂F
∂a

< ∂F
∂a��

� (!!	����
#) �� !� *� !	!
���� ���� �� 

������	 ����� ���� ��� �������� 
���
� ��

 *� ������ ���� �����

����# ��!���	 ����� ��� ���� ����	�� ����
�� ������ �a > a��

�� b > b����
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 �� ��� ����� 	
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�'�� �,����	� ���-� �� ������ ����� ��� !	����	 ���� ���!�

����� ����# ��!���	 ����� ���!�� .��� *��� ���������
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yi = (e− xi) +
1

m
× β ×

m∑
j=1

xj �'���

(�� �� ��	 �����
���
	 ��)�%!�� 
���	����������&

yi = (e−xi,1−. . .−xi,4)+
1

m
×β×

m∑
j=1

xj,1+. . .+
1

m
×β×

m∑
j=1

xj,4 �'�*�

+�� ��	 
����������� ��	���	�� ��	 ���� ����	
��, 
���������� �	
��

����� �� � $	�-	������- ���	 �./�� $��
� �	0��	� ��	 ���	
�� ��


��������	 �� ��	 �� ��	  ��	������-	� 1��� 	0�������� 2��� �	���

���� ��	 ���� ������ �� 	�
� ���	
� ���� � ���� ����	
� ��	 	0��

�� ��	 ��$	�� 
���������� ���	� β� 3� ���	� �� �	 
������	�� $��� ��	


���	������ ��	���	��� β �� �� $	�� �	� �� 1.8� .���	 ��	 ����� �����

���	�� �� ���� ��	 %!� ��� ��	 ./ ��	���	��� ��	 	0�� ��� ��	 ����

����	
��� ��	� ���	� ��� ��	 ������	 �

���� 3� ��	 %!� ��	���	��

��	 	���$�	��� ���� �� ��� 
�������	� �� ��� �� ��	 ���� ����	
���

���	
��� ���� �� ��	 ���	
��, ������ 3� ��	 ./ ��	 ������	 �

���

�� �������	� �� α �	���	 �� �� ���	� �� ��	 ���	
��, ���� ������

2��� �� ���	 �� ����� ��	 	���� 
���� �α/β � �� ��	 
����������� ���	�

3� $	�-	������- 	4�	���	��� $��� �	�����	�� ���� 	���� 
����� ��	 
��

���������� �� ����� ��� 	5
�	�� �
��� 2���	 6�� �� (��	���4 6����

7��
	 ��	 ��� �� ��	 �	���� �� �� ��	����� � 
����������� 	�	
� �	�$		�

��	 ���
���
	 ��� ��	 �����
���
	 ��	���	���� �� �� �	
	����� �� ���	

�� 	5
�	�� 
����������� �� ���./� 2�	�	���	� α �� �	� �� 0.5� $��
�
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� ������
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�� 	�� ����� ����� ��� �� ������� 
� 	�� ������
�� ������ 

	���	���	!

yi = α× (e− xi) + β ×min(xi) �"�# 

$�� 
� 	�� %��������
�� ��#��� ����������
�%��!

yi = α×(e−xi,1− . . .−xi,4)+β×min(xj,1)+ . . .+β×min(xj,4) �"�" 

&���� 	�� 	���	���	 ��
�'��� ��� ���'
��� 
� � 2 × 2 ���
%�� &�
�

�����	� 
� ���� �
�����	 	���	���	�( ��
�� ��� 
����	��	�� 
� &�'�� "���

����������	 ����
�	����	

��������	
 ����	������ ���������� ������������� �����

�������� ������ �����

���� �	���� ��� ���

����������� ������ �����

����	 �	����� ��� ���

&�'�� "��! )��
�� 2 × 2 	���	���	 ���
%� ����'�� �� ����
��� 
�
�����	����� 

&�
� ���
%� 
� ��	 �� 	� 	��	 	�� ������
�% ���*��	���� �'��	 	�� ���	�


�% ����	 ��� �����
��	
�� ����	 �� %��������
��� +� 	�� �������	
�

	���	���	�( ���,-. 
� �/���	�� 	� �������'�� 	�� ������������	��

��		��� �� ����
�
�% ���	�
'�	
�� 	� ��'�
� %��� %���� ����� -�������
(

�0��1 �������( �22" � �� %

�% 	�� ��'*��	� 	�� ����
'
�
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� %���� ��#�,-. ( 	�� ���	�
'�	
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��� ��� ��������� ����������� �� �������� �� ������ �������

� ������������ ������ �� ���� ��� ������������� �������� ��� ����� ���

������������ ����������� �������� ������ �������� ���� �������� ����

� ������� �������� ������� ������������

!" ��� ������������������ �� #��$%& �� ������ ���� �� #��$%&	 ����

���� ����� ���� ��� ������������ �'��� �" ����� ������ �� ������ ����

�������� �� ���� �� �� ��������� � ��� ������� �'���� (� ��� �'��� �����

"�� ��� ������������ ���������� ��� ��� ��������� ���	 ��� ������������

�� ��� ��������� ��������� )#��*+� �� �������� �� �,������ !" ���

������������ �'���	 �� ������-�� � %���..��� �� ��� )�
�/�	 ������ ����

������������ �� #��*+ ������ �� ���� �,����� ���� �� #��*+� %���

������ 	 �" �� ������������ �'��� ������ ���� ��� ������������ ������ ��

�������� �,����� �� #��*+ ��� #��*+�

��� ���������	
� ���������

�� ���������� ��� ��������� �� ��� 010�0������ �� 0������ 2������

��� 3�������� ������� (���� ��� 4��� �
�/� �� �������� �� ����� ����

���"�����5 � "�� ���� �" ��� ���������� #��$%& ��� #��*+ �� ���� ��

� "�� ���� �" ��� ���������� #��$%& ��� #��*+� !� ���� #���������

)#��$%& ��� #��*+� �� �������� ������������� !� ���� #���������

)#��$%& ��� #��*+� �6 �������� ������������� 0��� �������� ������

"�� �
 �������	 ����� ��� ���� ���� ��������� �� ����� �������� !�

���� ������ �������� �������� �� ��������� �" ����� ��7��� )�8�
�

�� ������ ������ ���������� "�� ��� ����� �������� ��� ��� �������

��������

�� ���������� ��� ���������.�� ��� �������� ���� ������� �� �����

���� ��������� (� ������������ ��"����� .����� ��� ���� )9����������	

�

:�� !����������� )��� (������� ;�: ��� ;�6� ���� ���� ��� ����

�� ��� �������� � ��� ������������� ("��� ��� ������������ ���� ����	
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��� ��	
���� �� �� ������ ������� ��������� �� ������ �� ������� ���

��������� �� ��� ������������� ��� ���������� ��� �������� �����

�� ��������

�� ����� � � ��	
���� ����������� �� ��� ����������� ����� ��	
����

���� �������� ���� ��� �!��������	 ��	
��� ���� 	� ����� "#!��

$%������& �'��(� ��� �)����� ������� ��� ��	
��� ��� 11.74 ����

$min = 6.80 ����& max = 14.90 ����(� ���� �������� ����� ��� ���

����������� *' ������� $�������� ������ ��� ������������& ��� �������

���������& �� � ����� ���� ���)��(�

��� ������� ����� �� ��	
���� ��� ������� �� �� ��������� �������

$40%(& ��� ����� ������� ����� ��� ���� � 	������� �������������

������� $33%(& ����� �������� ������ ���& ������ �� +������ ���

����� �����	����� �� ��� ��	
���� ��� ������)��� 	������ $������,

41%& ����, 59%(� -����� ��������� �� ��� ��	
���� ���� ��������

���� ������� $63%(& �� ��� �������� ��� ������ �������� �������

�� ������� ������� $��� ������ ���������� ����������� ��� ��	��

.�� �� -������ .�/(�

��� ���������	
� ����	

��� ������� �� ��� ������������ �������� ���+�� ��� ����������� ���

�������� ���� ���� ��������� �� ������� ��*� ���������� � ������

������ �����)�� ��� ������ �� ���	����� �� ��� ���������)� 	���)��� ��

� ��	��� ��� ����� -� ��� ���� ����& �� ����������� � �����������

���	��� ���� �������)���� ��� ������)� ������� �0���� �� ��� �������

����� ���� ���� �������� ����� ���
����& ������& ��� ������� �0��� ��

������������ ���)���� ��� ����������� �0����



0.005

= 0.0046 nG1 = 8 nG4 = 8

= 0.000 n = 1920
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0.01 =

0.0063 nG1 = 8 nG4 = 8
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 �	�� �� ������ �	�
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���� � � � � � � � � �
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������ � ������� � � � � � � � � �

�� � � � � � � � � �
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�� ����� � �� ! � �� ! � �� !
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� ������ 	� ��
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� �����	
�
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� �����	���� ������ �� !�� �
��� ��� �� �������

� � �
���� ������ 0.8 × T ��� 0.9 × T )�' �
���� *' �������#
	�� +' 	������	��, -��' ����	� �
� �
���� �
��	��	
� ./# -0 
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"���� %�& ��
�� �� � ��2
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� ��
��� �������� ��	� �
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 ���	�
� +����� 	 ����

������ �
 ��� ��,���� ���� �	�� 
��-��� �����	��
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	�� �� ��� �����/���� ���" ���	����� ��� �����	� 
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� ������� ���� �� ���������� �� ��	
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����� ���� � ��	� �������� ��
���� �� ��� ���� ����� ��	 ���

�� �� ���� ���	
 ������� ������� � ��� �
����� 
������ ���� ��

����	�� ���� ���	
 
����� 
���	��� �������� ��������� � �� ���

�	���� �� ����� �� ���� �������� �� �� �������� ���� �	� ��

�	��
���� �� 1.8 ��� � 	���� ������� ����� �� ! ���	
 ������� ��

������� 
���� ��� ��� ��	���

"��	
 
����� �������� �� ���� ������ # 1.8 × $%	� �� ��������

�����& ' !

���� ����� ��	� �������� ���� �������� �� 0.6 
���� ��� ����� ����

��	 �� � ���	
 ������ �������� � �� ���	
 
������ ����� �	���

���� ��� ��� �� ��	� ���	
� ��	 ��� 
�����
���� ���

(��� ��������� ��� ���� ���� ��������) �� �	����� �� �� ���	
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 ���� �	� �	
� ������� ��	���

�� ����������� ���	 ��� ������� �	����� ��� ��	
�� ���� ��� ��	
�

��	��� ���� �	 �	
� �������� ������� 	� �	� ���� �	���� �	
 ���

��� ��	 	���� ��	
� ������� ���	��� �	 ���� ����  ��	���� ���� ��

���
�� ��� ��	
� ��	��� ��	�
�� �������� �	����� �	 ��� ��������

�
���� 	� �	���� ���� ���� ���	���� �� � ������� ���� �
����

�� �
�������� �� 1.8 �	 ��������� ��� ������� �	���� ���� ��� ��	
�

������ ������� �	� ���� �	
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	��� ��	����� ���� ��	���� ��� �� ����� �� 	�� �� �� �������� ��

	��� ����� ��� ��� ������� 	��� ��	���� �� ������� ��� ���� ��� �������

��� �� �������� ����� ������� ��� ����
 ������ ������ ��� ��������

��� ����� ������������ �� ��� � ���

!�"��� � ����� ��� 	��� ���������� 	�� ��� �� �� ����� � "�

#�������� �� ������ ���� 	�� ���������� ����� ������������ ��������	�



� � �������	 �
���� ���
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�

��� ���� ������	�	� 
	��� 
	�	��
� �����	�

����� ��� ���� 	�
�� �� ��� 	���� �� �����
� ��� ��� �����������

	���� �� {da = 0, dB = 0} �������� �	����� �� ������ ����

xA ≡ z(a, b|��)F (a, b) �����

��

xB ≡ (1− z(a, b|��))F (a, b) �����

��� ��� �������� �������� ���� ������

max (xA − dA)(xB − dB) = max xAxB ���	�

���� ��� F (a, b) = xA + xB�  � �����
� ��� xA = xB = F (a, b)/2 ��

������

z(a, b|��) = 0.5 ���
�



���

��� ���������� 	�
�	������ ����� �����	�� �����

���

�����	 
�� 
� ���
���� ���������� ����� ����
���� ��������� � ���

���		��	 �� 
�� �����!��� ������	 ���� z(a, b|N) = 0.5 ����� 
�"

πA(a) = 0.5× F (a, b)− a �����

πB(b) = 0.5× F (a, b)− b �����

#�$�!�%��	 &� 
����	 ���
��� ������
���� �
� ������
 
� a' b ��� ��



�� ������
���� &� %���"

∂πA

∂a��
= 0.5

∂F

∂a��
− 1 = 0 �����

∂πB

∂b��
= 0.5

∂F

∂b��
− 1 = 0 �����

(�����	 ��� 
�� !��	���� ���
� �� �����
��	"

0.5
∂F

∂a��
= 0.5

∂F

∂b��
= 1 ���	�

��� ������� ����������

����� ���
��� �������� ����
���"

z(a, b|g = 
�) =
am

am + bm
�����

�����	 )��
 ���
��� ������
��� �
� ������
 
� *�� �����
!��
 �����"



���

∂z

∂a
=

mam−1bm

(am + bm)2
������

�����	
	�� � ��
	�	�� 	� ��	�� (a, z)�

εz =
∂z

∂a

a

z
=

mam−1bm

(am + bm)2
a

z
������

�����	�� ����� 	��������� b = a� ��	
� 	���	�� ��
���� � ���� !

z = 0.5�

εz =
mam−1am

(2am)2
a

0.5
=

m

2
������

��� ���������� 	�
�	������ ����� ����� ����� ���

����� 	�����

"�#	�� ��� ��� ��$�	��% 	��	�	���� ����& ��
�	��� ����!'���(! ���

�����	�� 	� ��� ��	$� ��$�� ��
	�	�� ��#�$%� ���$	�� $��� �����!�

πA(a) =
am

am + bm
F (a, b)− a ������

πB(b) =
bm

am + bm
F (a, b)− b ����	�

)�*	�	+	�� �� ��#	�� ��$�	�� ��$	���	��� �	�� $����
� �� a� b ��� ���

��� ��$	���	��� �� +�$��

∂πA

∂a
=

(am + bm)mam−1 − ammam−1

(am + bm)2
F (a, b) +

am

am + bm
∂F

∂a
− 1 = 0 ������

∂πB

∂b
=

(am + bm)mbm−1 − bmmbm−1

(am + bm)2
F (a, b) +

bm

am + bm
∂F

∂b
− 1 = 0 ������



���

������	 
�� �� ���	���� ����� �
 ��������	 ��� ������
���	�

mam−1bm

(am + bm)2
F (a, b) +

am

am + bm
∂F

∂a
= 1 ������

mambm−1

(am + bm)2
F (a, b) +

bm

am + bm
∂F

∂b
= 1 ������

��� ����� �� ���	
 ��	��� 
������� ��������

�����	 ���� ������� �������� 
������� ��� ������

z(a, b) =
am + α

am + bm + 2α
����	�

���		��	 �� ����� �����	 ���� ���� �� ��� �������� ���������� �����


�������� �� �!"�� #!�

πA(a) =
am + α

am + bm + 2α
F (a, b)− a ������

πB(b) =
bm + α

am + bm + 2α
F (a, b)− b ������

�����	 ������� ����������� ��� ������� �� a$ b�

∂πA

∂a
=

(am + bm + 2α)mam−1 − (am + α)mam−1

(am + bm + 2α)2
F (a, b) +

am + α

am + bm + 2α

∂F

∂a
− 1 ������

∂πB

∂b
=

(am + bm + 2α)mbm−1 − (bm + α)mbm−1

(am + bm + 2α)2
F (a, b) +

bm + α

am + bm + 2α

∂F

∂b
− 1 ������

������
���	�

∂πA

∂a
=

(bm + α)mam−1

(am + bm + 2α)2
F (a, b) +

am + α

am + bm + 2α

∂F

∂a
− 1 ����
�

∂πB

∂b
=

(am + α)mbm−1

(am + bm + 2α)2
F (a, b) +

bm + α

am + bm + 2α

∂F

∂b
− 1 ������



���

�������	 
��� ������� b = a ��� �����	 ������� �� ∂πA
∂a

= 0�

(am + α)mam−1

(2am + 2α)2
F (a, b) +

am + α

2am + 2α

∂F

∂a
− 1 = 0 ������

���
������	�

(am + α)mam−1

4(am + α)2
F (a, b) +

am + α

2(am + α)

∂F

∂a
− 1 = 0 ������

mam−1

4(am + α)
F (a, b) +

1

2

∂F

∂a
− 1 = 0 ������

������	 ��� ���	���� �������� ∂F
∂a
�

∂F

∂a
= 2− m

2

am−1

am + α
F (a, b) ���	
�

���		��	 �� ���	���� �������� ����� ��������� ������	 2 = ∂F
∂aUS �

∂F

∂a
=

∂F

∂a��
− m

2

am−1

am + α
F (a) ���	��

��� ��������� �	�
�����	� 
� ���� ������� �����

�������	 �� �� ����� β �� �� ���
��� ����� �� ��������� �� ��

���� 
��� ������� � ����� �� ��������� ��
���� �� �� ������ ����


��� ������ dA ≡ (1−β) am

am+bm
F (a, b) ��� dB ≡ (1−β) bm

am+bm
F (a, b)�

 �� !��� ���	�����	 ������� ��� ������ max (xA−dA)(xB−dB) ����

�� F (a, b) = xA+xB� " ������� �� xA = [β 1
2
+(1−β) am

am+bm
]F (a, b)

��� xB = [β 1
2
+ (1− β) bm

am+bm
]F (a, b) ����� �� ������	 ���� ��������

z(a, b) = β × 0.5 + (1− β)
am

am + bm
���	��
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�
�� �	���� ��
 ���� �	
 ��� ����
�� ����������

����� ��������� ������������

πA(a) = [β × 0.5 + (1− β)
am

am + bm
]F (a, b)− a ������

πB(b) = [β × 0.5 + (1− β)
am

bm + bm
]F (a, b)− b ������

 �!��� ������ �
������
� ���	 
��
�� �� a" b�

∂πA

∂a
= β

1

2

∂F

∂a
+ (1 − β)

(am + bm)mam−1 − ammam−1

(am + bm)2
F (a, b) + (1 − β)

am

am + bm

∂F

∂a
− 1������

∂πB

∂b
= β

1

2

∂F

∂b
+ (1 − β)

(am + bm)mbm−1 − bmmbm−1

(am + bm)2
F (a, b) + (1 − β)

bm

am + bm
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