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Kapitel 1

Einleitung

"

Die Natur spricht die Spr ache der Mathematik: Die Buchstab en

dieser Spr ache sind Dr eie cke, Kr eise und ander e mathematische

Figur en. \

Galileo Galile • �

1.1 Historisc hes

In dieser Arb eit wird es um eine Erw eiterung eines der

•

altesten T eilgebiete

der Geometrie, der regelm

•

a�igen P oly eder, gehen. Die W urzeln dieses T eilge-

bietes reic hen zur

•

uc k bis v or die Zeit um 500 v or Christus. Umfangreic here

Arb eiten wurden w ahrsc heinlic h erstmals um 400 v or Christus v on Platon

durc hgef

•

uhrt. Ob w ohl es sic here Indizien gibt, dass er viele Ideen v on anderen

Autoren

•

ub ernommen hatte, w erden die f

•

unf regelm

•

a�igsten P oly eder ihm

zugespro c hen und zu seinem Andenk en die Platonisc hen P oly eder o der die

Platonisc hen K

•

orp er genann t. Platon b esc hreibt P oly eder

"

h

•

oc hster P er-

fektion und Harmonie \ , die n ur aus gleic hen Fl

•

ac hen b estehen und deren

Fl

•

ac hen selb er alle gleic h lange Kan ten und gleic h gro�e Wink el hab en (also

selbst regelm

•

a�ig sind). Seine Arb eiten

•

ub er diese K

•

orp er hatten nic h t n ur

gro�e Auswirkungen auf die Mathematik im Allgemeinen und die Geometrie

im Sp eziellen, sondern auc h auf die Philosophie, die Astronomie, die Astro-

logie und auf viele andere Wissensgebiete [10].

W eitere Arb eiten zu regelm

•

a�igen P oly edern folgten um 250 v or Christus

v on Arc himedes. Er b esc hreibt dreizehn P oly eder, deren Fl

•

ac hen alle regel-

m

•

a�ig, ab er nic h t gleic h sind. Auc h diese Arb eiten

•

ub er die Arc himedisc hen

P oly eder hatten einen gro�en auf viele Wissensgebiete.

Diese und viele w eitere Arb eiten, die im Mittelalter und bis hinein in die

fr

•

uhe Neuzeit dar

•

ub er v erfasst wurden, b ezogen sic h auf greifbare Ob jekte im

1
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3- dimensionalen Raum (z.B. Johannes Keplers Arb eiten

•

ub er P oly eder). Erst

in der zw eiten H

•

alfte des 19. Jahrh underts { mit der W eiteren t wic klung der

klassisc hen hin zur pro jektiv en und nic h teuklidisc hen Geometrie { tauc h ten

erste

•

Ub erlegungen zu h

•

oherdimensionalen geometrisc hen Ob jekten auf.

Sc hlie�lic h w aren es Ludwig Sc hl

•

a
i und Victor Sc hlegel (um 1850 bzw. 1883),

die sic h als erste mit 4- und h

•

oherdimensionalen K

•

orp ern (

"

P olysc heme \ )

b efassten. Ab er erst im 20. Jahrh undert bildete sic h der allgemeine Begri�

der P olytop e als Analogon zu P oly edern im n -Dimensionalen aus [21 ].

Beide, Sc hl

•

a
i und Sc hlegel, b efassten sic h jedo c h haupts

•

ac hlic h mit re-

gelm

•

a�igen P olytop en. Sc hl

•

a
i w ar der erste, der zeigen k onn te, dass es im

4- Dimensionalen sec hs, in h

•

oheren Dimensionen allerdings n ur no c h je drei

regelm

•

a�ige P olytop e gibt [19]. Sc hlegel wurde b ek ann t durc h die nac h ihm

b enann ten Diagramme v on P oly edern in der Eb ene und v on 4- dimensionalen

P olytop en im Ansc hauungsraum bzw. in der Eb ene [20].

Die ersten Arb eiten zu den halbregelm

•

a�igen P olytop en w aren Anfang des

20. Jahrh underts die Un tersuc h ungen v on Thorold Gosset und Alicia Bo ole

Stott. Allerdings wurde die Halbregelm

•

a�igk eit immer auf un tersc hiedlic he

Art de�niert. F

•

ur Gosset w aren halbregelm

•

a�ige P olytop e in n Dimensionen

zusammengesetzt aus v ersc hiedenen, ab er selbst regelm

•

a�igen P olytop en nie-

drigerer Dimension [11]. Bo ole Stott hingegen erlaubte sc hon die Arc hime-

disc hen P oly eder als T eile der P olytop e [2 ]. Erst Harold Scott Macdonald

Co xeter f

•

uhrte die Halbregelm

•

a�igk eit genauer ein (siehe w eiter un ten die

De�nition v on Uniformit

•

at) [7].

Sp

•

ater folgten umfangreic here Arb eiten v on Norman W o o dason Johnson

[13 ], Willem Abraham Wytho�, John Horton Con w a y, Mik e J.T. Guy [4] und

Brank o Gr

•

un baum [12 ], um n ur einige zu nennen. Alle b efassten sic h un ter

anderem mit T eilasp ekten der halbregelm

•

a�igen P olytop e. Allerdings k onn te

k einer einen v ollst

•

andigen Bew eis

•

ub er die Art und Anzahl dieser P olytop e

in Dimensionen gr

•

o�er als 3 liefern.

In der hier v orliegenden Arb eit wird n un ein w eiterer Sc hritt hin zur

v ollst

•

andigen Charakterisierung und Aufz

•

ahlung der regelm

•

a�igen und halb-

regelm

•

a�igen P olytop e h

•

oherer Dimensionen getan: der v ollst

•

andige Bew eis

•

ub er die Art und Anzahl der uniformen P olytop e in vier Dimensionen.
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1.2 De�nitionen

Als erstes w erden die T erminologien, die in dieser Arb eit v erw endet w erden,

durc h einige De�nitionen erkl

•

art. Dab ei w erden ab er grunds

•

atzlic he Begriffe

wie Ec k en/Punkte, Linien, Geraden und Fl

•

ac hen als b ek ann t v orausgesetzt.

W enn wir v on P olygonen sprec hen, insb esondere v on b estimm ten n -go-

nen o der n -Ec k en , so sind immer k on v exe, regelm

•

a�ige und planare Fl

•

ac hen,

b egrenzt durc h eine endlic he Anzahl v on Kan ten (gerade Strec k en), gemein t.

Des W eiteren sollen die hier genann ten P oly eder immer endlic h, k on v ex, in

einer 3- dimensionalen Hyp ereb ene liegend und b egrenzt durc h regelm

•

a�ige

P olygone sein. In b eliebig hohen Dimensionen sprec hen wir allgemein v on

P olytop en , die wieder k on v ex, endlic h und v on P olytop en einer Dimension

niedriger b egrenzt sind. Sp eziell im 4-Dimensionalen hei�en diese P olytop e

P olyc hora (singular P olyc hor, das). P oly eder erhalten als T eile v on P oly-

c hora den Namen Zelle .

Kommen wir zur genauen De�nition v on Regelm

•

a�igk eit o der Regula-

rit

•

at : Ein P olygon hei�t regelm

•

a�ig, w enn alle seine Kan ten gleic h lang und

alle seine Wink el gleic h gro� sind (in dieser Arb eit soll ein P olygon au�erdem

in einer Eb ene liegen und k on v ex sein). Ein P olytop in n Dimensionen hei�t

regelm

•

a�ig, w enn es aus regelm

•

a�igen und gleic hen P olytop en der Dimension

n � 1 aufgebaut ist und

•

ub er Ec k en transitivit

•

at v erf

•

ugt (d.h. es existiert

f

•

ur jedes P aar v on Ec k en eine Bew egung, die die eine Ec k e in die andere

•

ub erf

•

uhrt und dab ei das P olytop auf sic h abbildet).

In drei Dimensionen sind dies genau die Platonisc hen P oly eder. Deshalb

w erden regelm

•

a�ige P olytop e in h

•

oheren Dimensionen oft als Platonisc he

P olytop e b ezeic hnet.

Zu dieser De�nition gibt es etlic he

•

aquiv alen te Eigensc haften; eine da v on

soll hier angef

•

uhrt w erden: Regelm

•

a�ige P olytop e hab en eine Sph

•

are, auf der

alle Ec k en liegen ( Umsph

•

are ), eine Sph

•

are, auf der alle Kan tenmittelpunkte

liegen, eine, auf der alle Fl

•

ac henmittelpunkte liegen, eine, auf der alle Zellmit-

telpunkte liegen, usw. Dab ei hab en alle Sph

•

aren den gleic hen Mittelpunkt,

den Mittelpunkt des P olytops.

Bei der De�nition v on Halbregelm

•

a�igk eit gab es lange Zeit Uneinigk eit.

Selbst im 3-Dimensionalen gibt es mehrere M

•

oglic hk eiten einer De�nition.

So k

•

onn te die T ransitivit

•

at der Ec k en, die Regelm

•

a�igk eit der Fl

•

ac hen o der

die Gleic hheit der Fl

•

ac hen aufgegeb en w erden. Aus diesem Grunde de�nieren

wir einen neuen Begri�: Uniformit

•

at .
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Ein P olygon ist uniform , w enn es regelm

•

a�ig ist. Ein P olytop in n

Dimensionen, n � 3, ist uniform , w enn es n ur aus (nic h t not w endig gleic hen)

uniformen P olytop en der Dimension n � 1 aufgebaut ist und

•

ub er Ec k entran-

sitivit

•

at v erf

•

ugt.

In diesem Sinne sind die Arc himedisc hen P oly eder uniform. Allerdings

gibt es daneb en no c h mehr uniforme P oly eder: die Platonisc hen P oly eder,

die Prismen (b estehend aus zw ei parallelen n -Ec k en, v erbunden mit 4- Ec k en)

und die An tiprismen (zw ei parallelen n - Ec k en, die v erdreh t zueinander und

somit durc h 3-Ec k e v erbunden sind).

Es wird sic h herausstellen, dass die uniformen P olyc hora aus den Pla-

tonisc hen P olyc hora, den prismatisc hen P olyc hora (v on denen es unendlic h

viele gibt), den biprismatisc hen P olyc hora (v on denen es eb enfalls unendlic h

viele gibt) so wie aus 41 w eiteren P olyc hora b estehen (Kapitel 8 und 9). Da im

3- Dimensionalen die Platonisc hen P oly eder und die Prismen und An tiprismen

eb enfalls v on den uniformen P oly edern abgezogen w erden, um die Arc hime-

disc hen P oly eder zu erhalten, ist es naheliegend, diese 41 als Arc himedisc he

P olyc hora zu b ezeic hnen, auc h w enn sic h dies in der Literatur no c h nic h t

durc hgesetzt hat.

Durc h die Ec k en transitivit

•

at b esitzen auc h uniforme P olytop e sp ezielle

Sph

•

aren mit gleic hem Mittelpunkt: So gibt es zu jedem uniformen P olyc hor

eine Sph

•

are, auf der alle Ec k en liegen, eine, auf der alle Kan tenmittelpunkte

liegen, eine f

•

ur jede Art v on Fl

•

ac he (3- Ec k, 4- Ec k usw.), die v ork omm t, je eine

Sph

•

are, auf der die Mittelpunkte der Fl

•

ac hen des jew eiligen T yp es liegen, und

je eine Sph

•

are f

•

ur die v ersc hiedenen Zellen, so dass jew eils die Mittelpunkte

gleic her Zellen auf einer Sph

•

are liegen.

Zw ei w eitere Begri�e dieser Arb eit, die no c h einer Erkl

•

arung b ed

•

urfen,

sind Ec k en umgebung und Kan tenk ombination o der -umgebung . Bei

der Ec k en umgebung handelt es sic h um die Umgebung einer Ec k e eines

P olytop es. Sie b esc hreibt b ei den P oly edern, w elc he Fl

•

ac hen in w elc her Rei-

henfolge um diese Ec k e herum liegen und wird dann meist n ur als Fl

•

ac hent y-

p enzyklus aufgesc hrieb en. Da die b en utzten P oly eder alle uniform sind und

also

•

ub er Ec k en transitivit

•

at v erf

•

ugen, ist die Besc hreibung einer Ec k e durc h

deren Umgebung eindeutig und wird deshalb in dieser Arb eit als Synon ym

f

•

ur die en tsprec hende Zelle b en utzt: So ist (4,4,4) z.B. der Hexaeder, (3,3,3,7)

das 7-An tiprisma. Bei den P olyc hora ist eine Ec k en umgebung die Anordn ung

der Zellen in der Umgebung dieser Ec k e. Da diese Umgebung r

•

aumlic h ist,

gibt es dazu leider k eine einfac he Darstellung (lediglic h die Darstellung der
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Ec k en umgebung als Ec k-Figur, einem unregelm

•

a�igen P oly eder, der en tsteh t,

w enn die Ec k e abgesc hnitten wird, ist m

•

oglic h).

Eine Kan tenk om bination eines P olyc hors ist dagegen wieder einfac h

darstellbar. Es ist der Zyklus v on Zellen um eine b estimm te Kan te herum

und wird deshalb auc h analog zu einer Ec k en umgebung eines P oly eder ge-

sc hrieb en: (4,4,4)(4,4,4)(4,4,4) w

•

are so die Kan tenk ombination des 8-Zellers,

des 4-dimensionalen W

•

urfels. Um diese (hier sogar um jede) Kan te liegen drei

Hexaeder. Da ab er die uniformen P olyc hora nic h t

•

ub er Kan ten transitivit

•

at

v erf

•

ugen, k ommen b ei den meisten v ersc hiedene Kan ten umgebungen v or.

Ab Kapitel 7 w erden mehrere Kan tenk om binationen zu Ec k en umgebun-

gen zusammengef

•

ugt. Dieses erfolgt n ur lok al (da ja alle Ec k en umgebungen

aufgrund der Ec k en transitivit

•

at gleic h sind). Somit erfolgen die Argumen-

tationen v ollst

•

andig im 3- dimensionalen Ansc hauungsraum, ohne dass die

vierte Dimension explizit v orgestellt w erden m uss. Das Zusammenf

•

ugen der

Zellen an Fl

•

ac hen, Kan ten und Ec k en ist also lediglic h eine Art Puzzle aus

Zellen.

Sc hlie�lic h de�nieren wir die v ersc hiedenen in dieser Arb eit relev an ten

Wink el. Der Wink el zwisc hen zw ei b enac h barten Kan ten auf einer Fl

•

ac he

en tspric h t dem Wink el im

•

ublic hen Sinne und hei�t hier Fl

•

ac hen wink el . Des

W eiteren ist der Wink el zwisc hen zw ei Fl

•

ac hen, die eine gemeinsame Kan te

hab en, der Wink el (im

•

ublic hen Sinne) am Kan tenmittelpunkt und zwisc hen

den Halbgeraden v om Kan tenmittelpunkt zu den Fl

•

ac henmittelpunkten. Die-

ser Wink el hei�t Keilwink el . Zu guter Letzt b en

•

otigen wir no c h den Wink el

zwisc hen zw ei Zellen, die sic h an einer Fl

•

ac he b er

•

uhren. Analog ist dies der

Wink el (im

•

ublic hen Sinne) am Fl

•

ac henmittelpunkt und zwisc hen den Halb-

geraden v om Fl

•

ac henmittelpunkt zu den Zellmittelpunkten. Diesen Wink el

nennen wir F alt wink el .

In dieser Arb eit soll es n un darum gehen, die uniformen P olyc hora v oll-

st

•

andig zu b esc hreib en und damit zu zeigen, dass es neb en den sc hon b e-

k annten 41 Arc himedisc hen P olyc hora k eine w eiteren gibt.
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24-Zeller

1

1

Ab wic klung; aus [25 ]



Kapitel 2

Bew eisidee

"

Es ste ckt erstaunlich viel Imagination in der Mathematik der

Natur; und A r chime des hatte mindestens so viel Phantasie wie

Homer. \

V oltaire

Der Bew eis in dieser Arb eit basiert auf der Idee, alle k om binatorisc h m

•

og-

lic hen Kan ten umgebungen zu b estimmen und f

•

ur jede den Radius der um-

sc hrieb enen 4-dimensionalen Sph

•

are zu b erec hnen. Es ist o�ensic h tlic h, dass

in der Umgebung einer Ec k e n ur Kan tenk om binationen v ork ommen k

•

onnen,

die den gleic hen Radius hab en. Es m

•

ussen also folglic h n ur solc he Ec k en um-

gebungen b etrac h tet w erden, deren Kan ten umgebungen alle gleic hen Radius

hab en. Da wir Ec k entransitivit

•

at v oraussetzen und b ei der Bestimm ung der

Kan ten umgebungen n ur P oly eder (=Zellen) b etrac h tet hab en, die selb er uni-

form sind, erhalten wir Besc hreibungen aller m

•

oglic hen Ec k en umgebungen

4- dimensionaler uniformer P olyc hora. Wir m

•

ussen diese Ec k en umgebungen

dann n ur no c h mit den Arc himedisc hen P olyc hora eindeutig iden ti�zieren.

Um die Radien der m

•

oglic hen Kan tenk om binationen zu b erec hnen, m

•

us-

sen wir erst einmal alle Keilwink el und Radien in den Zellen b estimmen;

genauer die Radien v om P oly edermittelpunkt zu den Fl

•

ac henmittelpunkten

(Insph

•

aren mit dem Inradius; nic h t eindeutig, da wir v ersc hiedene T yp en v on

Fl

•

ac hen hab en!), zu den Kan tenmittelpunkten (Mitsph

•

aren mit dem Mit-

radius) und zu den Ec k en (Umsph

•

aren mit dem Umradius). Daraus w er-

den dann die F alt wink el zwisc hen den einzelnen Zellen in einer m

•

oglic hen

Kan ten umgebung b erec hnet, und dann ergeb en sic h { zusammen mit den

Radien der Zellen { die Radien der Umsph

•

are des m

•

oglic hen P olyc hors.

Bei all diesen (gr

•

o�ten teils n umerisc hen) Rec hensc hritten w erden nat

•

ur-

lic h Rec henfehler durc h Rundungen, Ausl

•

osc h ungen und/o der Ungenauig-

k eiten b ei der Berec hn ung trigonometrisc her F unktionen gemac h t. Selbst

7
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w enn wir mit 10, 20 o der mehr Nac hk ommastellen arb eiten, w erden wir

also zw angsl

•

au�g nic h t genau gleic he W erte f

•

ur logisc herw eise gleic he Radien

erhalten; z.B. k

•

onn ten andere Ergebnisse herausk ommen, w enn wir einmal

die Keilwink el des Oktaeders als Dopp elp yramide und einmal als An tipris-

ma b erec hnen. Um trotzdem die Eigensc haft der Gleic hheit einiger Radien

auszun utzen, mac hen wir im Anhang C.1 (ab Seite 173) eine F ehlerabsc h

•

atz-

ung, die F olgendes rec h tfertigt: Anstatt Kom binationen v on Kan ten umge-

bungen mit gleichem Radius zu b er

•

uc ksic h tigen, b etrac h ten wir einfac h keine

der Kom binationen v on Kan ten umgebungen, deren Radien sic h (nac h unserer

F ehlerabsc h

•

atzung) sic her unterscheiden und lassen also kleine Ungenauigk ei-

ten b ei den Radien zu. Mit dieser Metho de b esc hr

•

ank en wir erstens die

Anzahl der zu b etrac htenden Kom binationen immer no c h sehr stark, sc hlie-

�en ab er k eine Kom bination aus, die durc h Rec henfehler sonst ausgesc hlossen

w orden w

•

are.

Da wir als Zellen alle uniformen P oly eder zulassen w ollen, b ek ommen wir

das Problem, dass es neb en den Platonisc hen und Arc himedisc hen P oly e-

dern auc h no c h die Prismen und An tiprismen gibt, v on denen b ek ann tlic h

unendlic h viele existieren. Nun �nden wir ab er b ei den Platonisc hen und

Arc himedisc hen P olyedern n ur 3-, 4-, 5-, 6-, 8- und 10- Ec k e. Somit d

•

urften

sic h m

•

oglic he Kom binationen v on (An ti-)Prismen mit Fl

•

ac hen gr

•

o�eren T yps

meist au�erhalb der erstgenann ten P oly eder bilden. Und selbst w enn es uni-

forme P olyc hora geb en sollte, die aus (An ti-)Prismen und Platonisc hen und/

o der Arc himedisc hen P oly edern gebildet w erden, wird es dann sic herlic h

nic h t f

•

ur jedes (An ti-)Prisma grunds

•

atzlic h andere Arten v on Kom binationen

geb en, sondern eher Baupl

•

ane der folgenden Art: an jeder Ec k e ein p -Prisma,

ein p -An tiprisma, drei T etraeder und ein Kub o-Oktaeder f

•

ur alle p > 7. Somit

brauc hen wir nic h t alle p -(An ti-)Prismen zu b etrac h ten; vielmehr k

•

onnen wir

uns b ei den folgenden Betrac h tungen auf kleine p b esc hr

•

ank en. In dieser

Arb eit soll p = 14 die Grenze sein. In Kapitel 8 (ab Seite 97) w erden

wir sehen, dass diese Argumen tation gerec h tfertigt ist und wir somit aus

den gefundenen Kom binationen alle mit p -(An ti-)Prismen ( p b eliebig gro�)

angeb en k

•

onnen. Der V ollst

•

andigk eit halb er w erden im Anhang ab Seite 178

die F

•

alle mit p > 14 trotz dieser Argumen tation no c h einmal b etrac h tet.

Bei der Zusammensetzung der einzelnen Kan ten umgebungen zu einer

Ec k en umgebung w erden wir vier kleine Lemmata aufstellen und mit ihnen

die unm

•

oglic hen Ec k en umgebungen aussc hlie�en. Zum Sc hluss w erden die

•

ubrig geblieb enen Kom binationen eindeutig mit den uniformen { d.h. den

Arc himedisc hen { P olyc hora iden ti�ziert.

Einer

•

ahnlic hen Bew eisidee folgten

•

ubrigens sc hon Con w a y und Guy 1963

[4]; sie b etrac h teten die Ec k-Figuren der Zellen, d.h. die durc h die Ec k-Nac h-
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barn einer Ec k e gebildeten Fl

•

ac hen. Ansc hlie�end k om binierten sie diejenigen

zu sic h sc hlie�enden, unregelm

•

a�igen P oly eder, deren Ec k en auf einer Sph

•

are

liegen. Damit k onn ten sie zw ar die b ek ann ten uniformen P olyc hora b est

•

atigen

und sogar no c h ein w eiteres �nden. Leider wurde ab er { abgesehen v on einer

zw eiseitigen Zusammenfassung der Ergebnisse { nie eine Arb eit dar

•

ub er v er-

•

offen tlic h t.

8-Zeller

2

5-Zeller

2

2

Ab wic klung; aus [25 ]



Christus Hyp ercubus v on Salv ador Dal � �, 1955

(Jesus gekreuzigt an einer Ab wic klung des 4-dim. W

•

urfels)



Kapitel 3

Die Keilwink el

"

Die r eine Mathematik ist auf ihr e A rt die Po esie lo gischer

Ge danken. \

Alb ert Einstein

3.1 Zellen mit drei Fl

•

ac hen pro Ec k e

Zur Bestimm ung der Keilwink el b ei Zellen mit drei Fl

•

ac hen pro Ec k e b e-

dienen wir uns der sph

•

arisc hen T rigonometrie [1]. Denn diese Zellen hab en

als Ec k-Figuren 3- Ec k e, deren Kan ten durc h die Wink el in den Ec k en der

Fl

•

ac hen gegeb en sind. Aus diesen lassen sic h die Wink el zwisc hen den Kan ten

des sph

•

arisc hen 3- Ec ks mit Hilfe des Seitenk osin ussatzes b estimmen. Diese

Wink el en tsprec hen genau den Keilwink eln.

W eiter ob en hab en wir die Zellen durc h die Anordn ung der Fl

•

ac hen

um eine Ec k e b esc hrieb en. Um der T atsac he Rec hn ung zu tragen, dass die

meisten Zellen v ersc hieden gro�e Keilwink el b esitzen, wird n un die Kurz-

sc hreibw eise der Zellen so zyklisc h v ertausc h t, dass die b eiden Fl

•

ac hen v orne

stehen, deren Keilwink el angegeb en ist. So hat der stumpfe T etraeder die

Keilwink el (3,6,6) und (6,6,3). Dab ei soll die kleinere Zahl immer an erster

Stelle, die gr

•

o�eren Zahlen immer hin ten stehen { und nic h t wie b ei (6,3,6).

Gleic hes soll nat

•

urlic h auc h f

•

ur die Zellen mit vier o der f

•

unf Fl

•

ac hen gelten {

also hat z.B. der sc hr

•

age Do dek aeder die Keilwink el (3,5,3,3,3) und (3,3,3,3,5).

Der Seitenk osin ussatz ist ein Satz

•

ub er sph

•

arisc he 3-Ec k e und setzt die

Seiten und die Wink el in diesen 3- Ec k en in Bezieh ung. Seien die Ec k en des

3- Ec ks A , B und C . W eiter sei die Kan te C B mit a b ezeic hnet, AC mit b

und AB mit c . Au�erdem sei � der Wink el b ei A , � b ei B und 
 b ei C . Mit

11



12 KAPITEL 3. DIE KEIL WINKEL

R als Radius der Sph

•

are erhalten wir die normierten Kan tenl

•

angen a

�

:=

a

R

,

b

�

:=

b

R

und c

�

:=

c

R

. Dann ist die Aussage des Seitenk osin ussatzes

cos c

�

= cos a

�

cos b

�

+ sin a

�

sin b

�

cos 
 bzw.


 = arccos

�

cos c

�

� cos a

�

cos b

�

sin a

�

sin b

�

�

w ob ei a

�

, b

�

und c

�

bzw. � , � und 
 zyklisc h v ertausc h t w erden k

•

onnen.

A

B

C

ab

c

�

�




Damit lassen sic h alle Keilwink el der Zellen b estimmen, an deren Ec k en

jew eils drei Fl

•

ac hen grenzen. Die jetzt no c h b en

•

otigten Fl

•

ac hen wink el ' der

p -gone (also a

�

, b

�

und c

�

) ergeb en sic h aus

' =

p � 2

p

� .

Jetzt lassen sic h alle Zellen mit drei Fl

•

ac hen pro Ec k e angeb en; erst die

Platonisc hen, dann die Arc himedisc hen P oly eder, zum Sc hluss die Prismen.

Kon�g. Ec k Ec k Wink el in � P oly eder

(3,3,3) 3 3 0.39182655203060727 T etraeder

(4,4,4) 4 4 0.50000000000000000 Hexaeder

(5,5,5) 5 5 0.64758361765043327 Do dek aeder

(3,6,6) 3 6 0.60817344796939273 stumpfer T etraeder

(6,6,3) 6 6 0.39182655203060727 stumpfer T etraeder

(3,8,8) 3 8 0.69591327601530364 stumpfer Hexaeder

(8,8,3) 8 8 0.50000000000000000 stumpfer Hexaeder

(3,10,10) 3 10 0.79234795477416836 stumpfer Do dek aeder

(10,10,3) 10 10 0.64758361765043327 stumpfer Do dek aeder

(4,6,6) 4 6 0.69591327601530364 stumpfer Oktaeder

(6,6,4) 6 6 0.60817344796939273 stumpfer Oktaeder

(5,6,6) 5 6 0.79234795477416836 stumpfer Ik osaeder

(6,6,5) 6 6 0.76772047280123001 stumpfer Ik osaeder

(4,6,8) 4 6 0.80408672398469637 gro�er Rhom b en-

Kub o-Oktaeder

F ortf

•

uhrung auf folgender Seite



3.1. ZELLEN MIT DREI FL

•

ACHEN PR O ECKE 13

F ortf

•

uhrung v on v origer Seite

Kon�g. Ec k Ec k Wink el in � P oly eder

(4,8,6) 4 8 0.75000000000000000 gro�er Rhom b en-

Kub o-Oktaeder

(6,8,4) 6 8 0.69591327601530364 gro�er Rhom b en-

Kub o-Oktaeder

(4,6,10) 4 6 0.88386023640061501 gro�er Rhom b en-

Ik osi-Do dek aeder

(4,10,6) 4 10 0.82379180882521664 gro�er Rhom b en-

Ik osi-Do dek aeder

(6,10,4) 6 10 0.79234795477416836 gro�er Rhom b en-

Ik osi-Do dek aeder

(3,4,4) 3 4 0.50000000000000000 3-Prisma

(4,4,3) 4 4 0.33333333333333333 3-Prisma

(5,4,4) 5 4 0.50000000000000000 5-Prisma

(4,4,5) 4 4 0.60000000000000000 5-Prisma

(6,4,4) 6 4 0.50000000000000000 6-Prisma

(4,4,6) 4 4 0.66666666666666667 6-Prisma

(7,4,4) 7 4 0.50000000000000000 7-Prisma

(4,4,7) 4 4 0.71428571428571429 7-Prisma

(8,4,4) 8 4 0.50000000000000000 8-Prisma

(4,4,8) 4 4 0.75000000000000000 8-Prisma

(9,4,4) 9 4 0.50000000000000000 9-Prisma

(4,4,9) 4 4 0.77777777777777778 9-Prisma

(10,4,4) 10 4 0.50000000000000000 10-Prisma

(4,4,10) 4 4 0.80000000000000000 10-Prisma

(11,4,4) 11 4 0.50000000000000000 11-Prisma

(4,4,11) 4 4 0.81818181818181818 11-Prisma

(12,4,4) 12 4 0.50000000000000000 12-Prisma

(4,4,12) 4 4 0.83333333333333333 12-Prisma

(13,4,4) 13 4 0.50000000000000000 13-Prisma

(4,4,13) 4 4 0.84615384615384615 13-Prisma

(14,4,4) 14 4 0.50000000000000000 14-Prisma

(4,4,14) 4 4 0.85714285714285714 14-Prisma
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3.2 Zellen mit vier und f

•

unf Fl

•

ac hen, die sic h

auf P oly eder mit drei Fl

•

ac hen pro Ec k e

zur

•

uc kf

•

uhren lassen

Un ter den Arc himedisc hen P oly edern lassen sic h einige �nden, die sic h zerle-

gen lassen in T eilp oly eder, die wiederum aus regelm

•

a�igen P olygonen aufge-

baut sind. Diese T eilp oly eder hab en dann nat

•

urlic h die en tsprec hend gleic hen

Keilwink el, w enn an diesen Kan ten nic h t gerade gesc hnitten wurde. So l

•

asst

sic h (3,4,3,4) in der Mitte teilen (die Sc hnitt


•

ac he ist ein regelm

•

a�iges 6- Ec k)

und die T eile hab en an den Sc hnittec k en wieder n ur drei Fl

•

ac hen, n

•

amlic h

3- Ec k, 4- Ec k und 6- Ec k. Der Keilwink el v on (3,4,3,4) ist dann ab er auc h

gleic h dem Keilwink el (3,4,6). Gleic hes gilt f

•

ur (3,5,3,5) und (3,4,5,4), w o

die Sc hnitt


•

ac hen regelm

•

a�ige 10- Ec k e sind, und f

•

ur (3,4,4,4) mit einem

regelm

•

a�igen 8- Ec k als Sc hnitt


•

ac he. Des W eiteren lassen sic h die Keilwin-

k el der no c h fehlenden zw ei Platonisc hen P oly eder b erec hnen: Der Oktaeder

b esitzt in der Mitte ein regelm

•

a�iges 4-Ec k; der Ik osaeder l

•

asst sic h en tlang

regelm

•

a�iger 5- Ec k e

'

k

•

opfen ` .

Kon�g. Ec k Ec k Wink el in � P oly eder

(3,4,3,4) 3 4 0.69591327601530364 Kub o-Oktaeder

(3,5,3,5) 3 5 0.79234795477416836 Ik osi-Do dek aeder

(3,4,5,4) 3 4 0.88386023640061501 Rhom b en-

Ik osi-Do dek aeder

(4,5,4,3) 4 5 0.82379180882521664 Rhom b en-

Ik osi-Do dek aeder

(3,4,4,4) 3 4 0.80408672398469637 Rhom b en-

Kub o-Oktaeder

(4,4,3,4) 4 4 0.75000000000000000 Rhom b en-

Kub o-Oktaeder

(3,3,3,3) 3 3 0.60817344796939273 Oktaeder

(3,3,3,3,3) 3 3 0.76772047280123001 Ik osaeder

3.3 An tiprismen

Die Keilwink el in den An tiprismen lassen sic h w eder durc h Zerlegung no c h

durc h irgendeinen anderen w ohlb ek ann ten Satz sc hnell b erec hnen.

Sei l die Kan tenl

•

ange eines n -An tiprismas. Dann ist der Radius R

1

des

Umkreises eines n - Ec ks gegeb en durc h

1

2

l = R

1

sin

�

n

, also R

1

=

l

2 sin

�

n

=

1

2

l csc

�

n

; und der Radius R

0

des Inkreises durc h R

0

= R

1

cos

�

n

, folglic h
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R

0

=

1

2

l

cos

�

n

sin

�

n

=

1

2

l tan

� 1

�

n

=

1

2

l cot

�

n

.

�

n

R

0

R

1

l

Bei einem 3- Ec k derselb en Kan tenl

•

ange l ist die H

•

ohe h

�

gegeb en durc h

h

�

= l cos

�

6

=

1

2

l

p

3 .

�

6

h

�

l

Gesuc h t sei n un die H

•

ohe h des An tiprismas (3,3,3, n ) mit Kan tenl

•

ange l .

h = h

�

cos � mit h

�

sin � = R

1

� R

0

) � = arcsin

R

1

� R

0

h

�

.

R

1

R

0

h

h

�

�

ob eres n -Ec k

un teres n -Ec k

Der Keilwink el zwisc hen einem n -Ec k und einem 3- Ec k b eim (3,3,3, n ) ist

demnac h � +

�

2

, also

�

2

+ arcsin

R

1

� R

0

h

�

. So ist jetzt n ur no c h der Keilwink el

zwisc hen zw ei 3-Ec k en b eim (3,3,3, n ) zu ermitteln. Sei g die Pro jektion einer

Diagonale, die die gegen

•

ub er liegenden Spitzen zw eier aneinander grenzender

3- Ec k e v erbindet, auf die Eb ene des n -Ec ks.

�

n

3 �

n

l

g

R

1

Dann ist g = 2 R

1

sin

3 �

2 n

. Um die Diagonale d selbst zu b erec hnen, ist

no c h die H

•

ohe h des An tiprismas n

•

otig, und mit d

2

= h

2

+ g

2

b ek ommen wir

die gesuc h te Relation.

d

h

�

h

�

l

h

g
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Betrac h ten wir n un das 3- Ec k, gebildet durc h diese Diagonale d und die

en tsprec henden H

•

ohenlinien der 3-Ec k e dieser Diagonale, dann sieh t man

sofort

d

2

= h

�

sin 
 ) 
 = arcsin

d

2 h

�

. 2 
 ist der Keilwink el zwisc hen zw ei

3- Ec k en im (3,3,3, n ).

d

h

�




h

�

Damit erhalten wir nac h kurzem Umformen � = arcsin

1

2

csc

�

n

�

1

2

cot

�

n

1

2

p

3

=

arcsin

csc

�

n

� cot

�

n

p

3

und 
 = arcsin

r

�

1

2

cos arcsin

csc

�

n

� cot

�

n

p

3

�

2

+

�

sin

3 �

2 n

p

3 sin

�

n

�

2

=

=

3

arcsin

q

1

3

+

2

3

cos

�

n

, w oraus folgende F ormeln f

•

ur die Keilwink el der An-

tiprismen folgen: (3, n ,3,3) ist

�

2

+ � =

�

2

+ arcsin

csc

�

n

� cot

�

n

p

3

und (3,3,3, n ) ist

2 
 = 2 arcsin

q

1

3

+

2

3

cos

�

n

, also

Kon�g. Ec k Ec k Wink el in � P oly eder

(3,3,3,4) 3 3 0.70862001614328658 4-An tiprisma

(3,4,3,3) 3 4 0.57686755821809152 4-An tiprisma

(3,3,3,5) 3 3 0.76772047280123001 5-An tiprisma

(3,5,3,3) 3 5 0.56006842757539837 5-An tiprisma

(3,3,3,6) 3 3 0.80678828517724062 6-An tiprisma

(3,6,3,3) 3 6 0.54944127155450689 6-An tiprisma

(3,3,3,7) 3 3 0.83456812595788539 7-An tiprisma

(3,7,3,3) 3 7 0.54206809759401324 7-An tiprisma

(3,3,3,8) 3 3 0.85534657160805150 8-An tiprisma

(3,8,3,3) 3 8 0.53663621231196770 8-An tiprisma

(3,3,3,9) 3 3 0.87147910908580449 9-An tiprisma

(3,9,3,3) 3 9 0.53246095481441045 9-An tiprisma

(3,3,3,10) 3 3 0.88436948151897343 10-An tiprisma

(3,10,3,3) 3 10 0.52914802486924264 10-An tiprisma

(3,3,3,11) 3 3 0.89490695226159224 11-An tiprisma

(3,11,3,3) 3 11 0.52645348284282490 11-An tiprisma

(3,3,3,12) 3 3 0.90368248334127800 12-An tiprisma

(3,12,3,3) 3 12 0.52421796670086522 12-An tiprisma

(3,3,3,13) 3 3 0.91110425250069535 13-An tiprisma

F ortf

•

uhrung auf folgender Seite

3

Im Anhang auf Seite 199 wird diese Umform ung v orgef

•

uhrt.



3.4. A USNAHMEN 17

F ortf

•

uhrung v on v origer Seite

Kon�g. Ec k Ec k Wink el in � P oly eder

(3,13,3,3) 3 13 0.52233280033885968 13-An tiprisma

(3,3,3,14) 3 3 0.91746330402035646 14-An tiprisma

(3,14,3,3) 3 14 0.52072124784978105 14-An tiprisma

3.4 Ausnahmen

Einzig die Keilwink el des sc hr

•

agen Hexaeders (3,3,3,3,4) und des sc hr

•

agen

Do dek aeders (3,3,3,3,5) lassen sic h nic h t auf die bis jetzt erw

•

ahn ten Arten

b erec hnen.

Als erstes m

•

ussen wir uns Gedank en dar

•

ub er mac hen, wie viele v ersc hiede-

ne Keilwink el v ork ommen k

•

onnen. So k ommen Wink el zwisc hen p -Ec k ( p =4

o der 5) und 3-Ec k en v or, w eiter Wink el zwisc hen einem 3- Ec k, dass an dem

p - Ec k anliegt und dem n

•

ac hsten, w ob ei es prinzipiell zw ei M

•

oglic hk eiten gibt:

Einmal zu einem 3- Ec k, dass wieder an einem p - Ec k liegt; zum Zw eiten zu

einem 3- Ec k, dass n ur

•

ub er Ec k en mit p -Ec k en v erbunden ist.

Da wir ab er P oly eder mit Ec k en transitivit

•

at b etrac h ten, ist es leic h t zu

sehen, dass alle Ec k en dann auf ein und derselb en Sph

•

are liegen. Auc h alle

Kan tenmittelpunkte liegen auf einer { et w as kleineren { Sph

•

are, da alle

Kan ten gleic h lang sein sollen. Dann m

•

ussen auc h die Fl

•

ac henmittelpunkte

gleic her { regelm

•

a�iger { Fl

•

ac hen auf je einer Sph

•

are liegen. V erbinden wir

n un den P oly edermittelpunkt mit allen Ec k en, dann erhalten wir Pyramiden,

deren Grund


•

ac hen die jew eiligen Fl

•

ac hen des P oly eders sind. Pyramiden mit

gleic hen Fl

•

ac hen sind dann auc h gleic h, insb esondere die Keilwink el zwisc hen

3- ec kigen (unregelm

•

a�igen) Seiten


•

ac hen und den p - Ec k en als Grund


•

ac hen

der Pyramide. Sto�en also im P oly eder ein 3- Ec k mit einem p -Ec k zusam-

men, so b etr

•

agt der Keilwink el genau die Summe der Keilwink el der jew eili-

gen Pyramiden. Somit k

•

onnen k eine v ersc hiedenen Keilwink el zwisc hen zw ei

b eliebigen b enac h barten 3-Ec k en bzw. zwisc hen 3- und p - Ec k en v ork ommen.
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3.4.1 Der sc hr

•

age Hexaeder

Zum Berec hnen der Keilwink el im sc hr

•

agen Hexaeder w erden die Ko ordina-

ten eines (und durc h P erm utation aller) Ec k en b erec hnet. Dab ei wird der

(3,3,3,3,4) in einen passenden Hexaeder so hineingelegt, dass die 4-Ec k e des

(3,3,3,3,4) auf den Fl

•

ac hen des (4,4,4) liegen. Jetzt wird die Kan tenl

•

ange

k des umsc hrieb enen Hexaeders auf 1 gesetzt. Dann sind die Ec k en A =

( x ; y ; 1)

t

, B = ( y ; � x ; 1)

t

, C = (1; x ; y )

t

, D = (1; � y ; x )

t

und E = ( y ; 1; x )

t

,

ein Fl

•

ac henmittelpunkt M = (0; 0; 1)

t

.

M

A

B

C

D

E

k = 1

x

y

y

x

Daraus lassen sic h die folgenden Kan tenl

•

angen b erec hnen:

AB

2

= ( x � y )

2

+ ( � x � y )

2

+ (1 � 1)

2

= 2 x

2

+ 2 y

2

AC

2

= (1 � x )

2

+ ( x � y )

2

+ ( y � 1)

2

= 2 + 2 x

2

+ 2 y

2

� 2 xy � 2 x � 2 y

B C

2

= (1 � y )

2

+ ( x + x )

2

+ ( y � 1)

2

= 2 + 4 x

2

+ 2 y

2

� 4 y

B D

2

= (1 � y )

2

+ ( � y + x )

2

+ ( x � 1)

2

= 2 + 2 x

2

+ 2 y

2

� 2 xy � 2 x � 2 y

= AC

2

C D

2

= (1 � 1)

2

+ ( � y � x )

2

+ ( x � y )

2

= 2 x

2

+ 2 y

2

= AB

2

Nun m uss die Bedingung angew endet w erden, dass im sc hr

•

agen Hexaeder

alle Kan ten gleic h lang sind. Also setzen wir die Kan tenl

•

angen gleic h und

b estimmen die V ariablen x und y :

AB

2

= AC

2

= ) xy + x + y = 1 = ) x =

1 � y

1 + y

AB

2

= B C

2

= ) 2 y = 1 + x

2

= ) x =

p

2 y � 1
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Durc h Gleic hsetzen erhalten wir die kubisc he Gleic h ung

(1 � y )

2

(1 + y )

2

= 2 y � 1 ) 1 � 2 y + y

2

= (2 y � 1)(1 + 2 y + y

2

)

) 1 � 2 y + y

2

= 2 y + 4 y

2

+ 2 y

3

� 1 � 2 y � y

2

) 2 � 2 y � 2 y

2

� 2 y

3

= 0

) y

3

+ y

2

+ y � 1 = 0

Diese kubisc he Gleic h ung in Normalform wird durc h Substitution y = z �

1

3

in die reduzierte F orm ( z �

1

3

)

3

+ ( z �

1

3

)

2

+ z �

1

3

� 1 = 0 ) z

3

+

2

3

z �

34

27

= 0

•

ub erf

•

uhrt. Mit Hilfe der Cardanisc hen L

•

osungsformel f

•

ur z

3

+ 3 pz + 2 q = 0

l

•

osen wir mit p =

2

9

und q = �

17

27

und der Diskriminan ten d = p

3

+ q

2

=

297

729

auf zu:

u =

3

q

� q +

p

d =

3

r

17

27

+

3

27

p

33 =

1

3

3

q

17 + 3

p

33 = 1 : 08233900021435710

v =

3

q

� q �

p

d =

3

r

17

27

�

3

27

p

33 =

1

3

3

q

17 � 3

p

33 = � 0 : 20531665418894740

Nun ist z = u + v = 0 : 87702234602540970 und somit folgt f

•

ur die b eiden

V ariablen y = 0 : 54368901269207637 und x = 0 : 29559774252208480.

Mit den W erten f

•

ur x und y lassen sic h n un die Kan tenmittelpunkte F

(zwisc hen A und B ), G (zwisc hen B und C ) und H (zwisc hen A und C ) b e-

rec hnen. Anhand der Ko ordinaten k

•

onnen wir n un die Ric h tungsv ektoren v on

den Kan tenmittelpunkten auf die Fl

•

ac hen b estimmen und dann mit cos � =

ab

j ab j

die Keilwink el zwisc hen den v ersc hiedenen Fl

•

ac hen b erec hnen.

M

A

B

C

D

E

F

G

H
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A =

0

@

x

y

1

1

A

, B =

0

@

y

� x

1

1

A

, C =

0

@

1

x

y

1

A

, D =

0

@

1

� y

x

1

A

,

E =

0

@

y

1

x

1

A

, M =

0

@

0

0

1

1

A

, F =

A + B

2

=

0

@

x + y

2

y � x

2

1

1

A

,

G =

B + C

2

=

0

@

1+ y

2

0

1+ y

2

1

A

, H =

A + C

2

=

0

@

1+ x

2

x + y

2

1+ y

2

1

A

.

Das liefert die Ric h tungsv ektoren

� � !

F M =

�

1

2

( � x � y );

1

2

( x � y ); 0

�

t

,

� !

F C =

�

1

2

(2 � x � y );

1

2

(3 x � y ); y � 1

�

t

,

� !

GA =

�

1

2

(2 x � y � 1); y ;

1

2

(1 � y )

�

t

,

� � !

GD =

�

1

2

(1 � y ); � y ;

1

2

(2 x � y � 1)

�

t

,

� � !

H B =

�

1

2

(2 y � x � 1);

1

2

( � 3 x � y );

1

2

(1 � y )

�

t

und

� � !

H E =

�

1

2

(2 y � x � 1);

1

2

(2 � x � y );

1

2

(2 x � y � 1)

�

t

,

w oraus die Keilwink el an F v on 2.49553163057773343=0.794352389 2972 4788

� , an G v on 2.67444808353522868=0.851303265 0745 5573 � und an H v on

eb enfalls 2.67444808353522868 folgen.

3.4.2 Der sc hr

•

age Do dek aeder

Auc h b eim sc hr

•

agen Do dek aeder v erfolgen wir eine

•

ahnlic he Strategie; wir

b etten den (3,3,3,3,5) so in einen Do dek aeder ein, dass die 5-Ec k e aufeinander

liegen. Setzen wir o.B.d.A. die L

•

ange einer Diagonale eines 5- Ec ks des Do de-

k aeders auf zw ei, dann liegen ac h t Ec k en des Do dek aeders auf dem Hexaeder,

den wir sc hon f

•

ur die Berec hn ung des sc hr

•

agen Hexaeders gebrauc h t hab en.

Genauer sind die Ec k en des Do dek aeders ( � 1 ; � 1 ; � 1) und

�

� � ; � (1 + � ) ; 0

�

mit geraden P erm utationen

4

. Nun suc hen wir auf jedem 5- Ec k ein kleineres,

gedreh tes 5- Ec k bzw. dessen Ec kk o ordinaten. Aus diesen k

•

onnen wir dann

wieder

•

ub er cos � =

ab

j ab j

die Keilwink el zwisc hen den Fl

•

ac hen b erec hnen.

4

� =

1

2

(

p

5 � 1) ist die Goldene Sc hnittzahl.
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M

x

y

A

B

x

y

e

1

e

2

e

3

e

4

e

5

Da die Kan ten des Do dek aeders nic h t senkrec h t zueinander sind, m

•

ussen

wir x und y im Gegensatz zum sc hr

•

agen Hexaeder et w as umst

•

andlic her

b estimmen. Sei M der Mittelpunkt eines 5-Ec ks und e

1

bis e

5

die V ektoren

v on M zu den Ec k en. Dann lassen sic h die f

•

unf Ec k en eines 5- Ec ks des

sc hr

•

agen Do dek aeders so mit x und y darstellen, dass die jew eiligen Ec k en

Lineark om binationen der V ektoren e

j

, die hier als Einheitsv ektoren fungieren,

und x und y deren

"

Ko ordinaten w erte \ sind. Hier w

•

aren A = M + xe

1

+ y e

5

und B = M + xe

2

+ y e

1

.

o

1

A

C

o

2

B

o

4

D

E

o

3

e

5

e

1

e

2

f

1

f

2

f

3

g

1

g

2

Hieraus folgt eine Darstellung einiger wic h tiger Ec k en des sc hr

•

agen Do-

dek aeders durc h x und y : A = o

1

+ xe

1

+ y e

5

, B = o

1

+ xe

2

+ y e

1

, C =

o

2

+ xf

1

+ y f

2

, D = o

2

+ xf

2

+ y f

3

und E = o

3

+ xg

1

+ y g

2

.

P

1

P

2

P

3

P

4

P

5

P

6

P

7

P

8

P

9

P

10

o

1

o

2

o

4

o

3
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Mit P

1

= ( o ; � ; 1 + � )

t

, P

2

= (0; � � ; 1 + � )

t

, P

3

= ( � 1; � 1; 1)

t

, P

4

=

( � 1 � � ; 0; � )

t

, P

5

= ( � 1; 1; 1)

t

, P

6

= (1; � 1; 1)

t

, P

7

= (1 + � ; 0; � )

t

, P

8

=

(1; 1; 1)

t

, P

9

= ( � ; � + 1; 0)

t

und P

10

= ( � � ; � + 1; 0)

t

( � =

p

5 � 1

2

) k

•

onnen alle

"

Einheitsv ektoren \ b erec hnet w erden:

o

1

=

�

� 3 � �

5

; 0;

4 + 3 �

5

�

t

o

2

=

�

3 + �

5

; 0;

4 + 3 �

5

�

t

o

3

=

�

0;

4 + 3 �

5

;

3 + �

5

�

t

= )

e

1

=

� � !

o

1

P

1

=

�

3 + �

5

; � ;

1

p

5

�

t

e

2

=

� � !

o

1

P

2

=

�

3 + �

5

; � � ;

1

p

5

�

t

e

5

=

� � !

o

1

P

5

=

�

� � 2

5

; 1;

1 � 3 �

5

�

t

f

1

=

� � !

o

2

P

1

=

�

� 3 � �

5

; � ;

1

p

5

�

t

f

2

=

� � !

o

2

P

2

=

�

� 3 � �

5

; � � ;

1

p

5

�

t

f

3

=

� � !

o

2

P

6

=

�

2 � �

5

; � 1;

1 � 3 �

5

�

t

g

1

=

� � !

o

3

P

1

=

�

0;

2 � � 4

5

;

2 + 4 �

5

�

t

g

2

=

� � !

o

3

P

8

=

�

1;

1 � 3 �

5

;

2 � �

5

�

t

Jetzt k

•

onnen die Punkte A , B und C durc h x und y ausgedr

•

uc kt w erden.

Die Kan tenl

•

angen AB , AC und B C m

•

ussen gleic h sein. Durc h Gleic hsetzen

der Quadrate der Kan tenl

•

angen, L

•

osen der Gleic h ungen und Aussc hlie�en

der negativ en und k omplexen L

•

osungen b ek ommen wir die Koordinatenw er-

te x = 0 : 50606254696601833 und y = 0 : 13402659372916743 (siehe Seite 153).

A

B

C

D

E

F

o

1

G

H

Mit den Kan tenmittelpunkten F (zwisc hen A und B ), G (zwisc hen A

und C ) und H (zwisc hen B und C ) lassen sic h die V ektoren auf den Fl

•

ac hen

senkrec h t zu den Kan ten und daraus der Wink el zwisc hen den V ektoren

b estimmen. Zwisc hen einem 5- Ec k und einem angrenzenden 3-Ec k b etr

•

agt

der Wink el 2.66913063362575611 = 0.84961066819908350 � , zwisc hen zw ei

3- Ec k en 2.86540068834472861 = 0.91208536697796601 � .
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3.5 Zusammenfassung

Somit sind alle Keilwink el der in F rage k ommenden P oly eder b estimm t. Nac h

dem Sortieren nac h Gr

•

o�e b ek ommen wir folgende T ab elle:

Kon�g. Ec k Ec k Wink el in � P oly eder

(4,4,3) 4 4 0.33333333333333333 3-Prisma

(3,3,3) 3 3 0.39182655203060727 T etraeder

(6,6,3) 6 6 0.39182655203060727 stumpfer T etraeder

(3,4,4) 3 4 0.50000000000000000 3-Prisma

(4,4,4) 4 4 0.50000000000000000 Hexaeder

(5,4,4) 5 4 0.50000000000000000 5-Prisma

(6,4,4) 6 4 0.50000000000000000 6-Prisma

(7,4,4) 7 4 0.50000000000000000 7-Prisma

(8,4,4) 8 4 0.50000000000000000 8-Prisma

(9,4,4) 9 4 0.50000000000000000 9-Prisma

(10,4,4) 10 4 0.50000000000000000 10-Prisma

(11,4,4) 11 4 0.50000000000000000 11-Prisma

(12,4,4) 12 4 0.50000000000000000 12-Prisma

(13,4,4) 13 4 0.50000000000000000 13-Prisma

(14,4,4) 14 4 0.50000000000000000 14-Prisma

(8,8,3) 8 8 0.50000000000000000 stumpfer Hexaeder

(3,14,3,3) 3 14 0.52072124784978105 14-An tiprisma

(3,13,3,3) 3 13 0.52233280033885968 13-An tiprisma

(3,12,3,3) 3 12 0.52421796670086522 12-An tiprisma

(3,11,3,3) 3 11 0.52645348284282490 11-An tiprisma

(3,10,3,3) 3 10 0.52914802486924264 10-An tiprisma

(3,9,3,3) 3 9 0.53246095481441045 9-An tiprisma

(3,8,3,3) 3 8 0.53663621231196770 8-An tiprisma

(3,7,3,3) 3 7 0.54206809759401324 7-An tiprisma

(3,6,3,3) 3 6 0.54944127155450689 6-An tiprisma

(3,5,3,3) 3 5 0.56006842757539837 5-An tiprisma

(3,4,3,3) 3 4 0.57686755821809152 4-An tiprisma

(4,4,5) 4 4 0.60000000000000000 5-Prisma

(3,3,3,3) 3 3 0.60817344796939273 Oktaeder

(3,6,6) 3 6 0.60817344796939273 stumpfer T etraeder

(6,6,4) 6 6 0.60817344796939273 stumpfer Oktaeder

(5,5,5) 5 5 0.64758361765043327 Do dek aeder

(10,10,3) 10 10 0.64758361765043327 stumpfer Do dek aeder

(4,4,6) 4 4 0.66666666666666667 6-Prisma

F ortf

•

uhrung auf folgender Seite
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F ortf

•

uhrung v on v origer Seite

Kon�g. Ec k Ec k Wink el in � P oly eder

(3,8,8) 3 8 0.69591327601530364 stumpfer Hexaeder

(4,6,6) 4 6 0.69591327601530364 stumpfer Oktaeder

(3,4,3,4) 3 4 0.69591327601530364 Kub o-Oktaeder

(6,8,4) 6 8 0.69591327601530364 gro�er Rhom b en-

Kub o-Oktaeder

(3,3,3,4) 3 3 0.70862001614328658 4-An tiprisma

(4,4,7) 4 4 0.71428571428571429 7-Prisma

(4,4,3,4) 4 4 0.75000000000000000 Rhom b en-

Kub o-Oktaeder

(4,8,6) 4 8 0.75000000000000000 gro�er Rhom b en-

Kub o-Oktaeder

(4,4,8) 4 4 0.75000000000000000 8-Prisma

(3,3,3,3,3) 3 3 0.76772047280123001 Ik osaeder

(3,3,3,5) 3 3 0.76772047280123001 5-An tiprisma

(6,6,5) 6 6 0.76772047280123001 stumpfer Ik osaeder

(4,4,9) 4 4 0.77777777777777778 9-Prisma

(3,10,10) 3 10 0.79234795477416836 stumpfer Do dek aeder

(5,6,6) 5 6 0.79234795477416836 stumpfer Ik osaeder

(3,5,3,5) 3 5 0.79234795477416836 Ik osi-Do dek aeder

(6,10,4) 6 10 0.79234795477416836 gro�er Rhom b en-

Ik osi-Do dek aeder

(3,4,3,3,3) 3 4 0.79435238929724788 sc hr

•

ager Hexaeder

(4,4,10) 4 4 0.80000000000000000 10-Prisma

(3,4,4,4) 3 4 0.80408672398469637 Rhom b en-

Kub o-Oktaeder

(4,6,8) 4 6 0.80408672398469637 gro�er Rhom b en-

Kub o-Oktaeder

(3,3,3,6) 3 3 0.80678828517724062 6-An tiprisma

(4,4,11) 4 4 0.81818181818181818 11-Prisma

(4,5,4,3) 4 5 0.82379180882521664 Rhom b en-

Ik osi-Do dek aeder

(4,10,6) 4 10 0.82379180882521664 gro�er Rhom b en-

Ik osi-Do dek aeder

(4,4,12) 4 4 0.83333333333333333 12-Prisma

(3,3,3,7) 3 3 0.83456812595788539 7-An tiprisma

(4,4,13) 4 4 0.84615384615384615 13-Prisma

(3,5,3,3,3) 3 5 0.84961066819908350 sc hr

•

ager Do dek aeder

(3,3,3,3,4) 3 3 0.85130326507455573 sc hr

•

ager Hexaeder

F ortf

•

uhrung auf folgender Seite
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F ortf

•

uhrung v on v origer Seite

Kon�g. Ec k Ec k Wink el in � P oly eder

(3,3,3,8) 3 3 0.85534657160805150 8-An tiprisma

(4,4,14) 4 4 0.85714285714285714 14-Prisma

(3,3,3,9) 3 3 0.87147910908580449 9-An tiprisma

(4,6,10) 4 6 0.88386023640061501 gro�er Rhom b en-

Ik osi-Do dek aeder

(3,4,5,4) 3 4 0.88386023640061501 Rhom b en-

Ik osi-Do dek aeder

(3,3,3,10) 3 3 0.88436948151897343 10-An tiprisma

(3,3,3,11) 3 3 0.89490695226159224 11-An tiprisma

(3,3,3,12) 3 3 0.90368248334127800 12-An tiprisma

(3,3,3,13) 3 3 0.91110425250069535 13-An tiprisma

(3,3,3,3,5) 3 3 0.91208536697796601 sc hr

•

ager Do dek aeder

(3,3,3,14) 3 3 0.91746330402035646 14-An tiprisma

Die Platonisc hen P oly eder

(3,3,3) (4,4,4) (3,3,3,3) (5,5,5)

T etraeder Hexaeder Oktaeder Do dek aeder

(3,3,3,3,3)

Ik osaeder



26 KAPITEL 3. DIE KEIL WINKEL

Die Arc himedisc hen P oly eder

(3,6,6) (3,8,8) (4,6,6) (3,10,10)

stumpfer stumpfer stumpfer stumpfer

T etraeder Hexaeder Oktaeder Do dek aeder

(5,6,6) (3,4,3,4) (3,4,4,4) (4,6,8)

stumpfer Kub o- Rhom b en- gro�er Rhom b en-

Ik osaeder Oktaeder Kub o-Oktaeder Kub o-Oktaeder

(3,3,3,3,4) (3,5,3,5) (3,4,5,4) (4,6,10)

sc hr

•

ager Ik osi- Rhom b en- gro�er Rhom b en-

Hexaeder Do dek aeder Ik osi-Do dek aeder Ik osi-Do dek aeder

(3,3,3,3,5)

sc hr

•

ager

Do dek aeder
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Die Prismen

(3,4,4) (4,4,4) (5,4,4) (6,4,4)

3-Prisma 4-Prisma 5-Prisma 6-Prisma

(7,4,4) (8,4,4) (9,4,4) (10,4,4)

7-Prisma 8-Prisma 9-Prisma 10-Prisma

Die An tiprismen

(3,3,3,3) (3,3,3,4) (3,3,3,5) (3,3,3,6)

3-An ti- 4-An ti- 5-An ti- 6-An ti-

Prisma Prisma Prisma Prisma

(3,3,3,7) (3,3,3,8) (3,3,3,9) (3,3,3,10)

7-An ti- 8-An ti- 9-An ti- 10-An ti-

Prisma Prisma Prisma Prisma
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120-Zeller

5

5

Ab wic klung; aus [25 ]



Kapitel 4

Radien der P oly eder

"

Im gr o�en Garten der Ge ometrie kann sich je der nach seinem

Geschmack einen Str au� p


•

ucken. \

Da vid Hilb ert

In diesem Absc hnitt sollen die Radien der Sph

•

aren b estimm t w erden, die

die b etrac h teten P oly eder umsc hreib en. Da wir T ransitivit

•

at in den Ec k en

v oraussetzen, ist es o�ensic h tlic h, dass alle Ec k en auf einer Sph

•

are mit Radius

R

0

liegen m

•

ussen. Des W eiteren sollen alle Kan ten gleic h lang (o.B.d.A. =1)

sein. Also m

•

ussen auc h alle Kan tenmittelpunkte auf einer (et w as kleineren)

Sph

•

are mit Radius R

1

liegen.

F

•

ur die Fl

•

ac henmittelpunkte gilt dies allerdings nic h t, da die b etrac h teten

P oly eder aus v ersc hiedenen Fl

•

ac hen aufgebaut sind. Nat

•

urlic h m

•

ussen ab er

die Mittelpunkte gleic her Fl

•

ac hen (z.B. p -Ec k e) auf einer Sph

•

are mit Radius

R

2 ;p

liegen.

�

p

1

�

p

2

�

p

3

f

2

f

1

f

3

k

13

k

12

k

23

e

r

p

1

r

p

2

r

p

3

r

p

1

r

p

2

r

p

3

�

1

�

2

�

3
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Seien um eine Ec k e e mit drei Fl

•

ac hen ( p

1

-Ec k, p

2

-Ec k, p

3

- Ec k) die Fl

•

a-

c henmittelpunkte f

1

, f

2

und f

3

, die Kan tenmittelpunkte k

12

, k

13

und k

23

mit

den Keilwink eln �

1

an k

12

, �

2

an k

13

und �

3

an k

23

gegeb en. Au�erdem seien

dann no c h die Wink el

�

p

1

,

�

p

2

und

�

p

3

an den Fl

•

ac henmittelpunkten und die

Radien r

p

1

, r

p

2

und r

p

3

zu den en tsprec henden Kan tenmittelpunkten auf den

Fl

•

ac hen gegeb en. Dann folgen aus dem Kapitel 3.3 (Seite 14) die Radien

r

p

x

f

•

ur die p

x

- Ec k en: Mit Kan tenl

•

ange o.B.d.A. =1 ist r

p

x

=

1

2

cot

�

p

x

. Wir

erhalten unregelm

•

a�ige 4- Ec k e o , f

x

, k

xy

, f

y

mit rec h ten Wink eln an f

x

und f

y

und mit P oly edermittelpunkt o .

r

p

x

f

x

�

f

y

�

k

xy

r

p

y

o

�

R

k

Gesuc h t ist der Radius v on R

k

v on o nac h k

xy

. In einer geeignet gew

•

ahlten

Ko ordinateneb ene b ek omm t f

x

die Ko ordinaten (0; 0)

t

, k

xy

:= (0; r

p

x

)

t

, f

y

:=

( r

p

y

sin � ; r

p

x

� r

p

y

cos � )

t

und o := ( a ; 0)

t

. Die Geraden durc h f

x

und o und

durc h f

y

und o w erden gesc hnitten und wir erhalten das Gleic h ungssystem

a = r

p

y

sin � � t cos � , 0 = r

p

x

� r

p

y

cos � � t sin � = ) t =

r

p

x

� r

p

y

cos �

sin �

= )

a = r

p

y

sin � � ( r

p

x

� r

p

y

cos � ) cot � . Dann folgt der Radius R

k

=

p

r

2

p

x

+ a

2

und mit der Kan tenl

•

ange (hier =1) sofort der Radius R

e

=

q

R

2

k

+

�

1

2

�

2

=

q

r

2

p

x

+ a

2

+

1

4

der Sph

•

are, die den P oly eder umsc hreibt.

F

•

ur die Radien R

f

x

der Sph

•

aren, die durc h die Fl

•

ac henmittelpunkte der

Fl

•

ac hen f

x

gehen, b ek ommen wir R

f

x

=

q

R

2

k

� r

2

p

x

= r

p

y

sin � � ( r

p

x

�

r

p

y

cos � ) cot � = a , also genau das ob en gefundene a (mit der ric h tigen In-

dizierung x und y ).

Es stellt sic h die F rage, ob der erhaltene Radius v on der W ahl der Indizes,

d.h. v on der W ahl der Reihenfolge der Fl

•

ac hen f

x

und f

y

, abh

•

angt. Dies

k ann v ernein t w erden, da die Bedingungen der Rec h t winkligk eit in all diese
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unregelm

•

a�igen 4- Ec k e ein
ie�en und die Keilwink el in ihnen v on der gesam-

ten Umgebung der Ec k e abh

•

angen. Durc h F estlegung der Fl

•

ac hen t yp en um

eine Ec k e b ek ommen wir also feste Keilwink el und einen festen Radius.

Alle diese

•

Ub erlegungen hab en wir f

•

ur eine Ec k e e mit drei Fl

•

ac hen ge-

mac h t. Es ist allerdings klar, dass wir genau die gleic hen unregelm

•

a�igen

4- Ec k e auc h b ei Ec k en mit vier o der f

•

unf Fl

•

ac hen erhalten. Wir k

•

onnen also

die im v origen Kapitel errec hneten Keilwink el zusammen mit den Inradien

der en tsprec henden Fl

•

ac hen (hier f

•

ur Kan tenl

•

ange=1) einsetzen.

p r

p

=

1

2

cot

�

p

3 0.28867513459481288

4 0.5

5 0.68819096023558677

6 0.86602540378443865

7 1.03826069828616828

8 1.20710678118654752

p r

p

=

1

2

cot

�

p

9 1.37373870972731114

10 1.53884176958762670

11 1.70284361944462500

12 1.86602540378443865

13 2.02857974281905823

14 2.19064313376741154

Dann erhalten wir sofort die Radien der Sph

•

aren, die durc h die Ec k en

( R

e

), durc h die Kan tenmittelpunkte ( R

k

) und durc h die Fl

•

ac henmittelpunkte

der kleineren ( R

f

k lein

), der mittleren ( R

f

mittel

) und der gr

•

o�eren Fl

•

ac hen

( R

f

g r o �

) gehen.

Kon�g. R

e

R

f

k lein

R

f

mittel

R

f

g r o �

(3,3,3) 0.61237243569579243 0.20412414523192522

(4,4,4) 0.86602540378443865 0.5

(5,5,5) 1.40125853844407353 1.11351636441160672

(3,3,3,3) 0.70710678118654753 0.40824829046386303

(3,3,3,3,3) 0.95105651629515357 0.75576131407617073

(3,6,6) 1.17260393995585739 1.02062072615965754 0.61237243569579453

(3,8,8) 1.77882364566392447 1.68252198471216470 1.20710678118654755

(3,10,10) 2.96944901586339850 2.91278116659641504 2.48989828488278031

(4,6,6) 1.58113883008418969 1.41421356237309508 1.22474487139158908

(5,6,6) 2.47801865906761556 2.32743843676632713 2.26728394222851222

(4,6,8) 2.31761091289276657 2.20710678118654758 2.09077027517602776 1.91421356237309512

(4,6,10) 3.80239449985129373 3.73606797749978984 3.66854248067258589 3.44095480117793401

(3,4,3,4) 1 0.81649658092772603 0.70710678118654752

(3,5,3,5) 1.61803398874989486 1.51152262815234147 1.37638192047117355

(3,4,4,4) 1.39896632596590673 1.27427369424830169 1.20710678118654756

(3,4,5,4) 2.23295050941569013 2.15701985252024436 2.11803398874989493 2.06457288070676039

(3,3,3,3,4) 1.34371337374460172 1.21335580002189233 1.14261350892596212

(3,3,3,3,5) 2.15583737511563974 2.07708965974320864 1.98091594728184078

F ortf

•

uhrung auf folgender Seite
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F ortf

•

uhrung v on v origer Seite

Kon�g. R

e

R

f

k lein

R

f

mittel

(3,4,4) 0.7637626158259 733 3 0.5 0.2886751345948 12 87

(5,4,4) 0.9867151553259 831 1 0.6881909602355 867 7 0.5

(6,4,4) 1.1180339887498 948 5 0.8660254037844 386 5 0.5

(7,4,4) 1.2561788398176 757 1 1.0382606982861 682 8 0.5

(8,4,4) 1.3989663259659 067 0 1.2071067811865 475 2 0.5

(9,4,4) 1.5450430552587 386 1 1.3737387097273 111 4 0.5

(10,4,4) 1.6935270853310 539 4 1.5388417685876 267 0 0.5

(11,4,4) 1.8438211389078 038 4 1.7028436194446 250 0 0.5

(12,4,4) 1.9955076566049 245 0 1.8660254037844 386 5 0.5

(13,4,4) 2.1482867064188 235 2 2.0285797428190 582 3 0.5

(14,4,4) 2.3019377358048 382 5 2.1906431337674 115 4 0.5

(3,3,3,4) 0.8226643880080 362 9 0.5860404098381 813 4 0.4204482076268 57 27

(3,3,3,5) 0.9510565162951 535 7 0.7557613140761 707 3 0.4253254041760 19 96

(3,3,3,6) 1.0876638735805 374 6 0.9217805425148 038 1 0.4277998385836 76 16

(3,3,3,7) 1.2297273416821 211 6 1.0857697737307 126 9 0.4292365982472 77 37

(3,3,3,8) 1.3755485807735 076 9 1.2485193489628 736 5 0.4301477849314 85 71

(3,3,3,9) 1.5240455512698 423 2 1.4104543626122 981 5 0.4307630436123 08 93

(3,3,3,10) 1.6745047437425 602 8 1.5718246732644 847 2 0.4311985019297 29 14

(3,3,3,11) 1.8264403576134 821 0 1.7327870747976 887 7 0.4315182355775 86 59

(3,3,3,12) 1.9795119433363 657 0 1.8934450613836 097 7 0.4317600331693 95 84

(3,3,3,13) 2.1334747049942 342 1 2.0538697581679 568 0 0.4319473855394 87 04

(3,3,3,14) 2.2881485725495 836 9 2.2141116856941 440 5 0.4320955340412 48 96

Zusammengefasst l

•

asst sic h der Radius zum Mittelpunkt eines p - Ec ks durc h

den Radius der Umsph

•

are R

e

einfac h darstellen:

R

f

( p; R

e

) =

q

R

2

e

�

1

4

csc

2

�

p

.
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6

6
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600-Zeller

7

7

Ab wic klung; aus [25 ]



Kapitel 5

F alt wink el und Radien im

P olyc hor

"

Little, if anything, is gaine d by r epr esenting the fourth Euclidian

dimension as time. In fact, this ide a, so attr actively develop e d by

H.G. Wel ls in The Time Machine , has le d many authors into

a serious misc onc eption of the the ory of R elativity. \

Donald H.S.M. Co xeter

In den gesuc h ten P olyc hora sto�en manc he P oly eder an Fl

•

ac hen aneinan-

der. Dab ei k

•

onnen sie ab er nic h t auf der gleic hen 3- dimensionalen Hyp ereb ene

bleib en, sondern m

•

ussen sic h in die vierte Dimension falten, damit sie auf

einer (endlic h gro�en) Sph

•

are im 4- Dimensionalen liegen. Nun w ollen wir

diesen Wink el als F alt wink el zwisc hen zw ei P oly edern b ezeic hnen. Genauer

gesagt ist das der Wink el zwisc hen den V erbindungsgeraden v om Mittelpunkt

der Fl

•

ac he, an der die zw ei Zellen im P olyc hor zusammensto�en, zu den Mit-

telpunkten der b eiden Zellen.

Um diesen Wink el zu b estimmen, b etrac h ten wir eine Kan te des P olyc hors

und dessen umgeb ende Zellen z

i

. Als Bezugspunkte nehmen wir uns den

Kan tenmittelpunkt k und die Fl

•

ac henmittelpunkte f

ij

zwisc hen den Zellen

z

i

und z

j

. Die erste Beobac h tung, die wir mac hen, ist der rec h te Wink el

zwisc hen der Kan te und den Geraden durc h die f 's und k . Des W eiteren

wissen wir, dass die Lote durc h die f 's durc h die Mittelpunkte der P oly eder

gehen, dass also die Geraden z

i

f

ij

und f

ij

k auc h senkrec h t zueinander sind.

Als letztes b emerk en wir no c h, dass auc h die Geraden z

i

f

ij

und z

i

o mit o als

P olyc hormittelpunkt senkrec h t aufeinander stehen. Dies wird sofort deutlic h,

w enn wir die 3- dimensionale Hyp ereb ene einer Zelle mit der 4-dimensionalen

Umsph

•

are des P olyc hors b etrac h ten.

35
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Au�erdem hab en wir sc hon die Keilwink el aller b eteiligten Zellen b e-

stimm t; das sind die Wink el zwisc hen f

ij

k und k f

j l

am Kan tenmittelpunkt

k . Auc h w ollen wir die F alt wink el zwisc hen z

i

f

ij

und f

ij

z

j

b estimmen. Dies

ist einfac h, w enn n ur drei P oly eder um die Kan te herum liegen. Bei vier o der

f

•

unf P oly edern an der Kan te wird die Arb eit w esen tlic h umfangreic her.

5.1 Drei P oly eder an der Kan te

Bei drei Zellen an der Kan te k

•

onnen wir uns der b ek ann ten Hilfsmittel aus

Kapitel 3.1 ab Seite 11 b edienen.

z

1

k

f

13

�

�

e

1

e

2

f

12

�

�

'

12

�

1

�

3

�

2

'

23

f

23

�

�

z

3

z

2

'

13

Dort hab en wir den Seitenk osin ussatz b en utzt, um die Keilwink el zwi-

sc hen den Fl

•

ac hen zu b erec hnen, w enn sic h genau drei Fl

•

ac hen um eine Ec k e

herum b e�nden. Hier folgen wir genau der gleic hen Rec hn ung. In der 3- dimen-

sionalen Hyp ereb ene (durc h k und senkrec h t zur Kan te) b etrac h ten wir eine

Ec k e (= k ) und drei Fl

•

ac hen mit den Fl

•

ac hen wink eln �

i

{ deren Wink elsumme

m uss kleiner als 2 � sein, genauso wie die Wink elsumme der Keilwink el um

eine Kan te kleiner 2 � sein m uss { und suc hen die Wink el '

ij

zwisc hen den

Fl

•

ac hen. Diese en tsprec hen den gesuc h ten F alt wink eln zwisc hen den P oly e-

dern. Im Anhang C.2 ab Seite 175 wird diese T atsac he no c h einmal genauer

b etrac h tet.

F olglic h sind die F alt wink el gegeb en durc h:

cos �

i

= cos �

j

cos �

k

+ sin �

j

sin �

k

cos '

j k

, bzw.

'

12

= arccos

�

cos �

3

� cos �

1

cos �

2

sin �

1

sin �

2

�

,

'

13

= arccos

�

cos �

2

� cos �

1

cos �

3

sin �

1

sin �

3

�

,

'

23

= arccos

�

cos �

1

� cos �

2

cos �

3

sin �

2

sin �

3

�

.
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Mit diesen F alt wink eln (und den Radien aus Kapitel 4) k

•

onnen wir n un

auc h die Radien der v ersc hiedenen Sph

•

aren eines m

•

oglic hen P olyc hors b e-

rec hnen. Dab ei b etrac h ten wir, analog zu Seite 30, wieder das allgemeine

4- Ec k, dass v on z

i

, f

ij

, z

j

und o gebildet wird.

R

i;f

ij

z

i

z

j

�

�

f

ij

R

j;f

ij

o

'

ij

R

f

ij

R

z

i

Auc h hier b eobac h ten wir, dass die Wink el an den z 's senkrec h t sind. Die

Radien R

i;f

ij

sind hier die in Kapitel 4 b erec hneten Radien in den P oly edern

z

i

zu den Fl

•

ac henmittelpunkten der Fl

•

ac hen f

ij

.

Wir b ek ommen also die F ormeln f

•

ur die P olyc horradien ( r

p

f

ij

sind die

Inradien der Fl

•

ac he f

ij

):

R

z

i

= R

j;f

ij

sin '

ij

� ( R

i;f

ij

� R

j;f

ij

cos '

ij

) cot '

ij

zu den P oly edernmittelpunkten z

i

,

R

f

ij

=

q

R

2

z

i

+ R

2

i;f

ij

zu den Fl

•

ac henmittelpunkten f

ij

,

R

k

=

q

R

2

f

ij

+ r

2

p

f

ij

zu den Kan tenmittelpunkten k und

R

e

=

q

R

2

k

+

1

4

zu den P olyc horec k en e .
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5.2 Vier P oly eder an der Kan te

T reten an der Kan te vier Zellen auf, dann k

•

onnen wir die Berec hn ung der

F alt wink el auf das Problem zur

•

uc kf

•

uhren, die Wink el eines (unregelm

•

a�i-

gen) sph

•

arisc hen 4-Ec ks zu b erec hnen, w enn die Kan ten b ek ann t sind. Leider

sind die Wink el, anders als b eim 3-Ec k, dann ab er nic h t eindeutig b estimm t.

Zu gegeb enen Kan tenl

•

angen k

•

onnen wir b eliebig viele mehr o der w eniger

unregelm

•

a�ige sph

•

arisc he 4- Ec k e angeb en.

z

1

f

14

� �

z

4

'

14

e

1

f

12

�

�

'

12

�

1

k

�

2

�

3

�

4

f

34

�

�

'

34

e

2

'

23

f

23

�

�

z

3

z

2

Wir b en

•

otigen also mehr Bedingungen, denn es ist leic h t einzusehen,

dass die gesuc h ten F alt wink el eindeutig b estimm t sind (zur Existenz und

Eindeutigk eit siehe auc h C.3 auf Seite 176). Analog zum v orherigen F all mit

drei P oly edern pro Kan te k

•

onnen wir hier auc h wieder die 3-dimensionale

Hyp ereb ene durc h k (und senkrec h t zur Kan te) b etrac h ten und die F alt wink el

' als Keilwink el zwisc hen den vier en tstandenen Fl

•

ac hen (mit Fl

•

ac hen wink el

� ^= Keilwink el der P oly eder) iden ti�zieren. Da alle P olyederec k en auf einer

4- dimensionalen Sph

•

are um den P olyc hormittelpunkt liegen m

•

ussen, zeigt

sic h unmittelbar, dass mit dieser Bedingung die F alt wink el, und damit die

Keilwink el auf der Hyp ereb ene, eindeutig b estimm t sind.

Mit den Keilwink eln �

1

und �

2

der P oly eder und gegeb enem F alt wink el

'

12

lassen sic h im sph

•

arisc hen 3- Ec k f

12

, f

23

, f

14

(siehe n

•

ac hste Seite) die

dritte Seite x und die b eiden Wink el '

(1)

23

und '

(1)

14

b estimmen. Danac h k

•

onnen

wir im 3- Ec k f

23

, f

34

, f

14

mit �

3

, �

4

und x die Wink el '

34

, '

(2)

23

und '

(2)

14

errec hnen, w oraus '

23

= '

(1)

23

+ '

(2)

23

und '

14

= '

(1)

14

+ '

(2)

14

folgen.
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f

12

'

12

�

1

�

2

f

23

'

(1)

23

'

(2)

23

'

23

�

3

f

34

'

34

�

4

f

14

'

(2)

14

'

(1)

14

'

14

x

Wir k

•

onnen also zu gew

•

ahltem '

12

die anderen F alt wink el '

ij

b estimmen.

Und zu jedem der vier F alt wink el lassen sic h im unregelm

•

a�igen 4-Ec k z

i

,

f

ij

, z

j

, o (mit dem F alt wink el '

ij

b ei f

ij

, siehe auc h Seite 37) ein Radius

R

e

b estimmen, der zu einer m

•

oglic hen Umsph

•

are mit diesem F alt wink el und

diesen Zellen geh

•

ort. Wir erhalten also zu gew

•

ahltem '

12

vier Radien, die

n ur dann gleic h sind, w enn '

12

den gesuc h ten W ert hat.

Wir k

•

onnen also aus diesen

•

Ub erlegungen ein Iterationsv erfahren herlei-

ten: Start w ert sei ein b eliebiges '

12 ; 0

, z.B. 0 : 8 � . Zu gegeb enem '

12 ;n

b estim-

men wir x

n

, '

(1)

23 ;n

und '

(1)

14 ;n

, dann '

34 ;n

, '

(2)

23 ;n

und '

(2)

14 ;n

, daraus '

23 ;n

und

'

14 ;n

. Damit folgen dann R

12 ;n

, R

23 ;n

, R

34 ;n

und R

14 ;n

. Ist R

12 ;n

kleiner als

R

23 ;n

, dann wird '

12 ;n +1

et w as gr

•

o�er gew

•

ahlt als '

12 ;n

und umgek ehrt.

Auf diese Art und W eise k

•

onnen wir die Radien R

12 ;n

und R

23 ;n

(und

damit auc h R

34 ;n

und R

14 ;n

) b eliebig genau aneinander bringen. Im Anhang

sind die Berec hn ungen als Radien-Programm (ab Seite 156) b esc hrieb en.

5.3 F

•

unf P oly eder an der Kan te

Bei f

•

unf Zellen an der Kan te erhalten wir ein unregelm

•

a�iges sph

•

arisc hes

5- Ec k mit b ek ann ten Kan ten (die Keilwink el �

i

) und un b ek ann ten Wink eln

(die F alt wink el '

ij

). Auc h hier hab en wir das Problem, dass die Wink el nic h t

eindeutig b estimm t sind. Sc hlimmer no c h: selbst w enn wir einen F alt wink el

'

12

(wie im v origen Un terk apitel) v orgeb en, ist das System un terb estimm t;

wir m

•

ussen no c h einen w eiteren Wink el, z.B. '

45

, v orgeb en.

Diese Idee w

•

urde zu einem 2-dimensionalen Iterationsv erfahren f

•

uhren,

die Bestimm ung einer

"

Iterationsric h tung \ w

•

are sic her nic h t einfac h. Deshalb
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w ollen wir k einen zw eiten F alt wink el v orgeb en, sondern diesen in Abh

•

angig-

k eit v om ersten Wink el '

12

b estimmen. Da wir die ' 's derart hab en w ollen,

dass die aus ihnen folgenden Radien der Umsph

•

aren gleic h sind, b erec hnen

wir aus dem ersten Wink el '

12

den Radius und b estimmen '

45

, so dass dessen

Radius der gleic he ist.

f

12

'

12

�

2

f

23

'

(1)

23

'

(3)

23

'

23

�

3

f

34

'

(3)

34

'

(2)

34

'

34

�

4

f

45

'

45

�

5

f

15

'

15

'

(3)

15

'

(1)

15

'

(2)

15

�

1

x

y

Im unregelm

•

a�igen sph

•

arisc hen 5- Ec k sc hneiden wir also zw ei nic h t-b e-

nac hbarte Ec k en (hier b ei f

12

und f

45

) ab und k

•

onnen die Rest wink el '

23

, '

34

und '

15

in Abh

•

angigk eit v on dem Wink el '

12

der ersten abgesc hnittenen Ec k e

b erec hnen. Aus diesen F alt wink eln folgen dann wieder Radien, die uns sagen,

ob '

12

zu gro� o der zu klein ist, o der ob b ei R

12

= R

23

= R

34

= R

45

= R

15

'

12

genau ric h tig gew

•

ahlt wurde.

Das hier b esc hrieb ene V erfahren eignet sic h f

•

ur allgemeine Umgebungen

v on f

•

unf Zellen um eine Kan te. Es wird sic h ab er herausstellen, dass k om-

binatorisc h n ur solc he Umgebungen m

•

oglic h sind, b ei denen mindestens vier

Zellen gleic h sind. Dies impliziert, dass die F alt wink el zwisc hen den gleic hen

Zellen auc h gleic h sein m

•

ussen. Wir b etrac h ten also unregelm

•

a�ige sph

•

arisc he

5- Ec k e, b ei denen vier Seiten und die drei Wink el zwisc hen ihnen gleic h gro�

sind. Au�erdem m

•

ussen die anderen b eiden Wink el aus Symmetriegr

•

unden

auc h gleic h gro� sein.
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f

12

'

12

�

1

f

23

'

(1)

23

'

(2)

23

'

23

�

3

f

34

'

(1)

23

'

(2)

23

'

23

�

1

f

45

'

12

�

1

f

15

'

12

'

(3)

23

'

(1)

23

'

(1)

23

�

1

xx

Zu gegeb enen '

12

(mit einem b estimm ten Radius) k

•

onnen wir x und

die Wink el '

(1)

23

(im 3- Ec k f

15

, f

12

, f

23

) b erec hnen. Daraus folgen dann

•

ub er

'

(3)

23

= '

12

� 2 '

(1)

23

und '

(2)

23

(im 3-Ec k f

15

, f

23

, f

34

) der F alt wink el '

23

und

ein Radius. Jetzt v er

•

andern wir '

12

solange, bis die Radien b eliebig genau

•

ub ereinstimmen (siehe auc h das Radien-Programm ab Seite 156).

Zen tralpro jektion des 5-Zellers



42 KAPITEL 5. F AL TWINKEL UND RADIEN IM POL YCHOR

Zen tralpro jektion des 8-Zellers

Zen tralpro jektion des 16-Zellers



Kapitel 6

Die m

•

oglic hen

Kan ten umgebungen

"

Mathe ist wie Lieb e: Eine einfache Ide e, ab er sie kann kom-

pliziert wer den. \

R. Drab ek

Anhand der in den v origen Kapiteln b erec hneten Wink el soll n un die

F rage b ehandelt w erden, w elc he m

•

oglic hen Kan ten umgebungen es allein aus

k ombinatorisc hen und Keilwink elsummen-

•

Ub erlegungen geb en k ann. Um

dies systematisc h zu tun, wird zun

•

ac hst eine willk

•

urlic he Reihenfolge der in

F rage k ommenden Zellen festgelegt. Es liegt nahe, die Reihenfolge zu nehmen,

die sc hon auf Seite 23 bis 25 angegeb en wurde: Das Sortieren nac h dem Keil-

wink el.

Somit suc hen wir alle m

•

oglic hen Kom binationen v on Keilwink eln der Art,

dass die jew eiligen Fl

•

ac hen der Keilwink el aufeinander passen (d.h. v om

selb en T yp sind) und dass die Wink elsumme der Keilwink el kleiner als ein

V ollkreis (=2 � ) bleibt. Dab ei sollen nat

•

urlic h dopp elt auftretende Kom bina-

tionen eliminiert w erden.

6.1 Die Zusammenfassung des Kom binations-

programms

Betrac h ten wir den kleinsten m

•

oglic hen Keilwink el (b eim 3-Prisma), dann ist

es o�ensic h tlic h, dass wir um eine Kan te h

•

oc hstens f

•

unf Zellen legen k

•

onnen,

um die Wink elsumme un ter 2 � zu halten. Auc h ist klar, dass wir mindestens

drei Zellen b en

•

otigen, um in die vierte Dimension zu sto�en. Wir k

•

onnen also

n ur drei, vier o der f

•

unf Zellen um eine Kan te hab en.

43
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•

OGLICHEN KANTENUMGEBUNGEN

Diese T atsac he n utzen wir n un f

•

ur unser Kom binationsprogramm (ab

Seite 167) aus. Zugrunde legen wir eine Liste v on k Keilwink eln, aufsteigend

sortiert, und die dazugeh

•

origen Ec k en umgebungen der Zellen. Nun identi�-

zieren wir eine Kantenumgebung mit einer f

•

unfstelligen Zahl im k -System,

dessen Stellen mit den jew eiligen Keilwink eln der Liste k orresp ondieren. Da-

b ei k

•

onnen die b eiden h

•

oc hsten Stellen o der auc h n ur die h

•

oc hste Stelle n ull

sein, w as identisc h ist mit n ur drei o der n ur vier Zellen um die Kan te.

Nun wird diese Zahl systematisc h

"

ho c hgez

•

ahlt \ , angefangen b ei der Zahl

(0 0 1 1 1)

k

. Der Anfangsw ert en tspric h t der Kan ten umgebung (3-Prisma,

3-Prisma,3-Prisma) jew eils mit 4- Ec k auf 4- Ec k. Nun wird die erste Stelle

nac h und nac h um eins erh

•

oh t und die jew eilige Kom bination der Zellen

daraufhin

•

ub erpr

•

uft, ob passende Fl

•

ac hen aufeinander fallen. Ist dies der

F all, wird die en tsprec hende Kan ten umgebung in der Ergebnisliste gesp ei-

c hert. Dieses Ho c hz

•

ahlen und

•

Ub erpr

•

ufen wird so lange gemac h t, bis die

ergeb ende Keilwink elsumme nic h t mehr kleiner als 2 � ist

8

. Damit hab en dann

nat

•

urlic h alle Zahlen mit h

•

oheren Zi�ern an der ersten Stelle no c h gr

•

o�ere

Wink elsummen.

An diesem Punkt setzen wir im Programm die erste Stelle der Zahl

wieder auf eins und erh

•

ohen die zw eite Stelle um eins. Ist die dazu geh

•

orende

Wink elsumme kleiner als 2 � + F , dann fangen wir wieder mit dem

"

Ho c hz

•

ah-

len \ der ersten Stelle an und

•

ub erpr

•

ufen b ei jedem Sc hritt wieder Fl

•

ac hen-

•

ub ereinstimm ung und Wink elsumme. Bei

•

Ub ersc hreiten der Wink elsumme

wird wieder die erste Stelle auf eins gesetzt und die zw eite erh

•

oh t. Ist aller-

dings nac h der Erh

•

oh ung der zw eiten Stelle und des Setzens der ersten auf

eins die Wink elsumme sc hon gr

•

o�er gleic h 2 � + F , dann ist sie es auc h f

•

ur

alle gr

•

o�eren Zi�ern an erster o der an zw eiter Stelle. Also setzen wir dann

gleic h die b eiden ersten Zi�ern auf eins, erh

•

ohen die dritte Zi�er um eins und

b eginnen wieder mit dem

"

Ho c hz

•

ahlen \ der ersten.

Auf diese Art und W eise erh

•

ohen wir nac h und nac h die erste, die zw eite,

die dritte und sc hlie�lic h auc h die vierte und f

•

unfte Zi�er, bis die Keilwin-

k elsumme gr

•

o�er gleic h 2 � + F wird und wir die Zahl nic h t mehr erh

•

ohen

k

•

onnen.

Nun wird im zw eiten Sc hritt die Ergebnisliste Ein trag f

•

ur Ein trag dahin-

gehend b earb eitet, dass alle m

•

oglic hen Kan ten umgebungen so eingetragen

sind, dass die Keilwink el mit kleineren Nummern v orn und Keilwink el mit

gr

•

o�eren Nummern w eiter hin ten stehen. Bei Kan ten umgebungen mit drei

Zellen ist diese Sortierung eine b eliebige P erm utation, b ei denen mit vier

8

genauer: kleiner als 2 � plus dem maximalen F ehler F der Wink elsummen b erec hn ungen

aus den gerundeten Daten; siehe F ehlerabsc h

•

atzung auf Seite 173.
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und f

•

unf Zellen nat

•

urlic h eine zyklisc he V ertausc h ung (zusammen mit dem

Umdrehen der Zyklusric h tung). Au�erdem w erden alle Kom binationen eli-

miniert, die genau 2 � (mit exakter Rec hn ung) als Wink elsumme hab en; dies

sind fast alles Kom binationen aus Prismen, z.B. vier Hexaeder o der drei 6-

Prismen.

So mo di�ziert k

•

onnen wir im dritten Sc hritt alle dopp elten Kan ten umge-

bungen eliminieren und den Rest in einer Ergebnisliste (T ab elle 1) absp ei-

c hern. Zuletzt b erec hnen wir f

•

ur alle Kan ten umgebungen die F alt wink el und

Radien und sp eic hern alles nac h aufsteigenden Radien der Umsph

•

aren in

einer Datei ab (T ab elle 2).

6.2 Ergebnis des Programms

Nac h Durc hlaufen des Kom binationsprogramms b ek ommen wir eine Liste

(T ab elle 1, im Anhang ab Seite 127) v on 1000 m

•

oglic hen Kan ten umgebungen.

Innerhalb der Liste tauc hen w eitere Umgebungen auf, deren Radius nic h t

b estimm t w erden k ann. Nac h genauer Beobac h tung k ann festgestellt w erden,

dass b ei diesen Zellk ombinationen ein Keilwink el gr

•

o�er (o der gleic h) der

Summe der anderen Keilwink el ist. Das Analogon im 3- Dimensionalen (die

Ec k enumgebung (3,3,7) liefert auc h k eine existierende Ec k e, da der Fl

•

ac hen-

wink el des 7- Ec ks gr

•

o�er ist als die b eiden 3- Ec ks


•

ac hen wink el zusammen;

eine v ollst

•

andige Rotation der 3- Ec k e um die gemeinsamen Kan ten mit dem

7- Ec k zeigt sc hnell, dass sic h die m

•

oglic hen P ositionen der dritten Ec k en nic h t

•

ub ersc hneiden) v erdeutlic h t, w arum diese Kan ten umgebungen nic h t existie-

ren k

•

onnen.

Da f

•

ur die Berec hn ung der Radien gerundete Fl

•

ac hen- und Keilwink el und

gerundete Fl

•

ac henradien innerhalb des Programms b en utzt wurden, ergeb en

sic h sehr un tersc hiedlic he Genauigk eiten. Dab ei lassen sic h mindestens die

ersten 13 Nac hk ommastellen als genau ansehen (siehe Seite 173).

Auc h der Aussc hluss v on Kan ten umgebungen, deren Wink elsumme gr

•

o�er

als 2 � ist, un terliegt dieser Ungenauigk eit. Allerdings wurde im Programm

nic h t sc harf kleiner 2 � gefordert, sondern auc h Wink elsummen b ei 2 � und

geringf

•

ugig dar

•

ub er zugelassen (+ F ). Damit k ann sic hergestellt w erden, dass

k eine m

•

oglic hen Kom binationen ausgesc hlossen w erden. Allerdings erhalten

wir jetzt auc h Kan ten umgebungen mit unm

•

oglic hem (wie im ersten Absatz

dieses Un terk apitels) o der unendlic hem Radius (b ei Wink elsumme = 2 � ).

Ansc hlie�end wird diese T ab elle nac h Radien sortiert (T ab elle 2, im An-

hang ab Seite 139). Kom binationen mit gleic hem (o der fast gleic hem) Radius
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k

•

onnen n un als Grupp e angesehen w erden. Die gesuc h ten uniformen P oly-

c hora k

•

onnen damit n ur Kan ten umgebungen aus ein und derselb en Grupp e

v on Kom binationen hab en. Ein

"

Misc hen \ der Grupp en k ann ausgesc hlossen

w erden.

Somit h

•

angt die folgende Bestimm ung aller m

•

oglic hen Ec k en umgebungen

v on der W ahl der Gruppierung ab, also v on der W ahl des Bereic hes v on

Radien, die zu einer Grupp e zusammengefasst w erden. Die Absc h

•

atzung der

Genauigk eiten der Radien (siehe ab Seite 173) hilft dab ei. In der T ab elle 2

ist dieses Gruppieren sc hon ersic h tlic h durc h die kleinen horizon talen Stric he

b ei den Radien.

Zen tralpro jektion des 24-Zellers
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Zen tralpro jektion des 120-Zellers
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Zen tralpro jektion des 600-Zellers



Kapitel 7

Elimination unm

•

oglic her

Kan ten umgebungen

"

Ein ele gant gef

•

uhrter Beweis ist ein Ge dicht in al lem, nur nicht

in der F orm, in der er verfasst ist. \

Morris Kline

Ziel dieses Kapitels ist es, die Kan ten umgebungen aus der T ab elle 2 ab

Seite 139 herauszu�ltern, die zu k einen m

•

oglic hen Ec k en umgebungen f

•

uhren.

Der Rest wird dann in Kapitel 8 mit den gesuc h ten uniformen P olyc hora

identi�ziert.

7.1 V or

•

ub erlegungen

Nac h genauer Betrac h tung der im letzten Kapitel erhaltenen T ab elle f

•

allt

uns auf, dass es sehr viele Grupp en gibt, die n ur aus einer Kan ten umgebung

b estehen. Diese Umgebungen liefern also einen Radius, den k eine andere Kan-

ten umgebung hat. Sie k ann demnac h n ur mit sic h selbst k om biniert zu einem

m

•

oglic hen P olyc hor f

•

uhren. Do c h b ei genauerer Betrac h tung f

•

allt auf, dass ein

"

An bauen \ an diese Kan ten umgebung meist nic h t m

•

oglic h ist. Sc hauen wir

uns zum Beispiel die Kan ten umgebung (4 ; 4 ; 3)(3 ; 4 ; 4)(3 ; 4 ; 3 ; 3) an, die allein

eine Grupp e bildet (T ab elle 2, Seite 139), und hier genauer das 4- An tiprisma

(3 ; 4 ; 3 ; 3). Die hier angegeb ene Kan ten umgebung l

•

auft um eine Kan te des

An tiprismas zwisc hen 3- und 4- Ec k. M

•

oc h ten wir jetzt diese Kan ten umge-

bung w eiterbauen zu einer Ab wic klung, so b ek ommen wir Probleme b ei einer

An tiprisma-Kan te zwisc hen zw ei 3- Ec k en; die Zelle in der F orm (3 ; 3 ; 3 ; 4)

k omm t in der Kan ten umgebung und damit in dieser Grupp e gar nic h t v or.

Wir k

•

onnen also um diese Kan te nic h t w eiterbauen, um ein uniformes P oly-

c hor zu erhalten. Dies l

•

asst sic h zusammenfassen zum

49
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•

OGL. KANTENUMGEBUNGEN

Lemma 1: Eine Kantenumgebung K kann nicht in einem uniformen Po-

lychor vorkommen, wenn es eine Zel le in K gibt, die ge dr eht in keiner zur

Grupp e (d.h. zu Kantenumgebungen (fast) gleichen R adius) geh

•

or enden Kan-

tenumgebungen vorkommt. Dab ei b e deutet

"

ge dr eht \ die zyklische V ertau-

schung der Fl

•

achen in der Darstel lung der Eckenumgebung.

Wir k

•

onnen also T ab elle 2 durc hsieb en und alle Kan ten umgebungen, die

v on Lemma 1 ausgesc hlossen w erden, mit einer 1 markieren.

Au�erdem fallen in der T ab elle 2 gewisse Regelm

•

a�igk eiten auf, die im

Zusammenhang mit den Prismen und An tiprismen stehen. So treten zum

Beispiel die Kan ten umgebungen (4 ; 4 ; p )(4 ; q ; 4)(4 ; q ; 4) und (4 ; 4 ; q )(4 ; p; 4)

(4 ; p; 4) f

•

ur p; q � 3 jew eils als Grupp en und ohne w eitere Kan ten umge-

bungen auf. Durc h r

•

aumlic hes

"

Zusammen bauen \ der Zellen zu einer (T eil-)

Ab wic klung sehen wir sc hnell, dass diese Grupp e f

•

ur jedes P aar p; q zu

einem P olyc hor f

•

uhrt: Es bilden p q -Prismen einen T urm, dessen F u�


•

ac he

wieder auf die ob ere Fl

•

ac he f

•

allt; dab ei laufen um diesen T urm genau q p -

Prismen zyklisc h herum. Die p - und q -Prismen laufen also in zw ei Ringen,

die (4- dimensional) senkrec h t aufeinander stehen, umeinander herum. Diese

Konstruktion ist auc h f

•

ur p; q > 14 m

•

oglic h. Diese

•

Ub erlegungen f

•

uhren uns

zu einem w eiteren Ausw ahlkriterium, mit dem wir die Anzahl der Grupp en,

die wir zum Sc hluss genauer b etrac h ten m

•

ussen, reduzieren k

•

onnen.

Lemma 2: Die Grupp en, die nur aus den Kantenumgebungen (4 ; 4 ; p )

(4 ; q ; 4)(4 ; q ; 4) und (4 ; 4 ; q )(4 ; p; 4)(4 ; p; 4) f

•

ur p; q � 3 b estehen, f

•

uhr en je-

weils zu einem uniformen Polychor, das wir p; q -Biprismac hor nennen wol-

len.

Im Zusammenhang mit An tiprismen k ommen auc h die Kan ten umgebun-

gen (3 ; 3 ; 3)(3 ; 3 ; 3 ; 3)(3 ; 3 ; 3 ; p ) und (3 ; 3 ; 3)(3 ; p; 3 ; 3)(3 ; p; 3 ; 3) f

•

ur p � 4 v or.

Sc hauen wir auf die erstere der b eiden Umgebungen, dann sehen wir, dass

das p -An tiprisma an einem 3- Ec k mit einem Oktaeder zusammenf

•

allt. Da n un

ab er in einem An tiprisma jedes 3-Ec k auc h mit einem p -Ec k eine gemeinsame

Kan te hat, m uss es auc h eine Kan ten umgebung geb en, in der (3 ; p; 3 ; 3) und

(3 ; 3 ; 3 ; 3) aneinander sto�en. W enn nic h t, k

•

onnen diese Kan ten umgebungen

nic h t in einem uniformen P olyc hor v ork ommen. W enn n un die erste Kan ten-

umgebung ausgesc hlossen ist, so ist auc h die zw eite Umgebung ausgesc hlos-

sen, da nac h Lemma 1 in dieser Grupp e k eine Kan ten umgebung mit (3,3,3, p )

existiert.

Lemma 3: Die Kantenumgebungen (3 ; 3 ; 3)(3 ; 3 ; 3 ; 3)(3 ; 3 ; 3 ; p ) und (3 ; 3 ; 3)

(3 ; p; 3 ; 3)(3 ; p; 3 ; 3) k

•

onnen nicht in einem uniformen Polychor vorkommen,

wenn es in der Grupp e keine Kantenumgebung gibt, in der die Polye der (mit

den jeweiligen Keilwinkeln) (3 ; p; 3 ; 3) und (3 ; 3 ; 3 ; 3) aneinander lie gen.
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Auc h die Kan ten umgebungen (3 ; p; 3 ; 3)(3 ; p; 3 ; 3)(3 ; 3 ; 3 ; p ) k ommen h

•

au-

�ger v or, n

•

amlic h f

•

ur alle p � 3. Seien die zw ei p -An tiprismen, die sic h b ei

der Kan ten umgebung (3 ; p; 3 ; 3)(3 ; p; 3 ; 3)(3 ; 3 ; 3 ; p ) an dem p - Ec k b er

•

uhren,

mit a

1

und a

2

b ezeic hnet. W eiter sei k eine gemeinsame Kan te v on a

1

und

a

2

(und damit auc h Kan te des gemeinsamen p -Ec ks). Dann m uss laut Kan-

ten umgebung an k no c h ein drittes p -An tiprisma a

3

so angelegt w erden, dass

eine An tiprismak an te zwisc hen zw ei 3-Ec k en an k anliegt. W eil in jedem p -

An tiprisma jedes 3- Ec k an ein p -Ec k st

•

o�t, m uss es eine zu k b enac h barte

Kan te geb en, an der die Zellen (bzw. Keilwink el) (3 ; 3 ; 3 ; p ) und (3 ; 3 ; 3 ; p )

anliegen. Gibt es diese Kan ten umgebung ab er nic h t, k ann es auc h k ein unifor-

mes P olyc hor mit der Kan ten umgebung (3 ; p; 3 ; 3)(3 ; p; 3 ; 3)(3 ; 3 ; 3 ; p ) geb en.

Lemma 4: Die Kantenumgebung (3 ; p; 3 ; 3)(3 ; p; 3 ; 3)(3 ; 3 ; 3 ; p ) kann in ei-

nem uniformen Polychor nicht vorkommen, wenn in dessen Grupp e keine

Kantenumgebung mit (3 ; 3 ; 3 ; p )(3 ; 3 ; 3 ; p ) vorhanden ist.

Auc h die Lemmata 2, 3 und 4 markieren wir in der T ab elle 2 mit der

en tsprec henden Nummer und sc hlie�en sie v on den folgenden Betrac h tungen

aus.

7.2 Einzelb etrac h tung des Rests

Betrac h ten wir jetzt die T ab elle 2 und darin n ur die Grupp en, die durc h k ein

Lemma v ollst

•

andig ausgesc hlossen wurden, dann sehen wir, dass no c h 72

Grupp en

•

ubrig bleib en. In einigen da v on sind zw ar sc hon ein paar Kom bina-

tionen durc h Lemma 1 o der 3 ausgesc hlossen, es bleibt ab er no c h mindestens

eine Kan ten umgebung

•

ubrig. Bei mehreren

•

ubrig geblieb enen Umgebungen

k

•

onnen des W eiteren einige auc h durc h Lemma 2 und 4 markiert sein. Hier

m

•

ussen ab er alle m

•

oglic hen Kom binationen v on Kan ten umgebungen no c h

b er

•

uc ksic h tigt w erden.

Die V orgehensw eise in den einzelnen Grupp en wird immer sein, mit der

ersten Kan ten umgebung anzufangen und an anderen Kan ten der Zellen w ei-

tere Kan ten umgebungen anzubauen. Dab ei wird die r

•

aumlic he V orstellung

teilw eise stark b eanspruc h t, w enn es darum geh t, sic h f

•

unf bis zehn v ersc hie-

dene Zellen in b estimm ter W eise

"

zusammengeklebt \ v orzustellen. Die v on

den Keilwink eln sc hon b ek ann te Sc hreib w eise ( a , b , c ,..) f

•

ur die Zellen, die die

Fl

•

ac hen um eine Ec k e herum b esc hreibt, wird hier als Synon ym f

•

ur die Zelle,

ab er teilw eise auc h immer no c h als eine b estimm te Kan te der Zelle { n

•

amlic h

der zwisc hen den ersten b eiden Fl

•

ac hen a und b der Sc hreib w eise v erw endet.

Liegen sc hon zw ei Zellen an einer Fl

•

ac he zusammen, so nennen wir eine
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dritte Zelle dazwisc hen liegend, w enn sie mit den ersten b eiden Zellen eine

gemeinsame Kan te hat und

•

ub er Fl

•

ac hen an b eiden anliegt.

All die folgenden

"

Baupl

•

ane \ sind Ab wic klungen o der T eilab wic klungen

der 4- dimensionalen P olyc hora, genauso wie ein Kreuz aus sec hs 4-Ec k en eine

Ab wic klung des Hexaeders ist. Dab ei ist es nat

•

urlic h, dass nic h t alle T eile in

der Ab wic klung zusammenliegen, ob w ohl sie es im P oly eder/P olyc hor tun.

Do c h sukzessiv es gedanklic hes V erzerren der Ab wic klung v on innen heraus

zeigt sc hnell, w elc he Kan ten o der Fl

•

ac hen im P oly eder/P olyc hor aufeinander

fallen. Ein w enig gedanklic he

•

Ubung mit Ab wic klungen im V orw ege der

folgenden Betrac h tungen k ann deshalb nic h t sc haden (siehe Hilfe zur Vi-

sualisierung, Anhang D ab Seite 193).

Wir un tersuc hen also im F olgenden 72 Radien, f

•

ur die wir einzelne o der

mehrere en tsprec hende Kan ten umgebungen k om binieren o der aussc hlie�en

m

•

ussen. Wie sc hon b ei den V or

•

ub erlegungen zur Elimination und b ei der

Erkl

•

arung des Kom binationsprogramms angedeutet, suc hen wir eine endlic he

Menge v on P olyc hora. Ab er es ist uns jetzt sc hon b ewusst, dass es unendlic h

viele uniforme P olyc hora geb en m uss, da wir z.B. jedes An tiprisma als Basis

nehmen, auf allen Fl

•

ac hen Prismen kleb en und ein gleic hes An tiprisma als

Dec k el darauf setzen k

•

onnen. Diese P olyc hora nennen wir in Anlehn ung an

die Prismen im 3-Dimensionalen Prismac hora. Diese m

•

ussen in den folgenden

Betrac h tungen { bis p = 14 { auc h auftauc hen, in teressieren uns ab er n ur

am Rande und w erden deshalb nic h t so ausf

•

uhrlic h b esc hieb en. Gleic hes gilt

auc h f

•

ur die Biprismac hora; das sind P olyc hora, die aus zw ei umeinander

gewic k elte Zyklen v on p - und q -Prismen b estehen. V on ihnen gibt es auc h

unendlic h viele und sie in teressieren uns deshalb eb enfalls n ur am Rande.

(Im Anhang ab Seite 178 w erden diese no c h einmal eingehender b etrac h tet.)

Nur die anderen gefundenen P olyc hora w erden mit Nummern v ersehen und

im Ansc hluss zusammengefasst.

Au�erdem wird die Existenz der sec hs regelm

•

a�igen P olyc hora und die

Kenn tnis

•

ub er deren Aussehen v orausgesetzt. Der 5-Zeller b esteh t aus (3,3,3),

w ob ei drei Zellen um eine Kan te angeordnet sind, der 8-Zeller aus (4,4,4) mit

drei Zellen pro Kan te, der 16-Zeller aus (3,3,3) mit vier Zellen pro Kan te, der

24-Zeller aus (3,3,3,3) mit drei Zellen pro Kan te, der 120-Zeller aus (5,5,5)

mit eb enfalls drei Zellen pro Kan te und der 600-Zeller aus (3,3,3) mit f

•

unf

Zellen pro Kan te (siehe auc h Seite 97).

7.2.1 Radius � 0 : 63246

Diese Grupp e b esteh t n ur aus der Kan ten umgebung mit drei T etraedern;

das P olyc hor b esteh t also n ur aus T etraedern, und um jede Kan te liegen drei
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Zellen. Der W eiterbau ist m

•

oglic h und wir sehen, dass um jede Ec k e vier

Zellen liegen. Wir erhalten ein regelm

•

a�iges P olyc hor, den 5-Zeller [# 1].

7.2.2 Radius � 0 : 70711

Die erste Kan ten umgebung dieser Grupp e ist (3 ; 3 ; 3)(3 ; 3 ; 3)(3 ; 3 ; 3 ; 3). Da

wir v om P olyc hor Ec k en transitivit

•

at erw arten, m

•

usste, w enn diese Kan ten-

umgebung v ork omm t, an jeder Ec k e mindestens ein Oktaeder v ork ommen,

w eil b ei einem T etraeder alle Ec k en b enac h bart sind. Dann m

•

usste en t w eder

an einem T etraeder t

1

, der am Oktaeder o

1

liegt, ein zw eiter Oktaeder o

2




•

ac hig liegen und damit o

1

mindestens an einer Kan te b er

•

uhren, o

2

n ur an

einer Kan te t

1

b er

•

uhrt (dann b er

•

uhren sic h o

1

und o

2

mindestens auc h an

einer Ec k e), o der o

2

b er

•

uhrt t

1

n ur an einer Ec k e, m uss also o

1

nic h t not w endig

b er

•

uhren. Die erste M

•

oglic hk eit ist ausgesc hlossen, da in der Grupp e k eine

Kan ten umgebung existiert, in der zw ei Oktaeder v ork ommen. Auc h die zw eite

M

•

oglic hk eit ist ausgesc hlossen, denn w enn o

2

mit t

1

n ur eine Kan te gemein-

sam hab en soll, so m uss zwisc hen ihren Fl

•

ac hen jew eils mindestens eine Zelle

liegen, es also eine Kan ten umgebung in der Grupp e geb en, die Oktaeder

b esitzt und aus vier o der f

•

unf Zelle b esteh t (w as nic h t der F all ist).

Betrac h ten wir den dritten F all, dass sic h t

1

und o

2

n ur an einer Ec k e

b er

•

uhren. Dann m

•

ussten wir, ausgehend v on t

1

mindestens eine

"

Zellsc hic h t \

w eiterbauen, b ev or wir den Oktaeder ansetzen. Leider sind durc h die Kan ten-

umgebung (3 ; 3 ; 3)(3 ; 3 ; 3)(3 ; 3 ; 3 ; 3) sc hon alle Fl

•

ac hennac h barsc haften v on

t

1

gekl

•

art, n

•

amlic h w eitere T etraeder, die alle 


•

ac hig an o

1

liegen. Diese

Fl

•

ac hennac h barsc haften gelten dann nat

•

urlic h f

•

ur alle T etraeder an o

1

, wir

k

•

onnen also nirgendw o eine freie Fl

•

ac he �nden, an der wir w eiterbauen k

•

on-

nen. Die einzige w eitere Kan ten umgebung, die wir hier b eobac h ten, ist (3 ; 3 ; 3)

(3 ; 3 ; 3)(3 ; 3 ; 3)(3 ; 3 ; 3); sie liegt an der Kan te, die o

1

n ur an einer Ec k e b er

•

uhrt

und vier T etraeder an o

1

v erbindet, die auf vier sic h b er

•

uhrenden 3-Ec k en

v on o

1

liegen. Da dies f

•

ur jede Ec k e v on o

1

gilt, b er

•

uhren sic h also an den v on

o

1

abgew andten T etraederec k en genau ac h t T etraeder. Die Ec k en transitivit

•

at

ist nic h t erf

•

ullt und somit k ann (3 ; 3 ; 3)(3 ; 3 ; 3)(3 ; 3 ; 3 ; 3) als Kan ten umgebung

eines uniformen P olyc hors nic h t v ork ommen.

Die zw eite und letzte Kan ten umgebung dieser Grupp e ist (3 ; 3 ; 3)(3 ; 3 ; 3)

(3 ; 3 ; 3)(3 ; 3 ; 3). Das P olyc hor b esteh t also n ur aus T etraedern, w ob ei um

jede Kan te vier Zellen liegen. Auc h diese Kan ten umgebung f

•

uhrt zu einem

regelm

•

a�igen P olyc hor, zum 16-Zeller [# 2].
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7.2.3 Radius � 0 : 77460

Diese Grupp e b esteh t aus der Kan ten umgebung (3 ; 3 ; 3)(3 ; 3 ; 3 ; 3)(3 ; 3 ; 3 ; 3).

Es w erden also hier T etraeder an ihren Fl

•

ac hen n ur v on Oktaedern b er

•

uhrt.

Andererseits liegen an jeder Oktaederk an te je ein w eiterer Oktaeder und

ein T etraeder. Angefangen an einem Oktaeder o

1

kleb en wir also an jede

zw eite Fl

•

ac he einen T etraeder t

1

bis t

4

(d.h. jew eils n ur an Fl

•

ac hen, die sic h

n ur an einer Ec k e b er

•

uhren) und an die anderen Oktaeder o

2

bis o

5

. Nac h

genauer Betrac h tung dieser T eilab wic klung stellen wir fest, dass n ur no c h

die Fl

•

ac hen v on o

2

bis o

5

frei sind, die gegen

•

ub er v on o

1

liegen. Nac h dem

bisher v erw endeten Muster

"

Ab w ec hselnd-T etraeder-Oktaeder \ f

•

ur die Ok-

taeder m uss an diesen Fl

•

ac hen ein T etraeder t

5

liegen. Dieser b er

•

uhrt mit

seinen vier Fl

•

ac hen genau die vier Oktaeder o

2

bis o

5

und sc hlie�t damit

die Ab wic klung. Wir erhalten ein uniformes P olyc hor, dass aus f

•

unf Oktae-

dern und f

•

unf T etraedern b esteh t und n ur eine Kan ten umgebung hat [# 3].

Sc hon anhand der Anzahl der Zellen liegt eine V erw andtsc haft mit dem 5-

Zeller nahe. Wie wir sp

•

ater sehen w erden, handelt es sic h hier um einen

abgestumpften 5-Zeller.

7.2.4 Radius � 0 : 79057

F angen wir b ei dieser Grupp e mit dem T etraeder t

1

der Kan ten umgebung

(3,3,3)(3,4,4)(3,4,4) an. An jeder Fl

•

ac he v on t

1

liegt ein 3-Prisma p

1

bis p

4

.

Diese b er

•

uhren sic h jew eils an ihren 4- Ec k en und ergeb en die zw eite Kan ten-

umgebung v on je drei Prismen an einer gemeinsamen Kan te: (4,4,3)(4,4,3)

(4,4,3). Bei der T eilab wic klung bleib en also n ur no c h die vier

"

ob eren \ 3- Ec k e

(gegen

•

ub er t

1

) frei; hier passt n ur no c h ein w eiterer T etraeder t

2

, w elc her die

Ab wic klung sc hlie�t. Dieses uniforme P olyc hor b esteh t also aus zw ei T etrae-

dern und vier 3-Prismen. Analog zu den Prismen mit Grund


•

ac he p - Ec k im

3- Dimensionalen k ann dieses P olyc hor als Prismac hor mit Grundzelle T etra-

eder o der als tetraedrisc hes Prismac hor b ezeic hnet w erden [# 4].

7.2.5 Radius � 0 : 86603

Die Kan ten umgebung (4,4,3)(4,4,3)(4,4,4) k ann nic h t v ork ommen, da an der

Kan te mit (3,4,4)(4,4,4) nic h t w eiter gebaut ww erden k ann. Der Rest dieser

Grupp e f

•

uhrt, analog zu den

•

Ub erlegungen des v orherigen Absatzes (Radius

� 0 : 79057), zu einem oktaedrisc hen Prismac hor, der aus zw ei Oktaedern und

ac h t 3-Prismen b esteh t [# 5].
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7.2.6 Radius � 0 : 87947

In dieser Grupp e hab en wir die vier Kan ten umgebungen (I) = (3 ; 3 ; 3)(3 ; 3 ; 3)

(3 ; 3 ; 3 ; 4), (I I) = (3 ; 3 ; 3)(3 ; 4 ; 3 ; 3)(3 ; 4 ; 3 ; 3), (I I I) = (3 ; 3 ; 3)(3 ; 3 ; 3)(3 ; 3 ; 3)

(3 ; 3 ; 3 ; 3) und (IV) = (3 ; 3 ; 3)(3 ; 3 ; 3 ; 3)(3 ; 3 ; 3 ; 4). F angen wir mit der gr

•

o�ten

Zelle v on (I) an: einem (3,3,3,4). Nac h (I I) k

•

onnen an den 4-Ec k en n ur

w eitere (3,3,3,4) liegen und zwisc hen ihnen dann n ur je ein (3,3,3). Da wir

mit einer (I) angefangen sind, gibt es jetzt zw ei (3,3,3), die zwisc hen den

(3,3,3,4) liegen und

•

ub er ein w eiteres (3,3,3) v erbunden sind. Da ab er im

(3,3,3) alle zw ei Fl

•

ac hen eine gemeinsame Kan te hab en, b er

•

uhren sic h auc h

die b eiden (3,3,3) zwisc hen den (3,3,3,4) an einer Kan te, w as ab er nic h t

m

•

oglic h ist, da zw ei 3-Ec k e im (3,3,3,4), die am gleic hen 4- Ec k liegen, k eine

gemeinsame Kan te hab en. (I) k ann also nic h t b en utzt w erden. Betrac h ten

also zw ei (3,3,3,4), die an einem 4-Ec k zusammengeklebt sind. Zwisc hen ihnen

k

•

onnen nac h (I I) n ur (3,3,3) sein. Dann passen in die en tstandenen L

•

uc k en {

eine Ec k e mit vier 3- Ec k en { ab er (3,3,3,3), w as nac h (IV) auc h erlaubt ist.

Jetzt hab en wir ab er Kan ten mit (3,3,3,3)(3,4,3,3), w elc he in dieser Grupp e

nic h t v ork ommen. Wir k

•

onnen also die Zelle (3,3,3,4) nic h t b en utzen. Damit

bleibt als einzige m

•

oglic he Kan ten umgebung n ur no c h (I I I) : F angen wir mit

einem (3,3,3,3) innen an und kleb en an alle Fl

•

ac hen (3,3,3). Nac h (I I I) m uss

jetzt zwisc hen diesen (3,3,3) an den Kan ten des inneren (3,3,3,3) jew eils

no c h ein w eiteres (3,3,3) gelegt w erden. Damit b ek ommen wir f

•

ur jede Ec k e

des (3,3,3,3) eine L

•

uc k e, an deren innerer Ec k e je vier 3- Ec k e h

•

angen; dort

passt jew eils { wieder nac h (I I I) { ein neues (3,3,3,3). Diese sec hs (3,3,3,3)

b er

•

uhren sic h dann ab er auc h sc hon

•

ub er Kan ten, w as in dieser Grupp e nic h t

erlaubt ist. Somit ist (I I I) eb enfalls nic h t m

•

oglic h.

7.2.7 Radius � 0 : 96269

Analog zum Absatz mit dem Radius � 0.79057 erhalten wir aus dieser Grupp e

ein Prismac hor, das als Grundzelle ein 4-An tiprisma hat, also 4-an tiprisma-

tisc hes Prismac hor genann t w erden k ann.

7.2.8 Radius � 1 : 00000

F

•

ur diesen Radius �nden wir zehn Kan ten umgebungen: (I) = (3,3,3)(3,5,3,3)

(3,5,3,3), (I I) = (3,3,3)(3,3,3,3)(3,3,3,3,3), (I I I) = (4,4,4)(4,4,4)(4,4,4), (IV)

= (3,3,3,3) (3,3,3,3) (3,3,3,3), (V) = (4,4,3) (3,4,4) (3,3,3) (3,4,4), (VI) =

(3,3,3)(3,3,3)(3,4,4)(3,4,4), (VI I) = (4,4,3)(3,4,4)(3,4,3,4), (VI I I) = (3,3,3)

(3,4,4)(3,4,3,4), (IX) = (3,3,3)(3,3,3,3)(3,3,3,5) und (X) = (4,4,3)(4,4,3)

(3,4,4)(3,4,4).
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F angen wir mit (I) an. Dann b ek ommen wir eine Kan te mit (3,3,3)

(3,3,3,5). Dort passt mit (IX) n ur ein (3,3,3,3). Dann hab en wir ab er eine

Kan te mit (3,5,3,3)(3,3,3,3), w elc he in dieser Grupp e nic h t existiert. Das

hei�t also, dass w eder (I) no c h (IX) m

•

oglic h sind und somit im F olgenden

(3,3,3,5) nic h t b er

•

uc ksic h tigt w erden m

•

ussen.

Also fangen wir mit (I I) an und setzen den (3,3,3,3,3) nac h innen. Be-

trac hten wir eine Ec k e, die an (I I) liegt und mit ihr die f

•

unf 3- Ec k e: An

einem 3- Ec k liegt sc hon ein (3,3,3) und daneb en ein (3,3,3,3). Mit (I I)

k ann neb en dem (3,3,3,3) n ur ein w eiterer (3,3,3) folgen. Analog k ann neb en

dem ersten (3,3,3) auc h n ur ein (3,3,3,3) sein. Jetzt liegt ab er zwisc hen

dem letzten (3,3,3) und dem letzten (3,3,3,3) n ur no c h ein 3- Ec k, das aus

analogen Gr

•

unden mit einem (3,3,3,3) und gleic hzeitig mit einem (3,3,3)

b eklebt w erden m uss. Dies ist unm

•

oglic h. Damit ist auc h die Ben utzung v on

(I I) und mithin die Ben utzung v on (3,3,3,3,3) in dieser Grupp e nic h t m

•

oglic h.

F angen wir somit mit (I I I) an. Hier kleb en wir drei (4,4,4) um eine

Kan te. Da n un (I I I) die einzige Kan te mit (4,4,4) ist, k ommen wir sofort

zum regelm

•

a�igen 8-Zeller [# 6].

Da wir sc hon (I I) und (IX) ausgesc hlossen hab en, b esitzt (IV) eine zum

Rest der Grupp e disjunkte Zellenmenge, k ann sic h also mit k einer anderen

Kan ten umgebung k om binieren. Und da (IV) auc h n ur (3,3,3,3) b en utzt,

b ek ommen wir den b ek ann ten regelm

•

a�igen 24-Zeller [# 7].

F angen wir jetzt mit (V) an und setzen den (3,3,3) ins Innere. An eine der

freien 3-Ec k e des (3,3,3) k ann n un en t w eder nac h (V) wieder ein (3,4,4), nac h

(VI) ein w eiterer (3,3,3) o der nac h (VI I I) ein (3,4,3,4) angeklebt w erden. Im

ersten F all sind damit auc h die (3,4,4) zwisc hen den an (3,3,3) angrenzenden

(3,4,4) gegeb en, und damit die am inneren (3,3,3) angrenzende L

•

uc k e in

F orm eines zw eiten (3,3,3). Jede b en utzte Kan ten umgebung en tspric h t (V)

und an der ersten v ollst

•

andig umsc hlossenen Ec k e sto�en zw ei (3,3,3) {

mit den Spitzen { und sec hs (3,4,4) aneinander. Es ist leic h t einzusehen,

dass diese Ec k en umgebung sic h auf die anderen fortp
anzt, bis das P olyc hor

gesc hlossen ist [# 8]. Im zw eiten F all { am inneren (3,3,3) wird no c h ein

(3,3,3) angeklebt { sind die am zw eiten (3,3,3) angrenzenden (3,4,4) auc h

gegeb en, allerdings in anderer Orien tierung als im ersten F all. Mit (X) ist

dann auc h die L

•

uc k e mit einem w eiteren (3,4,4) gesc hlossen und an der

ersten umsc hlossenen Ec k e liegen sec hs (3,4,4) und zw ei (3,3,3), die jetzt

an einem 3-Ec k zusammenkleb en. Betrac h ten wir n un auf der anderen Seite

die zw ei no c h freien 3- Ec k e der b eiden (3,3,3) und die Kan te dazwisc hen: An

der Spitze des einen 3- Ec ks gegen

•

ub er der Zwisc henk an te m uss ein w eiterer

(3,3,3) anliegen, der w egen der Ec k en transitivit

•

at an diesem 3- Ec k kleb en
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m uss. Damit liegen ab er an den Ec k en der Zwisc henk an te sc hon drei (3,3,3),

w omit die Ec k en transitivit

•

at gebro c hen und der zw eite F all nic h t m

•

oglic h ist.

Im letzten F all kleb en wir an ein 3- Ec k des inneren (3,3,3) einen (3,4,3,4).

Damit b en utzen wir auc h (VI I) und umsc hlie�en die erste Ec k e mit drei

(3,4,4), einem (3,3,3) und einem (3,4,3,4) v ollst

•

andig. Durc h Ausn utzung der

Ec k en transitivit

•

at m

•

ussen wir n un an den anderen zw ei Ec k en des 3- Ec ks

zwisc hen (3,3,3) und (3,4,3,4) die gleic hen Ec k en umgebungen k onstruieren.

Das f

•

uhrt ab er dazu, dass an der letzten freien Spitze des inneren (3,3,3)

n un sc hon sec hs (3,4,4) angrenzen und ob endrein die v erbleib ende L

•

uc k e n ur

v on einem letzten (3,3,3) und nic h t v on einem (3,4,3,4) gef

•

ullt w erden k ann.

Damit ist auc h im dritten F all die Ec k en transitivit

•

at gebro c hen.

F angen wir mit (VI) an. Dann k

•

onnen wir an den Kan ten zwisc hen (3,3,3)

und (3,4,4) am (3,3,3) en t w eder mit (VI) einen w eiteren (3,3,3) o der mit

(VI I I) einen (3,4,3,4) ankleb en. Letzterer geh t ab er an der Kan te zwisc hen

den b eiden (3,3,3) nic h t. Und ersterer f

•

uhrt zwisc hen den (3,4,4) zu einer

Kan te mit (4,4,3)(4,4,3)(4,4,3), w elc he eb enfalls nic h t existiert.

W enn wir mit (VI I) anfangen, dann hab en wir zwisc hen (3,4,4) und

(3,4,3,4), die mit einem 4-Ec k zusammenkleb en, n ur die M

•

oglic hk eit, (VI I I)

anzubauen, w as ab er wieder zu dem Widerspruc h aus dem dritten F all des

Absatzes mit (V) als Anfang f

•

uhrt. Damit ist auc h klar, dass (VI I) nic h t zu

einem gesuc h ten P olyc hor k onstruiert w erden k ann.

Als letztes fangen wir mit (X) an. Da wir mit den anderen Kan ten um-

gebungen dieser Grupp e alle Kom binationen sc hon b earb eitet hab en, k ann

(X) also n ur allein v ork ommen. Nennen wir die Orien tierung der b eiden

(3,4,4), die sic h mit einem 3- Ec k b er

•

uhren, liegend, die der anderen b eiden

stehend. Dann m

•

ussen wir an einer Kan te zwisc hen einem liegenden und

einem stehenden (3,4,4), die die erste (X) nic h t b er

•

uhrt, mit (X) einen

w eiteren stehenden { am stehenden { und einen w eiteren liegenden { am

liegenden { (3,4,4) ankleb en. Damit erhalten wir ab er zwisc hen den drei

stehenden (3,4,4) eine Kan te mit der Umgebung (4,4,3)(4,4,3)(4,4,3), w elc he

in dieser Grupp e nic h t existiert, und somit k ann (X) allein nic h t v ork ommen.

7.2.9 Radius � 1 : 03187

Die Grupp e mit diesem Radius b esteh t aus den Kan ten umgebungen (I) =

(3 ; 3 ; 3)(3 ; 4 ; 3 ; 3)(3 ; 4 ; 3 ; 4), (I I) = (3 ; 3 ; 3)(3 ; 3 ; 3 ; 4)(3 ; 3 ; 3 ; 4) und (I I I) =

(4 ; 4 ; 4)(3 ; 4 ; 3 ; 3)(3 ; 4 ; 3 ; 3). Innen fangen wir mit der gr

•

o�ten Zelle, einem

(3,4,3,4) an. Dann kleb en wir an allen 3- Ec k en (3,3,3) und an allen 4-Ec k en

(3,4,3,3) an. Damit b en utzen wir (I) und (I I) . Jetzt erhalten wir eine L

•

uc k e,

die aus sec hs 4- Ec k en der (3,3,3,4) b esteh t, w ob ei v on der 3er-Symmetrie der
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(3,3,3) immer drei 4- Ec k e an einer Ec k e zusammenfallen. In diese L

•

uc k e passt

n ur ein (4,4,4), w as (I I I) auc h erlaubt. Damit sc hlie�t sic h das P olyc hor.

Allerdings liegen an den Ec k en des inneren (3,4,3,4) k eine (4,4,4) und am

•

au�eren (4,4,4) k eine (3,4,3,4), w omit die Ec k en transitivit

•

at nic h t erf

•

ullt und

somit dieses P olyc hor k eines der gesuc h ten ist.

7.2.10 Radius � 1 : 07448

Zu dieser Grupp e geh

•

oren die sieb en Kan ten umgebungen (I) = (3,4,4)(4,5,4)

(3,5,3,3), (I I) = (3,4,4)(3,4,4)(3,3,3,3,3), (I I I) = (3,4,4)(3,4,4)(3,3,3,5), (IV)

= (4,4,3)(4,4,3)(4,4,5), (V) = (4,4,3)(4,4,3)(4,4,3)(4,4,5), (VI) = (4,4,3)

(4,4,5)(4,4,5) und (VI I) = (4,4,3)(4,4,3)(4,4,3)(4,4,3)(4,4,3). Nehmen wir

zuerst (I) und setzen (3,3,3,5) nac h innen. Dann m

•

ussen an den b eiden

5- Ec k en (4,4,5) und an allen 3- Ec k en (3,4,4) liegen. Diese bilden dann auc h

(I I I) und (V) . W egen Ec k en transitivit

•

at m uss jetzt an den

•

au�eren Ec k en

wieder ein (3,3,3,5) sein, w elc her das P olyc hor absc hlie�t und zu einem 5-

an tiprismatisc hen Prismac hor f

•

uhrt. F angen wir mit (I I) an und kleb en an

allen 3-Ec k en des inneren (3,3,3,3,3) je ein (3,4,4), dann erhalten wir auc h

(VI I) . Auc h w egen Ec k en transitivit

•

at k ann jetzt au�en n ur no c h ein zw eiter

(3,3,3,3,3) das P olyc hor sc hlie�en, w as zu einem ik osaedrisc hen Prismac hor

f

•

uhrt [# 9]. Beginnen wir mit (I I I) , dann k

•

onnen wir an der en tstehenden

Kan te zwisc hen den b eiden (4,4,3) n ur no c h (IV) , (V) und (VI I) an bauen.

Allerdings b en

•

otigen wir mit (IV) o der (V) in den Kan ten umgebungen (IV)

bis (VI I) eine Kan te mit (4,5,4)(3,5,3,3), w elc he nic h t existiert. Ben utzen

wir hier (VI I) , b efestigen also an einem 3- Ec k des (3,3,3,5), dass die ersten

b eiden 3-Ec k e mindestens an einer Ec k e b er

•

uhrt, einen w eiteren (3,4,4), dann

k

•

onnen wir in die en tstehende L

•

uc k e zwisc hen dem (3,5,3,3) und den zw ei

(3,4,4), die das (3,3,3,5) no c h nic h t

•

ub er eine Fl

•

ac he b er

•

uhren, k eine der

m

•

oglic hen Zellen einf

•

ugen, k

•

onnen also nic h t w eiterbauen. Betrac h ten wir n un

(IV) : Die drei Zellen bilden eine L

•

uc k e der F orm (3,3,5), die wir mit k einer

uniformen Zelle sc hlie�en k

•

onnen, ohne die Kon v exit

•

at des P olyc hors zu

v erletzen. Gleic hes gilt auc h f

•

ur (VI) , w elc he einerseits eine L

•

uc k e der F orm

(3,5,5) erzeugt, die wir auc h nic h t sc hlie�en k

•

onnen, andererseits auc h eine

unm

•

oglic he Kan te mit (4 ,5,4)(4 ,5,4) { v erbunden durc h ein 4-Ec k { erzeugt.

Und mit (VI I) allein l

•

asst sic h auc h k eine Ec k en umgebung k onstruieren, da

wir an den 3-Ec k en nic h t w eiterbauen k

•

onnen.

7.2.11 Radius � 1 : 11803

Diese Grupp e b esteh t aus den Kan ten umgebungen (I) = (3,4,4) (4,4,4)

(3,4,3,4), (I I) = (4,4,3) (4,4,3) (4,4,4) (4,4,4) und (I I I) = (4,4,3) (4,4,4)
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(4,4,3) (4,4,4). W enn wir mit einem (3,4,3,4) innen anfangen und an allen

seinen 3- Ec k en und 4-Ec k en nac h (I) ein (3,4,4) bzw. ein (4,4,4) anlegen,

dann erhalten wir die Kan ten umgebung (I I I) . Um die Ec k en transitivit

•

at zu

erf

•

ullen, m uss jetzt au�en no c h ein (3,4,3,4) angef

•

ugt w erden. Damit ist das

P olyc hor gesc hlossen [# 10]. F angen wir mit (I I) an und v ersuc hen, w ei-

terzuk onstruieren, dann erhalten wir { sozusagen senkrec h t auf der Kan te

v on (I I) { zw ei Kan ten, an denen sc hon zw ei (4,4,4) b enac h bart sind. Nac h

(I I) m

•

ussen dort zw ei w eitere (3,4,4) so angelegt w erde, dass deren 4-Ec k e

aufeinander zeigen. Dann hab en wir jetzt ab er zw ei Kan ten mit (3,4,4)(4,4,4)

(3,4,4); diese T eilsequenz k omm t in k einer Kan ten umgebung der Grupp e v or.

Eine Konstruktion mit der Umgebung (I I) ist also nic h t m

•

oglic h.

7.2.12 Radius � 1 : 18322

Hier gruppieren sic h die Kan ten umgebungen (I) =(3,4,4) (3,3,3,3) (3,4,3,4)

und (I I) =(4,4,3) (3,4,3,4) (3,4,3,4). F angen wir innen mit einem (3,4,3,4) an

und kleb en an einer Kan te die Umgebung (I) an, dann b ek ommen wir zw ei

w eitere Kan ten, an denen n ur (I) mit einem (3,4,4) passt. Jetzt b er

•

uhren

jede der drei Ec k en zwisc hen dem ersten (3,4,3,4) und dem (3,3,3,3) genau

zw ei 3-Ec k e und zw ei 4-Ec k e in alternierender Reihenfolge. Hier passen also

(3,4,3,4) hinein, w as mit (I I) auc h erlaubt ist. Nun k

•

onnen wir zwisc hen den

neuen (3,4,3,4) am ersten (3,3,3,3) wieder ein (3,4,4) kleb en. Andererseits

k

•

onnen an den ersten (3,4,4) an der anderen Seite w eitere (3,3,3,3) angef

•

ugt

w erden usw. Diese Konstruktion k ann widerspruc hsfrei w eiter gef

•

uhrt w erden

[# 11].

7.2.13 Radius � 1 : 19709

Diese Grupp e f

•

uhrt eindeutig zu einem 6-an tiprismatisc hen Prismac hor. F an-

gen wir mit einem (3,3,3,6) innen an, dann k

•

onnen wir mit den Kan ten umge-

bungen (3,4,4)(3,4,4)(3,3,3,6) und (3,4,4)(4,6,4)(3,6,3,3) n ur (3,4,4) an allen

3- Ec k en und (4,4,6) an allen 6- Ec k en anlegen. Damit erhalten wir zwisc hen

den Prismen auc h die dritte Kan ten umgebung der Grupp e: (4,4,3) (4,4,3)

(4,4,3) (4,4,6). Au�en herum passt jetzt no c h der zw eite (3,3,3,6) und sc hlie�t

das P olyc hor.

7.2.14 Radius � 1 : 22474

Diese Grupp e b esteh t aus drei Kan ten umgebungen, w ob ei die zw eite zu den

b eiden anderen disjunkt ist. Nac h Lemma 2 sind die erste und dritte Kan-

ten umgebung ein 4,6-Biprismac hor. Die zw eite Kan ten umgebung ist (3,3,3)
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(3,4,3,4) (3,4,3,4). Angefangen mit einem (3,4,3,4) kleb en wir an jedes 3- Ec k

ein (3,3,3) und an jedes 4- Ec k ein (3,4,3,4). Dann fallen die meisten 4- Ec k e

der sec hs neuen (3,4,3,4) { genauer: die 4- Ec k e, die b enac h bart sind zu

dem 4- Ec k, das zum ersten (3,4,3,4) f

•

uhrt { zusammen. In die ac h t neuen

L

•

oc her, die jew eils aus drei 3- Ec k en b estehen, passen wieder (3,3,3) und ganz

au�en k

•

onnen wir wieder ein (3,4,3,4) anlegen. Die Konstruktion sc hlie�t sic h

widerspruc hsfrei [# 12].

7.2.15 Radius � 1 : 26491

F

•

ur diesen Radius gibt es die Kan ten umgebungen (3,3,3)(3,6,6)(3,6,6) und

(6,6,3)(6,6,3)(6,6,3). W enn wir mit einem (3,6,6) anfangen, k

•

onnen wir an

allen 3- Ec k en ein (3,3,3) und allen 6- Ec k en ein (3,6,6) { mit deren 3- Ec k en

zu den (3,3,3) { kleb en. Dann b er

•

uhren sic h die neuen (3,6,6) an ihren freien

6- Ec k en und bilden eine letzte L

•

uc k e, die ein w eiterer (3,3,3) f

•

ullt und so das

P olyc hor sc hlie�t [# 13].

7.2.16 Radius � 1 : 27475

Zu diesem Radius geh

•

oren die drei Kan ten umgebungen (6,6,3)(4,6,4)(4,6,4),

(3,4,4)(4,6,4)(3,6,6) und (4,4,3)(4,4,6)(4,4,6). Dass diese Grupp e eindeutig zu

einem uniformen P olyc hor geh

•

ort, ist einfac h einzusehen [# 14]: Beginnend

mit einem (3,6,6) k

•

onnen wir an dessen 6- Ec k en n ur (4,4,6) und an dessen

3- Ec k en n ur (3,4,4) kleb en. Au�en herum passt dann { quasi als Dec k el { ein

w eiterer (3,6,6). Ec k en transitivit

•

at ist eb enfalls gegeb en.

7.2.17 Radius � 1 : 32749

Auc h dass diese Grupp e eindeutig zu einem uniformen Prismac hor f

•

uhrt, ist

leic h t zu sehen: Angefangen mit einem (3,3,3,7) kleb en wir an jedes 3- Ec k ein

(3,4,4) und an jedes 7- Ec k ein (4,4,7). Wir erhalten die Kan ten umgebungen

der Grupp e: (3,4,4)(3,4,4)(3,3,3,7), (3,4,4)(4,7,4)(3,7,3,3) und (4,4,3)(4,4,3)

(4,4,3)(4,4,7). Au�en herum passt dann wieder ein (3,3,3,7).

7.2.18 Radius � 1 : 41421

Diese Grupp e b esteh t aus zw ei disjunkten Kan ten umgebungen: (6,6,3)(3,6,6)

(3,6,6) und (4,6,4)(4,6,4)(4,4,6). Letztere f

•

uhrt zu einem 6,6-Biprismac hor

nac h Lemma 2. Da b eide Kan ten umgebungen disjunkt sind, d.h. k eine Zellen

gemeinsam hab en, k

•

onnen sie auc h nic h t k om biniert w erden. Also brauc hen

wir n ur no c h die erste Kan ten umgebung allein zu b etrac h ten: F angen wir
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mit einem (3,6,6) innen an. An den Kan ten zwisc hen seinen 6- Ec k en liegen

dann no c h zw ei (3,6,6), die sic h am 3- Ec k b er

•

uhren und selb er mit dem

inneren (3,6,6)

•

ub er die 6- Ec k e v erbunden sind. An den 3-Ec k en der inneren

Zelle liegen dann auc h (3,6,6), die sic h mit den zuerst angef

•

ugten (3,6,6)

jew eils wieder

•

ub er 6- Ec k e b er

•

uhren. Zuletzt k

•

onnen wir jetzt au�en wieder

ein (3,6,6) anf

•

ugen und sc hlie�en damit das P olyc hor [# 15].

7.2.19 Radius � 1 : 43372

Diese Grupp e b esteh t aus den Kan ten umgebungen (I) = (4,4,3) (4,4,3)

(4,4,3) (4,4,3) (4,4,4), (I I) = (3,4,4) (4,4,4) (3,4,3,3,3) und (I I I) = (3,4,4)

(3,4,4) (3,3,3,3,4). Angefangen mit einem (3,3,3,3,4) k

•

onnen wir an jedem

3- Ec k ein (3,4,4) und an jedem 4- Ec k ein (4,4,4) ankleb en. Damit erhalten wir

die Kan ten umgebungen (I) , (I I) und (I I I) . Und an den neuen Kan ten passt

genau wieder ein (3,3,3,3,4). Die Konstruktion ist widerspruc hsfrei [# 16].

7.2.20 Radius � 1 : 44701

Zu diesem Radius geh

•

oren die Kan ten umgebungen (I) = (3,4,3,3) (3,3,3,3)

(3,4,3,4) und (I I) = (3,3,3,3) (3,3,3,3) (3,3,3,4). Beginnen wir mit einem

(3,4,3,4), so folgt aus den Kan ten umgebungen der Grupp e, dass an allen

4- Ec k en ein (3,4,3,3) und an allen 3- Ec k en ein (3,3,3,3) sitzt. Damit b er

•

uhren

sic h jew eils zw ei (3,4,3,3) an den Ec k en, w ob ei zwisc hen ihren 4-Ec k en das

(3,4,3,4) und zwisc hen den 3- Ec k en neb en den 4- Ec k en je ein (3,3,3,3) liegt.

An den en tstandenen Kan ten zwisc hen (3,3,3,4) und (3,3,3,3) passt nac h (I I)

n ur no c h je ein w eiteres (3,3,3,3), das das erste (3,4,3,4) n ur

•

ub er eine Ec k e

b er

•

uhrt. Damit liegen jetzt au�en Kan ten mit (3,3,3,3) und (3,3,3,3); dort

passt nac h (I I) n ur je ein (3,3,3,4). Da ab er das (3,3,3,3)

•

ub er 3er-Symme-

trie v erf

•

ugt, das (3,3,3,4) hingegen nic h t, gibt es eine Kan te mit den Zellen

(3,3,3,3), (3,3,3,3) und (3,4,3,3), die nic h t in der Grupp e ist.

7.2.21 Radius � 1 : 46360

Aus dieser Grupp e l

•

asst sic h eindeutig ein Prismac hor k onstruieren: Angefan-

gen mit einem (3,3,3,8) kleb en wir an alle 3- Ec k e ein (3,4,4) und an die b eiden

8- Ec k e je ein (4,4,8). Dann k

•

onnen wir au�en no c h ein (3,3,3,8) anf

•

ugen und

sc hlie�en das P olyc hor. Damit b est

•

atigen wir die Kan ten umgebungen dieser

Grupp e: (3,3,3,8) (3,4,4) (3,4,4), (3,8,3,3) (4,8,4) (3,4,4) und (4,4,3) (4,4,3)

(4,4,3) (4,4,8).
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7.2.22 Radius � 1 : 47492

Diese Grupp e b esteh t n ur aus der Kan ten umgebung (4,4,3) (4,4,3) (3,4,4)

(3,4,3,4). F angen wir innen mit einem (3,4,3,4) an und k onstruieren an einer

Kan te die v orgegeb ene Kan ten umgebung: An einem 3- Ec k des (3,4,3,4) kle-

b en wir ein erstes (3,4,4) und an einem zum 3- Ec k b enac h barten 4- Ec k ein

w eiteres (3,4,4) an, so dass dessen zw eites 4-Ec k zum ersten (3,4,4) zeigt.

Diese b eiden (3,4,4) zeigen n un mit ihren 4- Ec k en aufeinander; in diese L

•

uc k e

rutsc h t ein drittes (3,4,4) und b er

•

uhrt mit einer Kan te (die zwisc hen zw ei

4- Ec k en) den (3,4,3,4). Betrac h ten wir b ei dieser Kan ten umgebung einmal

die Sequenz der Fl

•

ac hen: Nac h dem 3- Ec k des (3,4,3,4) folgen 4- Ec k, 4- Ec k,

4- Ec k, w ob ei das letzte wieder auc h zum (3,4,3,4) geh

•

ort. Jetzt b etrac h ten

wir eine Kan te zwisc hen dem (3,4,3,4) und dem zw eiten (3,4,4); letzteres zeigt

ja sein 4-Ec k zum ersten (3,4,4). Damit zeigen seine 3-Ec k e zu zw ei (anderen)

3- Ec k en des (3,4,3,4). Wir br

•

auc h ten also eine Sequenz v on Fl

•

ac hen, die zw ei

3- Ec k e b einhaltet. Diese gibt es ab er in der Kan ten umgebung und damit in

dieser Grupp e nic h t.

7.2.23 Radius � 1 : 48563

In dieser Grupp e hab en wir neun v ersc hiedene Kan ten umgebungen: (I) =

(4,4,3) (4,4,4) (4,4,4) (4,4,4), (I I) = (3,3,3) (3,4,4) (4,4,4) (3,4,4), (I I I) =

(4,4,3) (4,4,4) (4,4,3,4), (IV) = (4,4,3) (4,4,4) (4,4,8), (V) = (3,3,3) (3,4,4)

(3,4,4,4), (VI) = (3,4,4) (4,4,4) (3,4,4,4), (VI I) = (4,4,4) (4,4,4) (4,4,3,4),

(VI I I) = (4,4,4) (4,4,4) (4,4,8) und (IX) = (4,4,4) (4,8,4) (4,8,4).

F angen wir mit (I) an und b ezeic hnen zuerst die b eiden (4,4,4) am (3,4,4)

als Fl

•

ac henzellen, das dritte (4,4,4) als inneren (4,4,4) und das (3,4,4) als

Kan tenzelle. Dann k

•

onnen wir an den vier freien Kan ten zwisc hen dem

inneren (4,4,4) und den Fl

•

ac henzellen wieder (I) k onstruieren und erhalten

eine w eitere Fl

•

ac hen- und zw ei w eitere Kan tenzellen. Jetzt b ek ommen wir

eine L

•

uc k e zwisc hen den drei Kan tenzellen, die aus drei 3- Ec k en b esteh t. Mit

(I I) passt dort n ur ein (3,3,3), w elc hes wir hier als Ec kzelle b ezeic hnen w ollen.

Diese Erg

•

anzungen v on Fl

•

ac hen-, Kan ten- und Ec kzellen k

•

onnen wir mit (I)

und (I I) an allen Fl

•

ac hen, Kan ten und Ec k en des inneren (4,4,4) v ornehmen,

ohne einen Widerspruc h zu b ek ommen. An diesem Gebilde k

•

onn ten wir n un

mit (I I I) und (V) einen (3,4,4,4) herum legen und den P olyc hor sc hlie�en,

w

•

urden dann ab er der Ec k en transitivit

•

at widersprec hen, da an den Ec k en des

inneren (4,4,4) k ein (3,4,4,4) anliegt. Wir k

•

onnen also an dem Gebilde n ur

w eitere (3,3,3), (3,4,4) und (4,4,4) anf

•

ugen (auc h (IV) ist aus den gleic hen

Gr

•

unden f

•

ur (4,4,8) ausgesc hlossen). Damit k

•

onnen wir nac h (I) zwisc hen

den

•

au�eren Kan ten- und Fl

•

ac henzellen n ur neue Fl

•

ac henzellen (an den
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Kan tenzellen) und sec hs w eitere (4,4,4) { k orresp ondierend zu den sec hs

Fl

•

ac hen des inneren (4,4,4) { ankleb en. In die en tstandenen L

•

uc k en, die

aus drei zyklisc hen 4-Ec k en (v on den Fl

•

ac henzellen) und einem 3- Ec k (v on

den Ec kzellen) b estehen, passen wieder zw

•

olf w eitere Kan tenzellen (=(3,4,4))

k orresp ondierend zu den Kan ten des inneren (4,4,4) hinein. Eine w eitere

Sc hic h t Ec k-, Kan ten- und Fl

•

ac henzellen und sc hlie�lic h ein letzter (4,4,4)

au�en (alles nac h (I) und (I I) ) sc hlie�en das P olyc hor und erf

•

ullen dann

auc h die Ec k en transitivit

•

at [# 17].

Andererseits k

•

onnen wir, nac hdem wir ein (I) gebaut hab en, an den

b eiden Ec k en der Kan te v on (I) auc h jew eils ein (3,4,4,4) setzen und dab ei

(I I I) , (VI) und (VI I) b en utzen. Jetzt k

•

onnen wir zwisc hen den b eiden

(3,4,4,4) jew eils (4,4,3) und (4,4,4) mit (I) , (I I I) , (VI) und (VI I) kleb en.

Damit sc hlie�en wir das P olyc hor [# 18].

W enn wir mit (I I I) anfangen, dann gibt es zw ei M

•

oglic hk eiten: Erstens

k ann der (4,4,4) an ein 4-Ec k geklebt w erden, das zwisc hen zw ei 3- Ec k en am

(3,4,4,4) liegt o der an ein 4-Ec k, das am (3,4,4,4) an allen Kan ten wieder

ein 4- Ec k b er

•

uhrt. Betrac h ten wir zun

•

ac hst den ersten F all und fangen mit

einem (3,4,4,4) innen an. Mit (I I I) kleb en wir dann an ein 4- Ec k zwisc hen

vier 4- Ec k en des (3,4,4,4) ein (3,4,4) und an zw ei b enac h barten 4- Ec k en des

(3,4,4,4) jew eils ein (4,4,4), so dass die freien 4- Ec k e des (3,4,4) mit den

4- Ec k en der angeklebten (4,4,4) zusammenfallen. Nun b etrac h ten wir ein

4- Ec k des (3,4,4,4), das neb en dem (3,4,4) liegt. Dieses 4- Ec k hat an den

Seiten zw ei 3-Ec k e, die wiederum b enac h bart zu den zw ei angeklebten (4,4,4)

sind. An diesen Kan ten { zwisc hen (3,4,4,4) und (4,4,4) { passt n ur (VI)

mit jew eils einem w eiteren (3,4,4). Da sic h n un ab er die b eiden (4,4,4) an

einer Kan te { n

•

amlic h die am ersten (3,4,4) { b er

•

uhren, b er

•

uhren sic h auc h

die b eiden letzten (3,4,4) an einer Kan te, so dass die L

•

uc k e zwisc hen diesen

b eiden und dem (3,4,4,4) die F orm eines w eiteren (3,4,4) hat. Jetzt hab en wir

ab er einerseits eine Kan ten umgebung (3,4,4)(3,4,4)(4,4,3,4) und andererseits

zw ei Umgebungen (3,4,4)(4,4,3)(3,4,4,4); diese existieren in der Grupp e nic h t

und sc hlie�en also die erste M

•

oglic hk eit aus. Betrac h ten wir n un den zw eiten

F all, b ei dem an dem 4- Ec k des inneren (3,4,4,4), das

•

ub er die Kan ten n ur

an w eiteren 4- Ec k en liegt, ein (4,4,4) sitzt und an seinen Seiten jew eils ein

(3,4,4) in der Art klebt, dass die 3- Ec k e zu den 3- Ec k en des (3,4,4,4) zeigen.

W enn wir diese Konstruktion mit (I I I) am (3,4,4,4) um eines seiner 3-Ec k e

herum laufen lassen, sehen wir, dass sic h jew eils zw ei (4,4,4) { mit einem

(4,4,3) dazwisc hen { an einer Kan te b er

•

uhren. Da dies ab er alle Zw eier-

P aare der drei (4,4,4) um das (3,4,4,4)-3- Ec k tun, b er

•

uhren sic h also alle

drei (4,4,4) an einer Ec k e, und die L

•

uc k e zwisc hen den drei (3,4,4) hat die

F orm eines (3,3,3). Also erhalten wir jew eils drei Kan ten umgebungen v om
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T yp (3,4,4,4)(3,3,3)(3,4,4) und v om T yp (4,4,4)(3,4,4)(3,3,3)(3,4,4); erstere

sind mit (V) , letztere mit (I I) erlaubt. Zwisc hen jew eils zw ei (4,4,4) k

•

onnen

wir jetzt n ur no c h (I) ansetzen, w omit die drei

•

au�eren 4- Ec k en der drei

(4,4,4) mit einem w eiteren (4,4,4) v erbunden w erden. Damit liegt ab er an

der

•

au�eren Ec k e des (3,3,3), die auc h die innere Ec k e des letzten (4,4,4) ist,

k ein (3,4,4,4), w omit die Ec k en transitivit

•

at gebro c hen ist. Auc h die zw eite

M

•

oglic hk eit f

•

uhrt also zu k einem gesuc h ten P olyc hor.

Betrac h ten wir n un (IV) . Dann m uss es zum W eiterk onstruieren eine

Kan ten umgebung mit den Keilwink eln (3,4,4) und (4,8,4) geb en; diese �nden

wir ab er in dieser Grupp e nic h t.

F angen wir mit (V) an, k ommen wir

•

ub er die zw eite M

•

oglic hk eit im

v orletzten Absatz auc h wieder zu einem Widerspruc h. Und w enn wir mit

(VI) anfangen, erhalten wir das im zw eiten Absatz dieser Grupp e k onstru-

ierte P olyc hor. Gleic hes gilt f

•

ur (VI I) .

Und fangen wir mit (VI I I) o der (IX) an, dann erhalten wir, wie in

Lemma 2 b esc hrieb en, ein 4,8-Biprismac hor. Denn an die 8- Ec k e des (4,4,8)

passen h

•

oc hstens diese b eiden Kan ten umgebungen o der (IV) ; do c h diese

Umgebung k om biniert mit den anderen f

•

uhrt zu der Umgebung (4,4,4) (4,4,4)

(4,4,8) (4,4,8), w elc he nic h t existiert.

7.2.24 Radius � 1 : 48779

Die b eiden Kan ten umgebungen dieser Grupp e f

•

uhren eindeutig zu einem

Prismac hor: Innen fangen wir mit einem (5,5,5) an und kleb en an alle Fl

•

ac hen

ein (4,4,5). Damit bilden wir die Kan ten umgebungen (4,5,4)(4,5,4)(5,5,5)

und (4,4,5)(4,4,5)(4,4,5). Au�en herum kleb en wir einen zw eiten (5,5,5) und

sc hlie�en das P olyc hor [# 19].

7.2.25 Radius � 1 : 58114

Hier hab en wir die Kan ten umgebungen (I) = (3,3,3,3) (3,6,6) (3,6,6) und

(I I) = (6,6,3) (6,6,3) (6,6,3) (6,6,3). F angen wir mit einem (3,3,3,3) innen

an und b efestigen an allen Fl

•

ac hen ein (3,6,6), dann erhalten wir (I) und

(I I) . Es ergeb en sic h an den v om ersten (3,3,3,3) abgew andten 3- Ec k en der

(3,6,6) n un L

•

uc k en, b ei denen an einer Ec k e vier 3-Ec k e ansto�en; in diese

sec hs L

•

uc k en passen neue (3,3,3,3), deren H

•

alfen aus der Ob er


•

ac he heraus

stehen. Nun k

•

onnen wir an den ac h t freien 6-Ec k en wieder (3,6,6) ankleb en,

jew eils vier um einen halb en (3,3,3,3). Die jetzt no c h freien 3- Ec k e der letzten

(3,6,6) bilden n un wieder eine L

•

uc k e in F orm eines (3,3,3,3) [# 20]. Bei der
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ganzen Konstruktion wurden n ur die b eiden erlaubten Kan ten umgebungen

v erw endet und Ec k en transitivit

•

at ist auc h gegeb en.

7.2.26 Radius � 1 : 58289

Bei dieser Grupp e hab en wir die drei Kan ten umgebungen (I) = (3,4,4)

(3,4,3,3) (4,4,3,4) so wie (I I) = (4,4,3) (3,4,3,4) (3,4,4,4) und (I I I) = (3,4,4)

(3,4,3,4) (3,3,3,4). F angen wir mit der gr

•

o�ten Zelle v on (I) , dem (3,4,4,4),

innen an; dann k

•

onnen wir die anderen b eiden Zellen, den (3,4,4) und den

(3,4,3,3), auf zw ei Arten an den (3,4,4,4) ankleb en. Im ersten F all soll der

(3,4,3,3) an einem 4- Ec k kleb en, das an seinen vier Kan ten { auf dem (3,4,4,4)

{ wieder 4-Ec k e hat. Dann liegt der (3,4,4) an einem dazu b enac h barten

4- Ec k, das { wieder auf dem (3,4,4,4) { zwisc hen zw ei 3-Ec k en liegt. Hier

hab en wir mit (I I) n ur die M

•

oglic hk eit, ein (3,4,3,4) anzulegen. Dieses b e-

r

•

uhrt dann das (3,4,3,3) an einem 3- Ec k und bildet mit dem (3,4,4) ein (I I I) .

Nun k onstruieren wir an dem dritten 4- Ec k des (3,4,4) w eiter; dort m uss {

wieder nac h (I I) { ein (3,4,3,4) sein, das dann ab er eine gemeinsame Kan te

mit dem ersten (3,4,3,4) hat, w as ab er in dieser Grupp e nic h t m

•

oglic h ist.

Also b etrac h ten wir die zw eite Art, (3,4,4) und (3,4,3,3) nac h (I) an (3,4,4,4)

anzukleb en: das (3,4,3,3) auf 4- Ec k zwisc hen zw ei 3- Ec k en { auf dem (3,4,4,4)

{ und das (3,4,4) ein (3,4,4,4)-4- Ec k daneb en, so dass sein 3- Ec k mit einem

3- Ec k v om (3,4,3,3) zusammenf

•

allt. Am (3,4,4) hab en wir dann ab er eine

Kan te mit (4,4,3,4) und (4,4,3), w elc he in k einer Umgebung der Grupp e

v ork ommen. F angen wir sc hlie�lic h mit (I I) o der (I I I) an, dann k ommen wir

b eide Male zur Konstruktion v on der ersten Art, w enn wir mit (I) anfangen,

die ab er zu einem Widerspruc h gef

•

uhrt hat.

7.2.27 Radius � 1 : 60397

In dieser Grupp e hab en wir (3,4,4)(3,4,4)(3,3,3,9), (4,4,3)(4,4,3)(4,4,3)(4,4,9)

und (3,4,4)(4,9,4)(3,9,3,3). F angen wir mit einem (3,9,3,3) innen an, dann

k

•

onnen wir nac h den Kan ten umgebungen hier an jedem 3- Ec k n ur ein (3,4,4)

und an den b eiden 9- Ec k en n ur je ein (4,4,9) anlegen. Damit erhalten wir

dann die drei m

•

oglic hen Kan ten umgebungen. Legen wir jetzt no c h au�en

ein zw eites (3,9,3,3) an, dann sc hlie�en wir das P olyc hor und erhalten ein

Prismac hor mit (3,9,3,3) als Basis.

7.2.28 Radius � 1 : 61245

Dieser Radius f

•

uhrt zu den Kan ten umgebungen (I) = (4,6,4)(3,6,6)(3,4,3,4),

(I I) = (4,4,3)(4,6,4)(6,6,3)(4,6,4) und (I I I) = (3,4,4)(4,4,6)(3,4,3,4). F angen
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wir mit (I) an und legen ein (3,6,6) nac h innen. Dann m

•

ussen wir an allen

3- Ec k en ein (3,4,3,4) und an allen 6- Ec k en ein (4,4,6) ankleb en. Nac h (I I)

k ommen n un an den (3,6,6)-Kan ten zwisc hen zw ei 6-Ec k en no c h (3,4,4). Diese

bilden dann mit den (3,4,3,4) die Kan ten umgebungen (I I I) . An die jetzt no c h

freien 4- Ec k en der (3,4,4) kleb en wir (4,4,6) an, so dass (I I I) erf

•

ullt ist. An

den Au�enseiten der (4,4,6) k ommen w eitere (3,6,6) in der Art, dass deren

3- Ec k e wieder mit denen der (3,4,3,4) zusammenfallen usw. Der letzte (3,6,6)

sc hlie�t das P olyc hor [# 21].

7.2.29 Radius � 1 : 61803

Dieser Grupp e geh

•

oren dreizehn Kan ten umgebungen an: (I) = (3,3,3) (3,3,3)

(3,3,3,3,3), (I I) = (3,3,3) (3,3,3) (3,3,3,5), (I I I) = (3,5,3,3) (3,5,3,3)

(3,3,3,3,3), (IV) = (3,5,3,3) (3,5,3,3) (3,3,3,5), (V) = (3,3,3) (3,3,3) (3,3,3)

(3,3,3,3,3), (VI) = (3,3,3) (3,3,3) (3,3,3) (3,3,3,5), (VI I) = (3,3,3) (3,3,3)

(3,5,3,3) (3,5,3,3), (VI I I) = (3,3,3) (3,3,3,5) (3,3,3,5), (IX) = (3,3,3)

(3,3,3,3,3) (3,3,3,3,3), (X) = (3,3,3) (3,3,3,3,3) (3,3,3,5), (XI) = (3,3,3)

(3,5,3,3) (3,5,3,5), (XI I) = (3,5,3,3) (3,5,3,3) (5,5,5) und (XI I I) = (3,3,3)

(3,3,3) (3,3,3) (3,3,3) (3,3,3).

Da diese Grupp e sehr zahlreic h ist, lohn t es sic h, v orher durc h ein paar

zus

•

atzlic he

•

Ub erlegungen die eine o der andere Kan ten umgebung mehr aus-

zusc hlie�en, als es die Lemmata v ermo c h ten. Bleib en wir zun

•

ac hst im 3- Di-

mensionalen und fragen uns, ob eine Ec k e mit (3,3,5) in einem k on v exen

uniformen P oly eder v ork ommen k ann. Nac h kurzem

•

Ub erlegen f

•

allt erst ein-

mal auf, dass ein 5- Ec k mit zw ei 3- Ec k en an einer P oly ederec k e auf der

Punktmenge des Ik osaeders (3,3,3,3,3) liegt. Diese Punktmenge ist ec k entran-

sitiv. Bildet also die Ec k e (3,3,5) mit w eiteren Ec k en ein k on v exes Gebilde,

dessen Ec k enmenge T eil der Punktmenge des Ik osaeders ist, k ann dieses

Gebilde dann auc h

•

ub er Ec k en transitivit

•

at v erf

•

ugen? Die An t w ort lautet

nein. Das 5- Ec k sc hneidet das Gebilde v om Ik osaeder ab (hier einen w eiteren

Ec kpunkt

•

ub er dem 5- Ec k; damit ist das Gebilde eine 5-Pyramide). W

•

urde

es n ur aus dem 5- Ec k b estehen, w

•

are die Ec k en transitivit

•

at erhalten. Leider

b esitzt das Gebilde ab er no c h mindestens einen w eiteren Ec kpunkt, n

•

amlic h

den am ob eren Ende der 3-Ec k e. Soll n un diese Ec k e auf eine Ec k e des

5- Ec ks gedreh t w erden, so wird notgedrungen mindestens eine der Ec k en

des 5- Ec ks auf eine Ec k e auf dem Ik osaeder au�erhalb des Gebildes, also v om

Ik osaedermittelpunkt b etrac h tet diesseits des 5-Ec ks, gedreh t. Damit k ann

dieses Gebilde nic h t

•

ub er Ec k en transitivit

•

at v erf

•

ugen.

Bei diesen

•

Ub erlegungen spielt der P oly edermittelpunkt eine wic h tige

Rolle. Liegt er n

•

amlic h nic h t innerhalb des k on v exen P oly eders, k ann dieser
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nic h t

•

ub er Ec k en transitivit

•

at v erf

•

ugen (es sei denn, er b esteh t n ur aus einer

regelm

•

a�igen Fl

•

ac he). Wir k

•

onnen n un den Abstand der Mittelpunkte jeder

einzelnen Fl

•

ac he eines k on v exen P oly eders zum P oly edermittelpunkt als mit

V orzeic hen b ehafteten Radius ansehen, der dann negativ ist, w enn der P o-

ly edermittelpunkt v om Fl

•

ac henmittelpunkt aus b etrac h tet nic h t in Ric h tung

des P oly eders, sondern aus dem P oly eder heraus (nac h au�en) zeigt. Ma-

thematisc h b edeutet dies, dass in der Zeic hn ung auf Seite 37 der Punkt o

nic h t

•

ub erhalb v on z

i

(und damit v on f

ij

in den P oly eder hinein), sondern

un terhalb (und damit v on f

ij

b etrac h tet au�erhalb des P oly eders) liegt. Man

stelle sic h ein gro�es R

i;f

ij

, ein kleineres R

j;f

ij

und einen Wink el '

ij

v on et w a

30 - 45 Grad v or, so dass die Linie v on z

j

nac h o die Linie R

i;f

ij

sc hneidet

und un terhalb v on z

i

auf die Gerade senkrec h t zu R

i;f

ij

tri�t.

W eitere 3-dimensionale Beispiele w

•

aren Ec k en mit 8-Ec k, 4- Ec k, 3- Ec k

{ als T eil des Rhom b en-Kub o-Oktaeders (3,4,4,4) { o der Ec k en mit 10- Ec k,

4- Ec k, 3- Ec k, 4- Ec k { als T eil des Rhom b en-Ik osi-Do dek aeders (3,4,5,4). In

b eiden F

•

allen w

•

are der Radius der gr

•

o�ten Fl

•

ac he auc h negativ.

•

Ub ertragen wir jetzt diesen Sac h v erhalt auf die Kan ten umgebungen dieser

Grupp e. Ein Berec hnen der Radien ergibt f

•

ur die ersten b eiden Kan ten um-

gebungen (I) und (I I) F olgendes: In b eiden F

•

allen sind die drei Keilwin-

k el gleic h; f

•

ur (3,3,3) nac h der T ab elle auf Seite 23 �nden wir 0.391826552

� und f

•

ur (3,3,3,3,3) (und (3,3,3,5) ) den W ert 0.767720472 � . Nun folgen

mit dem Seitenk osin ussatz v on Seite 36 die F alt wink el 0,123548648 � zwi-

sc hen zw ei (3,3,3) und 0,913763953 � zwisc hen (3,3,3) und (3,3,3,3,3) bzw.

(3,3,3,5) { hier nat

•

urlic h immer n ur die 3-Ec ks


•

ac he b etrac h tend. Und mit

den Radien der Insph

•

aren der Zellen ( 0,204124145 f

•

ur (3,3,3); 0,755761312

f

•

ur (3,3,3,3,3) und (3,3,3,5) ) folgen die Radien R

(3 ; 3 ; 3)

= 1 ; 497676158 und

R

(3 ; 3 ; 3 ; 3 ; 3)

= R

(3 ; 3 ; 3 ; 5)

= � 1 ; 309016952 v on den Zellmittelpunkten zum P o-

lyc hormittelpunkt nac h der Zeic hn ung auf Seite 37. Damit bildet hier f

•

ur

(I) und (I I) eine Zelle eine trennende 3- dimensionale Hyp ereb ene, die einige

Ec k en v on einer gr

•

o�eren Punktmenge absc hneidet und so Ec k en transitivit

•

at

unm

•

oglic h mac h t. Wir k

•

onnen also (I) und (I I) im F olgenden aussc hlie�en.

F angen wir also mit (I I I) an und setzen den (3,3,3,3,3) ins Innere. Jetzt

k

•

onnen wir an den vier Kan ten zwisc hen (3,3,3,3,3) und (3,3,3,5) mit (X)

n ur je einen w eiteren (3,3,3) ankleb en. In die L

•

uc k en zwisc hen den (3,3,3,5)

passen jetzt (IV) , (I I I) o der (VI I) . Ersteres f

•

uhrt dazu, dass wir eine

Kan te mit (3,3,3,5)(3,5,3,3)(3,3,3) erhalten, w elc he nic h t existiert. Zw eiteres

f

•

uhrt dazu, dass sic h ein zw eiter (3,3,3,3,3) an die b eiden (3,3,3,5), an zw ei

(3,3,3) und an dem inneren (3,3,3,3,3) anlegt. Dies m uss dann w egen der

Ec k en transitivit

•

at auc h auf der anderen Seite des inneren (3,3,3,3,3) und

der b eiden (3,3,3,5) passieren. Mit (X) m

•

ussen wir zwisc hen (3,3,3,3,3) und
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(3,3,3,5) und w egen (IX) zwisc hen zw ei (3,3,3,3,3) w eitere (3,3,3) einf

•

ugen.

Jetzt wird sc hon klar, dass hier pro Ec k e zw ei (3,3,3,3,3), zw ei (3,3,3) und

zw ei (3,3,3,5) b en

•

otigt w erden. Wir hab en n un vier Ec k en zwisc hen dem

inneren (3,3,3,3,3) und den zw ei neuen (3,3,3,3,3), an denen sc hon zw ei (3,3,3)

kleb en. Erg

•

anzen wir hier zw ei w eitere (3,3,3,5) mit den erlaubten Kan ten um-

gebungen, dann erhalten wir eine Kan te mit (3,5,3,3)(3,3,3)(3,5,3,3), w elc he

in der Grupp e nic h t existiert. Also k

•

onnen wir (I I I) nic h t in die L

•

uc k en

zwisc hen den ersten b eiden (3,3,3,5) an bauen. Letzte M

•

oglic hk eit ist hier

(VI I) : V erbinden wir also die b eiden (3,3,3,5) an den Kan ten, die (3,3,3,3,3)

no c h an einer Ec k e b er

•

uhren, mit zw ei (3,3,3). Zwisc hen diesen (3,3,3) und

den (3,3,3) zwisc hen (3,3,3,5) und (3,3,3,3,3) passt mit (VI) n ur je ein

w eiterer (3,3,3), w ob ei zwisc hen je zw eien, die sic h auf derselb en Seite v om

(3,3,3,3,3) und v on den (3,3,3,5) b e�nden, wieder ein (3,3,3) an das (3,3,3,3,3)

angeklebt wird. Damit b en utzen wir auc h (V) und (XI I I) . An den b eiden

jetzt v ollst

•

andig umsc hlossenen P olyc hor-Ec k en sto�en ein (3,3,3,3,3), zw ei

(3,3,3,5) und sieb en (3,3,3) so zusammen, dass drei (3,3,3)

•

ub er Fl

•

ac hen am

(3,3,3,3,3) kleb en. Bauen wir jetzt w eiter und kleb en am freien 5- Ec k eines

(3,3,3,5) ein w eiteres (3,3,3,5) an ( (3,5,3,5) und (5,5,5) sind nic h t m

•

oglic h,

da sie an den ersten b eiden Ec k en nic h t v ork amen). Dieser (3,3,3,5) b er

•

uhrt

{ zusammen mit dem (3,3,3,5), an dem er klebt { den inneren (3,3,3,3,3)

no c h an einer Ec k e. Also b en

•

otigen wir f

•

ur Ec k en transitivit

•

at hier n ur no c h

sieb en (3,3,3). F

•

ullen wir also diese L

•

uc k e mit sieb en (3,3,3) { zw ei zwi-

sc hen (3,3,3,3,3) und (3,3,3,5), zw ei w eitere an den no c h freien 3- Ec k en des

(3,3,3,3,3) und drei an den no c h freien 3- Ec k en des (3,3,3,5) um diese Ec k e.

Jetzt kleb en

•

ub er Fl

•

ac hen ab er n ur zw ei (3,3,3) am (3,3,3,3,3); somit ist

die Ec k en transitivit

•

at nic h t erf

•

ullt und die letzte M

•

oglic hk eit, die mit (I I I)

anf

•

angt, ist auc h nic h t m

•

oglic h.

F angen wir also mit (IV) an, kleb en zw ei (3,3,3,5) am 5- Ec k zusam-

men und ein drittes (3,3,3,5) an eine Kan te zwisc hen den b eiden ersten. An

den b eiden 5- Ec k en des dritten (3,3,3,5) k ann mit (IV) n ur je ein w eiteres

(3,3,3,5) und in die L

•

uc k en zwisc hen dem dritten und den ersten b eiden

(3,3,3,5) mit (VI I I) je ein (3,3,3) k ommen. Au�erdem k

•

onnen wir die L

•

uc k en

zwisc hen den letzten b eiden (3,3,3,5) und den ersten b eiden nac h (VI I) und

(VI I I) auc h n ur mit (3,3,3) sc hlie�en. Wir erhalten also zw ei P olyc horec k en,

an die vier (3,3,3,5) und vier (3,3,3) grenzen. Betrac h ten wir jetzt das 5- Ec k

zwisc hen den ersten b eiden (3,3,3,5). An der ersten Kan te liegt der dritte

(3,3,3,5). An der n

•

ac hsten Kan te, der zw eiten, liegen zw ei (3,3,3); genauso an

der v orherigen, der f

•

unften Kan te. Damit Ec k en transitivit

•

at erf

•

ullt ist, m uss

an der dritten und an der vierten Kan te wieder ein (3,3,3,5) liegen. Zusam-

men mit den w eiteren (3,3,3,5), die an die freien 5- Ec k e k ommen, liegen damit
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ab er an der Ec k e zwisc hen dritter und vierter 5- Ec k-Kan te jetzt sc hon sec hs

(3,3,3,5), w as die Ec k en transitivit

•

at bric h t. (IV) k ann also nic h t v ork ommen.

Nun fangen wir mit (V) an und setzen den (3,3,3,3,3) wieder nac h innen.

Gehen wir erst einmal da v on aus, dass neb en diesem einen (3,3,3,3,3) an

jeder Ec k e n ur no c h (3,3,3) v ork ommen. Kleb en wir also an den f

•

unf zu

einer Ec k e des (3,3,3,3,3) f

•

uhrenden Kan ten mit (V) drei w eitere (3,3,3)

auf die 3-Ec k e und f

•

unf auf die Kan ten. Letztere f

•

unf w ollen wir Kan ten-

(3,3,3) nennen. Auf diese Kan ten-(3,3,3) kleb en wir ob en je einen w eiteren

(3,3,3) mit (XI I I) , so dass diese eine gemeinsame Kan te hab en. Da am

inneren (3,3,3,3,3) k ein w eiterer (3,3,3,3,3) liegen soll, k

•

onnen wir au�erdem

an den no c h freien 3- Ec k en der Kan ten-(3,3,3) je einen w eiteren (3,3,3), einen

Au�en-(3,3,3) anlegen. Jetzt erhalten wir eine T eilab wic klung, an der sc hon

einige Nac h barec k en zur ersten v ollst

•

andig eingesc hlossenen Ec k e sic h tbar

sind. Betrac h ten wir die Ec k e, die zwisc hen den f

•

unf auf den Kan ten-(3,3,3)

kleb enden (3,3,3) am w eitesten au�en ist: An dieser Ec k e b e�nden sic h sc hon

f

•

unf (3,3,3). Wie k ann dort n un ein (3,3,3,3,3) anliegen, der ja w egen der

Ec k en transitivit

•

at hier sein m uss? Eine M

•

oglic hk eit w

•

are, dass er diese Ec k e

n ur mit der Spitze b er

•

uhrt, wir also auf den ob eren f

•

unf (3,3,3) no c h einmal

f

•

unf (3,3,3) und zwisc hen diesen w eitere f

•

unf (3,3,3) kleb en m

•

ussen, um

eine L

•

uc k e zu erzeugen, in die ein (3,3,3,3,3) mit der Spitze passt. Dann

k

•

onnen wir ab er an den Ec k en, die v on zw ei Kan ten-(3,3,3) b er

•

uhrt w erden,

k einen (3,3,3,3,3) einf

•

ugen, der nic h t den inneren und den neuen (3,3,3,3,3)

b er

•

uhrt. Eine andere M

•

oglic hk eit ist, den (3,3,3,3,3) auf ein ob eres 3- Ec k

der (3,3,3) auf den Kan ten-(3,3,3) zu kleb en. Dieser (3,3,3,3,3) b er

•

uhrt dann

ein Kan ten-(3,3,3) an einer Kan te und ein Au�en-(3,3,3) an einer Fl

•

ac he.

Zwisc hen dem inneren und dem zw eiten (3,3,3,3,3) liegt genau ein Kan ten-

(3,3,3), der b eide an zw ei gegen

•

ub erliegenden Kan ten b er

•

uhrt. K

•

onnen wir

jetzt an den anderen Ec k en auc h je einen (3,3,3,3,3) anlegen, ohne dass

diese sic h b er

•

uhren? V erfahren wir in der ob en b esc hrieb enen Art mit dem

ganzen inneren (3,3,3,3,3) und kleb en also drei Sc hic h ten v on (3,3,3) auf die

Au�en


•

ac hen, dann sehen wir, dass wir sec hs w eitere (3,3,3,3,3) so um die

innere Zelle orien tieren k

•

onnen, dass sie sic h un tereinander nic h t b er

•

uhren

und immer ein Kan ten-(3,3,3) zwisc hen sic h und dem inneren (3,3,3,3,3)

und un tereinander hab en. Hab en n un mit dieser Konstruktion alle Ec k en

in dieser lok alen Umgebung genau einen (3,3,3,3,3)? Sc hauen wir uns die

k onstruierte T eilab wic klung genauer an und b etrac h ten dab ei insb esondere

n ur die sieb en (3,3,3,3,3) zusammen mit den Kan ten-(3,3,3) und je Kan ten-

(3,3,3) pro 3- Ec k einen w eiteren (3,3,3), der zwisc hen (3,3,3,3,3) und Kan ten-

(3,3,3) liegt: Es f

•

allt zuerst einmal auf, dass die sieb en (3,3,3,3,3) in einer

gewissen Orien tierung zueinander stehen. So wie der Ik osaeder im Hexaeder
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liegt, w ob ei sec hs sic h nic h t b er

•

uhrende Kan ten auf den sec hs Fl

•

ac hen des

Hexaeders sitzen und die Ik osaederk an ten, die zu b enac h barten Hexaeder-




•

ac hen geh

•

oren, nic h t aufeinander zeigen, so liegen diese sieb en (3,3,3,3,3)

hier wie die (4,4,4) eines 8-Zellers, w ob ei die Ik osaederk an ten, die mit den

Hexaeder


•

ac hen k orresp ondieren, w elc he im 8-Zeller zusammenfallen, auc h

wieder andere Orien tierung hab en (d.h. nic h t parallel sind). Eine k omplette

Konstruktion w

•

urde also ac h t (3,3,3,3,3) und die dazwisc hen liegenden (3,3,3)

b en

•

otigen und w

•

are widerspruc hsfrei. Die L

•

uc k en zwisc hen jew eils vier

(3,3,3,3,3) hab en ab er leider genau die F orm eines Ik osaeders. Sie b estehen

aus je zw anzig (3,3,3). Au�erdem liegen an den Mittelpunkten dieser L

•

uc k en

k eine (3,3,3,3,3)! Um also Ec k en transitivit

•

at zu gew

•

ahrleisten, m

•

ussen diese

Zw anziger-Grupp e durc h je einen (3,3,3,3,3) ersetzt w erden. Damit b er

•

uhren

sic h jetzt an jeder Ec k e ein urspr

•

unglic hes (3,3,3,3,3) und zw ei neue Lo c h-

(3,3,3,3,3) zusammen mit f

•

unf (3,3,3). Dab ei wurden (V) und (IX) b en utzt.

Dieses P olyc hor hat also ac h t (3,3,3,3,3) { f

•

ur die ac h t Zellen des 8-Zellers {

und 16 (3,3,3,3,3) { f

•

ur die 8-Zeller-Ec k en { also insgesam t 24 (3,3,3,3,3) und

dazwisc hen (3,3,3) [# 22]. Bleibt die F rage, ob genau zw ei (3,3,3,3,3), genau

vier, f

•

unf usw. (3,3,3,3,3) zusammen mit (3,3,3) zu einem uniformen P oly-

c hor f

•

uhren und ob wir (V) auc h mit den anderen Zellen (3,3,3,5), (3,5,3,5)

und/o der (5,5,5) k om binieren k

•

onnen.

Betrac h ten wir den F all, dass an jeder Ec k e zw ei (3,3,3,3,3) ansto�en und

wir mit (V) anfangen. Setzen wir also wieder ein (3,3,3,3,3) ins Innere und

kleb en drei (3,3,3) nac h (V) an eine Kan te. An einer Ec k e dieser ersten

Kan te soll n un ein w eiterer (3,3,3,3,3) angeklebt w erden. Dazu gibt es drei

M

•

oglic hk eiten: Der zw eite (3,3,3,3,3) wird mit der Fl

•

ac he auf ein 3- Ec k

des mittleren der drei (3,3,3) geklebt und die L

•

uc k en zwisc hen den b eiden

(3,3,3,3,3) mit (3,3,3) { nac h (V) { gef

•

ullt, so dass sic h die b eiden (3,3,3,3,3)

n ur an einer Ec k e b er

•

uhren. Oder der zw eite (3,3,3,3,3) liegt mit einer Fl

•

ac he

auf dem ersten (3,3,3,3,3), so dass er en t w eder einen der b eiden Seiten-(3,3,3)

der ersten (V) an einer Fl

•

ac he b er

•

uhrt o der dass er den mittleren (3,3,3)

n ur an einem Punkt b er

•

uhrt. Im ersten F all b edeutet das, dass sic h die

b eiden (3,3,3,3,3) n ur mit der Spitze b er

•

uhren und v on zehn (3,3,3) mit (V)

v erbunden w erden. Betrac h ten wir jetzt drei dieser v erbindenden (3,3,3), die

eine gemeinsame Kan te hab en. Der

•

au�ere Punkt dieser Kan te ist auc h Ec k e

eines (3,3,3,3,3). Also m uss dort die Ec k e eines w eiteren (3,3,3,3,3) auftreten.

Wir kleb en um diese Ec k e also auc h einen V erbindungring aus zehn (3,3,3)

an, der nat

•

urlic h teilw eise in die ersten zehn (3,3,3) zwisc hen den ersten

b eiden (3,3,3,3,3) hineinreic h t. Jetzt k

•

onnen wir einen dritten (3,3,3,3,3) so

einf

•

ugen, dass er diese Ec k e n ur mit seiner Spitze b er

•

uhrt. Dab ei m uss er

ab er auf der Fl

•

ac he des mittleren der drei (3,3,3) { durc h die wir die Ec k e
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b estimm t hab en { liegen und somit den anderen der ersten b eiden (3,3,3,3,3)

an einer Fl

•

ac he b er

•

uhren, w as die Ec k en transitivit

•

at bric h t. Im zw eiten F all

passen mit (V) und (IX) no c h zw ei (3,3,3) in die L

•

uc k en und bilden eine

gro�e L

•

uc k e, in die ein (3,3,3,3,3) passen w

•

urde. Der (3,3,3,3,3) ist ab er

ausgesc hlossen, da dies der F all des v orhergehenden Absatzes w

•

are. Also

k

•

onnen dort f

•

unf w eitere (3,3,3) eingeklebt w erden. Damit hab en wir eine

erste Ec k en umgebung v ollst

•

andig b estimm t. (Auf dieses Ergebnis k ommen

wir auc h mit dem letzten F all f

•

ur das zw eite (3,3,3,3,3).) Betrac h ten wir

jetzt die

•

au�ere Kan te zwisc hen dem (3,3,3) der ersten (V) , der zwisc hen

den b eiden (3,3,3,3,3) und dem mittleren (3,3,3) der ersten (V) ist. Diese

Kan te v erbindet zw ei P olyc horec k en, an denen jew eils sc hon ein (3,3,3,3,3)

dran ist. Hier gibt es zw ei M

•

oglic hk eiten, an b eiden Ec k en einen w eiteren

(3,3,3,3,3) so anzukleb en, dass sic h zw ei (3,3,3,3,3) an einem 3- Ec k b er

•

uhren:

V erl

•

angern wir die Kan te an b eiden Seiten

•

ub er die Ec k en hinaus, dann

k

•

onnen die zw ei neuen (3,3,3,3,3) en t w eder auf der gleic hen Seite dieser Linie

sein, o der auf v ersc hiedenen Seiten (Dass b eide Seiten equiv alen t sind, sieh t

man sc hnell, da b eide Kon�gurationen an der Eb ene durc h die Linie und

der V erbindungslinie durc h die Mittelpunkte der ersten b eiden (3,3,3,3,3)

spiegelsymmetrisc h sind.) Im ersten F all b edeutet das, dass auf einem

(3,3,3,3,3) zwisc hen zw ei 3- Ec k en, die zum n

•

ac hsten (3,3,3,3,3) f

•

uhren, genau

zw ei andere 3- Ec k e liegen m

•

ussen, wir also auf dem (3,3,3,3,3) die Symmetrien

des T etraeders b en utzen. Damit w

•

urden wir b eim W eiterbau eine Art W

•

urfel

(genauer einen Hyp erw

•

urfel bzw. 8-Zeller) bauen, in dessen Ec k en (3,3,3,3,3)

h

•

angen, w ob ei sic h b enac h barte (3,3,3,3,3)

•

ub er ein 3- Ec k b er

•

uhren. In die-

sem W

•

urfel liegt in der Mitte wieder ein Punkt, der nic h t mit einem (3,3,3,3,3)

in Kon takt steh t. Und ein Ersetzen dieser zw anzig (3,3,3) um den Punkt

durc h einen w eiteren (3,3,3,3,3) f

•

uhrt zur Konstruktion im letzten Absatz,

b ei der pro Ec k e drei (3,3,3,3,3) v ork ommen [# 22]. Also v ersuc hen wir den

zw eiten F all, dass die b eiden neuen (3,3,3,3,3) auf v ersc hiedenen Seiten der

gedac h ten Linie liegen. Dann f

•

ullen wir mit (V) und (IX) ein paar (3,3,3)

auf und sehen, dass sic h die b eiden neuen (3,3,3,3,3) n ur an einer Ec k e, nic h t

ab er an einer Fl

•

ac he b er

•

uhren.

Mehr als drei (3,3,3,3,3) pro Ec k e sind auc h nic h t m

•

oglic h, da b ei zw ei

(3,3,3,3,3) pro Ec k e durc h (IX) o der (V) sc hon mindestens zw ei (3,3,3) an

dieser Ec k e n

•

otig sind und ein dritter (3,3,3,3,3) mindestens zw ei w eitere

(3,3,3) mitbringt, so dass der Raum wink el f

•

ur einen vierten (3,3,3,3,3) nic h t

mehr ausreic h t.

Un tersuc hen wir sc hlie�lic h die M

•

oglic hk eiten, (V) mit den Zellen

(3,3,3,5), (3,5,3,5) o der (5,5,5) zu k om binieren. Stellen wir (3,3,3,3,3) mit
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(V) an einer Kan te { d.h. mit drei (3,3,3) { ins Innere und b etrac h ten eine

Ec k e dieser Kan te. Soll hier mit (3,3,3,5), (3,5,3,5) o der (5,5,5) k om biniert

w erden, so dass ein uniformes P olyc hor daraus resultiert, dann m

•

ussen diese

Zellen auc h an dieser Ec k e ansto�en. F angen wir mit (3,3,3,5) an. Nac h den

m

•

oglic hen Kan ten umgebungen k ann das (3,3,3,5) nic h t so orien tiert sein, dass

es auf ein 3- Ec k neb en den drei (3,3,3) geklebt ist und sein 5- Ec k auf ein

(3,3,3) zeigt { es existiert k ein (3,3,3,3,3)(3,3,3)(3,5,3,3). Auc h k ann es nic h t

auf der gleic hen Fl

•

ac he angeklebt sein und sein 5-Ec k damit in eine andere

Ric h tung zeigen, da dann als einzig m

•

oglic he Kan ten umgebung (I I I) mit

(3,5,3,3)(3,5,3,3)(3,3,3,3,3) in F rage k omm t; und diese Umgebung hab en wir

sc hon ausgesc hlossen. Also k ann (3,3,3,5) n ur auf dem 3- Ec k des (3,3,3,3,3)

kleb en, das die erste (V) n ur an der Ec k e b er

•

uhrt. Ab er auc h dann m uss

(3,5,3,3)(3,5,3,3)(3,3,3,3,3) v ork ommen, w as wir ja b ereits ausgesc hlossen

hab en. Damit k ann (V) nic h t mit (3,3,3,5) k om biniert w erden. Also b etrac h-

ten wir wieder einen (3,3,3,3,3) mit (V) . (3,5,3,5) k ann mit (3,3,3,3,3) k eine

gemeinsame Kan te hab en, da diese nic h t in der Grupp e v ork omm t. Also k ann

(3,5,3,5) n ur auf dem mittleren (3,3,3) v on (V) angeklebt w erden. Dann

hab en wir ab er eine Kan ten umgebung mit (3,3,3)(3,3,3)(3,5,3,5), w elc he e-

b enfalls nic h t v ork omm t. Und eine Kom bination v on (V) mit (5,5,5) ist

insofern nic h t m

•

oglic h, da b eide k eine gemeinsamen Fl

•

ac hen hab en, an denen

sie zusammengef

•

ugt w erden k

•

onnen, und alle Zellen, die b eide Fl

•

ac hen hab en

und somit als V erbinder fungieren k

•

onn ten, ausgesc hlossen sind. Damit hab en

wir alle Kom binationen mit (V) un tersuc h t.

F angen wir also mit (VI) an und setzen (3,3,3,5) nac h innen. An einer

Kan te zwisc hen zw ei 3- Ec k en kleb en wir drei 3- Ec k e, zw ei an den 3- Ec k en,

eines dazwisc hen an die (3,3,3,5)-Kan te, an. An einem 5-Ec k des (3,3,3,5)

k

•

onnen wir jetzt en t w eder einen w eiteren (3,3,3,5) mit (VI I) o der einen

(3,5,3,5) mit (XI) ankleb en. Im ersten F all k

•

onnen wir zwisc hen den b eiden

(3,3,3,5) mit (VI I) n ur zw ei (3,3,3) kleb en; die Ben utzung v on (IV) wurde

ob en sc hon ausgesc hlossen. Also v erbinden wir die (3,3,3,5) mit (3,3,3) an

allen gemeinsamen Kan ten. Zwisc hen zw ei (3,3,3)-P aaren ist dann an einem

(3,3,3,5) { bis auf b ei (VI) { no c h ein 3-Ec k mit Kan ten umgebungen (3,3,3,5)

(3,3,3) zu sehen. Dort passt en t w eder mit (VI I I) ein w eiterer (3,3,3,5), dessen

eines 5- Ec k an der Ec k e zwisc hen den b eiden (3,3,3)-P aaren klebt und an

dem n ur ein w eiterer (3,3,3,5) angeklebt w erden k ann. Damit ist eine Ec k e

umsc hlossen. An der anderen Seite hab en wir eine Kan te mit (3 ,5,3,3)(3 ,5,3,3)

{ zusammenh

•

angend an einem 3-Ec k { an der mit (XI I) n ur ein (5,5,5)

passt, w as ab er die Ec k en transitivit

•

at zur ersten umsc hlossenen Ec k e bric h t.

Oder wir kleb en an das no c h freie 3- Ec k zwisc hen zw ei (3,3,3)-P aaren am

(3,3,3,5) mit (VI) drei w eitere (3,3,3) { eines auf die Fl

•

ac he, zw ei an die
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Kan ten zwisc hen die (3,3,3). Und zwisc hen diesen passen mit (XI I I) n ur

no c h je ein w eiteres (3,3,3), w omit die Ec k en umsc hlossen w erden. An sie

grenzen n un zw ei (3,3,3,5) { mit einem 5- Ec k { und zw

•

olf (3,3,3). Aus der

T ransitivit

•

at der Ec k en m

•

ussen wir am freien 5-Ec k des inneren (3,3,3,5) no c h

einmal ein (3,3,3,5) und damit einen w eiteren Ring v on (3,3,3) an bauen, bis

an den Ec k en zwisc hen innerer Zelle und dem dritten (3,3,3,5) auc h wieder

je zw

•

olf (3,3,3) liegen. Nun b ek ommen wir an den

•

au�eren Ec k en, die no c h

nic h t mit zw ei (3,3,3,5) in Kon takt stehen, Kan ten mit (3,3,3)(3,3,3)(3,3,3).

Dort k

•

onnen en t w eder mit (XI I I) zw ei w eitere (3,3,3) angeklebt w erden,

w omit auc h an der n

•

ac hsten freien Kan te dieser Art zw ei w eitere (3,3,3)

folgen m

•

ussen. Dies w

•

urde ab er die Ec k en transitivit

•

at brec hen, da n un Ec k en

mit zw anzig (3,3,3) existieren. Oder wir kleb en mit (VI) ein (3,3,3,5) an

die Kan te. Dab ei m uss (3,3,3,5) mit zw ei Kan ten dieser Art, die an einem

•

au�eren 3- Ec k liegen, (VI) ergeb en. Dadurc h sind seine 5- Ec k e so orien tiert,

dass sie senkrec h t zur Ausric h tung der 5- Ec k e des inneren (3,3,3,5) liegen.

Kleb en wir so an all diesen Ec k en (3,3,3,5), so bilden sie eine Art Ring um

den inneren (3,3,3,5). Und da pro Ec k e eines 5- Ec ks des inneren (3,3,3,5)

genau zw ei (3,3,3,5) im Ring zu �nden sind, bilden zehn (3,3,3,5) den Ring.

Aus Gr

•

unden der Symmetrie und der Ec k en transitivit

•

at lassen sic h an dem

zw eiten und dritten (3,3,3,5) { sie liegen direkt am inneren (3,3,3,5) { so viele

w eitere (3,3,3,5) mit 5- Ec k auf 5- Ec k ankleb en, bis diese sic h um den ersten

Ring wic k eln und somit auc h aus zehn (3,3,3,5) b estehen m

•

ussen. Aufgef

•

ullt

mit den (3,3,3) in derselb en Art und W eise sc hlie�t sic h das P olyc hor [# 23].

V ersuc hen wir n un, die Kan ten umgebung (VI I) mit (VI I I) bis (XI I I) zu

k om binieren. Beginnen wir mit zw ei (3,5,3,3), die an den 5-Ec k en zusammen-

kleb en und legen an einer gemeinsamen Kan te zw ei (3,3,3) an. Da dies nac h

den restlic hen Kan ten umgebungen die einzige M

•

oglic hk eit f

•

ur die gemeinsa-

men Kan ten der b eiden (3,5,3,3) ist, setzen wir an an anderen gemeinsamen

Kan ten eb enfalls je zw ei (3,3,3). Jetzt k

•

onnen wir an einem b eliebigen freien

3- Ec k eines (3,3,3,5) mit (VI I I) n ur no c h einen w eiteren (3,3,3,5) ankleb en.

Damit b ek ommen wir jedo c h eine Kan te mit zw ei (3,3,3,5), die sic h an einem

3- Ec k b er

•

uhren, und k

•

onnen dort n ur no c h { mit (XI I) { ein (5,5,5) ansetzen.

Damit brec hen wir ab er die Ec k en transitivit

•

at zu den Ec k en zwisc hen den

ersten b eiden (3,5,3,3). Somit k ann (VI I) nic h t allein mit (VI I I) bis (XI I I)

k om biniert w erden.

Also fangen wir jetzt mit (VI I I) an. Da hier die Kan te (3 ,5,3,3)(3 ,5,3,3)

v ork omm t und diese n ur nac h (XI I) mit einem (5,5,5) erg

•

anzt w erden k ann,

setzen wir diese gro�e Zelle ins Innere. Dann k

•

onnen wir an all seine 5-Ec k e

(3,5,3,3) kleb en, w ob ei b enac h barte (3,5,3,3) sic h an einem 3- Ec k b er

•

uhren.

Pro Ec k e des (5,5,5) b ek ommen wir jetzt zwisc hen den (3,5,3,3) L

•

uc k en, die
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n ur v on (3,3,3) gef

•

ullt w erden k

•

onnen. An den

•

au�eren 5- Ec k en der (3,5,3,3)

passen n un ab er k eine w eiteren (5,5,5), da diese in dieser Grupp e k eine

gemeinsame Kan te mit (3,3,3) hab en d

•

urfen. Somit ist eine ec k en transitiv e

W eiterk onstruktion nic h t m

•

oglic h.

F angen wir jetzt mit (IX) an. Dann k

•

onnen wir an den anderen b eiden

Kan ten zwisc hen den (3,3,3,3,3) n ur je einen w eiteren (3,3,3) anlegen. Jetzt

passt ab er zwisc hen den (3,3,3) und den (3,3,3,3,3) en t w eder (IX) o der (X) .

Ersterer f

•

uhrt dann letztendlic h zu einem P olyc hor mit drei (3,3,3,3,3) an

jeder Ec k e, der als [# 22] sc hon iden ti�ziert wurde, letzterer f

•

uhrt zu einer

Kan te mit (3,5,3,3)(3,3,3,3,3), w elc he wir in den Kan ten umgebungen (IX)

bis (XI I I) nic h t mehr �nden.

Die Kan ten umgebung (X) k ann nic h t v ork ommen, da eine Kom bination

v on (3,3,3,5) und (3,3,3,3,3), wie b ereits gezeigt, nic h t m

•

oglic h ist. Also

b etrac h ten wir (XI) und kleb en an eine Kan te des (3,5,3,5) ein (3,3,3) und ein

(3,3,3,5). An den anderen zw ei Kan ten zwisc hen (3,5,3,5) und (3,3,3) m

•

ussen

wir genauso v erfahren, w o durc h jew eils zw ei der drei (3,3,3,5) an einem 3- Ec k

zusammenfallen und damit eine Kan te mit (3 ,5,3,3)(3 ,5,3,3) { zusammenge-

f

•

ugt am 3- Ec k { en tsteh t. Dort passt n ur { mit (XI I) { ein (5,5,5), w elc hes

dann ab er die Ec k en transitivit

•

at bric h t. Gleic hes Argumen t gilt auc h, w enn

wir b ei (XI I) mit einem (5,5,5) innen anfangen: Nac h einer Sc hic h t (3,3,3,5)

k

•

onnen wir k einen w eiteren (5,5,5) an bringen.

Bleibt also die letzte Kan ten umgebung (XI I I) , die wir auc h n ur no c h

allein b er

•

uc ksic h tigen m

•

ussen: Hier k ommen dann um jede Kan te f

•

unf

(3,3,3) zusammen. Und da n ur eine Art v on Zellen v ork omm t, k

•

onnen wir das

daraus en tstehende P olyc hor sofort als einen 600-Zeller iden ti�zieren [# 24].

7.2.30 Radius � 1 : 65831

Die Kan ten umgebungen (4,4,4) (4,4,6) (4,4,6) , (4,4,4) (4,6,4) (4,6,6) und

(4,6,4) (4,6,4) (6,6,4) bilden diese Grupp e. W enn wir innen mit einem (4,6,6)

anfangen und nac h der dritten Kan ten umgebung an alle 6- Ec k en (4,4,6) und

nac h der zw eiten Umgebung an alle 4-Ec k en (4,4,4) kleb en, erhalten wir

zwisc hen den Prismen die erste Kan ten umgebung. Jetzt brauc hen wir au�en

n ur no c h einen zw eiten (4,6,6) anzulegen und sc hlie�en damit das P olyc hor

[# 25].

7.2.31 Radius � 1 : 69353

Zu diesem Radius gibt es die Kan ten umgebungen (I) = (4,4,3)(4,4,3)(4,4,5)

(4,4,5), (I I) = (3,4,4)(4,5,4)(3,5,3,5) und (I I I) = (4,4,3)(4,4,5)(4,4,3) (4,4,5).
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W enn wir mit (I) anfangen, dann b ek ommen wir zwisc hen den b eiden (4,4,3)

eine Kan te mit (3,4,4)(3,4,4); diese existiert in dieser Grupp e nic h t. Also

fangen wir mit (I I) an, setzen einen (3,5,3,5) nac h innen und kleb en an jedes

5- Ec k ein (4,4,5) und an jedes 3- Ec k ein (3,4,4). Damit erhalten wir zwisc hen

den Prismen die Kan ten umgebung (I I I) . Nun k

•

onnen wir n ur no c h einen

zw eiten (3,5,3,5) au�en herum legen und sc hlie�en so das P olyc hor [# 26].

7.2.32 Radius � 1 : 73205

In dieser Grupp e hab en wir die Kan ten umgebung (4,4,4) (3,4,3,4) (3,4,3,4).

W enn wir mit einem (3,4,3,4) innen anfangen und an alle 4- Ec k en (4,4,4)

und an alle 3- Ec k en (3,4,3,4) kleb en, hab en wir n ur die eine erlaubte Kan-

ten umgebung b en utzt. In die en tstandenen L

•

uc k en, die aus 4- Ec k en umgeb en

v on vier 3- Ec k en b estehen, passen wieder (3,4,3,4). Dann sehen wir L

•

uc k en

aus drei 4- Ec k en um eine Ec k e, w o wieder (4,4,4) passen usw., bis ein letzter

(3,4,3,4) au�en das P olyc hor sc hlie�t [# 27].

7.2.33 Radius � 1 : 74756

Hier erhalten wir analog zu etlic hen Konstruktionen zuv or (die letzte b eim

Radius 1.60397) ein 10-an tiprismatisc hes Prismac hor, also ein Prismac hor

mit (3,3,3,10) als Basis.

7.2.34 Radius � 1 : 75142

F

•

ur diesen Radius b ek ommen wir n ur (4,4,3)(3,4,4)(3,3,3)(3,4,3,4). Betrac h-

ten wir diese Kan ten umgebung genauer, dann sehen wir sofort, dass wir eine

Kan ten umgebung b ek ommen, die (3,4,4) und (3,4,3,4) neb eneinder b einhal-

ten m uss; diese existiert ab er nic h t.

7.2.35 Radius � 1 : 84391

Die Kan ten umgebungen (I) = (4,4,3) (4,6,6) (4,6,6), (I I) = (3,4,4) (3,6,6)

(4,6,6) und (I I I) = (6,6,3) (6,6,4) (6,6,4) bilden diese Grupp e. F angen wir

also mit der gr

•

o�ten Zelle, dem (4,6,6), innen an und kleb en an einer Kan te

(I) an. Dann liegen an dem inneren (4,6,6) und dem zw eiten (4,6,6) jetzt

zw ei w eitere Kan ten, an denen mit (4,4,3) wieder (I) k onstruiert w erden

k ann. Und zwisc hen dem inneren (4,6,6) und den (4,4,3) passen { mit (I)

{ w eitere (4,6,6), an denen wieder (4,4,3) zum inneren (4,6,6) passen. Dies

geh t dann so w eiter, bis alle 4- Ec k e des inneren (4,6,6) mit (3,4,4) in einer

gewissen Orien tierung b elegt sind und die H

•

alfte aller 6-Ec k e der inneren
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Zelle { also vier { an (4,6,6) anliegen. An die no c h freien 6-Ec k en der inneren

Zelle passen jetzt mit (I I) und (I I I) n ur no c h vier (3,6,6). Dann erhalten

wir w eitere L

•

uc k en, die aus einem 3- Ec k innen und drei 4- Ec k en zyklisc h

am 3-Ec k b estehen. Diese f

•

ullen wir nac h (I) und (I I) mit (3,4,4) auf und

k

•

onnen jetzt au�en n ur no c h ein letztes (3,6,6) umlegen, um das P olyc hor zu

sc hlie�en [# 28].

7.2.36 Radius � 1 : 84776

Zehn Kan ten umgebungen geh

•

oren zu dieser Grupp e: (I) = (3,4,4) (4,8,4)

(3,8,8), (I I) = (3,4,4)(3,3,3,3)(3,4,4,4), (I I I) = (4,4,3)(3,4,4)(3,3,3,3)(3,4,4),

(IV) = (4,4,3)(4,4,3,4)(4,4,3,4), (V) = (4,4,3)(4,4,3,4)(4,4,8), (VI) = (4,4,3)

(4,4,8)(4,4,8), (VI I) = (4,8,4)(4,8,4)(4,4,3,4), (VI I I) = (4,8,4)(4,8,4)(4,4,8),

(IX) = (4,8,4)(4,8,4)(8,8,3) und (X) = (4,4,3)(3,4,4)(3,4,4,4).

F angen wir mit (I) an und setzen einen (3,8,8) nac h innen. Dann kleb en

wir an allen 8-Ec k en (4,4,8) und an allen 3-Ec k en (3,4,4) an. Damit b en utzen

wir auc h (VI) und (IX) . Jetzt k

•

onnen wir durc h die Ec k en transitivit

•

at au�en

n ur no c h einen w eiteren (3,8,8) anlegen, sc hlie�en damit das P olyc hor und

erhalten ein Prismac hor mit (3,8,8) als Basis [# 29].

Beginnen wir n un mit (I I) und legen (3,4,4,4) nac h innen. An den zw ei

no c h freien Kan ten zwisc hen (3,4,4,4) und (3,3,3,3) passen n ur { auc h mit

(I I) { w eitere (3,4,4). An den sec hs Kan ten zwisc hen innerer Zelle und (3,4,4)

w

•

urden n un (IV) und (V) passen; letztere ist ab er m

•

oglic h, da (4,8,4)(4,4,3)

in k einer Kan ten umgebung existiert. An den sec hs Kan ten zwisc hen (3,3,3,3)

und (3,4,4) w

•

urden (I I) und (I I I) passen; auc h hier ist letztere nic h t m

•

oglic h,

da (4,4,3,4)(4,4,3)(3,4,4) in dieser Grupp e nic h t v ork omm t. Somit passen an

b eiden Kan ten n ur w eitere (3,4,4,4) mit (I I) und (IV) . Damit k

•

onnen wir

n un auc h alle w eiteren L

•

uc k en eindeutig mit (3,4,4), (3,3,3,3) und (3,4,4,4)

f

•

ullen, bis sic h das P olyc hor sc hlie�t [# 30].

Betrac h ten wir n un (I I I) und setzen einen (3,3,3,3) nac h innen. Dann

k

•

onnen wir an allen 3- Ec k en mit (I I I) { eine Kom bination mit (I I) wurde

ja im v orhergehenden Absatz ausgesc hlossen, somit k ann auc h (X) hier

nic h t v ork ommen { n ur (3,4,4) ankleb en. An die Kan ten des (3,3,3,3) zwi-

sc hen den (3,4,4) k ommen jetzt no c h je ein w eiteres (3,4,4). Damit erhalten

wir L

•

uc k en, in die n ur (3,3,3,3) passen. An deren freien 3- Ec k en k ommen

wieder { mit (I I I) { (3,4,4), an den freien Kan ten w eitere (3,4,4) und in die

dann en tstehenden L

•

uc k en wieder (3,3,3,3) usw., bis zum Sc hluss ein letzter

(3,3,3,3) au�en angelegt wird und das P olyc hor sc hlie�t [# 31].

V ersuc hen wir n un, (IV) mit (V) bis (X) zu k om binieren, da (IV) allein

k eine F ortf

•

uhrung an 3-Ec k en hat. Dies gilt ab er auc h f

•

ur Kom binationen
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mit (V) bis (IX) ; lediglic h (X) erlaubt theoretisc h eine F ortf

•

uhrung an

den 3- Ec k en. Setzen wir also ein (3,4,4,4) ins Innere. Dann gibt es drei

M

•

oglic hk eiten f

•

ur (IV) . Erstens k ann der zw eite (3,4,4,4) mit dem ersten

(3,4,4,4) so

•

ub er ein 4- Ec k v erbunden sein, dass dieses 4- Ec k jew eils

•

ub er

Kan ten n ur mit anderen 4- Ec k en auf den b eiden (3,4,4,4) v erbunden ist, dass

es jew eils an zw ei 3-Ec k en auf den b eiden (3,4,4,4) liegt o der dass es auf dem

einen (3,4,4,4)

•

ub er Kan ten an vier 4- Ec k en und auf dem anderen an zw ei

3- Ec k en liegt. Im ersten F all b ek ommen wir eine Kan te mit (3,4 ,4) (3,4 ,4,4)

{ v erbunden

•

ub er ein 4- Ec k { an der wir nic h t w eiterk onstruieren k

•

onnen.

Im zw eiten F all erhalten wir (3,4 ,4,4) (3,4 ,4,4) { auc h wieder v erbunden

•

ub er

ein 4-Ec k { w o wir eb enfalls nic h t w eiterbauen k

•

onnen. Und im dritten F all

k

•

onnen wir an einer en tstehenden Kan te der F orm (3,4,4,4)(4,4,3,4) nic h t

fortfahren. Somit gibt es mit (IV) k eine w eiteren Kom binationen.

F angen wir jetzt mit (V) an und nehmen innen einen (3,4,4,4). Jetzt

hab en wir zw ei M

•

oglic hk eiten (V) anzubauen: erstens so, dass das 3- Ec k

v om (3,4,4) auf ein 3-Ec k des (3,4,4,4) zeigt, und zw eitens, dass das 8- Ec k des

(4,4,8) auf ein 3- Ec k des (3,4,4,4) zeigt. Ersteres ist ab er nic h t m

•

oglic h, da wir

(3,4 ,4,4)(3,4 ,4) { 4- Ec k e aufeinander { n ur in (I I) �nden, deren Kom bination

ab er sc hon ausgesc hlossen wurde. Letzteres ist auc h nic h t m

•

oglic h, da

(3,4,4,4)(4,8,4) in dieser Grupp e nic h t existiert.

Betrac h ten wir also (VI) . Nur mit (X) ist theoretisc h eine W eiterf

•

uhrung

am 3- Ec k m

•

oglic h. Do c h gibt es in (X) k ein (4,4,8), so dass w eitere Kom bi-

nationen mit (VI) ausgesc hlossen sind.

Also sc hauen wir uns (VI I) an: Diese Kan ten umgebung k

•

onnen wir ab er

auc h nic h t w eiterbauen, da wir zu diesem Radius k eine Kan ten umgebung mit

(3,4,4,4)(4,4,8) hab en.

Gehen wir also zur n

•

ac hsten Kan ten umgebung: (VI I I) . Diese erf

•

ullt die

V oraussetzungen v on Lemma 2, da eine Kom bination mit (IX) nic h t m

•

oglic h

ist { dort liegen (4,8,4)(4,8,4) an einem 4- Ec k zusammen, hier an einem 8- Ec k

{ und f

•

uhrt somit zu einem Biprismac hor mit p = q = 8.

Auc h (IX) k ann allein nic h t b en utzt w erden, da wir am 3- Ec k nic h t

w eiterbauen k

•

onnen. Und eine Kom bination mit (X) ist auc h nic h t m

•

oglic h,

da dann eine Kan te mit (3,4,4)(3,8,8) n

•

otig w

•

are.

Also sc hauen wir uns als letztes (X) an: Am 3-Ec k des (3,4,4,4) steh t

ein (3,4,4) auf seinem 3- Ec k, und an einer Kan te zwisc hen ihnen liegt ein

zw eites (3,4,4) so, dass dessen 3-Ec k e auf 4-Ec k e des (3,4,4,4) zeigen. Hier

k

•

onnen wir ab er nic h t w eiterk onstruieren, da (4,4,3,4)(3,4,4) in der Grupp e

nic h t v ork omm t.
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7.2.37 Radius � 1 : 89364

Diese Grupp e f

•

uhrt eindeutig auf ein 11-an tiprismatisc hes Prismac hor.

7.2.38 Radius � 2 : 04168

Hier erhalten wir eindeutig ein 12-an tiprismatisc hes Prismac hor.

7.2.39 Radius � 2 : 12132

In dieser Grupp e gibt es die Kan ten umgebungen (6,6,3)(4,6,6)(4,6,6) und

(3,6,6)(3,6,6)(6,6,4). Setzen wir einen (4,6,6) nac h innen und kleb en an alle

Kan ten zwisc hen zw ei 6- Ec k en die zw eite Kan ten umgebung, d.h. an alle ac h t

6- Ec k e ein (3,6,6), so dass sic h b enac h barte (3,6,6) an einem 3- Ec k b er

•

uhren,

dann k

•

onnen wir no c h sec hs 4- Ec k e v om inneren (4,6,6) sehen, die jew eils

v on vier 6-Ec k en umgeb en sind. Dort hinein passen sec hs (4,6,6), die sic h

wieder

•

ub er einige 6- Ec k e b er

•

uhren. Dann �nden wir L

•

uc k en, in die wieder

(3,6,6) passen. Damit bleibt eine letzte L

•

uc k e

•

ubrig, die die F orm eines (4,6,6)

hat [# 32]. Das so k onstruierte P olyc hor ist uniform und somit eines der

gesuc h ten.

7.2.40 Radius � 2 : 14973

Die b eiden Kan ten umgebungen dieser Grupp e, (3,3,3) (3,8,8) (3,8,8) und

(8,8,3) (8,8,3) (8,8,3), ergeb en eindeutig den abgestumpften 8-Zeller [# 33].

Beim 8-Zeller b estehen die Zellen aus (4,4,4), v on denen drei pro Kan te und

vier pro Ec k e liegen. Sc hneiden wir n un alle Ec k en so tief ab, dass aus den

(4,4,4) (3,8,8) en tstehen, dann liegen jetzt drei (8,8,3) um eine Kan te (die

letztere Umgebung) und die Ec k en bilden (3,3,3), w ob ei an deren Kan ten die

erstere Kan ten umgebung zu �nden ist.

7.2.41 Radius � 2 : 19128

Diese Grupp e f

•

uhrt zum 13-an tiprismatisc hen Prismac hor.

7.2.42 Radius � 2 : 21306

Zu dieser Grupp e geh

•

ort eindeutig ein sc hr

•

ages do dek aedrisc hes Prismac hor

[# 34]: Angefangen mit einem (3,3,3,3,5) innen legen wir an jedem 3- Ec k ein

(3,4,4) und an jedem 5-Ec k ein (4,4,5). Zum Sc hluss legen wir au�en herum

no c h einen zw eiten (3,3,3,3,5) und k omplettieren damit das P olyc hor.
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7.2.43 Radius � 2 : 22736

Hier �nden wir die Kan ten umgebungen (3,4,3,3)(3,3,6)(4,6,6), (3,6,6)(3,6,6)

(3,3,3,4) und (6,6,3)(6,6,3)(6,6,3)(6,6,4). F angen wir mit der ersten Umge-

bung an, d.h. kleb en wir einen (3,4,3,3) auf einen (4,6,6) und einen (3,6,6)

auf ein b enac h bartes 6- Ec k, so dass ein 3- Ec k v on (3,6,6) auf (3,4,3,3) zeigt.

An einem b enac h barten 6- Ec k auf (4,6,6) k

•

onnen wir nac h der ersten Kan-

ten umgebung ein w eiteres (3,6,6) anlegen und b ek ommen dann eine Kan te

am (4,6,6) { zwisc hen zw ei 6- Ec k en { an der no c h ein w eiterer (3,6,6) fehlt,

um die zw eite und dritte Kan ten umgebung zu bilden. Bleib en wir w eiter b ei

dieser Kan te, dann k

•

onnen wir am dazu b enac h barten 4-Ec k des (4,6,6) einen

w eiteren (3,4,3,3) ankleb en, der sic h mit den drei (3,6,6) zusammenf

•

ugt. Jetzt

m

•

ussen wir an den b eiden (3,4,3,3) an den freien 4- Ec k en je einen w eiteren

(4,6,6) ankleb en. Diese b eiden (4,6,6) b er

•

uhren mit einem 6-Ec k { nac h der

ersten Kan ten umgebung { den dritten, zuletzt eingef

•

ugten (3,6,6). Da sic h

b eim (3,6,6) alle 6- Ec k-P aare an einer Kan te b er

•

uhren, m

•

ussen sic h n un auc h

die b eiden letzten (4,6,6) an einer Kan te b er

•

uhren. Dies ist ab er in dieser

Grupp e nic h t erlaubt.

7.2.44 Radius � 2 : 23607

Zu diesem Radius geh

•

oren die b eiden Kan ten umgebungen (4,6,4) (6,6,4)

(4,6,6) und (4,6,4) (4,4,6) (4,6,6). Setzen wir einen (4,6,6) nac h innen und

kleb en an einem 6- Ec k einen zw eiten (4,6,6) so an, dass dessen 4- Ec k e an

den 6- Ec k en des ersten (4,6,6) sto�en. Dann liegen an den freien Kan ten zwi-

sc hen ihnen nac h der ersten Umgebung n ur (4,4,6), die sic h alternierend mit

4- Ec k/6- Ec k an die b eiden (4,6,6) legen. Damit b ek ommen wir drei Kan ten

mit (4 ,6,4) (4 ,6,6) { die Zellen b er

•

uhren sic h an 4- Ec k en { an denen n ur je ein

w eiterer (4,6,6) passt. Dann k

•

onnen alle freien Kan ten zwisc hen zw ei (4,6,6)

wieder mit (4,4,6) aufgef

•

ullt w erden, danac h wieder (4,6,6) angelegt w erden

usw., bis das P olyc hor gesc hlossen ist [# 35].

7.2.45 Radius � 2 : 28825

Zu dieser Grupp e hab en wir ac h t Kan ten umgebungen: (I) = (4,4,3)(4,4,4)

(4,4,10), (I I) = (4,4,3)(4,4,4)(4,10,4)(4,10,4), (I I I) = (4,4,4)(4,5,4)(4,5,4,3),

(IV) = (4,4,3)(4,4,4)(4,4,4)(4,4,5), (V) = (4,4,3)(4,4,4)(4,4,5)(4,4,4), (VI)

= (3,4,4) (4,4,4) (3,4,5,4), (VI I) = (4,4,4) (4,4,5) (4,4,10) und (VI I I) =

(4,10,4)(4,10,4)(4,4,10). F angen wir mit (I) an. Dann m uss es eine Kan-

ten umgebung mit (3,4,4)(4,10,4) geb en; solc h eine �nden wir ab er in dieser

Grupp e nic h t. F angen wir also mit (I I) an. Dann m uss es eine Kan ten umge-
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bung mit (3,4,4)(4,4,10) geb en; auc h eine solc he Umgebung �nden wir nic h t

in dieser Grupp e.

Nun fangen wir mit (I I I) an und setzen ein (3,4,5,4) nac h innen. Dann

m

•

ussen wir nac h (I I I) auf alle 5-Ec k en (4,4,5) und auf alle 4-Ec k en (4,4,4)

kleb en. Es en tstehen L

•

uc k en, die n ur durc h (3,4,4) gef

•

ullt w erden k

•

onnen; wir

b en utzen (V) und (VI) . Um n un die Ec k en transitivit

•

at zu gew

•

ahrleisten,

m uss an alle

•

au�eren Ec k en ein (3,4,5,4). Dies erreic hen wir leic h t, da die

•

au�eren Fl

•

ac hen exakt die gleic he F orm hab en. Mit einem

•

au�eren (3,4,5,4)

sc hlie�en wir also das P olyc hor [# 36].

Betrac h ten wir jetzt (IV) : Dort b er

•

uhren sic h ein (4,4,5) und ein (3,4,4)

so, dass ein 3- Ec k und ein 5- Ec k an derselb en Kan te liegen. Hier k

•

onnen

wir ab er nic h t w eiterbauen, da es k eine en tsprec hende Kan ten umgebung in

dieser Grupp e gibt. Ein

•

ahnlic hes Argumen t greift auc h, w enn wir mit (VI I)

anfangen: Hier suc hen wir v ergeblic h eine Kan ten umgebung mit einem 5- und

10- Ec k an der gemeinsamen Kan te.

Beginnen wir mit (V) und v ersuc hen, diese mit (VI) bis (VI I I) zu

k om binieren, da eine Ec k en umgebung mit mit (V) allein nic h t existiert, w eil

am 3- und am 5- Ec k nic h t w eitergebaut w erden k ann. Allerdings k ann auc h

mit (VI) bis (VI I I) nic h t am 5- Ec k w eitergebaut w erden. Aus demselb en

Grund k ann auc h (VI) w eder allein no c h mit (VI I) o der (VI I I) v ork ommen.

Gleic hes gilt f

•

ur (VI I) .

Als letztes sc hauen wir uns (VI I I) an. Diese Kan ten umgebung en tspric h t

genau den V oraussetzungen v on Lemma 2 mit p = q = 10 und liefert

somit eindeutig ein Biprismac hor, denn eine Kom bination mit den anderen

sieb en Kan ten umgebungen ist nic h t m

•

oglic h: Einige sind durc h Widerspr

•

uc he

ausgesc hlossen, andere f

•

uhren ohne (VI I I) eindeutig zu anderen P olyc hora.

7.2.46 Radius � 2 : 34214

Aus dieser Grupp e k

•

onnen wir eindeutig ein 14-an tiprismatisc hes Prismac hor

k onstruieren.

7.2.47 Radius � 2 : 37093

In dieser Grupp e �nden wir die Kan ten umgebungen (I) = (4,4,4) (4,4,6)

(4,4,3,4) , (I I) = (4,4,4) (4,4,6) (4,4,8) , (I I I) = (4,6,4) (3,6,6) (3,4,4,4) ,

(IV) = (6,6,3) (4,6,4) (4,6,8) , (V) = (4,4,4) (4,6,4) (4,6,8) , (VI) = (6,6,3)

(4,6,4) (4,4,4) (4,6,4) , (VI I) = (4,4,4) (4,8,4) (4,8,6) und (VI I I) = (4,6,4)

(4,8,4) (6,8,4).
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F angen wir mit (I) an und b enennen die zw

•

olf 4- Ec k e des (3,4,4,4) zwi-

sc hen 3- Ec k en als Kan ten-4-Ec k e, die anderen sec hs als Fl

•

ac hen-4-Ec k e, ana-

log zur Bezeic hn ung der Fl

•

ac hen b eim Besc hneiden des (4,4,4) zum (3,4,4,4).

F

•

ur (I) gibt es zw ei M

•

oglic hk eiten: Erstens k ann der (4,4,4) an einem Kan ten-

4-Ec k des (3,4,4,4) liegen. Damit klebt dann das angrenzende (4,4,6) an

einem Fl

•

ac hen-4-Ec k. Dann b en

•

otigen wir ab er eine Kan ten umgebung mit

(3,4,4,4)(4,4,4), w elc he in dieser Grupp e nic h t existiert. Zw eitens k ann der

(4,4,4) auf einem Fl

•

ac hen-4-Ec k und der (4,4,6) auf einem Kan ten-4-Ec k

liegen. Dann k

•

onnen wir am (4,4,6) die Kan ten umgebung (I I I) an bauen,

w omit an dem 3- Ec k des (3,4,4,4) dann ein (3,6,6) anliegt. Jetzt f

•

uhren wir (I)

und (I I I) w eiter durc h, immer ein (3,6,6) auf die 3-Ec k e des (3,4,4,4), (4,4,4)

auf die Fl

•

ac hen-4-Ec k e und (4,4,6) auf die Kan ten-4-Ec k e, bis alle Fl

•

ac hen

des inneren (3,4,4,4) b elegt sind. Damit hab en wir an den Kan ten des (3,6,6)

zwisc hen zw ei 6- Ec k en (VI) angew endet. Nun k

•

onnen wir an den no c h freien

4- Ec k en der sec hs (4,4,4) jew eils ein w eiteres (3,4,4,4) { wieder mit einem

Fl

•

ac hen-4-Ec k { ankleb en und die L

•

uc k en mit (I) , (I I I) und (VI) au�

•

ullen,

bis die letzte L

•

uc k e mit einem letzten (3,4,4,4) gesc hlossen ist [# 37].

Nun b etrac h ten wir (I I) und dab ei genauer eine Kan te zwisc hen (4,4,4)

und (4,6,4). Hier k ann mit (V) n ur ein (4,6,8) angelegt w erden. Dieser passt

dann auc h mit dem (4,8,4) und bildet die Kan ten umgebungen (VI I) und

(VI I I) . Nehmen wir n un diesen (4,6,8) innen und kleb en an allen Fl

•

ac hen

die en tsprec henden Prismen (mit (I I) , (V) , (VI I) und (VI I I) ), dann b e-

k ommen wir eine L

•

uc k e, in die ein zw eiter (4,6,8) passt [# 38].

V ersuc hen wir (I I I) allein o der mit (IV) bis (VI I I) zu k om binieren, dann

k

•

onnen wir an einer Kan te mit (4,4,3,4) nic h t w eiterk onstruieren.

•

Ahnlic hes

gilt f

•

ur (IV) : Dort bleib en wir an (3,6,6) stehen.

F

•

ur (V) , (VI) und (VI I I) b ek ommen wir das Problem, dass wir an

(4,4,6) nic h t w eiterbauen k

•

onnen, und (VI I) w eist eine Kan te mit (4,4,8)

auf, an der eb enfalls eine F ortsetzung nic h t m

•

oglic h ist.

7.2.48 Radius � 2 : 49721

Zu diesem Radius geh

•

oren die vier Kan ten umgebungen (I) = (3,4,4) (3,4,3,4)

(3,3,3,3,3) , (I I) = (3,4,4) (3,4,3,4) (3,3,3,5) , (I I I) = (3,4,4) (3,5,3,3)

(4,5,4,3) und (IV) = (4,4,3) (3,4,3,4) (3,4,5,4). F angen wir mit (I) an,

indem wir einen (3,4,3,4) innen setzen und einem seiner 3- Ec k e ein (3,3,3,3,3)

ankleb en. Nun legen wir { nac h (I) { an zw ei angrenzenden 4- Ec k en auf dem

(3,4,3,4) je einen (3,4,4). Dann m uss an den b eiden Kan ten zwisc hen (4,4,3)

und (3,4,3,4) nac h (IV) ein (3,4,5,4) anliegen. Dieser w

•

urde dann ab er auc h

an dem (3,3,3,3,3) ansto�en, w as in dieser Grupp e nic h t erlaubt ist. Also



82 KAPITEL 7. ELIMINA TION UNM

•

OGL. KANTENUMGEBUNGEN

fangen wir mit (I I) und dort auc h wieder mit einem (3,4,3,4) innen an. An

ein 3- Ec k kleb en wir jetzt ein (3,3,3,5) an und k

•

onnen mit (I I) an zw ei

Kan ten zwisc hen (3,4,3,4) und (3,3,3,5) wieder (3,4,4) anlegen. Nun passt

mit (I I I) und (IV) ein (3,4,5,4). Ab er auf der anderen Seite des (3,3,3,5)

hab en wir eine Kan ten umgebung mit (3,5,3,3) (3,4,3,4), w elc he wieder nic h t

in dieser Grupp e ist. Und (I I I) und (IV) f

•

uhren auc h wieder auf diesen

Widerspruc h.

7.2.49 Radius � 2 : 52796

Nac h kurzem Betrac h ten der Kan ten umgebungen dieser Grupp e wird so-

fort klar, dass hier eindeutig ein stumpfes ik osaedrisc hes Prismac hor heraus-

k omm t [# 39].

7.2.50 Radius � 2 : 61313

In dieser Grupp e hab en wir die f

•

unf Kan ten umgebungen (I) = (4,4,3)(3,4,4,4)

(3,4,4,4), (I I) = (3,4,4) (3,4,3,4) (4,4,3,4), (I I I) = (3,4,4) (3,4,3,4) (4,4,8),

(IV) = (4,8,4) (3,8,8) (3,4,3,4) und (V) = (4,4,3) (4,8,4) (8,8,3) (4,8,4).

F angen wir wieder mit (I) an und setzen ein (3,4,4,4) nac h innen. Dann

k

•

onnen wir an allen 3- Ec k en der inneren Zelle w eitere (3,4,4,4) ankleb en. Zwi-

sc hen ihnen passen n un (3,4,4) { mit (I) { und zwisc hen jew eils vier (3,4,4)

{ mit (I I) { sec hs (3,4,3,4). Nun k

•

onnen an den no c h freien 4- Ec k en der

ac h t

•

au�eren (3,4,4,4) wieder (3,4,4) und an den dann en tstandenen L

•

uc k en

(3,4,3,4) gelegt w erden usw. Zum Sc hluss sc hlie�t ein letzter (3,4,4,4) das P o-

lyc hor [# 40]. Mit (I I) allein o der mit den anderen Kan ten umgebungen au�er

(I) k

•

onnen wir k ein P olyc hor bauen, da wir an der Kan te (3,4,4,4) stec k en

bleib en. Betrac h ten wir n un (I I I) , (IV) und (V) : Die gr

•

o�te dieser Zellen

ist der (3,8,8), den wir innen hinlegen und nac h (V) an all seinen 8- Ec k en

(4,4,8) ankleb en. An den no c h freien 3- Ec k en kleb en wir (3,4,3,4) w omit wir

die Kan ten umgebung (IV) b en utzt hab en. Jetzt k

•

onnen wir b enac h barte

(3,4,3,4) mit (3,4,4) v erbinden, v on denen zw ei 4-Ec k e auf 4- Ec k en der (4,4,8)

liegen. Damit b en utzen wir n un auc h (I I I) . Jetzt kleb en wir an den sec hs

freien 8- Ec k en wieder (3,8,8) und zwisc hen ihnen an den freien 4-Ec k en der

(3,4,4) zw

•

olf (4,4,8) und b en utzen damit auc h (V) . Durc h w eiteres Ankleb en

v on (3,4,3,4), (3,4,4), (4,4,8) und eines w eiteren (3,8,8) k omplettieren wir das

P olyc hor [# 41].
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7.2.51 Radius � 2 : 64575

Diese Grupp e en tsteh t v om 24-Zeller durc h Absc hneiden der Ec k en [# 42].

Der 24-Zeller b esteh t aus (3,3,3,3), v on denen drei an jeder Kan te und sec hs

an jeder Ec k e zusammenk ommen. Sc hneiden wir n un die Ec k en so tief ab,

dass aus dem (3,3,3,3) ein (4,6,6) b esteh t, dann liegen not w endigerw eise drei

(6,6,4) um eine Kan te. Die abgesc hnittenen Ec k en bilden n un (4,4,4), w elc he

mit zw ei (4,6,6) die zw eite Kan ten umgebung dieser Grupp e darstellen.

7.2.52 Radius � 3 : 00592

Zu diesem Radius geh

•

oren die Kan ten umgebungen (4,4,3) (4,8,6) (4,8,6),

(6,6,3) (6,8,4) (6,8,4) und (3,4,4) (3,6,6) (4,6,8). W enn wir mit einem (4,6,8)

innen anfangen, dann k

•

onnen wir an seinen 8- Ec k en n ur sec hs w eitere (4,6,8)

kleb en, und zw ar so, dass 4- Ec k e an 4- Ec k en und 6- Ec k e an 6-Ec k en liegen. An

diese 4- Ec k e passen dann n ur (3,4,4) und an die 6- Ec k e (3,6,6), w elc he dann

wiederum

•

ub er die 3-Ec k e v erbunden sind. Durc h das Anlegen w eiterer (3,6,6)

und (3,4,4) so wie eines w eiteren (4,6,8) au�en sc hlie�en wir das P olyc hor

[# 43].

7.2.53 Radius � 3 : 01125

Dieser Grupp e k

•

onnen wir das stumpfe do dek aedrisc he Prismac hor zuordnen

[# 44]: Ein (3,10,10) liegt innen, an die 3- Ec k e kleb en wir (3,4,4), an die

10- Ec k e (4,4,10) und au�en herum ein w eiteres (3,10,10).

7.2.54 Radius � 3 : 07768

Hier bilden die Kan ten umgebungen (I) = (3,3,3,3) (3,3,3,3) (3,3,3,3,3) ,

(I I) = (3,3,3,3) (3,3,3,3) (3,3,3,5) , (I I I) = (3,5,3,3) (3,3,3,3) (3,5,3,5) ,

(IV) = (4,5,4) (4,4,5) (4,5,4,3) und (V) = (4,5,4) (3,5,3,3) (3,4,5,4) eine

Grupp e. Betrac h ten wir zuerst (I) und setzen den (3,3,3,3,3) nac h innen.

Dann kleb en wir an alle seine 3- Ec k e (3,3,3,3). Es en tstehen f

•

ur jede Ec k e des

(3,3,3,3,3) L

•

uc k en, die aus jew eils f

•

unf 3-Ec k en um eine Ec k e b estehen. Hier

passen { wieder mit (I) { w eitere (3,3,3,3,3), die sic h teilw eise wieder

•

ub er

Ec k en b er

•

uhren. Mit ab w ec hselndem Ankleb en v on (3,3,3,3) und (3,3,3,3,3)

sc hlie�en wir das P olyc hor widerspruc hsfrei [# 45]. Wir k

•

onnen allerdings in

jedem Sc hritt anstatt eines (3,3,3,3,3) auc h ein (3,3,3,5) nehmen. Diese F

•

alle

b etrac h ten wir nic h t im Einzelnen, sondern zeigen, dass (I I) allgemein nic h t

v ork ommen k ann: Setzen wir einen (3,3,3,5) nac h innen und kleb en an allen

3- Ec k en nac h (I I) (3,3,3,3). Un ter dem (3,3,3,5) an einem 5- Ec k k

•

onnen wir
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n un nac h (I I I) ein (3,5,3,5) o der nac h (V) ein (4,5,4) ankleb en. Im ersten

F all k

•

onnen wir dann auf allen 5- Ec k en des (3,5,3,5) w eitere (3,3,3,5) anlegen

und die L

•

uc k en zwisc hen ihnen mit (3,3,3,3) auff

•

ullen. Damit gibt es min-

destens einen b esonderen (3,3,3,3), der drei (3,3,3,5) b er

•

uhrt. An all diesen

drei (3,3,3,5) m

•

ussen jetzt { wieder nac h (I I I) , da (V) mangels (3,3,3,3)

nic h t m

•

oglic h ist { w eitere (3,5,3,5) liegen, die

•

ub er einen w eiteren (3,3,3,5)

mit dem b esonderen (3,3,3,3) v erbunden sind. Nun m uss der zwisc hengelegte

(3,3,3,5), damit er eines der drei neuen (3,5,3,5) b er

•

uhrt, den anderen b eiden

ein 3- Ec k zudrehen, k ann das ab er nic h t, w eil er nic h t wie der (3,3,3,3)

•

ub er

3er-Symmetrie v erf

•

ugt. Im zw eiten F all kleb en wir an einem 5- Ec k eines

(3,3,3,5), an dessen 3-Ec k e sc hon

•

ub erall (3,3,3,3) h

•

angen, ein (4,5,4) an.

Dann b ek ommen wir ab er eine Kan te mit (3,3,3,3)(3,5,3,3)(4,5,4), w elc he

nic h t existiert. Somit k

•

onnen (I I) und (I I I) nic h t v ork ommen. Bleib en no c h

(IV) und (V)

•

ubrig: Mit (IV) b ek ommen wir sc hnell einen Widerspruc h,

denn kleb en wir an ein (3,4,5,4) am 5- Ec k ein (4,4,5) und an zw ei b enac h-

barten Kan ten da v on nac h (IV) (4,5,4), dann hab en wir eine Kan te mit

(4,5,4) (4,4,5) (4,5,4), w elc he nic h t existiert. Und kleb en wir nac h (V) ein

(3,3,3,5) an ein (3,4,5,4) und dazwisc hen ein (4,4,5), dann gibt es eine Kan te

mit (3,4,5,4) (3,3,3,5), w elc he eb enfalls in dieser Grupp e nic h t existiert.

7.2.55 Radius � 3 : 41421

Diese Grupp e b esteh t aus zw ei disjunkten Kan ten umgebungen. Die erste

ist (3,4,3,3)(3,4,3,4)(3,3,3,4). Nehmen wir die gr

•

o�te Zelle, den (3,4,3,4),

und w

•

ahlen darauf ein 3- Ec k aus. An diesem liegen drei 4-Ec k e, an denen

nac h der Kan ten umgebung n ur (3,4,3,3) liegen k

•

onnen. Dann m uss auf dem

ausgew

•

ahlten 3- Ec k auc h ein (3,4,3,3) liegen, der mit den ersten drei (3,4,3,3)

die gegeb ene Umgebung liefert. Dies ist ab er nic h t m

•

oglic h, da (3,4,3,3) nic h t

•

ub er die 3er-Symmetrie des (3,4,3,4) v erf

•

ugt.

Die zw eite Kan ten umgebung dieser Grupp e ist (8,8,3) (3,8,8) (3,8,8).

F angen wir mit einem (3,8,8) innen an und kleb en an allen ac h t 3- Ec k en

w eitere (3,8,8). Dann passen in die L

•

uc k en, also auf die 8-Ec k e der inneren

Zelle, w eitere (3,8,8); es wird n ur die angegeb ene Kan ten umgebung b en utzt.

Dann liegen an den jetzt no c h freien 3- Ec k en der ersten ac h t (3,8,8) sc hon

je ein w eiterer (3,8,8) mit einem 8- Ec k am freien 3- Ec k; darauf passen auf

eindeutige W eise w eitere (3,8,8). Dieses Konstruktion f

•

uhrt somit eindeutig

zu einem uniformen P olyc hor [# 46].
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7.2.56 Radius � 3 : 49895

Zu dieser Grupp e geh

•

oren die ac h t Kan ten umgebungen (I) = (3,4,4)(4,4,6)

(3,4,4,4), (I I) = (4,8,4)(4,4,6)(4,8,6), (I I I) = (4,4,3)(4,6,4)(4,6,8), (IV) =

(4,4,3)(4,6,4)(6,6,4)(4,6,4), (V) = (4,6,4)(6,6,4)(4,6,8), (VI) = (4,6,4)(4,6,6)

(4,4,3,4), (VI I) = (4,6,4)(4,6,6)(4,4,8) und (VI I I) = (4,8,4)(4,6,6)(6,8,4).

F angen wir mit (I) an und legen (3,4,4,4) ins Innere. Dann k

•

onnen wir

an allen 3- Ec k en (3,4,4) und an allen 4- Ec k en, die zw ei 3-Ec k e an Kan ten

b er

•

uhren, je ein (4,4,6) so ankleb en, dass deren 4- Ec k e mit denen der (3,4,4)

zusammenfallen. Auf die restlic hen 4- Ec k e des (3,4,4,4) passen n un { mit

(IV) und (VI) { (4,6,6). Dann erhalten wir L

•

uc k en, die aus 3- Ec k en umgeb en

v on je sec hs 4- Ec k en (drei an den Kan ten, drei w eitere an den Ec k en) b e-

stehen; hier passen { wieder mit (I) , (IV) und (VI) { w eitere (3,4,4,4),

denen dann wieder (3,4,4), (4,4,6) und (4,6,6) gefolgen. Diese Konstruktion

f

•

uhrt zu einem der gesuc h ten uniformen P olyc hora [# 47]. F angen wir hin-

gegen mit (I I) an und setzen (4,6,8) fest ins Innere, dann k

•

onnen wir an

allen 8- Ec k en (4,4,8) und an allen 4- Ec k en (4,4,6) so ankleb en, dass deren

4- Ec k en auf die 4- Ec k en der (4,4,8) zeigen. Nun passen auf die no c h freien

6- Ec k en des (4,6,8) nac h (V) , (VI I) und (VI I I) genau (4,6,6). An die jetzt

freien 8- Ec k en der (4,4,8) k ommen w eitere (4,6,8), so dass deren 6- Ec k e mit

den (4,6,6) zusammenfallen. Dann k ommen w eitere (4,4,6), (4,6,6), (4,4,8)

und (4,6,8), bis sic h das P olyc hor sc hlie�t [# 48]. Die Kan ten umgebung

(I I I) k ann nic h t v ork ommen, da diese am (3,4,4) dann eine Kan ten umge-

bung mit (3,4,4)(4,8,6) b en

•

otigen w

•

urde, es diese ab er in der Grupp e nic h t

gibt. Betrac h ten wir (IV) k om biniert mit sic h selbst o der mit (V) bis (VI I I) ,

dann k

•

onnen wir am 3- Ec k nic h t w eiterbauen. (V) , (VI) und (VI I) f

•

uhren

zu einer Kan te mit (4,4,6), die allerdings { mit (I) und (I I) { sc hon b etrac h tet

wurden. Und (VI I I) allein k ann nic h t v ork ommen, da wir eine Konstruktion

b ei (4,4,8) nic h t fortf

•

uhren k

•

onnen.

7.2.57 Radius � 3 : 68137

In dieser Grupp e k omm t n ur die Kan ten umgebung (5,5,5)(5,5,5)(5,5,5) v or

und wir wissen, dass diese allein eindeutig zum regelm

•

a�igen 120-Zeller f

•

uhrt

[# 49].

7.2.58 Radius � 3 : 83513

F

•

ur diesen Radius gibt es die vier Kan ten umgebungen (I) = (4,4,4) (4,4,6)

(4,4,10), (I I) = (4,4,4)(4,6,4)(4,6,10), (I I I) = (4,4,4)(4,10,4)(4,10,6) und

(IV) = (4,6,4)(4,10,4)(6,10,4). Angefangen mit (I) k ann an die 10- Ec k e
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v on (4,4,10) n ur je ein (4,6,10) so angelegt w erden, dass an den Kan ten

der 10- Ec k e die Kan ten umgebungen (I I I) und (IV) v ork ommen. Da ab er

im (4,6,10) auc h 4- und 6-Ec k e zusammensto�en, stimm t auc h die Kan ten-

umgebung (I I) . En tlang der Ob er


•

ac he eines (4,6,10) wird also eine Sc hic h t

4-, 6- und 10-Prismen geklebt, die mit der Ob er


•

ac he des zw eiten (4,6,10)

zusammenfallen. Somit ist diese Konstruktion widerspruc hsfrei [# 50].

7.2.59 Radius � 4 : 29945

In dieser Grupp e gibt es drei Kan ten umgebungen: (I) = (4,4,3)(4,6,8)(4,6,8),

(I I) = (3,4,4)(3,8,8)(4,8,6) und (I I I) = (8,8,3)(6,8,4)(6,8,4). Angefangen mit

(I) erhalten wir zw ei Kan ten mit (3,4,4) und (4,8,6), an die nac h (I I) n ur je

ein (3,8,8) passt und die die neuen Kan ten umgebungen (8,8,3)(6,8,4)(6,8,4)

{ (I I I) { bilden. Jetzt k

•

onnen an den en tstehenden Kan ten (4,6 ,8)(4,6 ,8) {

v erbunden durc h das 6- Ec k { wieder (3,4,4) gesetzt w erden, an die wieder

ein w eiterer (4,6,8) und ein (3,8,8) passen usw. Diese Konstruktion ist wider-

spruc hsfrei und f

•

uhrt zu einem der gesuc h ten uniformen P olyc hora [# 51].

7.2.60 Radius � 4 : 53457

Diese Grupp e b esteh t n ur aus der Kan ten umgebung (3,3,3)(3,5,3,5)(3,5,3,5).

F angen wir mit einem (3,5,3,5) an und legen an alle 3- Ec k e ein (3,3,3). Dann

passen an den freistehenden 5- Ec k en wieder (3,5,3,5), die auc h mit den (3,3,3)

wieder zur gleic hen Kan ten umgebung f

•

uhren. Jetzt k

•

onnen wieder an die

freien 3- Ec k e (3,3,3) gelegt w erden usw. Wie man sc hnell sieh t, f

•

uhrt diese

Konstruktion widerspruc hsfrei zu einem uniformen P olyc hor [# 52].

7.2.61 Radius � 4 : 64352

Diese Grupp e hat sieb en Kan ten umgebungen: (I) = (6,6,3)(6,6,3)(6,6,5), (I I)

= (3,6,6)(3,6,6)(3,3,3,3,3), (I I I) = (3,6,6)(3,6,6)(3,3,3,5), (IV) = (3,5,3,3)

(3,6,6)(5,6,6), (V) = (6,6,3)(6,6,5)(6,6,5), (VI) = (6,6,3)(6,6,3)(6,6,3)(6,6,5)

und (VI I) = (6,6,3)(6,6,3)(6,6,3)(6,6,3)(6,6,3).

Angefangen mit (I) k ann zwisc hen (5,6,6) und (3,6,6) { nac h (IV) { n ur

ein (3,5,3,3) liegen. Da ab er an (I) drei Zellen liegen, (3,5,3,3) ab er vier

Fl

•

ac hen pro Ec k e hat, k ann hier nic h t w eiterk onstruiert w erden.

F angen wir mit (I I) an und kleb en an alle 3-Ec k e des (3,3,3,3,3) je

ein (3,6,6), dann en tstehen Kan ten umgebungen (6,6,3) (6,6,3) (6,6,3) (6,6,3)

(6,6,3), die mit (VI I) erlaubt sind. An den freien 3- Ec k en der (3,6,6) passen

n un wieder (3,3,3,3,3) { mit der Kan ten umgebung (I I) { und an diesen wieder
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(3,6,6) usw. Diese Konstuktion f

•

uhrt widerspruc hsfrei zu einem P olyc hor

[# 53].

Beginnen wir mit (I I I) , dann k

•

onnen wir an allen 3- Ec k en des (3,3,3,5)

je ein (3,6,6) anlegen. Die dab ei neuen tstehenden Kan ten umgebungen hab en

drei aufeinander folgende (6,6,3); es k ommen also n ur (VI) und (VI I) in

F rage. Da ab er nac h (IV) am 5- Ec k des (3,3,3,5) n ur ein (5,6,6) liegen k ann,

k omm t n ur (VI) { und nic h t (VI I) { mit (6,6,3)(6,6,3)(6,6,3)(6,6,5) v or.

Stellen wir uns den (5,6,6) n un un ten liegend v or mit einem 6- Ec k ob en,

kleb en an den ob eren drei 5- Ec k en (3,3,3,5), an den ob eren vier 6-Ec k en

(3,6,6) und zus

•

atzlic h an den drei ob eren Kan ten zwisc hen den 6- Ec k en je

einen w eiteren (3,6,6) an, so b ek ommen wir w egen der 3er-Symmetrie des

(3,6,6) ganz ob en ein 3- Ec k, an dem an jeder Kan te wieder ein 3- Ec k { v om

b enac h barten (3,6,6) { liegt. Laut Konstruktion m

•

usste am mittleren 3- Ec k

ein (3,3,3,5) liegen. Dann gibt es ab er eine Kan te mit (3,6,6)(3,6,6)(3,5,3,3),

die w eder als 3- no c h als 4- o der 5-Zellen-Kan ten umgebung in dieser Grupp e

existiert. Damit k ann ab er auc h mit (IV) o der (VI) k eine widerspruc hsfreie

Konstruktion en tstehen.

Und fangen wir mit (V) an, dann erhalten wir gleic h im ersten Sc hritt eine

Kan te mit den Zellen (5 ,6,6) und (5 ,6,6) { die mit den 5-Ec k en aneinander

liegen. Auc h solc h eine Kan ten umgebung existiert in dieser Grupp e nic h t.

Zu guter Letzt k ann (VI I) allein eb enfalls nic h t v ork ommen, da wir an

den 3-Ec k en der (3,6,6) nic h t w eiterbauen k

•

onnen.

7.2.62 Radius � 5 : 16991

Zu dieser Grupp e geh

•

oren die b eiden Kan ten umgebungen (I) = (4,6,4)(4,4,6)

(4,6,8) und (I I) = (4,6,4)(6,8,4)(4,8,6). Beginnen wir mit einem (4,6,8) und

kleb en an jedes 6-Ec k ein (6,4,4), so k

•

onnen wir nac h (I) an den 4- Ec k en des

(4,6,8) n ur no c h je ein (4,4,6) anlegen, so dass deren 6- Ec k e an den 8-Ec k en

des (4,6,8) ansto�en. Zusammen mit den 4- Ec k en der (6,4,4), die auf den

6- Ec k en des (4,6,8) liegen, b ek ommen wir L

•

uc k en, in denen je ein w eiterer

(4,6,8) derart passt, dass er zum ersten (4,6,8) v erdreh t ist, seine 4-Ec k e also

mit den 6- Ec k en des ersten an Kan ten zusammensto�en und umgek ehrt. Es

en tstehen die Kan ten umgebungen (4,6,4)(6,8,4)(4,8,6), die mit (I I) erlaubt

sind, und (4,6,4)(4,4,6)(4,6,8), die wiederum als (I) in der Grupp e zu �nden

sind. An den angef

•

ugten (4,6,8) k

•

onnen n un wieder (4,4,6) { jew eils mit 4-

o der 6- Ec k { angebrac h t w erden, an den L

•

uc k en gedreh te (4,6,8) usw. Diese

Konstruktion f

•

uhrt also zu einem uniformen P olyc hor [# 54].
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7.2.63 Radius � 5 : 23607

Diese Grupp e b esteh t aus sec hs Kan ten umgebungen, die n un durc hn umme-

riert w erden: (I) = (4,4,3) (4,5,4) (4,5,4,3), (I I) = (4,5,4) (5,5,5) (4,5,4,3),

(I I I) = (4,4,3) (4,5,4) (5,5,5) (4,5,4), (IV) = (3,3,3) (3,4,4) (3,4,5,4), (V)

= (3,4,4) (4,4,5) (3,4,5,4) und (VI) = (3,3,3) (3,4,4) (4,4,5) (3,4,4).

F angen wir mit (I) an, dann ist zwisc hen (3,4 ,4) und (3,4 ,5,4) { v erbun-

den

•

ub er ein 4-Ec k, die hier deshalb un terstric hen sind { n ur (IV) mit (3,3,3)

m

•

oglic h. Danac h passt zwisc hen (3,3,3) und (3,4,5,4) n ur (IV) mit (3,4,4),

damit die L

•

uc k e zum (4,5,4) v on der Anfangsk an ten umgebung gesc hlossen

wird. Dadurc h ergibt sic h die neue Kan ten umgebung (4,4,5)(3,4,4)(3,3,3)

(3,4,4), die mit (VI) erlaubt ist. Nun existiert eine Kan te an den Zellen

(4,4,3) und (4,5,4), an der wiederum en t w eder ein (4,5,4,3) { nac h (I) { o der

nac h (I I I) die Zellen (4,5,4) und (5,5,5) passen. Im ersten F all gibt es dann

ab er w egen der 3er-Symmetrie des (3,4,4) eine Kan te mit zw ei (4,5,4,3); diese

gibt es in dieser Grupp e nic h t. Im zw eiten F all ist die Ec k en transitivit

•

at

gebro c hen, da an der ersten Ec k e { die ob ere Ec k e der Kan te der ersten

Umgebung { k ein (5,5,5) anlag, diese Zelle jetzt ab er b en utzt wird und somit

an mindestens einer anderen Ec k e sitzt.

Beginnen wir mit (I I) , dann k ann nac h (V) zwisc hen (4,4,5) und (4,3,4,5)

n ur ein (3,4,4) liegen. Zwisc hen diesem und dem (3,4,5,4) der ersten Kan-

ten umgebung geh t dann { auc h wieder nac h (V) { n ur ein (4,4,5). Mit

(I I I) existiert dann auc h die erhaltene Kan ten umgebung (4,4,3)(4,5,4)(5,5,5)

(4,5,4). W eiter passt zwisc hen (5,5,5) und (4,5,4) { nac h (I I) { und zwisc hen

(3,4,4) und (4,4,5) { nac h (V) { n ur wieder je ein (3,4,5,4). Nun ergibt sic h

am 3-Ec k v om ersten (3,4,5,4), das am ersten (4,4,5) liegt, ein Problem: Dort

m uss analog ein (3,4,4) liegen, daneb en ein w eiteres (4,4,5) und somit ein

w eiteres (3,4,5,4). Jetzt gibt es ab er eine Kan ten umgebung mit zw ei (3,4,5,4)

und einem (5,5,5), die in dieser Grupp e nic h t v ork omm t.

F angen wir also mit (I I I) an, dann passt zwisc hen (5,5,5) und (4,5,4)

en t w eder nac h (I) ein (4,5,4,3), w as ab er, wie sc hon gesehen, zu einem Wi-

derspruc h f

•

uhrt, o der nac h (I I I) zw ei w eitere Zellen (4,5,4) und (4,4,3). Der

zw eiten M

•

oglic hk eit folgend erhalten wir n un nac h (VI) (3,4,4)(3,3,3)(3,4,4)

(4,4,5). Jetzt k ann an den Kan ten, die nic h t zum ersten (5,5,5) geh

•

oren und

zwisc hen (4,5,4) und (4,4,3) liegen, en t w eder nac h (I) ein (3,4,5,4) liegen,

w as ja ab er zum Widerspruc h f

•

uhrt, o der nac h (I I I) die Zellen (4,5,4) und

(5,5,5). Die letztere M

•

oglic hk eit f

•

uhrt zu einer Konstruktion ohne Wider-

spruc h, da n un an den (3,3,3) wieder (3,4,4) anliegen k

•

onnen und die neuen

Kan ten umgebungen nac h (I I I) und (VI) existieren [# 55].
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Die Kan ten umgebung (IV) k ann w eder allein no c h mit (V) o der (VI)

v ork ommen, da wir in diesen drei Umgebungen k eine Kan te mit (4,4,3)

�nden.

Nun m

•

ussen wir no c h die Kan ten umgebung (V) b etrac h ten: F angen wir

mit einem (3,4,5,4) an und legen an alle Fl

•

ac hen um ein 5- Ec k herum ab-

w ec hselnd (3,4,4) und (4,4,5) an, so dass erstere auf den 3- Ec k en, letztere

auf den 4- Ec k en des (3,4,5,4) liegen und alle Kan ten umgebungen zwisc hen

je drei Zellen wie in (V) sind. Jetzt passt nac h (I I) auf das freie 5-Ec k n ur

ein (5,5,5) und es en tstehen f

•

unf Umgebungen (5,5,5)(5,4,4)(4,4,3)(5,4,4),

die nac h (I I I) erlaubt sind. Jetzt m uss nac h der Ec k en transitivit

•

at an jedes

(3,4,4), das am (5,5,5) anliegt, ein (3,4,5,4) { mit (V) und (I I) { anliegen.

Somit hab en wir Kan ten am (5,5,5), an denen zw ei (3,4,5,4) anliegen; solc he

Kan ten umgebung gibt es ab er in dieser Grupp e nic h t.

Und (VI) ist allein eb enfalls nic h t m

•

oglic h, da es k eine Konstruktions-

v orsc hrift f

•

ur die 5- Ec k e gibt.

7.2.64 Radius � 6 : 07359

Dieser Grupp e geh

•

oren die Kan ten umgebungen (4,5,4)(3,4,3,4)(3,5,3,5) und

(4,4,5)(3,4,3,4)(3,4,3,4) an. Setzen wir ein (3,5,3,5) nac h innen und kleb en

an alle 5- Ec k e ein (4,4,5) und an alle 3- Ec k e ein (3,4,3,4). Dann sto�en die

(4,4,5)

•

ub er 4-Ec k e an die (3,4,3,4) und bilden mit dem (3,5,3,5) die erste

Kan ten umgebung. Au�erdem b er

•

uhren sic h auc h b enac h barte (3,4,3,4) an

3- Ec k en und bilden mit den (4,4,5) die zw eite Kan ten umgebung. Jetzt k

•

onnen

wir an allen (4,4,5) eine w eitere Sc hic h t (3,5,3,5) an bringen, w ob ei zwisc hen

b enac h barten (3,5,3,5) genau ein (4,4,5) passt. Dann en tstehen L

•

uc k en, in

die wieder (3,4,3,4) passen usw. Diese Konstruktion f

•

uhrt eindeutig und

widerspruc hsfrei zu einem uniformen P olyc hor [# 56].

7.2.65 Radius � 6 : 73503

F

•

ur diesen Radius gibt es die Kan ten umgebungen (4,4,3)(4,5,4,3)(4,5,4,3)

und (3,4,4)(3,3,3,3)(3,4,5,4). F angen wir wieder mit der gr

•

o�ten Zelle, dem

(3,4,5,4), innen an und kleb en an alle 5- Ec k e w eitere (3,4,5,4). Zwisc hen den

4- Ec k en passen { nac h der ersten Umgebung { n un (3,4,4). Damit b er

•

uhren

sic h b enac h barte (3,4,5,4) der ersten Sc hic h t dann auc h an 5- Ec k en. Somit

liegen immer vier (3,4,5,4) mit ihren 3- Ec k en um L

•

uc k en herum, an denen

auc h jew eils vier (3,4,4) ihre 3-Ec k e hab en. Hier passen also n ur (3,3,3,3), w as

mit der zw eiten Kan ten umgebung auc h erlaubt ist. Jetzt k

•

onnen wir au�en

zwisc hen den (3,4,5,4) der ersten Sc hic h t wieder (3,4,4) und (3,3,3,3) anf

•

ugen,
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danac h eine w eitere Sc hic h t (3,4,5,4), dann wieder (3,4,4) und (3,3,3,3) usw.,

bis sic h das P olyc hor sc hlie�t [# 57].

7.2.66 Radius � 7 : 57963

In dieser Grupp e �nden wir die Umgebungen (3,6,6)(3,6,6)(6,6,5) und (6,6,3)

(5,6,6)(5,6,6). Kleb en wir an ein (5,6,6) an all seinen 5- Ec k en w eitere (5,6,6),

dann passen in die L

•

uc k en dazwisc hen genau (3,6,6) so hinein, dass sic h

b enac h barte (3,6,6) an 3- Ec k en b er

•

uhren und immer f

•

unf (3,6,6) zyklisc h um

ein 5-Ec k liegen. Hierb ei hab en wir n ur die b eiden m

•

oglic hen Kan ten umge-

bungen b en utzt. F

•

uhren wir diese Konstruktion jetzt w eiter, dann k ommen

wir zu einem der gesuc h ten uniformen P olyc hora [# 58].

7.2.67 Radius � 8 : 21833

Dieser Radius geh

•

ort zum stumpfen 120-Zeller [# 59]. Der 120-Zeller b esteh t

aus (5,5,5), v on denen drei um eine Kan te und vier um eine Ec k e liegen.

Sc hneiden wir v om 120-Zeller alle Ec k en so w eit ab, dass aus den (5,5,5)

(3,10,10) w erden, dann liegen nat

•

urlic h immer no c h drei (3,10,10) um eine

Kan te. Die abgesc hnittenen Ec k en bilden (3,3,3), die zusammen mit zw ei

(3,10,10) die zw eite Kan ten umgebung bilden.

7.2.68 Radius � 8 : 27895

Diese Grupp e b esteh t aus den Kan ten umgebungen (4,5,4)(4,4,6)(4,5,4,3),

(4,6,4)(3,6,6)(3,4,5,4) und (6,6,3)(4,6,4)(4,4,5)(4,6,4). F angen wir mit der

ersten Kan ten umgebung an und b etrac h ten die neue Kan te zwisc hen (4,6,4)

und (4,3,4,5), dann k

•

onnen wir dort n ur mit einem (3,6,6) eine m

•

oglic he,

n

•

amlic h die zw eite Kan ten umgebung erhalten. An der en tstandenen Kan te

zwisc hen (3,4,5,4) und (3,6,6) passt dann n ur ein (4,6,4) (erste Kan ten um-

gebung), damit die L

•

uc k e zum (4,5,4) v on der Anfangsumgebung gef

•

ullt

wird. Nun ist die Kan ten umgebung (6,6,3)(4,6,4)(4,4,5)(4,6,4) en tstanden,

die mit der dritten erlaubten Umgebung dieser Grupp e

•

ub ereinstimm t. Diese

Konstruktion l

•

asst sic h in alle Ric h tungen widerspruc hsfrei w eiterf

•

uhren und

ergibt deshalb ein gesuc h tes uniformes P olyc hor [# 60].

7.2.69 Radius � 9 : 12410

Zu diesem Radius geh

•

oren die drei Kan ten umgebungen (4,5,4)(4,6,6)(5,6,6),

(6,6,4)(6,6,4)(6,6,5) und (4,4,5)(4,6,6)(4,6,6). Setzen wir einen (5,6,6) ins

Innere und kleb en an alle 5-Ec k e (4,5,4) und an alle 6- Ec k e (4,6,6). Dann
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b er

•

uhren sic h b enac h barte (4,6,6) an 6-Ec k en. Hierb ei hab en wir alle drei

Kan ten umgebungen b en utzt. Nun sehen wir an allen (4,4,5) au�en L

•

uc k en,

die ein 5- Ec k in der Mitte und f

•

unf 6- Ec k e darum herum hab en. Hier passen

w eitere (5,6,6) hinein. Zwisc hen diesen passen dann w eitere (4,4,5) und (4,6,6)

usw. Auc h diese Konstruktion f

•

uhrt eindeutig zu einem uniformen P olyc hor

[# 61].

7.2.70 Radius � 9 : 74461

Hier �nden wir die drei Kan ten umgebungen (I) = (4,4,3) (4,10,4) (10,10,3)

(4,10,4), (I I) = (4,10,4) (3,4,3,4) (3,10,10) und (I I I) = (3,4,4) (3,4,3,4)

(4,4,10). F angen wir mit (I) und da mit einem (3,10,10) innen an. An allen

seinen 10- Ec k en liegen dann (4,4,10) und zwisc hen diesen (3,4,4) mit deren

4- Ec k en auf denen der (4,4,10). Damit b ek ommen wir an der inneren Zelle

L

•

uc k en, die innen ein 3-Ec k, dann drei 4-Ec k e und zwisc hen diesen wieder

3- Ec k e hab en. Hier passen zusammen mit (I I) und (I I I) n ur (3,4,3,4). Jetzt

k

•

onnen an den

•

au�eren 10- Ec k en der ersten Sc hic h t (4,4,10) w eitere (3,10,10)

angebrac h t w erden, b ei denen b enac h barte

•

ub er w eitere (4,4,10) v erbunden

sind. Es bilden sic h wieder L

•

uc k en, in die (3,4,4) und (3,4,3,4) passen usw.

Diese Konstruktion sc hlie�t sic h widerspruc hsfrei [# 62].

7.2.71 Radius � 11 : 25211

In dieser Grupp e gibt es die drei Kan ten umgebungen (4,4,3)(4,10,6)(4,10,6),

(6,6,3) (6,10,4) (6,10,4) und (3,4,4) (3,6,6) (4,6,10). F angen wir mit einem

(4,6,10) innen an und k onstruieren die erste Kan ten umgebung an allen 10-

Ec k en, d.h. wir kleb en an alle 10- Ec k e einen w eiteren (4,6,10) in der Art, dass

die 4- und 6- Ec k e jew eils aufeinander zeigen, und dazwisc hen auf den 4-Ec k en

des inneren (4,6,10) in passender Orien tierung (3,4,4). Dann b ek ommen wir

L

•

uc k en in der F orm, dass innen ein 6- Ec k liegt, an dem drei 3- und drei

6- Ec k e liegen; hier passen n ur (3,6,6) hinein, w as auc h mit der zw eiten und

dritten Kan ten umgebung n ur m

•

oglic h ist. Au�en an diesen (3,6,6) sind jetzt

no c h L

•

uc k en f

•

ur w eitere (3,4,4). Dann k

•

onnen wir au�en w eitere (4,6,10),

(3,6,6) und (3,4,4) anf

•

ugen, bis das P olyc hor gesc hlossen ist [# 63].

7.2.72 Radius � 12 : 78665

Zu diesem Radius geh

•

oren die vier Kan ten umgebungen (I) = (4,10,4)(4,4,6)

(4,10,6), (I I) = (4,10,4)(4,6,6)(6,10,4), (I I I) = (4,6,4)(6,6,4)(4,6,10) und

(IV) = (4,6,4)(4,6,6)(4,4,10). Beginnen wir mit einem (4,6,10) innen. Nac h

den vier Kan ten umgebungen passen auf dessen 10- Ec k e n ur (4,4,10). Dann
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sind mit (I) die (4,4,6) auf den 4- Ec k en der inneren Zelle und mit (I I) ,

(I I I) und (IV) die (4,6,6) auf den 6- Ec k en festgelegt. Nun passen auf den

Au�enseiten der (4,4,10) w eitere (4,6,10), die dann auc h mit den sc hon v or-

handenen (4,4,6) und (4,6,6) zusammenfallen. Jetzt k

•

onnen wir mit den vier

Kan ten umgebungen zwisc hen den neuen (4,6,10) w eitere (4,4,6) und (4,6,6)

anf

•

ugen, an den freien 10- Ec k en w eitere (4,4,10) usw. Auc h diese Konstruk-

tion f

•

uhrt widerspruc hsfrei zu einem uniformen P olyc hor [# 64].

7.3 Zusammenfassung der m

•

oglic hen unifor-

men P olyc hora

Durc h die Einzelb etrac h tungen der restlic hen 72 Grupp en b ek ommen wir

neb en den Ec k en umgebungen der an tiprismatisc hen und Biprismac hora 64

m

•

oglic he Ec k en umgebungen v on P olyc hora. Da uniforme P olyc hora

•

ub er

Ec k en transitivit

•

at v erf

•

ugen und wir b ei den Einzelb etrac h tungen k eine Ec k en-

umgebung gefunden hab en, die zu v ersc hiedenen P olyc hora f

•

uhrt, b esc hreib en

die gefundenen Ec k en umgebungen die gesuc h ten P olyc hora eindeutig. Die

Existenz folgt im n

•

ac hsten Kapitel.

# Ec k en umgebung

1 3 (3,3,3)

2 8 (3,3,3); um jede Kan te vier Zellen.

3 2 (3,3,3), 3 (3,3,3,3). Die b eiden (3,3,3) b er

•

uhren sic h n ur an einer

Ec k e.

4 1 (3,3,3), 3 (3,4,4)

5 1 (3,3,3,3), 4 (3,4,4)

6 4 (4,4,4)

7 6 (3,3,3,3); um jede Kan te drei Zellen.

8 2 (3,3,3), 6 (3,4,4). Die (3,3,3) b er

•

uhren sic h n ur an einer Ec k e, die

(3,4,4) jew eils an 4-Ec k en.

9 1 (3,3,3,3,3), 5 (3,4,4)

10 2 (4,4,4), 2 (3,4,4), 1 (3,4,3,4). Die (4,4,4) bzw. die (3,4,4) b er

•

uhren

sic h n ur an einer Kan te.

11 2 (3,4,3,4), 2 (3,4,4), 1(3,3,3,3). Die (3,4,3,4) b er

•

uhren sic h an einem

3-Ec k, die (3,4,4) n ur an einer Ec k e.

12 2 (3,3,3), 3 (3,4,3,4). Die (3,4,3,4) b er

•

uhren sic h an 4-Ec k en, die

(3,3,3) an einer Ec k e.

13 1 (3,3,3), 3 (3,6,6). Die (3,6,6) b er

•

uhren sic h an 6-Ec k en.

14 1 (3,6,6), 1 (3,4,4), 2 (4,4,6). Die (4,4,6) b er

•

uhren sic h an einem

4-Ec k.
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# Ec k en umgebung

15 4 (3,6,6). Jew eils zw ei Zellen b er

•

uhren sic h an einem 3-Ec k, b eide

3-Ec k e b er

•

uhren sic h n ur an einer Ec k e.

16 1 (3,3,3,3,4), 1 (4,4,4), 4 (3,4,4)

17 4 (4,4,4), 3 (3,4,4), 1 (3,3,3). Die (4,4,4) b er

•

uhren sic h an 4-Ec k en,

der (3,3,3) die drei (4,4,4) n ur an Kan ten.

18 1 (3,4,4,4), 1 (3,4,4), 3 (4,4,4)

19 1 (5,5,5), 3 (4,4,5)

20 1 (3,3,3,3), 4 (3,6,6). Die (3,6,6) b er

•

uhren sic h alle an einer Kan te,

b enac h barte sogar an 6-Ec k en.

21 1 (3,4,3,4), 1 (3,6,6), 1 (3,4,4), 2 (4,4,6). Die (4,4,6) b er

•

uhren sic h

n ur an einer Kan te, der (3,4,4) und der (3,6,6) eb enfalls.

22 5 (3,3,3), 3 (3,3,3,3,3). Die drei (3,3,3,3,3) liegen um ein (3,3,3)

herum und b er

•

uhren sic h an 3-Ec k en.

23 12 (3,3,3), 2 (3,3,3,5). Die (3,3,3,5) b er

•

uhren sic h an den 5-Ec k en.

An anderen Kan ten gibt es je f

•

unf (3,3,3).

24 20 (3,3,3). Jew eils f

•

unf (3,3,3) liegen um eine Kan te.

25 1 (4,6,6), 1 (4,4,4), 2 (4,4,6). Die (4,4,6) b er

•

uhren sic h an einem

4-Ec k.

26 1 (3,5,3,5), 2 (3,4,4), 2 (4,4,5). Die (3,4,4) bzw. die (4,4,5) b er

•

uhren

sic h n ur an einer Kan te.

27 3 (3,4,3,4), 2 (4,4,4). Die (4,4,4) b er

•

uhren sic h n ur an einer Ec k e,

die (3,4,3,4) an 3-Ec k en.

28 2 (4,6,6), 1 (3,6,6), 1 (3,4,4). Die (4,6,6) b er

•

uhren sic h an einem

6-Ec k.

29 1 (3,8,8), 1 (3,4,4), 2 (4,4,8). Die (4,4,8) b er

•

uhren sic h an einem

4-Ec k.

30 2 (3,4,4,4), 1 (3,3,3,3), 2 (3,4,4). Die (3,4,4,4) b er

•

uhren sic h an

einem 4-Ec k, die (3,4,4) n ur an einer Ec k e.

31 2 (3,3,3,3), 8 (3,4,4). Die (3,3,3,3) b er

•

uhren sic h n ur an einer Ec k e.

32 2 (4,6,6), 2 (3,6,6). Die (4,6,6) b er

•

uhren sic h an einem 4-Ec k, die

(3,6,6) an einem 3-Ec k.

33 3 (3,8,8), 1 (3,3,3). Die (3,8,8) laufen mit ihren 8-Ec k en um eine

Kan te.

34 1 (3,3,3,3,5), 4 (3,4,4), 1 (4,4,5)

35 2 (4,6,6), 2 (4,4,6). Die (4,6,6) b er

•

uhren sic h an einem 6-Ec k, die

(4,4,6) an einem 4-Ec k.

36 1 (3,4,5,4), 1 (3,4,4), 2 (4,4,4), 1 (4,4,5). Die (4,4,4) b er

•

uhren sic h

n ur an einer Kan te.

37 1 (3,4,4,4), 1 (3,6,6), 2 (4,4,6), 1 (4,4,4). Die (4,4,6) b er

•

uhren sic h

n ur an einer Kan te.
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# Ec k en umgebung

38 1 (4,6,8), 1 (4,4,4), 1 (4,4,6), 1 (4,4,8)

39 1 (5,6,6), 1 (4,4,5), 2 (4,4,6). Die (4,4,6) b er

•

uhren sic h an einem

4-Ec k.

40 2 (3,4,4,4), 1 (3,4,3,4), 2 (3,4,4). Die (3,4,4,4) b er

•

uhren sic h an

einem 3-Ec k, die (3,4,4) n ur an einer Ec k e.

41 1 (3,8,8), 1 (3,4,3,4), 1 (3,4,4), 2 (4,4,8). Die (4,4,8) b er

•

uhren sic h

n ur an einer Kan te.

42 3 (4,6,6), 1 (4,4,4). Je zw ei (4,6,6) b er

•

uhren sic h an 6-Ec k en.

43 2 (4,6,8), 1 (3,6,6), 1 (3,4,4). Die (4,6,8) b er

•

uhren sic h an einem

8-Ec k.

44 1 (3,10,10), 1 (3,4,4), 2 (4,4,10). Die (4,4,10) b er

•

uhren sic h an

einem 4-Ec k.

45 2 (3,3,3,3,3), 5 (3,3,3,3). Die (3,3,3,3,3) b er

•

uhren sic h n ur an einer

Ec k e.

46 4 (3,8,8)

47 1 (4,6,6), 1 (3,4,4,4), 1 (3,4,4), 2 (4,4,6). Die (4,4,6) b er

•

uhren sic h

n ur an einer Kan te.

48 1 (4,6,8), 1 (4,6,6), 1 (4,4,6), 1 (4,4,8). (4,4,6) und (4,6,6) b er

•

uhren

sic h an einem 6-Ec k.

49 4 (5,5,5)

50 1 (4,6,10), 1 (4,4,4), 1 (4,4,6), 1 (4,4,10)

51 2 (4,6,8), 1 (3,8,8), 1 (3,4,4). Die (4,6,8) b er

•

uhren sic h an einem

6-Ec k, der (3,8,8) und der (3,4,4) am 3-Ec k.

52 3 (3,5,3,5), 2 (3,3,3). Die (3,3,3) b er

•

uhren sic h n ur an einer Ec k e,

die (3,5,3,5) jew eils an einem 5-Ec k.

53 1 (3,3,3,3,3), 5 (3,6,6). Alle (3,6,6) umlaufen eine Kan te, und Nac h-

barn b er

•

uhren sic h dab ei an 6-Ec k en.

54 2 (4,6,8), 2 (4,4,6). Die (4,6,8) b er

•

uhren sic h an einem 8-Ec k, die

(4,4,6) an einem 4-Ec k.

55 1 (5,5,5), 1 (3,3,3), 3 (3,4,4), 3 (4,4,5). (5,5,5) und (3,3,3) b er

•

uhren

sic h n ur an einer Ec k e, (3,4,4) und (4,4,5) an 4-Ec k en.

56 1 (3,5,3,5), 2 (3,4,3,4), 2 (4,4,5). Die (3,4,3,4) b er

•

uhren sic h an

einem 3-Ec k, die (4,4,5) n ur an einer Ec k e.

57 2 (3,4,5,4), 1 (3,3,3,3), 2 (3,4,4). Die (3,4,5,4) b er

•

uhren sic h an

einem 5-Ec k, die (3,4,4) n ur an einer Ec k e.

58 2 (5,6,6), 2 (3,6,6). Die (5,6,6) b er

•

uhren sic h an einem 5-Ec k, die

(3,6,6) an einem 3-Ec k.

59 3 (3,10,10), 1 (3,3,3). Je zw ei (3,10,10) b er

•

uhren sic h an einem

10-Ec k.

60 1 (3,4,5,4), 1 (3,6,6), 2 (4,4,6), 1 (4,4,5). Die (4,4,6) b er

•

uhren sic h
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# Ec k en umgebung

n ur an einer Kan te, (4,4,5) und (4,4,6) an 4-Ec k en.

61 1 (5,6,6), 2 (4,6,6), 1 (4,4,5). Die (4,6,6) b er

•

uhren sic h an einem

6-Ec k.

62 1 (3,10,10), 1 (3,4,3,4), 1 (3,4,4), 2 (4,4,10). Die (4,4,10) b er

•

uhren

sic h n ur an einer Kan te, (3,4,4) und (4,4,10) an 4-Ec k en.

63 2 (4,6,10), 1 (3,6,6), 1 (3,4,4). Die (4,6,10) b er

•

uhren sic h an einem

10-Ec k.

64 1 (4,6,10), 1 (4,6,6), 1 (4,4,6), 1 (4,4,10). (4,4,6) und (4,6,6)

b er

•

uhren sic h an einem 6-Ec k.

Neb en diesen P olyc hora hab en wir in den Einzelb etrac h tungen no c h w ei-

tere P olyc hora gefunden, die eb enfalls uniform sind: die p -an tiprismatisc hen

Prismac hora f

•

ur p > 3. Das sind Prismac hora, deren Basen im Gegensatz zu

den einfac hen Prismac hora nic h t aus Platonisc hen o der Arc himedisc hen P o-

ly edern b estehen, sondern aus An tiprismen. In unseren

•

Ub erlegungen hab en

wir alle bis p = 14 gefunden. Sie alle sehen gleic h aus: Zw ei p -An tiprismen,

zw ei p -Prismen und 2 p 3-Prismen. Dab ei sind die Keilwink el der Prismen

(4, p ,4) immer

�

2

und der Keilwink el (3, p ,3,3) f

•

ur gro�e p geh t eb enfalls gegen

�

2

. Au�erdem gehen die Keilwink el (4,4, p ) b ei den Prismen und (3,3,3, p ) b ei

den An tiprismen gegen � . Damit erhalten wir f

•

ur die Keilwink elsummen der

Umgebung (3, p ,3,3) (3,4,4) (4, p ,4), (3,3,3, p ) (3,4,4) (3,4,4) und (4,4, p ) (4,4,3)

(4,4,3)(4,4,3) immer W erte, die kleiner als 2 � und damit erlaubt sind. Und

dass die Radien f

•

ur die drei Kan ten umgebungen zu gegeb enen p gleic h sind,

ist leic h t zu sehen. Also m uss es diese p -prismatisc hen Prismac hora f

•

ur alle

p > 3 geb en (siehe auc h Anhang C.4).

# Ec k en umgebung

1 (3,3,3, p ), 3 (3,4,4), 1 (4,4, p ) 8 p � 3 . Die (3,4,4) liegen alle an

einer Kan te.

Au�erdem tauc h te im Lemma 2 die allgemeine Besc hreibung f

•

ur p , q -

Biprismac hora mit p; q � 3 auf. Auc h diese hab en wir f

•

ur alle m

•

oglic hen

p; q � 14 gefunden. Dab ei tauc h ten die Kan ten umgebungen (4,4, p )(4, q ,4)

(4, q ,4) und (4,4, q )(4, p ,4)(4, p ,4) auf. Der Keilwink el (4, p ,4) ist f

•

ur alle p � 3

immer

�

2

und (4,4, p ) bleibt f

•

ur alle p immer kleiner als � und geh t f

•

ur p ! 1

gegen � . Somit sind die Wink elsummen f

•

ur b eide Kan ten umgebungen kleiner

als 2 � . Ob endrein k ann auc h gezeigt w erden, dass f

•

ur b eliebige ab er feste

p; q � 3 die Radien gleic h sind. Somit existieren auc h f

•

ur b eliebig gro�e p

und q die Biprismac hora (siehe eb enfalls Anhang C.4).

# Ec k en umgebung

2 (4,4, p ), 2 (4,4, q ) 8 p; q � 3 . Das p - und das q -Ec k b er

•

uhren sic h

n ur an einer Ec k e.
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5-an tiprismatisc hes 7-an tiprismatisc hes 10-an tiprismatisc hes

Prismac hor Prismac hor Prismac hor

4,5-Biprismac hor 5,6-Biprismac hor 8,10-Biprismac hor

5,4-Biprismac hor 6,5-Biprismac hor 10,8-Biprismac hor



Kapitel 8

Angab e der uniformen

P olyc hora

"

Though various c onstructions of semir e gular and uniform d -

p olytop es in dimensions d � 4 have b e en describ e d, even for d = 4

it is not known whether the enumer ation is c omplete. \

Brank o Gr

•

un baum (2003, [12])

Im letzten Kapitel wurde gezeigt, wie viele und w elc he uniformen P olyc ho-

ra es h

•

oc hstens geb en k ann. Am Ende des Kapitels wurden diese m

•

oglic hen

P olyc hora dann durc h ihre Ec k en umgebungen b esc hrieb en. In diesem Kapitel

wird die Existenz der gefundenen Zellk om binationen gezeigt und damit der

Bew eis k omplettiert. Dab ei w erde ic h die Konstruktionen der regelm

•

a�igen

P olyc hora (siehe z.B. Sc hl

•

a
i [19], Co xeter [7 ]) als b ek ann t v oraussetzen

und deren Ec kk o ordinaten n ur angeb en. Aus diesen k

•

onnen wir dann mit

v ersc hiedenen sc hon b ek ann ten V erfahren (z.B. v on Bo ole Stott [2], Gosset

[11]) die Existenz der uniformen P olyc hora ableiten.

8.1 Die regelm

•

a�igen P olyc hora

Der 5-Zeller ( C

5

) b esteh t aus f

•

unf (3,3,3), zehn 3-Ec k en, zehn Kan ten und

f

•

unf Ec k en. Diese hab en die k artesisc hen Ko ordinaten ( 1 , 1 , 1 , 0 ), ( 1 ,

� 1 , � 1 , 0 ), ( � 1 , 1 , � 1 , 0 ), ( � 1 , � 1 , 1 , 0 ) und ( 0 , 0 , 0 ,

p

5 ).

Des W eiteren liegen um eine Kan te drei und um eine Ec k e vier Zellen. Dieses

P olyc hor ist auc h un ter dem Namen 4-Simplex b ek ann t. Abbildungen sind

auf Seite 41 (Pro jektion) und auf Seite ?? (Ab wic klung) zu sehen.

Der 8-Zeller ( C

8

) { Ma�p olyc hor, Hyp erw

•

urfel o der auc h T esserakt ge-

nann t { b esteh t aus ac h t (4,4,4), 24 4- Ec k en, 32 Kan ten und 16 Ec k en mit den

97
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k artesisc hen Ko ordinaten ( � 1 , � 1 , � 1 , � 1 ). An jeder Kan te liegen drei

und an jeder Ec k e vier Zellen. Eine Zen tralpro jektion ist auf Seite 42, eine

Ab wic klung auf Seite 9 zu �nden. Auc h in der Malerei sind Ab wic klungen

h

•

oher-dimensionaler W

•

urfel zu �nden, wie z.B. b ei Salv ador Dal � � (siehe Seite

10).

Der 16-Zeller ( C

16

) { auc h Kreuzp olyc hor genann t { b esitzt 16 (3,3,3), 32

3- Ec k e, 24 Kan ten und ac h t Ec k en. Die Ko ordinaten der Ec k en sind ( � 1 , 0 ,

0 , 0 ) und alle P erm utationen. Um jede Kan te �ndet man vier Zellen und um

jede Ec k e ac h t. Auc h v om 16-Zeller gibt es auf Seite 33 und 42 Abbildungen.

Der 24-Zeller ( C

24

) hat 24 (3,3,3,3), 96 3-Ec k e, 96 Kan ten und 24 Ec k en

mit den Ko ordinaten ( � 1 , 0 , 0 , 0 ) und alle P erm utationen und ( �

1

2

,

�

1

2

, �

1

2

, �

1

2

). Zu jeder Ec k e gibt es sec hs Zellen und en tlang jeder Kan te

liegen drei (3,3,3,3). F

•

ur Abbildungen siehe Seite 6 und 46.

Der 120-Zeller ( C

120

) b esitzt 120 (5,5,5), 720 5-Ec k e, 1200 Kan ten und

600 Ec k en. Dab ei legen sic h um jede Kan te drei Zellen und um jede Ec k e

vier. Diese Ec k en sind ( � 1 , � 1 , 0 , 0), ( �

p

5

2

, �

1

2

, �

1

2

, �

1

2

), ( �

�

2

, �

�

2

,

�

�

2

, �

1

2 �

2

) und ( �

�

2

2

, �

1

2 �

, �

1

2 �

, �

1

2 �

) jew eils mit allen P erm utationen

und ( �

�

2

2

, �

1

2 �

2

, �

1

2

, 0 ), ( �

p

5

2

, �

1

2 �

, �

�

2

, 0 ) und ( � 1 , �

1

2

, �

�

2

, �

1

2 �

)

jew eils mit den geraden P erm utationen. Hierb ei ist � die goldene Sc hnittzahl

p

5 � 1

2

. Eine Ab wic klung ist auf Seite 28 und eine Zen tralpro jektion auf Seite

47 dargestellt.

Der 600-Zeller ( C

600

) b esteh t aus 600 (3,3,3), drei um jede Kan te, 1200

3- Ec k en, 720 Kan ten und 120 Ec k en, um die jew eils zw anzig Zellen liegen.

Dab ei sind ( �

1

2

, �

1

2

, �

1

2

, �

1

2

), ( � 1 , 0 , 0 , 0 ) mit allen P erm utationen,

und ( �

�

2

, �

1

2

, �

1

2 �

, 0 ) mit allen geraden P erm utationen die k artesisc hen

Ko ordinaten der Ec k en. � ist dab ei eb enfalls die goldene Sc hnittzahl

p

5 � 1

2

.

Der 600-Zeller ist auf den Seiten 34 und 48 abgebildet.

8.2 Expansion und Kon traktion

Die b eiden v on Alicia Bo ole Stott b esc hrieb enen Op erationen [2] stellen eine

M

•

oglic hk eit dar, aus den regelm

•

a�igen P olyc hora halbregelm

•

a�ige zu b ek om-

men. Dab ei sei O der P olyc hormittelpunkt des regelm

•

a�igen P olyc hors und

l

0

, l

1

, l

2

, l

3

die Begrenzungen (engl. Limits), d.h. Ec k en, Kan ten, Fl

•

ac hen

und Zellen, des P olyc hors. Seien w eiter M

1

, M

2

und M

3

die Mittelpunkte der

Begrenzungen l

1

, l

2

und l

3

. Dann b esteh t die Op eration der Expansion e

k

darin, alle Begrenzungen l

k

gleic h w eit (und sim ultan) v on O auf den gedac h-

ten Linien O M

k

parallel und mit k onstan ter L

•

ange so w eit w egzub ew egen,
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bis die Ec k en b enac h barter Begrenzungen, w elc he im Orginalp olyc hor zusam-

men�elen, jetzt den gleic hen Abstand zueinander hab en wie die Kantenl

•

ange

der Begrenzungen. Das neue (halbregelm

•

a�ige) P olyc hor b esteh t jetzt aus der

k on v exen H

•

ulle der nac h au�en gesc hob enen Begrenzungen l

k

. Als Beispiel

b etrac h ten wir den Hexaeder (4,4,4). Dann f

•

uhrt die Expansion e

1

der Kan ten

l

1

zu einem P oly eder, dessen zw

•

olf Kan ten n un so w eit nac h au�en gesc hob en

sind, dass die Kan tenenden wieder den Abstand der Kan tenl

•

ange zueinander

hab en. Damit bilden immer drei Kan tenenden { zur Erinnerung: im Hexaeder

tre�en an jeder Ec k e drei Kan ten zusammen { ein 3- Ec k, und aus den ehe-

maligen 4-Ec k en des (4,4,4) w erden 8- Ec k e. Damit ist e

1

(4,4,4) = (3,8,8).

Nat

•

urlic h k

•

onnen v ersc hiedene Expansionen e

k

und e

h

auc h hintereinander

ausgef

•

uhrt w erden. Es stellt sic h ab er heraus, dass diese Expansionen k om-

m utieren. Es gibt also f

•

ur P olyc hora n ur die sieb en Expansionen e

1

, e

2

, e

3

,

e

1

e

2

, e

1

e

3

, e

2

e

3

und e

1

e

2

e

3

.

Die Op eration der Kon traktion c

k

ist n un die in v erse Op eration zur Ex-

pansion. W enn wir ein sc hon expandiertes P olyc hor wieder k on trahieren,

dann b ew egen wir die Begrenzungen wieder so w eit nac h innen, bis die Ec k en

der Begrenzungen wieder zusammenfallen. Hierb ei m

•

ussen zw ei Bedingungen

erf

•

ullt sein: Erstens m uss das P olyc hor die k on v exe H

•

ulle der Begrenzungen

sein, die k on trahiert w erden. Und zw eitens d

•

urfen sic h k eine zw ei Begrenzun-

gen b er

•

uhren, d.h. die Begrenzungen, die k on trahiert w erden sollen, m

•

ussen

alle mindestens eine Kan tenl

•

ange v oneinander en tfern t sein. Hierb ei ist c

0

die Kon traktion, die diejenigen T eile des P olyc hors ann uliert, w elc he mit den

Ec k en des neuen P olyc hors k orresp ondieren. Analog w

•

urde c

1

T eile au


•

osen,

die dann zu neuen Kan ten zusammenfallen usw. Dab ei zeigt sic h, dass es n ur

eine Kon traktion gibt, die die expandierten Begrenzungen jew eils auf einen

Punkt zusammenfallen l

•

asst und neue P olyc hora erzeugt,

•

ahnlic h denen, die

sic h b ei der Begrenzungen nic h t b er

•

uhren. Beim expandierten Hexaeder, dem

(3,8,8) v om v orherigen Absatz, w

•

urden wir jetzt durc h eine Kon traktion die

expandierten Kan ten zwisc hen zw ei 3- Ec k en { die 8- Ec k e k

•

onnen wir nic h t

k on trahieren, da sie sic h b er

•

uhren, und eine Kon traktion der 3-Ec k e w

•

urde

wieder zum Hexaeder f

•

uhren { zusammenfallen lassen. Wir b ew egen also n ur

die 3- Ec k e nac h innen, bis sie sic h b er

•

uhren. Wir erhalten einen (3,4,3,4).

Somit k

•

onnen wir die Kon traktion einfac h mit c b ezeic hnen und erhalten

ce

1

(4,4,4) = c (3,8,8) = (3,4,3,4).

Da die Expansion und Kon traktion sehr ansc haulic he Op erationen sind,

die die P olyc hora stetig und auf regelm

•

a�ige Art v erformen, ist die Existenz

der neuen P olyc hora sofort klar. Die Berec hn ung der Ko ordinaten

•

ub erlassen

wir dem geneigten Leser. Leider f

•

uhren v ersc hiedene Op erationen auc h zu

gleic hen P olyc hora; somit ist ein P olyc hor nic h t eindeutig durc h eine Op era-
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tion b esc hrieb en. Um ab er die Existenz der P olyc hora zu zeigen, gen

•

ugt es, zu

den P olyc hora n ur eine Op eration anzugeb en. Wir m

•

ussen also unsere P oly-

c hora mit denen v on Bo ole Stott v ergleic hen bzw. iden ti�zieren k

•

onnen. Diese

Iden ti�k ation erfolgt durc h die Ec k en umgebungen, die wir jetzt n ur no c h v on

den durc h die Op erationen erzeugten P olyc hora ablesen m

•

ussen. Liegen z.B.

n ur Rest- o der Ec kzellen v or, dann hab en wir ein regelm

•

a�iges P olyc hor, v on

dem wir die Ec k en umgebung k ennen. Liegen n ur Rest- und Ec kzellen v or,

dann erinnern wir uns an die Kan tensymmetrie und k

•

onnen dann an einer

Ec k e eine Ec kzelle und so viele Restzellen n z

•

ahlen, wie Zellen v orher im

regelm

•

a�igen P olyc hor um eine Kan te lagen. Wird dieses P olyc hor allerdings

wieder k on trahiert, v ersc h windet die Kan te, um die die Restzellen liegen,

und wir erhalten zw ei Ec k- und n Restzellen. Existieren in der T ab elle auc h

no c h Kan tenzellen, dann liegen an jeder Ec k e eine Ec kzelle, eine Kan tenzelle

und zw ei Restzellen. Und gibt es sc hlie�lic h auc h no c h Fl

•

ac henzellen, dann

k ommen an jeder Ec k e eine Ec k en-, eine Kan ten-, eine Fl

•

ac hen- und eine

Restzelle v or. Durc h kurzes

•

Ub erlegen b ek omm t man auc h die Ec k en umge-

bungen b ei den wieder k on trahierten P olyc hora heraus.

Im F olgenden w erden die Ableger der sec hs regelm

•

a�igen P olyc hora tab el-

larisc h dargestellt, die mit einer Expansion bzw. Kon traktion erzeugt w erden,

jew eils mit der Nummer des en tsprec henden, v on uns gefundenen P olyc hors

v ersehen.

Sym b ol nac h Rest- Fl

•

ac hen- Kan ten- Ec k- #

Bo ole Stott zellen zellen zellen zellen

5 mal 10 mal 10 mal 5 mal

C

5

(3,3,3) # 1

e

1

C

5

(3,6,6) (3,3,3) # 13

e

2

C

5

(3,4,3,4) (3,4,4) (3,3,3,3) # 11

e

3

C

5

(3,3,3) (3,4,4) (3,4,4) (3,3,3) # 8

e

1

e

2

C

5

(4,6,6) (3,4,4) (3,6,6) # 28

e

1

e

3

C

5

(3,6,6) (4,4,6) (3,4,4) (3,4,3,4) # 21

e

2

e

3

C

5

(3,4,3,4) (3,4,4) (4,4,6) (3,6,6) # 21

e

1

e

2

e

3

C

5

(4,6,6) (4,4,6) (4,4,6) (4,6,6) # 35

ce

1

C

5

(3,3,3,3) (3,3,3) # 3

ce

2

C

5

(3,3,3) (3,3,3,3) # 3

ce

3

C

5

(3,3,3) # 1
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Sym b ol nac h Rest- Fl

•

ac hen- Kan ten- Ec k- #

Bo ole Stott zellen zellen zellen zellen

5 mal 10 mal 10 mal 5 mal

ce

1

e

2

C

5

(3,6,6) (3,6,6) # 15

ce

1

e

3

C

5

(3,3,3,3) (3,4,4) (3,4,3,4) # 11

ce

2

c

3

C

5

(3,3,3) (3,6,6) # 13

ce

1

e

2

e

3

C

5

(3,6,6) (3,4,4) (4,6,6) # 28

8 mal 24 mal 32 mal 16 mal

C

8

(4,4,4) # 6

e

1

C

8

(3,8,8) (3,3,3) # 33

e

2

C

8

(3,4,4,4) (3,4,4) (3,3,3,3) # 30

e

3

C

8

(4,4,4) (4,4,4) (3,4,4) (3,3,3) # 17

e

1

e

2

C

8

(4,6,8) (3,4,4) (3,6,6) # 43

e

1

e

3

C

8

(3,8,8) (4,4,8) (3,4,4) (3,4,3,4) # 41

e

2

e

3

C

8

(3,4,4,4) (4,4,4) (4,4,6) (3,6,6) # 37

e

1

e

2

e

3

C

8

(4,6,8) (4,4,8) (4,4,6) (4,6,6) # 48

ce

1

C

8

(3,4,3,4) (3,3,3) # 12

ce

2

C

8

(3,3,3,3) (3,3,3,3) # 7

ce

3

C

8

(3,3,3) # 2

ce

1

e

2

C

8

(4,6,6) (3,6,6) # 32

ce

1

e

3

C

8

(3,4,3,4) (4,4,4) (3,4,3,4) # 27

ce

2

c

3

C

8

(3,3,3,3) (3,6,6) # 20

ce

1

e

2

e

3

C

8

(4,6,6) (4,4,4) (4,6,6) # 42

16 mal 32 mal 24 mal 8 mal

C

16

(3,3,3) # 2

e

1

C

16

(3,6,6) (3,3,3,3) # 20

e

2

C

16

(3,4,3,4) (4,4,4) (3,4,3,4) # 27

e

3

C

16

(3,3,3) (3,4,4) (4,4,4) (4,4,4) # 17

e

1

e

2

C

16

(4,6,6) (4,4,4) (4,6,6) # 42

e

1

e

3

C

16

(3,6,6) (4,4,6) (4,4,4) (3,4,4,4) # 37

e

2

e

3

C

16

(3,4,3,4) (3,4,4) (4,4,8) (4,6,6) # 41

e

1

e

2

e

3

C

16

(4,6,6) (4,4,6) (4,4,8) (4,6,8) # 48

ce

1

C

16

(3,3,3,3) (3,3,3,3) # 7

ce

2

C

16

(3,3,3) (3,4,3,4) # 12

ce

3

C

16

(4,4,4) # 6

ce

1

e

2

C

16

(3,6,6) (4,6,6) # 32

ce

1

e

3

C

16

(3,3,3,3) (3,4,4) (3,4,4,4) # 30

ce

2

c

3

C

16

(3,3,3) (3,8,8) # 33

ce

1

e

2

e

3

C

16

(3,6,6) (3,4,4) (4,6,8) # 43
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Sym b ol nac h Rest- Fl

•

ac hen- Kan ten- Ec k- #

Bo ole Stott zellen zellen zellen zellen

24 mal 96 mal 96 mal 24 mal

C

24

(3,3,3,3) # 7

e

1

C

24

(4,6,6) (4,4,4) # 42

e

2

C

24

(3,4,4,4) (3,4,4) (3,4,3,4) # 40

e

3

C

24

(3,3,3,3) (3,4,4) (3,4,4) (3,3,3,3) # 31

e

1

e

2

C

24

(4,6,8) (3,4,4) (3,8,8) # 51

e

1

e

3

C

24

(4,6,6) (4,4,6) (3,4,4) (3,4,4,4) # 47

e

2

e

3

C

24

(3,4,4,4) (3,4,4) (4,4,6) (4,6,6) # 47

e

1

e

2

e

3

C

24

(4,6,8) (4,4,6) (4,4,6) (4,6,8) # 54

ce

1

C

24

(3,4,3,4) (4,4,4) # 27

ce

2

C

24

(4,4,4) (3,4,3,4) # 27

ce

3

C

24

(3,3,3,3) # 7

ce

1

e

2

C

24

(3,8,8) (3,8,8) # 46

ce

1

e

3

C

24

(3,4,3,4) (3,4,4) (3,4,4,4) # 40

ce

2

c

3

C

24

(4,4,4) (4,6,6) # 42

ce

1

e

2

e

3

C

24

(3,8,8) (3,4,4) (4,6,8) # 51

120 720 1200 600

mal mal mal mal

C

120

(5,5,5) # 49

e

1

C

120

(3,10,10) (3,3,3) # 59

e

2

C

120

(3,4,5,4) (3,4,4) (3,3,3,3) # 57

e

3

C

120

(5,5,5) (4,4,5) (3,4,4) (3,3,3) # 55

e

1

e

2

C

120

(4,6,10) (3,4,4) (3,6,6) # 63

e

1

e

3

C

120

(3,10,10) (4,4,10) (3,4,4) (3,4,3,4) # 62

e

2

e

3

C

120

(3,4,5,4) (4,4,5) (4,4,6) (3,6,6) # 60

e

1

e

2

e

3

C

120

(4,6,10) (4,4,10) (4,4,6) (4,6,6) # 64

ce

1

C

120

(3,5,3,5) (3,3,3) # 52

ce

2

C

120

(3,3,3,3,3) (3,3,3,3) # 45

ce

3

C

120

(3,3,3) # 24

ce

1

e

2

C

120

(5,6,6) (3,6,6) # 58

ce

1

e

3

C

120

(3,5,3,5) (4,4,5) (3,4,3,4) # 56

ce

2

c

3

C

120

(3,3,3,3,3) (3,6,6) # 53

ce

1

e

2

e

3

C

120

(5,6,6) (4,4,5) (4,6,6) # 61
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Sym b ol nac h Rest- Fl

•

ac hen- Kan ten- Ec k- #

Bo ole Stott zellen zellen zellen zellen

600 1200 720 120

mal mal mal mal

C

600

(3,3,3) # 24

e

1

C

600

(3,6,6) (3,3,3,3,3) # 53

e

2

C

600

(3,4,3,4) (4,4,5) (3,5,3,5) # 56

e

3

C

600

(3,3,3) (3,4,4) (4,4,5) (5,5,5) # 55

e

1

e

2

C

600

(4,6,6) (4,4,5) (5,6,6) # 61

e

1

e

3

C

600

(3,6,6) (4,4,6) (4,4,5) (3,4,5,4) # 60

e

2

e

3

C

600

(3,4,3,4) (3,4,4) (4,4,10) (3,10,10) # 62

e

1

e

2

e

3

C

600

(4,6,6) (4,4,6) (4,4,10) (4,6,10) # 64

ce

1

C

600

(3,3,3,3) (3,3,3,3,3) # 45

ce

2

C

600

(3,3,3) (3,5,3,5) # 52

ce

3

C

600

(5,5,5) # 49

ce

1

e

2

C

600

(3,6,6) (5,6,6) # 58

ce

1

e

3

C

600

(3,3,3,3) (3,4,4) (3,4,5,4) # 57

ce

2

c

3

C

600

(3,3,3) (3,10,10) # 59

ce

1

e

2

e

3

C

600

(3,6,6) (3,4,4) (4,6,10) # 63

8.3 Prismatisc hes Ho c hziehen

Ein anderes V erfahren, P olyc hora mit den gesuc h ten Eigensc haften zu b ek om-

men, ist das Ho c hziehen H eines uniformen P oly eders in die vierte Dimension.

Ein P oly eder v erbleibt als Basis B in der 3- dimensionalen Hyp ereb ene, der

zw eite (gleic he) wird senkrec h t zu dieser Hyp ereb ene en tlang der vierten

Dimension { ohne v erdreh t zu w erden { so w eit v ersc hob en, bis die En tfern ung

zwisc hen k orresp ondierenden Ec k en gleic h der Kan tenl

•

ange der P oly eder ist.

Da dieses Ob jekt mit seiner Erzeugung den Prismen im Ansc hauungsraum

nic h t un

•

ahnlic h ist, nennen wir es { wie sc hon im v origen Kapitel { Pris-

mac hor. Das Prismac hor b esteh t also aus der k on v exen H

•

ulle der b eiden

parallelen P oly eder. Da b ei der V ersc hiebung nat

•

urlic h auc h die Fl

•

ac hen

mitv ersc hob en wurden und also zu jeder Fl

•

ac he des Basisp oly eders eine

parallele im anderen P oly eder zu �nden ist, bilden diese Fl

•

ac henpaare mit den

V erbindungsk an ten k orresp ondierender Ec k en Prismen; und zw ar genauso

viele, wie Fl

•

ac he im P oly eder zu �nden sind. Analytisc h ausgedr

•

uc kt k

•

onnen

wir uns die Ec kk o ordinaten der Platonisc hen o der Arc himedisc hen P oly eder

(siehe z.B. [15 ]) mit der Kan tenl

•

ange k nehmen und jeder Ec k e die vierte

Ko ordinate Null anh

•

angen. Dann hab en die anderen Ec kk o ordinaten die

gleic hen W erte { bis auf die vierte Ko ordinate, die jetzt den W ert k annimm t.
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Damit b esteh t das Prismac hor H ( B ) aus zw ei Basiszellen B und f

•

ur jede

Fl

•

ac he einer Basiszelle ein en tsprec hendes Prisma. So b esteh t z.B. ein Pris-

mac hor mit einem stumpfen Hexaeder (3,8,8) als Basis aus zw ei (3,8,8), sec hs

(4,4,8) und ac h t (3,4,4). Dann ist ab er auc h die Ec k en umgebung dieser uni-

formen P olyc hora b estimm t: F

•

ur ein Prismac hor mit Basis ( x , y , z ) { analog

mit Zellen, deren Ec k en an vier o der f

•

unf Fl

•

ac hen grenzen { liegen um jede

Ec k e ein ( x , y , z ), ein (4,4, x ), ein (4,4, y ) und ein (4,4, z ).

Dieses V erfahren funktioniert nat

•

urlic h auc h mit Prismen (4,4, p ) und An-

tiprismen (3,3,3, p ) als Basis. Da es ab er v on b eiden unendlic h viele gibt,

wurden sie b ei den Einzelb etrac h tungen in Kapitel 7 nic h t mitgez

•

ahlt. Ab er

auc h f

•

ur sie gilt das ob en Gesagte b ez

•

uglic h Zusammensetzung und Ec k en um-

gebung. Wir hab en also zus

•

atzlic h zu den 64 gefundenen uniformen P olyc hora

die b eiden unendlic hen Prismac hor-Grupp en mit Prismen bzw. An tiprismen

als Basis (siehe auc h Anhang C.4 ab Seite 178).

Es folgt jetzt eine T ab elle mit allen P olyc hora, die wir durc h das Ho c h-

ziehen H in die vierte Ric h tung erhalten.

Basis Basis- und Seitenzellen #

T etraeder 2(3,3,3), 4(3,4,4) # 4

Hexaeder 2(4,4,4), 6(4,4,4) # 6

Oktaeder 2(3,3,3,3), 8(3,4,4) # 5

Do dek aeder 2(5,5,5), 12(4,4,5) # 19

Ik osaeder 2(3,3,3,3,3), 20(3,4,4) # 9

stumpfer

T etraeder 2(3,6,6), 4(4,4,6), 4(3,4,4) # 14

stumpfer

Hexaeder 2(3,8,8), 6(4,4,8), 8(3,4,4) # 29

stumpfer

Oktaeder 2(4,6,6), 8(4,4,6), 6(4,4,4) # 25

stumpfer

Do dek aeder 2(3,10,10), 12(4,4,10), 20(3,4,4) # 44

stumpfer

Ik osaeder 2(5,6,6), 20(4,4,6), 12(4,4,5) # 39

Kub o-Oktaeder 2(3,4,3,4), 6(4,4,4), 8(3,4,4) # 10

Ik osi-Do dek aeder 2(3,5,3,5), 20(3,4,4), 12(4,4,5) # 26

Rhom b en-Kub o-

Oktaeder 2(3,4,4,4), 18(4,4,4), 8(3,4,4) # 18

Rhom b en-Ik osi-

Do dek aeder 2(3,4,5,4),30(4,4,4),20(3,4,4),12(4,4,5) # 36
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Basis Basis- und Seitenzellen #

gro�er Rhom b en-

Kub o-Oktaeder 2(4,6,8), 12(4,4,4), 8(4,4,6), 6(4,4,8) # 38

gro�er Rhom b en-

Ik osi-Do dek aeder 2(4,6,10),30(4,4,4),20(4,4,6),12(4,4,10) # 50

sc hr

•

ager

Hexaeder 2(3,3,3,3,4), 6(4,4,4), 32(3,4,4) # 16

sc hr

•

ager

Do dek aeder 2(3,3,3,3,5), 12(4,4,5), 80(3,4,4) # 34

3-Prisma 2(3,4,4), 2(3,4,4), 3(4,4,4)

4-Prisma 2(4,4,4), 2(4,4,4), 4(4,4,4) # 6

5-Prisma 2(4,4,5), 2(4,4,5), 5(4,4,4)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

p -Prisma 2(4,4, p ), 2(4,4, p ), p (4,4,4) 8 p � 3

3-An tiprisma 2(3,3,3,3), 2(3,4,4), 6(3,4,4) # 5

4-An tiprisma 2(3,3,3,4), 2(4,4,4), 8(3,4,4)

5-An tiprisma 2(3,3,3,5), 2(4,4,5), 10(3,4,4)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

p -An tiprisma 2(3,3,3, p ), 2(4,4, p ), 2 p (3,4,4) 8 p � 3

8.4 Erzeugung der Biprismac hora

Das n

•

ac hste V erfahren T ( p; q ) b ezieh t sic h auf die sc hon erw

•

ahnten p , q -

Biprismac hora. Um diese zu erzeugen, m

•

ussen wir uns mit deren Ab wic k-

lungen ein w enig n

•

aher b esc h

•

aftigen. Stellen wir uns ein p -Prisma ( p � 3)

v or, das v or uns auf einem seiner p - Ec k e auf dem Tisc h liegt. Jetzt legen wir

w eitere p -Prismen, jew eils p -Ec k auf p - Ec k darauf, bis ein T urm v on q Pris-

men ( q � 3) en tsteh t. Betrac h ten wir jetzt n ur einen { v on p { senkrec h ten

Streifen, der aus q 4- Ec k en b esteh t und der v om un teren Prisma bis zum

ob eren v erl

•

auft. Diesen Streifen k

•

onnen wir gedanklic h v om T urm l

•

osen und


ac h auf den Tisc h legen. Jetzt ist es o�ensic h tlic h, dass wir diesen Streifen

zu einem { mehr o der w eniger ec kigen { Ring aus q 4- Ec k en zusammenrollen

k

•

onnen, indem wir en tlang der Kan ten zwisc hen den 4- Ec k en nac h ob en

(senkrec h t zur Streifen-Eb ene) knic k en und die freie Kan te des ersten mit

der freien Kan te des letzten 4-Ec ks zusammenkleb en. Sind alle Knic kwink el

gleic h, erhalten wir ein regelm

•

a�iges q -Prisma.

Kommen wir jetzt wieder zur

•

uc k zu unserem T urm. Nun k

•

onnen wir

jeden der p Streifen zu einem q -Prisma aufrollen. V ersuc hen wir es allerdings

sim ultan, dann zerrei�en wir im Ansc hauungsraum die p -Ec k e des T urmes.
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W enn wir ab er die Ric h tungen, in die wir die Streifen aufrollen, so w

•

ahlen,

dass wir nic h t n ur senkrec h t zur Streifen-Eb ene, sondern sogar senkrec h t zum

T urm (bzw. dessen 3- dimensionaler Hyp ereb ene) knic k en, dann wird klar,

dass wir den T urm selbst auc h aufrollen und dass dessen Dec k el- p -Ec k (die

ob ere Fl

•

ac he des T urmes) n un zusammenf

•

allt mit der Grund


•

ac he, auf der

der T urm steh t. Dies ist insb esondere deshalb einleuc h tend, da diese p - Ec k e

aus p Kan ten b estehen, die alle gleic hzeitig, jeder in seinem Streifen, mit der

en tsprec henden Kan te des un teren p - Ec ks zusammenk ommen. Wir erhalten

also aus dem T urm T ( p; q ) einen Ring v on q gleic hen p -Prismen und aus den

Streifen einen Ring aus p gleic hen q -Prismen, w ob ei b eide Ringe senkrec h t

zueinander stehen und n ur

•

ub er 4-Ec k e miteinander v erbunden sind (siehe

auc h die Ab wic klungen auf Seite 96). Deshalb nennen wir diese P olyc hora

auc h p , q -Biprismac hora ( p; q � 3; f

•

ur p; q > 14 siehe Anhang C.4 ab Seite

178).

Diese P olc hora T ( p; q ) sind selbstv erst

•

andlic h uniform: An jeder Ec k e

liegen zw ei p -Prismen (v om T urm) und zw ei q -Prismen (v on den Streifen).

Als Sonderfall dieser Biprismac hora hab en wir im letzten Absc hnitt sc hon q =

4 b etrac h tet. Dann hab en wir n

•

amlic h folgende Situation: Einem p -Prisma

geb en wir die vierte Ko ordinate Null, parallel dazu einem zw eiten p -Prisma

die vierte Koordinate k ( k sei die Kan tenl

•

ange). Dann bilden die b eiden

k orresp ondierenden p - Ec kpaare zw ei w eitere p -Prismen (also sind es jetzt

insgesam t vier) und die p Vierer-Streifen w erden zu p 4-Prismen (=Hexae-

der). Damit ist also die eine Grupp e v on unendlic hen Prismac hora { n

•

amlic h

die mit Prismen als Basis { n ur ein T eil dieser Biprismac hor-Grupp e.

Wie k

•

onnen wir jetzt auc h analytisc h die Existenz der p , q -Biprismac hora

einsehen? Betrac h ten wir erst einmal die Ko ordinaten eines p - Ec ks in der

Eb ene auf dem Einheitskreis:

�

cos

2 � j

p

, sin

2 � j

p

�

, j = 0 ; : : : ; p � 1. Nun m

•

ussen

wir dieses p - Ec k v ergr

•

o�ern um den F aktor r , bis dessen Kan tenl

•

ange 1 b e-

tr

•

agt. Wir wissen nac h dem ob eren Bild auf Seite 15, dass der Zusammenhang

1

2

l = r sin

�

p

mit l als Kan tenl

•

ange existiert. Also k

•

onnen wir au


•

osen zu

r =

1

2

csc

�

p

. Damit b ek omm t unser p -Ec k mit Kan tenl

•

ange 1 die Ko ordinaten

(

1

2

csc

�

p

cos

2 � j

p

,

1

2

csc

�

p

sin

2 � j

p

), j = 0 ; : : : ; p � 1. F

•

ur jedes dieser p Ec k en

m

•

ussen wir jetzt ein q - Ec k angeb en, dessen Kan tenl

•

ange auc h 1 ist, und das

senkrec h t auf der Eb ene unseres p - Ec ks steh t. Also folgen dann die Ec k en

eines p , q -Biprismac hors mit Kan tenl

•

ange 1:

�

1

2

csc

�

p

cos

2 � j

p

,

1

2

csc

�

p

sin

2 � j

p

,

1

2

csc

�

q

cos

2 � k

q

,

1

2

csc

�

q

sin

2 � k

q

�

, j = 0 ; : : : ; p � 1

und k = 0 ; : : : ; q � 1.
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p q T urm- und Streifenzellen Existenz #

3 3 3(3,4,4), 3(3,4,4) T (3 ; 3)

3 4 4(3,4,4), 3(4,4,4) T (3 ; 4)

3 5 5(3,4,4), 3(4,4,5) T (3 ; 5)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

3 q q (3,4,4), 3(4,4, q ) 8 q � 3 T (3 ; q )

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

4 3 3(4,4,4), 4(3,4,4) T (4 ; 3)

4 4 4(4,4,4), 4(4,4,4) T (4 ; 4) #6

4 5 5(4,4,4), 4(4,4,5) T (4 ; 5)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

4 q q (4,4,4), 4(4,4, q ) 8 q � 3 T (4 ; q )

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

5 3 3(4,4,5), 5(3,4,4) T (5 ; 3)

5 4 4(4,4,5), 5(4,4,4) T (5 ; 4)

5 5 5(4,4,5), 5(4,4,5) T (5 ; 5)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

5 q q (4,4,5), 5(4,4, q ) 8 q � 3 T (5 ; q )

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

p q q (4,4, p ), p (4,4, q ) 8 p; q � 3 T ( p; q )

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

8.5 Co xeters sc hr

•

ager 24-Zeller

In [7 ] b efasst sic h H.S.M. Co xeter mit den regelm

•

a�igen und einigen halbre-

gelm

•

a�igen P olyc hora. Ab Seite 151 ( 8.4 The snub f 3,4,3 g ) en t wic k elt er aus

dem 24-Zeller ein uniformes P olyc hor s f 3,4,3 g , das aus 24 Ik osaedern und

120 T etraedern b esteh t.

Co xeter f

•

angt mit einem 24-Zeller an und sc hneidet dessen Ec k en so tief

ab, dass sic h die en tstehenden Hexaeder (4,4,4) b er

•

uhren und die Restzellen

Kub o-Oktaeder (3,4,3,4) sind { nac h Bo ole Stott w

•

are das ein ce

1

C

24

. Dieses

P olyc hor b esteh t aus 24 (4,4,4) und 24 (3,4,3,4) und b esitzt an jeder Kan te

zw ei (3,4,3,4) und einen (4,4,4). Damit sind die Fl

•

ac hen 3- Ec k e (jew eils

zwisc hen zw ei Kub o-Oktaeder) und (regelm

•

a�ige) 4-Ec k e (jew eils zwisc hen

einem Hexaeder und einem Kub o-Oktaeder). Da n un jeder Hexaeder zw

•

olf

Kan ten und 6 Fl

•

ac hen hat, b esitzt das P olyc hor ce

1

C

24

288 Kan ten und 144
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quadratisc he Fl

•

ac hen. Au�erdem sind die 288 Kan ten auc h die Seiten v on

96 3- Ec k en, die durc h das Ec k enabsc hneiden aus den Fl

•

ac hen des 24-Zellers

en tstanden sind. Alles zusammen hat das ce

1

C

24

also 96 Ec k en, 288 Kan ten,

94+144 Fl

•

ac hen und 24+24 Zellen.

Anstatt n un die Ec k en des 24-Zellers so abzusc hneiden, dass sic h die

Ec kzellen in der Mitte der Kan ten b er

•

uhren, teilt Co xeter die Kan ten im

V erh

•

altnis a : b (gleic hes V erh

•

altnis f

•

ur alle Kan ten) in

•

Ub ereinstimm ung mit

deren k oh

•

aren ter Indizierung ein (d.h. dass sic h die k

•

urzeren Absc hnitte auf

jedem 3-Ec k der Zellen des 24-Zellers nic h t b er

•

uhren, an jeder Ec k e auf jedem

3- Ec k also ein Absc hnitt a und ein Absc hnitt b zusammenk ommen). Damit

b ek omm t Co xeter ein v erzerrtes ce

1

C

24

, in dem jeder Kub o-Oktaeder durc h

einen (im Allgemeinen v erzerrten) Ik osaeder ersetzt wird. Da die T eile a der

Kan ten an einer Ec k e des 24-Zellers alternierend zur und v on der Ec k e w eg

zeigen, wird jeder Hexaeder durc h ein v erzerrtes Ob jekt ersetzt, dass no c h

die Symmetrie des regelm

•

a�igen T etraeders (eingesc hrieb en im Hexaeder)

hat. O.B.d.A. nimm t Co xeter a � b an. Im Grenzfall a = b wird aus dem

v erzerrten Ik osaeder ein Kub o-Oktaeder, der in jedem 4- Ec k eine Diagonale

eingezeic hnet hat (derart, dass sic h k eine zw ei Diagonalen in einer Kub o-

Oktaeder-Ec k e tre�en). Jedes 4-Ec k geh

•

ort ab er auc h zu einem v erzerrten

Hexaeder. Also sind hier eb enfalls einige Diagonalen eingezeic hnet; ab er w el-

c he? Die einzige M

•

oglic hk eit, die Symmetrie des T etraeders zu erhalten,

ist, die Diagonalen so einzuzeic hnen, dass sie einen eingesc hrieb enen T etrae-

der formen. Damit wird der v erzerrte Hexaeder aufgeteilt in f

•

unf T etraeder:

einen regelm

•

a�igen in der Mitte und vier in der H

•

ohe gestauc h te (=
ac he 3-

Pyramiden), jew eils mit der gr

•

o�ten Fl

•

ac he am mittleren kleb end. W enn n un

das V erh

•

altnis a : b w

•

ac hst, bleib en zw ar die regelm

•

a�igen T etraeder w eiter-

hin regelm

•

a�ig, die gestauc h ten T etraeder w ac hsen ab er in die H

•

ohe und es

gibt k einen Grund anzunehmen, dass diese f

•

unf T etraeder in der gleic hen

3- dimensionalen Hyp ereb ene bleib en.

Jetzt v ergleic h t Co xeter das neue P olyc hor mit dem ce

1

C

24

: Es hat immer

no c h 96 Ec k en und neb en den 288 Orginalk an ten k ommen n un no c h 144

neue Kan ten dazu, eine pro Diagonale der 144 Quadrate. Und neb en den

96 Orginal-3-Ec k en hab en wir n un 96 3- Ec k e v on den regelm

•

a�igen T etrae-

dern (in den Mitten der Hexaeder) und 288 gleic hsc henklige 3- Ec k e v on den

H

•

alften der geteilten 4- Ec k e. Die 24 Hexaeder w erden also zu 120 T etraedern

(v on denen 24 immer regelm

•

a�ig sind) und die 24 Kub o-Oktaeder zu (im

Allgemeinen v erzerrten) Ik osaedern. An jeder der 288 Orginalk an ten �nden

wir eine 
ac he 3-Pyramide und zw ei v erzerrte Ik osaeder, an jeder der 144

neuen Kan ten einen regelm

•

a�igen T etraeder, zw ei 3-Pyramiden und einen

v erzerrten Ik osaeder.
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W enn n un a : b =

p

5+1

2

ist, dann w erden die Ik osaeder regelm

•

a�ig (siehe

in Co xeters Arb eit [7], Kapitel 3.7) und somit alle 3-Ec k e gleic hseitig und

alle 
ac hen 3-Pyramiden regelm

•

a�ige T etraeder. Auf diese W eise erhalten

wir ein halbregelm

•

a�iges P olyc hor, v on Co xeter Sn ub-24-Zeller o der s f 3,4,3 g

genann t, das 96 Ec k en, 288+144 Kan ten, 96+96+288 Fl

•

ac hen (3-Ec k e),

24+96 T etraeder und 24 Ik osaeder hat. Einige Kan ten sind v on einem T etra-

eder und zw ei Ik osaedern (Kan ten umgebung (3,3,3) (3,3,3,3,3) (3,3,3,3,3) ),

andere v on drei T etraedern und einem Ik osaeder (Kan ten umgebung (3,3,3)

(3,3,3) (3,3,3) (3,3,3,3,3) ) umgeb en. An jeder Ec k e liegen drei (3,3,3,3,3)

und f

•

unf (3,3,3). Damit hab en wir die Existenz des P olyc hors mit unserer

Nummer [# 22] b ewiesen.

8.6 Con w a y und Guys

"

Gro�es An tiprisma-

c hor \

Das historisc h zuletzt gefundene uniforme P olyc hor ist das

"

Grand An ti-

prism \ s f 5 � 5 g , wie es seine En tdec k er Con w a y und Guy [4] genann t hatten.

Dieses P olyc hor b esteh t aus 20 5-An tiprismen und 300 T etraedern. In ihrer

1965 v er

•

o�en tlic h ten Zusammenfassung ihrer Arb eiten zu uniformen P oly-

c hora ist ab er leider nic h t mehr als diese Besc hreibung en thalten. Ob w ohl

(sc hein bar) jeder, der sic h l

•

angere Zeit mit diesem Thema b esc h

•

aftigt hat,

•

ub erzeugt ist, dass dieses P olyc hor existiert, ist mir k ein k onstruktiv er Exis-

tenzb ew eis b ek ann t.

Wir wissen, dass die Ec k en des s f 5 � 5 g T eil der Ec k enmenge des 600-

Zellers sind. Und wir wissen, dass sic h die 20 (3,3,3,5) in zw ei Ringe zu

je zehn An tiprimen aufteilen, die senkrec h t zueinander um den 600-Zeller

herum laufen. Wie �nden wir jetzt einen (3,3,3,5) im 600-Zeller? Betrac h ten

wir eine Ec k e e

1

des 600-Zellers. Wir wissen, dass dort 12 Kan ten und 20 T e-

traeder auf regelm

•

a�ige Art und W eise zusammen tre�en. Ein En tfernen v on

e

1

und aller Zellen darum herum w

•

urde ein Lo c h bilden, das die F orm eines

Ik osaeders hat. Und in diesem Ik osaeder �nden wir durc h jede Ec k e f

•

unf

5- Ec k e. Damit hab en wir ab er sc hon ein (3,3,3,5) im 600-Zeller gefunden:

Nac h En tfernen v on e

1

b ek ommen wir ein Lo c h, in das ein (3,3,3,5) und {

dar

•

ub er und darun ter { zw ei 5-Pyramiden (mit f

•

unf regelm

•

a�igen 3- und

einem 5- Ec k) passen. Bezeic hnen wir die b eiden Spitzen der Pyramiden mit

e

0

und e

2

. Dann ist klar, dass im urspr

•

unglic hen 600-Zeller e

0

und e

2

nic h t

n ur Nac h barn v on e

1

, sondern auc h v on e

1

aus b etrac h tet auf gegen

•

ub er

liegenden Seiten w aren. Somit sind e

0

und e

2

in der ik osaedrisc hen L

•

uc k e

gegen

•

ub er liegende Ec k en. En tfernen wir auc h e

2

und alle no c h angrenzenden
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Zellen, so durc hdringen sic h die b eiden ik osaedrisc hen L

•

oc her v on e

1

und

e

2

teilw eise. Sie bilden jetzt ein Lo c h, dass aus zw ei Ik osaedern b esteh t,

denen man jew eils eine 5-Pyramide abgesc hnitten hat, um sie dann an den

Sc hnitt


•

ac hen zusammenzukleb en. Bezeic hnen wir die neue ob ere Spitze des

gr

•

o�eren Lo c hes mit e

3

. Auc h e

3

liegt, v on e

2

aus b etrac h tet, auf der ge-

gen

•

ub er liegenden Seite v on e

1

. In einer Ab wic klung w

•

urden also e

0

bis e

3

eine gerade Linie bilden. Und es ist naheliegend, diese Linie durc h e

4

usw.

fortzuf

•

uhren. F

•

ur jede en tfern te Ec k e w

•

ac hst die L

•

uc k e um ein 5-An tiprisma

in der Mitte; die 5-Pyramide ob en b ew egt sic h immer w eiter. Nac h Con w a y

und Guy m

•

ussen wir ab er nac h e

9

wieder auf e

0

tre�en und somit einen

Ring v on zehn (3,3,3,5) erhalten. Also tre�en b ei e

0

sc hlie�lic h die Spitzen

der b eiden 5-Pyramiden zusammen; ein En tfernen v on e

0

und aller no c h

angrenzenden Zellen b eseitigt auc h die Pyramiden und wir erhalten das

zehn te 5-Antiprisma.

Da wir Ec k en transitivit

•

at fordern, m

•

ussen dann ab er an allen Ec k en der

zehn 5-An tiprismen gleic he Wink el zwisc hen en tsprec henden Zellen v orliegen.

Das ist n ur der F all, w enn die zehn Ec k en e

0

bis e

9

{ und damit auc h die

An tiprismen selbst { ein regelm

•

a�iges 10- Ec k bilden. Es stellt sic h also als

erstes die F rage, ob wir zehn Ec k en im 600-Zeller �nden, die ein regelm

•

a�iges

(und planares) 10- Ec k bilden? Und w enn wir eines gefunden hab en, dann

m

•

ussen wir auc h ein zw eites regelm

•

a�iges 10- Ec k �nden, dass senkrec h t auf

dem ersten steh t und auc h in der Ec k enmenge des 600-Zellers en thalten ist.

Wiederholen wir no c h einmal die Ec kk o ordinaten des C

600

: ( �

1

2

, �

1

2

,

�

1

2

, �

1

2

), ( � 1 , 0 , 0 , 0 ) mit allen P erm utationen und ( �

�

2

, �

1

2

, �

1

2 �

,

0 ) mit allen geraden P erm utationen und � =

p

5 � 1

2

die Kan tenl

•

ange.

W

•

ahlen wir jetzt den Punkt e

0

= ( 1 , 0 , 0 , 0 ) und die b eiden Punkte e

9

= (

1

2 �

,

�

2

,

1

2

, 0 ) und e

1

= (

1

2 �

, �

�

2

, �

1

2

, 0 ). Wie man sc hnell nac hrec hnet,

sind die En tfern ungen v on e

0

zu e

9

und zu e

1

jew eils � .

q

(

1

2 �

� 1)

2

+

�

2

4

+

1

4

=

1

2

q

(

1

�

� 2)

2

+ �

2

+ 1 =

1

2

p

(1 + � � 2)

2

+ �

2

+ 1 =

1

2

p

�

2

� 2 � + 1 + �

2

+ 1 =

1

2

p

2( �

2

� � + 1) =

1

2

p

2(1 � � � � + 1) =

1

2

p

4(1 � � ) =

p

1 � � = � .

Dab ei wurden die Zusammenh

•

ange �

2

= 1 � � und

1

�

= 1 + � b en utzt.

W enn e

9

, e

0

und e

1

T eil eines 10- Ec ks sein sollen, dann m uss die En tfern ung

zwisc hen e

9

und e

1

gleic h der ersten Diagonale (eine Ec k e

•

ub erspringend) des

10- Ec ks sein. Dessen L

•

ange (mit Kan tenl

•

ange � ) ist

d

1

= �

q

(1 + cos

2 �

10

)

2

+ sin

2
2 �

10

= �

q

2(1 + cos

1

5

� ) = �

q

2

�

1 +

1

2

(1 + � )

�

.

Der Abstand v on e

9

und e

1

ist
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p

�

2

+ 1 = �

q

1 +

1

�

2

= �

p

1 + (1 + � )

2

= �

q

2(1 + � +

1

2

�

2

) =

�

q

2

�

1 + � +

1

2

(1 � � )

�

= �

q

2(1 +

1

2

+

1

2

� ) = d

1

.

Jetzt suc hen wir e

2

bis e

8

in der Eb ene, die durc h die drei Punkte aufge-

spann t wird. Dab ei suc hen wir in der Punktmenge des C

600

und

•

ub erpr

•

ufen

immer die Abst

•

ande � zwisc hen b enac h barten Ec k en und d

1

zwisc hen einer

Ec k e und der

•

ub ern

•

ac hsten. Au�erdem m uss die Diagonale d

2

, die im 10- Ec k

zw ei Ec k en

•

ub erspringt und die L

•

ange � + 2( � cos

�

5

) = � + 2 � (

1

2

+

1

2

� ) =

� + � (1 + � ) = 2 � + �

2

= 2 � + 1 � � = � + 1 hat, in der Ec k enmenge e

0

bis

e

9

en tsprec hend v ork ommen.

Zu diesen zehn Ec k en m

•

ussen wir sc hlie�lic h ein zw eites 10- Ec k �nden,

dass die gleic hen Eigensc haften hat und senkrec h t zum ersten steh t. Wir

�nden insgesam t die Punkte

e

0

= ( 1 , 0 , 0 , 0 ), f

0

= ( 0 , 0 , 0 , 1 ),

e

1

= (

1

2 �

, �

�

2

, �

1

2

, 0 ), f

1

= ( 0 ,

1

2

, �

�

2

,

1

2 �

),

e

2

= (

�

2

, �

1

2

, �

1

2 �

, 0 ), f

2

= ( 0 ,

1

2 �

, �

1

2

,

�

2

),

e

3

= ( -

�

2

, �

1

2

, �

1

2 �

, 0 ), f

3

= ( 0 ,

1

2 �

, �

1

2

, �

�

2

),

e

4

= ( -

1

2 �

, �

�

2

, �

1

2

, 0 ), f

4

= ( 0,

1

2

, �

�

2

, �

1

2 �

),

e

5

= ( -1 , 0 , 0 , 0 ), f

5

= ( 0 , 0 , 0 , -1 ),

e

6

= ( -

1

2 �

,

�

2

,

1

2

, 0 ), f

6

= ( 0 ,-

1

2

,

�

2

, �

1

2 �

),

e

7

= ( -

�

2

,

1

2

,

1

2 �

, 0 ), f

7

= ( 0 , -

1

2 �

,

1

2

, �

�

2

),

e

8

= (

�

2

,

1

2

,

1

2 �

, 0 ), f

8

= ( 0 , -

1

2 �

,

1

2

,

�

2

),

e

9

= (

1

2 �

,

�

2

,

1

2

, 0 ), f

9

= ( 0 , -

1

2

,

�

2

,

1

2 �

).

Dab ei wird das erste 10-Ec k ( e

0

bis e

9

) durc h ( 1 , 0 , 0 , 0 ) und ( 0 ,

1

2

,

1

2 �

, 0 ) und das zw eite ( f

0

bis f

9

) druc h ( 0 , 0 , 0 , 1 ) und ( 0 , �

1

2 �

,

1

2

,0 )

aufgespann t. Man sieh t sofort, dass all diese V ektoren senkrec h t aufeinander

stehen.

Bleibt n ur no c h zu zeigen, dass das P olyc hor, das en tsteh t, w enn wir

die gefundenen 20 Ec k en mitsam t der angrenzenden Zellen aus dem C

600

en tfernen, auc h no c h ec k en transitiv ist, also mit dem s f 5 � 5 g v on Con w a y

und Guy

•

ub ereinstimm t. Es stellt sic h also die F rage, ob es Ec k en gibt, die

nic h t an einem 5-An tiprisma (genauer sogar an zw eien) liegen. Oder mit

anderen W orten: Gibt es Ec k en, die zu k einem der 20 gefundenen Ec k en

b enac h bart sind?

Eine Eigensc haft der zw ei 10- Ec k e wird uns dab ei w eiterhelfen: Die En t-

fern ung zwisc hen jeder Ec k e des einen 10- Ec ks und einer b eliebigen Ec k e des

zw eiten 10- Ec ks b etr

•

agt genau

p

2. Bew egen wir uns also auf der Ob er


•

a-

c he (eigen tlic h dem Ob erraum!) des P olyc hors und nic h t durc h sein Inneres,

dann b esitzt es jew eils auf den b eiden 10- Ec k en (durc h Drehsymmetrie in

der Eb ene) und durc h die k onstan te und damit maximale En tfern ung der
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b eiden 10- Ec k e (durc h Bew egung des einem Ringes auf den anderen) eine

T ransitivit

•

at der 5-An tiprismen; wir k

•

onnen jedes 5-An tiprisma in ein anderes

•

ub erf

•

uhren und b ek ommen dec kungsgleic he P olyc hora v or und nac h der

•

Ub erf

•

uhrung. Das hei�t ab er auc h, dass wir uns v on einer gegeb enen aus den

zw anzig gefundenen Ec k en nic h t w eiter als

p

2 en tfernen m

•

ussen, um eine

Ec k e zu �nden, die nic h t an einem 5-An tiprisma liegt. W

•

are das n

•

amlic h so,

dann w

•

are die En tfern ung zu einer anderen der zw anzig Ec k en wieder kleiner

als

p

2 .

Nehmen wir uns zw ei b enac h barte Ec k en des ersten 10- Ec ks: e

8

= (

�

2

,

1

2

,

1

2 �

, 0 ) und e

9

= (

1

2 �

,

�

2

,

1

2

, 0 ). Diese b eiden repr

•

asen tieren nac h

En tfernen der zw anzig Ec k en sam t angrenzenden Zellen zw ei b enac h barte

5-An tiprismen. Durc h die An tiprismen transitivit

•

at k

•

onnen wir o.B.d.A. eine

Ec k e des zwisc hen diesen b eiden An tiprismen liegenden 5- Ec ks F als einen

Nac h barn eines der zw anzig Ec k en nehmen. Diese Ec k e, z.B. g = ( 1 ,

1 , 1 , 1 ), ist dann auc h Ec k e des anderen 5-An tiprismas; damit sind die

En tfern ungen zwisc hen g und e

8

bzw. e

9

wieder gleic h der Kan tenl

•

ange � des

C

600

. Jetzt suc hen wir einen Nac h barn v on g , der w eder Ec k e eines der b eiden

5-Antiprismen, die mit e

8

und e

9

k orresp ondieren, no c h Nac h bar eines der

anderen Ec k en aus den b eiden 10- Ec k en ist. Im C

600

hat g 12 Nac h barn; hier

fallen e

8

, e

9

, zw ei w eitere Ec k en im 5-Ec k F (die zu g b enac h barten) und je

zw ei b enac h barte Ec k en, die auf den b eiden 5-An tiprismen auf den 5- Ec k en

gegen

•

ub er v on F liegen, w eg. Wir m

•

ussen folglic h n ur vier Nac h barec k en zu

g dahingehend

•

ub erpr

•

ufen, ob deren Minimalabstand zu einem der zw anzig

gefundenen Ec k en gr

•

o�er als � ist.

Nac h ein w enig Rec hnen b ek ommen wir die vier Ec k en (

�

2

,

1

2 �

, 0 ,

1

2

),

(

�

2

, 0 ,

1

2

,

1

2 �

), (

1

2

,

�

2

, 0 ,

1

2 �

) und ( 0 ,

1

2

,

�

2

,

1

2 �

) als Nac h barn v on g , die

nic h t zu e

8

o der e

9

b enac h bart sind. Und nac h w eiterem Rec hnen stellen wir

fest, dass jede der vier Ec k en zu zw ei Ec k en der b eiden 10- Ec k e b enac h bart

sind (genauer sogar zu b enac h barten Ec k en; jede der vier Ec k en liegt also

auf einem 5-Ec k zwisc hen zw ei An tiprismen). Die erste Ec k e hat zu ( 0 ,

1

2

,

�

�

2

,

1

2 �

) und zu ( 0 ,

1

2 �

, �

1

2

,

�

2

), die zw eite zu ( 0 , 0 , 0 , 1 ) und zu ( 0 ,

�

1

2

,

2

�

,

1

2 �

), die dritte zu ( 0 , 0 , 0 , 1 ) und zu ( 0 ,

1

2

, �

�

2

,

1

2 �

) und die

vierte Ec k e zu ( 0 , 0 , 0 , 1 ) und zu ( 0 ,

1

2

, �

�

2

,

1

2 �

) die En tfern ung �

(=Kan tenl

•

ange des C

600

).

Damit ist gezeigt, dass durc h das En tfernen der zw anzig Ec k en, die die

b eiden senkrec h t zueinander stehenden 10- Ec k e darstellen, und aller an diesen

grenzenden Zellen, aus dem C

600

das P olyc hor s f 5 � 5 g v on Con w a y und Guy

en tsteh t und dass dieses

•

ub er Ec k en transitivit

•

at v erf

•

ugt; an jeder Ec k e tre�en

zw ei (3,3,3,5) und 12 (3,3,3) zusammen. F olglic h ist die Existenz unseres

P olyc hors [# 23] gezeigt.
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8.7 Zusammenfassung

In dieser Zusammenfassung w erden no c h einmal alle v on uns im letzten

Kapitel gefundenen 64 P olyc hora aufgez

•

ahlt und deren wirklic he Existenz

durc h eines der erw

•

ahn ten V erfahren so wie in der Literatur

•

ublic he Namen

angegeb en. Die kursiv gestellten, englisc hen Namen

9

sind v on Norman W.

Johnson [13] bzw. George Olshevsky [17 ].

# Existenz Namen

1 C

5

5-Zeller, 4-Simplex, P en tac hor, f 3,3,3 g

2 C

16

16-Zeller, Kreuzp olyc hor, Dek ahexac hor, f 3,3,4 g

3 ce

1

C

5

R e cti�e d 5-c el l

4 H (3 ; 3 ; 3) tetraedrisc hes Prismac hor

5 H (3 ; 3 ; 3 ; 3) oktaedrisc hes Prismac hor

6 C

8

8-Zeller, T esserakt, Hyp erw

•

urfel, Oktac hor, f 4,3,3 g

7 C

24

24-Zeller, Ik ositetrac hor, R e cti�e d 16-c el l , f 3,4,3 g

8 e

3

C

5

R uncinate d 5-c el l

9 H (3 ; 3 ; 3 ; 3 ; 3) ik osaedrisc hes Prismac hor

10 H (3 ; 4 ; 3 ; 4) kub o-oktaedrisc hes Prismac hor

11 e

2

C

5

Cantel late d 5-c el l

12 ce

1

C

8

R e cti�e d 8-c el l

13 e

1

C

5

stumpfer 5-Zeller, T runc ate d 5-c el l

14 H (3 ; 6 ; 6) stumpfes tetraedrisc hes Prismac hor

15 ce

1

e

2

C

5

Bitrunc ate d 5-c el l , stumpf-tetraedrisc hes Decac hor

16 H (3 ; 3 ; 3 ; 3 ; 4) sc hr

•

ages hexaedrisc hes Prismac hor

17 e

3

C

8

R uncinate d 8-c el l

18 H (3 ; 4 ; 4 ; 4) rhom b en-kub o-oktaedrisc hes Prismac hor

19 H (5 ; 5 ; 5) do dek aedrisc hes Prismac hor

20 e

1

C

16

stumpfer 16-Zeller, T runc ate d 16-c el l

21 e

1

e

3

C

5

R uncitrunc ate d 5-c el l

22 s f 3,4,3 g sc hr

•

ager 24-Zeller, Snub 24-c el l

23 s f 5 � 5 g gro�es An tiprismac hor

24 C

600

600-Zeller, Hexak osiac hor, f 3,3,5 g

25 H (4 ; 6 ; 6) stumpfes oktaedrisc hes Prismac hor

26 H (3 ; 5 ; 3 ; 5) ik osi-do dek aedrisc hes Prismac hor

27 ce

1

C

24

R e cti�e d 24-c el l

28 e

1

e

2

C

5

Cantitrunc ate d 5-c el l

9

Dab ei hei�t truncated abgestumpft und recti�ed gestrec kt. Des W eiteren k omm t

die V orsilb e Can ti- aus dem Englisc hen und b edeutet so viel wie sc hr

•

ag. Runci- hat

w ahrsc heinlic h seinen Ursprung im Lateinisc hen (runcina = Hob el). Can tellated b edeutet

eine Abstumpfung der Kan ten.
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# Existenz Namen

29 H (3 ; 8 ; 8) stumpfes hexaedrisc hes Prismac hor

30 e

2

C

8

Cantel late d 8-c el l

31 e

3

C

24

R uncinate d 24-c el l

32 ce

1

e

2

C

8

Bitrunc ate d 8-c el l, R uncic antic 8-c el l

33 e

1

C

8

stumpfer 8-Zeller, T runc ate d 8-c el l

34 H (3 ; 3 ; 3 ; 3 ; 5) sc hr

•

ages do dek aedrisc hes Prismac hor

35 e

1

e

2

e

3

C

5

Omnitrunc ate d 5-c el l

36 H (3 ; 4 ; 5 ; 4) rhom b en-ik osi-do dek aedrisc hes Prismac hor

37 e

1

e

3

C

16

R uncitrunc ate d 16-c el l

38 H (4 ; 6 ; 8) gro�es rhom b en-kub o-oktaedrisc hes Prismac hor

39 H (5 ; 6 ; 6) stumpfes ik osaedrisc hes Prismac hor

40 e

2

C

24

Cantel late d 24-c el l

41 e

1

e

3

C

8

R uncitrunc ate d 8-c el l

42 e

1

C

24

stumpfer 24-Zeller, T runc ate d 24-c el l

43 e

1

e

2

C

8

Cantitrunc ate d 8-c el l

44 H (3 ; 10 ; 10) stumpfes do dek aedrisc hes Prismac hor

45 ce

1

C

600

R e cti�e d 600-c el l

46 ce

1

e

2

C

24

Bitrunc ate d 24-c el l , stumpf-hex. T etrak on taoktac hor

47 e

1

e

3

C

24

R uncitrunc ate d 24-c el l

48 e

1

e

2

e

3

C

8

Omnitrunc ate d 8-c el l

49 C

120

120-Zeller, Hek atonik osac hor, f 5,3,3 g

50 H (4 ; 6 ; 10) gro�er rhom b en-ik osi-do dek aedrisc hes Prismac hor

51 e

1

e

2

C

24

Cantitrunc ate d 24-c el l

52 ce

1

C

120

R e cti�e d 120-c el l

53 e

1

C

600

stumpfer 600-Zeller, T runc ate d 600-c el l

54 e

1

e

2

e

3

C

24

Omnitrunc ate d 24-c el l

55 e

3

C

120

R uncinate d 120-c el l

56 e

2

C

600

Cantel late d 600-c el l

57 e

2

C

120

Cantel late d 120-c el l

58 ce

1

e

2

C

120

Bitrunc ate d 120-c el l

59 e

1

C

120

stumpfer 120-Zeller, T runc ate d 120-c el l

60 e

1

e

3

C

600

R uncitrunc ate d 600-c el l

61 e

1

e

2

C

600

Cantitrunc ate d 600-c el l

62 e

1

e

3

C

120

R uncitrunc ate d 120-c el l

63 e

1

e

2

C

120

Cantitrunc ate d 120-c el l

64 e

1

e

2

e

3

C

600

Omnitrunc ate d 600-c el l

H (3 ; 3 ; 3 ; p ) p -an tiprismatisc hes Prismac hor ( p � 3 )

T ( p; q ) p; q -Biprismac hor ( p; q � 3 )



Kapitel 9

Die Arc himedisc hen P olyc hora

"

Es ist wichtig dar auf zu achten, dass die Bezeichnungen

Entde ckungen erleichtern. In wundervol ler Weise kann man so

die A rb eit des Geistes r e duzier en. \

Gottfried Wilhelm Leibniz

9.1 Absc hluss

In Kapitel 7 hab en wir alle m

•

oglic hen uniformen P olyc hora gefunden und

deren Existenz in Kapitel 8 b ewiesen. Diese m

•

ussen wir n un wieder in kleinere

Grupp en aufteilen, so wie die uniformen P oly eder in die Platonisc hen und

Arc himedisc hen P oly eder, die Prismen und An tiprismen aufgeteilt w erden.

Un ter den uniformen P olyc hora �nden wir auc h die regelm

•

a�igen o der

Platonisc hen P olyc hora. Die unendlic hen Grupp en der an tiprismatisc hen

Prismac hora und der Biprismac hora hab en wir b ereits als Grupp e b esc hrie-

b en. So bleibt die F rage, ob wir die restlic hen P olyc hora als arc himedisc he

b ezeic hnen k

•

onnen.

Wie in Kapitel 1 und 2 gesehen ist die Eigensc haft arc himedisc h sc h w er

zu de�nieren. Daher gehen wir hier { wie z.B. seinerzeit auc h Kepler { den

W eg des De�nierens durc h Ausklammern. F

•

ur Arc himedes w aren die nac h

ihm b enann ten P oly eder kugelf

•

ormig und nic h t 
ac h wie die (An ti-)Prismen.

Dieses

•

ub ersetzte Kepler in die folgende Eigensc haft: Jeder Fl

•

ac hen t yp, der

b ei einem der gesuc h ten P oly eder v ork omm t, l

•

asst sic h mindestens dreimal

�nden. Damit w erden Prismen und An tiprismen ausgeklammert, da b ei ihnen

zw ei parallele n -Ec k en v orliegen und die restlic hen Fl

•

ac hen 3- o der 4-Ec k e

sind. F

•

ur die endg

•

ultige De�nition hat Kepler sc hlie�lic h no c h die Platoni-

sc hen P oly eder en tfern t.

115
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F

•

ur unsere uniformen P olyc hora hei�t dies n un, dass wir v on den 64

gefundenen P olyc hora { die an tiprismatisc hen Prismac hora und die Bipris-

mac hora sind sc hon ausgeklammert { neb en den Platonisc hen P olyc hora

no c h diejenigen P olyc hora en tfernen m

•

ussen, die aus zw ei parallelen Zellen

gleic hen T yps und anderen Zellen mit H

•

au�gk eiten gr

•

o�er als zw ei b estehen.

In die Ec k en umgebungen

•

ub ersetzt sind die letztgenann ten P olyc hora genau

diejenigen, deren Ec k en umgebung aus einer b eliebigen (uniformen) Zelle und

ansonsten n ur no c h aus Prismen b esteh t. Dies sind die P olyc hora, die wir in

Kapitel 8 durc h prismatisc hes Ho c hziehen erhalten hab en.

Damit k

•

onnen wir die restlic hen 41 P olyc hora zusammenfassen zu den

Arc himedisc hen P olyc hora.

Im F olgenden sollen n un no c h einmal die Ab wic klungen der Ec k en umge-

bungen der Platonisc hen P olyc hora, der Prismac hora und der Arc himedisc h-

en P olyc hora dargestellt w erden.

9.2 Ec k en umgebungen der Platonisc hen P o-

lyc hora

# 1 # 2 # 6

5-Zeller 16-Zeller 8-Zeller

# 7 # 24 # 49

24-Zeller 600-Zeller 120-Zeller
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9.3 Ec k en umgebungen der Prismac hora

# 4 # 5 # 6

tetraedrisc hes oktaedrisc hes hexaedrisc hes

Prismac hor Prismac hor Prismac hor (= 8-Zeller)

# 9 # 10 # 14

ik osaedrisc hes kub o-oktaedrisc hes stumpfes tetra-

Prismac hor Prismac hor edrisc hes Prismac hor

# 16 # 18 # 19

sc hr

•

ages hexa- rhom b en-kub o- do dek aedrisc hes

edrisc hes Prosmac hor oktaedrisc hes Prismac hor Prismac hor
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# 25 # 26 # 29

stumpfes okta- ik osi-do dek a- stumpfes hexa-

edrisc hes Prismac hor edrisc hes Prismac hor edrisc hes Prismac hor

# 34 # 36 # 38

sc hr

•

ages do de- rhom b en-ik osi-do de- gro�es rhom b en-kub o-

k aedrisc hes Prismac hor k aedrisc hes Prismac hor oktaedrisc hes Prismac hor

# 39 # 44 # 50

stumpfes ik osa- stumpfes do dek a- gro�es rhom b en-ik osi-do-

edrisc hes Prismac hor edrisc hes Prismac hor dek aedrisc hes Prismac hor
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9.4 Ec k en umgebungen der Arc himedisc hen

P olyc hora

# 3 # 8 # 11

R e cti�e d 5-c el l R uncinate d 5-c el l Cantel late d 5-c el l

# 12 # 13 # 15

R e cti�e d 8-c el l stumpfer 5-Zeller stumpf-tetraedrisc hes

Dek ac hor

# 17 # 20 # 21

R uncinate d 8-c el l stumpfer 16-Zeller R uncitrunc ate d 5-c el l
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# 22 # 23 # 27

sc hr

•

ager 24-Zeller gro�es An tiprismac hor R e cti�e d 24-c el l

# 28 # 30 # 31

Cantitrunc ate d 5-c el l Cantel late d 8-c el l R uncinate d 24-c el l

# 32 # 33 # 35

R uncic antic 8-c el l stumpfer 8-Zeller Omnitrunc ate d 5-c el l



9.4. ECKENUMGEB. DER AR CHIMEDISCHEN POL YCHORA 121

# 37 # 40 # 41

R uncitrunc ate d 16-c el l Cantel late d 24-c el l R uncitrunc ate d 8-c el l

# 42 # 43 # 45

stumpfer 24-Zeller Cantitrunc ate d 8-c el l R e cti�e d 600-c el l

# 46 # 47 # 48

stumpf-hexaedrisc hes R uncitrunc ate d 24-c el l R e cti�e d 8-c el l

T etrak on taoktac hor
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# 51 # 52 # 53

Cantitrunc ate d 24-c el l R e cti�e d 120-c el l stumpfer 600-Zeller

# 54 # 55 # 56

Omnitrunc ate d 24-c el l R uncinate d 120-c el l Cantel late d 600-c el l

# 57 # 58 # 59

Cantel late d 120-c el l Bitrunc ate d 120-c el l stumpfer 120-Zeller
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# 60 # 61 # 62

R uncitrunc ate d 600-c el l Cantitrunc ate d 600-c el l R uncitrunc ate d 120-c el l

# 63 # 64

Cantitrunc ate d 120-c el l Omnitrunc ate d 600-c el l

Die kursiv gestellten Namen stammen (wie auf Seite 113 sc hon erw

•

ahn t)

v on Norman W. Johnson und George Olshevsky .

9.5 No c h o�ene F ragen

Ob w ohl sc hon viele Arb eiten

•

ub er die Arc himedisc hen P olyc hora v erfasst

wurden, die deren Symmetrien und Zusammenh

•

ange un tereinander b esc hrei-

b en, bleib en einige naheliegende F ragen o�en. So ist es bis heute { nac h

meinem Wissensstand { k einem gelungen, die Arc himedisc hen bzw. unifor-

men P olyc hora einheitlic h und sc hnell durc h eine Art Kurznotation darzustel-

len. Lediglic h Abk

•

urzungen wie T C

5

f

•

ur den stumpfen 5-Zeller (engl. trunced

5-cell) sind gebr

•

auc hlic h, lassen sic h ab er nic h t mit dem w ohlb ek annten

Sc hl

•

a
i-Sym b ol f

•

ur die regelm

•

a�igen P olytop e v ergleic hen. Bei letzteren l

•

asst

sic h mit einer simplen V orsc hrift aus dem Sym b ol das P olytop rek onstruieren,
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w ogegen die Abk

•

urzungen v on Autor zu Autor stark v ariieren. Einzig v on

W.A. Wytho� (Siehe Kapitel 1) wurde dies mit m

•

a�igem Erfolg v ersuc h t:

Mit seiner Wytho�-Kaleidosk op-Konstruktion (b esc hrieb en z.B. in [6]) lassen

sic h fast alle uniformen P olyc hora darstellen { mit Ausnahme des gro�en

An tiprismac hors, der Prismac hora zum sc hr

•

agen Hexa- und Do dek aeder so wie

des sc hr

•

agen 24-Zellers. Dab ei b en utzt Wytho� Spiegelsymm trien auf der

vierdimensionalen Sph

•

are S

3

aus; ein in einem (unregelm

•

a�igen) sph

•

arisc hen

T etraeder b e�ndlic her Punkt wird an allen Grenz


•

ac hen mit dem T etraeder

zusammen so lange gespiegelt, bis S

3

einmal v ollst

•

andig b edec kt ist. Die

erhaltene Menge der Spiegelpunkte ist un ter gewissen Umst

•

anden iden tisc h

mit der Ec k enmenge eines uniformen P olyc hors.

Co xeter k onn te diese Konstruktion dahingehend erw eitern, dass alle bis

1960 b ek ann ten uniformen P olyc hora damit erzeugt w erden k onn ten, indem

er v on den endlic hen Spiegelgrupp en eine rotierende Un tergrupp e b etrac h tete.

F aktisc h b etrac h tete er nic h t mehr jeden Spiegelpunkt, sondern n ur no c h

jeden zw eiten. Als dann allerdings das gro�e An tiprismac hor gefunden wurde,

sc hrieb Co xeter:

"

Die Existenz v on Con w a ys gro�em An tiprismac hor deutet

darauf hin, dass es in R

•

aumen mit mehr als vier Dimensionen w ahrsc heinlic h

viele uniforme P olytop e gibt, deren Symmetriegrupp en nic h t durc h Re
exio-

nen erzeugt w erden. Deren Klassi�k ation wird f

•

ur zuk

•

unftige Geometer eine

in teressante Herausforderung sein. \ [9]

Arb eiten zu uniformen P olytop en mit Dimension gr

•

o�er als 4 gibt es

zw ar sc hon (z.B. v on Gosset [11] o der Co xeter [9]), allerdings suc hen diese

nic h t systematisc h nac h allen, sondern n ur nac h einigen mit b esonderen

Eigensc haften (Regelm

•

a�igk eit der Zellen b ei Gosset o der Erzeugung durc h

Re
exionen b ei Co xeter).

•

Ub er die regelm

•

a�igen P olytop e w ei� man, dass

es zw ar in vier Dimensionen sec hs, in h

•

oheren ab er n ur no c h je drei gibt.

Klammert man in den h

•

oheren Dimensionen alle Prismatop e und die regelm

•

a-

�igen P olytop e aus, ist somit no c h v

•

ollig o�en, ob mit steigender Dimension

die Zahl der Arc himedisc hen P olytop e auc h w

•

ac hst, o der ob es eine ob ere

Grenze o der sogar immer w eniger gibt.

W eitere in teressan te F ragen b esc h

•

aftigen sic h mit den dualen P olyc hora:

Die Dualen zu den Arc himedisc hen P oly edern { w elc he

•

ub er Ec k en transitivi-

t

•

at v erf

•

ugen { sind die sogenann ten Catalanisc hen P oly eder, die p er De�ni-

tion Fl

•

ac hen transitivit

•

at b esitzen. Die Dualen zu den Arc himedisc hen P oly-

c hora b esitzen somit p er De�nition Zelltransitivit

•

at; eine Charakterisierung

dieser P olyc hora wurde meines Wissens eb enfalls no c h nic h t v er

•

o�en tlic h t.

Eine w eitere V erallgemeinerung der Arc himedisc hen P olyc hora w

•

are die

Un tersuc h ung der k on v exen P olyc hora mit regelm

•

a�igen Fl

•

ac hen. In [10] wird
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die Anzahl der k on v exen P oly eder mit regelm

•

a�igen Fl

•

ac hen mit 111 ange-

geb en (leider ohne Bew eis). Wie sieh t es im 4-Dimensionalen aus?

Und letztendlic h stellt sic h die F rage, ob die Grundlagenforsc h ung in

diesem Gebiet der Geometrie nic h t eines T ages unerw artet An w endung in

z.B. der Lo op-Quan tengra vitation �ndet. Zur Zeit gibt es Arb eitsgrupp en

in der Theoretisc hen Ph ysik, die v ersuc hen, die h

•

oherdimensionale Raumzeit

zu diskretisieren. Dab ei treten zw angsl

•

au�g h

•

oherdimensionale P olytop e auf,

deren F altwink el die Raumzeit-Kr

•

umm ung und deren V olumina die Quan ten-

und Energiezust

•

ande de�nieren ([22 ], [23]).
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Anhang A

T ab ellen

"

Die ganzen Zahlen hat der lieb e Gott gescha�en, al les ander e

ist Menschenwerk. \

Leop old Kronec k er

A.1 T ab elle 1

Nr. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Radius R

e

1 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) 0.7905694150421

2 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) 0.8660254037844

3 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) 1.0744805708748

4 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) 1

5 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) nic h t existen t

6 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3, 4) nic h t existen t

7 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 8) nic h t existen t

8 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 9) nic h t existen t

9 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,10) nic h t existen t

10 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,11) nic h t existen t

11 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,12) nic h t existen t

12 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,13) nic h t existen t

13 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,14) nic h t existen t

14 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) 0.8164965809277

15 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) 0.8545454093319

16 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) 1.0000000000000

17 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1.6236716667998

18 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4, 4) 1.8477590650226

19 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 5, 4) nic h t existen t

20 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) 0.9128709291753

21 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) 1.0000000000000

22 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 6) 1.1180339887499

23 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 7) 1.2741623922635

24 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3, 4) 1.4856334612503

25 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 8) 1.4856334612503

26 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 9) 1.7904572220260

27 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,10) 2.2882456112707

28 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,11) 3.3740249770952

29 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,12) 1

30 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,13) nic h t existen t

31 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,14) nic h t existen t

32 ( 4, 4, 3) ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) 1.0280759364382

33 ( 4, 4, 3) ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4, 3) 5.2360679774998

34 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) 1.1547005383793

35 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 6) 1.6124515496597

36 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 8) 3.4989485116416

37 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6,10) nic h t existen t

38 ( 4, 4, 3) ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) 1.2889214913791

39 ( 4, 4, 3) ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) 1.4284397482988

40 ( 4, 4, 3) ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 6) 2.6131259297528

41 ( 4, 4, 3) ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) 1.5717796842868

F ortf

•

uhrung auf folgender Seite
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F ortf

•

uhrung v on T ab elle 1

Nr. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Radius R

e

42 ( 4, 4, 3) ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) 1.7179544004668

43 ( 4, 4, 3) ( 4,10, 4) ( 4,10, 6) 9.7446101783240

44 ( 4, 4, 3) ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) 1.8662823274137

45 ( 4, 4, 3) ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) 2.0162797774372

46 ( 4, 4, 3) ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) 2.1675952358107

47 ( 4, 4, 3) ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) 2.3199678172026

48 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 0.8948229778808

49 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1.0283350293622

50 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1.3452992222899

51 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 1.4047245793927

52 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 2.9230515883353

53 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 5) 1.0744805708748

54 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 6) 1.1739315546221

55 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 7) 1.2879915926397

56 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 3, 4) 1.4133917348805

57 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 8) 1.4133917348805

58 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 9) 1.5487434512203

59 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4,10) 1.6935270853311

60 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4,11) 1.8477689904598

61 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4,12) 2.0119136989192

62 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4,13) 2.1867781085728

63 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4,14) 2.3735541081632

64 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 6) 1.2747548783982

65 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 7) 1.3925680394810

66 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 3, 4) 1.5200855004131

67 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 8) 1.5200855804131

68 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 9) 1.6540528266993

69 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) ( 4, 4,10) 1.7926308854760

70 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) ( 4, 4,11) 1.9346505606249

71 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) ( 4, 4,12) 2.0793165123461

72 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) ( 4, 4,13) 2.2260635151980

73 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) ( 4, 4,14) 2.3744770595850

74 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 6) ( 4, 6, 6) 1.8439088914586

75 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 6) ( 4, 6, 8) 2.5653843882515

76 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 6) ( 4, 6,10) 4.1799684155505

77 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 3, 4) 1.1832159566199

78 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1.5256334323896

79 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 4, 4) 1.5828897211988

80 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 5, 4) 2.4972120409568

81 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) ( 4, 4, 7) 1.5244586697612

82 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) ( 4, 4, 3, 4) 1.6712999582125

83 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) ( 4, 4, 8) 1.6712999582125

84 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) ( 4, 4, 9) 1.8285933382416

85 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) ( 4, 4,10) 1.9942495712871

86 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) ( 4, 4,11) 2.1672190850281

87 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) ( 4, 4,12) 2.3470061074185

88 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) ( 4, 4,13) 2.5334564988851

89 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) ( 4, 4,14) 2.7266529805352

90 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3, 4) ( 4, 4, 3, 4) 1.8477590650226

91 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3, 4) ( 4, 4, 8) 1.8477590650226

92 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3, 4) ( 4, 4, 9) 2.0443310566329

93 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3, 4) ( 4, 4,10) 2.2600389869704

94 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3, 4) ( 4, 4,11) 2.4959132240311

95 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3, 4) ( 4, 4,12) 2.7544391566384

96 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3, 4) ( 4, 4,13) 3.0395458674220

97 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3, 4) ( 4, 4,14) 3.3569185891987

98 ( 4, 4, 3) ( 4, 8, 6) ( 4, 8, 6) 3.0059164835259

99 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 8) ( 4, 4, 8) 1.8477590650226

100 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 8) ( 4, 4, 9) 2.0443310566329

101 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 8) ( 4, 4,10) 2.2600389869704

102 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 8) ( 4, 4,11) 2.4959132240311

103 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 8) ( 4, 4,12) 2.7544391566384

104 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 8) ( 4, 4,13) 3.0395458674220

105 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 8) ( 4, 4,14) 3.3569185891987

106 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 9) ( 4, 4, 9) 2.2974881732558

107 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 9) ( 4, 4,10) 2.5922789997394

108 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 9) ( 4, 4,11) 2.9388752603183

109 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 9) ( 4, 4,12) 3.3551333007487

110 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 9) ( 4, 4,13) 3.8719444254389

111 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 9) ( 4, 4,14) 4.5463228637087

112 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 2.2535251879095

113 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 2.4148861690271

114 ( 4, 4, 3) ( 4, 4,10) ( 4, 4,10) 3.0112501486612

115 ( 4, 4, 3) ( 4, 4,10) ( 4, 4,11) 3.5607732600372

116 ( 4, 4, 3) ( 4, 4,10) ( 4, 4,12) 4.3356661142053

117 ( 4, 4, 3) ( 4, 4,10) ( 4, 4,13) 5.5824656754535

118 ( 4, 4, 3) ( 4, 4,10) ( 4, 4,14) 8.2755734614735

119 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4, 4) ( 3, 4, 4, 4) 2.6131259297528

120 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 8) ( 4, 6, 8) 4.2994512875760

121 ( 4, 4, 3) ( 4, 4,11) ( 4, 4,11) 4.5321391717300

122 ( 4, 4, 3) ( 4, 4,11) ( 4, 4,12) 6.4589364737097

123 ( 4, 4, 3) ( 4, 4,11) ( 4, 4,13) 16.6057375885695
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124 ( 4, 4, 3) ( 4, 5, 4, 3) ( 4, 5, 4, 3) 6.7350337619791

125 ( 4, 4, 3) ( 4,10, 6) ( 4,10, 6) 11.2521066192067

126 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) 0.6324555320337

127 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 0.7071067811865

128 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 0.8794652240646

129 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.6180339887499

130 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 1.6180339887499

131 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) nic h t existen t

132 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) nic h t existen t

133 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) nic h t existen t

134 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) nic h t existen t

135 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) nic h t existen t

136 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) nic h t existen t

137 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) nic h t existen t

138 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3,12) nic h t existen t

139 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3,13) nic h t existen t

140 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) nic h t existen t

141 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3,14) nic h t existen t

142 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) 0.7905694150421

143 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) 0.8368950163968

144 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) 1.0000000000000

145 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1.4057619266345

146 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4, 4) 1.4856334612503

147 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 5, 4) 5.2360679774998

148 ( 3, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) 2.3085869096904

149 ( 3, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) 2.1553877590020

150 ( 3, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) 2.0031202459493

151 ( 3, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) 1.8520153229578

152 ( 3, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) 1.7023845272343

153 ( 3, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3,10,10) 3.0536251376065

154 ( 3, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) 1.5546569762232

155 ( 3, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) 1.4094376878690

156 ( 3, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 8) 1.7791615995435

157 ( 3, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) 1.2676021023674

158 ( 3, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) 1.1304540227832

159 ( 3, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 6) 1.1998999434206

160 ( 3, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) 1.0000000000000

161 ( 3, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 5) 1.6180339887499

162 ( 3, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3, 3) 2.1818181369929

163 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 0.8794652240646

164 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1.0317836260834

165 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1.3516822182379

166 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 1.4047245793927

167 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 2.2486533399101

168 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 0.7745966692415

169 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 0.8794652240646

170 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.0000000000000

171 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 1.0000000000000

172 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 1.1304540227832

173 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 1.2676021023674

174 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 1.3783989547414

175 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 1.4094376878690

176 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 1.5546569762232

177 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) 1.7023845272343

178 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) 1.8520153229578

179 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3,12) 2.0031202459493

180 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3,13) 2.1553877590020

181 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) 2.1775242112341

182 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3,14) 2.3085869096904

183 ( 3, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 3, 6, 6) 1.2649110640674

184 ( 3, 3, 3) ( 3, 8, 8) ( 3, 8, 8) 2.1497256437880

185 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 3, 4) 1.2247448713916

186 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1.6988629556124

187 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 4, 4) 1.7854054561113

188 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 5, 4) 3.8351276292321

189 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) ( 3, 3, 3, 4) 1.0317836260834

190 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.2297911042740

191 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) ( 3, 3, 3, 5) 1.2297911042740

192 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) ( 3, 3, 3, 6) 1.4759894490559

193 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) ( 3, 3, 3, 7) 1.7873830995918

194 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) ( 3, 3, 3, 3, 4) 2.1002009374032

195 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) ( 3, 3, 3, 8) 2.2019299228077

196 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) ( 3, 3, 3, 9) 2.8089206080726

197 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) ( 3, 3, 3,10) 3.8812778265187

198 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) ( 3, 3, 3,11) 7.1240837963332

199 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.6180339887499

200 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 1.6180339887499

201 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 2.3703620934354

202 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 5.6979317307779

203 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) ( 3, 3, 3, 5) 1.6180339887499

204 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) ( 3, 3, 3, 6) 2.3703620934354

205 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) ( 3, 3, 3, 7) 5.6979317307779
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206 ( 3, 3, 3) ( 3,10,10) ( 3,10,10) 8.2183343605926

207 ( 3, 3, 3) ( 3, 5, 3, 5) ( 3, 5, 3, 5) 4.5345678844570

208 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 4.0923274785571

209 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 5.7972326672579

210 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) 1.2649110640674

211 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 4) 1.5811388300842

212 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 5) 4.6435230050845

213 ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) 1.2747548783982

214 ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 6) 1.6124515496597

215 ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 8) 2.3709323785295

216 ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6,10) 8.2789503961853

217 ( 6, 6, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) 1.2742336201788

218 ( 6, 6, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 6) 1.3374135989270

219 ( 6, 6, 3) ( 3, 6, 6) ( 3, 6, 6) 1.4142135623731

220 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 4) ( 6, 6, 4) 1.8439088914586

221 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 4) ( 6, 6, 5) 2.6457513110646

222 ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 6) ( 4, 6, 6) 2.1213203435596

223 ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 6) ( 4, 6, 8) 3.1648222331528

224 ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 6) ( 4, 6,10) 6.8819096023559

225 ( 6, 6, 3) ( 6, 8, 4) ( 6, 8, 4) 3.0059164835259

226 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 5) ( 6, 6, 5) 4.6435230050845

227 ( 6, 6, 3) ( 5, 6, 6) ( 5, 6, 6) 7.5796338776189

228 ( 6, 6, 3) ( 6,10, 4) ( 6,10, 4) 11.2521066192067

229 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 4) 0.9128709291753

230 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 5) 1.0280759364382

231 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 3) 0.8660254037844

232 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 6) 1.1547005383793

233 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 4) 0.9626924198812

234 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 7) 1.2889214913791

235 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 3, 4) 1.4284397482988

236 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 8) 1.4284397482988

237 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.0744805708748

238 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 5) 1.0744805708748

239 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 9) 1.5717796842868

240 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4,10) 1.7179544004668

241 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 6) 1.1970850854857

242 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4,11) 1.8662823274137

243 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4,12) 2.0162797774372

244 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 7) 1.3274898624399

245 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4,13) 2.1675952358107

246 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 3, 4) 1.4337243914993

247 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 8) 1.4636030534499

248 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4,14) 2.3199678172026

249 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 9) 1.6039684667553

250 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3,10) 1.7475600524206

251 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3,11) 1.8936431500996

252 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3,12) 2.0416825252255

253 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3,13) 2.1912814325983

254 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 3, 5) 2.2130600506867

255 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3,14) 2.3421408775009

256 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) 0.9626924198812

257 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) 1.1180339887499

258 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1.4337243914993

259 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 4, 4) 1.4856334612503

260 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 5, 4) 2.2882456112707

261 ( 3, 4, 4) ( 4, 5, 4) ( 3, 5, 3, 3) 1.0744805708748

262 ( 3, 4, 4) ( 4, 5, 4) ( 3, 5, 3, 5) 1.6935270853311

263 ( 3, 4, 4) ( 4, 5, 4) ( 3, 5, 3, 3, 3) 2.2130600506867

264 ( 3, 4, 4) ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 3, 3) 1.1970850854857

265 ( 3, 4, 4) ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 6) 1.2747548783982

266 ( 3, 4, 4) ( 4, 7, 4) ( 3, 7, 3, 3) 1.3274898624399

267 ( 3, 4, 4) ( 4, 8, 4) ( 3, 8, 3, 3) 1.4636030534499

268 ( 3, 4, 4) ( 4, 8, 4) ( 3, 8, 8) 1.8477590650226

269 ( 3, 4, 4) ( 4, 9, 4) ( 3, 9, 3, 3) 1.6039684667553

270 ( 3, 4, 4) ( 4,10, 4) ( 3,10, 3, 3) 1.7475600524206

271 ( 3, 4, 4) ( 4,10, 4) ( 3,10,10) 3.0112501486612

272 ( 3, 4, 4) ( 4,11, 4) ( 3,11, 3, 3) 1.8936431500996

273 ( 3, 4, 4) ( 4,12, 4) ( 3,12, 3, 3) 2.0416825252255

274 ( 3, 4, 4) ( 4,13, 4) ( 3,13, 3, 3) 2.1912814325983

275 ( 3, 4, 4) ( 4,14, 4) ( 3,14, 3, 3) 2.3421408775009

276 ( 3, 4, 4) ( 3,10, 3, 3) ( 4,10, 6) 3.9200106572748

277 ( 3, 4, 4) ( 3, 8, 3, 3) ( 4, 8, 6) 2.4086196502713

278 ( 3, 4, 4) ( 3, 6, 3, 3) ( 4, 6, 6) 1.6796925924246

279 ( 3, 4, 4) ( 3, 6, 3, 3) ( 4, 6, 8) 2.4911339993545

280 ( 3, 4, 4) ( 3, 6, 3, 3) ( 4, 6,10) 4.3524093264436

281 ( 3, 4, 4) ( 3, 5, 3, 3) ( 4, 5, 4, 3) 2.4972120409568

282 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 5) 1.0959855872742

283 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 0.9430407487778

284 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 6) 1.2456297057804

285 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 1.0865776768169

286 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 7) 1.4083579967203

287 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 3, 4) 1.5828897211988
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288 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 8) 1.5828897211988

289 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.2597328151595

290 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 1.2597328151595

291 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 9) 1.7690528347569

292 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4,10) 1.9674433999352

293 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 1.4616519166352

294 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4,11) 2.1792951484760

295 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4,12) 2.4064664432462

296 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 1.6953540714636

297 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4,13) 2.6515160741604

298 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 1.9050956844255

299 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 1.9679680537909

300 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4,14) 2.9178695011618

301 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 2.2923194341791

302 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) 2.6908523254729

303 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) 3.2050684011596

304 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3,12) 3.9212492207810

305 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3,13) 5.0597194323143

306 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) 5.2904045789883

307 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3,14) 7.4716542720927

308 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 3, 4, 3, 4) 1.3281310261041

309 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1.8754048211044

310 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 3, 4, 4, 4) 1.9787054780462

311 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 3, 4, 5, 4) 5.2360679774998

312 ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1.1832159566199

313 ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1.7405705750130

314 ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 1.8477590650226

315 ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 6.7350337619791

316 ( 3, 4, 4) ( 3, 6, 6) ( 4, 6, 6) 1.8439088914586

317 ( 3, 4, 4) ( 3, 6, 6) ( 4, 6, 8) 3.0059164835259

318 ( 3, 4, 4) ( 3, 6, 6) ( 4, 6,10) 11.2521066192067

319 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 6) ( 3, 4, 3, 4) 1.6124515496597

320 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 6) ( 3, 4, 3, 3, 3) 3.0219124213533

321 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 6) ( 3, 4, 4, 4) 3.4989485116416

322 ( 3, 4, 4) ( 3, 8, 8) ( 4, 8, 6) 4.2994512875760

323 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 3, 3, 4) 1.5828897211988

324 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 4, 4, 7) 2.0069186467091

325 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 4, 4, 3, 4) 2.6131259297528

326 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 4, 4, 8) 2.6131259297528

327 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 3, 3, 3, 3) 2.4972120409568

328 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 3, 3, 5) 2.4972120409568

329 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 4, 4, 9) 3.7925682137340

330 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 4, 4,10) 9.7446101783240

331 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) 1.0000000000000

332 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) 1.1061676173844

333 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 6) 1.2247448713916

334 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 7) 1.3520300579520

335 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3, 4) 1.4856334612503

336 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 8) 1.4856334612503

337 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 9) 1.6239328935037

338 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,10) 1.7657955682213

339 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,11) 1.9104126235668

340 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,12) 2.0571948880864

341 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,13) 2.2057052779045

342 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,14) 2.3556140047814

343 ( 4, 4, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) 1.1061676173844

344 ( 4, 4, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4, 3) 2.2882456112707

345 ( 4, 4, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) 1.2247448713916

346 ( 4, 4, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 6) 1.6583123951777

347 ( 4, 4, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 8) 2.3709323785295

348 ( 4, 4, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 6,10) 3.8351276292321

349 ( 4, 4, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) 1.3520300579520

350 ( 4, 4, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) 1.4856334612503

351 ( 4, 4, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 6) 2.3709323785295

352 ( 4, 4, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) 1.6239328935037

353 ( 4, 4, 4) ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) 1.7657955682213

354 ( 4, 4, 4) ( 4,10, 4) ( 4,10, 6) 3.8351276292321

355 ( 4, 4, 4) ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) 1.9104126235668

356 ( 4, 4, 4) ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) 2.0571948880864

357 ( 4, 4, 4) ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) 2.2057052779045

358 ( 4, 4, 4) ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) 2.3556140047814

359 ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1.0317836260834

360 ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1.2437516475077

361 ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1.6987933095147

362 ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 1.7788236456639

363 ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 3.4169299300339

364 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 5) 1.2486060204784

365 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 6) 1.4142135623731

366 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 7) 1.6000628928598

367 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 3, 4) 1.8061441787369

368 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 8) 1.8061441787369

369 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 9) 2.0343275518360
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370 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4,10) 2.2882456112707

371 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4,11) 2.5736212823916

372 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4,12) 2.8990706197284

373 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4,13) 3.2776643282270

374 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4,14) 2.7299587242784

375 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 6) 1.6583123951777

376 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 7) 1.9673508598052

377 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 3, 4) 2.3709323785295

378 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 8) 2.3709323785295

379 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 9) 2.9355086768250

380 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 6) ( 4, 4,10) 3.8351276292321

381 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 6) ( 4, 4,11) 5.7577889539464

382 ( 4, 4, 4) ( 4, 6, 6) ( 4, 6, 6) 2.6457513110646

383 ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 3, 4) 1.7320508075689

384 ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 3, 3, 3) 5.7874250218476

385 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 7) ( 4, 4, 7) 2.5342468588086

386 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 7) ( 4, 4, 3, 4) 3.5992881444312

387 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 7) ( 4, 4, 8) 3.5992881444312

388 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 7) ( 4, 4, 9) 7.6919252468704

389 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4, 5) 1.2030019100151

390 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 5, 5, 5) 1.4877921533475

391 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4, 6) 1.3128620634895

392 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4, 7) 1.4323379752543

393 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4, 3, 4) 1.5590745905621

394 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4, 8) 1.5590745905621

395 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4, 9) 1.6913795672034

396 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4,10) 1.8280155323464

397 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4,11) 1.9680658500247

398 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4,12) 2.1108428660890

399 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4,13) 2.2558241444594

400 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4,14) 2.4026077784924

401 ( 4, 5, 4) ( 4, 6, 4) ( 5, 6, 6) 2.5279589543122

402 ( 4, 5, 4) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1.1365469837747

403 ( 4, 5, 4) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1.3281310261041

404 ( 4, 5, 4) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1.7358599865523

405 ( 4, 5, 4) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 1.8061441787369

406 ( 4, 5, 4) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 3.0776835371753

407 ( 4, 5, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 5, 3, 5) 1.9757970370024

408 ( 4, 5, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3, 3) 2.8157044444730

409 ( 4, 5, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 5, 4, 3) 3.0776835371753

410 ( 4, 5, 4) ( 5, 5, 5) ( 4, 5, 4, 3) 5.2360679774998

411 ( 4, 5, 4) ( 4, 4, 6) ( 4, 5, 4, 3) 8.2789503961853

412 ( 4, 5, 4) ( 4, 6, 6) ( 5, 6, 6) 9.1241012486160

413 ( 4, 5, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 5, 3, 5) 6.0735939788562

414 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 5) 1.3128620634895

415 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 6, 6, 4) 1.6583123951777

416 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 6) 1.4142135623731

417 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 7) 1.5257736652616

418 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 3, 4) 1.6453287760161

419 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 8) 1.6453287760161

420 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 6, 6, 5) 2.5279589543122

421 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 9) 1.7712024284658

422 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4,10) 1.9021130325903

423 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4,11) 2.0370754508077

424 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4,12) 2.1753277471611

425 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4,13) 2.3162762730244

426 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4,14) 2.4594546833642

427 ( 4, 6, 4) ( 4, 8, 4) ( 6, 8, 4) 2.3709323785295

428 ( 4, 6, 4) ( 4,10, 4) ( 6,10, 4) 3.8351276292321

429 ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1.2529812470232

430 ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1.4273174361375

431 ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1.8014916055634

432 ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 1.8658457801852

433 ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 2.9844187466970

434 ( 4, 6, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 6, 6) 1.3542484191547

435 ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 6, 6) 1.8930378060148

436 ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 6, 8) 3.0075039974212

437 ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 6,10) 8.2789503961853

438 ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 6) ( 3, 4, 3, 4) 1.6124515496597

439 ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 6) ( 3, 4, 3, 3, 3) 2.2459694766195

440 ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 6) ( 3, 4, 4, 4) 2.3709323785295

441 ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 6) ( 3, 4, 5, 4) 8.2789503961853

442 ( 4, 6, 4) ( 6, 6, 4) ( 4, 6, 6) 2.2360679774998

443 ( 4, 6, 4) ( 6, 6, 4) ( 4, 6, 8) 3.4989485116416

444 ( 4, 6, 4) ( 6, 6, 4) ( 4, 6,10) 12.7866511327240

445 ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 6) ( 4, 6, 6) 2.2360679774998

446 ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 6) ( 4, 6, 8) 5.1699054209297

447 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 6) ( 4, 4, 7) 2.7278379770077

448 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 6) ( 4, 4, 3, 4) 3.4989485116416

449 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 6) ( 4, 4, 8) 3.4989485116416

450 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 6) ( 6, 6, 5) 5.5151072396644

451 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 6) ( 4, 4, 9) 5.0206097151088
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452 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 6) ( 4, 4,10) 12.7866511327240

453 ( 4, 6, 4) ( 6, 8, 4) ( 4, 8, 6) 5.1699054209297

454 ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4, 5) 1.4323379752543

455 ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4, 6) 1.5257736652616

456 ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4, 7) 1.6297148692981

457 ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4, 3, 4) 1.7421515602244

458 ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4, 8) 1.7421515602244

459 ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4, 9) 1.8614895434057

460 ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4,10) 1.9864589767613

461 ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4,11) 2.1160485981869

462 ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4,12) 2.2494523967345

463 ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4,13) 2.3860262049235

464 ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4,14) 2.5252529808176

465 ( 4, 7, 4) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1.3780485284423

466 ( 4, 7, 4) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1.5373682481086

467 ( 4, 7, 4) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1.8838666207530

468 ( 4, 7, 4) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 1.9436999186104

469 ( 4, 7, 4) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 2.9704429770281

470 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 8, 8, 3) 1.8477590650226

471 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4, 5) 1.5590745905621

472 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4, 6) 1.6453287760161

473 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4, 7) 1.7421515602244

474 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4, 3, 4) 1.8477590650226

475 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4, 8) 1.8477590650226

476 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4, 9) 1.9606796841376

477 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4,10) 2.0796972784366

478 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4,11) 2.2038110566629

479 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4,12) 2.3322001605256

480 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4,13) 2.4641920692516

481 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4,14) 2.5992352953722

482 ( 4, 8, 4) ( 8, 8, 3) ( 4, 8, 6) 2.6131259297528

483 ( 4, 8, 4) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1.5095764889788

484 ( 4, 8, 4) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1.6557657380576

485 ( 4, 8, 4) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1.9781448879832

486 ( 4, 8, 4) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 2.0341635103229

487 ( 4, 8, 4) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 2.9943013877480

488 ( 4, 8, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 8, 8) 1.9902592100154

489 ( 4, 8, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 8, 6) 2.7530644020744

490 ( 4, 8, 4) ( 4, 4, 6) ( 4, 8, 6) 3.4989485116416

491 ( 4, 8, 4) ( 3, 8, 8) ( 3, 4, 3, 4) 2.6131259297528

492 ( 4, 8, 4) ( 3, 8, 8) ( 3, 4, 3, 3, 3) 8.2340994272626

493 ( 4, 8, 4) ( 4, 6, 6) ( 6, 8, 4) 3.4989485116416

494 ( 4, 8, 4) ( 4, 4, 7) ( 4, 8, 6) 5.1848401619278

495 ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4, 5) 1.6913795672034

496 ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4, 6) 1.7712024284658

497 ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4, 7) 1.8614895434057

498 ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4, 3, 4) 1.9606796841376

499 ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4, 8) 1.9606796841376

500 ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4, 9) 2.0674419182184

501 ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4,10) 2.1806402801364

502 ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4,11) 2.2993117306895

503 ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4,12) 2.4226450111752

504 ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4,13) 2.5499595713617

505 ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4,14) 2.6806856179205

506 ( 4, 9, 4) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1.6460055359316

507 ( 4, 9, 4) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1.7807038172341

508 ( 4, 9, 4) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 2.0816249836270

509 ( 4, 9, 4) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 2.1342755088937

510 ( 4, 9, 4) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 3.0406128553468

511 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4, 5) 1.8280155323464

512 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) (10,10, 3) 3.0112501486612

513 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4, 6) 1.9021130325903

514 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4, 7) 1.9864589767613

515 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4, 3, 4) 2.0796972784366

516 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4, 8) 2.0796972884366

517 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4, 9) 2.1806402801364

518 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4,10) 2.2882456112707

519 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4,11) 2.4016057921801

520 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4,12) 2.5199374588110

521 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4,13) 2.6425687808883

522 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4,14) 2.7689260243409

523 ( 4,10, 4) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1.7862076179023

524 ( 4,10, 4) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1.9108345330172

525 ( 4,10, 4) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 2.1925081003689

526 ( 4,10, 4) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 2.2421238339022

527 ( 4,10, 4) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 3.1022333689989

528 ( 4,10, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3,10,10) 3.3783801665753

529 ( 4,10, 4) ( 4, 4, 5) ( 4,10, 6) 4.9173509014000

530 ( 4,10, 4) (10,10, 3) ( 4,10, 6) 9.7446101783240

531 ( 4,10, 4) ( 4, 4, 6) ( 4,10, 6) 12.7866511327240

532 ( 4,10, 4) ( 4, 6, 6) ( 6,10, 4) 12.7866511327240

533 ( 4,10, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 3,10,10) 9.7446101783240

F ortf

•

uhrung auf folgender Seite



134 ANHANG A. T ABELLEN

F ortf

•

uhrung v on T ab elle 1

Nr. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Radius R

e

534 ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4, 5) 1.9680658500247

535 ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4, 6) 2.0370754508077

536 ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4, 7) 2.1160485981869

537 ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4, 3, 4) 2.2038110566629

538 ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4, 8) 2.2038110566629

539 ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4, 9) 2.2993117306895

540 ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4,10) 2.4016057921801

541 ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4,11) 2.5098511478904

542 ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4,12) 2.6233046334446

543 ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4,13) 2.7413157726280

544 ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4,14) 2.8633186570491

545 ( 4,11, 4) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1.9293587269667

546 ( 4,11, 4) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 2.0451336799537

547 ( 4,11, 4) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 2.3094764858686

548 ( 4,11, 4) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 2.3563323141838

549 ( 4,11, 4) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 3.1752881655088

550 ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4, 5) 2.1108428660890

551 ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4, 6) 2.1753277471611

552 ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4, 7) 2.2494523967345

553 ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4, 3, 4) 2.3322001605256

554 ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4, 8) 2.3322001605256

555 ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4, 9) 2.4226450111752

556 ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4,10) 2.5199374588110

557 ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4,11) 2.6233046334446

558 ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4,12) 2.7320508075689

559 ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4,13) 2.8455555838087

560 ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4,14) 2.9632698404113

561 ( 4,12, 4) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 2.0748439845282

562 ( 4,12, 4) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 2.1828138278598

563 ( 4,12, 4) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 2.4315143057561

564 ( 4,12, 4) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 2.4758490031575

565 ( 4,12, 4) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 3.2574126702332

566 ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4, 5) 2.2558241444594

567 ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4, 6) 2.3162762730244

568 ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4, 7) 2.3860262049235

569 ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4, 3, 4) 2.4641920692516

570 ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4, 8) 2.4641920692516

571 ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4, 9) 2.5499595713617

572 ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4,10) 2.6425687808883

573 ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4,11) 2.7413157726280

574 ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4,12) 2.8455555838087

575 ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4,13) 2.9547032923716

576 ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4,14) 3.0682328973691

577 ( 4,13, 4) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 2.2222069850965

578 ( 4,13, 4) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 2.3232634353639

579 ( 4,13, 4) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 2.5578159791334

580 ( 4,13, 4) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 2.5998420166121

581 ( 4,13, 4) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 3.3470238795663

582 ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4, 5) 2.4026077784924

583 ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4, 6) 2.4594546833642

584 ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4, 7) 2.5252529808176

585 ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4, 3, 4) 2.5992352953722

586 ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4, 8) 2.5992352953722

587 ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4, 9) 2.6806856179205

588 ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4,10) 2.7689260243409

589 ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4,11) 2.8633186570491

590 ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4,12) 2.9632698404113

591 ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4,13) 3.0682328973691

592 ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4,14) 3.1777090299530

593 ( 4,14, 4) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 2.3710962234011

594 ( 4,14, 4) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 2.4660029513075

595 ( 4,14, 4) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 2.6877316605059

596 ( 4,14, 4) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 2.7276400366935

597 ( 4,14, 4) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 3.4429824427021

598 ( 8, 8, 3) ( 8, 8, 3) ( 8, 8, 3) 2.1497256437880

599 ( 8, 8, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) 1.8690012164061

600 ( 8, 8, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 8) 2.2579413896112

601 ( 8, 8, 3) ( 3, 8, 8) ( 3, 8, 8) 3.4142135623731

602 ( 8, 8, 3) ( 6, 8, 4) ( 6, 8, 4) 4.2994512875760

603 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 2.3693540254613

604 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 2.4540063081118

605 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 2.5611178676897

606 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 2.5611178676897

607 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 2.6896083877261

608 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 2.8386279535405

609 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 2.9693491815190

610 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 3.0076253303879

611 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 3.1964218161754

612 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) 3.4052758290510

613 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) 3.6349459864691

614 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3,12) 3.8867653622366

615 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3,13) 4.1627417583771
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616 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) 4.2048729779278

617 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3,14) 4.4657021351903

618 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 2.2204628561899

619 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 2.3109558970717

620 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 2.4252598259893

621 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 2.4252598259893

622 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 2.5621995913956

623 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 2.7209323861516

624 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 2.8602248055588

625 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 2.9010350374439

626 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 3.1025939866372

627 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) 3.3262893451780

628 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) 3.5734886632919

629 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3,12) 3.8463719864744

630 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3,13) 4.1481149052794

631 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) 4.1944569975304

632 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3,14) 4.4831664009556

633 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 2.0731321849710

634 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 2.1702939482798

635 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 2.2927977424728

636 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 2.2927977424728

637 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 2.4393961331533

638 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 2.6093238539426

639 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 2.7586170612811

640 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 2.8024101782398

641 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 3.0191945607754

642 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) 3.2610489499624

643 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) 3.5303367694622

644 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3,12) 3.8306487877702

645 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3,13) 4.1671719573698

646 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) 4.2193194484501

647 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3,14) 4.5472804667061

648 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 1.9277348156444

649 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 2.0325796184758

650 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 2.1645319334072

651 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 2.1645319334072

652 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 2.3223289095163

653 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 2.5054149847988

654 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 2.6666816207973

655 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 2.7140911580449

656 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 2.9496798404562

657 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) 3.2147319873589

658 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) 3.5133370916661

659 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3,12) 3.8516243001061

660 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3,13) 4.2385995138432

661 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) 4.2994044548613

662 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3,14) 4.6875875483766

663 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 1.7847685885980

664 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) (10,10, 3) 3.0779794913125

665 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 1.8985614411982

666 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 2.0415541346237

667 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 2.0415541346237

668 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 2.2125950936685

669 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 2.4115890948452

670 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 2.5877305945674

671 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 2.6397132909677

672 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 2.8996945335464

673 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) 3.1962266107498

674 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) 3.5366702220830

675 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3,12) 3.9322817194762

676 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3,13) 4.4004568148186

677 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) 4.4757491778287

678 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3,14) 4.9690674238380

679 ( 3,10, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 6,10, 4) 4.2338691077706

680 ( 3,10, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4,10, 6) 4.9433550798714

681 ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3,10,10) 4.1082266495914

682 ( 3,10, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 6,10, 4) 5.3062530270643

683 ( 3,10, 3, 3) (10,10, 3) ( 3,10,10) 8.5228288302125

684 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 1.6449124791018

685 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 1.7692705324754

686 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.9254187028011

687 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 1.9254187028011

688 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 2.1125883217959

689 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 2.3316387954170

690 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 2.5272942503388

691 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 2.5854271680490

692 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 2.8793852415718

693 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) 3.2225308856769

694 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) 3.6293538989905

695 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3,12) 4.1235203905997

696 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3,13) 4.7457254873464

697 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) 4.8502701008646
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698 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3,14) 5.5723735349233

699 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 1.5091166035481

700 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 1.6461854659840

701 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.8184815859909

702 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 1.8184815859909

703 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 2.0262121578338

704 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 2.2722441669330

705 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 2.4957075409207

706 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 2.5629154477415

707 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 2.9095575604770

708 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) 3.3315611160724

709 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) 3.8629962380490

710 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3,12) 4.5685324868646

711 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3,13) 5.5888820510876

712 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) 5.7793964720044

713 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3,14) 7.3136775978926

714 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 6, 8, 4) 2.5198704296914

715 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 8, 6) 2.7414408633281

716 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 8, 8) 2.1334037830246

717 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 6, 8, 4) 2.8039135551837

718 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 8) ( 3, 3, 3, 4) 3.1473334750913

719 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) ( 4, 8, 6) 6.8024304626517

720 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 1.3787562757436

721 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 1.5315607369348

722 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.7246709146558

723 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 1.7246709146558

724 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 1.9606615885934

725 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 2.2469796037175

726 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 2.5156276749877

727 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 2.5983484665612

728 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 3.0421491577136

729 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) 3.6316535189216

730 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) 4.4843305516578

731 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3,12) 5.9296903322034

732 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3,13) 9.5671506353565

733 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) 10.7510003490968

734 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 1.2559260603991

735 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 6, 6, 4) 1.7360349347798

736 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 1.4292042610395

737 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.6515935363575

738 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 1.6515935363575

739 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 6, 6, 5) 2.8904791588392

740 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 1.9318516525781

741 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 2.2900259377468

742 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 2.6508463531453

743 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 2.7679854360425

744 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 3.4608492818074

745 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) 4.6411441917255

746 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) 7.6902927103646

747 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 5, 6, 6) 3.1057390536602

748 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 6, 6) 1.8785650128320

749 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 6, 8) 3.2665091810649

750 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 6, 6) 1.3906843773376

751 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 6, 6, 4) 1.8846070552030

752 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 3, 3, 3, 4) 1.6951062236633

753 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 3, 3, 3, 3, 3) 2.1805141120249

754 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 3, 3, 3, 5) 2.1805141120249

755 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 6, 6, 5) 3.6601715243672

756 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 3, 3, 3, 6) 3.1014193772396

757 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 3, 3, 3, 7) 6.5752441912204

758 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 8, 8) ( 6, 8, 4) 4.4756518375084

759 ( 3, 6, 3, 3) ( 4, 6, 6) ( 3, 4, 3, 4) 3.0069007107531

760 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 1.1441228056354

761 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 5, 5, 5) 1.6180339887499

762 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 1.3468366704417

763 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.6180339887499

764 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 1.6180339887499

765 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 1.9870217720085

766 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 2.5268292777930

767 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 3.1967927412379

768 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 3.4559226858042

769 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 5.9609878922797

770 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 5, 4, 3) 3.8838954002377

771 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 5, 3, 5) 3.0776835371753

772 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 5, 6, 6) 4.6435230050845

773 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 5) 1.2068438432900

774 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 1.0505014948077

775 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 6) 1.4187046815066

776 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 1.3065629648764

777 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 7) 1.6744822839444

778 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 3, 4) 1.9902592100154

779 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 8) 1.9902592100154
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780 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.6960257620654

781 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 1.6960257620654

782 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 9) 2.3977631094599

783 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4,10) 2.9643819937277

784 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 2.3849521042238

785 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4,11) 3.8640188304379

786 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4,12) 5.7781181085086

787 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 4.4017590345476

788 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4,13) 63.2175936947309

789 ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 5) ( 3, 4, 3, 4) 1.6142560914637

790 ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 5) ( 3, 4, 3, 3, 3) 3.4094719757914

791 ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 5) ( 3, 4, 4, 4) 4.2050406497963

792 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1.4470094406589

793 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 3.5328708957304

794 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 4.8847340418556

795 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 4, 6, 6) 2.2273598099659

796 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 4, 6, 8) 7.8608091906108

797 ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 6) ( 3, 4, 3, 4) 2.3210912748798

798 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 3, 3, 4) 3.4142135623731

799 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) ( 4, 4, 7) 5.0303491310606

800 ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 5) 1.4877921533475

801 ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 6) 1.8090169943749

802 ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 7) 2.2622975357394

803 ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 3, 4) 2.9844656411773

804 ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 8) 2.9844656411773

805 ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 9) 4.5207789088127

806 ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 6) 2.5279589543122

807 ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 7) 4.7227240899738

808 ( 4, 4, 5) ( 4, 6, 6) ( 4, 6, 6) 9.1241012486160

809 ( 4, 4, 5) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 3, 4) 6.0735939788562

810 ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 1.0000000000000

811 ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 1.4470094406589

812 ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 3.0776835371753

813 ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 3.0776835371753

814 ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 3, 6, 6) 1.5811388300842

815 ( 3, 6, 6) ( 3, 6, 6) ( 6, 6, 4) 2.1213203435596

816 ( 3, 6, 6) ( 3, 6, 6) ( 3, 3, 3, 4) 2.2273598099659

817 ( 3, 6, 6) ( 3, 6, 6) ( 3, 3, 3, 3, 3) 4.6435230050845

818 ( 3, 6, 6) ( 3, 6, 6) ( 3, 3, 3, 5) 4.6435230050845

819 ( 3, 6, 6) ( 3, 6, 6) ( 6, 6, 5) 7.5796338776189

820 ( 6, 6, 4) ( 6, 6, 4) ( 6, 6, 4) 2.6457513110646

821 ( 6, 6, 4) ( 6, 6, 4) ( 6, 6, 5) 9.1241012486160

822 ( 5, 5, 5) ( 5, 5, 5) ( 5, 5, 5) 3.7024591736438

823 (10,10, 3) (10,10, 3) (10,10, 3) 8.2183343605926

824 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) 0.8660254037844

825 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) 0.9626924198812

826 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) 1.0744805708748

827 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) 1.1970850854857

828 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) 1.3274898624399

829 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3, 4) 1.4636030534499

830 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 8) 1.4636030534499

831 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 9) 1.6039684667553

832 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,10) 1.7475600524206

833 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,11) 1.8936431500996

834 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,12) 2.0416825252255

835 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,13) 2.1912814325983

836 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,14) 2.3421408775009

837 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) 1.0000000000000

838 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) 1.1075433219776

839 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) 1.4749205163937

840 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3, 3) 2.8115759993244

841 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4, 4) 3.2600324466713

842 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) 1.1180339887499

843 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) 1.3139900684576

844 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 6) 1.5551715833128

845 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 7) 1.8557310657799

846 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3, 4) 2.2452400025760

847 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 8) 2.2452400025760

848 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 9) 2.7877065555154

849 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,10) 3.6496014582307

850 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,11) 5.4879074098064

851 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) 1.2361175478356

852 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4, 3) 7.9843439059462

853 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) 1.3575972638516

854 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 6) 2.1614710210893

855 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 8) 5.0192038029992

856 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) 1.4831603675465

857 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) 1.6126866126344

858 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 6) 3.4265273530851

859 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) 1.7457955750998

860 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) 1.8820452948007

861 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4,10, 4) ( 4,10, 6) 12.6006077725518
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862 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) 2.0210092720641

863 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) 2.1623045094416

864 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) 2.3055986382782

865 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) 2.4506081856329

866 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1.2811042007441

867 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 2.1330029654128

868 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 5) 1.6935270853311

869 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 6) 2.3775900610299

870 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 7) 4.4555997182913

871 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) 1.0000000000000

872 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1.1407082402971

873 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1.7514198939134

874 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 4) 1.3295081343279

875 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 5) 2.0497420733771

876 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3,14, 3, 3) ( 4,14, 4) 2.8133214489239

877 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3,13, 3, 3) ( 4,13, 4) 2.6826212153595

878 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3,12, 3, 3) ( 4,12, 4) 2.5544279464996

879 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3,11, 3, 3) ( 4,11, 4) 2.4290929263426

880 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3,10, 3, 3) ( 4,10, 4) 2.3070706987832

881 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 9, 3, 3) ( 4, 9, 4) 2.1889864216582

882 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 8, 3, 3) ( 4, 8, 4) 2.0757728280549

883 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 7, 3, 3) ( 4, 7, 4) 1.9689768080124

884 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 6, 3, 3) ( 4, 6, 4) 1.8715399230265

885 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 5, 3, 3) ( 4, 5, 4) 1.7901926268144

886 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 4) 1.7453849353439

887 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) 1.8477590650226

888 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 6, 6) ( 4, 6, 4) 2.6208410542104

889 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) 1.1180339887499

890 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) 1.3139900684576

891 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) 1.5551715833128

892 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) 1.8557310657799

893 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3, 4) 2.2452400025760

894 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 8) 2.2452400025760

895 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 9) 2.7877065555154

896 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,10) 3.6496014582307

897 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,11) 5.4879074098064

898 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) 1.7453849353439

899 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) 1.4856334612503

900 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) 2.2882456112707

901 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) 1.6262609376764

902 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) 1.7608907317348

903 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) 1.8930963839612

904 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) 2.0245414893421

905 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) 2.1560964399916

906 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) 2.2882456112707

907 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) 2.4212641031703

908 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) 2.5553046591499

909 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) 2.6904446627268

910 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) 2.8267134963794

911 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 4.4171336565434

912 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 4) 2.2882456112707

913 ( 4, 4, 3) ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4, 5) 2.4897996260159

914 ( 4, 4, 3) ( 4, 5, 4) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 3.2464837087846

915 ( 4, 4, 3) ( 4, 5, 4) ( 5, 5, 5) ( 4, 5, 4) 5.2360679774998

916 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 4) 1.6124515496597

917 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 6) 2.9959403738533

918 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 5) 2.6731774536620

919 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 3.0359236764270

920 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 6, 6, 4) ( 4, 6, 4) 3.4989485116416

921 ( 4, 4, 3) ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4, 5) 2.8456275506930

922 ( 4, 4, 3) ( 4, 7, 4) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 3.0037313146328

923 ( 4, 4, 3) ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4, 5) 3.0107307307977

924 ( 4, 4, 3) ( 4, 8, 4) ( 8, 8, 3) ( 4, 8, 4) 2.6131259297528

925 ( 4, 4, 3) ( 4, 8, 4) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 3.0376572056543

926 ( 4, 4, 3) ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4, 5) 3.1705435969993

927 ( 4, 4, 3) ( 4, 9, 4) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 3.1037123449773

928 ( 4, 4, 3) ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4, 5) 3.3263737553150

929 ( 4, 4, 3) ( 4,10, 4) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 3.1880095708549

930 ( 4, 4, 3) ( 4,10, 4) (10,10, 3) ( 4,10, 4) 9.7446101783240

931 ( 4, 4, 3) ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4, 5) 3.4791150115370

932 ( 4, 4, 3) ( 4,11, 4) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 3.2838126010679

933 ( 4, 4, 3) ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4, 5) 3.6294117816319

934 ( 4, 4, 3) ( 4,12, 4) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 3.3874613464742

935 ( 4, 4, 3) ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4, 5) 3.7777477524888

936 ( 4, 4, 3) ( 4,13, 4) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 3.4967979219598

937 ( 4, 4, 3) ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4, 5) 3.9244973796033

938 ( 4, 4, 3) ( 4,14, 4) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 3.6104680637186

939 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1.4047245793927

940 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 10.3323112613055

941 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) 1.6935270853311

942 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) 2.3775900610299

943 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) 4.4555997182913
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944 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) 0.7071067811865

945 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 0.8794652240646

946 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 1.1478467401891

947 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.6180339887499

948 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 1.6180339887499

949 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 2.8981832422992

950 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) 1.0000000000000

951 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) 1.2018498850284

952 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) 3.0221088693172

953 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) 2.5881662928569

954 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) 2.4519914282739

955 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) 2.3188200592554

956 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) 2.1893118380724

957 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) 2.0643780868563

958 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) 1.9453537805568

959 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) 1.8343618543286

960 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) 1.7351925506392

961 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) 1.6558365992537

962 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 6) 2.3058000812441

963 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) 1.6180339887499

964 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1.7169419311695

965 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 4) 1.4856334612503

966 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) 2.6434661548451

967 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4, 5, 4) ( 3, 5, 3, 3) 2.4205801546144

968 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 3, 3) 2.4188581648783

969 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4, 7, 4) ( 3, 7, 3, 3) 2.4794326277709

970 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4, 8, 4) ( 3, 8, 3, 3) 2.5665449198145

971 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4, 9, 4) ( 3, 9, 3, 3) 2.6676222440029

972 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4,10, 4) ( 3,10, 3, 3) 2.7771299239076

973 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4,11, 4) ( 3,11, 3, 3) 2.8922652698884

974 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4,12, 4) ( 3,12, 3, 3) 3.0114630071868

975 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4,13, 4) ( 3,13, 3, 3) 3.1337814307907

976 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4,14, 4) ( 3,14, 3, 3) 3.2586186907225

977 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 3, 4, 4) 5.2360679774998

978 ( 3, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 4,14, 4) ( 3, 4, 3, 3) 8.1775075030370

979 ( 3, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 4,13, 4) ( 3, 4, 3, 3) 8.5511717736642

980 ( 3, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 4,12, 4) ( 3, 4, 3, 3) 9.2399423256455

981 ( 3, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 4,11, 4) ( 3, 4, 3, 3) 10.6923891658005

982 ( 3, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 4,10, 4) ( 3, 4, 3, 3) 15.2963987852038

983 ( 3, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 8, 8, 3) ( 3, 8, 3, 3) 4.8292880628923

984 ( 3, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 6, 6, 3) ( 3, 6, 3, 3) 2.0313513666686

985 ( 3, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 6, 6, 3) ( 3, 6, 6) 2.8219615378686

986 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) 1.5811388300842

987 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 4) 2.2273598099659

988 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 5) 4.6435230050845

989 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) 1.9217181031995

990 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 6) 6.1632933762333

991 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) 2.3345476805478

992 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 6) 3.2498966514636

993 ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 6, 3, 3) 2.9164424557751

994 ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 6, 4) 2.3709323785295

995 ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 6, 4) 8.2789503961853

996 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) 1.0744805708748

997 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) 1.4337243914993

998 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) 2.2130600506867

999 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) 1.6180339887499

1000 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) 4.6435230050845

A.2 T ab elle 2

Nr. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Radius R

e

Lem.

126 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) 0. 6324555320337

127 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 0.7071067811865

944 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) 0. 7071067811865

168 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 0. 7745966692415

142 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) 0.7905694150421

1 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) 0. 7905694150421

14 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) 0. 8164965809277 2

143 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) 0. 8368950163968 1

15 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) 0. 8545454093319 1

2 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) 0.8660254037844

231 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 3) 0.8660254037844

824 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) 0. 8660254037844

128 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 0.8794652240646

163 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 0.8794652240646 3

945 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 0.8794652240646

169 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 0. 8794652240646 3
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48 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 0. 8948229778808 1

20 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) 0.9128709291753 2

229 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 4) 0. 9128709291753 2

283 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 0. 9430407487778 1

256 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) 0.9626924198812

825 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) 0.9626924198812

233 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 4) 0. 9626924198812

160 ( 3, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) 1.0000000000000 3

170 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.0000000000000

331 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) 1.0000000000000

810 ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 1.0000000000000

871 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) 1.0000000000000

950 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) 1.0000000000000

16 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) 1.0000000000000

21 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) 1.0000000000000 1

144 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) 1.0000000000000

171 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 1.0000000000000 3

837 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) 1. 0000000000000

32 ( 4, 4, 3) ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) 1.0280759364382 2

230 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 5) 1. 0280759364382 2

49 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1. 0283350293622 1

164 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1.0317836260834

189 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) ( 3, 3, 3, 4) 1.0317836260834

359 ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1. 0317836260834

774 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 1. 0505014948077 1

261 ( 3, 4, 4) ( 4, 5, 4) ( 3, 5, 3, 3) 1.0744805708748

237 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.0744805708748

238 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 5) 1.0744805708748

3 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) 1.0744805708748

826 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) 1.0744805708748

53 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 5) 1.0744805708748

996 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) 1. 0744805708748

285 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 1. 0865776768169 1

282 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 5) 1. 0959855872742 1

332 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) 1.1061676173844 2

343 ( 4, 4, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) 1. 1061676173844 2

838 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) 1. 1075433219776 1

22 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 6) 1.1180339887499 1

257 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) 1.1180339887499

842 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) 1.1180339887499

889 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) 1. 1180339887499

158 ( 3, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) 1.1304540227832 3

172 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 1. 1304540227832 3

402 ( 4, 5, 4) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1. 1365469837747 1

872 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1. 1407082402971 1

760 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 1. 1441228056354 1

946 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 1. 1478467401891 1

232 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 6) 1.1547005383793 2

34 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) 1. 1547005383793 2

54 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 6) 1. 1739315546221 1

312 ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1.1832159566199

77 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 3, 4) 1. 1832159566199

827 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) 1.1970850854857

241 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 6) 1.1970850854857

264 ( 3, 4, 4) ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 3, 3) 1. 1970850854857

159 ( 3, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 6) 1. 1998999434206 1

951 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) 1. 2018498850284 1

389 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4, 5) 1. 2030019100151 2

773 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 5) 1. 2068438432900 1

333 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 6) 1.2247448713916 2

185 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 3, 4) 1.2247448713916

345 ( 4, 4, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) 1. 2247448713916 2

190 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.2297911042740 1

191 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) ( 3, 3, 3, 5) 1. 2297911042740 1

851 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) 1. 2361175478356 1

360 ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1. 2437516475077 1

284 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 6) 1. 2456297057804 1

364 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 5) 1. 2486060204784 1

429 ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1. 2529812470232 1

734 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 1. 2559260603991 1

289 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.2597328151595 1

290 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 1. 2597328151595 1

183 ( 3, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 3, 6, 6) 1.2649110640674

210 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) 1. 2649110640674

157 ( 3, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) 1.2676021023674 3

173 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 1. 2676021023674 3

23 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 7) 1. 2741623922635 1

217 ( 6, 6, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) 1. 2742336201788 1

213 ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) 1.2747548783982

265 ( 3, 4, 4) ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 6) 1.2747548783982

64 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 6) 1. 2747548783982

866 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1. 2811042007441 1
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55 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 7) 1. 2879915926397 1

234 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 7) 1.2889214913791 2

38 ( 4, 4, 3) ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) 1. 2889214913791 2

776 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 1. 3065629648764 4

391 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4, 6) 1.3128620634895 2

414 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 5) 1. 3128620634895 2

843 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) 1.3139900684576 1

890 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) 1. 3139900684576 1

244 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 7) 1.3274898624399

828 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) 1.3274898624399

266 ( 3, 4, 4) ( 4, 7, 4) ( 3, 7, 3, 3) 1. 3274898624399

308 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 3, 4, 3, 4) 1.3281310261041 1

403 ( 4, 5, 4) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1. 3281310261041 1

874 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 4) 1. 3295081343279 1

218 ( 6, 6, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 6) 1. 3374135989270 1

50 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1. 3452992222899 1

762 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 1. 3468366704417 1

165 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1. 3516822182379 1

334 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 7) 1.3520300579520 2

349 ( 4, 4, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) 1. 3520300579520 2

434 ( 4, 6, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 6, 6) 1. 3542484191547 1

853 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) 1. 3575972638516 1

465 ( 4, 7, 4) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1. 3780485284423 1

174 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 1. 3783989547414 1

720 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 1. 3787562757436 1

750 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 6, 6) 1. 3906843773376 1

65 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 7) 1. 3925680394810 1

51 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 1.4047245793927 1

939 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1.4047245793927 1

166 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 1. 4047245793927 1

145 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1. 4057619266345 1

286 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 7) 1. 4083579967203 1

155 ( 3, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) 1.4094376878690 3

175 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 1. 4094376878690 3

56 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 3, 4) 1.4133917348805 1

57 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 8) 1. 4133917348805 1

219 ( 6, 6, 3) ( 3, 6, 6) ( 3, 6, 6) 1.4142135623731

365 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 6) 1.4142135623731 1

416 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 6) 1. 4142135623731

775 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 6) 1. 4187046815066 1

430 ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1. 4273174361375 1

39 ( 4, 4, 3) ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) 1.4284397482988 2

235 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 3, 4) 1.4284397482988 1

236 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 8) 1. 4284397482988 2

736 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 1. 4292042610395 1

454 ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4, 5) 1.4323379752543 2

392 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4, 7) 1. 4323379752543 2

997 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) 1.4337243914993

258 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1.4337243914993

246 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 3, 4) 1. 4337243914993

792 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1.4470094406589

811 ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 1. 4470094406589

293 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 1. 4616519166353 1

247 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 8) 1.4636030534499

267 ( 3, 4, 4) ( 4, 8, 4) ( 3, 8, 3, 3) 1.4636030534499

829 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3, 4) 1.4636030534499 1

830 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 8) 1. 4636030534499

839 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) 1. 4749205163937

192 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) ( 3, 3, 3, 6) 1. 4759894490559 1

856 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) 1. 4831603675465 1

899 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) 1.4856334612503

965 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 4) 1.4856334612503

24 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3, 4) 1.4856334612503

25 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 8) 1.4856334612503

146 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4, 4) 1.4856334612503

259 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 4, 4) 1.4856334612503

335 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3, 4) 1.4856334612503

336 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 8) 1.4856334612503 2

350 ( 4, 4, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) 1. 4856334612503 2

390 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 5, 5, 5) 1.4877921533475

800 ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 5) 1. 4877921533475

699 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 1. 5091166035481 1

483 ( 4, 8, 4) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1. 5095764889788 1

66 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 3, 4) 1.5200855004131 1

67 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 8) 1. 5200855004131 1

81 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) ( 4, 4, 7) 1. 5244586697612 1

78 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1. 5256334323896 1

417 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 7) 1.5257736652616 2

455 ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4, 6) 1. 5257736652616 2

721 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 1. 5315607369348 1

466 ( 4, 7, 4) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1. 5373682481086 1

58 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 9) 1. 5487434512203 1
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154 ( 3, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) 1.5546569762232 3

176 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 1. 5546569762232 3

844 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 6) 1.5551715833128 1

891 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) 1. 5551715833128 1

393 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4, 3, 4) 1.5590745905621 1

394 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4, 8) 1.5590745905621 2

471 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4, 5) 1. 5590745905621 2

239 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 9) 1.5717796842868 2

41 ( 4, 4, 3) ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) 1. 5717796842868 2

211 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 4) 1.5811388300842 1

814 ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 3, 6, 6) 1.5811388300842

986 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) 1. 5811388300842

287 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 3, 4) 1.5828897211988

288 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 8) 1.5828897211988 1

79 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 4, 4) 1.5828897211988

323 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 3, 3, 4) 1. 5828897211988

366 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 7) 1. 6000628928598 1

249 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 9) 1.6039684667553

831 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 9) 1.6039684667553

269 ( 3, 4, 4) ( 4, 9, 4) ( 3, 9, 3, 3) 1. 6039684667553

35 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 6) 1.6124515496597 1

214 ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 6) 1.6124515496597 1

438 ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 6) ( 3, 4, 3, 4) 1.6124515496597

916 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 4) 1.6124515496597

319 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 6) ( 3, 4, 3, 4) 1. 6124515496597

857 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) 1. 6126866126344 1

789 ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 5) ( 3, 4, 3, 4) 1. 6142560914637 1

129 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.6180339887499

130 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 1.6180339887499

763 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.6180339887499

764 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 1.6180339887499 (4)

947 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.6180339887499

948 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 1.6180339887499

963 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) 1.6180339887499

203 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) ( 3, 3, 3, 5) 1.6180339887499

199 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.6180339887499

200 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 1.6180339887499

161 ( 3, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 5) 1.6180339887499

761 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 5, 5, 5) 1.6180339887499

999 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) 1. 6180339887499

17 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1. 6236716667998 1

337 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 9) 1.6239328935037 2

352 ( 4, 4, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) 1. 6239328935037 2

901 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) 1. 6262609376764 1

456 ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4, 7) 1. 6297148692981 2

684 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 1. 6449124791018 1

418 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 3, 4) 1.6453287760161 1

419 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 8) 1.6453287760161 2

472 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4, 6) 1. 6453287760161 2

506 ( 4, 9, 4) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1. 6460055359316 1

700 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 1. 6461854659840 1

737 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.6515935363575 1

738 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 1. 6515935363575 1

68 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 9) 1. 6540528266993 1

484 ( 4, 8, 4) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1. 6557657380576 1

961 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) 1. 6558365992537 1

375 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 6) 1.6583123951777

346 ( 4, 4, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 6) 1.6583123951777

415 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 6, 6, 4) 1. 6583123951777

82 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) ( 4, 4, 3, 4) 1.6712999582125 1

83 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) ( 4, 4, 8) 1. 6712999582125 1

777 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 7) 1. 6744822839444 1

278 ( 3, 4, 4) ( 3, 6, 3, 3) ( 4, 6, 6) 1. 6796925924246 1

395 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4, 9) 1.6913795672034 2

495 ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4, 5) 1. 6913795672034 2

868 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 5) 1.6935270853311

262 ( 3, 4, 4) ( 4, 5, 4) ( 3, 5, 3, 5) 1.6935270853311

941 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) 1.6935270853311

59 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4,10) 1. 6935270853311 1

752 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 3, 3, 3, 4) 1. 6951062236633 1

296 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 1. 6953540714636 1

780 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.6960257620654 1

781 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 1. 6960257620654 1

361 ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1. 6987933095147 1

186 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1. 6988629556124 1

177 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) 1.7023845272343 3

152 ( 3, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) 1. 7023845272343 3

964 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1. 7169419311695 1

42 ( 4, 4, 3) ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) 1.7179544004668 2

240 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4,10) 1. 7179544004668 2

722 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.7246709146558 1

723 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 1. 7246709146558 1
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383 ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 3, 4) 1. 7320508075689

960 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) 1. 7351925506392 1

404 ( 4, 5, 4) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1. 7358599865523 1

735 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 6, 6, 4) 1. 7360349347798 1

313 ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1. 7405705750130 1

457 ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4, 3, 4) 1.7421515602244 1

458 ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4, 8) 1.7421515602244 2

473 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4, 7) 1. 7421515602244 2

886 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 4) 1.7453849353439 1

898 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) 1. 7453849353439 1

859 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) 1. 7457955750998 1

250 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3,10) 1.7475600524206

270 ( 3, 4, 4) ( 4,10, 4) ( 3,10, 3, 3) 1.7475600524206

832 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,10) 1. 7475600524206

873 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1. 7514198939134

902 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) 1. 7608907317348 1

338 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,10) 1.7657955682213 2

353 ( 4, 4, 4) ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) 1. 7657955682213 2

291 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 9) 1. 7690528347569 1

685 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 1. 7692705324754 1

421 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 9) 1.7712024284658 2

496 ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4, 6) 1. 7712024284658 2

362 ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 1. 7788236456639 1

156 ( 3, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 8) 1. 7791615995435 1

507 ( 4, 9, 4) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1. 7807038172341 1

663 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 1. 7847685885980 1

187 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 4, 4) 1. 7854054561113 1

523 ( 4,10, 4) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1. 7862076179023 1

193 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) ( 3, 3, 3, 7) 1. 7873830995918 1

885 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 5, 3, 3) ( 4, 5, 4) 1. 7901926268144 1

26 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 9) 1. 7904572220260 1

69 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) ( 4, 4,10) 1. 7926308854760 1

431 ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1. 8014916055634 1

405 ( 4, 5, 4) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 1.8061441787369 1

367 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 3, 4) 1.8061441787369 1

368 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 8) 1. 8061441787369 1

801 ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 6) 1. 8090169943749 1

701 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.8184815859909 1

702 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 1. 8184815859909 1

396 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4,10) 1.8280155323464 2

511 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4, 5) 1. 8280155323464 2

84 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) ( 4, 4, 9) 1. 8285933382416 1

959 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) 1. 8343618543286 1

74 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 6) ( 4, 6, 6) 1.8439088914586

316 ( 3, 4, 4) ( 3, 6, 6) ( 4, 6, 6) 1.8439088914586

220 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 4) ( 6, 6, 4) 1. 8439088914586

268 ( 3, 4, 4) ( 4, 8, 4) ( 3, 8, 8) 1.8477590650226

314 ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 1.8477590650226

887 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) 1.8477590650226

90 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3, 4) ( 4, 4, 3, 4) 1.8477590650226

91 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3, 4) ( 4, 4, 8) 1.8477590650226

99 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 8) ( 4, 4, 8) 1.8477590650226

474 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4, 3, 4) 1.8477590650226

475 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4, 8) 1.8477590650226 (2)

470 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 8, 8, 3) 1.8477590650226

18 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4, 4) 1. 8477590650226

60 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4,11) 1. 8477689904598 1

178 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) 1.8520153229578 3

151 ( 3, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) 1. 8520153229578 3

845 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 7) 1.8557310657799 1

892 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) 1. 8557310657799 1

459 ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4, 9) 1.8614895434057 2

497 ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4, 7) 1. 8614895434057 2

432 ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 1. 8658457801852 1

44 ( 4, 4, 3) ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) 1.8662823274137 2

242 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4,11) 1. 8662823274137 2

599 ( 8, 8, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) 1. 8690012164061 1

884 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 6, 3, 3) ( 4, 6, 4) 1. 8715399230265 1

309 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1. 8754048211044 1

748 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 6, 6) 1. 8785650128320 1

860 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) 1. 8820452948007 1

467 ( 4, 7, 4) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1. 8838666207530 1

751 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 6, 6, 4) 1. 8846070552030 1

435 ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 6, 6) 1. 8930378060148 1

903 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) 1. 8930963839612 1

833 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,11) 1.8936431500996

251 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3,11) 1.8936431500996

272 ( 3, 4, 4) ( 4,11, 4) ( 3,11, 3, 3) 1. 8936431500996

665 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 1. 8985614411982 1

422 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4,10) 1.9021130325903 2

513 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4, 6) 1. 9021130325903 2

298 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 1. 9050956844255 1
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339 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,11) 1.9104126235668 1

355 ( 4, 4, 4) ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) 1. 9104126235668 1

524 ( 4,10, 4) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 1. 9108345330172 1

989 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) 1. 9217181031995 1

686 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 1.9254187028011 1

687 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 1. 9254187028011 1

648 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 1. 9277348156444 1

545 ( 4,11, 4) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 1. 9293587269667 1

740 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 1. 9318516525781 4

70 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) ( 4, 4,11) 1. 9346505606249 1

468 ( 4, 7, 4) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 1. 9436999186104 1

958 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) 1. 9453537805568 1

724 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 1. 9606615885934 1

476 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4, 9) 1.9606796841376 2

498 ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4, 3, 4) 1.9606796841376 1

499 ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4, 8) 1. 9606796841376 2

376 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 7) 1. 9673508598052 1

292 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4,10) 1. 9674433999352 1

299 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 1. 9679680537909 1

397 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4,11) 1.9680658500247 2

534 ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4, 5) 1. 9680658500247 2

883 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 7, 3, 3) ( 4, 7, 4) 1. 9689768080124 1

407 ( 4, 5, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 5, 3, 5) 1. 9757970370024 1

485 ( 4, 8, 4) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 1. 9781448879832 1

310 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 3, 4, 4, 4) 1. 9787054780462 1

460 ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4,10) 1.9864589767613 2

514 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4, 7) 1. 9864589767613 2

765 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 1. 9870217720085 1

488 ( 4, 8, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 8, 8) 1.9902592100154 1

778 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 3, 4) 1.9902592100154 1

779 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 8) 1. 9902592100154 1

85 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) ( 4, 4,10) 1. 9942495712871 1

150 ( 3, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) 2.0031202459493 3

179 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3,12) 2. 0031202459493 3

324 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 4, 4, 7) 2. 0069186467091 1

61 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4,12) 2. 0119136989192 1

243 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4,12) 2.0162797774372 2

45 ( 4, 4, 3) ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) 2. 0162797774372 2

862 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) 2. 0210092720641 1

904 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) 2. 0245414893421 1

703 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 2. 0262121578338 1

984 ( 3, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 6, 6, 3) ( 3, 6, 3, 3) 2. 0313513666686 1

649 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 2. 0325796184758 1

486 ( 4, 8, 4) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 2. 0341635103229 1

369 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 9) 2. 0343275518360 1

423 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4,11) 2.0370754508077 2

535 ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4, 6) 2. 0370754508077 2

666 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 2.0415541346237 1

667 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 2. 0415541346237 1

252 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3,12) 2.0416825252255

834 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,12) 2.0416825252255

273 ( 3, 4, 4) ( 4,12, 4) ( 3,12, 3, 3) 2. 0416825252255

92 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3, 4) ( 4, 4, 9) 2.0443310566329 1

100 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 8) ( 4, 4, 9) 2. 0443310566329 1

546 ( 4,11, 4) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 2. 0451336799537 1

875 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 5) 2. 0497420733771 1

340 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,12) 2.0571948880864 2

356 ( 4, 4, 4) ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) 2. 0571948880864 2

957 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) 2. 0643780868563 1

500 ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4, 9) 2. 0674419182184 2

633 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 2. 0731321849710 1

561 ( 4,12, 4) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 2. 0748439845282 1

882 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 8, 3, 3) ( 4, 8, 4) 2. 0757728280549 1

71 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) ( 4, 4,12) 2. 0793165123461 1

477 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4,10) 2.0796972784366 2

515 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4, 3, 4) 2.0796972784366 1

516 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4, 8) 2. 0796972784366 2

508 ( 4, 9, 4) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 2. 0816249836270 1

194 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) ( 3, 3, 3, 3, 4) 2. 1002009374032 1

398 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4,12) 2.1108428660890 2

550 ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4, 5) 2. 1108428660890 2

688 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 2. 1125883217959 1

461 ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4,11) 2.1160485981869 2

536 ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4, 7) 2. 1160485981869 2

222 ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 6) ( 4, 6, 6) 2.1213203435596

815 ( 3, 6, 6) ( 3, 6, 6) ( 6, 6, 4) 2. 1213203435596

867 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 2. 1330029654128 1

716 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 8, 8) 2. 1334037830246 1

509 ( 4, 9, 4) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 2. 1342755088937 1

184 ( 3, 3, 3) ( 3, 8, 8) ( 3, 8, 8) 2.1497256437880

598 ( 8, 8, 3) ( 8, 8, 3) ( 8, 8, 3) 2. 1497256437880

180 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3,13) 2.1553877590020 3
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149 ( 3, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) 2. 1553877590020 3

905 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) 2. 1560964399916 1

854 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 6) 2. 1614710210893 1

863 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) 2. 1623045094416 1

650 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 2.1645319334072 1

651 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 2. 1645319334072 1

86 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) ( 4, 4,11) 2. 1672190850281 1

46 ( 4, 4, 3) ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) 2.1675952358107 2

245 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4,13) 2. 1675952358107 2

634 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 2. 1702939482798 1

424 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4,12) 2.1753277471611 2

551 ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4, 6) 2. 1753277471611 2

181 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) 2. 1775242112341 1

294 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4,11) 2. 1792951484760 1

753 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 3, 3, 3, 3, 3) 2.1805141120249 1

754 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 3, 3, 3, 5) 2. 1805141120249 1

517 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4, 9) 2.1806402801364 2

501 ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4,10) 2. 1806402801364 2

162 ( 3, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3, 3) 2. 1818181369929 1

562 ( 4,12, 4) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 2. 1828138278598 1

62 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4,13) 2. 1867781085728 1

881 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 9, 3, 3) ( 4, 9, 4) 2. 1889864216582 1

956 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) 2. 1893118380724 1

253 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3,13) 2.1912814325983

835 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,13) 2.1912814325983

274 ( 3, 4, 4) ( 4,13, 4) ( 3,13, 3, 3) 2. 1912814325983

525 ( 4,10, 4) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 2. 1925081003689 1

195 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) ( 3, 3, 3, 8) 2. 2019299228077 1

478 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4,11) 2.2038110566629 2

537 ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4, 3, 4) 2.2038110566629 1

538 ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4, 8) 2. 2038110566629 2

341 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,13) 2.2057052779045 2

357 ( 4, 4, 4) ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) 2. 2057052779045 2

668 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 2. 2125950936685 1

263 ( 3, 4, 4) ( 4, 5, 4) ( 3, 5, 3, 3, 3) 2.2130600506867

998 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) 2.2130600506867

254 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 3, 5) 2. 2130600506867

618 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 2. 2204628561899 1

577 ( 4,13, 4) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 2. 2222069850965 1

72 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) ( 4, 4,13) 2. 2260635151980 1

795 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 4, 6, 6) 2.2273598099659

816 ( 3, 6, 6) ( 3, 6, 6) ( 3, 3, 3, 4) 2.2273598099659

987 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 4) 2. 2273598099659

442 ( 4, 6, 4) ( 6, 6, 4) ( 4, 6, 6) 2.2360679774998

445 ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 6) ( 4, 6, 6) 2. 2360679774998

526 ( 4,10, 4) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 2. 2421238339022 1

846 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3, 4) 2.2452400025760 1

847 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 8) 2.2452400025760 1

893 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3, 4) 2.2452400025760 1

894 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 8) 2. 2452400025760 1

439 ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 6) ( 3, 4, 3, 3, 3) 2. 2459694766195 1

725 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 2. 2469796037175 4

167 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 2. 2486533399101 1

462 ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4,12) 2.2494523967345 2

552 ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4, 7) 2. 2494523967345 2

112 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 2. 2535251879095 1

399 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4,13) 2.2558241444594 2

566 ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4, 5) 2. 2558241444594 2

600 ( 8, 8, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 8) 2. 2579413896112 1

93 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3, 4) ( 4, 4,10) 2.2600389869704 1

101 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 8) ( 4, 4,10) 2. 2600389869704 1

802 ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 7) 2. 2622975357394 1

704 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 2. 2722441669330 1

27 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,10) 2.2882456112707

906 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) 2.2882456112707

344 ( 4, 4, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4, 3) 2.2882456112707

900 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) 2.2882456112707

912 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 4) 2.2882456112707

260 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 5, 4) 2.2882456112707

370 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4,10) 2.2882456112707

518 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4,10) 2. 2882456112707

741 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 2. 2900259377468 1

301 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 2. 2923194341791 1

635 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 2.2927977424728 1

636 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 2. 2927977424728 1

106 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 9) ( 4, 4, 9) 2. 2974881732558 1

502 ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4,11) 2.2993117306895 2

539 ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4, 9) 2. 2993117306895 2

864 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) 2. 3055986382782 1

962 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 6) 2. 3058000812441 1

880 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3,10, 3, 3) ( 4,10, 4) 2. 3070706987832 1

182 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3,14) 2.3085869096904 3
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148 ( 3, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) 2. 3085869096904 3

547 ( 4,11, 4) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 2. 3094764858686 1

619 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 2. 3109558970717 1

425 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4,13) 2.3162762730244 2

567 ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4, 6) 2. 3162762730244 2

955 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) 2. 3188200592554 1

248 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 4, 4,14) 2.3199678172026 2

47 ( 4, 4, 3) ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) 2. 3199678172026 2

797 ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 6) ( 3, 4, 3, 4) 2. 3210912748798 1

652 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 2. 3223289095163 1

578 ( 4,13, 4) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 2. 3232634353639 1

689 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 2. 3316387954170 1

479 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4,12) 2.3322001605256 2

553 ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4, 3, 4) 2.3322001605256 1

554 ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4, 8) 2. 3322001605256 2

991 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) 2. 3345476805478 1

255 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3,14) 2.3421408775009

836 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,14) 2.3421408775009

275 ( 3, 4, 4) ( 4,14, 4) ( 3,14, 3, 3) 2. 3421408775009

87 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) ( 4, 4,12) 2. 3470061074185 1

342 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,14) 2.3556140047814 2

358 ( 4, 4, 4) ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) 2. 3556140047814 2

548 ( 4,11, 4) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 2. 3563323141838 1

603 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 2. 3693540254613 1

201 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 2.3703620934354 1

204 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) ( 3, 3, 3, 6) 2. 3703620934354 1

377 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 3, 4) 2.3709323785295

378 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 8) 2.3709323785295

440 ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 6) ( 3, 4, 4, 4) 2.3709323785295

215 ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 8) 2.3709323785295

347 ( 4, 4, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 8) 2.3709323785295

994 ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 4) ( 4, 6, 4) 2.3709323785295

351 ( 4, 4, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 6) 2.3709323785295

427 ( 4, 6, 4) ( 4, 8, 4) ( 6, 8, 4) 2. 3709323785295

593 ( 4,14, 4) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 2. 3710962234011 1

63 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4,14) 2. 3735541081632 1

73 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) ( 4, 4,14) 2. 3744770595850 1

942 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) 2.3775900610299 1

869 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 6) 2. 3775900610299 1

784 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 2. 3849521042238 1

463 ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4,13) 2.3860262049235 2

568 ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4, 7) 2. 3860262049235 2

782 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 9) 2. 3977631094599 1

519 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4,11) 2.4016057921801 2

540 ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4,10) 2. 4016057921801 2

400 ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4,14) 2.4026077784924 2

582 ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4, 5) 2. 4026077784924 2

295 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4,12) 2. 4064664432462 1

277 ( 3, 4, 4) ( 3, 8, 3, 3) ( 4, 8, 6) 2. 4086196502713 1

669 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 2. 4115890948452 1

113 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 2. 4148861690271 1

968 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 3, 3) 2. 4188581648783 1

967 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4, 5, 4) ( 3, 5, 3, 3) 2. 4205801546144 1

907 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) 2. 4212641031703 1

503 ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4,12) 2.4226450111752 2

555 ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4, 9) 2. 4226450111752 2

620 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 2.4252598259893 1

621 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 2. 4252598259893 1

879 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3,11, 3, 3) ( 4,11, 4) 2. 4290929263426 1

563 ( 4,12, 4) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 2. 4315143057561 1

637 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 2. 4393961331533 1

865 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) 2. 4506081856329 1

954 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) 2. 4519914282739 1

604 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) 2. 4540063081118 1

426 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4,14) 2.4594546833642 2

583 ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4, 6) 2. 4594546833642 2

480 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4,13) 2.4641920692516 1

569 ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4, 3, 4) 2.4641920692516 1

570 ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4, 8) 2. 4641920692516 1

594 ( 4,14, 4) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 2. 4660029513075 1

564 ( 4,12, 4) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 2. 4758490031575 1

969 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4, 7, 4) ( 3, 7, 3, 3) 2. 4794326277709 1

913 ( 4, 4, 3) ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4) ( 4, 4, 5) 2. 4897996260159 1

279 ( 3, 4, 4) ( 3, 6, 3, 3) ( 4, 6, 8) 2. 4911339993545 1

705 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 2. 4957075409207 1

94 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3, 4) ( 4, 4,11) 2.4959132240311 1

102 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 8) ( 4, 4,11) 2. 4959132240311 1

327 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 3, 3, 3, 3) 2.4972120409568

328 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 3, 3, 5) 2.4972120409568

281 ( 3, 4, 4) ( 3, 5, 3, 3) ( 4, 5, 4, 3) 2.4972120409568

80 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 5, 4) 2. 4972120409568

653 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 2. 5054149847988 1
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541 ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4,11) 2. 5098511478904 2

726 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 2. 5156276749877 1

714 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 6, 8, 4) 2. 5198704296914 1

520 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4,12) 2.5199374588110 2

556 ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4,10) 2. 5199374588110 2

464 ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4,14) 2.5252529808176 2

584 ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4, 7) 2. 5252529808176 2

766 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 2. 5268292777930 1

690 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 2. 5272942503388 1

806 ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 6) 2.5279589543122

401 ( 4, 5, 4) ( 4, 6, 4) ( 5, 6, 6) 2.5279589543122

420 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 6, 6, 5) 2. 5279589543122

88 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) ( 4, 4,13) 2. 5334564988851 1

385 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 7) ( 4, 4, 7) 2. 5342468588086 1

504 ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4,13) 2.5499595713617 2

571 ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4, 9) 2. 5499595713617 2

878 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3,12, 3, 3) ( 4,12, 4) 2. 5544279464996 1

908 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) 2. 5553046591499 1

579 ( 4,13, 4) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 2. 5578159791334 1

605 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 2.5611178676897 1

606 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 2. 5611178676897 1

622 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 2. 5621995913956 1

706 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 2. 5629154477415 4

75 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 6) ( 4, 6, 8) 2. 5653843882515 1

970 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4, 8, 4) ( 3, 8, 3, 3) 2. 5665449198145 1

371 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4,11) 2. 5736212823916 1

691 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 2. 5854271680490 1

670 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 2. 5877305945674 1

953 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) 2. 5881662928569 1

107 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 9) ( 4, 4,10) 2. 5922789997394 1

727 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 2. 5983484665612 1

481 ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4,14) 2.5992352953722 2

585 ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4, 3, 4) 2.5992352953722 1

586 ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4, 8) 2. 5992352953722 2

580 ( 4,13, 4) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 2. 5998420166121 1

638 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 2. 6093238539426 1

119 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4, 4) ( 3, 4, 4, 4) 2.6131259297528

325 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 4, 4, 3, 4) 2.6131259297528

326 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 4, 4, 8) 2.6131259297528

491 ( 4, 8, 4) ( 3, 8, 8) ( 3, 4, 3, 4) 2.6131259297528

924 ( 4, 4, 3) ( 4, 8, 4) ( 8, 8, 3) ( 4, 8, 4) 2.6131259297528

482 ( 4, 8, 4) ( 8, 8, 3) ( 4, 8, 6) 2.6131259297528 1

40 ( 4, 4, 3) ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 6) 2. 6131259297528 1

888 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 6, 6) ( 4, 6, 4) 2. 6208410542104 1

542 ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4,12) 2.6233046334446 2

557 ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4,11) 2. 6233046334446 2

671 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 2. 6397132909677 1

521 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4,13) 2.6425687808883 2

572 ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4,10) 2. 6425687808883 2

966 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) 2. 6434661548451 1

221 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 4) ( 6, 6, 5) 2.6457513110646 1

382 ( 4, 4, 4) ( 4, 6, 6) ( 4, 6, 6) 2.6457513110646

820 ( 6, 6, 4) ( 6, 6, 4) ( 6, 6, 4) 2. 6457513110646

742 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 2. 6508463531453 1

297 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4,13) 2. 6515160741604 1

654 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 2. 6666816207973 1

971 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4, 9, 4) ( 3, 9, 3, 3) 2. 6676222440029 1

918 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 5) 2. 6731774536620 1

505 ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4,14) 2.6806856179205 2

587 ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4, 9) 2. 6806856179205 2

877 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3,13, 3, 3) ( 4,13, 4) 2. 6826212153595 1

595 ( 4,14, 4) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 2. 6877316605059 1

607 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 2. 6896083877261 1

909 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) 2. 6904446627268 1

302 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) 2. 6908523254729 1

655 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 2. 7140911580449 1

623 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 2. 7209323861516 1

89 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) ( 4, 4,14) 2. 7266529805352 1

596 ( 4,14, 4) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 2. 7276400366935 1

447 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 6) ( 4, 4, 7) 2. 7278379770076 1

374 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4,14) 2. 7299587242784 1

558 ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4,12) 2. 7320508075689 2

543 ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4,13) 2.7413157726280 2

573 ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4,11) 2. 7413157726280 2

715 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 8, 6) 2. 7414408633281 1

489 ( 4, 8, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 8, 6) 2. 7530644020744 1

95 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3, 4) ( 4, 4,12) 2.7544391566384 1

103 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 8) ( 4, 4,12) 2. 7544391566384 1

639 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 2. 7586170612811 1

743 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 2. 7679854360425 1

522 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4,14) 2.7689260243409 2

588 ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4,10) 2. 7689260243409 2
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972 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4,10, 4) ( 3,10, 3, 3) 2. 7771299239076 1

848 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 9) 2.7877065555154 1

895 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 9) 2. 7877065555154 1

640 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 2. 8024101782398 1

717 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 6, 8, 4) 2. 8039135551837 1

196 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) ( 3, 3, 3, 9) 2. 8089206080726 1

840 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3, 3) 2. 8115759993244 1

876 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3,14, 3, 3) ( 4,14, 4) 2. 8133214489239 1

408 ( 4, 5, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3, 3) 2. 8157044444730 1

985 ( 3, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 6, 6, 3) ( 3, 6, 6) 2. 8219615378686 1

910 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) 2. 8267134963794 1

608 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 2. 8386279535405 1

559 ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4,13) 2.8455555838087 2

574 ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4,12) 2. 8455555838087 2

921 ( 4, 4, 3) ( 4, 7, 4) ( 4, 7, 4) ( 4, 4, 5) 2. 8456275506930 1

624 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 2. 8602248055588 1

544 ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4,14) 2.8633186570491 2

589 ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4,11) 2. 8633186570491 2

692 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 2. 8793852415718 4

739 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 6, 6, 5) 2. 8904791588392 1

973 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4,11, 4) ( 3,11, 3, 3) 2. 8922652698884 1

949 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) 2. 8981832422992 1

372 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4,12) 2. 8990706197284 1

672 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 2. 8996945335464 1

625 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 2. 9010350374439 1

707 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 2. 9095575604770 1

993 ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 6, 3, 3) 2. 9164424557751 1

300 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4,14) 2. 9178695011618 1

52 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 2. 9230515883353 1

379 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 9) 2. 9355086768250 1

108 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 9) ( 4, 4,11) 2. 9388752603183 1

656 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 2. 9496798404562 1

575 ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4,13) 2. 9547032923716 2

560 ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4,14) 2.9632698404113 2

590 ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4,12) 2. 9632698404113 2

783 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4,10) 2. 9643819937277 1

609 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 2. 9693491815190 1

469 ( 4, 7, 4) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 2. 9704429770281 1

433 ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 2. 9844187466970 1

803 ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 3, 4) 2.9844656411773 1

804 ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 8) 2. 9844656411773 1

487 ( 4, 8, 4) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 2. 9943013877480 1

917 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 6) 2. 9959403738533 1

922 ( 4, 4, 3) ( 4, 7, 4) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 3. 0037313146328 1

98 ( 4, 4, 3) ( 4, 8, 6) ( 4, 8, 6) 3.0059164835259

225 ( 6, 6, 3) ( 6, 8, 4) ( 6, 8, 4) 3.0059164835259

317 ( 3, 4, 4) ( 3, 6, 6) ( 4, 6, 8) 3. 0059164835259

759 ( 3, 6, 3, 3) ( 4, 6, 6) ( 3, 4, 3, 4) 3. 0069007107531 1

436 ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 6, 8) 3. 0075039974212 1

610 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 3. 0076253303879 1

923 ( 4, 4, 3) ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 4) ( 4, 4, 5) 3. 0107307307977 1

271 ( 3, 4, 4) ( 4,10, 4) ( 3,10,10) 3.0112501486612

512 ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) (10,10, 3) 3.0112501486612

114 ( 4, 4, 3) ( 4, 4,10) ( 4, 4,10) 3. 0112501486612

974 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4,12, 4) ( 3,12, 3, 3) 3. 0114630071868 1

641 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 3. 0191945607754 1

320 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 6) ( 3, 4, 3, 3, 3) 3. 0219124213533 1

952 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) 3. 0221088693172 1

919 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 3. 0359236764270 1

925 ( 4, 4, 3) ( 4, 8, 4) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 3. 0376572056543 1

104 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 8) ( 4, 4,13) 3.0395458674220 1

96 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3, 4) ( 4, 4,13) 3. 0395458674220 1

510 ( 4, 9, 4) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 3. 0406128553468 1

728 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 3. 0421491577136 1

153 ( 3, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3,10,10) 3. 0536251376065 1

576 ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4,14) 3.0682328973691 2

591 ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4,13) 3. 0682328973691 2

812 ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 3.0776835371753

813 ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) 3.0776835371753

771 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 5, 3, 5) 3.0776835371753

409 ( 4, 5, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 5, 4, 3) 3.0776835371753

406 ( 4, 5, 4) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 3. 0776835371753

664 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) (10,10, 3) 3. 0779794913125 1

756 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 3, 3, 3, 6) 3. 1014193772396 1

527 ( 4,10, 4) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 3. 1022333689989 1

626 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 3. 1025939866372 1

927 ( 4, 4, 3) ( 4, 9, 4) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 3. 1037123449773 1

747 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 5, 6, 6) 3. 1057390536602 1

975 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4,13, 4) ( 3,13, 3, 3) 3. 1337814307907 1

718 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 8) ( 3, 3, 3, 4) 3. 1473334750913 1

223 ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 6) ( 4, 6, 8) 3. 1648222331528 1

926 ( 4, 4, 3) ( 4, 9, 4) ( 4, 9, 4) ( 4, 4, 5) 3. 1705435969993 1
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549 ( 4,11, 4) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 3. 1752881655088 1

592 ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4,14) 3. 1777090299530 2

929 ( 4, 4, 3) ( 4,10, 4) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 3. 1880095708549 1

673 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) 3. 1962266107498 4

611 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 3. 1964218161754 1

767 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 3. 1967927412379 1

303 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) 3. 2050684011596 1

657 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) 3. 2147319873589 1

693 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) 3. 2225308856769 1

914 ( 4, 4, 3) ( 4, 5, 4) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 3. 2464837087846 1

992 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 6) 3. 2498966514636 1

565 ( 4,12, 4) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 3. 2574126702332 1

976 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4,14, 4) ( 3,14, 3, 3) 3. 2586186907225 1

841 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4, 4) 3. 2600324466713 1

642 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) 3. 2610489499624 1

749 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 6, 8) 3. 2665091810649 1

373 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 4,13) 3. 2776643282270 1

932 ( 4, 4, 3) ( 4,11, 4) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 3. 2838126010679 1

627 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) 3. 3262893451780 1

928 ( 4, 4, 3) ( 4,10, 4) ( 4,10, 4) ( 4, 4, 5) 3. 3263737553150 1

708 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) 3. 3315611160724 1

581 ( 4,13, 4) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 3. 3470238795663 1

109 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 9) ( 4, 4,12) 3. 3551333007487 1

97 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3, 4) ( 4, 4,14) 3.3569185891987 1

105 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 8) ( 4, 4,14) 3. 3569185891987 1

28 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,11) 3. 3740249770952 1

528 ( 4,10, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3,10,10) 3. 3783801665753 1

934 ( 4, 4, 3) ( 4,12, 4) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 3. 3874613464742 1

612 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) 3. 4052758290510 1

790 ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 5) ( 3, 4, 3, 3, 3) 3. 4094719757914 1

798 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 3, 3, 4) 3.4142135623731

601 ( 8, 8, 3) ( 3, 8, 8) ( 3, 8, 8) 3. 4142135623731

363 ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 3. 4169299300339 1

858 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 8, 4) ( 4, 8, 6) 3. 4265273530851 1

597 ( 4,14, 4) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 3. 4429824427021 1

768 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) 3. 4559226858042 1

744 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 3. 4608492818074 1

931 ( 4, 4, 3) ( 4,11, 4) ( 4,11, 4) ( 4, 4, 5) 3. 4791150115370 1

936 ( 4, 4, 3) ( 4,13, 4) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 3. 4967979219598 1

321 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 6) ( 3, 4, 4, 4) 3.4989485116416

490 ( 4, 8, 4) ( 4, 4, 6) ( 4, 8, 6) 3.4989485116416

36 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 8) 3.4989485116416

920 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 6, 6, 4) ( 4, 6, 4) 3.4989485116416

443 ( 4, 6, 4) ( 6, 6, 4) ( 4, 6, 8) 3.4989485116416

448 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 6) ( 4, 4, 3, 4) 3.4989485116416

449 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 6) ( 4, 4, 8) 3.4989485116416

493 ( 4, 8, 4) ( 4, 6, 6) ( 6, 8, 4) 3. 4989485116416

658 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) 3. 5133370916661 4

643 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) 3. 5303367694622 1

793 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 3. 5328708957304 1

674 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) 3. 5366702220830 1

115 ( 4, 4, 3) ( 4, 4,10) ( 4, 4,11) 3. 5607732600372 1

628 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) 3. 5734886632919 1

386 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 7) ( 4, 4, 3, 4) 3.5992881444312 1

387 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 7) ( 4, 4, 8) 3. 5992881444312 1

938 ( 4, 4, 3) ( 4,14, 4) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 3. 6104680637186 1

694 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) 3. 6293538989905 1

933 ( 4, 4, 3) ( 4,12, 4) ( 4,12, 4) ( 4, 4, 5) 3. 6294117816319 1

729 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) 3. 6316535189216 1

613 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) 3. 6349459864691 1

849 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,10) 3.6496014582307 1

896 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,10) 3. 6496014582307 1

755 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 6, 6, 5) 3. 6601715243672 1

822 ( 5, 5, 5) ( 5, 5, 5) ( 5, 5, 5) 3. 7024591736438

935 ( 4, 4, 3) ( 4,13, 4) ( 4,13, 4) ( 4, 4, 5) 3. 7777477524888 1

329 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 4, 4, 9) 3. 7925682137340 1

644 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3,12) 3. 8306487877702 4

188 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 5, 4) 3.8351276292321 1

380 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 6) ( 4, 4,10) 3.8351276292321

348 ( 4, 4, 4) ( 4, 6, 4) ( 4, 6,10) 3.8351276292321

354 ( 4, 4, 4) ( 4,10, 4) ( 4,10, 6) 3.8351276292321

428 ( 4, 6, 4) ( 4,10, 4) ( 6,10, 4) 3. 8351276292321

629 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3,12) 3. 8463719864744 1

659 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3,12) 3. 8516243001061 1

709 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) 3. 8629962380490 1

785 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4,11) 3. 8640188304379 1

110 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 9) ( 4, 4,13) 3. 8719444254389 1

197 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) ( 3, 3, 3,10) 3. 8812778265187 1

770 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 5, 4, 3) 3. 8838954002377 1

614 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3,12) 3. 8867653622366 1

276 ( 3, 4, 4) ( 3,10, 3, 3) ( 4,10, 6) 3. 9200106572748 1

304 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3,12) 3. 9212492207810 1
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F ortf
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Nr. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Radius R

e

Lem.

937 ( 4, 4, 3) ( 4,14, 4) ( 4,14, 4) ( 4, 4, 5) 3. 9244973796033 1

675 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3,12) 3. 9322817194762 1

208 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) 4. 0923274785571 1

681 ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3,10,10) 4. 1082266495914 1

695 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3,12) 4. 1235203905997 1

630 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3,13) 4. 1481149052794 4

615 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3,13) 4. 1627417583771 1

645 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3,13) 4. 1671719573698 1

76 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 6) ( 4, 6,10) 4. 1799684155505 1

631 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) 4. 1944569975304 1

616 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) 4. 2048729779278 1

791 ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4, 5) ( 3, 4, 4, 4) 4. 2050406497963 1

646 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) 4. 2193194484501 1

679 ( 3,10, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 6,10, 4) 4. 2338691077706 1

660 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3,13) 4. 2385995138432 1

661 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) 4. 2994044548613 1

120 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 8) ( 4, 6, 8) 4.2994512875760

322 ( 3, 4, 4) ( 3, 8, 8) ( 4, 8, 6) 4.2994512875760

602 ( 8, 8, 3) ( 6, 8, 4) ( 6, 8, 4) 4. 2994512875760

116 ( 4, 4, 3) ( 4, 4,10) ( 4, 4,12) 4. 3356661142053 1

280 ( 3, 4, 4) ( 3, 6, 3, 3) ( 4, 6,10) 4. 3524093264436 1

676 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3,13) 4. 4004568148186 1

787 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 4. 4017590345476 1

911 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) 4. 4171336565434 1

943 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) 4.4555997182913 1

870 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 7) 4. 4555997182913 1

617 ( 3,14, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 3, 3, 3,14) 4. 4657021351903 4

758 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 8, 8) ( 6, 8, 4) 4. 4756518375084 1

677 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) 4. 4757491778287 1

632 ( 3,13, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 3, 3, 3,14) 4. 4831664009556 1

730 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) 4. 4843305516578 1

805 ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 9) 4. 5207789088127 1

121 ( 4, 4, 3) ( 4, 4,11) ( 4, 4,11) 4. 5321391717300 1

207 ( 3, 3, 3) ( 3, 5, 3, 5) ( 3, 5, 3, 5) 4. 5345678844570

111 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 9) ( 4, 4,14) 4. 5463228637087 1

647 ( 3,12, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 3, 3, 3,14) 4. 5472804667061 1

710 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3,12) 4. 5685324868646 1

745 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) 4. 6411441917255 1

212 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 5) 4.6435230050845

817 ( 3, 6, 6) ( 3, 6, 6) ( 3, 3, 3, 3, 3) 4.6435230050845

818 ( 3, 6, 6) ( 3, 6, 6) ( 3, 3, 3, 5) 4.6435230050845

772 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 5, 6, 6) 4.6435230050845

226 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 5) ( 6, 6, 5) 4.6435230050845

988 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 5) 4.6435230050845

1000 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) 4. 6435230050845

662 ( 3,11, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 3, 3, 3,14) 4. 6875875483766 1

807 ( 4, 4, 5) ( 4, 4, 6) ( 4, 4, 7) 4. 7227240899738 1

696 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3,13) 4. 7457254873464 1

983 ( 3, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 8, 8, 3) ( 3, 8, 3, 3) 4. 8292880628923 1

697 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) 4. 8502701008646 1

794 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 4. 8847340418556 1

529 ( 4,10, 4) ( 4, 4, 5) ( 4,10, 6) 4. 9173509014000 1

680 ( 3,10, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4,10, 6) 4. 9433550798714 1

678 ( 3,10, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 3, 3, 3,14) 4. 9690674238380 1

855 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 8) 5. 0192038029992 1

451 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 6) ( 4, 4, 9) 5. 0206097151088 1

799 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) ( 4, 4, 7) 5. 0303491310606 1

305 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3,13) 5. 0597194323143 1

446 ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 6) ( 4, 6, 8) 5.1699054209297

453 ( 4, 6, 4) ( 6, 8, 4) ( 4, 8, 6) 5. 1699054209297

494 ( 4, 8, 4) ( 4, 4, 7) ( 4, 8, 6) 5. 1848401619278 1

33 ( 4, 4, 3) ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4, 3) 5.2360679774998

410 ( 4, 5, 4) ( 5, 5, 5) ( 4, 5, 4, 3) 5.2360679774998

915 ( 4, 4, 3) ( 4, 5, 4) ( 5, 5, 5) ( 4, 5, 4) 5.2360679774998

147 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 5, 4) 5.2360679774998

311 ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 3, 4, 5, 4) 5.2360679774998

977 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 4) ( 4, 4, 5) ( 3, 4, 4) 5. 2360679774998

306 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) 5. 2904045789883 1

682 ( 3,10, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 6,10, 4) 5. 3062530270643 1

850 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,11) 5.4879074098064 1

897 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,11) 5. 4879074098064 1

450 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 6) ( 6, 6, 5) 5. 5151072396644 1

698 ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 9, 3, 3) ( 3, 3, 3,14) 5. 5723735349233 1

117 ( 4, 4, 3) ( 4, 4,10) ( 4, 4,13) 5. 5824656754535 1

711 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3,13) 5. 5888820510876 1

202 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) 5.6979317307779 1

205 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) ( 3, 3, 3, 7) 5. 6979317307779 1

381 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 6) ( 4, 4,11) 5. 7577889539464 1

786 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4,12) 5. 7781181085086 1

712 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) 5. 7793964720045 1

384 ( 4, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 3, 3, 3) 5. 7874250218476 1

209 ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) 5. 7972326672579 1
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F ortf

•

uhrung v on T ab elle 2

Nr. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Radius R

e

Lem.

731 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3,12) 5. 9296903322034 1

769 ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) 5. 9609878922797 1

413 ( 4, 5, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 5, 3, 5) 6.0735939788562

809 ( 4, 4, 5) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 3, 4) 6. 0735939788562

990 ( 6, 6, 3) ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 6) 6. 1632933762333 1

122 ( 4, 4, 3) ( 4, 4,11) ( 4, 4,12) 6. 4589364737097 1

757 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 3, 3, 3, 7) 6. 5752441912204 1

124 ( 4, 4, 3) ( 4, 5, 4, 3) ( 4, 5, 4, 3) 6.7350337619791

315 ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4) 6. 7350337619791

719 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) ( 4, 8, 6) 6. 8024304626517 1

224 ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 6) ( 4, 6,10) 6. 8819096023559 1

198 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) ( 3, 3, 3,11) 7. 1240837963332 1

713 ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 3, 3,14) 7. 3136775978926 1

307 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3,14) 7. 4716542720927 1

819 ( 3, 6, 6) ( 3, 6, 6) ( 6, 6, 5) 7.5796338776189

227 ( 6, 6, 3) ( 5, 6, 6) ( 5, 6, 6) 7. 5796338776189

746 ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) 7. 6902927103646 1

388 ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 7) ( 4, 4, 9) 7. 6919252468704 1

796 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 6, 6) ( 4, 6, 8) 7. 8608091906108 1

852 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 5, 4) ( 4, 5, 4, 3) 7. 9843439059462 1

978 ( 3, 3, 3) ( 3,14, 3, 3) ( 4,14, 4) ( 3, 4, 3, 3) 8. 1775075030370 1

206 ( 3, 3, 3) ( 3,10,10) ( 3,10,10) 8.2183343605926

823 (10,10, 3) (10,10, 3) (10,10, 3) 8. 2183343605926

492 ( 4, 8, 4) ( 3, 8, 8) ( 3, 4, 3, 3, 3) 8. 2340994272626 1

118 ( 4, 4, 3) ( 4, 4,10) ( 4, 4,14) 8. 2755734614735 1

411 ( 4, 5, 4) ( 4, 4, 6) ( 4, 5, 4, 3) 8.2789503961853

216 ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6,10) 8.2789503961853 1

441 ( 4, 6, 4) ( 3, 6, 6) ( 3, 4, 5, 4) 8.2789503961853

437 ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 6,10) 8.2789503961853 1

995 ( 6, 6, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 4, 5) ( 4, 6, 4) 8. 2789503961853

683 ( 3,10, 3, 3) (10,10, 3) ( 3,10,10) 8. 5228288302125 1

979 ( 3, 3, 3) ( 3,13, 3, 3) ( 4,13, 4) ( 3, 4, 3, 3) 8. 5511717736642 1

412 ( 4, 5, 4) ( 4, 6, 6) ( 5, 6, 6) 9.1241012486160

821 ( 6, 6, 4) ( 6, 6, 4) ( 6, 6, 5) 9.1241012486160

808 ( 4, 4, 5) ( 4, 6, 6) ( 4, 6, 6) 9. 1241012486160

980 ( 3, 3, 3) ( 3,12, 3, 3) ( 4,12, 4) ( 3, 4, 3, 3) 9. 2399423256455 1

732 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3,13) 9. 5671506353565 1

43 ( 4, 4, 3) ( 4,10, 4) ( 4,10, 6) 9.7446101783240 1

930 ( 4, 4, 3) ( 4,10, 4) (10,10, 3) ( 4,10, 4) 9.7446101783240

530 ( 4,10, 4) (10,10, 3) ( 4,10, 6) 9.7446101783240 1

533 ( 4,10, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 3,10,10) 9.7446101783240

330 ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) ( 4, 4,10) 9. 7446101783240

940 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) 10. 3323112613055 1

981 ( 3, 3, 3) ( 3,11, 3, 3) ( 4,11, 4) ( 3, 4, 3, 3) 10. 6923891658005 1

733 ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 7, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) 10. 7510003490968 1

125 ( 4, 4, 3) ( 4,10, 6) ( 4,10, 6) 11.2521066192067

228 ( 6, 6, 3) ( 6,10, 4) ( 6,10, 4) 11.2521066192067

318 ( 3, 4, 4) ( 3, 6, 6) ( 4, 6,10) 11. 2521066192067

861 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4,10, 4) ( 4,10, 6) 12. 6006077725518 1

531 ( 4,10, 4) ( 4, 4, 6) ( 4,10, 6) 12.7866511327240

532 ( 4,10, 4) ( 4, 6, 6) ( 6,10, 4) 12.7866511327240

444 ( 4, 6, 4) ( 6, 6, 4) ( 4, 6,10) 12.7866511327240

452 ( 4, 6, 4) ( 4, 6, 6) ( 4, 4,10) 12. 7866511327240

982 ( 3, 3, 3) ( 3,10, 3, 3) ( 4,10, 4) ( 3, 4, 3, 3) 15. 2963987852038 1

123 ( 4, 4, 3) ( 4, 4,11) ( 4, 4,13) 16. 6057375885695 1

788 ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3) ( 4, 4,13) 63. 2175936947309 1

4 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 6) 1 -

29 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,12) 1 -

5 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 7) nic h t existen t -

6 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3, 4) nic h t existen t -

7 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 8) nic h t existen t -

8 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 9) nic h t existen t -

9 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,10) nic h t existen t -

10 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,11) nic h t existen t -

11 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,12) nic h t existen t -

12 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,13) nic h t existen t -

13 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) ( 4, 4,14) nic h t existen t -

19 ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 5, 4) nic h t existen t -

30 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,13) nic h t existen t -

31 ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) ( 4, 4,14) nic h t existen t -

37 ( 4, 4, 3) ( 4, 6, 4) ( 4, 6,10) nic h t existen t -

131 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) nic h t existen t -

132 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) nic h t existen t -

133 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) nic h t existen t -

134 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 8) nic h t existen t -

135 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 9) nic h t existen t -

136 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3,10) nic h t existen t -

137 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3,11) nic h t existen t -

138 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3,12) nic h t existen t -

139 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3,13) nic h t existen t -

140 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) nic h t existen t -

141 ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3,14) nic h t existen t -
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Anhang B

Computerun terst

•

utzte

Berec hn ungen

"

So seltsam es auch klingen mag, die St

•

arke der Mathematik

b eruht auf dem V ermeiden je der unn

•

otigen A nnahme und auf

ihr er gr o�artigen Einsp arung an Denkarb eit. \

Ernst Mac h

B.1 Berec hn ung des sc hr

•

agen Do dek aeders

Die Berec hn ungen der Keilwink el des sc hr

•

agen Do dek aeders (ab Seite 20)

wurden mit Mathematica 4.0 durc hgef

•

uhrt und sind im F olgenden abgebildet.

In [ 1 ] := � = ( Sqrt [ 5 ] � 1 ) = 2 ;

p1 = f 0 ; � ; 1 + � g ; p2 = f 0 ; � � ; 1 + � g ; p3 = f� 1 ; � 1 ; 1 g ;

p4 = f� 1 � � ; 0 ; � g ; p5 = f� 1 ; 1 ; 1 g ; p6 = f 1 ; � 1 ; 1 g ;

p7 = f 1 + � ; 0 ; � g ; p8 = f 1 ; 1 ; 1 g ; p9 = f � ; 1 + � ; 0 g ;

p10 = f� � ; 1 + � ; 0 g ; o1 = ( p1 + p2 + p3 + p4 + p5 ) = 5 ;

02 = ( p1 + p2 + p6 + p7 + p8 ) = 5 ;

o3 = ( p1 + p5 + p8 + p9 + p10 ) = 5 ;

e1 = p1 � o1 ; e2 = p2 � o1 ; e5 = p5 � o1 ; f1 = p1 � o2 ;

f2 = p2 � o2 ; f3 = p6 � o2 ; g1 = p1 � o3 ; g2 = p8 � o3 ;

A1 = o1 + xe1 + ye5 ; B1 = o1 + xe2 + ye1 ;

C1 = o2 + xf1 + yf2 ; D1 = o2 + xf2 + yf3 ;

E1 = o3 + xg1 + yg2 ; F1 = ( A1 + B1 ) = 2 ;

G1 = ( A1 + C1 ) = 2 ; H1 = ( B1 + C1 ) = 2 ;

k1 = ( B1 � A1 ) : ( B1 � A1 ); k2 = ( C1 � A1 ) : ( C1 � A1 );

k3 = ( C1 � B1 ) : ( C1 � B1 );
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•

UTZTE BERECHNUNGEN

In [ 2 ] := Solve [ k1 == k2 ; x ]

Out [ 2 ] :=

��

x !

6 + 2

p

5 � 21y + 9

p

5y �

p

80 � 90y

2

+ 30

p

5y

2

2 ( � 12 + 6

p

5 )

�

;

�

x !

6 + 2

p

5 � 21y + 9

p

5y +

p

80 � 90y

2

+ 30

p

5y

2

2 ( � 12 + 6

p

5 )

��

In [ 3 ] := Solve [ k1 == k3 ; x ]

Out [ 3 ] :=

��

x !

3 +

p

5 + 2y �

p

5y �

p

5

p

6y + 2

p

5 y � y

2

� 2

p

5y

2

3 +

p

5

�

;

�

x !

3 +

p

5 + 2y �

p

5 y +

p

5

p

6y + 2

p

5 y � y

2

� 2

p

5y

2

3 +

p

5

��

In [ 4 ] := N [ Solve [

6 + 2

p

5 � 21y + 9

p

5y �

p

80 � 90y

2

+ 30

p

5y

2

2 ( � 12 + 6

p

5 )

==

3 +

p

5 + 2y �

p

5y �

p

5

p

6y + 2

p

5y � y

2

� 2

p

5 y

2

3 +

p

5

; y ] ; 100 ]

Out [ 4 ] := ff y ! 0 : 134026593729167432277829 6082 144 4022 6604 05

1725105498059166341989735 972 1178 2804 2004 371 2963

218903187242 g ;

f y ! � 0 : 33269290904199628699082 363 2130 8096 6928 39

8129350795953681771606730 058 3508 1281 4374 087 6435

7225057652419 �

2 : 87861629043238670613198 5015 0412 9770 991 6926 095

8525766209682010665030250 729 0752 1389 8132 508 0348

8507507 _� � g ;

f y ! � 0 : 33269290904199628699082 363 2130 8096 6928 39

8129350795953681771606730 058 3508 1281 4374 087 6435

7225057652419 +

2 : 87861629043238670613198 5015 0412 9770 991 6926 095

8525766209682010665030250 729 0752 1389 8132 508 0348

8507507 _� � g ;

In [ 5 ] := N [ Solve [

6 + 2

p

5 � 21y + 9

p

5y +

p

80 � 90y

2

+ 30

p

5y

2

2 ( � 12 + 6

p

5 )

==

3 +

p

5 + 2y �

p

5y �

p

5

p

6y + 2

p

5y � y

2

� 2

p

5 y

2

3 +

p

5

; y ] ; 100 ]

Out [ 5 ] := fg
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In [ 6 ] := N [ Solve [

6 + 2

p

5 � 21y + 9

p

5y �

p

80 � 90y

2

+ 30

p

5 y

2

2 ( � 12 + 6

p

5 )

==

3 +

p

5 + 2y �

p

5y +

p

5

p

6y + 2

p

5y � y

2

� 2

p

5y

2

3 +

p

5

; y ] ; 100 ]

Out [ 6 ] := ff y ! � 1 : 61803398874989484820 4586 834 3656 3811 7720

30917980576286213544862270 5260 4628 1890 244 9707 20

7204189391137 gg

In [ 7 ] := N [ Solve [

6 + 2

p

5 � 21y + 9

p

5y +

p

80 � 90y

2

+ 30

p

5 y

2

2 ( � 12 + 6

p

5 )

==

3 +

p

5 + 2y �

p

5y +

p

5

p

6y + 2

p

5y � y

2

� 2

p

5y

2

3 +

p

5

; y ] ; 100 ]

Out [ 7 ] := fg

In [ 8 ] := y = 0 : 13402659372916743227782 9608 2144 402 2660 4051 72

51054980591663419897359721 1782 8042 0043 712 9632 18

903187242 g ; x =

6 + 2

p

5 � 21y + 9

p

5y �

p

80 � 90y

2

+ 30

p

5y

2

2 ( � 12 + 6

p

5 )

Out [ 8 ] := 0 : 5060625469660183332997233 0785 348 0119 7411 9026 445

98348353270037567792512893 6147 7652 7670 289 2216 55

41522

In [ 9 ] := y = 0 : 13402659372916743227782 9608 2144 402 2660 4051 72

51054980591663419897359721 1782 8042 0043 712 9632 18

903187242 g ; x =

3 +

p

5 + 2y �

p

5y �

p

5

p

6y + 2

p

5 y � y

2

� 2

p

5y

2

3 +

p

5

Out [ 9 ] := 0 : 5060625469660183332997233 0785 348 0119 7411 9026 445

98348353270037567792512893 6147 7652 7670 289 2216 55

41522

In [ 10 ] := 
 = ArcCos [(( o1 � F1 ) : ( C1 � F1 )) =

( Sqrt [( o1 � F1 ) : ( o1 � F1 )] Sqrt [( C1 � F1 ) : ( C1 � F1 )])]

Out [ 10 ] := 2 : 6691306336257561077079409 3571 820 8230 5187 0374 535

53802742235027260400747291 9064 8376 8891 650 7865 85

6045

In [ 11 ] := � = ArcCos [(( A1 � H1 ) : ( D1 � H1 )) =

( Sqrt [( A1 � H1 ) : ( A1 � H1 )] Sqrt [( D1 � H1 ) : ( D1 � H1 )])]
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Out [ 11 ] := 2 : 8654006883447286076046 0734 1733 6569 141 1900 9672 66

523796905992852522035869 834 3429 0185 7288 780 6125 7

2036

In [ 12 ] := � = ArcCos [(( B1 � G1 ) : ( E1 � G1 )) =

( Sqrt [( B1 � G1 ) : ( B1 � G1 )] Sqrt [( E1 � G1 ) : ( E1 � G1 )])]

Out [ 12 ] := 2 : 8654006883447286076046 0734 1733 6569 141 1900 9672 66

523796905992852522035869 834 3429 0185 7288 780 6125 7

2036

In In [ 1 ] w erden die Daten des Gleic h ungssystems eingegeb en. In [ 2 ] und

[ 3 ] l

•

osen die Bedingungen, dass die Kan ten k1 , k2 und k3 gleic h lang sein

sollen. Aus b eiden Bedingungen folgen jew eils zw ei L

•

osungen f

•

ur x (siehe

Out [ 2 ] und [ 3 ]). In In [ 4 ] bis [ 7 ] w erden diese systematisc h gleic hgesetzt, um

y zu erhalten: Aus der ersten L

•

osung v on [ 2 ] und der ersten aus [ 3 ] folgen

drei m

•

oglic he y ; ein reelles und zw ei k omplex k onjugierte. Aus der zw eiten

v on [ 2 ] und der ersten aus [ 3 ] folgt k ein m

•

oglic hes y . Die erste L

•

osung v on

[ 2 ] zusammen mit dem zw eiten x v on [ 3 ] ergibt ein m

•

oglic hes y > 1. Und das

jew eils zw eite x v on [ 2 ] und [ 3 ] ergibt eb enfalls k ein m

•

oglic hes y .

Nun ist es in der Natur des Problems, dass y auf jeden F all reell und

au�erdem kleiner als 1 sein m uss. Es k omm t also f

•

ur y n ur die erste L

•

osung

aus Out [ 4 ] in F rage. Mithin k

•

onnen wir x mit der ersten L

•

osung aus Out [ 2 ]

o der mit der ersten L

•

osung aus Out [ 3 ] b estimmen. In b eiden F

•

allen ( Out [ 8 ]

und [ 9 ]) b ek ommen wir nat

•

urlic h den gleic hen W ert f

•

ur x .

Mit den errec hneten x und y k

•

onnen wir n un die Keilwink el 
 zwisc hen

3- Ec k und 5- Ec k und die Keilwink el � und � zwisc hen jew eils zw ei 3- Ec k en

im sc hr

•

agen Do dek aeder b estimmen ( Out [ 10 ] bis [ 12 ] ). Es zeigt sic h { wie

erw artet { die Gleic hheit der Wink el � und � .

B.2 Radien-Programm

Dieses Programm dien t dazu, mit Hilfe eines man uellen Iterationsv erfahrens

die F alt wink el und Radien einer Kan ten umgebung mit (drei,) vier bzw. f

•

unf

Zellen zu b estimmen. Dazu m

•

ussen die Daten (Fl

•

ac henradien r , Keilwin-

k el kw , Zellradien zu den Ec k en R und zu den Fl

•

ac henmittelpunkten Rf )

de�niert w erden. Mit einem Start w ert f

•

ur ' 12 b ek ommen wir die anderen

F alt wink el und dazugeh

•

orige Radien. Nun m uss ' 12 so v er

•

andert w erden,

dass sic h die Radien ann

•

ahern. Dass es einen Wink el gibt, b ei dem alle Radien

(zumindest theoretisc h) gleic h sind, wird im Ansc hluss auf Seite 176 gekl

•

art.
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Diese Iteration l

•

asst sic h in Mathematica sic her automatisieren; hier soll der

K

•

urze halb er n ur die Datende�nition und die jew eiligen Berec hn ungen f

•

ur

drei, vier und f

•

unf Zellen pro Kan te angegeb en w erden. Dab ei w erden die

Keilwink el des sc hr

•

agen Do dek aeders aus den v orherigen Berec hn ungen (ab

Seite 153) n umerisc h gen

•

ahert

•

ub ernommen; sollen die Berec hn ungen hier

genauer sein, so m

•

ussen diese Daten auc h genauer b erec hnet w erden.

In [ 1 ] := r [ n ] :=

Cot [

�

n

])

2

;

( � Fl• a cheninnenradien f• u r n � Eck mit Kantenl• a nge 1 � )

y =

1

3

3

p

17 + 3

p

33 �

1

3

3

p

� 17 + 3

p

33 �

1

3

; x =

1 � y

1+ y

;

( � Variablen f• ur Keilwinkel des schr• a gen Hexaeders � )

kw := f

�

3

; ArcCos [

Cos [ � = 3 ] � ( Cos [ � = 3 ])

2

( Sin [ � = 3 ])

2

] ; ArcCos [

Cos [ � = 3 ] � ( Cos [ � = 3 ])

2

( Sin [ � = 3 ])

2

] ;

�

2

;

�

2

;

�

2

;

�

2

;

�

2

;

�

2

;

�

2

;

�

2

;

�

2

;

�

2

;

�

2

;

�

2

;

�

2

;

�

2

;

�

2

+ ArcSin [

1 = Sin [ � = 14 ] � 1 = Tan [ � = 14 ]

p

3

] ;

�

2

+ ArcSin [

1 = Sin [ � = 13 ] � 1 = Tan [ � = 13 ]

p

3

] ;

�

2

+ ArcSin [

1 = Sin [ � = 12 ] � 1 = Tan [ � = 12 ]

p

3

] ;

�

2

+ ArcSin [

1 = Sin [ � = 11 ] � 1 = Tan [ � = 11 ]

p

3

] ;

�

2

+ ArcSin [

1 = Sin [ � = 10 ] � 1 = Tan [ � = 10 ]

p

3

] ;

�

2

+ ArcSin [

1 = Sin [ � = 9 ] � 1 = Tan [ � = 9 ]

p

3

] ;

�

2

+ ArcSin [

1 = Sin [ � = 8 ] � 1 = Tan [ � = 8 ]

p

3

] ;

�

2

+ ArcSin [

1 = Sin [ � = 7 ] � 1 = Tan [ � = 7 ]

p

3

] ;

�

2

+ ArcSin [

1 = Sin [ � = 6 ] � 1 = Tan [ � = 6 ]

p

3

] ;

�

2

+ ArcSin [

1 = Sin [ � = 5 ] � 1 = Tan [ � = 5 ]

p

3

] ;

�

2

+ ArcSin [

1 = Sin [ � = 4 ] � 1 = Tan [ � = 4 ]

p

3

] ;

3 �

5

; ArcCos [

Cos [ 2 � = 3 ] � Cos [ 2 � = 3 ] Cos [ � = 3 ]

Sin [ 2 � = 3 ] Sin [ � = 3 ]

] ;

ArcCos [

Cos [ 2 � = 3 ] � Cos [ 2 � = 3 ] Cos [ � = 3 ]

Sin [ 2 � = 3 ] Sin [ � = 3 ]

] ; ArcCos [

Cos [ 2 � = 3 ] � Cos [ 2 � = 3 ] Cos [ � = 3 ]

Sin [ 2 � = 3 ] Sin [ � = 3 ]

] ;

ArcCos [

Cos [ 3 � = 5 ] � ( Cos [ 3 � = 5 ])

2

( Sin [ 3 � = 5 ])

2

] ; ArcCos [

Cos [ 3 � = 5 ] � ( Cos [ 3 � = 5 ])

2

( Sin [ 3 � = 5 ])

2

] ;

2 �

3

;

ArcCos [

Cos [ 2 � = 3 ] � Cos [ 2 � = 3 ] Cos [ � = 2 ]

Sin [ 2 � = 3 ] Sin [ � = 2 ]

] ; ArcCos [

Cos [ 2 � = 3 ] � Cos [ 2 � = 3 ] Cos [ � = 2 ]

Sin [ 2 � = 3 ] Sin [ � = 2 ]

] ;
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ArcCos [

Cos [ 2 � = 3 ] � Cos [ 2 � = 3 ] Cos [ � = 2 ]

Sin [ 2 � = 3 ] Sin [ � = 2 ]

] ; ArcCos [

Cos [ 2 � = 3 ] � Cos [ 2 � = 3 ] Cos [ � = 2 ]

Sin [ 2 � = 3 ] Sin [ � = 2 ]

] ;

2 ArcCos [

q

1

3

+

2

3

Cos [

�

4

]] ;

5 �

7

;

3 �

4

;

3 �

4

;

3 �

4

; 2 ArcCos [

q

1

3

+

2

3

Cos [

�

5

]] ;

2 ArcCos [

q

1

3

+

2

3

Cos [

�

5

]] ; 2 ArcCos [

q

1

3

+

2

3

Cos [

�

5

]] ;

7 �

9

;

ArcCos [

Cos [ 4 � = 5 ] � Cos [ � = 3 ] Cos [ 4 � = 5 ]

Sin [ � = 3 ] Sin [ 4 � = 5 ]

] ; ArcCos [

Cos [ 4 � = 5 ] � Cos [ � = 3 ] Cos [ 4 � = 5 ]

Sin [ � = 3 ] Sin [ 4 � = 5 ]

] ;

ArcCos [

Cos [ 4 � = 5 ] � Cos [ � = 3 ] Cos [ 4 � = 5 ]

Sin [ � = 3 ] Sin [ 4 � = 5 ]

] ; ArcCos [

Cos [ 4 � = 5 ] � Cos [ � = 3 ] Cos [ 4 � = 5 ]

Sin [ � = 3 ] Sin [ 4 � = 5 ]

] ;

ArcCos [

2x

2

+( � 1 + y ) y � x ( 1 + y )

p

x

2

+ y

2

p

4 + 5x

2

� 6y + 3y

2

� 2x ( 1 + y )

] ;

4 �

5

;

ArcCos [

Cos [ 3 � = 4 ] � Cos [ � = 2 ] Cos [ 2 � = 3 ]

Sin [ � = 2 ] Sin [ 2 � = 3 ]

] ; ArcCos [

Cos [ 3 � = 4 ] � Cos [ � = 2 ] Cos [ 2 � = 3 ]

Sin [ � = 2 ] Sin [ 2 � = 3 ]

] ;

2 ArcSin [

q

1

3

+

2

3

Cos [

�

6

]] ;

9 �

11

; ArcCos [

Cos [ 2 � = 3 ] � Cos [ � = 2 ] Cos [ 4 � = 5 ]

Sin [ � = 2 ] Sin [ 4 � = 5 ]

] ;

ArcCos [

Cos [ 2 � = 3 ] � Cos [ � = 2 ] Cos [ 4 � = 5 ]

Sin [ � = 2 ] Sin [ 4 � = 5 ]

] ;

5 �

6

; 2 ArcSin [

q

1

3

+

2

3

Cos [

�

7

]] ;

11 �

13

; 2 : 669130633625756107707940 9357 182 0823 0518 7037 4 n

535538027422350272604007472 9190 648 3768 8916 5078 658 n

560452118001107886129110347 3450 461 6545 5315 7372 638 n

702278477166664996407797172 1294 235 2763 2196 3276 619 n

83392559151161728847 ` 197 : 277 5656 6709 718 ;

ArcCos [ �

1 + 2x ( � 1 + y )+ y

2

1 + 2x

2

+ 3y

2

� 2x ( 1 + y )

] ; 2 ArcSin [

q

1

3

+

2

3

Cos [

�

8

]] ;

6 �

7

;

2 ArcSin [

q

1

3

+

2

3

Cos [

�

9

]] ; ArcCos [

Cos [ 4 � = 5 ] � Cos [ � = 2 ] Cos [ 2 � = 3 ]

Sin [ � = 2 ] Sin [ 2 � = 3 ]

] ;

ArcCos [

Cos [ 4 � = 5 ] � Cos [ � = 2 ] Cos [ 2 � = 3 ]

Sin [ � = 2 ] Sin [ 2 � = 3 ]

] ; 2 ArcSin [

q

1

3

+

2

3

Cos [

�

10

]] ;
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2 ArcSin [

q

1

3

+

2

3

Cos [

�

11

]] ; 2 ArcSin [

q

1

3

+

2

3

Cos [

�

12

]] ;

2 ArcSin [

q

1

3

+

2

3

Cos [

�

13

]] ; 2 : 865400688344728607604607 34 n

17336569141190096726652379 690 5992 8525 2203 586 9834 3 n

42901857288780612572036080 613 9196 1394 1556 407 8839 2 n

58483983747925042432327828 077 2607 6187 7117 157 2343 1 n

03156138462897013109475272 059 1656 8394 ` 196 : 9927 947 6 n

740352 ; 2 ArcSin [

q

1

3

+

2

3

Cos [

�

14

]] g

( � Keilwinkel der 75 Zellen � )

R := f

q

r [ 3 ]

2

+ ( r [ 3 ] Sin [ kw [[ 2 ]]] �

r [ 3 ] � r [ 3 ] Cos [ kw [[ 2 ]]]

Tan [ kw [[ 2 ]]]

)

2

+

1

4

;

q

r [ 4 ]

2

+ ( r [ 4 ] Sin [ kw [[ 5 ]]] �

r [ 4 ] � r [ 4 ] Cos [ kw [[ 5 ]]]

Tan [ kw [[ 5 ]]]

)

2

+

1

4

;

q

r [ 5 ]

2

+ ( r [ 5 ] Sin [ kw [[ 32 ]]] �

r [ 5 ] � r [ 5 ] Cos [ kw [[ 32 ]]]

Tan [ kw [[ 32 ]]]

)

2

+

1

4

;

q

r [ 3 ]

2

+ ( r [ 3 ] Sin [ kw [[ 29 ]]] �

r [ 3 ] � r [ 3 ] Cos [ kw [[ 29 ]]]

Tan [ kw [[ 29 ]]]

)

2

+

1

4

;

q

r [ 3 ]

2

+ ( r [ 3 ] Sin [ kw [[ 44 ]]] �

r [ 3 ] � r [ 3 ] Cos [ kw [[ 44 ]]]

Tan [ kw [[ 44 ]]]

)

2

+

1

4

;

q

r [ 3 ]

2

+ ( r [ 6 ] Sin [ kw [[ 30 ]]] �

r [ 3 ] � r [ 6 ] Cos [ kw [[ 30 ]]]

Tan [ kw [[ 30 ]]]

)

2

+

1

4

;

q

r [ 3 ]

2

+ ( r [ 8 ] Sin [ kw [[ 35 ]]] �

r [ 3 ] � r [ 8 ] Cos [ kw [[ 35 ]]]

Tan [ kw [[ 35 ]]]

)

2

+

1

4

;

q

r [ 3 ]

2

+ ( r [ 10 ] Sin [ kw [[ 48 ]]] �

r [ 3 ] � r [ 10 ] Cos [ kw [[ 48 ]]]

Tan [ kw [[ 48 ]]]

)

2

+

1

4

;

q

r [ 4 ]

2

+ ( r [ 6 ] Sin [ kw [[ 36 ]]] �

r [ 4 ] � r [ 6 ] Cos [ kw [[ 36 ]]]

Tan [ kw [[ 36 ]]]

)

2

+

1

4

;
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q

r [ 5 ]

2

+ ( r [ 6 ] Sin [ kw [[ 49 ]]] �

r [ 5 ] � r [ 6 ] Cos [ kw [[ 49 ]]]

Tan [ kw [[ 49 ]]]

)

2

+

1

4

;

q

r [ 4 ]

2

+ ( r [ 6 ] Sin [ kw [[ 55 ]]] �

r [ 4 ] � r [ 6 ] Cos [ kw [[ 55 ]]]

Tan [ kw [[ 55 ]]]

)

2

+

1

4

;

q

r [ 4 ]

2

+ ( r [ 6 ] Sin [ kw [[ 68 ]]] �

r [ 4 ] � r [ 6 ] Cos [ kw [[ 68 ]]]

Tan [ kw [[ 68 ]]]

)

2

+

1

4

;

q

r [ 3 ]

2

+ ( r [ 4 ] Sin [ kw [[ 37 ]]] �

r [ 3 ] � r [ 4 ] Cos [ kw [[ 37 ]]]

Tan [ kw [[ 37 ]]]

)

2

+

1

4

;

q

r [ 3 ]

2

+ ( r [ 5 ] Sin [ kw [[ 50 ]]] �

r [ 3 ] � r [ 5 ] Cos [ kw [[ 50 ]]]

Tan [ kw [[ 50 ]]]

)

2

+

1

4

;

q

r [ 3 ]

2

+ ( r [ 4 ] Sin [ kw [[ 54 ]]] �

r [ 3 ] � r [ 4 ] Cos [ kw [[ 54 ]]]

Tan [ kw [[ 54 ]]]

)

2

+

1

4

;

q

r [ 3 ]

2

+ ( r [ 4 ] Sin [ kw [[ 69 ]]] �

r [ 3 ] � r [ 4 ] Cos [ kw [[ 69 ]]]

Tan [ kw [[ 69 ]]]

)

2

+

1

4

;

q

r [ 3 ]

2

+ ( r [ 3 ] Sin [ kw [[ 64 ]]] �

r [ 3 ] � r [ 3 ] Cos [ kw [[ 64 ]]]

Tan [ kw [[ 64 ]]]

)

2

+

1

4

;

q

r [ 3 ]

2

+ ( r [ 3 ] Sin [ kw [[ 74 ]]] �

r [ 3 ] � r [ 3 ] Cos [ kw [[ 74 ]]]

Tan [ kw [[ 74 ]]]

)

2

+

1

4

;

q

r [ 3 ]

2

+ ( r [ 4 ] Sin [ kw [[ 4 ]]] �

r [ 3 ] � r [ 4 ] Cos [ kw [[ 4 ]]]

Tan [ kw [[ 4 ]]]

)

2

+

1

4

;

q

r [ 4 ]

2

+ ( r [ 5 ] Sin [ kw [[ 6 ]]] �

r [ 4 ] � r [ 5 ] Cos [ kw [[ 6 ]]]

Tan [ kw [[ 6 ]]]

)

2

+

1

4

;

q

r [ 4 ]

2

+ ( r [ 6 ] Sin [ kw [[ 7 ]]] �

r [ 4 ] � r [ 6 ] Cos [ kw [[ 7 ]]]

Tan [ kw [[ 7 ]]]

)

2

+

1

4

;

q

r [ 4 ]

2

+ ( r [ 7 ] Sin [ kw [[ 8 ]]] �

r [ 4 ] � r [ 7 ] Cos [ kw [[ 8 ]]]

Tan [ kw [[ 5 ]]]

)

2

+

1

4

;

q

r [ 4 ]

2

+ ( r [ 8 ] Sin [ kw [[ 9 ]]] �

r [ 4 ] � r [ 8 ] Cos [ kw [[ 9 ]]]

Tan [ kw [[ 9 ]]]

)

2

+

1

4

;

q

r [ 4 ]

2

+ ( r [ 9 ] Sin [ kw [[ 10 ]]] �

r [ 4 ] � r [ 9 ] Cos [ kw [[ 10 ]]]

Tan [ kw [[ 10 ]]]

)

2

+

1

4

;

q

r [ 4 ]

2

+ ( r [ 10 ] Sin [ kw [[ 11 ]]] �

r [ 4 ] � r [ 10 ] Cos [ kw [[ 11 ]]]

Tan [ kw [[ 11 ]]]

)

2

+

1

4

;
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q

r [ 4 ]

2

+ ( r [ 11 ] Sin [ kw [[ 12 ]]] �

r [ 4 ] � r [ 11 ] Cos [ kw [[ 12 ]]]

Tan [ kw [[ 12 ]]]

)

2

+

1

4

;

q

r [ 4 ]

2

+ ( r [ 12 ] Sin [ kw [[ 13 ]]] �

r [ 4 ] � r [ 12 ] Cos [ kw [[ 13 ]]]

Tan [ kw [[ 13 ]]]

)

2

+

1

4

;

q

r [ 4 ]

2

+ ( r [ 13 ] Sin [ kw [[ 14 ]]] �

r [ 4 ] � r [ 13 ] Cos [ kw [[ 14 ]]]

Tan [ kw [[ 14 ]]]

)

2

+

1

4

;

q

r [ 4 ]

2

+ ( r [ 14 ] Sin [ kw [[ 15 ]]] �

r [ 4 ] � r [ 14 ] Cos [ kw [[ 15 ]]]

Tan [ kw [[ 15 ]]]

)

2

+

1

4

;

q

r [ 3 ]

2

+ ( r [ 3 ] Sin [ kw [[ 39 ]]] �

r [ 3 ] � r [ 3 ] Cos [ kw [[ 39 ]]]

Tan [ kw [[ 39 ]]]

)

2

+

1

4

;

q

r [ 3 ]

2

+ ( r [ 3 ] Sin [ kw [[ 45 ]]] �

r [ 3 ] � r [ 3 ] Cos [ kw [[ 45 ]]]

Tan [ kw [[ 45 ]]]

)

2

+

1

4

;

q

r [ 3 ]

2

+ ( r [ 3 ] Sin [ kw [[ 56 ]]] �

r [ 3 ] � r [ 3 ] Cos [ kw [[ 56 ]]]

Tan [ kw [[ 56 ]]]

)

2

+

1

4

;

q

r [ 3 ]

2

+ ( r [ 3 ] Sin [ kw [[ 61 ]]] �

r [ 3 ] � r [ 3 ] Cos [ kw [[ 61 ]]]

Tan [ kw [[ 61 ]]]

)

2

+

1

4

;

q

r [ 3 ]

2

+ ( r [ 3 ] Sin [ kw [[ 65 ]]] �

r [ 3 ] � r [ 3 ] Cos [ kw [[ 65 ]]]

Tan [ kw [[ 65 ]]]

)

2

+

1

4

;

q

r [ 3 ]

2

+ ( r [ 3 ] Sin [ kw [[ 67 ]]] �

r [ 3 ] � r [ 3 ] Cos [ kw [[ 67 ]]]

Tan [ kw [[ 67 ]]]

)

2

+

1

4

;

q

r [ 3 ]

2

+ ( r [ 3 ] Sin [ kw [[ 70 ]]] �

r [ 3 ] � r [ 3 ] Cos [ kw [[ 70 ]]]

Tan [ kw [[ 70 ]]]

)

2

+

1

4

;

q

r [ 3 ]

2

+ ( r [ 3 ] Sin [ kw [[ 71 ]]] �

r [ 3 ] � r [ 3 ] Cos [ kw [[ 71 ]]]

Tan [ kw [[ 71 ]]]

)

2

+

1

4

;

q

r [ 3 ]

2

+ ( r [ 3 ] Sin [ kw [[ 72 ]]] �

r [ 3 ] � r [ 3 ] Cos [ kw [[ 72 ]]]

Tan [ kw [[ 72 ]]]

)

2

+

1

4

;

q

r [ 3 ]

2

+ ( r [ 3 ] Sin [ kw [[ 73 ]]] �

r [ 3 ] � r [ 3 ] Cos [ kw [[ 73 ]]]

Tan [ kw [[ 73 ]]]

)

2

+

1

4

;

q

r [ 3 ]

2

+ ( r [ 3 ] Sin [ kw [[ 75 ]]] �

r [ 3 ] � r [ 3 ] Cos [ kw [[ 75 ]]]

Tan [ kw [[ 75 ]]]

)

2

+

1

4

g ;

( � Au�enradien der Zellen � )
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Rf [ n ; p ] :=

q

( R [[ n ]])

2

�

1

4

( Csc [

�

p

])

2

;

( � Innenradius zum Mittelpunkt des p � Ecks in der

Zelle n � )

Nun folgen die De�nitionen f

•

ur eine 3-, eine 4- und eine 5-Kan tenk ombi-

nation mit ansc hlie�endem Ergebnis der Iteration f

•

ur eine Genauigk eit v on

20 Nac hk ommastellen b eipielhaft an drei Kan tenk om binationen.

� 1

� 2

� 3

b12

b13

b23

a1

a2

a3

a4

a5

a6

In [ 2 ] := ( � z : B : Kantenkombination ( 333 )( 3434 )( 3454 ) � )

� 1 = kw [[ 2 ]]; � 2 = kw [[ 37 ]]; � 3 = kw [[ 69 ]];

a1 = Rf [ 1 ; 3 ]; a2 = Rf [ 1 ; 3 ]; a3 = Rf [ 13 ; 3 ]; a4 = Rf [ 13 ; 4 ];

a5 = Rf [ 16 ; 4 ]; a6 = Rf [ 16 ; 3 ];

b12 = r [ 3 ]; b23 = r [ 4 ]; b13 = r [ 3 ];

In [ 3 ] := ' 12 := ArcCos [

Cos [ � 3 ] � Cos [ � 1 ] Cos [ � 2 ]

Sin [ � 1 ] Sin [ � 2 ]

];

' 13 := ArcCos [

Cos [ � 2 ] � Cos [ � 1 ] Cos [ � 3 ]

Sin [ � 1 ] Sin [ � 3 ]

];

' 23 := ArcCos [

Cos [ � 1 ] � Cos [ � 2 ] Cos [ � 3 ]

Sin [ � 2 ] Sin [ � 3 ]

];
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S12 :=

q

( a3 Sin [ ' 12 ] �

a2 � a3 Cos [ ' 12 ]

Tan [ ' 12 ]

)

2

+ ( a2 )

2

+ ( b12 )

2

+

1

4

;

S23 :=

q

( a4 Sin [ ' 23 ] �

a5 � a4 Cos [ ' 23 ]

Tan [ ' 23 ]

)

2

+ ( a5 )

2

+ ( b23 )

2

+

1

4

;

S12 :=

q

( a6 Sin [ ' 13 ] �

a1 � a6 Cos [ ' 13 ]

Tan [ ' 13 ]

)

2

+ ( a1 )

2

+ ( b13 )

2

+

1

4

;

N [ ' 12 ; 20 ]

N [ S12 ; 20 ]

N [ S23 ; 20 ]

N [ S13 ; 20 ]

Out [ 4 ] := 2 : 8706741331335730189

3 : 8351276292320923344

3 : 8351276292320923344

3 : 8351276292320923344

� 1 � 2

� 3

� 4

b12

b23

b34

b14

a1

a2

a3

a4

a5

a6

a7

a8

In [ 5 ] := ( � z : B : Kantenkombination ( 443 )( 484 )( 3833 )( 3433 ) � )

� 1 = kw [[ 1 ]]; � 2 = kw [[ 9 ]]; � 3 = kw [[ 23 ]]; � 4 = kw [[ 27 ]];
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a1 = Rf [ 19 ; 4 ]; a2 = Rf [ 19 ; 4 ]; a3 = Rf [ 23 ; 4 ]; a4 = Rf [ 23 ; 8 ];

a5 = Rf [ 34 ; 8 ]; a6 = Rf [ 34 ; 3 ]; a7 = Rf [ 30 ; 3 ]; a8 = Rf [ 30 ; 4 ];

b12 = r [ 4 ]; b23 = r [ 8 ]; b34 = r [ 3 ]; b14 = r [ 4 ];

In [ 6 ] := ' 12 = 0 : 8348613543556869326470 000 � ;

xx := ArcCos [ Cos [ � 1 ] Cos [ � 2 ] + Sin [ � 1 ] Sin [ � 2 ] Cos [ ' 12 ]];

S12 :=

q

( a3 Sin [ ' 12 ] �

a2 � a3 Cos [ ' 12 ]

Tan [ ' 12 ]

)

2

+ ( a2 )

2

+ ( b12 )

2

+

1

4

;

pa := ArcCos [

Cos [ � 2 ] � Cos [ � 1 ] Cos [ xx ]

Sin [ � 1 ] Sin [ xx ]

];

' 34 := ArcCos [

Cos [ � 3 ] � Cos [ � 4 ] Cos [ xx ]

Sin [ � 4 ] Sin [ xx ]

];

S34 :=

q

( a7 Sin [ ' 34 ] �

a6 � a7 Cos [ ' 34 ]

Tan [ ' 34 ]

)

2

+ ( a6 )

2

+ ( b34 )

2

+

1

4

;

pb := ArcCos [

Cos [ � 3 ] � Cos [ � 4 ] Cos [ xx ]

Sin [ � 4 ] Sin [ xx ]

]; ' 14 := pa + pb ;

pc := ArcCos [

Cos [ � 1 ] � Cos [ � 2 ] Cos [ xx ]

Sin [ � 2 ] Sin [ xx ]

];

pd := ArcCos [

Cos [ � 4 ] � Cos [ � 3 ] Cos [ xx ]

Sin [ � 3 ] Sin [ xx ]

]; ' 23 := pc + pd ;

yy := ArcCos [ Cos [ � 1 ] Cos [ � 4 ] + Sin [ � 1 ] Sin [ � 4 ] Cos [ ' 14 ]];

S14 :=

q

( a1 Sin [ ' 14 ] �

a8 � a1 Cos [ ' 14 ]

Tan [ ' 14 ]

)

2

+ ( a8 )

2

+ ( b14 )

2

+

1

4

;

S23 :=

q

( a5 Sin [ ' 23 ] �

a4 � a5 Cos [ ' 23 ]

Tan [ ' 23 ]

)

2

+ ( a4 )

2

+ ( b23 )

2

+

1

4

;

N [ ' 12 ; 20 ]

N [ S12 ; 20 ]

N [ S23 ; 20 ]

N [ S34 ; 20 ]
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N [ S14 ; 20 ]

Out [ 7 ] := 2 : 6227942976098511982

3 : 0376572056542638298

3 : 0376572056542638298

3 : 0376572056542638298

3 : 0376572056542638298

Durc h sukzessiv es

•

Andern der Startv ariable ' 12 lassen sic h die Radien

S12 , S23 , S34 und S14 b eliebig genau ann

•

ahern.

F

•

unf Zellen k ommen nic h t in b eliebiger Kom bination v or. Deshalb ist die

Berec hn ung dahin gehend v ereinfac h t, dass einige Keilwink el und Fl

•

ac hen

gleic hgesetzt w erden.

� 1

� 2

� 2

� 1

� 5

b12

b12

b12

b15

b15

a1

a2

a3

a3

a3

a3

a2

a1

a4

a4

In [ 8 ] := ( � z : B : Kantenkombination ( 443 )( 443 )( 443 )( 443 )( 445 ) � )

� 1 = kw [[ 1 ]]; � 2 = kw [[ 1 ]]; � 5 = kw [[ 28 ]];

a1 = Rf [ 19 ; 4 ]; a2 = Rf [ 19 ; 4 ]; a3 = Rf [ 19 ; 4 ]; a4 = Rf [ 20 ; 4 ];

b12 = r [ 4 ]; b15 = r [ 4 ];

In [ 9 ] := ' 12 = 0 : 9120853669779660085230 000 � ;
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xx := ArcCos [ Cos [ � 1 ] Cos [ � 2 ] + Sin [ � 1 ] Sin [ � 2 ] Cos [ ' 12 ]];

pa := ArcCos [

Cos [ � 2 ] � Cos [ � 1 ] Cos [ xx ]

Sin [ � 1 ] Sin [ xx ]

];

pb := ArcCos [

Cos [ � 5 ] � ( Cos [ xx ])

2

( Sin [ xx ])

2

]; ' 15 := 2 pa + pb ;

pc := ArcCos [

Cos [ xx ] � Cos [ xx ] Cos [ � 5 ]

Sin [ xx ] Sin [ ' 15 ]

]; pd := pa + pc ;

S12 :=

q

( a3 Sin [ ' 12 ] �

a2 � a3 Cos [ ' 12 ]

Tan [ ' 12 ]

)

2

+ ( a2 )

2

+ ( b12 )

2

+

1

4

;

S23 :=

q

( a1 Sin [ pd ] �

a4 � a1 Cos [ pd ]

Tan [ pd ]

)

2

+ ( a4 )

2

+ ( b15 )

2

+

1

4

;

S15 :=

q

( a3 Sin [ ' 15 ] �

a3 � a3 Cos [ ' 15 ]

Tan [ ' 15 ]

)

2

+ ( a3 )

2

+ ( b12 )

2

+

1

4

;

N [ ' 12 ; 20 ]

N [ S12 ; 20 ]

N [ S23 ; 20 ]

N [ S15 ; 20 ]

Out [ 10 ] := 2 : 8654006883447286076

2 : 2130600506867163200

2 : 2130600506867163200

2 : 2130600506867163200

Auc h hier lassen sic h die Radien S12 , S23 und S15 durc h sukzessiv es

•

Andern der Startv ariable ' 12 b eliebig genau ann

•

ahern. Die Berec hn ungen in

diesem Absc hnitt wurden mit Mathematica 4.0 v on W olfram Researc h auf

einem PC un ter Windo ws 2000 durc hgef

•

uhrt.
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B.3 Kom binationsprogramm

Dieses Programm b erec hnet aus den Daten der 75 uniformen P oly eder (d.h.

Platonisc he und Arc himedisc he P oly eder und p -Prismen und p -An tiprismen

mit 3 � p � 14) alle m

•

oglic hen Kan tenk om binationen. Die dab ei zugrunde

liegende Systematik ist in Kapitel 6 ab Seite 43 b esc hrieb en. Das Programm

ist gesc hrieb en in T urb o P ascal 6.0.

program polytop3;

{Dieses Programm beinhaltet eine Liste von Zellen und deren

Dihedralwinke l an den Kanten. Es berechnet alle m"oglichen

Kombinationen dieser Zellen, sodass die Summe um eine Kante

herum kleiner als 2pi ist.}

{mit Prisma/Antipri sm a}

uses Crt;

type feld=array[1.. 75 ]o f integer;

feld2=array[1. .5 ]o f integer;

const w:array[1..75]o f real= {Winkel}

(0.333333333, 0.391826552, 0.391826552, 0.500000000,

0.500000000, 0.500000000, 0.500000000, 0.500000000,

0.500000000, 0.500000000, 0.500000000, 0.500000000,

0.500000000, 0.500000000, 0.500000000, 0.500000000,

0.520721247, 0.522332800, 0.524217966, 0.526453482,

0.529148024, 0.532460954, 0.536636212, 0.542068097,

0.549441271, 0.560068427, 0.576867558, 0.600000000,

0.608173448, 0.608173448, 0.608173448, 0.647583617,

0.647583617, 0.666666666, 0.695913276, 0.695913276,

0.695913276, 0.695913276, 0.708620016, 0.714285714,

0.750000000, 0.750000000, 0.750000000, 0.767720472,

0.767720472, 0.767720472, 0.777777778, 0.792347954,

0.792347954, 0.792347954, 0.792347954, 0.794352389,

0.800000000, 0.804086724, 0.804086724, 0.806788285,

0.818181818, 0.823791808, 0.823791808, 0.833333333,

0.834568126, 0.846153846, 0.849610668, 0.851303265,

0.855346571, 0.857142857, 0.871479109, 0.883860236,

0.883860236, 0.884369481, 0.894906952, 0.903682483,

0.911104353, 0.912085367, 0.917463304);

n:array[1..75]o f array[1..2] of integer= {Kantefl"achen}

((4,4), (3,3), (6,6), (3,4),

(4,4), (4,5), (4,6), (4,7),

(4,8), (4,9), (4,10), (4,11),

(4,12), (4,13), (4,14), (8,8),

(3,14), (3,13), (3,12), (3,11),

(3,10), (3,9), (3,8), (3,7),

(3,6), (3,5), (3,4), (4,4),

(3,3), (3,6), (6,6), (5,5),

(10,10),(4,4), (3,8), (4,6),

(3,4), (6,8), (3,3), (4,4),

(4,4), (4,8), (4,4), (3,3),

(3,3), (6,6), (4,4), (3,10),

(5,6), (3,5), (6,10), (3,4),

(4,4), (3,4), (4,6), (3,3),

(4,4), (4,5), (4,10), (4,4),

(3,3), (4,4), (3,5), (3,3),

(3,3), (4,4), (3,3), (4,6),

(3,4), (3,3), (3,3), (3,3),

(3,3), (3,3), (3,3));

name:array[1..7 5] of string= {Namen}

(' 4, 4, 3 ',' 3, 3, 3 ',' 6, 6, 3 ',

' 3, 4, 4 ',' 4, 4, 4 ',' 5, 4, 4 ',

' 6, 4, 4 ',' 7, 4, 4 ',' 8, 4, 4 ',

' 9, 4, 4 ','10, 4, 4 ','11, 4, 4 ',

'12, 4, 4 ','13, 4, 4 ','14, 4, 4 ',

' 8, 8, 3 ',' 3,14, 3, 3 ',' 3,13, 3, 3 ',

' 3,12, 3, 3 ',' 3,11, 3, 3 ',' 3,10, 3, 3 ',

' 3, 9, 3, 3 ',' 3, 8, 3, 3 ',' 3, 7, 3, 3 ',

' 3, 6, 3, 3 ',' 3, 5, 3, 3 ',' 3, 4, 3, 3 ',

' 4, 4, 5 ',' 3, 3, 3, 3 ',' 3, 6, 6 ',

' 6, 6, 4 ',' 5, 5, 5 ','10,10, 3 ',

' 4, 4, 6 ',' 3, 8, 8 ',' 4, 6, 6 ',

' 3, 4, 3, 4 ',' 6, 8, 4 ',' 3, 3, 3, 4 ',

' 4, 4, 7 ',' 4, 4, 3, 4 ',' 4, 8, 6 ',

' 4, 4, 8 ',' 3, 3, 3, 3, 3',' 3, 3, 3, 5 ',

' 6, 6, 5 ',' 4, 4, 9 ',' 3,10,10 ',

' 5, 6, 6, ',' 3, 5, 3, 5 ',' 6,10, 4 ',

' 3, 4, 3, 3, 3',' 4, 4,10 ',' 3, 4, 4, 4 ',

' 4, 6, 8 ',' 3, 3, 3, 6 ',' 4, 4,11 ',

' 4, 5, 4, 3 ',' 4,10, 6 ',' 4, 4,12 ',

' 3, 3, 3, 7 ',' 4, 4,13 ',' 3, 5, 3, 3, 3',

' 3, 3, 3, 3, 4',' 3, 3, 3, 8 ',' 4, 4,14 ',

' 3, 3, 3, 9 ',' 4, 6,10 ',' 3, 4, 5, 4 ',

' 3, 3, 3,10 ',' 3, 3, 3,11 ',' 3, 3, 3,12 ',

' 3, 3, 3,13 ',' 3, 3, 3, 3, 5',' 3, 3, 3,14 ');

r:array[3..14]o f real= {Fl"acheninrad ie n}

(0.288675135, 0.5, 0.68819096, 0.866025404,

1.038260698, 1.207106781, 1.37373871, 1.538841769,

1.702843619, 1.866025404, 2.028579743, 2.190643134);

Rf:array[1..75] of array[1..3] of real=

{Polyederfl"ac he nr ad ie n}

((0.5,0.288675 13 5, 0) , (0.204124145,0 ,0 ),

(1.020620727,0. 61 23 72 436 ,0 ), (0.5,0.2886751 35 ,0 ),

(0.5,0,0), (0.68819096,0. 5, 0) ,

(0.866025404,0. 5, 0) , (1.038260698,0 .5 ,0 ),

(1.207106781,0. 5, 0) , (1.37373871,0. 5, 0) ,

(1.538841769,0. 5, 0) , (1.702843619,0 .5 ,0 ),

(1.866025404,0. 5, 0) , (2.028579743,0 .5 ,0 ),

(2.190643134,0. 5, 0) ,

(1.682521985,1. 20 71 06 781 ,0 ),

(2.214111685,0. 43 20 95 528 ,0 ),

(2.053869758,0. 43 19 47 383 ,0 ),

(1.893445061,0. 43 17 60 029 ,0 ),

(1.732787073,0. 43 15 18 231 ,0 ),

(1.571824673,0. 43 11 98 498 ,0 ),

(1.410454362,0. 43 07 63 04, 0) ,

(1.248519348,0. 43 01 47 784 ,0 ),

(1.085769773,0. 42 92 36 596 ,0 ),

(0.921780542,0. 42 77 99 837 ,0 ),

(0.755761312,0. 42 53 25 403 ,0 ),

(0.58604041,0.4 20 44 82 07, 0) , (0.68819096,0. 5, 0) ,

(0.408248291,0, 0) ,

(1.020620727,0. 61 23 72 436 ,0 ),

(1.414213563,1. 22 47 44 871 ,0 ), (1.113516361,0 ,0 ),

(2.912781158,2. 48 98 98 274 ,0 ), (0.866025404,0 .5 ,0 ),

(1.682521985,1. 20 71 06 781 ,0 ),

(1.414213563,1. 22 47 44 871 ,0 ),

(0.816496581,0. 70 71 06 781 ,0 ),

(2.207106781,2. 09 07 70 275 ,1 .9 14 21 35 62) ,

(0.58604041,0.4 20 44 82 07, 0) , (1.038260698,0 .5 ,0 ),

(1.274273695,1. 20 71 06 781 ,0 ),

(2.207106781,2. 09 07 70 275 ,1 .9 14 21 35 62) ,

(1.207106781,0. 5, 0) , (0.755761312,0 ,0 ),

(0.755761312,0. 42 53 25 403 ,0 ),

(2.327438428,2. 26 72 83 933 ,0 ),

(1.37373871,0.5 ,0 ),

(2.912781158,2. 48 98 98 274 ,0 ),

(2.32748428,2.2 67 28 39 33, 0) ,

(1.511522623,1. 37 63 81 915 ,0 ),

(3.736067965,3. 66 85 42 468 ,3 .4 40 95 47 87) ,

(1.213355801,1. 14 26 13 508 ,0 ), (1.538841769,0 .5 ,0 ),

(1.274273695,1. 20 71 06 781 ,0 ),

(2.207106781,2. 09 07 70 275 ,1 .9 14 21 35 62) ,

(0.921780542,0. 42 77 99 837 ,0 ), (1.702843619,0 .5 ,0 ),
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(2.157019846,2 .11 80 33 98 2, 2. 064 57 28 7) ,

(3.736067965,3 .66 85 42 46 8, 3. 440 95 47 87 ),

(1.866025404,0 .5, 0) ,

(1.085769773,0 .42 92 36 59 6, 0) ,

(2.028579743,0 .5, 0) ,

(2.077089663,1 .98 09 15 94 5, 0) ,

(1.213355801,1 .14 26 13 50 8, 0) ,

(1.248519348,0 .43 01 47 78 4, 0) ,

(2.190643134,0 .5, 0) ,

(1.410454362,0 .43 07 63 04 ,0 ),

(3.736067965,3 .66 85 42 46 8, 3. 440 95 47 87 ),

(2.157019846,2 .11 80 33 98 2, 2. 064 57 28 7) ,

(1.571824673,0 .43 11 98 49 8, 0) ,

(1.732787073,0 .43 15 18 23 1, 0) ,

(1.893445061,0 .43 17 60 02 9, 0) ,

(2.053869758,0 .43 19 47 38 3, 0) ,

(2.077089663,1 .98 09 15 94 5, 0) ,

(2.214111685,0 .43 20 95 52 8, 0) );

var i,j :integer;

k :longint;

kk,sss :real;

ianz :feld2;

Ende :boolean;

a,jja,auswahl,b ,bb ,s rz :string;

dat :text;

alpha1,alpha2,a lph a3 :real;

gamma12,gamma13 ,ga mm a2 3 :real;

f12,f13,f23 :integer;

R_z,R_f,R_k,R_e :real;

R113,R112,R212, R22 3, R3 23 ,R 31 3:r ea l;

rg1,rg2,rg3,rg4 ,rg 5, rg t :integer;

rz1,rz2,rz3,rz4 ,rz 5, rz 6 :real;

fehlersin,fehle rra d :string;

function arccos (x:real):real;

begin

if (x>-1) and (x<1) then

arccos:=pi/2-ar ct an (x /s qr t(1 -x *x )) ;

if x=-1 then arccos:=1;

if x=1 then arccos:=0;

if (x<-1) or (x>1) then arccos:=-99999 9;

end;

function Summeklein(ianz :f el d2 ): boo le an ;

var s:real;

is:integer;

begin

s:=0;

for is:=1 to 5 do if ianz[is]>0 then s:=s+w[ianz[is ]] ;

if s<2.000001 then Summeklein:=tru e

else Summeklein:=fa ls e;

end;

function Wert(sf:string) :i nt eg er ;

var w,t:integer;

begin

if sf=' 'then Wert:=99;

if sf<>' 'then begin

val(sf,w,t);

if t=0 then Wert:=w else Wert:=99;

end;

end;

procedure Ausgabe(ianz:f el d2 );

var s:real;

is:integer;

begin

s:=0;

gotoxy(1,26);

if ianz[1]>0 then

write('(',n[ia nz [1] ,1 ]: 2, ', ', n[i an z[ 1] ,2 ]: 2, '), ')

else write(' ');

if ianz[2]>0 then

write('(',n[ianz [2 ], 1] :2 ,' ,' ,n[ ia nz [2 ], 2] :2, ') ,' )

else write(' ');

write('(',n[ian z[3 ], 1] :2 ,' ,' ,n [ia nz [3 ], 2] :2 ,') ,' );

write('(',n[ian z[4 ], 1] :2 ,' ,' ,n [ia nz [4 ], 2] :2 ,') ,' );

write('(',n[ian z[5 ], 1] :2 ,' ,' ,n [ia nz [5 ], 2] :2 ,') ') ;

gotoxy(1,28);

writeln(' ');

write(s:7:3);

str(int(rz1*100 000 00 +0 .5 )/ 10 00 000 0: 7: 5, b) ;

if (fehlerrad='') and (fehlersin='') then

begin

b:=copy(b,1,7);

write(dat,b,' ');

if ianz[1]>0 then write(dat,'(',n am e[ ia nz [1] ], ') ,' )

else write(dat,' ');

if ianz[2]>0 then write(dat,'(',n am e[ ia nz [2] ], ') ,' )

else write(dat,' ');

write(dat,'(',na me [i an z[ 3] ], '), ') ;

write(dat,'(',na me [i an z[ 4] ], '), ') ;

write(dat,'(',na me [i an z[ 5] ], ')' );

writeln(dat,' ',jja,' ',fehlersin,fe hl er rad );

end else k:=k-1;

gotoxy(1,30);

write(jja,' ',fehlersin,fe hl er rad );

gotoxy(1,32);

if ianz[1]>0 then write('(',name[ ia nz [1 ]] ,' ),' )

else write(' ');

if ianz[2]>0 then write('(',name[ ia nz [2 ]] ,' ),' )

else write(' ');

write('(',name[ ian z[ 3] ], ') ,' );

write('(',name[ ian z[ 4] ], ') ,' );

write('(',name[ ian z[ 5] ], ') ') ;

writeln(' ');

end;

{******** H A U P T P R O G R A M M ********}

begin

assign(dat,'c: \po ly \k nt e1 .t xt ');

rewrite(dat);

ianz[1]:=0;ian z[2 ]: =0 ;i an z[ 3] :=1 ;i an z[ 4] := 1;i an z[ 5] := 0;

Ende:=false;

k:=0;

clrscr;

repeat

inc(ianz[5]);

if ianz[5]>=76 then begin ianz[5]:=1;inc( ian z[ 4] ); en d;

if ianz[4]>=76 then begin ianz[4]:=1;inc( ian z[ 3] ); en d;

if ianz[3]>=76 then begin ianz[3]:=1;inc( ian z[ 2] ); en d;

if ianz[2]>=76 then begin ianz[2]:=1;inc( ian z[ 1] ); en d;

R_e:=0;

fehlersin:='';

fehlerrad:='';

gotoxy(1,40);if ianz[1]>0 then write(name[ianz [1 ]] );

gotoxy(1,41);if ianz[2]>0 then write(name[ianz [2 ]] );

gotoxy(1,42);wri te (n am e[ ia nz [3] ], ' =z3');

gotoxy(1,43);wri te (n am e[ ia nz [4] ], ' =z2');

gotoxy(1,44);wri te (n am e[ ia nz [5] ], ' =z1');

if Summeklein(ianz ) and (ianz[1]<75) then

begin

jja:='0';

if ianz[2]=0 then

begin

if (n[ianz[3],2]= n[ ia nz [4] ,1 ]) and

(n[ianz[4],2]= n[ ia nz [5] ,1 ]) and

(n[ianz[5],2]= n[ ia nz [3] ,1 ]) then jja:=' 212121';

if (n[ianz[3],2]= n[ ia nz [4] ,2 ]) and

(n[ianz[4],1]= n[ ia nz [5] ,1 ]) and

(n[ianz[5],2]= n[ ia nz [3] ,1 ]) then jja:=' 221121';

if (n[ianz[3],2]= n[ ia nz [4] ,1 ]) and

(n[ianz[4],2]= n[ ia nz [5] ,2 ]) and

(n[ianz[5],1]= n[ ia nz [3] ,1 ]) then jja:=' 212211';

if (n[ianz[3],2]= n[ ia nz [4] ,2 ]) and

(n[ianz[4],1]= n[ ia nz [5] ,2 ]) and

(n[ianz[5],1]= n[ ia nz [3] ,1 ]) then jja:=' 221211';

if (n[ianz[3],1]= n[ ia nz [4] ,1 ]) and

(n[ianz[4],2]= n[ ia nz [5] ,1 ]) and

(n[ianz[5],2]= n[ ia nz [3] ,2 ]) then jja:=' 112122';

if (n[ianz[3],1]= n[ ia nz [4] ,2 ]) and

(n[ianz[4],1]= n[ ia nz [5] ,1 ]) and

(n[ianz[5],2]= n[ ia nz [3] ,2 ]) then jja:=' 121122';

if (n[ianz[3],1]= n[ ia nz [4] ,1 ]) and

(n[ianz[4],2]= n[ ia nz [5] ,2 ]) and
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(n[ianz[5],1]= n[ ian z[ 3] ,2 ]) then jja:=' 112212';

if (n[ianz[3],1]= n[ ian z[ 4] ,2 ]) and

(n[ianz[4],1]= n[ ian z[ 5] ,2 ]) and

(n[ianz[5],1]= n[ ian z[ 3] ,2 ]) then jja:=' 121212';

if jja<>'0' then

begin

gotoxy(1,5);

write('1:',name [i anz [5 ]] ,' 2:',name[ianz[ 4] ],

' 3:',name[ianz[3 ]] );

alpha1:=w[ianz[ 5] ]*p i;

alpha2:=w[ianz[ 4] ]*p i;

alpha3:=w[ianz[ 3] ]*p i;

gotoxy(1,6);

write('alpha1:' ,a lph a1 :1 2: 10 ,' alpha2:',alpha 2:1 2: 10 ,

' alpha3:',alpha3 :1 2: 10 );

gamma12:=arccos (

(cos(alpha3)-cos (a lp ha 1) *c os( al ph a2 )) /

(sin(alpha1)*s in (a lp ha2 )) );

gamma13:=arccos (

(cos(alpha2)-cos (a lp ha 1) *c os( al ph a3 )) /

(sin(alpha1)*s in (a lp ha3 )) );

gamma23:=arccos (

(cos(alpha1)-cos (a lp ha 2) *c os( al ph a3 )) /

(sin(alpha2)*s in (a lp ha3 )) );

gotoxy(1,7);

writeln('gamma1 2= ',g am ma 12 :1 2: 10, ' gamma23=',

gamma23:12:10, ' gamma13=',gamma 13 :1 2: 10, ' ');

if jja[8]='1' then

begin

f12:=n[ianz[5], 1];

end else

begin

f12:=n[ianz[5], 2];

end;

if jja[6]='1' then

begin

f23:=n[ianz[4], 1];

end else

begin

f23:=n[ianz[4], 2];

end;

if jja[10]='1'the n

begin

f13:=n[ianz[3], 1];

end else

begin

f13:=n[ianz[3], 2];

end;

gotoxy(1,8);

write('f12= ',f12:2,' f23= ',f23:2,

' f13= ',f13:2);

gotoxy(1,9);

write(r[f12]:12 :1 0,' ',r[f23]:12:10 ,' ',r[f13]:12:10 );

R112:=0;R212:=0 ;R 223 := 0; R3 23 := 0;R 31 3: =0 ;R 11 3: =0;

auswahl:=name[i an z[5 ]] ;

gotoxy(60,16);w ri te( 'F -B es ti mm ung ') ;

gotoxy(60,17);w ri te( co py (a us wa hl, 1, 40 )) ;

rg1:=Wert(copy( au swa hl ,1 ,2 )) ;

rg2:=Wert(copy( au swa hl ,4 ,2 )) ;

rg3:=Wert(copy( au swa hl ,7 ,2 )) ;

rg4:=Wert(copy( au swa hl ,1 0, 2) );

rg5:=Wert(copy( au swa hl ,1 3, 2) );

repeat

if rg1=rg2 then

begin

rg2:=rg3;rg3:= rg4 ;r g4 := rg 5; rg5 := rg 5+ 20 ;

end;

if rg2=rg3 then

begin

rg3:=rg4;rg4:= rg5 ;r g5 := rg 5+ 20;

end;

if rg3=rg4 then

begin

rg4:=rg5;rg5:= rg5 +2 0;

end;

if rg4=rg5 then

begin

rg5:=rg5+20;

end;

if rg1>rg2 then

begin

rgt:=rg2;rg2:= rg1 ;r g1 := rg t;

end;

if rg2>rg3 then

begin

rgt:=rg3;rg3: =rg 2; rg 2: =r gt ;

end;

if rg3>rg4 then

begin

rgt:=rg4;rg4: =rg 3; rg 3: =r gt ;

end;

if rg4>rg5 then

begin

rgt:=rg5;rg5: =rg 4; rg 4: =r gt ;

end;

until ((rg1<rg2)and(r g2 <r g3 )a nd( rg 3< rg 4) an d(r g4 <r g5 ))

or(rg5>10000);

gotoxy(60,18);

write(rg1,' ',rg2,' ',rg3,' ',rg4,' ',rg5,' .');

if f12=rg1 then R112:=Rf[ianz[5] ,1 ];

if f12=rg2 then R112:=Rf[ianz[5] ,2 ];

if f12=rg3 then R112:=Rf[ianz[5] ,3 ];

if f13=rg1 then R113:=Rf[ianz[5] ,1 ];

if f13=rg2 then R113:=Rf[ianz[5] ,2 ];

if f13=rg3 then R113:=Rf[ianz[5] ,3 ];

auswahl:=name[ ia nz[ 4] ];

gotoxy(60,19); wr ite (c op y( au sw ahl ,1 ,4 0) );

rg1:=Wert(copy (a usw ah l, 1, 2) );

rg2:=Wert(copy (a usw ah l, 4, 2) );

rg3:=Wert(copy (a usw ah l, 7, 2) );

rg4:=Wert(copy (a usw ah l, 10 ,2 )) ;

rg5:=Wert(copy (a usw ah l, 13 ,2 )) ;

repeat

if rg1=rg2 then

begin

rg2:=rg3;rg3: =rg 4; rg 4: =r g5 ;rg 5: =r g5 +2 0;

end;

if rg2=rg3 then

begin

rg3:=rg4;rg4: =rg 5; rg 5: =r g5 +20 ;

end;

if rg3=rg4 then

begin

rg4:=rg5;rg5: =rg 5+ 20 ;

end;

if rg4=rg5 then

begin

rg5:=rg5+20;

end;

if rg1>rg2 then

begin

rgt:=rg2;rg2: =rg 1; rg 1: =r gt ;

end;

if rg2>rg3 then

begin

rgt:=rg3;rg3: =rg 2; rg 2: =r gt ;

end;

if rg3>rg4 then

begin

rgt:=rg4;rg4: =rg 3; rg 3: =r gt ;

end;

if rg4>rg5 then

begin

rgt:=rg5;rg5: =rg 4; rg 4: =r gt ;

end;

until ((rg1<rg2)and(r g2 <r g3 )a nd( rg 3< rg 4) an d(r g4 <r g5 ))

or(rg5>10000);

gotoxy(60,20);

write(rg1,' ',rg2,' ',rg3,' ',rg4,' ',rg5,' .');

if f12=rg1 then R212:=Rf[ianz[4] ,1 ];

if f12=rg2 then R212:=Rf[ianz[4] ,2 ];

if f12=rg3 then R212:=Rf[ianz[4] ,3 ];

if f23=rg1 then R223:=Rf[ianz[4] ,1 ];

if f23=rg2 then R223:=Rf[ianz[4] ,2 ];

if f23=rg3 then R223:=Rf[ianz[4] ,3 ];

auswahl:=name[ ia nz[ 3] ];

gotoxy(60,21); wr ite (c op y( au sw ahl ,1 ,4 0) );

rg1:=Wert(copy (a usw ah l, 1, 2) );

rg2:=Wert(copy (a usw ah l, 4, 2) );
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rg3:=Wert(copy (a us wa hl ,7, 2) );

rg4:=Wert(copy (a us wa hl ,10 ,2 )) ;

rg5:=Wert(copy (a us wa hl ,13 ,2 )) ;

repeat

if rg1=rg2 then

begin

rg2:=rg3;rg3:=r g4 ;r g4: =r g5 ;r g5 := rg 5+2 0;

end;

if rg2=rg3 then

begin

rg3:=rg4;rg4:=r g5 ;r g5: =r g5 +2 0;

end;

if rg3=rg4 then

begin

rg4:=rg5;rg5:=r g5 +2 0;

end;

if rg4=rg5 then

begin

rg5:=rg5+20;

end;

if rg1>rg2 then

begin

rgt:=rg2;rg2:=r g1 ;r g1: =r gt ;

end;

if rg2>rg3 then

begin

rgt:=rg3;rg3:=r g2 ;r g2: =r gt ;

end;

if rg3>rg4 then

begin

rgt:=rg4;rg4:=r g3 ;r g3: =r gt ;

end;

if rg4>rg5 then

begin

rgt:=rg5;rg5:=r g4 ;r g4: =r gt ;

end;

until ((rg1<rg2)and( rg 2<r g3 )a nd (r g3 <r g4) an d( rg 4< rg 5))

or(rg5>10000);

gotoxy(60,22);

write(rg1,' ',rg2,' ',rg3,' ',rg4,' ',rg5,' .');

if f13=rg1 then R313:=Rf[ianz[3 ], 1] ;

if f13=rg2 then R313:=Rf[ianz[3 ], 2] ;

if f13=rg3 then R313:=Rf[ianz[3 ], 3] ;

if f23=rg1 then R323:=Rf[ianz[3 ], 1] ;

if f23=rg2 then R323:=Rf[ianz[3 ], 2] ;

if f23=rg3 then R323:=Rf[ianz[3 ], 3] ;

gotoxy(1,11);

write('R112=', R1 12 :1 0: 8,' R212=',R212:10 :8 ,

' R223=',R223:10 :8) ;

gotoxy(1,12);

write('R323=', R3 23 :1 0: 8,' R313=',R313:10 :8 ,

' R113=',R113:10 :8) ;

if sin(gamma13)<>0 then

begin

R_z:=R113*sin( ga mm a13 )

-(R313-R113*cos( ga mm a1 3) )* co s(g am ma 13 )/

sin(gamma13);

rz5:=R_z;

rz6:=R313*sin( ga mm a13 )

-(R113-R313*cos( ga mm a1 3) )* co s(g am ma 13 )/

sin(gamma13);

end else

begin

writeln('Sin(g am ma 13) =0 .' );

fehlersin:='si n( ga mma 13 )= 0 ';

R_z:=9999999;

rz5:=R_z;rz6:= rz 5;

end;

if sin(gamma12)<>0 then

begin

rz1:=R212*sin( ga mm a12 )

-(R112-R212*cos( ga mm a1 2) )* co s(g am ma 12 )/

sin(gamma12);

rz2:=R112*sin( ga mm a12 )

-(R212-R112*cos( ga mm a1 2) )* co s(g am ma 12 )/

sin(gamma12);

end else

begin

writeln('Sin(g am ma 12) =0 .' );

fehlersin:=feh le rs in+ 's in (g am ma 12 )=0 ';

rz1:=9999999;rz 2: =rz 1;

end;

if sin(gamma23)<> 0 then

begin

rz3:=R323*sin(g am ma2 3)

-(R223-R323*cos (g am ma 23 )) *co s( ga mm a2 3) /

sin(gamma23);

rz4:=R223*sin(g am ma2 3)

-(R323-R223*cos (g am ma 23 )) *co s( ga mm a2 3) /

sin(gamma23);

end else

begin

writeln('Sin(ga mm a23 )= 0. ') ;

fehlersin:=fehl er sin +' si n( ga mm a23 )= 0' ;

rz3:=9999999;rz 4: =rz 3;

end;

if rz1<0.00000001 then fehlerrad:='rz 1< =0 ';

if rz2<0.00000001 then

fehlerrad:=feh le rra d+ 'r z2 <= 0 ';

if rz3<0.00000001 then

fehlerrad:=feh le rra d+ 'r z3 <= 0 ';

if rz4<0.00000001 then

fehlerrad:=feh le rra d+ 'r z4 <= 0 ';

if rz5<0.00000001 then

fehlerrad:=feh le rra d+ 'r z5 <= 0 ';

if rz6<0.00000001 then

fehlerrad:=feh le rra d+ 'r z6 <= 0' ;

gotoxy(1,13);

write('Radien zu Z:',rz1:10:8,' ',rz2:10:8,' ',

rz3:10:8);

gotoxy(1,14);

write(' ',rz4:10:8,' ',rz5:10:8,' ',

rz6:10:8);

rz1:=sqrt(sqr(r z1 )+ sq r(R 11 2) +s qr (r [f1 2] )+ 0. 25 );

rz2:=sqrt(sqr(r z2 )+ sq r(R 21 2) +s qr (r [f1 2] )+ 0. 25 );

rz3:=sqrt(sqr(r z3 )+ sq r(R 22 3) +s qr (r [f2 3] )+ 0. 25 );

rz4:=sqrt(sqr(r z4 )+ sq r(R 32 3) +s qr (r [f2 3] )+ 0. 25 );

rz5:=sqrt(sqr(r z5 )+ sq r(R 31 3) +s qr (r [f1 3] )+ 0. 25 );

rz6:=sqrt(sqr(r z6 )+ sq r(R 11 3) +s qr (r [f1 3] )+ 0. 25 );

if (int(rz1*10000 0+ 0. 5)/ 10 00 00 <>

int(rz2*100000 +0 .5 )/1 00 00 0) or

(int(rz1*10000 0+ 0. 5)/ 10 00 00 <>

int(rz3*100000 +0 .5 )/1 00 00 0) or

(int(rz1*10000 0+ 0. 5)/ 10 00 00 <>

int(rz4*100000 +0 .5 )/1 00 00 0) or

(int(rz1*10000 0+ 0. 5)/ 10 00 00 <>

int(rz5*100000 +0 .5 )/1 00 00 0) or

(int(rz1*10000 0+ 0. 5)/ 10 00 00 <>

int(rz6*100000 +0 .5 )/1 00 00 0) or

(int(rz2*10000 0+ 0. 5)/ 10 00 00 <>

int(rz3*100000 +0 .5 )/1 00 00 0) or

(int(rz2*10000 0+ 0. 5)/ 10 00 00 <>

int(rz4*100000 +0 .5 )/1 00 00 0) or

(int(rz2*10000 0+ 0. 5)/ 10 00 00 <>

int(rz5*100000 +0 .5 )/1 00 00 0) or

(int(rz2*10000 0+ 0. 5)/ 10 00 00 <>

int(rz6*100000 +0 .5 )/1 00 00 0) or

(int(rz3*10000 0+ 0. 5)/ 10 00 00 <>

int(rz4*100000 +0 .5 )/1 00 00 0) or

(int(rz3*10000 0+ 0. 5)/ 10 00 00 <>

int(rz5*100000 +0 .5 )/1 00 00 0) or

(int(rz3*10000 0+ 0. 5)/ 10 00 00 <>

int(rz6*100000 +0 .5 )/1 00 00 0) or

(int(rz4*10000 0+ 0. 5)/ 10 00 00 <>

int(rz5*100000 +0 .5 )/1 00 00 0) or

(int(rz4*10000 0+ 0. 5)/ 10 00 00 <>

int(rz6*100000 +0 .5 )/1 00 00 0) or

(int(rz5*10000 0+ 0. 5)/ 10 00 00 <>

int(rz6*100000 +0 .5 )/1 00 00 0)

then

begin

str(rz1:12:10,s rz) ;

fehlerrad:=fehl err ad +' Re1='+srz;

str(rz2:12:10,s rz) ;

fehlerrad:=fehl err ad +' Re2='+srz;

str(rz3:12:10,s rz) ;

fehlerrad:=fehl err ad +' Re3='+srz;

str(rz4:12:10,s rz) ;

fehlerrad:=fehl err ad +' Re4='+srz;

str(rz5:12:10,s rz) ;

fehlerrad:=fehl err ad +' Re5='+srz;
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str(rz6:12:10, sr z) ;

fehlerrad:=feh le rr ad +' Re6='+srz;

end;

gotoxy(1,15);

write('f12=',r[ f1 2]: 10 :8 ,' f23=',r[f23]:1 0: 8,

' f13=',r[f13]:1 0: 8) ;

gotoxy(1,16);wr it e(f eh le rr ad );

gotoxy(1,18);wr it e(f eh le rs in );

R_f:=sqrt(R_z*R _z +R1 13 *R 11 3) ;

R_k:=sqrt(R_f*R _f +r[ f1 3] *r [f 13 ]);

R_e:=sqrt(R_k*R _k +0. 25 );

gotoxy(1,20);

write('Radien zu E:',rz1:10:8,' ',rz2:10:8,' ',

rz3:10:8);

gotoxy(1,21);

write(' ',rz4:10:8,' ',rz5:10:8,' ',

rz6:10:8);

gotoxy(1,4);

end;

end;

if (ianz[2]<>0) and (ianz[1]=0) then

begin

if (n[ianz[2],2]= n[ ian z[ 3] ,1 ]) and

(n[ianz[3],2]= n[ ian z[ 4] ,1 ]) and

(n[ianz[4],2]= n[ ian z[ 5] ,1 ]) and

(n[ianz[5],2]= n[ ian z[ 2] ,1 ]) then jja:=' 21212121';

if (n[ianz[2],2]= n[ ian z[ 3] ,2 ]) and

(n[ianz[3],1]= n[ ian z[ 4] ,1 ]) and

(n[ianz[4],2]= n[ ian z[ 5] ,1 ]) and

(n[ianz[5],2]= n[ ian z[ 2] ,1 ]) then jja:=' 22112121';

if (n[ianz[2],2]= n[ ian z[ 3] ,1 ]) and

(n[ianz[3],2]= n[ ian z[ 4] ,2 ]) and

(n[ianz[4],1]= n[ ian z[ 5] ,1 ]) and

(n[ianz[5],2]= n[ ian z[ 2] ,1 ]) then jja:=' 21221121';

if (n[ianz[2],2]= n[ ian z[ 3] ,2 ]) and

(n[ianz[3],1]= n[ ian z[ 4] ,2 ]) and

(n[ianz[4],1]= n[ ian z[ 5] ,1 ]) and

(n[ianz[5],2]= n[ ian z[ 2] ,1 ]) then jja:=' 22121121';

if (n[ianz[2],1]= n[ ian z[ 3] ,1 ]) and

(n[ianz[3],2]= n[ ian z[ 4] ,1 ]) and

(n[ianz[4],2]= n[ ian z[ 5] ,1 ]) and

(n[ianz[5],2]= n[ ian z[ 2] ,2 ]) then jja:=' 11212122';

if (n[ianz[2],1]= n[ ian z[ 3] ,2 ]) and

(n[ianz[3],1]= n[ ian z[ 4] ,1 ]) and

(n[ianz[4],2]= n[ ian z[ 5] ,1 ]) and

(n[ianz[5],2]= n[ ian z[ 2] ,2 ]) then jja:=' 12112122';

if (n[ianz[2],1]= n[ ian z[ 3] ,1 ]) and

(n[ianz[3],2]= n[ ian z[ 4] ,2 ]) and

(n[ianz[4],1]= n[ ian z[ 5] ,1 ]) and

(n[ianz[5],2]= n[ ian z[ 2] ,2 ]) then jja:=' 11221122';

if (n[ianz[2],1]= n[ ian z[ 3] ,2 ]) and

(n[ianz[3],1]= n[ ian z[ 4] ,2 ]) and

(n[ianz[4],1]= n[ ian z[ 5] ,1 ]) and

(n[ianz[5],2]= n[ ian z[ 2] ,2 ]) then jja:=' 12121122';

if (n[ianz[2],2]= n[ ian z[ 3] ,1 ]) and

(n[ianz[3],2]= n[ ian z[ 4] ,1 ]) and

(n[ianz[4],2]= n[ ian z[ 5] ,2 ]) and

(n[ianz[5],1]= n[ ian z[ 2] ,1 ]) then jja:=' 21212211';

if (n[ianz[2],2]= n[ ian z[ 3] ,2 ]) and

(n[ianz[3],1]= n[ ian z[ 4] ,1 ]) and

(n[ianz[4],2]= n[ ian z[ 5] ,2 ]) and

(n[ianz[5],1]= n[ ian z[ 2] ,1 ]) then jja:=' 22112211';

if (n[ianz[2],2]= n[ ian z[ 3] ,1 ]) and

(n[ianz[3],2]= n[ ian z[ 4] ,2 ]) and

(n[ianz[4],1]= n[ ian z[ 5] ,2 ]) and

(n[ianz[5],1]= n[ ian z[ 2] ,1 ]) then jja:=' 21221211';

if (n[ianz[2],2]= n[ ian z[ 3] ,2 ]) and

(n[ianz[3],1]= n[ ian z[ 4] ,2 ]) and

(n[ianz[4],1]= n[ ian z[ 5] ,2 ]) and

(n[ianz[5],1]= n[ ian z[ 2] ,1 ]) then jja:=' 22121211';

if (n[ianz[2],1]= n[ ian z[ 3] ,1 ]) and

(n[ianz[3],2]= n[ ian z[ 4] ,1 ]) and

(n[ianz[4],2]= n[ ian z[ 5] ,2 ]) and

(n[ianz[5],1]= n[ ian z[ 2] ,2 ]) then jja:=' 11212212';

if (n[ianz[2],1]= n[ ian z[ 3] ,2 ]) and

(n[ianz[3],1]= n[ ian z[ 4] ,1 ]) and

(n[ianz[4],2]= n[ ian z[ 5] ,2 ]) and

(n[ianz[5],1]= n[ ian z[ 2] ,2 ]) then jja:=' 12112212';

if (n[ianz[2],1]= n[ ian z[ 3] ,1 ]) and

(n[ianz[3],2]= n[ ian z[ 4] ,2 ]) and

(n[ianz[4],1]= n[ ian z[ 5] ,2 ]) and

(n[ianz[5],1]= n[ ian z[ 2] ,2 ]) then jja:=' 11221212';

if (n[ianz[2],1]=n [ia nz [3 ], 2] ) and

(n[ianz[3],1]=n [ia nz [4 ], 2] ) and

(n[ianz[4],1]=n [ia nz [5 ], 2] ) and

(n[ianz[5],1]=n [ia nz [2 ], 2] ) then jja:=' 12121212';

end;

if (ianz[2]<>0) and (ianz[1]<>0) then

begin

if (n[ianz[1],2]=n [ia nz [2 ], 1] ) and

(n[ianz[2],2]=n [ia nz [3 ], 1] ) and

(n[ianz[3],2]=n [ia nz [4 ], 1] ) and

(n[ianz[4],2]=n [ia nz [5 ], 1] ) and

(n[ianz[5],2]=n [ia nz [1 ], 1] ) then jja:='212121212 1' ;

if (n[ianz[1],2]=n [ia nz [2 ], 2] ) and

(n[ianz[2],1]=n [ia nz [3 ], 1] ) and

(n[ianz[3],2]=n [ia nz [4 ], 1] ) and

(n[ianz[4],2]=n [ia nz [5 ], 1] ) and

(n[ianz[5],2]=n [ia nz [1 ], 1] ) then jja:='221121212 1' ;

if (n[ianz[1],2]=n [ia nz [2 ], 1] ) and

(n[ianz[2],2]=n [ia nz [3 ], 2] ) and

(n[ianz[3],1]=n [ia nz [4 ], 1] ) and

(n[ianz[4],2]=n [ia nz [5 ], 1] ) and

(n[ianz[5],2]=n [ia nz [1 ], 1] ) then jja:='212211212 1' ;

if (n[ianz[1],2]=n [ia nz [2 ], 2] ) and

(n[ianz[2],1]=n [ia nz [3 ], 2] ) and

(n[ianz[3],1]=n [ia nz [4 ], 1] ) and

(n[ianz[4],2]=n [ia nz [5 ], 1] ) and

(n[ianz[5],2]=n [ia nz [1 ], 1] ) then jja:='221211212 1' ;

if (n[ianz[1],1]=n [ia nz [2 ], 1] ) and

(n[ianz[2],2]=n [ia nz [3 ], 1] ) and

(n[ianz[3],2]=n [ia nz [4 ], 1] ) and

(n[ianz[4],2]=n [ia nz [5 ], 1] ) and

(n[ianz[5],2]=n [ia nz [1 ], 2] ) then jja:='112121212 2' ;

if (n[ianz[1],1]=n [ia nz [2 ], 2] ) and

(n[ianz[2],1]=n [ia nz [3 ], 1] ) and

(n[ianz[3],2]=n [ia nz [4 ], 1] ) and

(n[ianz[4],2]=n [ia nz [5 ], 1] ) and

(n[ianz[5],2]=n [ia nz [1 ], 2] ) then jja:='121121212 2' ;

if (n[ianz[1],1]=n [ia nz [2 ], 1] ) and

(n[ianz[2],2]=n [ia nz [3 ], 2] ) and

(n[ianz[3],1]=n [ia nz [4 ], 1] ) and

(n[ianz[4],2]=n [ia nz [5 ], 1] ) and

(n[ianz[5],2]=n [ia nz [1 ], 2] ) then jja:='112211212 2' ;

if (n[ianz[1],1]=n [ia nz [2 ], 2] ) and

(n[ianz[2],1]=n [ia nz [3 ], 2] ) and

(n[ianz[3],1]=n [ia nz [4 ], 1] ) and

(n[ianz[4],2]=n [ia nz [5 ], 1] ) and

(n[ianz[5],2]=n [ia nz [1 ], 2] ) then jja:='121211212 2' ;

if (n[ianz[1],2]=n [ia nz [2 ], 1] ) and

(n[ianz[2],2]=n [ia nz [3 ], 1] ) and

(n[ianz[3],2]=n [ia nz [4 ], 2] ) and

(n[ianz[4],1]=n [ia nz [5 ], 1] ) and

(n[ianz[5],2]=n [ia nz [1 ], 1] ) then jja:='212122112 1' ;

if (n[ianz[1],2]=n [ia nz [2 ], 2] ) and

(n[ianz[2],1]=n [ia nz [3 ], 1] ) and

(n[ianz[3],2]=n [ia nz [4 ], 2] ) and

(n[ianz[4],1]=n [ia nz [5 ], 1] ) and

(n[ianz[5],2]=n [ia nz [1 ], 1] ) then jja:='221122112 1' ;

if (n[ianz[1],2]=n [ia nz [2 ], 1] ) and

(n[ianz[2],2]=n [ia nz [3 ], 2] ) and

(n[ianz[3],1]=n [ia nz [4 ], 2] ) and

(n[ianz[4],1]=n [ia nz [5 ], 1] ) and

(n[ianz[5],2]=n [ia nz [1 ], 1] ) then jja:='212212112 1' ;

if (n[ianz[1],2]=n [ia nz [2 ], 2] ) and

(n[ianz[2],1]=n [ia nz [3 ], 2] ) and

(n[ianz[3],1]=n [ia nz [4 ], 2] ) and

(n[ianz[4],1]=n [ia nz [5 ], 1] ) and

(n[ianz[5],2]=n [ia nz [1 ], 1] ) then jja:='221212112 1' ;

if (n[ianz[1],1]=n [ia nz [2 ], 1] ) and

(n[ianz[2],2]=n [ia nz [3 ], 1] ) and

(n[ianz[3],2]=n [ia nz [4 ], 2] ) and

(n[ianz[4],1]=n [ia nz [5 ], 1] ) and

(n[ianz[5],2]=n [ia nz [1 ], 2] ) then jja:='112122112 2' ;

if (n[ianz[1],1]=n [ia nz [2 ], 2] ) and

(n[ianz[2],1]=n [ia nz [3 ], 1] ) and

(n[ianz[3],2]=n [ia nz [4 ], 2] ) and

(n[ianz[4],1]=n [ia nz [5 ], 1] ) and

(n[ianz[5],2]=n [ia nz [1 ], 2] ) then jja:='121122112 2' ;

if (n[ianz[1],1]=n [ia nz [2 ], 1] ) and

(n[ianz[2],2]=n [ia nz [3 ], 2] ) and

(n[ianz[3],1]=n [ia nz [4 ], 2] ) and

(n[ianz[4],1]=n [ia nz [5 ], 1] ) and

(n[ianz[5],2]=n [ia nz [1 ], 2] ) then jja:='112212112 2' ;

if (n[ianz[1],1]=n [ia nz [2 ], 2] ) and
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(n[ianz[2],1]=n [i an z[ 3], 2] ) and

(n[ianz[3],1]=n [i an z[ 4], 2] ) and

(n[ianz[4],1]=n [i an z[ 5], 1] ) and

(n[ianz[5],2]=n [i an z[ 1], 2] ) then jja:='12121211 22 ';

if (n[ianz[1],2]=n [i an z[ 2], 1] ) and

(n[ianz[2],2]=n [i an z[ 3], 1] ) and

(n[ianz[3],2]=n [i an z[ 4], 1] ) and

(n[ianz[4],2]=n [i an z[ 5], 2] ) and

(n[ianz[5],1]=n [i an z[ 1], 1] ) then jja:='21212122 11 ';

if (n[ianz[1],2]=n [i an z[ 2], 2] ) and

(n[ianz[2],1]=n [i an z[ 3], 1] ) and

(n[ianz[3],2]=n [i an z[ 4], 1] ) and

(n[ianz[4],2]=n [i an z[ 5], 2] ) and

(n[ianz[5],1]=n [i an z[ 1], 1] ) then jja:='22112122 11 ';

if (n[ianz[1],2]=n [i an z[ 2], 1] ) and

(n[ianz[2],2]=n [i an z[ 3], 2] ) and

(n[ianz[3],1]=n [i an z[ 4], 1] ) and

(n[ianz[4],2]=n [i an z[ 5], 2] ) and

(n[ianz[5],1]=n [i an z[ 1], 1] ) then jja:='21221122 11 ';

if (n[ianz[1],2]=n [i an z[ 2], 2] ) and

(n[ianz[2],1]=n [i an z[ 3], 2] ) and

(n[ianz[3],1]=n [i an z[ 4], 1] ) and

(n[ianz[4],2]=n [i an z[ 5], 2] ) and

(n[ianz[5],1]=n [i an z[ 1], 1] ) then jja:='22121122 11 ';

if (n[ianz[1],1]=n [i an z[ 2], 1] ) and

(n[ianz[2],2]=n [i an z[ 3], 1] ) and

(n[ianz[3],2]=n [i an z[ 4], 1] ) and

(n[ianz[4],2]=n [i an z[ 5], 2] ) and

(n[ianz[5],1]=n [i an z[ 1], 2] ) then jja:='11212122 12 ';

if (n[ianz[1],1]=n [i an z[ 2], 2] ) and

(n[ianz[2],1]=n [i an z[ 3], 1] ) and

(n[ianz[3],2]=n [i an z[ 4], 1] ) and

(n[ianz[4],2]=n [i an z[ 5], 2] ) and

(n[ianz[5],1]=n [i an z[ 1], 2] ) then jja:='12112122 12 ';

if (n[ianz[1],1]=n [i an z[ 2], 1] ) and

(n[ianz[2],2]=n [i an z[ 3], 2] ) and

(n[ianz[3],1]=n [i an z[ 4], 1] ) and

(n[ianz[4],2]=n [i an z[ 5], 2] ) and

(n[ianz[5],1]=n [i an z[ 1], 2] ) then jja:='11221122 12 ';

if (n[ianz[1],1]=n [i an z[ 2], 2] ) and

(n[ianz[2],1]=n [i an z[ 3], 2] ) and

(n[ianz[3],1]=n [i an z[ 4], 1] ) and

(n[ianz[4],2]=n [i an z[ 5], 2] ) and

(n[ianz[5],1]=n [i an z[ 1], 2] ) then jja:='12121122 12 ';

if (n[ianz[1],2]=n [i an z[ 2], 1] ) and

(n[ianz[2],2]=n [i an z[ 3], 1] ) and

(n[ianz[3],2]=n [i an z[ 4], 2] ) and

(n[ianz[4],1]=n [i an z[ 5], 2] ) and

(n[ianz[5],1]=n [i an z[ 1], 1] ) then jja:='21212212 11 ';

if (n[ianz[1],2]=n [i an z[ 2], 2] ) and

(n[ianz[2],1]=n [i an z[ 3], 1] ) and

(n[ianz[3],2]=n [i an z[ 4], 2] ) and

(n[ianz[4],1]=n [i an z[ 5], 2] ) and

(n[ianz[5],1]=n [i an z[ 1], 1] ) then jja:='22112212 11 ';

if (n[ianz[1],2]=n [i an z[ 2], 1] ) and

(n[ianz[2],2]=n [i an z[ 3], 2] ) and

(n[ianz[3],1]=n [i an z[ 4], 2] ) and

(n[ianz[4],1]=n [i an z[ 5], 2] ) and

(n[ianz[5],1]=n [i an z[ 1], 1] ) then jja:='21221212 11 ';

if (n[ianz[1],2]=n [i an z[ 2], 2] ) and

(n[ianz[2],1]=n [i an z[ 3], 2] ) and

(n[ianz[3],1]=n [i an z[ 4], 2] ) and

(n[ianz[4],1]=n [i an z[ 5], 2] ) and

(n[ianz[5],1]=n [i an z[ 1], 1] ) then jja:='22121212 11 ';

if (n[ianz[1],1]= n[ ia nz [2] ,1 ]) and

(n[ianz[2],2]= n[ ia nz [3] ,1 ]) and

(n[ianz[3],2]= n[ ia nz [4] ,2 ]) and

(n[ianz[4],1]= n[ ia nz [5] ,2 ]) and

(n[ianz[5],1]= n[ ia nz [1] ,2 ]) then jja:='112122121 2';

if (n[ianz[1],1]= n[ ia nz [2] ,2 ]) and

(n[ianz[2],1]= n[ ia nz [3] ,1 ]) and

(n[ianz[3],2]= n[ ia nz [4] ,2 ]) and

(n[ianz[4],1]= n[ ia nz [5] ,2 ]) and

(n[ianz[5],1]= n[ ia nz [1] ,2 ]) then jja:='121122121 2';

if (n[ianz[1],1]= n[ ia nz [2] ,1 ]) and

(n[ianz[2],2]= n[ ia nz [3] ,2 ]) and

(n[ianz[3],1]= n[ ia nz [4] ,2 ]) and

(n[ianz[4],1]= n[ ia nz [5] ,2 ]) and

(n[ianz[5],1]= n[ ia nz [1] ,2 ]) then jja:='112212121 2';

if (n[ianz[1],1]= n[ ia nz [2] ,2 ]) and

(n[ianz[2],1]= n[ ia nz [3] ,2 ]) and

(n[ianz[3],1]= n[ ia nz [4] ,2 ]) and

(n[ianz[4],1]= n[ ia nz [5] ,2 ]) and

(n[ianz[5],1]= n[ ia nz [1] ,2 ]) then jja:='121212121 2';

end;

if jja<>'0' then

begin

k:=k+1;

gotoxy(1,3);

Ausgabe(ianz);

gotoxy(1,4);wr it el n( jj a) ;

end;

end;

gotoxy(1,1);

writeln(ianz[1]: 2, ia nz [2 ]: 3, ian z[ 3] :3 ,i an z[4 ]: 3, ia nz [5 ]: 3);

sss:=0;

for j:=1 to 5 do if ianz[j]>0 then sss:=sss+w[ianz [j ]] ;

writeln(k:6,' ',sss:11:9,' ');

if ianz[5]=0 then

begin

gotoxy(70,1);w ri te (' ia nz [5 ]=0 ') ;r ea dl n;

end;

if not(Summeklein( ia nz )) then

begin

ianz[5]:=0;inc (i an z[ 4] );

if not(Summeklein( ia nz )) th en

begin

ianz[4]:=1;inc (i an z[ 3] );

if not(Summeklein( ia nz )) then

begin

ianz[3]:=1;inc (i an z[ 2] );

if not(Summeklein( ia nz )) then

begin

ianz[2]:=1;inc (i an z[ 1]) ;

end;

end;

end;

end;

if jja<>'0' then

begin

clrscr;

end;

rz1:=0;

until (ianz[1]=76) or Ende;

write(dat,'Ende .') ;

close(dat);

end.



Anhang C

Erg

•

anzungen zum Bew eis

C.1 F ehlerabsc h

•

atzung

Dieser Absc hnitt b efasst sic h mit der Analyse der in dieser Arb eit gemac h ten

Berec hn ungen. Dab ei soll das In teresse auf den durc h die Berec hn ungen und

der Ben utzung v on (gerundeten) Zwisc henergebnissen gemac h ten F ehlern

liegen. Zur Berec hn ung wurden v ersc hiedene Hilfsmittel (mit v ersc hiedenen

Genauigk eiten) b en utzt. Hier soll n un nic h t jedes einzelne Hilfsmittel in allen

Details analysiert w erden, sondern f

•

ur die einzelnen Sc hritte ob ere Sc hrank en

f

•

ur den m

•

oglic hen F ehler durc h Rundungen und/o der Ausl

•

osc h ungen

10

ge-

mac h t w erden.

Im F olgenden w erden wir n un jedes Kapitel und die darin angestellten

Berec hn ungen ansc hauen und die F ehler der Ein- und Ausgab en angeb en.

Am Ende w ollen wir die Rec henfehler in den b eiden T ab ellen ab Seite 127

bzw. ab Seite 139 absc h

•

atzen und daraus die Ein teilung in die Grupp en

rec h tfertigen.

C.1.1 Berec hn ungen in Kapitel 3

In Kapitel 3 wurden die Keilwink el der uniformen P oly eder b erec hnet. Dab ei

wurden in 3.1, 3.2 und 3.3 die F ormeln analytisc h (d.h. durc h Umformen {

insb esondere in 3.3) hergeleitet und die Keilwink el mit Mathematica 4.0 auf

20 Nac hk ommastellen b erec hnet. Aus Platzgr

•

unden wurden die Keilwink el

10

So f

•

uhrt z.B. das Subtrahieren (fast) gleic h gro�er Zahlen { da diese gerundet im

Rec hner zwisc hengesp eic hert wurden und meist nic h t gleic h sind { zu relativ gro�en

F ehlern, insb esondere w enn der Rest ansc hlie�end mit gro�en Zahlen m ultipliziert wird.

Das wirklic he Ergebnis w eic h t dann meist stark v om theoretisc hen Ergebnis n ull ab.

173
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auf 17 Stellen hin ter dem Komma gerundet. Der dab ei gemac h te F ehler ist

sic her kleiner als 10

� 16

.

C.1.2 Berec hn ungen in Kapitel 4

In Kapitel 4 wurden die Radien der uniformen P oly eder b erec hnet. Dab ei

hab en wir die n

•

otigen F ormeln analytisc h hergeleitet und dann die F ormeln

f

•

ur die Keilwink el aus Kapitel 3 eingesetzt. Dab ei wurde wieder mit Mathe-

matica 4.0 auf 20 Nac hk ommastellen gerec hnet und das Ergebnis auf 17

Stellen nac h dem Komma gerundet dargestellt. Auc h hier k

•

onnen wir also

einen F ehler mit der ob eren Sc hrank e v on 10

� 16

absc h

•

atzen.

C.1.3 Berec hn ungen in Kapitel 5

In Kapitel 5 hab en wir aus den v orherigen Daten die F alt wink el und Radien

der P olyc hora b erec hnet. Hierb ei wurden im W esen tlic hen die gleic hen Be-

rec hn ungen wie in Kapitel 4 durc hgef

•

uhrt und F ormeln aus Kapitel 3 mit

denen aus Kapitel 4 k om biniert. Diese Berec hn ungen wurden mit Mathema-

tica 4.0 wieder mit 20 Nac hk ommastellen Genauigk eit durc hgef

•

uhrt und auf

17 Stellen gerundet dargestellt. Auc h hier k

•

onnen wir deshalb rec hnerin terne

F ehler in der Gr

•

o�enordn ung v on mehr als 10

� 16

aussc hlie�en.

C.1.4 Berec hn ungen in Kapitel 6

In diesem Kapitel hab en wir ein Programm in T urb o P ascal 6.0 b en utzt,

w elc hes alle k om binatorisc hen M

•

oglic hk eiten v on Zellen um eine Kan te sys-

tematisc h durc h testet. Da hier n ur mit ganzen Zahlen (3-, 4-, 5- Ec k e usw.,

deren Kom binationen an Ec k en zu Zellen und sc hlie�lic h Zellk om binationen

um Kan ten) gerec hnet (o der b esser gearb eitet) wird, k

•

onnen wir einen F ehler

aussc hlie�en. Lediglic h die Berec hn ung der Keilwink elsummen, die in T urb o

P ascal mit der Genauigk eit v on maximal ac h t Nac hk ommastellen gesc hieh t,

k ann hier F ehler erzeugen. Da ab er lediglic h die auf ac h t Stellen gerundeten

Keilwink el addiert w erden, deren F ehler wir mit kleiner als 10

� 7

absc h

•

atzen,

erhalten wir als sehr grob e Ob ergrenze einen F ehler v on maximal 10

� 6

.

Um n un durc h das Kom binationsprogramm k eine m

•

oglic hen Kantenk om-

binationen auszusc hlie�en, deren genaue Keilwink elsumme kleiner als 2 � ,

deren gerundete Wink elsumme (genaue Summe plus maximalen F ehler v on

10

� 6

) ab er et w as gr

•

o�er als 2 � ist, erlaub en wir im Programm (siehe in

der F unktion Summeklein die ob ere Sc hrank e f

•

ur die V ariable s ) Keilwink el-

summen v on (2 + 10

� 6

) � (und erh

•

ohen die F ehlersc hrank e w eiter auf et w a
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3 ; 14159 � 10

� 6

). Damit en th

•

alt T ab elle 1 alle m

•

oglic hen Kan tenk om binationen,

deren Wink elsumme kleiner als (2 + 10

� 6

) � ist; allerdings wurden diejenigen

Kom binationen sc hon wieder en tfern t, deren Summen (genau) 2 � b etragen.

(En tfern t wurden o�ensic h tlic he

"

Raumausf

•

uller \ wie (4,4,4) (4,4,8) (4,4,8),

(4,4,6) (4,4,6) (4,4,6) o der (3,3,3) (3,3,3,3) (3,3,3) (3,3,3,3) und

•

ahnlic he.)

Ansc hlie�end wurden die Radien der Umsph

•

are mit Mathematica 4.0 (mit

dem Radien-Programm ab Seite 156) aus den exakten F ormeln mit 20 Stellen

b erec hnet und dann in T ab elle 1 (ab Seite 127) mit 13 Nac hk ommastellen

eingetragen. Dab ei liegt der F ehler innerhalb der Rundung, d.h. un ter 10

� 13

.

C.1.5 Analyse der T ab ellen und Grupp enein teilung

Betrac h ten wir die T ab elle 2 (ab Seite 139), genauer die Di�erenzen der

Radien einer Kan tenk om bination zur n

•

ac hsten, dann f

•

allt auf, dass diese

Un tersc hiede en t w eder b ei 13 Nac hk ommastellen gleic h n ull (d.h. kleiner als

10

� 13

) o der ab er

•

ub er einer un teren Sc hrank e v on 9 : 9254372 � 10

� 6

(b eim

Radius 1.8477590650226 / 1.8477689904598) liegen. Das hei�t, dass der Ra-

dienuntersc hied (aufgrund ev en tueller Rec henfehler) innerhalb einer Grupp e

immer no c h mindestens sieb en Gr

•

o�enordn ungen un terhalb der Radienun-

tersc hiede v ersc hiedener Grupp en anzusiedeln ist. Und in den allermeisten

F

•

allen ist dieser Sprung v on einer zur n

•

ac hsten Grupp e eher in der N

•

ahe v on

10

� 2

als an der un teren Sc hrank e.

Die v on uns durc hgef

•

uhrte Ein teilung in Grupp en ist also gerec h tfertig,

selbst w enn wir ev en tuelle Rec henfehler v on maximal 10

� 13

mit b er

•

uc ksic hti-

gen. Damit hab en wir gezeigt, dass wir mit dieser Ein teilung k eine theoretisc h

m

•

oglic he Kombination v on Kan ten umgebungen um eine Ec k e au�er Ac h t

gelassen hab en.

C.2 F alt wink el = Keilwink el im Sc hnitt

In Kapitel 5 wurde b ehauptet, dass die F alt wink el in einer Kan tenk om-

bination genau den Keilwink eln zwisc hen den Sc hnitt


•

ac hen en tsprec hen,

w enn wir eine Hyp ereb ene senkrec h t durc h den Kan tenmittelpunkt legen und

damit die Zellen sc hneiden. Hier soll diese Behauptung b ewiesen w erden.
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z

1

k

f

13

�

�

e

1

e

2

f

12

�

�

'

12

�

1

�

3

�

2

'

23

f

23

�

�

z

3

z

2

'

13

Gehen wir v on einer Kan tenk om bination mit drei Zellen aus (mit vier

und f

•

unf Zellen l

•

auft es analog). Dab ei b er

•

uhren sic h die drei Zellen (mit den

Mittelpunkten z

i

) an einer gemeinsamen Kan te e

1

e

2

, dessen Mittelpunkt k

ist. Des W eiteren sind die Fl

•

ac henmittelpunkte der Ber

•

uhr


•

ac hen zwisc hen

den Zellen mit f

ij

b ezeic hnet. Und sc hlie�lic h sind die Keilwink el �

i

der Zellen

z

i

an k b esc hriftet. Die F alt wink el '

ij

sind die Wink el an f

ij

zwisc hen den

b eiden Geraden zu f

ij

z

i

und f

ij

z

j

.

Betrac h ten wir jetzt jede Zelle z

i

als 3- dimensionalen P oly eder. Dann

ist klar, dass es eine Eb ene durc h k , f

ij

und f

j l

gibt und dass z

i

eb enfalls

auf dieser Eb ene liegt. Diese T atsac he tri�t n un auf alle drei Zellen dieser

Kan ten umgebung zu. Das hei�t dann ab er auc h, dass auf der 3- dimensionalen

Hyp ereb ene, die durc h die vier Punkte k , f

12

, f

13

und f

23

gebildet wird,

die drei Zellmittelpunkte z

1

, z

2

und z

3

liegen, und dass diese Hyp ereb ene

senkrec h t zur Kan te e

1

e

2

liegt.

Betrac h ten wir n un diese Hyp ereb ene genauer: Die F alt wink el '

ij

zwi-

sc hen den Geraden f

ij

z

i

und f

ij

z

j

b e�nden sic h v ollst

•

andig in dieser Hyp er-

eb ene, eb enso die drei Sc hnitt


•

ac hen v on den Zellen. Das hei�t ab er, dass

wir { im 3- Dimensionalen { drei Fl

•

ac hen mit Fl

•

ac hen wink eln �

1

bis �

3

um

eine Ec k e k geordnet hab en, und dass auf den gemeinsamen Kan ten jew eils

einer der f

ij

's liegt. Dieselb en F alt wink el '

ij

lassen sic h also eindeutig als

Keilwink el in diesem Sc hnitt in terpretieren.

C.3 Eindeutigk eit der F alt wink el b ei 4 o der

5 Zellen pro Kante

Anders als b ei Kan tenk om binationen dreier Zellen, deren Existenz und Ein-

deutigk eit sc hon aus den F ormeln folgt, lassen sic h vier o der f

•

unf Zellen nic h t

einfac h und eindeutig so zu einer Kan tenk om bination zusammen setzen, dass

diese T eil eines P olyc hors ist. Hier soll n un gezeigt w erden, dass es zu vier

o der f

•

unf gegeb enen Zellen mit einer Keilwink elsumme kleiner als 2 � eine
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eindeutige Sph

•

are { mit b erec hen barem Radius { gibt, so dass alle Ec k en der

Zellen auf dieser liegen.

Betrac h ten wir als erstes eine Ab wic klung der Kan tenk om bination: Die

vier (o der f

•

unf ) Zellen sind im 3-Dimensionalen um eine Kan te geklebt, w ob ei

zwisc hen der ersten und letzten Zelle eine L

•

uc k e bleibt. Nun de�nieren wir

ein Ende der gemeinsamen Kan te als ob en o der innen, das andere als un ten

o der au�en.

Jetzt sc hneiden wir { wie b ei der Kom bination v on drei Zellen { das

ganze Gebilde mit einer Eb ene senkrec h t zur Kan te und durc h den Kan-

tenmittelpunkt k . Wir erhalten eine Eb ene mit einem Punkt k , vier (bzw.

f

•

unf ) Fl

•

ac hen mit Fl

•

ac hen wink el �

1

bis �

4

(bzw. �

5

), den gemeinsamen

Kan ten dazwisc hen (jew eils mit einem f

ij

darauf ) und einer L

•

uc k e. F alten

wir jetzt alle Kan ten um einen kleinen Wink el " nac h ob en (also in die gleic he

Ric h tung!). Wir erhalten f

•

ur drei (bzw. vier) Kan ten nac h den

•

Ub erlegungen

aus Kapitel 5 (mit der Zeic hn ung auf Seite 37) ein unregelm

•

a�iges 4- Ec k mit

'

ij

= " , z

i

, z

j

und P olyc hormittelpunkt o . Daraus k

•

onnen wir f

•

ur diese drei

(bzw. vier) Kan ten Radien einer Umsph

•

are ausrec hnen, auf der zumindest

alle Ec k en der b eiden Zellen sind, die mit den b eiden Sc hnitt


•

ac hen an dieser

Kan te k orresp ondieren.

Damit n un die Radien alle gleic h w erden, w

•

ahlen wir uns f

•

ur die erste

Kan te zwisc hen den Sc hnitt


•

ac hen der ersten und zw eiten Zelle ein b eliebiges,

kleines "

1

und b estimmen n un erst "

2

zwisc hen der zw eiten und dritten

Sc hnitt


•

ac he und dann "

3

zwisc hen der dritten und vierten Sc hnitt


•

ac he

(und f

•

ur f

•

unf Zellen analog "

4

), so dass jew eils der n

•

ac hste Radius genauso

gro� ist wie der erste Radius, der aus "

1

folgte. Dab ei b etrac hten wir n un

den Abstand a der Fl

•

ac henmittelpunkte der ersten und der letzten Zelle

an der L

•

uc k e, die sic h ja auc h auf den Sc hnitt


•

ac hen (genauer sogar auf

deren Kan ten) b e�nden. Bei der gesuc h ten Kan tenk om bination m

•

ussten diese

b eiden Fl

•

ac henmittelpunkte { da die Fl

•

ac hen aufeinander fallen { iden tisc h

sein, der Abstand a also n ull b etragen. Bei einer kleinen V ergr

•

o�erung v on

"

1

{ und damit der anderen " 's { wird dieser Abstand a , sozusagen als Ma�

f

•

ur die L

•

uc k e, immer kleiner. Und es ist aus Stetigk eitsgr

•

unden klar, dass es

ein "

�

1

= '

12

mit einem Radius R

e

geb en m uss, so dass alle anderen " 's zum

gleic hen Radius R

e

f

•

uhren und dass der Abstand a n ull wird.
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C.4 Kan ten- und Ec k en umgebungen mit p -

(An ti-)Prismen und p > 14

Bei der Erkl

•

arung der Bew eisidee in Kapitel 2 wurden alle Prismen und

An tiprismen mit p -Ec k und p > 14 ausgesc hlossen, mit der Begr

•

undung,

dass es f

•

ur gr

•

o�ere p k eine o der n ur no c h w enige Kom binationen mit den

anderen uniformen P oly edern geb en k ann und dass diese w enigen Kom bina-

tionen dann n ur nac h gewissen

"

Rezepten \ (ein p -Prisma, zw ei Hexaeder, ein

p -An tiprisma o.

•

a.) v onstatten gehen. Diese Behauptung soll an dieser Stelle

b ewiesen w erden.

Dazu w erden wir f

•

ur ein b eliebiges p f

•

ur ein p -An tiprisma und ansc hlie-

�end f

•

ur ein p -Prisma alle k om binatorisc h m

•

oglic hen Kan ten umgebungen

aufz

•

ahlen und dann f

•

ur die Umgebungen die maximalen p errec hnen, f

•

ur die

die Wink elsumme un ter 2 � bleibt. Da wir diese Berec hn ungen mit Mathe-

matica 4.0 durc hf

•

uhren w erden und somit b eliebig genau rec hnen k

•

onnen,

w erden wir hier auf die Einf

•

uhrung eines maximalen F ehlers F { wie im in

P ascal gesc hrieb enen Kombinationsprogramm { v erzic h ten.

C.4.1 Die k om binatorisc h m

•

oglic hen Kan ten umgebun-

gen mit p > 14

Nr. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. �

Keilwink el

< 2 � , p � 3 und

1 ( 3, 3, 3, p ) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) 8 p

2 ( 3, 3, 3, p ) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3) 8 p

3 ( 3, 3, 3, p ) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 4) p < 12

4 ( 3, 3, 3, p ) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) p < 7

5
( 3, 3, 3, p ) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 5) p < 7

6
( 3, 3, 3, p ) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 6) p < 6

7 ( 3, 3, 3, p ) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 7) p < 6

8 ( 3, 3, 3, p ) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) p < 5

9 ( 3, 3, 3, p ) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) p < 4

10 ( 3, 3, 3, p ) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, q ) q > 7 ) p < 5

11 ( 3, 3, 3, p ) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4) 8 p

12
( 3, 3, 3, p ) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) p < 16

13
( 3, 3, 3, p ) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) p < 6

14
( 3, 3, 3, p ) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3, 3) p < 4

15 ( 3, 3, 3, p ) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4, 4) p < 4

16 ( 3, 3, 3, p ) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 5, 4) p < 4

17 ( 3, 3, 3, p ) ( 3, q , 3, 3) ( 3, q , 3, 3) q = 3 ) p < 6

q = 4 ) p < 8

.

.

.

.

.

.

q ) p < 2 q

18 ( 3, 3, 3, p ) ( 3, 10, 3, 3) ( 3, 10, 10) q < 4

19
( 3, 3, 3, p ) ( 3, 8, 3, 3) ( 3, 8, 8) q < 5

20
( 3, 3, 3, p ) ( 3, 6, 3, 3) ( 3, 6, 6) q < 8

21
( 3, 3, 3, p ) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 5) q < 4

F ortf

•

uhrung auf folgender Seite
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F ortf

•

uhrung v on T ab elle 3

Nr. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. �

Keilwink el

< 2 � , p � 3 und

22 ( 3, 3, 3, p ) ( 3, 5, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3, 3)

6

9 p

23 ( 3, 3, 3, p ) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 4) q < 5

24 ( 3, 3, 3, p ) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3) q < 4

25 ( 3, 3, 3, p ) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4) q < 4

26 ( 3, 3, 3, p ) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4)

6

9 p

27 ( 3, 3, 3, p ) ( 3, 3, 3, q ) ( 3, 3, 3) q = 3 ) 8 p

q � 4 ) p < 12

28
( 3, 3, 3, p ) ( 3, 3, 3, q ) ( 3, 3, 3, 3) q = 3 ) p < 6

q = 4 ) p < 4

q = 5 ) p < 4

q = 6 )

6

9 p

q > 6 )

6

9 p

29 ( 3, 3, 3, p ) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) p < 4

30
( 3, 3, 3, p ) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4)

6

9 p

31
( 3, 3, 3, p ) ( 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5)

6

9 p

32
( 3, 3, 3, p ) ( 3, 6, 6) ( 3, 6, 6) p < 6

33 ( 3, 3, 3, p ) ( 3, 8, 8) ( 3, 8, 8)

6

9 p

34 ( 3, 3, 3, p ) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 3, 4)

6

9 p

35 ( 3, 3, 3, p ) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 3, 3, 3)

6

9 p

36 ( 3, 3, 3, p ) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 4, 4)

6

9 p

37 ( 3, 3, 3, p ) ( 3, 4, 3, 4) ( 3, 4, 5, 4)

6

9 p

38
( 3, 3, 3, p ) ( 3, 3, 3, q ) ( 3, 3, 3, r ) q = r = 3 ) p < 6

q = 3 ; r = 4 ) p < 4

q = 3 ; r = 5 ) p < 4

q � 4 ; r � 4 )

6

9 p

39 ( 3, 3, 3, p ) ( 3, 3, 3, q ) ( 3, 3, 3, 3, 3) q � 4 )

6

9 p

40 ( 3, 3, 3, p ) ( 3, 3, 3, q ) ( 3, 3, 3, 3, 4) q � 4 )

6

9 p

41 ( 3, 3, 3, p ) ( 3, 3, 3, q ) ( 3, 3, 3, 3, 5) q � 4 )

6

9 p

42 ( 3, 3, 3, p ) ( 3, 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3)

6

9 p

43
( 3, 3, 3, p ) ( 3, 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4)

6

9 p

44
( 3, 3, 3, p ) ( 3, 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5)

6

9 p

45 ( 3, 3, 3, p ) ( 3, 3, 3, 3, 3) ( 3, 3, 3, q ) q = 3 ) p < 4

q � 4 )

6

9 p

46 ( 3, 3, 3, p ) ( 3, 10, 10) ( 3, 10, 10)

6

9 p

47 ( 3, 3, 3, p ) ( 3, 5, 3, 5) ( 3, 5, 3, 5)

6

9 p

48 ( 3, 3, 3, p ) ( 3, 5, 3, 5) ( 3, 5, 3, 3, 3)

6

9 p

49 ( 3, 3, 3, p ) ( 3, 4, 3, 3, 3) ( 3, 4, 3, 3, 3)

6

9 p

50
( 3, 3, 3, p ) ( 3, 4, 3, 3, 3) ( 3, 4, 4, 4)

6

9 p

51
( 3, 3, 3, p ) ( 3, 4, 3, 3, 3) ( 3, 4, 5, 4)

6

9 p

52 ( 3, 3, 3, p ) ( 3, 5, 3, 3, 3) ( 3, 5, 3, 3, 3)

6

9 p

53 ( 3, p , 3, 3) ( 3, p , 3, 3) ( 3, 3, 3) 8 p

54 ( 3, p , 3, 3) ( 3, p , 3, 3) ( 3, 3, 3, q ) 8 p; q

55 ( 3, p , 3, 3) ( 3, p , 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 3) 8 p

56 ( 3, p , 3, 3) ( 3, p , 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 4) 8 p

57
( 3, p , 3, 3) ( 3, p , 3, 3) ( 3, 3, 3, 3, 5) 8 p

58
( 3, p , 3, 3) ( p , 4, 4) ( 3, 4, 4) 8 p

59
( 3, p , 3, 3) ( p , 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) 8 p

60 ( 3, p , 3, 3) ( p , 4, 4) ( 3, 4, 4, 4) 8 p

61 ( 3, p , 3, 3) ( p , 4, 4) ( 3, 4, 5, 4) 8 p

62 ( 3, p , 3, 3) ( p , 4, 4) ( 3, 4, 3, 3, 3) 8 p

63 ( 3, p , 3, 3) ( p , 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) 8 p

64 ( 4, 4, p ) ( q , 4, 4) ( q , 4, 4) 8 p; q

65
( 4, 4, p ) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) p < 27

66
( 4, 4, p ) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 4) p < 11

67 ( 4, 4, p ) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 3, 3, 3) p < 7

68 ( 4, 4, p ) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 4, 4) p < 7

69 ( 4, 4, p ) ( 3, 4, 4) ( 3, 4, 5, 4) p < 6

70 ( 4, 4, p ) ( 4, 4, 4) ( 4, 4, 3, 4) p < 8

71 ( 4, 4, p ) ( 5, 4, 4) ( 4, 5, 4, 3) p < 7

F ortf

•

uhrung auf folgender Seite
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F ortf

•

uhrung v on T ab elle 3

Nr. Kon�g. Kon�g. Kon�g. Kon�g. �

Keilwink el

< 2 � , p � 3 und

72 ( 4, 4, p ) ( 6, 4, 4) ( 4, 6, 6) p < 11

73 ( 4, 4, p ) ( 6, 4, 4) ( 4, 6, 8) p < 7

74 ( 4, 4, p ) ( 6, 4, 4) ( 4, 6, 10) p < 6

75 ( 4, 4, p ) ( 8, 4, 4) ( 4, 8, 6) p < 8

76 ( 4, 4, p ) ( 10, 4, 4) ( 4, 10, 6) p < 7

77 ( 4, 4, p ) ( 4, 4, q ) ( 4, 4, r ) r = 3 ; q � 6 ) 8 p

r = 3 ; q = 7 ) p < 42

r = 3 ; q = 8 ) p < 24

r = 3 ; q = 9 ) p < 18

r = 3 ; q = 10 ) p < 15

r = 4 ; q = 4 ) 8 p

r = 4 ; q = 5 ) p < 20

r = 4 ; q = 6 ) p < 12

r = 5 ; q = 5 ) p < 10

78
( 4, 4, p ) ( 4, 4, q ) ( 4, 4, 3, 4) p = 3 ) p < 24

p = 4 ) p < 8

p = 5 ) p < 5

79 ( 4, 4, p ) ( 4, 4, 3, 4) ( 4, 4, 3, 4) p < 4

80 ( p , 4, 4) ( p , 4, 4) ( 4, 4, 3, 4) 8 p

81 ( 3, p , 3, 3) ( 3, p , 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) 8 p

82 ( 3, p , 3, 3) ( p , 4, 4) ( 4, 4, 3) ( 3, 4, 4) 8 p

83
( 3, p , 3, 3) ( p , 4, 4) ( 3, 4, 4) ( 3, 3, 3) 8 p

84
( 3, p , 3, 3) ( p , 4, 4) ( 3, 4, 3, 3) ( 3, 3, 3) 8 p

85 ( 3, 3, 3, p ) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) ( 3, 3, 3) p < 7

86
( 4, 4, p ) ( 4, 4, q ) ( 4, 4, r ) ( 4, 4, s ) f q ; r ; s g = f 3 ; 3 ; 3 g

11

) 8 p

f q ; r ; s g = f 3 ; 3 ; 4 g ) p < 12

f q ; r ; s g = f 3 ; 3 ; 5 g ) p < 8

f q ; r ; s g = f 3 ; 4 ; 4 g ) p < 6

f q ; r ; s g = f 3 ; 4 ; 5 g ) p < 5

87 ( p , 4, 4) ( p , 4, 4) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 3) 8 p

88 ( p , 4, 4) ( p , 4, 4) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 4) 8 p

89
( p , 4, 4) ( p , 4, 4) ( 4, 4, 3) ( 4, 4, 5) 8 p

Etlic he dieser Kan ten umgebungen sind f

•

ur alle m

•

oglic hen p , andere f

•

ur k eine

und wieder andere n ur f

•

ur w enige p nac h der Keilwink elsumme erlaubt. Ziel

ist es jetzt, die Kan ten umgebungen mit m

•

oglic hen p en t w eder auszusc hlie�en

o der eindeutig mit einem uniformen P olyc hor zu iden ti�zieren. Dazu w erden

wir,

•

ahnlic h der Einzelb etrac h tungen des Rests in Kapitel 7, jede hier gefun-

dene Kan ten umgebung einzeln und in Kom bination mit den anderen b etrac h-

ten. Da wir hier die Radien { f

•

ur unendlic h viele Kan ten umgebungen { nic h t

explizit ausrec hnen und v ergleic hen k

•

onnen, w erden wir zuerst v ersuc hen,

den Aussc hluss durc h ev en tuelle unm

•

oglic he Kan ten umgebungen, die aus der

gefragten folgen, herb eizuf

•

uhren. Sollten Kan ten umgebungen folgen, die ab er

n ur f

•

ur b estimm te, kleine p existieren und diese p kleiner als 14 sein, so

hab en wir diese Kom binationen in Kapitel 7 sc hon b ehandelt (o der sogar

v orher mit den Lemmata ausgesc hlossen); in diesem F all k

•

onnen wir die erste

Kan ten umgebung, mit der wir angefangen hab en, f

•

ur gro�e p aussc hlie�en.

11

Da die V ariablen p , q , r und s zyklisc h v ertausc h t w erden k

•

onnen, b edeutet die

Notation mit den gesc h w eiften Klammern, dass die drei V ariablen die drei W erte annehmen

m

•

ussen, w ob ei die Reihenfolge b eliebig ist.
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C.4.2 Die Kan ten umgebung
1

F angen wir mit der Kan ten umgebung (3,3,3, p )(3,3,3)(3,3,3) an und setzen

(3,3,3, p ) in die Mitte. An eine der b eiden freien Kan ten zwisc hen (3,3,3, p )

und einem (3,3,3) passt en t w eder mit 21 ein (3,3,3,3) o der wieder mit 1 ein

(3,3,3). Im ersten F all existiert dann zwisc hen (3, p ,3,3) und (3,3,3,3) n ur no c h

54
mit q = 3 und einem w eiteren (3, p ,3,3). Dann b ek ommen wir ab er eine

Kan te zwisc hen den letzten Zellen mit (3,3,3)(3,3,3)(3,3,3,3)(3,3,3, p ). Diese

Kan te liefert f

•

ur p = 3 sc hon eine Keilwink elsumme v on genau 2 � . Somit k ann

am inneren (3,3,3, p ) k ein (3,3,3,3) liegen. An seine Stelle kleb en wir also ein

(3,3,3) an. An einer freien Kan te zwisc hen (3, p ,3,3) und (3,3,3) passen jetzt

53
mit (3, p ,3,3)(3,3,3)(3, p ,3,3) (F all < i > ),

81
mit (3, p ,3,3) (3,3,3) (3,3,3)

(3, p ,3,3) (F all < ii > ), 83 mit (3, p ,3,3) (3,3,3) (3,4,4) ( p ,4,4) (F all < iii > )

o der 83 mit (3, p ,3,3)(3,3,3)(3,4,3,3)( p ,4,4) (F all < iv > ). Mit F all < i > an zw ei

b enac h barten Kan ten des inneren (3,3,3,3, p ) erhalten wir damit en tlang der

Kan te, die nic h t v ollst

•

andig am inneren (3,3,3, p ) liegt, eine Kan ten umge-

bung (3,3,3)(3,3,3)(3,3,3)(3,3,3, p ) {
85

{ mit p � 6, w elc he in Kapitel 7

sc hon b etrac h tet wurde. Mit F all < i > an einer Kan te und F all < ii > an einer

dazu b enac h barten Kan te b ek ommen wir (3,3,3)(3,3,3)(3,3,3)(3,3,3)(3,3,3, p ),

w elc he nic h t existiert. Gleic hes gilt, w enn hier anstatt F all < ii > der F all

< iii > o der < iv > zusammen mit < i > b en utzt wird: Wir b en

•

otigen dann

(3,3,3) (3,3,3) (3,3,3) (3,4,4) (4,4, p ) bzw. (3,3,3) (3,3,3)(3,4,3,3)(4,4, p ), die

sic h nic h t einmal sc hlie�en. Also ist F all < i > ausgesc hlossen. Legen wir an

zw ei b enac h barte Kan ten des p -Ec ks zw eimal < ii > , dann b en

•

otigen wir an der

Kan te, die die innere Zelle n ur an einer Ec k e b er

•

uhrt, die Kan ten umgebung

(3,3,3)(3,3,3)(3,3,3)(3,3,3)(3,3,3) { Nr. 999 in den T ab ellen im Anhang A.

Somit hab en wir eine Ec k e umsc hlossen und hab en als Ec k en umgebung zw ei

(3, p ,3,3) und drei (3,3,3).

•

Ub ertragen wir dies jetzt auf alle Ec k en des inneren

(3,3,3, p ), dann sehen wir, dass alle Ec k en der (3,3,3), die nic h t an der inneren

Zelle liegen, zusammen fallen m

•

ussen. Diese Ec k e b er

•

uhren dann ab er auf

jeden F all mehr als drei (3,3,3) w o durc h die Ec k en transitivit

•

at gebro c hen ist.

Zw eimal < ii > ist also nic h t m

•

oglic h. Und ersetzen wir eines der b eiden < ii >

durc h < iii > o der < iv > , dann b ek ommen wir wieder nic h t sc hlie�ende Kan-

ten umgebungen (3,3,3)(3,3,3)(3,3,3)(3,4,4)(3,3,3) bzw. (3,3,3)(3,3,3)(3,3,3)

(3,4,3,3)(3,3,3). F olglic h ist der F all < ii > auc h nic h t m

•

oglic h. Setzen wir

n un zw eimal den F all < iii > an b enac h barte Kan ten des inneren (3,3,3, p )

en tlang eines p -Ec ks, dann b en

•

otigen wir die Kan ten umgebung (3,3,3) (3,3,3)

(3,3,3) (3,4,4) (3,4,4), w elc he nic h t existiert. Kom binieren wir also < iii >

mit < iv > , so �nden wir k om binatorisc h (3,3,3) (3,3,3)(3,3,3)(3,4,4)(3,4,3,3),

w elc he eb enfalls nic h t existiert. Dann ist auc h der F all < I I I > nic h t m

•

oglic h.

Und F all < iv > an zw ei Kan ten f

•

uhrt zu der nic h texisten ten Kan ten umgebung
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(3,3,3)(3,3,3)(3,3,3)(3,4,3,3)(3,4,3,3). Somit sind alle vier F

•

alle ausgesc hlos-

sen, damit auc h der zw eite F all v om Anfang und so die Kan ten umgebung

1 .

C.4.3 Die Kan ten umgebung 2

F angen wir hier mit der Kan ten umgebung (3,3,3, p )(3,3,3)(3,3,3,3) an, dann

k

•

onnen wir an einer Kan te zwisc hen (3,3,3, p ) und (3,3,3) mit 1 einen w eiteren

(3,3,3) anlegen. Diesen F all hab en wir b ereits b ei den Betrac h tungen der Kan-

ten umgebung 1 un tersuc h t. Legen wir also zwisc hen (3,3,3) und (3,3,3, p ) {

mit 2 { einen (3,3,3,3). An den Kan ten zwisc hen (3, p ,3,3) und (3,3,3,3) passt

ab er, wie im Absc hnitt zu
1

gesehen, n ur
54

mit q = 3, also ein w eiteres

(3, p ,3,3). Damit erhalten wir eine Kan ten umgebung mit (3,3,3,3)(3,3,3)

(3,3,3,3)(3,3,3, p ). Diese existiert eb enfalls nic h t. 2 k ann folglic h nic h t v or-

k ommen.

C.4.4 Die Kan ten umgebungen
3

bis
10

Diese Kan ten umgebungen sind n ur f

•

ur p < 14 m

•

oglic h, wurden somit in

Kapitel 7 sc hon b er

•

uc ksic h tigt.

C.4.5 Die Kan ten umgebung
11

Hier fangen wir mit (3,3,3, p )(3,4,4)(3,4,4) an. Zwisc hen dem inneren (3,3,3, p )

und einem (3,4,4) k

•

onnen wir en t w eder mit
12

(zumindest f

•

ur p < 16) ein

(3,4,3,3) o der mit 11 einen w eiteren (3,4,4) an bauen. Im ersten F all b en

•

otigen

wir dann eine Kan te mit (3, p ,3,3)(3,3,3,4), w elc he 54 , q = 4, mit einem

w eiteren (3, p 3,3) erf

•

ullt. W eil die innere Zelle pro Ec k e vier Fl

•

ac hen hat,

suc hen wir jetzt an der Kan te, die die innere Zelle n ur an einer Ec k e b er

•

uhrt,

eine 4-Zellen-Kan ten umgebung mit (3,3,3, p ) (3,4,3,3) (4,4,3). Diese existiert

ab er nic h t. Betrac h ten wir also den zw eiten F all mit einem w eiteren (3,4,4)

am inneren (3,3,3, p ). An den Kan ten zwisc hen (3, p ,3,3) und (3,4,4) k

•

onnen

wir en t w eder
82

mit (3, p ,3,3)(3,4,4)(4,4,3)( p ,4,4) { F all < i > { o der
53

mit

(3, p ,3,3)(3,4,4)( p ,4,4) { F all < ii > { an bringen. V erw enden wir < i > an zw ei

b enac h barten Kan ten eines p -Ec ks des inneren (3,3,3, p ), dann b ek ommen

wir die Kan ten umgebung (4,4,3)(4,4,3)(4,4,3)(3,4,4)(3,4,4), w elc he nic h t exis-

tiert, da dessen Keilwink elsumme genau 2 � ergibt. Kom binieren wir also < i >

mit < ii > . Dann b en

•

otigen wir (4,4,3)(4,4,3)(4,4,3)(3,4,4)(4,4, p ), w elc he sic h

nic h t einmal sc hlie�t. Ben utzen wir also an den b eiden b enac h barten p -Ec k-

Kan ten zw eimal < ii > . Jetzt erhalten wir die Kan ten umgebung (4,4,3)(4,4,3)

(4,4,3)(4,4, p ), die mit
86

und q = r = s = 3 auc h f

•

ur alle p erlaubt ist. Die
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so gefundene Ec k en umgebung k

•

onnen wir widerspruc hsfrei auf alle Ec k en

•

ub ertragen, bis sic h das P olyc hor sc hlie�t. Wir hab en ein p -an tiprismati-

sc hes Prismac hor H (3,3,3, p ) k onstruiert.

C.4.6 Die Kan ten umgebungen 12 bis 16

Auc h diese Kan ten umgebungen sind n ur f

•

ur p < 14 m

•

oglic h und wurden

somit in Kapitel 7 b er

•

uc ksic h tigt.

C.4.7 Die Kan ten umgebung 17

17 ist die Kan ten umgebung (3,3,3, p )(3, q ,3,3)(3, q ,3,3), w ob ei p < 2 q sein

m uss. W enn wir mit 17 anfangen, k

•

onnen wir an den p -Ec k en n ur w eitere

(3,3,3, p ) ankleb en, die dann mit einigen 3-Ec k en der (3,3,3, q ) zusammenfal-

len. Dann m uss es eine Kan ten umgebung mit (3,3,3, p ) (3,3,3, q ) geb en. F

•

ur

gro�e p erf

•

ullt dies n ur 27 mit q = 3. Damit ist p < 6. Dieser F all wurde

eb enfallls b ereits in Kapitel 7 b ehandelt.

C.4.8 Die Kan ten umgebungen
18

bis
26

Diese Kan ten umgebungen sind eb enfalls n ur f

•

ur p < 14 m

•

oglic h und somit

in Kapitel 7 b ehandelt w orden.

C.4.9 Die Kan ten umgebung
27

Die Kan ten umgebung (3,3,3, p )(3,3,3, q )(3,3,3) ist n ur f

•

ur gro�e p m

•

oglic h,

w enn q = 3 ist. Dieser F all ist ab er b ei der Bearb eitung der Kan ten umgebung

2 sc hon ausgesc hlossen w orden.

C.4.10 Die Kan ten umgebungen 28 bis 52

Diese Kan ten umgebungen sind n ur f

•

ur p < 14 m

•

oglic h und in Kapitel 7 sc hon

b ehandelt w orden.

C.4.11 Die Kan ten umgebung 53

An der Kan ten umgebung (3, p ,3,3)(3, p ,3,3)(3,3,3) k

•

onnen wir zwisc hen dem

ersten (3,3,3, p ) und dem (3,3,3) mit 1 o der 2 n ur einen w eiteren (3,3,3) o der

einen (3,3,3,3) platzieren. Im ersten F all hab en wir n un das Problem, dass

dieser zw eite (3,3,3)

•

ub er Fl

•

ac hen an b eide (3,3,3, p ) ansto�en m uss. Damit
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w

•

urden ab er auc h mindestens zw ei 3-Ec k e der b eiden (3,3,3, p ) zusammenfal-

len. Da diese b eiden auc h sc hon an p -Ec k en aneinander grenzen, w

•

urde es eine

Kan te geb en, um die herum n ur zw ei Zellen, n

•

amlic h diese b eiden (3, p ,3,3),

liegen. Dies ist nat

•

urlic h nic h t m

•

oglic h. Somit m

•

ussen wir laut zw eitem F all

ein (3,3,3,3) zwisc hen dem (3,3,3) und dem ersten (3,3,3, p ) an bauen. Dieses

(3,3,3,3) b er

•

uhrt dann ab er auc h ein 3-Ec k des zw eiten (3,3,3, q ), w elc hes

zum (3,3,3) b enac h bart ist. Zwisc hen diesem (3,3,3,3) und b eiden (3,3,3, p )

passt gegen

•

ub er v om ersten (3,3,3) jetzt n ur no c h ein zw eiter (3,3,3). Damit

hab en wir eine erste Ec k e v ollst

•

andig mit Zellen umgeb en. Diese Konstruk-

tion k

•

onnen wir ohne Widerspruc h um das p -Ec k herum fortf

•

uhren, immer

an den Kan ten ein (3,3,3) und an den Ec k en ein (3,3,3,3). Allerdings liegen

jetzt an den Ec k en der

•

au�eren b eiden p -Ec k e immer sc hon zw ei (3,3,3,3).

Dadurc h ist die Ec k en transitivit

•

at gebro c hen und gezeigt, dass 53 f

•

ur gro�e

p nic h t m

•

oglic h ist.

C.4.12 Die Kan ten umgebung 54

Mit 54 hab en wir die Kan ten umgebung (3, p ,3,3)(3, p ,3,3)(3,3,3,3) b ezeic hnet.

F angen wir mit einem (3,3,3, p ) in der Mitte an, setzen ans ob ere p -Ec k

ein zw eites (3,3,3, p ) und an eine gemeinsame Kan te ein (3,3,3,3). Dann

k

•

onnen wir zwisc hen dem ersten (3,3,3, p ) und dem (3,3,3,3) en t w eder nac h

2
ein (3,3,3) mit b eliebig gro�em p , nac h

17
(mit q = 3) einen w eiteren

(3,3,3,3) und p < 6 o der nac h 29 einen (3,3,3,3,3), allerdings n ur mit p < 4,

anlegen. Die letzten b eiden F

•

alle sind w egen des kleinen p sc hon in Kapitel

7 b espro c hen w orden. Somit b efestigen wir an einer Kan te zwisc hen dem

ersten (3,3,3, p ) und dem (3,3,3,3) ein (3,3,3). Mit derselb en Argumen tation

m

•

ussen wir an der anderen Kan te zwisc hen dem (3,3,3,3) und dem ersten

(3,3,3, p ) eb enfalls ein (3,3,3) ankleb en. Um n un an dem un teren p -Ec k Ec k en-

transitivit

•

at zu den Ec k en des ob eren p -Ec ks zu b ek ommen, bauen wir dort

ein w eiteres (3, p ,3,3) an und b etrac h ten die Ec k e des un teren p -Ec ks zwi-

sc hen den b eiden (3,3,3). An dieser Ec k e gibt es k eine Kan ten umgebung 54 .

Diese �nden wir ab er an Ec k en des ob eren p -Ec ks. Also k

•

onnen wir k eine

Drehspiegelung �nden, die die eine Ec k e in die andere

•

ub erf

•

uhrt und das

P olyc hor un v er

•

andert l

•

asst. Somit k ann 54 nic h t v ork ommen.

C.4.13 Die Kan ten umgebungen 55 , 56 und 57

Die Kan ten umgebung (3, p ,3,3)(3, p ,3,3)(3,3,3,3, x ), x = 3, 4 o der 5, k ann

es f

•

ur b eliebig gro�e p nic h t geb en, w eil wir k eine Kan ten umgebung mit

(3,3,3,3, x )(3,3,3, p ) �nden, au�er f

•

ur p = 3 o der 4, w elc he in Kapitel 7 sc hon

b er

•

uc ksic h tigt wurden.
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C.4.14 Die Kan ten umgebung
58

Betrac h ten wir die Kan ten umgebung (3, p ,3,3)( p ,4,4)(3,4,4) f

•

ur p > 14 und

setzen das (3, p ,3,3) nac h innen. Dann k ann an b eide p - Ec k e { aufgrund v on

Ec k en transitivit

•

at und der T atsac he, dass (3, p ,3,3) und ( p ,4,4) sehr gro�e

Raum wink el hab en und somit eine andere Kom bination als p - Ec k auf p - Ec k

ausgesc hlossen ist { n ur je ein ( p ,4,4) angelegt w erden. An eine Kan te zwi-

sc hen dem (3, p ,3,3) und dem ersten ( p ,4,4) legen wir jetzt mit der Kan ten um-

gebung
58

einen (3,4,4) an. Dann m u� es eine Kan te zwisc hen dem (3, p ,3,3)

und dem zw eiten ( p ,4,4) geb en, die an der Ec k e des inneren 3- Ec ks des (3,4,4)

liegt, w elc hes nic h t das erste ( p ,4,4) b er

•

uhrt, und an dieser Kan te m uss durc h

Ec k en transitivit

•

at ein w eiteres (3,4,4) anliegen. Damit b er

•

uhren sic h ab er die

b eiden (3,4,4) an einem 4- Ec k. Da das (3, p ,3,3) an jeder Ec k e vier Fl

•

ac hen

hat, hab en wir also um die gemeinsame Kan te der b eiden (3,4,4) eine 4-

Zellen-Kan ten umgebung mit zw ei (4,4,3), einer Zelle, die (4,4,3) mit (3,3,3, p )

v erbindet und dem (4,4, p ). Eine 5-Zellen-Kan ten umgebung, die zus

•

atzlic h

zwisc hen die (3,4,4) und ( p ,4,4) je eine Zelle legt, ist nic h t m

•

oglic h, da min-

destens einmal (3,4,4) und ( p ,4,4) { nac h 58 { an einem 4- Ec k aneinander

liegen. Die einzige Zelle, die zwisc hen (4,4,3) und (3,3,3, p ) liegen k ann und

mit dem zw eiten ( p ,4,4) eine m

•

oglic he Kan te { n

•

amlic h
58

{ erzeugt, ist

(4,4,3); 12 mit (3,4,3,3) w

•

urde nic h t mit ( p ,4,4) zusammenpassen. Damit

hab en wir eine Ec k e v ollst

•

andig umsc hlossen und die Kan ten umgebungen

11 , 58 und 85 (mit q = r = s = 3) b en utzt. Diese Konstruktion f

•

uhrt

dann eindeutig und widerspruc hsfrei zu einem p -an tiprismatisc hen Pris-

mac hor H (3,3,3, p ) .

C.4.15 Die Kan ten umgebungen
59

,
60

und
61

(3, p ,3,3)( p ,4,4)(3,4, x ,4) mit x = 3, 4 o der 5 k ann nic h t v ork ommen, da wir

dann eine Kan ten umgebung mit (3,3,3, p )(3,4, x ,4) h

•

atten, die es { au�er f

•

ur

alle x f

•

ur p = 3 und f

•

ur x = 3 auc h f

•

ur p = 4 { nic h t gibt.

C.4.16 Die Kan ten umgebung 62

Die Kan ten umgebung (3, p ,3,3)( p ,4,4)(3,4,3,3,3) k ann auc h nic h t in einem uni-

formen P olyc hor v ork ommen, da wir an der Kan te mit (3,3,3,3,4)(3,3,3, p ) {

au�er f

•

ur p = 3 o der 4 { nic h t w eiterk onstruieren k

•

onnen.
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C.4.17 Die Kan ten umgebung
63

(3, p ,3,3)( p ,4,4)(3,4,3,3) ist als Kan ten umgebung nic h t m

•

oglic h, da (3,3,3,4)

(3,3,3, p ) n ur f

•

ur p � 5 existiert.

C.4.18 Die Kan ten umgebung 64

Hier fangen wir mit der Umgebung (4,4, p )( q ,4,4)( q ,4,4) f

•

ur gro�es p und

b eliebiges q an. Da alle Raum wink el sehr gro� sind, k

•

onnen wir auf den freien

p - Ec k en n ur (3, p ,3,3) o der ( p ,4,4) ankleb en. Im ersten F all erhalten wir eine

Kan ten umgebung mit ( p ,4,4)(3, p ,3,3)(4,4, q ) w elc he n ur f

•

ur q = 3 und der

vierten Zelle (3,4,4) { als
82

{ m

•

oglic h ist. Da n un (3, p ,3,3) an jeder Ec k e

vier Fl

•

ac hen hat, b en

•

otigen wir um eine Kan te zwisc hen zw ei ( q ,4,4) { mit q =

3 { drei (3,4,4), w as zur Kan ten umgebung (3,4,4)(3,4,4)(4,4,3)(4,4,3)(4,4,3)

f

•

uhrt; diese hat ab er als Keilwink elsumme genau 2 � . Also ist der erste F all

nic h t m

•

oglic h. Beim zw eiten F all legen wir auf die freien p - Ec k e je ein w eiteres

( p ,4,4). Zwisc hen zw ei ( p ,4,4) k ann n un eine 3-Zellen-Kan tenumgebung mit

dem (4,4, q ) o der eine 4-Zellen-Kan ten umgebung mit (4,4,3)(4,4,3), (4,4,3)

(4,4,4) o der (4,4,3)(4,4,5) und q = 3, 4 o der 5 auftreten. Bei der M

•

oglic hk eit

mit vier Zellen kleb en wir

•

ub er dem zw eiten ( p ,4,4) ein letztes ( p ,4,4), und

zwisc hen diesen b eiden aufgrund der Ec k en transitivit

•

at wieder eines der drei

4-Zellen-Kan ten umgebungen liegen. O.B.d.A. sei n un das (4,4,3) am zw eiten

( p ,4,4) und ein (4,4, x ), x = 3, 4 o der 5, am ersten und letzten ( p ,4,4). Dann

bric h t ab er die Ec k en transitivit

•

at an den Ec k en des (4,4,3) zusammen, die

nic h t am zw eiten ( p ,4,4) liegen, denn es treten jetzt sc hon ein (4,4,3) und zw ei

(4,4, x ) auf. Also k

•

onnen zwisc hen den ( p ,4,4) n ur 3-Zellen-Kan tenumgebun-

gen mit dem (4,4, q ), q b eliebig gro�, liegen. Damit wird die Ec k en transitivit

•

at

erf

•

ullt und eine widerspruc hsfreie Konstruktion bis zum Sc hlie�en des P oly-

c hors m

•

oglic h. Das en tstehende P olyc hor ist ein p , q -Biprismac hor T ( p , q ) .

C.4.19 Die Kan ten umgebung 65

Diese Kan ten umgebung b esteh t aus (4,4, p ), (3,4,4) und (3,4,3,3), w ob ei nac h

der Keilwink elsummenb egrenzung p kleiner als 27 bleib en m uss. An einer

Kan te zwisc hen ( p ,4,4) und (3,4,3,3) passen jetzt mit 82 no c h die Zellen

(3,4,4) und (4,4,3), mit 83 die Zellen (3,3,3) und (3,4,4) o der mit 84 die

Zellen (3,3,3) und (3, q ,3,3). In den b eiden ersten F

•

allen m uss dann allerdings

p = 4 gelten. Nur der dritte F all gilt f

•

ur b eliebig gro�e p . An einer Kan te

zwisc hen ( p ,4,4) und (4,4,3) passen en t w eder { nac h 64 mit p und q v ertausc h t

und q = 3 { ein w eiteres ( p ,4,4) o der { nac h 82 { ein (3,4,4) und ein (3, p ,3,3)

o der { nac h
87

,
88

bzw.
89

{ ein (4,4,x) und ein ( p ,4,4) mit x = 3, 4 bzw.
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5. Der erste und die letzten drei F

•

alle k

•

onnen nic h t v ork ommen, da wir aus

der Betrac h tung der Kan te zwisc hen ( p ,4,4) und (3,4,3,3) wissen, dass am

p -Ec k des ( p ,4,4) n ur ein (3, p ,3,3) anliegen k ann. Jetzt �nden wir ab er eine

Kan te mit (3,3,3,4)(3,4,4)(4,4,3), w elc he nic h t existiert. Also ist der zw eite

F all an der Kan te zwisc hen ( p ,4,4) und (4,4,3) eb enfalls nic h t m

•

oglic h. Wir

k

•

onnen somit zwisc hen diesen Zellen nic h t w eiterbauen. F olglic h ist 65 k eine

erlaubte Kan ten umgebung.

C.4.20 Die Kan ten umgebungen
66

bis
76

Diese Kan ten umgebungen sind n ur f

•

ur p < 14 m

•

oglic h, m

•

ussen also hier nic h t

mehr b ehandelt w erden.

C.4.21 Die Kan ten umgebung
77

F

•

ur x = 7, 8 und 9 hab en wir b ei der Kan ten umgebung (4,4, p )(4,4, x )(4,4, r ),

r = 3, f

•

ur w enige p < 42 durc h die Keilwink elsumme nic h t ausgesc hlossene

Umgebungen. Diese sind ab er f

•

ur 14 < p < 42 nic h t m

•

oglic h, da die Kan-

ten umgebung ( p ,4,4)( x ,4,4) f

•

ur diese p nic h t existiert. Ist r = 4 und x = 5,

so sind alle p bis 19 erlaubt. Ab er auc h hier gibt es k eine Umgebung mit

( p ,4,4)(5,4,4). Nur f

•

ur r = 4, x = 4 und f

•

ur r = 3 und x � 6 sind b eliebig

gro�e p erlaubt. Im ersten F all k

•

onnen wir zwisc hen ( p ,4,4) und (4,4,4) nac h

64 { mit p und q v ertausc h t und q = 4, p b eliebig { einen w eiteren ( p; 4 ; 4)

an bauen (F all < i > ) o der nac h 88 die Zellen (4,4,3) und ( p ,4,4) (F all < ii > )

anf

•

ugen. < i > f

•

uhrt zu einer Ec k en umgebung aus zw ei ( p ,4,4) und zw ei (4,4,4),

w elc he widerspruc hsfrei zu einem 4, p -Biprismac hor T (4, p ) f

•

uhrt. < ii >

b en

•

otigt eine Kan te mit (4,4,4)(4,4,4)(3,4,4), w elc he ab er nic h t existiert.

Betrac h ten wir jetzt den F all, dass r = 3 und x � 6 ist. Sei x = 5 o der

6, dann �nden wir ab er k eine Kan ten umgebung mit ( p ,4,4)( x ,4,4). Sei also

x = 4. An ( p ,4,4)(4,4,4) k

•

onnen wir en t w eder mit
64

{ p und q v ertausc h t

und q = 4 { ein w eiteren ( p ,4,4) erg

•

anzen (F all < iii > ) o der mit 88 die Zellen

(4,4,3) und ( p ,4,4) an die Kan te kleb en (F all < iv > ). F

•

ur < iii > b en

•

otigen

wir jetzt ab er eine Kan te mit (4,4, p )(4,4,4)(3,4,4), die wir nic h t �nden. Und

f

•

ur < iv > b ek ommen wir eine Kan te mit (3,4,4)(4,4,4)(3,4,4), w elc he wir in

der Nr. 965 in den T ab ellen im Anhang A zusammen mit der Zelle (3,3,3)

�nden. Der (3,3,3) passt jetzt ab er nic h t mit dem (4,4, p ) zusammen. Also

ist x = 4 auc h ausgesc hlossen. Als letztes sei x = 3. Dann k

•

onnen wir an

( p ,4,4)(3,4,4) n ur mit
83

und den Zellen (3,3,3) und (3, p ,3,3) eine m

•

oglic he

Kan ten umgebung erhalten. Diese Umgebung m

•

ussen wir dann ab er auc h

an der auf dem p -Ec k b enac h barten Kan te, an der das andere (3,4,4) sitzt,

an bauen. Da (3, p ,3,3) vier Fl

•

ac hen pro Ec k e hat, m

•

ussen wir an der Kan te
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(3,3,3)(3,4,4)(3,4,4)(3,3,3) no c h eine w eitere Zelle anlegen, die auf einem 3-

Ec k des (3, p ,3,3) liegt. Nur ein dritter (3,3,3) ist m

•

oglic h, f

•

uhrt ab er zu einer

unm

•

oglic hen Kan ten umgebung. Somit ist x = 3 eb enfalls nic h t m

•

oglic h.

C.4.22 Die Kan ten umgebung 78

Es existieren m

•

oglic herw eise die Kan ten umgebungen (4,4, p )(4,4, q )(4,4,3,4)

mit q = 3 und p < 24. Betrac h ten wir zuerst eine Kan te zwisc hen ( p ,4,4)

und (3,4,4). Dort passt mit
83

n ur (3,3,3)(3, p ,3,3). Der (4,4,3,4) k ann n un

zwisc hen (4,4, p ) und (4,4,3) auf zw ei v ersc hiedene Arten angebaut w erdem,

um 78 zu erzeugen. Im ersten F all liegt er mit einem 4-Ec k, das auf dem

(3,4,4,4) an allen Kan ten wieder n ur 4-Ec k e b er

•

uhrt, auf dem (4,4, p ). Im

zw eiten F all liegt es mit einem 4-Ec k auf (4,4, p ), das auf dem (3,4,4,4)

zwisc hen zw ei 3-Ec k en sitzt. Im ersetn F all m uss es ab er dann eine Kan te

mit (3, p ,3,3)( p ,4,4)(4,4,3,4) geb en. Diese �nden wir nic h t. Im zw eiten F all

erhalten wir die Kan te (3, p ,3,3)( p ,4,4)(3,4,4,4), w elc he durc h 60 erlaubt ist.

Da ab er (3,3,3, p ) pro Ec k e vier Fl

•

ac hen hat, b en

•

otigen wir eine 4-Zellen-

Kan ten umgebung mit (3,3,3, p )(3,4,4)(3,4,4,4). Auc h diese �nden wir nic h t.

Somit ist 78 mit q = 3 und 14 < p < 24 ausgesc hlossen.

C.4.23 Die Kan ten umgebung 79

Diese Kan ten umgebungen ist n ur f

•

ur p = 3 m

•

oglic h und wurde in Kapitel 7

b ehandelt.

C.4.24 Die Kan ten umgebung 80

Diese Kan ten umgebung ist ( p ,4,4)( p ,4,4)(4,4,3,4). Leider k ann auc h diese

ausgesc hlossen w erden, da aus ihr eine Kan ten umgebung mit (4,4, p )(3,4,4,4)

folgt, w elc he n ur f

•

ur p < 7 existiert.

C.4.25 Die Kan ten umgebung 81

Diese Kan ten umgebung ist (3, p ,3,3)(3, p ,3,3)(3,3,3)(3,3,3). Legen wir zw ei

(3, p ,3,3) an einem p -Ec k zusammen und b etrac h ten zw ei b enac h barte Kan ten

k

1

und k

2

auf diesem p -Ec k. Sei e

1

die Ec k e zwisc hen k

1

und k

2

. An k

1

legen wir mit 81 zw ei (3,3,3) an. Dann hab en wir zwisc hen den (3,3,3) und

den b eiden (3,3,3, p ) an den 3-Ec k en, die an e

1

ansto�en, drei M

•

oglic hk eiten:

Mit 1 k ann an b eiden 3-Ec k en je ein w eiteres (3,3,3) anliegen (F all < i > ),

mit 2 k ann an b eiden 3-Ec k en je ein (3,3,3,3) anliegen (F all < ii > ) o der

an dem einen 3-Ec k liegt ein (3,3,3) und am anderen ein (3,3,3,3) an (F all
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< iii > ). Im F all < i > erhalten wir eine Kan te mit (3,3,3)(3,3,3)(3,3,3)(3,3,3),

an der no c h eine Zelle fehlt. Mit Nr. 999 in den T ab ellen im Anhang A k ann

diese f

•

unfte Zelle n ur ein w eiterer (3,3,3) sein. Dieser passt ab er nic h t in die

L

•

uc k e aus vier 3-Ec k en um e

1

. < i > k ann also nic h t v ork ommen. Im F all < ii >

k

•

onnen wir zwisc hen den (3,3,3,3) und den (3,3,3, p ) an die 3-Ec k e, die an k

2

angrenzen, f

•

ur b eliebig gro�e p mit 2 n ur je einen w eiteren (3,3,3) an bauen.

Damit brec hen wir ab er die Ec k en transitivit

•

at, da jetzt Ec k en existieren, an

denen (3,3,3,3) n ur an eine Ec k e eines p -Ec ks b er

•

uhren, und andere, an denen

(3,3,3,3) auc h mit einer Kan te eines p -Ec ks ansto�en. Also k ann < ii > nic h t

v ork ommen. Im F all < iii > wird an e

1

am ersten (3,3,3) ein w eiterer (3,3,3)

und am zw eiten (3,3,3) ein (3,3,3,3) angeklebt. Die en tstehende L

•

uc k e an e

1

b esteh t aus drei 3-Ec k en, k ann somit n ur durc h ein (3,3,3) aufgef

•

ullt w erden.

Ab er auc h dann brec hen wir die Ec k en transitivit

•

at, da es wieder Ec k en eines

p -Ec ks gibt, an dessen Kan ten (3,3,3,3) v ork ommen, und andere, an denen sie

nic h t v ork ommen. Also ist F all < iii > und damit die ganze Kan ten umgebung

81 ausgesc hlossen.

C.4.26 Die Kan ten umgebung 82

F angen wir mit der Kan ten umgebung (3, p ,3,3)( p ,4,4)(4,4,3)(3,4,4) an und

b etrac h ten eine Ec k e e dieser Kan te. An der Kan te zwisc hen (4,4, p ) und

(3,4,4) an e passt mit
64

{ und q = 3 { ein w eiteres (3,4,4) (F all < i > ) o der

mit 65 { und p < 27 { ein (3,4,3,3) (F all < ii > ). F

•

ur F all < ii > erhalten wir

dann an e eine Kan te zwisc hen ( p ,4,4) und (3,4,3,3), die n ur mit 63 und

einem (3, p ,3,3) erlaubt ist. Jetzt �nden wir ab er an e und zwisc hen (3,3,3, p )

und (3,3,3,4) eine Kan te, die wir n ur mit 3 { und einem (3,3,3) { o der

mit 38 { und einem (3,3,3,3) { erg

•

anzen k

•

onnen. F

•

ur die erste M

•

oglic hk eit

b ek ommen wir dann die Einsc hr

•

ankung p < 12, f

•

ur die zw eite (mit q = 4 und

r = 3 in 38 ) sogar p < 4. Diese F

•

alle sind ab er sc hon in Kapitel 7 b ehandelt

w orden. Gehen wir jetzt zu einer Kan te zwisc hen (3,3,3, p ) und (3,4,4), die

wiederum an e liegt. Hier passt mit 11 en t w eder ein w eiterer (3,4,4) (F all

< iii > ) o der mit 12 ein (3,4,3,3) (F all < iv > ), allerdings mit p < 16. Mit

< iv > erhalten wir ab er wieder eine Kan te mit (3,3,3, p )(3,3,3,4), w as n ur f

•

ur

kleine p m

•

oglic h ist. Also setzen wir mit < iii > auf das 3-Ec k des (3,3,3, p ), das

e b er

•

uhrt und mit der Kan te nic h t am ( p ,4,4) liegt, ein (3,4,4). An der freien

Kan te zwisc hen diesem (3,4,4) und dem (3,3,3, p ) passt n un wieder mit 11 ein

letzter (3,4,4) (F all < v > ) o der mit 12 ein (3,4,3,3) mit p < 16 (F all < vi > ).

< vi > f

•

uhrt zu einer Kan te mit ( p ,4,4)(3, p ,3,3)(3,3,3,4), w elc he f

•

ur gro�e p

nic h t existiert. Bleib en also F all < i > , < iii > und < v > n ur mit (3,4,4). Jetzt

b ek ommen wir ab er eine Kan te an e mit (3,4,4)(3,4,4)(4,4,3)(4,4,3)(4,4,3).

Dessen Keilwink elsumme ist genau 2 � und somit ausgesc hlossen. Also k ann
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82
nic h t v ork ommen.

C.4.27 Die Kan ten umgebung
83

Diese Kan ten umgebung ist (3, p ,3,3)( p ,4,4)(3,4,4)(3,3,3). Sei wieder e eine

Ec k e an dieser Kan te. An e und zwisc hen (4,4, p ) und (4,4,3) passt en t w eder

mit 77 ein (4,4, x ), x = 3 ; : : : ; 6 (F all < i > ), mit 78 ein (4,4,3,4), p < 24

(F all < ii > ) o der mit 86 und q = r = s = 3 zw ei w eitere (4,4,3) (F all

< iii > ). Im F all < i > b etrac h ten wir n un die Kan te (3, p ,3,3)( p ,4,4)( x ,4,4). F

•

ur

x = 3 hab en wir die M

•

oglic hk eiten 58 o der 83 . 58 ist sc hon die gesuc h te

Kan ten umgebung. Allerdings fallen n un der (3,3,3) und das (3,3,3, p ) an zw ei

Fl

•

ac hen zusammen und bilden eine Kan te mit n ur zw ei Zellen. Dies ist nic h t

m

•

oglic h. Mit 83 wird ein w eiterer (3,3,3) addiert. F

•

ur x = 4, 5 o der 6 existiert

eine en tsprec hende Kan te nic h t. Im F all < ii > gibt es f

•

ur den (3,4,4,4) zw ei

M

•

oglic hk eiten, da einmal das 4-Ec k zum (4,4, p ) auf dem (3,4,4,4) an Kan ten

n ur mit 4-Ec k en o der auc h mit zw ei 3-Ec k en zusammenk omm t. Die erste

M

•

oglic hk eit f

•

uhrt zu einer Kan te mit (3, p ,3,3)( p ,4,4)(4,4,3,4), w elc he nic h t

existiert. Die zw eite M

•

oglic hk eit l

•

asst wieder den (3,3,3) und den (3,3,3, p )

an zw ei Fl

•

ac hen zusammenfallen, ist also auc h nic h t m

•

oglic h. Kommen wir

somit zu < iii > . Wir erhalten eine Kan te mit (3, p ,3,3)( p ,4,4)(3,4,4). Diese

existiert mit 58 o der zusammen mit einem w eiteren (3,3,3) ( 83 ). 58 l

•

asst

dann ab er wieder den (3,3,3) und den (3,3,3, p ) zusammenfallen. Und
83

mit einem w eiteren (3,3,3) hab en wir auc h sc hon im F all < i > mit x = 3

gefunden. Damit m uss an dem 3-Ec k des (3,3,3, p ), das an (4,4, p ) und an e

liegt, ein (3,3,3) kleb en. Kommen wir jetzt zum 3-Ec k des (3,3,3, p ), das e

b er

•

uhrt und mit einer Kan te nic h t am (4,4, p ) anst

•

o�t. Hier k ann mit 1 ein

(3,3,3) o der mit
2

ein (3,3,3,3) angebaut w erden. Der (3,3,3) f

•

uhrt ab er dazu,

dass die drei (3,3,3) eine gemeinsame Kan te an e hab en, die zu den (3,4,4)

zeigt. Diese hab en ab er k eine gemeinsame Kan te, passen also mit den drei

(3,3,3) nic h t zusammen. Anders der (3,3,3,3): Beide (3,3,3) kleb en an den

b eiden (3,4,4), die mit der Fl

•

ac he am (4,4, p ) liegen, w

•

ahrend der (3,3,3,3)

mit einer Fl

•

ac he das dritte (3,4,4) b er

•

uhrt. Jetzt erhalten wir eine Kan te

mit (3,3,3)(3,3,3,3)(3,4,4)(3,4,4). Dessen Keilwink elsumme ist ab er genau 2 � .

Somit ist auc h diese Konstruktion v erb oten und 83 ausgesc hlossen.

C.4.28 Die Kan ten umgebung 84

Bei 84 k ommen die Zellen (3, p ,3,3), ( p ,4,4), (3,4,3,3) und (3,3,3) an einer

Kan te v or. Zwisc hen (4,4, p ) und (3,4,3,3) passt dann n ur mit 65 ein (3,4,4),

w ob ei p < 27 gelten m uss. Jetzt b ek ommen wir eine Kan te mit (3, p ,3,3)( p ,4,4)
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(4,4,3). Dort k

•

onnen wir mit
82

n ur einen (3,4,4) anlegen. Dann erhalten wir

ab er eine Kan te mit (4,4,3)(3,4,4)(3,3,3,4), w elc he nic h t existiert.

C.4.29 Die Kan ten umgebung 85

85
ist n ur f

•

ur p < 7 m

•

oglic h und ist somit in Kapitel 7 b ei den Betrac h tungen

f

•

ur Zellen mit p -Ec k en und p � 14 b ehandelt w orden.

C.4.30 Die Kan ten umgebung 86

Hier b etrac h ten wir die Kan ten umgebung (4,4, p )(4,4, q )(4,4, r )(4,4, s ) mit q =

r = s = 3. Zwisc hen ( p ,4,4) und (3,4,4) passt en t w eder mit 58 ein (3, p ,3,3)

o der mit 83 (3,3,3) und (3, p ,3,3). Im ersten F all erhalten wir eine v ollst

•

andige

Ec k en umgebung, die sic h widerspruc hsfrei auf alle Ec k en fortf

•

uhren l

•

asst.

Damit b ek ommen wir ein p -an tiprismatisc hes Prismac hor H (3,3,3, p ) .

Im zw eiten F all k ann an der Kan te des p -Ec ks, die neb en der zwisc hen

(3,4,4) und (3,3,3) liegt und an einem (3,4,4) angrenzt, auc h n ur mit 83

ein w eiterer (3,3,3) angef

•

ugt w erden. Denn b ei der Ben utzung v on 58 fallen

das (3,3,3, p ) und der (3,3,3) wieder an zw ei Fl

•

ac hen zusammen. Damit jetzt

ab er die drei Fl

•

ac hen der drei (3,4,4) mit den b eiden (3,3,3) zusammenpassen,

m u� dazwisc hen no c h eine Zelle eingef

•

ugt w erden. 1 mit einem (3,3,3) ist

ausgesc hlossen, da dann die drei (3,3,3) wieder eine gemeinsame Kan te hab en

und nic h t mit den drei (3,4,4) zusammenzuf

•

ugen sind. Also k ann hier mit 2

n ur ein (3,3,3,3) angelegt w erden, der dann mit einem 3-Ec k das mittlere

(3,4,4) b er

•

uhrt. Damit erhalten wir ab er eine Kan te mit (3,3,3)(3,4,4)(3,4,4)

(3,3,3,3), deren Keilwink elsumme 2 � b etr

•

agt. Wir k

•

onnen 86 folglic h auc h

nic h t b en utzen.

C.4.31 Die Kan ten umgebung
87

Betrac h ten wir n un die Umgebung ( p ,4,4)( p ,4,4)(4,4,3)(4,4,3). An den Kan-

ten zwisc hen (4,4, p ) und (3,4,4) passt mit
64

, q = 3, ein (3,4,4) o der mit
65

ein (3,4,3,3). Letzteres ist ab er nic h t m

•

oglic h, da dann eine Kan te mit ( p ,4,4)

( p ,4,4)(3,4,3,3) b en

•

otigt wird, die es nic h t gibt. Also setzen wir zwisc hen den

(4,4, p ) und den (3,4,4)

•

ub erall einen w eiteren (3,4,4). Damit erhalten wir eine

v ollst

•

andige Ec k en umgebung aus zw ei ( p ,4,4) und vier (3,4,4). An den freien

p -Ec k en m

•

ussen w eitere ( p ,4,4) und an den Kan ten mit ( p ,4,4)( p ,4,4)(4,4,3)

no c h je ein w eiterer (4,4,3) angef

•

ugt w erden. Dann gibt es ab er Ec k en, an

denen jetzt ac h t (3,4,4) anliegen, w o durc h die Ec k en transitivit

•

at gebro c hen

wird. Also k ann
87

nic h t b en utzt w erden.
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C.4.32 Die Kan ten umgebung
88

88 ist ( p ,4,4)( p ,4,4)(4,4,3)(4,4,4). Sc hauen wir uns die Kan te zwisc hen (4,4, p )

und (3,4,4) an, dann k

•

onnen wir dort en t w eder mit
64

und q = 3 ein (3,4,4)

o der mit 65 ein (3,4,3,3) anlegen. Wie b ei 87 ab er sc hon gesehen, f

•

uhrt ein

(3,4,3,3) zu der nic h t existen ten Kan te ( p ,4,4)( p ,4,4)(3,4,3,3). Also m uss hier

ein (3,4,4) angelegt w erden. Jetzt b etrac h ten wir die Kan te zwisc hen (4,4, p )

und (4,4,4). Dort k

•

onnen en t w eder mit 64 und q = 4 ein (4,4,4) (F all < i > ),

mit
70

ein (4,4,3,4) (F all < ii > ), mit
77

und r = 3 und q = 4 ein (4,4,3) (F all

< iii > ) o der mit 86 und q = r = 3 und s = 4 zw ei (4,4,3) (F all < iv > ) angelegt

w erden. Die F

•

alle < ii > und < iv > sind ab er n ur f

•

ur kleine p erlaubt, sind also

in Kapitel 7 sc hon b ehandelt w orden. Im F all < i > erhalten wir eine Kan te mit

(3,4,4)(3,4,4)(4,4,4)(4,4,4), dessen Keilwink elsumme wieder 2 � ergibt. Und

im F all < iii > �nden wir eine Kan te mit (3,4,4)(4,4,4)(3,4,4)(3,4,4), w elc he

nic h t existiert. Also k ann auc h 88 nic h t b en utzt w erden.

C.4.33 Die Kan ten umgebung
89

Die letzte Kan ten umgebung lautet ( p ,4,4)( p ,4,4)(4,4,3)(4,4,5). Zwisc hen dem

(4,4, p ) und dem (3,4,4) passt wieder n ur ein (3,4,4) (mit
64

), da mit
65

und einem (3,4,3,3) wieder die nic h t existen te Kan te ( p ,4,4)( p ,4,4)(3,4,3,3)

b en

•

otigt wird. Und zwisc hen (4,4, p ) und (5,4,4) passt en t w eder mit
64

und

q = 5 ein w eiterer (5,4,4) o der mit 71 ein (4,5,4,3), w ob ei dann ab er p < 7

sein m uss. Somit ist ein w eiterer (5,4,4) die einzige M

•

oglic hk eit. Jetzt �nden

wir ab er eine Kan te mit (3,4,4)(3,4,4)(5,4,4)(5,4,4), dessen Keilwink elsum-

me wieder 2 � ist. F olglic h k ann auc h 89 nic h t f

•

ur die Konstruktion eines

uniformen P olyc hors v erw endet w erden.

C.4.34 Zusammenfassung

F

•

ur b eliebig gro�e p > 14 hab en wir mit Hilfe k om binatorisc her

•

Ub erlegungen

und der Besc hr

•

ankung durc h die Keilwink elsumme somit gezeigt, dass wir

mit p -Prismen und p -An tiprismen lediglic h p -an tiprismatisc he Prismac hora

H (3 ; 3 ; 3 ; p ) und p; q -Biprismac hora T ( p; q ) herstellen k

•

onnen. F olglic h ist

die Behauptung in Kapitel 2, f

•

ur p > 14 g

•

ab e es k eine neuartigen P olyc hora,

b ewiesen.



Anhang D

Hilfen b ei der Visualisierung

"

Die Mathematik ist das einzige R eich der wahrhaft exakten

Phantasie. \

Hans Saner

Das Arb eiten mit geometrisc hen Ob jekten in Dimensionen h

•

oher als drei

geh t meistens einher mit einem teilw eisen bis fast k ompletten V erlust an

Ansc hauung. Um dieses Problem { zumindest f

•

ur diese Arb eit { ein w enig

aus dem W eg zu r

•

aumen, sollen an dieser Stelle einige Hilfestellungen gegeb en

w erden. Dab ei n utzen wir die gleic hen o der

•

ahnlic he Prinzipien wie die,

3- dimensionale Ob jekte auf ein 2-dimensionales Blatt P apier zu bannen: Ab-

wic klungen und Pro jektionen.

D.1 Ab wic klungen

W enn wir uns mit 3- dimensionalen P oly edern b efassen, dann stellt sic h meis-

tens sc hnell die F rage, ob nic h t ein paar da v on gebaut w erden k

•

onn ten, um

das (w ort w

•

ortlic he) Begreifen zu erleic h tern. Diese Baupl

•

ane m

•

ussen dann

nat

•

urlic h die T eile der P oly eder, die Fl

•

ac hen, genau darstellen und deren Zu-

sammenhang auf gewisse Art eindeutig mac hen. Nat

•

urlic h k

•

onnen wir ac h t

regelm

•

a�ige 3- Ec k e gleic her Gr

•

o�e aus P app e aussc hneiden und so zusam-

menkleb en, dass ein Oktaeder en tsteh t. Viel gesc hic kter (und kleb esparender)

ist es, die Fl

•

ac hen so auszusc hneiden, dass sie v on v ornherein zusammenh

•

an-

gen; wir m

•

ussen n ur zwisc hen den Fl

•

ac hen falten und sc hon sollte es einfac h

sein, diejenigen Kan ten der Fl

•

ac hen zu iden ti�zieren, die zusammengeklebt

w erden m

•

ussen.

Ein sehr einfac hes Beispiel ist eine Ab wic klung des Hexaeders: vier Qua-

drate in einer Reihe v on ob en nac h un ten, am zw eiten v on ob en jew eils links

193
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und rec h ts no c h ein w eiteres, so dass eine Art Kreuz en tsteh t. Ein et w as

k omplizierteres Beispiel ist die Ab wic klung des stumpfen Ik osaeders (auc h

F u�ball genann t): Er b esteh t, wie man in der Ab wic klung erk enn t, aus 12

5- Ec k en und 20 6- Ec k en, jew eils f

•

unf 6-Ec k e um jedes 5- Ec k.

Um aus der Ab wic klung wieder ein 3- dimensionales Ob jekt zu erhalten,

m

•

ussen sozusagen v on innen heraus zuerst die Kan ten zusammengeklebt

w erden, an denen sc hon alle Fl

•

ac hen an einer Ec k e zusammenk ommen. Da-

durc h b ew egt man sic h in der Ab wic klung durc h Zusammenkleb en der Kan-

ten immer w eiter nac h au�en bzw. nac h ob en und sc hlie�t damit den P oly eder

letztendlic h.

Analog k

•

onnen wir n un auc h 4- dimensionale P olyc hora erst einmal als

Ab wic klung im 3- Dimensionalen aus seinen T eilen zusammen bauen. Auc h

hier lassen sic h Anzahl der T eile und Orien tierung/Zusammenhang teilw eise

gut ersehen.

V on den sec hs regelm

•

a�igen P olyc hora sind in dieser Arb eit Ab wic klungen

auf den Seiten 6, ?? , 28, 33 und 34 zu sehen. In den meisten F

•

allen ist

ab er eine v ollst

•

andige Ab wic klung des ganzen P olyc hors nic h t n

•

otig. Bei den

Kan tenk om binationen k

•

onnen wir uns eine Ab wic klung als das Zusammenkle-

b en der einzelnen Zellen um eine Kan te v orstellen, w ob ei eine L

•

uc k e zwisc hen

den Zellen

•

ubrig bleibt. Selbst b ei dem Bew eis in Kapitel 7 b en

•

otigen wir n ur



D.2. PR OJEKTIONEN 195

T eilabwic klungen, die meistens n ur die Umgebung einer Ec k e b etre�en (siehe

Seite 116 bis 123).

Ob w ohl (2-dimensionale) Abbildungen v on 3-dimensionalen Ab wic klun-

gen kleiner 4- dimensionaler Ob jekte immer no c h ein w enig ansc haulic h sind {

zumindest k ann die 3-dimensionale Struktur leic h t gesehen w erden { w erden

gr

•

o�ere Ob jekte sc hnell un

•

ub ersic h tlic h. In diesem F all empfehle ic h en t w eder

die Zuhilfenahme v on Computer-Programmen, mit denen man die P oly eder

erzeugen und ansc hauen k ann (z.B. auf h ttp://www.M@rcoMo eller.de die

Links zu uniformen P olyc hora), o der direkt den Selb erbau der b en

•

otigten

P oly eder. Nur so k ann ein wirklic hes V erst

•

andnis der P olyc hora durc h Ab-

wic klungen erreic h t w erden.

D.2 Pro jektionen

Prinzipiell gibt es zw ei Arten v on Pro jektionen, die auc h b ei der Abbildung

3- dimensionaler Ob jekte auf die Eb ene V erw endung �nden: P arallel- und

Zen tralpro jektionen. Bei der P arallelpro jektion wird die dritte Ric h tung, die

sic h nic h t mehr in der Eb ene darstellen l

•

asst, einfac h in eine b eliebige andere

Ric h tung (nac h

"

hin ten \ ist dann meistens { zusammen mit einer Stauc h ung

{ nac h ob en rec h ts) auf die Eb ene pro jiziert. So wird ein Hexaeder zu einem

Quadrat,

•

ub er das ein zw eites Quadrat leic h t nac h ob en rec h ts v ersetzt

gezeic hnet wird und die k orresp ondierenden Ec k en v erbunden w erden. In

dieser Darstellung lernen Sc h ulkinder auc h oft zum ersten Mal das p ersp ek-

tivisc he Zeic hnen v on H

•

ausern etc.
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Auf die gleic he Art lassen sic h 4-dimensionale Ob jekte in den 3-dimensio-

nalen Raum (und dann w ahrsc heinlic h no c h einmal parallelpro jiziert in die

Eb ene) darstellen. Dab ei w erden zw ar die Zusammenh

•

ange und die meisten

Gr

•

o�en der T eile ric h tig dargestellt; allerdings wird es sc h wierig, sic h P oly-

c hora v orzustellen, die

•

ub er andere als rec h te Wink el v erf

•

ugen.

F

•

ur diesen Zw ec k ist die Zen tralpro jektion b esser geeignet, denn die vierte

Ric h tung { senkrec h t zu den

"

normalen \ drei { ist dort b esser zu erk ennen.

Bei den in dieser Arb eit b etrac h teten Ob jekten handelt es sic h ausnahmslos

um ec k en transitiv e P olyc hora. Diese hab en die Eigensc haft, dass alle Ec k en

auf einer Sph

•

are liegen, k einer also w eiter innen o der au�en liegt. Diese

Ric h tung { innen-au�en { n utzt n un die Zen tralpro jektion. 3-dimensionale

P oly eder w erden auc h zen tral auf eine Eb ene pro jiziert, indem ein Zen tral-

punkt z ob erhalb des P oly eders gew

•

ahlt und dann jede Ec k e en tlang einer

gedac h ten Geraden durc h z und die Ec k e auf die Eb ene gesc hob en wird.

Dab ei nehmen die Ec k en die Kan ten, die zu ihnen f

•

uhren, mit.

In diesen Pro jektionen k ann die urspr

•

unglic he dritte Ric h tung gut als

innen-au�en iden ti�ziert w erden (links Hexaeder, rec h ts Ik osaeder { diese

Darstellung wird auc h Sc hlegel-Diagramm genann t). Somit l

•

asst sic h die

Zentralprojektion auc h auf 4- dimensionale P olyc hora an w enden: Die drei

"

normalen \ Ric htungen bleib en erhalten, die vierte Ric h tung wird innen-

au�en. In dieser Arb eit sind die sec hs regelm

•

a�igen P olyc hora auf den Seiten

41, 42, 46, 47 und 48 als Zen tralpro jektionen abgebildet.
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Auc h k ompliziertere P olyc hora, z.B. der stumpfe 8-Zeller o der das 4,5-

Biprismac hor, lassen sic h immer no c h relativ ansc haulic h darstellen. Ab er

auc h hier en tsteh t b ei k omplexeren Ob jekten sc hnell das Problem, dass durc h

die zus

•

atzlic he Pro jektion in die Darstellungseb ene zu viele Informationen

v erloren gehen. Deshalb ist es auc h hier

•

ub er kurz o der lang unerl

•

asslic h, mit

Hilfe v on Computer-Programmen (z.B. auf h ttp://www.M@rcoMo eller.de

die Links zu uniformen P olyc hora) die Ob jekte durc h Dreh ung 3- dimensio-

naler zu mac hen o der auc h Mo delle selbst zu bauen, w enn eine tiefere V or-

stellung der Ob jekte in vier Dimensionen erlangt w erden soll.

Zentralprojektion des stum-

pfen 8-Zellers; die Ec k en

wurden jew eils durc h T etra-

eder, die Zellen durc h stum-

pfe Hexaeder ersetzt.

Zentralprojektion des 4,5-

Biprismac hors; es b esteh t

aus f

•

unf Hexaedern (ste-

hend) und vier 5-Prismen

(umlaufend).
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Anhang E

Sonstiges

"

Wir Mathematiker hab en ein wunderb ar einfaches Wahrheits-

kriterium: Entwe der es gibt einen Beweis o der nicht. \

K. Urbanik

E.1 Umform ungen v on Seite 16

Es sollte der Keilwink el (3,3,3, n ) eines n -An tiprismas b estimm t w erden. F ol-

gende Umform ungen wurden mit Hilfe der Grundregeln

•

ub er trigonometri-

sc he F unkionen, der F ormel v on Moivre f

•

ur Wink elvielfac he und der P otenz-

formeln f

•

ur die Sin us- und Kosin usfunktion nac h [3] und [18 ] durc hgef

•

uhrt.
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E.2 Abk

•

urzungen

Neb en den Kurzsc hreib w eisen der P oly eder (z.B. (4,4,4) f

•

ur Hexaeder), die

auf den Seiten 25 bis 27 aufgelistet sind, k ommen im T ext folgende Abk

•

ur-

zungen v or:

8 f

•

ur alle

9 es existiert

6

9 es existiert k ein

� Summe

bzw. b ezieh ungsw eise

cos Kosin us

cot Kotangens (=

1

tan

=

cos

sin

)

csc Kosek ans (=

1

sin

)

d.h. das hei�t

Ec k en umgeb. Ec k en umgebung

hex. hexaedrisc h

Kon�g. Kon�guration

m

•

og. m

•

oglic h

Nr. Nummer

o.

•

a. o der

•

ahnlic hes

o.B.d.A. ohne Besc hr

•

ankung der Allgemeinheit

sec Sek ans (=

1

cos

)

sin Sin us

tan T angens (=

sin

cos

)

unm

•

og. unm

•

oglic h

usw. und so w eiter

z.B. zum Beispiel
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E.3 Griec hisc he und r

•

omisc he Zahlen

Die griec hisc hen Zahlen treten im Zusammenhang mit den P oly edern und

-c hora des

•

Ofteren auf und bilden dab ei V orsilb en, die die Anzahl v on Fl

•

ac hen

o der Zellen angeb en. Deshalb sollen sie hier no c h einmal wiederholt w erden

12

:

4 tetra 16 dek ahexa

5 p en ta 20 ik osa

6 hexa 24 ik ositetra

8 okta 48 tetrak on taokta

10 dek a 120 hek atonik osa

12 do dek a 600 hexak osia

Als w eitere griec hisc he W ortteile k ommen in diesem Zusammenhang Poly-

f

•

ur Viel- , -gon f

•

ur -Eck , -e der f

•

ur -Fl

•

achner , -chor f

•

ur -Zel ler und -top f

•

ur

-R

•

aumer in dieser Arb eit v or.

Die r

•

omisc hen Zahlen b estehen aus Zahlzeic hen: I (=1), V (=5), X (=10),

L (=50), C (=100), D (=500), M (=1000). F

•

ur die Darstellung w erden die

Zeic hen hin tereinander gesc hrieb en, w ob ei die W erte addiert w erden, w enn

die Zeic hen gleic h gro�e W erte hab en, o der der gr

•

o�ere W ert zuerst k omm t,

und subtrahiert, w enn v or einem gr

•

o�eren W ert ein kleinerer steh t (z.B. ist

XX=20, VI I=7, IX=9, XI=11, MCDLIX=1459).

12

Die Bezeic hn ungen sind w eder ric h tiges Alt- no c h Neugriec hisc h, hab en sic h ab er

•

ub er die Zeit eingeb

•

urgert. Sie b estehen aus griec hisc hen W ortteilen, die wie englisc he

Zahlw

•

orter zusammengefasst wurden (z.B. t w en t y-four=ik ositetra und nic h t wie im

Altgriec hisc hen vierundzw anzig=tetra k ai ik osa).
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Zusammenfassung

Name Marco M

•

oller

Titel Vierdimensionale Arc himedisc he P olytop e

Jahr der Druc klegung 2004

Ziel der v orliegenden Arb eit ist es gew esen, einen Bew eis daf

•

ur zu liefern,

dass die Liste der b ek ann ten 41 Arc himedisc hen P olytop e in vier Dimensionen

v ollst

•

andig ist. Zu diesem Zw ec k wird eine gr

•

o�ere Klasse v on P olytop en, die

uniformen P olytop e, b etrac h tet, v on denen im Vierdimensionalen 64 b ek ann t

sind. Diese hab en un ter anderem die Eigensc haft der Ec k en transitivit

•

at, aus

der folgt, dass alle Ec k en auf einer Sph

•

are liegen m

•

ussen.

Die Bew eisidee b eruh t n un darauf, dass aus der lok alen Zusammensetzung

eines vierdimensionalen P olytops { hier der Kan ten umgebung, also der An-

ordn ung v on uniformen P oly edern um eine Kan te { ein Radius b estimm t

wird, der zu einer Sph

•

are f

•

uhrt, auf der alle Ec k en der b eteiligten P oly eder

liegen. Es w erden 1000 v ersc hiedene Kan ten umgebungen gefunden und zu

diesen die Radien b estimm t. Diese Kan ten umgebungen w erden nac h Radien

sortiert; dann w erden sie f

•

ur jeden Radius getrenn t um eine Ec k e herum

k om biniert, so dass zu den resultierenden m

•

oglic hen Ec k en umgebungen ein-

deutig ein Radius { und damit eine Sph

•

are mit der zuv or genann ten Eigen-

sc haft - b estimm t w erden k ann.

Nac h einem Aussc hlussv erfahren bleib en 72 Radien mit zugeh

•

origen Kan-

ten umgebungen

•

ubrig. Diese w erden einzeln b etrac h tet und ausgesc hlossen,

w enn eine Ec k en umgebung nic h t widerspruc hsfrei erzeugt bzw. an Nac hbar-

ec k en nic h t die gleic he Ec k en umgebung hergestellt w erden k ann.

Als Zwisc henergebnis w erden 64 v ersc hiedene Ec k en umgebungen gefun-

den. Diese k

•

onnen eindeutig mit den 64 b ek ann ten uniformen P olytop en in

vier Dimensionen iden ti�ziert w erden. Im einzelnen sind dies: sec hs Plato-

nisc he P olytop e, vier Prismatop e basierend auf vier der f

•

unf Platonisc hen

P oly eder (der Hexaeder als Basis liefert ein sc hon gez

•

ahltes Platonisc hes P o-

lytop), 13 Prismatop e basierend auf den 13 Arc himedisc hen P oly edern und

41 w eitere P olytop e. Letztere w erden, da sie w eder Platonisc h no c h Prisma-

•

ahnlic h sind, die Arc himedisc hen P olytop e genann t.

Au�erdem w erden no c h die b eiden unendlic hen Klassen v on Prismatop en

basierend auf den An tiprismen und v on Biprismatop en (v erallgemeinerte

Prismatop e basierend auf einem p - und einem q -Prisma) iden ti�ziert. Ana-

loges ist v on den uniformen P oly edern mit ihren unendlic hen Klassen v on

Prismen und An tiprismen basierend auf n -Ec k en b ek ann t.

Damit ist der Bew eis erbrac h t, dass es in vier Dimensionen n ur die b e-

k annten 41 Arc himedisc hen P olytop e gibt.
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