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Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden Experimente mit ultrakalten bosonischen Atomen in ei-
nem bipartiten quadratischen optischen Gitter vorgestellt. Das Gitter weist die
Besonderheit auf, dass die Potenzialtiefendifferenz benachbarter Gittertopfe kon-
tinuierlich verédndert werden kann. Dies ermoglicht die Anregung von Atomen in
hohere Bloch-Bander des Gitters.

Wir nehmen die in den Energieminima hoherer Bénder kondensierten Atome
als Ausgangspunkt fiir die Demonstration von Bloch-Oszillationen. Es wird eine
Kraft auf die Atome erzeugt, welche zu einer linearen Bewegung im zweidimen-
sionalen Quasiimpulsraum fiihrt. Wir untersuchen die Bloch-Oszillationen in
verschiedenen Béandern fiir zwei grundlegende Richtungen der Kraft, wobei auch
der Betrag der Kraft variiert wird. Fiir jede Messung werden zu unterschiedlichen
Zeitpunkten Band-Mapping-Bilder aufgenommen, so dass sich die Bewegung
der Atome im Quasiimpulsraum verfolgen lasst. Wir zeigen, wie sich aus den
Messdaten jeweils die Frequenz der Bloch-Oszillation bestimmen lésst. Die so
ermittelten experimentellen Frequenzwerte werden mit den theoretischen, in einer
Simulation berechneten Werten verglichen.

Wir wenden das Werkzeug des Transports von Atomen im Quasiimpulsraum
an, um orbitale Physik in hoheren Béndern des Gitters zu erforschen. Es wird eine
neue Methode der Kondensation von Atomen im zweiten und im siebten Band
préasentiert, bei der die Atome bereits vor der Anregung in das jeweilige Band zu
einem der beiden X-Punkte transportiert werden. Zudem wird eine Josephson-
dghnliche Oszillationsdynamik zwischen den Zustédnden an den X-Punkten des
zweiten Bandes beobachtet.






Abstract

In this thesis, we present experiments with ultracold bosonic atoms in a bipartite
square optical lattice. The lattice offers the possibility to continuously tune the
difference in potential depth of neighbouring wells. This enables us to excite atoms
into higher Bloch bands of the lattice.

Starting with atoms condensed at the energy minima of higher Bloch bands, we
demonstrate Bloch oscillations in the bipartite lattice. A force is applied to the
atoms, leading to a linear motion in the two-dimensional quasimomentum space.
We investigate the Bloch oscillations in certain bands for two general directions
of the force, also varying the magnitude of the force. For each measurement band-
mapping images at different times are recorded such that one can track the motion
of the atoms in quasimomentum space. We show how to determine the frequency
of the Bloch oscillations from the measured data. The experimentally obtained
values for the frequency are then compared to the theoretical values one would
expect from a simulation.

We make use of the tool of transporting atoms in quasimomentum space to
explore orbital physics in higher bands. We show a new method to condense
atoms in the second and seventh band, transporting the atoms to one of the
two X-points before exciting them to the particular bands. Moreover, dynamics
between the X-points in the second band resembling a Josephson oscillation is
observed.
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1 Einleitung

Ultrakalte Quantengase in optischen Gittern stellen einzigartige Modellsysteme
flir die Quantensimulation von komplexen Vielteilchensystemen dar. Da der
Hilbert-Raum eines Quantensystems exponentiell mit dessen Grofe wachst, ist es
nur schwer moglich, ein aus vielen Teilchen bestehendes System mit Hilfe eines
klassischen Computers zu simulieren [Fey82]. Aufgrund der hohen Komplexitit
von Festkorpern sind viele Phénomene, die in diesen auftreten, noch unverstan-
den. Durch interferierende Laserstrahlen lassen sich periodische Potenziale fiir
neutrale Atome erzeugen, sogenannte optische Gitter. Die Atome ordnen sich
periodisch im Gitter an, so dass sich lichtgebundene Kristalle ausbilden. Mit den
Atomen im Gitter lassen sich Hamilton-Operatoren realisieren, die bestimm-
te Aspekte anderer Quantensysteme, zum Beispiel von Festkorperkristallen,
nachbilden.

1.1 Ultrakalte Quantengase in optischen Gittern

Von besonderer Bedeutung fiir Experimente mit optischen Gittern sind ultra-
kalte Quantengase, welche Temperaturen in der Groéfenordnung von einigen
zehn Nanokelvin besitzen. Bei solch geringen Temperaturen spielen Quan-
teneffekte eine dominante Rolle. Einen Meilenstein beim Erreichen von ul-
trakalten Quantengasen stellt die erstmalige experimentelle Erzeugung eines
Bose-Einstein-Kondensats (BEC) in diinnen atomaren Gasen im Jahr 1995
dar [And95, Bra95, Dav95al. Dieser neue Quantenzustand war in den 1920er-
Jahren von Satyendranath Bose und Albert Einstein vorhergesagt worden [Bos24,
Ein25|. Fiir seine experimentelle Realisierung wurden Eric A. Cornell, Wolfgang
Ketterle und Carl E. Wieman 2001 mit dem Nobelpreis geehrt. Neben der
Kondensation von Bose-Gasen gelang auch die Erzeugung von entarteten Fermi-
Gasen [DeM99, Sch01, TruO1]. Durch diese wissenschaftlichen Erfolge standen
von nun an Ensembles aus miteinander wechselwirkenden, der Quantenstatistik
folgenden Atomen fiir Experimente zur Verfiigung.

Die ersten Jahre auf dem damit neu eingefiihrten Fachgebiet ultrakalter
Atome waren geprigt von der Untersuchung kohérenter Materiewellen und damit
verbundener Phénomene. So konnte man die Interferenz zweier {iberlagerter Bose-
Einstein-Kondensate beobachten [And97|, die langreichweitige Phasenkohérenz
eines BECs [Blo00] sowie quantisierte Vortizes und Vortex-Gitter [Mat99, Mad00,
ASO01]. Auch gelang die Erzeugung eines Bose-Einstein-Kondensats aus schwach
gebundenen Fermionenpaaren |Gre03b, Joc03, Zwi03|. Bahnbrechend war die Be-
obachtung des BEC-BCS-Ubergangs, bei welchem das Bose-Einstein-Kondensat
aus den Fermionenpaaren in einen suprafluiden BCS-Zustand mit schwach wech-
selwirkenden Cooper-Paaren iibergeht [Bar04, Bou04, Reg04, Zwi04|. Wichtig
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war hierbei, dass es mit Hilfe von Feshbach-Resonanzen moglich geworden war,
die Wechselwirkung zwischen den Teilchen in einem nie zuvor erreichten Mafse zu
kontrollieren [Chil0].

Die ersten Experimente mit Atomen in optischen Gittern wurden Anfang der
Neunzigerjahre durchgefiihrt [Ver92, Jes92, Hem93|. Es wurden thermische En-
sembles aus atomaren Gasen in dissipativen Lichtpotenzialen gefangen, durch wel-
che die Atome gekiihlt wurden. Die mit Laserkiihlung erreichbaren Temperatu-
ren liegen in der Gréfenordnung von hundert Mikrokelvin. Wenn man Atome die-
ser Temperatur im Gitter fangen mochte, ist die benotigte Gittertiefe so grof,
dass kaum Tunnelprozesse zwischen benachbarten Gitterpliatzen stattfinden kon-
nen. Quantenentartete Bose- und Fermi-Gase hingegen lassen sich bereits in rela-
tiv flachen Gitterpotenzialen fangen, in denen Tunnelprozesse zwischen den Git-
terpléatzen stattfinden kénnen.

Die quantenmechanische Beschreibung von ultrakalten Atomen im optischen
Gitter ahnelt sehr stark der von Elektronen im Potenzial der Ionenriimpfe in
einem Festkorperkristall. Atome im optischen Gitter stellen also ein Modellsystem
dar, bei dem das Gitterpotenzial die Rolle des Potenzials der Ionenriimpfe ein-
nimmt und die Atome die Rolle der Elektronen. Man konnte theoretisch zeigen,
dass sich ein Bose-Einstein-Kondensat im untersten Bloch-Band eines konser-
vativen optischen Gitterpotenzials durch ein Hubbard-Modell beschreiben lésst,
einem Modell aus dem Gebiet der Festkorperphysik [Jak98|. In diesem Modell
wird das Wechselspiel des Tunnelns der Atome zwischen benachbarten Gitterplét-
zen und der Wechselwirkung der Atome beschrieben. Das Bose-Hubbard-Modell,
also das Hubbard-Modell fiir Bosonen im optischen Gitter, konnte experimentell
demonstriert werden, wobei sich der Quantenphaseniibergang vom Suprafluid
zum Mott-Isolator beobachten lief [Gre02|. In der Zeit nach diesem Durchbruch
wurde untersucht, wie sich die Dimension des Systems auf diesen Phasen-
iibergang auswirkt [St604, K6h05, Spi07], zudem gelang die Realisierung eines
Mott-Isolators in einem fermionischen System [J6r08].

Optische Gitter als Modellsysteme bieten im Vergleich zu realen Festkorpern
den Vorteil, dass sich viele relevante Systemparameter im Experiment leicht kon-
trollieren lassen [Mor06, BloO8|. Hierzu zéhlen zum Beispiel die Dimension des
Systems sowie Tiefe und Geometrie des Gitterpotenzials. Diese Eigenschaften las-
sen sich liber die Parameter der verwendeten Laserstrahlen einstellen: Wellenlén-
ge, Polarisation, Intensitit und rdumliche Anordnung der Strahlen. Desweiteren
kann man die Anzahl der Teilchen auf den Gitterplédtzen, Vorzeichen und Stérke
der Wechselwirkung zwischen den Teilchen sowie durch die Wahl der Atomspezies
die Art der Quantenstatistik (Bose- oder Fermi-Statistik) einstellen. Einige der
genannten Parameter lassen sich auch mit hoher Prézision zeitlich dndern wéh-
rend eines Experimentdurchlaufs. In den letzten Jahren sind viele experimentel-
le Apparaturen entstanden, in denen In-Situ-Abbildungen der Atome im Gitter
mit Auflosung der einzelnen Gitterpldtze aufgenommen werden kénnen. Beispiele
hierfiir sind in [Bak10, Shel0, Hall5, Omrl5] zu finden. Optische Gitter stellen
damit einen Baukasten fiir die Verwirklichung komplexer Quantenvielteilchensys-
teme dar, mit denen Festkorperphdnomene simuliert werden kénnen, die in Fest-
koérpern selbst schwer zugénglich sind, beispielsweise die Hochtemperatursupralei-
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tung [Lew07, Blo12].

Mit Bose-Einstein-Kondensaten in optischen Gittern wurden anfangs vor
allem Experimente durchgefiihrt, bei denen die Teilchen den Grundzustand
im Gitter besetzen. Hierbei wird an jedem Gitterplatz lokal der Grundzustand
besetzt und es gilt das Feynmansche ,no-node theorem®, welches besagt, dass
die Grundzustands-Wellenfunktion eines bosonischen Vielteilchensystems positiv
definit gewéhlt werden kann und damit keinen Knoten besitzt [Fey98]. Es wurden
nun unkonventionelle bosonische Zustidnde erzeugt, die diesem Theorem nicht
unterliegen. Hierzu zdhlen die Erzeugung kiinstlicher Eichfelder, zum Beispiel
durch laserunterstiitztes Tunneln [Lin09, Dalll, Aid11, Aid13, Miy13|, sowie das
Einstellen der Tunnelkopplungen zwischen benachbarten Gitterplatzen durch
,Schiitteln des Gitters, wodurch es zur Ausbildung von Grundzustdnden mit
komplexwertiger Wellenfunktion kommt [Str11, Str12, Zen09, Jot14].

1.2 Atome in hoheren Bandern eines optischen
Gitters

Seit einigen Jahren liegt bei Experimenten in optischen Gittern ein besonderes
Augenmerk auf der Untersuchung von Atomen in héheren Bloch-Béndern. Hier-
bei werden orbitale Zustdnde besetzt und die Wellenfunktion weist eine nodale
Struktur auf. Die orbitalen Wellenfunktionen unterscheiden sich in der Orientie-
rung und der Anzahl der azimutalen und radialen Knoten. Es sind auch Entar-
tungen von Zustdnden moglich. In diesem Fall kann die Wechselwirkungsenergie
als kleinste Energieskala die Wellenfunktion der Atome in den héheren Béndern
mitbestimmen. Orbitale Freiheitsgrade haben eine besondere Bedeutung bei che-
mischen Bindungen.

Im Jahr 2007 wurde die Anregung von Bosonen in das zweite Band eines
einfachen quadratischen Gitters demonstriert [M07]. Dabei wurden die inko-
hédrenten Atome im Grundzustand des Gitters mit Hilfe eines stimulierten
Raman-Ubergangs in das zweite Bloch-Band transferiert. Die Atome relaxieren
anschlieffend durch Stofe und Tunnelprozesse und kondensieren am Minimum
des zweiten Bandes. Es bildet sich jedoch nur in einer Dimension Koharenz
aus aufgrund der stark anisotropen Tunnelkopplung zwischen benachbarten
p-Orbitalen.

In unserer Arbeitsgruppe werden seit einigen Jahren ebenfalls Experimente mit
Atomen in hoheren Bandern optischer Gitter durchgefiihrt, die in der Forschungs-
community grofen Anklang gefunden haben. Es wird dabei ein zweidimensionales
interferometrisches Gitter mit einer bipartiten quadratischen Struktur verwendet,
in welches ein Kondensat von Rubidium-87-Atomen geladen wird. In diesem Git-
ter gibt es zwei Klassen von Gittertopfen, A und B, die wie die weiften und schwar-
zen Felder eines Schachbretts angeordnet sind und deren Potenzialtiefendifferenz
AV sich im Experiment kontrollieren ldsst. Durch eine dynamische Anderung von
AV kann man die Atome gezielt wie in einem Fahrstuhl in hohere Bander transfe-
rieren, wo sie an den Bandminima kondensieren und Zustéande mit langreichweiti-
ger Kohérenz ausbilden (siehe Abbildung 1.1(a)). Die hierbei erzeugten Konden-
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Abbildung 1.1: (a) Anregung von Atomen in das zweite Band des bipartiten Gitters.
Die mit der Potenzialtiefendifferenz der beiden Gittertopfklassen verkniipfte Zeitpha-
sendifferenz ¢ wird schnell von einem Start- zu einem Zielwert gefahren. Im zweiten
Band besetzen die Atome auf den flachen Gittertopfen s-Orbitale und auf den tiefen
p-Orbitale. Gezeigt wird der Querschnitt durch das Gitterpotenzial bei der anfingli-
chen (links) und finalen (rechts) Gitterkonfiguration. Eingezeichnet ist jeweils die Lage
der ersten vier Bander und die Wellenfunktionen des Grundzustands im zweiten Band.
(b) Lage des X .- und X_-Punktes in der ersten Brillouin-Zone. (¢) In fritheren Expe-
rimenten aufgenommene Impulsspektren bei verschiedenen Werten der Energiedifferenz
AE = FEy(X_) — E2(X;) zwischen den X -Punkten. AE nimmt dabei von links nach
rechts zu und ist beim mittleren Spektrum anndhernd null. Man sieht, dass sich die
Besetzung der X - und X _-Punkte in Abhéingigkeit von AE #ndert [Ols13].

sate gehen ebenfalls iiber das no-node theorem hinaus [Wu09].

In vorangegangenen Experimenten an unserer Apparatur konnte die Kondensa-
tion bosonischer Rubidium-87-Atome an den Energieminima des zweiten Bandes,
welche sich an den Punkten X, und X_ befinden (siehe Abbildung 1.1(b)),
gezeigt werden [Wirll|. Die Wellenfunktion des Kondensats setzt sich aus s-
Orbitalen in den flachen Gittertopfen und einer Uberlagerung von p,- und
py-Orbitalen in den tiefen Gittertopfen zusammen. Die s-Orbitale fungieren als
isotrope Tunnelbriicken zwischen den ausgerichteten p-Orbitalen, so dass sich
eine langreichweitige zweidimensionale Kohédrenz ausbilden kann. Es wird auf
diese Weise ein unkonventioneller suprafluider Zustand realisiert.

Eine wichtige Erkenntnis dieser Versuche war, dass die X,- und X_-Punkte
bei ausgeglichenen Intensitdten der vier im Gitter miteinander interferierenden
Laserstrahlen energetisch entartet sind und es zu einer komplexen Superpositi-
on der beiden p-Orbitale von der Form p, + ip, kommt [Ols13]. Dadurch wird
der Raum, den die Atome in den tiefen Gittertopfen ausfiillen, maximiert und
die Wechselwirkungsenergie der Atome minimiert. Eine solche Superposition tritt
auch im supraleitenden Festkorper Strontiumruthenat auf, in welchem es zu einer
unkonventionellen Paarung von Elektronen kommt [Mae01]. Sind die Intensitéten
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der vier Laserstrahlen hingegen nicht ausgeglichen, ist der Energieunterschied AE
zwischen den beiden X-Punkten ungleich null. Ab einer bestimmten Grofe von
|AE| wird nur noch einer der beiden X-Punkte besetzt. Abbildung 1.1(c) zeigt
Impulsspektren fiir verschiedene Werte von AFE. Dass sich bei energetischer Ent-
artung der beiden X-Punkte tatsédchlich eine komplexe Superposition der Bloch-
Zustdnde an den X, -Punkten ausbildet, konnte in [Kocl5| demonstriert werden.

Auch wurde an unserer Apparatur die Kondensation von Atomen im vierten
Band sowie das Verhalten beim Stimmen durch eine vermiedene Bandkreuzung des
zweiten, dritten und vierten Bandes untersucht [O11, 012]. Zudem wurde an einem
anderen, in den letzten Jahren aufgebauten Experiment in unserer Arbeitsgruppe
ein entartetes Fermigas in hdheren Béndern eines bipartiten optischen Gitters
realisiert [Hac21].

Vor Kurzem konnte ein Kondensat im zweiten Bloch-Band eines optischen Git-
ters mit hexagonaler Bornitrid-Geometrie erzeugt werden [Wan21|. Dieses stellt
ein chirales atomares Suprafluid mit globalem Drehimpuls dar. Ahnlich wie an
unserem Experiment lassen sich hier Atome durch das Andern der Potenzialtie-
fendifferenz zweier Subgitter in hohere Béander anregen. Die Besonderheit ist da-
bei, dass sich bei der Besetzung von nur einem der beiden Bandminima an den
K-Punkten eine komplexe Wellenfunktion der Form p, + ip, ausbildet.

1.3 Bloch-Oszillationen

Seit der Einfithrung der Quantenmechanik ist es von fundamentalem Interesse, die
Dynamik eines Teilchens in einem periodischen Potenzial zu verstehen. Die Eigen-
zustande des Teilchens sind die Bloch-Funktionen, welche iiber das Gitter delo-
kalisiert sind. Felix Bloch war Ende der 1920er-Jahre zu dem Schluss gekommen,
dass, wenn man eine Kraft in Form eines elektrischen Feldes auf die Elektronen in
einem Kristallgitter wirken lésst, die Elektronen nicht kontinuierlich beschleunigt
werden, sondern eine Oszillationsbewegung im Quasiimpulsraum ausfithren. Das
Vorzeichen der mittleren Geschwindigkeit der Elektronen &ndert sich also peri-
odisch mit der Zeit [Blo29].

Bloch-Oszillationen sind bisher nicht experimentell an Elektronen in einem
natiirlichen Gitter beobachtet worden, da in einem solchen System die Bloch-
Periode, also die Periodendauer der Bloch-Oszillation, deutlich grofer ist als die
Zerfallszeit des Systems. Der Zerfall findet aufgrund von Kollisionen der Elek-
tronen mit Defekten und Storstellen des Kristalls sowie Streuung an Phononen
statt. Ein weiterer Grund fiir Dekohérenz ist die Wechselwirkung zwischen den
Elektronen. Aufgrund der Relaxation ist die kohédrente Entwicklung auf eine
relativ kurze Zeit begrenzt, in der der Quasiimpuls nur einen kleinen Teil der
Brillouin-Zone durchlaufen kann. Es werden im Folgenden einige Meilensteine
der Erforschung von Bloch-Oszillationen genannt, welche die Vielfaltigkeit des
Forschungsfeldes ausdriicken.

In den frithen Neunzigerjahren konnten Bloch-Oszillationen an Elektronen in
Halbleiter-Supergittern beobachtet werden [Fel93, Was93|. Diese Heterostruktu-
ren besitzen im Vergleich zu Volumenkristallen einen deutlich gréfseren Abstand
der Gitterpldatze und eine geringere Dichte der Ladungstrager, so dass die Bloch-
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Periode kleiner ist als die Relaxationszeit. Zerfallsprozesse spielen hier aber nach
wie vor eine grofe Rolle.

Im Jahr 1996 wurden Bloch-Oszillationen auch an kalten thermischen bosoni-
schen Atomen in einem eindimensionalen optischen Gitter beobachtet [BD96]. Die
Systeme der Atome in den kiinstlich erzeugten Lichtkristallen haben gegeniiber
Festkorperkristallen den Vorteil, dass keine Defekte vorhanden und die Kohérenz-
zeiten relativ lang sind. In dem durchgefiihrten Experiment wurden die Atome
mit einer Quasiimpulsverteilung, die kleiner ist als die Breite der Brillouin-Zone,
prapariert, so dass sich die Kohérenzlange iiber mehrere Perioden des Gitterpo-
tenzials erstreckt. Durch eine zeitliche Modulation der Frequenzdifferenz der bei-
den gegenlaufigen Gitterstrahlen erzeugt man ein beziiglich des Laborsystems be-
schleunigtes Gitter, so dass die Atome eine Inertialkraft beziiglich des Gittersys-
tems sehen, welche die Bloch-Oszillation antreibt.

Durch die Realisierung von Bose-Einstein-Kondensaten wurde es moglich,
Bloch-Oszillationen an schwach wechselwirkenden ultrakalten Atomen zu be-
obachten [And98, Mor01l|. Zudem konnte das Phénomen auch an Lichtpulsen
in photonischen Kristallen [Per99, Mor99] und sogar in mechanischen Syste-
men [Gut06] demonstriert werden. Da die Frequenz der Bloch-Oszillation vom
Betrag der treibenden Kraft abhéngt, eignen sich Bloch-Oszillationen zur prézisen
Messung von Kriften, insbesondere der Gravitationskraft [Tar12, Poll1l, And13].

In [Gus08] wird gezeigt, wie es sich auf die Bloch-Oszillation eines BECs
auswirkt, wenn die Streulénge in der Umgebung einer Feshbach-Resonanz variiert
wird. Es kann beim Ausschalten der Wechselwirkung iiber einen Zeitraum
von einigen Sekunden eine Bloch-Oszillation mit tausenden Perioden beobach-
tet werden. Bereits zuvor waren langlebige Bloch-Oszillationen von schwach
wechselwirkenden Strontium-Atomen beobachtet worden [Fer06]. Ein Bloch-
Oszillations-Interferometer, bei dem die Wechselwirkung zwischen den Atomen
ebenfalls tiber eine Feshbach-Resonanz ausgeschaltet werden kann, wird in [Fat08]
vorgestellt. In [Hall0, Alb09] werden Bloch-Oszillationen bei Anwesenheit einer
modulierten Kraft untersucht.

Bloch-Oszillationen konnten desweiteren in Ensembles aus nichtwechselwirken-
den quantenentarteten Fermionen beobachtet werden |[Roa04|. Hierbei findet In-
terferenz von identischen Fermionen statt, die in einem vertikal ausgerichteten op-
tischen Gitter gefangen sind. Aufgrund des Fehlens der Wechselwirkung kann die
Zeitevolution iiber mehr als hundert Perioden verfolgt werden.

Auch wurde demonstriert, dass Bloch-Oszillationen sogar bei kontinuierlicher
Translationssymmetrie des Systems stattfinden konnen, ohne Anwesenheit von
diskreter Translationssymmetrie, wie es in einem optischen Gitter der Fall ware.
Es wird die Situation eines Fremdatoms in einer eindimensionalen Quantenfliis-
sigkeit betrachtet, wobei eine Bloch-Oszillations-Dynamik aufgrund von starken
Quantenkorrelationen stattfindet [Meil7].

In [Kef16, Geol7| wird eine Methode eingefithrt, um Bloch-Oszillationen
eines BECs in einer Cavity kontinuierlich und ohne das Durchfiihren einer auf
die Materiewelle destruktiv wirkenden Messung zu beobachten. Wahrend der
Bloch-Oszillation kommt es zu einer Variation des Dichteprofils der Materiewelle
in der Cavity, wodurch sich die Resonanzfrequenz der Cavity und damit die
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von der Cavity transmittierte Lichtintensitit dndert. Letztere kann mit einem
Photodetektor gemessen werden, woraus sich die Phase der Bloch-Ostzillation
bestimmen l&sst, ohne direkte Messung an den Atomen.

Bloch-Oszillationen mit einer grofen Amplitude im Ortsraum werden in [Geil8|
demonstriert. Im Regime mit grofer Tunnelkopplung und schwacher statischer
Kraft lassen sich Bloch-Oszillationen mit einer Amplitude von hunderten von
Gitterplatzen im untersten und im ersten angeregten Band beobachten.

In der theoretischen Physik haben Bloch-Oszillationen ebenfalls reges Interesse
hervorgerufen. So werden sie beispielsweise als ein Werkzeug gesehen, mit dessen
Hilfe im optischen Gitter nach feinen Abweichungen von Vielteilchensystemen von
der Ein-Teilchen-Beschreibung gesucht werden kann [Hol00]. Wichtige theoreti-
sche Forschungsthemen sind Wannier-Stark-Zustdnde [G1i01, Mak15a, Mak15b],
Dekohérenzeffekte und der Einfluss der Wechselwirkung zwischen den Atomen auf
die Bloch-Oszillation [Kol03a, Buc03, Wit05, Pon06, Mah14| sowie Bloch-Zener-
Osrzillationen [Bre06].

Es sind insbesondere auch zweidimensionale Gitterpotenziale, die in Abhéngig-
keit von der Stérke eines Interferenzterms entweder separabel oder nichtseparabel
sind, theoretisch untersucht worden [Kol03b, Wit04|. In solchen Systemen, zu
denen das in unserer Apparatur realisierte optische Gitter gehort, héngt die
Energieliicke zwischen den Béndern von dem Interferenzterm ab. Sie stellen ideale
Modellsysteme fiir das Studium von Landau-Zener-Ubergéingen dar und eignen
sich gut fiir die Untersuchung von kohérenten Bloch-Zener-Oszillationen. Diese
sind eine Verallgemeinerung von Bloch-Oszillationen, wobei an vermiedenen
Bandkreuzungen Landau-Zener-Uberginge stattfinden konnen.

Experimentell wurden Bloch-Zener-Oszillationen genutzt fiir die Realisierung
eines Stiickelberg-Interferometers mit ultrakalten Atomen in einem optischen
Gitter, das eine aus zwei Bandern bestehende Miniband-Struktur besitzt [K1i10].
Durch zwei teilweise Landau-Zener-Uberginge zwischen den beiden Bindern
lasst sich der Bandabstand bei einem beliebigen Wert des Quasiimpulses und
damit die Bandstruktur des Gitters bestimmen. In [Ueh13b, Uehl3a] werden
Bloch-Zener-Oszillationen systematisch an einem ultrakalten Fermigas studiert.
Mit ihrer Hilfe wird die Position von Dirac-Punkten in einem Honigwabengitter
bestimmt, bei welchem sich der Energie-Offset der beiden Subgitter einstellen
lasst. Das Wellenpaket wird wihrend eines Bloch-Zyklus sukzessive aufgespalten
und wiedervereint, wobei die Bandkreuzungen an den Dirac-Punkten fiir das
atomare Wellenpaket wie Strahlteiler wirken.

Bei Experimenten mit Bloch-Oszillationen von ultrakalten Atomen in héheren
Béandern eines optischen Gitters lédsst sich orbitale Physik mit dem Werkzeug
des Transports im Quasiimpulsraum verbinden. Hierbei wird die Préparation
von mafgeschneiderten Quantenzusténden in hoheren Béandern an beliebigen
Positionen der Brillouin-Zone ermdglicht. Man kann Rekondensationsphdnome-
ne untersuchen, wenn die Atome an eine Position abseits des Minimums des
adressierten Bandes transportiert werden [Sha20]. Zudem wird die Erforschung
einer Oszillation zwischen den Bloch-Zustdnden der beiden Minima des zweiten
Bandes moglich [Hem19]. Wenn man die Atome auf geschlossenen Pfaden im
Quasiimpulsraum bewegt, kann die Berry-Kriimmung, die mit Bandkreuzungen
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Abbildung 1.2: Bloch-Oszillation im zweiten Band bei diagonaler (—(€,+¢€,)) Richtung
der Kraft. (a) Die sich im zweiten Bloch-Band unter dem Einfluss der Kraft bewegenden
Atome werden nach einer variablen Zeit ¢ mit Hilfe der Band-Mapping-Technik auf die
zweite Brillouin-Zone abgebildet. Eingezeichnet sind die Umrisse der ersten und zweiten
Brillouin-Zone. (b) Auftragung der Quasiimpulskoordinate g1 (siehe erstes Bild in (a))
gegen die Zeit.

im Gitter verbunden ist, gemessen werden [Ducl5, Lil6|.

1.4 Diese Arbeit

Der Fokus dieser Arbeit liegt auf der Realisierung von Bloch-Oszillationen ultra-
kalter bosonischer Atome in hoheren Béndern eines quadratischen bipartiten opti-
schen Gitters. Durch eine schnelle kontrollierte Anderung der Potenzialtiefendiffe-
renz AV der beiden Klassen von Gittertopfen A und B lassen sich die Rubidium-
87-Atome beispielsweise in das zweite, vierte und siebte Band anregen. Es werden
Messungen von Bloch-Oszillationen im ersten, zweiten und vierten Band vorge-
stellt, wobei wir uns auf zwei grundlegende Richtungen der Kraft konzentrieren:
der ,horizontalen Richtung (parallel zur x-Achse des Gitters) und der ,,diagona-
len Richtung (im Winkel von 45° zur x-Achse). Die Kraft wird durch das instan-
tane Einschalten eines zusétzlichen Magnetfeldes erzeugt und kann in Richtung
und Betrag in der Gitterebene (x-y-Ebene) variiert werden. Es wird gezeigt, wie
sich aus der Analyse der Band-Mapping-Bilder einer Messung die Bloch-Periode
ermitteln lasst (siehe Abbildung 1.2). Die experimentell fiir die Frequenz ermit-
telten Werte sollen mit den theoretischen Werten, die sich aus einer Modellierung
des Magnetfeldes der Spulenkonfiguration ergeben, verglichen werden. Anschlie-
fend stellen wir Anwendungen des Transports im Quasiimpulsraum unseres bi-
partiten Gitters vor. Hierzu zéhlt eine neuartige Methode der Erzeugung eines
Kondensats im zweiten und siebten Band, bei welcher die Atome bereits vor der
Anderung von AV an die Stelle des Bandminimums transportiert werden. Die Ar-
beit gliedert sich wie folgt:
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e Im zweiten Kapitel werden die physikalischen Grundlagen von Atomen in ei-
nem optischen Gitter dargelegt. Es werden die Ausbildung des Gitterpoten-
zials sowie die Entstehung der Bandstruktur diskutiert. Insbesondere wird
hierbei auf das in unseren Experimenten verwendete zweidimensionale bi-
partite Gitter eingegangen.

e Das dritte Kapitel behandelt den experimentellen Aufbau unserer Ap-
paratur. Es erfolgt eine Beschreibung der Maschine, mit der sich ein
Bose-Einstein-Kondensat aus Rubidium-87-Atomen erzeugen lédsst. Dieses
dient als Ausgangspunkt fiir die Experimente im optischen Gitter. Es
wird erklart, wie das bipartite Gitter realisiert wird und wie sich die
sogenannte Zeitphasendifferenz ¢ einstellen und kontrollieren lasst. Zudem
wird verdeutlicht, dass sich anhand von Kalibrierungsmessungen bestimmte
Gitterparameter bestimmen lassen. Zu diesen zahlen die Gittertiefe, aber
auch andere Parameter, welche die Anisotropie des Gitters ausdriicken.

e Kapitel 4 widmet sich dem Anregungsmechanismus, mit dem sich Konden-
sate in hoheren Béndern des optischen Gitters erzeugen lassen. Es werden
die Anregungssequenzen fiir das zweite, vierte und siebte Band présentiert.
Wir gehen in dem Kapitel genauer auf die Grundzustdnde im zweiten Band
ein, welche in Abhéngigkeit von der Energiedifferenz der Punkte X, und
X_ entweder eine Besetzung von nur einem X-Punkt oder eine komplexe
Superposition beider X-Punkte darstellen. Zum Abschluss des Kapitels
wird eine Oszillation zwischen den Zustdnden in verschiedenen Bandern an
einem der beiden X-Punkte demonstriert.

e Im fiinften Kapitel legen wir zunédchst die theoretischen Grundlagen von
Bloch-Oszillationen dar, wobei auch genauer auf die Bewegung im Quasi-
impulsraum des zweidimensionalen Gitters eingegangen wird. Es wird
erklart, wie an unserem Experiment eine Kraft auf die Atome erzeugt
wird, so dass sie sich durch den reziproken Raum bewegen und Bloch-
Ostzillationen ausfiihren. Es werden Bloch-Oszillationen in drei verschiede-
nen Biandern und bei zwei grundlegenden Richtungen der Kraft vorgestellt.
Zum Nachvollziehen der Bewegung durch den Quasiimpulsraum werden
zu verschiedenen Zeitpunkten Band-Mapping-Bilder aufgenommen. Durch
deren Analyse ist es moglich, fiir jede Messung die Frequenz der Bloch-
Oszillation zu bestimmen. Es erfolgt ein Vergleich mit den theoretisch aus
einer Simulation der Magnetfelder berechneten Frequenzen.

e Kapitel 6 demonstriert experimentelle Anwendungen des Transports von
Atomen im Quasiimpulsraum. So werden neuartige Anregungsmethoden
fiir das zweite und siebte Band vorgestellt, bei denen im Unterschied zu den
bisherigen Sequenzen die Atome bereits vor der schnellen Anderung der
Zeitphasendifferenz an einen der X-Punkte des ersten Bandes transportiert
werden. Auch préasentieren wir ein Phédnomen, bei welchem nach einem
Transport der Atome an einen der X-Punkte des ersten Bandes und einer
schnellen Zeitphasenrampe in das zweite Band eine Oszillation zwischen
dem X, - und X_-Punkt beobachtet werden kann.
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e Das siebte Kapitel schlieflich fasst die experimentellen Ergebnisse dieser
Arbeit zusammen und gibt einen Ausblick auf zukiinftige Experimente im
bipartiten Gitter.
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2 Optische Gitter

Ein idealer Festkorper stellt eine streng periodische Anordnung von Atomen dar.
Lange Zeit war ungeklért, wie sich Elektronen im Festkérper bewegen kénnen, oh-
ne von den positiv geladenen Atomriimpfen beeintriachtigt zu werden. Diese Fra-
gestellung wurde von Felix Bloch Ende der 1920er-Jahre beantwortet. Die Ant-
wort liegt darin, dass die Elektronenwellen im Festkorper eine gitterperiodische
Modulation besitzen. Diese Wellen, welche man als Bloch-Wellen bezeichnet, wer-
den in einem perfekt periodischen Festkorper nicht gestreut. Abweichungen von
der strengen Periodizitdt fithren jedoch zu Streuprozessen. In diesem Kapitel sol-
len die Grundlagen der Physik von ultrakalten Atomen beschrieben werden, die
sich in einem periodischen, mit Hilfe von Laserstrahlen erzeugten Gitterpotenzial
befinden. Es werden dabei die Entstehung des optischen Gitterpotenzials in ver-
schiedenen Dimensionen und das Zustandekommen der Bandstruktur im Gitter
beschrieben. Insbesondere gehen wir dabei auf das an unserer Apparatur realisier-
te bipartite zweidimensionale optische Gitter ein.

2.1 Optisches Dipolpotenzial

Optische Dipolpotenziale kommen durch die Wechselwirkung von Atomen mit
Laserstrahlen zustande. Im Folgenden orientieren wir uns an [Gri00|. Befindet
sich ein Atom in einem Laserstrahl mit der Kreisfrequenz w, wird es durch das
elektrische Feld E des Lichts polarisiert und erhélt ein Dipolmoment J: welches
mit der gleichen Frequenz wie das elektrische Feld schwingt. Fiir die Amplitude
dy des induzierten Dipolmoments gilt

dy = a(w) Eo (2.1)

wobei Fy die Amplitude des elektrischen Feldes und « die im Allgemeinen kom-
plexe Polarisierbarkeit sind. Ein Dipol erfahrt in einem elektrischen Feld das Po-
tenzial

Viip (F) = —=(d o E) = ———Re(a)I (2.2)

mit der Lichtintensitét I = 1/2 eqc|Ep|*. Die Dipolkraft auf ein Atom im Lichtfeld
betragt dann . .
Fiip(7) = —FVa (7). 23)

Bei der Erzeugung des Dipolpotenzials wird Energie aus dem Lichtfeld absorbiert
und anschlieffend spontan in Form von Dipolstrahlung emittiert. Die Rate der
absorbierten Leistung ist gegeben durch

w

Pan(7) = (d- E), = () (7). 24

11
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Damit verbunden ist die Streurate der Photonen, welche sich als

Lo(7) = Pa;jfm =

Tm(a)(F) (2.5)

schreiben lasst.
Im Allgemeinen ist die Berechnung der Polarisierbarkeit o sehr kompliziert.
Ein theoretisches Modell fiir die Bestimmung von « ist das semiklassische Modell.
Hierbei wird das Atom als Zwei-Niveau-Quantensystem behandelt, welches mit
einem klassischen Lichtfeld wechselwirkt. In dem Modell tritt die Dampfungsrate
I' auf, fiir welche man
3
Wo

= sl el o) (26)

erhélt, mit dem elektrischen Dipol-Operator ﬁ

In Dipolfallen wird zumeist sehr stark rotverstimmtes Licht verwendet, so dass
Sattigungseffekte vernachlissigt werden kénnen und die Streurate I'y. klein ist
gegeniiber I'. In diesem Fall gelten fiir das Dipolpotenzial und die Streurate:

. 3mc? r r 5
Vaip (7) = — 2 <w0 iy + o +w> I(7) (2.7)
3r (w\° ([ T r \?
[ e(¥) = —= | — 1 2.8
() 2hw? (wo) (wo—w +w0+w) () (28)

Die beiden obigen Formeln sind giiltig fiir jede Frequenz w des den Oszillator
treibenden Laserlichts. Bei vielen Experimenten gilt, dass die Verstimmung
A = w — wy deutlich kleiner ist als die Resonanzfrequenz des atomaren Uber-
gangs, |A| < wp. In diesem Fall ergeben sich durch Anwendung der sogenannten
Rotating- Wave-Approzimation |All75] die vereinfachten Formeln:

o 3rAT
Vaip (7) 207 ZI(T) (2.9)
372 (T)? .
Lse(F) = st <Z) 1(r) (2.10)

Anhand der Gleichungen 2.9 und 2.10 lassen sich wesentliche Aspekte der Phy-
sik von Dipolfallen mit stark verstimmten Lichtfeldern beschreiben. Zum Beispiel
spielt das Vorzeichen des Detunings eine grofe Rolle: Fiir rotverstimmtes Laser-
licht (A < 0) ist das Dipolpotenzial negativ und die Atome werden in das Licht-
feld hineingezogen. Die Potenzialminima liegen damit an den Stellen mit maxi-
maler Intensitat. Ist das Laserlicht hingegen blauverstimmt (A > 0), werden die
Atome durch die Dipolkraft aus dem Lichtfeld herausgedriickt und die Potenzial-
minima befinden sich an den Intensitdtsminima.

Aus den Gleichungen erkennt man auch, dass das Dipolpotenzial proportional
zu I/A, die Streurate jedoch proportional zu I/A? ist. Um in einer Dipolfalle
Atome zu fangen, will man ein méglichst grofes Dipolpotenzial erzeugen, wofiir
hohe Lichtintensitaten notwendig sind. Bei Erhchung der Intensitiat nimmt jedoch
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auch die Streurate zu, so dass es empfiehlt, eine relativ grofse Verstimmung zu
verwenden, um die Streurate so gering wie moglich zu halten.

Bei Alkali-Atomen, wie dem in unserem Experiment verwendeten 8"Rb, hingt
das Dipolpotenzial von der Unterstruktur der Energieniveaus ab. Der angereg-
te Zustand spaltet sich durch Spin-Bahn-Kopplung in zwei Feinzustédnde auf, so
dass im Spektrum die beiden fiir Alkali-Atome charakteristischen D;- und Ds-
Linien auftreten. Typischerweise ist die im Experiment verwendete Verstimmung
des Laserlichts deutlich grofer als die Hyperfeinaufspaltung der angeregten Zu-
stinde. Das genaue Aussehen der Hyperfeinstruktur spielt dann keine Rolle und
es muss nur die Feinstruktur beriicksichtigt werden. Unter diesen Bedingungen

gilt [Web03]:

3r [ T, T,
Vaip = m( f o )-I (2.11)

B 2w \Weff — W Wesf + W
3t [ w \® Cegt Ter \°

r, =" (¥ I 2.12
2hw (weff) (Weﬁ —w +w) (2.12)

Hierbei ist weg = 1/3w; + 2/3ws die effektive Ubergangsfrequenz der beiden D-
Linien und T'eg = 1/3T"; + 2/3T5 die effektive Linienbreite.

2.2 Einfaches eindimensionales und
zweldimensionales Gitter

Ein eindimensionales Gitter lasst sich erzeugen, indem man einen Laserstrahl in
sich selbst zuriickreflektiert, so dass die beiden Strahlen zu einer stehenden Welle
interferieren (siche Abbildung 2.1(a)). Wir nehmen die Strahlen zunéchst als ebene
Wellen an und betrachten die ortsabhingige Intensitit I bei Uberlagerung der
elektrischen Felder von einlaufender und reflektierter Welle:

I ~ |Ein + Evet)® = |Eoe™ + Ege *|? = 4| Ey|* cos® (kx) (2.13)

Hierbei ist £y die Amplitude des elektrischen Feldes und k& = 27/\ die Wellenzahl
des Laserlichts mit der Wellenldnge A. Das Dipolpotenzial ist proportional zur
Intensitat und lasst sich damit schreiben als

V(z) = —Vjcos®(kx). (2.14)

Es entsteht ein periodisches Potenzial, deren Minima im Abstand von \/2 ange-
ordnet sind.

Durch Uberlagerung von stehenden Laserwellen in verschiedenen Raumrichtun-
gen lassen sich periodische Potenziale in hoheren Dimensionen erzeugen. Ein ein-
faches quadratisches optisches Gitter kann man mit zwei orthogonal zueinander
ausgerichteten Laserstrahlen erzeugen, die jeweils in sich zuriickreflektiert werden,
wie in Abbildung 2.1(b) dargestellt. Falls in den beiden Gitterésten zueinander
orthogonale Polarisationen verwendet werden, findet zwischen den beiden Asten
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Abbildung 2.1: (a) Strahlengang des Laserstrahls bei einem einfachen eindimensionalen
Gitter. Der einlaufende Strahl wird mit Hilfe einer Linse fokussiert. An der Position der
Strahltaille befinden sich fiir gew6hnlich die Atome. Der anschliefsend wieder divergieren-
de Strahl wird mit Hilfe einer zweiten Linse kollimiert und am Spiegel reflektiert, bevor
er Uber die zweite Linse wieder fokussiert wird. Das kleinere untere Bild veranschaulicht
die Intensitétsverteilung des Strahls. Es kommt zur Ausbildung von Intensitétsmaxima
im Abstand von A/2. (b) Strahlengang der Laserstrahlen bei einem einfachen quadrati-
schen Gitter. An dem Ort, an dem sich die Fokusse der vier Strahlen befinden, bildet sich
das zweidimensionale optische Gitterpotenzial aus. (¢) Anordnung der Atome in réhren-
férmigen Strukturen im zweidimensionalen optischen Gitter. Strahlradius, Radius an der
Strahltaille und Abstand der Gitterplatze sind nicht mafstabsgetreu dargestellt.
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2.3 Bipartites zweidimensionales optisches Gitter

keine Interferenz statt. Falls die Polarisationen nicht perfekt linear oder nicht per-
fekt orthogonal zueianander sind, kann es dennoch zu einer schwachen Interferenz
zwischen verschiedenen Asten kommen. Dies lisst sich durch die Verwendung von
verschiedenen Frequenzen in den beiden Gitterdsten verhindern. Ist die gewihlte
Frequenzdifferenz ausreichend grofs, kommt im effektiven, zeitgemittelten Poten-
zial der Interferenzterm nicht mehr vor. Typische Frequenzdifferenzen in Experi-
menten mit optischen Gittern liegen im Bereich einiger 100 kHz.
Das Potenzial eines einfachen quadratischen Gitters ist gegeben durch

V(z,y) = —Vo(cos®(kx) + cos?(ky)) . (2.15)

Die Gittertiefe V; wird {iblicherweise in Einheiten der Riickstofenergie (auf
Englisch: recoil energy) Ere. = h*k*/2m angegeben. m ist hierbei die Atommasse.
Die Riickstofsenergie ist die kinetische Energie, die ein ruhendes Atom durch den
Riickstofs bei der Absorption eines Photons erhélt.

2.3 Bipartites zweidimensionales optisches Gitter

In unserem Experiment werden fiir die Erzeugung des zweidimensionalen Gitter-
potenzials die gleiche Polarisation und Frequenz in den beiden Gitterédsten ver-
wendet. Es handelt sich um ein sogenanntes interferometrisches optisches Gitter.
Es interferieren am Ort der Atome vier Strahlen miteinander — die beiden einlau-
fenden und die beiden zuriickrefektierten Strahlen.

Die einlaufenden Gitterstrahlen sind entlang der x- und y-Richtung ausgerichtet.
Die Polarisation steht senkrecht dazu und zeigt in die z-Richtung. Die einzelnen
vier miteinander interferierenden Wellen sind gegeben durch:

E (ZL‘, n t) E, e—i—lkzz —iwt +119/2 é (216)

EC) (2, y,t) = Ege ke wletiV/2 g, (2.17)

—»é_i_ (gj, g, t) o e+1kx —iwt —119/2 e, (218)
x = Eye hre wte=W/2 g 2.19
( Y ) 0 z

Die Strahlen im x-Ast des Gitters besitzen eine zuséatzliche Phase 9 gegeniiber den
Strahlen im y-Ast, welche wir als Zeitphasendifferenz bezeichnen. Diese ist ein im
Experiment kontrollierbarer Parameter und wird iiber einen auf einem Piezoaktor
montierten Umlenkspiegel eingestellt, wie in Abschnitt 3.2 im Detail beschrieben
wird. Das resultierende elektrische Feld ergibt sich durch Addition der vier Felder:

o — B+ i~ i+ i~
E(z,y,t) = ESD + EC) + E(M 4+ B (2.20)
= 2Ee " (e*“g/2 cos(kx) + e 19/ cos(ky))e. (2.21)

Das Gitterpotenzial ist proportional zur Intensitit des Laserlichts und damit zum
Betragsquadrat des elektrischen Feldes. Man erhalt:

Vap(z, y;9) = —Vp (cos®(kx) + cos® (ky) + 2 cos ¥ cos(kz) cos(ky)) (2.22)
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Abbildung 2.2: Gittergeometrie des bipartiten zweidimensionalen Gitters fiir vier ver-
schiedene Werte der Zeitphasendifferenz, ¥ € {0,57; 0,557; 0,77; 7}. Oben werden Kon-
turenplots des Gitterpotenzials gezeigt. Unten sind Querschnitte durch das Potenzial
entlang der schwarzen gestrichelten Linie dargestellt. Rot eingezeichnet ist die Einheits-
zelle des Gitters fiir die Félle ¥ = 7/2 und 9 # 7 /2.

Das bipartite quadratische Gitterpotenzial ist damit die Summe zweier eindimen-
sionaler Gitterpotenziale in x- und in y-Richtung sowie eines Interferenzterms, der
von der Zeitphasendifferenz 9 abhéngt. Diese kann Werte zwischen 0 und 7 an-
nehmen. Abbildung 2.2 veranschaulicht die Gittergeometrie fiir veschiedene Wer-
te von .

Fiir ¥ = 7/2 verschwindet der Interferenzterm in Gleichung 2.22. Es ergibt sich
ein einfaches quadratisches Gitter, in welchem alle Gittertopfe die gleiche Tiefe
besitzen. Fir ¢ # /2 ldsst sich das Gitter in zwei Subgitter mit verschiedener
Potenzialtiefe unterteilen. Es gibt zwei Klassen von Gittertopfen, A und B, deren
Potenzialtiefendifferenz

AV () = Vimin) _ymin) — 4y cos o (2.23)

betragt. Die Einheitszelle des Gitters muss die beiden Gittertopfe A und B enthal-
ten, weshalb man in Analogie zur Festkorperphysik auch von einer zweiatomigen
Basis spricht.

In den Spezialfillen ¥ = 0 und ¥ = 7 verschwindet eines der beiden Subgitter,
da die zugehorigen Gittertopfe zu Punkten zusammenschrumpfen. Diese Punkte
sind durch Linien gleichen Potenzials miteinander verbunden. Im Vergleich zum
einfachen quadratischen Gitter bei ¥ = 7/2 hat sich der absolute Wert des Po-
tenzialminimums verdoppelt. Die Hohe des Potenzialwalls zwischen benachbarten
Gitterpldtzen hat sich sogar vervierfacht.

Im Experiment werden fiir die Realisierung von optischen Gittern fokussierte
Gauksche Laserstrahlen verwendet. Die Intensitatsverteilung eines Gaufsschen
Strahls, der sich in x-Richtung ausbreitet, ist gegeben durch

I(F) = P>e W (2.24)
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2.3 Bipartites zweidimensionales optisches Gitter

P stellt die optische Leistung dar und w(z) = wo+/1 + (/x¢)? den Strahlradius,
wobei wy der Radius an der Strahltaille (auf Englisch: waist) und zo = 7w/ die
Rayleigh-Linge sind. Fiir das elektrische Feld des Gaufischen Strahls gilt entspre-

chend
Wo

1"2
E(F) = Ap—0 ¢ v | (2.25)

w(z)
mit einer Konstanten Ay. Die an unserem Experiment verwendete Wellenlédnge fiir
den Gitterlaser betragt A = 1064 nm. Der Radius an der Strahltaille betragt etwa
wo = 100 pm, so dass sich fiir die Rayleigh-Lénge 2o = 30 mm ergibt. Die Ausdeh-
nung der atomaren Wolke ist deutlich kleiner als die Rayleigh-Lange, der Strahl
besitzt damit im gesamten von den Atomen eingenommenen Raum néherungswei-
se den Radius wy. Unter Beriicksichtigung der Gaufschen Form der Laserstrahlen
ergibt sich fiir das zweidimensionale Potenzial im Zentrum des Gitters:

2,2 2,2 2
2505 9/2 (ke | —ika —2505 /2 (Lik ik
e U0 (M 4eT™) +e T b e (e + e7)

G

Vop (759) = 1

_9x

oy 22
=-W (e w5 cos?(kz) +e 0 cos®(ky)

22 4y2 4222

+ 2 wg cos(V) cos(kx) COS(k‘y))
(2.26)

Hierbei wurde angenommen, dass alle Strahlen den gleichen Taillenradius wq be-
sitzen und sich die Taillen im gleichen Punkt befinden. Senkrecht zur Gitterebene
—in z-Richtung — ist der Einschluss durch das Gitterpotenzial gering. Aus diesem
Grund ist die Verteilung der Atome auf einem Gitterplatz in dieser Richtung re-
lativ ausgedehnt und die Atome bilden im Gitter réhrenformige Strukturen aus,
wie in Abbildung 2.1(c) veranschaulicht.
Wihrend sich die Atome im optischen Gitterpotenzial befinden, ist im Experi-
ment zusitzlich die Magnetfalle angeschaltet, deren Potenzial gegeben ist durch
m oo 2 2 2
Vinag = 5 Whnag (27 + 47 +27) . (2.27)
Es soll hier angenommen werden, dass die Magnetfalle isotrop ist, also in allen
drei Raumrichtungen die gleiche Fallenfrequenz wp,s besitzt. Sowohl die Gaufs-
Form der Gitterstrahlen als auch die Magnetfalle tragen zu einem einhiillenden
Potenzial bei, welches dafiir sorgt, dass benachbarte Gittertopfe der gleichen Klas-
se (A oder B) unterschiedlich tief sind. Eine harmonische Naherung des durch die
Gaufschen Laserstrahlen zustandekommenden einhiillenden Potenzials liefert fiir
den Einschluss in der Gitterebene (x-y-Ebene) und in z-Richtung die Frequenzen

L2 4Vo(1 + cos V)

2.28
- 20 (2.28)
1
2 _ 8Vo(1 + (220519) . (2.20)
mw?
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2 Optische Gitter

Fiir den gesamten Einschluss in der Gitterebene und in z-Richtung erhilt man
dann die Frequenzen

02 = w? + wlog (2.30)
L =wl+wl,, (2.31)

2.4 Beriicksichtigung der Anisotropie des
bipartiten 2D-Gitters

Bei der Herleitung von Gleichung 2.22 waren wir davon ausgegangen, dass die
vier miteinander interferierenden Strahlen die gleiche Amplitude des elektrischen
Feldes besitzen. In der experimentellen Realitit kommt es an jeder Grenzflache
zwischen Glas und Luft bzw. Glas und Vakuum zu Verlusten in der Lichtleistung.
Pro Grenzflache nimmt die optische Leistung um etwa 4% ab. Da die beiden retro-
reflektierten Strahlen am Ort der Atome jeweils vier Grenzflichen mehr durchlau-
fen haben als die einlaufenden, ist ihre Leistung ohne Kompensation der Verluste
um den Faktor 0,96* ~ 0,85 reduziert.

Die Gitterstrahlen im x- und y-Ast haben ihren Ursprung in einem gemeinsamen
Laserstrahl, der auf dem Gittertisch aus einer Faser ausgekoppelt und durch einen
Strahlteiler in die beiden Gitterdste aufgespalten wird. Moglicherweise geschieht
diese Aufteilung nicht exakt im Verhéltnis 50:50, so dass die beiden einlaufenden
Strahlen ein etwas von eins abweichendes Amplitudenverhéltnis n, = E,o/E,
besitzen konnen. Ebenfalls kann es einen Einfluss auf die relative Feldstédrke der
vier Strahlen am Ort der Atome haben, dass die Fokusse der Strahlen sich an
etwas unterschiedlichen Positionen befinden. Hierauf wird in Abschnitt 3.5 genauer
eingegangen.

Wir wollen hier das im vorherigen Abschnitt betrachtete einhiillende Potenzial
vernachléssigen. Wir fithren nun in Gleichung 2.22 Parameter ein, welche die re-
lative Abschwéichung der Feldamplituden der vier Strahlen ausdriicken. Das Git-
terpotenzial hat dann die Form

V(.T,y,ﬂ) _ _% ’ei§/2 (eik:c + SIe_ikx) + e—i§/2ny (eiky + €ye_iky) ‘2 ‘ (2‘32)

1y gibt das Amplitudenverhaltnis der einlaufenden Strahlen im x- und im y-Ast
nach der Aufteilung am Strahlteiler an. e, bzw. €, beschreibt die Abschwichung
des retroreflektierten Strahls im Vergleich zum einlaufenden im x- bzw. y-Ast. Wir
bezeichnen ¢,, €, und 7, als Anisotropieparameter.

Fir e, = ¢, = 1, = 1 besitzt das Gitter neben der Translationsinvarianz
weitere Symmetrien, die zur Diedergruppe D, gehoren. Dies ist die Symme-
triegruppe eines Quadrats und beinhaltet die vierfache Rotationssymmetrie
(Cy-Symmetrie) sowie zusitzliche Spiegelsymmetrien. Ist mindestens einer der
Anisotropieparameter ungleich eins, wird die Cy-Symmetrie des Gitters gebro-
chen. Der Interferenzterm in Gleichung 2.22 veschwindet dann auch bei 9 = 7/2
nicht vollstandig. Abbildung 2.3 zeigt das Gitterpotenzial bei verschiedenen
Werten der drei Anisotropieparameter. Bis auf das Bild rechts unten betragt die
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Abbildung 2.3: Konturdarstellung des zweidimensionalen Gitterpotenzials fiir verschie-
dene Werte der Anisotropieparameter ., ¢, und n = n,. Die Zeitphasendifferenz 1
betréigt ¥ = 7/2, bis auf die Gitterkonfiguration unten rechts (¢ = 0,557).

Zeitphasendifferenz ¢ = 7/2. Um den Effekt von ¢,, €, und 7, zu verstehen, ist
in den Konturdarstellungen jeweils ein Parameter von eins verschieden (bis auf
den Plot rechts unten).

Fiir e, < 1 hat der reflektierte Strahl im x-Ast eine geringere Feldamplitude als
der einlaufende, es kommt es zu einer Modifikation des Gitters in x-Richtung. Die
Potenzialbarrieren werden abwechselnd angehoben und abgesenkt, so dass Dop-
peltopfsysteme entstehen. Innerhalb von diesen wird die Tunnelamplitude erhoht.
Analog kommt es fiir ¢, < 1 zur Ausbildung von in y-Richtung ausgerichteten
Doppeltopfen.

Falls man eine Moglichkeit hat, die Verluste an den Grenzflichen iiberzukom-
pensieren, kann man e-Werte grofer eins erreichen. Die Amplitude des zuriicklau-
fenden Strahls ist dann grofser als die des einlaufenden. Realisiert werden kann
dies dadurch, dass sich der Fokus des einlaufenden Strahls in einigem Abstand
vom Ort der Atome befindet, der Fokus des reflektierten Strahls hingegen genau
an der Position der Atome liegt (siehe hierzu Abschnitt 3.5). In diesem Fall wer-
den die Potenzialbarrieren entlang von hexagonalen Strukturen im Gitter abge-
senkt.

Fir n, # 1 sind, falls €,,¢, = 1, die Gittertiefen der 1D-Gitter in x- und y-
Richtung verschieden. Daraus folgt, dass fiir n, < 1 die Potenzialbarriere zwischen
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Abbildung 2.4: Beispiel fiir ein zweidimensionales Bravais-Gitter und das zugehorige
reziproke Gitter. Fiir das Bravais-Gitter sind die primitiven Gittervektoren, die primitive
Gitterzelle und die Wigner-Seitz-Zelle eingezeichnet und fiir das reziproke Gitter die
Basis-Vektoren, die von ihnen aufgespannte Einheitszelle sowie die Wigner-Seitz-Zelle,
welche als erste Brillouin-Zone bezeichnet wird.

benachbarten Gittertopfen in x-Richtung grofer als in y-Richtung ist. Fir n, > 1
ist es genau andersherum.

Der Unterschied in der Potenzialtiefe zwischen Gittertopfen der Klassen A und
B héngt ebenfalls von den Anisotropieparametern ab. Es gilt:

AV (9) = =Vo(1 + €,)(1 + €,)n, cos ¥ (2.33)

2.5 Bravais-Gitter und Wigner-Seitz-Zelle

Wir orientieren uns im Folgenden an [Grol4]. Eine periodische rdumliche Struktur
lasst sich durch das Konzept des Bravais-Gitters beschreiben. Das Bravais-Gitter
spezifiziert das Raumgitter, auf dem die Basiseinheiten des Gitters angeordnet
sind. An jedem Punkt des Raumgitters befindet sich eine Basis, die aus nur einem
oder auch mehreren Gitterpldtzen (im Falle eines Festkorpers: Atomen) bestehen
kann. Das zweidimensionale optische Gitter in unserem Experiment mit dem Po-
tenzial 2.22 hat zum Beispiel eine Basis aus zwei Gittertopfen.

Ein zweidimensionales Bravais-Gitter besteht aus allen Punkten R = nid; +
naly mit ni,ngy € 7Z. Die Vektoren @; und d, bezeichnet man als primitive
Gittervektoren. Ein Beispiel fiir ein zweidimensionales Raumgitter wird in Abbil-
dung 2.4 gezeigt. Das Bravais-Gitter ist invariant gegeniiber diskreten Translatio-
nen um einen Vektor T = n1dy + naedy. Zwei Punkte des Gitters sind immer durch
einen Vektor T miteinander verbunden. Die Langen der Gittervektoren werden
als Gitterkonstanten bezeichnet. Die Wahl der Gittervektoren ist nicht eindeutig.

Die primitiven Gittervektoren spannen ein Parallelogramm auf, welches man
als die primitive Gitterzelle oder Einheitszelle bezeichnet. Wenn man diese primi-
tive Gitterzelle um alle existierenden Translationsvektoren 7' verschiebt, wird der
gesamte Raum ohne Uberlappungen oder Locher ausgefiillt. Die primitive Git-
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terzelle ist die Einheitszelle mit dem kleinstmoglichen Flacheninhalt, sie enthalt
genau einen Punkt des Raumgitters.

Man kann immer eine primitive Gitterzelle mit der vollen Symmetrie des
Bravais-Gitters auswéhlen. Die dabei am héufigsten verwendete Zelle ist die
Wigner-Seitz-Zelle. Sie befindet sich um einen Gitterpunkt herum und ist der
Bereich, der diesem Gitterpunkt naher ist als allen anderen Gitterpunkten. Im
zweidimensionalen Bravais-Gitter erhdlt man die Wigner-Seitz-Zelle wie folgt:
Man zieht Verbindungslinien von dem Gitterpunkt zu den benachbarten Gitter-
punkten und zeichnet die Mittelsenkrechten dieser Linien ein. Die umschlossene
Flache um den Gitterpunkt herum ist die Wigner-Seitz-Zelle.

2.6 Reziprokes Gitter

Wir betrachten ein Bravais-Gitter B = n1a@; -+ nad» und eine ebene Welle V(1) =

Yo ko™ Tm Allgemeinen hat die ebene Welle nicht die Periodizitéit des Bravais-
Gitters. Der Satz aller Wellenvektoren /;:, fiir die sich ebene Wellen mit der Peri-
odizitéat des Bravais-Gitters ergeben, bildet das zum Bravais-Gitter reziproke Git-
ter. Dass eine ebene Welle die Periodizitdt des Bravais-Gitters hat, bedeutet, dass
sie invariant ist unter der Verschiebung um einen beliebigen Gittervektor ﬁ das

heifst ¥p(7) = ¥p(r + R). Fiir die reziproken Gittervektoren, welche wir mit G

bezeichnen wollen, gilt ciGo R

GoR =2l mit | € Z.
Fiir ein zweidimensionales Gitter lassen sich die Basisvektoren des reziproken
Gitters wie folgt aus den primitiven Gittervektoren des Bravais-Gitters berech-

nen:!

= 1. Diese Bedingung lasst sich auch schreiben als

= 271

b — TS S 5 (12 X (a1 X 113 234

2 = a ag a .
||—»1 % — ||2 1 1

Um die Kreuzprodukte zu bestimmen, miissen d; und dy durch Hinzufligen
einer Nullkomponente in z-Richtung zu dreidimensionalen Vektoren erganzt
werden. Das reziproke Gitter besteht dann aus allen Vektoren G = m161 + m2192
(mq, mg € Z) . Die Wigner-Seitz-Zelle des reziproken Gitters heift erste Brillouin-
Zone. Sie besitzt die volle Symmetrie des Gitters. Die Konstruktion der ersten
Brillouin-Zone erfolgt analog zu der der Wigner-Seitz-Zelle des Bravais-Gitters:
Man zeichnet die Verbindungslinien eines Punktes des reziproken Gitters mit den
benachbarten Gitterpunkten ein. Die Mittelsenkrechten dieser Verbindungslinien
umranden die erste Brillouin-Zone. Sie heifsen Bragg-Linien, da alle Wellenvekto-
ren lg, die auf ihnen enden, die Bragg-Bedingung erfiillen. Die n-te Brillouin-Zone
ist nun definiert als der Bereich im reziproken Raum, der durch das Uberschreiten
von genau n — 1 Bragg-Linien erreicht wird. Dies ist also die Flidche zwischen den

'Man erhilt die reziproken Basis-Gittervektoren des 2D-Gitters, in dem man in d1e Formeln fiir
die reziproken Gittervektoren b; (i = 1;2;3) des 3D- Gltters zum Beispiel by = a2 X dz mit

V = |(@ X d@s) o ds|, fiir d3 den Einheitsvektor 7 = m einsetzt.

21



2 Optische Gitter

O O O O O
1
o o 2
3
4

O O
7
O O 8
- ’

O O O O O

Abbildung 2.5: Die ersten neun Brillouin-Zonen eines einfachen quadratischen Gitters.

Bragg-Linien (n — 1)-ter und n-ter Ordnung. Abbildung 2.5 zeigt das Aussehen
der ersten neun Brillouin-Zonen fiir ein einfaches quadratisches Gitter.

2.7 Losungen der Schrodinger-Gleichung mit
gitterperiodischem Potenzial

Wir betrachten nun ein einzelnes Teilchen im periodischen Gitterpotenzial V. Das
Potenzial ist invariant unter Verschiebung um einen Gittervektor R, V(7 + R) =
V(7). Der Hamilton-Operator fiir das Teilchen im Gitter lautet

22
3 p
H = o + V(). (2.36)
Die Losungen der zeitunabhingigen Schrédinger-Gleichung stellen die Bloch-
Funktionen v, #(7) dar, die zugehorigen Eigenenergien werden mit E,(g) be-
zeichnet. Hierbei sind n (n € N,n > 1) der diskrete Bandindex und ¢ der
kontinuierliche Quasitmpuls. Nach dem Bloch-Theorem lassen sich die Bloch-
Funktionen als Produkt einer ebenen Welle und einer Funktion w,, z(7) mit der
Perdiodizitat des Gitterpotenzials schreiben:

Ung(F) =t g(P) €T°7  mit  w, (7 + R) =, 4(F) (2.37)

Die Bloch-Funktionen stellen damit ebene Wellen dar, die von den Funktionen
up, 7(7) periodisch moduliert werden. Die Funktionen w, z(7) erfiillen die Gleichung:

. 5+ hiq)?
(p <D+

Hy tn g(7) = Bngung(f)  mit Hy= ==+ V(7 (2.38)

Sowohl die Bloch-Funktionen als auch die Energieeigenwerte sind periodisch mit
¢. Bloch-Wellen, deren Quasiimpulse sich um einen reziproken Gittervektor G
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unterscheiden, sind identisch. Das Gleiche gilt fiir die Energieeigenwerte:

Uy g (1) = Y gl7) (2.39)
E.(7+ é) = E,(9) (2.40)

Die Wellenzahl ¢ einer Bloch-Funktion ist offensichtlich nicht eindeutig definiert.
Es gibt deshalb eine Konvention, um den Index ¢ einer Bloch-Welle eindeutig
festzulegen. Diese besteht darin, ¢ aus der ersten Brillouin-Zone zu wéhlen. Falls
¢’ nicht in der ersten Brillouin-Zone liegt, existiert immer ein reziproker Gitter-
vektor é, so dass ¢ = ¢ + G in der ersten Brillouin-Zone liegt. Die Begrenzung
des Quasiimpulses auf die erste Brillouin-Zone (reduziertes Zonenschema) ist
nicht notwendig, es wird manchmal auch das erweiterte Zonenschema verwendet,
in welchem der Quasiimpuls aus einer beliebigen Brillouin-Zone gewéhlt werden
kann.

Ebene Wellen sind Impulseigenzustédnde. Hingegen sind Bloch-Wellen keine Ei-
genzustande des Impulsoperators. Der Wellenvektor ¢ stellt einen verallgemeiner-
ten Impuls im periodischen Medium dar. Im Gitter gibt es keine allgemeine, son-
dern nur eine diskrete Translationsinvarianz. Deshalb ist der Impuls nicht streng,
sondern nur bis auf einen reziproken Gittervektor erhalten.

Das Gitterpotenzial V() kann als Fourier-Reihe nach den reziproken Gitter-
vektoren G entwickelt werden. Die Wellenfunktion () des Teilchens im Gitter
lasst sich nach ebenen Wellen entwickeln,

V(i) =Y Vgeldor (2.41)
g

v =3 C@er” (2.42)

mit Fourier-Koeffizienten Vz bzw. V. Es kann gezeigt werden, dass sich die Bloch-
Funktionen ebenfalls als Fourier-Reihe schreiben lassen:

Ung(7) =) Cpge™OT (2.43)
G

Man erkennt, dass die Bloch-Welle aus ebenen Wellen zusammengesetzt ist, deren
Wellenzahlen sich um reziproke Gittervektoren unterscheiden.

Die Funktion F,(q) stellt das Energiespektrum des Teilchens dar, dieses be-
schreibt die Energie in Abhingigkeit vom Quasiimpuls. Fiir festes n besitzt £, (q)
einen endlichen Wertebereich. Man bezeichnet F, () als Energieband. Die ver-
schiedenen Béander sind durch verbotene Bereiche, die Bandliicken, voneinander
getrennt.

Fiir ein Teilchen in einem flachen Gitter sieht die Energie-Impuls-Beziehung
dghnlich aus wie die fiir ein freies Teilchen, falls ¢ nicht zu nah an der Grenze
der ersten Brillouin-Zone liegt. In dem Fall oszilliert u,, 4 mit kleiner Amplitude
um einen konstanten Wert herum. Im Grenzfall eines freien Teilchens ist w, g(7)
konstant und die Bloch-Funktion geht in eine ebene Welle tiber.
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2.8 Bandstruktur des eindimensionalen
Gitterpotenzials

In diesem Abschnitt orientieren wir uns an |Gre03a| und betrachten ein Teilchen
in einem eindimensionalen Gitterpotenzial

Vo
4
Die zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung fiir das Teilchen lautet

V(z) = —Vp cos?(kx) = (eQikw + e ke 4 2) . (2.44)

A2
(219_ ~V 0082(kx)> W(z) = Ev(x), (2.45)
m
mit dem Impulsoperator p = —ihd/dz. Die Losungen dieser Gleichung sind,
wie wir im vorherigen Abschnitt gesehen haben, die Bloch-Funktionen v, ,(z) =

Up (7)€"
Da das Gitterpotenzial V(z) und die Funktionen w, ,(x) rdumlich periodisch
sind mit der gleicher Periode, lassen sie sich als diskrete Fourier-Reihen schreiben:

_ Z ‘ZneQTikx (246)
Uy q(T) = Z Cl(n,q)ezzik;c (2.47)
!
Einsetzen in Gleichung 2.38 liefert fiir den Term der kinetischen Energie

H+ hq)? h?
(p —;mQ) un,q(-r) _ Z o (2l /{—FQ) 2 (n,q) 2llk:1: (248)
l

und fir den Term des Potenzials

un q Z Ve 2(r+1) 1kx (n (1) (249)

so dass man die Gleichung

2.

l

h? o .
5 (2 k) = B+ > V,e”“’“] Ak — (2.50)
m

erhdlt. Mit Gleichung 2.44 sind die Fourier-Koeffizienten V. in Gleichung 2.46
direkt erkennbar: Vl =V 1 = —Vu/4. Wir kénnen VO = 0 setzen, da wir den
Nullpunkt der Energie frei wahlen konnen. Gleichung 2.50 vereinfacht sich damit
zZu

h’ 2 (ng) _ Vo ( na) (n,9) 2likz
Sl g @ k40 = By ) ™ =2 2 (0 ) | MR =0, (251)
!

Es folgt, dass die Terme in den eckigen Klammern gleich null sein miissen:

h? n Ve n,
(%(QZ-k~l—q)2—E )c,( -2 (P +e2) =0, (252)
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2.8 Bandstruktur des eindimensionalen Gitterpotenzials

Wir wollen nun die Schrodinger-Gleichung in Matrixform schreiben:

S Hyp o) = Epg ™ (2.53)
l/

Diese Gleichung lésst sich auch schreiben als
He,q=E,.Cng, (2.54)

wobei &, , der Vektor mit den Eintriigen ¢ und H die Matrix mit den Bintré-
gen H;; darstellt. Man sieht, dass die diagonalen Matrixelemente (I = {’) gleich
h?/2m(20 - k + q)? sind. Die Matrixelemente, fiir die |l —I'| = 1 gilt, sind gegeben
durch —V4/4. Alle anderen Matrixelemente sind gleich null, so dass H wie folgt
aussieht:

T 4
"o _ B¢ B (2.55)
e Bk o Y

Die Energieeigenwerte von H lassen sich numerisch durch Diagonalisieren der
Matrix berechnen. Bei der sich ergebenden Diagonalmatrix stehen die Eigenwerte
von H auf der Diagonalen. Fiir die numerische Rechnung schneidet man die
Hamilton-Operator-Matrix bei betragsmifig grofsen Werten von [ ab, da die
zugehorigen Koeffizienten cl(n’q) sehr klein werden.

Die Eigenwerte £, , der Matrix H bilden fiir einen festen Index n das n-te Band.
Die zugehdrigen Eigenvektoren ¢, , definieren iiber die Gleichungen 2.47 und 2.37
die Bloch-Funktionen ), ,(z).

Abbildung 2.6(a) zeigt die Struktur der ersten fiinf Bénder fiir verschiedene
Gittertiefen Vj im reduzierten Zonenschema. Die Potenzialtiefe variiert dabei von 0
bis 20 E,c.. Die Energien sind jeweils beziiglich des Minimums von V' (x) dargestellt.
Im Grenzfall V = 0 stellen die Bénder Abschnitte der Parabel E = h%¢?/2m dar,
die in die erste Brillouin-Zone verschoben worden sind. Wenn man die Gittertiefe
erhoht, entstehen Liicken zwischen den Béndern. Auferdem nimmt die Breite
der Béander ab, also die Differenz zwischen grofstem und kleinstem Energiewert
der Béander. Die Bander néhern sich dabei immer mehr den Energieniveaus eines
harmonischen Oszillators mit dem Potenzial eines einzelnen Gittertopfes an, so
dass die Bandliicken gegen hw konvergieren. w ist dabei die Frequenz aus der
harmonischen Naherung des Gittertopfes.

In Abbildung 2.6(b) wird die Breite der untersten Bander in Abhéngigkeit von
der Gittertiefe veranschaulicht. Bei fester Gittertiefe Vy nimmt die Breite der
Béander mit zunehmendem Bandindex n zu. Man erkennt auch hier, dass mit
zunehmender Gittertiefe die Breite eines Bandes mit festem Index n geringer
wird.

Wir haben im vorherigen Abschnitt gesehen, dass die Bloch-Zusténde |n, ¢’) Li-

nearkombinationen von Eigenzustanden des Impulsoperators ]% darstellen. Die Im-
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2 Optische Gitter
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Abbildung 2.6: (a) Bandstruktur der ersten fiinf Bander des eindimensionalen cosinus-
formigen Gitterpotenzials fiir verschiedene Werte der Gittertiefe, Vy € {0,2,7,20} X Erec.
(b) Energiebereich der ersten fiinf Bander des eindimensionalen Gitterpotenzials in Ab-
héngigkeit von der Gittertiefe Vj. Gestrichelte Linien sind bei den in (a) verwendeten
Werten der Gittertiefe eingezeichnet.
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2.9 Bandstruktur des zweidimensionalen Gitterpotenzials

pulse der beteiligten Zustdnde unterscheiden sich dabei um reziproke Gittervek-
toren G. Fiir das eindimensionale Gitter ist der Bloch-Zustand In,q) eine Line-
arkombination der Impulseigenzusténde |h(q+ 2[ - k)) (I € Z). Die Impulse der
Zustéande unterscheiden sich also um Vielfache von 2hk. Im optischen Gitter gibt
es eine einfache physikalische Interpretation fiir diese Tatsache: Das Atom im Git-
ter kann ein Photon mit Impuls Ak aus einem der beiden gegenlaufigen Laser-
strahlen absorbieren und das Photon durch stimulierte Emission in den anderen
Laserstrahl abgeben. Durch diesen Prozess éndert sich der Impuls des Atoms um
2hk. Jeder Bloch-Zustand ist daher eine Linearkombination von Impulseigenzu-
stinden, die durch den Ubergang von zwei, vier, sechs, ... Photonen miteinander
gekoppelt sind [Dah97].

Wir wollen nun die Physik an der Grenze der Brillouin-Zone naher beleuch-
ten. Fiir ein eindimensionales Gitter ist die erste Brillouin-Zone der Bereich
| — w/a; +m/a], mit der Gitterkonstante a. Wenn sich ein Teilchen an der Grenze
der Brillouin-Zone befindet, ist die Wellenldnge Areiichen der Teilchenwelle doppelt
so grof wie der Abstand zwischen zwei Gitterplétzen:

2 2
T = )\Teilchen = _Tr = 2a (256)

/\Teilchen |q|

lq] =

Jeder Gitterplatz wirkt fiir die Teilchenwelle als Streuzentrum, an welchem Bragg-
Streuung stattfindet. Fiir die von benachbarten Streuzentren zuriickreflektierten
Teilwellen betragt der Laufwegunterschied 2a. Fiir ¢ = m/a betrigt der Phasenun-
terschied fiir von benachbarten Gitterplatzen reflektierten Wellen 27 und es findet
konstruktive Interferenz statt. Durch die Uberlagerung von einlaufender und re-
flektierter Teilchenwelle bildet sich eine Stehwelle aus. Zusétzlich zu der Welle mit
Quasiimpuls ¢ = 7/a entsteht also eine Welle mit Quasiimpuls ¢ = —7/a. Es ist
damit keine Unterscheidung zwischen Wellen der beiden Quasiimpulse ¢ = +7/a
moglich, weshalb die beiden Werte des Quasiimpulses dquivalent sind. Die Kopp-
lung der Zustédnde bei ¢ = +7/a fithrt zur Entstehung der Bandliicke an der Gren-
ze der Brillouin-Zone. Es kommt zur Aufspaltung der entarteten Zusténde in zwei
Zustande mit verschiedener Energie. Beide Zustédnde sind eine Mischung der Zu-
stdnde ¢ = +m/a zu gleichen Anteilen.

2.9 Bandstruktur des zweidimensionalen
Gitterpotenzials

Um die Bandstruktur des zweidimensionalen Gitters zu ermitteln, muss — wie
im Falle des einfachen eindimensionalen Gitters — die Schrédinger-Gleichung
gelost werden, wobei man die Eigenfunktionen und zugehorigen Eigenwerte des
Hamilton-Operators sucht.

Wir betrachten das zweidimensionale optische Gitterpotenzial 2.22. Fiir die
Zeitphasendifferenz ¢ = 7/2 liegt ein einfaches quadratisches Gitter vor und die
primitiven Gittervektoren sind durch

Uy =a€,, d,=a¢, (2.57)
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2 Optische Gitter

Konfigurationsraum 1. Brillouin-Zone
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Abbildung 2.7: Schematische Darstellung des zweidimensionalen Gitters im Konfigu-
rationsraum und der ersten Brillouin-Zone. Wir gehen von dem Gitterpotenzial 2.22 aus
und betrachten den Fall ¥ = 7/2, in welchem ein einfaches quadratisches Gitter vor-
liegt, sowie den Fall ¢ # 7/2, fiir den wir ein bipartites Gitter erhalten. Eingezeichnet
sind jeweils die Einheitszelle und die primitiven Gittervektoren im Ortsraum sowie die
Basisvektoren des reziproken Gitters.

gegeben, mit den Einheitsvektoren €., in x- bzw. y-Richtung (siehe Abbil-
dung 2.7). Die reziproken Basisvektoren des Quasiimpulsraums lauten entspre-
chend

by = 27/aé,, by=2r/aé,|. (2.58)

Die Losungen fiir die Energie aus der Bandstrukturrechnung lassen sich dann in
Abhéngigkeit von den Quasiimpulskoordinaten ¢, und ¢, schreiben.

Im Fall ¥ # 7/2, wenn der Interferenzterm in Gleichung 2.22 also nicht
verschwindet, erhdlt man ein Gitter mit zweiatomiger Basis. Es kommt zur
Aufspaltung in zwei Subgitter A und B unterschiedlicher Potenzialtiefe. Dies
ist auch der Fall, wenn man Anisotropieparameter ungleich eins einfiihrt gemaéfs
Gleichung 2.32, selbst fiir ¥ = 7/2. Die primitiven Gittervektoren des bipartiten
Gitters sind gegeben durch

i =a(@+é,), d=a(—-+é,)|. (2.59)

Die Einheitszelle besteht nun also aus zwei Gittertopfen, je einem der Klassen
A und B. Im Vergleich zum 7/2-Gitter ist die quadratische Einheitszelle um 45°
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2.9 Bandstruktur des zweidimensionalen Gitterpotenzials
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Abbildung 2.8: Bandstruktur des zweidimensionalen Gitterpotenzials 2.22 entlang des
Pfades ' M XT fiir drei verschiedene Werte der Zeitphasendifferenz ¢. Es sind die unters-
ten acht Bander dargestellt. Die Gittertiefe betragt Vo = 7 Eyec. Die Symmetriepunkte
beziehen sich auf die kleinere, um 45° gedrehte erste Brillouin-Zone des bipartiten Git-
ters. Eine mogliche Anisotropie des Gitters wird in der Rechnung nicht beriicksichtigt.

gedreht und ihre Kantenlinge um den Faktor v/2 vergrofert. Die reziproken Basis-
Gittervektoren lauten

b= (6, +¢,), @:g@@+@y (2.60)

Die erste Brillouin-Zone ist ebenfalls um 45° gedreht im Vergleich zum einfachen
quadratischen Gitter, ihre Kantenlinge jedoch um den Faktor 1/4/2 verkleinert.
Wir stellen die Bandstruktur in den Koordinaten ¢; und ¢» des um 45° gedrehten

Koordinatensystems dar: ¢ = ¢i€1 + ¢2€>, wobei €; = \/ig (€; + €,) und & =
\/Li (—€, + €,) die Einheitsvektoren des gedrehten Koordinatensystems sind. Die
neuen Koordinaten sind gegeben durch

Q= %((h +q), @= %(—qx +qy) |- (2.61)

Héaufig gibt man die Bandstruktur entlang eines Pfades durch bestimmte Symme-
triepunkte an. Diese Punkte sind fiir eine quadratische erste Brillouin-Zone die
folgenden: I" (Schwerpunkt der Brillouin-Zone), X (Mittelpunkt des Randes), M
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2 Optische Gitter
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Abbildung 2.9: Energiebereich der ersten acht Bander in Abhéngigkeit von der Zeit-

phasendifferenz 9 bei fester Gittertiefe V) = 7 Eiec. Es wird fiir jedes Band der Bereich
zwischen minimaler und maximaler Energie des Bandes gezeigt.

(Eckpunkt). Es gibt zwei nichtdquivalente X-Punkte, die im Falle des bipartiten
Gitters mit X, und X_ bezeichnet werden. Abbildung 2.8 zeigt die Bandstruktur
des zweidimensionalen Gitters bei einer Gittertiefe Vi = 7 E.. fiir verschiedene
Werte der Zeitphasendifferenz entlang des Pfades I' M X I'. Da die Anisotropie
des Gitters in dieser Rechnung nicht berticksichtigt wird, spielt es hier keine Rol-
le, ob der X - oder X_-Punkt verwendet wird. Beide X-Punkte sind energetisch
entartet. Mathematische Details zur Berechnung der Bandstruktur des bipartiten
Gitters lassen sich zum Beispiel in [O113] finden.

Um die Bandstruktur bei 9 = 7/2 mit derjenigen bei anderen Zeitphasenwerten
¥ # /2 vergleichen zu koénnen, haben wir sie ebenfalls in Abhéngigkeit von den
Koordinaten ¢; und ¢ der kleineren, um 45° gedrehten ersten Brillouin-Zone dar-
gestellt. Aufgrund des kleineren Definitionsbereiches der Energiefunktionen F,,(q)
werden die einzelnen Béander der grofseren Brillouin-Zone zusammengeschoben, so
dass sich aus ihnen jeweils zwei Bander in der kleineren Brillouin-Zone ergeben.
Die Béander, die entlang des Teilpfades M X aufeinanderliegen, stellen im Bild der
groferen ersten Brillouin-Zone ein einzelnes Band dar. Man kann erkennen, dass
sich bei ¥ = 0,517 die ersten beiden Bénder entlang dieses Weges bereits deutlich
aufgespalten haben. Auch ist eine deutliche Energieliicke der Bander drei und vier
zu den Béndern fiinf und sechs entstanden. Diese sowie der Abstand des zweiten
Bandes zum ersten sind bei ¢ = 0,557 noch grofer.
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2.9 Bandstruktur des zweidimensionalen Gitterpotenzials
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Abbildung 2.10: (a) Bloch-Funktion ¢; r(x,y) am I'-Punkt des ersten Bandes entlang
eines Querschnittes durch das Gitter in x-Richtung fiir drei verschiedene Werte der
Zeitphasendifferenz . Die Gittertiefe ist konstant bei Vj = 7 E,... Eingezeichnet ist
jeweils auch der Querschnitt durch das Gitterpotenzial. Wéhrend bei ¢ = 7/2 alle
Gittertopfe gleich stark besetzt sind, spaltet sich das Gitter fiir ¥ # 7/2 in zwei Klassen
von Gittertopfen auf. Fiir zunehmendes 9 werden die tieferen Gittertopfe immer stérker
und die flacheren immer schwécher besetzt. (b) Aufenthaltswahrscheinlichkeit N /(N 4+
Np) in den Gittertopfen B in Abhéngigkeit von der Zeitphasendifferenz .

Die Lage der Béander in Abhéngigkeit von der Zeitphasendifferenz wird in Ab-
bildung 2.9 gezeigt. Die Gittertiefe Vj bleibt dabei konstant. Beim Erhohen der
Zeitphasendifferenz, ausgehend von ¥ = 7/2, kommt es zur Einfiihrung einer Dif-
ferenz der Potenzialtiefe zwischen benachbarten Gittertopfen, so dass sich zwei
Klassen von Topfen, A und B, ausbilden. Das unterste Band spaltet sich dabei
in zwei Bander auf. Mit gréfser werdendem ¢ fallt eines dieser Bénder energetisch
immer weiter ab, wahrend die Energie des zweiten Bandes ansteigt. In diesem Be-
reich von ¢ kann man die Gittertopfe A und B in einem vereinfachten Bild als
lokale harmonische Oszillatoren und die Bénder eins und zwei als jeweils unterstes
Ostzillator-Energieniveau verstehen. Die Breite beider Bénder ist hier relativ klein,
wie es auch bei den Niveaus eines harmonischen Oszillators der Fall ist. Der Ab-
stand des ersten und zweiten Bandes wichst fast linear mit ¥ an. An bestimmten
Punkten haben verschiedene Biander eine dhnliche Energie. So beriihren sich zum
Beispiel bei ¢ ~ 0,577 das zweite, dritte und vierte Band. An dieser Stelle nimmt
die Bandbreite zu.
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2 Optische Gitter

Es sei angemerkt, dass die Bander E, #(1)) symmetrisch zu ¥ = 7/2 sind, das
heikt E,, #(m/24+A0) = E, (7/2—Av), was man auch schreiben kann als E,, 7(0) =
En,q'(ﬂ' — 19)

Wenn wir Atome in das unterste Band des Gitters laden, hingt die Besetzung
der beiden Klassen von Gittertopfen von der Zeitphasendifferenz ab. Abbil-
dung 2.10(a) zeigt den Realteil der Bloch-Funktion entlang eines Querschnittes in
x-Richtung. Eingezeichnet ist auch der Querschnitt des Gitterpotenzials entlang
des gleichen Pfades. Man kann erkennen, dass bereits fiir ¢ = 0,517 der Anteil der
Wellenfunktion in den flacheren Gittertépfen B bei der verwendeten Gittertiefe
relativ klein wird.

Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit in einem Gittertopf ist gegeben durch das In-
tegral des Betragsquadrates der Bloch-Funktion iiber den Bereich des Gittertopfs:

Nam = /dﬂfdyll/)l,r(:v,y)IZ (2.62)

A;B

In Abbildung 2.10(b) ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit in den Gittertépfen B
in Abhéngigkeit von der Zeitphasendifferenz fiir eine feste Gittertiefe dargestellt.
Fiir 9 = 7/2 ergibt sich eine gleichgrofe Aufenthaltswahrscheinlichkeit von 1/2
in den Gittertopfen A- und B. Erhoht man die Zeitphasendifferenz, nimmt die
Besetzung der B-Gittertopfe relativ schnell ab.
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3 Experimenteller Aufbau

In diesem Kapitel wird unsere Apparatur zur Erzeugung von ultrakalten bo-
sonischen Quantengasen in hoheren Béandern eines bipartiten quadratischen
optischen Gitters vorgestellt. Wir erkléaren zunéchst, wie in der Apparatur ein
Bose-Einstein-Kondensat aus Rubidium-87-Atomen erzeugt wird. Anschlieffend
legen wir die konkrete Realisierung des bipartiten optischen Gitters im Experi-
ment dar. Eine detaillierte Beschreibung des experimentellen Aufbaus lasst sich
auch in [Wirl3, O113] finden.

3.1 Erzeugung eines Bose-Einstein-Kondensats aus
S"Rb-Atomen

Bei unserer Apparatur besteht der grundlegende Ablauf zur Erzeugung eines
Bose-Einstein-Kondensats zunédchst darin, dass aus sogenannten Dispensern,
welche sich in der Vakuumkammer befinden, Rubidiumatome emittiert werden.
Diese werden anschliefsend durch zwei aufeinanderfolgende magnetooptische
Fallen gefangen und gekiihlt. Anschlieffend werden die Atome in eine magnetische
Falle umgeladen, in welcher das Bose-Einstein-Kondensat erzeugt wird. Die kon-
densierten Atome dienen als Ausgangspunkt fiir die Experimente im optischen
Gitter.

3.1.1 Vakuumkammer
Details des Aufbaus des Vakuumsystems sind in [Wir07, Gil07, 0107, K607, Wirl3,

0113, Kocl6a] zu finden. Die in unserem Experiment verwendete Vakuumkammer
besteht aus zwei Teilen: einer Quellkammer und dem ,,wissenschaftlichen* Teil der
Kammer, der Glaszelle. In der Quellkammer befindet sich ein Paar von Dispensern,
durch welche ein Gleichstrom I im Bereich von 2,6 bis 3,1 A flielst. Durch den
Stromfluss heizen sich die Dispenser auf und es werden Rubidiumatome in das
Vakuum emittiert. Der Strom wird so eingestellt, dass die fiir das Experiment
benétigte Atomzahl zur Verfiigung steht.

Bei den emittierten Atomen sind alle Isotope von Rubidium vorhanden. Am
hiufigsten kommt hierbei das stabile Isotop ®°Rb vor mit einer Hiufigkeit von
72,2% in natiirlichem Rubidium. Das radioaktive Isotop 8"Rb besitzt eine Hiufig-
keit von 27,8%.! Da wir in unserem Experiment ein Bose-Einstein-Kondensat aus
Rubidium-87-Atomen erzeugen wollen, sind die Wellenlédngen des fiir das Kiih-
len der Atome verwendeten Laserlichts auf Uberginge im Rubidium-87-Atom sta-
bilisiert. Rubidium-85-Atome werden damit nicht in der magnetooptischen Falle

'Die Halbwertszeit von 3"Rb liegt bei 4,81 - 10'° Jahren.
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Appendix Quellkammer

.

Glaszelle oe--- S

Abbildung 3.1: Aufbau des Vakuumsystems der experimentellen Apparatur. Aus den
Dispensern in der Quellkammer werden Rubidiumatome emittiert und in der MOT 1
gekiihlt und gefangen. Durch einen Laserstrahl werden die Atome iiber eine differenzielle
Pumpstrecke hinweg in die Ultrahochvakuum-Glaszelle transportiert, wo die Atome in
der MOT 2 gefangen und weiter gekiihlt werden.

gefangen und auch nicht in die magnetische Falle umgeladen, in welcher das Bose-
Einstein-Kondensat erzeugt wird.

In der Quellkammer betrigt der Druck ~ 10~" mBar. In der Glaszelle herrscht
ein Druck von ~ 107! mBar, so dass hier ein Ultrahochvakuum (UHV) vorliegt.
Beide Teile sind durch eine differenzielle Pumpstrecke miteinander verbunden.
Dadurch wird verhindert, dass das Hintergrundgas der Quellkammer, welches aus
nicht in der MOT 1 gefangenen Rubidiumatomen und anderen Verunreinigungen
besteht, in den wissenschaftlichen Teil der Kammer gelangt. Solche Verunreini-
gungen des UHV konnen zu einer deutlichen Verringerung der Lebensdauer der
untersuchten Quantengase fiihren.

Die Glaszelle hat die Form eines Quaders mit den Mafen 50 x 50 x 100 mm, auf
dem sich ein weiterer, kleinerer Quader mit den Mafen 20 x 10 x 35 mm befindet,
welcher als Appendiz bezeichnet wird. Die Malfse beziehen sich auf den Abstand
von Aufsenwand zu Aufenwand. Die Wandstérke des groferen Quaders betrigt
5mm, die des Appendix 3mm. Im Zentrum des groferen Quaders befindet sich
die MOT 2, in welche die Atome horizontal aus der MOT 1 transportiert werden.
Hier werden sie gefangen und weiter gekiihlt. Fiir die Erzeugung des BECs und
die Experimente im optischen Gitter werden die Atome in der Magnetfalle verti-
kal iiber eine Distanz von 5,5cm in den oberen Teil des Appendix transportiert.
Der Vorteil dieses Glaszellenaufsatzes besteht darin, dass die Spulen der Magnet-
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3.1 Erzeugung eines Bose-Einstein-Kondensats aus 8" Rb-Atomen
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Abbildung 3.2: Fein- und Hyperfeinstruktur des 3’Rb-Atoms. Die Abstéinde der
Energieniveaus sind nicht mafsstabsgetreu.

falle relativ nah an den Atomen positioniert werden konnen. Dadurch kann das
erforderliche starke Magnetfeld mit moderater elektrischer Leistung erzeugt wer-
den.

3.1.2 Magnetooptische Fallen

Die beiden magnetooptischen Fallen stellen in unserem Experiment den ersten
Kiihlschritt auf dem Weg zu einem quantenentarteten Bose-Gas dar. In der
MOT 1 werden die in den drei Raumrichtungen eingestrahlten Laserstrahlen
jeweils in sich selbst zuriickreflektiert. Einer der dabei verwendeten Spiegel ist
ein auf der Riickseite verspiegeltes A/4-Plattchen, in dessen Mitte sich ein Loch
mit einem Durchmesser von 0,8 mm befindet. Im Bereich dieses Lochs wird
das einlaufende Licht nicht zuriickreflektiert, so dass der Strahlungsdruck hier
nicht ausgeglichen ist und die Rubidiumatome eine Kraft erfahren, welche sie
in Richtung der Wissenschaftskammer beschleunigt. Die Atome werden dabei
horizontal, also parallel zum optischen Tisch verschoben. In der Wissenschafts-
kammer werden die Atome in der MOT 2 gefangen und weiter gekiihlt. Der
Abstand zwischen den Positionen von MOT 1 und MOT 2 betragt 50 cm. In der
MOT 2 werden drei Paare von gegenldufigen Laserstrahlen verwendet, die in drei
zueinander senkrecht stehenden Richtungen verlaufen.

Das Licht zum Betreiben der beiden magnetooptischen Fallen stammt aus zwei
selbstgebauten Diodenlasern mit externer Cavity. Beide Laser werden jeweils
auf das Signal einer Doppler-freien Sattigungsspektroskopie von gasformigen
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Rubidiumatomen in einer Glaszelle stabilisiert. Dabei wird eine Kombination
aus Pound-Drever-Hall-Stabilisierung und Frequenz-Modulations-Spektroskopie
verwendet [Dre83, Bla01, Bjo80, Bjo83|.

Fiir den MOT-Kiihlprozess wird in unserem Experiment der D,-Ubergang
des Rubidium-87-Atoms bei einer Wellenldnge von 780nm verwendet (siche
Abbildung 3.2). Einer der beiden Diodenlaser (,, Master) wird auf die Crossover-
Resonanz CO|2,2,3] der Rubidium-Spektroskopie stabilisiert. Der Master-Laser
stellt das Seed-Licht fiir zwei selbstgebaute Tapered Amplifier (TA) bereit, von
denen je einer das Licht fiir die MOT 1 und die MOT 2 erzeugt. Die TAs
verstiarken dabei das Licht, wobei die spektralen Eigenschaften nahezu erhalten
bleiben. Das Licht des Master-Lasers ist rotverstimmt gegeniiber dem Ubergang
F =2 — F'" = 3. Durch Absorption des Lichts kénnen einige Atome in den
Zustand F’ = 2 angeregt werden, von wo aus sie in den Grundzustand F = 1
zerfallen konnen. Dieser Zustand ist dunkel und die Atome stehen dort nicht fiir
den Kiihlprozess zur Verfiigung. Die Aufgabe des Lichtes des zweiten Diodenla-
sers (,, Repumper*) ist es, diese Atome vom Grundzustand F' = 1 wieder in den
Zustand F' = 2 zuriickzupumpen, so dass der Kiihlkreislauf geschlossen wird. Der
Repumper-Laser wird auf die Crossover-Resonanz CO[1,1,2] stabilisiert. Mit Hilfe
von akustooptischen Modulatoren (AOM) in Doppel-Durchlauf-Konfiguration
wird das durch die TAs verstarkte Master-Licht zu der reinen Linie PL[2,3] hin
verschoben und das Licht des Repumpers iiber einen AOM in Einzel-Durchlauf-
Konfiguration zu der reinen Linie PL[1,2] hin. Fiir den Pump-Strahl (siehe
néchster Abschnitt) und das horizontale und vertikale Abbildungssystem wird
ebenfalls ein Teil des Lichts vom TA der MOT 2 verwendet.

3.1.3 Experimenteller Ablauf der MOT-Phase

In der MOT 1 werden kontinuierlich Atome gefangen und gekiihlt. Ein einzelner
Durchlauf des Experiments dauert etwa 40s und beginnt mit dem Laden der
MOT 2, in welche die Atome mit Hilfe eines der MOT-1-Strahlen (,, Push-Strahl*)
transportiert werden. Um das Laden der MOT 2 zu beginnen, werden die MOT-2-
Spulen an- und das Laserlicht zum Kiihlen und Riickpumpen zugeschaltet. Die
MOT 2 wird dann fiir ungefdhr 12s geladen. Die Zahl der hierbei gefangenen
Atome liegt in der GroRenordnung von 10°. Die Wolke aus Rubidium-87-Atomen
ist mehrere Millimeter grofs und besitzt eine Temperatur in der Gréfsenordnung
von 100 pK.

Zum FErreichen einer moglichst groffen Phasenraumdichte wird das Ensemble
nach dem Laden der MOT stérker komprimiert durch eine Erhéhung des magne-
tischen Gradienten bei gleichzeitiger groferer Rotverstimmung. Man erhélt eine
sogenannte komprimierte MOT (auf Englisch: compressed MOT, CMOT). Durch
den grofseren Magnetfeldgradienten erhoht sich die Riickstellkraft in Richtung der
Fallenmitte, und durch die grofsere Verstimmung verringert sich der Strahlungs-
druck. Der Radius, innerhalb von dem Atome in der MOT gefangen werden, sinkt,
und die Lebensdauer der Atome in der Falle nimmt stark ab, weshalb diese Phase
mit einer Dauer von 40 ms relativ kurz gehalten wird.

Um die Temperatur weiter abzusenken, wird nun fiir eine Dauer von 5ms die
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Technik der optischen Melasse angewendet: Das MOT-Magnetfeld wird instantan
ausgeschaltet, die Laserfrequenz wird noch weiter verstimmt von der Frequenz
wahrend der MOT-Ladephase und man reduziert die Intensitét des Lichtes. Durch
das Fehlen des magnetischen Gradienten gibt es keine Riickstellkraft im Ortsraum.
Die Atome werden durch die Laserstrahlen ausschliefslich abgebremst und ihre
Temperatur nimmt auf etwa 30 uK ab.

Bis hierhin sind die Rubidiumatome iiber alle Hyperfein-Zeeman-Zustande ver-
teilt. Es wird nun ein zusétzlicher Laserstrahl (Pump-Strahl) verwendet, um die
Atome in einen bestimmten Zeeman-Zustand zu {iberfiihren. Durch diesen Schritt
wird die spétere Zahl der Atome in der Magnetfalle erhoht. Es werden nun zwei
Laserstrahlen in gegenlaufiger Richtung auf die Atome eingestrahlt. Sie sind beide
o -polarisiert, da sie Uberginge mit Amp = +1 treiben sollen. Am Ende die-
ser Pump-Phase soll nur der Zeeman-Zustand mit mp = +2 besetzt werden. Der
Grund fiir die Verwendung von zwei Strahlen in gegenléufiger Richtung ist, dass
ein Impulsiibertrag auf die Atome vermieden werden soll. Das Pump-Licht, dessen
Frequenz um —60 MHz gegeniiber der atomaren Resonanz verstimmt ist, wird fiir
eine Dauer von 400 us eingestrahlt. Die grofe Verstimmung hilft dabei, dass das
Laserlicht auch das Zentrum des optisch dichten Ensembles erreicht. Damit wéh-
rend des Pumpvorgangs eine Quantisierungsachse vorgegeben ist, wird eine der
beiden MOT-Spulen instantan (in etwa 100 us) eingeschaltet. Durch das Magnet-
feld werden die Hyperfein-Zeeman-Zustiande um mehrere Megahertz voneinander
getrennt. Uber verschiedene Zustéinde |F' = 3, mp) werden die Atome in den Zu-
stand |F' = 2, mp = +2) gepumpt, welcher aufgrund der starken Verstimmung des
Laserlichts effektiv dunkel ist. In diesem Zustand werden die Atome nun in die
Magnetfalle umgeladen.

3.1.4 Atome in statischen Magnetfeldern

Ein klassascher magnetischer Dipol mit Dipolmoment /i, der sich in | einem magne-
tischen Feld B befindet, besitzt die potenzielle Energie E' = —,u - B. _Bei inhomo-
genem Magnetfeld wirkt auf den Dlpol eine Kraft Fmag V(— ) Abhéngig
von der Ausrichtung von /i und B zueinander zeigt diese Kraft entweder zu héhe-
ren oder geringeren Betragen des Magnetfeldes.

Innerhalb eines Atoms existieren mehrere magnetische Momente, die mit den
verschiedenen Drehimpulsen im Atom verbunden sind: dem Bahndrehimpuls L,
der von der raumlichen Bewegung der Elektronen in ihren Orbitalen herriihrt,
dem Elektronenspin S und dem Kernspin /. Diese Drehimpulse eines Atoms
interagieren miteinander iiber ihre eigenen Felder und koppeln sich, abhéangig von
der relativen Stérke der Wechselwirkung, zu einem neuen Set von Quantenzahlen.
So koppeln der orbitale Drehimpuls und der Elektronenspin zum Gesamtdre-
himpuls der Elektronen J, wodurch sich die Feinstruktur des Atoms ergibt. Der
Kernspin [ koppelt schlieklich mit J zum Gesamtdrehimpuls F', wodurch die
Hyperfeinstruktur bestimmt wird.

Fiir Rubidium-87 betrégt die Fein-Aufspaltung des angeregten Zustands in die
beiden Niveaus 5%Py/; und 52P3/s 7,1 THz. Im Spektrum kommen die beiden
fir Alkali-Atome charakteristischen D-Linien vor: die D;-Linie des Ubergangs
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2S12 — %Pijp mit der Wellenlinge 795nm und die Ds-Linie des Ubergangs
2S1/2 — 2Ps3o mit der Wellenldnge 780 nm. Durch die Kopplung von J mit dem
Kernspin I = 3/2 spaltet sich der Grundzustand in zwei Zustdnde auf, deren
Abstand 6,8 GHz betrigt. Die Hyperfein-Aufspaltung der angeregten Zusténde
liegt in der Groéfsenordnung von 100 MHz. Die Fein- und Hyperfeinstruktur von
8TRb ist in Abbildung 3.2 dargestellt.

Wenn sich das Atom in einem externen Magnetfeld befindet, wird der Hyper-
feinzustand mit Gesamtdrehimpuls F' in seine Zeeman-Zustdnde mit verschiede-
nen Werten der magnetischen Quantenzahl my aufgespalten. Hierbei ist F' eine
gute Quantenzahl fiir schwache Magnetfelder, da die Kopplung der Drehimpulse
innerhalb des Atoms bestehen bleibt. Man nennt diesen Bereich des Magnetfel-
des Zeeman-Regime. Bei starken Magnetfeldern koppeln die einzelnen Drehimpul-
se des Atoms individuell an das externe Magnetfeld, hier sind J und I gute Quan-
tenzahlen. Diesen Bereich des magnetischen Feldes bezeichnet man als Paschen-
Back-Regime.

Mit den in unserem Experiment auf die Rubidium-Atome wirkenden Magnet-
feldern befinden wir uns im Zeeman-Regime und der Hyperfein-Zustand mit Ge-
samtdrehimpuls F spaltet sich wie folgt auf:

Hierbei ist gr der Hyperfein-Landé-Faktor. Generell lassen sich Zeeman-Zustande
eines Hyperfeinzustandes einteilen in sogenannte high-field-seeking states, fiir wel-
che gpmp < 0 gilt, und low-field-seeking states mit gemprp > 0. Da ein quasista-
tisches magnetisches Feld an einem Ort ohne Stromfluss kein lokales Maximum
haben kann [Win84|, wiirden sich Atome in high-field-seeking states zu den Quel-
len der Felder bewegen und konnen damit nicht gefangen werden. Es ist nur ein
Fangen der Atome in low-field-seeking states moglich.

Ein magnetisches Moment (i in einem externen Magnetfeld B erfihrt ein
Drehmoment und prézediert um den magnetischen Feldvektor mit der Larmor-
Frequenz wy, = mFgFuB|§ |/h. Wenn sich Atome durch die Falle bewegen, sehen
sie ein sich zeitlich verinderndes Magnetfeld, so dass prinzipiell Uberginge
zwischen den mp-Zustéinden moglich sind. Es finden keine Uberginge zwischen
den mp-Zustdnden statt, wenn das magnetische Moment dem Feld adiabatisch
folgt. Dies ist der Fall, wenn die Bedingung
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erfiillt wird [Met99].

3.1.5 Neues Spulensystem

Im Rahmen dieser Arbeit war es notwendig, die bis dahin im Experiment
eingesetzten wassergekiihlten Spulen auszutauschen. Diese waren beim Ferti-
gungsprozess aus verschiedenen Einzelkomponenten zusammengel6tet worden.
Die Lotstellen einiger Spulen waren im Laufe der Zeit stark korrodiert, so
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Offset-Spule
loffe-Spule

Quadrupol-Spule
kleine Transferspule
MOT-Spule

groRe Transferspule

Abbildung 3.3: Aufbau des neuen Spulensystems, gezeigt in einer Ansicht von vorne
und schriag von vorne.

dass Wasser aus den Spulenkorpern heraustropfte. Es gelangte Wasser auf die
Aufenseite der Vakuumkammer, so dass das Abbilden der Atome mit dem
Absorptionsabbildungssystem nicht mehr moglich war. Auferdem kam es durch
das Austreten des Wassers aus den Spulen zu Vibrationen im Experiment. Es
wurden neue Spulen designt, bei denen durch eine gednderte Herstellungsmethode
der Korrosionsprozess vermieden und die Haltbarkeit erhoht werden sollte. Die
Einzelteile wurden nun miteinander verschweift und nicht mehr zusammengelo-
tet. Die Position der Spulen im experimentellen Aufbau, die Abmessungen der
Spulenkorper und die Anzahl der Windungen blieben im Wesentlichen gleich. Die
neuen Spulen sind in Abbildung 3.3 dargestellt. Details zu den Parametern der
einzelnen Spulen lassen sich in [Kocl6a] finden.

Beim Austausch des Spulensystems wurde zudem eine neue Halterung fiir die
Ioffe-Spule eingebaut. Im alten Aufbau konnte der Abstand der Ioffe-Spule zum
atomaren Ensemble durch ein System aus Konterschrauben und Federn flexibel
eingestellt werden. Im neuen Design lasst sich der Abstand durch Distanzschrau-
ben anpassen. Dadurch ist das System deutlich weniger anféllig fiir thermische
Drifts, und durch den Verzicht auf bewegliche Teile erhéht sich die mechanische
Stabilitdt. Vor dem Umbau wurden die Spulen vom Kiihlwasser der Hauswasser-
versorgung durchflossen. Um Korrosion zu vermeiden, werden die Spulen nun von
einem speziellen Kiihlwasser der Firma van-der-Heyden durchflossen. Die Kiih-
lung des Wassers erfolgt durch ein von der gleichen Firma hergestelltes Kiihlmo-
bil, welches wiederum von der Hauswasserversorgung gekiihlt wird.

3.1.6 Magnetischer Transport und Quadrupol-Ioffe-Falle

Es soll hier kurz beschrieben werden, wie der magnetische Transport der Atome
in den Appendix vonstattengeht.

Die Atome werden nach der MOT-Phase in die Magnetfalle umgeladen und in
dieser von der Position der zweiten MOT iiber eine vertikale Strecke von 5,5 cm
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in den oberen Teil des Appendix transportiert. Fiir den magnetischen Transport
werden drei Spulenpaare verwendet, deren Achsen sich in verschiedenen Héhen
befinden: die grofien und kleinen Transferspulen sowie die Quadrupolspulen, wel-
che Teil der Quadrupol-Ioffe-Falle sind.

Durch Verdndern der Stréme durch die Spulen kann das Zentrum der Falle be-
wegt werden. Wihrend des Transports werden die Strome durch die grofen und
kleinen Transferspulen hoch- und runtergerampt und schliefslich die Quadrupol-
spulen eingeschaltet. Alle Rampen erfolgen in Form von kubischen glatten Funk-
tionen. Insgesamt betragt die Zeit des magnetischen Transports 0,91 s.

Die wiahrend des magnetischen Transports eingesetzten Spulen werden jeweils
von entgegengesetzt gerichteten gleichen Stromen durchflossen, so dass sich in ih-
rer Mitte ein Minimum des Magnetfeldes ergibt, in dem die Atome gefangen wer-
den. Das von diesen Spulen realisierte Fallenpotenzial ist linear und besitzt die
Form V(z,y,z) ~ Ay/222 + y? + 422, mit einer Konstanten A, die proportional
zum Spulenstrom ist. Das Potenzial der Magnetfalle wéchst linear in allen Raum-
richtungen.

Der Nachteil einer linearen Magnetfalle ist, dass das magnetische Feld im
Fallenzentrum gleich null ist. Dadurch wird die Bedingung 3.2 hier nicht mehr
erfiillt und es kénnen Majorana-Spin-Ubergéinge der Atome zu nicht fangbaren
Hyperfein-Zeeman-Zusténden stattfinden [Ket99]. Fiir die Erzeugung eines BECs
durch evaporatives Kiihlen ist es daher notwendig, dass das magnetische Feld im
Bereich des atomaren Ensembles von null verschieden ist. Dies wird erreicht durch
die Verwendung einer kleinen einzelnen Spule, der sogenannten loffe-Spule, deren
Symmetrieachse in z-Richtung zeigt und damit orthogonal zur Achse des Quadru-
polspulenpaares ausgerichtet ist. Wenn das Feld der Ioffe-Spule ausreichend grofs
ist, kommt es nicht mehr zu einem Nulldurchgang des Magnetfelds und es herrscht
ein von null verschiedenes Feld am Ort des Fallenminimums. Das Potenzial dieser
sogenannten QUIC-Falle (von Englisch: quadrupole-loffe configuration) hat im
Bereich des Minimums anndhernd die Form eines anisotropen harmonischen
Oszillators.

Um das Ensemble adiabatisch von der linearen Magnetfalle in die QUIC-Falle
umzuladen, ist eine weitere Spule notwendig, die sogenannte Offset-Spule. Sie be-
sitzt die gleiche Symmetrieachse wie die loffe-Spule, hat jedoch einen deutlich gro-
feren Durchmesser. Wenn die Offset-Spule wiahrend des Hochrampens des Ioffe-
Spulen-Feldes ausgeschaltet wére, wiirde das Fallenminimum soweit in Richtung
der Oberseite des Appendix verschoben werden, dass die Atome die Glaswand be-
rithrten. Die Offset-Spule ermoglicht es, das Fallenminimum auch bei angeschal-
teter Ioffe-Spule an einer dhnlichen vertikalen Position zu halten.

3.1.7 Evaporatives Kiihlen

Nach dem Umladen in die QUIC-Falle wird die Temperatur der Atome durch eva-
poratives Kiihlen abgesenkt, so dass sich ein Bose-Einstein-Kondensat ausbildet.
Der Kiihleffekt bei diesem Kiihlmechanismus, der auch als Verdampfungskiihlen
bezeichnet wird, beruht auf dem gezielten Entfernen der Atome mit der héchsten
Energie in einer thermischen Verteilung und einem anschlieffenden Rethermali-
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sieren durch elastische Kollisionen, wodurch wieder Atome zu héheren Energien
hin verteilt werden. Die mittlere Energie der Atome nimmt dabei ab, so dass ihre
Temperatur sinkt [Dav95b, Dav95c, Ket99]. Verdampfungskiihlen kann man auch
im alltéglichen Leben beobachten, wenn sich zum Beispiel dampfender heifser Kaf-
fee abkiihlt.

In unserer Apparatur werden fiir das evaporative Kiihlen Radiowellen mit
einer Frequenz im Megahertz-Bereich eingestrahlt, wodurch Ubergéinge zwischen
verschiedenen Zeeman-Zusténden mit Amprp = 41 getrieben werden. Insbeson-
dere werden Atome mit mp = +2 in den Zustand mit mp = +1 iberfihrt.
Die Frequenz der Radiowellen wird dabei in einer optimierten Rampe von
einem Startwert (59 MHz) bis zu einem Zielwert, welcher bei etwa 4 MHz liegt,
durchgestimmt. Die Gesamtdauer der Rampe betragt 15,58, im Anschluss wird
die Frequenz fiir 1s konstant gehalten. Es wird ein Bose-Einstein-Kondensat mit
typischerweise 5 - 10* Atomen erzeugt.

Das fiir die Kiihlung verwendete Radiofrequenzsignal wird von einem Signal-
generator VFG150 der Firma Toptica erzeugt. Das Signal wird anschliefsend
von einem Verstiarker mit geringem Rauschen und einer Ausgangsleistung von
1W verstarkt und {iber eine Antenne abgestrahlt. Diese besteht aus einer
einzigen Schleife aus Kupferdraht mit einem Durchmesser von 20mm. Ein
parallel zur Antenne geschalteter Schaltkreis sorgt fiir die Impedanzanpassung.
Die Symmetrieachse der Leiterschleife zeigt in Richtung des Potenzialminimums
der QUIC-Falle.

Wihrend der Evaporation betragen die Fallenfrequenzen w, = 27 x 156 Hz,
wy = 2m X 148 Hz und w, = 27 x 37 Hz. Die Strome durch die Ioffe-Spule und die
Quadrupol-Spulen sind hierbei Ijoge = 2,41 A, Iquaar = 3,0 A. Die Offset-Spule ist
ausgeschaltet, also Iogser = 0.

Hohe Fallenfrequenzen sind fiir die Evaporation wichtig, da es bei hohen Dich-
ten vermehrt zu Stéfen kommt. Hingegen ist fiir die Experimente in optischen
Gittern ein dekomprimiertes und moglichst homogenes BEC von Vorteil, da sich
die Atome dann gleichméfig im Gitter verteilen kénnen. Die Falle wird nun durch
eine Anderung der Spulenstréme ,gedffnet”, so dass das BEC dekomprimiert
wird und die Fallenfrequenzen in den drei Raumrichtungen &hnliche Werte
aufweisen. Die Dekomprimierung erfolgt dabei vor allem in x- und in y-Richtung,
in z-Richtung bleibt die Fallenfrequenz nahezu unverdndert. Die Position des
Fallenminimums verschiebt sich geringfiigig beim Offnen der Falle, wodurch
eine Oszillation des BECs angeregt werden kann. Eine solche Schwingung ist
unerwiinscht und wird an unserem Experiment dadurch verhindert, dass das
Fallenminimum am Umkehrpunkt der Oszillation instantan an die Position des
BECs verschoben wird.

Nach dem Ubergang zur gedffneten Falle betragen die Fallenfrequenzen w, =
2m x 42Hz, w, = 27 x 45Hz und w, = 27 x 35Hz. Die Spulenstrome sind nun
IIOﬁ‘e = 2,70 A, IQuadr = 3,0A und ]Oﬁset = 6,0 A.

Die Fallenfrequenzen lassen sich messen, indem man in der Magnetfalle den
Strom einer Spule kurzzeitig &ndert und ihn dann wieder auf seinen urspriinglichen
Wert zuriicksetzt. So wird gezielt eine Oszillation des BECs angeregt, aus der man
die Frequenz durch einen Fit bestimmen kann.
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3.1.8 Abbildungssystem

In unserer Apparatur kénnen die Atome mit Hilfe von zwei Abbildungssystemen
aus unterschiedlichen Perspektiven abgebildet werden. Das vertikale Abbildungs-
system bildet die Atome in der x-y-Ebene ab. Das horizontale Abbildungssystem
besitzt einen Winkel von ein paar Grad zur x-Achse, es erfolgt hier anndhernd
eine Abbildung in der y-z-Ebene. Jedes Abbildungssystem beinhaltet eine eigene
Kamera (PCO Pixelfly).

Die Objektive vor den Kameras bestehen jeweils aus zwei achromatischen Linsen
mit dem Durchmesser 2,5cm. Die Positionen der Linsen sind so gewahlt, dass
sich die Atome ungefdhr im Abstand der Brennweite f; von der ersten Linse
und die Kamera ungefihr im Abstand f, von der zweiten Linse befindet. Beim
vertikalen Abbildungssystem betragen die Brennweiten f; = fo = 160 mm, beim
horizontalen Abbildungssystem f; = 160 mm und f, = 250 mm. Die Messdaten zu
den in dieser Arbeit vorgestellten Experimenten wurden mit Hilfe des vertikalen
Abbildungssystems aufgenommen. Das horizontale Abbildungssystem wird vor
allem bei der Feinjustage des Gitters oder fiir Kontrollmessungen genutzt.

Beim Abbildungsvorgang wird resonantes Licht auf die Atome eingestrahlt. Die
aufgenommenen Bilder der Atome sind zunédchst Graustufenbilder. In jedem Pixel
des CCD-Sensors der Kamera wird die Intensitéat des auftreffenden Lichtes gemes-
sen. An den Stellen, an denen sich Atome befinden, erfolgt eine Abschwichung
des Abbildungslicht durch Absorption. Direkt im Anschluss an ein mit Atomen
aufgenommenes Bild wird ein Referenzbild mit eingeschaltetem Abbildungslicht,
jedoch ohne Atome, aufgezeichnet. Das Referenzbild wird von dem Bild mit den
Atomen abgezogen, so dass man die optische Dichte D der Atomverteilung in Ab-
héngigkeit vom Ort bestimmen kann (fiir eine mathematische Beschreibung sie-
he [Wirl3]). Mit Hilfe unserer Labview-Auswertungssoftware lassen sich die Wer-
te der optischen Dichte unter Beriicksichtigung des Absorptionsquerschnittes der
8TRb-Atome jeweils in eine Atomzahl iibersetzen. Fiir die Anzahl N der Atome in
der Fliche des Pixels an der Position mit den Koordinaten (u,v) gilt:

Apixel

2
0o abs

N(u,v) = D(u,v) - (3.3)

Hierbei sind oy = 3\? /21 der Absorptionsquerschnitt bei der Resonanz, A die
Flache eines Pixels und f,s die Vergrokerung des Abbildungssystems.

Zur Aufnahme einer Absorptionsabbildung von den Atomen schaltet man alle
Fallenpotenziale instantan aus und lasst das atomare Ensemble fiir eine Expan-
sionszeit (auf Englisch: time of flight) von tror = 30ms frei expandieren. Der
Abbildungsstrahl wird dabei fiir 0,4 ms eingeschaltet. Abbildung 3.4 zeigt ein mit
dem vertikalen Abbildungssystem aufgenommenes Bild des BECs. Die Atomver-
teilung wird hierbei mit Hilfe einer Farbskala veranschaulicht.
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H max

min

Abbildung 3.4: Mit dem vertikalen Abbildungssystem aufgenommenes Bild des BECs
in Farbskalendarstellung. Es wurde {iber drei Messungen gemittelt.

3.2 Realisierung des bipartiten zweidimensionalen
optischen Gitters

Die optischen Elemente des interferometrischen Gitteraufbaus befinden sich auf
einer horizontal ausgerichteten Aluminiumplatte (,Gittertisch®) mit den Mafen
355 x 345 x 15mm. Der Laserstrahl verlauft in einer Hohe von 25 mm iiber der
Platte. Die auf der Platte montierten optischen Elemente und der Verlauf der
Gitterstrahlen sind schematisch in Abbildung 3.5 dargestellt.

3.2.1 Aufbau des Gitters

Das optische Gitterpotenzial wird von Laserlicht der Wellenlénge 1064 nm gebil-
det. Das Licht wird in Form eines Gauftschen Laserstrahls aus einer polarisati-
onserhaltenden Single-Mode-Glasfaser ausgekoppelt und mit Hilfe einer asphéri-
schen Linse kollimiert, so dass sich ein Strahl mit einem Strahlradius von 1 mm
ergibt. Die Polarisation des Strahls, welche in die vertikale Richtung zeigt und da-
mit senkrecht zur Gitterebene steht, wird anschliefend durch einen polarisieren-
den Strahlteilerwiirfel (PBS 2) gereinigt. Am 50:50-Strahlteilerplattchen (BS 1)
kommt es zur Aufspaltung des Lichts in den x- und den y-Gitterast. Friither wur-
de im Experiment ein nichtpolarisierender Strahlteilerwiirfel verwendet. Ein klei-
ner Teil des Lichtes wurde an seinen Oberflachen zuriickreflektiert und verursach-
te unerwiinschte Reflexe auf der Fotodiode, welche das Interferometer-Signal zur
Stabilisierung der Zeitphasendifferenz ¥ misst. Das nun verwendete Plattchen be-
sitzt zwei nicht zueinander parallele Fliachen, so dass mogliche Riickreflexe nicht
mit dem einlaufenden Strahl tiberlagert sind.

Die achromatische Linse (L1) mit der Brennweite f; = 350 mm, welche sich vor
dem Strahlteilerplédttchen befindet, fokussiert den Laserstrahl auf die Atome. Auf
die genaue Position der Fokusse der vier miteinander interferierenden Strahlen
wird in Abschnitt 3.5 eingegangen. Das Gitter wird so justiert, dass sich die
beiden Gitterdste am Ort der Atome im rechten Winkel schneiden, hier bildet
sich das zweidimensionale optische Gitterpotenzial aus. Die Waist-Radien der
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Abbildung 3.5: Aufbau zur Realisierung des bipartiten zweidimensionalen Gitters.
Hierbei stehen die Abkiirzungen fiir: Spiegel (M), Linse (L), Piezospiegel (PM), Strahl-
teiler (BS), polarisierender Strahlteiler (PBS), Fotodiode (PD), Glaspléattchen (GP);
A/2, A/4, /8 stehen fiir die entsprechenden Wellenplattchen.

Strahlen betragen jeweils ungefdhr wy ~ 100 ym. Vor den beiden Spiegeln (M5,
MT7), die die Strahlen in den beiden Gitterdsten wieder zuriickreflektieren, ist
jeweils eine achromatische Linse (L2, L3) mit der Brennweite f, = 200mm
positioniert. Durch diese Linse wird der Strahl vor der Reflexion kollimiert und
beim Ziirlicklaufen wieder fokussiert.

Fiir die Experimente mit Atomen im optischen Gitter ist es wichtig, die
Intensitéat des Gitterlichts kontrollieren zu kénnen. Um dies zu erreichen, befindet
sich hinter dem Faserauskoppler auf der Gitterplatte ein Glasplédttchen (GP 1),
welches einen kleinen Teil des Lichts aus dem Strahl herausreflektiert. Dieses
Licht trifft auf eine Fotodiode und dient als Signal fiir die Intensitatsregelung des
1064-nm-Lichtes.

Im Gitter gibt es noch Licht einer weiteren Wellenldnge — 1020 nm —, welches
aufgrund seiner geringen Intensitdt keinen nennenswerten Beitrag zum Gitterpo-
tenzial leistet und ausschliefslich der Stabilisierung der Zeitphasendifferenz dient
(siche Abschnitt 3.2.3). Die Intensitét dieses Lichts wird ebenfalls geregelt. Dazu
wird ein Teil des Lichts iiber den 50:50-Strahlteiler im y-Gitterast (BS 3) aus dem
Strahl herausreflektiert und seine Intensitédt nach zweistufiger Filterung auf einer
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Fotodiode gemessen.

Die Fotodiodensignale fiir die Intensitédtsregelung vom 1064-nm- und 1020-
nm-Licht werden auf den Eingang von je einem Proportional-Integral-Regler
(PI-Regler) gegeben. Der Ausgang des Reglers ist mit einem elektronisch steuer-
baren Oszillator verbunden, welcher einen AOM treibt.

3.2.2 Auf einem Piezoaktor montierter Umlenkspiegel und
Bedeutung der Zeitphasendifferenz ¢

Die beiden Gitterdste werden mit Hilfe von Umlenkspiegeln (M3, PM) auf die
Atome feinjustiert. Wie in Abschnitt 2.3 gesehen, bildet sich das Gitterpotenzial
durch die Interferenz von vier Laserstrahlen — den beiden einlaufenden und den
beiden zuriickreflektierten — aus. Die genaue Form des Potenzials hdngt von der
Zeitphasendifferenz ¢ zwischen den beiden Gitterasten ab. Ein wichtiges Merk-
mal unseres Gitters ist, dass sich die Zeitphasendifferenz und damit der Unter-
schied der Potenzialtiefe der beiden Klassen von Gittertépfen, A und B, regeln
lasst. ¥ hangt von der optischen Weglédngendifferenz der beiden Gitterdste ab und
kann iiber diese eingestellt werden. Der Umlenkspiegel fiir den einlaufenden La-
serstrahl des y-Astes (PM) ist auf einem Piezoaktor befestigt. Durch das Anlegen
einer Spannung an den Piezoaktor éndert sich dessen Ausdehnung, so dass der
Umlenkspiegel im Mikrometerbereich vor- und zuriickgefahren werden kann. Der
einlaufende y-Gitterstrahl legt dann einen kiirzeren oder langeren Weg bis zu den
Atomen zuriick, so dass sich am Ort der Atome die relative Phase der einlaufen-
den Wellenfronten in x- und y-Richtung dndert.

Die retroreflektierenden Spiegel (M5, M7) geben die Position der Knotenpunk-
te der Lichtintensitat vor. Auf den Spiegeln selbst addieren sich die elektrischen
Felder von einlaufendem und reflektiertem Strahl zu null aufgrund des Phasen-
sprungs von 7 bei der Reflexion. Das optische Gitter wird von zwei stehenden
Wellen gebildet, einer in x- und einer in y-Richtung. Bei beiden stehenden Wel-
len schwingt an den Stellen der Wellenbduche die Summe der elektrischen Felder
zwischen dem Maximum und dem Minimum hin und her. Die Phase zwischen die-
sen beiden Schwingungen entspricht der Zeitphasendifferenz ¢. Die Lichtintensitét
und das zu dieser proportionale Gitterpotenzial ergibt sich aus einer zeitlichen
Mittelung des Betragsquadrats der Summe der elektrischen Felder beider stehen-
den Wellen.

Wir wollen anmerken, dass es beim Vor- und Zuriickfahren des Umlenkspie-
gels im Bereich einiger Mikrometer zu einem kleinen Versatz des einlaufenden
y-Gitterstrahls und damit auch des zuriickreflektierten Strahls kommt. Aufgrund
der geringen Grofle dieses Versatzes im Vergleich zum Durchmesser des Bose-
Einstein-Kondensats in der Magnetfalle von etwa 20 um spielt er praktisch keine
Rolle.

In der Theorie liefse sich die Zeitphasendifferenz auch iiber Variation der Po-
sition der Riickreflexspiegel einstellen. Dies wiirde zuséatzlich auch die Lage der
Knoten des Interferenzmusters verdndern. In unserem Gitter bleibt die Position
der Knoten hingegen konstant.
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Abbildung 3.6: Die beiden am Michelson-Strahlteiler (BS) tiberlagerten zuriickreflek-
tierten Strahlen des x- und y-Gitterastes haben auf ihrem Weg durch den Gitteraufbau
eine Phase 1 bzw. 9 aufgesammelt. Der Unterschied zwischen beiden Phasen entspricht
dem Doppelten der Zeitphasendifferenz, o1 — o = 29.

3.2.3 Regelung der Zeitphasendifferenz

Es soll nun beleuchtet werden, wie in unserem Experiment die Regelung der Zeit-
phasendifferenz realisiert wird.

Die Strahlen der beiden Gitterédste treffen nach der Riickreflexion wieder am
Strahlteilerpléttchen (BS in Abbildung 3.6) zusammen, wo das Licht zuvor in die
beiden Aste aufgespalten worden war. Wir schauen uns nun das Interferenzsignal
der beiden tiberlagerten Strahlen an. Dieses hangt von den Phasen ¢; und s
ab, die das Licht beim Hin- und Zuriicklaufen im x- bzw. y-Ast erhalten hat. Der
gesamte Gitteraufbau erinnert damit an ein Michelson-Interferometer. Andert sich
durch das Verstellen des Umlenkspiegels auf dem Piezoaktor die optische Weglédnge
im y-Gitterast, wird man eine Anderung im Interferometersignal beobachten.

Wenn man das Interferometersignal des 1064-nm-Gitterlichts direkt zum Re-
geln der Zeitphasendifferenz ¢} verwenden wiirde, wire es mit einer einfachen Re-
gelschaltung nicht méglich, die Intensitédt des Lichts und damit die Tiefe des Git-
ters in einem Experimentzyklus zu verdndern und gleichzeitig ¥ zu kontrollieren.
Denn man wiisste bei einer Anderung des Interferometersignals nicht, ob diese
durch eine Anderung der Intensitéit oder eine Anderung der Zeitphasendifferenz
geschieht. Eine Anderung der Gittertiefe ist aber zum Beispiel beim Laden des
BECs in das optische Gitter, wobei die Laserleistung adiabatisch hochgerampt
wird, notwendig. Desweiteren geht die Steigung des Interferometersignals in der
Umgebung von Extrema gegen null. Das bedeutet, dass sich in diesem Bereich bei
einer Anderung der Zeitphasendifferenz das Signal nur wenig #ndert. In diesem
Bereich ist keine optimale Regelung moglich, ohne die Verstiarkung des Regelkrei-
ses anzupassen.

Aus diesen Griinden wird fiir die Zeitphasenregelung das Licht eines zweiten
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Lasers mit der Wellenlange 1020 nm verwendet, welches mit dem 1064-nm-Licht
iiberlagert ist. Aufgrund der gemeinsam im Gitter genutzten optischen Elemente
ist es vorteilhaft, eine Wellenlédnge zu verwenden, die nicht zu stark von 1064 nm
verschieden ist. Auf der anderen Seite soll sie sich gut durch optische Filter von
1064 nm separieren lassen.

Die Leistung des 1020-nm-Lichtes im Gitter ist wiahrend des Experimentzyklus
konstant bei etwa 50 W und damit deutlich geringer als die des 1064-nm-Lichtes,
welche typischerweise bei 100 mW liegt. Der Beitrag des 1020-nm-Lichtes zum op-
tischen Dipolpotenzial ist damit vernachléssigbar, dieses Licht wird ausschlieflich
fiir die Stabilisierung von 1 verwendet.

Wie beim Gitterlicht mit der Wellenlénge 1064 nm, interferiert das retroflektier-
te 1020-nm-Licht beider Aste am Strahlteilerplittchen. Um das Interferometersi-
gnal dieses Lichts zum Regeln der Zeitphasendifferenz verwenden zu kénnen, muss
das Licht vom Gitterlicht getrennt werden. Hierfiir werden dichroitische Spiegel
und optische Filter verwendet. Nach dem Trennen der Lichtanteile erhélt man fiir
jede Wellenldnge ein separates Interferometersignal, welches mit einer Fotodiode
gemessen wird.

Das 1020-nm-Interferometersignal stellt die Regelgrofe beim Stabilisieren der
Zeitphasendifferenz dar. Beim Durchstimmen des Piezoaktors — der Umlenkspie-
gel wird hierbei vor- und zuriickgefahren — sind im Fotodiodensignal des 1020-nm-
Interferometers mehrere Interferenzmaxima und -minima zu erkennen. Beim Ein-
stellen der Zeitphasenregelung betrachtet man das 1020-nm- und das 1064-nm-
Fotodiodensignal gleichzeitig auf einem Oszilloskop. Hierbei ergibt sich ein &hn-
liches Bild wie in Abbildung 3.7(a). Das 1064-nm-Signal wird nicht direkt zum
Stabilisieren verwendet, dient jedoch dem Finden der richtigen Regelflanke des
1020-nm-Signals. Innerhalb eines Experimentzyklus wird die Zeitphasendifferenz
haufig um 7/2 herum variiert. In dem Fall ist es hilfreich, diejenige Flanke zu
verwenden, deren Mitte ungeféhr dem Zeitphasenwert ¢ = 7/2 entspricht.

Die Regelung der Zeitphasendifferenz erfolgt iiber einen PI-Regler, auf dessen
Eingang das Fotodiodensignal des 1020-nm-Interferometers gegeben wird. Der
Regel-Ausgang ist mit einem Hochspannungsverstirker verbunden. Um Reso-
nanzfrequenzen des Piezoaktors zu unterdriicken, bei denen dieser unkontrollierte
Schwingungen ausfithren wiirde, wird der Ausgang des Hochspannungsverstérkers
gefiltert [Wirl3|. Das gefilterte Signal wird schlieflich auf den Piezoaktor des
Umlenkspiegels gegeben.

3.2.4 Bestimmung der Zeitphasendifferenz aus dem Signal
des Stabilisierungslichts

Wie bereits erwéhnt, stellt bei der Stabilisierung der Zeitphasendifferenz das Fo-
todiodensignal des 1020-nm-Interferometers die Regelgrofte dar. Es stellt sich die
Frage, wie sich das Spannungssignal der Fotodiode in die Zeitphasendifferenz des
Gitterlichts mit der Wellenldnge 1064 nm umrechnen lasst.

Die Zeitphasendifferenz ist abhédngig von der Differenz des optischen Weges im
x- und y-Ast. Wir betrachten dabei in beiden Gitterédsten die optische Weglange
s; (i = x;y) vom Strahlteilerpléttchen BS 1 (siche Abbildung 3.5) bis zum re-
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Abbildung 3.7: Interferometersignale des Gitterlichts mit der Wellenldnge 1064 nm
(schwarz) und des Stabilisierungslichts mit der Wellenldnge 1020 nm (rot). (a) Aussehen
der Interferometersignale des Gitterlichts und Stabilisierungslichts beim Durchstimmen
der Position des auf einem Piezoaktor montierten Umlenkspiegels. (b) Zusammenhang
des Spannungssignals des 1020-nm-Lichts und der Zeitphasendifferenz 9 des 1064-nm-
Lichts. Es ist oft hilfreich, fiir die Zeitphasenregelung eine Flanke des 1020-nm-Signals zu
verwenden, in deren Mitte die Zeitphasendifferenz ¢ = 7 /2 betriigt. Es sei bemerkt, dass
hier das invertierte 1064-nm-Interferometersignal zu sehen ist, wie es auch beim Einstel-
len der Zeitphasenregelung an unserer Apparatur angezeigt wird. Eigentlich nimmt das
Interferometersignal des Gitterlichts bei ¥ = 7/2 ein Minimum an.

troreflektierenden Spiegel (M5 bzw. M7). Der Unterschied As = s, — s, dieser
beiden optischen Weglingen bestimmt die Zeitphasendifferenz iiber die Relation
¥ = kAs = 21 /X As. Die Wegldngendifferenz kann iiber den Umlenkspiegel auf
dem Piezoaktor eingestellt werden. Nach der Reflexion an den retroreflektieren-
den Spiegeln laufen die beiden Strahlen den Weg zum Strahlteilerplattchen zu-
riick. Dabei ergibt sich erneut ein optischer Weglangenunterschied von As, so dass
der Strahl im x-Ast erneut eine Phasendifferenz von ¥ gegeniiber dem Strahl im
y-Ast erhélt. Die gesamte Phasendifferenz zwischen beiden Strahlen betragt nun
also 2¢. Im Folgenden verwenden wir die Indizes ,,1064¢ und ,,1020“, um auszu-
driicken, auf welche Wellenlénge sich die jeweilige Grofe bezieht.

Wir betrachten zunéchst das 1064-nm-Licht. Fiir die Intensitdt der beiden am
Strahlteilerpléattchen iiberlagerten und miteinander interferierenden Strahlen gilt:

[1064 ~ ‘Eoefiwt (51 . ei-2191064 + nygy) ’2 (34)
= |Ey|? (6926 + nyerey - 2 c08(201064) + 77;&“5) (3.5)

1
~ |5 (2 + mlel) 4 nyeaey cos(201061) (3.6)

Man kann erkennen, dass das Interferometer-Signal maximal wird fiir 20194 =
n-2m (n € Z), also fur Y1064 = n - m. Das Interferometer-Signal wird minimal fiir
201060 = (2n + 1) - 7, also fur ¥y064 = (n + 1/2) - w. Fiir die maximale und die
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minimale Spannung des 1064-nm-Interferometers gilt nun

1 1
Ur(lalff4) ~ 5(52 + 2nyeLey + 77§5§> = 5(5:13 + 77y5y)2 (3.7)
1064y 1, 5 5 oy 1 2
Upin =~ 5(590 — 2nyeyey + ny€y) = 5(596 —MyEy)” - (3.8)

Die interferierenden Strahlen erzeugen in der Fotodiode eine Spannung, die pro-
portional ist zur Intensitat des Lichts. Sie lédsst sich schreiben als

(1064) _ ;7(1064) (1064) | 7(1064)

U1064(191064): i 5 min COS(2791064)+ e 9 min . (39)

Nun schauen wir uns das 1020-nm-Licht an. Es gilt analog fiir die Fotodioden-
spannung Ujggo des 1020-nm-Interferometers:

UéllO)?O) N U(1~020) UéﬂlO)?O) U(1-020)
2 B i COS(2191020) + 2 ; i . (310)

Uro20(V1020) =

Die Zeitphasendifferenz des Stabilisierungslichtes (1020nm) ergibt sich aus der
Zeitphasendifferenz des Gitterlichtes (1064nm), indem man sie mit dem Verhéltnis
der Wellenldngen skaliert. Aufserdem muss sie noch um einen bestimmten Offset
Pomset Verschoben werden, da der einlaufende 1020-nm-Strahl beim Aufspalten am
Strahlteilerpliattchen eine andere Zeitphase hat als der 1064-nm-Strahl:

)\1064

201020 = 291064 - + Doffset (3.11)

)\1020

Wenn man dies in Gleichung 3.10 einsetzt, ergibt sich:

{7(1020) _ 17(1020)

: hY Urgllé)f()) U(1020)
9 e CcOos <2191064 : 106 + ﬁoﬁset) + i

min

2

Uto20(Pho6a) = A1020

(3.12)
Nach ¥pg4 umgestellt erhédlt man:

1 )\1020 2Uv1020 - I(nlaOXQO) - Ur(nl1(r)120)
V1064(U1020) = 2 Moos arccos {7(1020) _ 7;(1020) = Vot (3.13)

Wir haben einen Ausdruck hergeleitet, iber den man aus der Fotodiodenspan-
nung des interferierenden Stabilisierungslichtes die Zeitphasendifferenz des Git-
terlichtes berechnen kann. Wir lassen die Indizes fiir die Wellenldngen im Folgen-
den weg, behalten dabei aber im Hinterkopf, dass sich die Spannungen auf das
1020-nm-Licht beziehen und die Zeitphasendifferenz auf das 1064-nm-Licht. Es
bleibt noch die Grofe Jogser zu bestimmen. Hierzu wird die Spannung U = ermit-
telt, bei der sich die Zeitphasendifferenz 9 = 7/2 einstellt. Dafiir macht man sich
zunutze, dass das Impulsspektrum der Atome im ersten Band des Gitters sehr
stark von 9 abhéngt und man fiir ¢ = 7/2 ein charakteristisches Muster erhélt.
Auf diese Weise lasst sich sehr prézise die Fotodiodenspannung ermitteln, bei der

49



3 Experimenteller Aufbau

eine Zeitphasendifferenz von 7/2 vorliegt. Das Verfahren wird in Abschnitt 3.3
genauer beschrieben. Es gilt fiir ¥ogget:

)\1064

(3.14)

ﬁoﬂset = -

QU% - Umax - Umin
Umax - Umin

T -+ arccos [
1020

Setzt man dies in Gleichung 3.13 ein, so erhalten wir schliefslich die gesuchte Ab-
héngigkeit der Zeitphasendifferenz des Gitterlichts von der Fotodiodenspannung
des 1020-nm-Interferometers:

1 /\ 2 — Umax = Ymin
thoea(U) = T A [arccos( v-u U )

2 5 >\1064 Umax - Umin
(3.15)
QU% - Umax - Umin
— arccos Umax — Umin

Umax, Umin und Ug kénnen sich mit der Zeit dndern, zum Beispiel durch uner-
wiinschte Reflexe. Deshalb werden diese Grofsen fiir jede Messreihe neu ermittelt.

Wie bereits im vorherigen Kapitel angemerkt wurde, féllt die Gittergeometrie
um ¢ = m/2 herum symmetrisch aus, das heifst, dass die Zeitphasenwerte /2 —
AY und 7/2 + A¥ die gleiche Gittergeometrie beschreiben. Diese Tatsache kann
man auch so ausdriicken, dass die Zeitphasenwerte ¥ und © — 9 fiir die gleiche
Gittergeometrie stehen. So ist zum Beispiel die Gittergeometrie fiir ¥ = 0,47 die
gleiche wie fiir 1 = 0,67r. Der Unterschied bei beiden Konfigurationen ist, dass in
dem einen Fall die A-Gitterklasse die tieferen T6pfe bildet, im anderen Fall ist es
die B-Klasse.

3.3 Kalibrierung der Zeitphasendifferenz

Die Zeitphasendifferenz des Gitters wird kalibriert durch die Bestimmung der
Spannungen U,.., Upin und U% in Formel 3.15. U, und U, lassen sich beim
Durchfahren des auf dem Piezoaktor montierten Umlenkspiegels direkt ermitteln
als das Maximum und das Minimum des 1020-nm-Interferometersignals. Fiir die
Bestimmung von Uz ist es notwendig, das Impulsspektrum der Atome im ersten
Band des zweidimensionalen optischen Gitters zu betrachten.

3.3.1 Impulsspektrum

Impulsspektren werden mit Hilfe der TOF-Methode (von Englisch: time of flight)
aufgenommen. Hierbei werden im Experiment alle Potenziale, also die Magnetfal-
le und das Gitterpotenzial, instantan ausgeschaltet. Der préaparierte Zustand kann
sich nun frei in der Zeit entwickeln. Die Wellenpakete auf den einzelnen Gitter-
plétzen expandieren und beginnen sich zu tiberlappen. Die Gitterplétze sind dabei
die Ausgangspunkte von Materiewellen, die miteinander interferieren. Im Fernfeld
kommt es dabei zur Ausbildung von charakteristischen Interferenzmaxima, den
sogenannten Bragg-Mazima.
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Der Zustand des Systems wird auf eine Basis von ebenen Wellen projiziert.
Bloch-Funktionen zum Quasiimpuls ¢ bestehen aus Komponenten mit den
Impulsen p'= hq + hG. Hierbei steht G fiir die reziproken Gittervektoren. Atome
mit dem Quasiimpuls ¢ werden im Impulsspektrum auf die verschiedenen Impulse
p verteilt. Der Beitrag eines Impulses p findet sich nach einer Expansionszeit ¢t am
Ort 7= ¥-t =p-t/m, wobei m die Masse des 8’Rb-Atoms ist. Bei ausreichend
groft gewahlter Expansionszeit, die an unserem Experiment tror = 30 ms betrégt,
sind die Impulskomponenten deutlich voneinander getrennt.

Die Dichteverteilung des Gitterzustandes im Impulsraum ist nach [Blo08| gege-

ben durch ) ) o o

n(@) = (@) = (@@ Y Blbg)e? . (3.16)

RR

Hierbei bezeichnen R und R’ die Gittervektoren. @(p) ist die Fourier-Trans-
formierte der Wannier-Funktion im Ortsraum (fiir die Wannier-Funktionen
siche Anhang C). Das Betragsquadrat von w(p) stellt die Einhiillende der
Impulsverteilung dar. Die Korrelationsfunktion (IA)EZA) ) beschreibt, wie die Atome
miteinander interferieren. Gibt es eine feste Phasenbeziehung zwischen Atomen
auf benachbarten Gitterplédtzen, interferieren die Materiewellen konstruktiv
miteinander und man sieht Interferenz-Maxima in Absténden, die den reziproken
Gittervektoren entsprechen.

Die Breite der Bragg-Maxima ist nicht infinitesimal klein aufgrund der End-
lichkeit des Systems. Sie ist umgekehrt proportional zur Anzahl der miteinander
interferierenden Streuzentren, also der Gitterplatze. Beriicksichtigt man eine re-
pulsive Wechselwirkung zwischen den Atomen, werden die Bragg-Maxima weiter
verbreitert.

3.3.2 Impulsspektrum im ersten Band bei ¢ = 7/2

Wir wollen die Atome adiabatisch bei verschiedenen Zeitphasenwerten ins optische
Gitter laden. Die Atome besetzen dabei jeweils den I'-Punkt des ersten Bandes.

Die Zeitphasendifferenz 9 = 7/2 stellt einen besonderen Fall der Gittergeome-
trie dar. Hier ist die Differenz AV der Potenzialtiefe der Gittertopfklassen A und
B gleich null. Im ersten Band ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Grundzu-
standes auf allen Topfen gleich grofs. Die Bloch-Funktion am I'-Punkt des ersten
Bandes besteht aus Komponenten mit dem Impuls 0 und den Impulsen hG , wobei
G = 2hk(m,n)" (m,n € Z) fiir die reziproken Gittervektoren des 7/2-Gitters
steht. Der Abstand zwischen den Bragg-Maxima in x- und in y-Richtung betrigt
2hk.

Fiir ¥ # /2 ist auch AV von null verschieden. Beim adiabatischen Laden des
Gitters ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Atome in den flacheren Gitter-
topfen geringer als in den tieferen. Es treten nun zuséitzliche Impulskomponen-
ten auf. Wie wir bereits gesehen haben, ist die erste Brillouin-Zone des Gitters
um 45° gedreht und ihre Kantenlinge um den Faktor 1/4/2 verkleinert gegeniiber
dem 7/2-Gitter. Es éndert sich die Orientierung der reziproken Gittervektoren.
Zwischen den Bragg-Maxima ergibt sich in diagonaler Richtung ein Abstand von

V2hk.

51



3 Experimenteller Aufbau

5 /,
(a) 5/,920,49571 \
Experiment Theorie
2Rk | - ] .
1
H 3 (1)
2 222 0. i
p,o0f W {0o) O . ® .
—2hk | o ] -
\ —2hk 0 20k )
N Px e
b) N
( ) { 9= O,SOOTC \
Experiment Theorie
2k (-
1.
& o
2 550, "
po0f VB -’@) O . 0]
—2ik | (=
\ “onk 0 20k /
A Px e
(c) 0,8

o
[}

Besetzung N1.2/Ng
(=] (=]
o N

o
[=}
‘

L L | L L L
046 048 050 052 054 0,56
Zeitphasendifferenz 9 (17)

Abbildung 3.8: Experimentell aufgenommene und theoretisch berechnete Impulsspek-
tren bei den Zeitphasenwerten (a) ¥ = 0,495 7 und (b) ¥ = 0,500 7 bei einer Gittertiefe
von Vo = 7,9 Elec. Man sieht, dass die Bragg-Maxima 1. Ordnung, die bei ¢ = 0,495 7
vorhanden sind, bei ¥ = 0,500 7 verschwinden. (c) Besetzung der Bragg-Maxima 1. Ord-
nung (rot) und 2. Ordnung (schwarz). Es wird hierbei die gesamte Atomzahl in den
Bragg-Maxima 1. bzw. 2. Ordnung durch die Atomzahl im zentralen Bragg-Maximum
(0. Ordnung) dividiert. In (a) und (b) sind die ROIs eingezeichnet, die fiir die Bestim-
mung der Atomzahlen verwendet werden.
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3.4 Lasersystem fiir das optische Gitter

Die zusétzlichen Bragg-Maxima sind nur fiir ¥ # 7/2 vorhanden. Variiert man
die Zeitphasendifferenz um 7/2 herum, so kommt es zu einem resonanzartigen
Verschwinden dieser Maxima bei ¢ = 7/2. Abbildung 3.8(a) zeigt die Impuls-
spektren fiir die Zeitphasenwerte ¢ = 0,500 und ¥ = 0,4957w. Man erkennt
deutlich, dass die rot markierten Bragg-Maxima 1. Ordnung, die bei ¥ = 0,4957
vorhanden sind, bei ¥ = 0,5007 nahezu vollstandig verschwinden.

In Abbildung 3.8(b) ist die Besetzung der Bragg-Maxima 1. und 2. Ordnung
des in Abhéngigkeit von ¥ dargestellt. Die Atomzahl in den Maxima wurde nor-
miert auf die Atomzahl im zentralen Bragg-Peak mit dem Impuls 7 = 0. Man
kann einen starken Abfall der Besetzung der Maxima 1. Ordnung in der Umge-
bung von ¥ = 7/2 erkennen. Wenn man das Impulsspektrum fiir verschiedene
eingestellte Sollwerte der Fotodiodenspannung des 1020-nm-Interferometers auf-
nimmt, wird man feststellen, bei welchem dieser Werte man die Zeitphasendiffe-
renz /2 erreicht. Dieser Wert ist die gesuchte Spannung Uz.

3.4 Lasersystem fiir das optische Gitter

Das fiir die Erzeugung des optischen Gitters verwendete Laserlicht mit der
Wellenldnge A = 1064 nm wird von einem hochstabilen Festkorperlaser des Typs
Mephisto der Firma Innolight (jetzt zu Coherent gehorend) bereitgestellt. Er
besitzt eine Ausgangsleistung von 2W. Das zur Stabilisierung der Zeitphase
dienende Licht mit der Wellenldnge 1020 nm stammt von einem selbstgebauten
Diodenlaser. Das Licht beider Laser wird mit Hilfe eines dichroitischen Spie-
gels, der die Wellenldnge 1020 nm transmittiert und die Wellenldnge 1064 nm
reflektiert, iiberlagert und gemeinsam in die Gitterfaser eingekoppelt.

Es steht in unserer Appratur zusétzlich ein 10-W-Faserverstiarker zur Verfii-
gung, der mit einem Teil des Mephisto-Lichts geseedet werden kann. Das Licht
des Faserverstérkers wurde frither fiir das optische Gitter genutzt und soll in der
Zukunft fiir die Realisierung einer gekreuzten Dipolfalle verwendet werden. Das
direkt vom Mephisto ausgegebene Licht hat gegeniiber dem im Faserverstarker
verstarkten Licht den Vorteil, dass das Hintergrundspektrum geringer ist. Bei der
Lichtverstarkung in einem Faserverstirker entsteht durch verstiarkte spontane
Emission (auf Englisch: amplified spontaneous emission, (ASE)) eine breite
Hintergrundverteilung im optischen Spektrum (siehe zum Beispiel [Hip13]).

Das Mephisto-Licht kann in unserem Experiment aufterdem fiir eine dritte Git-
terachse in vertikaler Richtung verwendet werden.

3.5 Positionierung der Linsen im Gitteraufbau

Im Gitterautbau befindet sich direkt vor dem 50:50-Strahlteilerpliattchen, welches
den aus der Gitterfaser ausgekoppelten Strahl in den x- und den y-Ast aufspaltet,
eine achromatische Linse mit der Brennweite f; = 350 mm. Die Linse wurde im
Rahmen dieser Arbeit im Vergleich zum fritheren Aufbau etwa 20 mm weiter von
den Atomen entfernt positioniert. Der Grund dafiir soll im Folgenden erldautert
werden.
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3 Experimenteller Aufbau

3.5.1 Die Ausgangssituation

In [Wirl3, O113, Kocl6a] wurde demonstriert, dass sich die Besetzung der Zu-
stdnde an den X -Punkten im zweiten Bloch-Band iiber die Energiedifferenz AFE
zwischen den beiden Zusténden einstellen lasst (siehe auch Abschnitt 4.4.3). Bei
dem in diesen Arbeiten verwendeten Aufbau liegen die Fokusse der vier im Gitter
miteinander interferierenden Laserstrahlen an der Position der Atome. An jeder
Grenzfliche von Luft und Glas sowie Glas und Vakuum treten Verluste in der
Feldamplitude der Strahlen auf, so dass die retroreflektierten Strahlen im Ver-
gleich zu den einlaufenden eine Abschwichung erfahren. Zur deutlichen Verringe-
rung dieser Abschwéchung wurden im fritheren Aufbau Antireflektionsplattchen
an den Aufenseiten des Appendix angebracht.

Um die Energiedifferenz AE variieren zu konnen, war im Strahlengang des
einlaufenden Strahls des x-Astes ein \/2-Plattchen platziert worden. Mit des-
sen Hilfe wurde die lineare Polarisation des einlaufenden Strahls um einen
bestimmten Winkel aus der vertikalen Richtung herausgedreht. Vor dem re-
troreflektierenden Spiegel war ein \/4-Pléttchen positioniert worden, welches
beim zweimaligen Durchlaufen ebenfalls wie ein A/2-Pliattchen wirkt. Dieses
A/4-Plattchen wurde nun so eingestellt, dass die Polarisation des zuriicklaufenden
x-Strahls wieder in die vertikale Richtung zeigt. Fiir die Erzeugung des optischen
Gitterpotenzials spielt bei den interferierenden Strahlen nur der Anteil der
Polarisation in vertikaler Richtung — also die Projektion des Polarisationsvektors
auf den vertikalen Einheitsvektor — eine Rolle. Uber die Drehung der Polarisation
des einlaufenden Strahls liefs sich das Verhéltnis der Feldamplituden in vertikaler
Richtung von einlaufendem und zuriickreflektiertem Strahl einstellen. Zusétzlich
zum A/4-Pliattchen wurde ein A/8-Plédttchen eingebaut, welches sich zwischen
dem \/4-Pléttchen und dem Retroreflektierspiegel befindet. Die Polarisation
des einlaufenden Strahls erhélt beim Durchlaufen der Oberflichen der optischen
Elemente im Gitteraufbau einen zirkularen Anteil und wiirde sich ohne das
A\/8-Plittchen nicht wieder als lineare Polarisation einstellen lassen.

3.5.2 Versetzen der achromatischen Linsen

Es wurde versucht, die Anisotropieparameter des Gitters so einzustellen, dass
AFE = 0 gilt und sowohl im x- als auch im y-Ast die Amplituden von einlaufendem
und retroflektiertem Strahl ausgeglichen sind. Hierfiir ware prinzipiell die Metho-
de infrage gekommen, dass man im y-Strahl die gleiche Technik anwendet wie
im x-Strahl und die Amplituden durch die Verwendung einer Kombination von
Wellenpléttchen ausgleicht. Dies wurde nicht umgesetzt aufgrund der folgenden
Uberlegung: Bei der Uberlagerung von zwei einlaufenden Strahlen mit einem An-
teil der Polarisation in horizontaler Richtung kommt es, wenn der Schnittwinkel
der Strahlen nicht exakt 90° betrédgt, zu einer schwachen Interferenz der beiden
horizontalen Anteile. Es entsteht ein zusétzliches flaches diagonales Gitter, das
dem bipartiten Gitter aufmoduliert ist.

Hinzu kommt, dass die Antireflexionsplattchen vom Appendix entfernt wurden.
Der Grund hierfiir war, dass Umbauarbeiten an der Apparatur stattfanden und der
Einbau einer gekreuzten Dipolfalle moglich gemacht werden sollte. Das zwischen
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3.6 Bestimmung der Gittertiefe und der Anisotropieparameter
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Abbildung 3.9: Die bei der Gitterkalibrierung verwendeten vier eindimensionalen Git-
ter.

y

,
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den Antireflexionsplattchen und dem Glas des Appendix verwendete Immersionsél
wurde als nicht kompatibel mit den hohen optischen Intensitdten, die mit der
Dipolfalle verbunden sind, angesehen.

Es wurde daher eine andere Methode gewahlt, um die Parameter €, und ¢, auf
eins zu setzen: Die Linse (L1, siehe Abbildung 3.5) vor dem Strahlteiler, welche den
einlaufenden Strahl auf die Atome fokussiert, wurde ungefahr 20 mm in Richtung
der Gitterfaser verschoben. Der Fokus der einlaufenden x- und y-Strahlen befindet
sich nun also etwa 20 mm vor der Position der Atome. Die Linsen in den hinteren
Teilen der Gitterdste (L2, L3) wurden so verschoben, dass sich die Fokusse der
retroreflektierten Strahlen nach wie vor an der Position der Atome befinden. Dass
sich der Fokus des zuriickreflektierten Strahls an der Position der Atome befindet,
lasst sich daran erkennen, dass die Potenzialtiefe des zugehorigen 1D-Gitters in x-
bzw. y-Richtung ihr Maximum erreicht. Durch das Versetzen der Linsen erreicht
man ein Angleichen der Feldamplituden von einlaufenden und retroreflektierten
Strahlen.

Die Reflexionsverluste wurden durch das Versetzen der Linse vor dem Strahl-
teilerplattchen iiberkompensiert, so dass man die zuriicklaufenden Strahlen
abschwéchen muss, um die Amplitudenverhéltnisse von reflektiertem und ein-
laufendem Strahl auf eins zu setzen. Das Abschwichen wird realisiert durch
die Installation von jeweils einem Glasplattchen im Bereich zwischen der Linse
L2 bzw. L3 und dem retroreflektierenden Spiegel in den beiden Gitterésten.
Das Glasplédttchen wird zweimal durchlaufen und reflektiert einen kleinen Teil
des Lichtes aus dem Hauptstrahl heraus. Durch Drehen des Plattchens lassen
sich der Einfallswinkel des Strahls auf die Glasflache und damit die Starke der
Abschwéchung einstellen.

3.6 Bestimmung der Gittertiefe und der
Anisotropieparameter

3.6.1 Potenzialtiefen der 1D-Gitter

Durch Blockieren des Strahlwegs von bestimmten Strahlen im zweidimensiona-
len Gitter lassen sich verschiedene eindimensionale optische Gitter erzeugen. Blo-
ckiert man zum Beispiel den y-Ast des Gitters, erhélt man ein 1D-Gitter in x-
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3 Experimenteller Aufbau

Richtung. Fiir die Bestimmung der Gittertiefe V5 und der Ansisotropieparameter
€z, €y und 7, betrachten wir die folgenden vier Uberlagerungen von Strahlenpaa-
ren zu eindimensionalen Gittern (siche Abbildung 3.9):

(a) einlaufender und retroreflektierter Strahl in x-Richtung: 1D-Gitter in
x-Richtung

(b) einlaufender und retroreflektierter Strahl in y-Richtung: 1D-Gitter in
y-Richtung

(c) einlaufende Strahlen in x- und in y-Richtung: diagonales x-y-Gitter

(d) zurtickreflektierter Strahl in x-Richtung und einlaufender Strahl in y-
Richtung: diagonales (—x)-y-Gitter

Fiir die Erzeugung des (—z)y-Gitters wird die lineare Polarisation des einlau-
fenden Strahls in x-Richtung mit Hilfe des A\/2-Plittchens parallel zur Gittere-
bene eingestellt und die Polarisation des zuriicklaufenden Strahls mit Hilfe der
Kombination aus A/4- und A/8-Pléttchen in die vertikale Richtung gedreht (siehe
Abbildung 3.5). Zum Einstellen der vertikalen Polarisation wird mit Hilfe eines
D-férmigen Spiegels ein kleiner Teil des Lichts aus dem zuriicklaufenden Strahl
herausreflektiert und dieser mit einem polarisierenden Strahlteiler untersucht.
Man erhélt ein Gitter, in welchem der retroreflektierte Strahl des x-Astes mit
dem einlaufenden Strahl des y-Astes interferiert. Die beiden Strahlen interferieren
nicht mit dem einlaufenden Strahl des x-Astes.

Ziel ist es nun, die Abhéngigkeit der Gittertiefen der vier eindimensionalen Git-
ter von der optischen Gitterleistung zu bestimmen. Daraus lassen sich die Ab-
héngigkeit der Gittertiefe Vj des zweidimensionalen Gitters von der Gitterleistung
sowie die Anisotropieparameter 7,, €, und ¢, ermitteln. Es gilt fiir die Potenziale
der vier eindimensionalen Gitter:

Vo o . .
Ve(x) = ZO e 4 8956_1]“‘2 (3.17)
= — Ve, cos® kx + konst. (3.18)
1% ; ik 12
Vo) = == [y ("7 + 2,07 (3.19)
= —V()nZey cos® ky + konst. (3.20)
Vo, . .
Vay(,9) = == [ + e[ (3.21)
k
= —Vqn, cos® {i(x - y)} + konst. (3.22)
Vi —ikz iky |2
Vieow (@) = = |eae™ + ™| (3.23)
k
= —Vyn,es cos® b(:c + y)] + konst. (3.24)
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3.6 Bestimmung der Gittertiefe und der Anisotropieparameter

Fiir die Gittertiefen der eindimensionalen Gitter gilt:

Vo = Voes (3.25)
Vyo = Voniey (3.26)
Veyo = Vony (3.27)
Vicoyo = Vomyes (3.28)

Daraus lassen sich die folgenden Beziehungen ableiten:

V(—x)y 0
Ep = ——— 3.29
Voo (3.29)
V(—x)y 0
= 3.30
77y ‘/‘v’z,O ( )
V. 1 Veo -V,
g, =2t — = =0 7wl (3.31)
Vayo 1y Vayo - Vicayyo
Vo= 20— 20 "zl (3.32)
Ex Vv(fac)y,()

3.6.2 Gitterspektroskopie

Um die Gittertiefen der 1D-Bénder zu ermitteln, wird die Leistung des aus der
Gitterfaser ausgekoppelten Lichts mit Hilfe eines AOMSs zeitlich moduliert [Hec02].
Dadurch werden Atome vom ersten in das dritte Band angeregt, was man als
einen Raman-Prozess verstehen kann. Durch die Amplitudenmodulation mit der
Frequenz w entstehen im Licht sogenannte Seitenbénder mit den Frequenzen wy+w
und wy — w, wobei wy die Tragerfrequenz ist. Die Beat-Signale der Seitenbénder
mit dem Trager-Signal sind hierbei in Phase.

Die Modulation der Gitterleistung wird fiir 40 ms durchgefiihrt und die Stérke
der Modulation liegt im Bereich von weniger als einem Prozent. Zum Ubergang
vom ersten ins dritte Band kommt es, wenn die Modulationsfrequenz der Ener-
giedifferenz zwischen den Béandern entspricht. Die Atome werden dabei vom
[-Punkt des ersten Bandes zum I'-Punkt des dritten Bandes transferiert. Beim
Bandiibergang nimmt der kohdrente Anteil im Impulsspektrum ab und es kommt
zu einem resonanzartigen Abfall der optischen Dichte der Impulskomponente
p = 0. Die Ubergangsfrequenz lisst sich durch den Fit des Spektrums mit
einer Gauf-Funktion bestimmen. Wir ermitteln die Ubergangsfrequenzen fiir
verschiedene Werte der Gitterleistung P. In Abbildung 3.10(a) sind fir das
1D-Gitter in y-Richtung die Resonanzen fiir drei verschiedene Gitterleistungen
dargestellt.

Mit Hilfe einer 1D-Bandstrukturrechnung lésst sich die theoretische Frequenz
des Ubergangs vom ersten ins dritte Band in Abhingigkeit von der Gittertiefe
bestimmen. Auf diese Weise erhilt man aus der gemessenen Ubergangsfrequenz
die 1D-Gittertiefe bei der verwendeten optischen Leistung. Abbildung 3.10(b)
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3 Experimenteller Aufbau
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Abbildung 3.10: (a) Spektrum der Anregung vom ersten in das dritte Bloch-Band fiir
das 1D-Gitter in x-Richtung bei einer Modulation der Gitterleistung. Die Atome befinden
sich anfangs am I'-Punkt des ersten Bandes. Gezeigt wird die optische Dichte des zen-
tralen Bragg-Maximums beim Durchstimmen der Modulationsfrequenz. Das Spektrum
wurde fiir eine Lichtleistung von 100 mW (rot), 180 mW (griin) und 240 mW (blau) auf-
genommen. Die Lichtleistung ist hierbei die gesamte aus der Gitterfaser ausgekoppelte
Leistung des Gitterlichts. (b) Energiebereich der ersten drei Béander im eindimensionalen
Gitter in Abhéngigkeit von der Gittertiefe. Mit Hilfe einer Bandstrukturrechnung las-
sen sich die theoretischen Ubergangsfrequenzen in Abhingigkeit von der 1D-Gittertiefe
bestimmen. Mit diesem Zusammenhang lisst sich umgekehrt aus den gemessenen Uber-
gangsfrequenzen jeweils die 1D-Gittertiefe ermitteln. Die Wertepaare aus berechneter
Gittertiefe und gemessener Ubergangsfrequenz sind fiir das 1D-Gitter in x-Richtung
eingezeichnet. (¢) Auftragung der drei Wertepaare aus eingestellter Gitterleistung und
der durch die Amplitudenmodulation bestimmten Gittertiefe V, o des eindimensionalen
Gitters in x-Richtung. Die durchgezogene Linie stellt einen linearen Fit durch die drei
Punkte dar.
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3.6 Bestimmung der Gittertiefe und der Anisotropieparameter

zeigt den theoretisch berechneten Energiebereich der ersten drei Bander mit den
eingezeichneten Wertepaaren aus gemessener Resonanzfrequenz und zugeordneter
Gittertiefe. Wenn man schlieflich den bei den Messungen verwendeten optischen
Leistungen die zugehorigen Gittertiefen zuordnet und die Wertepaare plottet,
erhdlt man das Diagramm in Abbildung 3.10(c). Ein linearer Fit liefert die
gesuchte Abhéngigkeit der Gittertiefe von der optischen Leistung.

Wie die Abhéngigkeit der Gittertiefe von der Gitterleistung bestimmt wird,
wurde hier exemplarisch fiir das 1D-Gitter in x-Richtung demonstriert. Fiir die
anderen drei 1D-Gitter ist analog vorzugehen. Aus den Gittertiefen lassen sich
dann mit den Gleichungen 3.32 die 2D-Gittertiefe V; und die Anisotropieparame-
ter berechnen.
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4 Anregung in hohere Bander des
Gitters

Die Besonderheit unseres bipartiten optischen Gitter besteht darin, dass es mit
ihm auf relativ einfache Weise moglich ist, Atome in hohere Bénder anzuregen,
wie bereits in [Wirl3, Ol13] demonstriert wurde. Die Atome werden dabei zu Be-
ginn in die tiefere Klasse von Gittertopfen geladen und anschliefend wie in einem
Fahrstuhl in die Ndhe von lokalen Zustidnden der anderen Klasse von Gittertop-
fen gefahren. Wir stellen zundchst am Beispiel des zweiten Bandes dar, wie der
Anregungsmechanismus im Detail funktioniert. Zudem wird das Schema fiir ei-
ne Anregung in die Bander vier und sieben vorgestellt. Wir beschreiben, welcher
Zustand sich im zweiten Band nach einer Kondensation der Atome an den Band-
minima einstellt, woriiber in [Wirl1, O12] berichtet wurde. Es wird schlieflich ein
Versuch vorgestellt, in dem nach einem Quench der Zeitphasendifferenz eine Os-
zillation zwischen den Zustanden verschiedener Bander beobachtet werden kann.

4.1 Anregung in das zweite Bloch-Band

Das Schema der Anregung von Atomen in das zweite Band ist in Abbildung 4.1
dargestellt. Zu Beginn des Experimentzyklus werden die Atome bei der Zeit-
phasendifferenz v = 0,47 adiabatisch in das erste Band des Gitters geladen. Die
Gittertiefe betragt nach dem Laden ins Gitter Vy = 7 E... Wie in Kapitel 3 be-
schrieben, wird die Zeitphasendifferenz iiber die Position des auf einem Piezoaktor
montierten Umlenkspiegels im y-Ast eingestellt. Die Regelgrofe ist dabei das
Michelson-Interferometer-Signal des 1020-nm-Stabilisierungslichtes. Fiir 9 # 7 /2
besteht das Gitter aus zwei Klassen von Gittertépfen mit unterschiedlicher
Potenzialtiefe. Wir bezeichnen die bei v = 0/4n tieferen Gittertopfe mit B
und die flacheren mit A. Bei der gewahlten Zeitphasendifferenz und Gittertiefe
befinden sich die Atome ausschlieflich in den tieferen Gittertopfen B (siehe
auch Abschnitt 2.9). Hier besetzen sie die lokalen 1s-Orbitale (zur Bennenung
der lokalen Zustdnde in der Naherung eines Gittertopfes als zweidimensionaler
harmonischer Oszillator siche Anhang B). Es besteht bei den zu diesem Zeitpunkt
eingestellten Gitterparametern keine feste Phasenbeziehung zwischen benach-
barten Gitterplitzen, die Atome zeigen keine Kohérenz. Dies ist energetisch
vorteilhaft im Hinblick auf den zu préaparierenden Zustand.

Nun wird die Zeitphasendifferenz innerhalb von 0,3 ms mit Hilfe einer kubischen,
glatten Funktion zum Wert ¢ = 0,535 gerampt (2). Die Atome werden dabei in
den lokalen 1s-Orbitalen der B-Topfe energetisch nach oben gefahren, wihrend
sich die lokalen 1s-Orbitale der A-Topfe energetisch nach unten bewegen. Die
Rampe wird deshalb so schnell durchgefiihrt, damit die Atome nicht von den B-
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4 Anregung in héhere Bénder des Gitters

1 ¢=0,400r 2 ¢=0,535n

VLY

Abbildung 4.1: Schema der Anregung von Atomen in das zweite Bloch-Band: (1) Die
Atome werden adiabatisch bei der Zeitphasendifferenz 9 = 0,47 in das optische Git-
ter geladen. Die Gittertiefe betriagt Vo = 7 E,ec. Die Atome besetzen ausschlieflich die
B-Gittertopfen. Es liegt keine feste Phasenbeziehung zwischen ihnen vor. (2) Die Zeit-
phasendifferenz wird nichtadiabatisch zu ¢ = 0,5357 gerampt, die Atome bleiben dabei
in den 1s-Orbitalen der B-Gittertopfe. (3) Die Atome thermalisieren und kondensieren
an den X-Punkten des zweiten Bloch-Bandes, es bildet sich eine feste Phasenbeziehung
der Atome im Gitter aus. (4) Die Zeitphasendifferenz kann optional adiabatisch zu ei-
nem finalen Wert ¢ € [0,5357;0,5957] gefahren werden. Dabei wird die Besetzung der
2p-Orbitale in den Gittertopfen der Klasse A erhoht.

in die A-T6pfe tunneln, wenn beide 1s-Orbitale sich kreuzen. Die nach unten
gewanderten 1s-Orbitale der A-To6pfe bilden das erste Bloch-Band, und die nach
oben gewanderten 1s-Orbitale der B-T6pfe, in welchen sich die Atome befinden,
das zweite Bloch-Band. Die Atome, die sich vorher im ersten Band befanden,
wurden also in das zweite Band des Gitters angeregt.

Zu Beginn besetzen die Atome das zweite Band homogen, wie man in Abbil-
dung 4.2(a) sehen kann. Durch Kollisionen rethermalisieren die Atome und der
Grofteil von ihnen kondensiert an den Minima des zweiten Bandes, welche sich
an den X-Punkten befinden. Je nachdem, wie grofs die Energiedifferenz zwischen
den X-Punkten ist, wird entweder der X,-Punkt, der X_-Punkt oder eine Su-
perposition beider Punkte besetzt. Bei der hier dargestellten Kondensation waren
die Gitterparameter so eingestellt, dass die Bandenergie am X ,-Punkt geringer
als am X_-Punkt ist. Die Atome kondensieren daher an Ersterem.

Bei der Kondensation findet eine Umverteilung der durch die Anregung in das
System eingebrachten Energie statt. Es wird Energie in die z-Richtung dissipiert,
in der nur ein geringer Einschluss im Gitter vorliegt. Langs dieser Raumrichtung
fiihrt die dissipierte Energie zu Phasenfluktuationen innerhalb der réhrenférmigen
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4.1 Anregung in das zweite Bloch-Band

(a) Wartezeit
0,1 ms 2,6 ms 51 ms 20,1 ms 40,1 ms 80,1 ms 120,1 ms 200,1 ms
PN #N #% #5  #n P B
2E A L Lol L L ¥
B »
@. -
(b)
0,535 0,545m 0,555m 0,565 0,575 0,585

Abbildung 4.2: (a) Band-Mapping-Bilder (oben) und Impulsspektren (unten) der Kon-
densation und des Zerfalls der Atome im zweiten Band. (b) Impulsspektrum nach der
letzten adiabatischen Rampe fiir verschiedene Zielwerte der Zeitphase. Fiir jeden Zeit-
phasenwert wurde iiber drei Realisierungen gemittelt.

Kondensate auf den einzelnen Gitterplétzen.

An den X-Punkten setzt sich die entsprechende Bloch-Funktion aus den 1s-
Orbitalen auf den flachen Gittertopfen B und den 2p-Orbitalen auf den tiefen Git-
tertopfen A zusammen. Es stellt sich eine langreichweitige feste Phasenbeziehung
zwischen den Gitterplédtzen ein. Zwischen benachbarten Gittertopfen der gleichen
Klasse andert sich die Phase dabei um 7. Die Atome besetzen den energetisch
niedrigsten Zustand und bilden ein metastabiles Kondensat im zweiten Band (3).

Durch ein weiteres, langsameres Erhohen der Zeitphasendifferenz innerhalb von
5ms zu Werten ¢ € [0,5357;0,5957| lasst sich gezielt die Aufenthaltswahrschein-
lichkeit der Atome in den p-Orbitalen der tiefen Gittertopfe erhohen. Diese Ram-
pe ist adiabatisch, die Atome bleiben also im zweiten Band des Gitters (4). In
dem Bereich, in dem es zu einer Kreuzung der lokalen Zustande der harmonischen
Néherung der Gittertopfe kommt, nehmen die Bandbreite und die Tunnelkopp-
lung zu benachbarten Gittertopfen stark zu. Aus Abbildung 4.2(b) ist ersichtlich,
dass im Impulsspektrum der Anteil hoherer Beugungsordnungen zunimmt. Der
Grund hierfiir liegt darin, dass beim Erhohen der Zeitphasendifferenz die Tiefe
der A-Gittertopfe zunimmt. Dadurch wird die Fourier-Transfomierte @ (p) in Glei-
chung 3.16 breiter. Im Unterschied zu den in (a) gezeigten Aufnahmen sind die
Anisotropieparameter des Gitters so eingestellt, dass beide X-Punkte signifikant
besetzt werden.

Eine wichtige Voraussetzung dafiir, die Kondensation von Atomen in einem
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4 Anregung in héhere Bénder des Gitters

angeregten Band beobachten zu konnen, ist, dass das Thermalisieren auf einer
kleineren Zeitskala stattfindet als Relaxationsprozesse, durch die Atome in andere
Béander zerfallen. Zum Relaxieren der Atome vom zweiten in andere Bénder
kommt es vor allem durch zwei Prozesse: Zum einen finden Zweikorperstofse
von Atomen im zweiten Band statt, bei denen ein Atom Energie verliert und in
das erste Band fallt. Der Stofipartner nimmt die abgegebene Energie auf und
gelangt dadurch in ein hoheres Band. Ein Teil der Energie kann auch in die
z-Richtung dissipiert werden. Zum anderen gibt es ZweikOrperstofe, bei denen
beide Atome in den Grundzustand fallen, wobei die Energiedifferenz vollstandig
in die z-Richtung abgegeben wird.

Die Lebensdauer der Atome im zweiten Band héngt stark von der Zeitphasen-
differenz des Gitters ab. Der Grund fiir die Wahl von 0,5357 als Zeitphasenwert
fiir die Kondensation besteht darin, dass hier die Aufenthaltswahrscheinlichkeit
der Atome in den lokalen p-Orbitalen der tiefen Gittertépfe sehr gering ist. Die
Bloch-Funktionen der X-Punkte bestehen also fast ausschliefslich aus den loka-
len 1s-Orbitalen in den flachen Gittertépfen. Dadurch befinden sich die Atome
lokal im Grundzustand und kénnen nicht in das erste Band zerfallen, welches fast
ausschlieflich Anteile in den tiefen Gittertopfen besitzt. Bei ¥ = 0,5357 ist die
Lebensdauer im zweiten Band maximal. Sie nimmt ab, wenn man den Zielwert
der Zeitphasendifferenz nach der adiabatischen Rampe erhéht. Der Grund dafiir
ist, dass sich die Besetzung der 2p-Orbitale in den tiefen Gittertopfen erhoht, wo-
durch das Uberlappintegral der Bloch-Funktionen am X-Punkt der Bénder eins
und zwei zunimmt. Es kommt zu einem verstiarkten Zerfall.

4.2 Adressierbare Bander

Abbildung 4.3(a) zeigt den Verlauf der Bander bei einer Erhohung der Zeitpha-
sendifferenz, ausgehend von ¥ = 7/2. Die Gittertiefe 1 bleibt dabei konstant. Die
bei einer Erhohungvon ¢ aufsteigenden Bénder lassen sich den lokalen Zustén-
den des Gittertopfes A zuordnen, die abfallende Bander denen des Gittertopfes B.
Man kann dabei erkennen, dass die Bénder gruppiert auftreten. Dies sieht man
besonders deutlich ab den Punkten, an denen das aufsteigende 1s-Orbital des Git-
tertopfes B abfallende Zusténde des Gittertopfes A gekreuzt hat und sich wieder
von diesen entfernt. Die absteigenden Bander &hneln immer mehr den Zusténden
eines lokalen harmonischen Oszillators und werden relativ schmal mit keinem oder
einem nur geringen energetischen Abstand. Die Anzahl der Bander in solch einer
Gruppe ist gleich der Entartung der entsprechenden Zustande des zweidimensio-
nalen harmonischen Oszillators (siehe Abbildung 4.3(b)). Die Gruppen lassen sich
durch die Hauptquantenzahl n, aus der Naherung des A-Gittertopfes als harmo-
nischer Oszillator benennen und bestehen aus ny + 1 Zustdnden.

Im bipartiten quadratischen Gitter sind die Bloch-Funktionen aus Orbita-
len aufgebaut, die den Eigenzustéinden des harmonischen Oszillators in Polar-
koordinaten ahneln. Wie in Anhang B beschrieben wird, sind die Zustdnde mit
der Quantenzahl n, die das Energieniveau angibt, (n + 1)-fach entartet. Die
einzelnen Gittertopfe stellen jedoch keine perfekten isotropen harmonischen
Ostzillatoren dar. Sie besitzen keine kontinuierliche Rotationssymmetrie, sondern
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Abbildung 4.3: (a) Energiebereich der ersten zwolf Bénder im bipartiten optischen
Gitter in Abhédngigkeit von der Zeitphasendifferenz 4. Fiir die Bandstrukturrechnung
wurden eine Gittertiefe von Vy = 12 Eiec sowie die Parameter (e4,ey,7y) = (1,1,1)
verwendet. Farbig eingezeichnet sind die durch nichtadiabatisches Rampen der Zeitpha-
sendifferenz adressierbaren Bénder, wie das erste (rot), zweite (blau), vierte (magen-
ta), siebte (braun) und elfte Band (griin). (b) Lokale Energieniveaus der Gittertopfe A
und B im vereinfachten Bild, dass man die Gittertopfe ndherungsweise als harmonische
Oszillatoren betrachtet. Zu einer Gruppe im Gittertopf A mit der Hauptquantenzahl
na gehoren ny + 1 Zustiande. Die den adressierbaren Béndern entsprechenden lokalen
Oszillatorniveaus im A-Topf sind ebenfalls farbig markiert.

nur eine diskrete D,-Symmetrie, weshalb der Hamilton-Operator H und der
Drehimpulsoperator L, nicht kommutieren. Die orbitalen Zustinde sind maximal
zweifach entartet [Wirl3].

Betrachtet man den harmonischen Oszillator in kartesischen Koordinaten, so
sind die Eigenzusténde des Hamilton-Operators durch die Quantenzahlen (n,, n,)
bestimmt, welche fiir die Anzahl der Quanten in x- und y-Richtung stehen. Durch
die Brechung der kontinuierlichen Rotationssymmetrie wird die (n, + n, + 1)-
fache Entartung der Zustdnde aufgehoben. Es konnen nur noch Zustdnde mit
vertauschten Quantenzahlen, (n,,n,) und (n,,n,), die gleiche Energie besitzen.
Innerhalb einer Gruppe mit festem n = n, + n, besitzt derjenige Zustand die
geringste Energie, bei dem |n, — n,| maximal wird.

Es stellt sich heraus, dass die adressierbaren Bander in unserem System diejeni-
gen sind, die dem untersten Zustand einer Gruppe von lokalen Zusténden im Git-
tertopf A entsprechen. So lassen sich in unserem Gitter gezielt das zweite, vierte,
siebte und einige weitere hohere Bander besetzen. Andere Bénder wie das drit-
te, flinfte und sechste lassen sich nicht gezielt adressieren, da sie relativ kleine
Bandliicken zu den benachbarten Bandern besitzen.

Die zu den adressierbaren Béndern gehérenden Wellenfunktionen lassen sich
aus den Eigenfunktionen des zweidimensionalen harmonischen Oszillators zu-
sammensetzen. Sie sind in Abbildung 4.4 dargestellt. Die Béander bestehen dabei
aus einer Komposition der 1s-Orbitale in den flachen B-Tépfen und hoéheren
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Abbildung 4.4: Orbitale Anteile der Bloch-Funktionen der adressierbaren Béander. Die-
se Orbitale ergeben sich aus der Uberlagerung von Eigenfunktionen des zweidimensio-
nalen harmonischen Oszillators in Polarkoordinaten. Die Quantenzahl n steht fiir die
Gesamtenergie des Zustands. Unter den Orbitalen ist jeweils die Bezeichnung angegeben

(siche Anhang B).

Orbitalen in den A-To6pfen. Die Grundzustdnde der adressierbaren Béander bilden
sich entweder am I'-Punkt oder an den X -Punkten aus.

Die Anregung zu hoheren Béndern findet so statt, dass Atome zu Beginn
bei einer Zeitphasendifferenz ¢ < 0,57 in das Gitter geladen werden und die
1s-Orbitale der tieferen B-T6pfe besetzen. Durch eine schnelle, nicht adiabatische
Rampe wird die Zeitphasendifferenz nun so eingestellt, dass sich das 1s-Orbital
energetisch in der Nahe, aber unterhalb einer Gruppe von lokalen Zusténden des
Topfes A befindet. Die Atome bevilkern dann ein Band, welches hauptséchlich
von den 1s-Orbitalen der B-Topfe gebildet wird. Aufgrund der geringen Aufent-
haltswahrscheinlichkeit auf den nun tieferen Gittertopfen A ist die Lebensdauer
relativ groft und die Atome kénnen zu einem metastabilen Zustand in dem Band
kondensieren. Erhoht man nun adiabatisch die Zeitphasendifferenz, steigt die
Besetzung in den Topfen A an und die Lebensdauer nimmt ab.

4.3 Anregung in das vierte und siebte Band

Um Atome vom ersten Band in hohere Béander als das zweite anzuregen, wurde die
Anregungssequenz dahingehend abgewandelt, dass nun eine zweigeteilte Rampe
der Zeitphasendifferenz stattfindet und sich auferdem die Gittertiefe wahrend der
Sequenz andert.

Zu Beginn werden die Atome bei ¥ = 0,47 adiabatisch innerhalb von 160 ms in
ein tiefes Gitter geladen. Durch die grofere Potenzialtiefe wird bei der Rampe der
Zeitphasendifferenz das Tunneln auf die gekreuzten Orbitale verhindert. Die Zeit-
phasenrampe findet in zwei Teilen statt, einem schnellen und einem langsamen.
Beim ersten Teil ¥y — 95 geht es darum, das 1s-Orbital der B-Topfe, auf wel-
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4.3 Anregung in das vierte und siebte Band

(a) 4. Band (b) 7. Band

Abbildung 4.5: (a) Impulsspektrum und Band-Mapping-Abbildung der Atome im vier-
ten Band. (b) Impulsspektrum der Atome im siebten Band.

chen sich die Atome befinden, energetisch zwischen zwei benachbarten Gruppen
lokaler Zustdnde der A-Topfe zu positionieren. Fiir die Anregung ins vierte Band
bringt man das 1s-Orbital zwischen die beiden Gruppen lokaler Zustdnde mit den
Energie-Quantenzahlen ny, = 1 und n, = 2. Fiir die Anregung ins siebte Band
fahrt man das 1s-Orbital zwischen die Gruppen lokaler Zustdnde mit ny = 2 und
ny = 3. Die Gittertiefe wird wihrend der ersten Rampe konstant gehalten. An-
schliefend wird die Zeitphasendifferenz in einer langsameren Rampe zum finalen
Wert 5 erhoht, so dass das 1s-Orbital energetisch naher an die iiber ihnen liegen-
de Gruppe lokaler Zustéande der Topfe A heranriickt. Zeitgleich wird die Gitter-
tiefe abgesenkt, was zu einer Verstirkung von Tunnelprozessen fiihrt. Man wartet
nun eine bestimmte Zeit, damit die Atome am Minimum oder den Minima des
adressierten Bandes kondensieren konnen.

Fiir die Anregung in das vierte Band ergibt sich die folgende optimierte Anre-
gungsequenz:

schnelle langsame Konden-
Rampe Rampe sation
Dauer 300 us 2ms  10,5ms

Zeitphasendifferenz J () 0,40 — 0,56 — 0,60
Gittertiefe Vi (Erec) 16,8 — 91

Die Optimierung der Anregung in das siebte Band liefert die Sequenz:

erste zweite Konden-
Rampe Rampe sation
Dauer 500 ps 500 pus 14,5 ms

Zeitphasendifferrenz J () 0,40 — 0,59 — 0,67

Gittertiefe Vi (Frec) 20,6 — 91
Alle Rampen bei der Anregung ins vierte und siebte Band stellen kubische glatte
Funktionen dar.

Im vierten Band kondensieren die Atome am I'-Punkt. Impulsspektrum und
Band-Mapping-Bild nach der Kondensation sind in Abbildung 4.5(a) dargestellt.
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4 Anregung in héhere Bénder des Gitters

Im Impulsspektrum ist ein kreuzférmiger Hintergrund zu sehen, welcher sich durch
die Akkumulation von Atomen in der Umgebung des M-Punktes erkléren lasst.

Im siebten Band wird eine gleichzeitige Kondensation am X,- und am X_-
Punkt beobachtet. Der Energieunterschied der Zustidnde an diesen Punkten
ist um eine Grofenordnung geringer als im zweiten Band, weshalb sich die
Entartung der beiden Punkte im siebten Band leichter herstellen ldsst. Das
heifst, die Besetzungsdifferenz der X, - und X_-Punkte im siebten Band reagiert
weniger sensitiv auf eine Anderung der Anisotropieparameter ¢, gy und 7, als im
zweiten Band (siehe hierzu auch Abschnitt 4.4). Das Impulsspektrum im siebten
Band ist in Abbildung 4.5(b) zu sehen.

Nach der Kondensation im vierten bzw. siebten Band kann die Zeitphasendif-
ferenz, wie in Schritt (4) bei der Anregung ins zweite Band, adiabatisch erhoht
werden, um die Besetzung in den Orbitalen in den tiefen Gittertopfen zu erho-
hen. Fiir das vierte Band wird in diesem Gittertopf das Orbital 3s;_,2 des zwei-
dimensionalen harmonischen Oszillators besetzt, fiir das siebte Band sind es die
Hybridorbitale 4p? Jo(a34+y3)—3(a+y) und 4p3 Jo(a3—y3)—3(a—y)- Hybridorbitale ergeben
sich durch die Superposition von energetisch entarteten Orbitalen des zweidimen-
sionalen harmonischen Oszillators.

4.4 Grundzustand im zweiten Band

4.4.1 p-Orbitale des zweidimensionalen harmonischen
Oszillators mit Wechselwirkung

In diesem und den folgenden beiden Abschnitten orientieren wir uns an [Ol113].
Es wird zunéchst ein vereinfachtes Modell aufgestellt, mit dem die grundlegende
Physik der Wechselwirkung von Bosonen in den p-Orbitalen eines Gittertopfes
untersucht wird. Dazu betrachten wir den ersten angeregten Zustand eines
zweidimensionalen harmonischen Oszillators, der mit zwei identischen Bosonen
besetzt ist. Die Eigenzustidnde mit der Hauptquantenzahl n = 1 haben die
Form von in x- bzw. y-Richtung ausgerichteten p-Orbitalen, wir schreiben sie im
Ortsraum als ¢, (7). Wir verwenden eine Fock-Basis, welche die Besetzung der
beiden p-Orbitale angibt, [¢) = |n,,n,), wobei N, die Anzahl der Teilchen im
P2~ bzw. p,-Orbital sind. Es sind dann die drei Fock-Zusténde |2,0), |1,1) und
|0, 2) moglich.

Ohne das Vorliegen einer Wechselwirkung zwischen den Teilchen sind die drei
Fock-Zustande energetisch entartet. Wenn man eine Wechselwirkung in Form
eines repulsiven Kontaktpotenzials annimmt, konnen die Bosonen innerhalb
eines p-Orbitals sowie auch zwischen verschiedenen p-Orbitalen miteinander
wechselwirken. Wenn die beiden Bosonen innerhalb des gleichen Orbitals p, oder
py miteinander wechselwirken, bezeichnen wir die Wechselwirkungsenergie mit
U,. Wechselwirken sie in verschiedenen Orbitalen p, und p, miteinander, haben
sie die Wechselwirkungsenergie V,. Definiert sind die Grofen wie folgt:

U, =g / Crlgn P, V=g / Erloy, (A1, (P (41)
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4.4 Grundzustand im zweiten Band

In der Bose-Hubbard-Beschreibung ergibt sich fiir die Wechselwirkung der Atome
in den p-Orbitalen der Hamilton-Operator

. U o P, T
Hp,intzf Z nu(nu_l)"i_‘/p Z nunu‘f’?p Z prLpupu- (4'2)

,U«G{I,y} MvV’/‘L#V /"‘7”7“7&1/

ﬁL und p, sind der Erzeugungs- und Vernichtungsoperator fiir ein Boson im p,,-
Orbital. 7, stellt den Operator fiir die Teilchenzahl im p,-Orbital dar. Der letzte
Term in Gleichung 4.2 beschreibt einen paarweisen Austausch der Teilchen zwi-
schen den beiden p-Orbitalen, er wird als Josephson- oder Austauschterm bezeich-
net.

Eine Berechnung der Uberlappintegrale in Gleichung 4.1 ergibt U, = 3V,. Wir
wollen nun eine andere Basis fiir die Zusténde des harmonischen Oszillators wahlen
und schreiben den Wechselwirkungs-Hamilton-Operator als

a U P A2 1 72
Hp,int = 7 (np - ng . (43)
Hierbei sind 7, = plp, + ﬁ;ﬁy der Operator fiir die Teilchenzahl in beiden Moden
und L, = —i (ﬁl]ﬁy — ﬁLﬁI) die z-Komponente des Drehimpulsoperators. 7, und
L, besitzen gemeinsame Eigenzustinde, diese sind

1
o = 5 (pLpl +pjp}) [0,0) | (4.4)
1 N2
Yio = m (PL + 1P;T,) 0,0) . (4.5)

Die zugehorigen Eigenenergien lauten

4

Ey=-U,, (4.6)
3 p
2
EiQ == §Up . (47)

Der Index 0, £2 steht hierbei fiir den Drehimpuls L,. Durch die Wechselwirkung
nimmt die Energie aller drei Zustinde zu, wobei die Energiezunahme fiir g
doppelt so grofs ist wie fiir die beiden anderen Zustdnde. 145 sind die beiden
Grundzusténde, v, liegt energetisch hoher. Es zeigt sich hier, dass die Energie
des Zwei-Teilchen-Zustandes minimal wird, wenn der Betrag des Drehimpulses
maximal ist.

Die Zustéande 115 stellen eine Superposition der beiden p-Orbitale mit einem
komplexen Phasenfaktor dar. Der anschauliche Grund fiir die geringere Energie
dieser Zustande ist, dass hier die Teilchen stéarker delokalisiert sind.

4.4.2 Komplexe Uberlagerung der Bloch-Zustinde an den
X-Punkten

Wir wollen nun die Betrachtung vom zweidimensionalen harmonischen Oszillator
auf das zweidimensionale bipartite optische Gitter erweitern. Unter der Annahme
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(b)

Abbildung 4.6: (a) Konturenplot der Bloch-Funktionen 1 x_ und v x, im Ortsraum.
(b) Lage der X -Punkte in der ersten Brillouin-Zone.

voller Symmetrie des Gitters gibt es im zweiten Band zwei entartete Energiemi-
nima bei den Punkten X, und X_. Die zugehorigen Bloch-Zusténde 1 x, und
1y x_ stellen jeweils eine Komposition aus 1s-Orbitalen in den flachen B-T6pfen
und 2p-Orbitalen in den tiefen A-Topfen dar. Die lokal in den tiefen Topfen be-
setzten Orbitale sind im Falle des Zustandes am X -Punkt die 2p,;,- und im
Falle des Zustandes am X_-Punkt die 2p,_,-Orbitale. Beide p-Orbitale stehen or-
thogonal zueinander. Die Ortsraumwellenfunktionen beider Zusténde werden in
Abbildung 4.6 veranschaulicht.

Die Wechselwirkungsenergie der Atome in den tiefen Gittertopfen hat die glei-
che Form wie in Gleichung 4.3 fiir den zweidimensionalen harmonischen Oszil-
lator. Im Bose-Hubbard-Modell gibt es nun noch einen weiteren Term, der die
Wechselwirkungenergie der Atome in den s-Orbitalen in den flachen Gittertopfen
darstellt:

U, =g / Prlp () (48)

Fir den Wechselwirkungs-Hamilton-Operator erhélt man damit:

-~ U ~ ]- jal Us N N
Hint = 71) Z (niﬁ — gLiR') -+ 7 Zn&é(naﬁ — 1) (49)

ReA ReB

N,  ist der Operator fiir die Teilchenzahl im s-Orbital am Gitterplatz R.

Fiir ein tiefes Gitter spielt der Tunnelterm keine Rolle und die Wechselwir-
kungsenergie bestimmt die Ordnung der Atome im Gitter. Eine Minimierung
der Wechselwirkungsenergie wird durch eine komplexe Superposition der beiden
p-Orbitale in den tiefen Gittertopfen erreicht,

U= % (Vo,x, Eithax_ ) |- (4.10)

Im Falle eines flacheren Gitters, in dem das Tunneln eine Rolle spielt, bleibt die
komplexe Superposition bestehen. Fiir die Minimierung der Energie bildet sich
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die lokale Phase der Wellenfunktion auf den einzelnen Gitterplatzen so aus, dass
zwischen benachbarten Gittertopfen keine Knoten der Wellenfunktion liegen. Bei
dem durch die komplexe Uberlagerung erzeugten Zustand gibt es einen Phasen-
gradienten innerhalb der p-Orbitale, der zu einem Kreisstrom der Atome in den
tiefen Gittertopfen fiihrt. Aufserdem liegt ein Phasengradient entlang des Randes
der Einheitszellen vor, so dass ein Kreisstrom zwischen den 1s-Orbitalen stattfin-
det. Bei beiden Kreisstromen wechselt die Drehrichtung zwischen benachbarten
Einheitszellen.

4.4.3 Aufhebung der Entartung der Bandminima

Im vorherigen Abschnitt wurde angenommen, dass das Gitter die volle Symmetrie
besitzt und die Bandminima am X,- und X_-Punkt energetisch entartet sind.
Im Experiment ist die volle Symmetrie im Allgemeinen nicht gegeben, da die
Anisotropieparameter 7,, €, und ¢, von eins verschieden sind. Zudem ist der
Winkel, unter dem sich der x- und y-Ast des Gitters schneiden, nicht exakt 90°. Es
andert sich die Hohe der Potenzialbarriere zwischen benachbarten Gitterplatzen.
Wenn die Tunnelamplitude fiir die eine diagonale Richtung, & = 1/v/2(é, +
€y), leicht verschieden von der Tunnelamplitude fiir die andere, dazu senkrechte
diagonale Richtung, &, = 1/v/2(—&, + €,), ist, kommt es zur Aufhebung der
Entartung der Zusténde an den beiden X-Punkten. Ist zum Beispiel das Tunneln
entlang der Richtung ¢} stérker als in der Richtung €5, weist ein Band entlang der
Strecke I' X, in der ersten Brillouin-Zone eine grofsere Breite auf als entlang der
Strecke I'’X . Die Energie am X ,-Punkt ist dann geringer als am X _-Punkt.

Wie wir in Kapitel 3 gesehen haben, lassen sich die Anisotropieparameter iiber
die Glasplattchen im Gitter-Setup einstellen (GP2, GP3, GP4 in Abbildung 3.5).
Diese unbeschichteten Glaspléattchen reflektieren einen geringen Teil der Leistung
aus den Gitterstrahlen heraus und schwichen sie dadurch ab. Uber die Stiirke der
Abschwichung lésst sich die Energiedifferenz AE = Ey(X_) — E»(X ) der Bloch-
Zusténde an den X_-Punkten einstellen. AFE ist damit ein Parameter, der ver-
wendet werden kann, um die relative Besetzung der beiden X-Punkte zu variie-
ren. Wie wir sehen werden, gibt es in Abhéngigkeit von diesem Parameter ver-
schiedene Quantenphasen in einem Phasendiagramm. Wir orientieren uns bei der
folgenden Betrachtung an [O113)].

Unser Ziel ist die Bestimmung des Grundzustandes des zweiten Bandes in Ab-
héngigkeit von AE. Es wird angenommen, dass die Wechselwirkungsenergie klei-
ner ist als die kinetische Energie. Fiir eine grofse Energiedifferenz |AFE| erwarten
wir, dass nur der energetisch tieferliegende X-Punkt besetzt wird. Der Grund-
zustand ist dann eine der Bloch-Funktionen v x, oder v, x_. Bei energetischer
Entartung der Bandenergien an den X,-Punkten ist eine komplexe Superposition
beider Zustédnde zu erwarten. Wir machen daher den folgenden Ansatz fiir die
Wellenfunktion im zweiten Band:

Y(p,0) = cosf - h, +e¥sinf -1 (4.11)

0 € [0; /2] beschreibt die relative Besetzung der beiden X-Punkte, ¢ gibt die Re-
lativphase zwischen den beiden Moden an. Die Zustdnde sind normiert beziiglich
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Abbildung 4.7: Quantenphasendiagramm fiir die Besetzung der Bloch-Zustédnde v_ =
Yo x_ und ¢y = 1P x, im Grundzustand des zweiten Bandes. Konkret gibt die Farbe
die Besetzung sinf des Zustands ¢_ an (6 € [0;7/2], sieche Gleichung 4.11). Auf den
Achsen aufgetragen sind die Energiedifferenz ngAE mit AE = Es(X_) — E2(X4) sowie
die Wechselwirkungsenergie in den p-Orbitalen, n%Up. In den Bereichen (I) und (III)
liegt jeweils eine gestreifte Phase vor, hier wird ausschlieflich der energetisch tieferlie-
gende Bloch-Zustand besetzt, also entweder 1) = 19 x_ oder 94 = 13 x, . Fiir den sich
dazwischen befindenden Bereich (II) besteht der Grundzustand aus einer komplexen Su-
perposition cos @1, +e'¥ sinf-1)_ der beiden Bloch-Zusténde, wobei sich die Besetzung
von ¢_ und ¥4 graduell dndert. Fiir die drei Quantenphasen ist unten jeweils die Phasen-
beziehung zwischen den lokalen Orbitalen dargestellt, aus denen sich der Grundzustand
zusammensetzt. Oben werden Impulsspektren bei verschiedenen Energiedifferenzen AFE
gezeigt.
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4.4 Grundzustand im zweiten Band

der Teilchenzahl ng innerhalb einer Einheitszelle: ng = [ d?r[¢|* = [ d®r|yvy|.
Die beiden Moden . sind die Eigenzustdnde des Hamilton-Operators ohne
Wechselwirkung. Sie sind zueinander orthogonal und die zugehorigen Energien
unterscheiden sich um AFE.

~ AFE
Hopy = :FTwi (4.12)

Es soll nun das Funktional der Gesamtenergie des Systems,
Elp(p,0)] = /d27“ (w*ﬁow + g\w‘) : (4.13)

minimiert werden. Als Ergebnis erhdlt man: Ist |AE| grofer als die Wechselwir-
kungsenergie, so wird nur der energetisch tieferliegende X-Punkt besetzt. Wenn
man |AE| verringert, kommt es ab einem bestimmten Schwellenwert zur Beset-
zung beider X-Punkte. Der Phasenwinkel betrégt ¢ = £7/2, so dass sich wieder
eine komplexe Superposition von 1, und v _ einstellt. Es lasst sich zeigen, dass
der Besetzungswinkel 6 die folgende Gleichung erfiillt:

(4.14)

n, stellt die relative Besetzung der p-Orbitale in den tiefen Gittertopfen dar und
steigt beim Erhohen der Zeitphasendifferenz ¢ an. Die Besetzung der beiden
komplex iiberlagerten Zustdnde wird also vom Verhéltnis der Energiedifferenz
AE der beiden Bloch-Zusténde und der Wechselwirkungsenergie U, in den
p-Orbitalen gegeben. Es gibt zwei konkurrierende Effekte, wobei der eine durch
ein grokes |AE| und der andere durch ein grofes U, gefordert wird. Ein grofes
|AE| begiinstigt die Besetzung des energetisch tieferliegenden X-Punktes, so
dass die Ein-Teilchen-Bloch-Energie minimiert wird. Ein grofes U, begiinstigt
hingegen die gleichzeitige Besetzung beider X-Punkte, da dann in den tiefen Git-
tertopfen beide p-Orbitale bevolkert werden, so dass die Wechselwirkungsenergie
der Teilchen minimiert wird.

Die komplexe Superposition bildet sich aus, wenn ngAE und die Wechselwir-
kungsenergie n2U, in der gleichen Gréfenordnung liegen. Wenn [ngAE| einen be-
stimmten Schwellenwert iiberschreitet, kommt es zur ausschliefslichen Besetzung
des tieferliegenden X-Punktes. Die Verringerung der Ein-Teilchen-Bloch-Energie
fiihrt dann zu einer groferen Energieabsenkung als die Verringerung der Wechsel-
wirkungsenergie durch die Besetzung beider p-Orbitale in den tiefen Gittertopfen.
Fir AE > 0 wird dann der X -, fiir AF < 0 der X_-Punkt besetzt.

Es ergibt sich aus der theoretischen Betrachtung ein Quantenphasendiagramm,
welches in Abbildung 4.7 gezeigt wird. Im Diagramm ist auf der x-Achse die
Energiedifferenz ngAE und auf der y-Achse die Wechselwirkungsenergie in den
p-Orbitalen, ngUp, aufgetragen. Es gibt in dem Phasendiagramm drei Bereiche:
jeweils einen, in dem nur der X, - bzw. der X_-Punkt besetzt wird (I und III).
Diese Bereiche bezeichnet man als gestreifte Phasen. Dazwischen liegt der Bereich,
in dem es zur komplexen Superposition der Zustande beider X-Punkte kommt (IT).
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1y175 AE (Erec)
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Abbildung 4.8: Konturplot der theoretisch berechneten Energiedifferenz zwischen den
Bloch-Zustdnden am X;- und X_-Punkt im zweiten Band in Abhéngigkeit von den
Anisotropieparametern ¢, und ¢,. Die iibrigen Gitterparameter betragen Vy = 7Eycc,
¥ = 0,547 und n, = 1. Die Rechnung berticksichtigt den Schnittwinkel der Gitterstrahlen
des x- und y-Astes. Fiir diesen wurden die Werte (a) 90° und (b) 90,255° verwendet.
In (b) sind einzelne Messpunkte eingezeichnet, deren Farbe das Vorzeichen der relativen
Besetzungsdifferenz AN = (N(X4)—N(X_))/(N(X+)+N(X_)) der beiden X-Punkte
angibt. An den weilen Messpunkten liegt eine Gleichbesetzung beider X-Punkte vor.
Abbildungen adaptiert aus |Eic18|.

In diesem Bereich dndert sich die Besetzung der beiden X-Punkte graduell mit der
Energiedifferenz ng AE. Man nennt ihn chirale Phase, aufgrund der im vorherigen
Abschnitt beschriebenen Kreisstrome auf den tiefen Gitterpléatzen sowie entlang
der Rénder der Einheitszellen. Es sei angemerkt, dass die orbitalen Zustiande auf
den tiefen Gitterplétzen, p,4, £ ip,—,, physikalisch gleich den Zusténden p, + ip,
sind. Im Experiment reicht bereits eine Energiedifferenz AE in der Gréfenordnung
von 1072 E,.. aus, dass nur ein Bloch-Zustand makroskopisch besetzt wird.

4.4.4 Besetzung der X-Punkte bei von 90° verschiedenem
Schnittwinkel der Gitterstrahlen

Beim Einstellen der relativen Besetzung der Zustidnde an den X.-Punkten des
zweiten Bandes war bei fritheren Messungen davon ausgegangen worden, dass die
Energiedifferenz AE beider Zusténde auf die folgende Weise von den Anisotropie-
parametern des Gitters abhingt [O113]:

AE =~ a(Vy, V) (e, — 1)(g, — 1) (4.15)

Der Faktor a(Vp,d) ist hierbei eine Funktion der Gittertiefe V) und der Zeitpha-
sendifferenz 9. Aus der Formel folgt, dass die Energiedifferenz an den beiden X-
Punkten auf null gebracht werden kann, wenn man in mindestens einem der bei-
den Gitterdste die Amplituden von einlaufendem und zuriickreflektiertem Strahl
ausgleicht. Es zeigte sich jedoch das Folgende: Wenn man durch das Einstellen
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des Anisotropieparameters ¢, eine Entartung der Zustande 19 x, hergestellt hat-
te, blieb diese beim Verandern von ¢, nicht bestehen. Die Besetzung der X-Punkte
anderte sich relativ stark beim Verdndern von €,. Der Grund hierfiir liegt darin,
dass der Schnittwinkel der Gitterstrahlen nicht exakt 90° betragt. Gleichung 4.15
gilt nur fiir einen Winkel von genau 90°. Fiir diesen Wert des Winkels liegt immer
dann eine Entartung beider X-Punkte vor, wenn man sich in einem Diagramm,
bei welchem in x-Richtung €, und in y-Richtung ¢, aufgetragen ist, auf den Ach-
sen €, = 1 oder ¢, = 1 befindet (siehe Abbildung 4.8(a)). Experimentelle Mes-
sungen und eine theoretische Betrachtung in [Eic18| zeigen, dass bereits fiir eine
Abweichung des Winkels im Bereich von ein paar Zehntelgrad die Punkte mit aus-
geglichener Besetzung der X-Punkte nicht mehr auf diesen Achsen liegen, sondern
auf Hyperbeln, die beziiglich des Punktes (e,,¢,) = (1, 1) zentriert sind. Dies ist
in Abbildung 4.8(b) dargestellt.

4.5 Oszillation zwischen den X-Punkten
verschiedener Bander

In Abschnitt 4.1 wurde beschrieben, dass man im optionalen vierten Schritt der
Praparation von Atomen im zweiten Band die Zeitphasendifferenz adiabatisch in-
nerhalb von 5ms von ¥ = 0,5357 zu einem finalen Wert ¢ rampt. Das System hat
dabei Zeit, sich an die sich dndernde Gittergeometrie anzupassen, und die Atome
bleiben im zweiten Band. Fiihrt man die Rampe der Zeitphasendifferenz in einer
deutlich kiirzeren Zeit aus, ist die Adiabatizitdt nicht mehr gegeben, so dass es
zu Anregungen in andere Bander kommt. Die schnelle Rampe der Zeitphasendif-
ferenz bezeichnen wir als Quench.

Wir fithren die ersten drei Schritte der Sequenz aus Abschnitt 4.1 aus und lassen
die Atome bei ¥; = 0,5357 im zweiten Band kondensieren. Eine Gitterkalibrierung
ergab fiir die in diesem Abschnitt vorgestellten Messungen die Gitterparameter
Vo = 6,3 Erec, €, = 1,05, £, = 0,93 und 71, = 0,96. Bei diesen Werten besitzt der
Bloch-Zustand am X, -Punkt des zweiten Bandes eine geringere Energie als der am
X_-Punkt. Bei der Kondensation der Atome im zweiten Band wird ausschlieflich
der X ,-Punkt bevolkert. Wir schreiben den kohérenten Zustand, in dem sich die
Atome befinden, als |2, X ),, wobei der Index ,,i* kennzeichnen soll, dass es sich um
einen Bloch-Zustand des Gitters bei der initialen Zeitphasendifferenz v; = 0,5357
handelt.

Durch den anschliekenden Quench der Zeitphasendifferenz zum Wert 9J; d&ndert
sich die relative Potenzialtiefendifferenz der Gittertopfe A und B und das Gitter
besitzt nun neue Bloch-Zusténde, die durch den Index ,f* gekennzeichnet wer-
den. Bei den hier beschriebenen Messungen liegt s im Bereich von 0,5657 bis
0,5907. Die Atome befinden sich direkt nach dem Quench nach wie vor im Zu-
stand |2, X ),. Dieser ist jedoch kein Eigenzustand der neuen Gitterkonfiguration.
Der Zustand wird auf die Zusténde |n, X ), projiziert, welche die neuen Bloch-
Zustande am X, -Punkt in den verschiedenen Béndern n darstellen. Der zeitab-
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Abbildung 4.9: Gitterkonfiguration bei den Zeitphasenwerten (a) ¥ = 0,5357 und
(b) ¥ = 0,5907. Es ist der Verlauf des Gitterpotenzials in y-Richtung dargestellt. Die
durchgezogene schwarze Linie entspricht dem Potenzial V (z = 0,y) und die gestrichelte
schwarze Linie dem Potenzial V(x = A/4,y), wobei das Gitterpotenzial V(z,y) durch
Gleichung 2.32 gegeben ist. Ebenfalls eingezeichnet sind die Bandenergien am X -Punkt
fiir die Bénder eins bis sieben. Fiir die Gitterparamter wurden die experimentell gemes-
senen Werte Vo = 6,3 Erec, €2 = 1,05, €y = 0,93 und 7, = 0,96 verwendet.

héngige Zustand der Atome ldsst sich wie folgt schreiben:
) = 3 o, X ) 55 (1.16)

mit  «, = f(n Xi12,X4),€C (4.17)

Es sei E,(X;) die zum Zustand |n, X ), gehorende Eigenenergie. Wir wollen zu-
nachst beispielhaft das System nach einem Zeitphasen-Quench von v; = 0,5357 zu
J¢ = 0,5907 betrachten, welcher innerhalb von 0,2 ms stattfindet. Abbildung 4.9
veranschaulicht die Gitterkonfiguration bei der Anfangs- und Endzeitphasendif-
ferenz. Es wird ein Querschnitt durch das Gitterpotenzial in y-Richtung gezeigt.
Ebenfalls eingezeichnet sind die Energien E, (X ) der Bénder eins bis sieben am
X -Punkt.

Abbildung 4.10(a) zeigt das Impulsspektrum der Atome in der finalen Gitter-
konfiguration bei ¥y = 0,5907 zu verschiedenen Zeitpunkten nach dem Quench.
Man kann erkennen, dass die Besetzung der Bragg-Maxima nicht zeitlich konstant
ist, sondern ein oszillatorisches Verhalten zeigt. Insbesondere fallt auf, dass die
Besetzung der Bragg-Maxima 0. Ordnung (¢ = +k/2(1, 1), rote ROIs) und der
Bragg-Maxima 1. Ordnung (¢ = £3k/2(1,1), blaue ROIs) gegeneinander oszil-
lieren. Nimmt die Atomzahl in den rotmarkierten ROIs (vom Englischen: region
of interest) ab, wéchst sie in den blaumarkierten ROIs an, und umgekehrt. In
Abbildung 4.10(b) ist die gesamte Atomzahl in den roten und blauen Bereichen
dargestellt. Berechnet man nun die relative Besetzungsdifferenz der Atome in den
Bragg-Maxima 0. und 1. Ordnung,

Ny — Ny
No+ Ny’

erhélt man bei der Auftragung gegen die Zeit den Plot in Abbildung 4.10(c).
Es kann eine geddmpfte Oszillation iiber mehrere Perioden beobachtet wer-

AN = (4.18)
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Abbildung 4.10: (a) Impulsspektrum der Atome im Gitter zu verschiedenen Zeit-
punkten ¢ nach dem Quench der Zeitphasendifferenz von ¢; = 0,5357 zu ¥; = 0,597.
(b) Auftragung der Atomzahl in den in (a) eingezeichneten ROIs gegen die Zeit t: Ge-
samte Atomzahl in den Bragg-Maxima 0. Ordnung bei ¢ = £k/2(1,1) (rot) und ge-
samte Atomzahl in den Bragg-Maxima 1. Ordnung bei ¢ = £3k/2(1,1) (blau). Man
erkennt deutlich ein oszillierendes Verhalten der Atomzahlen. Die Verbindungslinien
dienen nur dem Fiihren des Auges. (¢) Auftragung der relativen Populationsdifferenz
An = (No— N1)/(No + N1) gegen die Zeit t. Der grau markierte Bereich in (b) und (c)
ist der Zeitraum, in dem die Messzeitpunkte aus (a) liegen. Die durchgezogene schwarze
Linie stellt einen Fit mit einer harmonisch oszillierenden Funktion dar, deren Amplitude
exponentiell abfallt.

den. Durch einen Fit mit einer Funktion der Form f(t) = Aexp(—t/m) +
Bexp(—t/m)sin(2nvt + ¢) + C ldsst sich die Frequenz v der Oszillation bestim-
men. Fiir die vorgestellte Messung ergibt sich v = (2,78 + 0,02) kHz.

Fithrt man eine solche Messung fiir verschiedene Zeitphasenwerte ¢ € [0,5657;
0,5907] durch und ermittelt jeweils die Oszillationsfrequenz, ergeben sich die
in Abbildung 4.11(a) dargestellten Werte. Ein Vergleich mit der Bandstruktur-
rechnung zeigt, dass diese Frequenzen dem Energicunterschied am X,-Punkt

77



4 Anregung in héhere Bénder des Gitters

(a) (b)
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ : 1
3,00 ] 0
n
2.8 0.8f
= 4
N 2,6f
z 06F
N 241 N
c c
%2,2* S 04l
2 2,0F
1,8 02[
' 3
1.6, ‘ ‘ ‘ ‘ R 0,0 ‘ ‘ ‘ ‘ 1
0565 0570 0575 0580 0,585 0,590 0565 0570 0575 0580 0585 0,590

Zeitphasendifferenz 9; (r) Zeitphasendifferenz 9; (r)

Abbildung 4.11: (a) Experimentell bestimmte Frequenzen der Oszillation zwischen der
Besetzung der Bragg-Maxima 0. und 1. Ordnung in Abhéngigkeit von der finalen Zeit-
phasendifferenz ¢ nach dem Quench (schwarze Punkte). Die Werte stimmen gut iiberein
mit den aus der Bandstrukturrechnung ermittelten Energieunterschieden (geteilt durch
h) zwischen dem zweiten und vierten Band am X -Punkt bei 9 = ¢ (durchgezogene
rote Linie). (b) Betragsquadrat |a,|? der Koeffizienten aus Gleichung 4.17 fiir die ersten
vier Bander.

zwischen dem zweiten und vierten Band in der finalen Gitterkonfiguration

entsprechen:
voq = (Ey(X5) — Ea(Xy))/h (4.19)

Die experimentellen Werte stimmen hierbei gut mit den theoretischen iiberein.
Offenbar besitzt der Zustand der Atome nach dem Quench dominante Anteile am
X, -Punkt des zweiten und vierten Bandes. Die Oszillation im Impulsspektrum
ergibt sich aus der unterschiedlichen Zeitentwicklung beider Anteile.

Dass in der Tat das zweite und vierte Band grofte Beitrage zum Zustand nach
dem Quench liefern, wird durch Abbildung 4.11(b) verdeutlicht. Hier ist das Be-
tragsquadrat |a,|? der Koeffizienten aus Gleichung 4.17 in Abhingigkeit von oJ;
dargestellt. Fiir ¢ = 0,5907 ergeben sich als Beitrage der Béander zwei, drei und
vier |agl? = 0,20, |as* = 0,08 und |ay|*> = 0,72. Die Beitrige des ersten Bandes
sowie der Bander mit n > 4 sind vernachléssigbar. Der Anteil des zweiten Ban-
des fallt mit zunehmendem ;¢ ab, wiahrend der des vierten Bandes anwéchst. Der
Beitrag des dritten Bandes ist fiir die betrachteten Zeitphasenwerte relativ gering
und liegt zwischen etwa 0,08 und 0,16. Der Grund hierfiir ist, dass der Bloch-
Zustand |3, X ), eine andere Paritit besitzt als |2, X )..

Die Impulsspektren des Anfangszustandes bei ©; = 0,5357 sowie der ersten vier
Bloch-Zusténde |n, X, ), in der finalen Gitterkonfiguration bei ¥y = 0,590m wer-
den in Abbildung 4.12 gezeigt. Im unteren Teil der Abbildung wird der Realteil
der Bloch-Funktionen am X, -Punkt in einem Konturplot dargestellt. Das erste
Band leistet bei der Komposition des Anfangszustandes aus den neuen Eigenzu-
stdnden einen vernachléssigbaren Beitrag, da ausschliefslich die Gittertépfe A be-
setzt werden. Beim Zustand |2, X ), befindet sich hingegen fast die gesamte Be-
setzung in den Gittertopfen B, der Anteil in den p-Orbitalen der tiefen Gittertop-
fe A ist gering. Der Zustand im vierten Band liefert einen groffen Beitrag in der
Komposition des Anfangszustands, da bei beiden Zusténden die Besetzung der
Topfe A relativ grofs ist.
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Abbildung 4.12: Bloch-Zustande an den X -Punkten bestimmter Bander vor (Index
»1“) und nach (Index ,f“) dem Quench der Zeitphasendifferenz. Oben: Theoretisch be-
rechnete Impulsspektren der Bloch-Zusténde. Unten: Konturenplots des Realteils der
Bloch-Zustéande im Ortsraum.

Fiir die Dampfung der beobachteten Oszillation kommen verschiedene Ursa-
chen infrage. Das System befindet sich nach dem Quench nicht im Gleichgewicht.
Die Atome thermalisieren, wodurch die Besetzung des X -Punktes zerfillt. So
wird im zweiten Band moglicherweise auch der X_-Punkt teilweise besetzt, da
sich die Position im Phasendiagramm in Abbildung 4.7 &ndert. Im vierten Band
zerfallen die Atome vom X ,-Punkt in die Umgebung des Bandminimums am
[-Punkt. In geringem Umfang gehen in dem betrachteten Zeitintervall bereits
Atome in das erste Band tiber. Zur Dekohérenz kann es auch kommen, da die Git-
tertiefe aufgrund des einhiillenden Potenzials, welches durch die Magnetfalle und
die Gauftsche Form der Gitterstrahlen hervorgerufen wird, vom Ort abhéngt. Die
Bandabsténde sind damit in verschiedenen Bereichen des Gitters unterschiedlich
groft und damit auch die Oszillationsfrequenz.
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5 Bloch-Oszillationen im bipartiten
optischen Gitter

Dieses Kapitel widmet sich der experimentellen Untersuchung von Bloch-Oszil-
lationen im bipartiten quadratischen optischen Gitter. Nach einer theoretischen
Einfithrung zeigen wir, wie an unserer Apparatur die Kraft erzeugt wird, welche
fiir die Bewegung der Atome im zweidimensionalen Quasiimpulsraum sorgt. Es
werden Messungen von Bloch-Oszillationen im ersten, zweiten und vierten Band
fiir zwei verschiedene Richtungen der Kraft vorgestellt, wobei auch der Betrag der
Kraft variiert wird. Abschlieflend erfolgt ein Vergleich der experimentell ermittel-
ten Werten der Bloch-Frequenz mit den Ergebnissen aus einer Simulation.

5.1 Semiklassische Bewegungsgleichungen

In Kapitel 2 wurden die Zustéinde von Atomen in einem periodischen Gitterpoten-
zial beschrieben. Es soll nun auf die Atome zusitzlich eine externe Kraft F wir-
ken. Wir wollen die Dynamik der Teilchen semiklassisch beschreiben, das heifst,
dass die externe Kraft klassisch behandelt wird, wohingegen die Bandstruktur, in
der sich die Atome bewegen, auf einer quantenmechanischen Betrachtung beruht.

Wir machen die Annahme, dass sich die Wellenfunktion der Atome im Gitter
als ein Wellenpaket mit einer schmalen Verteilung des Quasiimpulses ¢ schreiben
lasst. Der Zustand soll also eine Quasiimpulsverteilung mit einer Breite Ag be-
sitzen, die deutlich kleiner als die Breite der ersten Brillouin-Zone ist. Die Ver-
teilungsfunktion g(¢'— ¢o) sei um einen Wert ¢y herum zentriert und die Atome
befinden sich im n-ten Bloch-Band des Gitters. Dann kann man den atomaren
Zustand schreiben als

() = / B 9@ — @) gl . (5.1)

Bei der semiklassischen Betrachtung ersetzen wir in der klassischen Gleichung F =
dp/dt den Impuls p’ durch den Quasiimpuls ¢. Die sogenannten semiklassischen
Bewegungsgleichungen lauten dann:

L 47
F=nd (5.2)
SR = (@0@) = 1 VuFal@) 5.3

Die Anderung des Erwartungswertes der Position des Teilchens ist die Gruppen-

geschwindigkeit (¥),(¢) des Wellenpakets. Fiir die semiklassische Beschreibung
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wird angenommen, dass die externe Kraft konstant ist iiber die Ausdehnung des
Wellenpakets.

Eine Bedingung fiir die Realisierung von Bloch-Oszillationen ist, dass der Zu-
stand der Atome im Gitter durch die Einwirkung der Kraft adiabatisch verdandert
wird. Das bedeutet, dass die zeitliche Anderungsrate des Quasiimpulses und da-
mit die Kraft F betragsmifig nicht zu grof sein diirfen. Bei zu schneller Ande-
rung von ¢ sind Landau-Zener-Ubergéinge zwischen benachbarten Biandern mog-
lich. Die Landau-Zener-Bedingung fiir den Verbleib eines Teilchens im gleichen
Band ist 1

Al (n, q1)] 4 [0, 4(1) | < A, (5.4)
wobei A die Bandliicke zwischen den Béndern mit den Indizes n und n’ darstellt
und der Quasiimpuls an den Stellen ausgewertet wird, an denen sich die beiden
Bénder energetisch ndherkommen. Mit Gleichung 5.2 lésst sich die Bedingung
schreiben als

|F| <

= : (5.5)
[ (n, @ Vq I, @) |
Bei der Wahl der Gittertiefe und der Kraft sind die folgenden Aspekte zu beriick-
sichtigen: Zum einen benotigt man eine bestimmte Gittertiefe, damit die Band-
liicke ausreichend grof ist. Eine Verringerung der Kraft wiirde ebenfalls dazu bei-
tragen, dass das Adiabatizitatskriterium leichter erfiillt wird. Auf der anderen Sei-
te ist ein bestimmter Betrag der Kraft notwendig, damit innerhalb der Lebens-
dauer des praparierten Systems mehrere Perioden der Bloch-Oszillation beobach-
tet werden konnen.

5.2 Entwicklung des Zustands eines Teilchens im
Gitter bei Anwesenheit einer externen Kraft

Der Hamilton-Operator fiir ein Teilchen, das sich in einem periodischen Gitterpo-
tenzial V' (7) befindet und auf das eine konstante externe Kraft F' wirkt, lautet

2
F[’zzp—erV(%‘)—ﬁ?.

Das Teilchen sei zum Zeitpunkt ¢ = 0, in welchem die Kraft eingeschaltet wird, im
Bloch-Zustand v, (). Dieser ist ein Eigenzustand des Hamilton-Operators 2.36
aus Kapitel 2, jedoch keiner von H'. Der Quasiimpuls ist nun eine Grofe, die sich
zeitlich dndert. Wir machen fiir die zeitabhédngige Wellenfunktion des Teilchens
den Ansatz [Pei97]

(7, t) = 90 Ty (7 1) . (5.6)

Durch Einsetzen dieses Ansatzes in die zeitabhingige Schrodinger-Gleichung
ihdW(r,t)/dt = H'U(7,t) erhélt man fiir die Funktion @:

ih%ﬂ(ﬁ t) = W + V() |a(m t) (5.7)

82



5.3 Zeitentwicklung eines Wellenpakets wéhrend der Bloch-Oszillation

Der hier auftretende Hamilton-Operator hat die Form von dem in Gleichung 2.38
eingefiihrten Operator ﬁg, dessen Eigenzustéinde die Funktionen u, ;) sind. Wir
nehmen an, dass die Adiabatizitdtsbedingung 5.5 erfiillt wird. Dann bleibt der
Bandindex zeitlich konstant und « ist bis auf einen Phasenfaktor gleich der Funk-
tion u, ). Die Zeitentwicklung des anfinglichen Bloch-Zustands |n, ¢(0)) ist ge-
geben durch

U(t) [n, §(0)) = e i Jo B @D 1 gy |, (5.8)

mit dem Zeitentwicklungsoperator U. Zu jedem Zeitpunkt t besitzt die Wellen-
funktion ¥ damit die Form eines Bloch-Zustands. Nach Gleichung 5.2 gilt fiir die
Zeitentwicklung des Quasiimpulses bei Anwesenheit einer konstanten Kraft:

i) = 7(0) + = 59

Das Teilchen durchlauft den reziproken Raum also mit konstanter Anderungsrate
des Quasiimpulses.

Im Folgenden betrachten wir den Fall, dass sich das Teilchen in einem eindi-
mensionalen Gitter befindet und die Kraft entlang der Gitterrichtung wirkt. Da
die Funktion u,, () periodisch mit g ist, ist die zeitabhéngige Wellenfunktion des
Teilchens W(z,t) periodisch mit der Zeit. Die Periodendauer wird Bloch-Periode
genannt und betragt

ho 2hk

= - 1

mit der Gitterkonstante a = A\/2 = w/k und der Laserwellenzahl k£ = 27 /. In
dieser Zeit dndert sich der Quasiimpuls um 27 /a, was einem vollstandigen Durch-
laufen der ersten Brillouin-Zone entspricht. Die Gruppengeschwindigkeit der
Teilchenwelle (v),(q), welche durch Gleichung 5.3 gegeben ist, stellt eine periodi-
sche Funktion des Quasiimpulses dar. Da sich wéahrend der Messung ¢ linear mit
der Zeit dndert, ist die Gruppengeschwindigkeit auch periodisch mit der Zeit, mit
der Bloch-Periode 5.10 als Periodendauer. Der zeitliche Mittelwert der Gruppen-
geschwindigkeit betragt null, ihr Vorzeichen wechselt periodisch zwischen positiv
und negativ. Man bezeichnet die durch das Anliegen der Kraft stattfindenden
periodischen Bewegungen des Teilchens im Gitter als Bloch-Oszillationen.

5.3 Zeitentwicklung eines Wellenpakets wahrend
der Bloch-Oszillation

Wir betrachten weiterhin ein Teilchen im eindimensionalen Gitter und nehmen
an, dass sich der Zustand des Teilchens als Wellenpaket geméfs Gleichung 5.1
schreiben lasst. Der Zustand des Teilchens zum Zeitpunkt ¢ = 0 lautet dann

$(0)) = / dq.9(a — o) Inq) - (5.11)
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5 Bloch-Oszillationen im bipartiten optischen Gitter

Mit Gleichung 5.8 sieht der Zustand zum Zeitpunkt ¢ wie folgt aus:

(1)) = U (t) [1(0)) = / dgglq— o)~ i Jo B+ FE/R AL 0y gy
(5.12)

Die im Wellenpaket vertretenen Quasiimpulse entwickeln sich also alle gleich mit
der Zeit. Zum Zeitpunkt ¢ = 7 haben sich diese Quasiimpulse jeweils um 2k
gedndert, wobei k die Wellenzahl des Gitterlichts ist. Ein Bloch-Zustand |n, q)
ist dann in den Zustand |n, g + 2k) {iberfiihrt worden, welcher dem anfénglichen
Zustand |n,q) mit einem zusétzlichen Phasenfaktor entspricht:

A i [(™B
U(rs) n.q) = e~ i Jo” B+ EEMAL, 4oy
i rt

Der Zustand des Teilchens nach einer Bloch-Periode ergibt sich zu:

W (78)) = U(7s) |¥(0)) |
N /dq gla—gqo)enJo” B+ FEMAE 0 pypy

_ ot o Bla+ FE/R) A g 0 (5.14)

Der Faktor exp(—i/h [J® E(q+ Ft'/h)dt’) hingt nicht mehr von ¢ ab, da jeweils
iiber die komplette Brillouin-Zone integriert wird. Zusammengefasst befindet sich
das Teilchen nach einer Bloch-Periode wieder in seinem anfanglichen Zustand mit
einem zusétzlichen Phasenfaktor. Es sei an dieser Stelle auf Abschnitt F hingewie-
sen, in welchem die Zeitentwicklung eines Wellenpaketes im Ortsraum beschrie-
ben wird.

5.4 Bewegung im zweidimensionalen
Quasiimpulsraum

Bei Anwesenheit einer Kraft F = (Fy, F,) kommt es zu einer linearen Bewegung
des atomaren Wellenpakets im zweidimensionalen Quasiimpulsraum. Um die
Bewegung der Atome im reziproken Raum nachverfolgen zu kénnen, werden wir
in diesem Kapitel haufig Band-Mapping-Bilder der Atome vorstellen. In diesen
werden Atome, die sich im n-ten Band befinden, auf die n-te Brillouin-Zone
projiziert. Hierauf werden wir in Abschnitt 5.6 genauer eingehen. Die Band-
Mapping-Bilder stellen den Quasiimpuls der Atome im erweiterten Zonenschema
dar. Man kann die einzelnen Segmente der Brillouin-Zone des Bandes, in das die
Atome geladen wurden, durch Addition von reziproken Gittervektoren auf die
erste Brillouin-Zone projizieren, so dass man vom erweiterten zum reduzierten
Zonen-Schema gelangt. Wenn die Atome in dieser Darstellung die Grenze der
ersten Brillouin-Zone erreichen, findet eine Bragg-Reflexion statt. Dabei wird
der Quasiimpuls um einen reziproken Gittervektor verschoben und die Atome
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5.4 Bewegung im zweidimensionalen Quasiimpulsraum

Abbildung 5.1: Bewegung eines atomaren Wellenpakets im zweidimensionalen Quasi-
impulsraum bei Anwesenheit einer Kraft F = (Fy, Fy). Fiir ein rationales Verhéltnis
F./F, = q/r (q,r € Z) ergibt sich eine periodische Trajektorie. Im dargestellten Fall
gilt F,/F, = 7/2 und die Bewegung startet am I'-Punkt der 1. Brillouin-Zone.

erscheinen an einer anderen Stelle der Brillouin-Zone-Grenze, von der aus sie
ihren Weg durch den Quasiimpulsraum fortsetzen. Es ergibt sich eine Bewegung,
wie in Abbildung 5.1 veranschaulicht.

Solange die Kraft klein genug ist, dass die Adiabazitdtsbedingung erfiillt
wird und keine Landau-Zener-Ubergéinge stattfinden, besteht die Dynamik
aus einer Superposition von zwei unabhéngigen Bewegungen in ¢,- und in g,-
Richtung [Kol03b, Wit04]. Beide Bewegungen stellen jeweils eine eindimensionale
Bloch-Oszillation dar, mit den Bloch-Perioden Tg, = h/F,k und Tp, = h/F/k.
Fiir ein rationales Verhéltnis der Kraftkomponenten F,/F, = q/r (¢,r € Z)
ergibt sich eine periodische Trajektorie. Man kann eine gesamte Bloch-Periode
Ty definieren als das kleinste gemeinsame Vielfache von T, und T .

Betrachtet man den Erwartungswert () der Position des Wellenpakets im
Ortsraum, so erhélt man fiir dessen Bewegung bei einem rationalen Verhéltnis
F,/F, ebenfalls eine Uberlagerung von zwei orthogonalen Oszillationen in x- und
y-Richtung, eine sogenannte Lissajous-Oszillation. Die Form der Lissajous-Figur
héngt dabei vom Verhéltnis der Bloch-Perioden in x- und in y-Richtung sowie von
der Phasendifferenz zwischen den beiden eindimensionalen Oszillationen ab. Diese
Phasendifferenz ist durch den Startpunkt der Bewegung im Quasiimpulsraum
gegeben, Ay = 2m(pox — Poy)/ R

Im Rahmen dieser Arbeit untersuchen wir Bloch-Oszillationen fiir zwei ver-
schiedene Richtungen der Kraft (siche Abbildung 5.2):

(a) F =||F|-(—¢&,); die Kraft ist also entgegengesetzt gerichtet zum einlaufen-
den Strahl der x-Achse des Gitters; wir bezeichnen diese Richtung im Fol-
genden als die ,,horizontale* Richtung.

(b) F = ||F|- (=1/V2) (&, + €y); diese Richtung wollen wir als die ,,diagonale®
Richtung bezeichnen.

Abbildung 5.2 veranschaulicht diese beiden Richtungen und stellt dar, wie sich
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5 Bloch-Oszillationen im bipartiten optischen Gitter

,horizontale“
Richtung

,2diagonale“

Richtung Fyr

Abbildung 5.2: In dieser Arbeit untersuchte Trajektorien im zweidimensionalen
Quasiimpulsraum: horizontale Richtung F = —Hﬁ || €&; und diagonale Richtung F =
—||F|| (€ + €,)/V/2. Fiir beide Richtungen ist dargestellt, wie sich die Gesamtkraft F
aus den Kraftkomponenten FST und FEXtra von kleiner Transferspule und Extra-Spule
zusammensetzt.

die resultierende Kraft aus den Einzelkraften der beiden Bloch-Spulen zusammen-
setzt. Auf diese Spulen kommen wir im néchsten Abschnitt zu sprechen.

5.5 Erzeugung eines Potenzialgradienten am Ort
der Atome

Der Ausgangspunkt sind Atome, die in einem bestimmten Band im zweidimen-
sionalen bipartiten Gitter kondensiert worden sind. Um Atome ins erste Band zu
laden, wird die Gitterleistung innerhalb von 160 ms adiabatisch hochgerampt. Fiir
eine Anregung der Atome in hohere Bénder wie das zweite oder vierte wird eine
Sequenz verwendet, wie sie in Kapitel 4 beschrieben wurde.

5.5.1 Verschiebung des Fallenminimums

Fiir die Beobachtung von Bloch-Oszillationen im 2D-Gitter bendtigen wir eine ex-
terne Kraft, deren Vektor in der Gitterebene (x-y-Ebene) liegt. Die Kraft kann
durch eine instantane Verschiebung des Zentrums der Magnetfalle, in welcher sich
das Bose-Einstein-Kondensat befindet, erzeugt werden, wie in Abbildung 5.3 dar-
gestellt |[Gre03a|. Wir betrachten ein dreidimensionales harmonisches Magnetfal-
lenpotenzial, fiir das wir gleiche Frequenzen in den drei Raumrichtungen anneh-
men. Ohne Verschiebung hat das Potenzial die Form V(7)) = m/2wi,,(2* + 3 +
2?). Ein Verschieben des Fallenminimums um die Strecke 7y = (¢, %0,0)" in der
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5.5 Erzeugung eines Potenzialgradienten am Ort der Atome

Energie

\ 4

7 0
Position 7

Abbildung 5.3: Das Minimum des harmonischen Fallenpotenzials V (7) wird durch
einen zusatzlichen magnetischen Feldgradienten instantan vom Ursprung zur Position
7 = 7 verschoben. Die Atome bleiben am Ort 0 und erfahren im neuen Potenzial V'(7)
die Kraft F = —VV'(7)|_g.

Gitterebene fihrt zum Potenzial

m
V/(F) = 5w12rlag ((I‘ - $0)2 + (y - y0)2 + 22) (515)
m m
= Ew?nag(‘rQ + y2 + 22) - mw?ﬂag('xo "I+ Yo y) + 5w12nag<'rg + yg) (516)
=V(P) — VV(P)| o7+ ¢ (5.17)
=70

Das Potenzial V'(7) mit verschobenem Fallenminimum ist die Summe von drei
Termen: dem urspriinglichen Potenzial V (7), einem Term mit linearer Abhéngig-
keit von den Koordinaten x und y, der den Gradienten an der Position des neuen
Fallenminimums beinhaltet, und einem Offset c¢. Die Atome kénnen der plotzli-
chen Verschiebung des Fallenminimums nicht folgen und befinden sich nach wie
vor am Ort 7= 0. Im neuen Potenzial wirkt auf sie nun die Kraft

F=-VV'(7 = vV (R . (5.18)

T=T0

5.5.2 Spulen fiir die Erzeugung der Kraft

Erreichen lédsst sich die Verschiebung des Fallenzentrums durch das Anlegen
eines zuséatzlichen magnetischen Offsetfeldes. In unserem experimentellen Aufbau
werden hierfiir zwei Magnetspulen genutzt, deren Achsen senkrecht zueinander
stehen. Sie sind in Abbildung 5.4 dargestellt. Eine der beiden Spulen ist die
bereits in Kapitel 3 erwdhnte kleine Transferspule (ST-Spule, vom Englischen
small transfer coil). Diese wird im experimentellen Zyklus zur Erzeugung eines
BECs fiir den magnetischen Transport der Atome in den Appendix der Glaszelle
verwendet. Die ST-Spule besitzt 64 Windungen Kupferdraht, welche auf einen
ebenfalls aus Kupfer bestehenden Spulenkorper aufgewickelt sind. Letzterer
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5 Bloch-Oszillationen im bipartiten optischen Gitter

(@) (b)

kleine
y Transferspule
(ST-Spule)

Atome

Extra-Spule

Abbildung 5.4: Fiir die Erzeugung des magnetischen Offsetfeldes werden eine der
beiden kleinen Transferspulen (ST-Spulen) sowie eine zusétzlich zum Spulenaufbau hin-
zugefiigte Spule verwendet, welche als Extra-Spule bezeichnet wird. (a) Aussehen und
Mafe der Extra-Spule. Sie besteht aus zwei Lagen von Kupferdraht mit insgesamt 40
Windungen. (b) Position der beiden Spulen relativ zur Glaszelle und zu den Gitterach-
sen. Die Achsen beider Spulen stehen senkrecht zueinander und bilden mit der x- bzw.
y-Achse des zweidimensionalen Gitters einen Winkel von 5°.

besitzt einen Durchmesser von 40 mm, und der Draht ist bis zu einem Aufen-
durchmesser von 56 mm gewickelt worden. Die Spulenldange betrdgt 8 mm, und
der Abstand des Spulenzentrums von den Atomen 16,5 mm. Fiir den elektrischen
Widerstand der ST-Spule wurde Rgt = 0,5€) gemessen. Weitere Parameter der
ST-Spule sind in |[Kocl6a| aufgelistet. Die Achse der Spule besitzt einen Winkel
von 5° beziiglich der x-Richtung des Gitters.

Beim in Abschnitt 3.1.6 beschriebenen magnetischen Transport der Rubidium-
Atome in die Spitze des Appendix werden beide in unserer Apparatur vorhande-
nen kleinen Transferspulen verwendet. Sie werden von entgegengesetzt gerichteten
gleichen Strémen durchflossen, so dass ein magnetisches Quadrupolfeld erzeugt
wird. Fiir das Verschieben des Fallenzentrums der Magnetfalle, in welcher die Ato-
me wahrend der Experimente im optischen Gitter gefangen sind, ist nur eine der
beiden Spulen notwendig. Eine spezielle elektrische Schaltung sorgt dafiir, dass
nur eine der beiden ST-Spulen wihrend der Bloch-Oszillationen angesteuert wird.

Die zweite Spule fiir die Erzeugung eines Magnetfeldgradienten wurde nach-
traglich zu dem in Kapitel 3 vorgestellten Spulenauftbau hinzugefiigt. Wir bezeich-
nen sie als Extra-Spule. Es handelt sich um 40 aneinandergeklebte! Windungen
von Kupferdraht, wobei der Drahtdurchmesser 0,643 mm betréigt. Die Windungen
verteilen sich auf zwei Schichten mit jeweils 20 Windungen. Die Spule besitzt
einen dufseren Durchmesser von 18 mm und eine Lidnge von 13mm. Das Spu-
lenzentrum ist ungefdhr 21 mm von den Atomen entfernt. Fiir den elektrischen
Widerstand der Spule haben wir Rgyn = 0,2€) gemessen. Befestigt ist die Spule

I'Der verwendete Kleber ist , Loctite 9496
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5.6 Experimenteller Ablauf

an einem Halter aus dickem Kupferdraht. Beim Design der Extra-Spule und
ihres Halters wurde berticksichtigt, dass die Spule nah am Appendix positioniert
werden kann, das heiftt, dass sie in den engen Raum zwischen den beiden kleinen
Transferspulen hineinpasst. Andererseits muss der y-Gitterast nach wie vor die
Atome erreichen kénnen, ohne abgeschnitten zu werden. Wir wollen die ST- und
die Extra-Spule, die die Kraft fiir den Transport der Atome im reziproken Raum
erzeugen, im Folgenden als ,,Bloch-Spulen“ bezeichnen.

Die beiden Spulen sind iiber die sie steuernde elektronische Schaltung jeweils
mit einer Kondensatorbank verbunden, also mehreren parallel geschalteten Kon-
densatoren gleichen Typs. Jede dieser Kondensatorbénke léasst sich auf eine ma-
nuell einstellbare Spannung aufladen. Uber Polung und Stéirke der Stréme durch
die Bloch-Spulen lassen sich Richtung und Betrag der auf die Atome wirkenden
Kraft einstellen. Die Gesamtkapazitdt der Kondensatoren zum Betrieb der kleinen
Transferspule liegt bei &~ 200 mF, fiir die Extra-Spule betragt sie ~ 300 mF'. Diese
groken Kapazititen ermoglichen es, dass der Strom durch die Bloch-Spulen iiber
die Zeit von einigen Millisekunden nahezu konstant gehalten werden kann. Die
Zeit, in der sich mit unserer Apparatur kohérente Bloch-Oszillationen der Rubi-
diumatome beobachten lassen, liegt in dieser Grofenordnung. Damit ist gewéhr-
leistet, dass auf die Atome wihrend der Messung eine konstante Kraft wirkt. Die
Strome durch die Bloch-Spulen erreichen nach etwa 100 us ihr Maximum.

Die beiden Kondensatorbéanke werden jeweils iiber ein separates Netzgerit mit
Spannung versorgt. Der Strom fiir die Bloch-Oszillationen lédsst sich nicht direkt
durch die Netzgerite bereitstellen, da deren Schaltzeiten deutlich gréfser sind als
die hier benotigten Anschaltzeiten des Stromes.

5.6 Experimenteller Ablauf

Vor der Aufnahme der in diesem Kapitel vorgestellten Messungen wurde eine
Gitterkalibrierung durchgefiihrt, wobei mit Hilfe der in Abschnitt 3.6 beschriebe-
nen Methode die Gitterparameter ermittelt wurden. Es ergaben sich hierbei die
Werte:

£, = 0,939 Vo = 76,16 Eree/W - P, (5.19)
e, = 0,901
ny = 1,041

P, steht fiir die Leistung des aus der Gitterfaser ausgekoppelten Laserlichts mit
der Wellenldnge A = 1064 nm.

Es soll in diesem Abschnitt der experimentelle Ablauf bei der Messung von
Bloch-Oszillationen in unserer Apparatur skizziert werden. Wir laden zunéchst
die Atome in das Band des optischen Gitters, in dem wir die Bloch-Oszillationen
untersuchen wollen. Im Rahmen dieser Arbeit konzentrieren wir uns dabei auf die
folgenden drei Bénder:

(a) 1. Band bei ¢ = 0,500
(b) 2. Band bei ¢ = 0,5357
(c) 4. Band bei ¢ = 0,6007
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5 Bloch-Oszillationen im bipartiten optischen Gitter

Abbildung 5.5: Brillouin-Zonen der Bénder 1, 2 und 4, in welchen im Rahmen dieser
Arbeit Bloch-Oszillationen untersucht werden. Eingezeichnet sind die Kondensations-
punkte der Atome in diesen Bandern, welche als Ausgangspunkte der Bloch-Oszillationen
dienen.

In Kapitel 4 wurde beschrieben, wie ein Kondensat aus Rubidiumatomen in
den verschiedenen Béandern erzeugt werden kann. Bei der Zeitphasendifferenz
¥ = 0,5357 besitzt die Lebensdauer im zweiten Band ihr Maximum aufgrund der
geringen Besetzung der 2p-Orbitale in den tiefen Gittertopfen. Entsprechend wird
im vierten Band die Lebensdauer bei der Zeitphasendifferenz ¢ = 0,6007 maximal
aufgrund der geringen Besetzung der 3s-Orbitale in den tiefen Gittertopfen.

Nach dem Laden in das zu untersuchende Band wird fiir eine variable Zeit ¢ der
elektrische Strom durch die beiden Bloch-Spulen schnell angeschaltet. Es kommt
zur instantanen Verschiebung des Fallenminimums, so dass nun eine Kraft F auf
die Atome wirkt. Nach Gleichung 5.9 findet eine lineare Bewegung der Atome im
Quasiimpulsraum statt.

Die Strome durch die beiden Bloch-Spulen werden nach der Zeit t ebenfalls
instantan ausgeschaltet. Das Fallenminimum springt wieder an seine urspriing-
liche Position 7 = 0 zuriick — den Ort, an dem sich die Atome befinden. Es
wirkt damit keine Kraft mehr auf die Atome und die Bewegung im reziproken
Raum stoppt. Wir nehmen nun ein Band-Mapping-Bild der Atome auf. Hierbei
wird die Lichtintensitdt des optischen Gitters innerhalb von 1,5ms in einer
anndhernd exponentiellen Funktion heruntergerampt, anschliefend wird die
Magnetfalle instantan ausgeschaltet. Nach einer Flugzeit von tror = 30ms, in
welcher sich die atomare Wolke frei entwickeln kann, wird ein Absorptionsbild
der Atome aufgenommen. Bei der Band-Mapping-Technik folgen die Atome
dem Gitterpotenzial adiabatisch. Ein Bloch-Zustand im n-ten Band mit dem
Quasiimpuls ¢ wird auf den Zustand eines freien Teilchens mit dem Impuls p’
abgebildet. p/h liegt in der n-ten Brillouin-Zone und ist um einen reziproken
Gittervektor gegeniiber dem Quasiimpuls ¢ aus dem reduzierten Zonenschema
verschoben.

Die Zeit t, wahrend der die Kraft angeschaltet ist, wird in einer Messreihe va-
riiert, um die Bewegung der Atome im Quasiimpulsraum nachvollziehen zu kon-
nen. Fiir jeden Wert von ¢ werden drei Absorptionsbilder aufgenommen, welche
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5.7 Einstellen der Spulenstréme
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Abbildung 5.6: Symmetriepunkte der 1. und 2. Brillouin-Zone. Die Bewegung der Ato-
me verlduft exakt in die horizontale Richtung, wenn sich bei einer Bewegung in der 1.
Brillouin-Zone zu einem bestimmten Zeitpunkt eine symmetrische Besetzung der vier
den M-Punkt représentierenden Punkte ergibt. Eine exakt in die diagonale Richtung
verlaufende Bewegung liegt vor, wenn man bei einer Bloch-Zener-Oszillation zwischen
dem ersten und zweiten Band zu einem bestimmten Zeitpunkt eine symmetrische Be-
setzung der vier Reprasentanten des I'-Punktes des zweiten Bandes erhalt.

im Auswertungsprozess gemittelt werden.

Der Startwert des Quasiimpulses ¢y entspricht den Kondensationspunkten
(¢, qy) der Atome in den betrachteten Bandern. Beim Laden des BECs ins erste
Band akkumulieren sich die Atome am I'-Punkt (0,0). Wenn sie in das zweite
Band geladen werden, kondensieren sie bei den eingestellten Gitterparame-
tern 5.19 am X -Punkt, zu welchem die beiden dquivalenten Punkte £k/2 (1,1)
gehoren. Im vierten Band findet wiederum eine Kondensation am I'-Punkt statt.
In Abbildung 5.5 ist das Aussehen der ersten, zweiten und vierten Brillouin-Zone
dargestellt, auf welche die Atome im ersten, zweiten bzw. vierten Band mit
Hilfe der Band-Mapping-Technik abgebildet werden. Eingezeichnet sind auch die
genannten Kondensationspunkte der Bander.

5.7 Einstellen der Spulenstrome

Die kleine Transferspule und die Extra-Spule verschieben jeweils durch das von ih-
nen erzeugte Offset-Magnetfeld das Fallenminimum in Richtung ihrer Spulenach-
se. In die gleiche Richtung wirkt jeweils die von ihnen verursachte Kraft. Je grofer
der Strom durch eine der Spulen, desto grofer ist die von ihr erzeugte Kraft. Die
Polaritét des Stroms bestimmt dabei das Vorzeichen der Kraft.

Bei Bloch-Ostzillationen in der ,horizontalen Richtung —e, wird die Kraft
iiberwiegend von der kleinen Transferspule erzeugt. Da die Spulenachse mit der
x-Achse des Gitters einen Winkel von etwa 5° bildet, ist auch eine kleine Kraft der
Extra-Spule notwendig, um die Bewegung der Atome entlang des x-Gitterastes
auszurichten, wie in Abbildung 5.2 dargestellt ist.

Um die Strome der Bloch-Spulen genau so einzustellen, dass sich die Atome ge-
nau in die horizontale Richtung bewegen, wéhlen wir zunéchst einen bestimmten
Wert des Stromes durch die ST-Spule und passen anschliefend die Bewegungs-
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richtung mit Hilfe des Stromes durch die Extra-Spule prézise an. Man kann hier-
fiir zum Beispiel die Atome im ersten Band bei der Zeitphasendifferenz 9 = 0,57
mit Hilfe der Band-Mapping-Technik betrachten. Zu Beginn befinden sie sich am
[-Punkt. Bei optimaler Einstellung der Kraft in horizontaler Richtung bewegen
sich die Atome auch nach moglichst vielen Perioden der Bloch-Oszillation noch
genau durch den M-Punkt des ersten Bandes. Dass man diesen prézise trifft, lasst
sich durch eine symmetrische Besetzung der vier dquivalenten Punkte, die den
M-Punkt des ersten Bandes reprasentieren, sicherstellen. Diese vier Punkte so-
wie die weiteren Symmetriepunkte der ersten und zweiten Brillouin-Zone sind in
Abbildung 5.6 dargestellt.

In der diagonalen Richtung tragen beide Bloch-Spulen ungeféihr gleich stark
zur Erzeugung der Kraft bei. Zum Einstellen der Strome kann man beispiels-
weise ebenfalls Atome im ersten Band bei der Zeitphasendifferenz 9 = 0,57
betrachten. Wie oben beschrieben, sind die Anisotropieparameter des Gitters
von eins verschieden, wodurch das unterste Band, welches man in der isotropen
Situation ¢, = ¢, = 1, = 1 vorfindet, in zwei Bander mit geringem Bandabstand
aufgespalten wird. Beim Beschleunigen des atomaren Wellenpakets in diagonaler
Richtung kommt es ab einer gewissen Stirke der Kraft zum Ubergang eines
signifikanten Anteils der Atome in das zweite Band. Setzt man die Beschleuni-
gung fort, kommt es zu einer Serie von Bloch-Zener-Oszillationen von Atomen
zwischen dem ersten und zweiten Band. Wir kénnen nun ein dhnliches Kriterium
anwenden wie beim Einstellen der horizontalen Bewegungsrichtung: Die Kraft
zeigt exakt in die diagonale Richtung, wenn es nach moglichst vielen Perioden
der Bloch-Zener-Oszillation zwischen dem ersten und zweiten Band zu einer
symmetrischen Besetzung an den vier Punkten kommt, die den I'-Punkt der
zweiten Brillouin-Zone représentieren.

Fiir die horizontale und die diagonale Kraftrichtung sollen in den einzelnen
Bandern mehrere Messungen durchgefithrt werden, bei denen der Betrag der
Kraft variiert wird. Es wurden die in der folgenden Tabelle gezeigten Paare der
Strome (Isr, Igc) von kleiner Transfer- und Extra-Spule ermittelt, fiir die sich
eine horizontale bzw. diagonale Bewegung durch den Quasiimpulsraum ergibt:

horizontal diagonal
# [ST (HIA) [EC (mA) [ST (mA) IEC (A)
1 113 88 59 0,52
2 152 118 90 0,79
3 204 159 120 1,05
4 300 236 169 1,48
D 372 237 237 2,07
6 450 350 281 2,46

Man beachte, dass der Strom der Extra-Spule bei der horizontalen Kraftrichtung
in Milliampere, bei der diagonalen Richtung hingegen in Ampere angegeben ist.
Wie man sieht, wird fiir die diagonale Kraftrichtung ein Strom der Extra-Spule
benotigt, der ungefahr neunmal so grofs ist wie der der kleinen Transferspule.
Dieser Unterschied in der bendtigten Stromstérke ist dadurch zu erkldren, dass
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5.8 Verschiebung der Brillouin-Zonen-Umrisse wahrend einer Messreihe

Zeit
0,01 ms 0,56 ms 1,11 ms 1,61 ms 2,11 ms 2,61 ms 3,06 ms

Abbildung 5.7: Band-Mapping-Bilder zu verschiedenen Zeitpunkten bei der Bloch-
Oszillation in horizontaler Richtung im zweiten Band bei den Spulenstrémen
(IsT,Iec) = (450 mA, 350mA). Es wurden hier jeweils die Zeitpunkte ausgewéhlt, bei
denen sich die Atome am X -Punkt befinden. Deutlich zeigt sich eine Verschiebung
der Umrisse der Brillouin-Zonen in die negative x-Richtung, wobei der Unterschied der
Brillouin-Zonen-Position zwischen dem ersten und dem letzten Bild etwa 14 Bildpixel
betragt.

zum einen das Zentrum der Extra-Spule weiter von den Atomen entfernt ist als
das der ST-Spule, und dass zum anderen die ST-Spule mehr als anderthalb mal
so viele Windungen wie die Extra-Spule besitzt.

Die Bestimmung der Spulenstrome erfolgt jeweils durch die Messung der
an einem in Reihe geschalteten Leistungswiderstand Ry = 0,12 abfallenden
Spannung.

Zu jedem der in der obigen Tabelle dargestellten Wertepaare wird eine Messreihe
mit Bloch-Oszillationen im ersten, zweiten und vierten Band aufgenommen.

5.8 Verschiebung der Brillouin-Zonen-Umrisse
wahrend einer Messreihe

Bevor wir uns den beobachteten Bloch-Oszillationen in den verschiedenen Bén-
dern zuwenden, wollen wir unser Augenmerk auf einen Effekt richten, der sich
in allen Bloch-Oszillations-Messungen bemerkbar macht. Dazu wollen wir bei-
spielhaft Band-Mapping-Bilder betrachten, die wir bei der Messung im zweiten
Band in horizontaler Richtung (Spulenstréme (Ist, Igc) = (450mA,350mA))
aufgenommen haben und die in Abbildung 5.7 dargestellt sind. Es wurden hierbei
die Zeitpunkte ausgesucht, an denen sich der kohérente Anteil der Atome am
X, -Punkt befindet.

Im atomaren Ensemble ist ein geringer inkohérenter Hintergrund vorhan-
den, welcher sich in den Band-Mapping-Bildern vor allem in einer homogenen
Besetzung der zweiten, in geringerer Stérke auch der ersten Brillouin-Zone
zeigt. Es handelt sich hierbei um thermische Atome, die nicht in den jeweiligen
Béandern kondensiert sind. Mit unserer Anregungsmethode haben wir das zweite
Bloch-Band adressiert, die Atome in der ersten Brillouin-Zone stammen aus
einem Zerfall von Atomen aus dem zweiten in das erste Band. Betrachtet man
nun die Umrisse der Brillouin-Zonen in den einzelnen Bildern, so ist zu erkennen,
dass sich diese mit der Zeit immer weiter nach links bewegen. Zwischen dem
ersten Bild bei ¢t = 0,01 ms und dem letzten bei 3,06 ms betragt die Verschiebung
etwa 15 Pixel.
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5 Bloch-Oszillationen im bipartiten optischen Gitter

Eine solche Verschiebung der Brillouin-Zonen-Umrisse mit der Zeit lasst sich
in verschiedener Starke bei allen im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten Bloch-
Ostzillations-Messungen feststellen. Bei den Messungen mit horizontaler Kraftrich-
tung verschieben sich die Brillouin-Zonen fast ausschliefslich parallel zur x-Achse.
Bei diagonaler Kraftrichtung findet auch eine Verschiebung in y-Richtung statt,
jedoch in etwas geringerem Mafe als in x-Richtung. Die Verschiebung wéchst mit
zunehmender Zeit immer weiter an, wobei sie sich exponentiell einem Grenzwert
anzunidhern scheint. Dieser Grenzwert ist umso grofer, je grofer der Betrag der
Kraft ist.

Wir sind daran interessiert, die Bewegung der kohérenten Atome im Quasi-
impulsraum zu untersuchen. Hierbei kommt es auf die Position der Atome relativ
zu den einzelnen Brillouin-Zonen-Umrissen an. Um diese Bewegung analysieren
zu konnen, ist es notwendig, die Verschiebung der Brillouin-Zonen-Umrisse aus
den Bildern herauszurechnen. Mit welcher Methode dies gelingt, wird im néchsten
Abschnitt beschrieben.

5.8.1 Querschnitte durch die Brillouin-Zonen

Wir wollen in diesem Abschnitt einen detaillierteren Blick darauf werfen, wie sich
die von der Zeit abhingende Position der Brillouin-Zonen-Umrisse bestimmen
lasst. Dazu betrachten wir wieder exemplarisch die bereits im vorherigen Ab-
schnitt erwéhnte Messung in horizontaler Kraftrichtung im zweiten Band (siehe
Abbildung 5.7).

Die nach dem Experimentdurchlauf mittels Absorptionsabbildung aufgenom-
menen Bilder der Atome werden mit Hilfe der Labview-Auswertungssoftware so
umgerechnet, dass die einzelnen Pixelwerte die Anzahl der Atome im Bereich
des Pixels darstellen. Die verschiedenen zum gleichen Zeitpunkt ¢ gehorenden
Aufnahmen werden gemittelt. Wir normieren diese gemittelten Bilder nun
so, dass alle Pixelwerte einer Messreihe zwischen null und eins liegen. Dafiir
dividieren wir alle Pixelwerte durch den maximalen Pixelwert aller gemittelten
Bilder der Messung. Man erhélt ein Graustufenbilder wie das in Abbildung 5.8(a).

Fiir die Bestimmung der Verschiebungsstrecke in Abhéngigkeit von der Zeit ist
es hilfreich, den Umriss der besetzten Brillouin-Zonen, im betrachteten Beispiel
der zweiten, zu markieren. Wir legen nun einen bestimmten Schwellenwert fest
und wahlen in jedem normierten Graustufenbild diejenigen Pixel aus, deren Wer-
te oberhalb dieser Schwelle liegen. Der Schwellenwert muss groft genug sein, dass
moglichst wenige Pixel aufterhalb der ersten und zweiten Brillouin-Zone ausge-
wahlt werden. Er muss jedoch klein genug sein, dass nach Moglichkeit die gesamte
zweite Brillouin-Zone, eventuell auch die erste Brillouin-Zone, ausgewahlt werden.
In Abbildung 5.8(b) sind die in (a) ausgewéhlten Pixel im Bereich der ersten und
zweiten Brillouin-Zone rot markiert dargestellt. Den ausgewahlten Punkten wei-
sen wir nun den Wert 1 zu, allen anderen den Wert 0, so dass man ein binéres
Bild erhalt.

Wir wollen nun die Querschnitte in x- und y-Richtung in diesem Bild bestim-
men. Fiir den Querschnitt in x-Richtung betrachten wir den in Abbildung 5.8(b)
eingezeichneten horizontalen Streifen. Fiir jede Position in x-Richtung summieren
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Abbildung 5.8: Bestimmung der Verschiebung der Brillouin-Zonen-Umrisse durch
Betrachtung von Querschnitten durch die Band-Mapping-Bilder. (a) Band-Mapping-
Aufnahme einer Messung im zweiten Band in Graustufendarstellung. Normiert man alle
Pixelwerte auf Zahlen zwischen 0 und 1 und wahlt alle Pixel aus, die grofer sind als ein
Schwellenwert von 0,05 (rot markiert), erhdlt man das Bild in (b). Der horizontale und
vertikale Streifen geben den Bereich an, in dem der Querschnitt in x- bzw. y-Richtung
bestimmt wird. (c¢),(d) Querschnitte durch das binére Bild in (b) in x- bzw. y-Richtung,.
Um schérfere Kurven zu erhalten, wurde fiir den x-Querschnitt bei jeder x-Position tiber
eine Breite von 16 Pixeln in y-Richtung summiert. Analog wurde beim y-Querschnitt
vorgegangen.

wir die Pixelwerte entlang der Breite des Streifens auf, welche hier 16 Pixel
betrégt. Dabei ergibt sich das in Abbildung 5.8(c) dargestellte Profil. Da die
einzelnen Pixel nur die Werte null oder eins annehmen koénnen, ergibt sich fiir
die Summe jeweils eine natiirliche Zahl. Der Grund fiir die Summation ist, dass
sich dadurch schérfere Kanten im Profil ergeben. An der Stelle, an der die zweite
Brillouin-Zone beginnt, ist im Profil ein Sprung von 0 auf einen konstanten
hoheren Wert zu sehen; dort, wo sie endet, springt die Summe der Pixelwerte
wieder auf 0 zuriick. Analog zur x-Richtung gehen wir auch in der y-Richtung
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Abbildung 5.9: Verschiebung des Brillouin-Zonen-Mittelpunktes (z¢;yp) in Abhén-
gigkeit von der Zeit t bei der Messung im zweiten Band mit den Spulenstrémen
(IsT; Inc) = (450mA;350mA). (a) und (b) zeigen die Verschiebung von zy bzw. yq.
Die Koordinaten werden hierbei relativ zu denen zum Zeitpunkt t; = 0,01 ms angege-
ben. Die durchgezogenen Linien stellen Fits an die Daten dar. Im Fall der x-Koordinate
wurde ein exponentieller Fit verwendet, im Fall der y-Koordinate ein linearer Fit.

VOr.

Das die ersten beiden Brillouin-Zonen représentierende Plateau im x-Profil hat
ungefahr die Form eines gleichschenkligen Trapezes. Wenn wir einen entsprechen-
den Fit durchfiihren, werden dabei die in der Abbildung eingezeichneten Parame-
ter 21 und x9 bestimmt. Das Zentrum des Plateaus befindet sich dann an der Po-
sition xy = (x2 — z1)/2. Ein analoger Zusammenhang gilt fiir die y-Richtung. Wir
erhalten auf diese Weise den Mittelpunkt (x; o) der Brillouin-Zonen-Struktur.

Wendet man diese Methode auf alle Bilder einer Messung an, ldasst sich die
Verschiebung des Brillouin-Zonen-Mittelpunkts in Abhéngigkeit von der Zeit
bestimmen. Die Abbildungen 5.9(a) und (b) zeigen die mit dieser Methode
ermittelte Verschiebung in x- bzw. y-Richtung. Die Position des Brillouin-Zonen-
Mittelpunkts wird hierbei relativ zu z; bzw. yp; angegeben, den Koordinaten
zum ersten Messzeitpunkt ¢ = 0,01 ms. Man kann erkennen, dass sich der
Brillouin-Zonen-Mittelpunkt nach 3,5ms um etwa 15 Pixel in die negative
x-Richtung verschoben hat. Die Punkte der Verschiebung in x-Richtung lassen
sich gut fitten durch eine exponentiell abfallende Funktion. In y-Richtung findet
wahrend der Messung nur eine kleine Verschiebung statt, wobei die Streubreite
um diesen Fit anndhernd so grof ist wie die Anderung des Funktionswertes des
Fits in der betrachteten Zeit.

In einigen Band-Mapping-Bildern der in diesem Abschnitt betrachteten Mes-
sung in horizontaler Richtung im zweiten Band befindet sich das Wellenpaket der
Bloch-oszillierenden Atome am Rande der zweiten Brillouin-Zone oder ragt auf-
grund der Wechselwirkungsverbreiterung sogar aus der zweite Brillouin-Zone in
den Raum hoherer Brillouin-Zonen heraus. Fiir jeden Zeitpunkt ist darauf zu ach-
ten, dass der Streifen fiir die Berechnung des Querschnittes in x-Richtung nicht
in einem Bereich von iiber die Brillouin-Zone herausragenden kohéarenten Atomen
liegt.
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In diesem Abschnitt haben wir die Bestimmung der Brillouin-Zonen-Verschiebung
exemplarisch fiir eine Messreihe im zweiten Band in horizontaler Richtung der
Kraft demonstriert. Fiir die Messungen in diagonaler Kraftrichtung im zweiten
Band kann man analog vorgehen. Auf dhnliche Weise lésst sich auch fiir die
Messungen in den Béndern eins und vier bei horizontaler sowie diagonaler
Kraftrichtung die Verschiebung der Brillouin-Zonen-Umrisse bestimmen. Fiir
gleiche Strome durch die Bloch-Spulen ergibt sich fiir das erste und vierte Band
hierbei eine dhnliche Verschiebung wie fiir das zweite Band.

Anstelle der Betrachtung von Querschnitten durch Binérbilder kénnte man sich
prinzipiell auch die Querschnitte in den Graustufenbildern anschauen, in welchen
die Pixel beliebige Werte zwischen null und eins annehmen kénnen. Dabei miisste
jedoch eine kompliziertere Fitfunktion verwendet werden, die sich aus mehreren
Gauk-Funktionen zusammensetzt. Dies liefert nicht so gute Ergebnisse wie das
Fitten der Querschnitte der Binarbilder mit Hilfe der trapezférmigen Funktion.

Bei den im Folgenden in der Arbeit vorgestellten Messungen ist die Verschie-
bung der Brillouin-Zonen-Umrisse aus den Bildern herausgerechnet worden. Bei
den Band-Mapping-Bildern, die wir vorstellen werden, befinden sich die Brillouin-
Zonen-Umrisse daher immer an der gleichen Stelle.

5.8.2 Ursache der Verschiebung

Es stellt sich die Frage, woher die zeitliche Verschiebung der Brillouin-Zonen-
Umrisse kommt. Nach den semiklassischen Gleichungen wiirde man diese nicht
erwarten.

Bei der Beschreibung von Bloch-Oszillationen von Atomen im optischen Git-
ter macht man die idealisierte Annahme, dass die Kraft auf die Atome raumlich
und damit auch zeitlich konstant ist. Zudem geht man von einer unendlichen Aus-
dehnung des Gitterpotenzials und damit der Bloch-Funktionen aus. Mit diesen
Annahmen lassen sich die semiklassischen Bewegungsgleichungen 5.2 und 5.3 her-
leiten, die uns zur theoretischen Beschreibung der Bloch-Oszillationen dienen.

Im Experiment befinden sich die Atome in einem kombinierten Potenzial aus
dem periodischen Gitter und der harmonischen Magnetfalle. Beim Verschieben
des Fallenminimums durch einen zusédtzlichen Magnetfeldgradienten ergibt sich
fiir die Atome eine lineare Abhéngigkeit der Kraft von der Position. Eine rdumlich
konstante Kraft wiirde nur fiir ein lineares Magnetfallenpotenzial vorliegen. Das
harmonische Magnetfallenpotenzial im Experiment lésst sich in einer Dimension
schreiben als Vipap(z) = 1/2mw?2?, mit der Fallenfrequenz w. Wihrend der
Bewegung der Atome im Quasiimpulsraum veréndert sich auch ihre Position im
Ortsraum geringfiigig, so dass die Kraft linear in dem Bereich variiert, in dem
sich die Atome bewegen.

Es sei z(t) der Schwerpunkt des atomaren Wellenpakets im Ortsraum. Ver-
wendet man in den semiklassischen Bewegungsgleichungen die Tight-Binding-
Bandenergie C.8 aus Anhang C, so erhéilt man fiir den Schwerpunkt und den
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Abbildung 5.10: Theoretisch berechnete Bewegung des Schwerpunkts eines atomaren
Wellenpakets wihrend einer Bloch-Oszillation in Abhéngigkeit von der Zeit. Man er-
kennt, dass sich der Nulldurchgang der Oszillation mit zunehmender Zeit immer weiter
nach oben verschiebt.

Quasiimpuls des Wellenpakets die folgenden Gleichungen:

%x(t) = 2Jasin(qa) (5.20)
0 1
94(t) = 2(P)() 5.21)

J ist hierbei die Tunnelamplitude fiir das Tunneln zwischen benachbarten Gitter-
plétzen. Integriert man Gleichung 5.21 und setzt fiir die Kraft (F') = —0Viap(x)/0x

= —mw?x ein, so ergibt sich:

t t

q(t) = 7 /dt'(F)(:c(t')) +qo = —% /dt’mwzx(t’) + qo (5.22)

Diese Gleichung lasst sich numerisch 16sen, indem man von einer Startposition z

ausgeht und nun berechnet, wie sich x in sehr kleinen Zeitintervallen At gemélis
dem Wert der Kraft zu dem jeweiligen Zeitpunkt &dndert. Auf diese Weise kann
man die zeitliche Entwicklung des Schwerpunktes bestimmen. Diese ist in Abbil-
dung 5.10 dargestellt. Man kann erkennen, dass x oszilliert und sich die Ruhepo-
sition der Oszillation mit der Zeit verschiebt. Es kann mit dieser ndherungsweisen
Losung nicht die anndhernd exponentielle zeitliche Verschiebung der Ruhepositi-
on aus dem Experiment reproduziert werden. Jedoch stimmt das Resultat qua-
litativ mit dem Experiment iiberein in der Hinsicht, dass die Verschiebung mit
zunehmender Zeit anwichst, wobei ihre Anderungsrate abnimmt.
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Abbildung 5.11: Bandstrukturrechnung der ersten beiden Bénder des bipartiten qua-
dratischen Gitters bei der Zeitphasendifferenz ¢ = 0,507 und der Gittertiefe Vy =
6,9 FErec. (a) Isotroper Fall e,,ey,m, = 1. Es liegt ein einfaches quadratisches Gitter
vor. (b) Anisotroper Fall mit den bei den BO-Messungen im ersten Band verwendeten
Parametern e, = 0,94, ¢, = 1,04, n, = 0,90. Die Bandenergien sind jeweils dargestellt
entlang des in (b) eingezeichneten Pfades in der kleineren, um 45° gedrehten ersten
Brillouin-Zone.

5.9 Messungen mit ,,horizontaler* Richtung der
Kraft

Wir wenden uns nun der Untersuchung von Bloch-Oszillationen im ersten,
zweiten und vierten Bloch-Band des bipartiten quadratischen Gitters zu. In
diesem Abschnitt wollen wir Messungen mit horizontaler Richtung der Kraft
prasentieren. Es wird dabei fiir jedes betrachtete exemplarisch eine Messung
vorgestellt und erlautert, auf welche Weise sie analysiert werden kann. Ziel ist
es dabei, den Quasiimpuls in Abhéngigkeit von der Zeit darzustellen und die
Frequenz der Bloch-Oszillation zu ermitteln.

5.9.1 Erstes Band

Zunachst sollen Bloch-Oszillationen im ersten Band untersucht werden. Die Zeit-
phasendifferenz des Gitters wird dabei auf ¥ = 0,507 eingestellt.

Im idealen Fall, dass die Intensitdten der Gitterstrahlen perfekt ausgeglichen
sind, wiirde fiir die Anisotropieparameter €,,¢,,7, = 1 gelten und es lidge ein ein-
faches quadratisches Gitter vor. Die natiirliche Wahl fiir die erste Brillouin-Zone
ware dann das grofere Quadrat, dessen Kanten in x- und y-Richtung ausgerichtet
sind. Wir konnen die Bandstruktur eines solchen Gitters jedoch auch mit der klei-
neren, um 45° gedrehten ersten Brillouin-Zone als Definitionsbereich darstellen.
Hierbei erscheint das unterste Band als zwei Bénder, die entlang der Pfade M X
und X_M, welche auf der Grenze der Brillouin-Zone liegen, entartet sind. Dies
ist in Abbildung 5.11(a) zu sehen.

Da die Anisotropieparameter, wie in Gleichung 5.19 angegeben, gibt es Ab-
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weichungen der Bandstruktur von der des einfachen quadratischen Gitters. Die
Bandstruktur der Bénder eins und zwei fiir die im Experiment eingestellten
Parameter wird in Abbildung 5.11(b) gezeigt. Die im isotropen Fall bestehende
Entartung entlang der Pfade M X, und M X_ ist aufgehoben, es kommt zur
Entstehung einer Bandliicke. Die Bandstrukturrechnung ergibt, dass der Abstand
der beiden Béander am M-Punkt 0,005 E,., am X, -Punkt 0,024 E... und am
X_-Punkt 0,110 E,. betragt. Eine Folge der Anisotropie des Gitters ist also, dass
der Bandabstand am X ;- und am X_-Punkt unterschiedlich grofs ist.

In Abbildung 5.12(a) sind beispielhaft Band-Mapping-Bilder der Messung im
ersten Band bei den Spulenstromen (Igr, Ist) = (372mA, 289 mA) zu sehen. Dar-
gestellt sind die Bilder bis zu einer Zeit von 1,21 ms. Die Atome bewegen sich
wahrend der Bloch-Ostzillation in die negative x-Richtung, wobei sich nach Glei-
chung 5.9 eine lineare Bewegung ergibt.

Das Wellenpaket mit den kohérenten Atomen startet am I'-Punkt (0, 0) und be-
wegt sich in Richtung des den M-Punkt repriasentieren Punktes k(—1,0), welchen
sie nach etwa 0,3 ms erreicht. Die Angabe der Punkte im Quasiimpulsraum erfolgt
hier jeweils in den Koordinaten (g,,¢g,). Es findet nun Bragg-Reflexion statt, so
dass die Atome an den vier Eckpunkten der ersten Brillouin-Zone, k(+1,0) und
k(0 + 1), die fiir den M-Punkt stehen, auftreten.

Bragg-Reflexion im optischen Gitter erfolgt analog zur Beugung von Licht am
Kristallgitter eines Festkorpers. Es wird eine Materiewelle an einer Lichtstruktur
gebeugt, wobei die wellenartigen Atome fiir bestimmte Werte des Wellenvektors
sehr stark mit dem Potenzial wechselwirken [Pei97]|. Bragg-Reflexion findet
fiir alle Wellenvektoren der atomaren Welle statt, die auf den Réandern der
Brillouin-Zonen enden. Diese Brillouin-Zonen-Rénder stellen die Bragg-Linien
dar, auf welchen die Bragg-Bedingung erfillt wird. Diese ist dquivalent zur von-
Laue-Bedingung. Ein Wellenvektor k erfiillt diese Bedingung, wenn ein anderer
Wellenvektor &' mit ||k/ | = ||k|| und ein reziproker Gittervektor G existieren,
so dass k¥ — k = G gilt. Es entsteht dann eine reflektierte Welle mit einem
betragsmafig gleichgrofen Wellenvektor K , der beziiglich des Wellenvektors k
der einlaufenden Welle um einen reziproken Gittervektor G verschoben ist. Die
vier den M-Punkt reprisentierenden Punkte im Quasiimpulsraum unterscheiden
sich untereinander jeweils um einen reziproken Gittervektor und sind damit iiber
die Bragg-Reflexion miteinander gekoppelt.

Die Atome gelangen bei der weiteren Bewegung im reziproken Raum durch
Bragg-Reflexion an den rechten Eckpunkt der ersten Brillouin-Zone, von wo
aus sie wieder zuriick zum I'-Punkt transportiert werden. Hier beginnt der
Prozess von Neuem. Es ergibt sich also eine periodische Bewegung der Atome
im Quasiimpulsraum — eine Bloch-Oszillation. Diese ist ein Quanteneffekt, der in
der Wellen-Natur der Atome begriindet ist.

Durch den geringen Abstand zwischen dem ersten und zweiten Band am
M-Punkt kénnen an dieser Stelle Landau-Zener-Uberginge stattfinden, wo-
bei ein Teil der Atome aus dem ersten in das zweite Band iibergeht. In den
Band-Mapping-Bildern kann man dies fiir ¢ > 0,31 ms sehen: Der Grofsteil der
Atome bewegt sich weiterhin in der ersten Brillouin-Zone und befindet sich
damit im ersten Band. Man kann jedoch deutlich am oberen und unteren Rand
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Abbildung 5.12: Bloch-Oszillation im ersten Band bei horizontaler Kraftrichtung (Spu-
lenstrome (Igr, Igc) = (372mA,289mA)). (a) Band-Mapping-Bilder zu verschiedenen
Zeitpunkten wihrend der Messung. (b) Komponente ¢, des mittleren Quasiimpulses des
sich durch den Quasiimpulsraum bewegenden atomaren Wellenpakets in Abhéngigkeit
von der Zeit. Die Zahlen an einzelnen Messpunkten vereinfachen die Zuordnung der
entsprechenden Band-Mapping-Bilder. Die durchgezogenen Linien stellen einen stiick-
weise linearen Fit an die Messpunkte dar. Fiir die Bloch-Periode ergibt sich aus dem Fit
Tso = (0,573 £+ 0,009) ms.
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Abbildung 5.13: Selektierte Regionen (rot markiert) der kohérenten Atome bei der in
diesem Abschnitt betrachteten Messung im ersten Band bei horizontaler Kraftrichtung
(Spulenstrome (Ist, Igc) = (372mA,289mA)). Aus den selektierten Pixeln wird der
mittlere Quasiimpuls des atomaren Wellenpakets berechnet.

Atome erkennen, die eine Bewegung in der zweiten Brillouin-Zone ausfiihren.
Auferdem ist in den Bildern sichtbar, dass wihrend der Bloch-Oszillation durch
Streuprozesse thermische Atome entstehen, welche die ersten beiden Bénder
zunehmend auf homogene Weise ausfiillen. Es soll nun eine Darstellung der
Position der kohérenten Atome im Quasiimpulsraum in Abhéngigkeit von der
Zeit gefunden werden, aus welcher sich die Periodendauer der Bloch-Oszillation
durch einen Fit ermitteln lasst.

In den Band-Mapping-Bildern heben sich die kohédrenten Atome durch eine
deutlich hohere optische Dichte vom thermischen Hintergrund ab. Die thermi-
schen Atome besetzen die erste Brillouin-Zone und auch die zweite, da das zweite
Band nur durch eine kleine Bandliicke vom ersten Band getrennt ist. Wir wollen
nun in den Band-Mapping-Bildern jeweils die Regionen auswihlen, die zu den
kohédrenten Atomen gehoren. Dies geschieht dadurch, dass wir einen bestimmten
Schwellenwert festlegen und alle Pixel selektieren, deren Werte grofier als dieser
Schwellenwert sind. Dieser muss die folgenden Eigenschaften haben: Einerseits
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sollen nach Mdglichkeit alle Pixel im Bereich der kohédrenten Atome ausgewahlt
werden. Auf der anderen Seite sollen in der Auswahl keine Pixel im Bereich des
inkohérenten thermischen Hintergrunds vorhanden sein.

Abbildung 5.13 zeigt die in verschiedenen Band-Mapping-Bildern ausgewéhlten
Bereiche kohérenter Atome, welche hier rot markiert sind. Zur Vereinfachung der
Analyse beschranken wir den Bildbereich auf einen horizontalen Streifen in der
Mitte, wie im ersten Bild angedeutet. Wir erhalten dadurch bei der Bestimmung
der x-Komponente des Quasiimpulses eine Kurve, die sich besser mit Hilfe von
linearen Funktionen fitten ldsst. Die kohérenten Atome bilden innerhalb dieses
Streifens ein oder — wenn sie sich in der Umgebung des M-Punktes befinden —, auch
zwei Wellenpakete. In letzterem Fall, dass zwei Wellenpakete im Streifen vorliegen,
wahlen wir nur die Pixel im Bereich des Pakets mit der groferen Atomzahl aus.

Wir berechnen nun fiir jedes Band-Mapping-Bild aus den ausgewihlten Pixeln
den mittleren Quasiimpuls ¢ der Atome. Hierzu werden die Koordinatenvektoren
(uj,v;) aller Pixel j jeweils mit der von dem Pixel représentierten Atomzahl n;
gewichtet aufsummiert:

q= Z; > ng - (uj,v5) (5.23)

jeA n] jeA

Die Summe lauft hierbei iiber alle Pixel j € A, mit der Menge A aller selektierten
Pixel. Wir schreiben den mittleren Quasiimpuls cf mit einer Tilde, da wir mit
Gleichung 5.23 nicht direkt einen Vektor im reziproken Raum berechnen, sondern
einen Langenvektor, dessen Komponenten in Pixeln angegeben sind.

Bei horizontaler Richtung der Kraft dndert sich die x-Komponente des Quasi-
impulses mit der Zeit, wiahrend die y-Komponente konstant bleibt. Wir tragen
nun die x-Komponente des mittleren Quasiimpulses gegen die Zeit auf und erhal-
ten das Diagramm in Abbildung 5.12(b). Hierbei haben wir die x-Komponente
von qj, die in Pixeln als Langeneinheit angegeben wird, in die Einheit des re-
ziproken Raumes umgerechnet. Man kann erkennen, dass die Messpunkte auf
parallelen Geraden liegen, wobei benachbarte Geraden jeweils den gleichen
Abstand besitzen. Die Punkte auf einer Geraden gehdren zu einer einzelnen
Durchquerung der ersten Brillouin-Zone, wobei sich ¢, von +k zu —k &ndert. Es
findet anschliefend eine Bragg-Reflexion zum gegeniiberliegenden Eckpunkt der
Brillouin-Zone statt, woraufhin eine erneute Durchquerung der ersten Brillouin-
Zone beginnt. Die ersten Messpunkte (¢ < 0,15 ms) liegen nicht auf einer Gerade,
da man sich hier in der Anschaltphase der Spulenstréome befindet und die Kraft
noch nicht ihr Maximum erreicht hat.

Die Messpunkte konnen mit einer stiickweise linearen Funktion gefittet werden,
deren Teilfunktionen die Form g,(t) = A(t —n-T)+ B (n > 0) besitzen. Der
Fitparameter T entspricht hierbei der Bloch-Periode Tgo. Fiir die vorgestellte
Messung erhélt man aus dem Fit die Bloch-Periode T0 = (0,573 & 0,009) ms.

5.9.2 Zweites Band

Wir schauen uns in diesem Abschnitt eine Bloch-Oszillation der Atome im zwei-
ten Band des optischen Gitters an. Die Kraft zeigt nach wie vor in die horizontale
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Abbildung 5.14: Theoretischer Verlauf der ersten vier Bander des bipartiten quadra-
tischen Gitters fiir die bei den Bloch-Oszillations-Messungen im zweiten Band verwen-
deten Werte der Gitterparameter: ¢ = 0,5357 und Vy = 6,85 Erec, €2 = 0,94, €4 = 0,90,
1y = 1,04, Vo = 6,9 E;ec verwendet.

Richtung. Ausgangspunkt sind hier Atome, die bei der Zeitphasendifferenz ¥ =
0,535 im zweiten Band am X -Punkt kondensiert worden sind. Der durch eine
Bandstrukturrechnung bei den eingestellten Gitterparametern ermittelte theoreti-
sche Verlauf der ersten vier Bander ist in Abbildung 5.14 dargestellt. Der Abstand
des zweiten Bandes zum ersten sowie zum dritten und vierten Band ist mit je-
weils etwa 2 Ee. relativ grok. Es sind daher keine Landau-Zener-Uberginge vom
zweiten Band in andere Bander zu erwarten.

Abbildung 5.15(a) zeigt die Band-Mapping-Bilder einer Messung im zwei-
ten Band mit horizontaler Kraftrichtung (Spulenstrome (Isr, Igc) = (152mA,
118 mA)). Nach dem Einschalten der Kraft vollfiihren die Atome eine Bloch-
Oszillation im zweiten Band, welche sich in den Band-Mapping-Bildern als eine
periodische Bewegung in der zweiten Brillouin-Zone darstellt.

In Abbildung 5.16(a) wird diese Bewegung schematisch veranschaulicht. Die
Atome starten am X,-Punkt, der sich an den beiden &quivalenten Punkten
+k/2 (1, 1) befindet. Durch Bragg-Reflexion gelangen sie vollstandig in das 3. Seg-
ment der zweiten Brillouin-Zone. Hier bewegen sie sich in horizontaler Richtung
weiter, wobei sie nach dem Erreichen des linken Randes auf der rechten Seite
erscheinen. Die Pfade in den Teilstiicken 3 und 4 der zweiten Brillouin-Zone sind
im reduzierten Zonenschema miteinander verbunden (sieche Abbildung 5.16(b)),
es findet hier also keine Bragg-Reflexion statt beim Ubergang vom einen Teil zum
anderen. Die Atome erreichen bei der Hélfte des Bloch-Zyklus den X_-Punkt,
welcher sich an den #dquivalenten Punkten +k/2(—1,1) befindet. Sie gelangen
durch Bragg-Reflexion vom vierten ins erste Segment und bewegen sich horizontal
weiter. Schlieklich erscheinen die Atome im Segment 2, wobei analog zum oben
genannten Grund wiederum keine Bragg-Reflexion stattfindet.

Fiir die Analyse der Messungen im zweiten Band teilen wir die Band-Mapping-
Bilder jeweils in vier Teile, welche wir im Folgenden als Quadranten bezeichnen
wollen. Diese sind im ersten Bild in Abbildung 5.16(c) skizziert. Jeder Quadrant
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Abbildung 5.15: Bloch-Oszillation im zweiten Band bei horizontaler Kraftrichtung
(Spulenstrome (Igr, Ipc) = (152mA, Is = 118 mA)). (a) Band-Mapping-Bilder. Die
Atome vollfiihren eine oszillatorische Bewegung in der zweiten Brillouin-Zone. (b) Kom-
ponente ¢, des mittleren Quasiimpulses der Atome in Abhéngigkeit von der Zeit. Da die
Bewegung in der zweiten Brillouin-Zone stattfindet, befinden sich die Messpunkte im
Wertebereich | — k; —0,5k] und ]0,5k; k]. Die durchgezogenen Linien stellen einen stiick-
weise linearen Fit an die Messpunkte dar. Die aus dem Fit ermittelte Bloch-Periode
betrigt Tpo = (1,436 £ 0,009) ms.
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Abbildung 5.16: Bewegung im zweiten Band bei horizontaler Kraftrichtung. Die Be-
wegung wird schematisch (a) in der zweiten Brillouin-Zone (erweitertes Zonenschema)
und (b) in der ersten Brillouin-Zone (reduziertes Zonenschema) dargestellt. Sich entspre-
chende Segmente in der ersten und zweiten Brillouin-Zone sind mit der gleichen Zahl
markiert. (¢) Graustufenbilder einer Messung im zweiten Band in horizontaler Kraftrich-
tung (Spulenstrome (Ist, Inc) = (152mA, 118 mA)). Rot markiert sind die selektierten
Pixel im Bereich der kohérenten Atome. Wie im ersten Bild eingezeichnet, wird eine Un-
terteilung in vier Quadranten vorgenommen, von denen jeder eines der vier dreieckigen
Teilstiicke der zweiten Brillouin-Zone enthélt. Blau markiert ist jeweils der Schwerpunkt
des Atompakets mit den meisten Atomen in einem Bild.

enthélt eines der vier dreieckigen Segmente der zweiten Brillouin-Zone. Fiir jeden
Quadranten werden nun, sofern in ihm kohérente Atome vorhanden sind, Atom-
zahl und mittleren Quasiimpuls des atomaren Wellenpakets bestimmt. Die Unter-
teilung der Bilder in vier Teile ermdglicht die individuelle Betrachtung der einzel-
nen Bildteile zu jedem Zeitpunkt ¢. Das ist praktisch, weil es einem erlaubt, das-
jenige Wellenpaket zu bestimmen, in welchem sich die grofite Anzahl von Atomen
befindet. Die Position dieses grofiten Wellenpaketes im reziproken Raum wollen
wir gegen die Zeit auftragen und fiir die Bestimmung der Bloch-Periode verwen-
den.
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Abbildung 5.17: Bandstrukturrechnung der Bénder eins bis sieben fiir die bei den
Bloch-Oszillations-Messungen im vierten Band verwendeten Werte der Gitterparameter:
¥ = 0,607, Vo = 9,1 Erec, €2 = 0,94, £y = 0,90, n, = 1,04.

Abbildung 5.16(c) zeigt verschiedene Band-Mapping-Bilder der hier exempla-
risch betrachteten Messung in einer Graustufendarstellung. Rot markiert sind
die Regionen der kohérenten Atome. Die zugehorigen Pixel wurden in einem
ahnlichen Verfahren selektiert, wie im vorherigen Abschnitt beschrieben. Wir
bestimmen nun fiir einen bestimmten Zeitpunkt ¢ die Zahl kohérenter Atome im
Quadranten i € {I,...,IV}, indem wir die Summe N; = ZjeAi n; berechnen. Das
heifst, wir summieren die Pixelwerte n; der in diesem Quadranten ausgewéhlten
Pixel auf. Fiir das Atompaket mit der grofsten Atomzahl berechnen wir dann
analog zum vorherigen Abschnitt mit Hilfe von Gleichung 5.23 den mittleren
Quasiimpuls. Dieser ist in Abbildung 5.16(c) jeweils blau markiert.

Tragt man die x-Koordinate des mittleren Quasiimpulses gegen die Zeit auf,
erhdlt man den Graphen in Abbildung 5.15(b). Die Messpunkte liegen auf zuein-
ander parallelen Geraden, wobei benachbarte Geraden den gleichen Abstand be-
sitzen. Wie bereits erwahnt, besitzen die berechneten Quasiimpulse zunéchst die
Langeneinheit Bildpixel. Fiir die Darstellung im Diagramm wird die Einheit des
reziproken Raumes verwendet. Die Datenpunkte liegen in einer oberen und ei-
ner unteren Region des Wertebereiches, |k/2; k| und | — k; —k/2]. Dieser Bereich
entspricht den moglichen Werten von ¢, in der zweiten Brillouin-Zone bei dem
im Experiment verwendeten Pfad. Der dazwischenliegende Bereich entspricht der
ersten Brillouin-Zone.

Die Messpunkte kénnen durch eine stiickweise lineare Funktion mit den Teil-
funktionen ¢, (t) = A-(t —n-T)+ B (n > 0) gefittet werden. Die Bloch-Periode
Tgo ist durch das Doppelte des Fitparameters 1" gegeben. Fiir die hier vorgestellte
Messung ergibt sich Tgo = (1,436 £ 0,009) ms.

5.9.3 Viertes Band

Nachdem wir uns bereits fiir das erste und zweite Band die Bewegung der Atome
im Quasiimpulsraum angeschaut haben, wollen wir uns in diesem Abschnitt Bloch-
Oszillationen im vierten Band zuwenden. Ausgangspunkt sind dabei bei ¢ = 0,607
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(a) (b) (©)

Abbildung 5.18: (a) Die zwolf Segmente der vierten Brillouin-Zone. Jedes Segment
l&sst sich durch Addition eines reziproken Gittervektors auf das ihm entsprechende Teil-
stiick in der ersten Brillouin-Zone abbilden. (b) Band-Mapping-Bild zu Beginn einer
Bloch-Oszillation im vierten Band. Die Atome sind am I'-Punkt des vierten Bandes
kondensiert und befinden sich an den vier dquivalenten Punkten, die den I'-Punkt der
vierten Brillouin-Zone repréasentieren. (c) Die Vektoren zwischen diagonal gegeniiberlie-
genden Représentanten des I'-Punkts entsprechen dem Doppelten der reziproken Basis-
Gittervektoren C_jl bzw. C_jg.

am ['-Punkt des vierten Bandes kondensierte Atome. Die Bandstrukturrechnung
in Abbildung 5.17 zeigt die Lage der Bénder in dieser Gitterkonfiguration. Der
Abstand des vierten Bandes von den nah beieinanderliegenden Bandern zwei und
drei ist mit etwa 1,4 E\.. relativ grofs. Gleiches gilt fiir den Abstand des vierten
Bandes zum fiinften und sechsten Band, welcher ungefihr 1,4 E,..c bzw. 1,6 F,ec
betrégt.

Die vierte Brillouin-Zone, auf welche die Atome im vierten Band beim Band-
Mapping abgebildet werden, ist deutlich starker untergliedert als die erste und
zweite Brillouin-Zone und besteht aus insgesamt zwolf verschiedenen Segmen-
ten, wie in Abbildung 5.18(a) dargestellt. Da die Bewegung in der vierten
Brillouin-Zone aufgrund von dessen Kleingliedrigkeit etwas uniibersichtlich ist,
haben wir das Ziel, sie in der ersten Brillouin-Zone darzustellen. Jedes Segment
j der vierten Brillouin-Zone lédsst sich hierbei durch Addition eines reziproken
Gittervektors K ; auf das entsprechende Teilstiick in der ersten Brillouin-Zone ab-

bilden. Diese reziproken Gittervektoren sind Linearkombinationen der reziproken
Basis-Gittervektoren Gy = k(1,1) und Gy = k(—1,1):

K = -G, K; =G+ Gy

Ky =—G) — Gy Ky = -G,

Ky =-G, Ky =G,

Kﬁl = _62 Xl() - él

Ks = -G, Ky =G+ G,

K¢ = Gy — Gs K1y = Gy (5.24)

Wir wollen zunéchst die reziproken Basis-Gittervektoren aus den aufgenommenen
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Abbildung 5.19: (a) Schema der vierten Brillouin-Zone. Segmente, die um den glei-
chen reziproken Gittervektor zu verschieben sind, um sie auf ihren Entsprechungen in der
ersten Brillouin-Zone abzubilden, sind in der gleichen Farbe dargestellt. (b) Die farbig
markierten Segmente der zweiten (blau), dritten (orange) und vierten (griin) Brillouin-
Zone miissen um den gleichen reziproken Gittervektor verschoben werden, um sie auf
die erste Brillouin-Zone abzubilden. (¢) Unterteilung der Band-Mapping-Bilder der Mes-
sungen im vierten Band in sechs Bildteile. Fiir jeden Bildteil wird der Schwerpunkt der
kohédrenten Atome bestimmt, sofern in ihm welche vorhanden sind.

Messdaten ermitteln. Abbildung 5.18(b) zeigt das Band-Mapping-Bild zu Beginn
der Bloch-Oszillation im vierten Band. Die Atome sind am I'-Punkt kondensiert,
so dass sie an den vier dquivalenten Punkten k(+1,41) der vierten Brillouin-
Zone auftreten. Abbildung 5.18(c) zeigt die gleiche Aufnahme wie in (b) in einer
Graustufendarstellung. Die Bereiche der kohdrenten Atome am I'-Punkt sind rot
markiert. Die blau markierten Pixel zeigen jeweils den mittleren Quasiimpuls der
einzelnen Atompakete.

Um anzudeuten, dass ein aus den Band-Mapping-Bildern ermittelter ,,reziproker
Vektor* nicht direkt dem reziproken Raum angehort, sondern seine Komponenten
aus Pixeln als Langeneinheit an%egeben _vyerden, versehen wir sein Formelzeichen

mit einer Tilde. Die Vektoren @1 und ég lassen sich nun aus den Koordinaten
der vier fir den I'-Punkt stehenden Punkte bestimmen: Die Vektoren zwischen
diagonal gegeniiberliegenden I'-Punkten sind gleich dem Doppelten der Vektoren

Gy und G (siehe Abbildung 5.18(c)):

=3 (&) (5.25)
Go= 5 (7 -) (5.26)

Die Positionen (j: der vier dquivalenten Punkte lassen sich analoge zu der in Ab-
schnitt 5.9.1 beschriebenen Methode zur Berechnung des mittleren Quasiimpulses
eines Wellenpakets bestimmen.

Wie man aus den Gleichungen 5.24 erkennen kann, sind einige der Vektoren
[?j gleich: Es kommen bei den zwdlf Vektoren insgesamt acht verschiedene
Linearkombinationen der Vektoren él und ég vor. Die zwolf Segmente der
vierten Brillouin-Zone lassen sich damit zu acht Gruppen zusammenfassen,
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wobei alle Elemente einer Gruppe um den gleichen Vektor verschoben werden
miissen fiir eine Abbildung in die erste Brillouin-Zone. Diese Gruppen werden
in Abbildung 5.19(a) veranschaulicht, wobei zum gleichen reziproken Vektor
gehorende Segmente mit der gleichen Farbe ausgefiillt sind.

Nach dieser Vorbetrachtung schauen wir uns nun die Messung einer Bloch-
Oszillation im vierten Band bei den Spulenstromen (Isr, Igc) = (300 mA, 236 mA)
an. Diese wird in Abbildung 5.20(a) gezeigt, wobei ein vollstdndiger Bloch-Zyklus
zu sehen ist. Man kann erkennen, dass sich in den Band-Mapping-Bildern die
Atompakete nicht nur in der vierten, sondern auch in der zweiten oder dritten
Brillouin-Zone bewegen. So sieht man zum Beispiel, dass sich ein Teil der
kohérenten Atome vom Punkt £(1,1) an der Grenze zwischen der zweiten und
dritten Brillouin-Zone entlang zum Punkt £(0, 1), der fiir den M-Punkt steht,
bewegt. Anschliefsend verlduft die Bewegung wieder entlang der Grenze der
zweiten und dritten Brillouin-Zone zum Punkt k(—1,1), welcher den I'-Punkt
reprasentiert. Als Ursache fiir die Bewegung aufserhalb der vierten Brillouin-
Zone kann vermutet werden, dass der Band-Mapping-Vorgang nicht vollstandig
adiabatisch ablduft. Atome, die sich im vierten Band entlang des Pfades I'M
bewegen, gehen beim Ausschalten des Gitterlichts zum Teil in das zweite oder
dritte Band {iber und werden auf die entsprechende Brillouin-Zone abgebildet.
Fiir Atome am I['-Punkt des zweiten, dritten und vierten Bandes sind die vier
dquivalenten Punkte, auf die sie bei der Bandkartografierung projiziert werden,
die gleichen. Falls die Atome sich also an dieser Position des Quasiimpulsraumes
befinden, spielen Bandiiberginge beim Band-Mapping keine Rolle. Ahnliches
gilt fiir die kohdrenten Atome am M-Punkt. Fiir Quasiimpulse auf der Linie
zwischen I'- und M-Punkt kommt es beim Herunterrampen der Gitterleistung zu
vermiedenen Bandkreuzungen des vierten Bandes mit dem zweiten bzw. dritten
Band, so dass hier Uberginge in das zweite oder dritte Band mdoglich sind.

Die teilweise Projektion von Atomen des vierten Bandes in die zweite oder
dritte Brillouin-Zone erfordert bei der Analyse besondere Aufmerksamkeit. Es
stellt sich die Frage, wie man diese Atome ebenfalls in die erste Brillouin-Zone
verschieben kann mit Hilfe eines reziproken Gittervektors, so dass sie mit in die
Berechnung des Quasiimpulses eingehen. Dazu betrachten wir Abbildung 5.19(b).
Die griinen Segmente der vierten Brillouin-Zone sowie die angrenzenden orange-
nen Segmente der zweiten und die blauen Segmente der dritten Brillouin-Zone
miissen um den gleichen reziproken Gittervektor verschoben werden, um sie in die
erste Brillouin-Zone abzubilden. Es ist fiir die Analyse der Messreihen im vierten
Band bei horizontaler Bewegungsrichtung sinnvoll, die Band-Mapping-Bilder
so wie in Abbildung 5.19(c) gezeigt in sechs Teilstiicke zu unterteilen. Ein
Atompaket, dessen mittlerer Quasiimpuls sich im Teilstiick ¢ (i € {I,...,VI})

befindet, wird dann um einen bestimmten reziproken Gittervektor K; verschoben
fiir die Darstellung in der ersten Brillouin-Zone.

Fiir ein Band-Mapping-Bild zum Zeitpunkt ¢ werden zunéchst die Pixel
im Bereich der kohérenten Atompakete selektiert und hieraus die mittleren
Quasiimpulse cﬁ der einzelnen Atompakete 7 berechnet, was analog zu der in
Abschnitt 5.9.1 beschriebenen Methode erfolgt. Abhéngig davon, in welchem der
Teilstiicke I bis VI sich der Punkt q:; befindet, wird er um einen entsprechenden
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t (ms)

Abbildung 5.20: Bloch-Oszillation im vierten Band bei horizontaler Kraftrichtung
(Spulenstrome (Igt, Igc) = (300 mA, 236 mA)). (a) Band-Mapping-Bilder fiir einen voll-
standigen Bloch-Zyklus. (b) Aus den Messdaten berechneter mittlerer Quasiimpuls der
Atome in der ersten Brillouin-Zone in Abhéngigkeit von der Zeit t. Aufgetragen ist die
Komponente g, des Quasiimpulses. Die durchgezogenen Linien stellen einen stiickweise
linearen Fit dar. Aus dem Fit ergibt sich die Bloch-Periode zu Tgo = (0,69 £ 0,01) ms.
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5 Bloch-Oszillationen im bipartiten optischen Gitter

Vektor K; € {f(l, . ,f(\/l} verschoben, um ihn auf die erste Brillouin-Zone abzu-
bilden. Die zu den einzelnen sechs Teilstiicken des Bildes gehdrenden reziproken
Gittervektoren sind:

f(I 2—62 Klvz—éri-éQ
f(n :_él f(v :él
f(HI :él —ég k\/[ :ég. (527)

Den mittleren Quasiimpuls cf aller kohdrenten Atome des Bildes in der ersten

Brillouin-Zone erhilt man, indem man die um die Vektoren K; verschobe-
nen Quasiimpulse der einzelnen Atompakete mit dem Gewicht der im Paket
enthaltenen Atome aufaddiert. Man bildet also den ,Schwerpunkt* der in die
erste Brillouin-Zone verschobenen Quasiimpuls-,Schwerpunkte” der einzelnen
Atompakete:

-1

Sl + K (5.28)

7

Man fithrt diese Rechnung fiir die Bilder zu allen Zeitpunkten ¢ durch. Das Ergeb-
nis fiir den gesamten mittleren Quasiimpuls in der ersten Brillouin-Zone in Ab-
héngigkeit von der Zeit wird in Abbildung 5.20(b) gezeigt. Hier werden die ermit-
telten Werte in der Einheit des reziproken Raumes angegeben. Man erkennt, dass
die Messpunkte anndhernd einer Sdgezahnfunktion folgen, sie liegen auf paralle-
len Geraden und vollfithren scharfe Spriinge beim Ubergang von einem geraden
Abschnitt zum néchsten. Die Punkte lassen sich, dhnlich wie in Abschnitt 5.9.1,
mit einer stiickweise linearen Funktion der Form g, (t) = A(t —n-T)+ B (n > 0)
fitten. Aus dem Fit erhélt man fiir die Bloch-Periode Tpo = 7" = (0,69 +£0,01) ms.

Am elegantesten fiir die Analyse wére es wohl, wenn man die Band-Mapping-
Bilder mit einer Maske in der Form der vierten Brillouin-Zone versehen und man
jeden Pixel im Bereich der kohérenten Atome einem der zwolf Segmente zuordnen
konnte. Dann hétte man jeden der Pixel direkt mit den reziproken Gittervekto-
ren 5.24 in die erste Brillouin-Zone verschieben konnen. Eine solche Unterteilung
der Bilder wire aufgrund der Kleingliedrigkeit und nicht rechtwinkligen Formen

der Segmente deutlich aufwendiger gewesen als die hier vorgenommene Wahl der
sechs Bildteile.

5.10 Messungen mit ,,diagonaler Richtung der
Kraft

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir uns der Situation zugewandst,
dass die Atome im Gitter einer Kraft in der negativen x-Richtung ausgesetzt
sind, F ~ (—¢&,). Fiir jedes der Binder eins, zwei und vier haben wir beispielhaft
eine Messung vorgestellt, anhand von der die Analyse der aufgenommenen Band-
Mapping-Bilder zur préazisen Bestimmung der Frequenz der Bloch-Oszillation
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5.10 Messungen mit ,,diagonaler Richtung der Kraft

beschrieben wurde. Wir wollen nun die Bewegung der Atome im Quasiimpuls-
raum beim Vorliegen einer Kraft in ,diagonaler Richtung®, F' ~ (—é€, — €,),
betrachten und hierbei auf dhnliche Weise vorgehen.

5.10.1 Erstes Band

Wir betrachten in diesem Abschnitt Atome, die bei der Zeitphasendifferenz 9 =
0,507 in das erste Band geladen worden sind. In Abbildung 5.21(a) ist beispielhaft
die Bloch-Oszillations-Messung in diagonaler Richtung mit den Spulenstromen
(Ist; Igc) = (169mA; 1,48 A) dargestellt. In den Band-Mapping-Bildern ist zu
erkennen, dass sowohl die erste als auch die zweite Brillouin-Zone bereits zum
Zeitpunkt ¢t = 0,01 ms, der kleinsten in der Messung eingestellten Zeit, homogen
mit thermischen Atomen gefiillt sind. Die inkohérenten Atome besetzen das erste
und zweite Band, zwischen denen bei den verwendeten Gitterparametern 5.19 nur
eine geringe Bandliicke von 5-1073 F,.. vorliegt (fiir den theoretischen Verlauf der
ersten beiden Bénder siche Abbildung 5.11).

Unter der Wirkung der diagonalen Kraft bewegen sich die Atome nun vom I'-
in Richtung des X, -Punktes. Der Abstand der Béander eins und zwei wird vom I'-
zum X -Punkt immer kleiner. Betrégt der Abstand am I'-Punkt noch AE(T") =
0,41 Frec, ist er am X -Punkt auf AE(X,) = 0,02 E,. abgefallen. Man erkennt
in den Band-Mapping-Bildern, dass bereits kurz nach dem Start (¢t = 0,11 ms) ein
zunéchst kleines zweites Atompaket in der Umgebung des I'-Punktes des zweiten
Bandes sichtbar wird, dessen Grofse mit der Zeit zunimmt. Dies konnte daran
liegen, dass das Adiabatizitatskriterium bei der Bewegung der Atome vom I'- zum
X, -Punkt immer schlechter erfiillt wird aufgrund der abnehmenden Bandliicke. Es
kommt in zunehmendem Mafe zu Ubergingen ins zweite Band und der Zustand
der Atome entwickelt sich in eine Uberlagerung des ersten und zweiten Bandes.
Es konnte auch sein, dass das Anschalten der Kraft nicht langsam genug erfolgt
mit Blick auf die Adiabatizitatsbedingung. Moglicherweise findet auch das Band-
Mapping nicht vollstindig adiabatisch statt, so dass Atome im ersten Band auf
die zweite Brillouin-Zone projiziert werden.

Am X, -Punkt sind zwei gleichgrofse Atompakete zu sehen. Die beiden Punkte
+k/2(1,1), die den X, -Punkt représentieren, sind hierbei durch Bragg-Reflexion
miteinander gekoppelt. Bei der folgenden Bewegung zum I'-Punkt verbleibt ein
Teil der Atome in der ersten Brillouin-Zone Band, ein dhnlich grofser Teil bewegt
sich in der zweiten Brillouin-Zone weiter. Die Positionen der beiden Wellenpakete
im Quasiimpulsraum unterscheiden sich um den reziproken Gittervektor G,. Die
Atome erreichen schlielich wieder den I'-Punkt, wobei im Band-Mapping-Bild
eine Besetzung des I'-Punktes des ersten Bandes am Punkt (0,0) als auch - in
deutlich geringerem Mafie — eine Besetzung des I'-Punktes des zweiten Bandes an
den vier dquivalenten Punkten k(41,+1) zu sehen ist (¢ = 0,61 ms). Im weiteren
Verlauf bewegen sich wiederum je ein Atompaket in der ersten und in der zweiten
Brillouin-Zone. In der Messung lassen sich also Bloch-Zener-Oszillationen beob-
achten, bei denen stindige Ubergéinge der Atome vom ersten in das zweite Band
stattfinden.

Wir wollen nun den Quasiimpuls der an der Bloch-Zener-Oszillation beteiligten
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5 Bloch-Oszillationen im bipartiten optischen Gitter

(a) [1] o001ms 0,06 ms 0,11 ms 0,16 ms 021 ms
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Abbildung 5.21: Bloch-Oszillation im ersten Band bei diagonaler Kraftrichtung (Spu-
lenstrome (Ist; Iec) = (169mA;1,48 A)). (a) Band-Mapping-Bilder zu verschiedenen
Zeitpunkten ¢ der Bloch-Oszillation. (b) Aus den Messdaten berechnete mittlere Qua-
siimpulse der in den Band-Mapping-Bildern auftretenden Atompakete in Abhéngigkeit
von der Zeit. Zu jedem Zeitpunkt ¢t gibt es ein oder zwei Atompakete. Aufgetragen
ist die Projektion des Quasiimpulses ¢ auf den Einheitsvektor &1 = 1/v/2 (&, + &),
was der Quasiimpulskomponente ¢; entspricht (siehe das im ersten Band-Mapping-Bild
eingezeichnete Koordinatensystem). Die durchgezogenen Linien stellen einen stiickweise
linearen Fit an die ermittelten Punkte dar. Aus dem Fit ergibt sich eine Bloch-Periode
von Tpo = (0,551 £ 0,003) ms.
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0,01ms 0,06ms 0,11ms 0,16ms 0,21ms
0,26ms 0,31ms 0,36ms 0,41ms 0,46ms
&
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Abbildung 5.22: Graustufendarstellung von Band-Mapping-Bildern der Bloch-
Oszillation im ersten Band bei diagonaler Kraftrichtung, Spulenstréme (Ist;Ipc) =
(169mA; 1,48 A). Die in der Region der kohérenten Atompakete liegenden Pixel sind
rot und die Schwerpunkte der Atompakete blau markiert. Gezeigt werden die Bilder der
ersten zehn Messzeitpunkte ¢.

Atome in Abhéngigkeit von der Zeit darstellen. Wir wéhlen zunéchst die Regionen
der kohérenten Atome in den Band-Mapping-Bildern aus (siehe Abbildung 5.22).
Anschlieftend berechnen wir fiir alle Atompakete eines Bilder jeweils den mittleren
Quasiimpuls unter Verwendung von Formel 5.23.

Entlang der diagonalen Trajektorie im reziproken Raum &ndert sich sowohl die
x- als auch die y-Komponente des Quasiimpulses. Wir kénnen den Quasiimpuls
auch in den Koordinaten der kleineren, gedrehten Brillouin-Zone ausdriicken (sieche
erstes Band-Mapping-Bild in Abbildung 5.21):

IV2(E, +E,) (5.29)

7= qi€1 + qe2 mit € =

Beim Auftragen der Koordinate ¢; = ¢~ € gegen die Zeit ergibt sich der Plot in
Abbildung 5.21(b). Die Koordinate gs &ndert sich nicht mit der Zeit. Im Diagramm
geben wir die berechneten Quasiimpulswerte in der Einheit des reziproken Raumes
an. Die Periodendauer der im Experiment beobachteten Bloch-Zener-Oszillation
lasst sich, wie in den vorherigen Abschnitten, mit Hilfe einer stiickweise linearen
Funktion mit den Teilfunktionen g, (t) = A-(t—n-T)+ B (n > 0) bestimmen. Fiir
die hier vorgestellte Messreihe betrigt die Bloch-Periode Tpo = (0,55140,003) ms.

5.10.2 Zweites Band

Wir gehen nun von Atome aus, die bei der Zeitphasendifferenz ¥ = 0,5357 am X, -
Punkt des zweiten Bandes kondensiert sind. Abbildung 5.23(a) zeigt exemplarisch
Aufnahmen der Bloch-Oszillation in diagonaler Richtung bei den Spulenstromen
(Ist; Igc) = (120mA;1,05A). In den Band-Mapping-Bildern befinden sich die
Atome zu Beginn an den beiden dquivalenten Punkten £k/2(1,1), die den X,-
Punkt représentieren. Die Bewegung der Atome in der zweiten Brillouin-Zone ist
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(a)

(b)

0.0 05 10 15 20

t (ms)

Abbildung 5.23: Bloch-Oszillation im zweiten Band bei diagonaler Richtung der Kraft
(Spulenstrome (Ist; Igc) = (120mA;1,05A)). (a) Band-Mapping-Bilder fiir 0,01 ms <
t < 1,21ms. (b) Mittlerer Quasiimpuls des Atompakets mit der grofiten Atomzahl. Auf-
getragen wird die Quasiimpuls-Komponente ¢; (siehe das im ersten Bild eingezeichne-
te Koordinatensystem). Die durchgezogenen Linien stellen stiickweise lineare Fits mit
dquidistanten linearen Teilfunktionen an die Messpunkte dar. Die aus dem Fit ermittelte
Bloch-Periode betragt Tgo = (0,81 + 0,03) ms.
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Abbildung 5.24: Veranschaulichung der Bloch-Ostzillation im zweiten Band bei diago-
naler Kraftrichtung (a) im erweiterten Zonenschema und (b) im reduzierten Zonen-
schema. Bei Letzterem wird die Bewegung in der ersten Brillouin-Zone dargestellt.
(c) Ausgewdhlte Regionen (rot markiert) im Bereich der Atompakete in den Bild-
teilen II und III bei der Bloch-Oszillations-Messung im zweiten Band, Spulenstrome
(Ist; Irc) = (120mA; 1,05 A). Aus den markierten Regionen werden die Schwerpunkte
der Atompakete im Quasiimpulsraum berechnet. Befindet sich in beiden Bildteilen je-
weils ein Atompaket, wird der Schwerpunkt des Atompakets mit der gréfseren Atomzahl
verwendet. Blau markiert ist jeweils der mittlere Quasiimpuls des grofseren Atompakets.
Die Koordinate ¢q; dieses mittleren Quasiimpulses wird in Abbildung 5.23 gegen die Zeit
aufgetragen.

in Abbildung 5.24(a) skizziert. Die Atome werden zunéchst vollstdndig in das
3. Segment der zweiten Brillouin-Zone iiberfiihrt. Von diesem aus bewegen sie
sich zum I'-Punkt, wobei sie an den vier dquivalenten Eckpunkten k(41,+1) der
zweiten Brillouin-Zone auftreten. Hier findet keine Bragg-Reflexion statt, da sich
die Atome im reduzierten Zonenschema in der Mitte der ersten Brillouin-Zone
befinden, wie in Abbildung 5.24(b) veranschaulicht. Vom I'-Punkt aus bewegen
sich die Atome schlieklich wieder zum X, -Punkt, von wo aus die Bewegung von
neuem beginnt.

Fiir die Analyse der zeitlichen Entwicklung des Quasiimpulses des atomaren
Wellenpakets unterteilen wir die Band-Mapping-Bilder wieder in vier Bildteile
(sieche Abbildung 5.24(c)). Da die Bewegung der kohérenten Atome sich vor allem
in den Quadranten I und III abspielt, wollen wir in der Analyse nur diese beiden
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Bildteile betrachten. In den Quadranten I und IV treten nur dann kohérente
Atome auf, wenn sich das Wellenpaket in der Umgebung des I'-Punktes befindet.
Wir gehen dhnlich vor wie in den vorherigen Abschnitten und selektieren durch
die Wahl eines geeigneten Schwellenwertes die Pixel in den Bereichen der kohé-
renten Atome. Dies wird in Abbildung 5.24(c) gezeigt. Wir wollen nun die mitt-
leren Quasiimpulse der einzelnen Atompakete in einem Band-Mapping-Bild be-
stimmen, wofiir wir Gleichung 5.23 verwenden. Falls zu einem Zeitpunkt in beiden
Bildteilen II und III jeweils ein Atompaket vorliegt, verwenden wir den Quasi-
impuls des Pakets mit der groferen Atomzahl N; = ., n; (i € {IL,I1I}).

Der Quasiimpuls soll in den Koordinaten ¢; und ¢ der kleineren, um 45°
gedrehten Brillouin-Zone dargestellt werden. Es dndert sich nur die Koordinate
g1 wahrend der Bloch-Oszillation, ¢ bleibt konstant bei null. Die Auftragung
von ¢; gegen die Zeit ist in Abbildung 5.23(b) zu sehen. Hierbei haben wir den
zunachst in Pixeln angegebenen mittleren Quasiimpuls (f im Band-Mapping-Bild
in die Einheiten des reziproken Raumes umgerechnet. Man kann erkennen, dass
die moglichen Werte von ¢; bei der diagonalen Bloch-Oszillation im zweiten
Band in den Intervallen v/2k] — 1; —1/2] und v/2k]1/2; 1] liegen. Die Breite v/2k
des dazwischenliegenden Wertebereiches entspricht der Ausdehnung der ersten
Brillouin-Zone in diagonaler Richtung.

Die Messpunkte liegen auf parallelen Geraden, bei denen benachbarte Geraden
gleiche Absténde besitzen. Ein Fit mit einer stiickweise linearen Funktion, deren
Teilfunktionen die Form ¢,(t) = A(t —n-T)+ B, (n > 0) haben, liefert die
Bloch-Periode Tgo = T. Diese betragt bei der betrachteten Messreihe T =
(0,81 4+ 0,03) ms.

5.10.3 Viertes Band

Wir wollen die Bloch-Oszillationen in diagonaler Richtung abschlieffen durch das
Vorstellen von Ergebnissen im vierten Band. Hierbei sind der Ausgangspunkt
Atome, die bei der Zeitphasendifferenz ¢ = 0,607 am I'-Punkt des vierten Bandes
kondensiert worden sind. Band-Mapping-Bilder einer exemplarischen Bloch-
Oszillation im vierten Band bei den Spulenstrémen (Isr; Irc) = (237mA; 2,07 A)
sind in Abbildung 5.25(a) dargestellt.

Wie bereits in Abschnitt 5.9.3 beschrieben, ist die vierte Brillouin-Zone stark
untergliedert und besteht aus insgesamt zwolf Segmenten. Bei den Messreihen
im vierten Band mit horizontaler Kraftrichtung hatten wir eine Unterteilung der
Band-Mapping-Bilder in sechs Teilstiicke vorgenommen. Dies war mdglich, da sich
die Atompakete wihrend der Bloch-Oszillation nicht in den Segmenten 2 und 11
in Abbildung 5.19 aufhalten — vom M-Punkt abgesehen. Das ist bei der hier
betrachteten diagonalen Bewegungsrichtung etwas anders, wie im Folgenden kurz
dargelegt wird.

Abbildung 5.26 zeigt Band-Mapping-Bilder zu verschiedenen Zeitpunkten t,
dargestellt in Graustufen. Durch die Selektion aller Pixel, die iiber einem be-
stimmten Schwellenwert liegen, lassen sich die Bildregionen auswéhlen, in de-
nen sich die kohérenten Atompakete befinden. Diese sind rot markiert. Fiir
t = 0,21 ms beispielsweise kann man erkennen, dass sich ein kleineres Atompaket
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Abbildung 5.25: Bloch-Ostzillation im vierten Band bei diagonaler Richtung der Kraft
(Spulenstrome (Igt; Ipc = (237mA;2,07A)) (a) Band-Mapping-Bilder fiir ¢t < 1,21 ms.
(b) Quasiimpuls in Abhéngigkeit von der Zeit. Aufgetragen ist die Koordinate ¢; des
Quasiimpulses in dem im ersten Band-Mapping-Bild eingezeichneten Koordinatensys-
tem. Die durchgezogenen Linien entsprechen einem stiickweise linearen Fit, aus welchem
sich die Bloch-Periode zu Tgo = T = (0,41 + 0,01) ms ergibt.
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Abbildung 5.26: Band-Mapping-Bilder in Graustufendarstellung der Messung im vier-
ten Band (Spulenstrome (Ist; Irc) = (237mA; 2,07 A)). Rot markiert sind die Regionen
der kohdrenten Atompakete. Die blauen Punkte stellen die mittleren Quasiimpuls der
einzelnen Atompakete sowie den daraus berechneten mittleren Quasiimpuls aller Atom-
pakete in der ersten Brillouin-Zone dar.

in der Umgebung von Segment 2 befindet — jedoch nicht in der vierten Brillouin-
Zone, sondern an der Grenze zwischen der fiinften und sechsten Brillouin-Zone.
Offenbar kommt es beim Herunterrampen der Gitterleistung zu Ubergéingen vom
vierten ins fiinfte und sechste Band. Um diese Atome in die erste Brillouin-Zone
zu verschieben, miissen sie um den gleichen reziproken Gittervektor verschoben
werden, als wenn sie sich in Segment 2 befinden. Es ist daher sinnvoll, im
Vergleich zu Abschnitt 5.9.3 einen weiteren Bildausschnitt hinzuzufiigen, der
Segment 2 und den umgebenden Bereich, in dem kohérente Atome in der fiinften
und sechsten Brillouin-Zone zu sehen sind, enthélt. Aus &hnlichen Griinden
ist ein Bildausschnitt um Segment 11 hinzuzufiigen. Es ergibt sich damit eine
Unterteilung der Band-Mapping-Bilder in insgesamt acht Bildausschnitte, wie in
Abbildung 5.27 dargestellt.

Wir wollen die Bewegung der Atome im Quasiimpulsraum auf anschauliche
Weise darstellen, wobei der Quasiimpuls — wie bereits bei den Messungen im vier-
ten Band bei horizontaler Kraftrichtung — in der ersten Brillouin-Zone angegeben

werden soll. Hierflir benoétigen wir die Basis-Vektoren Gl und ég des reziproken
Gitters, angegeben in Bildpixeln als Léngeneinheit. In Abschnitt 5.9.3 wurde
bereits beschrieben, wie man diese Vektoren aus den Band-Mapping-Bildern
ermittelt.

Fiir jedes in einem Band-Mapping-Bild selektierte Atompaket ¢ wird nun geméfs
Gleichung 5.23 der mittlere Quasiimpuls ¢; berechnet. In Abhéngigkeit von dem
Bildausschnitt, in dem sich ¢; befindet, muss der Quasiimpuls um den entspre-
chenden reziproken Gittervektor f(i € {f(l, cee f(vm} verschoben werden, um ihn

auf die erste Brillouin-Zone abzubilden. Die acht zu verwendenden reziproken Git-
tervektoren lauten:
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I <l> 1

w Bl

Abbildung 5.27: Unterteilung der Band-Mapping-Bilder in acht Teilstiicke. Fiir jedes
Teilstiick gibt es einen zugehorigen reziproken Gittervektor K;, i € {1, ..., VIII}, mit
dessen Hilfe sich der mittlere Quasiimpuls der kohérenten Atome in diesem Teilstiick in
die erste Brillouin-Zone verschieben lasst.

I?I :—52 f}v 2—51+52

Ky =G — G Kv =G

I?"HI = —51 f?vn = 51 + 52

Fv =G -Gy Ky = Ga . (5.30)

Der in der ersten Brillouin-Zone angegebene gesamte ,,Schwerpunkt* cf aller Atom-
pakete kann dann mit Gleichung 5.28 berechnet werden. Anschlieffend bestimmen
wir — wie bereits bei den Bloch-Oszillationen im ersten und zweiten Band in
diagonaler Richtung —, die Komponente ¢ ées @uasiimpulses in der Richtung

des reziproken Gittervektors Gi: @ = §oGy1/||G1|l. In Abbildung 5.23(b) ist
diese Quasiimpulskoordinate in Abhéngigkeit von der Zeit dargestellt, wobei
wir sie nun in den Einheiten des reziproken Raumes angeben. Die Messpunkte
liegen auf abfallenden Geraden, die sich mit stiickweise linearen Funktionen
gn(t) = At —n-T)+ B (n > 0) fitten lassen. Fiir die hier betrachtete Messung
ergibt aus dem Fit eine Bloch-Frequenz von Tgo =T = (0,41 £ 0,01) ms.

5.11 Simulation der Kraft und Ubersicht iiber die
Messergebnisse

In diesem Kapitel haben wir Bloch-Oszillationen im ersten, zweiten und vierten
Band bei zwei grundlegenden Richtungen der Kraft F , der horizontalen und
der diagonalen Richtung, vorgestellt. Fiir beide Richtungen wurde der Betrag
der Kraft variiert und dabei jeweils die Frequenz der Bewegung durch den
Quasiimpulsraum bestimmt.
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Abbildung 5.28: Darstellung der Spulen, welche in der Simulation des Magnetfeldes
mit Hilfe des Programms BiotSavart verwendet wurden. Die Atome werden in der aus den
beiden Quadrupol-Spulen (blau), der Ioffe-Spule (griin) und der Offset-Spule (orange)
gebildeten Magnetfalle gefangen. Durch das schnelle Anschalten einer der beiden kleinen
Transferspulen (rot) und der Extra-Spule (violett) wird das Fallenminimum instantan
verschoben, so dass eine Kraft auf die Atome erzeugt wird.

Durch das schnelle Anschalten von kleiner Transferspule und Extra-Spule
kommt es zu einer instantanen Verschiebung des Fallenminimums. Die Atome
verbleiben an der Position des bisherigen Fallenminimums und erfahren im
neuen Potenzial eine Kraft. Das Potenzial der Magnetfalle lasst sich mit Hilfe des
Programms BiotSavart simulieren. Im Programm lassen sich die Spulen detailliert
nachbilden und das von ihnen erzeugte ortsabhingige Magnetfeld B prézise
berechnen. Die in der Simulation verwendeten Spulen sind in Abbildung 5.28
dargestellt.

Die potenzielle Energie der Atome im Magnetfeld der Spulen ist durch Glei-
chung 3.1 gegeben. Mit mp = +2 und gp = +1/2 ergibt sich hieraus Vi, (7) =
pg || B(7)||, mit dem Bohrschen Magneton pg. Durch die Kenntnis des Magnet-
felds in Abhéingigkeit vom Ort lisst sich dann die Kraft F berechnen mit F (7) =
s VI B()]. )

Bei einer Bloch-Oszillation gilt zwischen dem Betrag der Kraft, F' = ||F||, und
der Frequenz vg der Bloch-Oszillation der Zusammenhang

_F
hQSpan

VB

: (5.31)

wobei gspan den wéhrend einer Bloch-Periode durchlaufenen Quasiimpuls in
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5.11 Simulation der Kraft und Ubersicht iiber die Messergebnisse

IsT Ixc Fiheor VB, theor UB,exp (kHz)

(mA) | (A) | (107%4N) | (kHz) 1. Band ‘ 2. Band ‘ 4. Band
113 | 0,088 | 0,679 | 0545 | 0,599+0,005 | 0,575:£0,008 | 0,593+0,005
152 0,118 0,922 0,740 0,6984+0,007 | 0,696+0,004 | 0,707+0,005
204 | 0159 | 1,239 0,995 | 1,00640,009 | 0,963+0,002 | 0,935+0,004

0,236 1,828 1,468 1,503+0,008 | 1,453+0,003 | 1,44240,002
372 0,289 2,286 1,835 1,740+0,003 | 1,729+0,003 | 1,705%0,005

450 | 0,350 2,753 2,210 1,986+0,005 | 2,009+0,002 | 1,9354+0,021

59,3 | 0,52 0,608 0,690 | 0,586:0,003 -
90,4 | 0,79 0,919 1,043 | 0,958+0,008 | 0,938-0,012 -
120 | 1,05 1,218 1,383 | 1,24240,007 | 1,229-£0,008 | 1,20540,009
1,48 1,720 1,953 | 1,8114+0,011 | 1,781£0,006 | 1,696+0,007
237 | 2,07 2,403 2,729 | 2,459:£0,006 | 2,44240,009 | 2,431-£0,008
281 | 2,46 2,854 3,241 | 2,868+0,014 | 2,889+0,007 | 2,789+0,013

horizontal
w
(e}
S

diagonal
—
(@)
Nej

Tabelle 5.1: Ubersicht iiber die bei den jeweiligen Spulenstrémen theoretisch berech-
neten Werten flir Kraft und Bloch-Frequenz sowie die experimentell fiir die Bander eins,
zwei und vier ermittelten Messwerte der Bloch-Frequenz fiir die Messreihen in horizon-
taler und diagonaler Richtung.

Richtung der Kraft darstellt. Fiir die horizontale Richtung entspricht gpa, der
Ausdehnung der ersten Brillouin-Zone in x-Richtung, gspan = 2k. Hierbei ist
k = 27/1064nm die Wellenzahl des Gitterlichts. Fiir die diagonale Richtung
ist gspan gleich der Breite der ersten Brillouin-Zone in der diagonalen Richtung,
Jspan = V2k. Es gilt damit:

F .
Vg = Ik horizontal

al diagonal (5.32)
Vg = —— iagon )
BT ok &

Bei gleichem Betrag der Kraft ist also die Bloch-Frequenz bei diagonaler Bewe-
gung durch den Quasiimpulsraum um den Faktor v/2 grofer als bei horizontaler
Bewegung.

In Tabelle 5.1 sind fiir die einzelnen, in den Bloch-Oszillations-Messungen
verwendeten Strompaare (Isr,lgc) jeweils die theoretisch berechnete Kraft
und Bloch-Frequenz dargestellt. Ebenso sind die experimentellen, mit Hilfe
der in diesem Kapitel vorgestellten Analysemethoden ermittelten Werte der
Bloch-Frequenz fiir die verschiedenen Béander eingetragen. Man kann erkennen,
dass die experimentell bestimmten Werte der Bloch-Frequenz fiir das erste,
zweite und vierte Band bei festem Strompaar gut miteinander iibereinstimmen.
Betrachtet man alle experimentellen Frequenzwerte, die zum gleichen Strompaar
gehoren, liegt der relative Unterschied zwischen kleinstem und grofstem Wert
der Bloch-Frequenz zwischen etwa 1 und 7% (bezogen auf den Mittelwert), je
nachdem, welches Strompaar man auswahlt.

Nach den Gleichungen 5.32 ist die Frequenz vg der Bloch-Oszillation propor-
tional zur auf die Atome wirkenden Kraft F'. Wir tragen darum fiir beide Rich-
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5 Bloch-Oszillationen im bipartiten optischen Gitter
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Abbildung 5.29: Experimentell ermittelte Frequenzen vg der Bloch-Oszillationen, auf-
getragen gegen die in der Simulation berechnete Kraft Fipeor, fiir die Messungen in
(a) horizontaler und (b) diagonaler Kraftrichtung. Dargestellt sind die Messpunkte fiir
das erste (rote Kreise), zweite (blaue Quadrate) und vierte Band (magentafarbene Dia-
manten). Die durchgezogenen Linien sind Fitgeraden fiir die Messpunkte eines Bandes,
wobei jeweils die gleiche Farbe wie fiir die zu fittenden Messpunkte verwendet wird.

tungen der Kraft, horizontal und diagonal, jeweils die experimentell bestimmten
Bloch-Frequenzen fiir das erste, zweite und vierte Band gegen die theoretisch be-
rechnete Kraft auf, was in Abbildung 5.29 zu sehen ist. Man kann erkennen, dass
die experimentellen Frequenzen ndherungsweise auf Geraden durch den Ursprung
liegen. Es wurde fiir jedes der Béander eins, zwei und vier ein eigener linearer Fit
durch den Koordinatenursprung durchgefiihrt. Bei der horizontalen als auch der
diaognalen Kraftrichtung ergeben sich aus dem Fit jeweils dhnliche Steigungen
der Geraden. Sowohl bei der horizontalen als auch bei der diagonalen Richtung
gibt es eine leichte Tendenz, dass die Steigung vom ersten bis zum vierten Band
abnimmt.

Ein Grund fiir die Unterschiede der experimentell bestimmten Werte fiir das
erste, zweite und vierte Band bei festen Spulenstromen konnte sein, dass die
Bloch-Frequenz in geringem Mafte von der Zeitphasendifferenz 9 abhéngt. Zu-
sitzlich zum periodischen Gitterpotenzial und dem harmonischen magnetischen
Potenzial erfahren die Atome einen externen FEinschluss durch die Gaufsche
Form der Gitterstrahlen. Dieses einhiillende Potenzial sollte in der Theorie keinen
Einfluss auf die Kraft haben, da die Gitterstrahlen so justiert worden sind, dass
das Minimum dieses Potenzials am Ort der Atome liegt. Der Gradient des einhiil-
lenden Potenzials und damit die aus dem Potenzial resultierende Kraft betrégt
dann null am Ort der Atome. Es kann jedoch sein, dass es zu einer leichten
Dejustage des Gitters gekommen war, so dass ein geringer, von null verschiedener
Gradient vorgelegen hat, welcher von der Zeitphasendifferenz abhéngt. Zudem
konnten wéhrend der Messreihen thermische Drifts im experimentellen Aufbau
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5.12 Dekohéarenzeffekte bei Bloch-Oszillationen

stattgefunden haben. Durch solche Drifts kann sich die Position des Fallenmini-
mums — sowohl die des unverschobenen als auch die des durch die Bloch-Spulen
verschobenen Minimums — geringfiigig dndern. Moglicherweise ist auch die von
den Netzgerdten ausgegebene Spannung, auf welche die Kondensatorbianke der
Bloch-Spulen aufgeladen werden, kleinen zeitlichen Anderungen unterworfen.

Vergleicht man fiir die horizontale Richtung die experimentellen Werte der
Bloch-Frequenz mit den theoretischen, so sieht man, dass fiir das erste Strom-
paar (113mA,88mA) die experimentellen Werte etwa 5 bis 10% iiber dem
theoretischen Wert liegen. Beim Erhohen des Stroms &ndert sich das Vorzei-
chen der Abweichung, so dass beim sechsten Strompaar (450 mA,350mA) die
experimentellen Werte nun 9 bis 12% unter dem theoretischen Wert liegen. Fiir
die diagonale Kraftrichtung ergibt sich fiir alle Spulenstrompaare eine negative
Abweichung der experimentellen Werte von den theoretischen. Diese betréigt
zwischen —7 und —15%.

Eine Ursache fiir die Abweichungen der im Experiment bestimmten Frequenzen
von den theoretisch berechneten konnte sein, dass die Position der Extra-Spule im
experimentellen Aufbau nur ungeféhr, jedoch nicht exakt bekannt ist. Aufgrund
der beengten Verhéltnisse im Spulenaufbau lief sich der Abstand der Spule von
der Position der Atome nur ndherungsweise messen. Auch ist es moglich, dass
die tatsidchliche Anzahl der Windungen der im Experiment verwendeten Spulen
geringfiigig von der angenommenen Anzahl abweicht.

5.12 Dekoharenzeffekte bei Bloch-Oszillationen

In den Band-Mapping-Bildern der in diesem Kapitel gezeigten Messungen kann
man erkennen, dass die Anzahl der kohédrenten Atome, die an der Bloch-Oszil-
lation teilnehmen, mit der Zeit abnimmt. Dies geschieht auf einer Zeitskala, die
deutlich kleiner ist als die Zerfallszeiten der Atome in dem jeweiligen Band. In
diesem Abschnitt sollen Effekte genannt werden, die fiir eine Abnahme der Ko-
hérenz wihrend der Bloch-Oszillation verantwortlich sind. Zu diesen zéhlen die
dynamische Instabilitdt, die Landau-Instabilitit sowie die Bildung von Solitonen
und Vortizes.

Die dynamische Instabilitat ist eine Figenschaft von nichtlinearen Systemen
und tritt auf, wenn das Eigenspektrum der Anregungen des Systems komplexe
Frequenzen enthélt. Beliebig kleine Stérungen der Wellenfunktion kénnen dann
exponentiell anwachsen, was schliefslich zur Zerstorung des Anfangszustandes
fithrt. Die Bedingungen fiir dynamische Instabilitdt werden von einem BEC mit
repulsiver Wechselwirkung in einem periodischen Gitterpotenzial erfiillt. Das
Phénomen ist einzigartig in BEC-Bloch-Wellen und kommt nicht in ebenen
BEC-Wellen im freien Raum vor [Wu01].

Durch eine Analyse der Gross-Pitaevskii-Gleichung kann gezeigt werden, dass
Bloch-Wellen in bestimmten Regionen des Quasiimpulsraumes nicht dynamisch
stabil sind und es hier zum exponentiellen Anwachsen von Stérungen kommen
kann. Die Lebensdauer des Bose-Einstein-Kondensats in einem bestimmten Band
héngt damit stark vom Quasiimpulszustand ab. Mit grofer werdendem ¢, vom
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5 Bloch-Oszillationen im bipartiten optischen Gitter

Zentrum bis zur Grenze der Brillouin-Zone hin, kann sich die Lebensdauer dras-
tisch um mehrere Gréfsenordnungen dndern [Fal04].

Wenn sich das Kondensat tief in der instabilen Region des Quasiimpulsraumes
befindet, kommt es zur schnellen Ausbildung von komplexen Strukturen im
Dichteprofil des atomaren Ensembles. Die Gleichphasigkeit der Atome im Kon-
densat wird aufgehoben und es findet eine Fragmentierung statt. Es bilden sich
Phasendoménen aus, die sich im Impulsspektrum als interferenzartige Strukturen
darstellen. Besonders gut sichtbar ist dieses Verhalten fiir grofere Gittertiefen und
nahe der Grenze der Brillouin-Zone. Der Effekt kann nicht durch ein einfaches
Aufheizen des Ensembles erklart werden.

Zur Landau-Instabilitdt kommt es, wenn sich eine ebene Welle mit einer grofse-
ren Geschwindigkeit als der lokalen Schallgeschwindigkeit fortbewegt. Das System
zeigt dabei ein dissipatives Verhalten, bei welchem Phononen angeregt werden.
Der kondensierte Anteil der Atome nimmt dabei ab, so dass es zu einer Redukti-
on der Lebensdauer des BECs kommt. Ein Mechanismus fiir die Dissipation liegt
in der Anwesenheit einer kleinen thermischen Komponente des Kondensats be-
griindet. Die dissipativen Prozesse finden bereits bei kleinen Werten ¢ des Quasi-
impulses statt, jedoch geschieht der Zerfall des BECs auf einer deutlich grofseren
Zeitskala als bei der dynamischen Instabilitét.

Durch Bragg-Reflexion kénnen Solitonen und Vortizes im Kondensat erzeugt
werden. Dies fithrt zu einer Dampfung der Bewegung der Atome im Gitter.
In [Sco03| wurde gezeigt, dass Bragg-Reflexion zur Entstehung einer Kette von
Solitonen fiihren kann, die schnell in Vortex-Ringe zerfallen. Starke Wechsel-
wirkungen zwischen den Vortizes destabilisieren die Atomwolke, es findet eine
explosive Ausdehnung und Fragmentierung des Ensembles statt.
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6 Anwendungen des Transports im
Quasiimpulsraum

Im vorherigen Kapitel wurde die Bewegung kohérenter Atomen im Quasiimpuls-
raum demonstriert, die durch einen von zwei Spulen erzeugten zusétzlichen Po-
tenzialgradienten hervorgerufen wird. Wir wollen nun zeigen, wie man sich diesen
Transport zunutze machen kann, um bestimmte Phdnomene im bipartiten opti-
schen Gitter zu erforschen. Zu diesen zahlen Bloch-Zener-Oszillationen, Konden-
sationseffekte im zweiten und siebten Band sowie eine Oszillationsdynamik in der
Besetzung der X-Punkte des zweiten Bandes.

6.1 Bloch-Zener-Oszillationen in den untersten
beiden Bandern

Das bipartite optische Gitter, bei welchem sich die Differenz der Potenzialtiefe
von benachbarten Gittertopfen kontinuierlich verédndern lésst, ist ein ideales Sys-
tem fiir das Studium von Bloch-Zener-Oszillationen. Bei diesen finden wahrend
einer Bloch-Oszillation gleichzeitig auch Landau-Zener-Ubergénge zwischen ver-
schiedenen Béandern statt. Interessant ist es, Bloch-Zener-Oszillationen fiir ver-
schiedene im Experiment realisierte Werte der Zeitphasendifferenz 9 zu untersu-
chen. Hier wollen wir Atome bei Werten von 9, die in der Umgebung von 0,507
liegen, in das erste Band des optischen Gitters laden und auf sie eine Kraft in
diagonaler Richtung wirken lassen.

Abbildung 6.1 zeigt jeweils Band-Mapping-Bilder von Messungen, die fiir die
vier Zeitphasenwerte 9 € {0,507;0,517;0,527; 0,537} durchgefithrt wurden. Die
Gittertiefe betrug fiir alle Messungen Vg = 6,9 E,... Man kann erkennen, dass bei
¥ = 0,507 ein signifikanter Anteil der sich anfangs im ersten Band befindenden
Atome am X, -Punkt in das zweite Band iibergeht. Ursache ist die geringe Band-
liicke zwischen den ersten beiden Bandern am X ,-Punkt bei diesem Zeitphasen-
wert. Der Bandabstand betrdgt hier Ax, (0,507) ~ 0,02 E,e. Die Struktur der
untersten beiden Bander bei den vier betrachteten Zeitphasenwerten ist in Abbil-
dung 6.2 dargestellt. Man kann erkennen, dass die Bandliicke am X, -Punkt bei
¥ = 0,517 bereits in einer anderen Gréfenordnung liegt, Ax, (0,517) ~ 0,57 Eyec.
Fiir ¥ = 0,527 ist die Energiedifferenz bereits auf Ay, (0,527) ~ 1,1 E,e. gewach-
sen und fiir ¥ = 0,537 auf Ax, (0,537) = 1,7 Eiec. In den Messungen sieht man,
dass fiir ¥ = 0,51 7 in deutlich geringerem Mafe Ubergéinge vom ersten ins zweite
Band statt als fiir ¥ = 0,507. Fiir ¥ > 0,52 7 sind in den Band-Mapping-Bildern
so gut wie keine Ubergéinge vom ersten ins zweite Band mehr erkennbar.

Wihrend der Bloch-Oszillation entsteht durch Streuprozesse ein Hintergrund
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6 Anwendungen des Transports im Quasiimpulsraum
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Abbildung 6.1: Bloch-Oszillationen im ersten Band in diagonaler Richtung bei ver-
schiedenen Werten der Zeitphasendifferenz 9 € {0,507;0,517; 0,527; 0,537 }. Die iibrigen
Gitterparameter lauten Vo = 6,9 Erec, €, = 0,94, ¢y = 0,90, n, = 1,04. Die Spulenstréme
betragen (Ist, Igc) = (58 mA, 575 mA). Es werden Band-Mapping-Bilder zu verschiede-
nen Zeitpunkten der Bloch-Ostzillationen gezeigt. Man beachte, dass die Zeitschritte bei
den oberen beiden Messungen 0,2 ms und bei den unteren beiden 0,3 ms betragen.
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6.2 Transport zum X-Punkt vor der Anregung ins zweite und siebte Band
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Abbildung 6.2: Berechnete Bandstruktur des ersten und zweiten Bloch-Bandes des bi-
partiten Gitters bei den vier im Experiment verwendeten Werten der Zeitphasendifferenz
1. Die verwendeten Werte der iibrigen Gitterparameter sind Vo = 6,9 Fiec, €, = 0,94,
gy = 0,90, n, = 1,04.

aus thermischen Atomen, der die besetzten Brillouin-Zonen homogen ausfiillt.
In der Messung bei ¥ = 0,507 kann man sehen, dass sowohl die erste als auch
die zweite Brillouin-Zone von thermischen Atomen besetzt werden. Bei ¢ = 0,517
besetzen die thermischen Atome hauptséchlich die erste und nur in geringem Mafse
die zweite Brillouin-Zone. Fiir ¥ > 0,527 lasst sich keine Besetzung der zweiten
Brillouin-Zone mit thermischen Atomen mehr erkennen. Hingegen wird die Form
der ersten Brillouin-Zone immer schérfer sichtbar.

6.2 Transport zum X-Punkt vor der Anregung ins
zweite und siebte Band

In Kapitel 4 wurde eine Methode zur Erzeugung eines Kondensats an den
X-Punkten des zweiten Bandes vorgestellt. Bei dieser Anregungstechnik werden
die Atome zunéchst bei der Gittertiefe Vy ~ 7 E... und der Zeitphasendifferenz
¥ = 0,407 in das erste Band des bipartiten optischen Gitters geladen. Die
Atome besetzen anfangs nur die tiefen Gittertopfe (B) und werden durch eine
schnelle Rampe der Zeitphasendifferenz zu v = 0,5357 wie in einem Fahrstuhl
in den lokalen 1s-Orbitalen energetisch nach oben gefahren, so dass sie sich in
der Nahe der lokalen 2p-Zustdnde der nun tieferen A-Gittertopfe befinden. Die
Atome kondensieren — abhéngig von den eingestellten Anisotropieparametern des
Gitters — am X - oder am X_-Punkt des zweiten Bandes, oder es bildet sich eine
komplexe Superposition der Bloch-Zusténde beider X-Punkte aus.
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Abbildung 6.3: Veranschaulichung der im Text verwendeten Grofen Ny und No. Sie
bezeichnen die Atomzahl im inneren und &ufseren Kreis um ein Bragg-Maxima. Wir
haben hier noch Indizes 4+ hinzugefiigt, um zu verdeutlichen, auf welchen X-Punkt sich
die dargestellten Grofsen jeweils beziehen.

Zur Quantifizierung der kondensierten Atome schauen wir uns die zu verschie-
denen Zeitpunkten ¢ nach dem Zeitphasen-Quench zu v = 0,5357 aufgenomme-
nen Impulsspektren an. Ein Beispiel fiir ein solches Impulsspektrum (¢ = 25,1 ms)
ist in Abbildung 6.3 dargestellt. Ziel ist es, die Anzahl der kohdrenten Atome in
den zum X - und X_-Punkt gehorenden zentralen Bragg-Maxima sowie die so-
genannte Ring-Fraction zu bestimmen.

Der aus thermischen Atomen bestehende Hintergrund des Impulsspektrums
andert sich nur langsam und kann im Bereich eines Bragg-Maximums als konstant
angenommen werden. Wir legen um die vier zentralen Bragg-Maxima jeweils
einen inneren und einen Aufseren Kreis, so dass dadurch zwei ROIs (von Englisch:
region of interest) definiert werden: eine kreisférmige innere ROI, welche die
kohérenten Atome plus den inkohédrenten Hintergrund enthélt, und eine &dufsere,
ringférmige ROI, in welcher sich ausschlieflich inkoharente Hintergrundatome
befinden. Die Anzahl der Atome im inneren Kreis bezeichnen wir mit Ny, die im
dulleren Kreis mit N,. Diese Atomzahlen lassen sich direkt mit unserem Bild-
auswertungsprogramm bestimmen. Die Anzahl der kohédrenten Atome in einem
Bragg-Maximum ergibt sich durch die Subtraktion der Anzahl der inkohédrenten
Atome in der ringférmigen ROI, skaliert auf die Flidche des inneren ROIs, von
der Atomzahl in der inneren ROI:

Ay
Ncoh:Nl_Nl,incoh:Nl_<N2_N1)'ﬁ- (61)
2 — A
A; und A, sind die Flichen des inneren bzw. dufseren Kreises, angegeben in der
Anzahl der Bildpixel, die sich in dem Kreis befinden.
Fiir die Definition der Ring-Fraction betrachten wir jeweils die Atomdichte in
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6.2 Transport zum X-Punkt vor der Anregung ins zweite und siebte Band
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Abbildung 6.4: Kondensation der Atome im zweiten Band mit (links) und ohne
(rechts) Transport im ersten Band vor der schnellen Rampe der Zeitphasendifferenz
auf ¥ = 0,5357. Die Gittertiefe betrigt Vo = 7,6 Frec. Gezeigt werden jeweils die Im-
pulsspektren zu bestimmten Zeitpunkten sowie die zeitliche Entwicklung der Atomzahlen
N4+ = Ncoh + in den Bragg-Maxima 0. Ordnung der Xi-Punkte und der Ring-Fractions
R~+. Die Impulsspektren beider Messungen besitzen eine gemeinsame Farbskala.
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6 Anwendungen des Transports im Quasiimpulsraum

der inneren und auferen ROI eines Bragg-Maximums, also die Anzahl der Atome
in der ROIT geteilt durch die Flache der ROI:

N
in — .2
o = (6.2)
N, - N
OQout = A2 _Al (63>

Die Ring-Fraction R ist nun definiert als das Verhéltnis der Differenz von g;, und
Oout zur Summe der beiden Gréfen und gibt den Kontrast zwischen diesen beiden

Dichten an:
N1 _ No—INy

_ Oin — Oout _ Al Ay—Ay (6 4)
Oin + Oout % + —]Xz:]Xi

Wir wollen auf die oben in diesem Abschnitt beschriebene Technik der Anregung
von Atomen ins zweite Band zurlickkommen. In der linken Hélfte von Abbil-
dung 6.4 sind fiir diese Anregungsmethode die gesamte kohérente Atomzahl
Ni = Neont+ und N_ = N, — in den zentralen Bragg-Maxima des X - bzw.
X_-Punktes sowie die Ring-Fractions R. dieser Bragg-Maxima in Abhéngig-
keit von der Zeit dargestellt. Man kann erkennen, dass sich die Gesamtzahl
N = N, + N_ der kohérenten Atome an beiden X-Punkten innerhalb der ersten
10 Millisekunden quasi von null ausgehend stark erhoht. Danach findet kaum
noch eine Erhchung statt. Bei ¢ = 40ms befinden nur am X -Punkt kohérente
Atome. Fiir ¢ > 40ms wird der Zerfall der Population an den X-Punkten
erkennbar. Die Atome zerfallen hierbei vom zweiten in andere Bander, vor allem
in das erste. Das wahrend der Kondensation erreichte Maximum der Atomzahl
in den Bragg-Peaks des X, -Punkts betrigt Nimax) ~ 4200. Die Ring-Fraction,
die ein Maf fiir die Phasenkohédrenz des Systems ist, erreicht fiir die Atome
im X, -Punkt ihr Maximum bei etwa 35ms und betrdgt hier Rsrmax) ~ 0,55.
Zu diesem Zeitpunkt hat sich also offenbar die Phasenbeziehung zwischen den
Atomen weitgehend ausgebildet. Durch den Zerfall von kondensierten Atomen
in andere Béander verringert sich nicht nur die Atomzahl, sondern auch die
Ring-Fraction, da der inkohérente Hintergrund in Relation zu den kohéarenten
Atomen anwéchst.

Man kann sich nun die Frage stellen, wie der Kondensationsvorgang ablauft,
wenn die Atome bereits vor der Anregung in das zweite Band zum X -Punkt
transportiert werden. Um dies zu untersuchen, laden wir die Atome zunéchst
bei der Zeitphasendifferenz ¥ = 0,407 in das erste Band. Die Gittertiefe ist mit
Vo = 3,8 E,ec auf einen relativ niedrigen Wert eingestellt. Bei dieser Gittertiefe ist
der Zustand der Atome am I'-Punkt des ersten Bandes koharent. Wir bewegen
die Atome nun gezielt innerhalb des ersten Bandes vom I'-Punkt zum X, -Punkt.
Dieser Transport im Quasiimpulsraum findet innerhalb einer Zeit von 0,8 ms statt
und entspricht dem Ausfithren eines halben Bloch-Zyklus in diagonaler Richtung.
Danach werden die Bloch-Spulen instantan ausgeschaltet. Anschliefsend rampen
wir die Zeitphasendifferenz zu v = 0,5357, simultan wird die Gittertiefe auf
Vo = 7,6 E.ec erhoht. Wir nehmen das Impulsspektrum des Ensembles nach einer
variablen Wartezeit ¢ auf.
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6.2 Transport zum X-Punkt vor der Anregung ins zweite und siebte Band

Die Ergebnisse dieser Messung sind in der rechten Hélfte von Abbildung 6.4
dargestellt. Analog zur oben beschriebenen Messung mit der ,traditionellen®
Anregungsmethode — werden fiir die neue Anregungsmethode mit Transport zum
X -Punkt die Anzahl der kohérenten Atome in den zentralen Bragg-Maxima der
X+-Punkte und die Ring-Fractions R+ in Abhéngigkeit von der Zeit gezeigt.
Man kann erkennen, dass die Anzahl N, der kohdrenten Atome in den zentralen
Bragg-Maxima des X,-Punkts bereits zu Beginn bei etwa 6500 liegt und sich
innerhalb der folgenden 10 Millisekunden auf den Maximalwert Nfrmax) ~ 7700 er-
hoht. Die Ring-Fraction erreicht ebenfalls bei ¢t &~ 10 ms ihr Maximum, welches bei
R(j“a") ~ 0,67 liegt. Da die Atome sich schon vor der Kondensation am X -Punkt
befinden, muss beim Thermalisieren deutlich weniger Energie abgegeben werden
und der Kondensationsvorgang verlduft in erheblich kiirzerer Zeit. Die Besetzung
des X _-Punkts fallt mit dieser Anregungstechnik geringer aus als bei der Methode
ohne Transport im Quasiimpulsraum. Fiir beide Anregungsmethoden war die
Atomzahl im BEC vor dem Laden in das erste Band mit Nggc ~ 4,5 -10* dhnlich
grofs.

Mit Hilfe eines der Zeitphasenrampe vorangehenden Transports vom ['- zum
X, -Punkt im ersten Band kann man also ein Kondensat am X -Punkt erzeu-
gen, dessen Atomzahl grofer als bei der traditionellen Methode ist. Es ldsst sich
mit der neuen Technik eine um 83% grofere Atomzahl im Kondensat am X -
Punkt erreichen. Die maximale Ring-Fraction beziiglich der Bragg-Maxima des
X, -Punktes ist bei der neuen Methode ebenfalls gréfer.

Betrachtet man nach einer ldngeren Wartezeit, zum Beispiel bei ¢ ~ 100 ms,
die Atomzahl am X -Punkt bei beiden Anregungsmethoden, so stellt man fest,
dass sich nun bei der neuen Technik weniger Atome am X,-Punkt befinden als
bei der traditionellen. Das liegt daran, dass bei der Methode mit dem Transport
die Kondensation schon nach wenigen Millisekunden abgeschlossen ist und damit
sehr friilh die maximale Besetzung der 2p,.,-Orbitale erreicht wird. Das fiihrt
dazu, dass die Rate der zu Verlusten fiihrenden Stéfe der Atome hier schon ihr
Maximum annimmt. Bei der traditionellen Anregungsmethode hingegen wird die
maximale Atomzahl im Kondensat erst nach etwa 35 ms erreicht, so dass hier eine
hohe Stofrate zu einem spéteren Zeitpunkt als bei der neuen Methode einsetzt.

Nachdem wir uns die Anregung in das zweite Band mit einem vorangehenden
Transport im Quasiimpulsraum angeschaut haben, wollen wir eine d&hnliche Un-
tersuchung auch fiir das siebte Band durchfiihren. Wir betrachten zunéchst die
Anregung in das siebte Band mit der ,traditionellen Anregungsmethode, welche
in Abschnitt 4.3 behandelt wurde, und verwenden die dort angegebene Sequenz.
Man sieht in der linken Hélfte von Abbildung 6.5, dass es nach der Anregung zu
einer gleichméfigen Akkumulation der Atome an beiden X-Punkten kommt. Die
Atome kondensieren bei der gewéhlten Gittereinstellung also gleichzeitig am X, -
und X_-Punkt. Die gesamten kohérenten Atomzahlen N, und N_ in den zen-
tralen Bragg-Maxima des X, - bzw. X_-Punktes hat ein Maximum bei Nj([max) ~
3000, dieses wird bei t ~ 4ms erreicht. Fiir ¢ 2 4ms wird der Zerfall der Popu-
lation sichtbar und die Zahl der koharenten Atome nimmt wieder ab. Die Ring-
Fraction erreicht ihr Maximum etwa zur gleichen Zeit wie die Anzahl der kohé&-
renten Atome, dieses liegt im Bereich von R ~ 0,43.
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6 Anwendungen des Transports im Quasiimpulsraum
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Abbildung 6.5: Kondensation der Atome im siebten Band mit (links) und ohne (rechts)
Transport im ersten Band vor der schnellen Rampe der Zeitphasendifferenz. Gezeigt
werden jeweils die Impulsspektren zu bestimmten Zeitpunkten sowie die zeitliche Ent-
wicklung der Atomzahlen N1 = Ng, + in den Bragg-Maxima 0. Ordnung und der
Ring-Fractions R4. Fiir die Impulsspektren beider Messungen wurde eine gemeinsame
Farbskala gewéhlt.

Wir betrachten nun den Fall, dass dem Zeitphasen-Quench in das siebte Band
ein Transport der Atome im ersten Band vorangeht. Hierzu laden wir die Atome
bei der Gittertiefe Vj; = 4,6 E;c an den I'-Punkt des ersten Bandes und trans-
portieren sie anschliefend innerhalb von 0,8 ms zum X,-Punkt. Die Gittertiefe
wird nun sehr schnell auf 20,6 E... hochgefahren. Von hier an ist die Sequenz die
gleiche wie bei der traditionellen Methode: Die Zeitphasendifferenz wird innerhalb
von 1ms auf den Zielwert ¥ = 0,677 gerampt, wobei in der zweiten Halfte der
Rampe die Gittertiefe auf den finalen Wert V¢ = 9,1 E,. abgesenkt wird.

Die Ergebnisse mit der neuen Anregungstechnik sind in der rechten Héflte
von Abbildung 6.5 dargestellt. Es ist erkennbar, dass direkt nach der Anregung
nur der X,-Punkt mit kohdrenten Atomen besetzt ist. Seine Besetzung nimmt
ab, wihrend sich die Besetzung des X _-Punktes erhoht. Die gesamte Zahl der
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6.3 Rekondensation der Atome im zweiten Band nach Transport zum
energetisch héheren X-Punkt

kohérenten Atome in den Bragg-Maxima 0. Ordnung des X _-Punktes erreicht ihr
Maximum bei ¢t =~ 3ms. Anschliefend bleibt die Besetzung des X_-Punktes fiir
einige Millisekunden annédhernd konstant, derweil die Population am X,-Punkt
abnimmt. Die Atomzahlen an den X.,-Punkten gleichen sich an und sind ab
t ~ 8ms &hnlich grof. Zu diesem gilt N, , N_ =~ 2000. Fiir ¢ 2 8ms erfolgt eine
Abnahme der kohérenten Atomzahlen am X - und X_-Punkt, wobei N, und N_
ungefihr gleichgrofs bleiben. Ring-Fractions der Bragg-Maxima der X, -Punkte
gleichen sich ebenfalls an mit zunehmender Zeit und sind ungefdhr gleichgrofs ab
t =~ 9ms. Zu diesem Zeitpunkt liegen sie im Bereich von R4 ~ 0,37.

Zum Zeitpunkt ¢ = 8ms hat man bei jeder der vorgestellten Anregungs-
methoden fiir das siebte Band ausgeglichene Besetzungen des X - und X_-
Punkts. Aufserdem sind die Atomzahlen N, und N_ beim Vergleich der beiden
Anregunsmethoden jeweils gleichgroft. Die neue Anregungsmethode mit dem
Transport hat also keinen Effekt auf die absolute Zahl der kohédrenten Atome
zu diesem Zeitpunkt. Jedoch gibt es einen Unterschied, der beim Betrachten der
Impulsspektren in Abbildung 6.5 deutlich wird: Mit der neuen Methode wird
nach dem Ausgleichen der Atomzahlen beider X-Punkte eine deutlich geringere
Breite der Bragg-Maxima erreicht. Die Atome besitzen damit eine schmalere
Verteilung im Quasiimpulsraum und eine grofere Kohérenzldnge im optischen
Gitter.

6.3 Rekondensation der Atome im zweiten Band

nach Transport zum energetisch hoheren
X-Punkt

Eine weitere interessante Fragestellung, die man experimentell untersuchen
kann, ist: Was passiert, wenn man Atome am Energieminimum eines hoéheren
Bandes kondensieren lédsst und sie anschliefend an eine andere Position im
Quasiimpulsraum transportiert? Wir wollen hier die Situation betrachten, dass
Atome mit der in Kapitel 4 beschriebenen ,traditionellen Anregungsmethode
am X -Punkt des zweiten Bandes kondensiert und anschliefend zum energetisch
hoherliegenden X _-Punkt transportiert werden. Hierfiir wird die durch die
Bloch-Spulen erzeugte Kraft fiir 0,60 ms angeschaltet und die Atome fithren einen
halben Bloch-Zyklus in horizontaler Richtung aus. Nach einer variablen Haltezeit
t im Anschluss an den Transport nehmen wir Band-Mapping-Bilder auf, von
denen einige in Abbildung 6.6 dargestellt sind.

Aus den Bildern kann man erkennen, dass zum Anfangszeitpunkt ¢ = 0,01 ms
eine makroskopische Besetzung des X _-Punktes vorliegt. Mit zunehmender Zeit
nimmt die Besetzung des X_-Punktes ab, wahrend sich die Atome am X -Punkt
akkumulieren. Ab t & 20 ms befinden sich keine kohédrenten Atome mehr am X _-
Punkt, die Atome sind am X, -Punkt rekondensiert worden.

Wir messen die Atomzahlen am X -Punkt und X_-Punkt mit Hilfe von kreis-
formigen ROIls, welche in den Band-Mapping-Bildern um die X-Punkte herum
gelegt werden. Im Diagramm in Abbildung 6.6 sind die Atomzahlen gegen die Zeit
aufgetragen. Ausgehend vom Beginn der Messung, nimmt die Atomzahl am X _-
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6 Anwendungen des Transports im Quasiimpulsraum
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Abbildung 6.6: Zeitliche Entwicklung der Besetzung des X.- (rot) und des X_-
Punktes (blau) nach Transport der Atome im zweiten Band vom X - zum X_-Punkt.
Die Gitterparameter sind so eingestellt, dass der X ;-Punkt im zweiten Band energetisch
hoher liegt als der X _-Punkt. Dargestellt ist die gesamte Atomzahl in den roten und in
den blauen ROIs, die in der Aufnahme bei ¢t = 0,01 ms eingezeichnet sind. Die vier Auf-
nahmen iiber dem Diagramm sind Band-Mapping-Bilder zu verschiedenen Zeitpunkten ¢
nach dem Transport. Die durchgezogenen Linien im Diagramm stellen einen simultanen
exponentiellen Fit der beiden Kurven mit zwei Zeitkonstanten dar.

Punkt ab, wahrend sich die Besetzung des X -Punktes erhoht. Bei ¢ ~ 5 ms sind
beide Populationen gleichgroft. Zum Zeitpunkt ¢ ~ 20 ms ist die gesamte makro-
skopische Besetzung des X_-Punktes zerfallen und die Atome sind am X, -Punkt
rekondensiert worden. Aufgrund von thermischen Hintergrundatomen in der ers-
ten und zweiten Brillouin-Zone, die zu jedem Zeitpunkt in den ROIs mitgemessen
werden, geht die Atomzahl in den beiden Kurven nicht gegen null.

Fiir ¢ 2 20 ms nimmt die Anzahl der Atome am X ,-Punkt langsam wieder ab,
es wird der Zerfall der kohdrenten Population in andere Bénder, vor allem das
erste Band, sichtbar. Die Daten der beiden Messkurven lassen sich gut mit einem
simultanen exponentiellen Fit mit zwei Zeitkonstanten fitten. Fiir die Rekonden-
sation ergibt sich dabei die Zeitkonstante 7 ~ 8 ms, fiir den auf einer grofseren
Zeitskala stattfindenden Zerfall der kohdrenten Population erhélt man die Zeit-
konstante 7 =~ 90 ms.
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6.4 Oszillation zwischen den X.-Punkten im zweiten Band

6.4 Oszillation zwischen den X -Punkten im
zwelten Band

Die in diesem Kapitel vorgestellte Technik, bei der die Atome vor der Anregung
in ein hoheres Band im Quasiimpulsraum zur Position des Energieminimums die-
ses Bandes transportiert werden, kann auch verwendet werden, um Josephson-
ahnliche Oszillationen in der Besetzung der X -Punkte im zweiten Band zu beo-
bachten [Var21l, VR21].

Hierzu werden die Anisotropieparameter des Gitters so eingestellt, dass die Mi-
nima des zweiten Bandes am X,- und X_-Punkt entartet sind. Wir laden die
Atome bei der Gittertiefe V; = 4,3 Ele. und der Zeitphasendifferenz 9 = 0,47 in
das erste Band des optischen Gitters. Anschlieflend wird fiir eine Zeit von 0,65 ms
der von den Bloch-Spulen erzeugte Magnetfeldgradient angeschaltet, durch wel-
chen die Atome den halben Zyklus einer Bloch-Oszillation in diagonaler Richtung
ausfithren. Sie werden vom I'- zum X, -Punkt des ersten Bandes transportiert.
Nun fithren wir eine simultane Rampe der Zeitphasendifferenz zu einem Zielwert
Vs € [0,5457;0,5597] und der Gittertiefe zu Vo = 7,2 Eyo. durch. Nach variabler
Haltezeit ¢ wird das Impulsspektrum der Atome aufgenommen. Die Messungen
werden wiederholt, wobei nun am Ende ein Band-Mapping durchgefiihrt wird.

Bei beiden Abbildungsmethoden wird eine stark geddmpfte Oszillation in der
Besetzung des X, - und des X_-Punktes des zweiten Bandes beoboachtet. Die in
Abbildung 6.7(a) gezeigten Band-Mapping-Bilder stammen aus einer Messung
mit Jy = 0,5587. Es seien N, und N_ die aus den Band-Mapping-Bildern
ermittelten Besetzungszahlen des X,- und X _-Punkts. Tragt man die relative
Besetzungsdifferenz (N_ — N;)/(N_ 4+ N, ) der beiden X-Punkte gegen die Zeit
auf, ergibt sich fiir die vorgestellte Messung das Diagramm in Abbildung 6.7(b).
Abbildungsteil (c) zeigt die Auftragung von N, und N_ gegen die Zeit. Ein
Fit der Messpunkte in (b) mit einer exponentiell geddmpften harmonischen
Schwingung liefert eine Oszillationsfrequenz von v, = 21,6 Hz.

Zu der Ostzillation der Besetzung kommt es durch ein Wechselspiel zweier Ar-
ten von Kollisionen der Atome im Gitter: Kollisionen der Atome innerhalb der
lokalen Orbitale p,,, pz—y und s; und Kollisionen, die zu einer Verénderung der
besetzten Orbitale fiihren. Bei Letzterem handelt es sich um eine Wechselwirkung,
bei der Atome innerhalb einer p-Orbital-Mode — also p,, oder p,_, — miteinan-
der kollidieren und dabei in die jeweils andere p-Orbital-Mode transferiert wer-
den [Hem19]. Dies zeigt eine Analogie zu spinverdndernden Kollisionen [Wid05]
und #hnelt einem Paar-Tunnel-Prozess [Lia09, Bad09|.

Die Oszillationsfrequenz hingt von der relativen Stéarke dieser Kollisionswech-
selwirkungen ab, welche iiber eine Variation der Zeitphasendifferenz eingestellt
werden kann. In Abbildung 6.7(d) sind die aus den einzelnen Messungen mit Hilfe
des Fits ermittelten Oszillationsfrequenzen vy dargestellt. Die Auftragung er-
folgt hierbei gegen die Differenz der Potenzialminima von A- und B-Gittertopfen,
AVy = —4Vygcos?d. Es sind sowohl die Frequenzen aus den Messungen mit
Aufnahme des Impulsspektrums als auch die Frequenzen aus den Messungen mit
Band-Mapping dargestellt. Es zeigt sich eine ansteigende Tendenz der Frequenz
fiir zunehmendes AVz.
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Abbildung 6.7: Oszillationsdynamik zwischen den beiden X-Punkten im zweiten Band
fiir eine finale Zeitphasendifferenz ¥ = 0,5587. (a) Band-Mappping-Bilder, die zu
verschiedenen Zeitpunkten ¢ aufgenommen wurden. (b) Relative Besetzungsdifferenz
(N_ — Ny)/(N_ + Ny) des X_- und X;-Punktes in Abhéngigkeit von der Zeit. Die
durchgezogene orangene Linie stellt einen Fit an die Messpunkte mit einer exponen-
tiell geddmpften harmonischen Oszillation dar. (c¢) Absolute Besetzung des X,- (rot)
und X_-Punktes (blau) in Abhéngigkeit von der Zeit. (d) Frequenzen aus den Fits mit
exponentiell geddmpfter harmonischer Schwingung, aufgetragen gegen die finale Poten-
zialtiefendifferenz AV; der beiden Klassen von Gittertopfen. Hierbei sind sowohl die an-
hand von Impulsspektren (rote Kreise) als auch die anhand von Band-Mapping-Bildern
(blaue Quadrate) bestimmten Frequenzen dargestellt. Die durchgezogene griine Linie
stellt den mit Hilfe des Zwei-Moden-Modells ermittelten Verlauf der Frequenz dar. Die
mit einer durchgezogenen Linie verbundenen grauen Diamanten erhélt man als Ergebnis
einer Simulation mit dem Modell, welches ein klassisches Feld verwendet.
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6.4 Oszillation zwischen den X.-Punkten im zweiten Band

Zur theoretischen Beschreibung der Dynamik wurden zwei verschiedene Model-
le verwendet: zum einen ein Zwei-Moden-Quantenmodell, in welches die Zustéan-
de ¥, und ¥_ an den X.-Punkten des zweiten Bandes eingehen; und zum an-
deren ein realistischeres, auf der Simulation eines klassischen Feldes beruhendes
Modell, welches die rohrenformigen Gitterpléatze simuliert. Hierbei wird ein Tight-
Binding-Ansatz mit vier Bandern gemacht und das Tunneln zwischen néchsten
und iiberndchsten Gitterplatznachbarn sowie die Wechselwirkung der Atome auf
dem gleichen Gitterplatz berticksichtigt. Beide Modelle zeigen eine quantitative
Ubereinstimmung mit den experimentellen Beobachtungen.
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7 Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit wurden Experimente mit bosonischen Atomen (3"Rb)
in einem bipartiten zweidimensionalen optischen Gitter durchgefiihrt. Die Beson-
derheit des Gitteraufbaus besteht darin, dass mit den beiden einlaufenden und
den beiden zuriickreflektierten Gitterstrahlen in x- und y-Richtung vier Strahlen
miteinander interferieren. Es wird ein Gitterpotenzial mit zwei Klassen von Git-
tertopfen gebildet, deren Potenzialtiefendifferenz sich iiber die sogenannte Zeit-
phasendifferenz einstellen lasst. Diese wiederum wird iiber die Position eines auf
einem Piezoaktor montierten Umlenkspiegels geregelt.

Durch einen bestimmten experimentellen Ablauf, welcher eine schnelle Rampe
der Zeitphasendifferenz beinhaltet, konnen Atome aus dem ersten in bestimmte
hohere Biander des Gitters angeregt werden. Hierzu zéhlen das zweite, vierte und
siebte Band. Nach der Anregung in das entsprechende Band thermalisieren die
Atome und kondensieren schlieklich an den Energieminima des Bandes, welche
makroskopisch besetzt werden.

Der Schwerpunkt dieser Arbeit liegt auf der Untersuchung von Bloch-Oszil-
lationen in hoheren Béndern des optischen Gitters. Durch das instantane An-
schalten eines von zwei Spulen erzeugten zusétzlichen Magnetfeldgradienten kann
eine Kraft mit variablem Betrag und beliebiger Richtung in der Gitterebene
realisiert werden, durch welche sich die Atome periodische Bewegungen im
zweidimensioanlen Quasiimpulsraum ausfiihren.

Es werden zwei fundamentale Richtungen der Bewegung im Quasiimpulsraum
untersucht: die , horizontale” Richtung (e, = —é,) und die ,diagonale* Richtung
(€a = —(€; + €})). Fiir beide Richtungen werden bei verschiedenen Betrigen der
Kraft Bloch-Oszillationen im ersten, zweiten und vierten Band des bipartiten
Gitters experimentell beobachtet. In jeder Messung werden zu bestimmten
Zeitpunkten Band-Mapping-Bilder aufgenommen, anhand von denen sich die
Bewegung der Atome durch die zu dem jeweiligen Band gehoérende Brillouin-Zone
verfolgen lésst.

Fiir jedes der untersuchten Bander wurde eine Methode entwickelt, um aus den
Band-Mapping-Bildern den Quasiimpuls der kohédrenten Atompakete zu ermitteln.
Aus der Auftragung des Quasiimpulses gegen die Zeit kann die Bloch-Periode
durch einen Fit bestimmt werden. Die bei einer festen Kraft fiir die verschiedenen
Béander ermittelten Bloch-Perioden stimmen gut iiberein.

Es wurde eine Simulation des ortsabhéngigen Magnetfelds in Abhéngigkeit
von den Spulenstromen durchgefithrt und hieraus die Kraft auf die Atome
berechnet. Bei der Auftragung der experimentell ermittelten Frequenzen der
Bloch-Oszillationen gegen die aus der Simulation ermittelte Kraft erhilt man
einen proportionalen Zusammenhang, wie man es aus den semiklassischen Bewe-
gungsgleichungen erwartet.
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7 Ausblick

Ein bipartites quadratisches Gitter bietet im Vergleich zu einem einfachen
quadratischen Gitter eine vielfdltige Bandstruktur. Befindet sich beispielsweise
die Zeitphasendifferenz in der Umgebung von 7/2, liegen die untersten beiden
Béander des Gitterpotenzials sehr nah beieinander. Dies wurde ausgenutzt, um
Bloch-Zener-Oszillationen zu demonstrieren und die starke Abhéngigkeit der
Bandliicke von der Zeitphasendifferenz anschaulich zu machen.

Der Transport von Atomen im reziproken Raum erdffnet interessante Mog-
lichkeiten zur Untersuchung von Kondensationsdynamik in héheren Béandern.
So wurde experimentell gezeigt, dass Atome, die am energetisch tieferliegenden
X-Punkt des zweiten Bandes kondensiert und durch eine Kraft zum hoher-
liegenden X-Punkt transportiert worden sind, wieder am X-Punkt geringerer
Energie kondensieren. Der Transport kann auch genutzt werden, um die Atome
vor dem Anregen in ein hoheres Band bereits zu dem Quasiimpuls zu bewegen,
an dem sich das spdtere Bandminimum befindet. Im zweiten Band zeigt sich
mit der neuen Methode eine stark erhohte Teilchenzahl und Ring-Fraction der
kondensierten Atome im Vergleich zur traditionellen Anregungsmethode.

Auferdem konnen Oszillationen zwischen den beiden X-Punkten des zweiten
Bandes beobachtet werden. Hierzu wird das Gitter so eingestellt, dass die Zustén-
de an den beiden X-Punkten des zweiten Bandes energetisch entartet sind. Trans-
portiert man nun die Atome vor der Anregung in das zweite Band zu einem der
beiden X-Punkte, findet im zweiten Band eine stark geddmpfte harmonische Os-
zillation in der Besetzung beider X-Punkte statt. Diese Dynamik wird verursacht
von einem Wechselspiel von Kollisionen der Atome in den lokalen Orbitalen und
Kollisionen, bei welchen zwei Atome aus der einen p-Orbital-Mode in die andere
iiberfiihrt werden.

7.1 Rekondensationsdynamik im zweiten Band

In Abschnitt 6.3 wurde ein Experiment beschrieben, in welchem Atome ins zweite
Band geladen werden, wo sie zunéchst am energetisch tieferliegenden X-Punkt
kondensieren. Mit Hilfe einer Kraft werden die Atome anschliefsend im Quasi-
impulsraum zum anderen, hoherliegenden X-Punkt transportiert. Anschliefsend
lasst sich eine Rekondensationsdynamik beobachten, bei welcher die Atome vom
energetisch hoheren zum tieferliegenden X-Punkt zuriickkondensieren.

Ein &hnlicher Versuch wird in [Sha20| vorgeschlagen. Ausgangspunkt der
theoretischen Betrachtung ist ein System, welches sich zu Beginn nicht im Gleich-
gewicht befindet, da das Energiemaximum eines Bandes makroskopisch besetzt
wird. Es wird der folgende Rekondensationsprozess modelliert, bei welchem das
System relaxiert und die Atome wieder am Zustand geringster Energie in dem
Band kondensieren.

Das Ergebnis der Modellrechnung ist, dass die Rekondensationsdynamik in
drei zeitlichen Phasen ablauft, welche mit bestimmten Zeitkonstanten verbunden
sind. In der ersten Phase findet auf der Zeitskala Teyap ein schneller Zerfall der sich
am Energiemaximum befindenden Atome statt. Die zweite Phase ist gepréigt von
einer Umverteilung der Energie unter den nicht kondensierten Atomen. Sie ge-
schieht auf einer mittellangen Zeitskala 7,,¢¢. In der dritten Phase rekondensieren
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7.2 Studium von Bloch-Zener-Oszillationen

Condensate Fraction, N./N
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Abbildung 7.1: Theoretisch vorhergesagte Rekondensation der Atome am Bandmini-
mum nach Transport zum Bandmaximum. Dargestellt ist die Atomzahl am Maximum
(griin, gestrichelt) und am Minimum (rot, durchgezogen). Der Prozess besteht aus drei
zeitlichen Abschnitten, die typische Zeitkonstanten besitzen: Zerfall des Kondensats am
Maximum, Beginn der Kondensation am Minimum, Anwachsen des Kondensats am Mi-
nimum. Entnommen aus [Sha20].

die Atome am Bandminimum, so dass dieses makroskopisch besetzt wird. Dabei
néhert sich die Atomzahl am Bandminimum exponentiell einem Sattigungswert
an, mit einer grofen Zeitkonstanten Tgowtn (siehe Abbildung 7.1). Wichtig fir die
Beobachtung der Rekondensationsdynamik ist, dass der Zerfall in andere Bander
deutlich langsamer vonstatten geht als die Rekondensation.

Die aufgrund des Modells erwartete Dynamik léasst sich im Experiment anhand
des nach einer Flugzeit ttor aufgenommenen Impulsspektrums iiberpriifen. Ge-
méak der theoretischen Betrachtung liegen zu Beginn scharfe Bragg-Maxima der
sich im Zustand der groften Energie befindenden Atome vor. Beim Zerfall der
Besetzung des Bandmaximums entsteht ein Hintergrund aus nicht kondensierten
Atomen. Bei der sich anschlieffenden Rekondensation werden die zum Zustand des
Bandminimums gehorenden Bragg-Maxima ausgebildet. Mit der Zeit werden sie
schérfer, da die Phasenkohédrenz auf der grofseren Zeitskala Tgowtn zunimmt.

Umsetzen konnte man dieses Proposal mit unserer experimentellen Apparatur
zum Beispiel auf die Weise, dass Atome zunéchst am energetisch tieferliegenden
X-Punkt des zweiten Bandes kondensiert werden. Nun transportiert man sie durch
das Anwenden einer Kraft zum Energiemaximum des zweiten Bandes, welches sich
am ['-Punkt befindet, und beobachtet die sich anschliefsende Dynamik.
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7 Ausblick
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Abbildung 7.2: Teilchenstrom beim teilweisen Ubergang von Atomen in hohere Bénder
wéahrend der Bewegung durch den Quasiimpulsraum. Dargestellt sind die Wellenfunk-
tionen im Impulsraum (oben) und im Ortsraum (unten) zu bestimmten Zeitpunkten fiir
ein (a) separables und (b) nicht separables Gitter. Adaptiert aus [Kol03b].

7.2 Studium von Bloch-Zener-Oszillationen

Wenn auf die Atome im optischen Gitter eine starke statische Kraft wirkt,
verlauft die Bewegung der Atome in den Béndern nicht adiabatisch, so dass
es zu Ubergingen zwischen den Bindern kommt. Es finden also sogenannte
Bloch-Zener-Oszillationen statt.

In der theoretischen Arbeit [Kol03b| werden Bloch-Zener-Oszillationen in einem
zweidimensionalen Gitterpotenzial untersucht, welches eine dhnliche Form wie das
in unserem experimentellen Aufbau realisierte besitzt:

V(xz,y) = Vo(cosx + cosy + e cosz cosy) (7.1)

Der Parameter € bestimmt hierbei die Stéarke der Interferenz des x-Gitterastes mit
dem y-Gitterast. Beim Vorliegen einer starken Kraft (stark in dem Sinne, dass die
Adiabatizititsbedingung nicht erfiillt wird) kommt es zu einem teilweisen Uber-
gang von Atomen in héhere Bénder, wodurch sich ein Teilchenstrom ausbildet. Es
kommt zu einer schrittweisen Aufspaltung des urspriinglichen atomaren Wellen-
pakets in viele Atompakete, die sich getrennt voneinander bewegen und mitein-
ander interferieren, wenn sie sich iiberlappen. Hierbei ldsst sich fiir verschiedene
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7.3 Atominterferometer zur Bestimmung der Berry-Kriimmung

Werte von ¢ eine unterschiedliche Dynamik beobachten. Insbesondere unterschei-
det sich die Dynamik in einem separablen von der in einem nichtseparablen Git-
terpotenzial.

Ein separables Gitterpotenzial liegt fiir € = 0 vor, dies entspricht einer Zeitpha-
sendifferenz von ¢ = 7/2. Das Potenzial ldsst sich als Summe eines von x und ei-
nes von y abhidngenden Potenzialterms schreiben. Im Falle des separablen Gitters
finden Teilchenstrome in x- und in y-Richtung statt (siehe Abbildung 7.2). Dies
ldasst sich auf die Tatsache zuriickfithren, dass die 2D-Wellenfunktion der Atome
das Produkt von zwei 1D-Wellenfunktionen ist, welche mit dem x- und dem y-
Freiheitsgrad des Gitters verkniipft sind. Falls die Kraft in die diagonale Richtung
zeigt, also F, = F, gilt, sind die Intensitdten der beiden Teilchenstrome gleich-
grok.

Das Gitterpotenzial ist nicht separabel fiir € # 0, zum Beispiel fiir e = 1. In dem
Fall treten Teilchenstrome in x- und in y-Richtung sowie in diagonaler Richtung
auf. Im Vergleich zum separablen Gitterpotenzial erscheinen hier also zusétzliche
Tunnelkanéle.

Die Beobachtung der Teilchenstrome in Abhéngigkeit vom Parameter e, der mit
der Zeitphasendifferenz 1 verbunden ist, stellt eine interessante zukiinftige Her-
ausforderung bei der Untersuchung von Bloch-Oszillationen in einem bipartiten
Gitterpotenzial dar.

7.3 Atominterferometer zur Bestimmung der
Berry-Krimmung

Will man in unserer Apparatur Atome im Quasiimpulsraum bewegen, so miis-
sen bis zum jetzigen Zeitpunkt die Strome durch die beiden Bloch-Spulen vor ei-
nem Experimentzyklus eingestellt werden. Wahrend die Spulen angeschaltet sind,
sind Polaritdt und Betrag der durch sie fliekenden Stréme konstant, so dass eine
zeitlich konstante Kraft erzeugt wird. Interessante Moglichkeiten wiirde es bieten,
wenn man Richtung und Betrag der Kraft wéhrend eines Experimentdurchlaufs
verdndern konnte. Dies wiirde die Bewegung der Atome auf geschlossenen Pfa-
den durch den Quasiimpulsraum ermoglichen, wodurch ein Atominterferometer
realisiert werden kann, welches analog zu einem Aharonov-Bohm-Interferometer
funktioniert.

Der Aharonov-Bohm-Effekt lasst sich beobachten, wenn ein Elektronen-Wellen-
Paket in zwei Teile aufgespalten wird, die eine gegebene Flache im Ortsraum
auf separaten Wegen umlaufen. Wenn ein magnetischer Fluss durch die einge-
schlossene Fliache vorliegt, kommt es durch das magnetische Vektorpotenzial
zu einer messbaren Phasendifferenz zwischen den beiden Teilpaketen. Diese
Phasenverschiebung héngt nur von der Geometrie des Pfades ab, jedoch nicht
von der Zeit, die benotigt wird, um den Weg zuriickzulegen.

Beim Atominterferometer ist, fiir ein einzelnes Bloch-Band, das Analogon zur
magnetischen Flussdichte die sogenannte Berry-Kriimmung €,(q). Diese wird
untersucht, indem man die Atome auf einem geschlossenen Pfad im Quasiimpuls-
raum bewegt. Entlang des Pfades sammeln sie eine geometrische Phase auf, die
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7 Ausblick

Berry-Phase ¢peny, welche im Experiment gemessen werden kann. Das Analogon
zum magnetischen Vektorpotenzial stellt das Berry-Vektorpotenzial A,(7) (auf
Englisch: Berry connection) dar, welches mit der Berry-Kriimmung wie folgt
verkniipft ist: Qn(J) = ﬁq X /Tn(q‘) Die Berry-Phase ist dann gegeben durch das
geschlossene Pfadintegral ¢peny = 390 ffn(q”) odq, wobei C' den geschlossenen Pfad
im Quasiimpulsraum angibt.

Durch das Bewegen der Atome auf geschlossenen Pfaden im reziproken Raum
lasst sich mit Hilfe einer speziellen Interferometersequenz die Berry-Kriimmung
des Bloch-Bandes messen [Ducl5]. Insbesondere ist hierbei die Berry-Kriimmung
in der Umgebung von Bandberiihrungspunkten interessant. Auf diese Weise kann
man mit dem Atominterferometer die topologischen Eigenschaften des Bandes
bestimmen.

Interessante topologische Phédnomene sind fiir ein Gitter vorhergesagt worden,
das entsteht, wenn man das aktuell in unserer Apparatur realisierte Gitter-
potenzial Viy(z,y) mit einem weiteren, schwachen Gitterpotenzial Vs(x,y) tiberla-
gert, fiir welches Laserlicht mit einer Wellenzahl von (1/2 + 7)) k verwendet wird,
mit € {0,1,2,...} und k als der Wellenzahl des Gitterlichts von Vj. Das zusétz-
liche Gitter sorgt dafiir, dass die tiefe Klasse von Gittertopfen wiederum in zwei
Klassen mit leicht unterschiedlicher Tiefe eingeteilt wird. Die p-Orbitale in diesen
beiden Subklassen erhalten dadurch eine etwas verschiedene Energie, so dass die
energetische Entartung der beiden Zustande p, +ip, und p, —ip, im zweiten Band
aufgehoben wird. Betrachtet man zunéchst nur das Gitterpotenzial Vi, das heifst
Vg = 0, so kann man zeigen, dass es im chiralen bosonischen p, =+ ip,-Suprafluid
natiirlich vorkommende elementare Anregungen gibt. Im Anregungsspektrum
treten Dirac-Punkte auf, in deren Umgebung das Anregungsspektrum linear vom
Quasiimpuls abhidngt und die mit einem Berry-Fluss von 7 verbunden sind. Fiir
nichtverschwindendes Vg bildet sich in den Béndern des Anregungsspektrums
eine Liicke aus, so dass es zu einem topologischen Phaseniibergang kommt.
Innerhalb der Energieliicke treten topologische Randzustédnde (auf Englisch:
edge states) auf, die die Zustdnde ober- und unterhalb der Liicke miteinander
verbinden [Xul6].

146



Anhang A
Bose-Einstein-Kondensation

A.1 Ultrakalte bosonische Gase

Wenn ein ideales Gas aus N Bosonen unter eine kritische Temperatur T, abge-
kiihlt wird, besetzt ein makroskopischer Teil des Ensembles den Grundzustand
des Potenzials V(7). Das bedeutet, dass die Besetzung Ny des Grundzustandes
unterhalb der kritischen Temperatur von der Ordnung N ist. Man bezeichnet die
Atome im Grundzustand als Bose-Einstein-Kondensat (BEC). Dieser Quantenzu-
stand wurde im Jahr 1924 von Albert Einstein auf der Grundlage einer Arbeit
von Satyendranath Bose iiber die Statistik von Photonen theoretisch vorherge-
sagt [Bos24, Ein25|.

Bei einem homogenen Gas findet eine Bose-Einstein-Kondensation statt,
wenn die Phasenraumdichte nAp® den Wert ¢(3/2) ~ 2,612 erreicht. Hierbei ist
Ar = h/\/2mmkgT die thermische de-Broglie-Wellenldnge. Die Wellenlénge der
Teilchen kommt in den Bereich des mittleren Teilchenabstandes n~'/2. Fiir hohe
Temperaturen ist Ay klein und das Gas verhélt sich klassisch [Blo08, Pet08].

In der Bose-Einstein-Statistik sind die Viel-Teilchen-Wellenfunktionen sym-
metrisch unter der Vertauschung von zwei Teilchen. Im Unterschied zur Fermi-
Dirac-Statistik ist eine mehrfache Besetzung der Ein-Teilchen-Zustéinde erlaubt.
Die Viel-Teilchen-Wellenfunktion eines BECs lésst sich schreiben als [Dal99]:

\IJNU ’I“NO HQOO (Al)

Der Zustand kann durch eine makroskopische Wellenfunktion beschrieben werden,
diese entspricht der Ny-fach besetzten Ein-Teilchen-Wellenfunktion:

U(F) = v/ Nowo(T) (A.2)

A.2 s-Wellen-Stofse und
Gross-Pitaevskii-Gleichung

In verdiinnten atomaren Gasen wechselwirken die Atome miteinander iiber
Zwei-Korper-Stofke, die durch die van-der-Waals-Wechselwirkung hervorgerufen
werden, einer Wechelwirkung mit kurzer Reichweite. Aufgrund der Symmetrie
der Streuwellenfunktion unter Vertauschung der Positionen der beiden Streu-
partner sind in der Partialwellenzerlegung nur Streuamplituden mit geradem
Bahndrehimpuls [ erlaubt. Bei ultrakalten Quantengasen findet man schliefslich
nur noch s-Wellen-Streuung, was bedeutet, dass nur noch die Streuamplitude mit
[ = 0 von null verschieden ist [Blo08|.

Im Regime ultrakalter Temperaturen ist die thermische de-Broglie-Wellenldnge
deutlich grofer als die effektive Reichweite des van-der-Waals-Potenzials Viqw (7).
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Anhang A Bose-Einstein-Kondensation

Dann spielt die genaue Form des Streupotenzials keine Rolle und es kann ein
Kontaktpotenzial verwendet werden:

V(r) = g4(r) (A.3)

mit g = 4wh%as/m. Hierbei sind m die Atommasse, a, die s-Wellen-Streulinge
und 6(7) die Diracsche Delta-Funktion.

Der Hamilton-Operator des Viel-Teichen-Systems lasst sich in zweiter Quanti-
sierung schreiben als

. . (A.4)
wobei 1(7) und ¥(7) die Feldoperatoren sind, die ein Boson am Ort 7 erzeugen
bzw. vernichten. Durch Einsetzen des Kontakt-Potenzials A.3 erhilt man

— n — n — g 7 N — n — n
= [ @t (g0 @900 + VO 000 + 5060 650 )
) ) (A.5)
Fiir die Feldoperatoren im Heisenberg-Bild, ¢ (7,t) = e*/m) (7, 0)e 1t gilt die
Heisenbergsche Bewegungsgleichung;:

d - R
ih (7 1) = [$( ), A (A.6)
Setzt man Gleichung A .4 ein, ergibt sich
hQ
lh—iﬁ = ——V% + V(7)) + gt (A.7)

Diese Gleichung lésst sich vereinfachen, indem man eine Molekularfeld-Néherung
vornimmt und den Feldoperator 1& durch seinen komplexwertigen Erwartungswert
(7, t) == ((F, 1)) ersetzt. Abweichungen vom Erwartungswert werden als kleine
Storung angenommen, so dass sich der Feldoperator schreiben ldsst als [Bog47|

O(F, 1) = O(F, t) + 0b(7, 1) . (A.8)

Wenn man dies in Gleichung A.7 einsetzt, erhdlt man in der 0. Ordnung der
Fluktuationen die sogenannte Gross-Pitaevskii-Gleichung [Gro61, Pit61]:

9 "o
b7 0) = (o5 4 V) + gl (A.9)

Man erhélt auf diese Weise eine Differenzialgleichung fiir die makroskopische Wel-
lenfunktion ¢ (7, t). Die Gleichung hat die Form einer nichtlinearen Schrédinger-
Gleichung, wobei die Nichtlinearitit von dem zusitzlichen, zur Dichte |¢(7,t)|?
proportionalen Potenzial stammt. Die Molekularfeld-Néherung ist nur dann eine
gute Naherung, wenn das genaue Aussehen des Potenzials keine Rolle spielt. Dies
ist der Fall, wenn die mittlere freie Weglinge der Atome, n'/3, deutlich grofer als
die Streuldnge a; ist.
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A.3 Thomas-Fermi-Néiherung

Zum Losen der zeitabhéngigen Gross-Pitaevskii-Gleichung A.9 machen wir den
Ansatz

B, 1) = §(F) - e/ (A.10)

mit dem chemischen Potenzial y = OE/ON. Durch Einsetzen in Gleichung A.9
erhélt man die zeitunabhéngige Gross-Pitaevskii-Gleichung:

2m

( " v +g|¢<F>|2) o(F) = 1o(?) (A11)

A.3 Thomas-Fermi-Naherung

Fiir das Verhéltnis der gesamten Wechselwirkungs-Energie Ei,; des Systems und
der gesamten kinetischen Energie Fi;, des Systems gilt im Zentrum der Falle

Eint Qg
~ N— A.12
Ekin lO 7 ( )

wobei [y = y/h/mw die Oszillatorldnge ist, mit der Fallenfrequenz w [Foo05|. Fiir
ein Bose-Einstein-Kondensat aus Alkaliatomen betrégt das Verhéltnis typischer-
weise ungefihr 103, so dass Eiy > Fln gilt. Diesen Fall bezeichnet man als das
Thomas-Fermi-Regime. Durch Vernachléssigen des Beitrags der kinetischen Ener-
gie in Gleichung A.11 erhédlt man

pe(r) = V(F)$(F) + glo(R)*6(7) | (A.13)

Umstellen nach |¢(7)|*> = n(7) und Einsetzen des harmonischen Potenzials V (x) =

%mwﬁ liefert fiir die Dichteverteilung des BECs in der Falle:

n(r) = —=—|, (A.14)

Die Dichteverteilung besitzt also die Form einer umgedrehten Parabel. Fiir p —
V(z) < 0 ist die Dichte gleich null. Der Radius des atomaren Ensembles, welcher
Thomas-Fermi-Radius genannt wird, lasst sich aus den Nullstellen der Dichtever-
teilung ableiten. Man erhélt:

24
= A15
T'TF M’ ( )

In der Realitédt ist die Parabel an den Seiten abgerundet. An den Réndern geht
die Dichte gegen null, hier wird auch die Molekularfeld-Wechselwirkungs-Energie
gn(x) klein und die kinetische Energie lasst sich nicht mehr vernachlissigen.
Deshalb kommt es in diesem Bereich zu Abweichungen von der Thomas-Fermi-
Néherung.
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Anhang B

Der zweidimensionale harmonische
Oszillator

B.1 Kartesische Koordinaten

Wir orientieren uns an [CT09] und betrachten den Hamilton-Operator H eines
zweidimensionalen harmonischen Oszillators mit den gleicher Oszillatorfrequenz
in x- und y-Richtung, w, = w, = w:

_|_

f]:(% V()+;+V( )) (B.1)

Der Hamilton-Operator ist separierbar, das heifst, er lésst sich als Summe der
Anteile der x- und der y-Richtung schreiben, H=H,+ H Wir fiihren nun die

folgenden Orts- und Impulsoperatoren ein, mit der Oszillatorlange ly = \/h/(mw):
A mw 1
X= s 2 B.2
= (B.2)
Y L P (B.3)
- 1 lo
P, = Dy = — D B4
NI 4
. 1 lo
P = h, = — D B.5
Y \/m Py h Py ( )

Mit diesen Operatoren lasst sich der Hamilton-Operator schreiben als

Aihw 2 52, D2, U2
H—7<Px+X +Py+Y> (B.6)

Die Auf- und Absteigeoperatoren fiir die x- und y-Richtung sind wie folgt definiert:
at = % <X - if’x> = (X + if’x> (B.7)
b= (V-iB) . = (V+iB)

NG v) o v = /2 y

Die Operatoren erzeugen bzw. vernichten ein Quant in der entsprechenden Rich-
tungskomponente. Durch die Auf- und Absteigeoperatoren sind die Operatoren
i, = ala, und f, = dL&y gegeben, welche fiir die Anzahl der Quanten in x- und
in y-Richtung stehen. Der Hamilton-Operator kann mit den Quantenzahloperato-
ren geschrieben werden als

A

H = hw (g + 1y + 1) | (B.8)
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Abbildung B.1: Orbitale fiir 0 < n < 3 mit n = n, + n,. Fiir die einzelnen Zusténde
sind die Quantenzahlen (n,,n,) angegeben.

Die Eigenzustinde von H sind die Fock-Zustinde |ng,n,) (ns,n, € N) und die
zugehorigen Eigenenergien lauten E,, ,, = hw(n, +n, + 1).

Jeder Energieeigenwert E,, = hiw(n+1) von H ist (n+1)-fach entartet. Zu jedem
FE,, gibt es mehrere zueinander orthogonale Eigenfunktionen, die zu verschiedenen
Werten n, und n, gehoren, deren Summe n, + n, gleich n ist.

Wir wollen nun die Darstellung der Eigenzustdnde im Ortsraum ermitteln. Da
der Hamilton-Operator separierbar ist, lassen sich die Eigenzusténde schreiben
als:

¢nw,ny ({E, y) = <$7 y| Ny, ny> = wm (@@% (y) . (B.9)

Mit den dimensionslosen Koordinaten X = z/ly und Y = y/ly kénnen wir die
Schrodinger-Gleichung im Ortsraum schreiben als:

H (¥, (X)), (V) = hw <— ai; + X% - aa_;? + Y2> (tn, (X)), (Y)) (B.10)
= @(nm + 1y + )by, (X)), (V) (B.11)

2
Die Losungen fiir v, (X) und 1, (Y") sind gegeben durch [Wii98]

1 x2 1

U, (X) = —e7 \/Qn_n!an(X) (B.12)
1 v 1
(V) = 33T o H (V). (B.13)

H; ist das Hermite-Polynom j-ter Ordnung. Die Eigenfunktionen fiir n = n,+n, =
0,1,2,3 sind in Abbildung B.1 dargestellt.

B.2 Polarkoordinaten

Wir wollen die Symmetrieeigenschaften des Systems in die quantenmechanische
Beschreibung des Oszillators miteinbeziehen und schauen uns die z-Komponente
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B.2 Polarkoordinaten

des Drehimpulsoperators an, welche definiert ist durch
L.,=XP,—-YP,. (B.14)
H und L, lassen sich wie folgt durch die Auf- und Absteigeoperatoren ausdriicken:
H = hw (ala, + a)a, + 1) (B.15)

L. = ih(a,al — ala,) (B.16)

H und L, kommutieren, es existiert daher eine Basis aus gemeinsamen Eigenzu-
stdnden von H und L,.
Wir fiithren nun die folgenden Operatoren ein:

aq =

(60 — idty) (B.17)

H3|H
[(\@)

~

ay = —=(a, +1iay) (B.18)

S

Diese Operatoren konnen als Vernichtungsoperatoren eines rechts- bzw. linkszir-
kularen Quants aufgefasst werden. Entsprechend kénnen die Adjungierten der
Operatoren als Erzeugungsoperatoren eines rechts- bzw. linkszirkularen Quants
interpretiert werden:

1

al = E(ajc +id)) (B.19)
1

al = —=(al —ia]) (B.20)

N

Man kann nun den Hamilton-Operator und den Drehimpuls durch die neuen Auf-
und Absteigeoperatoren ausdriicken und erhélt

H = hw (a;ad +ala, + 1) (B.21)
L. = n(alaa — ala, (B.22)
Wir fithren nun die Operatoren ng = d;dd und n, = d;&g ein, welche fiir die An-

zahl der rechts- bzw. linkszirkularen Quanten stehen. Hamilton- und Drehimpuls-
operator lassen sich dann wie folgt schreiben:

H = hw(fg 4 ng + 1) (B.23)
L. = h(fg — ) (B.24)
Durch die Angabe der Quantenzahlen ny und n, sind die gemeinsamen Eigenzu-

stande von n4 und ny bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt. Sie
lauten:

1, s
’Xnd,ng> = T (ail) ' (aj]) |©0,0) (B.25)

\/nd!ng!
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m=-3 -2 -1 0 +1 +2 +3

Abbildung B.2: Orbitale fiir 0 < n < 3 in Polarkoordinaten. Fiir die einzelnen Zustéan-
de sind die Drehimpulsquantenzahl m und die Bezeichnung (n + 1) [m|¢p) angegeben.

Hierbei ist ¢g der Grundzustand, fiir diesen gilt ng = ny = 0. | Xngn g> ist ein

gemeinsamer Eigenvektor von H und L, mit den Eigenwerten n = ng + n, und
m=ng — ng:

f{ Xnd,ng> = hw(n + 1) |Xnd,ng> (B26)
[AJz }Xnd,ng> =mh |Xnd,ng> (B27)

Der Grund, aus dem die in diesem Abschnitt eingefithrten Quanten als rechts-
und linkszirkulare Quanten bezeichnet werden, lésst sich folgendermafsen ersehen:
Die Anwendung von d; auf {Xn . g> ergibt einen Zustand, der ein Energiequant
hw mehr besitzt. Der Drehimpuls hat sich um A erhéht und sich damit um ein
rechtsdrehendes Drehimpulsquant gedndert. Entsprechend fiihrt die Anwendung
von dj; ebenfalls zu einer Erhohung der Energie um ein Energiequant. Der Dre-
himpuls &ndert sich hierbei um —h, was sich so interpretieren ldsst, dass sich der
Drehimpuls um ein linksdrehendes Drehimpulsquant gedndert hat.

Man kann leicht sehen, dass fiir ein bestimmtes Energieniveau n die Drehim-
pulsquantenzahl die Werte m = —n,—n+2,—n+4,...,n —4,n — 2, n annehmen
kann. Zu einem Paar (n,m) gehort ein bis auf einen konstanten Faktor eindeutig
bestimmter Zustand ’Xnd:(n+m)/27ng:(n_m)/2>.

Die Eigenfunktionen xp,n,(r,) in Polarkoordinaten lassen sich wie folgt

ermitteln: Zunédchst schreibt man die Aufsteigeoperatoren dfl, &; durch eine

Koordinatentransformation in Polarkoordinaten (fiir eine ausfiihrliche Herleitung

siehe [CT09]). Die Funktionen Xy, n,(r,¢) erhdlt man dann durch ng-malige
Anwendung von d; und ng-malige Anwendung von d; auf die Grundzustands-

Wellenfunktion, welche gegeben ist durch

L
\/ﬂoe o (B.28)

Die Funktionen mit (n = 1,m = +1) sind zum Beispiel:

Xo,o(T‘, 925) =
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B.2 Polarkoordinaten

r2

¢n:1,m:1(T7 @) = XI,O(T; 90) = ﬁ%e_ﬁew
2

T

(B.29)

1 r 22 —ip

Un=tm=—1(, ) = Xoa(r, @) = Zp e *oe

Die Eigenfunktionen in Polarkoordinaten sind im Allgemeinen komplexwertig.
Um reellwertige Funktionen zu erhalten, konnen Zustdnde mit gleichem n, aber
entgegengesetzten Werten von m iiberlagert werden:

\/% [Vnm (T, @) + Y —m (1, )] firm <0
n|mlepy = Ynm(r, ©) fiir m =0 (B.30)
\/Li [wn,m(ﬂ @) - ¢n,—m(r, QO)] firm > 0

Hierbei steht (n+1) |m|p) fiir die Schreibweise des Hybridorbitals in der Nomen-
klatur der Chemie. CP ist das charakteristische Polynom des Orbitals. Fiir die or-
bitalen Zustdnde des zweidimensionalen harmonischen Oszillators fithren wir eine
zu den Zustanden des Wasserstoffatoms analoge Bezeichnung ein und bezeichnen
die Zustdnde mit der z-Drehimpuls-Komponente |m| = 0,1,2,3, ... als s-, p-, d-,
f-, ... Orbitale [Wir13, Ol113]. Die in Gleichung B.30 angegebenen reellwertigen
Orbitale sind in Abbildung B.2 dargestellt.
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Anhang C

Wannier-Funktionen und
Tight-Binding-Modell des

1D-Gitters

Bisher haben wir die Teilchen im periodischen Potenzial des Gitters durch die
Bloch-Funktionen beschrieben, welche die Eigenzustdnde des Hamilton-Operators
darstellen und {iber das gesamte Gitter delokalisiert sind.

Die Verwendung von Bloch-Funktionen zur Beschreibung der Teilchen im Git-
terpotenzial ist dann sinnvoll, wenn die kinetische Energie der Teilchen grof ist
gegeniiber der Wechselwirkungsenergie. Die Bloch-Funktionen sind Eigenzustén-
de des Hamilton-Operators, welcher in einer Dimension durch

H=-— —+V(z) (C.1)

gegeben ist. Mit zunehmendem Gitterpotenzial werden die Bander immer fla-
cher und die Tunnelamplitude nimmt ab. Dadurch sind die Teilchen immer
starker an einzelnen Gitterpliatzen lokalisiert. Im Fall einer starken Lokali-
sierung der Teilchen macht es Sinn, die Wellenfunktion des Teilchens in der
Basis der Wannier-Funktionen zu schreiben. Diese Funktionen sind jeweils auf
einem bestimmten Gitterplatz lokalisiert. Auferhalb dieses Gitterplatzes besitzt
die Wannier-Funktion nur geringe Anteile. Im eindimensionalen Gitter ist die
Wannier-Funktion fiir ein am j-ten Gitterplatz lokalisiertes Teilchen im n-ten
Band gegeben durch:

1 —igx; T
Wa(T — ;) = \/—N;e Un,q(2) (C2)

Hierbei sind x; die Position des j-ten Gitterplatzes und N die Anzahl der Gitter-
pléitze im System. Bloch- und Wannier-Funktionen sind orthonormal.

Eine Bloch-Funktion lasst sich dann wie folgt durch die Wannier-Funktionen
ausdriicken:

! 95w, (x — x5
Png(T) = ﬁ zj:e n( i) (C.3)

Bei einer Bloch-Funktion kann der Phasenfaktor frei gewahlt werden. Die physi-
kalische Beschreibung des Systems édndert sich nicht, wenn man anstelle der Funk-
tion 9, , eine Funktion @/Nqu = e lan(9) Yy 4 verwendet, solange der Phasenwinkel
an(q) eine reellwertige periodische Funktion darstellt. Mit verschiedenen Phasen-
faktoren der Bloch-Funktionen gelangt man nach Gleichung C.2 zu unterschied-
lichen Wannier-Funktionen. Durch eine geeignete Wahl der Phasenfaktoren erge-
ben sich maximal lokalisierte Wannier-Funktionen [Mar97, Mar12].
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Anhang C Wannier-Funktionen und Tight-Binding-Modell des 1D-Gitters

Wenn man den Hamilton-Operator mit Hilfe der Bloch-Funktionen in der
Wannier-Darstellung diagonalisiert, erhdlt man [Blo08|:

En(q) = (ngl H ) (C4)
= %Z/dx wi(x — x;) e 9% [ w,(x — x;) 9 (C.5)
4l
_ Ze—iqlﬂ(]él) (C.6)
I
mit JO = /dx w(z — x;) Hwy(x) (C.7)

Hierbei ist J&” > 0 die Tunnelamplitude im n-ten Band fiir das Tunneln zwischen
zwei Gitterplédtzen, die sich im Abstand von [ Gittereinheiten voneinander befin-
den. z; ist die Position des [ Gittereinheiten entfernten Gitterplatzes. Die Tunnel-
amplitude gibt den Energiegewinn aufgrund des Tunnelns eines Teilchens an und
ist ein Mafs fiir die Delokalisierung des Teilchens im Gitter.

Fiir grofse Gittertiefen liegt der Grenzfall starker Kopplung (auf Englisch: tight
binding) vor. Es findet so gut wie kein Tunneln um mehr als einen Gitterplatz
statt, so dass die Tunnelamplituden J,Sl) mit Index [ > 1 sehr klein werden. Es ist
dann eine geeignete Naherung, sie zu vernachléssigen. Man erhélt eine analytische
Losung fiir die Dispersion:

E.(q) = E, — 2JY cos(qa) (C.8)

E, ist dabei der Erwartungswert der Energie fiir [ = 0. Je groker die Bandbreite
max{E,(q)|q¢} —min{E,(q)|q} = 475" desto gréfer ist die Mobilitét der Teilchen
im Gitter.

Im 1D-Gitter gilt die Matthieu-Gleichung, welche einen analytischen Ausdruck
fiir die Abhéngigkeit der Tunnelamplitude Jl(l) von der Gittertiefe liefert:

4 3

T = ﬁ%“e_w% (C.9)
Die Wannier-Funktion fiir ein auf dem j-ten Gitterplatz lokalisiertes Teilchen be-
sitzt bei niedriger Gittertiefe signifikante Anteile auf den benachbarten Gitter-
pliatzen. Damit verbunden ist eine grofe Tunnelamplitude. Fiir grofse Gittertie-
fen nimmt der Wert der Wannier-Funktion und damit die Aufenthaltswahrschein-
lichkeit des Teilchens auf den benachbarten Gitterplatzen betragsméfig ab. Die
Tunnelamplitude wird dadurch ebenfalls kleiner.
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Anhang D

Tight-Binding-Modell im bipartiten
zweldimensionalen Gitter

Mit Hilfe des Tight-Binding-Modells lassen sich Aussagen iiber die dominanten
Tunnelamplituden in Abhéngigkeit von der Zeitphase ¢ treffen. Die Idee des
Tight-Binding-Modells besteht darin, dass fiir eine grofse Gittertiefe nur die
Tunnelamplituden zu den ndchsten Nachbarn relevant sind und sich Tunnelam-
plituden hoherer Ordnung vernachlassigen lassen. Fiir die exakte Bestimmung
von Tunnelamplituden ist die Berechnung der an einem Gitterplatz maximal
lokalisierten Wannier-Funktionen notwendig, was zum Teil kompliziert ist. Die
Tight-Binding-Néherung erlaubt es einem, auch ohne die Kenntnis dieser maxi-
mal lokalisierten Wannier-Funktionen die Tunnelamplituden naherungsweise zu
berechnen. In diesem Abschnitt sollen exemplarisch die Tunnelamplituden fiir die
ersten beiden Bander bestimmt werden.

Wir unterteilen das Gitter in die beiden Subgitter und betrachten die lokalen
Zustinde in den Gittertopfen A und B. Beide Zusténde besitzen von der Zeit-
phasendifferenz ¥ abhéngige lokale Energien F, und Ep. Wir gehen davon aus,
dass die Tunnelamplituden in diagonaler Richtung zwischen Gitterplatzen des
gleichen Typs aufgrund von Symmetriegriinden klein sind und vernachlassigt
werden kénnen: J &3, J]ég ~ 0. Diese Néherung kann nur gemacht werden, wenn
die Zeitphase nahe an 7/2 liegt. Im Modell werden die Tunnelkopplungen J 1&)
und J&g zum iiberndchsten Nachbarn des gleichen Typs beriicksichtigt, also
zu den um +2ae, und +2ae, entfernten Gitterplatzen. Desweiteren geht die
Tunnelkopplung Jup zwischen benachbarten Gittertopfen verschiedenen Typs
in die Ndherung mit ein (siehe Abbildung D.1 fiir die Veranschaulichung der

)
J/A/A

Abbildung D.1: Im Tight-Binding-Modell des bipartiten quadratischen Gitters ver-
wendete Tunnelamplituden.
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Anhang D Tight-Binding-Modell im bipartiten zweidimensionalen Gitter

Tunnelamplituden). Alle anderen Tunnelkopplungen werden als vernachléssigbar
angesehen. Mit diesen Annahmen ergibt sich der folgende Hamilton-Operator fiir
das Tight-Binding-Modell:

H=—Juw Y (abag,,e +he)—Jan Y (akag .. +he)
ReA ReA

pe{£1} pe{tl)
« - (D.1)
—Jos Y (ahige he) + By abag+ Es Y blbs
Rk ReA ReB
pe{x1}
V€{$7y}

Hierbei sind &Té und lA)E die Erzeugungsoperatoren, welche ein Teilchen im Git-

tertopf R des Subgitter A bzw. B erzeugen. a;z und ISR sind die zugehdrigen Ver-
nichtungsoperatoren. Wir wollen den Hamilton-Operator in den reziproken Raum
iiberfithren und schreiben diese Operatoren als Fourier-Reihe:

- 4 gt can + Ea CAB Qg
H= ) (aff b‘f)( CAB CBBJFEB)(Z)‘) 9
mit
CAA = —4,]‘(;&) [COS(2quL) + COS(2qya>]

— —4J‘(§§ [cos <\/§(Q1 - CIQ)CL) + cos <\/§(q1 T QZ)GH

CBB = —4J1é?B3 [cos(2g,a) + cos(2qya)]

— _4J1é2ﬂg :cos <\/§(Q1 — Q2)a> + cos (\/5((]1 T q2)a>}

cap = —4Jap [cos(gza) + cos(gya)]

= —4Jup :cos (%(QI - Q2)a> + cos (%(QI + qQ)a)} : (D.4)

Der Quasiimpuls ist aus der kleineren, um 45° gedrehten Brillouin-Zone zu
wahlen. Wir haben eine Koordinatentransformation durchgefiihrt und geben den
Quasiimpuls in den Koordinaten dieser kleineren, gedrehten Brillouin-Zone an,
7= (q1,92) € [-V2r/a;+v27r/a[®? (sieche Abschnitt 2.9). Die Tight-Binding-
Bandstruktur ldsst sich nun durch Diagonalisieren des Hamilton-Operators
bestimmen. Man erhélt dann Funktionen fiir die Energien der ersten beiden
Béander, die von den in diesem Modell verwendeten Parametern abhiangen, also
den Tunnelamplituden und den lokalen Energien in den Gittertopfen A und B:

E™ = B{"™)(§. E, Es, Jus, Jun, Jun) (D-5)
EéTB) = ESTB) (q_; EA7 E]B7 JA]B7 JAA? J]B]B) (D6)
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Die Werte fiir die Parameter lassen sich nun durch einen Vergleich der Tight-
Binding-Energien EiTQB) an der Stelle ¢ mit den Energiewerten der Bloch-Band-
struktur Fj.5(¢) ermitteln. Dabei macht man sich zunutze, dass die Tight-
Binding-Energien EgB) an bestimmten Stellen ¢, zum Beispiel den Nullstellen
der trigonometrischen Funktionen in den Gleichungen D.4, nur von wenigen

Parametern abhéangen. So gilt:

Ey = E\™ (n/2,7/4) (D.7)
Ep = E{™ (12, 7/4) (D.8)
Tus = 5\ (B™ (/4,7 4) — B™ ()4, 7/4)2 — By — B)? (D.9)
In = (B (m/2,7/2) — B (w/2,0) (D.10)
Jg = é(EéTB)(W/Q,w/Q) — ES™)(1/2,0)) (D.11)

Die Koordinaten ¢; und ¢, an denen die Tight-Binding-Energien ausgewertet
werden, werden hier der Ubersichtlichkeit halber in Einheiten der Kantenlinge
der ersten Brillouin-Zone, v/2/a, angegeben. Zur Berechnung der Parameter setzt
man nun anstelle von EiTB)(ql, ¢2) und EéTB)(ql, ¢2) die Energien Fi(q1,q) und
E>(q1,q2) der Bloch-Bandstrukturrechnung ein. Fiir kleine Abweichungen der
Zeitphase von 7/2 erhdlt man mit dem Tight-Binding-Modell gute Naherungen
fiir die Tunnelamplituden. Die Tight-Binding-Energien stellen einen guten Fit
an die Energien der Bloch-Bandstruktur dar. Abbildung D.2 auf Seite 162 zeigt
die Tight-Binding-Energien und Bloch-Energien der ersten beiden Bénder fiir ein
Gitter mit der Gittertiefe Vy = 4 F... bei den Zeitphasenwerten 0,5027, 0,527
und 0,547.
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Anhang D Tight-Binding-Modell im bipartiten zweidimensionalen Gitter

9= 0,502t 9 =0,52m 9 = 0,54
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Abbildung D.2: Energien der ersten beiden Béander aus der Bloch-
Bandstrukturrechnung (schwarz) und aus der Tight-Binding-Ndherung (rot) fiir
drei verschiedene Werte der Zeitphasendifferenz ¢ in der Umgebung von 7/2. Die
Gittertiefe ist konstant bei Vj = 4 Fyec. Die Tunnelamplituden und lokalen Energien
der Tight-Binding-Naherung wurden durch einen Fit der Tight-Binding-Bandenergie
an die Energie der Bloch-Bénder ermittelt. Es zeigt sich eine gute Ubereinstimmung
des Verlaufes von Bloch- und Tight-Binding-Energien.
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Anhang E

Wechselwirkung und Verteilung der

Atome im optischen Gitter,
Bose-Hubbard-Modell

Wie wir in Abschnitt 2.3 gesehen haben, sorgt im zweidimensionalen optischen
Gitter das periodische Potenzial fiir einen starken Einschluss der Atome parallel
zur Gitterebene (x-y-Ebene), so dass die Atome tubenférmige Strukturen auf
den Gitterplédtzen ausbilden. Zusétzlich liegt in dieser Richtung ein schwacher
Einschluss durch die Gaufsche Form der Laserstrahlen und durch die Magnetfalle
vor. Senkrecht dazu (in z-Richtung) existiert nur der schwache Einschluss,
ebenfalls hervorgerufen durch Gaufsche Strahlenform und Magnetfalle.

Bisher wurden bei der Betrachtung von Atomen im optischen Gitter Ein-
Teilchen-Gleichungen gelost, wobei keine Wechselwirkung der Teilchen unter-
einander beriicksichtigt wurde. In einem realen System konnen Atome, die sich
auf demselben Gitterplatz befinden, iiber Stofe miteinander wechselwirken.
In diesem Abschnitt wird beschrieben, wie sich im Grundzustand bei einem
vorgegebenen chemischen Potenzial 1 ein BEC auf die einzelnen Gitterplitze
verteilt. Wir nehmen dabei ein quadratisches zweidimensionales Gitter an, die
Zeitphasendifferenz des Gitterpotenzials 2.22 wird also auf = 7/2 gesetzt.

Wir nehmen an, dass wir uns im Regime schwacher Wechselwirkung befinden,
das heifst, die Tunnelkopplung zwischen benachbarten Gitterplatzen ist grof ge-
geniiber der Wechselwirkungsenergie. Das BEC im optischen Gitterpotenzial kann
dann durch eine makroskopische Wellenfunktion beschrieben werden, die durch
die Gross-Pitaevskii-Gleichung bestimmt ist [Gre03a].

Wenn das chemische Potenzial klein ist gegeniiber der Fallentiefe, kann die
Tight-Binding-Ndherung angewendet werden. Dieses Regime liegt dann vor, wenn
die Wellenfunktion des Grundzustandes eine geringere Ausdehnung besitzt als
der Abstand zwischen benachbarten Gitterplatzen. Die Atome im Gitter bilden
dann effektiv kleine Bose-Einstein-Kondensate auf den einzelnen Gitterpldtzen.
Die Phasen dieser kleinen BECs sind durch das Tunneln zwischen benachbarten
Gitterplatzen miteinander gekoppelt.

Wenn im Tight-Binding-Bild die Bedingung erfiillt wird, dass das chemische
Potenzial deutlich kleiner ist als der Abstand der harmonischen Oszillatorniveaus
eines Gittertopfes, konnen die Atome in dem Gittetopf durch lokalisierte makro-
skopische Wellenfunktionen ¢; () beschrieben werden. Fiir ein zweidimensionales
Gitter konnen diese lokalisierten Wellenfunktionen als ein Produkt

@i (1) = wa(z — x5) - wy(y — y;) - O.(2 — 25) (E.1)

gewdhlt werden. In x- und y-Richtung besteht die Wellenfunktion aus Wannier-
Funktionen. In z-Richtung wird die Grundzustandswellenfunktion © aufgrund der
repulsiven Wechselwirkung der Atome verbreitert.
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Anhang E Wechselwirkung und Verteilung der Atome im optischen Gitter,
Bose-Hubbard-Modell

\u U
\\J\ """ U """ B B BB R R BER R B H ¥ -

Abbildung E.1: Verteilung des BECs iiber das Gitter im Grundzustand. Die Atome
verteilen sich so auf die Gitterpldtze, dass sich ein chemisches Potenzial einstellt, das
konstant ist iiber das Gitter.

Die makroskopische Wellenfunktion des gesamten Systems ist dann gegeben
durch .
W) = ip;(7) mit Y= /1y € (E.2)
J

wobei 7; die mittlere Atomzahl auf dem j-ten Gitterplatz ist. Auf diesem Git-
terplatz herrscht eine wohldefinierte Phase ¢;. Die gesamte Atomzahl im Gitter
erhdlt man dann durch ) ; [V = ;nj = N. Fir das System aus den mitein-
ander gekoppelten kleinen BECs konnen wir den folgenden Hamilton-Operator
aufstellen:

) 1
H==J) i+ ) el +5 ) Ul (E.3)
(1) J J

Der erste Term steht fiir die Josephson-FEnergie des Systems, die Summe lauft
iiber alle direkt benachbarten Gitterplatze. Der zweite Term beriicksichtigt die
Ortsabhéngigkeit des einhiillenden Potenzials. €¢; = me)gjz /2 ist hierbei der Ener-
gieoffset des j-ten Gitterplatzes (siche Abbildung E.1), mit der Frequenz Q2 des
einhiillenden Potenzials und g als dem Abstand vom Zentrum des Gitters in der
x-y-Ebene. Der dritte Term driickt die Wechselwirkungsenergie auf einem Gitter-
platz aus, er enthélt das Wechselwirkungs-Matrixelement

B Arh2a

U [l (E.4)
Man bezeichnet Gleichung E.3 als diskrete nichtlineare Schrodinger-Gleichung
oder auch als diskrete Gross-Pitaevskii-Gleichung [Cat01].

Gesucht ist nun der Grundzustand fiir das vorliegende kombinierte Potenzial
aus periodischem Gitter- und einhiillendem Potenzial. Falls nur das periodische
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Gitterpotenzial vorldge und kein zuséatzliches einhiillendes Potenzial, wiirde die
Energie des Systems durch gleiche Phasen der makroskopischen Wellenfunktio-
nen der einzelnen Gitterplatze minimiert werden. Im Bloch-Bild wiirde dies dem
Zustand im ersten Band mit null Quasiimpuls entsprechen (n = 1, ¢ = 0). Be-
dingung dafiir, dass sich das System in einem stationdren Zustand befindet, ist,
dass sich die Phasen der kleinen BECs auf den einzelnen Gitterpldtzen mit der
gleichen Geschwindigkeit entwickeln. Dies erfordert, dass die lokalen chemischen
Potenziale gleich sind.

In einer Thomas-Fermi-Naherung lasst sich die kinetische Energie in Glei-
chung E.3 vernachléssigen. Die gesamte Energie auf dem j-ten Gitterplatz ist
dann gegeben durch

-

U _ _
Ej = €]0;]* + §!¢\4 = €;n; + 5”? : (E.5)

Fiir das chemische Potenzial auf dem j-ten Gitterplatz erhélt man dann:

OE;
p; =—2=¢;+U-n; =p = konst. (E.6)
(9nj

Hieraus ldsst sich fiir die mittlere Atomzahl auf dem j-ten Gitterplatz ableiten:

ny = % (n— 592 (B.7)

o; ist hierbei der Abstand des j-ten Gitterplatzes vom Zentrum des Gitters.

Das Bose-Hubbard-Modell ist eine besondere Form des Tight-Binding-Modells,
durch welches sich unter anderem der Phaseniibergang vom supfrafluiden Zu-
stand zum Mott-Isolator-Zustand beschreiben ldsst [Jak98, Gre02]. Fiir ein
einfaches quadratisches Gitter, welches vorliegt, wenn man beim bipartiten
Gitterpotenzial 2.22 die Zeitphasendifferenz auf ¢ = /2 setzt, lautet der Bose-
Hubbard-Hamilton-Operator fiir das unterste Band in zweiter Quantisierung:

. A . U .
H = Z —J(l)bgbé,—FZé“ﬁnR’—i-Eznﬁ(né—l) (E8)
(R,R") R R

Die Summe im ersten Term lauft dabei iiber alle benachbarten Gitterpléitze R
und . JO ist die Tunnelamplitude fiir das Tunneln zum néchsten Gitterplatz.
€ ist das lokale Energieniveau auf dem Gitterplatz ﬁ, das von der Einhiillenden
der Falle vorgegeben wird, und U ist die Wechselwirkungsenergie pro Teilchen. Es
gilt:

J = /dST’ wy (7 — R) <—h—2 + VQD(F)) wy (F— R) (E.9)

2m

U= g/d3r lw ()| (E.10)

mit der Wannier-Funktion w, (7) im ersten Band.
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Anhang E Wechselwirkung und Verteilung der Atome im optischen Gitter,
Bose-Hubbard-Modell

Abhéngig vom Verhéltnis J/U gibt es zwei verschiedene Formen des Grundzu-
stands der Atome. Fiir J > U sind die Atome iiber das gesamte Gitter delokali-
siert und es stellt sich ein suprafluider Grundzustand ein. Im Grenzfall U = 0 ist
der Zustand gegeben durch [Blo08|

1

_ 1 o
[Vsp N) = W \/—N_L§aé |0) . (E.11)

a% ist der Erzeugungsoperator, der ein Teilchen am Gitterplatz R erzeugt, Ny, ist
die Anzahl der Gitterplitze und N die Anzahl der Atome.

Fiir den Fall J < U machen wir die vereinfachende Annahme, dass die An-
zahl der Atome gleich der Zahl der Gitterplatze ist, N = Ny. Das Tunneln kann
vernachléssigt werden und der Grundzustand lautet dann:

[own) = [ [T % | 10) (E.12)
R

Dieser Mott-1solator-Zustand ist ein Produkt von Fock-Zustidnden mit genau ei-
nem Atom pro Gitterplatz. Erhéht man die Tunnelkopplung J, beginnen die Ato-
me zu tunneln. Es kommt zur Doppelbesetzung von Gitterplédtzen, wobei sich die
Energie um die Wechselwirkungsenergie U erhéht. Wenn J die Grofsenordnung
von U erreicht oder grofer als U wird, kommt es zum Quantenphaseniibergang
zum suprafluiden Zustand.
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Anhang F

Zeitliche Entwicklung des
Wellenpakets im Ortsraum wahrend
der Bloch-Oszillation

Es soll hier betrachtet werden, wie sich das Wellenpaket im Ortsraum wéahrend
der Bloch-Oszillation entwickelt. Dabei orientieren wir uns an [Dah97|. Der in
Gleichung 5.12 auftretende Phasenfaktor exp ( — i/h f(f E(q+ Ft'/h)dt') besitzt
zum einem Zeitpunkt ¢ fiir die verschiedenen Quasiimpulse ¢, aus welchen sich
das Wellenpaket zusammensetzt, im Allgemeinen unterschiedliche Werte. Im
Ortsraum sieht der Zustand [¢(t)) wie folgt aus:

Y(x,t) = (2| V)
- /dq glq — qo) e 1 o PGHFU/MAL (0 g 4 Ft/R)

it / -
— /dqg(q o qo) e R fO E(q+Ft'/h)dt el(q+Ft/h)x un,q+Ft/h($) (Fl)

Durch das Anliegen der Kraft verschiebt sich die Verteilung der Quasiimpulse
gleichméfig um den Wert F't/h, so dass die anfanglich um go = qo(t = 0) zentrierte
Verteilung zum Zeitpunkt ¢ um qo(t) = qo + F't/h zentriert ist. Wir wollen nun die
Energie E(q(t) um go(t) entwickeln und schreiben den zeitabhéngigen Quasiimpuls
als q(t) = qo(t)+(q(t)—qo(t)). Der Parameter q(t)—qo(t) ist hierbei klein gegeniiber
der Ausdehnung der Brillouin-Zone, 2k. Dann gilt:

Blalt) = 3 e o) (al6) — )"
~ Buao0) + T anft) (a(8) = au(t) + @0 0(0) — o)
= Bulau(t) + hehalan(0) (0(0) ~ lt) + 5t a(0) — lt))’
= Bulaot) + B0 (0(0) (1= ) + s (= (P2)
Hierbei ist die effektive Masse m* definiert als:
6 = P (F.3)
dq?

q und qo in Gleichung F.2 stehen fiir die Werte von Quasiimpuls und dem Zentrum
der Quasiimpulsverteilung zum Zeitpunkt ¢ = 0. Wir nehmen nun zusétzlich an,

167



Anhang F Zeitliche Entwicklung des Wellenpakets im Ortsraum wéahrend der
Bloch-Oszillation

dass uy,,(z) tiber die Breite der Quasiimpulsverteilung nur im geringem Mafse
variiert und wir eine Ersetzung durch die Funktion wu,, 4,(;) vornehmen kénnen. Es
ergibt sich damit fiir die Wellenfunktion des Teilchens:

V(x,t) = A tpg)(2) elto Oz o= fo Bnlao(t')dt

X /dqg(q—qo) ( ~Jotw )dt)(q 90) ( I — (qo(z )))(q—q0)2 (F4)

Liegt eine gaukformige Verteilung des Quasiimpulses vor, g(q—qo) ~ e~ (@ 2)*/4
ergibt sich die Dichteverteilung des Teilchens im Ortsraum zu

2d%(w — fg (W) (qo(t))dt')2

4 2 dt’
a' +4h a0

(F.5)

|77Z}(Iat)|2 ~ |un,qo(t)(x>|2 exXp

In dieser Formel lassen sich drei Terme erkennen, die bei der Zeitentwicklung der
Dichteverteilung eine Rolle spielen: Es gibt zunéchst eine Modulation durch eine
zeitliche Anderung von Up,go(t)- Diese Funktion besitzt die Periode des Gitters, so
dass raumliche Anderungen auf einer deutlich kleineren Skala als der Ausdehnung
des Wellenpakets stattfinden, welches iiber das gesamte Gitter delokalisiert ist.
Desweiteren findet eine Verschiebung des Zentrums der gaufsférmigen Einhiillen-
den um den Betrag

() = / (0)na0(t)) ¥ (F.6)

statt. Dies bedeutet, dass sich die mittlere Position des Teilchens verschiebt. Die
Verschiebung ist periodisch mit der Zeit, mit der Bloch-Periode als Periodendauer.
Die Amplitude dieser Oszillation im Ortsraum betrégt A/(2|F)).
AuRerdem kommt es zu einer Anderung der rdumlichen Ausdehnung Az des
Wellenpakets. Hierbei gilt:
/ m*(qo(t'))

Au(t) = a \/ 4

Die Ausdehnung é@ndert sich periodisch mit der Zeit, da das Integral iiber die ef-
fektive Masse ebenfalls eine zeitlich periodische Funktion ist. Wahrend der Bloch-
Ostzillation findet ein Ausdehnen und Zusammenziehen des Wellenpakets statt.
Nach einer Bloch-Periode besitzt es wieder die anfdngliche Grofse. Die Ursache
fiir dieses Verhalten des Wellenpakets liegt darin, dass sich das Vorzeichen der
effektiven Masse bei der Zeitentwicklung dndert.

(F.7)
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