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Kurzfassung

Das Ziel dieser Dissertation besteht darin, das Verstdndnis von ungeordneten Spin-
Systemen in einer Dimension zu verbessern.

Magnetische Systeme mit eingefrorener Unordnung werden seit langem intensiv unter-
sucht. Beriihmte Beispiele hierfiir sind Spingléser oder der Ferromagnetismus in ver-
diinnten magnetischen Halbleitern (DMS), die in zukiinftigen Spin-Bauelementen eine
gewichtige Rolle spielen kénnten.

Um die Rolle von Unordnung in hoch korrelierten Systemen verstehen zu kénnen, sind
einfache Modelle sehr hilfreich, welche die wesentlichen physikalischen Eigenschaften wi-
derspiegeln.

Trotz der exponentiell anwachsenden Rechenleistung von Computern geben analytisch
l6sbare Modelle immer noch den tiefsten Einblick in die grundlegenden Eigenschaften
physikalischer Systeme.

Die Sparte an l6sbaren Modellen ist natiirlich beschrinkt. Einige der bekannteren Spin-
Modelle sind das Kirkpatrick Modell der Spinglaser und das eindimensionale Ising Modell
mit zufilligem, transversem Magnetfeld. Letzteres ist vielleicht das einfachste Modell mit
eingefrorener Unordnung, welches einen Quantenphaseniibergang aufweist.

Das hier betrachtete Modell besteht aus einer Spinkette aus lokalisierten Ising Spins 5;
mit zufdlligen lokalen Potentialen V;. Die Korrelation zwischen diesen Spins wird durch
bewegliche Locher vermittelt, die an der Kette entlang hiipfen. Die anti-ferromagnetische
Kopplung J; und die Hiipfmatrixelemente werden ebenfalls als zuféllig angenommen.

Der zugehorige Kondo-Gitter-artige Hamilton Operator wird mittels der Ortsraum Re-
normierungsgruppe analysiert. Wegen der Unordnung ist man mehr an den Verteilungen
als an den Kopplungen selbst interessiert. In Erwartung eines Quanten-kritischen Punktes
erhélt man die so genannten kritischen Verteilungen mit Hilfe des Renormierungssche-
mas. Man gewinnt die dazugehorigen Flussgleichungen, die durch weitere Ndherungen
analytisch gelost werden konnen. Mit Hilfe der kritischen Verteilungen berechnet man
die Spin-Spin-Korrelationsfunktion und die Korrelationslange.
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Abstract

The aim of this thesis is to improve the understanding of disordered spin systems in one
dimension.

Magnetic systems with quenched disorder have been under intensive studies for a long
time. Famous examples are spin glasses or the ferromagnetism in diluted magnetic semi-
conductors (DMS) which may play an important role in future spintronic devices.

To understand the role of disorder in highly correlated systems one greatly benefits from
simple models which capture the essential physical properties.

Despite exponentially growing computer power analytically solvable models give the de-
epest insight into basic properties of physical systems.

The range of solvable models is limited of course. Some well known spin models are the
Kirkpatrick model for spin glasses and the Ising model with random transverse field in
one spatial dimension. The latter one is perhaps the simplest model featuring quenched
disorder which exhibits a quantum phase transition.

The model under consideration here consists of a spin chain of localized Ising spins 5;
with random on site energies V;. The correlation between these spins is mediated by
itinerant holes with spin s; hopping along the chain. The anti-ferromagnetic interaction
strength J; and the hopping amplitude ¢; are chosen to be random also.

The corresponding Kondo-lattice like Hamiltonian is analyzed using the formalism of real
space renormalization group. Because of the randomness one is more interested in the
distributions of couplings rather than the couplings themselves. Expecting a quantum
critical point, the so called critical distributions are obtained via the renormalization
scheme. One obtains the corresponding flow equations which can be solved analytical-
ly using some further approximations. With the help of the critical distributions one
calculates the spin correlation function and correlation length.
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1 Einleitung

1.1 Ziel der Arbeit

Ziel dieser Arbeit ist die theoretische Untersuchung einer Spinkette mit eingefrorener
(engl. quenched) Unordnung. Zur Analyse des Modells wird die Ortsraum-Renormierungs-
gruppe herangezogen. Dabei kommt ein dhnliches Prozedere zur Anwendung, wie bei der
Ortsraum Renormierungsgruppen-Analyse der Isingkette mit zufélligem, transversalem
Magnetfeld von Daniel S. Fisher [40].

Als wesentliches Ergebnis der Rechnungen erhilt man die frequenzabhéngige Spin-Spin-
Korrelationsfunktion und die Energieabhéngigkeit der Korrelationsldnge.

Die Arbeit soll dabei helfen, mehr Einsichten in die Natur ungeordneter Spin-Systeme in
einer Dimension zu erhalten, mit moglichen Anwendungen in der theoretischen Beschrei-
bung von Spin-Systemen wie den verdiinnten magnetischen Halbleitern.

1.2 Motivation und Hintergrund

Magnetische Phinomene und die Untersuchung magnetischer Materialien sind ein wich-
tiges Arbeitsgebiet der modernen Festkorperphysik. Mit der Quantentheorie und der sich
daraus entwickelnden Theorie der kondensierten Materie wurde im letzten Jahrhundert
die Grundlage fiir das Verstdndnis magnetischer Phinomene auf mikroskopischer Ebene
entwickelt.

Die zentrale mikroskopische Grofe der magnetischen Theorie ist der Spin, ein quanten-
mechanischer Drehimpuls ohne klassisches Analogon. Dieser Spin sorgt nicht nur fiir ein
magnetisches Moment', sondern unterteilt den Mikrokosmos in 2 Klassen: Teilchen mit
ganzzahligem (Bosonen) und halbzahligem Spin (Fermionen).

Spin-Modelle, wie die nach ihren Autoren benannten Ising- und Heisenberg-Hamilton
Operatoren, lieferten die Grundlage fiir erste Einsichten in Para-, Ferro- und Antiferro-
magnetismus.

Die Auswirkungen von Spin-Effekten sind von mannigfaltiger Natur. Von den exotischen
Eigenschaften der Spingldser, die mogliche Realisierung eines Spins als Qbit [23] fiir
revolutiondre Quantencomputer, iiber das weite und faszinierende Feld der Kondo Phy-
sik bis hin zu bereits etablierten technischen Anwendungen wie Supraleitung oder dem
GMR (giant magneto resistence)-Effekt, der hinter der Funktionsweise der Lesekdpfe mo-
derner Festplatten steckt.

!Wenn in Zukunft von Momenten die Rede ist, sind damit immer magnetische Momente gemeint.
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Insbesondere die praktisch nutzbaren Anwendungsmoglichkeiten sind eine stetige Moti-
vation fiir den Grundlagenforscher. Insbesondere die boomende Chip Industrie profitiert
von den Arbeiten der Material-Wissenschaft und Grundlagenforschung.

Abbildung 1.1: Funktionsschema eines Spin-Transistors [27]. Source und Drain (links und
rechts) bestehen aus einem ferromagnetischen Material. Im Idealfall ist
dies ein ferromagnetischer Halbleiter, um hohe Spininjektionsraten zu ge-
wihrleisten. Durch die aufgebrachte Gate-Elektrode (oben) kann mittels
Spin-Orbit-Kopplung (Rhashba-Effekt) [13] die Spinpolarisierung der La-
dungstrager im 2DEG ( two dimensional electron gas,braun) beeinflusst
werden. Nur bei passender Spinpolarisierung flieft ein endlicher Strom.

Kamen bislang in der Computerindustrie magnetische Materialien vor allem in Massen-
speichern zum Einsatz, so ist seit mehreren Jahren die Spintronic ein beliebtes Buzzword
geworden.

Hier wird versucht, den Spin zusétzlich zum elektronischen Freiheitsgrad zu nutzen. Bei
Computern der Zukunft [3] kénnte man Rechen- und Speicherbereich in ein Bauteil zu-
sammenfassen, was natiirlich zahlreiche Vorteile bate?.

Der Bau von Spin-Transistoren, wie sie von Datta und Das vorgeschlagen wurden [27, 76],
und anderen Spinbauelementen bereitet allerdings auch nach Jahren immer noch Pro-
bleme [63]. So fehlen noch geeignete Materialien und die Moglichkeit Spininjektion [101]
und Polarisation [13, 37] hinreichend gut zu kontrollieren.

Eine viel versprechende Materialklasse sind die verdiinnten® magnetischen Halbleiter (di-

2Mehr Komfort fiir den Anwender z.B. durch Magnetic Random Access Memory (MRAM) und natiirlich
neue Absatzmirkte fiir eine vom Fortschritt abhéngige Branche.

3Im Gegensatz zu vielen anderen Spin-Systemen ist die Zahl der zum Magnetismus beitragenden Mo-
mente sehr klein.
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luted magnetic semiconductors, in Zukunft mit DMS abgekiirzt). Allerdings gibt es auch
hier neben praktischen Problemen (Curie-Temperatur deutlich unter 300K oder Proble-
me bei der Massenproduktion) auch etliche theoretische Verstandnisliicken.

Man ist sich inzwischen sicher, dass Ladungstriager im host material die magnetische
Ordnung zwischen lokalisierten magnetischen Ionen (Verunreinigungen) vermitteln. Die
Anordnung dieser lokalen magnetischen Momente ist dabei zufillig und die Qualitét der
Probe und der magnetischen Eigenschaften ist stark von Herstellungsverfahren und dem
anschliessenden annealing(dt. Ausglithen. Erhitzen der Probe und anschliefiendes Abkiih-
len um Anspannungen und Fehler im Material zu reduzieren) abhéngig [75, 110, 119].
Dies deutet stark darauf hin, dass die Realisierung der Unordnung in der Probe eine nicht
zu unterschitzende Bedeutung besitzt.

1.3 (Ga,Mn)As als typischer DMS

Der in der Literatur lange Zeit populédrste und wohl bestuntersuchtester Vertreter der
DMS Materialien ist Mangan dotiertes Galliumarsenid (Gaj_,,Mn;)As. Die Schreibwei-
se ist so zu lesen, dass Galliumionen durch Manganionen ersetzt werden?, wobei x die
Konzentration letzterer angibt.

Die Mangankonzentration ist niedrig und liegt typischerweise bei wenigen Prozent. Da
in dieser Arbeit die explizite Abhéngigkeit von der Mangankonzentration nicht weiter
interessiert, entfillt im folgenden der Index.

1996 produzierten H. Ohno [90] und dessen Mitarbeiter dieses Material mittels
Niedrig-Temperatur- Molekularstrahlepitaxie.

Da (Ga,Mn)As sich relativ leicht in andere GaAs Heterostrukturen einbringen lésst, ist
es aus Sicht moglicher technischer Anwendungen ein interessanter Kandidat fiir die Spin-
tronic.

Im Gegensatz zu bereits bekannten DMS, die antiferromagnetisches oder Spinglas-Verhalten
zeigten [67], war die Probe ferromagnetisch. Die Curie-Temperatur lag bei 60K. Bemer-
kenswert hoch also, da die niedrige Ladungstrigerdichte und der vorherrschende Supe-
raustausch zwischen lokalen Momenten normalerweise kaum Ferromagnetismus hervor-
bringt.

Verbesserte Methoden und Erfahrungen fithrten zu ferromagnetischen Proben, deren
Curie-Temperatur bei etwas iiber 100K lag. Zwar noch einen Faktor 3 von der magi-
schen Grenze 300K (als Synonym fiir Raumtemperatur) entfernt, aber die Jagd nach
halbleitenden Hochtemperaturmagneten war er6ffnet.

Einen guten Ubersichtsartikel iiber Herstellung und Eigenschaften von (Ga,Mn)As findet
man bei [93] und aktueller bei [85], welches weitere Ubersichtsartikel referenziert.

Die Mangan-Konzentration ist wie bereits erwdhnt bei allen Proben ausgesprochen klein
(meist 4-7%), und wegen der niedrigen Temperaturen (<300°) beim Wachstum enthalten
die Proben viele (zuféllige) Defekte.

“Genauere Untersuchungen zeigen, dass auch die AS-Gitterpliitze von Mangan eingenommen werden
konnen[140], oder iiberschiissige Mn-Ionen sich zufillig an Plitzen verteilen, die nicht mit der Zink-
blendestruktur von GaAs kommensurabel sind ([45] und Abbildung 1.2).



1 Einleitung

e Re

—_—

A — W A\ J
gl — g i e

T

Abbildung 1.2: Gitterstruktur von (Ga,Mn)As. Einheitszelle mit typischen Defekten.
Rechts oben (dunkelblau) ein anti site Defekt: ein As-Ion auf einem
Gallium-Gitterplatz (Asg,), in der Mitte (orange) ein intersitial Mn-Ion
(Mny). Die Grafik stammt von A. H. MacDonald et al. [85] (online unter
[86])-

Relativ hohe kritische Temperatur trotz Unordnung und geringer Dotierung?

Die Frage nach den mikroskopischen Vorgéngen in (Ga,Mn)As und verwandten DMS
beschéftigt die Theoretiker bis heute.

Relativ schnell war etabliert, dass ein Ladungstrager induzierter Mechanismus fiir die
magnetische Ordnung in Frage kam [91].

Erste Arbeiten benutzen die RKKY?-Wechselwirkung [118], Autoren spiterer Arbeiten
[14, 25, 72] stellten die Giiltigkeit des RKKY-Mechanismus jedoch in Frage®. Eine Viel-
zahl von Verdffentlichungen auf mean-field-Basis lieferten gute Ubereinstimmung mit der
gemessenen Curie-Temperatur. Allerdings reicht dies allein nicht aus, um die verwendete
Theorie zu bestdtigen. Rechnungen mit gegensdtzlichen Grundannahmen konnten expe-
rimentelle Daten gleich gut bestétigen.

Wihrend beispielsweise einige Autoren von freien Lochern ausgingen [31], begannen ande-
re Gruppen mit fast lokalisierten Ladungstrégern [109] oder studierten an Mn gebundene
Polaronen (BMP Bound Magnetic Polaron) im Percolationsbild (sieche Abbildungen 2.1
und 2.3 im anschliefenden Kapitel).

Erschwerend dazu kam noch die starke Présenz von Unordnung in den Proben (Ab-
bildung 1.2). Oft wurde in fritheren Arbeiten die Rolle der Unordnung nicht oder nur
unzureichend betrachtet [8, 20, 21].

5Nach den Begriindern der Methode Ruderman, Kittel, Kasuya und Yosida.
®Die RKKY Theorie gilt, wenn die Austauschenergie klein im Vergleich zur Fermienegie ist, was wegen
der geringen Lochkonzentration in (Ga,Mn)As nicht der Fall ist
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Sowohl experimentelle als auch theoretische Arbeiten betonten in den folgenden Jahren
die Bedeutung von Unordnung fiir dieses System [94, 112, 127| als einen essentiellen,
nicht vernachldssigbaren Faktor. Die Resultate der verschiedenen Arbeiten waren hinge-
gen nicht immer einheitlich.

Auch eine relativ einfache Frage, ob Unordnung die magnetische Ordnung favorisiert [8]
oder ihr entgegenwirkt [107], wurde und wird in der Literatur unterschiedlich beantwor-
tet.

In (Ga,Mn)As findet man gleich mehrere Typen von (zufélligen) Verunreinigungen [56],
wobei diese noch teilweise stark korreliert sind [96].

Die Bandbreite der verwendeten Methoden um DMS zu untersuchen weist folglich nahe-
zu alles auf, was in der Werkzeugkiste des modernen Festkorperphysikers zu finden ist.

Ohnos Messungen waren inzwischen von anderen Gruppen bestétigt worden, und wei-
tere DMS-Materialien riickten ins Licht der Experimentatoren. Inzwischen erreicht man
in (Ga,Mn)As Curie-Temperaturen von bis zu 140K [44], wobei damit anscheinend die
Grenze des Machbaren erreicht ist [45, 47].

Andere Substanzen (etwas (Ga,Mn)N [58] oder GaMnP [132]|) haben die ,Schallmauer®
der Raumtemperatur allerdings schon durchbrochen und sind deswegen heife Kandida-
ten fiir praktische Anwendungen. Die bisher gewonnenen Einsichten in die Physik von
ungeordneten magnetischen Halbleitern erweisen sich bei der theoretischen Beschreibung
DMS é&hnlicher [66, 87] Substanzen dabei als dufierst niitzlich [64].

1.4 Unordnung und eindimensionale Spin-Systeme

Das Verstindnis von magnetischen Systemen mit eingefrorener Unordnung’ ist fiir sehr
konkrete technische Fragestellungen also von grundlegender Wichtigkeit [122]. Abgesehen
von moglichen praktischen Anwendungen jedoch, sind ungeordnete magnetische Systeme
fiir die Grundlagenforschung von hohem Interesse [120].

Jedes in der Natur (und im Labor) beobachtbare System besitzt zuféllige Verunreinigun-
gen oder Defekte. Zwar ist es mit wachsender Rechenleistung méglich, immer komplizier-
tere Systeme numerisch zu behandeln, die beste Einsicht in grundlegende Fragen bieten
aber analytisch rechenbare Modelle.

Die Auswahl an rechenbaren und gleichzeitig nicht trivialen Modellen ist jedoch be-
schrankt. In der Literatur bekannte Beispiele sind das strip random Ising Modell in 2
Dimensionen von McCoy und Wu [81], oder die Beschreibung von Spinglésern durch
Sherrington-Kirkpatrick [106, 115, 116].

Ein weiteres — schon seit den 1960’ern bekanntes [48]- Toymodel wurde 1992 von Daniel

"Da spiter insbesondere die Situation bei T' = 0 betrachtet wird, ist Unordnung im weiteren Verlauf
immer im Sinne von quenched disorder zu verstehen. Auf die Rolle der thermischen Unordnung
(Stichwort Entropie) wird nicht weiter eingegangen werden.
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Fisher [39] mit Hilfe der Ortsraum-Renormalisierungsgruppe (ORG)® [39] untersucht.
Das Modell beschreibt eine ungeordnete Spinkette mit transversem Feld, in der Literatur
bekannt als random transverse-field Ising spin model kurz RTISM. Der Hamilton Opera-
tor fiir dieses eindimensionale System ist (6%* stehen fiir die entsprechenden Pauli Spin
Matrizen):

H=-> Jiojoi, —> hiol —HY of . (1.1)

Alle Kopplungen (oder Bindungen) J; wie auch die Felder h; sind zufillig und Realisie-
rungen der dazugehorigen Zufallsverteilungen.

Die ORG wurde in den folgenden Jahren auch von einigen anderen Autoren (beispiels-
weise [4, 59, 134]) erfolgreich zur weiteren Analyse dieses Modells benutzt.

Die RTISM ist das einfachste, nicht triviale Spin-System? mit eingefrorener Unordnung,
welches einen Quantenphaseniibergang (QPU) aufweist [18, 71], also einen rein durch
Quantenfluktuationen dominierten Phaseniibergang bei T = 0 [126].

Normalerweise wiirde man von einem ,reinen“'% Spin-System ( z.B. Ising oder Heisenberg
Modell) erwarten, dass man am absoluten Temperatur-Nullpunkt eine geordnete Phase!?
vorfindet, da hier thermische Spin-Anregungen abwesend sind.

In Anwesenheit von Unordnung kann diese Phase jedoch zerstért werden, vorausgesetzt
dass die Unordnung ,stark” genug ist.

Im oben angegebenen RTISM driickt sich die Unordnung durch die zufélligen Kopplungen
J; und h; aus'?. Der Ordnungsparameter dieses Systems ist

B [In h)gy — [In J]gp
~ var[lnh] +var[lnJ] ’

wobel [...]q die Mittlung bzgl. der Unordnung bezeichnet. var(...) ist die Varianz der
Wahrscheinlichkeitsverteilungen.

Der QPU zeigt sich beim Ubergang von § < 0 (ferromagnetisch) zu § > 0 (Quanten-
paramagnetisch bzw. ohne Spin-Ordnung)'®. Die Priisenz der Unordnung zerstért also
die magnetische Ordnung bei 7" = 0.

Am Quanten-kritischen Punkt'* wichst die Breite der Verteilungen der Kopplungskon-
stanten iiber alle Grenzen beim Ubergang zu immer niedrigeren Energieskalen in der
Renormierungsgruppen Analyse'. Mit den breiter werdenden Verteilungen wichst auch

8Eine kurze Einfiihrung in die Theorie der Renormierung bildet den Anfang von Kapitel 3.

9Ein Beispiel fiir ein spinloses, eindimensionales Modell mit Quantenphaseniibergang ist das Holstein
Modell [5].

194.h. keine Storstellen oder sonstige Verunreinigungen

"Dije Art der magnetischen Ordnung hingt von der Art (Vorzeichen) der Spin-Spin-Kopplung ab.

12Beispiele fiir Quantenphaseniiberginge durch Verunreinigungen findet man in [55, 126, 128, 141]

13Weitere Eigenschaften und Resultate der ORG Behandlung des eben geschilderten Modells finden sich
in Anhang D.

“Dieser Begriff ist reserviert fiir einen stetigen Phaseniibergang im Gegensatz zu einem QPU erster
Ordnung [126]. Im weiteren Verlauf werden nur Phaseniiberginge der erstgenannten Art betrachtet.

5Giehe (D.12) in Anhang D.



1 Einleitung

die Rolle der Unordnung fiir das System'S.
Dies hat letztendlich die erfreuliche Konsequenz, dass in diesem Grenzwert die pertuba-
tive Renormierungsmethode exakt wird. Die analytisch gewonnenen Ergebnisse wurden
spéter auch numerisch verifiziert [134].
Mit der Einfiihrung eines nichtlinearen Kontrollparameters kann sogar fiir die gesamte
Griffiths-Phase'" gezeigt werden, dass die Renormierungsgruppe asymptotisch exakt ist
[60]. Diese Erfolge motivieren natiirlich, verwandte Probleme mittels Renormierungsver-
fahren anzugehen. So wurde das RTISM in 2 Dimensionen untersucht, hier allerdings nur
numerisch [42].
A. L. Chudnovskiy [18] erweiterte das RTISM auf eine fermionische Kette. Statt den
Paulimatrizen o7 aus (1.1) treten nun Spin-Operatoren

Si = @l i in = alyair — afja;y
in Erscheinung!®.
Diese Erweiterung in den fermionischen Raum wird es in Kapitel 2.1 erlauben, eine
Briicke zu den oben beschriebenen DMS Systemen zu schlagen, da herkommliche Me-
thoden und Modelle fiir Spin-Systeme wegen der starken Verdiinnung nicht unmittelbar
oder iiberhaupt nicht anwendbar sind.

Diese Arbeit konzentriert sich auf ein eindimensionales, fermionisches Spin-System, wel-
ches mit der oben erwahnten Renormierungsgruppe behandelt werden wird.

Natiirlich sind eindimensionale oder quasi eindimensionale Systeme nicht nur eine Be-
schéftigung fiir den theoretischen Physiker. (Ungeordnete) Polymere [10], Biomolekiile
(DNA) [12, 15], Carbonnanoréhrchen [35, 124, 139, 142] oder optische Gitter!® [38] sind
Anwendungsbeispiele fiir die theoretischen Modelle der Quantendrihte und eindimensio-
naler (Spin-) Gitter bzw. Ketten. Diese Systeme sind aktuelle Forschungsschwerpunkte
vieler Gruppen im Bereich nanostrukturierter Materie [74, 133], Spintronic [83] oder Bio-
technologie [111].

Eine ganz entscheidende Rolle in diesen niederdimensionalen Strukturen spielt das Pha-
nomen der Anderson Lokalisierung®®. Mit der Erkenntnis, dass ungeordnete Systeme in
1D lokalisiert sind, ist das Thema noch lange nicht abgeschlossen [68].

Insbesondere die Auswirkungen von magnetischen Verunreinigungen auf die Transport-
eigenschaften ist noch aktuelles Forschungsgebiet [9, 77].

Ein Beispiel fiir Transporteigenschaften durch Nanostrukturen mit magnetischen Ver-
unreinigungen ist in Abbildung 1.3 zu sehen, Bei der Probe handelt es sich um einen

$Der dazugehsrige Fixpunkt wird deshalb auch infinite randomness fixed point IRFP genannt [60].

"Eine Teil des Zustandsraumes der von seltenen Ereignissen dominiert wird, siche Anhang D.

18Siehe Kapitel 2 fiir die im folgenden verwendete Notation.

19Als Atomfalle beispielsweise fiir Bose Einstein Kondensate

20Wenn im weiteren Verlauf dieser Arbeit von Lokalisierung die Rede ist, wird immer dieser Typus
gemeint sein.



1 Einleitung

(Ga,Mn)As Quantendraht [43], womit eine Briicke zu den oben beschriebenen DMS ge-
schlagen ist.

100
Mag = 4327 K X e

Abbildung 1.3: Falschfarben SEM-Bild. Seitenansicht einer (Ga,Mn)As Probe. Die Ein-
blendung links oben zeigt die relative Magnetisierung. Bild und weitere
Details finden sich in [43].

Eine weitere mogliche Realisierung von magnetisch ungeordneten Systemen im Experi-
ment sind Ketten aus (magnetischen) Quantenpunkten [51, 79] oder die bereits erwéhn-
ten Kohlenstoff Nanoréhrchen (carbon nano tubes) als quasi eindimensionale Strukturen.
Die Rohrchen werden mit Fullerenen gefiillt [139], in welche Metall Atome eingebracht
werden [142], wie in Abbildung 1.4 zu sehen ist.

1.5 Struktur der Arbeit

Diese Doktorarbeit ist wie folgt organisiert:

e In Kapitel 2 wird das in dieser Arbeit behandelte Modell vorgestellt. Es handelt
sich um einen Kondogitter-Hamilton Operator mit 3 Typen von zufilligen Kopp-
lungskonstanten (tJV-Model). Es folgt eine kurze Diskussion des Modells.

e Kapitel 3 beinhaltet eine kurze Einfiihrung in die Theorie der Renormierungsgrup-
pe. Das in dieser Arbeit verwendete Renormierungsschema, bei dem seltene Ereig-
nisse die Physik dominieren, wird erldutert. Es werden 3 Fille der Renormierung
unterschieden und fiir alle 3 Fille die renormierten Kopplungskonstanten berech-
net. Die Renormierung und die Analyse des Modells orientiert sich dabei an der
Untersuchung des oben eingefiihrten random transverse Ising Spin model (RTISM)
in [39] und [40, 41].
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Abbildung 1.4: Kohlenstoff-Nanorthrchen als Beispiel fiir ein eindimensionales, magneti-
sches System. Oben: C82-Fullerene gefiillt mit dem seltenen Erd-Element
Dysprosium (Schreibweise Dy@C82). Diese werden dann in einwandige
Carbonnanoréhrchen (SWNT) eingebracht und bilden eine so genannte
peapod Struktur (Erbsenschote). Unten: Die Molekiilstruktur des pea-
pod Nanordhrchens. Bilder mit freundlicher Genehmigung von [142].

e In Kapitel 4 werden Differentialgleichungen fiir die renormierten Wahrscheinlich-
keitsverteilungen der Kopplungen hergeleitet. Diese partiellen, gekoppelten Diffe-
rentialgleichungen werden fiir einfache Anfangsverteilungen analytisch gelost. Des
weiteren wird die Energieabhingigkeit der Korrelationsldnge des Modells fiir einen
einfachen Fall berechnet.

e In Kapitel 5 wird die Spin-Spin-Korrelationsfunktion besprochen und eine Berech-
nungsmethode aufgezeigt, die an das Renormierungsschema angepasst ist. Mit den
in Kapitel 4 gewonnenen Verteilungsfunktionen wird die Spin-Korrelationsfunktion
und damit die magnetische Suszeptibilitdt als Funktion der Frequenz berechnet.

e In den Anhéngen findet sich eine geraffte Herleitung des Pfadintegralkalkiils. Es
wird der Zusammenhang eines Funktionalintegrals in imagindrer Zeit mit der Zu-
standssumme aufgezeigt. Die dafiir bendtigten Grassmannzahlen werden bespro-
chen und einige wichtige Rechenregeln fiir letztere aufgelistet. Des weiteren fin-



1 Einleitung

det man die Definition der Laplace-Transformation, die in Kapitel 4 zum Einsatz
kommt, sowie die Laplace-Transformierten einiger hiufig vorkommender Funktio-
nen. Ein weiterer Teil des Anhangs beschéftigt sich mit eindimensionalen Spin-
Systemen, der Griffiths-Phase und stellt einige Ergebnisse der Analyse des RTISM
zusammen.

Eine Liste der in der Arbeit hdufig verwendeten Abkiirzungen findet man auf Seite 101.
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2 Das Modell

In dieser Arbeit wird ein eindimensionales Spin-Modell mit eingefrorener Unordnung be-
trachtet. Die einzelnen Glieder einer Spinkette bestehen aus lokalisierten Momenten mit
zufilligem (Ising-) Spin. Die Wechselwirkung zwischen den Kettengliedern vermitteln iti-
nerante, d.h. bewegliche Ladungstriiger, im folgendem Ldcher! genannt. Diese mobilen
Locher bewegen sich entlang der Kette? und wechselwirken an jedem Kettenglied mit
dem dort sitzenden Spin.

Eine aus diesen Momenten zusammengesetzte Kette mit N > 13 lokalen Spins S; und
itineranten Ladungstrigern mit Spin s; kann in der Sprache der zweiten Quantisierung
durch folgendes Modell beschrieben werden

M= tilclcitio +clpigio) + Y JiSisi + > Vinig (2.1)

= Z ti(CIUCiHa + CIHUCia) + Z Jia;rm Orn aincjm O Cin + Z Vicjgcia :

i imn %

\

Dabei ist nach {iblicher Notation

Nig = czgcw Teilchendichte am ¢ ten Kettenplatz

cj» /c¢i  Erzeugungs/Vernichtungsoperator fiir ein Teilchen mit Spin s; (2.2)

aI /a; Erzeugungs/Vernichtungsoperator fiir einen lokalen Spin S;

o7, Pauli Matrix fiir Spin S, =1/2({ 9).
Diese Art von Hamilton Operator findet in vielen Bereichen magnetischer und magne-
tisch ungeordneter Systeme seine Anwendung [77].
So zum Beispiel fiir das Kondo-Gitter-Modell [54], ebenso wie fiir Halbleiter vom Typ
EuX (X=0, SE, TE) [89], Systeme mit lokalen magnetischen Momenten wie Gd, Tb oder

'Bei dem in der Einleitung motivierten Vorbild des Ladungstriger induzierten Magnetismus bei DMS
Systemen sind die mobilen Teilchen tatséchlich Locher. Fiir die weiteren Rechnungen spielt die Natur
der itineranten Ladungstréger allerdings keine Rolle.

*Mit Kette ist immer die Menge der lokalen Spins gemeint. Im Prinzip kénnte man das Lochband
der itineranten Spins auch als ,Kette* ansehen. Allerdings konnte diese Art der Beschreibung zu
irrefiihrenden Assoziationen mit spin ladder-Systemen fiihren.

3Entweder betrachtet man periodische Randbedingungen oder wahlt N hinreichend groR, so dass bei
der im n#chsten Kapitel beschriebenen Renormierung keine Probleme mit Randgliedern anfallen.

11
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Dy oder als Doppelaustausch-Modell |2, 123] bei Manganoxiden (z.B. La;_,Sr,MnO3)
zur Berechnung des sogenannten kolossalen Magnetowiderstandes und als Gittermodell
fiir das Verstandnis des Ferromagnetismus in (Ga,Mn)As [24, 25, 103, 122].

In den DMS vom (Ga,Mn)As-Typ ist die Dichte der freien Ladungstréger klein, da hier
die freien Locher entweder von Akzeptoren gebunden, von der Unordnung lokalisiert oder
von sogenannten antisite-Defekten gebunden werden [80]. Deswegen tritt kein Kondo Ef-
fekt auf [122].

Auch in dieser Arbeit wird immer angenommen, dass die Dichte der freien Ladungen
nicht zur Bildung einer ,Kondo-Wolke“ ausreicht, man sich also nicht im Kondo Regime
befindet.

2.1 Die 3 Terme des Modells

Der erste Term des Modells beschreibt die kinetische Energie der an der Kette entlang
HJhiipfenden® freien Ladungstréger im tight-binding Bild. Die Grofe der Hiipfmatrixele-
mente t; korrespondiert mit dem Abstand der Kettenglieder.

Sind 2 lokale Spins S; und S;;1 rdumlich nah beieinander, so ist auch der Uberlapp der
Wellenfunktion der itineranten Ladungstréiger gro® (s. Abbildung 2.1 rechts). Umgekehrt
fiihrt eine grofere raumliche Separation zu kleineren Werten fiir ¢;.

Abbildung 2.1: Skizze: Wechselwirkung zwischen lokalisierten Manganmomenten (rot)
und Lochern (griin). Die Wellenfunktion der Locher ist schematisch als
schraffierter Bereich gezeigt. Links bilden delokalisierte Locher [31, 32,
47, 83] eine Fermifliissigkeit. Rechts formen die Ladungstréiger ein fast
lokalisiertes tight-binding Band [9, 25].

Die Wechselwirkung zwischen dem Spin s eines mobilen Lochs und einem lokalen Moment
S; besteht nur lokal (siehe Abbildung 2.2) am jeweiligen Platz i der Kette. Dies driickt
sich im zweiten Term von (2.1) aus. Die Wechselwirkung sei antiferromagnetisch, also

Ji > 0Vi. (2.3)

Die Hiipf- oder Tunnelmatrixelemente t; sind hier ebenso zufillig wie die Kopplungs-
konstanten J;* und werden aus Verteilungsfunktionen gezogen, iiber die zunichst noch

“Die J; sind Zahlen und bilden im Gegensatz zum RKKY Modell eine diskretisierte Funktion.

12



2 Das Modell

nichts bekannt ist. Wegen des zentralen Grenzwertsatzes werden fiir praktische Rechnun-
gen haufig Gaufiverteilungen herangezogen, a priori kann man allerdings keine Aussagen
iiber die Gestalt und insbesondere iiber die Breite der Wahrscheinlichkeitsverteilungen
treffen. Auf die Rolle der Verteilungsfunktionen bei ungeordneten Systemen wird spéter
noch eingegangen werden (s. 3.2 und Kapitel 4).

Der letzte Teil des Hamilton Operators (2.1) beschreibt die Abstofung/Anziehung der
Stérke V;, wenn sich ein Loch einem bereits besetzten/freien Platz i der Kette néhert.
In Ermangelung eines etablierten deutschen Begriffs wird fiir diese lokal wirkenden Po-
tentiale der englische Begriff ,,on-site Energien” verwendet?®.

Urspriinglich war dieser Zusatz in einem moglichst einfachen, minimalen Modell gar nicht
vorgesehen. Die Einbringung von zufilligen on-site Energien erwies sich jedoch als not-
wendig, damit die Renormierungsprozedur geschlossen werden kann. Wie spéiter gezeigt
wird, bilden sich Terme o< cj.gcw wahrend der Renormierung, auch wenn man zu Beginn

der RG

V=0 Vi (2.4)

setzt. Diese lokalen Potentiale konnen positives oder negatives Vorzeichen haben.

Da sowohl die Coulomb-Abstofsung als auch die Grofe des Spins an den jeweiligen Ketten-
gliedern unterschiedlich sein kénnen, miissen nicht zwangslaufig identische, magnetische
Verunreinigungen vorliegen.

Im Rahmen dieser Arbeit betrachten wir nur die moglichen Spineinstellungen 1/2 und
—1/2 oder ;hoch“ und ,runter (Ising Spin). In realen Systemen, wie den in der Anfangs-
motivation eingebrachten DMS, sieht die Sache etwas komplizierter aus.

Die lokalen Mn2" besitzen den Spin S = 5/26 withrend die Locher des Akzeptorbandes
einen Spin F' = 3/2 besitzen und dementsprechend eine Spin-Spin-Wechselwirkung der
Form S - c;[mE mnCin haben [26].

Allerdings hat man es nicht unbedingt mit einzelnen Mn?*-Ionen zu tun. Numerische
und experimentelle Arbeiten [11] weisen darauf hin, dass die Manganionen eine Tendenz
zur Clusterbildung besitzen. Statt elementarer lonen kénnen sich schon bei endlicher
Temperatur Cluster gewisser Grofe gebildet haben, und die magnetische Ausrichtung
dieser Spin Cluster erzeugt dann die magnetische Ordnung [25]. Dies kann man auch in
einem Percolationsbild” schén visualisieren [85, 86] oder [25].

®Beispiele fiir Spin-Modelle mit zufilligen on-site Energien zum Studium von Unordnung finden sich in
[29, 46]oder [77].

®Eine Analyse einer Spinkette mit impurity Spin S = 5/2 findet man in [34].

"Percolation bedeutet in diesem Fall, dass endlich ausgedehnte Bereiche von orientierten Spins iiber-
lappen bis schliefilich das gesamte Gebiet spin-ausgerichtet ist.

13
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J:
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Abbildung 2.2:

Abbildung 2.3:

1—1 1 1+ 1

Ausschnitt der Spinkette mit magnetischen Momenten (grofe, rote Krei-
se) mit zufélligen Spin S; und mobilen Elektronen/Léchern (griine, kleine
Kreise) mit Spin s;. Letztere bewegen sich entlang der Kette und wechsel-
wirken an jedem Glied (gelbes Ovale) mit den lokalen Momenten. In der
Skizze liegen alle lokalen Momente dquidistant auseinander. Dies muss
bei einer realen Probe nicht der Fall sein. Ein groftes Hiipfmatrixelement
bedeutet nahe beieinander liegende Momente, wihrend ein kleines ¢ eine
grofse rdumliche Entfernung widerspiegelt. Des weiteren miissen die lo-
kalen Verunreinigungen in einer experimentellen Probe nicht alle gleich
sein. Da der absolute Wert S? in die Kopplungen J; absorbiert wurde und
die on-site Energien V; fiir jedes Kettenglied variieren kénnen (was durch
die verschiedenen Farbténe angedeutet werden soll) sind die einzelnen
Kettenglieder nicht identisch.

— < x & =5y

LN I | BN
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a a

Bildung von Manganclustern (Percolationsbild). Freie Ladungstriger
vermitteln innerhalb eines Radius (Bild b) eine magnetische Ordnung
zwischen lokalen Momenten (Pfeile). Beim Absenken der Temperatur be-
ginnen sich die gleich ausgerichteten Inseln zu iiberlappen (Bild ¢). Ab-
bildung von A. H. MacDonald et al aus [85] und online unter [86].
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Da die Verteilung der Ionen im Gitter zufillig ist, muss auch der Gesamtspin dieser
Cluster eine Zufallsgrofe sein.

Anstatt nun eine Wechselwirkung von Lochern mit zufélligen Spins zu beschreiben, wird
der absolute Wert des Spins in die Kopplungskonstante absorbiert und man arbeitet mit
zufilligen J;, anstelle von zufélligen Spins.

Im Laufe der Renormierungsgruppe werden die einzelnen Spins S; ohnehin zu Clustern
zusammengefiigt, so dass es keine Einschrinkung fiir den Fluss der Kopplungskonstanten
darstellt, gleich mit zufélligen Clustern, also zufélligen Kopplungen zu beginnen.

15



3 Renormierung

Die von Wilson [129, 130, 131] und Kadanoff [65] in die Festkorpertheorie eingebrachte
Renormierungsgruppe (RG) ist inzwischen ein unverzichtbares Werkzeug im Repertoire
des modernen Physikers geworden.

Eine ausfiihrliche Einleitung zur Theorie und Geschichte der RG von Kenneth Wilson
findet sich in [130], hier soll eine Kurzfassung geniigen.

3.1 Die Idee der Renormierung

In einem thermodynamischen System lassen sich alle Informationen durch die freie Ener-
gie F' bzw. die Zustandssumme Z bestimmen

1
“F=5inZ (3.1)
mit
Z=>_5p e~ kT , (3.2)

wobei Sp fiir die Spurbildung steht.

In praktisch allen Fallen ldsst sich F' nur ndherungsweise bestimmen, und auch die Be-
rechnung von Z ist in der Regel schwierig. Oft interessiert man sich jedoch gar nicht fiir
eine mikroskopisch exakte Beschreibung.

Wenn man beispielsweise einen Kristall mit Licht bestrahlt, konnen keine Strukturen
aufgelost werden, die kleiner als die halbe Wellenléinge A sind. Das externe Feld mittelt
iiber die mikroskopischen Details. Fiir die theoretische Beschreibung dieses Experiments
wiirde also eine effektive Hamiltonfunktion! ausreichen, die die Physik auf der durch \
gegebenen Langenskala beschreibt.

Statt der Lingen- kann man auch die Energieskala betrachten und nach dem Nieder-
energieverhalten eines Systems fragen (beispielsweise weil hohere Energiezustédnde keinen
grofen Einfluss auf den gerade interessierenden Aspekt haben). Dabei korrespondieren
hohe Energien mit kleinen Lingen?.

Aber wie kann man systematisch zu einem gegebenen Modell H einen effektiven Hamil-
ton Operator H’ konstruieren ?

Hier setzt nun die Theorie der Renormierungsgruppe an. Das typische Renormierungs-
schema besteht aus 2 Schritten

Tm spiter eingefiihrten Pfadintegralformalismus wird aus 7 eine klassische Hamiltonfunktion H.
2 Am einfachsten zu sehen bei Teilchen ohne Wechselwirkung wo fiir die EnergieF ~ k? gilt und fiir den
Impuls k ~ 1/1.
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e Anderung aller linearen Lingenskalen um einen konstanten Faktor b > 1.

e Ausintegration hochenergetischer Freiheitsgrade.

Diese Prozedur bzw. mehrfache Iteration des Renormierungsschemas liefert den im obi-
gen Beispiel angesprochenen effektiven Hamilton Operator H'. Die Renormierungsgruppe
liefert somit einen systematischen Zugang fiir typische niederenergetische Eigenschaften
(Infrarotverhalten) bzw. das Verhalten auf grofen Langenskalen (long wave length limit).

Da die RG trotz ihres Namens nur eine Halbgruppe darstellt, ist die Prozedur nicht ein-
deutig umkehrbar. Eine grofe Klasse von Systemen kann somit zum selben H’ fiihren.
Dies beobachtet man auch im Experiment. Viele mikroskopisch unterschiedliche Systeme
zeigen dasselbe Infrarotverhalten, was als Universalitidt bezeichnet wird.

Phasentiibergénge zweiter Ordnung sind das wohl beste physikalische Beispiel, bei denen
sich universales Verhalten in der Natur zeigt.

Viele Theorien lassen sich zu Universalititsklassen zusammenfassen. Charakteristisch
fiir die verschiedenen Klassen sind die so genannten kritischen Exponenten, die das uni-
versale Verhalten von thermodynamischen Gréfsen in der Ndhe des Phaseniibergangs
beschreiben. Entsprechend kann man mit diesen Exponenten diverse Phaseniibergénge
klassifizieren.

Ein Beispiel fiir einen kritischen Exponenten® ist das Verhalten der Korrelationslinge &

§(T) oc (T =Tc)" - (3.3)

Hierbei ist T die kritische Temperatur® und v der besagte kritische Exponent. Die Defini-
tion in Bezug auf die Temperatur ist in der Literatur beliebt, aber keineswegs notwendig.
Im Fall eines Quantenphaseniibergans (7' = 0) wird beispielsweise anstelle der Tempera-
tur ein geeigneter Kontrollparameter verwendet (s. Anhang ab Seite 93). Fiir das Modell
(2.1) wird das typische Skalenverhalten der Korrelationslédnge in Kapitel 4.6.2 berechnet.

Da bei mean field-Methoden Fluktuationen vernachléssigt werden, liefert die Renormie-
rungsgruppe in aller Regel bessere Vorhersagen fiir die kritischen Exponenten. Dariiber
hinaus kann man mittels Skalierungsiiberlegungen auch Beziehungen zwischen den Ex-
ponenten ableiten [17, 50], beispielsweise®

2—a=20+y=0p(6+1) (3.4)
2—a=dv. (3.5)

®Die Definition der in der Literatur iiblichen Exponenten findet man im Anhang auf Seite 93.
“Beispielsweise die Curie-Temperatur bei ferromagnetischen Systemen.
5Im Anhang D findet man die analytisch gewonnenen Zahlenwerte fiir das RTISM.
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Hierbei ist d die Dimension (in dieser Arbeit also d = 1), 3 ist der kritische Exponent
der longitudinalen Magnetisierung, « der Exponent der statischen Suszeptibilitét.

Aber nochmals zuriick zum Prinzip der Renormierung. Die Dezimierung oder ,, Ausdiin-
nung” der Freiheitsgrade fiihrt dazu, dass H’ (teilweise) iiber neue, sprich renormierte
Kopplungskonstanten K verfiigt

RG: K — K

R (3.6)

H{K}) = H{KY) .
Dabei unterscheiden sich H von H’ maximal durch eine additive Konstante. Eine solche
Konstante ist jedoch fiir alle anderen messbaren Grofen, die ja als Ableitung von In Z
geschrieben werden kdnnen, irrelevant. Es ist

HKL) = bH' (3.7)

mit K¢, = Kq/b.

Gleichung (3.7) ist die Renormierungsgruppen-Transformation.

In dieser Arbeit wird nicht mit der Linge sondern mit der Energiskala® gearbeitet. Be-
trachtet man die grofte Kopplung aus { K'} als Energie cut-off — kenntlich gemacht durch
den Index Q: K — und integriert {iber eine Energieschale { Kq , Ko —d2} (s. Abbildung
3.1), so erhilt man nach der Reskalierung der Energieskala den gesuchten, effektiven Ha-
milton Operator.

Die Anderung der Kopplungskonstanten mit der Energie (oder der Lingenskala), auf der
man das System beschreibt, enthélt dabei wichtige Informationen iiber das System. In
praktisch allen Féllen, bei denen das Spektrum keine endliche Energieliicke aufweist, 1asst
sich die Energie kontinuierlich dndern und man erhélt als Resultat der RG ein System
von Differentialgleichungen, die den so genannten Fluss der Kopplungen mit der Energie
beschreiben. Diese Gleichungen nennt man auch Flussgleichungen. Losen der Flussglei-
chungen bzw. Iteration der RG Transformation K — K fiihrt auf Fixpunkte im Raum
der Kopplungskonstanten. Diese Fixpunkte kann man mit den Phasen des Systems in
Beziehung setzen.

Am bekanntesten diirfte wohl das Beispiel des Ising Modells in einer Dimension sein.
Dort liefert die RG 2 Fixpunkte. Einer gehort zu 7" = oo und steht damit fiir die un-
geordnete, paramagnetische Phase. Der zweite Fixpunkt gehoért zu T = 0 und bezieht
sich damit auf die geordnete, ferromagnetische Phase. Der erste Fixpunkt ist stabil, der
zweite jedoch nicht, so dass fiir alle Fille aufter 7" = 0 das System unter der RG zu dem
Fixpunkt T' = oo strebt.

In manchen Fillen, beispielsweise bei einem ballistischen Propagator, skalieren Lingen- und Energie-
Skalen gleich. Allgemein muss dies nicht der Fall sein.
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Q Ny } @ A
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Dezimierung A Reskalierung

H({K}) H{K}) H({K})

Abbildung 3.1: Schematische Darstellung der Renormierung:Dezimierung und Reskalie-
rung. Eine Energieschale {Q2 , Q —dQ} wird ausintegriert (erster Schritt).
Um den neuen Hamilton Operator mit dem alten vergleichen zu kon-
nen, muss wieder auf die urspriingliche Energie reskaliert werden (zweiter
Schritt). Beides zusammen ergibt die RG Transformation RG : H — H'.

Fiir die weitere physikalische Diskussion der Fixpunkte wird auf die einschlégige Litera-
tur verwiesen.

Da in dieser Arbeit die Kopplungen zufillig sind, geht es hier primér um die Verteilungs-
funktionen und um deren Evolution unter der RG.

3.2 Ausintegration eines Kettengliedes

Da es sich bei (2.1) um ein System mit zufélligen Kopplungen handelt, interessieren vor
allem die Verteilungsfunktionen. Man erwartet, dass (2.1) einen quantenkritischen Punkt
aufweist. An diesem Punkt wird das System durch Kopplungskonstanten beschrieben,
die aus so genannten kritischen Verteilungen gezogen werden. Die Renormierungsgrup-
pen Methode wird benutzt, um letztendlich eine Differentialgleichung fiir diese kritischen
Verteilungen herzuleiten.

Dazu muss man zunéchst wissen, wie sich die Kopplungskonstanten dndern, wenn die
Energie des Modells (2.1) abgesenkt wird.

Da alle Kopplungskonstanten bei dem hier betrachteten Fall Realisierung einer Zufallsver-
teilung sind, &ndern sich bei jedem Schritt auch die Verteilungen. Von der urspriinglichen
Verteilung der Kopplungen des mikroskopischen Systems gelangt man am Fixpunkt zu
einer neuen, hier kritisch genannte Verteilung fiir jeden Typ von Kopplung.

Die grofste Energie des Systems bei jedem Renormierungsschritt wird in dieser Arbeit
mit Q bezeichnet. Die Anfangsenergie ist €2;.
Als Energieskala wird im weiteren Verlauf
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3 Renormierung

Q=1 (3.8)

gesetzt. Die ,laufende” Energieskala ist durch Q2 < Q) gegeben. Das bedeutet, dass bei
gegebener Energie ) alle Kopplungen” K < € sind, wobei

K € {ti,Vi,Ji} (3.9)

als Abkiirzung fiir die Kopplungskonstanten des Modells (2.1) benutzt wird.

Bei breiten Verteilungen (s. Abbildung 3.2) der Kopplungen, die in Zukunft vorausgesetzt
werden, ist bei jedem endlichen Kettenabschnitt die Wahrscheinlichkeit vernachléssigbar
klein, dass 2 Kopplungskonstanten gleich (2 sind. Diese grofen und damit seltenen Kopp-
lungen spielen also fiir die Renormierung eine besonders wichtige Rolle (s. 3.2.1), da sie
den cut-off bestimmen.

Im weitern Verlauf wird davon ausgegangen, dass genau eine Kopplung ¢;, J; oder V; in
einem gegebenen Ausschnitt der Kette den Wert (2 besitzt (vorausgesetzt dieser Fall tritt
{iberhaupt ein®!) und alle benachbarten K “s viel kleiner sind.

Ki=Q ;K <K (i#jv) (3.10)

Dies ist der entscheidende Punkt des hier verwendeten Renormierungsschemas!

Da alle anderen Kopplungen auf benachbarten Kettengliedern viel kleiner als K sind,
kann man diesen Abschnitt der Kette isoliert betrachten und stérungstheoretisch behan-
deln.

Es ist a priori nicht klar, ob die Annahme breiter Wahrscheinlichkeitsverteilungen ge-
rechtfertigt ist! Vielmehr muss man priifen, ob das Resultat mit dieser Anfangshypothese
vertraglich ist.

3.2.1 Seltene Ereignisse

Die Welt des Eindimensionalen unterscheidet sich in vielen Dingen stark von Riumen
hoéherer Dimension. Dies zeigt sich auch bei der hier verwendeten RG Prozedur, da diese
von seltenen Ereignissen dominiert wird.

Groke Kopplungen — was hohen Energien entspricht — sind selten® und liegen in den Aus-
ldufern der Zufallsverteilungen. Man kénnte deshalb annehmen, dass diese Kopplungen
keinen oder nur einen sehr geringen Einfluss auf die Physik des Systems haben. Dies ist
in einer Dimension nicht mehr richtig.

Wenn ein Kettenglied eine grofse Kopplung K tragt, kann diese nicht ,umgangen“ wer-
den. Die Locher kénnen ja nur von einem zum ndchsten Gitterplatz springen.

Bildlich gesprochen gibt es in einer Dimension keinen Platz um auszuweichen.

"Die Kopplungen haben alle die Dimension einer Energie.

8Da, groRe Kopplungen mit kleiner Wahrscheinlichkeit vorkommen, wird ein typischer Kettenabschnitt
nur Kopplungen K < 2 aufweisen.

9Unter der Annahme breiter Verteilungen.
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3 Renormierung

Wahrscheinlichkeit

P(K)dK

Q—-dQ Q

Ko
K

Abbildung 3.2: Die grofen, zu dezimierenden Kopplungen liegen in den Ausldufern der
Wahrscheinlichkeitsverteilungen (hier pauschal mit P bezeichnet). Nor-
malerweise wiirde man erwarten, dass diese seltenen Kopplungen keinen
wesentlichen Beitrag zu physikalisch zugénglichen Gréfsen liefern wiirden.
In eindimensionalen Systemen ist dies jedoch nicht der Fall. Da grofe
Kopplungen K ~ ) nur mit geringer Wahrscheinlichkeit vorkommen, ist
es praktisch ausgeschlossen, dass 2 Kopplungen der Groéfsenordnung €2
direkt benachbart in der Spinkette auftauchen.

Im Anhang D findet man unter D.1 mehr Informationen zu seltenen Ereignissen in Spin-
ketten.

3.3 Die Zustandssumme

Das betrachtete Modell (2.1) besteht aus einer Kette mit unendlich vielen (sehr vielen)
lokalen Spins. Zu jedem Glied i der Kette gehoren 3 Kopplungskonstanten:

e ein lokales Potential V'
e die lokale antiferromagnetische WW J mit dem Spin und den beweglichen Léchern

e das Hiipfmatrixelement ¢, welches den Gitterplatz mit seinem rechten Nachbarn
koppelt.

Falls nun ein Kettenabschnitt eine (und nach obigen Uberlegungen nur eine) Kopplung
der Grofenordnung K ~ (2 besitz, muss man 3 Félle unterscheiden

o V; =0 =Kq oder
e J,=Q = Kq oder

e 1, =0=Kqg
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3 Renormierung

Kq wird als Energie cut-off genommen und die dazugehdrenden Freiheitsgrade ausinte-
griert. Das heisst, dass zusammen mit der Kopplungskonstanten auch das entsprechende
Kettenglied ausintegriert bzw. dezimiert wird. Die Kette ist um eine Glied kiirzer. Im
Falle eines Hiipfmatrixelements werden 2 Kettenglieder simultan dezimiert.

Da die t;’s nur jeweils néchste Nachbarn verbinden, beeinflusst die Dezimierung des Glie-
des i nur die Glieder 7 — 1 und ¢ + 1 (beziehungsweise die Glieder i — 1 und i + 2, wenn
die Kopplung t; selbst ausintegriert wird).

Die zu den anderen Gliedern der Kette gehérenden Kopplungskonstanten werden von der
Dezimierung des i’ten Gliedes nicht beeinflusst, also nicht renormiert.

Das Schema der Dezimierung ist als Skizze auf Seite 24 (Renormierung von V; oder J;)
und Seite 29 (Renormierung von t;) zu finden.

Fiir die Integration der Hochenergiefreiheitsgrade empfiehlt sich die Darstellung der grof-
kanonischen Zustandssumme als Pfadintegral (s. Anhang A fiir Theorie und Definition
des Pfadintegralformalismus). Die Integration iiber die zu dezimierenden Freiheitsgrade
kann dann in allen 3 Féllen auf eine Gaufintegration zuriickgefithrt werden.

Der Hamilton Operator aus (2.1) mit 2 Typen von fermionischen Erzeugungs- und Ver-
nichtungsoperatoren fiir den lokalisierten Spin und das mobile Loch

H = H[C;[J,Qo-;a;ra,aio.} (311)

geht im Pfadintegral iiber in eine Hamilton Funktion

H = H[Eia"l}ia;giod)ia] . (3.12)

Falls nicht explizit nach Spin unterschieden wird, ist immer i{iber den Spinindex o =T, |
Zu summieren.

Die Fermifeldoperatoren der itineranten Ladungstriger {cj.g,cw} werden durch Grass-
mannfelder {1, ,, 1, }, die der lokalisierten Momente {aZTU, @i} durch {¢, ., ¢; ) ersetzt.
Die Eigenschaften von Grassmannzahlen und die benétigte Gaufidentitét fiir Grassmann-
felder sind im Anhang B aufgelistet.

In dieser Arbeit wird der Pfadintegralformalismus fiir imaginére Zeiten |78, 88, 123|
verwendet, alle Felder erhalten deswegen noch einen Index 7 fiir die Abhéngigkeit von
der rein imaginéren ,Zeit"

T=1it. (3.13)
Die Zustandssumme Z als Pfadintegral ist nach Anhang A

zZ = /D[Eicﬂwia]D[aiavd)ia] e_A[EiGd)ioaigd)iG] (314)
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3 Renormierung

mit der Wirkung!®

L g . .
Ay Vo io bio) = = [ dr S {0l (=004 1) 5y + 30, (<0 + s) 00, -
8,0 3.15

+ H s 61 ¢iTa]} .

Der Hamilton Operator (2.1) als Funktion der Grassmannvariablen ist ausgeschrieben

H [ai‘raw[a; aiﬁra ¢iTa] = Z Vi EiTa iTcr+
o JZ (EiTa gz wiTo')(aiTa QZ ¢iTa>+ (316)
ti (0016 + hoc) -

Zu beachten ist dabei, dass das ,chemische Potential“ pg rein imaginér ist (siehe Anhang
A.3). In den folgenden Unterkapiteln werden die renormierten Kopplungskonstanten her-
geleitet.

e Die Dezimierung einer on-site Energie kann direkt mittels Gaubintegration durch-
gefiihrt werden.

e Darauf folgt die Dezimierung eines Hiipfmatrixelements. Hier miissen 2 Kettenglie-
der simultan betrachtet werden. Durch eine Koordinatentransformation wird das
Problem wieder auf die Dezimierung eines Kettengliedes zuriickgefiihrt. Die weitere
Rechnung ist damit analog zum ersten Fall.

e Fiir die Integration eines J; miissen die Freiheitsgrade fiir die durch ¢; und q;
beschriebenenen Teilchen erst mittels Hilfsfeldern entkoppelt werden, bevor das
entsprechende Kettenglied ausintegriert wird. Die eigentliche Schwierigkeit besteht
dann in der Bestimmung dieser Hilfsfelder.

Englisch A fiir Action
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3 Renormierung

3.4 Renormierung von V

ti—o ti—1 t; tit1

e Y e Y - N

o )& o o -

1+ 1 1+ 2

- —®

j—2 j—1 J J+1

Abbildung 3.3: Schematische Darstellung der Renormierung der Kette (1): Das i’te Glied
der Kette (rot durchgestrichen) besitzt lokal die grokte Kopplungskon-
stante J; =  oder V; = Q (nicht eingezeichnet), die damit zum Energie
cut-off wird. Nach der Integration der entsprechenden Freiheitsgrade be-
sitzt die Kette ein Glied weniger und wird neu durchnummeriert. Die
Kettenglieder ganz links und ganz rechts im Ausschnitt (untereres Bild)
sind von diesem Renormierungschritt nicht beeinflusst worden. Die Glie-
der j und j — 1 (griin/Zackenmuster) werden durch ein neues Hiipfma-
trixelement miteinander gekoppelt und tragen renormierte Gréfen fiir
Vi = VZ+1 und V;_1 = V_1

Die Renormierung eines lokalen Potentials ist am einfachsten auszufiihren.

Sei also
Kqo=|Vi| =

die vom Betrag her grosste Kopplung. Da nur Nachst-Nachbar-Kopplung vorliegt, miissen
in der Zustandssumme (3.14) nur die Anteile mit Index 7 und ¢ & 1 betrachtet werden:

Zi_l’i7i+1 - /D[Ei‘r—la ¢z‘r—1 0’] D[az“r—lv (sz 10] W)za wza] [52'7-0 ¢iTa]

D[E;;LIU ¢1T+1 G’] D[azlla qbl:Ll O']
% e_A[Einlo'wiilo-aiflo¢»L'T710-] (3.17)

X efA[EiTa Tl’fd 61’7—0 d)iTo—]

—T —-T
X e_A[¢i+lo'¢i7:|»lo'¢i+lo ¢'L7:|»10'] .

24



3 Renormierung

Die Wirkung im Exponenten von (3.17) enthélt die 11 Terme

Vi1o (=0r + W) U1 5 + b1 (—0r + p5) 11, (3.18)
e (=0 Wb, b, (=0-+us) b, (3.19)
10 (—0r + ) V1o + G160 (—0r + 115) D114 (3.20)
Vi1 91601 (3:21)
—Q 9, s (3.22)
~Vir1 ¥i10%i10 (3.23)
—Ji-1 @;—1an l/)iT—la)(aiT—laQZ bit10) ( )
—Ji (E;—a oF iy ) (%Tg o dis ) ( )
—Jitl @icrlagz sz)iif—lcr)(a;-lagz bi_15) ( )
—ti1 (P10 + 0l ) (3.27)
—ti (Vi + Yigtilin,) - (3.28)
Fiir die zu dezimierende Kopplung wurde schon 2 als Energie cut-off eingesetzt.

Die 2 Terme (3.22) und (3.25) kann man zusammenfassen und 2 ausklammern. Nach
Spineinstellung aufgeldst gibt dies

—_T Ji—T
QT/%TT/%TT <1 - —¢ia a® ¢iTa>
(3.29)
szlwzl <1+ ¢7,0'— 7,0) :

Wegen > J; ist auch 1 > % Die Terme in Klammern in (3.29) sind deshalb in guter
Néherung gleich eins.

Der Freiheitsgrad von den lokalen Momenten ¢, ,, ¢, . entkoppelt in dieser Néiherung von
den Feldern der beweglichen Licher, und man muss fiir die weitere Rechnung nur die von
den Feldern 1, , und v, abhiéingenden Terme in (3 18) — (3 28) mitnehmen.

Vom Pfadintegral (3. 17) werden die 4 Felder wm,w RN | und ;| ausintegriert. Eine
explizite Spinaufschliisselung ist in diesem Abschnitt mcht mehr not1g.

Das zu berechnende Integral ist quadratisch in 1);. Zur besseren Ubersicht wird nur der
interessierende Teil niedergeschrieben:

25



3 Renormierung

X e’QE;f Vi

o o timt B 1T 4Dy )=t (Bl o0, 4B o1 o) } (3.30)
- / D], i) el 4 Tio {9l (~0rtu= 2w,

o o tiot B BT, AP T3 )i D1 V7, 0001 o)}

Dieses Integral kann exakt mittels GauRintegration fiir Grassmanvariablen gelost werden.
Die benotigte Formel lautet

/zmmhmm—ﬁ4n+ﬁu+vm:umuéwmpwérnq

(3.31)
=exp [FA v +1In(det(4))] .
Der Vergleich von (3.31) mit (3.30) gibt die Identifizierung!!
=4 (3.32)
n="vYis (3.33)
V=—tthi 1, — tic1®i 14 (3.34)
v=—tiVii1, — tic1¥ 1, (3.35)
A= (0r —p+Q)id, . (3.36)

In diesem Fall ist die Matrix A diagonal. Da A einen Differentialoperator enthélt, wird
eine Fouriertransformation bzgl. 7 durchgefiihrt, um 9, durch seine Eigenwerte ersetzen
zu koénnen.

Die Matrix A erhélt so die Form

Alwn) = (—iton — 1+ ) | (3.37)

Dabei sind wy, = Z2tY7T die fermionischen Matsubarafrequenzen (s. Anhang A.4).

Die inverse Matrix ist somit einfach

A‘1:;
—iwnp — pu+

(3.38)

1id, ist die Einheitsmatrix im R?. Da Matrizen durch einen Unterstrich eindeutig gekennzeichnet sind,
wird id, im folgenden weggelassen.
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3 Renormierung
und nach (3.31) ergibt sich fiir das Integral Z;!2

Z = eﬁéfl(wn) v+In(det(A(wn)))

6(7tiaiﬁl *tiflaiw—nl o') m (*tz"l/f;;n —ti19, g)+ln(det(é(wn)))

_ In(det(A(wn)) (3.39)
2 —wn wn

% em(wi+lawi+lv) (3.40)
t7.271 L en wn,

% em(wi—ldwi—lo’) (3.41)

o o Ti (B v AT U ) (3.42)

Die Summe iiber n wurde der besseren Ubersicht wegen unterdriickt. Da sich diese Sum-
me allerdings auch iiber det(A) erstreckt, wurde sie als In(det(A)) in den Exponenten
geschrieben.

Die Grofe det(A(wy,))) hingt nicht mehr von den dynamischen Variablen v; oder ¢; ab
und ist in diesem Sinne eine Konstante, die nach der Bemerkung auf Seite 18 ignoriert
werden kann'?.

Interessant sind die 3 Terme (3.40-3.42), die die renormierten Kopplungen darstellen.
In (3.40) findet man die neue on-site Energie fiir Glied 7 + 1 und in (3.41) jene fiir Glied
i—1. Zeile (3.42) ist ein neues Hiipfmatrixelement zwischen den Kettengliedern ¢ — 1 und
i+ 1, die nach der Dezimierung von Glied 7 nun ja benachbart sind.

Dies sieht man noch deutlicher, wenn man die Hamiltonfunktion nach der Integration
nochmals explizit niederschreibt.

Man beachte das Minuszeichen vor der Hamiltonfunktion bei der Definition des Pfadin-
tegrals (3.15).

—Hi1,im1 = —Vier i o
Vi 0100
—Ji—1 (Eiw—nl Yol Ul a)@zw—nl O PN )
—Jit1 (V10 & U1 ) (G 6 2 671,
Lt (Fnven,) (3.43)
Zion — 0 \VimteVicle

i —wn
+m <¢i+1 awi‘il g')

ti—1t;

— Wn, n T Wn n
m <¢i+1 cUI o U awiﬁ-l a) .
n

?Diesmal wird Z; im Frequenzraum angegeben, aber formal #ndert sich nichts, bis auf die Ersetzung

Jdrf(r) = 32, f(wn).

3Die explizite Berechnung der Determinante ist nur im Abschnitt 3.6.1 nétig.
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3 Renormierung

Die ersten 4 Terme sind (3.21), (3.23), (3.24) und (3.26) aus dem Exponenten von (3.17),
die letzten 3 Terme sind das Ergebnis der Integration der Felder ; (3.40-3.42).

Zusammengefasst steht also in der Hamiltonfunktion

—LLi41,4—1 = — H"‘Q

—iWy —

Viei —
t2
i+1 —

M+Q)

( — Wy, —
—J; on

Wn,

i+1 (¢,+1 Yo @Z’H_l ) (¢z‘+1 g

tioiti

—iwpy, — 1+

—wn

¢i+la

>¢z 10'1/12 lo

Wn,

i+1lo
(3.44)

i— 1<1/}1 1U—Z¢z 10)(@251,1022(,1);:?10)

: iw—nl 0')

<¢z+1 awz lo +Ezw—nl Uwiﬁnl o) .

Die renormierten /neuen Kopplungen (bezeichnet mit einer Tilde) kann man somit direkt

ablesen:

+2
Vit1 =Vis1 a0 uj) -
n
- t2
Vier =Vi1 — Q Zw p
i, —
- ti—1t;
t=— -
Q—iw, —

Fiir den Fall eines halb gefiillten Loch-Bandes (u =
Q > w, hat man

(3.45)

0) und mit der Annahme, dass

v 2
Jj= i+l T
Vioi= Vi — i
j—1 = i—1 Q
g _ ti—1t;
tj-1= Q

(3.46)

(3.47)
(3.48)

J

Hier wurde auf der linken Seite eine Neunummerierung (Laufindex i — j) der Kette

gem#f Abbildung (3.3) durchgefiihrt.
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3 Renormierung

3.5 Renormierung von t;

ti—1 t; tiv1

1 142

Jj—1 J

Abbildung 3.4: Schematische Darstellung der Renormierung der Kette (2): Diesmal soll
Q =t; gelten. 2 Glieder werden simultan dezimiert.

Sei nun

Q =t

Da das Hiipfmatrixelement 2 Kettenglieder miteinander koppelt, werden bei der De-
zimierung von t; gleich 2 Sitze von Grassmanfeldern {t;,,% } und {E;lg,@biﬁrlg}
ausintegriert.

Es ist deshalb zweckméfig neue Grassmanvariablen einzufiithren. Im Hinblick auf die
Gaufintegration werden die neuen Variablen mit n bezeichnet. Es sei

o ‘I'E'Tl =1y,
z: ’L:— o B TO' (349)
Vig+¥iie =10
und
EiTU - E;lo = ﬁZTU
. ZT ] (3.50)
Ve —Vitio = Mo -
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3 Renormierung

Die inverse Transformation ist

. 1, _
1/}1'0 = §(nf0 + 7727-0)
B 1 (3.51)
1/1i+1a = i(ﬁfa - ﬁQTU)
und
T _l T T
io0 9 (7710 + 7720)
1 (3.52)
i:—la = 9 (7710 7727—0) .
In diesen neuen Variablen lautet das ¢;-Hiipfmatrixelement
- T T - T 1 1 T T 1 —T —T 1 T T
QWioii1e + Viv10¥%i,) = Q(g Mo +T50) 5 ~(ny —13s) + 5(7710 - 7720)5(7710 + 7720)>

T

(oMo — N33 0)

9 =1 0\ (n{,
2 0 1) \ny)

(3.53)
Die in {%,,%,} quadratischen Terme sind
o T T 1 —T =T 1 T T
¢io‘¢io :Q (7’10 + 7720)5 (7710 =+ 7720)
1 _ _ _ _
:Z (7717-07717-0' + 7727-0'7727-0' + 77170'77270 + 77270'7717-0') (354)
1 <ﬁfa> (1 1) (nﬂ;)
4\3,) \1 1) \n3,
und
—T - 1 T —T 1 T T
Vit16Vit1o =3 (Mo +735) 3 (16 +135)
L, _ _ _ _
:Z (7717-0'7717-0 + 7727-077270 - 7717077270' - 775-07717-0) (355)

1 (ﬁﬁ) ( 11 > <77fg>
4\n3,) \-1 =1)\n3,)

Die bzgl. {¢],,%] 1.} relevanten Terme in der Wirkung konnen wie folgt geschrieben
werden
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3 Renormierung

-4

) 7 o At )
1/]2':10 —Q

_87' + - ‘/; - JZ— (e iT o
& o SR 1 (3.56)
—ti1 (wiqai/ffa + %01/%110)

S .
— tit2 (T/)Hz oVit1o T Vit 0%‘120)

mit Jig = Ji(0; 150" 6]1,).
Es wird noch folgende Abkiirzung eingefiihrt

xz:_87+ _%_Jia
s (3.57)
Tig1=—0r +pu—Vig1 — Jic1s .

Der erste Summand in (3.56) wird mit (3.53), (3.54) und (3.55) umgeformt

T ZitTit1 _ Q ZTitTit1 no
rar = () (Tt el o) (U) 3.58
e (7750 e e S VA (3.55)

Die Matrix ist symmetrisch und die Diagonalterme unterscheiden sich nur im Vorzeichen
des letzten Summanden.

Da 2 die dominierende Skala ist, gilt fiir die Matrix aus (3.58) néherungsweise

Y Ti+Tiq1
~ 2 4
A~ (IMM : ) . (3.59)
4 2

Die inverse Matrix ist!?

Q Ti+Tit1
A—l _ 4 ( 2 4 )
= z2—a2 Ti—Tiy1 Q
Q- \T7 - T2
4 Q Ti+Tiqq
~— 2 1 (3.60)
02\ ZizZita _ 0
4 2
( O )

und somit diagonal, da alle Terme é in guter Ndherung zu Null gesetzt wurden.
Die Hiipfmatrixelemente zu den benachbarten Kettengliedern ¢ — 1 und ¢ + 2 sind

O QDo

Qo

Da z; und x; 1, den Differentialoperator &, enthalten miifite wieder ins Frequenzbild gewechselt werden,
um die inverse Matrix zu berechnen. Da sich in der unten angewandten Nidherung die Terme mit x

sowieso herauskiirzen beldsst man es beim Zeitbild. Die interessierenden Kopplungskonstanten werden
von den Fouriertransformationen onehin nicht beeinflusst.
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3 Renormierung

— li- 1( i—lo¥io +¢}zo i— 10)
tiss (Plraotiino + Divi aliac ) (3.61)

=MV T3,V T VN5 + V3N,

mit

e % (tz 10 14+ tz+1¢z+20)

v = % (tic1¥ 1o + tis1¥0,) (3.6
vy = % (tz 1014 — ti+1E¢T+20> |
vy = % (i1l 1, — ti1¥ia,) -

Damit ergibt die Gaufintegration von (3.56) den Ausdruck

2,1, 1, 1 . .
<4tz 177Z)z lo lea+ 4tz+1wz+20 i7——|—20+Ztiflti%*l[wi—lawi:ﬁg+¢i+20 iT—la])

2 1 1 1 —T —T
_§< 4 z—lwz la¢z lo + 4tz+1¢i+20¢i7——|—20 - Ztiflti+1[wi—l aw;——&-Zcf + ¢i+20’¢i7——1 a'])

t —1t+1 — T —T
= %[%71 oVit2o T Viv2oVis1s) -
(3.63)

Die Beitrige zu den on-site Energien fiir die Plédtze ¢ — 1 und ¢ + 2 heben sich gegensei-
tig genau auf. Der Term in den eckigen Klammern ist das neue Hiipfmatrixelement von
Kettenglied ¢ — 1 nach ¢ + 2 und hat dieselbe Struktur wie bei der Renormierung von V;
im letzten Abschnitt (s. (3.48)).

- bk
= -2l (3.64)
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3 Renormierung

3.6 Renormierung von J;

Es bleibt nun nur noch der Fall iibrig, bei dem die lokal grofte Kopplung durch

Ji=Q

gegeben ist. Der Term (3.24) im Exponenten von Z;_1 ; ;11

—Ji (Ez?-a o wiTa) (EZ‘TO' o ¢z‘7—a) (365)
ist nicht quadratisch in den Grassmanfeldern und kann deshalb nicht mit Hilfe von (3.31)
integriert werden. Durch Einfiihren von Quellen- bzw. Hilfsfeldern kann man die Varia-
blen fiir lokalisierten Spin und Lochspin jedoch entkoppeln. Dies geschieht mit Hilfe der
Hubbard Stratonovitch Transformation, die nichts anderes als eine Gaubintegration ist.
Dazu wird Gleichung (3.31) von rechts nach links gelesen.

exp [TA ' v] = /D[ﬁn] exp[-TAn+7v+on+Indet A7) . (3.66)
In Matrixnotation hat der Term (3.24) die Gestalt
. ., Birtbir — Bi 0, ( 0 _Q/?> Bt — B b,
T F TN =0 T oFer ) = | DT T Zil e AR AR AR LA ]
(/(/}ZO'_ ww)( )(‘bza— ¢Z0') <¢1T¢ZT_¢1L¢Zl _Q/2 0 (szqblT_(ﬁzlgbzl
In der Notation von (3.66) gilt damit die Identifizierung

n = @m@bm - @u%‘l (3-67)
vy = %dm - %cm (3.68)
= (Z;) (3.69)
_ Q70 1

Alz—EQ 0. (3.70)

Damit kann man in der Zustandssumme Z;_;; ;1 den Term (3.24) mittels der neuen
Hilfsfelder umschreiben. Die Hilfsfelder n und 7 miissen am Schluss noch geeignet be-
stimmt werden.

Die Terme 7171 und 7,71 im Exponenten ergeben zusammengefasst'®

EiT(_ﬁl - m)% +@u(ﬁ1 + 771)@7;14‘
%(—m - m)% +$u(ﬁ1 + 771)5@ .

5Der Vorzeichenwechsel liegt an der Antivertauschung der Grassmanvariablen.

(3.71)
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3 Renormierung

Die relevanten Terme in Z;_1; ;41 sind damit

[ DD D, 1D, 07,) el i (B0 i E ot o
« e~ TAN++Tn+indet A~
% e Viviohl,
% e tim1 Pt o +Pi 01 )
s ot LBl o0l ) }

| PmaDEs, v DG, o7 el L)
¥t (=)W 1+ | (T+m)i; |
w @it (CT=m)di 1 +; | (Ta+m)e, |
 e¥io(—Ot) U7+ o (=0 +is) 7,
w e Vitioti,
e~ tim1 (i1 o701 )
w ot BioWiiy oo )
o glndet A1}

Fast man nun alle in ; quadratischen Grofen in einer Matrix zusammen, steht im
Exponenten von Z;_1 ;;+1 der Ausdruck

i\ (O +pu—Vi—m - 0 N
@TT + p T — M ) i) (3.72)
Vs 0 =0 +p—=Vi+m +m) \&)

Wie man sieht, unterscheiden sich diesmal die beiden Spinkomponenten im Vorzeichen
von 7.

Analog bestimmt man den Anteil mit den Feldern ¢,

5iT —0r + 1S — T3 — M2 0 iTT (3 73)
b\ 0 —0r + ps + Mg + M2 ) '

In dieser Form konnen die Felder v, ,%,, und @,,,¢,, wie im vorangegangenen Ab-
schnitt ausintegriert werden, wobei wieder vom Zeit- ins Frequenzbild gewechselt wird.
Da 7 als Variablenname schon vergeben ist, wird fiir die Gaufkintegration diesmal folgende
Notation benutzt
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3 Renormierung

[ P expl=x 4y + 356 + G ] = det(4y) exp (G4 G )

Die Felder ,, und v, gehoren zu j = 1, die Felder ¢;, und ¢, gehéren zu j = 2.

— EZ z’T
X1 = <—TT X1 = TT

0 —lwn —p+Vi—Tp —m

¢ = i1t + it 1y ¢ Gl iy
I - 1=
tithiyy | o tilg ) Tt

Das Ergebnis der Integration ist analog zu der Renormierung von V; Man erhélt renor-
mierte Kopplungen geméf (3.45), wenn man dort Q@ = V; durch V; + (; + 1) bzw.
Vi — (71 + m) ersetzt.

o= o=
Vi1 =Vig1 — t Vit1 =Vig1 — t (3.76)
Vit (M +m) — iwn — p Vi—(m +m) —iwn, —
- t 4 - t 4
o e S ) —wwe = T T ) — i 07D
P _ ti—1t; Fo_ ti—1t; ‘
Vi+ (M +m) —iwn — p Vi— (M +m) —iwp — p

(3.78)

Die Integration der Felder ¢,, und ¢, , liefert keinen Beitrag zu den Kopplungen, nur im
Exponenten die Determinante von

L <—7jwn — ps + 7y + 10 0 ) (3.79)
= 0 —iwn, — fus — Ty = 12

3.6.1 Bestimmung der Hilfsfelder

Die noch offene Frage ist, wie die Hilfsfelder vom cut-off J; = ) abhéngen. Die Hilfsfelder
selbst zu integrieren ist nicht analytisch moglich, allerdings auch gar nicht notwendig,
da nur interessiert, wie die renormierten Kopplungen (3.76)-(3.78) von dem cut-off
abhingen. Da die renormierten Kopplungen (3.76)-(3.78) dieselbe Struktur haben'® wie
im Fall (3.48), ist zu erwarten, dass

"®Was nicht iiberraschend ist, da in beiden Fillen genau ein Kettenglied dezimiert wird.
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3 Renormierung

m=m x (3.80)

gilt. Wegen (3.69), muss dariiber hinaus auch noch 77 = 7 gelten. Dies gilt es nun zu
iiberpriifen.

Nach der Integration der Felder v, , und Y, . sowie ¢;, und ¢;, verbleiben in der Zu-
standssumme folgende von 7 abhéngige Faktoren

z, - /D[WWI]D[WUZ] oL i {2 (Arm2+imm ) (3.81)
o wlﬁT(W) Yidin (3.82)
o eom Vit W) i1 (3.83)
e wf’h(m)% 11 (3.84)
S B (v ) (3.85)
e Tn Ve e (P v A e ) (3.86)
e Tn v (i e B e ) (3.87)
« gm0 [det(él)det(AQ)}} (3.88)
mit
In [ det(A;) det(4,)] = (3.89)

In [(—iwn — g+ Vi + 71 +m) (—iwn — p+ Vi =T — ) (—iwn — pus + 72 + 12) (—iwn — pis + 72+ n2)] -

Mit Z in obiger Form ist auch die freie Energie F' eine Funktion der Hilfsfelder F' = F'[n).
Um die Q-Abhéngigkeit der Hilfsfelder bestimmen zu kénnen, muss man eine geeignete,
physikalisch sinnvolle Zusatzbedingung stellen. Man fordert, dass die Quellenfelder die
freie Energie minimieren:

0ln Fn; 01n F[7;
0Pl _ o g OED (3.90)

07; o7
Die Variation nach 73 und 79 ist am einfachsten auszufithren, da nur der erste Term
(3.81) und der letzte Term (3.88) in Z, von diesen Hilfsgréfien abhéngen. Zunéchst muss
das Produkt der Determinanten noch geeignet umgeschrieben werden.

Fiir nur einen fermionischen Freiheitsgrad ohne Quellenfelder gilt

# _ /D 6 [ dmp(0r—p)y _ elndet(@,— B anndet(—iwn—u) _ (391)
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3 Renormierung

Die Summe iiber die fermionischen Matsubarafrequenzen muss geeignet regularisiert wer-
den. Im Kontinuumslimes ergibt sich [70]

Z,, = 2cosh(Bu/2) . (3.92)

Was sich von dem klassischem Ergebnis

2L gt e

_ eln (E_BT“(EBTMJre_BTM)) _ eln (6_%&2C08h(ﬁu/2)) (393)
_ e*%ﬁ+ln2cosh(ﬁu/2)

um einen Energieshift unterscheidet. Somit lasst sich (3.89) schreiben als

In [16 cosh(fB(pn—Vi =11 —n1)/2)cosh(B(p—Vi+71 +m)/2)

3.94
cosh(3 (us — T2 — 12)/2) cosh(B (s + T2 + 12)/2)] - (3.94)
Beziiglich 772 und 72 hat (3.81) die Form
2,~ [ Dl Dimne) exp { g (o -+ 7m) + f(5m)
= X _— y
n mm 2 M2 p 9) mn2 + N2m n,m (3'95)

+In[g(77, m) cosh(B (us — 7z — 12)/2) cosh(B (s + 73 + n2)/2)] } -

Dabei wurden die von 77 + 71 abhéngigen Terme im Exponenten von (3.82) bis (3.87)
mit pauschal mit f(71,71) abgekiirzt und ¢(71, 1) steht fiir die von 77 + 1, abhéngenden
Faktoren in (3.89). Zur besseren Ubersicht wird noch

cosh. (M2 + n2) = coshi (8 (us £ (M2 +12))/2)

sinh (72 + n2) = sinh+ (8 (us £ (72 +12))/2) (3.96)
_ _ coshy (7 + 12)

tanh (72 + m2) = Sinb (7 + 1)

definiert.
Damit gibt die Variation nach 73
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3 Renormierung

02y _
o
/D[ﬁm]D[ﬁnz] exp{...}
2
X [5771—1-
g(mr,m1) (cosh_ (72 + 1) sinhy (772 + 12) 8/2 + sinh_ (72 + n2) cosh (72 + 12) (—3/2)) }
g(M1,m) cosh— (M2 + n2) cosh (M2 + 72)

/D[mm] D[mzms) exp{...}

x%m+mﬂmm4%+w—mm4%+mﬂ

=0.
(3.97)
Die Variation nach 79 folgt analog
02,
on2
D[nim] D[z e
2
x [ ST+ B/2 (tanhy (7 + m2) — tanh (75 + m2)) |
=0.
Die Bedingungen sind erfiillt fiir
Q _ _
m = E(tanh_(ng + 12) — tanh (72 + n2)) 3/2 (3.99)
Q
= 5 (tanh_ (7 + 1) — tanhy (72 + 1)) 5/2. (3.100)
Wie erwartet gilt also 77 = ;.
7 +m = Q(tanh_(7z + n2) — tanhy (72 + 72)) 5/2. (3.101)
Da die Funktion tanh auf (—1,1) beschréinkt ist, gilt weiterhin
m=m(Q) xQ. (3.102)
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3 Renormierung
Eine genauere Untersuchung'’ gibt

n+m=a (3.103)
und damit fiir (3.76)-(3.78) das Ergebnis

o=1 o=
- 2 - 2
1 =Ving — = g =V — = 104
Vit =Vin — Vi1 =Vit1 — —g (3.104)
- 2, - 2,
i1 =Vie1 — —= i1 =Vi1 — — 1
Vier=Vie1— - Vier=Vioi— —5 (3.105)

Dabei wurden wieder alle Grofen im Nenner gegen {2 vernachléssigt. Die neuen Hiipf-
matrixelemente haben wieder die Form wie in (3.48) und (3.64).

Die analytischen Beziehungen zwischen alten und neuen Kopplungen (3.45) sind das
Endresultat dieses Kapitels. Das néchste Kapitel beschéftigt sich mit den dazugehorigen
Verteilungsfunktionen.

"Da die renormierten Kopplungen nur von 77, und 7; abhsingen, ist die explizite Energieabhiingigkeit
von 7], und 72 hier nicht von Interesse.
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4 Die kritischen Verteilungen

Im vorangegangenen Kapitel wurde hergeleitet, wie die renormierten Kopplungen {f( }
von den urspriinglichen Kopplungen { K'} abhéngen. Bei gegebenen Kopplungskonstanten
wiirde nun das RG-Verfahren iteriert und die Abbildung

RG:{K} — {K} (4.1)

auf Fixpunkte untersucht werden.

Im vorliegenden Fall sind die Kopplungen zuféllig. Der physikalisch relevante Punkt sind
deshalb nicht die Kopplungen selbst, sondern deren Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Ent-
sprechend interessiert man sich fiir einen Fixpunkt im Raum der normierten Verteilungs-
funktionen.

Da man die Anderung der Kopplungen mit der Energieskala kennt, kann man auch die
Anderung — den Fluss — der dazugehérenden Verteilungen berechnen.

In diesem Kapitel werden die Differentialgleichungen abgeleitet, die den Fluss der Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen beschreiben.

Die Evolution der Kopplungen (3.48), (3.64) und (3.76)-(3.78) wird in diese Gleichungen
eingehen. Die Losungen dieser Differentialgleichungen stellen die schon angesprochenen
kritischen Verteilungsfunktionen dar, mit denen physikalische Eigenschaften der Spinket-
te in der Umgebung des kritischen Punktes berechnet werden konnen.

Als Anwendung folgt die Bestimmung der Spin-Spin-Korrelation im néchsten Kapitel.

4.1 Notation

Es ist in der Literatur {iblich und zum Rechnen auferordentlich praktisch, dimensions-
lose Groken zu verwenden. Die Struktur der renormierten ¢'s ! legt es auferdem nahe,
logarithmische Grofen zu benutzen.

Die im folgenden verwendete Notation ist

I'= In(Y) (4.2)
= In(9) (4.3)
5= In(9) (4.4)
p= & (4.5)

Tm weiteren Verlauf werden die t’s positiv gewihlt.
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4 Die kritischen Verteilungen

Damit sind I', @ und § positive Grofen.
Durch die RG wird die Energie des Systems schrittweise abgesenkt, die logarithmische
Energieskala wichst hingegen an. Sie beginnt per Definition bei I' = 0.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der jeweiligen Kopplungen J, t und V werden mit
den Buchstaben P, R und () bezeichnet,also

P =P(aT) (4.6)
R = R(5,T;l) (4.7)

wobei die Verteilung der Hiipfmatrixelemente Informationen iiber die Lénge [ — sprich
den Abstand zweier lokaler Spins S — enthalt.

Das Ereignis, dass auf der momentanen Energieskala eine Kopplung die Energie (2 besitzt,
ist durch

Py= P(0,T) (4.9)
Ro= R(0,T) (4.10)
Q= Q(,T) (4.11)
Q1= Q(-1,T1) (4.12)

gegeben. Da p keine logarithmische Variable ist, kann sie im Gegensatz zu den anderen
auch negative Werte annehmen.

Bei jedem Schritt der Renormierung dndern sich die Kopplungen und damit ihre Ver-
teilungsfunktionen. Wenn f allgemein eine solche Wahrscheinlichkeitsverteilung darstellt
(f = P,Q oder R), dann gilt fiir die Anderung von f mit der Energie?

a _
ar

e der Anteil von Kopplungen, die bei der Renormierung dezimiert werden (und in
die renormierten Kopplungen eingehen),

e der Anteil von Kopplungen, die bei der Renormierung neu gebildet werden und

e die Kompensation der Kopplungen, die effektiv verloren gingen.

Der letzte Punkt trégt dafiir Sorge, dass auch die kritischen Verteilungen richtig normiert
sind, sonst wiirde Normierung ,verloren gehen® .

*Die Integration von Kopplungen aus einer Energieschale {Q,Q — dQ} entspricht der Anderung der
Verteilung beim Schritt von I" nach I' 4 dI'.
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4 Die kritischen Verteilungen

Die Differentialgleichungen fiir P, R und ) werden im folgenden aufgestellt. Die funk-
tionale Form der Losung wird dabei von der anfangs gegebenen Verteilung abhingen
[18, 19]. Als in Frage kommende Kandidaten fiir die urspriinglichen Wahrscheinlichkeits-
verteilungen (auf der Skala Q2 = ;) werden hierbei nur Exponential-, Gauft- und Cauchy-
sowie Potenzverteilung betrachtet.

4.2 Die Verteilung P(a,T)

Da in dem hier verwendeten Renormierungsschema die Spin-Kopplungen J nur dezimiert,
aber nicht im Laufe der RG generiert werden, hat die Gleichung fiir die korrespondierende
Verteilung P eine besonders einfache Form.

Es zeigt sich, dass die Renormierung der Hiipfmatrixelemente und der on-site Energien
keinen Beitrag zur Verteilung P(«,I') liefern. Die Gleichung fiir P ist demnach entkoppelt
und kann separat betrachtet werden.

Die Anderung der Verteilung P beim Ubergang von I' nach T' + dI ist (Kettenregel)

ap _op  0P0a 0P ob (4.13)
dl o  9dadl' O o’ ’

Welche Terme kénnen noch in der Gleichung fiir P vorkommen?

Bei jedem RG-Schritt werden alte Kopplungen dezimiert und neue erzeugt (allerdings
keine vom Typ J).

Im Fall J = Q bzw o = 0 (was mit Wahrscheinlichkeit® Py eintritt.) dezimiert man ein
Kettenglied. Damit wird gleichzeitig eine Kopplung J aus der Kette entfernt, also ein
Verlust an Spin Kopplungen der Grofe

PP . (4.14)

Wird hingegen ein ¢ dezimiert (mit Wahrscheinlichkeit Ry), so verringert sich der Anteil
an Kopplungen J um den Anteil

—2RyP. (4.15)

Da es 2 Hiipfmatrixelemente gibt, die links und rechts an das Kettenglied ankniipfen
konnen, erhdlt man den Faktor 2 in (4.15). Da bei der Renormierung eines t’s gleich 2
Kettenglieder dezimiert werden, verringert sich der Anteil an Kopplungen des Typs J
um den Anteil 2Ry P, der wegen der Normerhaltung kompensiert werden muss und sich
damit gegen (4.15) weghebt (s. Abbildung 4.1). Entsprechende Uberlegungen gelten fiir
die Renormierung einer on-site Energie.

3P ist eine ordentliche Wahrscheinlichkeitsverteilung mit | P(a)da = 1. Man kénnt nun vielleicht
denken, dass P, ebenfalls normiert ([ Po dl’ = 1) sein miisste, was jedoch nicht der Fall ist. Analoges
gilt fiir die anderen beiden Verteilungen.
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4 Die kritischen Verteilungen

LV =0

G @ — OO

t=9Q

@3yl — D) o

Abbildung 4.1: Herleitung fiir die renormierte Verteilung der Kopplung J: Im oberen
Bild wird die Kopplung J selbst renormiert. Die Kette verliert effektiv
eine Kopplung vom Typ J. Unten sieht man schematisch die Renor-
mierung eines t’s. Die Kette verliert effektiv 2 Kopplungen vom Typ J.
Die zu dezimierenden Kopplungen sind rot (gestrichelt) dargestellt. Jede
Linie steht fiir ein ¢, jeder Kreis fiir eine Kopplung J und ein V.

Die Flussgleichung lautet somit

P  OP

T Do + ByP . (4.16)

Die Kompensation der verlorenen Kopplung (zur Erhaltung der Norm) entspricht also
genau der totalen Anderung von P mit der Energie.

Da Py und P als Wahrscheinlichkeitsverteilungen keine negativen Werte annehmen kon-
nen, ist Cé—ff(: PyP) > 0. Im allgemeinen wird Py mit I" anwachsen (s. Abbildung 4.2).

Py—1 fir ' - o00. (4.17)

Die Tatsache, dass P unabhéngig von ) und R ist, stellt eine erfreuliche Vereinfachung
dar, die die weitere analytische Vorgehensweise erst méglich macht.

4.2.1 Lésung von P(a,T")

Da in (4.16) nur der Normierungsfaktor Py P eingeht, kann man die Losung der Gleichung
(4.16) rein aus Normierungsiiberlegungen erhalten. Es gilt

Q Qr Q Q Qr
e (5) n (o) (o) o (7)

(4.18)

also

al=0)=a+T. (4.19)
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4 Die kritischen Verteilungen

Vor der Renormierung (2 = ;) sei die urspriingliche Verteilung Pay, tqng vorgegeben

P(a,T'=0) = Panfang(c) . (4.20)
Auf der Skala I" hat sich die Verteilung mit (4.18) geméf

P(a,T) &< Papfang(a+T) (4.21)

aus Papfang entwickelt. Da diese Verteilung auf 1 normiert sein muss, ist

P(o,T) = Pap fang(a +T) Np (4.22)

mit einem Energie abhéngigen Normierungsfaktor Np

1
N fPAnfang(Oz—FF)dOé '

Dies ist die normierte Losung von (4.16), wie man durch Einsetzen beweist.

Nr (4.23)

Da man es mit Integralverteilungen zu tun hat, muss beim Wechsel auf logarithmische
Variablen auch das Maf transformiert werden*

/PAnfang(J, Q) dJ = /P(a,O) dov . (4.24)

Mit (4.18) ist

dJ = —Jda = —Qre” %o . (4.25)

Da die Integration iiber die Variable J von 0 bis £2;, die iiber « jedoch von oo bis 0 reicht,
hebt sich das Minuszeichen weg (Umkehr der Integrationsgrenzen)

Panfang(Qre”*)Qre”* da = P(a,0) dox . (4.26)

Mit (4.26) kann die Verteilung P bei beliebiger, vorgegebener Anfangsverteilung be-
stimmt werden.
Fiir 4 Falle von Py fang wird P(a,I") nun berechnet:

e Wenn die Ursprungsverteilung einem Potenzgesetz (power law) gehorcht, erhélt
man ein besonders einfaches Resultat. Sei also

Panfang(J) (4.27)

Jbw

*Man benutzt dieselben Buchstaben fiir die Verteilungen, obwohl P(J) und P(«) unterschiedliche Funk-
tionen sind. Durch die Angabe der Argumente sollte allerdings keine Verwechselungsgefahr bestehen.
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4 Die kritischen Verteilungen

mit einer positiven Konstanten b,, welche ein Maf fiir die Breite der Verteilung ist.
Nach (4.26) ist (27 = 1)
PAnfang(J) dJ = eabpeia = eia(libp)da (428)

und damit

Panfang(a +T) = e~ (@+D0=bs) (4.29)

Der Normierungsfaktor ist

_ 1 _ (1-1by)
N = e g T (4.:30)

Die Faktoren el kiirzen sich heraus und (4.27) fiihrt auf

P(a,T') =pe™ P (4.31)
Py(I) = p. (4.32)

mit 1 — b, = p.

Da eine Wahrscheinlichkeitsverteilung positiv definit ist, muss p > 0 gelten. Die
Form (4.32) ist die einzige normierte Losung von (4.16), die nicht von I' abhéngig
ist®. Dies vereinfacht die weiteren Rechnungen erheblich, weil die Bestimmungsglei-
chungen fiir R(4,I") und Q(p,I") die Funktion Py enthalten werden.

e Fiir eine exponentiell abfallende Anfangsverteilung e~*¢” mit Breite £ = 1/b,
ergibt die analoge Rechnung

<be e T [1-eo] fa7F>

be e
P(a,T) = S (4.33)
boe T
e Fiir eine GauRverteilung e~ /* mit Breite &, = 1/v/b, erhiilt man
2. /b (—bg 6720(72F—04—F)
P(a,T) = Vhye (4.35)

Vmerf(y/bgeT)

o(=bge2r-1)
Py(T) :2\/;1 v T (4.36)

SEin Spezialfall liegt fiir p = 1 vor, dies entspricht Pay, fang = const.
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4 Die kritischen Verteilungen

wobei die error function erf(x) durch

erf(z) = % /Ox dte (4.37)

definiert ist.

1

e Fiir eine Cauchyverteilung mit Zentrum bei 0 und Breite s findet man

sT +g§)
—a—T
P(a,T) = o — (4.38)
s [1 + }arctan(eT)
P e
o) = 5 —. (4.39)
s [1 + £ ]arctan(eT)

Die Funktion Py wichst mit I' an (Abbildung 4.2). Im Laufe der Renormierung wéchst
also die Wahrscheinlichkeit, dass ein J dezimiert wird. Dabei ist die Wahrscheinlichkeit
um so hoher, je breiter die Anfangsverteilung ist (siehe Abbildung 4.4). Um mit der An-
nahme aus 3.2 konsistent zu sein, werden breite Anfangsverteilungen gew#hlt (in spéteren
Plots z.B. meist p = 0.9 oder £ = &, = 1).

Abbildung 4.2: In den Bildern sieht man Py(I") fiir diverse Anfangsverteilungen und
unterschiedlichen Breiten dieser Anfangsverteilungen. Fiir grofe I" strebt
Py gegen 1. Rot steht fiir (4.36), blau fiir (4.34) und griin fiir (4.39). Die
Parameter sind by = 1,b. = 1,s = 2 (Links), b, = 0.5,b. = 0.8,s = 5
(Mitte) und by, = 0.8,b. = 0.1, s = 0.5 (Rechts).
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Abbildung 4.3: Verteilungsfunktion P(a, I') fiir verschiedene Ausgangsverteilungen (von
links nach rechts): Exponentialverteilung (4.34), Gaufverteilung (4.36)
und Cauchyverteilung (4.39). Die Parameter, mit denen die Plots erstellt
wurden, sind b, =1, by = 1 und s = 1.
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Abbildung 4.4: P, in Abhéngigkeit von der Breite der Ausgangsverteilung (von links
nach rechts): Exponentialverteilung (4.34), Gaufverteilung (4.36) und
Cauchyverteilung (4.39). Py héngt stark von der Breite der urspriing-
lichen Verteilung ab. Da Py auch in die Bestimmungsgleichung fiir R und
@ eingehen wird, héingen somit auch diese Verteilungen von der Breite
von PAnfang ab.

4.3 Die Verteilung R(6,1")

Jede Dezimierung eines Kettengliedes fithrt zu einer Renormierung der Hiipfmatrixele-
mente. Die neue Kopplung #; ist je nach Situation eine Funktion von V; (3.4), t; (3.5)
oder J; (3.6).

Die Flussgleichung fiir R hiéngt somit von den anderen beiden Verteilungen ab. Eine
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4 Die kritischen Verteilungen

geschlossene, analytische Darstellung der Losung wird, wie sich zeigt, nur unter weiteren
Annahmen méglich sein.

Die Verteilung R enthélt dariiber hinaus Informationen iiber die Linge der Spinkette,
was erst im Abschnitt 4.6 diskutiert werden wird.

Die neu gebildeten Hiipfmatrixelemente setzen sich in logarithmischen Variablen additiv
zusammen

(4.40)

Da die &’s jeweils geméf R verteilt sind, wird bei der Bildung von 6 ein Faltungsintegral

(R R|(5,T) = /5 R(GLT)R(E.T) ds) ds
2=0-61 (4.41)
_ / R(5,TVR( — &/, T) do’

in der Bestimmungsgleichung fiir R auftauchen.
Die Uberlegungen zur Herleitung der Differentialgleichung der Verteilung R sind analog
zu Abschnitt (4.2).

t t J,V=Q ¢

OO O——0r

O o t_Q{) O
Abbildung 4.5: Herleitung fiir die Verteilung R der Kopplung t¢: Im oberen Bild wird
eine Kopplung J oder V dezimiert. Die Kette verliert effektiv eine Kopp-
lung vom Typ ¢. Unten sieht man schematisch die Renormierung eines ¢.
Die Kette verliert effektiv jeweils 2 Kopplungen vom Typ J und @, sowie
2 t’s, die ein neues Hiipfmatrixelement bilden.

Wird ein ¢; selbst renormiert (mit Wahrscheinlichkeit Rp) so verliert man eine Kopp-
lung ¢; und die 2 benachbarten Kopplungen ¢;_; und ¢;; verschmelzen zu einem neuen
Hiipfmatrixelement. Dies liefert die 2 Terme

—2Ry)R+ RyR® R. (4.42)
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4 Die kritischen Verteilungen

Die Verteilung R verliert beim Ubergang von T nach T' + dI" effektiv 2 Kopplungen vom
Typ t (4-2=2 siehe Abbildung 4.5 rechts) und damit einen Anteil +2RyR, der wegen der
Normerhaltung kompensiert werden muss:

+2R R (4.43)

Gébe es nur Kopplungen vom Typ ¢, hdtte man also

OR OR
a—r—%‘FRoR@)R. (4.44)

Allerdings fithrt auch die Renormierung von J und V zur Bildung eines neuen Hiipfma-
trixelements und damit insgesamt zu einem weiteren Beitrag fiir (4.44) in der Form

(Ro+Po+@Q1+Q1)R®R. (4.45)

Bei der Dezimierung eines Kettengliedes — V = Q oder J = 2 — hat man wieder wie
in Abschnitt (4.2) die Moglichkeit, dass ein ¢ links oder rechts an das zu dezimierende
Glied stokt (—2Q1 R bzw. —2Q_1 R oder —2P, R).

Effektiv verliert man bei der Dezimierung den Anteil )1 R bzw. Q_1 R oder Py R, der
wegen der Normerhaltung kompensiert werden muss.

Zusammengefasst erhdlt man also

OR OR
Ty +(Ro+Po+Q1+Q_1)ROR— (P +Q1+Q_1)R. (4.46)
Die Terme g—? und %—? stammen wieder von der totalen Ableitung beziiglich T'.

Die Gleichung fiir P und damit Py wurde schon gelost.

Obwohl die Funktion 1 + ()_1 zu diesem Zeitpunkt noch nicht bekannt ist, 14sst sich
die partielle Differentialgleichung (4.46) durch einen passend gewéhlten Ansatz auf eine
gewohnliche Differentialgleichung reduzieren. Dies wird nun besprochen.

4.3.1 Losung von R(4,I")

Die Faltung R ® R beziiglich § legt es nahe, folgenden Exponentialansatz zu verwenden®

R(6,T) = ¢(T") %) (4.47)

c(T)

Einsetzen in (4.46) und Kiirzen des gemeinsamen Faktors e~ liefert

d;(rl“) — 5e(T) dZ(FF) be(I)? =
(e(T) + Po(T) + Qu(T) + Q_1(I) 6 ¢(I')* = (Po(T") + Q1(I') + Q_1(I")) () .

6 Allgemein kénnte man auch R(5,T') = ¢1(I)e™°°2") ansetzen, aber wegen der Normierungsbedingung
fiithrt dies sofort auf ¢ (I") = c2(T).

(4.48)
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4 Die kritischen Verteilungen

Da diese Gleichung fiir beliebige ¢ gelten muss, kann man (4.48) in 2 Bedingungen fiir
die unbekannte Funktion ¢(I") aufspalten

d
—5cd—lf —(c+Py+Q1+Q_1)8c (4.49)
d

d—£f+c2:—(P0+Q1+Q_1)c. (4.50)

Diese Gleichungen fithren beide auf 7

d
d—;+(Po+Q1+Q_1)c+c2:0. (4.51)

Die Nebenbedingungen sind dabei, dass ¢(I") positiv ist und eine hinreichende Breite der
resultierenden Verteilungen R, um mit der RG Prozedur konsistent zu bleiben.
Allerdings muss man nun die Funktionen Q1(I') und Q_;(I") selbst-konsistent mit ¢(I")
bestimmen, da die Gleichung fiir @) auch wieder von R und damit von ¢(I') abhéngen
wird, wie im néchsten Abschnitt gezeigt werden wird.

Dieses Problem kann ohne weitere Annahmen nur numerisch behandelt werden.

Da in (4.51) die Terme (Py + Q1 + Q—1) und ¢? positiv semidefinit sind, ist ¢ < 0.
Damit ist ¢(I") eine fallende Funktion (sieche Abbildung 4.7) mit

¢l')—=0 fir T — oo. (4.52)
Nach Ansatz (4.47) ist

() = Ro(T) . (4.53)

Daher sinkt fiir wachsendes I' die Wahrscheinlichkeit, dass eine Kopplung ¢ ausintegriert
wird.

Bis hierher konnte alles exakt gelost werden, im folgenden Unterabschnitt werden einige
Néaherungen untersucht, um die Gleichung (4.51) 16sen zu konnen.

4.3.2 Losung von ¢(I)

Um (4.46) von der Gleichung fiir ) (4.75) zu entkoppeln, kann man als grofite Simplifi-
zierung

Q1 +Q_1=0 fir I'<I™ (4.54)

setzen. Auf der anfinglichen Léngen- bzw. Energieskala sind also keine on-site Energien
vorhanden. Erst im Laufe der RG bilden sich endliche V;’s heraus, bis bei der Energie '

"Die Umformung gilt fiir ¢ # 0 und § # 0, was man sowieso voraussetzen muss, wenn man nicht an
trivialen Losungen interessiert ist.
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4 Die kritischen Verteilungen

zum ersten mal ein lokales Potential die (betragsmafig) grofte Kopplung ist. Spétestens
hier wiirde diese N&herung zusammenbrechen.

Der néchste, nicht ganz so triviale Schritt, bestiinde im Ansatz Q1 + Q—1 = g = const.
Fiir die beiden Fille ¢ = 0 und ¢ = 18 konnen analytische Losungen angegeben werden.

0.8
0.6
0.4

0.2

o016
0.014 ]
0.012 ]

0013

©0.006 1

0.5 1 R 2 25 3 2 21 232 23 24 25

Abbildung 4.6: Die Funktion ¢(I") fiir verschiedene Formen von Py mit Q; + Q1 = 1.

Da die Kurven fast aufeinander liegen, gibt es im rechten Bild einen
Ausschnitt I' € [2...2.5]. Man sieht in den Graphen (von oben nach
unten): Exponential-, Gauf-, Potenzgesetz- und Cauchyverteilung fiir
Parnfang(J). Die Integrationskonstanten wurden so gewéhlt, dass ¢(0) = 1
gilt. Die Parameter in beiden Plots sind p=0.9,¢g=1,s =2, b. =1 und
by = 1.

Fiir die Verteilung Py wird zunichst das Ergebnis fiir die Anfangsverteilung (4.27)
eingesetzt, also Py = p = const. Da p und ¢ lediglich Konstanten sind, kann man
(4.51) direkt integrieren und erhalt

1
c(l') = 4.55
R S VPR (4.55)
mit einer positiven Integrationskonstante c;. Diese muss so gewéhlt werden, dass

Ro > 0 ist. Dies gilt fiir®

ca>1/(p+q). (4.56)
Fiir diesen Ansatz fillt ¢(I") exponentiell mit I' ab (siche Abbildung 4.6).

Withlt man Py gem#f (4.34) und nimmt wieder Q1 + Q_1 = 0 an, so erhiilt man'®

1 —ebee™

O = B he 10

(4.57)

®Die Variante Q1 + @_1 = 1 wird sich im niichsten Abschnitt im Grenzfall I' — oo fiir einige spezielle
Verteilungen von V' ergeben. Dieser Ansatz verspricht also Selbst-Konsistenz bei grofen Energien.

®Normiert man auf ¢(0) =1, soist c; = 1+ 1/(p + q).

YEi(l,2) =PV ([ % dt) wobei PV fiir principal value also Hauptwert steht.
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mit einer positiven Integrationskonstanten C'.

e Fiir Py aus (4.34) und Q1 + Q—1 = 1 ergibt sich

—be(ebee T —1
o) = T ele ) T
beebee™ +el' — Cyb,ebee™ +T
mit einer Integrationskonstanten Cy > 2. Normiert man auf ¢(0) = 1 so gilt fiir die
Konstante

(4.58)

Diese Losung fallt fiir groke I' wieder ab wie e~tel’.

e Wihlt man unter Beibehaltung von @1 + @_1 = 1 eine Gauf- oder Cauchyver-
teilung, kann nicht mehr ein einfacher Ausdruck fiir die Stammfunktion gefunden
werden. Die numerische Integration von (4.51) kann jedoch leicht vollzogen werden.
Das Verhalten von ¢(I") ist in allen betrachteten Féllen wieder dem von (4.55) sehr
ahnlich (s. Abbildung 4.6).
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Abbildung 4.7: Die Verteilung Ry als Funktion der Breite der Verteilung Pa;, fang. Links:
Potenzverteilung (FPy nach 4.32) und rechts eine exponentiell abfallende
Verteilung von J (Pp nach (4.34)). Die Funktion Ry = ¢(I") (normiert auf
¢(0) = 1) héngt nur schwach von der Breite der Anfangsverteilung fiir
J’s ab.

Fiir alle betrachteten Félle wéchst die Breite von R(«,I') mit zunehmenden I' an wie
Abbildung 4.8 nochmals verdeutlicht. Die Gleichung (4.51) wird spéter in die Gleichung
fiir @) eingehen.
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0.1

0.095 -

0.085 -

Abbildung 4.8: Die Verteilung R als Funktion von I'. Links sieht man R(«,I') mit
Ry = c aus (4.55). Die Parameter sind p + ¢ = 1.9. Rechts sieht man
einen Schnitt durch den linken Plot mit I' = 1, um das Anwachsen der
Breite von R mit I' besser sehen zu konnen. Diese Verteilung ist also
konsistent mit der Voraussetzung aus 3.2.

4.4 Die Verteilung Q(p,I")

Die Verteilung der on-site Energien erweist sich als am schwierigsten zu handhaben. Im
Gegensatz zu « und ¢ ist p keine logarithmische Variable, was sich in der Form des Norm
erhaltenden Beitrags niederschlagen wird. Die totale Ableitung nach I' lautet diesmall!

dQ 0Q  0Qdp 0Q oQ
ar —or "apar _ar oy
Die Argumentation zur Herleitung der Differentialgleichung verlduft wieder analog zu
den vorangegangenen Kapiteln.

Bei der Dezimierung einer Kopplung ¢ verliert man 2 V’s (entspricht dem Beitrag —2RyQ)
und bei der Dezimierung einer Kopplung J ein Potential V' ( also —Py@). Insgesamt muss
der Verlust von (2R + Qo + Pp)@ Kopplungen kompensiert werden.

Alle obigen Terme zusammengefasst ergeben den resultierenden Normerhaltungsfaktor

+QoQ, wobei die Abkiirzung

(4.59)

QoQ = (Q1+Q-1—-1)Q (4.60)

verwendet wurde.

Der zusétzliche Beitrag —(@ im Normiertheit garantierenden Faktor stammt von der Wahl
nicht-logarithmischer Variablen und wird in Anhang E hergeleitet.

Bei der Dezimierung einer Kopplung J oder V entstehen neue on-site Energien. Die
renormierten Kopplungen vom Typ V=V-t /€ schreiben sich in den neuen Variablen
geméf

UEs ist p = Ve' und damit % = p.
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Vv v o _
und die renormierte Kopplung ist somit
p=p—e 2. (4.62)

Die Bildung der neuen on-site Energien p kann diesmal nicht als Faltungsintegral aus-
driickt werden, wie es bei der Verteilung R der Fall gewesen war. Stattdessen schreibt
sich die Evolution der neuen Kopplung als folgendes Integral

A= / Qp.T)R(.T)o(p — (5 + e~2)) dpds (4.63)

welches in die Bestimmungsgleichung fiir @) eingehen wird. In (4.63) geht die Verteilung
R direkt ein, welche durch den Ansatz (4.47) wiederum von Q1 +@Q_1 abhéngt. Allerdings
gibt es noch einen weiteren Beitrag.

Im Laufe der Renormierung kénnen die on-site Energien negative oder positive Werte
annehmen. Falls ein V' negativ ist, aber die betragsméfig grofte Kopplung darstellt (oder
fiir den Fall o =| in (3.104) ), gilt

V=V-t/Q=V+t*/|Q (4.64)

und man erhdlt entsprechend einen Beitrag in der Form

A== [ QT RG.T) 8o~ (5 - ) dpds. (4.65)

Die Integration iiber p ist trivial. Man erhélt

/ Qlpte ® I)R(,T)ds = Asr(p,T). (4.66)

Da p € [-1,1] ist, gilt fiir das Argument von @ in A
—1<pt+e® <1 (4.67)
1 1
) In(—-1-p)>d > -3 In(1 —p). (4.68)

Der Term —3 In(—1 — p) ist nur fiir Werte auRerhalb des Definitionsbereichs von p defi-
niert, deshalb gilt sogar

1
0>46 > —3 In(1—p). (4.69)
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Da § nach Definition keine negativen Werte annehmen kann, ist die Ungleichung nur fiir
p € [0, 1] erfiillt. Analog betrachtet man die Situation fiir A_:

—1<p-—e ¥ <1 (4.70)
—% In(1+4p) <4 < —% In(p—1) (4.71)
—%ln(l-i-p) <§ <0. (4.72)

Die Ungleichungen gelten fiir p € [—1,0]. Die Integrationsgrenzen fiir (4.66) miissen
entsprechend eingeschrinkt werden'?

—%ln(l— )

Ay = / ’ Qp + e ) R(6) ds (4.73)
0
—%ln(l )

A= / ™ 00— ) R(6) dS. (4.74)
0

Nun kann man die Bestimmungsgleichung fiir () aufstellen

Zusammen mit (4.46) stellt (4.75) eine gekoppelte Integro-Differentialgleichung dar. Setzt
man (4.47) fiir R in (4.75) ein, erhilt man das Gleichungssystem

12Die Abhingigkeit von I' wurde der Ubersicht zuliebe unterdriickt.
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4.4.1 Losung von Q(p,T")

Da sich das gekoppelte Gleichungssystem fiir ¢(I') und Q(p,I") nicht ohne Computerhilfe
16sen 1dsst, werden im folgenden 2 Vereinfachungen vorgeschlagen.

e Um die Probleme bereitenden Integrale A, und A_ (4.66) zu vereinfachen, kann
man den groben Ansatz

Qp+e ™ T)~Q(p,T) (4.78)
machen. Diese Ndherung bedeutet, die Bildung neuer V’s zu vernachléssigen, also
VaV.

Dies ist gerechtfertigt, wenn nur Hiipfmatrixelemente die grofte Energieskala bil-
den, denn bei der Renormierung der ¢’s werden keine neuen on-site Energien gebil-
det.

Wenn die in 4.3.2 gefundenen Losungen fiir ¢(I") eine gute Ndherung der wahren
Verteilung darstellen, so werden tatséchlich am Anfang der Renormierung haupt-
sachlich ¢’s dezimiert. Fiir kleine I" ist ja ¢(I') =~ 1 > Fy. Mit Hilfe der Néherung
(4.78) kann man das verbleibende Integral in (4.66) sofort berechnen.

Man erhélt

(4.79)
A-(p,T) = Q(p,T) [(1 + p)* /% —1]
Damit ergibt sich die Gleichung
o0Q  0Q _
a +p07p =(@Q1+Q-1—-1)Q
(4.80)

+((1=p) D2 —1](Py+ Q1 ) QO(p)
+ (14 p) /2 —1](Py + Q-1) QO(—p).

Die Heaviside- oder Stufenfunktion ©(x) stellt dabei sicher, dass p € [0, 1] bzw.
p € [-1,0] liegt. Da fiir I' ~ 0 die Funktion Ry = ¢(T") ihr Maximum annimmt!3,
besteht eine weitere Simplifizierung in der Annahme

c(0)~1. (4.81)

Eine entkoppelte Losung fiir kleine Werte von I" findet sich somit in der Form

13Wieder unter den Nherungen aus Abschnitt 4.3.2 und der Voraussetzung, dass sich ¢ selbst-konsistent
aus @ folgern lasst.
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8Q+ 99 =(@Q1+Q1-1)Q

or 6p
+[VT=p=1)(R+Q1 )QO(p) (4.82)
+V1+p—1(Po+Q-1)QO(—p).

Allerdings ist auch (4.82) nicht allgemein 16sbar'4

e Nun betrachtet man die Situation nach vielen Renormierungsschritten, also fiir
groke I. Falls ¢(I") fiir groke I' schneller gegen 0 geht als®®

—5 In(1—-p)
(Po+ Q1) / Qlp+e ) e g5 und (4.83)
0

—= In(1—p)
(Po+ Q1) /0 " Qo — e ) e g5 (4.84)

erhalt man im Grenzfall

I' - (4.85)
die entkoppelte Losung

3@ 8@
a0 TPg, = Q- (4.86)

Das Ergebnis — die totale Anderung bzgl. T ist gleich Normerhaltung— entspricht von der
Struktur her der Differentialgleichung fiir P.

Da ¢(T") als Faktor vor den beiden Integralen (4.66) steht, fallen diese im Grenzfall ¢ — 0
weg und man hat eine dhnliche Situation wie bei (4.78), namlich die Vernachldssigung der
Bildung neuer lokaler Potentiale, was (4.86) erklart. Diese Form der Losung (4.86) hatte
man ja schon bei der Verteilung der Js, bei denen ebenfalls keine neuen Kopplungen
durch die RG generiert wurden.

Fiir die Losung von (4.86) erwartet man wieder, dass Q1 + Q—1 mit I" anwéchst (analog
zu Po)

Die Losung von (4.86) wird im weiteren verlauf mit Q> bezeichnet, um sie von der
allgemeinen Losung von (4.75) unterscheiden zu koénnen.

Der erste Weg zur Herleitung von (4.86) ist etwas allgemeiner, da man auch mit dem

YPiir Q1 + Q_1 = const, Py = const. und Annahme einer asymmetrischen Verteilung (p € [0, 1] oder
p € [0, —1]) kann man eine nur von p abhingende Losung Q(p) finden.

15Wie schon besprochen ist Py < 1 fiir T' — oo und die in 4.3.2 gefundenen Losungen fallen (exponentiell)
schnell ab.
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Zwischenergebnis (4.80) direkt weiter rechnen kann, ohne sich auf den Bereich (4.85)
einzuschranken.
Die Grenzverteilung Q*° ist der ,Fixpunkt® der Verteilungen fiir die Klasse der Losungen

cI') -0 firl’ — oo,

also fiir die Situation nach vielen RG Schritten. Fiir endliche (kleine) Werte von I' erhalt
man gemif (4.80) Korrekturen zu (4.86), die im hier interessierenden Niederenergiebe-
reich jedoch vernachldssigt werden.

Im folgenden wird (4.86) gelost.

Im Unterschied zur Kopplung J kann — wie schon gesagt — p auch negative Werte anneh-
men, was Probleme bereiten kann. Beschrénkt man sich anfangs auf das Intervall p € [0, 1]
(die Argumentation fiir p € [—1, 0] verlduft analog), werden im Laufe der Renormierung
trotzdem negative V'’s erzeugt werden. Aus einer auf positive p’s beschrinkten Verteilung
wird eine renormierte Verteilung erwachsen, die wieder den Bereich p € [—1, 1] umfasst.
Eine Verteilung Q(p) mit p > 0 kann nur fiir kleine I" eine sinnvolle Ndherung der Losung
sein.

Da (4.86) fiir den Bereich groRer I' hergeleitet wurde, erwartet man eine um Null sym-
metrische Verteilung. Alle anfinglichen Asymmetrien, die bei de Skala €2; gegeben sein
konnten, werden im Laufe der RG untersriickt!6.

Am einfachsten ist es also, direkt von einer symmetrischen Anfangsverteilung der V'’s
auszugehen: (Es gilt Q° = Q%)

e GauRverteilung e~V V? . Diese schreibt sich in der Variablen p und auf der Skala
F17

/bV e*bV p2e 2T

%(p,T) = 487
@¥(p.T) = (487)
b —by e—2I'_r
Q®(p=+1,I) = YV . (4.88)
Vmerf(y/bye )
e Cauchyverteilung mit Breite sy und Zentrum bei V' = 0:
Q¥(p.T) = — - (489)
2sy el [1 + %} arctan(<—)
57 sy
1
Q>®(p==+1,T)= . (4.90)
2sy el [1 + e;;F} arctan(%)
\%
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Abbildung 4.9: Die Verteilung Q*°(p,T") fiir eine Gauk- (links) bzw. Cauchy-Verteilung
(rechts) der V’s. Plots fiir sy = 2 und by = 1.

Abbildung 4.10: Links: Fiir Grofse I' gehen die beiden hier gezeigten, symmetrischen
Verteilungen Q*°(p,I") iiber in eine Gleichverteilung Q*° = 0.5 =
const. Vp. Rechts ist (){° als Funktion der Breite sy der Ausgangs-
verteilung vom Cauchy-Typ zu sehen. Wegen der Naherung (4.85) ist
Q> nicht mehr on der Breite von P oder R abhéngig.

In beiden Fillen geht

Q> (p,T') — 0.5 (4.91)

Djes ist letztendlich nur eine Annahme, die sich aber auf die Symmetrie der Differentialgleichung
stiitzt.
17Siehe wiederum Anhang E zur Struktur der Losung von (4.86).
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fiir groke T' und fiir alle p (s. Abbildung 4.10). Damit ist auch Q7° = 0.5 und somit
Q5° 4+ Q% = 1 = const. Dies vergleicht man mit den Annahmen aus 4.3.2. Fiir grofe
'8 kann man also Q1 +Q_; = 1 setzen und erhilt mit (4.55) eine (exponentiell) schnell
abfallende Funktion ¢(T"), was ja die Voraussetzung fiir die Losung Q> war.

Die oben gefundenen symmetrischen Losungen von (4.86) sind also konsistent mit der
Annahme Ay =~ 0 und mit der Losung von Ry in Abschnitt 4.3.2.

4.5 Numerische Lésung von ¢(I)

Nun kann man nochmals zur Gleichung (4.51) zuriickkehren. W&hlt man fiir Q5° + Q%
den Ausdruck (4.88) oder (4.90), kann man ¢(I") leicht numerisch fiir diverse Formen von
Py integrieren.

2 21 2.2 23 2.4 25 2 21 22 2.3 2.4 25

T r

Abbildung 4.11: Oben:Die Funktion ¢(I') = Ry fiir verschiedene Typen von P (4.32-
4.39). In der linken Spalte ist Q$° aus (4.88) entnommen mit Breite
by=1. In der rechten Spalte sieht man eine Cauchyverteilung (4.90)
der V’s (mit Breite sy=5). Unten: Die beiden Bilder zeigen einen
Ausschnitt der dariiber liegenden Bilder. Die Kurven in den unteren
Plots gehoren (von oben nach unten) zu einer Verteilung der J nach
Exponential-, Gauf-, Potenzgesetz sowie Cauchy-Typ. Die Parameter
sind in allen Plots p =0.9,¢=1,5s =2, =1und {; = 1.

Der besseren Ubersicht zuliebe folgt eine kurze Zusammenfassung der gewonnenen Lo-
sungen:

18 GroR“ bedeutet bei den hier betrachteten Parametern I' > 3 (Abbildung 4.10).
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4 Die kritischen Verteilungen

Die Gleichung fiir die Verteilung o bzw. J entkoppelt von den anderen Gleichungen und
kann fiir diverse Anfangsverteilungen exakt integriert werden.

Fiir grofse Werte von I' kann man die Gleichung fiir ) von R entkoppeln.

Die Losung Q*° liefert fiir die betrachteten Beispiele Q7° + Q% ~ 1. Dies kann man in
die Gleichung (4.51) fiir R(6 = 0,T") = ¢(I") einsetzen und diese je nach Wahl von Py
analytisch oder problemlos numerisch 16sen.

Die einfachste, nicht-triviale, analytische und selbst-konsistente Losung ist

Py = p = const. (4.92)

Q% =1/2 (4.93)
1

Ry = (4.94)

(R

Diese Ausdriicke werden im n#chsten Kapitel verwendet, um eine analytische Form der
Uberlebenswahrscheinlichkeit abzuleiten. Diese noch zu definierende Gréfe wird in die
Berechnung der Spin-Spin-Korrelation einflieflen.

4.6 Bestimmung der Spin-Spin-Korrelationslange &

In einem ungeordneten, eindimensionalen System — wie in dem hier vorliegenden Mo-
dell der Spinkette — wird es zu Lokalisierungseffekten kommen. Das charakteristische
Merkmal ist die Lokalisierungslinge &.

Die Wellenfunktionen und andere Grofen wie die Korrelationsfunktionen — ingsbesonde-
re der Spin-Korrelation— werden exponentiell auf einer durch £ gegebenen Lingenskala
abfallen. Im folgenden Abschnitt wird deshalb die Rolle der Langenverteilung bei der
Renormierung genauer betrachtet, um Informationen {iber £ zu erhalten.

4.6.1 Die Verteilung der Langen in R(5,[,T)

Bisher wurde die Langenabhéngigkeit in der Verteilung R nicht ndher untersucht.
Wegen der Faltung in (4.46) empfiehlt es sich, nicht direkt im Ortsraum zu rechnen,
sondern eine Laplace-Transformation!? durchzufiihren.

LP[R] :=r(6,y) = / dle ™ R(5,1). (4.95)

Um die Ubersicht zu wahren, wird die I'-Abhiéingigkeit gelegentlich unterdriickt.
Die Flussgleichung fiir die Verteilung R nach der Laplace-Transformation ist

'9Im Anhang C sind Giiltigkeitsbereich und Eigenschaften der Laplace-Transformation aufgelistet.
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4 Die kritischen Verteilungen

g—; = % +[Po+Q1+Q-1+7(0,9)]r(y) @sr(-y) — (Po+ Q1+ Q-1)7(d,y). (4.96)

Per Definitionem gilt Ry = r(0,y = 0) und die Faltung ist wieder durch

r(4) @5 () = / a5’ (&, y)r(6 — 8, y) (4.97)

gegeben. Zur Losung wird wieder ein Exponentialansatz (s. (4.47)) verwendet, diesmal
jedoch mit y—abhingigen Koeffizienten. Man wihlt den Ansatz?°

r(6,y;T) =Y (y; T)e WD), (4.98)

Aus Konsistenzgriinden muss sich fiir y = 0 das bereits bekannte Ergebnis ergeben:

Y(0;T) = Ro = ¢(I). (4.99)

)

Wegen der Form R = ce °¢, muss auch

u(0;T) £ c(I') also

(4.100)
Y (0;T) = u(0;T)

gelten. Einsetzen von (4.98) in (4.96) fiihrt auf 2 gekoppelte Differentialgleichungen fiir
Y (0;T) und u(0;T):

d
d—; =[P+ +Q_1+Y]Y (4.101)
day
a =[P+ Q1+ Q-1 +ulY. (4.102)
Die zweite Gleichung wird nochmals nach I differenziert und g—}f aus der ersten Gleichung
eingesetzt:
2y 1 [dy\? dPy dQ: dQ_,
R (el a4YY? | 4 == Y. (41
i Y<dr> +[Po+Q1+Q-1+Y] T T T ar (4.103)

Bislang wurde noch keine N&herung verwendet.

Fiir beliebige Py(I') und Q;(I') + @_1(I") kénnen die noch unbestimmten Funktionen
Y (y;T') und u(y;I") nicht analytisch berechnet werden. Deshalb wird wieder angenom-
men, dass

?Die Notation orientiert sich wieder an [40].
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4 Die kritischen Verteilungen

Py + Q1+ Q-1 =p+ q= const. (4.104)
gilt.
Damit vereinfacht sich (4.103) zu
Py 1 (dY)?
— === VY2, 4.1
=y () thrary (4.105)

Diese Gleichung lasst sich exakt 16sen (z.B. mit maple). Man erhélt

I'+Co
4e €1

I+cy 2 ’
(C’le a1 —ZCl(p—l—q)) —4

Y(y;T) = (4.106)

Da es sich um eine Gleichung 2. Ordnung handelt, verbleiben 2 von I" unabhéngige
Integrationskonstanten C; und C%. Diese sind im allgemeinen noch Funktionen von y
(da nur nach I' differenziert wurde).

Als Nebenbedingung fiir diese Funktionen C 2 = C12(y) gilt

D4C5(0)
4e €100) 1

T e T —1/(p+q)

T+C5(0) 2
(C1(0)e @& —2C1(0) (p+a)) —4
(4.107)
Das zweite Gleichheitszeichen in (4.107) gilt wegen (4.99), das dritte wegen (4.104) und
der damit verbundenen Losung von ¢(I") (4.55).
Die Gleichung (4.107) ist erfiillt fiir

1
01(0) p+q und CQ(O) p+q
wie man durch Einsetzen beweist. Die volle funktionale y-Abhéngigkeit von C' > ist je-
doch nicht einfach herleitbar.
Mit (4.106) und (4.101) kann auch u(y,I") bestimmt werden. Um Informationen iiber die
Lénge ¢ zu erhalten, muss die explizite Form von u(y,I") allerdings nicht bekannt sein,
wie sich gleich zeigen wird.

In(4c (p+q)%), (4.108)

Selbst wenn man Y (y,I"), u(y,I'), C1(y) sowie Ca(y) explizit gegeben hat, gibt es noch
ein Problem. Es stellt sich namlich die Frage, wie man die Riicktransformation von r(y)
nach R(l) analytisch ausfiihren soll.

Um dieses Problem zu umgehen, bedient man sich eines Tricks:

Man weif ja im Prinzip, wie sich die Verteilung R als Funktion von [ verhalten muss —
namlich wie exp(—{/¢) — und kann so auf die Korrelationsléinge riickschliefen. Dieser
Trick wird nun benutzt.

63



4 Die kritischen Verteilungen

Wie eingangs erwahnt, tritt bei ungeordneten Systemen in einer Dimension Lokalisierung
ein. Man muss davon ausgehen, dass auch die Verteilung R(l) exponentiell auf einer Lange
& abfillt

R(l) x e 7V (4.109)
Da
e 0 Vn (4.110)

fiir | — oo, lautet die allgemeinste Form der Verteilung R(l)

Ri(1) = e=Y9) x Polynom in I . (4.111)

Der Index L soll fiir  lokalisiert* stehen. Eine Funktion der Gestalt (4.111) kann leicht
einer Laplace-Transformation unterworfen werden. Nach Anhang C ergibt sich

U c1
y+1/6€ (y+1/¢
Die Vorfaktoren c;, c2 in obiger Gleichung sind dabei die Koeflizienten des Polynoms

aus (4.111). An der Stelle y = —1/¢ besitzt (4.112) offensichtlich eine Singularitét. Die
negative Korrelationsldnge bestimmt die Pole der bzgl. [ transformierten Verteilung R !

LP[R;] =

e (4.112)

Um die (von der Energie I' abhéngige) Korrelationslinge zu bestimmen, reicht es also
aus, die Verteilungsfunktion r(d,y) auf Pole oder dquivalent die Funktion

K :=1/r(,y) (4.113)

auf Nullstellen zu untersuchen. Letzteres ist naturgemafs einfacher.
Wegen
1 4,

K= 0G7°7¢ (4.114)

reicht es, die Funktion % auf Nullstellen zu untersuchen (da w in der e-Funktion steht,

tragt sie nicht zu den Nullstellen von r bei). Wie weiter oben schon erwihnt wurde,
braucht man u keine weitere Beachtung zu schenken.
Gesucht sind nun alle Zahlen yq fiir die

I+Cy 2
<C’16 C —2C’1(p+q)> —4 | 0

Y(yo; ) = ¥ (4.115)
de &1
gilt. Damit muss
C+Ca(yo) 2 |
(Cl(yo) e 1) —2C1(yo) (p+ q)) —4=0 (4.116)
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4 Die kritischen Verteilungen
sein. Da der Ausdruck (4.116) von I' abhéngt, wird auch yo = yo(I") gelten und damit

§=¢&() = —1/yo(T). (4.117)

Im allgemeinen Fall werden sich mehrere Nullstellen finden lassen. Physikalisch inter-
essant ist jedoch nur die kleinste von diesen. Kleine Werte von yg entsprechen grofen
Werten fiir £&. Nur diese sind fiir groe Werte von [ relevant fiir R. Alle Beitrige von
Termen e~/ 21 fallen viel rascher ab als e~/¢ und tragen deshalb fiir grofe [ kaum zu
den beobachtbaren Gréfen bei.

Nach Umformen von (4.116) erhélt man

Calyo(D)] = Calyo(D)] In (2(p + q) + —T. (4.118)

2
C1 [yo(F)])

Fiir eine niherungsweise Berechnung von 70(I") setzt man eine Taylorentwicklung??

Cilyo(I)] = CY + yo(I') C}

Calyo(D)] = CF + yo(T) C3 (4.119)

an. Da yo klein sein soll (grofes &), wird nur in die erste Ordnung entwickelt. Einsetzen
von (4.119) in (4.118) liefert eine Gleichung fiir yo. Allerdings bieten 4 freie Parameter
C’RQ und 011’2 eine zu grofe Freiheit.

Sie miissen so variiert werden, dass yg negativ und betragsmifig klein ist. Dariiber hin-
aus muss als Nebenbedingung natiirlich r(yo) > 0 gelten.

Einen alternativen Weg, um die Korrelationsldnge zu bestimmen wird im kommenden
Unterabschnitt 4.6.2 beschritten.

Hat man jedoch eine Nullstelle yg gefunden, so kann mit einer weiteren Ndherung die
inverse Laplace-Transformation durchgefiihrt werden.
Gesucht ist ein expliziter Ausdruck fiir??

/dy r(6,y,D)e?! o R(6,1,T). (4.120)

Es werden im folgenden nur negative Werte y ~ yo betrachtet. Wie weiter oben definiert,
gilt K(yo) = 0. Damit hat man die Taylorreihe

K(y) = K(yo+y —vo) = K(yo) + (¥ — vo) K1(v0) + - .. (4.121)

*1Die Menge der Losungen von (4.116) sei {£;}, und die physikalische Korrelationslinge sei £ =max{¢;}.

22Es gilt nicht, wie man wegen (4.108) vielleicht meinen kénnte, C? = 1/p baw. C§ = ﬁ In(4c1 (p4q)?).
In (4.108) sind Cy und C5 nur Funktionen von y, wihrend hier eine Funktion y(I') gesucht wird. Es
ist a priori nicht klar, fiir welche Werte von I" yo(I") = 0 gilt.

Z3Vorfaktoren spielen fiir das Skalenverhalten keine Rolle.
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4 Die kritischen Verteilungen

mit K1(yo) = %|y=y0'

Der nullte Term in der Reihenentwicklung ist nach Definition Null, alle héheren Terme
sind vernachléssigbar klein fiir y = yg.

Mit r = 1/K ist

(6, yo, I) 1
r(d,y,I') = = . 4.122
O =40 T WK (122
Der Strich iiber dem r soll daran erinnern, dass diese Funktion nicht mehr von y abhéngt.

Nun kann man R in der gewiinschten Form schreiben:

R x /dyr(é,y,f‘)eyl = /dy%zol;)eyl (4.123)

_ 1 eYol!
a /dy (v — v0) K1(yo) (124

! L

-~ Ki(yo) /dy (¥ — yo) (4.125)

! L

= o0 | Vo (4.126)
L e (4.127)

~ Ki(w)
Die letzte Umformung ist die Riicktransformation von y nach [, wie der Vergleich mit
(4.112) zeigt. Fiir R gilt demnach

R= - (4.128)
~ Ki(yo) -

Im néchsten Kapitel wird nur der Fall § = 0 von Bedeutung sein. In diesem Spezialfall
ist
K=1/Y und damit K; = i(i)y _ (4.129)
dy Y Y=Yo
mit yo(I') als Losung von (4.118).
Die Verteilung (4.128) wird zusammen mit Py, Ry = ¢(I') und Q41 die Berechnung der
Spin-Spin-Korrelationen ermdéglichen.

4.6.2 Die Verteilung der Cluster

Nun wird noch ein zweiter Weg beschrieben, um Einsichten {iber £ zu gewinnen.

Im Laufe der Renormierung bilden sich so genannte Cluster heraus, Ansammlungen von
Spins, deren Korrelation im weiteren Verlauf der RG wegen der Absenkung der Energie
nicht mehr aufgebrochen werden. Die Zahl der Cluster pro Lingeneinheit — bezeichnet
mit n(T") — wird durch die einfache Beziehung?*

24Zur Motivation und Herleitung wird auf [40] verwiesen
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4 Die kritischen Verteilungen

dn(T)
ar
ausgedriickt. Das Minuszeichen in (4.130) ist durch die Verwendung der logarithmischen
Energievariablen gegeben. Da (4.130) nur eine gewohnliche Differentialgleichung ist, kann
sie fiir alle gegebenen Funktionen Py 4+ Ry + Q1 + Q_1 exakt? geldst werden.
Die Anfangsbedingung ist n(I' = 0) = 1. Somit ist die Losung

= —[Po+ Ro+ Q1+ Q-1]n(I") (4.130)

() = e Jo [Po+Ro+Q1+Q 1] dI" (4.131)

Durch die Analyse von (4.131) ist es moglich, Informationen iiber die Spin-Korrelationslange
¢ zu gewinnen. Hier interessiert wieder die Energieabhéngigkeit £(€).

In vielen Fallen?8 gilt ¢ oc 27, und der numerische Wert des kritischen Exponenten v
ist eine nicht-triviale Information.

Geht man wieder von dem Spezialfall aus, dass Py sowie (01 + ) —1 nicht von I' abhéngen,
also Py = p, Q1 + Q_1 = ¢*" und benutzt (4.55) fiir Ry, so erhilt man

dn(T)
dr

Dies lésst sich direkt integrieren zu

1
T 1G4 q)

=—[lp+aq) + n(T) . (4.132)

_ (p+qec—1
n(l) = T acen((Eal —1° (4.133)

Wenn man wieder in dekadischen Einheiten rechnet, erhiilt man®® nach [40]

0 0 (p+a)

17!~ n(Q) ~ exp ( —(p+q)n (ﬁf)) - (Q_I> . (4.134)
Dabei ist [ oc 1/n(I") die charakteristische Lange des Clusters bei gegebener Energie.
Uber die Clusterlinge kann man auf die Korrelationslinge schlieRen [40]

1)\ (o)
Eoxlr (5) = QP+ — o=(P+)  (4.135)

% Exakt oder analytisch bedeutet in diesem Zusammenhang: bis auf maximal eine Integration.

*6Siehe Anhang D.1.

*"Fiir die im letzten Abschnitt hergeleiteten Verteilungen gilt natiirlich ¢ = 1, zur besseren Ubersicht
wird hier aber die Wahl der Konstante erst einmal offen gelassen

2Da, man sich nur fiir den Exponenten von € interessiert, kann man Vorfaktoren und additive Konstan-
ten ignorieren.
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4 Die kritischen Verteilungen

Im letzten Schritt wurde wieder ¢ = 1 eingesetzt.

Die Korrelationslénge divergiert mit 2 — 0 wie £¥ mit dem Exponenten

v=p+1. (4.136)

Wegen p < 1 verletzt (4.135) das Harris Kriterium [17]

dv>2, (4.137)

wobei hier d = 1 ist. Allerdings ist seit lingerem bekannt, dass das Harris Kriterium fiir
Systeme mit starker Unordnung nicht erfiillt sein muss ( ein aktuelles Beispiel findet man
in [30]).
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Abbildung 4.12: Beispiel fiir einen Fit: Der Graph zeigt die numerisch gewonnene Lésung
n(I') (Punkte) als Funktion der Energie. Py Cauchyverteilung mit s = 1
und Gaufsverteilung ()1 mit Breite by = 1. Fit: v = 1.97

Wie in den Abbildungen 4.6 und 4.11 zu sehen ist, unterscheiden sich die Kurven fiir ¢(T")
in ihrem qualitativen Verlauf nur wenig. Man kann also erwarten, dass die Energieab-
héngigkeit vom Typ Q7" fiir ein weites Feld von Verteilungen P und @) = Q@ gilt. Den
Wert des Exponenten muss man bei einer numerischen Losung von n(I') durch Fitten
mit 7% bestimmen. In logarithmischen Variablen ist es einfacher, den Exponenten aus
(4.131) direkt mit dem Exponenten v zu fitten (Q = e 1):

o= Jo [Po+Ro+Qu+Q_1]dl  —vT (4.138)
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Ein Beispiel fiir einen solchen Fit sieht man in Abbildung 4.12.
Wihlt man (4.88) fiir Q> und (4.36) fiir P, so wichst v fiir wachsende Breite £, und
bei festem Wert by fiir die Breite der Verteilung Q.

by=1/,] 1 | 2 | 3
by 1 [ 1 |1
v 1.95 | 1.77 | 1.65

Analoges gilt, wenn man statt (4.36) die Losung (4.34) oder (4.39) fiir Py auswahlt. Mit
groker werdendem Wert von &, oder s wéchst v an.

be=1/6 | 1 | 2 3 s [05] 1
by 1|1 1 by | 1| 1 1
v 1.9 1.75 | 1.63 v | 1.8]1.97 [ 215

Im néchsten Kapitel wir nun die Spin-Korrelationsfunktion genauer besprochen.
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5 Die Korrelationsfunktion

Fiir die magnetische Suszeptibilitdt gilt nach dem Fluktuations-Dissipations Theorem [6]
mit 3 =1/T

]
Xij =< 8iS; > — < §; >< S > . (5.2)

In der ungeordneten Phase gilt < S; >= 0.

Zur Berechnung der Suszeptibilitdt muss ein Ausdruck fiir den Korrelator < §;5; >
gewonnen werden.

Im folgenden sind x und x;; als Funktionen einer externen Frequenz w * zu verstehen.
Eine connected correlation function , hier am Beispiel der Spin-Spin-Korrelation,

1

<85S >e=< 55 > — < 8 >< 55 > (5.3)
lasst sich als Ableitung von In Z schreiben [37]

52
<8iSj>e=——Z. 5.4
A S (5.4)
In dem hier vorliegenden Fall muss auch noch iiber die Unordnung geeignet gemittelt
werden. Allerdings besitzt nur die freie Energie F' bzw. In Z die notwendige Eigenschaft
der Selbstmittelung, nicht jedoch Z. Die Berechnung der iiber die Unordnung gemittelten
Funktion

0 Z]ao. (5.5)

ist in der Regel hochst problematisch. Selbst wenn Methoden zur Berechnung von Z
gegeben sind, folgt damit nicht automatisch [In Z],,.

Die bekannteste Methode zur Behebung des Problems diirfte der Replica Formalismus
[116, 121] sein. Hier jedoch soll ein anderer Zugang gesucht Anwendung finden, der mehr
an das hier verwendete Renormierungsschema angepasst ist.

Um Informationen iiber die Korrelation zwischen den Spins S; zu erhalten betrachtete
Fisher [39, 40] im Fall einer Isingkette mit transversalen Feldern die Verteilung der — wie

'Oder der Temperatur T = T(w) = hw/ks.
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5 Die Korrelationsfunktion

er es nannte — aktiven Spins in der Kette. Dies sind diejenigen Spins bzw. Kettenglieder,
die bei einer gegebenen Energieskala I" noch nicht ausintegriert wurden.

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Spin aktiv ist, wird in eine Funktion G iibersetzt, die
im Anhang D definiert wird. Diese Funktion beinhaltet viele Informationen, auch Eigen-
schaften der mittleren Spin-Spin-Korrelationsfunktion

< 5159 >. (5.6)

Fiir die hier vorliegende fermionische Kette wird ein ganz dhnlicher Weg zur Berech-
nung der Korrelationsfunktion eingeschlagen. Herleitung und Berechnung des Korrelators
< §;S; > sind das Thema dieses Kapitels, wobei die im letzten Kapitel hergeleiteten Ver-
teilungsfunktionen eine grofe Rolle spielen werden.

1 2
w
‘d D
\ﬂ/ %
1 2

Abbildung 5.1: Ausschnitt aus der Spinkette. Ein externes elektromagnetisches Feld mit
Frequenz w liegt in Resonanz mit dem t1o-Matrixelement. Alternativ be-
trachtet man die thermische Anregung des Systems bei einer Temperatur
hw=kpgT.

Fiir den Augenblick wird eine Spin-,Kette“ mit nur 2 Gliedern ohne on-site Energien
betrachtet.

2 lokale Spins S7 und S, sind durch bewegliche Locher gekoppelt, die mit der Starke J;
und Jo mit den lokalen Spins wechselwirken. Die Stirke der Kopplung zwischen beiden
Spins bestimmt letztendlich das Hiipfmatrixelement t15. Fiir grofies ti1o sind die bei-
den Spins stark korreliert. Fiir dieses Spinsystem mit 3 gegebenen Kopplungskonstanten
(J1, Ja,t12) ergibt sich der Korrelator bzw. die Green’sche Funktion (im Frequenzraum)
zu?

1 1

<S1SQ>O(w_€:w_J1J2. (5.7)

t12

In einer (unendlich) langen Kette wird die obige Situation nur mit einer geringen® Wahr-

’Siehe hierzu auch [40] Seite 6414 Gleichung (1.21).
3Siehe wieder Anhang D fiir die Relevanz von seltener Ereignisse fiir die physikalisch beobachtbaren
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scheinlichkeit P vorkommen. Auf der laufenden Energieskala sei ¢; = 2 das Hiipfmatrix-
element, welches die Kettenglieder ¢ und j verbindet, wobei

i+1=y (5.8)
ist. Da J; j < t = (2 sein muss (sonst wiirde zuerst ein J dezimiert), laufen die Integrati-
onsgrenzen der J-Integration von 0 bis 2.

Die laufende Energie € kann bis zur gegebenen Frequenz w abgesenkt werden, entspre-
chend lauten die Integrationsgrenzen fiir die mittlere Spin-Korrelationsfunktion (bei ex-
terner Frequenz w):

2555 W) / o P(R)dn. (5.9)

Im néchsten Schritt der Renormierung wird ¢; und (damit die beiden Glieder ¢ und j)
dezimiert.

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein t; = ¢t der Grofse €2 existiert und genau die beiden Plitze
¢ und j mit den Kopplungen J; und J; miteinander verbindet, ist

P(Q) dQ oc P(alJi)) P(a[J;]) R = 0,1 = j — i, T[Q = t]) dT[)] . (5.10)

Allerdings kann die eben geschilderte Situation nur dann eintreten, wenn diese Ketten-
glieder nicht schon vorher im Laufe der RG ausintegriert worden sind. Die Wahrschein-
lichkeit, dass 2 Kettenglieder bis zur Energie 2 (bzw. I') iiberlebt haben wird mit

s(Q2)  (bzw. s(I"))

bezeichnet und weiter unten explizit berechnet.
Da die Wahl bzw. Numerierung der Glieder i und j beliebig ist (unter Beriicksichtigung
von (5.8)), muss iiber J; und J; integriert werden. Zusammengefasst gilt*.

Grofien in einer Dimension.
‘da = —1/JdJ und dI' = —1/QdQ nach Definition im letzten Kapitel.
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< S(0)S(l) >
Q

<58 >(w) P(Q) d2

Qr
/ JZ T P(Ji)P(Jip1) R(1, Q2 = t)s(Q2) DQ
/ P(alJi]) dalJiq] P(ali]) dafJiqa] R(0 = 0,1, T[Q])s(T[Q]) dT[Q)]

7
[

Zur Berechnung des Korrelators braucht man einen expliziten Ausdruck fiir s(I").

J ']7,+l

/ /o w— i"zHP(Ji)dT{.i) P(Jﬂ)dj: ]R(5—O,Z,Q) (Q)%.

(5.11)

[ =
I

5.1 Die Uberlebenswahrscheinlichkeit s

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Kettenglied i noch iiberlebt hat, wird durch die Uber-
lebenswahrscheinlichkeit s(I") dI" beschrieben (s steht fiir survived). Explizit gilt

I
o) = /0 1= Py)[1 = Ro?[1 = Qu][1 — Q_1]dI” . (5.12)

Da Py die Wahrscheinlichkeit ist, dass eine Kopplung J und das dazugehorige Ketten-
glied dezimiert wurde, bedeutet entsprechend [1 — Py], dass J bei der Renormierung bis
zur Energie I" eben nicht dezimiert wurde. Analoges gilt fiir die beiden anderen Kopp-
lungstypen ¢ und V.

Der Faktor [1 — Rp] taucht zweimal in (5.12) auf, da sowohl links als auch rechts ein
Hiipfmatrixelement an einen potentiell zu dezimierenden Gitterplatz ankniipft.

Fiir die im vorangegangenen Kapitel gewonnenen analytischen Ldsungen fiir Py, Rg und
@+1 kann s (numerisch) exakt berechnet werden. Am einfachsten ist die Situation mit
den Verteilungen der Form (4.93):

Py=p
Q:OI:OI = C1/2
1
Ry= ———.
T 1
c1ep tq

Fiir das Integral s ergibt die Integration
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5 Die Korrelationsfunktion

={1-p)(1-4q/2) /

=(1-p)(1-4q/2) [ (p+q) 2+p+q)+1)T

2
dr’
pl _ _1
e p+1]

1
crePtol — (5.13)

~ @+ p+a)(ner (p+ q)e" ~ 1))

H1=p)(1 = 0/2P [~ @+ p+ a)Inle (0 +0) ~ 1)
L™ ptq

Da der Faktor (1 — Rp) gegen Null geht fiir I' — 0 strebt dementsprechend auch s(I")
gegen Null fiir I' — 0 bzw. Q — 1. Allerdings wéchst s(I') in dem hier vorliegenden Fall
unbeschriinkt mit I" an®. Geht man mit

s(T)dl’ = S(T[Q])dT'[Q] = s(In(1/Q)) dél (5.14)
zur dekadischen Energieskala iiber, divergiert (5.13) in © = 0. Dies liegt im mangeln-
den Konvergenzverhalten von (1 — Py) = (1 — p) begriindet. Fiir Gauk-, Cauchy- oder
Exponentialverteilung geht (1 — Py) — 0 fir I' — oo (bzw. 2 — 0). und damit ist
die Stammfunktion s fiir grofe I' eine Konstante. Dadurch bleibt die Uberlebenswahr-
scheinlichkeit beschrankt, und beim Wechsel von I' nach €2 entstehen keine Probleme im
Nullpunkt.

Allerdings spielt der Punkt €2 = 0 fiir die Spin-Korrelationsfunktion keine kritische Rolle.
Wenn man an diesem hypothetischen Punkt angekommen ist, sind alle Glieder der Ket-
te sowieso schon dezimiert worden. Der Bereich sehr kleiner Energien 2 ~ 0 kann also
ausgespart werden und S(€2) ist im verbleibenden Bereich wohl definiert.

Eine Eigenheit von Py = p liegt darin, dass wegen dem Faktor 1 — p die Uberlebenswahr-
scheinlichkeit s verschwindet fiir p gegen 1.

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Uberleben von 2 Kettengliedern i und j ist

s(i) + s(j) = 2s. (5.15)

Dies gilt streng genommen nur, wenn s(i) und s(j) unabhéngig voneinander sind. Zu
Beginn der Renormierung und fiir grofe Abstdnde (I > 1) ist dies in guter Ndherung
erfiillt. In diesem Fall befinden sich viele andere Spins S zwischen den Plétzen ¢ und j
und es gibt kaum Korrelationen. Im Verlauf der RG werden Spins Sy mit k # 4, j ausin-
tegriert und die Spins S; und S; riicken néher. Um die Rechnung einfach zu halten, wird
trotzdem der Ansatz (5.15) als Ndherung verwendet.

Da bei I' = oo alle Kettenglieder mit Wahrscheinlichkeit 1 dezimiert sind, kann man die

SGenauer gesagt gilt fiir grofe I' : s(T') ~ T, wobei fiir die Parameter in Bild 5.3 ,grof “ schon ab T > 3
gegeben ist.
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5 Die Korrelationsfunktion

Uberlebenswahrscheinlichkeit mit dem Faktor 1/s(I' = oo) normieren. Da man diesen
Normfaktor bei der Berechnung von (5.11) vor das Integral ziehen kann, wird er im folgen-
den weggelassen. Fiir die funktionale Abhéngigkeit der Spin-Spin-Korrelationsfunktion
von der externen Frequenz sind Proportionalitdtsfaktoren nicht von Interesse.

A
S
<

X

O :.

e
R0

W

o
W

%

¥

Abbildung 5.2: Linke Spalte Analytische Losung mit Py = 0.9, Q5° = 1/2 und ¢(I")
nach (4.93). Darunter s(£2;p), wegen dem Vorfaktor 1 — p verschwindet
die Uberlebensrate mit p — 1. Rechte Spalte Cauchyverteilung fiir P,
und @Q°°. Im oberen Plot ist s = sy = 5 im unteren Plot wird sy variiert
bei festem s = 5.

5.2 Berechnung von < §;5; >

Der Term +ZJJ liefert nur fiir w = Jgj einen wesentlich von Null verschiedenen Beitrag
woTao
zum Integral und wird deshalb durch eine Delta-Funktion
1 JiJj

—7 ~ O(w —
wT oo

) (5.16)

ersetzt. Durch diese Ndherung kann eines der 3 Integrale in (5.11) trivial ausgefiihrt
werden. Mit

Jp === (5.17)

ist
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Abbildung 5.3: Linke Spalte Exponentiell abfallende Anfangsverteilung und Loésung
von ¢(I") mit ¢ =1 (4.58) und b, = 1 (oben). Darunter s(2;b.). Rechte
Spalte Numerische Integration von s. Man hat eine Anfangsverteilung
vom Gauk-Typ fiir die J’s und V’s mit by, = by = 1 Im Unteren Plot ist
ebenfalls b, = by gewéhlt.

< 5,5, >— —/ [/ (/(5(w— 1) p(a) 2 Py M R = 0.0, 2s0)

0 7, 7,
- w0 1, - 4o
_ //p( TP 3 AT R0 = 0.1.9)5() G

Wegen J; ; < Q gilt fiir w = 7i%i in der Regel
J Q
w < J@j <Q

und im Extremfall J ~ Q entsprechend w < € (s. Abbildung 5.4).

Qfl? Jlf T >Q:o

I'=0 I'=

Abbildung 5.4: Laufende Energie und externe Frequenz.

Die Funktion R(6 = 0,1,Q) s(€2) bleibt von der Integration iiber J> unbehelligt. Da durch
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5 Die Korrelationsfunktion

die Ndherung (5.16) nur noch eine Kopplung J in den Gleichungen auftaucht, werden die
Indizes an den J fallen gelassen.

5.2.1 Integration iiber J

Fiir die aus einer Gaukfunktion stammende Verteilung P (4.36) ist

dJ; dJ; w dJ w) dJ

P Py T / P py Y p e py

// 7 Tid; J 9 g J W
—bg (@202 +7%) —bg (@20%47%) (5.19)

/ 0f 72 dJ /e 72 47
x [wl—————— = [ ————dJ.
erf(2,/by)? wQ erf(2,/bg)?

Um eine geschlossene Form der Stammfunktion angeben zu konnen, wird von € bis €2
integriert. Es wird sich aber herausstellen, dass der Grenziibergang lim._,g < SS > (wj;e€)
keine Probleme bereitet. Die Integration ergibt

Qb (w2024 b
/ e P Jg o dJ oc(e4“’9bgerf(ﬂ\/@+ \/b?w) +erf(Q\/E— \/gw)
2 2
(\/@(6 +WQ))—|—erf(\/E(_€ +WQ))>6—2wag.

€ €

_ e4wagerf

(5.20)

Fiir P aus (4.39) ergibt die Integration iiber J

Q -2 202\ —1
_ Q
/ (82 + JQ) ! (arctan <—>> <s2 + v ? > dJ =
0 S J
Q -2 _
(wﬂ arctan (£> — s arctan <—>> (arctan <9>> (w292 — 84) ! s71.
w s s

(5.21)

Der einfachste Fall liegt vor, wenn die Verteilung P die Form pe~*? hat. Dann gilt

WQ 4 QQ _ dJ Q. dJ

P(J) ()m:pz(@j) mzp2(;) o (5.22)

Die Variable J kiirzt sich in diesem Spezialfall vollstdndig heraus. Damit ist auch die
Integration iiber J trivial und liefert nur einen Faktor 2. Sammelt man alle Potenzen
von w und zieht sie vor das verbliebene Integral, erhdlt man
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5 Die Korrelationsfunktion

-
S

i (/OQdJ> R(ézO,l,Q)s(Q)(g lgdg

1
:wp—l/ R(6=0,1,Q)s() Q"1 dQ

S W [

w

(5.23)

=P F(w).
Die durch (5.23) definierte Funktion F(w) fillt exponentiell mit w ab. Damit ist

RN

< 58 >(w) ~wP e (5.24)

Die Abklingkonstante &, kann durch Fit an F(w) bestimmt werden.
Fiir kleine w gilt

< 88 >(w) ~wP Tt =wme. (5.25)

Der Wert o = 1 — p erfiillt das Skalengesetz (siehe Seite 17)

2—a=dv (5.26)
mit der Dimension d =1 und v = p + 1 aus (4.135).
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Abbildung 5.5: Links oben: Spin-Korrelation < S;S; > (w) Oben rechts: Integral
F(w). In beiden Fillen fiir [ = 1. Unten: Lingenabhingigkeit des Inte-
grals F(w) (hier fiir p=0.9).
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6 Fazit

Fiir eine Spinkette mit zufdlligen Kopplungen wurde eine Renormierungsgruppen Ana-
lyse durchgefiihrt. Aus den perturbativ gewonnenen Beziehungen zwischen alten und
renormierten Kopplungen wurden die Flussgleichungen fiir die kritischen Verteilunegn
abgeleitet.

Diese Differentialgleichungen konnten unter den in Kapitel 4 besprochenen Niherungen
gelost werden. Besonders ergiebig erwies sich dabei der Fall, wenn die urspriingliche Ver-
teilung der Spin-Kopplungskonstanten einem Potenzgesetz gehorcht.

Dadurch konnten die kritischen Exponenten v und « als Funktion der Breite der eben
angesprochenen Verteilung sowie der Korrelator

< SiSj >

analytisch berechnet werden.

Weitere Arbeiten in diesem Feld kénnten eine numerische Integration des Gleichungssy-
stems (4.46) und (4.75) beinhalten, sowie die Untersuchung des Modells in einem exter-
nen Magnetfeld. Nicht minder interessant wire die Berechnung der Leitfdhigkeit einer
ungeordneten Spinkette.
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A Der Pfadintegralformalismus

Neben der Schrédingergleichung und Heisenbergs Matrizenmechanik existiert in Form des
Feynman' Pfadintegrals (PF) ein weiterer, dquivalenter Zugang zur Quantenmechanik.
Auch wenn das Pfadintegral in vielen Standardvorlesungen zur Quantentheorie stiefmiit-
terlich oder iiberhaupt nicht behandelt wird, kann es doch mehrere Vorziige aufweisen.
So lésst sich beispielsweise der klassische Limes leicht aus dem PF extrahieren, weswegen
der Gebrauch von Pfadintegralen in semiklassischen Theorien und in der Untersuchung
von Quantenchaos beliebt ist. Auch findet das in der klassischen Physik zentrale Konzept
der Teilchen-Bahn bzw. Trajektorie wieder Eingang in die Quantenwelt.

Der Ausgangspunkt zur Herleitung des PF bildet der Zeitentwicklungsoperator. Durch
Diskretisierung der Zeitachse und geschicktes Einfiligen von Einsen erhilt man ein Funk-
tionalintegral, in dem statt des Hamilton Operators die klassische Hamiltonfunktion oder
(je nach Schreibweise) die Lagrangefunktion steht [78, 88, 104]|. Zuerst wird das PF im
einfachsten Fall — dem Einteilchensystem — eingefiihrt, dann folgt eine knappe Herleitung
des fiir Kapitel 3 bendétigten Vielteilchenintegrals fiir Fermionen. Dabei werden Grass-
mannvariablen benutzt, deren wichtigste Eigenschaften im Anhang B aufgelistet sind.

A.1 Einteilchen Zustandssumme als Pfadintegral

Die Zustandssumme fiir ein Teilchen ist
Z=Spe M

Al
:/dx<x]e_ﬁH]x>, (A1)

wobei die Spur mit der Ortsbasis genommen wurde. Vergleicht man das Matrixelement
< x|le M|z > mit dem Zeitentwicklungsoperator?

U(a:f,tf;xi,ti) =< xf‘efﬁ(tffti)Hmi > . (A2)

sieht man, dass man die Zustandssumme formal als Summe (Integral) iiber die Diago-
nalelemente eines Zeitentwicklungsoperators auffassen kann, wenn man

ity —t:) = Bh (A.3)

'Richard P. Feynman (1918-1988)
Die Indizes i bzw f stehen fiir initial(Anfangszustand) und final (Endzustand), und zur besseren Uber-
sicht wird wieder h explizit hingeschrieben.
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A Der Pfadintegralformalismus

setzt. Dies motiviert die Einfiihrung einer rein imaginéren Zeit

T=1t. (A.4)

Da der Zeitentwicklungsoperator als ein Pfadintegral dargestellt werden kann, ergibt sich
eine Beziehung zwischen der Zustandssumme und einem Pfadintegral mit imagindren
Zeiten. Damit stehen neue und méchtige Techniken zur (n&herungsweisen) Berechnung
von Zustandssummen und damit allen thermodynamischen Gréfen zur Verfiigung.

Der Zeitentwicklungsoperator ist

(@,7s) =1 (TF gr(mde() o(r
U(a:f,tf;a:i,ti) :/(‘ | D[x(T)]e 7 e d (2( )24V (a( ))) (A.5)
@po7s) -1 ]'Tf drH|z(T)]
:/( ) Dlz(r)]en /i : (A.6)

Die Integration erstreckt sich iiber alle Pfade von (z;,7;) bis (zf,7¢) . Die Zeitableitung
in der kinetischen Energie ist symbolisch zu verstehen, als suggestive Notation fiir

<l m [ Tn —Tn-1 2 AT
€ nz::l o) (76 > , (A7)
wobei das Zeitintervall t; — t; in M dquidistante Abschnitte unterteilt wurde mit ¢ =
(tf —t;)/M. Eine Diskussion des Mafes D[z (7)] findet sich in der angegebenen Literatur
[78, 88], die mathematischen Feinheiten und Details sollen hier nicht weiter interessieren.
Durch analytische Fortsetzung, die so genannte Wick-Rotation

t=—irt, (A.8)

kann man den Zusammenhang zwischen klassischer Lagrangefunktion und der Hamilton-
funktion in imaginérer Zeit aufzeigen. Mit (A.8) erhélt man die euklidische Wirkung

P[5 - vaw)] =3 [ar [5EDRevee| . @

Fir die Zustandssumme kann man schreiben

=1 [Bh ol L3 dI_(T) (T
Z = / D[l‘(T)]e hl o d (2( )2+ (( ))) )
z(Bh)=z(X)

Hier erfolgt die Summation iiber alle Sh-periodischen Trajektorien.

(A.10)

A.2 Vielteilchen Pfadintegral

Beim Einteilchenproblem gelangt man von Ausdruck (A.5) nach (A.6), indem man mehr-
fach eine 1 in Form der Vollstandigkeitsrelation
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A Der Pfadintegralformalismus

D i >< @ (A.11)

und

Z ’pi >< pi| (A.12)

einfiigt. Bei einem Vielteilchen-Hamilton Operator in zweiter Quantisierung braucht man
flir das weitere Vorgehen eine geeignete Basis aus Eigenzustdnden, die so genannten
kohérenten Zustédnde.

Bezeichnet man wieder die fermionischen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren mit

az und ay,, dann kann man zu letzterem?® einen Eigenzustand wie folgt definieren
arl§k >= §kl€k > (A.13)
mit :
|&p >= e~ Zrsharl0> (A.14)

Die Eigenwerte & sind Grassmannvariablen und der Index k steht stellvertretend fiir
einen vollstdndigen Satz an Quantenzahlen. Der Zustand |0 > ist der Vakuumzustand
des Vielteilchensystems. Wichtig fiir die Konstruktion des Pfadintegrals ist die Vollstédn-
digkeit dieser kohdrenten Zustidnde

1= /E[dg;dgke—zkfiﬁk\g >< £ (A.15)

Man bezeichnet mit :...: die Normalordnung, bei der alle Vernichtungsoperatoren rechts
von den Erzeugern stehen. Damit gilt mit der Baker-Campell-Hausdorff-Formel

6e?-{(aT,a) —. 66H(at,a) . +0(€2)’ (A.16)

wobei € wieder fiir ein kleines Zeitintervall (¢; —¢;)/M steht. Fiir hinreichend kleine Zei-
tintervalle wird der Fehler in (A.16) also beliebig klein.

Der Zeitentwicklungsoperator zwischen 2 fermionischen Vielteilchenzusténden kann durch
wiederholtes Einfiigen von A.15 wie folgt umgeformt werden

3a£ besitzt keinen Eigenzustand, siehe [88] Kapitel 1.5 . Fiir bosonische Operatoren sind die Eigenwerte
gewohnliche, komplexe Zahlen.
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A Der Pfadintegralformalismus

Uk prtsiEristi) = Jim < Ep,ple Mg >

M-1
= lim / T T deder e o= i

M—oo
n=1 k

M
« H < fn‘efie:H(aT,a): + 0(62)’§n—1 > (Al?)

n=1

M—-1
= lim / 11 Hdg;dg,ge—Zii‘fEka

M—oo
n=1 &k

X e 21:1 (Zk Sz,nfk,n—l_ieH(gz,nvfk,n—l))
)

mit §ro0 = &k und §p oy = &k, -
Wie im Einteilchenfall werden symbolisch suggestive Abkiirzungen eingefiihrt

£, e =Sl _ g D) (A18)
und
H(glt,na sz,n—l) = H(&I:(t)a fk(t)) . (Alg)

Damit kommt man schlieflich auf die Darstellung

Er(ty)=Ek, s .
m@ﬁm@mmz/ DIE (116 (1)] €5 G
& (ti)=Ek,i (A.QO)

o ol at( S ign 0 G -HE (0).6(0)
Die grofkanonische Zustandssumme als PF in imaginérer Zeit mit chemischem Potential
w, Teilchenzahloperator N' =", a}iak und A =1 ist damit

Z =Sp e~ BH—pN)

= dexdere Lnibh < gle=BH-N) ¢ S
/g@&e £le € Ay

— / D& (t)&R()]e” I3 dr [ 660 (G —n) () H(EL (1) & (8)]
£ (B)=—€k(0)

Wegen der Antivertauschung von Fermionen geht diesmal das Pfadintegral iiber alle
antiperiodischen Bahnen mit Periode f.
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A Der Pfadintegralformalismus

A.3 Das chemische Potential g

Die Spinoperatoren antikommutieren am Glied ¢, Spins an verschiedenen Orten kom-
mutieren jedoch. Spinoperatoren erfiillen deswegen streng genommen weder die Vertau-
schungsrelationen flir Bosonen noch die der Fermionen. Dieses Problem ist natiirlich in
der Literatur schon seit lingerem bekannt [57].

Die Fermion- bzw Bosonisierung von Spinsystemen ist deswegen nicht trivial, und in der
Literatur findet man verschiedene Reprisentationen des Spins.

Die Auswahl reicht von Majorana-Operatoren iiber supersymmetrische Ansétze bis zu
Hubbardoperatoren [99]. In dieser Arbeit wird der Ansatz von Popov und Fedotov [98,
105] verwendet, die die Fermionen als Quasiteilchen mit imagindrem chemischen Poten-
tial beschreiben. Da dies nicht in jedem Buch abgehandelt wird, folgt hier nochmal eine
Kurzfassung der Originalarbeit [105]. fiir ein System mit Spin S, = 1/2.

Es sei ‘H, ein Hamilton Operator, der von den Pauli Matrizen abhéngt (z.B. ein Ising-
oder Dicke-Modell). Durch

of = (§9) — ala; — bb; (A.22)
of = (94) — albs (A.23)
o7 =(99) — bla; (A.24)

werden die Spins durch Fermi-Operatoren ersetzt, wodurch eine Pfadintegral Dartstellung
der Zustandssumme moglich wird. Der so fermionisierte Hamilton Operator wird mit H g
bezeichnet.

In der Notation von [105] wird der zum Ort ¢ gehérende Raum durch folgende Vektoren
aufgespannt (P ist der Vakuumzustand)

al @ = [1,0 > bl @ = (0,1 > (A.25)

1®y = (0,0 >; albl ®g = |1,1>; . (A.26)

Wihrend (A.25) Spin ,up“ und Spin ,down“ entspricht, sind die beiden Zustédnde in
(A.26) die unphysikalischen Zustinde des Modells [unphys. >.

Der Trick mit dem imagindren chemischen Potential sorgt nun dafiir, dass sich diese

unphysikalischen Beitrige am Ort ¢ in der Zustandssumme exakt kompensieren. Die
Spur iiber die Zusténde (A.26) wird durch die Notation

SpUBPhys: (A.27)

ausgedriickt. Schreibt man die Zustandssumme des Systems in der Form

Z, = Sp exp(—fH,) = iN Sp exp <—ﬂ [HF + %N]) (A.28)
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A Der Pfadintegralformalismus

mit dem Teilchenzahloperator A/ und dem dazugehorigem Eigenwert N, so kann man die
Spurbildung (A.27) einfach ausfiihren. Dazu zerlegt man Hy und A in einen Anteil, der
zu i gehort und den restlichen Anteil, der alle anderen Gitter/Kettenplédtze enthélt

Hp = He + Hhp (A.29)
N=N'+N". (A.30)
Mit '
H|unphys. >=0 (A.31)
gilt

SpMPIYS- exp(—3 [HF + %TN})

= exp(—f [H% + %N’}) X Sp}nPhYS-(_Z-)N (A.32)

=0,

wegen (—i) + (—i)? =0 (NM]0,0 >=0, N[1,1 >=2[1,1 >).
Den Faktor im/2 vor N in (A.28) interpretiert man in Analogie zur grofkanonischen
Zustandssumme als rein imaginédres chemisches Potential pug.

A.4 Matsubarafrequenzen

In der Physik erweist es sich oft als praktisch, nicht im Ortsraum zu rechnen, sondern
eine Fouriertransformation durchzufithren. Aufgrund der [-(Anti)Periodizitdt definiert
man fiir eine Funktion mit imaginidrem Zeitargument [88]

1 — ,
f(T):B D> flwp)eienT. (A.33)
Die Riicktransformation ist
fwp) = l/ﬁ dr f(r)e'“rT™ (A.34)
=3/, . .

Die reellen Frequenzen w, heifen Matsubarafrequenzen. Fiir Fermionen gilt

f(ry=—=f(r+p) —-p<7<0. (A.35)

Diese Antiperiodizitdt bestimmt die n-Abhéngigkeit von w,. Teilt man das Integral in
(A.34) in einen positiven und einen negativen Integrationsbereich auf
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0

I ; ;
flwn) = = [/ dr f(r)e'“r" —l—/ dr f(r)e'“r" (A.36)
2L/, -8
und ersetzt unter Benutzung von (A.35) im zweiten Summanden 7 durch 7+ (3

0
/ d(7 4 B) f(r + B)e’n ) =
—p

0
/ A7+ B) (= f(7)) ionTeionB — (A.37)
B8 . )
[ dr (—petnmeie,
0
erhilt man

B ) 0 )
dr f(r)et“n" dr f(r)et“n™
[/0 " /‘ﬂ (A.38)

. B ,
(1- e“""ﬂ)/ dr f(r)ein
0
Fiir f(wy,) = 0 erhiilt man damit die fermionischen* Matsubarafrequenzen als

wn, = w . (A.39)

2nm

*Eine analoge Herleitung gibt fiir den bosonischen Fall w, = R
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B Rechnen mit Grassmannvariablen

Aufgrund des Pauliprinzips gilt
[a;, a§]+ = aia} + a}ai = 0j; (B.1)

und somit

a?=0=a,' (B.2)

fiir alle Fermioperatoren.

Hier wird man mit dem Problem konfrontiert, dass man fiir die Eigenwerte antikommus-
tierende Operatoren antikommutierende Zahlen einfiihren, zum Beispiel fiir das fermio-
nische Pfadintegral in Anhang A.

Die Mathematik liefert die hierfiir notwendige Algebra, die Grassmann-Algebra!.

Sie wird iiber eine Menge von Erzeugern oder Generatoren {;} definiert, die die ge-
wiinschte Eigenschaft

&&+ 66 =0 (B.3)

und damit

&=0 (B.4)

besitzen.
Die Basis der Grassmann-Algebra besteht aus der abzdhlbaren Menge

{1, &irs GirGin2s Gin &inGig -} - (B.5)

Die Dimension der Algebra mit n Generatoren ist 2". Jede Grassmannzahl ist eine endli-
che Linearkombination dieser Basis. Zu jedem Generator definiert man einen konjugierten
Erzeuger

(&) =&
(&) =& (B.6)
(&) =2¢& .

!Nach Hermann Giinter Grassmann, geboren am 15 April 1809 in Stettin, Polen, gestorben am 26 Sept
1877 ebenfalls in Stettin.
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B Rechnen mit Grassmannvariablen

Dabei ist z eine komplexe Zahl und z die dazu komplex konjugierte Zahl. Fiir das folgende
kann die Notation vereinfacht werden, weswegen auf den Index i verzichtet wird. Die Basis
sei

{L,¢,6%,6%¢}. (B.7)

Da Quadrate und damit alle héheren Potenzen verschwinden, sind analytische Funktionen
mit Grassmannvariablen linear

f(&) =20+ 21&. (B.8)

Eine Taylorentwicklung einer Funktion mit Grassmannvariablen ist also besonders ein-
fach. Eine allgemeine Funktion in £ und &* ist

H(E,€) = 20 + 21626" + 21267€.. (B.9)

Auch eine Integration dieser Funktionen ist mdglich. In Analogie zu dem bekannten
Integral iiber reelle Zahlen fordert man Translationsinvarianz [52]

/ dEf(€) = / def(€ + a) (B.10)

fiir eine beliebige Grassmannzahl a. Im Spezialfall f(&) = ¢ folgt daraus

/dga =0, (B.11)

was folgende Definition motiviert

/d§1 =0 /dgg =1 (B.12)
/dg* 1=0 /dg* e =1. (B.13)

Allerdings darf man nicht der Versuchung erliegen, in d€ eine ,infinitesimale* Grassmann-
zahl zu sehen.

Das benétigte Aquivalent des Gaukintegrals fiir Grassmannvariablen ist

/H dnj dny; e~ Hiang Heimiteini — det[H]engigléj ) (B.14)

wobei H~! die zu H inverse Matrix ist.

Der Hauptunterschied zur Gaufidentitdt mit normalen Zahlen besteht darin, dass die
Determinante im Zahler steht. Der Beweis findet sich in vielen Biichern iiber Vielteil-
chenphysik, etwa [78, 88].
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C Laplace-Transformation

Sei f(t) eine auf [0, 0o) definierte Funktion, dann ist die unilaterale' Laplace-Transformation
(LT)? durch

LP[f(®)](s) = LP[f(s) = f(s) = /Oo e (1) dt (C.1)

0

gegeben [1]. Thr Wertebereich sind alls s € R, fiir die das Integral konvergiert.
Die Umkehrtransormation findet sich unter den Namen ,,Bromwitch Integral® , , Fourier-
Mellin Integral“ oder Duhamels Faltungs Prinzip.

o Existenz

Fiir jede stiickweise stetige Funktion f(t), welche fiir alle t die Eigenschaft
[f()] < Me™ (C.2)

erfiillt, existiert eine Funktion LP[f(t)](s) mit s > a.

¢ Eindeutigkeit

Die Laplace-Transformation ist eindeutig im folgenden Sinne (Lerch Theorem):
Gilt fiir 2 Funktionen f; und fo

LP[f1](s) = LP[f2](s) = f(s), (C.3)
so ist
/Oa (f1(t) = f2(t))dt =0 Va>0. (C.4)
e Figenschaften

Die LT ist linear und hat die Faltungseigenschaft

LP{f(t) * g(t)) = LP[f(t)]LP]g(t) (C.5)
LPVf(t) * g(t)] = LP[f(B)]LP[g(¢)] (C.6)

'Es gibt auch die bilaterale LT, bei der sich die Integration iiber (—oco,c0) erstreckt [97].
2Pjerre-Simon Laplace (1749-1827)
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C Laplace-Transformation

e Umkehrtransformation
Die inverse LT berechnet sich nach Mellins® Inversionsformel

1 Y+100

— st
£lt) = 5 A ) ds. .7
Der Integrationsweg ist hier eine Linie parallel zur imagindren Achse, die in v die
reelle Achse schneidet. Dabei muss I' grofer sein als der Realteil aller Singularitéten
von f(s).

Die inverse Funktion f(t) ist dabei eindeutig wie im obigen Sinne, d.h. 2 Losungen
von (C.7) unterscheiden sich nur in einer Punktmenge vom Mafs Null.

LT fiir hdufig vorkommende Funktionen:

& [ LPIIG) | fir
1 % s>0
t s% >0
t" gﬂl nez
e Sia s>a
o(t—c) | e c>0
cos(at) | ias s> |al
sin(at) | 5t s> |al
In Hinblick auf Kapitel 4 gilt insbesondere
LP[e? (ag + ait + ast® +...)](s) =
2! C.8
LP[eag + elart + e"agt? + .. ](s) = 0 @ @4 (C8)

nach obiger Tabelle und mit (C.5).

3R.H. Mellin, Finne (1854-1933)
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D Eindimensionale Systeme

To a casual ostrich [102] the world of quantum physics in one dimension may sound
a little onedimensional, suitable perhaps for those with an unhealthy obsession for the
esoteric. Nothing of course could be further from the truth.

David Logan University of Oxford,UK in J.Phys. A 37, p5275-6 Book Review: Quantum
Physics in One Dimension.

D.1 Griffiths-Singularitdten

Ein transverses Ising Modell ohne Unordnung kann exakt gelést werden®. Mit Unordnung
jedoch offenbaren sich ganz neue physikalische Aspekte.

So besitzen ungeordnete Systeme sogenannte rare regions, Bereiche, die {iberdurchschnitt-
lich korreliert sind und die das Verhalten des Systems massiv beeinflussen kénnen [17].
Wie von Griffiths [53] gezeigt wurde, fiithren diese seltenen Bereiche zu einer nichtanaly-
tischen Freien Energie (Griffiths-Singularitaten (GS)) [33].

Allerdings ist dieser Effekt in klassischen Systemen nur sehr schwach ausgeprigt. Ein
anderes Bild bieten Quantensysteme am absoluten Temperaturnullpunkt. Beim Quan-
tenphaseniibergang (QPU) kann die Griffiths-Singularitit 2 deutlich zu Tage treten.
Ein in der Literatur besonders gut untersuchtes Modell ist das RTISM? mit eingefrorener
Unordnung?

H=-> Jiojoi, —> hof —HY oF. (D.1)

Die Kopplungen J; und h; geniigen gewissen Wahrscheinlichkeitsverteilungen.
Behandelt man das Modell (D.1) mittels der RG [39, 40] sieht man, dass am kritischen
Punkt die Verteilungen der Kopplungen als Funktion der Energie immer breiter werden.
Die Unordnung wichst und wiichst, je weiter man sich dem Fixpunkt nihert.
An diesem Punkt wird die pertubative RG exakt und man kann fiir dieses System die

"Durch eine Jordan-Wigner-Transformation kann das Modell auf einen nichtwechselwirkenden, fermio-
nischen Hamilton Operator abgebildet werden [114].

?Da McCoy [82] und Griffiths ihre Arbeiten zeitgleich versffentlichten sollte, man gerechterweise von
Griffiths-McCoy-Singularitdten sprechen, allerdings hat sich der Term Griffiths-Singularitdten einge-
biirgert.

%Neben Anwendungen in der Grundlagenforschung findet das RTISM praktische Anwendung bei der
Beschreibung gewisser Substanzen wie LiHoF, [49].

“Ein weiters Beispiel fiir die Griffiths-Phase in einem 1D System findet man in [30].

5In der englischen Literatur spricht man hier von einem infinite randomness fixed point.
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D Eindimensionale Systeme

meisten Eigenschaften analytisch behandeln. Dies hingt stark mit dem folgenden Sach-
verhalt zusammen. Es zeigt sich ndmlich, dass die kritischen Eigenschaften durch die
oben angesprochenen seltenen Ereignisse dominiert werden:

Die gemittelten Eigenschaften werden von Realisierungen der Verteilung der Kopplungs-
konstanten dominiert, die eine dusserst geringe Wahrscheinlichkeit aufweisen. Im Gegen-
satz dazu tragen die typischen Realisierungen, also Kopplungen die mit hoher Wahr-
scheinlichkeit auftreten, kaum zu den mittleren kritischen Grofen bei. Nur wenige Rea-
lisierungen tragen also mafigeblich zu den beobachtbaren Groéfsen bei.

D.1.1 Kritische GroRen

Der Vollstandigkeit halber werden zunéchst die gebréuchlichsten kritischen Exponenten
definiert® [17].

e « gehort zur spezifischen Warme bei verschwindendem externen Magnetfeld C' ~
]

3 gehort zur spontanen Magnetisierung limg oy M o (—t)5.

~ beschreibt die Divergenz der Suszeptibilitat xg—o ~ |t| "bei H =0 .

ddefiniert sich tiiber M ~ |h|Y/? mit h = H/T.

v ist der kritische Exponent in (4.135) £ ~ |¢t|77 .

7 beschreibt die Divergenz der Korrelationsfunktion exakt am kritischen Punkt
G(r) ~ Tdf++n

z stellt einen Zusammenhang zwischen der Korrelationsldnge und den zeitabhingi-
gen Grofen [117] nahe dem kritischen Punkt her Fiir die typische Korrelationszeit
T gilt etwa T ~ &7,

Hier sollen nun die analytisch gewonnenen Ergebnisse {iber das RTISM zusammengefasst
werden (aus [40, 41, 60, 114, 134]).
Die Notation sei

Im weiteren Verlauf stellt H das externe Magnetfeld dar, d ist die Dimension des Systems und ¢ = T;CTC

steht fiir die reduzierte Temperatur. In dieser Arbeit wird anstatt der Temperatur allgemein von
Energieabhéngigkeit gesprochen, siehe auch die Fufnote auf Seite 70.
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D Eindimensionale Systeme

Ay = [Inh]g (D.2)

Ay =InJ)aw (D.3)
 [Inhfay = [Ind]ay

~ war[lnh] + var[ln J] (D-4)

= (14+V5); (D.5)

=1n(Q;/Q) (D.6)

= In(Q2/.]) (D.7)

=1n(Q/h). (D.8)

Der kritische Punkt, der die geordnete von der ungeordneten Phase” unterscheidet, liegt
bei

Ap=Ay. (D.9)

Hier kommt die Dualitdt des Modells zum tragen.
Die Variablentransformation

s{ = 0707 (D.10)
=117 (D.11)
j<i

fithrt bei H = 0 wieder zu einem Modell der Form (D.1), allerdings ist nun die Rolle von
J und h vertauscht. Der kritische Punkt ist nun erreicht, wenn die Vereilungen fiir J und
h identisch sind.

Die kritischen Verteilungen sind

—_

P(CT) ~ et/

R(B,T) ~ =¢ AT

(D.12)

| =

Diese Dualitdt ist eine der Eigenschaften des Systems, die die analytische Behandlung
stark vereinfacht. Wie man sieht, werden die Verteilungen (D.12) immer breiter je mehr
I" anwéchst.

Nun zu den Ergebnissen von [40]: Die longitudinale Magnetisierung (7" = 0) skaliert wie

"Die beiden Phasen selbst kénnen noch in eine schwach (un)geordnete und stark (un)geordnete Phase
unterteilt werden.
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D Eindimensionale Systeme

7n®Jﬂ::ﬂUMLVH»¢4A4Lﬂn(%)}. (D.13)

H ist das externe Magnetfeld, i und D sind nichtuniverselle Konstanten und M ist eine
universale Skalenfunktion
r’a e "
VIR
sinh*(z)  sinh(x)

da
M(z) = 2— D.14
(@) (6sa+a232) (D.14)
mit a o [z]?Qy_1(coth(z)), wobei Q41 ein Legendre Polynom ist [40].

Am kritischen Punkt vereinfacht sich (D.13) zu

1

(D.15)
In der geordneten Phase (§ > 0) skaliert die spontane Magnetisierung wie (—6)% mit
8 =2 — ¢. In der ungeordneten Phase liegt eine Potenzgesetz-Singularitit vor.

Die mittlere Oberflichenmagnetisierung verschwindet fiir H = 0 gems mg o< (—8) mit
B, =181, 82].

Die mittlere Spin-Spin-Korrelationsfunktion (bezeichnet mit Cy,, als Abkiirzung fiir ave-
rage correlation) zeigt am QPU ein Potenzverhalten

Cav (T) (D16)

~Y —r27¢ .
Abseits des kritischen Bereichs féllt sie exponentiell ab, mit einer Korrelationslange
ly )
£(0) = 5 mit v = 2, (D.17)
wobei die Amplitude der Korrelationsldge durch
Iy = ! (D.18)
Ve var[h] + var|[J] ’

gegeben ist.
Die mittlere Korrelationsfunktion wird von seltenen Spinpaaren dominiert, deren Korre-
lation in der Grofenordnung 1 liegt. Deswegen betrachtet man noch eine typische Kor-
relationsfunktion, die am QPU

—InC(r) ~ /r. (D.19)

In der ungeordneten Phase hingegen ist —In C(r) oc r, wobei der Proportionalitétsfaktor
durch die typische Korrelationslédnge £ gegeben ist

E0) ~z= - (D.20)
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D Eindimensionale Systeme

Wie man sieht, haben ¢ und ¢ unterschiedliche Exponenten!
Am kritischen Punkt skaliert die charakteristische Langenskala wie [? ~ 7 mit einem
dynamischen Exponenten

y o~ (D.21)

der am QPU divergiert.

Der singuldre Teil der longitudinalen Magnetisierung somit skaliert in der ungeordneten
Phase wie m(H) ~ |H|=.

Die Beziehung (D.21) ist das Ergebnis aus [39, 40] fiir die schwach geordnete und schwach
ungeordnete GF und ergibt sich als Spezialfall von

1
mit
IA] =6+ 0(6?) . (D.23)

Die Beziehung (D.22) ist eine Erweiterung fiir die gesamte GF aus [60].

D.2 Magnetisierung und Korrelationsfunktionen

In [39, 40] wird argumentiert, dass Informationen iiber die Spin-Spin-Korrelation aus der
Analyse folgender Funktion gewonnen werden kénnen

G(B,2,T)dBdz = dP[A]. (D.24)

P[A] ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A, welches hier lautet:

Auf der durch T" gegebenen logarithmischen Energieskala gehort ein noch nicht dezimier-
ter Spin zu einem Spincluster 3, dessen rechtes Ende bei x=0 liegt

Zum direkten Vergleich wurde die Notation aus [40] iibernommen, wo §3 fiir ein transver-
sales Feld steht.

Im einfachsten Falle (x=0) gilt

wobei np die Zahl der Cluster und R(f3;T") die kritische Verteilung der Felder bei der
Energie I' ist. Die Dichte der spontanen Magnetisierung M ist dann

My Fh_}n(r)lo dﬁ/dazG(ﬁ,x, r). (D.26)

96



D Eindimensionale Systeme

0 X

Abbildung D.1: Situation, die das Ereignis P[A] definiert. Ein Spin am Ort x=0 ist aktiv
in einem Cluster, der bei x endet auf der Energieskala I'. Skizze nach [40]
Seite 51.

Interessanter als My ist die mittlere Korrelationsfunktion

Clz) =<ojoi,, >, (D.27)
die man mittels der Funktion
k(z,T)dl = P|B] (D.28)
wie folgt ausdriicken kann
Clz) x / (, T)dI . (D.29)
0

Abbildung D.2: Dezimierung einer Bindung (bzw. Hiipfmatrixelement fiir die fermioni-
sche Kette im Modell (2.1) beim Ubergang von I' nach I" + dI', was zur
Bildung eines neuen Spinclusters (geschlossene Linie) fiihrt. Die Wahr-
scheinlichkeit fiir dieses Ereignis definiert die Funktion k(z,T"). Die ak-
tiven Spins in den Clustern (gestrichelte Ovale) bei der Energie I" sind
durch schwarze Pfeile visualisiert. Skizze nach [40] Seite 52.

P[B] ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis B:

Ein Spin am Ort x=0 und am Ort x werden aktiv in ein und demselben Cluster beim
Ubergang von I' nach T + dI' (s. Abbildung D.2)
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D Eindimensionale Systeme

Die beiden Funktionen k(z,I') und G(3, z,I") sind natiirlich nicht unabhéngig voneinan-
der. Wenn man mit ,, "“ die Laplace-Transformierte beziiglich x kennzeichnet, so gilt

k) = PO o) (D.30)
Hierbei ist
o) = [ 4sG(e. (D.31)

und P(O,y) ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine passende Bindung existiert, die die
beiden Cluster links und rechts miteinander koppelt.

D.3 Die fermionische Kette

Durch Spinoperatoren S! = dmn aznaflmaim (I = x, z) kann das RTISM zu einer fermio-

nischen Kette erweitert werden. Das fermionische Modell im grofskanonischen Ensemble
ist

H==> JiS;Si— > hiSF—pn; . (D.32)
Die Ladungsfluktuationen werden durch das chemische Potential y bestimmt, eine expli-
zite Ladungsdynamik ist nicht im Modell enthalten.
Bei T'= 0 und g = 0 weist das System dasselbe Phasendiagramm auf wie das RTISM
und besitzt einen Quantenphaseniibergang (QPU) bei § = 0.
Allerdings gibt es signifikante Unterschiede zur nichtfermionischen Kette.
Die Dualitit von (D.1) wird durch Ladungsfluktuationen zerstort.
Desweiteren gibt es ein nichtuniverselles Verhalten. Wéhrend fiir das RTISM die Re-
sultate unabhéngig von den urspriinglichen Verteilungen waren, sind die Skalenfunktio-
nen der fermionischen Kette Funktionen der Anfangsverteilungen Pf"f “"9(J)dJ und
P () dh.
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E Norm von Q(p,I')

Die Transformation von (V, ;) auf (p,I') ist durch

vV v V.
Vv _ve v E.1
Pma~ 0,0 of (E.1)

also
p(T) = =" = p(0)e" (E2)
gegeben. Die Ausgangsverteilung bei 2 = €7 wird durch eine Tilde gekennzeichnet

Q(p,0) = Q(p,T). (E.3)
Beim Ubergang von I' nach T' + dI" veriindert sich das Argument (E.2) entsprechend!

Q(p,0) = NrQ(pe") (E4)

wobei ein I abhéingiger Faktor fiir die Normierung

/0 Q0 dp =1 (E5)
sorgt. Der Faktor Nr bestimmt sich aus?
1 el |
Np/o Q(pel)dp = Nr eF/O Qx)dr=1. (E.6)
Die normierte Verteilung ist somit
Qp,I) = C?(p fr) (B.7)

e [y i Q(z)dx .
Bei einer gegebenen Verteilung der V's kann somit direkt Q(p,I") bestimmt werden.
Bisher verlief alles analog zu der Herleitung von P(a,I') im Abschnit 4.2.
Allerdings gilt nicht einfach % = Q4+ Q. Um dies zu sehen wird der Ausdruck (E.7) nach
I total differenziert

! Also p(T' 4 dT) = p + dp.
*Es geniigt den Fall p € [0, 1] zu betrachten. Damit gilt Q_ = 0.
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E Norm von Q(p,T")

19_00_ 000 -
dl’ oI op oI
_8@ oQ
_8_F + pa—p (EQ)
)t

= (Zahler nach I' differenziert)
el foe Q(z) dx
(E.10)
ot el 1€ O(2) d L(_-T\A(.-T
_9lee) )y Q)drte (e)Qe) (Nenner nach I" differenziert)

el J " Q(x) da]?

(E.11)
p eiFFQi(a:) (Ableitung nach p)
el [ Qx)dz
(E.12)
S Q) Qpeh) (E.13)
LT Quydr e [T Qe dr e [ Q) da
— (@~ 1) Qp.T). (E.15)
Bei einer um p = 0 symmetrischen Verteilung ergibt die analoge Rechnung (Q4 = Q)
d
T =2 -1 Q). (B.16)
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Abkiirzungen

DMS diluted magnetic semiconductors Verdiinnte magnetische Halbleiter. Verdiinnt in
dem Sinne, dafl nur wenige Atome ein zum Magnetismus beitragendes Moment
besitzen.

FG Flussgleichungen
GS Griffiths-Singularitét

LP Laplace-Transformation

PF Pfadintegral

QPU Quantenphaseniibergang

RG Renormierungsgruppe

ORG Ortsraum-Renormalisierungsgruppe im Text meist nur mit RG abgekiirzt.
RTISM random transverse Ising Spin model

WW Wechselwirkung

Die numerischen Resultate in den Kapitel 4 und in Kapitel 5 sowie die 2d und 3d
Plots/Grafiken in dieser Dissertation wurden mit maple Version 8 und 9.5 unter Suse
Linux 8.2 erstellt und mit Mathematica 5.0 gegengepriift.

Die Orthographie orientiert sich an den Empfehlungen der neuen deutschen Rechtschrei-
bung.

Diese Dissertation wurde erstellt mit Hilfe von WTEXVers. 3.14159 Copyright (C) 1997-
2003 D.E. Knuth.
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