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Uberblick

Quantensysteme mit Kopplung an eine makroskopische Umgebung zeigen Dis-
sipation in Form von Dampfung und Dekohérenz. Dies ldsst sich nicht mit der
Schrodingerschen Quantenmechanik erfassen. Daher sind erweiterte Ansétze zur
quantitativen Beschreibung solcher Effekte notig.

In dieser Arbeit werden offene Quantensysteme mit Hilfe einer reduzierten Dy-
namik beschrieben, deren Erzeugende linear und zeitunabhéngig ist. Damit wird
der dissipative Einfluss der Umgebung pauschal parametrisiert. Dies fiihrt zur
Mastergleichung, die die dissipative Zeitentwicklung des System-Dichteoperators
bestimmt.

Bei der Herleitung der Mastergleichung geht man von einer schwachen An-
kopplung des Systems an eine Umgebung im thermischen Gleichgewicht aus. Ver-
teilen sich dabei die durch das System hervorgerufen Verdnderungen sehr schnell
auf das gesamte Wirmebad, so kommt es zu keiner merklichen Riickwirkung
auf das System. Diese Markow-Annahme wird falsch, wenn die Abklingzeit der
Korrelationen zwischen System und Umgebung in die Groflenordnung der cha-
rakteristischen System-Zeitskalen kommt.

Die Mastergleichung wird hier derart verallgemeinert, dass sie solche Gedécht-
niseffekte beriicksichtigt. Wie gezeigt wird, reicht hierzu die sonst iibliche Born-
Néherung (2. Ordnung in der System-Bad-Kopplung) nicht aus — diese Effekte
treten erst in hoherer Ordnung auf. Die Erhaltung der Positivitdt des System-
Dichteoperators wéahrend der durch die verallgemeinerte Mastergleichung be-
stimmten Dynamik wird diskutiert.

Das Zusammenwirken und die Unterschiede der gemachten Niherungen (Mar-
kow-Nidherung, Born-Ndherung) werden anhand eines speziellen Modells unter-
sucht, das auf eine analytisch losbare Quanten-Langevin-Gleichung fiihrt. Fiir
dieses Modell werden auch Beobachtungsgrofien sowohl exakt als auch mit der
gewOhnlichen Mastergleichung berechnet und so die von nicht-markowschen Kor-
relationen herriihrenden Abweichungen analysiert.



Abstract

Quantum systems coupled to a macroscopic environment exhibit dissipation in
form of damping and decoherence. This cannot be described by a Schrédinger-
type quantum mechanics. Therefore extended concepts for a quantitative de-
scription of these phenomena are needed.

In this thesis open quantum systems are described by means of a reduced dy-
namic with a linear and time-independent generator. By doing so the dissipative
influence of the environment is characterized by general parameters. This leads
to the master equation describing the dissipative time evolution of the systems
density operator.

The derivation of the master equation is based on a weak coupling between
the system and an environment being in thermal equilibrium. If the modifications
exerted by the system spread out rapidly over the whole heat bath, there will be
no noticable reaction upon the system. This Markov assumption is wrong if the
decay time of the correlations between system and environment is of the order of
characteristic system time scales.

Here the master equation is generalized to allow for such memory effects. It
is shown that to that end the usual Born approximation (i. e. 2" order in the
coupling between system and bath) is not sufficient: These effects are only found
in higher orders. Conservation of the positivity of the systems density operator
under the time evolution given by the generalized master equation is discussed.

The interplay and the differences of the applied approximations (Born ap-
proximation, Markov approximation) is studied on the basis of a special model,
which leads to an analytically solvable quantum Langevin equation. Within this
model some observables are calculated both exactly and using the common master
equation in order to analyze differences arising from non-markovian correlations.
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Symbolverzeichnis

In der folgenden Tabelle sind héufig verwendete Formelzeichen und ihre Bedeu-
tung zusammen mit der ersten (oder wichtigsten) Gleichung, in denen sie vor-
kommen, aufgelistet:

Symbol Name Gleichung
A(7) Vektorpotential 4.147
A(t) Antisymmetrischer Anteil von —iCl,(t) 4.80
By, Badanteil der Wechselwirkung 3.71
Clru(?) Autokorrelationsfunktion des Ortes 4.74
Crz(W) Spektrum 4.75
d; Kopplungskonstante 4.3
D Federkonstante des harmonischen Oszillators 4.52
& Erweiterung auf die Gesamtdichte 3.10
f(w) Formfaktor 4.148
F Freie Energie 4.95
F(t) Restkraft 4.22
Gk (1) Korrelationsfunktion der Umgebung 3.74
G (w) Spektralfunktion der Umgebung 3.76
J(w) Spektraldichte 4.17
L(t) Autokorrelationsfunktion der Restkraft 4.44
L Liouville-Operator 2.5
Ly Lindblad-Operator 2.18
Laum nicht-markowsche Korrektur zu L4 2.18
m ,hackte® Masse 4.67
M ,beobachtete Masse 4.67
P Projektor auf die relevante Dichte 3.2,3.27
Q Projektor auf die irrelevante Dichte 3.2
R Reduktion auf die Systemdichte 3.9
S reduzierte Entropie 4.98
S(t) Symmetrischer Anteil von C,(t) 4.80
Sk Systemanteil der Wechselwirkung 3.71
U, unitidre Dynamik 2.12
Ve(x) effektives Potential 4.21
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reduzierte Zustandssumme

mittlere Dédmpfungskonstante
Gedéchtniskern

frequenzabhéngige Ddmpfung
renormierte frequenzabhingige Dampfung
Real-, Imaginérteil von 7(w)
Déampfungskonstante

Rate des k-ten Ubergangs
Massenrenormierung
Frequenzverschiebung des k-ten Ubergangs
Lamb-Dicke-Parameter

Kopplungsstérke

parametrisiert den ,dritten Pol“ von x(w)
Matsubara-Frequenz

dissipative Dynamik

lineare Antwortfunktion

dynamische Suszeptibilitit

Real-, Imaginérteil von x(w)

freie Kreisfrequenz des harmonischen Oszillators

Resonanzfrequenz

4.94
4.96
4.16
4.61
4.65
4.46
4.103,4.119
3.91
4.66
3.91
4.150
3.71
4.119
4.83
2.14
4.57
4.61

4.53
4.103,4.119



Kapitel 1

Einfiihrung

Die Beschreibung der Natur mit moglichst wenigen, grundlegenden Gesetzméafig-
keiten ist ein wesentliches Ziel der Physik. Unser heutiges Weltbild fuft auf der
Vorstellung einiger weniger Grundbausteine der Materie — den Elementarteilchen
—und der zwischen ihnen wirkenden Krifte — den fundamentalen Wechselwirkun-
gen. Mit dieser Theorie konnen im Prinzip alle bekannten Vorgiinge in der Natur!
abgeleitet werden. Im Prinzip. So erfolgreich die Theorie bei der Anwendung auf
mikroskopische Systeme auch ist, so reicht sie doch zur Erklarung vieler Phinome-
ne, die in komplexen, makroskopischen Systemen beobachtet werden, nicht aus.
Erfahrungsgeméfl konnen nimlich makroskopische Systeme durch wenige, kollek-
tive Eigenschaften charakterisiert werden. Die im Vergleich zur zugrunde liegen-
den mikroskopischen Dynamik sehr einfachen Zusammenhinge zwischen diesen
Grofen lassen sich gut phénomenologisch beschreiben. Eine wesentliche Eigen-
schaft makroskopischer Dynamik ist ihre Irreversibilitit — die ablaufenden Prozes-
se sind nicht zeitumkehrinvariant. Es kommt zu Dissipation?: Energie irgendeiner
Form geht in Wérmeenergie iiber [1] (Energiedissipation) und die Unordnung
im System erhoht sich, wodurch die makroskopische Beschreibung weniger In-
formation enthilt (Informationsdissipation®). Die hamiltonsche mikroskopische
Beschreibung hingegen erlaubt zu jedem Prozess — und sei er noch so kompliziert
— prinzipiell auch den zeitlich umgekehrt verlaufenden. Warum makroskopisch
eine Zeitrichtung ausgezeichnet ist, kann mit der mikroskopischen Theorie allein
nicht erkliart werden. Eine irreversible Theorie kann nicht aus einer reversiblen
abgeleitet werden. Bestenfalls ist eine konsistente Einbettung mdglich.

Die Theorie der statistischen Mechanik verkniipft mikro- und makroskopische
Betrachtung widerspruchsfrei miteinander, fithrt dabei allerdings zusétzliche An-
nahmen ein. Hierbei sind zwei Punkte hervorzuheben: Zum einen miissen die

labgesehen von Gravitationsphiinomenen: Die Vereinheitlichung von allgemeiner Relati-
vitétstheorie und der Theorie der Elementarteilchen steht noch aus.

%(lat.) dissipatio: Zerstreuung, Zerstorung, Vergeudung

3in der Informationstheorie wird mit Dissipation der Informationsschwund eines Systems
aufgrund von Stérungen beschrieben [1]
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relevanten makroskopischen Beobachtungsgrofien ausgewihlt und mikroskopisch
reprisentiert werden. Die ausgewihlten Groflen miissen dabei die makroskopi-
schen Eigenschaften des Systems vollstindig wiedergeben. Zum anderen wird
eine Annahme iiber die physikalisch moglichen, das heifit experimentell reali-
sierbaren, mikroskopischen Anfangsbedingungen gemacht. Hier hat sich das Jay-
nessche Prinzip maximaler Entropie bewihrt [2,3]: Eine ,verniinftige“ mikro-
skopische Anfangsverteilung, also eine, die den makroskopischen Beobachtungen
entspricht, maximiert die Phasenraum-Entropie unter der Randbedingung aller
Beobachtungsgrofien. Ein Zustand, der sich nach der mikroskopischen Dynamik
aus einem solchen Anfangszustand heraus entwickelt hat, erfiillt diese Bedingung
gewOhnlich nicht mehr. Damit ist postuliert, warum er — nach einer mikrosko-
pischen Bewegungsumkehr — als Anfangszustand des zeitumgekehrten Prozesses
unphysikalisch ist.

Die Auswahl einer auf die relevanten Observablen reduzierten — und dabei in
sich abgeschlossenen — Beschreibung sowie der damit verkniipften physikalischen
Anfangsbedingungen ist die vorrangige Aufgabe einer Verkniipfung von mikro-
und makroskopischer Theorie.

Die Bedeutung dieser Problematik wird klar, wenn man den inhdrent makro-
skopischen Charakter eines jeden physikalischen FExperiments bedenkt. Die mi-
kroskopische Theorie geht immer von der Idealisierung eines wohldefinierten, von
seiner Umgebung isolierten Systems aus. Tatséchlich jedoch ist das System zu-
mindest bei Pridparation und Messung — und meistens auch dazwischen — als
Teil einer makroskopischen Apparatur anzusehen. Durch den Einfluss der Um-
gebung kommt es daher auch immer zu Dissipation; das System verliert Energie
(z. B. durch Spontanemission) und die Unordnung erhéht sich — die Reinheit
des Zustandes nimmt ab (Dekohérenz). In einem Experiment an einem ,;idealen®
mikroskopischen System miissen diese Effekte so weit wie moglich unterdriickt
werden, da sie sonst die ,eigentliche Dynamik verschleiern. Vielfach ist der dis-
sipative Einfluss der Umgebung jedoch wesentlicher Bestandteil des Experiments.

So bereitete gerade der Einfluss einer Messung in den Anféingen der Quanten-
mechanik grofle Schwierigkeiten. Johann von Neumann, der die Notwendigkeit
einer gemeinsamen Beschreibung von System und Messapparatur wohl erkann-
te [4], postulierte den effektiven Einfluss der Messung als Projektion. Hierbei blieb
die Grenze zwischen Objekt und Messapparatur allerdings im Dunkeln, was unter
anderem Schrodinger zu seinem beriihmten Gedankenexperiment [5] mit einem
Superpositionszustand einer lebenden und einer toten Katze veranlasste, das lan-
ge Zeit als Paradebeispiel eines paradoxen Resultats der Quantenmechanik galt.
Inzwischen kann der Einfluss einer makroskopischen Messapparatur auf ein quan-
tenmechanischen System, der zu einem schnellen Verlust der Interferenzfihigkeit
fiihrt (Dekohéirenz), sogar zeitaufgelost gemessen werden [6]. Die Einbettung der
teilweise intuitiv paradox anmutenden Quantenmechanik in die alltégliche Erfah-
rungswelt ist gerade in letzter Zeit wieder viel diskutiert worden [7].

Eine realistische Betrachtung offener mikroskopischer Systeme soll also auch
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Irreversibilitdt auf dieser Ebene beschreiben und damit die bekannte mikroskopi-
sche Theorie des idealen, abgeschlossenen Systems um den Einfluss der makrosko-
pischen Umgebung erweitern. Auch hier handelt es sich wieder um eine reduzierte
Beschreibung des Gesamtsystems, allerdings miissen in diesem Fall die mikrosko-
pischen System-Freiheitsgrade zu den relevanten Parametern gezihlt werden.

Die reduzierte Dynamik kann auf verschiedene Arten dargestellt werden. Aus-
gehend von den Heisenberg-Bewegungsgleichungen fiir Operatoren kann die klas-
sische Langevin-Gleichung quantenmechanisch verallgemeinert werden. In diesem
Fall wird der Einfluss der Umgebung als stochastische Kraft auf das System mo-
delliert. Der stochastische Charakter dieser Kraft folgt aus der makroskopischen
Praparation des Gesamtsystems. Es kommt nun auf den Mittelwert dieser Kraft
und auf deren zeitliche Korrelation an. Sind die Krifte zu zwei verschiedenen
Zeiten statistisch unabhéngig voneinander, so spricht man von einem Markow-
Prozess [8]. Jede physikalische Wechselwirkung zwischen System und Umgebung
dauert hingegen eine endliche Zeit, was nicht-markowschen Korrelationen ent-
spricht. Diese kénnen in der Beschreibung mit der QQuanten-Langevin-Gleichung
beriicksichtigt werden, die in ihrem Nutzen allerdings auf Systeme beschrénkt ist,
die auf losbare (insbesondere lineare) Bewegungsgleichungen fiihren.

Bei einer anderen Methode geht man von der von-Neumann-Gleichung fiir den
Dichteoperator des Systems aus, fiigt aber weitere Terme hinzu, die den Einfluss
der Umgebung widerspiegeln. Das Resultat wird Mastergleichung genannt; diese
ist weiterhin eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung, beschreibt aber die
nicht-unitére Dynamik des Systemzustandes. Im Allgemeinen koppelt das System
auf der Zeitskala der nicht-markowschen Korrelationen iiber die Riickantwort der
Umgebung auch an seine eigene Vorgeschichte. Diese Gedichtniseffekte kénnen
einen merklichen Einfluss auf die Systemdynamik haben, werden aber in der
zeitlich lokalen Mastergleichung nicht beriicksichtigt.

Diese Arbeit befasst sich mit dem Einfluss nicht-markowscher Korrelationen
auf die dissipative Dynamik offener Quantensysteme. Da die Mastergleichung im
Allgemeinen besser losbar ist als die Quanten-Langevin-Gleichung, soll unter-
sucht werden, ob mit einer erweiterten Form auch diese Effekte beriicksichtigt
werden konnen. Eine solche erweiterte Mastergleichung muss dabei allgemeinen
Anforderungen an eine physikalisch sinnvolle reduzierte Beschreibung gentigen.

Die Arbeit gliedert sich wie folgt: Im néchsten (zweiten) Kapitel werden einige
im spéteren Verlauf verwendete formale Grundlagen formuliert. Als mathemati-
sches Hilfsmittel wird der Superoperatorformalismus im Rahmen der Quanten-
theorie im Liouville-Raum dargestellt. Die von Lindblad untersuchten formalen
Anforderungen an eine nicht-unitire Dynamik [9] bilden ein wesentliches Be-
wertungskriterium fiir mogliche reduzierte Beschreibungen und werden daher in
diesem Kapitel vorgestellt.

Im dritten Kapitel wird die Mastergleichung zunéchst in Markow-Naherung
hergeleitet. Eine verbesserte Markow-N&dherung fiihrt auf eine erweiterte Form
der Mastergleichung. Die Konsistenz dieser Gleichungen im Hinblick auf die ge-
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machten Nédherungen sowie auf die Lindblad-Bedingungen wird untersucht.

Im vierten Kapitel wird ein System vorgestellt, fiir das die Quanten-Langevin-
Gleichung losbar ist: Das Caldeira-Legget-Modell beschreibt einen harmonischen
Oszillator, der linear an ein Bad aus harmonischen Oszillatoren gekoppelt ist. Im
Rahmen dieses Modells werden Beobachtungsgroflen exakt berechnet.

Im fiinften Kapitel wird die Mastergleichung fiir das im Caldeira-Leggett-
Modell untersuchte System aufgestellt und so die Beobachtungsgréfien berechnet.
Auf diese Weise werden die Unterschiede zwischen exakter und genédherter Losung
untersucht.

Die Ergebnisse dieser Arbeit werden im sechsten Kapitel zusammengefasst.



Kapitel 2

Formale Grundlagen

2.1 Quantentheorie im Liouville-Raum

In der Quantenstatistik spielt das Konzept des Zustandsvektors kaum mehr eine
Rolle — die Beschreibung stiitzt sich auf Operatoren: Im Schrédingerbild wird der
Zustand durch den Dichteoperator dargestellt, wihrend im Heisenbergbild die
Dynamik durch auf den Zustandsraum wirkende Operatoren beschrieben wird.
Eine kompakte Formulierung der Theorie ergibt sich im Raum der Operatoren,
dem Liouville-Raum .Z (fiir eine ausfiihrliche Darstellung siehe z.B. [10]).

Die linearen Operatoren auf dem Hilbertraum .77 der Zustdnde bilden selbst
wieder einen komplexen Vektorraum, zusammen mit dem Skalarprodukt

(A|B) = Sp(A'B) (2.1)

sogar einen Hilbertraum, den Liouville-Raum .Z. Hier wird die an die Dirac-
Notation angelehnte Schreibweise mit Superbra (A| und Superket |B) verwendet,
die in der herkémmlichen Operatorschreibweise als

(A] = Sp(4'-) und |IB) = B (2.2)

interpretiert werden.
Operatoren auf dem Liouville-Raum werden Superoperatoren genannt. Sie
beschreiben Abbildungen zwischen Elementen des Liouville-Raums .

S ¥—-% , A—SA (2.3)

Uber das Skalarprodukt lassen sich zueinander adjungierte Superoperatoren S
und S&* definieren
(A|SB) = (S*A|B) . (2.4)

Hier wird das Symbol x verwendet, um die Adjunktion von Superoperatoren von
der herkoémmlicher Operatoren zu unterscheiden. Der wichtigste Superoperator

13
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ist der sogenannte Liouville-Operator £. Er beschreibt die Abbildung von A auf
den Kommutator mit dem Hamiltonoperator H

1
L=< AHLA:ﬁ[H,A] . (2.5)
Aus dieser Definition folgt sofort die Eigenschaft
(LA =—LAT . (2.6)

Ist die Diagonaldarstellung des Hamiltonoperators bekannt, so ergibt sich sofort
die des Liouville-Operators

H =Y E,|n)n| = L= wunl|Dum)(Dum| (2.7)

Die Eigenwerte von £ sind die Bohr-Frequenzen wy, = (E, — E,)/h, die zu-
gehorigen Eigenelemente die Dyaden D,,,, = |n)(m| der Energiezustinde. Da die
Bohr-Frequenzen reell sind, ist der Liouville-Operator selbstadjungiert. Er erzeugt
im Schrédingerbild die Dynamik des Zustandes (von-Neumann-Gleichung)

o(t) = —[H,o(t)] = —iLo(t) =  oft)=e""p(0) (2.8)

und im Heisenbergbild die der Operatoren (Heisenberg-Gleichung)

At) = %[H,A(t)] =LA = A() =eFA®0) . (2.9)

Mit dem Superoperator-Formalismus zeigt sich sofort die Aquivalenz der beiden
Darstellungen beziiglich der Erwartungswerte: Mit den Gleichungen (2.4) und
(2.6) ergibt sich ndmlich wegen £* = L

(A)(t) = Sp(A e “'g) = (Alle™0) = ("' Al|0) = ("' 4)T|0) = Sp(('4)0)
o(t) A(t)

(2.10)

Beim Wechsel zwischen den Bildern werden auch Superoperatoren transformiert.

So wird aus dem Superoperator S im Schrodingerbild wegen

Sp((SA)o(t)) = Sp((e"“'SA)p) = Sp((e™'Se *“'e“* A(0))0)
= Sp((S(t)A(1))e (2.11)

beim Ubergang in das Heisenbergbild S(t) = e*'Se~*1.
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2.2 Lindblad-Theorie

Bei der bisherigen Beschreibung wurde von einer vollstindig hamiltonschen Dy-
namik ausgegangen. Dabei wird die Zeitentwicklung eines abgeschlossenen physi-
kalischen Systems wie beschrieben durch den Liouville-Operator bzw. durch die
unitdre Transformation

U:D—D , o ot) = Up = ey = e~ HIt/h o gilth (2.12)

bestimmt, wobei Z C £ die Menge aller Dichteoperatoren ist. Die Abbildung U,
erhélt also die Eigenschaften des Dichteoperators: Spurklasse und Normierung,
Hermitizitit sowie Positivitéit

Sp(o)=1 , o'=p und 0>0 . (2.13)

Aus der Definition von U, (Gl. 2.12) lassen sich noch weitere Eigenschaften ab-
lesen. So erhilt z.B. U; auch die Reinheit des Zustandes: Dissipation kann also
nicht mit rein hamiltonscher Dynamik beschrieben werden. Es stellt sich nun die
Frage nach einer allgemeineren Beschreibung, welche einerseits die physikalisch
sinnvollen Eigenschaften der Dynamik erhilt und dabei andererseits Dissipation
zulésst. In seiner Arbeit [9] hat Lindblad untersucht, welche Eigenschaften eine
Abbildung

QD —D , o o(t) = Do (2.14)

haben sollte. Seine Ergebnisse sollen nun kurz widergegeben werden.
Neben der Erhaltung der Dichteoperator-Eigenschaften wird eine weitere Be-
dingung gestellt: Ausgehend von der Gruppeneigenschaft

z/{t1+t2 = ut2ut1 , th, ty € (—OO, OO) (215)
der hamiltonschen Dynamik sollen die @, eine Halbgruppe
(pt1+t2 — ¢t2¢t1 , tl,tQ Z 0 (216)

bilden. Diese Eigenschaft fiihrt eine bevorzugte Zeitrichtung ein, bewahrt aber
fiir positive Zeiten die Homogenitét in der Zeit. Aus der Halbgruppeneigenschaft
folgt die Existenz eines erzeugenden Superoperators L4 , so dass

@, = e hdt (2.17)

gilt. Der Index d (dissipativ) soll diesen sogenannten Lindblad-Operator vom
Liouville-Operator der hamiltonschen Dynamik unterscheiden. Mit ihm wird aus
der von-Neumann-Gleichung (Gl. 2.8) die allgemeinere Lindblad-Gleichung

o(t) = —iLao(t) (2.18)
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wobei im Gegensatz zum Liouville-Operator der Lindblad-Operator nicht mehr
selbstadjungiert sein muss (und bei Dissipation auch nicht ist). Soll eine solche
verallgemeinerte Bewegungsgleichung fiir den Dichteoperator existieren, so muss
die Dynamik die geforderte Halbgruppeneigenschaft besitzen.

Eine Dynamik &, , die die Positivitdt des Dichteoperators erhilt, wird positiv
genannt. Sie muss also

(Wlolp) 20 Vo = (Y[Pofyy) 20 VY (2.19)

erfiillen. Diese Anforderung ist zur mathematischen Klassifikation von Dynamiken
nicht sehr geeignet, da sich aus ihr keine praktikablen Auswahlkriterien gewinnen
lassen. Lindblad hat daher eine strengere Forderung gestellt: Die Dynamik soll
vollstindig positiv sein. Diese Eigenschaft ldsst sich besser im Heisenbergbild,
d.h. mit den adjungierten Superoperatoren

UL — L, A At) = X1 A = /0 pe -t (2.20)
und
r L L, A At) =efdlA (2.21)
definieren (siehe z.B. [11]). Die unitéire Dynamik erfiillt offensichtlich

ut*AB _ th/h AB eszth _ eth/hAeszth ethhBeszth

= UAUB) (2.22)
woraus die sogenannte vollstindige Positivitéit

> Bl (U AlA)B ZBW*AT Z (UA))B; >0, YA, B € L (2.23)

i,j

folgt. Die unitidre Dynamik ist also vollstindig positiv. Nun soll gezeigt werden,
dass aus der vollstindigen Positivitdt die Positivitiat folgt: Aus der vollstandi-
gen Positivitidt einer Dynamik @, ergibt sich zunéchst eine schwichere Form von
Gleichung (2.22)

> BI@[AIA)B; >0, VA, Bie £ =1 ATA> (BjAT)(07A)
2
(2.24)
die sogenannte 2-Positivitdt. Nun wird ein Hilfssatz bendtigt, der sich aus der
Schwarzschen Ungleichung (X|X)(Y]Y) > (V]X)(X|Y) ergibt. Setzt man X =
vound Y = A,/p, so erhélt man

Sp(ve'vo) Sp(ve'A'Aye) > Sp(ve'AlVe) Sp(ve'Ave) ,  (2.25)

1f01gt fiir Z,] = 1,2 und Al = A, B1 = 1, AQ = 1, Bz = —¢;A
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bzw. durch zyklisches Vertauschen unter der Spur
(ATAlo) > (A'|o) (Alo) . (2.26)
Damit wird mit der 2-Positivitét

(ATA|Po) = (27ATAl0) = (7 AN)(P7A)0) = (P7A'|0) (P} Alo)
> (Al@y0)(Aldro) (2.27)

Wiéhlt man nun fiir A einen beliebigen Projektionsoperator |1)(1|, so folgt
(VlPol) = (WIProlv)* = (Y|Prolth) >0 (2.28)

also die Positivitidt des Dichteoperators zu allen Zeiten. Damit wurde die Hierar-
chie

vollstdndige Positivitit = 2-Positivitdit = Positivitat (2.29)

bewiesen. Die vollstdndige Positivitit gewidhrleistet also die positive Zeitentwick-
lung des Dichteoperators. Sie ist als strengere Forderung allerdings nicht zwingend
notwendig. Bisher wurde sie lediglich wegen ihrer bequemeren mathematischen
Eigenschaften eingefiihrt. In der weiteren Betrachtung wird sogar nur noch die 2-
Positivitit verwendet (s. 2.2.1) werden. Lindblad hilt allerdings eine vollstéindig
positive Dynamik fiir physikalisch sinnvoll. Er argumentiert dabei wie folgt: Wenn
das dissipative System trivial (ohne eine Wechselwirkung) um ein stationéres
groferes System E erweitert wird, dann muss die Zeitentwicklung im Gesamthil-
bertraum Hges = % ® 4 durch die Dynamik &5, ,(As ® Bg) = (9§ ,4s) ® Bg
gegeben sein. Er zeigt, dass dann die Positivitit der Zustédnde des Gesamtsystems
nur gewéhrleistet ist, wenn die Systemdynamik &g, vollstindig positiv ist. Diese
Argumentation ist jedoch umstritten [12], da die triviale Erweiterung keine Ein-
schriankung der moéglichen Dynamik zur Folge haben sollte. Ohne abschlieSende
Beurteilung dieser Frage wird im Folgenden die vollstindige Positivitdt zumindest
als vereinfachende Annahme vorausgesetzt.

2.2.1 Lindblad-Bedingungen
Aus den genannten Eigenschaften des Dichteoperators (Gl. 2.13) ergeben sich

drei Forderungen an den Lindblad-Operator, die nun im Schrodinger- (—iLlq)
und Heisenbergbild (i£}) diskutiert werden sollen. Ausgangspunkt ist hierbei die
Lindblad-Gleichung (Gl. 2.18).

Normerhaltung

Die Norm des Dichteoperators soll erhalten sein: Sp(¢) = 0, bzw.
Sp(—iLao) =0 (2.30)
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woraus sich fiir den adjungierten Lindblad-Operator wegen
Sp(—iLlae) = Sp(1 (—iLa)e) = (1] —iLae) = (iL71]e) (2.31)

die erste Bedingung
iLy1=0 (2.32)

ergibt.

Erhaltung von Hermitizitét
Aus o = o' folgt auch ¢ = 6" und damit
—iLq0 = (—iLao)! . (2.33)

Weiterhin hat das Super-Skalarprodukt die Eigenschaft (A|B)* = (Af|BT), wo-
raus

((iL5A) o) = (iLiAl0)" = (A| —iLao)" = (A|(—iLao)")" = (AT| —iLqo) = (iL3A|0)
(2.34)

und damit
(L5 A = iLh Al (2.35)

als zweite Bedingung folgt.

Positivitit

Wie bereits erwahnt, fordert Lindblad nicht nur die Positivitéit, sondern sogar die
vollstdndige Positivitdt der Dynamik. Aus ihr folgt die 2-Positivitit (Gl. 2.24),
deren Ableitung nach der Zeit

iL5ATA — (ILEANA — ATiL5A > 0 (2.36)
sich als dritte Bedingung ergibt.

2.2.2 Lindblad-Form

Aus den diskutierten Bedingungen hat Lindblad die allgemeine strukturelle Form
von L4 hergeleitet:

—iLaolt) = <H, o0 = 52 3 ViVie(0) + oOV;V; — 20y (23)
bzw.
ILIA() = LI, AW — 52 S VAW + ADVY - 20 AT (239

mit H,V;,>.V;'V; € £ und H = H'. Diese Form eines Superoperators wird
Lindblad-Form genannt.



Kapitel 3

Die Mastergleichung

Die hamiltonsche Beschreibung eines Systems fiihrt zu einer zeitumkehrinvarian-
ten Dynamik. Phinomene, die eine Zeitrichtung auszeichnen, also alle Dissipati-
onseffekte, konnen so nicht beschrieben werden. In der Zeitentwicklung kann eine
Déampfung phénomenologisch angesetzt werden. Solche Ansétze sind niitzlich,
solange sie auf physikalisch sinnvolle und experimentell nachpriifbare Ergebnisse
fiihren; sie gelten aber sicher nicht im Allgemeinen. Mehr Erkenntnis ldsst sich aus
Beschreibungen gewinnen, in denen sich die Dissipation aus einer allgemeineren
Betrachtung ergibt.

Dissipation tritt immer dort auf, wo die Beschreibung des Systems nicht
vollstindig ist, da sie sich nur auf wenige Eigenschaften eines komplexen Ganzen
konzentriert. Hierbei kann es sich — wie z. B. in der Thermodynamik — um einen
Satz kollektiver Parameter eines makroskopischen Systems handeln oder um die
Freiheitsgrade eines mikroskopischen Systems, das jedoch noch an weitere Frei-
heitsgrade (Umgebung) gekoppelt ist.

Ziel ist nun die Herleitung einer Bewegungsgleichung fiir die betrachteten
Grofen aus einer addquaten Beschreibung des Gesamtsystems. Der Dichteopera-
tor wird hierzu im Hinblick auf die Beobachtungsgréfien in einen relevanten und
einen irrelevanten Anteil zerlegt:

Q(t) - Qrel(t) + Qirr(t) . (31)

Die Dynamik des auf den relevanten Anteil reduzierten Systems zeigt Dissipation.
Die Herleitung dieser reduzierten Dynamik erfolgt mit Hilfe des von Zwanzig [13]
vorgestellten Formalismus.

3.1 Zwanzig-Formalismus

Es wird angenommen, das Gesamtsystem sei abgeschlossen und gehorche ei-
ner unitiren Dynamik, also einer von-Neumann-Gleichung (Gl. 2.8). Die Zer-
legung in den relevanten und irrelevanten Anteil definiert die zeitunabhingigen

19
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Projektions-Superoperatoren P und Q

P o(t) = ora(t) und Qo) = ow:(t) (3.2)
fiir die
P+Q=1, P =P , @=Q , PQ=QP=0 (33

gilt. Es wird nun eine Gleichung fiir den relevanten Teil gesucht. Zunéchst erhélt
man aus der von-Neumann-Gleichung

%pg(t) — pdi—? =  —PLP ot) — iPLQ ot) . (3.4)

Fiir den irrelevanten Anteil gilt entsprechend

d do(t . .
7 Qo(t) = Q % = —iQLP o(t) — QLA o(t) . (3.5)
Diese Gleichung wird formal mittels Laplace-Transformation gelost — die zeitun-

abhéngigen Superoperatoren bleiben von der Transformation unberiihrt —

Q (s0(s) — o(0) = —iQLP a(s) — iQLQ a(s)
= Qi) = —ip(Qel0) —iQLP i)

t
S Qolt) = e Qg(0) — / dre 95T QLP o(t— 1) (3.6)

0

und in die Gleichung fiir den relevanten Anteil eingesetzt

t
Po(t) = —iPLPo(t) — iPLe "9 Qp(0) — / dr PLQe T QLPo(t — T)
0

(3.7)
Dies ist die Zwanzig-Gleichung.

3.2 Gekoppelte Systeme

Im Folgenden wird ein mikroskopisches System untersucht, welches durch Wech-
selwirkung mit einer makroskopsichen Umgebung Dissipation erleidet. Ausgehend
von der unitdren Dynamik des Gesamtsystems

o(t) = Uy 0(0) (3-8)
ergibt sich die Systemdichte scheinbar einfach durch die Reduktion

R:92—% , o+~ 0s=Ro=Sps(o) |, (3.9)
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also durch Ausintegration der Badfreiheitsgrade. Die volle Dynamik ist allerdings
unbekannt: Der Hamiltonoperator des sehr komplexen Gesamtsystem ist nicht
genau bekannt und der Anfangszustand ist mit Sicherheit nicht mikroskopisch
reproduzierbar. Diese Details diirfen in der reduzierten Betrachtung keine Rol-
le mehr spielen. Insbesondere ist es unerheblich, ob das Gesamtsystem wirklich
abgeschlossen ist, oder seinerseits Dissipation durch den Kontakt mit einer noch
groferen Umgebung erleidet. Insofern ist ein ultimatives hamiltonsches Gesamt-
system (,,Universums-Wellenfunktion“) unnotig.

Vom Anfangszustand des Gesamtsystems sind nur der Systemzustand gg(0)
sowie einige makroskopische Parameter wie z. B. die Temperatur bekannt. Die
reduzierte Dynamik @; ergibt sich nun, indem zunéchst vom Beobachtungssystem
auf das Gesamtsystem erweitert wird

E:Ds—D , os+— o(os) , (3.10)

diese Gesamtdichte dann propagiert (Gl. 3.8) und anschlieflend wieder auf das
Beobachtungsystem reduziert wird (s. Abb. 3.1)

S =RUE:Ds = Ds , 0s(0)— os(t) . (3.11)

Abbildung 3.1: Die reduzierte Dynamik @; bildet ps(0) auf ps(¢) ab. Hierzu wird
mit £ auf das Gesamtsystem erweitert, dieses mit U, propagiert und schlief3lich
mit R wieder auf das System reduziert. Die Dynamik héngt von der Wahl der
Erweiterung ab. Diejenigen Erweiterungen, die auf dasselbe gg(t) fiihren (jeweils
der Bereich innerhalb einer gepunkteten Ellipse), sind dynamisch dquivalent.

Im Gegensatz zur Reduktion R sind allerdings viele Erweiterungen £ moglich;
diese miissen bisher lediglich die Bedingung

RE=1 (3.12)
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erfiillen: Die Kombination von Erweiterung und Reduktion darf den Systemzu-
stand nicht &ndern, wie sich auch aus Gleichung (3.11) fiir ¢ = 0 ergibt.

Das Hauptproblem besteht nun darin, zu einem gegebenem pg(0) einen Zu-
stand p(0) des Gesamtsystems, also eine Erweiterung £ zu wihlen. Verschiedene £
—und damit verschiedene p(0) — fithren ndmlich zu unterschiedlichen Zeitentwick-
lungen p(¢) und unter Umsténden zu unterschiedlichen reduzierten Dynamiken
0s(t). Das ist aber nicht notwendigerweise so: Es gibt Zustinde des Gesamt-
systems, die zu derselben reduzierten Dynamik fithren (z. B. die zu demselben
Makrozustand gehoérenden Mikrozusténde). Erweiterungen, die auf dieselbe Zeit-
entwicklung des Beobachtungssystem fiihren, werden dynamisch dquivalent ge-
nannt

Zwei Experimente, in denen sich dasselbe untersuchte System mit der Zeit
verschieden entwickelt, miissen sich in ihrem Aufbau voneinander unterscheiden.
Dies soll nicht heiflen, dass alle Messgroflen eines Experimentes bei jeder Rea-
lisierung dieselben Werte annehmen; statistische Schwankungen sind im Dich-
teoperator enthalten. Systematische Abweichungen miissen ihre Ursache jedoch
in verschiedenen Versuchsaufbauten haben. Diese relevanten Eigenschaften des
Versuchsaufbaus sind die oben angesprochenen makroskopischen Parameter, die
das Gesamtsystem charakterisieren. Sie miissen bei der Wahl der Erweiterung £
beriicksichtigt werden.

3.2.1 Linearitit der Dynamik

Eine wichtige Figenschaft der Dynamik &; ist die Linearitit beziiglich des An-
fangszustandes: Mischungen sollen erhalten bleiben

Dy (Aos1 + (1 — N)os2) = APyos1 + (1 — N)Pyosy - (3.14)

Diese Forderung wird benétigt, um die Interpretation des Dichteoperators als
Beschreibung eines Ensembles zu ermoglichen: Besteht das Ensemble aus unter-
schiedlichen Systemzustinden, welche mit einer gewissen H&ufigkeit auftreten,
so sollte es erlaubt sein, die einzelnen Zusténde getrennt voneinander zu unter-
suchen und deren Entwicklung anschliefend gem&f ihrer Gewichtung zu mit-
teln. Dies ist vor allem dann notwendig, wenn sich die einzelnen Systemzustinde
tatsidchlich unabhéngig voneinander préparieren lassen, z. B. beim Spontanzerfall
eines Atoms, welches sich im angeregten oder im Grundzustand befinden kann.

Wenn andererseits die Linearitédt nicht gegeben ist, ist eine solche Interpreta-
tion nicht moglich. Zum Beispiel ist die hdufig verwendete Erweiterung mit maxi-
maler Entropie nicht linear im Systemzustand. Hier ist eine Zerlegung des Sy-
stemzustandes in eine Mischung aus reinen Zustédnden allerdings auch fragwiirdig,
da diese experimentell meist nicht pripariert werden konnen. Gelingt es nun, ei-
ne Dynamik zu berechnen, so muss diese nicht fiir alle mathematisch méglichen
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Anfangszustinde des Systems gelten; sie ist auf die Untermenge der physikalisch
moglichen beschrénkt: Der Anfangszustand des Systems muss zu einem Zustand
maximaler Entropie des Gesamtsystems passen. Damit entféllt unter Umstinden
auch die Forderungen an die Dynamik, jeden Anfangszustand auf einen positi-
ven Operator abzubilden (Positivitéit). Es geniigt, wenn dies fiir jeden erlaubten
Anfangszustand gilt, da nicht per Linearitéit auf alle anderen geschlossen werden
darf.

In diesem Fall ist die Beschreibung mit einer Dynamik fiir die reduzierte Dich-
te jedoch nicht angebracht. Hier handelt es sich vielmehr um eine Beschreibung
des Gesamtsystems, welche sich aufgrund der Forderung nach maximaler Entropie
auf einen Satz relevanter Messgrofien vereinfacht. Lésst sich jedoch eine reduzier-
te Dynamik fiir ein Teilsystem pg finden, die fiir beliebige Anfangszusténde gilt,
so muss diese linear sein. Ob dies der Fall ist oder nicht, hingt vom untersuchten
System ab.

Betrachtet man nun die einzelnen Komponenten der Dynamik, so sieht man,
dass die Reduktion R und die unitdre Dynamik des Gesamtsystems U linear
sind. Im Folgenden soll untersucht werden, wie es sich mit der Erweiterung &
verhilt. Ein beliebiger Dichteoperator ¢ des Gesamtsystems ist durch die re-
duzierten Dichten von System os und Bad pg nicht eindeutig bestimmt, da in
ihnen keine Informationen iiber Quantenkorrelationen zwischen den Teilrdumen
enthalten sind. Eine Zerlegung der Gesamtdichte muss diese Korrelationen aber
beriicksichtigen

0=0s®o0s+ A0 . (3.15)
Der Term Ap ist selbst keine Dichte; es muss z. B. wegen Spsp(0) = 0s
Sps(Ap) = Spp(Qp) =0 (3.16)

gelten. Die allgemeine Erweiterung £ ist demnach

E:os = 0(0s) = 0s ® os(os) + Ao(os) (3.17)

wobei sowohl die Umgebungsdichte als auch die Quantenkorrelationen Funktionen
der Systemdichte sein diirfen. Die Erweiterung ist jedoch nur genau dann linear,
wenn sie gg auf einen unkorrelierten Zustand abbildet und dabei die Dichte des
Bades pg nur von den makroskopischen Parametern, nicht aber von og abhingt:

o(Aosi + (1 — N)os2) = Ao(os1) + (1 —A)o(os2) € o(os) = 0s ® op. (3.18)

(] Diese Behauptung soll nun bewiesen werden. Hierbei wird die Tatsache
genutzt, dass ein reiner Systemzustand g, = Py, = [¢)(¢| nicht mit der Umgebung
korreliert sein kann

o(Py) = Py @ 08(Fy) (3.19)

da fiir eine Korrelation mindestens zwei Systemzusténde beteiligt sein miissen [7,
S. 300]. Wird nun bei einem N-dimensionalen System die vollstindige Mischung
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aller Zustéinde ps = + >, Py, mit einer beliebigen Basis {1;} betrachtet, so folgt
aus der geforderten Linearitéit und Gleichung (3.19)

1
o(os) = N Z Py, ® QB(P%‘) . (3.20)
Mittelung iiber den Systemzustand ; ergibt

Svs(Pay 0(es)) = 1 e6(Pe) = 1 NGl Pen(Pa) o (321)

wobei im letzten Schritt eine andere Basis {¢; } genommen wurde. Diese Gleichung
ist aber fiir beliebige Basen nur erfiillbar, wenn pp(P,) = op(P,) fiir beliebige
Zustinde v, ¢ gilt!, also g fiir alle reinen Systemzustiinde gleich ist. Da sich jeder
Zustand als Gemisch von reinen Zustédnden darstellen lisst, folgt die Behauptung
aus der Linearitit und Gleichung (3.19)

o(os) =0 <Zp/\P/\) = poP) =) pP®o=0s@0s . W (3.22)

Soll die Erweiterung nicht von der Zeit abhingen, so ist pg als konstanter
Referenzzustand anzusehen, der durch die experimentellen Parameter charak-
terisiert ist; es wird angenommen, dass sich die Umgebung zum Zeitpunkt der
Praparation in diesem Zustand befindet. Damit ist die allgemeine Form einer
zeitunabhéngigen linearen Erweiterung

E: YDy —D , 05+ 05 QB(O) . (323)

Es sei noch darauf hingewiesen, dass die Linearitdt der Erweiterung zwar hin-
reichend, aber nicht notwendig fiir die Linearitit der reduzierten Dynamik &,
ist. Es ist jedoch fraglich, ob sich eine nichtlineare Erweiterung finden lésst, die
in Verbindung mit R fiir beliebige ¢ eine lineare Dynamik ergibt, ohne dabei
dynamisch dquivalent zu einer linearen Erweiterung zu sein.

3.2.2 Halbgruppe der Dynamik

Erfiillt die reduzierte Dynamik die Halbgruppeneigenschaft

¢t1+t2 == @tzgptl <~ Rblt1+t2€ - RLItZS Rutlé' ; tl, tz > 0 (324)

! Die Identitét fiir zwei Zustinde 11,4, derselben Basis zeigt sich, wenn man als Referenz-
basis ¢ = (Y1 + 12)/V2, ¢o = (1 —1b2)/v2 und ¢; = ¢; Vi > 2 nimmt. Da somit alle
Zustande einer Basis zu demselben pp fithren, gilt dies nach der Gleichung auch fiir jeden
anderen Zustand.
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so folgt mit der Gruppeneigenschaft U, = U;,U;, der unitdren Dynamik
RZ/lt2 Utlg = RLItZS Rutlé' = Z/[tlg ~ SRZ/[tlS . (325)

Eine Reduktion mit anschliefender Erweiterung &R nach der Zeit ¢; hat also
keinen Einfluss auf die weitere Dynamik des Systems. Also handelt es sich bei ER
um eine Projektion auf den dynamisch relevanten Anteil des Gesamtzustandes:

P=ER , P’=ERER=ER=P . (3.26)

Damit ist die fiir die Anwendung des Zwanzig-Formalismus benétigte Projektion
auf die relevante Dichte gefunden: Sie ergibt sich aus der Definition der Reduktion
(Gl. 3.9) und der allgemeinen linearen Erweiterung (Gl. 3.23):

P:9—9 , 0+ 0w =5ps(0)®os(0) . (3.27)

3.2.3 Anwendung der Zwanzig-Gleichung

Der Hamiltonoperator und mit ihm der Liouville-Operator wird in den freien
(System- und Bad-) und den Wechselwirkungsanteil aufgespalten:

L=Ly+Lw=Ls+Ls+Lw . (3.28)
Aus der Definition der Projektion (Gl. 3.27) folgt
PLs=LsP , PLg=0 . (3.29)

Wird der Referenzzustand des Bades gg stationér beziiglich des Hamiltonopera-
tors des Bades Hg angenommen, so gilt auch

Ly o =0 = LsP =LpSpp(-) @0 =0 . (3.30)
Der Anfangswert des irrelevanten Anteils Qp(0) verschwindet, da (s. Gl. 3.12)
Po(0) =P Eos(0) = ER E0s(0) = E0s(0) = 0(0) (3.31)

gilt.

Die Aufteilung des Hamiltonoperators in System-, Bad- und Wechselwirkungs-
anteil ist nicht eindeutig, vielmehr konnen Anteile wahlweise zum System oder
zur Kopplung, bzw. zum Bad oder zur Kopplung gezéhlt werden — je nachdem wie
mit der ,mittleren“ Wechselwirkung umgegangen wird. Eine giinstige Zerlegung
fiihrt zu

PLwP =0 . (3.32)

(1 Es soll gezeigt werden, dass eine solche Darstellung immer gewihlt werden
kann. Hierzu wird der Wechselwirkungs-Hamiltonoperator Hyw in System- und
Badanteile zerlegt (s. Abschnitt 3.4, Gl. 3.71)

k
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Dann ist

Sps (HwPo) = hr Y Sps (B ® Sk 0s(t) ® 08(0)) = he Y _(Bi)(0)Sk os(t) .

(3.34)
Wenn Terme mit (By)(0) # 0 existieren, kann die Aufteilung in System, Umge-
bung und Wechselwirkung wie folgt gedindert werden:

H{ = Hs+ kY (By)(0)S (3.35)
Hy, = Hy —heY (Bi)(0)Sk (3.36)
H, = Hy . ' (3.37)

Damit verschwindet mit den Erwartungswerten der neuen Badanteile B, = By, —
(B)(0) auch fiir beliebige o

PLyP o= Sps ([Hy,Sps (0) ® 05(0))) =0 . W (3.38)
Insgesamt ergeben sich die folgenden Beziehungen
PLP = LsP , QLP = LwP , PLO =PLyw (3.39)

mit denen sich die Zwanzig-Gleichung (Gl. 3.7) wegen Qp(0) =0 (GI. 3.31) zu
¢
P o(t) = —ilsP oft) — / drPLy T LuP o(t—7)  (3.40)
0

vereinfacht.
Ist die Kopplung zwischen System und Umgebung schwach, so kann sie als
Storung betrachtet werden. In zweiter Ordnung in Ly gilt

PLW e_iQET[/V\fP = PLW e_iQ'COTLwP (341)
und wegen QLy = L,Q und PLwP = 0 weiter

P Lw eiigEOT»CWfP = PLwO e*MOTEWP
== PLW e_iﬁoTﬁwp ; (342)

woraus nidherungsweise
t
P i(t) = —iLsP oft) — / drPLy ST L ot — 1) (3.43)
0

folgt. Dies ist die Zwanzig-Gleichung in zweiter Ordnung der Kopplung (Born-
Néherung).



3.3. MARKOW-NAHERUNG 27

3.3 Markow-Niherung

Bei der Bewegungsgleichung (3.43) handelt es sich um eine Integrodifferentialglei-
chung, in die die Geschichte der relevanten Dichte (Po(t — 7) mit 0 < 7 < t) ein-
geht. An dieser Stelle bietet es sich an, die Bewegungsgleichung vom Schrédinger-
in das Wechselwirkungsbild zu transformieren und damit die schnellen Oszillatio-
nen der freien Dynamik (Po(t) = —iPLsPo(t)) zu eliminieren. Der Bildwechsel
erfolgt nach Gleichung (2.8) und (2.11) mit

o(t) = et o(t) ,  Lw(t) = e¥ot Ly e7Fot (3.44)
woraus wegen PLg = 0 = LgP und PLg = LsP auch [Ly, P] = 0 und damit
Po(t) = iPLoa(t) + P o(t)
= iLgPo(t) + Pero! (—iESPQ(t) — /0 t dTPLye 7 Ly Po(t — T)>

t
= —/ dr Peol Liye™h0T Le ™ oll=D 5t — 1)
0

- /t dr PLyw () Lw(t — )P ot — 7) (3.45)

folgt. Da die nun verbleibende Dynamik im Vergleich zur freien relativ lang-
sam ist, kann die Gleichung entscheidend vereinfacht werden: Wie spéter gezeigt
wird, fillt der Superoperator-Integralkern P Ly (t)Lw (t — 7)P als Funktion von
7 gewohnlich innerhalb einer charakteristischen Zeit 7. auf Null ab. Ist diese
Gedéchtniszeit kurz gegeniiber der Zeitspanne, auf der sich die relevante Dichte
im Wechselwirkungsbild &ndert, so kann

Po(t—7)~Po(t) fir 737 (3.46)

gendhert werden. Mit dieser Markow-Ndiherung wird aus der Integrodifferential-
gleichung eine zeitlich lokale Differentialgleichung

P o(t) = —ila(t) Pot) (3.47)

mit dem erzeugenden Superoperator der dissipativen Dynamik
t
0

Die Dynamik der relevanten Dichte h&ngt nun nicht mehr von ihrer Vergangen-
heit ab — es gibt keine Gedichtniseffekte. Die durch —iL4 erzeugte dissipative
Dynamik ist nicht vom Lindblad-Typ, da sie auch im Schrédingerbild

—iﬂd(t) = —ie_iﬁotﬁd(t)eiﬁot

= —/thpﬁw(O)ﬁw(—T)P (3.49)
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noch iiber die obere Integralgrenze von der Zeit abhéngt und daher keine Halb-
gruppe (Gl. 2.16) bildet. Da jedoch angenommen wurde, dass der Integrand fiir
7 2 7. verschwindet, niihert sich L4(¢) schnell einem stationéiren Wert

Ly = — / dr Plw(0) o (—7)P fir 27 . (3.50)
0

Bei der Beschreibung der dissipativen Dynamik der relevanten Dichte sind also
zwei Zeitbereiche zu unterscheiden: Fiir Zeiten t S 7, die kiirzer als die Gedicht-
niszeit des Bades sind, wichst der dissipative Anteil der Dynamik —iL4(t) von
Null auf seinen konstanten Wert. Das ,,Einschalten® der Dissipation dauert eine
endliche Zeit 7.. Dieser Effekt wird im néchsten Abschnitt ndher untersucht. Fiir
Zeiten grofer als die Gedéchtniszeit des Bades t 2 7. ergibt sich eine Halbgrup-
pendynamik, die (im Schrédingerbild) durch

PQ(t) = —i(£5 + ﬁd)PQ(t) (351)

erzeugt wird.

3.3.1 Einschalteffekt

Nach dem letzten Abschnitt ist die Dynamik eines Systems fiir kleine Zeiten im-
mer ungeddmpft, bis nach einer endlichen Antwortzeit der dissipative Einfluss
der Umgebung einsetzt. Es stellt sich nun die Frage, ob es sich hierbei um einen
physikalischen Effekt oder um ein Artefakt der mathematischen Beschreibung
handelt. Es kommt hier offenbar entscheidend auf die Wahl des Zeitnullpunktes
an. In der urspriinglichen Zwanzig-Gleichung (Gl. 3.7) war diese Wahl zunichst
willkiirlich und der Zeitpunkt ¢ = 0 nicht physikalisch ausgezeichnet. Die Glei-
chung kann auch auf einen anderen Referenzzeitpunkt ¢, bezogen werden, da
wegen 9(t) = —iL(P + Q)olt)
tr "

z/ dt'e= 2L QLP o(t') = [e—iQE(t—t’)Qg(t/) b=h (3.52)

0

t'=0

und damit auch
t—1t,
e Qp(0) = eI Qo (t,) — i / dre™ " TQLPo(t — 1) (3.53)
t
gilt. Auf diese Weise ergibt sich

t—tr
Po(t) = —iPLPo(t)—iPLQe ") Qp(t,) — / drPLQe " QLPo(t—T7).
0

(3.54)
Durch die Wahl von ¢, kénnen also Anteile der Dynamik zwischen dem Gedécht-
nisintegral und dem zweite Term, der den Einfluss von Qp(#,) beschreibt, ,, umge-
widmet® werden. Fiir t —¢, 2 7. hiingt das Gediichtnisintegral und damit auch der
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Einfluss von Qp(t;) nicht mehr von der Wahl der Referenzzeit ab. Unabhiingig
von t, sollte der zweite Term nichts beitragen, da es sich ja um den Einfluss des
dynamisch irrelevanten Anteils des Referenzzustandes handelt. Offensichtlich gilt
dies jedoch nicht fiir £ —#, < 7, denn in diesem Fall héingt das Ged#chtnisintegral
und damit auch der Einfluss von Qp(¢;) von ¢, ab: Dieser kompensiert némlich
gerade den Defekt des ,,zu kurzen“ Gedéchtnisses, ist hier also durchaus rele-
vant. Diese scheinbare Inkonsistenz liegt darin begriindet, dass die Aufteilung in
dynamisch relevanten und irrelevanten Anteil von der Halbgruppen-Eigenschaft
der Dynamik ausging (s. 3.2.2). Wie oben gezeigt wurde, gilt diese aber nur fiir
hinreichend grofie Zeiten t — ¢, 2 Te.

Die entscheidende Frage ist nun, ob zu dem gewihlten Zeitnullpunkt Qo(0)
wirklich dynamisch irrelevant ist, oder dies erst nach einer Zeitspanne 7, wird.
Bisher wurde der erste Fall vorausgesetzt, ndmlich

Q0(0)=0 & 0(0)=0s(0) ®0s(0) , (3.55)

was einem faktorisierenden Anfangszustand entspricht. Dies kann physikalisch
dadurch realisiert werden, dass erst zu diesem Zeitpunkt die Wechselwirkung zwi-
schen System und Umgebung eingeschaltet wird (und zwar in einer im Vergleich
zu 7. sehr kurzen Zeit). Dann kommt es tatséchlich auch zu einem ,Einschal-
ten® der Dissipation.

Wenn allerdings die Kopplung schon vorher besteht und der Zeitnullpunkt
nur den Beginn der Beobachtung markiert, dann kann der dissipative Einfluss
der Umgebung nicht davon abhéngen: In diesem Fall gibt es keinen Einschaltef-
fekt. Die dissipative Dynamik wird dann zu allen Zeiten (auch fiir ¢ S 7.) durch
—iLy (Gl. 3.50) erzeugt und bildet auch zu allen Zeiten eine Halbgruppe. Der
Anfangszustand faktorisiert hier zwar nicht, der Einfluss der Korrelationen bei
t = 0 wird aber nach Gleichung (3.53) durch den Bereich des Gedéchtnisintegrals
mit ¢ < 7 ausgedriickt:

—iPLQe™C 1 Qp(0) = — / dr PLQe " QLPo(t — ) . (3.56)
t

Hier wurde der Einfluss von Qp(t,) nicht beriicksichtigt, da vorausgesetzt werden
kann, dass er fiir hinreichend weit in der Vergangenheit liegende Referenzzeiten
tatsidchlich dynamisch irrelevant ist.

Der Einschalteffekt kann nur bei Systemen auftreten, bei denen das unter-
suchte Teilsystem bis zum Zeitpunkt der Praparation von seiner Umgebung iso-
liert ist oder wenn durch die Pridparation Korrelationen zwischen Teilsystem
und Umgebung zerstort werden. Entgegen dem Gebrauch in der Literatur [14]
handelt es sich bei dem Einschalteffekt strenggenommen nicht um einen , nicht-
markowschen® Effekt, da die Bewegungsgleichung (Gl. 3.47) zeitlich lokal ist. Die
reduzierte Dichte wird nicht von ¢hrer Vergangenheit beeinflusst, wohl aber von
der Vergangenheit des Gesamtsystems. Diese Nachwirkung des Einschaltens kann
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insofern wohl als Gedéchtniseffekt bezeichnet werden. Als ,,nicht-markowsche“ Ef-
fekte sollten aber nur solche bezeichnet werden, bei denen sich die relevante Dich-
te auf der Zeitskala der Umgebungskorrelationen 7. dndert. Diese werden auch
in der Langzeitdynamik zu finden sein. Die Messung von Kurzzeiteffekten, wie
dem Einschalteffekt, erscheint jedenfalls problematisch, da eine quantenmechani-
sche Messung eine Wechselwirkung mit einer makroskopischen Umgebung (dem
Messgerit) voraussetzt. Diese muss von der Umgebung, deren dissipativer Ein-
fluss auf das System untersucht werden soll, verschieden sein: Die Zeit 1y, auf der
die Messung das System in einen Messzustand , projeziert“ [6], muss kiirzer sein
als die zu messende Korrelationszeit 7.. An einem solchen Experiment wiirden
sich eine Fiille grundlegender Fragestellungen untersuchen lassen: Unitédre und
dissipative Dynamik unterscheiden sich fundamental in ihrem Kurzzeitverhalten.
Wihrend sich der Zustand eines Systems bei unitérer Zeitentwicklung fiir kurze
Zeiten t — 0 stets quadratisch mit der Zeit dndert, fithrt Dissipation auf einen
linearen Anteil. So ist z. B. das Verhalten eines an ein Zwei-Niveau-System ge-
koppelten Oszillators (Jaynes-Cummings-Modell) ohne Ddmpfung fiir bestimmte
Anfangszustinde scheinbar dissipativ (Besetzungsoszillationen sterben aus, ,,col-
laps®), tatséchlich aber unitér, was nicht nur am Wiederaufleben der Oszillationen
(,revival“) sondern auch am quadratischen Kurzzeitverhalten abgelesen werden
kann. Bei Systemen mit Einschalteffekt gilt diese Unterscheidung hingegen nicht,
da die Dissipation fiir ¢ — 0 verschwindet und sich daher auch ein quadratisches
Kurzzeitverhalten ergibt. Dies ist z. B. fiir Messungen des Quanten-Zeno-Effektes
relevant, bei dem die Dynamik eines Systems durch wiederholte Messungen be-
einflusst und im Grenzfall hoher Widerholraten sogar unterbunden wird [15]. Hier
kommt es ndmlich besonders auf die im Grenzfall ¢ — 0 quadratische Zeitent-
wicklung an — wenn der lineare Anteil iiberwiegt, also bei starker Ddmpfung, tritt
der Effekt nicht auf. Bei Systemen mit Einschalteffekt konnte der Effekt hinge-
gen auch bei starker Dampfung auftreten, wenn der Zeitabstand zwischen den
Messungen kleiner als die Einschaltzeit realisiert werden kann.

3.3.2 Zwei-Zeiten-Erwartungswerte

Aus der reduzierten Dichte pg(t) konnen die Erwartungswerte aller Systemopera-
toren berechnet werden. Zur Berechnung zeitlicher Systemkorrelationen geniigt
sie allerdings nicht. Diese sind nédmlich iiber die Dynamik der Operatoren im
Heisenbergbild beziiglich des vollen Liouville-Operators £ definiert

(A(t 4+ 7)B(t)) = Sp((e“ M A)(e*'B)o) . (3.57)

Zwar sind A(0) und B(0) reine Systemoperatoren, dies gilt wegen der in £ ent-
haltenen Kopplung jedoch nicht fiir A(t + 7) und B(t). Nach Gleichung (2.22)
erfiillt die volle (unitire) Dynamik die Beziehung

(eiﬁ(t+r)A) (eiEtB) _ eiﬁt(eiLTA)B : (358)
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daher entspricht nach Gleichung (2.10)
(At+7)B(t) = Sp((“A)Be™0) = Sp((e""A)Bo(t) (3.59)

die Korrelationsfunktion dem Erwartungswert des Operators (e’“™ A) B zur Zeit t.
Da auch dieser Operator kein reiner Systemoperator ist, geniigt zur Berechnung
nicht allein die relevante Dichte Pp(t). Auch der irrelevante Anteil Qp(t) trigt
zum Erwartungswert bei:

(A(t+7)B(t)) = Sp((e*"A)B Po(t)) + Sp((e“"A)B Qp(t)) . (3.60)

Wenn jedoch dessen Beitrag wesentlich ist, also bei einer Messung zwischen der
vollstéindigen Korrelationsfunktion und Sp((e*“" A) BPo(t)) unterschieden wer-
den kann, dann muss die Einteilung in physikalisch relevante und irrelevante
Dichte iiberpriift werden. Die urspriingliche Wahl von P als Projektion auf die
Systemdichte scheint nun in Frage gestellt. Sollen auch Korrelationsfunktionen
zu den relevanten Observablen gehoren, so reicht die Systemdichte zur Beschrei-
bung strenggenommen nicht aus. Ist jedoch der von Qp(t) stammende Beitrag
bei der Berechnung der physikalisch messbaren Observablen — hier also (e*“” A) B
— vernachléssigbar, so kann er weiterhin als irrelevant gelten. Der entscheidende
Punkt dieser Uberlegung ist, dass die Irrelevanz von Qp(t) von den zu messenden
Observablen abhéngt.

Bei schwacher Kopplung zwischen System und Umgebung ist der Beitrag der
irrelevanten Dichte zum Erwartungswert tatséichlich klein, denn sowohl die Ab-
weichung von (e’*”A)B von einem reinen Systemoperator, als auch die durch
Qo(t) beschriebenen System-Umgebungs-Korrelationen hingen von der Stérke
der Wechselwirkung ab. Bei der Berechnung des Beitrages der relevanten Dich-
te wird gleich die reduzierte Bewegungsgleichung (Gl. 3.51) ausgenutzt werden,
die bereits die Born-Né&herung beinhaltet. Im Rahmen dieser Ndherung triagt der
hintere Term in Gleichung (3.60) nicht bei.

Damit bleibt

(A(t +7)B(t)) = Sp(Ae “"BPy(t)) = Sp(APe “TBPo(t)),  (3.61)

wobei im letzten Schritt ausgenutzt wurde, dass A ein reiner Systemoperator ist
und es daher auch nur auf den relevanten Anteil von

Q(1) = e "“"BPo(t) (3.62)
ankommt. Dieser erfiillt auch die Mastergleichung (GI. 3.51)
%'PQ(T) = —i(Ls+ L) PQUT) = PQr) =e "ETEITPQ0),  (3.63)
die fiir jede Linearkombination von relevanten Anfangszustinden Pp(0) gilt —
also auch fiir PQ(0) = PBPe *'p. Dies fiihrt auf
(A(t+7)B(t)) = Sp(Ae SHITPBPy(t)) = Sp((e“SH4474) BPo(1)),
(3.64)
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wobei im letzten Schritt noch PBPp(t) = BPo(t) genutzt werden konnte, da es
sich um einen reinen Systemoperator handelt. Auch

A(T) = EsHEAT 4 (3.65)
wirkt nur auf das System. Daher kann die gesuchte Korrelation als
(At +7)B(t)) = Sps(A(T)B(0)es(t)) (3.66)

geschrieben werden. Die Dynamik von Zwei-Zeiten-Observablen wird also mit Hil-
fe derselben reduzierten Bewegungsgleichung berechnet, wie die von Ein-Zeiten-
Observablen. Dieser Zusammenhang wird Quanten-Regressions-Theorem genannt
(s. z. B. [16]).

3.4 Darstellung der Mastergleichung

Die Bewegungsgleichung fiir die reduzierte Dichte soll nun weiter vereinfacht wer-
den. Am Ende dieser Betrachtung wird die konkrete Form der Mastergleichung
fiir die reduzierte Dichte stehen, in der an Stelle abstrakter Superoperatoren Ope-
ratoren und Parameter stehen, die sich aus dem angesetzten Hamiltonoperator
und dem Zustand des Gesamtsystems ergeben.

Wird die Bewegungsgleichung (3.51) mit dem unitéren Anteil

[Hs, 0s(t)]

= (3.67)

—iLsos(t) =
und dem dissipativem Anteil (Gl. 3.50) betrachtet, so ergibt sich mit der Defini-
tion des Projektors (Gl. 3.27) und Lw(t) = i~ [Hw(t), -]

ostt) = T [ s, {120(0), 1w (7). 00(0) © e5(0)])
' (3.68)
Der Wechselwirkungs-Hamiltonoperator Hy kann in Bad- und Systemanteil
aufgespalten werden. Hierbei bieten sich Ubergangsoperatoren Sy, = |n)gs(m|
zwischen Eigenzustdnden des System-Hamiltonoperators Hg an, da diese Eigen-
operatoren zum Liouville-Operator des System Lg sind (Gl. 2.7) und ihre freie
Zeitentwicklung daher durch die Bohr-Frequenzen w,,, gegeben ist. Sie bilden
eine Basis des System-Liouvilleraums .Zs. Folglich gilt

[Hw) =) |Sum) (Sum|Hw) (3.69)

wobei
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noch ein Operator auf dem Bad-Hilbertraum ist, von dem eine geeignete charak-
teristische Energie hx abgespalten wird. Mit dem Ubergangsindex k = {n,m}
kann die Wechselwirkung dann als

k

geschrieben werden.
Diese Zerlegung wird nun in Gleichung (3.68) eingesetzt. Damit wird

K2 [Hw (0), [Hw(—7), 08(0) ® 0s(t)]]

= K Z Bk ® Sk ) [Bk'(—T) &® gk;’(_T)a QB(O) ® QS(t)]]

= HZZ By,(0) By (—7) 01(0) © Sx(0)Sp (—7) 05 (t)
— By (=7)08(0)B(0) ® S (—7)0s(1) Sk (0)
— By(0)03(0) By (—7) ® Si(0)0s (1) Sk (—7)
+ 08(0) By (—7) B (0) @ 0s(t) Sk (—7) 5k (0) . (3.72)

Die Kopplung ist insgesamt hermitisch; daher taucht in der Summe iiber £ zu
jedem Term By(t) ® Si(t) der entsprechende adjungierte B} (t) ® S}(t) auf. Die
Summationsreihenfolge wird nun so umgestellt, dass in den beiden letzten Zeilen
jeder Operator durch sein Adjunkt ersetzt wird. Dann sind die beiden letzten
Zeilen zu den ersten beiden hermitisch adjungiert. In Gleichung (3.68) konnen
nun die Systemoperatoren aus der Spur herausgezogen und die Badoperatoren
unter der Spur zyklisch vertauscht werden, so dass sich schreiben ldsst

@S(t) — [HSJQS( )]

+r Z | arSpu B0 B (-r)en()} [Su(-r)es(t). 5.0)] + e

kK’
(3.73)

Nun werden die Korrelationsfunktionen Spy{ By, (0) By (—t)os(0)} betrachtet. Da
[Hg, 05(0)] = 0 angenommen ist (Gl. 3.30), konnen die Zeitargumente verschoben
werden:

SpB{ék(O) Bk’(_t) o8(0)} = SpB{Bk(t) Bk’(o) 08(0)} = grw () (3.74)

Wenn die Badanteile der Kopplung By, (Gl. 3.70) jeweils an viele Umgebungsmo-
den angreifen — wie es bei einem makroskopischem Bad der Fall sein sollte — so
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fallen deren Korrelationsfunktionen ggx (t) schnell auf Null. Die langlebigste die-
ser Korrelationen bestimmt die Gedéachtniszeit 7., die in die Markow-Naherung
(Gl. 3.46) eingeht.

Wird nun noch die Zeitabhiingigkeit der Systemoperatoren S(t) = e™+'S),
genutzt, so ergibt sich

) Hg, os(t
0s (t) = % + 52 kzk:’ Gkk/(—wk/) |:Sk’ 0s (t) y Sk:| + h.c. , (375)
mit der Spektralfunktion
Giolw) = / dt 6t g (1) (3.76)
0

Deren Real- und Imaginérteil sind durch eine Kramers-Kronig-Relation mitein-
ander verkniipft:

e 1 ImGe(
ReGip(w) = = / dt e gu(t) = —P / dw’m (3.77)

2 J_» . w —w

Im Gkk;’ (w) = — % P/ dw' M . (378)

00 w —w

3.4.1 Lindblad-Bedingungen

Die Gleichung (3.75) kann allerdings nur die gesuchte Bewegungsgleichung sein,
wenn sie die Lindblad-Bedingungen (Gln. 2.32, 2.35, 2.36) erfiillt. Das soll nun
iiberpriift werden. Die durch —iLg erzeugte freie Dynamik des Systems ist unitér
und muss somit nicht nidher betrachtet werden. Der Einfluss der Umgebung spie-
gelt sich in

—iﬂd = HZZ Gkk/(—wk/) [Skl c Sk} + G,’;k/(—wk:) [S,i s S,Z,j| (379)
kk'

wider. Die Lindblad-Bedingungen (Gln. 2.32, 2.35, 2.36) sind fiir den adjungierten
Superoprator im Heisenbergbild

iLh =Y Guw(—ww) [Sk, - |Sw + Giu(—ww) SL|- . S]] (3.80)
kk'

formuliert. Die ersten zwei Lindblad-Bedingungen (Erhaltung von Norm und Her-
mitizitét) sind erfiillt — wie leicht zu sehen ist. Soll die Dynamik vollsténdig positiv
sein, muss

ICKATA — (iC5ANA — ATiLKA
> Gkk/(—wkf){ [sk, ATA] S — [Sk, AT] S A — Al [Sk, A} Sk,} +he.
kK’

- m2§Gkk/(—wk1)[Sk,Aq [A,sk,} +he (3.81)
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fiir jeden Testoperator A positiv sein. Dies ist aber nur genau dann der Fall, wenn
der Realteil der Spektralfunktion positiv ist und nur Summanden mit Sy = S,i
beitragen.

[0 Zunéchst wird die Positivitdt von Summanden mit S, = S,i bewiesen. Mit
Cy, = [A, S]] haben sie die Form

H2Gk ,k(wk)CkTCk + h.c. y (382)

sind also wegen (¢|Cy'Ck|p) > 0 positiv, wenn der Realteil der Spektralfunktion
positiv ist.

Umgekehrt diirfen zu einer positiven Dynamik keine Summanden mit Sy, # S,i
beitragen, wie durch einen Test mit A = Hg bewiesen wird. Hg bietet sich an, da
seine Vertauschrelationen mit den Sy bekannt sind (Gl. 2.7):

[Hs, Sk] = h£5 Sk = hwk Sk . (383)

Ausgehend von Gleichung (3.81) ergibt sich

K2 Z Gkk/(—wk/)[sk,HS] [HS,S;C:} + h.c.
ki —k’

= =05 Y Grmwn (~Wwm ) Wnm@omy [n)(mn’) (m/| + hec. (3.84)

nm#m/n’

wenn man die Ubergangsindizes k durch die Niveauindizes n, m ausdriickt. Die
Erwartungswerte dieses Operators beziiglich der Zustiinde |¢+) = (|i)| £ |7))/v/2

(D] .. |0+) = FR°K? Z Glim,mj (—Wmj ) WimWmj + G jmmi(—Wmi )WimWmi + h.c.

(3.85)
haben unterschiedliches Vorzeichen, der Operator ist also nicht positiv. B
Eine physikalisch sinnvolle Dynamik ergibt sich also nur, wenn die Sum-
mation in den Gleichungen (3.79) und (3.80) durch die Bedingung Sy = S
eingeschrinkt wird. Wie im Folgenden gezeigt wird, kann diese Beschrinkung
gewohnlich durch den vernachlidssigbar kleinen Einfluss der weggelassenen Terme
physikalisch gerechtfertigt werden.

3.4.2 Siakularnidherung
Wird die Bewegungsgleichung (3.75) im Wechselwirkungsbild dargestellt,

@S(t) = KJ2 Zei(wk+wk’)t Gkk/(—wk/) [Sklés(t), Skj| + h.c. 5 (386)

k.k'
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so zeigt sich — wie bei der Markow-Ndherung — eine Zeitabhéngigkeit auf stark
unterschiedlichen Skalen: Die Dynamik des Dichteoperators ist im Wechselwir-
kungsbild gewohnlich viel langsamer als die Systemfrequenzen wy. Daher kann
die Bewegung auf einer groben Zeitskala At betrachtet werden:

Aos(t) _ os(t+At/2) —os(t—At/2) 1 /t+At/2
At At - At .

dt' o5(t) . (3.87)

—AL/2

Rechts darf Gleichung (3.86) eingesetzt und dabei &hnlich wie bei der Markow-
Néherung os(t') ~ gs(t) als konstant angenommen und aus dem Integral gezogen
werden,

Ajs(t i 1A ,
QASt( ) = /€2ZGkk/(—wk/) [Sk!gs(t) y Sk:| A_t/t dtl ez(wk+wk’)t + h.c.

£ —At/2
(3.88)
Das Integral
1 a2 1 oi(wptw )t sinf(wy + wir) At /2] Hwk+wyr )t
" . _ e k (3.89)
At Jy a2 (o + ) At/2

verschwindet fiir |wy, + wy|At > 1, liegt aber fir |wy + wp|At < 1 dicht bei
1. Auf einer Zeitskala, die langsamer als die Schwebungen wy + wy von System-
frequenzen ist, tragen nur noch die Summanden bei, bei denen wy = —wy ist.
Sind die Ubergangsoperatoren Sy, eindeutig durch ihre Bohr-Frequenz bestimmt,
muss also Sy = S,i gelten. Dies ist die sogenannte ,,Sdkularndherung®“. Die nun
auftretenden Spektralfunktionen Gy j(wy) lassen sich noch vereinfachen, wenn
der Systemanteil der Wechselwirkung selbstadjungiert ist. Dann koppeln ndmlich
Sy und S,: identisch an das Bad an und es gilt Gy _r = Gii. Damit ergibt sich
aus Gleichung (3.79) der Lindblad-Operator

—iﬂd == HZZ Gkk(wk) [S,i, Sk] + sz(wk) |:S,];, Sk] . (390)
k

Mit den Bezeichnungen
Fk = 2/€2 Re Gkk(wk) , Ak = HZ Im Gkk(wk) (391)

wird der Lindblad-Operator in die Form
—ila = 3 (AT +idy) (S,J- Sp — SiSit- ) + (A1 — iAy) (S,J- S, — -Sksu)
k

_ Z% B SeSit ] A0 (SS - SesT 280 - S) (3.92)
k
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gebracht, dessen Struktur nun auch der geforderten (Gl. 2.37) entspricht. Die
Imaginérteile Ay der Spektralfunktionen bestimmen den selbstadjungierten An-
teil von L4 und modifizieren damit die Eigenwerte des freien Hamiltonoperators
— sie beschreiben Frequenzverschiebungen. Die Realteile [} stellen die durch die
Umgebung induzierten Ubergangsraten im System dar.

Der Lindblad-Operator hingt aufgrund der Sdkularnédherung auch im Wech-
selwirkungsbild nicht von der Zeit ab: Er vertauscht mit Lg, woraus Lqa= Ly folgt.
Fiir die Zeitabhéngigkeit der Dichte im Schrodingerbild gilt damit (Gl. 3.75)

0s(t) = —i(Ls+ La)os(t) & og(t) = e EsHEAt po(0) (3.93)

Diese Mastergleichung gilt allerdings nur fiir ¢ > 0, denn die durch —iL4 erzeug-
te dissipative Dynamik bildet eine Halbgruppe und zeichnet damit diese Zeit-
richtung aus. Im Heisenbergbild bestimmt der adjungierte Lindblad-Operator
(GI. 2.38)

iLy = sz G (wr) [Sk: ] St + Grilwr) Sk [', SH

k
= Y2 A ST = B (ST 4 Skl - 28, - Si) (3.94)
k

zusammen mit dem (selbstadjungierten) Liouville-Operator des Systems die Dy-
namik

As(t) = i(Ls + LDAs(t) &  Ag(t) = eEsHE A¢(0) (3.95)

der System-Operatoren (fiir ¢t > 0).

3.5 Erweiterung der Markow-Naherung

Bei der Markow-Niherung wurde in Gleichung (3.45) Po(t — 7) ~ Po(t) ange-
nommen. Dies soll nun durch

Po(t —7) =~ Po(t) — 7 Pot) fir TS710 (3.96)

also durch eine lineare Ndherung in 7, verbessert werden. Der neu hinzugekom-
mene lineare Term in 7 fiihrt gegeniiber Gleichung (3.47) zu einer Korrektur

P o(t) = —ila(t) Po(t) + Lau(t) Po(t) (3.97)

mit dem Nicht—Markowschen Superoperator

ENM(t) = /: dr 7 ,Pﬁw(t)ﬁw(t - 7')73 . (398)
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Die Korrektur sollte klein im Vergleich zu P4(t) sein (sonst wiirde der Ansatz
(GI. 3.96) keine Verbesserung bedeuten), folglich gilt auch :

Pot) = (1 Lau(t)) ™" (—iLa(t) Po(t) = —i(l + Lxu(t)) La(t) Pa(t) .
(3.99)
Ly kann nun, wie vorher der Lindblad-Operator (Gl. 3.90), berechnet werden.
Der Faktor 7 fithrt dabei anstelle der Spektralfunktion (Gl. 3.76) auf deren Ab-
leitung:

0

/ dr 7 e “wT gkk/(T) = 11— Gkk/(w) = —iakak/(—wk/) (3100)
0

—wp

Damit ergibt sich bis auf Einschalteffekte (s. 3.3.1) mit der Sidkularnidherung
(s. 3.4.2)

Lo = ir2 > 0,G(wy) [5,1-, Sk] — O,GE (wr) [5,1, -Sk] . (3.101)
k

Wie schon beim Lindblad-Operator gilt auch fNM(t) = Lxwu, da er aufgrund der
Sidkularndherung mit Lg vertauscht werden kann. Insgesamt ergibt sich also fiir
die Zeitabhingigkeit der Dichte im Schrodingerbild

@S (t) =— (ﬁs + (1 + »CNM)»Cd) 0s (t) = 0s (t) = efi(ﬁs+(1+£NM)ﬁd)t 0s (0)
(3.102)
und entsprechend fiir Systemoperatoren im Heisenbergbild

As(t) =i (Ls+ Lo(1+ L5y) As(t) & Ag(t) = e (EsHEa0+ER0) 4 (0)
(3.103)
Die Herleitung dieser Korrektur gegeniiber den Gleichungen (3.93) und (3.95)
ist allerdings zu oberflichlich, insofern stillschweigend die Giiltigkeit der anderen
Néherungen vorausgesetzt wurde. Dies ist aber sowohl bei der Sikularndherung
als auch bei der Born-Ndherung problematisch. Diese Schwierigkeiten werden in
den folgenden Abschnitten naher betrachtet.

3.5.1 Siakular- und erweiterte Markow-Niherung

In der bisherigen Darstellung wurde sowohl von L4 als auch von Lyy nur der in
der freien Dynamik stationére, also der mit Lg vertauschende Anteil beriicksich-
tigt. Dies geschah aus zwei Griinden: Einerseits erfiillt £4 nur so die Lindblad-
Bedingungen — wobei es besonders auf die Positivitdt der Dichte (s. Abschnitt
3.4.1) ankommt. Andererseits konnen die nicht stationédren Anteile von L4 auf
einer Zeitskala At > w, ' vernachlissigt werden (Sékularniherung, s. Abschnitt
3.4.2).

Diese Argumentation wurde auf Lyy iibertragen, wobei sich allerdings fol-
gende Schwierigkeiten ergeben: In der Bewegungsgleichung (3.102) taucht nicht
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Ly allein, sondern das Produkt LyyL4 auf — daher muss dessen Positivitét
bzw. Zeitabhingigkeit untersucht werden.

Das Produkt der jeweils stationédren Anteile von Lg und Lyy vertauscht eben-
falls mit Lg:

[Ed, Ls] = [LNM; Es] =0 = [ENMLd, Ls] =0 . (3104)

Dies gilt allerdings nicht umgekehrt: Die Zeitabhéngigkeit der Faktoren hebt sich
teilweise gegenseitig auf. Dies wird deutlich, wenn bei der Herleitung der nicht-
markowschen Korrekturen zunéchst auf die Sikularndherung verzichtet wird. Mit
der Zerlegung der Kopplung (Gl. 3.71) ergibt sich (bis auf Einschalteffekte) aus
Gleichung (3.99) fiir die nicht-markowsche Korrektur gegeniiber Gleichung (3.86)

§S,NM(t) = i/ﬁl2 Z ei(wk—i_wk,)t &,,Gkk/(—wk/) Sk!és(t) s Sk + h.C., (3105)

kK

wobei gg(t) durch Gleichung (3.86) gegeben ist. Dies fiihrt auf

és,NM(t) = K’ Z e @t g Gl (—wpr)

k.k'

[Sk/ {/{2 Z ei(wl—l—wl')tG”/(—wll) [Sl/ @S (t), Sl} + h.C.}, Sk} + h.c.
Lr
— Z'K;ﬁl Z ei(wk+wk/+wl+wl/)t {
kKL

0,Grp (—wrr) G (—wi) [Sk’ [ Sros(t), Si ]7Sk]

G (—ww) Gl (+or) [Sk, [@s(t)Sy,Sl},Sk] }+h.c.,
(3.106)

wobei in der letzten Zeile die Summationsreihenfolge umgestellt (Sltl, — Sur,
s. Bem. nach Gl. 3.72) und G_;_y = Gy (s. Bem. vor Gl 3.90) ausgenutzt
wurde. Die Summanden, bei denen sowohl Sy = SlT als auch Sy = S,: gilt, sind
in Gleichung (3.102), also bei ,getrennter” Sékularndherung von L4 und Ly,
beriicksichtigt. Offensichtlich tragen jedoch auch Summanden mit S; = S}; und
Sy = SlT bzw. Sy = S,i, und S; = S}; zeitunabhéngig bei, denn es kommt nur
auf die gemeinsame Resonanzbedingung wy + wp + w; + wpy = 0 an. Eine Bewe-
gungsgleichung mit ,,gemeinsamer® Sidkularndherung enthilt also mehr Terme,
als Gleichung (3.102). Dies wurde von anderen Autoren, die von einem dhnlichen
Ansatz ausgehen [17], nicht beriicksichtigt.

Bei beiden Formen der verbesserten Mastergleichung (Gln. 3.102, 3.106) bleibt
jedoch die Frage nach der konsistenten Darstellung offen: Uber die Erhaltung der
Positivitdt der Dichte konnen an dieser Stelle keine allgemeingiiltigen Aussagen
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gemacht werden. Die Frage, ob die Positivitéit des Produktes LxyLq4 die getrennte
Positivitit von L4 und Ly erfordert (und damit durch eine , getrennte “Séku-
larn&herung erreicht werden kann), konnte bisher nicht beantwortet werden. Es
bleibt damit bei der Anwendung auf ein konkretes Modellsystem im Einzelfall zu
priifen, ob die jeweilige Bewegungsgleichung die Positivitdt der Dichte garantiert.

3.5.2 Born- und erweiterte Markow-Né&herung

Ausgangspunkt der Herleitung der Mastergleichung war die Zwanzig-Gleichung
im Wechselwirkungsbild in Born-Ndherung, d.h. gendhert in zweiter Ordnung
der Kopplung. Die gegeniiber der Markow-Néherung verbesserten Anteile in den
Gleichungen (3.102) und (3.103) sind aber vierter Ordnung in der Kopplung, da
sowohl L4 (Gl 3.90) als auch Lyxy (Gl 3.101) proportional zum Quadrat der
Kopplungskonstanten x sind. Vermutlich ist also die Mastergleichung (Gl. 3.93)
in zweiter Ordnung exakt ist und die Markow-Annahme stellt somit keine weitere
Néherung dar. Eine Bestitigung dieser Vermutung ergibt sich aus der exakten

Zwanzig-Gleichung (3.40). Diese kann mit dem Zeitentwicklungsoperator e*“” for-
mal in eine markowsche Form gebracht werden
t
P o(t) = —iLsP o(t) — / dr PLy e "7 LwP e“To(t) (3.107)
0

was zunéchst allerdings nutzlos erscheint, denn es handelt sich nun nicht mehr um
eine geschlossene Bewegungsgleichung fiir die relevante Dichte Pp — zur Losung
wire die Kenntnis der vollen Dichte zum Zeitpunkt ¢ nétig. Geht man jedoch bei
der Born-Ndherung von dieser Gleichung aus, so ergibt sich in zweiter Ordnung
in Ly mit Gleichung (3.42)

¢
P o(t) = —iLsP o(t) — / dr PLyw e T LwP e“oTo(t) . (3.108)
0

Da der freie Liouville-Operator £y im Gegensatz zu dem mit Kopplung £ mit dem
Projektor P vertauscht, entspricht dies genau dem Ergebnis der Markow-Nihe-
rung (Gl. 3.47). Gedichtniseffekte, also der Einfluss der Anderung der relevanten
Dichte in der Vergangenheit, treten in zweiter Ordnung der Kopplung nicht auf.
Dies ist verstindlich, da solche Anderungen nur durch Wechselwirkung mit der
Umgebung zustande kommen (die freie Dynamik tritt in der Beschreibung im
Wechselwirkungbild nicht auf) und daher hoherer Ordnung sind. Das Zeitargu-
ment der Dichte kann mit dem Zeitverschiebungsoperator sogar zu beliebigen
Werten t' verschoben werden, wobei in dieser Ordnung gilt

PLyw e £ LwPo(t — ) & PLy e £ Lyye Lol=m=Pp¢") . (3.109)

Die entsprechenden Bewegungsgleichungen sind zwar in Born-Ndherung iden-
tisch; sie unterscheiden sich aber in hherer Ordnung erheblich und sind daher ver-
schieden sinnvoll. Jede Gleichung, die sich auf eine feste Zeit bezieht (z. B. ¢’ = 0),
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wird nur in der Néhe dieser Zeit physikalische Losungen liefern: Dissipativ dndert
sich Po(t) (fiir t £ 7.) linear mit der Zeit, was zu einer Verletzung der Positivitét
fithrt. Hier summieren sich die Abweichungen der hoheren Ordnungen mit der
Zeit auf.

Die geringste Abweichung in héherer Ordnung wird die urspriingliche Glei-
chung (3.43) zeigen, denn bei ihr ist keine weitere N&herung (Gl. 3.109) notig.
Abgesehen von der Schwieriegkeit, diese Integrodifferentialgleichung zu 16sen, ist
aber nicht klar, ob sie die Eigenschaften der Dichte, insbesondere die Positivitét,
bewahrt.

Somit ist die markowsche Mastergleichung (Gl. 3.47, bzw. Gl. 3.108) die beste
Bewegungsgleichung in Born-Néherung, denn sie ldsst sich mit der Sédkularnéihe-
rung in Lindblad-Form bringen und garantiert so die wichtigen Eigenschaften der
Dichte.

Da eine Verbesserung der markowschen Mastergleichung nur in hoherer Ord-
nung der Kopplung moglich ist, muss diese bereits bei der Entwicklung der
Zwanzig-Gleichung (3.40) berticksichtigt werden. Hierzu wird der Superopera-
tor e12Lt = 71QLoI=QLwE mjt Hilfe der Kubo-Identitét (s. Anhang A) in zweiter
Ordnung in Ly entwickelt :

t
eszEt _ 7ZQ£0t / dtleszLOt( ZQ,C ) 1QLo(t —t)

/ dt /t dt” —1QLot" ZQL ) ZQE() t”—t’ ( ZQL ) ZQE() t— )
(3.110)
Dies fiihrt mit QLy = LoQ und PLwP = 0 auf

t
PLywe 'l LwP = PLwe HlLwP —i / dt' P Lye Lol Liyetfot' =D £ P
0

t '
o /dt,/ dt” Pﬁwefiﬁot” Eweiﬁot” Qefi[,ot, Eweiﬁo(tlft) EWP
0 0
(3.111)

Wenn die Umgebung gaufische Fluktuationen zeigt (s. 4.2), verschwinden alle
ungeraden Korrelationsfunktionen, also auch die Korrektur dritter Ordnung in
Lyw. In der Korrektur vierter Ordnung wird noch @ durch 1 — P ersetzt, was mit
Po(t — 1) ~ e Py(t) auf den Superoperator 4ter-Ordnung

—iLyo(t /dT/ dT/ dr" P L ﬁw( ") EW(—T,)EW(_T)P

_ / dr / dT’/ A" P Loy (0) Ly (—7"YP Loy (—') £y (—7) P
o (3.112)
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fiihrt. In dieser Arbeit wird diese Korrektur nicht weiter beriicksichtigt, da hier
keine vollstédndige Beschreibung in vierter Ordnung erfolgen, sondern Gedéachtnis-
effekte untersucht werden sollen. Daher beschrinkt sich die weitere Beschreibung
auf die nicht-markowsche Korrektur (Gl. 3.102, 3.103). Zu der markowschen Kor-
rektur vierter Ordnung (Gl. 3.112) sollen aber noch zwei Bemerkungen gemacht
werden: Zum einen fiihrt die vierfache Wechselwirkung in der ersten Zeile auf Kor-
relationsfunktionen von vier Badoperatoren (By, (0)By,(—7) By, (—7") Bg, (—7")),
die sich bei gauBischen Fluktuationen (s. 4.2) durch Produkte von Zweierkorre-
lationen darstellen lassen. So kann die erste Zeile zusammen mit der zweiten
sicher weiter vereinfacht werden. Zum anderen ist unklar, ob diese Korrektur die
Positivitdat der Dichte erhélt. Dies sollte in zukiinftigen Untersuchungen einer
vollsténdige Beschreibung in vierter Ordnung besonders beachtet werden.



Kapitel 4

Caldeira-Leggett-Modell

In den vorhergehenden Kapiteln wurde dargestellt, wie die Ankopplung eines
Objekts an eine makroskopische Umgebung zu dissipativem Verhalten fiihren
kann. Dies soll nun an einem speziellen, analytisch exakt l6sbaren Modell ndher
gezeigt werden: Das Caldeira-Leggett-Modell ist ein Standardsystem bei der Un-
tersuchung von Dissipation (s. z. B. [18-22]). Es beschreibt eine Umgebung aus
harmonischen Oszillatoren, die linear an das zu untersuchende Teilsystem ankop-
peln. Die Bewegungsgleichungen fiir die Umgebungsschwinger sind stets linear
und damit 16sbar. Dies fiihrt auf eine Bewegungsgleichung fiir das System, die
nur von den Modellparametern (Massen, Frequenzen und Kopplungskonstanten)
und dem Anfangszustand der Umgebung abhéngt. Diese Gleichung hat die Form
einer verallgemeinerten Langevin-Gleichung.

4.1 Quanten-Langevin-Gleichung

In diesem Abschnitt soll die reduzierte Bewegungsgleichung fiir das Teilsystem
hergeleitet werden. Hierbei wird wie folgt vorgegangen: Zunéchst wird der Ha-
miltonoperator des Gesamtsystems definiert. Mit diesem werden Bewegungsglei-
chungen fiir das System einerseits und die Umgebung andererseits hergeleitet.
Diese Gleichungen sind gekoppelt. Die linearen Gleichungen fiir die Umgebung
werden gelost und die Losungen in die Systemgleichung eingesetzt. Dies fiihrt
auf eine Integrodifferentialgleichung fiir den Systemfreiheitsgrad — die gesuchte
verallgemeinerte Quanten-Langevin-Gleichung.

Es wird folgendes Modellsystem betrachtet: Ein Teilchen der Masse m mit
den kanonischen Variablen (z, p) habe eine potentielle Energie V(). Sein Hamil-

tonoperator lautet dann

Hg = % +V(z) . (4.1)

Die Umgebung besteht aus /N nicht untereinander wechselwirkenden harmoni-
schen Oszillatoren mit Massen m; und Normalfrequenzen w;. Der Hamiltonope-

43
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rator des Bades ist also

2 2,.2

D5 m;jws;x;
Hg = . 1 4.2
b §:2mj+ 2 (4.2)

j=1
Die Kopplung zwischen System und Umgebung hingt bilinear von den Badkoor-
dinaten und der Systemkoordinate ab. Die Wechselwirkung ist demnach

N
HW = — Zdj!l?!l?j 5 (43)
j=1
womit sich als Hamiltonoperator des Gesamtsystems
2 N 2 2,.2
H=—+V —d;xx; 4.4
2m+ ($)+;2mj 9 R (4.4)

ergibt.

4.1.1 Bewegungsgleichungen

Fiir die kanonischen Observablen Ort und Impuls des Systems ergeben sich die
Heisenberg-Gleichungen

s~ EOH_p0)

ih m
. (). H] __dV(s) | ¥
) = ——=—"-- d; x; 4.
B(t) - o +Z , (4.5)
die sich zu folgender Operatorgleichung zusammenfassen lassen:
N
av
mi + dif”) =Y dja; (4.6)
j=1

Der Einfluss der Umgebung steckt hier in dem Kraft-Operator ) d,z;. Analog
gelten fiir die Badfreiheitsgrade die Bewegungsgleichungen

mjij + mjw?xj = dj.’L‘ , j c {1, .. ,N} , (47)

in denen der Systemeinfluss d;x als Inhomogenitét aufgefasst wird. Sie lassen sich
mit Hilfe der linearen Antwortfunktion'

sin(w;t) _
(t) = ———=0O(t , e{l,....N} , 4.8
v =200 Geqm (49
'Der Wert der Heaviside-Sprungfunktion ©(t) = {; {20} an der Stelle ¢ = 0 wird ©(0) = §

gewihlt. Im streng mathematischen Sinne ist diese Wahl natiirlich bedeutungslos, da es sich bei
der Sprungfunktion um eine Distribution handelt. Fiir ,physikalische Sprungfunktionen (ste-
tige Funktionen mit kleiner aber endlicher Sprungdauer) ist diese Wahl hingegen niitzlich. Sie
entspricht der Wahl nach Spiegelsymmetrie §(—t) = §(t) bei ,,physikalischen® Deltafunktionen
(mit endlicher Breite).
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16sen: Die Losung mit den Anfangsbedingungen (z;(0),p;(0)) setzt sich zusam-
men aus der Losung der homogenen Gleichungen

B () = myz;(0) %5 (1) + p;(0) x; (1) (4.9)

— welche die Anfangsbedingungen enthélt — und der speziellen Lésung der inho-
mogenen Gleichungen

ait™(t) = /0 " x;i(t—t) djx(t') (4.10)

— welche nicht von den Anfangsbedingungen abhingt. Hier werden die durch das
System verursachten Kréfte auf die Umgebungsfreiheitsgrade d;z (') jeweils mit
sinfw;(t — t')] gewichtet. Die maximalen Betrige der Gewichtsfunktionen (bei
' ~t—m(n+1)/w;) liegen fiir Freiheitsgrade mit unterschiedlichen Frequenzen
w; bei unterschiedlichen Zeiten. Deshalb bietet sich eine partielle Integration an,

P = /0 gp S0t = Ol diz(t) - d; /0 4t w; sinleo; (¢ — )] 2(¢)

S &wwwmmwﬂﬁw;MUM¢m},<um

2
m]wj

denn die nun auftretenden Gewichtsfunktionen cos[w;(t —t')] haben bei ¢ = ¢ ein
gemeinsames Maximum: Die Antwort der Umgebungsschwinger auf das System
iiberlagert sich zu dieser Zeit konstruktiv.

Wird die Losung der Umweltkoordinaten nun in die Bewegungsgleichung des
Systems eingesetzt, so ergibt sich

mi(t) + w = Z_: d; ;" (1) (4.12)
+ > mdi 5 a(t) (4.13)
N d?
a Z m;w3 cos(w;t) z(0) (4.14)
- [y L sl - )i (015)

Die vier Summen werden nun diskutiert:

e Uber den Integralterm (4.15) hiingt #(¢) nicht nur von den GréBen zur Zeit
t, sondern auch von der Vorgeschichte (£(¢') mit 0 < ¢’ < ¢) ab. Dieser
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Einfluss wird durch den Gedichtniskern

2

1 X
E Z 5 cos(w;t) (4.16)
7=1

m]wj

«Q
|||

beschrieben. Dieser hat die Dimension Zeit™2, so dass sich nach der Inte-
gration die Dimension einer Ddmpfungskonstanten (Zeit™') ergibt. Hier ist
es niitzlich, die sogenannte Spektraldichte

J(w) = g Z mji}jé(w — w)) (4.17)

einzufiihren. Sie beschreibt die frequenzabhéngige Kopplung an die Umge-
bung und bestimmt den Gedéichtniskern

V() = o) -2 /0 b (w)cos(wt) . (4.18)

mm w

Die Spektraldichte wird hdufig phdnomenologisch durch eine kontinuierli-
che Funktion ersetzt. Dieser Grenziibergang zu unendlich dicht liegenden
Umgebungsmoden entspricht einem thermodynamischen Limes. Ein solches
Bad zeigt keine Periodizitit (die Wiederkehrzeit geht gegen unendlich). In
diesem Fall ist die reduzierte Dynamik tatséchlich irreversibel.

Der Term (4.13) wirkt wie ein zusitzliches Kraftfeld auf das System — das
Teilchen bewegt sich wie in einem effektiven Potential:

N
d? >

(4.19)
~ 2m w3
Wird der Hamiltonoperator (Gl. 4.4) mit diesem effektiven Potential dar-
gestellt, so taucht ein zusétzlicher Renormierungs-Anteil auf

2 N 2 2,.2 2,.2
p P; mjws s d=
H="—+Vy(z) + — djzjx + . (420
om o() — 2m; 2 it Qmjwjz ( )
HI'BD

der durch den Gedéchtniskern (Gl. 4.16) oder die Spektraldichte (Gl. 4.18)
ausgedriickt werden kann:

Ho = 57 02 = (l /Ooode> 2 (421)

2mjw32- T w
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e Der Term (4.12) wird als Restkraft bezeichnet:

F(t)y=) d;at"(t) . (4.22)

- Z mcj,zuz coslw;t] (0) = —my(t)z(0) (4.23)

(s. Gl. 4.16), der einen KraftstoB beim Loslassen des Systems aus seinen
Anfangsbedingungen (Einschalteffekt) beschreibt, als treibende Kraft auf
das System.

Mit diesen Ersetzungen wird aus der Bewegungsgleichung fiir das System

dVe(z(t
| dlel)

m Z(t) I ) + m/ot dt' v(t—t") z(t') = F({t)—my@#)z(0) . (4.24)

Der Einfluss der Umgebung auf das System steckt nun in
e der harmonischen Korrektur des Potentials.

e dem Gedichtniskern (t), der iiber die Antwort der Umgebung das System
an seine Vergangenheit koppelt. Da die Antwort der Umgebung linear ist,
spielt hier der Anfangszustand der Umgebung keine Rolle. Es gehen nur die
Modellparameter — Massen, Frequenzen und Kopplungskonstanen — ein.

e der Restkraft F'(¢), welche beziiglich der Umgebung Operatorcharakter be-
sitzt. Um reduzierte Bewegungsgleichungen fiir Systemoperatoren zu erhal-
ten, muss der Erwartungswert beziiglich einer angenommenen Umgebung
berechnet werden; hier kommt es also auf den Anfangszustand der Umge-
bung an. Aufgrund dieser Erwartungswertbildung geht F'(¢) statistisch ein
und hat somit denselben Einfluss wie eine stochastische Kraft.

Diese (quantenmechanische) Gleichung hat die Form einer verallgemeinerten Lan-
gevin-Gleichung, denn F'(t) kann als stochastische Kraft aufgefasst werden. Sie
ist die gesuchte reduzierte Bewegungsgleichung fiir das System.

An dieser Stelle ist anzumerken, dass die Wahl des Zeitnullpunktes fiir die
Herleitung dieser Bewegungsgleichung willkiirlich ist. Andererseits bestimmt die-
se Wahl, wie weit sich das Gedéchtnisintegral in die Vergangenheit erstreckt.
Weiterhin dndern sich auch die Restkraft, da diese ja von den Anfangsbedin-
gungen der Umgebung abhiingt, sowie der Einschalteffekt —m~y(t)z(0). Es ist
also moglich, Teile der Systembeschleunigung zwischen Gedéchtnisintegral und
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Restkraft ,umzuwidmen“. Wenn der Gedéchtniskern v(¢) nur auf einer charakte-
ristischen Zeitskala 7. beitrégt, kommt es nicht auf die Wahl des Zeitnullpunktes
an — sofern er sich hinreichend weit in der Vergangenheit befindet: ¢ > 7.. In
diesem Fall kann der Zeitnullpunkt symbolisch unendlich weit in die Vergan-
genheit gelegt werden. Bei manchen physikalischen Realisierungen ist jedoch ein
Priaparationszeitpunkt ausgezeichnet, z. B. wenn zu einem bestimmten Zeitpunkt
die Wechselwirkung zwischen System und Umgebung eingeschaltet wird. Diese
Uberlegungen entsprechen denen zum Einschalteffekt in Abschnitt (3.3.1).

4.2 Quantenfluktuationen der Umgebung

Der Einfluss der Umgebung auf das System ist durch die statistischen Eigen-
schaften des Restkraftoperators F'(t) vollstindig bestimmt. Diese sind durch die
Momentfunktionen (F(¢,)F(t2)...F(t,)) gegeben. Sie konnen aus dem Anfangs-
zustand der Umgebung berechnet werden, iiber den nun spezifische Annahmen
gemacht werden miissen. Bei der Priparation des Gesamtsystems soll die Um-
gebung vollstindig durch kollektive Parameter bestimmt sein. Die Umgebungs-
dichte wird daher thermisch angenommen. Der Dichteoperator faktorisiert in die
untereinander unkorrelierten Normalmoden:

N
o =)o - (4.25)
7=1

Nun ist es zweckmifig, zunichst die Orts-Momentfunktionen einer Mode zu be-
rechnen. Fiir diese Rechnung wird der Modenindex j weggelassen. Allgemein
lassen sich diese Momente aus einer erzeugenden Funktion

G(Ury covy Upity,y o ty) = <ei“1x(t1) eluealtz) ei“"m(t”)> (4.26)

bestimmen:

(x(t1)x(te) ... z(ty)) = 1 o"

¢(U1, ey Unj tl; 7tn)

" 8u18u2 8un U= ... =up=0
(4.27)
Zur Berechnung der erzeugenden Funktion wird das Produkt der Exponential-
funktionen mit der Hausdorff-Formel [A,[A, B]] = 0 = elef = eA+B+IAB]2

zusammengefasst, wobei neben z(t) = £ (a'e™" + ae™™") die Vertauschbeziehung

2

[iuaz(ts), iugz(ts)] = —%[afei“t“ + ae ¥ ale™’ 4 ae %] u,ug
2
= iEO sinfw(ta — ts)] uaus (4.28)

benotigt wird. Damit wird
tn) — e%x% sin[w(t1—t2)uius <ei(u1m(t1)+uzx(t2))eiw,m(t;:,)m eiun:l:(tn)>

G(Ury ovy Up;ty, .. )
(4.29)
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Werden die folgenden Terme sukzessive einbezogen

<ei SE  wanlta) giura(ty) 'eiunx(tn)> _
0473 26 Z) sinlw(ta —t)Juaus <ei Yh—1 vat(ta) git12(ter) ‘ewnw<tn>> . (4.30)

so ergibt sich schliellich

12 . .
¢(u17 Uity ;tn) _ eiTO Pa<psinfw(ta—tg)]uaug <ezza Ual‘(ta)> ) (4‘31)

Der verbleibende Erwartungswert ldsst sich mit dem Kiirzel £ = i% ) Ugela
als (symmetrisch geordnete) charakteristische Funktion darstellen

<eiza uaa:(ta)> _ <ez’%0 > ua(aTei“ta+ae_i“ta)> — <e§aT*§*a> , (4‘32)
deren Form im thermischen Gleichgewicht bekannt ist [23]
S S T 1 S A PP

wobei fiir die mittlere Besetzungszahl im thermischen Gleichgewicht

(n) = W%_l -; (coth {%@T} - 1) (4.34)

gilt. Die Doppelsumme wird noch umgeschrieben:

Z ellta~ts)y g = 2 Z cos|w(ta — tg)|uaus + Z us . (4.35)
a,B

a<f «@

Die zweite Summe muss bei der erzeugenden Funktion nicht beriicksichtigt wer-
den, denn bei der Berechnung der Korrelationen geméfl Gleichung (4.27) wird die
jeweilige Ableitung an der Stelle u, = 0 ausgewertet, so dass in u, quadratische
Terme nicht beitragen. Die erzeugende Funktion (GI. 4.31) ist demnach

¢(U1, Uity e ;tn) — Pa<p ?(coth[fk—‘}] cos[w(ta*tﬂ)}fisin[w(taftﬁ)]) vaug
(4.36)
Damit sind die statistischen Eigenschaften des quantenmechanischen Systems
durch eine erzeugende Funktion dargestellt, wie sie aus der Theorie stochastischer
Prozesse bekannt ist (s. z. B. [24]). Es konnen daher von dort bekannte Ergebnisse
iibertragen werden. So lassen sich die Korrelationsfunktionen?

1 o"
kn(ty, oo ty) = —=——=———— Ind(uy, ..., Uy ty, ...\t 4.37
alfy, o) 1" Quq0us ... Quy, O(urs ey tni s oo Tn) U= . =t =0 (4:37)
’Die Bezeichnung ist in der Literatur nicht einheitlich. Sie werden hiufig auch als Kumulan-
tenfunktionen (z. B. [8]) bezeichnet. Da diese Funktionen bei statistisch unabhiingigen Variablen
verschwinden, halte ich Stratonovichs Bezeichnung Korrelation fiir sinnvoll.




50 KAPITEL 4. CALDEIRA-LEGGETT-MODELL

aus dem Logarithmus der erzeugenden Funktion ableiten. Aus der bilinearen Form
in u,, ug folgt sofort, dass nur die zweite Korrelation

2 hw
ko(t1, 1) = % (coth {ﬁ} coslw(ty — t2)] — isinfw(t, — tg)]> (4.38)
von Null verschieden ist. Im Gegensatz zu den Korrelationen verschwinden héhere
Momentfunktionen nicht, sie lassen sich jedoch auf ks (t, t2) zuriickfithren [8]: Alle
ungeraden Momente verschwinden und alle geraden sind

(2n)!
nl2n

(@ ()2 (ts) .. 2(ton)) = {Ea(ty, ta) k(s ta) oo o (ton 1o ton) bopm » (4.39)

wobei das Symbol { }4m fiir die (beziiglich der t-Argumente) symmetrisierte
Form stehen soll. So gilt

(z(t)z(tz)) = ka(t1,t2) (4.40)
(x(t)z(te)x(ts)z(ts)) = kalts, ta)ka(ts, ta) + ko(ty,t3)ka(te, )
oty t)ka(ts, ts) - (4.41)

Ein klassischer stochastischer Prozess mit dieser Eigenschaft heiffit Gauf3-Prozess.
Dieser Begriff ldsst sich auf die hier berechneten quantenmechanischen Momente
iibertragen: Der Ort eines harmonischen Oszillators im thermischen Gleichge-
wicht zeigt Gaufische Quantenfluktuationen. Die quantenmechanische Natur die-
ser Fluktuationen spiegelt sich in der speziellen Form der Korrelationsfunktion
(Gl. 4.38) wider.

Im Restkraftoperator F'(t) = > d;27°™ (t) werden die Orte unkorrelierter Mo-
den (Gl. 4.25) linear kombiniert. Damit iibertréigt sich der Gaufische Charakter
auf die Momentfunktionen von F'(t): Alle ungeraden Momente verschwinden, ins-

besondere ist
(F(H) =0 (4.42)

und aus Gleichung (4.38) folgt mit xy = \/2h/mw
2

2mjwj

(cott | 32| cost s = )] isinf 1 - 1))

(4.43)
Die hoheren Momentfunktionen lassen sich mit Gleichung (4.39) hierauf zuriick-
fiihren.

(F(t)F(t2)) = Z

J=1
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4.3 Fluktuations-Dissipations-Theorem

Die Kraft-Kraft-Korrelation ist durch die Spektraldichte J(w) (Gl. 4.17) eindeutig
bestimmt:

1 !/
HPOF ()

Lt —t)

Allerdings wurde hierbei angenommen, dass sich die Umgebung in einem thermi-
schen Gleichgewicht befindet. Auch der Gedéchtniskern v(7) wurde mit Gleichung
(4.18) iiber die Spektraldichte dargestellt, wobei es dort allerdings nicht auf den
Zustand der Umgebung ankam.

Im thermischen Gleichgewicht héngen also sowohl die Fluktuationen (Kraft-
Kraft-Korrelation) als auch die Dissipation (Gedé#chtniskern) mit der Spektral-
dichte und daher auch miteinander zusammen. Diese Relation lisst sich am be-
sten im Frequenzbild darstellen. Fiir die jeweiligen Fourier-Transformierten gilt
némlich einerseits®

o0 . 1 o0 /
Lw) = / dt e™! —/ dw' J(w') | coth i cos(w't) — isin(w't)
_ T Jo 2kT

w hw
= — h|——— 1
@] J(|wl) (cot [QkT] + >
J(|wl) 2w
— 4.4
w] 1 — o hw/kT (4.45)

und andererseits — mit der in der Literatur {iblichen Bezeichnung

+(w) = Rey(w) = / Cdt cos(@h(t) . A"(w) = Imy(w) = / "t sin(wh) (1)

- - (4.46)
(s. z. B. [20]) — wegen 7(t) = v*(t) und (¢) = 0 fiir ¢ < 0 und Gleichung (4.18)

1 [ -
OIS ) (1.47)
= / dt ™" ——/ dw'(—w,) cos(w't)
o mr Jg w
m_ |l '

3Wenn zuerst die t-Integration ausgefiihrt und L [% dt e™? ZCS‘I’EE:J):g =d(w+w)td(w—w')

genutzt wird.
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Hieraus ergibt sich der gesuchte Zusammenhang, das Fluktuations-Dissipations-
Theorem, in der Gestalt

2mw

L(w) = T o /il 7 (w)

(4.49)

Im klassischen Grenzfall, also bei hohen Temperaturen k71" > hw, vereinfacht
sich diese Beziehung, da dann die Naherung
w kT

T N (4.50)

ausgenutzt werden kann, womit sich mit Gleichung (4.47) das klassische Fluk-
tuations-Dissipations-Theorem

(F(t)F(0)) = hL(t) ~ m kT ([t]) (4.51)

ergibt.

4.4 System: Harmonischer Oszillator

Soll der Einfluss der Umgebung auf die Dynamik von Systemgréfien untersucht
werden, muss das relevante System nédher spezifiziert werden. Als leicht rechen-
bares Beispiel bietet sich auch hier ein harmonischer Oszillator an, dessen qua-
dratisches Potential

Ve(z) = 1Da” (4.52)
zusammen mit der Kreisfrequenz wy = y/D/m auf eine lineare Bewegungsglei-
chung (GI. 4.24)

t
mi(t) + mwiz(t) + m/ dt' v(t —t") & (t') = F(t) — m~y(t)x(0) (4.53)
0

fiihrt. Hier wird bereits mit dem effektiven Potential V, gerechnet, das die mittlere
Wechselwirkung mit der Umgebung beschreibt. Die Bewegungsgleichung wird mit
der Laplace-Transformation

z(s) :/ dte *'z(t) (4.54)
0
in die algebraische Gleichung
ms?i(s)—msz(0)—mi(0) + mwii(s) + mA(s)si(s) = F(s) (4.55)

iiberfithrt und gelost:

3
oEt\a
_l’_
%
+
VA
-2
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Bei der Riicktransformation ergibt sich aus x(s) die lineare Antwortfunktion

(t) = / s () (4.57)

die fiir ¢ < 0 verschwindet und den Anfangsbedingungen
x(0)=0 ,  x(0)= (4.58)

geniigt. Zusammen mit p(¢) = ma(t) erhdlt man schliefilich fiir den Ort
¢
o(0) =pO) () + ma@)5(e) + [ A Fe—t)  (@5)
0

und wegen [} dt'x(t)F(t —t') = [y dt'x(t — t')F(t') fiir den Impuls

p(t) = mp(0)x(t) + m*z(0) X(¢t) + m/ot di'x(t")F(t—1t') . (4.60)

Da sowohl x(t) als auch 7(¢) den Faktor ©(¢) enthalten, gilt fiir ihre Fourier-
Transformierten

x@)=x(s) 2w =7() mit s=—iw (4.61)

und damit
1 1

x(w) = mw? — w? — iwy(w) (4.62)

Spéater wird es besonders auf den Imaginérteil dieser dynamischen Suszeptibilitét

X' (w) = mwy'(w) x(w)[? (4.63)

ankommen. Zwei weitere Eigenschaften, die sich in der weiteren Berechnung als
niitzlich erweisen werden, sollen hier noch genannt werden. Zunéchst ist x(w)
tiber Gleichung (4.61) auch fiir komplexe w fortsetzbar und ist dabei in der obe-
ren Halbebene analytisch [25, 4.4.3.1]. Weiterhin ist das Verhalten von x(w) fiir
grofle Frequenzen durch den quadratischen Term bestimmt, da v(w) dort ver-
schwinden sollte — eine physikalische Umgebung darf keine Oszillatoren beliebig
hoher Frequenz enthalten. Somit gilt

1

mw?

X(w) ~ — (4.64)

fiir |w| — oo.
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4.4.1 Renormierung der Masse

Es ist zweckmifig, von y(w) den linearen Anteil des Imaginérteils abzuspalten

o+ Y(w) (4.65)

w=

da sich dieser wie eine Verdnderung der Masse um

97" (w)
= — 4.
m m—a= (4.66)
auswirkt: )
Y(w) = (4.67)

D — (m 4+ dm)w? — iwmy,(w)
Hier wurde noch die freie Kreisfrequenz durch die Federkonstante ausgedriickt.
In diesen Ausdruck geht die ,nackte* Masse m nicht mehr ein — auch in den
Démpfungsterm nicht, da nach Gleichung (4.18) v(w) o 1/m ist. Dafiir tritt
nun die , beobachtete“ Masse M = m + dm auf. Dieser Ausdruck ergéibe sich
auch, wenn im urspriinglichen Hamiltonoperator (Gl.4.4) als kinetische Energie
p*/2(m + dm) stehen wiirde.

4.4.2 Beobachtungsgroflen

Ausgehend von den Gleichungen (4.59) und (4.60) sollen nun Erwartungswerte
fiir Systemgroflen berechnet werden. Hierbei ist zu beachten, dass es sich immer
noch um Operatorgleichungen im vollen System handelt. Zur Verdeutlichung kann
auch

z(t) = x(t) ps(0) ® 1g + mx(t) zs(0) ® 1p + /Ot dt'x(t') 1s ® Fa(t —t') (4.68)

(und analog fiir den Impuls) geschrieben werden. Es wird nun der Argumentation
aus Abschnitt 3.2 folgend angenommen, dass der Anfangszustand des Gesamtsy-
stems faktorisiert (Gl. 3.23), wobei sich die Umgebung in einem thermischen
Zustand befinden soll:

0=10s®05(T) . (4.69)

Die Momentfunktionen des Restkraftoperators sind damit (Gln. 4.42, 4.43) be-
kannt. Damit ergibt sich fiir den mittleren Ort und Impuls

(@(t)) = (p0))x(t) + m(x(0))x() (4.70)
(p(t)) = mp(0))X(t) + m*(@(0)) X(t) , (4.71)

die selbstverstéindlich (Ehrenfest-Theorem) den klassischen Bahnen folgen und
nicht von den Quantenfluktuationen der Umgebung beeinflusst werden. Diese
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spielen erst bei Grofen eine Rolle, die nicht linear in « und p sind (Orts- und
Impulsunschirfe, Energie, usw.). Aus der Autokorrelationsfunktion des Ortes
kénnen alle quadratischen Beobachtungsgrofien bestimmt werden. Hier kommt
es nun besonders auf die faktorisierende Anfangsbedingung (Gl. 4.69) an, mit der

(x(0)F(t)) =0 und (p(0)F(t)) =0 (4.72)
gilt. Damit ergibt sich:

(e(t)a(t)) = (@P0) x(t)x(tz) + m*(@(0) X(t)x(t)
+m((p(0)2(0)) X(t1)X(t2) + ((0)p(0)) X(t2)x(t2) )

/ " g / " (X () (b — ) F(t — 7). (473)

Jede physikalische Antwortfunktion x(¢) geht im Laufe der Zeit gegen Null — die
Anfangsbedingungen werden ausgedampft. Fiir grofie Zeiten wird die Korrela-

tionsfunktion stationdr, hingt also nur noch von der Zeitdifferenz 7 = t; — ¢
ab:

Coe(T) = lim(z(t+ 7)z(t))

t—00

h o N ! "
= thm/ dt/ dt" x(t' / dwe T ()
—00

— dwefszL( )/ dt/ wt (tl)/ dt//e—iwt”x(t//)
27T - 0 0

I .
= — Tl 2 4.74
3 | dwe L) ()] (4.74)

Ihre Fouriertransformierte
Copo(w) = / dt €' Cy (t) = hL(w) |x(w)]? (4.75)

wird Spektrum genannt. Aus ihr konnen nun die gesuchten Beobachtungsgréfien
im stationdren Limes berechnet werden, z. B. die Ortsunschérfe:

1 o0
Aa2y = Cont = 0) = — / i Cra(w) (4.76)

™ 00

Ausgehend von Gleichung (4.60) wird auch die Autokorrelationsfunktion des Im-
pulses
d2 m2 o]
— 2 —
Cop(t) = —m” 5 Caa(t) = -

berechnet, aus der sich die Impulsunschérfe

dw e 'w? Oy (W) (4.77)

—o0

m? [
Apfs = Gt =0) = 5= / A o Cy(w) (4.78)
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ergibt.

Ist die Umgebung im thermischen Gleichgewicht, so gilt das Fluktuations-
Dissipations-Theorem (Gl. 4.49) und es folgt mit den Gleichungen (4.75) und
(4.63) das Spektrum:

Cunle) = 1 X' = (oot | 1) W) @

Nun kann auch die stationidre Korrelationsfunktion berechnet werden

o0

Cra(t) = ﬂ/ dw e™™" coth [2];;] X' (w )+§/ dwe ™ \"(w), (4.80)

S(t) — i A(t)

wobei sich die hier angegebene Aufteilung der Funktion in einen symmetrischen
Anteil S(t) = S(—t) und einen antisymmetrischen A(t) = —A(—t) aus der Anti-
symmetrie von x”(w) ergibt: Eine reellwertige Antwortfunktion fordert némlich
X" (w) = x(—w), was auf x"(w) = %’;H’J) = —x"(—w) fiihrt. Der antisymme-
trische Anteil der Korrelationsfunktion ergibt sich nun einfach aus der linearen
Antwortfunktion:

A = - ) ) e v = -2eman)
(4.81)
Zur Berechnung des symmetrischen Anteils wird der hyperbolische Kotangens in
Partialbriiche zerlegt:

coth(z) = i L (4.82)

T —1Tn
n=-—00

Zusammen mit der Definition der Matsubara-Frequenzen®

2rkT
Pl

Vp —

(4.83)

ist dann

2m Z / do o=t X i_fy(n w) (4.84)

Die Integration kann mit Hilfe des Residuensatzes durchgefiihrt werden, wenn
der Integrationsweg iiber die untere komplexe Halbebene (fiir ¢ > 0) geschlossen
wird. Es tragen die Pole bei w = iv,, mit negativem n und die Pole® w; von y(w)

“Diese Bezeichnung stammt aus der Vielteilchen-Theorie, s. z. B. [26, §37]
SHier wird davon ausgegangen, dass es sich bei y(w) um eine gebrochen rationale Funktion
handelt, die also abzihlbar viele Pole besitzt.
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bei. Dabei ist nach Abschnitt 4.4 x(—w) in der unteren Halbebene analytisch. Es
ergibt sich fiir positive ¢

—k’TZe it (x(ivg) — x(—ivy)) — kT Z Z ZwktR‘;S:k_ 7,5 w)]

n=—oco k
(4.85)
wobei im hinteren Ausdruck die Summe iiber n auch wieder zum hyperbolischen
Kotangens zusammengefasst werden kann.
Die stationdre Ortsunschirfe folgt aus dem symmetrischen Teil der Korrela-
tionsfunktion bei ¢ = 0. Ausgehend von Gleichung (4.84) ist

) X(w) = x(-w)
Arfs = S(0) = Z / dw E— (4.86)

zu berechnen. Da x(w) fiir groe |w| in der oberen Halbebene verschwindet
(Gl. 4.64), kann auch dieses Integral berechnet werden,

/_Z w X(wu)) = fu(f) - /_Z e x{w) (w —lwn T +1w>
— 2mi x(ilva]) (4.87)

denn der Integrationsweg kann auch hier im Unendlichen geschlossen werden;
diesmal allerdings iiber die obere Halbebene, in der x(w) analytisch ist. Also
ergibt sich mit Gleichung (4.62)

kT 2kT 1
Azl = . 4.88
s mw? L n§::1 wi + 12 + vy (ivy) (4.88)

Hier wurde der Beitrag von n = 0 zuerst angegeben. Die {ibrigen Summanden, die
von der Dampfung v(w) abhéngen, sind fiir hohe Temperaturen vernachléssigbar:
Im klassischen Grenzfall erhélt man den Gleichverteilungssatz.

Die stationdre Impulsunschérfe ist nach Gleichung (4.78) durch

Api = ﬂ Z / dw w —x(=w) (4.89)

w — iy

gegeben. Nun muss bei der Integration allerdings noch der Grenzwert (Gl. 4.64)

lim w?y(w) = — (4.90)

1
|w]—o00 m

beriicksichtigt werden. Aus Gleichung (4.87) folgt

/OO o WX ) = @) ) (% - ygx(¢|yn|)> . (4.91)

w — iy,

o0
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woraus sich mit Gleichung (4.62)

wO + any(“/n)
wo + 2 + vy (ivy)

Apdg = mkT + 2mkT Z (4.92)

ergibt. Auch hier entspricht der Beitrag des Summanden mit n = 0 dem klassi-
schen Gleichverteilungssatz. Dieser gilt quantenmechanisch allerdings nicht — die
Verteilung auf kinetische und potentielle Energie ist hier durch die Kopplung an
die Umgebung modifiziert:

AP%S 1 2 Vnry(iyn)
= —mwyA kT . 4.93
om 20 s+ Z “ Wi + vy + vy (ivn) (4.93)

Ubrigens konnen die Ergebnisse fiir die stationiren Unschirfen auch mit
der reduzierten Zustandssumme des Systemoszillators ausgedriickt werden. Diese
kann als Verhéltnis der Zustandssummen von Gesamtsystem und Umgebung be-
rechnet werden [20]. Es gilt dann folgender Zusammenhang zwischen reduzierter
Zustandssumme Z und dynamischer Suszeptibilitét

ka ET 5 v?
n) = L . 4.94
et = N v -~ 0

Der Zustandssumme entspricht eine freie Energie

wi + V2 + v y(ivy,)
1z

F= _—kTlhZ = kT [@] +ETY In {
n=1

4.

aus der nun die gesuchten Groflen durch Ableiten nach externen Parametern
gewonnen werden kénnen [27]. Diese externen Parameter sind die Federkonstante
D = mwi (sie bestimmt die Lingenskala des Systemoszillators), eine mittlere
Déampfungskonstante 7, die von der frequenzabhéngigen Dampfung abgespalten
wird

W) = v frlw)  mit f(0)=1, (4.96)
sowie die Temperatur 7' der Umgebung. Als Funktion dieser Parameter hat die
freie Energie die Form

h oy D 2 )
F(D,,T) =kTIn L kTZI { fntr +2V”%fv(wn)
Z/TL
(4.97)
Aus deren Ableitungen
oF kKT kT & 1 1
or _ o~ R L
oD 2D m nz:; D/m+ v:+uvyvofy(ivy) 2 Tgs
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oF Un [ (i) 1 [ Apd 1
9T v _ S5S _ 1 pAg?

9o Z D/m + 12 + vy fy(ivn) Yo ( 2m 2 ss ’
oF

kénnen nun sowohl die gesuchten Unschérfen als auch die Entropie S des reduzier-
ten Systems berechnet werden. Anstatt nach der Federkonstanten kann natiirlich
auch nach der freien Kreisfrequenz differenziert werden (% = 2mwy-y). Hier
sollte nur verdeutlicht werden, dass die Federkonstante der externe Parameter

des Systems ist.

4.4.3 Modellierung der Umgebung
Ohmsches Bad

Fiir die Spektraldichte der Umgebung muss eine konkrete Funktion angenommen
werden. Zunéchst wird ein Modell betrachtet, das keinerlei Gedéchtnis zeigt, wo
also der Gedéchtniskern proportional einer §-Funktion ist. Dies ist gerade bei
sogenannter ohmscher Spektraldichte

J(w) = myw (4.99)
der Fall - vgl. Gleichung (4.18) —
2 o0
v(t) = @(t);/ dw g cos(wt) = 2vO(t)d(t) = 700 (t) (4.100)
0

und entspricht einer frequenzunabhéngigen Dampfung

Y(w) =7 - (4.101)
Damit ist nach Gleichung (4.62) die dynamische Suszeptibilitit

() 1 1 -1 1 (4.102)
w)=— = — :
X mwi —w? —iyw m (w—w)(lw—w)

bekannt, deren Pole
wy =02 —il/2 mit 2=0=\/wi—(1/2)?> und I'=7, (4.103)

in der unteren Halbebene und spiegelsymmetrisch zur imagindren Achse liegen:
w_ = —w’, wie auch schon aus x(—w*) = x*(w) folgt.
Die Suszeptibilitdt fiihrt auf die lineare Antwortfunktion
1 o ; Ly sin(Qt)

x(t) = o | dve ™y(w) = e7% o) , (4.104)
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die der eines klassischen geddmpften Oszillators entspricht.
Aus den Gleichungen (4.70, 4.71) werden nun die Erwartungswerte von Ort
und Impuls fiir ¢ > 0 berechnet:

(x(t)) = ezt {(x(0)> <cos(9t) — % sin((Zt)) + <p(0)>M

m

} (4.105)

Ly

o) = e #{ (o) (cosn) - 5 sin(en)
— ((0) (mz (1 - %) sin(02t) + mI" cos(m)> } - (4.106)

Im Grenzfall kleiner Zeiten geht der Erwartungswert des Impulses nicht gegen
(p(0)):

Jim (p(t)) = (p(0)) —mI{z(0)) . (4.107)

Dies liegt an dem Kraftstofl (Gl. 4.23), der beim Einschalten der Kopplung auf
das System wirkt (Gl. 4.53) und beim ohmschen Bad 0-f6rmig ist:

my(t)z(0) = mypd(t)x(0) . (4.108)

Der Impuls des Systems dndert sich bei ¢ = 0 also unstetig von (p(0)) auf den in
Gleichung (4.107) angegebenen Grenzwert — daher sind die Gleichungen (4.105,
4.106) auch nur fiir ¢ > 0 giiltig.

Mit dem Imaginérteil der Suszeptibilitit (Gl. 4.63)

”(U.)) = mw ,(UJ)| (UJ)| () 2+ ['/2 2 w+12 ry2

erhilt man nach einer Partialbruchzerlegung das Spektrum (Gl. 4.79)

oh 1 r/2 /2
Coo(w) = 01 — o hw/kT ((w — 22+ (I)2)? (w4 02+ (F/2)2> ’

(4.110)
das aus zwei Lorentz-Funktionen besteht, die mit dem frequenzabhingigen Bose-
Faktor (1 — e~"/k1)=1 gewichtet sind.

Als né#chstes soll die Zustandssumme und mit ihrer Hilfe die stationéiren
Unschérfen berechnet werden. Nach Gleichung (4.94) ist (mit v = 27kT/h)

kT ad 1% kT 0 nZ
Zz = n _
ey }_[1 w§ + Vi + Yovn ey }_[1 (n + iwy /v) (n + iw_[v)

(4.111)
An dieser Stelle ist die Darstellung der Gammafunktion als unendliches Produkt
niitzlich [25, 3.1.15]

n-—+z n
n=1

F(l—l—z):ﬁ n (”H)Z , (4.112)
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N
woraus wegen [[_; ”T“ =N+1

o0

n n
e F 1 P 1 1 N 1 —(Z1+z2) 4113
71_[1”‘4‘2171-1-22 (T+20)0(1 + 22) NLH;O( +1) ( )

folgt. Aufgrund des verbleibenden Grenzwertes ist dieses Produkt nur unter der
Bedingung z; + 29 = 0 endlich. Bei 7y # 0 gilt aber w, # —w_, so dass fiir
ohmsche Dampfung keine Zustandssumme definiert werden kann. Dies resultiert
aus der unphysikalischen Annahme eines Bades ohne Geddchtnis, in dem also
Ostzillatoren beliebig hoher Frequenz enthalten sind.

Drude-Bad

Die Spektraldichte muss derart modifiziert werden, dass sie fiir hohe Frequenzen
abnimmt. Diese Eigenschaft hat die sogenannte Drude-Spektraldichte

W

T (4.114)

J(w) =mo

mit der Abschneidefrequenz w.. Dem entpricht ein exponentiell abfallender Ge-
déchtniskern
Y(t) = O(t)yowee (4.115)

bzw. eine frequenzabhingige Dampfung

We

- 4116
7(w) Ly (4.116)

Im Grenzfall groler Abschneidefrequenz geht aus diesem Modell das ohmsche

hervor. Die dynamische Suszeptibilitit des Drude-Bades ist

1 We — W
== 4.117
X(@) m (wg — w?)(we — iw) — iYpwew ( )

deren Pole durch die Nullstellen von
3, s 2 2 9
w” + iwew” — (Yowe + wp)w — twwe = 0 (4.118)

gegeben sind. Bei einer ungeraden Anzahl von Polen muss aufgrund der Spie-
gelsymmetrie beziiglich der imagindren Achse ein Pol rein imaginér sein. Daher
schreibt man

wig =202 —4il'/2 |, ws=—id . (4.119)

Bei einem Polynom k-ten Grades ist die Summe der Nullstellen gleich dem ne-
gativen des (k — 1)-ten Koeffizienten (Vieta-Relation [25, 2.4.2.4]). Daher gilt
noch

we=A+1" (4.120)
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womit sich die Suszeptibilitéit als
-1 wHi(A+T
x(w) = ( )

H(w+9+i§)(w—(2+i§)(w+m) (4.121)

darstellen lasst. Die reellen Parameter {2 und I" konnen mit der Cardanischen
Formel berechnet werden. Im Folgenden wird aber nur mit der Ndherung

22 2)?
0~ <1+2Z1$> . Ty <1+Z}°> (4.122)
fiir we > wy, 7o gerechnet. Mit wachsendem w. entfernt sich der Pol bei —iA =
—i(we. — I') von der reellen Achse, so dass dort sein Einfluss immer schwiicher
wird. Im Grenzfall w. — oo ergibt sich so der ohmsche Fall.

Der Einfluss der Umgebung auf die Tragheit des Systems spiegelt sich in der
Renormierung der Masse wider. Nach den Gleichungen (4.66) und (4.116) ist
diese Korrektur

9 w 70
om = —ma—w (’You)cm)wzo = —m— (4123)

We

im Grenzfall grofler w, zu vernachlédssigen und wird daher im Folgenden nicht
weiter betrachtet.

Die lineare Antwortfunktion fiir das Drude-Bad ergibt sich unter Verwendung
des Kiirzels

r
a= A-Ty s (4.124)
x(t) = ((1 + oA — g)) o b sn;igt) %(ew L cos(m))> CIGI

(4.125)
wobei « fiir grofle w. verschwindet, so dass sich wiederum das ohmsche Ergebnis
ergibt.

Auch das Spektrum (Gl. 4.79) dhnelt dem ohmschen, es enthilt nur einen
zusétzlichen Faktor, der fiir ein schnelleres Abfallen bei grofien Frequenzen |w| >
W sorgt:

C ( ) h 70 1 F/2 F/Q w?
ze\W) = = > — 5 .
mQ L1 —e M\ (w— @2+ 5 (w+ 22+ 1 ) 0? + A2
(4.126)

Die Zustandssumme ist

kT V2 (Vp + we)

J = -
fiwo 2 (v + 102+ 5) (v — 12 + 5) (v + A)

LT F( m+r/z> ( —m+r/2> (1 4 %)
fiwq I (14 %) ’

(4.127)
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wobei erneut die Produktdarstelleung der Gammafunktion (Gl. 4.112) genutzt
wurde — diesmal allerdings erfolgreich, da hier die Summen der Nullstellen von
Nenner und Zdhler aufgrund der Vieta-Relation gleich sind. Beim Differenzieren
der freien Energie taucht die logarithmische Ableitung der Gammafunktion, die
Digammafunktion [28, 6.3]
d

P(z) = o InT'(2) (4.128)
auf. Weiterhin werden die partiellen Ableitungen der Resonanzen (Gl. 4.119)
benotigt. In niedrigster Ordnung in v /w. ist

L T
&uo N -QO aUJ() N a(“)O B

o012 Yo or oA

=0 — =1 — =1, 4.129
0 482 o o ( )

womit sich wegen 1 (z*) = ¢*(2)

Axdg = L OF _ T + h Imw<1+w> (4.130)

mwo Owy  mwi  T™mf 2kT

ergibt. Der Polarwinkel der Resonanzen

¢ = arctan 27—(30 (4.131)

fithrt auf ) = wg cos ¢ und vy = 2wy sin ¢ und damit auf

kT h o hw
Azly = I 14ie™—2) | 4.132
Tss mwi MWy Cos ¢ m Y ( e 27rkT> ( )
Die Impulsunschérfe ist entsprechend
oF
Apis = mPwiAxsg + 2mrypy——
o
2mluwg sin ¢ R(we — 7o)
_ 2, 2 2 0 c 0
= WAy + T 4 (1 * 2rkT
2mhwg sin ¢ . _ie Nwo i
- 1 w__ i@ . 4.1
pp—, Re {1/}( +ie 27rk’T> e ] (4.133)

Der letzte Term kann noch mittels

Sin¢Re [z¢ 7] =Im [z (—Z Sing ¥ cosg 1> ei¢] =Im [ - zei‘b}

oS coS ¢
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umgeschrieben werden, was zusammen mit der Ortsunschérfe

hw o hw
Apty = mkT — 0 1 4iei 20 4.1
Pss i T COS ¢ m Y ( e 2rkT (4.135)
2mhwy - i Two i
+ - Im [1/} (1 +ie 27rkT> e } (4.136)
2mhwyg sin ¢ fil(we — Yo)
_— 14+ — 4.1
N T ¥ ( N 2rkT (4.137)

ergibt. Der klassische Grenzwert wird also durch drei Terme korrigiert. Der erste
(4.135) entspricht genau der Korrektur der Ortsunschérfe (Gl. 4.132) — allerdings
mit umgekehrtem Vorzeichen: Er vermindert die mittlere kinetische Energie um
den Betrag, um den die mittlere potentielle Energie ansteigt. Der zweite Term
(4.136) hingegen erhoht die Impulsunschérfe zusétzlich: Insgesamt wird auch die
mittlere kinetische Energie durch den Einfluss des Bades erhéht. Der dritte Term
(4.137) stammt von der mittleren Wechselwirkungsenergie im thermischen Gleich-
gewicht. Abbildung 4.1 zeigt die einzelnen Beitrige zu den Unschérfen als Funk-
tion der Temperatur.

2 h 2 /mhwo
Axss/—mwo Apss/ ™5
4 Z 4 -

o’ b
’d
3} = : 3t
o
i
Pe
2| A : 2t
re
P 7~
1 b - 1 l( ' -

\'v/ XXXX”-.,.

VT~ L TTERRRNRR KK I KKK KX K X K K KX XX KKK
ok T T == — oF T
1 e
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 1.5 2

kT /i, KT/ T,

Abbildung 4.1: Stationdre Unschérfen als Funktionen der Temperatur. Die einzel-
nen Kurven sind: der klassische Grenzwert (—-), die Korrekturterme in (Gl. 4.132)
bzw. in den Termen (4.135)(—- ), (4.136) (---) und (4.137) (x X), sowie die Sum-
me aller Beitrige (—). Parameter: 79 = 0,2 wy, w. = 100 wy

Bei hohen Temperaturen kT > hw, > hwy konnen die obigen Ausdriicke mit
Hilfe der Entwicklung

Y(l+2) = %Zz +o(|z]?) 2] <1 (4.138)
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gendhert werden. Es ergibt sich
kT 1 [ hwy\?
Ardg~m — |1 + = (— 4.139
s mw%( +12(k’T>> ’ ( )

1h2(w2+70w)
Ap2o mmkT (1 4+ —L\0 T 0%
Pss ~ mk ( HETEENTAE >

bzw.

(4.140)

Anders als bei der Ortsunschiirfe tritt hier die Kreisfrequenz +/wé + yow. auf.
Diese entspricht aber nach Gleichung (4.21), (4.52) und (4.115)

V(z) = Ve(z) + my(0)2” = Z(wg + Yowe)z” (4.141)

genau der des ,nackten® Systemoszillators, also ohne die Renormierung des Po-
tentials durch die mittlere Wechselwirkung.
Fiir kleine Temperaturen kT < hwy liefert die asymptotische Darstellung

1 1
Yp(1+2)=lnz+ ——

9 @ + O(|Z|_4) (4.142)

wegen Inz = In|z| +iarg z
i B huw . kT, (KT
1 ip ~1 92 _ o ip o 29 )
¥ ( e 27rkT> . (27rkT> Filr/2=0) —imet Tt e

(4.143)
Dies fithrt mit sin 2¢/ cos ¢ = 2sin ¢ = yp/wy auf

2
Aa2 ~ (1_2"% 4 2T (k—T> ) . (4.144)

cos ¢ 3 woy \ hwy

Bei T = 0 ergibt sich fiir schwache Démpfung (v < wy = ¢ ~ 0) die Orts-
unschérfe eines Oszillators im Grundzustand Az? = 5 nfwo — allerdings nur ndhe-
rungsweise: Mit zunehmender Démpfung nimmt die Ortsunschirfe ab. Fiir die
Impulsunschérfe gilt

2\ /12 .
Ap%S%mThwo (1— 0 >( WW) 4 <W—> , (4.145)

2wk cos ¢ m Wo

sie héingt erst in vierter Ordnung von der Temperatur ab. Auch die Impuls-
unschirfe nihert sich fiir schwache Démpfung dem Wert des Grundzustandes
Ap? = mhwy /2. Sie wiichst allerdings mit steigender Diémpfung an, da die loga-
rithmische Korrektur iiberwiegt.
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4.5 Umgebung: Mikroskopisches Modell

Bisher wurde der Hamiltonoperator des Caldeira-Leggett-Modells vorausgesetzt,
ohne damit eine spezifische physikalische Realisierung zu verbinden. In diesem
Abschnitt wird nun ausgehend von einer mikroskopischen Beschreibung solch ein
Anwendungsbeispiel dargestellt.®

Ein geladenes Teilchen der Masse m und der Ladung ¢ = Ze sei in einem
dreidimensionalen Potential gespeichert. Dabei wechselwirkt es mit dem elektro-
magnetischen Feld. Dann ist der Hamiltonoperator

(7 — gA(#))?
H= "t +Zhw]a]a] : (4.146)

wobei der Modenindex j den Wellenvektor k und die Polarisation A bestimmt.
Das Vektorpotential in Coulombeichung ist durch

-

1(= h . ik 7 —ik; T
A(r) = ; YoV & f (w)) (aje KTt ale s ) : (4.147)

gegeben [29, S.31f], wobei V' das Quantisierungsvolumen ist und die frequenz-
abhéngige Abschneidefunktion

T w <L we
f(wj)—{o LW we (4.148)

Moden aus der Betrachtung ausschlief$t, deren Frequenz grofler als eine gewisse
Maximalfrequenz des Modells w. sind. Auf die genaue Form dieses Formfaktors
kommt es an dieser Stelle noch nicht an; spéiter werden spezifische Ansétze ge-
macht werden. Im Folgenden ist das Kiirzel ./fj = \/1/2e)Vw; €; f(w;) niitzlich,
das bei einer Entwicklung nach linearen Polarisationen €; reell ist. Das Teilchen
sei durch das Potential V' (Z) stark lokalisiert, so dass die typische Auslenkung
AZ betrédgt. Fiir Moden des Feldes mit kleiner Wellenzahl kann daher

A;(2) ~ A0) = ZA (a]—i-a) (4.149)

gendhert werden (Lamb-Dicke-Niherung). Die Giite dieser Ndherung wird durch
den Lamb-Dicke-Parameter

n; = |k; - AT < 1 (4.150)

6 Andere mikroskopische Modelle, z. B. Kopplung eines Elektrons in einem Festkorper an
optische oder akustische Polaronen, sind in [20] dargestellt.
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bestimmt. Der Hamiltonoperator in Lamb-Dicke-Ndherung wird nun mit dem
Verschiebeoperator D = exp [qf - A(0)/ zh] unitér transformiert. Es gilt

DFD' =+ ¢A@0) , DiD'=% , Da;D'=a;+ %q:z-/i} . (4.151)

was bei reellem /fj auf

T

=2
D _‘ Lo a; — a; Wi Lo
H= %+V($)+Zﬁwﬂ;% + 2Q$'Ajwj73 + #(qx'/‘j)? (4.152)

J

fiihrt. Ferner wird die Kriimmung des Potentials in y- und z-Richtung als so stark
angenommen, dass sich das Teilchen nur in z-Richtung bewegt (die charakteri-
stischen Frequenzen w, und w, seien grofler als die Obergrenze w. des Modells).
Dann geniigt eine Betrachtung in einer Dimension, und es ergibt sich mit

T
2h aj; —a; m; o o
Tj =4 ,mjwj 5 J und  dj = —, /60—“7/qu)jf(wj)egC - € (4.153)

der Hamiltonoperator

2 d?
p
H = ot Vi(r) + Z hwjala; — djz;z + 72m;w32 a? . (4.154)

J

Zur genaueren Bestimmung der Umgebungsmoden muss das Strahlungsfeld nédher
spezifiziert werden.

4.5.1 Eindimensionales Strahlungsfeld

Das Teilchen befinde sich in einem Quantisierungsvolumen mit reflektierenden
Winden, dessen Ausdehnung R in z, y-Richtung so klein sei, dass die Moden in
diesen Richtungen nicht angeregt werden kénnen (R < m¢/w). Die Ausdehnung
L in z-Richtung sei hingegen so grof3, dass die Wellenzahlen jener Moden

k="n . n=1,23,... (4.155)
L

sehr dicht beieinander liegen, bzw. dass der Frequenzabstand Awy = m¢/L klein
gegen die charakteristische Bewegungsfrequenz des Systems wy ist. Ein solches
eindimensionales Strahlungsfeld ist beispielsweise in Mikrowellenleitern oder in
Einmoden-Glasfasern realisiert. Die dicht liegenden Moden koénnen durch ein
Kontinuum approximiert werden. Dabei geht die Summe iiber die Moden in ein
Frequenzintegral iiber:

Y= %ZAWZ — %/oodwkz : (4.156)

j 0 A
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Damit ergibt sich fiir die Spektraldichte

T d? L [ qAwy,
I = 5 bl =) — 5%/0 du L P )80 — ), (1.157)
J

wobei hier nur noch die z-polarisierten Moden beitragen. Die Spektraldichte ist

also
2

J(w) = QGOqC =W (4.158)

Abhéngig vom Ansatz des Formfaktors f(w) ergibt sich fiir dieses Modell daher
eine ohmsche
flw=1 = Jw) =myw , (4.159)

bzw. eine Drude-Spektraldichte

1 w

2
=— " = Jw)= _ 4.160
f (w) 1+ (w/wc)g (w) m’yol + (w/wc)z ) ( )
wobei die Dampfungskonstante
1 ¢
= — 4.161
o m 2€ycR? (4.161)

durch die mikroskopischen Parametern des Modells bestimmt wird.

4.5.2 Dreidimensionales Strahlungsfeld

Bei einem kubischen Quantisierungsvolumen mit periodischen Randbedingungen
ergibt sich im Ubergang zu kontinuierlichen Feldmoden fiir die Spektraldichte [29,
S.31f]

m d2 T V q2wk; — =
1) =53 bl =) = G [ AR Pl — ) Y-
j A

(4.162)
Zur Berechnung empfehlen sich Kugelkoordinaten d*k = ¢ 3w?dwy, sin 9ddd¢. Die
Polarisation der Feldmoden wird dann so gewéhlt, dass 55,1 in einer Ebene mit

Elbzw. €} o senkrecht zu) & und k liegt. Dann gilt &, - €, =sind, € - €, =0 und
amit

00 ™ 27
J(w) = gqi/ dwkw,z’fz(wk)é(w—wk)/ dﬁsin219/ do

€o(2m)3¢2 J, 0 0

= L Pt . (4.163)
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Mit dem Ansatz fiir den Formfaktor

1
2(w)= ————— 4.164
ergibt sich mit
1 ¢}

= = 4.165
o m 6mepc? ( )

die Spektraldichte

w? w

J(w) = myo (4.166)

Wi 1+ (w/we)?
des dreidimensionalen Strahlungsbades [27]. Sie kann in einen ohmschen und
einen Drude-Anteil zerlegt werden:

2 2

myow w W 1
— —mytw (11— —— ) . 4.1
) = R T e m%wa“’( 1+<w/wc>2> (4.167)

Damit folgt aus Gleichung (4.18) der Gedichtniskern

2
wg 2

V() = @(t)%w—g;/ooo du cos(wt) (1— H(iw>
- 70:)—2 (5(t)—@(t)wce_“°t> , (4.168)

bzw. die frequenzabhingige Dampfung

w2 w

— ¢
fY(w) — w% w + 1w,

Die Renormierung der Masse (Gl. 4.66)

0 ;- c 2 c
m=—m — (*yow—; kad > = m 1 (4.170)
Wo w=0

Ow w? + w w?

(4.169)

ist in diesem Fall nicht vernachléssigbar, da sie mit wachsender Abschneidefre-

quenz grofer wird. Dabei ist zu beachten, dass yow, nicht grofier als w2 werden

darf, da sonst die Massenrenormierung gréfler als die beobachtete Masse wiirde.

Dies entspréache aber einer negativen ,nackten® Masse und wiirde zu unphysika-

lischem Verhalten fiihren. Wird nun mit der renormierten Dampfung (Gl. 4.65)
om  Yowe w?

fYr(CU) = ’Y(UJ) + ZUJE = wg e — i (4171)

gerechnet und dabei auch die Kreisfrequenz und die Dampfungskonstante auf die
renormierte Masse M = m + dm bezogen

1 ¢*w?
Wy = v D/M y Yo = M67T6023 ) (4172)
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so fithrt dies auf die dynamische Suszeptibilitit (Gl. 4.67)

1 We — W
= — . 4.173
X(w) M (w§ — w?)(we — iw) — i 105 3 ( )
0

Wie bei einem Drude-Bad ergeben sich drei Pole
Wi = +() — ZF/2 y w3 = —iA (4174)

aus den Wurzeln der kubischen Gleichung

(1 - %L;C> w? + iwew?® — wiw —iwiw, =0 . (4.175)
Wo
Der Pol bei w = —iA strebt fiir w, — wi /v gegen —ioco. Grofere Abschneidefre-

quenzen ergeben, abgesehen von der negativen Masse (s. 0.), auch hier keine phy-
sikalisch sinnvollen Ergebnisse: Es wiirde sich ein Pol mit positivem Imaginérteil
ergeben, womit die Kausalitit der Antwortfunktion verletzt wére.

Mit den Gleichungen (4.63, 4.79) kann nun das Spektrum berechnet werden

Cre(w) =
oy 1 ( r/2 - r/2 ) w? w?
(w

mOTT—e ™\ (-2 + 5 (w+ QP+ ) &2+ wf — 0w

(4.176)

das im Vergleich zum Drude-Bad einen zusitzlichen Faktor oc w? aufweist, der Be-
wegungen bei kleinen Frequenzen w < wy unterdriickt und fiir grofle Frequenzen
w > w, durch den Drude-Faktor w?/(w? + A?) kompensiert wird.

Die hier berechneten Spektren bei Kopplung an die drei untersuchten Béader
(ohmsches Bad (Gl. 4.110), Drude-Bad (Gl. 4.126) und dreidimensionales Strah-
lungsbad (Gl. 4.176)) sind in Kapitel 5 zusammen mit den Ergebnissen der Ma-
stergleichung abgebildet (Abb. 5.1).

4.6 Born- und Markow-Niherung

Das in diesem Kapitel vorgestellte Modell kommt ohne einige der Néherungen
aus, die zur Herleitung der Mastergleichung (s. Kap. 3) notig waren, ndmlich die
Markow- und die Born-Ndherung. Deren Einfluss kann nun abgeschétzt werden,
indem sie nachtriglich in die exakten Losungen des Caldeira-Leggett-Modells
eingebaut werden.

Die Suszeptibilitit des harmonischen Oszillators (Gl. 4.62)

1 1

2
mwg

X(w) = ) (4.177)
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wird wesentlich durch ihre Pole bestimmt. Diese ergeben sich als Losungen von

2
w? + iwy(w) —wi =0 = w= —i@ + w1 — (@) . (4.178)
Wo

Diese Bestimmungsgleichung hilft natiirlich wenig, da die Dadmpfung ~(w) noch
von der Frequenz abhéngt.

Bei schwacher Kopplung zwischen System und Bad (|y(w)| < |wo|) liegen
die Losungen in der Nidhe von 4wj. Dort kann die Dampfung nach der Fre-
quenz entwickelt werden. Die nullte Ordnung, also konstantes y(w), entspricht
der Markow-Naherung. Damit liegen die Nullstellen des Nenners bei

2 2&)0

also wegen v(—w) = v*(w) symmetrisch zur imaginiren Achse: w, = —w*. Mit
der Aufspaltung in Real- und Imaginirteil wy = £ — i I'/2 erhélt man
-1 1

M~ a2 b (4.180)

also die Suszeptibilitit der ohmschen Umgebung (vgl. Gl. 4.102).

Eine verbesserte Niaherung beriicksichtigt bei der Entwicklung von 7(w) auch
die lineare Ordnung. Mit den Kiirzeln v. = y(fwp) und 9,7+ = g—g(iwo) folgt
mit Gleichung (4.178)

(14+i0,71)w?* + i (Ve FwoOuye) w — wi =0 (4.181)

2
—i (Y FwoOyy+) £ 2w0\/1 + i 0,7s — (%)
2(1 +iaw7i)

Wiederum ergeben sich zwei Pole, also eine quasi-ohmsche Dampfung. Die Pole
sind allerdings durch die lineare Korrektur in v(w) gegeniiber dem Ergebnis der
Markow-N&herung verschoben.

Ausgehend von Gleichung (4.178) kann auch anders genéhert werden: Eben-
falls aufgrund der schwachen Kopplung kann in |y(w)/wy| < 1 entwickelt werden:

I I Y6 (C AN 4 (4.183)
w = W — 1 — o . .

0 20 2 \ 2w

In niedrigster Ordnung wird nur der in y(w) lineare Anteil beriicksichtigt — dies
entspricht der Born-Ndherung.

Beide Naherungen gehen von einer schwachen Kopplung aus und kénnen daher
nicht unabhéngig voneinander betrachtet werden (siehe auch Abschnitt 3.5.2).

= wp= (4.182)

v(w)
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Die Giite der Born-Nédherung héngt allerdings von der Grifle der Dampfung
im Verhéltnis zur Frequenz ab, wihrend es bei der Markow-Naherung auf die
Frequenzabhingigkeit der Dampfung ankommt. Beide Ndherungen werden nun
kombiniert, indem 7y(w) in Gleichung (4.183) wiederum konstant angenommen
wird (Markow), was wegen v(—w) = v*(w) auf

2 =wo+37"(wo) und I'="(wp) (4.184)

fiihrt, oder (verbessert Markow) linear in w.

Ausgehend von einem Drude-Bad (Gl. 4.116) werden nun die Pole wy exakt,
bzw. mit den genannten Ndherungen berechnet (Abb. 4.2). Es zeigt sich, dass eine
Abweichung aufgrund der Markow-Niherung allein (oben) hauptséchlich bei ge-
ringer Abschneidefrequenz zum Tragen kommt. Dies ist versténdlich, da die Fre-
quenzabhingigkeit der Dampfung im Grenzfall groler Abschneidefrequenz ver-
schwindet. Weiterhin ist zu bemerken, dass sich mit der linearen Erweiterung der
Markow-Néherung tatsédchlich eine deutliche Verbesserung ergibt. In der Kom-
bination von Born- und Markow-N#herung (unten) iiberwiegt fiir grofie w. die
Abweichung aufgrund der Stérungsrechnung. Die Verbesserung der erweiterten
gegeniiber der Markow-Néaherung ist wiederum zu erkennen, allerdings wird hier
nicht das exakte, sondern das Ergebnis der Born-Ndherung reproduziert. Im-
merhin gelingt es so, den von der Markow-N&herung stammenden Anteil der
Abweichung zu eliminieren.
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Abbildung 4.2: Real- und Imaginérteil der Pole. Oben: Exakt (—), Markow-Néhe-
rung (— —) und verbesserte Markow-Ndherung (x x). Unten: Exakt (—), Born-
Néherung (- --), Born- und Markow-Ndherung (— - —) und Born- und verbesserte
Markow-N#herung (+ +) Parameter: 75 = 0,2 wy.



74

KAPITEL 4. CALDEIRA-LEGGETT-MODELL



Kapitel 5

Mastergleichung vs. exakte
Beschreibung

5.1 Mastergleichung fiir den Oszillator

In Kapitel 3 wurde die Beschreibung der reduzierten Dynamik mit Hilfe einer
Mastergleichung vorgestellt. Sie wird nun auf das im letzten Kapitel analytisch —
und ohne N&herungen — geloste spezielle System angewandt, bei dem sowohl Teil-
system als auch Umgebung aus harmonischen Oszillatoren bestehen. Ausgehend
vom Hamiltonoperator dieses Modells

p?  Dua? N2 mywia? N )
H=*"+ + o+ 17 diz;z + my(0)z? , (5.1
ot o T e, T T 2 ) (5.1
~ Vv - ~ v 4 Vv - W
HS HB HW Hren

der sich aus Gleichung (4.20) und dem effektiven Potential des Systemoszillators
Ve(z) = 1Da? (GIl. 4.52) ergibt, soll also die Mastergleichung (Gl. 3.93) mit dem

Lindblad-Operator (Gl. 3.92)

—ilg = Z% 12 SeSit, ] = A0 (SeSit -+ ST - 28 - 5)  (5.2)
k

aufgestellt werden.

Abschnitt 3.4 folgend sind zunicht die Eigenzustinde des System-Hamilton-
operators zu bestimmen, um anschlieBend die Kopplung nach den Ubergangs-
operatoren zwischen diesen Zusténden zu zerlegen (Gl 3.71). Obwohl auch der
Renormierungs-Anteil H,, ein Systemoperator ist, wird in diesem Schritt nur
mit Hg gerechnet, denn Hg enthilt iiber das effektive Potential den mittle-
ren Einfluss der Umgebung und bestimmt daher in guter N&herung die Re-
sonanzen des Systems. Die Systemoperatoren werden mit wy = /D/m und

75
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a=/""T+ ﬁp umgeschrieben. Dies fiihrt auf

N
h
Hs = hwy (a'a + %) und Hy = — ;djxﬂl ST (aT + a) (5.3)

Der Systemanteil der Kopplung ist offentsichtlich durch die Ubergangsoperatoren
a und a' zwischen den Eigenzustiinden |n) des Systemoszillators gegeben, die
beide an denselben Badoperator koppeln. Mit

d:r]

S_=a , S,=al d B= 5.4
v Z r/Zhimas (54)

folgt daher die gesuchte Zerlegung:
Hy=hB®Y» S . (5.5)

k=%
Wegen [a'a,:] = [aa,-] ergibt sich mit A = A, + A_ fiir den Lindblad-
Operator (Gl. 5.2)
—iLy = —iAlala, ] — I (aTa -+-a'a—2a- aT)

— I (aaT -+ -aa’ — 2a' - a) : (5.6)

so dass nun noch die Ubergangsraten Iy und Frequenzverschiebungen A, zu
bestimmen sind.

Die Zeitabhingigkeit des Badanteils im Wechselwirkungsbild kann nach Glei-
chung (4.22) durch die Restkraft ausgedriickt werden,

— Z;VZI d; x?om(t) _ —F(t)
K/ 2hmw Kk 2hmwy

denn die freie Baddynamik entspricht den homogenen Losungen der Umgebungs-
schwinger (4.9):

B(t) =

(5.7)

Z(t) = e"Play = aiom(t) . (5.8)
Dabher ist auch die fiir das System relevante Bad-Korrelationsfunktion (GL. 3.74)

(F(t)F(0)) L)
2k2hmuwy 2K2mwy

9(t) = (B(t)B(0)) = (5.9)

bis auf einen konstanten Faktor gleich der Kraft-Kraft-Korrelation des Caldeira-
Leggett-Modells (Gl. 4.44). Aus ihr ergibt sich die Spektralfunktion (Gl. 3.76)

G(w) = /000 dt e™'g(t) = /000 dtemﬂ , (5.10)

2K2mwy
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deren Werte bei den Frequenzen von Sy, also bei +wy

Gy =G(w) (5.11)

w==%wop

die im Lindblad-Operator (Gl. 5.6) auftretenden Ubergangsraten und Frequenz-
verschiebungen (Gl. 3.91)

I'n=2k>Re Gy , Ay= k*Im Gy (5.12)

bestimmen.
Die Ubergangsraten

o - L(t
r, = Re/ dteﬂwotﬁ (5.13)
0

mwo
werden mit Hilfe des Fluktuations-Dissipations-Theorems (s. Gl. 4.49)

1 o0 o0

2mwy'(w)

— —iwt —iwt
berechnet, wenn noch die Symmetrie y(—w) = v*(w) ausgenutzt wird:
_ 1 OO wryl(w) 1 OO —i(wFwo)t
Iy = w_o/oodwil—e—hw/” Re;/o dte
L[ wy'(w)
= w_o/oodwl_e—hw/kT (S(CUZFCUO)
_ 7' (wo)
Die Ubergangsraten konnen offenbar durch die Ddmpfungskonstante
r=r,—rI_=+"(w) (5.16)

und die mittlere Anregungszahl eines harmonischen Oszillators im thermischen
Gleichgewicht n = (exp[hiwy/kT] — 1)~ ! dargestellt werden:

ry=@m+0)r , I =nl . (5.17)

Die Frequenzverschiebung

o L(t
A = A +A = Im/ dt cos wyt ®) (5.18)
0

mwo

kann wegen (Gl. 4.44)

m L(f) = —% /0 o (@) sinwt) = %% /0 N %"J(w) cos(wt) (5.19)
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mit partieller Integration

1 1 [ dw >
A= — = = t
o [cos(wo )W/o - J(w) cos(w )]0
1 [ 1 [>d
+= /0 dt sin(uot) ~ /0 %J(w) cos(wt) (5.20)
berechnet werden. Da der Gedéchtniskern (GL. 4.18)
12 [*dw
t) =0(t) —— —J t 0.21
(0 = 000) = [ Z ) st (5.21)

fiir grofle Zeiten verschwindet, trigt der obere Randterm nichts bei. Damit erhélt
man schliefllich

A+ A = —ii/ d—wJ(w)+/ dtsin(wot)%/ d—wJ(w)cos(wt)
womm Jo w o mr J, w
(0 1/‘” -
= T +2 7oodt sin(wot) (t)
0 1,
= -0 e (5.22)

wobei im letzten Schritt noch Gleichung (4.46) genutzt wurde.

Zur Dynamik des Lindblad-Operators kommt nun noch die unitire Entwick-
lung durch den Systemanteil des Hamiltonoperators. Dabei kompensiert der Re-
normierungs-Anteil des Hamiltonoperators

h ~(0) ~(0)

He, = — f 2 = R (ol L+ r—= (a'? 2 2
2L007(0) (a' + a) o (a'a+3) + o (a*+a®)  (5.23)

den (unter Umsténden divergenten) ersten Teil der Frequenzverschiebung —%2).
In der gemachten Sikularniherung wurden alle Terme proportional zu a? und
a'? weggelassen, daher muss konsistenterweise auch der hier auftauchende Term
o (a'?+a?) vernachlissigt werden: Eventuelles durch die Ankopplung an die Um-
gebung hervorgerufenes Quetschen des Oszillators wird in der Mastergleichung
nicht beschrieben. Lindblad-Operator und Renormierungs-Anteil ergeben zusam-
men die Frequenzverschiebung
A=19"(wy) (5.24)
die bei schwacher Kopplung klein gegen wy ist. Dies rechtfertigt die zu Beginn
dieses Kapitels getroffene Entscheidung, das System in der Eigenbasis von Hg zu
beschreiben.
Bei der Berechnung der Systemfrequenz ist eventuell noch ein weiterer Effekt
zu beriicksichtigen: Aus der exakten Beschreibung des Caldeira-Leggett-Modells
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(s. 4.4.1) ist bekannt, dass bei bestimmten Bad-Modellen ein Teil des Umge-
bungseinflusses in einer Renormierung der Masse ausdriickt werden kann. Die
beobachtete Masse ist dann

om _ 0v"(w)

M = ) it — = — 5.25
m—+om mi - oo ( )

und der Hamiltonoperator fiir das System hat die Form

2 2 2 2 2
P Dz P om Dz p? om
ST 3M—om) T 2 2M ( * M—5m> 5~ Mwolalats)+orr T
(5.26)
mit wy = /D /M. Der zusitzliche Term
2

p° om om om
= = hwy—(aTa + %) — fwy— (a'? + a? 5.27
2M m 02m(aa+2) *4m (a" + ) (5:27)

fithrt, wie der Renormierungs-Anteil des Hamiltonoperators (5.23), neben ei-
ner Frequenzverschiebung zu einem Quetschen, das wieder vernachlissigt werden
muss. Die Verschiebung ist nach Gleichung (4.66)

wyom 1, ., "
Sz — 5.28
so dass eine Massenrenormierung auf eine Frequenzverschiebung

A = 57 (wo) (5.29)

2

anstelle von Gleichung (5.24) fiihrt.

Die Zeitentwicklung der Dichte im Schrédingerbild wird durch den Liouville-
Operator des Systems und durch den Lindblad-Operator erzeugt. Insgesamt er-
gibt sich also mit

2 = wo + 37" (wo) oder  £2=uwy+ 27/ (wo) (5.30)

— je nachdem, ob mit renormierter Masse gerechnet werden muss oder nicht — die
Mastergleichung
o(t) = —i(Ls+ La)o(t)
= —ifala, ot)] — I (alao(t) + o(t)a'a — 2a0(t)a’ )

- %Ff<aa‘t9(t)+@(t)aa‘t—M‘g(t)a) . (5.31)

Die Resonanzfrequenz (G1.5.30) und die Ddmpfungskonstante (Gl. 5.16) stim-
men genau mit den Ergebnissen des Caldeira-Leggett-Modells {iberein, wenn dort
die dynamische Suszeptibilitéit in Born- und Markow-Ndherung genommen wird

(GL 4.184).
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5.2 Beobachtungsgrofien

Die Dynamik von Operatoren im Heisenbergbild wird durch die adjungierte Ma-
stergleichung

A(t) = i(Ls+ Ly)A(t)
= iQa'a, A(t)] — iIy <aTaA(t) + A(t)a'a — 2aTA(t)a)
— i (aaTA(t) + A(t)aat — 2aA(t)aT) (5.32)
erzeugt. Daraus ergibt sich die Zeitentwicklung des Vernichtungsoperators
a(t) = (=i —1T/2)a(t) = at) = 7212 g0) . (5.33)

Sie gilt allerdings nur fiir ¢ > 0, denn bei dissipativem Verhalten ist eine Zeit-
richtung ausgezeichnet. Dies ist die in Abschnitt 3.2.2 diskutierte Halbgruppen-
Eigenschaft.

Aus der Dynamik des Vernichters kénnen nun die Erwartungswerte von Ort
und Impuls berechnet werden:

o Tt/2 ((x>(0) cos(2t) + <p>(0)8ifn(zt)> 540
a(t) — al
P)(t) = WW
= e "2 ((p)(0) cos(2t) — mwy(x)(0) sin(82t)) . (5.35)

Ahnliche Resultate ergibt auch des Caldeira-Legget-Modell bei ohmscher Démp-
fung (GIl. 4.105, Gl. 4.106) — ein Vergleich zeigt jedoch zwei Unterschiede: Zum
einen gibt die Dynamik der Mastergleichung nicht den Sprung des Impulses
aufgrund des Einschalt-Kraftstofles (Gl. 4.107) wieder, da sie Einschalteffekte
nicht beschreibt (s. Abschnitt 3.3.1). Zum anderen sind in der exakten Beschrei-
bung (Gl. 4.105, Gl. 4.106) die Anfangsphase und -amplitude gegeniiber dem
ungeddmpften Fall gedndert. Dieser bei schwachen Dampfungen kleine Effekt
(I' K wy = 2 =~ wy) wird durch die Mastergleichung nicht beriicksichtigt — er
ist der Born-Ndherung zum Opfer gefallen.
Die Dynamik der Anregungsquantenzahl n = a'a wird durch

n(t) =i(Ls + Ly)n(t) = —I'n(t) + I'- (5.36)
bestimmt, woraus sich der Erwartungswert im stationdren Zustand

() = % —n (5.37)
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und damit auch die Zeitabhédngigkeit

(n)(t) = Tt (<n>(0) - n) + 7 (5.38)

ergibt.

Nun soll noch die Autokorrelationsfunktion des Ortes im stationdren Zustand
berechnet werden. Nach dem Quanten-Regressions-Theorem (s. Abschnitt 3.3.2)
berechnen sich Zwei-Zeiten-Erwartungswerte nach

(A(t+7)B(t)) = Sps(A(7)B(0)os(t)) . (5.39)
Dies fiihrt mit Gleichung (4.74) auf
Cru(r) = lim (a(t 4 7)a(t)) = (a(r)ar(0))sac - (5.40)
Damit ergibt sich
Cart) = 5 ((alt) +'(0) (a(0) + 0'(0)
= o (G ) O a0, (BA1)

Mit den stationdren Erwartungswerten
2 _ _
<a2>stat = <a’[ >stat =0 ) <ata>stat =n , <aaT>stat =n+ 1 (542)
wird daraus

Cre (t) - L

2o e (0 + 1)e™™ + ne'™) | (5.43)

allerdings nur fiir positive ¢, da bei der Berechnung die Halbgruppen-Dynamik
verwendet wurde. Fiir negative ¢ wird die Beziehung

Cao(=1) = (2(=1)2(0))siar = (@(0)2(t))star = (£ (1) 7(0))5ar = Cra(t)  (5.44)
ausgenutzt. Damit folgt das Spektrum (Gl. 4.75):

Cre(w) = /0 dte“'Cp.(t) + h.c.

h <
_ Re/ dtezwt —I't/2 ((T_L—l-l) ZQt—l—T_LeZ"Qt)
mwo

_h (n+1) i
B mwoR ( zw—9)+g—i(w+9))
_h ( /2 1 r/2 )

mwo - hwo/kT — 02+ %2 1 — ehwo/kT (w+ 2)2 + FTZ

(5.45)
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Auch dieses Ergebnis dhnelt der exakten Losung des Caldeira-Leggett-Modells
bei ohmscher Déampfung (Gl. 4.110) — dort stand allerdings der frequenzabhingi-
ge Bose-Faktor (1 — e™™/¥1)=1 wihrend hier die Lorentz-Funktionen jeweils
nur mit dem konstanten Faktor (1 — e*“o/FT)=1 gewichtet sind. Dieser Faktor
stammt aus der thermischen Spektralfunktion der Umgebung, die bei der exak-
ten Berechnung vollstdndig beriicksichtigt wird, wihrend in die Mastergleichung
nur ihre Werte bei £wj eingehen. Der obere Teil von Abbildung 5.1 zeigt einen
Vergleich der beiden Modelle. Dabei sind Frequenzverschiebung und Dampfung
nach den Gleichungen (4.101, 5.24, 5.16) durch

Y(wo) =7 = A= %7"(@00) =0 , I'=+"(w) =% (5.46)

gegeben. In der Nihe der Resonanzen ergibt sich eine gute Ubereinstimmung,
wahrend die Abweichung besonders bei negativen Frequenzen w < —wq mehrere
Groflenordnungen betrigt.

Bei Ankopplung an ein Drude-Bad sind die Resonanzen durch (s. Gl. 4.116)

0 % we — iwg 2we 1 +wi/w? 14+ wd/w?

(5.47)

gegeben. Im Fall des dreidimensionalen Strahlungsbades (mit renormierter Mas-
se) ist die frequenzabhingige Dampfung (Gl. 4.171) an der Stelle wy

2

YoWc N
. = _— 5.48
) = 25t (5.45)

gleich der des Drude-Bades. Daher fiihren diese beiden Bader zur selben Master-
gleichung bzw. zum selben Spektrum. Dies ist im unteren Teil von Abbildung 5.1
zusammen mit den aus dem Caldeira-Leggett-Modell gewonnenen exakten Spek-
tren (Drude-Bad (GI. 4.126), dreidimensionales Strahlungsbad (Gl. 4.176)) darge-
stellt. Die Abschneidefrequenz wurde fiir diese Darstellung sehr niedrig (w. = wy)
gewdhlt, damit die Frequenzverschiebung relativ zum ohmschen Bad deutlich
wird. Wie fiir das ohmsche Bad stimmen auch hier die mit der Mastergleichung
berechneten Spektren mit den exakten in der Ndhe der Resonanzen gut iiberein.

Abseits der Resonanzen wird der Einfluss der zusétzlichen spektralen Eigen-
schaften der Umgebung (ndmlich die Faktoren w?/(w? + A?) beim Drude-Bad
bzw. w?w?/(w? + A%) (w2 — Yw.) beim dreidimensionalen Strahlungsbad) aller-
dings nicht wiedergegeben — hier ist die Abweichung noch stirker als im ohm-
schen Falle. An dieser Stelle zeigt sich der Einfluss der Markow-Niaherung, die
spektrale Eigenschaften der Umgebung vernachlissigt.
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Abbildung 5.1: Vergleich der mit der Mastergleichung berechneten Spektren mit
den exakten. Oben: Ohmsches Bad: Mastergleichung (—), exakt (- —). Unten:
Drude und dreidimensionales Strahlungsbad: Mastergleichung (—), Drude exakt

(— ), dreidimensionales Strahlungsbad exakt (- - —). Parameter: vy = 0, 2wy,
T = hwy/k, we = wo.
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Kapitel 6

Zusammenfassung

Ein fundamentales Problem der Quantenmechanik ist die Unmdglichkeit, mit
einer unitdren Zeitentwicklung Dissipationseffekte zu beschreiben. Diese treten
aber immer auf und sind besonders wichtig (Dekohéirenz), wenn man scheinbare
Widerspriiche zwischen Quanten- und klassischer Mechanik — wie das Paradoxon
mit Schrodingers Katze — auflésen mochte. Die Dekohérenz stellt z. B. auch das
momentan grofite Problem bei der Realisierung von Quantenrechnern dar [30].

In dieser Arbeit wurde die reduzierte Beschreibung mikroskopischer Teilsy-
steme untersucht. Dabei kommt es besonders auf eine physikalisch sinnvolle Ein-
teilung des Gesamtsystems in einen relevanten und einen irrelevanten Anteil an.
Fiir eine gegebene Zerlegung liefert dann der Projektions-Formalismus von Zwan-
zig eine geschlossene Bewegungsgleichung fiir den relevanten Anteil. Fiir den Fall
eines Teilsystems, das an eine makroskopische Umgebung gekoppelt ist, konnte
diese Zerlegung in dieser Arbeit eindeutig bestimmt werden. Dazu wurde gefor-
dert, dass die Erzeugende der resultierenden Dynamik linear und zeitunabhéingig
ist. Diese Annahme ist plausibel, da so der dissipative Einfluss des Wirmebades
durch allgemeine, zeitunabhéngige Parameter charakterisiert werden kann.

Bei der Herleitung der Mastergleichung aus der Zwanzig-Gleichung stiitzt man
sich im allgemeinen auf eine schwache Kopplung (Stérungstheorie zweiter Ord-
nung) zwischen dem betrachteten System und seiner stabilen Umgebung (im ther-
mischen Gleichgewicht), wobei iiber die Freiheitsgrade des Bades gemittelt wird
und schnelle Relaxationsprozesse im Bad angenommen werden (Markow-Néhe-
rung).

Bei Systemen, bei denen die Kopplung zwischen System und Umgebung erst
zum Priparationszeitpunkt eingeschaltet wird, setzt der dissipative Einfluss der
Umgebung erst nach deren Korrelationszeit ein. Dieser Einschalteffekt wird mit
der Mastergleichung nicht beschrieben.

Eine nicht-unitdre Dynamik muss bekanntlich der Lindblad-Form geniigen,
um die fundamentalen Eigenschaften (Norm, Hermitizitét, Positivitéit) der Dich-
te zu erhalten. Im Allgemeinen erfiillt die aus der Zwanzig-Gleichung abgeleite-
te Mastergleichung diese Bedingung noch nicht. Dies wird aber mit einer wei-

85



86 KAPITEL 6. ZUSAMMENFASSUNG

teren Niaherung erreicht, bei der nur die beziiglich der Systemdynamik stati-
onédren Terme beriicksichtigt werden (Sékularniherung). Einige Autoren nehmen
eine Verletzung der Positivitdt in Kauf und rechnen auch mit unphysikalischen
Zusténden [31,32]. Dies erscheint jedoch sehr fragwiirdig, da die Verletzung dieser
grundlegenden Eigenschaft zu unvorhersehbaren Schwierigkeiten fiihrt.

Da die Markow-Naherung nicht immer gerechtfertigt ist, wurde in dieser
Arbeit eine erweiterte Form der Mastergleichung aufgestellt. Dabei wurde von
Markow-dhnlichen Systemen ausgegangen, in denen sich die Entwicklung des
System-Dichteoperators innerhalb der (kurzen, aber nicht infinitesimalen) Bad-
Korrelationszeit noch linear in der Zeit approximieren lasst.

Hierbei hat sich gezeigt, dass keine Korrekturen 2. Ordnung auftreten: Streng-
genommen ist bei der Herleitung der Mastergleichung keine Markow-N&herung
notig, da diese schon in der storungstheoretischen Behandlung niedrigster Ord-
nung impliziert ist. Die Erweiterung beriicksichtigt also Kopplungsterme 4. Ord-
nung, so dass die Zeitentwicklung vollsténdig bis zu dieser Ordnung beschrieben
werden muss. Als grofites Hindernis stellt sich hier die Anforderung an eine konsi-
stente Darstellung dar: Es konnte nicht entschieden werden, ob oder unter welchen
Bedingungen die Beschreibung in 4. Ordnung der Lindblad-Form entspricht. Bei
der erweiterten Form musste auch die Sdkularndherung erneut untersucht wer-
den. Geht man bei der Erweiterung nédmlich von der bereits in Sdkularndherung
beschriebenen Mastergleichung aus, so bleiben Terme unberiicksichtigt, die bei
der umgekehrten Reihenfolge (zuerst Erweiterung, dann Sdkularndherung) mit-
genommen werden.

Die Giite der Markow-Naherung entscheidet sich an den Korrelationen des
Badanteils der Wechselwirkung. Im Frequenzbild entsprechen sehr kurzlebige
Korrelationen einer flachen Spektralfunktion. In der Mastergleichung mit Markow-
Néherung wird der Einfluss der Umgebung durch die Werte dieser Spektralfunkti-
on bei den Resonanzfrequenzen des Systems parametrisiert. Die erweiterte Form
enthilt zusitzlich die linearen Anderungen mit der Frequenz.

Im Gegensatz zur Mastergleichung miissen bekanntlich bei einer Beschreibung
mit der Quanten-Langevin-Gleichung keine N&herungen gemacht werden. Diese
ist andererseits nur fiir spezielle Modellsysteme l6sbar. Anhand eines solchen
analytisch losbaren Systems (Caldeira-Leggett-Modell) wurden in dieser Arbeit
Beobachtungsgrofien berechnet und der Einfluss der in die Mastergleichung einge-
henden Niherungen untersucht. Betrachtet wurde dabei die Lage der Resonanzen
des Systems in Abhéngigkeit von der Badkorrelationszeit. Die Abweichung von
der analytischen Losung kommt dabei hauptsichlich durch die Born-Ndherung
zustande. Ein Einfluss der Markow-Naherung ergibt sich, wenn die Korrelati-
onszeiten in der Nihe der charakteristischen Zeitskala des Systems liegen. Die
Einfliisse der beiden Ndherungen auf diese Verschiebung héngen aber voneinan-
der ab: Wie oben erwdhnt, impliziert eine gute Born-N&herung die Giiltigkeit der
Markow-N&herung.

Im Caldeira-Leggett-Modell wird der Einfluss der Umgebung durch eine Spek-
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traldichte parametrisiert. Diese muss nicht ad hoc angenommen, sondern kann
aus der mikroskopischen Beschreibung hergeleitet werden. Dies wurde fiir ein
geladenes Teilchen getan, das an die Moden des elektromagnetischen Feldes kop-
pelt. Dabei wurde zwischen dem freien (dreidimensionalen) Feld und einem durch
Randbedingungen auf eine Dimension beschrinkten Feld unterschieden.

Das analytisch geloste System wurde schliefllich auch mit der Mastergleichung
beschrieben und die Beobachtungsgrofien auf diese Weise berechnet. Die Erwar-
tungswerte von Ort und Impuls unterscheiden sich von den exakt berechneten
durch den in der Mastergleichung nicht beriicksichtigten Einschalteffekt. Deutli-
che Unterschiede ergeben sich im Bewegungsspektrum des Systems. Zum einen
weicht die Lage der Resonanzen ab (s. 0.). Zum anderen n#hert die Masterglei-
chung das Spektrum in der Nidhe der Resonanzen durch Lorentzkurven gut an,
wahrend sich fernab der Resonanzen exakte und gendherte Losung unterscheiden.

Als Ausgangspunkt fiir zukiinftige Arbeiten ist vor allem die schwierige Forde-
rung nach einer konsistenten Darstellung zu sehen. Schon bei der herkémmlichen
Mastergleichung ist das Zusammenspiel der gemachten Ndherungen bemerkens-
wert: Erst am Ende der Herleitung ergibt sich eine Form, die die Positivitidt der
Systemdichte garantiert. Jede Verdnderung dieser kanonischen Form muss daher
sorgfiltig auf ihre Konsequenzen gepriift werden. Ein allgemeiner Beweis fiir die
Erhaltung der Positivitit durch die erweiterte Mastergleichung ist ein lohnens-
wertes Ziel kiinftiger Untersuchungen. Dies gilt sowohl fiir die Verbesserung der
Markow-Né&herung als auch fiir die Zusitze, die sich aus der Beschreibung in
hoherer Ordnung ergeben.
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Anhang A

Reihenentwicklung mit
Kubo-Identitit

Es ist der Operator

eAtAB (A.1)
bis in zweiter Ordnung des kleinen Parameters A nach Taylor zu entwickeln:
0 A\ (02
A+AB _ A A [ LeAaB A9 A4aB AB) L (A9
e e’ + (8)\6 )/\0 + 5 (8)\26 >A0 + o(|A]°) (A.2)
Die Ableitungen werden mit Hilfe der Kubo-Identitét (s. z. B. [33])
9 ry / L ar OF() -
il — dy ®FO) ZZ A\ (1=2)F(N) A3
o\ , e N - (A.3)
berechnet: .
ieA—&-)\B — / dx el‘(A+)\B) B e(l—x)(A+)\B) (A4)
O\ 0
bzw.
8_2 oAHAB
ON?

()

1 1
= / d.’l?/ dy eyI(A+)\B)xBe(lfy)x(A+)\B) B e(l—q;)(A+)\B)
0 0

1
_ / Iz (ﬂex(AHB)) B ol 9)(A+AB) | a(A+AB) g (ie(lx)(A+)\B))
O\
0

1 1
+ / dx / dy *AHAB) B oy(1=2)(ARAB) (1 _ gy Be(l=y)(1=2)(A+AB)
0 0
(A.5)

In den letzten beiden Zeilen werden nun die Substitutionen

/ 1 T ! i 1 1 i
d — d
x 0 0 1—=x 0 s 1l—x
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durchgefiihrt. Damit ist

88;\22 A+AB / dx/ dr' e "(A+AB) Be(x m)(A+/\B)Be(1 z)(A+AB)

+/ dflf/ d.’lfl eI(A+)\B) Be(x’fa:)(/H»)\B) Be( z')(A+AB) (A 7)
0
Wird nun die Eigenschaft der Flichenintegration

/Oldx /Il da' f(z,2') = /Oldx /Om da' f(z',x) (A.8)

genutzt, so ergibt sich
A—I—/\B _ 2/ dlL‘/ dx' e "(A+AB) Be(m z')(A+AB) Be(l z)(A+AB) ] (A9)

Die gesuchte Entwicklung ist also

eA+)\B A

= e
1
/ dr e**\B e *4 ¢4

/ dx/ dr' ¥ A\Be®=T)A \B e %4 oA

+o(|AP?) (A.10)
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