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EINLEITUNG UND UBERBLICK

Das bekannteste Beispiel fiir eine Degeneration einer Liegruppe ist der Ubergang
der Lorentzgruppe in die Galileigruppe fiir den Limes ¢ — oo der Lichtgeschwindig-
keit c.

Die ersten Arbeiten, die sich systematisch mit solchen Ubergiingen bei Liealge-
bren befassen, kommen aus der mathematischen Physik. Die einfachste Familie von
Degenerationen, die jedoch bereits eine grofie Zahl von interessanten Beispielen bie-
tet, wird von den sogenannten Inonii-Wigner-Kontraktionen gebildet. Sie wurden
von Inonii und Wigner in [IW] erstmals ausfiihrlich untersucht und von Saletan
verallgemeinert (siehe [Sa]). !

Aus mathematischer Sicht hat das Thema Deformationen und Degenerationen von
Liealgebren starke Beziige zur Deformationstheorie von Algebren einerseits und zur
geometrischen Invariantentheorie andererseits. Die Theorie der Deformationen von
allgemeinen, nicht notwendig assoziativen Algebren wurde von Gerstenhaber [Ge]
begriindet. Dabei interessiert man sich fiir alle Algebren, die aus einer gegebenen,
g0, durch  kleine“ Storung der Strukturkonstanten hervorgehen kénnen. , Infinitesi-
male“ Deformationen ,,erster Ordnung® werden dabei durch die Cohomologiegruppe
H? (g, g) beschrieben.

In der geometrischen Invariantentheorie (vgl. [Kr]) wird die Problematik vom
Standpunkt der Bahnengeometrie der GL(V')-Operation auf der algebraischen Men-
ge Lie(V') der Liealgebrastrukturen auf einem Vektorraum V' betrachtet.

Aus der Vereinigung beider Standpunkte ergibt sich ein Zusammenhang zwischen
den Begriffen ,,Deformation® und ,,Degeneration® (vgl. [FH]). Zu jeder Degeneration
go einer Liealgebra g existiert eine Deformation von gy mit ,,generischer Faser “ g.

Kontraktionen sind spezielle Degenerationen. Eine Kontraktion einer gegebenen
Liealgebra wird induziert durch eine generisch regulére Einparameterfamilie ¢; von
Transformationen auf dem unterliegenden Vektorraum, die fiir ¢t = 0 singuléir wird.
Bei Kontraktionen bildet ¢q stets einen Homomorphismus von der degenerierten
in die urspriingliche Liealgebra. Die von Inonii, Wigner und Saletan betrachte-
ten Kontraktionen hingen stets linear vom Parameter ¢ ab. Die naheliegendsten
nichtlinearen Kontraktionen sind die sogenannten filtrierten bzw. die damit zusam-
menhéngenden graduierten Kontraktionen. Filtrierte Kontraktionen wurden, oft un-
ter der Bezeichnung ,,verallgemeinerte Inonii-Wigner-Kontraktionen®, von verschie-
denen Autoren definiert (vgl. z.B. Weimar-Woods [We2|, Guillemin/Sternberg in
[GS, §55]). Graduierte Kontraktionen werden in de Montigny/Patera [dMP] und
Moody/Patera [MP]) betrachtet. (Dort werden auch sogenannte nichtkontinuierli-
che Kontraktionen behandelt, die in dieser Arbeit nicht betrachtet werden.)

1Zur Bedeutung von Kontraktionen in der mathematischen Physik vergleiche auch Segal [Seg,
insbes. die Seiten 255 ff.] sowie Gilmore [Gi, Ch. 10], Hermann [Her, Ch. 11: Limits and contractions
of Lie groups. |, Guillemin-Sternberg [GS, Ch.V: Contractions of symplectic homogenous spaces].



2 Einleitung

Vom algebraisch geometrischen Standpunkt, der z.B. in [FH] eingenommen wird,
sind Deformationen von Liealgebren ihrerseits Liealgebren iiber geeigneten Ringen.
Ein solcher Ring ist i.a. ein diskreter Bewertungsring A mit Restklassenkorper k, der
k enthilt. Jede A-Liealgebra kann man als eine Deformation ihrer ,,speziellen Faser®,
d.h. der durch den Basiswechsel A — £k entstehenden k-Liealgebra, betrachten.
Durch den Basiswechsel A — K mit K = Quot(A) erhiilt man aus einer Deformation
eine Liealgebra iiber K. Ist g eine K-Liealgebra und a eine A-Unteralgebra von g
mit a ® 4 K =2 g, so bezeichnet man a als eine A-Form von g. Die Degenerationen
einer vorgegebenen k-Liealgebra g entsprechen somit den A-Formen von g ®;, K.

Die algebraisch geometrische Sichtweise ergibt eine Verbindung zu Loopalgebren,
denn wenn man von den Laurentpolynomen k[t,t '] zum Korper K = k ((t)) mit
dem Bewertungsring A = k [[t]] (als Komplettierungen von k [t,¢™'] bzw. k [t]) iiber-
geht, wird aus der Loopalgebra g ®y, k[t,t~'] die Liealgebra g ®; K mit K = k((t)).
Diese bezeichnen wir auch als formale Loopalgebra.

Ist g einfach, so ist die zugehorige Loopalgebra eine affine Kac-Moody-Algebra mo-
dulo Zentrum. Diese Verbindung kann man zur Konstruktion vieler Degenerationen
von einfachen Liealgebren verwenden. Die einfachen Loopalgebren besitzen die Pa-
rahoriunteralgebren als prominente A-Formen (mit A = C[¢]). Bei der Untersuchung
der zugehorigen Degenerationen der unterliegenden einfachen Liealgebra spielt auch
der getwistete Fall ein Rolle. Die Parahoriunteralgebren gehoren zur Familie der
graduierten Kontraktionen, innerhalb derer sie gerade diejenigen Kontraktionen bil-
den, bei denen die zugehorige Graduierungsgruppe eine endliche zyklische Gruppe
ist. Jede Z/mZ-Graduierung einer Liealgebra iiber einem algebraisch abgeschlos-
senen Korper korrespondiert zu einem Automorphismus, dessen Ordnung m teilt.
Daher lassen sich die zyklisch graduierten Kontraktionen von einfachen Liealgebren
mittels der von Kac stammenden Klassifikation der Automorphismen endlicher Ord-
nung von einfachen Liealgebren (hier Satz 2.22) beschreiben. Allgemein (nicht nur
fiir einfache Liealgebren) sind die zu zyklisch graduierten Kontraktionen gehérigen
A-Formen stets positive Unteralgebren von getwisteten Loopalgebren (Satz 1.56).
Fiir einfache Liealgebren entsprechen diese nach ,Enttwistung® genau den Para-
horiunteralgebren von getwisteten und ungetwisteten affinen Kac-Moody-Algebren
(Satz 2.33, dieser wurde sinngeméfi schon in [DD] veroffentlicht.).

Da k((t)) ein lokaler Korper ist, ergibt sich ein Zusammenhang zu den Arbeiten
[BT] von Bruhat und Tits, in denen eine Strukturtheorie reduktiver (insbesonde-
re halbeinfacher) Gruppen iiber beliebigen lokalen Kérpern entwickelt wurde. Die
Konstruktion von A-Gruppenschemata, die ihrerseits zu A-Formen der zugehori-
gen Liealgebren fiihren, spielt im Werk von Bruhat-Tits eine fundamentale Rolle.
Solche A-Formen werden ausgehend von konvexen Teilmengen im zugehorigen Tits-
Gebédude oder, allgemeiner, mittels konkaver Funktionen auf den Wurzeln der Grup-
pe gewonnen. Diese Techniken liefern damit eine weitere Quelle fiir Degenerationen
von Liealgebren. Der Stabilisator Py einer konvexen Menge €2 ist genau dann eine
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Parahoriuntergruppe, wenn €2 eine Facette im Bruhat-Tits-Geb#ude ist. Dadurch er-
gibt sich ein Einordnung der zyklisch graduierten Kontraktionen als Spezialfall. Bei
der Bruhat-Tits-Konstruktion ist es a priori nicht offensichtlich, dafl die zugehorigen
Degenerationen auch Kontraktionen sind. Dies 148t sich in diesem Fall explizit durch
Anwendung von affinen Weylgruppenoperationen zeigen (Satz 2.57).

Andererseits folgt diese Aussage auch aus einem allgemeineren Resultat. Wir
kénnen ndmlich zeigen, dafl jede Degeneration einer algebraischen Gruppe isomorph
zu einer Kontraktion ist (Satz 3.44). Da die wie oben konstruierten Degenerationen
von Liealgebren stets zu Degenerationen von Gruppen korrespondieren, sind auch
diese zu Kontraktionen isomorph.

Auch die mittels der Bruhat-Tits-Konstruktion gewonnenen Kontraktionen geho-
ren zur Familie der graduierten Kontraktionen. Der ungetwistete Fall ergibt gerade
die durch das Wurzelgitter graduierten Kontraktionen. Diese entsprechen genau den-
jenigen A-Formen von ungetwisteten affinen Kac-Moody-Algebren, die eine Cartan-
Unteralgebra enthalten (Satz 2.44). Der durch einen Diagrammautomorphismus v
getwistete Fall ergibt diejenigen Kontraktionen, bei denen die zugehorige Gradu-
ierungsgruppe das Produkt der von v erzeugten zyklischen Gruppe (r) mit dem
Wurzelgitter des zugehorigen gefalteten Wurzelsystems ist. Diese Degenerationen
entsprechen denjenigen A-Formen von getwisteten affinen Kac-Moody-Algebren, die
eine Cartan-Unteralgebra enthalten und v-diagonalisierbar sind (Satz 2.45).

Ein wichtiger Aspekt dieser Arbeit ist die Behandlung von Deformationen und De-
generationen auf der Gruppenebene. Bei der Deformation einer Liealgebren dndert
sich nur die Lieklammer, der unterliegende Vektorraum bleibt unveréndert. Bei der
Deformation einer algebraischen Gruppe #dndert sich hingegen i.a. auch die Struk-
tur der zugrundeliegenden Varietéit. Beispielsweise ist die Gruppenmannigfaltigkeit
von SO3(R) homsomorph zu S*/{+£1}. (SU, ist homsomorph zu S*, der Gruppe der
Quaternionen von Betrag 1) ([Hei, Ch.I.4, Satz 5 und 24]). Eine zusammenh#ngen-
de abelsche Liegruppe ist ein Produkt aus Torus und affinem Raum. Der Torus
ist seinerseits ein Produkt von 1-dimensionalen Tori, welche entweder isomorph zu
SO;1; = R*, oder zu SO2(R) sind. Die unterliegenden Varietiiten sind die Hyperbel
bzw. der Einheitskreis S'. Bei der Kontraktion von so3(R) zu einer abelschen Lie-
algebra, muf} also S®/{+1} in ein Produkt aus Hyperbeln, Kreislinien und Geraden
iibergehen. Das gleiche Phinomen kann man sogar schon in einer Dimension beob-
achten. In Abschnitt 3.3.4 wird die Kontraktion der kompakten Gruppe SO, (R) in
die nicht kompakte Gruppe E,_;(R) beschrieben. Fiir n = 2 degeneriert auf der Ebe-
ne der Gruppenmannigfaltigkeiten der Kreis zur Geraden. Algebraisch ist dies nach
Komplexifizierung der Ubergang von der multiplikativen Gruppe G,, in die additive
Gruppe G,. Es stellt sich die Frage, ob sich diese Kontraktion, die auf der Ebene der
Liealgebren trivial ist, denn eine abelsche Liealgebra 148t sich nicht weiter degenerie-
ren, auf der Ebene der Gruppen auch umkehren lieBe, d.h. ob auch ein Ubergang von
E; nach SO, (algebraisch von der additiven Gruppe G, in die multiplikative Gruppe
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Gm) moglich ist. Um das zu prizisieren, mufl der Begriff der Degeneration von Lie-
gruppen zuerst genauer festgelegt werden. (Die Frage kann dann durch einen bekann-
ten Satz (siehe z.B. [WW, The.2.2], hier Satz 3.87) negativ beantwortet werden.)
Ein Degenerationsbegriff fiir algebraische Gruppen muf} eine Degeneration auf jeder
strukturellen Ebene beinhalten, insbesondere mufl auch die unterliegende Varietiit
eine Degeneration (von Varietditen) erfahren. Auf diesen Aspekt wird in den oben
genannten Arbeiten lediglich von Wigner und Inonii eingegangen. Sie begniigen sich
jedoch mit dem Nachweis der Konvergenz der Campbell-Baker-Haussdorff-Formeln.
Demgegeniiber werden in dieser Arbeit die Degenerationen auf der Gruppenebene in
algebraischer Form als glatte Gruppenschemata iiber geeigneten eindimensionalen
Ringen konstruiert.

Wir gehen von folgender Situation aus: Sei k£ ein algebraisch abgeschlossener
Korper der Charakteristik 0 und G eine algebraische Gruppe iiber k£ mit Lieal-
gebra g. Sei a eine Degeneration von g. Das Ziel ist es, die Degeneration a zu einer
Degeneration der Gruppe G zu liften, das heifit ein affines Gruppenschema G mit
generischer Faser G und Liealgebra a zu konstruieren. Dann ist die Liealgebra der
speziellen Faser G, von G isomorph zur speziellen Faser der Degeneration a.

Daf} eine solche Liftung nicht eindeutig ist, zeigt schon das oben erwihnte Beispiel
der trivialen Kontrakion der eindimensionalen Liealgebra.

Die Hauptergebnisse fiir das Liftungsproblem sind zwei verschiedene Moglichkei-
ten zur Liftung von Degenerationen. Die erste Moglichkeit basiert auf der von Bruhat
und Tits in [BT, II] verwendeten Methode zur Konstruktion von glatten Gruppen-
schemata mittels des sogenannten schematischen Abschlusses von Darstellungen. In
Satz 3.63 wird gezeigt, daf diese Konstruktion zur Liftung von Degenerationen von
Liealgebren angewendet werden kann, d.h. insbesondere dafl die so konstruierten
Gruppenschemata die richtigen Liealgebren haben. Es folgt, dafl zu jeder Degenera-
tion a von g ein solches Gruppenschema konstruiert werden kann, wenn eine kon-
servierte Darstellung von a existiert, die zu einer Darstellung von G korrespondiert
(Korollar 3.64). Konservierte Darstellungen wurden bereits in [IW] definiert. Sie
sind, unabhéingig von der hier betrachteten Konstruktion, fiir méglich Anwendun-
gen von Degenerationen von Liealgebren von groflem Interesse. Wir kénnen zeigen
(Satz 1.60), daB die adjungierte Darstellung stets konserviert ist, wenn die Limes-
algebra der Degeneration ein triviales Zentrum hat. Es folgt wiederum (Korollar
3.65), daB alle Degenerationen, bei denen das Zentrum der Limesalgebra trivial ist,
eine Liftung besitzen.

Eine von der obigen unabhéingige Moglichkeit zur Liftung von Degenerationen
ergibt sich aus dem Neron-Blowup, der in einem Artikel [WW] von Waterhouse und
Weisfeiler auftritt. Mit dieser Konstruktion kénnen alle Inonii-Wigner-Kontraktio-
nen, nicht nur die mit trivialem Zentrum, auf die Gruppenebene fortgesetzt werden
(Satz 3.85). Diese Konstruktion ist daher in gewissem Sinne komplementiir zu der
Konstruktion mittels konservierter Darstellungen. Sie kann verallgemeinert werden
zu einer Liftungskonstruktion fiir graduierte und filtrierte Kontraktionen.
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In Kapitel 1 werden die oben genannten Ansitze beschrieben, auf ihre Allgemein-
heit hin untersucht und zueinander in Beziehung gesetzt. In Abschnitt 1.1 werden
Deformationen definiert und der Zusammenhang zu Liealgebren {iber Funktionenrin-
gen etabliert. In Abschnitt 1.2 werden Degenerationen eingefiihrt und die relevanten
Grundbegriffe aus der Invariantentheorie wiedergegeben. Auflerdem werden einige
halbstetige Invarianten von Liealgebren beschrieben (Satz 1.20). Fiir die Dimension
3 wird die Varietéit Lieg und der zugehorige Modulraum der 3-dimensionalen Lieal-
gebren genauer untersucht. Der Zusammenhang zwischen Deformationen und Dege-
nerationen wird durch den grundlegenden Satz 1.21 von Grunewald und O’Halloran
wiedergegeben. Mit Hilfe dieses Satzes kann man auch Degenerationen als Liealge-
bren iiber diskreten Bewertungsringen betrachten. Es wird ein geeigneter Isomor-
phiebegriff, der Begriff der starken Aquivalenz von Degenerationen, eingefiihrt. In
Abschnitt 1.3 werden Kontraktionen eingefiihrt. Diese miissen im allgemeinen nicht,
wie bei [IW] und [Sa], linear vom Parameter ¢ abhéingen. Wir konnen allgemein zei-
gen, dafl der Kern von ¢y als Ideal der Limesalgebra stets nilpotent ist (Satz 1.28).
Eine abstrakte Einordnung der Kontraktionen unter die Degenerationen einer Lieal-
gebra gibt Satz 1.32. Es wird eine Normalform fiir verallgemeinerte Kontraktionen
angegeben (Satz 1.34). Der lineare Fall wird in den Unterabschnitten 1.3.1 und
1.3.2 behandelt. Die filtrierten Kontraktionen, die den verallgemeinerten Kontrak-
tionen entsprechen, bei denen die Normalform (24) Diagonalgestalt hat, werden in
Abschnitt 1.4 untersucht. Insbesondere werden in Unterabschnitt 1.4.1 die durch
eine endliche zyklische Gruppe graduierten Kontraktionen den positiven Unteralge-
bren von getwisteten Loopalgebren zugeordnet. In Abschnitt 1.5 werden konservierte
Darstellungen eingefiihrt, die in Kapitel 3 zur Konstruktion von Fortsetzungen von
Kontraktionen auf die Gruppenebene verwendet werden.

In Kapitel 2 geht es um Degenerationen von reduktiven Liealgebren. Zunéchst
wird gezeigt, dafl eine formale Degeneration einer einfachen k-Liealgebra nach der
Skalarenerweiterung k[[t]] — k((t)) stets eine getwistete formale Loopalgebra ergibt
(Korollar 2.13). Wir geben fiir dieses bekannte Resultat eine Beweisskizze, die auf
der Klassifikation der Automorphismen endlicher Ordnung von affinen Kac-Moody-
Algebren durch Bausch und Rousseau [BR] basiert. Im darauf folgenden Abschnitt
wird dann gezeigt, dafl sich diese getwisteten Algebren bis auf Isomorphie schon
alle durch Twisten mit einem Diagrammautomorphismus ergeben (vgl. [Ka, §8]). In
Abschnitt 2.1 werden alle zyklisch graduierten Kontraktionen von einfachen Lieal-
gebren klassifiziert. Die zugrundeliegende Klassifikation der Automorphismen end-
licher Ordnung von einfachen Liealgebren wird ebenfalls wiedergegeben. Auflerdem
verwenden wir einige Resultate aus [OV], um die Struktur der Limesalgebren zu be-
schreiben (Satz 2.26). Weiterhin wird gezeigt, daf§ die zugehorigen A-Formen genau
den parabolischen Unteralgebren von getwisteten und ungetwisteten affinen Kac-
Moody-Algebren entsprechen. In Abschnitt 2.2 wird die Bruhat-Tits-Konstruktion
von A-Formen mittels konkaver Funktionen beschrieben. Diese A-Formen werden
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dadurch charakterisiert, daf} sie eine affine Cartanunteralgebra enthalten. Da ins-
besondere alle Parahoriunteralgebren unter diese A-Formen fallen, sind auch die
zyklisch graduierten Kontraktionen auf diese Art beschreibbar. Schliellich wird ge-
zeigt, daf} diese A-Formen stets ,positiviert® werden kénnen, in dem Sinne, daf
man einen Isomorphismus zu einer echten Kontraktionen angeben kann. Fiir die-
jenigen A-Formen, die einer konvexen Teilmenge des Tits-Gebdudes entsprechen,
kann man einen Vergleich der Nullteile dieser Kontraktionen mit denen der zyklisch
graduierten Kontraktionen herleiten (Abschnitt 2.2.4). Die Vermutung, daf} die bei
Bruhat und Tits auftretenden C[|¢|]-Formen dadurch charakterisiert seien, daf sie
als komplexe Unteralgebren der Loopalgebren integrabel im Sinne der Theorie der
Kac-Moody-Gruppen [Ka2] sind, 1i8¢t sich bei genauerer Betrachtung nicht aufrecht
erhalten, denn jede Inonii-Wigner-Kontraktion ist integrabel (Satz 2.65). Dies wird
in Abschnitt 2.3 gezeigt.

Im dritten Kapitel geht es schliefflich um Gruppenschemata, die eine vorgegebene
Degeneration von Liealgebren fortsetzen. In Abschnitt 3.3 wird eine Moglichkeit zur
Konstruktion solcher Gruppenschemata mit Hilfe von konservierten Darstellungen
beschrieben. Zuvor werden die Grundlagen iiber glatte Gruppenschemata bereitge-
stellt (Abschnitt 3.1). In Abschnitt 3.2 wird gezeigt, dal jede Degeneration einer
algebraischen Gruppe zu einer Kontraktion isomorph ist. In Unterabschnitt 3.3.3
wird ein Kriterium hergeleitet, mit dessen Hilfe man die Torsionsfreiheit eines A-
Schemas, mit glatter generischer und spezieller Faser feststellen kann. Auch zeigen
wir, daf} jedes A-Gruppenschema in jedem Punkt regulir ist, wenn die spezielle Fa-
ser die gleiche Dimension wie die generische Faser hat (Satz 3.75). In Abschnitt 3.4
wird schliefflich die auf dem Neron-Blowup basierende Konstruktion vorgestellt und
gezeigt, dafl damit alle Inonii-Wigner-Kontraktionen auf die Gruppenebene fortge-
setzt werden konnen. Dies wird angewendet auf die Kontraktion von sly(C) in die
dreidimensionale Heisenbergalgebra. Aufierdem wird ein Satz wiedergegeben ([WW,
The.2.2]), der zeigt, dafl die Kontraktion der additiven in die multiplikative Grup-
pe nicht moglich ist. In Abschnitt 3.5 konstruieren wir kanonische Liftungen fiir
graduierte und filtrierte Kontraktionen.

In Anhang A werden einige fiir diese Arbeit grundlegenden Begriffe aus der al-
gebraischen Geometrie wie zum Beispiel affine Schemata, darstellbare Funktoren,
Flachheit angegeben. Anhang B gibt eine kurze Zusammenstellung der wichtig-
sten Eigenschaften der Basisringe der in dieser Arbeit betrachteten Deformationen,
ndmlich der Dedekindringe und ihrer Lokalisierungen, der diskreten Bewertungsrin-

ge.
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1. DEFORMATIONEN, DEGENERATIONEN UND KONTRAKTIONEN VON
LIEALGEBREN

1.1. Deformationen. Sei k ein Korper und go = (V,[., .Jo) eine Liealgebra iiber
k mit unterliegendem Vektorraum V' und Lieklammer [ ., .]o. Eine Deformation von
go ist ein Weg (in einer geeigneten Kategorie), der in der Menge Lie(V') aller Lie-
klammern auf V' verlduft und bei [.,.]y beginnt. Ist V' 2 k™ endlichdimensional, so
ist Lie(V) eine algebraische Teilmenge von k. Identifiziert man némlich eine Lie-
klammer auf V' mit dem n*-Tupel (ij)i,j,k:L..n ihrer Strukturkonstanten beziiglich
einer fest gewihlten Basis von V', so lassen sich Antisymmetrie und Jacobiidentitéit
durch das Gleichungssystem

(1) k=0 = —c, firi,j,k=1...n

k m k .m k. m\ __ e .
E (cijery + ¢chi + cicgs) = 0 fir i,j,l,m=1...n
k=1

ausdriicken. Die durch das Gleichungssystem (1) beschriebene Teilmenge von kn
wird mit Lie, (k) bezeichnet.

Einer Deformation entspricht somit ein Weg in Lie,(k), das heifit ein n3-Tupel
(cfj (t))ijk=1..n von Funktionen des Parameters ¢. Dieses n®-Tupel geniigt nun sei-
nerseits dem Gleichungssystem (1), das heifit es repréisentiert eine Liealgebra iiber
einem geeigneten Funktionenring.

Um Deformationen von Liealgebren zu klassifizieren, ist es sinnvoll, sich bei diesen
Funktionen auf eine bestimmte Kategorie festzulegen. Man stellt also eine Bedingung
der Art:

(2) k€A, firi,jk=1...n,

wobei A eine eindimensionale kommutative k-Algebra ist. Das einfachste Beispiel
wire A = k[t]. Im algebraisch geometrischen Kontext kann man die Situation
wie folgt beschreiben: Ist 7 eine affine algebraische Kurve in Lie, (k) so entspricht
der Einbettung von v in Lie, (k) ein surjektiver Homomorphismus von k-Algebren:
k[Lie,] — k[7]. Die Bilder der Erzeuger ¢}; von k[Lie,] in k[y] = k[Lie,]/I(7) bilden
die Strukturkonstanten einer Liealgebra iiber k[y]. Eine Parametrisierung von = ist
ein surjektiver Morphismus von einem eindimensionalen affinen k-Schema Spec(A)
nach 7. Eine Parametrisierung wird gegeben durch eine Einbettung von k-Algebren
von k[y] in A. Trivialerweise ist v in diesem Sinne durch sich selbst parametrisiert.
Man kann v immer regulir parametrisieren, indem man gegebenenfalls zur Normali-
sierung ¥ von v iibergeht. Die Normalisierung eines solchen eindimensionalen Ringes
ist immer regulér und damit ein Dedekindring (siehe Satz B.12). Da man bei Defor-
mationen stets einen festen Ausgangspunkt gy hat, betrachtet man meistens einen
in einem Punkt ¢, lokalisierten Dedekindring, also einen diskreten Bewertungsring
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(siehe Satz B.12) wie z.B. k[t]y). Aus formalen Griinden ist es sinnvoll, zur Kom-
plettierung iiberzugehen, némlich zu dem vollsténdigen lokalen Ring k[|¢|] der for-
malen Potenzreihen mit Koeffizienten in k. Der Ring k[|t|] ist nach dem Cohenschen
Strukturtheorem [Ha, The.5.5.A] als vollstiindige regulére eindimensionale lokale
k-Algebra eindeutig bestimmt. Man kann Lokalisierung und Vervollstindigung als
eine Lokalisierung im strengeren Sinne, ndmlich im analytischen, statt im algebrai-
schen Sinne betrachten. Mehr zu Dedekindringen, diskreten Bewertungsringen und
formalen Potenzreihen in Anhang B. 2

Eine Liealgebra iiber A sei genau wie iiber einem Korper definiert als ein freier A-
Modul zusammen mit einer Lieklammer, also einem antisymmetrischen Produkt, das
der Jacobiidentitit geniigt. Ist (by,...,b,) eine Basis von V,soist (b ®1,...,0,®1)
eine Basis des freien A-Moduls V ®; A. Wir kénnen nun jeder Deformation eine
Liealgebra iiber A mit unterliegendem freiem A-Modul V ®; A zuordnen, indem wir

setzen
n

(3) b @1b®1]:=> kb1l
k=1

Ist g eine A-Liealgebra und f : A — B ein Homomorphismus von k-Algebren,
so ist in kanonischer Weise gp := g ® 4 B eine B-Liealgebra. Hat g beziiglich einer
Basis (by,...,b,) die Strukturkonstanten cfj € A i,j,k = 1,...,n, so ist gp als
B-Modul frei mit Basis (b ® 1,...,b, ® 1) und die zugehérigen Strukturkonstanten
sind f(cfj)i,j,kzl,___,n. Man sagt dann auch, dal gz durch den Skalarenwechsel A — B
aus g hervorgeht.

Sei A eine k-Algebra, ty € Spec(A) ein ausgezeichneter Punkt mit Restklas-
senkorper k(ty) = k und a eine Liealgebra iiber A, dann sei a; := a ® 4 k, wobei das
Tensorprodukt beziiglich der kanonischen Abbildung von A nach k gebildet wird.

Definition 1.1. Sei k ein Korper und g eine k-Liealgebra. Eine Deformation von gq
ist eine Liealgebra a iiber einer k-Algebra A zusammen mit einem ausgezeichneten
Punkt ¢y € Spec(A) mit Restklassenkorper k(ty) = k und einem Isomorphismus
von k-Liealgebren zwischen g, und der Liealgebra a;. Wir bezeichnen dann a auch
als Deformation von go tber A. Die Liealgebra a; bezeichnen wir in diesem Zusam-
menhang auch als Limesalgebra oder als spezielle Faser der Deformation a. Zwei
Deformationen a, a' von gq iiber A heiflen isomorph, wenn die zugehorigen A-Lie-
algebren isomorph sind vermoge eines Isomorphismus f : a — d, der auf go die
Identitéit induziert. Dies ist so zu verstehen, dafl ¢’ = fy o 1) ist, wenn ¢ : gg — ay,

2Eine mogliche Verallgemeinerung besteht darin, mehr als einen Deformationsparameter zuzu-
lassen. Die Krull-Dimension des Rings A in Gleichung (2) entspricht dann der Zahl der Defor-
mationsparameter. So kann man zum Beispiel die Unbestimmten cfj als die Strukturkonstanten
einer Liealgebra iiber dem Koordinatenring k[Lie,] von Lie,, betrachten. Diese hat die universelle
Eigenschaft, daf jede weitere Liealgebra iiber einer beliebigen k-Algebra A durch einen eindeutig
bestimmten Skalarenwechsel von k[Lie,] — A daraus hervorgeht. Dies hiingt damit zusammen,
daf} Lie, ein darstellbarer Funktor ist. Dazu siehe Anhang A.
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Y go — a) die jeweiligen Isomorphismen von gg in die spezielle Faser sind und
fo den durch f induzierten Isomorphismus der speziellen Faser bezeichnet. Eine
Deformation von gy heif3t trivial, wenn sie isomorph zu gy ®; A ist.

Definition 1.2. Sei f : A — B ein Monomorphismus von k-Algebren, b eine B-
Liealgebra. Diese kann dann durch Restriktion der Skalare auf A auch als A-Lieal-
gebra betrachtet werden. Eine A-Form von b ist eine A-Unteralgebra a von b mit
der Eigenschaft, dafl b = a ® 4 B. Zwei A-Formen ay, a; von b heiflen isomorph,
wenn sie als A-Liealgebren isomorph sind.

Ist a eine Deformation iiber einem Integrititsring A mit Quotientenkérper K,
dann ist a eine A-Form der K-Lialgebra agx, wenn a als Unteralgebra von ax auf-
gefafit wird, vermoge der kanonischen Einbettung, die durch a — a ® 1 definiert
ist.

Beispiel 1.3. Die abelsche Liealgebra 148t sich in jede andere Liealgebra derselben
Dimension deformieren. Seien ndmlich gfj die Strukturkonstanten einer beliebigen
Liealgebra g der Dimension n, dann definieren die parameterabhéngigen Struktur-
konstanten

(4) cij(t) = tcf;

eine Deformation der abelschen Liealgebra in die Liealgebra g, denn fiir ¢ = 0 be-
schreiben sie die abelsche Liealgebra (V].,.]), fiir ¢ = 1 die Liealgebra g. Formal
168t sich dieser Weg auch umkehren, und als Deformation der Liealgebra g in die
abelsche Liealgebra (V,].,.]) betrachten

(5) ci;(t) = (t = 1)cl;.

Dabei gibt es aber einen grundlegenden Unterschied. Im ersten Fall ist namlich g, fiir
alle t # 0 isomorph zu gy, also generisch isomorph zu g;. Im zweiten Fall ist dagegen
g: generisch isomorph zu gq und nur fiir den speziellen Parameterwert ¢ = 1 isomorph
zu g1 = (V,],]). Dies driickt sich auch darin aus, dafl die zweite Deformation iiber
einem im Nullpunkt lokalisierten Ring trivial ist, da dann 1 — ¢ invertierbar ist.

1.1.1. Infinitesimale Deformationen.

Definition 1.4. Fiir einen Ring R sei R (¢) := R[t]/(#?) der Ring der Dualzahlen
iiber R (mit Parameter t).

Definition 1.5. Infinitesimale Deformationen sind Deformationen iiber dem Ring
der Dualzahlen k94(¢) iiber k.
Es gilt:

Satz 1.6 (Gerstenhaber [Ge]). Die infinitesimalen Deformationen von go konnen
mit den Elementen der zweiten Cohomologiegruppe von gy mit Werten in der ad-
gungierten Darstellung identifiziert werden.
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Beweis: Sei

(6) (@, y) = Y02, ) + tho(2, )
Dann ist 99 : go X go — @go eine antisymmetrische bilineare Abbildung, also eine
2-Cokette mit Werten in der adjungierten Darstellung. Die Jacobiidentitit ergibt:
0 = v(n(z,y),2)+ zykl(z,y, 2)
= (o, y) + th(z,y), 2) + 2ykl(z, y, 2)
= (T, y),2) + 9 ((7, ), 2) + vt (z,v), 2) + 2ykl(z,y, 2)
= t(To((@,y),2) + 10(h(z,y), 2) + 2ykl(z, y, 2))

Schreiben wir der Deutlichkeit halber wieder die gewohnte [.,.] statt 7y so ergibt
sich
(7) 0 :;YO([xay]Oaz) + [’}’o(x,y),Z]o—l-Z@jkl(fL',y,Z)

Dies ist genau die Bedingung dafiir, dal 4, ein 2-Cozykel mit Werten in der adjun-
gierten Darstellung ist. Bleibt zu zeigen, dafl zwei infinitesimale Deformationen ~y
und g genau dann isomorph sind, wenn 4y — 19 ein Corand ist. Sei ¢ ein Automor-
phismus von V ®; k% (¢), der fiir t = 0 die Identitit auf V ist:

(8) Py = idy + tdg, mit ¢y € End(V)

(v € Tjq(Aut(V))). Da End(V) = C'(go,go) ergibt (8) eine Bijektion zwischen
T;q(Aut(V)) und C'(go, go). Wir zeigen jetzt, daB ¢/ genau dann ein Isomorphismus

zwischen den infinitesimalen Deformationen v und p ist, wenn g — fi9 = d;/-;o. Die
Bedingung dafiir, daf ¢ ein Isomorphismus ist lautet

(9) br(ve(, ) = (), Ye(y))-

Schreibt man sie aus, so wird sie zu
0(,w) + 1 (Go(@,9) + do(r0(z,9))) =

(10) po(, ) + t (o, ) + 10 (Y(2), ) + ol o))
Da 79 = po = [ ., .Jo ist, ist diese Gleichung dquivalent zu

(11) (70 - /./'0)(1‘7 y) = ['Lﬂo(fL‘), y]U + [(IJ‘, ¢0(y)]0 - ILU([‘%’ y]O) - d¢0($, y)'

O

Aus den Whiteheadlemmata ergibt sich [Ja, Ch.III,Theorem 13|, daf fiir eine
halbeinfache Liealgebra g und einen nichttrivialen g-Modul V' die erste und zweite
Cohomologiegruppe von g mit Werten in V' verschwinden.? Daher gilt

3Tatssichlich verschwinden sogar alle hsheren Cohomologiegruppen von g mit Werten in einem
nichttrivialen g-Modul (siehe [CE, Th.24.1].)
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Korollar 1.7. FEine halbeinfache Liealgebra hat keine nichttrivialen infinitesimalen
Deformationen.

1.2. Degenerationen. Zwei Liealgebren (V,[.,.];) und (V,[.,.]2) sind genau dann
isomorph, wenn ein ¢ € GL(V) existiert, so daB ¢([z,y]1) = [¢(x), ¢(y)], fiir alle
r,y € V, das heifit wenn [.,.]; = ¢ ([&(. ) o(.)]2)- Deﬁmeren wir also eine Rechts-
operation von GL(V') auf Lie(V'), durch

[, o =90 ([6(), 0()])

fir ¢ € GL(V) und [.,.] € Lie(V), so ist der zugehérige Bahnenraum M; :=
Lie(V)/GL(V) gerade die Menge der Isomorphieklassen von Liealgebren mit un-
terliegendem Vektorraum V. Der Stabilisator einer Liealgebra entspricht dabei der
Automorphismengruppe der Liealgebra.

In Koordinaten beziiglich einer beliebigen, aber fest gewiihlten, Basis von g sei
U € GL,(A) die darstellende Matrix von ¢. Die Koeffizienten von U~' seien mit
oberen Indizes u*/ bezeichnet. Dann gilt fiir die Strukturkonstanten (cfj) von g und

! . .
ci;? von p.¢ die Transformationsformel

(12) C;? = Z uk:p Cfm Up; Uy -

l,m,p

Bemerkung 1.8. Der Bahnenraum wird mit der von Lie(V') ererbten Quotientento-
pologie in natiirlicher Weise zu einem topologischen Raum. Dieser wird oft auch
als Modulraum (hier der Menge der n-dimensionalen Liealgebren) bezeichnet. Er
ist keine algebraische Menge mehr. Man st688t hier auf ein Phinomen, das in der
Invariantentheorie hiufig auftaucht. Im Raum M;, der die Quotiententopologie von
Lie(V) trdgt, liegt ein einzelner Punkt, nédmlich der Nullpunkt, dicht. Infolgedes-
sen ist jede stetige Funktion auf M, also jede stetige Invariante von Lie(V) unter
GL(V), konstant. Dafl der Nullpunkt, der ja der abelschen Liealgebra entspricht, in
M, dicht liegt, ergibt sich aus Beispiel 1.3. (Man kann das im Kontext der Grup-
penoperation auch so beschreiben: die Liealgebren (V,[.,.]) und (V,t[.,.]) sind fiir
t € k* isomorph (vermoge tidy). Daher enthélt der Abschluff der Bahn von [, .]
die Gerade k., .], also insbesondere die Null.) Da alle Gleichungen in (1) homogen
(vom Grad eins oder zwei) sind, ist Lie(V') ein (quadratischer) affiner Kegel iiber
einer projektiven algebraischen Menge P(Lie(V')). Daher sind auch die irreduziblen
Komponenten von Lie(V') affine Varietéiten, die ihrerseits als affine Kegel iiber qua-
dratischen projektiven Varietiten betrachtet werden kénnen. Es bietet sich nun an,
wie bei der Betrachtung des Modulraums der ebenen Kubiken in [Kr, Ch.I.7.], den
Nullpunkt aus dem Modulraum herauszunehmen und statt dessen M = M; \ {0} =
Lie(V) \ {0}/GL(V) = P(Lie(V))/PGIV) = (Lie(V) \ {0}/SL(V))/(k*) als Mo-
dulraum zu betrachten. Trotzdem kann man nicht erwarten, einen gut separierten
algebraischen Quotienten zu erhalten. Dies zeigt schon das Beispiel Lies.
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Definition 1.9. Eine Degeneration einer Liealgebra g € Lie(V) ist ein Element des
Abschlusses (beziiglich der Zariski-Topologie) des Orbits von g unter der kanonischen
Operation von GL(V) auf Lie(V').

Es gilt insbesondere der folgende Satz aus [Kr, 11.2.2]

Satz 1.10. Ist G eine algebraische Gruppe und X eine affine G-Menge, so ist jeder
Orbit offen in seinem Abschlufs.

Beweis: Die Abbildung G — O(z),g +— z.g ist ein dominanter Morphismus.

Daher enthiilt das Bild eine dichte offene Teilmenge Y von O(z) [Kr, AL3.3]. Da
O(z) = U,eq Y-g ist auch O(z) offen und dicht in O(z). 0

Korollar 1.11. Der Begriff der Degeneration induziert eine Ordnungsrelation auf
dem Bahnenraum der n-dimensionalen Liealgebren, indem man setzt:

O(z) £ O(y) =& z € O(y).

Beweis: Man iiberlegt sich leicht, da§ mit = € O(y) auch O(z) C O(y). Daher
ist die Relation wohldefiniert. Die Reflexivitit ist trivial. Die Transitivitéit folgt aus
O(z) C O(y) <= O(x) C O(y). Die Antisymmetrie folgt aus Satz 1.10. 0

Die Ordnungsrelation auf dem Bahnenraum wird durch das Hassediagramm dar-
gestellt. Dies ist ein Graph, bei dem jedem Knoten ein Orbit entspricht, und jede
Kante eine Beziehung der Form ,,a < b, mit a # b und @ maximal mit dieser Eigen-
schaft, zwischen ihrem unteren und ihrem oberen Ende darstellt. Als Beispiel siehe
Abbildung 1.

Satz 1.12. Ist k = R oder C, so stimmt der Zariskiabschlufl eines Orbits mit dem
Abschluf$ beziiglich der durch die euklidische Norm induzierten Topologie tiberein.

Beweis: Siehe [Kr, Anhang 1 Satz 7.2.]. 0

Bemerkung 1.13. Einfache Liealgebren iiber Korpern der Charakteristik Null sind
rigide, das heifit ihr GL,-Orbit ist offen in Lie,. Dies folgt aus einem Theorem von
Richardson, nach dem das Verschwinden von H?(g, g) iiber Kérpern der Charakte-
ristik Null Rigiditéit impliziert (siehe [OV, Theorem 2.4]). Die Umkehrung gilt nur
unter der Einschriinkung, daf§ die Lieklammer von g ein reguléirer Punkt in Lie(1)
ist. Da alle Orbiten als homéomorphes Bild von GL,, irreduzibel sind, ist jeder Orbit
in einer irreduziblen Komponente von Lie, enthalten. Fiir eine einfache Liealgebra

iiber einem Korper der Charakteristik 0 bildet daher der Orbitabschlufl O(g) eine
irreduzible Komponente von Lie,.

Als algebraische Teilmenge des n*(n — 1)/2-dimensionalen affinen Raums aller
antisymmetrischen Algebren mit den Koordinaten cfj mit 1 < ¢ < j < n und
k=1,...,nist Lie, die Nullstellenmenge der Familie (fijm = >, (¢}l + e +
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i) )igdm=1..n- Bs ist nicht klar, welche Dimension Lie, hat*, geschweige denn
welche Struktur sie hat. Es ist bekannt, daf} sie im allgemeinen weder reduziert noch
irreduzibel noch glatt ist (siehe [OV]).

Fiir kleine n 148t sich Lie, berechnen:

Liey ist isomorph zur affinen Ebene k? mit den Koordinaten c}, und ¢2, und die
Operation von GL, auf Lie, ist die Rechts-Operation: (z,y).U = det(U)U " (z, y)".
Hier gibt es unabhingig vom zugrundeliegenden Korper & nur zwei Orbiten. Es
sind die gleichen, wie die Orbiten unter der kanonischen Operation von GL,, denn
fir alle S € GLy gilt S(z,y)" = (z,y).U fiir U = (det(S)S) . Der eine dieser
Orbiten ist die Menge, die nur aus dem Nullpunkt besteht. Dieser entspricht der
abelschen Liealgebra. Der zweite Orbit ist ganz k2 \ {0}. Er entspricht der einzigen
nichttrivialen 2-dimensionalen Liealgebra.

Auch fiir n = 3 sind alle moglichen Isomorphieklassen von Liealgebren iiber einem
algebraisch abgeschlossenen Kérper bekannt.

Satz 1.14. [Ja, Ch.1.] Sei k algebraisch abgeschlossen. Ist g eine nichtabelsche drei-
dimensionale Liealgebra, so ist g entweder isomorph zu sly(k) oder isomorph zu einer
Liealgebra der Form

(13) g(X) =0 3 kX,

wobei v zweidimensional abelsch ist und X € My(k) auf v durch Multiplikation von
links operiert. Es ergibt sich eine Einparameterfamilie (gs)scr von Liealgebren und
zwet weitere Isomorphieklassen, ndmlich

o om0 1) sms(( ). m=o(( D)

Die Liealgebren g; und gy sind genau dann isomorph, wenn s und s’ invers zuein-
ander sind.

Beweis: Bei der Klassifikation der dreidimensionalen Liealgebren kann man wie in
[Ja] nach der Dimension der abgeleiteten Liealgebra vorgehen. Ist dim(g') = 3, so ist
g einfach (also iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper isomorph zu sly). Fiir
dim(g') = 2 wird in [Ja] gezeigt, dal g von der Form (13) ist. Mit dim(g’) = 1 gibt
es bis auf Isomorphie nur zwei Liealgebren, und man sieht leicht, daf} sie ebenfalls
von der Form (13) sind. Mit Hilfe des folgenden Lemmas, durch das die Isomor-
phietypen von Liealgebren der Form g(.X), in Bijektion zu den Konjugationsklassen

“Der Ausdruck sfjlm = (cfjcﬂ + cflcg; + cficz}) ist invariant unter zyklischer Vertauschung von
1,7 und | und geht bei Vertauschung von ¢ und j in sein Negatives iiber. Daher gilt fiir jede
Permutation m € S5 : sfﬂm = (—I)Sig“(”)sﬁ(i)ﬂ(j)ﬂ(l)m. Dies tibertrégt sich auf die Ausdriicke fijim.
Insbesondere verschwindet fij;m, wenn zwei von den Indizes i, j, gleich sind. Es geniigt also die
fijim mit i < j < [ zu betrachten. Dann bleiben immer noch n?(n —1)(n —2)/6 Gleichungen {ibrig.
Fiir n > 5 sind dies mehr Gleichungen als Parameter, das heifit die f;j, konnen im allgemeinen
nicht algebraisch unabhéingig sein.
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in My(k) von Matrizen bis auf skalare Vielfache gestellt werden, kénnen wir die
[somorphietypen wie folgt bestimmen.

Die zu g; mit s # 1 gehorigen Matrizen X; gehoren in My(k) zum Orbit der
Matrizen mit zwei verschiedenen Eigenwerte im Verhiltnis s. Fiir s = 1, das heif}t
zwei gleiche Eigenwerte ungleich Null, sind zwei Félle zu unterscheiden, namlich X
diagonalisierbar oder nicht diagonalisierbar. Der diagonalisierbare Fall ergibt g;.

Sind beide Eigenwerte gleich Null, so ergibt der diagonalisierbare Fall die abelsche
Liealgebra, der nicht diagonalisierbare Fall die dreidimensionale Heisenbergalgebra
h3.5 O

Lemma 1.15. Die Isomorphietypen von Liealgebren der Form g(X), stehen in Bi-
jektion zu den Konjugationsklassen in My (k) von Matrizen bis auf skalare Vielfache.

Beweis: Es ist klar, daB g(X) = g(ASXS™!) fiir A € k*, S € GLy(k). Bleibt zu
zeigen, daB aus g(X) = g(V) folgt Y = ASX S™! fiir geeignete A € k*, S € GLy(k).
Sei V' der unterliegende Vektorraum von g(X) und g(Y), V =kz @ v = ky & v mit
ad(z)|, = X und ad(y)|, = Y. Sei nun ¢» € GL(V) ein Isomorphismus von g(X)
nach g(Y). Ist X =0, so auch Y, andernfalls gilt ker(X) = Z(g(X)) (das Zentrum
von g(X)) und im(X) = g(X)" (die abgeleitete Liealgebra). Ist Z(g(X)) = g(X)/,

so folgt, dal X konjugiert ist zu . Das gleiche gilt dann fiir Y. Andernfalls

01
0 0
ist v =Z(g(X)) ® g(X) =Z(g(Y)) ® g(Y)" und daher ¢)(v) = v. Sei S : v — v die
Einschrinkung von ¢ auf v. Es ist ¢(z) = py + v fiir ein g € k*,v € v. Also ist
ad(y(x)) = pad(y). Es gilt fiir alle w € v: S(X(w)) = ¢([z, w]) = [P(z),(w)] =
ply, Y(w)] = pY (S(w)). Alsoist Y = p='SX S 0

Auch alle méglichen Kontraktionen von 3-dimensionalen Liealgebren iiber R oder
C sind bekannt. Dies wurde zum Beispiel von E.Weimar-Woods in [We] ausgefiihrt
(siehe auch [OV]).

Satz 1.16. Das Hassediagramm von Lies ohne den Nullpunkt ist in Figur 1 gegeben.

e Im Orbitabschlufl von sly liegen aufer der abelschen Liealgebra, die euklidische
Algebra ey =2 g_y und die Heisenbergalgebra hs.

o Alle Liealgebren der Familie g, haben die Heisenbergalgebra als Degeneration.
Fiir s # 1 ist dies die einzige nichtabelsche Degeneration von gs. Im Abschlufl
von g, liegt auferdem noch die Liealgebra g .

e Sowohl hs als auch g, haben keine nichtabelschen Degenerationen.

e Die Liealgebren der Familie g; haben jeweils 5-dimensionale Orbiten. Zusam-
men bilden ihre Orbitabschliisse eine 6-dimensionale abgeschlossene Teilmenge

’Die 2n + 1-dimensionale Heisenbergalgebra ist eine 1-dimensionale zentrale Erweiterung der
abelschen Liealgebra W der Dimension 2n. Der zugehorige 2-Cozyklus auf W mit Werten im
Zentrum Z(hz) = k - ¢ wird durch eine nicht ausgeartete symplektische Form 3 auf W gegeben:
[w,w'] = B(w,w")c. Beziiglich einer geeigneten Basis (p1, ..., Pn,q1,-- -, qn, ) wird hap4q durch die
Relationen [p;, q;] = dijc, [pi,pi] = (6, ¢5] = [¢,pi] = [¢,q;] = 0 fiir alle i,j € {1,...,n} gegeben.
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ABBILDUNG 1. Hassediagramm von Liez ohne den Nullpunkt (vgl.
Satz 1.16).

von Lies. Der Durchschnitt dieser Menge mit dem Orbitabschluf8 von sly ist der
Orbitabschluf$ von g_y. Diese Liealgebra ist isomorph zur euklidische Liealgebra
€.

e Der Orbit von g, ist 3-dimensional. Die Dimension des Orbits von hz ist
ebenfalls gleich 3.

Beweisidee: Man kann dieses Ergebnis mittels einer Identifikation mit 3 x 3-
Matrizen ,,zu Ful“ nachrechnen, siehe z.B. [We]. Man fafit dazu die 9 Koordinaten
cfj mit 1 <72 < j7 <3 und k = 1,2,3 in eine quadratische Matrix Z zusammen.
Diese ist definiert durch zyp = ks, 201 = &, und 23, = b, fiir k = 1,2, 3. Lies bildet
damit eine (durch die Jacobiidentitéit festgelegte) abgeschlossene GL3-Untermenge
des Raums Mj3(k) unter der Operation Z.U = det(U)U'ZU™", fiir Z € Mj(k),
U € GL3(k). Die Bahnen dieser Operation entsprechen den Aquivalenzklassen von
Bilinearformen auf k3 unter Basiswechsel und skalaren Vielfachen. Wenn némlich
ein S € GL3(k) und A\ € k* existieren, so daf} 7' = A\SZS!, dann gilt Z' = Z.U fiir
U = det(S)AS™'. (Wenn k alle Quadratwurzeln enthélt, sind dies auch schon die
Aquivalenzklassen beziiglich Basiswechsel, denn ASZS* = S'ZS't mit S' = /AS.)

Das Gleichungssystem fiir die Jacobiidentitéit sieht folgendermaflen aus

—223 Z13 (221 - 212) 231 0
(15) —222 221 0 232 | = | 212223 — 222%13
—212 211 0 233 2112923 — 221%13

Die Dimensionen der Orbiten kann man nach der Formel dim(O(g)) = dim(GL3) —
dim(Aut(g)) = 9—dim(Aut(g)) berechnen. Die Automorphismengruppe von g kann
man zum Beispiel als den Stabilisator der zugehorigen Matrix Z berechnen. Lies
hat mindestens zwei irreduzible Komponenten. Eine davon wird durch den Raum
der symmetrischen Matrizen gebildet. Die Jacobiidentitét (15) ist fiir symmetrische
Matrizen Z stets erfiillt. Dieser Raum hat die gleiche Dimension wie Lieg n&mlich
6, und ist als linearer Unterraum irreduzibel. Tatséichlich ist sly darin enthalten und
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da der Orbit von sl die Dimension 6 hat, muf§ diese irreduzible Komponente der
Orbitabschlufl von sl, sein.

Im folgenden Abschnitt (Beispiel 1.36) werden wir sehen, dafl die Degeneratio-
nen von sly als einfache Inonii-Wigner-Kontraktionen beschreibbar sind.® Daf sl,
keine weiteren Degenerationen hat, ergibt sich aus der Identifikation ihres Orbitab-
schlusses mit der Menge der symmetrischen 3 x 3-Matrizen. Die anderen irreduziblen
Komponenten sind enthalten in der Menge {Z | det(Z + Z') = 0}. Die Degene-
rationen innerhalb der Teilmenge der Liealgebren der Form g(X') lassen sich nach
Lemma 1.15 auf die entsprechenden Degenerationen der sie beschreibenden Matri-

zen X € My(k) zuriickfiihren. Sei a,, := g ((8 t15> ) Dann ist a5, = g, fiir £ # 0

und a9 = h;. Fiir s # 1 hat g, keine weitere nichttriviale Degeneration. (Schon
aus Dimensionsgriinden wiirde lediglich noch g; in Frage kommen.) Fiir s # 0 gilt

nimlich O(X;) = V((trX)? — @detX) (es bezeichne V'(f) die Nullstellenmenge

von f) bzw. O(X,) = V(detX). hy und g; haben schon aus Dimensionsgriinden
keine nichtabelschen Degenerationen. 0

Bemerkung 1.17. Die Familie (g;)ser kann als Deformationen von g, aufgefafit wer-
den. Dies ist ein typisches Beispiel fiir eine Deformation, die keine Degeneration
ist.

Tatséchlich sind alle Isomorphieklassen von Liealgebren der Dimension kleiner
gleich 6 bekannt und die irreduziblen Komponenten von Lie, kann man fiir n < 7
beschreiben (siehe [OV]).

Definition 1.18. Eine Funktion f : X — N auf einem topologischen Raum X heifit
halbstetig nach oben, wenn fiir alle n € N gilt: f~'(] — oo, n|) ist offen in X. Sie heifit
halbstetig nach unten, wenn fiir alle n € N gilt: f~'(]n, oo[) ist offen in X,

Satz 1.19. Ist Y eine Teilmenge eines topologischen Raums X, y € 0Y und f eine
nach oben (bzw. nach unten) halbstetige Funktion auf X, die auf Y konstant gleich
n ist, dann gilt f(y) > n (bzw. f(y) < n).

Beweis: Sei f nach oben halbstetig. Wire f(y) < n, dann wire der Durchschnitt
von Y mit f~'(] — oo, f(y)]) leer, daher kénnte f~'(] — oo, f(y)[) keine Umgebung
von y enthalten, denn jede Umgebung von y schneidet Y. Also wire f~'(]—oo, f(y)[)
nicht offen. Widerspruch! Der Beweis fiir nach unten halbstetige Funktionen geht
genauso. 0

STatséichlich sind alle in Lies(k) auftretenden Degenerationen von dieser Art, wenn k algebra-
isch abgeschlossen ist. Fiir & = R gibt es eine Degeneration, die keine einfache Inonii-Wigner-
Kontraktion ist.
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Dies ist insbesondere auf halbstetige G-invariante Funktionen anwendbar. Es gilt
dann: Ist pg eine Degeneration von g, dann ist fiir eine nach oben halbstetige G-
invariante Funktion f(up) > f(x) und fiir eine nach unten halbstetige G-invariante
Funktion £(j10) < £(1).

Satz 1.20. Folgende invarianten Grifen sind nach unten halbstetig auf Lie,(k):

e Der Rang der Killingform,

e fiir i € N die Dimension des i-ten Gliedes der abgeleiteten Reihe, insbesondere
die Dimension der abgeleiteten Liealgebra,

e die Dimension des i-ten Gliedes der absteigenden Zentralreihe.

Folgende invarianten Grifien sind nach oben halbstetig auf Lie, (k):

e Die Dimension des Zentrums,
e fiir Liealgebren iiber Kirpern der Charakteristik 0 die Dimension des (auflosba-

ren) Radikals.

Beweis: Die Verkniipfung einer nach oben (unten) halbstetigen Funktion mit einer
stetigen Funktion ist wieder nach oben (unten) halbstetig. Auf M(Ixm, k) und damit
auch auf Bil(n x n, k) (Bilinearformen) und Hom(V, W) fiir endlichdimensionale
Vektorrdume V, W, ist der Rang eine nach unten halbstetige Funktion, denn es gilt
' (]—=o00,n]) = {X € M(l xm, k) | rang(X) < n+ 1} ist der Durchschnitt iiber die
Nullstellenmengen aller n+1xn+1-Unterdeterminanten und ist damit abgeschlossen
beziiglich der Zariskitopologie. Entsprechend ist dim(ker(X)) = m — rang(X) eine
nach oben halbstetige Funktion von X. Nun ist die Zuordnung Lie, (k) — Bil(n x
n, k), die p auf die Killingform abbildet, ein Morphismus, insbesondere Zariskistetig.
Da der Rang auf Bil(n x n, k) halbstetig nach unten ist, ist somit der Rang der
Killingform eine nach unten halbstetige Funktion auf Lie, (k).

Die Dimension der abgeleiteten Liealgebra ist gleich dem Rang der linearen Abbil-
dung ¢(p) : V@V — V, die definiert ist durch v ® w — pu(v, w) und die Zuordnung
(> () ist ein Morphismus. Analog ist fiir g = (V, 1) die Dimension dim(g®) der
i-ten abgeleiteten Algebra gleich dem Rang der Abbildung

() V@V ey -anV =V,

2¢ mal

VI OW - Qv @w; — - p(p(vr, wy), -+ ), p(vi, wy)).
Analog ist die Dimension dim(g’) gleich dem Rang von
¢Z(,u) :}/®kV®k---®k‘{—>M

TV
i+ 1 mal

VI QU ® - Qv @ vy — vy, (v, (. oy vy, vigq) .. ).
Das Zentrum von (V, u) ist der Kern von ad, : V' — Hom(V, V). Auch die Zuord-

nung 1 — ad, ist ein Morphismus, daher ist die Dimension des Zentrums nach oben
halbstetig.
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Fiir eine Liealgebra iiber einem Korper der Charakteristik 0 gilt: Das auflosbha-
re Radikal Rad(g) ist das orthogonale Komplement der abgeleiteten Liealgebra
beziiglich der Killingform (siehe [Ja, Ch.3.Th.5.]). Sei £’ die Killingform der abgelei-
teten Liealgebra von g. Dann gilt dim(Rad(g)) = dim((g')') = n—dim(g’)+dim(g’'N
(g)") = n — rang(x’), denn dim(g' N (g')*) = dim(ker(x')) = dim(g’) — rang(x’).
Per Definition ist rang(x’) = rang(i.) mit ¢ € Hom(g',Hom(g', k)) gegeben
durch ¢ () = K'(x,.). Sei i : V@ V — ¢ gegeben durch v @ w — p(v, w).
Die Abbildung f ist surjektiv. Daher ist i* : Hom(g', k) — Hom(V ®; V,k) mit
[ (®) = @ o i injektiv. Aus beidem folgt, dal rang(vr) = rang(ii* o 1) o 1). Nun
ist aber fi* ot 0 i = 1* o1, o i und die Zuordnung p — f* o, o 1 ist ein Morphis-
mus von Lie, (k) nach Hom(V ®; V, Hom(V ®, V, k)). Somit ist rang(x') nach unten
halbstetig auf Lie, (k) und daher ist dim(Rad(g)) nach oben halbstetig auf Lie, (k).

O

Ein endlich erzeugter Erweiterungskoérper K von k vom Transzendenzgrad 1, oder
mit anderen Worten ein endlicher algebraischer Erweiterungskorper von k(t), sei,
wie in Hartshorne [Ha, Ch.I.§6], als Funktionenkorper der Dimension 1 (iiber k)
bezeichnet.

Der folgende auf Grunewald und O’Halloran [GH] zuriickgehende Satz gibt einen
Zusammenhang zwischen Degenerationen und Deformationen.

Satz 1.21. Sei k algebraisch abgeschlossen. Die Liealgebra go ist genau dann ei-
ne Degeneration von g, wenn eine diskrete Bewertungs-k-Algebra A mit Restklas-
senkorper k, wobei K = Quot(A) ein Funktionenkidrper der Dimension 1 ist, und
eine n-dimensionale Liealgebra a iber A existieren, so daf gilt

(16) a®@s K =g, K
und
(17) a@ak = do-

Beweisidee: Sei j; die Lieklammer von g und p die Lieklammer von a und ¢ €
GL(Vk) der Isomorphismus in (16). Dann kann man Gleichung (16) auch so formu-
lieren:

(18) (1) x-¢ = (W) in Liea(K).

,="1 Sei g € O(u1) gegeben. Es existiert eine Kurve pin O(uy), die py enthilt. Sei
&4+ GLy(k) — O(py) der durch ¢ — py.¢ definierte Morphismus und ® das Urbild
von p unter §,, . Weiter sei Em : ® — p die Einschrankung von §,, auf ®. Es gilt

nun, wenn wir ® als Element von GL,,(k[®]) betrachten,
(19) (1)o@ = ()kre)  in Lie (K[P]),

wobei (1t)ke] durch Basiserweiterung beziiglich dem zu Em dualen Morphismus Ef“ :
k[u] — k[®] gebildet wird. Es gilt also eine Gleichung analog zu (18). Die Dimension
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von @ ist aber im allgemeinen grofier als Eins. Sei p' := N O(pq). Der Morphismus
E;l : ® — p/ ist surjektiv. Um einen eindimensionalen Ring zu erhalten, iiber dem

(18) gilt, sucht man einen Schnitt ¢ : y/ — ® der Uberlagerung E:“ : ® — 4. Dann
gilt (101)kg)-@ = (1 )i in Lie, (k[¢]). (Dies folgt aus (19) und der Natiirlichkeit der
Transformation Lie, x GL,, — Lie,, (siche Anhang A).) Da x in u dicht liegt, haben
k[p'] und k[u] den gleichen Quotientenkdrper K und die Gleichungen (16) und (17)
gelten iiber A; = k[u]. Um einen reguléren Ring zu erhalten, geht man zum ganzen
Abschluf§ k[v] von k[u] in K iiber. Indem man nun in einem Punkt v von v, der

iiber pg liegt, lokalisiert, bekommt man einen reguliren lokalen Ring wie im Satz.
(Vergleiche Anhang B).

Die eigentliche Schwierigkeit liegt in der Konstruktion des Schnittes ¢ von 5;1
Tatséichlich ist es nicht immer méglich, einen solchen Schnitt zu finden. Man kann
sich aber behelfen und einen endlichen Erweiterungskoérper K von K sowie einen

Morphismus ¢ : k[®] — K finden, so daB ¢ o E’f“ die Inklusion von k[z/] in K ist.
Siehe [GH, Lemmal]. Dann gilt: (1) 7.¢ = (1) z in Lie, (K). Man erhilt den Ring A
nun, indem man den ganzen Abschluf von k[ in K bildet und wie oben lokalisiert.

Fiir die Beweisrichtung ,<=* ist es wesentlich, dal zu u € Lie,(A) stets eine
affine Kurve v existiert, so dafl der zu p gehoérige Morphismus SEL : k[Lie,] — A
iiber k[v] faktorisiert.” Wir nehmen 0.B.d.A. an, daf§ y nicht aus Lie, (k) ist, denn
in dem Fall wire gy = g. Das Bild von sfl in A ist dann eine endlich erzeugte
Integritéits-k-Algebra A;, die nicht nur aus & besteht. Es gilt daher 1 < dim(A4,) =
tr.deg, (Quot(A;)) < tr.deg,(K) = 1 (siche [Ha, Ch..The.1.8A]), A, hat also die
Dimension 1, entspricht also einer affinen Kurve. Sei A} der ganze Abschluff von
Ay in Quot(A;) und Ay =: k[v] der ganze Abschluf von A} in K (Tatséichlich
ist Ay gleich dem algebraischen Abschlufl von A; in K, wegen der Transitivitét
der algebraischen Abhiingigkeit (siehe [ZS, Vol.I.Ch.5.The.2.])). Da K ein endlicher
Erweiterungskorper von Quot(A}) ist, ist Ay nach [Ha, Ch.1.The.6.3.A.] wieder ein
Dedekindring. Sei m das maximale Ideal von A und my := mNA,. Es ist my # (0), da
sonst Quot(Ay) C k wiire. Daher entspricht my einem abgeschlossenen Punkt v, von
v. Dann ist A die Lokalisierung von A, an der Stelle v, denn die Lokalisierung von
Ag nach my ist ein diskreter Bewertungsring, der von A dominiert wird und ist damit
nach [Ha, Ch.I.The.6.1.A.] gleich A. Fiir alle bis auf endlich viele ¢ € Specpax(A42)
ist ¢; definiert und det(¢;) # 0 (denn (det(¢)) ' € K ist fiir alle bis auf endlich viele
t definiert) (siehe [Ha, Ch.I Lemma 6.5]). Sei s, : k[Lie,] — k[v] gleich s, mit A, als
Bildmenge. Nach obigem ist s,(t) = p1.¢4 € O(py) fiir eine dichte offene Teilmenge
von v. Daher ist im(s,) C O(u1), insbesondere ist py = s,(vp) € O(p1). 0

Lemma 1.22. Seien A und A" diskrete Bewertungs-k-Algebra mit Restklassenkdorper
k und seien m, m' die mazximalen Ideale von A bzw. A'. Weiter seii: A — A’ eine

"An dieser Stelle wird gebraucht, da K ein Funktionenkorper der Dimension 1 iiber k ist.
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Einbettung von k-Algebren. Dann gilt m = AN, wenn A als Unteralgebra von A’
betrachtet wird, und ist a eine A-Liealgebra, dann gilt:

(20) a®,4k:(a®,4A/) Ru k.

Beweis: Seien 7: A - A/m und 7’ : A" — A’'/m’ die jeweiligen Restklassenabbil-
dungen. Da k in kanonischer Weise in A und A’ eingebettet ist, indem A\ € k mit
A1, bzw. A1 4 identifiziert wird und da ¢ ein Homomorphismus von k-Algebren ist,
induziert dieser die Identitéit auf k. Da £\ {0} in beiden Algebren genau die Menge
der Einheiten bildet, folgt m = A Nm'. Die zweite Aussage sieht man leicht auf der
Ebene der Strukturkonstanten, denn es gilt offenbar 7 = 7’ o 4, nach kanonischer
Identifikation von A/m bzw. A’/m’ mit k. 0

Im folgenden sei (unter Milbrauch der Sprache) mit dem Begriff Degeneration
von g (iiber A) stets eine A-Liealgebra gemeint, die die Bedingung (16) von Satz
1.21 iiber einem endlichen Erweiterungskérper K von K = Quot(A) erfiillt:

Definition 1.23. Sei g eine k-Liealgebra und A eine diskrete Bewertungs-k-Algebra
mit Restklassenkorper k. Dann ist eine Degeneration von g iber A eine A-Liealgebra
a, so daB eine endliche Kérpererweiterung K /K von K = Quot(A) existiert, so daf}

a®AK%g®kK

Die k-Liealgebra
a®ak=:g0

heifit die Limesalgebra der Degeneration. Der Zusatz ,iiber A“ wird weggelassen,
wenn aus dem Kontext hervorgeht, um welchen Ring es sich handelt, oder wenn
dieser nicht genau spezifiziert werden soll. Unter einer formalen Degeneration sei
eine Degeneration iiber dem Ring der formalen Potenzreihen verstanden. Sei m das
maximale Ideal von A und A die m-adische Komplettierung von A (siehe Definition
B.16). Nach Korollar B.18 ist diese isomorph zu k[|t|]. Die Degeneration a ® 4 A
bezeichnen wir als die zu a assoziierte formale Degeneration. Nach Lemma 1.22 hat
diese die gleiche Limesalgebra wie a. Zwei Degenerationen von g iiber A heiflen
isomorph, wenn sie als A-Liealgebren isomorph sind. Wir bezeichnen zwei Degene-
rationen a, a’ von g als dquivalent, wenn ihre Limesalgebren isomorph sind. Dabei
koénnen a und a’ auch iiber zwei verschiedenen diskreten Bewertungs-k-Algebren A,
A’ mit Restklassenkorper k definiert sein. Weiterhin bezeichnen wir zwei Degenera-
tionen a, a' wie oben als stark dquivalent, wenn nach Identifikation von A und A’
mit k[|t|] durch geeignete Isomorphismen folgendes gilt:

1. Zu A und A’ existieren m;, mo € N und formale Degenerationen a; iiber
E[|t™]] und aq iiber k[|t™?|] von g, so daf die zu a und o' gehorigen formalen
Degenerationen aus diesen durch die Basiswechsel k[[t™|] — k[|¢|] fir i =1,2
hervorgehen.

2. Nach Identifikation von k[|t™|] mit k[|t|] durch ¢™ — ¢ fiir i = 1, 2 sind a; und
ay isomorph.
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Bemerkung 1.24. Der Vorteil dieser Definition, bei der endliche Erweiterungen zu-
gelassen sind, ist, dafi sie es uns erlaubt, auch A-Formen von ,getwisteten Versionen*
von iiber k definierten K-Liealgebren als Degenerationen zu bezeichnen (Vergleiche
Kapitel 2). Ist A ein Dedekindring, so ist auch A ein Dedekindring (siehe [ZS,
vol.1,Th.19]). Sei A; der ganze Abschlufi von A in K. Dann existiert mindestens
eine maximales Ideal m; von A, so da m = AN A, (,going up“-Theorem). Sei A
die Lokalisierung von m; nach einem solchen Ideal m;. Nach Lemma 1.22 hat die
A-Algebra a := a ®4 A die gleiche Limesalgebra:

ﬁ®gl€§a®14k§go

Daher ergibt sich aus Satz 1.21, daf} die Limesalgebra dann auch tatséchlich eine
Degeneration von g im Sinne des Orbitabschlusses ist. Auch fiir formale Degeneratio-
nen ist obige Definition sinnvoll, denn jede algebraische Erweiterung von K = k((t)),
fiir einen algebralsch abgeschlossenen Grundkoérper k, ist in elner Erwelterung der
Form k((t)) enthalten und der ganze Abschlu$f von k[|t|] in k((tw)) ist k[|t=|] (siehe
Satz 2.7). Daher ist 0.B.d.A. auch a eine formale Degeneration, wenn a eine formale
Degeneration ist.

Bemerkung 1.25. Die Bedingung fiir starke Aquivalenz lit sich fiir die Struktur-

12 my
konstanten von a und a' beziiglich geeigneter Basen ausdriicken als c;(t) = ¢ (tm2).
Offensichtlich impliziert starke Aquivalenz auch Aquivalenz.

Bemerkung 1.26. Ist a eine Degeneration von g und gg isomorph zur Limesalgebra
von a vermoge ¢ : go — 0, dann ist (a,1) eine Deformation von gy im Sinne
von Definition 1.1. Sind nun a und a’ isomorphe Degenerationen von go, dann kann
man die Isomorphismen ¢ : go — a; und ¢’ : gy — a) so wihlen, daf§ auch die
zugehorigen Deformationen (a,1)) und (a’,¢') isomorph sind.

1.3. Kontraktionen. Klassisch werden Kontraktionen folgendermafien beschrie-
ben: Sei ¢, eine Familie von Endomorphismen, die fiir ¢ # 0 regulér ist, fiir ¢ = 0
aber singuldr wird. Sei p; = 1.0 Falls g = limy_o 4 existiert, so heifit go = (V, o)
die Kontraktion von g mit ¢.

Wir verwenden eine etwas abstraktere Definition.

Definition 1.27. Sei g = (V, 1) gegeben. Sei A eine diskrete Bewertungs-k-Algebra
mit Restklassenkdérper & und Quotientenkdrper K. Sei ¢ € End(V4) N GL(Vk).
Falls nun p := (u1)k.¢ in Lie,(A) liegt, und somit eine Liealgebra a = (Vg, p)
iiber A definiert, so wird diese als Kontraktion von g mit ¢ bezeichnet und go :=
a® 4k wird als Limesalgebra der Kontraktion bezeichnet. Jede Kontraktion ist auch
auch eine Degeneration, denn a ® 4 K ist vermoge ¢ zu g ®, K isomorph (vgl.
Abschnitt 1.2, insbesondere (18)). Wir bezeichnen zwei Kontraktionen als isomorph,
bzw. stark dquivalent, bzw. dquivalent, wenn sie als Degenerationen isomorph, bzw.
stark dquivalent, bzw. dquivalent sind.
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Satz 1.28. Fin notwendiges Kriterium fiir die Eristenz der Kontraktion von g mit
o ist, daff ¢o(V') eine Unteralgebra von g bildet. Im Fall der Ezistenz ist die Limes-
algebra eine Erweiterung von u := im ¢y mit einem nilpotenten Ideal v := ker ¢y.
Wir haben die exakte Sequenz

(21) 0—b—go B u—0.

Beweis: Wenn die Kontraktion von g mit ¢ existiert, dann liefert ¢y = w4 ,(¢) €
End(V}) einen Homomorphismus von gy nach g, denn die Gleichung

(22) P(u(- ) = m(e(.), ()

iibertriigt sich auf alle ¢ € Spec(A), auch wo det(¢) verschwindet. Das Bild des
Homomorphismus ¢q ist eine Unteralgebra von g und der Kern ein Ideal von g,.
Es bleibt daher nur zu zeigen, dafl v := ker ¢y als Unteralgebra von gy nilpotent
ist. Nach dem Satz von Engel ist eine Liealgebra, deren Elemente ad-nilpotent sind,
selber nilpotent. Sei ad; die adjungierte Darstellung von g;. Fiir z € g gilt ad;(x) =
o1 'ad(¢y(x)) ¢y, denn fiir alle y € g gilt (ady(2))(y) = [z, yls = &7 ' ([¢u(2), Ai(y)]) =
¢, *(ad (¢ (2))(¢:(y))). Fiir t # 0 ist also ad,(x) dhnlich zu ad(¢(z)) in End(V).
Insbesondere stimmen die charakteristischen Polynome iiberein. Da das charakteri-
stische Polynom als Abbildung von M, (k) in den Polynomring k[X] stetig ist, folgt
daraus, dafl x(ady(z)) = x(ad(¢go(x))) = x(0) = X" fiir x € ker ¢g. Somit ist ady(z)
nilpotent fiir all = € v. 0

Definition 1.29. Die Unteralgebra ¢y(g) wird als der Nullteil der Kontraktion be-
zeichnet.

Die Nullteile von Kontraktionen sind offenbar durch die zugehorige Degeneration
nicht eindeutig bestimmt. Zum Beispiel ist jede Degeneration einer abelschen Lie-
algebra abelsch. Diese triviale Degeneration kann aber als Kontraktion beziiglich
verschiedener Transformationen ¢ mit unterschiedlichen Nullteilen beschrieben wer-
den. Es gilt jedoch:

Satz 1.30. Ist gy die Limesalgebra einer Kontraktion von g mit Nullteil u C g
und uy eine halbeinfache Unteralgebra von gy, dann enthdlt u eine zu u; isomorphe
Unteralgebra.

Beweis: Sei die Kontraktion durch ¢ € Aut(Vy) definiert. Nach Satz 1.28 ist
ker(¢p) nilpotent, also im Radikal Rad(go) enthalten (sogar im nilpotenten Radikal
Rad,,(go)). Daher faktorisiert die kanonische Projektion gy — go/Rad(go) =: q iiber
m :u — (1. Da eine halbeinfache Unteralgebra von gy in einen Levifaktor eingebet-
tet werden kann (siehe [Ja, I11.§9.Cor.1]), ist u; in gy einbettbar. Der Levifaktor
u/Rad(u) von u ist isomorph zu q;/m(Rad(u)). Da m(Rad(u)) ein auflosbares Ideal
von ¢ ist, ist u; N w(Rad(u)) = (0). Daher ist uy in einen Levifaktor von u und
damit in u einbettbar. 0
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Bei einer Kontraktion hat man also mehr strukturelle Informationen als bei einer
beliebigen Degeneration. Allgemein kann man Degenerationen als verallgemeinerte
Kontraktionen auffassen:

Definition 1.31. Sei a eine Degeneration von g und ¢ : a ®4 K — g ®; K ein Iso-
morphismus. Dann bezeichnen wir das Paar (a, ¢) als verallgemeinerte Kontraktion
von g mit ¢. Eine verallgemeinerte Kontraktion entspricht also einer Degenerati-
on zusammen mit einer Einbettung von a in gg, d.h. einer A-Form im Sinne von
Definition 1.2.

Ausgehend von g und einem ¢ € GL(Vk), stellt sich die Frage, ob die verallge-
meinerte Kontraktion von g mit ¢ existiert. Es gilt:

Satz 1.32. Die verallgemeinerte Kontraktion a = (Va, (1) -¢) von g mit ¢ exi-
stiert genau dann, wenn der A-Untermodul ¢(V4) in gk eine A-Unteralgebra von
g bildet. Dann ist a als A-Liealgebra zu dieser Unteralgebra isomorph. Die Degene-
ration ist genau dann isomorph zu einer Kontraktion, wenn ein Automorphismus 1)
von gr existiert, der ¢(Vya) in die ,positive“ Unteralgebra ga von gk abbildet, d.h.
Y € Aut(gr) mit o ¢ € Aut(gr) N End(ga).

Beweis: Die Abbildung ¢ |y,: Va — ¢(Va) ist A-linear und bijektiv, also ein
Isomorphismus von A-Moduln. Seien x,y € V4. Dann gilt per Definition:

(23) ¢((1-0) (2, ) = p(d(x), d(y)).

Daher ist (p.¢)(Va, Va) C V4 genau dann, wenn p(¢p(Va), p(Va)) C ¢(Va), also ist
(V4, 11.¢) genau dann eine wohldefinierte A-Liealgebra, wenn ¢(V4) mit der Lieklam-
mer /i |gvy)xe(va) €ine A-Unteralgebra von gx ist, und falls dies der Fall ist, ist ¢
nach (23) ein Isomorphismus. 0

Die Frage, wann eine Degeneration eine Kontraktion ist, das heifit also nach obi-
gem Satz, wann der Isomorphismus von Satz 1.21 aus End (V) gewiihlt werden kann,
ist fiir Liealgebren ein offenes Problem. Wir werden jedoch in Abschnitt 3.2 zeigen,
daB jede Degeneration einer algebraischen Gruppe eine Kontraktion ist.

Um mogliche Degenerationen zu finden, mufl man nicht beliebige ¢ € GL(V)
in Betracht ziehen, sondern man kann sich, wie im folgenden gezeigt wird, auf eine
Normalform beschrinken.

Lemma 1.33. Ist p € Lie(V) und ¢ € GL(Vk), dann ist u.¢p € Lie(Vy) genau
dann, wenn fir alle v € GL(Vy4) gilt p.¢p € Lie(Va) und in diesem Fall gilt
(u-00)g = (1-9)o-(¥)o, d.h. die kontrahierten Liealgebren sind isomorph.

Beweis: In Koordinaten betrachtet ist dies offensichtlich. 0

Satz 1.34. Sei A ein diskreter Bewertungsring mit uniformisierendem Element t.
In jeder Nebenklasse von GL,(K) beziiglich GL,(A) existiert genau ein Element der
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Gestalt:
tht thi—dizg o .. .. thi—ding, .
0 th the=d2a g
(24)
: thn-1  thn-1=dn-1n Op—1n
0 .. .. 0 thn

mit kiadij € 7, dij >0 fﬁ’f‘ alle 1,7, ai; € AU {0}

Beweis: Sei v die Bewertungsfunktion von K (siehe Kapitel A). Zunichst kann jede
Matrix U in GL,(K) durch elementare Spaltenumformungen iiber A in obere Drei-
ecksform gebracht werden. (Permutiere zuerst die Spalten, so dafl v(uy;) > v(up,).
Dann ziehe geeignete Vielfache der n-ten Spalte von den anderen ab, so daf} u, ;
fiir j < m zu Null wird. usw.). Ist U eine obere Dreiecksmatrix mit u;; = tFiz; mit
x; € A*, so ist UDiag[z]",...,27'] eine obere Dreiecksmatrix mit Diagonalkompo-
nenten t*. Ist nun u;; # 0 und v(u;;) > k; fiir ein j > 4, dann ist u;;t % € A und
man kann das uijt’ki—fache der i-ten Spalte von der j-ten abziehen und u;; wird zu
Null. Geht man von unten nach oben vor, so erreicht man die beschriebene Gestalt.®.

Diese Normalform ist eindeutig bestimmt: Seien U = Diag[tF, ... t*](E,+t"'N),
U' = Diag[tF,...,t"](E, + t~'N’) wobei k;, k! € Z und N, N’ strikte obere Drei-
ecksmatrizen aus GL,(A™!) seien. Angenommen U = U’'X mit X € GL,(4). Dann
ist X =U"'U = (E, +t 'N'")"'Diag[th: % ... th»~*](E, +t 'N). Dabei ist nach
der Formel fiir die geometrische Reihe und da N’ nilpotent ist (E, + ¢t 'N')~t =
Sor_o(—=t"IN")* wieder von der Form E, + ¢ 'N” mit N” strikte obere Dreiecks-
matrix aus GL,(A™'). Die Matrizen dieser Form bilden eine Untergruppe H in
GL,(A™") (vergleiche auch das Kapitel iiber die Parahoriuntergruppen). Die Diago-
nalelemente von X sind daher t*1=%1 .. ¢f»=ku gie miissen in A liegen, also k; > k!
fir i = 1,...,n. Da X € GL,(A) ist auch X! € GI,(A), also folgt k; = k! fiir
i=1,...,n. Somit ist X = (E, +t 'N")(E, +t 'N) wieder aus obiger Gruppe H
und es gilt offensichtlich H N GL,(A) = {E,}. Also ist X = E, und U = U". 0

Auf eine Transformation ¢ in Normalform kann man nun noch von links die
Automorphismen von g anwenden, ohne daf} sich an den zugehorigen Degeneration,
oder der Frage ihrer Existenz, etwas éndert.

Durch Einsetzen der Normalform (24) in die Transformationsformel (12) wird
diese zwar vereinfacht, im allgemeinen aber nicht soweit, da} man das entstehende
Gleichungssystem fiir die k;, d;; und a;; 16sen kann. Dies geht hochstens fiir sehr
einfache Liealgebren, bei denen fast alle Strukturkonstanten verschwinden.

Es liegt nun nahe, Degenerationen bei denen die Normalform eine spezielle, be-
sonders einfache Gestalt annimmt zu untersuchen. So werden wir in Abschnitt 1.4

8Man kann eine obere Dreiecksgestalt auch aus der Iwasawazerlegung von GL,, (K ) mit maximal
kompakter Untergruppe GL,(A) ableiten (siehe [Ga, Ch.17.6])



26 1. Deformationen, Degenerationen und Kontraktionen von Liealgebren

die Degenerationen, bei denen die Normalform Diagonalgestalt hat, untersuchen.
Ein anderer Spezialfall ist der im folgenden Abschnitt betrachtete Fall der linearen
Kontraktionen.?

1.3.1. Der lineare Fall. In Satz 1.28 hatten wir gesehen, daf} eine notwendige Bedin-
gung fiir die Existenz der Kontraktion von g mit ¢ ist, daf ¢o(g) eine Unteralgebra
von g bildet. Der folgende Satz zeigt, dal zu jeder Unteralgebra u von g eine Kon-
traktion mit @y (g) = u existiert, so dafi die exakte Sequenz (21) spaltet und v abelsch
ist. Dies sind die einfachsten Kontraktionen, die Inonii-Wigner-Kontraktionen.

Satz 1.35 (Inonii,Wigner [IW]). Sei u ein Unteralgebra von g, v ein Vektorraum-
komplement von u in g und p, und p, die zugehdrigen Projektoren. Dann gilt: Die
Kontraktion von g mit ¢, = p, + tp, existiert und die Limesalgebra gy ist isomorph
zum semidirekten Produkt v xu. Darin ist v als Unteralgebra abelsch und als u-Modul
isomorph zum Quotienten g/u von g als u-Modul unter der adjungierten Darstellung.

Beweis: Es ist ¢; ' = py 4+t~ 'py. Sei nun 7 = v + v, y = v’ + v’ mit u,u’ € u und
v,v" € v. Dann gilt

(25) 2,9 = pu(fu+tv,u + ')+t po([u + tv, u' + t0'])
(26) = [u,u'] + po([u,v'] = [u/,0]) + O(2),

wobei die Bezeichnung O(t) fiir beliebige Terme steht, die Vielfache von ¢ sind und
somit fiir ¢ = 0 verschwinden. Daran kann man sofort [z, y]o = [u, v/] + po([u, V'] —
[u',v]) ablesen, woraus die Behauptung folgt. 0

Beispiel 1.36. Fiir g = sl(C) kann man alle Inonii-Wigner-Kontraktionen bestim-
men. Man kennt némlich bis auf Konjugation durch Automorphismen alle Unter-
algebren von sly(C). Es gilt: Jedes Element von sly(C) ist entweder nilpotent oder
halbeinfach, alle nilpotenten Elemente in sly(C) sind konjugiert und je zwei von
Null verschiedene halbeinfache Elemente sind bis auf einen skalaren Faktor konju-
giert (siehe [Ko, 2.3]). Sei (h,e, f) mit [e, f] = h, [h,e] = 2e und [h, f] = —2f
eine Chevalleybasis von sly. Dann ist also jede 1-dimensionale Unteralgebra von
sly(C) konjugiert zu Ce oder zu Ch. Da jede 2-dimensionale Unteralgebra eine 1-
dimensionale enthélt, kann man sich leicht iiberlegen, daf jede 2-dimensionale Un-
teralgebra von sly(C) konjugiert zu Ce + Ch ist. Man rechnet leicht nach, dafi die
Inonii-Wigner-Kontraktionen beziiglich Ch und Ce + Ch stark dquivalent sind, al-
so insbesondere dieselbe Limesalgebra, nimlich die euklidische Algebra e,, haben.

Hier gilt in Normalform: k; € {0, 1} fiir alle i, a;; = 0, falls k; = 0 und d;; = 1, falls k; = 1 und
a;; 7 0. Man hat also gewisse Zeilen, die nur eine 1 auf der Diagonalen und sonst lauter Nullen
enthalten, und andere Zeilen, die ¢ auf der Diagonalen und Koeffizienten, die entweder gleich Null,
oder nicht durch ¢ teilbar sind in den Komponenten rechts der Diagonalen enthalten. Achtung:
Man kann nicht 0.B.d.A. alle Einsen nach vorne sortieren!
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Die Kontraktion beziiglich Ce ergibt als Limesalgebra die Heisenbergalgebra hs. Al-
le Degenerationen von sly(C) im Sinne des Orbitabschlusses lassen sich also durch
Inonii-Wigner-Kontraktionen erreichen.

Beispiel 1.37. In so3(R) ist jedes von Null verschiedene Element bis auf einen ska-
laren Faktor konjugiert zu

0
(27) ~1
0

o O
o O O

Man iiberlegt sich leicht, daf} keine 2-dimensionale Unteralgebra von soz(R) existiert.
Die Kontraktion von so3(R) mit

0 a b 0 a tb
o —a 0 c = —-a 0 tc
—c¢ —b 0 —tc —tb 0

ist eine Inonii-Wigner-Kontraktion mit u = soy, wobei v als u-Modul isomorph zur
natiirlichen Darstellung von so, auf R? ist. Die Limesalgebra ist die euklidische Al-
gebra e3(R) = g (1) (1)
Beispiel 1.36.) Die Degeneration h3(R) von soz(R) kann durch zwei Inonii-Wigner-
Kontraktionen erreicht werden. Man {iberlegt sich némlich leicht, daf e;(R) durch
eine Inonii-Wigner-Kontraktion in h3(R) tibergeht. Man kann sich auch iiberlegen
(sieche [We]), daB8 die Degeneration h3(R) von so3(R) auch durch keine Saletankon-
traktion (siche niichster Abschnitt) erreichbar ist.

Die zu Inonii-Wigner-Kontraktionen gehorigen A-Liealgebren kann man immer
leicht angeben. Fiir obige Kontraktion ist die zugehorige Rt]-Liealgebra beispiels-
weise isomorph zu der von der Menge der Matrizen

0 alt) tb(t)

(28) —a(t) 0 te(t) mit a(t), b(t), c(t) € R[t]
—th(t) —te(t) O

)) (Thre Komplexifizierung ergibt die Kontraktion aus

gebildeten Unteralgebra von gl3(R[t]).

Beispiel 1.38. Beispiel 1.37 148t sich auf beliebige Dimensionen n verallgemeinern.
Dabei ist u die zu so,,_; isomorphe Unteralgebra

(29) u= {(g‘ 8) Ae sonl}

von so,. Es ist bekannt, daf§ hier g/u ein infinitesimaler symmetrischer Raum ist
und daf} dieser dquivalent zur natiirlichen Darstellung von so,_; ist. Die Limesal-
gebra dieser Inonii-Wigner-Kontraktion ist somit die euklidische Liealgebra e, ;.
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Wenn man die Aquivalenzklasse von g/u als u-Modul nicht kennt, kann man die
Kontraktion auch leicht ,zu Fu}“ berechnen:

(30) SO, = { (_j?ﬂ 8) | A€so, 1 AvE k"_l} ,

- w((G o)) = (L 9):

die Lieklammer auf so,, ist folgende:

(32) A v AW\ L (AA - A A+ (ot — ') Av' — ANy
FA\=ot o)\t o)) = —(Av' — Alv)T 0 '

Fiir die parameterabhiingige Lieklammer folgt:

(33) A v A v\ L (AA - A A4 20— ') A — Ay
el =ot o) \=v't 0)) 7 —(Av' — Alv)T 0 '

Es ist dann offensichtlich, daf$ die Limesalgebra isomorph zu e(n — 1) ist.

Bemerkung 1.39. Das Beispiel funktioniert analog fiir
(34) 50p,q = s0(J) = {X € gl(n,R) | Xty = —JX}

mit J = (Eop _%q). Als Limesalgebra erhilt man e, ,_; = R* 1 x SOp,g—1-
Beispiel 1.40. Das bekannteste Beispiel einer Kontraktion in der Physik ist die Kon-
traktion der inhomogenen Lorentzgruppe in die Galileigruppe fiir den Ubergang
zur unendlichen Lichtgeschwindigkeit. Die zugehorige Kontraktion der homogenen
Lorenz-Liealgebra sos; in die Liealgebra der homogenen Galileitransformationen,
welche isomorph ist zu e3, der Liealgebra der euklidischen Bewegungen, 148t sich als
Spezialfall des obigen Beispiels betrachten, wenn man ¢ := % setzt. Die definieren-
de Bilinearform des Minkowskiraums wird beziiglich der kanonischen Basis von R
beschrieben durch die Matrix

J(c) = Diag[1,1,1, —¢?.
Die zu J(c) gehorige orthogonale Liealgebra ist
(35) 0(J() = {X €gU(®) | X1I(e) = —J(0)X}

A v
(36) = {(c%vlr 0>|A:—AT,UER3}.

Fiir alle ¢ # 0 ist die Liealgebra so(J(c)) isomorph zu so(.J(1)) = sos;. Der Iso-
morphismus 1, : s03; — so(J(c)) wird innerhalb von gls(R) durch Konjugation mit
Diag|[1,1, 1, 1] gegeben. Fiir den Limes ¢ — oo erhéilt man die Limes-Algebra

(37) {(6‘ 8>|A:—AT,veR3},
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also die euklidische Algebra es.

Ein weiteres physikalisches Beispiel ergibt die dynamische Symmetrie des Kepler-
potentials (vgl. [DDS]). Die Symmetrie-Liealgebra so, der gebundenen Zustéinde zu
fester Bindungsenergie F < 0 wird beim Ubergang £ = 0 in die Liealgebra es der
euklidischen Bewegungen kontrahiert.

1.3.2. Die Verallgemeinerung von Saletan. In den Arbeiten [IW] und [Sa] von In-
onii, Wigner und Saletan, in denen Kontraktionen zum ersten Mal systematisch
untersucht wurden, wurde vereinfachenderweise angenommen, dafl die Familie ¢,
affin linear von ¢ abhéingt:

(38) b1 = ¢o + 1.

Man kann dann auch 0.B.d.A. annehmen, dafl ¢; = idy ist, denn nach Lemma 1.33
koénnen wir ¢, von rechts mit ¢; ' multiplizieren, ohne daf sich das Konvergenzverhal-
ten oder der Isomorphietyp der Limesalgebra éindern. Dann ist ¢y = ¢p+t(idy — ),
insbesondere hingt ¢; mit dieser Normierung nur von ¢, ab.

Allgemein haben wir die ¢g-invariante Zerlegung von V' in den Hauptraum von
¢o zum Eigenwert 0 und sein ¢y-invariantes Komplement:
(39) V =Vr@ Vy mit Vg == (] im(¢}), Vi = | Jker(g}).

r=0 r=0

Wir betrachten eine etwas allgemeinere Situation als den linearen Fall:
(40) ¢y = ¢o + 1y, mit () |y, € GL((Vy) @, A) und ¢, kommutiert mit ¢y.
Offenbar fillt der lineare Fall darunter mit ¢y = id — ¢g, denn (id — ¢y)|v,, =

idy,, — @o|v,, ist invertierbar, da ¢g|y, nilpotent ist (genau wie in (43)). Wir haben
dann

_ [ (do)1 + t(e)r 0
(41) ¢ = < 0 (¢0)2 +t(wt)z> ’

mit (dp); invertierbar, (¢g)2 nilpotent und (1)), invertierbar. Dann sind fiir kleine
t auch (¢g)1 + t(¢1)1 und (1)) invertierbar und wir kénnen wieder Lemma 1.33
anwenden und durch Multiplikation von rechts mit der Matrix

(((¢0)1 +g(¢t)1)1 (%?)51)

erreichen, dafl

(42) b

idy, 0
0 A+ tidy, )

mit einer nilpotenten Matrix 1, = (¢g)2(¢); ", ohne daB sich am Konvergenzverhal-
ten oder an der Limesalgebra etwas dndert.
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Ist insbesondere ¢y = ¢g+t(idy —¢g) und ist kerggNimepy = {0}, so verschwindet 7,
und wir haben genau die Situation des Satzes von Inonii und Wigner mit u = im(¢y)
und v = ker(¢yp).

Das Inverse von 7, + tidy, 1d8t sich mit Hilfe der Formel fiir die geometrische

Reihe hinschreiben:

(43) (m +tidy,) P =t D (—py).

r=0
(Die Reihe konvergiert, da 7, nilpotent ist. )

Es ist ¢ = pvy + () + tidyy)pyy und ¢, ' = pyy, + D00 t ~ ) (—n,) pr . Sei nun
r=u+v,y=u+v mit u,u’ € Vg und v,v" € Vy. Dann gilt mit der Bezeichnung

pve([-]) =t [ Jr und pyy ([, ]) = [, ]y
(44) [z, y]t = [u + nv + tv, v’ + ' + ') g+

Zt D () Tu + no + to, ' 4+ n’ + to']x

mit
(U + v + to, u’ + " + ') =
[, 0] + [, 0| + v, w']R + [new, mv'] + O (1)
und mit 4 = u + o, 4’ = u' + po'
[i+ tv, @' + t']y = [, @]y + t([@, 0]y — [@,v]x) + 2[v, V'] 5
Daher gilt

Zt D () [+ to, @+ 1|y =
Zt_(’"“ —n)" @, @ N—l—Zt ([, v'|x — [0, v]n)+
r=0

+ Z T (=) o, 0" =
r=0
([@, v’]N — [@',v]n) + t{v, 0]y — mfv, v+
+Zt T () ([, @' = ([, 0] = [@ o)) + 7 [0, 0']w)
Die Kontraktlon von g mit ¢; existiert genau dann, wenn fiir alle =,y

(45) [ﬂ, aI]N - 770([&7 UI]N - [ﬂla U]N) + ﬁg[% UI]N = 0.

Diese Bedingung kann man #quivalent durch die folgenden drei Spezialfille aus-
driicken:



1.3. Kontraktionen 31
e v=10=0:
(46) [u, ']y =0 Yu,u' € V.
Das heifit Vg bildet eine Unteralgebra u von g.
ev=u =0
(47) [u, nov' ]y = mo[u, v']xy Yu € Vp,v' € Vy.
Das heifit 79 ist ein Automorphismus des u-Moduls Vi 2 g/1it.
e u=1u=0:
(48)  [mov,nov'lx = no([nov, v']w — [nov', v]w) = mglv, vy Vo, 0" € Vi

Die Lieklammer der Limesalgebra ist dann gegeben durch

[, ylo = [u, ] + [u, mov[r + ov, v']r + [0V, mov'] R + ([@, v']x — [@, v]Nn)+
—mo[v,v']n
= [u, '] + [u,n0v"|r + [mov, w']r + [ov, nov' |k + [u, V'] x + [1m0v, v'] 5 +
—[u', v]n = [V, v]n — mo[v, v]N

Auch die Lieklammer kann man dquivalenterweise durch die folgenden drei Spezi-
alfille ausdriicken:

o v="0 =0
(49) [u,u'lo = [u,u']  Vu,u’ € Vg.

Das heifit die Unteralgebra u mit dem unterliegenden Vektorraum Vjy bleibt
bei der Kontraktion erhalten.
ev=u=0:

(50) [u, v']o = [u,nov']r + [u, 0]y~ Yu € Vg,v' € Vy.

Der t-Moduls Vy 22 go/ut ist isomorph zu dem entsprechenden t-Modul g/u
der urspriinglichen Algebra.
e u=u =0

(51) [Ua Ul]o = [7700, TZUUI]R + [7700, UI]N - [770?)', U]N + 770[7); UI]N Vu,v' € Vy.

Der Nilpotenzgrad einer nilpotenten Liealgebra n sei die grofite ganze Zahl ¢ mit
n? # (0). So ist zum Beispiel der Nilpotenzgrad einer abelschen Liealgebra gleich
Null. Der Nilpotenzgrad eines nilpotenten Endomorphismus ¢ sei die grofite ganze
Zahl ¢ mit €7 # 0. An Gleichung (51) kann man sehen, daf der Nilpotenzgrad des
Ideals v = ker(¢g) hochstens gleich dem Nilpotenzgrad von 7 ist. (7 = 0 = 07 = 0.)

Man kann leicht nachrechnen, daf§ (45) dquivalent ist zu der Bedingung (52) im
folgenden Satz, die der in [Sa] entspricht. Ebenso kann man die Lieklammer kiirzer
schreiben, némlich wie in [Sa] als (53).

Wir erhalten den Satz von Saletan:
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Satz 1.41 (Saletan). Unter der Voraussetzung (40) an die Familie ¢y, insbesonde-
re wenn ¢y affin linear von t abhdngt, gilt mit den Bezeichnungen von oben: Die
Kontraktion von g mit ¢, existiert genau dann, wenn fir alle x,y € g

(52) [d0(2), do(y)]n — doldo(x), yln + doldo(y), z]n + &5z, ylv =0

Die Lieklammer der Limesalgebra ist dann gegeben durch

(53) (7,9l = dop [do(2), do(z)]r — Polz, Yl + [0 (), yln — [Po(y), z]n-

Man kann nun nachrechnen, dafl auch die kontrahierte Liealgebra g, wieder die
Bedingung (52) erfiillt. Daraus ergibt sich folgendes

Korollar 1.42. Unter den Voraussetzungen von Satz 1.41 gilt

o Wenn die Kontraktion von g durch ¢, existiert, dann existiert auch die Kon-
traktion von g durch ¢] fir r = 1,2,.... Dadurch erhdlt man eine Folge von
Liealgebren (gor)r—1.2,... mit unterliegendem Vektorraum V', deren Linge dem
Nilpotenzgrad q von ¢o auf Vy entspricht, und deren letztes Glied die Inonii-
Wigner-Kontraktion von g mit ¢} ist.

e In jeder Liealgebra dieser Folge bilden die Riume ¢y(V') firr =1,...,q Un-
teralgebren, wobei die Struktur der Unteralgebra ¢3(V') in allen Algebren der
Sequenz tiibereinstimmt.

e Die Kerne ker ¢y bilden nilpotente Ideale in g™+, (j = 0,1,.), wobei der
Nilpotenzgrad des Ideals ker ¢ hichstens gleich ¢ — r ist.

Schon in vier Dimensionen gibt es Beispiele (siehe [Sa]) fiir Saletan-Kontraktionen,
die durch keine Folge von Inonii-Wigner-Kontraktionen erreicht werden konnen. Wie
bereits erwiihnt, ist keine einfache Familie von Kontraktionen bekannt, durch die alle
Degeneration (hier Elemente des Orbitabschlusses) von Liealgebren erreicht werden
kénnen, denn es ist ja nicht einmal klar, ob jede Degeneration eine Kontraktion ist.

Mit Lemma 1.33 kann man noch einige spezielle Situationen vereinfachen und
gelegentlich auf die oben untersuchte Situation zuriickspielen. Hat man zum Beispiel

(54) ¢1(Vr) C V,

so ist ¢, beziiglich einer geeigneten Basis von V' equivalent zu

idy, X\ _ (idy, 0\ (idy, X
o v)=Lo v)\ o0 idy,
also nach Lemma 1.33 equivalent zu einem ¢, mit

(55) ¢, (Vr) C Vg, und ¢;(Vy) C V.

1.4. Filtrierte und Graduierte Kontraktionen. Wir betrachten nun die ver-
allgemeinerten Kontraktionen, bei denen die Normalform (24) Diagonalgestalt hat.
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Das sind die filtrierten verallgemeinerten Kontraktionen. Man geht dabei aus von
einer Zerlegung des unterliegenden Vektorraums V' von g:

(56) V= é V;

mit M, N € Z so dal —M < N und V_j; # (0). Die Familie ¢; operiert dann auf
den direkten Summanden V; jeweils durch Multiplikation mit ¢*. Sei p; die zu der
Zerlegung (56) gehorige Projektion auf V;. Dann ist

N
(57) Gr=> tp
i=—M

Fiir diese verallgemeinerten Kontraktionen ist es sehr einfach, Bedingungen fiir die
Existenz der Limesalgebra zu finden und ihre Struktur zu beschreiben.

Satz 1.43. Sei ¢ wie in (57). Dann ist eine notwendige und hinreichende Bedingung

fiir die Existenz der verallgemeinerten Kontraktion von g = (V,[.,.]) mit ¢, daf
j+i

(58) Vi,Vilc @ Vi, fir alle j,i € {—M,...,N},
I=—M

das heifst daf$ die Flagge W_pr C --- C Wy mit W; = EBZ.‘:7MV; eine Filtrierung
von g ist. Die Limesalgebra ist dann die zugehirige Z-graduierte Liealgebra:

(59) @, 9lo = pivi ([pi(2), pi(y)])  fiir alle z,y € V.
g
Beweis: Die Degeneration von g mit ¢ existiert genau dann, wenn [v, '], fiir je
zwei Vektoren v € V;,v' € V; mit j,i € {—M,..., N} existiert. Dann ist [v,v']; =
S P ([, ']). Daher ist die Existenz von [v,1']y gleichbedeutend damit,
daB p;([v,v']) = 0 fiir alle [ > j + i. Dies ist dquivalent zu (58). Dann gilt offenbar:
[v,v']o = pjvi([v, v']). O

Definition 1.44. Eine (verallgemeinerte) Kontraktion wie in Satz 1.43 bezeichnen
wir als filtrierte (verallgemeinerte) Kontraktionen.

Bemerkung 1.45. Wenn die Flagge W_p, C --+ C Wy mit W; = @j:_MV; eine
Filtrierung von g ist, dann bilden die W_; mit ¢ > 0 Unteralgebren von g und die
W_; mit ¢ > 0 sind nilpotent. Ist j > ¢ > 0, so ist W_; ein Ideal von W_,. Ist
zum Beispiel g selber nilpotent, so kann man W_; := g*~! (das (i — 1)-te Glied
der absteigenden Zentralreihe) setzen und V_; als ein Komplement zu W_; ; in
W_; definieren. Dies ergibt eine filtrierte verallgemeinerte Kontraktion, die keine
echte Kontraktion ist. (Sie kann natiirlich immer noch zu einer echten Kontraktion
isomorph oder dquivalent sein.)
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Bemerkung 1.46. Man kann die Bedingung (58) fiir die Existenz der verallgemei-
nerten filtrierten Kontraktion mit ¢ auch schreiben als

Jti
(60) 2yl =Y > pillpi(@),piy)])  fiir alle z,y € V.

Ji l=—M

Im Vergleich mit (59) sieht man, daf} fiir eine geeignete Basis von V/, nédmlich eine,
die sich aus Basen der V; zusammensetzt, die Strukturkonstanten beim Ubergang
zur Limesalgebra jeweils entweder gleich bleiben oder zu Null werden.

Aus Satz 1.43 und Satz 1.32 folgt sofort:

Korollar 1.47. Fir eine filtrierte Kontraktion gilt mit den Bezeichnungen von Satz
1.453:
e Die zugehiorige Degeneration ist als A-Liealgebra isomorph zu der A-Unteral-
gebra von gk, die gebildet wird durch

N
(61) a= P Viert'A
i=—M

e Durch (56) ist eine Z-Graduierung der Limesalgebra gy gegeben, insbesondere
bildet u = (Vi, [., .Jo |vixvy) €ine Unteralgebra und die V;, i = —M, ..., N, bilden
jeweils u-Moduln beziiglich der adjungierten Darstellung von go.

e Die Unteralgebra u von go ist isomorph zu Wo/W_1. Die Struktur von V; als
u-Modul ergibt sich aus der Struktur der Ausgangsliealgebra g wie folgt: V; ist
isomorph zum Quotienten W;/W;_1, wenn die W; als u-Moduln beziiglich der
adjungierten Darstellung von g betrachtet werden. Ist insbesondere u reduktiv,
so ist jedes V; als u-Untermodul beziiglich der adjungierten Darstellung von g
wdhlbar.

e Die verallgemeinerte Kontraktion ist eine echte Kontraktion, wenn M < 0 ist.
Dann ist u der Nullteil und die exakte Sequenz (21) aus Satz 1.28 spaltet, d.h.
go = v xu mit o = ker(¢g) = V1@ ---® Vy, das Ideal v von gy ist nilpotent
und sein Nilpotenzgrad ist hochstens gleich N.

o I[st M =0 und N =1, so ist die Kontraktion eine Inoni- Wigner-Kontraktion
und jede Inoni- Wigner-Kontraktion lifst sich auf diese Art beschreiben.

Nun betrachten wir den speziellen Fall von Filtrierungen, die aus Graduierungen
entstehen. Sei I' eine abelsche Gruppe und g eine Liealgebra, die durch I' graduiert
ist
(62) g= @ Gy-

yer

Sei p, die zugehorige Projektion auf g,. Weiter sei f : I' — Z eine Abbildung, so
daf} gilt:

(63) fOy+9") < f(y)+ f(') fiir alle v, € T mit [g,, g,/] # (0).
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Eine solche Funktion bezeichenen wir als fast-konkav beziiglich g. (Die Bezeichnung
,konkav* wird in Abschnitt 2.2 vergeben.)

Satz 1.48. Seien " und f wie oben. Dann existiert die verallgemeinerte Kontraktion
mat
(64) ¢y = Z tOp,

yer

und die Lieklammer der Limesalgebra ist fir x € g,y € g, 7,7 € I' gegeben durch:

oyl falls f(v) + f(Y) = f(v+9),
(65) [x’y]("{o falls £(2) + (') > oy + ).

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dafl mit

(66) Vi= @ s,

YET:f()=i

fiir i € Z die Bedingung (58) von Satz 1.43 erfiillt ist. Dies folgt aber offensichtlich
aus der Bedingung (63) an f. 0

Definition 1.49. Eine (verallgemeinerte) Kontraktion wie in Satz 1.48 bezeichnen
wir als graduierte (verallgemeinerte) Kontraktionen.

Auch Korollar 1.47 formulieren wir noch einmal speziell fiir graduierte Kontrak-
tionen:

Korollar 1.50. Sei eine graduierte Kontraktion, wie in Satz 1.48 gegeben. Dann
qgilt:
e Die zugehirige Degeneration ist als A-Liealgebra isomorph zu der A-Unteral-
gebra von gk, die gebildet wird durch

(67) ar = @ g, Ok A,

yer

e Die Zerlegung (62) ist auch eine Graduierung der Limesalgebra go. Sie ist fiir
go eine ,Verfeinerung® der Z-Graduierung

(68) g=PVvi mtVi= P 9.

i€ yED:f(7)=i

Dabei bildet wieder u = Vy = ®7er:f(7):0 g, eine Unteralgebra und die V;,
1 =—M,..., N, bilden jeweils u-Moduln beziiglich der adjungierten Darstellung
von go-

o Als u-Modul ist dabei V; isomorph zum Quotienten W;/W;_y, wenn W; wieder
wie in Satz 1.43 gebildet wird.
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e Die graduierte verallgemeinerte Kontraktion ist eine echte Kontraktion, wenn
f(T) € Ny ist. Dann ist u = (Vy,[.,.] lvoxw) der Nullteil. Die exakte Sequenz
(21) aus Satz 1.28 spaltet, d.h. go = v X u. Dabei ist

(69) o = ker(d)= P o =PV

YED:f(v)>0 1€EN

wobei die zweite Zerlequng einer Zerlegung von v als u-Modul bildet. Der Nil-
potenzgrad von v ist hichstens gleich max{f(y) |y € T'}.
o Ist f(T') C {0,1}, so ist die Kontraktion eine Inoni- Wigner-Kontraktion.

Die Bedingungen von Satz 1.48 gelten zum Beispiel, wenn (56) bereits eine Z-
Graduierung von g ist. Dann ist die Degeneration trivial. Sie gelten aber auch, wenn
(56) nur eine Z/mZ-Graduierung bildet. In diesem Fall kann man die zugehorige
Kontraktion wie folgt beschreiben.

1.4.1. Mit einer zyklischen Gruppe graduierte Kontraktionen. Sei g eine Liealgebra
tiber k. Sei 0 ein Automorphismus von g dessen Ordnung m teilt, d.h. o™ = idg, also
teilt das Minimalpolynom von ¢ das Polynom X™ — 1 € k[X], insbesondere sind
alle seine Eigenwerte m-te Einheitswurzeln. Wenn der Korper £ eine primitive m-te
Einheitswurzel (,, enthélt, dann zerfiillt g in die Eigenrdume von ¢ zu den Potenzen
von Gt

(70) 0=09D - DOn-1
mit
(71) o(g;) = ¢Le;  mit j:=j+mZ € Z/mZ fir j € Z.

Umgekehrt wird zu jeder Graduierung wie in (70) durch (71) ein Automorphismus
von g definiert, dessen Ordnung m teilt.

Bemerkung 1.51. Ist die Ordnung von o gleich m, so bezeichnen wir die Graduierung
als echte Z/mZ-Graduierung. Andernfalls ist die Ordnung von o ein echter Teiler
my von m, m = mymg, und es gilt g; = (0) falls my 1 j. Das bedeutet, da§ die
Graduierung als eine Z/m, Z-Graduierung mit g;m,7 := Gms;+mz betrachtet werden
kann.

Aus Satz 1.48 folgt

Satz 1.52. Ist g eine Liealgebra mit einer Z/mZ-Graduierung wie in (70), so eri-
stiert die Kontraktion mit

m—1
(72) o = Z tjpgj'
j=0

Fiir die Limesalgebra gy dieser Kontraktion gilt:
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e Die zugehirige Degeneration ist als A-Liealgebra isomorph zu der A-Unteral-
gebra von gk, die gebildet wird durch

m—1
(73) a= @ g; @k A
j=0
e Es verschwinden genau die Lieprodukte [.,.] : g; X 97 — 5, fur diei+j5>m

ist, alle anderen bleiben erhalten.

e Durch (70) ist eine Z-Graduierung der Limesalgebra gegeben. Die Unteralgebra
gg der homogenen Elemente vom Grad 0 ist auch der Nullteil der Kontraktion.
Die exakte Sequenz (21) aus Satz 1.28 spaltet, d.h. go = v X g5, wobei hier
v = ker(¢g) = g1 @ -+ ® g=1. Der Nilpotenzgrad von v ist hichstens gleich
m — 1.

o Ist m = 2, so ist die Kontraktion eine Inoni- Wigner-Kontraktion. Umgekehrt
ist die Inonii- Wigner-Kontraktion zur Unteralgebra u genau dann von der obi-
gen Art, wenn u ein Vektorraumkomplement v in g besitzt, so daf die Zerlegung
g=udv eine Z/2Z-Graduierung von g mit g5 = u und gr = v darstellt.

Bemerkung 1.53. Wie aus der linearen Algebra bekannt ist, kann man die in (72)
auftretenden Projektoren Pg; in Termen von o ausdriicken:

(74) ng_HCi;dV: ZC]kk

i#]
Im folgenden betrachten wir formale Degenerationen, also A = k[[¢]].
Sei (b1, ..., b,) eine Basis von g, die aus Basen von gg bis g;;— zusammengesetzt

ist und (c Z])Z jk=1..n die zugehorige Familie von Strukturkonstanten von g. Fiir ¢ €
{1,.. n} sei j(i) definiert durch die Beziehung b; € g;;;;. Da o ein Automorphismus

ist gllt ck =0, falls j(i) + (1) # j(k) mod m. Es gllt
i) = Z S tI®) K 5 490065, 45 0

kil I
_ tj(i)”(l)‘j(k)cfl

{ b falls j(6) + 5(1) = j(k),

tm ek falls j(i) + j(1) = j(k) +m.

Diese Strukturkonstanten definieren also auch eine Liealgebra iiber k[|t™|]. Diese ist
offenbar isomorph zu

(76) pe(o) = €D & & Il

(75)

und die k[|t|]-Liealgebra a aus (73) geht aus ihr durch die Skalarenerweiterung
E[|t™|] — k[|t]] hervor.
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Definition 1.54. Sei o ein Automorphismus von g und m € N mit 0™ = idy. Die
getwistete formale Loopalgebra'® L(g, o, m) ist folgende Lielalgebra iiber dem Kérper

k((#™)):

(77) L(g,o,m) := g; @t k((t™)).

0

3

J
Weiter sei £(g, ) := L(g,0,0rd(c)), wobei ord(c) die Ordnung von o bezeichne.

Bemerkung 1.55. Es folgt aus Bemerkung 1.51, da} mit den Bezeichnungen von
Definition 1.54 die k((¢™))-Liealgebra £(g, 7, m) isomorph zur k((°"4(?)))-Liealgebra
L(g, o) ist, wenn man die Kérper k((#™)) und k((2°74(®))) durch die Vorschrift #™
t°r4(?) miteinander identifiziert.

p. (o) ist eine k[|t™|]-Form der getwisteten formalen Loopalgebra L(g, o, m). Sie
ist eine formale Degeneration von g, denn die Liealgebra £(g, 0, m) @k K iiber dem
Erweiterungskorper K = k((t)) von K = k((t"™)) ist isomorph zu g ®; K vermoge
¢y in GL(n, k((t))).

Man kann £(g, o, m) auch als Unteralgebra von gz betrachten. Sie ist die Unter-
algebra aller formalen Loops ¢ mit der Aquivarianz-Eigenschaft:

(78) o&(t) = &(Gmt)
bzw. die Fixpunktunteralgebra des Automorphismus & von gz, der gegeben ist durch
(79) (&(t)) = o(&(Cn't)-

Als k-Algebra betrachtet trigt gz durch grad(¢) = 1 und grad(x) = 0 fiir x € g eine
kanonische Z-Graduierung. Diese ist mit 7 vertréglich und iibertrégt sich daher auf

L(g,0,m). Die Summe der homogenen Unterrdume mit nichtnegativem Grad, von

L(g, 0, m) beziiglich der kanonischen Z-Graduierung bezeichnen wir als die ,,positive
Unteralgebra® von L(g, o, m).

Satz 1.56. Die zu einer graduierten Kontraktion mit einer endlichen zyklischen
Graduierungsgruppe wie in Satz 1.52 gehorige formale Degeneration p (o), ist als
k[|t™]]-Liealgebra isomorph zur ,positiven Unteralgebra® der mit o getwisteten for-
malen Loopalgebra L(g, o, m).

Beispiel 1.57. Betrachten wir wieder die Kontraktion von so, aus Beispiel 1.38.

Dies ist eine graduierte Kontraktion und zwar beziiglich 0 = Int ((E’E)l _01>>

0Die Loopalgebra L(g) mit Werten in einer k-Liealgebra g ist definiert als £(g) := g ®y, k[t,t1].
Sie kann als die Liealgebra der polynomialen Schleifen mit Werten in g interpretiert werden. Die
formale Loopalgebra £(g) = g ® k((t)) ist eigentlich keine Liealgebra von Schleifen in g mehr,
sondern die Liealgebra der Laurentreihen mit Werten in g, die in t = 0 keine wesentliche Singularitét
haben.
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Als Unteralgebra von so,(C((¢))) hat L(g,0,2) = gg((t)) die Gestalt

(80)  L(g0,2) = {(fm tg) | A€ s0,1(C((1) Av e C((t))"—l} .

Die positive Unteralgebra p, (o) ist der Durchschnitt von £(g, o,2) mit so, (C[|t]]).

1.5. Konservierte Darstellungen. Schon bei Inonii und Wigner [IW] wird der
Zusammenhang von Kontraktionen mit der Darstellungstheorie betont. Sei p; eine
treue Darstellung von g auf einem Vektorraum W. Wenn ¢ € GL,(A) eine Kon-
traktion von g induziert, dann definiert die Verkniipfung p; o ¢ einen injektiven
Homorphismus von Liealgebren von a = (V, u11.¢) nach gl(W,) das heifit eine treue
Darstellung von a auf W. Im allgemeinen ist p; o ¢y jedoch keine treue Darstellung
von go mehr, da ¢q nicht injektiv ist.

Definition 1.58. Sei a eine Degeneration von g mit Lieklammer py = py.¢ fiir ¢ €
GL,(K). Eine konservierte Darstellung ist ein Homomorphismus p : a — gl(Wy)
von A-Liealgebren, so daf (p)x dquivalent zu (p;)x o ¢ ist und so da py = 74 x(p)
eine treue Darstellung von gg = a; auf W ist.

Da (p)x Aquivalent zu (p;)x o ¢ ist, existiert ein o € GL(Wk), so daB
(81) p(z) =0 opi(p(r)) oo V€ gr.

Klassisch kann man dies auch wie folgt formulieren: Sei wieder ¢; eine Familie
von Vektorraum-Automorphismen, die eine Kontraktion von g induziert. Die Ver-
kniipfung p; o ¢; definiert fiir ¢ # 0 eine treue Darstellung von g; auf W. Da ¢, i.a.
nicht injektiv ist, ist jedoch p; o ¢, i.a. auch keine treue Darstellung von g, mehr.
Eine konservierte Darstellung ist eine Familie p; : g; — gl(W) von Darstellungen,
so daf} p; fiir t # 0 dquivalent zu p; o ¢, ist, fiir alle x € g der Grenzwert

po(x) = lim py ()

existiert und pg eine treue Darstellung von gy auf W ist. Da p; dquivalent zu p; o ¢
ist, existieren jeweils oy, € GL(W), so da8

(82) pi(x) = o0, o pr(¢e(x)) ooy Vi €g.

Beispiel 1.59. Sei p; die natiirliche Darstellung von so,. Fiir die Kontraktion aus
Beispiel 1.38 hatten wir

o () ()

Eine konservierte Darstellung ist gegegeben durch

(84) pi := Ad(Diag[l,...,1,t]) o p; o ¢;.
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Damit ist

EFNEN

und

2 n(( )= 6%

Konservierte Darstellungen ermoglichen es, Kontraktionen von Liealgebren auf
Liegruppen zu iibertragen (siehe Kapitel 3). Es ist daher von fundamentaler Be-
deutung, dafl sehr viele Kontraktionen eine konservierte Darstellung haben, ndmlich
die adjungierte Darstellung:

Satz 1.60. Die adjungierte Darstellung ist fiir eine Degeneration genau dann kon-
serviert, wenn das Zentrum der Limesalgebra trivial ist.
Beweis: Es gilt
adi(z)(y) = [z, yle
= ¢ ([oe(2), e ()]1)
= (¢;1 o ady (¢ (x)) o ¢)(y)
Also ist ad;(7) = ¢, " o ad; (¢ (7)) o ¢, das heifit es gilt (81) mit o = ¢. 0



2. DEFORMATIONEN UND DEGENERATIONEN VON HALBEINFACHEN
LIEALGEBREN

Fiir alle hier betrachteten Korper sei die Charakteristik gleich Null.

Jede einfache Liealgebra iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper der Cha-
rakteristik 0 ist nach dem auf E. Cartan zuriickgehenden Klassifikationssatz fiir ein-
fache Liealgebren eindeutig bestimmt durch ihr Wurzelsystem (siehe [Hul, Theorem
14.3]). Dieses ist von einem der Isomorphie-Typen A;, B, C), Dy, Eg, E7, Eg, F, oder
(5. Nach dem Theorem von Chevalley [Hul, Ch.25.2], kann eine einfache Liealgebra
beziiglich einer geeigneten Basis (Chevalleybasis) durch ganzzahlige Strukturkon-
stanten beschrieben werden. Eine solche Familie von Strukturkonstanten beschreibt
iiber jedem Korper der Charakteristik 0, eine einfache Liealgebra des sogenannten
zerfallenden (oder entfalteten [Ti]) Typs A;, By,....

Wir wollen in diesem Abschnitt die moglichen Isomorphietypen von k((t))-Liealge-
bren bestimmen, die die Liealgebra a®;%((¢)) annehmen kann, wenn a eine formale
Degeneration einer einfachen k-Liealgebra ist. Dies wird auf die Klassifikation aller
absolut einfachen Liealgebren iiber &((¢)) hinauslaufen. Zuniichst etwas allgemeine
Theorie, die i.w. aus [Ja, Ch.X] entnommen ist.

Uber einem nicht algebraisch abgeschlossenen Kérper gibt es neben dem zerfallen-
den Typ noch weitere Isomorphie-Typen von einfachen Liealgebren. Man unterschei-
det zunéchst zwischen absolut einfachen und nicht absolut einfachen Liealgebren.

Definition 2.1. Eine K-Liealgebra heifit absolut einfach, wenn g ® x K einfach iiber
dem algebraischen Abschlufl K von K ist. Eine absolut einfache Liealgebra, heifit
vom Typ X = A;, By, ..., wenn gz vom Typ X ist.

Definition 2.2. Das Zentroid einer Liecalgebra g = (V,[., .]) ist die Menge aller ¢ €
End(V), die mit allen ad(z), € g kommutieren, das heifit fiir die gilt: ¢([x,y]) =

[6(2), y] = [z, (y)] fiir alle 2,y € g.

Satz 2.3. [Ja, Ch.X.Th.1] Das Zentroid einer einfachen Liealgebra ist ein kommu-
tativer Korper.

Das Zentroid ist offenbar endlichdimensional iiber dem Grundkérper, da es in
End (V') enthalten ist. Man kann jede Liealgebra in kanonischer Weise als Liealgebra
iiber ihrem Zentroid auffassen. Als solche ist sie stets absolut einfach. Eine Liealgebra
ist genau dann iiber ihrem Grundkoérper absolut einfach, wenn das Zentroid von g
gleich dem Grundkorper ist. Es gilt

Satz 2.4. Sei L : K eine endliche Kirpererweiterung und g eine einfache Lie-
algebra tiber L. Dann ist g auch als K-Liealgebra, das heifst nach Finschrinkung
der Skalare von L auf K, einfach und jede einfache aber nicht absolut einfache
K -Liealgebren entsteht aus einer absolut einfachen Liealgebra tiber ihrem Zentroid
durch Finschrdinkung der Skalare.
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Beweis des ersten Teils: Angenommen i sei ein nichttriviales Ideal von g als K-
Algebra. Dann ist Span(i,L) ein Ideal von g iiber L, also Span(i,L)=g. Da g = [g, g
ist, 148t jedes Element von g sich als Summe von Kommutatoren schreiben. Sei
x = [y, 2] ein solcher Kommutator. Da g von i iiber L aufgespannt wird a8t y sich
schreiben als y = > . \jy; mit \; € L und y; € i. Damit liegt © = ) [y;, A;2| auch
schon in i. Also liegt auch jede Summe von Kommutatoren in i und i = g. Zum
Beweis der zweiten Teils der Aussage von Satz 2.4 siehe [Ja, Ch.X.Th.2]. 0

Zum Beispiel ist jede reelle einfache Liealgebra g entweder eine reelle Form einer
komplexen einfachen Liealgebra, das heifit g ®g C ist einfach, oder sie ist eine Re-
ellifizierung einer komplexen einfachen Liealgebra, das heifit, sie entsteht aus einer
komplexen einfachen Liealgebra durch Einschrinkung des Skalarengebietes von C
auf R (vgl. [Ti]).

Im folgenden konzentrieren wir uns auf absolut einfache Liealgebren.

Satz 2.5. Sei g absolut einfach iber K vom Typ X, dann existiert eine endliche
Galoiserweiterung L von K, so daff ¢ @ L isomorph zur zerfallenden einfachen
Liealgebra vom Typ X st.

Beweis: Da g ®xk f( isomorph zum zerfallenden Typ ist, existiert zu jeder Basis
von g ein U € GL,(K) so daB fiir das Tupel ¢ := (cf;) der zugehdrigen Strukturkon-
stanten gilt: c.U = ¢, wobei ¢ das Tupel der Strukturkonstanten beziiglich einer Che-
valleybasis ist. Nun ist aber U bereits in GL,, (L) mit L := K ({u;; | i,j = ,n})
enthalten, und L ist eine endliche algebraische Erweiterung von K, denn alle Uij
sind in K und damit algebraisch iiber K. Somit ist g ® x L isomorph zum zerfallen-
den Typ. Da wir char(K) = 0 voraussetzen, ist K perfekt, daher ist jede endliche
Erweiterung von K separabel, und jede separable Erweiterung ist in einer Galoi-
serweiterung enthalten. Daher kann man L durch eine Galoiserweiterung L von K
ersetzen. 0

Korollar 2.6. Sei A = k[[t]] und K = k((t)). Die durch eine formale Deformati-
on a von gy induzierte Liealgebra ax = a ® 4 K ist genau dann absolut einfach,
wenn go die Limesalgebra einer formalen Degeneration der zerfallenden einfachen
k-Liealgebra desselben Typs ist.

Beweis: Folgt sofort aus der Isomorphie a® 4 K 2 ax ®x K, die fiir jeden endlichen
Erweiterungskdrper K von K gilt. Per Definition ist a eine Degeneration von g,
wenn fiir einen endlichen Erweiterungskorper K von K die linke Seite isomorph zu
g1 @ K ist und nach Satz 2.5 ist ax genau dann absolut einfach, wenn fiir einen
endlichen Erweiterungskorper K von K die rechte Seite isomorph zu g ®j K ist. 0

Es reicht nach Satz 2.5 zur Klassifikation aller absolut einfachen K-Liealgebren
aus, eine Familie von endlichen Erweiterungen mit der Eigenschaft, dafl jede endliche
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Erweiterung in einem Mitglied der Familie enthalten ist, sowie alle K-Formen der zu-
gehorigen zerfallenden einfachen Liealgebren zu betrachten. Ist zum Beispiel der al-
gebraische Abschluff K eine endliche Erweiterung von K, so geniigt es die K-Formen
der zerfallenden einfachen Liealgebren iiber K zu klassifizieren. Fiir K = k((t)) gibt
folgender Satz eine Familie von Korpererweiterungen, mit der oben beschriebenen
Eigenschaft.

Satz 2.7. [Ei, Cor.13.15] Ist k ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charakte-

1

ristik 0, so ist der algebraische Abschluf des Korpers k((t)) der Kirper J,._, k((tm))
und der ganze Abschluf von k[[t]] in k((tw)) ist k[[tw]].

Jede endliche algebraische Erweiterung von k((¢)) ist also enthalten in einer Er-
weiterung der Form k((¢m)). Die Galoisgruppe dieser Erweiterung ist zyklisch von

der Ordnung m. Sie wird erzeugt von der Abbildung a(tw) — a(Cutw) mit einer
primitiven m-ten Einheitswurzel (,,. Es folgt sofort:

Korollar 2.8. Jede formale Degeneration einer zerfallenden einfachen k-Liealgebra
g ist nach einem Skalarenwechsel der Form k[|t|] — K[|t |] isomorph zu einer k[|t|]-

Form der ungetwisteten affinen Loopalgebra L(g).

Bei der Betrachtung von Degenerationen ist es also an sich nicht notwendig,
die nichtzerfallenden Isomorphietypen zu betrachten, da man durch den Ubergang
t — tm stets zum zerfallenden Typ gelangt. Wir wollen trotzdem auf eine genauere
Beschreibung hinaus.

Im folgenden Satz sei eine K-Form von g eine als K-Unteralgebra von g spezifizier-
te K-Form (also formal ein Paar bestehend aus einer K-Form und einer Einbettung
der K-Form in g). Eine K-Unteralgebra € ist genau dann eine K-Form in diesem
Sinne, wenn sie g {iber L aufspannt und jede iiber K linear unabhéngige Familie
von Elementen von ¢ auch iiber L linear unabhingig ist.

Sei L : K eine Korpererweiterung und g eine L-Liealgebra. Dann sei Autg(g)
die Menge aller Automorphismen von g als K-Liealgebra. Fiir eine absolut einfache
Liealgebra sind alle K-linearen Automorphismen semilinear fiir g iiber L, das heifit
zu jedem 7 € Autg(g) existiert ein Element 7, der Galoisgruppe Gal(L : K), so daf
fir A € L und z € g gilt 7(A\.z) = v, (\).7(z) (siehe [Ja, Ch.X,Th.5]). Der folgende
Satz entspricht im wesentlichen [Ja, Ch.X.Th.6] fiir Liealgebren formuliert.

Satz 2.9. Sei L : K eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe I'. Sei g eine
zerfallende einfache L-Liealgebra. Dann besteht eine Bijektion zwischen K-Formen
von g und Gruppenmonomorphismen ® : T' — Auty(g) mit der Eigenschaft, dafs

O(y)(A\x) = v(N).®(y) () fiir alley €T, € L,z € g.

Beweis: Sei £ eine vorgegebene K-Form von g und by,...,b, eine Basis von ¢,
die gleichzeitig eine Basis von g iiber L ist. Dann wird eine Einbettung & mit
den verlangten Eigenschaften definiert durch ®(v)(>>1, \ib;) :== >0 v(A\i)b;. Sei
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andererseits die Einbettung & der Galoisgruppe von L : K in die Gruppe der K-
linearen Automorphismen von g vorgegeben. Dann ist die Fixpunktalgebra & := g®)
eine K-Form von g. Es ist klar, dafl die Menge der Fixpunkte von I' eine K-
Unteralgebra von g bildet. Es bleibt zu zeigen, dal g durch € {iber L aufgespannt
wird und daB jede iiber K linear unabhingige Teilmenge von € auch iiber L linear
unabhiingig ist. Sei m = |I'| = [L : K]. Setze ¥ := %Z,YGFQJW). Dies ist, wie
man sich leicht iiberlegt, ein Projektionsoperator auf €. Sei [y, ...,[,, eine Basis von
L iiber K. Die m x m-Matrix M := (Y(l;))er,j=1,..m ist reguldr (siehe [Ja]). Sei
x € g. Aus der Invertierbarkeit von M folgt, dafl x Linearkombination der Elemente
yj = V() = crv(l;)®(7)(2) ist. Also wird g von € aufgespannt.

Seien x1,...,x, € £ linear unabhéingig iiber K. Durch Induktion nach r wird ge-
zeigt, daf} die x; auch iiber L linear unabhéngig sind. Der Fall » = 1 ist trivial. Nun
sei Y i N =0.Ist \; =0 fiirein i € {1,...,7}, dann folgt aus der Induktionvor-
aussetzung, dal A\; = 0 fiir alles € {1,...,7}. Ist nun \; # 0 fiir alle i € {1,...,r},
so kann man 0.B.d.A. annehmen, da3 \; = 1 ist. AuBlerdem mufl mindestens eines
der \; nicht in K liegen. Sei 0.B.d.A. A\, € L\ K, dann existiert ein v € T' mit
¥(X2) # Ag. Daraus erhilt man eine Linearkombination Y. (A — v(X\;))z; = 0
mit weniger als r von Null verschiedenen Koeffizienten. Widerspruch! Also ist ¢ eine
K-Form von g. 0

Es ist nicht schwer zu zeigen, dafl bei der Entsprechung von K-Formen und Ein-
bettungen der Galoisgruppe in Auty (g) isomorphe K-Formen zu konjugierten Ein-
bettungen gehoren und umgekehrt. Zum Beweis siehe [Ja, Ch.X.Th.7].

Korollar 2.10. Sei L : K eine Galoiserweiterung mit zyklischer Galoisgruppe der
Ordnung m. Ist g eine absolut einfache Liealgebra iiber K, so daf$ g zerfallend ist,
dann existiert ein semilinearer Automorphismus T von gr, der Ordnung m, dessen
assozitertes Gruppenelement v, ein Erzeuger der Galoisgruppe ist und dessen Fiz-
punktalgebra g ist. Ist umgekehrt g eine zerfallende einfache Liealgebra tiber L und
T ein semilinearer Automorphismus von g der Ordnung m mit (v,) = T, dann ist
die Fizpunktalgebra von 7 eine K-Form von g und als solche absolut einfach.

Beweis: Nach Satz 2.9 existiert zu g ein Gruppenmonomorphismus ¢ : I' —
Autg(gr) mit g = gf(r). Ist I' = () zyklisch, so gilt gf(r) = gim und 7 := ®(v) ist
ein semilinearer Automorphismus wie oben. Ist umgekehrt 7 vorgegeben, so wird ®
festgelegt durch ®(~,) = 7. 0

Zum Beispiel ist fiir L : K = C: R die Galoisgruppe I' = {1, v} = Z/27Z, wobei v
die Konjugation in C ist. Die reellen absolut einfachen Liealgebren vom Typ X sind
genau die Fixpunktalgebren der R-linearen Involutionen der einfachen C-Liealgebra
g vom Typ X mit der Eigenschaft, dal 7(z.x) = z.7(z) fiir alle z € C,x € g.
Diese Automorphismen, werden auch als semilineare Involutionen von g bezeich-
net. Tatsichlich kann man diese in Bijektion bringen mit den Automorphismen
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der Ordnung 2 von einfachen Liealgebren iiber C, wobei Konjugationsklassen einan-
der entsprechen (siehe [OV, Ch.4.]). Somit stehen die Isomorphieklassen von reellen
Formen einer einfachen C-Liealgebra in Bijektion zu den Involutionen bis auf Kon-
jugation. Diese konnen dem im néchsten Abschnitt angegebenen Klassifikationssatz
fiir Automorphismen endlicher Ordnung, Satz 2.22, entnommen werden.

Korollar 2.11. Sei g die zerfallende einfache Liealgebra tber k vom Typ X. Zu
jeder absolut einfachen Liealgebra g, dber k((t)) vom Typ X ezistieren ein m € N,
eine primitive m-te Einheitswurzel ¢, und ein k((t™))-linearer Automorphismus T
der Ordnung m von L(g) = g ® k((t)) mit

(87) 7(t.x) = Cutr(x) fiir alle x € L(g),

so daf8 g1 isomorph ist zur Fizpunktalgebra L£(g)7, wenn k((t)) durch t — t™ mit
k((t™)) identifiziert wird.

Beweis: Sei g; eine absolut einfache Liealgebra iiber £((¢)) vom Typ X. Nach Satz
2.5 und Satz 2.7 existiert zu gy ein m € N, so dal gy Q) k((t7)) isomorph zum
zerfallenden Typ, das heiBt zu g ®; k((t=)) ist. Letztere ist isomorph zu £(g) mit

dem Parameter 7 := ¢ . Wir erhalten Korollar 2.11, indem wir Korollar 2.10 auf die
Erweiterung L : K = k((¢)) : k((t™)) anwenden. 0

Im folgenden Korollar geht es um die Klassifikation der absolut einfachen Lieal-
gebren iiber dem Korper k((t)). Nach Korollar 2.11 geniigt es dafiir, die Automor-
phismen endlicher Ordnung von formalen Loopalgebren mit der Eigenschaft (87) zu
klassifizieren. Die Aussage des Korollars ist wohlbekannt. Wir geben dafiir eine Be-
weisidee an, die auf der Klassifikation der Automorphismen endlicher Ordnung von
affinen Kac-Moody-Algebren durch Bausch und Rousseau [BR] basiert. Wir gehen
dabei von der unbewiesenen Annahme aus, dafl die betrachteten Automorphismen
von £(g) mit Automorphismen der polynomialen Loopalgebra £(g) identifiziert wer-
den koénnen.

Lemma 2.12. (Vermutung) Sei m € N. Jeder C((t™))-lineare Automorphismus
der formalen Loopalgebra L(g), ist konjugiert zu einem Automorphismus, der als
Fortsetzung eines Automorphismus endlicher Ordnung der polynomialen Loopalgebra
L(g) entsteht.

Korollar 2.13. Sei g die zerfallende einfache Liealgebra iber C vom Typ X;. Je-
de absolut einfache Liealgebra iber C((t)) vom Typ X, entsteht durch Twisten der

formalen Loopalgebra g Qc (C((t%)) mit einem Automorphismus der Ordnung m von
g.

Beweis: Alle C-linearen Automorphismen endlicher Ordnung von £(g) sind bis auf
Konjugation klassifizierbar. Sie entsprechen nimlich den Automorphismen endlicher
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Ordnung der zugehdrigen affinen Kac-Moody-Algebra g(C'), wobei C' die verallge-

meinerte Cartanmatrix vom Typ X 1(1) sei. Es gilt

(88) 9(C)'/Z(g(C)) = g ®c Clt,t '] = L(g).

Daher induziert ein Automorphismus von g(C') einen Automorphismus von £(g). Die
Automorphismen endlicher Ordnung von g(C) fiir eine affine Kac-Moody-Algebra
sind bis auf Konjugation klassifiziert nach [BR]. (Vergleiche auch den folgenden
Abschnitt, wo die entsprechende Klassifikation fiir die einfachen Liealgebren be-
schrieben wird.) Ein Automorphismus von g(C') ist durch den von ihm induzierten
Automorphismus von £(g) bereits eindeutig bestimmt (siehe [BR, Remarque S.19]).
Auch 148t sich jeder Automorphismus endlicher Ordnung von £(g) zu einem Auto-
morphismus von g(C) liften. Nach Lemma 2.12 kann jeder Automorphismus endli-
cher Ordnung von £(g) als Fortsetzung eines Automorphismus endlicher Ordnung
von L(g) betrachtet werden. Jeder Automorphismus der Ordnung m von g(C) ist
konjugiert zu einem Automorphismus der Form

-
(89) T = vexp (ad <ﬂh0>> :
m
(1)

Dabei ist v ein Automorphismus des affinen Dynkindiagramms X, . Dieser stabi-
lisiert eine Cartanunteralgebra b von g(C), und es ist hy € h mit v(hg) = ho und
a;(hy) € Z fiir alle einfachen Wurzeln von g(C'). Ist r = ord(v) und m = ord(7), so
gilt r|m. Die Fixpunktalgebra g(C)” eines Diagrammautomorphismus v von g(C)
hat stets die Form g(C) ® R, wobei C ihrerseits eine affine verallgemeinerte Cartan-
matrix, und R eine auflssbare Unteralgebra von g(C) ist. Die Matrix C' ist eindeutig
bestimmt. (Wie sie sich aus C' und v ergibt, wird in [BR, 3.2.] beschrieben.) Sei
A C p”* das zugehorige Wurzelsystem, & die kleinste positive imaginiire Wurzel von
A und §é die kleinste positive imaginiire Wurzel von A. Dann existiert eine positive
ganze Zahl s mit

(90) 8|y = s0.

Nach [BR, App.2.7.Rem.] ist ein Automorphismus wie in (89) stets C[t*, t~¥]-linear,
mit k& = m/s. Daher kann ein solcher Automorphismus nur dann von der Form (87)
sein, wenn die Konstante s gleich 1 ist. Dies ist aber nur dann der Fall, wenn v durch
einen Diagrammautomorphismus  des Unterdiagramms X; von X l(l) induziert wird.
Dies impliziert, da§ v als Automorphismus von £(g) die Form 7 ®id und 7 die Form
0 ® v, hat, wobei ¢ ein Automorphismus von g der Ordnung m ist und =, auf
C((t)) definiert ist durch a(t) — a(Gyt) fiir a € C((¢)). Also ist 7 von der Form &
aus (79)(wenn man ¢, durch die primitive m-te Einheitswurzel ¢, = ¢ ersetzt).
Also ist die Fixpunktunteralgebra von der Form L(g, o, m). 0

In Abschnitt 2.1.2 wird gezeigt, daf} fiir eine einfache Liealgebra g jede getwistete
Loopalgebra £(g, 0, m) zu einer mit einem Diagrammautomorphismus 7 getwisteten
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Loopalgebra L(g,7,r) ,enttwistet werden kann. Der Vollstéindigkeit halber sei an
dieser Stelle schon festgehalten:

Korollar 2.14. Jede einfache Liealgebra g iber C((t)) ist isomorph zu einer getwis-
teten oder ungetwisteten affinen Kac-Moody-Loop-Algebra unter dem Skalarenwech-
sel Clt,t~1] — C((¢)). Ist g vom Typ X;, dann ist die zugehirige affine Kac-Moody-
Algebra von der Form g(C) mit der affinen Cartan-Matriz C vom Typ Xl(r) (in der
Notation von [Ka]) fir ein r € {1,2,3}. Dem zerfallenden Typ entspricht dabei die
ungetwistete affine Kac-Moody-Algebra, d.h. r = 1.

Beweis: Folgt aus Korollar 2.13 zusammen mit dem Enttwistungssatz von Kac,
Satz 2.28 bzw. [Ka, The.8.5.]. 0

2.1. Zyklisch graduierte Kontraktionen. Im folgenden werden die Degenera-
tionen von einfachen Liealgebren bestimmt, die wie in Satz 1.52 durch Z/mZ-
Graduierungen entstehen. Die dazugehorigen A-Formen sind nach Satz 1.56 positive
Unteralgebren von getwisteten Loopalgebren. Mithilfe des Enttwistungssatzes von
Kac [Ka, The.8.5.] werden wir zeigen, daf diese in Bijektion zu Parahoriunteralge-
bren (siehe Def. 2.30) von affinen Kac-Moody-Algebren stehen. Obwohl, wie wir in
Korollar 2.8 gesehen haben, jede formale Degeneration einer einfachen Liealgebra
per Skalarenerweiterung k((t)) — k((t#)) einer A-Form einer zerfallenden, also un-
getwisteten, einfachen Liealgebra iiber K entspricht, ist hierbei auch der getwistete
Fall von Bedeutung, denn bei der Skalarenerweiterung gehen Parahoriunteralgebren
der getwisteten affinen Algebren nicht in Parahoriunteralgebren der ungetwisteten
affinen Algebren iiber.

2.1.1. Die Klassifikation der Automorphismen endlicher Ordnung einer einfachen
komplexen Liealgebra. Zunichst etwas allgemeines iiber die Automorphismengrup-
pe einer einfachen Liealgebra. Fiir eine Liealgebra g iiber einem Korper £ gilt: Ist
x € g und ad(x) nilpotent, so ist exp(ad(z)) wohldefiniert und beschreibt einen Au-
tomorphismus von g. Ein Automorphismus o von g wird als innerer (oder invarianter
[Ja]) Automorphismus bezeichnet, wenn er ein Produkt von Automorphismen der
Form exp(ad(z)), mit x € g und ad(x) nilpotent ist (siehe [Ja, S.265]), andernfalls
wird o als duflerer Automorphismus bezeichnet. Die inneren Automorphismen bil-
den, wie man sich leicht iiberlegt, einen Normalteiler in Aut(g). Dieser wird auch als
adjungierte Gruppe von g, in Zeichen Int(g), bezeichnet. Tatséichlich ist Aut(g) eine
algebraische Gruppe (als algebraische Menge definiert durch (12), wenn man darin
c¥ = ¢k gleich den Strukturkonstanten von g beziiglich irgendeiner Basis setzt) und
Int(g) ist darin die Zusammenhangskomponente des neutralen Elements.

Bemerkung 2.15. Ist k algebraisch abgeschlossen, so besitzt ad(z) die Jordanzer-
legung in eine Summe aus einem diagonalisierbaren ad(z); und einem nilpotenten
Endomorphismus ad(z),, welche miteinander kommutieren. Wenn fiir den Kérper k
die Exponentialfunktion wohldefiniert ist, dann ist damit auch exp(ad(x)) fiir jedes
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Element x von g definiert, nimlich als Produkt von exp(ad(z)s) und exp(ad(x),).
Zu der Jordanzerlegung von ad(z) in End(g) korrespondiert in einer halbeinfachen
Liealgebra die abstrakte Jordanzerlegung, dafl heift zu jedem x € g existieren kom-
mutierende Elemante x; und z,, in g mit z = x5+ x,, und so dafl ad(z,) bzw. ad(z,)
den halbeinfachen bzw. nilpotenten Anteil von ad(z) bilden. Tatsiichlich sind in ei-
ner halbeinfachen Liealgebra iiber einem Korper & mit char(k) = 0 und k = & alle
Automorphismen der Form exp(ad(z)) mit € g innere Automorphismen. Wegen
der abstrakten Jordanzerlegung, geniigt es, sich zu iiberlegen, daf§ die Automorphis-
men der Form exp(ad(z)), wobei ad(z) diagonalisierbar ist, innere Automorphismen
sind. Dies folgt aus einer allgemeineren Aussage, [Ja, Ch.IX,Prop.3] welche lautet:
Sei 7 ein Automorphismus, der eine Cartanunteralgebra von g elementweise fixiert,
dann ist 7 ein innerer Automorphismus. Da jedes ad-diagonalisierbare Element x
von g in einer Cartanunteralgebra h enthalten ist, sind die Voraussetzungen fiir
7 = exp(ad(x)) erfiillt.

Definition 2.16. Sei C' = (c¢;;) die Cartanmatrix von g. Die Automorphismengruppe
Aut(C) von C ist definiert als die Gruppe aller Permutationen 7 € S;, so daf

Cr(iym(j) = Cij-

Die Gruppe Aut(C') kann man auch mit der Symmetriegruppe des Dynkindia-
gramms von g identifizieren, denn eine Permutation, die die Cartanmatrix von g
invariant 148t, 183t auch das Dynkindiagramm von g invariant und umgekehrt. Da-
her wird Aut(C) als die Gruppe der Diagrammautomorphismen von g bezeichnet.

Definition 2.17. Sei g eine zerfallende einfache Liealgebra iiber einem Korper der
Charakteristik 0, h eine Cartanunteralgebra, IT = {a; | i € T := {1,...,|II|}} eine
Basis des Wurzelsystems von g beziiglich h und (E;);e; mit 0 # E; € g,, eine
Familie von Erzeugenden der Wurzelriume zu den einfachen Wurzeln. Ein solches
Tupel (g, b, I, (E;);cr) bezeichnen wir wie in [Bou7-8, Ch.VIIL.§4.1] als ,Epinglage*
(Festnagelung).

Satz 2.18. Gegeben sei eine Epinglage (g, 0,11, (E;)icr). Sei Aut(g,b) die Unter-
gruppe von Aut(g) der Automorphismen von g, die b stabilisieren, Aut(g,bh,II) die
Untergruppe von Aut(g,h) der Automorphismen von g, die II C b* (beziiglich der
kontragredienten Darstellung) stabilisieren und Aut(g, b, 11, (E;)icr), die Untergrup-
pe von Aut(g, b, 1), der Automorphismen, die die Familie (E;);cr stabilisiert. Dann
qilt:

1. Aut(g, b,11, (E;)icr) = Aut(C).

2. Aut(g,b,11) =2 T x Aut(C), wobei T = Aut(g, b, [I)N Ini(g) ein Torus in Ault(g)
mit Liealgebra b ist. Insbesondere ist T' zusammenhdngend und daher gleich
Aut(g, b,11)°. Uber C erhdlt man T als exp(ad(h)).

3. Aut(g,h) = N x Aut(C), wobei N = Aut(g, b) N Int(g) der Normalisator von T
in Int(g) ist. Es ist N/T = W die Weylgruppe von g und Aut(g,h)° =T.
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4. Aut(g) =2 Int(g) x Aut(C) und Int(g) = Aut(g)°. Die Liealgebra von Aut(g) ist
isomorph zu g.

Beweisidee: (Fiir die Details sieche [Bou7-8, Ch.VIIL]). Durch jede Epinglage wird
eine Einbettung von Aut(C) in Aut(g) festgelegt, indem man fiir 7 € Aut(C)
setzt 7(E;) = Eruy und n(E_;) = E_;). (Die E_; sind eindeutig bestimmt durch
[E;, E_;] = h; und h; durch o;(h;) = a;; fiir alle j € T). Die Gruppe Aut(g) operiert
in offensichtlicher Weise auf der Menge der Epinglagen von g. Man kann zeigen, dafl
Int(g) einfach transitiv auf der Menge der Epinglagen von g operiert und daf der Sta-
bilisator einer Epinglage isomorph zu Aut(C) ist, vermoge der zugehdrigen Einbet-
tung von Aut(C) in Aut(g). Ahnlich zeigt man, daf auch die Gruppe Aut(g, ) der
Automorphismen von g, welche f stabilisieren ein semidirektes Produkt ist, ndmlich
Aut(g, h) = Int(g, h) x Aut(C) (siehe [Bou7-8, Ch.VIIIL.§5.2.Cor. zu Prop.4]), analog
fiir Aut(g, b, 1) (siehe [Bou7-8, Ch.VIIL.§5.2.Cor.2 zu Prop.2]). Aut(g) ist das se-
midirekte Produkt von Aut(C) und Int(g) (siehe [Bou7-8, Ch.VIII.§5.3.Cor.1], [Ja,
Ch.IX)). .

Bis zum Ende dieses Abschnitts sei nun £ = C, also alle auftretenden Liealgebren
komplex.

Satz 2.19. Die Fizpunktalgebra gg eines Automorphismus endlicher Ordnung einer
einfachen Liealgebra g ist eine reduktive Unteralgebra und ist by eine maximale torale
Unteralgebra von gy, dann ist der Zentralisator von by eine Cartanunteralgebra von

g.
Beweis: Siehe [Ka, §8 Lemma 8.1.b,c|. 0

Satz 2.20. Sei g eine einfache Liealgebra und o ein Automorphismus endlicher
Ordnung von g. Sei by eine mazimale torale Unteralgebra von gg = g°. Dann gilt: o
ist konjugiert zu einem Automorphismus der Form

o
(91) VT mit T = exp (ad—mhg> ,
m

wobei v ein Diagramm-Automorphismus von g ist und h, € hg mit a(h,) € Z fiir
alle o € .

Beweis: Sei h = Z(bhg) der Zentralisator von by in g. Nach Satz 2.19 ist b eine
Cartanunteralgebra von g. Daher enthilt b ein regulidres Element i von g und es
ist h = Z(h). Daher wird h von o stabilisiert. Durch h ist vermoge &, := {a € P |
a(h) >0} und @ := —P, eine Zerlegung ® = &, UP_ des Wurzelsystem P in posi-
tive und negative Wurzeln definiert. Damit ist auch eine Basis II des Wurzelsystems
als die Menge der unzerlegharen Elemente von @ festgelegt. Da h von o fixiert wird,
stabilisiert o die durch h festgelegte Basis II, d.h. o € Aut(g, b, IT) und o laBt sich
nach Satz 2.18.2 in eindeutiger Weise schreiben als ein Produkt o = v7; mit einem
Diagrammautomorphismus v und einem inneren Automorphismus 71 = exp(ad(hy))
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fiir ein hy € b. Sei nun r die Ordnung von v und g = @qu/rz g4(v) die Zerlegung von
g in Eigenrdume beziiglich v. (Die Schreibweise g;(v) soll dazu dienen, Verwechslun-
gen mit den Eigenrdumen g; beziiglich o auszuschlielen.) Sei pg die Projektion auf
go(v) beziiglich obiger Zerlegung. Ist nun hy ¢ hg, dann zeigen wir: es existiert ein
h' € b so daB exp(ad(h'))o exp(—ad(h')) = vexp(ad(hy)) mit hy = pgr (hy). Dies ist
dquivalent zu exp(ad(h'))vexp(ad(hy — h'))v~" = vexp(ad(h,))r~" und fiir h € b
gilt allgemein v exp(ad(h))r~" = exp(ad(v(h))). Daher ist obige Gleichung erfiillt,
wenn fiir ' gilt (v — id)(R') = v(h) — hy. Da nun pg (v(hi) — hy) = 0 ist, liegt
v(hy) — hy in der Summe der Bigenriiume von v zu Eigenwerten ungleich 1 und auf
diesem Raum ist v — id invertierbar. Daher existiert ein solches A’. Da nun v und
7 kommutieren, mufl die Ordnung von beiden m teilen. Fiir 7 impliziert das, dafl
exp(ma(h,)) = id, d.h. ma(h,) € 2miZ fiir alle a € ®. Setze nun h, = 2h,. g

Sei o ein Automorphismus der Ordnung m von g und r die Ordnung des Bildes
von o in der Quotientengruppe Aut(g)/Int(g), also die kleinste natiirliche Zahl, so
dafl 0" ein innerer Automorphismus ist. Dann wird o als (m,r)-Automorphismus
bezeichnet. Die Zahl r hingt offenbar nur von der Konjugationsklasse von o ab
und sie ist gleich der Ordnung von v in (91). Die Fixpunktalgebra von o hat stets
den gleichen Rang wie die Fixpunktalgebra von v. Insbesondere erkennt man einen
inneren Automorphismus daran, daf} die Fixpunktunteralgebra denselben Rang wie
g hat.

Die Diagrammautomorphismen der einfachen Liealgebren lassen sich wie folgt
beschreiben: Durch Betrachtung der Dynkindiagramme!! erkennt man sofort, daf
Aut(C) =2 Z/27 fir C = A mit [ > 2,D; mit [ > 5 und Eg, Aut(C) =2 S; fiir
C' = Dy und Aut(C) = {e} fiir alle andereren Dynkindiagramme. In S; sind die
drei Elemente der Ordnung 2 zueinander konjugiert und die beiden Elemente der
Ordnung 3 sind zueinander konjugiert. Daher geniigt in allen Fillen die Angabe der
Ordnung, um einen Diagrammautomorphismus bis auf Konjugation festzulegen. Der
Rang [ der Fixpunktalgebra ist gleich der Zahl der Orbiten von v. Die nichttrivialen
Diagrammautomorphismen von sl,, sind fiir ungerades n in Aut(sl,) konjugiert zu
X — —X! fiir X € sl, in der natiirlichen Darstellung von sl,, fiir gerades n zu
X — JX!'J mit einer antisymmetrischen Matrix J, fiir die J?> = —E, ist (siehe
Beispiel 2.25). Die Fixpunktalgebra eines Diagrammautomorphismus ist daher fiir
sl,, isomorph zu so,, also vom Typ B; falls n = 2] + 1 ungerade ist, und isomorph
zu sp, vom Typ C falls n = 2[ gerade ist. Der nichttriviale Diagrammautomor-
phismus der Ordunung 2 von so, mit n = 2/ ist konjugiert zu X — —JX'J mit

J = (Eg_l _01>, also die Involution aus Beispiel 1.57. Die Fixpunktunteralgebra
ist isomorph zu so,_1, also vom Typ B,. Die Fixpunktunteralgebra des Diagramm-
automorphismus der Ordnung 3 von sog ist vom Typ Gs. Die Fixpunktunteralgebra

"'Man erhilt das Dynkindiagramm der einfachen Liealgebra vom Typ X,, durch Streichen des

nullten Knotens (in Figur 2 ausgefiillt dargestellt) des affinen Diagramms x (siehe Figur 2).
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des Diagrammautomorphismus der Ordnung 2 der einfachen Liealgebra vom Typ
Eg ist vom Typ F, (siehe [Ka, Prop.7.9.b)]).

Sei nun g eine einfache Liealgebra vom Typ X,,, v € Aut(g) ein Diagrammauto-
morphismus der Ordnung r und g = gg bzw. g = g5 D gi bzw. g = g5 D g1 D g_; die
Zerlegung von g in Eigenrdume beziiglich v. Die Struktur dieser Zerlegung hingt eng
mit dem affinen Dynkindiagramm X zusammen. Es ist das Dynkindiagramm der
zugehorigen getwisteten Kac-Moody-Algebra. Sei eine Epinglage (g, b, IL, (E;)icr),
die durch v stabilisiert wird, fest gewihlt, b5 eine Cartanunteralgebra von gg. Sei
I C I ein Vertretersystem der Orbiten von v. Weiter sei 7 : h* — b; die Restriktion
von b auf h. Die Menge

(92) IM:={a; :=7(ay) | i € I}
bildet eine Basis des Wurzelsystems ®, von gz beziiglich b (siehe [BR, B-I11,S.31]).
Fiir i € I sei O(i) der Orbit von i unter v. Eine Epinglage (gg, by, I1, (E;),;c7) erhilt
man, indem man setzt:

JEO(7)
Sei f, das hochste Gewicht des gg-Moduls g_; (dieser ist stets irreduzibel (siehe [Ka,
Prop.7.9.g)])),

(94) gg = Z a; Q.

iel
Fiir r = 1 ist 6, die grofte Wurzel von @, fiir r # 1 und X\ # Ag) ist sie die
groBte kurze Wurzel von @, beziiglich I, fiir X\ = Ag) ist sie das doppelte der
grofiten kurzen Wurzel von @, (vergleiche (103)). Sei ag := —6p. Sei a € 7' (ap)

und E, € g, \ {0}. Ein nichtverschwindendes Element Ej € (gi)4, erhilt man dann
durch die Projektion auf gi(v) (siehe (74)):

(95) Ey:=> (W (E,).
q=0

Satz 2.21. Mit den obigen Bezeichnungen gilt:

e Der gg-Modul g ist irreduzibel und dquivalent zu g_i.
e Das niedrigste Gewicht des gg-Moduls g7 ist —0,.

e Die Elemente (E;);cz, bilden ein Erzeugendensystem von g.

Beweis: Die Aussagen entsprechen [Ka, Prop. 8.3.d,f und a]. Eine detaillierte Be-
trachtung der einzelnen Fille findet man in [Ka, Ch.7.9]. 0

Sei I := I U {0}. Sei (.|.) die durch die Killingform von g5 auf b} induzierte
Bilinearform. Dann bilden die Koeffizienten (2(a;|a;)/(c, a;)); ez, eine affine ver-

allgemeinerte Cartanmatrix vom Typ X\,
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11/1\
i i ....... i i
o]
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.:>° ....... °<:°
1 2 2 1
o] 1
i 5 5 ....... 5 i
o]
02
1 2 3 2 1
02
1 2 3 4 3 32 1
03
1 2 3 4 5 6 4 2
° ) oo o
1 2 3 4 2
° 0o —o
1 2 3
1 2
i7>§ ------- §7>§
o]
i 5 ....... §<7i
i<7i ------- ii>i
° o oo o
1 2 3 2 1
° o—=o
1 2 1

ABBILDUNG 2. Affine Dynkindiagramme.
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Es sei eine Numerierung der Knoten des Dynkindiagramms X von 0 bis 1 vorge-
geben, wobei der Knoten mit der Nummer 0 durch den ausgefiillten Kreis in Figur
2 gekennzeichnet sei'?. Sei ¢ : Iy — {0,...,1} eine Bijektion mit /(0) = 0 und so
dal 2(ay|@i)/ (G, ;) = cygiyp() fir i, j =0,...,1, wobei die ¢;; die Koeffizienten der
verallgemeinerten Cartan-Matrix vom Typ X l(r) beziiglich der vorgegebenen Nume-
rierung seien. Wir identifizieren nun I mit {0, ...,[} vermoge 1. Die Koeffizienten
der Knoten der affinen Dynkin-Diagramme (siche Figur 2) seien entsprechend mit
ag, . . ., a; durchnumeriert. Es ist ag = 1 und a; wie in (94) firi =1,...,1.

Der nun folgende Klassifikationssatz fiir Automorphismen endlicher Ordnung geht
zuriick auf Kac [Ka3].

Satz 2.22. Sei g eine einfache Liealgebra vom Typ X, und v ein Diagrammau-
tomorphismus von g der Ordnung r. Sei | der Rang der Fixpunktalgebra von v,
ag, . . .,a; die Koeffizienten des Dynkindiagramms X,S’") und das Erzeugendensystem
(Ei)icqo,..;y wie in (93) und (95) definiert. Seien s = (so,...,s) ein Tupel von

teilerfremden nichtnegativen ganzen Zahlen mit der Figenschaft:

(96) r <Z aisi> =m.

i=0
Dann ist durch die Relationen

ein (m,r)-Automorphismus os, von g wohldefiniert. Umgekehrt ist jeder (m,r)-
Automorphismus zu einem solchen Automorphismus konjugiert. Die durch zwei Tu-
pel (s;) und (s) wie oben definierten Automorphismen sind genau dann zueinander
konjugiert, wenn (s;) und (si) durch einen Automorphismus des affinen Dynkin-

diagramms X,S’") auseinander hervorgehen. Die Fizpunktalgebra gg von o, ist eine
reduktive Unteralgebra vom Rang l. Das Dynkindiagramm des halbeinfachen Anteils
der Fizpunktalgebra g5 ist das von den Knoten i mit s; = 0 gebildete Unterdiagramm

des affinen Dynkindiagramms vom Typ Xr(f).

Beweis: Siehe [Ka, Theorem 8.6. und Prop. 8.6.]. 0

Beispiel 2.23. Um alle Automorphismen endlicher Ordnung einer bestimmten einfa-
chen Liealgebra, zum Beispiel von sog zu bestimmen, mufl man alle zugehorigen affi-

nen Dynkindiagramme betrachten. In diesem Fall gibt es davon 3, ndmlich Dfll), Df)

und fo’ (siehe Figur 3). Fragen wir nun zum Beispiel nach den Automorphismen

12Wir wihlen den O-ten Knoten jeweils so, da8 die verbleibenden Knoten das Dynkindiagramm
der Fixpunktunteralgebra des zugehorigen Diagrammautomorphismus bilden. Bei dem Diagramm
Ag?) unterscheidet sich diese Wahl des 0-ten Knotens von der in [Ka]. Mit unserer Wahl verein-
heitlichen sich aber einige Aussagen im Vergleich zu [Ka], zum Beispiel ist der 0-te Koeffizient des
Dynkin-Diagramms (siehe Figur 2) stets gleich 1.
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o
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(2) ol o P S—)
D 1 1
(1) ° ° o
D 1 2 1 p® e
4 12 1
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ABBILDUNG 3. affine Dynkindiagramme vom Typ D{".
ol °1 0 o(——=o
1 2 1
O o O O—~0oO o
1 2 1 1 2 1 o
o o——0O
ol ol 1 2 1

ABBILDUNG 4. Automorphismen der Ordnung 3 von sog.

der Ordnung 3 von sog, so fillt Df) weg, denn alle dazu assoziierten Automorphis-
men haben nach (96) eine durch r = 2 teilbare Ordnung. Es ergeben sich die durch
Figur 4 skizzierten vier Moglichkeiten. Dabei bedeutet ein quadratischer Knoten,
dafl s; = 1 ist und ein runder Knoten, daf} s; = 0 ist. Das Dynkindiagramm der Fix-
punktunteralgebra ist also jeweils durch das von den runden Knoten aufgespannte
Diagramm gegeben und ist in den 4 Fillen jeweils gleich Ay, Ay x A; x Ay, G5 bzw.
AQ.

Um die geméB Satz 1.52 zu den Z/mZ-graduierten Kontrakionen von einfachen
Liealgebren gehorigen Limesalgebren genauer zu beschreiben, wollen wir nun die
dabei auftretenden Darstellungen von gy auf g; betrachten.

Wir folgen dabei i.w. [OV, Ch.3.11.]. Sei wieder v € Aut(g) ein Diagrammauto-
morphismus der Ordnung 7 und g = g5(v)®g1(v) bzw. g = g5(v) Dgi(v)Dg _1(v) die
Zerlegung von g in Eigenrdume beziiglich v. Weiter sei h eine Cartanunteralgebra von
g, die durch v stabilisiert wird und hg eine Cartanunteralgebra der Fixpunktalgebra
g”. (Dies ist #iquivalent dazu, dal hy eine Cartanunteralgebra der Fixpunktalgebra
g7 fiir alle og, wie in Satz 2.22 ist.) Sei b; := h N gz(v) fiir § € Z/rZ. Sei ® das
Wurzelsystem von g und ® := {aly, | @ € ®}. Fiir @ € ® sei g, der zugehorige Ge-
wichtsraum von g beziiglich . Man kann zeigen, siehe z.B. [Ka, §7.9,7.10], da8 ® ein
nicht notwendig reduziertes Wurzelsystem bildet und da8 fiir alle @ € ®, ¢ € Z/77Z
und

(98) 9a,q = 0a N 0g(V), 8oq:= by
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gilt

(99)  dim(gag) <1, dim(gog) = (n—0)/(r—1) firg#0,r#1
Fiir § € Z/rZ sei

(100) Cg:={a € P |gag# {0}}.

Im Fall ASZI ist ® = BC; und hat drei Wurzellingen:

(101) $ = BC, = d,08,0%, mit &, = 25,

wobei ®,, ®,, bzw. ®; die Mengen der kurzen, mittleren bzw. langen Wurzeln in )
bezeichnen. In allen anderen Fillen mit r > 1 ist das Wurzelsystem ® reduziert und
hat zwei Wurzelléngen:

(102) d=0,Ud = .
Wir haben folgende Liste (siehe [Ka, Ch.7])
AD D5 = C P = @,
5 N e
DY 5 = By 1 = B,
(103) EY Py = Fy d; = b,
DY Py = G, Dy =Py =P

AP =B =3,Ud,, I =3,Ud,Ud.
Wir definieren nun ein erweitertes System, das man als die Menge der Gewichte

von g beziiglich by x (v) (oder dem zugehorigen Quasitorus in Aut(g) (siche [OV]))
betrachten kann:

(104) ¢ :={(a,q) |a € ®U{0},q € Z/rZ und gaq # {0}}.
Die entsprechende Zerlegung
(105) g =P ga mit g(aq) = gaq Wie in (98)

acd

bezeichnen wir als v-Wurzelraumzerlegung. Setzt man nun
(106) M= {& = (a;,0) | i€ {1,...,1}} U {ag := (@, 1)},

so gibt es fiir alle & € ® eine Darstellung

!
(107) &= kit mit k; € Ny fiir alle i € {0,...,1}.
i=0
Dies folgt daraus, da$§ die (E;);cj, ein Erzeugendensystem bilden. Diese Darstellung
ist nicht eindeutig. Sei k(&) := (ko, ..., k) € Ny ein Tupel, so daB§ (107) gilt. Seien
s und 0 = oy, ein Tupel und ein (m, r)-Automorphismus wie in Satz 2.22. Aus (97)
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folgt, dafl o auf g4 durch den skalaren Wert Qlfl(&)'s operiert, wobei der Punkt ,,-“ das
gewohnliche Skalarprodukt im R” bezeichne. Es gilt also

(108) 0s C Ogye, und daher gi= @ ga fiirj € Z/mZ.
e

a: =Jj

Fiir & € ® sei j,(a) € {0,...,m — 1} so gewihlt, daB g5 C g;. Fiir einen (m,r)-
Automorphismus o sei s(o) = (s,...,s;) so gewihlt, dal o zu o, konjugiert ist
(siehe Satz 2.22). Sind v und s gegeben, dann sei das Element h, € b in (91) so
gewihlt, daB fiir die einfachen Wurzeln von gj gilt @;(h,) = s; fiiri = 1,...,[. Dann
folgt aus (96)

(109) S0 = % + ag(he).
Sei 7 = exp (ad Zh,). Fiir & = (&,¢) und = € g5 gilt

(110) vr(e) = GIGta = G

Durch Anwendung auf die Erzeugenden (Ei)iefo_fOlgt aus Satz 2.22, da} dann
VT = 0, ist. Allgemein gilt fiir & = (@, q) mit @ € U {0} und ¢ € {0,...,r — 1}:
(111) J0(@) = k(@) -8 = alhy) + q% mod m.

Fiir X C {0,...,1} sei
(112) T(X):={t=(to,...,t;) | t; € Ny fiir alle 7 und ¢; = 0 fiir i € X }.
Sei X, :={i € Iy | s; = 0}. Fiir ein Tupel t € X, sei

l
(113) (e =) tidy,
1=0

und
(114) Oy = {a+ Y Nty |\ €No} N D
i€ X,
Offenbar bildet dann
(115) g = P va
&Gi)t
einen gg-Untermodul von g. Fiir t,t' € T(X,) gilt entweder gy = gy oder gy Ngy =
{0}. (Da die Darstellung von @& als Linearkombination der &; nicht eindeutig ist,
kann auch fiir t # t’ der Fall gy = gy auftreten.)
Satz 2.24. [OV, Ch.3.11] Mit den Bezeichnungen von Satz 2.22 gilt:
o Als gy-Modul ist g; dual zu g_j;.



2.1. Zyklisch graduierte Kontraktionen 57

e Die g; zerfallen ihrerseits in Untermoduln der Form gy wie in (115), es ist

!

(116) gi= P o firjez/mz,

teT(X,):t-s=j

wobei der Strich in @' bedeute, daf8 jedes gy nur einfach auftrete.

e Die g sind irreduzibel bis auf die folgende Ausnahme: Sei XU = AQ mit
n > 4 oder X\ = EéQ) und t* := (to,...,t;) mit t; =0 firi € X, und t; = a;
sonst. Dann st gg- C 97z und fiir gewisse o kommt es vor, dafi g¢- reduzibel
15t.

o Fliir den go-Modul g¢- gilt: Es gibt eine Zerlegung des halbeinfachen Anteils gy
von gg n Ideale

(117) 95 = (95)0 ® (g1 @ - - @ (g5) m
und eine dazu korrespondierende Zerlegung von gy,
(118) gt- = (0t-)o © (86:)1 @ - -+ ® (8¢ ) mr,

so daf gelten

— (g¢)o ist als gg-Modul trivial,

— firp=1,...,M ist (g¢)p ein treuer irreduzibler (g5),-Modul,

— fiirp # q € {0,..., M} operiert (g5), trivial auf (ge-)q.
Diese Zerlequngen hingen nur von X, ab. Insbesondere ist die Anzahl der nicht-
trivialen irreduziblen Komponenten von gy« als gg-Modul hichstens so grofS wie
die Anzahl der einfachen Ideale von gj.

Beweis: Aus der Invarianz der Killingform von g beziiglich o folgt, dafi g; und
g_; durch die Killingform nichtausgeartet gepaart sind. Die Dualitét von g; und g_;
folgt dann aus der Invarianz der Killingform beziiglich der adjungierten Darstellung
von g. Fiir alle & € ® ist k(&) - s = t - s. Daher folgt aus (108)

(119) g¢ C Or=-
Wegen (107) ist ® = (J;cr(x, ) e Daraus folgt (116). In [OV, Lem.3.9] wird gezeigt,

daB g irreduzibel ist, wenn dim(gs) = 1 ist fiir alle @ € ®;. Die Beweisidee ist
dabei folgende: Sei g eine halbeinfache Liealgebra, V' ein g-Modul, dessen Gewichte
alle die Multiplizitdt 1 haben, und dessen Gewichte alle modulo dem Wurzelgitter
(@ dquivalent sind. Sei (), die von den positiven Wurzeln erzeugte Halbgruppe.
Nimmt man nun an, es gibe zwei verschiedene hiochste Gewichte A1, Ay, so enthilt
die Schnittmenge A\; — @, und Ay — @, ein dominantes Gewicht. Dieses ist daher
ein Gewicht beider Moduln, im Widerspruch zur Annahme, daf§ seine Multiplizitét
1 ist.

Wegen (99) kann der gzg-Modul g¢ also nur dann reduzibel sein, wenn (0, ¢) € P4

und dim(gg,q)) = (n —1)/(r — 1) > 1 ist. Letzteres gilt nur in den Fillen Ag) mit
[>2, Ag)_l mit [ > 3 und Ef(f). Insbesondere ist dann stets r = 2. Die Dimensionen
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ABBILDUNG 5. Auflere Automorphismen der Ordnung 4 von s,

von g1y sind dann [, bzw. [ — 1, bzw. 2. Fiir r = 2 ist (0,1) = Zi:o a;q; € Oy, Es

gilt t* - s = Zi‘:o a;s; = m/2. Da t* durch X, festgelegt ist, ist es auch g¢-. Fiir die
Aussage iiber die Zerlegung von g« in irreduzible Komponenten siehe [OV, Ch.3.11].
Das folgende Beispiel zeigt, dafl es tatsdchlich vorkommt, dafl g¢« reduzibel ist.

Beispiel 2.25. (aus [OV]) Sei g = sl,. Auf C" sei eine Bilinearform definiert durch

(L0 o o _( 0 K

Dann sei 0(X) := —JX'J~!. Man iiberlegt sich leicht, daB dies ein Automorphismus
der Ordnung 4 ist. Die Fixpunktunteralgebra ist

(121) go={X €sl, | XJ=—-JX"} 2 spy; & s0;.

Die zugehorigen Dynkindiagramme entsprechen den ersten drei Diagrammen in Fi-
gur 5. Hier tritt der Fall ein, daf} der gg-Modul g7 nicht irreduzibel ist. Tatséchlich
ist er isomorph zur direkten Summe der natiirlichen Darstellungen von spy; und so;
(siehe [OV, S.122]). (Fiir die hier ausgeschlossenen Félle i = 0 oder i = n wiirden
wir Involutionen erhalten. Die Fixpunktunteralgebren wiren dann sp,, bzw. so,.)

Zur vollstindigen Beschreibung der Limesalgebra einer Z/mZ-graduierten Kon-
traktion sind noch die Produkte [g7, g7:] zu betrachten, die ja, mit j, ;' € 0,...,m—1
genau dann verschwinden, wenn j + j' > m — 1 ist, und andernfalls erhalten bleiben
(Satz 1.52). Hierfiir haben wir folgende Strukturaussagen, von denen die letzte von
P. Slodowy stammt:



2.1. Zyklisch graduierte Kontraktionen 59

Satz 2.26. Es gelten die Bezeichnungen von Satz 2.22. Auflerdem sei wieder fiir & €
& die Zahl j, (&) € {0,...,m — 1} so gewihlt, daf gs C g;. Fiir die Limesalgebra
der Kontraktion beziiglich der durch o induzierten 7 /mZ-Graduierung gilt fir & =
(@,9), 5= (B,q) € d mit q,q € Z/rT:

4 J8ss  falls jo(@) +j.(3) <m und @ # 0 oder § # 0
(122)  [ga, g5l = {{Uﬁﬂsonst.

Das Zentrum der Limesalgebra ist stets trivial. Ist s; € {0,1} fiir alle i € {0,...,1}
so gilt: Die durch die Lieklammer von g definierte Abbildung

(123) ¢]gi®®gi—>95 $1®®Q?]l—>[[1,’1,[,[[1,’],1,[17]]”
j-mal
st fir g =2,...,m—1 e Epimorphismus von gz-Moduln und diese Relation bleibt

fiir die Limesalgebra erhalten.
Beweis: Aus [Ka, Remark 7.9.b)] folgt

(124) 06,851 = 8445 wenn a # 0 oder 3 # 0.

Mit Satz 1.52 und (108) folgt (122). Sei 3 das Zentrum der Limesalgebra. Da 3
invariant unter ad(hg) und v ist, gilt 3 = ;.43 N ga- Da fiir & = (&, 7) mit & # 0
gilt dim(gsz) = 1 und [bg, ga] = ga, ist in diesem Fall 3 N gz = {0}. Ist @ = (0,0)
und h € g4 = b, so existiert ein 3 € ® mit B(h) # 0 und ein x € (3,5 mit
[h,2] = [h,x]y = B(h)x # 0. Also ist 3 N by = {0}. Sei nun ¢ € {1,...,r —1}.
Fiir h € b\ {0} existiert stets ein «;, € I mit oy, (h) # 0. Da allgemein va(h) =
a(v™'(h)), ist a;, & ®” fiir h € by \ {0}. Es ist dann & = oy, |y, € II eine einfache
Wurzel von @ (siehe (92)). Fiir @ € ® wird der Raum g(5,4) aufgespannt von

r—1
(125) ED =3 "By #£0 fira g 3"
p=0

(vergleiche [Ka, Remark 7.9.b)]). Daher ist a; € I N ®; C ®, eine kurze einfache
Wurzel (siehe (103)). Wie man leicht nachrechnet, gilt allgemein fiir h € b, o € @
und o = oy,

(126) [h, B} = a(h) ESD.

(
Insbesondere haben wir [h, _(ﬁ.)] = oy, (h) ‘g‘? # 0 nach Wahl von «;,. Fiir & = (0, q)
ist j,(@) = ¢ 2. Fiir § =& = (&;,0) mit & € II, (eine kurze einfache Wurzel von
D) ist

I
o 1 m m
Jo(di) =si=— | — — E aysy | < o
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Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, daf} s; < **, denn der Fall s; = * tritt genau dann
ein, wenn sy = 0 fiir alle ' # 7 und a; = 1 ist, was fiir eine kurze einfache Wurzel
dquivalent dazu ist, dafl @; durch einen Diagrammautomorphismus von X,S’") auf ag
abgebildet wird, das heifit nach Satz 2.22, daf} der betrachtete Automorphismus o
konjugiert zu v = 01 9,... ), ist. Dann ist also j,(&)+js(3) < m und die Lieklammer
zwischen bz und gj bleibt bei der durch o definierten Kontraktion erhalten. Daher
ist auch h; N3 = {0} und daher ist 3 = {0}.

Daf} die Abbildung ¢; aus (123) einen Homomorphismus von gg-Moduln ergibt,
folgt aus j-facher Anwendung der Jacobiidentitét fiir g. Dies ergibt fiir alle y in gj:

ad(y)([z1, [+ [z, 2] ) = [ad(y) (@), [ [z, 2] ]+ 0+
(127) AL @) @)y ] 4+ o0 L [, ad(9) ()] - .

Also ist ¢j(y.(z1 ® --- ®@ ;) = ad(y)(¢j(x1 ® - - - @ x;). Ist nun s, € {0, 1} fiir alle
i € {0,...,1}, so sind die Erzeugenden (E;);c;, alle in gg oder in g; enthalten. g;
wird daher aufgespannt von Elementen der Form [y, 2] mit y € g5 und z € im(¢;).
Da im(¢;) ein gg-Modul ist, sind aber diese [y, z] bereits in im(¢;) enthalten, also

2.1.2. Wurzelraumzerlegung und Enttwistung von p, (o). In diesem Abschnitt wen-
den wir uns den formalen Degenerationen p, (o) (nach (76)) zu, die zu den zyklisch
graduierten Kontraktionen von einfachen Liealgebren gehdren. Wo nichts anderes
gesagt wird, gelten die Bezeichnungen des vorigen Abschnitts.

Beispiel 2.27. sly hat nur innere Automorphismen. Alle Automorphismen endlicher
Ordnung sind daher nach Satz 2.20 und Satz 2.22 konjugiert zu einem Automor-
phismus der Form

o=Ad << 20’" m0_51>> mit ggT (s, m) = 1.

2m

S1 m
(& o) =+m

2m

o hat die Ordnung m, denn

und Ad(—F>) = id. Beim Twisten mit o erhélt man die positive Unteralgebra der
getwisten Loopalgebra

pi(0) = Cllt" Th o CJ#™ [[t* e @ Cl[t™ [[t™ ™ f.

Betrachtet man die zugehorigen Kontraktionen, so stellt man fest, dafl sich immer
die Inonii-Wigner-Kontraktion von sly beziiglich u = Ch ergibt, wenn man ¢ durch
t ersetzt. Diese Redundanz wird im folgenden beseitigt werden.

Zur Definition von £(g, o) und £(g, o, m) siehe (77). Fiir & € ® sei wieder j,(&) €
{0,...,m — 1} dadurch festgelegt, daf g4 C g;.
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Satz 2.28. Sei o ein (m,r)-Automorphismus von g und v der zugehirige Dia-
grammautomorphismus. Dann ist die formale Loopalgebra L(g, o) als C((t))-Lie-
algebra isomorph zu L(g,v) nach der Substitution t = t'r. Insbesondere ist jede mit
einem inneren Automorphismus getwistete formale Loopalgebra isomorph zur zer-
fallenden einfachen Liealgebra diber C((t)). Fir & = (&,q) mit & € ® U {0} und
q € {0,...,r —1} ist der Enttwistungshomomorphismus ® : L(g,0) — L(g,v, m)
festgelegt durch die Vorschrift

(128) x @97 1y p @ @78k fir g € gy,
Durch C((t))-lineare Fortsetzung ist ® auf ganz L(g, o) festgelegt.
Beweis: Siehe [Ka, Th.8.5]. 0

Durch das Tupel s ist nach [Ka, §1.5.] eine Z-Graduierung der formalen Loopalge-
bra L(g,v), die sogenannte Z-Graduierung vom Typ s, festgelegt. Diese ergibt sich

daraus, da} man fiir ein System ey, ..., e, fo,..., fi von Chevalleyerzeugenden und
eine Cartanunteralgebra h der affinen Kac-Moody-Algebra vom Typ X setat:
(129) dege; = —deg fi=s; fiiri=0,...,l, deg(h)=0.

In £(g, ) kann man die e; nach geeigneter Skalierung der E; identifizieren als
(130) eo=Fy®t, e,=E®1, firi=1,...,1

(siehe [Ka, §8.3]). Sei L(g,v); der Raum der homogenen Elemente vom Grad k
beziiglich der Z-Graduierung vom Typ s. Dann sei

(131) pi(s) == D L(g.v)i

keNy

Die kanonische Z-Graduierung auf L(g,v), die durch grad(z) = 0 fiir + € g und
grad(t) = 1 gegeben war (sieche Abschnitt 1.4), wird durch das Tupel (1,0,...,0)
definiert. Sein, C L£(g,v) die von ey, . .., ¢; erzeugte Unteralgebra von L(g, ). Diese
kénnen wir iiber C auch wie folgt zerlegen:

(132) n.= P gz ® P orv) ®c Ct*.

O_LGi)(H_ k>0

Bemerkung 2.29. Definiert man entsprechend n_ als das Erzeugnis der f;, so erhilt
man die sogenannte Dreieckszerlegung L£(g,v) =n_ @ h @ n, (siehe [Ka, Ch.1.]).

Definition 2.30. Sei g eine einfache C-Liealgebra. Die Unteralgebra b := b ®n be-
zeichnen wir als Standard-Twahoriunteralgebra. Alle zu ihr unter einem C-linearen
Automorphismus von £(g,v) konjugierten Unteralgebren bezeichnen wir als Twaho-
riunteralgebren von L(g,v). Jede Unteralgebra von £(g,v), die eine Iwahoriunteral-
gebra enthilt, bezeichnen wir als Parahoriunteralgebra von L(g,v).
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Bemerkung 2.31. Die formalen Loopalgebren sind Liealgebren von einfachen Grup-
pen iiber dem diskret bewerteten Korper C((¢)). Diese Gruppen besitzen jeweils ein
endliches und ein affines sogenanntes Tits-System (vgl. [BT], [Ga] oder [Bou4-6],
siehe auch Abschnitt 3.2). Die Parahori bzw. Iwahoriuntergruppen, deren Liealge-
bren die Parahori bzw. Iwahoriunteralgebren sind, entsprechen den parabolischen
bzw. minimal parabolischen Untergruppen beziiglich dem affinen Tits-System.

Da deg(e;) = s; > 0 ist fiir ¢ = 0,...,/ und deg(h) = 0 ist, ist b in jeder Unteral-
gebra der Form p, (s) enthalten, das heifit diese sind stets Parahoriunteralgebren.

Fiir s = (sg,...,s) sei Xg :={i € {0,...,1} | s; = 0}. Dann héngt p_(s) nur von
X, nicht von den Werten der s; # 0 ab. Sei ndmlich A das affine Wurzelsystem von
L(g,v), A_ die Menge der negativen Wurzeln, {ay,...,q;} eine Basis von A und
Ag={a€A Ja=)x kia;} (Zur Unterscheidung von den endlichen Wurzeln

schreiben wir die affinen Wurzeln mit lateinischen Buchstaben). Dann ist:

(133) pr(s)=b+ > L(gv)

a€EA_g

Achtung: Darin konnen auch negative Potenzen von t auftreten. Dies ist immer
dann der Fall, wenn sq = 0 ist.

Bemerkung 2.32. Nach der Theorie der Titssysteme gibt es eine Bijektion zwischen
den echten Teilmengen von {0, ..., [} und Konjugationsklassen von Parahoriunteral-
gebren von £(g, ). Auf der Gruppenebene gilt nach Bruhatzerlegung: Px = BWx B,
wobei B die Standard-Iwahoriuntergruppe des zugehorigen affinen Titssystem und
W die von den Erzeugern r; mit ¢ € X erzeugte Untergruppe der affinen Weylgrup-
pe ist. Jede Parahoriuntergruppe von G ist zu genau einer Untergruppe der Form
Px konjugiert. Die zugehorige Menge X wird als der Typ von P bezeichnet. Die
zugehorigen Parahoriunteralgebren py sind definiert durch

(134) px =b+ Z L(g,v)a

aEA_g
mit A_o(X) ={a € A_|a =73,y kia; fiir geeignete k; € Z}.
Satz 2.33. Wir identifizieren L(g,v,m) mit L(g,v) vermdge der Substitution t =
t+. Dann gilt: Das Bild von p, (o) unter dem Enttwistungsisomorphismus ® ist die
durch X = X, bestimmte Parahori-Unteralgebra px von L(g,v). Insbesondere ist

die durch o definierte graduierte Kontraktion von g stark dquivalent zu der durch
durch px beschriebenen formalen Degeneration.

Beweis: Siehe [DD, The.3]. 0

Beispiel 2.34. L(sly) hat bis auf Konjugation nur zwei echte Parahoriunteralgebren,
die Borelunteralgebra

b= Cllt|] » @ Cllt]] e @ L[]t 1.
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p=Clltllh e Cllt]]e ® ClJt]] 1.

Als Kontraktion entspricht die erste der Inonii-Wigner-Kontraktion von sl, beziiglich
u = Ch @ Ce, die zweite entspricht der trivialen Kontraktion. Wir hatten schon in
Beispiel 1.36 bemerkt, daf die Inonii-Wigner-Kontraktion a = C[|t|] h & C[|t|]te &
Cl|t|]t f beziiglich u = Ch stark dquivalent zu der durch b definierten ist und offenbar

ist a = p(0) @y C[|t]] mit o = Ad ((é _01>> (vergleiche Beispiel 2.27).

Beispiel 2.35. Die formale Loopalgebra L(so,, o, m) aus 1.57 ist fiir gerade n > 4

echt getwistet, da o ein Diagrammautomorphismus ist. Fiir die nicht einfache Lie-
algebra so4(R) ist £(so4,a,m) vom Typ Agl). Diesen kann man als einen Spezialfall
(I = 1) der Familie Dl(i)l ansehen (siehe Figur 2). Die zugehorige Parahoriunteralge-

bra p, (o) ist die H-Algebra aus [DDS] (vgl. auch [DD]).

2.2. Mit dem Wurzelgitter graduierte Degenerationen. Wir geben zunéchst

die Definition von konkaven Funktionen aus [BT, 1.(6.4.1)]. Wir zeigen dann, daf

wir den Bildbereich der Funktionen auf Z einschrinken kénnen, um zu graduierten

Kontraktionen zu kommen, wie sie in Abschnitt 1.4 eingefiihrt wurden.
Auf RU {00} sei k 4+ 00 := 00 + k := o0, fiir k € RU {oc}.

Definition 2.36. [BT, 1.(6.4.3)] Sei ® ein nicht notwendig reduziertes endliches Wur-
zelsystem. Eine Abbildung f : & — R U {oo} heifit konkav, wenn fiir jede endliche
Familie (o;) von Elementen von ® mit ) . a; € ® gilt:

(135) f (Z a¢> < Zf(ai).

Satz 2.37. [BT, I.Prop.(6.4.5)] Eine Abbildung f : ® — RU {00} ist genau dann
konkav, wenn

(136) fla+06) < fla)+ f(B) fira,€® mita+ € ®
(137) fla) + f(=a) > 0.

Fiir k£ € R sei ¢(k) die kleinste ganze Zahl, die groBler oder gleich k ist. Sie ist
durch die Eigenschaft, dafl (k) — 1 < k < ¢ (k) eindeutig bestimmt:

(138) (k) =min{n € Z | n > k}.

Fiir £ € R gilt also ¢(k) = —[—k], wobei die eckigen Klammern die Gauklammer
(oder Entierfunktion) bezeichnen. Sei ¢(oc0) = oo.

Lemma 2.38. Ist f : ® - RU{oo} konkav, so ist auch fz := o f: P — ZU{oco}
konkav.
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Beweis: Es reicht zu zeigen, daf

i=1 1=1
Dafiir reicht es zu zeigen, a < b = ¢(a) < 9(b) und (a +b) < 1(a) + 1(b). Beides
folgt offensichtlich aus der Definition. 0

Sei nun g eine einfache Liealgebra iiber C vom Typ X,,, A = C[|t|], K = C((¢)). Sei
® das Wurzelsystem und b eine Cartanunteralgebra von g. Sei v ein Diagrammauto-
morphismus der Ordnung r von g, h; = hNg;j(v) und ® = @ |, .. Den ungetwisteten
Fall betrachten wir als den Spezialfall mit v = id, insbesondere sei £(g,id) = L(g).
Dann ist z.B. auch ® = ®. Allgemein verwenden wir wieder die Bezeichnungen aus
Abschnitt 2.1.

Sei nun f : ® — Z konkav. (Der Fall, wo f den Wert oo annimmt ist fiir unse-
re Anwendungen nicht weiter interessant. Er kann auch bei der in Unterabschnitt
2.2.2 beschriebenen Konstruktion von konkaven Funktionen durch Teilmengen von
hor ausgeschlossen werden, indem nur beschrinkte Teilmengen von hgr betrachtet
werden.) Es ist leicht zu sehen, daf} die triviale Fortsetzung (d.h. durch 0) von f auf
das Wurzelgitter Q = (®) von gg(v) beziiglich g fast-konkav im Sinne von Abschnitt
1.4 ist, d.h. die Bedingung (63) fiir die Existenz der graduierten verallgemeinerten
Kontraktion erfiillt. Die zugehorige Degeneration ist nach Korollar 1.50 isomorph
zu der folgenden A-Unteralgebra von ge()):

(140) a = h ®c ClJt]] & €P ga ®c /@ CJ2]].
acd
Im getwisteten Fall wollen wir aber, wie bei den zyklisch graduierten Kontrak-
tionen aus Abschnitt 2.1, die konstruierten Degenerationen mit A-Formen der ge-
twisteten Loopalgebra L(g,v) identifizieren. Sei (v} = Z/rZ die von v erzeugte
Untergruppe von Aut(g). Folgende Aussage ist offensichtlich:

Bemerkung 2.39. Eine beziiglich g fast-konkave Funktion F': Q x (v) — Z mit der
zusitzlichen Eigenschaft

(141) F((a, 7)) =j (r) fiirallea e ®U{0},j € Z,
liefert eine C[|t"|]-Form der getwisteten formalen Loopalgebra £(g, ), namlich
(142) ar(v) = €D g ®c 17T

acd

Lemma 2.40. Sei F: Q x (v) — Z eine beziiglich g fast-konkave Funktion. Dann
qilt

(143) F((0,7)) > 0 fiir alle v € Z/rZ.
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Beweis: Fiir alle v € Z/rZ gilt 7y = 0. Angenommen F((0,v)) < 0. Dann gilt fiir

ac d.

(144) F((a,17)) < F((, (i = 1)7)) + F((0,7)) < F((a, (i = 1)7))

fiir alle s € N im Widerspruch zu F((a,rv)) = F((a,0)). 0
Die konkaven Funktionen f : ® — Z denken wir uns stets auf ® U {0} trivial

fortgesetzt. Dann gelten immer noch die Bedingungen (136) und (137) von Satz

2.37. Tatséichlich ist Bedingung (137) dann iiberfliissig, da sie von Bedingung (136)
impliziert wird.

Satz 2.41. Sei F : Q x (v) — Z eine beziglich g fast-konkave Funktion. Dann ist
die wie folgt definierte Funktion F : ® — Z konkav:

(145) F(a) := min{F((a,7)) | v € Z/rZ}.
Ist umgekehrt f : ® — 7 eine konkave Funktion, so erhalten wir durch
(146) f((@,j)) =min{n € Z [ n> f(a) An=j (r)}

eine beziiglich g fast-konkave Funktion f: Q x (v) — Z.
Beweis: Sei F' gegeben und F definiert wie in (145). Es ist zu zeigen, da8 fiir alle

a,p € ® gelten F(a) + F(8) > F(a+ B) und F(a) + F(—a) > 0. Sei F(a) =
F((Oé 7)), F(B) = F((8,7)), F(=a) = F((=a,73)). Dann gelten
f@+f(B) = F(amn)+F((B7)

F((a+ B,m + 7))
f(@+p),

F((@m)) + F((=a,7))

F((0,7 +72))

0 nach Lemma 2.40.

Sei umgekehrt f gegeben und f definiert wie in (146). Es ist zu zeigen, daB fiir alle
&, € dU{0} mit & = (a,7), B = (3,)) wo &+ 3 € ®U{0} gelten f(a)+ f(5) >
f(& + B3). Dies sieht man folgendermaBen: Es gilt

f@+f(B) > fla)+ f(B)

AVARIYS

fl@)+ f(=a)

\VARY

> fa+h)
und B s
fl@)+f(p) =i (r).
Daher gilt nach Definition von f
F(@+5) < f(@) + f(5).
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Lemma 2.42. Ist F : Q x (v) — Z eine beziiglich g fast-konkave Funktion mit der
Figenschaft (141) und gilt auflerdem

(147) F((0,7)) € {0,...,r —1},
dann qilt
(148) F=F

Beweis: Sei & € ® und v so gewihlt, daf

F(@) = F (@)

Aus (141) und (147) folgt, daB

F((0,4)) =14 firi=0,...,7— 1.
Daher gilt
(149) F (@) + F ((0,) 2 F (@7 +7) = F((@7)).
Weil F ((@,y+1)) =14 (r) ist, gilt daher
(150) F((a,y+1)=F@) +i firi=0,...,r—1.
Die Tildeoperation hat allgemein die Eigenschaft:
(151)  f@=j (r) = f(@j+10)=fla+i firi=0,...,r—1.

Daraus folgt

(152) F((@a,y+7)=F(@+i=F((@n~y+7) firi=0,...,r—1.

Korollar 2.43. Jede konkave Funktion f auf ® bestimmt eine Cllt"[]-Form der
getwisteten formalen Loopalgebra L(g,v), welche die ,Cartanunteralgebra® b :=
@;;é b; ®c /C[|t"|] enthilt, nimlich

(153) pr=az(v).

Beweis: Man bilde f wie in Satz 2.41. Diese hat offenbar die Eigenschaft (141)
von Bemerkung 2.39 und liefert somit die C[|¢"|]-Form af(v). Offensichtlich ist b in
a7(v) enthalten. 0

Im n#chsten Abschnitt wird gezeigt, dal auch die Umkehrung von Korollar 2.43
gilt.
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2.2.1. A-Formen, die eine affine Cartanunteralgebra enthalten.

Satz 2.44. Jede C[|t[]-Form a von goyy), die h @c C[|t|] enthdlt, 1t sich in der
Form (140) mit einer konkaven Funktzon f schreiben.

Beweis: Nach [Ka, Prop.1.5.] zerfillt die C[|¢|]-Form a als h-Untermodul von gy
betrachtet:

(154) a=bhecClt] ®EP ao mit a, = aN goy)a-

acd

Da a eine C[|t|]-Form von gg)) ist und

a®c C((1) = h®c C((t)) & €P a0 ®c C((t

acd

muf} gelten

o @c C((1)) = g ©c C((1)).
Insbesondere ist a, # (). Da a ein freier C[|¢|]-Modul ist und alle projektiven C[J¢|]-
Moduln frei sind (Satz B.11), ist a, ein freier C[|¢|]-Untermodul von g, ®c C((t)).
Da g eindimensional ist, ist

(155) 0o = Ba Qc Ma;

wobei M, ein freier Untermodul von C((t)) als C|[|t|]-Modul ist. Daher ist M,
von der Form M, = t/(®C]|t|] fiir ein eindeutig bestimmtes f(a) € Z. Sei {h;,i =

1,..., l, eq, @ € D} eine Chevalleybasis von g wie in [Hul, 25.2.]. Beziiglich der Basis
(hi,t/@e, |i €I, € ®)hat as die Strukturkonstanten:

B (t) = @O0 24P flls o 4+ 3 € @

(156) ch_o(t) =t/@F ‘ ek _q

Cia(l) = —cau(t) = o = alhi)

und alle anderen Strukturkonstanten verschwinden. Die Strukturkonstanten CZ,J,Z’B

mit o + 3 € & sind stets von Null verschieden. (Fiir eine Chevalleybasis sind sie
gleich +(r + 1), wobei r die grofite ganze Zahl ist, so dal # — ra noch in @ liegt.)
Dabher sind die Bedingungen (136) und (137) von Satz 2.37 notwendig dafiir, daf} a
eine C[|¢|]-Algebra ist und daher muf f tatséchlich konkav sein. 0

Satz 2.45. Jede C[|t"|]-Form der getwisteten formalen Loopalgebm L(g,v), die von
box (v) stabilisiert wird und die Cartanunteralgebra b = 693 “0 h;®ct!Cl|t"|] enthiilt,

lapt sich in der Form py wie in (153) mit einer konkaven Funktion f auf ® schreiben.
Insbesondere sind alle Parahoriunteralgebren von L(g,v) von dieser Form.

Beweis: Da L£(g, v) als by x (v)-Modul diagonalisierbar ist, ist es auch jeder hgx (v/)-
Untermodul (man kann genauso wie in [Ka, Prop.1.5.] argumentieren). Der Beweis
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geht genau wie im ungetwisteten Fall, nur mit ® anstelle von ®. Man hat dann zum
Beispiel in Analogie zu (155)

(157) Cl( J) = Y(a, )®(Ct]M(a]) mitjEO...r—l,o?;éO

mit einem freien Untermodul M, 5 = tR(@N | |] von C((¢7)) als C[|#"|]-Modul.

Man erhélt eine Funktion F auf ® mit den Elgenschaften (141) und (147) durch die
Festsetzung F'((a, 7)) = j + rk((a, 7)) und offenbar ist a = az(v) per Konstruktion.
Die wie in Satz 2.41 gebildete Funktion f := F ist die gesuchte konkave Funktion
auf @, denn nach Lemma 2.42 reproduziert diese die Funktion F mittels der Tilde-
Operation, d.h. p; = a. Die Strukturkonstanten betrachtet man nun beziiglich einer

Basis h; € b und eg mit & € ® \ {0} wie in [Ka, Rem.7.9.b)]. Insbesondere sind
wieder die Strukturkonstanten ¢ 6 # mit @+ 3 € &\ {0} von Null verschieden.
Daraus folgt wieder, dafl f tatsachhch konkav sein mu$. 0

2.2.2. Konstruktion von konkaven Funktionen. Wir folgen [BT, 1.6.4]. Sei hgr die
Cartanunteralgebra der zerfallenden reellen Form von g”, also der von den {h4},c3,
aufgespannte reelle Unterraum von bg. Jeder nichtleeren Teilmenge 2 C bhgr wird
folgende Abbildung fo : ® — R U {oc} zugeordnet:
fa(@) :== er{lf }{k € R | Voeq a(z) > —k}.

Den Wert co nimmt fo genau dann an, wenn @(€2) nicht nach unten beschriinkt ist.
Andernfalls besitzt @(2) ein reelles Infimum, denn nach Voraussetzung ist {2 nicht
leer. Die Bedingung V,cq @(z) > —k ist dann dquivalent zu inf @(Q2) > —k bzw.
k > —inf &(Q). Also ist

(158) {k € R |Vyeqa(z) > —k} = [—inf a(Q), oo
und somit ist
(159) fal@) = — i%fd(Q).

Im folgenden sei vorausgesetzt, dafy 2 beschriankt ist.
Satz 2.46. [BT, 1(6.4.3)] Die Funktion fq ist konkav.

Beweis: Es ist zu zeigen, daf fiir jede endliche Familie (@;) von Elementen von &
mit Y . a; € ¢ gilt:

(160) fa (Z ai) < an(a

also

(161) inf (Z a) @=>> inf &(Q)
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Letztere Ungleichung gilt, weil die rechte Seite eine untere Schranke fiir (). a;)(€)
ist, denn fiir z € ) gilt:

(162) (Z a> (z) = Z a;(z) > Z inf @;(Q)

O

Man kann 0.B.d.A. annehmen, daf} €2 abgeschlossen ist, denn fo = fq, da offenbar
stets inf a(2) = inf @(Q). Genauso kann man o0.B.d.A. annehmen, dafl © konvex
ist, denn fo = faronr, wenn QX" den konvexen Abschlufl von 2 bezeichnet, da
inf @(Q) = inf @(Q*°™) fiir alle @ € .

Es gilt offensichtlich

(163) 0 CQ = fo, < fo,

Sei f eine konkave Funktion auf ®. Dann sei

(164) Q= {z € hor | a(z) > —f(a) fiir alle & € P}.
Es gilt offenbar

(165) Qs = Q.

Weiterhin ist offensichtlich f(a) > —inf &(£2y) fiir alle a, daher gilt fiir jede konkave
Funktion

(166) = fa;

Bemerkung 2.47. Es gibt auch konkave Funktionen, die nicht von der Form fq (und
auch nicht von der Form (fq)z) sind. Dies zeigt das folgende Beispiel.

Beispiel 2.48. Sei ® vom Typ B, und {@y, &, } eine Basis von ®, wobei @; die lingere
der beiden einfachen Wurzeln sei, dann wird durch f(&;) = f(az) =2, f(a1+as) =
flen +2a) = 4 und f(—a) = f(-Ga) = f(-a1 — @) = f(—a1 — 242) = 0
eine konkave Funktion definiert. (Fiir das Wurzelsystem By gilt: Jede lange Wurzel
158t sich auf genau eine Art als Summe von zwei kurzen Wurzeln schreiben und
jede kurze Wurzel 148t sich auf genau zwei Arten als Summe von einer kurzen und
einer langen Wurzel schreiben. Damit kann man die Bedingung (136) leicht explizit
nachpriifen.) Fiir f gilt

fa, (a1 + a2) = 3 < f(ay + az).
Also ist f nicht von der Form fq.

Lemma 2.49. Jede lineare Funktion ist konkav und eine konkave Funktion ist ge-
nau dann linear, wenn

(167) f = fy firein x € bhog.
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Beweis: Die erste Aussage ist offensichtlich. Sei f linear. Dann existiert genau ein
z mit o;(x) = —f(a;) fiir alle i € {1,...,n}. Aus der Linearitit von f folgt, daf
a(z) = —f(a) fir alle @ € ®. Also ist Q; = {z} und f = fi;). Umgekehrt ist klar,
daB fq fiir eine Einpunktmenge Q = {z} stets linear ist. 0

Lemma 2.50. Ist [ konkav, so ist Qp # 0.

Beweis: Aus [BT, Prop.(6.4.6)] ergibt sich, dafl zu f stets eine lineare Funktion f;
existiert mit f > f;. Offensichtlich gilt fiir je zwei konkave Funktionen

(168) f1 < fg = Qfl C QfQ.
Ist daher f; = fi., so gilt x € Q. 0

In Bezug auf die durch konkave Funktionen erzeugbaren C[|¢"|]-Formen von £(g)
bzw. L(g,v) interessieren wir uns wiederum nur fiir die zugehorigen ganzzahligen
Funktionen f; = —[—f] bzw. die daraus wie in Satz 2.41 gebildeten Funktionen
fz auf ®. Es wird sich daher zeigen, daB wir 0.B.d.A. annehmen konnen, daf
,Facetten-abgeschlossen® ist, was im néichsten Abschnitt erklart wird.

2.2.3. Das affine Gebiude. Sei A das Wurzelsystem von L£(g, v). Jeder affinen Wur-
zel a = a+kd kann man den affinen Halbraum H, = {z € bsr | a(z)+k > 0} zuord-
nen. (In [BT] wird das affine Wurzelsystem als die Menge dieser affinen Halbriumen
definiert (vergleiche [BT, 1.(1.3.7)]).) Weiter seien H} = {z € hgr | @(z) + k > 0}
und H = {x € hgr | @(z) + k < 0}. Wir definieren auflerdem die zugehorige Wand
N :={x € bgr | @(x) + k = 0}. Sei H die Menge aller solchen Wiinde.

Definition 2.51. Fiir M C A sei
(169) Xy = ﬂ 77a\ U Na s

aEM aZM
fiir M = () sei
(170) Xy :=hoz \ | na-
a€EA

Eine Fuacette von hgr ist eine Zusammenhangskomponente einer Menge der Form
Xy. Eine [-dimensionale Facette, also eine Facette maximaler Dimension, wird als
Kammer bezeichnet. Kammern sind also Zusammenhangskomponenten von hgg \

UaGA Na-

Es ist nicht schwer zu sehen, daf§ die Facetten paarweise disjunkt sind, und daf
ihre Vereinigung ganz hgg ist.

Definition 2.52. Fiir Q C bgg sei der Facettenabschluf QF (beziiglich A) der Ab-
schluf der Vereinigung aller Facetten, die mit Q%™ nichtleeren Schnitt haben. Q7
ist immer konvex.
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Sei ab nun = Q" Wir sagen eine Wand 7, zerteilt 2, wenn Q\ 7, mehr als eine
Zusammenhangskomponente hat. Dies ist offenbar fiquivalent dazu, dal QN n, # 0

ist, wenn Q das Innere von € bezeichnet, und auch dazu, dal Q N H} # @ und
QN H, #0.

Lemma 2.53. Jede Wand die QF zerteilt, zerteilt auch Q.

Beweis: Aus der Definition der Facetten folgt, dafl eine Facette durch keine Wand
zerteilt werden kann. Daraus folgt: wenn 7, die Menge 7 zerteilt, dann existieren
Facetten JFy, F, C QF mit F; € H} und F, C H, . Beide haben mit Q nichtleeren
Schnitt. Daraus folgt QN H; # 0 und QN H, # 0, d.h. n, zerteilt Q. 0

Satz 2.54. Fs ist féZ = fary, insbesondere sind die durch Q und QF definierten
Cl[|t"|]-Formen von L(g,v) dieselben.

Beweis: Da Q C Q7 gilt

faz < f(z%z-
Fiir a = (@,j) mit j € 0,...,7 — 1 und & € P ist
(171) faz(@) =min{k € j+7Z | k> —infa(Q)}.
Angenommen
(172) k= faz(d) < forn(d).
Dann gilt
(173) —inf&(Q) < k < —infa(Q”).

[e]
Da Q7 konvex ist, existiert ein x € 7, so daf

(174) a(z) = —k

ist. Da (@, j) € dund k € j+7r7Z ist, ist a := @+ ké € A und die zugehsrige Wand
na zerteilt Q7 aber nicht © im Widerspruch zu Lemma 2.53. 0
2.2.4. Durchschnitte von Parahoriunteralgebren. Seien a; € {0, ... [} die einfachen

Wurzeln von A. Die affine Weylgruppe W wird als Untergruppe der Gruppe der affin
linearen Transformationen von hgg realisiert. Sie wird erzeugt durch die Spiegelungen
an der Hyperebenen 7, mit i € {0,...,[}.

Die affine Weylgruppe stabilisiert die Menge aller Wiande in hgr und iiberfiihrt
daher auch Facetten in Facetten. Tatséchlich kann die Menge der Facetten in natiirli-
cher Weise als simplizialer Komplex betrachtet werden. Dieser stellt eine Realisie-
rung des sogenannten Coxeterkomplexes von W dar (siehe [Ga, Ch.12]). Die funda-
mentale Weylkammer ist die Menge

(175) c= (O H
)
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(Man iiberlegt sich leicht, daf dies eine Kammer ist.) Der Abschluf C von C ist
ein Fundamentalbereich fiir die Operation der Weylgruppe auf hsr. Sei F C C eine
Facette. Dann definiert man den Typ X (F) von F als

(176) X(F)={i€{0,....0[}| FC )

Es gilt nun: Jede Facette in hjr ist durch die affine Weylgruppe zu genau einer
Facette in C konjugiert. Daher ist der Typ von F fiir jede Facette wohldefiniert,
nimlich als der Typ der zugehorigen Facette in C. Der folgende Satz folgt auf der
Gruppenebene aus [BT, Prop.(7.4.4.)].

Satz 2.55. Sei F eine Fuacette der fundamentalen Weylkammer. Dann gilt fir f =
7 und X = X(F)

(177) pr=px.
Beweis: Seien {ay, ..., @} die einfachen Wurzeln von ® und {ao, ..., q} die ein-
fachen Wurzeln von A. Wir identifizieren a; mit &; fiir = 1,...,l und ay = d — 0y

wie in [Ka, (8.3.6)]. Aus der Definition der fundamentalen Weylkammer C folgt, daf
(178) C={rch| —O(r)>—-1 unda;(z) >0 firie{l,...,I}}.

Daher gilt zunichst einmal

(179) a(z) >0 firallea € &, 2 €C.
Es folgt
(180) fol@) = —infa(Q) <0 firallea € &, Q C C.

Daraus folgt, daf ps, alle Wurzelrdume zu positiven Wurzeln von A enthélt und
damit eine Parahoriunteralgebra von £(g, it) ist. Als solche ist sie eindeutig bestimmt
durch ihren Typ, d.h. durch die Menge X = {i € {0,...,1} | L£(g, 1) o; C ps}. Fiir
a € ®, k € Z sind die folgenden drei Zeilen fdquivalent:

(181) fol@) = —fa(~a) = k
(182) —k = inf(a()) = — inf(—a($)) = sup(a(Q))
(183) Q C Narrs-

Insbesondere gelten

(184) QC ey <= fa(=00) = 1A fa(bo) = =1 <= L(g,1t)-ay C Py

und fiir i € {1,...,1}

(185) QC o, = fol@) =0A fo(—a) =0 <= L(g,1t) o C by
Daraus folgt die Behauptung. 0

Durch Satz 2.55 ergibt sich eine Einordnung der Twistkonstruktion aus Abschnitt
2.1. Die dort konstruierten A-Formen p, (o) sind ja, wie in Abschnitt 2.1.2 gezeigt
wurde, isomorph zu den Parahoriunteralgebren py, welche durch die Menge X der
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einfachen affinen Wurzeln vom Grad 0 eindeutig bestimmt ist. Nach Satz 2.22 und
Satz 2.28 148t sich umgekehrt zu jeder echten Teilmenge X der Menge {0, ... ,I} ein
Automorphismus o angeben, so daf px isomorph zu p, (o) ist.

Man iiberlegt sich leicht, daf} fiir zwei konkave Funktionen f;, f> auch die Funktion
max(f1, f2) wieder konkav ist, und daf} gilt:

(186) Pmax(fi,fa) = P O Pfy-

Auch gilt fo,u0, = max(fq,, fa,). Daraus folgt pa,ua, = Pa, NPa,. Jede beschriinkte
Facetten-abgeschlossene Menge €2 1483t sich in endlich viele Facetten zerlegen:

(187) Q=FU---UFn.

Damit ist die A-Form pg ein endlicher Durchschnitt von Parahoriunteralgebren (zu
ggf. verschiedenen Iwahoriunteralgebren):

(188) po=pr N Npr,.

Aus Satz 1.30 folgt, dafl der Nullteil der Degeneration p;, wenn diese einer Kon-
traktion entspricht, mindestens den halbeinfachen Anteil der reduktiven Unteralge-
bra

(189)  gm=bho® P g@p mit ' (f):={ae|f(a)+ f(-a)=0}
acdO(f)

enthalten muf} und fiir p, (o) ist dies genau der Nullteil. Offenbar ist gg,, im unge-
twisteten Fall stets regulér, d.h. h-diagonalisierbar, und im getwisten Fall h x (v)-
diagonalisierbar.

Aus obigem folgt ®°(fq,uq,) = ®°(fa,) N ®°(fq,), falls fo, > 0 fiiri =1, 2.

Die Durchschnittsbildung in (188) iibertrigt sich daher auf die Mindestnullteile
der zugehorigen kontrahierten Algebren, falls alle fz > 0 sind. Fiir eine Vereinigung
von Facetten wie oben ist dies genau dann der Fall, wenn alle beteiligten Facetten
den Nullpunkt beriihren. Ist nimlich 0 € F, so gilt fr = fz > Jroy = 0. Ist
andererseits 0 ¢ F, so folgt, daB8 fiir mindestens eine Wurzel & das Intervall a(F)
die Null nicht enthilt ({0} und F liegen auf verschiedenen Seiten einer Wand 74 1s).
Daher ist entweder fz(@) oder fr(—a) negativ.

Im nichsten Abschnitt werden konkave Funktionen durch die affine Weylgruppe
so verschoben, daf} die zugehorigen Algebren in einer Parahoriunteralgebra liegen.

Die Nullteile von Parahori-Unteralgebren von gg(() sind (wie in Abschnitt 2.1.1
ausgefiihrt wurde) stets Fixpunktalgebren von Automorphismen endlicher Ordnung
von g. Daher sind die Mindestnullteile der durch die A-Formen po von gc()) mit
beschrianktem 2 definierten Kontraktionen von g jeweils endliche Durchschnitte von
Fixpunktalgebren von Automorphismen endlicher Ordnung von g, die in derselben
Nebenklasse beziiglich Int(g) in Aut(g) liegen und dieselbe Cartan-Unteralgebra b
bzw. b von g fixieren.
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2.2.5. Positivitdt von f. Wenn alle Werte von f nichtnegativ sind, ist klar, daf} die
A-Form p; zu einer echten Kontraktion von g gehort.

Im allgemeinen kann f jedoch auch negative Werte annehmen. Trotzdem ist, wie
wir im folgenden zeigen werden, py stets isomorph zu einer A-Form von g, die zu
einer Kontraktion assoziiert ist.

Lemma 2.56. Seien f und g konkave Funktionen auf ®. Wenn s == f —qg: & —
Z linear ist, dann definieren f und g in (156) dieselben Strukturkonstanten, also
1somorphe Degenerationen.

~ Beweis: Die Strukturkonstanten in (156) stimmen iiberein, wenn fiir alle &, 3 €
O mita+jed

f@)+f(3)— fla+p8) = g(a)+g(B) —gla+B) und

(190) fl@)+ f(-=a) = g(a@)+g(-a).
Dies ist dquivalent dazu, daf fiir alle @, 3 € ® mit @ + 3 € @
(191) s(@) + s(B) = s(a+ f) und s(@) = —s(—a).

O

Sei W die Weylgruppe des endlichen Wurzelsystems ®. Sie kann identifiziert wer-
den mit dem Stabilisator des Nullpunkts von hgr in W. Sei Q" das Cowurzelgitter
des Wurzelsystems @, d.h. das von den Cowurzeln h; = &) erzeugte Z-Gitter in

hor- Die affine Weylgruppe 148t sich dann stets als semidirektes Produkt von W mit
einem Untergitter von Y, welches als Gruppe von Translationen von hgg aufgefafit
wird, beschreiben, und zwar

QY fallsr =1 oder A = Ag),

192)  W=MxW mit M={%
(192) rn1 {(Cbﬂ sonst.

Im getwisteten Fall, mit Ausnahme von Ag), ist also das Gitter der Translationen
in W das von den langen Cowurzeln aufgespannte Teilgitter von @V, wihrend es im
ungetwisteten Fall immer das ganze Cowurzelgitter ist.

Satz 2.57. Ist f eine konkave Funktion auf ®, dann ist die zugehérige Degeneration
pr stark dquivalent zu einer Kontraktion.

Beweis: Die Menge €2 enthélt nach Lemma 2.50 mindestens einen Punkt. Daher

enthilt der Facettenabschluf} QJf eine Facette F. Die affine Weylgruppe W = M xW
(siche (192)) operiert auf den konkaven Funktionen wie folgt. Sei w = (w,q) € W

mit @w € W und ¢ € M. Dann sei

(193) (w.f)(@) = f((w) (@) + alg),
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wobei die Operation von W auf b7, die zu der Operation auf hgr duale sei. Da die

Elemente der endlichen Weylgruppe W zu Automorphismen von g korrespondieren,
sind die Strukturkonstanten in (156) invariant unter W, also z.B. czﬁﬂ = Cgéd;rg).
fiir &, f € ®. Zusammen mit Lemma 2.56 folgt, daf die Degenerationen Puw.s und py
isomorph sind. Die Operation von W auf den Funktionen ist mit der Operation auf
hor vertrdglich, d.h. es gilt Q,, ; = w.Q2¢. Sei nun w € W so gewéhlt, dafl w.F C C

ist. Dann gilt nach (166) und (163)

(194) U}f Z fw.Qf Z fw.]:-
Daher gilt
(195) Pr=Pus Chx.

Da nun py immer vermoge dem Inversen des Enttwistungsisomorphismus W stark
dquivalent zu einer Degeneration p, (o) ist, und diese einer echten Kontraktion ent-
spricht, wird auch p,, ; durch U~" auf eine Degeneration abgebildet, die einer echten
Kontraktion entspricht. 0

Bemerkung 2.58. Ist G eine algebraische Gruppe iiber C((¢")) mit Lie(G) = L(g, i)
und ist (G, B, N, S) ein affines Titssystem mit Weylgruppe W. Dann gilt nach [BT,
(5.2.2.)]

(196) nPon ! = Pry.q fiir alle n € N, Q C hgr

wenn 7 der kanonische Homomorphismus 7 : N — N/(B N N) = W ist. Ist daher
m(n) = w so ist

(197) puy = Ad(n)(py)-

2.3. Integrabilitit der Inonii-Wigner-Kontraktionen. In diesem Abschnitt
wird gezeigt, dafl alle Inonii-Wigner-Kontraktionen integrabel im Sinne von [Ka2]
sind.

Definition 2.59. Ist g eine Liealgebra und p eine lineare Darstellung von g auf einem
Vektorraum V', so heifit ein Element x € g

e p-lokal-endlich, wenn fiir alle v € V der von der Menge {p(z)"(v) | n € N}
aufgespannte Unterraum von V' endlichdimensional ist.

e p-halbeinfach, wenn V' in Eigenrdiume von p(x) zerfillt.

e p-lokal-nilpotent, wenn fiir alle v € V ein n € N mit p(x)"(v) = 0 existiert.

Bemerkung 2.60. Ist V' endlichdimensional, so ist jedes Element x lokal endlich und
jedes lokal nilpotente x ist nilpotent. Die im endlichdimensionalen geldufige Jordan-
zerlegung der Endomorphismen in den halbeinfachen und den nilpotenten Anteil 148t
sich auf den Fall, dafl V' unendlichdimensional ist, verallgemeinern: Jedes lokal end-
liche Element ist Summe eines halbeinfachen und eines lokal nilpotenten Elements,
welche miteinander kommutieren.
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Definition 2.61. Eine Liealgebra heifit integrabel, wenn sie von ad-lokal-endlichen
Elementen erzeugt wird.

Definition 2.62. Eine Unteralgebra u einer Liealgebra g heifit integrable Unteralge-
bra, wenn sie als Liealgebra integrabel ist und alle ad,-lokal-endlichen Elemente von
u auch adg-lokal endlich sind.

Beispiel 2.63. Die Unteralgebra h ®¢ C||t|] der Loopalgebra ist abelsch, also ist
jedes ihrer Elemente ad-nilpotent, also ist h ®c C[|¢|] als C-Liealgebra integrabel.
Sie ist aber keine integrable Unteralgebra von L(g) iiber C, da insbesondere die
Elemente der Form th mit h € b\ {0} nicht ad,g)-lokal endlich sind: Sei o € ® mit
a(h) # 0, dann ist ad(th)"e, = t"a(h)"e, und die Familie (ad(th)"eq)nen Spannt
den unendlichdimensionalen Unterraum Ce,, ®c ¢ C[|¢|] auf.

Beispiel 2.64. Die C|[|t|]-Form
(198) a1 =h® g@ctC[|t]] =bh@cClt] & P g ®c tClt]]

acd

mit dem Nullteil h ist integrabel. Die Liealgebra a; 148t sich nimlich als C-Liealgebra
wie folgt in ein semidirektes Produkt zerlegen:

(199) a = (f) ® hoct?Clt] @ @ga ®c t(C[|t|]> X (Ch ®c Ct) .
acd

Der erste Faktor bildet offenbar ein Ideal von a;. Dieses ist fiir sich genommen eine
integrable Unteralgebra von £(g), da es von h und von Wurzelvektoren erzeugt wird
und alle Wurzelvektoren ad-lokal-nilpotent sind. Der zweite Faktor th = Ch ®@¢ Ct
enthilt zwar, wie Beispiel 2.63 zeigt, lauter Elemente, die nicht ad-lokal endlich
sind, trotzdem liegt er in dem Erzeugnis der ad-lokal endlichen Elemente von a;: Es
bezeichne (.|.) die normierte invariante Form auf £(g) gemifi [Ka]. Da h von den
Elementen der Form

ha =lea, foa] @ €y, eq € L(g)a, fa € L(g)-a, (€alfa) =1

erzeugt wird, geniigt es zu zeigen, dafl die Elemente der Form ¢ h, von ad-lokal
endlichen Elementen erzeugt werden. Da e, ad-nilpotent ist, ist exp(ad(e,)) ein
wohldefinierter Automorphismus von £(g). Da t¢f, ad-nilpotent ist, ist auch sein
Bild unter exp(ad(e,)) ad-nilpotent. Es ist

(200)  exp(ad(en))(tfa) = (id +ad(eq) + %ad(ea)2> (tfa) = tfa + the — teq.

Somit ist
(201) the =exp(ad(eq))(tfa) — tfa + teq

Summe von ad-nilpotenten Elementen.
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Genau wie fiir a; sieht man auch, dafl die Unteralgebra
(202) ay == g ®c t C[J¢[]
integrabel ist. Damit gilt

Satz 2.65. Jede Inonii- Wigner Kontraktion einer halbeinfachen Liealgebra ist inte-
grabel.

Beweis: Eine Inonii-Wigner-Kontraktion mit beliebigem Nullteil gy, hat die Form

(203) 9o % az,

wobei der Nullteil gy als Unteralgebra von g aus ad-lokal-endlichen Elementen von
L(g) besteht, also auch integrabel ist. Die Summe von zwei integrablen Unteral-
gebren ist aber stets wieder eine integrable Unteralgebra, da die ad-lokal-endlichen
Elemente der beteiligten Unteralgebren per Definition auch adg)-lokal-endlich sind.

O



3. DEFORMATIONEN UND DEGENERATIONEN AUF DER GRUPPENEBENE

In diesem Kapitel werden Deformationen und Degenerationen von affinen alge-
braischen Gruppen eingefiihrt und die Liftung von Degenerationen von Liealgebren
zu Degenerationen von Gruppen behandelt.

Zur Erinnerung: Affine algebraische Gruppen sind identifizierbar mit linear al-
gebraischen Gruppen, denn jede affine algebraische Gruppe ist isomorph zu einer
abgeschlossenen Untergruppe einer GL,, (siehe zum Beispiel [Hu2, 8.6.]).

3.1. Gruppenschemata und Deformationen. Zunichst einige grundlegende De-
finitionen und Sétze iiber affine Gruppenschemata und ihre Liealgebren. Die in die-
sem Abschnitt eingefiithrten Begriffe stammen grofitenteils aus [Wa|. Einige weitere
Grundbegriffe finden sich im Anhang.

In diesem Unterabschnitt sei A, wo nichts anderes angegeben wird, ein beliebiger
Ring.

Definition 3.1. [Ha, IV§4 p.324] Ein A-Gruppenschema ist ein A-Schema G zusam-
men mit Morphismen:

e dem Eins-Schnitt e : Spec(A) — G,
e dem Inversen i : G — G,
e dem Produkt p: G Xgpec(a) G — G,

so daf} gelten

1. ,neutrales Element“: po (idg,eom) = po (eom, idg) = idg, wobei 7 : G —
Spec(A) die kanonische Projektion sei,

2. ,Inverses“: po (idg,i) =po (i,idg) =eom,

3. ,Assoziativitit“: p o (idg x p) = po (p x idg).

Bemerkung 3.2. Eine affine algebraische Gruppe iiber einem Korper k ist per De-
finition eine algebraische Teilmenge eines k™ mit einer Gruppenstruktur, wobei das
Produkt p : G x G — G und das Inverse i : G — G Morphismen sind. Da
G affin ist, entsprechen dem Produkt und dem Inversen die dualen Morphismen
P k[G] — k|G] ® k[G] und i* : k[G] — Kk[G]. Die Gruppeneigenschaften wie As-
soziativitdt usw. lassen sich durch Bedingungen an diese Morphismen ausdriicken.
Auf analoge Art kommt man jetzt von affinen Gruppenschemata zu Hopfalgebren.

Zur Notation: Fiir zwei Morphismen f; : X1 — Vi, fo : Xy — Yo von affinen
Schemata sei f; X fo der dadurch induzierte Morphismus von X} X X5 nach )y x ).
Der duale Morphismus (f; x fo)f : A[Vi] @4 A[Yo] — A[X1] @4 A[X] ist dann
flﬂ ® fg. Sind f; : X = Vi, fo : X = V5 zwei Morphismen von affinen Schemata mit
demselben Definitionsbereich X', dann ist in kanonischer Weise ein Morphismus von
X nach Y x ), definiert. Diesen bezeichnen wir mit (f;, f2). Den dualen Morphismus
(f1, f2)F + A1) @4 A[Ys] — A[X] schreiben wir als (fF, f5). Er ist festgelegt durch

r Qry — flu(rl)fg(rg) fiir r e A[yl], ry € A[yQ]
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Definition 3.3. Eine A-Hopfalgebra ist eine A-Algebra A[X]| zusammen mit folgen-
den Morphismen:

e der Coeins (dem Eins-Schnitt) e : A[X] — A,

e dem Coinversen i : A[X] — A[X],

e dem Coprodukt A : A[X] — A[X] @4 A[X]
mit folgenden Eigenschaften:

1. ,neutrales Element“: (idg), ') o A = (€, idarg)) 0 A = id 4],

2. ,,IHVGI‘SQS“Z (idA[g}, iu)OA = (iﬁ, idA[g})OA = ’LﬂA’A[g}Oeﬁ, wobei wA,A[g} A — A[Q]

die kanonische Inklusion sei,
3. ,Assoziativitiat“: (idag ® A) o A = (A ® idag) o A.

Definition 3.4. Ein Morphismus von Gruppenschemata G, H ist ein Morphismus
von Schemata: f : G — H, der mit der Multiplikation vertréiglich ist, das heif}t:
pro (f X f) = fopg. Ein Morphismus F : A[H] — A[G] von Hopfalgebren A[#]
und A[G] ist ein Homomorphismus von A-Algebren, fiir den gilt:

Mit dieser Definition iibertréigt sich die Antidiquivalenz zwischen Ringen und affi-
nen Schemata (siehe Bem. A.28) auf Hopfalgebren und Gruppenschemata.

Satz 3.5. [DG, 11§1.1.6.Prop.] Der Funktor A[X]| — Spec(A[X]) liefert eine An-
tidgquivalenz zwischen der Kategorie der Hopfalgebren iiber einem Ring A und der
Kategorie der A-Gruppenschemata.

Beweis: Dies folgt daraus, daf§ offensichtlich alle Bedingungen an die Morphismen
e,i,p bzw. €', i*, A, sowie die Definition der Morphismen in den beiden Kategorien
durch die Antidiquivalenz zwischen A-Algebren und affinen A-Schemata ineinander
iibergehen. 0

Jedes affine A-Gruppenschema kann in kanonischer Weise als darstellbarer Funk-
tor (siehe Definiton A.38) von A-Algebren nach Gruppen betrachtet werden: Sei B
eine A-Algebra und ¢p : A — B der zugehdrige Homomorphismus a + a.1 fiir
a € A. Dann erklirt man auf der Menge

(205) Q(B) = HOIHA_Alg(A[g], B)

eine Gruppenstruktur, indem neutrales Element, Inverses und Produkt wie folgt
definiert werden:

(206) ep = tpocé,
(207) a”' = aoi' fiirae G(B),
(208) ab = (a,b)o A fiir a,b € G(B).

Bemerkung 3.6. Ist B eine A-Algebra und A[G] eine Hopfalgebra, dann ist auch
A[G] ® 4 B =: B[G] eine Hopfalgebra iiber B, denn Coeins, Coinverses und Copro-
dukt lassen sich durch B-lineare Fortsetzung auf diese iibertragen. Dies wird als
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Basiswechsel bezeichnet. Man schreibt auch Gp fiir das B-Gruppenschema, das aus
A durch den Basiswechsel A — B entsteht. Insbesondere lassen sich die klassischen
Gruppen GL,,SL,,SO,, etc. fiir jeden Ring A definieren, da sie iiber Z definiert
sind. Das gleiche gilt fiir die multiplikative Gruppe G, und die additive Gruppe
G, eines Rings, oder zum Beispiel die Gruppe p, der n-ten Einheitswurzeln mit
Blua) = BX]/(X" - 1).

Bemerkung 3.7. Ein affines A-Gruppenschema kann in kanonischer Weise als Fa-
milie von affinen Gruppenschemata iiber den Restklassenkérpern ky, t € Spec(A)!?
angesehen werden. Seine Fasern G, (sieche Def. A.36) bilden némlich in kanonischer
Weise affine Gruppenschemata mit den Koordinatenringen k[G,] = A[G] ®4 k. Es
ist also G; = Gy, und wir verwenden beide Schreibweisen, insbesondere schreiben wir
Gk mit K = Quot(A) fiir die generische Faser eines A-Gruppenschemas.

Es gilt das Theorem von Cartier:

Satz 3.8 (Cartier). [Wa, 11.4.] Hopfalgebren iber Kiorpern der Charakteristik Null
sind reduziert.

Ist daher char(k;) = 0 und k,; algebraisch abgeschlossen, dann entspricht G, einer
algebraischen Gruppe iiber k;, insbesondere gilt k;[G;| = ki[G (k:)].

Beispiel 3.9. Uber einem Korper der endlichen Charakteristik p ist das Gruppen-
schema i, der p-ten Einheitswurzeln nicht reduziert, denn in Charakteristik p gilt
(X +Y)P = XP +Y? daher ist X — 1 nilpotent in k[u,].

Definition 3.10. Ein Schema X heif}t equidimensional, wenn jede irreduzible Kom-
ponente von X die gleiche Dimension hat.

Zur Definition des im folgenden verwendeten Begriffs der Flachheit und einiger
seiner Konsequenzen sieche Anhang A.0.6.

Satz 3.11. Sei A eine endlich erzeugte Integritits-k-Algebra oder ein diskreter Be-
wertungsring mit Restklassenkorper k. Sei K = Quot(A) und X ein reduziertes
endlich erzeugtes flaches affines A-Schema. Wenn A ein diskreter Bewertungsring
ist, sei X reduziert und Z, # () fiir jede irreduzible Komponente Z von X. Dann
qilt: Ist X equidimensional von der Dimension n, dann ist auch X equidimensio-
nal, und zwar von der Dimension n+ dim(A), und alle Fasern Xy,, t € Spec(A) sind
ebenfalls equidimensional von der Dimension n.

Beweis: Jedes flache Schema ist torsionsfrei (siehe den Beweis von Satz B.22). In
einem torsionsfreien Schema liegt die generische Faser dicht (siehe Satz 3.51). Daher
ist jede irreduzible Komponente von X’ der Abschluf einer irreduziblen Komponente

13Um Verwechslungen mit dem Korper der rationalen Funktionen tiber k zu vermeiden, schreiben
wir k; statt k(t) fiir den Restklassenkorper von A in t € Spec(A).
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der generischen Faser. Damit folgt die Behauptung fiir eine endlich erzeugte Inte-
gritits-k-Algebra A aus Satz A.52 und fiir einen diskreten Bewertungsring A aus
Satz A.57. 0

Definition 3.12. [BT, 11.8.15] Ein Schema heifit regulir (oder nichtsingulér), wenn
alle seine lokalen Ringe regulir sind (siehe Def. B.5). Ein Schema A’ iiber einem
Korper K heifit geometrisch reguldr, wenn X' Xgpec(x) Spec(K) regulir ist.

Definition 3.13. [DG, 1.3.1.1] Eine A-Algebra heifit endlich prdisentiert, wenn sie
isomorph zu einem Quotienten eines Polynomrings A[X7, ..., X,,| nach einem endlich
erzeugten Ideal ist.

Definition 3.14. [BT, 11.1.2.9 und 1.2.2] Sei A ein Integritéitsring. Ein affines A-
Schema X heif}t glatt, wenn folgendes gilt:

1. A[X] ist als A-Algebra endlich priisentiert.
2. X ist flach.

3. Alle Fasern von X sind geometrisch regular.

X heif3t glatt von relativer Dimension n, wenn auflerdem alle Fasern von X equidi-
mensional von der Dimension n sind (vgl. [Ha, IT1.10.2])"*.

Nach Satz 3.11 ist die letzte Bedingung fiir ein flaches affines A-Schema iiber
einer endlich erzeugten k-Algebra oder fiir ein flaches reduziertes affines A-Schema
iiber einem diskreten Bewertungsring, wenn man voraussetzt, dafl jede irreduzible
Komponente von X mit der speziellen Faser X}, nichtleeren Schnitt hat, dquivalent
dazu, daB8 X’ equidimensional von der Dimension n + dim(A) ist.

Satz 3.15. Sei k ein Korper der Charakteristik 0, A ein Dedekindring, der als k-
Algebra endlich erzeugt ist, oder eine diskrete Bewertungs-k-Algebra mit Restklas-
senkorper k. FEin irreduzibles Gruppenschema G tiber A ist genau dann glatt von
relativer Dimension n = dim(A[G]) — 1, wenn es endlich erzeugt und torsionsfrei
18t.

Beweis: Uber einem Dedekindring ist Flachheit diquivalent zu Torsionsfreiheit (sie-
he Satz B.22). Da A noethersch ist, ist jede endlich erzeugte A-Algebra auch end-
lich prisentiert, denn nach dem Hilbertschen Basissatz ([ZS, .IV.1.S201]) ist auch
A[Xy,. .., X,] noethersch und damit jedes Ideal von A[X7, ..., X,] endlich erzeugt.
Da A eine k-Algebra ist, ist £ in A enthalten. Damit ist £ auch in allen Restklas-
senkorpern k; mit ¢t € Spec(A) enthalten. Daher haben alle Restklassenkorper die
Charakteristik Null. Nach dem Theorem von Cartier sind daher alle Fasern G; re-
duziert. Die Fasern eines Gruppenschemas sind genau dann geometrisch regulir,
wenn sie reduziert sind, denn iiber einem algebraisch abgeschlossenen Koérper, hier

14Tn [Ha, I11.10.2] wird eine ganz analoge Definition fiir nicht notwendig affine Schemata gegeben,
die aber als von endlichem Typ iiber einem algebraisch abgeschlossenen Kérper k vorausgesetzt
werden.
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dem algebraischen Abschlufl des jeweiligen Restklassenkorpers k;, ist ein reduziertes
Gruppenschema eine algebraische Gruppe im Sinne von [Hu2] und diese hat keine
singuldren Punkte. Da die generische Faser von G reduziert ist und dicht liegt, ist
auch G reduziert (siehe Satz 3.54.2.). DaBl G equidimensional ist und alle Fasern
die Dimension n haben, folgt mit Satz 3.11 daraus, dafl die spezielle Faser von G
nichtleer ist, da der Einsschnitt jede Faser von G trifft. 0

Bemerkung 3.16. Die Tatsache, dafl Flachheit schon Glattheit impliziert, ist eine be-
merkenswerte Eigenschaft von Gruppenschemata. Im allgemeinen impliziert Flach-
heit eines equidimensionalen Schemas nur die Gleichheit der Dimension der Fasern
(Satz A.52), nicht aber, daf§ alle Fasern regulér sind. Ein Standardbeispiel ist das
Schema k[t,x,y]/(xy — t). Fiir t # 0 sind die Fasern Hyperbeln, iiber ¢ = 0 ist die
Faser die Vereinigung der z-Achse und der y-Achse, hat also einen singuléren Punkt
(0,0). Es gibt auch flache Schemata, bei denen nicht reduzierte Fasern auftreten, sie-
he z.B. [Ha, Il.Example 3.3.1.]. Solche Phénomene kénnen bei affinen Gruppensche-
mata nicht auftreten. Es kommt allerdings vor, daf} ein irreduzibles Gruppenschema
eine reduzible spezielle Faser hat (siche die Beispiele in Abschnitt 3.3.4).

Beispiel 3.17. Algebraische Gruppen iiber Korpern der Charakteristik 0 sind glatt.
Ist G glatt iiber A und B eine A-Algebra, dann ist auch G glatt iiber B (siehe [Ha,
I11.§10.Prop.10.1.(b)]). Insbesondere sind die klassischen Gruppen GL,, SL,,, SO,,'?
und Sp, glatt iiber jedem Ring. Ein Beispiel fiir ein Gruppenschema iiber einem
Dedekindring, das Torsion hat, also nicht flach ist, ist folgendes: Es sei A = k[||]
und das A-Gruppenschema G = O(J) die Isometriegruppe der durch die Matrix
J = (1) g) definierten symmetrischen Bilinearform'®. Der Koordinatenring von G
ist A[G] = Ala, b, c,d, 2]/(a*+tc* —1, ab+ted, b* +td* —t, (ad—bc)z —1). Die spezielle
Faser ist die Gruppe

(209)
G(k):GL2(k)m{X|Xt <(1) 8))(: <(1) 8)}:{(*01 2) EMQ(k)|d7é0}.

Diese hat also die Dimension 2, wihrend die Dimension der generischen Faser 1 ist,
was bei einem flachen Schema nicht vorkommen kann. Man kann hier auch direkt
ein Torsionselement angeben, zum Beispiel a — (ad — be)d, denn t(a — (ad — be)d) =
b(ab + ted) — a(b* + td* — t) € 1(G).

Zur Definition eines G-Moduls, einer linearen Darstellung und G-Invarianz siehe
Def.A.44 und Def.A.46. Im folgenden sollen Liealgebren von glatten affinen Grup-
penschemata erkliart werden.

5Dieser Fall ist in Charakteristik 2 nichttrivial (siehe [DGfr, I11,§5,2.3]).
Der durch G beschriebene darstellbare Funktor von A-Algebren nach Gruppen ordnet also
einer A-Algebra B jeweils die Gruppe G(B) = {X € GLy(B) | X1JX = J} zu.



3.1. Gruppenschemata und Deformationen 83

Definition 3.18. Sei B eine A-Algebra und M ein B-Modul. Eine Derivation von B
ist eine A-lineare Abbildung ¢ : B — M mit der Eigenschaft

(210) 5(a.b) = a.5(b) + b.6(a).

Sei Dera(B, M) die Menge der A-linearen Derivationen von B nach M. Die Menge
Der4(B, B) wird auch einfach als Menge der Derivationen von B bezeichnet. Sie
bildet eine Liealgebra, wenn man setzt:

(211) [6,8] =608 — & ob.

Definition 3.19. Ist G ein A-Gruppenschema, so ist A[G] ein G-Modul wenn man fiir
eine A-Algebra B, g € G(B) und r € A[G] setzt

(212) g.r = ((goi",idag) o A) (r).

1" Der 4 (A[G], A[G]) ist ein G-Modul, wenn man fiir eine A-Algebra B, g € G(B) und
d € Ders(A[G], A[G]) setzt

(213) g6 = (g o iu, ldA[g}) oAodo (g, ldA[g}) o A.

18

Satz 3.20. Eine Derivation § € Dera(A[G], A[G]) ist genau dann G-invariant, wenn
(214) A @) 5 = (ZdA[g] ® 5) (e] A

Beweis: Es ist i(g).g.r = r d.-h. ((goi%, idag)) o A)fl = (g,1dajg)) o A. Daher laf}t
sich G-Invarianz auch schreiben als:

(215) (9,idagg)) o Ao d =do(g,idaig) o A fiir alle g.

(
Da 0 o (g,idag)(r1 ® r2) = 6(g(r1)r2) = g(r1)d(r2), ist dies dquivalent zu
(216) (g,idajg) ©c Ao d = (g,0) o A = (g,idaig)) o (idajg, ) o A fiir alle g.
Daraus folgt die Behauptung. 0

Dies kann man genauso fiir allgemeine ,,G-invariante Operatoren® zeigen (siehe
[Wa, 12.1]).

1"Man kann dies aus der klassischen Definition der Translation von r mit g ableiten: G ist
ein Gruppenfunktor, von A-Algebren nach Gruppen, A[G] entspricht ein Funktor Fjujg von A-
Algebren nach Mengen, der jeder A-Algebra B den B-Modul A[G]® 4 B = B[G] zuordnet. Zu einem
Element r € B[G] korrespondiert eine Abbildung von G(B) — B, wenn man setzt r(a) := a(r) fiir
a € G(B) = Hom4(A[G], B). Fiir eine A-Algebra B sei 75 : G(B) x B[G] — B[g] definiert durch
g.r(z) = r(g~1z) fiir alle x. (Dies taugt natiirlich nur zur Definition, wenn A[G] als Menge von
Funktionen auf G definiert werden kann und damit » durch seine Werte auf G eindeutig bestimmt
ist.) Die Morphismen 75 definieren eine natiirliche Transformation von G x Faig) — F[g). Fiir die
Hopfalgebra A[G] entspricht sie obiger Definition.

18Dies ist wie oben aus der klassischen Definition (g.5)(r) := ¢.(§(g*.r)) ableitbar.
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Definition 3.21. Die G-invarianten Derivationen bilden, wie man leicht nachrechnet,
eine Lieunteralgebra von Der4(A[G], A[G]). Diese wird als die Liealgebra von G, in
Zeichen Lie(G), bezeichnet.

Sei A als A[G]-Modul betrachtet, indem man fiir » € A[G] und a € A setzt:
r.a = e*(r)a. Dann kann man Der,(A[G], A) als die Menge der ,, Punktderivationen
im neutralen Element® verstehen. Es gilt:

Satz 3.22. [Wa, Th.12.2] Sei G ein affines A-Gruppenschema. Sei A(e) := A%(e)
der Ring der Dualzahlen iiber A (siehe Def.1.4) und sei G(A(€)) — G(A) der durch
den Algebrahomomorphismus Ya) : A(e) — A festgelegte Morphismus G(1)a))-
Dann gibt es kanonische Bijektionen zwischen den Mengen:

1. Lie(G),

2. Ders(A[G], A),

3. ker(G(A(e)) — G(A)).

Beweis: Siehe [Wa, 12.2]. 0
Die Lieklammer auf Der4(A[G], A) ist
(217) [01,02] = ((01,02) — (2,01)) 0 A

(siehe [Wa, S.94]). Fiir Betrachtungen von linearen Gruppen ist die dritte Beschrei-
bung der Liealgebren oft am geeignetsten. Fiir eine Untergruppe von GL,, kann die
Menge der Punkte in G(A(¢)), die auf die Identitéit in G(A) abgebildet werden, iden-
tifiziert werden mit der Menge {C' € M(n x n, A) | E,, + eC € G(A(e))} (siehe [Wa,
12.3.(b)]). Dann ist die zugehorige Punktderivation die folgende:

5o AlG) — A
(218) r o= € (B, +eC) —r(E,)) = %(T(En +€C)) |e=o -

Definition 3.23. Sei Lie(G) gemiB Satz 3.22 identifiziert mit Der4(A[G], A). Ist R :
G — H ein Homomorphismus von Gruppenschemata, dann ist die Ableitung dR :
Lie(G) — Lie(#) definiert durch dR(z) = v o R*. Wenn R : G — H eine abgeschlos-
sene Einbettung ist, dann ist dR injektiv (siehe [Wa, Cor.S.94]).

Satz 3.24. Sei G ein glattes A-Gruppenschema, dann gilt:
1. Fiir jede A-Algebra B st
Lie(Gg) = Lie(G) @4 B.
2. Ist A ein diskreter Bewertungsring, so ist Lie(G) als A-Modul frei vom Rang
dim(G) — 1.

Beweis: In [DG, 11,84,4.8.] wird gezeigt, daB fiir ein glattes Gruppenschema Punkt
1. gilt und dquivalent dazu ist, dal der A-Modul wg/x = w, der Differentiale in e
(sieche [DG, 11,§4,3.4]) endlich erzeugt und projektiv ist. (Es ist w, = I/I? mit
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I = ker(ef) (siehe [DG, 11.§4,3.1]).) Es gilt nach [DG, 11,§4,3.6 Cor.]: Lie(Gp) =
Hom 4 (wg/a, B) als B-Modul. Sei nun A ein diskreter Bewertungsring, dann ist nach
Satz B.11 jeder projektive Modul frei. Aus [Ro, Th.2.4] folgt, daB ein freier A-Modul
V' von endlichem Rang isomorph zu Hom 4 (V, A) ist. Also ist Lie(G) frei vom gleichen
Rang wie wg 4. Wegen 1. ist Lie(Gx) = Lie(G) ®4 K, also ist

(219) Ranga(Lie(G)) = dimg(Lie(G) ®4 K)
(220) = dimg(Lie(Gk))
(221) = dim(Gk)

(222) = dim(G) — 1.

O

Ist a eine Deformation von g iiber A und G ein glattes A-Gruppenschema mit
Lie(G) = a, dann folgt aus Satz 3.24, daf die Liealgebra der Faser Gy, von G
isomorph zu g ist. Ist a eine Degeneration von g, so ist die Liealgebra Lie(Gk)
isomorph zu g und die Liealgebra der Faser Gy ;) von G isomorph zur Limesalgebra
von a. Somit macht es Sinn G als , Liftung“ von a zu bezeichnen.

Definition 3.25. Sei a eine Deformation oder Degeneration von g iiber A. Ein glattes
A-Gruppenschema G mit

(223) Lie(G) = a
bezeichnen wir als Liftung von a.

Der Begriff der Deformation wird folgendermafien auf affine algebraische Gruppen
iiber k iibertragen (vergleiche Definition 1.1):

Definition 3.26. Sei k ein Korper. Eine Deformation einer affinen algebraischen
Gruppe G iiber k ist ein glattes affines A-Gruppenschema G iiber einer Integritéts-k-
Algebra A zusammen mit einem ausgezeichneten Punkt ¢, € Spec(A) mit Restklas-
senkorper k(ty) = k und einem Isomorphismus ¢ von k-Gruppenschemata zwischen
Gy und der Faser G;,. Zwei Deformationen G, G’ von G, die iiber demselben Ring A
mit demselben ausgezeichneten Punkt ¢, definiert sind, heiflen isomorph, wenn ein
Isomorphismus f : G — G’ von A-Gruppenschemata existiert, so dal ¢’ = f o 1,
wenn ¢ : Go — G, und ¢’ : Gy — G; die zugehorigen Isomorphismen zwischen G|
und der jeweiligen ausgezeichneten Faser sind.

Auch der Begriff der Degeneration (vergleiche Def. 1.23) 148t sich in kanonischer
Weise iibertragen:

Definition 3.27. Sei k ein Korper und A eine diskrete Bewertungs-k-Algebra mit
Restklassenkorper £ und K = Quot(A). Eine Degeneration einer affinen algebrai-
schen Gruppe G dber k ist ein glattes affines A-Gruppenschema G, so dafl eine
endliche Korpererweiterung K /K von K = Quot(A) existiert, so da G 7 isomorph
zu G ist. Die spezielle Faser Gy heifit dann die Limesgruppe der Degeneration. Zwei
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Degenerationen G, G’ von G heiflen isomorph, wenn sie als A-Gruppenschemata
isomorph sind. Sie heiflen dquivalent, wenn ihre speziellen Fasern isomorph sind,
wobei G und G’ auch iiber zwei verschiedenen diskreten Bewertungs-k-Algebren A,
A" mit Restklassenkorper k definiert sein konnen. Weiterhin bezeichnen wir zwei
Degenerationen G, G’ als stark dquivalent, wenn nach Identifikation der jeweiligen
Komplettierungen A und A’ mit k[[¢|] durch geeignete Isomorphismen folgendes gilt:

1. Zu A und A’ existieren m;, my € N und formale Degenerationen G; iiber
E[|t™]] und Gy iiber k[|[t™?|] von G, so daf die zu G und G’ gehorigen formalen
Degenerationen aus diesen durch die Basiswechsel k[|t™|] < k[|t|] fiir i = 1,2
hervorgehen.

2. Nach Identifikation von k[|t™|] mit k[|¢|] durch ¢™ — ¢ fiir i = 1,2 sind G; und
G, isomorph.

Definition 3.28. Ein endlich présentiertes flaches affines Gruppenschema G iiber ei-
nem Integrititsring heifit auch ein Modell seiner generischen Faser ([WW]). Eine
Modell-Abbildung (engl. ,Model map“ [WW]), ist ein Morphismus von A-Gruppen-
schemata, der auf der generischen Faser einen Isomorphismus induziert. Ein Modell
G von Gk heifit absolut minimal, wenn A[G] in jeder A-Hopfunteralgebra von K[G]
enthalten ist. Ein Modell G von Gg heifit relativ minimal, wenn zu jedem Modell G’
von Gr eine Modellabbildung von G’ nach G existiert.

Ist f : G' — G eine Modellabbildung, so ist der duale Morphismus f* : A[G] —
A[G'] der zugehorigen Hopfalgebren injektiv, denn wire ker(f*) # {0}, so wire auch

ker(f%) = ker(f*) @4 K # {0}, aber f% ist nach Voraussetzung ein Isomorphismus.

Definition 3.29. Sei k ein Korper und A eine diskrete Bewertungs-k-Algebra mit
Restklassenkorper £ und K = Quot(A). Eine (verallgemeinerte) Kontraktion ei-
ner affinen algebraischen Gruppe G iiber k ist ein Paar (G, P), bestehend aus ei-
ner Degeneration G von G, sowie einem Isomorphismus von K-Gruppenschemata
P : Gk — Gg. Das Paar (G, P) heit Kontraktion, wenn P*(A[G]) C A[G]. Wir
schreiben dann auch P, um die zugehorige Modellabbildung zu bezeichnen. Die spe-
zielle Faser Gy, heifit die Limesgruppe der (verallgemeinerten) Kontraktion. Zwei ver-
allgemeinerte Kontraktionen (G, P), (G', P') heifien isomorph wenn G und G’ als A-
Gruppenschemata isomorph sind. Sie heiflen dquivalent, wenn ihre speziellen Fasern
isomorph sind und stark dquivalent, wenn sie als Degenerationen stark dquivalent
sind.

Bemerkung 3.30. Fiir G, k, A, K wie oben und GG zusammenhiingend gilt nach Satz
3.15, daBl jedes Modell von G iiber A glatt ist und damit einer verallgemeinerten
Kontraktion von G entspricht.

Satz 3.31. Ist (G, P) eine (verallgemeinerte) Kontraktion von G, so ist (a,¢) :=
(Lie(G), dP) eine (verallgemeinerte) Kontraktion von g := Lie(Q).

Beweis: Klar. 0
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Bemerkung 3.32. Wir werden im n#ichsten Abschnitt zeigen, daf jede formale (d.h.
iiber k[|t|] definierte) verallgemeinerte Kontraktion einer algebraischen Gruppe G
iiber einem Korper der Charakteristik 0 zu einer echten Kontraktion isomorph ist.
Damit ist auch jede Degeneration einer Liealgebra, die zu einer Degeneration einer
Gruppe korrespondiert, isomorph zu einer Kontraktion.

3.2. Degenerationen von algebraischen Gruppen sind Kontraktionen. Sei
k ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charakteristik 0, A = k[|¢|] und K =
k((t)). Weiter sei v die zugehorige Bewertung von K und G eine zusammenhéingende
algebraische Gruppe iiber k.

Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, dal jede formale Degeneration von G
isomorph zu einer Kontraktion ist, genauer dafl jedes Modell von Gi eine Modell-
abbildung nach G 4 besitzt, das heifit dal G4 relativ minimal ist. Dazu verwenden
wir einen bekannten Satz von Bruhat und Tits, der besagt, daf} in einem affinen
Titssystem die maximalen beschrinkten Untergruppen die Parahoriuntergruppen
sind. Jede algebraische Gruppe ist in eine SL, mit geeignetem NN einbettbar, denn
G besitzt stets eine treue lineare Darstellung R (siehe Satz [Hu2, 8.6.]), also eine
Einbettung in eine GL,, fiir ein M € N. Daraus ergibt sich eine Einbettung in
Slari1, wobei g € G durch R(g) xdet(R(g)) ™! operiert. Wir werden zeigen, dafl wenn
G C SL, (k) und G ein Modell von G ist, G(A) eine beschriinkte Untergruppe von
SL,(K) ist. Damit ist sie in einer maximalen Parahoriuntergruppe P von SL, (K)
enthalten. Jede maximale Parahoriuntergruppe von SL,, (K) ist isomorph zu SL,,(A).
Damit ist G(A) in PN G(K) = G(A) enthalten. Die Einbettung der Gruppe G(A)
in die Gruppe G(A) bestimmt eindeutig eine Modellabbildung von G nach G 4. Um
dies zu zeigen brauchen wir die Aussage, dafl ein Modell G durch die Menge G(A)
seiner ganzen Punkte eindeutig bestimmt ist. Dies wird im folgenden mittels einer
geeigneten Version des Satzes iiber implizite Funktionen gezeigt.

Lemma 3.33. FEs gilt k[G] = k[G(k)].

Beweis: Da wir k = k voraussetzen und da k[G] nach dem Theorem von Cartier re-
duziert ist, folgt dies sofort aus [Wa, 4.5.Cor.S33] (oder direkt aus dem Hilbertschen
Nullstellensatz). 0

Satz 3.34. [BouC, I11.84.6 Cor.2.] Seien n, N ganze Zahlen mit0 <n < N undr =
(Fpsty---,7N) ein System von N —n Elementen von A[Xy,..., Xy]; Sei JN (X)
die Minorante der Jacobymatriz r'(X), die von den Spalten vom Index j mit n+1 <
j < N gebildet wird. Seia € AN, so dafs J;N_n)(a) in A invertierbar ist und r(a) =0
mod m*N (12). Dann existiert genau ein x = (x1,...,zx5) € AN, so daff z; = a; fir
1<j<n,z=a mod m*N und r(z) =0.

19Gei m*N das N-fache direkte Produkt von m mit sich selbst.
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Beweis: Der Satz ist ein Spezialfall von [BouC, I11.§4.6 Cor.2.], da das Paar (A, (t))
die Henselschen Bedingungen erfiillt und A[X;,..., Xy] C A{X;,..., Xn} (siehe
[BouC)). 0

Korollar 3.35. Sei A = k[|t|] und G ein Modell von G. Sei 7w : A — k die Rest-
klassenabbildung. Dann ist G(7)(G(A)) = G(k).

Beweis: Sei A[G] = A[Xy,...,XnN]/(r1,...,7n) und sei n die Dimension von G.
Dann ist M > N —n. Sei r = (rq,...,ry) (das Tupel, nicht das Ideal). Da G glatt
ist, gilt rangx(r'(§)) = N — n fiir alle £ € G(K). Da G(k) glatt ist, gilt genauso
rangy (7 (&)) = N — n fiir alle & € G(k), wobei 7 das Bild von r in k[G]M sei. Es
gibt daher in jedem Punkt & € G(k) ein (N — n)-Tupel 7 := (r,,...,7iy_,) und
eine Permutation von (X7,..., Xy), so dafl Jéan) (&) in A invertierbar ist. Damit
ist Satz 3.34 anwendbar auf a := &, als Element von A" betrachtet. Wir erhalten
somit ein Element £ € G(A) mit G(7)(§) = &. 0

Lemma 3.36. Sei G ein Modell von Gk. Seir € K[G]. Dann ezistiert ein kleinstes
i € 7, so daf$ t'r € A[G].

Beweis: Sei r € K[G] = A[G|®4 K. Dann existieren j; € Nund r,...,ry € A[G],
so daf} r sich schreiben 148t als

J1
(224) r= Z ri @t
=0

Insbesondere ist t/'r € A[G]. Angenommen t /r € A[G] fiir alle 5 € N. Dann haben
wir in A[G] eine aufsteigende Idealkette:

(225) e C Iy () C e

Da A[G] noethersch ist, wird diese Kette stationér, d.h. es existieren ein j, € N
und ein g € A[G], so daB t Jogr = ¢ 7o~ 1r. Da G zusammenhiingend ist, ist K[G] ein
Integritétsring, also ist ¢ = ¢t1. Damit ist K C A[G]. Dies steht aber im Widerspruch
zur Existenz des Einsschnitts eug € Homy.14(A[G], A). 0

Lemma 3.37. FEin Modell G von G ist durch die Gruppe G(A) seiner ganzen FEle-
mente eindeutig bestimmt, genauer gilt:

(226) AlG]l={r e K|G] | r(&) € A fir alle& € G(A)}.

Beweis: Die Inklusion ,,C“ ist offensichtlich. Sei umgekehrt r € K[G] mit r(§) € A
fiir alle £ € G(A). Sei 7 € Z minimal mit der Eigenschaft, da$§ t'r € A[G]. Ein solches
i existiert nach Lemma 3.36. Falls 7+ < 0 sind wir fertig. Andernfalls haben wir
r' = tir € A[G] \ tA[G]. Sei ¢y, : A[G] — k[G] der kanonische Morphismus. Da
ker(vy) = tA[G] ist, ist 7 := Yy(r') # 0. Es gilt nun 7(G(7)(§)) = n(r'(§)) =
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7(tir(£)) = 0 fiir alle £ € G(A). Da nach Korollar 3.35 G(7)(G(A)) = G(k) ist, folgt
mit Lemmma 3.33 7 = 0. Widerspruch! 0

Es folgt sofort

Korollar 3.38. Ist G(A) C G(A), dann ist A[G] C A[G], das heifst wir haben eine
Modellabbildung von G nach G 4.

Definition 3.39. [BT, I1.(3.1.1)] Eine Bornologie auf einer Menge X ist eine Menge
B von Teilmengen von X fiir die gilt:

e 3 ist invariant unter endlichen Vereinigungen,
e 3 enthilt alle endlichen Teilmengen von X,
e fiir M € Bund M’ C M ist auch M’ € B.

Die Elemente von B werden als beschrinkt (beziiglich B) bezeichnet. Wenn X eine
Gruppe ist, dann heifit B vertriglich mit der Gruppenstruktur, wenn fiir M, M' € B
stets gilt M~'M' € B.

Durch die Bewertung des Kérpers K wird in natiirlicher Weise eine mit der Grup-
penstruktur vertrigliche Bornologie auf G(K) festgelegt:

Definition 3.40. Eine Teilmenge M der Gruppe G(K) heiit beschrinkt, wenn fiir
jede regulére Funktion r € K[G] die Menge v(r(M)) C Z nach unten beschréinkt
ist. Die Menge aller beschriinkten Teilmengen von G(K) wird mit B(v) bezeichnet.
Sie bildet offenbar eine mit der Gruppenstruktur vertrigliche Bornologie.

Es gilt:

Lemma 3.41. Ist G ein affines A-Gruppenschema mit generischer Faser G, dann
ist G(A) C G(K) beschrinkt beziiglich B(v).

Beweis: Sei r € K[G] = A[G] ®4 K wie in (224). Dann ist fiir £ € G(A) =
HOIHA_Alg(A[g], A)

Ji
(227) r(€) =&(r) =)t %(r),
i=0
also ist offenbar v(r(£)) > —yj; fiir alle £ € G(A), also ist G(A) beschrinkt. 0

Lemma 3.42. Ist U C G Untergruppe, dann ist
(228) By(v) ={MNU| M € Bg(v)}.

Beweis: Sei ¢y die Einbettung von U in G.

,C“: Sei r € K[G] und M; € By(v). Fiir € € M, gilt 7(€) = £(¢(r)). Also ist
o(r(My)) = v(yp (r) (M) beschrénkt.

,D“ Sei 7 € A[U] und M; = M N U, dann existiert r € A[G], so daB 7 = ¢} ()
und v(F(M NU)) =v(r(M NU)) ist beschrinkt. 0
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Sei GG eine halbeinfache algebraische Gruppe iiber k, ® das endliche Wurzelsys-
tem von G und T ein maximaler Torus von G. Da k = k ist, ist G zerfallend und
T ein zerfallender Torus von G. Fiir a € ® sei U, die eindeutig bestimmte zusam-
menhingende Untergruppe mit Liealgebra g, (siehe [BT, 1.6.1.3b)]). Die Gruppen
U, sind jeweils isomorph zur additiven Gruppe G, vermoge

To: Gy, — U,

(6 )

Sei GG, die durch U, und U_, erzeugte Untergruppe von G. Auch sei der Homo-
morphismus 1, : SLy — G, wie in [BT, 1.6.1.3b)] gewéhlt. Sei By die Borelun-
tergruppe von G, die T und die U, mit a € ®, enthilt. Auflerdem sei M, :=
T 1, <<(1) _01>> Die Untergruppen U,, G, und B; sind abgeschlossene Unter-
gruppen von G. Ein Titssystem ist ein Tupel (G, B, N, S), wobei G eine Gruppe
und B und N gewisse Untergruppen von G sind. Dabei ist N der Normalisator
von N N B in G, die Quotientengruppe W := N/(N N B) ist eine Coxetergruppe,
sie wird als die Weylgruppe des Titssystems bezeichnet, und S ist ein System von
Erzeugenden von W, dessen Elemente die Ordnung 2 haben ist. Auflerdem miissen
einige weitere Bedingungen erfiillt sein. Zur Definition siehe [Bou4-6, Ch.IV§2.1]
oder [BT, 1.1.2.6]. Tatséchlich ist das System S in einem Titssystem durch G, B
und N schon eindeutig bestimmt und braucht daher bei der Beschreibung eines
Titssystems nicht explizit angegeben werden. Ein Titssystem heif3t affin, wenn seine
Weylgruppe isomorph zur Weylgruppe eines affinen Wurzelsystems ist.

Zu G(K) gehort in kanonischer Weise ein affines Titssystem (G(K), B, N, S).
Dabei ist B := (G(m))"'(B;(k)) und N der Normalisator von T(A4) in G(K). DaBl
dies ein Titssystem ist, dessen Weylgruppe die affine Weylgruppe zu @ ist, wurde von
Iwahori und Matsumoto in [IM, Prop.2.24| gezeigt. Die Untergruppe B in diesem
kanonischen affinenen Titssystems von G(K) wird als Twahoriuntergruppe von G(K)
bezeichnet. Jede echte Untergruppe von G(K), die eine Konjugierte von B enthélt,
wird als Parahoriuntergruppe von G(K) bezeichnet. Zu jeder echten Teilmenge X
von S gibt es genau eine Parahoriuntergruppe Py, die B enthilt. Sie ist gegeben als
Py = UweWX BwB, wobei Wy die von den Erzeugern aus X erzeugte Untergruppe
von W ist.

Fiir G = SL,(K) ist T die Menge der Diagonalmatrizen, B; die Menge der oberen
Dreiecksmatrizen in SL, (k) und B ist die Menge der Matrizen M in SL,(K) mit
v(m;;) > 0 fiir alle 4, j und v(m;;) > 0 fiiri > j € {1,...,N}.

Satz 3.43. [BT2, Prop.6.] Sei G eine einfach zusammenhingende einfache alge-
braische Gruppe und (G(K), B, N, S) das oben beschriebene affine Titssystem, dann
ist jede beschrinkte Untergruppe von G(K) in einer Parahoriuntergruppe von G(K)
enthalten.
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Satz 3.44. Jede verallgemeinerte Kontraktion einer affinen algebraischen Gruppe
G st isomorph zu einer echten Kontraktion.

Beweis: Jede affine algebraische Gruppe ist in eine SL,, fiir ein N € N einbettbar.
Sei nun (G, P) eine verallgemeinerte Kontraktion von G, dann ist G(A) nach Lem-
ma 3.42 eine beschrinkte Untergruppe von SL,(K) und damit nach Satz 3.43 in
einer maximalen Parahoriuntergruppe von SL,(K) enthalten. Die maximalen Para-
horiuntergruppen von SL,(K) sind gerade diejenigen, deren Typ eine [-elementige
Teilmenge von {0,... 1} ist. Aufgrund der kreisformigen Gestalt des zugehorigen

affinen Dynkindiagramms Agl) (siehe Abbildung 2) bilden diese Typen jeweils ein
Unterdiagramm vom Typ A; und je zwei Typen von maximalen Parahoriunteralge-
bren sind durch einen Diagrammautomorphismus des Diagramms Al(l) ineinander
iiberfiihrbar. Die maximalen Parahoriuntergruppen von SL, (K') sind daher jeweils
durch einen Automorphismus von GL,(K) in SL,(A) iiberfiihrbar. Wir haben da-
her eine kanonische Einbettung von G(A) in SL,(A). Da G(A) = G(K) N SL,(A),
erhalten wir eine Einbettung von G(A) in G(A) und daraus mit Korollar 3.38 eine
Modellabbildung von G nach G 4. 0

3.3. Liftung von Degenerationen mittels konservierter Darstellungen. Sei
GG eine algebraische Gruppe {iber k£ mit Liealgebra g. Sei a eine Degeneration von g
iiber einem diskreten Bewertungsring A. Das Ziel ist es nun, eine Liftung von a mit
generischer Faser GG zu konstruieren.

Es wird gezeigt (Satz 3.63 und Korollar 3.64), daf zu jeder Degeneration a von
g eine Liftung konstruiert werden kann, wenn eine konservierte Darstellung von a
existiert, die die Ableitung einer treuen Darstellung von G ist.

Dies ist auf viele Degenerationen anwendbar. Zum Beispiel kann man bei allen
Degenerationen, bei denen das Zentrum der Limesalgebra trivial ist, die Konstruk-
tion auf die adjungierte Darstellung anwenden, denn nach Beispiel 1.60 ist die-
se dann eine konservierte Darstellung. Dann ist die generische Faser isomorph zu
G™ = Int(G) 2 G/Z(G) (iiber Kérpern der Charakteristik Null?®). Man kann aber
auch stets das Zentrum von G konservieren, indem man eine beliebige treue Darstel-
lung von G als direkten Summanden zur adjungierten Darstellung hinzufiigt (siehe
das Beispiel der Kontraktionen von sly in Abschnitt 3.3.4).

Ist das Zentrum der Limesalgebra nichttrivial, also die adjungierte Darstellung
der Limesalgebra nicht treu, so erhalten wir mit derselben Konstruktion immerhin
noch ein glattes Gruppenschema, dessen Liealgebra a,, enthiilt (siehe das Beispiel
in Abschnitt 3.3.5).

Alle hier betrachteten Darstellungen seien endlichdimensional.

20Tn [Bo, 1.(3.8)S.133] wird gezeigt, daf fiir algebraische Gruppen iiber Kérpern endlicher Cha-
rakteristik der Kern von Ad grofier als Z(G) sein kann.
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3.3.1. Der schematische Abschluf. Dieser Abschnitt entstammt gréBtenteils dem
Abschnitt iiber Schemata im zweiten Band des Buches ,Reduktive Gruppen iiber
lokalen Korpern“ von Bruhat und Tits [BT] (vgl. auch [GD, 1.6.10.]).

Definition 3.45. Sei f : Z — X ein Morphismus von Schemata und sei ) ein abge-
schlossenes Unterschema von X'. Man sagt f bildet Z in Y ab, wenn f iiber iy : ) —
X faktorisiert. Fiir affine Schemata ist dies dquivalent dazu, dafl ker(ig,) C ker(f*).

Definition 3.46. [Ha, Ch.IT Exe.3.11.d] Sei f : Z — X ein Morphismus von Sche-
mata. Das abgeschlossene Bild von f [BT] (oder auch das schematheoretische Bild
von f [Hal) ist das eindeutig bestimmte abgeschlossene Unterschema ) von X mit
der Eigenschaft: Der Morphismus f bildet Z in ) ab, und wenn )’ ein weiteres
abgeschlossenes Unterschema von X ist, so da} Z durch f in )’ abgebildet wird,
dann wird Y durch iy : Y — X in )’ abgebildet. Das abgeschlossene Bild von f
wird auch f(Z) geschrieben.

Die Schreibweise f(Z) wird gerechtfertigt durch folgenden Satz:

Satz 3.47. [GD, I.Prop.(6.10.5)] Sei f : Z — X ein Morphismus von A-Schemata.
Der unterliegende topologische Raum des abgeschlossenenen Bildes von f ist der
Abschluf von f(Z) als Teilmenge des unterliegenden topologischen Raums von X .

Im affinen Fall gilt:

Satz 3.48. Seien X = Spec(A) und Z = Spec(C) affine Schemata und f : Z2 — X
induziert durch f*: A — C. Dann ist das abgeschlossene Bild von f in X das affine
Schema Spec(im(f*)).

Beweis: Sei B := im(f*) und ) := Spec(B). Der Ringhomomorphismus f* :
A — C faktorisiert in kanonischer Weise iiber B, es ist f! = fo i;uy, wobei zg, :

A — B surjektiv und f* : B — C injektiv ist. f bildet also in ) ab. Sei V' ein
weiteres abgeschlossenes Unterschema von X und ¢g : Z — )Y’ ein Morphismus,
so da3 f = iy 0 g. Dann ist ) affin, denn jedes abgeschlossene Unterschema eines
affinen Schemas ist affin, und wir haben eine Zerlegung f* = g”oz'g,,, d.h. insbesondere

ker(if,) C ker(f*) = ker(i},). Also wird Y durch iy in )}’ abgebildet. 0

Bemerkung 3.49. Seien X = Spec(A) und Z = Spec(C) affine Schemata und f :
Z — X induziert durch f*: A — C. Dann gilt fiir f(Z) als Teilmenge des unterlie-
genden topologischen Raums von X:

(229) f(2) = {(F)7'@) |ae 2)

(230) = {peX|ker(f) Cp und fi(p) € Z}.

Fiir den schematischen Abschlufl von f gilt daher

(231) F(2)={(/) () | a € Spec(im(fH))} = {p € X | ker(f*) C p}.
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Definition 3.50. Wenn f :Y — X eine Immersion ist (siehe Def. A.30), nennt man
das abgeschlossene Bild von f auch den schematischen Abschluff von Y in X. Man
schreibt dann auch Y statt f()).

Im folgenden interessieren wir uns insbesondere fiir den schematischen Abschluf}
eines abgeschlossenen Unterschemas der generischen Faser eines affinen Schemas.

Satz 3.51. Sei A ein Integrititsring mit Quotientenkérper K. Sei X ein affines A-
Schema. Der kanonische Morphismus j% : A[X] = K[Xx] = A[X] @4 K ist genau
dann injektiv, wenn A[X] torsionsfrei ist. Aquivalent dazu ist, dafi die generische
Faser X dicht in X liegt.

Beweis: Folgt sofort aus [Ro, Theorem 3.71], denn dies ergibt
(232) kerj% = {z € A[X]|a.x =0 fiir ein a € A} = Torsion(A[X]).
Ist ker(j%) = {0}, dann ist Xx = Spec(A[X]/ker(j%)) = Spec(A[X]) = X. 0

Bemerkung 3.52. In der Situation von Satz 3.51 gilt allgemein fiir X'x als Teilmenge
von X

(233) Xy = {p € X | Torsion(A[X]) C p}.

Lemma 3.53. [BT, I1.1.2.5] Sei A ein Integrititsring mit Quotientenkirper K. Sei
f:Z — X ein Morphismus von affinen A-Schemata. Sind X und Z torsionsfrei,

Y ein abgeschlossenes Unterschema von X und bildet fx : Zx — X in Y ab, so
bildet f in Y ab.

Beweis: Es ist zu zeigen, da$ ker(f*) das Ideal I()) enthilt. Es ist jLo ff = fhoj%..
Da j% injektiv ist, ist ker(f) = ker(fk 0j%) = j&% '(ker(fL)) 2 55 ' (I(Vk)) D I(Y).
O

Satz 3.54. BT, 11.1.2.6] Sei A ein Integrititsring mit Quotientenkérper K und X
ein affines A-Schema. Sei X torsionsfrei, Y ein abgeschlossenes Unterschema von
X und sei f die Verkniipfung der Einbettung von Y in Xi und der kanonischen
Einbettung von Xx in X. Dann gilt fiir den schematischen Abschluff Y von'Y in X:

1. Y ist torsionsfrei.

Wenn Y reduziert ist, dann ist auch ) reduziert.

Wenn Y irreduzibel ist, dann ist auch Y irreduzibel.

Y ist eine A-Form oder Fortsetzung (prolongement) von'Y d.h. Y =Y.

Y st das einzige torsionsfreie abgeschlossene Unterschema von X mit generi-
scher FaserY .

U N

Beweis: Wir haben folgende Sitution

: i 4
(234) Y& xe B x dualdaze K[Y] 8 Klae] & ALx),
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wobei f; die Einbettung von Y in Xx und f = jx o fi sei. Es ist ) = Spec(im(f*)),
und im(f¥) ist als A-Untermodul von K[Y] torsionsfrei. Daher gilt 1. Ein affines Sche-
ma ist genau dann reduziert, wenn sein Koordinatenring keine nilpotenten Elemente
hat. Dies tibertrigt sich auch auf Unteralgebren. Daraus folgt 2. Ein affines Schema
ist genau dann irreduzibel, wenn das Nilradikal seines Koordinatenrings prim ist.
Auch diese Eigenschaft iibertrigt sich auf Unterringe, denn ist R; Unterring von
R, so gilt Nil(Ry) = Nil(R) N Ry ist Primideal in R;, denn der Durchschnitt eines
Primideals mit einem Unterring ist stets ein Primideal des Unterrings. Daraus folgt
3. Bs ist Vg = Spec(im(f?) ®4 K) und im(f*) @4 K = im(ff) = K[Y]. Daraus folgt
4. Sei ' ein weiteres abgeschlossenes Unterschema von X mit generischer Faser Y.
Sei jyr 1 Y — )’ der kanonische Morphismus von der generischen Faser nach )’ und
iy Y' — X die Einbettung von )’ in X. Dann ist iy 0 jy» = f, d.h. )’ ist ein abge-
schlossenes Unterschema von X, iiber das f faktorisiert. Daher faktorisiert iy iiber
YV', d.h. es existiert eine Einbettung ¢g : Y — )’ mit iy = iy o g. Da iy injektiv ist,
gilt jy» = gojy. Der zu g duale Ringhomomorphismus g* : A[)’] — A[Y)] ist surjektiv
und es ist j}, = j} o ¢f. Da b, injektiv ist, ist ker(g¥) = ker(j},) = Torsion(A[)"]).
Wenn A[)’] torsionsfrei ist, sind also ) und )’ isomorph. 0

Durch die Identifikation von Flachheit und Torsionsfreiheit ergibt sich:

Korollar 3.55. In der Situation von Satz 3.5 sei A ein Priiferring und X ein
flaches A-Schema. Dann ist der schematische Abschlufs von Y in X eine flache
A-Form von Y.

Uber einem Priiferring, insbesondere iiber einem Dedekindring, bleibt auch die
Gruppenstruktur beim schematischen Abschlufl erhalten. Es gilt némlich:

Satz 3.56. BT, I1.1.2.7] Sei A ein Integrititsring mit Quotientenkirper K, G ein
A-Gruppenschema und ) ein flaches Unterschema, so dafS Vi ein Untergruppen-
schema von Gg ist. Dann ist auch Y wieder ein Gruppenschema.

Beweis: Es ist zu zeigen, dafi das Produkt p |yp«y: Y x Y — X, das Inverse
i |y: Y — X und der Einsschnitt e : Spec(A) — X jeweils in ) abbilden. Da ) flach
ist, ist auch Y x ) flach. Aus Lemma A.34 folgt () Xspec(a) V)& = (Vi Xspec(k) VK )-
Daher ergibt Lemma 3.53, da8 p |y«y: Y x Y — X iiber Y faktorisiert und dasselbe
gilt fiir ¢ und e. 0

Daher folgt zusammen mit Korollar 3.55

Korollar 3.57. Ist A ein Priiferring mit Quotientenkérper K, dann gilt: Ist G ein
flaches A-Gruppenschema und U ein Untergruppenschema von Gg, dann ist der

schematische Abschlufl U von U in G ein flaches Gruppenschema mit generischer
Faser U.

Ein abgeschlossenes Unterschema eines endlich erzeugten Schemas ist endlich er-
zeugt. Daher folgt aus Korollar 3.57 und Satz 3.15
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Korollar 3.58. Sei k ein Kiorper der Charakteristik 0, A ein Dedekindring, der
als k-Algebra endlich erzeugt ist, oder eine diskrete Bewertungs-k-Algebra mit Rest-
klassenkérper k und sei K = Quot(A). Dann gilt: Ist G ein endlich erzeugtes tor-
sionsfreies A-Gruppenschema und U ein Untergruppenschema von Gy, dann ist der

schematische Abschluff U von U in G ein glattes Gruppenschema mit generischer
Faser U.

Uber einem Basisring, der kein Dedekindring ist, wie zum Beispiel dem Polynom-
ring in zwei Verdnderlichen, kommt es vor, dafl der schematische Abschluf} einer
Untergruppe der generischen Faser eines glatten Gruppenschemas kein Gruppen-
schema ist (siehe z.B. [BT, 11.§3.2.15]).

3.3.2. Schematischer Abschluf$ von Darstellungen und Liftung von Degenerationen.
Im folgenden gelten, wo nichts anderes angegeben ist, die folgenden Voraussetzungen
und Bezeichnungen:

Sei k ein Kérper der Charakteristik 0 und A ein Dedekindring, der als k-Algebra
endlich erzeugt ist, oder eine diskrete Bewertungs-k-Algebra mit Restklassenkorper
k, Quotientenkorper K und uniformisierendem Parameter t. (Ab Lemma 3.62 wer-
den nur noch diskrete Bewertungsringe A betrachtet.) Weiter sei G eine algebrai-
sche Gruppe iiber £ mit Liealgebra g und a eine Degeneration von g iiber A, so daf}
a®s K =2 g K. Aulerdem sei ¢ : a ®4 K — g ®; K ein Isomorphismus. Wir
identifizieren a mit der Unteralgebra a ® 1 von a ® 4 K als A-Algebra, betrachten
die Restriktion von ¢ auf a ® 1 als Einbettung von a in gx und bezeichnen diese
ebenfalls mit ¢.

Satz 3.59. Mit den Bezeichnungen von Korollar 3.58 gilt. Sei R eine treue Darstel-
lung von G auf einem K -Vektorraum W und sei M ein endlich erzeugter projektiver
A-Modul, so daff W = M ®4 K. Der schematische Abschlufs G von G in GL(M) ist

ein glattes Gruppenschema mit generischer Faser G.

Beweis: Das Gruppenschema GL(M) ist affin und fiir einen endlich erzeugten
projektiven A-Modul M glatt ([BT, 11.1.4.1.]). GL(W) ist die generische Faser von
GL(M) und G ist der schematische Abschlufl der Untergruppe R(G(K)) von GL(W)
in GL(M). Aus Korollar 3.58 folgt sofort die Behauptung. 0

Bemerkung 3.60. In der Situation von Satz 3.59 hat man stets eine kanonische treue
Darstellung des Gruppenschemas G auf M, némlich die stetige Fortsetzung R von
R im Sinne von [BT, I1,1.2.4]. Sie ist gegeben durch R := Rf o jéL(W).

Sei gl(M) := Lie(GL(M)). Aus [Wa, 12.2.Cor.] folgt

Korollar 3.61. Unter den Voraussetzungen von Satz 3.59 gilt dR : Lie(G) — gl(M)
ist eine treue Darstellung von Lie(G) auf M.

Im folgenden sei A eine diskrete Bewertungs-k-Algebra mit Restklassenkérper k.
Zum Beweis des folgenden Satzes brauchen wir ein Lemma.
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Lemma 3.62. Sei 7 : A — k die Residuenabbildung und 7™ = A™ — k™ die
durch komponentenweise Anwendung von m induzierte Abbildung. Sei N ein endlich
erzeugter freier A-Untermodul von A™, so daf 7™ (N) = k™, dann ist N = A™.

Beweis: Diese Aussage folgt sofort aus Nakayamas Lemma, siehe [Ei, Cor. 4.8.b.].
(Sie gilt ebenso fiir jeden endlich erzeugten Untermodul eines endlich erzeugten
Moduls iiber einem lokalen Ring.) 0

Satz 3.63 (Hebbarkeitssatz fiir Degenerationen von Liealgebren). Sei R : G(K) —
GLy(K) eine treue Darstellung, p = dR : g ®; K — gly(K). Gilt dann

1. (po¢)(a) C gln(A),
2. dimy.((po ¢)r(a®a k) = dimy(g),

dann ist der schematische Abschluff G := R(G(K)) von R(G(K)) in GLy(A) =
GL(AN) eine Liftung von a mit generischer Faser G(K).

Beweis: Nach Satz 3.59 ist G ein glattes A-Gruppenschema. Es geniigt daher
zu zeigen: Es ist ¢(a) = Lie(G) = Dery(A[G], A) als Unteralgebra von Lie(Gg) =
Derg (K1[G], K).

»,C“: Sei x € a. Nach Voraussetzung ist (po ¢)(x) € gly(A). Daraus folgt

A 2 (poo)(z) (A[GLy])
z) (R* (A[GLy]))

a
= ¢(x)(A[G]), denn R" ist nach Konstruktion von G surjektiv.
)

Es gilt also ¢(x) (A[G]) C A, d.h. ¢(x) € Lie(G).

,2“ Seien p : Lie(G) — glN(A) durch p(z) = p(x) und ¢ : a — Lie(G) durch
¢(z) = ¢(z) definiert. Dies sind nach Konstruktion von G bzw. dem eben gezeig-
ten wohldefinierte A-Algebra-Homomorphismen. Auflerdem ist nach Voraussetzung

pod:a— gly(A) mit (po d)(x) = (po ¢)(x) wohldefiniert. Offenbar gilt

(235) pod=pod.
Daraus folgt
(236) (po o), = (Po9d), =niod

Nach Voraussetzung ist dimy, ((po @), (ax)) = dimy(g). Daraus folgt, da$§ ¢, surjek-
tiv ist und damit mit Lemma 3.62, da§ ¢ surjektiv ist. 0

Satz 3.63 kann insbesondere auf konservierte Darstellungen (siehe Abschnitt 1.5)
angewendet werden.

Korollar 3.64. Sei Ry : G(k) — GLy(k) eine treue Darstellung, p1 :== dRy : g —
gly(k), 0 € GLy(K) und p eine konservierte Darstellung von a mit

(237) p(x) =0 tpod(x)o  fir alle x € a.
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Sei dann R : G(K) — GLN(K) definiert durch:
(238) R(g) := o7 (R))k(g)o fir alle g € G(K).
Dann ist G := R(G(K)) eine Liftung von a mit generischer Faser G(K).

Beweis: Die Darstellung R := Int(c~") o R; von G hat die Ableitung p := dR =
Ad(c 1) opy, denn die Ableitung von Darstellungen vertauscht mit der Konjugation
durch o. Per Definition der konservierten Darstellung sind daher die Voraussetzun-
gen von Satz 3.63 erfiillt. 0

Korollar 3.65. Ist Z(ay) = (0), dann liefert die adjungierte Darstellung eine Lif-
tung von a, ndmlich G = (Int(¢~") o Ad)(G(K)) mit generischer Faser Ad(G(K)).

Beweis: Nach Satz 1.60 ist die adjungierte Darstellung konserviert, wenn das Zen-
trum der Limesalgebra trivial ist und es gilt Gleichung (237) mit ¢ anstelle von o.
Damit folgt die Behauptung aus Korollar 3.64. 0

Bemerkung 3.66. Bekanntlich ist A[GLy] 2 A[X11,..., Xnw, Z]/(det(X)Z —1). In
der Situation von Satz 3.63 sei nun R;; := R¥(X;;) der (ij)-te Matrixkoeffizient.
Dann ist A[G] die von den R;; und R¥(Z) erzeugte Unteralgebra von K[G]. Gemif
Satz 3.48 ist namlich A[G] = im(Rf o jéLN). Daher wird A[G] von den Bildern der
Erzeuger von A[GLy]| erzeugt. (Diese Aussage lifit sich auch auf die Sitution von
Satz 3.59 verallgemeinern (siehe [BT, I1.1.4.3.]).)

Beispiele folgen in Unterabschnitt 3.3.4.

3.3.3. Grundsdtzliches zur Berechnung des schematischen Abschluffes. Wir wissen
nach Korollar 3.58, dafl der schematische Abschluf} einer abgeschlossenen Unter-
gruppe der generischen Faser eines glatten Gruppenschemas unter geeigneten Vor-
aussetzungen existiert und glatt ist. In konkreten Fillen méchten wir ihn aber auch
als darstellbaren Funktor, das heifit durch eine (endliche) Familie von Gleichungen
beschreiben. Es liegt folgende Situation vor: Es ist ein affines Gruppenschema G
iiber A gegeben und man moéchte nun den schematischen Abschluf3 einer gewissen
Untergruppe U der generischen Faser bestimmen. Der schematische Abschlu8 U von
U in G ist die von den Restklassen gewisser Erzeuger Xy, ..., X von K[G] erzeugte
A-Unteralgebra von K[U] = KI[G]/I(U). Das Unterschema U wird definiert durch
endlich viele Relationen ry,...,ry € K[X1,...,Xy], so daB I(U) = (r1,...,7n)
ist. Man kann 0.B.d.A. annehmen, daf} die r; bereits in A[X,..., Xj/] liegen, da
man andernfalls immer mit einem geeigneten Element a von A multiplizieren kann,
so daBl ar; € A[Xq,..., Xy] und die so erhaltenen Relationen das gleiche Ideal von
K[G] erzeugen. Betrachtet man nun die A-Algebra A[tf] = A[G]/(r1,...,7N), so hat
diese die Eigenschaft, dal A[tf;] ® 4 K = K[U]. Sie hat also die richtige generische
Faser und das Bild von A[i4;] in K[U] unter dem kanonischen Morphismus jﬂ,l ist

gerade die von Xi,..., Xy erzeugte Unteralgebra A[U]. Wenn A[lf;] torsionsfrei ist,
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SO ist jﬂ,l injektiv und liefert einen Isomorphismus U 2 ;. Dann wird der darstell-
bare Funktor U durch 71, ..., 7y gegeben. Es kann aber auch sein, da8 A[f;] Torsion
hat, d.h. T" := Torsion(A[U]) = ker(jbﬂll) # (0). Dann gilt A[U] = A[t4;]/T. Wenn
A[U;] noethersch ist, ist T endlich erzeugt, es geniigen also endlich viele Torsionsele-
mente t1,...,ty als zusitzliche Relationen um U vollstindig zu beschreiben. Wie
kann man nun feststellen, ob man geniigend Torsionselemente gefunden hat, d.h. ob
AlUy]/(t1, ..., tn) torsionsfrei ist?

Zunichst wird man die Dimensionen der Fasern priifen. Nach Satz A.52 ist eine
notwendige Bedingung fiir Torsionsfreiheit, daf} alle Fasern die gleiche Dimension
haben. Diese Bedingung ist aber nicht hinreichend, wie folgendes Beispiel zeigt:

Beispiel 3.67. Betrachte G = Spec(A[Os]/(t(det — 1))). Die generische Faser ist
offenbar SO (K), wihrend die spezielle Faser Oy (k) ist. Beide sind eindimensional.
Trotzdem hat G Torsion, T = (det — 1).

Lokal kann man von der Gleichheit der Faserdimension auf die Flachheit schlieflen,
wenn der Koordinatenring des betrachteten Gruppenschemas die Cohen-Macaulay-
Eigenschaft hat. Es gilt:

Satz 3.68. [Ei, Th.18.16.b.] Sei (A, m) ein regulirer lokaler Ring, (B,n) ein lokaler
noetherscher Cohen-Macaulay-Ring und f : A — B ein lokaler Morphismus von
lokalen Ringen, d.h. f(m).B C n. Dann gilt: B ist genau dann flach als A-Modul,
wenn dim(B) = dim(A) + dim(B/mB).

Wir werden in Satz 3.73 sehen, dafl die Dimensionsbedingung in Satz 3.68 fiir
einen lokalen Ring dquivalent dazu ist, daf die spezielle Faser von Spec(B) dieselbe
Dimension wie die generische Faser hat. Leider ist Satz 3.68 auf unser Problem nicht
praktisch anwendbar. Wir werden sehen, Satz 3.75, dafl das Schema aus Beispiel 3.67
Cohen-Macaulay ist. Es erfiillt auch global die Dimensionsbedingung. Trotzdem ist
es nicht flach. Das liegt daran, dafl man die Dimensionsbedingung lokal iiberpriifen
mufl. Tatséchlich ist die Dimensionsbedingung genau in den Punkten verletzt, die
nicht im Abschlufl der generischen Faser liegen. Entsprechend sind auch genau die
zu diesen Punkten gehorigen lokalen Ringe nicht torsionsfrei.

Allgemeiner formuliert lautet die Frage: Wann ist ein affines A-Schema X =
Spec(B) torsionsfrei, wenn man voraussetzt, dafi die generische Faser glatt und ir-
reduzibel ist?

Lemma 3.69. Ist ¢ : R — S ein Epimorphismus von Ringen, so besteht eine
Bijektion zwischen Primidealen von S und Primidealen von R, die ker(¢) enthalten.
Ist auferdem ker(¢) prim oder dquivalenterweise S ein Integrititsring, so ist das
Bild von jedem Primideal von R entweder prim oder gleich ganz S.

Beweis: Das Urbild eines Primideals unter einem Ringhomomorphismus ist ein
Primideal, welches den Kern enthilt. Auch ist klar, daff das Bild eines Ideals von
R ein Unterring von S ist und ein Ideal, wenn ¢ surjektiv ist. Es gilt: ¢~ (¢(I)) =
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I + ker(¢). Daher ist ¢(I) = S genau dann, wenn I + ker(¢) = R ist. Sei I prim
und ab € ¢(I) mit a = ¢(a) und b = ¢(b) € S. Dann ist ab € ¢ '(I) = I + ker(¢).
Ist ker(¢) C I oder ker(¢) prim, dann ist I + ker(¢) prim oder gleich R, also
i € I +ker(¢) oder b € I +ker(¢), also a € ¢(I) oder b € ¢(I). Daher ist ¢(I) prim.

O

Sei B := A[X], T := Torsion(B) = ker(j%) die Menge der Torsionselemente von
B und B = B/T. Dann ist Spec(B) ein torsionsfreies Schema mit der gleichen
generischen Faser wie X. Es ist daher gleich dem schematischen Abschlufi Xy der
generischen Faser Xx in X. Da nach Voraussetzung die generische Faser von X
reduziert und irreduzibel ist, ist nach Satz 3.54.2. und 3. auch Xy reduziert und
irreduzibel. B ist also ein Integritiitsring, d.h. T ist ein Primideal.

Die Epimorphismen B — By, und B — B seien mit 7 und 1) bezeichnet.

Lemma 3.70. Es gilt T N (t) = tT = Rad(0).

Beweis: Sei 7 = tx € TN (t), so folgt nach Definition der Torsion, daf auch z € T
d.h. 7 € ¢T ist. Klar ist, daBl t7" C Rad(0). Sei andererseits x nilpotent. Da die
generische Faser und die spezielle Faser reduziert sind, gilt 7(x) = ¢(z) = 0, d.h.
x € ker(m) Nker(y) = ()N T. 0

Lemma 3.71. Ist T C (t), so ist T =1tT und dann ist T = (0).

Beweis: Der erste Teil folgt aus Lemma 3.70. Ist T" = ¢T, so gilt auch T = t"T
fiir alle n € N. Der zweite Teil folgt nun daraus, dafl 7" endlich erzeugt ist, denn sei
T = (s1,...,5u), dann existiert ein N € N, so dafl t¥s; = 0 fiir i = 1... M. Dann
ist tNT = (0). 0

Bemerkung 3.72. Sei (t) C T: Nach Definition der Torsion folgt wieder aus tB C T
schon B C T, also B = T. Dann ist die generische Faser von B leer, B = B = (0)
und B = B;, als A-Modul. Dies schliefen wir aus, indem wir im folgenden A C B
verlangen.

Fiir die Dimensionen gilt:

Satz 3.73. Sei X = Spec(B) ein affines A-Schema mit A C B, dessen generische
Faser glatt und irreduzibel ist. Es ist dim(B) = max(dim(Bg) + 1, dim(By)) =
max(dim(B), dim(By,)).

Beweis: Ist T = (0), so folgt die Behauptung aus Satz 3.11. Jedes Primideal g
von B enthilt entweder T oder das Ideal (¢t) = ¢B, denn ist 7 € T\ g, dann ist
t"t = 0 fiir ein n € N, also t" € q, woraus induktiv ¢ € g folgt. Geometrisch
bedeutet dies, dafl jedes Primideal im Abschlufl der generischen Faser oder in der
speziellen Faser liegt. Wie bereits bemerkt, ist 1" prim. Nach Bemerkung 3.72 ist
(t) € T. Daher ist T ein minimales Primideal. Jede maximale Kette von Primidealen
endet daher mit 7" oder mit einem minimalen Primideal, das (¢) enthélt. Ein solches
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existiert genau dann, wenn 7" # (0) ist. Ist 7' = (0), dann ist es das einzige minimale
Primideal. (Es ist prim, da B dann Integrititsring ist.) Ist 77 # (0) so kann (¢)
kein Primideal echt enthalten, denn dieses wiirde dann 7' enthalten, damit wére
T C (t) im Widerspruch zu Lemma 3.71. Die Anwendung von Lemma 3.69 auf den
Epimorphismus von B nach B 22 B/T ergibt, daf§ die maximalen Primidealketten,
die mit 7 enden, den maximalen Primidealketten von B entsprechen. Lemma 3.69,
angewendet auf den Epimorphismus 7 : B — By = B/(t) ergibt, daf§ die maximalen
Primidealketten, die mit einem minimalen Primideal, das (¢) enthéilt, enden, den
maximalen Primidealketten von Bj entsprechen. Daraus folgt die Behauptung. [

Es folgt sofort

Korollar 3.74. In der Situation von Satz 3.73 ist die Bedingung dim(B) = 1 +
dim(By) aus Satz 3.68 dquivalent dazu, daf die spezielle Faser von Spec(B) dieselbe
Dimension wie die generische Faser hat.

Satz 3.75. Fiir ein endlich erzeugtes affines A-Schema X = Spec(B) mit glatter
wrreduzibler generischer Faser und glatter spezieller Faser, so daf$ die irreduziblen
Komponenten der speziellen Faser X, disjunkt sind, insbesondere fiir ein Gruppen-
schema, gilt: Wenn dim(By) = dim(Bg) ist und X reduziert ist, dann ist X iiberall
requldr. Insbesondere hat dann B die Cohen-Macaulay-Figenschaft.

Beweis: B ist Cohen-Macaulay genau dann, wenn fiir jedes maximale Ideal q von
B die Lokalisierung B, Cohen-Macaulay ist ([Ei, Prop.18.8.]). Da jeder regulire
lokale Ring Cohen-Macaulay ([Ei, S.451 bzw. Cor.10.15]) ist, geniigt es zu zeigen,
daf jeder lokale Ring B, beziiglich eines maximalen Ideals q regulér ist.

Es gibt drei Arten von maximalen Idealen von B:

1. D T und q 2 (t). Diese entsprechen geometrisch den Punkten der generi-
schen Faser, die die spezielle Faser nicht beriihren (siehe Bsp.3.76). Bei der
Berechnung von B; mufl man zunéchst das Ideal

(239) I(q):={r€q|mz=0 fireinmée B\ q}

herausteilen (siehe Def.A.24). In diesem Fall ist offenbar 7" C I(q). Somit ist
B/I(q) = B/v%(I(q)) und die Lokalisierung

By = (B/I(a))a/rta) = (B/¥(I(2))) (wa)/wr@)) = Bua)-

Der lokale Ring B, ist also isomorph zu einem lokalen Ring von B und damit
regulir, denn B ist torsionsfrei und damit flach und damit nach den Vorausset-
zungen des Satzes auch glatt (vergleiche Definition 3.14). (Tatséchlich ist B,
in diesem Fall sogar isomorph zu einem lokalen Ring von By, weil ¢ in B\ q
liegt, also in By invertierbar wird und damit K 2 A[t™'] C B, ist.)

2. q D (t) und q 2 T. Diese entsprechen geometrisch den Punkten in &} \ Xk.
Hier gilt () C I(q) und By = (Bg)x(q ist isomorph zu einem lokalen Ring der
speziellen Faser. Auch diese sind nach Voraussetzung regulr.
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3.9 O T + (t). Diese entsprechen geometrisch den Punkten von X N Xk. Fiir
die Regularitét des lokalen Rings B, geniigt es zu zeigen, dafl auch hier wieder
T C 1(q), denn dann ist B, zu einem lokalen Ring von Bq isomorph und damit
reguliir. Sei n := dim(Bg). Es gilt B/(T+(t)) = B;. Da dim(By) = n ist, finden
wir in B eine Kette von Primidealen: q,, D q, 1 D --- D qo mit qo = T + (¢).
Die Hohe von T + (t) ist 1, denn T ist das einzige Primideal, das in T+ (t)
enthalten ist. Wire ndmlich T # q' C T+ (t) mit q' # T + (¢) ein Primideal, so
wire (t) C q' oder T' C ¢’ (echte Inklusion!). Im ersten Fall erhielten wir in By,
die Primidealkette 7(q,) D m(qn—1) D -+ D m(qo) D 7m(q') der Linge n + 2 im
Widerspruch zur Voraussetzung, dafi dim(By) = n. Im andern Fall erhielten
wir die Primidealkette ¥ (q,) D ¥(qn-1) D -+ D ¥(q0) D ¥(q') D ¥(T) = (0)
der Linge n + 3 in B im Widerspruch zu dim(B) = n + 1. Daher ist T das
einzige minimale Primideal in T + ().

Seien my,...,m, die von T verschiedenen minimalen Primideale von B. Ist
r = 0, also T das einzige minimale Primideal, so folgt, da8 7" = Rad(0) =
tT = (0), nach Lemma 3.71. Daher ist 7 = 0 genau dann, wenn B torsionsfrei
ist. Da (t) C m; fiir i = 1,...,r, entsprechen die m; jeweils einer irreduziblen
Komponente von Xj. Auch 7(7 + (¢)) ist ein minimales Primideal von By. Da
die irreduziblen Komponenten von &} nach Voraussetzung disjunkt sind, gilt
m(m;)+7(T+(t)) = B und damit m;+7 = B fiir i = 1, ..., r. Wir behaupten:
Ist r > 0 so gilt ();_, m; ¢ q. Zum Beweis zeigen wir induktiv: Ist (),_, m; C q,
dann existiert ein ¢ mit m; C q. Dies fiihrt zum Widerspruch, da dann auch
m; + 7 = B in q enthalten wire. Fiir s = 1 ist die Induktionsbehauptung
trivial. Sei nun ()7_, m; C q. Ist bereits (J_] m; C g, so greift die Induktions-
voraussetzung. Andernfalls sei x € ﬂf;ll m; \ q. Dann gilt fiir alle y € my, dafl
zy € ()i, m; C q. Daraus folgt y € q fiir alle y € m,, d.h. my C q und damit
ist die Zwischenbehauptung gezeigt.

Seinun f € ()._, m;\qund 7 € 7. Dann ist fr € (),_, m;NT = Rad(0) = ¢7T.
Sei fr = try, dann folgt wie oben 7 € T" und wir erhalten eine Folge 7, € T'
mit der Eigenschaft fr,_; = tr, fiir n € N. Dann gilt f"7 = t"7,. Da T endlich
erzeugt ist, existiert ein N € N mit t¥7T = (0). Daher ist f¥7 = 0 und es ist
f¥ & q,da f € qund q prim ist, also ist 7 € I(q) und daher T C I(q) wie
behauptet.

O

Beispiel 3.76. Es gibt im allgemeinen Punkte in der generischen Faser eines affinen
A-Schemas, die die spezielle Faser nicht beriihren. Ein Beispiel dafiir ist

(240) <é t01> € SLy(K).

Hier ist q = (X11 — t,XlQ,XQl,tXQQ — ].) Wire (t) C q, so ware q = A[SLQ], da
tXQQ —1€ q.
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Satz 3.77. Sei X = Spec(B) ein affines A-Schema mit glatter irreduzibler generi-
scher Faser, so daf$ die irreduziblen Komponenten der speziellen Faser Xj disjunkt
sind, und sei T die Menge der Torsionselemente von B. Es sind dquivalent:

1. B ist torsionsfrei.

T st das einzige minimale Primideal von B.

B ist Integritditsring.

X ist zusammenhdngend.

X, C -’?K

6. In jeder Zusammenhangskomponente von X, liegt ein Punkt von Xi.

Uk LN

Beweis: Wir hatten bereits bemerkt, dafl 7" stets prim ist. Ist B torsionsfrei, so
ist daher 7" = (0) ein Primideal, also T das einzige minimale Primideal. Ist 7' das
einzige minimale Primideal, dann ist 7' = Rad(0) = ¢T" = (0) nach Lemma 3.71, also
ist B Integritdtsring. Ist B Integritéitsring, so folgt, dafl X" irreduzibel, also insbe-
sondere zusammenhingend ist. X, N Xk ist eine abgeschlossene Teilmenge von Xj,.
Nach Voraussetzung sind alle Zusammenhangskomponenten von X}, die nicht in X
liegen, disjunkt zu Xx und somit auch Zusammenhangskomponenten von X. Also
folgt 5. aus 4.. Offensichtlich folgt 6. aus 5.. Ein Element q € Spec(B) liegt genau
dann in X, wenn q O 7. Im Beweis des vorigen Satzes hatten wir gesehen, dafi B
torsionsfrei ist, wenn 7" das einzige minimale Primideal ist. Andernfalls existiert ein
weiteres minimales Primideal m;. Dieses definiert eine irreduzible Komponente von
X und damit, wie bereits bemerkt, eine Zusammenhangskomponente von X und
zugleich von Xj. Ist nun p ein Ideal, das m; enthilt, also ein Punkt der durch m,
definierten Zusammenhangskomponente von Xy, dann ist T ¢ p, da my + T = B,
also liegt p nicht in Xx. Daher folgt 1. aus 6.. 0

Der letzte Punkt liefert ein praktisch verwendbares Kriterium, um Torsionsfreiheit,
zu priifen. Man muf} dafiir in jeder Zusammenhangskomponente von X}, einen Punkt
q: finden, so dal 7 *(q;) € Xk, d.h. 7 1(qs) D T.

Insbesondere liefern Elemente von X'(A), wenn X" als darstellbarer Funktor be-
trachtet wird, solche Punkte. Es gilt:

Satz 3.78. Ist X wie in Satz 3.77, q1 € Xy, und q € X mit B/q = A und mx(q) = qu,
so0 ist q; € Xk.

Beweis: Da B/q = A, ist () ¢ q und daher T' C q, da jedes Primideal entweder
(t) oder T enthilt. 0

3.3.4. Eine Kontraktion von SO,. Dieser Abschnitt beschreibt die Anwendung des
Liftungssatzes Korollar 3.64 auf die in Beispiel 1.38 beschriebenen Kontraktionen
von so, mit der konservierten Darstellung aus Beispiel 1.59. Wir verwenden die
Bezeichnungen von Korollar 3.64.

Hier ist die Ausgangsdarstellung R; die definierende Darstellung von SO,,. Die
parameterabhiingige Transformation o, durch die die Darstellung dR; konserviert
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wird, ist gegeben durch die Matrix o = Diag[1,..., ¢ !]. Fiir

(241) X = Ry(X) = (ﬁ %’) € SO,
mit B € M(n xn,K), w,v € K", € K gilt
(242) R(X) = Int(0 1) (X) = < ti t_;w> .

Nach Bemerkung 3.66 ist A[G] die von den Koeffizienten von X := R(X) erzeugte
A-Unteralgebra von K[SO,]. Definierende Relationen fiir SO,, sind

(243) XX'=E,, det(X)=1.
In Termen von X lauten diese
(244) XJXT =17, det(X)=1

mit J := 072 = Diag|[1, ..., ?]. Also beschreibt das A-Gruppenschema G die spezielle
orthogonale Gruppe der durch .J iiber A definierten Bilinearform.

(245) G =S0(J).

Wie immer bei Isometriegruppen von nichtausgearteten Formen (bilinear, hermi-
tesch usw., vgl. [Ga, Ch.7.2]) kann man die Gruppe auch als Fixpunktuntergruppe
eines Automorphismus von SI,,, definieren, hier

(246) X JX Mg

Durch Auswerten der Relationen (244) fiir ¢ = 0 bestimmen wir die spezielle Faser
von G. Fiir

(247) X = <ﬁ %’)

lauten die parameterabhéngigen Relationen

(248) (BTJZTT +t22 @Tf BTv+t221D§> _ <En_1 02>
vIBT + 2w vl +t°f 0 t

und

(249) det ((i? - Zgjg B+ t;zgg» 1

Fiir ¢ = 0 ergeben sich nacheinander

(250) BB'=E, ;= B€0,,

(251) Bo=0=0v=0

(252) det(X) = det(B)f = 1 = § = det(B).



104 3. Deformationen und Degenerationen von halbeinfachen Liealgebren

Wir erhalten folgende treue Darstellung der speziellen Faser:

(253) G = {(ﬁ det“(’B)) | BeO, (k) we kn—l} .

Die Gruppe G hat also zwei Zusammenhangskomponenten, die durch det(B) = 1
und det(B) = —1 gegeben sind. Die Zusammenhangskomponente G5, der Eins ist of-
fenbar die euklidische Bewegungsgruppe E,_1(k). Die orthogonale Gruppe O,,_; ist
ein semidirektes Produkt von Zy := Z /27 mit SO,,_; (siehe [Hei, 1.§4.1.]) und auch
Gy ist isomorph zu einem semidirekten Produkt, ndmlich E, (k) X Z,. Dabei be-
trachte man Zs, als die multiplikative Gruppe {1, —1} und lasse —1 auf SO,,_; durch
Konjugation mit Diag[l,...,1, —1] operieren. Ein Isomorphismus ¥ : E, (k) x
Zs — Gy, ist dann gegeben durch

(254) ((g 1{’>s> H(BDiag[l(,)...,l,s] u;5>

Achtung: Die Gruppe G ist nicht, wie man vermuten konnte, isomorph zu der
Gruppe E,_1(k) = k"' x O,_,(k), welche ja ebenfalls ein semidirektes Produkt
von Zsy mit der euklidischen Bewegungsgruppe E,, 1 (k) ist. Daf} diese beiden semi-
direkten Produkte nicht isomorph sind, zeigt insbesondere der Fall n = 2, der in
Beispiel 3.79 noch einmal speziell betrachtet wird. Die degenerierte Gruppe Gj. ist
dann ndmlich im Gegensatz zur Gruppe E; abelsch.

Man beachte weiterhin, da wir ohne die Bedingung det(X) = 1 in (244) ein
Gruppenschema mit Torsion erhielten (vgl. Beispiel 3.17), denn § kénnte beliebig
aus k* gewihlt werden und die spezielle Faser hétte eine um eins héhere Dimension.

Durch die Bedingung det(X) = 1 aber ist gewiihrleistet, dafl keine Torsion vorliegt.

TL2777,

Da die spezielle Faser die richtige Dimension hat, geniigt es nach Satz 3.77
zu zeigen, daf} ein Punkt x der durch § = —1 definierten zweiten Zusammenhangs-
komponente im Abschlufl der generischen Faser liegt. Nach Satz 3.78 ist es dafiir
hinreichend, ein Element & € G(A) zu finden, mit Z; = x. Ein solches Element ist
in diesem Fall gegeben durch jedes Element der Form

(255) r = (? _01> mit BB' = E,_; und det(B) = —1,

denn offenbar ist & := x als Element von M,,(A) auch in G(A) enthalten. Wir haben
daher

(256) AlG) = A[Xy; 4,5 = 1,...,n]/1(9),

wobei I(G) das von den Relationen (244) erzeugte Ideal ist.

Beispiel 3.79. Ein Spezialfall ist die Kontraktion der multiplikativen Gruppe G,, in
die additive Gruppe G,: Als Gruppenschema iiber einem algebraisch abgeschlosse-
nen Korper k ist G, isomorph zu SO,. (Allgemein ist G, isomorph zu SO ;, womit
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man genauso weitermachen konnte.) Sei also fiir dieses Beispiel £ algebraisch abge-
schlossen. Sei i := /=1 € k. Es ist k[SOs] = kla, b, ¢, d]/(ad —bc—1,a> +b* —1,¢* +
d*> — 1,ac + bd) und k[G,,] = k[z,y]/(ry — 1). Ein Isomorphismus wird durch die
Darstellung R, : G,, — SO,

_lfxt+y —ilz—y)
(257) r(a =3 (0T 0
gegeben. Dem entspricht der k-Algebrenhomomorphismus

R

k[SO2) = k[Gn)

1
b — ;(x—y)

Wir erhalten

(58) tuelo™) (o) =5 (a0 0o )
und damit
(259) AlG] =2 Alzy, 2]/ (27 — 1222 — 1)

(wobei 21 = (z+y)/2 und 2, = t*(2—y)/2). Die Darstellung R sieht folgendermafien
aus:

(260) R((21,2)) = < 2 _”2).

itQZQ 21
Das Produkt ist
(261) (21, 22) - (21, 28) = (212 + t?2025, 2021 + 2125).

Die Limesgruppe ist isomorph zu Zs x G,. Ein reelles Bild dieser Degeneration ist
in Abbildung 6 zu sehen.

3.3.5. Die Kontraktionen von SL,. In diesem Abschnitt betrachten wir den sche-
matischen Abschlufl der adjungierten Darstellung der Kontraktionen von sl gemf3
Korollar 3.65, (im zweiten betrachteten Fall ist allerdings die Bedingung Z(a) = (0)
von Korollar 3.65 verletzt).

Sei (h,e, f) die Chevalleybasis von sl aus Beispiel 1.36. Wir betrachten jetzt
die Inonii-Wigner-Kontraktionen zu den Unteralgebren u = kh, bzw. u = ke. (Die
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ABBILDUNG 6. Ubergang der multiplikativen Gruppe in die additive Gruppe

erste entspricht [BT][I1.3.3 Beispiel] nur mit einer etwas anderen Basis.) Nach Bei-
spiel 1.36 sind diese bis auf Aquivalenz die einzigen nichttrivialen Inonii-Wigner-
Kontraktionen von sl; und ihre Limesalgebren sind auch die einzigen nichtabelschen
Degenerationen von sl, im Sinne des Orbitabschlufies (siehe Satz 1.16). Im ersten Fall
ist die Limesalgebra die euklidische Algebra e, im zweiten Fall die dreidimensionale
Heisenbergalgebra hs.

Sei V' der unterliegende Modul der adjungierten Darstellung von sly(k((%))). Die
adjungierte Darstellung ist nicht treu fiir die Gruppe SL,, sondern das Bild ist die
adjungierte Gruppe PSLs = SOj3. Deshalb nehmen wir die definierende Darstellung
Vo von SLy hinzu, um eine treue Darstellung Ry zu erhalten:

(262)

0 b 0 b 0 b ad 4+ bc —ac bd 0 b
w((E )= ()G o) =\ = ) ()
2cd - d?
Fiir die Inonii-Wigner-Kontraktion beziiglich u = kh wird A[G] als Unteralgebra
von K|[G| erzeugt von a, b, c,d und den Koeffizienten der Matrix

0 b 1 0 0 ad +bc —ac bd 1 00
U tAd (c d)U = [0 t' 0 —2ab  a®> =0 [0 t O
0 0 t! 2cd -2 2 0 0 ¢
ad +bc —tac tbd
(263) = | -2t7'ab o —b?

2 led = d?

Ein Erzeugendensystem von A[G] wird offenbar bereits von a, b, ¢, d,t ‘ab = z; und
t~led = 2, gebildet. Es gilt

(264) A[G] =2 Ala,b, c,d, 21, 25]/(ad — be — 1,tz1 — ab, tzg — cd).
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Es geniigt zu zeigen, dafi die Algebra B = Ala,b,c,d, 21, 25]/(ad — be — 1,tz; —
ab, tzy — cd) torsionsfrei ist, denn offenbar ist B4 K = Kla, b, ¢, d, z1, 25] /(ad — be —
1,tz; — ab,tzy — cd) = K[G]. Die Torsionsfreiheit von B werden wir wieder durch
Untersuchung der Fasern feststellen.

Wir wollen auch die Kontraktion der Hopfalgebrastruktur von k[SLs] verfolgen.
Fiir den Einsschnitt e, das Coprodukt A und das Coinverse i gilt in K[SLy]

el K[SLy] — K
a — 1
b — 0
c — 0
d — 1
it . K[SLy] — K[SLy]
a — d
b — —b
c — —c
d — a
A K[SLy] — K[SLy] ®k K[SLs]
a = a®Ra+b®c
b — a®b+b®d
c = c®a+d®c
d = c®b+d®d.

Der Einsschnitt, das Coprodukt und das Coinverse von A[G] iibertragen sich von
K[SLy] durch Einschrinkung auf A[G]. Daf} die Bilder dieser Einschrinkungen in A

bzw. AlG]®4 A[G] bzw. A[G] liegen ist durch Satz 3.56 gewihrleistet. Fiir z; und 2,
ergeben sich:

e (zn) = (n)=0

i*(z) = t7'*(a)i*(b) = —t7"bd = (ad — be) t7' (=b)d = —d*2z + b’z
i*(2) = (ad —be)t™ ' (—c)a = —a’z + Pz

Alz) = a®>® 2z +2 ® (ad + be) + 1> ® 2

Alz) = @2+ 2® (ad+ be) + d° ® 2,

wobei wir ausnutzen, dafl in A[G] gilt ad — be = 1. Die spezielle Faser des Gruppen-
schemas G ist die affine algebraische Gruppe mit dem Koordinatenring

(265) k[Gk] = kla, b, e, d, 21, 25]/(ad — be — 1, ab, cd).
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Gy ist reduzibel mit den zwei irreduziblen Komponenten G; = Gy N V (b, ¢) und
Gr NV (a,d). Fiir die Zusammenhangskomponente der Eins gilt:

(266) k[Gr] = kla,d, 21, 23]/ (ad — 1)

mit dem Einsschnitt

e k[Gy — k
a — 1
(267) d — 1
z1 — 0
zg +— 0,
dem Inversenmorphismus
iF kG = K[G]]
a — d
(268) d — a
2o = —a’2
72 = —d’z
und dem Coprodukt:
A kG — K[Gy] @ k[GY]
a — a®a
(269) d — d®d
o= A2 un+n 01
29 > A’ Q2+ 2R 1.
Als Untergruppe von GL3(k) ist
1 0 0 4 0
(270) Gy = —22; a? 92 , (0 a1> | 21,20 € k,a € k*
2z 0 «a

Die zweite Zusammenhangskomponente ist

-1 0 0 0 b
(271) —2z 0 ) —b? y (-bl 0) | 21,29 € k, bek”
229 b 0

Die Limesgruppe ist also isomorph zu einer im allgemeinen nichttrivialen zentralen
Erweiterung von (E(k)xZs). (Die Erweiterung ist offenbar genau dann trivial, wenn
die durch z + z? definierte zentrale Erweiterung 1 — Zy — G (k) — G (k)2 — 1
trivial ist, also zum Beispiel fiir & = R, aber nicht fiir & = C.) Wir haben auch
das Zentrum von SLy konserviert. Genau wie bei den Kontraktionen von SO,, in
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Abschnitt 3.3.4 gibt es wieder Elemente Gy \ Gy, die offensichtlich im Abschluf} der
generischen Faser liegen, ndmlich die mit z; = 25 = 0, woraus die Torsionsfreiheit
der rechten Seite von (264) folgt.

Die zweite nichttriviale Kontraktion von sly ist die Inonii-Wigner-Kontraktion
beziiglich der Unteralgebra u = ke. Wir verfolgen auch hier den schematischen
Abschlufl der Darstellung, die sich aus der adjungierten und der natiirlichen Dar-
stellung von sly zusammensetzt. In diesem Fall ist die adjungierte Darstellung nicht
konserviert, denn die Limesalgebra ist die Heisenbergalgebra hs und diese hat ein
nichttriviales Zentrum. Auch die direkte Summe mit der natiirlichen Darstellung von
sl ist offenbar keine konservierte Darstellung, da die zweite Komponente gar nicht
von dem Parameter ¢ abhéngt. Es ist daher nicht zu erwarten, dafl der schematische
Abschlufl dieser Darstellung eine Liftung der Kontraktion ist. Tatséchlich ergibt
sich (Eq(k) x Zg) als Limesgruppe und durch p wird lediglich ein Homomorphis-
mus der Heisenbergalgebra in die Liealgebra von Gi induziert. (Ein Gruppenschema
mit, generischer Faser SLy und der Heisenberggruppe als spezieller Faser ergibt sich
aber in Abschnitt 3.4 mit dem sogenannten Neron-Blowup.) Diesmal haben wir

t 00
U=10 1 0] und damit
0 0 ¢
b ad+bc —t"'ac bd
U 'Ad (“ d)U: “otab  a®  —th?
¢ 2cd —t7'e? P

A[G] wird erzeugt von a, b, ¢, d sowie

(272) n=t"tac, zm=t"'c

Zwischen diesen Erzeugern bestehen die Relationen

(273) r=ad—bc—1, ry=cz —az, 3=tz —ac, T4=1tz —c.
Wie man leicht nachrechnet, konnen r3 und r4 durch die Relation

(274) ry = —cry —drz 4+ bry = ¢ — t(z1d — 29b)

ersetzt werden. (Es sind dann ry = arf + (217 + bre) und ry = erh 4+ t(22r) + drg).)
Mit der Relation 7} ergeben sich nacheinander

(275) c=t(z1d — 23b), 11 =ad —tb(z1d — 230) — 1, 19 =1t(z1d — 23b)z; — az
und es ist
(276) A[G] = Ala,b,d, z1, 23]/ (ad — th(z1d — 230) — 1,t(21d — 29b) 21 — az3),

denn es wird sich zeigen, daf} die spezielle Faser der rechten Seite zusammenhéngend
und damit die rechte Seite torsionsfrei ist. Es ergibt sich folgende Darstellung R von
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G auf M =2 A®:

ad + th(z1d — 2b) —2z  bd . ,
(277) —2tab a2  —th? : ( ' )
2t(zld — z2b)d — 2 d? t(Zld Z2b) d

Der Einsschnitt, das Coinverse und das Coprodukt der Hopfalgebra A[G] sind in
diesem Fall

el A[G] — A
a — 1
b — 0
d — 1
z1 —= 0
zo +— 0,
it A[G] —  A[G]
a — d
b — —b
d — a
21— —d?z; + bdz
29 > Zg,
A:AlG] — AlG] @4 AlG]
a = a®a+tb® (z1d — 2b)
b — a®b+b®d
d — t(znd—2b)b+d®d
21 = 2 ®@a’ 4 (ad + th(z1d — 23b)) @ 21 + bd ® 2,
7 = 20+ 2t (z1d — 2b)d® 2 + d* @ 2.

Der Koordinatenring der speziellen Faser ist
(278) k[Gk] = kla, b, d, 21, 25]/(ad — 1, a25) = kla, b, d, z1]/(ad — 1).

Die resultierende Darstellung der speziellen Faser ist gegeben durch die Matrizen:

1 —2z ba! 0 b
(279) 0 a? 0 ,< >
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Der Einsschnitt, das Coinverse und das Coprodukt der speziellen Faser sind wie folgt
gegeben:

e kG — k
a +— 1
b — 0
d — 1
z1 +— 0,
i kGe] — k[Gi
a +— d
b — —b
d — a
2 = —d’z,
A kG —  Kk[Gk] @ K[Gk]
a — a@a
b — a®b+b®d
d — d®d
2n o= 10d+1® 2.

Wenn man den Erzeuger b durch ' = bd ersetzt, sieht man, daf die Limesgruppe
wieder die Gruppe (Ey(k) X Zs), diesmal in der transponierten Matrixdarstellung,
ist. Es ist ndmlich

) = 0,
P#0) = —ba=—a®
AV = 100 +V ®d.
3.4. Liftung der Inonii-Wigner-Kontraktionen mittels Neron-Blowup. Sei
wieder k ein Korper der Charakteristik 0 und A eine diskrete Bewertungs-k-Algebra
mit Restklassenkorper k, Quotientenkorper K und uniformisierendem Parameter .
Weiter sei G eine algebraische Gruppe iiber k£ mit Liealgebra g.
Definition 3.80. Ein Hopfideal einer Hopfalgebra A[G] ist ein Ideal J, fiir das gilt:
1. e*(J) = {0}.
2. i*(J) C J.
3. A(J) CJ®4 AlG] + AlG] ®4 J.
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Hopfideale beschreiben Untergruppenschemata. Sei 7, : A[G] — A[G]/J der ka-
nonische Morphismus. Die Bedingungen fiir ein Hopfideal bedeuten gerade, dafl die
Morphismen ef, 70 und 7; ® 7y 0 A iiber 7 faktorisieren und somit Morphismen

e : AG))J — A,
¢ AT = AIG)/ Y,
A A[G])T — AlG])J ® AlG)/J

definieren. Diese beschreiben eine Hopfalgebrastruktur auf A[G]/.J. Man kann die
Bedingungen von Definition 3.80 auch so interpretieren, daf} fiir jede A-Algebra B
die Menge X (B) := Homu.a1(A[G]/J, B) C G(B) eine Untergruppe von G(B) ist.
Die Bedingungen bedeuten im einzelnen:

e cp € X(B),

o fiir v € X(B) gilt z7! € X(B) und

e fiir z,y € X(B) gilt xy € X(B).

Satz 3.81. [WW, Prop.1.1] Sei G ein affines A-Gruppenschemas und U eine abge-
schlossene Untergruppe der speziellen Faser Gy von G. Weiter sei I das Urbild des
Verschwindungsideals von U unter der Restklassenabbildung von A[G] nach k[Gy).
Die von t 1T in K[G] erzeugte A-Unteralgebra ist eine Unter-Hopfalgebra.

Per Konstruktion ist das zugehorige A-Gruppenschema eine torsionsfreie, endlich
erzeugte, nach Korollar 3.15 also glatte A-Form von G.

Definition 3.82. Das wie oben konstruierte glatte Gruppenschema GY heifit der
Neron-Blowup von G beziiglich U.

Da tA[G] C I, ist A[G] C t7'T und damit A[G] C A[GY]. Zu dieser Einbettung
korrespondiert, ein Morphismus GV — G, der die spezielle Faser von GV in die Unter-
gruppe U von G, abbildet. Da namlich I C tA[GY] ist, faktorisiert der Morphismus
A[G] — k[GY] = A[GY]/tA[GY] iiber k[U] = A[G]/I. Wie der folgende Satz zeigt,
ist in ,guten® Féllen der Morphismus G/ — U surjektiv und sein Kern ein affiner
Raum von zu U komplementirer Dimension. (Fiir ein Beispiel, wo dies nicht der

Fall ist siehe [WW]):

Satz 3.83. [WW, Th.1.7] Ist G glatt mit zusammenhingenden Fasern und U ei-
ne glatte zusammenhingende Untergruppe von Gy. Dann ist GU glatt mit zusam-
menhdngenden Fasern, Q,? wird durch den kanonischen Morphismus Q,? — G
auf U abgebildet und der Kern ist isomorph zu einem affinen Raum G| mit r =

dz’m(gk) - dim(U) .

Fiir uns ist nun der Spezialfall interessant, wenn G = G4 ist, d.h. durch Skala-
renerweiterung von k£ nach A aus G entsteht. Sei also im folgenden G = G4 und U
eine abgeschlossene Untergruppe von G mit Liealgebra Lie(U) = u. Weiter sei Ji
das definierende Ideal von U. Es gilt
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Satz 3.84. Mit obigen Bezeichnungen gilt: Das Gruppenschema GU hat ein zu Uy
isomorphes Untergruppenschema und die spezielle Faser GV ist isomorph zum semi-

direkten Produkt G, »x U.

Beweis: Sei Jx das definierende Ideal von Ux und JY das von JxNA[GY] gebildete
Ideal von A[GY]. Dies ist ein Hopfideal, denn e*(JY) C e*(Jx) = {0}, i#*(JY) C
#(Jx)Ni*(A[GY]) € JT und A(JY]) € A(Jr)NA(A[GY]) C JT @4 A[GY]+ A[GY|®a
JY. Es gilt A[GY] = A[G] + JY, denn die rechte Seite ist eine A-Unteralgebra von
K[G], die die Erzeuger von A[GY] enthilt. Damit ist A[GY] C A[G] + J{ und die
umgekehrte Inklusion ist offensichtlich. Weiter ist A[G] N JY = J4, denn es ist
JY C Jg und damit A[G]NJY C A[G] N Jx = J4 und die umgekehrte Inklusion ist
wieder offensichtlich. Es folgt

(280) A[GY/ T = AlG]/Ta = A[U].

Dieser Isomorphismus ist auch ein Isomorphismus von Hopfalgebren, da das Copro-
dukt auf beiden Seiten von Ag herkommt. Sei die dadurch induzierte Einbettung
von Uy in GV mit iy bezeichnet. In der speziellen Faser haben wir nach Satz 3.83
die exakte Sequenz

(281) e—=Gl -G/ -U—e

und diese spaltet durch (i), : U — G, was man auf der Hopfalgebrenebene leicht
nachpriifen kann. 0

Satz 3.85. Das Gruppenschema (G )Y ist eine Liftung der Inondi- Wigner-Kontrak-
tion von g beziglich uw mit generischer Faser G.

Beweis: Sei g = u @ v. Wir identifizieren die Liealgebra g mit Dery(k[G], k) und
die Unteralgebra u mit Dery(k[U], k). Letztere entspricht der Teilmenge der ¢ €
Der (k[G], k) mit 6(J;) = 0. Fiir § € v\ {0} existiert dagegen ein r € .J; mit
§(r) # 0. Es ist Lie(G) = ua ® v4 = Ders(A[U], A) ® v4. Es gilt Dera(A[GY], A) C
Der4(A[G], A) per Restriktion und Der4(A[U], A) C Dera(A[GY], A), da U, nach
Satz 3.84 ein Untergruppenschema von GU ist. Sei § € Ders(A[G], A), dann gilt
to(r) € A fiir alle r € ¢t 711, da t ' = t1J, + A[G]. Da €*(J) = {0} gilt auch
ef(r) € A. Da fiir § € Dery(A[G], A) gilt d(riry) = ef(ro)d(r1) + €f(r1)d(ry) und
A[GY] von t7'T erzeugt wird, folgt ¢t Dera(A[G], A) C Ders(A[GY], A). Daher haben

(282) Der 4 (A[U], A) ® t 4 C Dera(A[GY], A).

Es reicht somit die umgekehrte Inklusion zu zeigen. Der 4 (A[U], A) ist identifizierbar
mit der Teilmenge der § € Der4(A[GY], A) mit §(JY) = 0. Ist nun

§ € Ders(A[GY], A) \ Dery(A[U], A),
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so muB 6(r) € tA sein fiir alle r € J4, denn andernfalls wire §(t~!r) = t714(r) € A.
Das bedeutet aber 1) (0) € u, wenn ¢ die kanonische Abbildung von Lie(G) nach g
bezeichnet. Also ist Der4(A[GY], A) C ;' (u) = Der(A[U], 4) ® tva. 0

Korollar 3.86. Die spezielle Faser (G 4)¥ ist isomorph zum semidirekten Produkt
g/ux U, wobei g/u als U-Modul unter der adjungierten Darstellung betrachtet sei.

Beweis: Die Darstellung von U auf v = g/u ist durch ihre Ableitung eindeutig
bestimmt und diese entpricht der adjungierten Darstellung von u auf g/u. 0

Man kann diese Konstruktion benutzen, um die Kontraktion von sl, in die Hei-
senbergalgebra auf der Gruppenebene nachzuvollziehen. Hier ist dann

{69}

Das Ideal I wird also erzeugt von
{ta, tb, tc, td, a — 1, d — 1, c}.
Also wird A[GY] iiber A erzeugt von
{a,b,c,d, 21 =t""(a—1), p=t""(d—1), z3 =t""c}.

Die Relation ry := ad — bc — 1 in Termen von b, 21, 2o, 23 ausgedriickt ist
(284) ry = (tz1 + 1)(tze + 1) — thzg — 1 = t(tz120 + 21 + 22 — bz3),
also durch ¢ teilbar. Es gilt

A[GY] = Ala,b,c,d, 21, 29, 23]/ (tz12 + 21 + 29 — bzs,

tzy —a+1,tzg —d+1,tz3 — ¢)
(285) = A[b, VARR X 23]/(t212’2 + 21+ 2 — ng)

(Wir werden sehen, daf§ die spezielle Faser von GV zusammenhiingend ist, daher ist
die Algebra in (285) torsionsfrei.) Als Coprodukt ergibt sich

A:A[G] — AlG]l®a AlG]
2 = tHa®ae+bR®c—1)=t21 021 +2101+1®2 +b® 23
b = a®@b+bR@d=1(z1Qb+bR@2z)+10b+b®1
z = THeRb+dRd—1) =t @0+ 201+1Q 2 +200b
7 = T e®a+d®c) =t(n® 2+ 2@ %n)Fn®l+1® z.

Der Koordinatenring der Limesalgebra ist

(286) k(G| = kb, 21, 22, 23]/ (21 + 22 — bz3) = k[b, 21, 23]
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mit dem Coprodukt

A kG — k[G] @ k[G]
21 > Zl®1+1®21+b®23
b — 1®b+0®1

z3 = 23Q01+1Q zs.

Dies ist die Hopfalgebra der dreidimensionalen Heisenberggruppe mit dem Produkt

(287) (b, z3,21) % (b, 25,21) = (b+ V', 23 + 25,21 + 21 + bzy).
Dies entspricht der dreidimensionalen Darstellung durch die Matrizen
1 b Z1
(288) 0 1 =z
0 0 1

Auch die triviale Kontraktion 148t sich immer durch den Neron-Blowup auf die
Gruppenebene heben. Hier ist U = {e} und I das Urbild des Augmentationsideals
von G unter der Projektion vy, : A[G] — k[G]. Fiir eine linear algebraische Gruppe
wird es erzeugt von den Relationen X;; — ¢;; und Z — 1, wenn Z das Inverse der
Determinante ist, und X;; und Z die Nebenklassen in A[G] der Erzeuger X;; und
7 € A[GI(M)] sind. Der Koordinatenring des Neron-Blowups G{¢} wird als A-
Unteralgebra von K[G] erzeugt von

(289) Vij=t'(X;; —6;) und Z=tYZ-1).
Seien 11, ..., 7, definierende Relationen fiir G. Diese gehen iiber in
(290) 7Y, Z) = r(tYij + 04, tZ +1) fiir l=1,...,m.
Da E, € G ist, gilt

(291) 7Y, Z) |imo= 11(En, 1) =0 fiir I =1,...,m,

d.h. die 7 sind durch ¢ teilbar. Da A[G{¢}] torsionsfrei ist, muf} das Verschwindungs-
ideal von G{¢} also mindestens die Relationen 7, := ¢t~'# enthalten. Nun gilt offenbar

. = d ~ -
(202) 7Y, Z) limo= 3 (n(Yij + 05, tZ + 1)) [1=0= grad(r)(En, 1) - (Yij, Z),

wobei grad(r;)(E,, 1) - (Vij, Z) das Skalarprodukt des Gradienten von 7; in (E,,1)
mit dem durch (Yj;, Z) gebildeten Vektor bezeichne. Durch das Verschwinden der
Ausdriicke grad(r)(F,, 1) - (Yi;, Z) fiir [ = 1,...,m wird aber gerade der Tangen-
tialraum von G im neutralen Element (E,, 1), also die Liealgebra von G definiert.
Da diese die gleiche Dimension wie G hat und zusammenhingend ist, definieren die

Relationen 7, mit [ = 1,...,m, eine torsionsfreie A-Algebra, d.h. es ist

(293) AlGH = Ay, Z) /(7 | 1 =1,...,m).
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Die Kontraktion beschreibt also einen Ubergang von der linearen Gruppe G in ihre
Liealgebra. Die Relation 7y = det(X)Z — 1 = det(tY + E,)(tZ + 1) — 1 geht zum
Beispiel fiir ¢ = 0 iiber in tr(Y') + Z. Fiir das Coprodukt ergibt sich:

A(Yy) = A H(Xy —65))

= ¢! (Z Xik ® Xij — 5m‘>

k=1

= ¢! (i ((tYig + 0ik) ® (tYij + 9kj)) — 51’]’)

k=1

k=1 k=1

(294) = t(zlﬁk®%j>+2(1®5§j+ﬁj®1)a

(295) ANZ)=tZRZ+107Z+7Z®1.

Wie erwartet ist also die Limesgruppe gleich (Lie(G), +).
Durch den folgenden Satz wird die Frage nach der Umkehrbarkeit der Kontraktion
der multiplikativen Gruppe Gy, in die additive Gruppe G, beantwortet.

Satz 3.87. Jede Degeneration von G, tber einem diskreten Bewertungsring, der
einen Kdorper der Charakteristik Null enthdlt, ist gleich G,. Insbesondere ist die De-
generation von G, nach G, tiber einem diskreten Bewertungsring, der einen Kdrper
der Charakteristik Null enthdlt, nicht mdglich.

Beweis: Der Satz entspricht beinahe dem Theorem [WW, The.2.2], welches be-
sagt, daf} jedes glatte Modell von G, mit zusammenhingenden Fasern gleich G, ist.
Im Beweis wird die Voraussetzung, dafl die Fasern zusammenhingend sind, nur an
einer Stelle gebraucht. Man weiff nach [WW, The.2.2], dal G, ein relativ minimales
Modell ist, d.h. dafi zu jedem Modell G von G, ein Morphismus G — G, existiert,
der auf der generischen Faser die Identitéit induziert. Die Voraussetzung, daf} die Fa-
sern zusammenhingend sind, wird nun gebraucht, um zu zeigen, daf§ das Bild von
Gk in (G,), entweder trivial oder gleich (G,) ist. Dies gilt im Fall, daf char(k) =0
ist, auch ohne die Voraussetzung, dafl die Fasern von G, insbesondere G, zusam-
menhingend sind. Das Bild von G, mufl ndmlich eine abgeschlossene Untergruppe
von G, sein und jede echte abgeschlossene Untergruppe von G, héitte eine Dimension
weniger, wire also endlich. Da (G,); aber keine nichttriviale endliche Untergruppe
hat, wenn char(k) = 0 ist, ist dieser Fall ausgeschlossen und man kann den Beweis
genauso weiterfiihren wie in [WW]. 0

3.5. Filtrierte und Graduierte Kontraktionen von Gruppen. Sei wieder k
ein Kérper der Charakteristik 0 und A eine diskrete Bewertungs-k-Algebra mit Rest-
klassenkorper k, Quotientenkérper K und uniformisierendem Parameter ¢. Weiter
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sei G eine algebraische Gruppe iiber k£ mit Liealgebra g. Sei m € N und (,, € k eine
primitive m-te Einheitswurzel.

Definition 3.88. [VD, 0.7.1] Eine algebraische Gruppe G iiber einem Kérper k heifit
unipotent, wenn sie eine Kompositionsreihe besitzt, deren Faktoren isomorph zu
Ga(k) sind.

Satz 3.89. [VD, 0.7.1] Sei k ein Kirper. Eine algebraische Gruppe G iiber k ist ge-
nau dann unipotent, wenn sie affin ist und wenn ein Erzeugendensystem (y1,...,yn)
von k|G| existiert, so daf

(296) Aly) =1@y+y @1+ Y a;® by,
J
wobei a;;, bi; nur von yy,...,y;—1 abhdngen.
(Vergleiche auch [DGfr, IV,§2,n2].) Sei v eine nilpotente Liealgebra. Dann kann
man v mit der Struktur einer unipotenten Gruppe versehen, indem man das Produkt

gleich der rechten Seite der Campbell-Hausdorff-Formel (siehe [Serl, LA S.4.17] )
setzt. Dies ergibt fiir x,y € v

(297) Ty = Z Zn,s
n=1

wobei
1
(298) Zn — E (Zzl),q + ZI/)/’q)
p+qg=n
mit
o) o = Y DT ad@radnadl@)r(y)
r AT
pL++pm=p m P1-q1- Pm
g1+ +tam=qg—1
p;+aq; >1
pm>1
und
(300) S = Z (—1)™*t ad(x)Prad(y)? ... ad(y)™1(z)
e AR | :
p1+-+pm=p—1 m P1-q1- Qm—1"
q1+-+am=q
pi+q;>1
Die ersten drei Terme sind
1 1
(301) a=rty, w=gyl m= gl + byl

Da v nilpotent ist, ist z, = 0 fiir alle n grofler als der Nilpotenzgrad von v. Daher sind
alle auftretenden Reihen endlich und v bildet mit diesem Produkt eine algebraische
Gruppe. Die Null ist darin das neutrale Element und —z ist das Inverse von zx.
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Satz 3.90. [VD, 0.7.2.f)] Jede unipotente algebraische Gruppe ist zu der von ihrer
Liealgebra wie oben gebildeten Gruppe isomorph vermdge der Erponentialabbildung
exp : b — G, wobei exp(z) 1= S°° @9 ¢ QL(v) fir z € v.

n=0 n!

Sei S ein Automorphismus der Gruppe G. Dann entspricht diesem ein Auto-
morphismus des zugehorigen, ebenfalls mit G bezeichneten, Gruppenschemas, also
eine natiirliche Transformation G — G. Ist B eine k-Algebra, so gibe es eine ka-
nonische Fortsetzung von S zu einem Automorphismus von Gp. Dieser wird auf
B[G ] = k|G] ®; B durch B-lineare Fortsetzung von S* definiert und mit Sp oder
einfach wieder mit S bezeichnet.

Satz 3.91. Sei S ein Automorphismus von G der Ordnung m € N und
(302) k[G] = k[G);

die Zerlegung von k[G] in Eigenrdume von S* zu den Potenzen von (,,. Entsprechend
seien A[G]; die Eigenrdume von S%. Sei nun A[G] die von den A-Untermoduln
(303) t7A[G); mitj€{0,...,m—1}

erzeugte A-Unteralgebra von K[G). Sei P* die offensichtliche Einbettung von A[G]
in A[G]. Dann ist A[G] eine Unterhopfalgebra von K|G| als A-Hopfalgebra und das
Paar (G, P) ist eine Kontraktion von G. Ihre Ableitung ist die durch o = dS defi-
nierte zyklisch graduierte Kontraktion von g. Sei v = ker(¢y) = g1 ® - - - ® g=y wie
in Satz 1.52. Die Limesgruppe dieser Kontraktion ist das semidirekte Produkt der
Fizpunktuntergruppe G° mit v als unipotenter Gruppe.

Beweis: Erstens ist zu zeigen, dafi A[G] ein Modell von KIG] ist. Es ist klar,
dal K[G] von A[G] iiber K aufgespannt wird. Die A-Algebra A[G] hat ein endli-
ches Erzeugendensystem, denn sei fiir i € {—1,...,m — 1} das Ideal J; das von
@;n:_l}rl k[G]; erzeugte Ideal von k[G] und die Menge Y; = {yi1, ..., ¥ir,} C k[G]; so
gewihlt, daf die Bilder der y;; ein endliches Erzeugendensystem des Ideals J;/.J; 1
von k[G]/J;;1 bilden. Dann bilden die Mengen ¢ 1Y; ein endliches Erzeugenden-
system von A[G].

Wir zeigen nun, dafl A[G] eine Unterhopfalgebra von K[G] ist. Da S ein Auto-
morphismus von k[G] ist, gelten:

1. e# 0o S* = €, da S das neutrale Element von G in sich iiberfiihrt. Ist nun
r € k[G);, dann gilt €*(r) = e* o S¥(r) = (¢ €*(r). Daraus folgt ef(k[G];) =
{0} fiir i # 0. Daher ist e*(t "A[G);) C A fiir i € {0,...,m — 1} und daher
e (AG]) C A.

2. Sfoif =it o S% da S(g7') = (S(g))~! fiir alle ¢ € G. Daraus folgt i* (k[G];)
k[G];. Daher ist #(A[G]) C A[G].

N
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3. Ac08 = (S®85) 0 Ay baw. A = (S© 5)o Ay o5 L Es ist [G] &
k[G] = @” o k[Gi ®k k[G);. Aus Ay, = (S® S) o Apo ST folgt fiir alle
1€ {o0,.. —1}:

(304) Ar(K[G);) € €D KIG); @ KIG];.
itj=l

Daraus folgt fiir /,4,7 € {0,...,m —1}:
(305) A(A[G]) = t'A(A[G])

(306) C t—lEBA[ s @4 A[G]: & t7 EB AlG A[GT;
(307) - EDA ;@4 AlG], ® t" EB AG); @4 A[G);
(308) C Al ®4 AG).

Dabher ist A[G] eine Unterhopfalgebra von K[G] und somit ein Modell von G(K).
Zweitens ist zu zeigen, daf§ die Liealgebra a := Lie(G) isomorph ist zu

(309) D (1)

wobei (ga); = (gi)a der Eigenraum von o zum Eigenwert (! ist (vergleiche (73)).
Da S*(A[G];) = A|G]; ist, gilt auch S*(A[G]) = A[G], d.h. S ist auch ein Automor-
phismus von A[G]. Damit ist auch dS ein Automorphismus von a = Der4(A[G], A).
Sei a; der Eigenraum von dS zum Eigenwert ¢! . Dann gilt:

(310) a; = {d€a|d(A[G);) ={0} fiir alle j #i}.
Dafiir ist zu zeigen, daf fiir 6 € a = Ders(A[G], A) die Bedingungen
(311) o(6) = 60S*=("6 und

(312) §(A[G);) = {0} fiiralle j #

dquivalent sind. Die Richtung ,=“ ist klar. Die Richtung ,,<=* folgt daraus, dafl
eine Derivation durch ihre Werte auf einem Erzeugendensystem eindeutig bestimmt
ist. Da die Gleichung §0S*(z) = ¢},6(x) fiir alle z € ¢t 7 A[G]; mit j € {0, .. -1}
gilt, gilt sie auch fiir alle z € A[G].

Ebenso gelten

(313) g = {6ecg]|dk[G];) ={0} fiirallej#4} und
(314) (ga); = {0 €gald(A[G);) ={0} fiir alle j # i}.
Daraus folgt

(315) 6 = t'(ga)i,
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denn § € gy ist offenbar genau dann in a; fiir i € {0,...,m — 1}, wenn ¢ 6 in (ga);
ist.

Drittens ist zu zeigen, daf3 die spezielle Faser von G die behauptete Struktur hat.
Wir zeigen zuerst, dafl G ein zu Uy, mit U := G, isomorphes Untergruppenschema,
hat. Sei Jx das definierende Ideal von Ux und JY das von Jx N A[G] gebildete Tdeal
von A[G]. Wie im Beweis von Satz 3.84 sicht man, daf§ dies ein Hopfideal ist. Auch
gilt wieder A[G] = A[G]+ JY. Die Inklusion ,, D% ist dabei trivial. Die Inklusion ,, C“
folgt daraus, daB A[G]; C A[G] und A[G]; C JY fiir i # 0. Letzteres gilt, weil fiir
r € A[G]; und g € U gilt r(g) = ¢,'7(S(g9)) = ¢,'r(g), also 7(g) = 0. AuBerdem gilt
A[GINJY = A[G] N Jx = J4 und daher

(316) A[G)/ T4 = AlG]/Ja = AlU]

als A-Algebra. Dieser Isomorphismus ist auch ein Isomorphismus von Hopfalgebren,
da das Coprodukt auf beiden Seiten von Ag herkommt.

Es bleibt zu zeigen, da§ N := ker(Py) unipotent ist. Die darstellende Algebra von
N ist nach [Wa]

(317) KIN] = k[G] ®@ue k = K[G]/ (T - K[G)),

wobei wieder k& durch ef zu einer k[G]-Algebra wird und I, := ker(ef) das Augmen-
tationsideal von Gy sei. Die Algebra k[G]/(I) - k[G]) ist offenbar isomorph zu

(318) AlG]/(Ik - AlG] + tA[G]).
Sei I[4(N) := (I - A[G] + tA[G]). Da in kanonischer Weise
(319) A[GI/TA(N) @4 A[G]/14(N) =
(Alg] @4 AlG]) /(A[G] @4 Ta(N) + T4(N) @4 AlG)),
geniigt es nach Satz 3.89 zu zeigen: Es existiert ein Erzeugendensystem (y1,...,yr)
von A[G] mit
(320)

J

mit a;;, bj; aus dem Erzeugnis von v, ..., y;—1. Seien nun Erzeugende y, ..., yg von
A[G] so gewiihlt, daB jedes y; in einem der A[g]j liegt, und so dafl mit j < j' €
{0,...,m — 1} gilt

Sei dann [ € {0,...,m — 1} und y € A[G]; beliebig. Wegen (307) gilt

(322) A(y):in®zi+ZZ}®x;+Zam®bm,
i ki m
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mit gewissen x;, 7 € A[Gy, 2, 2; € A[G];und ap, by, € Ui;} A[G]-. Nach Definition
der Hopfalgebra gilt

(323) y = (idag, eﬁg) o A(y).
Fiir [ # 0 folgt daraus zusammen mit (322)
(324) y=_ zeb()),
J
da el (A[G];) = {0} fiir i # 0. Fiir x € A[G]; C A[G] gilt e (v) = ek (). Daraus folgt
x— eﬁg(x) €I Clgy- AlG] C I4(N). Damit ist

(325)
Y Aedi=) o) =y®1 mod A[G] @ Ia(N) +14(N) ®4 AlG].
J J

Ebenso folgt aus Definition 3.3.1. fiir y € A[G]; mit [ € {1,...,m —1}

(326) Y 2i@z=10y mod A[G] @4 T4(N) + I4(N) @4 A[G).

Somit gilt (320) fiir y € A[G]; mit [ € {1,...,m — 1}. Die darstellende Algebra k[N]
des Kerns von P, wird bereits von den y; € |J"," A[G]; erzeugt, da die Elemente
von A[G]y = A[G]s modulo 74(N) kongruent zu Konstanten sind. Daraus folgt die
Behauptung. 0

Definition 3.92. Eine Kontraktion wie in Satz 3.91 wird als zyklisch graduierte Kon-
traktion von G bezeichnet.

Auch filtrierte verallgemeinerte Kontraktionen kann man fiir Gruppen definieren.
Dazu muf} zunéchst eine Filtrierung einer algebraischen Gruppe beziehungsweise
einer Hopfalgebra definiert werden.

Definition 3.93. Sei I das Augmentationsideal von G. Eine Filtrierung von G ist
eine absteigende Kette von Idealen

(327) IDJ()DJlD"'DJN_1DJN:{O},

so daB mit J_; := k[G] fiir alle 4,7 € {—1,..., N} gilt
1. #*(J;) C J;.
2. A(JH_]) C J; ®y k[G] + k[G] Rk Jj.
Bemerkung 3.94. Zu einem Automorphismus endlicher Ordnung der Gruppe G kor-

respondiert stets eine Filtrierung von . Diese ist durch die im Beweis von Satz 3.91
definierten .J; gegeben.
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Lemma 3.95. Ist [ D Jy D Jy D -+ D Jy_1 D Jy = {0} eine Filtrierung von
k|G], dann gilt

(328) AJYC Y T

Beweis: Aus Punkt 2 von Definition 3.93 folgt: Es gilt
(320)  A(R) € () (i @ K[G] + E[G] @ Jj)

i+j=1
(330) = > (N ZiewklGIn () kGl &k Jizi
LC{~1,.,N} \i€l i€{=1,...N\I1
(331) = Z Jmax(1y) @k Ji—min({=1,...N}\11)
Ilg{_la“-sN}
N
(332) = D Ji®J i,
i=—1

da fir I, ¢ {—1,...,N} und i := max([;) gilt min({—1,...,N} \ ;) < i+ 1 und
fiir geeignete [; Gleichheit gilt. 0
Man iiberlegt sich leicht, daf die Bedingung (328) umgekehrt auch Punkt 2 von
Definition 3.93 impliziert. Man koénnte daher in der Definition von filtrierten Kon-
traktionen auch (328) statt Punkt 2 verwenden.
Der folgende Satz zeigt, dal Filtrierungen von Gruppen Filtrierungen ihrer Lie-
algebra entsprechen.

Satz 3.96. Ist [ D Jy D Jy D --- D Jy.1 D Jy = {0} eine Filtrierung von k|G|,
dann qilt

1. Fiir eine k-Algebra B und i € {0,...,N} sei
(333) Xi(B) :=={¢ € G(B) | £(Ji) = {0}} = Homa.ay(K[G]/ i, B).
Die X;(B) bilden eine aufsteigende Kette von abgeschlossenen Teilmengen von
G(B):
(334) Xo(B) C Xi(B) C-+- C Xy(B) € Xn(B) =G(B).
Es gilt fir allei,j € {0,...,N}
(a) ep € X;(B),
(b) Xi(B) = X;(B)™",
(¢) Xi(B)X;(B) € Xiy;(B).
Insbesondere ist Xo(B) eine Untergruppe von G(B) (d.h. Jy ist ein Hopfideal.).
2. Ist g die Liealgebra von G, so besitzt g eine Filtrierung:

(335) {0y =W_,C---.CWy=g
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mitW; = {0 € g | 6(J;) = {0}}. Es gilt W;@yB = T, (X;(B)) = Der(k[G]/J®
B, B).

Beweis: Punkt 1 folgt sofort aus der Definition. Bei Punkt 2 ist klar, daf} (W;)p
der Tangentialraum an X;(B) in ep ist und daf§ (335) gilt. Es ist nur zu zeigen, daf}
fir i,j € {0,..., N} gilt [W;, W;] C W,,. Die Lieklammer von zwei Derivationen
ist [0,6'] = ((6,0") — (0",6)) o A. Sind 6 € W;,0" € W, so folgt mit Lemma 3.95
[6 0"(Jivj) C iy jimijo1 0(Ji)d'(Jjr) = {0}, denn ist @' + j* =i + j — 1, so gilt
i' > i oder j' > j und damit 6(Jy) = {0} oder §(.J;) = {0}. Also ist [9,0'] € Wiy, g

Satz 3.97 (Hebbarkeitssatz fiir filtrierte Kontraktionen). Sei
(336) IDJ()DJlD"‘DJN_1DJN:{O}

eine Filtrierung von G. Es sei Ix D (Jo)a D (Ji1)a D - D (In_1)a D (In)a die
entsprechende Filtrierung von G 4. Sei A[G] die von A|G] und

(337) t I mitic{0,...,N}

erzeugte A-Unteralgebra von K|G|. Dann ist A[G] ein Modell von K |G| und definiert
somit eine verallgemeinerte Kontraktion von G. Ihre Liealgebra a := Lie(G) ist die
durch die Filtrierung (335) definierte filtrierte Kontraktion gemdf Satz 1.43.

Beweis: Da A[G] ein Erzeugendensystem von K[G] enthélt, ist A[G] eine A-Form
von K[G]. Da k[G] noethersch ist, existieren endliche Mengen Y; = {vi1,...,¥ir, }
firi = —1,..., N — 1, so da§ das Bild von Y; in k[G]/J;11 ein endliches Erzeugen-
densystem des Ideals .J;/J;;; bildet. Dann ist A[G] = A[G][UX"" t~~'V;] endlich
erzeugt. Da e(J;) = {0} fiir i € {0,..., N}, gilt auch *(A[G]) C A. Aus #(J;) = J;
fiir alle 4 folgt i*(A[G]) = A[G]. Aus Lemma 3.95 folgt:

(338)

AN I)A) S YT (T)a®k (J)a= Y T (T)a®@kt 7 ().
i+j=l—1 i+j=l—1

Daher gilt A( [G]) C A[G] ®4 A[G]. Also ist A[G] ein Modell von K[G].

Es sei b; anN (W)x = {0 €ald((Ji))x) ={0}}. Es ist klar, daBl dies eine
Filtrierung von a ist. Ist 0 € (W) a, so ist t'0(r) = d(r) = 0 fiir r € U577 (Jj)a
und t'6(r) = §(t'r) € A fiir r € t7771(J;)4 mit j < 4. Daher ist ¢*(W;)4 C b;.
Sei nun § € b; \ b; ;. Dann existiert ein r € t7/(J; 1) mit §(r) = t745(t'r) #
0. Also ist t7%§ € (Wz)A \ (M/i—l)A- Daher gllt tz((Wl)A \ (W/i—l)A) = b; \ b;_;.
Sei nun V; ein Vektorraumkomplement zu W;_; in W;. Dann ist a; := #/(V;)4 ein
Vektorraumkomplement zu b;_; in b;. Es ist klar, daBl a; N b;_y = {0} und daf
a; ® b,y C b, daa; € b; und b;_; C b;. Sei nun 6 € b; \ b;_;. Nach obigem ist
§ = t'0’ fiir ein &' € (W;) 4\ (W;_1) 4. Die Derivation ¢’ ist von der Form &' = §; + &,
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mit &, € (I/Vz'—l)A und 6y € (V;)A \ {0} Da tiél € b, und tiég € q;, ist also
0 € b;,_1 ® a;. Daher ist wie behauptet,

N N
(339) a=by=ay @by 1= =Pa=PtVia
=0 =0

O

Beispiel ist das Neronmodell, wobei N = 1 ist und J, = I(U) (das Verschwin-
dungsideal der abgeschlossenen Untergruppe U von G'.)

Beispiel 3.98. (Fiir Liealgebren ist diese Kontraktion in [Gi, Ch.10] beschrieben.)
Die Galileigruppe Gals ist das semidirekte Produkt der euklidischen Bewegungs-
gruppe E; mit der additiven Gruppe des 4-dimensionalen affinen Raums G in der
natiirlichen Darstellung von Ej3 (siehe [Hei, 1.§4 S.71]). Die Galileigruppe besitzt
folgende Matrixdarstellung:

A

(340) Gal; = 0 | A €S0s3, v, €G3 Beq,
0

o =
— @ R

Man kann die Galileigruppe als spezielle Faser einer filtrierten Kontraktion der or-
thogonalen Gruppe SOs erhalten, ndmlich mit N = 2, Jy = (X;; — 0;; | ¢ € {4,5}
oder j € {4,5}), dies beschreibt die zu SOz isomorphe Untergruppe

A
(341) Xo=14|0 NSO5
0

o = O
_ o O

von SOs, und J; = (X;; | i =5 A j <3 oder j =5 A i < 3). Die hierzu gehorige
abgeschlossene Untermenge von SOy ist

A v 0
(342) X, = wh o B N SOs.
0 ~v o

Die Hopfalgebra A[G] wird erzeugt von a;;, 0;, Wi, T4, Ui, 4,J € {1,2,3}, &, B, 7,6,
wobei sich die Relationen zwischen diesen Erzeugern ergeben aus

A to 23

(343) tot ta+1 1§ | €S0,
2yt oty ti+1
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sowie der Torsionsfreiheit von A[G]. Folgende Familie von Relationen beschreibt das
Gruppenschema G

AAT + 200" + 225" — B,

A+ o(ta + 1) + 1250
(344) Af+ 97 + 3 (16 + 1)

2oty + A(ta + 1) + (16 +1)8

totw + ta? + 2a + 32

3t + 132 + 162 + 20.
Die Coeins, das Coinverse und das Coprodukt der Hopfalgebra A[G] sehen folgen-
dermaflen aus:

o
R
~
S
NP
SN—r
Il
= O
S

iﬁ(azj) = Qi

Fo) =i, () = B,
() =0 () =
#a)=a,  i*P) =47,
#y) =8, #0) =4,

A(aij) = Z ik (024 akj —+ t2?7i ® U~)j + t4fi‘i & ij,
k

Al) =) a; @0+ 5 ® (ta+ 1) + 25, 7,
J

A(UN)Z) = ZUN)J' & aj; + (td—Fl) ®u~)2~—|—t23®gji,
J

A(i‘z) :Zaij®i‘j+@i®3+i‘i®(t5+l),
J

A(g]z) :Zg]j®aji+’y®wi+(tg+1)®z]i,
J

Al@)=t) ;@5 +tfR+ta@a+a®1+1®4,

AB) = Wi @F+(ta+1)®F+ @ (td+1),
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AR =LY Gi@u+7® (ta+1)+ (5 +1)®7,

)

AG) =Y 505+t 0B+ HB 05 +i01+183.

Fiir die Limesgruppe ergeben die Relationen (344)

a=06=0
¥y=-0
w=—A'p

j = Al(05 - 1)

Man priift leicht nach, daf} die iibrigen Koordinaten a;;, v;, Z;, B fiir ¢t = 0 die
Hopfalgebra der Galileigruppe beschreiben, wobei die Koordinaten jeweils mit den
entsprechenden Koordinaten der Galileigruppe in der Darstellung (340) identifiziert
werden konnen.

Definition 3.99. Sei I' eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0 und G ein
affines A-Gruppenschema. Eine Graduierung von G durch T ist eine Zerlegung:

(345) Alg] = P A9],,
mit

1. A[G],AG],, € A[G], ..

2. e’j(A[g]y) = {0} fiir v # 0,

3. i*(A[g],) = A[g],,

1. AAG) € @ AIG), ©4 AG,.

Bemerkung 3.100. Man iiberlegt sich leicht, daf} in einer Graduierung von G wie
oben das Ideal

(346) ( B AlG))a-pn

ver\{o}

ein Hopfideal bildet.

Definition 3.101. Sei I' eine abelsche Gruppe und G ein affines A-Gruppenschema,
das durch T graduiert ist. Dann heif§t eine Abbildung f : I' — Z fastkonkav, wenn

(347)  f(0)=0 und f(y+7) < f(7) + f(7') fiir alle y,' € T.

Satz 3.102. Sei I' eine abelsche Gruppe und G eine affine algebraische Gruppe
iber k, die durch T" graduiert ist und f eine nichtnegative beschrdnkte fastkonkave
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Funktion auf I'. Dann wird durch
(348)
= € AlG))u-pr. firie{-1,...,N} mit N=max{f(y)|vyeT}

v f(v)>i
eine Filtrierung von G definiert. Im Fall einer zyklischen Graduierungsgruppe T’
stimmen die zugehorige graduierte Kontraktion gemdfs Satz 3.91 und die filtrierte
Kontraktion iiberein.

Beweis: Aus der Definition folgt sofort, da8 .J; C I und 4*(.J;) = .J;. Es reicht zu
zeigen: Ist f(v) > i+ 7, so gilt A(K[G],) C J; ® k[G] + k[G] ® J;. Dafiir geniigt es
wiederum zu zeigen, da8 fiir 7/, 7" mit v' ++" = v gilt k[G], ® k[G],» C J; Q k[G] +
k|G]® J;. Da f fastkonkav ist, gilt f(v')+ f(7") > f(y) > i+j. Daher gilt f(v') > i
oder f(y") > j, also k[G],, C J; oder k[G],» C J;. Daraus folgt die Behauptung.
Also ist durch (348) eine Filtrierung definiert.

Im Fall einer zyklischen Graduierung ist f(j) = j fiir j € {0,...,m — 1} und J; =
Z;’,:;H k[Gl;. A[G] wird erzeugt von ¢~/ (.J;) 4 und A[G], also von den Mengen der
Form Z?f;;ﬂ t-UtDAIG); fiir j € {0,...,m — 1} upd A[G]. Offenbar ergibt dies
die gleiche A-Form A[G] wie die von den Mengen ¢t~/ A[G]; fir j € {0,...,m — 1}
erzeugte A-Form. 0

In der Situation von Satz 3.102 bezeichnen wir die zugehorige filtrierte Kontrak-
tion als graduierte Kontraktion.



ANHANG A. AFFINE SCHEMATA UND DARSTELLBARE FUNKTOREN

Die Grundlagen sind verschiedenen Quellen entnommen. Wo nichts anderes ange-
geben ist, gelte die Notation von [Hal]. So seien zum Beispiel alle Varietéiten irredu-
zibel.

A.0.1. Lokalisierung. Dieser Teil stammt im wesentlichen aus [ZS, Teil T Ch.1§20]
und [ZS, Teil I Ch.IV§9]. Sei R ein kommutativer Ring mit Eins.

Definition A.1. Eine Teilmenge M # () von R heifit ein multiplikatives System in R,
wenn sie multiplikativ abgeschlossen ist und nicht die Null enthélt. Ein multiplika-
tives System heift regulir, wenn es keine Nullteiler enthélt.

Definition A.2. Sei M ein regulires multiplikatives System in R. Der Quotientenring
(die Lokalisierung) von R beziiglich M ist der wie folgt definierte Ring Ry, bestehend
aus der Menge aller Aquivalenzklassen von Paaren (a,b) mit ¢ € R und b € M
beziiglich der Aquivalenzrelation:

(a,b) ~ (¢,d) <= ad = be.

Die Aquivalenzklasse von (x,%) werde mit (z,y) bezeichnet. Auf der Menge dieser
Klassen werden Addition und Multiplikation definiert durch

(349) (a,0) + (¢,d) = (ad+ cb, bd)

(350) (a,b) * (c,d) = (ac,bd).
Definition A.3. Sei M ein beliebiges multiplikatives System in R. Die Menge
(351) I'={z € R|mx=0 fiireinme M}

bildet ein Ideal in R. Sei R := R/I und M := (M +I)/I. Dann ist M ein regulires
multiplikatives System in R. Der Quotientenring (die Lokalisierung) von R beziiglich
M ist definiert als Ry := Ry;.

A.0.2. Funktoren. Dieser Teil stammt hauptsiichlich aus [Ro, Ch.1].

Definition A.4. Eine Kategorie € besteht aus einer Klasse Ob(€) von Objekten, paar-
weise disjunkten Mengen von Morphismen More(A, B) zu jedem Paar (A, B) mit
A, B € Ob(€) und Verkniipfungen More(A, B) x More(B,C) — More(A,C), i.Z.:
(f,9) — g o f mit folgenden Eigenschaften:
e Fiir jedes Objekt A enthiilt More(A, A) genau einen Morphismus id4, genannt
die Identitit von A, mit der Eigenschaft, dafl foid, = f fiir alle f € More(A, B)
und id4 o g = g fiir alle g € More(C, A).
e Fiir je drei Morphismen f € More(A, B), g € More(B,C) und g € More(C, D)
gilt

(352) ho(gof)=(hog)of.
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Definition A.5. LRO, Ex.1.1.] Ein Morphismus f € More (A, B) heifit ein Isomorphis-
mus (oder eine Aquivalenz), wenn ein g € More(B, A) existiert, so dal go f = ida
und f o g =1idg.

Definition A.6. Ein Endobjekt in einer Kategorie ist ein Objekt E mit der Eigen-
schaft, daB fiir alle Objekte A die Menge More(A, E) genau ein Element enthilt.
Ein Startobjekt S ist ein Objekt, so daf fiir alle A € Ob(€) die Menge Morg(S, A)
genau ein Objekt enthilt.

Definition A.7. Die duale Kategorie €°PP zu einer Kategorie € wird definiert durch
Ob(€°PP) := Ob(C), Morges (A4, B) := More(B, A) und die Verkniipfung fo°PPg :=
golf.

Definition A.8. Ein kovarianter Funktor F : € — © zwischen zwei Kategorien €, D

besteht aus einer Abbildung von F' : Ob(€) — Ob(D) sowie zu je zwei Objekten
A, B € Ob(€) einer Abbildung F : More¢(A, B) — More(F(A), F(B)), so dafl gelten:

F(fog) = F(f)oF(g).
F(ldA) = ldF(A) fiir alleAGOb(@)

Ein kontravarianter Funktor von € nach ® ist ein kovarianter Funktor von ¢ nach
DPP oder gleichbedeutend damit ein kovarianter Funktor von €°?? nach ©.

Definition A.9. Fiir jede Kategorie € ist der Identititsfunktor definiert als die Iden-
titit auf Ob(C) und ebenfalls als die Identitit auf allen More(A, B).

Beispiel A.10. Sei (I, <) eine geordnete Menge?!. Durch Ob(€) = I und

- <
More(a, b) = {éla,b} falls a < b,

sonst.

und
Ube O lap i= lge, fallsa <b<c

wird eine Kategorie €((/, <)) definiert. Die duale Kategorie entspricht dabei dersel-
ben Menge mit der umgekehrten Ordnungsrelation.

Definition A.11. [Ro, S.43| Eine natiirliche Transformation T zwischen zwei kovari-
anten Funktoren F, G : € — D besteht aus einer Klasse (74)4cob(e) von Morphis-
men mit 74 € More(F(A),G(A)), so daf fiir alle A, B € Ob(€), f € More(A, B)
gilt G(f) oTa = 7 o F(f). Fiir zwei kontravariante Funktoren definiert man eine
natiirliche Transformation analog, nur daf§ dann 74 o F(f) = G(f) o 75 fiir alle
A, B € Ob(€), f € More(A, B).

2'Wir meinen hier nicht, daB je zwei Elemente vergleichbar sein miissen. (Dies wiire eine linear
geordnete Menge.) Derartige Mengen werden aber auch nicht selten als teilgeordnete Mengen (engl.
ypartially ordered sets“, kurz ,,posets“, bezeichnet.)
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Definition A.12. [Ro, S.75] Sind F, G : € — ® zwei Funktoren derselben Varianz,
dann heilen F' und G natiirlich dquivalent, in Zeichen F' = G, wenn eine natiirliche
Transformation 7 : F' — G existiert, so daf jedes 74 ein Isomorphismus ist.

Definition A.13. [Ro, S.82] Zwei Kategorien € und D heiflen dquivalent, in Zeichen
¢ =2 ®, wenn Funktoren F' : € — ® und G : ® — € existieren, so daf§ die
Verkettungen GF und F'G dquivalent zum Identitidtsfunktor auf € bzw. ® sind. Ist
F kovariant, so bezeichnet man F als Aquivalenz, ist F' kontravariant, so spricht
man von einer Antidquivalenz.

Beispiel A.14. [Ha, Cor.3.8.] Die Kategorie der affinen algebraischen Varitiiten iiber
einem algebraisch abgeschlossenen Koérper &£ (mit den Homomorphismen von Va-
rietéiten und ihren Verkniipfungen als Morphismen und Verkniipfungen) ist an-
tidiquivalent zu der Kategorie der endlich erzeugten Integritéitsringe iiber & (mit
den k-Algebrahomomorphismen und ihren Verkniipfungen als Morphismen und Ver-
kniipfungen).

A.0.3. Garben. Die in diesem Unterabschnitt getroffenen Definitionen stammen im
wesentlichen aus [Ha, IL.§3].
Ein Spezialfall von Beispiel A.10 ist folgende Kategorie:

Beispiel A.15. Sei X ein topologischer Raum und (7', C) die Menge aller offenen
Teilmengen von X mit der Inklusionsrelation. Durch Ob(€) := T und

{Z'va} falls U g V,

More (U, V) := {(7) const

und

iV,W ®) iU,V = iU,W; falls U g \% g w
wird die Kategorie Top(XX) definiert. Die leere Menge bildet darin ein Startobjekt,
die Menge X ein Endobjekt.

Definition A.16. Eine Prdgarbe F' von Ringen auf einem topologischen Raum X ist
ein kontravarianter Funktor von Top(X) in die Kategorie der Ringe. Dann wird fiir
U C V der Morphismus F(iyyv) : F(V) — F(U) als Restriktion von V auf U, in
Zeichen 1y 17, bezeichnet.
Definition A.17. Eine Priagarbe auf X ist ein Garbe, wenn gelten:
e Ist U eine offene Teilmenge von X mit einer offenen Uberdeckung (U;)ier und
ist fiir ein f € F(U) die Restriktion ryy,(f) = 0 fiir alle i € I, dann ist f = 0.
e Ist U eine offene Teilmenge von X mit einer offenen Uberdeckung (U;);c; und
ist fiir jedes i € I ein f; € F(U;) gegeben, so daB fiir i, j € I gilt ry, v,qv; (fi) =
ru;,uinu; (f7), dann existiert genau ein f € F(U) mit gy, (f) = fi.
Definition A.18. [Ro, S.39] Sei (I, <) eine geordnete Menge. Ein gerichtetes System

mit Indexmenge I in einer Kategorie D ist ein kovarianter Funktor G : €((I, <)) —
D, wobei I eine geordnete Menge ist und €(/) wie in Beispiel A.10 definiert ist.
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Definition A.19. [Ro, S.41] Sei G : €(I) — D ein gerichtetes System in ©. Ein
direkter Limes von G ist ein Objekt L € © zusammen mit einer Familie (f,)qe; von
Morphismen f, € Morg(G(a), L), so daf
[ ]
fo0Giap) = fo firallea,b €I mita<b.
e Fiir jedes Objekt Z € Ob(®) mit einer Familie (g,)qe; von Morphismen g, €
More(G(a), Z) mit der analogen Eigenschaft

g0 Gigp) =9, firallea,bel mita<b
existiert ein eindeutig bestimmter Morphismus f € Morg (L, Z), so dafl
go = fof, fiiralleace€l.
Man schreibt dann L = liin G(a).

Definition A.20. Sei X ein topologischer Raum und F' eine Prigarbe auf X. Fiir
x € X bildet die Menge U(z) der Umgebungen von z als Teilsystem von Top(X)
eine geordnete Menge. Die Einschrinkung von F auf U(z) ist ein gerichtetes System.
Der direkte Limes diese Systems heifit der Halm von F' iiber z und wird mit F}
bezeichnet.

Definition A.21. Ein Morphismus f : (X, F) — (X,G) von Garben auf X ist eine
natiirliche Transformation zwischen F' und G (vergleiche [Ha, S.62]).

A.0.4. Affine Schemata.

Definition A.22. Ein lokal geringter Raum ist ein Paar (X, Oy), wobei X ein topo-
logischer Raum und Ox eine Garbe von Ringen auf X ist, so daf} alle Halme Ox,
lokale Ringe sind.

Definition A.23. Ein Morphismus (f, f*) : (X, F) — (Y,G) von geringten Réiumen
ist ein Paar bestehend aus einer stetigen Abbildung f : X — Y und einem Garben-
morphismus f* zwischen G' und der direkten Bildgarbe f,(F) auf Y, welche definiert
ist durch f,(F)(U) := F(fY(U)). Ein Morphismus von lokal geringten Riumen ist
ein Morphismus von Garben, wobei die auf den Halmen induzierten Morphismen
Gy — f.(F)y lokale Homomorphismen sind, das heifit daB jeweils das Urbild des
maximalen Ideals von f,(F), gleich dem maximalen Ideal von G/, ist.

Definition A.24. Sei R ein Ring (wie immer kommutativ mit Eins). Sei p ein Prim-
ideal von R. Die Menge M := R\ p bildet dann ein multiplikatives System in R. Der
lokale Ring R, von R in p ist der Quotientenring Rp\,. Dieser Ring ist ein lokaler
Ring. Das herauszuteilende Ideal

(353) I'={z € R|mx=0 fiireinme M}
ist, wie sofort aus der Definition eines Primideals folgt, in p enthalten. Das maximale

Ideal von R, ist das Bild von p unter dem kanonischen Homomorphismus von R nach
Rp-
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Definition A.25. Das Spektrum von R ist der folgende lokal geringte Raum: Als
topologischer Raum ist Spec(R) := {p < R | p Primideal} mit der Zariskitopo-
logie, bei der die abgeschlossenen Mengen, gerade die Mengen der Form V(I) :=
{p € Spec(R) | p D I}, wobei I ein Ideal von R ist, sind. Als Garbe ist Spec(R)
wie folgt definiert: Fiir U C Spec(R) offen sei O(U) = {f : U — ||y Ry |
f(p) € R, fiir alle p und f ist lokal Quotient von Elementen von R.}. Die letzte
Bedingung bedeutet: Fiir alle p € U existiert eine Umgebung V' C U und a,b € R,
so daf fiir alle q € V gilt b & q und f(q) = (a,b) € R,.

Definition A.26. [Ha, S.6.] Ist p ein Primideal in A. So ist die Hihe (oder Codimen-

sion [Ei]) von p, im Zeichen height(p) definiert als das Supremum der n € N so daf
eine Kette der Form

(354) PoC P C Chp=1p

von paarweise verschiedenen Primidealen von A existiert. Die Hohe eines nicht not-
wendig primen Ideals [ ist definiert als das Minimum der Hohen von Primidealen, die
I enthalten. Die Krulldimension (kurz Dimension) eines Rings A ist das Supremum
der Hohen von Primidealen von A.

Die Hohe eines Primideals p von A ist, wie man sich leicht iiberlegt, gleich der
Dimension des lokalen Rings A,.

Definition A.27. Fin affines Schema ist ein lokal geringter Raum, der als lokal ge-
ringter Raum isomorph zum Spektrum eines Ringes ist.

Bemerkung A.28. Ein affinen Schema (X, Ox) ist isomorph zu Spec(Ox(X)). Ein
Morphismus von affinen Schemata wird stets durch einen Homomorphismus der zu-
gehorigen Ringe induziert. Der Funktor (X, Ox) — Ox(X) ist eine Antifiquivalenz
zwischen der Kategorie der affinen Schemata und der Kategorie der kommutativen
Ringe mit Eins (siehe [Ha, I1.Prop.2.3]).

Definition A.29. [Ha, Ch.I1.§3 S.85] Ein abgeschlossenes Unterschema eines Sche-
mas X ist ein Schema Y, zusammen mit einem Morphismus i : Y — X, so daf} der
topologische Raum von Y eine abgeschlossene Teilmenge von X und i die Inklusion
ist und so daf die dadurch induzierte Abbildung * : Ox — 7,0y von Garben surjek-
tiv ist. Der Morphismus 7 : Y — X heifit dann auch eine abgeschlossene Einbettung.

Definition A.30. Ein offenes Unterschema eines Schemas X ist ein Schema U, dessen
topologischer Raum eine offene Teilmenge von X ist, und dessen Strukturgarbe Oy
isormorph zur Restriktion Ox |y der Strukturgarbe von X auf U ist. Ein Morphismus
f Y — X heifit eine Immersion, wenn f einen Isomorphismus von Y zu einem
offenen Unterschema eines abgeschlossenen Unterschemas von X ergibt (siehe [Ha,
S.85 und S.120]).

Definition A.31. Sei A ein Ring. Ein affines Schema X ist ein A-Schema, wenn
sein Koordinatenring eine A-Algebra ist, das heifit, wenn ein Homomorphismus von
A — O(X) existiert. Man schreibt dann auch A[X] statt Ox(X).
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Definition A.32. Sei X ein A-Schema und f : X — Spec(A) der zugehorige Mor-
phismus. Ein Schnitt in X ist ein Morphismus s : Spec(A) — X so dafl fos =
idgpec(a). Fiir ein affines A-Schema ist ein Schnitt durch einen Ringhomomorphis-
mus s* : A[X] — A mit s* o f¥ =id, gegeben.

Definition A.33. Sei A ein kommutativer Ring, M und N seien A-Moduln (0.B.d.A.
Linksmoduln) dann ist das Tensorprodukt M ® 4 N ein A-Modul zusammen mit einer
A-bilinearen Abbildung g : M x N — M ®4 N mit g(a.m,n) = g(m, a.n) fiir alle a €
A, m € M, n € N mit der folgenden universellen Eigenschaft: Zu jedem A-Modul
H und jeder bilinearen Abbildung f : M x N — H mit f(a.m,n) = f(m,a.n) fir
allea € A, m € M, n € N existiert genau ein Homomorphismus f': M @ 4 N - H
sodall f=f'og.

Die Eindeutigkeit des Tensorprodukts folgt aus der universellen Abbildungseigen-
schaft. Das Tensorprodukt wird konstruiert als Quotient des freien A-Moduls iiber
M x N nach den Relationen, die sich aus der Definition ergeben (siehe [Ro, Ch.1]
insbes. Cor. 1.14.). Hier noch ein Lemma, das in Kapitel 3 gebraucht wird.

Lemma A.34. Sei R — S ein Ringhomomorphismus und seien M, N zwei R-
Moduln. Dann gilt (M ®r N) ®r S = (M ®r S) ®s (N Qg S).

Beweis: Nach [Ei, Prop.A 2.1] ist das Tensorprodukt kommutativ und assoziativ
und fiir einen S-Modul U und einen R-Modul M gilt: U @ p M 2 U ®g (S @r M).
Daher gllt (M®RN) ®ng M®R (N®RS) = (N®RS) ®RM = (N®RS) Rg
(S®@r M) = (M ®rS)®s (N ®rS). 0

Das Faserprodukt X xg Y von Schemata sei wie in [Ha, I1.3] definiert.

Satz A.35. Das Produkt X Xgpea) Y von zwei affinen A-Schemata X und Y ist
das Spektrum des Tensorproduktes Spec(A(X) @4 A(Y)).

(Siehe den Beweis von [Ha, II.Th.3.3.].)

Definition A.36. Sei Y = Spec(A) ein affines Schema und p € Y. Der Restklas-
senkorper k(p) von p ist definiert als der Restklassenkorper des lokalen Rings A,.
Die Verkniipfung des natiirlichen Homomorphismus von A nach A, mit der Rest-
klassenabbildung A, — k(p) bezeichnen wir auch mit ¢, : A — k(p). Dadurch ist
k(p) in natiirlicher Weise eine A-Algebra. Sei X ein affines A-Schema, dann ist die
Faser von X diber p € Spec(A) definiert als

(355) Xy := X Xgpec(a) Spec(k(p)) = Spec(A[X] ®4 k(p)).

Bemerkung A.37. Die Fasern von X iiber Y konnen als topologische Rdume mit
Unterrdumen von X identifiziert werden, so dafl X als topologischer Raum die Ver-
einigung seiner Fasern iiber Y ist (siehe [Ha, I1.Ex.3.10.]). Sei zum Beispiel A ein
lokaler Ring mit maximalem Ideal m, Restklassenkorper k£ = k(m) und Quotien-
tenkorper K = £((0)). Dann ist Spec(A) = {m, (0)} und fiir ein A-Schema X be-
zeichnet man die Faser X als die generische Faser (wir schreiben dafiir X statt
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X(0y) und die Faser X\, als die spezielle Faser (wir schreiben dafiir X}, statt Xy,). Ist
X ein affines A-Schema und A C A[X], dann sind die generische und die spezielle
Faser als Teilmengen des unterliegenden topologischen Raums von X die folgenden:

(356) Xg={peX|[pnA=(0)}, Xy={peX|pnA=m}
A.0.5. Darstellbare Funktoren. Dieser Teil stammt im wesentlichen aus [Wa].

Definition A.38. Bezeichne A-Alg die Kategorie der A-Algebren und Sets die Ka-
tegorie der Mengen. Zu einem affinen A-Schema X definiert man einen ebenfalls
mit X bezeichneten Funktor X : A-Alg — Sets durch X (B) := Hom 4.1, (A[X], B).
Jeder Funktor, der zu einem solchen Funktor dquivalent ist, heiflt ein darstellbarer
Funktor. Die Algebra A[X] wird dann als darstellende Algebra von X bezeichnet.

Sei A[X1,Xy,...] ein Polynomring in abzihlbar vielen Unbestimmten und sei
(ri)icr eine abzihlbare Familie von Elementen von A[X;, X,,...]. Durch die Fa-
milie (7;);e; ist ein Funktor F' : A-Alg — Sets definiert, der jeder A-Algebra B
die Losungsmenge des durch die r; definierten Gleichungssystems mit Werten in B
zuordnet

(357) F(B) = {(bl,bQ,...) |Ti(b1,b2,...) =0 fiir alleZEI}
Es gilt:

Satz A.39. Der in (357) definierte Funktor F ist ein darstellbarer Funktor. Seine
darstellende Algebra ist

(358) A[F) = A[X|, X, ...]/(r; | i € I).

Beweis: Sei b = (b1, by, ...) € F(B). Ein Element von Hom 41 (A[X1, X, ...], B)
wird durch X; — b; definiert. Da r;(b) = 0 fiir alle ¢ € I, liegen die r; im Kern
dieses Homomorphismus, daher faktorisiert dieser iiber einen Homomorphismus &, €
Hom a_a1g(A[F], B). Ist umgekehrt ein £ € Hom 4 a14(A[F], B) vorgegeben, so bildet
das Tupel b := (£(X1),£(X3), ... ) eine Losung des obigen Gleichungssystems, das
heifit ein Element von F(B), denn es gilt 0 = £(r;) = r;(£(X1), £(Xy),...) fiir alle
i € I. Sei 7 die Abbildung F'(B) — Homu aig(A[F], B) mit 75(b) = & und op
die Abbildung Hom 4(A[F|, B) — F(B) mit o5(£) := be. Man sieht sofort, daf§ dies
zueinander inverse Abbildungen sind, d.h. alle 75 sind Isomorphismen. Es bleibt zu
zeigen, dafl durch die Familie (7g) eine natiirliche Transformation definiert wird, d.h.
fiir jeden Homomorphismus f : B — B’ von A-Algebren gilt Hom4(A[F], f) o7 =
Tp o F(f). Dies ist dquivalent zu

(359) fo& =& firalebe B
und letzteres folgt sofort aus der Definition. 0
Beispiel A.40. Der Funktor Lie,, der jeder k-Algebra A die Menge der Struktur-

konstanten von A-Liealgebren zuordnet ist ein darstellbarer Funktor. Er wird durch
das Gleichungssystem (1) aus dem ersten Kapitel dargestellt.



A. Affine Schemata und darstellbare Funktoren 135

Satz A.41. Seien F, G : A-Alg — Sets darstellbare Funktoren, dann ist auch der
Produktfunktor F x G : A-Alg — Sets mit B — F(B) x G(B) ein darstellbarer
Funktor und es gilt: A[F x G] 2 A[F]|®4 A[G].

Beweis: Es ist zu zeigen: Es gibt eine natiirliche Aquivalenz 7 von F x G nach
Hom g a1g(A[F] ®4 A[G],.). Wir definieren 7 wie folgt: Fiir ¢ € Homa_a15(A[F], B),
77& € HOIHA_Alg(A[G],B), sei TB(¢, lb) = (d),’g/}) € HOIIIA_Alg(A[F] Xa A[G],B) (ES
sei (&, 0)(f ® g) = &(f)¥(g).) Man iiberzeugt sich leicht, daf§ dies eine natiirliche
Transformation ist. Das Inverse von 75 ist jeweils gegeben durch o5(&) = (§0iapm, {0
iA[G]) mit ZA[F](f) = f ®1 und ZA[G](Q) =1 ®g fiir f € HOH’IA_Alg(A[F] Xa A[G], B)
Man {iberzeugt sich wiederum leicht, dafl 75 und op invers zueinander sind. 0

Der folgende Satz wird in [Wa] als Yonedas Lemma bezeichnet. Andere verstehen
unter Yonedas Lemma eine noch allgemeinere Aussage.

Satz A.42. Seien F und G darstellbare Funktoren von A-Algebren nach Mengen.
Dann entsprechen einander natiirliche Transformationen T : F — G und A-Alge-
brahomomorphismen A|G| — A[F].

Beweis: siche [Wa, 1.3]. 0

Definition A.43. Ein Gruppenfunktor sei ein darstellbarer Funktor mit Werten in
der Kategorie Gr der Gruppen. Eine Operation eines Gruppenfunktors G : A-Alg —
Gr auf einem Funktor F : A-Alg — Sets ist eine natiirliche Transformation von
Gx F — F.

Definition A.44. Sei V ein A-Modul. Der Funktor Fy : A-Alg — Sets ist definiert
durch Fy(B) =V ®4 B. Operiert der Gruppenfunktor G auf Fy derart, dafl G(B)
linear auf V ® 4 B operiert, dann heifit V' ein G-Modul. Durch V' wird der Gruppen-
funktor GLy definiert durch GLy(B) = Autp(V ®4 B). Einem G-Modul entspricht
offenbar stets ein Morphismus R : G — GLy,. Man nennt R auch eine lineare Dar-
stellung von G. Eine lineare Darstellung R : G — GLy heifit treu, wenn sie eine
abgeschlossene Einbettung ist.

Bemerkung A.45. Eine Darstellung von G auf einem freien Modul von endlichem
Rang n entspricht einem Morphismus von G nach (GL,,) 4.

Definition A.46. Sei G ein A-Gruppenschema und V ein G-Modul. Ein Element
v € V heiBBt G-invariant, wenn fiir jede A-Algebra B gilt g.¢g(v) = ¢p(v) fiir alle
g € G(B), wobei ¢p(v) :=v®1 €V Q@4 B sei.

Korollar A.47. Fine Operation eines affinen Gruppenschemas G auf einem dar-
stellbaren Funktor F entspricht einem A-Algebrahomomorphismus von A[F| nach

AlG] @ A[F].
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Beispiel A.48. Die Operation von GL, auf Lie, ist eine solche Operation. Der zu-
gehorige k-Algebrenhomomorphismus von k[Lie,| — k[GL,] ® k[Lie,] ist gegeben
durch die Transformationsformel (12):

(360) Ci-gj — Z Vkp Ul Umyj & Cfm

lLmp
A.0.6. Flachheit. Vergleiche [Ei], insbesondere iiber die Bedeutung der Flachheit
von Familien [Ei, Ch.6.].

Definition A.49. Ein Modul M {iiber einem Ring R heiflt flach, wenn der Tensor-
funktor M ®p . exakt ist. Ein affines R-Schema X heifit flach, wenn R[X] flach
ist.

Da der Funktor M ®p, . stets rechtsexakt ist, ist die Bedingung dquivalent dazu,
dal M ®pg . Monomorphismen in Monomorphismen {iberfiihrt.

Besonders interessant, insbesondere fiir diese Arbeit, ist der Fall, wenn f*: A — B
ein Ringhomomorphismus ist, und B als A-Modul flach ist, wenn also mit anderen
Worten Spec(B) ein flaches affines A-Schema ist.

Allgemein wird Flachheit fiir Schemata lokal definiert: Sei f : (X, Ox) — (Y, Oy)
ein Morphismus von Schemata. Dann heifit X flach iiber Y, wenn fiir alle x €
Spec(X) und y = f(z) gilt: Ox, ist flach als Oy,,-Modul.

Nicht vollstéindig trivial ist die Aquivalenz der lokalen und der globalen Definition
von Flachheit fiir affine Schemata:

Satz A.50. Sei f*: A — B ein Ringhomomorphismus. Dann gilt: B ist genau dann
flach als A-Modul, wenn fiir jedes Primideal p von B und q = f*='(p) gilt: B, ist
flach als Aq-Modul.

Beweis: In [Wa| wird gezeigt, dafl B genau dann als A-Modul flach ist, wenn fiir
jedes Primideal p von B und q = f# 1(p) gilt: B, ist flach als A-Modul. Anderer-
seits wird in [Ei| gezeigt, dal B genau dann als A-Modul flach ist, wenn fiir jedes
Primideal q von A gilt: By ist flach als A;-Modul. 0

Die wichtigste Eigenschaft der flachen Schemata ist, daf} lokal die Dimension der
Fasern gleich der Dimension des Schemas minus der Dimension der Basis ist.

Satz A.51. [Ha, IIL.Prop.9.5] Sei f : X — Y ein flacher Morphismus von endli-
chem Typ von noetherschen Schemata. Fiir jeden Punkt x € X gilt mit y := f(x)

(361) dimg(X,) = dim, X — dim,)Y,

wobei fiir ein Schema X und einen Punkt x € X mit dim, X die Dimension des
lokalen Rings Ox ., gemeint ist.

Fiir affine Schemata Y = Spec(A), X = Spec(A[X]) lautet (361)
(362) dim ((A[X] ®4 ky),) = dim(A[X];) — dim(A4,),
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bzw., wenn wir den Morphismus: A[X] — A[X] ®4 k, mit ¢, bezeichnen:
(363) height (¢, (x)) = height(z) — height(y),

wenn ), (z) ein Primideal von A[X]®4 k, ist.
Wenn das Schema X equidimensional ist, sollten auch alle seine Fasern equidi-
mensional sein. [Ha, II1.Cor.9.6] besagt:

Satz A.52. [Ha, III1.Cor.9.6] Seien X undY wvon endlichem Typ iber einem Kérper
k und sei f : X —'Y ein Morphismus von Schemata, Y irreduzibel und X flach diber
Y. Dann sind dquivalent:

e Jede irreduzible Komponente von X hat Dimension n + dim(Y")

o [lir jeden Punkty € Y gilt: Jede irreduzible Komponente der Faser X, hat die
Dimension n.

Wir brauchen diese Aussage auch fiir affine Schemata iiber diskreten Bewertungs-
ringen. Diese sind als lokale k-Algebren nicht endlich erzeugt iiber k. In dem Be-
weis von [Ha, II1.Cor.9.6.] wird benutzt, daf§ in einer irreduziblen Komponente eines
Schemas, alle maximalen Ideale die gleiche Hohe haben bzw. allgemeiner

(364) dim,(X) = dim(X) — dim(z).
Dies gilt in unserer Situation nicht mehr. Als Ersatz wird die ,,universelle Ketten-

bedingung® dienen.

Definition A.53. [Ma, 14.B] Ein Ring A erfiillt die Kettenbedingung, wenn fiir jedes
Paar von Primidealen p, ¢ mit p C q gilt height(p/q) ist endlich und gleich der
Liange jeder maximalen Kette von Primidealen zwischen p und ¢. Ein Ring erfiillt
die universelle Kettenbedingung, wenn A noethersch ist und jede endliche erzeugte
A-Algebra die Kettenbedingung erfiillt.

Es gilt

Satz A.54. [Ma, 14.C.Th. 23] Sei A ein noetherscher Integrititsring, der die uni-
verselle Kettenbedingung erfiillt, und B eine endlich erzeugte A-Algebra, die A ent-
hilt und selber ein Integrititsring ist, sei p € Spec(B) und ¢ =p N A. Dann gilt

(365) height(p) = height(q) + tr.deg, B — tr.degy, (k(p)),
wobei tr.deg, B := tr.deg g, 4)(Quot(B)) sei.
Es ist stets k(p) = B,/pB, = Quot(B/p).

Satz A.55. Jede endlich erzeugte k-Algebra iiber einem Kérper k und jeder diskrete
Bewertungsring erfiillen die universelle Kettenbedingung.

Beweis: Die erste Aussage ist [Ei, Cor.13.6.9]. Die zweite folgt daraus, daf je-
der regulire lokale Ring ein Cohen-Macaulay-Ring ist ([Ei, 18.2.S.451]) und dar-
aus, daf jeder Cohen-Macaulay-Ring die universelle Kettenbedingung erfiillt ([Ei,
Cor.18.10)). q
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Korollar A.56. Ist A ein diskreter Bewertungsring mit Quotientenkdrper K und
Restklassenkdrper k, X ein reduziertes irreduzibles affines A-Schema, dann gilt fiir

p € Specmax(A[X])
dim(Xg) fallsp € Xg
dim(Xk)+1 fallsp € X.

Insbesondere gilt: Ist X # 0, dann gilt dim(X) = dim(Xg) + 1 und height(p) =
dim(X) genau dann, wenn p € Xj.

(366) height(p) = {

Beweis: Sei B := A[X] und ¢ der uniformisierende Parameter von A. Es ist offen-
sichtlich tr.deg, B = tr.degy Bk und tr.deg, Bx = dimX g nach [Ha, I.Th.1.8.A.(a)].
Sei p € Xk Dies ist dquivalent dazu, dafl ¢ = pN A = (0) ist. Dann gilt tB+p = B,
denn sonst wire p nicht maximal. Es existiert also ein r € B mit tr — 1 € p.
Es gilt A[X]/(tX — 1) =2 K. Somit erhalten wir durch X + r einen Morphismus
K — B/p, also ist B/p eine Korpererweiterung von K. Diese ist endlich, da ja B/p
bereits als A-Algebra endlich erzeugt ist, also erst recht als A[r]-Algebra. Also ist
tr.deg, (B/p) = 0. Sei nun p € Xy, also q = (¢). Dann ist height(q) = 1 und k(q) = k
und B/p eine endliche Erweiterung von & also tr.degy, (£(p)) = 0. Damit folgt die
Behauptung aus Satz A.54. 0

Dies benutzen wir, um eine Version von Satz A.52 fiir flache affine Schemata iiber
diskreten Bewertungsringen zu zeigen.

Satz A.57. Sei A ein diskreter Bewertungsring und X ein reduziertes endlich er-
zeugtes flaches affines A-Schema mit Zy, # O fiir jede irreduzible Komponente 7 von
X. Dann sind dquivalent:

1. Jede irreduzible Komponente von X hat Dimension n + 1
2. Jede irreduzible Komponente der generischen Faser X und jede irreduzible
Komponente der speziellen Faser X, hat die Dimension n.

Beweis: 1. = 2.: Fiir diese Richtung sei 0.B.d.A. X irreduzibel, denn ist X =
X;UX, und X, X, abgeschlossen, so ist auch X, = (X),U(X3), und (X1),, (X2)y
abgeschlossen. Daher ist jede Zusammenhangskomponente von X, in einer Faser Z,
einer Zusammenhangskomponente Z von X enthalten. Da X reduziert ist, ist dann
A[X] ein Integritdtsring und es ist Korollar A.56 anwendbar. Es folgt sofort, daf
auch die generische Faser irreduzibel ist. Aus der Flachheit Satz A.51 bzw. (363)
folgt fiir ein maximales Ideal p von A[X]:

(367 height(F) = height(u7' (5)) — height((0)) = height(v5 (F))
Fiir ein maximales Ideal p von A[X]; folgt aus (363):
(368) height(p) = height(¢;" (p)) — height((t)) = height(y;" (b)) — 1.

Da ;' (p) € X}, maximal in A[X] ist und nach Voraussetzung ein solches p existiert,
folgt die Behauptung aus Korollar A.56.
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2. = 1.: Sei Z eine irreduzible Komponente von X und p € Z ein abgeschlossener
Punkt. Insbesondere p € A[X] maximal. Ist p € X, dann ist i (p) maximal in
K[X] und es gilt wie oben wegen (363)

(369) height (¢ (p)) = height(p).

Also folgt aus 2.

(370) height(p) = n.

Ist p € Xi, dann ist ¢ (p) maximal in £[X] und es gilt wieder wegen (363)

(371) height (¢ (p)) = height(p) — 1.

Also folgt aus 2.

(372) height(p) = n + 1.

Da nach Voraussetzung Z; # () ist, folgt die Behauptung. 0

ANHANG B. DEDEKINDRINGE UND DISKRETE BEWERTUNGSRINGE

Definition B.1. Sei k ein beliebiger K6rper. Der Ring der formalen Potenzreihen
iiber k ist die Menge aller Folgen (a,)nen, - Er erhilt die Struktur eines kommutativen
Integritéitsringes, indem die Addition komponentenweise (a + b),, = a,, + b, und die
Multiplikation durch das Cauchyprodukt (a * b), = >, _, arb,_x erklirt wird. Der
Ring der formalen Potenzreihen iiber k& wird mit k[|t|] bezeichnet.

Man schreibt auch Y a,t" fiir die Folge (a,). Der Quotientenkorper &((¢)) von
k[|t|] besteht aus allen formalen Laurentreihen (a,)ncz fiir die gilt: Es existiert ein
N €N, so daf} a,, = 0 fiir alle n < —N. Das Produkt kann man dann schreiben als
(axb), = ZkeZ apb,_i. Es ist wohldefiniert, da stets nur endlich viele Summanden
von Null verschieden sind.

Definition B.2. [Ha, 1.6.] Sei K ein Korper. Eine diskrete Bewertung von K ist eine
surjektive Abbildung v : K* — Z, mit den Eigenschaften

(373) v(zy) = v(z)+v(y)
(374) v(z+y) > min(v(z),v(y))

Man setzt ausserdem v(0) = co. Die Menge der Elemente x € K mit nichtnegativer
Bewertung bildet einen Unterring, der als Bewertungsring von K bezeichnet wird.
Ein Integrititsring heiflt Bewertungsring, wenn er Bewertungsring seines Quotien-
tenkorpers beziiglich einer Bewertung ist.

Bemerkung B.3. Die Surjektivitit von v ist keine wesentliche Einschrinkung. In
jedem Fall folgt aus v(z") = nv(x), daBl das Bild von K* unter v ein Ideal von Z
bildet. Wenn es das Nullideal wiire, wire A ein Kérper. Dieser Fall ist uninteressant.
Andernfalls ist das Ideal von der Form mZ mit m € N und man kann v durch v/m
ersetzen.
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Beispiel B.4. Der Korper k((t)) ist in natiirlicher Weise bewertet durch

(375) v (Z aktk> :=m € Z, wobei a,, # 0 sei.

k=m

Definition B.5. Ein lokaler Ring A mit maximalem Ideal m und Restklassenkérper
k heiBt regulir, wenn dimy(m/m?) = dim(A) ist.

Satz B.6. Ein diskreter Bewertungsring hat stets folgende Figenschaften:

e Er ist ein lokaler Ring mit Einheitengruppe v—'(0).

e [Fr ist ein Hauptidealring, also insbesondere eindimensional, und ist (t) sein
mazimales Ideal, dann sind alle Ideale von der Form (™).

e Fr ist requldr.

e FEr ist noethersch.

Beweis: Aus der Eigenschaft (373) folgt sofort, dafl v(1) = 0 ist. Daraus ergibt sich
wiederum, daf fiir alle a € K* gilt v(a) = —v(a™'). Ist A der Bewertungsring von K
so besteht daher die Einheitengruppe A* aus den Elementen mit der Bewertung 0 in
K. Die Nichteinheiten von A, also die Elemente mit Bewertung grofler oder gleich
1, bilden ein Ideal. Daher ist A ein lokaler Ring. A ist auch ein Hauptidealring,
denn sei I ein Ideal von A und a ein Element mit minimaler Bewertung von I. Sei
b € I beliebig. Da v(b) > v(a) gilt v(ba™") = v(b) — v(a) > 0 also ist ba~' € A.
Dabher ist b € (a) fiir alle b € I also I = (a). Enthilt ein Ideal von A ein Element
a, so enthilt es zugleich alle Elemente mit v(b) > v(a). Daher sind die Ideale von
A genau die Mengen I,, := {a € A | v(a) > n}. Das maximale Ideal von A ist
I, = (t) und es ist I, = I} = (¢"). Daher sind I; und (0) die einzigen Primideale von
A. Auch ist klar, daB} A reguliir ist, denn ist I; = (¢) so ist offenbar I, /I, als A/I;-
Vektorraum eindimensional mit Basis £+ I,. Auch ist A offensichtlich noethersch, da
jede aufsteigende Idealkette von der Form --- C I,,, C I, C ... mit1 <nj < ny

1st. O

Definition B.7. Ist I = (t) so heifit ¢ ein uniformisierender Parameter des bewer-
teten Korpers K.

Bemerkung B.8. Diskrete Bewertungsringe sind als lokale Ringe nicht endlich er-
zeugt iiber k. Sie haben die merkwiirdige Eigenschaft, dafl ihr Quotientenkorper
endlich erzeugt iiber ihnen ist: Ist A ein diskreter Bewertungsring mit uniformisie-
rendem Parameter ¢, so gilt A[X]/(tX — 1) 2 K = Quot(A). Insbesondere hat also
der 2-dimensionale Ring A[X] das maximale Ideal (X —1) der Hohe 1. Die fehlende
Eigenschaft, daf alle maximalen Ideale einer endlich erzeugten Algebra die gleiche
Hohe haben, kann man manchmal durch die universelle Kettenbedingung ersetzen,
die alle diskreten Bewertungsringe erfiillen (siehe Satz A.55). Vergleiche auch den
Beweis von Satz A.57.
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Satz B.9. [Ha, .Th.6.2.A] Fiir einen eindimensionalen lokalen noetherschen Inte-
grititsring sind dquivalent:

1. A ist diskreter Bewertungsring.

2. Das mazimale Ideal von A ist Hauptideal.

3. A ist ganz abgeschlossen.

4. A ist regulir.

Definition B.10. Ein A-Modul P heifit projektiv, wenn eine der folgenden dquiva-
lenten Bedingungen erfiillt ist.

1. P ist direkter Summand eines freien Moduls.

2. Jede kurze exakte Sequenz 0 - M — N — P — 0 spaltet.

3. P hat folgende universelle Eigenschaft: Zu beliebig vorgegbenen A-Moduln, N,
M und Homomorphismen ¢y : P — M und ¢ : N — M mit ¢ surjektiv existiert
ein Homomorphismus f: P — N, so dal ¢y = ¢ o f.

_ Die letzte Bedingung ist die Definition eines projektiven Moduls in [Ro, 5.62]. Die
Aquivalenz zur ersten Bedingung ist [Ro, Th.3.14] und die Aquivalenz zur zweiten
Bedingung ist [Ro, Ex.3.7].

Satz B.11. [Ro, Cor.4.20] Uber einem Hauptidealring, insbesondere einem diskre-
ten Bewertungsring, ist jeder projektive Modul fre.

Satz B.12. Fiir einen noetherschen Integrititsring A sind dquivalent:

1. A ist requlir und eindimensional.
2. Fir jedes mazimale Primideal p von A ist die Lokalisierung A, ein diskreter
Bewertungsring.

Beweis: Da die Lokalisierung eines noetherschen Integritéitsrings in einem maxi-
malen Ideal ein noetherscher lokaler Integritéitsring derselben Dimension ist, und ein
Ring genau dann regulir ist, wenn alle seine Lokalisierungen regulir sind, folgt die
Behauptung aus Satz B.9. 0

Definition B.13. Ein noetherscher Integritétsring mit den obigen Eigenschaften wird
als Dedekindring bezeichnet.

Bemerkung B.14. Es folgt sofort aus der Definition der Krulldimension (Def. A.26),
daB in einem eindimensionalen Integritétsring jedes von (0) verschiedene Primideal
maximal ist.

Es gibt viele dquivalente Definitionen von Dedekindringen. In [BouC, Ch.VII§2.2
Th.1] wird gezeigt daf der zweite Punkt von Satz B.12 dquivalent dazu ist, dafi A
ganz abgeschlossen ist und jedes von (0) verschiedene Primideal von A maximal ist.
Letzteres ist wiederum die Definition in [Ha, S.40]. Die Eigenschaft, daf§ jedes Ideal
in A als Produkt von Primidealen darstellbar ist, ist die Definition von [ZS, Ch.V.§6
Def.1], wobei die Eigenschaft noethersch zu sein nicht vorausgesetzt wird. In [ZS,
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Ch.V.86 Th.13] wird gezeigt, daf diese Definition dquivalent zu der von Hartshorne
ist. Uber [ZS, Ch.V.§6 Th.12] und [Ro, Cor.4.25] ergibt sich wiederum die Aquivalenz
zu der in [Ro] gegebenen Definition.

Korollar B.15. o Jeder diskrete Bewertungsring ist ein Dedekindring, insbeson-
dere ist also der Ring der formalen Potenzreihen tiber einem Kdorper ein Dede-
kindring.

e Der Koordinatenring einer requliren affinen algebraischen Kurve ist ein Dede-
kindring, insbesondere ist der Polynomring k[t] ein Dedekindring.

e Ist k algebraisch abgeschlossen, dann sind die Dedekindringe, die zugleich end-
lich erzeugte k-Algebren sind, genau die Koordinatenringe von requliren affinen
Kurven idiber k.

Beweis: Dies folgt sofort aus Beispiel A.14 und aus Satz B.12 (bzw. der hier
gegebenen Definition eines Dedekindrings). 0

Definition B.16. Sei A ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m. Dann bilden die
Mengen der Form x + m"” mit n € N zusammen mit A und () eine Umgebungs-
basis einer Topologie. Diese heif3t die m-adische Topologie. Ein lokaler Ring heifit
vollstindig, wenn er beziiglich der m-adischen Topologie vollsténdig ist. Man kann
zeigen, dafl Vervollstindigung von A als topologischem Raum, also die Menge der
Cauchyfolgen beziiglich der m-adischen Topologie modulo der Menge der Nullfol-
gen, in natiirlicher Weise die Struktur eines vollstéindigen lokalen Rings hat. Dieser
heifit die m-adische Komplettierung von A siehe [Ha, 1.§5].(Man kann die m-adische
Komplettierung von A auch als inversen Limes A/m™ definieren.)
—

Wir geben hier die Hartshornesche Version der Cohenschen Struktursatzes ([Ha,
[.Th.5.5.A)) wieder. Es gibt auch allgemeinere Formulierungen fiir nicht notwendig
reguldre Ringe.

Satz B.17 (Cohen). Ist A ein vollstindiger regulirer lokaler Ring der Dimension
n, der einen Kdrper enthdlt, dann ist A =2 k[|z1,...,x,|], dem Ring der formalen
Potenzreihen in n Unbestimmten tiber dem Restklassenkdrper k von A.

Korollar B.18. Die m-adische Komplettierung eines Dedekindrings mit Restklas-
senkdrper k, der k enthdlt, in einem von (0) verschiedenen Ideal m ist isomorph zu
k[[2]].

Definition B.19. Sei K ein diskret bewerteter Kérper mit uniformisierendem Para-
meter ¢, dann ist die zugehdrige Topologie auf K dadurch definiert, dafl die Mengen
der Form x + t" A mit n € Z eine Umgebungsbasis von x € K bilden.

Zur Topologie von diskreten Bewertungsringen siehe [Ser2, Ch.I1§1]. Es gilt ins-
besondere



B. Affine Schemata und darstellbare Funktoren 143

Satz B.20. [Ser2, Ch.II§1 Prop.1] Ein diskret bewerteter Korper K ist genau dann
lokal kompakt, wenn er vollstindig ist und der Restklassenkiérper k = AJtA seines
Bewertungsrings endlich ist.

Bemerkung B.21. Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper. Dann gilt: Der Quo-
tientenkorper K einer diskreten Bewertungs-k-Algebra, ist genau dann endlich er-
zeugt iiber k£ vom Transzendenzgrad 1 (also eine endliche Erweiterung des Korpers
k(t) der rationalen Funktionen iiber k), wenn A eine Lokalisierung eines endlich
erzeugten k-Dedekindrings in einem maximalen Ideal ist.

Beweis: ,<“: Aus [Ha, I.Th.1.8.A.(a)] folgt, dal der Transzendenzgrad von K
iiber k gleich der Dimension von A, also gleich 1 ist, wenn A endlich erzeugt iiber k
ist. Dies gilt auch fiir Lokalisierungen von A, denn Quot(A4,) = Quot(A).

,=: Nach [Ha, I.Cor.6.6.] ist jeder diskrete Bewertungsring von K, der k enthiilt,
isomorph zum lokalen Ring einer reguldren Kurve. 0

Ein Dedekindring ist ein noetherscher Priiferring (siehe [Ro]). Die fiir uns wichtig-
ste Eigenschaft der Dedekindringe (oder allgemeiner der Priiferringe) ist die Identi-
fikation von Flachheit und Torsionsfreiheit:

Satz B.22. [Ro, Theorem 4.33] Fin Modul iber einem Priiferring, insbesondere
tiber einem Dedekindring, ist genau dann flach, wenn er torsionsfrei ist.

Beweisidee: ,=“: Fin flacher Modul M iiber einem Integrititsring A ist stets
torsionsfrei: Angenommen es sei 0 #m € M und 0 # a € A, so dal a.m = 0 ist. A
ist in natiirlicher Weise in seinen Quotientenkorper K eingebettet. Das Bild dieser
injektiven Abbildung unter der Tensorierung mit M ist nicht mehr injektiv, denn
m ® 1 ist ungleich 0 in M ®4 A = M, aber gleich aam ® a™! = 0 in M ®4 K. Dies
ist ein Widerspruch zur Definition der Flachheit.

»,<": Diese Richtung ergibt sich aus mehreren nicht offensichtliche Tatsachen: jeder
endlich erzeugte torsionsfreie Modul kann in einen endlich erzeugten freien Modul
eingebettet werden. Freie Moduln sind projektiv und Untermoduln von projektiven
Moduln sind wieder projektiv. Jeder projektive Modul ist flach ([Ro, Cor 3.46]) und
ein Modul ist bereits flach, wenn jeder endlich erzeugte Untermodul flach ist. 0

Satz B.23. [Ro, Cor. 4.18] Ist A ein Dedekindring, so ist jeder Untermodul eines
projektiven A-Moduls projektiv.
Daraus folgt mit Satz B.11

Korollar B.24. Uber einem Hauptidealring, insbesondere einem diskreten Bewer-
tungsring, ist jeder Untermodul eines projektiven Moduls fre.
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