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Einleitung

Diese Arbeit behandelt einen Zusammenhang zwischen nilpotenten ad-
jungierten Bahnen in einfachen Lie Algebren und SL2-äquivarianten
Prinzipalbündeln über der projektiven Ebene. Motiviert ist unsere Un-
tersuchung durch eine Arbeit von P.Kronheimer, in der er eine Bezie-
hung zwischen gewissen sehr symmetrischen Lösungen der Yang-Mills-
Gleichungen — sogenannten Instantonen — und den nilpotenten Bah-
nen in der Lie-Algebra g einer zusammenhängenden einfachen alge-
braischen Gruppe G herstellt.

Die Yang-Mills-Gleichungen treten in der mathematischen Physik
im Rahmen von Eichtheorien auf und sind Verallgemeinerungen der
aus der Elektrodynamik bekannten Maxwell-Gleichungen für nicht-
abelsche Eichtheorien: Vom differentialgeometrischen Standpunkt aus
definiert das elektromagnetische Potential einen Zusammenhang A in
einem U(1)-Prinzipalbündel über einer orientierten Riemannschen 4-
Mannigfaltigkeit M , der Raum-Zeit. Das elektromagnetische Feld ist
die zugehörige Krümmung FA und die Maxwellschen Gleichungen neh-
men (im Vakuum) die Gestalt

d FA = 0 ; d � FA = 0

an; hierbei ist � der durch Metrik und Orientierung induzierte Hodge-
Operator. In Yang-Mills Theorien ersetzt man nun U(1) durch andere,
nicht-abelsche Eichgruppen — in der Physik häufig durch SU(n). Yang-
Mills Theorien besitzen eine unendlich-dimensionale Symmetriegrup-
pe K, nämlich die (unitären) Automorphismen des zugrundeliegenden
Prinzipalbündels, d.h. (lokal) matrix-wertige Funktionen, und Lösun-
gen der Yang-Mills-Gleichungen werden mithin parametrisiert durch
einen Raum AY M=K von K-Bahnen von (unitären) Zusammenhängen.
Dieser Raum ist unendlich-dimensional; schränkt man sich jedoch auf
solche Lösungen ein, für die �FA = �FA gilt, so wird der resultieren-
de Parameterraum endlich-dimensional. Stellt man noch zusätzliche
Symmetrie-Forderungen an die Lösungen, so erhält man Kronheimer’s
Korrespondenz zwischen Instantonen und nilpotenten Bahnen, vgl. Ab-
schnitt 1.6.

Mittels der Penrose-Twistor-Transformation lassen sich die von
Kronheimer betrachteten Instanton-Modulräume als Modulräume von
SU(2)-invarianten Bündeln auf der projektiven Ebene auffassen Die
SU(2)-Symmetrie erweitert sich jedoch unmittelbar auf eine SL(2)-
Symmetrie, die eine derartige “Starrheit” impliziert, daß sich die Mo-
dulräume innerhalb des Rahmens der endlich-dimensionalen algebrai-
schen Geometrie und der Theorie der nilpotenten Bahnen in algebrai-
schen Gruppen konstruieren lassen. Die Idee, daß dieses rein differen-
tialgeometrisch erhaltene Resultat ein algebraisch-geometrisches Pen-

4



dant haben sollte, beruht auf der im endlich-dimensionalen Fall wohlbe-
kannten Tatsache, daß zwischen Quotienten in der algebraischen bzw.
symplektischen Geometrie ein enger Zusammenhang besteht. Indem
wir zeigen, daß nilpotente Bahnen andererseits SL2-äquivariante (al-
gebraische) G-Bündel über P2 parametrisieren, erhalten wir — wenn-
gleich auf indirekte Weise — ein Analogon dieser Beziehung.

Im zweiten Teil der Arbeit verallgemeinern wir dieses Resultat auf
andere (halbeinfache) adjungierte Bahnen. Für regulär halbeinfache
Orbiten geht dies ebenfalls auf P.Kronheimer zurück, dem eine Identifi-
kation solcher Bahnen mit einem Modulraum “singulärer” Instantonen
gelungen ist. Wir verwenden hingegen das Konzept der parabolischen
Bündel, was ferner gestattet, einen unmittelbaren Zusammenhang mit
der zwei-dimensionalen konformen Feldtheorie aufzuzeigen.

Etwas genauer gehen wir so vor: Aus unserer Diskussion SL2-äqui-
varianter G-Bündel über P2 geht hervor, daß jedes solche Bündel ins-
besondere ein C � -äquivariantes G-Bündel über der projektiven Gera-
den induziert, das noch eine gewisse Zusatzstruktur — eine sogenannte
(quasi-) parabolische Struktur — trägt. Für diese parabolischen Bündel
existiert ein grober Modulraum; es stellt sich nun heraus, daß der Raum
der Schnitte in einem geeigneten Geradenbündel über dem Modulraum
parabolischer Bündel sich identifizieren läßt mit dem in der konformen
Feldtheorie auftretenden Raum der sogenannten konformen Blöcke,
vgl. Abschnitt 2.3 . Von besonderem Interesse ist die Dimension die-
ser Schnitträume, die man mit Hilfe eines weiteren wichtigen Objektes
der konformen Feldtheorie, dem Fusionsring, bestimmen kann.

In einem Anhang stellen wir schließlich eine Verbindung zwischen
dem Fusionsring einer konformen Feldtheorie und der Superauswahl-
kategorie einer Quantenfeldtheorie her; beide Konzepte codieren je-
weils die Information über die “Quantenzahlen” der Theorie und ihre
Addition. Auf der operatoralgebraischen Seite (d.h. auf der Seite der
Superauswahltheorie) beschränken wir uns dabei auf eine sehr spezi-
elle Klasse von Operatoralgebren, nämlich auf von Neumann-Faktoren
vom Typ II1.
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1 Nilpotente Bahnen und Modulräume

In diesem Abschnitt sei der Grundkörper k als algebraisch abgeschlos-
sen und von Charakteristik Null vorausgesetzt; algebraische Gruppen
seien stets zusammenhängend und affin angenommen.

1.1 Aktionen reduktiver Gruppen

Ist G eine affine algebraische Gruppe, so existieren eine natürliche
Zahl n 2 N und ein Homomorphismus % : G �! GLn algebraischer
Gruppen derart, daß % eine abgeschlossene Immersion ist; daher be-
zeichnet man affine algebraische Gruppen auch als lineare algebraische
Gruppen. Bei der Untersuchung von Aktionen solcher linearen algebrai-
schen Gruppen ist es, wie wir später sehen werden, sinnvoll, die Klasse
der betrachteten Gruppen weiter einzuschränken. Hierzu stellt sich im
Hinblick auf Anwendungen in der Invariantentheorie der Begriff der
Reduktivität als nützlich heraus. Sei G eine zusammenhängende affi-
ne algebraische Gruppe, R(G) ihr Radikal (d.h. die maximale zusam-
menhängende, auflösbare, normale Untergruppe von G) und Ru(G) das
unipotente Radikal von G (d.h. der unipotente Teil von R(G)).

Definition 1.1.1 G heißt reduktiv, falls Ru(G) = feg und halbein-
fach, falls R(G) = feg.

Beispiele: (i) GLn ist reduktiv; insbesondere ist die multiplikative
GruppeGm := GL1 reduktiv.

(ii) Die sogenannten klassischen Gruppen SLn, Sp
2n

, SOn sind re-
duktiv.

Sei nun G eine reduktive Gruppe und X eine algebraische Varietät (je-
weils über dem Grundkörper k).

Definition 1.1.2 Unter einer regulären Aktion von G auf X versteht
man einen Morphismus � : G�X �! X derart, daß

(i) 8x 2 X : �(e; x) = x,

(ii) 8x 2 X; 8g; h 2 G : �(g; �(h; x)) = �(gh; x) .

Alternativ heißt X (genauer: das Tripel (G, X , �)) eine G-Varietät.

Beispiele: (i) Sei G :=GLn, X := A nk = kn. Dann ist

� : G�X �! X

(A; v) 7�! A:v

regulär.
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(ii) Ist � : G �X �! X eine reguläre Aktion und ' : H �! G ein
Morphismus algebraischer Gruppen, so ist

� : H �X �! X

(h; x) 7�! �('(h); x)

eine reguläre Aktion von H auf X .

(iii) Sei Y � X eine G-stabile Untervarietät einer G-Varietät (G,
X , �) (d.h. G:Y � Y ); dann ist die Einschränkung von � auf Y eine
reguläre Aktion.

Sei V ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum. Die Gruppe GL(V ) der
bijektiven linearen Transformationen von V ist eine lineare algebrai-
sche Gruppe: jede Wahl einer Basis in V liefert einen Isomorphismus
zu einer GLn, wobei n = dim V .

Definition 1.1.3 Einen Homomorphismus % : G �! GL(V ) algebrai-
scher Gruppen nennt man eine rationale Darstellung von G auf V .

Bemerkungen: (i) Eine Darstellung % : G �! GL(V ) induziert ei-
ne reguläre Aktion von G auf V vermöge (g; v) 7! (%(g))(v); man
spricht deshalb auch von einer linearen Operation von G auf V
und nennt V einen G-Modul.

(ii) Die Definition läßt sich unmittelbar auf beliebige (d.h. auch
unendlich-dimensionale) k-Vektorräume übertragen. Für einen
unendlich-dimensionalen Vektorraum V heißt die Darstellung % :

G �! GL(V ) lokal endlich, falls jeder Vektor v 2 V in einem
endlich-dimensionalen Teilraum W � V enthalten ist derart, daß
zum einen %(g):W = W gilt für alle g 2 G und zum anderen die
Einschränkung %jW : G �! GL(W ) eine rationale Darstellung im
obigen Sinne ist. Ist insbesondere (G, X , �) eine affine G-Varietät,
so wird der Ring O(X) der regulären Funktionen auf X vermöge
Translation zu einem G-Modul, d.h.

� : G �! GL(O(X))

g 7�! �g : f 7! f � g�1

ist eine rationale Dartstellung.

(iii) Wir erinnern daran, daß eine algebraische Gruppe G linear
reduktiv heißt, falls jede Darstellung von G vollständig reduzibel
ist; während in Charakteristik Null Reduktivität und lineare Re-
duktivität äquivalent sind, sind in positiver Charakteristik p > 0

algebraische Gruppen genau dann linear reduktiv, wenn die Zu-
sammenhangskomponente G0 der Eins ein Torus (Gm)

r und die
Ordnung von G=G0 zu p prim ist [58].
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(iv) Jede affine G-Varietät läßt sich im folgenden Sinne “linearisie-
ren”: Operiert eine reduktive Gruppe G regulär auf einer affinen
Varietät X , so existieren ein G-Modul V und eine G-äquivariante
abgeschlossene Immersion X ,! V .

Ein zentrales Resultat der Invariantentheorie ist Hilbert’s Endlich-
keitssatz.

Theorem 1.1.1 Sei G eine lineare reduktive Gruppe und X eine affine
G-Varietät. Dann ist der Invariantenring (O(X))G endlich erzeugt.

Bemerkungen: (i) D.Mumford [55] konnte diese Aussage allgemein
für Aktionen reduktiver Gruppen auf affinen Varietäten zeigen,
d.h. auch für den Fall positiver Charakteristik p > 0. 1

(ii) Der Invariantenring (O(X))G ist offenbar reduziert, d.h. er
enthält keine nicht-trivialen nilpotenten Elemente; folglich ist das
maximale Spektrum von (O(X))G wieder eine affine Varietät, die
man mit X==G bezeichnet. Die Inklusion (O(X))G ,! O(X) defi-
niert einen Morphismus � : X �! X==G, den sogenannten (alge-
braischen) Quotienten von X nach G.

1.2 Algebraische Quotienten

Am Ende des letzten Abschnittes haben wir mit dem maximalen Spek-
trum des Invariantenringes (O(X))G ein Beispiel für einen Quotien-
ten kennengelernt. Der Begriff des algebraischen Quotienten läßt sich
etwas allgemeiner formulieren. Sei dazu G reduktiv und X eine G-
Varietät mit Strukturgarbe OX .

Definition 1.2.1 Ein Morphismus � : X �! Y heißt ein (algebrai-
scher) Quotient, falls � auf den G-Bahnen konstant ist und die folgen-
den Bedingungen erfüllt:

(i) Für jede affine offene Untermenge U � Y ist das Urbild ��1(U)

affin;

(ii) �� : OY (U) �! OX(�
�1(U))G ist ein Isomorphismus.

Wie im obigen Fall einer affinen G-Varietät bezeichnet man den Quoti-
enten mit � : X �! X==G.

1Streng genommen konnte Mumford den Endlichkeitssatz für geometrisch reduktive
Gruppen beweisen; erst später hat W.Haboush die Äquivalenz von (gruppentheoreti-
scher) Reduktivität und Mumford’s geometrischer Reduktivität gezeigt [24].

8



Beispiele: (i) Sei � : X �! X==G ein Quotient und Y � X==G eine
lokal abgeschlossene Untervarietät; dann ist auch � : ��1(Y ) �!

Y ein algebraischer Quotient.

(ii) Der kanonische Morphismus � : Cn+1nf0g �! Pn ist der Quo-
tient unter der skalaren C � -Aktion.

(iii) Sei � : X �! Y ein G-Prinzipalbündel, d.h. X ist eine G-
Varietät derart, daß

� alle Bahnen isomorph zu G sind,

� die Fasern von � G-Bahnen sind,

� � in der etalen Topologie lokal trivial ist.

Dann ist � : X �! Y ein Quotient.

Falls ein Quotient existiert, so ist er eindeutig bestimmt, und der Mor-
phismus � : X �! X==G besitzt einige interessante Eigenschaften: Er
ist G-abgeschlossen (d.h. das Bild einer G-stabilen abgeschlossenen Un-
termenge ist abgeschlossen) und G-separierend (d.h. disjunkte G-stabile
abgeschlossene Untermengen haben disjunkte Bilder). Aus der Surjek-
tivität des Quotienten und der G-Abgeschlossenheit folgt unmittelbar,
daß X==G die Quotiententopologie trägt. Ferner enthält jede Faser von
� genau eine abgeschlossene Bahn: Sei x 2 X==G. Da OX Noethersch
ist, gibt es eine G-Bahn O � ��1(x) derart, daß der Abschluß O mini-
mal ist in der Menge der Bahnabschlüsse. Da jede Bahn offen in ihrem
Abschluß ist, muß O dann abgeschlossen sein. Die Eindeutigkeit ist ei-
ne Konsequenz der Trennungseigenschaft. Es ist im allgemeinen nicht
richtig, daß X==G alle G-Bahnen parametrisiert. Ist dies der Fall, d.h.
sind alle G-Bahnen abgeschlossen, so spricht man von einem geometri-
schen Quotienten.

1.3 Instabilität und Nullformen

Sei G eine zusammenhängende reduktive Gruppe und V ein endlich-
dimensionaler G-Modul.

Definition 1.3.1 Ein Element v 2 V heißt instabil (oder eine Null-
form) bezüglich G, falls der Abschluß seiner Bahn den Ursprung 0 2 V

enthält, d.h. falls 0 2 G:v. Anderenfalls heißt v semistabil.

Ist � : V �! V==G der zugehörige Quotient, so ist ein Element v 2 V

instabil genau dann, wenn es in der Faser N(V ) := fv 2 V j �(v) = �(0)g

liegt. Eine Charakterisierung dieser Faser liefert das Hilbert-Mumford
Kriterium.
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Theorem 1.3.1 Ein Element v 2 V ist instabil bezüglich G genau dann,
wenn es einen Homomorphismus � : Gm �! G algebraischer Gruppen
gibt derart, daß v bezüglich �(Gm) instabil ist.

G.Kempf [35] und G.Rousseau [63] haben unabhängig voneinander
das ursprünglich von D.Mumford [55] gestellte Problem gelöst, zu ei-
ner gegebenen Nullform v eine Klasse �v “optimaler” Einparameter-
Untergruppen anzugeben. Aufbauend auf diesen Resultaten erhielt
W.Hesselink [29] eine Stratifikation des Nullkegels N(V ), die sich bei-
spielsweise für die Untersuchung der Kohomologie von Quotienten als
sehr nützlich erwiesen hat [38], vgl. auch [60]. Diese geometrische Be-
schreibung von N(V ) ist auch für unsere Zwecke von Bedeutung und
soll daher ein wenig detaillierter besprochen werden; das zentrale Er-
gebnis wird der Satz von Kempf-Rousseau sein.

Sei X�(G) := Hom(Gm; G) die Menge aller Einparameter-
Untergruppen (kurz: 1-PUG) und X�(G) := Hom(G;Gm) die Gruppe
der multiplikativen Charaktere. Ist insbesondere T ein Torus, so stehen
die Gruppen X�(T ) und X�(T ) in perfekter Dualität:

X�(T )�X�(T ) �! Z

(�; �) 7�! h�; �i ;

mit (� � �)(t) = th�;�i für alle t 2 Gm. X�(G) ist enthalten in der Menge
M(G) := (X�(G) � N)= � der Kogewichte, wobei (�;m) � (�; n), falls
n� = m�. Die Konjugation int(g)(h) = ghg�1 in G läßt sich zu einer G-
Aktion auf M(G) ausdehnen. Ist T ein Torus, so ist M(T ) = X�(T ) 
Z
Q, und M(G) ist die Vereinigung der Vektorräume M(T ), wobei T die
maximalen Tori von G durchläuft.

Definition 1.3.2 Unter einer Norm aufM(G) versteht man eine Abbil-
dung q :M(G) �! Qmit den folgenden Eigenschaften:

(i) Ist � 2M(G) von Null verschieden, so ist q(�) > 0;

(ii) Für � 2M(G) und g 2 G gilt: q(int(g)(�)) = q(�);

(iii) Ist T ein Torus in G, so existiert ein inneres Produkt (:; :) auf dem
Vektorraum M(T ) mit q(�) = (�; �) für alle � 2M(T ).

Bemerkungen: (i) Nach [56] existiert aufM(G) stets eine Norm; diese
ist im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt (sie ist allerdings (bis
auf positive Vielfache) eindeutig für einfache algebraische Grup-
pen). Da im folgenden die meisten Betrachtungen von der Wahl
der Norm abhängen, fixieren wir von jetzt ab eine Norm q.

(ii) Ist � 2M(G), so gibt es eine natürliche Zahl n 2 N derart, daß
n� 2 X�(G).
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Um zu prüfen, ob ein Element v 2 V instabil ist, hat D.Mumford [56] das
folgende numerische Kriterium angegeben: Sei � 2 M(G) und � = n�

eine 1-PUG. Sei % : G �! GL(V ) eine rationale Darstellung von G.
Betrachte die Zerlegung von V in die Gewichtsräume bezüglich derGm-
Darstellung % � � : Gm �! GL(V ), d.h. die Zerlegung V =

L
i2ZVi,

wobei Vi := fv 2 V j %(�(t))(v) = tiv für alle t 2 Gmg. Sei v =
P

i2Zvi
mit vi 2 Vi die entsprechende Zerlegung eines Vektors v 2 V ; setze
m := minfi 2Zj vi 6= 0g und definiere

m(v; �) :=

(
n�1m falls m � 0

�1 falls m < 0 :

Offenbar ist v genau dann instabil, wenn es ein � 2 M(G) gibt mit
der Eigenschaft, daß m(v; �) > 0 ist. Setze q�(v) := minfq(�) j � 2

M(G); m(v; �) > 0g.

Definition 1.3.3 Die optimale Klasse für ein instabiles Element v 2 V
ist gegeben durch

�v := f� 2M(G) j m(v; �)> 0; q(�) = q�(v)g :

Der Satz von Kempf-Rousseau sagt nun einerseits, daß optimale
Einparameter-Untergruppen stets existieren, andererseits gestattet er,
zu einem instabilen Vektor v 2 V gewisse geometrische Objekte zu as-
soziieren, insbesondere eine parabolische Untergruppe Pv von G.

Satz 1.3.1 Sei v 2 V instabil bezüglich G. Dann ist die optimale Klasse
für v nicht leer: �v 6= ;.

Beweisskizze: Sei T ein maximaler Torus in G und V =
L

�2X�(T )V� die
Eigenraumzerlegung bezüglich T ; sei v =

P
v�, v� 2 V�, die zugehöri-

ge Zerlegung von v und definiere den Träger von v bezüglich T als die
endliche Menge

TrT (v) := f� 2 X
�(T ) j v� 6= 0g :

Für � 2 X�(T ) gilt dann m(v; �) = min�2suppT (v) h�; �i, was gestattet,
m(v; :) zu einer linearen Funktion aufM(T ) auszudehnen. Wir nehmen
zunächst an, daß v bezüglich T instabil ist und suchen ein bezüglich
aller � 2 M(T ) optimales � 2 M(T ); anschließend nutzen wir aus, daß
alle maximalen Tori zueinander konjugiert sind.

Sei also � 2M(T ) und setze

q�(TrT (v)) := minfq(�) j � 2M(T ); m(v; �) > 0g :

Ist q�(TrT (v)) endlich, so existiert nach [30] ein eindeutig bestimm-
tes Element � = �(TrT (v)) in M(T ) derart, daß v bezüglich � insta-
bil ist (d.h. m(v; �) > 0) und q(�) = q�(TrT (v)), d.h. die Norm von
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� ist minimal im obigen Sinne; � löst somit das “Optimierungspro-
blem” innerhalb von T . Da alle maximalen Tori konjugiert sind, gilt
q�(v) = minfq�(TrT (g:v)) j g 2 Gg; aber der Träger von g:v bezüglich T

ist natürlich für alle g 2 G in der (endlichen) Menge der Gewichte von V

enthalten. Folglich gibt es ein h 2 G derart, daß q�(v) = q�(TrT (h:v)) =

q�(Trh�1Th(v)). SetzeT0 := h�1Th und sei �0 = �(TrT0(v)) inM(T0). Dann
ist �0 in �v. �

Bemerkung: W.Hesselink [29], [30] folgend haben wir X�(G) durch
die größere Menge M(G) der Kogewichte ersetzt, was dazu führt,
daß unsere optimale Klasse �v aus “fraktionellen” Einparameter-
Untergruppen besteht; diese sind aber zu den “echten” 1-PUG der
Kempfschen optimalen Klasse proportional, d.h. zu � 2 �v gibt
es eine eindeutig bestimmte positive rationale Konstante c derart,
daß � = c � � 2 X�(G) optimal ist im Sinne von Kempf [35]. Etwas
ungenau werden wir daher auch von den Elementen von �v als
optimalen Einparameter-Untergruppen sprechen.

Zu jeder 1-PUG � (und damit nach vorstehender Bemerkung auch zu
jedem � 2 �v) ist in natürlicher Weise eine parabolische Untergruppe
P (�) von G assoziiert, nämlich

P (�) := fg 2 G j lim
t!0

�(t)g�(t)�1 existiert in Gg ;

P (�) ist das semidirekte Produkt des unipotenten Radikals

U(�) := fg 2 G j lim
t!0

�(t)g�(t)�1 = eg

und des reduktiven Zentralisators Z(�) von �(Gm) in G:

P (�) = U(�)o Z(�) :

Folglich liefert jede optimale Einparameter-Untergruppe � 2 �v eine
zugehörige “schlimmste” parabolische Untergruppe im Sinne von [56].
Mit dieser Vorbemerkung können wir den zweiten Teil des Satzes von
Kempf-Rousseau formulieren.

Satz 1.3.2 Sei v instabil bezüglich G. Dann gilt:

(i) Es existiert eine parabolische Untergruppe Pv von G mit der Eigen-
schaft, daß Pv = P (�) für alle � 2 �v.

(ii) Sei � 2 �v, � 2 M(G); dann gilt � 2 �v genau dann, wenn es ein
p 2 Pv gibt mit � = int(p)(�).
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Beweisskizze: Sei � 2 �v. Da die Norm auf der Konjugationsklasse von
� konstant ist und außerdem m(v; �) = m(p:v; �) für alle p 2 P (�), gilt
int(p)(�) 2 �v. Sei nun � 2 �v ein weiteres Element der optimalen Klas-
se für v. Als Konsequenz der Bruhat-Zerlegung gibt es einen maxima-
len Torus T von G in P (�) \ P (�). Man findet daher Elemente a 2 P (�)
und b 2 P (�) derart, daß int(a)(�) = �(TrT (v)) = int(b)(�). Somit ist
P (�) = P (int(a)(�)) = int(a)(P (�)) = P (�) und analog P (�) = P (�), also
P (�) = P (�) und � = int(p)(�), wobei p = b�1a 2 P (�). �

Bemerkung: Fassen wir die bisherige Diskussion zusammen, so
können wir zu einem instabilen Vektor v 2 V zum einen eine pa-
rabolische Untergruppe Pv von G assoziieren, zum anderen eine
“natürliche” Klasse von Homomorphismen � : Gm �! G, die v

destabilisieren; durch Festlegen eines maximalen Torus T in Pv
läßt sich sogar in eindeutiger Weise eine optimale Einparameter-
Untergruppe �T :Gm �! T auswählen.

Wie oben erwähnt, ist die Theorie der optimalen Einparameter-
Untergruppen ein wichtiges Hilfsmittel bei der Untersuchung der Geo-
metrie der Nullfaser N(V ); definiere eine Äquivalenzrelation � auf
N(V ) vermöge

v � w () es existiert ein g 2 G derart, daß �v = �g:w :

Definition 1.3.4 Eine Äquivalenzklasse G[v] := fx 2 N(V ) j x � vg

heißt ein Stratum von N(V ).

W.Hesselink konnte zeigen [29], daß N(V ) eine endliche disjunkte Ver-
einigung von Strata ist, von denen jedes eine irreduzible, G-stabile Va-
rietät ist. Ferner konnte er Springer’s Auflösung der nilpotenten Va-
rietät einer halbeinfachen Lie-Algebra verallgemeinern: Sei Z ein Stra-
tum und Z sein Abschluß; Hesselink konstruiert dann eine Auflösung
von Z mit Hilfe eines geeigneten Vektorbündels über einem homogenen
Raum G=P (hierbei ist P = Pv die zu einem Vektor v des betrachteten
Stratums assoziierte parabolische Untergruppe). Wir werden auf einige
dieser Punkte später zurückkommen.

Bemerkung: An diesem Punkt sollten wir betonen, daß Hesselink’s
Stratifikation des Nullkegels von der Wahl der Norm abhängt; sei
z.B. G = GL2 und W die natürliche zweidimensionale Darstellung
von G. Betrachtet man V := W �

V2W , so besteht N(V ) aus vier
Bahnen; die Anzahl der Strata beträgt — abhängig von q — drei
oder vier [29].
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1.4 Symplektische Quotienten

In der klassischen Mechanik trifft man häufig auf Hamiltonsche dy-
namische Systeme mit Symmetrien, d.h. eine kompakte Gruppe ope-
riert symplektisch (genauer: Poissonsch) auf dem Phasenraum des Sy-
stems; man kann dann vermöge des sogenannten symplektischen Quo-
tienten zu einem “reduzierten” Phasenraum übergehen. Interessanter-
weise besteht zwischen symplektischen und algebraischen Quotienten
ein enger Zusammenhang, der hier kurz besprochen werden soll, da ein
unendlich-dimensionales Analogon dieser Beziehung später eine Rolle
spielen wird.

Das zentrale Objekt ist die sogenannte Impulsabbildung; obwohl
dieses wichtige Werkzeug mit geringen Einschränkungen an die Cha-
rakteristik für beliebige Körper zur Verfügung steht (vgl. beispielsweise
[69]), werden wir nur den reellen bzw. komplexen Fall betrachten.

Sei also (M; !) eine symplektische Mannigfaltigkeit, d.h. eine glat-
te (bzw. analytische) Mannigfaltigkeit M versehen mit einer nicht-
entarteten geschlossenen 2-Form ! aufM.

Beispiele: (i) Das Kotangentialbündel M := T�N einer glatten Man-
nigfaltigkeit N hat eine natürliche symplektische Struktur: Sei
� 2 TpM ein Tangentialvektor an M im Punkt p 2 T�xN . Die
natürliche Projektion � : M �! N induziert dann einen Tan-
gentialvektor ��� anN in x. Definiere eine 1-Form aufM vermöge
�(�) := p(���); diese Form hat in lokalen Koordinaten die Gestalt
� = p dq. Die 2-Form ! := d� liefert dann die gewünschte symplek-
tische Struktur.

�

M

N

T �xN

p

���

x

�

(ii) Die Fubini-Study-Metrik auf CPn. Wir schreiben das Differen-
tial d als d = d0 + d00, wobei d0 und d00 die Differentiale bezüglich zi
und �zi sind. Wähle homogene Koordinaten �0; : : : ; �n auf CPn und
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eine beliebige Linearform �. Dann sind zi = �i=� rationale Funk-
tionen auf CPn. Setze

H = log

nX
i=0

jzij
2 und ! = id0d00H :

Dann wissen wir

(a) ! ist unabhängig von �: Sei � eine weitere Linearform. Wir
müssen zeigen, daß d0d00 log j�=�j2 = 0 ist. Für � 6= 0 ist aber
z = �=� eine lokale Koordinate, und die Behauptung ist äqui-
valent zu

@2

@z@�z
log jzj2 = 0 :

(b) Da d(d0d00h) = 0 ist für jede Funktion h, ist ! geschlossen.
Explizit haben wir

! = id0d00 log
X
jzij

2

= id0
�P

zid�ziP
jzij2

�

= i

P
dzi ^ d�ziP
jzij2

� i
(
P

�zidzi) ^ (
P

zid�zi)

(
P
jzij2)2

:

(c) Die zugehörige Hermitesche Metrik ist positiv-definit: Die
Aktion von U(n+1) auf CPn läßt ! invariant und ist transitiv;
daher genügt es, den Punkt P = (1 : 0 : � � � : 0) zu betrachten.
In diesem Fall läßt sich ! in der Form

! = i

nX
i=1

dzi ^ d�zi

schreiben (wähle � als die homogene Koordinate �0), und
die assoziierte Hermitesche Form dzid�zi ist offenbar positiv-
definit.

Die so definierte Kähler-Metrik auf CPn heißt Fubini-Study-
Metrik.

Ähnlich wie eine Riemannsche Struktur auf einer Mannigfaltigkeit
stellt auch eine symplektische Struktur einen Isomorphismus zwischen
den Räumen der Tangentialvektoren und der 1-Formen her: Ordne je-
dem Tangentialvektor � an eine symplektische Mannigfaltigkeit (M; !)

im Punkt x eine 1-Form �� auf TxM zu durch

��(�) := !(�; �) 8� 2 TxM :
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Bezeichne den so konstruierten Isomorphismus mit I : T�xM �! TxM.
Sei nun H eine (glatte) Funktion auf einer symplektischen Mannigfal-
tigkeit M. Dann ist dH eine 1-Form und man erhält ein induziertes
Vektorfeld I(dH).

Definition 1.4.1 Das Vektorfeld I(dH) heißt Hamiltonsches Vektor-
feld zur Hamiltonfunktion H . Angenommen, I(dH) erzeugt eine einpa-
rametrige Gruppe von Diffeomorphismen gt :M�!M,

d

dt

����
t=0

gtx = I(dH)(x) ;

so heißt die Gruppe gt der Hamiltonsche Phasenfluß der Hamilton-
funktion H .

Bemerkung: Der Hamiltonsche Phasenfluß läßt die symplektische
Struktur invariant [1].

Im folgenden sei K eine kompakte, zusammenhängende, halbeinfache
Lie-Gruppe, welche symplektisch auf einer symplektischen Mannigfal-
tigkeit (M; !) operiere 2 und k ihre Lie-Algebra. Die infinitesimale Akti-
on von K ist ein Lie-Algebra Homomorphismus von k in die Lie-Algebra
der glatten Vektorfelder auf M; wir schreiben x 7! ax für das zu a 2 k

assoziierte Vektorfeld aufM.

Definition 1.4.2 Eine Impulsabbildung für die Aktion von K aufM
ist eine Abbildung

� :M�! k�

mit folgenden Eigenschaften:

(i) � ist K-äquivariant bezüglich der gegebenen Operation von K auf
M und der koadjungierten Wirkung von K auf k�;

(ii) Es gilt

hd�(x)(�); ai = !(�; ax)

für alle x 2 M, � 2 TxM und a 2 k. Mit anderen Worten: Für a 2 k
ist h�(:); ai die Hamiltonfunktion, welche den durch die Wirkung
von a aufM gegebenen Fluß generiert.

Bemerkung: Da wir K als halbeinfach vorausgesetzt haben, ist die
Existenz einer eindeutigen Impulsabbildung stets gesichert. Eine
weitere hinreichende Bedingung für die Existenz einer Impulsab-
bildung ist das Verschwinden von H1(M;R) [56].

2D.h. K �M �!M ist eine glatte Aktion und g�! = ! für alle g 2 K.
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Beispiele: (i) Sei N eine glatte Mannigfaltigkeit und K eine Lie-
Gruppe von Diffeomorphismen vonN . Da jeder Diffeomorphismus
1-Formen auf N in 1-Formen überführt, operiert K symplektisch
auf M := T �N , weil die Wirkung von K die natürliche 1-Form
� und damit auch ! = d� invariant läßt. Die Impulsabbildung
� : M �! k� läßt sich dann folgendermaßen beschreiben: Für
x 2 M betrachten wir die Abbildung � : K �! M, welche ge-
geben ist durch �(g) = g:x. Dann induziert � eine 1-Form ��� auf
K, deren Einschränkung auf den Tangentialraum an K im Eins-
element e eine Linearform auf der Lie-Algebra k ist. Anders aus-
gedrückt haben wir für a 2 g, (p; q) 2 M:

h�(p; q); ai = hp; aqi :

Operiert insbesondere K = SO(3) durch Drehungen auf N = R3,
so ist � gerade der Drehimpuls bezüglich des Ursprungs.

(ii) Eine kompakte Lie-Gruppe K operiere auf CPn vermöge einer
linearen Darstellung

% : K �! U(n+ 1) :

Dann läßt U(n+1) die Fubini-Study-Form invariant und wir haben
eine Impulsabbildung � : CPn �! k�, die explizit gegeben ist durch

h�(x); ai =
�̂x
t
%�(a)x̂

2�ikx̂k2

für alle a 2 k, wobei x̂ 2 Cn+1 n f0g ein Repräsentant von x 2 CPn

ist.

Betrachte das Urbild ��1(�) eines Punktes � 2 k� unter der Impulsab-
bildung � :M �! k�. Wir nehmen an, daß � ein regulärer Wert ist, so
daß ��1(�) eine Mannigfaltigkeit ist. Die Isotropiegruppe K� von � in
der koadjungierten Darstellung läßt ��1(�) fest. Unter der zusätzlichen
Voraussetzung, daß K� frei und “eigentlich” 3 auf ��1(�) operiert, macht
es Sinn, den Quotienten ��1(�)=K� zu betrachten.

Satz 1.4.1 ��1(�)=K� besitzt eine natürliche symplektische Struktur.

Für einen Beweis dieses Satzes siehe [1].
3Die Aktion heißt “eigentlich”, falls die Abbildung

K �M �! M�M

(g; x) 7! (g:x; x)

eigentlich ist, d.h. wenn die Urbilder von Kompakta wieder kompakt sind.
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Definition 1.4.3 Unter der Marsden-Weinstein-Reduktion (oder
dem symplektischen Quotienten) der Aktion von K auf M im
Punkt � versteht man die Mannigfaltigkeit ��1(�)=K� versehen mit der
natürlichen symplektischen Struktur.

Beispiel: SeiM = C n+1 mit der durch die natürliche Hermitesche Me-
trik induzierten symplektischen Struktur und betrachte die Wir-
kung von K = U(1) vermöge skalarer Multiplikation. Dann ist die
Impulsabbildung gegeben durch

�(z) = jzj2 ;

und ��1(1)=U(1) ist gerade der komplexe projektive Raum CPn.
Insbesondere gilt also:

��1(1)=U(1) = (C n+1nf0g)==C� :

In diesem einfachen (affinen) Beispiel sehen wir, daß der symplektische
Quotient nach der kompakten Gruppe K = U(1) und der algebraische
Quotient nach der Komplexifizierung G = C� von K übereinstimmen;
das ist kein Zufall und gilt auch für projektive Varietäten: Sei K eine
maximale kompakte Untergruppe einer komplexen reduktiven Gruppe
G (d.h.G ist die Komplexifizierung von K) und G operiere vermöge einer
Darstellung

% : G �! GLn+1

auf einer nichtsingulären projektiven Varietät X � CPn; durch Wahl
geeigneter Koordinaten läßt sich % zu einer unitären Darstellung von
K einschränken. Dann existiert eine Impulsabbildung (s.o.) und ein
symplektischer Quotient ��1(0)=K. Sei andererseits Xss � X die of-
fene Teilmenge der semistabilen Punkte, d.h. derjenigen x 2 X , für die
gilt: Für jeden Repräsentanten x̂ von x in Cn+1nf0g enthält G:x den Ur-
sprung nicht. Dann existiert der Quotient vonXss nach G (den wir eben-
falls mit X==G bezeichnen) und ist wieder eine projektive Varietät. Die
zentrale Aussage ist der folgende, auf G.Kempf und L.Ness [37] zurück-
gehende Satz, für dessen Beweis wir auf [56] verweisen.

Satz 1.4.2 (i) x 2 X ist semi-stabil genau dann, wenn der Abschluß
des Orbits G:x das Urbild der Null unter der Impulsabbildung
trifft, d.h. genau dann, wenn

G:x \ ��1(0) 6= ; :

(ii) Die Inklusion ��1(0) ,! Xss induziert einen Homöomorphismus

��1(0)=G �! X==G :
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1.5 Der adjungierte Quotient

Ein interessanter und wichtiger Spezialfall eines algebraischen Quoti-
enten ist der adjungierte Quotient. Eine reduktive Gruppe G operiert
auf sich vermöge Konjugation

G �! Aut(G)

g 7! Int g : x 7! gxg�1 ;

und induziert dadurch die adjungierte Darstellung auf g = TeG:

Ad : G �! GL(g)

g 7! De(Int g) :

Wie oben erwähnt, können wir G mit einer abgeschlossenen Untergrup-
pe von GLn(k) (n geeignet) und mithin g mit einer Unteralgebra der
n � n-Matrizen Mn(k) identifizieren. Die Aktion G � g �! g ist durch
Konjugation gegeben. Gemäß der allgemeinen Strukturtheorie reduk-
tiver Gruppen [6] ist g die direkte Summe ihres Zentrums c und der
halbeinfachen Kommutatorunteralgebra [g; g]:

g = c� [g; g] :

Die Kommutatorunteralgebra zerfällt ihrerseits in eine direkte Summe
einfacher Lie-Algebren; letztere sind (bis auf Isomorphie) durch das zu
ihnen assoziierte (zusammenhängende) Dynkindiagramm vollständig
bestimmt. Der adjungierte Quotient g �! g==G ist zuerst von B.Kostant
[45] untersucht worden; einige seiner Resultate sollen kurz vorgestellt
werden. Wir beginnen mit einer Charakterisierung der abgeschlossenen
Bahnen in g, die ja durch g==G algebraisch parametrisiert werden.

Satz 1.5.1 Für x 2 g sind folgende Bedingungen äquivalent:

(i) Die Bahn Ad(G):x ist abgeschlossen.

(ii) ad(x) : g �! g, y 7! [x; y] ist ein halbeinfacher Endomorphismus.

(iii) Ist % : G �! GLn eine Darstellung mit Differential d% : g �!

Mn(k), so ist d%(x) eine halbeinfache Matrix.

Sind die (äquivalenten) Bedingungen des Satzes erfüllt, so heißt x aus
naheliegenden Gründen halbeinfach. Mit ganz ähnlichen Begriffen las-
sen sich auch die instabilen Elemente in g charakterisieren.

Satz 1.5.2 Für x 2 g sind äquivalent:

(i) 0 liegt im Abschluß Ad(G):x der Bahn von x.
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(ii) x liegt in der Kommutatorunteralgebra [g; g] und ad(x) : g �! g ist
ein nilpotenter Endomorphismus.

(iii) x 2 [g; g] und für jede Darstellung d% : g �! Mn(k) ist d%(x) eine
nilpotente Matrix.

Ist eine dieser Bedingungen erfüllt, so heißt x nilpotent, und man nennt
die Nullfaser N(g) die nilpotente Varietät von g. H.Kraft hat zeigen
können, daß für N(g) die Hesselinkschen Strata gerade die Konjuga-
tionsklassen nilpotenter Elemente sind, vgl. [29]. Sei r der reduktive
Rang von G, d.h. die Dimension eines maximalen Torus T .

Definition 1.5.1 Ein Element x 2 g heißt regulär, wenn die Dimension
seiner Bahn maximal ist unter allen Orbiten in g.

Es gilt der folgende

Satz 1.5.3 Sei x regulär und bezeichne mit ZG(x) den Zentralisator von
x in G. Dann gilt:

(i) dim ZG(x) = r.

(ii) Ist x zudem halbeinfach, so ist ZG(x) ein maximaler Torus in G.

(iii) Jede Faser des adjungierten Quotienten enthält eine eindeutig be-
stimmte reguläre Bahn. Insbesondere gibt es eine eindeutige re-
guläre nilpotente Bahn; diese ist dicht in N(g).

Bemerkung: Die Nullfaser ist (wie alle Fasern des adjungierten Quo-
tienten) eine irreduzible, normale Varietät. Manchmal findet man
in der Literatur auch für die Abschlüsse “kleinerer” Bahnen die
Bezeichnung nilpotente Varietäten; diese sind jedoch nicht notwen-
dig normal, vgl. [42]!

Sei nun NG(T ) der Normalisator eines maximalen Torus T in G und
W := NG(T )=T die Weylgruppe. Ist h die Lie algebra von T , so ope-
riert W als endliche Spiegelungsgruppe auf h; nach einem Theorem von
C.Chevalley [8] ist der Invariantenring k[h]W ein Polynomring. Nach ei-
nem weiteren Resultat von C.Chevalley induziert die Inklusion h � g

einen Isomorphismus der Quotienten h==W �= g==G, so daß also insge-
samt der Quotient g==G isomorph zu kr ist (r = rk(G) = dim T ).

Beispiel: Betrachte die adjungierte Wirkung von G = SLr+1 auf g =

slr+1, der Algebra der spurlosen (r + 1) � (r + 1)-Matrizen. Der
Rang von G ist r (die Diagonalmatrizen bilden einen maximalen
Torus in G), und der Quotientenmorphismus � : g �! g==G läßt
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sich realisieren, indem man einem Element x 2 slr+1 die nicht-
trivialen Koeffizienten �1(x); : : : ; �r(x) seines charakteristischen
Polynoms

P (�; x) = det(�1� x) = �r+1 + �1(x)�
r + � � �+ �r(x)

zuordnet.

Für ein Element x 2 g, welches in der regulären nilpotenten Bahn liegt,
ist die assoziierte parabolische Untergruppe von G gerade eine Borel-
Untergruppe B. Wähle einen maximalen Torus T in B; Sei � das zu-
gehörige Wurzelsystem mit positivem Teil �+. Für eine positive Wur-
zel � 2 �+ bezeichne �_ die korrespondierende Kowurzel; dann ist
� := 1

2

P
�2�+

�_ optimal für x (nämlich gerade das eindeutig bestimmte
Element in X�(T )\ �x).

Zur Beschreibung von Springer’s Auflösung der nilpotenten Varietät
N(g) erinnern wir zunächst an den Begriff des assoziierten Bündels. Sei
also G eine reduktive algebraische Gruppe und H eine abgeschlossene
Untergruppe; dann ist der natürliche Morphismus � : G �! G=H ein
H-Prinzipalbündel (lokal trivial zumindest in der etalen Topologie). Für
eine beliebige H-Varietät F existiert dann der Quotient4 von G�F nach
der H-Aktion

h(g; f) = (gh�1; hf) für h 2 H , g 2 G, f 2 F ;

bezeichne diesen Quotienten mit G�H F und mit g � f 2 G�H F den H-
Orbit von (g; f) 2 G�F . Nun operiert G auf G�H F vermöge g(g0 � f) =
gg0 � f und durch den G-äquivarianten Morphismus

G�H F �! G=H

g � f 7�! gH

wird G �H F zu einem G-Bündel über G=H mit Faser F ; man spricht
von dem zur Faserung G �! G=H und der Aktion von H auf F as-
soziierten Bündel, oder kurz vom assoziierten Bündel. Betrachte jetzt
den Spezialfall einer Borel-Untergruppe B von G und beachte, daß das
Kotangentialbündel T�G=B des homogenen Raumes G=B mit dem as-
soziierten Bündel G �B (g=b)� identifiziert werden kann; hierbei ist b
(die Lie-Algebra von B) eine Borelsche Unteralgebra von g. Identifiziert
man g und g� sowie die adjungierte und die koadjungierte Darstellung
mittels der Killing-Form und schließlich (g=b)� ebenfalls mit Hilfe der
Killing-Form mit der Kommutatorunteralgebra [b; b], d.h. mit dem Nil-
radikal n von g, so ist Springer’s Auflösung von N(g) gegeben durch den
Morphismus (vgl. [70])

� : G�B (g=b)� �! N(g)

g � n 7�! Ad(g)(n) :

4Sogar als geometrischer Quotient, d.h. alle H-Bahnen sind abgeschlossen.
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Bemerkung: Beachte, daß � in der vorliegenden Situation gerade mit
der Impulsabbildung übereinstimmt (die ja, wie oben erwähnt,
auch in unserem “algebraischen” Kontext existiert).

Beispiel: Sei G = SL2 und g =

�
x y

z �x

�
2 sl2. Die Quotientenabbil-

dung weist g seine Determinante zu:

� : sl2 �! k�
x y

z �x

�
7�! �x2 � yz :

Die Nullfaser ist daher durch die Gleichung x2 + yz = 0 gegeben
und besteht aus zwei Bahnen, nämlich der trivialen und der (zwei-
dimensionalen) regulären Bahn. Ferner identifiziert sich G=B ge-
rade mit der projektiven Geraden P1 und Springer’s Auflösung
� : T �P1 �! N(sl2) ist gegeben durch den Kollaps des Nullschnit-
tes in T �P1:

T �P1 N(sl2)

�

Bemerkung: Die Fasern von � sind auch für sich genommen von Inter-
esse und sind von verschiedenen Autoren untersucht worden, sie-
he z.B. [70], [10], [74] und die dort angegebenen Referenzen. Insbe-
sondere tragen ihre höchsten Homologien Springer’s Darstellun-
gen der Weylgruppe W von G.

Im Fall des adjungierten Quotienten hat man zu einem instabilen
(d.h. nilpotenten) Element x nicht nur eine optimale destabilisieren-
de Einparameter-Untergruppe, sondern sogar einen Homomorphismus

% : sl2 �! g mit der Eigenschaft, daß %

�
0 1

0 0

�
= x; es gilt nämlich das

Theorem 1.5.1 (Jacobson-Morozov) Für jedes nilpotente Element x ei-
ner reduktiven Lie-Algebra g existiert ein Homomorphismus % : sl2 �! g

von Lie Algebren mit %
�
0 1

0 0

�
= x; alle solchen Homomorphismen sind

unter dem Zentralisator ZG(x) von x in der adjungierten Gruppe G zu-
einander konjugiert.
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Bemerkung: Der Zusammenhang mit den optimalen 1-PUG läßt sich
folgendermaßen herstellen: Sei x 2 g nilpotent und % ein Jacobson-
Morozov-Homomorphismus für x. Bezeichne mit R : SL2 �! G

den induzierten Homorphismus algebraischer Gruppen. Ist { :

Gm �! SL2 der natürliche Homomorphismus

t 7�!

�
t 0

0 t�1

�

und definiert man � := R�{, so ist � im wesentlichen (d.h. eventuell
bis auf einen Faktor 1

2
, vgl. [40] oder [71]) optimal für x.

Sei jetzt G:X die Bahn eines nilpotenten Elementes X 2 g und
% : sl2 �! g ein Jacobson-Morozov-Morphismus für X ; setze H :=

%

�
1 0

0 �1

�
und Y := %

�
0 0

1 0

�
. Sei zg(Y ) der Zentralisator von Y in g;

dann ist S := X + zg(Y ) eine transversale Scheibe an G:X in X [70]: Da
TX(G:X) = X+[X; g], hat eine transversale Scheibe die Form s = X+ z,
wobei z ein beliebiges (lineares) Komplement zu [X; g] ist. Durch Ver-
knüpfen mit der adjungierten Darstellung ad : g �! gl(g) läßt sich g als
sl2-Modul auffassen, und durch Ausreduktion ergibt sich eine Zerlegung
in irreduzible sl2-Moduln:

g =
M
i

Ei :

Ferner ist

[X; g] = ad(X)(g) =
M
i

ad(X)(Ei) ;

als Konsequenz der Darstellungstheorie von sl2 ist nun aber zEi(Y ) =
fe 2 Ei j [e; Y ] = 0g ein lineares Komplement zu ad(X)(Ei) in Ei, und
daher zg(Y ) =

L
i zEi(Y ) ein Komplement zu [X; g] in g.

Mit anderen Worten: Das Jacobson-Morozov Theorem gestattet die
Konstruktion einer transversalen Scheibe an eine nilpotente Bahn; S
trifft G:X nur in X , schneidet ausschließlich solche nilpotenten Bahnen,
deren Abschlüsse den Orbit G:X enthalten, und diese transversal [72].

Sei nun X 2 g nilpotent, % : sl2 �! g ein Jacobson-Morozov-
Homomorphismus für X , R : SL2 �! G der zugehörige Gruppenhomo-
morphismus, { :Gm �! SL2 wie oben der natürliche Homomorphismus
und � := R � {; bezeichne mit ��1 : t 7! (�(t))�1 die zu � inverse Grup-
pe. Sei � : Gm � g �! g die gewöhnliche skalare Multiplikation und
betrachte die Gm-Aktion

| :Gm � g �! g

(t; x) 7�! (�(t2) �Ad(�(t�1)))(x) :
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Benutzt man die Darstellungstheorie von sl2, um eine explizite Form
für die Wirkung | zu erhalten [70], so findet man, daß diese Gm-Aktion
den nilpotenten Punkt X invariant läßt, die transversale Scheibe S sta-
bilisiert, und daß alle Punkte in S für t ! 0 nach X spezialisieren.

Sei r der Rang von G und seien mj , j = 1; : : : ; r, die Exponenten
von g. Nach dem oben bereits erwähnten Resultat von Chevalley läßt
sich der adjungierte Quotient als Morphismus � = (�1; : : : ; �r) : g �!

kr, realisieren, wobei die �j homogene Erzeuger des Invariantenringes
k[g]G vom Grad dj = mj +1 sind. Läßt manGm vermöge | auf S und mit
Gewichten 2dj auf g==G �= kr operieren, so wird die Einschränkung von
� auf die Scheibe S Gm-äquivariant [70]; es gilt nämlich:

�j(|(t):s) = �j((�(t
2) �Ad(�(t�1))):s)

= �j(�(t
2):s)

= t2dj�j(s) :

Nun ist es zwar nicht richtig, daß ausschließlich Elemente in der Schei-
be für t! 0 nach X spezialisieren 5; aber alle solchen Elemente können
mit Hilfe des unipotenten Radikals U(��1) der zu ��1 assoziierten pa-
rabolischen Untergruppe P (��1) in die Scheibe “transportiert” werden.
Genauer gilt das folgende

Lemma 1.5.1 Sei g =
L

i g(i) die Gewichtsraumzerlegung von g

bezüglich �. Dann ist

' : U(��1)� S �!
M
i<2

g(i)

(u; s) 7�! Ad(u)(s)

ein Gm-äquivarianter Isomorphismus von Varietäten.

Beweis: Wegen X 2 g(2) definiert die adjungierte Wirkung eine lineare
Abbildung

ad(X) :
M
i<0

g(i) �!
M
i<2

g(i) ;

denn als Folge der Jacobi-Identität gilt ja: [g(i); g(j)] � g(i + j). Aus
der Darstellungstheorie von sl2 ergibt sich nun zum einen, daß diese
Abbildung injektiv ist und zum anderen, daß ihr Bild ein lineares Kom-
plement zu zg(Y ) ist (s.o.). Ferner ist

L
i<0 g(i) gerade die Lie-Algebra

u(��1) von U(��1); somit erhält man einen linearen Isomorphismus

D(0;x)' : u(��1)� zg(Y ) �!
M
i<2

g(i)

(n; z) 7�! ad(X)(n) + z :

5Vielmehr gilt fx 2 g j limt!0 |(t)(x) = Xg = X �
L

i<2 g(i).
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Folglich ist ' zunächst ein lokaler analytischer Isomorphismus von Va-
rietäten. Darüber hinaus gilt (für u 2 U(�)�1 und s 2 S):

Ad(�(t�1):u)(|(t):s) = �(t�1)u�(t)�(t2)�(t�1)s�(t)�(t�1)u�1�(t)

= �(t2)�(t�1)usu�1�(t)

= |(t):Ad(u)(s) ;

läßt man daher Gm auf U(��1) vermöge ��1, auf S vermöge | und auf
�i<2g(i) ebenfalls vermöge | operieren, so ist ' bezüglich dieser Gm-
Aktionen äquivariant. Da die Gewichte dieser Aktionen sämtlich positiv
sind, vgl. [70], folgt mit [72], Lemma 8.1, zusammen mit der Isomorphie
des Differentials D(0;x)' die Behauptung. �

Sei nun X+ ein nilpotentes Element in g, %+ ein Jacobson-Morozov-
Homomorphismus für X+ und S+ := X+ + zg(Y+) die mit Hilfe von %+
konstruierte transversale Scheibe an G:X+. Sei O�die Bahn eines belie-
bigen nilpotenten Elementes in g; wir wollen den Durchschnitt O� \S+
geometrisch beschreiben. Aus den bisherigen Ausführungen ergibt sich,
daß

� O� \ S+ überhaupt nur dann nicht leer ist, wenn G:X+ im Ab-
schluß von O� enthalten ist;

� wir insbesondere eine Beschreibung von O� erhalten, falls X+

(und damit %+) trivial ist.

Bemerkenswerterweise parametrisiert O�\S+ eine gewisse Klasse von
SL2-äquivarianten Bündeln über der projektiven Ebene P2; dies soll im
folgenden erläutert werden. Zunächst stellen wir die relevanten Begrif-
fe vor.

Definition 1.5.2 Unter einem SL2-äquivarianten G-Prinzipalbün-
del versteht man ein G-Prinzipalbündel � : X �! Y mit einer algebrai-
schen SL2-Aktion von links auf X und Y derart, daß � SL2-äquivariant
ist, d.h. � vertauscht mit der gegebenen SL2-Aktion, und die SL2-Aktion
mit der Rechtsaktion von G vertauscht.

Betrachte folgende Aktion von SL2 auf der projektiven Ebene P2: Für
jede natürliche Zahl n 2 N gibt es genau eine irreduzible Darstel-
lung Vn von SL2 der Dimension n; SL2 operiere auf P2 vermöge der
Darstellung V1 � V2. Unter dieser Aktion zerfällt P2 in drei Bahnen,
nämlich in f0g, k2nf0g und eine Gerade P1. Bezeichnet man mit B die
Standard-Boreluntergruppe von SL2 und mit U ihr unipotentes Radi-
kal, so identifizieren sich diese Bahnen mit den homogenen Räumen
SL2=SL2 �= f0g, SL2=U �= k2nf0g und SL2=B �= P1. Wir interessieren
uns für G-Prinzipalbündel über P2, die bezüglich dieser SL2-Aktion auf
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der Basis äquivariant sind, d.h. solche, für die die obige Aktion zu ei-
ner SL2-Aktion auf � : X �! P2 liftet. Als Konsequenz der Defini-
tion haben wir für jeden Punkt p 2 P2 eine Aktion des Stabilisators
�p := fg 2 SL2 j g:p = pg von p auf der Faser über p, d.h. einen Morphis-
mus �p � G �! G; da die Linksaktion von �p auf der Faser aber mit
der Rechtsaktion von G auf sich vertauscht, erhalten wir einen Homo-
morphismus �p : �p �! G algebraischer Gruppen; dies gibt Anlaß zu
folgender

Definition 1.5.3 Sei � : X �! Y ein SL2-äquivariantes G-
Prinzipalbündel und y 2 Y ; dann ist eine Rahmung von � : X �! Y

in y eine Fixierung der Aktion des Stabilisators �y von y auf der
Faser ��1(y) �= G (und damit eine Fixierung des Homomorphismus
�y : �y �! G) 6. Fixiert man �y nur bis auf Konjugation in G, so spre-
chen wir von einer schwachen Rahmung. Sind über verschiedenen
Punkten y1; : : : ; yn Rahmungen bzw. schwache Rahmungen gegeben, so
bezeichnen wir das entsprechende Bündel mit (X; �; Y ; �y1; : : : ;�y1).

Sei R+ : SL2 �! G der durch %+ induzierte Homomorphismus; ent-
sprechend ist zu einem Jacobson-Morozov-Homomorphismus %� für
X� 2 O� ein Homomorphismus R� : SL2 �! G assoziiert. Wir können
jetzt die “gewisse Klasse” der durch O� \ S+ parametrisierten Bündel
spezifizieren.

Satz 1.5.4 O� \ S+ parametrisiert Isomorphieklassen von SL2-äquiva-
rianten G-Prinzipalbündeln (X; �;P2;R�jU ; R+jB) über der projektiven
Ebene, die über SL2=B �= P1 trivial sind, über einem (und damit jedem)
Punkt p 2 SL2=B mit der durch %+ induzierten Rahmung und über ei-
nem beliebig aber fest gewählten Punkt p0 2 SL2=U mit der durch %�
induzierten schwachen Rahmung versehen sind.

Beweis: Es ist bequem, zu dem zur Prinzipalfaserung � : X �! P2

und der adjungierten Wirkung von G auf g assoziierten Vektorbündel
über P2 mit Faser g überzugehen. Wir führen den Beweis im wesent-
lichen in zwei Schritten; zunächst überlegen wir uns, daß beim “Ver-
kleben” des Bündels über den beiden Bahnen f0g und k2nf0g keinerlei
Freiheit besteht und somit keine Parameter (oder “Moduli”) auftreten.
Jedes SL2-äquivariante Vektorbündel über k2 (mit der natürlichen Ak-
tion von SL2 auf k2) ist nämlich trivial; dies läßt sich leicht einsehen:
Sei p 2 k2nf0g; da jede U -Darstellung Einschränkung einer Darstellung
von SL2 ist (vgl. [40]), liftet die U -Aktion auf der Faser ��1(p) �= g zu
einer SL2-Aktion. Der Isomorphismus

SL2 � g �! SL2 � g

(g; x) 7�! (g; g:x)

6D.h. wir legen die Wirkung der Generatoren von �y auf der Faser bzw. ihre Bilder
in G unter �y fest.
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induziert dann einen SL2-äquivarianten Isomorphismus

SL2 �
U g �= SL2=U � g ;

d.h. jedes SL2-äquivariante g-Bündel über k2nf0g ist trivial. Es gibt
aber genau ein SL2-äquivariantes Bündel (mit Faser g), über k2, das auf
k2nf0gmit dem trivialen Bündel SL2=U �g übereinstimmt (mit “echter”
Aktion auf SL2=U und g), nämlich das triviale Bündel.

Im zweiten Schritt untersuchen wir die Freiheit beim “Verkleben”
des Bündels über SL2=U [ SL2=B; hierzu bemerken wir zunächst, daß
k2nf0g [ P1 isomorph ist zum Hyperebenenbündel OP1(1) über der pro-
jektiven Geraden, d.h. wir betrachten SL2-äquivariante Vektorbündel
über OP1(1). Da jedes SL2-äquivariante Vektorbündel über OP1(1) auf-
grund der Homogenität durch seine Einschränkung auf eine Faser von
� : OP1(1) �! P1 bereits vollständig bestimmt ist, können wir uns auf
die Faser L1 �= k über einem Punkt f1g 2 P1 einschränken und ha-
ben daher folgende Situation vorliegen: Für z 6= 0, z 2 k, operiert U
auf der Faser ��1(z) des Bündels k � g �! k, und auf ��1(0) haben
wir eine B-Aktion (die zu einer SL2-Aktion liften muß, da das Bündel
� : X �! P2 über der “unendlichen Geraden” SL2=B trivial sein soll).
Als Konsequenz der Rahmung unterliegt die resultierende Aktion von
B = T n U (T �= Gm ein maximaler Torus von SL2) auf k � g nun star-
ken Restriktionen. Sei �+ := R+ � { und |+ die durch �+ induzierte
Gm-Aktion auf g, d.h.

|+ :Gm � g �! g

(t; x) 7�! (�(t2) �Ad(�+(t
�1)))(x) :

Betrachte den Punkt (0; 0) 2 k � g. Die Gm-Aktion auf k � g ist
nun vollständig lokal, d.h. durch die Gm-Aktion auf T(0;0)(k � g) =

T(0;0)k � T(0;0)g bestimmt. Diese ist ihrerseits durch die U -Aktion auf
der Faser über dem Basipunkt (0; 0) festgelegt (da jede U -Darstellung
Einschränkung einer SL2-Darstellung ist), und T operiert auf k� g not-
wendigerweise vermöge

Gm � k � g �! k � g

(t; z; x) 7�! (t�1z; �+(t):x) :

Statt der U -Aktion betrachten wir (äquivalent dazu) die Wirkung der
Lie-Algebra u�= kn von U ; für die Operationen von T und u muß folgen-
de Verträglichkeitsbedingung erfüllt sein:

(t � n � t�1):(z; x) = (t2 � n):(z; x) ;

wobei (t2 �n) die skalare Multiplikation in u meint. Die Rahmung impli-
ziert ferner, daß n für z = 0 durch (Adjunktion mit) X+ operieren soll.
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Außerdem soll über dem “dicken” Orbit, d.h. für ein festes z 6= 0 auf
der Geraden L1, n vermöge (Adjunktion mit) einem Element X� 2 O�
wirken; wir setzen daher an:

n:(z; x) = (z; |+(z)(X�):x) ;

und prüfen zunächst die Verträglichkeitsbedingung:

(t � n � t�1):(z; x) = (t � n):(tz; �+(t
�1):x)

= t:(tz; |+(tz)(X�)�+(t
�1):x)

= (z; �+(t)|+(tz)(X�)�+(t
�1):x)

= (z; �+(t)�(t
2z2)�+(z

�1t�1)X��+(tz)�+(t
�1):x)

= (z; �(t2z2)�+(z
�1)X��+(z):x)

= (z; �(t2)|+(z)(X�):x)

= (t2 � n):(z; x) :

Damit nun auch die Bedingung

lim
z!0

n:(z; x) = (0;Ad(X+)(x))

erfüllt ist, muß X� nach Fußnote 5 in X+ �
L

i<2 g(i) liegen,
kann also nach Lemma 1.5.1 mit Hilfe von U(��1+ ) = fg 2

G j limz!0 �+(z
�1)g�+(z) = eg in die Scheibe S+ transportiert werden.

Die Transformation X� 7! u:X�, u 2 U(��1+ ) ist aber ein “gerahmter”
Bündelautomorphismus von (X; �;P2;R�jU ; R+jB).

Somit haben wir folgende Bijektion etabliert: Jedes SL2-äquivarian-
te G-Bündel (X; �;P2;R�jU ; R+jB) über P2 induziert vermöge der Rah-
mungen zwei Homomorphismen R�; R+ : SL2 �! G algebraischer
Gruppen und mithin zwei Homomorphismen %�; %+ : sl2 �! g. Die Bil-

der von
�
0 1

0 0

�
unter %� bzw. %+ liefern dann ein Paar (X�; X+) von

nilpotenten Elementen in g. Da R� lediglich von einer schwachen Rah-
mung herrührt, liegt X� zwar nicht notwendigerweise in S+, aber es
existiert stets eine (gerahmte) Eichtransformation, die X� in die Schei-
be hineintransportiert; gegebenenfalls nach Anwendung eines solchen
Bündelautomorphismus (d.h. durch Übergang zu einem zum ursprüng-
lichen äquivalenten Bündel) hat man also (der Äquivalenzklasse von)
(X; �;P2;R�jU ; R+jB) einen Punkt X� 2 O� \ S+ zugeordnet.

Identifiziert man umgekehrt einen Punkt X� 2 O� \ S+ mit dem
Paar (X�; X+), so ist zu einem solchen Paar auf folgende Weise ein
SL2-äquivariantes gerahmtes G-Bündel über P2 assoziiert: (X�; X+) in-
duziert vermöge des Jacobson-Morozov-Theorems ein Paar %�; %+ von
Homomorphismen von sl2 nach g (eindeutig bis auf Konjugation mit
Elementen des Zentralisators von X� bzw. X+ in der adjungierten
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Gruppe, siehe oben) und somit via Exponentiation Homomorphismen
R�; R+ : SL2 �! G algebraischer Gruppen. R+ bzw. R� liefern dann
eine Rahmung bzw. eine schwache Rahmung des SL2-äquivarianten G-
Bündels und man erhält das zu X� 2 O� \ S+ (bzw. zu (X�; X+)) asso-
ziierte Bündel (X; �;P2;R�jU ; R+jB). Damit ist der Satz bewiesen. �

1.6 Nilpotente Bahnen und Instantonen

Die Überlegungen des vorherigen Abschnittes sind motiviert durch ein
auf P. Kronheimer [43] zurückgehendes Resultat über einen Zusammen-
hang zwischen nilpotenten Bahnen und Modulräumen von sogenannten
Instantonen; letztere spielen in der Physik eine Rolle, da sie spezielle
Lösungen der Yang-Mills Gleichungen sind. Was sind Instantonen (aus
mathematischer Sicht)? Sei X eine kompakte orientierte Riemannsche
Mannigfaltigkeit (in unserem Fall wird X der vierdimensionale Eukli-
dische Raum R4 bzw. seine konforme Kompaktifizierung S4 sein) und
E ein Hermitesches Vektorbündel über X vom Rang r (äquivalent da-
zu könnten wir auch ein U(r)-Prinzipalbündel betrachten). 7 Einen Zu-
sammenhang A in E kann man vermöge einer kovarianten Ableitung
dA auf E definieren, d.h. durch eine lineare Abbildung

dA : 
0
X(E) �! 
1

X(E) ;

welche die Leibniz-Regel

dA(fs) = fdA(s) + df:s

erfüllt; hierbei bezeichnet 
pX(E) den Raum der bündelwertigen p-
Formen auf X (d.h. den Raum der glatten Schnitte in

Vp T �X 
 E), f
eine glatte, komplexwertige Funktion auf X und s einen Schnitt in E.
Diese kovariante Ableitung induziert in eindeutiger Weise eine lineare
Abbildung (die wir ebenfalls mit dA bezeichnen)

dA : 
p
X(E) �! 
p+1

X (E) ;

die der verallgemeinerten Leibniz-Regel

dA(� ^ �) = (dA�) ^ � + (�1)p� ^ dA� ; � 2 
p
X(E); � 2 
q

X(E)

genügt. Folglich ist die Differenz zweier Zusammenhänge eine E 
 E�-
wertige 1-Form auf X , so daß der Raum aller Zusammenhänge in E

ein (unendlich-dimensionaler) affiner Raum ist. Ganz ähnlich überlegt
man sich, daß der Raum A der unitären Zusammenhänge (dies sind

7Statt mit Vektorbündeln kann man allgemeiner auch mit K-Bündeln überX arbei-
ten, wobei K eine beliebige kompakte, zusammenhängende Lie-Gruppe ist
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solche, die mit der Hermiteschen Struktur auf E verträglich sind) ein
affiner Raum ist (mit Modellen im Raum der 1-Formen mit Werten in
dem Bündel End(E) der schief-adjungierten Endomorphismen von E).
Ferner kommutiert

dA � dA : 
0
X(E) �! 
2

X(E)

mit der Multiplikation mit glatten Funktionen. Für einen beliebigen
glatten Schnitt s in E gilt daher

dA � dA(s) = FAs ;

wobei FA 2 
2
X(End(E)). Die bündelwertige 2-Form FA ist die

Krümmung des unitären Zusammenhanges A. Das Yang-Mills Funk-
tional auf A ordnet einem Element A 2 A das Quadrat der L2-Norm der
zugehörigen Krümmungsform FA zu:

SY M(A) = kFAk
2 =

Z
X

jFAj
2volg ;

hierbei ist die Volumenform volg durch die Riemannsche Metrik g auf X
und die Orientierung gegeben. Die Yang-Mills Gleichungen sind gerade
die Euler-Lagrange Gleichungen für das Funktional SYM , und lassen
sich mit Hilfe des Hodge-Operators � in der Form

dA � FA = 0

schreiben. Insbesondere erhält man für K = U(1) die Maxwellschen
Gleichungen der Elektrodynamik.

Sei nun speziell dimRX = 4. Dann induziert der Hodge-Operator
eine Aufspaltung


2
X(End(E)) = 
2

+(End(E))� 
2
�(End(E)) ;

und damit eine Zerlegung der Krümmungsform in

FA = F+
A � F�A :

Definition 1.6.1 Ein Zusammenhang A in E heißt anti-selbstdual
(kurz: ASD) oder ein Instanton, falls F+A = 0.

Nun sind die Yang-Mills Gleichungen noch invariant unter der Grup-
pe K der unitären Automorphismen von E. Ihre Lösungen werden da-
her (grob gesprochen, vgl. nachstehende Bemerkung) parametrisiert
durch einen Raum B := AYM=K von Äquivalenzklassen unitärer Zu-
sammenhänge in E (d.h. durch den Raum der K-Bahnen in AY M ), und
der Modulraum der Instantonen ist ein endlich-dimensionaler (!) Un-
terraum von B, vgl. [11].
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Bemerkung: Wir haben die Situation stark vereinfacht dargestellt.
Betrachtet man nämlich den Modulraum der glatten Zusam-
menhänge, so erhält man ein Objekt, das nicht in der Kategorie
der (differenzierbaren) Banach-Mannigfaltigkeiten liegt; die auf-
tretende Schwierigkeit sei anhand der Eichtransformationen ver-
deutlicht. Seien X eine kompakte, glatte Mannigfaltigkeit, K eine
kompakte Lie-Gruppe (z.B. SU(r)) und Map(X;K) die Gruppe der
glatten Abbildungen von X in K. Map(X;K) ist eine (unendlich-
dimensionale) Lie-Gruppe (mit Modellen in Map(X; k)): Sei U eine
offene Umgebung der Eins in K, die vermöge der Exponentialab-
bildung homöomorph ist zu einer offenen Menge �U in k; dann ist
U = Map(X;U) eine offene Umgebung der Identität in Map(X;K),
welche homöomorph ist zu einer offenen Menge �U = Map(X; �U)

in dem Raum Map(X; k). Die Mengen Uf = U :f , f 2 Map(X;K),
sind dann ebenfalls homöomorph zu �U und induzieren einen Atlas.
Aber: Die Topologie auf Map(X; k) ist die Topologie der gleichmäßi-
gen Konvergenz der Funktionen und aller ihrer partiellen Ablei-
tungen; hierdurch wird Map(X; k) zu einem Fréchet-, nicht jedoch
zu einem Banachraum! Methoden und Techniken aus der Theorie
der Banach-Mannigfaltigkeiten sind jedoch an zahlreichen Stel-
len essentiell; man muß daher zunächst bezüglich einer (geeig-
neten) Sobolev-Norm vervollständigen und anschließend die Un-
abhängigkeit des Modulraumes vom Sobolev-Index zeigen [11].

Nach diesen Vorbereitungen können wir nun Kronheimer’s Resul-
tat erläutern. Sei dazu k die Lie-Algebra einer kompakten, zusam-
menhängenden halbeinfachen Lie-Gruppe K und G die Komplexifizie-
rung von K. Identifiziere k� k� k mit dem Raum L(su(2); k) der linearen
Abbildungen von su(2) nach k vermöge der Zuordnung

k� k� k 3 (A1; A2; A3) 7�! A : ei 7! Ai 2 L(su(2); k) :

Hierbei ist (e1; e2; e3) eine Basis von su(2) mit Relationen

�2e1 = [e2; e3] � 2e2 = [e3; e1] � 2e3 = [e1; e2] :

Ein Element des Pfadraumes P := C1(R; L(su(2); k)) ist demnach gege-
ben durch ein Tripel

A(t) = (A1(t); A2(t); A3(t)) ;

seiM � P der Unterraum bestehend aus solchen Pfaden A(t), die dem
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folgenden System von Differentialgleichungen genügen:

dA1

dt
= �2A1 � [A2; A3]

dA2

dt
= �2A2 � [A3; A1]

dA3

dt
= �2A3 � [A1; A2] :

Seien nun insbesondere %�; %+ 2 L(su(2); k) Lie-Algebra-Homomorphis-
men und bezeichne mit C(%�) � L(su(2); k) die Mannigfaltigkeit beste-
hend aus allen Homomorphismen, die unter der adjungierten Wirkung
von K zu %� konjugiert sind. SeiM(%�; %+) � M der Raum derjenigen
Lösungen des obigen Differentialgleichungssystems, die den Randbe-
dingungen

lim
t!�1

A(t) 2 C(%�) lim
t!1

A(t) = %+

genügen. Bezeichnet man der Einfachheit halber die Ausdehnungen
von %� und %+ zu Homomorphismen komplexer Algebren mit densel-
ben Symbolen, so gilt:

Theorem 1.6.1 (Kronheimer)M(%�; %+) undO�\S+ sind diffeomorph.

Zur Interpretation von M(%�; %+) als Modulraum von Instantonen ge-
langt man durch folgende Überlegung: Man faßt su(2) als Raum der
linksinvarianten Vektorfelder auf SU2

�= S3 auf; aus dieser Sicht wird
A zu einer Lie-Algebra-wertigen 1-Form, d.h. zu einer Zusammenhangs-
matrix, auf S3, die als Folge der Linksinvarianz einen invarianten Zu-
sammenhang in einem SU2-äquivarianten K-Prinzipalbündel P �! S3

definiert. Obiges Gleichungssystem ist in der mathematischen Phy-
sik bekannt als die Gradientenflußgleichung des sogenannten Chern-
Simons Funktionals, vgl. [11], und ihre Lösungen (d.h. also die Elemen-
te von M) stehen in eineindeutiger Beziehung zu SU(2)-invarianten
Lösungen der anti-selbstdualen Yang-Mills Gleichungen auf dem Zylin-
der S3 � R über S3 [19]. Die Randbedingungen stellen sicher, daß sich
der ASD-Zusammenhang A auf die konforme Kompaktifizierung S4 von
S3 � R fortsetzen läßt. Die SU2-Aktion auf S4 hat zwei Fixpunkte f0g
und f1g, so daß SU2 auf den Fasern über diesen Punkten operiert, d.h.
man erhält zwei Homomorphismen R�; R+ : SU2 �! K (die mit %�; %+
durch die Exponentialabbildung verknüpft sind). P.Kronheimer ist es
damit gelungen, M(%�; %+) mit einem Modulraum gerahmter Instan-
tonen zu identifizieren, der aus SU2-invarianten Instantonen modulo
SU2-invarianter Eichtransformationen besteht, die im Unendlichen die
Identität sind. Genauer: Sei

A
SU(2)
ASD := fA 2 AY M j F

+
A = 0; A ist SU(2)-invariantg
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und

K
SU(2)
0 := fg 2 K j g ist SU(2)-invariant; g(f1g) = idg :

Dann identifiziert sich M(%�; %+) mit dem Modulraum A
SU(2)
ASD =K

SU(2)
0

gerahmter Instantonen. Um das Bild zu vervollständigen sei erwähnt,
daß das obige System von Differentialgleichungen durch die Substitu-
tionen Ti := exp (2t)Ai, i = 1; 2; 3, und s := � 1

2
exp (�2t) in die Nahm-

schen Gleichungen

dT1

dt
= �[T2; T3]

dT2
dt

= �[T3; T1]

dT3

dt
= �[T1; T2]

übergeht; diese Gleichungen sind von S.Donaldson [13] im Zusammen-
hang mit der Klassifikation magnetischer Monopole ausführlich unter-
sucht worden (mit etwas anderen Randbedingungen). Wir fassen die
Diskussion zusammen im

Korollar 1.6.1 Es bestehen eineindeutige Beziehungen zwischen

(i) SL2-äquivarianten gerahmten G-Prinzipalbündeln über der pro-
jektiven Ebene;

(ii) SU2-invarianten gerahmten Instantonen über S4;

(iii) Lösungen der Nahmschen Gleichungen mit obigen Randbedingun-
gen.

Bemerkung: Die Korrespondenz zwischen (i) und (ii) ist eine äquiva-
riante Version eines Theorems von S.Donaldson [14], welches eine
Bijektion zwischen gerahmten Instantonen über S4 (mit Eichgrup-
pe K) und holomorphen G-Bündeln über P2 mit gegebener Trivia-
lisierung über der “Geraden im Unendlichen” etabliert. Donald-
son’s Beweis benutzt allerdings nicht die Geometrie nilpotenter
Bahnen, sondern die Penrose-Faserung � : P3 �! S4: Die Wahl
einer komplexen Struktur auf R4 entspricht der Fixierung einer
Ebene P � P3 durch die Faser ��1(1); die Einschränkung von
� liefert den Isomorphismus Pn��1(1) �= R4. Gemäß der Ward-
Korrespondenz liftet ein anti-selbstdualer Zusammenhang über
S4 zu einem holomorphen Bündel über P3, und eine Trivialisie-
rung in 1 2 S4 liftet zu einer Trivialisierung über ��1(1). Die
Restriktion dieses Bündels über P3 auf P liefert dann die angege-
bene Beziehung.
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Kehren wir noch einmal zurück zur allgemeinen Situation; wir haben
in Abschnitt 1:4 bereits angedeutet, daß der Satz von Kempf-Ness eine
unendlich-dimensionale Entsprechung hat. Wir schicken voraus, daß
für das Folgende die Vervollständigung des Raumes A der unitären
Zusammenhänge essentiell ist, da eine Theorie der symplektischen
Reduktion im unendlich-dimensionalen Kontext unseres Wissens nur
für den Fall der Wirkung einer Hilbert-Lie-Gruppe auf einer Hilbert-
Mannigfaltigkeit existiert, vgl. [28]. Sei also X speziell eine kompakte
Kähler-Mannigfaltigkeit der reellen Dimension 2n mit Kähler-Form !

und E ein Hermitesches Vektorbündel über X ; dann definiert


(�; �) =
1

8�2

Z
X

Tr (� ^ �) ^ !n�1 ; �; � 2 
1
X(End(E)) ;

eine Kähler-Form auf dem Raum A der unitären Zusammenhänge in
E, und die Eichgruppe K der unitären Bündelautomorphismen läßt 


invariant. Die Lie-Algebra von K ist gerade der Raum 
0X(End(E)) der
Schnitte in End(E), und es gilt [11], [56]:

Satz 1.6.1 Die Abbildung

� : A �! 
2n
X (End(E))

A 7�!
1

8�2
FA ^ !

n�1

ist eine Impulsabbildung für die Aktion von K auf A.

Bemerkung: Wir identifizieren hierbei 
2nX (End(E)) mit 
0
X(End(E))

�

vermöge Integration über X , vgl. [11].

Nun wissen wir einerseits, daß eine holomorphe Struktur E in E einen
Operator

@E : 

p;q
X (E) �! 
p;q+1

X (E)

definiert mit der Eigenschaft, daß ein Schnitt s in E holomorph ist ge-
nau dann, wenn @Es = 0. Überdies existiert ein unitärer Zusammen-
hang

dA : 
0
X(E) �! 
1

X(E) ;

dessen (0; 1)-Komponente gerade @E ist. Andererseits ist die (0; 1)-
Komponente eines unitären Zusammenhanges dA von der Form @E
für eine (eindeutig bestimmte) holomorphe Struktur E in E genau
dann, wenn die zugehörige Krümmungsform FA vom Typ (1; 1) ist. So-
mit können wir den Raum A(1;1) der unitären Zusammenhänge mit
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Krümmung vom Typ (1; 1) mit dem Raum der holomorphen Struktu-
ren in E identifizieren. A(1;1) ist eine unendlich-dimensionale komplexe
Untermannigfaltigkeit in A 8, und zwei holomorphe Strukturen sind
isomorph genau dann, wenn sie in derselben G-Bahn liegen; hierbei ist
G die Komplexifizierung der Eichgruppe K.

Bemerkung: Das Quadrat der Norm von � stimmt auf A(1;1) bis auf ei-
ne Konstante mit dem Yang-Mills-Funktional kFAk2 überein [11].

Analog zur endlich-dimensionalen Situation hat man folgenden

Satz 1.6.2 Jede G-Bahn in A(1;1) enthält höchstens eine K-Bahn
unitärer Yang-Mills Zusammenhänge 9, und ein G-Orbit enthält einen
irreduziblen unitären Yang-Mills Zusammenhang genau dann, wenn
der Orbit stabil ist, d.h. wenn das assoziierte holomorphe Bündel diese
Eigenschaft besitzt.

Einen Beweis dieses Satzes findet man beispielsweise in [11] oder [56].

Bemerkung: Im allgemeinen existieren “gute” Modulräume nur für
stabile Bündel. In unserer Situation, d.h. für X = P2, stellt die
Trivialisierung über P1 die Stabilität sicher [3].

8Die komplexe Struktur auf A wird durch Identifikation eines unitären Zusammen-
hanges mit dem zugehörigen @-Operator induziert.

9A 2 A ist ein Yang-Mills Zusammenhang, falls

dA � FA = 0 :
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2 Parabolische Bündel und konforme Feldtheo-
rien

Sei k wieder ein algebraisch abgeschlossener Körper der Charakteristik
Null, G eine zusammenhängende, einfach zusammenhängende einfa-
che algebraische Gruppe und g ihre Lie-Algebra. Statt der zu nilpoten-
ten Elementen assoziierten Jacobson-Morozov Homomorphismen sollen
jetzt jedoch die parabolischen Untergruppen von G im Vordergrund ste-
hen mit dem Ziel, zum einen auch nicht nilpotente adjungierte Bahnen
als Modulräume (parabolischer Bündel) zu realisieren, zum anderen,
einen Funktor von der Kategorie der markierten algebraischen Kur-
ven in die Kategorie der endlich-dimensionalen k-Vektorräume anzuge-
ben, der den Axiomen einer (rationalen) konformen Quantenfeldtheorie
genügt.

2.1 Familien, Deformationen und Modulräume

Ein zentraler Punkt in der konformen Feldtheorie ist die Konstrukti-
on eines (projektiv flachen) Vektorbündels über dem Modulraum der
n-punktierten Kurven; wie wir später sehen werden, stehen Schnitte
in diesem Bündel nämlich in enger Beziehung zu den sogenannten n-
Punkt-Funktionen der Theorie. Doch zunächst wollen wir einige Einzel-
heiten zum Modulraum der markierten algebraischen Kurven angeben.

Definition 2.1.1 Sei f : X �! Y ein Morphismus von Schemata 10

und y 2 Y ein Punkt. Ferner seien k(y) := Oy=my der zugehörige Rest-
klassenkörper und Spec k(y) �! Y der natürliche Morphismus. Dann
definiert man die Faser von f über y als das Schema

Xy = X �Y Spec k(y) :

Die Faser Xy ist ein Schema über k(y) , und der ihr unterliegende topo-
logische Raum ist homöomorph zu f�1(y) � X .

Beispiel: Seien

X := Spec k[x; y; z]=(zy� x2)

und

Y := Spec k[z] :

10Es ist natürlich, die etwas abstraktere Sprache der Schemata zu verwenden, auch
wenn wir hauptsächlich an Varietäten (d.h. ganzen, separierten Schemata von endli-
chem Typ) interessiert sind, vgl. nachstehendes Beispiel. Die verwendeten Begriffe aus
der algebraischen Geometrie findet man beispielsweise in dem Buch von R.Hartshorne
[27] erläutert.
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Der Morphismus f : X �! Y sei durch den natürlichen Homo-
morphismus k[z] �! k[x; y; z]=(zy � x2) induziert. Dann sind X

und Y ganz und von endlichem Typ über k; außerdem ist f surjek-
tiv. Identifiziere die abgeschlossenen Punkte von Y mit Elemen-
ten von k. Dann ist für ein von Null verschiedenes Element a 2 k

die Faser Xa eine irreduzible, reduzierte Kurve in A 2 , nämlich die
durch ay = x2 gegebene ebene Kurve; X0 ist jedoch ein nicht-
reduziertes Schema (nämlich — anschaulich gesprochen — eine
“doppelte” Kurve)!

Wir können also einen Morphismus f : X �! Y als eine Familie von
Schemata (den Fasern) auffassen, die durch die Punkte von Y parame-
trisiert werden.

Definition 2.1.2 Sei X0 ein festes Schema über k. Unter einer Familie
von Deformationen von X0 versteht man einen flachen Morphismus
f : X �! Y , Y zusammenhängend, zusammen mit einem Punkt y0 2 Y

derart, daß k(y0) = k und Xy0
�= X0. Die Fasern Xy , y 6= y0, heißen auch

Deformationen von X0.

Ähnliche Defomationsbegriffe hat man auch in einer Reihe anderer
Fälle, beispielweise:

� Sei X ein Schema und E ein Vektorbündel über X . Eine durch ein
Schema S parametrisierte Deformation mit Basispunkt s0 2 S ist
ein Vektorbündel E �! X � S zusammen mit einem Isomorphis-
mus Es0 �= E. Entsprechend kann man natürlich auch etwas all-
gemeiner Deformationen von G-Prinzipalbündeln über X betrach-
ten.

� Für ein affines Schema X mit isolierter Singularität wird man auf
die Deformationstheorie isolierter Singularitäten geführt.

Beispiel: Familien von Darstellungen, vgl.[41]. Sei G eine reduktive
Gruppe und X ein Schema. Wir erinnern daran, daß man unter
einem G-Vektorbündel über X ein Vektorbündel E �! X mit ei-
ner algebraischen G-Aktion versteht derart, daß

� die Projektion � : E �! X G-äquivariant ist;

� die Aktion linear ist auf den Fasern Ex := ��1(x) (d.h. für alle
g 2 G und x 2 X ist die Abbildung v 7! g:v von Ex nach Eg:x

linear).

Ist insbesondere die Wirkung von G auf X trivial, so kann man ein
G-Vektorbündel über X als algebraische Familie von Darstellun-
gen auffassen (für jedes x 2 X operiert ja der Stabilisator Gx �= G
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auf der Faser Ex): Sei

Repn(G) := f% : G �! GLn j % ist eine Darstellungg

die Menge der n-dimensionalen Darstellungen von G.

Repn(G) ist offenbar eine Untermenge der Menge aller Morphis-
men von G nach Mn(k); letztere identifiziert sich ihrerseits mit
O(G) 
Mn(k). Eine Abbildung ' : X �! Repn(G) heiße algebra-
isch, falls das Bild von X in O(G) 
Mn(k) enthalten ist in einem
endlich-dimensionalen Unterraum U derart, daß ' : X �! U

ein Morphismus von Schemata ist; die algebraischen Abbildun-
gen von X nach Repn(G) stehen dann in Bijektion mit den G-
Vektorbündelstrukturen auf dem trivialen Bündel X � kn �! X .

Das Modulproblem besitzt nun zwei Aspekte: Die lokale Theorie
beschäftigt sich mit der Untersuchung des Parameterraumes in der
Nähe des Basispunktes y0, während sich die globale Theorie — wie
der Name schon sagt — mit globalen Eigenschaften befaßt. Die loka-
le Theorie ist im wesentlichen durch Arbeiten von M.Schlessinger [64]
und M.Artin [2] recht gut verstanden, aber die globalen Aspekte sind
nur in relativ wenigen Fällen in zufriedenstellendem Maße bekannt,
beispielsweise für

� algebraische Kurven,

� Vektorbündel bzw. allgemeiner G-Prinzpalbündel über algebrai-
schen Kurven [59], [62], [47],

� stabile Abbildungen algebraischer Kurven in projektive Schemata
(über C ) [20].

In den meisten Fällen, in denen das globale Modulproblem gelöst wor-
den ist, hat sich Mumford’s Geometrische Invariantentheorie als es-
sentielles Hilfsmittel erwiesen. Leider besteht in der physikalischen
Literatur zur konformen Feldtheorie häufig eine gewisse Verwirrung
darüber, ob und in welchem Sinne Modulräume geometrischer Objekte
existieren; wir wollen die auftretenden Schwierigkeiten anhand eines
für uns später relevanten Beispiels erläutern, nämlich für den Modul-
raum projektiver, nichtsingulärer Kurven.

Wir betrachten zunächst Kurven vom Geschlecht g = 1, d.h. ellipti-
sche Kurven. Zur Beschreibung von Isomorphieklassen solcher Kurven
ist es nützlich, sich eine (beliebige) elliptische Kurve E als projektive
ebene Kubik vorzustellen, und man überlegt sich leicht, daß man die af-
fine definierende Gleichung in der speziellen Form y2 = x(x� 1)(x� �),
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� 6= 0; 1, wählen kann.11 Bezeichne die zugehörige Kurve mit E�. Nun
sind zwei solche Kurven E� und E�0 genau dann isomorph, wenn es einen
Automorphismus von P1 gibt, der f0; 1;1; �g in f0; 1;1; �0g überführt,
was genau dann der Fall ist, wenn �0 2 f�; 1 � �; ��1; 1 � ��1; (1 �

�)�1;��(1� �)�1g. Die Menge der Isomorphieklassen elliptischer Kur-
ven ist somit gerade der Quotient von k�f0; 1g nach der symmetrischen
Gruppe S3, und die rationale Funktion

j(�) = 28
(�2 � �+ 1)3

�2(�� 1)2

liefert einen Isomorphismus zwischen diesem Quotienten und der af-
finen Geraden A 1 . Mit anderen Worten: Der Modulraum M1 algebrai-
scher Kurven vom Geschlecht eins ist isomorph zu A1 , trägt also auf
natürliche Weise die Struktur einer algebraischen Varietät.

Allgemeiner ist der Modulraum Mg der Isomorphieklassen von
projektiven, nichtsingulären algebraischen Kurven vom Geschlecht g

zunächst einmal nur eine Menge; man möchte Mg jedoch aus nahelie-
genden Gründen gerne mit einer algebraischen Struktur versehen. Im
günstigsten Fall könnte man hoffen, Mg in folgendem Sinne als univer-
sellen Parameterraum für Familien von Kurven vom Geschlecht g zu
realisieren: Fordere die Existenz einer flachen Familie X �! Mg von
Kurven (vom Geschlecht g) derart, daß für jede andere solche Familie
X �! T ein eindeutiger Morphismus T �!Mg existiert mit der Eigen-
schaft, daß X der Pullback von X ist. Mg wäre dann ein sogenannter
feiner Modulraum; unglücklicherweise existiert ein solcher feiner Mo-
dulraum weder im Fall algebraischer Kurven noch für die meisten an-
deren geometrischen Objekte, wie z.B. Vektorbündel über Kurven oder
die oben erwähnten stabilen Abbildungen von Kurven in ein projektives
Schema. Die obige universelle Eigenschaft kann jedoch abgeschwächt
werden in einer Weise, die die Existenz (sogar als quasiprojektive Va-
rietät) von Parameterräumen für Kurven beliebigen Geschlechts sicher-
stellt.

Definition 2.1.3 Unter einem groben Modulraum projektiver alge-
braischer Kurven vom Geschlecht g versteht man ein Schema Mg mit
folgenden Eigenschaften:

� Die abgeschlossenen Punkte von Mg stehen in Bijektion mit den
Isomorphieklassen von (nichtsingulären) Kurven vom Geschlecht
g.

� Für eine beliebige flache Familie X �! T von Kurven vom Ge-
schlecht g gibt es einen Morphismus h : T �! Mg derart, daß Xt

11Äquivalent dazu kann man E als verzweigte zweifache Überlagerung von P
1 mit

Verzweigungspunkten 0; 1;1 und � auffassen.
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für jeden abgeschlossenen Punkt t 2 T in der durch h(t) 2 Mg

gegebenen Isomorphieklasse liegt.

Bemerkungen: (i) Das Konzept des groben Modulraumes läßt sich
auch auf andere Objekte als Kurven übertragen; in einigen Fällen
möchte man jedoch an der eineindeutigen Beziehung zwischen Fa-
milien X �! T und Morphismen T �! M festhalten und nimmt
dafür in Kauf, daß das universelle Objekt M kein Schema mehr
ist, sondern ein sogenannter Stack.

(ii) Ähnlich wie im Fall g = 1 betrachtet man für höheres
Geschlecht zunächst das Modulproblem für Kurven C vom Ge-
schlecht g mit gegebener Wahl einer projektiven Einbettung; dies
führt auf eine quasiprojektive Varietät — das sogenannte Hil-
bert-Schema — auf dem eine reduktive Gruppe (nämlich PGLn
für geeignetes n) operiert. Mg wird dann realisiert als Quotient
des Hilbert-Schemas nach dieser reduktiven Gruppe [56]. Damit
steht — und das ist ein wichtiger Punkt an dieser Stelle — Mum-
ford’s GIT als leistungsfähiges Werkzeug zur Verfügung. Dies ge-
stattet insbesondere eine natürliche Kompaktifizierung von Mg,
indem man Isomorphieklassen sogenannter stabiler Kurven hin-
zunimmt; hierbei heißt eine Kurve stabil, wenn sie höchstens
gewöhnliche Doppelpunkte besitzt [12].

(iii) Schließlich seien in Verallgemeinerung der Situation für Kur-
ven p1; : : : ; pn abgeschlossene Punkte auf einer projektiven, nicht-
singulären Kurve C. Für solche n-punktierten Kurven ist das Mo-
dulproblem ebenfalls gelöst worden: Es existiert ein grober Modul-
raum Mg;n und dieser besitzt wie im nicht-punktierten Fall eine
natürliche Kompaktifizierung (die sogenannte Knudson-Deligne-
Mumford Kompaktifizierung) Mg;n [12]. Diesem Objekt kommt,
wie wir gleich sehen werden, in der konformen Feldtheorie eine
zentrale Bedeutung zu.

2.2 Parabolische Bündel

In diesem Abschnitt sei als Generalvoraussetzung k = C angenommen.
Sei B eine Borel-Untergruppe von G und T ein maximaler Torus in B;
sei � das zugehörige Wurzelsystem und � � � die Menge der einfa-
chen Wurzeln. 12 Zu jeder Untermenge � � � gehört eine (Standard-)
parabolische Untergruppe P� � B und umgekehrt (a priori könnte man
auch � durch ��� ersetzen; wir folgen der Konvention in der Literatur
zur konformen Feldtheorie, vgl. [49]); insbesondere hat man P; = B und
P� = G.

12Diese entsprechen den Vertizes im Dynkin-Diagramm.
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Sei ferner C eine (nichtsinguläre) projektive algebraische Kurve und
betrachte abgeschlossene Punkte p1; : : : ; pn in C, die durch Standard-
Parabolische P1; : : : ; Pn gelabelt seien; bezeichne mit �1; : : : ;�n die as-
soziierten Untermengen einfacher Wurzeln und setze �i := � � �i,
i = 1; : : : ; n. Der Einfachheit halber bezeichnen wir mit einem unter-
strichenen Buchstaben das entsprechende n-Tupel, d.h. p := (p1; : : : ; pn)

etc.; ferner meint im folgenden G-Bündel stets G-Prinzipalbündel.

Definition 2.2.1 Ein quasi-parabolisches G-Bündel vom Typ P ist
ein G-Bündel � : X �! C zusammen mit einem Element Fi in der Faser
des assoziierten Bündels X �G (G=Pi) über pi für alle i 2 f1; : : : ; ng. Ein
parabolisches G-Bündel vom Typ (P;m) ist ein quasi-parabolisches
G-Bündel vom Typ P versehen mit Gewichten (mij)j2�i für jedes i, wobei
die mij streng positive ganze Zahlen sind.

Unser Interesse an (quasi-) parabolischen Bündeln rührt her von einer
Arbeit von P.Kronheimer [44], in der es ihm gelungen ist, regulär halb-
einfache adjungierte Bahnen als Modulräume von “singulären” Instan-
tonen zu realisieren. Sei dazu wieder k die Lie-Algebra einer kompak-
ten, zusammenhängenden einfachen Lie-Gruppe K, t � k eine Cartan
Unteralgebra und G die Komplexifizierung von K. Ausgangspunkt von
Kronheimer’s Analyse sind erneut die Nahmschen Gleichungen bzw. die
dazu äquivalenten Gleichungen (vgl. Kapitel 1)

d A1

d t
= �2A1 � [A2; A3]

d A2

d t
= �2A2 � [A3; A1]

d A3

d t
= �2A3 � [A1; A2] :

Der Unterschied zum Fall nilpotenter Bahnen liegt in den Randbe-
dingungen: zunächst einmal steht für nicht-nilpotente Bahnen das
Jacobson-Morozov Theorem nicht zur Verfügung, mit dessen Hilfe sich
für ein nilpotentes Element X+ 2 g eine transversale Scheibe S+ an
G:X+ konstruieren ließ. Wir haben aber gesehen, daß für X+ = 0 und
damit für den trivialen Homomorphismus % : sl2 �! g die Scheibe S+
mit der ganzen Lie-Algebra übereinstimmte und man folglich für diesen
Spezialfall eine Beschreibung der nilpotenten Bahnen als Modulräume
erhält. Zur Charakterisierung der regulär halbeinfachen Bahnen wählt
P.Kronheimer ganz analog folgende Randbedingung für das Verhalten
bei t! +1:

lim
t!+1

A(t) = 0 ;

d.h. jedes Ai(t), i = 1; 2; 3, strebt für t ! +1 gegen Null. Sei nun
(�1; �2; �3) 2 t � t � t; die modifizierte Randbedingung für t ! �1 lau-
tet dann: Es existiert ein g 2 K derart, daß e2tAi(t) für t ! �1 gegen
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Ad(g)(�i) strebt (i = 1; 2; 3). Der Raum der Lösungen des obigen Systems
mit diesen Randbedingungen sei mitM(�1; �2; �3) bezeichnet.

Definition 2.2.2 Ein Tripel (�1; �2; �3) 2 t� t� t heißt regulär, falls der
Durchschnitt der Zentralisatoren zk(�i) nur aus der Cartan Unteralgebra
t besteht.

Theorem 2.2.1 Kronheimer Sei (�1; �2; �3) regulär und T � G ein maxi-
maler Torus; dann ist M(�1; �2; �3) diffeomorph zum homogenen Raum
G=T , d.h. zu einem regulär halbeinfachen adjungierten Orbit.

Kronheimer hat weiter gesehen, daß sich M(�1; �2; �3) ganz analog zur
Diskussion im ersten Teil als Modulraum SU2-äquivarianter gerahm-
ter ASD-Zusammenhänge im trivialen G-Bündel über der 4-Sphäre
auffassen läßt, allerdings handelt es sich dabei nicht um gewöhn-
liche Instantonen (d.h. solche endlicher Energie), sondern um ASD-
Zusammenhänge mit einem “Pol” im Ursprung 0 2 S4, vgl. [44]: A ist
eine schwache Lösung 13 der linearen Gleichungen

d�A = 0

d+A = 2�2

 
3X
i=1

�i!i

!
�0 ;

hierbei meint d+ : 
1(R) �! 
+(R) die Linearisierung der anti-
selbstdualen Yang-Mills Gleichung und f!ig ist eine Basis der selbst-
dualen 2-Formen im Ursprung. P.Kronheimer bezeichnet das Tripel
(�1; �2; �3) als das “Residuum” des Zusammenhanges. Fixiert man ei-
ne komplexe Struktur auf R4 (verträglich mit Metrik und Orientie-
rung) und identifiziert mithin R4 mit C2 , so ist klar (da Lösungen der
anti-selbstdualen Yang-Mills Gleichungen insbesondere die Integrier-
barkeit des zugehörigen @-Operators sicherstellen, s.o.), daß ein SU2-
äquivariantes Instanton auf R4nf0g ein SL2-äquivariantes G-Bündel
über C 2nf0g induziert. Die Rahmung des Instantons garantiert, daß
letzteres sich auf die “Gerade im Unendlichen” ausdehnen läßt und dort
trivialisiert ist. In vollständiger Entsprechung mit unserer obigen Dis-
kussion für den nilpotenten Fall liefert also jeder Punkt inM(�1; �2; �3)

ein SL2-äquivariantes G-Bündel über P2nf0g mit einer “gewissen Sin-
gularität” im Ursprung, das über der unendlichen Geraden trivialisiert
ist. Die Struktur der Singularität läßt sich interessanterweise mit Hilfe
parabolischer Bündel charakterisieren.

Wir haben oben gesehen, daß sich die Analyse SL2-äquivarianter
G-Bündel über P2 reduzieren läßt auf G-Prinzipalbündel über einer

13D.h. eine Lösung im Sinne von Distributionen
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projektiven Geraden durch den trivialen Orbit f0g und einen unend-
lich fernen Punkt f1g 2 SL2=B (zusammen mit einer B-Aktion). Ins-
besondere haben wir über diesen beiden Punkten Homomorphismen
R0; R1 : SL2 �! G. In Anlehnung an Kronheimers Arbeit wollen wir
im folgenden stets annehmen, daß R1 der triviale Homomorphismus
ist.

Lemma 2.2.1 Jedes SL2-äquivariante gerahmte G-Bündel
(X; �;P2;R0; R1) induziert ein quasi-parabolisches C� -äquivariantes
G-Bündel über der 2-punktierten projektiven Geraden (P1; f0g; f1g)

vom Typ (P (R0 � {); G). 14

Beweis: Die Einschränkung von (X; �;P2;R0; R1) auf eine Gerade L0;1
durch f0g und f1g liefert natürlich ein G-Bündel über P1, das aufgrund
der Homogenität der Situation nicht von der Wahl des unendlich fernen
Punktes f1g abhängt. Ferner haben wir oben gesehen, daß zu jedem
Jacobson-Morozov Homomorphismus % : sl2 �! g (und damit auch zu
jedem Homomorphismus R : SL2 �! G) auf die angegebene Weise eine
parabolische Untergruppe assoziiert werden kann (nämlich gerade die

Kempfsche “schlimmste” Parabolische zu %

�
0 1

0 0

�
), von der wir anneh-

men können, daß sie Standard-Form hat. 15 Offenbar wird der triviale
Homomorphismus R1 von ganz G zentralisiert, also ist der Typ des
quasi-parabolischen Bündels (P (R0 � {); G). Die C � -Aktion ist die oben
angegebene Operation des Torus von SL2. 16

�

Bemerkung: Um zu illustrieren, daß man in der Tat noch etwas mehr
Struktur zur Verfügung hat, führen wir uns zunächst die diffe-
rentialgeometrische Situation vor Augen: Da sich die Situation
von P2 auf P1 �= S2 reduziert, macht die ASD-Bedingung keinen
Sinn mehr; sie wird ersetzt durch die Forderung der Flachheit des
Zusammenhanges. Man wird daher auf die Untersuchung U(1)-
äquivarianter flacher K-Bündel über R2nf0g mit Trivialisierung
im Unendlichen geführt. Die “Singularität” im Ursprung bedeu-
tet, daß der Zusammenhang A nicht-triviale Monodromie besitzt:

14Hierbei ist { : Gm �! SL2 wie im ersten Abschnitt der natürliche Homomorphis-

mus t 7!
�
t 0

0 t�1

�
. Äquivalent dazu kann man auch die Restriktion von R0 auf einen

maximalen Torus T �= Gm von SL2 betrachten.
15Da jede Parabolische zu einer Standard-Parabolischen konjugiert ist, kann man

dies stets erreichen.
16Eigentlich hat man sogar eine B-Aktion; wir sind aber später nur daran interes-

siert, daß in den Fixpunkten der C � -Aktion auf natürliche Weise quasi-parabolische
Strukturen gegeben sind, nämlich durch die zum induzierten Homomorphismus � :

C
� �! G assoziierte parabolische Untergruppe P (�) von G.
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Die Krümmung von A verschwindet über S2nf0g und in f0g ist die
Krümmung (im Sinne von Distributionen) gegeben durch

FA = ��0 ;

wobei � 2 k ein Element der Lie-Algebra von K ist, von dem wir
annehmen wollen, daß es regulär ist, d.h. die adjungierte Bahn
von � soll die maximal mögliche Dimension haben. Das “Residu-
um” � bestimmt dann das Monodromieelement (bzw. seine Konju-
gationsklasse): Die U(1)-Aktion gestattet nämlich die Wahl eines
ausgezeichneten Logarithmus, so daß man nicht nur ein Element
exp(�) 2 K, sondern sogar � 2 k erhält. Diese “singulären” Bündel
mit vorgegebenem Residuum � werden nun gerade durch die ad-
jungierte Bahn von � parametrisiert, da sich alle solchen Bündel
lediglich in der Wahl der Trivialisierung im Unendlichen un-
terscheiden [44]. Berücksichtigt man ferner, daß die Krümmung
nicht anderes ist als die Impulsabbildung für die Aktion der Eich-
gruppe auf dem unendlich-dimensionalen affinen Raum der Zu-
sammenhänge im trivialen Bündel über S2, so kann man die ad-
jungierte Bahn von � also auffassen als eine Art verallgemeiner-
ter Marsden-Weinstein-Reduktion. 17 Von besonderem Interesse
sind nun solche (regulären) adjungierten Bahnen, die zusätzlich
eine gewisse “Quantisierungsbedingung” erfüllen (bzw. die assozi-
ierten Konjugationsklassen von K); für solche konnte A.Kirillov
nämlich zeigen, daß sie in eineindeutiger Beziehung zu den irre-
duziblen Darstellungen von K stehen [38]. Als Beispiel betrachten
wir G = SU(2); dann entsprechen die irreduziblen Darstellungen
den Konjugationsklassen von Matrizen der Form

g :=

�
e2�i# 0

0 e�2�i#

�
; # 2 Q :

Wir kommen nun zur algebraisch-geometrischen Beschreibung der
Situation mit Hilfe parabolischer Bündel. Sei also G eine zusam-
menhängende, einfach zusammenhängende einfache algebraische
Gruppe vom Rang r, g ihre Lie-Algebra und h � g eine Cartan Unteral-
gebra von g. Sei (m1; : : : ; mr) 2Z

r
�0 ein r-Tupel positiver ganzer Zahlen,

dem wir in offensichtlicher Weise eine parabolische Untergruppe P von
G zuordnen: Die P definierende Untermenge � von � bestehe aus den-
jenigen einfachen Wurzeln �i 2 �, für die mi = 0 ist. Nach Konstruktion
induziert (m1; : : : ; mr) einen Satz von parabolischen Gewichten m für

17Auf diese Weise reproduziert man (zugegebenermaßen auf einem großen Umweg)
das wohlbekannte Resultat, daß adjungierte Bahnen eine symplektische Struktur tra-
gen, siehe z.B. [1].
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P . 18 Andererseits liefert ein solches Tupel (m1; : : : ; mr) aber auch ein
integrales dominantes Gewicht � 2 h�, indem man � :=

P
mi�i setzt,

wobei die �i die fundamentalen dominanten Gewichte sind. Auf diese
Weise erhält man also eine Bijektion zwischen integralen dominanten
Gewichten und parabolischen Strukturen; diese Beobachtung wird
weiter unten im Zusammenhang mit konformen Feldtheorien noch
zum Tragen kommen. Ferner operiere die multiplikative GruppeGm in
natürlicher Weise auf P1; bezeichne die beiden Fixpunkte dieser Aktion
mit f0g bzw. f1g. Dann gilt:19

Satz 2.2.1 Gm-äquivariante parabolische Bündel vom Typ (P;m) über
der punktierten projektiven Geraden (P1; f0g)mit Trivialisierung im Un-
endlichen 20 werden durch die (ko-) adjungierte Bahn von � parametri-
siert.

Beweis: Bei fest gewähltem � und damit bei vorgegebenem Typ (P;m)

unterscheiden sich solche Bündel nämlich ausschließlich durch die
Wahl der Trivialisierung in f1g, vgl. auch obige Bemerkung. �

Beispiel: Sei G = SL2, d.h. vom Typ A1. In diesem Fall gibt es nur eine
einfache Wurzel � (das Dynkin-Diagramm besteht nur aus einem
Vertex) und ein fundamentales Gewicht �. Entsprechend besteht
das “Tupel” m nur aus einer positiven ganzen Zahl m. Faßt man
ein dominantes integrales Gewicht m� vermöge Exponentiation
als Charakter �m der Borel-Untergruppe B � G auf, so erhält man
ein assoziiertes Geradenbündel G �B C �m (indem man B auf C
vermöge �m operieren läßt), dessen Dual (G�B C �m )

_ sich mit der
m-ten Potenz des Hyperebenenbündels OP1(1) identifiziert. Nach
dem Borel-Weil Theorem trägt H0(G=B; (G�B C�m )

_) die (m+ 1)-
dimensionale irreduzible Darstellung von SL2.

Im Hinblick auf die Anwendung in der konformen Feldtheorie benöti-
gen wir eine detailliertere Beschreibung des Modulraumes quasi-
parabolischer G-Bündel über einer Kurve C. Hierzu ist es nützlich,
sich zunächst den Spezialfall der G-Bündel anzuschauen (in diesem
Fall hat man schlicht keine Punkte auf C markiert). Sei dazu C eine
nichtsinguläre projektive irreduzible Kurve und p 2 C ein abgeschlos-
sener Punkt; bezeichne die affine Kurve Cnp mit C�. 21 Ist G eine zu-
sammenhängende, einfach zusammenhängende algebraische Gruppe,

18Vgl. Definition 2.2.1 für die Definition parabolischer Gewichte.
19Letztlich als Konsequenz von Satz 1.5.4
20
Gm operiere trivial auf der Faser über f1g, d.h der induzierte Homomorphismus

Gm �! G algebraischer Gruppen sei der triviale Homomorphismus.
21Einen Beweis des nicht-trivialen Faktums, daß Cnp tatsächlich affin ist, findet man

beispielsweise in dem Buch von W.Fulton [22].
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so seien für eine beliebige C -Algebra A die A-rationalen Punkte von G

mit G(A) bezeichnet. Ferner seien cOp die Vervollständigung des lokalen
Ringes Op von C in p und bkp der Quotientenkörper von cOp. Zu diesen
Daten betrachten wir die folgenden drei Objekte:

� G := G( bkp) (die “Schleifengruppe” zu G);

� P := G(cOp) (die natürliche maximale parahorische Untergruppe
von G);

� P� := G(k[C�]) (die Untergruppe von G bestehend aus allen Mor-
phismen von C� nach G).

Sei X (G;C) die Menge der Isomorphieklassen von G-Bündeln über C.

Satz 2.2.2 Die Menge X (G;C) steht in Bijektion zur Menge der Doppel-
nebenklassen P�nG=P .

Dieser Satz ist natürlich wohlbekannt, vgl. beispielsweise [46], [61]. Der
Beweis ist jedoch instruktiv und soll daher kurz skizziert werden; er
beruht ganz wesentlich auf dem folgenden Resultat von Harder [25].

Lemma 2.2.2 Jedes G-Prinzipalbündel über C� ist trivial.

Beweis des Satzes: Man definiert zunächst eine Abbildung ' : G �!

X (G;C) in folgender Weise: Seien {1 : Spec(cOp) �! C und {2 : C
� ,! C; {1

und {2 liefern eine Überdeckung von C und wir betrachten die trivialen
G-Bündel über den beiden “Karten” Spec(cOp) und C�. Dann identifiziert
sich das Produkt

F := Spec(cOp)�C C�

mit Spec( bkp), und nach einem “Verklebungs”-Lemma von Grothendieck
[53] genügt es, einen Automorphismus des trivialen G-Bündels über
Spec( bkp) (d.h. ein Element von G) anzugeben, um ein G-Bündel über
C zu spezifizieren.

Seien nun g; g0 2 G; dann sind '(g) und '(g0) genau dann isomorph,
wenn es zwei Isomorphismen

�1 : Spec(cOp)�G �! Spec(cOp)�G

und

�2 : C
�
�G �! C� �G

von G-Bündeln gibt derart, daß das Diagramm

Spec( bkp)� G
�1jSpec(ckp)
������! Spec( bkp)� G

g0

??y ??yg
Spec( bkp)� G

�2jSpec(ckp)
������! Spec( bkp)� G
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kommutativ ist. Nun ist jeder Isomorphismus �1 (bzw. �2) durch ein Ele-
ment h 2 P (bzw. h0 2 P�) gegeben, so daß '(g) genau dann zu '(g0)

isomorph ist, wenn es Elemente h 2 P und h0 2 P� gibt mit der Ei-
genschaft, daß h0

�1gh = g0. Folglich faktorisiert ' über P�nG=P und
induziert eine Injektion ' : P�nG=P �! X (G;C); da jedes G-Bündel
über Spec(cOp) trivial ist, ist ' auch surjektiv. �

In Verallgemeinerung dieses Resultates konnten Y.Laszlo und
C.Sorger [49] zeigen, daß die Menge X (G;C; p; P ) der Isomorphie-
klassen von quasi-parabolischen G-Bündeln vom Typ P in eineindeu-
tiger Beziehung stehen zur Menge P�n(G=P �

Qn
i=1G=Pi) der P�-

Nebenklassen in G=P �
Qn

i=1G=Pi; hierbei operiert P� auf G=P durch
Linksmultiplikation und auf G=Pi vermöge der Auswertung ePi :

P� �! G, � 7! �(pi). Das klingt zwar ziemlich abstrakt, ist aber im
Prinzip ganz einfach, wie das folgende Beispiel aus der komplexen Ana-
lysis verdeutlicht.

Beispiel: Sei C = P1 und G = SLn, d.h. wir betrachten holomorphe
Vektorbündel über der Riemannschen Zahlenkugel. Wähle Karten
U0 := P1nf1g undU1 := P1nf0g. Da U0 undU1 Steinsch sind, sind
die Restriktionen jedes Vektorbündels E über P1 auf U0 bzw. U1
notwendigerweise trivial. Folglich erhält man E durch Verkleben
von U0 � C

n und U1 � C
n vermöge einer holomorphen Abbildung


 : U0 \ U1 �! SLn :

Nach einem Resultat von Birkhoff faktorisiert 
 in 
��
+, wobei

� (bzw. 
+) holomorph auf U1 (bzw. U0) und � ein Homomorphis-
mus der Form z 7! diag(za1 ; : : : ; zan) ist. Durch Koordinatenwech-
sel vermöge 
+ auf U0 � Cn und 
�1� auf U1 � C n läßt sich E so-
mit auch durch � als “Verklebungsabbildung” konstruieren und ist
daher isomorph zu einer direkten Summe La1 � � � � � Lan von Ge-
radenbündeln (hierbei ist L das Hopf-Bündel). Diese Variante des
Birkhoffschen Resultates geht auf Grothendieck zurück.

Die obigen Bijektionen zwischen Isomorphieklassen von G-Bündeln und
Doppelnebenklassen lösen das Modulproblem zunächst leider nur auf
der Ebene der Stacks. Wir wollen als nächstes zeigen, daß X(p; P ) :=

G=P �
Qn

i=1G=Pi zwar keine algebraische Varietät im herkömlichen
Sinne ist (X(p; P) ist unendlich-dimensional), aber immerhin noch die
Struktur einer sogenannten Ind-Varietät trägt, vgl. [68].

Definition 2.2.3 Unter einer Ind-Varietät versteht man eine Menge X
zusammen mit einer Filtrierung

X0 � X1 � X2 � : : :

derart, daß
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(i)
S
n�0Xn = X

(ii) Jedes Xn ist eine C -Varietät und die Inklusionen Xn ,! Xn+1 sind
abgeschlossene Immersionen.

Sind alle Xn affin (bzw. projektiv), so spricht man auch von einer affinen
(bzw. projektiven) Ind-Varietät. Ind-Varietäten muten auf den ersten
Blick etwas exotisch an, doch man überlegt sich leicht, daß beispielswei-
se jeder separable C -Vektorraum eine Ind-Varietät ist. Insbesondere ist
natürlich auch jede C -Varietät X eine Ind-Varietät (Xn = X für jedes
n).

Definition 2.2.4 Sind X und Y zwei Ind-Varietäten mit Filtrierungen
Xn und Yn, so heißt eine Abbildung f : X �! Y ein Morphismus, falls
es für jedes n � 0 eine Zahl m(n) � 0 gibt derart, daß f(Xn) � Ym(n) und
f jXn : Xn �! Ym(n) ein Morphismus von C -Varietäten ist.

Ebenso läßt sich in enger Analogie zum endlich-dimensionalen Fall jede
Ind-Varietät mit einer Topologie versehen (U � X ist per definitionem
offen, falls für jedes n der Durchschnitt U \Xn in Xn Zariski-offen ist),
und auch das Konzept des Tangentialraumes in einem Punkt x 2 X

läßt sich übertragen, indem man TxX als den Limes n ! 1) der Zari-
ski Tangentialräume TxXn definiert. Schließlich überlegt man sich, daß
endliche Produkte von Ind-Varietäten in kanonischer Weise wieder Ind-
Varietäten sind (für zwei Ind-Varietäten X und Y mit Filtrierungen Xn
und Yn setze man (X � Y )n := Xn � Yn).

Definition 2.2.5 Eine Ind-Varietät G heißt eine Ind-Gruppe, falls G

(als Menge) eine Gruppenstruktur trägt und die Abbildung

G� G �! G

(g1; g2) 7�! g1g
�1
2

ein Morphismus ist. Ein Homomorphismus von Ind-Gruppen ist ein
Homomorphismus von Gruppen, der überdies ein Morphismus der zu-
grundeliegenden Ind-Varietäten ist.

Ist G eine Ind-Gruppe undX eine Ind-Varietät, so spricht man von einer
G-Ind-Varietät, falls G auf X (im mengentheoretischen Sinne) operiert
und die Aktion G � X �! X ein Morphismus von Ind-Varietäten ist.
Ind-Varietäten sind in vielerlei Hinsicht ein natürlicher Ausgangspunkt
einer “unendlich-dimensionalen algebraischen Geometrie”. Für unsere
Belange ist das folgende Resultat von I.Shafarevich [68] von Bedeutung.

Satz 2.2.3 Sei G eine Ind-Gruppe mit Einselement e; dann trägt der
Tangentialraum TeG an G in e in natürlicher Weise die Struktur einer
Lie-Algebra.
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Schließlich wollen wir der Vollständigkeit halber noch die Entspre-
chung eines Vektorbündels über einer Ind-Varietät angeben. Sei dazu
Y eine Ind-Varietät mit Filtrierung Yn. Dann versteht man unter ei-
nem Vektorbündel (vom Rang r) über Y eine Ind-Varietät E zusammen
mit einem Morphismus � : E �! Y derart, daß En �! Yn für jedes
n ein Vektorbündel (vom Rang r) im herkömmlichen Sinne ist; hier-
bei ist En := ��1(Yn). Sind � : E �! Y und �0 : E0 �! Y zwei Vek-
torbündel über Y und ' : E �! E0 ein Morphismus von Ind-Varietäten,
so heißt ' ein Bündelhomomorphismus, falls �0 � ' = � und darüber
hinaus 'jEn : En �! E0

n für alle n ein Bündelhomomorphismus endlich-
dimensionaler Vektorbündel ist. Diese Definition läßt sich in nahelie-
gender Weise auf Prinzipalbündel verallgemeinern; für uns ist jedoch
im wesentlichen der Spezialfall der Geradenbündel (d.h. r = 1) von In-
teresse.

Definition 2.2.6 Sei Y eine Ind-Varietät. Dann heißt die abelsche
Gruppe Pic(Y ) der Isomorphieklassen von Geradenbündeln über Y die
Picard-Gruppe von Y ; die Gruppenstruktur ist hierbei durch das Ten-
sorprodukt von Geradenbündeln gegeben.

Lemma 2.2.3 Sei P = (P1; : : :Pn) ein n-Tupel von (Standard-) pa-
rabolischen Untergruppen der zusammenhängenden, einfach zusam-
menhängenden einfachen algebraischen Gruppe G. Dann ist X(p; P ) :=

G=P �
Qn

i=1G=Pi eine Ind-Varietät.

Beweis: Da die endlich-dimensionalen homogenen Räume G=Pi tri-
vialerweise Ind-Varietäten sind und wie oben bereits erläutert end-
liche Produkte von Ind-Varietäten in kanonischer Weise wieder Ind-
Varietäten sind müssen wir nur zeigen, daß G=P eine Ind-Varietät ist.
Dies ist von P.Slodowy in [73] bewiesen worden; wir wollen sein Ar-
gument hier kurz skizzieren: Fixiere eine Borel-Untergruppe B � G

und einen maximalen Torus T � B und sei B die Standard-Borelsche
der “Schleifengruppe” G = G(C ((t))). Ferner sei N(T ) der Normalisa-
tor von T in G und Mor(C � ; N(T )) die Gruppe aller regulären Abbil-
dungen f : C � �! N(T ); letztere enthält T als normale Untergruppe,
und der Quotient cW := Mor(C � ; N(T ))=T ist die zu G gehörende affine
Weylgruppe. Es ist klar, daß cW die (endliche) Weylgruppe W von G als
Untergruppe enthält. Nun besitzt die verallgemeinerte Fahnenmannig-
faltigkeit X := G=P in Analogie zum endlich-dimensionalen Fall eine
Bruhat-Zerlegung

X =
[

w2cW=W

BwP=P :
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Als Coxetergruppe besitzt cW eine Partialordnung � (die sogenannte
Bruhat-Ordnung), die eine Partialordnung � incW=W induziert:

u mod W =: u � v := v mod W ; u; v 2 cW ;

falls es ein w 2 W gibt mit

u � vw :

Für jedes w 2cW=W definiert man dann die (verallgemeinerte) Schubert
Varietät

Xw :=
[
v�w

BvP=P ;

und erhält eine Filtrierung von X , indem man setzt:

Xn :=
[

Xw ;

hierbei meint
S

die Vereinigung über solche Schubert Varietäten, für
die (mit w = w mod W ) die “invariante Länge” l(w) von w kleiner ist
als n; hierbei ist die “invariante Länge” definiert als das Minimum der
gewöhnlichen Längenfunktion l :cW �! N über die W -Nebenklasse von
w: l(w) := min fl(ws) j s 2 Wg.

Sei nun l > 0 eine beliebige positive ganze Zahl undHl die Basisdar-
stellung der zu G assoziierten affinen ungetwisteten Kac-Moody Alge-
bra bg zum Level l, vgl. [33]; sei vl der Höchstgewichtsvektor in Hl. Als
Konsequenz der Bruhat-Zerlegung ist dann die Abbildung

{l : X �! P(Hl)

gP 7�! [gvl]

injektiv, und P.Slodowy konnte zeigen, daß für jedes n ein endlich-
dimensionaler Unterraum Vn � Hl existiert derart, daß {l(Xn) in P(Vn)
Zariski abgeschlossen ist. Versieht man Xn so mit der Struktur einer
(reduzierten) projektiven Varietät, daß die Einschränkung {ljXn eine ab-
geschlossene Immersion wird, so erhält man auf X die Struktur einer
projektiven Ind-Varietät. Wir sollten anmerken, daß diese Struktur von
der Wahl des Levels l völlig unabhängig ist [73]. �

Ferner konnte Kumar [46] folgende Aussage beweisen.

Lemma 2.2.4 P� ist eine Ind-Gruppe.

Beweis: Wir folgen dem Beweis in [46]. Wähle eine Einbettung G ,!

SLN � MN (von der die Konstruktion nicht abhängt) und eine C -
Basis ff1; f2; f3; : : :g von C [C� ] derart, daß ordpfn � ordpfn+1 für al-
le n � 1, d.h. die Ordnung der Polstelle von fn in p wachse mono-
ton in n. Sei Mor(C�;MN) die Menge aller Morphismen von C� nach
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MN und { : P� ,! Mor(C�;MN) die natürliche Injektion. Die Idee ist
nun, eine Filtrierung von P� durch eine Filtrierung von Mor(C�;MN)

zu induzieren. Sei dazu Morn der endlich-dimensionale Vektorraum von
Morphismen ' : C� �! MN mit der Eigenschaft, daß sämtliche Ma-
trixeinträge höchstens Pole der Ordnung n haben. Hierdurch erhält
man eine Filtrierung Mor0 � Mor1 � Mor2 : : : von Mor(C�;MN); set-
ze P�n := {�1(Morn). Nun gibt es für jedes n offenbar ein k(n) derart,
daß sich ein beliebiger Morphismus ' = ('ij) 2 Morn in der Form
'ij =

Pk(n)

k=1 z
k
ijfk schreiben läßt. Koordinatisiert man Morn durch die

(zkij), so ist P�n als Nullstellengebilde von Polynomen in den (zkij) eine
abgeschlossene (reduzierte) Untervarietät in Morn und P� wird hier-
durch mit der Struktur einer affinen Ind-Varietät versehen. Aus dieser
Konstruktion ist klar, daß P� mit der punktweisen Multiplikation zu
einer Ind-Gruppe wird. �

Kumar zeigt [46] weiter, daß die Linksmultiplikation von P� auf
G=P ein Morphismus von Ind-Varietäten ist. Läßt man also P� auf G=P
durch Linksmultiplikation und auf den homogenen Räumen G=Pi durch
die Auswertung

epi : P
�
�! G

' 7�! '(pi)

operieren, so erhält man unmittelbar

Lemma 2.2.5 X(p; P ) := G=P �
Qn

i=1G=Pi ist eine P�-Ind-Varietät.

Im nächsten Schritt wollen wir ein homogenes Geradenbündel auf G=P
angeben, von dem sich zeigen läßt, daß es die Picard-Gruppe Pic(G=P)

erzeugt; Einzelheiten findet man in [73], [46] und [61].
Für jeden separablen Vektorraum V definiert man das tautologische

Geradenbündel LV auf P(V ) wie folgt: Als Menge sei

LV := f(l; v) 2 P(V )� V j v 2 lg ;

dann ist LV Zariski abgeschlossen in der Ind-Varietät P(V ) � V und
läßt sich mit einer Ind-Struktur versehen derart, daß LV ,! P(V ) � V

eine abgeschlossene Immersion ist. Die Projektion LV �! P(V ) auf den
ersten Faktor macht LV dann zu einem Geradenbündel über P(V ).

Beispiel: Sei V = C 2 . Dann ist LV gerade die “Aufblasung” (blow-up)
des Ursprungs in C2 .

Sei nun H1 die Basisdarstellung zum Level l = 1 der zu G assoziierten
affinen Kac-Moody Algebra, LH1

das tautologische Bündel über P(H1)
und L�H1

das zu LH1
duale Bündel. Definiere dann das Geradenbündel

OG=P(1) als den Pullback von L�H1
vermöge {1 : G=P ,! P(H1) und setze

OG=P(l) := OG=P(1)

l.
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Lemma 2.2.6 Die Abbildung

Z �! Pic(G=P)

l 7�! [OG=P(l)]

ist ein Isomorphismus.

Es stellt sich die Frage, was sich in der allgemeineren Situation quasi-
parabolischer Bündel über Pic(G=P�

Qn
i=1G=Pi) aussagen läßt. Wir wol-

len uns überlegen, daß gilt:

Lemma 2.2.7 Pic(G=P �
Qn

i=1G=Pi)
�= ZOG=P(1) �

Qn
i=1X(Pi), wobei

X(Pi) die Charaktergruppe von Pi ist.

Zum Beweis dieses Resultates machen wir folgende Vorüberlegung: Die
Schleifengruppe G operiert zwar (im mengentheoretischen Sinne) auf
G=P , aber diese Aktion läßt sich nicht zu einer G-Aktion auf dem Ge-
radenbündel OG=P(1) fortsetzen; man muß daher zu einer zentralen Er-
weiterung eG von G übergehen, und es gibt ein kanonisches Verfahren,
sich diese zentrale Erweiterung zu verschaffen, nämlich mit Hilfe der
sogenannten Mumford-Gruppe (vgl. [61]). Diese ist als Menge gegeben
durch

f(g; ') j g 2 G; ' : g�OG=P(1)
�

���! OG=P(1)g ;

d.h. durch Paare (g; ') bestehend aus einem Gruppenelement g 2 G und
einem Automorphismus ' von OG=P(1), der die Aktion von g auf der
Basis induziert. Die Produktstruktur ist gegeben durch

(g; ')(g0; '0) = (gg0; ''0) :

Die Mumford-Gruppe von L�H1
ist gerade GL(H1). Da sich H1 zu einer

projektiven Darstellung � : G �! PGL(H1) integrieren läßt, erhält
man durch den Pullback (vermöge �) der zentralen Erweiterung

1 ���! Gm ���! GL(H1) ���! PGL(H1) ���! 1

eine zentrale Erweiterung

1 ���! Gm ���!
eG ���! G ���! 1 :

Da außerdem die Einschränkung von H1 auf g
 C [[z]] zu einer Darstel-
lung P �! GL(H1) integriert werden kann, spaltet die obige exakte
Sequenz kanonisch über P und OG=P(1) ist gerade das zum Charakter
pr1 : Gm � P �! Gm assoziierte Geradenbündel über G=P .

Beweis von Lemma 2.2.7: Sei �i die zu Pi gehörende Menge einfa-
cher Wurzeln. Jedes Gewicht � mit der Eigenschaft, daß h�; �_i = 0 für
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alle � 2 �i definiert (vermöge Exponentiation) einen Charakter von Pi,
und umgekehrt kommt jeder Charakter von einem solchen Gewicht her,
d.h. X(Pi) = f� j h�; �

_i = 0 8� 2 �ig. Nach dem, was wir oben über
assoziierte Bündel gesagt haben, induziert jedes � 2 X(Pi) ein Gera-
denbündel L(�) := G �Pi C � über G=Pi. Nach [18] (vgl. auch [39]) gibt
es dann eine exakte Sequenz

X(G) ���! X(Pi) ���! Pic(G=Pi) ���! Pic(G) ;

nun ist X(G) = 0, da G als einfach vorausgesetzt ist, und da G einfach
zusammenhängend sein soll, ist auch Pic(G) trivial, so daß wir einen
Isomorphismus X(Pi) �= Pic(G=Pi) erhalten. Hieraus folgt zusammen
mit der Vorüberlegung zum Spalten der exakten Sequenz

1 ���! Gm ���!
eG ���! G ���! 1 :

und dem Geradenbündel OG=P(1) die Behauptung. �

Benutzt man das (keineswegs triviale!) Faktum, daß jeder Charak-
ter � : P� �! Gm trivial ist 22 [49], so ergibt sich folgendes Resultat,
das später im Zusammenhang mit gewissen konformen Feldtheorien
— den sogenannten WZW-Modellen — noch eine wichtige Rolle spielen
wird.

Lemma 2.2.8 Pic(X (G;C; p; P ) �=ZOG=P(1)�
Qn

i=1X(Pi).

Im Hinblick auf die Anwendungen in der konformen Feldtheorie ist es
zwar ausreichend, Geradenbündel über G=P bzw. P�nG=P zu betrach-
ten, aus mathematischer Sicht ist dies jedoch etwas unbefriedigend;
man möchte stattdessen Geradenbündel über einem groben Modulraum
parabolischer Bündel und ihre Schnitte untersuchen. Zur Konstruktion
eines groben Modulraumes benötigen wir den Begriff der Stabilität. Um
eine allzu unübersichtliche Notation zu vermeiden, wollen wir uns im
folgenden auf den Fall algebraischer Vektorbündel (d.h. G = SLn) be-
schränken und ferner annehmen, daß auf C nur ein Punkt markiert
ist. Eine Verallgemeinerung auf G-Prinzipalbündel für andere einfache
Gruppen und endlich viele markierte Punkte findet man beispielsweise
in [62] bzw. [47]; wir folgen der Darstellung in [67].

Sei also E �! C ein Vektorbündel von Rang n über C und q 2 C

ein Punkt; eine quasi-parabolische Struktur im obigen Sinne ist dann
nichts anderes als die Wahl einer Fahne

Eq = E1
q � E2

q � � � � � Er
q

22Der entscheidende Punkt ist, daß man auch im unendlich-dimensionalen Kontext
die Reduziertheit der Ind-Gruppe P� zeigen kann.
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in der Faser Eq über q mit dim Ei
q =: li und l1 � l2 � � � � � lr. Man

nennt das Tupel l := (l1; : : : ; lr) auch den Typ 23 und die Differenzen
k1 := l1 � l2, : : : , kr�1 := lr�1 � lr, kr := lr die Multiplizitäten der quasi-
parabolischen Struktur. Sind zusätzlich Konstanten (�1; : : : ; �n) =: �

mit 0 � �1 � � � � � �n < 1 gegeben derart, daß in � r verschiedene
Elemente �0 := (�01; : : : ; �

0
r) mit 0 � �01 < � � � < �0r < 1 auftreten, und

zwar �0i genau ki-mal, so spricht man von einer parabolischen Struktur
und �0i heißt das Gewicht von Ei

q.
24

Definition 2.2.7 Sind E und E0 Vektorbündel über C mit quasi-
parabolischen Strukturen in q, so versteht man unter einem quasi-
parabolischen Isomorphismus einen Isomorphismus ' : E �! E0

von Vektorbündeln mit der zusätzlichen Eigenschaft, daß die Typen
von E und E 0 in q übereinstimmen und der induzierte Isomorphismus
'q : Eq �! E0

q die quasi-parabolische Struktur respektiert: 'q(Ei
q) = E0i

q

für jedes i. Sind darüber hinaus parabolische Strukturen gegeben, so ist
ein quasi-parabolischer Isomorphismus ' : E �! E0 ein parabolischer
Isomorphismus, falls für alle i 2 1; : : : ; r die Gewichte von Ei

q und E 0i
q

übereinstimmen.

Man kann nun den Begriff der Steigung eines Vektorbündels auf para-
bolische Bündel übertragen, indem man definiert:

par �(E) :=
�(E) +

Pn
i=1 �i

rk(E)
;

hierbei ist �(E) := deg(E)

rk(E)
die gewöhnliche Steigung des Vektorbündels

E.

Definition 2.2.8 Sei E �! C ein Vektorbündel über C mit einer pa-
rabolischen Struktur in q 2 C. Dann heißt E parabolisch semistabil
(bzw. parabolisch stabil), falls die parabolische Steigung par �(E) die
parabolische Steigung jedes echten Unterbündels F von E dominiert:
par �(F ) � par �(E) (bzw. par �(F ) < par �(E)). Hierbei versteht man
unter einem parabolischen Unterbündel ein Unterbündel im herkömmli-
chen Sinne mit folgender zusätzlicher Eigenschaft: Für jedes i0 existiert
ein j derart, daß F i0

q � E
j
q , und angenommen, j0 sei minimal mit dieser

Eigenschaft, dann stimmen die Gewichte von Fi0q und E
j0
q einschließlich

ihrer Multiplizitäten überein.
23In der Definition einer quasi-parabolischen Struktur haben wir den Typ durch eine

Standard-Parabolische charakterisiert. Eine solche stabilisiert aber gerade eine Fah-
ne in Eq und die Angabe der Dimensionen li ist gleichbedeutend mit der Angabe der
parabolischen Untergruppe.

24In der obigen Definition einer parabolischen Struktur auf einem G-Prinzipalbündel
waren die parabolischen Gewichte als ganze Zahlen vorausgesetzt; durch geeignete
Normierung kann man aber natürlich erreichen, daß die Gewichte zwischen 0 und 1

liegen.
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Beispiel: Sei E ein Vektorbündel vom Rang 2 über C und q 2 C ein
markierter Punkt; ferner seien �1; �2 zwei voneinander verschie-
dene Gewichte mit 0 � �1 < �2 < 1. Sei der parabolische Grad von
E bezüglich � = (�1; �2) gegeben durch

par deg�(E) := deg(E) + �1 + �2 :

Fixiere eine Gerade L in der Faser Eq über q (und damit eine Fah-
ne) und definiere für jedes Unterbündel F von E

par deg�(F ) :=

(
deg(F ) + �2 falls Fq = L

deg(F ) + �1 sonst :

Dann ist E (bzw. genauer das Paar (E;L)) semistabil bezüglich �,
falls für alle echten Unterbündel

par deg�(F ) �
1

2
par deg�(E)

gilt.

Schließlich hat auch die Harder-Narasimhan Filtrierung eine Entspre-
chung für parabolische Bündel [67]:

Satz 2.2.4 Sei E parabolisch semistabil. Dann gibt es eine Filtrierung
E = E1 � E2 � : : : durch parabolisch semistabile Bündel Ei mit
par �(Ei) = par �(E) für jedes i derart, daß

(i) Für jedes i ist das Quotientenbündel Ei=Ei+1 versehen mit der
natürlichen parabolischen Struktur parabolisch stabil;

(ii) Das graduierte Objekt gr(E) :=
L

Ei=Ei+1 ist bis auf parabolische
Isomorphie eindeutig bestimmt.

Definition 2.2.9 Seien E und E0 zwei parabolisch semistabile Vek-
torbündel mit gegebener parabolischer Struktur � = (�1; : : : ; �n) in
q 2 C und deg(E) = deg(E 0) = d. Dann heißen E und E0 S-äquiva-
lent, falls gr(E) = gr(E0). Bezeichne die Menge der S-Äquivalenzklassen
solcher Bündel mit M(d; �).

In Verallgemeinerung des Resultates über die Existenz eines groben
Modulraumes für Vektorbündel über Kurven konnte C.Seshadri [67]
dann die folgende Aussage zeigen.

Theorem 2.2.2 Die Menge M(d; �) der S-Äquivalenzklassen parabo-
lisch semistabiler Vektorbündel vom Grad d mit parabolischer Struktur
� trägt die Struktur einer normalen, projektiven Varietät und wird da-
durch zu einem groben Modulraum.
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Wie wir oben gesehen haben, spezifiziert die Wahl eines Levels l und
eines Tupels � = (�1; : : : ; �n), �i 2 X(Pi), von Charakteren ein Gera-
denbündel L(l; �) über X (G;C; p; P). Schließlich kann man sich überle-
gen, daß Schnitte in L(l; �) dasselbe sind wie Schnitte in einem geeig-
neten Geradenbündel über dem Modulraum parabolisch semistabiler
Bündel. Dies läßt sich mit den in [47] oder [5] verwendeten Methoden
zeigen, erfordert jedoch erhebliche technische Vorbereitungen. Da das
Resultat bekannt ist, verzichten wir darauf, den allgemeinen Fall vor-
zustellen und begnügen uns mit dem (einfachen, aber interessanten)
Spezialfall, daß keine Punkte auf C markiert sind, d.h. wir betrachten
Divisoren auf dem Modulraum M semistabiler Vektorbündel vom Rang
n über C (mit trivialer Determinante). In diesem Fall können wir das
geeignete Geradenbündel direkt angeben.

Wir beginnen mit einer Vorbemerkung. Sei g das Geschlecht von C

und in Verallgemeinerung der Jacobi-Varietät Jac(C) sei Jacg�1(C) die-
jenige Varietät, welche Geradenbündel vom Grad g � 1 über C parame-
trisiert. Man definiert dann den Theta-Divisor durch

� := fM 2 Jacg�1(C) j H0(C;M) 6= 0g ;

für jedes Geradenbündel L vom Grad g � 1 liefert die Abbildung M 7!

M 
 L�1 dann einen Isomorphismus (Jacg�1(C);�) �= (Jac(C);�L), wo-
bei der Divisor �L gegeben ist durch

�L := fE 2 Jac(C) j H0(C;E 
 L) 6= 0g :

Analog kann man für Vektorbündel folgendermaßen vorgehen: Defi-
niere für ein beliebiges Geradenbündel L vom Grad g � 1

�L := fE 2M j dim H0(C;E
 L) > 0g ;

der Modulraum M übernimmt für Vektorbündel vom Rang n >

1 also gewissermaßen die Rolle der Jacobi-Varietät. J.Drezet und
M.Narasimhan konnten zeigen [15], daß �L einen (Cartier-) Divisor auf
M definiert, daß das assoziierte Geradenbündel L� := O(�L) von der
Wahl von L nicht abhängt, und daß L� die Picard-Gruppe von M er-
zeugt: Pic(M) =ZL�. Dann gilt, vgl. [5], [17], [47]:

Theorem 2.2.3 H0(M;L
l� ) �= H0(X (G;C);OG=P(l)).

2.3 Konforme Feldtheorien

Mit diesen Vorbereitungen ist es nun möglich, konforme Feldtheorien in
axiomatischer Weise zu definieren und eine Klasse von Theorien — die
sogenannten WZW-Modelle — explizit zu konstruieren. Genauer sollte
man vielleicht sagen, daß wir ein Axiomensystem angeben werden; es
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gibt in der Literatur nämlich verschiedene Definitionen, was eine (ra-
tionale) konforme Feldtheorie sein soll [7], [21], [54], [65], und die Äqui-
valenz dieser Definitionen ist keineswegs klar. Wir folgen dem Ansatz
in [21]; der Einfachheit halber nehmen wir wieder k = C an.

Sei � eine endliche Menge versehen mit einer Involution � 7! ��

(in dem zu besprechenden Beispiel wird � eine geeignete Menge von
Darstellungen einer einfachen Lie-Algebra sein).

Definition 2.3.1 Unter einer n-punktierten gewichteten Kurve
(C; p; �) wollen wir eine stabile projektive algebraische Kurve C zu-
sammen mit einem n-Tupel p := (p1; : : : ; pn) ausgezeichneter nichtsin-
gulärern Punkte verstehen, wobei jeder Punkt pi zusätzlich mit einem
Label �i 2 � versehen sein soll.

Definition 2.3.2 Eine rationale konforme Feldtheorie ist ein Funk-
tor, der jeder n-punktierten gewichteten Kurve (C; p; �) einen endlich-
dimensionalen k-Vektorraum VC(p; �) zuordnet derart, daß

RKFT 1 VP1(;) = k.

RKFT 2 Für �� := (��1; : : : ; �
�
n) besteht ein kanonischer Isomorphismus

VC(p; �)
� �= VC(p; �

�) :

RKFT 3 Ist (C; p; �) die disjunkte Vereinigung zweier n-punktierter ge-
wichteter Kurven (C0; p0; �0) und (C 00; p00; �00), so ist VC(p; �) ge-
rade das Tensorprodukt der beiden Vektorräume VC0(p

0; �0) und
VC00(p

00; �00):

VC(p; �) = VC0(p
0; �0)
 VC00(p

00; �00) :

RKFT 4 Ist f : X �! A 1 eine durch die affine Gerade A 1 parametrisierte
flache Familie nichtsingulärer n-punktierter Kurven, d.h. eine Fa-
milie von Kurven derart, daß die markierten Punkte p1(t); : : : ; pn(t)
algebraisch vom Parameter t 2 A1 abhängen, 25 so existiert für je-
des t 2 A 1 ein Isomorphismus

VCt(p(t); �)
�= VC0(p(0); �) :

25D.h. die pi sind Schnitte von f im Sinne der algebraischen Geometrie, vgl. [27].
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0 t

C0 Ct

pi(0)
pi(t)

RKFT 5 Angenommen, die Faser C0 besitzt im Punkt s einen gewöhnli-
chen Doppelpunkt; sei cC0 die Normalisierung von C0 und s separie-
re in die beiden Punkte s0; s00 2 cC0. Dann existiert ein Isomorphis-
mus

VCt(p(t); �)
�=

X
�2�

V
cC0
(p(0); s0; s00; �; �; ��) :

Bemerkung: Es stellt sich natürlich die Frage, wodurch die Forde-
rungen RKFT 1 bis RKFT 5 motiviert sind. Hierzu merken
wir zunächst an, daß in der physikalischen Literatur stets ei-
ne komplex-analytische Beschreibung benutzt wird, und die Vek-
torräume VC(p; �) außerdem als unitär angenommen werden;
die Interpretation folgt dann folgender Philosophie: Die Kur-
ve C spielt die Rolle einer zwei-dimensionalen (Euklidischen)
Raum-Zeit; die grundlegenden Objekte einer Feldtheorie auf die-
ser Raum-Zeit sind die sogenannten n-Punkt-Funktionen, die
einem n-Tupel von (primären) Feldern �1; : : : ; �n, die in Punk-
ten p1; : : : ; pn auf der Raum-Zeit C lokalisiert sind 26, eine Zahl
h�1 : : :�ni zuordnen. Sind die �i observable Felder (z.B. der
Energie-Impuls-Tensor), so kann man h�1 : : :�ni auffassen als den
Erwartungswert einer Messung dieser Größen an den gegebe-
nen Punkten. Solche n-Punkt-Funktionen werden gewöhnlich mit
Hilfe des Feynman-Integrals ausgedrückt, das aber (mit weni-
gen Ausnahmen) nicht wohldefiniert ist! Die obigen Axiome um-
gehen diese Schwierigkeit, indem die “bekannten” Eigenschaften
der n-Punkt-Funktionen axiomatisiert werden. Die Zahl h�1 : : :�ni

26Wir ignorieren hier die Schwierigkeiten im Zusammenhang mit punktartig lokali-
sierten Feldern.
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erhält man im wesentlichen durch Auswertung geeigneter Schnit-
te in dem durch die VC(p; �) gegebenen projektiv flachen Vek-
torbündel über dem Modulraum der punktierten Kurven. Genau-
er: Die Auswertung eines solchen Schnittes liefert einen Vektor
in einem endlich-dimensionalen Vektorraum V �= C n ; mit Hilfe
des natürlichen Skalarproduktes auf dem Cn erhält man h�1 : : :�ni
dann als das Quadrat der Norm dieses Vektors.

Zur Illustration wollen wir als nächstes einen nicht-trivialen Funk-
tor angeben, der die Axiome einer rationalen konformen Feldtheorie
erfüllt und dessen Konstruktion auf A.Tsuchiya, K.Ueno und Y.Yamada
[75] zurückgeht. Sei dazu g die Lie-Algebra einer einfachen algebrai-
schen Gruppe G. Wähle eine Cartan Unteralgebra h � g; endlich-
dimensionale irreduzible Darstellungen von g werden parametrisiert
durch gewisse Linearformen auf h — die sogenannten dominanten Ge-
wichte, die mit P+ bezeichnet seien. Sei ferner V� die zu einem domi-
nanten Gewicht � 2 P+ gehörige Darstellung. Schließlich sei �_ die zur
höchsten Wurzel � (bzgl. (g; h) gehörige Kowurzel; definiere den Level l
von V� als die positive ganze Zahl l := h�; �_i.

Die Menge � sei gegeben durch die Menge Pl der dominanten Ge-
wichte mit Level � l. Die Involution auf Pl wird dadurch gegeben, daß
man � 2 Pl das zur dualen Darstellung V �� assoziierte dominante Ge-
wicht �� zuordnet.

Gemäß RKFT 3 genügt es, den Vektorraum VC(p; �) für eine zu-
sammenhängende Kurve anzugeben. Sei also C eine solche Kurve und
wähle einen von den pi’s verschiedenen Hilfspunkt q. Sei FC� die Alge-
bra der regulären Funktionen auf der affinen Kurve C� := Cnq; dann
trägt g 
 FC� in natürlicher Weise die Struktur einer Lie-Algebra, in-
dem man die Klammer definiert durch [X 
 f; Y 
 g] := [X; Y ] 
 fg.
Durch Einbettung von g 
 FC� in die zu g assoziierte affine unget-
wistete Kac-Moody Algebra bg erhält man eine natürliche Darstellung
von g 
 FC� , nämlich die sogenannte Basisdarstellung (basic represen-
tation) Hl zum Level l, vgl. [33]. Andererseits operiert g 
 FC� auf
V�i durch (
f):v := f(pi)X:v, folglich auch auf dem Tensorprodukt
V� := V�1 
 � � � 
 V�n.

Definition 2.3.3 Unter dem Wess-Zumino-Witten Modell vom Typ (g; l)

versteht man den folgenden Funktor von der Kategorie der n-punktierten
gewichteten Kurven in die Kategorie der endlich-dimensionalen k-
Vektorräume:

WZW(C; p; �) := Homg
FC� (Hl; V�) :

Theorem 2.3.1 (Tsuchiya-Ueno-Yamada) Der Funktor WZW erfüllt die
Axiome RKFT 1 bis RKFT 5 und definiert somit eine rationale konforme
Feldtheorie.
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Sei l 2 Zfest gewählt. Nun ist die Wahl einer Darstellung � von G

gleichbedeutend mit der Wahl einer Standard-Parabolischen P zusam-
men mit einem Charakter � 2 X(P ). Gibt man sich folglich ein n-Tupel
� = (�1; : : :�n) von G-Moduln vom Level � l vor, so wird dadurch ei-
nerseits der Typ eines quasi-parabolischen G-Bündels gegeben, ande-
rerseits nach Lemma 2.2.8 aber auch ein Geradenbündel L(l; �) über
X (G;C; p; P ). Das Hauptergebnis der Arbeit [49] besagt dann, daß der
Funktor

(C; p; �) �! H0(X (G;C; p; P );L(l; �))

(zumindest für die klassischen Gruppen) dieselbe rationale konfor-
me Feldtheorie definiert wie der Funktor WZW; mit anderen Wor-
ten: Die endlich-dimensionalen Vektorräume Homg
FC� (Hl; V�) und
H0(X (G;C; p; P );L(l; �)) sind kanonisch isomorph.

Bemerkung: Eine explizite Beschreibung der Räume VC(p; �) ist im
allgemeinen schwierig; im Zusammenhang mit den halbeinfachen
adjungierten Bahnen spielt aber ja der Spezialfall C = P1 eine
zentrale Rolle, und in diesem Fall kann man VP1(p; �) auf relativ
elementare Weise charakterisieren. Sei nämlich U� die von Ele-
menten der Form X 
 z�p mit p � 1 erzeugte Unteralgebra von
End(Hl) und X� 2 g ein Eigenvektor der adjungierten Wirkung
zur höchsten Wurzel �.

Satz 2.3.1 VP1(p; �) besteht aus denjenigen Elementen von V�, die
sowohl von g als auch von (X� 
 z�1)l+1 vernichtet werden.

Beweis: Gemäß der allgemeinen Theorie der Kac-Moody Algebren
gibt es in Hl einen nicht verschwindenden Vektor v, der von g 


C [[z]] annihiliert wird derart, daß Hl als U�-Modul von v erzeugt
wird mit (X� 
 z�1)l+1:v = 0 als einziger Relation. Da sich FC�

mit dem Polynomring C [z�1 ] identifiziert, besteht VP1(p; �) gerade
aus solchen Abbildungen Hl �! V�, die sowohl g-linear als auch
U�-linear sind; solche Abbildungen sind aber bestimmt durch das
Bild v0 von v, mit Relationen g:v0 = 0 und (X� 
 z�1)l+1:v0 = 0. �

Wie erwähnt, ist eine explizite Beschreibung der VC(p; �) für Kurven
höheren Geschlechts viel komplizierter; allerdings läßt sich zumindest
die Dimension dieser Vektorräume bestimmen. Das zentrale Hilfsmittel
hierzu ist der sogenannte Fusionsring, der — grob gesprochen — die
Information darüber enthält, wie sich die in der Theorie auftretenden
“Quantenzahlen” addieren.

Es soll daher im folgenden etwas detaillierter dargestellt werden,
was der Fusionsring einer konformen Feldtheorie ist und wie sich aus
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seiner Kenntnis die Dimension des Raumes VC(p; �) ergibt, siehe bei-
spielsweise [76] oder [4]. Zu diesem Zweck bemerken wir zunächst, daß
die Dimension von VC(p; �) wegen RKFT 4 nur vom Geschlecht g der
Kurve und der Menge f�1; : : : ; �ng der Label abhängt (jedoch z.B. nicht
von der Lage der markierten Punkte oder der Wahl einer komplexen
Struktur auf C).

Sei N(�) das von � erzeugte freie kommutative Monoid, d.h. N(�) be-
steht (als Menge) aus (formalen) Summen

P
ni�i mit �i 2 � und ni 2 N.

Wir identifizieren � mit einer Untermenge vonN(�) und setzen die Invo-
lution auf � linear zu einer Involution x 7! x� auf N(�) fort. Sei (C; p; �)
eine n-punktierte gewichtete Kurve vom Geschlecht g. Von den insge-
samt n markierten Punkten seien ni mit dem Element �i 2 � gewichtet.
Für das Element

x =

n Summandenz }| {
�1 + � � �+ �1| {z }

n1�mal

+ � � �+ �i + � � �+ �i| {z }
ni�mal

+ : : :

in N(�) sei dann

Ng(x) := dim VC(p; �) :

Faßt man Ng als Funktion von N(�) in die natürlichen Zahlen auf, so
ergeben sich aus den Axiomen RKFT 1 und RKFT 2 unmittelbar die
beiden folgenden Eigenschaften von Ng:

� N0(0) = 1;

� Ng(x
�) = Ng(x).

Ferner liefert auch RKFT 5 Einschränkungen an Ng; es sind hierbei
zwei Fälle zu unterscheiden: Entweder ist die Normalisierung cC0 der
speziellen Faser C0 vom Geschlecht g � 1 (Fig. (a)), oder cC0 ist die dis-
junkte Vereinigung zweier nichtsingulärer Kurven C0 und C 00 vom Ge-
schlecht g0 bzw. g00 mit g0 + g00 = g (Fig. (b)).

s
C0

cC0

(a) (b)

s
C0

cC0

C 0

C 00
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Im ersten Fall erhält man die Rekursionsformel

Ng(x) =
X
�2�

Ng�1(x+ �+ ��) ;

die es gestattet, die Funktionen Ng für beliebiges g iterativ aus N0 zu
bestimmen. Im zweiten Fall erhält man C0 aus cC0 durch Identifikation
von s0 2 C0 mit s00 2 C00; von den auf C0 markierten Punkten liegen
im allgemeinen einige auf C0 und einige auf C00. Seien x0 :=

P
pi2C0

�i
und x00 :=

P
pj2C00

�j ; dann ergibt sich aus RKFT 3 und RKFT 5 die
Beziehung

Ng(x
0 + x00) =

X
�2�

Ng0(x
0 + �)Ng00(x

00 + ��) :

Für g = 0 lauten die aus den Axiomen einer rationalen konformen Feld-
theorie resultierenden Relationen mithin:

� N0(0) = 1;

� N0(x
�) = N0(x) für alle x 2 N(�);

� N0(x+ y) =
P

�2�N0(x+ �)N0(x+ ��) für x; y 2 N(�).

Diese Überlegungen motivieren die folgende Definition.

Definition 2.3.4 Unter einer Fusionsregel auf der endlichen involuti-
ven Menge � versteht man eine Abbildung N : N(�) �!Zmit

FR 1 N(0) = 1 und N(�) > 0 für mindestens ein � 2 �;

FR 2 N(x�) = N(x) für alle x 2 N(�);

FR 3 Für beliebige x; y 2 N(�) gilt: N(x+ y) =
P

�2�N(x+�)N(y+ ��).

Bemerkung: In der Literatur wird meist noch angenommen, daß N

nicht-entartet ist in dem Sinne, daß zu jedem � 2 � ein x 2 N(�)

existiert mit N(�+ x) 6= 0; ansonsten schränke man N auf �nf�g
ein.

Beispiele: (i) Sei C = P1. Für das entsprechende WZW-Modell vom Typ
(g; l) definiert

N(
X

�i) := dim VP1(p; �)

eine nicht-entartete Fusionsregel auf der Menge Pl der dominan-
ten Gewichte vom Level � l.

(ii) Sei R ein kommutativer Ring mit einem involutiven Ring-
Homomorphismus x 7! x� und einer Z-linearen Form t : R �! Z;
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ist dann die Bilinearform (x; y) 7! t(xy�) symmetrisch und � eine
Orthonormalbasis (über Z) bezüglich dieser Bilinearform, die das
Einselement des Ringes enthält, so definiert die Abbildung

N : N(�)
�! ZX

n�� 7�! t
�Y

�n�
�

eine (nicht-entartete) Fusionsregel auf �: Die Bedingung an t im-
pliziert nämlich zum einen t(x) = t(x�) und t(1) = 1 und folglich
FR 1 und FR 2, zum anderen gilt für x; y 2 R:

t(xy) =
X
�2�

t(x�)t(y��) ;

da � eine Orthonormalbasis ist; hieraus folgt FR 3. Bemerkens-
werterweise gilt auch die Umkehrung: Sei N : N(�) �! Zeine
(nicht-entartete) Fusionsregel auf � und Z(�) bezeichne die von
� generierte freie abelsche Gruppe; wir fassen � als Untermenge
von Z(�) auf und definieren für �; � 2 �:

� � � :=
X
�2�

N(�+ �+ ��)� :

Durch bilineare Fortsetzung wird Z(�) mit dieser Multiplikation
zu einem kommutativen Ring und wegen FR 2 ist die fortgesetz-
te Involution x 7! x� ein Ring-Homomorphismus. Darüber hinaus
existiert eine (eindeutig bestimmte) Linearform t :Z(�) �! Zder-
art, daß

N(
X

n��) = t
�Y

�n�
�

für alle Elemente
P

n��) 2 N
(�), und es gilt t(���) = ��� für belie-

bige �; � 2 �. Für Einzelheiten vgl. [4].

Zu jeder konformen Feldtheorie ist somit ein kommutativer Ring —
der sogenannte Fusionsring F — assoziiert; dieser trägt eine sym-
metrische, positiv definite Bilinearform (:; :), bezüglich der die Label-
menge � eine Orthonormalbasis bildet. Da die Involution � ein Ring-
Homomorphismus ist, gilt (xy; z) = (x; y�z) für alle Elemente x; y; z

des Fusionsringes. Die Existenz einer solchen Bilinearform liefert star-
ke Einschränkungen an F . Insbesondere ist die “Komplexifizierung”
FC := F 
ZC von F isomorph zum Produktring

Qcard(�)

i=1 C : Setzt man
(:; :) nämlich zu einem Hermiteschen Skalarprodukt auf FC fort und be-
zeichnet für x 2 F den Endomorphismus y 7! xy von FC mit mx, so ist
der zu mx adjungierte Endomorphismus wegen (yx; z) = (y; x�z) gerade
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mx� . Da nun aber die Endomorphismen mx für verschiedene x mitein-
ander kommutieren, sind sie normal und damit diagonalisierbar, so daß
FC eine halbeinfache komplexe Algebra ist.

Seien nun � das Spektrum von FC , d.h. die (endliche) Menge der
Ring-Homomorphismen F �! C , und

� : FC �! C card(�)

x 7�! (�(x))�2� :

Nach dem zuvor gesagten ist � ein Isomorphismus komplexer Alge-
bren, und der durch �mx�

�1 gegebene Endomorphismus von Ccard(�)

ist gerade die Multiplikation mit �(x), wird also in der kanonischen
Basis von C card(�) dargestellt durch die Diagonalmatrix mit Einträgen
(�(x))�2�. Insbesondere erhält man für die Spur von mx unmittelbar
Trmx =

P
�2� �(x). Sei ! :=

P
�2� ��

� 2 F ; wegen

� � � =
X
�2�

N(�+ � + ��)� =
X
�2�

t(����)�

ist aber andererseits Tr m� =
P

�2� t(���
�) = t(�!) und damit

t(x!) = Trmx =
X
�2�

�(x)

für alle x 2 FC . Substituiert man x! x!�1 27, so erhält man

t(x) =
X
�2�

�(x)

�(!)
:

Wir sind jetzt in der Lage, vermöge der oben angegebenen Rekursions-
formel Ng für g � 1 zu berechnen:

Ng(�1 + � � �+ �n) =
X

�1;:::;�g2�

N0(�1 + � � �+ �n + �1 + ��1 + � � �+ �g + ��g )

=
X

�1;:::;�g2�

t(�1 � � ��n�1�
�
1 � � ��g�

�
g )

= t(�1 � � ��n!
g) :

Mit der oben gefundenen Beziehung t(x!) =
P

�2� �(x) folgt dann:

Ng(�1 + � � �+ �n) =
X
�2�

�(�1) � � ��(�n)�(!)
g�1 :

Wir fassen diese Überlegungen zusammen im
27�(!) =

P
�2� j�(�)j

2 > 0, so daß ! in FC invertierbar ist.
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Satz 2.3.2 Ist (C; p; �) eine n-punktierte gewichtete Kurve vom Ge-
schlecht g, so gilt für jede rationale konforme Feldtheorie

dim VC(p; �) =
X
�2�

�(�1) � � ��(�n)�(!)
g�1 ;

wobei � die Menge der Charaktere des zugehörigen Fusionsringes ist;
mit anderen Worten: Die Dimensionen der Vektorräume VC(p; �) lassen
sich bestimmen, sobald man die Charaktere des Fusionsringes explizit
kennt.

Beispiel (vgl. [76]): Betrachte das WZW-Modell vom Typ (sl2; l). Die
Lie-Algebra sl2 besitzt für jede natürliche Zahl p � 0 genau ei-
ne endlich-dimensionale irreduzible Darstellung, nämlich die p-te
symmetrische Potenz Sp der natürlichen zwei-dimensionalen Dar-
stellung C 2 . Das Tensorprodukt zweier solcher Darstellungen ist
nach der Clebsch-Gordan-Regel gegeben durch (p � q):

Sp 
 Sq = Sp+q � Sp+q�2 � � � � � Sp�q :

Da der Level von Sp gerade p ist, ist der Fusionsring F der von
S0; : : : ; Sl frei erzeugte Z-Modul. Die Multiplikation in F ergibt
sich nach der obigen Vorschrift zu (p � q)

Sp � Sq = Sp 
 Sq falls p+ q � l ;

Sp � Sq = S2l�p�q � S2l�p�q�2 � � � � � Sp�q falls p+ q � l ;

und F ist der Quotientenring des Darstellungsringes von sl2 nach
dem von Sl+1 erzeugten Ideal.

Sämtliche Charaktere des Darstellungsringes erhält man auf fol-
gende Weise: Für eine beliebige Darstellung V von sl2 und a 2 C

bezeichne caV den durch
�
ia 0

0 �ia

�
2 sl2 definierten Endomor-

phismus von V ; definiere den zugehörigen Charakter des Darstel-
lungsringes durch �a(V ) := Tr ecaV . Der so definierte Charakter
faktorisiert genau dann über F , wenn er auf Sl+1 verschwindet.
Explizit erhält man für �a(Sp) den Ausdruck

�a(S
p) =

sin(p+ 1)a

sin a
;

so daß �a(S
l+1) genau dann verschwindet, wenn a von der Form

k�
l+2

ist für 1 � k � l + 1. Anders ausgedrückt: Die Charaktere des
Fusionsringes F sind gerade diejenigen Charaktere des Darstel-
lungsringes mit a = k�

l+2 , 1 � k � l + 1. Da die Involution � für sl2
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trivial ist, erhält man ferner:

�(!) =

lX
p=0

�(Sp)2 :

Mit a = k�
l+2

ergibt sich wegen

lX
p=0

sin2((p+ 1)a) =
l

2
+ 1

für �a(!):

�a(!) =
l + 2

2 sin2 a
;

somit ist die Dimension des Vektorraumes VC(;) für das WZW-
Modell vom Typ (sl2; l) gegeben durch

dim VC(;) =

�
l

2
+ 1

�g�1 l+1X
k=1

1

(sin k�
l+2)

2g�2
;

hierbei bezeichnet g wieder das Geschlecht von C.
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A Fusionsringe, Superauswahlsektoren und
Unterfaktoren

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, daß sich jeder rationalen kon-
formen Feldtheorie ein (endlich erzeugter) kommutativer Ring zuord-
nen läßt, der die Informationen darüber enthält, welche “Ladungen”
in der Theorie auftreten und wie man sie addiert — der Fusionsring.
Ähnlich wie sich beispielsweise im Fall einfacher Lie-Gruppen die alge-
braische Struktur im Dynkin-Diagramm codieren läßt, kann man auch
die im Fusionsring enthaltene Information mittels eines sogenannten
Fusionsgraphen graphisch darstellen.

Beispiel: Wir betrachten noch einmal den Fusionsring des WZW-
Modells vom Typ (sl2; l). Durch Ausreduktion der Tensorprodukte
läßt sich die Multiplikation schreiben als

Sp � Sq =

min(2l�p�q;p+q)M
r=jp�qj

p+q�r gerade

Sr

Insbesondere gilt:

S1 � S0 = S1 ;

S1 � Sp = Sp�1 � Sp+1 ; für 0 < p < l ;

S1 � Sl = Sl�1 ;

woraus sich ergibt, daß der Fusionsring von S0 und S1 erzeugt
wird. Diese Formeln kann man in folgender Weise graphisch dar-
stellen:Der Fusionsgraph besteht aus l + 1 Vertizes, die den Ele-
menten S0; : : : ; Sl entsprechen, und die zu Sp sowie Sq korrespon-
dierenden Vertizes werden mit einer Kante verbunden, falls Sq

in S1 � Sp vorkommt (in diesem Beispiel treten keine Vielfachhei-
ten auf; anderenfalls wären die Vertizes durch mehrere Kanten zu
verbinden). Der resultierende Fusionsgraph ist daher ein Coxeter-
graph vom Typ Al+1:

S
0

S
1

S
2

S
3

S
l�1

S
l

Es liegt die Frage nahe, welche Graphen als Fusionsgraphen einer ra-
tionalen konformen Feldtheorie auftreten können; dies ist eng mit der
Frage der Klassifikation solcher Theorien verknüpft und stellt ein offe-
nes (und sehr schwieriges) Problem der konformen Feldtheorie dar.

Andererseits ist in dem oben besprochenen Rahmen gar nicht ganz
klar, inwieweit man überhaupt von einer Quantenfeldtheorie sprechen

67



kann, denn in der Quantentheorie sind Observable selbstadjungierte
Operatoren auf einem (separablen) Hilbertraum, deren Eigenwerte ge-
rade die im Experiment möglichen Meßwerte sind. Segal hat darüber
hinaus in [66] gezeigt, daß die Algebra der Observablen in der Quan-
tentheorie stets eine C�-Algebra ist, d.h. eine Algebra von beschränk-
ten Operatoren (bzw. daß man immer ohne Schwierigkeiten zu ei-
ner solchen Algebra übergehen kann). Daher ist die obige Konstruk-
tion der n-Punkt-Funktionen formal in dem Sinne, daß beispielsweise
der Energie-Impuls-Tensor — eine fundamentale Observable in jeder
vernünftigen Theorie — in diesem Rahmen ein unbeschränkter Opera-
tor ist, und man folglich bei Operatorprodukten mit Domänenproble-
men konfrontiert ist, die in diesem Ansatz schlicht ignoriert werden.

Die Frage nach der Ladungsstruktur einer Theorie, d.h. nach den
vorkommenden Quantenzahlen und ihrer Addition, ist im Rahmen der
Quantenfeldtheorie bekannt als die algebraische Theorie der Superaus-
wahlsektoren; für eine Einführung in dieses Gebiet nebst umfangrei-
chem Literaturverzeichnis verweisen wir auf [34]. Das für unsere Be-
lange interessante Resultat von Doplicher und Roberts [16] besagt nun
gerade, daß der “Fusionsring” bzw. etwas präziser die Superauswahl-
kategorie einer physikalisch sinnvollen 28 Quantentheorie identifiziert
werden kann mit der Darstellungskategorie einer kompakten Gruppe.
Grob gesprochen bedeutet dies, daß zu einer Observablenalgebra A mit
gegebener Ladungsstruktur stets eine C�-Algebra F von Quantenfel-
dern und eine kompakte Gruppe G — die sogenannte globale Eichgrup-
pe — existieren derart, daß A der G-invariante Teil von F ist: A = FG.
Unseres Wissens ist allerdings nicht klar, ob auch jede kompakte Grup-
pe tatsächlich auftritt.

Zusammenfassend kann man also sagen, daß das Konzept des Fu-
sionsringes, welches wir für rationale konforme Feldtheorien im Sin-
ne von RKFT 1 bis RKFT 5 eingeführt haben, auch in einem a priori
quantentheoretischen Rahmen Sinn macht und dort mit einer Inklusion
A = FG � F von C�-Algebren verknüpft ist. Wir wollen in diesem An-
hang eine spezielle Klasse solcher Inklusionen diskutieren, deren “Fu-
sionsgraph” 29 gerade ein Coxetergraph ist.

28Ohne auf Details einzugehen, bemerken wir, daß “sinnvoll” hier z.B. heißen soll, daß
die zugrundeliegende Raum-Zeit der vier-dimensionale Minkowskiraum ist, daß sich
Information nicht schneller als mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten kann (Lokalität
oder Einstein-Kausalität) etc., siehe [16] für Einzelheiten.

29Wir benutzen den Begriff “Fusionsgraph” hier etwas inflationär — in der Jones-
Theorie der Unterfaktoren spricht man vom Prinzipalgraphen einer Inklusion, siehe
unten.
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A.1 C�- und von Neumann-Algebren

Wir stellen der Vollständigkeit halber einige im Zusammenhang mit
Operatoralgebren wichtige Begriffe vor, vgl. [48]. Ist A ein komplexer
Banachraum versehen mit einer Algebrastruktur derart, daß

kxyk � kxkkyk 8x; y 2 A ;

so nennt man A eine Banach-Algebra. Existiert ferner eine normerhal-
tende Involution � auf A mit der Eigenschaft

kx�xk = kxk2 8x 2 A ;

so heißt A eine C�-Algebra.
Ein lineares Funktional ! auf einer C�-Algebra A heißt positiv, falls
!(x�x) � 0 8x 2 A. Ein positives lineares Funktional ! auf A mit
!(1) = 1 wird als Zustand auf A bezeichnet. Bemerkenswerterweise
induziert jedes positive lineare Funktional ! auf einer C�-Algebra A

eine Darstellung �! von A auf einem Hilbertraum H! mit einem Vektor

! derart, daß �!(A)
! dicht ist in H! und !(x) =< 
!; �!(x)
! >

8x 2 A; dies ist die Aussage des bekannten Gelfand-Naimark-Segal-
Theorems (GNS-Konstruktion).
Sei nun H ein Hilbertraum und B(H) die Menge der beschränkten li-
nearen Operatoren auf H und setze fürM� B(H):

M
0 := fx 2 B(H)jxM = Mx 8M 2 Mg ;

M0 ist die sogenannte Kommutante von M und nach Konstruktion ei-
ne unitale Banach-Algebra. Ist eine Unteralgebra von B(H) invariant
unter der Involution, so spricht man von einer �-Unteralgebra. Unter
einer von Neumann-Algebra in H versteht man eine �-UnteralgebraM
von B(H) mit der Eigenschaft, daßM = (M0)0 =M00.

Da wir einige Resultate aus der Theorie der Matrix-Algebren benöti-
gen, wollen wir diese kurz vorstellen, bevor wir uns dem interessan-
teren Fall unendlich-dimensionaler von Neumann-Algebren zuwenden.
Offenbar ist die Algebra Mn(C ) der n� n-Matrizen eine von Neumann-
Algebra, nämlich gerade der In-Faktor; 30 dieser ist Baustein jeder
endlich-dimensionalen von Neumann-Algebra in dem Sinne, daß jede
solche Algebra M eine Multi-Matrix-Algebra und also isomorph zu ei-
ner direkten Summe von Faktoren ist:

M �=

kM
i=1

Mni(C ) :

30Eine von Neumann-Algebra heißt ein Faktor, falls ihr Zentrum trivial ist; die Be-
zeichnung In bezieht sich auf die Klassifikation der sogenannten hyperfiniten Faktoren
nach Murray-von Neumann und Connes, vgl. beispielsweise [9].
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A.2 Inklusionsmatrix und Bratteli-Diagramm

Die im folgenden besprochene Theorie der Inklusionen von von
Neumann-Algebren bzw. Unterfaktoren ist im wesentlichen von V.Jones
und Mitarbeitern entwickelt worden; wir folgen der Darstellung in [23].
Für ein Paar 1 2 N � M beliebiger komplexer Algebren kann man
folgende Konstruktion durchführen: Man assoziiert zu der Inklusion
N � M eine Inklusion M � L, wobei L := EndrN(M) die als Rechts-
N -Modul aufgefaßte Algebra der Endomorphismen von M ist; M

identifiziert sich dann mit einer Unteralgebra von L, indem man x 2M

mit der Linksmultiplikation (y 7! xy) 2 L identifiziert. Durch Iteration
dieses Verfahrens, das auch als fundamentale Konstruktion bekannt ist
[23], erhält man einen durch N �M induzierten Turm

1 2M0 := N �M =: M1 � � � � �Mk � : : :

von komplexen Algebren. Definiert man den Rang rk(MkjM0) von Mk

über M0 als die minimale Anzahl von Generatoren von Mk (als Rechts-
M0-Modul), so gelangt man schließlich zum zentralen Begriff des Index
der Inklusion N �M , der gegeben ist durch

[M : N ] := lim
k!1

sup[rk(MkjM0)]
1
k :

Wir schränken uns jetzt auf Multi-Matrix-Algebren ein. In diesem Fall
kann man den Index vermöge einer sogenannten Inklusionsmatrix be-
stimmen, die wie folgt definiert ist: Für ein Paar N � M von Fakto-
ren findet man [23], daß der Index [M : N ] nichts anderes ist als das
Verhältnis der Dimensionen, also

[M : N ] =
dimC (M)

dimC (N)
;

die Inklusionsmatrix �MN ist für ein Paar von Faktoren eine 1�1-Matrix
mit Eintrag [M : N ]

1
2 . Für Multi-Matrix-Algebren geht man folgender-

maßen vor: Seien fpig1�i�m die minimalen zentralen Idempotenten in
M , d.h. M = �iMpi und jeder Summand Mpi ist ein Faktor; entspre-
chend seien fqjg1�j�n die minimalen zentralen Idempotenten in N . De-
finiere für jedes Paar (i; j):

Mij := piqjMpiqj und Nij := piqjNpiqj :

Aus der Theorie der Operatoralgebren ergibt sich (siehe z.B. [48]), daß
für piqj 6= 0 sowohl Mij als auchNij Faktoren sind. Die Inklusionsmatrix
der Inklusion N �M ist dann die Matrix �MN mit Einträgen

�ij = 0 falls piqj = 0 ;

�ij = [Mij : Nij ]
1
2 falls piqj 6= 0 :
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Bemerkung: Die Matrix �MN hat nur positive ganzzahlige Einträge,
denn [Mij : Nij ] ist stets eine Quadratzahl; in der Tat ist Mij

�=
Nij 
M�ij(C ).

Es stellt sich heraus, daß für Paare von Multi-Matrix-Algebren die Ma-
trix �MN zusammen mit den Dimensionen der minimalen Ideale in N

die Inklusion N �M vollständig bestimmt (bis auf einen inneren Auto-
morphismus von M ). Außerdem ist der Index [M : N ] durch das Norm-
Quadrat der Inklusionsmatrix bestimmt:

[M : N ] = k�M
N k

2 ;

hierbei ist die Norm die Euklidische Operatornorm, d.h. k�MN k :=

max fk�M
N �k j � 2 Rn; k�k � 1g.

Ist N � M eine Inklusion von Multi-Matrix-Algebren, so liefert die
fundamentale Konstruktion ebenfalls eine solche Inklusion M � L, d.h.
L := EndrN(M) ist wieder eine Multi-Matrix-Algebra; darüber hinaus ist
die Inklusionsmatrix �LM gerade die Transponierte von �MN , so daß �MN
alle Inklusionsmatrizen des Turmes

1 2M0 := N �M =: M1 � � � � �Mk � : : :

festlegt.

Bemerkung: Die Inklusionsmatrix �MN einer Inklusion N � M von
Multi-Matrix-Algebren läßt sich auch darstellungstheoretisch be-
schreiben [23]. Identifiziere hierzu M mit �mi=1EndC (Vi), wobei Vi
ein �i-dimensionaler Vektorraum sei, und betrachte die Aktion
von M auf V := �mi=1Vi. Ein Isomorphismus � : �nj=1M�j (C ) �!

N � M mit �(M�j(C )) = Nqj für jedes j ist dann eine Darstel-
lung von �nj=1M�j (C ) auf V . Jedes Vi ist ein nicht-trivialer N -
Untermodul; sei �i die zugehörige Unterdarstellung. Für qjpi 6= 0

ist qjpiVi = qjVi wiederum ein (nicht-trivialer) N -Untermodul,
dessen zugehörige Unterdarstellung �ij auf M�l(C ) für l 6= j ver-
schwindet, während die Einschränkung von �ij auf M�j (C ) gerade
ein Isomorphismus auf Nij � Mij = EndC (qjVi) ist. Die Vielfach-
heit dieser Darstellung ist �ij , d.h. es existiert eine Basis von qjVi
derart, daß �ij(x1; : : : ; xn) durch

diag(xj ; : : : ; xj| {z }
�ij -mal

)

dargestellt wird. Folglich besitzt Vi eine Basis mit der Eigenschaft,
daß �ij(x1; : : : ; xn) durch diag(x1; : : : ; x1; x2; : : : ; x2; : : : ; xn; : : : ; xn)

dargestellt wird; hierbei tritt xj gerade �ij-mal auf.
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Wir kommen nun zur diagrammatischen Codierung einer Inklusion
�nj=1M�j(C ) =: N � M := �mi=1M�i(C ) von Multi-Matrix-Algebren. Das
zu einer solchen Inklusion assoziierte Bratteli-Diagramm B(N � M)

erhält man wie folgt: B(N � M) besteht aus m schwarzen Vertizes
b1; : : : ; bm mit Gewichten �1; : : : ; �m und n weißen Vertizesw1; : : : ; wn mit
Gewichten �1; : : : ; �n; der i-te schwarze Vertex wird mit dem j-ten wei-
ßen Vertex mit �ij Linien verbunden. Mit anderen Worten: Das Bratteli-
Diagramm B(N �M) ist ein bikolorierter, gewichteter Multigraph.

Beispiel: Sei N := M�(C ) 
 1 � M := M�(C ) 
M3(C ); dann ist B(N �
M) der Graph

�

3�

und �M
N = [3].

Zu einer (endlichen oder unendlichen) Kette 1 2 M0 � M1 � : : : von
Multi-Matrix-Algebren und damit insbesondere auch zu einem durch
die fundamentale Konstruktion generierten Turm läßt sich nun in of-
fensichtlicher Weise ein Bratteli-Diagramm assoziieren, indem man
bildlich gesprochen die schwarzen Vertizes der Inklusion Mk � Mk+1

als weiße Vertizes der Inklusion Mk+1 � Mk+2 mit den entsprechenden
Gewichten auffaßt.

Fassen wir noch einmal zusammen: Wir haben für eine Inklusion
N � M von Multi-Matrix-Algebren eine Matrix �MN definiert, die die
Inklusion weitestgehend charakterisiert (zusammen mit den Dimensio-
nen der minimalen Ideale von N sogar vollständig) und deren Norm-
Quadrat den Index liefert. Ferner haben wir gesehen, wie wir die rele-
vante Information im sogenannten Bratteli-Diagramm B(N � M) co-
dieren können.

A.3 Unterfaktoren

Wir kommen nun zu einer Klasse von Inklusionen unendlich-
dimensionaler von Neumann-Algebren, den Inklusionen von II1-
Faktoren. Wir erinnern daran, daß eine von Neumann-Algebra M

ein Faktor ist, wenn ihr Zentrum Z(M) nur aus den Vielfachen der
Eins besteht. 31

31Wir setzen alle Algebren als unital voraus.
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Definition A.3.1 Unter einem II1-Faktor versteht man einen
unendlich-dimensionalen Faktor M , auf dem eine endliche normier-
te Spur Tr :M �! C existiert mit folgenden Eigenschaften:

(i) Tr(1) = 1;

(ii) Tr(xy) = Tr(yx) für alle x; y 2M ;

(iii) Tr(x�x) � 0 für alle x 2M .

Ein für unsere Belange besonders interessanter II1-Faktor ist der nach
Murray und von Neumann [57] (bis auf Isomorphie) eindeutig bestimm-
te hyperfinite II1-Faktor R, der sich mit der Clifford-Algebra eines
unendlich-dimensionalen Euklidischen Raumes E identifiziert; alterna-
tiv läßt sich R auch als schwacher Abschluß der CAR-Algebra 
1M2(C )

in der Spur-Darstellung realisieren. 32

Als nächstes sollen die Konzepte des Index und der fundamenta-
len Konstruktion für den speziellen Rahmen der II1-Faktoren formu-
liert werden. Sei also N � M eine Inklusion von II1-Faktoren; fer-
ner bezeichne L2(M) den Hilbertraum, den man erhält, wenn man M

bezüglich des Skalarproduktes hx; yi := Tr(x�y) vervollständigt. Mur-
ray und von Neumann [57] haben für jeden Hilbertraum, auf dem N

operiert (insbesondere also für L2(M)) eine positive Zahl — die Kopp-
lungskonstante zwischen N und seiner Kommutanten — eingeführt, die
wir mit dimN (L

2(M)) bezeichnen. 33 Definiere

[M : N ] := dimN(L
2(M)) ;

Jones hat gezeigt, daß diese Definition für II1-Faktoren zur oben ange-
gebenen ringtheoretischen Definition äquivalent ist, vgl. [23].

Ebenso läßt sich im Fall von II1-Faktoren die fundamentale Kon-
struktion auf alternative Weise beschreiben: Sei N � M eine Inklu-
sion von II1-Faktoren mit [M : N ] < 1. Wir fassen die natürliche
bedingte Erwartung von M auf N als orthogonale Projektion eN :

L2(M) �! L2(N) auf und definieren L als die von M und eN erzeug-
te von Neumann-Algebra, L := hM; eNi; L ist wieder ein II1-Faktor, so
daß man durch Iteration des Verfahrens wie oben einen Turm

1 2M0 := N �M =: M1 � � � � �Mk � : : :

32Die CAR-Algebra ist die Algebra der kanonischen Antivertauschungsrelationen,
grob gesprochen also die Feldalgebra des freien Dirac-Feldes.

33Die präzise Definition der Kopplungskonstanten ist sehr technisch, und da sie für
unsere Belange nicht unbedingt notwendig ist, verweisen wir auf die Originalarbeit
[57] oder das Buch von Kadison und Ringrose [48].
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erhält. Die Inklusionsmatrix besitzt zwar im unendlich-dimensionalen
Kontext ebenfalls ein unmittelbares Pendant, das allerdings eine In-
klusion von II1-Faktoren nicht so weit spezifiziert wie im endlich-
dimensionalen Fall. Dennoch kann man die relevante Information über
eine Inklusion N � M von II1-Faktoren graphisch codieren, und zwar
mit Hilfe des sogenannten Prinzipalgraphen: Sei N � M ein Paar von
II1-Faktoren mit [M : N ] < 1. Mittels der fundamentalen Konstrukti-
on erhält man einen Turm

1 2M0 := N �M =: M1 � � � � �Mk � : : : ;

setzt man Yk := N 0 \Mk , so ergibt sich der derivierte Turm

C = Y0 � Y1 � Y2 � : : : Yk � : : : :

Lemma A.3.1 Sei N � M eine Inklusion von II1-Faktoren mit [M :

N ] <1. Dann gilt dimC Yk <1 für alle k.

Beweis: Siehe z.B. [23]. �

Ausgehend vom derivierten Turm der Inklusion N � M läßt sich
der Prinzipalgraph � auf sehr anschauliche Weise aus dessen Bratteli-
Diagramm gewinnen. 34 Angenommen, das Bratteli-Diagramm des de-
rivierten Turmes hätte die Gestalt

C

Y1

Y2

Y3

Y4

Y5

1

1

1 1

2 1 1

2
4

1 1

6 4
6

34Die rein operatoralgebraische Konstruktion ist ziemlich unübersichtlich und ver-
wendet einige tiefere Resultate aus der Theorie der Operatoralgebren; mit Blick auf
die uns interessierenden Beispiele können wir jedoch auf den abstrakten Rahmen ver-
zichten; für Einzelheiten siehe [23].
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(es ist nicht klar, daß dieses Diagramm tatsächlich als Bratteli-
Diagramm eines derivierten Turmes einer Inklusion N � M von II1-
Faktoren auftritt!). Dann erhält man den Prinzipalgraphen, indem man
im Bratteli-Diagramm nach folgender Regel Vertizes und die von Ihnen
ausgehenden Kanten entfernt: Ein Vertex in der “Yk-Ebene” wird ge-
nau dann entfernt, wenn er durch Spiegelung an der “Yk�1-Ebene” aus
einem Vertex der “Yk�2-Ebene” hervorgeht. Ferner “vergißt” man die
Gewichte (geht also zu einem ungewichteten Graphen über) und mar-
kiert den Vertex in der “Y0-Ebene”. In dem oben skizzierten Bratteli-
Diagramm erhielte man für �:

Bemerkung: Man sagt, das Paar N � M habe endliche Tiefe genau
dann, wenn � ein endlicher Graph ist, und definiert die Tiefe k als
maximalen Abstand vom markierten Vertex � (in unserem Bei-
spiel k = 4).

Wir haben oben erwähnt, daß nicht klar ist, welche Bratteli-Diagramme
und damit welche Prinzipalgraphen in Inklusionen von II1-Faktoren
auftreten. Umgekehrt hat man jedoch zumindest ein Teilresultat:

Satz A.3.1 (i) Sei N �M eine Inklusion von II1-Faktoren mit [M : N ] <

4; dann ist � ein Coxetergraph vom Typ A, D oder E;
(ii) Ist N �M ein Paar von II1-Faktoren mit [M : N ] = 4, so ist � ein

Coxetergraph vom Typ eA, eD oder eE.

Beweis: Siehe [23]. �

Wir wollen jetzt eine explizite Konstruktion angeben, die die Coxe-
tergraphen vom Typ eA, eD und eE tatsächlich als Prinzipalgraphen ei-
ner Inklusion realisiert; da einerseits zwischen diesen Coxetergraphen
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und der Darstellungstheorie der endlichen Untergruppen von SU(2)

eine enge Beziehung besteht, vgl. [51], andererseits gemäß der oben
erläuterten Philosophie eine Inklusion in der Quantenfeldtheorie gera-
de die Darstellungstheorie der globalen Eichgruppe (d.h. einer kompak-
ten Gruppe) codiert, ist es naheliegend, eine Inklusion der Form RG � R

zu studieren, wobei R wie oben der hyperfinite II1-Faktor ist 35 und
G � SU(2) eine endliche Untergruppe von SU(2). Dieser Ansatz ist lei-
der zu naiv: Jones hat gezeigt, daß eine Inklusion der Gestalt MG �M

für eine beliebige (äußere) Aktion einer endlichen Gruppe G auf einem
II1-Faktor M stets Tiefe k = 2 hat.

Wir betrachten stattdessen für eine endliche Untergruppe G von
SU(2) die Inklusion RG � (R
M2(C ))

G . Dann gilt:

Satz A.3.2 Der Prinzipalgraph � der Inklusion RG � (R
M2(C ))
G ist

ein Coxetergraph vom Typ eA für eine zyklische Untergruppe G von SU(2),
vom Typ eD für eine binäre Diedergruppe und vom Typ eE6, eE7 bzw. eE8 für
die binäre Tetraeder-, binäre Oktaeder- bzw. binäre Ikosaedergruppe.

Beweisskizze (vgl. [26], [23]): G operiere vermöge Konjugation auf M2(C )

und mithin vermöge des unendlichen Tensorproduktes dieser Aktion
auf der CAR-Algebra. Da diese Operation die Spur erhält, setzt sie sich
zu einer Aktion auf R fort, und damit natürlich auch zu einer G-Aktion
auf R 
M2(C ). Mit den natürlichen bedingten Erwartungen ER : R 


M2(C ) �! R bzw. ERG : (R 
M2(C ))
G �! RG und den Einbettungen

RG ,! R sowie (R 
M2(C ))
G ,! R 
M2(C ) erhält man dann folgendes

kommutative Diagramm:

RG
E
RG

 ��� (R
M2(C ))
G??y ??y

R
ER
 ��� R
M2(C )

Zunächst ist klar, daß RG ein II1-Faktor ist, denn RSU(2) � RG enthält
in seiner unitären Gruppe die unendliche symmetrische Gruppe, die auf
R ergodisch operiert. Folglich besteht (RG)0 \ R aus den Vielfachen der
Identität und insbesondere ist RG ein Faktor. Sei

e1 :=
1

2
1R 
 (e11 
 e22 � e12 
 e21 � e21 
 e12 + e22 
 e11) ;

hierbei bezeichne eij die Projektion auf die entsprechende Komponente
von M2(C ). Für diese Projektion gilt:

� e1xe1 = ER(x)e1;

� (R
M2(C ))e1(R
M2(C )) = R
M2(C ) 
M2(C ).

35d.h. der schwache Abschluß der CAR-Algebra, siehe oben.
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Aus der allgemeinen Theorie der von Neumann-Algebren ergibt sich
damit, daß die fundamentale Konstruktion für die Inklusion R � R 


M2(C ) gerade die Algebra L := R 
 M2(C ) 
 M2(C ) liefert, wobei die
Projektion eR sich mit e1 identifiziert. Induktiv schließt man dann, daß
der von R � R
M2(C ) generierte Turm die Gestalt

R � R
M2(C ) � � � � � R
 (
kM2(C )) � : : :

hat. Die Projektionen ei lassen sich mit Hilfe des Shift-
Endomorphismus der CAR-Algebra aus e1 konstruieren (und sind
ebenso wie e1 SU(2)-invariant). Nach [23] ist [(R
M2(C ))

G : RG] = 4,
so daß der Prinzipalgraph notwendigerweise vom Typ eA, eD oder eE ist,
siehe oben.

Der Kernpunkt des Beweises ist nun folgendes Hilfsresultat [23]:

Lemma A.3.2 Seien N � M � P von Neumann-Algebren, ' ein treuer
normaler Zustand auf P , e eine Projektion in N0 \ P und schließlich G

eine Gruppe von Automorphismen von P , die N ,M ,' und e invariant
läßt. Angenommen

(i) eMe = Ne;

(ii) '(xe) = '(e)'(x) für alle x 2M ;

(iii) Tr = 'jPG ist eine Spur;

(iv) NG � MG � PG sind II1-Faktoren mit [MG : NG] = [PG : MG] =

'(e)�1.

Dann gibt es einen Isomorphismus � : hMG; eNGi �! PG derart, daß
�(eNG) = e und �(x) = x für alle x 2MG gilt.

In der vorliegenden Situation erhält man damit einen Isomorphismus
h(R 
M2(C ))

G ; eRGi
�= (R 
M2(C ) 
M2(C ))

G , der eRG auf e1 abbildet,
und induktiv ergibt sich mithin der zu RG � (R 
M2(C ))

G assoziierte
Turm zu

RG
� (R
M2(C ))

G
� � � � � (R
 (
kM2(C )))

G
� : : : :

Der derivierte Turm ergibt sich wie folgt: Da (RG)0 \ R nur aus den
Vielfachen der Eins besteht, gilt zunächst (RG)0\R
 (
kM2(C )) = 1R


(
kM2(C )) und außerdem (RG)0\(R
(
kM2(C )))
G = 1R
(


kM2(C ))
G ,

so daß der derivierte Turm gegeben ist durch

Y0 = C � (M2(C ))
G
� � � � � (
kM2(C ))

G
� : : : :

Die hierin auftretenden endlich-dimensionalen von Neumann-Algebren
sind aber gerade die Kommutanten der Potenzen der natürlichen Dar-
stellung von G auf C 2 , so daß man die McKay-Korrespondenz [51] zur
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Berechnung des Bratteli-Diagrammes und damit auch des Prinzipal-
graphen heranziehen kann: Sei � die Matrix, deren Zeilen und Spalten
durch die irreduziblen Darstellungen von G indiziert werden und de-
ren Eintrag an der Stelle (i; j) gerade die Vielfachheit von j im Tensor-
produkt von i mit der natürlichen zwei-dimensionalen Darstellung ist.
Dann ist � die “Adjacency”-Matrix eines Coxetergraphen vom Typ eA, eD
bzw. eE. Zur Konstruktion des Bratteli-Diagramms faßt man � als Inklu-
sionsmatrix auf und startet mit dem “Dimensionsvektor” (1; 0; : : : ; 0)t

auf der Y0-Ebene. Durch explizite Rechnung prüft man sofort nach, daß
man auf diese Weise genau den “richtigen” Prinzipalgraphen zu gege-
bener Gruppe G erhält. �

78



Literatur

[1] V.Arnol’d: Mathematische Methoden der klassischen Mechanik.
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Zusammenfassung

Wir betrachten die adjungierte Wirkung einer einfachen algebraischen
Gruppe G auf ihrer Lie-Algebra g. Dann zerfällt die nilpotente Varietät

N(g) := fx 2 g j (ad(x))N = 0 für N hinreichend großg

in endlich viele Bahnen. Das Jacobson-Morozov-Theorem gestattet für
jedes nilpotente Element x 2 N(g) die Konstruktion einer transversalen
Scheibe S an den G-Orbit von x. Sei O eine nilpotente Bahn, deren Ab-
schluß x enthält. Wir zeigen, daß sich O\S mit einem Modulraum SL2-
äquivarianter gerahmter G-Bündel über der projektiven Ebene identi-
fiziert; insbesondere erhält man für triviales x eine Beschreibung der
nilpotenten adjungierten Bahnen in g als Modulraum solcher Bündel.

Unter der von uns betrachteten SL2-Aktion zerfällt P2 in drei Bah-
nen, die sich mit den homogenen Räumen SL2=SL2, SL2=U und SL2=B
identifizieren lassen. Die Analyse SL2-äquivarianter G-Bündel über P2

reduziert sich auf G-Prinzipalbündel über einer projektiven Geraden
durch den trivialen Orbit und einen unendlich fernen Punkt f1g 2
SL2=B, und jedes SL2-äquivariante gerahmte G-Bündel über der pro-
jektiven Ebene induziert ein (quasi-) parabolisches G-Bündel über P1.
Mit Hilfe dieser “dimensionalen Reduktion” gelingt es, die halbeinfa-
chen Bahnen in g als Modulräume parabolischer Bündel zu beschrei-
ben; letztere spielen überdies in der konformen Feldtheorie eine zentra-
le Rolle, die wir ebenfalls kurz diskutieren.
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