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Einleitung

Charakterisierungsfragen bestimmen weite Teile der Mathematik. Dahinter
steht die Idee einer méglichst einfachen Beschreibung bestimmter Sachverhal-
te bzw. Strukturen. So spiegeln zum Beispiel die Peano-Axiome vollstandig
die Struktur dessen wieder, was wir in unserem unprézisen alltdglichen Sprach-
gebrauch unter Zahlen bzw. zdhlen verstehen. Diese Axiome liefern alle Ei-
genschaften, die wir den Zahlen zuschreiben wollen, wir charakterisieren also
durch eine Axiomatik die Zahlen. In der Geometrie gibt es ebenlalls zahlrei-
che Charakterisierungsfragen, man denke zum Beispiel an pappus’sche oder
desargues’sche Ebenen.

In dieser Arbeit beschéftigen wir uns mit der Charakterisierung von Benz-
Ebenen durch Schlieungssiatze. Die grundlegende Struktur ist hierbei durch
die Axiomatik der Benz-Ebene gegeben, eine Axiomatik, die ihrerseits eine
Zusammenfassung der Axiomatiken von Mébius-, Laguerre- und Minkowski-
Ebenen darstellt. Zur Charakterisierung bestimmter Benz-Ebenen, d.h. zur
Klassifikation, haben sich in der Vergangenheil zwei Schlieungssitze als
wichtig herausgestellt, der Satz von Miquel und der Biischelsatz, die un-
ter die (83, 64)-Konfigurationen fallen. Zwei recht einfache und {ibersichtliche
Konstellationen von Punkien und Kreisen — den grundlegenden Objekien von
Benz-Ebenen  kénnen dazu benutzt werden, Benz-Ebenen als eine gewisse
algebraische Struktur darzustellen, man spricht auch von der Koordinati-
sierung von Benz-Ebenen. Der Satz von Miquel und der Biischelsatz haben
also in Benz-Ebenen eine analoge Bedeutung wie der Satz von Pappus bzw.
der Satz von Desargues in projektiven Ebenen. So kann man Benz-Ebenen,
die den Satz von Miquel erfiillen, mit nicht-trivialen Ebenenschnitten mit
einem Ellipsoid, Kegel ohne Spitze iiber einer Ellipse bzw. einschaligen Hy-
perboloid in projektiven Rdumen PG/(3,F) iiber einem kommutativen Kérper
F identifizieren. Gilt statt des Satzes von Miquel der Biischelsatz, so ist der
zugrundeliegende Korper nicht notwendig kommutativ und es sind auch Ebe-
nenschnitte mit Ovoiden und Kegeln ohne Spitze iiber Ovalen zulassig. Wir
stellen in Kapitel 1 die grundlegenden Strukturen, die SchlieBungssédtze sowie



Beispiele fiir miquelsche und nicht-miquelsche Benz-Ebenen vor.

In den Voraussetzungen des Satzes von Miquel und des Biischelsatzes treten
acht Punkte auf, die in einer bestimmten Weise mit sechs Kreisen inzidieren.
Gibt es zu zwei Punkten einen Kreis, der mit beiden Punkten inzidiert, so sa-
gen wir, daf§ die Punkte verbindbar sind. Im Vordergrund dieser Arbeit steht
die Fragestellung, ob Charakterisierungen auch noch mit ahgeschwichten
Voraussetzungen im Satz von Miquel und im Biischelsatz méglich sind. Wir
lassen die Anforderungen an die Anzahl der Punkte sowie die Notwendig-
keit der Verbindbarkeit von zwei beteiligten Punkten fallen und erhalten ei-
ne grofle Vielfalt von Bedingungen vom miquelschen Typ bzw. Bedingungen
vom biischelartigen Typ mit reduzierter Punktezahl und mit nicht verbindba-
ren Punkten. Es sind dies insgesamt 119 Bedingungen vom miquelschen Typ
in Benz-Ebenen und 17 Bedingungen vom biischelartigen Typ in Laguerre-
Ebenen, die in den Abschnitten 2.3.1, 2.4.1, 2.5.1 bzw. 3.3 entwickelt werden.
Die Hauptaufgabe lautet nun, unter diesen Bedingungen Verbindungen zu
finden, d.h. wir folgern aus bestimmten Bedingungen den Satz von Miquel,
der bekannterweise miquelsche Benz-Ebenen charakterisiert. Wir bauen auf
den Ergebnissen von Artzy [3], Benz [8], [7]. [12], [I1], Chen [19], Samaga
[46], [47], [48], Schaeffer [50], [49] und v.d. Waerden [56] auf und erhalten

zusammenfassend als Resultat, dafl

—in Mobius-Ebenen alle 8- und 7-Punkte-Bedingungen vom miquelschen Typ
miquelsche Mobius-Ebenen charakterisieren,
— in Mobius-Ebenen mindestens drei der sieben 6-Punkte-Bedingungen vom
miquelschen Typ miquelsche Mobius-Ebenen charakterisieren,

in Mobius-Ebenen 5-Punkte- und 4-Punkte-Bedingungen vom miquelschen
Typ existieren, die miquelsche Mobius-Ebenen nicht charakterisieren,
— in Laguerre-Ebenen drei der vier 8-Punkte-Bedingungen vom miquelschen
Typ miquelsche Laguerre-Ebenen charakterisieren,
— in Laguerre-Ebenen eine 8-Punkte-Bedingung vom miquelschen Typ die
miquelschen Laguerre-Ebenen nicht charakterisiert,

in Laguerre-Ebenen alle 7-Punkte-Bedingungen vom miquelschen Typ mi-
quelsche Laguerre-Ebenen charakterisieren,
—in Laguerre-Ebenen ell der siebzehn 6-Punkile-Bedingungen vom miquel-
schen Typ miquelsche Laguerre-Ebenen charakterisieren,
—in Laguerre-Ebenen zwei 6- Punkte-Bedingungen vom miquelschen Typ mi-
quelsche Laguerre-Ebenen nicht charakterisieren,

in Minkowski-Ebenen acht der zehn 8-Punkte-Bedingungen vom miquel-
schen Typ miquelsche Minkowski-Ebenen charakterisieren.

Fiir den Biischelsatz liegen in der Literatur weit weniger Arbeiten vor als fiir



den Satz von Miquel. Zu Ausartungsfragen des Biischelsatzes findet man bei-
spielsweise die grundlegende Arbeit von Benz [11]. In der vorliegenden Arbeit
erarbeiten wir einen systematischen Zugang zu den Ausartungen des Biischel-
satzes in Laguerre-Ebenen. Weiterhin werden zahlreiche Zusammenhiange
zwischen den Bedingungen hergestellt. die aber nicht zur Charakterisierung
von miquelschen bzw. ovoidalen Ebenen ausreichen.

Die Fragestellungen dieser Arbeit sind hauptsiachlich aus Arbeiten von Prof.
Dr. H.-J. Samaga hervorgegangen, inshesondere standen Fragen nach abge-
schwichten miquelschen Bedingungen im Vordergrund, wobei keine weiteren
Axiome zu denen der Benz-Ebene hinzugenommen werden sollten. Ich dan-
ke hiermit Herrn Prof. Dr. H.-J. Samaga fiir die Aufgabenstellung und Be-
treuung der Arbeit. Einen besonderen Dank mé&chte ich auch an Herrn Dr.
M. Hintz aussprechen, der einen grofien Teil der Beweise aus Abschnitt 2.4.2
gelesen hat.



Kapitel 1

Grundlegende Begriffe und
Strukturen

In diesem Kapitel geben wir die Definition fiir Benz-Ebenen' an. Der Na-
mensgeber dieser Inzidenzstruktur ist W. Benz, der Kreis-Ebenen systema-
tisch untersucht und u.a. eine einheitliche algebraische Grundlegung dieser
durchgefiihrt hat?.

Aus der Definition der Benz-Ebene werden sich drei verschiedene Typen

von Benz-Ebenen ergeben; dies sind die Mobius-, Laguerre- und Minkowski-
Ebenen (s. Abschnitt 1.1). In Abschnitt 1.2 gehen wir auf die innere Struktur
einer Benz-Ebene, der sogenannten Ableitung naher ein.

Verschiedene Klassen von Benz-Ebenen, inshesondere deren Konstruktion,
stehen im Mittelpunkt der Abschnitte 1.3 und 1.4.

1.1 Definitionen und Bezeichnungen

Es sei P eine Menge, deren Elemente wir Punkte nennen. Es sei weiterhin
G C B(P); die Elemente von G nennen wir Erzeugende und schlieflich sei [
eine Indexmenge.

Definition 1.1. (P, G) heifit Glitter, wenn es eine Partition G = Uie] G, von
G gibt, so daf} gilt:

(G1) Fiir alle P € P und fiir alle s € [ existiert genau ein ¢ € G; mit P € g.

"Diese Definition geht auf Kroll[38] und Steinke[53] zuriick.
2Giehe auch Benz[10].
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(G2) Fir alled, 7 € I miti # 5 und fiir alle (g, h) € G; x G; gilt [¢gNh| = 1.
lg] > 2.

Punkte P, @, die nicht gemeinsam auf einer Erzeugenden liegen, nennen wir
nicht-parallel (,, P}|Q“). Punkte P, (), die auf einer gemeinsamen Erzeugenden
liegen sollen parallel heifen (, P||Q%). Sei K C P(P) (die Elemente von K
nennen wir Kreise) . Fiir M C P definieren wir C(M) ={K e K| M C K};
M heiBt konzyklisch, wenn K(M) # (.

Definition 1.2. (P,K.G) heiit Benz-Fbene, wenn (P, G) ein Gitter ist mit

|7] <2 und wenn die folgenden Axiome gelten:

(B1) Jede Erzeugende schneidet jeden Kreis in genau einem Punkt.
(B2) Drei paarweise nicht-parallele Punkte legen einen Kreis eindeutig fest.

(B3) Zu jedem Kreis k, zu jedem Punkt P € k und zu jedem nicht zu P
parallelen Punkt @) € P\k existiert genau ein Kreis I mit kNl = {P}.

(R4) Es existiert ein Kreis mit mindestens drei Punkten und ein weiterer
Punkt auflerhalb des Kreises. Jeder Kreis enthalt mindestens einen

Punkt.

Definition 1.3. Eine Benz-Ebene (P.K,G) heifit Mébius-, Laguerre- hzw.
Minkowski-Fbene, wenn |I] gleich 0, 1 bzw. 2 ist.

Durch G werden Aquivalenzrelationen li,7 € I auf P induziert, denn trivia-
lerweise gilt [tr alle Punkte P: P|;P,i € I. Weiterhin gilt [ir alle Punkte P.
Q: Aus PJ;Q folgt Q|; P fir ¢ € I. Schlieflich folgt fiir drei Punkte P, @, R
mit P|;Q und Q||; R, daBl sowohl P und @ als auch () und R auf einer ge-
meinsamen Erzeugenden liegen. Aus dem Gitteraxiom (G1) folgt unmittelbar

P|iR,i€ 1.

Aquivalenzklassen werden wir fir P € P mit [P])|; bezeichnen. Aquivalenz-
klassen sind also gerade die Erzeugenden. Im Laguerre-Fall werden wir in
spateren Abschnitten abkiirzend || benutzen. Im Minkowski-Fall sprechen
wir auch von I-parallel bzw. 2-parallel, je nachdem, in welcher Relation die
Punkte stehen. Spéter (s. Abschn. 1.2) wird klar werden, warum in der De-
finition der Benz-Ebene die Einschrankung |/| < 2 gegeben ist.

Bemerkung 1.4. i) Man kann leicht zeigen, dafi bei Laguerre- und Min-
kowski-Ebenen die Tatsache, daf jeder Kreis mindestens einen Punkt enthélt,
aus den Axiomen folgt. denn angenommen, die leere Menge wire ein Kreis;
dann gibt es nach (B4) einen Punkt und nach (B1) einen dazu parallelen
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Punkt in der leeren Menge, Widerspruch. Fiir Mébius-Ebenen miissen wir
allerdings fordern, dafl die leere Menge kein Kreis ist.

ii) Fiir Laguerre- und Minkowski-Ebenen folgt wegen (B4) und auf Grund
der Existenz mindestens eines Parallelismus, daf} jeder Kreis mindestens drei
Punkte enthélt. Fiir Mdébius-Ebenen zeigen wir diese Tatsache wie folgt:
Zunéchst schlieBen wir den Fall aus, dafl es 1-elementige Kreise gibt: An-
genommen, es gibt einen Kreis [ = {P}. Nach (B4) gibt es einen Kreis /4
mit mindestens drei Punkten A, B, ' und einen weiteren, nicht auf {; lie-
genden Punkt D. In jedem Fall (P ¢ {A,B,C,D}, P € {A,B,C} und
P = D) konnen wir zwei verschiedene Bertihrkreise (#£ () an [ in P durch
einen weiteren, von P verschiedenen Punkt, finden; Widerspruch. Es kann
auch keine 2-elementigen Kreise geben, denn angenommen, es gibt einen
Kreis [ = {P,Q} mit P # @, dann gibt es nach (B4) zwei Punkte A, B, so
dafl die vier Punkte A, B, P, () nicht gemeinsam auf einem Kreis liegen. Es
seien [y und [y die eindeutig bestimmten Kreise durch die Punkte A, B und
P bzw. A, B und Q. Nach (B3) existiert ein eindeutig bestimmter Kreis [s,
der A und @) enthéalt und fiir den [; N3 = { A} gilt. Wegen B ¢ [5 gilt [, # I3
und wegen P ¢ I3 folgt Is N1 = {Q}. Andererseits gilt nach Konstruktion
lo Nl ={Q}, Widerspruch zur Eindeutigkeit des Beriihrkreises.

In Figur 1.1 sind die Minimalmodelle angegeben, die man je nach voraus-
gesetzter Indexmenge [ erhalt. Figur 1.1(a) zeigt das Minimalmodell einer
Moébius-Ebene. Je drei Punkte bilden einen Kreis, d.h. man erhélt eine Struk-
tur aus fiinf Punkten und zehn Kreisen.

In Figur 1.1(b) ist das Minimalmodell einer Laguerre-Ebene angegeben. Nach
Voraussetzung gibt es eine Parallelklasse mit mindestens zwei verschiedenen
Punkten. Durch die Existenz weiterer Kreise gelangt man zu einer Struktur
aus sechs Punkten, acht Kreisen und drei Parallelklassen mit je zwei Punkten.
In Figur 1.1(b) sind diejenigen Punkte parallel, die nicht durch eine Linie
verbunden sind. Je drei Punkte, die paarweise durch eine Linie verbunden
sind, stellen einen Kreis dar.

Das Minimalmodell einer Minkowski-Ebene ist in Figur 1.1(c) zu sehen, Geht
man wegen (B4) von einem Kreis mit drei Punkten aus und beriicksichtigt
(G2), so gelangt man zu neun Punkten. Verbindet man jetzt noch je drei
nicht-parallele Punkte zu einem Kreis (s. Figur 1.1(c)), so erhélt man eine
Struktur aus neun Punkten, sechs Kreisen und sechs Parallelklassen (je drei
fiir jeden Parallelismus) mit je drei Punkten. Auch hier besteht jeder Kreis
aus genau drei Punkten. Es sei angemerkt, dafl wir zur Konstruktion dieser

Ebene das Axiom (B3) nicht bendtigt haben. Benz-Ebenen mit |I| = 2,
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jedoch ohne (B3) werden auch (B*)-Geometrien genannt®. Damit ist Figur
1.1(c) auch das Minimalmodell einer ( B*)-Geometrie.

(a) (b) (c)
Figur 1.1

Wir schlieffen diesen Abschnitt mit der

Definition 1.5. Fiir eine Benz-Ebene mit Indexmenge I € {{},{1},{1,2}}
und Punkte Ay, ..., A,, n > 3 definieren wir

) (AAy--- A, & KA. AL #£0.

i) (A1Ay---Ay), & Fiir 1] > 1 existiert genau ein (g, h) € Gy <Gy
mit {Aq, ..., A, } C gUh und es gibt ein (7, 5) €
{1,...,n}* mit A;J[x A, fiir ein k € .

) (AjAg- A i (A1Ag--- Ay), oder (A Ag--- AL,

Kreise vom Typ 1) nennen wir reguldr, Kreise vom Typ ii) ausgeartet. Die
Forderung n > 3 hat zur Folge, dafl reguldre und ausgeartete Kreise eindeu-
tig bestimmt sind. In den anderen Féllen geht die Eindeutigkeit verloren.
Zum einen bezeichnen wir mit (Ay--- A,), bzw. (Ay--- A,), den durch die
Punkte Aq,..., A, eindeutig bestimmten ausgearteten bzw. reguldren Kreis,
zum anderen fassen wir (Ay -+ A,), bzw. (A;--- A,), als die Menge derjeni-
gen Punkte auf, die mit dem entsprechenden Kreis inzidieren. Eine analoge
Bedeutung hat (A --- A,),.. Die Menge aller reguldren (bzw. ausgearteten)
Kreise bezeichnen wir mit K, (bzw. K,). Aulerdem sei K,, = K, U K,.

3(B*) soll an Hans Beck (1876-1942) erinnern, der bereits 1910 in [6] ein Modell fiir die
pseudo-euklidische Geometrie angab.
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1.2 Ableitung einer Benz-Ebene

Fiir jeden Punkt X sei X die Menge aller zu X parallelen Punkte und Gy
die Menge aller Parallelklassen , die mindestens zwei Punkte enthalten, aber
nicht X. Wir betrachten eine Benz-Ebene B = (P, K,G) und einen festen
Punkt A € P. Dann ist

AB, A) = (P\A.{keK|Aek}UGa.€)

bekanntlich eine affine Ebene. Wir nennen diese Ebene die im Punkt A ab-
geleitete affine Fbene der Benz-Fbene B. Den projektiven Abschlufl dieser
Ebene bezeichnen wir mit P(B, A). wobei [, die zugefiigte Ferngerade sei.
Da jeder Parallelismus ||; eine Parallelklasse in A(B, A) induziert, konnen wir
diese Parallelklasse in P(B, A) als Fernpunkt oc; interpretieren.

Wenn £ ein Kreis ist, der A nicht enthélt, definieren wir
Fim (MA) U,

wobei W C [.. die Menge aller Fernpunkte ist, die von Parallelismen in-
duziert werden. Jede Gerade der abgeleiteten projektiven Ebene — dies sind
definitionsgemif} die Kreise von B, die A enthalten  hat hochstens zwei
Punkte mit & gemeinsam. Fiir jeden Punkt B € k, B nicht-parallel zu A,
ist der Kreis | € K,.. der A enthilt und k in B beriihrt, in A eine eindeutig
bestimmte Tangente [ an k in B. Wir geben die

Definition 1.6. Eine nicht-leere Punktmenge O einer projektiven Ebene
heilt Oval, wenn gilt:

(i) Jede Gerade hat mit O hochstens zwei Punkte gemeinsam.

ii) An jedem Punkt von existiert genau eine Gerade der projektiven

1) An jedem Punk O existiert g Gerade der projekt
Ebene, die genau den gegebenen Punkt mit O gemeinsam hat ( Tan-
gente).

Das bedeutet, daB jeder Kreis & € K., der den Ableitungspunkt A nicht
enthélt, ein Oval k in der projektiven Ableitung P(B. A) induziert, falls W
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héchstens zwei Punkte enthdlt. In Mobius-Ebenen ist die Menge W leer,
d.h. [ Nk ist leer fiir jedes Oval k. Damit gilt k = k. In Laguerre-Ebenen
besteht W aus genau einem Punkt. Damit ist [, Tangente an jedem Oval k.
In Minkowski-Ebenen enthdlt W genau zwei Punkte, so dafl [, mit jedem
Oval k zwei Punkte gemeinsam hat.

Wiirden wir die Existenz von mehr als zwei Parallelismen voraussetzen, so
gibe es eine Gerade, die mit & mehr als zwei Punkte gemeinsam hat, d.h. k&
ist kein Oval. Die Existenz solcher Ovale ist grundlegend fiir die Koordinati-
sierung einer Benz-Ebene ist.

Leitet man die in Figur 1.1 angegebenen Minimal-Ebenen in einem Punkt
ab, so erhélt man in allen drei Féllen die aus vier Punkten und sechs Geraden
bestehende minimale affine Ebene.

1.3 Miquelsche Benz-Ebenen

Es sei PG(3,F) der 3-dimensionale projektive Raum iiber einem Korper F,
weiter sei P die Punktmenge, Gr die Geradenmenge und E die Ebenenmenge
des zugrundeliegenden projektiven Raumes.

Definition 1.7. Q heifit Quadroid, wenn Q kein Unterraum oder Ebenen-
paar ist und wenn folgende Axiome gelten:

(Q1) Fiir alle g € G mit [¢gN Q| >3 gilt g C Q.

(Q2) Fiir alle P € Q gilt:
Ep:={9€Gn|lgnNQ={P}oder PegC Q} € E oder P.

Es sei nun @ C P ein Quadroid * in PG(3,TF). Weiter sei S ={qe Q| F, =
P}G ={9€CnlgCQ}.G={g\5|geGC}LK={LNQ|EcE ENQ¢c
Og}, wobei Op die Menge der Ovale in der Ebene E sei (siehe Definition
1.6 fiir die Definition eines Ovals). Je nach Beschaffenheit der Menge G wer-
den hierdurch gewisse Aquivalenzrelationen auf @\ induziert. Die daraus
resultierenden Aquivalenzklassen seien in G zusammengefafit. Nach [30] ist

die Struktur (Q\5, K, G) eine Benz-Ebene.
Definition 1.8. Benz-Ebenen, die isomorph zu einer Benz-Ebene (Q\S, K, G)

sind, nennen wir ovoidal; falls das zugrundeliegende Quadroid eine Quadrik
in PG(3,F) mit kommutativem Koérper F ist, nennen wir die Benz-Ebene
miquelsch.

4Giehe auch Kroll [38].
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Figur 1.2

Es sind die nicht-ausgearteten Quadriken vom Index 1, die einschaligen Hy-
perboloide und alle Kegel genau die Quadriken, die Quadroide sind. Siehe
Figur 1.2 zur Veranschaulichung der Konstruktion ((a) Mobius-Ebene, (b)
Laguerre-Ebene, (¢) Minkowski-Ebene). Gelegentlich werden die miquelschen
Benz-Ebenen auch klassische Benz-Ebenen genannt.

Wir geben nun im miquelschen Fall die explizite Konstruktionsmethode an
und erhalten durch stereographische Projektion auch eine ebene Darstellung
der miquelschen Benz-Ebenen. Die hier gewidhlte Konstruktion miquelscher
Benz-Ebenen findet man in Fisher [23]. In der genannten Arbeit werden alle
Betrachtungen fiir R durchgefiihrt, kénnen aber ohne weiteres auf beliebi-
ge Korper F erweitert werden. Lediglich der Fall charF = 2 bedarf einer
besonderen Behandlung. Hier unterscheiden sich die Laguerre-Ebenen auf
fundamentale Weise von Mobius- bzw. Minkowski-Ebenen, denn es gilt:

Fiir je zwei Kreise k und [ ist die Menge der Kreise, die k berihren und mit
[ einen nicht-leeren Durchschnitt haben, entweder eine Menge von Beriihr-
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kreisen an | oder keiner dieser Kreise beriihrt [.°

Aus den hier vorgestellten Modellen ergeben sich durch stereographische Pro-
jektionen die sogenannten ebenen Modelle.

Wir beginnen mit dem Mé&bius-Fall und betrachten den 3-dimensionalen re-
ellen Raum. Es sei

Q1 ={(z,y,2)|2* +y* + 22 =1}

die Einheitssphare und N = (0,0, 1) ihr Nordpol. Wir bilden die Punkte von
Q1\{N} auf die Menge der Punkte der Ebene E; : z = 0 ab:

o QI\{N} &= B
X = NXNE

wobei NX die Gerade durch die Punkte N und X sei. Den bislang nicht
beriicksichtigten Punkt N bilden wir auf einen fiktiven Fernpunkt oc ab, so
dafl wir eine fortgesetzte Abbildung

Q1 o I U{OO}
o, :¢ X &> NXNE, fals X #N
N ¥ =

erhalten.

Sei H eine Ebene. Wir sprechen von einem ebenen Schnitt H N ¢y, falls
HN@4| > 1 und nennen einen solchen Schnitt auch nicht-trivial . Man kann
beweisen (s. Benz [10]):

Satz 1.9. i) 7, ist eine Bijektion von ()1 auf 4 U {co}.

ii) Jedes o1-Bild eines ebenen Schnittes ist ein Kreis und jedes oy-Urbild
eines Kreises ist ein ebener Schnitt. Fbenenschnitte durch N fiihren unter o,
auf Geraden, die den Punkt oo enthalten. ]

Das Ebenenschnittmodell besteht aus den Punkten von ¢); und den nicht-
trivialen Ebenenschnitten von (4. Das aus &y hervorgehende ebene Modell

"Dieses Ergebnis basiert auf einer grundlegenden Aussage iiber Kegel in projektiven
Réaumen {iber Kérpern der Charakteristik 2; s. Hirschfeld [33].
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besteht aus der erweiterten Ebene F; U {oc}, den Kreisen und den um oc
erweiterten Geraden in dieser Ebene.

Im Laguerre-Fall betrachten wir wieder den 3-dimensionalen reellen Raum.
Es sei

Q2= {(r,y.2)[2* + 22 =1}

der Zylinder mit Radius 1. Der Nordpol N sei, wie im Mébius-Fall, der Punkt
(0,0,1). Es sei g die Menge aller Punkte von 2 mit z = 1. Wir bilden die
Punkte von @,\g auf die Ebene Fy: 2z = 0 ab:

o Q2\g &> Fky
20 X s NX N E,.

Hiermit haben wir eine Bijektion von @2\ g auf F3. Auch im Laguerre-Fall soll
die genannte Abbildung so erweitert werden, daf} alle Punkte von ()5 erfafit
werden. Zur Motivation dieser Fortsetzung geben wir die Projektionsformeln
an. Die Abbildungsvorschrift lautet

bzw.

o7 2z 2y 2’ el
(x/y)‘é_) <x2+1?x2+17x2+1>'

Ist H eine Ebene, so ist HNQ); ein ebener oder nicht-trivialer Schnitt | falls H
nicht parallel zur Zylinder-Achse {(0,y,0) |y € R} ist. Sei H : ax+y+bz+c =

0 die Ebene eines ebenen Schnittes. Dann gilt

b+c , c&b

[HN(Qa\g)]”* = {(z,y) |y + 5t +ar = 0}.

Wegen H N g ={(0,&b<c, 1)} kénnen wir oy fortsetzen durch
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1
(b+¢) € R.

(0. b &e, 1) = 2

Damit haben wir

QQ < EQUR
Ta:4 X & NXNEy, falls X ¢ g
X & ey fir X =(0.y,1) €g

Man kann beweisen (s. Benz [10]):

Satz 1.10. ¢) Die Abbildung 75 ist eine Bijektion von Qs auf Fy UR.

ii) Jedes To-Bild eines ebenen Schnittes, der N nicht enthdlt, ist eine um
einen Punkt a € R erweiterte Parabel. Jedes a4-Bild eines ebenen Schnittes,
der N enthdlt, ist eine um einen Punkt a € R erweiterte Gerade. Umkehrt
ist das ao-Urbild jeder erweiterten Parabel und jeder erweiterten Geraden ein
ebener Schnitt. ]

Das Ebenenschnittmodell besteht aus den Punkten von ); und den ebenen
Schnitten von ()5. Das ebene Modell besteht aus den Punkten der erweiterten
Ebene Ky UR und den erweiterten Parabeln und Geraden. Da jeder Ebenen-
schnitt durch N unter @, auf eine Gerade projiziert wird, enthélt jede Gerade
zusatzlich den Punkt 0. Falls N nicht im Ebenenschnitt enthalten ist, liegt
ein weiterer Punkt auf der Parabel, der der Offnung der projizierten Parabel
entspricht. Liegt die Schnittebene H dagegen parallel zur Zylinderachse und
ist der Schnitt mit @y nicht leer, so liegt mit [H N @3)°> eine Menge von
ein oder zwei Geraden vor, die zur y-Achse parallel sind. Diesen Geraden
entsprechen den Parallelklassen.

Wir geben noch das projektive Modell der miquelschen Laguerre-Ebene an.
Es sei in PG(3,.R) die Punktmenge der Laguerre-Ebene gegeben durch

P = {< Ty, T2, T3, Tg > |ZE§ + x% = $§}\{< 0.0,0,1 >}'

Definiert man auf P die orthogonale Relation % durch

4

THY ZTﬂ/? = 07 T=<1T1,02,7T3, T4 >.Y =< Y1,Y2. Y3, Ya >,
=1
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so konnen wir die Menge der Kreise angeben durch

K =A< z1,29. 23,24 > |24 # 0},

wobei ,inzident® durch ,orthogonal® definiert sei.

[m Minkowski-Fall sei der 3-dimensionale projektive Raum gegeben. Als Ko-
ordinaten wahlen wir < x,y, z,t > wobei t = 0 die Gleichung der Fernebene
sei. Weiter sei

Qs = {<2,y,2.0> |2 oy* + 22 = 1%}

das einschalige Hyperboloid. Wir wéhlen N =< 0,0,1,1 > als Nordpol. Eine
Ebene K :ax+by+ cz+ dt = 0 ist genau dann Tangentialebene an ()3, wenn
a? &b? + ¢ = d* ist. Damit ist 7' : z = ¢t Tangentialebene an Q5 durch N
und o := T'N Q3 ist die Menge aller Punkte < z,y,z,t > mit 2% &y = 0
und z = ¢. D.h., o besteht aus den beiden Geraden

ay ={< 2, y,z,t > |v =&y, z =1},

a_ :{< Ty, 2,1 > |$:y72’:t}.

Es sei F3 die Ebene z = 0. Dann bilden wir die Punkte von @3\« auf die

Punkte von Fj5 ab. Es sei u die in Fj5 enthaltene Ferngerade.

o - Qg\Oé < Eq\u
1 X = NX N Es.

Dann ist o3 eine Bijektion von Qs\a auf Es\u. Es seien ¢i : y = +(z <k)
die Geraden mit Steigung 1 und ¢g* die Menge aller g, k € R. Wir setzen
o5 fort:

Q3 S E3\U
X B NX N ks, falls X ¢ o
O3 : N B 00

<L, 1,kk> = gfegtkeR
<1, &l kk> &> g €gt keR
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Ist H eine Ebene, so ist HN Q3 ein ebener oder nicht-trivialer Schnitt, wenn
H keine Tangentialebene an ()3 ist. Man kann beweisen (s. Benz [10]):

Satz 1.11. i) o5 ist eine Bijektion von Qs auf (Fz\u)U g U {cc}.

it) Jedes G3-Bild eines ebenen Schnittes ist eine Hyperbel, erweitert um zwei
weitere Klemente aus g& (falls N nicht im Ebenenschnitt enthalten ist) oder
eine Gerade mit Steigung # +1 erweitert um ein weiteres Element oo (falls N
im Ebenenschnitt enthalten ist). Jedes T5-Urbild einer erweiterten Hyperbel
oder einer erweiterten (Geraden ist ein ebener Schnitt. 0

Das Ebenenschnittmodell besteht aus den Punkten von ()3 und den ebenen
Schnitten von (J3. Das ebene Modell besteht aus der erweiterten Punktmenge
(Es\u) U g= U {oc}, den erweiterten Hyperbeln und den erweiterten Gera-
den. Die Elemente, um die Hyperbeln erweitert werden, sind gerade deren
Asymptoten. Da jeder Ebenenschnitt durch N auf eine Gerade fiihrt, ent-
halten alle Geraden den Punkt oc. Triviale Ebenenschnitte fithren, wie im
Laguerre-Fall, auf entsprechende Parallelklassen.

1.4 Nicht-miquelsche Benz-Ebenen

In Abschnitt 1.3 haben wir Mébius- bzw. Laguerre-Ebenen aus einer nicht-
ausgearteten Quadrik vom Index 1 bzw. einem Zylinder (im 3-dimensionalen
reellen Raum) und Ebenenschnitten mit diesen konstruiert.

Jetzt wollen wir einige Beispiele fiir nicht-miquelsche Benz-Ebenen angeben.
Darunter fallen u.a. die bereits in Abschnitt 1.3 definierten ovoidalen Benz-
Ebenen, welche an anderer Stelle auch einbettbar ¢ genannt werden.

Wihrend man im Fall der M6bius- und Laguerre-Ebene leicht aus einer mi-
quelschen Mobius- bzw. Laguerre-Ebene eine entsprechende ovoidale Ebene
konstruieren kann, indem man die zugrundeliegende Quadrik durch einen
Ovoid” bzw. durch einen Kegel iiber einem Oval ersetzt (dies sind Quadro-
ide), ist die Situation bei Minkowski-Ebenen génzlich anders, denn auf Grund
eines Resultates von Buekenhout [16] gilt:

Satz 1.12. [stF ein kommutativer Kérper, dann ist jede quadratische Menge
vom Index 2 in PG(3.F) bereits eine Quadrik. O

®Dembowski und Hughes [21] verwenden in diesem Zusammenhang auch die Begriffe
seiformig® (,egglike*) und , koordinatisierbar® .

“Definition. Eine Teilmenge @ eines 3-dimensionalen projektiven Raumes iiber einem
Korper heifit Ovoid, falls folgendes gilt:
1) keine Gerade hat mehr als zwei Punkte mit O gemeinsam,
i1) die Menge aller Tangenten an O in einem Punkt von O ist eine Ebene.
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Eine spezielle nicht-miquelsche, ovoidale Klasse von Mobius-Ebenen konstru-
iert man wie folgt:

Es sei 0 ein Endomorphismus eines kommutativer Kérpers F der Charak-
teristik 2 mit der Eigenschaft (z7)7 = 2? (falls F = GF(q), so folgt ¢ =
A L meH). Die Menge () derjenigen Elemente des 3-dimensionalen

affinen Raumes tiber F, die die Gleichung

X =

z:xy—l—:z:g+2—|—yg

erfiillen — zusammen mit dem Fernpunkt der z-Achse — bilden ein Ovoid
in PG(3,F). Die zugehdrigen Mobius-Ebenen sind die einzigen ovoidalen
Mébius-Ebenen vom Hering Typ VI.1 (siehe Tits [55]). Man nennt () auch
Suzuki-Tits Ovoid.

Ovoidale Laguerre-Ebenen wurden von Maurer [43] und Lowen und Pfiiller
[39] charakterisiert. In Lowen und Pfiiller [39] sind Methoden zur Konstruk-
tion von Laguerre-Ebenen angegeben:

Als Punktmenge wird dort P = (RU{oc}) x R gewdhlt. G = {{z} xR |z €
R U {co}} bildet die Menge der Parallelklassen. Zur Definition der Kreise

wahlen wir zwei aufl R differenzierbare Funktionen

fi ‘RU {OO} &= R,
die folgende Bedingungen erfiillen:

) = 10) =0 } .
J1) = fifoe) = 1.

Wir definieren die zwei Mengen

¢ ={(xz, fi(z)) |2 € RU{oo}} und

¢ = {(2. &f(x)) | € RU {oo}}.

Weiter sei = eine Permutationsgruppe von P. Dann definieren wir Kreise
als =-Bilder von ¢; und ¢;. Aufierdem sollen affine GGeraden. die nicht in
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G enthalten und um den Punkt (oo, 0) erweitert sind, als Kreise aufgefafit
werden. Wir bezeichnen mit Ky die Menge dieser Geraden und mit K =
Ko U et Ucs und die Menge aller Kreise.

Fiir eine geeignete Wahl von f; und = erhalten wir eine Laguerre-Ebene

E=(f1, f2) = (P,K.L). Fir = wihlen wir

Y ={o(a,b,c)|a,b,ce R,a>0} oder

A ={Aa,b,¢)]a,b,ce R, a> 0},

wobei

(:fli,y)g(a’b’c) = (z,ay+br+c), x,y € R,

(2.9 = (2 4+ b,ay + ¢), 2.y € R,

7(a,b,c) (a,b,c)

(o, y) = (00, ay) = (o0, y)"*",

Ebenen beziiglich ¥ werden Ebenen vom Scherungs-Typ, Ebenen beziiglich
A FEbenen vom Translations-Typ genannt.

Eine Funktion f, die (%) erfullt, nennen wir parabolisch, wenn f differenzier-
bar auf R ist. und wenn f’ eine monoton steigende Bijektion von R ist. Eine
parabolische Funktion f heifit streng parabolisch, wenn f zusatzlich zweimal
differenzierbar ist und gilt:

(1) log|f’| ist streng konkav auf | <o0,0[ und |0, oof,

(i) fiir jedes b € R gilt lim, 1o ﬂ(_;b) — 1.

Streng parabolische Funktionen sind z.B. die sog. Scherungsparabeln
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fop=1" (2>0),
fop=Blz|" (2 <0),
Japloo) =1,
a>1,0>0.

Es gilt (s. Lowen und Pfiller [39], Theoreme 1,2.4.5):

Satz 1.13. i) Sind f.g: RU {oc} — R parabolisch, dann ist Ex(f,g) eine
Laguerre-FKbene vom Scherungs-Typ.

ii) Sind f,g : RU{occ} — R streng parabolisch, dann ist Ex(f,q) eine
Laguerre-Fbene vom Translations-Typ.

iti)Fs seien f,g parabolisch. Dann gilt

Es(f.q) (Scherungs-Typ) ist ovoidal < f = g.

w) ks seien f, g streng parabolisch. Dann gilt

En(f,g) (Translations-Typ) ist ovoidal < f(x) = g(x) = z°.

In diesem Fall ist E(f,q) sogar miquelsch. O

Durch diese Sidtze kann man sowohl ovoidale, nicht-miquelsche Laguerre-
Ebenen, als auch nicht-ovoidale Laguerre-Ebenen konstruieren. Hartmann
[27] hat Laguerre-Ebenen angegeben, die einer Konstruktion durch Sche-
rungsparabeln mit anderen Exponenten entspricht. Weitere Konstruktionen

findet man z.B. bei Artzy und Groh [5].

Nicht-ovoidale Laguerre-Ebenen wurden auch in Hartmann [26] behandelt.
Es wird hier die Idee der affinen Moulton-Ebenen auf Laguerre-Ebenen tiber-
tragen. Als Punktmenge sei

P=K*UK

gegeben, wobei K ein euklidischer Kérper ist®. Wir erkliren fiir ein festes

0 < k € K\{1} eine bindre Verkniipfung o auf der Punktmenge durch

®Ein euklidischer Korper ist ein angeordneter Kérper, in dem jedes positive Element
ein Quadrat ist.
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o — kxy, fallsax < 0.y <0
rey= ry, sonst.

Weiter seien

K1 = {{(a,9) |y = ao(a|o 2] +box +c} U{a}|a,b,ce K},

Ke={{(z,y)|ly=ao(zox+box+c}U{a}|a,bce K}

die Kreismengen. Hierbei sei

B x, fallsz >0
z] = sx, falls 2 < 0.

Punkte nennen wir parallel, falls sie dieselbe z-Koordinate besitzen oder
beide Elemente aus K sind. Es sei G die Menge der Aquivalenzklassen, die
sich aus der Parallelitdtsrelation ergibt. Dann gilt (s. Hartmann [26]):

Satz 1.14. Die oben konstruierten Strukturen (P,K1,G) und (P,Kq,G) sind

nicht-ovoidale Laguerre-Fbenen. O

Abschlieend geben wir eine Konstruktionsmethode fiir nicht-ovoidale Min-

kowski-Ebenen an (s. Artzy [5]).
Es seien fiir ¢ € {1,2} folgende Abbildungen definiert:

fi : R\{0} = R\{0}.

Die Punktmenge der zu konstruierenden Minkowski-Ebene sei durch P =

(RU{oc})?, und die Kreismenge durch

]C:{fiabc“:1:2;avbzceR:c>O}U{l’m”mviRﬁm#o}:

definiert, wobei
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fiabe = {(m,cﬁ; (T w’) 4 b) Iz e R\{a}} U {(a,50). (00,b)} 1nd

C

Ly = {(z,mz +b) |z € R}U {(00,00)}.

Die Punkte ({oo} xR)U(R X {oc}) nennen wir Fernpunkte. Zwei Punkte nen-
nen wir (<)-parallel bzw. (4)-parallel, wenn sie dieselbe z-Koordinate bzw.
dieselbe y-Koordinate haben. G sei die Menge dieser Aquivalenzklassen, die
sich aus den Parallelitiatsrelationen ergibt. Weiter sei M(f1, f2) = (P,K.,G)

und

Gt ={vap.|a,b,c € R, e> 0}

eine Automorphismengruppe von M( fy, fy) mit

| P=P
T (my) o (2 4 aey + D),

wobei ¢ 00 + d 1= oco.

Nach Artzy [5] gilt der

Satz 1.15. M( [y, f2) ist eine Minkowski-Ebene genau dann, wenn folgende
Bedingungen erfillt sind:

i) fi ist stetig firi=1,2,

it) f; st differenzicrbar firi=1,2,

iii) fir alle Aste ft:= filg+, f7 = file— ist die Ableitung streng monoton,
w) fir. fi haben die x-Achse und y-Achse als Asympiote,

v) fi <0,f5>07 O
Ebenfalls nach Artzy [5] wissen wir, dal M(f;. f2) genau dann eine miquel-
sche Minkowski-Ebene ist, wenn gilt: f; = ", r;r; < 0. In allen anderen

Fallen sind die Minkowski-Ebenen nicht einbettbar.

2f1 < 0 bedeutet: fi(x) < 0 fiir alle 2, usf.
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1.5 Die Schlieffungssitze: (83, 6,)-Konfigura-
tionen

Die Satze von Pappus (s. Figur 1.3a) und Desargues (s. Figur 1.3b) haben
sich als wichtige Sdtze zur Charakterisierung von projektiven Ebenen her-
ausgestellt.

(@) (b)
Ficur 1.3

So charakterisiert der Satz von Desargues projektive Raume, die als Vek-
torrdume tiber einem Koérper darstellbar sind. Falls der Satz von Pappus gilt,
ist der entsprechende Korper kommutativ.

Das Pendant dieser Sétze in Benz-Ebenen sind die sogenannten (83, 64)-
Konfigurationen. Dies ist zum einen der Satz von Miquel, zum anderen der
Biischelsatz. Beide Satze beinhalten Aussagen iiber acht Punkte und sechs
Kreise derart, dafl jeder Punkt auf genau drei Kreisen und jeder Kreis durch
genau vier Punkte geht. Gegeben sei im folgenden eine Benz-Ebene (P, K. G).

Satz 1.16 (Satz von Miquel). Lassen sich acht paarweise nicht-parallele
Punkte so den Fckpunkten eines Wiirfels zuordnen, daf$ es fiinfmal vor-
kommt, daf$ den FEckpunkten einer Seitenebene des Wiirfels vier konzykli-
sche Punkte entsprechen, so ist dies auch bei den Fckpunkten der sechsten
Seitenebene der Fall (s. Figur 1.4a).
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D C D/ /C
L /
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E F E F

(2) (b)

Ficgur 1.4

Der zweite SchlieBungssatz ist der

Satz 1.17 (Biischelsatz). s seien vier Paare von insgesamt acht paarwei-
se nicht-parallelen Punkten gegeben. Aus den vier Punktepaaren kann man
durch Zusammenstellung je zweier verschiedener Paare sechs Punktequadru-
pel herstellen. Kommt es dann vor, daf$ finf dieser Punktequadrupel konzy-
klisch sind auf insgesamt mindestens vier verschiedenen Kreisen, so ist auch
das letzte Punktequadrupel konzyklisch (s. Figur 1.45).*°

Wie bei dem Satz von Miquel kénnen wir auch hier zur abstrakten Darstel-
lung ein Wiirfelmodell heranziehen. Wir wéhlen vier Punktepaare {A, B},
{C,D},{E. F}und {G, H}. Setzen wir die konzyklische Lage von A. B, C, D;
AB.E,F; A,B,G,H; C.D.G,H und C, D, E., F voraus, so folgt die konzy-
klische Lage von K, F,G, H (s. Figur 1.4(b)).

Wir werden spéter sogenannte Ausartungen des Satzes von Miquel betrach-

ten, bei dem weniger als acht Punkte und evtl. parallele Punkte beteiligt
sind.

"Die Formulierungen des Satzes von Miquel und des Biischelsatzes findet man in dieser
Form in Benz [10].



Kapitel 2

Klassifikation durch
Schlieflungssatze

2.1 Grundlegende Ergebnisse

In diesem Abschnitt sollen die wichtigsten Ergebnisse beziiglich der Klassi-
fikation von Benz-Ebenen durch Schliefungssétze beschrieben werden, um
einen Ankniipfungspunkt zu den eigenen Ergebnissen in den folgenden Ab-
schnitten zu haben. Wir beginnen mit dem Satz von Miquel.

Als eines der wichtigesten Ergebnisse kann wohl die Arbeit von v.d. Waer-
den und Smid [56] aus dem Jahre 1935 angesehen werden. Hier wird der
enge Zusammenhang zwischen der Kreisgeometrie! und dem Satz von Mi-
quel einerseits und der projektiven Geometrie und dem Satz von Pappus
andererseits hergestellt. In beiden Féllen gelingt es Koordinaten mit Hil-
fe von Schliefungssétzen einzufithren und so eine algebraische Beschreibung
einer zunéchst rein inzidenzgeometrischen Struktur zu bekommen. In der Ar-
beit von v.d. Waerden und Smid [56] ist der Beweis im Laguerre-Fall nicht
vollstdndig. Die [ehlenden Beweisteile findet man aber in Chen [19]. Wir
geben den vollen Satz von Miquel im Mobius- und Laguerre-Fall an, wie
er in [56] formuliert wird. Die Formulierung des vollen Satzes von Miquel
im Minkowski-Fall ist der Dissertation von Kaerlein [34] entnommen. Neben
dem vollen Satz von Miquel benétigt Kaerlein noch eine Bedingung (M).

Satz 2.1 (Voller Satz von Miquel, Mdébius-Fall).  Wenn drei Kreise
ki, kg, ks durch einen Punkt W gehen und ky und ks sich noch in dem Punkt
Ay, ks und ky im Punkt Ay, ki und ks tm Punkt Az schneitden und dicsc

1Siehe hierzu die erwihnte Arbeit [56].

23
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Punkte voneinander und von W verschieden sind und wenn weiter Py, P,
P drei Punkte auf ki, ks bzw. k3 sind, verschieden von den vorigen, und
wenn Uy, ly, I3 die Kreise durch A P,Psy, AyPsPy, AsP P, sind und wenn
schlieflich 1, N3 = { P, B} gilt fiir B verschieden von Py und Ps, so geht
auch [y durch B.

Satz 2.2. (Voller Satz von Miquel, Laguerre- und Minkowski-Fall)
Wenn ein Punkt W auf drei Kreisen ky, ko, ks liegt, und sich ko und ks im
Punkt Ay, ks und ky im Punkt Ay und ky und ky im Punkt Az schneiden, wo-
bei Ay, Ay, Az paarweise und von W verschieden sind, und wenn die Punkte
Py, Py bzw. Py auf den Kreisen ki, ky bzw. ks liegen, wobei die P; paarwei-
se nicht-parallel sind, und wenn die Kreise 1y, |3 bzw. l3 durch die Punkte
APy Py, Ay Py Py bzw. AsPy Py definiert sind, und wenn ;N3 = { P, B} gilt,
s0 liegt B auf 1y 2.

V.d. Waerden und Smid beweisen: Setzt man die Axiome fiir die Mobius- bzw.
Laguerre-Ebene voraus, 148t weiterhin den entsprechenden oben genannten
vollen Satz von Miquel gelten, dann kann man hieraus einen verallgemeiner-
ten Satz von Miquel beweisen. Dieser Satz wird benutzt, um Aussagen iiber
Sehnenvierseite zu beweisen, mit deren Hilfe der affin-spezialisierte Satz von
Pappus in der entsprechenden abgeleiteten Struktur bewiesen wird. An die-
ser Stelle greift dann der Beweis von Hessenberg [32]: Aus dem Satz von
Pappus folgt der affine Satz von Desargues, der allgemeine Satz von Pap-
pus und der allgemeine Satz von Desargues. In bekannter Weise kann man
dann Koordinaten einfithren und man erhilt die Kérpereigenschaften inklu-
sive der Kommutativitat. SchlieBlich wird bewiesen, daf} jeder Kreis der axio-
matischen Ebene in der koordinatisierten Ebene als Kegelschnitt dargestellt
werden kann.

Satz 2.3 (M). Sind Ay, Ay. Ay, By, By, Bs bis auf das Paar Ay, By paarwei-
sc verschicdene Punkte, sei A3 = Ag, By = Ay und scien a, ¢y, ¢1, ¢3, c3 Kreisc
mit

AiaAi—}—l; Bi; Bi—l—l € ¢y, AZ € a f’lL?“ alle 1 € Z4.

Es gelte noch aN ey = {Ag}, e1 Ney = {Ag}, 1 Nep = {Ay, B1}. Ist dann
Bo|| B2 und By||Bs, dann gibt es einen Punkte R mit R| By, ..., R|| Bs.

Damit ist der volle Satz von Miquel bzw. die Bedingung (M) definiert und
wir kénnen zusammenfassend den folgenden Charakterisierungssatz angeben:

2Man beachte, dafi sowohl im Mébius-, als auch im Laguerre- und Minkowski-Fall
B = P; 7ugelassen ist,.
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Satz 2.4. (V.d. Waerden / Smid, 1935; Kaerlein, 1970) Die miquelschen
Mobius- und Laguerre-Ebenen sind genau die Mébius- und Laguerre-Ebenen,
in denen der volle Satz von Miquel gilt. Die miquelschen Minkowski-Fbenen
sind genau die Minkowski-Fbenen, in denen der wvolle Satz von Miquel und

(M) gelien. O

Fiir Mobius-Ebenen bedeutet der volle Satz von Miquel eine Zusammenfas-
sung der folgenden beiden Bedingungen®:

Bedingung 2.5. (Msg)*: Es seien A, ..., H acht verschiedene Punkte. Gilt
dann (ABOD),, (ABEF),, (BOFG),, (CDGH), und (ADEH),, so gilt
auch (EFGH),.

Bedingung 2.6. (CMy): Es seien A, ..., G sieben verschiedene Punkte. Gilt
dann (ABCD),, (BCFG),,(CDGH), und (ABF).N(ADH), = {A}, so gilt
auch (AFGH),.

Den Beweis fiir die Aquivalenz des vollen Satzes von Miquel und der beiden
oben genannten Bedingungen finden man z.B. in Benz [10].

Im Jahre 1970 ist Y. Chen [17] der Beweis gelungen fiir den

Satz 2.7. In Mébius-Fbenen gilt: (Ms) = (CM-x). []
Vier Jahre spéter weist Schaeffer [50] die Umkehrung dieses Satzes nach:

Satz 2.8. In Mdbius-Fbenen gilt: (CM7) = (Ms). OJ

Damit ist fiir Mobius-Ebenen die Aquivalenz der sogenannten 7-Punkte Aus-
artung (CMy) und der 8-Punkte Bedingung vom miquelschen Typ (Ms) ge-
zeigt, was zur Folge hat, dafl in Satz 2.1 i) in den Voraussetzungen der volle
Satz von Miquel durch (CM7) oder (Ms) ersetzt werden kann. Insbeson-
dere geniigt also eine miquelsche 7-Punkte Bedingung zur Charakterisierung
miquelscher Mébius-Ebenen.

Fiir Benz-Ebenen allgemein ist die Situation anders, denn die Tatsache, daf}
parallele Punkte auftreten konnen, fithrt auf Sonderfélle im Laguerre- und
Minkowski-Fall.

Eine einheitliche Beweisfithrung fiir die Charakterisierung von Benz-Ebenen
durch eine miquelsche Bedingung findet man in Chen [19]. Hier wird eine

3Wir fassen miquelsche oder hiischelartige Aussagen als Bedingungen auf, die — dann als
Satz oder Lemma formuliert 1in gewissen Benz-Ebenen gelten oder nicht gelten. Trotzdem
verwenden wir die allgemein gebriduchlichen Begriffe ,,Satz von Miquel®* bzw. ,,Biischel-
satz”, die hier konsequenterweise ,,Miquel-Bedingung® bzw. ,Biischel-Bedingung® lauten
miifiten.

4 M steht fiir Miquel.
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miquelsche Bedingung (M0)® vorgestellt, die zur Charakterisierung miquel-
scher Benz-Ebenen benutzt wird.

Bedingung 2.9. (M0): Es seien A, ..., H acht verschiedene Punkte und es
gelte (ABCD),, (ABEF),. (BCFG),, (CDGH), und (ADEH),. Dann gilt
(EFGH),,.

Fiir diese Bedingung konnte Chen [19] beweisen:

Satz 2.10. (MO) gilt in einer Benz-Ebene genau dann, wenn sie miquelsch
ist. [

Dieser Satz ist Ausgangspunkt fiir die Untersuchungen in der vorliegenden
Arbeit. Die Frage nach weiteren Ausartungen wurden zum Teil schon von
anderen Autoren erortert (s. z.B. Arbeiten von Samaga, Schaeffer).

Bevor wir unsere Resultate vorstellen, wollen wir der Frage nach sinnvollen -
d.h. widerspruchsfreien und nicht-trivialen - Ausartungen einer allgermeinen
Miquel-Bedingung (M,) nachgehen. In den folgenden Abschnitten erarbei-
ten wir zundchst samtliche Ausartungen von (M,), zitieren dann bekannte
Ergebnisse und geben schlieBlich eigene Charakterisierungen an, wobel wir

den Mébius-, Laguerre- und Minkowski-Fall beriicksichtigen.

2.2 Die allgemeine Form der Miquel-Bedingung

Wir definieren zunéchst die allgemeine Miquel-Bedingung. Im Anschlufl wer-
den wir sehen, daf} diese nur unter bestimmten Voraussetzungen zu sinnvol-
len Aussagen fiithren; die verbleibenden Falle werden wir Bedingungen vom
miquelschen Typ oder auch kurz Ausartungen nennen.

Wir sagen, daf} sich zwei Kreise k,[ im Punkt A € k berihren, wenn A € kNl
mit kN {={A} oder |[ENI| > 2 (in Zeichen kAl) gilt.

Definition 2.11. Fiir k,l € K,,; A, B € P mit A, B € kNI sei

Enl={A B} oder k=1 fir A|B

WA B}l = { kAl fiir A B.

Bedingung 2.12. (M,): Die Punkte A, ..., H € P und die Kreise ko, ..., k4 €
K., erfiillen die allgemeine Miquel-Bedingung®, wenn gilt:

®In der zitierten Arbeit heifit der Satz (SMO0); wir wollen ihn abkiirzend (AM0) nennen.
Die 0 soll dabei andeuten, dafl keine Kreisbedingung brgl. ausgearteter Kreise in den

Voraussetzungen auftritt.
5Siehe auch Samaga [48].
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A B B, F 1
B.C C,G . 2
Aus Kk C,/ H ki, ks DoH kipp fir 1= 5
D./A AjE 4 (k; :]ﬁ)
folgt: Es existiert ein k € K,, mit
EF 1
e e )2
k G H k, fir 1 = 3
E H 4

Y

Wir schlielen diesen Abschnitt mit einigen allgemeinen Aussagen iiber Punk-
te und Kreise in Benz-Ebenen.

Aus der Definition fiir Benz-Ebenen folgt unmittelbar:
Lemma 2.13. Fs seien k.l € Ky, k # 1. Dann gilt

{0.1,2}  falls k,l € K,
kNl e {0.2,]g]} falls k1€ K,,g ist Parallelklasse
{1.2} falls ke K., 1 € K,.

Man beachte, daf§ |k 01| = 2 fir k,l € K, lediglich im Minkowski-Fall auf-

treten kann, bzw. im minimalen Laguerre-Fall, wo |g| = 2 gilt. ]

Lemma 2.14. Es seien k.l € K,.

i) Falls kAl fir einen Punkt A und B € (kN 1)\{A}, so folgt k = 1.

i) Falls {A, B} C kNI, A# B fiir Punkte A, B und C € (kN 1\{A, B}, so
folgt k = 1.

Beweis. i) Kreise, die sich beriihren, haben genau einen Punkt gemeinsam
oder sind gleich. ii) Drei paarweise verschiedene Punkte legen einen regularen
Kreis eindeutig fest. d

Aus Griinden der Einheitlichkeit fithren wir einige Schreibweisen ein, wobei
zur Veranschaulichung die Punktekonstellation auf einen Wiirfel (s. Figur
2.1) tibertragen sei. Die Flachen bzw. die Diagonalflichen des Wiirfels re-
prasentieren die Kreise ko, ..., kg, k aus (M,) und die Eckpunkte des Wiirfels
liegen im Durchschnitt der Kreise, die an dieser Kante beteiligt sind. Sind
Punkte mit gemeinsamer Kante im Wiirfel parallel zueinander, so liegt die ge-
samte Parallelklasse im oben genannten Durchschnitt. Das Wiirfelmodell sei
immer so orientiert, dafl der zu ,schlieBende® Kreis durch die untere Flache
reprasentiert wird (s. Abbildung 2.1).
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D C
A B
£ G

Figur 2.1

Die Gleichheit von Punkten kennzeichnen wir durch eine doppelte Linie und
die Parallelitdt von Punkten durch eine fette Linie im Wirfelmodell.

2.3 Klassifikation von Mobius-Ebenen

2.3.1 Ausartungen des Satzes von Miquel

Wir betrachten die allgemeine Version des Schliefungssatzes (M, ), lassen a
priori alle Falle von zusammenfallenden Punkten zu, und stellen zunéchst
fest, dafl zusammenfallende Punkte, die auf einer Diagonalen im Wiirfel-
modell liegen. zu trivialen Aussagen fithren. In Brécker [13] sind sdmtliche
Falle fiir den Laguerre-Fall fiir sechs bis acht Punkte ausgearbeitet worden.
Entfernt man diejenigen Félle, die Aussagen iiber ausgeartete Kreise enthal-
ten, so verbleiben 18 verschiedene Bedingungen vom miquelschen Typ fiir
Moébius-Ebenen. Wir nennen zwei Bedingungen wverschieden, wenn es nicht
moglich ist, diese durch Umbenennung der Punkte ineinander zu iiberfithren.
Wenn auf eine Berithraussage geschlossen wird, verwenden wir in der Bezeich-
nung der Bedingung ein ,.B“ (s. Schaeffer [50], [49]). Fallen dagegen Punkte
auf einer senkrechten Kante im Wiirfel zusammen, so verwenden wir ein ,,C*
zur Kennzeichnung; fallen Punkte einer Kante der oberen Seite zusammen,
so verwenden wir ein ,D*. Zahlen im Index nummerieren verschiedene Un-
terfalle. Es sei das oben genannte Wiirfelmodell zugrunde gelegt; die in den
einzelnen Bedingungen auftretenden Punkte seien als paarweise verschieden
angenommen (siche auch Ubersicht auf S.111).

Bezeichnung Bedingung

Aus den Bedingungen (ABCD),, (ABEF),, (BCFG),,
(CDGH),, (ADEH), folgt (EFGH),.

Aus (ABCD),, (BCEG),, (CDGH),, (ADEH), folgt
(ABE),E(EGH),.

(M)

(BM)
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(CM)
(DM)

(BOM)

(BDiM)

(BDyM)

(COM)

(CCyM)

(CDM)

(DDM)

(BCDyM)

(BC DyM)

(BDDM)

(CCDM)

(BBDDM)

Aus (ABCD),, (BOFG),, (CDGH),, (ADH), A(ABF),
folgt (AEGH), .

Aus (ACD), A(AEF),, (ACFG),. (CDGH),, (ADEH),
folgt (EFGH),.

Aus den Bedingungen (ABCD),, (BCE),C(CDH), und
(ADEH), folgt (ABE).E(CEH),.

k sei ein Kreis, der A und K enthdlt mit kA(ACD),;
weiter gelte (ACEG),. (CDGH),, (ADEH),. Dann folgt
kEE(EGH),.

Aus den Bedingungen (ABC),C(CGH),, (BCEG), und
(ACKH), folgt (ABE),E(EGH),.

k sei ein Kreis, der die Punkte A und B enthilt mit
(ADH), AkB(BCG),; weiler gelte (ABCD),, (CDGH),.
Dann folgt (ABGH),.

Aus den Bedingungen (ABCD),, (ABF),A(ADH), und
(BCF),C(CDH), folgt (ACFH),.

Aus (ABD),B(BFG),, (ABF),A(ADH), und (BDGH),
folgt (AFGH),.

k sei der Kreis, der A und C enthdlt mit (AKF), Ak,
EC(CGH),; weiler gelle (ACFG),, (CDEH),. Dann [olgt
(EFGH),.

k sei ein Kreis, der A und F enthidlt mit kA(ACD),;
weiter gelte (ADEH), und (ACFE),C(CDH). Dann folgt
KE(CEH),.

Aus den zwei Berithrbedingungen (ACD), A(AFEF), und
(ACF),C(CDE), folgt (ADE).E(CEF),.

k sei ein Kreis, der A und C enthdll mit (AEF), Ak
und kC(CEG),; es gelte weiterhin (AC FG),. Dann folgt
(ACE),E(EFQG),.

k sei ein Kreis, der €' und D enthdlt mit (ACF),Ck,
ED(ADE),; weiter gelte (ACD),A(AKEF),. Dann folgt
(CDEF),.

ky sei ein Kreis, der A und C enthalt mit ky AkCky. wobel
A und F auf dem Kreis ks bzw. C' und & auf dem Kreis ks
liegen. Weiter gelte k3Gky, wobei I/ und (G auf dem Kreis
k4 liegen und (AC EG),. Dann folgt ki Eky.
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ki sei ein Kreis, der C' und D enthdlt mit (ACE),Cky und
(BCCDM) ki D(ADE), und es sei ky ein Kreis, der A und E enthélt
mit (AC'D), Aky. Dann folgt ko K(C DE),.

Es seien ky. kg, k3 und k4 Kreise, die A und B; B und
(Cccccm) C und D bzw. A und D enthalten mit kyAkiBkyCksDky.
Dann folgt (ABCD),.

Tabelle 2.1: Miquelsche Bedingungen im M&bius-Fall.

Wir kommen nun zur Klassifikation von miquelschen Mébius-Ebenen durch
die oben angegebenen miquelschen Bedingungen.

2.3.2 [Ergebnisse

Zunéachsten leiten wir diesen Abschnitt mit bekannten Ergebnissen ein, wobei
der bereits genannte Satz 2.10 die zentrale Aussage beziiglich der Koordinati-
sierung darstellt. Da in Mébius-Ebenen keine ausgearteten Kreise auftreten,
entspricht die Bedingung (M0) aus Satz 2.10 der in Tabelle 2.1 genannten
Bedingung (M). Damit haben wir den

Satz 2.15. (M) gilt in einer Mébius-Fbene genau dann, wenn sie miquelsch
ist. U

Andererseits wissen wir (s. Samaga [46]), daf} auf Grund der Koordinatisier-
barkeit miquelscher M6bius-Ebenen samtliche Bedingungen aus Tabelle 2.1
gelten”.

Satz 2.16. In Mdébius-Ebenen folgt aus (M) jede der Bedingungen aus Ta-
belle 2.1. O

Weitere Ergebnisse findet man in Schaeffer [50], [49]:

Satz 2.17. In Mébius-Fbenen gilt:

i) (BOCM) & (BDyM) & (BM) & (CM) & (DM) = (M).

i) (CM) = (BD;M)

i) (BD\M) = (CCIM)

) (BOM) = (BCDM) O
Es sei angemerkt, dafl es Schaeffer durch diese Ergebnisse ein weiteres Mal ge-

lungen ist, die Punktezahl zu reduzieren. Tatsdchlich ist nach Satz 2.17 1) nur
eine 6-Punkte-Bedingung zur Charakterisierung miquelscher Mébius-Ebenen

"Der Nachweis erfolgt, durch die sogenannte Peczar-Tdentitit.
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notwendig. Es stellt sich an dieser Stelle die Frage, ob eine weitere Redu-
zierung der Punktezahl moglich ist. Fiir fiinf Punkte liegt ein Teilergebnis
vor, in dem gezeigt werden konnte, daff die 5-Punkte-Bedingung (BC D; M)
in einer (endlichen) nicht-miquelschen Mdbius-Ebene nur unter bestimmten
Bedingungen an einige Kreisbiischel gilt®. Anders ist es bei den 4-Punkte-
Bedingungen. Hier gelang Lozanov [41], [40] der Beweis fiir die Aussage

Satz 2.18. FEs gibt nicht-miquelsche Mdébius-Fbenen, die den Bedingungen
(BCCDM) bzw. (CCCCM) geniigen. Damit sind diese Bedingungen nicht
dquivalent zu (M). O

In den folgenden Beweisen benutzen wir statt der Schreibweise (ABC), ab-
kiirzend (ABC'), da in Mobius-Ebenen keine ausgearteten Kreise auftreten.

Lemma 2.19. In Mébius-Ebenen gilt: (CDM) = (BCDiM).

Beweis. Es seien A, C, D, E, H fiinf verschiedene Punkte; ferner gelte

(ADEH), (ACE)C(CDH) und es sei k der Kreis, der die Punkte A und
E enthidlt und fir den kA(ACD) gilt. Zu zeigen ist kE(CEH). Im Fall
k = (CEH) ist nichts zu zeigen. Wir nehmen k # (CEH) an. Es sei al-
so kN(CEH) = {K, X} mit X # K. Aus X = A folgt (ACEH). Aus
X = C lolgl k = (ACE), was (ACED) zur Folge hat. Aus X = D [olgt
(CDEH). Aus X = H folgt k = (ADEH). In allen genannten Féllen folgt
(ACDEH), Widerspruch zu kN(CKH) = {F, X}. Wir kénnen also von X ¢
{A,C,D, E. H} ausgehen. Wende (C DM) auf die Punkte A,C, E, D, H, X
(Figur 2.2 a) an. Es folgt (ADHX). Dann gilt aber (ADFEH X'), Widerspruch

ukN(CEH)={F,X}. Es gilt also kE(CEH). ]
E C E 7 A
A C C C
X H X 1A
A D D D
(a) (b)
FiGgur 2.2

Lemma 2.20. In Mébius-Ebenen gilt: (BCD;M) = (BCCDM).

8Giehe Tozanov und Eneva [42].
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Beweis. Es seien A, C, D, E vier verschiedene Punkte und £y, ky Kreise fiir
die A, € ki, C,D € ky mit (ACD)Ak,. (ACE)CkyD(ADE) gilt. Zu zeigen
ist ky F(EC D). Im Fall k; = (CDE) ist nichts zu zeigen. Es sei k; # (CDE).
Alsogilt ksN(CDE) ={FK. X} mit X # K. X = Aimpliziert (ACDE). X =
C bzw. X = D implizieren k; = (ACFE) bzw. ky = (ADFE), was in beiden
Fallen auf ky = (AC DE) fithrt. In allen Féllen liegt ein Widerspruch zu £y N
(CDE) ={Fk, X} vor. Es sei also X ¢ {A,C. D, E}. Wende (BCDiM) auf
die Punkte C, A, £, D, X (Figur 2.2 b) an. Man erhélt ks D(ADX). Daraus
folgt zunéchst (ADX) = (ADFE) und damit (ADEX), Widerspruch zu k; N

(CDE) ={FE, X}. Daraus folgt by E(CDE). ]
B 2 E B C
C C E C
A | E A |_Jb
D D E X
(@) (b)
Ficgur 2.3

Lemma 2.21. In Mébius-Fbenen gilt: (CDM) = (BCM).

Beweis. Es seien A, B,C, D, E, H sechs verschiedene Punkte und es gelte
(ABCD), (ADEH), (BCE)C(CDH). Zu zeigen ist (ABE)E(CFEH). Im
Fall (ABE) = (CFEH) ist nichts zu zeigen. Es sei also (ABFE) # (CEH). Sei
k der Kreis durch die Punkte C' und F mit kE(ABFE). Im Fall k = (ABFE)
folgt (ABCE) = (ABCDE) = (ABCDKEH), Widerspruch zu (ABFE) #
(CEH). Angenommen, es gilt kC(C' DH). Dann folgt wegen (C DH)C(BCE)
auch kC(BCEFE), also k = (ABCFE) bzw. k = (ABCDEH), Widerspruch zu
(ABE) # (CEH). Wir gehen jetzt von kN(CDH) ={C, X} mit C # X aus.
Im Fall X = A folgt £ = (ACDH). Im Fall X = B folgt k = (BCDEH).
Im Fall X = F folgt k = (CDFEH) und damit (ACDEH). In allen Féllen
folgt sofort (ABCDEH), Widerspruch zu kN (CDH) = {C, X}. Im Fall
X = D benutzen wir Lemma 2.19 und wenden die folglich ebenfalls giiltige
Bedingung (BC' Dy M) auf die Punkte C,E. B, D, A an (Figur 2.3 a). Es
folgt (CDH)D(ADFE) und daraus (CDH)D(ADFEH), was (ACDFEH) 7ur
Folge hat, Widerspruch zu k N (CDH) = {C. X}. Es gilt also auch X #£ D.
Es sei jetzt X ¢ {A,B,C, D, E}. Wir wenden die Bedingung (CDM) auf
die Punkte K,C, B, X, D. A an (Figur 2.3 b). Es folgt (ADKX) und damit
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(ADEHX). Wegen (CDGH)N(ADEH) ={D,H}und X # Dfolgt X = H.
Damit gilt (ABE)E(CEH). O

Lemma 2.22. In Mébius-Ebenen gilt: (CCDM) = (BDDM).

Beweis. Es seien A, C, E, F, G fiinf verschiedene Punkte und £ sei der Kreis
durch A, C mit (AL F)ARC(CEG), (ACFG). 7u zeigen ist (ACE)E(EFG).
Im Fall (ACFE) = (EFG) ist nichts zu zeigen. Es sei also (ACE) # (EFG).
Seil der Kreis durch F, F mit [E(ACE). Im Falll = (ACE) folgt (ACEF) =
(ACKEFG), Widerspruch zu (ACFE) # (KFG); also | # (ACFE). Im Fall
[E(CEG) folgt (ACE)E(CEG). Dies bedeutet (AC EFG), Widerspruch zu
(ACE) # (EFG). Sei also IN(CEG) ={k, X} mit X # E. Im Fall X = A
folgt (ACKEG). Aus X = C folgt [ = (CEF). Aus X = F folgt (CEFG). In
allen Fillen folgt (AC EF'G), Widerspruch zu (N (CEG) = {E, X}. Sei also
X ¢ {A.C,E, F'}. Wende (CCDM) auf die Punkte F, A, C, X, ' an (Figur
2.4 a). Es folgt (AC F X)) und damit (ACFGX). Wegen (ACFG)N(CEG) =

{C,G} und X # C folgt X = (G. Daraus folgt (ACFE)E(EFG). O
C A F N F C
E E C C A C
S BN F ol la X | _Jb
X F D D A 7;
(a) (b) ()
FIGUR 2.4

Lemma 2.23. In Mébius-Ebenen gilt: (BCD;M) = (CCDM).

Beweis. Es seien A, C, D. E, F fiinf verschiedene Punkte und k& ein Kreis mit
C,D € kund (ADE)DEC(ACF), (ACD)A(AEF). 7u zeigen ist (CDEF).
Angenommen,es gilt (CDF)F(AFEF). Wir gehen von (CDF) # (AKF) aus,
da sonst (ACDEF) folgt, was zu zeigen war. Wir benutzen Lemma 2.20 und
wenden die Bedingung (BCCDM) auf die Punkte C, A, F, D an (Figur 2.4
b). Wir erhalten kD(ADF'). Wegen der Eindeutigkeit des Beriihrkreises folgt
(ADE)D(ADF). Dann folgt weiter (ADFEF) und (ACDEF'), Widerspruch
w (CDF) # (AEF). Angenommen, es gilt (CDF)N(AEF) = {F, X}, wobei
X # F.Falls X = A, sofolgt (ACDF). Falls X = (', so folgt (AC E'F'). Falls
X = D, so folgt (ADEF). In allen Fallen folgt (ACDEF), Widerspruch
u (CDF)N (AEF) = {F.X}. Es sei also X ¢ {A,C,D,F}. Wir wen-
den (BC'DiM) auf die Punkte F, A, C, X, D an (Figur 2.4 ¢). Wir erhalten
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(ADX)Dk. Daraus folgt (ADX)D(ADFE) und damit haben wir (ADEX).
Wegen (ADE) N (AEF) = {A E} und X # A folgt X = FE. Damit gilt
(CDEF). O

Lemma 2.24. In Mébius-Fbenen gilt: (BDDM) = (BCCDM).

Beweis. Es seien A, C, D, E vier verschiedene Punkte und k,[ zwei verschie-
dene Kreise mit A, K € k; C,D € I, FA(ACD) und (ADE)DIC(ACE). Zu
zeigen ist kE(CDE). Im Fall k = (CDFE) ist nichts zu zeigen. Es sei also
k # (CDFE). Es gibt genau einen reguldren Kreis m, der die Punkte £, D
enthalt mit mKk. Im Fall m = k folgt m = k = (ACDFE), Widerspruch zu
k# (CDE). Essei m # k. Falls mE(ACFE) gilt, so folgt m = k. Widerspruch
zu m # k. Im anderen Fall haben wir m N (ACFE) = {E, X} mit X # F.
Im Fall X = A folgt m = (ADFE), dh. m =k = (ADE) = (ACDE), Wi-
derspruch zu m # k. Im Fall X = D folgt (ACED), wieder ergibt sich ein
Widerspruch zu m # k. Da im Fall X = C bereits die Behauptung folgt, neh-
men wir auch X # C an. Es seialso X ¢ {A,C, D, E}. Wende (BDDM) auf
die Punkte A, K, D, X,C an (Figur 2.5 a). Wir erhalten (ADE)D(CDX).
Wegen der Eindeutigkeit des Beriihrkreises gilt (CDX) = [ und damit [ =
(ACDX) = (ACDEX), Widerspruch zu m N (ACE) = {FE, X}. Damit gilt

kE(CDE). [
A E C C A A
A E A E E E
C | Jx D — D ¢ | Jp
D D A E C X
(a) (b) (c)
FiGcur 2.5

Lemma 2.25. In Mébius-Ebenen gilt: (BDDM) = (BC D1 M).

Beweis. Fs seien A, C, D, K, H fiinf verschiedene Punkte und £ ein Kreis
mit A, £ € k und es gelte kA(ACD), (ACE)C(CDH) und (ADEH). Zu
zeigen ist kFE(CEH). Im Fall £ = (CEH) ist nichts zu zeigen. Es sei also
k # (CFKEH). Es gibt einen eindeutig bestimmten Kreis m, der die Punkte
C, FE enthdlt mit mFEE. Im Fall m = k folgt (ACDEH), Widerspruch zu
k # (CEH). Wir gehen jetzt von m # k aus. Im Fall mn (ADFEH) = {E}
folgt m = k, Widerspruch. Es gilt m N (ADEH) = {K. X} mit X # K. Im
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Fall X = A folgt m = (ACK) und damit m = k. Widerspruch zu m # k.
Im Fall X = C folgt (ACDEH), Widerspruch zu m N (ADEH) = {E, X}.
Im Fall X = D benutzen wir Lemma 2.24 und wenden (BCCDM) auf die
Punkte A, K, C, D an (Figure 2.5 b). Wir erhalten (CDH)D(ADE) hzw.
(ACDEH), Widerspruch zu m N (ADEH) = {E, X}. Es ist also X # D.
Wir setzen X ¢ {A,C, D, E'} voraus und wenden (BDDM) auf die Punkte
K, A Cy X, D an (s. Figur 2.5 ¢). Wir erhalten (AC E)C(C' DX). Daraus folgt
(CDHX). Wegen (CDH)N (ADFH)={D.H} und X # D folgt X = H.
Wir erhalten kE(CEH). O

Lemma 2.26. In Mdbius-Ebenen gilt: (BDy M) = (CCyM).

Beweis. Es seien A, B,C., D, F, H sechs verschiedene Punkte. Es gelte

(ABCD), (ADH)A(ABF) und (BCF)C(CDH). 7Zu zeigen ist (ACHFH).
Angenommen, es gilt (ACF)A(ADH). Dann folgt wegen der Eindeutigkeit
des Beriihrkreises (ACF) = (ABF') und damit (ABCF) = (ABCDF) =
(ABCDF H), insbesondere gilt also (AC'F H). Das gleiche Argument gilt fiir
den Fall (ACF) = (ADH). Es sei also (ACF)N (ADH) = {A, X} mit
X # A Im Fall X = B folgt (ABCF). Im Fall X = C folgt (ACDH). Im
Fall X = D folgt (ACDF). Im Fall X = F folgt (ADF H). In allen Féllen
folgt somit (ABC DF H), Widerspruch zu (ACF)N(ADH) = {A, X}. Es sei
also X ¢ {A, B,C, D, F'}. Wende (BD3;M) auf die Punkte I, B,A,C, D, X
an (Figur 2.6 a). Es folgt (BCF)C(CDX). Wegen der Eindeutigkeit des
Beriihrkreises folgt (CDX)C(CDH) und damit (CDHX'). Wegen (CDH)N

(ADH) = {D,H} und X # D folgt X = H. Es folgt (ACFH). O
A A A A A A
F B E E E E
X D D C D C
C C H C H X
(a) (b) (c)
FiGUR 2.6

Lemma 2.27. In Mdbius-Ebenen gilt: Aus den Bedingungen (DDM) und
(BDDM) folgt die Bedingung (B Dy M).

Beweis. Es seien A, C. D, E, G, H sechs verschiedene Punkte und k ein Kreis,
der die Punkte A und K enthélt. Weiter gelte kA(AC' D), (CDGH), (ACEG)
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und (ADEH). 7u zeigen ist kFK(KGH). Im Fall & = (KGH) ist nichts zu
zeigen. Es sei also k # (EGH). Es sei | der Kreis, der die Punkte £ und H
enthalt und fiir den [Fk gilt. Falls [ = k, so folgt (ACDEGH), Widerspruch
zu k # (KGH). Sei also | # k. Falls H € k gilt, folgt [ = k, Widerspruch zu
[ # k. Es ist also H ¢ k. Angenommen, es gilt [ K(AC EG). Dann folgt wegen
der Eindeutigkeit des Beriithrkreises kF(AC EG), Widerspruch zu k # [. Es
gilt also [ N (ACKG) = {K, X} mit £ # X (den Fall | = (AC E() kénnen
wir wegen k #£ [ ebenfalls ausschliefien). Im Fall X = A folgt | = (ADEH)
und damit k& = [, Widerspruch zu k # [. Im Fall X = D folgt (ACDEG)
und damit (ACDEGH), Widerspruch zu [ N (ACKEG) = {£, X}. Im Fall
X = H folgt (ACEGH), Widerspruch zu { N (ACEG) = {FE, X}. Iim Fall
X = C wenden wir (BDDM) auf die Punkte . A, H,C. D an (Figur 2.6
b). Es folgt (ACEG)C(CDGH) und damit (ACDFEGH), Widerspruch zu
IN(ACEG) = {F, X}. Es sei also im verbleibenden Fall X ¢ {A,C, D, E, H}.
Wir wenden (DDM) auf die Punkte K, A, H, X,C, D an (Figur 2.6 ¢). Es
folgt sukzessive (CDHX), (CDGHX). Wegen (CDGHX )N (ACEGX) =
{C.G} und X # C lolgl X = G. Es lolgl kE(EGH). O

Damit haben wir eine weitere Bedingung, die miquelsche Mobius-Ebenen
charakterisiert, denn es gilt der

Satz 2.28. In Mdbius-Ebenen gilt: (CDM) < (M).

Beweis. Aus (M) folgen nach Satz 2.16 die Bedingung (C' DM). Andererseits
folgt nach Lemma 2.21 aus (C' DM) die Bedingung (BC M), welche nach Satz
2.17 zu (M) dquivalent ist. ]

Abschlieflend geben wir noch einige Ergebnisse beziiglich der Existenz bzw.
der Nicht-Existenz von miquelschen Mébius-Ebenen.

Bemerkung 2.29. i) Zu jeder Primzahlpotenz existiert bis aud Isomorphie
genau eine miquelsche Mébius-Ebene?.

ii) Mobius-Ebenen gerader Ordnung n sind nicht notwendig miquelsch. Sie
sind es fiir n = 2.4, 16; sie sind es nicht fiir n = 2?27+t > 8. Die eindeu-
tig bestimmte miquelsche Mobius-Ebene der Ordnung 2 erhélt man durch
die Menge aller 3-Teilmengen einer 5-Menge (Minimalmodell). Fiir Ordnung
4 gab Witt [57] 1938 einen Beweis. Den Beweis fiir die Eindeutigkeit der
Mébius-Ebenen der Ordnung 16 lieferten O'Keefe und Penttila [44] 1990.
iii) Mobius-Ebenen ungerader Ordnung n sind miquelsch genau dann, wenn
eine ihrer Ableitungen desarguesch ist, s. Thas [54] und Fisher, Penttila,
Praeger und Royle [24].

iv) Die Frage, ob Mébius-Ebenen ungerader Ordnung n notwendig miquelsch

9Siehe Halder und Heise [25], Satz 12.30.
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sind, ist ungeklart. Wahr ist dies fiir n = 3,5,7. Dies bewiesen Witt [57]
(1938), Chen [18] (1972) und Denniston [22] (1973).

v) Nicht-endliche M6bius-Ebenen sind nicht notwendig miquelsch. Siehe zum
Beispiel Abschnitt 1.4.

2.4 Klassifikation von Laguerre-Ebenen

2.4.1 Ausartungen des Satzes von Miquel

Wie im Fall der Mo6bius-Ebenen betrachten wir auch hier die allgemeine
Bedingung (M) und beachten, dafi im Fall der Laguerre-Ebenen zusitzlich
auch parallele Punkte auftreten kénnen. Bei den Bezeichnungen der einzelnen
Bedingungen folgen wir dem Abschnitt 2.3 und stellen zunédchst fest, dafl
in (M,) parallele Punkte nicht in beliebigen Kombinationen auftreten. In
Brocker [13] wurde gezeigt: 1) Sind zwei Punkte mit einer gemeinsamen Kante
im Wiirfelmodell parallel, so fithrt dies zu trivialen'® oder widerspriichlichen
Bedingungen!!.

ii) Wenn im Wiirfelmodell zwei diagonal liegende Punkte einer Seite parallel
sind, so sind die verbleibenden Punkte ebenfalls parallel, liegen aber nicht in
der Parallelklasse des ersten Punktepaares.

ii1) Hochstens zwei der an einer Bedingung heteiligten Punkte liegen in einer
gemeinsamen Parallelklasse.

iv) Wenn diagonal liegende Punkte im Wiirfelmodell zusammenfallen, so folgt
eine triviale Aussage oder ein Widerspruch (falls parallele Punkte beteiligt

sind).

Will man also triviale bzw. widerspriichliche Bedingungen ausschlieflen, so
folgt unmittelbar, dafl Kreise mit gemeinsamer Kante im Wiirfelmodell nicht
beide ausgeartet sein kénnen.

Beachtet man die o.g. Einschrankungen, so ergeben sich insgesamt 40 mi-
quelsche Bedingungen fiir Laguerre-Ebenen. Wir fassen diese in einer Tabelle
zusammen (siehe auch Ubersicht auf S.113).

10D h. die Punkte des Schliefungskreises liegen auf mindestens einem  in diesem Fall
ausgearteten — Kreis.
HD.h. die Punkte des Schliefungskreises liegen nicht notwendig auf einem Kreis.
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Bezeichnung Bedingung
Aus den Bedingungen (ABCD),, (ABEF),, (BCFG),,

(MO) (CDGH), und (ADEH), folgt (EFGH),,.
(M1 Aus den Bedingungen (ABCD),, (ABEF),, (BCFG),,
(CDGH),, (ADEH), folgt (EFGH),,.
(M1?) Aus den Bedingungen (ABCD),, (ABEF),, (BCFG),,
(CDGH),, (ADEH), folgt (EFGH),.
(M2) Aus den Bedingungen (ABCD),, (ABEF),, (BCFG),,
(CDGH)., (ADEH), folgt (EFGH),.
(BMO) Aus den Bedingungen (ABCD),, (BCEG),, (CDGH),,
(ADEH), folgt (ABE), E(EGH),.
(BMIY) Aus den Bedingungen (ABCD),, (BCEG),, (CDGH),,
(ADEH), folgt (ABE), E(EGH),.
(BM1?) Aus den Bedingungen (ABCD),, (BCEG),, (CDGH),,
(ADEH), folgt (ABE),E(EGH),.
(CMO) Aus den Bedingungen (ABCD),, (BCFG),, (CDGH),,
(ADH), A(ABF), folgt (AEGH ),,.
(M1 ?us ((ABOD))a, (BCF@),, (CDGH),, (ADH), A(ABF),
olat (AEGH),.
M) Aus ((ABCD)),“, (BOFG),. (CDGH)., (ADH), A(ABF),
folgt (AEGH
(DAMO) Aus (ACD), A(AEF),, (ACFG).. (CDGH),, (ADEH),
/ folgt (KFGH),,.
(DM1') Aus (ACD), A(AEF),. (ACFG),, (CDGH),. (ADEH),
folgt (EFGH),.
(DM1?) Aus (ACD), A(AEF),. (ACFG),, (CDGH),, (ADEH),
folgt (EFGH),.
Aus (ABCD),, (BCE),C(CDH), und (ADEH), folgt
(BCMO) (ABE), E(CEH),.
Aus (ABCD),, (BCE),C(CDH), und (ADEH), folgt
1 ”
(BOMI) (ABE), E(CEH),.
5 Aus (ABCD),, (BCE),C(CDH), und (ADKEH), folgt
(BOMI) (ABE), E(CEH),.
k sei ein Kreis, der A und F enthdlt mit KA(ACD),;
(BDyM0) weiter gelte (ACEG),, (CDGH),, (ADEH),. Dann folgt

kE(EGH),.
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(BD,M1)

(BDyM1?)

(BDyMO)

(BDyM2)

(C'CHMO)

(CCLMIY)

(CCyM1?)

(CCyMO)
(CCMI)
(C'DMO)

(CDM1)

(DDMO)

(DDM1)

(BC Dy MO)

k sei ein Kreis, der A und E enthdlt mit kA(ACD),;
weiter gelte (ACFEG),. (CDGH),, (ADEH),. Dann folgt
kE(EGH),.

k sei ein Kreis, der A und K enthdlt mit kA(ACD),;
weiter gelte (ACEG),. (CDGH),, (ADEH),. Dann folgt
kEE(EGH),.

Aus (ABC),C(CGH),, (BCEG), und (ACEH), folgt
(ABE),E(EGH),.

Aus (ABC),C(CGH),, (BCEG), und (ACEH), folgt
(ABE), E(EGH),.

k sei der Kreis, der A und B enthilt mit (ADH ), Ak und
kB(BCG),; weiter gelte (ABCD),, (CDGH),. Dann folgt
(ABGH),,.

k sei der Kreis, der A und B enthilt mit (ADH ), Ak und
kEB(BCG),; weiter gelte (ABCD),, (CDGH ),. Dann folgt
(ABGH),.

k sei der Kreis, der A und B enthilt mit (ADH ), Ak und
kB(BCG),; weiter gelte (ABCD),., (CDGH ),. Dann folgt
(ABGH),.

Aus (ABCD),, (ABF),A(ADH), und (BCF),C(CDH),
folgt (ACFH).,.
Aus (ABCD),, (ABF),A(ADH), und (BCF),C(CDH),
folgt (ACFH),.

Aus (ABD),.B(BFG),, (ABF),A(ADH), und (BDGH),
folgt (AFGH),,.

Aus (ABD),B(BFG),, (ABF).,A(ADH), und (BDGH ),
folgt(AFGH),.

k sei der Kreis, der A und € enthélt mit (AEF), Ak und
EC(CGH),; weiter gelte (ACFG),, (CDEH),. Dann folgt
(KFFGH),.

k sei der Kreis, der A und C enthélt mit (AKF'), Ak und
EC(CGH),; weiter gelte (ACFG),, (CDEH),. Dann folgt
(EFGH),.

k sei der Kreis, der A und FE enthilt mit kA(ACD),; es
gelte weiterhin (ADEH),, (ACE),C(CDH),. Dann folgt
KE(CEH),.
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k sei der Kreis, der A und F enthalt mit kA(ACD),; es
(BCDiM1) gelte weiterhin (ADEH),, (ACE),C(CDH),. Dann folgt
KE(CEH),.

Aus den beiden Beriithrbedingungen (ACD). A(AEF),,
(ACF),C(CDE), folgt (ADE), E(CEF),.

k sei der Kreis, der A und C' enthdlt mit (AEF), Ak
(BDDMO) und kC(CEG),; es gelte weiter (ACFG),. Dann folgt
(ACE),E(EFG),.

k sei der Kreis, der A und C enthidlt mit (AEF), Ak
(BDDMT1) und kC(CEG),; es gelte weiter (ACFG),. Dann folgt

(ACE), E(EFG),.

k sei der Kreis, der C' und D enthalt mit (ACF'),Ck und
(CCDMO) ED(ADE),; es gelte weiterhin (ACD), A(AEF),. Dann
folgt (CDEF),,.
ki sei ein Kreis, der A und C enthalt mit ky AkCky. wobei
A und F aul dem Kreis ky bzw. C und G aul dem Kreis ks

(BC DyMO)

(BBDDMO) liegen. Weiter gelte k3Gky, wobei F und G auf dem Kreis
k4 liegen und (ACEG),. Dann folgt ky Eky.
ki sei ein Kreis, der A und C enthalt mit ky AkCky. wobei
(BBDDM1) A und F auf dem Kreis k3 bzw. C und G auf dem Kreis k5

liegen. Weiter gelte k3Gky, wobei ' und G auf dem Kreis
k4 liegen und (AC EG),. Dann folgt ky Fky.

ki sei der Kreis, der €' und D enthélt mit (AC'E),Ck; und
(BCCDMO) ki D(ADE), und es sei ky der Kreis, der A und K enthilt
mit (ACD),Aky. Dann folgt ks F(CDE),.

Es seien ky, ko, ks und k4 Kreise, die A und B; B und

(ccccmo) C und D bzw. A und D enthalten, mit k4 Aky Bky;CksDky.
Dann folgt (ABCD),,.

Tabelle 2.2: Miquelsche Bedingungen im Laguerre-Fall.

2.4.2 [Ergebnisse

Wie im Moébius-Fall gilt auch fiir Laguerre-Ebenen  die minimale Laguerre-
Ebene ausgenommen'? — die Aussage:

12Wir schlieflen weiterhin immer die minimale Laguerre-Ebene aus. Da diese aus nur
sechs Punkten besteht, sind die Voraussetzungen der meisten miquelschen Bedingungen
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Satz 2.30. In miquelschen Laguerre-Fbenen gelten alle 40 angegebenen Be-
dingungen.

Beweis. Siehe Samaga [46]. U

Andererseits folgt nach Chen [19] (s. Satz 2.10), daB zur Charakterisierung
miquelscher Laguerre-Ebenen die Bedingung (MO0) geniigt.

Satz 2.31. Die miquelschen Laguerre-Ebenen sind genau die Laguerre-
FEbenen, in denen die Bedingung (MO) gilt. O

Es geniigt eine miquelsche Bedingung mit sechs Punkten zur Charakteri-
sierung miquelscher Mébius-Ebenen; in Laguerre-Ebenen funktioniert jener
Beweis von Schaeffer (s. Abschnitt 2.3.2) wegen der auftretenden ausgearte-
ten Kreise nicht mehr. Mit ganzlich anderen Methoden gelang es Artzy [3]
im Jahre 1974 die miquelschen Laguerre-Ebenen durch eine Bedingung mit
nur sechs Punkten zur charakterisieren.

Satz 2.32. Die miquelschen Laguerre-Ebenen sind genau die Laguerre-
FEbenen, in denen die Bedingung (BD; M1?%) gilt. O

Ein weiteres Resultat von Samaga [47] aus dem Jahr 1991 zeigt den Zusam-
menhang zwischen dieser und einigen anderen Bedingungen.

Satz 2.33. In Laguerre-Ebenen gilt: (BDiM1*) & (CCIM1?) &
(DODMO) & (BM1Y) & (CM1?) & (DM1?) & (DMO) & (M1?) &
(MO). O

Wir kommen nun zu eigenen Ergebnissen und beweisen eine Reihe von Lem-
mata.

Lemma 2.34. In Laguerre-Ebenen gilt: (BDDMO0) = (BCC DMO0).

Beweis. Es sei k der regulidre Kreis, der die Punkte A und F enthilt und fiir
den kA(ACD), gilt. Weiter sei [ der regulare Kreis, der die Punkte C' und D
enthélt und fiir den (ADFE), DIC(ACE), gilt. 7Zu zeigen ist kFK(CDFE),. Im
Fall £ = (CDE), ist nichts zu zeigen. Es sei also k # (CDFE),. Es existiert
genau ein reguldrer Kreis m, der die Punkte D und F enthélt und fiir den
mEk gilt. Im Fall m = k folgt kK = (ACDE),, Widerspruch zu k # (CDFE),.
Wir gehen im weiteren von m # k aus. Falls m N (ACE), = {E} gilt,
folgt k = (ACE), = (ACDE),, Widerspruch zu k # (CDFE),. Es gelte nun
mN(ACE), ={k, X} mit X # K. Aus X = A folgt m = (ADFK), = k und
damit (ACDFE),, Widerspruch zu m # k. Aus X = C folgt unmittelbar die

ohnehin nicht erfiilllbar, d.h. die Bedingungen gelten trivialerweise. Das Minimalmodell
birgt auflerdem die Besonderheit, dafl sich zwei verschiedene ausgeartete Kreise in genau
zwel verschiedenen, parallelen Punkten schneiden.
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Behauptung. Aus X = D folgt (ACDFE),, Widerspruch zu k # (CDFE),. Sei
also X ¢ {A,C.D. E}. Wir wenden (BDDMO) auf die Punkte A, £, D, X, C
an (s. Figur 2.7a) und erhalten (AED), D(CDX),. Wegen der Eindeutigkeit
des Beriihrkreises folgt (C'DX), = 1. Wegen [N {ACFE), = {C} folgt X = C.

Damit gilt kE(CDE),. O
A 7/ E - E / E
A E C C A E
C —X A —JE D X
D D D D C C
(@) (b) (©)
Figur 2.7

Lemma 2.35. In Laguerre-Ebenen gill: (BDDMO) = (BC Dy MQ0).

Beweis. Es gelte (ADEH),.. (ACE),C(CDH),. Weiter sei k der reguldre
Kreis, der die Punkte A und E enthélt und fir den EA(ACD), gilt. Zu
zeigen ist kE(CEH),. Im Fall & = (CFEH), ist nichts zu zeigen. Es sei also
k # (CEH),. Es existiert ein eindeutig bestimmter reguldrer Kreis m, der
die Punkte €' und F enthélt und fiir den mEk gilt. Im Fall m = k folgt
(ACDEH),, insbesondere also die Behauptung. Wir gehen jetzt von m # k
aus. Im Fall mKE(ADEH), folgt (ACDEH),, Widerspruch zu m # k. Es sei
mN(ADEH), ={F, X} mit X # E. Aus X = A bzw. X = C [olgl m =
(ACE), bzw. (ACDEH),, Widerspruch zu m # k. Im Fall X = H sind wir
fertig. Im Fall X = D benutzen wir die wegen LLemma 2.34 giiltige Bedingung
(BCCDMO) und wenden diese aul die Punkte C, E. A, D an (s. Figur 2.7b).
Wir erhalten ID(ADE), = (ADEH),, wobei [ der reguldre Kreis durch die
Punkte C' und D sei, fiir den [C(ACE), gilt. Wegen der Eindeutigkeit des
Beriihrkreises gilt { = (CDH),. Dann folgt aber (ACDFEH),, Widerspruch
mam # k. Essei X ¢ {A,C,D,E.H}. Wir wenden (BDDMO0) auf die
Punkte A, E,C, X, D an (s. Figur 2.7¢). und erhalten (ACFE),C(CDX), =
(CDHX),. Wegen (CDH),N(ADEH), ={D,H} und X # D folgt X = H.
Damit folgt (CEH), Hk. O

Lemma 2.36. In Laguerre-Fbenen gilt: (BD;MO0) = (BDDMO).

Beweis. Es gelte (ACFG),, k sei ein reguldrer Kreismit A, C € k, (AEF), Ak
und kC(C EG),. 7Zu zeigen ist (ACE), E(EFG),. Im Fall (ACFE), = (FFG),
ist nichts zu zeigen. Es sei also (AC'E), # (KFG),. Angenommen, es gibt
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ein X # k£ mit (ACFK), N (KFG), = {E. X}. Aus X = A bzw. X = (C
folgt (AEFG), bzw. (CEFG), und damit (ACEFG),. Aus X = F bzw.
X = G folgt (ACEF), bzw. (ACEG), und damit (ACEFG),. Dies ist ein
Widerspruch zu (ACE), # (K FG),. Es seijetzt also X ¢ {A,C, K. F,G}. Da
X auf den Kreisen (ACE), und (FFG), liegt, ist X nicht-parallel zu A, C, E.
F, G. Wir wenden (BD;MQ0) auf die Punkte A, E. F,C, X. G (s. Figur 2.8a)
an. Ks folgt kC(CGX), und damit (CEGX),. Wegen (CEG), N (ACE), =
{C.E}und X # C folgt X = E. Es gilt also (ACFE), E(EFG),. O

F—  _E F— _E F— _E
A A A A A A
G| x G | _lg S | _x
C C C C C C
(a) (b) (©)
Ficur 2.8

Lemma 2.37. In Lagucrre-Ebenen gilt: (BD;MO0) = (DDMQO).

Beweis. Es gelte (ACEH), und (ACF@G),. Es sei k der regulare Kreis durch
die Punkte A und C, der den Kreis (AEF'), in A und den Kreis (CGH), in
C berithrt. Zu zeigen ist (K FGH),,. Wir unterscheiden ohne Einschriankung
die zwei Falle FJ|G und F| H.

1. Fall: Sei EJ|G. Es sind E, F' und G drei paarweise nicht parallele Punk-
te, d.h. es gilt (EFG),. Angenommen, es gilt (FFG),.E(ACEH),. Im Fall
(KFFG), = (ACEH), schlieft man auf (ACEFGH),, es gilt also inshe-
sondere (KFGH),. Es sei im weiteren (EFG), # (ACEH),. Angenom-
men, es gilt (EFG),. N (ACEH), = {E}. Da aus (BD;M0) die Bedin-
gung (BC Dy MQ0) (Lemma 2.36 und Lemma 2.35) folgt, wenden wir letz-
tere auf die Punkte A, F, F,C, G (s. Figur 2.8b) an und erhalten kC(C EG),.
Daraus folgt (CEG).C(CGH),, also (CEGH), und damit (ACEGH),. Das
fithrt auf (ACKFGH),, Widerspruch zu (K F &), # (ACEH),. Sei im ver-
bleibenden Fall (EFFG), N (ACEH), = {E, X} mit X # E. Aus X =
A folgt (AEFG), und damit (ACEFG),.. Aus X = C folgt (CEFG),
und damit (ACKEFG),. Aus X = F folgt (ACEFH),. Aus X = ( folgt
(ACEGH),. In allen Féllen erhélt man (ACEFGH), und damit einen Wi-
derspruch zu (FFG), N (ACEH), = {E, X}. Wir gehen jetzt also von X ¢
{A,C, K, F.G, H} aus. Wende (BD;MQO0) auf die Punkte A, K, F, C. X, an
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(s. Figur 2.8¢). Man erhalt kC(CGX),, was (CGX),C(CGH), impliziert.
Daraus folgt (CGHX),. Wegen (CGH), N (ACEH), ={C,H} und X # C
folgt X = H. Es gilt also (FFGH),.

2. Fall: Sei ohne Einschrankung F||H. 7u zeigen ist F||G. Angenommen, es
gilt )G, Dann folgt (EFFG),. Angenommen, es gilt (EFG), E(ACEH),.
Falls (FFG), = (ACEH), gilt, so erhdlt man einen Widerspruch zu F||H.
Sei im weiteren also (K FG), # (ACKEH),. Im Fall (KFG), N (ACKEH), =
{E} schlieft man, wie in Fall 1, auf (ACEFGH),, Widerspruch zu F| H.
Wir betrachten den verbleibenden Fall (EFG), N (ACEH), = {F, X} mit
E # X. Aus X = A folgt sukzessive (AKFG),, (ACEFG),. Aus X = C
folgt (CEFG), und damit (ACEFG),. Aus X = F folgt (ACEFH),. Aus
X = G folgt (ACEGH),. In allen Fallen schlieBt man auf (ACEFGH),.,
Widerspruch zu F||H. Im Fall X = H folgt (KFGH),, Widerspruch zu
F||H. Analog zum Fall 1 konnen wir von X ¢ {A,C, K, F,G, H} ausgehen.
Die Anwendung von (BD;MO0) auf die Punkte A. F, F,.C, X,G (s. Figur
2.8¢) fithrt auf kC(CGX), und damit auf (CGX),.C(CGH),. Daraus folgt
(CGHX),. Wegen (CGH),N(ACEH), ={C,H} und X # C lolglt X = H,
d.h. F||H € (EFG),, Widerspruch. Also gilt £||G. O

Lemma 2.38. In Laguerre-Ebenen gilt: (CMO0) = (BDyMO).

Beweis. Es gelte (ACKEH),, (BCEG),, (ABC),C(CGH),. 7Zu zeigen ist
(ABE).E(EGH),. Imm Fall (ABE), = (FGH), ist nichts zu zeigen. Es sei
also (ABE), # (EGH),. Angenommen, es gibt ein X # F mit (ABE), N
(KGH), = {k,X}. Aus X = A folgt (AKGH), und damit (ACKGH),
und (ABCEGH),. Widerspruch zu (ABE), # (EGH),. Ebenso konnen
wir schlieBen: X = B =(BEGH), =(BCEGH), =(ABCEGH),. X =C
=(ABCE), =(ABCEG), =(ABCEGH),. X =G =(ABEG), =
(ABCEG), =(ABCEGH),. X = H =(ABFEH), =(ABCEH), =
(ABCEGH),. In allen Féllen ergibt sich ein Widerspruch zu (ABFE), #
(KGH),. Da X auf den Kreisen (ABE), und (KGH), liegt, ist X nicht-
parallel zu A, B, £, G, H. Es sei also X ¢ {A,B,C,E.G,H}. Wende
(CM0) auf die Punkte C. B, E, G, A, X, H (s. Figur 2.9a) an. Es folgt
(ACHX),. Wegen (ACEH), folgt (ACEHX),und (ABCEHX),, Wider-
spruch zu (ABFE),. N (EGH), ={F,X}. Es gilt also (ABE),E(EGH),. O
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Lemma 2.39. In Laguerre-Ebenen gilt: (CMO0) = (DMQO).

Beweis. Es gelte (ADEH),, (ACFG),, (CDGH),, (ACD),A(AEF),. 7u
zeigen ist (KFGH),.. Angenommen, es gilt (AKF),A(ADG),. Dann folgt
wegen der Eindeutigkeit des Bertihrkreises (ADG), = (ACD), und damit
(ACDG),. Das bedeutet (AC DEFGH ), und wir erhalten einen Widerspruch
falls D||F oder C||FK bzw. (KFGH),.. Angenommen, es gibt ein X # A
mit (AEF), N (ADG), = {A. X}. Aus X = C folgt sukzessive (AC DG, .
(ACDFQG),, (ACDEFGH),. Widerspruch zu (AEF), N (ADG), = {A, X}.
Ebenso folgt: X = D =(ADEF), =(ADEKFGH),. X = K =(ADEG),
S (ADEGH),. X = F =(ADFG), =(ACDFG),. X = G =(AEFG),
=(ACEFG),. X = H=(AEFH),=(ADFEFH),.Inallen genannten Fillen
folgt (ACDKEFGH),, Widerspruch zu (AEF), N (ADG), = {A, X}. Da X
auf den Kreisen (AEF), und (ADG), liegt, ist X nicht-parallel zu A, D, E.
F,G. Essei X ¢ {A,C.D,FE,F.G, H}. Nach Lemma 2.38 impliziert (C.MO0)
die Bedingung (B Dy M0). Wende (B Dy MQ0) auf die Punkte D, C, A, G, F, X
(s. Figur 2.9b) an. Es folgt (CDG),G(FGX),. Wende (CMO0) auf die Punkte
G, X, A D, F. E. H (s. Figur 2.9¢) an. Es folgt (FFGH),,. O

Lemma 2.40. In Laguerre-Ebenen gilt: (M1') = (BM1?).

Beweis. Es gelte (ABCD),, (CDGH),, (BCEG),, (ADEH),. 7u zeigen ist
(ABE),E(EGH),. Da (ADFEH), ein ausgearteter Kreis ist, folgt nach Defi-
nition A||H sowie D||E. Im Fall (ABE), = (EGH), erhalten wir einen Wi-
derspruch zu A||H. Es ist also (ABFE), # (EFGH),. Angenommen, es gibt ein
X # E mit (ABE), N (EGH), = {E, X}. Aus X = A folgt (AEGH),, Wi-
derspruch zu A||H. Aus X = B folgt (BEGH),, (BCEGH),,(BCDEGH),.
Widerspruch zu D||E. Aus X = C folgt (ABCFE),, (ABCDE),, Widerspruch
zu D|K. Aus X = D folgt (DEGH),, Widerspruch zu D||K. Aus X = G
folgt (ABEG),, (ABCEG),, (ABCDEG), Widerspruch zu D||E. Aus X =
H folgt (ABEH),, Widerspruch zu A||H. Essei X ¢ {A.B,C,D,E.G,H}.
Fs ist X nicht-parallel zu A, B, E. da (ABE), und X € (ABE),. Das gleiche
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Argument gilt fiir den Kreis (KGH),. X ist nicht-parallel zu ) wegen D] F.
Wende (M1") auf die Punkte £, A, D, H, X, B, C, G (s. Figur 2.10a) an. Es
folgt (BCGX),. Wegen (BCEG), folgt (BCGX), (insbesondere folgt X}|C)
und damit sukzessive (BCEGX),, (ABCEGX),. (ABCDEGX),, Wider-

spruch zu D||E. Es folgt (ABE), E(EGH),. O
H D E
E A b H
S e B X
X B ¢ C
(a) (®)

FiGgur 2.10

Lemma 2.41. In Laguerre-Ebenen gili: (BM1?) = (BCM1'").

Beweis. Es gelte (ABCD),, (ADEH),, (BCE),C(CDH),. Zu zeigen ist
(ABE),E(CEH),. Im Fall (ABE), = (CEH), erhalten wir einen Wider-
spruch zu A||C. Es ist also (ABFE), # (CKEH),. Angenommen, es gibt ein
X # F mit (ABE), N (CEH), = {E.X}. Aus X = A folgt (ACEH),.
Widerspruch zu A||C. Aus X = B folgt (BCFEH), und damit (BCDEH),.
Widerspruch zu B||H. Aus X = C folgt (ABCFE),, Widerspruch zu A||C.
Aus X = D folgt (ABDE),, Widerspruch zu B|D. Aus X = H folgt
(ABEH), und damit (ABDEH),, Widerspruch zu BJ||D. Es sei also X ¢
{A,B,C, D, K, H}. Weiterhin gilt, dal X zu keinem der Punkte A, B, C, D,
E. H parallel ist, da X auf den Kreisen (ABFE), und (CEH), liegt. Wen-
de (BM1?) auf die Punkte D, H, E, A,C, X, B (s. Figur 2.10b) an. Dann
ergibt sich (BCX),C(CDH),. Wegen der Eindeutigkeit des Beriihrkreises
folgt (BCX), = (BCE), und damit (BCEX), und (ABCEX),, Wider-
spruch zu Al|C. Daraus folgt (ABE),E(CEH),. O

Lemma 2.42. In Laguerre-Ebenen gili: (BC M1') = (C M1,

Beweis. Es gelte (BCFG),, (CDGH),. (ABCD),, (ABF),A(ADH),. Zu
zeigen ist (AFGH ), (es muB AJ|G gelten, da sonst C||G folgen wiirde). Sei k
der reguldre Kreis, der die Punkte A und G enthélt und fiir den (ABF), Ak
gilt. Wegen (ABCD), gilt kN (ABCD), = {A, X} mit X||B. Aus X = B
folgt k = (ABG).A(ABF),, d.h. (ABFG), und damit (ABC F@),, Wider-
spruch zu A||C. Aus X = D folgt k = (ADG), A(ADH),,d.h. (ADGH ), und



2.4. KLASSIFIKATION VON LAGUERRE-EBENEN 47

damit (ACDGH),, Widerspruch zu A|C. Aus den genannten Bedingungen
folgt dann sofort X ¢ {A, B,C, D, F,G. H}. Wende (BCM1'") zweimal an;
zum einen auf die Punkte C', X, A, B, GG, F' (s. Figur 2.11a) und zum anderen
auf die Punkte C, X, A, D, GG, H (s. Figur 2.11b). Es folgt (CGX),G(AFG),
bzw. (CGX),G(AGH),, also (AFG),G(AGH),. Dies bedeutet aber

(AFGH),. 0
B 7 A D A
C X C X
F A H | _Ua
G G G G
(2) (b)
Figur 2.11

Lemma 2.43. In Laguerre-Ebenen gilt: (M1') = (CM1?).

Beweis. Zum Beweis wird die Bedingung (C M1') benétigt, die aber be-
reits auf Grund der Giiltigkeit der Bedingung (M1') und der Lemmata
2.40, 2.41 und 2.42 gilt. Es gelte (ABCD),, (BCFG),, (CDGH),, sowie
(ABF),A(ADH),. Zu zeigen ist (AFGH),. (ADH), = (FGH), kann nicht
auftreten wegen D||G. Angenommen, es gilt (FGH),N(ADH), = {H}. Wen-
de die oben erwihnte Bedingung (CM1') auf die Punkte H, D.C, G, A, B, I
an (s. Figur 2.12a). Es folgt (ABFH), (der Kreis ist reguldr, da A, B, F, H
paarweise nicht parallel sind). Unter Beachtung der Voraussetzung

(ABF),A(ADH), folgt (ABDFH), und damit (ABC DF H),. Widerspruch
zu C||H. Es gilt also (ADH), N(FGH), ={H, X} mit X # H. Aus X = B
folgt (ABDH), und damit (ABCDH),. Widerspruch zu C||H. Aus X = C
folgt (ACDH),, Widerspruch zu C'||H. Aus X = F folgt (ADFH), und da-
mit (ABDFH ), bzw. (ABCDF H),, Widerspruch zu C||H. Aus X = G folgt
(ADGH),, Widerspruch zu D||G. Es sei also X ¢ {B,C, D, F,G. H}. Wen-
de nun (M1') auf die Punkte G, H, D.C, F, X, A, B an (s. Figur 2.12b). Es
folgt (ABF X)4.. Da A, B, I paarweise nicht-parallele Punkte sind, liegt mit
(ABFX), der regulire Kreis (ABFX), vor. Wegen (ADF), N (ADH), =
{A} folgt X = A und damit (AFGH),. ]
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G C C D

(2) (b)

FiGur 2.12

Lemma 2.44. In Laguerre-Ebenen gilt: (BMO) = (BCMO0).

Beweis. Es gelte (ABCD),, (ADEH), und (BCE),C(CDH),. 7u zeigen ist
(ABE).E(CEH),. Angenommen, es gibt ein £ # X mit
(ABE), N (CEH), = {E,X}. Aus X = A folgt (ACEH), und damit
(ABCDEH),, Widerspruch zu (ABE),N(CKEH), ={F, X}. Ebenso kénnen
wir folgern: X = B =(BCFEH), =(BCDEH),. X =C =(ABCE), =
(ABCDE),. X = D =(ABDE), =(ABCDFE),. X = H =(ABEH),
=(ABDEH),.In allen Féllen folgt (ABCDFEH),, Widerspruch zu (ABFE),N
(CEH), ={FE,X}. Esist also X ¢ {A, B,C. D, E, H}. Aulerdem ist X 7zu
keinem der Punkte A, B, C, I/, H parallel, da X auf den Kreisen (ABFE), und
(CEH), liegt. Wende (BMQO0) auf die Punkte D, H, E, A, C, X, B (s. Figur
2.13a) an. Es folgt (CDH),C(BCX),. Wegen der Eindeutigkeit der Beriihr-
kreise folgt (BCE), = (BCX), und damit (BCFEX), und (ABCEX),, Wi-
derspruch zu (ABE),N(CEH), = {E. X}. Daraus folgt (ABE).E(CFEH),.
U

(2) (b)

FiGgur 2.13

Lemma 2.45. In Laguerre-Fbenen gili: (BCMO0) = (BC D1 MO).

Beweis. Es gelte (ADEH),, (ACE),C(CDH),. Es sei k der Kreis, der die
Punkte A und K enthélt und fiir den kA(AC' D), gilt.
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7u zeigen ist kK(CKEH),. Falls k = (CKH),, ist nichts zu zeigen. Sei also
k # (CEH),. Angenommen, es gibt ein X # £ mit kN (CEH), = {E, X}.
Aus X = A folgt (ACEH),. Aus X = C folgt &k = (ACFE), und damit
(ACDE),. Aus X = D folgt (CDFEH),. Aus X = H folgt k = (AKH), und
damit k = (ADEH),. In allen Fallen folgt (ACDFEH), und damit liegt ein
Widerspruch zu k # (CEH), vor. Esgilt X ¢ {A,C, D, E, H}. Da X auf den
Kreisen k und (C' K H), liegt, ist X nicht-parallel zu den Punkten A, C, K H.
Wende (BCMO0) auf die Punkte H, D, A, E.C, X (s. Figur 2.13b) an. Es
folgt (CDH),C(ACX),. Wegen der Eindeutigkeit des Beriihrkreises folgt
(ACX), = (ACFE), und damit (ACKEX), = k, Widerspruch zu kN(C K H), =
{F.X}. Daraus folgt kE(CEH),. O

Lemma 2.46. In Laguerre-Ebenen gilt: (BCMO0) = (BC Dy MO0).

Beweis. Es gelte (ABC),A(AFEH), und (BCFE),C{ACH),. 71 zeigen ist

(ABE),E(CEH),. Im Fall (ABFE), = (CEH), ist nichts zu zeigen. Es sei
also (ABFE), # (CEH),. Angenommen, es gibt ein X # E mit (ABE), N
(CEH), ={F,X}. Aus X = Afolgt (ACKEH),. Aus X = Bfolgt (BCEH),.
Aus X = C folgt (ABCE),. Aus X = H folgt (ABEH),. In allen Féllen folgt
(ABCEH),, Widerspruch zu (ABE), # (CEH),. Es gelte X ¢ {A.B,C, E.
H}. Da X auf den Kreisen (ABFE), und (CFEH), liegt, ist X nicht-parallel
zu den Punkten A, B. C, £, H. Wende (BC M0) auf die Punkte X, B, A, F.
C, H (s. Figur 2.14a) an. Es folgt (BCX),C(ACH), und damit (BCX), =
(BCE),, was (BC EX), zur Folge hat, Widerspruch zu (ABE).N(CKH), =

{F,X}. Daraus folgt (ABE),E(CEH),. O
E—+A A
X B D A
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Lemma 2.47. In Laguerre-Ebenen gilt: (BCMO0) = (C DMO).

Beweis. Es gelte (ABD),B(BFG),, (BDGH),, (ABF),A(ADH),. Zu zei-
gen ist (AFGH),,. Wegen der Voraussetzung (BCMQ0) gilt bereits die Be-
dingungen (BC Dy M0) (Lemma 2.45) und (BC DyMO0) (Lemma 2.46). Wir
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unterscheiden drei Falle:
Fall 1. A||G,

Fall 2. F||H,

Fall 3. A)|G. F|H.

Fall 1. Es gelte A||G. Zu zeigen ist F'||H. Angenommen F|[H. Dann haben wir
einen reguldren Kreis (AFH),.. Angenommen, es gilt (AFH), = (BDGH),.
also (ABDFGH),, Widerspruch zu A||/G. Wir gehen also von (AFH), #
(BDGH), aus. Angenommen, es gilt (AFH). N (BDGH), = {H}. Wen-
de (BCDyMO) auf die Punkte D, A, H, B. F' an (s. Figur 2.14b). Wir er-
halten (ABD), B(BF H), und damit laut Voraussetzung (BFG).B(BFH),.
Damit gilt (BFGH), und weiter (ABDFGH),, Widerspruch zu Al|G. We-
gen (AFH), # (BDGH), folgt somit (AFH), N (BDGH), = {H, X} mit
X # H. X = A kann nicht gelten, da (ABDGH), ein Widerspruch zu A||G
ist. X = B impliziett (ABFH),, dh (ABDFH), (falls D||F' vorausgesetzt
ist, haben wir sofort einen Widerspruch). Dann gilt aber (ABDFGH),, Wi-
derspruch zu A||G. Aus X = D folgt (ADFH), (falls D||F vorausgesetzt
ist, haben wir sofort einen Widerspruch) und damit (ABDFH),. Es folgt
(ABDFGH),, Widerspruch zu A||GG. Aus X = F folgt (BDFGH), und da-
mit (ABDFGH),, (falls D||F vorausgesetzt ist, haben wir sofort einen Wi-
derspruch) Widerspruch zu A||G. Insgesamt gilt also X ¢ {A, B, D. F, H}.
Wende (BCMO0) auf die Punkte X, F. A, H, B, D an (s. Figur 2.15a). Man
erhdalt (ABD), B(BFX),. Daraus folgt (BFG),B(BFX), und damit gilt
(BFGX),. Wegen (BFG), N (BDGH), ={B,D} und X # B folgt X = G,
also (ABDFGHX), Widerspruch zu Al|G. Damit gilt X = G, also liegt
der zu A parallele Punkt GG aul dem regularen Kreis (AF H),, Widerspruch.
Daraus folgt F'||H. bzw. (AFGH),.

Fall 2. F||H. Zu zeigen ist A||G. Angenommen es gilt A||G. Daraus folgt
(AFG),. Wie in Fall 1 gehen wir von (AFG), # (BDGH), aus. Angenom-
men, es gilt (AFG),N(BDGH), = {G}. Wende (BC Dy MQ0) auf die Punkte
F.G,B,A. D an (s. Figur 2.15b). Man erhdlt (ABF'), A(ADG),. Daraus folgt
(ADH),.A(ADG), und damit (ADGH),, bzw. (ABDGH), = (ABDFGH),,
Widerspruch zu F||H. Aus diesem Grund und wegen (AFG),. # (BDGH),
haben wir (AFG), N(BDGH), ={G, X} mit X # G. Der Fall X = A [ihrt
auf (ABDGH), und damit gilt (ABDFGH),, Widerspruch zu F|H. Im
Fall X = B erhalten wir (ABF ), und damit (ABDFGH),, Widerspruch
zu F||H. Der Fall X = F fihrt auf (BDGFH),, Widerspruch zu F||H. Der
Fall X = D laBit sich wie folgt widerlegen: Aus X = D folgt (ADFG),.
Wende (BC Dy MQ0) auf die Punkte A, B, F, D, G an (s.Figur 2.15¢). Wir er-
halten (ADH),D(BDGH),. Daraus folgt (ABDGH ), = (ABDFGH),, Wi-
derspruch zu F||H. D.h. wir haben X ¢ {A, B, D, F,G}. Wenden wir jetzt
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(BCMQO) auf die Punkte X, D. B, GG, A, F'an (s. Figur 2.15d). so erhalten wir
(ABF),A(ADX),. Daraus folgt (ADH),A(ADX), und damit (ADHX),.
Wegen (ADH), N (BDGH), = {D.H} und X # D folgt X = H. Also liegt
der zu F' parallele Punkt H auf dem regularen Kreis (AFG),, Widerspruch.
Daraus folgt A||G, bzw. (AFGH),.

Fall 3. A||G, Ff|H. 7u zeigen ist (AFGH),. Es gilt (AFG),. Wir gehen wieder
von (AFG), # (BDGH), aus. Angenommen, es gilt (AFG), N (BDGH), =
{G}. Wende (BC Dy MO0) auf die Punkte F,G. B, A, D an (s. Figur 2.15b).
Wir erhalten (ABF), A(ADG), und damit (ADH), A(ADG),. Das fithrt auf
(ADGH), und dies auf (ABDGH),, Widerspruch zu (AFG), N (BDGH), =
{G}. Daraus folgt (AFG), N (BDGH), = {G, X} mit X # G.

Aus X = A folgt (ABDGH), und damit (ABDFGH),., Widerspruch zu
(AFG), N (BDGH), = {G,X}. Aus X = B folgt (ABF(@), und damit
(ABDFG@),, s. Fall X = A. Aus X = F folgt (BDFG),, Widerspruch zu
(AFG),N(BDGH), ={G. X}. Im Fall X = H ist nichts zu zeigen. Der Fall
X = D laBt sich analog zu Fall 2 behandeln. Es sei also X ¢ {A. B, D, F,G}
vorausgesetzt. Wende (BC MQ0) auf die Punkte X, D, B, G, A, F' an (s. Figur
2.15d). Wir erhalten (ABF),A(ADX),. Daraus folgt (ADH), A(ADX), und
daraus (ADHX),. Wegen (ADH), N (BDGH), ={D,H} und X # D folgt

X = H und damit (AFGH),. O
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Lemma 2.48. In Laguerre-Ebenen gilt: Aus der Ghiltigkeit von (BCMO)
und (BC M1?) und (BC D1M1) folgt (CM1?).

Beweis. Es gelte (ABCD),, (BCFG),, (CDGH),, (ABF),A(ADH),. 7u
zeigen ist (AFGH),. Nach Voraussetzung ist A}|G. Es sei k der Kreis durch
die Punkte A und G, der (ABF), in A beriihrt. Es existiert ein Punkt
X # Amit (ABCD), Nk ={A, X}, daim Fall X = A sofort (ABCD), =
(ABF), = (ADH), folgt, Widerspruch zu C||H. Aus X = B folgt sukzes-
sive k = (ABFG),, k = (ABCFG),., k = (ABCDFG@),, Widerspruch zu
D||G. Aus X = D folgt k = (ADG),. Widerspruch zu D|G. Aus X = F
folgt kK = (AF@), und damit (ABFG), (s. Fall X = B). Aus X = G folgt
(ABCDG),, Widerspruch zu D||G. Aus X = H folgt (ABCDH),, Wider-
spruch zu C||H. Es ist also X ¢ {A,B,D,G.H}. Da X auf den Kreisen
(ABCD), und k liegt, ist X nicht-parallel zu A, B, C, D, G, H.

1. Fall: X # C. Wende (BCM1?) auf die Punkte C', X, A, D, G, H an (s.
Figur 2.16a). Es folgt (AGH),G(CGX),. Wende auBerdem ( BCMO0) auf die
Punkte C. X, A, B.G, F an (s. Figur 2.16b). Wir erhalten (CGX),G(AFG),
und damit (AFG),G(AGH),. Wegen der Eindeutigkeit der Beriihrkreise be-
deutet das (AF@G), = (AGH),, also (AFGH),.

2. Fall: X = C. Da (BCMQ0) gilt, folgt mit Lemma 2.45 die Giltigkeit der
Bedingung (BC D; MQ0). Diese wenden wir auf die Punkte C, A, B, G, F' an
(s. Figur 2.16¢) und erhalten (A F‘G)T(}'];, wobei k der Kreis durch C, G ist.
der (ABCD), in C beriihrt. Wende auBerdem (BCD;M1) auf die Punk-
te C,A,D,G, H an (s. Figur 2.16d). Wir erhalten (AGH),Gk. Zusammen

haben wir damit (AFG), = (AGH),, also (AFGH),. O
D A B A B A D _A
C X C X |l C Cl| Ccp C
H | A F A F ol ] H A
G c © G © c © G
(a) (b) (c) (d)
Ficur 2.16

Lemma 2.49. In Laguerre-Ebenen gilt: (CDMO0) = (BC Dy M0);
(CDMO) = (BCDMT).

Beweis. Im Fall (BC D;MQ0) gelte (ADEH),, im Fall (BC D, M1) gelte
(ADEH),. Weiter gelte (ACE),C(CDH),; es sei k ein Kreis mit A, K € k
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und kA(ACD),. 7u zeigen ist kE(CKEH),. Im Fall k = (CFKH), ist nicht
zu zeigen. Es sei also k # (CEH),. Angenommen, es gibt ein X # F mit
EN(CEH), ={F,X}.ImFall (BCD;MQ0) gilt: Aus X = A folgt (ACEH),.
Aus X = C folgt k = (ACK), und damit k = (ACDE),. Aus X = D folgt
(CDEH),. Aus X = H folgt k = (AEH ), und damit k = (ADFEH),. In allen
genannten Fallen folgt (ACDEH),, Widerspruch zu kN (CEH), = {F, X }.
Im Fall (BCDyMI1) gilt: Aus X = A folgt (ACKEH),, Widerspruch zu
AllH. Aus X = C folgt & = (ACE), und damit k& = (ACDE),. Wi-
derspruch zu D||E. Aus X = D folgt (CDFEH),, Widerspruch zu D| FE.
Aus X = H folgt & = (AKH),, Widerspruch zu A||H. Es ist also X ¢
{A,C,D,E.H}. Da X auf den Kreisen k& und (CEH), liegt, ist X nicht-
parallel zu A, C, D, E, H. Wende (C DMO0) auf die Punkte A,C, E.D. H, X
(s. Figur 2.17a) an. Im Fall (BC' D1 M0) erhalten wir (ADH X),. Dann gilt
aber (ADEHX),, was kN (CEH), = {F, X} widerspricht. Es folgt also
kE(CEH),. Im Fall (BCD;M1) erhalten wir (ADHX), bzw. (ADEHX),.

Widerspruch zu X A, D, K. H. Es folgt auch hier kK(CEH),. ]
E 7/ C B—E B—-C
A C C C E C
X H A ] E A D
A D D D E X
(a) (b) (c)
FiGur 2.17

Lemma 2.50. /n Laguerre-FEbenen gilt: (CDMO0) = (BC M0).

Beweis. Es gelte (ABCD),, (ADEH),, (BCE),C(CDH),. 7Zu zeigen ist
(ABE),E(CFEH),.. Sei k der regulidre Kreis durch die Punkte C' und K
mit kE(ABE),. Angenommen, es gilt k = (CDH),. Dann folgt sukzessive
(CDEH),, (ACDEH), und (ABCDEH), und damit auch die Behauptung
(auBer im Fall B| H; hier erhalten wir einen Widerspruch). Wir gehen im Wei-
teren von k # (CDH), aus. Angenommen, es gilt kN (CDH), = {C}. Dann
folgt wegen (CDH).C(BCE), auch kC(BCE), und damit k& = (BCFE),,
k= (ABCE),, k = (ABCDEF),, Widerspruch zu kN (CDH), = {C}. Es
gilt also kEN(CDH), = {C, X} mit C £ X.Im Fall X = A folgt k = (ACE),.
Widerspruch zu k # (ABE).. Aus X = B folgt k = (BCFE),, Wider-
spruch zu k # (ABE),. Aus X = K folgt sukzessive (CDFEH),, (BCDFEH),
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(im Fall B||H haben wir sofort einen Widerspruch), (ABCDEH),, k =
(ABCDEH),, Widerspruch zu kN (CDH), = {C.X}. Falls X = D gilt,
so benutzen wir Lemma 2.49 und wenden die Bedingung (BC D; MQ0) auf
die Punkte C, K, B, D, A an (s. Figur 2.17b). Es folgt (CDH),.D(ADE),
und damit (CDH),D(ADEH),, also (ACDEH),. Wir erhalten den glei-
chen Widerspruch wie im Fall X = E. Es gilt also auch X # D. Wir gehen
von X ¢ {A.B.C,D, K} aus. Jetzt wenden wir die Bedingung (C'DM0)
auf die Punkte £, C. B, X, D, A an (s. Figur 2.17¢). Es folgt (ADEX), (der
Kreis ist reguldr, da A, D und E paarweise nicht-parallele Punkte sind) und
damit (ADKEHX),. Wegen (ADEH),N(CDH), ={D,H} und X # D folgt
X = H. Damit folgt k = (CEH),E(ABE),. O

Lemma 2.51. In Laguerre-Ebenen gilt: (C DMO0) = (CDM]1).

Beweis. Es gelte (BDGH),, (ADH ), A(ABF),, (ABD), B(BF),. 7u zeigen
ist (AFGH),. Im Fall (AFG), = (ADH), folgt (ADFGH),, Widerspruch
zu D||G. Es ist also (AFG), # (ADH),. Die Annahme (AFG),N(ADH), =
{A} kann nicht gelten, da mit der Voraussetzung sofort (ABF), A(AFG),,
also (ABF @), folgt. Dann gilt aber auch (ABDF(),, was der Vorausset-
zung DG widerspricht. Es folgt (AFG), N(ADH), = {A, X} mit A £ X.
Aus X = B folgt (ABDH),, Widerspruch zu B|H. Aus X = D folgt
(ADFG),, Widerspruch zu D||G. Aus X = F folgt (ADFH), und damit
(ABDFH),, Widerspruch zu B||H. Aus X = G folgt (ADGH),, Wider-
spruch zu D|G. Es gilt also X ¢ {A, B, D, F,G}. Wende (CDMO0) auf
die Punkte B, A, F, D, X, G an (s. Figur 2.18a). Es folgt (BDGX),. Wegen
X € (ADH), und XD folgt X||B (X||H). Da X auf dem reguldren Kreis
(ADH), liegt, der mit dem ausgearteten Kreis (BDGH ), die Punkte D, H

gemeinsam hat und wegen X||H [olgt X = H und somil (AFGH),. O
FE—FA E
B A ¢ > E
6k b X
B D ¢ B
(a) (®)
FIGUR 2.18

Lemma 2.52. In Laguerre-Ebenen gilt: (C DM1) = (BCM1%).
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Beweis. Es gelte (ABCD),, (ADEH),, (BCE),C(CDH),. 7Zu zeigen ist
(ABE),.E(CEH),. Angenommen, es gilt (ABE), = (CEH),. Dann folgt
(ABCEH),, Widerspruch zu A|H. Es gilt also (ABFE), # (CEH),. Es
existiert ein eindeutig bestimmter reguldrer Kreis & durch B und kK, der
den reguldren Kreis (CEH), im Punkt E bertihrt, d.h. kE(CFEH),. Im Fall
k= (CEH), folgt (BCEH), und damit (BCDFEH),, Widerspruch zu D|| F.
Es ist also & # (CKH).. Weiter existiert ein X € k mit X|H. Wegen
HYB,C.D,Efolgt X ¢ {B,C,D,E}. ImFall X = H folgt k = (BEH), und
damit k = (CEH),, Widerspruch zu k # (CEH),. Also ist X # H. Wen-
de (CDMTI) auf die Punkte C. K, H, B, X, D an (s. Figur 2.18b). Es folgt
(BCDX),.Da B,C. D paarweise nicht-parallele Punkte sind und (ABC D),
gilt, folgt (ABCDX),. Wegen X||A folgt X = A,also (ABE),E(CEH),. O

Satz 2.53. Die miquelschen Laguerre-Fhenen sind genau die Laguerre-

Ebenen, in denen (CDMQO) gilt.

Beweis. Aus (C'DMQO) folgt mit Lemma 2.50 die Giiltigkeit der Bedingung
(BCMO0) und mit Lemma 2.51 die Giiltigkeil der Bedingung (C DM1). Mit
Lemma 2.52 folgt (BCM1?). Mit Lemma 2.49 folgt aus (C'DMO0) auch
(BC' Dy M1). Damit haben wir die Voraussetzungen von Lemma 2.48 erfiillt
und es folgt (C'M1?%), wodurch nach Satz 2.31 und Satz 2.33 miquelsche

Laguerre-Ebenen charakterisiert werden. d

Lemma 2.54. In Laguerre-Ebenen gilt: (DM1') = (BC MQ0).

Beweis. Es gelte (ABC ), A(AEH),, (ACGH), und (BCEG),. Zu zeigen ist
(ABE),E(EGH),. Angenommen, es gilt (ABE), = (EGH),. Dann folgt
(ABEGH), (im Fall B||H erhalten wir einen Widerspruch) und damit

(ABCEGH),. Insbesondere gilt also (ABE), E(EGH),. Wir gehen von

(ABE), # (EGH), aus. Sei k der reguldre Kreismit £. G € kund kA(ABE),.
Im Fall k = (ABE), folgt k = (ABEG), und damit k = (ABCEG),. Dann
folgt (ABCEGH),, Widerspruch zu (ABFE), # (EGH), (bzw. Widerspruch
zu B||H, falls dies vorausgesetzt ist). Wir setzen also k # (ABFE), voraus.
Dann existiert ein zu K paralleler Punkt X auf dem Kreis (ABC),. Weiterhin
existiert ein zu A paralleler Punkt ¥ auf dem Kreis k. Wegen A} E folgt sofort
X #Y. AuBerdem gilt X ¢ {A, B,C.G,H} und Y ¢ {B,C,E,G, H}. Im
Fall X = K folgt (ABCE), = (ABCEG),, Widerspruch zu k # (ABE),. Im
Fall Y = A folgt k = (AEG),E(ABE),, d.h. (ABEG), = (ABCEG),, Wi-
derspruch zu k # (ABE),. Also gilt X # F und Y # A. Wende (DM1') auf
die Punkte £, B, A,Y,GG,C, X an (s. Figur 2.19a). Wir erhalten (CGXY),.
Nochmalige Anwendung von (DM1') auf die Punkte A,C, X, E, H.G.Y (s.
Figur 2.19b) fithrt auf (EGHY),. Insbesondere liegt also H auf dem Kreis
k= (EGY),. Daraus folgt k = (EGH), K(ABE),. ]
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FiGgur 2.19

Lemma 2.55. In Laguerre-Ebenen gilt: (CM1') = (BDyM1").

Beweis. Es gelte (ADEH),. (ACEG),, (CDGH),. Weiter sei k ein Kreis
durch die Punkte A, £ mit kA(ACD),. Zu zeigen ist kF(EGH),. Im Fall k =
(KGH), ist nichts zu zeigen. Sei also k # (KGH),. Weiter sei kN (KGH), =
{F, X} mit X # F angenommen. Aus X = A folgt (AEGH),. Widerspruch
zu A||H. Aus X = C folgt (CEGH), und damit (ACEGH),. Widerspruch
zu A||H. Aus X = D folgt k = (ADF),., Widerspruch zu D[ k. Aus X =G
folgt k = (AEG), und damit k = (ACEG), = (ACDEG),, Widerspruch
zu D||E. Aus X = H folgt k = (AEH),, Widerspruch zu A||H. Es gilt also
X ¢{A,C,D. E.G,H}. Wende (CM1') auf die Punkte A, D, H, F,C, G, X
(Figur 2.20a) an. Wir erhalten (ACGX), und damit (ACFEGX),, Wider-

spruch zu kN (EFGH), = {F, X}. Damit folgt kE(EGH),. O
E H B
A D E E
X g D C
A C H X
(a) (b)
FiGur 2.20

Lemma 2.56. In Laguerre-Ebenen gilt: (DM1') = (BM1?).

Beweis. Es gelte (ABCD),, (ADEH),, (CDGH),, (BCEG),. 7u zeigen ist
(ABE).E(EGH),. Im Fall (ABE), = (FGH), ist nichts zu zeigen. Es sei
also (ABE), # (EGH),. Es existiert genau ein regularer Kreis k., der die
Punkte £ und H enthilt und fiir den (ABE), Kk gilt. Da ein regularer und ein
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ausgearteter Kreis genau zwei Punkte gemeinsam haben, gilt kN(BC EG), =
{F. X} mit X| B||G. Da X nicht in der Parallelklasse von C' bzw. E liegt,.
folgt X # C bzw. X # E. Da A und D keine Punkte des Kreises (BC EG),
sind, folgt auBlerdem X # A und X # D. Aus X = B folgt k = (BEHX),
und damit (ABEHX),, Widerspruch zu kN (BCEG), = {E,X}. Es ist
X ¢{A.B,C,D,E,H}. Im Fall X = H folgt H||G oder H||C, in jedem Fall
aber ein Widerspruch. Wende (DM 1) auf die Punkte £, B, A, H, X, C., D (s.
Figur 2.20b) an. Es folgt (CDH X)), und damit (C DGHX),. Wegen X||B| G
und X # B folgt X =G, also k = (EGH), E(ABE),. O

Lemma 2.57. In Laguerre-Ebenen gilt: (BC M1') = (BCM1?).

Beweis. Es gelte (ABCD),, (ADEH),, (BCE),C(CDH),. Zu zeigen ist
(ABE),.E(CEH),. Angenommen, es gilt (ABFE), = (CEH),. Dann folgt
(ABCFEH),, Widerspruch zu A||H. Es ist also (ABFE), # (CKEH),. Es exi-
stiert ein eindeutig bestimmter regularer Kreis £ mit C', £ € k und

kE(ABE),. Weiterhin gibt es ein X € kmit X||H. Wegen H||B,C., D, E folgt
X ¢{B.C,D,FE}. Esist X # A, dasonst k = (ACFE), und damit (ABCE),
folgt. Das bedeutet (ABC DE),. Widerspruch zu D||E. Wende (BC M1'") auf
die Punkte D, X, E. A,C, B an (s. Figur 2.21). Es folgt (CDX),C(BCE),.
Mit der Voraussetzung (BC'E),C(CDH), folgt (CDX),C{(CDH), und da-
mit (CDHX),. Da C, D, H paarweise nicht-parallele Punkte sind und wegen
X||H und X # A folgt X = H und damit (ABFE),E(CEH),. O

- B

D X

_ g
C C

Ficgur 2.21

Lemma 2.58. In Laguerre-Ebenen gilt: (BD;M1') = (DDM1).

Beweis. Fs sei k ein reguldrer Kreis, der die Punkte A und ' enthélt und
fir den (AEF), ARC(CGH), gilt. Weiter gelte (ACEH),, (ACFG),. Zu zei-
gen ist (FFGH),. Da FE, F. H paarweise nicht-parallele Punkte sind, folgt
(KFH),..Sei X € (KFH), mit X||A. Esist X # K, X # Fund X # H, da
EJA. FlJAbzw. HfA. Die Félle X = A bzw. X = C fihren auf (ACEFH),.
A, C koénnen aber wegen C||F' nicht gemeinsam auf einem reguldren Kreis

liegen. Es ist also X ¢ {A,C. K, I, H}. Wende (BD;M1') auf die Punkte
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A F E.C. X, H (Figur 2.22a) an. Man erhalt kC(CHX), und wegen der
Findeutigkeit des Beriithrkreises (CHX), = (CGH),. Wegen X||A|/G und

X # A folgt dann X = G, also (FFGH),. O
E F A
A X F
KL VAR D _la
¢ c B B
(a) (b)
F1GUR 2.22

Lemma 2.59. In Laguerre-Ebenen gilt: (BCM1?) = (CDM1).

Beweis. Es gelte (BDGH),, (ABD),B(BFG),, (ADH),A(ABF),. 7u zei-
gen ist (AFGH),. Es gibt ein X € (AFH), mit X||G (und damit auch
X||D nach Voraussetzung). Wegen G|[A, B, F, H folgt X ¢ {A,. B, F, H}. Im
Fall X = D folgt (ADF H), und damit (ABDF H),, Widerspruch zu B| H.
Wende (BCM1?%) an auf die Punkte X, F. A, H,B, A, D (s. Figur 2.22b).
Hieraus folgt (ABD), B(BFX),. Mit der Voraussetzung (ABD), B(BFG),
folgt (BFX),B(BFG), und damit (BFGX),. Da B, F, (¢ paarweise nicht-
parallele Punkte sind und X||G' gilt, folgt X = G und damit (AFGH),. O

Lemma 2.60. In Laguerre-Ebenen gilt: (DDM1) = (BD;M1%).

Bewceis. Es gelte (CDGH),, (ACEG),, (ADEH),. Ferner sei ky der eindeutig
festgelegte reguldre Kreis durch die Punkte A und FE, fiir den k4 A(AC'D),
gilt. 7Zu zeigen ist ky K(FKGH),. Angenommen, es gilt by = (KGH),. Dann
folgt (ACDFE),, Widerspruch zu D||E. Es ist also ky # (EGH ),. Betrachte
den eindeutig festgelegten reguldren Kreis k, der die Punkte £ und G enthélt
und den regularen Kreis ky in K beriihrt, d.h. kFEy. Im Fall & = ky folgt
k =k = (AEG), = (ACEG), = (ACDEG),, Widerspruch zu D| E. Es gilt
k # k1. Der Kreis k enthélt einen Punkt X mit X||H. Da H||C, D, E. G gilt,
ist X ¢ {C.D,E,G}. Im Fall X = A folgt k = (AEG),.. Mit dem gleichen
SchluBl wie im Fall & = &y erhélt man einen Widerspruch. Wende (DDM]1)
auf die Punkte £, A, G, X, D,C an (s. Figur 2.23a). Es folgt (C DGX), und
damit (CDGHX),. Wegen X||H folgt X = H und damit (KFGH)FEE,. O
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Lemma 2.61. In Laguerre-Ebenen gilt: (DDM1) = (DM1%).

Beweis. Es gelte (CDGH),. (ACFG),, (ADEH),, (ACD), A(AEF),. 7u
zeigen ist (K FGH),. Der reguldre Kreis (AC F'(7), und der ausgeartete Kreis
(ADEH), schneiden sich in zwei Punkten, sagen wir (ACFG),N(ADEH), =
{A. X}, wobei X||D||E gilt. Wegen X| D folgt X ¢ {A,C,F.G,H}. Aus
X = D folgt (ACDFG), und damit (ACDFGH),, Widerspruch zu Al H.
Aus X = F folgt (ACEFG), und damit (ACDEFG),. Widerspruch zu
D||E. Insgesamt gilt also X ¢ {A,C, D, E, F,G, H}. Sei k der reguliare Kreis
mit A, X € kund kA(ACD), (und damit auch EA(AEF),). Angenommen, es
gilt k = (AC'D),. Dann folgt k = (ACDFG), = (ACDFEFG),., Widerspruch
zu D||E. Damit gilt k # (ACD),. Wende (BD; M1'") (diese Bedingung gilt
nach Lemma 2.60) auf die Punkte A, C., D, X,G, H an (s. Figur 2.23b). Es
folgt kX (GHX),. Wende nun (DDM1) auf die Punkte A, X, I, K, H. G an
(s. Figur 2.23c¢). Es folgt (FFGH),. O

Lemma 2.62. In Laguerre-Ebenen gilt: (BCM1?) = (BCM1").

Beweis. Es gelte (ABCD),, (ADEH),, (BCE),C(CDH),. 7u zeigen ist
(ABE).E(CEH),. Angenommen, es gilt (ABE), = (CEH),. Dann folgt
(ABCEH),, Widerspruch zu A||C. Wir gehen also von (ABFE), # (CEH),
aus. Es gibt einen eindeutig bestimmten reguldaren Kreis k. der die Punk-
te A und FE enthdlt und fir den EE(CEH), gilt. Angenommen, es gilt
k=(CEH),.. Danngilt k = (ACEH),, Widerspruch zu A||C. Es ist demnach
k # (CFKEH),.. Weiterhin gibt es ein X € k mit X||B. Wegen B||A,C. K, H
folgt X ¢ {A,C,E,H}. Im Fall X = D folgt k = (ADE), = (ADEH), =
(ACDEH),, Widerspruch zu A||H. Es ist also X ¢ {A,C, D, FE, H}. Wende
(BCM12%) auf die Punkte D, H, K. A,C, K. X an (s. Figur 2.24a). Es folgt
(CEX),C(CDH),. Mit der Voraussetzung (BCE),C(CDH ), folgt

(CEX),C(BCE), und damit (BCEX),. Wegen X # D und X||B folgt
X = B und damit (ABE), E(CEH),. O
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Lemma 2.63. In Laguerre-Ebenen gilt: (BOM1Y) = (BCDiM1).

Beweis. Es gelte (ADEH),, (ACE),C(CDH),. Es sei k der Kreis, der die
Punkte A und K enthélt und fiir den kA(AC'D), gilt.

Zu zeigen ist kE(CEH),. Im Fall k = (CEH), folgt (ACEH ),, Widerspruch
zu A||H. Es ist also k& # (CFEH),. Angenommen, es gibt ein X # £ mit
EN(CEH), ={k, X}. Aus X = A folgt (ACEH),, Widerspruch zu A| H.
Aus X = C folgt k = (ACFE), und damit k = (ACDE),, Widerspruch zu
D||E. Aus X = D folgt (CDEH),, Widerspruch zu D||FE. Aus X = H folgt
k= (AKH),, Widerspruch zu A||H. Es gilt X ¢ {A.C,D, K, H}. Da X
auf den Kreisen k und (CEH), liegt, ist X nicht-parallel zu den Punkten
A,C. E, H. Wende (BCMQ0) auf die Punkte H, D, A, E,C. X (s. Figur 2.24b)
an. Es folgt (CDH),C(ACX),. Wegen der Eindeutigkeit des Beriihrkreises
folgt (ACX), = (ACFE), und damit (ACEX), = k, Widerspruch zu A| H.
Daraus folgt kFE(CEH),. O

Lemma 2.64. In Laguerre-Ebenen gili: (BCM1?) = (BD;M1').
Beweis. Es gelte (CDGH),, (ACEG),, (ADEH),. Ferner sei k; der eindeutig

bestimmte reguldre Kreis durch die Punkte A und F, fiir den ky A(AC' D), gilt.
Zu zeigen ist ki K(KEGH),. Angenommen, es gilt k&; = (EGH),. Dann folgt
ki = (AEGH),, Widerspruch zu A||H. Es ist also ky # (AEGH ),. Betrachte
den eindeutig festgelegten reguliaren Kreis k, der die Punkte G und H enthalt
und den Kreis (AC EG), in G beriihrt, d.h. kG(ACEG),. Aus k = (ACEG),
folgt k = (ACFEGH),., Widerspruch zu A||H. Es ist also k # (ACEG),. Auf k
liegt ein Punkt X mit X|| K. Wegen KA, C, G, H folgt X ¢ {A.C,G,H}. Im
Fall X = D folgt k = (DGH), = (CDGH), und damit wegen kG(ACEG),
auch k = (ACEG),., Widerspruch zu k # (ACEG),. Es gilt also X ¢
{A,C,D,G, H}. Wende (BC M1?) auf die Punkte D,C,G,H,A X an (s. Figur
2.25a). Es folgt (ACD), A(AGX), = kiA(AGX),. Wegen Lemma 2.62 und
Lemma 2.63 gilt mit (BC M1?%) auch (BC DyM1). Wende (BC D; M1) auf
die Punkte A, G, X, K, H an (s. Figur 2.25b). Es folgt ky K(EGH),. ]
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Lemma 2.65. In Laguerre-Ebenen gilt: (DM1') = (BCM1').

Beweis. Es gelte (ADEH),, (ABCD),, (BCE),C(CDH),. Zu zeigen ist
(ABE),E(CEH),. Im Fall (ABE), = (CEH), ist nichts zu zeigen. Es sei
also (ABE), # (CEH),. Wir nehmen (ABFE), N (CKH), = {F, X} mit
X #£ E an. Wegen A||C folgt X # A und X # C. Aus X = B folgt suk-
zessive (BCEH),, (BCDEH),, Widerspruch zu B||D. Aus X = D folgt
(ABDE),, Widerspruch zu B||D. Aus X = H folgt (ABFKH), und damit
(ABDEH),, Widerspruch zu B||D. Es ist also X ¢ {A, B,C, D, E, H}. Wen-
de (DM1'") auf die Punkte C, E, B, D. H, X, A (s. Figur 2.26a) an. Es ergibt
sich (ADHX), und damit (ADEHX),, bzw. (ABDFEHX),, Widerspruch

zu B||D. Es folgt (ABE),E(ECH),. O
B E G
C C D C
A X X F
D H A A
(a) (b)

FiGcgur 2.26

Lemma 2.66. In Laguerre-FEbenen gilt: (BM1?) = (DMI1Y).
Beweis. Es gelte (CDGH),., (ACFG),,(ADEH),, (ACD),A(AEF),. 7u zei-

gen ist (KFGH),. Auf dem eindeutig festgelegten regularen Kreis (FGH),
liegt ein Punkt X mit X||E. Aus X|[A,C, F,G, H folgt X ¢ {A,C, F.G, H}.
Im Fall X = D folgt sukzessive (DFGH),, (CDFGH),, (ACDFGH),, Wi-

derspruch zu A||H. Es gilt also auch X # D. Wende (BM1?) auf die Punkte
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D,C,G,H, A F, X an (s. Figur 2.26b). Es folgt (ACD), A(AFX),. 7Zusam-
men mit der Voraussetzung (AC D), A(AEF), folgert man (AEF), A(AFX),.
Das bedeutet (AEFX),. Wegen X||F folgt X = FE. Damit gilt (FFGH),.

L]

Lemma 2.67. In Laguerre-Fbenen gilt: (BC Dy M1) = (BDDM1).

Beweis. Es sei kg der reguldre Kreis, der A, C' enthélt und fiir den kg A(AKF),
und koC(C EG), gilt. Weiter gelte (AC F'G),. Zu zeigen ist (ACE), E(EFG),.
Angenommen, es gilt (ACE), = (EFG),. Dann folgt (ACEFG),, Wider-
spruch zu A||G. Es sei k der eindeutig festgelegte reguldre Kreis, der E, F
enthélt und fir den kE(ACE), gilt. Aulerdem sei X € k der Punkt, der
parallel zu G liegt. Aus GJ|C. F, F folgt X ¢ {C, E, F'}. Im Fall X = A folgt
k= (AEF), und damit (ACEF),, Widerspruch zu C| F. Es gilt also auch
X # A. Wende (BC Dy M1) auf die Punkte A, K, F,C, X an (s. Figur 2.27a).
Es folgt koC(C EX), und damit (CEX),C(CEG),. Das bedeutet (C EGX),:

wegen X ||G folgt X = G. Wir erhalten (ACE), E(EFG),. ]
F = E A
A E
A E
X g ¢ |/Np
¢ C c X
(a) (b)
FIGUR 2.27

Lemma 2.68. In Laguerre-Fbenen gilt: (BDDM1) = (BC Dy M1).

Beweis. Es sei k der reguldre Kreis, der die Punkte A und E enthélt und fiir
den EA(ACD), gilt. Weiter gelte (ACFK),C(CDH),, (ADFEH),. 7u zeigen
ist kE(ECH),. Wegen D| E folgt sofort k # (ACD),. Sei l der regulare Kreis
durch die Punkte C' und £ mit [Fk. Falls [ = k, dann folgt | = k = (ACE),
und damit (ACDF),, Widerspruch zu D/ K. Es gilt also [ # k. Es existiert
ein X € [ mit X| A. Wegen der Voraussetzungen folgt sofort X ¢ {C, D, E}.
Aus X = A folgt k = (ACFE), und damit (ACDFE), Widerspruch zu D| F.
Es gilt also auch X # A. Wende (BDDMT1) auf die Punkte K, A, C, X, D an
(s. Figur 2.27b). Es folgt (ACE),C(CDX), und damit (CDX), = (CDH),.
Es gilt also (CDHX),. Wegen X||H und X # A folgt X = H und damit
KE(ECH),. C
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Lemma 2.69. In Laguerre-Ebenen gilt: (BDyMO0) = (CCyMO).
Beweis. Es gelte (ABCD),. (ADH), A(ABF),, (BCF),.C(CDH),. 7Zu zeigen

ist (ACFH),. Da die Punkte A, C' und F paarweise nicht parallel sind.
gilt (ACF),. Im Fall (ACF),A(ADH), folgt (ABF),A(ACF), und damit
(ABCF),. Dann gilt auch (ABCDF H),, insbesondere also die Behauptung
(bzw. erhalten wir einen Widerspruch im Fall B||H oder im Fall D| F). Mit
dem gleichen Argument schliefit man im Fall (ACF), = (ADH),. Wir gehen
im weiteren von (ABF), # (ACF), aus. Dann gilt (ACF). N (ADH), =
{A, X} mit X # A. Im Fall X = B folgt (ABCF),. Im Fall X = C folgt
(ACDH),. Im Fall X = D folgt (ACDF),. Im Fall X = F folgt (AFDH),.
Im allen Féllen folgt (ABC DF H), und damit ein Widerspruch zu (ABF'), #
(ACF),. Wir gehen jetzt von X ¢ {A, B.C, D, F'} aus. Wende (BDy;MQ0) auf
die Punkte F. B, A,C, D, X an (s. Figur 2.28a). Es folgt (BCF),C(CDX),.
Wegen (CDX),C(CDH), folgt (CDHX),. Wegen (CDH), N (ADH), =

{D,H} und X # D folgt X = H und wir erhalten (ACFH),. ]
A G
H
F B E )(
X —'D B Y
¢ c A c
(a) (b)

Ficur 2.28

Lemma 2.70. In Laguerre-Ebenen gilt: (M2) = (BDM2).

Beweis. Es gelte (ABC),C(CGH),, (ACEH),, (BCEG),. Zu zeigen ist
(ABE),E(EGH),. Angenommen, es gilt (ABE), = (EGH),. Dann folgt
(ABEGH),, Widerspruch zu A||H. Es gilt also (ABF), # (KFGH),. Ange-
nommen, es gilt (ABE), N (FGH), = {E, X} mit X # F. Im Fall X = A
folgt (AEGH),, Widerspruch zu A||H. Im Fall X = B folgt (BEGH),, Wi-
derspruch zu B||G. Im Fall X = C folgt (CKGH),, Widerspruch zu C|| K.
Im Fall X =G folgt (ABEG),, Widerspruch zu B||G. Im Fall X = H folgt
(ABEH),, Widerspruch zu A||H. Es gilt also X ¢ {A,B,C,E.G,H}. Es
gibt einen zu X parallelen Punkt Y, der auf dem Kreis (CGH ), liegt. Es gilt
Y # X, dasonst (CGHX), = (FGHX), —also (CEGHX), — folgt, Wider-
spruch zu C||E. Wegen X € (ABE), N (EGH), und X ¢ {A.B,E.G, H}
folgt XJJA, B, K.G,H. Aus Y = A folgt (ACGH),, Widerspruch zu A| H.
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AusY = Bfolgt (BCGH),, Widerspruch zu B||G. Aus Y = C folgt C'[| X| K.
Damit gilt wegen X € (ABFE), auch X = E, Widerspruch zur Annahme.
AusY = F folgt (CEGH),, Widerspruch zu C| E. Aus Y = G folgt G|| X || B
und wegen X € (ABFE), dann X = B, Widerspruch zur Annahme. Aus
Y = H folgt H||X||A und wegen X € (ABF'), haben wir X = A, Wi-
derspruch zur Annahme. Aus Y = X folgt (CGHX),, Widerspruch (s.o.).
Damit haben wirY ¢ {A. B, C, K. G, H, X }. Wende Satz (M2) auf die Punk-
te B, H,G, X, A,C,Y,B an (s. Figur 2.28b). Es folgt (ABCY), und damit
(ABCGHY),, Widerspruch zu A||H. Es folgt (ABFE),E(EGH),. O

Lemma 2.71. In Laguerre-Ebenen gilt: (BDyM2) = (CCyM1).

Beweis. Es gelte (ABCD),, (ABF),A(ADH),,(BCF),C(CDH),. Zu zeigen
ist (ACFH),. Wegen A||C folgt (ACF),. Sei X € (ADH), mit X||F. Aus
X € {A,B.C,D} folgt (in dieser Reihenfolge) A||F, B||F,C| F, D||F, was
den Voraussetzungen widerspricht. Aus X = F folgt (ADF'H), und damit
(ABDFH),, Widerspruch zu B||D. Es ist also X ¢ {A.B,C.D. F}. Wen-
de (BDyM?2) auf die Punkte F, B, A,C. D, X (Figur 2.29a) an. Man erhélt
(BCF),C(CDX), und damit (CDX), = (CDH),. Dann gilt (CDHX),.
Wegen (ADH), N (CDH), = {D.H} und X # D folgt X = H. Damit

haben wir (ACFH),. [l
A A G G
F B E X
X D C Y
C C A A
(a) (b)
FiGgur 2.29

Lemma 2.72. In Laguerre-Ebenen gilt: (BDy;M2) = (BBDDM1).

Beweis. Es sei (ACEG), und kg ein reguldrer Kreis durch die Punkte A und
C', ky der regulire Kreis durch die Punkte A und F mit ko Aky. Weiter sei ks
der reguldre Kreis durch die Punkte €' und G mit kqC'ky und schlieBlich sei k3
der reguldre Kreis durch die Punkte £ und G mit kyGks. 7u zeigen ist ks Fky.
Angenommen, es gilt ks = ky. Dann folgt k; = ks = (AEG),, Widerspruch
zu A||G. Es gilt also k3 # ki. Mit dem gleichen Argument schliefit man
auf kg # ko. Angenommen, es gilt ky N ks = {K, X} mit X # K. Dann
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folgt sofort X||A, C, K, G (insbesondere gilt dann auch X ¢ {A.C, K. G}).
Auf dem Kreis ky liegt ein Punkt Y| X. Daraus folgt Y ¢ {A,C, E,G}. Im
Fall Y = X folgt ks = (CEGX),, Widerspruch zu C||E. Es gilt also Y #
X. Wende (BDyM2) auf die Punkte K, X,G.AY,C an (s. Figur 2.29h).
Es folgt k1 = (AEX),A(ACY),. Es liegt also Y auf kg. Damit haben wir
ko N ky = {C. Y}, Widerspruch zu koCkq und ko # ky. Es folgt ks Eky. O

Lemma 2.73. In Laguerre-Ebenen gilt: (CCDMO0) = (BDDM1).

Beweis. Es sei k der reguldre Kreis, der die Punkte A und C enthélt und
fir den (AFEF), AkC(CEG), gilt. Weiterhin gelte (ACFG),. Zu zeigen ist
(ACE),E(EFG),.. Angenommen, es gilt (ACFE), = (FFG),. Dann folgt
(ACEF@G),, Widerspruch zu A||G. Es ist also (ACE), # (EFG),. Sei | der
reguldre Kreis, der die Punkte £ und F' enthilt und fir den (ACE), El gilt.
Im Fall (ACE), = [ folgt | = (ACFEF),, Widerspruch zu C||F. Es gilt also
(ACE), # 1. Aus [E(CEG), folgt (ACE),E(CEG), und damit (ACEG),,
Widerspruch zu A||G. Damit gilt [N (CEG), = {E£, X} mit X # E. Im
Fall X = A folgt (AC EG),, Widerspruch zu A||G. Tm Fall X = C folgt [ =
(CEF),, Widerspruch zu C||F. Im Fall X = F folgt (C EFG),., Widerspruch
zu C||F. Es gilt also X ¢ {A.C, E, F}. Wende (CC DMQ0) an auf die Punkte
E,C, A F X (s. Figur 2.30a). Es folgt A||X||G. Wegen X € (CFEG), und

X # Afolgt X = G. also | = (EFG),, dh. (EFG), E(ACE),. O
A AC C 2 A
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Ficgur 2.30

Lemma 2.74. In Laguerre-Ebenen gilt: (CCDMO0) = (BDDMO).

Beweis. Es sei k der Kreis durch A, C mit (AEF), AkC(CEG),, (ACFG),.
Zu zeigen ist (ACE),E(EFG),. Angenommen, es gilt (ACFE), = (FFG),.
Dann folgt (AC K F (), und damit die Behauptung. Wir gehen im weiteren
von (ACE), # (EFG), aus. Es sei [ der reguldre Kreis durch die Punkte £
und F fir den [E(ACE), gilt. Im Fall [ = (ACE), folgt (ACEF), und da-
mit (AC K FG),, Widerspruch zu (ACE), # (K FG),. Weiter sei [ # (ACE),..
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Im Fall [E(C EG), wiirde (ACE), E(C EG),, also (AC EG), folgen. Dies be-
deutet wiederum (ACEFG),, Widerspruch zu (ACE), # (EFG),. Es gilt
also [N (CEG), = {E, X} mit X # E. Im Fall X = A folgt (ACEG),.
Im Fall X = C folgt | = (CEF), und damit (ACEF),. Tm Fall X = F
folgt (C EFG),. In allen genannten Fillen folgt (AC EFG),, Widerspruch zu
(ACE), # (FFG),. Es gilt also X ¢ {A,.C, E, F'}. Wende (CCDMQO0) auf
die Punkte K, A, C, X, F'an (s. Figur 2.30b). Es folgt (ACFX), (da A, C, F
paarweise nicht-parallel sind). Dann folgt (ACFGX),.

Wegen (ACFG), N (CEG), = {C,G} und X # C folgt X = G und damit
(ACE), E(EFG).. C

Lemma 2.75. In Laguerre-FEbenen gilt: (BC Dy M0) = (BCCDMAQ).

Beweis. Es sei ky der regulare Kreis, der die Punkte A und F enthédlt und fiir
den k1 A(AC D), gilt. Es sei ky der reguldre Kreis durch die Punkte ¢' und D
und es gelte (ACE),Cky D(ADE),. Zu zeigen ist ky E(C DE),. Angenommen,
es gilt ky = (CDFE),. Dann folgt (ACDFE), und damit die Behauptung.
Wir gehen von ky # (CDE), aus. Angenommen, es gilt ky N (CDE), =
{FE.X} mit X # E. Im Fall X = A folgt (ACDFE),. Im Fall X = C folgt
ki = (ACE), und damit (ACDE),. Im Fall X = D folgt ky = (ADFE),
und damit (ACDE),. In allen Féllen erhélt man einen Widerspruch zu ky N
(CDE), = {F,X}. Es gilt also X ¢ {A,C,D}. Wende (BCD;MQ0) auf
die Punkte C, A, £, D, X an (s. Figur 2.31). Man erhélt ko D(ADX), und
damit (ADX), = (ADE),, dh. (ADEX), = (ACDEX),. Widerspruch zu
ki N (CDE), = {F,X}. Es gilt also ks E(CDE),. O

E A

X A

D

Figur 2.31

Lemma 2.76. In Laguerre-Ebenen gilt: (BC D;M0) = (CCDMO).
Beweis. Es sei k der regulare Kreis, der die Punkte €' und D enthélt und fir
den (ADE), DEC(ACF), gilt. Weiter gelte (ACD), A(AEF),. 7Zu zeigen ist
(CDEF),,. Wir unterscheiden zwei Félle:

1. Ohne Einschriankung sei C|| F,
2. DJfF.
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Fall 1. Es gelte C|| K. 7Zu zeigen ist D|[F. Angenommen, es gilt DJ[F. Dann
folgt (CDF),. Es ist (AEF), # (CDF),, sonst erhalt man einen Wider-
spruch zu C| E. Angenommen, es gilt (AEF), F(CDF),. Nach Lemma 2.75
gilt auch (BCCDMQO). Wende (BCCDMO) auf die Punkte A, F.C, D an
(s. Figur 2.32a). Wir erhalten kD(ADF),. Damit gilt (ADF),D(ADE),
und dann auch (ADEF), = (ACDEF),, Widerspruch zu C||E. Daraus
folgt, daB (AEF), 0 (CDF), = {F,X} mit X # F gilt. Tm Fall X —
A folgt (ACDF), = (ACDEF),, Widerspruch zu C|/E. Im Fall X = C
folgt (ACEF),, Widerspruch zu C||E. Im Fall X = D folgt (ADEF), =
(ACDEF),, Widerspruch zu C|/E. Es gilt also X ¢ {A,C, D, F}. Wen-
de (BCDyM0) auf die Punkte A, F,C. X. D an (s. Figur 2.32b). Wir er-
halten kD(ADX), und damit (ADFE),D(ADX),, also (ADFEX),. Wegen
(ADE),. N (AEF), = {A, K} und X # A folgt X = K. Der zu C parallele
Punkt F liegt damit auf dem regularen Kreis (CDF'),, Widerspruch. Also
gilt D| F' und damit (CDEF),.

Fall 2. Es gelte D|[F. Zu zeigen ist (CDEF'),. Angenommen, es gilt
(AEF).F(CDF),. Analog zu Fall 1 schliefit man auf den Kreis (ACDEF),;
insbhesondere gilt also auch (CDEF),. Wir gehen im weiteren von (AKF'), #
(CDF), aus. Dann gilt aber (AEF), N (CDF), = {F, X} mit X # F.
Im Fall X = A folgt (ACDF),. Im Fall X = C folgt (ACEF),. Im Fall
X = D folgt (ADEF),. In allen Féllen folgt (ACDFEF),, Widerspruch zu
(AEF), F(CDF),.. Wir gehen jetzt von X ¢ {A,C, D, F'} aus, wenden wie
im Fall 1 (BCD;M0) an und erhalten kD(ADX), = (ADEX),. Wegen
(ADE),N(AEF), ={A K} und X # A folgt X = K und damit (CDFEF),.
U

C C C— . C
7 [ 7]
A g A
F
D

D D D

A F A X

(a) (b)

FiGur 2.32
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FiGur 2.33

Lemma 2.77. In Laguerre-Ebenen gilt: Aus der Giltigkeit von
(BBDDM1) und (CCyM1Y) folgt (DDM]1).

Beweis. Es sei k der reguldre Kreis, der die Punkte A und C' enthélt und fir
den (AEF),ALC(CGH), gilt. Weiter gelte (ACF(G),, (ACEH),. 7Zu zeigen
ist (KFGH),. Angenommen es gilt (CGH),G(KFG),. Im Fall (CGH), =
(EFG), folgt (CEFGH),, Widerspruch zu C||F. Wir gehen von (CGH), #
(EFG),. aus. Wende (BBDDM1) auf die Punkte A,C, F,G an (s. Figur
2.33a). Es folgt (ARF).F(FFG), und damit (AKFG),, Widerspruch zu
A||G. Daraus folgt also (EFG), N (CGH), = {G, X} mit X # G. We-
gen A||G folgt X # A. Im Fall X = C folgt (CEFG),, Widerspruch zu
C||F. Im Fall X = F folgt (CKGH), und damit (AC KGH),, Widerspruch
zu A||G. Im Fall X = F folgt (CFGH),, Widerspruch zu C'||F. Es gilt also
X ¢ {A,C,E,F,G}. Wende (CC M1') auf die Punkte C', A, F.G, E, X an
(s. Figur 2.33b). Wegen (ACKH). N (CGH), = {C,H} und X # C folgt
X = H und damit (FFGH),. O

Die Beweise lassen nun Schliisse auf die Charakterisierung von Benz-Ebenen
ZU.

Satz 2.78. (Charakterisicrung miquelscher Laguerre-FEbenen)

i) Gilt in einer Laguerre-Ebene eine der folgenden miquelschen §8-Punkte-
Bedingungen, so ist die Laguerre-Fbene miquelsch:

(MO), (M1"), (M1?).

i) Gilt in einer Laguerre-Fbene eine der folgenden miquelschen 7-Punkte-
Bedingungen, so ist die Laguerre-FKbene miquelsch:

(BMO), (BM1Y), (BM1?%), (CM0), (CM1Y), (CM1?), (DMO), (DM1Y),
(DM1%).

iii) Gilt in einer Laguerre-Fbene eine der folgenden miquelschen 6-Punkte-
Bedingungen, so ist die Laguerre-Ebene miquelsch:

(BOMO), (BCM1Y), (BCM1%), (BD,MO), (BD,M1Y), (BD, M1?)

J J

(CCyM12), (CDMO), (CDMT), (DDMO), (DDM]).
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Beweis. i) Nach Satz 2.31 charakterisiert (M0) miquelsche Laguerre-Ebenen.
Nach Satz 2.33 gilt: (M0) & (M1?) und nach Lemma 2.43 und Satz 2.33
gilt (M1') = (CM1?) & (MO).

ii) Nach Satz 2.33 gilt (M0) & (BM1Y) & (CM1?) & (DMO) & (DM1?).
Nach Lemma 2.39 gilt (CM0) = (DMO0) & (MO0). Nach Lemma 2.54, Lem-
ma 2.47, Satz 2.53 und Satz 2.33 gilt: (DM1') = (BCM0) = (CDMO) &
(M0). Nach Lemma 2.44, Lemma 2.47, Satz 2.53, Satz 2.33 gilt (BM0) =
(BOCMO0) = (CDMO) & (MO). Nach Lemma 2.66 gilt (BM1?) = (DM1')
und damit ebenfalls (MO0).

i) In ii) haben wir bereits fiir (BCMO0), (C DMO0) Die Aquivalenz zu (M0)
gezeigt. Nach Lemma 2.60, Lemma 2.58, Lemma 2.61 und Teil i) gilt (DDM1)
& (BDyM1') = (DM1") & (M0). Nach Satz 2.33 sind auch die Bedin-
gungen (BD;M1%), (CCyM1%), (DDMO) aquivalent zu (MO). Fiir die ver-
bleibenden Fille schlieBen wir wie folgt: Nach Lemma 2.37 gilt (BD;M0) =
(DDMO). Nach Lemma 2.52 und Lemma 2.64 gilt (CDM1) = (BCM1?) =
(BDyM1%). Nach Lemma 2.57 und Lemma 2.64 gilt (BCM1') = (BCM1?)

Satz 2.79. In Laguerre-Fbenen gelten die folgenden Implikationen bzgl. mi-
quelscher Bedingungen:

i) (BCDyM1) & (BDDM1) < (CCDMO) & (BDDMO) < (BC D;MO)
= (BCCDMO),

ii) (M2) = (BDyM2) = (CCyM1); (BDyM2) = (BBDDM1);
(BDyMO0) = (CCyMO0)

Beweis. 1) Folgt nach Lemmata 2.68, 2.67. 2.73, 2.74, 2.35, 2.76, 2.34,
ii) Folgt nach Lemmata 2.70, 2.71, 2.72, 2.69. O

Das nicht alle miquelschen Bedingungen gleichwertig sind, beweist der

Satz 2.80. Fs gibt eine nicht-miquelsche Laguerre-Ebene', in der die mi-
quelsche Bedingung (M2) gilt. Insbesondere erfiillt diese Fbene auch die Be-
dingungen (BDyM2), (CCyM1), (BBDDM1).

Beweis. Siehe Brocker [14] und Satz 2.79ii). ]

Neuere Ergebnisse von Schroth [52] zeigen, daf} die Aussage von Satz 2.80
aul beliebige ovoidale Laguerre-Ebenen ausgeweitel werden kann.

Damit liegen nach Satz 2.79ii) vier Kandidaten von miquelschen Schlie-
Bungssdtzen vor, die evtl. eine Charakterisierung ovoidaler Laguerre-Ebenen

I3Die hier verwendete Laguerre-Ebene haben wir in Abschnitt 1.4 angegeben. Es handelt
sich um eine Laguerre-Ebene vom Scherungstyp von Léwen und Pfiiller. Siehe auch Satz

1.13.
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darstellen'®. AbschlieBend geben wir Ergebnisse iiber die Existenz bzw. Nicht-
Existenz von Laguerre-Ebenen an.

Bemerkung 2.81. i) Zu jeder Primzahlpotenz n = p™ gibt es bis auf Iso-
morphie genau eine miquelsche Laguerre-Ebene der Ordnung n (s. Halder
und Heise [25]).

ii) Laguerre-Ebenen gerader Ordnung sind nicht notwendig miquelsch; sie
sind es fir n = 2,4.

ii1) Die Frage, ob Laguerre-Ebenen gerader Ordnung notwendig einbettbar
sind, konnte bislang nicht beantwortet werden.

iv) Laguerre-Ebenen ungerader Ordnung sind genau dann miquelsch, wenn
mindestens eine ihrer Ableitungen desarguesch ist; s. Chen und Kaerlein [20].
v) Laguerre-Ebenen der Ordnung 3,5 oder 7 sind miquelsch.

vi) Laguerre-Ebenen unendlicher Ordnung sind nicht notwendig einbettbar;
siehe z.B. Hartmann [26].

2.5 Klassifikation von Minkowski-Ebenen

2.5.1 Ausartungen des Satzes von Miquel

Die Ausartungen des Satzes von Miquel im Minkowski-Fall wurden bereits
von Samaga [48] fiir sechs bis acht beteiligte Punkte bestimmt. Wir ergénzen
diese um die noch fehlenden Ausartungen mit fiinf und vier beteiligten Punk-
ten. Wir gehen — wie in [48] gezeigt — von Wiirfelmodellen aus. in denen keine
zwel Punkte mit gemeinsamer Kante parallel sind und keine zwei Punkte in
diagonaler Lage gleich sind. Die 51 Ausartungen aus [48] ergénzen wir um 10
weitere Ausartungen mit vier bis fiinf Punkten (siehe auch Brécker [15]) und

geben diese in der folgenden Tabelle an (siche auch Ubersicht auf S.116).

Bezeichnung Bedingung

(MO) Aus den Bedingungen (ABCD),, (ABEF),, (BCFG),,
(CDGH), und (ADEH), folgt (KFFGH),,.

(M) Aus den Bedingungen (ABCD),, (ABEF),, (BCFG),,
(CDGH), und (ADEH), folgt (EFGH),.

(M1?) Aus den Bedingungen (ABCD),, (ABEF),, (BCFG),,
(CDGH), und (ADEH), folgt (EFGH)..

11Es ist hier insbesondere ein Beweis von Schroth zu nennen, in dem fiir endliche und fiir
lokalkompakte, zusammenhéngende, endlichdimensionale Laguerre-Ebenen aus der Giiltig-
keit von (M2) die Ovoidalitét der betreffenden Laguerre-Ebene hergeleitet wird.
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(M21)
(M27)
(M2%)

(M21)

(M3')

(M3?)

(M4)

(BMO)
(BM1)
(BM12)
(BM2Y)
(BM22)
(BM2%)
(BM3)

(CMO)

(CM1Y)

(OM1?)

Aus den Bedingungen (ABCD),, (ABEF),, (BCFG),,
(CDGH),, (ADEH),, A|_F. B|_D folgt (EFGH).,.

Aus den Bedingungen (ABCD),, (ABEF),, (BCFG),,
(CDGH),, (ADEH),, A||-F, B||-G folgt (EFGH),.

Aus den Bedingungen (ABCD),, (ABEF),, (BCFG),,
(CDGH),, (ADEH),, A||_F, C||_H folgt (EFGH),,.

Aus den Bedingungen (ABCD),. (ABEF),, (BCFG),,
(CDGH),, (ADEH),, A||_F, D||_G folgt (FFGH),.

Aus den Bedingungen (ABCD),, (ABEF),, (BCFG),,
(CDGH), und (ADEH), mit A|-F, B||-D, C||-H folgt
(BEFGH),.

Aus den Bedingungen (ABCD),, (ABEF),, (BCFG),,
(CDGH), und (ADEH), mit A||_F. B||-G, D||-F folgt
(EFGH),.

Aus den Bedingungen (ABCD),, (ABEF),, (BCFG),,
(CDGH), und (ADEH), mit A||_F. B||-G, C||-H und
D|_ K folgt (KFGH),.

Aus (ABCD),, (BCEG),, (CDGH),, (ADEH), folgt
(ABE),E(EGH),.

Aus (ABCD),, (BCEG),., (CDGH),, (ADEH), folgt
(ABE),E(EGH),.

Aus (ABCD),, (BCEG),, (CDGH),, (ADEH), folgt
(ABE),E(EGH),.

Aus (ABCD),, (BCEG),, (CDGH),, (ADEH), mit
All-C, D||-G folgt (ABE),E(EGH),.

Aus (ABCD),, (BCEG),, (CDGH),, (ADEH), mit
All-C, B||-G folgt (ABE),.E(EFGH),.

Aus (ABCD),, (BCEG),, (CDGH), und (ADKEH), mit
Al_H und C||_F folgt (ABE),E(EGH),.

Aus (ABCD),. (BCEG),, (CDGH),, (ADEH), mit
Al_C, B||-G, D||-E folgt (ABE),E(EGH),.

Aus (ABCD),, (BCFG),, (CDGH),, (ADH),A(ABF),
folgt (AFGH),,.

Aus (ABCD),, (BCFG),, (CDGH),, (ADH),A(ABF),
folgt (AFGH),,.

Aus (ABCD),, (BCFG),, (CDGH),, (ADH),A(ABF),
folgt (AFGH),,.
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Aus (ABCD),, (BCFG),., (CDGH),, (ADH), A(ABF),

1
(CM2) mit A|_C, B||_G folgt (AFGH),,.
(€M) Aus (ABCD),, (BOFG),, (CDGH)., (ADH), A(ABF),
mit B|_G, C||_H folgt (AFGH),.
(DM Aus (ACD), A(AEF),, (ACFQ),, (CDGH),, (ADEH),
) folgt (EFGH),..
DMLY Aus (ACD), A(AEF),, (ACFQG),. (CDGH),., (ADEH),
folgt (EFGH),.
(DML Aus (ACD), A(AEF),. (ACFG),. (CDGH),. (ADEH),
folgt (EFGH),.
(DM Aus (ACD), A(AEF),, (ACFG).. (CDGH),, (ADEH),
mit A||_G, D||_E folgt (EFGH),,.
2 Aus (ACD), A(AEF),, (ACFQ).. (CDGH).. (ADEH),
( ) mit A||_G und C||_ H folgt (KFGH),.
(DM Aus (ACD), A(AEF).. (ACFG)., (CDGH).. (ADEH),
?) mit A||_G, C||-H, D||_E folgt (EFGH)..
: Aus (ABCD),, (BCE),C(CDH), und (ADEH), folgt
(BOMO) (ABE),E(CEH),.
Aus (ABCD),, (BCE),C(CDH), und (ADEH), folgt
1
(BOMIY) (ABE), E(CEH),.
(BCM1?) Aus (ABCD),‘, (BCE),C(CDH), und (ADEH), folgt
(ABE), E(CEH),.
(BOM2) Aus (ABCD),, (BCE),C(CDH), und (ADEH), mit

Al|-C, D|-FE folgt (ABE),E(CEH),.
k sei der Kreis, der die Punkte A und FE enthalt mit
(BDyM0) EA(ACD),; weiter gelte (ACEG),., (CDGH),, (ADEH),.
Dann folgt kE(EGH),.
k sei der Kreis, der A und E enthdlt mit KA(ACD),;
(BDyM1Y) weiter gelte (ACKG),, (CDGH),, (ADFEH),. Dann folgt
kE(EGH),.
k sei der Kreis, der A und £ enthdlt mit KA(ACD),;
(BD;M1?) weiter gelte (ACEG),, (CDGH),, (ADEH),. Dann folgt
kE(EGH),.
k sei der Kreis, der A und F enthalt mit EA(AC D), ; weiter
(BDyM?2Y) gelte (ACEG),, (CDGH),, (ADEH), mit A||_G, C||_H.
Dann folgt kE(EGH),.
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(BD;M22)

(BDyM3)

(BDyMO)

(BDyM2)

(C'CLMO)

(COyMIY)

(CCM1?)

(CCyM2)

(C'CMO)
(CCyM1)
(C'DMO)

(CDM1)

(DDMO)

(DDM1)

k sei der Kreis, der A und E enthélt mit KA(ACD),; weiter
gelte (ACEG),, (CDGH),, (ADEH),, A||-G und D|_-E.
Dann folgt kFK(FKGH),.

k sei der Kreis, der A und K enthélt mit KA(ACD),; weiter
gelte (ACEG),, (CDGH),, (ADEH), mit A|_G, C||-H,
D||-E. Dann folgt kE(EGH),.

Aus (ABC),C(CGH),, (BCEG), und (ACEH), folgt
(ABE),E(EGIH),.
Aus (ABC),C(CGH),, (BCEG), und (ACEH), folgt
(ABE), E(EGH),.

k sei der Kreis, der A und B enthilt mit (ADH ), Ak und
kB(BCG),; weiter gelte (ABCD),, (CDGH),. Dann folgt
(ABGH),,.

k sei der Kreis, der die Punkte A und B enthalt mit
(ADH), AkB(BC®G),; weiter gelte (ABCD),, (CDGH),.
Dann folgt (ABGH ).

k sei der Kreis, der die Punkte A und B enthalt mit
(ADH), AkB(BCG),; weiter gelte (ABCD),, (CDGH),.
Dann folgt (ABGH),,.

k sei der Kreis, der die Punkte A und B enthalt mit
(ADH), AkB(BC®),; weiter gelte (ABCD),, (CDGH),
mit A||-C, D|_G. Dann folgt (ABGH ).

Aus (ABCD),, (ABF),A(ADH), und (BCF),C(CDH),
folgt (ACFH),.

Aus (ABCD),, (ABF),A(ADH), und (BCF),C(CDH),
folgt (ACFH),.

Aus (ABD),.B(BFG),, (ABF),A(ADH), und (BDGH),
folgt (AFGH),,.

Aus (ABD),B(BF@G),, (ABF).,A(ADH), und (BDGH),
folgt (AFGH),.

k sei der Kreis, der die Punkte A und C enthilt mit
(AEF), ARC(CGH),; weiter gelte (ACFG),., (ACEH),.
Dann folgt (KFGH),,.

k sei der Kreis, der die Punkte A und € enthalt mit
(AEF), ARC(CGH),. weiter gelte (ACFG),, (ACEH),.
Dann folgt (FFGH ),,.
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(DDM2)

(BC D; MO)

(BCDyM1)

(BC Dy MO)

(BDDMO)

(BDDM]1)

(CCDMO)

(BBDDMO)

(BBDDM]1)

(BCC'DMO)

(CCCOMO)

k sel der Kreis, der die Punke A und C enthalt mit
(AEF), AEC(CGH),; weiter gelte (ACFG),, (CDEH),,
A||l-H und C||_F. Dann folgt (KFGH),,.

k sei der Kreis, der A und F enthdlt mit kA(ACD),; es
gelte weiterhin (ADEH),, (ACE),.C(CDH). Dann folgt
EE(CEH),.
k sei der Kreis, der A, E enthilt mit kA(ACD),; es
gelte weiterhin (ADKH),, (ACE),C(CDH). Dann folgt
kE(CEH),.

Aus den beiden Berithrbedingunen (AC' D), A(AFEF), und
(ACF),C(CDE), folgt (ADE), E(CEF),.

k sei der Kreis, der die Punkte A und C' enthélt mit
(AEF), ARC(CEG),; weiter gelte (ACFG),. Dann folgt
(ACE), E(EFG),.

k sei der Kreis, der die Punkte A und ' enthdlt mit
(AEF), ARC(CEG),; weiter gelte (ACFG),. Dann folgt
(ACE),E(EFG),.

k sei der Kreis, der die Punkte C, D enthalt mit (AC'F),Ck
und kD(ADE),; weiter gelte (AC'D), A(AEF'),. Dann folgt
(CDEF),,.

ky sel ein Kreis, der A und C' enthall mit &y Ak Cks, wobel
A und F auf dem Kreis k; bzw. C' und & auf dem Kreis k3
liegen. Weiter gelte ksGky, wobei I und GG auf dem Kreis
k4 liegen und (AC EG),. Dann folgt ks Eky.

ky sei der Kreis, der A und C enthélt mit ky Ak Cks, wobei
A und E auf dem Kreis ky bzw. C und G auf dem Kreis
ks. Weiter gelte k3Gky, wobel E und G auf dem Kreis ky
liegen und (AC E@),. Dann folgt ky Kky.

ki sei der Kreis, der die Punkte €' und D enthdlt mit
(ACE),CkyD(ADE), und es sei k, der Kreis, der A und
E enthalt mit (ACD), Aky. Dann folgt ke E(CDFE),.

Es seien ky. k3, k3 und ky Kreise, die A und B; Bund C; ('
und D; A und D enthalten und es gelte ky Aky BkoCks Dky.
Dann folgt (ABC D).

Tabelle 2.3: Miquelsche Bedingungen im Minkowski-Fall.
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2.5.2 Ergebnisse

Wir beginnen diesen Abschnitt mit einigen Ergebnissen zur Klassifikation
von Minkowski-Ebenen. Dazu definieren wir zunichst die Hyperbelstruktur
(B*)""; unter Hinzunahme des Berihrazioms erhalten wir das Axiomensy-
stem der Minkowski-Ebene, welches aquivalent ist zu unserem Axiomensy-
stem der Benz-Ebene mit zwei-elementiger Indexmenge. Durch Hinzunahme
eines weiteren Axioms des Symmetrieaxioms erhalten wir die symmetri-
schen Minkowski-Ebenen. Die Klasse der symmetrischen Minkowski-Ebenen
entspricht der Klasse der ovoidalen Minkowski-Ebenen. Fs sei ein Gitter
(P.G) fur I = {1,2} gegeben. Die Parallelititsrelationen, die sich aus G
ergeben, bezeichnen wir mit ||; und ||-. Weiter sei X CB(P) # 0.

Definition 2.82. (P.K,||4+.||-) heiBt (B~)-Geometrie oder Hyperbelstruk-
tur : &

(H1) Zu P, Q) € P existiert genau ein X € P mit P|+X|_-Q.

(H2) Zu (P,k) € P x K existieren eindeutig bestimmte Punkte Py, P_ € k
mit P_}_H+P||,P,.

(H3) Es existieren drei paarweise nicht-parallele Punkte. Durch drei paar-
weise nicht-parallele Punkte geht genau ein Kreis.

Das Beriihraziom lautet

(H4) Zu nicht-parallelen Punkten P, () mit P € k € K existiert genau ein
[ € K mit () € und [ beriihrt k in P.

Das Axiomensystem (H1) bis (H4) ist offensichtlich dquivalent zu dem Axio-
mensystem der Benz-Ebene mit |I| = 2 (Minkowski-Ebene).

Fiir einen Punkt P und einen Kreis k existieren nach (H2) eindeutig be-
stimmte Punkte Py. P~ mit Py||; P||- P_. Nach (H1) existiert ein eindeutig
bestimmter Punkt. der plus-parallel zu P_ und minus-parallel zu Py ist; wir
bezeichnen diesen Punkt mit P*.

Definition 2.83. Zwei Kreise k.l heiflen symmetrisch , geschrieben k o[,
wenn mit P auch P! auf k liegt.

In jeder Kettengeometrie gilt das Symmetrieaziom

'"Die Bezeichnung (B*) soll an Hans Beck (1876-1942) erinnern, der bereits 1910 (Beck
[6]) mit diesem Axiomensystem arbeitete. Die Bezeichnung stammt von Benz [9] und [10].
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(S) Seien k.l € K und es existiere P € k\l mit P’ € k. Dann gilt ko [.

Hyperbelstrukturen, die aulerdem (5) erfiillen, sind Minkowski-Ebenen (s.
Artzy [2], [1], Heise-Karzel [31], Samaga [45]). Nach Artzy [2] und Karzel
[36] gilt, daB} jede symmetrische Hyperbelstruktur bereits eine Kettengeome-
trie ist; wir kdnnen also eine Einbettung eines einschaligen Hyperboloids in
einen dreidimensionalen pappusschen projektiven Raum finden, wobei unsere
symmetrische Hyperbelstruktur isomorph zum Ebenenschnittmodell mit dem
Hyperboloid ist. Damit kann man also jede Kettengeometrie iiber kommuta-
tiven Korpern als Hyperbelstruktur auffassen, die das Symmetrieaxiom (.9)
erfillt und umgekehrt findet man zu jeder solchen Hyperbelstruktur einen
kommutativen Kérper, so dafl die zugehorige Kettengeometrie isomorph da-
zu ist. In Hyperbelstrukturen, die das Symmetrieaxiom erfiillen, kann man
die Gultigkeit von (H4) nachweisen. Umgekehrt folgt aus den Axiomen (H1)
bis (H4) (Minkowski-Ebenen) nicht die Giiltigkeit von (.59).

Durch den vollen Satz von Miquel (Satz 2.2) konnen wir miquelsche Minkowski-
Ebenen charakterisieren.

Satz 2.84. Die Klasse der miquelschen Minkowski-Ebenen entspricht der
Klasse der Minkowski-FEbenen, die den vollen Satz von Miquel erfillen. [

Schaeffer [51] ist eine Charakterisierung durch eine tibersichtlichere Form des
vollen Satzes von Miquel gelungen:

Satz 2.85. Die Klasse der miquelschen Minkowski-Ebenen entspricht der
Klasse der Minkowski-Ebenen, die (MO) erfillen't. O

Nach Samaga [46] haben wir auflerdem den

Satz 2.86. In Hyperbelstrukturen folgt aus dem Symmetrieaxziom jede der in
Tabelle 2.3 angegebenen Bedingungen. O

Wir kommen jetzt zu eigenen Ergebnissen, wobei wir einige Zusammenhénge
zwischen den einzelnen Bedingungen vom miquelschen Typ aufzeigen.

Lemma 2.87. In Minkowski-FEbenen gilt: (BM2') = (CM?2?).

Beweis. Es gelte (ABCD),., (BCFG), mit B||-G. (CDGH), mit C'|-H und
(ABF),A(ADH),. Zu zeigen ist (AFGH),. Es gilt AJ[G'". Dann haben wir
den regularen Kreis (AF'G), und es gilt (AFG), N(CDGH), = {G, X} mit
X||-C||-H.Dann gilt X}|- A, B. D, F,G.Tm Fall X = C folgt (ACFG),, Wi-
derspruch zu C|| F. Wende (BM?2') auf die Punkte F,G,C, B, A, X, D an
(s. Figur 2.34). Es folgt (ABF),A(ADHX),. Wegen (ADH),N(CDGH), =
{D.H} und X # D folgt X = H und damit (AFGH),. O]

"%Die Bedingung (M0) findet man in Tabelle 2.3.
L7 steht als Abkiirzung fiir J{ und J|_.
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B

X
FiGcur 2.34

Lemma 2.88. In Minkowski-Ebenen gilt: (C M?2?) = (BM?2'").

Beweis. Es gelte (BCEG),., (ADEH),. (ABCD), mit A||_C und (CDGH),
mit D||-G. Zu zeigen ist (ABFE),E(EGH),. Es sei k der regulire Kreis,
der die Punkte £ und H enthilt und fiir den (ABF), Kk gilt. Es ist kN
(CDGH), = {H, X} mit X|_G||-D. Damit folgt sofort X}|- A, C, £, H und
damit X ¢ {A.C, F,H}. Im Fall X||B. also X|-B oder X||; B, folgt B||-D
bzw. X = D (s. unten). In beiden Fillen haben wir einen Widerspruch zur
Voraussetzung. Im Fall X = D folgt k = (DEH), = (ABDEH),, Wider-
spruch zu B||4D. Wende (C M?2?) auf die Punkte £, H. D, A, X,C. B an (s.
Figur 2.35a). Es folgt (BC EGX), wegen der Voraussetzung (BC EG),. We-

gen X||_G folgt X =G, also k = (EGH),E(ABE),. O
A D A B
AN
B C D C
E X H X
(a) (b)

Ficur 2.35

Lemma 2.89. In Minkowski-Fbenen gilt: (DM3) = (BM3).

Beweis. Es gelte (CDGH),, (ABCD), mit A||_C, (BCEG), mit B||-G
und (ADEH), mit D||_E. 7Zu zeigen ist (ABE), E(EGH),. Es sei k der re-
gulare Kreis durch die Punkte £ und H mit kE(ABE),. Es gilt (BCEG),N
k= {F,X} mit X|-G|-B. Es folgt X||-A.C,D,E,H und damit X ¢
(A.C,D,E, H}. Tm Fall X = B folgt k = (BEH), = (ABEH),, Wider-
spruch zu Al; H. Wende (DM3) aul die Punkte K. B, A, H. X,C,D an
(s. Figur 2.35b). Es folgt (CDGHX), wegen (CDGH),. Wegen X,G €
(CDGHX), und X||_G folgt X =G, also k = (KGH), K(ABE),. [

Lemma 2.90. In Minkowski-FEbenen gilt: (BCM1Y) = (BC M1%2).
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Beweis. Es gelte (ABCD),, (ADEH), mit A|_H und (CDH),.C(BCE),.
Zu zeigen ist (ABE).E(CEH),. Sei k der regulare Kreis durch die Punkte
C und £ mit kE(ABE),. Es gilt (ADEH), Nk ={FE. X} mit X|_A|-H.
Dann folgt X|[_-B,C, D, K. Im Fall X = A folgt k = (ACFE), = (ABCE), =
(ABCDE),, Widerspruch zu D|/; E. Wende (BC M1'") auf die Punkte E, A,
B,C.X,D an (s. Figur 2.36a). Es folgt (BCFE),C(CDX),. Hieraus erhalt
man wegen der Eindeutigkeit des Beriithrkreises (CDH X),. Aus X||_ H folgt

X =H, also k= (CEH), BE(ABE),. O
B E A A A
E E E
C D D C
C X H X
(a) (b)
FiGgur 2.36

Lemma 2.91. In Minkowski-Fbenen gilt: (DDM?2) = (BD;M?2?).

Beweis. Es sei k der reguldre Kreis, der die Punkte A und F enthélt und
fiir den KA(ACD), gilt. Weiter gelte (CDGH),. (ACEG), mit A||_G und
(ADEH), mit D|-FE. Zu zeigen ist kE(EGH),. Den Fall k = (EGH),
konnen wir ausschliefen, da sonst (AEGH), folgt, was im Widerspruch
zu A||_G steht. Es gelte also k # (KGH),. Es sei [ der reguldre Kreis,
der die Punkte F und H enthélt und fir den [Fk gilt. Wir haben dann
(ACEG),Nl={FE, X} mit X|_A||_G. Esfolgt X}|-C.D. E,H.ImFall X =
Afolgt I = (AEH),. Widerspruch zu A||; H. Wende (D DM?2) auf die Punk-
te K, A,H,X,C,D an (s. Figur 2.36b). Es folgt (CDHX), = (CDGHX),.
Wegen X||_G folgt X = G, also (EGH), Fk. O

Lemma 2.92. In Minkowski-FEbenen gilt: (DDM?2) = (BD; M3).

Beweis. Es sei k der reguliare Kreis, der die Punkte A und F enthélt und fiir
den kA(ACD), gilt. Weiter gelte (CDGH), mit C||_H, (ACEG), mit A||_G
und (ADEH), mit D|_ K. 7u zeigen ist kE(EGH),. Aus k = (KGH), folgt
(AEGH),, Widerspruch zu A||_G. Wir gehen also von k # (EGH), aus.
Es sei [ der reguldre Kreis, der die Punkte £ und H enthélt und fiir den
[Ek gilt. Dann haben wir [ N (ACKEG), = {£, X} mit X||_A|_G. Es folgt
X|-C,D,E,H. Im Fall X = A folgt | = (AEH),, Widerspruch zu Al H.
Wende (DDM2) auf die Punkte £, A, H, X.C,D an (s. Figur 2.36b). Es
folgt (CDHX),, also (CDGHX),. Wegen (ACEG), N (CDGH), ={C,G}
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(nach Voraussetzung haben die beiden ausgearteten Kreise keine Erzeugende

gemeinsam) und X # C folgt X = G und damit [ = (EGH), Ek. O

Lemma 2.93. In Minkowski-FEbenen gilt: (DDM1) = (BD M2').

Beweis. Es sei k der reguldre Kreis durch die Punkte A und £ mit (AC D), Ak.
Weiter gelte (ADKH),, (ACEG), mit A||_G. (CDGH), mit C|_H. Zu zei-
gen ist kE(FEGH),. Der Fall k = (EGH), fihrt auf einen Widerspruch zu
A||-G. Wir gehen also von k # (EGH), aus. Es sei [ der reguliare Kreis durch
die Punkte £ und H mit kEI. Es gilt IN(ACEG), ={F, X} mit X||_A|_-G.
Dann folgt X}[_C,D,E.H. Im Fall X = A [olgt | = k = (AEH), =
(ADEH), = (ACDEH),, Widerspruch zu C|-H. Wende (DDM]1) auf
die Punkte K, A, H, X, C,D an (s. Figur 2.37a). Es folgt (CDHX),, also
(CDGHX),. Wegen (CDGH), N (ACEG), = {C,G} und X # C folgt

X = G und damit (EGH), FE. O
A A A D
E E
E H
D C A C
H X E X
(a) (b)

Ficgur 2.37

Lemma 2.94. In Minkowski-Ebenen gilt: (CCyM1*) = (BD;M1?).

Beweis. Fs sei k der regulire Kreis durch die Punkte A und £ mit (AC' D), Ak.
weiter gelte (ACEG),, (ADEH), und (CDGH), mit D||_G. Zu zeigen ist
kE(EGH),. Angenommen, es gilt £ = (EGH),. Dann folgt (AEGH), =
(ACKEGH),, Widerspruch zu C| 4 H. Wir gehen von k # (KGH), aus. Es sei [
der reguldre Kreis durch die Punkte £ und H mit kEl. Es gilt IN(CDGH ), =
{H.X} mit X|-D||-G. Dann gilt X}|_A.C,E,H. Im Fall X = D folgt [ =
(DEH), = (ADEH), = k und damit (ACDFEH),, Widerspruch zu C||; H.
Wende (CCyM1?) auf die Punkte £, H, D, A, X,C an (s. Figur 2.37b). Es
folgt (ACEX), = (ACEGX),. Wegen X||-G folgt X = G. Damit erhalten
wir [ = (EGH), Ek. OJ

Lemma 2.95. In Minkowski-Ebenen gilt: (DDM1) = (BDyM1").

Beweis. Fs sei k der regulire Kreis durch die Punkte A und £ mit (AC' D), Ak.
Weiter sei (CDGH),, (ADEH),, (ACEG), mit A||-G. Zu zeigen ist

kE(EGH),. Angenommen, es gilt K = (EGH),. Dann folgt (AEGH),, Wi-
derspruch zu A||_G. Wir gehen von k # (KGH), aus. Es sei [ der regulére
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Kreis, der die Punkte K und H enthilt und fiir den [ Kk gilt. Dann haben
wir (ACEG), Nl = {E, X} mit X||-A||_G. Dann gilt X}[_C, D, E. H. Im
Fall X = A folgt | = (AFH), = (ADEH), = k und damit (ACDEH),.
Widerspruch zu C'||; E. Wende (DDM1) auf die Punkte £, A, H, X.C, D an
(s. Figur 2.37a). Es folgt (CDHX), und damit (CDGHX),. Wegen X||_G
und X # C folgt X = G, also [ = (FGH), Ek. O

Lemma 2.96. In Minkowski-Fbenen gilt: (DMO0) = (BC M0).
Beweis. Es gelte (ABCD),, (ADEH),. (BCE),C(CDH),. Zu zeigen ist

(ABE),E(CEH),. Es sei k der regulare Kreis, der die Punkte £ und H
enthalt und fir den kE(ABE), gilt. Im Fall B||H folgt k # (BCE),. Falls
BJ|H und k = (BCE),, so folgt (BCEH), = (BCDEH), = (ABCDEH),.
Insbesondere folgt also die Behauptung. Wir gehen jetzt von kN (BCFE), =
{F, X} mit X # E aus. Aus dieser Bedingung folgt X ¢ {A, B, D, H}. Wei-
terhin gilt X|/B,C. E, H. Wende (DM0) auf die Punkte £, B, A, H, X,C, D
an (s. Figur 2.38a). Es folgt (CDHX),. Wegen (BCE), N (CDH), ={C}
folgt X = C und damit k = (CEH),E(ABE),. O

A

B
E E
D C
H X
(a)
FiGgur 2.38

Lemma 2.97. In Minkowski-Ebenen gilt: (DM1?*) = (BC M1").

Beweis. Der Beweis ist analog zum Beweis von Lemma 2.96 zu fithren, wobei
statt des reguldren Kreises (ABCD), der ausgeartete Kreis (ABC D), mit
B||-D verwendet wird. O

Lemma 2.96 wurde von Samaga in [48], Satz 6.51), bewiesen fiir (B*)-Geo-
metrien. Zusatzlich zu [48], Korollar 6.2i), konnen wir durch einen anderen

Beweis in Lemma 2.96 noch Lemma 2.97 folgern.

Lemma 2.98. In Minkowski-Ebenen gilt: (DM?2?) = (BM?2?).

Beweis. Es gelte (ABCD), mit A||_C, (BCEG), mit B||-G, (CDGH),.
(ADEH),. Zu zeigen ist (ABE),E(EGH),. Es sei k der regulare Kreis
durch die Punkte £ und H mit kF(ABE),. Dann gilt £k N (BCEG), =
(E.X} mit X|_B|_G. Es gilt XJ_A,C,D,E.H. Tm Fall X = B folgt
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k= (BKEH),, also (ABEH), = (ABDEH),. Widerspruch zu B||; . Wen-
de (DM?2?%) auf die Punkte £, B, A, H, X,C, D an (s. Figur 2.39a). Es folgt
(CDHX), = (CDGHX),. Wegen X| -G folgt X = G. Damit haben wir

k= (EGH),E(ABE),. O
A A
= B B
E E
AN E
N
D C D C
H X H X
(a) (b)

FiGcgur 2.39

Lemma 2.99. In Minkowski-Ebenen gilt: (DM2') = (BM2?).

Beweis. Es gelte (ABCD),., (BCEG), mit C||_E, (CDGH),, (ADEH), mit
A|_H. 7u zeigen ist (ABE), E(EGH),. Es sei k der regulire Kreis durch die
Punkte £ und H mit kE(ABE),. Dann gilt kN (BCKEG), = {kK, X} mit
X[+ B||+G. Es gilt X}, A.C,D,E.H. Tm Fall X = B folgt k = (BEH),.
also (ABFEH),, Widerspruch zu A|-H. Wende (DM?2') auf die Punkte
E,B,A, H, X,C,D an (s. Figur 2.39b). Es folgt (CDHX), = (CDGHX),.
Wegen X||_G folgt X = G. Damit haben wir k = (EGH), E(ABE),. O

Lemma 2.100. In Minkowski-Ebenen gilt:
i) (CMI1%) = (DM2?),

i) (CM2Y) = (DM?2?),

iii) (DM1') = (DM?2?).

Beweis. Es gelte (ADEH),, (ACFG), mit C||_F, (CDGH), mit D||_G,
(ACD), A(AEF),. Zu zeigen ist (KFGH),.

) Esgilt (FFH).N(CDGH), ={H, X} mit X|_DJ||_G. Dann gilt X||_ A,
C,E, F, H.Tm Fall X = D folgt (DEFH), = (ADEFH), = (ACDEFH),,
Widerspruch zu C||_F. Wende (CM1?) auf die Punkte E, H. D, A, F, X, C
an (s. Figur 2.40a). Es folgt X ||+ A||+G. Wegen G| X||;G folgt X = G.

i) Bs gilt (EFG), 0 (CDGH), = {G. X} mit X[ 4C. Dann gilt X[ A, D,
E,F.ImFall X = C folgt (C EFG),, Widerspruch zu C'||_ F'. Wende (C' M2'")
auf die Punkte F, G, C, A, E. X, D an (s. Figur 2.40b). Es folgt (ADEHX),.
Wegen (ADEH), N (CDGH), ={D,H} und X # D folgt X = H.

i) Es gilt (KFH),N(ACFG), = {F. X} mit X||;A. Dann gilt X|[,C, D, E.
F,H.Im Fall X = A folgt (AEFH), = (ADEFH), = (ACDEFH),, Wi-
derspruch zu C||_F. Wende (DM1') auf die Punkte K, F, A, H, X,C, D an
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(s. Figur 2.40¢). Es folgt X||_D||-G. Wegen (ACFG),N(CDGH), ={C,G}

und X # C folgt X = G. O
A ‘ D A C A ‘7A
E a0 F G E F
A C A D D C
F X E X H X
(a) (b) (©
FiGgur 2.40

Lemma 2.101. In Minkowski-Ebenen gilt:

i) (BM3) = (DM3),

i) (CM31) = (DM3),

ii) (DM2') = (DM3).

Beweis. Es gelte (ADKEH), mit A|_H, (ACFG), mit C||_F, (CDGH ), mit
D||-G, (ACD), A(AEF),. Zu zeigen ist (FFGH),.

i) Esgilt (FGH),N(ADEH), = {H, X} mit X|+DJ|+ F. Dann gilt X}[; A, C.
F.G,H. Tm Fall X = D folgt (DFGH),. Widerspruch zu D||_G. Wen-
de (BM3) auf die Punkte G, H,D,C, F, X, A an (s. Figur 2.41a). Es folgt
(ACD), A(AEFX),. Wegen (AEF).N(ADEH), = {A,E} und X # A folgt
X = FE.

i) Es gilt (FF'G),NCDGH), = {G, X} mit X||+C||;+ H. Dann gilt X}[1 A, D,
E.F.G. Im Fall X = C folgt (CEFG),, Widerspruch zu C|_F. Wende
(CM?2Y) auf die Punkte F,G,C, A K, X, D an (s. Figur 2.41b). Es folgt
X||-A|-H. Wegen X ||+ H folgt X = H.

iii) Es gilt (FFG), N(ADEH), = {FE, X} mit X||-A| -H. Dann gilt X}|_C,
D,E.F,G. Tm Fall X = A folgt (AEFG),, Widerspruch zu A/, G. Wen-
de (DM?2") auf die Punkte F, E, A, G, X, D,C an (s. Figur 2.41¢). Es folgt

X||+C|l+ H. Wegen X||- H folgt X = H. O
¢ D A C A‘ A
G H F G F E
[A A A D |c D
F x E X G X

(a) (b) (c)
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B C B ﬁc
. \[c ; NE
Al D L D
E X E D
(d) (e)
Ficur 2.41

Lemma 2.102. In Minkowski-Fbenen gilt: Die Giltigkeit der Bedingungen
(CDMT1) und (BC Dy M) impliziert die Giiltigkeit der Bedingung (BC M11Y).

Beweis. Es gelte (ABCD), mit B||-D., (ADEH),. (BCFE),C(CDH),. 7u
zeigen ist (ABE), K(CEH),. Sei k der regulare Kreis durch die Punkte €' und
Emit kE(ABE),. Angenommen, es gilt kC(C DH ),. Dann folgt kC(BCE),.
also k = (BCFE),. Damit haben wir k = (ABCFE),, Widerspruch zu A||.C.
Esist also kN(CDH), = {C, X} mit X # C. Aus dieser Bedingung schlieien
wir X ¢ {A, B}. Im Fall X = D folgt k = (CDFE),. Wende (BC Dy M1) auf
die Punkte F,C, B, D, A an (s. Figur 2.41e). Es folgt (CDH),D(ADEH),
und damit (ACDEH),, Widerspruch zu A|;C. Es ist also X # D. Im
Fall X = E haben wir (CDEH), = (ACDEH),, Widerspruch zu Al|+C.
Wende (C DM1) auf die Punkte £, C, B, X, D, A an (s. Figur 2.41d). Es folgt
(ADEX), und damit (ADEHX),. Wegen (ADEH), N (CDH), ={D,H}

und X # D folgt X = H, also k= (CFEH),E(ABE),. O
D A
E/A B
H E N E
CL B Dl C
c E H X
(a) (b)
FIGUR 2.42

Lemma 2.103. In Minkowski-Fbenen gilt: Die Giiltigkeit der Bedingungen
(DM12), (BCMI?) impliziert die Giiltigkeit der Bedingung (BMI1Y).

Beweis. Es gelte (ABCD), mit A||-C, (BCEG),, (CDGH),, (ADEH),.
7u zeigen ist (ABE), E(EGH),. Es sei k der regulare Kreis, der die Punk-
te £ und H enthélt und fir den kF(ABE), gilt. Angenommen, es gilt
kE(BCEG),. Dann folgt (ABE), = (BCEG),, also (ABCEG),, Wider-
spruch zu A||[_C. Wir gehen also von kN (BCEG), = {K, X} mit X # K
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aus. Im Fall X = A schlieflen wir auf (ABCE(®),, Widerspruch zu A||_C.
Analog konnen wir die Falle X € {B, D, H} ausschliefen. Im Fall X = C
wenden wir (BOM1?) auf die Punkte H, F, A, D.C, B an (s. Figur 2.42a)
an. Es folgt (CDH).C(BCE),. Dies bedeutet (CDGH),C(BCEG),. also
(BCDEGH),, Widerspruch zu B||4+D. Es folgt X # C'. Wende (DM1?) auf
die Punkte £, B, A, H,X,C,D an (s. Figur 2.42b). Es folgt (C DHX), und
damit (CDGHX),. Aus (BCEG), N (CDGH), ={C,G} und X # C folgt

X = G und damit (ABE),E(EGH),. O
A A A F
E v C G
c C A E
H X C X
(a) (b)
FiGUR 2.43

Lemma 2.104. In Minkowski-Fbenen gilt: Die Giiltigkeit der Bedingungen
(BDyM2%), (CCyM?2) impliziert die Gliltigkeit der Bedingung (D DM?2).

:

Beweis. Es sei k der regulare Kreis, der die Punkte A und C' enthalt mit
(AEF), ARC(CGH),. Weiter gelte (ACF @), mit C||_F und (ACKEH), mit
Al H. Zu zeigen ist (EFGH),, (im ausgearteten Fall mit £||_G).

1. Fall: Eff_G. Dann haben wir den reguldren Kreis (EFH), und es gilt
(KFH).N(ACFG), ={F, X} mit X|.G|;+A. Es folgt X}, C, K, F,H und
damit X ¢ {C,FE,F.H}. Im Fall X = A folgt (AEFH),, Widerspruch
zu A||_H. Wende (BDyM?2?%) auf die Punkte E. F, A, H, X,C an (s. Figur
2.43a). Es folgt kC(CHX), (es ist (CGH), ein reguldrer Kreis) und da-
mit (CGHX),. Wegen X|+G und G, X € (CGHX), folgt X = G, also
(EFGH),.

2. Fall: Trivialerweise tritt der Fall F/||; G nicht auf. Angenommen, es gilt oh-
ne Einschrankung F||-G. Zu zeigen ist F||;H. Es gilt (EFG), N (CGH), =
{G. X} mit X||; F. Dann ist X[+ A, C, E,Gund damit X ¢ {A,C, E,G}. Im
Fall X = F folgt (CFGH),, Widerspruch zu C|_F. Wende (CCyM2) auf
die Punkte C. G, F, A, X, E an (s. Figur 2.43b). Wegen C||; E folgt (ACEX),
mit X||_A||-H. Wegen X € (CGH),, X # G und X||- H folgt X = H, also
(EFGH),. O
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A C

C C A{ F

(@) (b)
FiGur 2.44

Lemma 2.105. In Minkowski-Fbenen gilt: Die Giltigkeit der Bedingungen
(BDyM1Y), (BDyM?2%) impliziert die Giiltigkeit der Bedingung (DDM1).

Beweis. Es sei k der reguldre Kreis, der die Punkte A und C enthélt und
fiir den (AEF), ARC(CGH), gilt. Weiter gelte (ACEH ), und (ACFG), mit
Al|-G. Zu zeigen ist (KFFGH), oder (EFGH), mit F||_H.

1. Fall: F)j_H. Dann gilt (EFH), N (ACFG), = {F. X} mit X||_A|-G.
Es ist XJ_C.FE,F,H und damit X ¢ {C,FE,F,H}. Im Fall X = A folgt
(AEFH), = (ACEFH),, Widerspruch zu C||; F'. Wende (BD1M1") auf die
Punkte E, F, A, H, X, C an (s. Figur 2.44a). Es folgt k<C(CHX ), und damit
(CGHX),. Wegen X.GG € (CGHX),, X||_G folgt X = G, also (EFGH),.
2. Fall: Trivialerweise tritt der Fall F|4H nicht auf. Es gelte ohne Ein-
schrankung F||_H. Zu zeigen ist E|+G. Es folgt (FGH), N (ACEH), =
{H.X} mit X||1G. Es gilt X|[; A, C, F, H und damit X ¢ {A,C. F,H}. Im
Fall X = G folgt (ACEGH),, Widerspruch zu A|_G. Wende (BD;M2?)
auf die Punkte C, H, G, A, X, F an (s. Figur 2.44b). Es folgt kA(AF'X), und
damit (AFFX),. Wegen (AEF), N (ACEH), = {A, E} und X # A folgt

X = K und damit (KFGH),. O
E_ E___ A
F F E
A A A
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2 |_|JF H | X /C H
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FiGur 2.45

Lemma 2.106. In Minkowski-Fbenen gilt: Die Glltigkeit der Bedingungen
(BC'DyMQO), (BD;MO), (BD;M1?) impliziert die Giiltigkeit der Bedingung
(DDMO).

Beweis. Es sei k der reguldre Kreis durch die Punkte A und €' mit
(AEF),ARC(CGH),. Es sei (ACFG),, (ACEH),. 7u zeigen ist (KFGH),,.
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1. Fall: FJJH. Dann haben wir den reguldren Kreis (K F H),. Angenommen,
es gilt (KFH) F(ACFG),. Wende (BC D;MQ0) auf die Punkte A, F, E.C, H
an (s. Figur 2.45a). Wir erhalten kC(CFH), und wegen kC(CGH), dann
(CFGH), = (ACFGH), = (ACEFGH),. Insbesondere folgt die Behaup-
tung (KFGH),. Wir gehen jetzt von (EFH), N (ACFG), = {F. X} mit
X # F aus. In jedem der Falle X € {A,C,E. H} folgt (ACEFH), und
wir erhalten einen Widerspruch zu (KFH),. N (ACFG), = {F, X}. Wen-
de (BD1MQ0) auf die Punkte A, F, E,C. X. H an (s. Figur 2.45b). Es folgt
kC(CHX),. Dann folgt (CGHX),. Wegen (CGH), N (ACFG), = {C,G}
und X # C folgt X = G, also (KFGH),.

2. Fall: Ohne Einschrankung gelte F'||_H. Zu zeigen ist F||+G. Die Punk-
te I, F, H legen eindeutig einen ausgearteten Kreis fest. Es gilt (FFH), N
(ACFG), ={F, X} mit X||; £. Damit gilt X|[; A, C, F, H. Insbesondere gilt
X ¢ {A,C,F, H}. Wende (BDy M1?%) auf die Punkte A, F, E,C, X, H an (s.
Figur 2.45¢). Es folgt kC(CHX), und damit (CGHX),. Wegen (CGH), N

(ACFKFG), ={C, G} und X # C folgt X = G, also (KFGH),. ]
B D
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FiGUR 2.46

Lemma 2.107. In Minkowski-Fbenen gilt: Die Gliltigkeit der Bedingungen
(BDyM2"), (DM3) impliziert die Giiltigkeil der Bedingung (CC1M?2).

Beweis. Es gelte (ABCD), mit B||-D, (CDGH), mit C||- H. Weiter sei k
der reguldre Kreis, der die Punkte A und B enthélt und fiir den
(ADH),AkB(BC®), gilt. Zu zeigen ist (ABGH), oder (ABGH), mit A||_G.
1. Fall: AJG. Es gilt (ABG), N (CDGH), = {G. X} mit X||_C||-H. Dann
folgt X}_A, B, D,G und damit X ¢ {A, B, D,G}. Wende (BD;M2') auf
die Punkte B,G,C, A, X, D an (s. Figur 2.46a). Es folgt kA(ADX),. Damit
haben wir (ADHX),. Wegen (ADH), N (CDGH), ={D,H}, X|-H folgt
X = H, also (ABGH),.

2. Fall: Al|4G tritt nicht auf, da sonst C||+G folgt, Widerspruch zur Vor-
aussetzung. Es gelte ohne Einschrankung Al|_G. Dann folgt (AGH), Nk =
{A, X} mit X||; H. Wir haben XA, C,D,G und damit X ¢ {A,C,D,G}.
Im Fall X = H folgt k = (ABH), = (ABDH ),, Widerspruch zu B||_D. An-
genommen, es gilt X # B. Wende (DM3) auf die Punkte A, H, D, B, X, G, C
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an (s. Figur 2.46b). Es folgt (BCGX),. Wegen kN (BCG), = {B} (k =
(BCG), kann man sofort zum Widerspruch fithren) folgt X = B, Wider-

spruch zu X # B. Wir haben also X = B und damit (ABGH),. O
A C
D G
B
A H B
B C / H
D
B X A X
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FiGgur 2.47

Lemma 2.108. In Minkowski-Fbenen gilt: Die Gliltigkeit der Bedingungen
(BDyM1%), (DM2?) impliziert die Giiltigkeil der Bedingung (CCyM17%).

Beweis. Es gelte (ABCD),, (CDGH ), mit D||_G. Weiter sei k der regulére
Kreis, der die Punkte A und B enthdlt mit (ADH), AkB(BCG),. Zu zeigen
ist (ABGH), oder (ABGH), mit B||_H.

1. Fall: BJ[H. Dann haben wir den reguldaren Kreis (ABH), und es gilt
(ABH),N(CDGH), ={H, X} mit X||_DJ|_G. Es folgt X}|_A, B,C, H und
damit X ¢ {A,B,C,H}. Im Fall X = D folgt (ABDH), = (ABCDH),.,
Widerspruch zu C'||; H. Wende (BD{M1?) auf die Punkte A, H, D, B, X,C
an (s. Figur 2.47a). Es folgt kB(BCX), und damit (BCGX),. Wegen X| -G
folgt X = G, also (ABGH),.

2. Fall: Angenommen, es gilt B||_H. Zu zeigen ist A| . G. (BGH), Nk =
{B. X} mit X||4G. Damit folgt X || B,C, D, H, Im Fall X = G folgt k =
(ABCG), = (ABCDG),, Widerspruch zu D|_(G. Angenommen, es gilt
X # A. Wende (DM2?) auf die Punkte B,G,C, A, X, H, D an (s. Figur
2.47b). Es folgt (ADHX),. Wegen (ADH), Nk = {A} ((ADH), = k kann
man ausschlieBen) folgt X = A, Widerspruch zu X # A. Wir erhalten X = A

und damit (ABGH),. 0J
B C
A A B G
B B
cl/ D D H
G X A X
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FiGUR 2.48
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Lemma 2.109. In Minkowski-Fbenen gilt: Die Gliltigkeit der Bedingungen
(DDM1), (DM2") impliziert die Giltigkeit der Bedingung (CCyM1").

Beweis. s gelte (ABCD), mit A||_C., (CDGH),. Weiter sei k der reguldre
Kreis, der die Punkte A und B enthélt mit (ADH ), AkB(BCG),. Zu zeigen
ist (ABGH), oder (ABGH), mit B||_H.

1. Fall: A|GG. Angenommen, es gilt (ABG),A(ADH),. Es folgt dann k =
(ABG), = (ADH),. Widerspruch zu A||_C. Es gilt also

(ABG),N(ADH), = {A, X} mit X # A. Jeder der Falle X € {B,C.D.G}
fithrt auf einen Widerspruch zur Voraussetzung. Inshesondere gilt auch X || A,
B,C,D,G. Wende (DDM]1) auf die Punkte B. A, G, X. D,C an (s. Figur
2.48a). Es folgt (CDGX), (wegen D|[G). Damit erhalten wir (CDGHX),.
Wegen (CDGH), N(ADH), ={D,H} und X # D folgt X = H. Wir erhal-
ten (ABGH),.

2. Fall: B||;H tritt nicht auf, da sonst D|H folgt, Widerspruch. Ange-
nommen, es gilt B||_H. Zu zeigen ist A|[,G. Es gilt (BGH), Nk ={B, X}
mit X||;+G. Damit haben wir X||4B,C, D.H. Iim Fall X = G folgt k =
(ABG), = (ABCG),, Widerspruch zu A||_C. Angenommen, es gilt X # A.
Wende (DM2') auf die Punkte B,G,C, A, X, H, D an (s. Figur 2.48b). Es
folgt (ADHX),. Wegen (ADH), Nk = {A} (ADH), = k 1aBt sich sofort
ausschliefien) folgt X = A, Widerspruch zu X # A, Widerspruch. Wir haben

also X = A und damit (ABGH),. ]
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Lemma 2.110. In Minkowski-Fbenen gilt: Die Gliltigkeit der Bedingungen
(DM1"), (DDMO) impliziert die Giltigkeit der Bedingung (CCyM0).

Beweis. Es gelte (ABCD),, (CDGH),. Weiter sei k der regulare Kreis, der
die Punkte A und B enthélt und fiir den (ADH ), Ak B(BCG), gilt. Zu zeigen
ist (ABGH),,.

1. Fall: AJjG. Wir haben den reguldren Kreis (ABG),. Angenommen, es
gilt (ABG),A(ADH),. Dann folgt aus der Eindeutigkeit des Beriihrkrei-
ses k = (ABG), und damit & = (ABCDGH),. Im Fall B||H haben wir
einen Widerspruch, im Fall BfH folgt die Behauptung. Wir gehen deshalb
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von (ABG), N (ADH), = {A, X} mit X # A aus. Aus X € {B,C,D.G}
folgt (ABCDGH),, Widerspruch zu (ABG), N (ADH), = {A, X}. Wen-
de (DDMQO) auf die Punkte B, A, G, X,D,C an (s. Figur 2.49a). Wegen
(CDGX), folgt (CDGHX),. Aus (CDGH),N(ADH), ={D.H} und X #
D leiten wir X = H ab. Damit folgt (ABGH),.

2. Fall: Ohne Einschrankung sei Al|-G. Zu zeigen ist B||H. Da H nicht-
parallel ist zu A haben wir den eindeutig bestimmten ausgearteten Kreis
(AGH), und es gilt (AGH ), Nk = {A, X} mit X||+ H. Aus dieser Bedingung
folgt sofort X}[A. Im Fall X = H folgt k = (ABCDGH),, Widerspruch zu
A||l-G. Tm Fall X||.C folgt C||+H, Widerspruch. Dann gilt auch X # . Das
gleiche Argument gilt auch in den Féllen X = D und X = . Angenommen,
es gilt X # B. Wende (DM1") auf die Punkte A, H,D,B, X, G, C an (s.
Figur 2.49b). Es folgt (BCGX),. Wegen kN (BCGX), ={B} (k = (BCG),
konnen wir ausschlieen) folgt X = B, Widerspruch zu X # B. Wir erhalten

X = B und damit (ABGH),. O
> TD A E
C D
H
AL A A F
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Lemma 2.111. In Minkowski-Fbenen gilt: Die Gliltigkeit der Bedingungen
(BCM1Y) und (CM2Y) impliziert die Gliltigkeit der Bedingung (C DM1).

Beweis. Es gelte (ACF),C(CDH),, (ACD), A(AKF), und (ADEH), mit
A||-H. Zu zeigen ist (CEFH), oder (CEFH), mit C||_F.

1. Fall: F|fH. Dann ist (CFH), ein eindeutig bestimmter reguldrer Kreis
und es gilt (CFH). N (ADEH), = {H, X} mit X|+F|+D. Aus den Vor-
aussetzungen folgt unmittelbar X}y A, C, F, H und damit X ¢ {A,C. F, H}.
Im Fall X = D folgt (ACF), = (CDH),, Widerspruch zu A||_H. Wen-
de (BCM1?%) auf die Punkte C, H, D, F, X, A an (s. Figur 2.50a). Es folgt
(ACD), A(AFX), und damit (AEFX),. Wegen (AEF), N (ADEH), =
{A.F}und X # Afolgt X = F, also (CEFH),.

2. Fall: F||4H (Der Fall F||_H tritt wegen AJ_H nicht auf). Zu zeigen ist
Cll-E. Esgilt (FEFH),N(CDH), = {H, X} mit X||_E. Es folgt X||- A, D, F.
H. Im Fall X = F folgt (CDEH),, Widerspruch zu D|+FE. Angenom-
men, es gilt X # . Wende (CM?2') auf die Punkte D, H, K, A, C, X, F
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an (s. Figur 2.50b). Es folgt (ACFX),. Aus (CDH), N (ACF), = {C}
((CDH), = (ACF), kann man ausschlieflen) folgt X = C'. Widerspruch zu
X # C. Wir erhalten X = C und damit folgt (CEFH), mit C||_F. O

Lemma 2.112. In Minkowski-Fbenen gilt: Die Gliltigkeit der Bedingungen
(M1Y), (CM1Y), (DMLY impliziert die Giltigkeit der Bedingung (C M1%),

Beweis. Es gelte (ABCD),, (CDGH),, (BCFG), mit B||-G und
(ADH ), A(ABF),. Zu zeigen ist (AFGH), oder (AFGH), mit F||_H.

1. Fall: F)|H. Dann sind A, F, H und F,G, H jeweils drei paarweise nicht
parallele Punkte, wir haben also (AFH), und (FGH),. Im Fall (AFH), =
(FGH), liegt die Behauptung vor. Wir betrachten den Fall (AFH), #
(FGH).. Wegen B|_-G folgt (ABF), # (FGH),. Angenommen, es gilt
(ABF),F(FGH),. Wende (CM1') auf die Punkte B, F,G,C, A, H, D an
(s. Figur 2.51a). Es folgt (ADF H),. Dann gilt (ABDFH), = (ABCDFH),,
Widerspruch zu C||4+F. Also haben die Kreise (ABF'), und (FGH), genau
zwei Punkte gemeinsam, d.h. (ABF), N (FGH), = {F, X} mit X # F.
Im Fall X = B folgt (BFGH),, Widerspruch zu B||_G. Im Fall X = C
folgt (CFGH),, Widerspruch zu C||;F. Im Fall X = D folgt (ABDF), =
(ABCDF),, Widerspruch zu C||F. Im Fall X = G folgt (ABFG),, Wi-
derspruch zu B||-G. Im Fall X = H folgt (ABFH), = (ABDFH), =
(ABCDF H),, Widerspruch zu C||_ F. Hiermit und mit (ABF).N(FGH), =
{F, X} folgt dann X||B, I, G, H. Angenommen, es gilt X # A. Wende (M%)
auf die Punkte B, F, G,C., A, X, H, D an (s. Figur 2.51h). Es folgt (ADH X),.
Wegen (ADH), A(ABF), = {A} ((ADH), = (ABF), impliziert sukzessive
(ABDFH),, (ABCDFH),, (ABCDFGH),, Widerspruch zu B|_G) schlie-
Ben wir auf X = A, Widerspruch zu X # A.Wir erhalten X = A, also
(AFGH),.

2. Fall: F||_H. 7u zeigen ist Al|+G. Es gilt (AFH), N (CDGH), = {H, X}
mit X |+ A. Damit haben wir X ¢ {B.C,D,F,H}. Im Fall X = A folgt
(ACDGH), = (ABCDGH),, Widerspruch zu B||_G. Wende (DM1') auf
die Punkte D, H,A,C, X, F. B an (s. Figur 2.51c). Es folgt (BCFX), =
(BCFGX),. Wegen (BCFG), N (CDGH), ={C,G}. X # C folgt X =@,
also (AFGH),. O
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Lemma 2.113. In Minkowski-Ebenen gilt: Die Giltigkeit der Bedingungen
(BM1Y), (BM?2%), (BCM1Y), (BD,M1") impliziert die Giiltigkeit der Be-
dingung (C M1?).

Beweis. Es gelten die gleichen Voraussetzungen wie in 2.112.

1. Fall: Es sei AJ[GG. Dann haben wir die regularen Kreise (AF(G), und
(AGH),. Angenommen, es gilt (AFG),G(CDGH),. Wende (BCM1') auf
die Punkte F. G, C, B, A, G, D an (s. Figur 2.52a). Es folgt (ABF),A(ADG),.
Damit folgt (ABCDGH),., Widerspruch zu B||_D. Es gilt also (AFG), N
(CDGH), = {G, X} mit X # G. Im Fall X = A folgt (ACDGH), =
(ABCDGH),, Widerspruch zu B||-G. Im Fall X = B folgt (ABFG),,
Widerspruch zu B||_G. Im Fall X = C folgt (ACFG),., Widerspruch zu
Cll+F. Tm Fall X = F folgt (CDFGH),, Widerspruch zu C||4F. Im Fall
X = D wenden wir (BDyM1") auf die Punkte A, F, B.D,G C an (s. Fi-
gur 2.52b). Es folgt (ADH),D(CDGH),. Widerspruch zur Voraussetzung.
Wir haben also X ¢ {A,B,C,D.,F,G}. Wende (BM1') auf die Punkte
F.G.C,B,A. X, D an (s. Figur 2.52¢). Es folgt (ABF),A(ADX), =
(ADHX),. Mit (ADH). N (CDGH), ={D,H} und X # D folgt X = H,
also (AFGH),.

2. Fall: A||;G. Zu zeigen ist F||-H. Es folgt (AFG),N(CDGH), ={G. X}
mit X||- F. Damit haben wir X ¢ {A, B,C,D.G}. Im Fall X = F folgt
(CDFGH),, Widerspruch zu C||; F'. Wende (BM2?) auf die Punkte C., G, F,
B,D,X,A an (s. Figur 2.52d). Es folgt (ABF),A(ADX), = (ADHX),.
Wegen (ADH), N (CDGH), = {D,H} und X # D folgt X = H, also
(AFGH),. 0
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Lemma 2.114. In Minkowski-Ebenen gilt: Die Giltigkeit der Bedingungen
(BOCMO), (BCM1?), (BCDy;MO) impliziert die Giiltigkeil der Bedingung
(CCDMO).

Beweis. Es sei k der reguliare Kreis, der die Punkte €' und D enthélt und fiir
den (ACHF),CED(ADE), gilt. Weiter gelte (AC D), A(AEF),. 7u zeigen ist
(CDEF),,.

1. Fall: Ohne Einschrankung nehmen wir den Fall C'||_ £ an. Zu zeigen ist
D||+F. Es gilt (CEF), N (ADE), = {F, X} mit X| 4 F. Dann haben wir
X+ A, C.E. Im Fall X = F folgt (ADEF), = (ACDEF),, Widerspruch
zu C||-E. Angenommen, es gilt X # D. Wende (BCM1?) auf die Punkte
AJE.F, D, X.C an (s. Figur 2.53a). Es folgt (ACF).C(CDX),, also k =
(CDX),. Wegen kD(ADFE), (den Fall k = (ADFE), kann man ausschliefien)
folgt X = D, Widerspruch zu X # D. Damit haben wir X = D, also
(CDEF),.

2. Fall: CJE. Dann haben wir den regulidren Kreis (C'KF),. Im Fall
(CEF).E(ADE), wenden wir (BC Dy M0) auf die Punkte A, E, F, D, C an
(s. Figur 2.53b). Es folgt (ACF),.C(CDE), = k. Damit haben wir & =
(ACDE), = (ACDEF),, insbesondere die Behauptung (im Fall D| F' liegt
ein Widerspruch vor). Im Fall (CEF), N(ADE), ={FE, X} mit X # E folgt
X ¢ {A,C. F}, ansonsten liegt ein Widerspruch zu (CEF). N (ADE), =
{F, X} vor. Angenommen, es gilt X # D. Wende (BCMO0) auf die Punkte
A E.F, D, X,C an (s. Figur 2.53¢). Es folgt (ACF),C(CDX), = k. Wegen
kN(ADE), = {D} folgt X = D, Widerspruch zu X # D. Damit haben wir
X =D, also (CDEF),. L]
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Lemma 2.115. In Minkowski-Fbenen gilt: Die Giltigkeit der Bedingungen
(BM23%), (DM1Y), (BD M), (BDM?2%) impliziert die Giiltigkeit der Be-
dingung (C M1Y).

Beweis. Es gelte (ABCD), mit A||_C, (BCFG),, (CDGH), und
(ADH),A(ABF),. Zu zeigen ist (AFGH), oder (AFGH), mit F||_H.

1. Fall: AJG. Es ist (AFG), ein regularer Kreis. Angenommen, es gilt
(AFG).A(ADH),. Dann folgt (AFG), = (ABF), und damit (ABFG), =
(ABCF@),, Widerspruch zu A||_C'. Es gilt also (AFG),N(ADH), = {A, X}
mit X # A. Falls X € {B,C, F,G}, so erhalten wir Widerspriiche zu den
Voraussetzungen. ITm Fall X = D wenden wir (BDM1') auf die Punk-
te A, F.B,D.G,C an (s. Figur 2.54a). Es folgt (ADH),D(CDGH),, Wi-
derspruch zu A|_C. Insgesamt haben wir somit X ¢ {A, B.C,D.F,G}.
Wende (DM1') auf die Punkte A, F, B, X,G,C, D an (s. Figur 2.54b). Es
folgt (CDGX), = (CDGHX),. Wegen (CDGH), N (ADH), ={D,H} und
X # D folgt X = H, also (AFGH),.

2. Fall: A||+G. Dann folgt (AFG),N(CDGH), = {G, X} mit X||_F. Damit
haben wir X|[_ A, B.C, D.Im Fall X = Ffolgt (CDFGH), = (BCDFGH),,
Widerspruch zu B[4 D. Im Fall X = D wenden wir (BD;M?2?%) auf die
Punkte A, B, F,D,C.G an (s. Figur 2.54¢). Es folgt (ADH),D(CDGH),.
Widerspruch zur Voraussetzung. Insgesamt gilt also X ¢ {A. B.C, D, F,G}.
Wende (BM2?) auf die Punkte C, G, F, B, D, X, A an (s. Figur 2.54d). Es
folgt (ABF),A(ADX),. Wegen (ADH), N(CDGH), ={D,H} und X # D
folgt X = H und damit (AFGH),. O
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Lemma 2.116. In Minkowski-Fbenen gilt: Die Gliltigkeit der Bedingungen
(DM2Y), (DM?2?) impliziert die Glilligkeil der Bedingung (C M2').
Beweis. Es gelte (CDGH),., (ABCD), mit A||_C, (BCFG), mit B||_G und
(ABF),A(ADH),. Zu zeigen ist (AFGH), oder (AFGH), mit F'||_H.

1. Fall: F|{H. Wir haben den regularen Kreis (AF H), und es gilt (AFH), N
(BCFG), = {F, X} mit X|_B|_G. Esfolgt X|[[_A,C, D. I, H. Tm Fall X =
B folgt (ABFH), = (ABDFH),. Widerspruch zu B|+D. Wende (DM?2?)
auf die Punkte A, F. B, H, X, C, D an (s. Figur 2.55a). Es folgt (CDGHX),.
Wegen (CDGH), N (BCFG), ={C, G} und X # C folgt X = G.

2. Fall: F'||_H. Dann haben wir (AFH), N (CDGH), = {H, X} mit X||+A.
Es folgt X[+ B,C, D, F. H. Im Fall X = A folgt (ACDGH),, Widerspruch
zu A||_C. Wende (DM?2') auf die Punkte A, D, H, F, B,C, X an (s. Figur
2.55b). Es folgt (BCFGX),. Wegen (BCFG), N (CDGH), = {C,G} und

X # C folgt X = G. 0
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B H / D
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Lemma 2.117. In Minkowski-Fbenen gilt: Die Gliltigkeit der Bedingungen
(BM1"), (CM2Y), (BCM2) impliziert die Giiltigkeit der Bedingung (DM1").

Beweis. Es gelte (ADEH),, (CDGH),, (ACFG), mit A||_G und

(ACD), A(AEF),. Zu zeigen ist (EFGH), oder (EFGH), mit F'||_H.

1. Fall: EJf4G. Dann haben wir (FGH), N (ACFG), = {G, X} mit X||+C.
Dann folgt X | A. D, E, G, H. Im Fall X = C folgt (CEGH),. (CDEGH),.
bzw. (ACDEGH),, Widerspruch zu A||;G. Wende (BM1') auf die Punkte
C,D,H.G. A, E, X an (s. Figur 2.56a). Es folgt (ACD), A(AEFX),. Wegen
(AEF), N (ACFG), = {A, F}und X # A folgt X = F.

2. Fall: F||+G. Dann gilt (EFG),N(CDGH), ={G, X} mit X||_F. Dann gilt
X|-A,C,E,G. Im Fall X = F folgt (CDFGH),, Widerspruch zu C||+ F. Im
Fall X = D wenden wir (BCM2) auf die Punkte C, G, F, A, D, £ an (s. Figur
2.56b). Es folgt (CDGH), D(ADEH),, Widerspruch zu A|_G. Es ist also
X ¢ {A,C,D,E,F,G}. Wende (CM?2') auf die Punkte C,G. F, A, D. X, E
an (s. Figur 2.56¢). Es folgt (ADEHX),. Wegen (ADEH),. N (CDGH), =

{D,H} und X # D folgt X = H. O
G
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Lemma 2.118. In Minkowski-Fbenen gilt: Die Gliltigkeit der Bedingungen
(CM1%), (CM2?) impliziert die Giiltigkeit der Bedingung (DM1?).

Beweis. Es gelte (ADEH),, (ACFG),. (CDGH ), mit D||-G und

(ACD), A(AEF),. 7u zeigen ist (EFGH), oder (EFGH), mit F||_H.

1. Fall: F||_H. Dann gilt (KFH), N (CDGH), ={H, X} mit X|[_D. Dann
oilt X{_A,C,E, F,H. Im Fall X = D folgt (DEFH), = (ACDEFH),,
Widerspruch zu C||4 H. Wende (CM1?) auf die Punkte £, H, D, A, F, X, C
an (s. Figur 2.57a). Es folgt (ACFGX),. Wegen (ACFG),. N (CDGH), =
{C,G} und X # C folgt X = G.

2. Fall: F||-H. Dann gilt (FGH), N (AEF), = {F, X} mit X||+G. Es folgt
XA C F,. G H. Fiir X = D schlieflen wir auf (ADEF), = (ADEFH), .
Widerspruch zu F'||_ H. Wende (C' M2?) auf die Punkte A, F,G,C. X, H, D
an (s. Figur 2.57b). Es folgt (ADEHX),. Wegen (ADEH), N (AEF), =
{A. K} und X # Afolgt X = K. ]
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Lemma 2.119. In Minkowski-Fbenen gilt: Die Giiltigkeit der Bedingungen
(CM1Y), (CM2Y) und (CCY MY impliziert die Giiltigkeit der Bedingung
(DM?2').

Beweis. Es gelte (CDGH),, (ADEH ), mit D||- E, (ACFG), mit A||-G und
(ACD), A(AEF),. Zu zeigen ist (EFGH), oder (EFGH), mit FI||-H.

1. Fall: FJ|_H. Angenommen, es gilt (FGH),F(AEF),. Wende (CC,M1%)
auf die Punkte G.F,A,C, H,D an (s. Figur 2.58a). Es folgt D||_F, Wi-
derspruch. Es gilt also (FGH), N (AEF), = {F.X} mit X # F. Mit
X € {A,C,D.G,H} schlieBen wir auf (AFGH),, (ACEF),. (ADEF),.
(AEFG), bzw. (AEFH),, Widerspruch zu A||_-G. C||+F, D|_-F, A|_-G
bzw. Al H. Es gilt also X ¢ {A,C,D.F,G, H}. Wende (CM1") auf die
Punkte G, F, A,C. H, X, D an (s. Figur 2.58b). Es folgt E||_DJ|_X. Wegen
X € (AFEF), erhalten wir X = K.

2. Fall: F||_H.

FEs gilt (EFH), N (CDGH), = {H, X} mit X||;F. Es gilt X]|4+A, D, F. H.
Im Fall X = K folgt (CDEGH),, Widerspruch zu D||_ K. ITm Fall X =
C folgt X = C||+E|+F, Widerspruch. Wende (CM2') auf die Punkte
H, E.A, D, X, F,C an (s. Figur 2.58¢). Es folgt X||_A|-G. Wegen X €

(CDGH), folgt dann X = (. ]
C N C N D A
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Lemma 2.120. In Minkowski-Fbenen gelten ferner die Aussagen:
i) (CDMO) = (BCDiMO),
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ii) (BODDM1) = (BCDMI),
iii) (CDMO) = (BCDyMO),

iv) (BDyMO0) = (BDDMOD),

v) (CCDMO) = (BDDMO),

vi) (BCDiM1) = (BDDM]1),
vii) (BDyM1Y) = (BDDML),
viti) (BC DyMO0) = (BCCDMO).

Beweis. Siehe Brocker [15]. O

Bemerkung 2.121. Aus Lemma 2.89 und Lemma 2.101i) folgt die Aqui-

valenz von (BM3) und (DM3). Die Aquivalenz von (BM?2') und (C' M2?)
folgt aus Lemma 2.88 und Lemma 2.87.

Bemerkung 2.122. Nach Samaga [48] sind die folgenden Bedingungen vom
miquelschen Typ dquivalent zueinander und charakterisieren miquelsche
Minkowski-Ebenen: (M0), (M1?), (M2'), (M2?), (M2%), (M3"), (M3?),
(M4)'8,

Wir schlieflen diesen Abschnitt mit einigen bekannten Ergebnissen iber Min-
kowski-Ebenen.

Bemerkung 2.123. i) Zu jeder Primzahlpotenz existiert bis auf [somorphie
genau eine miquelsche Minkowski-Ebene (s. Halder und Heise [25]).

ii) Minkowski-Ebenen gerader Ordnung sind notwendig miquelsch (s. Heise
29))

iii) Fiir ungerade Ordnung sind Minkowski-Ebenen miquelsch genau dann,
wenn sie ovoidal sind. Minkowski-Ebenen sind ovoidal fiir die Ordnung n €
{3,5.7}.

iv) Minkowski-Ebenen ungerader Ordnung und nicht-endliche Minkowski-
Ebenen sind nicht notwendig ovoidal. Zur Konstruktion von nicht ovoidalen
Minkowski-Ebenen siehe Artzy [4], Hartmann [28].

v) Wegen Satz 1.12 sind ovoidale Minkowski-Ebenen auch miquelsch.

18Fs sei angemerkt, dafl (M4) dquivalent zum Symmetrieaxiom (S) ist.



Kapitel 3

Siatze vom biischelartigen Typ

Nachdem wir uns im vorigen Kapitel mit dem Satz von Miquel und der Klas-
sifikation von Kreisebenen durch Sétze vom miquelschen Typ beschiftigt ha-
ben, wollen wir hier die Grundlagen fiir einen &hnlichen Zugang mit Hilfe des
Biischelsaizes schaffen. Eine Arbeit von Kahn [35]! liefert eine Charakterisie-
rung von ovoidalen Kreisebenen durch den Biischelsalz, wobei hier eine Kon-
struktion von ebenen lokal projektiven Verbanden aus den betreffenden Krei-
sebenen erfolgt und sich der gesamte Beweis in diesen Verbanden abspielt.
Auch der Biischelsatz wird nur in ebenen lokal projektiven Verbédnden for-
muliert. Wir stellen zunéchst die oben angesprochene Konstruktion vor und
formulieren dann den Biischelsatz fiir Laguerre-Ebenen. Wir geben die Kon-
struktion in lokal projektiven linearen Raumen an, da aber die Unterrdume
von linearen Rd&umen einen Verband darstellen, gibt es keine wesentlichen
Unterschiede. Anschliefend erarbeiten wir die Ausartungen des Biischelsat-
zes in Laguerre-Ebenen.

3.1 Der Biischelsatz in linearen Riaumen

Ein nicht-ausgearteter projektiver Raum ist bekanntlich ein Tripel (P, L. ).
wobei wir P als eine Menge von Punkten, L als eine Menge von Geraden und
I als eine Inzidenzrelation, d.h. eine Teilmenge von P U L, definieren und
folgende Axiome erfiillt sind:

1. Je zweil Punkte inzidieren mit genau einer Geraden.

2. Wenn [; € L,1 € Z4 vier verschiedene Geraden sind, wobei keine drei mit

1Siehe auch Kreuzer [37].

98
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einem gemeinsamen Punkt inzidieren, und wenn die Geradenpaare [;,1;41.
t € Zy4, und [y, [3 mit einem gemeinsamen Punkt inzidieren, dann inzideren
auch g, l; mit einem gemeinsamen Punkt.

3. Jede Gerade inzidiert mit mindestens drei Punkten.

Ein lokal projektiver linearer Raum ist ein Quadrupel (P, L. €, T) mit P als
Punktmenge, L als Geradenmenge, € als Ebenenmenge und [ als Inzidenzre-
lation, analog zur Definition des projektiven Raumes, wenn folgende Axiome
erfiillt sind:

1. Je zwei Punkte inzidieren mit hochstens einer Geraden.
2. Die Ableitung® in einem Punkt P € P ist ein projektiver Raum.
3. Jede Gerade inzidiert mit mindestens zwei Punkten.

Gegeben sei jetzt eine Laguerre-Ebene (P, K, G). Wir konstruieren aus die-
ser Struktur nun einen lokal projektiven linearen Raum (s. Kahn [35]). Dazu
bendtigen wir also Punkte, Geraden und FEbenen, die wir aus der gegebenen
Laguerre-Ebene konstruieren miissen. Zunéchst geben wir einige abkiirzende
Schreibweisen. So sei die zu einem Punkt P € P gehorige Parallelklassse
mit Py bezeichnet. Fiir M C P gelte entsprechend M) = |Jpcy, - Fiir
P € P,k € K mit Plk sei die Menge aller Kreise aus K, die k in P beriihren”
das von k und P erzeugte Berihrbischel. Den eindeutig festgelegten Punkt
P, der mit allen Kreisen eines Beriihrbiischels T' inzidiert, nennen wir den
Triger o(1') des Beriithrbiischels 7. Das von k und P erzeugte erweiterte
Beriihrbiischel sei das von k und P erzeugte Beriihrbiischel, vereinigt mit ;.
Die Menge aller erweiterten Beriihrbiischel bezeichnen wir mit 7. Fiir zwei
nicht-parallele Punkte P, ) € P bezeichnen wir die Menge aller Kreise, die
mil P und @ inzidieren als das von P und Q) erzeugle 2-Punkle-Biischel. Der
Trager eines 2-Punkte-Biischels B sind die Punkte P und ); wir bezeichnen
den Trager wieder mit o(B). Analog zum erweiterten Beriihrbiischel definie-
ren wir das von P und Q) erzeugle erweilerle 2-Punkle-Bischel als das um
{P.Q} erweiterte von P und @) erzeugte 2-Punkte-Biischel. Die Menge aller

solcher 2-Punkte-Biischel sei mit B bezeichnet.

Nun kommen wir zur Konstruktion des lokal projektiven linearen Raumes

aus einer Laguerre-Ebene (P, K,G). Sei

*Die Ableitung (L(P),E(P), I(P)) der Struktur (P,£,&,I) in einem Punkt P € P
besteht aus der Menge £(P) aller Geraden, die mit P inzidieren und der Menge £(P) aller
Ebenen, die mit P inzidieren und der durch (P, £, &, I) induzierten Inzidenzrelation I(P).

37wei Kreise k, 1 beriihren sich in einem Punkt P, wenn k& ={ oder kN{ = {P}.
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Pr="P,

£1 = B, £2 = T, £3 = g, £[ = £1U£2U£3,

& =K, &:={{g.h}|g,h G} &:=& UE,.

In der Definition fiir & ist der Fall ¢ = h nicht ausgeschlossen. Es ist dann

(P, L1, &, 1)) ein lokal projektiver linearer Raum, wenn wir die Inzidenzrela-

tion [; wie folgt festlegen (s. Kahn [35]):

PeP.leliULy: Pl < Peo(l),
PeP.lels: Pl <= Pecl<=1=H,
PeP,Ee&: PLE < PIEin(P,K,G),
PeP.lk={g,htec&: PhHE < PegUh+ PFjek,
le LLULy, E€&: ILWE <= Fe€l.

l€£3,E652 l[lE <:,>ZEE

In lokal projektiven linearen Raumen (P, L., E, I) lautet der
Biischelsatz Wenn [; € L,1 € Z4 vier verschiedene Geraden sind, wobei
keine drei mit einer gemeinsamen Fbene inzidieren, und wenn die Geraden-

paarel;, liy1, 1 € Zig, und Iy, l3 mit einer gemeinsamen Fbene inzidieren, dann
inzideren auch lg, l; mit einer gemeinsamen FEbene.

Lemma 3.1. Fs gelte der Biischelsatz in einem lokal projektiven linearen
Raum, der aus einer Laguerre-Fbene (P, K, G) konstruiert wurde. Dann sind
entweder alle oder keine der vier am Bischelsatz beteiligten Geraden aus
Ly =G.

Beweis. Sei l; € G. Alle mit [; koplanaren, von {; verschiedenen Geraden [,
sind entweder aus G\{/1} oder Elemente B aus B mit o(B)| = [;. Wegen der
Inzidenzvoraussetzung kommen Elemente aus 7 nicht in Frage. Angenom-
men, es ist {; € B mit U(l2)|| = [;. Welche /3 sind dann koplanar zu {; und zu
lz, so dafBl [1, 5, I3 nicht koplanar sind? Es folgt zundchst I3 # [, sonst wire die
letzte Forderung nicht erfiillt. Fin Element aus G kommt damit fiir /3 nicht in
Frage, da I3 dann nicht koplanar zu /5 liegt. Es muf} also 3 € B\{l,} gelten.

[3 liegt nur dann koplanar zu [;, wenn U(l3)|| = [;. Dann liegen aber {15,135
koplanar, Widerspruch. Es ist also [y € G\{/1}. Sukzessive argumentiert man
fir I3 und /4. O

Es ist jeder aus einer Laguerre-Ebene (P, K, G) konstruierte lokal projektive
lineare Raum, der den Biischelsatz erfiillt, ovoidal, d.h. es gibt ein Oval O in
einer Hyperebene F eines projektiven Raumes PG(3,F) tiber einem Korper F
und einen Punkt P € PG(3,F)\ K, so daB P als Kegel iiber dem Oval O mit
Scheitel P identifiziert werden kann und die Kreise den Ebenenschnitten, die
nicht mit P inzidieren, entsprechen und die Erzeugenden aus Ebenenschnit-
ten hervorgehen, die mit P inzidieren. Der Fall, daf} alle Geraden aus G sind,
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ist damit trivial.

3.2 Der Biischelsatz in Laguerre-Ebenen

Ubertréigt man die Formulierung des Biischelsatzes von lokal projektiven li-
nearen Rédumen zuriick auf die Struktur der Laguerre-Ebenen, so wird aus
den vier Geraden und aus den Koplanaritatsforderungen eine Bedingung tiber
sechs Kreise — eventuell ausgeartet — und vier bis acht Punkten®. Denn Gera-
den entsprechen Biischeln bzw. Erzeugenden in (P, K, G). Zwei Ebenen mit
einer gemeinsamen Geraden in (P, £, &, I) entsprechen also zwei Kreisen, die
entweder genau einen oder zwei Punkte oder aber eine Erzeugende gemein-
sam haben.

Wie wir im letzten Abschnill [estgestelll haben, ist der Fall, daf} alle vier
Geraden aus G sind, trivial, wir konnen ihn also ausschliefen. Das hat zur
Folge, daf die im zu formulierenden Biischelsatz beteiligten Punktepaare als
nicht-parallel vorausgesetzt werden.

Der Biischelsatz, in Kahn [35] fiir lokal projektive lineare Raume formuliert,
muf also fiir Laguerre-Ebenen wie folgt lauten:

Satz 3.2 (Biischelsatz). Fssei (P,K,G) eine Laguerre-FEbene. Weiter sei-
en A, B, ..., H Punkte mit A|lB, C|D, E|F und G||H. Liegen die fiinf Qua-
drupel

{A,B,C, D}, {A,B,FE,F},{A,B,G,H}, {C,D,G,H}, {C,D,E,F} auf

mindestens vier Kreisen (requlir oder ausgeartet), so auch {E, F,G, H}.

Bemerkung 3.3. Da im Biischelsatz in lokal projektiven linearen Raumen
die bheteiligten Geraden keine Elemente aus G sind (der triviale Fall), sind
zwel Ebenen, die beide mit einer Geraden inzident sind, nicht beide aus &;.
Dann konnen aber hochstens zwei Kreise, die im Biischelsatz auftreten, aus-
geartet sein und dies kénnen auch nur Kreise sein, die keine gemeinsamen
Punkte aus A, ..., H besitzen.

3.3 Biischelsatzausartungen in Laguerre-Ebe-

nen

Bei der Entwicklung sédmtlicher Ausartungen des Biischelsatzes gehen wir
nach der Anzahl der Punkte vor, wobei wir das folgende Wiirfelmodell vor-

“Fine Aussage mit weniger als vier Punkten kann man als trivial betrachten.
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aussetzen (s. Biischelsatz in 3.2).

D C
B
A \ / \ /
N N
AN I\
/ ‘ BNES
/ /
E F
Figur 3.1

Wie bei dem Satz von Miquel orientieren wir das Wiirfelmodell so, daf der
SchlieBungskreis dem unteren Kreis (FFGH),, entspricht und es sei

n={A, .., H}|

Aus dem letzten Abschnitt geht bereits hervor, dal A|[B, C|D, EJJF und
G H gelten mufl um triviale Félle auszuschlieBen. D.h., zwei verschiedene
Punkte aus { A, ..., H} konnen nur dann parallel sein, wenn sie aus genau zwei
der Mengen {A, B}, {C, D}, {FE, F}.{G, H} stammen. Fiir das Wiirfelmodell
bedeutet das, dal nur diagonal liegende Punkte parallel sein kénnen. Wenn
wir aber beispielsweise A||C' voraussetzen, so ist damit der Kreis durch die
Punkte A.B.C., D als ausgeartet festgelegt. Da aber weder B| A||C' noch
D||AJ|C gelten darf, bleibt nur B||DJA||C. Das bedeutet, dal ausgeartete
Kreise lediglich in dieser Konstellation auftreten kénnen. Damit ergeben sich

fiir n = 8 folgende Falle (s. Figur 3.2a-d):
(BO): (ABCD) (ABEF),,(ABGH),.(CDEF),,(CDGH),

= (EFGH),,

(B11): (ABCD)(ABEF»JABGHL(ODEF%JCDGHL
= (EFGH),,,

(B1?): (ABCD),,(ABEF), (ABGH),,(CDEF),, (CDGH),
= (EFGH),,

(B2):  (ABCD),,(ABEF),, (ABGH),,(CDEF),, (CDGH),
= (EFGH),.
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D C D C
R // B // R / //
N N N B\
\/ \/ NG \/
AN I\ AN I\
e | E e
/ / / /
E F E F
(a) (b)
D C D C
/l B // /l B /l
A N ! A N L
N \ N
AN N AN N
A N6 [P N
/ H / / H /
E FE F
() (d)
FiGur 3.2

In diesen und in den folgenden Bedingungen sei die Lage der Punkte so, daf
mindestens vier verschiedene Kreise in den Vorausetzungen auftreten, anson-
sten kann man Gegenbeispiele angeben. Die Bezeichnungen dieser Ausartun-

gen tibernehmen wir von den Bedingungen vom miquelschen Typ. schreiben
aber statt "M’ den Buchstaben B’ als Abkiirzung fiir den Biischelsatz.

Wir kommen zum Fall n = 7. d.h. zwei der Punkte A, .... H fallen zusammen.
Es treten hier a priori folgende Fille auf (wir betrachten nur regulire Kreise
in den Voraussetzungen der jeweiligen Aussagen; die anderen Fille verlaufen
analog zum Fall n = 8):

a.A=B, b.A=C c A=F,
d. F=F, e F =0,

Wir erkennen einige der Falle als trivial bzw. widerspriichlich:

Fall b. Es gilt (ABEF),, (ABGH),, (ADGH),, (ADEF),. Dann folgt aber
(ABDEF), und (ABDGH),, also (ABDEFGH),.

Fall c. Es gilt (ABCD),, (ABGH),, (CDGH),, (ACDF),. Es folgt
(ABCDF),. Hier lassen sich Beispiele und Gegenbeispiele konstruieren fiir
die Giltigkeit von (AFGH),. Diese Konfiguration ist also widerspriichlich.
Falle. Es gilt (ABCD),, (ABEF),, (ABEH),, (CDEF),, (CDEH),. Dann
folgt (ABEFH), und (CDEFH),, also (ABCDEFH),.

Es verbleiben die Félle a) und d), sofern in den Voraussetzungen keine aus-
gearteten Kreise auftreten (s. Figur 3.3a,b):
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(BB0): (ABCD),,(ABGH),.(CDGH),,(ABE),E(CDE),
= (ABE),E(EGH),.
(DBO): (ACD), A(AEF),A(AGH),, (CDEF),,(CDGH),

= (EFGH),,.
D C D C
J B 7/ J A
AT ! Af— ol
N N N N
N I\ IN I\
o116 oG
/ / / /
E E E F
(@) (b)
Ficur 3.3

Es sei angemerkt, dafl die Wahl der Voraussetzungen und der Folgerung einer
Bedingung vom biischelartigen Typ nicht kanonisch ist. Man kénnte ebenso
z.B. lolgende Bedingung [iir (BB0) zulassen:

(ABCD),,(ABGH),,(CDGH), = (ABE),E(EGH),E(CDE),. Eine Dis-
kussion all dieser Moglichkeiten sprengt allerdings den Rahmen dieser Arbeit.

Lassen wir jetzt noch zusétzlich ausgeartete Kreise in den Voraussetzungen
zu, so sind noch drei weitere Falle moglich (s. Figur 3.4a,b.c):

(BB1'): (ABCD),, (ABGH)”(CDGH)T,(ABE)T (CDE),
= (ABE),E(EGH),.

(BB1%): (ABCD) (ABGH),,(CDGH),,(ABE),E(CDE),

(ABE) (EGH),.

(DB1):  (ACD), A(AEF), A(AGH),,(CDEF), (CDGH),

= (KFGH),,.
D C D C D C
/ /l // B // // A //
A N B N A N N A NI !
N \ \/ N N N
IN \ IN I\ N I\
/
SN H |G S0 NG S | IN G
/ / / H / / H /
E E E E E F
(a) (b) (c)
Ficur 3.4

Weitere Fille treten nicht auf, da sonst ein ausgearteter Kreis als Beriihrkreis
auftritt, d.h. der Berithrpunkt ist tatsdchlich eine ,Beriithrerzeugende®, was
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wir im letzten Abschnitt ausgeschlossen hatten.

Damit kommen wir zum Fall n = 6. Es treten zundchst zwei Fille auf:
Fall 1. Drei oder mehr Punkte aus A, .... H fallen zusammen.

Fall 2. Zweimal [allen zwei Punkte zusammen.

Zu Fall 1. Es gibt fiinf Moglichkeiten, dafi drei Punkte zusammenfallen:

a. A=B=C, b.A=B=FE, c¢. A=C=E,
dA=E=F, e F=1F=H.

Zu a. Es gilt (AKF), ARA(AGH), mit dem eindeutig bestimmten Kreis k.
der die Punkte A, D enthélt, (ADGH),, (ADEF),. Damit folgt

(ADEF), A(ADGH),, also (ADEFGH),. Der Fall ist trivial.

Zu b. Es gilt (ACD),AkA(AGH ), mit dem eindeutig bestimmten Kreis k.
der die Punkte A, I enthilt, (CDGH),, (ACDF),. Damit folgt

(ACDF), A(AGH),. Je nach Lage von F folgt die Behauptung oder aber
F ¢ (AGH),, d.h. diese Bedingung ist widerspriichlich.

7uc. Esgilt (ADGH),,(ABGH),. Wie in Fall b hangt auch hier die Giiltig-
keit der Behauptung von der Lage der Punkte ab.

Zu d. Es gilt (ABCD),, (ABGH),. (CDGH)r, (ACD), Ak mit dem ein-
deutig bestimmten Kreis £, der die Punkte A, B enthilt. Je nach Lage der
Punkte folgt die Behauptung oder aber k berithrt den Kreis (AGH ), nicht
in F, d.h. diese Bedingung ist widerspriichlich.

Zu e, Bs gilt (ABCD),, (ABEG),, (CDEG),. (ABE), E(C'DE),. Damit gilt
(ABEG),E(CDEG),, also (ABC DEG),, insbesondere also die Behauptung.

Damit ist keiner der oben aufgefithrten Félle interessant.

Zu Fall 2. Tm Fall n = 7 haben wir festgestellt, dafl wir nur dann nicht-friviale
bzw. nicht-widerspriichliche Konfigurationen erhalten, falls A = B. ¢ = D,
E = F oder ¢ = H gilt. Beriicksichtigen wir diese Tatsache, so gibt es nur
drei Félle, falls in den Voraussetzungen keine ausgearteten Kreise auftreten

(s. Figur 3.5a,b,c):

(BBB0): (ABCD),, (ABE),E(CDE),, (ABG),G(CDG),
= es gibl einen reguldren Kreis k£ durch die Punkte £ und ¢
mit (ABE), EkG(CDG),.

(BDBO): (ACD),AkA(AGH), mit einem eindeutig bestimmten reguldren
Kreis k durch die Punkte A und E, (CDGH),, kE(CDFE),
= (EGH), Fk.

(DDB0): (AEF),ARA(AGH),, (CGH),.CEC(CEF), mit einem eindeutig
bestimmten reguldren Kreis k durch die Punkte A und C
= (EFGH),,.
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D C D C C C
/l B /l /l A // /l A /l
A N N A N N A N N
\/ \/ \/ \/ \/ \/
AN I\ AN I\ AN N
JOS 1Ly G6 | G SN |G
/ / / / / /
E E E E E F
(a) (b) (©)
Figur 3.5

Lassen wir auch ausgeartete Kreise in den Voraussetzungen zu, so gibt es
zwei weitere Fille (s. Figur 3.6a,h):

(BBB1): (ABCD),,(ABG).G(CDG),.(CDE),E(ABE),
= es gibt einen reguldren Kreis k£ durch die Punkte £ und ¢
mit (ABE), EkG(CDG),.

(BDB1): (ACD),AkA(AGH ), mit einem eindeutig bestimmten reguldren

Kreis k durch die Punkte A und K, (CDGH),, kE(CDE),

= (EGH), Ek.
D C D C
' /l // A /l
A N B\ !/ A NI N
\/ N \/ N
N IN I N\
() (SR o i VD[
/ / / H /
E E E E
(a) (b)
FiGcur 3.6

Wir kommen damit zum Fall n = 5. Es treten hier die folgenden Félle auf:

1. Vier der Punkte fallen zusammen,
2. einmal fallen drei Punkte und einmal fallen zwel Punkte zusammen,
3. dreimal fallen zwei Punkte zusammen.

Die ersten beiden Fille brauchen wir nicht zu untersuchen, denn bei jeder
moglichen Variante wiirden diagonal liegende Punkte zusammenfallen, was
wir weiter oben aber bereits ausgeschlossen haben.

Wir betrachten den Fall 3:
Es treten folgende Moglichkeiten auf:



3.3. BUSCHELSATZAUSARTUNGEN IN LAGUERRE-EBENEN 107

a. A=B.C=D,E=H., b.A=B.C=D.E=F,
c.A=D,B=C.E=F, d.A=D,B=C.E=F,
c. A=B,F=GE=H, f.A=BE=FG=1H
e A=D,E=HF=G, h.A=D,E=FG=H

Zu a. Aus (AEF), AEA(AEG), mit dem eindeutig bestimmten Kreis k, der
die Punkte A und C enthélt und (CEG),.CEC(CEF), folgt (AEFG), und
(CEFG),, also (ACEFG),, trivial.

Zuc. Aus (ABEF),, (ABEG), folgt bereits (ABEFG),, trivial.

Zu d. Aus (ABGH ), kann man sowohl die Giiltigkeit, als auch die Ungiltig-
keit von (ABE), E(EGH), folgern. die Bedingung ist somit widerspriichlich.
7Zu e. Die Behauptung ist trivial.

Zu g. Aus (ABEF),,(ACEF), [olgt bereits (ABCEF),, (rivial.

Zu h. Aus (ABE), E(ACE), und (ABG),G(ACG), folgt bereits (ABCE),
und (ABCG),, also (ABC EG),, trivial.

Wir haben also nur zwei interessante Falle, wenn wir ausgeartete Kreise in
den Voraussetzungen aussschlieflen (s. Figur 3.7a,b):

(BBDBO0): Es gelte (ACD),. AkAL, (CDG),Gl, (CDE),Ek mit den
eindeutig bestimmten Kreisen k,[. die die Punkte A, K bzw.
A, G enthalten. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten
Kreis m durch £, G mit mFEk, mGl.

(BDDB0): Es gelte (AGH),AkAL, (CGH),CkCm, mFEl mit den

eindeutig bestimmten Kreisen k,[. m, die die Punkte A, C;
A. FE bzw. C, G enthalten. Dann folgt (EGH), Fl.

D C C C
/ A ! / A /
L / / !
A N N A N !
N \/ \/ N
AN I\ IAN AN
J S LG SN |G
/ I / H I
E E E E
(a) (b)
FiGur 3.7

Es ist sofort einzusehen, daf} in den Voraussetzungen keine ausgearteten Krei-
se auftreten konnen. d.h. im Fall n = 5 treten nur zwei Fille auf.

Im verbleibenden Fall n = 4 schlieen wir auf Grund des oben Gesagten
sofort die Félle aus, in denen mehr als zwei Punkte zusammenfallen. Wir
betrachten nur den Fall, dafl mehrfach genau zwei Punkte zusammenfallen:
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a. A= (’ D, Kk=F G=H,

b.A=D, B=C,E=H,F =G,

wobei wir den Fall b als trivial ausschliefien konnen. Es verbleibt nur der Fall
(s. Figur 3.8):

(BBDDBO0): Es seien ko, ki, ks, ks, ks Kreise, die jeweils durch die Punkte
A, Cy AJE; C.G5 A G baw. C, E gehen, mit ko Ak, Aks,
koCkoCky, ki Fky, kaGks. Dann gibt es einen eindeutig
bestimmten Kreis ks durch £, G mit ks Kk und ks Gk,.

C C
/ A /
L !
A \ / \ /
N J
AN I\
NG NG
/ I [ S—
/ /
E E
Ficur 3.8

3.4 Ergebnisse

In diesem Abschnitt beweisen wir einige Zusammenhénge zwischen den Be-
dingungen vom biischelartigen Typ.

Lemma 3.4. In Laguerre-Fbenen gilt: Die Giiltigkeit der Bedingungen (B0)
und (B1%) impliziert die Giiltigkeit der Bedingung (BBO).

Beweis. Es gelte (ABCD),, (CDGH),, (ABGH), und (ABE),E(CDE),.
Zu zeigen ist (ABE),E(EGH).. Angenommen, es gilt E|/G. Dann folgt
(ABE).N(EGH), = {FE. X} mit X||H. Es folgt X ¢ {A,B,C.D.FE,G}.Im
Fall X = H folgt (ABEH), = (ABEGH),.
wir jetzt (B1%) auf die Punkte H,G, B, A, E. X,C, D an (s. Figur 3.9a), so
erhalten wir (CDEX), = (ABCDFEX),, Widerspruch, da in der Voraus-
setzung mindestens vier Kreise auftreten miissen. Fs ist also K|[GG. Ange-
nommen, es gilt (ABE), N (EGH), = {E, X} mit £ # X. In allen Féllen
X € {A,B,C,D,G, H} folgt unmittelbar die Behauptung. Wir gehen al-
sovon X ¢ {A, B,C.D,G, H} aus. Dann koénnen wir (B0) auf die Punkte
A/ B.H,G, X, FE,D,C anwenden (s. Figur 3.9b). Es folgt (CDEX),. also
(CDEX), N (ABEX), = {FE, X}, Widerspruch zu (ABE),E(CDE),. Es
folgt K = X. [J
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D C G H D C
// G // // B // // F //
H N N A N N E N / ./
\ : N \/ N \/ \/
AN I\ /AN I\ /AN X /\
/ / / / / /
/ \ ‘[ B / D [ C / \ 3\ G
/ A / / / / /
E X E X A A
(a) (b) (c)

Ficur 3.9

Lemma 3.5. In Laguerre-Fhenen gilt: Die Giiltigkeit der Bedingung (BB1?)
impliziert die Giltigkeit der Bedingung (DB1).

Beweis. Es gilt (CDGH),, (ACD), A(AEF),A(AGH), und (CDEF),. 7u
zeigenist (FFGH),. Es gilt (FFG),N(CDGH), ={G, X} mit X|C| H. Da-
mitgilt X ¢ {A, D, E. F,G}. ImFall X = Cfolgt (CEFG), = (ACEFG), =
(ACDEF®&),, Widerspruch zu D||G. Wir wenden (BB1?) auf die Punkte
E,F.C;D,A, G, X an (s. Figur 3.9¢). Es folgt (AGX), A(AEF),. Es folgt
(AGHX), N (CDGHX), ={G, H}. Wegen X # G folgt X = H. O

Lemma 3.6. In Lagucrre-Fbenen gilt: Die Giiltigkeit der Bedingungen
(BB0), (BB1) und (BBBO0) impliziert die Giiltigkeit der Bedingung (DB0).

Beweis. Es gelte (ACD), A(AEF),A(AGH),, (CDGH),, (CDEF),. Zu zei-
gen ist (KFFGH),r.

1. Fall: F}|GG und FJ|GG. Dann haben wir den reguldren Kreis (K FG),. Ange-
nommen, es gilt (KFFG),G(CDGH),. Wir wenden (BBB0) auf die Punkte
D,C.F,E,G.A an (s. Figur 3.10a) und erhalten (AGH),G(CDGH),, Wi-
derspruch. Es gilt also (KFG), N (CDGH), = {G. X} mit X # G. Im
Fall X = A folgt (AEFG), = (AEFGH),. insbesondere also (FFGH),.
Im Fall X € {C, D} folgt (CEFG), = (ACDEFGH), bzw (DEFG), =
(ACDEFGH),, also (KFGH),. Im Fall X € {FK, F} folgt (CDEGH), =
(CDEFGH), bzw. (CDFGH), = (CDEFGH),,also (EFGH),. Es sei also
X ¢ {A.C,D,E. F}. Wir wenden (BB0) auf die Punkte £, F,.C, D, A, G, X
an (s. Figur 3.10b) und erhalten (AGHX), = (AGX),A(AEF),. Wegen
(AGHX), N (CDGHX), ={G,H} und X # G folgt X = H.

2. Fall: Ohne Einschrankung gelte F||G. Dann haben wir den ausgearteten
Kreis (K F'(G), und es folgt (KFG), N (CDGH), = {G, X} mit X||F. We-
gen der Voraussetzungen gilt X ¢ {A,C, D. E,G}. Wir wenden (BB1?%) auf
die Punkte D, C, F, E, A,G, X an (s. Figur 3.10c) und erhalten (AGHX), =
(AGX)rA(AEF),. Analog zu Fall 1 folgt jetzt X = H. ]
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E F D C E F
,/ C // ,/ F // ,/ C ,/
D N N E N S oY V v
N J N J N J
N I\ N I\ AN N\
JOA LA JX |G NG
/ / / / / X /
G G A A A A
(a) (b) (©)

Ficgur 3.10
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Uberblick iiber die miquelschen
Bedingungen

Mobius-Fall

Miquelsche Bedingungen im Fall n > 7 in Mébius-Ebenen:

D D D D
C C S C
A B A B A B A
H —G H G |lH — G |
(M) (BM) (CM) (PM)
Miquelsche Bedingungen im Fall n = 6 in M&bius-Ebenen:
D 7 D C D
C C C S C
A B A A A A A
H _1C H__|__JG H G HL |
(BOM) (BDy M) (BDaM) (CCHM)
D D C
S C S B C
A B A B | A A
n ¢ ¢y | J& | ul_ | _JG
A oA P b F

(CCM) (CDM) (DDM)
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Uberblick iiber die miquelschen Bedingungen

Miquelsche Bedingungen im Fall n = 5 in Mébius-Ebenen:

D

A

}_

(BC'Dy M)

D
A
E
F
(BC' Dy M)

C
A
105 I
F
(BDDM)

Miquelsche Bedingungen im Fall n = 4 in M&bius-Ebenen:

C

A A
Gl

K E
(BBDDM)

C

A

E

D
A
D
E
(BCCDM)

D




Uberblick iiber die miquelschen Bedingungen

Laguerre-Fall

Miquelsche Bedingungen im Fall n = 8 in Laguerre-Ebenen:

A

D

(MO)

D

(M1

Miquelsche Bedingungen im Fall n = 7 in Laguerre-Ebenen:

D

(DMO)

113
o D c D
B | A B A B
G L G H
B B
(M12) (M2)
D D
C C
B | A B
H G G
- E
(BM1Y) (BM1?)
D D
C C
B | A B
ol | )G HY G
F A
(CM1Y) (CM12)
D D
C C
A | A A
H | ]G HV G
< E
(DM1Y) (DM12)
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Miquelsche Bedingungen im Fall n = 6 in Laguerre-Ebenen:

D g N s D D
C C C
A Sl A LA - A X
¢ e H C H
D o F o F o F
(BCMO) (BOM1") (BOM1?) (BDy MO)
D D C C
C C | C
A A A i A | A B A B
|G H G H __JG H
(BDy M1 (BDyM1?) (BD2MO0) (BDy M2)
D D D
o« T><"o s /c
A S oA
H C g1l ]G v | \ G
A B A B A B
(CCIMO) (CCL ML) (CCIM1?)
D ' D D
i C C B
A B | A B || A B
HL C nL | JC HL G
A r A r A T
(CC2MO) (CCaM1) (C DMO)




Uberblick iiber die miquelschen Bedingungen

Miquelsche Bedingungen im Fall n = 5 in Laguerre-Ebenen:

D

A

ol

C

¥

(BDDMO)

Miquelsche Bedingungen im Fall n = 4 in Laguerre-Ebenen:

C

A

(BBDDMO)

F

G
A

A

G
A

D

C

F
(BDDM]1)

G

o

F

(BBDDM1)

G

E

A

E

D

A
E |

F
(BC Dy MO0)

D
A

D

F
(CCDMO)

D
A
D
F
(BC'C'DMO)

115

D

F
(CCCCMO)
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Minkowski-Fall

Uberblick iiber die miquelschen Bedingungen

Miquelsche Bedingungen im Fall n = 8 in Minkowski-Ebenen:

n
A
E
(M0)
n
A B
L L N

C

G

G

A

D

B

F

NI

(M32)

C
A

G
E

D)
B
H
F
(M17)
D
\B
F
(M2%)
D
B
/ /
H
F

(M4)

C

G

Miquelsche Bedingungen im Fall n = 7 in Minkowski-Ebenen:

D

E

(BM22)

B

C

A

E

D

D

C

A

E

G

G
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D ) D D
C C C n
A 5| A - A = A
H G H | NG H— G H 4 G
A A r A FA T
(M1 (CM1?) (M2 (CM2?)
D D D
C C C
A LA x A (
H G | NG 8 L G
B rP r E ¥
(DMO) (DM11) (DM1?)
D D D
A C A C A C
A A A
H |G n | NG H 4 G
B r B r B T
(DM2Y) (DM2?) (DM3)

Miquelsche Bedingungen im Fall n = 6 in Minkowski-Ebenen:

D D D D
C C C C
A Sl A . A o A 5
H e H C i e il e
B E B p B L B E
(BCMO) (BCMIY) (BOM1?) (BOM?2)
D D D D
C NpZale C NDZ ¢
A LA A = | A
H G H | \G HL G H 4 G
E r b b f; b f:
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Uberblick iiber die miquelschen Bedingungen

) D) D D
A C A C C R
A A A L’ B A
H G H L _NG G H
(BDyM?2?) (BD;M3) (BDyMO) (BDyM?2)
D D D D
o C C B C <
A B A B A N A NIB
H G H____ |G L | G HL ]
A B A B A A
(CCLMO) (coymih) (CC1M1?) (CCLM2)
D 7 D D D
S C C B B
A Bl A B A B A N
H C H _jjc G H
A F A F A A
(CCaMO) (CCyM1) (C DMO) (CDM1)
C C
A | C A A A A C
A
H G H JH G
E T E i E T
(DDMO) (DDM1) (DDM2)
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Miquelsche Bedingungen im Fall n = 5 in Minkowski-Ebenen:
) (= ¢« 2 lc
A A
A A A

(BDDMO) (BDDM1) (CCDMO)

Miquelsche Bedingungen im Fall n = 4 in Minkowski-Ebenen:
C C D e D ¢
C | A C A c - B C

A A A A
G | g G G | p e I e

E

E P D
(BBDDMO0) (BBDDM1) (BCCDMO) (CCCCMO)

e
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Uberblick iiber die

biischelartigen Bedingungen

Laguerre-Fall

Biischelartige Bedingungen im Fall n = 8 in Laguerre-Ebenen:

D C D C D C D C
/ B // ! /l / B 1 / B 7
A N N A N B\ !/ A N // N // A \ // . //
\/ \/ \/ \/ J J
//\\ //\\ //\\ I’\\ N IN IN N\
P N (P [ C B P ¢ S S € I R ICIED NG
/ / / / / H / / H /
K Fooog Foog Foog F
(B0) (B1") (B1?) (B2)
Biischelartige Bedingungen im Fall n = 7 in Laguerre-Ebenen:
D C D C D C
J B Jd A S ’ /
A N N A N N A N B/
N/ \/ N/ \/ N/ \/
IN I\ I N I\ I\
PO L AR T I 1 S AR FEA I 1 S R T
/ / / / / /
E E g F E E

(BB0) (DBO) (BB1')
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D C D C
/ I 7 7
L B / L A /
ATl s L A7 L
\/ / \/ \/ i: \/
IN /\ AN I\
// \ I\ G // \ I\ G
/ H / / H /
E E g F
(BBlQ) (DB1)

Biischelartige Bedingungen im Fall n = 6 in Laguerre-Ebenen:

D, - C D, - C C / / C
L R / / A / / A /
AT, AT AT !
\/ N N N N J
N IN N I\ AN N\
/l \ G J: G // \ H I\ G /l \ H I\ G
/ / / / / /
E E g E g F
(BBBO) (BDBO) (DDBl)
D C D C
1 1
A l : A A7
\\/l B \\// \\// \\//
AN I\ IN N
// \ G [N G // \ : IANY G
/ / / H /
E E E E
(BBBl) (BDBl)

Biischelartige Bedingungen im Fall n <5 in Laguerre-Ebenen:

D C C C C C
/ 1 / 7 f
A L A / A L A / // A /
N NI N N A NI N
N/ \/ N/ \/ N J
IN a I\ I\ I\ IN IN
I\ I\ I\ IANY /
/ — G / A G // VG MG
/ / r H / ; ;
1D E E E E F

(BBDBO) (BDDBO) (BBDDBO)
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Symbolverzeichnis

P Menge der Punkte
K Menge der Kreise
g

Menge der Erzeugenden

(P, K, G) Inzidenztruktur Benz-Fbene

f nicht-parallel

I |l: parallel bzgl. || bzw. ||;

[ X1, [X]y,  Parallelklasse von X hzgl. || bzw. ||;

X Menge der zu X parallelen Punkte ungleich X

Gx Menge aller Parallelklassen, die mindestens zwei Punkte

enthilt, aber nicht X
B Benz-Ebene, s. (P, K, G)
AB,X) affine Ableitung der Benz-Ebene B im Punkt X
B, X) projektiver Abschluff von A(B,X)
loe Ferngerade von P(IB,A)
k Oval, das durch einen Kreis k induziert wird
PG(3,TF) projektiver Raum der Dimension n iiber dem Koérper TF
NX Gerade durch N und X
<

-5y > homogene Koordinaten

E=(f1. f2) Laguerre-Ebene iiber fi, fo mit Permutationsgruppe =
fla Einschrankung von f auf A

kAl Der Kreis k berithrt den Kreis [ im Punkt A

a(T) Trager des Biischels T

T Menge aller erweiterten Beriihrbiischel

B Menge aller erweiterten 2-Punkte-Biischel

Ut Ot

It
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Zusammenfassung

Es ist bekannt, dafl der Satz von Miquel die Benz-Ebenen charakterisiert,
die in den dreidimensionalen projektiven Raum iiber einem kommutativen
Korper eingebettet werden koénnen. Falls im Satz von Miquel Punkte zu-
sammenfallen oder parallel sind, so sprechen wir von Ausartungen. Als Er-
gebnis erhalten wir, dafl es 18, 40 bzw. 61 Ausartungen vom miquelschen
Typ beziiglich Mébius-, Laguerre- bzw. Minkowski-Ebenen gibt. Fiir Mébius-
Ebenen konnte Schaeffer zeigen, daf} jede 8- und 7-Punkie-Ausartung zur
Charakterisierung miquelscher Mébius-Ebenen herangezogen werden kann.
Er konnte ebenfalls beweisen, daf} dies auch fiir einige 6-Punkte-Ausartungen
gilt. In der vorliegenden Arbeil beweisen wir dies [iir eine weitere 6-Punkte-
Bedingung. Das Hauptresultat lautet:

Jede 7-Punkte-Ausartung vom miquelschen Typ charakterisiert die Klasse der
miquelschen Laguerre-Fbenen.

Im Gegensatz zu Schaeffers Resultat ist es nicht moglich zu zeigen, daf} jede
8-Punkte-Ausartung die Klasse der miquelschen Laguerre-Ebenen charakte-
risiert:

FEs gibt mindestens vier Ausartungen vom miquelschen Typ, die in einer Klas-
se von Laguerre-FKbenen giiltig sind, die gréfier ist als die miquelsche Klasse.

Fiir Minkowski-Ebenen ergdnzen wir die Arbeit von Samaga um die 4- und
H-Punkte-Ausartungen. Es werden zahlreiche Zusammenhange zwischen den
Ausartungen in Benz-Ebenen hergestellt. Es wird weiterhin ein systemati-
scher Zugang zu den Ausartungen des Biischelsatzes in Laguerre-Ebenen er-
arbeitet.
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Abstract

It is well known that Miquel’s Theorem characterizes the class of Benz planes
that can be embedded into projective 3-space over some commutative field.
Several authors investigated the so-called degenerations of Miquel’s Theorem.
By degenerations we mean that one allows any points involved in Miquel’s
Theorem to coincide or to be parallel. It turns out that there are 18, 40
and 61 of these degenerations concerning Mébius, Laguerre and Minkowski
planes, resp. For Mobius planes Schaeffer proved thal any 8- and 7-point de-
generation characterizes the class of miquelian Mobius planes. He also proved
this fact for some of the 6-point degenerations. We prove this for one more
6-point degeneration. The main result (for Laguerre planes) ol this thesis
reads as follows:

Any 7-point degeneration of Miquel’s Theorem characterizes the class of mi-
quelian Laguerre planes.

In contrast to Schaeffer’s result for M&bius planes it is not possible to prove
that every 8-point degeneration characterizes the class of miquelian Laguerre
planes:

There exist at least four degenerations' that hold in a class of Laguerre pla-
nes bigger than the miquelian class.

Furthermore we prove for Laguerre planes that

Almost all 6-point degeneration characterize the class of miquelian Laguerre
planes.

For Minkowski planes we complete Samaga’s work on degenerations and deve-
lop the missing 5- and 4-point degenerations. We also give several connections
between the degenerations in Benz planes. An approach to degenerations of
the Bundle theorem in Laguerre planes is given.

"That is, one 8-point degeneration, two 6-point degenerations and one 4-point degene-
ration.
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