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Einleitung

Durch den Einsatz von numerischen Verfahren auf Computern ist es moglich
Erhaltungsgleichungen, wie sie insbesondere in der Stromungsmechanik vor-
kommen, approximativ zu losen. Man kann von numerischen Experimenten
im Gegensatz zu Experimenten wie Messungen an einem Modell im Wind-
kanal sprechen. Damit die numerischen Experimente konkurrenzfihig sind,
miissen die verwendeten Simulationsprogramme méglichst genau und schnell
sein.

In dieser Arbeit beschéftigen wir uns mit der numerischen Losung von Er-
haltungsgleichungen durch Finite-Volumen-Verfahren. Wir beschrinken uns
dabei vollstandig auf den ebenen Fall. Alle Konzepte, bis auf die Schablonen-
auswahl in Abschnitt 2.2.3, lassen sich unmittelbar auf den dreidimensionalen
Fall iibertragen.

Finite-Volumen-Verfahren sind ein etabliertes Mittel zur Diskretisierung von
Erhaltungsgleichungen. Durch die rdumliche Diskretisierung mit sogenann-
ten unstrukturierten Gittern erhélt man ein hohes Mafl an Flexibilitt.

Um die Genauigkeit zu erhohen, die beim Grundverfahren fiir die Anwendun-
gen iblicherweise nicht ausreichend ist, werden Rekonstruktionsalgorithmen
eingesetzt. Mit deren Hilfe werden aus den vorhandenen Daten Funktio-
nen, in unserem Fall immer stiickweise polynomial, rekonstruiert. Da die
Losungen bei den betrachteten Gleichungen unstetig sein kdnnen, miissen
Vorkehrungen getroffen werden um Oszillationen der rekonstruierten Funk-
tionen zu vermeiden.

Eine spezielle Klasse von Rekonstruktionsalgorithmen sind die sogenannten
wesentlich nicht oszillierenden Verfahren (ENO-Verfahren'). Dabei werden
zur Berechnung einer lokalen Rekonstruktionsfunktion mehrere Kandidaten
berechnet um denjenigen auszuwéihlen, der am wenigsten oszilliert. Die-
se Verfahren konnen dadurch verbessert werden, dass die digitale Auswahl
durch eine Konvexkombination aller Kandidaten ersetzt wird. In dieser Kon-
vexkombination werden die einzelnen Rekonstruktionsfunktionen so gewich-
tet, dass diejenigen mit hoher Ostzillation deutlich geringer eingehen als die-

! essentially non-oscillatory schemes
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jenigen mit niedriger Oszillation. Man nennt diese Verfahren gewichtete we-
sentlich nicht oszillierende Verfahren (WENO-Verfahren?).
WENO-Verfahren wurden fiir den eindimensionalen Fall in [LOC94] und
[JS96] vorgestellt und von uns auf den Fall von unstrukturierten Gittern
ibertragen (siehe auch [Friog]).

Insgesamt ergeben sich so aus den Finite-Volumen-Verfahren sehr robuste
und genaue Verfahren, die leider mit steigender Genauigkeit sehr rechenauf-
wendig sind.

Es ist aber nicht fiir das gesamte Rechengebiet dieselbe Feinheit der Diskre-
tisierung erforderlich. Die Losungen sind iiblicherweise in groflen Bereichen
des Rechengebietes reguldr. In diesen Bereichen ist kein besonders feines
Gitter notig.

Diesen Sachverhalt machen sich adaptive Verfahren zunutze, die — moglichst
automatisch — das Rechengitter dort verfeinern, wo es zu grob ist, und es
dort vergrobern, wo es unnétig fein ist.

Ein alternativer Ansatz, die verallgemeinerte Mehrskalenanalyse, wurde in
[Har91] fiir den eindimensionalen Fall vorgestellt. Dabei wird ein global feines
Gitter verwendet. Zusitzlich wird eine Folge von sukzessive groberen Git-
tern eingesetzt. Vor jeder Flussberechnung des Finite-Volumen-Verfahrens
werden die diskreten Daten, die auf dem feinen Gitter vorliegen, im Hinblick
auf die erforderliche Diskretisierungsfeinheit analysiert. In Bereichen, in de-
nen ein groberes Gitter ausreicht, wird das aufwendige WENO-Verfahren auf
einem der groben Gitter verwendet und das Ergebnis durch eine wenig auf-
wendige Operation auf das feine Gitter prolongiert. Nur in den Gebieten, in
denen die groben Gitter nicht ausreichen, wird das WENO-Verfahren direkt
auf dem feinen Gitter angewandt.

Die vorliegende Arbeit untergliedert sich in vier Kapitel. Im ersten Kapitel
werden zunéchst die betrachteten Erhaltungsgleichungen vorgestellt. Dann
wird die Konstruktion eines Finite-Volumen-Verfahrens auf unstrukturier-
ten Gittern beschrieben. Im zweiten Kapitel wird die Technik der polyno-
mialen Rekonstruktion dargestellt und analysiert. Dabei wird insbesondere
die algorithmische Realisierung der WENO-Rekonstruktion ausfiihrlich be-
schrieben. Im dritten Kapitel werden die angesprochenen Beschleunigungs-
techniken dargestellt und in Bezug auf ihre Effizienz gegeniibergestellt. Ein
prinzipielles Problem bei der verallgemeinerten Mehrskalenanalyse wird ana-
lysiert. Im vierten Kapitel werden numerische Ergebnisse prasentiert. Dabei
wird der Einfluss verschiedener Parameter des Verfahrens untersucht und
seine Leistungsfahigkeit demonstriert.

2 weighted essentially non-oscillatory schemes

12



Kapitel 1

Finite-Volumen-Verfahren

1.1 Betrachtete Gleichungen

Wie bereits erwéhnt, beschéftigen wir uns mit Erhaltungsgleichungen in zwei
Raumdimensionen. Eine Erhaltungsgroffe oder Zustandsgrofie u ist als Funk-
tion von Raum und Zeit gegeben:

u: QxR — S CR™

Dabei ist z € Q, Q C R? der Ort und ¢ € R{ die Zeit.  ist ein beschréinktes
Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand 0f). S nennt man den Zustandsraum.
Eine Erhaltungsgleichung kann man so interpretieren, dass sie, ausgehend
von einem Startzustand u(z,0), die Anderung von u im Verlauf der Zeit
beschreibt. Die Anderung wird mittels sogenannter Kontrollvolumina be-
schrieben. Ein Kontrollvolumen C' C € ist ein beschrinktes Gebiet mit
Lipschitz-stetigem Rand 0C.

Die zeitliche Verdnderung von u auf einem Kontrollvolumen C' wird als In-
formationsfluss iiber den Rand von C' dargestellt:

Definition 1.1.1. Eine Gleichung der Form

% u(z,t)de = _/f(u(x,t)) -n ds (1.1)
C oC

heifit Erhaltungsgleichung (in integraler Form). n = (ny,ns)T ist dabei
der dufere Einheitsnormalenvektor auf dem Rand des Kontrollvolumens C'.
f = (f1, f2) heiit Flusstensor, die Komponenten fi, fo € C*(S;R™) heiflen
Flussfunktionen. Im Fall m = 1 spricht man von skalaren Gleichungen, sonst
von Systemen.
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Zusétzlich zu Gleichung (1.1) werden fiir z € 092 Randbedingungen an u(z, t)
gestellt. Darauf gehen wir spéter genauer ein.
Fiir Systeme wird die folgende Begriffsbildung eingefiihrt:

Definition 1.1.2. Die Erhaltungsgleichung (1.1) heifit hyperbolisch, wenn
fiir alle v € S und v € R? gilt, dass die Matrix

A(u,v) = Vyuf(u)-v=V,fi(w)r + Vyfo(u)ry C R

m reelle Eigenwerte A\j(u,v) < Ao(u,v) < ... < A\p(u,v), die stetig von u
abhéngen, und m linear unabhéngige Eigenvektoren r;(u,v) besitzt, d.h.:

A(u,v)rj(u,v) = \j(u, v)rj(u,v), j=1,...,m.

Hyperbolische Erhaltungsgleichungen zeichnen sich unter anderem dadurch
aus, dass ihre Losungen Unstetigkeiten ausbilden und transportieren konnen.
In dieser Arbeit werden konkret drei verschiedene Erhaltungsgleichungen be-
trachtet:

Lineare Advektionsgleichung Eine sehr einfache skalare Gleichung ist die
lineare Advektionsgleichung. Die Flussfunktionen sind gegeben durch

filu) =ay-u, folu)=as-u (1.2)
mit a,as € R. Fiir die Rechnungen wurde jeweils a; = ay = 1 gesetzt.

Burgers Gleichung Eine weitere skalare Gleichung ist Burgers Gleichung.
Die Flussfunktionen sind hier gegeben durch

filw) = ar-u?, folu) = ag - u? (1.3)

mit a;,a, € R. Fiir die Rechnungen wurde hier a; = L und ay = 0

2
gesetzt.

Euler-Gleichungen Das sicherlich interessanteste Beispiel ist die Be-
trachtung der Bewegungsgleichungen kompressibler Fluide unter Ver-
nachléssigung der Reibung, die Fuler-Gleichungen. Hier handelt es sich
um ein hyperbolisches System mit vierdimensionalem Zustandsraum.
Der Vektor der Zustandsvariablen ist gegeben durch

14



Dabei heifit p die Dichte des Fluids, v = (vi,v2)? die Geschwindigkeit
und E die Totalenergie. Die Flussfunktionen sind gegeben als

PV1 PV2
2
PV + P PV1V2
u) = , u) = , 1.4
Pl = | PP R = | (1.4
(PE +p)vs (PE + p)v2

wobei p der Druck ist. Der Druck ist durch die Zustandsgleichung fiir
ideales Gas gegeben:

[v[?

p=(v—1p(E—-=) (1.5)
Die Konstante v wird unter der Annahme trockener Luft auf 1.4 gesetzt.

Bevor wir die Eigenwerte und Eigenvektoren von A(u,v) fir die Euler-
Gleichungen angeben ist es sinnvoll zwei weitere Groflen zu definieren: Die

durch
p
a:i=,/v— 1.6
\/ ; (1.6)

gegebene Grofle heifit Schallgeschwindigkeit, die Grofle

nennt man Machzahl.

Bemerkung 1.1.3. Fiir die Flussfunktionen der Euler-Gleichungen (1.4)
lasst sich die Matrix

A, v) = Vofi (o + Vo fo(w)vs
durch die Transformation
A(u,v) == P~ (u,v)A(u, v) P(u, v)

diagonalisieren. Bei der Angabe der Eigenwerte und der Diagonalisierungs-
matrizen haben wir aus Griinden der Ubersichtlichkeit angenommen, dass
v =nmit |n| = 1.

Die Diagonalmatrix A(u,n) lautet:

A(u,n) = diag(v-n,v-n,v-n+a,v-n—a),

15



die Matrix P und ihre Inverse lauten:

1 0 £ P
P 2a P 2a
P Vi pn2 £(V1 +any) g(vl —ani)
u,n) =
( ’ ) Vo —pn1 %(VQ + an2) Q—Z(VQ —ana)
v p

5 p(ving —vany) 2—Z(E+%+av-n) i(EJrEfav-n)

und

1 o—ma? (=15 (=13 .

2 a2 a2 a?

1 ng ni
1( ) ;(Vin —ving) W T, 0
P (u,n) =1 a 1 1 1 1
vy — vV-n \21 Vo v -
/ 2w LYy L%

p 21 a pl a pl a pa1

a - v-n v Vi —
R B (TR G e B (PR CAR M B

p 2 a p a p a pa

Wir wollen uns in dieser Arbeit nicht mit Fragen zur Existenz oder Eindeu-
tigkeit der behandelten Gleichungen beschéftigen. Stattdessen werden wir
uns immer auf den Standpunkt stellen, dass fiir die betrachteten Beispiele
eine eindeutige Losung existiert.

Bemerkung 1.1.4. Bereits bei einfachen Beispielen wie Burgers Gleichung
konnen sich nach endlicher Zeit ¢ aus glatten Anfangsdaten w(z,0) Daten
u(z, t) mit Unstetigkeiten beziiglich = ergeben (siehe zum Beispiel [MM94]).

Dies muss bei der Entwicklung von numerischen Verfahren beriicksichtigt
werden.

Die zur numerischen Behandlung erforderliche Diskretisierung wird in Raum-
und Zeitkomponente getrennt durchgefiihrt.

1.2 Raumliche Diskretisierung

1.2.1 Geometriebeschreibung

Der Rand 92 von €2 sei ab jetzt stets polygonal.
Bei der folgenden Begriffsbildung orientieren wir uns an der Finite-Elemente
Literatur (siehe [Cia78]):

Definition 1.2.1. Ein Gitter' G von () ist eine endliche Menge
G={C1,...,Cu}

von abgeschlossenen Teilmengen C; C Q,i=1,...,#G, fiir die gilt:

! In [Cia78] wird so der Begriff Triangulierung statt Gitter definiert. Wir wollen unter
einer Triangulierung eine Menge von Dreiecken verstehen (siehe Definition 1.2.2)
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.= U G,
i=1,...,.#G

2. Jedes C; hat ein nicht-leeres Inneres.
3. Fiir je zwei C; und C; mit ¢ # j gilt: C;NC; = 0.

4. Der Rand 9C; aller C; ist polygonal?. Das heifit, zu jedem C; gibt
es einen geschlossenen Polygonzug von endlich vielen Liniensegmenten
r

ij» S0 dass
#i

Jj=1

Die C; nennen wir Zellen.
Fiir jede Zelle C; bezeichnen wir mit h(C;) den Durchmesser und mit |Cj|

den Flacheninhalt:

h(C;) = sup |z —y], (1.8)
z,yeCh

|G| = /1dx. (1.9)
C;

Die Zellen eines Gitters bilden die diskreten Kontrollvolumina.

Abbildung 1.1: Beispiele fiir Gitter.

Ein wichtiger Spezialfall von Gittern sind die Triangulierungen:

Definition 1.2.2. Eine Triangulierung 7 von (1 ist eine endliche Menge von
Dreiecken T; C Q,1=1,... ,#7T, fir die gilt:

2 Diese Einschrinkung wird aus praktischen Griinden vorgenommen. In [Cia78] wird
nur verlangt, dass 0C; Lipschitz-stetig ist.

17



1. Q= U T.
i=1,... . #7T

2. Jedes Dreieck T; hat ein nicht-leeres Inneres.

3. Fiir je zwei Dreiecke T; und T mit i # j gilt: T, N T; = 0.

4. Eine Kante K eines Dreiecks T; ist entweder Teilmenge von 0f) oder es
gibt genau ein Dreieck T}, j # 7, so dass K Kante von T; ist.

Die letzte Bedingung heifit Konformitdtsbedingung (sieche Abbildung 1.2).

Abbildung 1.2: Konforme (links) und nicht-konforme (unzuléssige) Nachbar-
schaft von Dreiecken.

In der Ingenieursliteratur ist die Verwendung einer anderen Art von Gittern,
welche aus Triangulierungen konstruiert werden, iiblich. Die Konstruktions-
idee beruht auf klassischen topologischen Betrachtungen (siehe dazu [AH35]):

Definition 1.2.3. Zu jedem Dreieckspunkt P; einer Triangulierung konstru-
iert man eine Zelle C; wie folgt: Man verbindet die Mittelpunkte aller Kanten,
die in P; enden, mit den Schwerpunkten der an die Kante angrenzenden Drei-
ecke. Fiir solche Kanten, an die nur ein Dreieck angrenzt, verbindet man den
Mittelpunkt der Kante mit P;. Der so entstandene geschlossene Polygonzug
bildet den Rand von C;. Das durch die Menge der C; gegebene Gitter heifit
baryzentrische Unterteilung der Triangulierung.

Bemerkung 1.2.4. Die baryzentrische Unterteilung einer Triangulierung
hat eine Eigenschaft, die vielen anderen Gittern, inshesondere den Triangu-
lierungen, fehlt. Im Allgemeinen gibt es bei Gittern zwei verschiedene Arten
von Zellnachbarschaften: Zwei Zellen mit nicht-leerem Schnitt kénnen zum
einen eine gemeinsame Kante besitzen, zum anderen nur einen gemeinsamen
Punkt (sieche Abbildung 1.4). Bei den baryzentrischen Unterteilungen von

18



Abbildung 1.3: Triangulierung (gestrichelt) und baryzentrische Unterteilung.
Einige Zellen wurden zur Verdeutlichung grau gefiillt.

Triangulierungen ist dies nicht so. Fiir je zwei Zellen C; und Cj, j # 1, gilt
namlich: Ist C; N C; # 0, so besitzen C; und C; mindestens eine gemeinsame
Kante.

Abbildung 1.4: Zwei Arten von Nachbarschaften: Dreiecke 1 und 2 haben
eine gemeinsame Kante, 1 und 3 haben nur einen gemeinsamen Punkt.

Wir fiithren fiir die Beschreibung der zwei Arten von Zellnachbarschaften die
folgenden Begriffe ein:

Definition 1.2.5. Seien C;, C; mit i # j zwei Zellen eines Gitters G.
e Ist C; N C; # 0, so sagen wir, die Zellen beriihren sich.

e Gibt es ein Randsegment I';; von Zelle C;, das gleichzeitig Randsegment
I'j¢ von Cj ist, so nennen wir C; und C; Kantennachbarn. Den Index j
bezeichnen wir dann auch als N (i, k) und umgekehrt ¢ als NV (g, £).

Mit diesen Begriffen kénnen wir Bemerkung 1.2.4 wie folgt formulieren:
Beriihren sich zwei Zellen C; und C; der baryzentrischen Unterteilung ei-
ner Triangulierung, so sind C; und C} bereits Kantennachbarn.

Die Index-Zuordnung N (i,k) ist nicht unbedingt injektiv. Wie man in
Abbildung 1.3 sehen kann, kann die Grenze zwischen zwei Zellen C; und
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C; aus mehreren Liniensegmenten bestehen. Dann gibt es & # ¢ mit

N (i, k) =N(i,0) = j.

Definition 1.2.6. Wir sagen, ein Gitter ist vom Box-Typ, wenn alle Zellen
des Gitters, die sich beriihren, bereits Kantennachbarn sind.

1.2.2 Zellmittelungsoperator

Fundamental fiir die Diskretisierung einer Erhaltungsgleichung durch ein
Finite-Volumen-Verfahren ist der folgende Begriff (siehe [Son97al):

Definition 1.2.7. Fiir ein Kontrollvolumen C' C € und eine Funktion
u € L>®(Q x R; S) bzw. u € L>®(Q; S) definieren wir den Operator A(C)(+)
durch

AChu(t) = ﬁ / w(z, t)dz baw,

c
. (1.10)
ACu = m/u(z)dz
c

|C'| ist dabei der Fliacheninhalt des Kontrollvolumens C. A(C)(-) heifit Zell-

mittelungsoperator.

Durch Einsetzen von Zellen C; eines Gitters als Kontrollvolumina und Divisi-
on durch die Flacheninhalte |C;| kommt man von einer Erhaltungsgleichung
in integraler Form (1.1) zur sogenannten semidiskreten Finite-Volumen-
Formulierung;:

d

E.A(C'Z-)u(t) = —ﬁ / fu(x,t))-nds, i=1,...,#G. (1.11)

Setzt man zur Abkiirzung

Lo, (u(-t)) = —|él| /f(u(x,t)) -nds, (1.12)
aC;
so erhélt man fiir (1.11) die Kurzform
%A(Ci)u(t) = Lo (u(t), i=1,...,#3G. (1.13)

Die weitere Diskretisierung der rechten Seite von (1.13) untergliedert sich
in vier Aspekte. Zum Ersten muss die Randintegration, welche sich in L¢;
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verbirgt, numerisch approximiert werden. Zum Zweiten liefert (1.13) nur ein
Gesetz zur Verdnderung der Zellmittelwerte A(C;)u(t) mit der Zeit. Da der
Zellmittelungsoperator nicht invertierbar ist (siehe [Son97b]), muss also eine
Technik eingefiithrt werden um aus den Zellmittelwerten A(C;)u(t) zu einer
bestimmten Zeit ¢ eine Approximation an wu(z,t) auf den C; zu berechnen.
Der dritte Aspekt ergibt sich aus den ersten beiden (sieche unten), der vierte

Aspekt ist die Behandlung des Randes 0f).

1.2.3 Randintegration

Zur Umsetzung der Randintegration aus L¢, nutzen wir aus, dass wir nur
polygonale Zellen C; verwenden. Nach Definition 1.2.1 kann der Rand 0C;
jeder Zelle C; als Vereinigung von endlich vielen Liniensegmenten dargestellt
werden:

#
oC; = Ty (1.14)

j=1

Die Integration der Flussfunktionen auf dem Rand einer Zelle C; wird einzeln
in den Zustandskomponenten durchgefiihrt und in die einzelnen Linienseg-
mente zerlegt:

1 #s
Lo, (u(-, 1)), = i Z/f_,k(u(x,t))-njds, k=1,...,m. (1.15)
? jzl[‘ij

Man beachte, dass n; = (n;i,n;2)7 auf jedem Liniensegment konstant
ist. Die Integrale in (1.15) sind bestimmte Integrale in einer Raumdimensi-
on. Diese werden mittels klassischer Quadraturverfahren numerisch appro-
ximiert. Wir verwenden das GauBsche Integrationsverfahren (siehe [Sto89))
mit Ng Stiitzstellen.

Seien Gy, ... ,Gn, und wy, ... ,wy, die GauBknoten und -Gewichte fiir ein
I';;. Damit konnen die Integrale aus (1.15) approximiert werden als

[ stute0) s = 0513w atulG) -y + 002 () ),

7

(1.16)
wenn f.p(u(z,t)) - n; 2Ng-mal stetig differenzierbar auf I';; ist.

Fiir unsere Anwendungen haben wir die Verfahren fiir Ngo = 1 und Ng = 2
verwendet. Zur Angabe der Formeln nehmen wir an, dass P, und P die
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Endpunkte des Liniensegmentes I';; sind.
Fiir Ng = 1 ist der GauBknoten durch den Mittelpunkt gegeben:

G1(P, P) = %(P1+P2)
und wy; = 1. Fiir Ng = 2 gilt:
Gl(Pl,Pg) = OéPl —+ (1 — OJ)PQ, GQ(Pl,PQ) = (1 — Oé)Pl —|—OéP2,
1
5

s VB4l _ _
wobel a = 573 und w; = we =

1.2.4 Rekonstruktion

Der zweite genannte Aspekt der Diskretisierung ist die Notwendigkeit aus
den Zellmittelwerten A(C;)u(t) zu einer bestimmten Zeit ¢ eine Approxima-
tion an wu(z,t) auf den C; zu berechnen. Die erforderliche Prozedur ist ein
Rekonstruktionsalgorithmus (siehe [Son97b]). Die vorhandenen Daten sind
die Zellmittelwerte A(C;)u(t) aller Zellen C; zur Zeit t.

Definition 1.2.8. Sei G = {C¥, ... ,Cigl}, ¢=1,2,... eine Folge von Git-
tern fiir Q C R?. Ein Algorithmus (R) heifit Rekonstruktionsalgorithmus der
(Fehler-)Ordnung r > 0 fiir die Folge G*, ¢ = 1,2, ..., wenn gilt:

Fiir alle Funktionen v € C"(conv ; R™) und alle ¢ berechnet (R) aus den Da-
ten {A(Cf)u: k=1,... ,#G"} Funktionen ¢%' € C"(CHR™) i =1,... , #G*

mit
6L (2) — u(z)| < Ky - K(u) - h'(CY) Va e CL.

Die Konstante K7 hingt von der Folge der Gitter ab, ist aber fiir die gesamte
Folge fest.

Den Gitterindex lassen wir ab jetzt immer weg, da wir uns immer ein festes
Gitter G = G' auswihlen.

Ein trivialer Rekonstruktionsalgorithmus der Ordnung r = 1 ist gegeben
durch

¢ () = A(C))u. (1.17)

Eine ausfiihrliche theoretische und praktische Betrachtung von Rekonstruk-
tionsalgorithmen findet man in [Son97b]. Wir werden uns in Abschnitt 2.2
ausfithrlich mit polynomialer Rekonstruktion, insbesondere mit gewichteten
wesentlich nicht oszillierenden Verfahren, beschéftigen.

Ab jetzt gehen wir davon aus, dass ein (zunéchst abstrakter) Rekonstrukti-
onsalgorithmus (R) der Ordnung r > 0 gegeben ist. Die damit berechneten
Funktionen gbi(_’t) bzw. die Werte QSi(_’t)(Gg) wollen wir zur Approximation
an die nicht bekannten Werte u(Gy, t) in (1.16) einsetzen.
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1.2.5 Numerische Flussfunktion

Nach Bemerkung 1.1.4 miissen wir davon ausgehen, dass die gesuchte Losung
Unstetigkeiten ausbildet. Deshalb haben wir von dem Rekonstruktionsalgo-
rithmus auch nicht die Stetigkeit der ¢! iiber die Zellgrenzen hinaus gefordert.
Dies fiithrt uns zum dritten Aspekt der rdumlichen Diskretisierung. Ist
[;; € 09, so tritt die Randbehandlung in Kraft (siehe néchster Abschnitt).
Ist hingegen I';; ¢ 02, dann grenzt die Zelle C; iiber das Liniensegment I';;
an eine andere Zelle, ndmlich Cy(; j). Damit ist gbﬁ(zt)j )(Gg) eine weitere Ap-
proximation an u(Gy,t), die im Allgemeinen von QZSZ(_’t)(Gg) verschieden sein
wird.

Um dieses Dilemma aufzulésen wird eine sogenannte numerische Flussfunk-
tion f: S x S x R? — R™ eingefiihrt, welche zumindest Lipschitz-stetig ist,
und fiir die fiir alle u,v € S und n € R? gilt:

flu,usn) = f(u) - ny, (1.18)

flo,u;—n) = —f(u,v;n). (1.19)

(1.18) heifit Konsistenzbedinung, (1.19) heiBt Konservativititsbedingung.
Dann verwendet man f statt f in (1.16)

Fa(u(Grt) - nj & fu(@l o (Go), g5 (Go)imy). (1.20)

Eine grofie Sammlung von numerischen Flussfunktionen findet man in
[Hir90]. Fir die skalaren Gleichungen verwenden wir daraus den numeri-
schen Fluss von Engquist und Osher. Fiir die Euler-Gleichungen verwenden
wir zwei verschiedene Realisierungen des lokalen Lax-Friedrichs Flusses sowie

zu Vergleichszwecken den numerischen Fluss von Osher und Solomon (siehe
[0S82]).

Der lokale Lax-Friedrichs Fluss

Der numerische Fluss von Lax und Friedrichs ist fiir eine skalare Gleichung
gegeben als

Fluvin) = = ((Fw) + F@) - n— D - (v —u)). (1.21)

DO | —

Dabei ist ® > 0 eine globale Konstante. Der Term (f(u)+ f(v)) ist der
zentrale Fluss. Er allein genommen fiihrt zu einem instabilen Verfahren. Zur
Stabilisierung dient der Term %(U — u), den man als Diffusionsterm ansehen
kann. Um ein stabiles Verfahren zu erhalten miissen wir ® > max, |df /du]|

wéhlen (siehe [Hir90]). Dieses Verfahren ldsst sich dadurch verbessern, dass
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die globale Konstante ® durch eine lokale ersetzt wird. Dieses Vorgehen
wird in [LOCY4]| fiir den eindimensionalen Fall beschrieben. Dort wird in
Gleichung (1.21)

d
¢ = P(u,v) = max

min(u,v) <w<max(u,v) dw

fw)] (1.22)

gesetzt. Fir den Fall des Systems der Euler-Gleichungen in zwei Raumdi-
mensionen haben wir ausgehend von [SO88] und [HS99] die folgenden Reali-
sierungen gewéhlt:

Definition 1.2.9. Die erste Realisierung verwendet einen skalarwertigen
Diffusionsfaktor:

Syrr(u,v;n) ==  max |v(w)-n|+ a(w). (1.23)

we{u,, 450}

Die zweite Realisierung verwendet einen matrixwertigen Diffusionsfaktor.
Dazu werden die Diagonalisierungsmatrizen aus Bemerkung 1.1.3, S. 15, ver-
wendet. Wir definieren

|Al(w;n) = diag(|v(w) - n[, [v(w) - n|, [v(w) - n +a(w)], |v(w) - n —a(w)])
und setzen

P purp(u,v;n) = P(“42n) (1 max  [Al(w;n)) P~ (4 n), (1.24)

2 ) 2
wE{u,U,%}

wobei das Maximum komponentenweise genommen wird.
Die resultierenden numerischen Flussfunktionen bezeichnen wir mit f ., be-
ziehungsweise f,rr.

1.2.6 Randbehandlung

Der letzte Aspekt der rdumlichen Diskretisierung ist die Behandlung des Ran-
des von 2. Es gibt zwei grundsétzlich unterschiedliche Arten von Réndern,

was wir am Beispiel eines Gebietes (2 um ein Fliigelprofil verdeutlichen wollen
(siche Abbildung 1.5).

Physikalische Riander Der innere Rand von €2 ist durch das Fliigelprofil
gegeben. Hier gelten physikalische Bedingungen: Das Fluid stromt
nicht durch das Fliigelprofil.

Numerische Rander Der duflere Rand ist nicht physikalisch motiviert.
Dieser Rand wird eingefiigt, damit das Gebiet () beschrankt ist.
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Abbildung 1.5: Triangulierung eines Gebietes {2 um ein Fliigelprofil.

Physikalische Rénder kommen bei uns nur fiir die Euler-Gleichungen vor.
Hier lautet die physikalische Bedingung an einer festen Wand v - n = 0, wobei
n der d&ulere Einheitsnormalenvektor auf 0f2 ist. Fiir den Flusstensor f der
Euler-Gleichungen gilt

pv - n
PVI1V - N+ png
.n = 1.25
f K PVaV - N+ png ( )
(PE+p)V-n
Aus der Bedingung v - n = 0 folgt
0
pn
este Wand * 10 = . 1.26
Jeste Wand o (1.26)
0

Bei der numerischen Umsetzung wird p dabei aus gbz( t)(Gg) berechnet.
Fiir die numerischen Rénder ist die Situation vielfaltig. Hier sind Kenntnisse
iiber die physikalischen Gegebenheiten hilfreich:

e Ist der exakte Wert von u,.g.n bekannt, so kann wie im Inneren von €}
die numerische Flussfunktion verwendet werden:

.fRand (U(G€7 t)) : nj = f(gbz(ﬂf) (G€)7 UauBen s nj)-

Dieser Fall ist bei uns bei allen Testbeispielen fiir die skalaren Gleichun-
gen gegeben. Bei Fliigelprofilumstromungen ist diese Randbehandlung
auch sinnvoll, wenn sichergestellt wird, dass der duflere Rand weit ge-
nug vom Fliigelprofil entfernt ist.
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e [st bekannt, dass am Rand eine Einstromung mit Ma > 1 stattfindet,
so ergibt sich der Fluss am Rand allein aus dem Auflenzustand:

fRand<u<G£7t)) "Ny o= f(uauﬁen) AT

e Liegt dagegen eine Ausstromung mit Ma > 1 vor, so ergibt sich der
Fluss am Rand allein aus dem Innenzustand:

Srana(W(Gy, 1)) - nj = f(dl (Go)) - ny.

Wir kommen fiir unsere Testfélle mit den oben genannten Randbehandlun-
gen aus. Es gibt allerdings Fille, bei denen iiber den physikalischen Zustand
am Rand zu wenig bekannt ist um eine dieser Randbehandlungen einsetzen
zu konnen. In diesen Fillen werden sogenannte charakteristische Randbe-
handlungen verwendet (siehe [Hir90]).

1.2.7 Finite-Volumen-Approximation

Fasst man die vorgenommenen Schritte zusammen, so erhélt man fiir
Lc,(u(-,t)) die Approximation?

Lo, ({ACH) (u(-1))})

#' P
1 F( i N (i,
j=1 =1
Definition 1.2.10. Die Anfangswertaufgabe

—u;(t) = Lo, ({ax(t)}), 1=1,... ,#G,
fLZ(O) = A(CZ)(U(ao))v i=1,...,#7

heiit Finite- Volumen-Approzimation. Wird der triviale Rekonstruktionsal-
gorithmus (1.17) verwendet, so spricht man von der Basisdiskretisierung.

3 In den Operator L¢, geht fiir jedes i die Menge aller Zellmittelwerte { A(Cy)(u(-, 1)) :
k = 1,...,#G} ein (in der Praxis werden meist nur die A(Ck)(u(-,t)) aus einer
nahen Umgebung von C; benétigt). Wir schreiben diese Menge immer abkiirzend als

{A(Ck) (ul-,1))}-
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1.3 Zeitliche Diskretisierung

Die Finite-Volumen-Approximation aus Definition 1.2.10 ist ein endliches
System gewohnlicher Differentialgleichungen. Zur Diskretisierung verwen-
den wir fiir die Basisdiskretisierung das Polygonzugverfahren von Euler (sie-
he [SB90]), ansonsten die expliziten Runge-Kutta-Verfahren von Shu und
Osher (siehe [SO88]) mit zwei bzw. drei Stufen. Alle drei Verfahren bil-
den als Einschrittverfahren Algorithmen zur Berechnung der w;(t + At) aus
den ;(t). Zur besseren Ubersichtlichkeit definieren wir EEO) :=1,(t). Das
Polygonzugverfahren von Euler ist gegeben durch

i (t + At) == 00 + AtL,({a)). (1.28)
Das zweistufige Verfahren von Shu und Osher ist gegeben durch

atV =@l + AtL,({aY),

5 D Lt L IAg({alMy).

u;(t + At) = (1:29)

l
2

Das dreistufige Verfahren von Shu und Osher lautet:

uy) =
a? =30 4 LM L I ({aMY), (1.30)
@t + At) =10l + 26 4 2ALL,({ad)).

Bei beiden Verfahren miissen die Berechnungen in jeder Stufe fiir alle Zellen
it =1,...,#G durchgefiihrt werden, bevor zur néchsten Stufe iibergegangen
werden kann, da das System {iiber die L gekoppelt ist. Fiir die algorithmi-
sche Umsetzung ist es sehr niitzlich, dass bei der dritten Stufe des dreistufigen
Verfahrens die ﬂgl) nicht mehr eingehen. Deshalb ist zur Implementierung
des dreistufigen Verfahrens nicht mehr Speicherplatz erforderlich als zur Im-
plementierung des zweistufigen Verfahrens.

Alle drei Verfahren sind ezplizit, im Gegensatz zu impliziten Verfahren, bei
denen zur Berechnung von #;(t + At) formal bereits £;({ax(t + At)}) ein-
geht. Die Umsetzung impliziter Verfahren erfordert einen hohen Aufwand
bei der Implementierung. Insbesondere muss in jedem Zeitschritt ein grofles,
diinnbesetztes Gleichungssystem gelost werden. Der Vorteil der impliziten
Verfahren liegt darin, dass es im Gegensatz zu den expliziten Verfahren kei-
ne Beschrankung der Zeitschrittgrofle aus Stabilitéitsgriinden gibt.

4 Das zweistufige Verfahren von Shu und Osher entspricht dem Verfahren von Heun
(siche [SB90)).
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In dieser Arbeit beschranken wir uns auf die angegebenen expliziten Zeit-
schrittverfahren. Zur Umsetzung von impliziten Zeitschrittverfahren zur
Losung hyperbolischer Erhaltungsgleichungen sei auf die Ausfithrungen in
[Mei96] verwiesen.

Definition 1.3.1. Die Finite-Volumen-Approximation zusammen mit einer
zeitlichen Diskretisierung ist ein Verfahren zur ndherungsweisen Berechnung
von A(C;)u(-,t) fiir eine hyperbolische Erhaltungsgleichung (1.1) auf einem
Gitter G . Es wird Finite- Volumen- Verfahren genannt.

1.3.1 Die CFL-Bedingung

Der Nachteil der expliziten Zeitschrittverfahren liegt, wie erwédhnt, in der
Beschrinkung der ZeitschrittgroBe (siehe [CFL28]). Sie lautet

At < . (1.31)

-----

Dabei sind die Ag(u,r) die Eigenwerte der Matrix V, f(u) - v (siehe Defini-
tion 1.1.2). Az ist die Grdfle einer Zelle. Bedingung (1.31) nennt man die
CFL-Bedingung. Es handelt sich um eine notwendige Bedingung. Mitunter
muss der Zeitschritt sogar kleiner gewéhlt werden.

1.3.2 Die Langendimension bei der CFL-Bedingung

Es ist nicht unmittelbar klar, welcher Wert fiir Az in zwei Raumdimensionen
zu nehmen ist. Wir verwenden den Flédcheninhalt einer Zelle geteilt durch
den Durchmesser, Az := fJ(CCZJ) Diese Wahl leiten wir anhand eines Modell-
problems her:

Wir betrachten die lineare Advektionsgleichung, wobei ohne Einschrinkung
der Allgemeinheit der Transport parallel zur z-Achse verlaufe, das heifit
fi(u) = ay - u, fo(u) =0, a; > 0 (siehe auch S. 14).

Wir betrachten eine konvexe Zelle C'. Innerhalb der Zelle sei u konstant
gleich w;, auBlerhalb sei u konstant gleich wu, # wu; (siehe Abbildung 1.6). Als
numerische Flussfunktion wird der Upwind-Fluss genommen:

f(uiyug,m) =
ainiu, sonst,

~ {alnlui falls nqy > 0,
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Abbildung 1.6: Modellzelle mit innerem und &duflerem Zustand, beide als
konstant angenommen.

wobei n die duflere Einheitsnormale an die Zelle C' ist. Aufgrund der Kon-
vexitdt von C' kéonnen wir

Lo = —ﬁ/f(ui,ua,n)ds (1.32)
aC

geschlossen angeben:

~ al

Le

— m(ua — u;) (r;leac}*( Ty — Iﬂ'crél(ljl xz).

Bei den vorhandenen Daten muss fiir eine stabile Losung zumindest gefordert
werden, dass

u; + AtLe € [min{u;, u,}, max{u;, ug}] .
Dies ist wegen At > 0 dquivalent zu
At|Le| < |ug — ). (1.33)

Bei Drehung der Zelle C' um einen Winkel ¢ gilt

max [Lo| = ﬂ|ua—ui|h(C'), da
° €l
mgx(rglea(jg( 2 — min z3) = h(C).

Setzen wir dies in (1.33) ein, so erhalten wir die Bedingung

€l
At < :
~ h(C)a

Dies entspricht der CFL-Bedingung (Gleichung (1.31)) mit Az = %

29



1.4 Algorithmische Umsetzung

1.4.1

Datenstrukturen

Wir verwenden fiir alle Daten, die abstrakt als Mengen aufgefasst werden
kénnen, Arrays. Folgende Daten eines Gittters G werden fiir ein Basisver-
fahren benotigt?:

Integer
Integer
Integer
Real
Real
Integer
Coord
Integer
Coord

#Zellen

#nnereKanten

#Randkanten

Flicheninhalt( #Zellen)
Durchmesser(#Zellen)
innereKanteZelle( #nnereKanten)(2)
innereKante Punkt(#innereKanten)(2)
RandkanteZelle( #Randkanten)
Randkante Punkt( #Randkanten)(2)

Punkt( lb) ?

n
E——S

Zelle(0) | Zelle(1)

s Punkt(O)

Abbildung 1.7: Orientierung von Punkten und Zellen an einer Kante.

Die Kantendaten . ..KanteZelle und ...KantePunkt sind so orientiert, wie in
Abbildung 1.7 zu sehen: Setzt man P = Punkt(0) und @ = Punkt(1), so ist

5 Koordinaten von Kantenpunkten (innereKantePunkt, RandkantePunkt) kommen im-
mer mindestens zweimal vor. Daher werden in der Implementierung (um Spei-
cherplatz zu sparen) die Arrays innereKantePunkt und RandkantePunkt indi-
rekt realisiert: Die Koordinaten aller Randpunkte werden in einem Array Coord
Kantenpunkt( #Kantenpunkte) abgespeichert. Weiterhin werden Arrays von Indi-
zes gespeichert, ndmlich Integer innereKantePunktldz(#nnereKanten)(2) und Inte-
ger RandkantePunktldx(#Randkanten)(2). Dann erhilt man z.B. die Koordinaten
innereKantePunkt(i)(j) durch KantenPunkt(innereKantePunktIdz(i)(7)).
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der Vektor n = (Q(1) — P(1), P(0) — Q(0))T/|Q — P| der (normierte) dufere
Einheitsnormalenvektor von Zelle(0) auf der gegebenen Kante.

Bei dem Spezialfall der baryzentrischen Unterteilung einer Triangulierung
ist es nicht erforderlich die inneren Kanten explizit abzuspeichern. Statt-
dessen ist insbesondere fiir die Umsetzung der WENO-Rekonstruktion (siehe
Abschnitt 2.2, S. 49) die zugrundeliegende Dreiecks-Topologie hilfreich. In
diesem Fall speichern wir die folgenden Daten der Triangulierung 7 :

Integer #Punkte (=#Zellen)

Integer #Dreiecke

Integer #Randkanten

Integer  Dreieckspunktldz(#Dreiecke)(3)
Coord  Punkt(#Punkte)

Real Flacheninhalt( #Zellen)

Real Durchmesser(#Zellen)

Integer RandkanteZelle(#Randkanten)
Coord  Randkante Punkt( #Randkanten)(2)

1.4.2 Algorithmen

Prozedur 1.1: HAUPTPROGRAMM()

Eingabe: G: Gitter,
u: Array von Zellmittelwerten der Erhaltungsgrofien zur Zeit ¢ = 0,
T: Zeit, zu der eine Niaherung von u berechnet werden soll.

Ausgabe: u: Array von Zellmittelwerten der Erhaltungsgrofien zur Zeit 7.
Start

e EINGABE(G,u,T)

o t:=0

e SOLANGE t < T"

o At := §-MAXIMALEZEITSCHRITTWEITE(G, )
o ZEITINTEGRATION(G, u, At)
ot:=t+ At

e AUSGABE(u)

Ende.
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Mit dem Parameter # € (0,1] kann die Zeitschrittweite, wenn nétig, unter
den durch die CFL-Bedingung vorgegebenen Wert reduziert werden.

Prozedur 1.2: MAXIMALEZEITSCHRITTWEITE(G, u)

Eingabe: G: Gitter, u: Array von Zellmittelwerten der Erhaltungsgrofien.
Ausgabe: At: Maximal erlaubte Zeitschrittgrofie.

Start

o At:=+00

e F'UR i VON 0 BIS (#Zellen—1)

o Az :=Flicheninhalt(i) / Durchmesser(i)
o FALLS Az/|A|max(u(i)) < At
o At := Ax/| N max(u(i))
e RUCKGABE At

Ende.

Prozedur 1.3: ZEITINTEGRATION(G, u, At)

Eingabe: G: Gitter,
u: Array von Zellmittelwerten der Erhaltungsgrofien zur Zeit ¢,
At: Zeitschrittweite.

Ausgabe: u: Array von Mittelwerten der Erhaltungsgrofien zur Zeit t + At.
Start
e FUR i VON 0 BIS #Zellen—1)
o up(i) = u(i)
e FUR k VON 0 BIS (#Stufen—1)

o MITTLEREFLUSSDIVERGENZ(G, u, V - f)
o FUR i VON 0 B1s (#Zellen—1)
o u(i) = ug(i) + so(k) (u(i) — uo(i) — AtV - f(i))
Ende.
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Das Koeffizienten-Array so ist fiir das Polygonzugverfahren von Euler und
fiir die Runge-Kutta-Verfahren von Shu und Osher wie folgt definiert:

#Stufen‘ S0
1 1
1

2 1,152

3 17Z7§

Prozedur 1.4: MITTLEREFLUSSDIVERGENZ(G,u,V - f)

Eingabe: G: Gitter,
u: Array von Zellmittelwerten der Erhaltungsgrofien.

Ausgabe: V- f: Array der —£;({u;}).
Start
e REKONSTRUKTION(G, u, ¢)
e FUR ¢ VON 0 BIS (#Zellen—1)
0 VT(0) =
e FUR i VON 0 BIS (#innereKanten—1)

o Zy := innereKanteZelle(i)(0), Z; := innereKanteZelle(i)(1)
o Py := innereKantePunkt(i)(0), P, := innereKantePunkt(i)(1)
e L (B0
[Py — Py| \ Po(0) — P1(0)
o FUR j VON 1 BIS #Gaufknoten
<O f I:NUMERISCHERFLUSS(¢(ZQ)(Gj(PQ, Pl)), ¢(Z1)(G](P0, Pl)), TL)
o V- f(Z):=V-f(Z)+w;-|Pr— Rl f
o V- (%) =V (%) —w;-|Pr— PRl [
e FUR i vON 0 B1s (#Randkanten—1)

o Zy:= RandkanteZelle(i)
o Py := RandkantePunkt(i)(0), P, := RandkantePunkt(i)(1)

o 1 <P1(1) - Po(l))
[Py = By \Fo(0) — F1(0)
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o FUR j VvON 1 BIS #Gaufknoten
o f :=RANDFLUSS(¢(Z0)(G;(Fy, P1)),n)
o V- f(Z) =V [(Z)+w;-|P— Rl f

e F'UR ¢ VON 0 BIS (#Zellen—1)
o V- f(i) =V - f(i)/Flicheninhalt(i)
Ende.

Verwenden wir als Gitter die baryzentrische Unterteilung einer Triangulie-
rung, so kénnen wir, wie bei den Datenstrukturen beschrieben, die Trian-
gulierung speichern. Dann stehen uns die inneren Kanten nicht unmittelbar
zur Verfiigung. Sie werden stattdessen immer wieder neu berechnet. Dazu
wird in der obigen Prozedur die Schleife iiber die inneren Kanten durch eine
Schleife iiber die Dreiecke ersetzt:

e FUR i VON 0 BIs (#Dreiecke—1)

o Pldz:= DreieckspunktIda(i)
o B:= 1(Punkt(PIdz(0)) + Punkt(Pldz(1)) + Punkt(Pldz(2)))
o FUR k; VvON 0 BIS 2

o ko := (k1 +1) mod 3

© Zoy:= Pldi(ky), Zi:= Pldz(ks)

o Py := 3(Punkt(Zo) + Punkt(Z,)), P,:=B

1 <P1(1) - P0(1))

I - @@
TP = By \Bo(0) — Pi(0)

o FUR j VON 1 BIS #Gaufknoten

Damit n jeweils der duflere Einheitsnormalenvektor an Zelle Z; ist, miissen
die Punkte der Dreiecke positiv orientiert sein (siehe Abbildung 1.8).

Die Prozedur REKONSTRUKTION ist fiir die Basisdiskretisierung trivial. Ein
nicht-trivialer Rekonstruktionsalgorithmus wird in Abschnitt 2.2 beschrie-
ben.

Die Prozeduren NUMERISCHERFLUSS() und RANDFLUSS() ergeben sich un-
mittelbar aus den Ausfithrungen in den Abschnitten 1.2.5 und 1.2.6.
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Punkt(1)

Punkt(0)

Abbildung 1.8: Konstruierte Kante und Normale fiir k1 = 0.

1.4.3 Aufwand der Algorithmen

Wir wollen uns ansehen, welchen numerischen Aufwand die einzelnen Proze-
duren verursachen. Alle Berechnungen, deren Aufwand weniger als linear mit
#G wichst, werden wir dabei als unwesentlich vernachléssigen. Im Folgenden
bezeichnen wir mit Aufwand(PROZEDUR()) den wesentlichen Aufwand fiir
die einmalige Ausfithrung von PROZEDUR().

HAUPTPROGRAMM(): Wesentlicher Aufwand entsteht nur durch die Unter-
prozeduren. Beachtet man, dass die Zahl der erforderlichen Zeitschrit-
te umgekehrt proportional zum Durchmesser der kleinsten Zelle ist, so
erhélt man einen Gesamtaufwand, der proportional zu

1

m( Aufwand(MAXIMALEZEITSCHRITTWEITE())

+Aufwand(ZEITINTEGRATION()))
ist.
MAXIMALEZEITSCHRITTWEITE():

LN #Y.

ZEITINTEGRATION():

K- #G + Aufwand(MITTLEREF LUSSDIVERGENZ()).

MITTLEREFLUSSDIVERGENZ(): Der erste Schritt dieser Prozedur ist die Re-
konstruktion. Fiir alle von uns betrachteten Rekonstruktionsalgorith-
men R ist Aufwand(REKONSTRUKTION()) = K - #G.
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Die Anzahl der inneren Kanten ist proportional zu #G, die Anzahl der
Randkanten ist iiblicherweise nicht wesentlich: Im Fall von gleichméBig
feinen Gittern ist die Anzahl der Randkanten nur proportional zu 1/h
withrend #G und die Zahl der inneren Kanten proportional zu 1/h? ist.
Wir erhalten also fiir die Berechnung der numerischen Fliisse den Auf-
wand K- #G und damit fiir diese Prozedur den Aufwand

K;-#G, wobel K; := Ky + Kj.

Sieht man sich die Art der Berechnungen in den einzelnen Prozeduren an,
so erkennt man, dass K, < K; und Ky < K;. Der Gesamtaufwand
pro Zeitschritt wird also durch K £~#Q, den Aufwand von MITTLERE-
FLUSSDIVERGENZ(), dominiert. Dabei ist bei der Verwendung der WENO-
Rekonstruktion (siehe Abschnitt 2.2) mit Polynomgrad @ = 2 wiederum K
deutlich groBer als Ky.

Bei einem gleichméBig feinen Gitter ist #G proportional zu 1/h?, wobei
h =~ h(C;) fiir alle Zellen C; ist. Damit ergibt sich in dem Fall der Berechnung
einer Ndherungslosung zur festen Zeit 7' > 0 ein Aufwand, der proportional
zu 1/h3 ist.

1.4.4 Parallelisierung, Vektorisierung

Neben den Anstrengungen die Algorithmen an sich zu veréindern um eine Ver-
ringerung des Aufwands und damit eine Beschleunigung der Berechnungen zu
erreichen, lohnt es sich auch auf der informatischen Seite fiir eine Beschleu-
nigung zu sorgen. Dabei ist die Anpassung der Algorithmen an Parallel- und
Vektorrechner hervorzuheben. Es ist mit moderatem Programmieraufwand
moglich die beschriebenen Algorithmen auf Parallelrechner mit gemeinsamem
Speicher der Prozessoren sowie auf Vektorrechner zu iibertragen.

Auf Parallelrechnern mit gemeinsamem Speicher der Prozessoren steht
iblicherweise das Thread-Konzept zur Verfiigung. Damit ist es moglich ver-
schiedene Prozeduren oder auch dieselbe Prozedur mit verschiedenen Daten
parallel auszufithren. Der Aufwand bei den obigen Prozeduren kommt im-
mer durch das Abarbeiten von Schleifen zustande. Realisiert man jede der
Schleifen als eigene Prozedur und wéhlt einen Anfangs- und Endindex als Pa-
rameter, so kann man die Schleifen jeweils in mehrere Teilschleifen zerlegen
und diese parallel abarbeiten.

Auf Vektorrechnern ist keine Unterteilung der Schleifen nétig. Paralleles
Abarbeiten von Schleifen iiber Arrays ist gerade das Konzept dieser Rechner.
Fiir beide Arten von Rechnern muss allerdings sichergestellt werden, dass
bei der parallelen Bearbeitung der Schleifen nicht mehrere Prozessoren kon-
kurrierend dieselbe Speicheradresse beschreiben. Diese Gefahr besteht in der
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Schleife {iber die inneren Kanten sowie bei der Schleife iiber die Randkan-
ten in der Prozedur MITTLEREFLUSSDIVERGENZ( ), da verschiedene Kanten
einen gemeinsamen Anfangs- oder Endpunkt haben kénnen.

Einfarben

Eine Technik dieses Problem zu umgehen bezeichnet man als Finfirben. Wir
erlautern das Konzept am Beispiel der inneren Kanten: Die Menge der in-
neren Kanten wird disjunkt in Teilmengen aufgeteilt, so dass innerhalb einer
Teilmenge kein Punkt mehrfach adressiert wird. Ist zum Beispiel die Kante
mit den Punkten F,, P; in einer Teilmenge, so diirfen all die anderen Kan-
ten, die einen der Punkte Fy, P; als Anfangs- oder Endpunkt haben, nicht
in derselben Teilmenge enthalten sein. Der Begriff des Einfarbens kommt
dadurch zustande, dass man symbolisch jeder Teilmenge eine andere Farbe
zuweist. Die Zahl der erforderlichen Teilmengen ist durch die Maximalzahl
von Kanten gegeben, die denselben Punkt enthalten.

Die Teilmengen werden dann sequentiell nacheinander abgearbeitet, wobei
innerhalb der Teilmengen ohne das Risiko des konkurrierenden Schreibzu-
griffs parallelisiert oder vektorisiert werden kann.
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Kapitel 2

Polynomiale Rekonstruktion

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der Rekonstuktion von Funktio-
nen aus Zellmittelwerten mit Hilfe von Polynomen. Dabei gehen wir zunéchst
von skalarwertigen Funktionen u : R? — R aus. Vektorwertige Funktionen
werden komponentenweise rekonstruiert, wobei wir auch den Einfluss von
Variablentransformationen diskutieren.

2.1 Grundlagen

Im Folgenden wird es wichtig sein, dass die Zellen von Gittern nicht entartet
sind und dass die Zellgroflen beschréankt variieren.

Definition 2.1.1. Wir sagen, eine Menge von Gittern ist requldr, wenn Kon-
stanten K; und K, existieren, so dass gilt:

1. Fir alle Zellen C' dieser Gitter ist h(C) < Kj - +/|C].

2. Fiir jede Zelle C' dieser Gitter gilt: Fiir jede Zelle C’, die C' beriihrt,
ist |C'| < Ky -|C].

Wir werden ab jetzt annehmen, dass das verwendete Gitter G aus einer sol-
chen reguldren Menge ist.

Wie bereits im vorigen Kapitel erldutert, verzichten wir auf Glattefor-
derungen fiir die Rekonstruktionsfunktionen iiber die Zellgrenzen hinaus. In-
nerhalb der Zellen verwenden wir Polynome vom Grad kleiner oder gleich @,
die wir in lokalen Koordinaten darstellen. Das heifit, fiir jede Zelle C; eines
Gitters G berechnen wir ein

i (1) = p;(z) € QR R) := { Y talz —To) aq € R}. (2.1)
lo|<Q

Dabei sei T¢, der Schwerpunkt der Zelle C;:
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Definition 2.1.2. Fiir jede Zelle C eines Gitters G definieren wir den
Schwerpunkt T € R? durch

To = AC) (@ 1) = ﬁ (/ xldx,/xde)T.
Lo

Fiir die lokalen Koordinaten x — Z¢ einer Zelle C' definieren wir eine eigene
Funktion

Xc:R? = R?*  Xeo(x) =z —7c. (2.2)

Da die Berechnung von p; fiir jede Zelle C; auf die gleiche Art geschieht und
die p; in keiner Weise gekoppelt sind, die Berechnungen fiir die einzelnen
Zellen also unabhéngig voneinander vorgenommen werden kénnen, reicht es
aus, dass wir die Rekonstruktion fiir eine Zelle betrachten. Dies sei ohne
Beschriankung der Allgemeinheit die Zelle C;. Wir haben also folgende

Aufgabenstellung: Gegeben sei ein Gitter G eines beschrankten Gebietes
Q C R? mit Zellen C;. Ferner die Mittelwerte {u; := A(Cj)u:i=1,... ,#G}
einer Funktion u : 2 — R sowie der Polynomgrad Q).

Zu bestimmen ist ein Polynom

p(r) = Y aa(r —Te)" = ) aaXg (2), (2.3)
la] <@ la] <@

welches u auf C (punktweise) gut approximiert.

Die Anzahl der zu bestimmenden Polynomkoeffizienten a, ist offensichtlich
gleich D(Q) = (Q + 1)(Q + 2)/2, der Dimension von I[?(R? R). Wir
benotigen mindestens diese Anzahl von Bedingungen um die a, bestimmen
zu konnen. Da wir nur die Mittelwerte @; auf den Zellen C; kennen, nehmen
wir zur Zelle C] nahegelegene Zellen dazu:

Definition 2.1.3. Sei
S = {Ckl = 017Ck27 N 7Ck#9}7

D(Q) < #S < K(Q) eine Auswahl von paarweise verschiedenen Zellen. Wir
fassen S gleichzeitig als Punktmenge auf:

reS:& e U Ch; -

Der Durchmesser von S sei durch F(Q) - h(C}) nach oben beschrinkt. Dann
nennen wir S eine Schablone.
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Fiir eine gegebene Schablone S betrachten wir die #4S Interpolationsbedin-
gungen

ACy)p ="y, j=1,...,#S bzw.

> A(C)XE =Ty, j=1,... #S. (2.4)
la]<Q

Aufgrund der Linearitédt der Operatoren A(C},) handelt es sich um ein li-
neares Gleichungssystem fiir die a,. Wir wollen den Fall iiberbestimmter
Systeme (#S > D(Q)) nicht ausschlieBen. Fiir diesen Fall hat das System
(2.4) im Allgemeinen keine Losung. Vielmehr miissen wir uns dann damit
begniigen die Bestapproximation im Sinne kleinster Quadrate zu bestim-
men. Dies fithrt auf ein lineares Ausgleichsproblem, das wir in Matrixform
als ||Aa — ||, = min schreiben koénnen, wobei a der Vektor der gesuchten
aq, u der Vektor der 1, und

Ajo = AC)Xe, J=1,...,#S, |af<Q, ist. (2.5)

Definition 2.1.4. Wir nennen eine Schablone S zulissig, wenn fiir sie die
Matrix A vollen Rang D(Q) hat, sonst nennen wir sie unzuldssig.

Da wir eine Approximation fiir Zelle C; bestimmen wollen, zeichnen wir diese
Zelle in S aus und erzwingen, dass fiir sie die Interpolationsbedingung (2.4)

exakt erfiillt wird. Dazu fordern wir auch im iiberbestimmten Fall, dass

A(Cy)p = w;. Um dies umzusetzen, nutzen wir aus, dass A(Cg)Xé?l’O) =1

fiir alle Zellen C} gilt. Damit formen wir die erste Gleichung um zu

ao0) =T — Y aaA(C1)XE,. (2.6)

1<]o|<@Q

Durch Einsetzen von a( ) in die restlichen Zeilen erhalten wir das reduzierte
Ausgleichsproblem

|Ba" — Au||, = min, (2.7)
wobei a” der reduzierte Vektor der a,,

Au = (ﬂkQ—ﬂl,... ,ﬂk#g—ﬂl)T und
Bjo = A(CK)X, —A(C)X3,.

J=2,...#S,1<]a| <Q, ist.

Bemerkung 2.1.5. Hat die Matrix A vollen Rang D(Q), so hat die Matrix
B vollen Rang D(Q) — 1.
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Zur Berechnung von p kann jetzt (2.7) gel6st werden und a(g ) wird anschlie-
Bend durch (2.6) berechnet. Dabei muss in der Praxis aber sehr sorgféltig
vorgegangen werden, da das Ausgleichsproblem zu (2.4) und das Ausgleichs-
problem (2.7) fiir kleine h := h(C}) schlecht konditioniert sind.

Definition 2.1.6. Die Konditionszahl eines linearen Ausgleichsproblems
wird definiert als

cond (|[Az — b||, = min) := y/cond, (AT A).

Fiir eine schlechte Kondition des Problems gibt es zwei mogliche Griinde.
Zum einen kann die Schablone S (fast) unzuléssig sein, zum anderen wéchst
bei Verfeinerung der Diskretisierung die Kondition des Ausgleichsproblems
zu (2.4) mit h=9(C}) und die von (2.7) immer noch mit h*=9(C).

Ersteres kann man dadurch umgehen, dass man bei der numerischen Um-
setzung (fast) unzuldssige Schablonen vermeidet. Der zweite Grund liegt
immanent in der Aufgabenstellung verborgen und kann nur teilweise umgan-
gen werden, wie wir im folgenden Abschnitt ausfithren werden.

2.1.1 Behandlung der schlechten Kondition des Inter-
polationsproblems

Die grundlegende Problematik bei der Interpolationsaufgabe liegt in der un-
terschiedlichen Skalierung der Spalten des Systems durch das Auftreten un-
terschiedlich hoher Potenzen von (z — Z¢,). Dies kann durch Verwendung
eines geeigneten lokalen Koordinatensystems umgangen werden.

Interpolation in baryzentrischen Koordinaten

In [Abg94b] werden baryzentrische Koordinaten eingefithrt. Dazu werden aus
S neben C zwei weitere Zellen ausgewahlt, so dass die Schwerpunkte der drei
Zellen nicht kollinear sind. Der Einfachheit halber wollen wir annehmen, dass
dies die Zellen C5 und C3 sind. Dann werden drei Polynome A, As und Aj
vom Grad eins definiert durch die Bedingungen

1, falls i = j
A(Ci)Aj:{’a“ 7 o1<i<31<j<3.

0, sonst

Es gilt A; + Ay + A3 = 1. Die drei Polynome sind die baryzentrischen Ko-
ordinaten des Dreiecks, das von den Schwerpunkten der Zellen C;, C5 und
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(5 aufgespannt wird. Unter Verwendung von A, und Aj erhélt Abgrall eine
neue Reprisentation des Polynoms p anstelle von Darstellung (2.3):

p=Y aaA3tAL
|o|<Q
Das zugehorige Ausgleichsproblem zur Berechnung der a, hat eine Konditi-
onszahl, die von h unabhéngig ist (siche [Abg94b]).
Interpolation in skalierten Koordinaten

Wir bevorzugen eine einfachere Technik zur Bestimmung eines lokalen Ko-
ordinatensystems. Dazu definieren wir einen lokalen Skalierungsfaktor

1

VI

und transformieren die Darstellung (2.3) in

)= 3 das(@ - Fc,)°. (2.8)

la] <@

S =

Zur Berechnung der a, ergibt sich hier das volle Ausgleichsproblem
|Ad — ||, = min, (2.9)
wobei a der Vektor der unbekannten a,, ist und
A, =sMAC)XE, F=1,.... %S, o] <Q. (2.10)

Wie im Fall der unskalierten Darstellung konnen wir hier die erste Gleichung
abspalten und kommen zu dem reduzierten Ausgleichsproblem

|Ba" — At||, = min, (2.11)
wobei a” der reduzierte Vektor der a, ist und

Bja = s (A(Cy) X5, — AC)XE,), (2.12)

J=2,...,#5, 1 < |o| < Q.

Satz 2.1.7. Bei exakter Arithmetik erhdlt man durch Lésen von (2.11) und
die Formel a,, = sl*a, dieselben Ergebnisse wie durch Lisen von (2.7).
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Beweis. Sei S die Diagonalmatrix der sl®l. Offensichtlich gilt B = BS.
Auflosen der Normalengleichungen B Ba” = BT A fiir (2.7) liefert

«" = (B"B)"'BTAw.
Auflésen der Normalengleichungen BT Ba” = BT AT fiir (2.11) liefert

a =

(B"B) 'B"Au = (SB"BS) 'SBTAu
— §Y(B™B) 'BTAu = S7'd".
Da a, = s/*a, in Matrixschreibweise nichts anderes bedeutet als a” = Sa’,

ist damit die Behauptung bewiesen. O

Die entsprechende Aussage gilt fiir die nicht-reduzierten Probleme (2.4) und
(2.9). Der Beweis geht genauso wie der Beweis fiir die reduzierten Systeme.

Bemerkung 2.1.8. Wir haben also insgesamt folgende Technik zur Berech-
nung der Koeffizienten a, von p erhalten:

1. Berechne die a,, 1 < |a] < @ durch Losen von (2.11).
2. Fiir 1 < |a] < Q setze a, = 5%a,.
3. Berechne a( ) mittels Gleichung (2.6).

Satz 2.1.9. Die Interpolationsmatriz A des vollen Ausgleichsproblems (2.9)
sowie die Interpolationsmatrix B des reduzierten Ausgleichsproblems (2.11)
sind invariant unter Gitterskalierung. Das heif§t, gegeben seien eine affine
Transformation ¥ der Form

U:R? =R 2+ frt+y, 0<fecR, ycR?

und transformierte Zellen V(Cy). Dann gilt fir die Matrizen A" und BY,
die zu der transformierten Geometrie gehoren, dass

AV = A sowie BY - B.

Insbesondere ist also die Konditionszahl der skalierten Ausgleichsprobleme
(2.9) und (2.11) unabhdngig von h(Ch).
Beweis. Fiir den Skalierungsfaktor s¥ der transformierten Geometrie erhal-
ten wir

- 1 1

S = = =

S
)l Vee]  f
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Ferner ist

A(\I’(CZ))(X\I/(Cl) O\I/)a _ W(le[II(C) (\I/(ZL‘) —E\P(Cl))ad\ll(l‘)
1 — o 2
= P CZ(fJT—fﬂfCl) [rdx
= fAC)XE,.

Setzt man die beiden Beziehungen in die Matrizen AY und BY ein, so folgen
unmittelbar die behaupteten Gleichungen. O

Abschlieflende Betrachtungen zum Konditionsproblem

Durch die Einfithrung lokaler Koordinatensysteme — wie das Konzept der
Skalierung — erhélt man Ausgleichsprobleme, deren Konditionszahl un-
abhéngig von der Feinheit von G ist. Diese Ausgleichsprobleme kénnen, wie
erwahnt, noch dadurch schlecht konditioniert sein, dass die gewahlte Scha-
blone (fast) unzuléssig ist. Da dies aber jetzt der einzige mogliche Grund fiir
eine schlechte Kondition ist, kann man bei der numerischen Umsetzung solche
Schablonen durch Messen der Konditionszahl erkennen und dann verwerfen.

Definition 2.1.10. Wir nennen eine Schablone numerisch zuldssig, wenn
die Konditionszahl des skalierten Problems (2.9) kleiner als eine vorgegene
Schranke ist. Sonst nennen wir sie numerisch unzuldssig.

Da durch das Skalieren alle Matrixeintrage der Interpolationsmatrix auf die
GroBenordnung eins gebracht werden, sind also fiir eine numerisch zuléssige
Schablone | BTB||, und ||(BTB)~!||, in der GréBenordnung eins.

Wir wollen uns nun ansehen, was mit den Koeffizienzen a, und mit p ge-
schieht, wenn die Daten w, gestort sind.

Satz 2.1.11. G sei aus einer Menge reguldrer Gitter und S sei eine nu-
merisch zuldssige Schablone fir Zelle Cv. p(x) = 37, <0 ta(® — Tcy)* sei
die exakte Losung des linearen Ausgleichsproblems (2.6), (2.7). ., mit
Uz — W] = Ofe) seien gestirte Daten. p.(x) = 3, <qealT — Tcy)® sei
die exakte Losung zu den u. .. Dann gilt

1. |ag — aco| = O(e) - O(h71(CY)),
2. Ip(x) — p(z)| = O(e) gleichmdfig fir alle x € Cy.

Bewets. Wir berechnen die a, und die a., iiber den Umweg des skalierten
Ausgleichsproblems (2.11). Da die Schablone & numerisch zuléssig ist, ist
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das skalierte Problem gut konditioniert, |[(BTB)~!|, = O(1) und es gilt
|Go — G| = O(e). Also gilt

1

(V]G

Fiir die zweite Aussage verwenden wir, dass |t —Z¢, | < h(C)) fiir alle z € C4.
Also ist fur alle x € Oy

O(e) - O(h™°(Cy)).

laq — e 0| = s‘o‘||da — Qe = O(e) -

Ip(z) —pe(z)] = Z (aa — as,a)(x — T, )| < Z |aa — ae,aHx — T, |
lo|<Q la]<@Q
< Y e — acalN(C) = O(e) - O(BTN(CY)) - Bll(Cy)
la]<Q
= Ofe).

O

Bei feinen Diskretisierungen héngen also insbesondere die hoheren Koeffizi-
enten von p sehr empfindlich von den Daten w, ab. Fiir x € (' sind die Wer-
te p(x) hingegen (bei sorgfiltiger Vorgehensweise) unempfindlich gegeniiber
gestorten Daten.

2.1.2 Die Approximationseigenschaft der Polynom-

Rekonstruktion
Ziel dieses Abschnitts ist es nachzuweisen, dass — unter geeigneten Vor-
aussetzungen an die verwendeten Gitter und Schablonen — die Polynom-

Rekonstruktion aus Bemerkung 2.1.8 ein Rekonstruktionsalgorithmus der
Ordnung () + 1 gemaB Definition 1.2.8 (siehe S. 22) ist.

Lemma 2.1.12. G sei aus einer Menge requlirer Gitter und S sei eine nu-
merisch zulissige Schablone fiir Zelle Cy. q(z) € TI%(R% R) sei ein beliebiges
Polynom vom Grad kleiner oder gleich Q@ und die Daten u; :== A(C;)q seien
gegeben. Dann gilt fiir die Losung p, die man mit der Technik aus Bemer-
kung 2.1.8 erhdlt, dass p = q.

Beweis. Offensichtlich ist p = ¢ eine Losung von System (2.4). Da S zuléssig
ist, hat das System vollen Rang und die Losung ist eindeutig. Da das volle
System exakt 16sbar ist, erhdlt man iiber das reduzierte System (2.6), (2.7)
dieselbe Losung. Nach Satz 2.1.7 erhélt man also dieselbe Losung auch durch
die Technik aus Bemerkung 2.1.8. O
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Damit haben wir alle Vorbereitungen zum Beweis des Hauptsatzes dieses
Kapitels getroffen.

Satz 2.1.13. G sei aus einer Menge regulirer Gitter fir das beschrdinkte
Gebiet Q C R? und S sei eine numerisch zulissige Schablone fiir Zelle C|.
u € C%(conv Q,R) sei eine Q + 1 mal stetig differenzierbare Funktion auf
der konvexen Hiille von* Q0 und die Daten u; := A(Ci)u fiir alle Zellen C;
von G seien gegeben. Dann gilt fiir die Losung p, die man mit der Technik
aus Bemerkung 2.1.8 erhdlt

max [p(z) — u()| < Ke - K(u) - h9TH(Cy).

rell
Die Konstante Kg hdngt von der Menge der betrachteten Gitter ab, ist aber

innerhalb der Menge fest. K(u) hingt nur von der (Q -+ 1)-ten Ableitung von
u ab.

Beweis. Wir betrachten die Taylor-Entwicklung von u zum Entwicklungs-

punkt ZT¢,:

D°u(T¢, + 0(z)(z — Tcy))
(Q+1)!

('T - TCI )a

und 6(z) € [0,1]. Nach Definition ist der Durchmesser von S durch
F(Q) - h(C}) nach oben beschréankt. Daher 148t sich

—To, | < K
max [z — Te, | < Koh(Ch)
mit K, unabhingig von C] und G abschétzen. Also ist

Kq
max |u(z) — q(z)| < =+ max _|D%(z)|- h9THCY).
zeS Q! ‘mechCSYS

Damit ist auch

K,
_max, A(Cy)u—A(Cy)g < F max [Du(@)]-hETHC).  (2.13)
J=1,..., . receconv

lo|=Q+1

! Es ist ausreichend, wenn u eine @ + 1 mal stetig differenzierbare Funktion auf der
Vereinigung der konvexen Hiillen aller betrachteten Schablonen S ist.
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Nach Lemma 2.1.12 wird das Polynom ¢ aus den Daten A(Cj;)q mit der
Technik aus Bemerkung 2.1.8 exakt rekonstruiert. Die Daten @y, = A(Cy,)u
konnen wir nach Gleichung (2.13) als gestorte Daten der A(Cy,)q auffassen.
Also ist nach Satz 2.1.11

max |p(z) — u(x)| = O(RCT(CY)).

zeCy

Es ist

K(u) = max _|D%(z)|.
xEconv S
lal=Q+1

K¢ ergibt sich aus K, und der Norm der Matrix (BTB)_l, die wegen der
numerischen Zuldssigkeit der Schablone global durch eine Konstante nach
oben abgeschétzt werden kann. O

2.1.3 Berechnung der Matrix-Eintrige

Um das Ausgleichsproblem (2.11) praktisch 16sen zu kénnen miissen wir die
Eintréige von B berechnen. Dazu miissen die Integrale /. ¢, (x — Te, ) dr fiir
alle v mit || < @ berechnet werden. Da die €, beliebige Polygone sind,
koénnen wir nicht hoffen diese Integrale fiir |o| > 1 direkt durch eine Quadra-
turformel 16sen zu konnen. Fiir |a] < 1 kénnen die Mittelwerte geschlossen
angegeben werden:

ACHXE" = e, — Ty, (2.14)
AC)XEY = (Te, — Tey)s

Fiir || > 1 kommen zwei Losungsmoglichkeiten in Betracht. Zum einen
kénnen die Zellen in Dreiecke subdividiert werden und auf den Dreiecken
kann eine Quadraturformel hinreichend hoher Ordnung verwendet werden.
Zum anderen kann man fiir jedes (z —T¢, ) eine Stammfunktion X* bestim-
men, so dass divX* = (x — T¢,)* und kann mit Hilfe des GauBschen Inte-
gralsatzes die Flichenintegrale auf Randintegrale zuriickfiihren (siehe dazu
auch [HMS96]):

/(:p—fcl)ad:p:/divé\f“d:p: /Xo‘-nds.

Cy Cy oCy
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Diese konnen wir exakt 16sen, da die Réander der Zellen polygonal sind. Wir
haben uns fiir die zweite Moglichkeit entschieden, da sie genau zur Philoso-
phie der Finite-Volumen-Verfahren passt. Eine Stammfunktion zu (x —T¢,)®
kann man zum Beispiel durch

X0 = (/(a; — T, ) day, O)T (2.15)

bestimmen. Leider ist der Aufwand zur Berechnung der Randintegrale sehr
hoch. Andererseits verbietet es sich aus Griinden des Speicheraufwands alle
benétigten A(Cy) X&, abzuspeichern. Diese Probleme kénnen wir umgehen,
indem wir die Integrale umschreiben. So erhalten wir fiir |a| = 2

A(C)Xe, = (To, = Tey)* + A(C)XE,. (2.16)

Wir speichern die A(C;) X¢. fiir alle Zellen Cj; ab und kommen so zu effizienten
Berechnungen bei akzeptablem Speicheraufwand. Fiir beliebige |a/| lésst sich
eine Rekursionsformel herleiten (siche [Hem99]).

2.2 Gewichtete wesentlich nicht-oszillierende
Verfahren

2.2.1 Motivation

Die Verwendung der Rekonstruktions-Technik aus dem letzten Abschnitt
als Rekonstruktionsalgorithmus fiir unser Finite-Volumen-Verfahren ist nicht
sinnvoll, was wir an einem Modellbeispiel zeigen wollen. Wir betrach-
ten die lineare Advektionsgleichung (siehe S. 14) auf dem Einheitsquadrat
[0,1] x [0, 1] und setzen

(2.17)

4(,0) = {1, falls |z — (0.3,0.3)7] < 0.25,
0, sonst.

u(-,0) ist also unstetig auf dem Rand des Kreises mit Radius 0.25 und Zen-

trum (0.3,0.3)7. Die lineare Advektionsgleichung mit dem von uns verwen-

deten Flusstensor beschreibt die Verschiebung von v in Richtung des Vektors

(1,1)T. Die exakte Losung zur Zeit T' = 0.3 ist also gegeben durch

1, falls |z — (0.6,0.6)T| < 0.25,

2.18
0, sonst. ( )

u(z,0.3) = {
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Abbildung 2.1: Ausschnitt [0,0.1] x [0,0.1] aus der verwendeten Triangulie-
rungen und der baryzentrischen Unterteilung.

Das Gebiet wird durch die baryzentrische Unterteilung (siche S. 18) einer Tri-
angulierung diskretisiert. Der Ausschnitt [0,0.1] x [0, 0.1] der Triangulierung
und der baryzentrischen Unterteilung sind in Abbildung 2.1 zu sehen.

Als Rekonstruktionsalgorithmus wird die im letzten Abschnitt beschriebene
Technik verwendet um Polynome des Grads eins zu rekonstruieren. Als Scha-
blonen werden zu jeder Zelle jeweils genau alle Kantennachbarn genommen.
Die Zeitdiskretisierung wird mit dem zweistufigen Verfahren von Shu und
Osher vorgenommen. In Abbildung 2.2 ist die berechnete Naherungslosung
entlang der Diagonalen von (0,0)” nach (1,1)” zusammen mit der exakten
Losung sowie der Naherungslosung der Basisdiskretisierung zu sehen.

12 T T T T

1 F

0.8 r

0.6

04

0.2 r

0

_02 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Abbildung 2.2: a) Exakte Losung, b) Naherungslosung aus der Basisdiskre-
tisierung sowie ¢) mit Polynom-Rekonstruktion zur Zeit 7= 0.3.

Die Oszillationen an den Unstetigkeitsstellen sind nicht zu iibersehen. Sie
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entstehen durch die Interpolation iiber die Unstetigkeitsstellen hinweg. Aus
der Literatur sind zwei grundsétzlich verschiedene Techniken bekannt um
dieses Oszillationsproblem zu l6sen. Die éltere Technik ist die Verwendung
von sogannten Limitern. Hierbei wird iiblicherweise in jedem Rekonstruk-
tionsschritt die Variation der Rekonstruktionsfunktion ¢ auf einer Zelle C;
mit der Variation der umliegenden Mittelwerte verglichen. Ist die Variation
von ¢° zu hoch, wird ¢' mit einem Dampfungsfaktor 6 € [0, 1], dem Limiter,
der trivialen Rekonstruktion ¢ = u; angeniihert:

§ = 061 + (1 - 0)g".

Fiir § = 1 findet keine Dampfung statt, ¢* = ¢*. Im anderen Extremfall
0 = 0 wird ¢ komplett ausgeschaltet, es ist dann ¢' = ¢"’. Zu niheren
Einzelheiten iiber diese Verfahren sei auf [Hem99] verwiesen. Dort wird auch
eine weitere Technik eingefiihrt, die Limiter unabhéngig von der Variation
der umliegenden Mittelwerte zu berechnen. In diesem Abschnitt werden wir
uns mit der zweiten Technik, den sogenannten wesentlich nicht oszillierenden
Verfahren (ENO-Verfahren) und deren Erweiterung auf gewichtete wesentlich
nicht oszillierende Verfahren (WENO-Verfahren) beschéftigen.
ENO-Verfahren auf Triangulierungen und auf allgemeineren Typen von Git-
tern wurden in [HC91] vorgestellt und spéter in [Son97al, [Abg94a] und
[Abg94b] weiterentwickelt und analysiert. In [LOC94] und [JS96] wurden
gewichtete ENO-Verfahren fiir eine Raumdimension vorgestellt. Diese Ver-
fahren wurden von uns auf den Fall von unstrukturierten Gittern iibertragen
(siehe [Fri98]).

2.2.2 Das Prinzip der WENO-Rekonstruktion

Das Prinzip des Rekonstruktionsalgorithmus’ fiir die Berechnung eines Re-
konstruktionspolynoms? p fiir eine Zelle C; kann wie folgt beschrieben wer-
den:

1. Bestimme eine Menge von numerisch zuléssigen Schablonen Sy, ... | S,,.

2. Fiir jede dieser Schablonen S; berechne das Rekonstruktionspolynom
Di-

3. Fiir jedes der Polynome p; bestimme einen Oszillationsindikator Ol(p;).

2 Das Grundprinzip ist nicht auf die Rekonstruktion von Polynomen beschrinkt. In
[Son97b] wird es in einem wesentlich allgemeineren Kontext angewandt.
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4. In Abhéngigkeit von den OI(p;) bestimme positive Gewichte w;, deren
Gesamtsumme eins ist. w; soll klein sein, wenn OI(p;) grof ist und
grofl, wenn OI(p;) klein ist.

5. Setze p =" w;p;.

Den klassischen Fall des (digitalen) ENO-Verfahrens erhélt man dadurch,
dass genau ein w;« auf eins gesetzt wird und alle anderen w; auf null, wobei
Die Motivation fiir die Auswahl mehrerer Schablonen fiir die Rekonstruktion
auf einer Zelle besteht darin die Interpolation {iber Unstetigkeitsstellen von u
hinweg zu umgehen: Befindet sich unter den ausgewéhlten Schablonen eine,
die keine Unstetigkeitsstelle von w enthélt, so wird die Oszillation des zu-
gehorigen Polynoms deutlich kleiner sein als die Oszillation von Polynomen,
die iiber Unstetigkeitsstellen von u hinweg interpoliert wurden. Durch die
ensprechende Gewichtung hat dann auch das resultierende Polynom p eine
geringe Oszillation, selbst wenn Unstetigkeitsstellen in der Nahe der betrach-
teten Zelle C sind.

Der zweite Schritt des Algorithmus, die Berechnung der p;, wird geméfl Be-
merkung 2.1.8 durchgefiihrt, der fiinfte Schritt ist trivial. Alle anderen Schrit-
te erfordern genauere Betrachtungen, die wir in den folgenden Abschnitten
durchfiihren.

Satz 2.2.1. Der oben beschriebene Rekonstruktionsalgorithmus ist unter den
Voraussetzungen von Satz 2.1.13 ein Rekonstruktionsalgorithmus der Fehler-
ordnung @ + 1.

Beweis. p ist eine Konvexkombination der p;. Also gilt

o) @) =[S wle) > wu(o)
=[S o) — ule))| € 3 ) — uta)

< max |pi(o) — (o))

Da alle p; nach Satz 2.1.13 die behauptete Fehlerordnung ) 4+ 1 haben, folgt
die Behauptung. O

2.2.3 Auswahl von Schablonen

Die Auswahl von Schablonen héngt stark von der Art der verwendeten Gitter
G und vom Polynomgrad @ ab. Wir beschrénken uns in diesem Abschnitt auf
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die Polynomgrade ) = 1 und ) = 2 und betrachten zum einen Gitter vom
Box-Typ (siehe Definition 1.2.6, S. 20). Der fiir uns wichtigste Spezialfall
solcher Gitter ist die baryzentrische Unterteilung einer Triangulierung. Zum
anderen betrachten wir den Fall, in dem G eine Triangulierung ist.

Wie in [Abg94a, Abg94b, Son97a] verwenden wir keine iiberbestimmten Scha-
blonen. Wir setzen also K (1) := D(1) = 3 und K(2) := D(2) = 6 (sieche
Definition 2.1.3, S. 40).

Polynomgrad eins
Fiir den Polynomgrad ) = 1 miissen wir zur Zelle C] noch zwei Zellen

hinzunehmen um eine Schablone zu erhalten.

Gitter vom Box-Typ Fiir Gitter vom Box-Typ wihlen wir alle Paare
von Kantennachbarn von (7, die selbst untereinander Kantennachbarn sind
(siche Abbildung 2.3).

Abbildung 2.3: Schablone fiir Polynomgrad eins.

Verwenden wir die baryzentrische Unterteilung einer Triangulierung, so
kénnen wir die topologischen Informationen der Triangulierung ausnutzen
um eben diese Schablonen zu erhalten. Nach Konstruktion gibt es eine bi-
jektive Beziehung zwischen den Eckpunkten der Dreiecke und den Zellen
der baryzentrischen Unterteilung. Die drei Zellen, die den Eckpunkten jedes
Dreiecks zugeordnet sind, definieren jeweils eine Schablone.

Triangulierungen Fiir Triangulierungen verwenden wir die Schablonen,
die in [HS99] angegeben sind. Dies sind die zentral ausgerichteten Schablo-
nen {13,7;,1;}, {Th,1;, T} und {11,T},T;} sowie die stirker einseitig aus-
gerichteten Schablonen {T3,7;,7;,}, {T1,T;, T, }, {Th,1;,1;,}, {11, 15,15},
{1, Ty, Ty, } und {1, T}, Ty, } (siche Abbildung 2.4).

Bemerkung 2.2.2. Fiir den Polynomgrad eins kénnen wir eine geometri-
sche Bedingung fiir die Zuléssigkeit einer Schablone angeben: Eine Schablo-
ne fiir Polynomgrad eins aus drei Zellen ist genau dann zuldssig, wenn die
Schwerpunkte der drei Zellen nicht kollinear sind.
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5,
jl

Abbildung 2.4: Kantennachbarn von Dreieck T} sowie deren Kantennach-

barn.

Polynomgrad zwei

Fiir den Polynomgrad ) = 2 miissen wir zur Zelle C noch fiinf Zellen a, b,
c, d, e hinzunehmen um eine Schablone zu erhalten.

Gitter vom Box-Typ Fiir Gitter vom Box-Typ sind unterschiedlich stark
zentral oder einseitig ausgerichtete Schablonen denkbar. Wir haben zunéchst
vier verschiedene Typen betrachtet, die in Abbildung 2.5 dargestellt sind.
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VaaV
R

aVa
‘%'
A%

5
)
B!
v
Ty
T
L
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Y

0
17

Abbildung 2.5: Typ 1-4 von Schablonen fiir Polynomgrad zwei.

Numerische Experimente haben dann ergeben, dass nicht die volle Auswahl
erforderlich ist. Typ 2 als zentral ausgerichteter Typ und Typ 4 als einsei-
tig ausgerichteter Typ reichen aus um sowohl Testfdlle mit starken Unste-
tigkeiten als auch glatte Testfille gut rechnen zu koénnen. In keinem Fall
hat die zusétzliche Verwendung der Typen 1 und 3 zu einer wesentlichen
Verédnderung der Ergebnisse gefiihrt.

Wir beschreiben die Konstruktion der Schablonen wiederum zunéchst oh-
ne die Annahme, dass eine baryzentrische Unterteilung einer Triangulierung
verwendet wird und dann unter Ausnutzung einer Triangulierung:

Die Zellen a und b sind wie beim Polynomgrad 1 ein Paar von Kantennach-
barn von C, so dass a und b selbst Kantennachbarn sind. Daraus werden

Typ 2 und Typ 4 wie folgt aufgebaut:
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Typ 2: e Zelle c ist Kantennachbar von Zelle C; und von Zelle a,
Zelle d ist Kantennachbar von Zelle C; und von Zelle b,

Zelle e ist Kantennachbar von Zelle a und von Zelle b.

Typ 4: e Zelle c ist Kantennachbar von Zelle a und von Zelle b,

Zelle d ist Kantennachbar von Zelle a und von Zelle c,

o Zelle e ist Kantennachbar von Zelle b und von Zelle c.

Nutzt man die priméren Dreiecke einer baryzentrischen Unterteilung aus, so
kann man diese Schablonen wie folgt erhalten (siche auch Abbildung 2.5):

Typ 2: Zu jedem Dreieck Dy, von dem ein Eckpunkt der Punkt P, ist, der der
Zelle C; zugeordnet ist, nehme man die drei Nachbardreiecke hinzu
und bilde eine Schablone aus den Zellen, die den Eckpunkten dieser
vier Dreiecke zugeordnet sind.

Typ 4: Zu jedem Dreieck Dq, von dem ein Eckpunkt der Punkt P ist, der der
Zelle C zugeordnet ist, nehme man das Nachbardreieck Ds hinzu,
das dem Punkt P; gegeniiber liegt. Dazu addiere man die zwei von
D1 verschiedenen Nachbarn von D und bilde eine Schablone aus den
Zellen, die den Eckpunkten dieser insgesamt vier Dreiecke zugeordnet
sind.

Triangulierungen Fiir den Fall von Triangulierungen verwenden wir
wiederum die Schablonen, die fiir den Polynomgrad ¢ = 2 in [HS99]
angegeben sind. Die bis zu sechs Schablonen sind gleichartig, es gibt
keine Abstufung von verschieden stark zentral ausgerichteten Schablo-
nen. {Tlv 1,1, Tiy, T, ka}> {Th ., 1, 1;,, 1;, Tja}v {Tlv 1;,1;,, 15, T;, Tib}7
{T17 15, T, Tj,, Tk, Tka}v {Tlv T, Try, Ty, 15, ij} und {Tlv T, Try, Thy» Ti, Tza}
(siche wiederum Abbildung 2.4).

2.2.4 Oszillationsindikatoren fiir Polynome

Fiir ein gegebenes Polynom p vom Grad @) fiir Zelle C; wird ein geeigneter
Oszillationsindikator OI(p) gesucht.

In [Abg94b] wird nachgewiesen, dass, wie im eindimensionalen Fall, die Be-
tragssumme der fithrenden Polynomkoeffizienten

OLi(p) = 3" laa (2.19)
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die Eigenschaft hat gegen unendlich zu gehen, wenn die Feinheit h(C}) gegen
null geht und eine k-te Ableitung mit £ < @) von u in der jeweiligen Schablone
unstetig ist. Sind hingegen alle k-ten Ableitungen mit £ < @ stetig, so
bleibt OI4(p) beschrankt. Mit dieser Begriindung wird OI4 in [Abg94b] als
Ostzillationsindikator verwendet.

Leider stellte sich bei unseren Testrechnungen heraus, dass fiir Q = 2 die-
ser Indikator zu teilweise stark oszillierenden Losungen fithrt. Als mogliche
Begriindung kann Satz 2.1.11 herangezogen werden. Dort haben wir nachge-
wiesen, dass insbesondere die fithrenden Koeffizienten von p sehr empfindlich
von den Daten u, abhidngen. Daher ist es nicht {iberraschend, wenn der
Indikator Ol zu empfindlich auf Stérungen in den Daten reagiert und die
Gewichtung oder Auswahl der Polynome p; dadurch vollig chaotisch wird.
Versteht man unter der Oszillation von p die Totalvariation von p auf C; so
kommt man zu dem Indikator

Da die Normen in Funktionenridumen iiblicherweise nur fiir skalare Funktio-
nen definiert werden, miissen wir klarstellen, was wir unter der L;-Norm des
Gradienten verstehen wollen. Zum einen kann man darunter die L;-Norm ei-
ner Vektornorm von Vp verstehen, zum anderen kann man umgekehrt darun-
ter verstehen die L;-Norm jeder Komponente von Vp zu berechnen und dann
eine Vektornorm des resultierenden Normen-Vektors zu nehmen. Nimmt man
als Vektornorm in beiden Féllen die Betragssummennorm, so erhélt man in
beiden Féllen dieselbe Norm:

[ 19p(a) 1z = / (p(a))s| + |(Fp(e)aldr

/] Vp(z ]dx+/} Vp(z }dx

(H VoDl 1 OFP D )

Da alle Vektornormen des R #quivalent sind, sind alle Normen, die man
durch die oben beschriebenen Techniken erhélt, dquivalent. Wir haben fiir
unsere Rechnungen

IVl Ly \/|| VoL, ey + 1(VD)allZ, ey

1.

gesetzt.
Leider ist die Berechnung der L;-Norm auf unseren Zellen sehr aufwendig,
da beim Integrieren die Zellen an der Linie Vp = 0 geteilt werden miissen.
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Wegen des Schnitts, der von p abhéngig ist, miissen die Integrale jedesmal
neu berechnet werden. Deshalb haben wir den Indikator

O, (p) = |Vl ey, = ( [+ dx) T

C1

definiert. Dieser Indikator ldasst sich zumindest fiir die Polynomgrade @ = 1
und () = 2 mit relativ geringem Aufwand berechnen. Fiir Q = 1 ist Vp =

(a@,0); @(0,1)), also

OlL,(p) = (|C’1\(a%170) + a%o,n))i-

Fir Q = 2 ist (Vp), = aq,0) +20(2,0)(x — T, )y +aq,)(x —Te, )y und (Vp), =
a1y + a@1) (T =T, )1 + 2a02) (T — Te, )y, also

2,0
OlL,(p) = (|Cl‘ (a%m) + Q%O,l) + (a%l,l) + 4‘1%2,0))¢4<01)X(c1 :
0,2

+ (a%l,l) + 4a%0,2))A<CI>Xé‘1 : 1

2

+daq ) (aeo) + CL(OQ))A(Cl)X(clfU)) '

Da wir die benétigten A(C1)Xg, als Gitterdaten speichern, ist der Rechen-
aufwand gering.

Bei keiner der durchgefiihrten Vergleichsrechnungen waren deutliche Unter-
schiede zwischen den Ergebnissen mit OIj, und OI}, zu erkennen.

Ein weiterer Oszillationsindikator aus [Fri98] ist die Ubertragung eines Vor-
schlags aus [JS96] auf den zweidimensionalen Fall:

Ols(p) :=( 3 / h2a'4<01><Dap<x>)2dx)é- (2.22)

1< <@,

Mit diesem Oszillationsindikator erhélt man sehr dhnliche Ergebnisse wie
mit OIr,. In [Fri98] haben wir noch OI;s bevorzugt, da wir fiir den Ringleb-
Testfall (siehe Abschnitt 4.2) mit Ol;5 etwas geringere Fehler erhielten als
mit Oly,. Bei Testfdllen mit starken Unstetigkeiten in den Daten zeigt sich
allerdings, dass die Ergebnisse mit O[;¢ stirker zu Irregularitdten neigen als
mit OIy,. Das kann man bereits beim Stofrohrproblem erkennen (siehe Ab-
schnitt 4.1). Deshalb haben wir bei allen Rechnungen fiir diese Arbeit aufier
den Vergleichstests immer mit dem Oszillationsindikator OI,, gerechnet.

2.2.5 Berechnung der Gewichte

Wir haben oben schon angedeutet, in welcher Weise die Gewichte w; aus den
OI(p;) berechnet werden sollen:
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Digitales ENO-Verfahren

Bei den klassischen ENO-Verfahren wird aus den berechneten p; dasjenige
p := p;= ausgewahlt, das die geringste Oszillation hat. Aufgrund dieser digi-
talen Auswahl sprechen wir auch vom digitalen ENO-Verfahren. Die Auswahl
erreicht man durch die Gewichte

{1, falls OI(p;) = min OI(p;),
w; = j=1,....m

0, sonst.

Dabei wird stillschweigend vorausgesetzt, dass das Minimum nur fiir ein ¢
angenommen wird.

Man kann sich an einem eindimensionalen Beispiel leicht iiberlegen, dass
die Berechnung von p durch ein digitales ENO-Verfahren kein sachgemé&fl
gestelltes Problem ist, das heifft p hdngt nicht stetig von den Daten ab:

c, G C
Abbildung 2.6: Beispielproblem fiir das digitale ENO-Verfahren.

Wir nehmen die Situation aus Abbildung 2.6 an. Zu Zelle '} sind die zwei
Schablonen Sy := {C, Cy} und S, := {C, C, } gegeben sowie die Mittelwerte
Uy # uy = u,. Als Rekonstruktionspolynome (@ = 1) ergeben sich p, und
Pr, Pe # pr- Nimmt man als Oszillationsindikator den Betrag der Steigung,
so ergibt sich keine eindeutige Auswahl von p, oder p,, da die Betridge der
Steigungen iibereinstimmen. Stért man den Wert u,. um ein beliebig kleines
g, so springt die Auswahl je nach Vorzeichen von € zwischen p, und p, hin und
her. In zwei Raumdimensionen und fiir héhere Polynomgrade sind weit mehr
Situationen moglich, in denen die Oszillationsindikatoren von verschiedenen
Polynomen iibereinstimmen.

Das Problem lésst sich dadurch umgehen, dass man auf die digitale Auswahl
eines Polynoms verzichtet und stattdessen eine Konstruktion vornimmt, die
p in stetiger Abhéangigkeit von den Daten berechnet.
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Gewichtetes ENO-Verfahren

Fiir § > 0 und € > 0 definieren wir

wi(S;) - (e + Ol(p:)) ™
S wi(Si) - (e + Ollp;) P

Der einzige Sinn von ¢ ist, in obigem Ausdruck die Division durch null zu ver-
hindern. Wir haben ¢ auf die Rechnergenauigkeit gesetzt (~ 107!). Durch 3
wird gesteuert, wie empfindlich die Gewichte von den Oszillationen abhé&ngen.
Man {iberlegt sich leicht, dass fiir 5 — 0 die Abhéngigkeit der w; von den Os-
zillationen abgeschaltet wird, also alle p; gleichgewichtet werden. Fiir § — oo
geht das gewichtete ENO-Verfahren formal in das digitale ENO-Verfahren
iiber.

In [LOCY4| wird eine ENO Eigenschaft definiert. Diese erfordert 5 > m zu
setzen. Uns scheint diese Begriffsbildung sehr willkiirlich zu sein, weshalb
wir, wie auch Jiang und Shu in [JS96], auf diese Eigenschaft verzichten.
Verschiedene Testrechnungen haben gezeigt, dass zumindest fiir Q < 2 die
Wahl 3 = 4 meistens ausreichend ist. Um sicherzugehen haben wir g := 8
gesetzt.

Die wy(S;) in (2.23) sind unabhéngig von der Oszillation der p;. Sie kénnen
dazu verwendet werden unterschiedliche Typen von Schablonen unterschied-
lich stark zu gewichten. Bei Gittern vom Box-Typ gewichten wir damit
bei Polynomgrad ) = 2 die zentral ausgerichteten Schablonen vom Typ 2
zwolfmal stérker als die stark einseitig ausgerichteten Schablonen vom Typ 4.
Dies fiihrt zu einer hoheren Regularitdt der Losungen als die Gleichgewich-
tung. Die Qualitit der Losungen ist fiir Ubergewichtungen zwischen fiinf
und zwanzig sehr dhnlich. Die Wahl des Faktors zwolf in diesem Bereich ist
willkiirlich.

In Abbildung 2.7 sind die Naherungslosungen mit dem gewichteten ENO-
Verfahren fiir unser Modellbeispiel dargestellt. Im Vergleich mit Abbil-
dung 2.2 sieht man, dass die mit der naiven polynomialen Rekonstruktion
aufgetretenen Oszillationen jetzt verschwunden sind.

w; =

(2.23)

2.3 Ubertragung auf die Euler-Gleichungen

In den bisherigen Abschnitten dieses Kapitels haben wir die Rekonstruktion
von skalarwertigen Funktionen aus Zellmittelwerten beschrieben. Bei Sys-
temen von Erhaltungsgleichungen, insbesondere bei den Euler-Gleichungen,
ist u allerdings vektorwertig.
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Abbildung 2.7: a) Exakte Losung, b) Nidherungslosung aus der Basisdis-
kretisierung, ¢) mit WENO-Rekonstruktion (¢ = 1) und d) mit WENO-
Rekonstruktion (¢ = 2) zur Zeit T' = 0.3.

2.3.1 Rekonstruktion in Zustandsvariablen

Wie bereits angedeutet, 16sen wir die Rekonstruktion von vektorwertigen
Funktionen, indem wir die oben beschriebenen Techniken zur Rekonstrukti-
on skalarwertiger Funktionen aus Zellmittelwerten auf die einzelnen Kompo-
nenten von u anwenden.

Es ist in den Anwendungen der Euler-Gleichungen allerdings iiblich, die Re-
konstruktion nicht in den Komponenten der Zustandsvariablen vorzunehmen
sondern aus diesen zunéchst einen anderen Variablensatz zu bestimmen und
die Komponenten dieses Satzes zu rekonstruieren.

2.3.2 Rekonstruktion in primitiven Variablen

Die GroBlen p, vi, vo und p werden auch die primitiven Variablen genannt.
Wir fassen diese Variablen in dem Vektor

7 := (p,v1,v2,p)"
zusammen. Die Komponenten von u sind
u = (p, pv1, pva, pE)”
und der Druck ist durch die Zustandsgleichung fiir idealas Gas,

[v[?

p=(y—1)p(E— 7),
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gegeben (siehe S. 15). Da die Dichte immer positiv und insbesondere von
null verschieden ist, kann zwischen den beiden Variablensétzen bijektiv tran-
formiert werden:

u2/u1
uz/uy
(v = V(s — (u3 + u3)/(2um))

(2.24)

und

01
w— 9102 , (2.25)
0103

o1/(y—1) + 301(03 + 03)

Fiir die Rekonstruktion werden nun aus den Néherungswerten fiir die Mit-
telwerte von u mittels Gleichung (2.24) Ndherungswerte fiir die Mittelwerte
von o berechnet. Daraus werden komponentenweise Rekonstruktionspoly-
nome berechnet, deren Werte an den Gauflknoten mittels Gleichung (2.25)
wieder in Erhaltungsvariable umgerechnet werden kénnen.

Aufgrund der Nichtlinearitét der Transformationen ergibt sich dabei aber ein
Konsistenzproblem, da die Transformationen nicht mit der Mittelwertbildung
vertauschbar sind.

Satz 2.3.1. Seien p, vi, vo zweimal stetig differenzierbar auf Q. Alle drei
Grdfien seien beschrinkt. Ferner gelte fir die Dichte p > K > 0 mit einer
globalen Konstante K. Dann gilt fiir jede Zelle C eines Gitters G von ()

A©C)(pvy) _ o
S, = AC +OMC)), =12 und

—12(A(C)(pv;))” 2
= D(A)pE) - =2 EIIY - 4+ 0O

Zumindest die erste Abschdtzung ist scharf.

Zum Beweis benétigen wir das folgende Lemma, das in [Son97b] bewiesen
wird.

Lemma 2.3.2. Fiir den Zellmittelungsoperator gilt im Schwerpunkt eine
besondere Approximationseigenschaft: Ist C eine Zelle eines Gitters und
f:C — R zweimal stetig differenzierbar, so gilt

AC)f = f(@e) + O(r*(C)).
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Beweis des Satzes. O.B.d.A. sei T¢ = 0. Fiir die erste Abschitzung definie-
ren wir die Funktionen

3(x) = plx) — A(C)p, und
Vv(z) == vi(z) — A(C)v;.

Per definitionem ist [, p(x)dz = 0 und [, V;(x)dz = 0. Damit gilt:

A pv) 1 Jo(AC)p + (@) (AC); +7y()) da
A(C)p AC)p
_ A (pvy)
= Ay, + AN,

Nach Voraussetzung lédsst sich A(C')p nach unten durch K abschétzen. Wir
miissen also jetzt noch A(C)(pv;) abschétzen. Dazu betrachten wir die
Taylor-Entwicklung von p und von v; um 0. Fiir x € C' ist

pa) = (p(0) = AC)p) + 37 Dp(0) -2 + O(h*(C)) und

laf=1
W) = ((0) = ACM) + Y DWi0) - a* + O(h*(C)).
laf=1

Die geklammerten Differenzen konnen mit Hilfe des Lemmas jeweils durch
O(h*(C)) abgeschitzt werden. Multipliziert man aus und beachtet dabei,
dass die Mittelwerte der z* fiir |a| = 1 null sind, so erhélt man

AC)(p7;) = 21p(0) - Bvi(0) - AC) (X5)
+(01p(0) - Bav1(0) + 2p(0) - B1v1(0)).A (C)( )
+82p(0) - Byv1 (0) - A(C)(XT?) + O(WH(C)).

Da fiir |a] =2
A(C)(XE) = O(h*(C))

ist, erhélt man insgesamt die erste Abschéitzung. Wenn man davon ausgeht,
dass eines der Produkte Oyxp(0) - Opv1(0) nicht verschwindet, so sieht man,
dass die Abschétzung scharf ist. Bei der zweiten Abschétzung miissen wir
nur die nichtlinearen Terme betrachten. Diese kénnen wir durch wiederholtes
Anwenden des Lemmas nachweisen:

(A (v))® (p(0)v;(0) + O(R2(C)))?

AC)yp p(0) + O(h*(C))
p*(0)v3(0)
p(0)

+0O(h*(C)) = A(C)(pv;) + O(R*(C)).
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Dabei wurde wiederum die Beschranktheit von p und v, sowie p > K ausge-
nutzt. 0

Aufgrund dieses Satzes sollte man fiir Polynomgrade ) > 2 nicht in primi-
tiven Variablen rekonstruieren, da die Mittelwerte der primitiven Variablen
nicht mit der erforderlichen Genauigkeit bestimmt werden kénnen. In allen
von uns durchgefiihrten Vergleichsrechnungen zeigte sich fiir ) = 2 aber kein
Ordnungs-Einbruch. Es ist ungeklart, woran dies liegt. Die Ergebnisse mit
Rekonstruktion in primitiven Variablen sind sogar meistens besser als die mit
Rekonstruktion in den Zustandsvariablen. Trotz des Satzes bevorzugen wir
deshalb auch fiir ) = 2 die primitiven Variablen vor den Zustandsvariablen.

2.3.3 Rekonstruktion in entkoppelten Variablen

Zur Motivation einer vollig anderen Wahl des Koordinatensystems, die in
[HS99] beschrieben wird, miissen wir uns anschauen, wozu wir die Rekon-
struktionspolynome in unserem Finite-Volumen-Verfahren einsetzen: Wir
werten sie an den GaufBlknoten der Zellrinder aus um mit Hilfe einer nu-
merischen Flussfunktion f(u)-n zu approximieren.

Fiir die Flussfunktionen der Euler-Gleichungen gilt eine besondere Eigen-
schaft:

Lemma 2.3.3. Die Flussfunktionen f; und fy der Fuler-Gleichungen sind
homogen vom Grad eins, das heifit, es gilt

fz(u) = Vufz(u)ua 1=1,2.

Der Beweis geht durch Nachrechnen.

Wegen der Homogenitdat der Flussfunktionen ist also f(u)-n = A(u,n)u
mit der Matrix A(u,n) = V,f(u) - n. A(u,n) ldsst sich durch A(u,n) =
P~ (u,n)A(u,n)P(u,n) diagonalisieren (siche Abschnitt 1.1, S. 13ff.). Es ist
also

A(u,n) = P(u,n)A(u,n)P*(u,n)
und daher
f(u)-n = Plu,n)A(u,n)P ' (u,n)u.

Dies fiihrt zu dem Ansatz fiir jede Kante einer Zelle eine mittlere Jacobi-
Matrix A(u, n) zu bestimmen, fiir diese Matrix die Diagonalisierungsmatrizen
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P und P~! zu berechnen und diese fiir eine lineare Koordinatentransformati-
on im Zustandsraum zu verwenden. Wir berechnen also aus den vorhandenen
Daten wu; die Daten

X = P7'w,, (2.26)

rekonstruieren diese Daten komponentenweise und rechnen dann bei der Aus-
wertung durch Linksmultiplikation mit P zuriick. Da der Zellmittelungsope-
rator linear ist, entsteht durch diese lineare Koordinatentransformation kein
Konsistenzfehler, es ist A(C)(P~'u) = P71 A(C)u.

Wir verwenden fiir eine Kante im Inneren von 2
A(u,n) = A(t(w +1,),n),

wobei u, und u, die Mittelwerte auf den angrenzenden Zellen sind und fiir
Randkanten

A(u,n) == AT, n),
wobei u; der Mittelwert auf der angrenzenden Zelle ist.
Die Matrizen P und P~* werden geméfl Bemerkung 1.1.3, S. 15, berechnet.
Durch Verwendung dieser Transformation erhdlt man insbesondere bei
Stromungsféllen mit starken Unstetigkeiten in den Daten deutlich bessere
Ergebnisse als mit primitiven Variablen oder Zustandsvariablen.
Die Verwendung dieser Transformation hat aber einen grofien Nachteil: Die
Transformationen sind fiir jede Kante einer Zelle unterschiedlich. Deswe-
gen kann nicht, wie sonst, ein einziges Rekonstruktionspolynom pro Zelle
berechnet werden, sondern pro Kante miissen die Rekonstruktionspolynome
fiir die beiden angrenzenden Zellen berechnet werden. Bei der baryzentri-
schen Unterteilung einer Triangulierung besteht der Rand der meisten Zellen
aus zwoOlf Kanten. Fiir diese Zellen muss also zwolf Mal statt sonst nur ein
Mal rekonstruiert werden. Da ab dem Polynomgrad ¢ = 2 der Rechenauf-
wand des Finite-Volumen-Verfahrens vom Aufwand der Rekonstruktionsbe-
rechnung dominiert wird, ergibt sich eine drastische Erhéhung des Gesamt-
aufwands. Verwendet man zur rdumlichen Diskretisierung als Gitter eine
Triangulierung, so ist das Verhéltnis nicht ganz so dramatisch, da hier der
Rand jeder Zelle nur aus drei Kanten besteht. Es ergibt sich also nur ein
Faktor drei.

2.3.4 Algorithmische Umsetzung

Zur Auswahl der Schablonen ist es erforderlich den in Abschnitt 1.4, S. 30ff.,
definierten Daten eines Gitters G noch fiir jede Zelle die Indizes der Kanten-
nachbarn hinzuzufiigen. Diese Daten kann man aus dem Array innereKan-
teZelle()() bestimmen. Ferner werden die Schwerpunkte Z¢; aller Zellen Cj
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von G sowie fiir Polynomgrad @ = 2 die A(C;)X¢ , |a| = 2, aller Zellen Cj
von G benétigt.

Prozedur 2.1: WENO-REKONSTRUKTION()

Eingabe: G: Gitter (plus Kantennachbarn, Schwerpunkte und (¢ = 2) Mit-
telwerte der Monome vom Grad zwei),
u: Array von Zellmittelwerten,
1: Index der Zelle, fiir die ein Rekonstruktionspolynom berechnet werden
soll.

Ausgabe: p: Rekonstruktionspolynom fiir Zelle C.
Start

o {S;,7=1,...,m} :=SCHABLONEN(G,1)

e FUR j VON 1 BIS m:

o p; :==REKONSTRUKTIONSPOLYNOM(G, S;, u)

o 0; :=OSZILLATIONSINDIKATOR (p; )
e p:=20
e FUR 7 von 1 bis m:

o p:= p+GEWICHT(J,{0;})-p;
Ende.
Die Hilfsprozeduren ergeben sich wie folgt aus dem Text dieses Kapitels:
SCHABLONEN(G, i) Siehe Abschnitt 2.2.3.
REKONSTRUKTIONSPOLYNOM(G, S;, ) Siehe Bemerkung 2.1.8.
OSZILLATIONSINDIKATOR(p;) Siehe Abschnitt 2.2.4.

GEWICHT(j, {0;}) Siehe Abschnitt 2.2.5.
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Kapitel 3

Beschleunigung des
Finite-Volumen-Verfahrens

3.1 Beschleunigung durch lokale Gitteradap-
tion

Eine wichtige Technik zur Beschleunigung ist die sogenannte h- bzw. Gittera-
daptivitdt. Dabei wird versucht die Gitterweite h lokal an die Erfordernisse
der Losung angepasst zu wihlen. Man erreicht eine Beschleunigung, da ins-
gesamt eine kleinere Zellenzahl erforderlich ist als bei einem global feinen
Gitter.

Die Umsetzung dieses Konzepts beinhaltet zwei Teilaufgaben. Zum einen
muss moglichst automatisch aus einer Naherungslosung ermittelt werden,
wo das Gitter feiner aufgelost werden muss und in welchen Bereichen
moglicherweise eine grobere als die aktuelle Gitterweite ausreichen wiirde.
Zum anderen muss dann die lokale Verfeinerung oder Vergroberung des Git-
ters geometrisch umgesetzt werden.

3.1.1 Adaptionsindikator

Gegeben sei ein Gitter G sowie eine Ndherungslosung u(t) von Mittelwerten
der Zustandsgroflen auf den Gitterzellen zur Zeit t.

Grundsétzlich kann man die in der Literatur beschriebenen Adaptionsindi-
katoren in zwei Kategorien einteilen:

In der Ingenieursliteratur wird oft versucht Stromungscharakteristika wie
StoBe und Kontaktunstetigkeiten zu detektieren und diese dann moglichst
fein aufzulosen (siehe z.B. [RBY92]). Dazu werden je nach gesuchten Merk-
malen die Gradienten unterschiedlicher Stromungsvariablen gemessen und
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die Gitter dann dort verfeinert, wo die Gradienten besonders steil sind.

In der zweiten Kategorie wird stattdessen versucht den Fehler der Lésung zu
kontrollieren: Das Gitter soll so an die Losung angepasst werden, dass mit
moglichst geringem Aufwand, also wenig Gitterzellen, einige Iterationsschrit-
te weitergerechnet werden kann. Dabei soll gleichzeitig der Fehler moglichst
klein sein. Dazu miisste im Idealfall der Fehler gemessen werden, der in den
einzelnen Zellen entsteht, was iiblicherweise nicht moglich ist. Es ist jedoch
moglich Abschétzungen des Fehlers vorzunehmen und diese als Adaptionsin-
dikatoren einzusetzen (siehe [SS94, SW96]).

Praktisch vergleichbare Ergebnisse erhédlt man durch eine wesentlich weniger
aufwendige Technik, die sich insbesondere fiir baryzentrische Unterteilungen
von Triangulierungen gut einsetzen lisst (siehe [Son93]): Man interpretiert
die Losung als stiickweise linear auf den Dreiecken. Diese lineare Losung
setzt man nun auf jedem Dreieck in die Erhaltungsgleichung ein (fiir die
Zeitableitung benttigt man eine zweite Losung u(t + At)). Die Grofie des
resultierenden Residuums verwendet man dann als Adaptionsindikator.

Mit diesem Indikator kann man sehr gute Ergebnisse erzielen. Es ist aller-
dings nicht ganz einfach bei einer gegebenen Konfiguration den Schwellwert
des Indikators zu wéhlen, ab dem verfeinert bzw. vergrébert werden soll.
Wir haben den Adaptionsindikator verwendet, der in [Hem99] beschrieben
wird. Bei diesem Indikator fallt die Wahl der Schwellwerte deutlich leichter.
Auch hierbei beschrinken wir uns auf den Fall, dass G die baryzentrische
Unterteilung einer Triangulierung ist: Fiir die m Komponenten von u(t)
wird

dy == max Uip — {nin Uig, k=1,...,m, (3.1)
1=1,..., 1=1,...,
berechnet. Fiir jedes Dreieck T seien T, T% und T? die Indices der drei Eck-
punkte von T'. Wir nutzen wieder aus, dass jeder Punkt der Triangulierung
einer Zelle von G entspricht und berechnen fiir das Dreieck den Indikatorwert
jotys TR T s T

AIT) := jnax R . (3.2)

€ :=2-1071% dient nur dazu eine Division durch null zu vermeiden.
Zusétzlich zu diesem Adaptionsindikator kontrollieren wir beim Adaptieren
die Flacheninhalte der Dreiecke. Es wird ein minimaler Flacheninhalt der
Dreiecke vorgegeben und sichergestellt, dass unabhéngig vom Wert des Adap-
tionsindikators beim Verfeinern keine Dreiecke mit kleinerem Flacheninhalt
erzeugt werden.
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3.1.2 Gitterverfeinerung und -vergroberung

Fiir die Verdnderung des Gitters gibt es verschiedene Techniken (siehe z.B.
[PVMZ87, Ban91, Hem96]). Wir verwenden die Implementierung der Rot-
Griin-Verfeinerung/-Vergroberung von D. Hempel (sieche [Hem96, Hem99]).
Bei diesem Verfahren wird jedes zur Verfeinerung markierte Dreieck in
vier isotrope Dreiecke unterteilt (man nennt diese Unterteilung auch Rot-
Verfeinerung). Bei Nachbardreiecken von verfeinerten Dreiecken entstehen
dadurch sogenannte hdngende Knoten, die in unseren Triangulierungen nicht
zuldssig sind (siehe Abbildung 3.1 links). Dreiecke mit mehr als einem
héngenden Knoten werden nun sukzessive auch rot verfeinert. Alle Dreiecke
mit genau einem hidngenden Knoten werden zum Abschluss grin verfeinert.
Dazu wird der héngende Knoten mit dem gegeniiber liegenden Eckpunkt
verbunden (siehe Abbildung 3.1 rechts).

Abbildung 3.1: Rot-Verfeinerung (links) und Griin-Verfeinerung (rechts).

Wird eine bereits so verfeinerte Triangulierung weiter verfeinert, dann wer-
den zunéchst alle Griin-Verfeinerungen riickgéingig gemacht. Dadurch wird
sichergestellt, dass selbst bei beliebig grofler Zahl von sukzessiven Verfeine-
rungen die Winkel der resultierenden Dreiecke nach unten beschriankt blei-
ben.

Das verwendete Verfahren beinhaltet auch eine Technik zum lokalen Ver-
grobern von vorher verfeinerten Triangulierungen. Die grobste dabei zu er-
reichende Triangulierung ist die Ausgangstriangulierung.

Verbunden mit dem Verfeinerungs- und Vergréberungsalgorithmus ist ein
Interpolationsverfahren, durch das die Daten u(t) bei Erhaltung des Gesamt-
integrals auf das verdnderte Gitter {ibertragen werden. Dabei wird das auch
fiir die Flussberechnungen eingesetzte Rekonstruktionsverfahren eingesetzt
um die formale Genauigkeit der Daten zu erhalten.

3.1.3 Rechenaufwand

Der Rechenaufwand fiir die Durchfithrung sowohl des Indikators als auch der
Verfeinerungen und Vergroberungen zusammen mit der Dateninterpolation
ist proportional zur Zellenzahl #G. Das heifit, der gesamte Aufwand fiir eine
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Gitteradaption ist K4 - #G. Die Grofle von K4 ist etwa vergleichbar mit der
Grofe von K (siehe Abschnitt 1.4.3, S. 35ff.).

Will man den Aufwand fiir eine Berechnung mit Gitteradaption mit dem
Aufwand fiir die Berechnung auf einem global feinen Gitter Gy, verglei-
chen, so muss man ermitteln, auf welchen Teilmengen des Gebietes () eine
hohe Auflésung notig ist und auf welchen nicht. Typisch fiir die von uns
betrachteten hyperbolischen Erhaltungsgleichungen sind Losungen, die Uns-
tetigkeiten in u oder in einer Ableitung von u auf (eindimensionalen) Kurven
haben, die dazwischen aber glatt sind. Im glatten Bereich der Losung ist
eine relativ grobe Auflosung des Gitters ausreichend, so dass die maximale
Auflésung nur entlang der genannten Kurven erforderlich ist.

Bezeichnen wir den minimalen Zelldurchmesser mit A so ergeben sich fiir

fein>
ein global feines Gitter (’)(h;efn) Zellen und fiir ein lokal adaptiertes Gitter
nur O(hy,;,) Zellen.

Je kleiner hy,,, wird, desto grofier wird der Rechenzeitgewinn durch den Ein-
satz der Gitteradaption.

3.1.4 Speicheraufwand

Der Rechenzeitgewinn wird durch Verwendung von angepassten Gittern und
Vermeidung von unnétig feinen Auflésungen in weiten Bereichen des Gebietes
erreicht. Man spart im selben Mafle Speicherplatz ein, da natiirlich auch nur
noch ein Gitter mit deutlich weniger Zellen abgespeichert werden muss und
die Dimension der Daten u entsprechend kleiner ist.

3.2 Beschleunigung durch verallgemeinerte
Mehrskalenanalyse

In [Har91] wurde eine grundsétzlich andere Art von Adaptivitét vorgestellt.
Im Gegensatz zur Gitteradaption, bei der die rdumliche Diskretisierung nur
dort fein vorgenommen wird, wo dies nétig ist, und sonst moglichst grob,
diskretisiert Harten in einer Raumdimension ein Intervall gleichmafBig fein
durch ein Gitter G°. Zusétzlich zu G° werden grobere Gitter GY, ..., G
hinzugenommen. Die Zellen der Gitter sind dabei geschachtelt, das heif3t
jede Zelle Cé““ eines groben Gitters G¥*! ist Vereinigung von Zellen des
Gitters G*. Die Menge der Indices von Zellen aus G, deren Vereinigung
CH ergibt, wird mit Z bezeichnet:

et = of. (3.3)

Tk
JEL,
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Bei jeder Berechnung der £;({A(Ci)u(-,t)}) im Finite-Volumen-Verfahren
wird eine Analyse der Daten {A(Cy)u(:,t)} vorgenommen um festzu-
stellen, welches grobe Gitter eine hinreichend genaue Diskretisierung
von u ermdoglicht. Uberall dort, wo ein grobes Gitter ausreicht, wird
Li({A(Cy)u(-,)}) nicht auf G° berechnet, sondern durch Extrapolation der
Berechnung vom groben Gitter bestimmt. Nur in Bereichen, in denen die
Diskretisierung auf einem gréberen Gitter nicht hinreichend genau ist, wird
L auf dem feinen Gitter ausgewertet. Da ein groberes Gitter deutlich weniger
Zellen hat als ein feines und die Extrapolation deutlich weniger aufwendig
ist als die Berechnung von £, erhélt man insgesamt eine Beschleunigung des
Finite-Volumen-Verfahrens. Harten motiviert diese Art der Adaptivitéit da-
durch, dass er den relativ groflen algorithmischen Aufwand zur Umsetzung
der Gitteradaptivitat vermeiden will.

3.2.1 Mehrskalendarstellung von diskreten Daten

Wie in [Har96] wollen wir zunichst abstrakt die Mehrskalendarstellung von
diskreten Daten einfiihren. Dazu definieren wir zunéchst:

Definition 3.2.1. Seien L sowie N(0) > N(1) > ... > N(L) natiirliche
Zahlen. Fiir 0 < k < L seien die Operatoren D;*! und PF,; mit den folgen-
den drei Eigenschaften gegeben:!

1. DEFLRNGK) o RNGHD - DEFL g6 linear,

2. PIerl RN+ RN(k),

3. DiY'PE | =1Id,.,, Id,, sei die Identitits-Abbildung des RV(*+D.
D,’j“ heit Dezimierungsoperator und P,fH heifit Prolongationsoperator.

Fiir Daten d° € RV werden Daten d* € RV®) 1 < k < L durch sukzessives
Dezimieren berechnet:

d*:=DF d*' 1<k<L.

Nun kann fiir jedes 0 < k < L der Operator P,fH verwendet werden um ein
d* .= PFd" 0<k<L,

zu berechnen. Es ergibt sich dabei der Prolongationsfehler

b=d"—d*, 0<k<L

! Harten lisst auch unendlich-dimensionale Riume zu. Fiir die praktische Anwendung
zur Beschleunigung von Finite-Volumen-Verfahren ist dies nicht erforderlich. Fer-
ner indizieren wir die Réume in der umgekehrten Reihenfolge von [Har96]. Unsere
Reihefolge stimmt mit der aus [Har91] iiberein.
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Lemma 3.2.2. ¢* liegt im Kern von D
Beweis. DZH k— DZHdk — D’IEHP,fHd’fH =dktl — gkt = 0

Da d* durch d* = PF_,d**" + ¢* bestimmt werden kann, erhalten wir eine
bijektive Zuordnung

d* o {d"1) k)
und durch sukzessive Anwendung des Arguments
d’ s {d¥ et )
Definition 3.2.3. Die Darstellung
MD(d®) .= {d* e, ..., %
heit Mehrskalendarstellung oder Mehrskalenzerlegung von d°.

Die Mehrskalendarstellung von d° kann nun dafiir verwendet werden die Dar-
stellbarkeit der Daten d° auf gréoberen Diskretisierungen zu analysieren. Dazu
betrachtet man sukzessive die Komponenten von e¥, k =0,... ,L—1: Ist ein
ef klein, so wird df bereits gut durch die grobere Diskretisierung dargestellt,
es ist

dy = (Plfﬂdkﬂ)e +ep & (Plfﬂdkﬂ)z-

3.2.2 Mehrskalendarstellung von Zellmittelwerten

Zur Durchfithrung einer Mehrskalenzerlegung von Zellmittelwerten auf ei-
nem Gitter G muss eine Folge von Diskretisierungen festgelegt werden. Fer-
ner miissen geeignete Dezimierungs- und Prolongationsoperatoren definiert
werden.

Wir gehen davon aus, dass G = G° ein feines Gitter ist. Ferner seien
G',...,G" sukzessive grobere Gitter, deren Zellen geschachtelt sind. Das
heiit, jede Zelle C* eines groben Gitters G*, 1 < k < L sei Vereinigung von
Zellen Cf_l des niichst-feineren Gitters GF—1.

Die Daten d° seien gegeben als die Zellmittelwerte einer Funktion v : R? — R:

49 = ACYu, 1<0<#G°.

Auf den Gittern G*, 0 < k < L seien Rekonstruktionsoperatoren R, ge-
geben, welche aus den Zellmittelwerten auf G*, den Daten d*, Funktionen
R? — R rekonstruieren, deren Zellmittelwerte wiederum die d, sind, d.h.
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A(CH) (R, d¥) = df. Als R, konnen wir die polynomiale Rekonstruktion aus
Kapitel 2 verwenden. Die rekonstruierten Funktionen sind dann zellweise po-
lynomial und die Mittelwerte der Polynome auf den Zellen sind wie gefordert
die d,.

Mit Hilfe der R, und des Mittelwertoperators definieren wir fiir 0 < k < L
die Operatoren

Di+L . R#T L REGT(DEHER), = A(CE)(R,dY), (3.4)
PEy o RS R (PR = ACH) (R dF). (35)
Satz 3.2.4. Die durch (3.4) wund (3.5) definierten Operatoren sind

Dezimierungs- und Prolongationsoperatoren gemdfl Definition 3.2.1. Die
DFTY sind unabhingig von den R, wohldefiniert. Mit Gleichung (3.3) ist

(DF1aky, = +1‘Z|C"“ ~dh (3.6)
JET}

Beweis. Zunichst konnen wir uns unmittelbar aus der Definition des Zell-
mittelungsoperators klarmachen, dass

A(CHY) = c +1|Z|C’“| A(CH). (3.7)
0 jeIk
Es ist
(DEFLR), B A(CFTY)(Ryd) = G +1|Z\c’f\ CA(CH) (R, d)
/ eIk

1 k k
GRS

. k
]EIZ

Damit gilt die behauptete Darstellung (3.6), Dy ist linear und unabhiingig
von R, wohldefiniert. Nun miissen wir noch zeigen, dass Dy "' PF, | = Id, , :

Def.
(Dl]erlPIerlkorl)é = A(CRH)(RkPIfHdkH)

(3.7)

- | k+1| Z|Ck| A(Ck)(RkPk+1dk+1)
JE€Ty

_ +1 Z‘Ck P]f+1dk+1)
| JEI}

= i k+1|ZIC’“| A(CT)(Ryyyd™)
JE€Ty

(3.7)

pid A(Cé€+1)(72k+1dk+l) — dzhLl.
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Damit sind die drei Eigenschaften aus Definition 3.2.1 nachgewiesen. O

3.2.3 Konstruktion der groben Gitter

In einer Raumdimension ist die Konstruktion der groben Gitter trivial: Man
lasst einfach jeden zweiten Punkt aus einem feinen Gitter weg.

Aus einem feinen unstrukturierten Gitter G*¥ in zwei Raumdimensionen das
nichstgrobere GF! zu erzeugen ist dagegen deutlich aufwendiger. Aus der
Bedingung, dass die Zellen geschachtelt sein sollen, ergibt sich bereits das
Grundprinzip der Vergréberung: Gruppen von Zellen aus G* miissen zu Zel-
len von GFt! zusammengefiigt werden. Das eigentliche Zusammenfiigen ist
bei der Verwendung von geeigneten Datenstrukturen eine einfache Aufgabe.
Es ist allerdings ein Problem geeignete Gruppierungen von Zellen aus G¥ zu
bilden. In [AH94] wird ein sehr einfacher Algorithmus angegeben und fiir
Verbesserungen auf die Literatur zu Mehrgitterverfahren [LSD92] verwiesen.
Wir haben uns an den Beschreibungen in [VM94] orientiert, wobei wir aller-
dings nicht zwischen unterschiedlichen Rand-Typen unterscheiden. In einem
Punkt haben wir den Algorithmus modifiziert.

Prozedur 3.1: VERGROBERUNG

Eingabe: G*: Gitter (plus Kantennachbarn).

Ausgabe: GF*1: Vergrobertes Gitter.

Start

e N:=0

o Frontpend =0, Frontpmmen := 0

e Solange Zellen aus G* noch nicht zu Zellen aus G¥! zusammengefasst sind:

o CF :=STARTZELLE(G", Frontgang, Frontpmen)

o {CF,...,C} } :=HINZUGEFUGTEKANTENNACHBARN(G", C¥)
o N:=N+1
o CN™={CkCk, ... Ck}
o entferne (falls enthalten) C¥, C’fl, e ,Cﬁl aus Frontreng bzw. Frontmpen
o fiige die Kantennachbarn von C¥, Cfl, . ,C’fn, die noch nicht zu Zellen
aus GF*! zusammengefasst sind, in Frontgeng bzw. Frontmnen ein.
Ende.
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Die Hilfsprozedur STARTZELLE(G*, Frontgung, Frontpme,) wird in [VM94]
wie folgt realisiert: Ist in Frontg.,q eine Zelle enthalten, so wird die erste Zelle
aus dieser Menge genommen. Ansonsten wird die erste Zelle aus Frontp,en
genommen, wenn diese Menge nicht leer ist. Sind beide Mengen leer (beim
Start der Vergréberung), dann wird irgendeine Zelle aus G* genommen, die
am Rand von 2 liegt.

Fiir HINZUGEFUGTEKANTENNACHBARN(G®, C*) werden dort zwei Varian-
ten angegeben: Bei der isotropic Version werden grundsétzlich alle Kanten-
nachbarn von C¥, die noch nicht zu Zellen von G**! verschmolzen wurden,
mit CF verschmolzen. Bei der semi-coarsened Version wird aus der Men-
ge der noch nicht verschmolzenen Kantennachbarn von C* diejenige Teil-
menge ausgewdhlt, bei der fiir die resultierende Zelle C’]li,“ das Verhéltnis
|CE /(Umfang(Ch™))? maximal ist. Die Teilmenge darf nicht leer sein.
Durch Experimente zeigt sich, dass die semi-coarsened Version auch im Fall
von sehr regelméafligen Gittern zu weniger verzerrten groben Zellen fiihrt als
die isotropic Version. Auflerdem ist die Vergroberungsrate der isotropic Ver-
sion deutlich grofler als die der semi-coarsened Version.

In Abbildung 3.2 sind mit den beiden Versionen vergroberte Gitter darge-
stellt. G° ist die baryzentrische Unterteilung einer Triangulierung aus gleich-
seitigen Dreiecken, #G° = 46 950. Links ist das Gitter dargestellt, das man
durch fiinfmaliges Anwenden der isotropic Version erhélt. Die Zellenzahl
ist 60. Die semi-coarsened Version muss man siebenmal anwenden um eine
dhnliche Zellenzahl (61) zu erhalten. Nach fiinf Vergroberungen war hier
die Zellenzahl noch 383. Das Gitter nach sieben Anwendungen ist in der
Mitte dargestellt. Rechts sieht man das Gitter, das man durch siebenmalige
Anwendung einer modifizierten semi-coarsened Version erhélt. Hier ist die
Zellenzahl 43, nach fiinf Vergroberungen war die Zellenzahl noch 305.

Die Modifikation wird in der Prozedur STARTZELLE(G®, Frontguna,
Frontppen) durchgefithrt. Wir nehmen als Startzelle immer die schlechtes-
te Zelle aus den angegebenen Mengen Frontg.,q und Frontp,e,, wobei die
Qualitiit wie schon oben durch das Verhiltnis |C*|/( Umfang(C*))? definiert
wird. Durch diese Modifikation werden die Verzerrungen der groben Zellen
nochmals kleiner. Auflerdem sinkt die Abhéngigkeit der Vergroberung von
der Sortierung der Zellen in G°.

Wie auch in [AH94| wird bei uns sichergestellt, dass keine trivialen Ver-
groberungen vorgenommen werden. Eine Zelle aus GF*! ist immer Vereini-
gung von mindestens zwei Zellen aus G*.

Die Vergroberungsrate variiert von Gitter zu Gitter und ist, wie obiges Bei-
spiel zeigt, auch von der Variante des Vergroberungsalgorithmus abhingig.
Wir haben bei allen Rechnungen den modifizierten semi-coarsened Algorith-
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Abbildung 3.2: Vergroberte Gitter konstruiert mit dem isotropic (fiinfmal
vergrobert) und dem semi-coarsened Algorithmus aus [VM94] (siebenmal
vergrobert) sowie mit dem modifizierten semi-coarsened Algorithmus (sie-
benmal vergrobert).

ENANANAN

mus verwendet. Als Gitterdimensionen erhalten wir damit iiblicherweise
1\ K
4Gk ). g0
(3) ’

N
Anzahl innere Kanten GF =~ (§> . Anzahl innere Kanten G°,

Q

Anzahl Randkanten G¥ = Anzahl Randkanten G°.

Aus den unterschiedlichen Raten bei Zellenzahl und Kantenzahl kann man
erkennen, dass die Komplexitédt der Zellrinder beim Vergrébern zunimmt:
Die Zahl der Kanten je Zelle verdoppelt sich ungefiahr bei jedem Gitterlevel.

3.2.4 Algorithmische Beschreibung

Beim Finite-Volumen-Verfahren soll nun der Teil beschleunigt werden, der
den wesentlichen Aufwand bedeutet, nimlich die Berechnung der £; (siche
Prozedur 1.4, S. 33). Dazu miissen neben dem feinen Gitter G° auch grobe
Gitter G, ..., G" bereitgestellt werden.

Die folgende Prozedur ersetzt die Prozedur 1.4 fiir alle Gitter G*, fiir die ein
groberes Gitter GF*! vorhanden ist. Einige Teile ergeben sich unmittelbar aus
den entsprechenden Teilen der Prozedur 1.4. Sie werden hier nicht nochmals
detailiert ausgefiihrt. Das Vorgehen fiir eine ganze Sequenz von Gittern
G° ... ,G" ergibt sich unmittelbar aus der Prozedur.
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Prozedur 3.2: MITTLEREFLUSSDIVERGENZ-MS (G, GFL wk g, V - fk)

Eingabe: G* G**1: Feines und grobes Gitter,
u*: Array von Zellmittelwerten der Erhaltungsgréfien auf G,
€. Toleranzwert.

Ausgabe: V—fk Array der —ﬁz({uf})
Start

e u"1 = Dily* (Dezimierung)

e ¢":=uF — PFu" (Prolongationsfehler)

e Berechne V- f kH, die —EZ({ufH}) auf G¥1 durch rekursiven Aufruf die-
ser Prozedur oder (falls k + 1 = L) durch Prozedur 1.4.

e Berechne Rekonstruktionsfunktionen ¢¥ nur fiir die Zellen C¥ von G* bei
denen |ef| > &), oder [e¥| > ¢ fiir einen Kantennachbarn C} von CF ist.

e Berechne die numerischen Fliisse fiir alle inneren Kanten von G*, bei denen
|€%| > e, fiir eine der zwei angrenzenden Zellen CV ist.

e Berechne die Randfliisse fiir alle Randkanten von G*, bei denen |e§?| > €
fiir die angrenzende Zelle Cf ist.

e Fiir alle Zellen C} von G*, fiir die |ef] < ¢ ist, setze

—k —k+1
Vo[ =PV,

Ende.

Fiir die Berechnung der Rekonstruktionsfunktionen ¢¥ verwenden wir das
WENO-Verfahren aus Abschnitt 2.2.

Fiir die Berechnung der D¥™! nutzen wir die Gleichung (3.6), S. 73, aus. In
der Anwendung von P,fH verbirgt sich eine Rekonstruktion der Daten auf
Gitter GF*1. Um den Aufwand klein zu halten nehmen wir fiir diese Re-
konstruktionen nicht die relativ aufwendige WENO-Rekonstruktion sondern
die deutlich weniger aufwendige lineare polynomiale Rekonstruktion geméafl
Bemerkung 2.1.8, S. 44, mit moglichst kleinen und zentral ausgerichteten
Schablonen. Wir nehmen aber denselben Polynomgrad wie bei der WENO-
Rekonstruktion um bei der Prolongation dieselbe formale Approximations-
ordnung wie bei der Berechnung von £ ohne Mehrskalenanalyse zu erhalten.

7



3.2.5 Fehlerbetrachtung

Durch V—ff = (PF +1V—~fk+1)i ergibt sich ein Fehler gegeniiber der Berech-
nung von V - f, auf G¥. Um eine Abschiitzung dieses Fehlers vornehmen zu
kénnen verlangt Harten, dass die Norm von £ bzw. von £ beschrinkt ist.
Da auch die Norm des zu Py, ; gehorenden Rekonstruktionsalgorithmus R,
beschréinkt ist, erhélt man insgesamt aus |uf — (Pf ju*™),| = |ef| < g, die
Abschétzung

=k ——k+1
VT - (BT < K
(siehe [Har91]).

3.2.6 Rechenaufwand

Um die Effizienz des Konzepts zu untersuchen, miissen wir den Aufwand
von Prozedur 3.2 bestimmen und ihn mit dem von Prozedur 1.4 vergleichen.
Dazu definieren wir fir 0 < k < L

gfk ={CFeGF.el>e} (3.8)

In Prozedur 1.4 teilt sich der Aufwand in den Aufwand fiir die Rekonstruktion
und den Aufwand fiir die numerischen Flussberechnungen auf. Der Aufwand
fiir die numerischen Flussberechnungen ist dort K f#go. Die Konstante Ky
beinhaltet dabei die mittlere Anzahl von Kanten der Zellen aus G°.
Beriicksichtigen wir, dass sich diese Anzahl beim Vergrobern pro Gitterlevel
etwa verdoppelt, so erhalten wir bei rekursiver Anwendung von Prozedur 3.2
und der Verwendung von Prozedur 1.4 fiir Gitter G fiir die numerischen
Flussberechnungen den Aufwand

L—1
L L k k
Kf(2 HGE+ 52 k)
k=0

Bei der WENO-Rekonstruktion ist der Aufwand unabhéngig von der Kom-
plexitit der Zellen. Wir erhalten also fiir die Rekonstruktionen jetzt den

Aufwand
L—1
Kg <#QL + Z #ka)
k=0
Zusétzlich zum Aufwand fiir die numerischen Flussberechnungen und fiir die

Rekonstruktionen sind hier noch die Dezimierungen DZH sowie die Prolonga-
tionen P}, | zu berechnen. Fiir die Dezimierungen erhalten wir den Aufwand

L—1
Kp) #5"
k=0
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und fiir die Prolongationen

Kp(:ij:#g’w:ij:(#gk -~ #0%)).

Die Berechnung der D}y mit Gleichung (3.6), S. 73, ist nicht sehr aufwendig.
K, ist also relativ klein. Die lineare polynomiale Rekonstruktion der Daten
auf Gitter G*™, die bei der Anwendung von PF,; berechnet werden muss, ist
deutlich weniger aufwendig, als die sonst verwendete WENO-Rekonstruktion.
Kp ist also deutlich kleiner als K4 aber (leider) nicht verschwindend klein.
Bei unserer Implementierung liegt zwischen den beiden Konstanten ein Fak-
tor von ungefdhr 10.

Nutzt man aus, dass K > K, und Ky > K, so sieht man, dass der Ge-
samtaufwand umso kleiner ist, je kleiner die #ka sind. Man kann den Auf-
wand also dadurch nach unten abschétzen, dass man alle #G¥ auf null setzt.
Dann erhélt man

L—-1
Aufwand(Prozedur 3.2) > (K72" + Kp)#G" + (Kp, +2Kp) Y #G"
k=0
> (Kp+2Kp)#35°.

Betrachtet man die Relation zum Aufwand von Prozedur 1.4 ohne Ein-
satz von Mehrskalendarstellungen, so kommt man zu dem folgenden
erniichternden Ergebnis:

Satz 3.2.5. Die mdgliche Beschleunigung des Finite-Volumen-Verfahrens
durch die Verwendung von Mehrskalendarstellungen der Daten ist nach oben
beschrinkt durch

K, +2K,
Bei unserer Implementierung ergibt sich damit eine theoretische Maximalbe-

schleunigung von etwa fiinf. Wir sind leider bei keiner Testrechnung in die
Néhe des Faktors fiinf gekommen.

3.2.7 Speicheraufwand

Die Adaptivitat einer Mehrskalenanalyse besteht gerade darin bewusst das
Gebiet € iiberall so fein zu diskretisieren, wie es fiir die Auflosung der gréfiten
Variationen der Losung wie Unstetigkeiten erforderlich ist und {iiber die
Mehrskalendarstellung in den hoffentlich groflen Teilgebieten von €2, in denen
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diese Auflosung nicht notig ist die aufwendigen Berechnungen auf groberen
Gittern durchzufiihren.

Es féllt also der Speicheraufwand fiir die Diskretisierung von € durch ein
groBtenteils viel zu feines Gitter G° an. Auch die Daten u° miissen passend
zu diesem feinen Gitter abgespeichert werden.

Bei einem global feinen Gitter G mit Zelldurchmessern hy;, ergibt sich eine
Zellenzahl von O(h?). Dies ist, verglichen mit den O(hy,;,) Zellen bei der
Verwendung der Gitteradaption, ein gewaltiger Speicheraufwand.

Bei heutigen Rechnern ist die Frage des Speicheraufwands fiir Rechnungen in
einer Raumdimension sicherlich nicht mehr relevant. Auch fiir unsere durch-
gefiihrten Rechnungen in zwei Raumdimensionen ist die Frage nach dem
Speicheraufwand nur von akademischem Interesse. Will man die Konzepte
allerdings fiir praktische Anwendungen in drei Raumdimensionen umsetzen,
so spielt die Frage nach dem Speicheraufwand eine grofie Rolle. Ein global
feines Gitter um ein komplettes Flugzeug, das fein genug ist auch relativ
kleine Details, wie die Aufhdngungen der Triebwerke, hinreichend gut auf-
zulbsen, wird man selbst auf der néchsten Generation von Supercomputern
nicht abspeichern kénnen.

3.2.8 Ein grundsitzliches Problem

Neben der méBigen Effizienz der beschriebenen Technik ergibt sich noch ein
grundsétzliches Problem bei der Verwendung der Mehrskalenanalyse zur Be-
schleunigung von Finite-Volumen-Verfahren fiir hyperbolische Erhaltungs-
gleichungen.

Vor der Berechnung der /jl({uf(t)}) wird der Prolongationsfehler
" = uk(t) — PF Dy uF(t) bestimmt. Aus ef wird dann abgelesen, wo sich
Variationen in u*(t) befinden, die auf G* aufgelést werden konnen, auf GF+1
aber nicht. Ist |e§| < ¢k in einem Teilgebiet von 2, so wird in diesem Teil-
gebiet £;({uf(t)}) nicht auf G* berechnet sondern durch Plfﬂﬁi({u?“(t)})
approximiert. Da ein sinnvoller Prolongationsoperator P} '+, nicht die Varia-
tion erhoht und /jl({ufﬂ(t)}) Daten auf G**! sind, enthalten die so appro-
ximierten £;({u}(t)}) keine Variationen, die auf G"! nicht aufgelést werden
konnen. Bei der niichsten Analyse sind also in u*(t + At) keine zusitzlichen
Variationen enthalten, die nicht auf G¥*! aufgelost werden kénnen. Auf dem-
selben Teilgebiet ist also auch dann [ef] < &.

Das Verfahren ist also nicht in der Lage auf neu entstehende Variationen wie
Unstetigkeiten zu reagieren.
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Fiir den Fall eines linearen Prolongationsoperators? lisst sich die Aussage
wie folgt prézisieren:

Satz 3.2.6. Der verwendete Prolongationsoperator sei linear. Wair betrach-
ten ein Paar von zwei Gittern G* und GFT'. Fir ein t > 0 sei fiir alle
Ck € G* der Prolongationsfehler |ef(t)| < ex, wobei

() = k(1) — Pl DY),

Entsprechend werden alle V—ff = (P§+1V—jk+l)i durch Berechnung auf
G**1 und Prolongation nach G* gemdf Prozedur 3.2 berechnet. Dann gilt mit
jedem der von uns in Abschnitt 1.3 angegebenen Zeitintegrationsverfahren fir
den Prolongationsfehler e*(t + At) zur Zeit t + At,

eF(t + At) == uF(t + At) — PE DyTF(E + A,

dass e*(t + At) = ek(t). Insbesondere ist fiir alle Zellen C; € G* auch
lek(t + At)| < er. Die Mehrskalenanalyse ermittelt also fiir alle spiteren
Zeitschritte, dass alle Variationen der Daten bereits auf Gitter GFT1 hinrei-
chend genau diskretisiert werden konnen.

Beweis. Fiir das Polygonzugverfahren von Euler ist
u (t+ At) =u"(t) = AtV - f =u"(t) — AtP; V- f
Also ist
DMUWE(E+ AY) = DEFWR(t) — AtDEIPE T
= DMLR) — AV
Aufgrund der Linearitét von Py, erhalten wir damit

F(t+ At) = k(t+At) PE DI (t + At)
= k+1

() = AtPELV )

Pk+1Dk+1 ‘ (t) — AthJer f

= uh(t) = PEDETR() = ().

S
X

= k+1
)

Fiir die mehrstufigen Verfahren erhélt man den Beweis durch wiederholtes
Anwenden derselben Argumente. O

2 In unserem Fall ist der Prolongationsoperator linear, da der enthaltene Rekonstruk-
tionsoperator linear ist.
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3.3 Exemplarischer Vergleich von Gitterad-
aption und Mehrskalenanalyse

Wir wollen uns an zwei Beispielen ansehen, wie gut die beiden Beschleuni-
gungstechniken Gitteradaption und Mehrskalenanalyse funktionieren.

Das erste Beispiel ist ein Fall fiir Burgers Gleichung, bei dem eine glatte
Startlosung so gesetzt wird, dass sich nach endlicher Zeit eine Unstetigkeit
ausbildet.

Das Gebiet 2 ist gegeben durch Q := [0,2] x [0,0.7]. Zur Zeit t = 0 wird
auf Q die Anfangsfunktion u(z,0) := sin(mz;) gesetzt. Der linke und rechte
Rand sowie der obere und untere Rand werden jeweils periodisch fortgesetzt.
Bereits zur Zeit T" = 0.4 liegt bei 1 = 1 eine Unstetigkeit von u vor. In
xo-Richtung bleibt u fiir festes x; konstant.

Fiir die gitteradaptive Rechnung starten wir mit einem relativ groben Git-
ter mit gleichméfigen Zelldurchmessern h ~ 0.08. Die Schwellwerte fiir den
Adaptionsindikator werden so eingestellt, dass Dreiecke 7" mit AI(T") > 0.05
verfeinert und mit AI(T") < 0.025 vergrobert werden. Durch ein Fléchenlimit
wird sichergestellt, dass durch das Adaptieren die kleinsten Zellen einen
Durchmesser hp;, > 0.02 haben. Nach jedem zweiten Zeitschritt wird adap-
tiert. Nach einigen Zeitschritten steilt sich die Losung in der Nahe der Linie
x1 = 1 soweit auf, dass der Schwellwert fiir die Verfeinerung erreicht wird
und dieser Bereich des Gitters dann verfeinert wird. Fiir die Vergleichslosung
rechnen wir auf einem global feinen Gitter G° mit h =~ 0.02. Die adaptierte
Triangulierung 74 zur Zeit T = 0.4 ist in Abbildung 3.3 neben der Triangu-
lierung dargestellt, aus der G° durch baryzentrische Unterteilung konstruiert
wurde. Die Zellenzahl der baryzentrischen Unterteilung von 74 ist 527 ge-
geniiber #G° = 4271.

Abbildung 3.3: Triangulierung zu G° sowie die adaptierte Triangulierung.

Bei der Rechnung mit Mehrskalenanalyse wird G° als feinstes Gitter ein-
gesetzt. Wir verwenden insgesamt vier Gitterlevel (L = 3), #G' = 1473,
#G? = 550 und #G3 = 211. In Abbildung 3.4 ist G* dargestellt.

Eine Mehrskalenanalyse der (glatten) Anfangsfunktion ergibt max;e) =~
0.00018, max; e; ~ 0.0013 und max; €? ~ 0.0042. Fiir die Losung auf dem
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Abbildung 3.4: G3.

feinen Gitter zur Zeit T = 0.4 erhilt man max;e? =~ 0.13, max; e} ~ 0.25
und max; e? &~ 0.24. Starten wir eine Rechung mit Mehrskalenanalyse und
setzen gq := 0.002, e; := 0.004 sowie €5 := 0.008, so haben wir fiir die An-
fangslosung die Situation von Satz 3.2.6 sowohl fiir das Paar G°, G als auch
fir G', G2 und fiir G2, G* gegeben.

In Abbildung 3.5 ist links die Naherungslosung entlang zo = 0.35 zur Zeit
T = 0.4 fiir die Rechnung auf dem feinen Gitter G° ohne Verwendung
von Gitteradaption und Mehrskalenanalyse zu sehen. In der Mitte ist die
Néherungslosung aus der Rechnung mit Gitteradaption und rechts die mit
den angegebenen Parametern unter Verwendung der Mehrskalenanalyse er-
haltene Ndherungslosung zur selben Zeit dargestellt.

1} 1f

Abbildung 3.5: Ndherungslosung aus der unbeschleunigten Rechnung (links),
mit Gitteradaption (mitte) und mit Mehrskalenanalyse (rechts).

Man sieht keinen Unterschied zwischen der Losung aus der unbeschleunigten
Rechnung und der Losung aus der Rechnung mit Gitteradaption. Die Losung
aus der Rechnung mit Mehrskalenanalyse ist dagegen deutlich schlechter.
Dieselbe Losung erhélt man auch, wenn man eine Berechnung allein auf
Gitter G2 durchfiihrt und das Ergebnis auf G2, dann auf G! und dann auf G°
prolongiert.

Die Rechenzeit fiir die Rechnung ohne Beschleunigung betrigt 256 Sekun-
den, bei Verwendung der Gitteradaption betrigt sie 23 Sekunden und mit
Mehrskalenanalyse 66 Sekunden auf einem PC mit 333 MHz PentiumlII Pro-
ZESSOT.
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Als Zweites haben wir das Transportbeispiel aus Abschnitt 2.2 mit Gitterad-
aption sowie mit Beschleunigung durch Mehrskalenanalyse (vier Gitterlevel)
gerechnet. Dabei wird auf dem Einheitsquadrat [0, 1] x [0, 1] die unstetige
Startlosung

(2.0) 1, falls |z —(0.3,0.3)7] < 0.25,
ulx,0) =
0, sonst

gesetzt und diese mit der linearen Advektionsgleichung entlang des Vektors
(1,1)T fortbewegt.

Bei der gitteradaptiven Rechnung verwenden wir als Grundtriangulierung ei-
ne gleichméfig grobe Triangulierung mit Kantenldngen h ~ 0.08. Fiir die
(unstetige) Startlosung bestimmen wir keine speziell angepasste Triangulie-
rung, sondern verfeinern die Grundtriangulierung dreimal global. Dies fiihrt
zu einer gleichméfig feinen Triangulierung mit Kantenldngen h ~ 0.01. Die
Schwellwerte fiir den Adaptionsindikator werden so eingestellt, dass Dreiecke
T mit AI(T) > 0.05 verfeinert und mit A/(7T) < 0.025 vergrobert werden.
Durch ein Flachenlimit wird sichergestellt, dass die Zellen auch nach dem
Adaptieren einen Durchmesser A > 0.01 haben. Dies entspricht dem Zell-
durchmesser der gleichméfig feinen Starttriangulierung. Es wird nach jedem
zweiten Zeitschritt adaptiert.

Da die Losung u(x,t) im Inneren des Kreises mit Zentrum (0.3 +¢,0.3 + )T
und Radius 0.25 sowie aulerhalb dieses Kreises konstant ist, ist der Adap-
tionsindikator auf diesen Teilmengen klein und nur auf dem Kreisrand grof.
Bei den ersten drei Adaptionen wird die feine Starttriangulierung im Inne-
ren sowie auflerhalb des Kreises vergrobert. Die resultierende Triangulierung
nach sechs Zeitschritten ist in Abbildung 3.6 links dargestellt. Im Verlauf der
Rechnung wird die Triangulierung durch lokales Verfeinern und Vergréobern
mit der Losung mitgefiihrt. Die Triangulierung am Ende der Berechnung zur
Zeit T = 0.3 ist rechts in Abbildung 3.6 dargestellt. G°, die baryzentrische
Unterteilung der feinen Starttriangulierung, hat 11876 Zellen, das Gitter
nach sechs Zeitschritten hat 1682 Zellen und das Gitter zur Zeit T' = 0.3 hat
2120 Zellen.

Fiir die Rechnung mit Mehrskalenanalyse ist G° wie bei der gitteradapti-
ven Rechnung die baryzentrische Unterteilung der gleichméBig feinen Start-
triangulierung mit #G° = 11876. Die groben Gitter haben #G' = 3992,
#G? = 1515 und #G3 = 548 Zellen.

Die Mehrskalenanalyse der Startlosung detektiert die Unstetigkeit in u. Ge-
rechnet wird mit g9 = €y = €5 = 0.001. In Abbildung 3.7 sind fiir die Gitter
GO bis G? jeweils die Zellen CF eingefirbt, fiir die die Berechnung von V—ffC
beim ersten Zeitschritt durchgefiihrt werden muss. Auf G® miissen natiirlich
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Erlauterung. Die Zellenzahl wird durch die Gitteradaption im Mittel un-
gefdhr um einen Faktor sechs reduziert, wobei beim Start der Rechnung
durch die Verwendung eines global feinen Startgitters Rechenzeit verschwen-
det wird.

Zusétzlich ergeben sich deutlich vergrofierte Zeitschritte, so dass die Gitterad-
aption nur 64 Zeitschritte gegeniiber 282 Zeitschritten der unbeschleunigten
Rechnung benoétigt. Die deutlich kleineren Zeitschritte der unbeschleunig-
ten Rechnung ergeben sich durch die CFL-Beschrankung. Bei der baryzen-
trischen Unterteilung einer gleichméfig feinen Triangulierung entstehen am
Rand des Gebietes © nédmlich deutlich kleinere Zellen als im Inneren (siehe
Abbildung 1.3, S. 19). Da die Dreiecke am Rand alle vergrobert werden (sie-
he Abbildung 3.6), sind die kleinsten Zellen der adaptierten Gitter deutlich
grofer als die kleinsten Zellen des unadaptierten Gitters.

Insgesamt kann man sagen, dass die theoretischen Betrachtungen durch die
Testbeispiele bestétigt werden: Die Beschleunigung durch Mehrskalenanalyse
ist kein adédquater Ersatz fiir die Gitteradaption. Auflerdem ist die Motiva-
tion von Harten fiir die Einfithrung der Mehrskalenanalyse als Ersatz fiir die
Gitteradaption, dass ein grofler Aufwand in der Geometriebehandlung ver-
mieden werden soll, auf unstrukturierten Gittern fraglich. Der Aufwand zur
Generierung der groben Gitter sowie zur Beschreibung der Dezimierungs-
und Prolongationsoperatoren ist nicht klein und durchaus vergleichbar mit
dem Aufwand fiir die Realisierung der Gitteradaption.

3.4 Mehrgitterverfahren

Mehrgitterverfahren sind seit einigen Jahren ein bekanntes Mittel zur schnel-
len Losung grofler Gleichungssysteme. Fiir Gleichungssysteme, die aus der
Diskretisierung von elliptischen Gleichungen stammen, gibt es eine ausge-
baute Theorie zu Mehrgitterverfahren (siche [Hac85]).

Obwohl diese Theorie bei der Diskretisierung von hyperbolischen Erhaltungs-
gleichungen nicht anwendbar ist, zeigt sich in der Praxis (siche zum Beispiel
[Jam83, LSD92, VM94]), dass mit Hilfe von Mehrgitterverfahren Berechnun-
gen fiir stationére Fille drastisch beschleunigt werden konnen.

Definition 3.4.1. Gilt fiir die Losung u einer hyperbolischen Erhaltungs-
gleichung auf einem Gebiet €2, dass u(-,t) auf Q fiir ¢ — oo gegen un(+)
konvergiert und sind wir an u..(-) interessiert, so sprechen wir von einem
stationdren Fall.

Bei den folgenden Ausfithrungen orientieren wir uns an [Mav95]. Wir gehen
dabei zuniichst von einem Zweigitterverfahren mit feinem Gitter G° und gro-
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bem Gitter G! aus und erldutern spéter, wie man durch rekursive Anwendung
eines Zweigitterverfahrens zum Mehrgitterverfahren kommt. Wir betrachten
auf dem feinen Gitter G° das diskrete Problem

Lo =" (3.9)
0

mit dem (abstrakten) Operator L° und der gegebenen rechten Seite 0°. u
ist die gesuchte Losung.

3.4.1 Einfaches Korrekturschema

Sei 4° eine Ndherungslosung fiir u°, die mit einem iterativen Verfahren be-
stimmt wurde. Normalerweise wird @° # u° sein. Daher definiert man das
Residuum der Gleichung (3.9)

= L0 — b°. (3.10)

Das Ziel des Mehrgitterverfahrens ist es eine Korrektur v° zu berechnen, so
dass moglichst

u =a" +° (3.11)

gilt. Dazu werden zunéchst die Gleichungen (3.9) und (3.10) addiert. Daraus
erhilt man

L% — L3 = —r". (3.12)

Falls der Operator L° linear ist, so kann man durch Einsetzen von Glei-
chung (3.11) in Gleichung (3.12) eine Darstellung fiir die exakte Korrektur
1" bekommen:

L% = —¢°. (3.13)

Die Idee des Mehrgitterverfahrens basiert nun auf der Annahme, dass das
verwendete Iterationsverfahren zur Berechung von 4° besonders gut hochfre-
quente Anteile des Fehlers eliminiert und andererseits langwellige Anteile des
Fehlers nur sehr schlecht. In diesem Fall ist die erforderliche Korrektur v°
relativ glatt und kann gut auf einem gréberen Gitter approximiert werden.
Dazu verwendet man einen Dezimierungsoperator D} (siehe Abschnitt 3.2,
S. 70ff.) sowie einen Grobgitteroperator L' und 16st damit (exakt oder ap-
proximativ) das Problem

L'v' = —D{r°. (3.14)
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Mit Hilfe eines Prolongationsoperators Py (sieche ebenfalls Abschnitt 3.2)
erhilt man eine Approximation P)v! &~ v°. Damit setzt man

@, =’ + Po'. (3.15)

neu

0 , werden nun erneut die hochfrequenten Fehleranteile durch Anwen-

den des Iterationsverfahrens auf dem feinen Gitter eliminiert um dann wie-
derum eine Korrektur auf dem groben Gitter zu bestimmen. Diese Technik
wird solange wiederholt, bis r° hinreichend klein ist.

Aus @

3.4.2 Schema mit Transfer der vollen Approximation

Die Darstellung (3.13) fiir die Korrektur v° basiert auf der Linearitit von L°.
Ist LY nicht linear, wie in unserem Fall des Finite-Volumen-Verfahrens, so ist

diese Darstellung nicht moglich. Stattdessen wird auf dem groben Gitter die
Grofe

it = Dyu’ + vt (3.16)
definiert. Damit wird Gleichung (3.12) auf dem groben Gitter durch
L'a' = LY (Dya) — Dyr® (3.17)

approximiert. Durch die Definition von @' gemifi Gleichung (3.16) ist Glei-
chung (3.17) im linearen Fall dquivalent zu Gleichung (3.14). Hier muss nun
nicht nur das Residuum r°, sondern auch die Niherungslosung 4° auf das
grobe Gitter {ibertragen werden.

Bei der Losung von (3.17) ist u! gesucht. Die Gréflen auf der rechten Seite
dieser Gleichung sind fest.

Entsprechend zum linearen Fall wird Gleichung (3.17) (exakt oder appro-
ximativ) gelést und mittels Gleichung (3.15) die neue Approximation @,
berechnet. Nach Gleichung (3.16) ist v! = 4! — D{a°. Damit erhélt man
hier

i, =1’ + PPo' =@ + PP(a' — Dyi®). (3.18)

neu

Dann wird genauso wie im linearen Fall mit einigen Iterationen auf dem fei-
nen Gitter fortgefahren um hochfrequente Fehleranteile zu reduzieren. Da-
nach wird erneut eine Korrektur auf dem groben Gitter berechnet. Dieser
Zyklus wird wiederum solange wiederholt, bis r° hinreichend klein ist.

Bemerkung 3.4.2. Es ist zweckmiiflig die iterative Losung der Grobgitter-

gleichung (3.17) mit dem Wert al,,, = DJua® zu starten. In diesem Fall ist

bei Erreichen der Losung auf dem feinen Gitter (r® = 0) die Funktion !, .

exakte Losung von Gleichung (3.17) und entsprechend ist die berechnete
Korrektur PP (a! — Dla) gleich null.
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3.4.3 Erweiterung des Zweigitterverfahrens zum
Mehrgitterverfahren

Ist das Gitter G° sehr fein, so ist auch das grébere Gitter G' noch relativ
fein. Das Losen von (3.17) ist also auch noch sehr aufwendig. Mit Hilfe eines
nochmals groberen Gitters G kann man zum Losen ein Zweigitterverfahren
mit dem feinen Gitter G' und dem groben Gitter G? verwenden. Dies kann
man solange fortsetzen, bis man insgesamt eine Sequenz von L + 1 Gittern
G° ... ,G" hat, so dass das Losen der Grobgittergleichung fiir Gitter G*
hinreichend wenig aufwendig ist. Auf dem feinsten Gitter G° ist (3.9) zu
16sen und das Residuum r° ergibt sich aus (3.10). Fiir alle anderen Gitter
ist entsprechend zu Gleichung (3.17)

LFa* = LF*(Df_a* ) — Df_or*t (3.19)
zu losen. Dabei ergibt sich r* fiir k > 1 als Residuum von (3.19):
r* o= Lk — (LM(Dy_ @) — Dy e ). (3.20)

Beim Zusammenfiigen der Sequenz von Zweigitterverfahren gibt es verschie-
dene Moglichkeiten. Die Gesamtzyklen werden rekursiv aufgebaut.
Am natiirlichsten erscheint die Verwendung von sogenannten V-Zyklen:

Prozedur 3.3: V-ZvYKLUS(kg, u*)

Eingabe: Sequenz von Gittern G°, ..., G¥,
ko: Level des aktuell feinsten Gitters (Rekursionstiefe),
@*: Niherungslosung auf Gitter GFo.

Ausgabe: @*: Neue Niherungslosung auf Gitter G*.
Start
e FALLS kg =10

o Fiihre einige Iterationsschritte fiir Gleichung (3.9) durch und berechne
damit eine neue Approximation von @*.

e Berechne r* (siehe oben) sowie @0t := D,’jg“ako und
Lko—f—l(Dko-i-lako) . Dk0+17J€0.
k:() k?()

e Fiihre einige Iterationsschritte fiir Gleichung (3.19) (k = ko+1) durch und
berechne damit eine neue Approximation von #*!.
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e FALLS kg +2=L

o Berechne 7*+! (siehe oben) sowie @%*2 := D°f ik +! und
ko+2 ko+2 ~ko+1\ __ ko+2 ko+1
LR (Deiyat™) — DypotirtoT,

o Fiihre einige Iterationsschritte fiir Gleichung (3.19) (k = ko + 2) durch

und berechne damit eine neue Approximation von @ +2.
~ko+1 . ~ko+1 ko+1 ~ko+2 _ k0+2"’k0+1
o Setze u = + Pty (4 Dpdria™th).

e SONST V-ZYKLUS(kg + 1, @*oF1).

e Fiihre einige Iterationsschritte fiir Gleichung (3.19) (k = ko + 1) mit Start-
wert 70+ durch? und berechne damit eine neue Approximation von @*0+1.

o Setze @0 1= @f0 4+ P, (@hott — Dyotgh),

Ende.

Wesentlich bessere Konvergenz erhalten wir bei unserem Finite-Volumen-
Verfahren allerdings durch den Einsatz von sogenannten W-Zyklen:

Prozedur 3.4: W-ZvKLUS(kg, i*)

Eingabe: Sequenz von Gittern G°, ..., G%,
ko: Level des aktuell feinsten Gitters (Rekursionstiefe),
@*: Niherungslosung auf Gitter GFo.

Ausgabe: @*: Neue Niherungslosung auf Gitter G*o.
Start
e FALLS kg =0

o Fiihre einige Iterationsschritte fiir Gleichung (3.9) durch und berechne

damit eine neue Approximation von @*o.

e Berechne 7% (siehe oben) sowie @1 := D’,jg“a’fo und
Lko-i-l (Dko-i-lako) . Dk0+1rk0.
k:() k?()

e Fiihre einige Iterationsschritte fiir Gleichung (3.19) (k = ko+1) durch und
berechne damit eine neue Approximation von @*o+1!.

3 Dieser Schritt kann auch entfallen. Dann spricht man vom Sdgezahn-V-Zyklus.
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FALLS kg +2 =L

o Berechne 7¥*1 (siehe oben) sowie #*0+? := D,’:gifﬂk“l und
ko+2( Dko+2~ko+1\ _ mko+2, .ko+1
LR (Do) — Dyoyro™.

o Fiihre einige Iterationsschritte fiir Gleichung (3.19) (k = ko + 2) durch

und berechne damit eine neue Approximation von @*+2.
o Setze @Fotl = ghotl 4 Pfg’:;(ﬂkow — ngﬁﬂk(’“).
SONST W-ZYKLUS (kg + 1, a*o*1).

Fiihre einige Iterationsschritte fiir Gleichung (3.19) (k = ko+ 1) mit Start-
wert 250*! durch und berechne damit eine neue Approximation von @*o+!.

FALLS kg +2 =L

o Berechne r*o*! (siche oben) sowie @2 := Dggﬁﬂkﬁl und
k ko+2,5~ k ko+2, .k
L 0+2<Dk8+1u 0+1) _ Dk8+1r o+l
o Fiihre einige Iterationsschritte fiir Gleichung (3.19) (k = ko + 2) durch
und berechne damit eine neue Approximation von @*+2.

o Setze @071 i it 4 P (@ - Dl ).
SONST W-ZYKLUS (kg + 1, @*t1).

Fiihre einige Iterationsschritte fiir Gleichung (3.19) (k = ko + 1) mit Start-
wert @**! durch und berechne damit eine neue Approximation von @+,

~ko . ~ko ko ~ko+1 _ ko+1~ko
Setze U™ 1= ™ + P (4 D at).

Ende.

In Abbildung 3.10 sind der V-Zyklus und der W-Zyklus fiir 5 Gitterlevel
(L = 4) grafisch dargestellt.

3.4.4 Verwendung beim Finite-Volumen-Verfahren

Wie bereits oben erwihnt, wollen wir Mehrgitterverfahren zur Beschleuni-
gung des Finite-Volumen-Verfahrens fiir stationére Fille einsetzen. Hier ist
die gesuchte Losung u., nicht mehr von der Zeit abhéngig, also

d
—Uso = 0.

dt
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Abbildung 3.10: Fiinf Level V-Zyklus (links) und W-Zyklus. Das jeweils
verwendete Gitterlevel ist im zeitlichen Ablauf dargestellt.

Im diskreten Fall der Finite-Volumen-Approximation (siehe Definition 1.2.10,
S. 26) heifit das

d ~

0= %aoo,i(t) = CCi(aOO(t))7 1=1,... 7#g'

Zur Bestimmung von % = i, haben wir also die diskrete Operatorgleichung

L) =0 (3.21)

zu losen. Als Iterationsverfahren verwenden wir dabei, ausgehend von einer
Startlosung g, das Finite-Volumen-Verfahren, wobei wir fiir die Zeitdiskreti-
sierung das Polygonzugverfahren von Euler mit lokalen Zeitschritten nehmen.
Auf dem feinsten Gitter G haben wir also das Iterationsverfahren

uf =14 AtiLeo(u), 1<i<#G°. (3.22)

Die lokale Zeitschrittweite At; wird jeweils so gewéhlt, dass sie die CFL-
Bedingungen fiir Zelle C; erfiillt (siehe Abschnitt 1.3.1, S. 28ff.).
Das Residuum ¥ ergibt sich unmittelbar aus Gleichung (3.21):

0= L(a(t)).
Fiir die groben Gitter G¥, k > 1, ist die Operatorgleichung
£rkak = £¥(DF_ @b — DF_ (3.23)
zu l6sen. Thr Residuum ergibt sich in natiirlicher Weise als

r* = Lhah — (CF(DF_ bt — Dyt . (3.24)
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Als Tterationsverfahren auf den groben Gittern G*, k > 1 erhalten wir

Gtk = ab + At (ng (@) — (L5(DE_uh") — D,’j_lrk_l)i>, (3.25)
1 < i < #G*. Fiir die Grobgitteroperatoren LF. k > 1, verwenden wir
eine modifizierte Basisdiskretisierung auf den G* (siehe unten). Die Dezi-
mierungsoperatoren DZH sowie die Prolongationsoperatoren P 1 definieren
wir geméfl den Gleichungen (3.4), (3.5) (S. 73), wobei wir fiir den im Prolon-
gationsoperator enthaltenen Rekonstruktionsalgorithmus R, ., fir £ > 1 die
triviale Rekonstruktion (siehe Abschnitt 1.2.4, S. 22) und fiir £ = 0 die lineare
polynomiale Rekonstruktion mit Polynomgrad eins (siche Bemerkung 2.1.8,
S. 44) verwenden.

Bei den Prozeduren V-ZYKLUS und W-ZYKLUS haben wir nicht néher an-
gegeben, wieviele Iterationen auf einem bestimmtem Gitter G¥ jeweils durch-
gefiithrt werden sollen. Wir machen die Anzahl vom Gitterlevel k abhingig.
Auf den feineren Gittern sind die Iterationen noch relativ aufwendig. Je
grofer k ist, desto weniger aufwendig sind die Iterationen. Deshalb sind wir
mit der Iterationszahl auf den gréberen Gittern grofiziigiger als auf den fei-
neren Gittern. Auf G° fithren wir jeweils zwei Iterationsschritte durch. Auf
Gk, k > 1 fithren wir jeweils k& + 1 Schritte durch.

3.4.5 Aufwand der Mehrgitterzyklen

Bei einem V- oder einem W-Zyklus entsteht der hauptséchliche Rechenauf-
wand durch die Durchfithrung der angegebenen Anzahl von Iterationen auf
den verschiedenen Gittern. Beim V-Zyklus sieht man direkt, dass auf dem
feinsten und dem grobsten Gitter jeweils einmal iteriert werden muss und
auf allen anderen Gittern jeweils zweimal. Beim W-Zyklus muss auf Git-
ter G° ebenfalls einmal iteriert werden, auf dem grébsten Gitter G¥ muss
insgesamt 217! Mal iteriert werden und auf den dazwischenliegenden Git-
tern GF, 1 < k < L, muss jeweils 3 - 287! Mal iteriert werden. In jedem
Fall muss daher pro Mehrgitterzyklus dreimal der Feingitteroperator £ aus-
gewertet werden, ndmlich zweimal fiir die zwei Iterationen auf dem feinen
Gitter und dann noch einmal fiir die Berechnung von r°. Weiterhin ergibt
sich fiir V- und W-Zyklen eine unterschiedliche Anzahl von Auswertungen
der Grobgitteroperatoren £¥, 1 < k < L.

Beim V-Zyklus sind dies auf Gitter G*, 1 < k < L, insgesamt 2(k + 1) + 1
Auswertungen fiir die zweimal k + 1 Iterationsschritte sowie fiir die einma-
lige Berechnung von r*. Auf dem grobsten Gitter G¥ muss kein Residuum
berechnet werden, hier ergeben sich L + 1 Auswertungen fiir die L + 1 Itera-
tionen.
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Beim W-Zyklus ergeben sich auf den Gittern G¥, 1 < k < L, insgesamt
3281k + 1) + 2F Auswertungen, denn es wird 3 - 2¥~! Mal iteriert und
es muss 2¢ Mal das Residuum 7% berechnet werden. Auf G* miissen keine
Residuen berechnet werden. Dort ergeben sich 2271(L + 1) Auswertungen.
Bei der Basisdiskretisierung auf den groben Gittern entsteht der Aufwand
bei der Berechnung von £F durch die numerischen Flussberechnungen iiber
die inneren Kanten von G* sowie durch die Berechnungen der Randfliisse.
Wir wollen uns den Aufwand in Abhingigkeit von #G°, der Zellenzahl des
feinsten Gitters, ansehen:

In Abschnitt 3.2.3 (S. 74ff.) haben wir angegeben, wie grof3 die Zahl der
inneren Kanten und der Randkanten der G* ist. Dabei haben wir bereits
festgestellt, dass die Anzahl der inneren Kanten beim Vergrobern deutlich
langsamer fillt, als die Zahl der Zellen. Die Zahl der Randkanten ist bei
den groben Gittern dieselbe wie bei G°. Dies liegt daran, dass die Zellrinder
beim Vergrébern immer komplexere Polygonziige werden.

Modifizierte Basisdiskretisierung fiir die groben Gitter

Den numerischen Fluss zwischen zwei Zellen C, und C, mit der Basisdiskre-
tisierung kann man als Summe der numerischen Fliisse iiber die einzelnen
Kanten

le - flug, up, ny) (3.26)

JjeJ

schreiben, wobei [; die Lénge der j-ten Kante und n; die d&ulere Normale
an (Y iiber die j-te Kante ist. Fiir die komplexen Rénder der Grobgitter-
zellen modifizieren wir die Basisdiskretisierung, indem wir diese Summe von
numerischen Flussauswertungen zu einer einzigen Flussauswertung zusam-
menfassen (siehe Abbildung 3.11). Dazu ersetzen wir Gleichung (3.26) durch

[ f(ug, up, 7), (3.27)
mit
— B 1
l::‘le-nj‘ und n::Tle-nj.
JjeT JjeT

Die [ und 7 werden einmalig berechnet und als Teil der Gitter-Daten gespei-
chert. Die Kanten am Rand von () werden entsprechend zusammengefasst.

Wiire f linear in der n-Komponente, so wiirde diese Modifikation die Er-
gebnisse nicht verdndern. Da dies aber nicht der Fall ist, fithrt die Modifi-
kation zu einer Anderung der Basisdiskretisierung. Dies fiihrt aber nicht zu
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Abbildung 3.11:  Zusammenfassung der Flussauswertungen an den
Zellrandern. Es sind die Zellrdndern und die [ - n dargestellt.

Anderungen in den Ergebnissen fiir die (auskonvergierte) Feingitterlésung, da
die Grobgitterkorrekturen und damit die Einfliisse der Grobgitteroperatoren
im Limes verschwinden (siehe Bemerkung 3.4.2).

Der Aufwand fiir die so modifizierte Basisdiskretisierung hingt nicht mehr
von der Zahl der Kanten ab, sondern nur noch von der Zahl der Gitterzellen.
Die Zahl #G* der Zellen von G* ist ungefihr #G°/3*. Setzen wir dies ein und
verwenden die oben gezdhlte Anzahl von Auswertungen, so erhalten wir fiir
einen L-Level V-Zyklus einen Aufwand proportional zu

#G° . (Z(Q(k: +1) + 1)3% + (L + 1)3%)

k=0

fiir die Berechnungen aller Grobgitteroperatoren.
Fiir einen L-Level W-Zyklus erhalten wir einen Aufwand proportional zu

o (Z<3 2 (k1) + 2%% + (2" L+ 1))%)

k=0

fiir die Berechnungen aller Grobgitteroperatoren.

Man sieht unmittelbar, dass die als Faktor von #G° auftretenden Sum-
men in beiden Féllen fiir L — oo konvergent sind. Der Aufwand fiir die
Durchfiithrung eines V-Zyklus oder eines W-Zyklus ist also unabhéngig von
L durch K - #G° nach oben beschrinkt.

Zur Demonstration der Effizienz des Mehrgitterverfahrens haben wir eine
Fliigelprofilumstromung gerechnet. Das verwendete Fliigelprofil ist das so-
genannte NACAQ0012 Profil. Das Profil wird mit Hilfe der Funktion

f(z) == 0.6 - (0.2969y/z — 0.126z — 0.35162° + 0.2843z% — 0.10152%)
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definiert. Oberer und unterer Rand des Profils sind symmetrisch durch

die Kurven (xz, f(kz)/k)T und (x,—f(kx)/k)T, 0 < z < 1 mit &

1.008930411365 gegeben.

In Abbildung 3.12 ist die Triangulierung dargestellt, aus der G durch bary-
zentrische Unterteilung gebildet wurde. Die Triangulierung wurde mit dem

Verfahren aus [Fri93] erzeugt.
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Abbildung 3.12: Verwendete Triangulierung (rechts ein Ausschnitt) fiir die

Umstromung des NACA0012 Profils.

Das Profil wird mit einer Geschwindigkeit von |v| = 0.8 und einem Winkel
von o = 1.25° bei einem Druck p = 1 und einer Dichte p = 1.4 angestromt
(siehe auch [RBY92]). Die Mach-Zahl der Anstrémung ist also Ma., = 0.8.
Als Startlosung wird die Parallelstromung mit den Daten der Anstromung
gesetzt. Es bildet sich eine stationdre Stromung mit einem starken Stof auf
der Oberseite und einem schwécheren Stofy auf der Unterseite des Profils aus

(sieche Abbildung 3.13, links).

Auf dem feinen Gitter wurde mit Polynomen vom Grad eins rekonstruiert.
Gerechnet wurde zum Vergleich der Rechenzeit mit und ohne Mehrgitter-
beschleunigung. Bei der Mehrgitterrechnung wurde der beschriebene sechs
Level W-Zyklus verwendet. Die Rechenzeit auf einem PC betrug ohne Mehr-
gitterbeschleunigung 0.35 Sekunden pro Iterationsschritt, mit dem 6 Gitter
W-Zyklus 2.56 Sekunden pro Zyklus. In Abbildung 3.14 ist in logarithmischer
Darstellung die diskrete Lo-Norm von dp/dt iiber der CPU-Zeit dargestellt.
An dieser Grofle kann man sehr gut die Konvergenz gegen den stationéren
Zustand ablesen. Man sieht, dass mit Mehrgitterbeschleunigung eine deut-

lich schnellere Konvergenz erfolgt als ohne.
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Abbildung 3.13: 50 dquidistante Isolinien des Drucks von 0.5 bis 1.5. Links ist
die auskonvergierte Losung, rechts eine Zwischenlésung ohne Mehrgitterbe-
schleunigung nach der Rechenzeit, nach der die Mehrgitterrechnung auskon-
vergiert ist, dargestellt. Die Zwischenlésung unterscheidet sich noch deutlich
von der auskonvergierten Losung.

mit l\/lehrgitter JE—
ohne Mehrgitter

01 ¢

0.01 |+
0.001 |

0.0001 +

1e-05

0 1000 2000 3000 4000

Abbildung 3.14: Diskrete Lo-Norm von dp/dt iiber der CPU-Zeit.
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Kapitel 4

Numerische Berechnungen

In diesem Kapitel werden einige Ergebnisse von Berechnungen fiir die Euler-
Gleichungen présentiert. In den ersten beiden Abschnitten wird die Qualitét
der numerischen Lésungen anhand von Beispielen, zu denen exakte Losungen
bekannt sind, iiberpriift. Dabei wird auch demonstriert, wie sich die Wahl
der Parameter numerische Flussfunktion (sieche Abschnitt 1.2.5, S. 23ff.), Os-
zillationsindikator (siehe Abschnitt 2.2.4, S. 55ff.) und Variablensatz fir die
Rekonstruktion (siehe Abschnitt 2.3, S. 59ff.) auf die Losungen auswirkt.
Um die Darstellung iiberschaubar zu halten wird aber nicht das Kreuzpro-
dukt aller moglichen Parametereinstellungen kombiniert. Stattdessen wird
immer nur ein Parameter variiert, wihrend fiir die anderen Parameter die
von uns favorisierten Einstellungen festgehalten werden.

Nach vielen Vergleichsrechnungen favorisieren wir die folgenden Einstellun-
gen: Als numerische Flussfunktion den lokalen Lax-Friedrichs Fluss mit ma-
trixwertigem Diffusionsfaktor fmlLF, als Oszillationsindikator OIr,, und als
Variablensatz fiir die Rekonstruktion die primitiven Variablen. Die Wahl
des Variablensatzes ist ein Kompromiss zwischen Rechenaufwand und Qua-
litdt der Ergebnisse. Durch Rekonstruktion in entkoppelten Variablen erhélt
man teilweise deutlich bessere Ergebnisse als in primitiven Variablen. Der
Rechenaufwand ist aber so viel hoher, dass wir die Rekonstruktion in primi-
tiven Variablen bevorzugen.

Wann immer bei der folgenden Présentation der Ergebnisse nichts anderes
notiert ist, wird mit WENO-Rekonstruktion (Polynomgrad zwei) und den
favorisierten Finstellungen gerechnet, als Zeitdiskretisierung wird das drei-
stufige Verfahren von Shu und Osher eingesetzt und als Gitter werden die
baryzentrischen Unterteilungen von Triangulierungen verwendet.
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4.1 StofBlrohrprobleme

Bei den zwei betrachteten sogenannten Stofirohrproblemen handelt es sich
um eindimensionale Testfille, die bei uns zweidimensional gerechnet werden.
Als Gitter wird jeweils die baryzentrische Unterteilung einer Triangulierung
verwendet. Triangulierung und Gitter sind in Abbildung 4.1 dargestellt. Die
Feinheit des Gitters entspricht den einhundert Zellen, die fiir diese Testfélle
fiir eindimensionale Rechnungen iiblicherweise verwendet werden, das Gebiet
ist definiert durch Q := [0, 1] x [—0.05,0.05].

Bei den Rechnungen werden keine Sonderbehandlungen durchgefiihrt um die
Stromung eindimensional zu halten. Die Startlosungen enthalten keine Ge-
schwindigkeitsanteile in y-Richtung und am oberen sowie unteren Rand wird
die Randbehandlung fiir feste Winde verwendet. Fiir beide Beispiele wird
bei den numerischen Ergebnissen jeweils die Dichte entlang der Linie y = 0
dargestellt. Die Dichte ist hier, wie bei vielen anderen Beispielen auch, die
Grofle, an der man am besten die Qualitdt der Ergebnisse beurteilen kann.
Zum Vergleich der Ergebnisse sei fiir beide Fille auf [Bot95] verwiesen.

Abbildung 4.1: Triangulierung und baryzentrische Unterteilung fiir die Stof3-
rohrprobleme.

4.1.1 Das Beispiel von Sod
Das Testbeispiel von Sod wird durch die Anfangsdaten

(1,0,0,1) falls z; < 0.5,

(pr v, vz, p) (2, 0) = {(0.125,0,0,0.1) falls ; > 0.5,

definiert. Gerechnet wird bis zur Zeit 7" = 0.18.

In Abbildung 4.2 sind die Ergebnisse fiir den lokalen Lax-Friedrichs Fluss
mit matrixwertigem (f,zr) sowie mit skalarem Diffusionsfaktor (fyr) dar-
gestellt. Fiir die Berechnungen mit der WENO-Rekonstruktion (links) sind
kaum Unterschiede zwischen den Ergebnissen zu sehen. Verwendet man al-
lerdings die Basisdiskretisierung, so kann man deutlich erkennen, dass die
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0.7
0.6
0.5
0.4
0.3 0.3
0.2 0.2

01 1 1 1 1 - 01 1 1 1 1 -
0 02 04 06 038 1 0 02 04 06 038 1

1
1 0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4

Abbildung 4.2: Beispiel von Sod. FErgebnisse fiir die numerischen Fluss-
funktionen f,;r (LEM) und fgrp (LFS). Links Berechnungen mit WENO-
Rekonstruktion, rechts mit Basisdiskretisierung.

Néherungslosung mit flep viel starker verschmiert wird als mit fmlLF. Wir
haben dieses Beispiel auch mit dem numerischen Fluss von Osher und Solo-
mon gerechnet, auf die Darstellung des Ergebnisses aber verzichtet, da keine
Unterschiede zu den Ergebnissen mit fmle erkennbar sind.

0.9 '" 0.9 "
0.8 0.8
0.7 0.7
0.6 0.6
0.5 0.5
0.4 0.4
0.3 0.3
0.2 0.2

01 1 1 1 1 - 01 1 1 1 1 :
0 02 04 06 0.8 1 0 02 04 06 08 1

Abbildung 4.3: Beispiel von Sod. Ergebnisse fiir die Oszillationsindikatoren
OIp, (links) und OI4 (rechts).
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Beim Vergleich der Oszillationsindikatoren (sieche Abbildung 4.3) fillt bei
diesem Beispiel nur der Indikator OI4 heraus. Bei Verwendung von Oly
zeigen sich deutliche Uber- und UnterschieBer der numerischen Losung. Die
Ergebnisse mit den anderen Oszillationsindikatoren sind kaum voneinander
unterscheidbar. Auf deren Darstellung wurde deshalb verzichtet.

Fiir die drei von uns betrachteten Moglichkeiten zur Wahl des Variablensatzes
ergeben sich bei diesem Testfall keine sichtbaren Unterschiede.

4.1.2 Das Beispiel von Lax

Das Testbeispiel von Lax wird durch die Anfangsdaten

(0.445,0.698, 0, 3.528)
(0.5,0,0,0.571)

falls 1 < 0.5,

) ) ’ ’0 -
(p;v1,va, p)(,0) { falls 1 > 0.5,

definiert. Gerechnet wird bis zur Zeit T = 0.1445.

exakt exakt
LFM LEM -
1.2 LFS 1.2 LFS e

1.0

0.8

0.6

0.4

1

T

T

1

1

1

1.0

0.8

0.6

04

1

1

1

1

0 02 04 06 038 1 0 02 04 06 0.8 1

Abbildung 4.4: Beispiel von Lax. FErgebnisse fiir die numerischen Fluss-
funktionen f,r (LEFM) und fgrr (LFS). Links Berechnungen mit WENO-
Rekonstruktion, rechts mit Basisdiskretisierung.

Auch bei diesem Beispiel sieht man bei den Berechnungen mit WENO-
Rekonstruktion kaum den Einfluss der numerischen Flussfunktionen (siehe
Abbildung 4.4 links). Bei genauem Hinsehen kann man erkennen, dass die
numerische Lésung mit fleF im Bereich der Kontaktunstetigkeit (z ~ 0.7)
etwas mehr verschmiert ist als mit fmlLF. Bei den Ergebnissen mit der Ba-
sisdiskretisierung ist dies wiederum viel deutlicher zu erkennen. Auch hier
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bestétigt sich, dass die Ergebnisse mit dem numerischen Fluss von Osher und
Solomon sowie mit f,,r gleichwertig sind. Diese Ubereinstimmung haben
wir bei allen durchgefiihrten Vergleichsrechnungen festgestellt.

1.4 [ exakt 11.4] exakt —— T 114 exakt ——
L1L2 v A JSs
12t i 112t 112t
1.0 110+t : 110}
08 | 108t {08}
06 | 106t {06}
04F ™\ ; {04aF ™ foab ™

0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1

Abbildung 4.5: Beispiel von Lax. Ergebnisse fiir die Oszillationsindikatoren
0[L2, O[A und O[JS.

Beim Vergleich der Oszillationsindikatoren (siehe Abbildung 4.5) fillt bei
diesem Beispiel der Indikator OI4 extrem heraus: Die numerische Losung
zeigt einen deutlichen UberschieBer. Die Ergebnisse mit OI, und OIy, sind
nicht zu unterscheiden. Mit OI,g erhélt man vergleichbare Ergebnisse. Es
ist allerdings ein kleines zusétzliches Maximum bei z /= 0.75 zu erkennen.

exakt = exakt —— v exakt —— =
a - : b S L, b
12+ ; 112t {12t
1.0 110t : 110t
0.8 r 408 r 108+t
0.6 . {06 . {06 ;
0.4 ™\ {04r N / 1041 O\

0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1

Abbildung 4.6: Beispiel von Sod. Ergebnisse fiir die unterschiedlichen Va-
riablensétze zur Rekonstruktion. a: Rekonstruktion in primitiven Variablen,
b: Rekonstruktion in entkoppelten Variablen und c: Rekonstruktion in Zu-
standsvariablen.

In Abbildung 4.6 sind die numerischen Ergebnisse zum Vergleich der Va-
riablensitze fiir die Rekonstruktion dargestellt. Hier sind deutliche Unter-
schiede zu erkennen. Die beste Losung erhélt man mit Rekonstruktion in
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entkoppelten Variablen. Eine sichtbare Verschlechterung ist bereits bei der
Losung mit Rekonstruktion in primitiven Variablen zu erkennen. Rekonstru-
iert man direkt in den Zustandsvariablen, dann bildet sich sogar ein kleines
zusétzliches Maximum bei x ~ 0.75 aus.

4.2 Die Ringleb-Stromung

Zur numerischen Uberpriifung der Approximationsordnung verwenden wir
einen Testfall aus [AR-211], die Ringleb-Stromung. Diese Stromung ist durch
Stromlinien definiert. Um eine Stromung von links nach rechts zu erhalten
wird die Stromung um 90° gedreht. In [Fri98] haben wir ein Gebiet ver-
wendet, dessen oberer und unterer Rand durch Stromlinien gegeben war.
Da die Randbehandlung dort ohnehin durch numerische Fliisse mit den ex-
akten Auflenzustianden realisiert wurde und da wir die Tatsache, dass der
Rand durch Stromlinien definiert war, in keiner Weise ausgenutzt haben,
trennen wir uns hier von diesem Gebiet und verwenden einen rechteckigen
Ausschnitt Q := [—3.89711,0] x [1.1,2.6]. Das hat den Vorteil, dass Gitter
mit gleichméfligen Zelldurchmessern h verwendet werden kénnen.

In Abbildung 4.7 ist die Dichteverteilung der exakten Losung dargestellt.

I

Abbildung 4.7: Exakte Losung der Ringleb-Stromung: Isolinien der Dichte.

Als Startlosung wird bei allen Berechnungen die Parallelstromung mit den
Daten

(p,v1,ve,p) = (0.95,0.3,0,0.65)

gesetzt. Dies entspricht bis auf die Richtung der Geschwindigkeit ungefédhr
der exakten Losung in der linken oberen Ecke von 2.

Da es sich bei diesem Beispiel um eine stationire Stromung handelt, wird
das Mehrgitterverfahren zur Beschleunigung eingesetzt. Dies fithrt bei die-
sem Beispiel zu einer massiven Beschleunigung der Berechnungen. In Ab-
bildung 4.8 ist der Verlauf von dp/dt der Berechnung auf dem Gitter mit
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h = 0.0375 und WENO-Rekonstruktion mit quadratischen Polynomen iiber
der CPU-Zeit dargestellt. Die Rechnungen wurden auf einem PC mit 400
MHz PentiumlIl Prozessor durchgefiihrt.

1 x

mit Mehxrgitter
ohne Mehrgitter

1e-02
1e-04 » 1
1e-06 f\ .
te-08 | ]
1e-10 .

te12 F % .

1e-14 : : : :
0 10000 20000 30000 40000

Abbildung 4.8: dp/dt (logarithmisch) tiber der CPU-Zeit in Sekunden.

Misst man die Rechenzeit, die zum Erreichen von dp/dt = 1079 erforderlich
ist, so ergibt sich auf diesem Gitter durch die Verwendung des Mehrgitter-
verfahrens eine Beschleunigung um etwa den Faktor acht.

Zur Sicherheit werden bei allen Berechnungen 500 Mehrgitterzyklen ge-
rechnet. Bereits nach etwa 100 Mehrgitterzyklen sind keine wesentlichen
Anderungen der Fehler mehr festzustellen.

Aus den Ergebnissen der Berechnungen fiir Gitter mit unterschiedlichen Zell-
durchmessern h kann man die numerisch erhaltene Approximationsordnung
bestimmen. Wir geben die Ergebnisse nur fiir die Dichte an. Fiir die anderen
Komponenten der Losungen erhdlt man vergleichbare Approximationsord-
nungen. Gemessen wird die Differenz zwischen den numerisch berechneten
und den exakten Zellmittelwerten auf den jeweils verwendeten Gittern in der
diskreten Li- und L..-Norm.

Die folgenden Verfahren werden betrachtet:

a: Basisdiskretisierung,
b: Digitale ENO-Rekonstruktion (Polynomgrad eins),
c: WENO-Rekonstruktion (Polynomgrad eins),

d: Digitale ENO-Rekonstruktion (Polynomgrad zwei),
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e: WENO-Rekonstruktion (Polynomgrad zwei) mit Rekonstruktion in pri-
mitiven Variablen,

f: WENO-Rekonstruktion (Polynomgrad zwei) mit Rekonstruktion in Zu-
standsvariablen und

g: WENO-Rekonstruktion (Polynomgrad zwei) mit Rekonstruktion in
entkoppelten Variablen.

In Abbildung 4.9 sind die Fehler, gemessen in der diskreten L;-Norm, gra-
fisch dargestellt. Die Fehler in der diskreten L..-Norm sind in Tabelle 4.1

1e-2

1le-4

1 1 1 1 1 1 1

0.0375 0.05 0.075 0.09375 0.15 0.25 0.375

Abbildung 4.9: Fehler der Dichte-Komponente in der diskreten L;-Norm
iiber den Zelldurchmessern (jeweils logarithmisch).

aufgelistet. Aus den Fehlern kann man die numerische Approximationsord-
nung durch Messen der Steigung in der log-log-Darstellung ermitteln: Kennt
man fiir h; und hs die Fehler e; und e,, so ergibt sich

Iney —Ineyg

numerische Fehlerordnung = i —Tnh.
nhy —Inhy

Die so ermittelten Fehlerordnungen sind fiir die gemessenen Fehler in Ta-
belle 4.2 aufgelistet. Dabei sind die Fehlerordnungen zu jeweils aufeinander
folgenden Zelldurchmessern h; und hy immer dem kleineren der beiden h;
zugeordnet worden.

Man sieht beim Vergleich der Fehler die deutliche Uberlegenheit der gewich-
teten ENO-Verfahren iiber die digitalen ENO-Verfahren: Die Fehler fiir (c)
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h a b ¢ d e f g

0.375 2.3e-2 | 5.4e-3 | 5.4e-3 | 2.1e-3 | 1.9e-3 | 1.3e-3 | 1.6e-3
0.25 1.7e-2 | 3.3e-3 | 2.8¢-3 | 1.5e-3 | 5.8e-4 | 3.3e-4 | 4.0e-4
0.15 1.2e-2 | 1.6e-3 | 1.1e-3 | 3.6e-4 | 1.2e-4 | 4.9e-5 | 6.4e-5
0.09375 | 7.7e-3 | 7.8e-4 | 4.8e-4 | 1.2e-4 | 2.6e-5 | 1.3e-5 | 1.3e-5
0.075 6.3e-3 | 5.0e-4 | 3.3e-4 | 6.9e-5 | 1.3e-5 | 7.7e-6 | 6.9e-6
0.05 4.3e-3 | 2.2e-4 | 1.7e-4 | 2.9e-5 | 3.6e-6 | 2.8e-6 | 2.6e-6
0.0375 | 3.3e-3 | 1.4e-4 | 1.0e-4 | 1.7e-5 | 1.4e-6 | 1.3e-6 | 1.3e-6

Tabelle 4.1: Fehler der Dichte-Komponente in der diskreten L..-Norm.

h a b ¢ d e f g

0.25 0.80711512(2217(11609|383.0|3835|3.634
0.15 0908|1814 |2518(3.028 4132 4.137]|383.6
0.09375 110091915 2518282414232 3829|3834
0.075 1.009(1920|251.7|2824]3932|3423]3629
0.05 1.009(2020 (251730213632 |3325]|3524
0.0375 1009 2016|2417 |2518(3432 3226|3326

Tabelle 4.2: Approximationsordnung fiir die L;-Norm (jeweils links) und die
Lo-Norm (jeweils rechts).

sind deutlich geringer als die fiir (b) und die Fehler fiir (e), (f) und (g) sind
deutlich geringer als die fiir (d).

Etwas iiberraschend sind die geringen Fehler und die hohen Fehlerordnungen
von (e) gegeniiber (f) und (g). Nach Satz 2.3.1, S. 61, héitte die Fehlerordnung
fiir die Rekonstruktion in primitiven Variablen auf zwei einbrechen miissen.
Weiterhin ist erstaunlich, dass die Fehlerordnung in der L;-Norm bei WENO-
Rekonstruktion mit Polynomen vom Grad eins iiber zwei und bei WENO-
Rekonstruktion mit Polynomen vom Grad zwei iiber drei liegt. Im Gegensatz
zu den in [LOC94, JS96, HS99] beschriebenen Verfahren wird bei unserem
Verfahren némlich nicht versucht durch Bedingungen an die Gewichte die
Ordnung zu erhchen.

Neben den deutlich héheren Fehlern kann man bei diesen Berechnungen ein
weiteres Problem der digitalen ENO-Verfahren beobachten: Im Gegensatz zu
den gewichteten ENO-Verfahren findet bei den einzelnen Berechnungen keine
numerische Konvergenz gegen den stationdren Zustand statt. Wéahrend bei
den gewichteten ENO-Verfahren du/dt bis auf numerisch null zuriickgeht,
fallt diese Grofle bei den digitalen ENO-Verfahren nach dem Start der Be-
rechnungen nur um wenige Groéflenordnungen ab.
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4.3 Doppel-Mach-Reflektion eines starken
Stofles

Dieses Beispiel stammt aus [WC84]. Zur Zeit ¢ = 0 trifft ein Sto§ mit Mach-
zahl 10 in einem Winkel von 60° auf eine (reflektierende) feste Wand. Vor
dem Stofl herrscht ein Ruhezustand mit Dichte p = 1.4 und Druck p = 1.
Hinter dem Stof} ergibt sich ein Zustand mit p = 8, |v| = 8.25 und p = 116.5.
Die Wand befindet sich am Boden (y = 0) des Gebiets Q := [0, 3] x [0,0.8]
und beginnt bei x = 1/6.

Die Gitter der ersten Berechnungen sind die baryzentrischen Unterteilungen
von gleichméfigen Triangulierungen. Betrachtet werden die Zelldurchmesser
h = 1/100 sowie h = 1/200. Danach werden Ergebnisse prisentiert, bei
denen als Gitter direkt die beiden Triangulierungen verwendet werden. In
allen Fillen sind die Ergebnisse zur Zeit T' = 0.2 dargestellt.

Abbildung 4.10:  Digitale ENO-Rekonstruktion (links) und WENO-
Rekonstruktion (rechts), jeweils Polynomgrad eins, h = 1/100. 35 Isolinien
der Dichte ab 1.39 mit Abstand 0.6.

Abbildung 4.12: WENO-Rekonstruktion mit Polynomgrad zwei. Links: Lo-
kaler Lax-Friedrichs Fluss mit skalarwertigem Diffusionsfaktor. Rechts: Re-
konstruktion in entkoppelten Variablen. h = 1/100. 35 Isolinien der Dichte
ab 1.39 mit Abstand 0.6.
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Abbildung 4.13: Links: WENO-Rekonstruktion mit Polynomgrad eins.
Rechts: WENO-Rekonstruktion in entkoppelten Variablen mit Polynomgrad
zwei. h = 1/200. 35 Isolinien der Dichte ab 1.39 mit Abstand 0.6.

In den Abbildungen 4.10 und 4.11 ist deutlich zu erkennen, dass die Er-
gebnisse mit WENO-Rekonstruktion weniger verschmiert sind, als die Er-
gebnisse mit digitaler ENO-Rekonstruktion. Auflerdem sieht man den
Auflésungsgewinn beim Ubergang von Rekonstruktionspolynomen des Gra-
des eins zum Grad zwei. Leider zeigen sich insbesondere in Abbildung 4.11
rechts deutliche Oszillationen in der Losung. Diese verschwinden aber
vollsténdig, wenn man statt des matrixwertigen Diffusionsfaktors den skalar-
wertigen Diffusionsfaktor beim lokalen Lax-Friedrichs Fluss verwendet (siehe
Abbildung 4.12 links). Durch die erhohte Diffusion werden allerdings die Un-
stetigkeiten im Ergebnis etwas stérker verschmiert. Zum Vergleich ist rechts
in Abbildung 4.12 das Ergebnis mit lokalem Lax-Friedrichs Fluss mit matrix-
wertigem Diffusionsfaktor aber mit Rekonstruktion in entkoppelten Variablen
dargestellt. Hier treten trotz der geringeren Diffusion keine Oszillationen auf.
Bei Fallen mit derart starken Stoflen muss man sich also entscheiden, ob man
eine etwas erhohte Diffusion akzeptieren kann, oder ob man das sehr aufwen-
dige Verfahren mit Rekonstruktion in entkoppelten Variablen einsetzen muss
oder eben die Oszillationen in den Ergebnissen hinnimmt.

In Abbildung 4.14 sind die Ergebnisse fiir Berechnungen dargestellt, bei de-
nen als Gitter nicht die baryzentrischen Unterteilungen der Triangulierungen
verwendet wurden, sondern unmittelbar die Triangulierungen.

Abbildung 4.14: WENO-Rekonstruktion in entkoppelten Variablen mit Po-
lynomgrad zwei, lokaler Lax-Friedrichs Fluss mit skalarwertigem Diffusions-
faktor. Gitter sind die Triangulierungen. Links A = 1/100, rechts h = 1/200.
35 Isolinien der Dichte ab 1.39 mit Abstand 0.6.
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4.4 Stromung um eine riickwirts gerichtete
Stufe

Ein optisch interessanter Fall ist die Stromung um eine riickwérts gerich-
tete Stufe. Eine eindrucksvolle Sequenz von Bildern zu diesem Fall findet
man in [Dyk82]. Bei diesem Fall lauft ein Stof mit Machzahl 2.4 iiber ei-
ne riickwérts gerichtete Stufe. Dadurch bildet sich eine komplexe Stromung
aus. Der Rand von €2 ist durch den geschlossenen Polygonzug mit den Ecken
(—0.1,0),(0,0),(0,—1),(1.6,—1),(1.6,1),(—0.1,1) gegeben. Zur Zeit t = 0
tritt der Stol bei z = —0.1 in 2 ein. Vor dem Stof} befindet sich ruhende
Luft mit Dichte p = 1.4 und Druck p = 1.

In Abbildung 4.15 sind numerische Losungen zu den Zeiten t = 0.2, t = 0.4
und 7" = 0.65 dargestellt. Die Berechnungen wurden auf einem Gitter mit
gleichméfligen Zelldurchmessern h = 0.0125 durchgefiihrt, #G = 24 674.

Abbildung 4.15: 35 Isolinien der Dichte ab 0 mit Abstand 0.135, WENO-
Rekonstruktion mit Polynomgrad zwei, lokaler Lax-Friedrichs Fluss mit
skalarwertigem Diffusionsfaktor auf einem gleichméfig feinen Gitter mit
h = 0.0125.

Um die Stromung besser aufzulosen wurde das Adaptionsverfahren verwen-
det. Dabei wurde alle fiinf Zeitschritte adaptiert. Das Gitter zur Zeit
T = 0.65 hat 262563 Zellen bei hp;, = 0.0015625. Zur Zeit ¢ = 0.2 hat-
te das Gitter noch unter 150 000 Zellen. Ein mit h,,;, global fein aufgelostes
Gitter hétte etwa 1.6 Millionen Zellen gehabt. Durch die Verwendung der
Adaption wurde die Rechenzeit ungefdhr um den Faktor zehn verringert.
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Abbildung 4.16: Dichteverteilung. WENO-Rekonstruktion in entkoppel-
ten Variablen mit Polynomgrad zwei, lokaler Lax-Friedrichs Fluss mit ma-
trixwertigem Diffusionsfaktor auf einem dynamisch adaptierten Gitter mit
Bmin = 0.0015625.
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4.5 Stromung iiber eine Keilspitze

Ein weiterer interessanter Stromungsfall wird in [Qui92] beschrieben. Hier
befindet sich am Boden eines Kanals die Spitze eines Keils mit Winkel 90°.
Der linke Rand des Gebiets ist bei x = —0.3, der untere Rand des Kanals
liegt bei y = 0. Der Keil beginnt am Boden bei z = 0, die Spitze befindet
sich am Punkt (1/v/2,1/v/2) und der Keil endet bei 2 = /2. Zur Zeit t = 0
tritt ein Stofl mit Machzahl 2.8 bei x = —0.3 in €2 ein. In 2 befindet sich vor
dem Einfall des Stofles ruhende Luft mit Dichte p = 1.4 und Druck p = 1.
Gerechnet wird bis zur Zeit T' = 0.65.

Auch bei diesem Fall haben wir das Adaptionsverfahren eingesetzt um die
Stromung moglichst gut aufzulésen. Es wurde ebenfalls alle fiinf Zeitschritte
adaptiert. Das Gitter am Ende der Berechnung hat 192490 Zellen. Ein mit
hmin = 0.0015625 global fein aufgelostes Gitter héitte etwa 1.4 Millionen Zel-
len gehabt. Hier hatte das Gitter zur Zeit ¢ = 0.316 noch 30020 Zellen und
zur Zeit t = 0.434 noch 72989. Die Zellenzahl ist also erst kurz vor Errei-
chen von T' = 0.65 drastisch angestiegen. Der geschitzte Rechenzeitgewinn
betragt hier mehr als ein Faktor zwanzig.

Abbildung 4.17: Isolinien der Dichte zu den Zeiten t = 0.316, t = 0.349,
t = 0385, t = 0.435, t = 0.497 und t = 0.56. WENO-Rekonstruktion
in primitiven Variablen mit Polynomgrad zwei, lokaler Lax-Friedrichs Fluss

mit skalarwertigem Diffusionsfaktor auf einem dynamisch adaptierten Gitter
mit Ay, = 0.0015625.
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Abbildung 4.18: Dichteverteilung der numerischen Losung zur Zeit T = 0.65.
WENO-Rekonstruktion in primitiven Variablen mit Polynomgrad zwei, lo-
kaler Lax-Friedrichs Fluss mit skalarwertigem Diffusionsfaktor auf einem dy-
namisch adaptierten Gitter mit h;, = 0.0015625.
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Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit werden Finite-Volumen-Verfahren auf unstruk-
turierten Gittern behandelt. Dabei wird auf zwei Aspekte besonders ein-
gegangen, ndmlich zum einen auf den Rekonstruktionsalgorithmus und zum
anderen auf Beschleunigungstechniken. Beide Aspekte werden algorithmisch
umgesetzt.

Beim Rekonstruktionsalgorithmus wird die polynomiale Rekonstruktion dar-
gestellt und analysiert. Die Idee der WENO-Rekonstruktion wird vom eindi-
mensionalen Fall auf den Fall unstrukturierter Gitter in zwei Raumdimensio-
nen iibertragen. Die resultierende Verbesserung der Ergebnisse gegeniiber der
(digitalen) ENO-Rekonstruktion wird demonstriert. Im glatten Bereich der
Losungen fithrt die WENO-Rekonstruktion zu deutlich besseren Ergebnissen
als die ENO-Rekonstruktion. Gleichzeitig bleibt die Qualitéit der Losungen
in der Néahe von Unstetigkeiten erhalten. Fiir stationdre Stromungen erhélt
man mit dem WENO-Verfahren auch ein stationdres Verhalten der numeri-
schen Losung, was beim ENO-Verfahren nicht der Fall ist.

Als Beschleunigungstechniken werden die Gitteradaption, die verallgemeiner-
te Mehrskalenanalyse und fiir stationdre Stromungen die Mehrgittertechnik
behandelt. Bei der Effizienzanalyse der ersten beiden Techniken erhalten
wir das klare Ergebnis, dass die verallgemeinerte Mehrskalenanalyse kein
addquater Ersatz fiir die Gitteradaption ist: Die Rechenzeit kann mit Hilfe
der verallgemeinerten Mehrskalenanalyse nur um einen beschrinkten Fak-
tor reduziert werden, wéahrend bei der Gitteradaption die Beschleunigung
beliebig grof§ werden kann, wenn das Gitter immer feiner wird. Bei der Git-
teradaption wird proportional zur Rechenzeit auch Speicherplatz eingespart,
wéhrend sich der Speicherplatzbedarf bei der verallgemeinerten Mehrskalen-
analyse nicht verringert.

Es wird bewiesen, dass die verallgemeinerte Mehrskalenanalyse bei der Ent-
stehung von Unstetigkeiten versagen kann. Dieses Versagen wird an einem
Beispiel demonstriert.

Die Mehrgittertechnik fiir stationédre Stromungen wird erldutert und an eini-
gen Beispielen wird gezeigt, dass damit die Rechenzeiten erheblich reduziert
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werden konnen.

Offen bleibt die Frage, warum im Fall der Euler-Gleichungen die Rekonstruk-
tion in primitiven Variablen nicht zum erwarteten Einbruch in der Genauig-
keit fithrt. Beim Variablensatz fiir die Rekonstruktion stellt sich auflerdem
die Frage, wie man die Rekonstruktion in entkoppelten Variablen mit gerin-
gerem Rechenaufwand realisieren kann.

Im zweidimensionalen Fall kann man noch untersuchen, wie sich die
Losungsqualitdat andert, wenn man auf die Regularitdtsannahme fiir die Git-
ter verzichtet.

Fiir eine mogliche Implementierung der WENO-Rekonstruktion in drei
Raumdimensionen miissen noch geeignete Schablonen ausgewéhlt werden.
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Symbole und Notation

Symbole

T

ij

C|
conds A

conv M

Multi-Index (siehe S. 119).

(j = 1,...,#;) Randsegmente von Zelle C; (Definiti-
on 1.2.1, S. 16).

Verhéltnis der spezifischen Wéarmen (y = 1.4) (Ab-
schnitt 1.1, S. 15).

Zeitschrittweite.

Diagonalmatrix der Eigenwerte von A(u,n) (Bemer-
kung 1.1.3, S. 15).

Raum der Polynome vom Grad kleiner oder gleich ) auf
dem R2.

Diffusionsparameter des numerischen Flusses von Lax und
Friedrichs sowie von Varianten (Abschnitt 1.2.5, S. 23).

Dichte (Abschnitt 1.1, S. 15).

Beschriinktes Gebiet im R,
Zellmittelungsoperator (Definition 1.2.7, S. 20).
Jacobimatrix von f - v (Definition 1.1.2, S. 14).

(i =1,...,#G) Zellen eines Gitters G.
Flicheninhalt von Zelle C' (Definition 1.2.1, S. 16).
Kondition der Matrix A (= ||All, - [|[A71]],).

Konvexe Hiille der Menge M.
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Dezimierungsoperator (Definition 3.2.1, S. 71).
Dimension von IT¢(R?, R).

Diagonalmatrix mit den Diagonaleintriagen Ay, ..., A,.
Totalenergie (Abschnitt 1.1, S. 15).

Maximales Verhéltnis zwischen dem Durchmesser ei-
ner Schablone fiir Polynomgrad ¢ und h(C;) (Definiti-
on 2.1.3, S. 40).

(f1, f2) Flusstensor, Flussfunktionen (Definition 1.1.1,
S. 13).

Numerischer Fluss (Abschnitt 1.2.5, S. 23).

Gitter (Definition 1.2.1, S. 16).

Anzahl der Zellen von G.

(t=1,..., Ng) GauBknoten (Abschnitt 1.2.3, S. 21).
Zahl der Stiitzstellen bei der Gau-Integration.
Durchmesser von Zelle C' (Definition 1.2.1, S. 16).
Position von Multi-Index « (siehe S. 119).

Menge der Indices von Zellen aus G*, deren Vereinigung

CH ergibt (Gleichung (3.3)).

Maximale Kardinalitéat einer Schablone fiir Polynomgrad
@ (Definition 2.1.3, S. 40).

Kern (Nullraum) der linearen Abbildung D.

Raumlicher Anteil der semidiskreten Finite-Volumen For-
mulierung (Gleichung (1.12), S. 20).

Approximation fir L¢, (Abschnitt 1.2.7, S. 26).
Multiskalendarstellung von d (Definition 3.2.3, S. 72).

Index der Nachbarzelle von Zelle C; iiber das Segment I';;
(Definition 1.2.5, S. 19).
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OL»(p)

k
Pk+1

P(u,n), P~ (u,n)

rank A

SN ®

<

Tc

Xc

Notation

Verschiedene Osrzillationsindikatoren fiir Polynom p (Ab-
schnitt 2.2.4, S. 55).

Druck (Abschnitt 1.1, S. 15).
Prolongationsoperator (Definition 3.2.1, S. 71).

Diagonalisierungsmatrizen fiir A(u,n) (Bemerkung 1.1.3,

S. 15).

Maximaler Polynomgrad.

Rang der Matrix A.

Schablone (Definition 2.1.3, S. 40).
Zustandsraum (Abschnitt 1.1, S. 13).
Triangulierung (Definition 1.2.2, S. 17).

(1t =1,...,#G) Dreiecke einer Triangulierung 7.
(vi,va) Geschwindigkeit (Abschnitt 1.1, S. 15).
Schwerpunkt der Zelle C' (Definition 2.1.2, S. 40).
Lokale Koordinaten (Gleichung (2.2), S. 40).

Euklidische Norm

Fiir die euklidische Lénge von Vektoren im R" verwenden wir Betragsnota-

tion:

Multi-Indizes

|| ==\ 22 + .. + 2.

Bei polynomialen Ausdriicken im R? verwenden wir Multi-Indizes. Fiir o =
(a1, ), a; € {0,1,2,...} und x € R? definieren wir in der iiblichen Weise

la| = a1+ a,

¢ = z{'xy? und
o |al

D o~ 0

oz 0xr0xy?’
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Die Menge aller Multi-Indizes ordnen wir wie folgt:
I(a) :== || (|| + 1) /2 + ao.

Das heifit, (0,0) hat den Index 0 und die Multi-Indizes konnen wie folgt
aufgezahlt werden:

(0,0),(1,0),(0,1),(2,0),(1,1),(0,2),...

Algorithmen

Bei der Beschreibung von Algorithmen bedienen wir uns einer Pseudo-
Programmiersprache. Dabei verwenden wir die folgenden Konventionen:

1. Das Zeichen # verwenden wir als Abkiirzung fiir Anzahl. Zum Beispiel
wird #Dreiecke als Anzahl Dreiecke gelesen.

2. Folgende primitive Datentypen werden verwendet:
Integer Ganze Zahl,

Real FlieSkommazahl,
Coord  Array von 2 FlieBkommazahlen (z.B. Koordinaten im R?).

3. Arrays werden mit runden Klammern adressiert, die Indizierung be-
ginnt mit 0. Beispiel:

FUR @ VON 0 BIS n — 1
Mittelwert(i):=Integral(i) / Fldcheninhalt(i)

4. Mehrdimensionale Arrays werden durch mehrfache Verwendung von
runden Klammern angesprochen:
Real Matriz(n)(m) ist ein zweidimensionales Array der Grofie n x m.
Matriz(i)(j) ist ein Eintrag, Matriz(i) ist ein eindimensionale Array
(Lénge m).
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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit werden Finite-Volumen-Verfahren auf unstruk-
turierten Gittern behandelt. Dabei wird zum einen auf den Rekonstrukti-
onsalgorithmus und zum anderen auf Beschleunigungstechniken besonders
eingegangen. Beide Aspekte werden algorithmisch umgesetzt.

Beim Rekonstruktionsalgorithmus wird die polynomiale Rekonstruktion dar-
gestellt und analysiert. Die Idee der WENO-Rekonstruktion wird vom eindi-
mensionalen Fall auf den Fall unstrukturierter Gitter in zwei Raumdimensio-
nen iibertragen. Die resultierende Verbesserung der Ergebnisse gegeniiber der
(digitalen) ENO-Rekonstruktion wird demonstriert. Im glatten Bereich der
Losungen fiithrt die WENO-Rekonstruktion zu deutlich besseren Ergebnissen
als die ENO-Rekonstruktion. Gleichzeitig bleibt die Qualitéit der Losungen
in der Néahe von Unstetigkeiten erhalten. Fiir stationdre Stromungen erhélt
man mit dem WENO-Verfahren auch ein stationéres Verhalten der numeri-
schen Losung, was beim ENO-Verfahren nicht der Fall ist.

Als Beschleunigungstechniken werden die Gitteradaption, die verallgemeiner-
te Mehrskalenanalyse und fiir stationdre Stromungen die Mehrgittertechnik
behandelt. Bei der Effizienzanalyse der ersten beiden Techniken erhalten
wir das klare Ergebnis, dass die verallgemeinerte Mehrskalenanalyse kein
addquater Ersatz fiir die Gitteradaption ist: Die Rechenzeit kann mit Hilfe
der verallgemeinerten Mehrskalenanalyse nur um einen beschrinkten Fak-
tor reduziert werden, wahrend bei der Gitteradaption die Beschleunigung
beliebig grof§ werden kann, wenn das Gitter immer feiner wird. Bei der Git-
teradaption wird proportional zur Rechenzeit auch Speicherplatz eingespart,
wahrend sich der Speicherplatzbedarf bei der verallgemeinerten Mehrskalen-
analyse nicht verringert.

Es wird bewiesen, dass die verallgemeinerte Mehrskalenanalyse bei der Ent-
stehung von Unstetigkeiten versagen kann. Dieses Versagen wird an einem
Beispiel demonstriert.

Die Mehrgittertechnik fiir stationédre Stromungen wird erldutert und an eini-
gen Beispielen wird gezeigt, dass damit die Rechenzeiten erheblich reduziert
werden konnen.
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