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Einleitung

Die vorliegende Arbeit beschiiftigt sich mit den Deformationen von Quotienten von C? nach
endlichen zyklischen Gruppen.

Wir schreiben eine zyklische Quotientensingularitét in der Form X, ,, wobei die Gruppe von
Xp,q erzeugt wird von dem Automorphismus (u,v) — ((,u, (fv) mit teilerfremden n und ¢
und einer primitiven n-ten Einheitswurzel ¢, und erhalten a = (ay, ...,a._1) aus der Ketten-
bruchentwicklung von n%q . Die Zahl e ist hierbei gleich der Einbettungsdimension von X, ,.
Der duale Kettenbruch % mit Werten by, ..., b, liefert die Selbstschnittzahlen —by, ..., —b, .

Zweidimensionale zyklische Quotientensingularitdten sind genau die Singularitdten zweidimen-
sionaler affiner torischer Varitdten im Fixpunkt. Der determinierende Kegel ist gegeben durch
< (1,0),(—¢,n) >C R?.

Eines der Ziele der komplex-analytischen Singularitétentheorie besteht im Versténdnis der ver-
sellen Deformation einer gegebenen isolierten Singularitdt X . Dies ist eine Deformation, die
alle anderen Deformationen von X durch einen Basiswechsel mit eindeutiger Tangentialab-
bildung induziert. Ein Existenzbeweis wurde 1972 in [G] gegeben, der jedoch keine geeignete
explizite Konstruktion liefert.

Eine Konstruktion der versellen Deformation einer zweidimensionalen zyklischen Quotienten-
singularitat X, , wurde 1988 von Arndt in seiner Hamburger Dissertation [A] hergeleitet. Dabei
handelt es sich um einen Algorithmus zur Berechnung der determinierenden Basis- und Total-
raumgleichungen. Genauer: Es seien C{s} und C{z, s} Ringe konvergenter Potenzreihen, mit
x als Abkiirzung fiir e Variablen x1,...,z, und s als Abkiirzung fiir 7 weitere Variablen, wobei
7 := dim T% die Dimension des Raums T4 der infinitesimalen Deformationen von X, , sei.
Der Algorithmus liefert dann polynomiale Erzeuger von Idealen a C C{s} und I C C{z,s},
so dass die kanonische Abbildung C{s}/a — C{x,s}/I wohldefiniert ist und dual eine Ab-
bildung & — S komplexer Raumkeime definiert, die eine verselle Deformation mit X, , als
Nullfaser ist (die durch s ausgedriickten Variablen sind also die Deformationsparameter).

Problematisch an Arndts Algorithmus war bislang jedoch, dass in einem gewissen Schritt nur ein
Existenzbeweis angegeben wurde und dieser Algorithmus somit nicht explizit war. Ein Ergebnis
der vorliegenden Arbeit ist die Erweiterung zu einer expliziten Konstruktion, basierend auf einer
Vermutung in [B].

Zu einer Deformation X — S von X, , nach Arndt hat Christophersen in [C] mit Hilfe
sogenannter Nullketten die Komponenten des reduzierten Basisraums S,..4 angegeben. Zu jeder
Nullkette k& = (ka, ..., ke—1) mit k; < a; fiir 1 = 2,...,e—1 gibt es genau eine solche Komponente
S . Die induzierte Deformation &), — S; lasst sich mit dieser Nullkette berechnen. Hier
bezeichne A), den Totalraum iiber Sj, .

Als Gléttung einer isolierten Singularitdt hat jede Deformation X, — Sy eine sogenannte
Monodromieiiberlagerung: Die Operation der Fundamentalgruppe m(Sk \ D) auf der Homolo-
giegruppe Hy(F'), wobei Dy die Diskriminante von Sy bezeichne und F' die Milnorfaser sei,
induziert eine unverzweigte Uberlagerung von Sy \ Dy, eine verzweigte Uberlagerung von Sy,
und damit eine Deformation von X, ,, welche als Monodromieiiberlagerung bezeichnet wird.

Christophersen fand in [C] eine kanonische Galoische Uberlagerung zu X} — S;, mit Gruppe
Hf:_; Sa,—k; , dem direkten Produkt der symmetrischen Gruppen &, g, , die durch Permuta-
tionen gewisser Deformationsparameter operieren. Seine Vermutung, dass es sich hierbei um
die Monodromieiiberlagerung von Xj, — S, handelt, bestétigte sich dann in [BC].



Diese Monodromietiberlagerung wird durch einen endlichen Basiswechsel von Sy induziert.
Dabei werden gewisse Deformationsparameter von S; als symmetrische Polynome in gewissen
Deformationsparametern der Monodromieiiberlagerung aufgefasst.

Dieser Wechsel ldsst sich kanonisch zu einem Basiswechsel des gesamten versellen Basisraums
S erweitern und liefert so eine Deformation Y — T' von X, ;. Die Deformation Y — T ist
Gegenstand von [B] und [Rie2] und ist auch (von dem Ergebnis zur Konstruktion der versellen
Deformation einmal abgesehen) der Ausgangspunkt in dieser Arbeit.

In [B] wird gezeigt, dass ) — T die verselle Deformation X' — S iiberlagert und iiber jeder
Komponente des reduzierten Basisraums 7T,..4 von T die oben genannte Monodromieiiberlage-
rung induziert. Ahnlich wie X — S in [A] (s.0.) wird in [B] auch die Deformation Y — T
in der Form C{t}/b — C{xz,t}/J beschrieben, mit Idealen b C C{t} und J C C{x,t} und
den Ringen C{t} und C{z,t} konvergenter Potenzreihen, wobei = wieder als Abkiirzung fir
die Variablen zq, ..., z. steht und t fiir 7 weitere Variablen, welche die Deformationsparameter
sind. Ahnlich wie die Gruppe Hf;; S,,—k, auf der Monodromieiiberlagerung von X, — Sy,
operiert nun auch die Gruppe Hf;; S,,—1 dquivariant durch Permutationen gewisser Defor-
mationsparameter auf ) — 7. Aufgrund dieser Eigenschaften nennen wir Y — T die
Monodromieiiberlagerung von X — S mit Monodromiegruppe Hf;zl Sym1 -

Uber jeder Komponente Sy von S,.q liegen (im Allgemeinen) mehrere Komponenten des redu-
zierten Basisraums T4 . Diese werden (nach [B]) mit 7} bezeichnet, also zusétzlich zu & mit
v indiziert. Wir bezeichnen mit KOMP die Menge aller Indexpaare (k,v) der auftretenden
Komponenten 7} . Fixieren wir ein 7T}, so erhalten wir alle Komponenten von 7,4 iiber Sj
als Translate g7} mit g € Hf;; Sym1 -

Den Totalraum iiber einer Komponente 7} von T,.; bezeichnen wir mit )} . Ist eine (nicht-
leere) Indexmenge ) # A C KOMP gegeben, so bezeichnen wir den Totalraum iiber dem
Durchschnitt N )eaTy mit V4. Fiir diesen gilt V4 = N,)eal) - Insbesondere erhalten wir
Inklusionen (komplexer Raumkeime) V4 — Yp fir § # B C A C KOMP und X, , — Va
fir 0 #AC KOMP.

Diese Sachverhalte finden sich in [B] und [Rie2]. Die Totalrdume )y werden dort durch po-
lynomiale Erzeuger ihrer Ideale mit Hilfe der jeweiligen Nullketten beschrieben. Da die Ba-
sisrdume der Deformationen )y — T} (im Gegensatz zum Basisraum der gesamten Defor-
mation ) — T') glatt sind, reicht dies im Wesentlichen zur Beschreibung dieser Deformationen
aus.

Diese Arbeit hat als Zielsetzung eine andere Beschreibung des Totalraums, namlich durch
Gitterkegel im Sinne der torischen Geometrie. Diese Zielsetzung basiert auf der Feststellung,
dass - ebenso wie X, , - auch die Raumkeime )} und allgemeiner die Raumkeime Y, fiir
h#ACKOMP isomorph zu den Raumkeimen in den Fixpunkten gewisser affiner normaler
torischer Varietiten sind. Auch werden die Inklusionen Y, — Yp fiir ) # B C A C KOMP
und X, , — Y4 fir 0 # A C KOMP durch Morphismen im Sinne der torischen Geometrie
induziert.

Wir erinnern kurz an einige Sachverhalte aus der torischen Geometrie: Eine torische Varietét
ist eine algebraische Varietét, auf der ein gleichdimensionaler (komplexer) algebraischer Torus
mit einer dichten offenen Bahn operiert. Bekanntlich kann jede affine normale torische Varietét
der Dimension n in gewisser Weise beschrieben werden durch einen Kegel o in einem n-
dimensionalen reellen Vektorraum Lg := L ®z R, mit einem Gitter L vom Rang n. Der Kegel
o hat dabei die Eigenschaft, die Menge aller Linearkombinationen mit nichtnegativen Koeffi-
zienten von endlich vielen, festen Elementen aus L zu sein und spitz zu sein. Wir bezeichnen



ihn als L-Kegel. Wir schreiben X, fiir die beschriebene Varietdt und X _, fiir diejenige
Varietét, die durch den Kegel o beschrieben wird, wenn wir diesen als L, -Kegel auffassen,
wobei L, := L Nlin o, mit lin o als linearer Hiille von o in Lgr. Die Varietdt X , hat
genau einen Fixpunkt unter der Torusaktion; wir bezeichnen ihn mit f,. Mit (X, », f») be-
zeichnen wir den komplexen Raumkeim von X; , in f,. Ist L' ein weiteres Gitter und o’
ein L' -Kegel, so ist ein Kegelmorphismus von ¢ nach o' gegeben durch einen Gitterhomo-
morphismus ¢ : L — L' mit ¢(c N L) C o' N L'. Dieser induziert in gewisser Weise einen
torischen Morphismus Xp, — X/ ; wir bezeichnen ihn mit 7 (¢). Weiter definiert dann
T (¢) einen Morphismus (X, ., fs) — (X1, o, for) komplexer Raumkeime; wir bezeichnen
ihn mit 7;(¢) .

Zur Beschreibung des Totalraums werden wir nun L -Kegel x und o} fiir alle (k,v) € COMP
im gemeinsamen Raum Lk mit einem ausreichend grofien Gitter L so anordnen, dass fiir die
Durchschnitte 04 := N pyeaoy fir O # A C KOMP sowie fiir die durch die Inklusionen in
Ly gegebenen Kegelmorphismen ¢a 5 : (L), 04) = (L(oy).0p) fir 0 # B C A C KOMP
und ¥4 1 (Ly, x) = (L(pa),04) fiir § # A C KOMP gilt:

1) Es gibt Isomorphismen (komplexer Raumkeime)

L Xng — (Xioxo f) and ka:Ya — (Xp, 00 flon) fiir 0 # A C KOMP.

2) Die folgenden Diagramme kommutieren. Dabei sei ) # B C A C KOMP im ersten
Diagramm und @ # A C KOMP im zweiten Diagramm.

YVa = (XL(GA),JA7f(UA)) Xn,q : (XLX,X7fX>
Inklusion l'ff(dm,B) l[nklusion le(llJA)
VB -2 (XL(GB),UBJ f(ch)) Ya = (XL<JA)7JA7 f(UA))

Wir bezeichnen das System der L-Kegel x und o} mit X, ,v). Die Eigenschaften 1) und 2)
iiberzeugen den Leser hoffentlich davon, dass dieses System tatséchlich sinnvoll zur (zumindest
partiellen) Beschreibung des Totalraums Y ist. !

Die Konstruktion des Kegels x von 3, ,v) erfolgt mittels der Werte as,...,a.—1 der Ket-
tenbruchentwicklung, wéhrend die Konstruktion der Kegel o; mittels der Nullketten erfolgen
kann. Fiir die o} werden wir jedoch auch eine etwas geometrischere Konstruktion (ohne Ver-
wendung von Nullketten) herleiten, in der nur von x und einem gewissen weiteren L-Kegel p
ausgegangen wird, der sich — ebenso wie y — aus den Werten as, ..., a._1 konstruieren lésst.

Ein weiteres Ergebnis ist eine qualitative Beschreibung der Kegel o . Bei dieser Beschreibung
werden wieder die zugehdrigen Nullketten benutzt. Die Beschreibung gibt dann auch Informatio-
nen iiber die Singularitdten von )}, da bekanntlich die geometrische Struktur eines L -Kegels
o Informationen iiber die Bahnenstruktur und die Singularitdten von Xy , liefert.

Wir skizzieren nun kurz den Aufbau dieser Arbeit:

Im ersten Kapitel geht es um die verselle Deformation nach Arndt. Zum Einen werden dort
diesbeziiglich einige Fakten aufgefiihrt, die im weiteren Teil der Arbeit benétigt werden. Zum

1Zur Frage, inwieweit die induzierte Deformation Y¥ — TY einer Komponente T} von T.q bereits durch
den Kegelmorphismus (Ly,x) < (L(ov),0f) determiniert ist, sei auf [Alt1] verwiesen. Wir werden auf diese
Frage in dieser Arbeit nicht weiter eingehen.



Anderen wird die oben erwdhnte Erweiterung von Arndts Konstruktion zu einer expliziten
Konstruktion formuliert und bewiesen.

Im zweiten Kapitel geben wir die in [B] beschriebene iiberlagernde Deformation ) — T an.
Zunachst wird die gesamte Deformation angegeben; anschlieBend werden die Deformationen
V¢ — T} iiber den Komponenten des reduzierten Basisraums angegeben. Wichtig ist es hier,
eine fiir die weiteren Untersuchungen geeignete Darstellung der die Ideale der Komponenten
erzeugenden Polynome bereitzustellen.

Im dritten Kapitel wird angegeben, wie wir von nun an die Totalrdume )}/ der Monodro-
mieiiberlagerung und die Singularitdt X, , als algebraische Teilmengen eines gemeinsamen
affinen Raums der Form C" auffassen. Die Rdume )} und X, , werden dabei algebraisiert
und einem linearen Koordinatenwechsel unterzogen. Der Grund liegt darin, dass nun die de-
terminierenden Ideale torisch sind und es sich daher bei den algebraischen Mengen um affine
torische Varietéten handelt.

Im vierten Kapitel werden alle Definitionen und Sétze aus der Theorie der affinen torischen
Varietdaten bereitgestellt, die in den nachfolgenden Kapiteln 5 und 6 benétigt werden. Da in
Kapitel 5 und 6 unser Ausgangspunkt die in Kapitel 3 eingefiihrten torischen Ideale sein werden,
geht es in Kapitel 4 um die Frage, wie man zu einem gegebenen torischen Ideal einen Kegel
konstruieren kann, der die durch die Nullstellenmenge dieses Ideals gegebene affine torische
Varietét beschreibt und welche Aussagen man {iber die Struktur dieses Kegels mittels des
Ideals machen kann.

Kapitel 5 und 6 beinhalten dann die oben genannten Ergebnisse. Im fiinften Kapitel wird das
Kegelsystem X, ,v) eingefiihrt, die oben genannte Beschreibung des Totalraums begriindet
und eine (eher) geometrische Konstruktion von X, ,vy hergeleitet. Im sechsten Kapitel wird
eine qualitative Beschreibung der Kegel o} angegeben. Anschlielend wird dort noch eine Dua-
litdtseigenschaft der zur Artinkomponente gehorigen Kegel gezeigt.

Herzlich bedanken mochte ich mich bei Herrn Prof. Dr. Oswald Riemenschneider fir die An-
regung zu dieser Arbeit, das Ubernehmen der Betreuung, die fachkundigen Hinweise und die
geduldige Begleitung des Promotionsvorhabens.



1 Die verselle Deformation

In diesem Kapitel werden die Nullketten, das Schema V , die zweidimensionalen zyklischen
Quotientensingularitdten und Arndts Konstruktion der versellen Deformation dieser Singula-
ritdten eingefiithrt. Anschliefend wird die Erweiterung von Arndts Konstruktion zu einer ex-
pliziten Konstruktion formuliert und bewiesen. Wir gehen auch kurz auf die Komponenten des
reduzierten Basisraums ein.

Zur genauen Definition verseller Deformationen sei auf [JP, Kapitel 10] verwiesen (dort wird
sie als “semi-universell” bezeichnet, in der Literatur wird dariiber hinaus auch der Begriff
“miniversell” verwendet). Fiir uns geht es in diesem Kapitel in erster Linie um eine Beschreibung
dieser Deformation mittels Erzeugendensysteme der Ideale des Basis- und des Totalraums.

Zweidimensionale Quotientensingularitdten bieten ein gutes Beispiel bei der Untersuchung ver-
seller Deformationen: Obwohl dies milde und gut zu beschreibene Singularitdten sind, zeigt
deren verselle Deformation schon wichtige Aspekte der Komplexitét, die bei versellen Defor-
mationen auftreten kann: Der Basisraum ist im Allgemeinen singulér, reduzibel und nicht-
reduziert.

Infolge der Nicht-Reduziertheit kann der Basisraum auch eingebettete Komponenten haben.
Die Beschreibung dieser ist bislang ein offenes Problem.

Die nicht-eingebetteten Komponenten — also die Komponenten des reduzierten Basisraums — hat
Christophersen in [C] beschrieben. Diese sind glatt (im Gegensatz zum gesamten Basisraum).

1.1 Nullketten und das Schema V,

Wir starten mit den sogenannten Nullketten.! Dieses technische Hilfsmittel wurde in [C] von
Christophersen eingefiihrt, um die Komponenten des reduzierten Basisraums der versellen De-
formation einer zweidimensionalen zyklischen Quotientensingularitdt und die zu diesen Kom-
ponenten gehorigen induzierten Deformationen der Singularitét zu beschreiben.

Ein Element k = (ky, ..., k._1) € N5 2 heiBt Nullkette, wenn fiir die durch a; = 0, a5, = 1 und
a1 = kjo; — 1 rekursiv definierte Folge gilt: a; > 0 fiir 2<i<e—1 und a, =0 (dies
impliziert insbesondere a,_; = 1 2). Diese beiden Bedingungen sind dquivalent dazu, dass der

Kettenbruch .

- 1
k3 - T _ 1
T ke—1

ks

wohldefiniert ist und den Wert Null hat. Mit K. 5 bezeichnen wir die Menge aller Nullketten
der Lange e — 2. Diese ist nichtleer, denn sie enthélt immer die spezielle Nullkette & mit der
Eigenschaft «; =1Vi € {2,...,e —1}.? Fiir k gilt in diesem Fall

k= (0) falls e = 3,
kE=(1,1) falls e = 4,
kE=1(1,2,2,..,2,2,1) fallse>5.

Die Anzahl aller Elemente von K, o ist gleich der Catalan-Zahl ¢, o = ﬁ (2(:__33)). Die
folgende Tabelle enthélt alle Nullketten fiir die Félle e = 3,4,5,6:

n [C] “Chains representing zero” genannt, in [B] “Nullzuliissige Ketten”.

2Denn aus «;_1 = ko — a1 Vi€ {2,..,e—1} und a, =0 folgt, dass a._1 ein Teiler von «; =1 ist.

3Die dieser speziellen Nullkette entsprechende Komponente des reduzierten Basisraums ist die sogenannte
Artinkomponente.



e k=(ko.ske1) | a=(ag,..,a)

31(0) 0,1,0)

1 (LD (0,1,1,0)

51 (1,21 (0,1,1,1,0)
(2,1,2) (0,1,2,1,0)

6 (1,221 (0,1,1,1,1,0)
(1,3,1,2) (0,1,1,2,1,0)
(2,1,3,1) (0,1,2,1,1,0)
(2,2,1,3) (0,1,2,3,1,0)
(3,1,2,2) (0,1,3,2,1,0)

Zu einer Nullkette k = (ka, ..., k.—1) wird in [B] ein “Schema” V, als Teilmenge
ViC{(6e)eN,; 2<i+1<e—1<e—1}

definiert. Dieses Schema dient zur Berechnung von Erzeugendensystemen (s. 1.2.1, 2.2.1, 3.4.1).

Zur genauen Definition von Vj sei auf [B, 1.3] verwiesen. Hinsichtlich der Anwendungen sei

erwihnt, dass (d,¢) € Vi fiir alle (d,¢) e N> mit 2<d+1<e—1<e—1, e—§=23 gilt.

Beispiel: K3 besteht aus den beiden Elementen k£ = (1,2,1) und k = (2,1, 2) . Die zugehorigen

Schemata sind V(121) = {(1,4),(2,5)} und V219 = {(1,4),(2,5),(1,5)} .

Die beiden folgenden Lemmata benotigen wir fiir ein spateres Lemma (5.1.4). Im Beweis des
ersten Lemmas wird das in [B, 1.2] eingefithrte Aufblasen von Nullketten benétigt, womit fol-
gender Sachverhalt gemeint ist:

Ist k= (kg,...,ke_1) € K._2, so liegen die Ketten

(17 k2 + 17 k3a ) kefl)a (k27 ) k6727 kefl + 17 1) und

(kgy oo kima, ki + 1,1 ki + 1 Ko, oy ken) fir2<i<e—2
in K. 1, und jede Kette aus K. ; kann auf diese Weise aus einer Kette aus K,  erhalten
werden.

Lemma 1.1.1. Es seien fo, ..., fr_1 und Bs, ..., 3,1 fiir ein r >4 ganze positive Zahlen und
es gelte

Bafa > B,
Bifi = Bi—1 + Big1 fiird <i<r—2,
67'71,]07"71 Z ﬂer-

Dann gibt es eine Nullkette (ko,...,k.—1) mit ko < fo,....k,1 < fr_1.

Beweis. Per Induktion nach r. Gilt r =4, so erfiillt die Nullkette £ = (1,1) die Bedingung.

Es gelte nun r > 5. Gilt f; > 2 fiir alle i € {3,....,r — 2}, so erfiillt k = (1,2,...,2,1) die
Bedingung. Anderenfalls gibt es ein j € {3,...,7 — 2} mit f; = 1. Es folgt 5; > 5;_1 + Bjt+1,

und so
Bafo > B3
B3f3 > B2+ B

Bi—afj—2 = Bi—s + Bi-1
Bi—1(fi-1—1) > Bj—a + B
Bix1(fjs1 — 1) = Bi—1 + Bite
Bjv2fire = Bis1 + By

.BT—QfT‘—Q Z 57"—3 + 6’/‘—1
ﬁr—lfr—l Z ﬁr—2

9



(Im Spezialfall j7 = 3 schreiben wir als erste Zeile: [o(fs — 1) > (4; im Spezialfall j = r — 2
schreiben wir als letzte Zeile: 3, 1(f,-1 —1) > B,-3.) . ) )
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine Nullkette (ko, ..., kj_1,kji1, ..., ky—1) mit

ko < foy o kjo < fima ki < (fjo1 — 1kjon < (Fin — 1), kjua < figas o kpy < froa.

Durch Aufblasen erhalten wir die Nullkette k = (122, s l;;j,g, l@,l +1,1, l~§j+1 +1, l~<;j+2, v krl1).

Fiir diese gilt k; < f; Vi€ {2,...,r — 1}. O
Lerzlma 1.1.2. Sind (kgl), e kﬁll), ...... : (k:g_l), o k,(,szl) Nullketten mit Lingen > 2, so ist
auc

R SR - Y S BN S IIEY 5 SN O iy

ri_9—27 "Vr;_o—1 ri—1—1

® L0
kY, kY k

r1—20 Vri—1
eine Nullkette. * Sind in dieser Nullkette ds,...,d;_; die “Verklebungsstellen”, so gilt

_ 1. _ _ 1.(¢+1)
Qg1 = Koy Qe =1, Qay =ky ) Vg€ {l,..,1—2}.

Beweis. Wir kénnen uns auf den Fall [ = 3 beschrianken. Zu zeigen ist also, dass

(kYoo ko B+ kP KD RS

r1—20 i —1 ) Vo —1
eine Nullkette ist und dass (mit ¢ als Verklebungsstelle) gilt:

= k.

Qi1 = k?m 1o =1, g

Nach Voraussetzung gilt

alt) | = 1, oz(l) 0, 04?) =0, ozg) = 1.

ri—1 —
Daraus folgt

1 1 1 1 1 1
Qi1 = 047(3)72 = kﬁl)fl (wegen 041(”1) = ]@(«1)710‘1{1) 17 ﬁl) 2);

o = aﬁ”l =1,

iyl = (kf(l) 1 + k? ) — Q41 = k’;z)

Aus a;1q = /{:g) = oz;(f) folgt durch Vergleich der a; mit den entsprechenden a ) bzw. oz(2)

dass es sich um eine Nullkette handelt. D

1.2 Zyklische Quotientensingularititen

Ausgangspunkt dieser Arbeit sind die zweidimensionalen zyklischen Quotientensingularititen®,
also Quotienten von C? nach kleinen, endlichen zyklischen Gruppen G C GL(2,C) . Nach [Brie]
kann man bis auf Konjugation annehmen, dass G erzeugt wird von einem Automorphismus

der Gestalt c
n 0 Uu

4Gemeint ist also die Kette, die aus den Nullketten durch Hintereinanderreihung entsteht mit jeweils an-
schlieBender Addition des letzten Eintrags einer Kette mit dem ersten Eintrag der nachfolgenden Kette.
°Eine Einfithrung in diese Singularitéten findet sich z.B. in [L].
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wobei (,, eine primitive n-te Einheitswurzel und ¢ eine ganze zu n teilerfremde Zahl mit
0 < ¢ < n sei. Der Quotient C?/G hat eine Singularitit im Ursprung, die wir mit X, ,
bezeichnen. Zwei Quotienten X, , und X, , sind genau dann isomorph, wenn n = n’ und
g =¢ oder g¢ =1 mod n gilt.

Zu X, , betrachten wir den Kettenbruch

1
by — —

1
b

n_y
q

und den zu diesem Kettenbruch dualen Kettenbruch

n 1
=Q - — 1
n—q a3 — ——_1

Ae—1

Die by, ..., b, liefern die Selbstschnittzahlen der minimalen Auflésung. Wir verwenden sie jedoch
nur in Abschnitt 6.3.

Von wichtiger Bedeutung in dieser Arbeit sind jedoch stets die Zahlen as, ..,a._1 . Die Zahl e
ist dabei die Einbettungsdimension von X, ,. Aufgrund der Bedeutung der @; und der Ein-
deutigkeit der Kettenbruchentwicklung werden wir meist X (ag, ..., a.—1) statt X, , schreiben.

Weiter definieren wir K (as, .., ac_1) := {k € K, 9; k; < a; fiir 1 = 2,...,e — 1} .5 Es gilt nach
[B, Proposition 1.9]:

Satz 1.2.1. Zu X(ag,...,a.—1) erhalten wir fir jedes k € K(aa,...,ae—1) ein minimales Er-
zeugendensystem des Ideals Ign, C C{xy,...,z.} der Singularitat durch die Binome gf{e =
TsTe —Pse, 2<0+1<e—1<e—1, wobei ps. durch die folgende Konstruktion definiert sei:

Wir setzen pi_1,41 = x" fir i = 2,...,e—1 und definieren induktiv alle weiteren Monome
Dse durch den folgenden Schritt fir n=3,...,e —1:

Die Monome pse fir 2<o6+1<e—1<e—1 und e—0 <n-—1 seien bereits definiert.
Fir 2<i+1<e—1<e—1 und e — 6 =n setzen wir
PocoiPotle — falls (,€) € Vi

Ts+1Ye—1
Pse =
p—‘z’;:fill’e falls (0,€) & V.
Wir betrachten das Beispiel X,,, mit n = 8, ¢ = 3, welches wir auch im Folgenden immer
wieder aufgreifen werden. Die Kettenbruchentwicklung liefert die Werte a, = 2,a3 = 3,a4 =
2, e=>5, also gilt Xg3=X(2,3,2). Es gilt K(as,...,ac—1) = {(1,2,1),(2,1,2)}, und mit den
im Beispiel aus 1.1 angegebenen V liefert der Satz die Erzeugendensysteme:

k=(1,2,1)
- 2 R 3 E _ 2
913 = L1723 — T3 g4 = T2Ty — T3 935 = L3T5 — Ty
E o 2 ko 2

ko _
gi5 = X1T5 — T2X374

k=(2,1,2)
ko _ 2 k 3 k 2
gi3 = 173 — T3 994 = T2Ty — T3 935 = L3T5 — Ty
kK _ 2 k 2

ko 4
15 = 0105 — T3

In [C] und [B] wird die Bezeichnung K. »(X) statt K(ag,...,a._1) verwendet.
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Bemerkung 1.2.2. Ein spezieller Fall ist die Singularitit X (as, ..., ae—1) mit a; =2 fir alle
1=2,...,e — 1: Hier liegt der Kegel tiber der rationalen Normkurve vom Grad e —1 vor. Wir
bezeichnen diesen Fall daher fortan abkiirzend als Kegelfall. Ein hdufig benutztes Beispiel fiir die
Untersuchung verseller Deformationen ist der (Kegel-) Fall X431 = X(2,2,2). Unser Beispiel
X(2,3,2) ist jedoch besser geeignet zur Demonstration der Figenschaften der in Kapitel 2
beschriebenen Deformation ) — T .

1.3 Arndts Konstruktion der versellen Deformation

Zu gegebener Singularitit X (ag, ...,a.—1) wird nach Arndt (s. [A, Kapitel 4]) durch die fol-
genden Schritte 0,I,ILIIT 7 eine verselle Deformation X — S von X (ay, ...,a._1) konstruiert
(hier sind & und S komplexe Raumkeime, wobei X der Totalraum und S der Basisraum
der Deformation ist). Die Konstruktion erfolgt zu X (as, ..., a._1) eingebettet in C¢*7:

X — (Ce-i—'r
l | Projektion
S — C7

Dabei ist 7 := dim 7% die Dimension des Raums T der infinitesimalen Deformationen von
X(ag, ..., ae_1); fiir diese gilt 7= (3221 a;) — 2 (s. [Riel]).

0) Wir setzen

T; firi=1,2,e—1,e
vi= { Zitt firi=3,..,e—2
und definieren die drei Ringe
A = (C[sgl), s sgarl), ...... , sgl_)l, ey sga_el‘rl), t3, .y te_sl,
B := Clxy,...,x, sgl), s 3%“2_1), ...... , sgl_)l, s s((f_el’l_l), t3y ..y te_sl,
B = Clzy, ...z, N (S TN Vo

Sgl), ceey ng_l), ...... s Sglf)l, cery Sgcie{l_l), t3, cery te_g].
Zu einem Polynom P € B definieren wir das Polynom H®(P) € A als den (z, ..., 2.)-
konstanten Teil von P und das Polynom H®(P) € A als den (yi,...,y.) -konstanten
Teil von P, also
H®(P):= Py —p—o und HYW(P):=P

\ylz---:ye:(] .
Weiter setzen wir

Zi = yi(x@ L 202 4 s fiiri =2, e —1

7

und definieren folgende Polynome von B':

- Zsi1 fir2<d+l=e—1<e—1,
S = Zs41 _ Zs+2 Zs43 .. _Ze—2 Ze—a fir2<d+l<e—1<e—1.
T5+1 T5+2Ys5+2 T54+3Ys5+3 Te—2Ye—2 Ye—1

"Der Schritt “0” ist bei Arndt nicht angegeben und enthélt hier die fiir die weiteren Schritte LILIII erforder-
lichen Bezeichnungen. Die Bezeichnungen sl(.j ) und t; wurden aus [B, Abschnitt 1.5] iibernommen und weichen

etwas von den entsprechenden Bezeichnungen in [A] ab.
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Auflerdem definieren wir folgende Monome von B':

D ::{ngf fir2<d+1l=e—1<e—1,

as+1—1 _asy2—2 asy3—2 Ae—2—2 ae—1—1 .
ey wehy sy xSy T fir2<é+l<e—1<e—1.

I) In B definieren wir die Polynome ®
P =Py firi=2,..,e—1

und definieren das Ideal ay € A durch

ag := ({sl(-ai_l)ti; 1=3,...,e — 2})

IT) Startend mit den Daten aus I) definieren wir nun induktiv Polynome Ps;. € B fiir
2<6+1<e—1<e—1 durch den folgenden Schritt fiir n=3,...,e — 1:

Die Polynome Ps, fir 2<d+1<e—1<e—1 und e—9J <n—1 seien bereits definiert.
Fir 2<d+1<e—1<e—1 und € — 6 =n definieren wir die Ideale a5, C A durch

a5 = ({HYPpo); 6+1<8+1<é—-1<e—2}
U{HY (Pyo); 6+2<d+1<é—1<e—1})+a

sowie die Ideale I5. C B durch *
_[576 = ({l’(g/ye/ — P&’,e’; ) +1< 5, +1 S EI —l<e— 1})+057€B.

Nun setzen wir I, := I5.B und wihlen ein (nach [A, 4.1.6(4)] existierendes) Polynom
Ps. € B mit: 10

P, = ]5576 mod ]~57€
Psesi=0 = Dse
IIT) SchlieBlich definieren wir in A das Ideal
a:=({HD(P5);2<d+1<e-1<e—-2}U{HW(P;.);3<d+1<e—1<e—1})
und in B das Ideal
I:= ({:E(;yg—P(;,e; 2<0+1<e—1 §e—1})+aB.

Fassen wir nun a als Ideal von C{sél), ey sg‘”‘”, ...... , 821_1, s sgffl_l),tg, iy te_o} aufund T
als Ideal von C{zy, ...,xe,sgl), ...,sgm—l), ...... ,Sél_)l, ...,sia_el‘l_l),tg, ooy te—2}, so wird durch die
kanonische Abbildung
C{sél), B S sgl_)l, o sia_el‘l_l), t3, ... te—a}/a
— C{xy, ..., ze, sgl), s sgm_l), ...... , SS_)I, s sea_el’l_l), t3y .y teo}/1

eine verselle Deformation X — S von X(ay, ..., a._1) induziert.

8Man beachte, dass sich die Polynome 15i_17i+1 fir ¢ = 2,...,e — 1 auch als Elemente von B auffassen
lassen.
9Im Fall § —e = 3 ist die Menge {zsy. —Psie;0+1<d+1<€e—-1<e—1} leerundesgilt Is. = as.8.
1ONatiirlich ist hier Pj s =0 := P5’6|§<1L e D_ ) _ _ (eea-1_ eine Abkiirzung.
s=.. =5 =..=s =

...... =...=S, 1

tg=...=te_2=
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Bemerkung 1.3.1. In [A] wird in Schritt III das Ideal a C A als a := a;,. definiert. Dieses

(a;i—

Ideal stimmt jedoch mit unserem a in Schritt III iberein, da H(’”)(H_MH) = s l)ti fiir
i=3,...,e—2 und offenbar H® (P, 3) =0 sowie HY(P;_1;41) =0 fiir i =3,...e — 1 gilt
und somit ag = ({H(“)(P&E);Z <d+l=e—-1< e—Q}U{H(y)(P57E);3 < d+l=€e-1< e—l}) )
Die hier gewdhlte Definition erscheint mir etwas schéoner, auch wenn einige Erzeuger trivial und
somit uberfliissig sind.

Bemerkung 1.3.2. Problematisch an Arndts Konstruktion ist die Bestimmung von Pjs. in
Schritt II. Arndt hatte in [A, 4.1.6(4)] zundchst nur dessen Existenz bewiesen und Berechnun-
gen bis zur Einbettungsdimension 6 sowie fir den Kegelfall durchgefiihrt. Brohme hat spdter in
[B, Kapitel }] eine Vermutung fir eine allgemeine Berechnung formuliert (die bis zur Einbet-
tungsdimension 6 und fir den Kegelfall auf dieselben Ergebnisse wie bei Arndt fiihrt) und diese
bis zur Einbettungsdimension 7 und fir den Kegelfall explizit bewiesen. Wir geben im ndchsten
Abschnitt einen Beweis dieser Vermutung fir beliebige Finbettungsdimension und eine neue
Formulierung mit Hilfe gewisser Graphen an. Die explizite Konstruktion findet sich in 1.4.5.

1.4 Eine explizite Konstruktion der versellen Deformation

Zwei Vorbemerkungen zu diesem Abschnitt: Zum Einen sei dem nur an dem Ergebnis interes-
sierten Leser gesagt, dass er nur die Definition 1.4.1 und dann von der Einfiihrung der Wur-
zelbdume an (“Ein Wurzelbaum 7" ist...”) bis zu dem Hauptergebnis 1.4.5 zu lesen braucht
(eventuell zuziiglich der nachfolgenden Beispiele). Zum Anderen sei darauf hingewiesen, dass
alle in diesem Abschnitt eingefithrten Bezeichnungen im weiteren Teil der Arbeit nicht mehr
benutzt werden bzw. in vollig anderem Zusammenhang neu definiert werden (z.B. “ <", “Z7

13 0_ 77)'
Im letzten Abschnitt 1.3 wurde Arndts Konstruktion der versellen Deformation einer zwei-

dimensionalen zyklischen Quotientensingularitit X (as,...,a._1) angegeben. Wie in 1.3.2 be-
merkt, besteht dort jedoch das Problem der Bestimmung des Polynoms Fj;. € B in Schritt II.

Wir werden hier nun Fj. explizit als Polynom in gewissen Ausdriicken Z,Si’j ), aff ) darstellen,
die wiederum selbst Elemente des Polynomrings B sind.

Definition 1.4.1. FEs sei X(as,...,a._1) gegeben. Wie in 1.8 definieren wir die Polynomringe

A= (C[sgl), . 3&12_1), ...... , sgl_)l, s se‘f{l_l), t3y ..y te_a]
und
B :=Clzy, ..., x, sél), . 35“2_1), ...... , sél_)l, s Séa_el‘l_l), t3, ..., te_o].
War setzen
] oz, firp=12e—1e
Yn = T, +t, firp=3,..,e—2
und

ZLO’O) = (i + IZ“_QSE}) + ...+ s/(f“_l)) firp=2,..,e—1.

Ausgehend von diesen Polynomen Z;(LO’O) € B definieren wir nun die Polynome fo’j) € B fir
ped{2,...,e—1} und (i,5) € Ny x Ny sowie die Polynome Uff’J) € B fir pe{2,..,e—1}
und (i,7) € Ng x Ng \ {(0,0)} induktiv durch die folgenden Gleichungen:

Z}(j,j) _ Z,Si+l’j)$u + Jl(j—i-l,j) _ Z,(f’jﬂ)yu + Ul(f',j-&-l)'
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Weiter definieren wir wie in 1.8 zu einem Polynom P € B das Polynom H®(P) € A als
den (x1,...,x.) -konstanten Teil von P und das Polynom HW(P) € A als den (yi,...,ye) -
konstanten Teil von P, also

H(w)<P) = leli---icce:[) und H( )(P> ly1=...=ye=0"

Wir erhalten also jedes Polynom Z;(f’j)

Rest.

Man beachte, dass H®(Z\) = ¢(™9) und H® (Z[)) = 657 sowie H@ (607) = ()
und H (y)(o,(f’j )) = J,(f’J ) gilt. Wenn wir im Folgenden das Polynom Fj. als Polynom in den
Polynomen Z(z 2 a,(f 7 ausdriicken, so ergibt sich also H® )(Ps.) aus Pj, durch den Ersatz

jedes Z ) durch O'(H_lj und H®(Ps,) aus Ps. durch den Ersatz jedes Z ) durch U(UH)

und U,(f’j ) durch endlich viele Polynomdivisionen mit

Startend mit P, 41 = Zu’ 0 fijy i = 2,...,e —1 besagt Brohmes Vermutung nun, dass
Kandidaten fiir die Ps, in Schritt II von Arndts Konstruktion induktiv durch die folgenden
Schritte 1),2) fir n =3, ...,e — 1 berechnet werden kénnen:

1) Esseienalle Ps, mit 2<d+1<e—1<e—1, e—0 <n—1 berechnet. Wir berechnen
folgendermaflen alle Polynome Pa(,l;) mit 2<i+1<e—-1<e—-1,€e—0=n-—-1,
d<v<e:

Fiir die Berechnung von P(;(';) aus Pj5. nehmen wir induktiv an, dass sich jedes Monom
von Ps. in der Form

€—2 e—1
(IT I #)(IT 20)
u=5+2 (i,j)€EM, pn=0+1

mit endlichen Teilmengen Mj.s, ..., Mc_o von Ny x Ny \ {(0,0)} und Paaren (i,,j,) €
Ng x Ny fiir 4 =9+ 1,...,¢ — 1 schreiben lésst; wir ersetzen jedes solche Monom dann

durch
v—1
H H U Vzﬂﬁl,juﬂ) o O_Ei_eil‘i’l,jf—l))( H Z}(ju,ju))zl(/iy—i-l,jy).
u=6+2 (i,j)€M,, n=6+1
2) Es seien alle P( mit 2<i+1<e—1<e—1,e—-0<n—1, § <v < e berechnet. Wir

definieren folgendermaf)en alle Polynome FPs. mit 2 <J+1 < e—1<e—1,e—d0=n:

P = Z przyzjll )Z:" O

=11 <..<y=e—2 i=1

Zur Bedingung Ps. = 15576 mod IN(;,E in Arndts Konstruktion zeigt Brohme zunéchst die folgende
Aussage.

Lemma 1.4.2. Mit B, ]5575, I~576 wie in Arndts Konstruktion (s. 1.3) gilt fir 2 < §+1 <
e—1<e—1: . 5
P§,e = (P§,e + Ré,e) mod I5,e

mit Rs.:=0 falls e —0 <3, und mit

=3 (V) -1
Ry
Rs e E l‘ym ; EB wobei R5 = g (HPV(V?II)) (Ol eEBfiro+1<v<e—3
v=0+1 e =1 <..<yj=v i=1

falls e =6 >4 (mit Py(zf’j_ll) wie in der obigen Konstruktion).
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Beweis. Siehe [B, Bemerkung 4.1]. Dabei sei darauf hingewiesen, dass dort der Schritt 1) durch
den folgenden dquivalenten Schritt 1°) ersetzt wird:

1) Esseien alle Ps, mit 2<d+1<e—1<e—1, e—6 <n—1 berechnet. Wir berechnen
folgendermaflen alle Polynome Pé(f:) mit 2<i+1<e—-1<e—-1,e—-0=n-1,
d<v<e:

Wir schreiben

e—1

Pre= (Y 2, PY)+H® (P;,)
v=0+1
mit Pd(f;) € Clzsyr, .y, sgl), s 3&“271), ...... , sgl_)l, s sia_el’rl), t3, ..., te_s] . (Diese P(s(":) sind

eindeutig bestimmt.)

O

Die Bedingung “ P, = Pé,e mod I~5,6 fir 2<0+1<e—1<e—17ist nach 1.4.2 dquivalent
zur Bedingung “Rs. € Is fir 2 < 6+1<e—-1<e—1". Und mit a5, wie in Arndts
Konstruktion folgt diese Bedingung aus der Bedingung

() RV easB fir2<i+1l<e-1<e—1,0+1<v<e—3.
Brohme hat die Bedingung (%) bis zur Einbettungsdimension e = 7 durch explizite Rechnung

bewiesen.

Wir fiihren nun Wurzelbdume ein, mit deren Hilfe wir die Vermutung neu formulieren und
mittels der Bedingung (%) auch fiir beliebige Einbettungsdimension beweisen werden. Genau
genommen werden wir beim Beweis sogar die stérkere Bedingung
(k) Ry €b;B fir2<d+l<e-1<e—1,0+1<v<e—3
mit [1576 =
({HO(Pyo);6+2<d+1<é—-1<e—2JU{HY(Pyo);d+2<d+1<é—1=ec—1})
zeigen. 1

Ein Wurzelbaum 7' ist ein (endlicher) Baum mit einer ausgezeichneten Ecke, der Wurzel. Wir
zeichnen einen Wurzelbaum mit der Wurzel an der Spitze und den anderen Ecken je auf einer
Hohe, die der Weglédnge zur Wurzel entspricht. Mit Wegléange ist dabei die Anzahl der Kanten
des Weges gemeint. Die Menge der Ecken von T' bezeichnen wir mit E(T"). Beispiel:

Level 0 @

Level 1 (b) (o)

Level 2 (d) (e) @

Level 3 (9)

"Diese Bedingung ist stirker, da die Inklusion bs. C as, echt ist.
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Wie in diesem Beispiel numerieren wir die Levels entsprechend der Weglédnge zur Wurzel. Eine
Ecke b € E(T) heifit Kind-Ecke von der Ecke a € E(T), wenn a die néchste Ecke auf dem
Weg von b zur Wurzel ist. In diesem Fall heiffit a die Eltern-Ecke von b. Haben zwei Ecken
dieselbe Eltern-Ecke, so heiflen sie Geschwister-Ecken.

Wir betrachten auf einem Wurzelbaum 7T eine (partielle) Ordnung der Ecken: Es sei a < b,
falls ¢ und b Ecken desselben Levels sind und aulerdem entweder a = b gilt oder b sich rechts
von a befindet. Der Ausdruck a < b bedeute dann a < b,a # b. Weiter bedeute a < b, dass
a < b gilt und dass es keine Ecke ¢ gibt mit a < ¢ < b. Mit M(T) C E(T) bezeichnen wir
die Menge der Ecken mit maximaler Ordnung von 7', also die “ganz rechten” Ecken von 7'.

Jede Ecke a in einem Wurzelbaum 7' definiert einen neuen Wurzelbaum mit a als Wurzel.
Wir bezeichnen diesen mit 7'(a). Mit H(T) bzw. H(T(a)) bezeichnen wir die Hohe des
Wurzelbaums 7' bzw. T'(a). Mit der Hohe ist dabei die Weglénge der “untersten” Ecke(n) zur
Wurzel gemeint. Mit L(a) bezeichnen wir den Level von a. Mit AKE(a) bezeichnen wir die
Anzahl der Kind-Ecken von a. T heifit unverzweigt, falls AKFE(a) <1 fiir alle a € E(T) gilt.

Nennen wir einige Eigenschaften des obigen Beispiels: Die Ecke a ist dort die Wurzel. Die
Ecken b,c¢ sind Geschwister-Ecken (mit Eltern-Ecke a ), ebenso sind d,e Geschwister-Ecken
(mit Eltern-Ecke b). In Level 2 ist die Ordnung: d < e < f. Esgilt H(T(b))=2,H(T(c))=1.
Und L(b)=1,L(g) =3.

Dariiber hinaus handelt es sich um einen «-Baum nach der folgenden Definition.

Definition 1.4.3. Als einen «-Baum bezeichnen wir einen Wurzelbaum T mit der Figen-
schaft, dass fiir je zwei Geschwister-Ecken a,b mit b > a gilt, dass H(T(a))> H(T(b)) AT
i € Ny bezeichnen wir die Menge aller o -Bdume der Hohe i mit A(7) .

Im Anschluss an 1.4.5 sind alle Elemente von A(7) fiir die Félle i = 0,1,2,3 gezeichnet.

Die dort angegebenen Polynome Z.("'), o{™ an jeder Ecke sind die Werte der im Folgenden

definierten Abbildung ¢ : E(T) — {ZS"'), UE"')} _
Definition 1.4.4. Gegeben sei ein a-Baum T, zusammen mit einer natirlichen Zahl n . Fiir

jede Ecke a € E(T) setzen wir

7z falls a € M(T)

O(T,a,n) = { ol falls a & M(T).

Dabei sei p:=n — L(a) und j = AKFE(a). Weiter sei i =0, falls a die Wurzel von T ist.
Ist a nicht die Wurzel von T, so sei mit b als Eltern-Ecke von a :

.| #Hce E(T);b<c} falls a € M(T)
v { #{ce B(T);b<c<d} fallsad¢ M(T),

wobei im zweiten Fall d die Eltern-FEcke derjenigen Ecke e sei, fir die a < e gilt.

Weiter setzen wir dann
o(T.n) =[] T an).
a€ E(T)

Wir formulieren nun eine Konstruktion in Arndts Form mittels «-Bdumen.
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Satz 1.4.5. Es sei eine zweidimensionale zyklische Quotientensingularitit X (as, ..., ae—1) ge-
geben. Im Ring B definieren wir fiir 2<0+1<e—1<e—1 die Polynome

Ps. = Z O(T,e—1).

TeA(e—6—2)
Mit diesen Polynomen definieren wir in A das Ideal
a:=({HD(Ps); 2<0+1<e—1<e—2JU{HW(P5.);3<d+1<e—1<e—1})
und in B das Ideal

Ii=({asye — Pse; 2<0+1<e—1<e—1})+aB.

Fassen wir nun a als Ideal von (C{sgl), ...,sg”_l), ...... , sgl_)l, s sé“j{l‘”,tg, vote_o} aufund I
als Ideal von C{zy, ...,xe,sél),...,sgarl), ...... ,821_)1, ...,sgfl‘l_l),tg,...,te_g}, so wird durch die

kanonische Abbildung
C{sgl), s sg‘”*”, ...... ) sél)l, - séa_el‘rl), t3, ..., te_2}/a

— C{zy, ..., ze, sél), s sgarl), ...... , 39)1, ey Séa_el_lfl), tgy .y tea}/1

eine verselle Deformation X — S wvon X (ag,...,ac—1) induziert.

Beweis. Dass Brohmes Kandidaten auf Ps. = ZTeA(e—é—Q) ®(T,e — 1) fithren, werden wir

in Lemma 1.4.10 beweisen. Des Weiteren sind die Bedingungen “Pj5. = ]5576 mod I~5,E ” und
“ Pses—0 = ps,e aus Arndts Konstruktion zu zeigen.
Ps js4=0 = ps folgt daraus, dass der einzige unverzweigte o-Baum aus A(e —0 —2) durch @

auf Z80z00 280200 (baw. 20 falls € — § = 2) abgebildet wird und alle anderen
a-Béume aus A(e — 6 — 2) auf ein Produkt, das ein o™ als Faktor enthélt, also auf ein
Produkt mit einem Deformationsparameter als Faktor oder auf Null.

Ps. = ]5575 mod f&e werden wir beweisen, indem wir die oben genannte Bedingung (xx) zeigen.
Also ist Rf{? € bs;B fir e—90 >4 und 6 +1 < v < e—3 zu beweisen. Dies geschieht
in Lemma 1.4.11 (und in denen diesem Lemma folgenden Lemmata, welche zeigen, dass die
Voraussetzungen 1) und 2) in 1.4.11 erfiillt sind). O

Bevor wir mit dem Beweis fortfahren, sehen wir uns die “ersten” Polynome PFs5. an: Wir
betrachten die Polynome Pyssim = > pe g(m—2) ®(T,0+m—1) fiir die Fille m = 2,3,4,5 (falls
d>1,0+m<e).

0,0
Z§1e

Also Psgyo = Z307

0,1
Zy%y

1,0
Zs

18



Also Pysg = 2392100

(0,1) (0,2)
253 Zs s
(1,1) (1,1) (1,0)
25 O5+2 Zsis
1,0 2,0
2t 25t
(1,0) (1,1) (0,1 1,1) (2,0) (1,0) (0,2
Also Pssia = Z&+1)Z§+2 Z<§+3) + ‘7<§+2) Z<S+1)Z§+2)Z§+3)
0,1 0,2 0,1 0,2 0,2
Z§+4) Z§+4) Z§+4) Z§+4) Z§+4)
(1,1) (1,1) (1,0) (1,2) (1,1) (1,1) (1,2) (1,0)
Zsi3 O5+3 Zs5is Z5is O5+3 Z5is O5+3 Zsis
1,1 2.1 1,1 1,0 2.1 1,0 11 2,0
Z§+2) Z§+2) ‘7((5+2) Z§+2) U<(5+2) Z§+2) U<(5+2) Z§+2)
(1,0) (1,0) (2,0) (2,0) (2,0)
Z<5+1 Z6+1 Z(S-i-l Z<S+1 Zé+1
0,2
Z3
1,2) A ) 10
‘7((5+3 0+3 Uz(sir:l')) Z§+3)
1,1 1,0 2,0
¢(5+2) (2,0) Z§+2) (2,0 Z§+2)
Ts+2 0542
3,0
z3h
Also
(1,0) (1,1) »(1,1) »(0,1) (1,1) »(1,0) (2,1) »(1,0) ~(0,2)
Psors = Zs Zs o 253 L5y + 0535 Zsy Lo Lsis Lsiy
1,1) (2,0) (1,0) ~(1,2) (0,1 (2,1) _(1,1) #(2,0) (1,0) (1,1) (0,2
+ U§+2)Z§+1)Z§+2 Z§+3)Z§+4) + ‘75+2)‘7z($+3) Z§+1 Z§+2)Z§+3)Z§+4)
1,1) _(1,2) #(2,0) (2,0) (1,0) (0,2 2,0) _(1,1) _(1,2) »(3,0) »(1,0) ~(1,1) (0,2
+ ‘7((5+2)‘7((5+3) Z§+1)Z§+2)Z§+3)Z§+4) + Uz(s+2) ‘7§+2) ‘7§+3) Z§+1)Z§+2)Z§+3)Z§+4)
21, (1,1 (2,0) (2,0) »(1,0) »(0,3) (2,0) _(1,1) _(1,2) _(1,1) »(3,0) ~»(2,0) ~»(1,0) ~(0,3)
0505 (0575 )2 2500 sy Zs)s Zsly + 0509 0505 0545 055 L1y Zsya Zsis Zsys

Bemerkung 1.4.6. Die Anzahl der Elemente aus A(i) nimmt mit zunehmendem i stark zu.
Wie man sich leicht diberlegt, erhdlt man fir die Anzahl #.A(i) die rekursive Formel

i—1

#A0) =1, #A@G) = #A(z‘—l)-Z#A(j),
also #A(0) =1, #A(1) =1, #A(2) =2, #A(3) =8, #A(4) = 96, #A(5) = 10368, .....

Eine explizite Berechnung der Erzeuger erscheint in der Praxis daher nur bei kleiner Einbet-

tungsdimension oder bei kleinen a; (wodurch einige der ZS"), ol zu Null werden) maglich.
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Unser Beispiel X(2,3,2) fithrt nach 1.4.5 auf die folgenden Erzeuger von a bzw. I:

H@(P3) 0

HO(Pyy) = s$t

H®(P,) = sgl)sg )

H(y)(p274) = 0

H(y)(p375) = 0

H(y)(P275) = 85(52)35l )
r1ys — Py = xi(v3+t3) — va(we + s( ))
Toys — Poy = mowy — (w3 +t3) (23 + S:(gl):c + Sé ))
r3ys — Pys = x3w5 — x4(w4 + 351 ))
T1ys— Pia = xim4 — (JEQ + 3(1))(x3 + sgl)xg + sé ))
Tays — Pos = mows — (23 + (ts + s$)ws + t3sl) + s9) (s + s)
T1Ys — P1,5 = I1T5

— (2 + 85" (w5 + 557) (w4 + 57) + 58 (23 + (1 + 55 ) + 1358 + 57))

Wir fahren nun mit dem Beweis von 1.4.5 fort.

Zunichst erweitern wir die Klasse der «-Béume zur Klasse der (-Baume (schlieBen jedoch
den Fall der Hohe 0 aus) und definieren die Funktion ¢ : E(T) — {Z{*%,6{**} | die im Fall
eines a-Baums T mit ¢ iibereinstimmt:

Definition 1.4.7. Als einen (-Baum bezeichnen wir einen Wurzelbaum T mit H(T

) > 1
und mit der Figenschaft: Sind a und b Geschwister-Ecken mit a < b, so gilt H(T( ))Z 1.

Weiter definieren wir folgendermafSen zu einem [3-Baum T mit einer natiirlichen Zahl n die
Punktion ¢ : E(T) — {28, 6\"Y : Fiir jede Ecke a € E(T) setzen wir

- | 2 falis a € M(T)
ol a,n) = { al(f]) falls a ¢ M(T).

Dabei sei p:=n — L(a) und j = AKFE(a). Weiter sei i =0, falls a die Wurzel von T ist.
Ist a nicht die Wurzel von T, so set mit b als Eltern-Ecke von a :

.| #Hce E(T);b<c} falls a € M(T)
b { #{ce B(T);b<c<d} fallsad¢ M(T),

wobei im zweiten Fall d die Eltern-FEcke derjenigen Ecke e sei, fir die a < e gilt.

Definition 1.4.8. Gegeben sei ein (3 -Baum T , zusammen mit einer natirlichen Zahl n . Fir
jede Ecke a € E(T) setzen wir

(T, a,n) = o(T,a,n) falls a ¢ M(T)
T 65T mit iy gy g aus Z8 = @(T,a,n)  falls a € M(T)
sowie

&(T,a,mn) falls a ¢ M(T)

T = s . _
(T, a,m) { a,(f’ﬁl) mit i, j, b aus Zl(f’J) =o¢(T,a,n) fallsa € M(T).

Weiter setzen wir dann

Q(T,n) = H w(T,a,n) sowie Q' (T,n):= H (T, a,n).
a€ E(T) a€ E(T)
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Vor der néchsten Definition zundchst noch eine weitere Bezeichnung fiir einen (-Baum 7T': Ist
a € E(T), so sei W(a) derjenige Weg in 7" mit der Start-Ecke a, der sich durch jeweiliges
Verbinden mit der Kind-Ecke der niedrigsten Ordnung ergibt (bis zu einer Ecke b € E(T) mit
AKE(b) =0). W(a) ist dann ein unverzweigter Wurzelbaum, mit a als Wurzel.

Beispiel: a

W (a) ist hier fett gezeichnet

Definition 1.4.9. Als einen -y -Baum bezeichnen wir einen (-Baum T mit H(T) > 2 und
mat den folgenden Figenschaften:

1) FEs qgilt AKE(a) > 2 fir die Wurzel a von T .

2) Es gibt nur eine Ecke b € E(T) mit L(b) = H(T), und diese Ecke liegt in W (a), wenn
a die Wurzel von T ist.

3) Flir jede Ecke b € E(T) gilt AKE(b) < H(T) — L(b) .
4) Fir die Ecke ¢ € E(T) mit L(c) =1 und c € M(T) gilt, dass T(c) unverzweigt ist.

Wir setzen E(T) := E(T) \ E(T(c)), mit T(c) wie unter 4).

Die Menge aller ~ -Bdume mit der Hohe © und mit j als Hohe des unter 4) genannten Baums
T(c) bezeichnen wir mit S(i,j). Die Elemente dieser Menge, die zugleich o -Bdume sind,
bezeichnen wir mit R(i, ) .

Einem ~y-Baum T zusammen mit einer natirlichen Zahl n ordnen wir folgendermafen eine
Abbildung ¥ : E(T) — {2, 60%} zu:
Ist a € E(T) die Wurzel von T, so setzen wir (T, a,n) = al(f’j) mit p=n,i =0,j =
AKE(a).
Ist a € E(T) nicht die Wurzel von T, so setzen wir (T, a,n) := ¢(T,a,n).
Weiter setzen wir dann

U(Ton) = [] o an).

a € E(T)

Im Folgenden sind alle Elemente von S(3,1) aufgefiihrt, zusammen mit den Werten unter
¥(a,d +4). Die ersten beiden Béume sind dabei die Elemente von R(3,1).

(0,2) (0,2) (0,3)
0544 O544 0544

(1,1) (1,2) (1,2) (1.0
O5+3 O5+3 O5+3 5+3

(2,1) (1,1) (1,1) (2,0)
0512 0512 (2,0) Os512 (2,0) ®T 542

O549 O542

(2,0) (3,0) (4,0)

s Zsi Zsi

Das folgende Lemma begriindet die Einfithrung von Wurzelbdumen in diesem Abschnitt.
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Lemma 1.4.10. Brohmes — in den Schm’tten 1),2) vor Lemma 1.4.2 definierten — Kandidaten
Ps . und die in Lemma 1.4.2 definierten R5 fiithren auf

Ps. = Z O(T,e—1) (fiire —§ > 2),
TeA(e—0—2)
R((;"/E) = Z U(T,e—1) (fire—90>4, 0+1<v<e—3),
TeR(e—6—2,e—v—3)
H(Py) = Y. QT,e—1) (fiir e — 6 > 3),
TeA(e—0—-2)
HY(Ps) = ) Q(Te—1) (fiir e — 6 > 3).
TeA(e—06—2)
Beweis. Wir zeigen zunéchst die erste Gleichung per Induktion nach ¢ — 6 =: n > 2. Der

Induktionsanfang n = 2 fithrt auf den nur aus der Wurzel bestehenden Baum mit Pjsi0 =
Zg?r’(l)) . Sei nun die Aussage fiir alle Py o mit € — ¢ <n fiir ein n > 2 bewiesen. Wir zeigen

die Aussage nun fiir
-1

Ps. = Z (H PziVZ:lf)Z(Ol 1)

=11 <..<y=e—2 i=1

wobei € —§ = n+1: Wir denken uns zunéchst feste v4,...,1; mit 6 =11 < ... <y =€—2 und
betrachten (Hl ! PVV?II))ZE(%_D . Fir die Polynome P, 1, m =1,...,0—1 gilt nach Induk-
tionsvoraussetzung jeweils P, .1 = ZTGA(G_%_?’) O(T,e—2). Wir wahlen fir m=1,....1—1
je einen a-Baum 7T, € A(e—v,, —3). Diese a-Béume ordnen wir nebeneinander an, und zwar
mit den Wurzeln auf einer gleichen Hohe; dann verbinden wir jede Wurzel mit einer zusétzlichen
Ecke dartiber (die dann die Wurzel des so entstandenen grofien neuen Baums wird); so wie in
dem folgenden Bild, in dem wir exemplarisch den Fall betrachten, dass die T}, alle unverzweigt

sind.
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0,1-1
70

( (1)27]51)2 (i£92+17]£l)2)
Ze 2 = 0.9

(G (2>2 7-75(2)2 (i(2

e
Ze 2 = 0.9

2T 1IZ3

siche ©

GRS GRRR N

e—3 e—3

Z(Ze 3736(2)3 — 0'( 2 +1’3£2)3)

e—3 e—3

(I— L(I—
Z(Z£731>’-76(731>)
e—3

| | | ........ e (l .
Z( vy_ 1+2’ vi_ 1+2)
| | | v 1+2
(1—1) (l 1))
| | | ........ Z( v 1+17 vy _ 1+1)
vi—1+1

| (Z%)+2J,(/?--2) (i (ui)+2+1»j1(/§>+2) T
| ZV3+2 = Ougp2 =1
2 2 2 2
| Z( ity 1) (i 1L 1) A
v3+1 = Oyt v3+1
| +(2) (2) (2)
| Z(ZV3 "7”5 ) —s Zﬁ;ud +17]V3 ) T3
((2) 1’](2) D
v v3
| Z,"
1 1 1 1 2 2
Z(ZEQ)HJ:(/QLQ) N (i 5,2)+2+1,]1(,2)+2) Z(Z1(12>+2v 52)+2)
vo+2 UV2+2 vo+2
1 1 1 1 2 2
o) | Gpptlin) |G a0
vo+1 UV2+1 vo+1
(iby) t3) (i +1553)
ZV2 2dve ) szz 2 2 T
(:(/12) 1732) 1)
ZI/Q—I
(1) (1)
Z(Z”;Q’]UIH) =D 0= =14 (-1)
vi+ ’-]e 7'6: ’]E
@ Z( 2 ) — Z(_22 2 )
(1) (1) €
Z( V1+1’-71/1+1)
vi+1

T

Wir bezeichnen den so entstandenen Baum mit 7'. Selbst wenn nun einige der 7, nicht
unverzweigt sind, so sehen wir in dem Bild, wie der Wert ®(7,e — 1) aus den Werten der
O(Ty, e —2) fir m=1,....,1 — 1 entsteht 2: Gilt

€e—2
wtne-n— (I T o) II 2
U=vm-+2 (17])€M;§,m) p=vm+1

mit Teilmengen M™) ™ ey M ™) von Ny x Ng\ {(0,0)} und Paaren (i, ;™) € No x Ny fiir

121st T;, nicht unverzweigt, so @ndern sich die Werte zu den Ecken E(T,) — M(T;,) (welche den afj’j ) in
der nachfolgenden Formel entsprechen) nicht.
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w="vn+1, .., ¢6—2, und setzen wir dann N,, :=

€— .(m) .(m) m Vm+1 1 o
(i,j))( (lum+1+1+1a]ym+1+1) o ( %_,.1 ]E 2 Z(Z(m) (m)) (Zl,m>+1+17jl<,m)+1)
O-/Jf O-V7n+1+1 J m+1 )
p=vm 2 jemi™ p=vm+l

so gilt
1—

®(T,e— 1) = (] Nu) 227V

m=1

[aay

Dieser Wert stimmt mit einem Term von (Hl ! Pl,ﬂ“l) )Ze(%_l) iiberein. Es ergeben sich alle

Terme von (Hl ! P,,(Vle“l) )Z 6‘9{*” in derselben Weise durch alle Kombinationen von T, ..., T;_;

mit 7,, € .A(e—um—?)) fiir m =1, ...,{—1. Variiert man nun zusétzlich die v, , d.h. betrachtet
man alle Kombinationen von vy,....,1y mit 6 = 11 < ... < 1y = € — 2, so erhdlt man alle

T € A(e—0—2). Darauf folgt > 5, . _, . Z(Hl 1Pyyjll)) (01=1) = reAs2 2T e—1).
Ahnlich erhilt man die Formel fiir R56 .

Die Formel fiir H®(P;,) (bzw. HW(Ps.)) folgt aus der Formel fiir Ps., denn fiir einen a-
Baum stimmt die Funktion ¢ mit der Funktion ¢ iiberein, und das Polynom H®(P;.) (bzw.

HW)(Ps,)) ergibt sich aus Pj, durch den Ersatz jedes Z\ i) durch o™ (bzw. o0t O

Lemma 1.4.11. Essei e—6 >4 und 0+ 1 < v <e—3. Wir gehen von den folgenden beiden
Voraussetzungen aus:

1) Auf Ty == S(e — 6 — 2, — v — 3) gibt es eine Aquivalenzrelation — die wir als (I) -
Aquivalenzrelation bezeichnen — so dass fiir jedes T € Ty gilt:

> U(Te—1)€bsB.
T’E'Tl,T'N(I)T

2) Auf Ty :=8(e—d—2,e—v—3)\R(e — 6 — 2,6 —v —3) gibt es eine Aquivalenzrelation
— die wir als (11)-Aquivalenzrelation bezeichnen — so dass fir jedes T € Ty gilt:

> (T e—1)€bsB.

TIGII—Q,T/N(II)T

Dann gilt R((;f’e) €bs.B.

Beweis. Es sei vorab erwihnt, dass die Menge 7; wegen der Eigenschaft 3) in Definition 1.4.9
endlich ist und daher auch alle hier auftretenden Summen endlich sind. Wir setzen 73 :=
R(e—6—2,e—v—3).Nach 1.4.101ist > ;. W(T,€e—1) € bs. B zu zeigen. Wir bilden nun folgen-
dermafien Summen M, ... ¥6)  die in bs B enthalten sind: Wir starten mit einem beliebigen

Y € 73 und bilden die Summe ZT,EET,N(”T(U U(T",e—1). In dieser Summe tritt der Term
U(TW e—1) auf, aber im Allgemeinen auch Terme W(Ty,e—1),...,¥(T,,e—1) mit T, ..., T, €
7, . Darum ziehen wir nun von dieser Summe zunéchst die Summe » ., T V(T e—1)
ab. Moglicherweise tritt in dieser Summe auch der Term W(T5,e—1) auf und ist in der Gesamt-
summe somit ausgeldscht. Falls nicht, ziehen wir weiter die Summe ;... T T V(T e—1)
ab. Wurde nun in der neuen Gesamtsumme der Term W(73,e — 1) nicht ausgeloscht, ziehen
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wir weiter die Summe ) ;. U(T",e — 1) ab. Dieses Verfahren setzen wir bis zum

~anTs
Term W(7,,e— 1) fort. In der so entstandenen Gesamtsumme sind jetzt (eventuell) negative
Terme —VU(Uy, e —1),...,—VY(U,, e —1) mit Uy,...,U, € 75 vorhanden. Darum addieren wir

zur Gesamtsumme nun zunéchst die Summe ., T Us V(T e — 1). Wurde dabei in der
neuen Gesamtsumme der Term W(Us, e — 1) nicht ausgeloscht, addieren wir weiter die Sum-
me ZT,ETQ’T,N(”)% U(T',e — 1). Dieses Verfahren setzen wir bis zum Term ¥(U,, e — 1) fort.
Falls in der nun entstandenen neuen Gesamtsumme noch Terme W(Vj, e —1),...,U(V,, e — 1)
mit Vi, ...,V, € 75 enthalten sind, zichen wir wiederum (wie zuvor bei 71, ...,T},) gewisse der
durch deren (I1)-Aquivalenzklassen gegebenen Summen ab. Dieses Verfahren setzen wir fort.
Da in der jeweils entstandenen neuen Gesamtsumme jedes 7" € 7; hochstens einmal mit po-
sitivem und hochstens einmal mit negativem Vorzeichen auftreten kann, bricht das Verfahren
(wegen der Endlichkeit von 77 ) nach endlich vielen Schritten ab, und wir erhalten eine Summe
1 .= ZT,EDl V(T e—1) fiir eine — T enthaltende — Teilmenge D; C 73 mit Y e bs..B
(da jede einzelne Summe in bs B liegt, aus denen sich $(!) zusammensetzt). Falls es nun
ein weiteres T € T3 gibt, das nicht in D; enthalten ist, starten wir das gleiche Verfahren
fir 7 und erhalten eine Summe X3 := > rrep, V(1" € — 1) fiir eine — T® enthaltende
und zu D; disjunkte — Teilmenge D, C 73 mit X € bs; B . Auf diese Weise erhalten wir
schlieflich Summen X1 ... ¥() € b; B mit >orer, V(Te—1) = Y 4+ 26 also gilt
>orer, V(T,e—1) € bs.B. O

Der Rest des Beweises von 1.4.5 besteht also darin, eine (sogenannte) (I)-Aquivalenzrelation
auf 7, = S(e — 6 — 2,e — v — 3) und eine (sogenannte) (I7)-Aquivalenzrelation auf 7, =
S(e—0—2,e—v—3)\R(e — 6 —2,¢— v —3) einzufiihren, deren Aquivalenzklassen die in
1) und 2) genannten Idealinklusionen erfiillen. Fiir den Rest dieses Abschnitts gehen wir daher
von festen d,¢,v mit e —9 >4 und 6+ 1 <v <e—3 aus und von 7;,7, wie im Lemma.

Wir werden zuerst eine (I7)-Aquivalenzrelation einfiihren.

Definition 1.4.12. Zu einem [ -Baum T definieren wir die (Ecken-) Teilmenge Q(T) C E(T)
durch die Bedingung, dass a € Q(T) genau dann gilt, wenn

1) T(a) ist ein «-Baum,
2) a hat mindestens eine Geschwister-Ecke ¢ mit a < c, und fiir die Geschwister-Ecke b

mit a < b gilt: H(T(a))< H(W (b)) .

Die Menge Q(T) ist genau dann leer, wenn 7' ein ar-Baum ist. Weiter gilt fiir einen -Baum
T, dass E(T(a))C E(T), H(T(a))> 1, L(a) > 1, L(a) + H(T(a))< H(T) — 1 fiir alle
a€ Q(T) gilt.

Das folgende Lemma ist wesentlich fiir die Konstruktion der (I11) -Aquivalenz, die Argumenta-
tion wird aber auch in dhnlicher Form fiir die (I)-Aquivalenz bendotigt.

Lemma 1.4.13. Ist T € 75 und a € Q(T), so gilt

[T v@be—1)=0(T(a),e—1-L(a)).

beE(T(a))

Beweis. Wir demonstrieren die Aussage an einem kleinen Beispiel, anhand dessen der Leser
(eventuell mittels weiterer eigener Beispiele) hoffentlich die allgemeine Giiltigkeit erkennt. Dazu
betrachten wir 7" im Bild unten. In diesem Fall gilt ¢ = 6 + 7 und v = § + 3. Es gibt nur
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ein a € Q(T); dies ist die oberste fett gezeichnete Ecke. T'(a) ist dort also der fett gezeichnete
a-Baum. Es gilt L(a) =1 und somit ¢ — 1 — L(a) =3d+5.

Werte von ¢(7T,b,5 +6): Werte von E(T(a), b, 0 + 5) : Werte von w(T(a), b,0 + 5) :

0,2 1,2

Z§+5) ‘7<(5+5)
11 1,0 11 2,0

U((S+4) Z§+4) ‘7<(3+4) ‘7((5+4)
2,0 3,0

Z§+3) ‘7<(S+3)

T(a) T(a)

Die Werte von E(T(a), b, 6 + 5) wurden angegeben, weil mittels dieser Werte die Werte von
w(T(a), b, 0 + 5) definiert sind. Wie man sieht, gilt hier tatsichlich

3,00 (1,1) _(1,2) (2,0
HbeE(T(a)) (T, be—1) = U§+3)U<(5+4)‘7§+5)‘7((5+4) = Q(T(Q)a e—1- L(a)) : u

Definition 1.4.14. Auf T, fiihren wir die folgende Aquivalenzrelation als (II)-Aquivalenz-
relation ein: Ist T € Ty und sind ay,...,a, die Elemente aus Q(T), so definieren wir als
(I1)-dquivalent zu T jedes T' € Ty mit der Figenschaft, dass T' aus T entsteht, indem wir
fir i =1,....p jedes T(a;) (eventuell) durch einen geeigneten anderen o -Baum mit gleicher
Héhe ersetzen.

Man beachte, dass die (I7)-Aquivalenzklasse von T € T, aus allen Wurzelbdumen besteht, bei
denen die a-Béume T(a;) wie angegeben durch andere a-Béume mit gleicher Hohe ersetzt
wurden; denn diese Anderung fiihrt wieder zu einem Element aus 75, wie man leicht sieht.

Beispiel fiir eine (I7)-Aquivalenzklasse (die T'(a) fiir a € Q(T) sind fett dargestellt):

Wir sehen nun, dass die Idealinklusion gilt:
Lemma 1.4.15. Es sei T € T und M(T) :=U,cqm E(T(a)) . Dann gilt
Z (T e—1)= ( H (T, a,e— 1)> < H H($)(PE—Q—L(a)—H(T(a)),E—L(a)))
T'€TT'~nT acE(T)\M(T) acQ(T)

und somit
> (T e—1)€bsB.

TIEIZ-Q,T/N(II>T
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Beweis. Es sei T" € T, mit T~y T'. Sei M(T") analog zu M(T) definiert. Dann gilt
v(re-1) = [ wT.de-1)

a'€E(T")

= ( [[ v« )( I  1II 1/1(T’ v 6—1)>
a' € E(T)\M (T") a'€Q(T") b eE(T(a’)

I w(T’,a’,e—1)( I 2@ 6—1—[,(@'))).
a' €E(TH\M(T") a’€Q(T")

Weiter gilt
H YT, d'e—1) = H (T, a,e—1),
o' €B(T\M(T") a€E(T)\M(T)
denn fiir zwei “einander entsprechende” Ecken a € E(T)\ M(T) und o' € E(T")\ M(T") sicht
man leicht, dass ¥(T,a,e — 1) = ¥(T",a’,e — 1) gilt. (Man mache sich dieses gegebenenfalls
an den dinn gezeichneten Ecken des obigen Beispiels klar). Nach Konstruktion der (I7)-
Aquivalenz folgt mit 1.4.10 auBerdem

Z H Q(T'(a),e—1-L H HY(P. s 10y m(T(a))c—L(a))-
T'eTs T'miyT o/ €Q(T") acQ(T)

Die Summation » ;cp v p tber U(T", e —1) = ... liefert daher die Aussage. O

~()

Nun fithren wir auf 7; eine Aquivalenzrelation als (I)-Aquivalenzrelation ein. Diese soll
gegeben sein durch je eine Aquivalenzrelation auf den (im Folgenden definierten) Mengen
Thw, Thws 71w, 11, welche eine Partition

771 = 7—1,u U Z,u’ ) 7—1,11 U 771,1)'
von 7; bilden.

Definition 1.4.16. Zu einem v -Baum T konstruieren wir einen Wurzel-Teilbaum G(T), der
durch die folgenden Eigenschaften bestimmit ist:

i) Die Wurzel von G(T) ist die Wurzel von T .

i) Sind ay < ... < a, die Ecken eines Levels von G(T'), so stimmen die Kind-Ecken von
ai,...,ap—1 in G(T) mit den jeweiligen Kind-Ecken in T dtberein. Fir a, gilt jedoch:
Sind by < ... < b, die Kind-Ecken von a, in T, so sind in G(T) nur by,...,by—1 die
Kind-Ecken von a,, .

Wir sagen, dass T vom Typ Iu ist, falls fiir jede Ecke b € M(G(T)) gilt, dass AKFE(b) > 1
i T gilt. Anderenfalls sagen wir, dass T vom Typ Iv ist.

Bei den folgenden Beispielen ist G(7T') jeweils fett gezeichnet. Dies werden wir fiir den Rest
dieses Abschnitts auch bei allen weiteren bildlichen Darstellungen von Elementen aus 77 so
machen.

Beispiele Beispiele
fiir Typ Tu: fiir Typ [v:
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Man sieht leicht:

Lemma 1.4.17. Fir T € Ty gilt:

(1) G(T) ist ein [3-Baum.
(ii) E(G(T))C E(T).
(i) H(G(T))< H(T)—1, falls T vom Typ Iu ist.
Definition 1.4.18. Wir definieren folgende Teilmenge von 7Ty :
Ty :={T € T; T ist vom Typ Iu und G(T) ist ein a-Baum}.

Als (I)-dquivalent zu T € Ty, definieren wir jedes T' € T, mit

1) H(G(T))= H(G(T"),
2) T(a) =T(a') fir alle Paare (a,a’) € M(G(T))xM(G(T)) mit L(a) = L(a').
Anschaulich besteht die (I)-Aquivalenzklasse von T € 7y, aus allen a-Béumen mit der Hohe

von G(T), bei denen jeweils an den “ganz rechten” Ecken die Biume T'(a) fiir a € M(G(T))
“héngen”.

Beispiel fiir eine (I)-Aquivalenzklasse aus 7;

Lemma 1.4.19. Ist T € T, ., , so gilt

H Y(T,a,e—1) =Q(G(T),e—1).

a€E(G(T))

Beweis. Ahnlich wie im Beweis von 1.4.13 demonstrieren wir die Aussage an einem kleinen
Beispiel, anhand dessen der Leser (eventuell mittels weiterer eigener Beispiele) hoffentlich die
allgemeine Giiltigkeit erkennt. Dazu betrachten wir 7" im Bild unten. In diesem Fall gilt ¢ =
0+6 und v=0+3.
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Werte von (T, a,0 +5): Werte von w'(G(T),a,d + 5):

503
O5+5

(1,1)
06-1-40

(0,3)

(2,1)

0542
I T

Die Werte von E(G(T), a, o + 5) wurden angegeben, weil mittels dieser Werte die Werte von
w'(G(T),a,6 +5) definiert sind. Wie man sieht, gilt hier tatsichlich

@1) (21 _(1L1) _(0.3) (1, n,
Hacr@my O(Tra,e = 1) = 0575057505/, 055 0550 5+4 = (G(T),e—1). O
Lemma 1.4.20. Fir T € Ty, gilt

S W(Te-1)= ( [[ v(Taec- 1))-H<y>(Pe_2_H(G(T)),€)

T'e€Th,u,T'~)T a€E(T)\E(G(T))

und somit

> (T e—1)€bsB.

T'eThu,T'~nT

Beweis. Es sei T' € Ty, mit T" ~y T". Dann gilt

v(Ire-1) =] e@.de-1)
aGET’)
_ ( 11 w(T,a’,e—1)>< 1 ¢ ))
o €E(T\E(G(T")) o/ €B(G(T))

1.4.19 ( H W(T',d e — 1)).9’(G(T’), e—1).

a'€E(T")\E(G(T"))
Weiter gilt

11 YT de—1)= ][  o(Tae-1),

a’ € E(T)\E(G(T")) a€E(T)\E(G(T))

denn fiir zwei “einander entsprechende” Ecken a € E (T)\E(G(T)) und d € E(T NE(G(T))
sieht man leicht, dass (T, a,e—1) = (1", a’,e—1) gilt. (Man mache sich dieses gegebenenfalls
an den diinn gezeichneten Ecken des obigen Beispiels fiir eine Aquivalenzklasse klar). Nach
Konstruktion der (I)-Aquivalenz folgt mit 1.4.10 auBerdem

Z Y (G(T"), e —1)= HY(P_o_p(cery.e)-

'€, T ~yT

Die Summation » ;. Ty T tiber U(7", e — 1) = ... liefert daher die Aussage. O
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Definition 1.4.21. Wir definieren folgende Teilmenge von Ty :
T =A{T € T;;T ist vom Typ Iu und G(T) ist kein o -Baum}

Als (I) -dquivalent zu T € Ty, mit Q(G(T)) ={a,...,a,} definieren wir jedes T' € Ty . mit
der Figenschaft, dass T' aus T entsteht, indem wir fir i = 1,...,p jedes T(a;) (eventuell)
durch einen geeigneten anderen o -Baum mit gleicher Héhe ersetzen.

Man beachte, dass die (I)-Aquivalenzklasse von T' € 7T;, aus allen Wurzelbdumen besteht,
bei denen die o-Béume T (a;) wie angegeben durch andere «-Baume mit gleicher Hohe ersetzt
wurden; denn diese Anderung fithrt wieder zu einem Element aus 7;,,, wie man leicht sieht.

Beispiel fiir eine (I)-Aquivalenzklasse aus 77 ./ e

T P P P

Eine solche Aquivalenzklasse stimmt jedoch genau mit einer (I7)-Aquivalenzklasse aus 75
iberein. Daraus folgt, dass die Elemente aus 77,/ in den Summen M 26 des Beweises
von 1.4.11 gar nicht vorkommen kénnen (im Gegensatz zu den Elementen aus 71, , 71, 71,4 ).
Wir brauchen daher 77, nicht weiter zu betrachten.

Wir kommen nun zu dem (etwas komplizierteren) Fall, dass S € 7; vom Typ [v ist. (Wir
bezeichnen von nun an ein Element aus 7; meist mit S'). Wir ordnen S einen -Baum O(S)
zu. Anders als bei G(S) handelt es sich bei O(S) jedoch nicht um einen Teilbaum von S'.

Definition und Lemma 1.4.22. Es sei S € 7y vom Typ Iv. Ist a die Ecke des kleinsten
Levels mit der Eigenschaft, dass a € M(G(S)) und dass AKE(a) =0 in S gilt, so setzen
wir u(S) := L(a) und dys)(S) := a. Wir definieren dann die Kette

du(s)(S), dus)-1(5), du(s)-2(S), .., do(s) (S)

von Ecken rekursiv durch die folgende Aussage:

Hat d;(S) keine Geschwister-Ecke b € E(S) mit d;(S) < b, so ist d;(S) nicht die
Wurzel von S, und ist dann ¢ die Eltern-Ecke von d;(S), so gilt ¢ ¢ M(S) und es sei
dann d;—1(S) € E(S) die Ecke mit ¢ < d;—1(S).

Ist nun e die erste Ecke dieser Kette, die eine Geschwister-Ecke b € E(S) mit e <b besitzt,
so setzen wir o(S) := L(e) .

Beweis. Man sieht mit der Definition von G(S) leicht, dass dys)(S) nicht-minimal ist, dass es
also ein f € E(S) mit f < dys)(S) gibt. Daraus folgt aufgrund der Konstruktion, dass dies
auch fiir alle Ecken dys)(5), ducs)-1(5), du(s)-2(5), ..., do(s)(S) der Kette gilt. Insbesondere
kann unter diesen Ecken nicht die Wurzel sein. Weiter sieht man leicht, dass alle Ecken der
Kette Elemente von E(G(S)) sind. Fiir g € E(G(S)) mit 1 < L(g) < u(S) sieht man leicht
(induktiv nach @ = 1,...,L(g) ), dass g ¢ M(S) gilt, also gilt dies auch fiir alle Ecken der
Kette. [
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Beispiele:

Man sieht leicht (Teil (ii) wurde bereits im Beweis von 1.4.22 erwéhnt):

Lemma 1.4.23. Es sei S € T, vom Typ Iv. Es gilt o(S) > 1 und u(S) < H(S) - 1.
Aufterdem gilt fir alle i € {o(S),0(S) +1,...,u(S)}:

(1) L(di(S))=1.
(2) d(S) € E(G(T)).

Definition und Lemma 1.4.24. Es sei S € 7, vom Typ Iv. Wir definieren eine Teilmenge
E(S) C E(G(S)), einen Wurzelbaum O(S) sowie eine Bijektion 6 : £(S) — E(O(9)) :

Wir setzen Nos) = {dos)(S)} und definieren rekursiv fir die Level i = o(S) + 1,...,t(S)
(mit einer durch die Konstruktion definierten Zahl t(S) ) jeweils eine Teilmenge N; wvon
{a € E(5);L(a) = i}; dann setzen wir E(S) = U:S:))(S)Ni. Parallel konstruieren wir einen
Wurzelbaum der Hohe t(S) — o(S) mit 0(dos)(S)) als Wurzel.

Dies soll wie in der folgenden Skizze geschehen. Dabei nehmen wir an, dass die Konstruktion fiir
die Level o(S),0(S) + 1,...,5 mit einem j > o(S) bereits durchgefiihrt wurde. Wir bezeichnen
die Ecken aus {a € E(S); L(a) = j} mit al” wie in der oberen Zeile der Skizze. Die fetten
Kreise in der oberen Zeile sollen genau die Ecken aus N; sein. Dagegen soll jedoch mnicht
ausgeschlossen werden, dass es noch weitere Ecken aus {a € E(S); L(a) = j} \ N; als in der
oberen Zeile gibt. Falls AKFE(a) =0 fir alle a € N; gilt, setzen wir t(S) := j. Anderenfalls
definieren wir nun wie in der Skizze die Menge Nji, , die durch die fett umrandeten be) gegeben
sei. Um dies — wie abgebildet — durchfiihren zu konnen, behaupten wir: 13

(i) Die Ecken aus N; liegen in S alle nebeneinander.

(i1) Fir die Ecke a aus N; mit der minimalen Ordnung (hier mit alf) bezeichnet) gilt:

Es gibt eine Ecke b € E(S) mit b < a (hier mit a&)l bezeichnet) und fir diese gilt
AKE(b) > 1.

(iti) Es gilt N; C E(G(S)) und j <u(S), und d;(S) ist das minimale Element aus Nj; .
Es gelte dann mit den Bezeichnungen in der Skizze AKE(aél)) =0 firl=1,...,po (po=0 ist

maoglich) sowie fir i =1,..,n: AKE(GZ(I)) > 1 und AKE(CLEO) =0 firl=2,...,p; (pi=1
ist maglich).

3Die Behauptungen unter (iii) dienen nicht der Konstruktion, sondern zeigen u.a. £(5) C E(G(S)) .
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Parallel konstruieren wir ©(S) : Die Ecken von O(S) sind hier quadratisch gezeichnet. In der
Skizze ist angegeben, wie der Level j+1—o0(S) aus dem Level j—o(S) entsteht (falls t(S) # j )
und wie die Ecken miteinander verbunden werden sollen. Dabei sieht man an der Beschriftung
der Ecken, wie die Ecken von E(S) auf die Ecken von O(S) unter der Bijektion 0 abgebildet
werden sollen. (Eigentlich miisste in den quadratischen Feldern jeweils H(QE')) bzw. 9(b£°)) statt
al® baw. b stehen, was aus Platzgrinden hier jedoch nicht gut mdglich ist.)

Beweis. Zu (i): Dies folgt aus der angegebenen (rekursiven) Definition von Nysy, No(s)+1, ---, IVj -
Zu (iii): Nach 1.4.23 gilt o(S) € E(G(T)) . Die Aussage N; € E(G(T)) folgt leicht aus der
(rekursiven) Definition. Weiter stellt man mit der Konstruktion in 1.4.22 rekursiv fest, dass
d;(S) = al™) gilt. Also ist d;(S) das minimale Element aus N;, und die Aussage in (ii) folgt
dann aus der im Beweis von 1.4.22 erwdhnten Nicht-Minimalitéit der d;(.S) (in S'!) und der re-
kursiven Konstruktion. Aus d;(S) < aVa € N; und N; C E(G(T)) und dys)(S) € M(G(S))
und AK E(dys)(S))= 0 folgt dann schlieBlich auch j < u(S). O

In den folgenden Beispielen stehen jeweils S und ©(S) nebeneinander. Die einander entspre-
chenden Ecken eines jeden Levels sind bildlich gleich dargestellt (der Teilbaum G(S) ist durch
die dicken Kanten zu erkennen; seine Ecken sind nicht mehr notwendig fett gezeichnet, da hier
die Fettzeichnung von Ecken einem anderen Zweck zu dienen hat):
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Lemma 1.4.25. Es sei S € Ty vom Typ Iv und T := ©(S). Dann gilt:

(i) T ist ein [3-Baum.

(it) Es gilt £(S) C E(G(S)) und ¢(S) <u(S).

(11i) Fir alle a € £(S) gilt

(S, a,e — 1) =w(T,0(a),e — 1 — o(9)).

Beweis. Zu (i): Nach Definition 1.4.7 (man beachte dort H(T(a))> 1 < AKE(a) > 1) ist zu

zeigen, dass in der Sizze von 1.4.24 AKE(bEQ)) > 1,
gilt. Dies folgt aus der Betrachtung der entsprechenden Ecken von S, da S ein (-Baum ist.

LAKEG™Y > 1 Vie {l,..,n} in T

Weiter ist H(T) > 1 zu zeigen; dies folgt aus t(S) # o(S), was wiederum daraus folgt, dass
do(s)(S) eine Geschwister-Ecke ¢ mit dy(s)(S) < ¢ hat, und somit AKE(dys)(S))> 1 folgt,

da S ein J-Baum ist.

Zu (ii): £(S) C E(G(S)) folgt aus “N; C E(G(S))” in 1.4.24(iii). t(S) < u(S) folgt aus

“5 <u(S)” in 1.4.24(iii).

Zu (iii): Man priift dies leicht anhand der Skizze in 1.4.24.

Definition 1.4.26. Wir definieren folgende Teilmengen von Ty :

T :=1{5 €7Ty;S ist vom Typ Iv und O(S) ist ein «-Baum},

Tiv =4S €Ty;S ist vom Typ Iv und O(S) ist kein o -Baum}.
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Lemma 1.4.27.
(i) Gilt S € Tr,, so gilt fir T :=0O(S):

H (S, a,e—1) =QT, e —1—0(5)).
)

acé(S
(it) Gilt S € T, so gilt fiir T :=0O(S) und a € Q(T) und M := E(T(a)) :

[T ¢(Sbe—1)=0Q(T(a),e—1—0(S) — L(a)).

bed—1(M)

Beuweis. (i) folgt aus 9(€(S))= E(T) und 1.4.25(iii) und der Definition von Q(T,e—1—o(T))
(s. 1.4.8).
(i) folgt aus 1.4.25(iii) und dhnlicher Argumentation wie in 1.4.13.

Definition 1.4.28.

(i) Finen «-Baum T bezeichnen wir als minimal, falls er unverzweigt ist. Wir bezeichnen
thn als mazimal, falls er nicht ein echter Teilgraph eines o« -Baums mit gleicher Hohe ist.

(ii) Einen (-Baum T, der nicht zugleich ein o -Baum ist, bezeichnen wir als minimal, falls
alle ao-Baume T(a) fir a € Q(T) minimal sind. Wir bezeichnen ihn als mazximal, falls
alle a-Biaume T'(a) fir a € Q(T) mazimal sind.

Offenbar gibt es zu gegebener Hohe genau einen maximalen «-Baum.

Definition 1.4.29. Finem nicht-minimalen «-Baum T ordnen wir einen o -Baum AT
gleicher Hohe zu, indem wir die Ecke a des kleinsten Levels mit der Eigenschaft a € M(T)
und AKE(a) =0 entfernen (und die zugehorige Verbindungskante zur Eltern-Ecke).

Einem nicht-minimalen (-Baum T , der nicht zugleich ein o« -Baum ist, ordnen wir folgender-
maflen einen 3 -Baum NT') zu: Wir bezeichnen zundchst die Ecken aus Q(T) mit ay, ..., a, ,
wobei wir diese so indizieren, dass fir i,j € {1,...,n} gilt: i < j < L(a;) < L(a;) und
i < j,L(a;) = L(aj) = a; < aj. Nun wihlen wir das kleinste i € {1,...,n} aus, fir das
T(a;) nicht-minimal ist und ersetzen den «-Baum T(a;) (wie oben) durch einen «-Baum
gleicher Hdéhe, indem wir die Ecke a des kleinsten Levels mit der Eigenschaft a € M(T(ai))
und AKFE(a) =0 entfernen (und die zugehorige Verbindungskante zur Eltern-Ecke). Den so
entstandenen 3 -Baum bezeichnen wir (auch hier) mit \(T) .

Wendet man die Funktion A wiederholt auf einen «-Baum T an, so erhélt man schliellich
denjenigen «-Baum 7", der minimal mit der Eigenschaft H(7") = H(T) ist.

Beispiel:

RN
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Wendet man die Funktion A wiederholt auf einen G-Baum 7T an, der kein «-Baum ist, so
erhélt man schlieflich den entsprechenden minimalen [-Baum.

Beispiel (die T'(a) fir a € Q(T') sind fett dargestellt):

Definition 1.4.30. Zu einem (-Baum T, der sich aus einem [ -Baum T' # T durch eine
Kette

T1 = )\(T/), TQ = )\(Tl)y T3 = )\(Tg), ...... >Tn71 = )\(Tn,2>, Tn = )\(Tnfl) =T

ergibt, definieren wir

Definition 1.4.31. Es sei S € Ty, und T := O(S). Ist T nicht-minimal, so definieren wir
einen Wurzelbaum \(S), indem wir eine Anderung an S durchfihren, die sich in gewisser

Weise aus der Anderung T 2, XNT) ergibt. Ist hingegen T nicht-mazimal und ergibt sich
T aus T" #T durch eine Kette wie in 1.4.30, so definieren wir einen Wurzelbaum /“\(S, T,
indem wir eine Anderung an S durchfiihren, die sich in gewisser Weise aus der Anderung

T L AT, T") ergibt.

Diese Anderungen sind in der folgenden Skizze dargestellt. Dort ist in der oberen Hilfte ein
Teil von S wund ein Teil von T sowie in der unteren Hilfte ein Teil von S\(S) und ein Teil
von N(T) dargestellt. (Hier sind Ecken von S (und A(S)) durch Kreise, und Ecken von T
(und X(T') ) durch Rechtecke dargestellt.) Es handelt sich dabei um den (einzigen) Teil, an dem
eine Anderung stattfindet. Die Ecken von S bzw. S\(S), die den Ecken des dargestellten Teils
von T bzw. A(T) entsprechen, sind fett dargestellt. Aus der Definition von N(T') folgt, dass
die “ganz rechten” Ecken des dargestellten Teils von T bzw. AN(T) auch “ganz rechte” (also

mazximale) Ecken vom gesamten T bzw. A(T) sind. Die Bezeichnungen der Ecken al” und

b entsprechen den Bezeichnungen in 1.4.24.
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Man priift nun anhand der Skizze in 1.4.31:
Lemma 1.4.32. Es sei S € Ty, und T := O(S). Dann gilt:
(i) Ist T nicht-minimal und S’ := \(S) und T' := \(T), so gilt S' € T;,, und o(S") = o(S)
und t(S") =t(S) und O(S") =T". Weiter gilt

[acis) ¥(Sae=1) QT e —1—0(5"))

[lacis (S a,e =1)  Q(Te—1-0(S))

(ii) Ist T nicht-maximal und ergibt sich T aus T" # T durch eine Kette wie in 1.4.30 und
ist S:= A(S,T") und T := AN(T,T"), so gilt S € T1, und o(S) = o(S) und t(S) = t(S)

und O(S) =T . Weiter gilt

HGEE(g)w(g,a,e—l) Q(’f’,e—l—o(g))

[Tocis v(S,a,e —1) Q(T,e—1—0(9))

Definition 1.4.33. Als (I) -dquivalent zu S € Ty, definieren wir jedes S' € Ty, , das wir aus
S durch wiederholte Anwendungen der Funktionen X\ oder A erhalten.

Beispiel: Die ersten acht Beispiele nach 1.4.24 bilden eine Aquivalenzklasse aus Tiy-

Wir kénnen nun zeigen:
Lemma 1.4.34. Fir S €71y, gilt
Soowuse-=( I ¢Saec—1))HI Ps s us)
S'€Thw,8"~(1)S acE(S)\E(S)

und somit

Y U(S,e—1)€byB.

S/E'Tl,v,S/N(I)S

Beweis. Es sei S" € Ty, mit S~y S. Wir setzen T := O(S) und 7" := ©(5’) . Es gilt

v(Se-1) = J] w(Sae-1)
acE(S)
= ( II ¢Bae-0)(I ¢Sac-1)
a€E(S)\E(S) ac&(s)
1.4.27() ( H (S, a,e— 1)) -Q(T, e—1— O(S)),
a€E(S)\E(S)

Damit folgt aus 1.4.32:

V(S e—1)= ( H »(S,a,e— 1)>-Q(T/, e—1—0(9)).

acE(S)\E(S)

Die Summation Zs/eﬁv,swms iiber W(S",e — 1) = ... liefert die Aussage (s. 1.4.10). O
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Definition 1.4.35. Es sei S € Ty, und T := O(S). Ist T' nicht-minimal, so definieren wir
einen Wurzelbaum \(S), indem wir eine Anderung an S durchfihren, die sich in gewisser

Weise aus der Anderung T 2, XNT) ergibt. Ist hingegen T mnicht-mazimal und ergibt sich
T aus T" #T durch eine Kette wie in 1.4.30, so definieren wir einen Wurzelbaum /“\(S, T,
indem wir eine Anderung an S durchfiihren, die sich in gewisser Weise aus der Anderung

T L5 AT, T') ergibt.

Diese Anderungen sind in der folgenden Skizze dargestellt. Dort ist in der oberen Hilfte ein
Teil von S wund ein Teil von T sowie in der unteren Hilfte ein Teil von S\(S) und ein Teil
von N(T) dargestellt. (Hier sind Ecken von S (und X(S) ) durch Kreise, und Ecken von T
(und A(T') ) durch Rechtecke dargestellt.) Es handelt sich dabei um den (einzigen) Teil, an dem
eine Anderung stattfindet. Die Ecken von S bzw. S\(S), die den Ecken des dargestellten Teils
von T bzw. A(T) entsprechen, sind fett dargestellt. Die Bezeichnungen der Ecken a® und
be) entsprechen den Bezeichnungen in 1.4.24 (mit m <n ).
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Man priift nun anhand der Skizze in 1.4.35:
Lemma 1.4.36. Es sei S € Ty, und T := ©(S). Dann gilt:

(i) Ist T nicht-minimal und S' := \(S) und T' := X\(T), so gilt S' € Tr.,» und o(S") = o(S)
und t(S") = t(S) und ©(S") =T". Weiter gilt

ey V(S a6 =1)  Tlicou) UT"(a).e =1 —0(5") — L(a)).

HaEE 3) o(S,a,e—1) HaeQ(T) Q(T(a), e—1—o0(5) - L(a))

(ii) Ist T nicht-maximal und ergibt sich T aus T" # T durch eine Kette wie in 1.4.30 und
ist S = A(S T’) und T := N(T,T"), so gilt S € Ty und o(S) = o(S) und t(S) = t(S)
und ©(S) =T . Weiter gilt

HaeE w(‘s a, e — ) _ HaeQ(T) Q(T(a)’ e—1— O(S) - L<a))
HaeE(S (S, a,e—1) [Leom Q(T(a),e =1~ 0(S) — L(a))

Definition 1.4.37. Als (I)-dquivalent zu S € Ty, definieren wir jedes S' € Ty, , das wir
aus S durch wiederholte Anwendungen der Funktionen A oder A erhalten.

Beispiel: Die letzten beiden Beispiele nach 1.4.24 bilden eine Aquivalenzklasse aus T

Wir kénnen nun zeigen:
Lemma 1.4.38. Es sei S € Ty, und T :=6(S) und M(T) := UseorryE(T(a)) . Dann gilt

Z V(S e—1)=

S’G'Z—lyv/,s”v(])s

( H P(S,a,e —1) >< H HY(P._5_o($)-1(a )fH(T(a)),efo(S)fL(a))>

a€E(S)\0—1(M(T)) acQ(T)

und somsit
> U(S,e—1)€byB.
5/67—171)/,3/'\4(1)5

Beweis. Es sei S’ € Ty, mit S’ ~y) S und 7" := ©(S’) . Es gilt

v(se—-1) = [ w(S.ae—1)

a€E(S)
= ( H (S, a,e— )( H H P(S, b, e — 1>>
acE(S)\0—1(M(T)) a€Q(T) bed~1(E(T(a)))
L4.27(w) ( H (S, a,e— ) < H Q(T(a),e—1—0(S) — L(a)).
a€E(S)\0—1(M(T)) acQ(T

Damit folgt aus 1.4.36:

W(S',e—l)z( H @D(S,a,e—l)( H Q(T'(a e—l—o(S)—L(a)).

a€E(S)\0—1(M(T)) acQ(T")

Die Summation ZS/GTI Sy S iiber W(S", e —1) = ... liefert die Aussage (s. 1.4.10). O
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1.5 Die Komponenten des reduzierten Basisraums

Christophersen stellte fest, dass die nicht-eingebetteten Komponenten des Basisraums S — also
die Komponenten des reduzierten Basisraums S,.; — der versellen Deformation einer Singu-
laritdt X(as,...,a._1) durch die Nullketten aus K(as, ..., a._1) parametrisiert werden konnen.
Zu jedem k € K(ag,...,a.—1) gibt es also genau eine Komponente Sy von Sy.q.

Fiir die Details sei auf [C] verwiesen. Wir betrachten nur zwei (kleine) Beispiele, ndmlich “unser”
Beispiel X (2,3,2) und das Beispiel X(2,2,2,2):

Im Fall X(2,3,2) ist das Ideal von S durch a = (s (Q)tg,sg )sg ),sg 5% )) gegeben. Hier gilt
Vva = a fiir das Radikal v/a von a. Es gilt also S = S,.4, und folglich hat der Basisraum S
keine eingebetteten Komponenten. Fiir die Primérzerlegung von a gilt

a=(s$) N (55, 13, s5).

Die Primérideale a; := (35(32)) und a, (sg ) 15, 8¢ )) sind zugleich prim. Es gilt K(2,3,2) =
{(1,2,1),(2,1,2)} und ein Vergleich mlt [C] zeigt ap—(1,21) = a1 und ap—(212) = dz.

Im Fall X(2,2,2,2) ergeben sich nach 1.4.5 die folgenden Erzeuger fiir das Ideal a von S':
H(z)(pw) =0, H(x)(p2’4) _ Sgl)tg’ H(x)(P3,5) _ 5511)754,
HOPr) = s3753”, HO (Pog) = (537 + ta)si, HO(Prg) = sl + 57 (s + )
HY(Pyy) =0, HY(Py5) =0, HY(P,6) = 0,
HO (Pog) = 87 (s1 = ta), HO(Pyg) = 575, HO(Prg) = s + (1)

Nun gilt /a = (sél), sV) #£ a, also S # Syeq, und folglich hat der Basisraum S (mindestens)
eine eingebettete Komponente. Fiir die Primérzerlegung von a gilt a = a; N a; mit:

a = (s,
1 1
Var = (s, s)
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
gy = ((s)2 500, ()2 4 55D 5P sty Pl — 5Pty (522 + sPsP),

ss0ts, s0ts + 58y, s\ sty (s80)2, (85)2, tsta, (14)?)
\/62 - (Sé)7S§1)78511)7S§)1)7t37t4)

Also ist a; nicht-eingebettet und ay eingebettet. Es gilt K(2,2,2,2) = {(1,2,2,1)} und man
erhalt Ak=(1,2,2,1) = @1 .

Bemerkung 1.5.1. Die Komponente mit k = (1,2,...,2,1) 5, die fiir jedes X(ay,...,a. 1)
vorliegt (s. Abschnitt 1.1), ist die sogenannte Artinkomponente (s. [C]).

Bemerkung 1.5.2. In [Alt2] konstruiert Altmann fir isolierte torische Gorensteinsche Sin-
gularititen die verselle Deformation. Die Komponenten des reduzierten versellen Basisraums
sind in diesem Fall glatt und entsprechen gewissen Zerlequngen des den Kegel der Singularitdt
determinierenden Polyeders in Minkowski-Summen.

14Die im Folgenden auftretenden Radikale und Primérzerlegungen koénnen mit dem Computeralgebra-
Programm SINGULAR (s. [GPS]) berechnet werden.
5Bzw. mit k = (0) falls e =3 und mit k= (1,1) falls e =4.
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2 Die Monodromieiiberlagerung

Ausgehend von einer versellen Deformation einer gegebenen Singularitiat X (as,...,a._1) in
Arndts Form hat Brohme in seiner Hamburger Dissertation [B] eine Deformation ) — T' von
X(ag, ...,a.—1) angegeben, die die verselle Deformation iiberlagert und iiber jeder Komponente
des reduzierten Basisraums 7,.; die sogenannte Monodromieiiberlagerung induziert. Zur Be-
griffsbildung verweisen wir neben [B] auch auf [Rie2] und [BC]. In diesem Kapitel geht es in
erster Linie um eine — hinsichtlich der weiteren Untersuchungen in dieser Arbeit — geeignete
Darstellung von Erzeugern der Ideale b] der Komponenten 7} von 7,.;, und der Ideale JY
der Totalrdume )} {iiber diesen.

Im ersten Abschnitt geben wir an, wie die Deformation )) — T aus der Deformation X — S
entsteht. Im zweiten Abschnitt geben wir Erzeuger der Ideale b} und J; an.

2.1 Die gesamte Deformation

Wir gehen von einer versellen Deformation X — S einer gegebenen Quotientensingularitét
X(ag,...,a.—1) in Arndts Form aus. Sie wird induziert durch die kanonische Abbildung

C{sgl), s sg@_l), ...... , sil_)l, s sgffl_l), t3,...,te_2}/a
— C{xy, ..., e, sgl), . sg”_l), ...... , sgl,)l, o sff{l‘”, t3y s te o}/

mit den in 1.3 bzw. 1.4 konstruierten Idealen a und 7. Wir definieren nun einen Homomor-
phismus

0 : C{sgl), s 3&“271), ...... : sgl_)l, s sﬁf{lfl),t;},, ey teo}
e, ket )

vermoge der Identitét

(2 + x?’i_ngl) + ...+ xisgai_m + sgai_l)) = (x; + tgl)) s (T tz(ai_l)) firi=2,..,e—1

sowie 0(t;) :=t; fir i = 3, ...,e — 2.

Es bildet 6 also sz(j ) auf das j-te symmetrische Polynom in den Variablen tgl), ...,t,(“i‘” ab
sowie t; auf t;. Weiter definieren wir einen Homomorphismus

v C{a, ..., z, sél), - sg”_l), ...... , sgl,)l, s sgf‘{l_l), t3, .y lea}
s Oy ey e, 82 e )
durch
W) = xy firi=1,..,¢,
79(32( N = 9(51(4)) firi=2,..,e—1lund j=1,....a; — 1,
I(t;) = 0(t) firi=3,...,e —2.
Es sei nun b das von 6(a) in C{tél), ...,tg‘”*”, ...... ,tgl_)l, o tf‘_@;“”,tg, oy te_o} erzeugte Ideal
und J das von 9(I) in C{a, ...,xe,tgl), ...,tgarl), ...... ,tgl_)l, ...,téa_efrl),tg,, o te o} erzeug-

te Ideal. Fir 2 < ¢ < e —1 sei G,,_; die Gruppe der Permutationen auf der Menge
(Y, ey

Mit diesen Bezeichnungen gilt:
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Satz und Definition 2.1.1. Die kanonische Abbildung

C{e8?, Dl o) /b
s C{wy, ey e, 05t Y gt o))

induziert eine Deformation !
y—T

von X(ag,...,ae_1), die durch einen endlichen Basiswechsel aus X — S hervorgeht. Auf
Y — T operiert die Gruppe Hf;; S,,—1 dquivariant.

Beweis. B, Satz 2.1]. O

Bemerkung 2.1.2. Wie bet X — S liegt auch bei unserer Darstellung von Y — T eine
Binbettung des Totalraums in C+7 wor (mit 7= dim T% = (3302, a;) — 2).

Beispiel: Die Deformation )} — T zu unserem Beispiel X (2,3,2) (s. 1.4) erhalten wir durch
den folgenden Basiswechsel:

PR e e T 0y
T3+ ZE3S§1) + s:(f) = (z3+ t:gl))(l'g + t(2)) — Q(Sgl)) = té )+ t( ) 6(s gg)) = tgl)tgf)
T4+ 8511) =24+ tfl ) - 9(8511)) = til)
Q(tg) = t3

Dies fiihrt auf die folgenden Erzeuger von b bzw. J:

I(HO(Pyy)) ()t
I(HO(P) = V)
I (HW) (Pys5)) (t5Ve5 )5
O (z1ys — Pr3) (w3 + t3) — wa(ay + 15 )
D(zoys — Pag) = womy — (23 +t3)(23 + (t3 + té )) T3 + (t:(sl)tg)))
V(zsys — Pys) = asws — xa(wg + tA(L ))
Oy — Pra) = @124 — (:c2 it @2+ (1D + D)2 + (V)
O(22ys — Pas) = waws — (23 <~HW+WWm+M@+§WH@§Wm+£U
ﬁ(wlyg) — P175) T1T5 — ((xg + t2 (3 + (té ) 4 té )))(:U + t(l))
(V) (@3 + (8 + (5 + 6 as + (8 + ) + (1567)))

2.2 Die Komponenten des reduzierten Basisraums

Wir kommen nun zu den Komponenten des reduzierten Basisraums T}..4 .

Betrachten wir zunéchst unser Beispiel X (2,3,2): So wie S ist auch 7' in diesem Fall reduziert,
es gilt also T' = T4, wobei T,.q den reduzierten Basisraum bezeichne. Fiir die Primérzerlegung
von b gilt in diesem Fall

1),(2 1) ,,(1),(2 1),(2)\,(1 1 2 1 1
b= (05, 150067, VD) = (150 0 (¢ N (157, 1, 18).

'Der komplexe Raumkeim ) ist der Totalraum, der komplexe Raumkeim 7' ist der Basisraum.
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Ein Vergleich mit der Primérzerlegung von a aus 1.5 zeigt, dass iiber der Komponente Si—(21,2)

mit 3(21) =13 = sil) = 0 die Komponente mit tgl) =13 = tfll) =0 von T,.q liegt, aber iiber der

Komponente Sj—121) mit s:(f) = 0 liegen nun zwei Komponenten mit tél) =0 bzw. t:(f) =0
von T.q.

Wegen der Moglichkeit mehrerer Komponenten iiber einem Sy bezeichnen wir die Kompo-
nenten von 7,.q mit 7}, indizieren also die verschiedenen Komponenten von 7.4 iiber einer
Komponente Sy zusétzlich zu & mit v. Wie in [B] verzichten auch wir darauf, den Index
v genauer zu prézisieren, da dies fiir unsere Untersuchungen nicht nétig ist. Die Menge aller
auftretenden Indexpaare (k,r) der Komponenten 7} bezeichnen wir mit LOMP ..

Zu gegebener Singularitdt X (ag, ...,a._1) bezeichnen wir mit

by C C{tdV, el Dt o)

e—17 " Ye—1

das Ideal von T}/, und mit

JVC Clay, ooy o, 80, 827D Wt o)

e

das Ideal des Totalraums )y iiber T} (also des Urbildes von T} beziiglich ) — T').

Im folgenden Satz formulieren wir eine Konstruktion fiir Erzeuger der Ideale b} und Jy .
Satz 2.2.1. Es sei k € K(asg,...,ac_1) fest. Fir i =2,...,e — 1 betrachten wir die folgenden
Mengen M; von Idealen in (C{tgl), ...,téarl), ...... ,tgl)l, ...,ti“ffl_l),t?), cste o}

a) Fir i€ {2, e—1}:

Falls e =3 :

Falls e > 4 :

Mi — {(tz(»jl),...,tz(jr));
J1s -y Jr sind genau k; — 1 Elemente aus {1, ..., a; — 1}}

b) Fir ie{3,..,e—2} mit a; =1:

M, = L@, ) ) ),

ceey Uy

J1y ey Jr Sind genaw oy Elemente aus {1,...,a; — 1} und

li,...,1s sind genau a;_y — 1 weitere > Elemente aus {1, ...,a; — 1}}
c) Fir ie€{3,...e—2} mit a; > 1:

M, = {9 ),
J1y - Jr sind genau k; — 1 Elemente aus {1, ..., a; — 1}}

2 “weitere” im Sinne von “andere”, also {j1,...,J.} N {l1,....,ls} = 0.
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Die Ideale b} sind nun alle Ideale der Form By + ...+ B,y mit By € Mo, ..., Be_q1 € M._;.

Weiter wird zu einem solchen Ideal b} das entsprechende Ideal J; erzeugt von den Elementen
aus by zuziglich der im Folgenden konstruierten Polynome Glg’f fir2<dé—1<e+1<e—1.

Wir setzen zundchst

X9 = g firl<i<e,
X" = a4t fir3<i<e-—2,
Xl-(J) = :zri—i—tg]) fir2<i<e—1lundl<j<a;—1.

Dann setzen wir
XL=x© firi=1,..e

(2 K3

und

3 .

R X iri=1,2,e—1,e
X J— 3
Xi(t) firi=3,...,e — 2.

Nun ist es mdglich, fir einige der XE eine Anderung der Form
Xit=XF,  falls XF— XF € b
)

sowie fiir einige der XZ-(] eine Anderung der Form

XV = XE, falls X7 — XE e by
oder XU :=XE  falls X9 — XF € v/

so vorzunehmen, dass die Ausdriicke
Gyl = XEXE— P, fir2<d—-1<e+1<e—1

Binome in den Ausdriicken XZ»(O),Xi(t),Xi(j) sind, wobei Ps. durch die folgende Konstruktion
definiert sei:

Wir setzen Py 41 = XZ»RXZ-(l) EE Xi(a"_l) fir i =2,...,e =1 und definieren induktiv alle
weiteren Polynome Pjs. durch den folgenden Schritt fir n=3,...,e —1:

Die Polynome Ps. fiir 2<0+1<e—1<e—1 und e—9 <n—1 seien bereits definiert.
Fir2<i+1<e—1<e—1 und e — 6 =n setzen wir
Pse—1Ps511,e
ﬁ falls (0,¢€) € Vi,
Pé,e =
Ps.e—1Psi1.c
% falls (6,€) ¢ V.
Beweis. Dies ist eine etwas andere Formulierung der Ergebnisse in [B, p.23]. Dort wird zunéchst
das Ideal a”* definiert als a® = a§ + ... + a* | wobei fiir i =2,....,e — 1:

0 falls e =3
o (tl(-l), e tl(-kifl)) falls e >4 und (i =2 oder i =e — 1)
@) ety D ) falls3<i<e—2und oy = 1
(tl(-l), ...,tl(-kifl),ti) falls 3<i<e—2und o; > 1.

(Hier war eine kleine Korrektur erforderlich.) Die Ideale der dort genannten Komponenten ¢75
von T,.q stimmen dann mit den Idealen b} bei uns {iberein.

Zur Konstruktion der G{},’: sei auf [B, Satz 2.1 iii)] verwiesen. O
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Bemerkung 2.2.2. Fulls e > 4 vorliegt, so handelt es sich bei jeder (durch Einschrinkung
von Y — T ) induzierten Abbildung Yy — T} um eine Deformation der Singularitit
X(ag,...,a._1) mit (einigen) Deformationsparametern der Form ts, ...,te_o und jeweils a; — k;
Deformationsparametern der Form tz(»j) fir 2 <i<e—1. Bezeichnet fir 2 <i<e—1 jeweils
Su,—k; die Gruppe der Permutationen auf der Menge der Deformationsparameter der Form
tgj) , so operiert die Gruppe Hf;; S,k Gquivariant auf Yy — T}, und die Deformation
Y, — T} st eine Monodromieiiberlagerung der Deformation Xj, — Si mit Monodromie-

gruppe [1=y Ga,—r, - (Siche [B, 2.1 ii)]).

i

Der Basisraum unseres Beispiels hat die beiden Komponenten tél) = 0 und tgf) =0 (zu
k=(1,2,1)) sowie die Komponente t{" =t; =t =0 (zu k= (2,1,2)).

Die Totalrdume iiber diesen sind gegeben durch die folgenden Erzeugendensysteme der Jy :

k=(1,2,1), b = (t{V)

+0)
3
Ghv o = x1(xs + t3) — xo(x —i—t(l))
1,3 (T3 + 13 2(Z2 + 15
G’;:Z = XXy — [E3<JZ3 -+ t3)(l’3 + téQ))
Gg:g = X3x5 — ZE4<JZ4 + til))
Gllc:Z = T1T4 — (ZEQ + tgl))l‘g)(l'g + t:(f))
Ghy = waws — (s + ta)(ws + t57) (s + 1)
GYy = mas — (w2 + 1)) (s + t§) (s + 1)

k=(1,2,1), by = ()
¢
G’fg’ = x(x3+1t3) — 2220 + tgl))
GS:Z = xoxy — x3(x3 +t3) (T3 + tél))
Ggg = x3ws — xy4(wy + tff))
G’f:Z = x1x4 — (22 + tél))l’g(l'g + tgl))
GEY = wows — (w3 + ta) (w3 +15)) (x4 + 1)
Ry = ayws — (g + 15) (s + 157 (24 + 11))

k= (27 172)7 Z = ( gl)vt&tz(ll))

Glfg = XT3 — Tolko

G’;;Z = xoxy — x3(T3 + tgl))(l'g + tgz))

G’;g = I3%5 — T4Ty4

GV = myxy — xo(xs + tél))(:ng + t§2))

G’g;g = Ioxs — (x5 + tgl))(xg + t;(f))m

GHY = wyas — (s + 15 (s + 1)) (5 + 57) (25 + 1)
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Definition 2.2.3. Zu gegebener Singularitit X (as, ...,a.—1) definieren wir:

Als Jsing € C{ay, ..., T, tgl), s té‘”‘”, ...... , til)l, - tg‘f‘fl_l), t3y ..., te_o} das Ideal der Null-
faser von Y — T, also das Ideal von X(ag, ...,a._1) eingebettet in den Totalraum.

Als Ya fiir jede Indexmenge ) # A C KOMP den Totalraum von Y — T iiber dem
Durchschnitt NgyeaTy, -

Bemerkung 2.2.4. Sei X(ay,...,a._1) gegeben. Dann gilt:

(i) Ist (k,v) € KOMP, so gilt fir die Erzeuger gf{e aus 1.2.1 und die Erzeuger Glg”: aus
2.2.1:

k, Kk ..
G ) —mafer =gse fir2<o-ls<etl<e—L

(ag—1-1)
=t, ¢ =

t3,...=te_2=0

Daraus folgt fir jedes (k,v) € KOMP , dass das Ideal Jsn, von den Polynomen Gf;’:
und den Deformationsparametern erzeugt wird, also

Ting = ({G%712 < 0-1 < et < e—1JU{td”, e80T Y o tea)).

(ii) Es gilt Ya = NgpyeaYy fir O # A C KOMP . Insbesondere erhalten wir Inklusionen
(komplexer Raumkeime) Y4 — Yp fir 0 # B C A C KOMP und X, , — YVa fir
0#£ACKOMP.

3 Die Totalrdume )} der Monodromieiiberlagerung als
algebraische Mengen

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels wird zunéchst angegeben, wie die Totalrdume )} der Mono-

dromieiiberlagerung und die Singularitdt X, , als algebraische Teilmengen eines gemeinsamen

affinen Raums der Form C" aufgefasst werden. Im weiteren Teil des ersten Abschnitts wird
dann ein Uberblick iiber dieses Kapitel gegeben.

3.1 Definitionen und Uberblick

Gegeben sei eine Singularitit X (ag, ..., ae_1) .

Wir definieren den Polynomring

A=Cx?, . x© xW L xle b x O xleeD

Y e 7

Die Menge der auftretenden Variablen bezeichnen wir mit VAR , also

VAR = {X, ., x© xWV  xle ™D oxW L xee ) x O x®

e—1»

Die Menge VAR hat e+ 7 Elemente (mit 7= dim 7% = (3272, a;) — 2 wie in 1.3 und 2.1).

Den affinen Raum mit diesen Koordinatenfunktionen bezeichnen wir mit V, also V = C¢*7 .
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Wir fassen nun die Ideale J, Jsing, b aus dem letzten Kapitel vermége ihrer polynomialen
Erzeuger als Ideale des Polynomrings

B = Clzy, ..., e, 57, 65270 gl ]

auf und definieren einen Isomorphismus

T:B— A
durch den folgenden linearen Koordinatenwechsel:
Xi(o) = fir 1 <i<e,
Xi(t = x;+t; fir3<i<e-—2,
XY = g 4+t9 fir2<i<e—1,1<j<a -1

Definition 3.1.1. Sei X(ay,...,a._1) gegeben. !

Zu jedem (k,v) € KOMP definieren wir die Ideale KY := Y(J¢) C A ? und ¢} :=
T(bY) C A 3. Weiter setzen wir Z¢ :=V(K¥) C V.

Fiir jede Indexmenge O # A C KOMP bezeichnen wir den Durchschnitt der entspre-
chenden Komponenten Z;, mit Z, := NgueaZy € V. Fiir zwei Indexmengen A, B mit

) £ BCACKOMP bezeichnen wir die Abbildung Zj — Zg, die durch die Inklusion
ZaC Zp in V gegeben ist, mit o p.

Wir definieren das Ideal Kgipng := Y (Jsing) C A und setzen Zgpy := V(Kging) C V.

Fir jede Indezxmenge ) # A C KOMP bezeichnen wir die Abbildung Zsn, — Za , die
durch die Inklusion Zgng € Za in V gegeben ist, mit Wy .

Nun ist offensichtlich:
Satz 3.1.2.
(1) Fassen wir den Ursprung von Zgn, als komplexen Raumkeim (Zgng,0) auf und den

Ursprung von Za fir jede Indexmenge ) # A C KOMP als kompleren Raumkeim
(Z4,0), so induziert Y Isomorphismen (komplexer Raumkeime)

0 Xpg — (Zsing,0) und Ra:Ya— (Z4,0) fir)#AC KOMP.

(i1) Die folgenden Diagramme kommutieren. Die Abbildungen (P4 p5)o und (V4)o seien dabei
die durch ® 4 p und V4 induzierten Abbildungen komplexer Raumkeime. Weiter sei () #
B C ACKOMP im ersten Diagramm und O # A C KOMP im zweiten Diagramm.

Va > (Z4,0) Xnq "> (Zaing, 0)
llnklusion \L((PA,B)O \Llnklusion \L(‘I’A)O
Ve ~—(Z5,0) Va - (Z4,0)

'Wie {iblich bezeichne in dieser Arbeit der Ausdruck V(I) zu einem Ideal I eines Polynomrings die Null-
stellenmenge dieses Ideals.

2Hoffentlich wird der Leser sich nicht daran stéren, dass hier K den unteren Index k hat, auch wenn dies
eventuell als etwas unschon empfunden wird. K wurde hier als alphabetische Fortsetzung der zuvor aufgetre-
tenen Ideale I und J gewahlt.

3Man beachte, dass unter den Erzeugern des Ideal ¢} auch Polynome mit Variablen X{O), ...,Xéo) sind,
wéhrend unter den in 2.2.1 genannten Erzeugern von b} keine Polynome mit Variablen zi,...,z. sind.
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Wie in der Einleitung gesagt, wollen wir L-Kegel y und o} fiir alle (k,v) € KOMP mit
einem ausreichend groBlen Gitter L so anordnen, dass fiir die Durchschnitte o4 := N )eca0y,
fir ) # A C KOMP sowie fiir die durch die Inklusionen in Ly gegebenen Kegelmorphismen
¢A,B . (L(JA);UA) — (L(UB),O'B) fiir @ 7§ B g A Q KOMP und @ZJA . (Lx>X) — (L(UA),O'A)
fir 0 # A C KOMP gilt:

1) Es gibt Isomorphismen (komplexer Raumkeime)
L Xng — (Xino fy) und kg Y4 — (XL(0A>,aAvf(oA)) fir 0 £ A C KOMP,

wobei f, den Fixpunkt von X , und f,) den Fixpunkt von X Lo 04 bezeichne.

)s

2) Die folgenden Diagramme kommutieren. Dabei sei ) # B C A C KOMP im ersten
Diagramm und ) # A C KOMP im zweiten Diagramm. (Zur Bezeichnung 7;(¢) s.
Einleitung.)

yA A (XL(UA),UAﬂf(UA)) Xn,q - (XLX,xyfx)
Inklusion le@A,B) llnklusion J(Tf(lﬂA)
N: s (XL(GB),am f(aB)) Ya -4 (XL<UA),0A’ f(UA))

Wir werden sehen, dass Zg;,, und die Z4 affine normale torische Varietéten sind und dass
die Abbildungen ®4p5 : Z4 — Zp und VY, : Zg,, — Za torische Morphismen sind. In
5.2.1 werden wir dann L-Kegel x und o} definieren. Gehen wir in 5.2.3 zu den Keimen im
Ursprung bzw. im Fixpunkt iiber, so ergeben sich zusammen mit 3.1.2 die folgenden kommu-
tativen Diagramme, deren horizontale Kompositionen Isomorphismen (komplexer Raumkeime)
sind:

(€a)o

R i &
yA 4 (ZA; 0) (XL(JA),U,M f(O'A)> Xn,q (Zsinga O) ° (XLX,X7 fx)
llnklusian \L(‘I’A,B)O in(QbA,B) i[nklusion l(‘I’A)o l'ff('%bA)

- i (Ca)
Vi —2 o (25,0) — XXy i fom)  Ya P (Z4,0) — L (X, oas Fiow)

Dies macht hoffentlich klar, warum wir von nun an nur noch die in 3.1.1 definierten Ideale von
A bzw. algebraischen Teilmengen von V als Ausgangspunkt unserer weiteren Untersuchun-
gen betrachten werden (anstelle der Ideale J}, Jying, b} und der Raumkeime X, ,, )y ). Dabei
wird der im néchsten Abschnitt 3.2 eingefiihrte Begriff des torischen Ideals eine wichtige Rolle
spielen, denn affine torische Varietéiten sind genau die Nullstellenmengen torischer Ideale. Wir
werden dann in Abschnitt 3.3 eine gewisse Klasse torischer Ideale von A einfiihren, die wir
mit K(R) bezeichnen werden. Diese Ideale K(R) bendtigen wir spiter zur Konstruktion des
Kegelsystems 3, ov). In Abschnitt 3.4 werden wir sehen, dass die Ideale K}/ und allgemeiner

die Ideale /> yca K} fiir @ # A C KOMP in der Klasse der K(R) enthalten sind (und

somit insbesondere Z; und allgemeiner die Durchschnitte Z, fir § # A C KOMP tori-
sche Varietéten sind). Ebenso werden wir dort sehen, dass auch Ky, in der Klasse der K(R)
enthalten ist.

Bemerkung 3.1.3. Der gesamte Totalraum Y oder dessen Reduktion Y,.q ldsst sich hingegen
im Allgemeinen nicht als Raumkeim im Fizpunkt einer torischen Varietit auffassen, da er im
Allgemeinen mehrere Komponenten hat. Daher habe ich mich mit der Frage beschdftigt, ob man
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Y oder Yieq zumindest als universelles Objekt aus dem durch E(X,UZ) beschriebenen System der
(XL(, y0a0 f(o0)) und der Morphismen T¢(¢ap) fir 0 # B C A C KOMP erhilt. Als sinnvoll
erschien mir die Frage, ob man Y oder Y.eq als Colimes dieses Systems in der Kategorie der
(eventuell: reduzierten) komplexen Raumkeime erhdlt.

Es sei an die Definition des Colimes erinnert (s. [W, A.5]):

Es seien T und K Kategorien. Der Colimes eines Funktors F : T — K (falls er exi-
stiert) ist ein Objekt C' von K, zusammen mit Morphismen X\; : F(I) — C in K,
die “vertrdglich” in dem Sinne sind, dass fir jeden Morphismus o« : 1 — J in I der
Morphismus A\ als A\jF(«) : F(I) — F(J) — C faktorisiert und die folgende uni-
verselle Eigenschaft hat: fiir jedes K € IC und jedes System “vertrdglicher” Morphismen
fr: F(I) — K gibt es genau einen Morphismus v : C — K, so dass fr = y\;.

Um gemdf$ dieser Definition von einem Colimes des Systems der T;(¢a ) sprechen zu kénnen,
definieren wir

- T als die Kategorie mit den nichtleeren Teilmengen O # A C KOMP als Objekte, in
der dann o : A — B genau dann ein Morphismus ist, wenn B C A,

- K als die Kategorie der (eventuell: reduzierten) komplexen Raumkeime,

- F als den Funktor mit F(A) = (X1, ) oa: foa)s Fla: A— B) =T(dan).

Leider fand sich keine Anwort auf diese Frage. Ich vermute jedoch, dass die Antwort im Allge-
meinen negativ ausfallen muss, da es meistens nicht maoglich ist, durch einen Koordinatenwech-
sel zu erreichen, dass alle Erzeuger der Ideale der Komponenten des reduzierten Basisraums
als Monome gewdhlt werden konnen. Man betrachte etwa den Fall X(3,3,3,3), fir den in der
folgenden Tabelle alle Ideale b} durch die in 2.2.1 angegebenen Erzeuger dargestellt werden.

Zu k= (1,2,2,1): (té”,tﬂ) @ ¢2), (1@, (¢, )

Zu k= (1,3,1,2): | &, ¢ ,t4,t§”) P2 1y, 1)

Zuk = (2,1,3,1): | (8, 45, ¢, ¢ — ), (&7, tg,t(z) 10— ¢),
(2 ¢, ¢V ,t(2 —ty), (87, t3,t4 ) — 1)

Zu k= (2,2,1,3): | (¢ 1),t31),t3,t4,t51) t(Q)),(tQ ) t3,t4,t§1),t )
(t2),t3 o, ta, 0 68), (48 1) by, 4, 80 1)

Zu k= (3,1,2,2): | £}V ,t2 ,tg,t41),t4,t N, ) t(2> s, 1)) t4,t @)y
#4110, (8 o @) b, 189 1, 1)
2 2 5

3.2 Torische Ideale

Wir fiithren nun torische Ideale ein. In diesem Abschnitt gehen wir (der Einfachheit halber) vom
Polynomring C[Xy, ..., X,] anstelle von A aus. In den weiteren Abschnitten dieses Kapitels
legen wir dann wieder A zugrunde.

Zur Vereinfachung treffen wir in der folgenden Definition die Vereinbarung, dass unter Binomen
in dieser Arbeit immer Binome der Form “Monom minus Monom” zu verstehen sind.
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Definition 3.2.1. Ist ein Polynomring C[X, ..., X,| gegeben, so bezeichnen wir als Binome
die Elemente der Form

X0 X — XP X mit an, o, By B € N

Wird ein Ideal in C[Xy,..., X,] von Binomen erzeugt, so nennen wir dieses ein binomiales
Ideal.
Da C[X3, ..., X,] noethersch ist, wird ein binomiales Ideal von endlich vielen Binomen erzeugt.

Wir definieren nun torische Ideale wie in [S, Kapitel 4].

Definition 3.2.2. Es sei {ay,...,a,} eine Teilmenge von Z™ . Wir betrachten den Halbgruppen-
Homomorphismus

7: Ny —Z", u=(uy,..,u) — wa; + ... +ua,
und definieren das binomiale Ideal I C C[Xy,..., X,] als
[i=({X{ - X0 — XD X5 (o, an), (Bry e By) € N mit w(en, ., an) = (6, s B0)})-

Ein solches Ideal I heifst torisches Ideal.

Ist dariiber hinaus der Ring C[X1,.., X,]/I ganz abgeschlossen (in seinem Quotientenkdrper),
so nennen wir I ein normales torisches Ideal.

Diese Definition eines torischen Ideals ist in der Tat zu der Definition in [S, p.31] dquivalent,
wie man mittels des dort angegebenen Lemmas 4.1 sieht. Jedes torische Ideal ist ein Primideal.
Der Begriff “normal” ergibt sich daraus, dass die Nullstellenmenge V() C C” eines Primideals
I C C[Xy,...,,X,] als Varietdt genau dann normal ist, wenn der Ring C[Xi,.., X,]/I ganz
abgeschlossen (in seinem Quotientenkorper) ist.

Die obige Definition geht von einer Teilmenge {ay,...,a,} von Z" aus. Im néchsten Satz geben
wir ein Kriterium fiir die Figenschaft “torisch zu sein” an fiir ein binomiales Ideal, fiir das eine
solche Teilmenge zunéchst nicht explizit vorausgesetzt wird.

Definition 3.2.3. Wird das binomiale Ideal I C C[Xy, ..., X,] von den s Binomen

(1) (1) (1) (1) (s) (s) () (s)
X0 X — XD X S XM X X

r g eeeeneans

erzeugt, und ist V- C Q" der Teilraum, der von den (Zeilen-) Vektoren
1 s s s s
(agl)_ E)a'"aav("l)_ﬁﬁl)) JREREEN ) (ag)_ i)w-'va?(“)_ﬁﬁ ))

erzeugt wird, so definieren wir das Untergitter Z(I) := V NZ" von Z". Fir ein einzelnes
Binom b= X ... X — X' ... XP setzen wir auch Z(b) := (ay — By, ...,y — 3,) .

Ist umgekehrt ein Untergitter Z C 7" gegeben, so ordnen wir diesem das binomiale Ideal
B(Z) = ({X{ - X2 = X[ XD (00 = By, on — By) € Z3)C CX, ., X

ZU.

Weiter definieren wir fir ein binomiales Ideal I C C[Xy, ..., X,| das Ideal

I:=B(Z()).
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Satz 3.2.4. Fiir ein binomiales Ideal I C C[Xy, ..., X,| gilt:

(i) Das Untergitter Z(I) (und somit auch I ) ist wohldefiniert, es hingt also nicht von der
Wahl der erzeugenden Binome von I ab.

(ii) Bs giltt ICT und T=1.

(iii) Es ist I genau dann ein torisches Ideal, wenn I =1 .

Beweis. (i) Sind sowohl by, ...,bs als auch ¢, ...,¢; binomiale Erzeuger von I, so gilt V; = V4
fir Vi := 37, C-Z(b;), Va:=> ., C-Z(c;). Denniist j € {1,...,t} und gilt ¢; = Y7, pi-b;
mit Polynomen py,...,ps € C[Xq,...,X,], so ldsst sich dies auch (aus-) schreiben als ¢; =
!, a;d; mit Koeffizienten @; € C und Binomen dj,...,d,, fir die Z(d),...,2(d,) € W
gilt. Dies zeigt V5 C Vi, und analog folgt V; C V5. Da also V; = V5, folgt die Aussage aus
Vinzr = (3, Q-Zb:)NZ, VanZ' = (30, Q- Z(cj))NZ".
(ii) Folgt sofort.
(iii) Ist I ein torisches Ideal, so gilt offenbar Z(I) = {u € Z"; uya; + ... + u,a, = 0} mit den
a; aus Def. 3.2.2. Dann folgt fiir b= X ... X — X7 ... X5 mit (ay— By, ..., — ;) € Z(I)
offenbar b € I, was I C I (und somit I = I wegen (ii)) zeigt. Gilt umgekehrt I = I und
bilden die Vektoren a',...,a" € Z" eine Gitterbasis von {b € Z"; Y7 u;b; =0Vu € Z(I)},
so kann man offenbar als ay,...,a, in Def. 3.2.2 die Spaltenvektoren der (n x r)-Matrix mit
den a',...,a" als Zeilenvektoren wihlen. O

Bemerkung 3.2.5.

(i) Wenn wir im weiteren Teil der Arbeit fir ein binomiales Ideal I die Bezeichnung I
verwenden, so sei dies immer nach 3.2.3 definiert.

(ii) Das Ideal I ist die Saturierung von I beziglich des Produktes aller Variablen, d.h. es
qilt 3
I={yeC[Xy,.. X, |;( X1 X.)™y €I fiir einm > 0}.

(Dies folgt aus [MS, Lemma 7.6].)

Aus [S, 4.2] folgt:

Lemma 3.2.6. Ist I C C[Xy,...,X,| ein torisches Ideal, so ist die Hohe von I gleich dem
Rang von Z(I) .

3.3 Einige Bezeichnungen

Wir fithren nun einige Bezeichnungen ein, aufbauend auf den bereits in Abschnitt 3.1 eingefiihr-
ten Bezeichnungen. Diese beziehen sich wieder alle auf eine gegebene Singularitit X (as, ..., ae_1) .

Im Text schreiben wir:

- XY (mit normalem oberen Index), falls X e {xV  x{"~1y

i

- Xi(j) (mit fettem oberen Index), falls XZ-(j) € {Xi(o),Xi(t),Xi(l), L Xy

)

4Der normal dargestellte obere Index j soll also nur die Werte 1,...,a; — 1 annehmen kénnen, wihrend der
fett dargestellte obere Index j die Ausdriicke bzw. Werte o,¢,1,...,a; — 1 annehmen kann.

52



Weiter definieren wir folgende Binome H;_;,;.; aus A: Zunéchst sei
XZ-L = Xi(o) fire=1,...,e

und
R X firi=1,2,e—1,e
! X(t) firi=3,...,e — 2.

Nun definieren wir fiir 2 = 2,....,e — 1:

Hifl,z#l = X XR

1 a;—1
i+1 XiRXi()"'Xz‘( )-

Weiter sei G C A das von allen Binomen der Form Xi(j) —x© erzeugte Ideal.

Als ein technisches Hilfsmittel fithren wir nun Aquivalenzrelationen auf der Menge VAR ein.
Der Grund liegt darin, dass wir die Erzeuger von ¢ in der Form X% — XY wihlen kénnen

und sich ein solches Erzeugendensystem durch eine Aquivalenzrelation auf VAR beschreiben
lasst (s. 3.4.1).

Es sei R die Menge aller Aquivalenzrelationen auf der Menge VAR . Auf R definieren wir
eine Halbordnung fiir R, R’ € R durch

R<R < (V(z,y) EVARX VAR : . ~py =z ~p y).

Es sei R, das minimale Element von R . Dieses ist durch Xi(j) ~ Xi(,jl) Si=1j=17J
gegeben.

Eine Aquivalenzrelation R € R geben wir meist durch die Erzeuger an und schreiben das
Erzeugendensystem in spitzen Klammern ( ). Z.B. definiert (Xi(fl ~ X9 x| xUs)y

%2 [ ] 13

die Aquivalenzrelation mit XUV ~ XU2) xU) o x UV xU) o xUs) ylUs) o xU2) ylu

i ) 21 12 13 ’ 13 2 7 11

X8 X(J3) ~ XJl und X9 ~ XY fiir alle X9 € VAR, aber X ¢ X ) fiir alle iibrigen

13 )
Paare.

Fiir beliebige R, R € R definieren wir als “Summe” R + R’ die von R und R’ erzeugte
Aquivalenzrelation, also
R+ R/ = <{ZE ~NRY, T ~R y}>

Weiter sei R C R die Menge aller Aquivalenzrelationen auf VAR mit der Eigenschaft, dass
je zwei dquivalente Elemente aus VAR denselben unteren Index haben; fir R € R gilt also
X; W ~p X 07 = j = Auf R definieren wir dann die durch R induzierte Halbordnung.

Es sei Rmax das maximale Element von R . Dieses ist durch Xi(J) ~ XZ.(, i)

< i =1 gegeben.
Fiir den Rest dieses Abschnitts sei nun ein R € R fixiert.
Es bezeichne XZ»(UD die Restklasse von Xl-(j) beziiglich R .

Es sei VAR(R) die Menge der Restklassen von VAR beziiglich R, also
VAR(R) := {xX  x{eh x{ . x e x O x ey () x )y

Weiter sei dann A(R) der Polynomring tiber C in den Variablen aus VAR(R) und V(R) der
affine Raum mit den Elementen aus VAR(R) als Koordinatenfunktionen.

Fir i = 2,...,e — 1 selen H;_;,;41(R) die Binome aus A(R), die aus den H;_ ;41 durch
Restklassenbildung entstehen. Genauer:

SNatiirlich hat das “ R” im folgenden Ausdruck X/* nichts mit dem Element R € R zu tun.
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Setzen wir
Xl .= Xl-([o]) firi=1,...,¢

)

und

1

XU fir =3 . e—2,

7

{ XD iy g = 1,2,e—1,e

so definieren wir fiir 1 =2,...,e — 1:
Hi oy (R) = XE XE - xExD ... x et

Weiter definieren wir

- das torische Ideal H(R) C A(R) als die Saturierung (beziiglich des Produktes aller Va-
riablen aus VAR(R)) des von den H; 1 ,;11(R) in A(R) erzeugten Ideals, also

H(‘R) = (H1,3(R>7 "'7He—2,e<R)) ;

- das torische Ideal K(R) C A als die Saturierung (beziiglich des Produktes aller Variablen

aus VAR ) des von den H;_1,;;; und allen Binomen der Form Xi(jl) ~R Xi(h) in A
erzeugten Ideals, also

K(R) = (Hyg, ., Hos,) + ({X5Y — X0 X0V X5 € A, X ~p X3}

3.4 Die algebraischen Mengen Z; und Z,,

Der folgende Satz gibt Erzeuger der Ideale K} und c¢j an. Diese Angabe geschieht mittels
geeignet definierter Aquivalenzrelationen R} € R.

Satz und Definition 3.4.1. Es sei k € K(ay,...,ac—1) fest. Fiir i = 2,...,e — 1 betrachten
wir die folgenden Teilmengen R; von R :

a) Fir i€ {2, e—1}:

Falls e =3
Falls e > 4 :
R, = {<Xi(j1) ~ XZ-(O),...,XZ-(]'T) ~ Xi(0)>;

J1s -y Jr Sind genau k; — 1 Elemente aus {1, ..., a; — 1}}
b) Fir ie{3,..,e—2} mit a; =1:

Ry = {(xU~x .

)

XU~ x©O X o x® L x  x Oy

) i) 7 ) %

J1, ey Jr Sind genau oy Elemente aus {1, ...,a; — 1} und

li,...,1s sind genau ;1 — 1 weitere © Elemente aus {1, ...,a; — 1}}

6 “weitere” im Sinne von “andere”, also {ji,..., 5} N {l1,...,ls} = 0.
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c) Fir ie{3,...e—2} mit a; > 1:

Ri = {(X0V ~ X LX) ~ X0 X~ X,

K3 K3 3

J1y - Jr sind genau k; — 1 Elemente aus {1, ..., a; — 1}}

Wir definieren als die R, alle Aquz’valenzklassen der Form Ro+...4+R._1 mit Ry € Ro, ..., R._1 €
Re_1. Es gilt nun (bei geeigneter Wahl der v )

) = ({X’i(jl) . Xi(j2)§ XZ-(jl),Xi(h) c A,XZ-(jl) ~ Ry Xi(jz)})_

Weiter wird zu einem solchen Ideal ¢ das entsprechende Ideal K, erzeugt von den Elementen
aus c;, zuziiglich der im Folgenden konstruterten Binome Hg;’j fir2<éi—1<e4+1<e—1.
Wir definieren zundchst in A(RY) Binome Hs(R}) fir 2 <é—1<e+1<e—1 (wobei
diese fir e — 0 =2 mit den in 3.3 definierten Binomen H,_;,;11(R}) tbereinstimmen):

Dazu setzen wir
Xl .= Xi([o]) firi=1,... ¢

2

und

" X firi=1,2,e—1,¢
Xi = (th Lo
X, firt=3,...,e — 2.

Man beachte, dass dann alle Variablen aus VAR(RY) von der Form X' oder X[ oder Xi([j])
(mit j € {1,...,a; — 1} ) sind. Nun setzen wir

Hs o (Ry) = X5 X[ — Pso(Ry),

wobei Ps (RY) durch die folgende Konstruktion definiert sei:

Wir setzen P;_y,;11(RY) := XﬁXi(M)---Xi([ai_l]) fiir i = 2,...,e—1 und definieren induktiv
alle weiteren Monome Ps (RY) durch den folgenden Schritt fir n=3,...,e —1:
Die Monome Ps.(Ry) fir 2<d+1<e—1<e—1 und e—9 <n—1 seien bereits
definiert. Fiir 2<0+1<e—1<e—1 und ¢ —J =n setzen wir

PoenUB0) Pon.e ) falls (6,€) € Vi,

L R
X(H»lXefl

p5,6(RZ) =

Ps.c_1(RY) Pyyq.o(RY
: éfﬂ’;_f(}fg)( D falls (8,¢) ¢ V.

Die Binome Hgi’: ergeben sich nun aus den Hs.(R}), indem man jede in einem solchen
Hs (R}) auftretende Variable (welche ja ein Element aus VAR(RY) ist) durch einen (be-
liebigen) Reprdsentanten aus VAR ersetzt.

Beweis. Die angegebenen Binome ergeben sich infolge des Koordinatenwechsels T (s. 3.1)
unmittelbar aus den in 2.2.1 angegebenen Polynomen. ]

Wir erhalten fiir unser Beispiel X(2,3,2) die folgenden Erzeugendensysteme fiir die Ideale K}
der drei auftretenden Komponenten. Wir geben dabei die Polynome H;;” in der “Restklassen-
form” Hs.(R}) aus 3.4.1 an, wobei wir die Restklassenvariablen durch alle oberen Indizes der
jeweiligen Aquivalenzklasse darstellen.
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k=(1,2,1), Ry = (X§" ~ x|
X?El) — XZ§O)
His(RY) = XX - XX
HaalR) = XX - xOXP X
Hs(R) = XVX0 - XOx(
() — XOX© - XPxexe
Hop(RY) = XPX - xOx )
His(R) = XOX - XXX
k=(1,2,1), RV = (x? ~ x{)
X§2) _ X§O>
Hia(R) = XOXP - XPx(
Ho(RY) = XX - XX
Hys(R) — XX - XOX)
HiaR) = XX - X e
Hos(R) — XX - XXX
HislR) = XX - XXX

=(2,1,2), Rv = (XY ~ x{7 X ~ xI2 x ~ x[)

XU _ x©
X _
X _ x©
() = XA~ e
B — XPDXE XX
Hys(Ry) = XX — XV Xy
Hia(Ry) = XOXY - xPVxPXP
H(i) XX
) = XX —

Die folgende Aussage benétigen wir im Beweis von 6.2.2.

Lemma 3.4.2. Fulls e > 4 gilt, so besteht das Monom Py .(R}) in 3.4.1 nur aus Variablen

der Form XZ-(UD (enthilt also keine Variable der Form X} oder X[ ), und jede Variable dieser
Form kommt im Monom auch tatsdchlich vor.

Beweis. Aus [B, Proposition 2.2] folgt

PL(RY) = (Pra(B)™  (Poa(By))™  (Peger(BY))™ 2 (Peoze(BY))™ !
TR (X (X (Xg)ea (X (X B )t (XE,)res (XE oo (X I Yoo

Wie man anhand von 3.4.1 leicht sieht, gibt es im Monom P,_; ;1 (RY) fir i € {2,...,e — 1}
genau k; Variablen der Form X% oder X (entsprechend ihrer Vielfachheit gezihlt). We-

. . . . Pi_1; RY))%i .
gen k;o; = ;1 + 41 kiirzen sich diese alle in ()(fp)ali’fll(;ﬁ“))ii,l heraus. Da in P,y ;41(RY)

alle Variablen der Form Xi([j]) auftreten, gilt dies wegen «; > 1 auch fiir den Ausdruck
(Pi—1,i41(RY))™ ]
(XiL)%H(XiR)%A .
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Der folgende Satz liefert Erzeugendensysteme von Kg;,,, mittels der Erzeugendensysteme der
Ideale K}, der Komponenten.

Satz 3.4.3. Es sei X(asg,...,a._1) gegeben. Fir jedes (k,v) € KOMP gilt

King = K; + G.

Beweis. Aus 2.2.4(i) folgt Kying = ({H;‘i’:; 2<0—-1<e+1<e—1})+G fir die Polynome

HYY aus 3.4.1. Da weiter Kf *2' ({H}; 2<d—1<e+1<e—1})+cf und ¢ C G gilt,
folgt die Aussage. O

Satz 3.4.4. Es sei X(ay,...,ac_1) gegeben. Dann gilt K, = K(Rmm) )

Beweis. Wir betrachten das Ideal jsing = ({g(’;iﬁ; 2<d—-1<e+1<e— 1})§ Clx1, ..., ze]

mit den Polynomen g(’{e aus 1.2.1 fir ein k € K(ag,...,a.—1). Es ist bekannt, dass dieses

Ideal torisch ist und dass Iyng = (g%, ..., g% ,.) gilt. Daraus folgt leicht K, KV 4G =

(Hy3,...,He—2.) + G. Das letzte Ideal stimmt nach Konstruktion mit K(R,,,) iberein. [

Lemma 3.4.5. Es sei X(ag,...,a._1) gegeben und (k,v) € KOMP . Dann gilt
({Hse(Ry); 2<d—1<e+1<e—1})CH(RY) und K CK(Ry),
mit den Hs (R}) aus 3.4.1.

Beweis. Die erste Aussage ergibt sich aus der Konstruktion der Hs (R}) mit dem Schema V.
Die zweite Aussage folgt aus der Ersten. m

Lemma 3.4.6. Es sei X(ao,...,ac._1) gegeben und R € R . Gibt es dann ein (k,v) € KOMP
mit Ry < R, so gilt Kgn, =K(R)+G.

Beweis. Aus der Voraussetzung R} < R folgt K(R}) C K(R) und mit 3.4.5 dann K} C K(R).

Mit 3.4.3 folgt daher Ky, € K(R) + G. Wegen K(R) C K(Rye) und G C K(Rpq,) folgt

weilter K(R) + G g K(Rmax) 3é4 Ksing . 0

Satz 3.4.7. Es sei X(ag,...,ac_1) gegeben. Fiir alle Teilmengen ) # A C KOMP gilt

Y EKy=K( ) R
(kv)eA (k,v)EA

Beweis. Aus 3.4.5 folgt > ca K C D2 ,)ea K(EY) . Aus der Definition von K(R) folgt
offenbar > e 4 K(RY) © KX (1,)ea fi5) und somit \/Z(k,u)eA Ky < \/K<Z(k,u)eA Ry) =
K (kyea B) s da K(32 4 yca BY) als torisches Ideal prim ist. Da auch /> o4 K prim®
ist, reicht es nun zu zeigen, dass ht(, [ (hyen KY)> ht(K(Z(k,u)eA RY)) fiir die Hohen

dieser Ideale gilt. Nach 3.4.6 kénnen wir Binome by,...,b,, € G der Form XZ-(jl) — x W)

)

mit K(Z(k,u)eA RY) + (by,...,by) = Kgpn, wihlen, wobei dieses System by, ...,b,, minimal

"Die auftretende Wurzel bezeichnet das Radikal.
8Dieses Ideal ist prim, weil es das Ideal der Varietiit Z4 ist, welche dem (irreduziblen) Keim Y (5.2.2.3)
entspricht.
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mit dieser Eigenschaft sei. Mit 3.2.6 folgt dann ht(Ky,,) — ht(K<Z(k,u)eA RY))= m fiir die
Héhen dieser torischen Ideale. Mit 3.4.3 folgt Kyny = | /Z(,W)GA K} + (b, ..., by,) . Also folgt

ht(King) — ht(y />0 (4)ea Ki) < m aus Krulls Hohensatz und somit ht(,/> )cq KY) =

0t (K 1 yen BE)) - =

Lemma 3.4.8. FEs sei X(as,...,a._1) gegeben und (k,v) € COMP . Dann gilt
H(R}) = ({Hse(RY); 2<0—-1<e+1<e—1}),
mit den Hs (R}) aus 3.4.1.

Beweis. Dies folgt aus 3.4.7 mit A = (k,v). O

Satz 3.4.9. Es sei X(ag,...,a._1) gegeben und R € R . Falls Ry < R fir ein (k,v) €
KOMP, so ist das torische Ideal K(R) normal.

Beweis. Wir betrachten das folgende Ideal von A:
¢i= ({X0) = x02. x00) x02) ¢ g x0) p x 0y

Fassen wir die Ideale J:= Y7'(¢) bzw. J:= T '(K(R)) (mit T aus Abschnitt 3.1) als Ideale

von A= CL{t, . t8=™ Y Wt T L tes)

bzw. von B := (C{xl,...,xe,tgl),...,téaz_l), ...... , e_l,...,téa_‘jl‘l_l),tg,...,te_Q} auf, so ist durch
A/T — B/J eine Deformation gegeben, deren Basisraum sich aus 7} durch den Durchschnitt
mit einem linearen Teilraum ergibt. Die Aussage folgt daher aus [Gro, Proposition 11.3.13(ii)].

]

4 Affine torische Varietiten

Ziel dieses Kapitels ist eine Auffiithrung aller Definitionen und Sétze aus der Theorie der affinen
torischen Varietéten, die wir in den nachfolgenden Kapiteln 5 und 6 benotigen werden. Eine
leitende Frage dabei ist, wie man zu einem gegebenen normalen torischen Ideal einen Kegel
konstruieren kann, der die durch die Nullstellenmenge dieses Ideals gegebene affine torische
Varietét im Sinne der torischen Geometrie beschreibt und wie man Aussagen iiber die Struktur
dieses Kegels mittels des Ideals machen kann.

Wie in Abschnitt 3.2 gehen wir hier vom Polynomring C[Xj, ..., X,]| anstelle von A aus,
wihrend wir in den weiteren Kapiteln wieder A zugrunde legen werden. Die Definitionen und
Satze fir C[X1,..., X,] sollen dann auf A iibertragen werden.

4.1 Grundlagen

Wir fithren zunéchst einige grundlegende Figenschaften affiner torischer Varietéten auf, die im
Folgenden benotigt werden. Was wir benétigen, findet sich iberwiegend in [BFK], [Kaup| und
[S]. Ein wichtiger Unterschied zwischen diesen Referenzen besteht jedoch darin, dass in [BFK]
und [Kaup] bei torischen Varietéten die Normalitét vorausgesetzt wird, wihrend dies fiir die
Nullstellenmengen der in [S] definierten torischen Ideale nicht vorausgesetzt wird.
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Das Besondere an normalen affinen torischen Varietdten ist, dass sie mit Hilfe gewisser Ke-
gel beschrieben werden kénnen: Es gibt eine Aquivalenz der entsprechenden Kategorien, und
die geometrischen Eigenschaften der Kegel geben Informationen iiber die geometrischen Eigen-
schaften der zugehorigen affinen torischen Varietéaten.

Ein (komplexer) Torus T ist eine algebraische Gruppe, die isomorph zu einem (C*)" ist. Wir
fixieren im Folgenden immer einen solchen Isomorphismus ir : (C*)* — T. Zu gegebenem
Torus T definieren wir die Charaktere M und die Einparameter-Untergruppen N durch die
folgenden Homomorphismen algebraischer Gruppen:

M :=Homg,(T,C*), N :=Homg,(C*,T).

Dabei handelt es sich um Gitter, denn die beiden Abbildungen

n

Z" — Homy, ((C)",C")), ar ((tr, ... ta) = [ [ £5)

7
=1

und
Z" — Homygy (C*, (C)"), b (s (s™,...,s"))
sind Isomorphismen abelscher Gruppen und liefern so die beiden Isomorphismen

n

iv i 20— M, ar x* = ((ty, . tn) — Htf’) oip !

i=1

und
iy:Z" — N, b— \p:=iro (s — (sbl,...,sb”)).

Jedes Element aus Homg,(C*,C*) ist gegeben durch s +— s* fiir ein z € Z. Wir definieren

damit die Abbildung:
(—,—)r: M xXN-—Z, (x* M)+ 2, mit z als Exponenten in x® o A\p, = (s — 5%).
Diese Abbildung korrespondiert zum gewohnlichen Skalarprodukt, da (x?, Adp)r = Y., a;b; .

Definition 4.1.1. Eine torische Varietdt ist eine (zusammenhdingende) algebraische Varietit
X, auf der ein gleichdimensionaler algebraischer Torus T mit einer dichten offenen Bahn
operiert.

Ein torischer Morphismus ® : X — X' zwischen zwei torischen Varietdten X, X' ist ein
dquivarianter Morphismus, der auf den dichten offenen Bahnen einen Morphismus ®ip : T —
T algebraischer Gruppen induziert.

Gibt es einen torischen Isomorphismus zwischen X und X', so schreiben wir dafiir auch
X =p X'

Es sei nun L = Z" ein beliebiges Gitter vom Rang n mit dualem Gitter L* := Hom(L,Z).
Zu diesen beiden Gittern betrachten wir die n-dimensionalen Vektorrdume Lp := L ®z R
und (L*)g := (L") ®z R. Die von L x L* — Z auf Lg x (L*)g — R bilinear fortgesetzte
Auswertungsabbildung bezeichnen wir mit

(= =) Le x (L) — R, (v,u) — u(v).
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Unter einem L -rationalen (polyedrischen) Kegel verstehen wir einen Kegel o in Ly, so dass
es Elemente vy, ...,v, € L mit o = pos{vy,...,v,.} gibt. Ist ¢ zudem spitz, so bezeichnen wir
ihn als L-Kegel. Zu einem L-Kegel o definieren wir den dualen Kegel

o’ :={ue (L)g;{v,u) >0Vv e o}

Der Kegel o ist genau dann L -rational, wenn ¢V L*-rational ist. Und o ist genau dann ein
L-Kegel, der den Vektorraum Ly aufspannt, wenn oV ein L*-Kegel ist, der (L*)g aufspannt.

Eine Teilmenge 7 von o heifit Seite, in Zeichen 7 < o, wenn es ein u € (L*)g gibt, so
dass (v,u) > 0Vwv € 0 und 7 = o N{v € Lg;(v,u) = 0} gilt. Ist o dabei ein L-Kegel,
so ist auch 7 ein L-Kegel. Die Dimension von ¢ bzw. 7 ist definiert als die Dimension
des aufgespannten Teilraums von Lg. Ist 7 einskodimensional in o, so heiit 7 Facette.
Eindimensionale Seiten heiflen Kanten. Stimmt die Anzahl der Kanten von ¢ mit der Dimension
iiberein, so heiit o simplizial. Weiter heifit dann o glatt, falls sich die primitiven Erzeuger
der Kanten zu einer Gitterbasis von L erginzen lassen. Unter dem primitiven Erzeuger einer
Kante ist derjenige Gitterpunkt der Kante zu verstehen, der nicht ganzzahliges Vielfaches eines
anderen Gitterpunktes der Kante ist. Die Menge der Seiten eines L-Kegels o bezeichnen wir
mit &(o), die Menge der Seiten von ¢ bezeichnen wir mit S(c¥). Auf beiden betrachten wir
die durch =< definierte partielle Ordnung. Dadurch werden &(o) und &(0Y) zu Verbénden,
zwischen denen die Abbildung &(0) — &(¢V), 7+— o' N{u € (L*)r; (v,u) =0Vv € 7}
einen ordnungsumkehrenden Isomorphismus definiert (s. [Kaup, 1.19 und 1.24]).

Ein Kegelmorphismus zwischen einem L-Kegel o und einem L'-Kegel ¢’ ist gegeben durch
einen Gitterhomomorphismus ¢ : L — L' mit ¢(o N L) C o' N L. Wir schreiben dafiir

¢:(L,o) — (L', o).

Nun wird einem L-Kegel o in der folgenden Weise eine normale affine torische Varietdt X ,
zugeordnet. Und zwar setzen wir

Xp.:=Sp(Cle¥ N L),

wobei Sp das Spektrum der maximalen Ideale bezeichne und wir zu der Halbgruppe oY N L*

die C-Algebra
Cle¥ N LY := Z C-x*
u€oVNL*

durch formale Elemente x* definieren, mit x*y"2 := y“**“2 . Es handelt sich in der Tat um eine
affine Varietiit, da die Halbgruppe o¥NL* endlich erzeugt ist.! Die (Krull-) Dimension von X ,
stimmt mit der (Vektorraum-) Dimension von Lg bzw. dem Rang von L {iberein. Der Torus ist
gegeben durch Sp(C[L*]), und die Torusaktion Sp(C[L*]) x Sp(C[o¥ N L*])— Sp(C[e¥ NL*])
ist durch den C-Algebrenhomomorphismus Clo¥NL*] — C[L*|®@cCloYNL*], x* — X" ®cx"
gegeben (s. [Fu, p.19]). Fiir die Varietét schreiben wir explizit X, statt der sonst iiblichen
Schreibweise X, , da wir haufig - wie etwa im néchsten Satz - gleiche Kegel in unterschiedlichen
R&umen betrachten werden.

Weiter wird einem Kegelmorphismus ¢ : (L,0) — (L', ¢’) in der folgenden Weise ein torischer
Morphismus 7 (¢) : X, — X/ zugeordnet: unter der dualen Abbildung ¢* : L' — L*
wird ¢’¥ N L™ in oY N L* abgebildet und definiert so einen C-Algebrenhomomorphismus

'Dies folgt aus Gordon’s Lemma. Es gibt sogar genau ein minimales Erzeugendensystem dieser Halbgruppe,
welches Hilbertbasis genannt wird.
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Clo’"Y N L] — C[o¥ N L*]; dies definiert einen torischen Morphismus Sp(C[¢" N L*]) —
Sp(Cle"" N L™]).

Ein Kegelmorphismus ¢ : (L,0) — (L’,0’) ist genau dann ein Kegel-Isomorphismus (d.h.
¢ : L — L' ist bijektiv und es gilt ¢(c N L) = ¢’ N L"), wenn der torische Morphismus
T(¢): Xpo — X ein Isomorphismus ist.

Der folgende Satz zeigt, dass es zur Untersuchung der Struktur normaler affiner torischer Va-
rietdten im Wesentlichen ausreicht, volldimensionale L -Kegel zu betrachten.

Zu einem L-Kegel o definieren wir das Teilgitter
L, :=LNlin o, mit lin ¢ als linearer Hiille von ¢ im Vektorraum Ly .

Es gilt also L, = L genau dann, wenn o volldimensional in Ly ist. Fiir den allgemeinen Fall
gilt (s. [BFK, 2.2.15]):

Satz 4.1.2. Ist o ein L-Kegel und gilt n = dim Lg sowie d = dim o, und ist T der Torus
von X, sowie T’ der Torus von Xy ., so gilt die Zerlegung

T2 T x (C)? und Xp,2p X1, x (C)"74
mit produktweiser Torusaktion.
Weiter gilt (s. [BFK, 2.3.7]):

Satz 4.1.3. In der Produktzerleqgung 4.1.2 hat die Varietit X, genau einen Fixpunkt. Ins-
besondere hat daher Xi,, genau dann einen (einzigen) Fixpunkt, wenn o wvolldimensional ist.

Oben wurde beschrieben, wie Kegeln (und ihren Morphismen) affine torische Varietéten (und
Morphismen zwischen ihnen) zugeordnet werden. Fiir uns ist jedoch die Umkehrung von grofe-
rer Bedeutung, zu der wir jetzt kommen.

Definition 4.1.4. Zu gegebenem Torus T betrachten wir die Gitter N und M wvon oben. Die
oben definierte Abbildung (—, =)t : M x N — Z setzen wir bilinear fort zur Abbildung

<—,—>']1‘ : M]R X NR — R.
Zu einem N -Kegel o definieren wir den Kegel
o'T :={u e Mg ; (v,u)r >0Vv € o}

Wir definieren nun Zuordnungen F und G :

Ist X eine normale affine torische Varietit mit Torus T, so definieren wir den N -Kegel
F(X) =0 durch
ocNN={\eN; lin%)\(s) € X}

bzw. (im Dualen) durch

o'TNM = {x € M; Es existiert eine requlire Funktion ¢ : X — C mit ¢ = x}.

61



Ist ein torischer Morphismus ® : X — X' zwischen den normalen affinen torischen
Varietiten X und X' mit induziertem Morphismus i := ®p : T — T’ der zugehorigen
Tori gegeben und ist o = F(X),o' := F(X') der oben definierte N -Kegel bzw. N'-
Kegel, so definieren wir einen Kegelmorphismus G(®) : (N,o0) — (N',0’) durch

N — N, A—iol

bzw. (im Dualen) durch
M — M, x— xoi.

Bemerkung 4.1.5. Wir betrachten hier zwei duale Paarungen ?, nimlich (—, —) : NxN* — Z
und (—, =)t : N Xx M — Z. Da beide Paarungen nicht-ausgeartet sind, erhalten wir kanonisch
einen Gitter-Isomorphismus N* — M . Ist o ein N -Kegel, so bildet dieser o¥ auf o' ab
und definiert so kanonisch einen C -Algebrenisomorphismus Clo¥ N N*| — CloVT N M].

Satz 4.1.6.

(1) Ist X eine normale affine torische Varietit mit Torus T, so erhalten wir kanonisch
einen torischen Isomorphismus

sx : X — Xy, fiiro:=F(X),
gegeben durch den C -Algebrenisomorphismus Clo¥ N N*| — Clo¥" N M] aus 4.1.5.

(i1) Ist ® : X — X' ein torischer Morphismus zwischen normalen affinen torischen Va-
rietiten X, X" und sind <x : X — Xy, fir o :=F(X) sowie ¢x/ : X' — Xnv o fiir
o' = F(X') die torischen Isomorphismen nach (i), und ist ¢ : (N,0) — (N',0’) der
Kegelmorphismus G(®), so kommutiert das Diagramm:

X X XN,U
i@ lT (®)
X' X X

Beweis. Zu (i): Der angegebene C-Algebrenisomorphismus induziert in der Tat einen tori-

schen Isomorphismus X — Xy, da X mit Sp(C[o¥” N M]) identifiziert werden kann und

XNo el Sp(CloY N N*).

Zu (ii): Dies folgt (durch Anwendung von Sp) aus der Kommutativitdt des folgenden Dia-
gramms:

Clo¥r N M] Cle¥Y N N*]
T<1>* TCW’*]
Clo"™T N M'] Clo"™ N N™]

Dabei entsprechen die horizontalen Abbildungen jeweils dem C-Algebrenhomomorphismus aus
4.1.5. ®* ist die induzierte Abbildung zwischen den reguldren Funktionen auf X bzw. X’ und
C[¢*] ist der durch ¢* : (N™, 0"V) — (N*,0") gegebene C-Algebrenhomomorphismus. [

Wir kommen nun zu den Singularitdten von X ,. Diesbeziiglich - wie auch bei der Bahnen-
zerlegung - spielen die im Folgenden definierten Punkte x, eine wichtige Rolle.

2Tm néichsten Abschnitt fithren wir sogar noch eine weitere Paarung ein (niamlich (—, —); : N x MWD — 7).
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Definition 4.1.7. Es sei o ein L-Kegel und 7 eine Seite von o . Wir definieren folgender-
mafen den Punkt x,. € X, : Wir wihlen einen beliebigen Gitterpunkt | € L im relativen
Inneren von 1. Vermdge des kanonischen Isomorphismus L = Hom(L*,Z) erhalten wir ei-
ne Einparameter-Untergruppe N, € Hom(C*, Sp(C[L*])) , mittels derer wir . = lim,_o \(s)
definieren.

Satz 4.1.8. Ist o ein L-Kegelund T der Torus von Xp, ., so gibt jeder Punkt aus {z,;7 =< o}
genau eine Bahn T -z, von X, , d.h. die Bahnenzerlegung ist gegeben durch

XL,J:U Tz,

Besitzt X1, einen Fizpunkt xp, so hat jede Umgebung von xp mit jeder Bahn T -z, einen
nichtleeren Durchschnitt.

Beweis. Zur ersten Aussage sei auf [BFK, 2.3.5] verwiesen. Dort wird auch der topologische
Abschluss von T -z, durch U;<.<,T - 2, ausgedriickt, was wegen z, = xp (im Fall der
Existenz des Fixpunktes) die zweite Aussage zeigt. O]

Satz 4.1.9. Ist 7 eine d -dimensionale Seite eines volldimensionalen L -Kegels o der Dimen-
sion n (d.h. n = dimo = dim Lg ), so gilt

XL,T =r XLT,T X (C*)nid.

Bezeichnet xp den (einzigen, s. 4.1.3) Fizpunkt von X, und ist p ein beliebiger Punkt von
(C*)=4 | s0 ist der Raumkeim im Punkt (zp,p) isomorph zum Raumkeim im Punkt x, .

Beweis. Der erste Teil folgt aus 4.1.2. Zum zweiten Teil sei noch einmal auf [BFK, 2.3.7]
verwiesen. U

Definition 4.1.10. Ist o ein n-dimensionaler simplizialer L -Kegel und sind vy, ...,v, € L
die primitiven Erzeuger der Kanten, so definieren wir als Multiplizitit von o den Index

mult(o) := |Ly/Ts|,
wobei 'y, C L, das Teilgitter T, := Zvy + ... + Zv,, sei.

Satz 4.1.11. Ist o ein volldimensionaler L -Kegel, so sind dquivalent (s. [BFK, 3.1.1]):

(a) X1, ist glatt.
(b) Der (einzige) Fizpunkt von Xy, ist requldr.
(c) o ist simplizial und es gilt mult(c) = 1.

Satz 4.1.12. Ist o ein volldimensionaler simplizialer L -Kegel der Dimension n, so gilt (s.
|BFK, 3.1.7])
X, =2C"/G

fiir eine Gruppe G der Ordnung mult(o) .
Bemerkung 4.1.13. Die Singularititenstruktur nicht-simplizialer Seiten ist wesentlich kom-

plizierter, siche [BFK, 3.1.11].
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4.2 Kegel zu einem normalen torischen Ideal

In diesem Abschnitt gehen wir von einem normalen torischen Ideal I aus und zeigen, wie man
einen L-Kegel o mit X, =p V(I) berechnen kann. Mit den im Folgenden eingefiihrten
Bezeichnungen lisst sich L = NY) und ¢ = ¢¥) wihlen. Bei dem Gitter N) handelt es
sich dabei um eine natiirliche Identifizierung mit dem Gitter der Einparameter-Untergruppen
(s.4.3.3(1)).

Affine torische Varietdten sind genau diejenigen Varietéiten, die sich als Nullstellenmengen
V(I) C C" torischer Ideale I C C[Xy, ..., X,] realisieren lassen (vergl. [S, p.129]). Dann ist
V(I) genau dann normal, wenn I normal ist (s. Definition 3.2.2).

Ist I C C[Xq,..., X,] ein torisches Ideal, so ist der Torus T von X := V(I) durch T = XN(C*)"
gegeben. Die Torusaktion T x X — X ist durch die koordinatenweise Multiplikation in C”
gegeben. Ist n die Dimension von X, so ist jeder Isomorphismus it : (C*)" — T von der
Form

(t1, oy tn) P (B0 ettt

mit gewissen wu;; € Z. Wir sprechen diesbeziiglich von einer Parametrisierung des Torus T.
Wir fassen die wu;; als Eintrdge einer (n x r)-Matrix U auf, deren Zeilenvektoren wir mit
u!,...,u” und deren Spaltenvektoren wir mit uy,...,u, bezeichnen.

Satz 4.2.1. Die Eintraige einer Matriz U € Z"™ ") liefern genau dann eine Parametrisierung
von T, wenn u',...,u" eine Gitterbasis von {b € Z"; > a;b; =0V a e Z(I)} bilden. ?
Beweis. Die Eintréage der Matrix U € Z(™*") liefern offenbar genau dann eine Parametrisierung
von T, wenn u',..,u" e{beZ"; > ab=0Vaec Z(I)} und Zu + ...+ Zu, = Z" gilt.
Mit der Elementarteilertheorie (vergl. 4.2.8) folgt, dass die zweite Bedingung dquivalent dazu
ist, dass Quy + ... + Qu, = Q" gilt und der gréfite gemeinsame Teiler der Determinanten der
(n x n)-Untermatrizen von U gleich 1 ist. Die Aussage folgt daher aus 4.2.7. O

Definition 4.2.2. Gegeben sei ein binomiales Ideal I C C[Xy,...,X,|. Wir definieren die
Gitter

ND ={beZ: Y ab=0vVacZ(I)} und M =27 /Z(I)

=1

sowie eine (bilineare) Abbildung
(— =) : MED x N — R,

gegeben durch das gewdhnliche Skalarprodukt )., a;b; fir a,b € Z" (wir ersetzen fir das
Skalarprodukt ein Element a € MW = 7"/ Z(I) durch einen Reprisentanten a € Z' ; der
Wert (a, b)) ist unabhingig von dieser Wahl.)

Weiter definieren wir den N -Kegel o) C Nﬂgf) durch die Bedingung o) N@ = Nrn ND
und definieren SO C MY als das Bild von N} unter der Projektion Z"' — 7"/ Z(I) = M) .
Weiter setzen wir

m (XM X0 = a8 + ... + a,€, € MDD,

wobei €1, ...,e, € MDD =7/ Z(I) die Restklassen der kanonischen Basisvektoren ey, ..,e, € 7'
seten.

3Zur Definition von Z(I) s. 3.2.3.
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Zu einem N -Kegel o definieren wir den MY -Kegel
oV = {u € Mﬂ({) ; (v, uyy >0V e o}

Ist dann 7 eine Seite von o (bzw. ¢V ), so bezeichnen wir mit T+ die — beziiglich der
im letzen Abschnitt angegebenen Bijektion &(o) — S(c¥®) — entsprechende Seite von @)
(bzw. o).

Leicht priift man:

Satz 4.2.3. Gegeben sei ein binomiales Ideal I C C[X7, ..., X,]|. Dann gilt:

(i) Bei N und MD handelt es sich um Gitter vom gleichen Rang v — rg(Z(I)) . Die
Abbildung (—, =)y ist ein nichtausgeartetes Skalarprodukt.

(ii) Es sei u',...u" eine Gitterbasis von {b € Z"; Y i  ab; =0Va € Z(I)} (mit n als
Rang von NY bzw. MY ). Wir fassen die u',...,u" wieder als Zeilenvektoren einer
(n x r)-Matriz U auf und bezeichnen deren Spaltenvektoren wieder mit uy, ..., u, . Dann
wird durch 7" > z v+ U -z € Z" ein Gitterisomorphismus ¢ - M — 7™ definiert, der
die Elemente €y, ...,€, auf die Elemente uy,...,u, abbildet.

Bemerkung 4.2.4. (i) Aus 4.2.3(i) folgt, dass wir kanonisch einen Kegel-Isomorphismus
(MO (e )— (ND)* (D)) erhalten.

(i1) Fir ein normales torisches Ideal I C C[Xy, ..., X,] werden wir im ndchsten Abschnitt
beweisen, dass Xyw oo Zr V(I) gilt. Fir n:= dim(V(I)) liefert 4.2.3(i1) daher auch
eine Methode, einen 7" Kegel o mit Xgn o =7 V(I) zu konstruieren: Setzen wir N :=
M = 7" und ist S C M die von den Spaltenvektoren wy,...,u, einer (n x r)-Matriz
U, deren Zeilenvektoren eine Gitterbasis von {b € Z'; Y7/ a;b; = 0Va € Z(I)} bilden,
erzeugte Halbgruppe, so gilt S=o ﬂM wobet hier av den dualen Kegel eines N -Kegels
o beziiglich der durch das gewdohnliche Skalarprodukt auf R™ gegebenen dualen Paarung
bezeichne.

Zur Berechnung der auftretenden Gitterbasis gibt es explizite Verfahren (z.B. den LLL-
Algorithmus, s. [Coh]), ebenso zur Berechnung von o = (¢¥)" aus ¢ (z.B. die Fourier-
Motzkin-Elimination, s. [Zie]). Bei der (eher ungeduldigen) Suche nach einer Gitterbasis
kann auch das in 4.2.7 formulierte Kriterium niitzlich sein.

Satz 4.2.5. Gegeben sei ein binomiales Ideal I C C[X1, ..., X,]. Dann gilt: *

(i) Die Halbgruppe SD von MY ist als Gruppe erzeugend, d.h. es gilt M) = 1) — gU)
Es sind dquivalent:

(a) Das torische Ideal T ist normal.

(b) Die Halbgruppe SO won MDD ist saturiert, d.h. aus m € MY p € Ny und pm €
SO folgt stets m € SU)

(ii) Ist das torische Ideal T normal, so gilt (cD)V0 N MDD = g0

4Man beachte, dass I nach 3.2.4 ein torisches Ideal ist.
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Beweis. (i) Die Aussage M) = S — S(0) ist wegen Z" = Nj — Nj klar. Die Aquivalenz-
aussage folgt aus der Aquivalenz der Aussagen (1) und (4) in [S, 13.5]: Es seien uy,...,u,
die Spaltenvektoren einer Matrix U, deren Zeilenvektoren u',...,u” eine Gitterbasis von
{bez; Y jab=0Vae Z(I)} bilden. Wir setzen A := {uy,...,u,}. Aus 4.2.1 folgt,
dass die Nullstellenmenge V(I) der Varietit X4 in (1) entspricht. Und wegen 4.2.3(ii) und
MWD = 80 — 80 st die Bedingung (b) #dquivalent zur Bedingung NA = ZANpos(A) in (4).
(ii) Folgt aus (i). O

Satz 4.2.6. Gegeben sei ein torisches Ideal I C C[X7,..., X,], das von einer Menge J wvon
Binomen erzeugt wird. Wir nehmen an, dass kein nichttriviales Binom der Form 1— X! ---X;:q
in J enthalten ist. Dann erzeugt m"(X;,) genau dann eine Kante von (D) | wenn es in

J  kein nichittriviales Binom der Form
XL =X X omat 1> 1
qibt.

Beweis. Falls mY)(X;,) keine Kante von (o(D)Y® erzeugt, so gibt es eine nichttriviale Glei-
chung Im(X;,) = 6;mD(X;,) + ... + 6mD(X;,) mit [ > 1 und § > 0,...,6 > 0 (wobei
man die m(X;,),...,mP(X},) als primitive Erzeuger der Kanten von (¢!))V® wihlen kann).
Dann folgt X! — XJ‘.Sl1 X ~XJ‘-SZ € I, da [ torisch ist. Offenbar muss dann auch ein Binom dieser
Form in J enthalten sein.

Gibt es umgekehrt in J ein nichttriviales Binom der angegebenen Form, so gibt es die nicht-
triviale Gleichung Im)(X;,) = yym(X;,) + ... + vemY (X;.) mit [ > 1, wobei wir annehmen
koénnen, dass 7, > 0, ...,7s > 0 gilt. Daher kann m)(X; ) keine Kante von (¢)V®) sein. [

Lemma 4.2.7. Ist
al,lzl + ...+ al,rZT =0 g serees y as’lZl + ...+ (157TZT =0

ein lineares Gleichungssystem mit rationalen Koeffizienten a;; und sind u',...u" Vektoren
mit ganzzahligen Koeffizienten, die eine Q -Basis des Lisungsraums bilden, so handelt es sich
dabei genau dann um eine Gitterbasis der ganzzahligen Losungen, wenn der grofite gemeinsame
Teiler der Determinanten der (n X n)-Untermatrizen der (n x r)-Matriz mit den u',...,u"
als Zeilenvektoren gleich 1 ist.

Diese Aussage folgt aus dem folgenden Lemma.

Lemma 4.2.8. Sind u',...,u" € Z" Vektoren, die linear unabhdingig iiber Q sind, so gilt fiir
die Gitter L:=7"N(Qu' + ... + Qu") und T :=Zu' + ... + Zu™ C L, dass der Index |L/T)|
gleich dem grofsten gemeinsamen Teiler der Determinanten der (n x n)-Untermatrizen der
(n x r) -Matriz mit den u',...,u" als Zeilenvektoren ist.

Beweis. Elementarteilertheorie (s. etwa [Bo, Abschnitt 2.9, Satz 4 und Satz 6]). O

4.3 Projektionen normaler torischer Ideale und einige Lemmata
In diesem Abschnitt liefern wir mit Satz 4.3.4 die Grundlage fiir Satz 5.2.3, welcher die Funktion

des Kegelsystems 3, ,v) beschreibt. Anschlielend werden weitere Lemmata fiir die Kapitel 5
und 6 bereitgestellt.
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Definition 4.3.1. Sind I,J C C[X;, ..., X,| torische Ideale, so heiffit J Projektion von I falls
I CJ gilt

Dieser Begriff ist [K] entnommen. Er bezieht sich auf die induzierte Abbildung S¢) —s S/)
die eine Projektion ist.

Definition 4.3.2. Es sei I C C[Xy,...,X,] ein normales torisches Ideal mit Torus T =
(C)"NV(I) won V(I). Dann bezeichnen wir mit Ny := Homgy(C*,T) das zugehirige Gitter
der Einparameter-Untergruppen. Da jedes Element aus Ny von der Form s +— (s*,...,s*) mit
einem z = (21, ..., 2,) € L" ist, schreiben wir \, fir dieses. Weiter setzen wir o(py :== F(V(I))

(s. 4.1.4).
Lemma 4.3.3.

(i) Ist 1 C C[Xy,...,X,| ein normales torisches Ideal, so erhalten wir einen Kegel-Isomor-
phismus
T (Nay, o) — (N(I),O(I)),

gegeben durch den Gitterisomorphismus Ny — N X, —z.

(i1) Es seien I,J C C[Xy,...,X,] normale torische Ideale mit Tori T := (C*)" N V(I) von
V(I) und T := (C*)"NV(J) von V(J), und es sei J eine Projektion von I . Ist dann

10y - (Noys o) — (Nay, o)
der durch N(jy — Ny, Az — A, gegebene injektive Kegelmorphismus, und
b (N(J),U(J)) N (N(I),U(I))

der durch N — NU 7 — z gegebene injektive Kegelmorphismus, und sind wei-
ter w1+ (Nay,om) — (ND oD bzw. 7y (N, o0)) — (N, 0D die Kegel-
Isomorphismen nach (i), so kommautiert das Diagramm:

T

(Nwys o) (N o)

l@z,J) l¢(1,1)

(N, o) i (ND o)

Beweis. (i) Man sieht leicht, dass A\, € Ny < z € NO fiir alle z € Z" gilt. Weiter folgt
aus der Definition von oy, dass A, € N(;) genau dann ein Element von oy ist, wenn jede
Koordinate von z nichtnegativ ist, wenn also z € N NNj = N o) gilt,

(i) ist klar. O

Satz 4.3.4.

(i) Ist I C C[Xy,...,X,] ein normales torisches Ideal, so erhalten wir einen torischen Iso-
morphismus
or: V(I) — Xy o),
gegeben durch ¢y := T (mr)osyry mit sy : V(I) — XNy 0y aus 4.1.6(i) und mit dem
Kegel-Isomorphismus 71 : (N(1y, o)) — (N, o)) aus 4.5.3(3).
Gilt dann 0 € V(I), so hat Xy o) (genau) einen Fizpunkt f,a) und es gilt ¢r(0) =
foy -
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(ii) Es seien I,J C C[Xy,..., X,] normale torische Ideale und J eine Projektion von I . Ist
¢ :V(J)— V()
der durch V(J) CV(I) gegebene Inklusionsmorphismus torischer Varietiten und
b (N(J)J(J)) SN (N(I)’J(I))

der durch N C N ynd o) C 6D gegebene Kegel-Inklusionsmorphismus und sind
or : V(I) — Xyw o bzw. p;: V(J) — Xyw o die torischen Isomorphismen nach
(i), so kommutiert das Diagramm:

V(J) 2 s XN o)

f

V(I) s XNt

Beweis. (i) Die erste Aussage ist klar. Gilt weiter 0 € V(I), so ist 0 offenbar ein Fixpunkt
von V(I) unter der Torusaktion, und es folgt aus der Aquivarianz und (torischen) Isomorphie
von ¢y, dass der Punkt f,i := ¢;(0) ein Fixpunkt von Xy ) sein muss.

(i) Aus 4.1.6(ii) folgt die Kommutativitét des folgenden Diagramms:

SV(J)
V(J) XNy
l(b lT(Q(‘P))
V(1) —20

XN(,),U(I)

Weiter folgt aus 4.3.3(ii) die Kommutativitéit des Diagramms:

T(my)
XN(J),O'(J) XN(J>,U(J)
\LT(‘I’(I,J)) lﬂ(b(z,ﬂ)
T (1)
XNy XN

Es gilt offenbar G(®) = ®(;, ;) und ¢ = ¢(z,5), daher folgt die Aussage aus der Komposition
der Diagramme. O

Lemma 4.3.5. Es seien I,J C C[Xy, ..., X,] normale torische Ideale. Dabei sei J eine Pro-
jektion von I, es gelte 0 € V(J), und by = X — Xﬁ(l), R X — X8 seien Binome
aus J mit J =1+ (bi,....,bs), so dass s = rg(Z(J)) — rg(Z(I)) °. Ist dann 7 < o) eine
echte Seite, fir die mD(X*") ¢ 7ta mD(XPFY) ¢ 7t vie {1,..., s} gilt, so ist T glatt.

Beweis. Folgt aus [Alt1, Theorem 2.4] O

Interessiert man sich fiir die kombinatorische Struktur von o) (also fir &(c))), so diirfte
die folgende Aussage niitzlich sein.

®Dies setzt voraus, dass V(J) ein relativ vollstiindiger Durchschnitt in V(I) ist.
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Lemma 4.3.6. Es sei [ C C[X}, ..., X,] ein normales torisches Ideal. Dann gilt fir die Menge
der Pufpunkte {x,;7 < o} C V() aus 4.1.8:

{vr;7 20D} ={(21, ... z,) € V(I); 2 € {0,1}Vi € {1, ...,r}}

Beweis. Aus der Definition der z, (s. 4.1.7) und der Form A\, = (s — (s*,...,s™)) der
Einparameter-Untergruppen zum vorliegenden Torus T = (C*)"NV(I) folgt sofort die Inklusion
“C7”. Dass diese Inklusion nicht echt sein kann, folgt dann daraus, dass zwei verschiedene
Elemente aus {(z1,...,x,) € V(I);z; € {0,1}Vi € {1,...,r}} offenbar nicht auf derselben Bahn
liegen konnen. [

Definition 4.3.7. Es sei I C C[Xy,...,X,]| ein normales torisches Ideal.
Wir definieren die folgende Menge von Teilmengen von {Xi,..., X, }:

SO = X, X} S{X1, ., X0 }s es gilt (21, ..., 2,) € V(I) fir den
Punkt (z1,...,x,) € C" mit x; =0 fir j € {i1,...,i5} und x; =1 fir j ¢ {is, ,zs}}

Die Elemente aus SO “entsprechen” nach 4.3.6 genau den Fufpunkten x, aus 4.1.8. Wir
bezeichnen das zu der Seite T korrespondierende Element aus S mit y, ; es soll also fir alle
ie{l,...,r} gelten: X; €y, < x; =0 (mit x; aus x, = (T1,..., Tjy ..., Tp) ).

Lemma 4.3.8. Es sei I C C[X},..., X,| ein normales torisches Ideal. Dann gilt:

(i) Ist T eine Seite von oD | so gilt fir jedes i € {1,....,r}: mU(X;) € 770 = X; ¢ 4, .

(ii) Fiir zwei Seiten 7,7 von o) gilt 7 < 7' <= y, C y . Dies definiert also eine ord-
nungserhaltende Bijektion zwischen &(o) und SO (mit C als Ordnung von SY) ).
Unter dieser Bijektion entsprechen die Kanten von o) den minimalen Elementen von

SO\ .

Beweis. (i) Es gilt mD(X;) € 70 & (a,mD(X;))) = 0Va € 7. Die letzte Bedingung ist
dquivalent dazu, dass bei jedem a € 7 die i-te Koordinate den Wert Null hat (dies ist klar
falls mD(X;) # 0, und falls & = m)(X;) = 0, so hat ohnehin bei jedem a € NU) die i-te
Koordinate den Wert Null). Dies ist dquivalent dazu, dass x, an der i-ten Koordinate den
Wert 1 hat, was wiederum &dquivalent zu X; ¢ y, ist.

(ii) Folgt aus (i), da

=7 et <o o (mP(X;) € 70 = mD(X;) e 7'“”)@ (Xicy, =X €yr). O

Lemma 4.3.9. Es sei [ C C[Xy, ..., X,] ein normales torisches Ideal, das von den Binomen
by = e — f1,...,bs = es — fs erzeugt wird (die e;, f; sind hier Monome). Fir alle i € {1,...,s}
seien M(e;) C { Xy, ..., X} bzw. M(f;) € {Xy,...,X,} die Mengen der im Monom e; bzw.
fi auftretenden Variablen. Es sei S C {Xq,..., X, }.

Dann gilt S € SY) genau dann, wenn fir alle i € {1,...,s} gilt:

M(e)NS Q<= M(f)NS#0

Diese Aussage diirfte klar sein. Weiter folgt aus diesem Lemma:

Lemma 4.3.10. Es seien I,J C C[Xy,..., X,] normale torische Ideale und J eine Projektion
von I. Gilt dann S € SY), so folgt S € SU .
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Lemma 4.3.11. Es seien I,J C C[Xy,..., X,] normale torische Ideale und J eine Projektion
von I. Ist dann T eine Seite von o) und 7' eine Seite von o\ | so gilt y, C y» genau dann,
wenn i(T) in 7' enthalten ist, wobei hier i(7) das Bild von T wunter der durch die Inklusion

N € NO gegebenen Abbildung i : NIéJ) — Nﬂg) bezeichne.

Beweis. i(T) ist genau dann in 7’ enthalten, wenn p(7'~®) in 7t enthalten ist, wobei
hier p(7'*®) das Bild von 7/ unter der durch die kanonische Projektion M) —s M)
gegebenen Abbildung p : Mﬂ(;) — Mﬂ(g) bezeichne. Die letzte Bedingung ist dquivalent zu der
Bedingung m")(X;) € 70 —= m)(X;) € 7 (Vi e {1,..,r}). Und diese Bedingung ist
nach 4.3.8(i) dquivalent zu der Bedingung X; € vy, = X, € y» (Vi€ {1,...,7}). O

Definition 4.3.12. Es sei I C C[Xy,..., X,] ein normales torisches Ideal und T eine Seite von
o). Es seien iy, ...,is C {1,...,r} die Indizes mit {X;,,..., X;.} =y, und ji, ..., 5. € {1,...,r}
die Indizes mit {Xj,, ..., X;,} ={X1, ..., X; } \ y- . Wir definieren das Ideal

](7—) =1+ (Xj1 — 1, ...,th - 1)

von C[Xy,...,X,]. Weiter definieren wir fir ein Polynom b € C[X\,...,X,] das Polynom
b € C[Xi,...X;,| durch Ersetzen der Variablen Xj,,...,X; mit 1. In dem Polynomring
ClXi,, ..., Xi,] definieren wir dann das Ideal

j(.,-) = {ZN), b e I(T)}.

Lemma 4.3.13. Es sei I C C[Xy,...,X,| ein normales torisches Ideal und 7 eine Seite von
oD . Es seien iy, ...,is C {1,...,r} die Indizes mit {X;,, ..., X;.} =y, und jy,....5: € {1,....r}
die Indizes mit {Xj,,..., X;,} ={X1,..., X, } \ y- . Dann gilt:

(i) Iy ist ein normales torisches Ideal und es gilt Xy, » = V(I(r)) -
(ii) Iiry ist ein normales torisches Ideal und es gilt V(I(ry) =0 V(Iir) -

(iii) Die Elemente aus SUe) entsprechen in kanonischer Weise den Elementen aus SUm) |
denn es gilt SN{Xj,....,X;,} =0 fir alle S € SU") und S € SU») = § € SUM)
fir alle Teilmengen S C {X;,,..., Xi.}.

(iv) Ist 1y eine Kante von o), so ist der primitive Erzeuger dieser Kante gegeben durch den
(einzigen) Gitterbasisvektor von {b € Z"; >\, a;b; =0V a € Z(I))} mit nichtnegati-
ven Eintrigen. Fihren wir fir diesen Vektor die Bezeichnung z(1y) ein und fir dessen
i -te Koordinate die Bezeichnung z;(1o) , so gilt zi(1) =0V i mit X; € {X1, ..., X;:} \ Yy -
Weiter gilt: Ist T eine n -dimensionale, simpliziale Seite von o) mit Kanten m,..., T, ,
so st die Multiplizitit von T gleich dem grdfiten gemeinsamen Teiler der Determinanten
der n x n -Untermatrizen der (n x r)-Matriz mit den z(7),...,z(7,) als Zeilenvektoren.

Beweis. (i) Man sieht mit Hilfe von 3.2.4(iii), dass Iy wieder ein torisches Ideal ist. Mit
Viy ={z2 €7 2, =0,...,2;, = 0} gilt offenbar NV N[,y = NU=)  und aus 4.3.8(i) folgt
NDAlinr=NDn V(7). Daher erhalten wir einen Kegel-Isomorphismus (N D Alin 1,7) —
(NU@) o)) Mit 4.3.4(i) folgt daraus Xvmy, . Er Xy ey S V(I(ry) und somit auch
die Normalitdt von (). 7

(ii) Man sieht mit Hilfe von 3.2.4(iii), dass f(T) wieder ein torisches Ideal ist. Weiter folgt
V(1) 2r V(1)) (und damit wegen (i) auch die Normalitit von I(;)) aus dem kanonischen
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Kegel-Isomorphismus (NU)| o)) — (N0 gUm)Y
(iii) ist klar.
4.3.4(0)

(iv) Aus XN,y 70 gT V(i) =r Xy irg) i) folgt, dass NUe0) = {b e Z"; Yoy aib; =
0Vae Z(I))} vom Rang 1 ist. Die Aussage “z;(19) = 0 Vi mit X; € {Xy,..., X, } \y, " folgt
aus NNV, = NUeo) mit V) wie im Beweis von (i). Die Aussage iiber die Multiplizitit
folgt aus der Definition (s. 4.1.10) und 4.2.8. O

Das folgende Lemma ist wesentlich fiir die Bestimmung von &(o) im Beweis von 6.1.1.

Lemma 4.3.14. Es sei I C C[Xy,...,X,] ein normales torisches Ideal. Es seien Y., ..., Yr,
die beziiglich der Mengeninklusionen minimalen Elemente von S \O, dh. 7,..,7s sind die
Kanten von oD (s. 4.8.8(ii)). Weiter sei F := {7;,,....,7,} eine Teilmenge von {r, ..., 7},
und es sei S := Yryy U Uyy,, Dann spannen die Kanten 7, ...,7;, genau dann eine Seite von
oD auf, wenn fiir alle i =1,...,s gilt: y,, CS =1, € F.

Beweis. Es gilt S € SO | wie man etwa mit 4.3.9 leicht sieht. Daher gibt es eine Seite 7 von
o) mit y, = 8.

Falls nun die Kanten 7;,,...,7;, eine Seite von ¢!) aufspannen, so muss es sich dabei um 7
4.3.8(ii

handeln, denn aus 7;, < 7/,...,7, <71 <:(Z>Z) Yri, SYrty s Yry, S Y V7' = o) folgt, dass T

die kleinste Seite von o) ist, die die Kanten 7;,,...,7;, als Seiten besitzt. Die Seite 7 wird von

allen Kanten 7, mit 7; < 7 aufgespannt, also nach 4.3.8(ii) von allen Kanten 7; mit y,, C y, .
Dies impliziert “Vi e {1,....,7}: y, CS = 1,€ F".

Gilt umgekehrt “Vi € {1,....7} : y, € S = 7, € F'”, so folgt mit 4.3.8(ii) die Bedingung
“Yie{l,..,r}: 7, 7<= 1; € F”, welche gerade bedeutet, dass die Kanten 7;,,...,7;, die
Seite 7 aufspannen. O]

Lemma 4.3.15. Ist I C C[Xy,...,X,]| ein normales torisches Ideal und gilt 0 € V(I), so ist
oD wolldimensional (also dim oD = dim N ).

Beweis. Da 0 ein Fixpunkt unter der Torusaktion ist, folgt die Aussage aus 4.1.3. O

5 Das Kegelsystem Z(X,UZ)

In diesem Kapitel wird das Kegelsystem 3, ,v) eingefiihrt, das — wie in der Einleitung be-
schrieben — die Totalrdume )} der Monodromieiiberlagerung iiber den Komponenten des re-
duzierten Basisraums (und deren Durchschnitte )4 ) sowie die Einbettung der Singularitét
Xng = X(ag,...;ac_1) in den Totalraum beschreibt. Die Einfiihrung von Y(xoy) und der —
zusammen mit den Argumenten aus Abschnitt 3.1 — zur Beschreibung entscheidene Satz ist
Gegenstand von Abschnitt 5.2. Bei der Definition von ¥, ;v in 5.2.1 werden die Nullketten
benutzt (die dort verwendeten R} sind mittels Nullketten definiert, s. 3.4.1). In Abschnitt 5.3
wird dann in 5.3.2 eine geometrischere Konstruktion angegeben, die keine Nullketten verwen-
det (wenngleich diese im Beweis benutzt werden). Fiir Abschnitt 5.3 stellen wir zunéchst in
Abschnitt 5.1 einige Lemmata bereit.
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5.1 Einige Lemmata fiir Abschnitt 5.3

In diesem Abschnitt verwenden wir zu gegebener Singularitit X (as, ..., a._1) und R € R die
Matrix mit den Zeilen ! Z(H;_1;41(R)) fiir ¢ =2,...,e — 1. Wir bezeichnen diese mit M(R).
Essel di < dy < ... < ds_q1 < d so gewahlt dass di = 2 ,dy =e—1 und do,..,d;_1 genau
die Indizes i € {3,...,e — 2} mit X ) ol X (also X( # X (D ) sind. Dann sieht M(R)
folgendermaflen aus:

A

Dabei hat A die Gestalt:

(o) o)y x (oD (o) )y (oD
XD e x D x D x§0 o xI x by oD

Z(Hd1*1,d1+1(R)) 1 _f2(1) 1

Z<Hd1,d1+2(R)) 1 _fBEI) 1
1
Z(Hg41,a+3(R)) 1 Y
1
1
(Hd2 2d2(R)> - 7§11)—2 11 )
Z(Hdz 1d2+1<R)) 1 - 7El) 1 _fQ( ) 1 )
(Hd2 d2+2( )) 1 ig)
Z(Hay41,a0+3(R)) 1
B hat die Gestalt:
([o]) (2D ([o]) ([e]) ([o]) ([]) ([o])
Xdl—lfl Xdli1 Xdl—l XdHJrl ...... Xdﬁ1 Xdl Xe
Z(Hdzf1*3,d171*1(R)) 1
(1-2)
Z(Hdl—1_27dl—l(R)) - ri_o—2 1
-2 -1
Z(Hdl—l_lydl—1+1(R)) ]' - 7517211 _f2( ) ]'
-1
Z(Hdzq,dlﬂ-&-?(R)) 1 é )
1
1
Z(Hdl*Zdl(R)) - 1Sll,_1122 1
Z(Hg-1.441(R)) 1 —fD
Und C hat die Gestalt:
XQ(M) X([bQD ...... X(ml) X([bi’l])
Z(Hy3(R)) —cV —cg””
Z(He—le(R)) _CS—)l _Cgb—efl)

Dabei seien Xz(m), ...,XQ([bQ]), ...... ,Xe([_l]l), ey X [b"’ D die Varlablen aus VAR( ), die nicht von
der Form XZ»([OD oder Xi([t]) sind. Die auftretenden Werte f{* und ¢{” sind alle nichtnegativ.

1Zur Definition von Z s. 3.2.3.
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Lemma 5.1.1. Es sei X(ag,...,ac_1) gegeben. Dann ist das torische Ideal K(Rpn) normal.

Beweis. Wir setzen [ := K(R,). Nach 4.2.5(i) ist die Aussage dquivalent dazu, dass die
Halbgruppe SU von MW) saturiert ist. Seien also p € Ny und m € MY mit pm € SU

ge%eben Zu zelgen ist m € SO | also dass es ganze nichtnegative Zahlen
A AL A A AT A ALY gibt mit

y Ne—2 —
mo= A7 mD(X) A DX ) AP m DX 4 A, m D (X,
+ 2 m DX A m D (g
+ A mD (D) + Al D (x ),

Wir schreiben fiir einen solchen Ausdruck abkiirzend m =3_; . )\Ej)m(l ) (Xi(j)) .

Nach 4.2.5(i) gibt es eine ganzzahlige Linearkombination m =}, . S\l(j)m(l) (X.(j)) :

(2

Aus den Gleichungen H; ;.1 folgen die folgenden (erzeugenden) Relationen:

m D) +mD (") =m0+ mD g 4 mD g Y)
mO(,) 4 mO () = m )+ m D) o (e )
mD7) +m D7) = mOX0) +mO )+ m D)

) +...4+ m(I)(Xé‘ie:;‘sIl))
1_)2) + ...+ m(I) (Xéa_e2—2—1))
@) +mO(XD) 4.4 mD(xO)

e

Entsprechend dieser Relationpn definieren wir fiir s = 2,...,e — 1 die folgenden Koordinaten-
vektoren mit Koordinaten AY(s) zu m(l)(Xi(J)):

)\go_)l(s) =—1. )\gl( ):=—1falls s <e—3; )\s+1(s) =—1fallss>e—2.
AD(s)i=1falls3<s<e—2 A(s):=1falls s=2e—1.

A =1, A 7Y = 1. Ansonsten )\Z(»j)(s) =0.

Aus der Voraussetzung pm e SO folgt, dass es rationale Zahlen ¢, ..., ¢.—1 gibt, so dass m =
> i ( S DAY (s))m(f)(Xi(J)) eine Darstellung von m mit nichtnegativen rationalen
Koefﬁz1enten ist. Ist t fir s = 2,...,e — 1 jeweils die grofite ganze Zahl mit ¢, < ¢,, so
ist mo= 3,5 (/\Z(-") + Zi;; ts - /\Z(J)(s))m(l) (Xi(J)) eine Darstellung von m mit nichtnegativen
ganzzahligen Koeffizienten. O

Lemma 5.1.2. Es sei X(as,...,ac_1) gegeben und R € R. Wir setzen I = (R) und J =
H(R) . Dann gibt es einen Gitterz'somorphzsmus ¢ MDD — MDD mit ¢(SD) = und
S(m D))= mD(X) und §(m D (X)) = m D (X)),

Beweis. Man sieht leicht, dass #VAR — #VAR(R) = rg(Z(I))—rg (Z(J)) gilt. Daraus folgt,
dass M) und M) denselben Rang haben. Es sei n dieser Rang und r := #VAR, v/ :=
#VAR(R) . Wir wihlen eine Gitterbasis u',...,u” von {a € Z"; >/ a;b; =0V b € Z(I)}

und fassen u!, ..., u" als Zeilenvektoren einer (n x r)-Matrix U auf. Wir bezeichnen die zur
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Variable XZ-(j) € VAR gehérige Spalte von U mit u(X"). Aus der Konstruktion von
Z(I) folgt u(Xi(fl)) = u(XgQ)) fiir alle Paare XZ-(fl),ng) € VAR mit Xi(fl) ~R Xi(gQ). Aus
U konstruieren wir nun eine (n x 7’)-Matrix V', deren Spalten wir mit V(XZ(UD) fiir alle
X e YAR(R) bezeichnen, indem wir v(X) := u(X¥) fiir alle X € VAR(R) setzen.
Man sieht leicht, dass (bei geeigneter Anordnung der Spalten V(Xi(‘]))) die Zeilenvektoren
vl,..,v" von V eine Q-Basis von {a € Z"; E:lzl a;b; =0Vb € Z(J)} bilden. Da die Menge
der Spaltenvektoren von V' mit der Menge der Spaltenvektoren von U {ibereinstimmt, folgt mit
4.2.7, dass die Zeilenvektoren von V' eine Gitterbasis bilden. Bezeichnen wir die von den u(Xi(j))

in Z" erzeugte Halbgruppe mit S; und die von den V(XZ-(U])) in Z" erzeugte Halbgruppe mit
Sy, so erhalten wir durch die identische Abbildung id : Z" — Z" einen Gitterisomorphismus
mit id(S7) = Sy, fiir den id(u(Xfo))): v(X{y und id(u(Xe(O))): v(X{DY gilt. Daher folgt
die Aussage nun mit 4.2.3(ii). O

Lemma 5.1.3. Es sei X (ay, ..., ac_1) gegeben und R € R. Wir setzen I := K(R),J := H(R).
Dann gilt:

(i) Falls R} <R fir ein (k,v) € COMP, so ist das torische Ideal J normal.

(ii) Es gibt die Seiten pos{m® (X0 und pos{m®(X 7)) von o) . Ebenso gibt es
die Seiten pos{m!’ (X(O] )}LU) und pos{m)(X¢ x{ D)}LU) von o). Dabei handelt es
sich um Facetten.

(iii) Es gibt einen Kegel-Isomorphismus ¢ : (NY), oD) — (N o)) unter dem die Seite
pos{mD (X }+w auf dze Sezte pos{m!’ (X( N} und die Seite pos{m (X ")}
auf die Sezte pos{m")(X ( )}LW abgebildet wird.

Beweis. (i): Aus 4.2.5(i) und 5.1.2 folgt, dass die Normalitiat von J dquivalent zur Normalitét
von [ ist. Letztere wurde in 3.4.9 fiir den Fall R} < R gezeigt.
(ii),(iii): Mit 3.4.3 erhalten wir eine Menge J von Binomen, die Kj;,, erzeugen, welche kein

nichtriviales Element der Form 1 — Xi(fl) ce Xi(f’") und kein nichtriviales Element der Form

(Xl(o))l _xUn .. -Xi(f’“) mit [ > 0 enthalt. Wegen I C K(ﬁ’mm) 544 King folgt aus 4.2.6 daher,

11
dass pos{mD (X!} eine Kante von (o(0)Y® ist. Gleiches folgt fiir pos{m (X ")} . Daher
sind pos{m@(X{”)}*® und pos{m®(X)}+® Facetten von o). Die iibrigen Aussagen

folgen nun aus 5.1.2. O

Lemma 5.1.4. Es sei X(as,...,ae_1) gegeben und R € R. Wir setzen J := H(R) . Ist dann
die Seite pos{m(J)(Xe([oD)}LW von o) glatt, so gibt es ein (k,v) € KOMP mit R{ < R.

Beweis. Wir konnen e > 4 voraussetzen, da die Aussage fiir e = 3 trivial ist (s. 3.4.1).
Wir setzen 7 := pos{m(")(Xé[OD)}L(»” . Offenbar ist [:=J+(1- X([O])) C A(R) wieder ein
torisches Ideal, fiir das offenbar 7 = o) gilt. Weiter sei A(R)( X

Variablen VAR(R) \ {Xe¢ ([OD} tiber C und I C A(R) , das Ideal das aus H(R) entsteht,

wenn wir fiir jedes Element aus J die Variable X¢ [o] durch 1 ersetzen. Offenbar wird Z([I)
von den Zeilen derjenigen Matrix erzeugt, die aus der Matrix M(R) durch Streichen der zu

der Polynomring in den

Xé[o]) gehorigen Spalte entsteht. Wir bezeichnen diese Matrix mit M [o]))(R) . Der Rang von

(=X
M(f X([o]))(R) ist wieder e—2. Da 7 = ¢@) nach Voraussetzung glatt ist, ist / normal und daher

die Halbgruppe SD von M@ nach 4.2.5(i) saturiert; auBerdem folgt, dass (a(j))\/(f) glatt ist.
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Ahnlich wie im Beweis von 5.1.2 sieht man, dass es einen Gitterisomorphismus M D p)
gibt, der S auf SU) abbildet. Folglich muss auch (oD)V® glatt sein. Aus dem Rang von

M(_X([o]))(R) folgt daher, dass es p := e — 2 Variablen ngl]), Xy ([eh) ¢ VAR(R) \ {Xcg[o])}
geben muss, so dass es fiir jedes ¢ € {1,...,p} eine Gleichung der Form gibt:

m0) (Xl-(q[j‘ﬂ)) = Z l?)m([) (X-(UD) mit Koeffizienten z?) € No.

X evar(m\(x U, xr) x(Dy Z

Dabei gilt {i1,...,3,} C {1,...,e—2}. Denn sonst miisste es in / ein (nichttriviales) Binom der
Form X, 6@1) — Xé[ljl]) s X (Bq]) geben und somit in J auch ein (nichttriviales) Binom der Form
x B0l — xD xWaD fiir ein 1> 0. Dieses gibt es aber offenbar nicht.

Wir zeigen nun, dass 1 € {11, .yip} gilt. Wegen p = e — 2 reicht es zu zeigen, dass es nicht
zwel verschiedene ¢,¢" € {1,...,p} mit ¢, =i, und Xz-(jq) AR Xi(j,‘") geben kann.

Nehmen wir an, dies sei doch der Fall. Wir nehmen (ohne Einschrénkung) an, dass dabei
Xi(j‘I) %R Xi(a) gilt. Wir wihlen nun R € R so, dass

VAR(R)\ XD} = (XD x| x (D xBeD x (D x {17

PR PP X(O])}

und Xi(j‘;’) ~R Xi(J) = Xi(:q) ~p XiJ) (VXZ-(J € VAR N\ {X!V) gilt (dies impliziert R < R)
und definieren das Ideal L C A(R)
die Matrix M(—XS"])) (—x (e

Gleichung fiir m() (X;quq])) (s.0.) folgt, dass es eine Gleichung der Form

analog zur Definition von I C A(R) und

)
(R) analog zur Definition von M

(—x¢)
(R). Aus der entsprechenden

m(F) (Xi(quqD) = Z ll(j)m(L) (Xi(m)) mit Koeffizienten ll(j) € Ny
X“']DEV.AR(R)\{X([J(I]) X([O])}
7 iq Ne

gibt. Wir machen nun die folgende Fallunterscheidung:

(1) xal) 5 ()

(lia)) (e M) — v (UD pron iy s
(2) X, # X,V (= X;)7=X;" firein je{l,.. a,—1}).

Im Fall (1) hat die Matrix M(_X([o]))(R) die Form

X xe) x@D o x) xld xl oyl xle) x() xlld
A |
—/f3
1
1
—fig—1 1
1 gzq _fiq 1
1 —fin
1
1
_fe—3 1
1 _fe—2 1
1 _fe—l
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mit ganzen Zahlen fa, ..., fi,—1, fiz+1, s fee1 2 2, 91y 2 1, fiy 20, giy + fi, 2 2.

Im Fall (2) hat die Matrix M(ix([o]))(R) die Form

X x@ x@ X x| X)) xE) b
1 —f 1
L =fs
1
1
—fi,—1 1
1 _fiq 1 —Ci,
1 _fiq+1
1
1
_fe—3 1
1 _fefQ 1
1 _fefl

mit ganzen Zahlen fa, ..., fi,—1, fij+1, s fe-1 2 2, fi, 21, ¢y 2 1, fi, + ¢, > 2.

Man sieht anhand dieser Matrizen jedoch leicht, dass es keine Gleichung der Form

m*) (X([jq})) = Z l§j)m(L) (Xi([j])) mit Koeffizienten lgj) € Ny

iq
Xz(m) EVAR(R)\{XZ(G[{JQ]) ,XSOD}
geben kann. Widerspruch.

Es gibt nun also eine Gleichung der Form

mD (Xf[jl])) = Z lgj)m(l) (Xi([j])) mit Koeflizienten l?) € Np.
X-([j])GVAR(R)\{ngl]),Xé[OD}

Daraus folgt, dass es eine Z-Linearkombination der Zeilen von M (R) gibt, so dass an

(—x)
der Stelle X 1([01) eine Eins und sonst nur Nullen oder negative Eintrdge stehen. Sei

ﬁél)z (Gay—r,ay41)+. + 65312 (Gay—1,d341) +o-ooe.

+6§l_1)z(Gdlf1—1,dzf1+1)+“' + 655;1112(Gd1—17d1+1)
(—x (D (fiir ¢ = 2,...,e — 1) die Bino-

me seien, die sich aus den H;_; ;41 durch den Ersatz der Variable Xe([o]) mit 1 ergeben (die
Z(Gi-1,i+1) sind dann die Zeilen von M(f X([o]))(R) ). Man sieht leicht, dass die Koeffizienten

eine solche Linearkombination, wobei G;_1.+1 € A(R)

ﬁi(j ) positiv sein miissen und dass fiir ¢ = 1,...,0 — 1 gelten muss (mit den fi(j ) aus der am
Anfang dieses Abschnitts angegebenen Darstellung von M(R) ):

5§Q)f2(Q) Z 52511)
ﬁi(q)fi(q) > ﬁi@l + ﬁi(—(‘,]-)l fir3d <i<r,—2
Blafil =
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Aus 1.1. 1 folgt dass es fiir ¢ = 1,..,0 — 1 je eine Nullkette (&, ...,k ,) gibt mit k" <

f2 s r 71 < frl q) . Aus 1.1.2 folgt weiter, dass auch
1 1 1 2) (2 1-2) -1 -1
ko= (kY >,...,k§1)_2,kf,l>_1+k§ L0 BN O AN - G 7 SR AUl

eine Nullkette ist, und zwar mit
EAC) _ _ 1.(a+1)
Uyt = kg1 Q) = 1 Qi = ka0 Vg € {1, 1 =2},

Aufgrund von k;gq) < fz(q),...,kjﬁ‘j)_l < fﬁj)_l fir ¢ = 1,...,1 — 1 (und des Zusammenhangs

zwischen den fi(j ) und der Aquivalenzrelation R) folgt, dass fiir die Aquivalenzrelation R gilt:

a) Fir i=2 und i =e—1:
Es gilt X9 ~ X XU ~ X fiir mindestens k; — 1 Elemente ji,...,j, aus

{1, ceny Ay — 1} .
b) Fir ¢ € {dg, ...,dl_l}i
Es gilt Xl-(jl) ~ XZ-(O), ...,Xi(jr) ~ Xi(o), Xi(ll) ~ X xE) N Xi(t) fiir mindestens ;44

[ (2

Elemente jy, ..., 7, aus {1,...,a;—1} und mindestens «;_; —1 weitere ? Elemente [, ..., [,
aus {1,...,a; —1}.

c) Fir 3<i<e—2 mit i ¢ {dy,....,d_1}:

Esgilt XU ~ X XU« x© x® ~ X fiir mindestens k;—1 Elemente jy, ..., j,
aus {1,...,a; — 1}.

Ein Vergleich mit 3.4.1 zeigt nun die Aussage (wobei auch zu beachten ist, dass aus a; =
folgt, dass a1 + (-1 — 1) = ko, — 1 =k; — 1 gilt). O

5.2 Einfiihrung des Kegelsystems X, ;)

Wir setzen fiir den Rest dieses Kapitels L := N&Emin))
Definition 5.2.1. Es sei X (as,...,a._1) gegeben. Wir setzen

y 1= oEEmaa))  ypg o = o ®ED) (k1) € KOMP.

Dabei handelt es sich definitionsgemdfl um einen N E(Rmaz)) -Kegel bzw. um NEED) _Kegel.
Wir fassen diese Kegel jedoch nun als L -Kegel auf: Die Gitter NEEmaz)) ypnd NEED) gind

nach Konstruktion Teilgitter von N&WEmin)) = [ was Inklusionen NH(QK(R’””)) — Ly bzw.

NHéK(RZ)) — Ly induziert; wir fassen die Kegel als die Bilder unter diesen Inklusionen auf.

Mit Yy ov) bezeichnen wir das System, welches aus den L -Kegeln x und o} (fir alle (k,v) €
KKOMP ) besteht.

Weiter bezeichnen wir zu diesem System mit oa = Ny yeacy fir O # A C KOMP die
Durchschnitte der Kegel of . Die durch die Inklusionen in L gegebenen Kegelmorphismen
(Lon),04) = (Lgg),08) fir © # B € A C KOMP bzw. (Ly,x) — (La),04) fir
0 #AC KOMP bezeichnen wir mit ¢pap bzw. 4. Den Fizpunkt von Xr,x bezeichnen
wir mit f,, und den Fixpunkt von XL(oA)»UA bezeichnen wir mit fi ) .>

2 “weitere” im Sinne von “andere”, also {j1,..., 75} N {l1, .., ls} = 0.

3Die Existenz dieser Fixpunkte wird sogleich in 5.2.3 gezeigt.
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Beispiel: Betrachten wir unser Beispiel X (2,3,2). Entsprechend den auftretenden Variablen

VAR = {x9 x{? x{V x{? xP xP xP x99 xV XN begeichnen wir die Koordina-

ten von Z° mit 2\?, 2{?, 2V, zéo), zét), zél), zé T z5 . Aus den Binomen

His =X - xxV Hyy = x09x0 - xPxWxP ) Hyy = xO x99 — xPxM
folgt
Lo {2eZ0 29 420 2,0 4,0 00 4 0 _ 0 L 00 0 0 @ 0y
Der L-Kegel x ist dann gegeben durch
xNL={zelL; 2 ) = zéo), zél) = z§2) = zét) = Z§0)7 zfll = zio)} N NP
Die drei Kegel o} sind gegeben durch (s. Abschnitt 3.4)
o/NL={zeL: 2" =" NN

bzw.
o!NL={zeL: 2 =4 AN

bzw.

oy NL=A{z¢€ L; zél) = zéo), zét) = z§"), zz(ll = 24 }ﬂ Ny’

Bemerkung 5.2.2. Bezeichnet 9,1 die Gruppe aller Automorphismen h € Aut(Lg) mit
W) =27, (") =20 (falls i € (3, e =2}, A({e", 5" Y= {5 )
so 1st das direkte Produkt Hf;; $a;—1 1somorph zum direkten Produkt Hf;zl S,,—1 der Permu-
tationsgruppen &,,_1 (vergl. Abschnitt 2.1). Die Gruppenaktion

([L 9ers) {05 (1) € KOMPY — {0 (k1) € KOMPY, (o) — (o)

i=2
entspricht in kanonischer Weise der Gruppenaktion

e—1
(T Scr) x{TY; (k,v) € KOMPY — {T}; (k,v) € KOMPY, (g, T}) > gTy.

1=2

FEs gilt h(x) = x fir alle h € Hf;; Ha,—1 - Fiziert man ein o¥, , so erhdlt man als Translate
unter der obigen Gruppenaktion genau die Elemente aus {o}; (k,v) € COMP, k=Fk}.

Satz 5.2.3. Fir das Kegelsystem Yy vy gilt:

(i) Es gibt torische Isomorphismen
£ Zging — X und (a:Zy — XL(UA)’UA fiir 4 A C KOMP
mit £(0) = f bzw. Ca(0) = fio) , gegeben durch die Abbildungen ¢¢ fir G := K(Rpaz)
bzw. pr fir 1=K yca i) nach 4.5.4(i).
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(ii) Die folgenden Diagramme kommutieren. Dabei sei ) # B C A C KOMP im ersten
Diagramm und ) # A C KOMP im zweiten Diagramm.

¢ 1
ZA E XL(UA>7UA Zsing XL)@X
l‘I’A,B \LTM)A,B) l‘l’A J/TWA)
¢ ¢
ZB B XL(OB>,0'B ZA 2 L(O‘A)’UA

Beweis. (i) Nach 4.3.4(i) gibt es torische Isomorphismen

vc : V(G) — Xy g0, @1 VU) — Xy 0.

3.4.4 Def._3.1.1 Def._3.1.1

Bs gilt V(G) "2 V(King) " =" Zoing und V(1) 2" V(\ /S osrea K2) =" Z4 . Wie man

an den Erzeugern von G *2' K,;,,, und von K? (fiir (k,v) € KOMP) sicht, gilt 0 € V(G)
und 0 € V(I). Aus 4.3.15 folgt daher N(@ = (N)) & und N = (NU) o). Da N©

und NU) Teilgitter von L sind, folgt weiter (N@)) ) = Ly und (ND) 1) = L, . Da

x = 0@ nach Definition und offenbar o4 Pl yead EED) = () gilt, folgt die Behauptung
(k)

aus 4.3.4(1).

(ii) Es sei J = K(3_ ,)ep ltr)- Dann ist I eine Projektion von .J. Ebenso ist G eine

Projektion von I. Die Diagramme folgen daher aus 4.3.4(ii) und den Argumenten aus (i). [

5.3 Geometrische Konstruktion von X,

Wir geben in diesem Abschnitt eine geometrische Methode an, mit der sich alle L-Kegel o}
(mit L wie im letzten Abschnitt) des Systems ¥, ,v) aus nur zwei L -Kegeln berechnen lassen,
namlich aus dem bereits eingefithrten L-Kegel x und einem gewissen weiteren L-Kegel p.
Wir definieren diese beiden Kegel zunéchst als ein System, welches wir als X, ,) bezeichnen:

Definition 5.3.1. Es sei X(ay,...,ac_1) gegeben. Wir definieren den L -Kegel p = o&(Fmin))
und bezeichnen mit Y, ,) das System, welches aus den beiden L -Kegeln x und p besteht.

Beispiel: Betrachten wir wieder unser Beispiel X (2,3,2). Mit den Bezeichnungen und dem
Gitter L aus dem Beispiel im letzten Abschnitt sind die L-Kegel p und y gegeben durch

pNL=LNNY sowie yNL={zeL; 2"’ =27, 2V =2 =2 =, = yaNO

Wir geben nun - wie angekiindigt - eine Konstruktionsmethode von X, o) aus ¥, ,) an:

Satz 5.3.2. Wir gehen aus von dem System X,y . Es seien my,...,m; € L* die primitiven
Erzeuger der Kanten von pY C (L*)r . Es sei U die Menge aller Teilrdume von Lg der Form

U(R) :={v € Lg; (v,m —m') =0 fir alle Paare m,m’ € {my, ...,m;} mit m ~p m'}

mit einer Aquivalenzrelation R auf {my,...,m;} .

Die beiden Kanten von x liegen jeweils in genau einer Facette von p und wir bezeichnen diese
(verschiedenen) Facetten mit f1, fo. Wir betrachten die folgende Teilmenge U C U :

U:={Uel; Esgiltx CU und UN f1,UN fy sind glatt}

Dann sind die (beziglich Inklusion in Lg ) mazimalen Elemente aus U genau diejenigen Teil-
rdume von Ly, deren Durchschnitte mit p die Kegel oy von ¥y vy ergeben.
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Beweis. Die Aussage folgt aus den folgenden vier Lemmata 5.3.3, 5.3.4, 5.3.5 und 5.3.6 mit
I := K(Rnin) und mit dem kanonischen Gitterisomorphismus ¢ : L* — M : Nach 5.3.3

gilt e({ma,...,mi})= {mD(x); x5 ¢ VARY . Mit der Bezeichnung U(R) aus 5.3.4 gilt
offenbar U(Rypaz) = lin . Daher folgt aus 5.3.4 fiir jedes U(R) €U: R€ R < x CU(R).
Schliefflich folgt die Glattheits- und Maximalitdtsaussage aus 5.3.5 und 5.3.6. [

Der Rest dieses Abschnitts besteht nun darin, die im Beweis von 5.3.2 verwendeten Lemmata zu
beweisen. Wie im Beweis gesagt, setzen wir I := K(Rn,) und bezeichnen mit e : L* — M)
den kanonischen Gitterisomorphismus (s. 4.2.4(i)).

Lemma 5.3.3. Es gilt €({m,....,m:})= {m(l)(XZ-(j));Xl-(j) e VAR}.

Beweis. Es sei FE := 5({m1, ...,mt}) . Diese Menge besteht genau aus den primitiven Erzeu-
gern der Kanten von pY® . Die Inklusion E C {m (X @y, X; W e VARY folgt daraus, dass die
m (X, 4 ) definitionsgem&B die Halbgruppe S¢) pYa M) erzeugen Wire diese Inklusi-
on echt, giibe es also ein Xl-(go € VAR mit m(l)(Xi(gO)) e {mD(x9): X € VARY\E, so giibe

es eine Gleichung der Form [m( (Xi(go)) = ZX.(”evAR\{X.(jO)} ll( I (XZJ ) fiir ein ganzzahliges
i iQ

Z

[ > 1 und gewisse nichtnegative ganzzahlige lgj) . Dann gébe es einen Vektor in Z(K(Rmm))
mit genau einem positiven Eintrag. Man sieht jedoch leicht, dass es einen solchen nicht gibt. [

Lemma 5.3.4. Fir jedes R € R sei der Teilraum U(R) C Ly definiert durch

O(R) = {ve Lg; (v, mD(XI) — (X)), =0

22

fiir alle Paare Xi(fl), ng) € VAR mit XZ»(fl) ~R Xg”}.

Dann gilt

R € R <= U(Rma) C U(R).

Beweis. Mit . ‘ )
VIR)= > Z- (mD(XI) - mD(xI))C D

11
XZ(~1]1>NRXI(;2>

ist die Aussage dquivalent zur Aussage

ReR <= V(Rma) 2 V(R).
Also zeigen wir nun diese. Die Implik@tion ‘=7 ist klar, da R < Rppas fiir R € R. Gilt
umgekehrt R ¢ R, so gibt es X(“) J2 € VAR mit Xi(fl) ~R Xl-(f) und i, # iy . Dies liefert
das Element m(I)(Xi(fl)) m) (X N 6 V(R), das aber nicht in V(Ryne,) enthalten sein kann:
Denn sonst wiirde m(K(Rmaz))(Xi(fl)) = m(K(Rm“))(ng)) folgen und wegen m(K(Rm”))(Xi(j)) =
m(K(Rma”))(XZ(,j/)) fiir alle Xi(j), Xi(,j/) mit ¢ = ¢ wiirde weiter folgen, dass S (K(Bmaz)) yon weniger

als e Elementen erzeugt wird. O]

Lemma 5.3.5. Die beiden Kanten von x liegen jewezls m enau einer echten Seite von p. Bei
diesen Seiten handelt es sich um die Facetten pos{m!) }L<I> und pos{m\! (X(O IR
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Beweis. Man sieht leicht mit 4.3.9, dass SEfmer)) aus den vier Elementen (), VAR \ {X{”},
VAR \ {Xéo)}, VAR besteht. Aufgrund von 4.3.8(ii) ist dann klar, dass fiir die beiden Kanten
T1, Ty von x entweder yT1 = VAR\ XNV und y,, = VAR\ {X} oder Yry = VAR\{X }
und yr, = VAR \ {X\9} gelten muss. Offenbar sind VAR \ {X{”} und VAR \ {X}

zugleich Elemente von SU) . Die Aussage folgt dann aus 4.3.11, indem man die Projektion
K(Rpmin) € K(Ryuaz) betrachtet. O

Lemma 5.3.6. Mit U(R) wie in 5.3.4 sind fir R € R dquivalent:

(a) Es gibt ein (k,v) € KOMP mit R} < R.
(b) Die Seiten pos{mD (XN} NU(R) und pos{mD (XN} NU(R) sind glatt.

Beweis. Zunichst setzen wir G := K(R). Aus der Konstruktion von U(R) folgt dann
pos{m®(X|”) ) NT(R) = pos{m @ (X{”)}@ und

pos{m D (X))} -0 N U(R) = pos{m @ (X))} 1.

(a) => (b) Nach 3.4.9 sind G und K(R,.,,) normale torische Ideale. Weiter folgt aus 3.4.6,
dass es Binome der Form

b= X9 X0 po= XU xUD G i e {2, e—1)

11 ) 1s
mit K(Rmax) s4d Kiing = G+ (b1, ..., bs) gibt. Nehmen wir an, dass dieses System minimal ist,
so gilt offenbar s = rg(Z(K(Rmas)))—r9(Z(G)) . Weiter gilt

m@ (X)) ¢ pos{m @ (X )} und m@(X3) ¢ pos{m @ (X'} fiir alle ¢ € {1, ..., s}
sowie
m@(X9) ¢ pos{m @ (X))} und m@ (X)) ¢ pos{m@ (X} fiir alle ¢ € {1, ..., s}.

Daher folgt die Aussage aus 4.3.5, indem man die Projektion G C K(Rmax) betrachtet.

(b) = (a): Nach Voraussetzung ist pos{m(@ (X ”)}+@ = pos{mD(X)}*0 N U(R) glatt.
Mit J := H(R) folgt dann aus 5.1.3(iii), dass pos{m(J)(Xé[OD)}LW glatt ist. Nun folgt (a) aus
5.1.4. [
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6 Die Kegel der Komponenten

In diesem Kapitel beschreiben wir die Kegel o} des Systems X, ,») genauer. In Abschnitt 6.1
wird eine qualitative Beschreibung angegeben. Das Haupttheorem 6.1.1 wird in Abschnitt 6.2
bewiesen. In Abschnitt 6.3 schlieBen wir mit einem kleinen Dualitéts-Ergebnis.

6.1 Qualitative Beschreibung der Kegel o}

Zunichst sei darauf hingewiesen, dass wir in diesem Abschnitt (gelegentlich) die Bezeichnung
< Ty,...,Ts > fiir eine Seite 7 verwenden, falls 71, ..., 75 die Kanten von 7 sind.

Wir formulieren nun eine Beschreibung fiir einen Kegel o} mittels der entsprechenden Nullkette
k = (ko,...,ke—1) und zugehorigen Folge (ay, ..., ).

Satz 6.1.1. Zu gegebener Singularitit X (ag, ...,a.—1) fizieren wir einen Kegel o = o} des
Kegelsystems Xy ovy. Dann sind fir die Kanten von o die im Folgenden angegebenen Be-
zeichnungen Ay, By, Ces mdglich, so dass die anschlieffend gemachte Aussage tiiber den Seiten-
verband von o, die Dimensionen der Seiten, die Multiplizitaten der simplizialen Seiten sowie

tiber die Inklusion (L,,Xx) — (Ly,0) des Kegelsystems gilt.

Die Kanten von o sind:

1 az—ko 1 Ge—1—ke—1
AL L ASTRe A A%

e—1> )

1 a2—k‘2 1 ae,17k571
Bl,..B2* Bl .. B ,

e—1» y He—1

Cardss Caoodsy -y Cay_y.dy » wobet 2 = dy < dy < ... < d; =e—1 und es sich hierber um
genau die Indizes i von o mit a; = 1 handelt. !

Es sei ' eine Teilmenge der Menge dieser Kanten. Dann spannen die Elemente aus F genau
dann eine Seite von o auf, wenn die folgenden Bedingungen 1),2),3) gelten.

1) Sei 1 € {2,...,e — 1}. Gilt dann Ajfl,Bf:2 € F fir ein j; € {1,...,a; — k;} und ein

Jo € {1,...;a; — k;} , so folgt Ag EF& B/ eF firj=1,...,a;—k;.

2) Seien 1,1y € {2,...,e — 1}. Gilt dann Afll € F fir ein jy € {1,...,a;, — k;;} und
B2 € F fir ein j, € {1,...,a;, — ki,} und gibt es weiter r,s € {1,...,1} mit d, <
mindiy, i}, maz{ii, iz} < ds, so dass Ca,d,,1:Criydyyas - CdyndyrsCay_y 0, € F5 50
folgt Al € F & Bl € F fir j =1,..,a;y — ks und A}, € ' & B} € I fir
j = 1, vy Qg — kiz .

3) Seien i1,iy € {2,...,e — 1}. Gilt dann Aﬁ € F firen j; € {1,...,a; — kiy} und
B2 € F fir ein jo € {1,...,a;, — ki,} und gibt es nicht r,s € {1,...,1} mit d, <
min{iy, ia}, max{iy,is} < ds, so dass Cq, 4,.1:Cdrirodysss s Cds_ndy 1) Cay_r.d, € F, S0
fOlgt 11 < 19

r+4+297 ° s—1,

Tm Fall e=3 gibt es keine Kante der Form C, , .
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Die Dimension einer Seite T von o berechnet sich folgendermafien:

Es seien 1y,...,1, € {2,...,e — 1} so gewdhlt, dass iy < iy < ... < i,_1 < i, und fiir alle
i€42,...,e =1} gilt: i € {iy,...,0,} < Tj1,jo € {1, ...,a; — k;} : A" < 7,B <.

Zu jedem s € {1,...,r} sei dann i, die Anzahl der Ags =7 baw. st = 7 (welche nach 1)
gleich ist). Weiter sei t die Anzahl der weiteren Kanten von 7.2 Dann gilt fiir die Dimension

von T !
r

dim(1) = (Z ib)+t+1, fallsr>1;, dim(t)=t, fallsr=0.
s=1

Die Multiplizitdt einer simplizialen Seite T von o ergibt sich folgendermafien:

Aus der soeben gemachten Dimensions-Aussage folgt, dass T (im simplizialen Fall) hochstens
eine Seite der Form < Al,B],Cy q,., > mit einem i € {2,...,e—1}, einem j € {1, ...,a; —k;}
und einem r € {1,...,1—1} mit d, <1 <d,4; besitzt.? Liegt eine solche Seite von T tatsichlich
vor, so gilt mult(T) = «; ; anderenfalls gilt mult(7) = 1.

Fir die Inklusion (Ly,x) — (Lo,0) des Kegelsystems gilt:

Die beiden Kanten von x liegen jeweils in genau einer echten Seite von o . Dabei handelt es
sich zum Einen um die Facette, die von allen Kanten der Form Ay und C.. aufgespannt wird

und zum Anderen um die Facette, die von allen Kanten der Form B und C,. aufgespannt
wird.

Als unmittelbare Folgerungen ergeben sich:

Satz 6.1.2.

(i) Fir die Dimension von o} gilt dim(o}) = Zf;zl(ai—ki)jt#{i €{2,..,e—1};a; =1}.
(ii) Die Anzahl der Kanten von o} betrigt Q-Zf;;(ai—ki)—i-#{i €{2,..,e—1};a; =1}-1.

Beweis. (1) Wegen as > 2,...,a,—1 > 2 und k; = 1 fiir mindestens ein ¢ € {2,...,e—1} liegt der
Fall “r > 1”7 in der in 6.1.1 angegebenen Dimensionsberechnung vor. Mit den dort verwendeten
Bezeichnungen gilt S>7_ 7/ = 3"} (a; — k;) und t = #{i€{2,..,e—1}; a;=1}-1,dain
diesem Fall die “weiteren Kanten” genau die Kanten Cy, 4,,Cay.ds5 -, Cq,_,,4, sind.

(ii) ist klar. O

Als Beispiel betrachten wir nun die Seiten der Kegel oy des Systems Y(, ,v) zu unserem
Beispiel X(2,3,2) und erschlielen einige Aussagen iiber die Singularititen der Rdume Yy .

’Die “weiteren Kanten von 7”7 sind die Kanten der Form C, ., jede Kante der Form Ag falls Bg AT,
sowie jede Kante der Form B/ falls A7 A 7.
$Man sieht némlich leicht, dass in der angegebenen Dimensionsberechnung >\ _, i, <1 gelten muss.
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Ein Kegel o} unseres Beispiels zu einer der beiden Komponenten mit k£ = (1,2,1) hat nach
6.1.2(i) die Dimension 6 und besitzt nach 6.1.1 folgende Seiten:

Die eindimensionalen Seiten (also die Kanten) sind:
A%a Ail’,v A}L? B%a B§7 Biv C'2,37 C’3,4-

Die zweidimensionalen Seiten sind:

<AL AL > <AV AL> ) <AV Al> < B B>, <B) B>, <Bi B} >,
<A} By>, <Al By>, <A},Bi>, <A} By >, <A} B} >, <Al B; >,

< A%,ng >, < A%,C:J,A >, < A:lg,ogg, >, < A%,CgA >, < Ai,CQ,g >, < AzllaC3,4 >,
< B%,ng, >, < 33,0374 >, < Bé,CQ,g >, < Bé,0374 >, < Bi,clg >, < Bi,CgJ,A >,
< 02’3,0374 >

Die dreidimensionalen Seiten sind:

< A} AL AL >, < Bj, B3, B} >,

<AL AV BY > < AL AL Bl >, < A} AL Bl >, < Al A}, B} >,
<A}, By,BY>, <Al By, B} >, <A}, B},B} >,< Al Bl B} >,
< A%,Aé,ggg, >, < A%,A}l, 0273 >, < A%,A}l, 0273 >,

< A%,Aé,ch >, < A%,A}l, 0374 >, < A%,A}l, 0374 >,

< B} Bi Cy3>, <Bi B}, Cy3>, < Bl B} Cy3 >,
<B%,B§,Cg,4 >, <B%,Bi,0374>, <B§,Bi,0374>,
<A%,B%70273 >, <A:13,B§,0273>, <A411,Bi,02’3>,
<A%,B%,Cg74 >, <A:13,B§,0374>, <A411,Bi,0374>,

< A%,Bg,ch >, < A%,Bi,ngg >, < A%,Bi,C;J,A >, < Aé,Bi,CQ,?, >,
<AL Co3,Cay >, <AL Cos,Cay>, < Al Cos,Csy >,

< 35702,3,03’4 >, < 35702’3703’4 >, < Bi,Cz,g,CgA >

Die vierdimensionalen Seiten sind:

< AL ALV AL Bl >, < A) AL Bi Bl >, < Al By, Bi, B} >,

< A3 AL AL Cos >, < Ay, A3 AL Csy >, < B3, B3, B;,Cy3 >, < By, B3, Bj,C54 >,
< A%,Aé,Bg,CgA >, < A%,A%,Bi,olg >, < A%,A}L,Bi,clg >, < A%,A}l,Bi,CgA >,
< A%nAzleia C(2,3 >,

< A%,B%,B;,C;;A >, < A%,B%,Bi,ng, >, < A%,B%,Bi,c;),,z; >, < A%,B%,Bi,CgJ,A >,
< Aé,Bg,Bi,ng >,

< A%,Aé,CQ,g,OgA >, < A%,A}l, 0273, 03,4 >, < A%,A}l, 0273, 0374 >,

< B%,B%,CQQ,C;J,A >, < B%,Bi,CZg,CgA >, < B%,Bi,0273,0374 >,

< A%,B;,OQ’?),C,?,A >, < A%,Bé, 0273, 0374 >, < Azllv Bi, 0273, 0374 >,

< A}, AL, By, By, Cy3 >, < A} Al By, B, Cs4 > .

Die fiinfdimensionalen Seiten sind:

< A%,Aé,A}l, 02,3,03,4 >, < B%, B%, Bi, 0273, 0374 >,

< AL AL AL BL, Cos >, < A) B) By Bi,Csy >,

< A%,Aé, B%, B%, 0273, 0374 >, < A%,A}l, B21, Bi,02’3,03’4 >, < A%,A}L,Bé, Bi, 0273, 0374 >,
< A%,A%,Ai,B%,Bi,CgA >, < A%,A%,Bg,Bé,Bi,ng > .

Wegen ay = a3 = a4 = 1 haben nach 6.1.1 alle simplizialen Seiten von o} die Multiplizitét
1. Daher korrespondieren nach 4.1.9 und 4.1.11 nur die nicht-simplizialen Seiten von o} zu
einer Bahn mit nicht-regulédren Punkten. Wegen 4.1.9 und dim(o}) = 6 gibt es zwei zwei-
dimensionale Bahnen (korrespondierend zu den beiden vierdimensionalen nicht-simplizialen
Seiten) und fiinf eindimensionale Bahnen (korrespondierend zu den funf funfdimensionalen
nicht-simplizialen Seiten) sowie den Fixpunkt (als null-dimensionale Bahn, korrespondierend
zur nicht-simplizialen “Seite” o} ), die aus nicht-reguldren Punkten bestehen. Nach 4.1.8 fin-
den sich solche Singularitdtenmengen (wegen )y = (X Loy 0} for)) auch in Yy
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Der Kegel o} unseres Beispiels zur Komponente mit k£ = (2, 1,2) hat nach 6.1.2(i) die Dimen-
sion 4 und besitzt nach 6.1.1 folgende Seiten (die wir hier der Dimension nach von links nach
rechts ordnen):

< A}, A3
Al < ALBl> <AL AZBLB>
Ag < A%, B% < Aé,Ag, 02,4 >
By < B3,B}> <A} B;,Cyy> <A} A3 B;, B; Cyy >
Bg < Aé, 0274 > < A%, Bg, 0274 >
0274 < Ag, 0274 > < B%, Bg, 0274 >

< B3, Cyy >

< Bg,CQA >

vV vV VvV

Um die kombinatorische Struktur besser zu erkennen, betrachten wir das Polytop P(c}), das
sich aus o} durch den Durchschnitt mit einer Hyperebene ergibt:

A3

Cou

Wegen oy = a4 = 1, a3 = 2 korrespondieren nach 6.1.1 und 4.1.9, 4.1.11 zu einer Bahn mit
nicht-reguldren Punkten zum Einen die nicht-simplizialen Seiten und zum Anderen diejenigen
simplizialen Seiten, die eine Seite der Form < Ag,Bg,C’M > besitzen. Dies ist zum Einen
die Seite < A3, A3, By, B > (korrespondierend zu einer eindimensionalen Bahn) und die Sei-
te < A}, A3, B;, B3,Cyy > (korrespondierend zum Fixpunkt), und zum Anderen sind es die
beiden Seiten < A}, B3, Cyy > und < A% B3 Ch4 > (jeweils korrespondierend zu einer ein-
dimensionalen Bahn). Die zu den letzten beiden Seiten korrespondierenden Bahnen bestehen
nach 4.1.9 und 4.1.12 aus dreidimensionalen Quotientensingularidten.

Wir geben nun noch einige weitere Eigenschaften fiir das Polytop P(o}) an, das sich aus
einem Kegel o} des Kegelsystems ¥, ,v) (zu gegebener Singularitit X(ay,...,a.—1)) durch
den Durchschnitt mit einer Hyperebene ergibt:

Fiir die Komponente mit k = (1,2,...2,1) beim Kegelfall gilt ay — ko = a._1 — ke—1 = 1, sonst
a; —k; = 0 und auerdem oy = ... = a._; = 1. Daher folgt aus 6.1.1, dass P(o}) in diesem
Fall die Doppelpyramide iiber dem (e — 2)-dimensionalen Simplex ist (mit A! | und Bj als
Spitzen).

Falls ¢ = n — 1 (hier gilt e = 3 und es gibt nur eine Komponente, mit k& = (0) ), so gibt es
keine Kante der Form Cy, 4., , und P(o}) ist ein Prisma iiber dem (n — 1)-dimensionalen
Simplex.
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Betrachten wir den Graphen von P(o}) , also nur die Ecken und Kanten von P(o}). Wir stellen
zunéchst fest, dass die Cy, 4,,, mit jeder Ecke benachbart sind. Darum ignorieren wir diese jetzt
bei der weiteren Konstruktion. Betrachten wir zunéchst den Fall as—ks = ... = ae_1—k._1 = 1.
Dann ergibt sich der (Rest-) Graph so: Es gibt zwei Eckenmengen (bestehend aus allen A% bzw.
allen B?) mit je e —2 Ecken, wobei alle Ecken aus einer Eckenmenge miteinander benachbart
sind. Weiter gilt: Genau eine Ecke der ersten Eckenmenge ist mit genau einer Ecke der zweiten
Eckenmenge benachbart, genau eine Ecke der ersten Eckenmenge ist mit genau zwes Ecken der
zweiten Eckenmenge benachbart usw. Fiir die zweite Eckenmenge gilt dasselbe umgekehrt. Man
stellt fest, dass ein Graph durch diese Eigenschaft eindeutig bestimmt ist. Betrachten wir das
durch e =6,as — ky = ... = a5 — ks = 1 gegebene Beispiel:

Gilt nun a; — k; = 0 (fiir ein ), so sind die Ecken A} und B} (und alle mit diesen Ecken
inzidenten Kanten) zu streichen. Gilt a; —k; > 1, so ist Al durch die Ecken A, ..., A%™" und
B! durch die Ecken B}, ..., Bf"_k" zu ersetzen.

Fir j € {1,...,a; — k;} ist die Ecke Ag dann mit allen Ecken A% zu verbinden, ebenso wieder
mit den Ecken B ,,..., BS_; . Und mit der Ecke B’ . Die Ecke B! ist (aufler mit A’ ) mit allen
Ecken B; zu verbinden, ebenso wieder mit den Ecken A3, ..., A? ;.

6.2 Beweis des Theorems von 6.1

Wir beweisen nun 6.1.1. Dazu sei in diesem Abschnitt X (asg, ..., a.—1) fest und ein (k,v) €
KOMP fixiert. Wir setzen J := H(RY). Da o} = o®&)) nach Definition, reicht es nach
5.1.3(iii), die Aussage fiir den Kegel o(”) zu beweisen.

Zunéchst erinnern wir an die Erzeuger von J und fithren einige Bezeichnungen fiir diesen
Abschnitt ein. Dabei werden die Eigenschaften der Aquivalenzrelation R} benutzt (s. 3.4.1).

Das Ideal J wird nach 3.4.8 von den folgenden Binomen Hs (RY) € A(Ry) fir 2<6—-1<
e+1<e—1 erzeugt:

Wir setzen

Xl.= Xi([o]) firi=1,... ¢

(2
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und

1

x firi=3,...,e — 2.

1

XE.—

)

{ XD firi=1,2e—1,e

Man beachte, dass dann alle Variablen von der Form X7 oder X% oder X" (mit j €
{1,...,a; — 1} ) sind. Nun setzen wir

Hso(Ry) = Xy X[ — Pso(Ry),

wobei Ps.(R}) durch die folgende Konstruktion definiert sei:

Wir setzen Pi_y;41(RY)) == XRX(UD D ¢ L st 2, ...,e—1 und definieren induktiv

)

alle weiteren Monome Pg}e(Rk) durch den folgenden Schritt fir n =3,...,e — 1:

Die Monome Ps (R}) fir 2<d+1<e—1<e—1 und e —6 <n—1 seien bereits
definiert. Fir 2<d+1<e—1<e—1 und € — § =n setzen wir
Pocn(BY) Porn (B g (0,€) € Vi

R
X5+1Xe 1

P5,6(RZ) =

Pse—1(Ry) Pst1,e(Ryv)
: 1;5+1k,5716(§k1/) : falls (5’ 6) ¢ Vi

Anderung im Spezialfall e = 3: Falls ¢ = 3, so liegt wegen K(as) = {(0)} (s. 1.1, 1.2) die
Nullkette k = (0) vor, und J wird von dem einzelnen Polynom XFXF— xEx (. . x{le2=1)
erzeugt. Damit auch in diesem Fall der Wert ay — k3 = as mit der Anzahl der Variablen der
Form Xém) iibereinstimmt, sei im Folgenden fiir diesen Fall die Variable X1t stets durch die
Variable Xé[aﬂ) ersetzt (entsprechend auch im Ring A(RY) ).
Soweit die Konstruktion. Wir gehen ohne Einschréankung davon aus, dass die Variablen Xi(j ) e
VAR(RY) fur i = 2,....,e —1 und j = 1,...,a; — k; nur zu sich selbst dquivalent (bezﬁglich
RY) sind, dass also fiir ig € {2,...,e — 1} und jo € {1,...,a;, — ks, } gilt: X (LoD 2 x W) g5y
["] € VAR(R”)\{X [JO])} . Dies impliziert fiir ¢ € {2,...,e—1} und j € {a;— kz—l—l, eya;—1}
dass X = xI oder X = XE gils.
Wie im Satz seien 2 =d; < dy < ... < d; = e — 1 genau die Indizes ¢ von o mit o; = 1.

Diese dj,...,d; haben dann die Eigenschaft, dass d; = 2,d; = e — 1 gilt und ds,..,d;_ 1 genau
die Indizes i € {3,...,e — 2} mit X} # X[ sind.

Uberdies bezeichnen wir eine Variable X bzw. X[, fiir die X} = X7 gilt, gelegentlich mit
xpr

Fiir das nichste Lemma sei daran erinnert, dass es nach 5.1.3(ii) die Seiten pos{m()(XEF)}+w =
pos{m(J)(Xf[o]))}LU) und pos{m)(XL)}tw :pos{m(‘])(Xé[O]))}LU) von o) gibt. Weiter er-
gibt sich die Definition von S/) aus 4.3.7 und 4.3.12.

Lemma 6.2.1.

(i) Zur Seite T := pos{m)(XF)}* won o) sind die minimalen Elemente von SU@)\ ()
die im Folgenden definierten Ausdriicke Aﬁ firt=2..e—1 und 5 =1,...;a; — k;
sowie Cfi fir i=2,...,1:

.%If = {XiL7 oy X [J] } mit jeweils gewissen iy, ...,i, € {1,...,e — 2},

Cd = {XF i ...,X{:,Xﬁ} mit jeweils gewissen iy, ...,1, € {1,...,e — 2}.
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(ii) Zur Seite 7 := pos{m) (X2 von o) sind die minimalen Elemente von SU)\ ()
die 1m Folgenden definierten Ausdricke Bl(]) firi=2..,e—1 und j=1,...,a; — k;
sowie Cy fir i =1,...,1—1:

Bl = {Xi([j] X, XY mit jeweils gewissen iy, ..., i, € {3, ..., e},

11

Cd = {Xd, i ...,Xff} mit jeweils gewissen iy, ...,1, € {3, ...,e}.

Beweis. (i): Wir definieren j(T) geméf 4.3.12 und setzen [ := j(T). Nach 4.3.13(ii) ist [

—~—

ein normales torisches Ideal und wird gemé&f Definition 4.3.12 von den Binomen H; (R}) =

XLXE — Ps (RY) erzeugt. Fir € = e und § € {1,..,e — 2} sind diese von der Form
XF — Ps (RY). Dies impliziert, dass die m! (XY mit X ¢ (XL XE,} bereits die
Halbgruppe SY) erzeugen. Bei den Variablen handelt es sich um die Elemente aus der Men-
ge A= {XJ . xfeemhel X x kel xR X R} Man sieht leicht #A =

rg M) (Wegen rg(M(iXeo )(RZ)): e — 2 wie im Beweis von 5.1.4). Dies impliziert, dass

(c@)Yi) glatt ist und die Elemente aus {m®(XH); X8 ¢ A} die primitiven Erzeuger der
Kanten von (¢)V sind. Es folgt nun aus 4.3.8, dass Jedes zu einer Kante 75 von o0 korre-

spondierende Element y,, aus SY) genau ein Element aus A enthilt und dass es umgekehrt

(LD

zu jedem Element X;*’ € A genau ein zu einer Kante 75 von o) korrespondierendes Ele-

ment y,, aus SU) gibt mit Xi([j]) € vy, . Dies impliziert, dass die minimalen Elemente von

D\ ) von der angegebenen Form sind. Dass diese Elemente auch die minimalen Elemente
von SU@)\ () sind, folgt aus 4.3.13(iii).
(i) Folgt analog. O
Lemma 6.2.2. Die minimalen Elemente von SY)\ () sind die folgenden Mengen:
A= (XL xE XE 1,X(m)} i=2,...,e—1, firjedesi: j=1,..,a; — k;
B '—{X( )Xﬁl,.. Xfl,XR} i=2,...,e—1, firjedesi: j=1,..,a; —k;
Capdry = XL X0 Xjﬁ LXEY r=1, 01

ST
Beweis. Die Aussage folgt aus den folgenden drei Behauptungen (j),(jj),(jj):
(j) Die in 6.2.1 angegebenen Elemente A7, B/, CM;é : Ciﬁ sind zugleich Elemente von S\ ().
(jj) Fiir jedes S € SV und i € {1,...,e — 2} gilt:
xXltesS — X}, eSoder XE €S oder XV €S (fiirein j € {1,..., a1 — kit1}).
Fiir jedes S € 8¢ und i € {3, ...,e} gilt:
RFes — X', eSoder XE €8 oder X'W e (firein j € {1,..., a1 —ki_1}).
Fiir jedes S € S und i € {2,...,e — 1} gilt:

X} e S oder X e S oder XV € S (fiir ein j € {1,...,a; — k;})
= X/, €Soder X, €8

Und fiir jedes S € S) gilt:
Xi([j]) € S (fiir ein i € {2,...,e—1} und ein j € {1,...,a;—k;}) <= X} € S oder X € S.
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(jijj) Jedes Element S von S\ umfasst eine der angegebenen Mengen Agj ) Bl(j ) Cay i -
In der Tat folgt aus (j) und (jj) leicht, dass die Aﬁj ) Bz(j ), Ci,.d,,, minimale Elemente von
SW\ @ sind (man beachte dabei, dass ds,..,d;—; genau die Indizes i € {3,...,e — 2} mit
XE #£ XE sind). Aus (jjj) folgt dann weiter, dass dies bereits alle minimalen Elemente von
S\ P sind.

Es bleibt die Giiltigkeit von (j),(jj),(jjj) zu zeigen:

Zu (j): Dies folgt aus 4.3.10, da das in 6.2.1(i) bzw. 6.2.1(ii) verwendete Ideal J) eine Projek-
tion von J ist.

Zu (jj): Fir i € {2,...,e — 1} sei M(Pi_1,41(RY)) die Menge der im Monom P, 1(RY)
auftretenden Variablen. Ist S € S| so folgt aus 4.3.9 anhand der Binome X} XF & —
Py (RY), dass fiir i =2,...,e—1 gilt: {X}F,XE,}NS #0 <= M(P1,41(Ry))NS #0.
Da M (Pi,LiH(RZ)) mit der Menge aller Variablen aus VAR(R}) mit unterem Index ¢ {iber-
einstimmt, folgen die ersten drei Aussagen. Die letzte Aussage folgt dhnlich aus 3.4.2, indem
man das Binom X}FX% — P, (RY) betrachtet.

Zu (jjj): Wir konnen voraussetzen, dass die angegebenen Agj ) , BZQ ) ; Cd, d,., (minimale) Ele-
mente von S™) \ (} sind, da dies bereits aus (j) und (jj) folgt (s.0.). Ist S ein Element von
S\ 0, das nicht zugleich ein Element aus SY™) \ § mit Ji,) wie in 6.2.1(i) ist, so folgt
X € §. Man sieht dann aber leicht mit (jj), dass dann ein Bl(j ) oder ein Cq,.d,,, In S ent-
halten sein muss (dabei beachte man X, = XZ | und auch wieder, dass dy,..,d;_; genau
die Indizes i € {3,...,e — 2} mit X} # X7 sind). Der “andere” Fall folgt &hnlich: Ist S ein
Element von S8\ ), das nicht zugleich ein Element aus S\ § mit J,) wie in 6.2.1(ii) ist,
so folgt XL € S. Man sieht dann aber leicht mit (jj), dass dann ein Agj) oder ein Cg4, 4,,, in
S enthalten sein muss (dabei beachte man X¥ = X' und auch wieder, dass d,..,d;_; genau
die Indizes i € {3,...,e — 2} mit X} # X[ sind). O

Beweis von 6.1.1. Nach 4.3.8(ii) entsprechen die in 6.2.2 angegebenen minimalen Elemente
Al B! Ca g,y von SY)\ 0 den Kanten von o). Wir withlen die folgenden (naheliegenden)
Bezeichnungen fiir die Kanten:

Al =1fallsy, = A, Bl =71 fallsy, =B, Cy.q,., = 7 falls y, = Cy, 4

r+1 r+1 °

Es sei nun F = {7y, ...,7;} eine Teilmenge der angegebenen Kanten. Wie in 4.3.14 betrachten
wir S =y, U..Uy, CVAR(R}). Nach 4.3.14 spannen die Kanten aus F' genau dann eine
Seite von o) auf, wenn fiir jede Kante 7 von o) gilt:

yr CS = 71€F.

Wir bezeichnen diese Bedingung mit () und zeigen, dass sie dquivalent zur Bedingung 1), 2), 3)
ist.

(x) =1),2),3):

=1) Sei i € {2,...,e — 1}. Gilt dann A*, B> € F fiir ein 5, € {1,...,a; — k;} und ein
g2 € {1,...,a; — k;}, so gilt insbesondere {X},.. X} } C S und {Xf,, ., X} CS.
Daraus folgt {XE, .., X2 XM c 5o (x XE  XEYCS fir j=1,..,a0, —k;
und daraus aufgrund der Form der A2, B auch A{ CS<& Bf CSfir j=1,...,a;,—k;.
Aufgrund der Voraussetzung (%) folgt dann schlieflich A} € F < B] € F fiur j =

1, ey @ — k’z .
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=2) Seien 41,15 € {2,...,e — 1}.
Gilt Al' € F fiir ein j; € {1,...,a;, — k;, }, so folgt insbesondere {X?,..,XF |} CS.
Gilt Bf? € F fiir ein jp € {1,...,a;, — ki, } , so folgt insbesondere {X/,,, ..., X/} C S.

Gibt es r,;s € {1,....,1} mit d. < min{iy, iz}, max{iy, iz} < d, so dass

Cadrirs Cpirdrsos -3 Cdy_gds_1s Ca,_y ., € F', s0 folgt insbesondere

{Xfrlm'n{il,ig}’ Xﬁzin{h,ig}—i—l’ Xn]zm{il,iz}—i-l? ----- , Xanz{il,ig}—p X'nlzaz{il,ig}—l’ X'n]zaz{il,ig}} cs.
(Fiir dieses Argument beachte man X = X/ = x*

fir i €{2,...,e —1}\{dy,...,di;}.)

Gelten diese drei Voraussetzungen, so folgt insbesondere

{(XT, s X i iy 1} © S und {XF v, X € S Daraus folgt
{xt, --~»XiL1_1,XZ(1[?})} CS& {Xi(l[]‘]),XfH, L XBYC S fiir j=1,...,a;, — ki, sowie
(XF, o xE X e e (xPV xR LUXEYCS fie j=1,.,a, — ki

und daraus aufgrund der Form der A3, B: auch

.Afl CS«& Bfl C S fir j=1,....a;; — k;, sowie

Al CSe B CS fir j=1,...a, — ki, .

Aufgrund der Voraussetzung (%) folgt dann schliefllich
Al e F& Bl el fir j=1,..,a;, —k,

sowie A{z cl's sz el fir j=1,...,a;, — ki, .

= 3) Seien iy,iy € {2,...,e — 1}.
Gilt Al' € F fiir ein j; € {1,...,a;, — k;, }, so folgt insbesondere {X?,..,XF |} CS.
Gilt B € F fiir ein j, € {1,...,a;, — ks, }, so folgt insbesondere {X[,,, ..., X/} C S.

Gelten diese beiden Voraussetzungen, so folgt {X{,..., X%t |, X | . XE}C S,
Wiirde nun 4; > iy gelten, so sieht man leicht (man beachte wieder, dass X} = X[ fiir
i€{2,...,e—1}\{dy,...,d;} gilt und dariiber hinaus, dass aus X’ # X[ folgt, dass
a; =1 gilt), dass es aufgrund der Voraussetzung (%) die genannten C,, doch gibe.

(x) <=1),2),3):

Wir beweisen diese Implikation durch Widerspruch, d.h. wir setzen voraus, dass 7 eine Kan-
te von o) mit “y, C S, aber 7 ¢ F” ist und zeigen, dass dann (mindestens) eine der
Bedingungen 1),2),3) verletzt ist.

Nehmen wir zunéchst an, dass 7 = Az fir ein i € {2,...,e — 1} und j € {1,...,a; — k;} gilt.
Nach Definition von S und der Form der A3, B, C, o folgt offenbar aus Xi(j le s , dass A{ eFr
oder B/ € F gilt. Aufgrund von Xi(j ) e A’ und der Annahme “ A} C S, aber Al ¢ F” folgt
also Bg € F . Weiter sieht man wegen X¥ € Az C S und der Form der A3, B;,C, ., dass es ein
Af,l € F geben muss. Wir nehmen an, dass 7' maximal mit dieser Eigenschaft ist und machen
nun eine Fallunterscheidung nach i < i’ bzw. i =4 bzw. i > .

Nehmen wir zundchst i < i’ an. Wegen Bf € F und Ag,l € F folgt aus 3), dass
Caydyir>Carirdryos - Cyods1>Cay_ya, € F fiir ein d, < i und ein dy > 7' gelten muss. Aus
2) folgt dann jedoch weiter Ag € F, im Widerspruch zur Annahme.

Nehmen wir nun ¢ = i an. Wegen Bg € F und Ag,, € F folgt dann Ag € F aus 1), im
Widerspruch zur Annahme.

Schlieflich nehmen wir " < i an. Es sei nun ¢ das minimale Element mit der Eigenschaft, dass
es ein Bf,/,/ € F gibt. Falls ¢/ < 4", so sind die Elemente X/, ..., X~ nic1y € A{ C S weder
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in einem A7 noch in einem B enthalten, das zu einer Kante A7 € F' oder B € F' gehort; da
auBerdem die Elemente X7, ..., X, € AJ C S in keinem A7 enthalten sind, das zu einer Kante
Ay € F gehort, folgt fiir ¢ =", ...,i — 1 : X} = XF oder X} € Cqy, q,,, fiir ein Cy, q,,, € F;
daraus folgt Cq, 4,1, Ca 1 dryos - Cdyodsr>Cay_y,a, € F fiir ein d, <4' und ein dy > i, was
wegen 2) und B/ € F dann jedoch A7 € F zur Folge hat, im Widerspruch zur Annahme.
Falls ¢ < 7', so muss es wegen 3) eine Kette Cadp,rsCairdisyr - Cay ydy sCay a, €F
fiir ein d,» <" und ein dy > 7' geben; da auBerdem die Elemente X/, ..., X}, € .Aj C S in
keinem A enthalten sind, das zu einer Kante A$ € F gehort, folgt fir ¢ =4/, ...,i —1: X' =
X[ oder X! € Cy, 4,,, fiir ein Cy, 4,,, € F; daraus folgt wieder

Cardyir> Cavirdryos o Cdyds 1> Cay_y,a, € F fiir ein d, <7 und ein dy > i, was wegen 2) und

Bj € I’ dann jedoch AJ € F zur Folge hat, im Widerspruch zur Annahme.
Der Fall 7 = Bj folgt aufgrund der Symmetrie der A3, BZ,Ceo vOllig analog.

Nehmen wir nun an, dass 7 = Cy, q,,, fiir ein r € {1,...,1 — 1} gilt. Aus der Annahme
“Captrsn € S, aber Cy 4., € F” und der Form der A7, B:,Coe und X7 # XJF (falls
d, > 3) folgt aus XdLT_ € C4.d,,, €5, dass es ein Afll € F mit d, < i, geben muss. Ahnlich
folgt mit X7 # X7 (falls d,yy <e—2)aus XJ' | €Cga,,, €5, dassesein B)) € F mit
19 < d,41 geben muss. Gilt dr+1 d, = 1 so folgt 7; > 45 und wir erhalten einen Widerspruch

zu 3). Ansonsten gilt () # {Xd 1y e X Bh -1} € Capd,yy © S, und es folgt wegen Co, q,,, ¢ F',

dass mindestens einer der folgenden drei Fille zutrifft:
QO Es gibt ein Af,il mit @) > d4q .
& Es gibt ein B‘z,j mit i, <d,.
& Es gibt ein Az,j und ein Bf,f mit d, <) <) < dpyq.

In allen drei Féllen erhalten wir wegen Cy, 4,,, ¢ F' zu 3) einen Widerspruch (bei © wegen
AZ,;,B?Q € F und 7 > iy und bei & wegen A7 BJ2 € F und iy > i,).

11

Nun zur Dimension einer Seite 7 :

Wir miissen zeigen, dass es eine unverfeinerbare, echt absteigende Kette
T =7Tg > Td—1 7~ Tg—2 > ..... =1 =0

von Seiten 75 < o) 1y <6 <o) gibt mit:

T

d:(Zi;)+t+1, fallsr>1; d=t, fallsr =0.

s=1

Falls » = 0, so sieht man leicht, dass das schrittweise Entfernen zunéchst aller Seiten des Typs
Al , dann aller Seiten des Typs B und schlieBlich aller Seiten des Typs C,,e in jedem Schritt
zu einer Seite von (/) fiihrt (da jeweils die Bedingungen 1),2),3) erfiillt bleiben). Dies zeigt
die Aussage fiir diesen Fall.

Nun sei r > 1. Wir betrachten zunéchst alle paarweise auftretenden Kanten A? , Bf von o(/):

(Z ) (ih) . . (3! (i
(1) 1 1 1) $1) A]; ) J£ r)

(1
.71 ]1
Al Bj) i Ay By

11 ) ?ty ’il i 11 ’



-(q) (q)
Nun entfernen wir schrittweise jeweils ein Paar A}, B)* fiir alle s € {1,...,7},q € {2,..., 7,

Es folgt aus 1), dass dies ¢g := > ._ (¢, — 1) Seiten 74, ..., 74—, einer unverfeinerbaren Kette

s=1
T =Tqg ™= Tg—1 = Td—2 = .eee = T4—g liefert. Daher bleibt zu zeigen, dass es zu der von den
Kanten o o .
. . (1 (1
J1 J1 Jr Jr
Al Bl LAY By

und den iibrigen — nicht-paarweise auftretenden Kanten — aufgespannte Seite 7/

unverfeinerbare, echt absteigende Kette

= Tg—4 €ine

T/:Tf>-7'f_1>-7'f_2>- ..... =7 >0

von Seiten 7; X o 7y <o) 1 <0 gibt mit f=r+t+1.
Betrachten wir also 7/. Wir entfernen nun schrittweise jedes AEJ ) mit i ¢ {iy,...,3,}, dann

jedes Bi(j) mit i ¢ {4, ...,%,}, anschlieBend jedes Cy, 4,,, mit d;11 < iy und schlielich jedes

141

Ca; diy, mit d; >4, . Jeder Schritt liefert dabei eine Seite einer Kette 7/ >~ ..
(1) (1)
Gilt (7’)2 1(7 >so verbleibt die Seite < Afll ,Bfll ,Caydyyy > (mit d, < iy < dpy1) oder die Seite
(1 (1
< Afll ,Bj; >, und mit dem “Kettenende”

jf) j£1) ji” j§l) ) .£1> jil)
< Ay B! Capay, >-< Ayl By Bl >=< A;l >=0
sieht man dann leicht, dass f=r+1t+ 1 gilt.

Gilt » > 1, so verbleibt die Seite
() (1))
] ] r r . .
< Azll 7lel ,...,Agr ,BgT 7Cdp,dp+170dp+1,dp+2>"~7qu,dq+1 > mit dp < < derl und dq <

ip < dgp1 (wegen 3)). Fir v = p,p+ 1,...,¢ — 1 entfernen wir nun in jedem Schritt die

(1)
Kante Cg, 4,41 und die Kanten B}* mit v € {1,...,7},dy, < iy, < dyq1. In jedem Schritt
erhalten wir eine Seite, und aus 2) und 3) folgt, dass dies einen unverfeinerbaren Teil einer

(1) (1
>-< A >0 bzw. < A]!

11 )

(1)

Kette liefert. Im néchsten Schritt entfernen wir die Kante Cg, 4,41 und die Kanten B/°  mit
(1)

ve{l,...,r—1},dy < i, < dgyy und erhalten eine Seite. Dann entfernen wir die Kante B

-(1) (1)
und erhalten eine Seite. Schliefllich entfernen wir schrittweise die verbliebenen Afll sy AT

und erhalten in jedem Schritt eine Seite. Man sieht leicht, dass f=1r+t+ 1 gilt.

Nun zur Multiplizitit einer simplizialen Seite 7 :
Wir benutzen 4.3.13(iv) und die dort verwendete Bezeichnung z(7) fiir eine Kante 7y von 7.

Wir bezeichnen die Koordinate von z(7) an der Stelle Xi([j]) mit z(m)(m) . Aus 4.3.13(iv) folgt,

dass fiir jede Kante der Form Cg, 4., (7 € {1,...,1 =1} ) bzw. Afg (ip €{2,...,e = 1},jo €
{1, vy Qg — klo}) bzw. ng (ZO € {2, ey € — 1},j0 € {1, ceey Qg — k’to}) gllt

X e VAR(R), XV ¢ Ca 4,y = 2 (Caa,) = 0,
pall VAR(RY x (D Ado U 490y — ¢
i€ (Ry), X;™ ¢ o — %i ( io)

XW e vAR(RY), x ¢ B = 2)(Bo) = 0.

)

Nun betrachten wir zunéchst eine Kante der Form Cjy, 4,,, genauer. Dazu betrachten wir den

92



folgenden Teil der Matrix M(R}) aus Abschnitt 5.1:

XE_oo XEooxphooooxBROoxpR XU xBEC L XxPR XRLOXE L,
—fa,—1
L —fa, 1
I —fan
1
1
— fio—1 1
1 — fio -1 1
1 — fios1
1
1
—Jfdp 11 1
1 —fd 1 1
_de+1+1
ad,—1 Qq, Qd,+1 Qjo—1 Gy,
bio bio-l—l bdr+1—1 bdr+1 bd'r+1+1
Cd, Cd,+1 Cip—1 Cig Cip+1 Cdry1—1 Cdriq

Im unteren Teil (der nicht zur Matrix M(R}) gehort) sind in der dritten Zeile alle Werte

Zi([j)}(Cd“dT ..) aufgefiihrt, die eventuell von Null verschieden sind (in Form von ¢4, , ..., cq,,, ).
Nach 3.4.1 gﬂt fdr = 04,41 und fdr—i-l = de_,_l,...,de_‘_l_l = kdr+1_1 und de_H = 0d, -1 -
Setzen wir ¢4, = 1, so sieht man anhand der Matrix, dass cq.41 = fi4, = ag.+1 und fiir

i€ {d.+2,...,d..1—1} dierekursive Formel ¢; = ¢; 1 f;_1—¢i_o = ¢;_1k;_1—¢;_o gilt. Da zudem
cq, = 1 = oy, gilt, zeigt der Vergleich mit der Nullkette: ¢4, 41 = g, 41,.--,Cd1—1 = 4, 1—1 -
Aus dem letzten Wert folgt dann wegen f; ., = ag,,,—1 schlieBlich ¢4 ., = 1. Also folgt
insgesamt

Cd, = Od,; Cdpt1 = Qdpt1; o5 Cdpyy = Adyyqs
und mit 4.2.7 folgt, dass diese Werte die von Null verschiedenen Koordinaten von z(Cy, 4,,,)
sind.

Nun betrachten wir eine Kante der Form Afg . Einige der (eventuell) von Null verschiedenen
Werte zi(m)(Agg) sind in der ersten Zeile im unteren Teil aufgefiihrt (in Form von ag,—1, ..., a;, ).
Setzen wir a;, = 1, so sieht man anhand der Matrix, dass a;,—1 = 1,a;,—2 = a;,—1fi,—1 und
fir i € {d, — 1,...,ip — 3} die rekursive Formel a; = a;;1fi11 — a;2 gilt. Diese Werte gehoren
(wegen 4.2.7) zu den Koordinaten von z(Afg) :

Nun betrachten wir eine Kante der Form Bfg . Einige der (eventuell) von Null verschiedenen
Werte zz-([j])(Bf(?) sind in der zweiten Zeile im unteren Teil aufgefiihrt (in Form von

bigs -y ba, 141 ). Setzen wir b, = 1, so sicht man anhand der Matrix, dass b, 41 = 1,b;y42 =
bip+1 fip4+1 und fir i € {ig +3,...,b4,,,+1} die rekursive Formel b; = b;_1 fi_1 — bi_o gilt. Diese
Werte gehdren (wegen 4.2.7) zu den Koordinaten von z(B%°).

Betrachten wir nun den Fall, dass 7 =< Azg,Bfg,Cd“dTH > fiir ein i € {2,...,e — 1}, ein
Jo €{1,...,a;, — ki, } undein r € {1,...,1 — 1} mit d, < iy < d,41 gilt. Um zu zeigen, dass die
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Multiplizitat von 7 gleich «y, ist, ist nach 4.3.13(iv) zu zeigen, dass der grofite gemeinsame Tei-

ler der Determinanten der (3 x 3)-Untermatrizen der aus den Zeilen z(A°),z(B),z(Cy, 4,.,)

bestehenden Matrix den Wert «;, hat. Dazu stellt man zunéchst fest, dass die Determinante
Ajn—1 0 0

der Untermatrix 0 0 big+1 wegen a;,—1 = bj,+1 =1, ¢, = o;, den Betrag oy,
Cig—1  Ciy  Cig+1

hat. Weiter sehen wir, dass der Betrag der Determinante jeder (2 x 2)-Untermatrix der Matrix

aq,.—1 Qq4, Qad.+1 - Qip—1 0 bl’OJrl bdr+1*1 bdr+1 bdr+1+1
0 Cd, Cd.+1 -+ Cig—1 Ciy Cig41 -+ CdTJrl,l Cdr+1 0

ein Vielfaches von «;, ist: Denn wegen a;,—1 = 1, ¢;, = o, folgt det ( g1 0

) = «;, , und

Cip—1  Ciy
wegen

Ci—1 G G Cit1

i1 a; a; a
det ( b ) = a;_16; — ¢i—10; = (fia; — a;p1)c; — (fici — ciy1)a; = det ( v )

Q-1 Q4

folgt det = qy, fiiralle i € {d,, ...,49} . Anlich sicht man, dass det ( bi bina ) —

Ci-1 G G Cit1
—ay, fir alle i € {ig,...,d, 41} gilt. Da auflerdem fiir alle Paare 4,j mit j € {d,,...,%},i €
{j+1,..,dry1 + 1} gilt:

a—l a.
det ( C? ) c% ) = Q16 — 10 = (fjaj - (1j+l)ci - (ijj - Cj+1)ai
J— 1

= f; - det @G Q) et [ Wt ,
Cj G Cji+1 G

und fiir alle Paare 4,j mit j € {ig,...,d, 41} und i € {d, — 1,....,5 — 1} gilt:

b; b;
det ( A ) = bZ’Cj+1 — Cibj+1 = bi(fjcj — Cj—l) — Ci(fjbj — bj_1>

Ci Cit

= f:-det bi b — det bi bja ,
Ti
¢ Cj Ci Cj-

folgt tatséchlich, dass der Betrag der Determinante jeder (2x2)-Untermatrix der obigen Matrix
ein Vielfaches von «;, ist.

Da ag4,—1 = a;, wegen cq, = 1 und det ( adE)_l Zd’ ) = «, gilt, folgt auch anhand der Matrix
dr
M(RY), dass jedes qu(Afg) fir ¢ < d, —1 ein Vielfaches von «;, ist. Und da by, 11 = o,

wegen cq,,, = 1 und det ( bar - baa ) = —qy, gilt, folgt auch anhand der Matrix M(R}),

Cdr 11 O
dass jedes zf(Bfg) fir ¢ > d,+1 + 1 ein Vielfaches von «;, ist. Aus diesen Daten folgt nun,
dass in der Tat der grofite gemeinsame Teiler der Determinanten der 3 x 3-Untermatrizen der
aus den Zeilen z(A}),z(B})),z(Cq, q,,,) bestehenden Matrix den Wert a4, hat.

Es sei nun 7 eine simpliziale Seite, die eine Seite der Form < A7, B}Y,Cy, 4

i0s Big s > mit d,, <
19 < dy,41 besitzt, also nach 6.1.1 von der Form

ro+1

Ji
< Ai17' 10 20 7

. -/ -/ . .
Ja J1 Jp Jo Jo
"7Aia’Bi’l’“'7Big’0dr17dr1+1’"'7Odrmdrc+1’ Al B Cdrovdm-&-l >
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mit i < ... < i, < gy < i) < ... < i, sein muss. Wir nehmen (ohne Einschréinkung) an, dass
dryt1.-ydryp1 < dpy und dypyy < d d,, firein g € {1,...,c¢} gilt. Sei D die Matrix mit
den Zeilen

Z<Azll)7 ) Z(Afg), Z<Blj/j)7 ) Z(Bij’:)v Z(Cdrl 7d7'1+1)7 EEE) Z(Cdrc,drCH)? Z(Agg)ﬂ Z(sz(?)v Z<Cd7‘07dr0+1)

Tgt17 00y

und n der Rang von D bzw. die Anzahl der Zeilen. Nach zuvor fir < Afg, Bfé’, Clyydrg 1 >
Bewiesenem ist klar, dass der grofite gemeinsame Teiler der (n x n)-Untermatrizen von D ein
Vielfaches von «;, sein muss. Dass dieser Wert genau «, ist, sieht man daher daran, dass die

(n x n)-Untermatrix mit den Spalten an den Stellen

XPD XD xR X XE X X;gH,XngH,...,Xjrc,Xf&“”),...,Xf,b“é” den De-
terminantenwert +q;, hat; denn diese Untermatrix hat (nach eventueller Vertauschung der
E(0|O
Zeilen) die Form 0|U|O0 |, wobei hier E jeweils fiir eine Einheitsmatrix stehe, 0 fiir
0|0 E
Ain—1 0 0
die aus lauter Nullen bestehende Matrix und U als U = 0 0 Dig+1 wie oben

Cip—1  Cig Cig+1
definiert sei.

Ist 7 hingegen eine simpliziale Seite, die keine Seite der Form < A, B Cy 4., > mit
d, <19 < d,y1 besitzt, so unterscheiden wir zwei Fille:

(i) 7 besitzt eine Seite der Form < Ag'g, Bfg >
Dann ergibt sich die entsprechende Matrix aus der obigen Matrix D ohne die Zeile
2(Ca,, d,y 4, ) > und die Untermatrix ohne die Spalte zu XiLO’R hat die Determinante +1.

(ii) 7 besitzt keine Seite der Form < A, B >

0
Dann muss 7 nach 6.1.1 von der Form

i1

J1 J 71 Jb
A "'7AiZ7Bill7”'7B’L';)7Od7‘11d7‘1+17”'7Cd7'c7d
mit 7y < ... <i, <) <..<i, sein. Ist D die Matrix mit den Zeilen
J1 J J1 Jb
Z(Ail )7 ) Z(Az::)? Z(Bzfl )? ) Z(Bzg )7 Z<Cdrlydr1+1)7 ceey Z(Cdrcvdrc-kl)

und n der Rang von D (bzw. die Anzahl der Zeilen von D), so ist die (n x n)-Unter-

matrix mit den Spalten an den Stellen X([”D o ng"]), XZ.(,U“), o X(b[]b]) X]ZH’ s X3
eine obere Dreiecksmatrix mit lauter Elnsen auf der Diagonalen, hat also die Determinante

+1.

Nun noch zur Aussage {iber die Inklusion (L,,x) — (L,,0):

Es sei [ := K(RY). Ahnlich wie in 5.3.5 sicht man, dass die beiden Kanten von x jeweils
in genau einer echten Seite von o!) he en und es sich bei diesen Seiten um die Facet-
ten pos{m! (X(O 3o und pos{m" }LU) handelt. Unter dem Kegel-Isomorphismus

¢ in 5.1.3(iii) werden diese Facetten auf dle Facetten 7 := pos{m{/ (Xl[ol o und 7 =
pos{m) (XD von o)) abgebildet, und aus 4.3.8(i) folgt y,, = VAR(RY) \ X\ und
Yry = VAR(RZ)\XQO]) . Daher folgt die Aussage aus 4.3.8(ii) und der Form der A2, B?,Coo. O
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6.3 Dualitéit bei der Artinkomponente

Es sei eine Singularitit X,, = X(ag,...,ac—1) gegeben und o = o} ein Kegel mit k£ =
(1,2,...,2,1) des Kegelsystems X, o) zu X, , (also zur Artinkomponente der versellen De-
formation von X, , gehorig). Weiter betrachten wir die Singularitat X,,,_, = X(ba,...,b5_1),
mit den Zahlen® by, ...,b;_; aus dem Kettenbruch

1

- 1
bS - T _ 1
T

n_y
q

Es sei 0/ = o0} ein Kegel mit k = (1,2,...,2,1) des Kegelsystems zu X, ,_, (also zur Ar-
tinkomponente der versellen Deformation von X, ,_, gehorig). Wir betrachten o C Lz und
o’ C Ly als volldimensionale Kegel, mit Gittern L bzw. L’.* Dann gilt:

Satz 6.3.1. Es gibt einen Kegel-Isomorphismus (L*,0") — (L', 0') .

Im Beweis verwenden wir das Punkt-Diagramm aus [Riel, §3]. Dieses beschreibt den Zusam-
menhang zwischen den Zahlen b, ...,by_; und den Zahlen as, ..., a._; : Sind b, ...,bs_1 gegeben,
so betrachte man das folgende System von Punkten:

\>< X oo X X

(by — 1) Punkte

X “ e X ><J

bs — 1) Punkte

&
(
X X o e X >S

(by — 1) Punkte

Jedem System von senkrecht iibereinander stehenden Punkten entspricht dann ein a;, und
zwar ist a; — 1 gleich der Anzahl dieser Punkte.

Beispiel: (by,...,bg) = (5,2,2,3,2) liefert das Diagramm

X X X

X X X X

und also (ag, ...,a6) = (2,2,2,5,3).

Beweis von 6.3.1. Geméafl Abschnitt 3.3 sei zu X(ag,...,a.—1) der Ring A(R}) in den Va-
riablen aus VAR(RY) iber C und das Ideal H(R}) C A(R}) definiert. Analog sei nun zu
X (bay...,by—1) der Ring A(RY') in den entsprechenden Variablen aus VAR(RY') iiber C und

3Statt 1,...,7 wie in Abschnitt 1.2 verwenden wir hier fiir die b; eine dhnliche Indizierung wie fiir die a; .
4Das hier verwendete Gitter L stimmt im Allgemeinen nicht mit dem Gitter L in Abschnitt 5.2 iiberein.
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das Ideal H(RY') C A(RY') definiert (wobei RY' die dem Kegel ¢’ = o%' entsprechende Aqui-
valenzrelation bezeichne). Wir konnen annehmen, dass

VAR(RY) = {xF,.. xF, xE . XE
X xle @) e
1 Qe 2 1 ae—1—1
X(E[—}Q)aaX([Q 22 Xe([ ]1),,Xé[_1 D}a
VAR(RY) = {X[, ., Xf, X3 . X},
1)) ba—1]) 1 b3—2
X x ) 0Dy (a2

1 (b —2) (bfor1—1
X}[_B,...,Xf[_y },X}Uf,...,x[fl "

P

gilt (vergl. Abschnitt 6.2), wobei die fir die Mengen angegebenen Elemente paarweise ver-
schieden sind. Wir setzen I := H(RY) und J := ]HI(RZ') sowie r = #VAR(R}) und
"= #VAR(RY'). Nach Definition gilt o = ¢F)) und o = &) aber nach 5.1.3(iii)

koénnen wir ¢ = o und ¢ = oY) annehmen. Da weiter dim o) = dim N , dim o) =

dim NS wegen 0 € V(I), 0 € V(J) aus 4.3.15 folgt, gilt L = N© und L' = NV) . Da-
her gibt es nach 4.2.4(i) einen Kegel-Isomorphismus (L*,¢") — (MY, (¢\D)¥®) . Da zudem
SO = (W) N MDD wegen der Normalitit von [ (s. 5.1.3(i)) und 4.2.5(ii) gilt, sowie
o NN =N’ 0 N nach Definition, ist die Existenz eines Gitterisomorphismus

¢o: MD — ND mit ¢(SD)=N; n N

zu zeigen. Nach Definition gilt M) = Z7/Z(I), wobei Z(I) in diesem Fall erzeugt wird von

zlL + 28 =20+ zém) + ..+ z([arl]), =2l 4+ 2B+ z(m) + ..+ Z([a372])7 ......
TR S S g (B S

und nach Definition gilt N/) = Z(J), wobei Z(J) in diesem Fall erzeugt wird von

Z]_ + 23 — 2,2 + Zé[l]) + _'_ Z([b271])’ Z + 24 _ 25 + Z&R + Z([l}) + + Z([bS 2]), ......
T N N I .} 1+z}mf+ n ;[bf 1)

Dabei haben wir die Koordinaten von Z” bzw. Z" entsprechend den Variablen aus VAR(RY)
bzw. VAR(RY') indiziert (dhnlich wie bei den Beispielen in den Abschnitten 5.2 und 5.3).

Aus dem Punkt-Diagramm konstruieren wir folgendermafien eine (1’ x r)-Matrix A mit Ein-
tragen aus {0,1}, welche die Abbildung ¢ induzieren soll.
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X Xeoooe

C1

dy

XXX X

Co

da

XX+ X X

XX...

Cp

XX+ X X

Dabei stehen die Zahlen ¢; und d; fiir die Anzahl der Punkte im jeweiligen Intervall. Mit-

tels dieser Zahlen konstruieren wir nun die Matrix A, wobei ~; := ]

1=

§; = Zgzl d; fir 7=1,...,q:

g e
B .2

%
ofler+1D

R

24

R
P42

2
zg E l)z
25

R
P63

R
25144

R
P2

(2D
Ty
C
25, 42

R
Zoq 143 L

R
Zéq,1+4 a

R
Bsa42 T

R
25,437

R
Yp+3

T2

w2

N
i~
=
+
S
=,

Tret2

z

(¢ fir yj=1,...,p und

&1

C2
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Dabei stehen die e genau fiir die Einsen. Die Zahlen ¢; und d; stehen fiir die Anzahl der
abgebildeten Késtchen im jeweiligen Intervall. (Unten, im Anschluss an diesen Beweis, ist ein
Beispiel angegeben.) Man sieht, dass mit dem verwendeten Schema zur Bezeichnung der Zeilen
bzw. Spalten die Zeilen genau den Variablen aus VAR(RY') und die Spalten genau den Va-
riablen aus VAR(R}) entsprechen. Weiter sicht man, dass jeder Zeilenvektor ein Element von
Z(I) und jeder Spaltenvektor ein Element von Z(J) ist. Daher induziert Z" >z + A-z € Z"
einen Gitterhomomorphismus ¢ : M — N Man betrachte nun die Untermatrix, die
durch Streichen der zu z{, 23,..., 25 ., gehorigen Zeilen sowie jeweiliges Streichen einer der
beiden Spalten zu einem in horizontaler Lage befindlichen Késtchen entsteht. Diese ist eine
quadratische Matrix mit Determinante 1 und — da die Anzahl der gestrichenen Zeilen offenbar
mit dem Rang von Z(J) iibereinstimmt — vom gleichen Rang wie N/). Daher folgt aus 4.2.7
die Surjektivitit von Z" — N) z s A.z. Da die in [Riel, Lemma 4] angegebene Formel
ST i —1) = Z;;;(aj —1) die Geichheit des Rangs von N/) mit dem Rang von N bzw.
MU impliziert, folgt dann die Bijektivitit von ¢. Die Gleichung ¢(S") = Ny N N) schlief-
lich ist gleichbedeutend dazu, dass fiir alle z € Z" gilt: A- 2z € Ng’ SWeND: z+yeN;.
Und dass diese Bedingung erfiillt ist, ist leicht anhand der Matrix A zu sehen. O]

Die Matrix A aus diesem Beweis zu dem obigen Beispiel (b, ...,bs) = (5,2, 2, 3,2) sieht so aus:

L) op | i | b | an | ok | R [ L@ e0] o | E | ] ) 8

P 1 1 1 1 1 1

(Ml q 1
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Zusammenfassung

Im Zentrum der vorliegenden Arbeit steht die Deformationstheorie zweidimensionaler zykli-
scher Quotientensingularititen. Das Hauptergebnis des ersten Teils der Arbeit ist eine explizite
Konstruktion der versellen Deformation mittels gewisser Wurzelbdume. Dies lauft auf den Be-
weis einer Vermutung von Brohme hinaus. Der zweite Teil behandelt die Monodromieiiberlage-
rung der versellen Deformation. Wie die Ausgangssingularitét selbst sind auch die Totalrdume
iiber den Komponenten des reduzierten Basisraums dieser Deformation — und allgemeiner die
Totalrdume {iber deren Durchschnitten — affine torische Varietiten und kénnen somit jeweils
durch einen polyedrischen Gitterkegel beschrieben werden. Es wird eine Konstruktion eines Sy-
stems solcher Kegel hergeleitet, welches auch die Durchschnitte einbezieht. AnschlieBend wird
die kombinatorische Struktur der Kegel dieses Systems beschrieben. Zuletzt wird eine gewisse
Dualitédt im Zusammenhang mit der Artinkomponente gezeigt.



