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Kapitel 1

Einleitung

Durch verschiedene dynamische und statische Vorgénge kann es in Fliissigkeiten
— insbesondere in Wasser — zur Bildung von Volumengebieten kommen, die mit
Gas oder Dampf oder einem Gemisch aus beidem gefiillt sind. Im Verhé&ltnis zu
der wesentlich dichteren Fliissigkeit erscheinen diese Gebiete als Hohlrdume; man
bezeichnet daher diese Erscheinung als Kavitation (lat. cavitas = Hohlraum).
Hinsichtlich der Entstehungsursache unterscheidet man verschiedene Arten von
Kavitation. In Lauterborn [24] wurde eine Einteilung in hydrodynamische, akus-
tische, optische und durch Elementarteilchen — etwa Protonen — verursachte Ka-
vitation vorgenommen. Eine Einfilhrung in das Gebiet der Kavitation und eine
Beschreibung der verschiedenen Kavitationsarten findet man in Young [50].

Hydrodynamische Kavitation entsteht bei der Umstréomung von Strukturen,
wie z. B. Unterwasserturbinen oder Schiffspropellern; die Abb. 1.1 zeigt einen ka-
vitierenden Schiffspropeller im Modellversuch. Innerhalb der hydrodynamischen
Kavitation kann wiederum zwischen sogenannter Dampf- und Pseudokavitation
unterschieden werden [20]. Dampfkavitation tritt ein, wenn — verursacht durch die
herrschenden Geschwindigkeitsschwankungen — der lokale Druck in der Stromung
unter den Dampfdruck der Fliissigkeit sinkt. Dagegen ist die Pseudokavitation be-
dingt durch in der Fliissigkeit enthaltene Keime von ungeloster Luft oder anderen
Gasen, die sich mit abnehmendem Druck aufweiten. Man bezeichnet daher in der
Fliissigkeit enthaltene Gasblasen auch als Kavitationskeime.

Die Kavitationserscheinungen bleiben nicht ohne Auswirkungen auf die un-
mittelbare Umgebung. Werden die Kavitédten durch die Stromung oder die Rota-
tion der Turbinen oder Propeller in Fliissigkeitsgebiete mit hohem lokalen Druck
transportiert, so kollabieren sie dort heftig. Beim Zusammenfall der Hohlrdume
kommt es infolge der starken Druckstofle zu erheblicher Schallabstrahlung und zu
Materialschiiden an den Stromungskorpern. Insbesondere bei Kavitationserschei-
nungen an Schiffspropellern kommt es zur allméhlichen Zerstérung des Propellers
und der Auflenhaut des Schiffes durch Erosion. Durch die starken Druckschwan-
kungen konnen Teile des Schiffes zudem in Schwingung geraten. Nicht zuletzt
fithrt Kavitation zu erheblichen Antriebsverlusten.
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Abb. 1.1: Kavitation an einem Schiffspropeller (HSVA).

Bei der Entwicklung und dem Design von Schiffspropellern, Turbinen und an-
deren Stromungskorpern versucht man nun, die Effekte der Kavitation moglichst
zu minimieren. Speziell zur Konstruktion geeigneter Schiffspropeller werden an
der Hamburgischen Schiffbau- Versuchsanstalt (HSVA) zunéchst Propeller im Mo-
dellmafistab hergestellt und in sogenannten Kavitationstunneln auf ihr Kavitati-
onsverhalten getestet [31]. Neben Mafistabseffekten miissen in diesen Modellver-
suchen insbesondere die natiirlichen Gegebenheiten beriicksichtigt werden. Ty-
pischerweise treten am Bug eines Schiffes Gemische von Wasser und Luftblasen
auf, die — wie oben bereits erwihnt — erheblichen Einflufl auf Stédrke und Ein-
satz der Kavitation nehmen. Zur reproduzierbaren Erzeugung der Kavitationser-
scheinungen ist es daher notwendig, Grofle und Konzentration der Luftblasen im
Kavitationstunnel kontrollieren zu kénnen.

Zur Bestimmung der Groflenverteilung der Blasen in einem Gemisch gibt es
verschiedene Moglichkeiten: Optische Verfahren sind sehr weit entwickelt, haben
aber den Nachteil, nicht zwischen festen und gasférmigen Partikeln unterschei-
den zu kénnen [40]. Dies macht es erforderlich, akustische Verfahren zu verwen-
den. Blasenhaltige Gemische weisen akustische Eigenschaften auf, die sich von
denen der reinen Fliissigkeiten unterscheiden. Die Anwesenheit kleiner Gasbla-
sen hat im wesentlichen zwei in Wechselwirkung stehende Auswirkungen: Zum
einen wird die Kompressibilitét der Fliissigkeit, und damit verbunden die Uber-
tragung von Schall, verdndert; zum anderen werden die Gasblasen durch das
Eintreffen von Schallwellen in geddmpfte gegenphasige Schwingungen versetzt.
Dadurch werden Teile der Schallenergie in Wéarmeenergie umgewandelt, was zu
einer Dampfung der eintreffenden Schallwellen fiihrt. Phasengeschwindigkeit und
Démpfung kénnen als die wesentlichen akustischen Merkmale eines Fliissigkeits-
Blasen-Gemisches angesehen werden [39].
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Abb. 1.2: Bestimmung der Gréfle und Konzentration von Gasblasen
aus Messungen der Phasengeschwindigkeit V' und der Dampfung A
von Schallwellen bei Ausbreitung durch ein Gemisch.

Die akustischen Charakteristika héngen nun ab von den physikalischen Eigen-
schaften des Gemisches, also von den Blasengréfien und dem Gasvolumenanteil.
Sie hidngen aber natiirlich auch von der Erregerfrequenz ab; insbesondere fangt
eine Gasblase dann an zu schwingen, wenn die Erregerfrequenz mit der Eigen-
frequenz der Blase iibereinstimmt. Man wird erwarten, dafl im Bereich der Ei-
genfrequenzen der im Gemisch anwesenden Blasen die Démpfung maximal wird,
wéhrend die Kompressibilitdt (und damit auch die Phasengeschwindigkeit) ihr
Minimum erreicht.

Die blasenhaltige Fliissigkeit wird durch die Dichteverteilung f der Blasen-
grofen beschrieben. Um den Zusammenhang zu der Phasengeschwindigkeit V'
und der Dampfung A herzustellen, benotigt man ein mathematisches Modell zur
Beschreibung der Ausbreitung von Schallwellen in Gemischen. Ist ein solches
Modell gegeben, so kénnen V und A fiir eine bekannte Verteilung f bestimmt
werden. Man bezeichnet diese Aufgabe als das direkte Problem. Umgekehrt kann
man nun versuchen, durch Messungen der akustischen Charakteristika V' und
A fiir verschiedene Frequenzen den Gemischparameter f zu bestimmen; diese
sogenannte Parameteridentifikation ist das zugehorige inverse Problem (siehe
Abb. 1.2). Wihrend fiir das direkte Problem Existenz, Eindeutigkeit und Sta-
bilitdt der Losung angenommen werden konnen, ist keine dieser Eigenschaften
fiir das zugehorige inverse Problem garantiert. Da Messungen aus einem Experi-
ment stets Fehlern unterliegen, hat die Stabilitat — also die stetige Abhéngigkeit
der Losung von Storungen der Daten — eine ganz besondere Bedeutung.

Zu Beginn des 20sten Jahrhunderts fithrte Hadamard [17] fiir Probleme, wel-
che die genannten Eigenschaften der Existenz, Eindeutigkeit und Stabilitiat der
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Losung besitzen, den Begriff des gut gestellten Problems ein. Er war der Ansicht,
dafl mathematische Probleme, die aus der Modellierung eines physikalischen Pro-
zesses resultieren, immer gut gestellt sein miissen. Heute weifl man, daf§ viele
interessante inverse Probleme auf mathematische Aufgaben fiihren, die schlecht
gestellt sind.

Das hier vorgestellte Problem der Bestimmung der Grolenverteilung von Gas-
blasen in Zweiphasengemischen ist ein Beispiel fiir ein schlecht gestelltes inverses
Problem. Die Modellierung der Ausbreitung von Schallwellen in blasenhaltigen
Fliissigkeiten fiihrt schlielich auf eine lineare Integralgleichung erster Art zur Be-
stimmung der gesuchten Verteilung f aus Messungen von V und A. Solche Inte-
gralgleichungen sind typische Vertreter linearer schlecht gestellter Probleme. Zur
Bestimmung einer stabilen Approximation der Losung gibt es zahlreiche Verfah-
ren, die als Regularisierung bezeichnet werden; man 16st dabei eine gut gestellte
Gleichung, welche die schlecht gestellte Gleichung in einem gewissen Sinne appro-
ximiert. Eines der bekanntesten Regularisierungsverfahren geht auf Tikhonov [45]
zuriick.

Bei der Durchfithrung praktischer Versuche stellt sich nun allerdings heraus,
dafl die Phasengeschwindigkeit — im Gegensatz zur Ddmpfung — nicht problemlos
bestimmt werden kann. Insbesondere im Bereich der Eigenfrequenzen, also in ei-
nem Bereich, der charakteristisch fiir die gesuchte Verteilung ist, kann V' nur mit
einer ungeniigenden Genauigkeit ermittelt werden. Es bedarf daher einer Glei-
chung, die es gestattet, die Verteilung f allein aus Messungen der Dampfung zu
bestimmen. Eine solche Gleichung 148t sich aus der oben erwéhnten Integralglei-
chung herleiten, aber diese ist nicht mehr linear. Bisherige Methoden zur Bestim-
mung von f verwenden deshalb eine lineare Idealisierung des Modells, d. h. die
nichtlinearen Effekte in dem Zusammenhang von f und A werden vernachléssigt,
und man 16st die entsprechende lineare Gleichung. Solche Linearisierungsmetho-
den liefern eine gute Approximation, sofern die Gaskonzentration im Gemisch
hinreichend klein ist — sie werden immer dann eingesetzt, wenn erwartet wird,
daB der Gasvolumenanteil im Bereich von 107 % oder kleiner liegt. Fiir Gemi-
sche mit einer hoheren Gaskonzentration ist es dagegen notwendig, die nichtli-
neare Gleichung in Betracht zu ziehen. Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es,
eine Methode zur numerischen Losung dieser nichtlinearen und schlecht gestellten
Gleichung zu entwickeln, so dal auch Verteilungen in einem dichteren Gemisch
bestimmt werden kénnen. Insbesondere mufl dafiir eine geeignete Regularisierung
der nichtlinearen Gleichung gefunden werden.

Die Arbeit gliedert sich im einzelnen wie folgt:
In Kapitel 2 wird das sogenannte van- Wijngaarden-Modell zur Beschreibung der
Ausbreitung von Schallwellen in blasenhaltigen Fliissigkeiten vorgestellt [47, 48].
Unter der Annahme einer nahezu inkompressiblen Fliissigkeit werden die Grund-
gleichungen des Modells zunéchst fiir Gemische mit nur einer Blasengrofie her-
geleitet und anschliefend auf allgemeine Gemische erweitert. Man erhélt eine



inhomogene Wellengleichung und eine nichtlineare Schwingungsgleichung zur Mo-
dellierung der Blasendynamik; dieses System von Gleichungen beschreibt den Zu-
sammenhang des Gemischdrucks und der Blasenradien. Fiir die Ausbreitung von
Druckwellen kleiner Amplitude werden diese Gleichungen linearisiert, und speziell
fiir sinusformige Druckwellen erhélt man schlieilich die sogenannte Dispersions-
relation; diese komplexe Gleichung ist eine lineare Integralgleichung erster Art
fiir die Verteilung f und stellt den gesuchten Zusammenhang zu der Phasenge-
schwindigkeit V' und der Dampfung A her. Sie wird spéter in Kapitel 4 dazu
verwendet, eine Gleichung fiir die Verteilung f und die Dédmpfung A herzuleiten,
in der die Phasengeschwindigkeit V' nicht mehr vorkommt, welche also zur prak-
tischen Bestimmung von f benutzt werden kann. Diese Gleichung gehért einer
speziellen Klasse nichtlinearer und schlecht gestellter Probleme an, fiir die im
anschliefenden Kapitel Regularisierungsverfahren untersucht werden.

Zahlreiche inverse Probleme fithren auf das Losen einer schlecht gestellten
Gleichung T'(f) = g mit einem linearen oder nichtlinearen Operator 7" und einer
aus Messungen bekannten rechten Seite g. Da stets Mefifehler zu beriicksichti-
gen sind, hat man fiir die praktische Berechnung von f nur eine Approximation
¢° der rechten Seite zur Verfiigung. Fiir diesen Fall — insbesondere wenn 7T li-
near ist — existieren bereits viele Regularisierungsverfahren. Fiir das vorliegende
Problem ist die Situation dagegen anders: Hier erhélt man eine Gleichung der
speziellen Form Lf = ¢(f) mit einem linearen Operator L und einem nichtli-
nearen Operator g. Dabei geht die aus Messungen bekannte Dampfung in den
Operator g ein, und man hat infolgedessen nur eine Approximation ¢° des Ope-
rators zur Verfiigung. Das Ziel im 3. Kapitel ist es nun, ein Regularisierungs-
verfahren fiir diesen Typ nichtlinearer Gleichungen zu konstruieren. Zunéchst
werden dazu basierend auf der Singuldrwertzerlegung linearer kompakter Opera-
toren Regularisierungsverfahren fiir lineare schlecht gestellte Probleme eingefiihrt.
Man erhélt die bereits genannte Tikhonov-Regularisierung als einen Spezialfall
dieser Verfahren [10, 12, 16, 23]. Fiir nichtlineare Probleme stehen diese spek-
traltheoretischen Methoden nicht mehr zur Verfiigung, aber die Charakterisie-
rung der Tikhonov-Regularisierung als Optimierungsaufgabe gestattet die direk-
te Ubertragung auf den nichtlinearen Fall [12, 16]. SchlieBlich wird gezeigt, daf
die Tikhonov-Regularisierung auf Gleichungen der Form Lf = ¢(f) angwendet
werden kann, sofern gewisse Voraussetzungen fiir die Operatoren L und g sowie
fiir die Stérungen von g erfiillt sind.

Das Kapitel 4 dient nun der Formulierung eines Verfahrens zur Bestimmung
von Blasengrofienverteilungen aus Messungen der Dampfung. Aus der in Kapitel 2
gewonnenen komplexen Dispersionsrelation wird die nichtlineare Gleichung fiir f
und A hergeleitet, welche von der bereits oben beschriebenen Form Lf = g(f)
ist. Zunéchst werden Methoden vorgestellt, welche die gesuchte Verteilung f aus
einer linearen Approximation dieser Gleichung bestimmen; insbesondere wird ei-
ne strenge Herleitung der dazu verwendeten linearen Gleichung gezeigt. Zur nu-
merischen Losung dieser linearen schlecht gestellten Gleichung existieren bereits
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zahlreiche Verfahren [4, 6, 9]. Ist der Gasanteil im Gemisch zu grof}, so liefert
die Linearisierung des Modells eine schlechte Approximation, und es mufl die
nichtlineare Gleichung geldst werden. Zunéchst wird gezeigt, dal die in Kapi-
tel 3 vorausgesetzten Eigenschaften der Operatoren L und g zur Anwendung der
Tikhonov-Regularisierung auf das nichtlineare Problem erfiillt sind. Es wird dann
ein numerisches Verfahren zur Losung formuliert und dieses zur Rekonstruktion
von Beispielverteilungen angewendet. Das Verfahren kann im ,schwach nicht-
linearen* Bereich — also fiir den Fall, daf§ die nichtlinearen Effekte zwar nicht
vernachléssigt, aber dennoch als klein vorausgesetzt werden konnen — angewen-
det werden. Die Beispielrechnungen wurden fiir einen Gasvolumenanteil 3 von
bis zu 0.01 % durchgefiihrt.

Im Anhang A sind einige Eigenschaften kompakter und vollstetiger Operato-
ren in Hilbertrdumen beigefiigt, die im Verlaufe dieser Arbeit benotigt werden;
insbesondere wird die Singuldrwertzerlegung linearer kompakter Operatoren be-
reitgestellt. Zudem enthélt der Anhang einen kurzen Abschnitt {iber die Theorie
der verallgemeinerten Inversen linearer Operatoren, welche im Zusammenhang
mit linearen schlecht gestellten Problemen von Bedeutung ist.

Ich mochte mich sehr herzlich bei Herrn Prof. Dr. Klaus Glashoff fiir die
Betreuung meiner Arbeit und bei Herrn Priv.-Doz. Dr. Ingenuin Gasser fiir die
Ubernahme des Zweitgutachtens sowie fiir die stindige Hilfsbereitschaft bei klei-
nen und groflen Problemen bedanken. Ferner méchte ich meinen Dank an Herrn
Dr. Ulrich Pollmann fiir die Bereitstellung zahlreicher Materialen ausdriicken.
Nicht zuletzt bedanke ich mich bei meinen Eltern Brigitte und Jiirgen Diekmann
sowie bei Inga Timmann fiir die Unterstiitzung wihrend der gesamten Promotion.



Kapitel 2

Schallausbreitung in
Zweiphasenmedien

2.1 Das van-Wijngaarden-Modell

Zur Beschreibung blasenhaltiger Fliissigkeiten existiert eine Vielzahl unterschied-
licher Modelle. Hier soll ein System nichtlinearer Gleichungen vorgestellt werden,
das von van Wijngaarden [47, 48] aufgrund physikalischer Uberlegungen vorge-
schlagen wurde. Es beschreibt den makroskopischen Zustand eines Gemisches mit
geringer Gaskonzentration durch gemittelte Gréfen. Man erhélt entsprechend ge-
mittelte Fluidgleichungen fiir das Gemisch; das System wird geschlossen durch
eine Gleichung, welche die Bewegung der einzelnen Blase beschreibt. Erst Mitte
der 80er Jahre wurde von Caflisch et al. [2] eine auf der sogenannten Homogeni-
sierungstheorie aufbauende Herleitung dieses Systems aus Gleichungen gegeben,
welche die mikroskopische Bewegung der Fliissigkeit und der Gasblasen model-
lieren. Im linearen Fall vereinfachen sich die Gleichungen von Caflisch et al. zu
denen von Carstensen und Foldy [3], welche bereits 1947 veroffentlicht wurden.

Héufig werden blasenhaltige Fliissigkeiten durch kinetische Modelle beschrie-
ben, welche auch die Modellierung von dichteren Gemischen ermoglichen; insbe-
sondere konnen Wechselwirkungen der Gasblasen sowie Zusammenschliisse und
Teilungen beriicksichtigt werden. Die kinetische Formulierung eignet sich zudem
zur numerischen Simulation von Zweiphasenstréomungen. Eine Einfithrung in die
kinetische Theorie fiir Zweiphasenstromungen findet man in Russo und Smereka
[35, 36] sowie Jabin und Perthame [21].

Es soll nun ein kurzer Uberblick iiber die Gleichungen von van Wijngaarden
gegeben werden. Der makroskopische Zustand des Gemisches wird durch die Dich-
te p(x,t), den Druck p(x,t) und das Geschwindigkeitsfeld u(x,¢) beschrieben. Es
gilt dann die iibliche Gleichung zur Erhaltung der Masse

pr + div(pu) =0 (2.1)

11
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und die Impulsgleichung
1
u; + (u, V)u = —=gradp. (2.2)
p

Bezeichne nun ((x,t) den Anteil des Gases im Gemisch pro Volumeneinheit und
R(x,t) den Blasenradius. Der Radius R ist eine kontinuierliche Variable, die den
Durchschnittsradius der Blasen in einer Umgebung des Punktes x zur Zeit ¢ > 0
angibt. Betrachtet man zunéchst nur Gemische, bei denen alle Blasen den gleichen
Gleichgewichtsradius a haben, so gilt

4
ﬁzgﬁ%. (2.3)
Dabei ist n(x,t) die Anzahl der Blasen pro Volumeneinheit. Sei nun py die Dich-
te der Fliissigkeit und p, die Dichte des Gases. Das Verhéltnis p,/py ist ver-
nachléssigbar klein fiir typische Werte von p; und p,; dann ergibt sich die Dichte
des Gemisches aus dem Produkt von p; und dem Fliissigkeitsanteil im Gemisch,
d. h. es gilt

p=pi(l—B). (2.4)

Setzt man (2.4) in die Kontinuitatsgleichung (2.1) ein, so erhélt man
1 1

[(ps)e + (0, V)ps] +diva = [3: + (u, V) 5].

Pf 1-p
Mit der konvektiven Ableitung
d 0
- =2 \V/
a o V)
kann diese Gleichung {ibersichtlicher geschrieben werden als
Lodpy . 1 dp
st ST | R 2.5
o dt YT T g w (2:5)
Die Impulsgleichung wird mit (2.4) zu
du
pr(l— 6)$ + gradp = 0. (2.6)

Eine mogliche Zustandsbeschreibung des Gases ist gegeben durch die Glei-
chung p,7p, = const. Der Polytropenexponent 7 liegt im Bereich zwischen 1
(isothermes Verhalten) bis hin zum Verhéltnis der spezifischen Wérme bei kon-
stantem Druck und konstantem Volumen (adiabates Verhalten). Bezeichnet m die
Masse einer Gasblase, so sind Dichte und Gleichgewichtsdichte des Gases gegeben
durch
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und die Zustandsgleichung kann mit dem Gleichgewichtsdruck py geschrieben
werden als

a\3Y
p=m (%) - (2.7)
Schliellich wird noch eine Gleichung benétigt, welche den Gemischdruck p und
den Blasenradius R in Beziehung setzt. Im einfachsten Fall — d. h. fiir inkompres-
sible Fliissigkeiten — dient dazu die Rayleigh-Plesset-Gleichung

3 1

RRtt + éR? = —(pb - p) (28)
P

(Plesset und Prosperetti [30]). Hier ist p, der Fliissigkeitsdruck an der Blasen-

wand; dieser steht mit dem Druck des Gases im Blaseninnern in der Beziehung

20 Rt
Po=po+ 5t

- (2.9)

Dabei ist o die Oberflachenspannung und p; die Viskositét der Fliissigkeit. Fiir
kompressible Fliissigkeiten wird das Schwingungsverhalten der Gasblasen durch
die Keller-Gleichung

Ry 3 RN , 1 R, Rd
1—= —(1-= = (1+=4+== — 2.1
( C)RR“+2( 3c>Rt pf( + . + o (pp — p) (2.10)

beschrieben (siche Keller [22] und Prosperetti [33, 34]). Hier ist ¢ die Schall-
geschwindigkeit in der reinen Fliissigkeit. Die Ableitungen in der Zeit miissen
zundchst als konvektive Ableitungen interpretiert werden. Fiir inkompressible
Fliissigkeiten, also ¢ — oo, geht die Keller-Gleichung in die Rayleigh-Plesset-
Gleichung iiber. Eine ausfiihrliche Beschreibung der blasendynamischen Vorginge
findet man z. B. in Isay [20, Kap. 11] und Leighton [25].

Die Gleichungen (2.5) bis (2.7) sowie (2.9) und (2.10) stellen die Grundglei-
chungen des van- Wigngaarden-Modells dar. Sie konnen weiter vereinfacht werden,
wenn der Gasvolumenanteil und die Geschwindigkeitsverdanderungen als klein vor-
ausgesetzt werden. Dann konnen die Konvektionsterme und die quadratischen
Terme in § sowie fu in den Gleichungen (2.5), (2.6) und (2.10) vernachléssigt
werden (siehe Commander und Prosperetti [8]), und man erhélt fiir die Konti-
nuitédts- und die Impulsgleichung des Modells

1 )
—(ps)e +divu = 3,
Py (2.11)

pru; + gradp = 0.

Nimmt man nun zudem an, daf§ die Fliissigkeit nahezu inkompressibel ist, so
kann mit der iiblichen akustischen Néherung dp;/0t durch ¢ ?p, ersetzt und
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anschlieBend p; und die Schallgeschwindigkeit ¢ der reinen Fliissigkeit als kon-
stant betrachtet werden. Eliminiert man das Geschwindigkeitsfeld u aus dem
System (2.11), so erhélt man die inhomogene Wellengleichung

1
C—tht — Ap=psPu- (2.12)

Sind keine Gasblasen in der Fliissigkeit enthalten, stimmt diese mit der iibli-
chen Wellengleichung iiberein. Die Gleichungen (2.7), (2.9) und (2.10) ergeben
zusammen

R, 3 R\
1- = S(1-F )R =
( C)RRMQ( 30)&

1 Rt RO a3 20 Rt
—(1l+—=4+—= —) ——= —4dpu;— —p|.
pf( * c +08t) {p()(R) R MR —P

Die inhomogene Wellengleichung (2.12) und die nichtlineare Schwingungsglei-
chung (2.13) bilden nun ein System von Gleichungen fiir den Druck p und den
Radius R; in der Gleichung (2.12) ist R implizit in dem durch (2.3) defnierten
Gasanteil 3 enthalten.

Das oben beschriebene Modell kann leicht auf Gemische erweitert werden,
die verschiedene Blasengrofien enthalten. Sei dazu f(x,t,a) die Dichteverteilung
der Gasblasen mit einem Gleichgewichtsradius a. Die Anzahl dn(x,t) der Blasen
pro Volumeneinheit mit einem Gleichgewichtsradius zwischen a und da ist dann
gegeben durch

(2.13)

dn = fda,
und man erhélt den Gasvolumenanteil 5 anstelle von (2.3) aus der Gleichung

8= 4—7T/ R3f da. (2.14)
3 Jo
Dabei ist R(x,t,a) der Radius einer Gasblase mit Gleichgewichtsradius a. Unter
den oben beschriebenen Annahmen an das Gemisch kann f zeitlich als konstant
angesehen werden (Commander und Prosperetti [8]). Die Gleichungen (2.12) und
(2.13) bleiben fiir das so definierte 3 unveréndert — man benétigt jedoch fiir jeden
Gleichgewichtsradius a eine separate Schwingungsgleichung (2.13).

2.2 Linearisierung und Skalierung

Zur Linearisierung der Gleichungen (2.12) und (2.13) wird die Annahme gemacht,
dafl der Radius R einer Gasblase nur wenig vom Gleichgewichtsradius a abweicht;
es sei also

R=qa(l+X)
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mit | X| < 1. Zudem werden auch die Ableitungen von X als klein gegeniiber 1
vorausgesetzt. Analog wird fiir den Druck p angenommen, dafl dieser nur wenig
vom Gleichgewichtsdruck der Fliissigkeit p,, abweicht. Nach Commander und
Prosperetti [8] stehen der Gleichgewichtsdruck des Gases und der Fliissigkeit in
der Relation

Po = Doo + 20/a.
Mit |P/ps| < 1 gelte dann
p=P+ P

Im folgenden werden nun sédmtliche Produkte von X mit sich und seinen Ab-
leitungen sowie Produkte der Ableitungen selber vernachlissigt; ebenso werden
Produkte von X und P/p,, vernachlissigt. Die Linearisierung um Ry = a ergibt
dann fiir den Gasvolumenanteil

_47r

=3

/Oo a*(1+3X)f da, (2.15)
0

und mit dem Ansatz fiir p folgt aus der Wellengleichung (2.12)

1 o0
—P;—AP= 47rpf/ a* Xy f da. (2.16)
0

2
Als linearisierte Keller-Gleichung erhélt man mit den oben beschriebenen Verein-
fachungen

1 2
G2Xtt = — {(—SVPO + _0) X +
Py a

3vpoa 20 dpra a
(—4uf— el +—)Xt— P, —P-2p).
C C & C

(2.17)

Zur Skalierung der Gleichungen (2.16) und (2.17) werden dimensionslose Va-
riablen eingefiihrt. Dazu werden zunéchst mit

v* =po/ps,  €=20/p
eine Referenzgeschwindigkeit bzw. eine Referenzldange und mit
e =uv/c, d=vug/o

zwei positive dimensionslose Parameter definiert. Die dimensionslosen Variablen
seien dann durch

a*=afl, x*=¢/lx, t"=v/lt, P*"=P/py
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gegeben, und die skalierte Dichteverteilung der Gasblasen werde definiert durch
fr(a®) = f*(a/t) = £*)* f(a).

Im folgenden werden allein diese Variablen benutzt — die Asterisken werden daher

fortan weggelassen. In den neuen Variablen hat die Wellengleichung (2.16) die

Form

Py —AP= 47r/ a* Xy f da; (2.18)
0

die skalierte Schwingungsgleichung ist mit der (dimensionslosen) Eigenfrequenz

1/ 1
Wo = —1/37 — —
a a

2e0 2 ) 1
(1 ; %) X 42 (‘” n —) Xo+ofX=—(PteaR). (219

gegeben durch

2

Nach Definition der dimensionslosen Parameter entspricht die fiir ¢ = 0 reduzierte
Schwingungsgleichung wieder dem inkompressiblen Fall und (2.19) ist die lineari-
sierte Rayleigh-Plesset-Gleichung in skalierter Form; die Annahme einer nahezu
inkompressiblen Fliissigkeit entspricht der Skalierungsannahme ¢ < 1. Dagegen
ist die Vernachléssigung der Viskositét der Fliissigkeit dquivalent zu 6 = 0.

2.3 Die Dispersionsrelation

Der durch die Gleichungen (2.18) und (2.19) beschriebene Zusammenhang von
P und X ist im allgemeinen eine Faltung. Zum Beispiel ist fiir den einfachsten
Fall e = 0 und 6 = 0 mit homogenen Anfangsbedingungen fiir X die Losung der
gewohnlichen Differentialgleichung (2.19) durch

X(x,t) =— o

/O sinfuwo(t — 1) P(x, 7) dr

gegeben. Aus (2.18) erhdlt man dann mit

m? = 47T/ af(a)da
0
die Integro-Differentialgleichung

t
Py — AP +m2P = m’w, / sinfuwo(t — 1) P(x,7) dr (2.20)
0
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zur Beschreibung der Ausbreitung von Druckstérungen P in einer blasenhaltigen
Fliissigkeit. Inhomogenitéten in den Anfangsbedingungen fiir X wiirden zu einem
inhomogenen Term in der Gleichung (2.20) fiihren. Eine entsprechende Gleichung
erhélt man, wenn man die volle Schwingungsgleichung (2.19) zugrunde legt, also
Déampfung beriicksichtigt; insbesondere treten dann zusétzlich Terme in (2.20)
auf, welche die Ableitung P; enthalten. Die Anwesenheit des Faltungskerns in der
Gleichung (2.20) bedeutet, dafl blasenhaltige Fliissigkeiten Medien mit ,, memory*
sind (Gavrilyuk [14]).

Im Falle sinusférmiger Druckwellen
P(x,t) = ellkx—wt) (2.21)

mit komplexer Wellenzahl k und Erregerfrequenz w vereinfacht sich der Zusam-
menhang von X und P. Man spricht dabei von dispersiven Wellen, falls die Glei-
chung (2.20) Losungen der Form (2.21) besitzt. Damit nun (2.21) eine Losung
von (2.20) sein kann, miissen kK und w in einer gewissen Beziehung

G(w,k) =0

zueinander stehen; man nennt diese Gleichung Dispersionsrelation. Man zeigt
leicht, dafl der Zusammenhang zwischen einer partiellen Differentialgleichung zur
Beschreibung dispersiver Wellen und der zugehorigen Dispersionsrelation um-
kehrbar eindeutig ist (siche Whitham [46]).

Es soll nun die Dispersionsrelation des vollen Problems gefunden werden. Dazu
wird — wie oben auch — zunéchst eine Losung der Schwingungsgleichung (2.19)
bestimmt. Fiir die spezielle Zwangserregung (2.21) macht man dazu den Ansatz

X(x,t,a) =Y (a)P(x,1).

Geht man mit diesem Ansatz in die Differentialgleichung (2.19) ein, so erhilt
man fiir die gesuchte Gréfle Y die Gleichung

[wQ + (1 — iewa) (QZ(ZW - w%)} Y = l(1 — lewa).
a

a?

Wegen der Skalierungsannahme ¢ < 1 ist es zweckméBig, diese Gleichung mit
(1 + iewa) zu multiplizieren und anschliefend alle Terme der Ordnung &2 zu
vernachléssigen; es folgt

2 o 1
—[wé—cﬁ—%(&;a—i—?)w}i/:?.

Mit der (dimensionslosen) Dampfung
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Abb. 2.1: Phasengeschwindigkeit und Dampfung fiir ein Gemisch
mit einer Blasengrofie und einem Gasvolumenanteil von 0.05 %.
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ist dann schlieflich

1
Y = - .
a?(wg — w? — 2ibw)
Setzt man nun X;; = —w?Y P in die Gleichung (2.18) ein, so erhélt man zunéchst

die Helmholtz-Gleichung
AP + <w2 — 47rw2/ a3y f da) P =0,
0

und wegen AP = —k?P ist dann die gesuchte Dispersionsrelation gegeben durch

o da
2_ 2(144 / af '
rTe ( e 0 wi—w?—2ibw

Im folgenden wird speziell die eindimensionale Ausbreitung von Druckwellen,
etwa in z-Richtung, betrachtet. Die Linearitét der Gleichungen (2.18) und (2.19)
hat es bisher erlaubt, die bequeme komplexe Form von (2.21) zu benutzen. Die
Dispersionsrelation bleibt erhalten, wenn man den Real- oder Imaginérteil von P
betrachtet. Mit der komplexen Wellenzahl

K,:%-i-iA

gilt dann fiir den Realteil
P(x,t) = e cos [w (% — t)] :

Die Grofle 8 = w(x/V —t) bezeichnet man als Phase. Die Geschwindigkeit mit
der sich die Phase 6 = const. fortbewegt ist nun gerade V', und man nennt daher
V' Phasengeschwindigkeit. Durch A wird dagegen eine Ddmpfung der Druckwelle
beschrieben. Die Dispersionsrelation lautet nun fiir den Fall eindimensionaler

Wellenausbreitung
1 A\? * af da
—+i— ) =1+4 . 2.22
(V—i_lw) * 7T/O wg — w? — 2ibw (222)

Sie liefert den gesuchten Zusammenhang der Blasengroflenverteilung f mit den
frequenzabhéingigen Grofien, der Phasengeschwindigkeit V' und der Dampfung A.
Sind sowohl V' als auch A fiir einen gewissen Frequenzbereich bekannt, so kann
(2.22) dazu benutzt werden, die Verteilung f zu bestimmen. Die Dispersionsrela-
tion (2.22) ist eine lineare Integralgleichung fiir f, insbesondere eine sogenannte
Fredholmsche Integralgleichung erster Art. Fiir eine diskrete Blasengrofienvertei-
lung mit den Radien ay, ... ,ay, also

fla) = Z”ﬁ(a — aj),
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Abb. 2.2: Phasengeschwindigkeit und Dampfung fiir ein Gemisch
mit zwei Blasengréfien und einem Gasvolumenanteil von 0.05 %.
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wird die Gleichung (2.22) zu

1 A\? N Amnia;
() 1ot gt

Vi  w wi(a;) — w? — 2ib(w, a;)w’

=1

Sind keine Blasen im Gemisch vorhanden, so erhélt man aus (2.22) sofort A =0
und V' =1, d. h. es erfolgt keine Ddmpfung der Schallwellen und deren Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit entspricht der Schallgeschwindigkeit in der reinen Fliissig-
keit (in dem skalierten System ist diese wegen (2.18) gerade 1). Schon fiir einen
sehr geringen Gasanteil im Gemisch &ndern sich aber die akustischen Eigenschaf-
ten drastisch. Die Abbildungen 2.1 bis 2.3 zeigen die Phasengeschwindigkeit V'
und die Dampfung A fiir Gemische mit verschiedenen Blasengréffenverteilungen,
welche jeweils einen Gleichgewichtsvolumenanteil des Gases von 0.05 % haben.
Die Gemischparameter sind dabei durch v = 1.4, ¢ = 0.007 und 6 = 0.1 gegeben,
die typische Werte fiir ein Wasser-Luftblasen-Gemisch darstellen. Die Abb. 2.1
zeigt V und A in Abhéngigkeit von der Frequenz w fiir ein monodispersives Ge-
misch, also ein Gemisch mit nur einer Blasengrofie a; = 250. Die Eigenfrequenz
dieser Gasblasen ist dem Modell nach gegeben durch wgy(a;) = 0.008. Fiir den Fall,
daB Erreger- und Eigenfrequenz iibereinstimmen, nimmt die Phasengeschwindig-
keit ihr Minimum und die Ddmpfung ihr Maximum an; fiir Frequenzen, die nur
gering grofler sind als die Eigenfrequenz der Blasen wéchst dagegen V' stark an.
Ferner entnimmt man der Abb. 2.1, dafl die Anwesenheit der Blasen die Pha-
sengeschwindigkeit von Schallwellen tiefer Frequenzen reduziert, aber nur wenig
Déampfung verursacht. Dagegen beobachtet man im Bereich hoher Frequenzen kei-
ne Anderung von V und ein miBiges Abklingen von A. Fiir Abb. 2.2 wurde ein
Gemisch mit zwei anwesenden Blasengréfien a; = 200 und as = 400 gewihlt; die
entsprechenden Volumenanteile sind gegeben durch ; = 0.0375% bzw. durch
B = 0.0125%. Fiir die zugehorigen Eigenfrequenzen gilt wy(a;) = 0.01 und
wo(ag) = 0.005. In den jeweiligen Frequenzbereichen findet man die gleichen Ef-
fekte, die bereits oben beschrieben wurden — je nach Anzahl der entsprechenden
Blasen im Gemisch mit unterschiedlicher Ausprigung. Schliellich sind V' und A
in Abb. 2.3 dargestellt fiir eine stetige Blasengréfienverteilung

fla) =C - exp [— (wﬂ (2.23)

Amin + Amax

mit einem minimalen Radius von ay;, = 200 und einem maximalen Radius von
amax = 300; die Konstante C' in der Gaufiverteilung f wurde so gewéhlt, dafy der
Gasvolumenanteil 0.05 % betriagt. Der Bereich der Eigenfrequenzen wy liegt hier
zwischen 0.007 und 0.01. Die skalierten Blasengrofien a in den drei Beispielen
entsprechen jeweils dimensionsbehafteten Variablen im pm-Bereich.

Ein Vergleich der theoretischen Voraussagen des van-Wijngaarden-Modells
mit experimentellen Daten ist in der Arbeit von Commander et al. [8] enthalten.



22

Schallausbreitung in Zweiphasenmedien

~
R
20 .
"U -
= 4
2
2 13
% 3
&n ]
= ]
L _
<
= |
A
0.1 5
AYYYY[ T T YYYYYW T T YYYYYW T
0.001 0.01 0.1
Frequenz w
0.1<
< 1073 2
o0 3
=) ]
£ =
2, 3
2 ]
8 1073
1077 =
AITI” T T T TTTT] T T T TTTT] T

0.001 0.01 0.1

Frequenz w

Abb. 2.3: Phasengeschwindigkeit und Dampfung fiir ein Gemisch
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Es wurde gezeigt, dal das Modell — zumindest fiir die Dampfung A — eine gu-
te Ubereinstimmung fiir Gemische mit einem Gasvolumenanteil von bis zu 1%
liefert. Fiir die Phasengeschwindigkeit V' konnten dagegen keine experimentellen
Untersuchungen fiir die Ausbreitung von Schallwellen im Bereich der Eigenfre-
quenzen durchgefithrt werden. Die untersuchten Gemische umfassen einen Radi-
enbereich der Gasblasen von ca. 5 um bis 3 mm und einen Gasanteil 5 von 0.001 %
bis 1 %.

Aus der komplexen Dispersionsrelation (2.22) wird im Kapitel 4 eine nichtli-
neare Gleichung fiir die gesuchte Verteilung f und die Dampfung A hergeleitet, in
der die Phasengeschwindigkeit V' nicht mehr vorkommt. Diese Gleichung eignet
sich dann zur praktischen Bestimmung von f. Insbesondere ist diese Gleichung
schlecht gestellt, und zur numerischen Behandlung bedarf es daher geeigneter
Methoden, die im folgenden Kapitel bereitgestellt werden.
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Kapitel 3

Schlecht gestellte Probleme

Hadamard [17] stellte drei Forderungen an Probleme der Mathematischen Physik:
ein Problem sollte losbar sein, die Losung sollte eindeutig sein und sie sollte
stetig von den Daten abhéngen. Die letzte Forderung wird dadurch motiviert, dafl
die Daten meist aus Messungen hervorgehen und dann Meffehlern unterliegen.
Man mochte also sicherstellen, daf§ kleine Fehler in den Daten nur kleine Fehler
in der Losung verursachen. Lange Zeit sind Probleme, die diesen Forderungen
nicht geniigen, vernachléssigt worden, weil diese zur Behandlung angewandter
Probleme fiir nicht relevant erachtet wurden. Heute weifl man, dafl zahlreiche
Anwendungen auf Probleme fithren, welche die oben gestellten Forderungen nicht
oder nur zum Teil erfiillen.

In diesem Kapitel werden Methoden zur Berechnung einer stabilen Approxi-
mation fiir lineare und nichtlineare Probleme vorgestellt. Solche Methoden wer-
den als Regularisierungsverfahren bezeichnet. Basierend auf der Singuldrwert-
zerlegung fiir kompakte lineare Operatoren wird die Tikhonov-Regularisierung
zunéchst fiir lineare Gleichungen entwickelt und spéter auf spezielle nichtlineare
Gleichungen {iibertragen. Diese Art nichtlinearer Gleichungen wird im n#chsten
Kapitel fiir das Problem auftreten, Blasengréfenverteilungen allein aus Messun-
gen der Dampfung zu bestimmen. Die Tikhonov-Regularisierung bildet dabei die
Grundlage fiir das numerische Verfahren.

3.1 Lineare schlecht gestellte Probleme

Seien X und Y normierte Rdume und A: X — Y ein linearer Operator. Fiir
g €Y ist ein f € X gesucht, welches die Gleichung

Af =g (3.1)

erfiillt. Nach Hadamard heifit diese Gleichung gut gestellt, falls A bijektiv und der
inverse Operator A™': Y — X stetig ist; anderenfalls heifit (3.1) schlecht gestellt.
Nach dieser Definition hat man drei Félle von schlecht gestellten Gleichungen zu

25
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unterscheiden: Ist A nicht surjektiv, so ist (3.1) nicht fiir alle g € Y 16sbar. Ist A
nicht injektiv, so ist (3.1) nicht fir alle ¢ € R(A) eindeutig 16sbar. Ist schlielich
A bijektiv, aber A~ nicht stetig, so hingt die Lésung f von (3.1) nicht stetig
von der rechten Seite ab. Man beachte, da§ die Eigenschaften von (3.1) nicht
nur vom Operator A, sondern auch von den Rdumen X und Y abhéngen. Man
kann nun versuchen, ein schlecht gestelltes Problem durch Andern der Normen in
ein gut gestelltes Problem zu iiberfithren. Jedoch sind die Normen im Losungs-
und Datenraum meist durch die Anwendung festgelegt, so dafl diese Moglichkeit
ausscheidet. Es sei bemerkt, daf3 die angegebenen Eigenschaften im allgemeinen
nicht unabhéngig voneinander sind. Ist z.B. A € £(X,Y") ein Operator, der den
Banachraum X bijetiv in den Banachraum Y abbildet, so gilt nach dem Satz der
stetigen Inversen A~! € L(V, X).

Das Konzept von Hadamard kann etwas abgeschwéicht werden, wenn man
unter einer Losung des linearen Problems (3.1) eine best-approximierende Losung
versteht:

Definition 3.1. Seien X und Y Hilbertrdume und A € L(X,Y). Dann heifst
die lineare Gleichung (3.1) gut gestellt, wenn die verallgemeinerte Inverse AT
beschrdnkt ist; anderenfalls heifit sie schlecht gestellt.

Im folgenden seien X und Y Hilbertraume. Der lineare Operator A: X — Y
sei kompakt und der Bildraum R(A) unendlichdimensional. Dann ist R(A) nach
Satz A.9 nicht abgeschlossen, und wegen Satz A.22 ist die verallgemeinerte Inverse
AT unbeschriinkt. Das Problem (3.1) ist also im Sinne der Definition 3.1 schlecht
gestellt.

Sei nun g € D(A"), dann besitzt die ungestorte Gleichung eine best-approxi-
mierende Losung. In den meisten Anwendungen ist aber anstelle von g nur eine
Niherung ¢’ € Y bekannt, welche mit § > 0 die Fehlerabschitzung

lg® —g|| <6

erfiillt. Dann braucht fiir ¢° keine best-approximierende Losung zu existieren,
und selbst wenn diese existiert, muf sie nicht nahe bei Afg liegen. Die Aufga-
be besteht nun in der Approximation der dicht definierten und unbeschriankten
verallgemeinerten Inversen A': D(A') — X durch einen beschriinkten linearen
Operator R: Y — X.

Definition 3.2. Fin Regularisierungsverfahren ist erkldrt durch eine Familie von
Operatoren R, € L(Y,X), a > 0, mit der Eigenschaft

lim Rag = Alg  VYgeDA. (3.2)
Der Parameter o heifit Regularisierungsparameter.

Fiir ein Regularisierungsverfahren konvergiert also die Folge der Operatoren
{R,} punktweise gegen die verallgemeinerte Inverse A. Aber:
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Satz 3.3. Fiir ein Regularisierungsverfahren sind die linearen Operatoren R,
nicht gleichmdfig beschrdnkt, und die Folge { Ry} ist nicht normkonvergent.

Beweis. Angenommen, es gibt eine Konstante C' mit || R, | < C fiir alle o > 0.
Dann folgt wegen R,g — A'g fiir alle g € D(AT), daB ||ATg|| < C|lg|, d.h. At
ist beschrinkt und damit R(A) abgeschlossen. Fiir den kompakten Operator A
steht dies aber im Widerspruch zu dimR(A) = oc.

Fiir die zweite Aussage nimmt man an, {R,} sei normkonvergent gegen Af.
Dann gibt es ein a > 0 fiir das | R, — AT|| < 1, und fiir alle g € D(A") gilt

IATg]| < [[Rag — Algll + [|Ragll < (1 +[|Ral)llgll-
Dann ist AT beschrénkt, und man erhilt denselben Widerspruch wie oben. [

Sei nun durch {R,} ein Regularisierungsverfahren fiir die Gleichung Af = g
gegeben. Durch

fi = Ra95

ist dann die Approximation der best-approximierenden Losung f = Afg be-
stimmt. Fiir den Fehler erhélt man

1fa = £Il < 6l Rall + | Rag — A'g]l. (3:3)

Man sieht an dieser Zerlegung, dafl der Fehler der Approximation aus zwei Teilen
besteht: Der erste Summand beschreibt den Einflul der fehlerhaften Daten. Der
zweite Summand ist auf den Fehler der Approximation von A" durch R, zuriick-
zufithren. Nach Satz 3.3 ist der erste Term nicht gleichméfig beschréankt, d. h. es
gilt ||Ry|| — oo fiir @ — 0. Andererseits gilt nach Definition eines Regularisie-
rungsverfahrens ||R.g — ATg|| — 0 fiir & — 0. Auf der einen Seite verlangt also
die Stabilitdt des Verfahrens einen groflen Parameter «, auf der anderen Seite er-
fordert die Genauigkeit der Approximation der verallgemeinerten Inversen einen
kleinen Parameter a. Jedes Regularisierungsverfahren bedarf also einer Metho-
de zur Bestimmung eines geeigneten Regularisierungsparameters. Eine optimale
Wahl soll die rechte Seite in (3.3) minimieren.

Ist 0 beliebig klein, so erwartet man von einer verniinftigen Parameterstrate-
gie, daf} die regularisierte Losung beliebig nahe an der exakten Losung liegt. Man
definiert daher:

Definition 3.4. Sei {R,} ein Regularisierungsverfahren und U C D(AT). Fine
Strategie zur Wahl des Regularisierungsparameters a = «(0) heif§t regular auf U,
wenn fiir alle g € U und alle g¢° € Y mit ||g° — g|| < § gilt

li 0 = Aly.
lim Raos)9 g
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Wie konnen nun Regularisierungsverfahren konstruiert werden? Um dieser
Frage nachzugehen, wird die verallgemeinerte Inverse des kompakten linearen
Operators A betrachtet. Bezeichnet {0, f., g} ein singuldres System von A, so
hat die verallgemeinerte Inverse A' nach Satz A.23 die Darstellung

o0

Alg=>" Ji(g, Gn) fr- (3.4)

n=1 "

Lost man nun anstelle von Af = g das gestorte Problem Af° = ¢°, so erhilt
man fiir ¢° := g + g, die gestérte Losung f° = f + §f,/0,. Da die singuliiren
Werte gegen Null gehen, kann der Quotient [|f° — f|/|l¢° — g|| = 1/0, beliebig
grofl werden. Der Einflufl des Datenfehlers wird also offensichtlich durch die Kon-
vergenzgeschwindigkeit der singuldren Werte bestimmt. Es liegt nun nahe, eine
schlecht gestellte Gleichung zu regularisieren, indem man den Einflufl des Faktors
1/o,, in der Darstellung (3.4) dampft oder filtert.

Satz 3.5. Sei q: (0,00) x (0,||Al]] = R eine beschrinkte Funktion, derart, daf
es fir jedes a > 0 eine positive Konstante c(«) gibt mit

[g(a, 0)] < c(a)o, 0 <o <Al (3.5)
und
lir%q(a,a) =1, 0<o<|A4]. (3.6)

Fiir jedes o > 0 definiert man einen linearen Operator R,:Y — X durch

=1
ZJ— 9(,00)(9, gn) fry g EY. (3.7)

Dann ist durch {R,} ein Regularisierungsverfahren erklirt, und es gilt
[Rall < efa). (3.8)

Beweis (siehe auch Kress [23]). Zunéchst gilt mit (3.5) und der Besselschen Un-
gleichung

) 1 )
IRagll® = > — —lale a)P1(g, 90)1” < (@)D 19 ga)* < [e(@)l|g]l?
n=1 " n=1

fiir alle g € Y, d. h. (3.8) ist erfiillt. Fiir g € D(AT) gilt

o

[Fag — AlglP = > 5 lala,0) — 19,90 (3.9

n=1
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Sei nun g # 0 und € > 0. Sei M eine Schranke von ¢, dann existiert ein N(¢) € N
mit

o0

1 9 €
> 19,92 < ST+ 1)

n=N+1 "
Wegen der Konvergenzeigenschaft (3.6) existiert ein ap(e) > 0 mit

3

1
—lala o) =1 < 50
o 2[|gl[?

fir allen=1,... ,N und 0 < o < p. Spaltet man die Reihe (3.9) auf, so folgt
mit der Besselschen Ungleichung

N
€ £
1Rag — Algl* < (9. 9a)I* +5 < ¢
2[|gl]? ; 2
fiir alle 0 < o < ap. Also gilt Rog — Alg fiir alle g € D(AT). [

Mit Satz 3.5 ist eine ganze Klasse von Regularisierungsverfahren erklart.
Durch geeignete Wahl der Funktion ¢ erhélt man z. B. die Landweber-Fridman-
Iteration (siche Groetsch [16], Engl et al. [11]), den sogenannten spectral cut-
off (Abschneiden zu kleiner singuldrer Werte, siche Kress [23]) und schliefllich
auch die Tikhonov-Regularisierung, die im néchsten Abschnitt eingehend be-
handelt wird. Iterative Verfahren zeichnen sich insbesondere dadurch aus, dafl
in jedem Schritt nur vergleichsweise einfache Operationen ausgefiihrt werden
miissen. Grofiter Nachteil der Landweber-Fridman-Iteration ist dagegen die lang-
same Konvergenz. Der spectral cut-off findet z. B. Anwendung in der Tomographie
oder der Bildverarbeitung. Fiir viele praktische Probleme ist diese Methode al-
lerdings ungeeignet, weil man explizit ein singulédres System berechnen kénnen
muf.

3.2 Tikhonov-Regularisierung

Nach Satz A.20 ist die best-approximierende Losung der linearen Gleichung (3.1)
das normkleinste Element f € X, das die Normalgleichung A*Af = A*g erfiillt;
natiirlich ist mit (3.1) auch die Normalgleichung schlecht gestellt. Bei der nach
A. N. Tikhonov [45] benannten Tikhonov-Regularisierung 16st man nun

A*Afo +afe = A'g (3.10)

fir a > 0. Man kann (3.10) als regularisierte Normalgleichung auffassen. Mit
Hilfe des Satzes 3.5 kann gezeigt werden, daf durch (3.10) tatsdchlich ein Regu-
larisierungsverfahren definiert wird:
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Satz 3.6. Fir jedes a > 0 ist der Operator A*A+ ol : X — X bijektiv und hat
eine beschrankte Inverse. Durch

Ry = (A"A+al) A"

st ein Regularisierungsverfahren erkldrt, und es gilt

1
R, £ —=.
IRl < 572

Beweis. Wegen o f||? < (A*Af+af, f) fiir alle f € X ist der Operator A*A+al
injektiv. Bezeichne @ die orthogonale Projektion von X auf N (A). Durch

)fn + Qf

1

wird ein beschrénkter linearer Operator 7: X — X definiert, und mit (A.8)
erhilt man

(A*A+a)Tf =T(A*A+al)f = f VfeX,

d.h.esist T = (A*A+al)~!. Die eindeutige Losung von (3.10) ist dann gegeben
durch

oo O_n
Ja=2_—"5(9.:92)fu (3.11)
n=1 n
Mit der Ddampfungsfunktion
2
o
Q(a70) T Oé+02

kann R, in die Form (3.7) gebracht werden. Die Funktion ¢ ist offensichtlich

beschrankt mit 0 < g(«,0) < 1 und geniigt der Bedingung (3.6). Aus der Unglei-

chung zwischen dem arithmetischen und geometrischen Mittel erhdlt man
a+o?

Vao < 5

Also erfiillt ¢ auch die Bedingung (3.5) mit ¢(a) = 1/24/a. Dann folgt die Be-
hauptung aus Satz 3.5. m

Aus Satz 3.6 und der Fehlerabschéitzung (3.3) erhélt man nun speziell fiir die
Tikhonov-Regularisierung

Ifa = f1 +[|Rag — Algll,

<52

und man kann folgende notwendige Bedingung fiir Regularitét formulieren:
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Satz 3.7. Eine Parameterstrategie a(0) fir die Tikhonov-Regularisierung ist re-
gulir auf D(AY), falls gilt & — 0 und 6*/a — 0 fiir 6 — 0.

Mit Hilfe der Singuldrwertzerlegung von A zeigt man
(A*A+al) TA* = A*(AA* + o).
Dann kann die eindeutige Losung von (3.10) auch bestimmt werden durch

AA*h, + ahy = g,

3.12
fo = A%hg. ( )
Insbesondere gilt fiir die Tikhonov-regularisierte Losung f, € R(A*).
Eine wichtige Charakterisierung der Tikhonov-Regularisierung liefert der fol-
gende Satz:

Satz 3.8. Fiir jedes o > 0 und jedes g € Y hat das Minimierungsproblem
Jo(f) = IIAf = g* + allf|? — min, fe€ X, (3.13)

genau eine Liosung f,. Diese ist durch die Gleichung (3.10) bestimmt und hingt
stetig von den Daten g ab. Man bezeichnet J, als das Tikhonov-Funktional.

Beweis. Sei f, Losung von (3.10). Fiir jedes f € X gilt

IAf = glI* + ol fI* = [ Afa — glI* + all fall®
+ 2Re<f - favA*(Afa - g) + afa) + HA(f - fa)”2 + a”f - faH2'

Dann ist die Bedingung (3.10) wegen A*(Af, — g) + af, = 0 notwendig und
hinreichend zur Minimierung des Tikhonov-Funktionals J,. Die Eindeutigkeit
und die stetige Abhéngigkeit der Losung f, von g folgt dann aus Satz 3.6. [

3.3 Morozovsches Diskrepanzprinzip

Um die Tikhonov-Regularisierung auf ein schlecht gestelltes Problem anwenden
zu konnen, benotigt man eine Strategie zur Bestimmung eines geeigneten Regu-
larisierungsparameters a. In Satz 3.7 wurde bereits die Regularitit einer ganzen
Klasse von Parameterstrategien gezeigt; z. B. erfiillt die Wahl «(0) = C'¢ mit einer
Konstanten C' > 0 die Bedingung aus Satz 3.7. Man bezeichnet solche Strategien
als a-priori Strategien, weil in die Wahl des Regularisierungsparameters nur der
Fehler § eingeht. Werden dagegen auch die Daten ¢° beriicksichtigt, so spricht
man von einer a-posteriori Wahl. Eine haufig verwendete a-posteriori Parameter-
strategie geht auf Morozov [26, 27] zuriick; sie beruht auf folgender Grundidee:
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Hat man fiir die Daten ¢° nur die Information ||¢g° —g|| < 8, so kann jedes Element
der Menge

Usr = {p € X : |Ap — ¢°|| < 76}

fiir einen festen Parameter 7 > 1 als gleichberechtigte Naherungslosung der Glei-
chung (3.1) angesehen werden. Da man die best-approximierende Losung sucht,
ist es naheliegend, in Us;, das Element kleinster Norm zu suchen. Man beach-
te, daB Us, abgeschlossen und konvex ist — es existiert also fiir Us, # () genau
ein Element f° kleinster Norm. Gilt ||¢°|| < 74, so folgt sofort f° = 0. Ist da-
gegen ¢°|| > 79, so muB f° am Rand von Us, liegen; dann ist f° Losung des
gleichungsrestringierten Optimierungsproblems

IFIl = inf{[le]l - [ A — ¢°|| = 76} (3.14)

Man kann die Folge unrestringierter Probleme (3.13) (mit g ersetzt durch ¢°) als
Penalty-Methode zur Losung von (3.14) auffassen. Der Parameter « ist dann so
zu bestimmen, daf fir die eindeutige Losung von (3.13) gilt

|AfS =g’ =76 (3.15)
Diese Strategie wird als Morozovsches Diskrepanzprinzip bezeichnet. Es gilt:

Satz 3.9. Sei g € R(A) und 7 > 1. Gilt ||¢° — g|| < & < ||¢°||/7, dann existiert
genau ein « > 0, so daf$ (3.15) erfillt ist.

Beweis. Sei P: Y — N(A*) = R(A)* die orthogonale Projektion. Mit (3.11)
und der Singuldrwertzerlegung von A* erhélt man

e 2
«
Fla) = 148 - =3 (o0 ) 1P+ 1P (319
n=1 n

Dann ist die durch (3.16) definierte Funktion F': (0,00) — R stetig und streng
monoton wachsend. Ferner gilt

Jlim F(e) = |Pg"]]* = |Pg" = Pyl* < llg” = glI* < (r0)”

und
lim F(a)=|¢°||* > (16)%
Dann folgt die Behauptung aus dem Zwischenwertsatz. Il

Das Diskrepanzprinzip ist also durchfithrbar, wenn das ungestérte Problem
losbar und das Verhéaltnis von Daten und Fehler durch eine Konstante 7 > 1
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nach unten beschrénkt ist. Die zweite Forderung bedeutet keine wesentliche Ein-
schrankung: Existiert eine solche Konstante nicht, erscheint es iiberhaupt wenig
sinnvoll, nach einer anderen als der trivialen Losung zu suchen.

Sei nun « > 0 die eindeutige Losung von (3.15), dann gilt mit (3.10)

1 . 70| A||?
6Pl — 70 = "Il IAF — o'l < 1420 = jaa(e’ - ap) < AL
also
i Al?
_ 3.17
= gl — 70 40

Diese obere Schranke fiir den Regularisierungsparameter wird im néchsten Ab-
schnitt niitzlich sein, wenn numerisch eine Losung der Gleichung (3.15) bestimmt
werden soll.

Um zeigen zu koénnen, dafl das Morozovsche Diskrepanzprinzip regulér ist,
wird folgendes Lemma benotigt (einen Beweis findet man z. B. in Yosida [49]):

Lemma 3.10. FEine Teilmenge U von X heifst schwach abgeschlossen, falls der
Grenzwert jeder schwach konvergenten Folge aus U wieder in U liegt. Fine abge-
schlossene und konvexe Teilmenge ist auch schwach abgeschlossen.

Satz 3.11. Es gelten die Voraussetzungen des Satzes 3.9. Dann ist das Diskre-
panzprinzip (3.15) reguldr auf R(A).

Beweis. Sei g € R(A) und bezeichne f2 die Losung von (3.10) fiir die gestorten
Daten ¢°. Dann ist zu zeigen

lim faw = Alg.

Sei nun {4, } eine beliebige Folge mit §,, — 0. Dann geniigt es zu zeigen, dafl eine
Teilfolge existiert — die hier zur Vereinfachung mit {0} bezeichnet wird —, fiir die

gilt fi’zak) — Alg.
Sei nun f = Afg. Aus Satz 3.8 folgt zunsichst fiir jedes § > 0
(70)* + a(8) fas 1> = Jaws) (fars)

< Jaw)(f)
=g = glI* + a @) fI
< (T0)* + a9l I,

d.h. es gilt ||f§(5)|| < ||fll- Nach Satz A.12 existiert dann zu jeder Folge d,, — 0

eine Teilfolge 6, — 0 und ein f € X mit fi’z‘m —~ f.
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Nach obigem Lemma ist A(A)* schwach abgeschlossen, und mit (3.12) gilt

fj’z(;k) e N(A)*. Dann gilt auch f € N'(A)*. Fiir die Bildfolge {Afi’z(sk)} folgt aus

1Afots,) = ol < IALs, = ™11+ llg™ = gll < (14 7)dk

einerseits A fi?m — g, wegen der Kompaktheit von A andererseits aber auch
A lezak) — A f . Dann ist also A f = g, und aus der Eigenschaft (A.12) der verall-
gemeinerten Inversen A folgt

f=ATAf=Alg= .

Damit ist die schwache Konvergenz fs’z ) f gezeigt, und es folgt mit Satz A.12

5 .. o
112501 < 111 < Timin [ £,

Dann gilt aber zunéchst || fc‘z’gék)H — || fII und schlieBlich auch fi’gék) — f. O

Es gilt nun folgende Aussage iiber die Konvergenzgeschwindigkeit:

Satz 3.12. FEs gelten die Voraussetzungen des Satzes 3.9 mit g € R(AA*). Dann
qilt fiir das Morozovsche Diskrepanzprinzip

126 — ATgll = O(V3s), & —0.

Beweis. Nach Voraussetzung existiert ein h € Y mit AA*h = g. Dann gilt mit
Gleichung (A.12)

f=Alg=ATAA*h = A*h.

Im Beweis von Satz 3.11 wurde bereits gezeigt Hfg(é) || < || f|l fiir alle § > 0. Dann
gilt
12 — FIP <2017 = 2(f25), f)
= 2(f - fi(&)a A*h)
=2(¢° — g, h) + 2(Af2(5) — g’ h)
< 2(1+ 7)Ao,

woraus die Behauptung folgt. O]
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3.4 Numerische Realisierung

Um ein schlecht gestelltes Problem numerisch 16sen zu kénnen, benotigt man
neben Regularisierungs- auch Diskretisierungsverfahren. Hinsichtlich der Reihen-
folge von Regularisierung und Diskretisierung gibt es verschiedene Moglichkeiten.
Es sei hier bemerkt, dafl oft die Diskretisierung selbst als Regularisierung inter-
pretiert werden kann. Zur Regularisierung mit Projektionsverfahren siehe z. B.
Natterer [28].

Fiir die Tikhonov-Regularisierung soll hier eine Kombination beider Verfahren
vorgestellt werden: Nach Satz 3.8 ist die regularisierte Losung f° der Gleichung
(3.1) gegeben durch die eindeutige Losung der Minimierungsaufgabe (3.13). Man
erhéilt ein endlichdimensionales Problem, wenn man das Tikhonov-Funktional
nur auf einem endlichdimensionalen Teilraum X,, C X minimiert. Man lost also
anstelle von (3.13) die Aufgabe

Jo(f) — min, f€ X,. (3.18)

Sei nun P, die orthogonale Projektion von X auf X,,. Dann wird durch A,, = AP,
ein kompakter Operator A, € L(X,Y") definiert, und es gilt:

Satz 3.13. Das Problem (3.18) besitzt die eindeutige Losung
= (ALA, +al) " Arg.

a,n

Beweis. Sei Jon(f) = [[Anf — &°|*> + || f||* das Tikhonov-Funktional fiir A,,.
Nach Satz 3.8 ist fin die eindeutige Losung der Aufgabe

Jan(f) = min, feX.
Wegen (3.12) ist zudem [, € R(A;) C X,. Dann gilt
Ja(fon) = Jan(fan) < Jan(f) = Jalf)  Vf € Xy,
woraus die Behauptung folgt. O
Die gesuchte Losung von (3.18) ist also die eindeutige Losung von
(AnAnfon ) +alfon )= (49" )  Vfe X

Sei nun ¢y,... ¢, eine Basis von X,,. Mit fin = &1p1 + - - -+ &y erhdlt man
das lineare Gleichungssystem

=1
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Setzt man
Xa = (gla-'- 7§n)Ta M = [(ASOzaA%)L
(3.19)
so kann man dieses Gleichungssystem auch kurz schreiben als
(M + aG)x, = b. (3.20)

Die Gramsche Matrix G ist symmetrisch und positiv definit; bei entprechender
Wahl der Basis von X,, ist G zudem eine Bandmatrix. Sei etwa X = L2[0, 1]
und z; = jh, j = 0,...,n, die dquidistante Partition des Intervalls [0, 1] mit
Schrittweite h = 1/n. Dann hat die Gramsche Matrix fiir lineare B-Splines die
tridiagonale Form

G=2"2 . (3.21)

Nun ist M symmetrisch und positiv semidefinit, und fiir @ > 0 ist schlieSlich
auch die Matrix M 4+ aG symmetrisch und positiv definit. Dann kann das lineare
Gleichungssystem (3.20) z. B. mit dem Cholesky-Verfahren gelost werden.

Der Regularisierungsparameter soll auch im diskreten Fall nach dem Moro-
zovschen Diskrepanzprinzip bestimmt werden, d. h. es soll die Gleichung

Fu(o) = |Anfan = 9°I? = (76)? (3.22)
gelost werden. Mit den Bezeichnungen von oben ist
Fn(Oé) - (96 - Anfg,nvg(s) - (A*(g(S - Anfg,n)v g,n)
= 9°I1* = (¢°, Anfon) — all £2.0l?
= [lg°[I* = b"x — ax] Gxa.

Sei nun u, = ‘2‘—;, dann gilt fiir die Ableitung

F!(a) = —b"u, — xLGx, — 20u’ Gx,.
Differenziert man (3.20) nach «, so erhélt man die Gleichung

(M + aG)u, = —Gx,, (3.23)
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aus der u, bestimmt werden kann. Wegen
b'u, = x.(M + aG)u, = —x.Gx,
vereinfacht sich schliellich die Ableitung von F;, zu
F!(a) = —2aulGx,. (3.24)

Der Regularisierungsparameter kann dann wie folgt mit der aus dem Newton-
Verfahren abgeleiteten Iteration bestimmt werden:

Satz 3.14. Sei g € R(A,) und 7 > 1. Fiir ||¢° — g|| < < ||¢°||/7 gibt es dann
genau ein a, > 0 mit F,(a,) = (76)2. Fiir jeden Startwert ay > v, konvergiert
die durch
OékFT/L(Oék)
& bl
aF! () + Fo(ay) — (16)2 F

Qpr1 = k=0,1,2,... (3.25)

definierte Folge monoton von oben gegen «,. Die Konvergenz ist quadratisch.

Beweis. Die Existenz und Eindeutigkeit von a,, > 0 folgt unmittelbar aus Satz 3.9
angewendet auf den diskreten Fall. Sei nun 3 = o~! und

H,(8) = Fa(B71).
Fiir die erste und zweite Ableitung von H,, gilt dann
H,(8) = =B7*F,(87),
Hy/(B) = B~ [2BF,(871) + F/(571)].
Mit (3.23) gilt nun
Fl/(a) =20ul(M+aG)u, >0  Va >0,

d.h. F}, ist streng monoton wachsend. Um die zweite Ableitung von H,, auszu-
rechnen, benétigt man F; mit v, = ;;‘2“ folgt aus (3.24)

F/(a) = —2ulGx, — 2a(vIGx, + ulGu,).
Durch Differenzieren erhélt man aus (3.23) die Gleichung
(M + aG)v, = —2Gu,,
und es gilt
207 F! (a) + F!'(a) = —6ulGx, — 2a(vIGx, + ulGu,)
= 6ul (M + aG)u, + 2a(vi(M + aG)u, — ulGu,)
= 6u’ (M + aG)u, — 6au’ Gu,

= 6u’ Mu,.
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Dann ist H)/(5) > 0 fiir alle § > 0. Die Newton-Iteration fiir die Gleichung
H,(B) = (16)? lautet

(76)* — Hu(Bx)
H(Be)

Fiir die streng monoton fallende und konvexe Funktion H,, konvergiert dann die
Folge {3} fiir jeden Startwert 5y < . monoton von unten und quadratisch gegen
B. (siehe z.B. Stoer et al. [41]). Die Iterationsvorschrift (3.25) erhdlt man, wenn
man (3.26) durch oy und F,, ausdriickt. O

k=0,1,2,... (3.26)

Brt1 = Br +

Sei nun M > 0 eine Konstante mit ||A|| < M, dann ist wegen (3.17)

TOM?

oy = ———=
19°[] — 76

ein geeigneter Startwert der Iteration (3.25), und man erhélt folgenden Modellal-
gorithmus zur Bestimmung einer Losung der schlecht gestellten Gleichung (3.1):
Algorithmus 3.15.
Wiahle 7 >1,e>0,n>1
Berechne b € R” und M, G € R™" geméf (3.19)
if (||¢°|| < 76) then x, := 0
else begin
o= o
repeat
Bestimme Cholesky-Zerlegung LLY = M + oG
Lose das Gleichungssystem LLYx, = b
d = Gx,
Lose das Gleichungssystem LLTu, = —d
F = |g°|* = (76)* — x4 (b + ad)

F':= —2auld
aF’
Ao = ———
TP F

a:=Aa-«a
until [(1 — Aa)al <e
end

g,n = §1801 + 4t gn@n
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3.5 Nichtlineare schlecht gestellte Probleme

Bisher wurden Regularisierungsverfahren nur fiir lineare Probleme A f = ¢g mit ei-
nem kompakten Operator A € £(X,Y) mit Hilfe der Spektraltheorie entwickelt.
Fiir nichtlineare Operatoren stehen diese Mittel nicht mehr zur Verfiigung, aber
die Charakterisierung der Tikhonov-Regularisierung in Satz 3.8 gestattet eine
direkte Ubertragung auf den Fall eines nichtlinearen Operators T: X — Y Ist
die Gleichung T'(f) = g schlecht gestellt, d.h. héingen die Losungen nicht stetig
von den Daten ab, und hat man nur gestérte Daten ¢° mit ||¢° — g|| < 6 zur
Verfiigung, so 16st man anstelle der besagten Gleichung das nichtlineare Mini-
mierungsproblem

IT(f) = &I + el fI* — min, feX. (3.27)

Dabei ist o > 0 wieder der Regularisierungsparameter, der in Abhéngigkeit vom
Datenfehler 6 bestimmt werden mufl. In Engl et al. [11] konnte fiir den Fall eines
stetigen und schwach abgeschlossenen Operators 1" die Existenz einer Losung der
Aufgabe (3.27) und — in einem gewissen Sinne — auch die stetige Abhéngigkeit
der Losung von den Daten nachgewiesen werden. Dabei heifit T: X — Y schwach
abgeschlossen, falls der Graph

g(T) = {1, T} : feX}

schwach abgeschlossen im Produktraum X x Y ist (vgl. Lemma 3.10); zum Bei-
spiel ist jeder verstérkt stetige Operator schwach abgeschlossen (siehe Anhang A).
Das Problem (3.27) ist also gut gestellt. Ferner kann auch die Konvergenzeigen-
schaft gezeigt werden: Ist {«,} eine beliebige Folge mit «,, — 0 und {f,} eine
zugehorige Losungsfolge von (3.27) bei exakten Daten g, so gibt es eine Teilfolge
{fn,}, die gegen eine Losung kleinster Norm der Gleichung T'(f) = g konver-
giert, sofern ein solche existiert. Die aufgezdhlten Resultate sind das Analogon
zu Satz 3.8 und rechtfertigen erst die Bezeichnung Regularisierungsverfahren fiir
(3.27). Sie konnen auch auf den allgemeineren Fall {ibertragen werden, daf die
Gleichung T'(f) = g nur im least-squares Sinne losbar ist [1]. Es sei ferner be-
merkt, dafl anstelle von «f| f||? auch der allgemeinere Penaltyterm «|| f — fo||* mit
einem fy € X in (3.27) verwendet werden kann. Anders als im linearen Fall hat
fo = 0 hier keine spezielle Bedeutung, und man kann f, dazu verwenden, a-priori
Informationen in die Losung einflieflen zu lassen.

Die Behandlung geeigneter Parameterstrategien — wie etwa des Analogons
zum Morozovschen Diskrepanzprinzip fiir lineare Probleme — und deren Kon-
vergenzraten sind z.B. in den Arbeiten von Engl et al. [12], Scherzer [37] und
Scherzer et al. [38] enthalten. Es stellt sich heraus, dal man im wesentlichen fiir
die Regularitéit von Parameterstrategien die gleichen Bedingungen wie im linea-
ren Fall erhélt (vgl. Satz 3.7).
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Seien nun X und Y Hilbertrdume und A € £(X,Y) ein kompakter Operator.
Es sollen nun die Regularisierungseigenschaften der Tikhonov-Regularisierung fiir
spezielle Gleichungen der Form

Af =g(f) (3.28)

nachgewiesen werden. Hier ist g: X — Y ein stetiger und schwach abgeschlosse-
ner nichtlinearer Operator, fiir den nur eine Approximation ¢°: X — Y (eben-
falls stetig und schwach abgeschlossen) zur Verfiigung steht. Man kann die Glei-
chung (3.28) als eine Verallgemeinerung der linearen Gleichung (3.1) verstehen,
bei der die rechte Seite g nicht konstant ist, sondern von f abhéngt. Natiirlich
kann man (3.28) auch mit dem nichtlinearen Operator ' = A — ¢ in die Form
T(f) = 0 bringen; aber im Gegensatz zu den anfangs erlduterten nichtlinearen
Gleichungen, hat man hier keine Stérungen der Daten, sondern Stérungen des
Operators zu betrachten.

Gesucht ist nun eine Minimum-Norm-Losung der Gleichung (3.28), also ein
Element f € X mit

/[l = min{{[]| - Ap = g(p)}.

Die Gleichung (3.28) wird als schlecht gestellt bezeichnet, wenn die Losungen
nicht stetig von Storungen des Operators g abhéngen.

3.6 Tikhonov-Regularisierung fiir nichtlineare
Probleme

Im folgenden wird angenommen, dafi die Gleichung (3.28) fiir den exakten Ope-
rator g eine Minimum-Norm-Losung besitzt. Ist die Gleichung (3.28) schlecht
gestellt, so muf} diese regularisiert werden. Fiir a > 0 kann man dann wieder im
Hinblick auf Satz 3.8 versuchen, anstelle der Gleichung (3.28) das nichtlineare
Minimierungsproblem

IAf = (DI? + all fII? — min, feX, (3.29)
zu 16sen. Unter den gegebenen Voraussetzungen fiir A und ¢° gilt:

Satz 3.16. Fir jedes o > 0 hat die Minimierungsaufgabe (3.29) eine (nicht
notwendig eindeutige) Lisung.

Fiir den Beweis wird folgendes Lemma benotigt:

Lemma 3.17. Sev H ein Hilbertraum und S C H schwach abgeschlossen. Dann
existiert fiir jedes h € H ein s* € S mit

Is* = bl = inf [ls — .
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Beweis. Ohne Einschrankung sei h = 0. Bezeichne a = inf{||s|| : s € S} und sei
{sn} eine Folge aus S mit ||s,|| — a. Dann gibt es eine Teilfolge {s,,} und ein
s* € S mit s,, — s*, und es gilt ||s*|| < liminf [|s,,|| = a. Also ist ||s*|| =a. O

Beweis (Satz 3.16). Zunéchst ist der kompakte Operator A wegen (A.3) schwach
stetig, also auch schwach abgeschlossen. Dann ist nach Voraussetzung auch der
nichtlineare Operator T = A — ¢° schwach abgeschlossen. Sei nun H = X x Y
der Produkt-Hilbertraum versehen mit dem Skalarprodukt

{fi, 91} {f2, 921)a = alfi, f2) + (91, 92)-

Dann ist der Graph G(T') C H schwach abgeschlossen in H, und nach Lemma 3.17
existiert ein {f*, ¢*} € G(T') mit

I{f*, 9" Hla = inf{[[{f, g}la : {f, 9} € G(T)}.
Es gilt also

TN+l 117 = TG < ILETAHOME = 1T +al £
fir alle f € X, d.h. f* ist eine Losung von (3.29). O

Fiir festes > 0 soll nun die Stabilitét des Problems (3.29), also die stetige
Abhéngigkeit der Losungen von Storungen in g untersucht werden. Sei dazu {g, }
eine Folge stetiger und schwach abgeschlossener Operatoren g,,: X — Y, die mit
einer Folge 0,, — 0 und einer Abbildung ¢: X — (0,00) die Approximationsei-
genschaft

lgn(f) —g(NIl < dne(f)  VfeX (3.30)
erfiillt. Ferner sei die Folge {g,} schwach d-abgeschlossen, d.h. es gelte
fo= T @lfn) =h = g(f)=h (3.31)

Bemerkung 3.18. Die Eigenschaften (3.30) und (3.31) sind Bedingungen an die
Konvergenz von {g,} gegen g. Zunéchst erhélt man aus (3.30) die punktweise
Konvergenz; gilt ¢(f) = ||g(f)|l, so beschreibt §,, den relativen Fehler von g,. Die
schwache d-Abgeschlossenheit (3.31) ist eine Bedingung an die GleichméBigkeit
der Konvergenzgeschwindigkeit. Ist z. B. g verstirkt stetig und ¢ auf jeder be-
schrinkten Teilmenge von X beschriankt, so folgt (3.31) bereits aus (3.30): Denn
sei {f,} eine Folge mit f,, — f, so gilt g(f,) — ¢(f) und es existiert ein M > 0
mit ¢(f,) < M fiir alle n € N. Aus der Ungleichung

19n(fr) = 9 < 0nd(fr) + lg(fn) — g(f)]]

folgt schlieBlich g,(f.) — ¢(f), also auch (3.31). Die Beschrianktheit von ¢ be-
deutet gleichméfBige Konvergenz von {g,} auf jeder beschrinkten Menge.
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Satz 3.19. Sei o > 0 fest und {g,} eine Operatorfolge, welche die Figenschaften
(3.30) und (3.31) erfillt. Dann enthdlt jede Folge { f.} zugehdriger Lisungen von
(3.29) eine Teilfolge, die gegen eine Lisung von (3.29) fir exaktes g konvergiert.

Beweis. Zur Abkiirzung sei T,, = A — g, und T'= A — g. Nach Definition der f,
gilt

1T (f)I? + el full® S NTL(HIF +allfII* - Ve X. (3.32)

Wegen (3.30) konvergiert die Folge {T,,(f)} fiir jedes f € X. Aus (3.32) erhilt
man damit, da die Folgen {f,} und {7,,(f,)} beschrinkt sind, also konvergente
Teilfolgen enthalten. Wegen der Eigenschaft (3.31) kann man dann eine Teilfolge
{fn,} auswihlen mit

foy = f5 0 Tay(fay) = T(f).
Dann gilt
1£7]] < Timin || £, | (3.33)
IT(F)) < timint | T, (fa,)]] (3.34)
und mit (3.32) erhilt man
1T+ all f417 < Timinf ([T, (fo,)I* + all fa,1%)
< limsup (|| T, (fu,)|I* + all £ |I°)
< limsup (| T, ()1 + all f]°) (3.35)
= lim (|7, (DI + ol £I)

= IT(HI” + allFII*

fir alle f € X, d.h. f* ist eine Losung des ungestorten Problems (3.29). Aus
(3.35) folgt zudem

Him (1T, (fa) 1P+ allfos [IF) = IT GO + all £ (3.36)
Angenommen, es gilt nun || £, || 7 | f*||. Dann folgt
LFIF < timinf [ fo || < limsup [ fo || = ¢,

und es existiert eine Teilfolge von {f,,}, die hier mit {f,, } bezeichnet werden
soll, mit [ f,,, || = ¢. Mit (3.36) und o > 0 erhélt man dann

kh_{go ||Tnk(fnk)||2 = kh—>r20 (HTM(fnk)HQ + O‘ankHQ) - Oékh—{{.lo ||fnk||2
= |7+ alllF* =)
<IN
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Dies ist aber ein Widerspruch zu der Ungleichung (3.34), und es muf starke
Konvergenz f,;, — f* gelten. O]

Nachdem Existenz und Stabilitét von Losungen des Problems (3.29) fiir festes
a > 0 mit den Satzen 3.16 und 3.19 geklart wurden, soll nun die Konvergenz von
(3.29), also das Verhalten der Losungen fiir & — 0 untersucht werden:

Satz 3.20. Sei f* eine Minimum-Norm-Lisung der ungestorten Gleichung (3.28)
und a(d) eine Parameterstrategie mit o — 0 und §?/a — 0 fiir 6 — 0. Fiir die
Folge der nichtlinearen Operatoren {g,} gelten die gleichen Voraussetzungen wie
in Satz 3.19. Sei nun o, = «(d,) und bezeichne {f,} eine Lisungsfolge der
Aufgaben

JAf — g (> + anl| fII* — min, fe€ X.

Dann gibt es eine konvergente Teilfolge { f,,}, und der Grenzwert jeder konver-
genten Teilfolge ist eine Minimum-Norm-Ldsung von (3.28).

Beweis. Zur Abkiirzung sei T,, = A — g, und T'= A — g. Nach Definition der f,
und mit der Eigenschaft (3.30) der Operatoren g, gilt

T (f)IP + anll full® < NTu(fI + anll 7]
= 1T.(f") = T(f)I* + anll £
= llgn(f*) = g(f I + cnll £

< Salo(f))* + ol £11%

Wegen «,, > 0 folgt zunéchst

T (£ I* < 0R[0 (£ + cunll £,
O

a_n[¢(f*)]2 +ILF17,

1£all* <

und mit o, — 0 und 62 /cv, — 0 erhilt man weiter

Tim T (f) =0, (3.37)
lim sup [| £, | < [1£°]. (3.38)

Dann ist {f,} beschrinkt und enthilt eine Teilfolge, die gegen ein f € X schwach
konvergiert. Man kann dann wegen (3.31) eine Teilfolge {f,,} derart auswéhlen,
daB gilt

fog = o Ty (fay) = T(f)-
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Wegen (3.37) ist dann T(f) = 0, d.h. f ist eine Losung der Gleichung (3.28).
Ferner gilt mit (3.38)

IFI] < liminf || fo, || < limsup || £, | < [[£7]]-

Nun ist aber f* Minimum-Norm-Losung von (3.28), und daher ist auch f eine
Minimum-Norm-Losung. Insbesondere gilt dann || f]| = || f*||, und man erhélt

limsup || fu, — fII* < limsup (|| £, [I* + [ FII* = 2Re(fn,, )
< IFIP+ I = 211 = 0.

Also gilt f,, — f. O

Im Sinne der oben bewiesenen Sétze {ibertragen sich also die Eigenschaften der
Tikhonov-Regularisierung aus Satz 3.8 auf den Fall einer nichtkonstanten rechten
Seite g, sofern die Konvergenzeigenschaften (3.30) und (3.31) fiir die gestorten
Operatoren g, erfiillt sind. Zur Bestimmung einer stabilen Approximation ei-
ner Minimum-Norm-Losung von (3.28) kann dann die Tikhonov-Regularisierung
verwendet werden.



Kapitel 4

Bestimmung von
Blasengroflenverteilungen

4.1 Herleitung der nichtlinearen Gleichung

Das Kapitel 2 diente der Herleitung der Dispersionsrelation (2.22) fiir eine bla-
senhaltige Fliissigkeit mit geringem Gasvolumenanteil. Sie beschreibt den Zusam-
menhang der Blasengréflenverteilung f mit der Phasengeschwindigkeit V' und
der Dampfung A von ebenen harmonischen Schallwellen bei Ausbreitung durch
das Gemisch; wegen der gemachten Linearisierungsannahmen beschrénkt sich der
Giiltigkeitsbereich auf die Ausbreitung von Schallwellen kleiner Amplitude. Wie
in Kapitel 2 bezeichne wy die Eigenfrequenz und b die frequenzabhéngige Damp-
fung einer Gasblase mit Gleichgewichtsradius a. Mit dem stetigen und komplex-
wertigen Kern

4rra

k =
(w,a) wd — w? — 2ibw

und den kompakten reellen Intervallen J = [@min, Gmax] Und = [Winin, Wmax) kann
die Gleichung (2.22) nun geschrieben werden als

2
1+/k(w,a)f(a) da = (l—i-zé) , we. (4.1)
J V  w
Dabei bezeichne a,;, den kleinsten und a,.x den grofften Blasenradius im Ge-
misch; das Intervall {2 enthalte alle Eigenfrequenzen wy fiir a € J.

Sind V und A durch Messung aus einem Experiment bekannt, so kann die
gesuchte Verteilung f aus der linearen Integralgleichung (4.1) bestimmt wer-
den. Nach Satz A.3 ist der zugehorige lineare Integraloperator von L?(J) nach
L?(Q2) kompakt und der Bildraum nach den Sitzen A.9 und A.10 nicht abge-
schlossen. Dann ist die verallgemeinerte Inverse nach Satz A.22 unbeschriankt
und schliefllich die Fredholmsche Integralgleichung erster Art (4.1) ein lineares

45
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Vv A
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Abb. 4.1: Phasengeschwindigkeit und Dampfung, wie sie durch Gleichung (4.1)
definiert sind, und deren N#herungen (hell) bei Ersetzung von k& durch k.

schlecht gestelltes Problem. Zur Bestimmung einer numerischen Losung der Glei-
chung (4.1) kann man die in Kapitel 3 entwickelten Methoden heranziehen, sofern
eine Abschitzung des MeBfehlers bekannt ist.

Abgesehen von den Schwierigkeiten, auf die man ohnehin trifft, wenn man
eine Losung eines schlecht gestellten Problems bestimmen will, kommt hier noch
ein weiteres Problem hinzu: Im Gegensatz zur Dampfung A kann die Phasen-
geschwindigkeit V' insbesondere im Bereich der Eigenfrequenzen der anwesenden
Blasen nicht mit einer akzeptablen Genauigkeit gemessen werden; die Funktion
V' in der rechten Seite der Gleichung (4.1) ist also praktisch nicht bekannt.

Eine Moglichkeit, dieses Problem zu beheben, liefert die Uberlegung, dafi V
und A nicht unabhéngig voneinander sind und die Kenntnis von A bereits aus-

reicht, um V zu bestimmen. Um dieser Uberlegung nachzugehen, soll voriiberge-
hend der Kern & in (4.1) durch den Kern

4ra

k =
o(w,a) wi — w? — 2ibyw
ersetzt werden, welcher sich nur durch den Dampfungsterm b, von k£ unterschei-
det. Dabei sei by definiert durch
~2
ewa 9 .
bo(a) = 5 + i b(@,a)
mit einem festen w > 0 aus dem Bereich der Eigenfrequenzen der Gasblasen. Die
so definierten Néherungen fiir V und A liefern eine gute Approximation, falls &
hinreichend klein ist (vgl. Abb. 4.1).
Sei nun a € J fest. Im folgenden werden auch komplexe w zugelassen, dann
besitzt die rationale Funktion ko(-,a) genau zwei isolierte Singularitéten

j:\/wg — b% —’ibo,
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Abb. 4.2: Integrationsweg I'.

welche beide fiir hinreichend kleines by in der unteren Halbebene der komplexen
Ebene C liegen. Also ist ko(-,a) eine auf der ganzen oberen Halbebene und der
reellen Achse analytische Funktion. Gleiches gilt auch fir ky(n,a)/(n — w) mit
Ausnahme des Punktes w € R. Aus dem Satz von Cauchy [18] folgt dann fiir den
in Abb. 4.2 dargestellten geschlossenen Integrationsweg I'

k
]{ kolma) 40— (4.2)
r n—w
Bezeichne nun x(r, 0) den grofen Halbkreis um den Nullpunkt mit Radius r und
k(v,w) den kleinen Halbkreis um w mit Radius v. Fiir r — oo verschwindet der
Anteil des Integrals entlang des Halbkreises x(r,0), und aus (4.2) folgt

w=v L. % L. k
/ 0(1,a) dn+/ o(m.9) 4 _ _]§ o(n.4)
—o0 n—w wtr N—W k(rw) TT—W

Setzt man fiir (v, w) eine Parametrisierung ein und 1aft auf beiden Seiten v — 0
gehen, so erhélt man schliellich das Hauptwertintegral

P.V. /00 Fo(, @) dn = miko(w, a). (4.3)

o N—Ww

Nun hat der Kern die Eigenschaft ko(—w,a) = ko(w, a) fiir alle w > 0, d.h. der
Realteil ist eine gerade Funktion und der Imaginérteil eine ungerade Funktion
der Frequenz. Man kann diese Eigenschaft dazu benutzen, die Gleichung (4.3) so
umzuschreiben, dafl nur iiber positive Frequenzen integriert wird, und man erhélt

* nlmko(n,a)

2
Re ko(w, a) = ;P.V./O p— dn,
2 *“ Rek
I kolw,a) = — 22 p.y. [~ Reklma),
T R
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Ist also der Realteil von kg fiir alle Frequenzen w > 0 bekannt, so kann man aus
ihm den Imaginérteil schon vollsténdig ermitteln (und umgekehrt). Beriicksichtigt
man, dafl die Verteilung f reell ist, so ist die komplexe Dispersionsrelation (4.1)
dquivalent zu dem System reeller Gleichungen

1 A?
“VE T

1+ /JRe k(w,a)f(a)da

(4.4)
2A
/JIm k(w,a)f(a)da = A

Setzt man nun die gefundenen Darstellungen fiir den Real- und Imaginérteil von
ko in (4.4) ein, so erhélt man ein System nichtlinearer Integralgleichungen fiir A

und V
4 < A(p) 1 A2
1+—P.V. dn = — — —
T lémtwww” vz

2w /°° 1/V(n)* — A(n)*/n? iy = 24

——P. V. —.
7% — w? wV

Man bezeichnet diese gekoppelten Gleichungen als Kramers-Kronig-Relationen
(siehe Pippard [29]). Ist die Dampfung A fiir alle Frequenzen w > 0 bekannt, so
konnen die Kramers-Kronig-Relationen dazu verwendet werden, die unbekann-
te Phasengeschwindigkeit V' zu bestimmen. Ein Nadherungsverfahren wurde von
Temkin [44] vorgeschlagen: Ist die bekannte Dampfung sehr klein, so sind auch
die Anderungen in der Phasengeschwindigkeit klein. Approximiert man 1/V un-
ter dem Integral der ersten Gleichung durch 1, so kann V' direkt durch Integration
gewonnen werden.

Ist A bekannt und V' durch die Kramers-Kronig-Relationen ermittelt, kann
die gesuchte Verteilung f aus einer der Integralgleichungen des Systems (4.4) be-
stimmt werden. Dieses Vorgehen hat aber verschiedene Nachteile: Im allgemeinen
mufl man zur Bestimmung von V' eine nichtlineare Integralgleichung 16sen, welche
die Kenntnis von A fiir alle positiven Frequenzen erfordert. Ferner konnen die fiir
den Kern k¢ (mit dem frequenzunabhingigen Dampfungsterm by) hergeleiteten
Kramers-Kronig-Relationen nicht auf k iibertragen werden. Grund dafiir ist, dafl
beim Ubergang zum frequenzabhingigen Déampfungsterm b die Funktion k(-, a)
nicht mehr analytisch auf der ganzen abgeschlossenen oberen Halbebene von C
ist. Die Singularitdten der rationalen Funktion k(-, a) sind gerade die Nullstellen
des Nenners, also die Wurzeln der kubischen Gleichung

, 2i0w
—igaw® — w? — +wp =0,
a2

und man zeigt, dal diese Gleichung fiir jedes a im allgemeinen (d.h. fiir kleine
Werte von € und §) genau eine Nullstelle der Form i mit £ > 0 hat und da8 die
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restlichen Nullstellen in der unteren komplexen Halbebene liegen. Fiir hinreichend
grofien Radius r liegt dann ¢ im Innern des Weges I', und (4.2) ist fiir den Kern
k nicht erfiillt. Bezeichnet h(w, a) das Residuum des Integranden k(n,a)/(n —w)
in der Singularitét i€, so folgt stattdessen aus dem Residuensatz [13, 18|

k
]{ kn,a) dn = 2mih(w,a). (4.5)
rn—w
Féhrt man nun fort wie fiir den Kern kg, d.h. bestimmt man zunéchst unter
Beriicksichtung von k(—w,a) = k(w,a) die entsprechenden Darstellungen des

Real- und Imaginérteils von & und setzt diese anschliefend in (4.4) ein, so erhilt
man anstelle der Kramers-Kronig-Relationen das System

4 > A(n) 1A
1+ ;P.V./O V() dn = TeR] +2/]Reh(w,a)f(a) da,

2 1 2 A(n)?/n? 2A
_?w P.V./O /V(777)72 — wgn) /1 dn = v + Q/JIm h(w,a)f(a) da.
Als Konsequenz aus (4.5) tritt hier die unbekannte Verteilung f auf, und es ist
nicht mehr moglich, allein aus der Kenntnis der Dampfung A die Phasengeschwin-
digkeit V' zu bestimmen. Natiirlich konnen die Kramers-Kronig-Relationen den-
noch dazu benutzt werden, eine Naherung von V' zu bestimmen — dies entspricht
dann gerade der Vernachlédssigung der entsprechenden Terme in f.

Es gibt aber noch eine andere Moglichkeit, das anfangs beschriebene Problem
zu losen: Bei der Herleitung der Kramers-Kronig-Relationen wurde die komplexe
Dispersionsrelation (4.1) in das dquivalente System (4.4) umgeformt. Dabei wurde
ausgenutzt, dafl die gesuchte Verteilung f reell ist. Bei bekannter Dampfung A
und bekannter Phasengeschwindigkeit V' konnte f aus einer der beiden linearen
Integralgleichungen bestimmt werden. Nun ist V' nicht gegeben, aber man kann
(4.4) als nichtlineares Gleichungssystem fiir die beiden Unbekannten f und V' auf-
fassen; die Nichtlinearitét liegt dabei allein an V. Zur Abkiirzung sei im folgenden

uww) =1/V(w), v(w)=Aw)/w, (4.6)

und es wird angenommen, dafl u und v stetige Funktionen auf dem Intervall (2
sind. Seien nun K: L*(J) — C(Q) und L: L*(J) — L*(2) zwei lineare Operato-
ren, die geméaf3

(Kf)(w) = /JRe k(w,a)f(a)da
und

(Lf)(w) = /Imk(w,a)f(a) da

J
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definiert sind. K und L sind Integraloperatoren mit stetigem Kern, und nach
Satz A.3 und der anschlieBenden Bemerkung A.4 sind beide Operatoren kompakt.
Das System (4.4) kann nun kurz geschrieben werden als

1+ Kf=u?—2%
(4.7)
Lf = 2uwv.

Eliminiert man die nicht bekannte Funktion u aus diesem System, so erhélt man
schlieBlich die nichtlineare Gleichung

Lf =20V 1+ Kf+0v° (4.8)

Durch (4.8) ist eine Gleichung gegeben, mit der man allein aus der Kenntnis
der Dampfung A = wv die gesuchte Verteilung f bestimmen kann. Es sei hier
vorab bemerkt, daf§ diese Gleichung von der Form der in Kapitel 3 untersuchten
nichtlinearen Gleichung (3.28) ist; die genauen Eigenschaften des nichtlinearen
Operators in (4.8) werden spéter untersucht. Zuvor soll der Ansatz der Linea-
risierung vorgestellt werden: Unter gewissen Umsténden ist es zweckméfig, den
durch (4.8) beschriebenen nichtlinearen Zusammenhang von f und A durch eine
lineare Gleichung zu ersetzen. Dabei wird die Vernachléssigung der nichtlinearen
Effekte durch a-priori Informationen an die Gré8enordnung der Norm der gesuch-
ten Verteilung gerechtfertigt; wegen 5 < C||f||2 ist dies eine Voraussetzung an
den Gasvolumenanteil im Gemisch.

4.2 Linearisierung

Die Blasengroenverteilung f im Gemisch erfiillt die Dispersionsrelation (4.1).
Zieht man auf beiden Seiten der Gleichung die Quadratwurzel und betrachtet
jeweils den Imaginérteil, so erfiillt f ebenfalls die Gleichung

I T(f) = Tm (1 + /J k(w, a) f(a) da) R (4.9)

Zunichst soll der so definierte nichtlineare Operator T: L?(J) — L*(Q) auf
Fréchet-Differenzierbarkeit untersucht werden. Dazu sei die komplexe Funktion

gegeben. Die Funktion F': C — C ist mit Ausnahme des Punktes z = —1 komplex
differenzierbar, und es gilt

1

F'(z) = s
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Die Differenzierbarkeit von F' iibertréigt sich zunéchst auf den durch
w(h)=Foh (4.10)
definierten Operator ¢: C(Q2) — L?(2), wie der folgende Satz zeigt:

Satz 4.1. Der durch (4.10) definierte Operator v: C(2) — L*(Q) ist auf der
offenen Menge U = {h € C(2) : ||h|lc < 1} Fréchet-differenzierbar, und es gilt

W(h)=Foh Yhel.

Beweis. Sei zg # —1 beliebig, dann wird wegen der komplexen Differenzierbarkeit
von F' durch

r(z) = F(z0+ 2) — F(20) — F'(20)2

eine komplexe Funktion definiert mit der Eigenschaft

Nun ist aber fiir hg € U

[4(ho + h) — ¥ (ho) = ' (ho)hll2 = [ © A2,

und wegen der Eigenschaft von r folgt fir ||Al|o — 0

HTOMbgyyuﬂVOhanlmU2TOhH 0.
[172]] oo [172]] oo hlle
Damit ist die Behauptung gezeigt. O]

Bezeichnet nun H: L?(J) — C(2) den kompakten linearen Integraloperator

<HﬁwraﬂuM@ﬂ@m,

so kann der anfangs definierte nichtlineare Operator T': L?(J) — L?*(2) gechrie-
ben werden als

T(f)=y(HS).

Nun ist H linear und beschrankt, also auch Fréchet-differenzierbar, und es gilt
H'(f) = H fiir alle f € L*(J). Dann ist T nach Satz 4.1 insbesondere in fo =0
Fréchet-differenzierbar, und nach der Kettenregel gilt

T(0)f = /(O)H = HJ
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Wegen T'(0) = 1 ist dann die lokale lineare Approximation des nichtlinearen
Operators 7" um fy = 0 gegeben durch

T(f)=1 +%/Jk(w,a)f(a) da.

Setzt man diese Niherung in die Gleichung (4.9) ein, so erhélt man schliefflich

mit dem im letzten Abschnitt definierten kompakten linearen Integraloperator
L: L*(J) — L*(Q) die Linearisierung

Lf =2v. (4.11)

Man kann die so hergeleitete Gleichung als Vernachldssigung von K f und v? in
der nichtlinearen Gleichung (4.8) interpretieren. An dem System (4.4) sieht man,
daBl die Linearisierung gerade der Approximation der Phasengeschwindigkeit V'
durch 1 und der Vernachldassigung der quadratischen Terme der Dampfung A
entspricht. Die Abb. 4.3 zeigt einen Vergleich der Dampfung fiir Gemische mit
unterschiedlich hohem Gasanteil, wenn man die Gleichung (4.8) bzw. deren linea-
re Approximation (4.11) in Vorwaértsrichtung 16st. Dabei wurde in allen Fillen
die Blasengrofienverteilung wie in (2.23) gewahlt und die Konstante C' dem je-
weiligen Volumenanteil angepafit. Schon fiir einen geringen Gasanteil ( ist eine
deutlich schlechte Ubereinstimmung des linearen und des nichtlinearen Modells
erkennbar, wobei — wie bereits am Ende des Kapitels 2 — bemerkt sei, dafl das
nichtlineare Modell von Commander et al. [8] durch experimentelle Daten fiir
Gemische mit einem Gasanteil von bis zu 1% verifiziert wurde.

Fiir ein Gemisch mit sehr geringem Gasanteil § wird der Zusammenhang der
Blasengrofienverteilung f und der Dampfung A durch die lineare Gleichung (4.11)
beschrieben. Mit dem Kern

Oe(w,a) = g Imk(w, a)

kann diese in die dquivalente Form

/Joe(w, a)f(a) da = Alw), w €, (4.12)

gebracht werden. Der Kern o, dieser Fredholmschen Integralgleichung erster Art
wird als Ausldschungsquerschnitt (engl. extinction cross section) bezeichnet; er
beschreibt fiir feste Frequenz w den EinfluB von Gasblasen unterschiedlicher
Gleichgewichtsradien a auf die Dampfung A. Aus der Definition von k erhalt
man

A abw?

4.13
(W — w?)? + 4b?w?’ ( )

Oe(w,a) =
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Abb. 4.3: Vergleich der Dampfung A fiir das lineare Modell (4.11) (hell) und das
nichtlineare Modell (4.8) fiir Gemische mit unterschiedlich hohem Gasvolumen-
anteil (. Die Blasengrofienverteilung f wurde dabei jeweils wie in (2.23) gewéhlt
und dem jeweiligen Gasanteil durch Wahl des Faktors C' angepafit.
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Abb. 4.4: Normalisierter Ausloschungsquerschnitt o, fiir eine feste Fre-
quenz von w = 0.1. Fiir den Radius ag einer Gasblase mit Eigenfrequenz
wo = w besitzt o, ein stark ausgeprigtes lokales Maximum.

und man zeigt fiir das Verhalten an den Réandern

2
li = i li = —.
lim Oe(w,a) =0 sowie lim Oe(w,a) e
Der Einflufl sehr kleiner Gasblasen mit einer Eigenfrequenz wy, die sehr viel hoher
ist als die Erregerfrequenz w, ist demnach sehr gering, wohingegen fiir sehr grofie
Blasen mit wy < w der Einflul sich wegen

oe(w,a) 0

lim

a—00 a
asymptotisch dem Wert 27 /cw? nihert — insbesondere wichst der Einflul sehr
grofler Blasen quadratisch mit der Abnahme der Frequenz. Bisher unberiicksich-
tigt in den obigen Uberlegungen wurde der Bereich von Blasen, in dem Reso-
nanzeffekte eine Rolle spielen, also wy ~ w gilt. An der Darstellung (4.13) des
Ausloschungsquerschnitts kann man erkennen, dafl — wenn man einmal von der
Abhéngigkeit des Dampfungsterms b von a absieht — o fiir festes w in dem Radius
ap ein lokales Maximum hat, fiir den die Eigenfrequenz gerade mit der Erreger-
frequenz iibereinstimmt. Das Maximum ist umso stérker ausgeprégt, je kleiner

der Dampfungsterm b ist; insbesondere gilt

oo(w, ap) = % (4.14)

Die Abb. 4.4 zeigt einen solchen Ausléschungsquerschnitt fiir eine feste Frequenz.
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Abb. 4.5: Rekonstruktion der Gaufiverteilung (4.16) mit der
durch (4.15) definierten Resonanzniherung.

Um zu vermeiden, die lineare Integralgleichung (4.12) mit dem fiir numerische
Zwecke schwierigen Kern o, 16sen zu miissen, werden oft — neben [ sehr klein —
weitere vereinfachende Annahmen an das Gemisch gemacht. Ein Beispiel dafiir ist
die sogenannte Resonanzndiherung, bei der angenommen wird, dafl die Dampfung
ausschliellich durch Resonanzeffekte beeinflufit wird. Dies ist z. B. fiir ein nahezu
monodispersives Gemisch — also ein Gemisch, in dem vornehmlich Blasen von nur
einer GroBlenordnung enthalten sind — erfiillt. Sei nun w eine feste Frequenz und ag
der zugehorige Radius, deren Eigenfrequenz gerade mit w iibereinstimmt, d. h. es
gelte wo(ag) = w. Wegen des ,,peaks” von o, an der Stelle ag kann das Integral in
der Gleichung (4.12) durch den Wert des Integranden in aq approximiert werden;
mit (4.14) erhélt man schliefllich die Resonanznéherung

fla) = 22 (1.15)

yen

der gesuchten Blasengrofienverteilung. Fiir das Beispiel einer Gaufiverteilung
fola) = Cy - e7lem®/2 (4.16)

mit mittlerem Radius @ = 60 und einer Standardabweichung von o = 60 ist die
Resonanznéherung in Abb. 4.5 dargestellt. Die Konstante C; wurde dabei einem
Gasvolumenanteil von 3 = 107° % angepaBt. Typischerweise wird die gesuchte
Verteilung durch die Resonanzndherung (4.15) iiberschétzt, weil der Anteil der
Déampfung, den alle Gasblasen mit einer Eigenfrequenz im Bereich der Erregerfre-
quenz verursachen, allein den Gasblasen mit Radius a¢ zugeschrieben wird. Fiir
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weitere Beispiele und eine eingehende Diskussion der Resonanzniherung (4.15)
siche Commander et al. [7].

Im allgemeinen liefert die Resonanznidherung nur eine grobe Approximation
der gesuchten Verteilung, und zur exakten Bestimmung muf die lineare Integral-
gleichung (4.12) gelost werden. Aquivalent dazu wurde hier die lineare schlecht
gestellte Gleichung (4.11) gelost. Als Beispiele fiir die Blasengrofenverteilung
wurden die Gaufverteilung f, aus (4.16) und die dreieckférmige Verteilung

4 — Gmin) (@ — amin),  falls @ < amy
fd(a) _ Cd . {(amld &mm)(a am1n>7 alls @ ~ amiq (417>

(amax — amid)(amax - a), faHS a > Amid

Mit amid = Amin + (Cmax — Gmin) /2 gewihlt. Fiir beide Beispiele enthielt das In-
tervall J Radien im Bereich von a,;, = 1 bis ayac = 300; der Frequenzbereich €2
umfaflt alle Eigenfrequenzen der anwesenden Gasblasen. Die Konstanten in den
Verteilungen wurden so bestimmt, da8 der Gasvolumenanteil 3 jeweils 107> % be-
tragt. Fiir jedes Beispiel wurde zunéchst die rechte Seite v aus der nichtlinearen
Gleichung (4.8) bestimmt und anschlieBend

v =0+ Av

mit einer Storung Av gesetzt, fiir die der relative Fehler |Av/v| maximal 2 %
fiir alle w € Q betrégt. Die zur numerischen Losung benétigte Fehlerschranke o
wurde dann geméaf

lv’ = vllz < 0.02- o]l = &

bestimmt. Zur Rekonstruktion der Verteilungen wurde schliefllich die gestorte
lineare Gleichung Lf = 2v° mit dem Algorithmus 3.15 fiir einen Diskretisie-
rungsparameter n = 50 und linearen B-Splines als Basisfunktionen geltst. Zur
Diskretisierung miissen die Matrix M € R™*™ und der Vektor b € R", wie in
(3.19) definiert, berechnet werden; die Skalarprodukte im L?(Q) fiir die Eintriige
von M und b wurden mit der Romberg-Integration ausgewertet. Die numerischen
Ergebnisse sind in den Abbildungen 4.6 und 4.7 dargestellt. Es hat sich gezeigt,
dafl — verursacht durch die spezielle Gestalt des Kerns Im k& — Fehler in den Daten
v sich fiir kleine Radien deutlich stirker auswirken als im Bereich grofier Radien.'
Es wurden ebenso Versuche fiir stéarker gestorte Daten mit einem relativen Fehler
von bis zu 10 % gemacht; die durch Algorithmus 3.15 bestimmte Approximation
der Verteilung f wurde dann im Bereich kleiner Radien stark , iiberregularisiert”,
d.h. der Regularisierungsparameter o wurde im Vergleich zum optimalen Para-
meter zu grofl gewéhlt.

Fiir die Anwendung der Tikhonov-Regularisierung auf das lineare Problem
(4.11) in Verbindung mit anderen Diskretisierungsverfahren siehe z. B. Comman-
der et al. [6] und Diekmann [9]. In der neueren Arbeit von Caruthers et al. [4]

Wergleiche dazu obige Diskussion der Eigenschaften des Ausloschungsquerschnitts o, und
der Resonanznéherung (4.15).
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Abb. 4.6: Rekonstruktion der GauBverteilung (4.16) durch
Losen der linearen Integralgleichung (4.11).
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Abb. 4.7: Rekonstruktion der Dreieckverteilung (4.17) durch
Losen der linearen Integralgleichung (4.11).
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wird ein iteratives Verfahren zur Losung dieser Gleichung vorgestellt, welches ei-
ne Kombination der Resonanzniherung (4.15) und der Tikhonov-Regularisierung
darstellt.

4.3 Losung der nichtlinearen Gleichung

Fiir den Fall, dal keine der im letzten Abschnitt getroffenen Voraussetzungen
fiir das Gemisch zutrifft (oder keine Informationen iiber den Gasanteil im Ge-
misch zur Verfiigung stehen), muf} die gesuchte Blasengrofienverteilung f aus der
nichtlinearen Gleichung (4.8) bestimmt werden. Fiir v € C(Q) wird durch

9o(f) =20V |1+ K f 40| (4.18)

ein nichtlinearer Operator g,: L?(J) — L*(Q) definiert. Ist f die Blasengrofien-
verteilung in einem Gemisch und sind v und v die durch V' und A mittels (4.6)
definierten stetigen Funktionen, so folgt aus dem System (4.7) die Ungleichung

1+ Kf+v2=u*>>0;
dann ist jede Losung von (4.8) auch eine Losung der Gleichung

Lf = g.(f) (4.19)

Im folgenden soll die fiir numerische Zwecke besser geeignete Gleichung (4.19)
betrachtet werden. Dabei wird angenommen, daf§ (4.19) eine Minimum-Norm-
Losung f* besitzt. Natiirlich ist f* dann auch eine Losung der linearen schlecht
gestellten Gleichung

Im allgemeinen wird man annehmen miissen, dafl dann auch die nichtlineare
Gleichung (4.19) schlecht gestellt ist in dem Sinne, dafl die Losungen nicht stetig
von Storungen in g, abhidngen. Dann ist es aber erforderlich, diese Gleichung zur
numerischen Behandlung zu regularisieren.

Bei der Tikhonov-Regularisierung 16st man nun anstelle der Gleichung (4.19)
das nichtlineare Minimierungsproblem

ILf = go(NIz + ll £1l; — min,  f € L*(J). (4.20)

Es soll nun gezeigt werden, dafi durch (4.20) ein Regularisierungsverfahren fiir
die Gleichung (4.19) gegeben ist, also die Voraussetzungen der Sétze 3.16, 3.19
und 3.20 erfiillt sind. Dazu werden die Eigenschaften des nichtlinearen Operators
g, untersucht. Offensichtlich ist g, stetig; dies ist eine unmittelbare Folgerung
der Stetigkeit des Operators h — V/|h| fiir h € C(Q2) und der Kompaktheit des
linearen Integraloperators K : L*(J) — C(2). Nun ist K nach Satz A.13 sogar
verstérkt stetig, und da g, nur von K f abhéngt, {ibertréagt sich diese Eigenschaft
auf g,:
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Satz 4.2. Der nichtlineare Operator g,: L*(J) — L*(Q) ist verstirkt stetig.

Insbesondere ist g, also schwach abgeschlossen, und nach Satz 3.16 hat das
Minimierungsproblem (4.20) eine Losung.

Storungen des Operators g, werden hier durch Mefifehler der Dampfung A,
also durch Stérungen in v verursacht. Sei also {v,} eine Folge von Funktionen
aus C'(Q), die gleichméBig gegen v konvergiert. Es gibt dann eine Folge positiver
reeller Zahlen {,,} mit p, — 0 und

Durch die Folge {v,} wird eine Operatorfolge

Gu, () =20,V |1+Kf—i—vi|, n € N,

definiert. Offensichtlich konvergiert die Folge verstérkt stetiger Operatoren gy,
punktweise gegen g,. Uberdies gilt:

Satz 4.3. Es existiert eine Folge {0, } mit §,, — 0 und eine auf jeder beschrinkten
Teilmenge von L*(J) beschrinkte Abbildung ¢: L*(J) — (0,00) mit

190, (f) = 9o (F)ll2 < 0p0(f)  Vf € L*(J).
Beweis. Mit (4.21) und positiven Konstanten C; und Cy gilt die Abschétzung

190, (f) = go(f)ll2 =2||on VL + K f + 02| —oV[1+ Kf +0*[ ||,

< 9|0, V[T + K + 02| — oV 1+ Kf +27]
2 (vn — )V KF 4]

< 2| Vlo2 = o?|], + 2| VIL+ K F +27]

< 2[[valloo V02 = 0211 + 20| | VL + K f 7],
< 2)[vnloov/iin ||vn+v||1+2unHV|1+Kf+v2|llz
< 2/ |lenlloov/ o+ T,
< 2 [ +02\M1+Kf+v2|\\2]

fiir alle f € L*(J). Mit 6,, = 24/, und

o(f) =Cr+ Co||[VI1+ Kf +v°

ist dann die gefragte Abschitzung mit o, — 0 erfiillt. Aus der Stetigkeit des
linearen Operators K : L*(J) — C() folgt schlieBlich die Behauptung fiir ¢. [J

1l

|1+ Kf+v°

)

IE
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Die Folge {g.,} erfiillt also zunichst die Approximationseigenschaft (3.30).
Wegen der verstarkten Stetigkeit von g, und der Beschrénktheitseigenschaft von
¢ aus Satz 4.3 ist {g,, } nach Bemerkung 3.18 zudem schwach d-abgeschlossen,
d. h. es gilt (3.31). Die Voraussetzungen der Sitze 3.19 und 3.20 sind dann erfiillt,
und es folgen Stabilitdt und Konvergenz der Tikhonov-Regularisierung (4.20).

Zur Bestimmung einer stabilen Approximation der Blasengréfienverteilung f
aus Messungen der Dampfung A = wv kann also die nichtlineare Gleichung (4.8)
durch die Tikhonovsche Methode regularisiert werden. Stehen dann nur gestorte
Daten v° mit ||v° — v]|o < & zur Verfiigung und ist der Parameter o > 0 fest
gewihlt, so benotigt man ein Verfahren, mit dem das regularisierte gestorte Mi-
nimierungsproblem

ILf = gus (P2 + all fII2 — min, € L*(]), (4.22)

gelost werden kann. Zum Beispiel kann man versuchen, das Problem (4.22) durch
Linearisierung zwischen den Normstrichen zu losen: Ausgehend von einer Néahe-
rung fp € L*(J) wird dann fiy; als Losung der Aufgabe

ILf = gus (fi) = 9o () (f = fi)llz + @l ]Iz — min,  f € L*(J), (4.23)

definiert; insbesondere mufl dazu g¢,s im aktuellen Iterationspunkt f; Fréchet-
differenzierbar sein. Ist dies der Fall, so sei

Fr,=L—gs(fr) und i = gu(fe) — g5 (fr) f-

Nach Satz A.7 ist die Fréchet-Ableitung des verstéirkt stetigen (und daher auch
vollstetigen) Operators g,s in fi kompakt. Dann ist auch der lineare Operator
Fy: L*(J) — L*()) kompakt, und das Minimierungsproblem (4.23) hat nach
Satz 3.8 die eindeutige Losung

fer1 = (FyFp +ol) ' Efy. (4.24)

Man bezeichnet das so definierte Verfahren als Gauf-Newton-Methode [42]. Kon-
vergiert die durch (4.24) definierte Folge { f} fiir & — oo, so ist der Grenzwert
fa eine Losung der Euler-Gleichung

(L= g (D) (Lf = g9:6(f)) + af =0, (4.25)

und f, ist ein kritischer Punkt fiir die unrestringierte Optimierungsaufgabe (4.22)
(siehe Zeidler [51]).

Mit Hilfe des Satzes 4.1 kann man jedoch die Fréchet-Differenzierbarkeit fiir
den Operator g,s nur in einer hinreichend kleinen Umgebung von f; = 0 zeigen,
und die Gaufl-Newton-Methode ist dann nicht notwendig durchfiithrbar. Eine er-
ste iibliche Vereinfachung des Gaufl-Newton-Verfahrens kénnte darin bestehen,
die Fréchet-Ableitung von g,s im Punkt fi, durch g/5(0) zu ersetzen, falls diese
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nicht existiert. Betrachet man die spezielle Gestalt des durch (4.18) definierten
Operators g,s, so konnte man noch einfacher die Fréchet-Ableitung in jedem Ite-
rationspunkt durch die Nullabbildung ersetzen; dies entspricht der Annahme, dafl
gy in einer Umgebung der exakten Losung f der Aufgabe (4.8) sich nahezu kon-
stant verhélt. Dies ist z. B. dann der Fall, wenn der Term K f im Radikanten
von (4.18) zwar nicht notwendig als vernachlissigbar, aber zumindest als nicht
dominant gegen 1 angenommen werden kann. Die Iterationsvorschrift (4.24) ver-
einfacht sich dann zu

fos1 = (L*L+al) ' L*gs(fe), k=0,1,2,... (4.26)

Die im letzten Abschnitt vorgestellte Lineariserungsmethode kann dann fiir den
Startpunkt fo = 0 als Durchfiihrung der ersten Iteration von (4.26) und anschlie-
Bendem Abbruch interpretiert werden; dort wurden zudem die quadratischen Ter-

me von v° in

Gp5(0) = 20° V1 + [°)?

vernachléssigt.
Fiir das durch (4.26) definierte Verfahren l6st man also in jedem Schritt mit
dem aktuellen Iterationspunkt f;, das Minimierungsproblem

ILf = gus (fi)llz + @l f1l; — min,  f € L*(J).

Zur praktischen Durchfithrung der Iteration kann dann die in Abschnitt 3.4 be-
schriebene Diskretisierung verwendet werden, d. h. das Tikhonov-Funktional wird
in jedem Schritt auf einem zuvor fest gewéhlten endlichdimensionalen Teilraum
von L?(J) minimiert. Seien also ¢, ... , ¢, linear unabhiingige Funktionen aus
L?(J), etwa lineare B-Splines. Dann sei analog zu den Bezeichnungen aus Ab-
schnitt 3.4

fe=E&p1+ -+ Enpn
sowie
xp = (&, &7, M = [(Ly;, Lg;)],
by = [(g90 (i), Ly)] G = [(¢i,9))],

und man hat zur Berechnung der durch (4.26) definierten Elemente f;, € L?(J)
die Folge der linearen Gleichungssysteme

(M + OéG)Xk_H = bk, k= 0, 1, 2, ce (427)

mit symmetrischer und positiv definiter Matrix M + oG zu l6sen. Es sei be-
merkt, daf§ zur Durchfithrung der Tikhonov-Regularisierung auf das nichtlineare
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C Daten 09, § )

e Resonanz-
niherung (4.15)

nein, oder
keine Inform. o Lose Lf = 209 mit
, Algorithmus 3.15
Diskretisierung
M 6 Rnxn

>
I

Y
/ wahle oo > 0 /

Y

Cholesky-Zerl.
LLT =M + oG

fg::O,k::O

<

Y

e Bestimme b, € R" et
o Lose LL %1 = by,
o fri1i=2; &y,
o 7= fri— fi
ek =k+1 .
ja
nein ja Losung
fo := fi ok > o=
T (6%

Abb. 4.8: Schematische Darstellung des durch (4.26) definierten Verfahrens zur
Losung der nichtlinearen schlecht gestellten Gleichung (4.19).
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Problem (4.19) fiir verschiedene Regularisierungsparameter a > 0 nur einmal die
Diskretisierungsmatrix M berechnet werden mufl. Ferner mufl zur Durchfiihrung
der Iteration (4.27) nur einmal die Cholesky-Zerlegung der Matrix M + aG
bestimmt werden. Die Abb. 4.8 zeigt eine schematische Darstellung des oben
beschriebenen Verfahrens zur Bestimmung einer Approximation der gesuchten
Losung des nichtlinearen schlecht gestellten Problems (4.19). Der dort auftreten-
de Parameter [3j;, bezeichnet dabei den kritischen Wert des Gasvolumenanteils,
bis zu dem die Giiltigkeit des linearen Modells angenommen wird; fiir typische
Blasengrofienverteilungen liegt dieser im Bereich von 107* %.

Das Verfahren wurde fiir verschiedene Beispielverteilungen getestet; die Ab-
bildungen 4.9 und 4.10 zeigen die numerischen Ergebnisse fiir die Gaufivertei-
lung (4.16) bei einem Gasanteil von 0.01 % bzw. fiir die Dreieckverteilung (4.17)
bei einem Gasanteil von 0.007 %. In den Abbildungen ist jeweils fiir einen festen
Regularisierungsparameter o > 0 der Verlauf der Iteration (4.26) dargestellt. Wie
im letzten Abschnitt fiir die Beispielrechnungen zur linearisierten Gleichung, wur-
de der Fehler ¢ in Daten v fiir einen relativen Fehler von 2 % bestimmt. Aus dem
Beweis von Satz 4.3 ergibt sich dann mit 6, = 24/0 fiir den gestérten Operator
gy die Abschétzung

lges (f) = 9o (N)ll2 < 0(f) ¥ € L*(J).

Es ist nicht klar, wie der Regularisierungsparameter a in Abhéngigkeit von d,
zu wihlen ist. Zwar liefert der Satz 3.20 die Regularitdt der Parameterstrategie
a = Co, mit einer Konstanten C' > 0, aber fiir praktische Berechnungen ist noch
nicht geklart, wie dann die Konstante C' zu bestimmen ist. In den Beispielrech-
nungen wurde der Regularisierungsparameter durch ,trial and error” bestimmt.
Der Diskretisierungsparameter war gegeben durch n = 50 und als Basisfunktio-
nen 1, ... ,, wurden auch hier lineare B-Splines verwendet.

Das getestete Verfahren lieferte gute Ergebnisse bis zu einem Gasvolumen-
anteil § von 0.005-0.01%, je nach Art der Verteilung. Es kann also als Er-
weiterung bisheriger Verfahren zur Bestimmung der Blasengrofenverteilung in
dichteren Fliissigkeits-Blasen-Gemischen betrachtet werden. Fiir einen hoheren
Gasanteil als 0.01 % versagt die Methode. Natiirlich kann auch hier die Tikhonov-
Regularisierung fiir die nichtlineare Gleichung (4.19) verwendet werden, aber zur
Losung der regularisierten Aufgaben bedarf es dann komplexerer Optimierungs-
verfahren.
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Abb. 4.9: Rekonstruktion der GauBverteilung (4.16) durch Losen der nichtlinearen
Gleichung (4.19).
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Abb. 4.10: Rekonstruktion der Dreieckverteilung (4.17) durch Losen der nichtli-

nearen Gleichung (4.19).
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Anhang A

Operatoren in Hilbertrdumen

Hier werden einige grundlegende Begriffe und Satze der Funktionalanalysis sowie
der Theorie der verallgemeinerten Inversen linearer Operatoren bereitgestellt. Be-
weise werden nur zum Teil gefiihrt; bei fehlendem Beweis wird auf entsprechende
Literatur verwiesen.

Im folgenden seien X und Y Hilbertrdume und U C X. Fiir einen Operator
A:U — Y sei R(A) ={Af : f € U} das Bild und N(A) = {f e U : Af =0}
die Nullmenge. Der Raum der beschriankten linearen Operatoren von X nach Y
wird mit £(X,Y’) bezeichnet. Schliefllich sei £(X) = L(X, X).

A.1 Kompakte Operatoren

Definition A.1. Ein Operator A: X — Y heifst kompakt, wenn das Bild A(U)
jeder beschrinkten Teilmenge U von X relativ kompakt in'Y ist. Der Operator A
heif$t vollstetig, falls er kompakt und stetig ist.

Fiir lineare Operatoren sind Kompaktheit und Vollstetigkeit identisch, weil
relativ kompakte Mengen insbesondere beschrénkt sind. Ferner ist eine Teilmenge
V' eines normierten Raumes Y genau dann relativ kompakt, wenn jede Folge aus
V eine in Y konvergente Teilfolge enthélt. Damit folgt:

Satz A.2. Ein Operator A: X — Y ist genau dann kompakt, wenn fiir jede
beschrdnkte Folge { f,,} aus X die Bildfolge {Af,} eine in'Y konvergente Teilfolge
enthdlt.

Ein typisches Beispiel fiir kompakte lineare Operatoren sind die sogenannten
Integraloperatoren: Seien [a, b] und [s,t] kompakte Intervalle und k eine auf der
Menge @ := [s,t] X [a, b] stetige Funktion. Dann nennt man den durch

(K f)(x) = / k(o) f(y) dy, s<z<t, (A1)

67
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definierten linearen Operator K einen Integraloperator mit stetigem Kern k. Fiir
jedes f € L?[a,b] existiert K f auf [s,#] und ist dort stetig. Denn fiir z1, x5 € [s, ]
gilt

1/2

(K f) (1) = (K f)(22)] < U |k(z1,y) — k(z2,y)[* dy|  [If]],

und die Stetigkeit von K f folgt aus der gleichméafligen Stetigkeit von k auf der
kompakten Menge Q). Es gilt nun:

Satz A.3. Der durch (A.1) definierte lineare Operator K : L*[a,b] — L?[s,t] ist
kompakt.

Beweis. Sei {f,} eine beschrinkte Folge aus L?[a,b]. Ohne Einschrinkung sei
| full < 1. Nach Satz A.2 ist zu zeigen, dafl die durch g, = K f,, definierte Folge
eine konvergente Teilfolge enthélt.

Zunéchst gibt es eine Konstante M > 0 mit |k(z,y)| < M fiir alle (z,y) € Q.
Dann gilt

|gn(2)] < MVb — al[fu]] < MVb = a,

d.h. die Folge stetiger Funktionen {g,} ist gleichméfig beschrinkt. Ferner gilt
fir zq, 29 € [0, 1]

1/2

gale1) — galea)] < [ [ W) = b ]

und aus der gleichméBigen Stetigkeit von k erhilt man, daB {g, } auch gleichstetig
ist. Nach dem Satz von Arzela-Ascoli [43] gibt es dann eine Teilfolge {g,, }, die
gleichméBig — und damit auch im Sinne der L?-Norm — gegen eine stetige Funktion
g konvergiert. [

Bemerkung A.4. Da das Bild K f fiir jedes f € L?[a,b] stetig ist, kann man K
auch auffassen als Operator des Hilbertraumes (L?[a, ], | - ||2) in die Banachal-
gebra (C[s,t], || - |lo). Dem Beweis des Satzes A.3 entnimmt man (die stirkere
Aussage), da auch K: L?[a,b] — C[s,t] kompakt ist.

In Hilbertraumen gibt es zu jedem Operator A € L(X,Y’) genau einen Ope-
rator A* € L(Y, X) mit (Af,g) = (f, A*g) fir alle f € X und ¢ € Y. Man nennt
A* den zu A adjungierten Operator, und es gilt ||A|| = ||A*||. Der zum Integral-
operator K adjungierte Operator K*: L?[s,t] — L?*[a, b] ist gegeben durch

(K g)(y) = / o g)g(e) dr, a<y<b, (A.2)

Insbesondere ist K* selbst ein Integraloperator und nach Satz A.3 ebenfalls kom-
pakt. Allgemein gilt:
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Satz A.5. Sei A € L(X,Y) kompakt. Dann ist auch A* € L(Y, X) kompakt.
Beweis. Siehe Kress [23]. O

Einen beschriankten linearen Operator A: X — X mit der Eigenschaft A = A*
nennt man selbstadjungiert. Mit (A.2) sieht man nun: Der Integraloperator K ist
genau dann selbstadjungiert, wenn der Kern &k hermitesch ist.

Man zeigt leicht, dafl Linearkombinationen kompakter Operatoren wieder
kompakt sind. Im folgenden werden weitere Eigenschaften kompakter und voll-
stetiger Operatoren festgehalten:

Satz A.6. Seien A: X — Y und B:Y — Z beschrinkte lineare Operatoren.
Dann ist das Produkt BA: X — Z kompakt, falls A oder B kompakt ist.

Beweis. Sei {f,} eine beschriankte Folge aus X. Ist A kompakt, so existiert eine
Teilfolge {Af,,;} mit Af,, — g. Danun B stetig ist, folgt BAf,, — Bg, d.h. BA
ist kompakt. Ist dagegen B kompakt, so folgt zunéchst aus der Beschranktheit
von A, daf auch die Bildfolge {Af,} beschriankt ist. Also enthélt auch in diesem
Falle { BAf,} eine konvergente Teilfolge. O

Satz A.7. Sei A: X — Y wollstetig und in f € X Fréchet-differenzierbar. Dann
ist A'(f) € L(X,Y) kompakt.

Beweis. Siehe Colton und Kress [5] O

Lemma A.8. Der Finheitsoperator I: X — X ist genau dann kompakt, wenn
X endlichdimensional ist.

Beweis. Angenommen [ ist kompakt und es gilt dim X = oo. Es wird induk-
tiv eine Folge {f,} in X und eine Folge abgeschlossener Unterrdume {X,} de-

finiert: Fiir ein f; € X mit ||fi|| = 1 setze man X; = span{fi}. Sei nun
X, =span{fi,..., fn} gegeben. Nach dem Rieszschen Lemma [19] existiert dann
ein fpr1 mit ||frp1]] = 1 und || fros1 — finl] = 1/2 fiir alle m < n, und man setzt

Xyt = span{ fi, ..., fu, fur1}. Nach Konstruktion enthilt die beschriankte Fol-
ge {fn} keine konvergente Teilfolge. Wegen Satz A.2 kann dann I nicht kompakt
sein, und man erhalt einen Widerspruch zur Annahme.

Die Umkehrung folgt sofort aus der Tatsache, daf} jede beschriankte Teilmenge
U eines endlichdimensionalen normierten Raumes X relativ kompakt ist. Il

Satz A.9. Sei A € L(X,Y) kompakt. Dann ist der Bildraum R(A) genau dann
abgeschlossen, wenn R(A) endlichdimensional ist.

Beweis. Durch A = Ay 4y : N(A)t — R(A) wird ein kompakter und bijektiver
Operator definiert. Sei nun R(A) abgeschlossen, so ist nach dem Satz von der
stetigen Inversen A~! beschrinkt [19]. Also ist AA~' = I|g(4) nach Satz A.6
kompakt. Nach dem eben bewiesenen Lemma gilt dann dimR(A) < co.

Da jeder endlichdimensionale Unterraum von X auch abgeschlossen ist, gilt
auch die Umkehrung. O
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Fiir einen Integraloperator K: L?[a,b] — L?[s,t] hiingt die Dimension des
Bildraums R(K) von den Eigenschaften des Kerns ab. Man bezeichnet einen
Kern k als ausgeartet, wenn es endlich viele Funktionen vy,... ,v, aus L*[s, ]
und wy, ... ,w, aus L*[a,b] gibt mit

n

E(zy) =Y vj(a)w;(y).

j=1
Es gilt:
Satz A.10. Sei K: L?[a,b] — L*[s,t] der durch (A.1) definierte lineare Integral-

operator. Dann ist der Bildraum R(K) genau dann endlichdimensional, wenn der
Kern k ausgeartet ist.

Beweis. Der Kern k sei ausgeartet. Dann gilt fiir f € L?|a, 0]

n

(KN) =3 [ / () () dy} 0(2),

J=1

und es ist K f € span{vy,...,v,}. Also ist R(K) hochstens n-dimensional. Fiir
einen Beweis der Umkehrung siehe Engl [10]. O

Definition A.11. Eine Folge {f,} aus X heifit schwach konvergent gegen ein
Element [ € X, falls gilt

,}i_,njo(fnv@ = (f,») Vo € X.

Fiir eine schwach konvergente Folge schreibt man f, — f. Eine Folge kann
hochstens gegen ein Element schwach konvergieren. Wegen

[(fr o) = (o)l =1(fu = £, < lfa = flllell  VeeX

ist jede konvergente Folge auch schwach konvergent, wohingegen die Umkehrung
falsch ist.

Satz A.12. Sei {f,} eine schwach konvergente Folge mit f, — f. Dann ist {f,}
beschrankt, und es gilt || f|| < liminf || f,||. Umgekehrt enthdlt jede beschrinkte
Folge eine schwach konvergente Teilfolge.

Beweis. Siehe Yosida [49]. O

Man bezeichnet nun einen Operator A: X — Y als schwach stetig, falls fiir
jede schwach konvergente Folge {f,} aus X mit f, — f fiir die Bildfolge gilt
Af, — Af. Jeder beschriankte lineare Operator ist schwach stetig, denn es gilt

(Afn,0) = (fo, A%@) — ([, A%0) = (Af,0) VpeX. (A.3)

Der Operator A: X — Y heifit verstirkt stetig, wenn aus f,, — f sogar Af,, — Af
folgt. Jeder verstirkt stetige Operator ist vollstetig. Fiir lineare Operatoren gilt
auch die Umkehrung:
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Satz A.13. Jeder kompakte Operator A € L(X,Y") ist verstarkt stetig.

Beweis. Sei also {f,} eine schwach konvergente Folge aus X mit f, — f. Da A
insbesondere schwach stetig ist, gilt Af, — Af. Angenommen Af, /4 Af. Dann
gibt es eine Teilfolge {Af,,} und ein € > 0 mit

|Af,, — Af||>e  VjeN. (A.4)

Nach Satz A.12 ist die Folge {f,,} beschrinkt. Dann ist auch die Teilfolge { f,; }
beschrinkt, und wegen der Kompaktheit von A enthélt die Bildfolge {Af,,} eine
konvergente Teilfolge, die mit {Af,, } bezeichnet werden soll. Gilt nun Af,, — g,
so folgt aus Af, — Af schliefllich Af = g. Dies ist aber ein Widerpruch zur
Gleichung (A.4). O

A.2 Spektraltheorie

Definition A.14. Sei A € L(X). Fine Zahl A € C heifit Eigenwert von A, falls
es ein f # 0 aus X gibt mit

Af = M.

In diesem Fall nennt man f ein Eigenelement und N (A — AI) den Eigenraum
von A zum FEigenwert . Die Dimension des Figenraumes heifft Vielfachheit des
Eigenwertes.

Ist A kein Eigenwert von A, so kann der Umkehroperator (A — AI)~' auf
R(A — M) definiert werden. Dieser Operator ist linear, aber nicht notwendig
beschrankt. Man definiert:

Definition A.15. Fine Zahl A € C heifit reguliirer Wert von A, falls (A — XI)™!
existiert und beschrinkt ist. Die Menge aller requldren Werte von A bezeichnet

man als Resolventenmenge p(A). Das Komplement von p(A) heifst das Spektrum
o(A) und

o(A)]:= sup |A|
AEc(A)

der Spektralradius von A.

Jeder Eigenwert von A € L£(X) ist also im Spektrum o(A) enthalten, und
man zeigt |0(A)| < ||A|| (Taylor [43]). Es gilt:

Satz A.16 (Spektralsatz). Sei A € L(X) (A # 0) ein selbstadjungierter kom-
pakter Operator. Dann sind alle Eigenwerte reell. Das Spektrum o(A) besteht
aus hochstens abzdhlbar vielen Figenwerten, die sich nur im Nullpunkt hdufen
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konnen. Alle von Null verschiedenen Eigenwerte haben eine endliche Vielfach-
heit, und Figenrdume zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal. SchliefSlich
ist || Al der betragsgrifite Eigenwert, und es gilt |o(A)| = ||A]|.

Sei {\,} die Folge der von Null verschiedenen Eigenwerte, wobei gelte

Al > Ao > [As] > ..

Jeder Eigenwert sei dabei entsprechend seiner Vielfachheit aufgefihrt. Ferner sei
{fn} eine Folge zugehiriger orthonormaler Eigenelemente. Bezeichnet Q) die or-
thogonale Projektion von X auf N'(A), so gilt fiir jedes f € X

f=fon fot Qf (A.5)
und
A ="Ml fa) foe (A.6)

Man nennt (A.6) Spektralzerlegung von A. Hat A nur endlich viele Eigenwerte,
so werden die Reihen (A.5) und (A.6) zu endlichen Summen.

Beweis. Siehe Kress [23]. O

Es sollen nun Verallgemeinerungen der Darstellungen (A.5) und (A.6) fiir
beliebige kompakte lineare Operatoren gefunden werden. Zunéchst wird folgende
Bezeichnung eingefiihrt:

Definition A.17. Sei A € L(X,Y), dann heiffen die Quadratwurzeln der nicht-
negativen Figenwerte von A*A singuldre Werte von A. Unter der Vielfachheit
eines singuldren Wertes versteht man die Vielfachheit des entsprechenden Figen-
wertes von A*A.

Satz A.18. Sei A € L(X,Y) (A #0) ein kompakter Operator. Sei ferner {o,}
die Folge der von Null verschiedenen singuldren Werte, wobei gelte

012092032 ...

Jeder singuldre Wert sei dabei entsprechend seiner Vielfachheit aufgefiihrt. Dann
existieren orthonormale Folgen {f,} aus X und {g,} ausY mit

Afp = 0090, A%g, = 0onfn Vn € N. (A.7)

Bezeichnet Q) die orthogonale Projektion von X auf N'(A), so gilt fiir jedes f € X

F=Y _(f )+ QF (A-8)
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und
Af =" 0oulf, fa)gn- (A.9)
n=1

Man nennt (A.9) Singuldrwertzerlegung von A. Jedes System {oy, fn, gn}, wel-
ches die Bedingung (A.7) erfillt, heif$t singulires System von A. Hat A nur end-
lich viele singuldre Werte, so werden die Reihen (A.8) und (A.9) zu endlichen
Summen.

Beweis. Nach Satz A.6 ist der selbstadjungierte Operator A* A kompakt. Sei nun
{fn} eine orthonormale Folge von Eigenelementen von A*A, d.h.

A*Af, = O'Z fn-
Man definiert durch

1
Gn = _Afm n e N7
On

eine orthonormale Folge aus Y. Dann erfiillt das System {o,, f,., g,} die Bedin-
gung (A.7). Fiir A*A gilt nach dem Spektralsatz

S

S f)fa+ QF,

n=1

wobei hier @ die orthogonale Projektion von X auf N'(A*A) ist. Ist f € N (A*A),
so gilt wegen ||Af||* = (f, A*Af) = 0 auch f € N(A). Die Umkehrung ist trivial,
d.h. es ist N(A) = N(A*A), und damit ist (A.8) gezeigt. (A.9) folgt durch
Anwendung von A auf (A.8). O

A.3 Verallgemeinerte Inverse

Sei A € L(X,Y). Fiir festes g € Y sei die lineare Gleichung
Af =g (A.10)

gegeben. Gilt g € R(A), so ist (A.10) nicht im klassischen Sinn l6sbar. Es wird
nun ein allgemeinerer Losungsbegriff fiir die Gleichung (A.10) eingefiihrt:

Definition A.19. Ein Element f € X heifsit least-squares Losung der Gleichung
(A.10), wenn gilt

1Af = gll = inf | Ap — gl

Man nennt f best-approximierende Losung der Gleichung (A.10), falls f least-
squares Losung kleinster Norm ist.
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Satz A.20. Sei () die orthogonale Projektion von Y auf R(A). Dann sind fol-
gende Aussagen dquivalent:

a) [ € X ist least-squares Losung von (A.10),
b) Af =@y,
¢c) A*Af = A%g.
Beweis. b) = a): Wegen Qg — g € R(A)* gilt fiir jedes ¢ € X

14p — glI* = | Ap — QgI* + |Qg — g]?
= [|[Ap — Qg|* + | Af — g|?
> [[Af — g|>.

a) = ¢): Wegen Qg € R(A) existiert eine Folge {¢,} aus X mit Ay, — Qg.
Dann ist

1Qg — glI* = lim [|Ap, — g|I* > | Af — g]I*,
und es folgt wegen Qg — g € R(A)+

IAf = gll* = |1Af = QglI* + Qg — glI*
> [ Af = QglI* +I|Af — gll*.

Also gilt
Af —g=Qg —g € R(A)" = N(A").
¢) = b): Bs ist also Af — g € R(A)*, und es gilt
0=Q(Af —g)=Af —Qg.
O

Nach Satz A.20 b) gibt es nun genau dann keine least-squares Losung der
Gleichung (A.10), falls Qg ¢ R(A). Insbesondere existiert also fiir jedes g aus
dem dichten Teilraum

R(A) ® R(A)*

eine least-squares Losung. Ferner ist wegen Satz A.20 c) die Menge aller least-
squares Losungen abgeschlossen und konvex, enthélt also ein eindeutig bestimm-
tes Element kleinster Norm. Man definiert nun:
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Definition A.21. Es sei A € L(X,Y). Der Operator AT ordne jedem Element
g € D(AT) = R(A)OR(A)* die eindeutig bestimmte best-approzimierende Lisung
der Gleichung Af = g zu. Dann heifst AT: D(AY) — X die verallgemeinerte
Inverse von A.

Man kann zeigen, dafl die verallgemeinerte Inverse eines linearen und be-
schrinkten Operators A selbst linear ist (siche Groetsch [15]). Ferner gelten fiir
Bild- und Nullraum die Beziehungen

NAD = RA)E,  R(AT) = N(A)* . (A.11)

Bezeichne nun P: X — N(A) die orthogonale Projektion. Fiir f € X ist dann
h = ATAf = ATA(I — P)f die normkleinste Losung der Gleichung

Ah = QA(I — P)f = A(I — P)f.
Also gilt h = (I — P) f, und es folgt
ATA=T1-P. (A.12)
Fiir die Beschrinkheit von AT: D(AT) — X gilt folgende Aussage:

Satz A.22. Sei A € L(X,Y). Dann ist AT genau dann beschrinkt, wenn R(A)
abgeschlossen ist.

Beweis. Siehe Groetsch [15]. O

Fiir einen kompakten Operator A € L£(X,Y) a8t sich mit Hilfe der Sin-
guldrwertzerlegung eine Darstellung der verallgemeinerten Inversen angeben. Sei
also {0n, fn,gn} ein singulires System von A und g € D(AT). Mit (A.11) gilt
zunichst ATg € N(A)+. Aus (A.8) folgt dann weiter

o0 [e.9]

Alg=> (Alg, fu)fn =, %(AATg,gn)fn-

n=1 n=1

Nun ist aber nach Satz A.20 b) AATg = Qg, und wegen g, € R(A) gilt dann
schlieflich:

Satz A.23. Sei A € L(X,Y) kompakt und {c,,, fn, gn} €in singulires System von
A. Dann hat die verallgemeinerte Inverse die Darstellung

o0

Alg=>" Ui(g, 9n) fo-

n=1 "
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Zusammenfassung

Bei der Umstromung von Schiffspropellern kann hydrodynamische Kavitation ent-
stehen. Darunter versteht man die Bildung kleiner Hohlrdume im Wasser, welche
durch Druckschwankungen in der Stromung verursacht wird. Das Auftreten von
Kavitation wird dabei durch Verunreinigungen des Wassers in Form kleiner Gas-
blasen begiinstigt.

Die Kavitationserscheinungen fiithren zu Materialschdden und zu erheblicher
Schallabstrahlung — bei der Entwicklung neuer Schiffspropeller versucht man des-
halb, diese Effekte zu minimieren. Zur kontrollierten Durchfithrung von Modell-
versuchen, welche der Abschitzung des Kavitationsverhaltens dienen, wird ein
Verfahren bendtigt, um Groéfle und Konzentration der Gasblasen in den Ver-
suchsanlagen messen zu konnen.

Die akustischen Eigenschaften blasenhaltiger Fliissigkeiten unterscheiden sich
wesentlich von denen der reinen Fliissigkeit; die Anwesenheit von Gasblasen be-
wirkt insbesondere eine Démpfung der Schallwellen. Man kann nun versuchen,
durch Messung der Dampfung fiir Schallwellen unterschiedlicher Frequenzen die
Groflenverteilung der Gasblasen zu bestimmen. Dieses inverse Problem ist Ge-
genstand der vorliegenden Arbeit.

Zunéchst wird ein Modell zur Beschreibung blasenhaltiger Fliissigkeiten vor-
gestellt, welches auf van Wijngaarden [47, 48] zuriickgeht. Fiir die Ausbreitung
ebener Schallwellen erhélt man aus diesem Modell eine nichtlineare Gleichung der
speziellen Form L(f) = g(f), aus der die gesuchte Verteilung f bestimmt werden
kann. Hier ist L ein linearer und ¢ ein nichtlinearer Integraloperator. Die aus
Messungen bekannte Dampfung geht dabei in den Operator ¢ ein, und man hat
infolgedessen nur eine Approximation g° zur Verfiigung. Es stellt sich nun heraus,
daf§ Losungen der oben aufgefithrten Gleichung nicht stetig von Stérungen des
Operators g abhéngen; in diesem Sinne ist diese Gleichung schlecht gestellt.

Ist der Gasanteil im Gemisch sehr gering, so kann die gesuchte Verteilung
aus einer linearen Approximation der oberen Gleichung bestimmt werden. Solche
Methoden findet man z. B. in Commander et al. [6] und Diekmann [9]. Das Ziel
dieser Arbeit ist es nun, eine Methode fiir Gemische mit einem hoheren Gasanteil
zu entwickeln. Dazu bedarf es insbesondere der Formulierung eines geeigneten
Regularisierungsverfahrens fiir die nichtlineare Gleichung. Es wird gezeigt, dafl
unter Voraussetzungen, die von den Operatoren L und g sowie den Stérungen
von g erfiillt werden, die bekannte Tikhonov-Regularisierung auf diesen Fall iiber-
tragen werden kann. Schliellich wird ein numerisches Verfahren zur Lésung der
regularisierten Gleichung vorgestellt und dieses an Beispielen getestet.
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