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Einleitung 1

Einleitung

Eines der grundlegenden Probleme im CAD (Computer Aided Design) ist die Interpolation
von Punkten durch eine optisch ansprechende Kurve. Dabei erscheinen dem menschlichen
Auge Knicke, aber auch schon Bereiche verschieden hoher Kriimmung als stérend. Ein
Ansatz, um hinreichend glatte Kurven ohne Bereiche extremer Kriimmungsunterschiede
zu erzeugen, ist die Simulation elastischer Materialien. Elastische Materialien nehmen eine
Form an, bei der ihre Biegungsenergie minimiert wird. Fiir einen diinnen elastischen Stab
ist die Biegungsenergie proportional zum Integral iiber das Quadrat seiner Kriimmung

J(E,L):/O K% (s) ds, (1)

wobei mit L die Linge des Stabes bezeichnet wird. Ohne duflere Kréfte nimmt er also
die Form einer Geraden an. Dasselbe gilt fiir eine auf Bogenlénge parametrisierte Kurve
z : [0, L] — R? die das Funktional (1) minimiert. Fordert man zusétzlich die Interpolation
gegebener Punkte

z2(si)) =z, €R* i=0,1,...,N, 0=s50<5 <---<sy=L, (2)

so ist sie im allgemeinen gezwungen, eine andere Form anzunehmen. Im folgenden werden
si, 1 =1,..., N, als Interpolationsknoten bezeichnet. In dieser Arbeit ist die Lange L der
interpolierenden Kurven frei und mufl erst berechnet werden. Solche Kurven werden im
CAD nichtlineare Splines oder elastische Kurven genannt. Kurven vorgegebener Lénge,
die das Funktional (1) unter der Nebenbedingung (2) minimieren, werden zum Beispiel
von Jou & HAN (1992) betrachtet. Der Mittelweg, einer oberen Schranke fiir die Lange
der gesuchten Kurve, wird unter anderem von FISHER & JEROME (1976) beschritten. Eine
solche obere Schranke ist fiir theoretische Aussagen von Bedeutung, da die Existenz eines
globalen Minimums nur bewiesen werden kann, wenn es eine obere Schranke fiir die Lénge
der zuléssigen Kurven gibt, siehe dazu auch Abschnitt 1.3. Beschrankt man sich nicht auf
ebene Kurven, so stellt sich die Frage, ob die Minimierung des Funktionals (1) der richtige
Weg ist. Uberlegungen zu Raumkurven findet man in den Arbeiten von MEHLUM (1995)
und SCHULZE (1990).

Kurven, die das Funktional (1) unter der Nebenbedingung (2) minimieren, treten zum
Beispiel bei der Kontur eines Schiffes auf. Anders als bei den Karosserieteilen eines Au-
tos, werden die Bleche, die die Auflenhaut eines Schiffes bilden, nicht in Form geprefit,
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Abbildung 1: Im linken Teil sieht man den durch einen (unrestringierten) nichtlinearen Spli-
ne beschriebenen Bug eines Schiffes. Im rechten Teil sicht man oben einen (unrestringierten)
nichtlinearen Spline und unten einen restringierten nichtlinearen Spline zu denselben Interpola-
tionsdaten.

sondern erhalten ihre Form nur dadurch, dafl sie an den Spanten verschweifit werden.
Die Lage der Spanten hat also einen grofien Einflufl auf die Form des Schiffes. Betrachtet
man nur die Kontur entlang eines Querschnitts, so hat man eine Kurve, die das Funk-
tional (1) unter der Nebenbedingung (2) minimiert, wobei beim fertigen Schiff die Lange
der Kurve zwischen den Interpolationsknoten vorgegeben ist. In der Planungsphase wird
man zunédchst weniger Interpolationspunkte und keine Lénge fiir die Kurve vorgeben. Ein
Beispiel fiir die Kontur des Bugs eines Schiffes sieht man im linken Teil von Abbildung 1.
Oben rechts in Abbildung 1 sieht man eine Kurve, die zusétzlich noch einen Teil des Hecks
mitbeschreiben soll. Dabei wurden fiir den Bug dieselben Interpolationspunkte gewéhlt.
Nun darf ein Schiff nicht beliebig breit werden und sollte zum leichteren Be- und Ent-
laden im Mittelteil gut an der Kaimauer anliegen. Daher ergibt sich auf natiirliche Art
und Weise eine zusétzliche Restriktion fiir die gesuchte Kurve. Ein Beispiel fiir eine solche
restringierte Kurve sieht man rechts unten in Abbildung 1. Sie besitzt auf jeder Seite zwei
neue Knoten, zwischen denen jeweils ein Randstiick liegt, auf dem Kriimmung verschwin-
det. Dieses ist eine Motivation, neben der Interpolationsbedingung (2) noch eine weitere
Bedingung an die interpolierende Kurve z : I — R? zu stellen, und zwar eine Restriktion
der Form

g(z) <0, z € R%. (3)

Hierbei handelt es sich im einfachsten Fall um die Beschrinkung, daf§ die Spur der Kurve
ganz in einer gegebenen Halbebene liegt. Solche Restriktionen wurden bisher fiir nicht-
lineare Splines nur von OPFER (1989,1990) behandelt. Fiir verwandte Probleme wie die
kubische Spline-Interpolation unter Restriktionen gibt es vielfdltige Arbeiten, hier wer-
den neben der nichtnegativen Interpolation auch monotone oder konvexe kubische Splines
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betrachtet. Hier sei exemplarisch auf die Arbeiten DONTCHEV (1993), FREDENHAGEN,
OBERLE & OPFER (1999), OPFER & OBERLE (1988) und ScHMIDT & HESS (1995)
verwiesen. Auch fiir das Problem des Knickstabs, wo eine Kurve mit zwei Interpolations-
knoten gesucht wird, die bei einer festen Linge L unter bestimmten Nebenbedingungen
die Biegungsenergie minimiert, gibt es verschiedene Arbeiten, z.B. HILTMANN (1983),
MAURER & MITTELMANN (1991), in denen affin-lineare Restriktionen betrachtet wer-
den.

Bei OPFER (1989,1990) wird vorausgesetzt, dafl die erste Komponente x der gesuchten
Kurve z = (z,9)T : [0,L] — R? streng monoton wichst, so dafi die Kurve mit einer
Funktion f: R — R eine Parametrisierung der Form z = (z, f(z))" besitzt. Unter dieser
Voraussetzung kann man mit Hilfe der Variationsrechnung die notwendigen Bedingungen
fiir ein lokales Minimum von Gleichung (1) unter den Nebenbedingungen (2) und f(x) > 0,
xo < x < xy, herleiten. Aus diesen folgt, dafl die Kriimmung x und der Tangentenwinkel
0 einer optimalen Kurve stetig sind und die natiirliche Randbedingung k(sg) = k(sy) =0
erfiillen. Auflerdem gilt intervallweise die Differentialgleichung

5(f//)3 + 20f/f//f/// 35(f/>2<f//)3
21+ (/%) 200+ ()2
Wiéhrend von OPFER (1989,1990) kein Algorithmus und kein Beispiel fiir einen restringier-
ten Spline angegeben wird, findet man Algorithmen, die den unrestringierten nichtlinearen
Spline unter den obigen Voraussetzungen berechnen, bei GLASS (1966) und WOODFORD
(1969). Ein Vorteil der obigen Einschrénkung ist die Vereinfachung des Problems, daf in
diesem Fall das Gitter 0 = 5o < s1 < - -+ < sy nicht berechnet werden muf3, da die ersten

£ = (@)

Komponenten der Interpolationspunkte xo < x; < --- < x diese Rolle iibernehmen. Der
Nachteil ist, dafy die Voraussetzung der Monotonie von z fiir viele Probleme nicht erfiillt
wird, bei denen sie fiir die Interpolationspunkte erfiillt ist und =y < 1 < --- < xy gilt.
Ein Beispiel hierfiir findet man im Abschnitt 1.2.

In dieser Arbeit werden notwendige Bedingungen fiir ein lokales Minimum von (1) unter
der Nebenbedingung (2) und einer allgemeinen Restriktion (3) bewiesen. Fiir eine affin-
lineare Restriktion

9(z) = (sin 3, — cos f)(z — z¢) < 0

mit Steigungswinkel 3 € R durch den Punkt z¢ € R? und die Restriktion durch einen
Kreis

9(2) = ||z — zkl; - R* <0

mit Mittelpunkt zx € R? und Radius R € R, werden noch weitere spezielle Eigenschaf-
ten der Losung gezeigt. Im letzten Kapitel wird mit Hilfe der notwendigen Bedingungen
ein Algorithmus zur Berechnung unrestringierter nichtlinearer Splines so modifiziert, dafl
durch eine affin-lineare Restriktion beschrinkte nichtlineare Splines berechnet werden
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konnen. Am Schlufl der Arbeit werden an Hand eines Beispiels Ansétze zur Berechnung
eines nichtlinearen Splines unter einer Restriktion in Form eines Kreises vorgestellt.

Die ersten Untersuchungen zu Kurven, die das Funktional (1) unter bestimmten Neben-
bedingungen minimieren, gehen auf Euler und die Gebriider Bernoulli zuriick, vgl. LOVE
(1907). In diesen Arbeiten werden aber nur Probleme fester Linge betrachtet. Mit Hilfe
der Variationsrechnung kann man notwendigen Bedingungen fiir Kurven, die das Funk-
tional (1) unter der Nebenbedingung (2) minimieren, herleiten und erhélt, daf fir die
Kriimmung x die Differentialgleichung

K+ 1 =0 (5)
gilt, vgl. LEE & FORSYTHE (1973). Neben den Interpolationsbedingungen erhilt man
aus den notwendigen Bedingungen weitere Randbedingungen sowie die Stetigkeit des
Tangentenwinkels und der Kriimmung, so daf§ sich eine vollstdndige Randwertaufgabe
zur Berechnung des nichtlinearen Splines ergibt. Die Differentialgleichung (5) kann man
mit Hilfe der Jacobischen elliptischen Funktionen, vgl. Anhang B, lésen und erhélt so
ein nichtlineares Gleichungssystem mit 4N Gleichungen, in dem neben den Jacobischen
elliptischen Funktionen auch unvollstandige elliptische Integrale auftreten, vgl. REINSCH
(1981,1997). Im Fall von nur zwei Interpolationspunkten (N = 1) mit zusétzlich vorgege-
benen Tangentenwinkeln am Rand, welcher im folgenden lokales Problem genannt wird,
kann man das nichtlineare Gleichungssystem soweit auflésen, dafi man nur noch eine
nichtlineare Gleichung l6sen muf; vgl. BRUNNETT & WENDT (1997). Dieses Verfahren
wird in dieser Arbeit zur Berechnung eines nichtlinearen Splines mit zwei Interpolations-
punkten verwendet. In der Literatur findet man eine ganze Reihe weiterer numerischer
Verfahren zur Berechnung nichtlinearer Splines. Exemplarisch sei auf MALcoLm (1977)
und REINSCH (1981,1997) verwiesen.

Diese Arbeit gliedert sich wie folgt: Im ersten Kapitel dieser Arbeit werden grundlegende
Begriffe aus der Differentialgeometrie eingefithrt und die Problemstellung als Variations-
aufgabe formuliert. Im Abschnitt 1.3 wird auf theoretische Eigenschaften von nichtlinearen
Splines eingegangen, die man in den Arbeiten FISHER & JEROME (1976), GOLOMB &
JEROME (1982), LEE & FORSYTHE (1973) und LINNER (1993,1996) findet. Am SchluB
des Kapitels werden Invarianzeigenschaften lokaler Minima bewiesen.

Im zweiten Kapitel werden grundlegende Begriffe der Theorie optimaler Steuerungen ein-
gefithrt und die im ersten Kapitel eingefithrte Problemstellung als Optimalsteuerungs-
problem formuliert. Hierauf werden notwendige Bedingungen erster Ordnung fiir ein all-
gemeines Optimalsteuerungsproblem mit freien Zwischenknoten und freier Endzeit ange-
wendet, die im Anhang A hergeleitet werden. Diese liefern wie im unrestringierten Fall ein
vollstdndiges Randwertproblem. Analog zum unrestringierten Spline kann man mit Hilfe
der Jacobischen elliptischen Funktionen ein nichtlineares Gleichungssystem herleiten. Im
Abschnitt 2.3 wird bewiesen, dal wihrend kritische Punkte beliebig viele Wendepunkte
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besitzen konnen, lokale Minima maximal einen Wendepunkt zwischen zwei Interpolations-
punkten besitzen. Im Abschnitt 2.4 wird gezeigt, dafl bei einem nichtlinearen Spline mit
einer affin-linearen Restriktion maximal ein Randstiick oder ein Beriihrpunkt zwischen
zwei Interpolationspunkten auftreten kann. Dabei wird als Beriihrpunkt eine einzelne
Stelle und als Randstiick ein Intervall bezeichnet, in dem die Restriktion aktiv ist, d.h.
g(z) = 0 gilt. Dieses kann in einer abgeschwéchten Form auch fiir den Fall einer Restrik-
tion durch einen Kreis bewiesen werden. An Hand eines Beispiels wird gezeigt, daf§ dieses
aber nicht fiir beliebige Restriktionen der Fall ist.

Im dritten Kapitel wird ein Algorithmus zur Berechnung eines unrestringierten nichtlinea-
ren Spline beschrieben. Dabei wird zunéchst ein Verfahren zur Losung des lokalen Pro-
blems vorgestellt. Dieser Algorithmus geht auf BRUNNETT & WENDT (1997) zuriick. Eine
grofle Anzahl von Beispielen fiir Losungen des lokalen Problems findet man im Anhang D.
Dieses Verfahren zur Berechnung eines lokalen Splines wird bei dem Algorithmus zur Be-
rechnung globaler nichtlinearer Splines, der sich in eine inneren und eine duflere Iteration
gliedert, verwendet. In der innere Iteration wird das lokale Problem fiir gegebene Tangen-
tenwinkel gelost und damit die Kriimmung an den Interpolationsknoten berechnet. In der
dufleren Iteration werden Tangentenwinkel gesucht, fiir die die Kriimmung an den inneren
Interpolationsknoten stetig ist. Hierbei wird das Newton-Verfahren mit einer Schrittwei-
tensteuerung verwendet. Startwerte werden mit Hilfe der kubischen Spline-Interpolation
berechnet. Zum Abschlufl des Kapitels werden zwei Beispiele fiir unrestringierte globale
Splines prasentiert. Weitere Beispiele findet man im Abschnitt 4.4 des vierten Kapitels.

Im letzten Kapitel wird der nichtlineare Spline unter affin-linearen Restriktionen nume-
risch behandelt. Dabei wird zunéchst der Spezialfall eines nichtlinearen Splines mit zwei
Interpolationspunkten und einem Randstiick betrachtet. In diesem Fall kann man die
Losung mit Hilfe der Jacobischen elliptischen Funktionen und ihrer Umkehrfunktionen
angeben, ohne eine komplizierte nichtlineare Gleichung l6sen zu miissen. Zur Berech-
nung eines nichtlinearen Splines mit zwei Interpolationspunkten und einem Beriihrpunkt
wird das im dritten Kapitel vorgestellte Verfahren modifiziert. Dabei werden Startwerte
aus dem Verfahren zur Berechnung des lokalen Problems mit Randstiick gewonnen. Zur
Berechnung eines globalen restringierten Splines mufl dieser Algorithmus weiter modi-
fiziert werden. Die dabei auftretenden Besonderheiten werden an Hand einiger Beispiele
erlautert. Fiir alle getesteten Beispiele konnte aus dem unrestringierten nichtlinearen Spli-
ne der gesuchte restringierte Spline berechnet werden. Am Ende des Kapitels werden noch
Ansétze zur Berechnung eines nichtlinearen Splines unter einer Restriktion in Form eines
Kreises beschrieben und an Hand eines Beispiels erldutert.

Ich mo6chte mich an dieser Stelle ganz herzlich bei meinem Betreuer Prof. Dr. H. J. Oberle
bedanken. Thm verdanke ich das interessante Thema, zu dem er mir viele Anregungen
gegeben hat. Die Erstellung dieser Arbeit wurde durch Diskussionen mit vielen Kollegen
begleitet. Inbesondere sei Helge Baumann und Andreas Diekmann gedankt. Auflerdem
mochte ich meiner Familie fiir ihre tatkraftige Unterstiitzung ganz besonders danken.
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Kapitel 1
Grundlagen

In diesem Kapitel werden zunéchst die Grundlagen der Differentialgeometrie, soweit sie
zum Verstandnis der Problemstellung benétigt werden, zusammengefafit. Diese findet man
in einfithrenden Biichern iiber Differentialgeometrie, wie KLINGENBERG (1973) und Do
CARMO (1983). Im zweiten Abschnitt wird die Problemstellung erldutert und in den
Abschnitten 1.3 und 1.4 wichtige Eigenschaften von Loésungen beschrieben.

1.1 Bezeichnungen aus der Differentialgeometrie

In vielen Differentialgeometriebiichern werden zunéchst C*°-Kurven betrachtet und fiir
diese die grundlegenden Begriffe eingefiihrt. Da aber an die in dieser Arbeit betrachteten
Kurven geringere Differenzierbarkeitsvoraussetzungen gestellt werden, wird die folgende
Darstellung daran angepaflt und soweit moglich nur die stetige Differenzierbarkeit der
Kurve vorausgesetzt.

Sei I C R ein Intervall. Eine Abbildung z : I — R" heif$t parametrisierte Kurve, wenn ein
offenes Intervall I O I und eine stetig differenzierbare Abbildung z : I — R" existieren,
fiir die z = z|; gilt. Die Bildmenge z(/) heifit Spur von z.

Zwei parametrisierte Kurven z : [ — R", 2 : I — R™ heilen dquivalent, wenn es eine
bijektive, stetige Abbildung ¢ : I — I gibt, fiir die 2 = z o ¢ gilt. Die Abbildung ¢
wird Parametertransformation genannt. Ist die Abbildung ¢ streng monoton wachsend,
so heifit die Parametertransformation orientierungstreu. Ist ¢ dagegen eine streng mono-
ton fallende Funktion, so heifit die Parametertransformation orientierungsumkehrend. Die
hierdurch definierte Relation zwischen parametrisierten Kurven im R" ist offenbar eine
Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklasse aller Kurven, die durch eine Parametertransfor-
mation auseinander hervorgehen, nennt man unparametrisierte Kurve.

Eine parametrisierte Kurve z : I — R" besitzt an jeder Stelle ¢ € [ eine eindeutig
definierte Ableitung 2’(t). Diese wird Tangentialvektor der Kurve an der Stelle ¢ genannt.
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Verschwindet der Tangentialvektor an keiner Stelle ¢ € I, so heifit die Kurve reguldr.

Die Ldnge einer parametrisierten Kurve z : I — R" wird durch

L(z) ::/IHZ'@)Hth (1.1.1)

definiert, sofern dieses Integral existiert. Dabei bezeichnet ||-||2 die euklidische Norm. Eine
reguldre Kurve z : I — R™ heifit nach der Bogenlinge parametrisiert, wenn ||2'(s)||2 = 1
fiir alle s € I gilt.

Satz 1.1. Jede reguliare Kurve z : I — R™ 143t sich nach der Bogenléinge parametrisieren,
d.h. z ist zu einer auf Bogenldnge parametrisierten Kurve dquivalent.

Beweis. Fiir festes tg € I wird durch
t
5= [ 1#0)dt,  tel
to
die sogenannte Bogenldngenfunktion definiert. Da die Abbildung S : I — R eine streng

monoton wachsende C!-Funktion ist, existiert ihre Umkehrfunktion. Mit ¢(s) := S71(s),
se€ S(1), gilt

dizog)|| _||d=| || de) _ (1.1.2)
ds 5 dt ||, || ds |y
d.h. z := z o ¢ ist auf Bogenldnge parametrisiert. 0

Nach Satz 1.1 enthélt jede Aquivalenzklasse regulirer Kurven eine nach der Bogenlinge
parametrisierte Kurve. Im folgenden werden nach der Bogenlédnge parametrisierte Kurven
kurz C'-Kurven genannt.

Eine C-Kurve z : I — R™ heit C*-Kurve, wenn es eine auf einem offenem Intervall
I > I definierte k-mal stetig differenzierbare Abbildung 2 : I — R™ gibt, fiir die zZli =z
gilt.

Im folgenden betrachten wir das Kriimmungsverhalten einer C2-Kurve. Dazu beschrinken
wir uns der Einfachheit halber auf den Fall n = 2. Die Kriimmung einer ebenen C?-Kurve
z : I — R? 1Bt sich durch

k= det[z,2"] auf I (1.1.3)

definieren. Mit Hilfe der Kriimmung kann man den Tangentenwinkel definieren. Seien
so € I und 6y € R so gewahlt, daf3

2'(50) = (cos by, sin By)" (1.1.4)
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gilt. Dann wird die Funktion 6 : I — R
6(s) ::/ k(o) do + g (1.1.5)
S0
Tangentenwinkel genannt. Diese Definition ist bis auf additive Vielfache von 27 eindeutig.
Da8B fiir den so definierten Tangentenwinkel

2’ = (cosf,sin )’

in I gilt, wird in Satz 1.3 bewiesen. Dazu wird der folgende Eindeutigkeitssatz fiir An-
fangswertaufgaben bei gewohnlichen Differentialgleichungen benétigt:

Satz 1.2. Gegeben sei ein Intervall I C R und eine stetig differenzierbare Funktion
f I xR"— R" Dann besitzt fiir ty € I die Anfangswertaufgabe

x' = f(t,x), x(ty) = o, (1.1.6)
hochstens eine Losung auf dem Intervall 1.

Beweis. Siehe FORSTER (1984, Kapitel 10). O

Satz 1.3. Gegeben seien die Kriimmung r : I — R und die Anfangswerte z'(sg) = z
und z(sg) = 2z fiir eine Stelle sy € I. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte C*-Kurve
z : I — R?, die die Kriimmung k besitzt und die gegebenen Anfangswerte interpoliert.
Ftir sie gilt an jeder Stelle s € 1

2'(s) = (cosf(s),sinf(s))" und z(s)= /8 Z'(0)do + =z, (1.1.7)

wobei 6 den Tangentenwinkel aus (1.1.5) bezeichnet.

Beweis. Fiir jede C2-Kurve z = (z,y)" mit der Kriimmung x gilt
122 =1 und k = det[2', 2"].

Durch Ableiten der ersten Gleichung ergibt sich das Differentialgleichungssystem

1.0 !, 01

0=(2")T2"=22" +yy

K — det[z',z”] _ x'y” N x”y’,

welches man nach den zweiten Ableitungen auflésen kann. Damit erhélt man das lineare
Differentialgleichungssystem

j— /ﬂ;y/

.T” —
y// — H.T/,
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welches nach Satz 1.2 fiir einen gegebenen Anfangswert z’(ty) = z{, hochstens eine Losung
besitzt. Die durch (1.1.7) gegebene Kurve z : I — R? ist eine Losung, da fiir ihren
Tangentialvektor nach Definition [|2’||; = 1 gilt, sie die Kriimmung
0 —0'sind
det[, 2] = | =0 =
etl#, #'] sinff 0 cos6 "
besitzt und aufgrund der Definition des Tangentenwinkels (1.1.4)-(1.1.5) die Anfangswerte
interpoliert. U

Man kann die Kriimmung und den Tangentenwinkel auch unter abgeschwéchten Vor-
aussetzungen definieren. Eine C*¥~'-Kurve z : [a,b] — R? heiit stiickweise k-mal stetig

differenzierbar oder C*~L*-Kurve, wenn eine Unterteilung a = sg < 51 < -+ < sy = b

des Intervalls [a, b] und C*-Kurven z; : [s;_1,s;] — R?, i=1, ... N, existieren, fiir die
2i|[3i—173i] = z|[3i—173i]

gilt.

Die Kriimmung & : [a,b] — R einer C1%-Kurve z : [a,b] — R? ist nur stiickweise stetig,
d.h. es gibt einer Unterteilung a = sp < s1 < --+ < sy = b des Intervalls [a, b] und stetige
Funktionen &; : [s;—1,s;] — R, i=1, ... N, fiir die

’%’i|(8i_1,8i) = ’K‘;|(5i—175i)

gilt. Der Raum aller stiickweise stetigen Funktionen auf dem Intervall [a,b] wird mit
Cstkwla, b] bezeichnet. Der Tangentialvektor z’ und der Tangentenwinkel 6 sind stiick-
weise stetig differenzierbare Funktionen. Der Raum aller stetigen und stiickweise stetig
differenzierbaren Funktionen wird mit

C%a,b] := {f € Cla,b]|f" € Cotiewla, 0]}

bezeichnet. Analog definiert man den Raum der (k — 1)-mal stetig differenzierbaren und
k-mal stiickweise stetig differenzierbaren Funktionen

C*¥a, b] == {f € C*'a, b]| f® € Cuewla, b1}

Diese Bezeichnungen werden im folgenden Abschnitt bei der Formulierung der Problem-
stellung benutzt.

1.2 Problemstellung

In dieser Arbeit wird das Problem betrachtet, eine Kurve minimaler Biegungsenergie mit
bestimmten Interpolationseigenschaften zu finden. Dieses fithrt zu der folgenden Problem-
stellung.
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Problem 1.1. Zu gegebenen Punkten
z€R?® i=0,...,N, mit  z; # 2z, i=1,...,N, (1.2.1)

und Tangentenwinkeln 0y, 0y € R bestimme man ein Gitter Ay ={0=s0<s$1<...<Sn},
eine C12-Kurve z : [0, sy] — R? und eine C%!-Funktion 6 : [0, sy] — R, die das Funktional

(2,0, Ay) = /SN (0'(s))? ds (1.2.2)

S0

minimieren unter den Nebenbedingungen

2 = (cosf,sin®)T auf [sg, sy, (1.2.3)
z(s;) = z, 1=0,...,N, (1.2.4)
9(0) = 90, 9(81\[) = 9]\[. (125)

Die Bedingung (1.2.1) heifit, daf§ keine zwei aufeinander folgenden Punkte gleich sind.
Es ist jedoch erlaubt, dal zwei nicht aufeinander folgende Punkte gleich sind. Durch die
Nebenbedingung (1.2.3) wird gewéhrleistet, dafl die gesuchte Kurve nach der Bogenldnge
parametrisiert ist und ¢ ihr Tangentenwinkel ist. Sind nur zwei Interpolationspunkte vor-
gegeben oder liegen alle Interpolationspunkte auf einer Geraden, so verhindert die Ne-
benbedingung (1.2.5), dafi die Losung die interpolierende Gerade ist. Lafit man diese
Bedingung weg, so erhélt man die natiirliche Randbedingung, dafl die Kriimmung am
Rand verschwindet. Auch dieser Fall wird spéater betrachtet werden.

In dieser Arbeit wird das Problem 1.1 nun mit einer zusatzlichen Restriktion betrachtet
wird, wie sie in &hnlicher Form bisher nur von OPFER (1989,1990) untersucht wurde.

Problem 1.2. Zu gegebenen Interpolationsdaten z; € R? i = 0,..., N, mit (1.2.1) und
0o, 0n € R und einer gegebenen Funktion g € C?*(R?), fiir die

g(z)) <0, ¢=0,...,N, und Vg(z) #0 fiir alle z € R? (1.2.6)

gelte, bestimme man ein Gitter Ay = {0 = sg < s; < -+ < sy}, eine CH2-Kurve
z : [0,sy] — R? und eine C%'-Funktion 6 : [0,sy] — R, die das Funktional (1.2.2)
minimieren unter den Nebenbedingungen (1.2.3)-(1.2.5) und

g(z) <0. (1.2.7)

Die Bedingung (1.2.6) wird spéter bei der Herleitung notwendiger Bedingungen benotigt.
Im vierten Kapitel wird ein Algorithmus fiir affin-lineare Restriktionen

g(z) = (sin B, —cos ) (z — z¢) <0, (1.2.8)
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hergeleitet und Ansitze fiir die Restriktion durch einen Kreis
9(z) = |lz — zxll; — R? (1.2.9)

vorgestellt. Die Voraussetzungen an die Nebenbedingung (1.2.6) kann man abschwéchen,
so daf} auch abschnittsweise definierte Restriktionen zuléssig sind, die an den Interpolati-
onspunkten nicht stetig sind. Dieses war beim einleitenden Beispiel der Fall.

In einigen Arbeiten, wie zum Beispiel in denen von GLASS (1966), WOODFORD (1969) und

OPFER (1989,1990), wird nur ein Spezialfall der Problemstellung 1.1 bzw. 1.2 betrachtet
1
2
aussetzung besitzt die erste Komponente der Kurve z = (z,y)? eine positive Ableitung
2'(s) = cosf(s) > 0 und ist deshalb streng monoton wachsend. Daher 148t sich die Kur-

und vorausgesetzt, dafl fiir den Tangentenwinkel 6 € (—zm, %71') gilt. Unter dieser Vor-

ve z = (z,y)T durch x parametrisieren. Mit der Parametertransformation o(s) := z(s),
s € [s0, sn], kann man die Funktion

ﬂ(l‘) = y((p_l('r>>> LS [xova]v
definieren. Fiir ihre Ableitung gilt

j = dig: %% = sz = tand, und
x s dr  cos
1

1
ds VIttanZ0 1+ (§)?
Mit 6(¢~1(x)) = arctan(g/(z)) ergibt sich fiir die Kriimmung

ey 40 Y@ da y'(x)
k(e (2)) = E(S" () = W@ T+ (' (2)2P

Fiir das Zielfunktional folgt schliefllich genauso

[Cwera- [Teeopge- [T ST .

Dieses kann man zu der folgenden Problemstellung zusammenfassen.

(1.2.10)

Problem 1.3. Zu einem gegebenen Interpolationsgitter ro < x; < --- < xn, Interpo-
lationsdaten y; € R, i = 0,..., N, y},yy € R und einer Funktion h € C?*[z¢, zy] mit
yi < h(z;), 1 =0,...,N, wird eine Funktion y € C?[xy, xy] gesucht, die das Energie-
funktional

i(y) _ /‘$N <y//(x))2 dz

Ty (@2

minimiert unter den Nebenbedingungen

y(z:) =y, i=0,...,N, (1.2.11)

v(o) =, (@) =y, (1.2.12)
y(x) < h(z), xo <z <ap. (1.2.13)
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Abbildung 1.1: Die Spur der Kurve aus Die Spuren der beiden Kurven aus
Beispiel 1.1. Beispiel 1.2.

Die Formulierung von Problem 1.3 hat den fiir praktische Anwendungen mitunter ein-
schrinkenden Nachteil koordinatenabhéngig zu sein. So muf} fiir die Interpolationspunkte

To <1 <+ - <IN (1214)

vorausgesetzt werden. Betrachtet man nur den Fall von zwei Interpolationspunkten, so
erfiillt, wie im zweiten Kapitel bewiesen wird, jede , Losung“ von Problem 1.1 bzw. 1.2
nach einer geeigneten Rotation des Koordinatensystems die Voraussetzungen von Pro-
blem 1.3. Diese Eigenschaft hilft bei der Losung eines konkreten Problems wenig, da man
den Drehwinkel erst nach Berechnung der Losung kennt. Diese Problematik verdeutlicht
das folgende Beispiel.

Beispiel 1.1. Gegeben seien die Interpolationspunkte z¢ = (0,0)", z; = (1,2)" und die
Tangentenwinkel 8y = 6; = 0. Fiir die Losung von Problem 1.2, die mit dem Algorith-
mus aus dem dritten Kapitel berechnet werden kann, gilt nicht cos@ > 0. Daher ist sie
keine Losung von Problem 1.3, obwohl die Interpolationsdaten die Voraussetzungen von
Problem 1.3 erfiillen. Die Spur dieser Kurve ist im linken Teil von Abbildung 1.1 zu sehen.

Dafl man in Problem 1.1 bzw. 1.2 die Randbedingung (1.2.5) nicht durch Bedingung (1.2.12)
tan 6(0) = vy, tanf(sy) = yy

ersetzen kann, zeigt das folgende Beispiel.

Beispiel 1.2. Gegeben seien die Interpolationspunkte z¢ = (0,0)T und z; = (1,1)T und
die Tangentensteigungen y; = 2 und y; = —2. Sucht man eine Losung von Problem 1.3,
so erhélt man als Losung die Kurve, die in Abbildung 1.1 gestichelt gezeichnet ist. Sie ist
eine Losung von Problem 1.1 zu den Tangentenwinkeln 8y = —6; ~ 1.1071. Thre Lénge
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ist L := s, ~ 1.4278 und das Funktional hat den Wert I (y) ~ 8.0844. Sucht man dagegen
eine Losung der allgemeineren Problemstellung 1.1, erhélt man fiir die Tangentenwinkel
0o ~ 1.1071 und 6, ~ 2.0344 eine Kurve, deren Funktional den Wert I(z,0, A1) ~ 7.1914
hat und deren Lénge L := s; &~ 1.1128 ist. Die Spur dieser Kurve ist rechts in Abbil-
dung 1.1 durchgezogen gezeichnet. In einem geeignet gedrehten Koordinatensystem, 16st
diese Kurve auch Problem 1.3.

In den folgenden Abschnitten werden nun Losungen der Probleme 1.1 bzw 1.2, d.h. glo-
bale oder lokale Minima, betrachtet und einige wichtige Eigenschaften, die sie besitzen
hergeleitet.

1.3 Globale oder lokale Minima?

Um die Existenz globaler Minima behandeln zu konnen, miissen zunéchst einige grundle-
gende Begriffe definiert werden. Diese werden auch im Abschnitt 1.4 benotigt.

Definition 1.4.
(a) Die Menge aller zuldssigen Kurven von Problem 1.2 wird definiert durch
M :={(z0,Ay) : Ay={0<s; <---<sy},z€C"(0,sn],R?),
0 € C”'[0, sn] l6sen (1.2.3)-(1.2.7) }.

(b) Eine Menge U. C M wird e-Umgebung von (z*,0*, A%) € M genannt, wenn € > 0

und
U, = {(z,@,AN) eM:|si—si|<e i=1,...,N, und
12(s) — 2%(s) ||l <€, [6(s) — 0%(s)| < & fiir 0 < s < min{sy, sy }}
gelten, wobei || - || die Maximumnorm bezeichnet.

(c) Eine zuldssige Kurve (2*, 0%, A%Y) € M heifit ein globales Minimum von Problem 1.2,
wenn [(z*, 0% A%) < I(z,0, Ay) fir alle zuléssigen Kurven (z,60, Ay) € M gilt.

(d) Eine zulédssige Kurve (2%, 0%, A%) € M heifit ein lokales Minimum von Problem 1.2,
wenn eine e-Umgebung U. C M von (z*, 0%, AY) existiert, so dafl
I(z*,0%,AY) < I(z,0,AnN)
fiir alle (2,0, Ay) € U, gilt.

Analog kann man diese Begriffe fiir Problem 1.1 definieren.

In der Literatur wurde Problem 1.1 in verschiedenen Arbeiten behandelt, zum Beispiel in
REINSCH (1981,1997) und BRUNNETT & WENDT (1997). Dabei wurde schon in BIRK-
HOFF & DE BOOR (1965) darauf hingewiesen, da8 fiir dieses Problem im allgemeinen kein
globales Minimum existiert. Eine Ausnahme ist der Fall, wenn eine Gerade eine zuléssige
Kurve ist. In SCHULZE (1990, S. 30f) wird der folgende Satz bewiesen.



14 Grundlagen

Zp
Z0 21

Abbildung 1.2: Eine zuléssige Kurve bestehend aus Kreisbogen und Geradenstiicken, deren Bie-
gungsenergie mit wachsendem Radius beliebig klein werden kann.

Satz 1.5. Fiir das Problem 1.1 mit den zwei Interpolationspunkten zg, z; und den Tan-
gentenwinkeln 6y, 0, existiert kein globales Minimum, falls die Tangentialvektoren nicht
parallel sind, d.h. es kein n € N gibt fiir das |0y — 01| = nw gilt.

Anstelle eines allgemeinen Beweises soll hier nur an einem Beispiel gezeigt werden, wie
man Kurven mit beliebig kleiner Biegungsenergie konstruieren kann.

Beispiel 1.3. Betrachtet wird die Problemstellung 1.1 mit den Interpolationspunkten
zo = (0,0)T und z; = (1,0)T und den Tangentenwinkeln 6y € (0, 7) und 6; € (—i7,0).
Eine zuldssige Kurve kann man mit Hilfe zweier Geradenstiicke und eines Kreisbogens
konstruieren, vgl. Abbildung 1.2. Dabei kann man fiir einen hinreichend grofien Radius
R > R des Kreisbogens die Punkte z, = (74, ¥a)T, 25 = (25, y5)T und 23 = (xar, yar)*

mit den Abkiirzungen a = tanfy und b = tan ¢, wie folgt berechnen:

_ b R(a —b)
S b—a  (14ab)V1+a®+V1I+02(1+a?)

—b(1+¢) 1+a?
Ty 1= —————= — CXq, c:= ,
b a—b V12

. (1 +a®)xe + V(1 —3p) — x
M -— )

a—>b
xy = —ayy + (14 aQ)xa,

Ty

Ya ‘= AZq,
yp = b(xp — 1).

Fir R = 0.5, §p = 0.3 und 6; = —Z erhélt man die Punkte z, ~ (1.0518,0.3254)T,
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zp ~ (0.5505,0.4495)T und z5; ~ (0.9041,0.8030)*. Die Spur der Kurve

{24, 0<t<t, =1
2(t) = zu + R(sinf(t), —cosO(t)) ", to <t <ty:=2
(t — ty)(z1 — 2) + 2o, ty<t<t =3

mit 0(t) := (t — 1)(2m + 01 — 0y) + Oy fiir 1 <t < 2 ist in Abbildung 1.2 zu sehen. Da
diese Kurve regulér ist kann man sie nach Satz 1.1 nach der Bogenlénge parametrisieren
und erhilt damit eine zuléssige Kurve 2 € CY%([0, s1], R?) fiir Problem 1.1. Mit ihrer
Kriimmung
0, 0<s<s,
k(s)=Q R, s,<s<s
0, sp < s < s

kann man ihre Biegungsenergie durch
S1 2R
I(z,0,s1) = / K% (s)ds < / R%ds=2rR!
0 0

abschétzen. Diese Konstruktion kann fiir Kurven mit beliebig groBem Radius R > R

durchgefiihrt werden. Deshalb kann man fiir jedes n € N mit 2nm > R eine zulissige

Kurve z,, mit Radius R,, = 2n7 berechnen, fiir deren Energie

1

I(Zn, 00, s™) < 27RT = =
n

gilt. Betrachtet man den Grenzwert der Energie dieser Kurven, so gilt

lim 1(Zn, 0, s") =0,

n—oo

d.h. die Folge (z,, 0,, sgn))(neN) ist eine Minimalfolge fiir das Minimierungsproblem. Die
einzige Kurve, deren Kriimmung und Energie verschwinden, ist jedoch eine Gerade, welche
aufgrund der Voraussetzungen nicht zuléssig ist. Also existiert in diesem Fall kein globales
Minimum.

Das Problem mit beschriankter Lénge, wie es bei JEROME (1975) und FISHER & JEROME
(1976) betrachtet wird, besitzt dagegen ein globales Minimum. Dort wird das folgende
Problem betrachtet:

Problem 1.4. Zu gegebenen Punkten P = {z; € R?} und einer Zahl L > 0 werden eine
Zahl L € (0, L], eine C*-Kurve z : [0, L] — R? und eine C%'-Funktion 0 : [0, L] — R?
gesucht, die das Funktional

L
Iz0.1)= [ @) ds
0
minimieren unter den Nebenbedingungen

z' = (cosf,sinf)  auf (0,L),
Pc{z(s):0<s<L}
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In dieser Problemformulierung wird also die Lénge der Kurve restringiert. Ferner wird die
Reihenfolge, in der die Punkte interpoliert werden, nicht festgelegt. Fiir dieses Problem
gilt der folgende Satz, den man bei JEROME (1975) findet.

Satz 1.6. Sei (2,0, L) zuléssig fiir Problem 1.4, dann existiert ein globales Minimum von
Problem 1.4.

In FISHER & JEROME (1976) wird die Funktion

Z(L) :=inf{lf(2,6,L): (2,0, L) zuléssig fiir Problem 1.4}
genauer untersucht. Fiir sie gilt der folgende Satz:

Satz 1.7. Sei L die kleinste Zahl, fiir die Problem 1.4 eine Losung besitzt. Dann ist die
Funktion T auf dem Intervall [Ly, 00) stetig und monoton fallend.

Beweis. Siehe FISHER & JEROME (1976). O

Eine Zahl L* > Lo heifit stabil, wenn ein ¢ > 0 existiert, fiir das Z(L*) = Z(L) fiir
alle L € [L*, L* + €] gilt. Damit erhilt man den folgenden Satz fiir lokale Minima von
Problem 1.1:

Satz 1.8. Sei L stabil und (z,0, L) ein globales Minimum von Problem 1.4 mit maxi-
maler Lénge L. Seien die Punkte {z; : i = 0,..., N} := P so numeriert, daf8 ein Gitter
Ay ={0 =590 < 81 < -+ < sy} mit z(s;) = z; existiert. Dann ist (z,0, Ax) ein loka-
les Minimum von Problem 1.1 mit den Interpolationspunkten z; und ohne vorgegebene
Tangentenwinkel am Rand (1.2.5).

Beweis. Siehe FISHER & JEROME (1976). O

Sétze tiber die Existenz von kritischen Punkten von Problem 1.1 mit beliebig vielen Wen-
depunkten fiir bestimmte Interpolationsdaten findet man bei GOLOMB & JEROME (1982)
und LINNER (1993). Ein kritischer Punkt ist eine zuldssige Kurve, die den notwendigen
Bedingungen erster Ordnung geniigt, die im folgenden Kapitel hergeleitet werden. Diese
Kurven werden im folgenden als nichtlineare Splines bezeichnet.

Satz 1.9. Gegeben seien Interpolationsdaten zo = (0,0)T, z; = (coso,sino)?T, 6y und 0.
Dann kann man die folgenden Fiélle unterscheiden:

1. Fiir |6y — 61| > 7w gibt es keinen nichtlinearen Spline.

2. Fiir |6y — 61| <« und |6y — | > L7 oder |6, — 0| > 3 gibt es eine obere Schranke
abhangig von o, 0y und 0, fiir die Anzahl der Wendepunkte, die ein nichtlinearer
Spline besitzen kann.
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3. Fiir |6y — 01] < m, |0 — 0| < 7 und |0y — 0| < im gibt es nichtlineare Splines mit
beliebig vielen Wendepunkten.

Beweis. In LINNER (1993) findet man einen sehr knappen Beweis. Zum Beweis dieses
Satzes werden die notwendigen Bedingungen fiir lokale Minima von Problem 1.1, die im
dritten Kapitel hergeleitet werden, bendtigt. Interessierte Leser finden einen ausfiihrlichen
Beweis dieses Satzes im Anhang E. O

1.4 Invarianzeigenschaften

Fiir die Probleme 1.1 und 1.2 lassen sich Invarianzeigenschaften gegeniiber der Wahl des
Koordinatensystems zeigen. Diese Eigenschaften sind insbesondere fiir Anwendungen im
CAD-Bereich wichtig und werden im dritten und vierten Kapitel bei der Formulierung
der Algorithmen benotigt. Genauer beweisen wir im folgenden, dafi die Problemstellung
1.1/1.2 invariant unter Drehungen, Spiegelungen und Verschiebungen des Koordinaten-
system ist. D.h., wenn die Interpolationspunkte fiir Problem 1.1/1.2 gedreht, gespiegelt
bzw. verschoben werden und entsprechend auch die Tangentenwinkel am Rand und die
Restriktion, so erhélt man die Losung des neuen Problems aus der des Ausgangsproblems
durch entsprechende Drehung, Spiegelung bzw. Verschiebung.

Satz 1.10. Sei (2,0, Ay) ein lokales Minimum von Problem 1.2 zu den Interpolationsda-
ten z; €ER?%,i=0,...,N, 6y,0y € R und der Restriktion g : R? — R. So ist die mit einer
affin-linearen, bijektiven Transformation der Form

T(z) :=aAz+b,  z€cR? (1.4.1)

mit a > 0, b € R? und einer orthogonalen Matrix A € R?*? transformierte Losung ein
lokales Minimum von Problem 1.2 zu den mit T transformierten Daten. Im einzelnen gilt:

(a) Unter einer Bewegung T'(z) := Az + b mit einer Matrix

A::<cosa —sma)’ o € [0,27),

sin « CcoS o

ist die transformierte Lésung (2,0, Ay) mit z := T(z) und 6 := 0 + « ein lokales
Minimum von Problem 1.2 mit den transformierten Daten

zi =T(z;), i=0,1,...,N, Op =0, +0a, k=0,N,
9(2) ==9(T7'(2)), z€R

Die Kriimmung und die Energie der Kurve sind invariant unter Bewegungen.
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(b) Bei einer Spiegelung der Interpolationsdaten an der y-Achse

T(z)::(_(l] ?)z

ist die gespiegelte Losung (2,0, Ay) mit z := T(2), und 6 := —0 ein Iokales Mini-
mum von Problem 1.2 mit den transformierten Daten

22‘ ZZT(ZZ‘), ’iZO,l,...,N, Hk I:—ek, ]{ZZO,N,

9(2) == g(T"'(2)), zeR”.
Unter einer Spiegelung ist die Energie invariant, wéhrend fiir die Kriimmung der
transformierten Losung k = —k gilt.

(c) Bei einer Skalierung der Interpolationsdaten T'(z) := az, a > 0, ist die skalierte
Losung (2,0, Ay) mit

z(as) == az(s), O(as) :=0(s), s € [0, sn],
AN3:{0<§1<“‘<§N}7 S; = as;

ein lokales Minimum von Problem 1.2 mit den transformierten Daten
zi=az;, i=0,1,...,N, 0p =0, k=0,N,
9(z) = g(T"'(z)), zeR

Fiir die Kriimmung der skalierten Losung gilt k(as) = 1k(s), s € [0, sn].

Beweis. Jede orthogonale Matrix A € R?*? 148t sich als

A:( cosa _Smo‘), mit o€ [0,27), e e {£1},
eESINa  £COS

schreiben. Setzt man dieses in die Transformation 7" aus (1.4.1) ein, so ist zu zeigen, daf
die transformierte Losung

z(as) :=T(2z(s)), O(as) :=¢e(6(s) + ), s € [0, sn],
AN3:{0<§1<“‘<§N}7 S; 1= as;, izl,...,N,

ein lokales Minimum von Problem 1.2 zu den transformierten Interpolationsdaten

Z; ZZT(ZZ‘), ’iZO,l,...,N, ekZZE(ek—l-Oé), l{?:O,N, (142>
g(z) ==g(T"(2)), z€R’ -

ist. Die Funktionen %z, f erfiillen die Differentialgleichung (1.2.3)
Z'(as) = 24 z(as) = A2/ (s) = A(cosf(s),sinb(s))"
cos  cos o — sin 0 sin @, £(cos O sin o + sin § cos ) ) *
T

cos( 4 ), esin(f + )T = (cosf(as),sinf(as))",
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da die Funktionen z, 6 die Gleichung (1.2.3) erfiillen. Das gleiche gilt offensichtlich auch
fiir Gleichung (1.2.4)-(1.2.7) mit den transformierten Daten (1.4.2). Fiir die Kriimmung
& = 0 der transformierten Losung gilt

R(as) = 0 (as) =

1d0(as) = L4(ch(s) + a) = £0'(s) = £k(s), sp < s < sp.

Sie besitzt mit § = as die Energie

[(2,5,5):/OSN(F;(E))QdE:/OSN a(ﬁ(as)fds:/OsNg(H(s»?ds:gf(z,e,Ay

Nun bleibt nur noch zu zeigen, dafi die transformierte Kurve ein lokales Minimum von
Problem 1.2 mit den transformierten Interpolationsdaten ist. Angenommen, dieses ist
nicht der Fall. Dann gibt es in jeder e-Umgebung U. um (2,0, Ay) Funktionen 2.0 und
ein Gitter Ay, die die Nebenbedingungen (1.2.3)-(1.2.7) des transformierten Problems
erfiillen und fiir die das Energiefunktional einen kleineren Wert hat. Transformiert man
(2,0, Ay) mit der Transformation

T'z2=1A"z-b)=1A7"2—- 147",

so erhélt man eine zuldssige Kurve (2,@,A n) fiir das urspriingliche Problem. Da die
Transformation stetig und (z,6, Ay) ein lokales Minimum ist, kann man die Umgebung
U. so klein wihlen, daf} fiir die Energie der Kurven

I(z,0,AN) > 1(2,0,AN) =al(2,0,Ax) > al(2,0,Ay) = I(2,0, Ay)
gilt, was ein Widerspruch ist. O

Im dritten Kapitel bei der Beschreibung des Algorithmus wird benutzt, daff unter einer
orientierungsumkehrenden Parametertransformation sich das Vorzeichen der Kriimmung
andert.

Satz 1.11. Sei (2,0, Ay) ein lokales Minimum von Problem 1.2 zu den Interpolations-
daten z; € R?, i = 0,..., N, 6y,0ny € R und der Restriktion g : R?> — R. Unter der
orientierungsumkehrenden Parametertransformation ¢(s) := sy — s, 0 < s < sy, ist die
transformierte Losung (2,0, Ay) mit

zZ:=2zo0y, 0:=0op+m, §i:=sn—8Sn—i, ©=0,1,...,N,

und Ay := {0 < 5, < ... < 5y} ein lokales Minimum von Problem 1.2 mit den transfor-
mierten Daten

zii=zn_i, 1=0,1,..., N, §k::0N_k+7r, k=0,N, g:

Q
I
@

Fiir die Kriimmung der transformierten Kurve gilt kK = —k o .
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Beweis. Wie im Beweis von Satz 1.10 zeigt man zunichst, da (2,0, Ay) die Differenti-

algleichung (1.2.3)

/ T

zZ'= (2 o) = —(cos(f o p),sin(f o p))
= (cos(m + 6o ¢),sin(m + 0o @)t = (cosd,sind)’
und die Interpolationsbedingungen (1.2.4)-(1.2.5) fir i =0,..., N

(
(

N—i) = Z(sn — 8i) = 2(8:) = zi = Zn i,

N—i) =0(sy —8i) =7 +0(s;)) =7+ 0; = On_,

< W
W

|

erfiillt. Die Restriktion (1.2.7) gilt offensichtlich. Da88 (2,0, Ay) ein lokales Minimum ist,

beweist man analog zum Beweis von Satz 1.10.

O
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Kapitel 2
Notwendige Bedingungen

In diesem Kapitel werden notwendige Bedingungen fiir lokale Minima von Problem 1.2
hergeleitet. Dazu wird das Problem als Optimalsteuerungsproblem formuliert und not-
wendige Bedingungen aus der Theorie optimaler Steuerungen darauf angewendet, deren
ausfiihrliche Herleitung man im Anhang A findet. Dieses fithrt zu einer Randwertaufgabe,
deren Losungen die notwendigen Bedingungen erster Ordnung erfiillen. In Abschnitt 2.2
werden die Differentialgleichungen mit Hilfe der Jacobischen elliptischen Funktionen, siehe
Anhang B, gelost und ein nichtlineares Gleichungssystem aufgestellt welches zur Rand-
wertaufgabe dquivalent ist. Dieses wird im dritten und vierten Kapitel zur Herleitung ei-
nes Algorithmus zur Berechnung von nichtlinearen Splines benutzt. Im letzten Abschnitt
werden Besonderheiten der Struktur eines nichtlinearen Spline unter einer affin-linearen
Restriktion oder eines Kreises als Restriktion bewiesen.

2.1 Notwendige Bedingungen fiir nichtlineare Splines

In diesem Abschnitt werden zunéchst die benétigten Begriffe aus der Theorie optimaler
Steuerungen fiir ein allgemeines Optimalsteuerungsproblem eingefiihrt und die notwendi-
gen Bedingungen erster Ordnung fiir lokale Minima dieses Problems aufgefiihrt. Anschlie-
Bend wird das Problem 1.2 als Optimalsteuerungsproblem formuliert und die notwendigen
Bedingungen darauf angewendet.

Problem 2.1 (Allgemeines Optimalsteuerungsproblem). Gesucht werden ein Git-
ter Ay = {0 =8¢ < -+ < sy} und Funktionen u € Cgyy[S0, sn] und & € C%1([sg, sy], R"),
so daf3 das Zielfunktional

La(@, 1, Ay) = /SN Fo(a(s), uls)) ds (2.1.1)

0
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minimiert wird unter den Nebenbedingungen

' = f(x,u) in [so, sn], (2.1.2)
\I’Z(.’B(Sz)) :0, ’iZO,l,...,N, (213)
g(x(s)) <0, s < s < sp. (2.1.4)

Die Funktionen fy : R**! — R, f: R*"™ — R" ¥, : R* — R¥ (k; <n,i=0,1,...,N)
und g : R” — R seien hinreichend oft stetig differenzierbar. Fiir Problem 1.2 bzw. das
dquivalente Optimalsteuerungsproblem 2.2 ist diese Voraussetzung erfiillt, da die Funk-
tionen beliebig oft stetig differenzierbar sind. Im folgenden werden die stiickweise stetige
Funktion u als Steuerung und die C%!-Funktion x als Zustandsvariable bezeichnet.

Der Begriff eines lokalen Minimums von Problem 2.1 wird analog zu Definition 1.4 defi-
niert.

Definition 2.1.
(a) Die Menge aller zuldssigen Ldosungen von Problem 2.1 wird durch

M = {(zu,Ay) : Ay ={0<s <+ <sy},xeC([0,sy],R"),
u € Coiw[0, sy erfiillen (2.1.2)-(2.1.4) }

definiert.

(b) Eine Menge U. C M wird e-Umgebung von (x*,u*, AY) € M genannt, wenn € > 0
und

U, = {(af:,u,AN) €EM:|s;—si|<e i=1,...,N, und
[2(s) — @*(s)||oo <& fiir 0 < s < min{sy,sy}}

gelten.

(c) Eine zuldssige Losung (x*,u*, AY) € M heifit ein globales Minimum von Pro-
blem 2.1, wenn I, (x*, u*, AY) < I,(z,u, Ay) fiir alle zuldssigen Losungen (x, u, Ay) €
M gilt.

(d) Eine zuldssige Losung (x*, u*, AY) € M heiit ein lokales Minimum von Problem 2.1,
wenn eine e-Umgebung U. C M von (x*,u*, A%) existiert, so daf§

I(z" u*, AY) < I(z,u, Ay)

fiir alle zuldssigen Losungen (x,u, Ay) € U, gilt.

Zur Formulierung der notwendigen Bedingungen werden einige grundlegende Begriffe der
Optimalsteuerungstheorie wie Beriihrpunkte, Randstiicke oder die Ordnung einer Zu-
standsbeschrinkung bendtigt, die im folgenden definiert werden.
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Definition 2.2. Sei (x,u, Ay) eine zuldssige Losung von Problem 2.1.

(a) Ein Intervall [1y, 7] C [0, sn] mit 71 < 7 heiit Randstick, wenn g(x(s)) = 0 fiir
alle s € [11, 72| gilt. Der Punkt 7 bzw. 75 heifit Aufsprungpunkt bzw. Absprungpunkt
des Randstiickes [11,72], wenn ein § > 0 existiert, so dafl g(x(m —¢)) < 0 bzw.
g(x(me +¢)) <0 fiir alle € € (0,0) gelten.

(b) Ein Punkt 75 € [0, sy| heiit Berihrpunkt, wenn g(x(1p)) = 0 und g(x(s)) < 0 fir
alle s # 79 in einer Umgebung von 7y gelten. Aufsprung-, Absprung- und Beriihr-
punkte bezeichnet man auch als Verkniipfungspunkte.

(c) Ein Intervall J C [0, sy] heifit freies Teilstiick, wenn die Zustandsbeschriankung
in diesem Intervall weder einen Beriihrpunkt noch ein Randstiick besitzt und kein
Knoten des Interpolationsgitters in diesem Intervall liegt, d.h. wenn g(x(s)) < 0,
fir alle s€ Jund JN{s; : 1 =0,...,N} = gelten.

Definition 2.3. Die rechte Seite f : R™™! — R" des Differentialgleichungssystems
& = f(x,u) sei eine C-Funktion mit [ > p > 1 und die Funktion g : R® — R sei
eine CP-Funktion. Die Funktionen ¢’ : R"*! — R werden rekursiv durch

P (x,u) :=g(x) und g¢'(x,u) =g, (z,u)f(x,u), xcR" uck, (2.1.5)

1 =1,...,p, definiert. Dann nennt man die Zahl p die Ordnung der Zustandsbeschréinkung
g bzgl. der Differentialgleichung & = f(a, u), wenn p der kleinste Index ist, fiir den g” die
Steuerung u explizit enthélt, d.h. wenn gilt

dg' dgP

=0,....,.p—1 d — £0.
9 0, =0, , D , un ey

(2.1.6)

Mit diesen Bezeichnungen kann man die notwendigen Bedingungen fiir Problem 2.1 formu-
lieren. Eine ausfiihrliche Herleitung der notwendigen Bedingungen findet man im Anhang
in Abschnitt A.

Satz 2.4 (Notwendige Bedingungen). Sei (z*, u*, A%/) ein lokales Minimum von Pro-
blem 2.1 mit den Verkniipfungspunkten 7;, j = 1,...,l, wobei fiir alle Randstiicke [Ty, T2]
der Zustandsbeschrinkung g mit der Ordnung p die Auflésbarkeitsbedingung

gh(x(s),u(s)) #0 fiir alle s € [y, 2] (2.1.7)

gelte. Dann existieren stiickweise stetige Lagrange-Parameter n € Cguywl0,sy| und
A € Csuw([0, sn],R™), die C>*-Funktionen auf allen freien Teilstiicken und auf allen
Randstiicken (11, 72) mit (71,72) N{s;|i = 0,..., N} # () sind, und konstante Lagrange-
Multiplikatoren A\g > 0, 1; € R¥ a; e R,i=0,...,N undb; € R, j =1,2,...,1, die nicht
alle gleichzeitig verschwinden, d.h.

()\0, )\(lf),?](lf),lo, e ,lN,ao, .. .,CI,N,bl, .. .,bl) §é 0 (218)
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und fiir die mit der erweiterten Hamilton-Funktion
H(.’B, u, )‘7 77) = >\0f0<w7 ’U,) + ATf(w7 u) + 779(5'3)

die folgenden Bedingungen gelten:

1. adjungierte Differentialgleichungen (intervallweise):

N = —Hz(x* u*, \,n)

2. Randbedingungen:

A (s0) = =15 Yoz(x(50)) — aoga((s0)),
A (sn) = INUna(®(sn)) + anga(x(sn))

3. Transversalitatsbedingungen 1 = 1,2,..., N — 1:

N (s) =X (s7) = 1 Via(@(s1)) — aiga(®(s))

4. Bedingungen an den Verkniipfungspunkten 7; & {s;|i =0,
N(r) = N7)) = biga(@(7;))

5. Minimumprinzip fiir s € [0, sy] f.i.:
u'(s) = arg min H(z"(s), u, A(s), 1(s)),
H(a"(s),u"(s), A(s), n(s)) = 0

6. Vorzeichen- und Komplementaritatsbedingungen:

n(s) >0, n(s)g(x(s)) =0 fiir alle s € [so, s/,
N
L =10

I 1= () I

(2.1.9)

(2.1.10)

(2.1.11)

(2.1.12)

o Ny =1,

(2.1.13)

(2.1.14)
(2.1.15)

(2.1.16)
(2.1.17)
(2.1.18)

Zuldssige Losungen von Problem 2.1, die diese notwendigen Bedingungen erster Ordnung
erfiillen, nennt man auch kritische Punkte. Da es sich um keine hinreichenden Bedingungen

handelt, gibt es auch kritische Punkte, die keine lokalen Minima sind. Fiir Problem 1.2

wird hierauf in Abschnitt 2.3 niher eingegangen.

Bemerkung 2.5. Im Fall \j # 0 kann man die Lagrange-Parameter in Satz 2.4 umska-

lieren, so daB A\g = 1 gilt. Den Fall Ay = 0 kann man fiir viele

konkrete Beispiele, z.B.

auch fiir das Problem 1.2, vgl. Satz 2.7, zum Widerspruch fiithren, da nach Satz 2.4 die

Lagrange-Multiplikatoren nicht alle verschwinden.
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Um diese notwendigen Bedingungen auf das Problem 1.2 anwenden zu kénnen, wird es
mit der Steuerung x = ¢’ in ein dquivalentes Optimalsteuerungsproblem iiberfiihrt.

Problem 2.2. Zu gegebenen Interpolationsknoten z; € R?, i = 0,..., N, mit z; # z;_1,
i = 1,...,N, Tangentenwinkeln am Rand 6y, Oy und einer Funktion g € C?(R?)
mit g(z;) < 0,7 = 0,...,N, und Vg(z) # 0 fiir alle z € R? werden ein Gitter
Any ={0=50 < 81 <--- < sy}, Zustandsvariablen z € C%([s¢, sy],R?), 0 € C%'[s, sy]
und eine Steuerung k € Cgikw[S0, S| gesucht, die das Funktional

SN
I(z,k,AN) = / K ds (2.1.19)
S0
minimieren unter den Nebenbedingungen
2 = (cosf,sin®)T, in [so,sn], (2.1.20)
0 =k, in [so, sn], (2.1.21)
= (sz)—zz, 1=20,1,..., N,
(2.1.22)
= (Sk) k= 0, N,
g(z(s)) <0, S0 < s < sp. (2.1.23)

Dieses Optimalsteuerungsproblem ist ein Spezialfall des allgemeinen Optimalsteuerungs-
problems 2.1, bei dem die Funktionen

fol@,u) = u?,
f(x,u) = (cos xs,sinxs, u)t,
Ui(z(se) = (& — (2,00)"),  k=0,N,
Ui(x(s;)) = (w1, )" — 24), i=1,...,N—1,
g(x) = g((z1,22)")
mit T = (2T, 0) und u = & beliebig oft stetig differenzierbar sind.

Eine weitere Voraussetzung, die das Optimalsteuerungsproblem erfiillen muf}; damit man
die notwendigen Bedingungen aus Satz 2.4 anwenden kann, ist die Auflésbarkeitsbedin-
gung (2.1.7). Diese wird von den beiden in dieser Arbeit betrachteten Restriktionen von
Problem 2.2 erfiillt.

Satz 2.6. a) Fine affin-lineare Restriktion

9(z) = (sin 3, — cos f)(z — z¢) < 0

besitzt die Ordnung zwei bzgl. der Differentialgleichung (2.1.20) und erfiillt die Auflosbar-
keitsbedingung (2.1.7). Auf einem Randstiick gilt mit den Bezeichnungen aus Definiti-
on 2.3

¢°(z, k) = (sin B, — cos B)(z — zq),
gl(z,/ﬁ) sin( — 0) und



26 Notwendige Bedingungen

b) Auch die Restriktion durch einen Kreis
9(z) =z —zxl; - R* <0,  R>0,

besitzt die Ordnung zwei bzgl. der Differentialgleichung (2.1.20) und erfiillt die Auflosbar-
keitsbedingung (2.1.7). Auf einem Randstiick gilt mit den Bezeichnungen aus Definiti-
on 2.3

9'(z. k) = ||z — 2kl — R,
g'(z,k) = 2(cos,sinb)(z — zg) und
g*(z,k) = 2(1 &+ Rk).

Beweis. Zu a) Fiir eine affin-lineare Restriktion erhélt man durch Einsetzen in Definiti-
on 2.3

°(z,k) = (sin B3, — cos B)(z — z¢) und
g'(z, k) = (sin 8, — cos 3)2" = sin B cos  — cos Bsinh = sin(f — 6).

Da auf einem Randstiick g* = 0 gilt, folgt hieraus § = n7 + 3 mit n € Z. Damit gilt fiir
die Funktion ¢g? auf einem Randstiick

g*(z, k) = —ksin Bsinf — kcos fcosf = cos(B — )k = £

und die Auflosbarkeitsbedingung (2.1.7) ¢g? # 0 ist erfiillt.

Zu b) Fir die Restriktion durch einen Kreis erhilt man durch Einsetzen in Definition 2.3

9'(z. k) = |lz — 2x[l; - B*  und
g (z,k) = 2(z — zx)T2' = 2(cos 0,sin 0)(z — zk).
Da auf einem Randstiick g'(z,x) = 0 gilt, stehen dort die Vektoren (cosf,sin @)’ und

z — zk senkrecht aufeinander und es gilt (—sinf,cosf)(z — zx) = +R. Damit gilt fiir
die Funktion g2 auf einem Randstiick

g*(z,k) = 2(—sinf,cos0)(z — zx )0 + 2(cosf,sin )z’ = +2Rk + 2

und die Auflosbarkeitsbedingung (2.1.7) ¢g? # 0 ist erfiillt. O

Damit kann man die notwendigen Bedingungen aus Satz 2.4 auf Problem 2.2 anwenden.
Sei (z*, 0%, k*, Ay) ein lokales Minimum von Problem 2.2 mit den Verkniipfungspunkten
7;, j = 1,..., 1. Fiir alle Randstiicke [T, 73] der Zustandsbeschrinkung g mit der Ordnung
p gelte die Auflosbarkeitsbedingung (2.1.7)

gP(x(s),k(s)) # 0 fir alle s € [y, 7],
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die nach Satz 2.6 fiir die in dieser Arbeit untersuchten Restriktionen erfiillt ist. Dann exi-
stieren nach Satz 2.4 stiickweise stetige Lagrange-Multiplikatoren ). € Cguey ([0, sn], R?),
Ao, N € Catiw[0, Sn], die C®-Funktionen auf allen freien Teilstiicken und auf allen Rand-
stiicken (71,72) mit (7, 72) N {s;|i = 0,...,N} # () sind, und konstante Lagrange-
Multiplikatoren A9 > 0, l; € R* ljp € R, i = 0,...,N, b; € R, j = 1,2,...,1, die
nicht alle gleichzeitig verschwinden, d.h.

()\0, )\z(t), )\g(t), ﬁ(t), loz, ey lNz, log, ey lNg, bl, ey bl) §é 0, (2124)
und fiir die folgendes gilt: Nach (2.1.9) lautet die Hamilton-Funktion
H(z,0,k, Az, Mg, n) := Xok” + (cos 0, sin O)\, + Mok + ng(2). (2.1.25)

Nach (2.1.10) und (2.1.16) gelten intervallweise die adjungierten Differentialgleichungen

X, = —ngl(2"), (2.1.26)

Ny = (sin @, — cos 0*)\, (2.1.27)
mit

n(s) >0, und n(s)g(z(s)) =0 fir0<s<sy. (2.1.28)

Da nach Voraussetzung ¢(z;) < 0 ist, verschwinden nach (2.1.17) die Parameter a;,
i=0,1,..., N, und nach (2.1.11),(2.1.20)-(2.1.21) gelten die Randbedingungen

)\Z(O) = —ZQZ, )\Z(SN) = lNz, (2129)
)\9(0) = —log, )\9(5]\[) = lNg, (2.1.30)

d.h. die Lagrange-Parameter sind am Rand frei. Sind die Tangentenwinkel am Rand
(2.1.22) nicht vorgegeben, so erhilt man die natiirliche Randbedingung

)\9(0) = )\g(SN) =0. (2.1.31)
An den inneren Knoten gelten nach (2.1.12) die Transversalitdtsbedingungen

(s7) = liz, i=1,...,N—1, (2.1.32)

(2

(s7), i=1,...,N—1. (2.1.33)

(2

A(s7) = Az
Xo(s7) = Mo

Nach (2.1.13) erhélt man an den Verkniipfungspunkten

>

N
\]
+
Il

A=(77) = bigz (2°(ry)),  J=1....1 (2.1.34)
0(7—_>7 -] = 17"'717 (2.1.35)

J

>

5
\]
+
Il

mit b; > 0 und b;g(z*(;)) = 0 fiir j = 1,...,[. Daraus folgt, daf§ der Lagrange-Parameter
Mg an den Interpolations- und Verkniipfungspunkten stetig ist, wiahrend der Lagrange-
Parameter A\, an den Interpolations- und Verkniipfungspunkten Spriinge haben kann.
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Nach dem Minimumprinzip (2.1.14)-(2.1.15) verschwindet die Hamilton-Funktion fiir das
lokale Minimum

H(z", 0", k", Az, 20,m) =0 (2.1.36)
und fiir die optimale Steuerung «* gilt

K*(s) = argmin H(2*(s),0%(s), k, Az(s), Xa(s),n(s)), 0<s<sny, (2.1.37)

KER
und fiir A\g # 0 mit H, =0

)
2N\

*

K (2.1.38)

Den Fall Ay = 0 kann man ausschlieflen. Im folgenden Satz 2.7 wird gezeigt, daf}, wenn man
Ao = 0 voraussetzt, auch alle anderen Lagrange-Parameter verschwinden, welches nach
(2.1.24) nicht erlaubt ist. Dabei werden zur besseren Lesbarkeit fiir ein lokales Minimum
(2,0, K, Ay) die Abkiirzungen

Hs] := H(z(s),0(s), k(s), Az(s), Ao, n(s)) und  g[s] := g(2(s))
verwendet.

Satz 2.7. Sei (2,0, k, Ay) ein lokales Minimum von Problem 2.2. Dann verschwindet der
Lagrange-Parameter Ao nicht und man kann \y = 1 setzen.

Beweis. Im Fall \y = 0 hiangt die Hamilton-Funktion nur noch linear von der Steuerung
k ab, d.h. sie besitzt die Form H = A + Bk. Da der Steuerbereich unbeschrinkt ist,
gilt aufgrund des Minimumprinzips (2.1.37) 0 = B = A\g. Daher verschwindet auch die
Ableitung des Lagrange-Parameters A\g. Mit der adjungierten Differentialgleichung (2.1.27)
folgt daraus

0=\, = (sinf, —cos ). (2.1.39)

Setzt man Ay = 0 und A\p = 0 in die Hamilton-Funktion (2.1.25) ein, so erhélt man mit
(2.1.28) und (2.1.36)

0= Hls| = (cos(s),sinb(s))N\s(s), 50 < 8 < SN. (2.1.40)

Das Gleichungssystem (2.1.39)-(2.1.40) ist regulér und besitzt die eindeutig bestimmte
Losung A, = 0. Daraus folgt X, = 0 und 7 = 0 nach (2.1.26). Ebenso verschwinden auch
alle anderen Lagrange-Parameter: Es gilt [;, = 0,7 =0,..., N, und l;p = 0, 2 = 0, N, nach
(2.1.29)-(2.1.32). Nach Gleichung (2.1.34) erhélt man b; = 0 fiir alle Verkniipfungspunk-
te 7;. Damit ist gezeigt, daf alle Lagrange-Multiplikatoren im Widerspruch zu (2.1.24)
verschwinden. O



2.1 Notwendige Bedingungen fiir nichtlineare Splines 29

Also kann man im folgenden \g = 1 setzen. Damit kann man aus den obigen notwendigen
Bedingungen eine Mehrpunktrandwertaufgabe zur Berechnung eines lokalen Minimums
(2,0, k,An) des Steuerungsproblems 2.2 mit n Beriihrpunkten 7j, j = 1,...,n, und
m Randstiicken [71, 2], j = 1,...,m, und einer gegebenen Schaltstruktur aufstellen.
Hierbei sei die Schaltstruktur durch Indexmengen

SI = {07.j17"'7.jN—17N}7 SB = {j17"'7jn}7 SR1 = {j17---7jm}7 SR2 = {Z+ 1’2 € SRl}

mit N = N + n + 2m und {0,.. .,N} = S; U Sp U Sg1 U Sge gegeben. Dadurch wird
fiir jeden Knoten des erweiterten Gitters A & festgelegt, ob es ein Interpolationsknoten,
ein Berithrpunkt oder ein Aufsprung- bzw. Absprungpunkt eines Randstiicks ist. Es gilt
(5i)ies; = (Si)imo,.. .~ fur die Interpolationsknoten, (3;)ics, = (7jo)j=1,. n fur die Beriihr-
punkte und [5;, 8;;41] = [7j1, Tj2), 4; € Sr1, j = 1,...,m, fiir die Randstiicke. Damit ist
auch fiir jedes Teilintervall [8;_1, 5;], i = 1,..., N, des erweitertes Gitters festgelegt, ob es
sich um eines der m Randstiicke handelt, d.h. i — 1 € Sk, und i € Sge gilt, oder (5;_1, $;)
ein freies Teilstiick mit i — 1 € S; U S U Sge und ¢ € S; U Sp U Sg; ist. Die genaue Lage

der Knoten s;,72=1,..., N , mufl dann noch berechnet werden.

Setzt man die optimale Steuerung x = —%)\9 in die adjungierten Differentialgleichungen
ein, so erhélt man auf jedem freien Teilstiick die sechs Differentialgleichungen

2 = (cosf,sinf)T,

0 =k,
K = —3(sinf, — cos0)\s,
N, =0.

Damit sind 6(/N + n + m) Differentialgleichungen zu l6sen und es miissen N + n + 2m
Knoten bestimmt werden. Dazu werden 7N + 7n + 8m Gleichungen benétigt.

An jedem der N — 1 inneren Interpolationsknoten sind z, # und & stetig, und es gelten
die 2N + 2 Interpolationsbedingungen z(s;) = z;, @ = 0,..., N. Sind die Tangenten-
winkel am Rand vorgegeben, so gilt 0(s;) = 6;, i = 0, N. Anderenfalls gilt die natiirliche
Randbedingung x(0) = x(sy) = 0. Da die Hamilton-Funktion nach (2.1.36) verschwindet,
gilt

0 = K% 4 (cosf,sin @)\, + Ak = —rk? + (cos 0, sin H) A, (2.1.41)
mit der optimale Steuerung x = —%Ag. Daraus folgt

K2 (s;) = (cos B(s;),sin0(s;)) Az (s; ), i=1,...,N,
und man hat 7N Gleichungen an den Interpolationsknoten.

Auch an den n Beriithrpunkten sind z, # und k stetig. Anstelle der Interpolationsbedin-
gungen erhélt man die Gleichungen

9(z(150)) =0 und (cosO(j0),sin0(70)) g2 (2(T50)) = 0, j=1,...,n,
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da an einem Berithrpunkt die Funktion g(z(:)) : [0,sy] — R ein Maximum besitzt.
AuBlerdem gelten nach (2.1.34) die Bedingungen

)\Z(Tfa) = Az(T50) — bjogs (z(Ti0)), bjo >0, j=1,...,n.
Damit hat man 7n Gleichungen an den Beriihrpunkten.
Auf einem Randstiick gelten die Gleichungen

g(z) =0 und g'(2,0,K) =0, i=1,...,p,

aus denen man aufgrund der Auflosbarkeitsbedingung (2.1.7) die Kriimmung s berechnen
kann. Kennt man auch ihre Ableitung ', so wird nach (2.1.26) und (2.1.41) der Lagrange-
Parameter A\, durch

N 6  sind K2
=\ sinf —cosé —2K/
gegeben. Fiir seine Ableitung gilt auf jedem Randstiick

N, = —ng,,

wobei die Funktion 1 € Cgkw[0, sy] die Vorzeichenbedingung n > 0 erfiillen mufl. An
dem Aufsprung- und Absprungpunkt eines Randstiicks einer Zustandsbeschrinkung mit
Ordnung p = 2 gelten die Bedingungen

g(z(tix)) =0, g (z(mjn), 0(Tj%), k(Tj)) =0, i=1,2 k=12 j=1,...,m.
Auflerdem gelten wie an einem Berithrpunkt nach (2.1.34) die Bedingungen
A7) = Aa(jp) = bingz (2(mix)),  bip 20, k=12 j=1..m.

Durch diese acht Gleichungen fiir jedes der m Randstiicke erhélt man eine vollstdndige
Mehrpunktrandwertaufgabe. Werden fiir eine Losung der Mehrpunktrandwertaufgabe die
Vorzeichenbedingungen fiir die Lagrange-Parameter b;; und 7 nicht erfiillt, so handelt es
sich um kein lokales Minimum von Problem 2.2.

Im Fall einer affin-linearen Restriktion vereinfachen sich die Gleichungen fiir ein Randstiick.
Nach Satz 2.6 gelten auf einem Randstiick die Gleichungen

(sin 3, — cos B)(z — z¢), 0=2nr+p, n€Z, und k=0.

Daraus folgt, dafl auch der Lagrange-Parameter A\, und die Funktion 77 auf einem Randstiick
verschwinden und die Bedingungen

A=(7j1) = bjgz (2(mn)) und - As(7h) = =bjag, (2(72)),  bjx >0,

k=1,2,5=1,...,m, gelten.

Diese Gleichungen werden zu der folgenden Mehrpunktrandwertaufgabe zusammengefaft:
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Problem 2.3. Zu einer durch die Indexmengen
SI = {07j17' . '7jN—17N}7 SB = {j17' . -7,jn}; SR1 = {j17' . 7,jm}; SR2 = {Z+ 1’2 S SRl}

mit N = N +n + 2m und {0,..., N} = S; U Sp U Sk1 USky gegebenen Schaltstruktur,
einer gegebenen Zustandsbeschrinkung g : R?> — R der Ordnung p = 2, gegebenen
Interpolationspunkten z;, i« = 0,..., N, und gegebenenfalls Tangentenwinkeln am Rand
0o und Oy werden ein Gitter Ay und Funktionen z € C>3([0, sy],R?), 6 € CY?[0, sn],
k€ CO0, sn] und X, € Cauew([0, sn], R?) gesucht, die die folgenden Bedingungen erfiillen:

1. Aufjedem freien Teilstiick (52‘, §,‘+1), 1€ SfUSgUSRe, i+1 € S;USBU SR, gelten
die Differentialgleichungen

2 = (cosf,sinfd)T,

0 =k,

o (2.1.42)
K = —5(sinf, —cos f) A,
A, =0.

2. Auf jedem Randstiick (8;,S;11), i € Sg1, gelten die Gleichungen

g(z) =0, g'(z,0,k) =0, 1=1,2, und
\ = cos 6 sin 6 K2
=\ sinf —cos#h —2k" )

3. An den Interpolationsknoten s;, i € Sy, gelten die Gleichungen

2(8))==2(57), 0 =067), k() =rG), i€ S/{0,N},
K%(5;) = (cos 0(3;),sin 0(3;)) A= (5, ), i € Sr/{0},

z(5;,) = zi, ji € 57, 1=0,...,N, und
6(0) = 6o, 0(55) = On oder  k(0) =k(55)=0.

4. An den Beriihrpunkten s;, i € Spg, gelten die Gleichungen

2(57) =2(57), 07 =0(57),  kK(5)=n(5), i€Sp
9(z(8;)) =0, (cos0(5;),sin0(3;))gL (2(5:)) = 0, i€ Sp,
A:(85) = M2(87) — bigl (2(3:)), b >0, i € Sp

5. An den Aufsprung- und Absprungpunkten der Randstiicke [3;, 8;+1], i € Sg1, gelten
die Gleichungen
9(zGir) =0, ¢ (2(5ir), 0(Gisn), w(5isx)) =0, j=1,2,
M(8f) = Ae(Bp) = bisngz (2(5iek))s bk =0, i€ Sp, k=0,1.
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Aus der obigen Herleitung der Mehrpunktrandwertaufgabe 2.3 folgt, dal zu jeder Losung
der Mehrpunktrandwertaufgabe 2.3, die die Vorzeichenbedingungen fiir n und b;, i €
Sp U Sgr1 U Sge, erfiillt, ein kritischer Punkt von Problem 2.2 gehort und umgekehrt.

Satz 2.8. Zu jedem kritischen Punkt (z,0,k, Ay) des Steuerungsproblems 2.2 existieren
Indexmengen S7, S, Sg1 und Sge, fiir die er die Mehrpunktrandwertaufgabe 2.3 Iést.
Umgekehrt gelten fiir jede Losung (z,0, k, Az, A &) der Mehrpunktrandwertaufgabe 2.3,
die die Vorzeichenbedingungen fiir die Parameter b; > 0, 1 € Sp U Sr; U Sgs und die
Vorzeichnenbedingung n > 0 fiir die Funktion 1 € Cgw[0, Sn| mit

X, = —ng,

erfiillt, auch die notwendigen Bedingungen erster Ordnung eines lokalen Minimums von
Problem 2.2. Es handelt sich also um einen kritischen Punkt von Problem 2.2.

Mit der Mehrpunktrandwertaufgabe 2.3 kann man die kritischen Punkte von Problem 2.2
numerisch berechnen. In der Literatur findet man eine Vielzahl von Verfahren, die sie fiir
den unrestringierten nichtlinearen Spline 16sen. Dabei wird ein nichtlinearer Spline, wie
folgt, definiert.

Definition 2.9. Sei (2,0, k, Ay) ein kritischer Punkt von Problem 2.2, dann nennt man
die Kurve z auch nichtlinearen Spline.

Das Differentialgleichungssystem (2.1.42) kann aber auch analytisch gelost werden. Hier-
mit beschéftigt sich der néchste Abschnitt, in dem ein nichtlineares Gleichungssystem zur
Berechnung eines lokalen Minimums von Problem 2.2 hergeleitet wird.

2.2 Nichtlineare Splines als Losung eines nichtlinea-
ren Gleichungssystems

In diesem Abschnitt werden zunéchst nichtlineare Gleichungen fiir die Funktionen z, 0
und x hergeleitet. Um diese zur Berechnung eines lokalen Minimums von Problem 2.2
nutzen zu konnen, benétigt man eine explizite Darstellung fiir die Kriimmung. Dazu wird
eine weitere Differentialgleichung fiir die Kriimmung hergeleitet, die man mit Hilfe der
Jacobischen elliptischen Funktionen, vgl. Anhang Abschnitt B, 16sen kann.

Satz 2.10. Sei (z,0,k,Ay) ein lokales Minimum von Problem 2.2 und J C (s;-1,$;),

1 < i < N, ein freies Teilstiick. Sei J die abgeschlossene Hiille von J und sy € J.
Dann erfiillen die Funktionen z, 6 und x auf J mit geeigneten Konstanten o und A die
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nichtlinearen Gleichungen:
K*(s) = Acos(A(s) — a), ( )
K'(s) = —3Asin(0(s) — a), ( )
A? = (k(s))* +4(K'(5))?, (2.2.3)
(2.2.4)
(2.2.5)

k(s) — k(So) = —%A(— sin a, cos ) (z(s) — z(80)),

[8 k*(0)do = A(cos a, sin a)(z(s) — z(59)).

S0

Beweis. Setzt man die optimale Steuerung (2.1.38) k = —1)g in die Hamilton-Funktion
(2.1.25) und in die adjungierte Differentialgleichung (2.1.27) ein, so erhélt man

0= H[s] = —k*(s) + (cos §(s),sin0(s)) A5 (s) und

"= -1\, = —1(sinf, — cosh)A,.

Da der Lagrange-Parameter A, auf einem freien Teilstiick J konstant ist, kann man neue

Variablen
A= zl2 und (2.2.6)
Az
a € [0,27) mit (cosa,sina)’ 1= = fiir A # 0, (2.2.7)

A

bzw. « beliebig fir A = 0 einfithren und erhilt so die Differentialgleichungen (2.2.1)-
(2.2.2).
Hieraus folgt die Gleichung (2.2.3)

VEH+H4(R)E = \/A2 cos?(0 — ) + A%sin?(0 — a) = A.

Integriert man die Gleichungen (2.2.1)-(2.2.2) mit Hilfe der Differentialgleichungen (2.1.20),
so erhdlt man

S

k() — K(50) = / K(o)do = —1A / sin(0(0) — a) do

S0 S0

= —1A(—sina,cosa)(z(s) — z(50))

und

[8 K*(0)do = A[S cos(0(0) — a)do = A(cosa,sin a)(z(s) — z(So)).

S0 S0

Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Aus Gleichung (2.2.4)-(2.2.5) erhélt man eine Darstellung fiir die Kurve z, die nur von
der Kriimmung s und den Konstanten A und « aus Satz 2.10 abhéngt.
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Satz 2.11. Sei (2,0, k, Ax) ein lokales Minimum von Problem 2.2, J ein freies Teilstiick
und 5y € J, wobei J die abgeschlossene Hiille von J bezeichnet. Fiir A # 0 besitzt die
Kurve z die Darstellung

(s)  a(zy = 1 [ cosa sin a Ji w2 (0)do
(8) = 2(%) = ( sina — cos a ) ( 2(k(s) — k(50)) ) ' (22.8)

Beweis. Die Gleichungen ergeben sich, wenn man das Gleichungssystem (2.2.4)-(2.2.5)
nach z auflost. O

Durch die Gleichungen (2.2.1)-(2.2.2) und (2.2.8) kann man die Differentialgleichungen
(2.1.42) der Mehrpunktrandwertaufgabe 2.3 ersetzen.

Satz 2.12. Auf einem Intervall [39,51] C R seien Funktionen z € C*([3,51],R?),
6 € C330,51], K € C?[3, 1] gegeben, die die Gleichungen (2.2.1)-(2.2.2) und (2.2.8)
fir A # 0 erfiillen und fiir die £'(s) = 0 nur an endlich vielen Stellen s € J gilt. Mit
Az := A(cosa,sina)? Iésen diese Funktionen die Differentialgleichungen (2.1.42)

z' = (cos6,sinf),

0 = K,
K = —1(sin6, — cos )\,
A, =0,

und es gilt

k% = (cosf,sinf)\,,

d.h. die Hamiltonfunktion (2.1.25) verschwindet fiir Ny := —2k, die optimale Steue-
rung (2.1.38).

Beweis. Leitet man Gleichung (2.2.8) ab und setzt (2.2.1)-(2.2.2) ein, so erhélt man
cosa  sina K% (s)
sina —cosa 2K/ ()

_ 1 [ cosa  sina Acos(0(s) —a) \ [ cosb(s)

A\ sina —cosa —Asin(0(s) —a) ) \ sinf(s) )

Fiir " # 0 folgt mit (2.2.2) aus der Ableitung von (2.2.1)

Z'(s) =

S

2kK" = — A0 sin(0 — ) = 2K'60

die Differentialgleichung 6’ = . Damit sind die Funktionen # und x gleich, da sie stetig
sind und ' nach Voraussetzung nur an endlich vielen Stellen verschwindet.
Fir A, = A(cosa,sina) gilt X, = 0 und nach (2.2.1)

k* = Acos( — a) = (cos @, sinh)\,.
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Damit verschwindet die Hamiltonfunktion auf den Intervall und die Behauptung ist ge-
zeigt. U

Um aus den nichtlinearen Gleichungen aus Satz 2.10 ein lokales Minimum von Problem 2.2
berechnen zu konnen, benotigt man eine explizite Darstellung fiir die Kriimmung. Dafiir
wird im folgenden Satz eine weitere Differentialgleichung fiir die Kriimmung hergeleitet,
deren Losung man mit Hilfe der Jacobischen elliptischen Funktionen darstellen kann.

Satz 2.13. Sei (z,0,k,Ay) ein lokales Minimum von Problem 2.2 und J C (s;-1,$;),
1 <4 < N ein freies Teilstiick.
a) Dann erfiillt der Tangentenwinkel 6 auf J die Differentialgleichung

(0')* = Acos(f — a) (2.2.9)

mit geeigneten Konstanten A > 0 und o € R.
b) Fiir die Kriimmung  gilt auf J die Differentialgleichung

K+ iK% =0. (2.2.10)

Beweis. Zu a) Die Differentialgleichung (2.2.9) folgt fiir ¢’ = x aus Gleichung (2.2.1).
Zu b) Auf einem freien Teilstiick J gilt nach (2.2.1)-(2.2.2) fiir die Kriitmmung

3

K= —1Acos(d — a)ff = —1k°.

1
2

Damit ist (2.2.10) gezeigt. O

Neben Definition 2.9 findet man in der Literatur auch andere Definitionen, in denen ein
unrestringierter nichtlinearer Spline als Losung einer der Differentialgleichungen (2.2.9)
und (2.2.10) definiert wird. So wird in BRUNNETT & WENDT (1997) eine C?3-Kurve
z : [0, sy] — R?, deren Kriimmung « : [0, sy] — R intervallweise die Differentialgleichung

/<;”—i—%/<;3 =0

erfiillt, als nichtlinearer Spline bezeichnet. Alternativ kann man einen nichtlinearen Spline
als C?3-Kurve z : [0, sy| — R? definieren, zu der ein Gitter A und Konstanten A;, o; € R
existieren, so dafl der Tangentenwinkel 6 : [0,sy] — R auf den Intervallen [s;_1,s;),
1 =1,..., N, die Differentialgleichung

(0")* = A;cos( — o)

erfillt.

Die Differentialgleichung (2.2.10) ist mit Hilfe der Jacobischen elliptischen Funktionen
analytisch 16sbar. Die dafiir benotigten Definitionen und Rechenregeln fiir diese Funktio-
nen findet man im Anhang Abschnitt B, wo auch der Beweis fiir den folgenden Satz steht,
der eine Folgerung von Satz B.1 ist.
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Satz 2.14. Zu gegebenen Anfangswerten ko, ky, € R existiert eine eindeutig bestimmte
und auf ganz R definierte Losung « : R — R der Anfangswertaufgabe

Ff/// + 153 e 07 FL(O) = /<(;07 ,K;/(O) = ,K(//O (2211)

Fiir ko = ki = 0 16st k = 0 die Anfangswertaufgabe. Fiir |ko|+ |xi| > 0 besitzt die Losung
der Anfangswertaufgabe fiir den Modul k = /0.5 die Darstellung

K(8) = Km en(k|km|(s—8m), k) mit Ky, = sign(ko)y/ ka+4(kh)2. (2.2.12)

Die Gleichung ko = Kk, cn(vg, k) besitzt eine eindeutige Losung vy € [0, K(k)] und der
Parameter s,, wird durch

8| = |vo/(kk2)| und sign(s,,) = — sign(—kjko) (2.2.13)

gegeben. Die Funktion k ist eine periodische Funktion mit der Periode T' = 4K /(kk,).
Ihre Nullstellen liegen an den Stellen s,, + (j + i)T, j € 7. Die Funktion k? besitzt an der
Stelle s,, ein globales Maximum mit dem Wert x2,. Fiir die Konstante A = \/k* + 4(x’)?
aus Satz 2.13 gilt A = K2,.

Beweis. Hier treten nur die Fille (a) und (b) des Satzes B.1 auf. O

Eine Kurve, deren Kriimmung eine Losung der Anfangswertaufgabe (2.2.11) ist, 16st auch
das nichtlineare Gleichungssystem (2.2.1)-(2.2.5).

Satz 2.15. Sei z : [0, 1] — R? eine Kurve, fiir deren Kriimmung
K(S) = Kmen(k|km|(s — sm), k) fiir s € [0, s1]
mit den Parametern s,, € R, k,, # 0 gelte, dann gilt fiir den Tangentenwinkel
0 = arcsin (2k sign(km) sn(v, k) dn(v, k)) + o (2.2.14)

mit v(s) = k|km|(s — sm), s € [0,s1], und einer geeigneten Integrationskonstanten c.
AuBerdem gelten fiir A = k,, die Gleichungen

K'(s) = —3Asin(0(s) — a), (2.2.15)
K%(s) = Acos(0(s) — a), (2.2.16)
k(s) — k(S0) = —2A(—sina, cos a)(z(s) — z(0)), (2.2.17)
[ Kk*(0)do = A(cos a, sin o) (2(s) — z(3)). (2.2.18)

S0
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Beweis. Mit v(s) := k|km|(s — sm) fiir s € [0, s1] besitzt die Funktion
f = arcsin (2k sign (k) sn(v, k) dn(v, k) + o

nach (B.55)-(B.56) auf [0, s1] die Ableitung

2k? sign (K ) ||

/=

= — k?sn’(v, k) en(v, k) + en(v, k) dn®(v, k)
V1 - 2s2(v, k) du®(v, k)

= fim cn®(v, k) = kpen(v, k) =k = 6.

V(1 —sn?(v, k))?

Also gilt mit einer geeigneten Integrationskonstanten (2.2.14). Daraus folgt (2.2.15), da
die Kriimmung nach (B.56) die Ableitung

K'(8) = —kkm |km| sn(v, k) dn(v, k)
besitzt. Fiir die Kriimmung gilt

2 en?(v, k) = k2 V1 —2sn2dn® = /1 — 4(x')2 = /@Qn\/l —sin?(0 — )
2

= Kk, cos(0 — a),

HQZFL

da 0 — o € [—1m, ix] nach (2.2.14) gilt. Damit ist (2.2.16) gezeigt. Die letzten beiden
Gleichungen (2.2.17)-(2.2.18) erhélt man wie in Satz 2.10 durch Integration von (2.2.15)

und (2.2.16). O

Setzt man fiir die Kriilmmung & in Satz 2.10 die Losung der Anfangswertaufgabe (2.2.11)
aus Satz 2.14 ein, so erhélt man nichtlineare Gleichungen, die auf einem freien Teilstiick
gelten. Diese sind zu den Differentialgleichungen (2.1.42) dquivalent. Deshalb kénnen sie
die Differentialgleichungen (2.1.42) in der Mehrpunktrandwertaufgabe 2.3 ersetzen und
mit dem entstehenden nichtlinearen Gleichungssystem koénnen lokale Minima des Pro-
blems 2.2 berechnet werden.

Satz 2.16. Sei (2,0, r, Ay) ein lokales Minimum von Problem 2.2 und (3¢, $1) ein freies
Teilstiick. Dann erfiillen die Funktionen z, 0,k auf [S¢, §;] mit geeigneten Konstanten
und A = k2, die folgenden nichtlinearen Gleichungen:

1) - Oé),
'(51) = —3Asin(0(3;) — ), (2.2.19)

k(81) — k(S0) = —%A(— sin o, cos ) (z(51) — 2(80)),

[81 k*(0)do = A(cos o, sin ) (2(51) — 2(50)).
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Mit vy := —k|km|Sm, v(s) := k|km|(s — S0) + vo fiir s € [So, 51] und den Bezeichnungen
aus Satz 2.14 gilt
K = Kkmcn(v, k), (2.2.20)
K = —kkm|km|sn(v, k) dn(v, k), (2.2.21)
[ K*(0)do = 2\/§|/<;m|(E(v(s), k) — E(vo, k) — 2(v(s) — vo)). (2.2.22)

S0

Beweis. Die Gleichungen (2.2.19) folgen aus Satz 2.10. Differenziert bzw. integriert man
Gleichung (2.2.20) mit den Gleichungen (B.56) und (B.59) so erhélt man die Gleichungen
(2.2.21)-(2.2.22). O

Bei einem unrestringierten nichtlinearen Spline mit zwei Interpolationsknoten (N = 1)
gelten die Gleichungen (2.2.19) mit §y = 0 und §; = s;. Auflerdem gelten die Interpolati-
onsbedingungen

z(s;) = z; und 0(s;) = 0;, i=0,1.

Wihlt man als Variablen sq, £, Sy, und a, so kann man mit (2.2.20)-(2.2.22) und den In-
terpolationsbedingungen alle anderen Unbekannten eliminieren und erhélt mit

Vo = —k|Km|Sm, v1 1= k|km|s1 + vo und € = sign k,,, die zwei Gleichungen
cn(vy, k) — cen(vo, k) = tkm(sina, —cosa)(z, — 2
(v, k) — en(vo, k) = 56m( )( 12 0) (2.2.23)
2V2| ki | (E(v1, k) — E(v, k) — L(v1 — vp)) = k2, (cos a, sin ) (21 — 2o),
und fiir ¢+ = 0, 1 das Gleichungspaar
sin 0; = 2ke sn(v;) dn(v;) cos a + en?(v;) sin Q,
(4:) dn(v) () .

cos f; = cn?(v;) cos a — 2ke sn(v;) dn(v;) sin av.

Dabei sind die beiden Gleichungen des Gleichungspaares (2.2.24) nicht unabhéngig von-
einander. Man hat also genausoviele nichtlineare Gleichungen wie Unbekannte.

Im dritten Kapitel werden andere Variablen fiir das nichtlineare Gleichungssystem (2.2.19)
gewdhlt. Mit den Variablen A, «, k; := k(s;) und &} := £/(s;), ¢ = 0, 1, hat man sechs Va-
riablen fiir die sechs Gleichungen (2.2.19). Im Abschnitt 3.1 wird dieses Gleichungssystem
mit einigen Zusatziiberlegungen zu einer einzigen nichtlinearen Gleichung vereinfacht.

Bei einem restringierten nichtlinearen Spline gelten auf Randstiicken, an Interpolations-
knoten und an Verbindungspunkten dieselben Gleichungen wie in der Mehrpunktrand-
wertaufgabe 2.3. Dabei ist zu beachten, daf§ die Bedingung, dal die Hamiltonfunktion
verschwindet, schon vom Gleichungsystem 2.2.19 erfiillt wird. Die Sprungbedingung an
einem Verbindungspunkt 7

Ax(T7) = Xa(17) = by (2(7)), D=0

kann man durch eine Vorzeichenbedingung fiir die Ableitung der Kriimmung ersetzen.
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Satz 2.17. Seien Funktionen z € C?3([0,sx]|,R?), § € C'?[0,sn], k € C*[0, sy] und
Az € Cytiwl0, sn] gegeben und sei 7 € [0, sy| eine Stelle, an der

0= g'(2(r)) = (cost(r),sin6())g (2(7)),
k(1) = (cosO(7),sin (7)) A-(7),
K (7) = —3(sin0(7), — cos 6(7)) A (7)
und
sign (k' (7%) — £/(77)) = sign ((sin0(7), — cos0(7))g, (2(1))) (2.2.25)

gelten. Dann gilt
(7)) = A (77) = bgl (2(7)), b>0.

Beweis. Fiir Ay(71) — \,(77) = 0 wird die Behauptung fiir b = 0 erfiillt, also gelte im fol-
genden A, (77)— A, (77) # 0. Nach Voraussetzung stehen die Vektoren (cos §(7),sin6(7))"
und gl (z(7)) senkrecht aufeinander. Aufierdem gilt

0=r*(1T) = K*(177) = (cos O(7),sin (7)) A=(77) = A\ (77)).

Hieraus folgt, da8 auch die Vektoren (cos 6(7),sin0(7))T und \,(7F) — A.(77) senkrecht
aufeinander stehen. Also sind g1 (z(7)) und A\, (77) — \.(77) parallel und es gibt eine Zahl
b € R mit

A=(T7) = Aa(77) = —bg, (2(7)),

fiir die die Vorzeichenbedingung b > 0 gezeigt werden mu#f.
Nach der dritten Voraussetzung gilt

K(rH) = K(77) = =1(sin (1), — cos O(7)) A=(7F) = Aa(77))
= %b(sin 0(7), —cosO(7))gL (2(7)).

Daraus folgt die Behauptung. O

Im folgenden wird das nichtlineare Gleichungssystem analog zur Mehrpunktrandwertauf-
gabe 2.3 noch einmal zusammengefafit. Dabei wird auf die Wahl geeigneter Variablen fiir
einen restringierten nichtlinearen Spline mit N+ 1 Interpolationsknoten, n Beriihrpunkten
und m Randstiicken nicht weiter eingegangen. Hierfiir sei auf die obigen Erlauterungen fiir
den Fall eines unrestringierten nichtlinearen Splines mit zwei Interpolationsknoten und
das dritte und vierte Kapitel verwiesen.

Problem 2.4. Zu einer durch die Indexmengen

SI = {07.j17"'7.jN—17N}7 SB = {j17"'7jn}7 SR1 = {j17---7jm}; SR2 = {Z+ 1’2 S SRl}
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mit N = N +n + 2m und {0,..., N} = S; U Sp U Sk USky gegebenen Schaltstruktur,
einer gegebenen Zustandsbeschrinkung g : R?> — R der Ordnung p = 2, gegebenen
Interpolationspunkten z;, i« = 0,..., N, und gegebenenfalls Tangentenwinkeln am Rand
6o und Oy werden ein Gitter A und Funktionen z € C*3([0,sy],R?), 8 € C2[0, sy],
k € CO0, sy] und A\, € Cyiew ([0, sy, R?) gesucht, die die folgenden Bedingungen erfiillen:

1. Aufjedem freien Teilstiick (52‘, §,‘+1), 1€ SfUSgUSRe, i+1 € S;USBU SR, gelten
mit den Bezeichnungen aus Satz 2.16 die Gleichungen

K*(57) = Aicos(0(31) — ay),

K(57) = —5Aisin(0(57) — i),

“2(§z‘_ 1) = Ajcos(0(5;,,) — i),

K (370) = —5Aisin(0(37,) — ),

K(3i0) — K(3]) = —3A(=sina, cos @) (2(5;34) — 2(5])),

[Slﬂ k(o) do = A(cosa,sina)(2(57,,) — 2(5))).

S0
2. Auf jedem Randstiick (8;, S;11), i € Sg1, gelten die Gleichungen

g(z) =0, g'(z,0,k) =0, i=1,2.

3. An den Interpolationsknoten s;, i € Sy, gelten die Gleichungen

=2(5), 06 =06), kG =k, i€ Si/{0,N},
i Jji € Sy, 1=0,...,N, und
6(0) = 6o, 0(55) = On oder  k(0) =k(55)=0.

4. An den Beriihrpunkten s;, i € Spg, gelten die Gleichungen

2(57) =2(57), 07 =0(7),  kK(5)=n(5), i€Sp
9(2(8:)) =0, ( 0s 6(3 ) sinf(5:))gz (2(5:)) =0, i€ Sp,
sign (x'(5;) 57)) = sign ((sin6(5;), — cos0(5;)) g5 (2(5))) i€ Sg.

5. An den Aufsprung- und Absprungpunkten der Randstiicke [3;,$;11], ¢ € Sg1 gelten
die Gleichungen

AN

9(2(3)) =0, ¢ (=(
sign (k/(57) — K'(57)) =

(2

1)79(51) (§Z+k)> = 07 .] = 1727 { € SRl U SR27
sign ((sin 0(5;), — cos0(5:)) g2 (2(5:))), i € Sr1 U Spo.

Aufgrund der Herleitung des obigen nichtlinearen Gleichungssystems gilt der folgende
Satz.
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Satz 2.18. Zu jedem lokalen Minimum (z, 6, k, Ay) des Steuerungsproblems 2.2 existie-
ren Indexmengen Sy, Sg, Sg1 und Sge, fiir die es das nichtlineare Gleichungssystem 2.4
16st. Umgekehrt gelten fiir jede Losung (z,0, k, A &) des nichtlinearen Gleichungssystems
2.4, die die Vorzeichenbedingung n > 0 fiir die Funktion 1 € Cgxw|0, sy] mit

K = —%(sin 0, —cosO)\,, Xz = _779:

und die Vorzeichnenbedingungen fiir die Ableitung der Kriimmung an den Stellen s;,
1 € Sp U Sg1 U Sgy, erfiillt, auch die notwendigen Bedingungen erster Ordnung fiir ein
lokales Minimum von Problem 2.2. Es handelt sich also um einen kritischen Punkt von
Problem 2.2.

2.3 Anzahl der Wendepunkte

Nach Satz 1.9 existieren nichtlineare Splines mit beliebig vielen Wendepunkten. Im folgen-
den Beispiel sind fiir gegebene Interpolationsdaten nichtlineare Splines mit verschieden
vielen Wendepunkten zu sehen.

Beispiel 2.1. Fiir die Interpolationsdaten zo = (0,0)T, z; = (1,0)T, 6y = 17, 6, = —ix
lassen sich die interpolierenden nichtlinearen Splines einfach berechnen, da in diesem Fall
die Jacobischen elliptischen Funktionen und das elliptische Integral zweiter Gattung nur
an Vielfachen von K ausgewertet werden. Fiir die Kriimmung x des nichtlinearen Splines

und ihre Ableitung gilt nach Satz 2.16
K = Kmcn(v, k) und k' = —kkm|km|sn(v, k) dn(v, k)

mit v(s) = k|km|(s — sp) fiir s € [0, s1] und geeignete Parametern k,, und s,,. An den
Stellen s = 0 und s = s; gilt fiir die Kritmmung nach (2.2.1)

cn®(vg, k) = k*(0) = Acos(im — o) = Asin(a),

en®(vy, k) = K%(s1) = Acos(—3m — @) = —Asin(a)

mit vy := v(0), v1 := v(s1) und A = k2. Daraus folgt o = 0, k(0) = k(s;) = 0 und
vo,v1 € {(2n+ 1)K : n € Z}, da fiir A = 0 die Interpolationsbedingungen nicht erfiillt

werden konnen. Fiir die Ableitung der Kriimmung an den Interpolationsknoten gilt nach
(2.2.2)

—kkm|fm| sn(vo, k) dn(vo, k) = £'(0) = —3Asin(fp — ) = —2A <0
—kbm|Km| sn(vi, k) dn(vr, k) = £'(s1) = —1Asin(6; —a) = 14 > 0.

Ohne Einschrankung kann man r,, > 0 voraussetzen und vy = K und v; = (4n + 3) K,
n € N, wahlen. Fiir festes n € N kann man den Parameter x,,, mit Hilfe von Gleichung
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T

T T sp 9T

Nojor

Splines fiir n = 3 und K, 3 = 11.9814 gezeichnet.
(2.2.5) und (B.61) berechnen. Es gilt

1 S1 S1
1 = (cosa,sina)z; = A_/ K2(s)ds = / cn? (v, (s), k) ds
n JO 0

e 1
:/ en?(v, k) dv = "L (4B(K, k) — 2K).
vo

k | Kvm,n | ’%m,n

Daraus folgt kmn, = v2(n + 1)(4E(K, k) — 2K). Fiir n = 1,2,3 sind die nichtlinearen
Splines in Abbildung 2.1 gezeichnet. Sie besitzen die Energie

n=1: / K1(s)ds = Kb, | &~ 5.7422,
0

n=2: / K3(s)ds = Ko, 5 & 51.6794,
0

n=3: / k3(s) ds = Ky, 5 &~ 143.5540.
0

Ein so berechneter nichtlinearer Spline z" mit der Kriimmung x,, n € N, besitzt 2n
Wendepunkte. In Abbildung 2.1 ist auch die Kriimmung des nichtlinearen Splines fiir
n = 3 zu sehen.

Aber bei den in Beispiel 2.1 berechneten nichtlinearen Splines handelt es sich, um keine
lokalen Minima von Problem 2.2. In Satz 2.20 wird gezeigt, daf§ ein lokales Minimum von
Satz 2.2 auf einem freien Teilstiick hochstens einen Wendepunkt besitzt. Fiir den Beweis
wird das folgende einfache Lemma benotigt.

Lemma 2.19. Sei (2,0, k, Ay) ein lokales Minimum von Problem 2.2. Dann besitzt die
Funktion § auf einem freien Teilstiick J C [0, sy] bzw. seiner abgeschlossenen Hiille J die
folgenden FEigenschaften:
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a) Verschwindet die Kriimmung x = ¢’ nicht identisch auf .J, so sind alle Nullstellen
von @' einfach, d.h. es gilt fiir alle s € J

0'(s)=0 = 0"(s)#0.

b) Der Steigungswinkel § wird auf J durch die Ungleichung
0(s) — 0(3)| < 7 fiir alle 5,5 € J (2.3.1)
beschrénkt.

¢) In einem geeignet gedrehten Koordinatensystem verschwindet fiir A # 0 der Para-
meter « in der Differentialgleichung (2.2.9)

(0')* = Acos(f — a) auf J
und es gilt
cosf(s) =0 < ¥#'(s)=0. (2.3.2)
d) Auf [01,09] := J gilt fiir den Steigungswinkel vy der Sekanten, die die Punkte
z(01) # z(09) verbindet, die Ungleichung
10(s) —~| < . (2.3.3)
Beweis. Zu a) Nach Gleichung (2.2.9) gilt
(0")* = Acos(f — a) auf J.

Da nach Voraussetzung eine Stelle 5 € J mit 0 # '(3) existiert, kann der Parameter A
nicht verschwinden. Fiir die Ableitung " = 6" gilt nach (2.2.2)

0" = —1Asin(0 — ),

woraus die Behauptung folgt.
Zu b) Gilt A =0 in der Differentialgleichung (2.2.9)

(0")* = Acos(f — a),

so ist 0 auf J konstant. Anderenfalls muf} auf dem freien Teilstiick cos(f — a) > 0 gelten,
damit eine Losung 6 der Differentialgleichung (2.2.9) existiert. Da « nur bis auf ein Viel-
faches von 27 eindeutig bestimmt ist, kann o so normiert werden, daf |0(0) — a| < 5 fiir
eine Stelle o € J gilt. Da 6 auf .J stetig ist, gilt [0(s) — a| < 5 fiir alle s € J. Mit Hilfe
der Dreiecksungleichung folgt hieraus die obige Ungleichung (2.3.1).

Zu c¢) Nach Satz 1.10 sind Losungen von Problem 2.2 rotationsinvariant. Bei einer Dre-
hung des Koordinatensystems um —a folgt fiir 0y, := 0 — o die Behauptung.
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Zu d) Fir A = 0 ist 6 auf J konstant und es gilt v = . Anderenfalls sei ohne Ein-
schrinkung das Koordinatensystem so gewéhlt, dal o = 0 gilt. Damit erfiillt § die Un-
gleichung

10(s)] < fiir alle s € J

m
2

und fiir die Kurve z = (z,9)7T gilt z(01) < z(02) und

y(o2) —y(o1) ™
= arctan —/—————= mit < —.
7 2(09) — x(0n) =3
Mit der Dreiecksungleichung folgt die Behauptung. 0

Damit kann man nun den folgenden Satz beweisen.

Satz 2.20. Sei (z,0,k,Ay) ein lokales Minimum von Problem 2.2 und sei J ein frei-
es TTeilstiick, auf dem die Kriimmung nicht identisch verschwindet. Dann besitzt die
Kriimmung auf der abgeschlossenen Hiille J héchstens eine Nullstelle und die Kurve z
héchstens einen Wendepunkt.

Beweis. Angenommen, es existiert ein freies Teilstiick J C (s;-1,$;), ¢ € {1,..., N}, auf
dem die Kriitmmung nicht identisch verschwindet, und es gibt zwei Stellen oy, 09 € J, fiir
die 01 # 09 und k(0;) =0, i = 1,2, gilt. Nach Lemma 2.19 und Satz 1.10 kann man das
Koordinatensystem so wihlen, daf 6 auf J die Differentialgleichung (2.2.9)

(0")* = Acos(f — a)

mit @ = 0 und einem geeigneten Parameter A > 0 erfiillt. Nach Satz 2.16 gilt fiir die
Kriimmung

K(S) = Kmen(klkm|(s — 8), k) fir s € J

mit dem Modul & = /0.5 und geeigneten Parametern 3, x,, € R, fiir die k2, = A gilt.
Seien nun 7, < T mit 7, € J zwei aufeinander folgende Nullstellen der Kriimmung.
Dann gilt

klkm|(ri —3) = (=1)"+2nK, ne€Z,
und die Ableitung der Kriitmmung

K (s) = —ksign (k) k2, sn(k|km|(s — 8), k) dn(k|k,|(s — 3), k)
besitzt an diesen Stellen die Werte

K (1) = sign (k) (—1)"" %A.
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TL T2 To T3 T4

Abbildung 2.2: Im linken Teil kann man die Spur der Kurven z und z aus Satz 2.20 sehen. Im
linken Teil sind die dazugehorigen Kriimmungen s und k gezeichnet.

Fiir den Tangentenwinkel folgt daraus mit (2.2.2)
—1Asin0(r;) = /(1) = sign(km) (1) LA,

also 0(7;) = (—1)7"1r fiir ein geeignetes j € {0,1}. Ohne Einschréinkung gelte im fol-
genden j = 1, (my) = 7 und 0(m) = —i7w. Damit gilt fiir die Kurve z = (z,y)* nach
(2.2.4)-(2.2.5)

0=r(m)—kK(n) = —%A(— sina, cos ) (z(m2) — z(m1)) = —%A(y(rg) —y(m))
0< / K*(0)do = A(cos o, sin @) (2(m) — z(11)) = Alz(r) — 2(11)),

T1
also z(11) < (1) und y(m) = y(72). Daher kann man eine neue Kurve 2z, die dieselbe
Energie wie z besitzt, dadurch konstruieren, dal man an den beiden Wendepunkten, wie
in Abbildung 2.2 skizziert, ein Geradenstiick der Linge d einfiigt. Mit es = (0,1)7 ist die
Kurve

z(s), 0<s<m,
z(1) + (s — m1)eq, m<s<T:=7+0
zZ(s) =1 z(s—0)+ deg, Tn<s<T3:=Tg+9
z(12) + (12 + 20 — s)ea, Ta <8< Ty:i=Ty+20
\z(s—25), Tu<s<Sy:=syv+20
mit den Funktionen
(9(5), 0<s<mn (R(S), 0<s<mn
%71’, 7 <5<T 0, 7 <5<Ty
0(s) =< O(s—9), Ty <5< T3 und  K(s) :== < k(s —90), Ty <5< T3
—ir, T <s< Ty 0, T3<s5< Ty
| 0(s—20), Ta<s<sy [ k(s —20), T<s<3y
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und dem Gitter
AN::{0<51<“‘<51‘_1<Si+25<“‘<5N+25}

eine zulédssige Losung von Problem 2.2. Sie besitzt nach Konstruktion dieselbe Energie
wie (2,0, k, Ax). Aber (2,0, &, Ay) ist kein kritischer Punkt, da auf dem freien Teilstiick
(11,72 + 20) die Differentialgleichung (2.2.9) nicht fiir feste Parameter A und « erfiillt
wird und &’ in % = 7, + § und 73 = 75 + § Spriinge besitzt. Deshalb kann (2,6, &, Ay)
auch kein lokales Minimum sein, und in jeder e-Umgebung um (2,0, &, Ay) muB es eine
zuléissige Losung (2, 0,7, A ~) mit geringerer Energie geben. Fiir € und § hinreichend klein,
liegt diese in einer &-Umgebung um den kritischen Punkt (z, 6, k, A y). Also ist dieser auch
kein lokales Minimum. Dieses ist ein Widerspruch zur Behauptung, also war die Annahme
falsch, und es kann hochstens einen Wendepunkt in J geben. O

Dieser Satz wird auch im folgenden Abschnitt benotigt, wo die Anzahl moglicher Randstiicke
und Beriihrpunkte untersucht wird.

2.4 Randstiicke und Beriihrpunkte

Bislang ist die Zustandsbeschrinkung (2.1.23) nicht weiter spezifiziert worden. Im fol-
genden sollen aber zwei Félle genauer untersucht werden. Und zwar eine affin-lineare
Funktion

g(z) = (sin B, —cos B)(z — z¢) <0, (2.4.1)

fiir in Satz 2.21 bewiesen wird, dafl es hochstens ein Randstiick oder einen Berithrpunkt
zwischen zwei benachbarten Interpolationsknoten gibt, und ein Kreis

9(z) = ||z — zxlls - B* <0, (2.4.2)
fiir den in Satz 2.22 nur eine schwéchere Aussage gezeigt wird.

Satz 2.21. Sei (z,0, k, Ay) ein lokales Minimum von Problem 2.2 mit einer affin-linearen
Restriktion (2.4.1), das den Voraussetzungen aus Abschnitt 2.1 geniigt. Dann gibt es in
jedem Teilintervall (s;_1, s;), des Gitters Ay hochstens ein Randstiick oder einen Bertihr-
punkt.

Beweis. Seien 11 < 1y zwei Verkniipfungspunkte, die in einem Teilintervall des Interpo-
lationsgitters (s;, sj41) liegen, und im Intervall (71, 72) verlaufe die Losung nicht auf dem
Rand, d.h. es gelte g(z(s)) < 0 fiir s € (71, 72). Nach Lemma 2.19 kann man ohne Ein-
schrinkung annehmen, dafl der nichtlineare Spline z = (x,y)" auf dem freien Teilstiick
(11, 72) die Differentialgleichung (2.2.9)

(0")* = Acos(f — a) (2.4.3)
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mit a« = 0 und einem geeignetem Parameter A > 0 erfiillt. Damit gilt
cos(0(s)) > 0 fiir alle s € [y, 7). (2.4.4)

Daher geniigt es Zustandsbeschrankungen der Form y(s) < ax(s)+0bzu betrachten. Damit
gilt an den Verkniipfungspunkten

y(ri) =ax(r) +b, i=12  und (2.4.5)
y(s) <ax(s)+b  firale  sé€ (r,7). (2.4.6)

Da die Funktion h(s) = y(s) — ax(s) — b an der Stelle 7;, i = 1,2 ein Maximum besitzt,
gilt fiir ihre Ableitung mit (2.1.20)

0="n(n) =y (n) —ar'(r;) =sinb(r;) — acosb(r;)
firi =1,2, d. h.

a=tanf(r;) und cosf(r;) > 0. (2.4.7)
Da I (s) stetig differenzierbar ist, folgt weiter fiir die zweite Ableitung

0> h'(1) = (cosO(mi) + asin (1)) (r;) = (1 + a*)0 (7;) cos O(7:)
mit ¢ = 1, 2. Daraus folgt mit (2.4.7) und (2.4.3) wie in Lemma 2.19

0'(r;) < 0. (2.4.8)

Wendet man nun den Satz von Rolle auf die Funktion h(s) = y(s) —ax(s) — b an, so folgt,
daf es eine Stelle £ € (71, 72) gibt, fiir die mit den Differentialgleichungen (2.1.20)

sin (&) = y'(§) = aa'(§) = acosb(¢)
und damit
a=tan6(§) (2.4.9)
gilt.
Angenommen es gibt in (71, &) keine Nullstelle der Kriimmung «, d.h. es gilt nach (2.4.3)
0 # Kk*(s) = (0'(5))? = Acosf(s) fiir s € (11,€). (2.4.10)
Dann ist die Funktion h(s) = tanf(s) — a auf dem Intervall [r1, ] wohldefiniert und es
oilt
0= h(r) = h(¢).
Nach dem Satz von Rolle gibt es eine Stelle & € (71, ) mit
0 =7'(&) = (tan’ (1)) (1) = (1 + tan”0(&1))0' (&)

Daraus folgt 0'(£;) = 0, welches ein Widerspruch zu (2.4.10) ist. Ebenso zeigt man, dafl
es eine Nullstelle & € (£, 12) der Kriilmmung « gibt. Also verschwindet die Kriimmung an
zwei Stellené; < & in dem freien Teilstiick 75, 7. Damit kann z, 0, k, Ay nach Satz 2.20
kein lokales Minimum sein, was ein Widerspruch zur Voraussetzung ist. O
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Dieses Ergebnis entspricht den Aussagen, die man fiir die restringierte kubische Spline-
Interpolation erhélt. Bei der nichtnegativen oder monotonen kubischen Spline-Interpo-
lation gibt es zwischen zwei Interpolationsknoten héchstens einen Beriithrpunkt oder ein
Randstiick, vgl. OPFER & OBERLE (1988), FREDENHAGEN, OBERLE & OPFER (1999).
Bei dem verwandten Problem des Knickstabs (vgl. HILTMANN (1983), MAURER & MIT-
TELMANN (1991)) oder der nichtnegativen quintischen Spline-Interpolation (vgl.
OBERLE & OPFER (1998)) konnen auch bei einer affin-linearen Restriktion zwei Beriihr-
punkte in einem Teilintervall auftreten.

Beim nichtlinearen Spline gilt fiir die Restriktion durch einen Kreis (2.4.2) der Satz 2.22,
dessen Aussage schwicher als die von Satz 2.21 ist. Es wird gezeigt, dafl zwischen zwei
Verbindungspunkten, die in einem Teilintervall des Gitters Ay liegen, der interpolierende
Kreisbogen eine geringere Energie hat, als jeder zuléssige interpolierende nichtlineare Spli-
ne. Damit wird nicht ausgeschlossen, dafl es einen zuléssigen nichtlinearen Spline geben
konnte, der die Punkte und Tangentenwinkel an den Verbindungspunkten interpoliert, die
Restriktion durch den Kreis nicht verletzt und ein lokales Minimum ist, obwohl er eine
groflere Biegungsenergie besitzt.

Satz 2.22. Sei (z,0,k,Ay) ein lokales Minimum von Problem 2.2 mit der Restrikti-
on (2.4.2), das den Voraussetzungen aus Abschnitt 2.1 geniigt und sei (s;_1, s;) ein Teil-
intervall des Gitters Ay, in dem zwei Verkniipfungspunkte 71 < 7o liegen. Dann besitzt
der Kreisbogen, der die Punkte z(7;), i = 1,2, mit den Tangentenwinkeln 0(7;), i = 1,2,
interpoliert ein geringeres Energiefunktional, als jeder zuldssige nichtlineare Spline, der
diese Punkte und Tangentenwinkel interpoliert.

Beweis. Ohne Einschrénkung der Allgemeinheit kann man den Einheitskreis
g9(z) =z —1<0 (2.4.11)

als Restriktion wihlen. Sei (71, 72) ein freies Teilstiick und seien 7;, i = 1,2, zwei Ver-
bindungspunkte. Nach Lemma 2.19 kann man ohne Einschrinkung annehmen, dafi der
nichtlineare Spline auf dem Intervall [y, 73] die Differentialgleichung (2.2.9)

(0")? = Acos(f — )

™

N[

fiir & = 0 und einen geeigneten Parameter A > 0 erfiillt und im > () > () > —
gilt, also der Kreisbogen im Uhrzeigersinn durchlaufen wird.
An den beiden Verbindungpunkten 7;, i = 1, 2, gilt

0=g(z(nm)=|lz@)|I? -1 und 0= g'(2(n),0(r:)) = 2(cos O(r;),sin O(;)) z(7;).
Daraus folgt mit 6; := 6(r;), i = 1,2, an den Verbindungspunkten

z; = z(1;) = (—sin;, cos b;), i=1,2.
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Der Einheitskreis besitzt die konstante Kriimmung xkx = —1, wenn er im Uhrzeigersinn
durchlaufen wird. Da nach Voraussetzung der nichtlineare Spline die Restriktion nicht
verletzt, gilt —1 = kg > k(7;) = 0'(7;) und damit 0 < (8'(7;))? = Acosf; > 0.

Unter diesen Voraussetzungen gelten nach Satz 2.10 die folgenden nichtlinearen Gleichun-
gen fiir k; :== k(7;), 1 =1,2:

Kk? = Acosb;, i=1,2, (2.4.12)
Ko — K1 = —%A(cos 0y — cos ), (2.4.13)
/ K*(s)ds = —A(sinfy — sin ;). (2.4.14)

Fiir 05 # —0; kann man aus Gleichung (2.4.12)-(2.4.13) die Kriimmung x¢ und x; berech-
nen und einen Widerspruch zu den Voraussetzungen herleiten. Nach Gleichung (2.4.12)

gilt
2 0. 0
A= 5—1_, K3 = H%cos 2 rid mit d := cos 72 # 1.
cos 04 cos 6y cos 04
Aus Gleichung (2.4.13) ergibt sich damit
2
Ko =—1 L (cos By — cos0r) + k1 = Sk1(1 — d) + k1 (2.4.15)
cos 6y

und
kid = k3 = ki (3(1 — d)ry + 1)2.

Da nach Voraussetzung x; # 0 und d # 1 gelten, folgt hieraus

d=1(1—d*)Ki+ (1 —d)r1 + 1, (2.4.16)
0=1(1—-d)x}+2k1+2,  und (2.4.17)
2 —2
=~ (-1£/1-(1-4d)) = : 4.
ki 1_d( ( d)) — (2.4.18)

Aus den Gleichungen (2.4.15) und (2.4.17) folgt fiir die Kriimmung an den Verbindungs-
punkten ke + k1 = —2. Da nach Voraussetzung «; < —1, ¢ = 1, 2, ist, gilt

K1 :FLQ:—l.

Daraus folgt mit (2.4.18)
—2

YTIE VA

Diese Gleichung wird nur fiir d = 1 und cos 0, = cos By erfiillt, welches ein Widerspruch

dh. £vVd=1.

zur Voraussetzung ist.
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Abbildung 2.3: Der nichtlineare Spline (——) aus Beispiel 2.2 und die Parabel (- --), die ihn in
den Interpolationspunkten beriihrt.
Fiir 0, = —0, folgt aus (2.4.12)

ki

A=

cosfy

Damit gilt fiir die Biegungsenergie nach (2.4.14)

T2 _ _ _

Bg := / Kk*(s)ds = 2Asin 0 = 2x7 tan f; > 2tan 6;,
T1

da nach Voraussetzung x; < —1 und #; > 0 gelten. Fiir die Biegungsenergie des Kreisbo-

gens zwischen z; und Z; mit den Tangentenwinkeln 61 und 0, gilt

BK — 51 - 52 — 29_1
Die Funktion h(f) = tan@ — 6 ist auf (0, 3) streng monoton wachsend und positiv, da
W) = —L5 —1>0fir 6 € (0,%) und h(0) = 0 gilt. Also gilt Bs > By fiir 6, € (0, %)
und damit die Behauptung. O

Entsprechende Aussagen gelten aber nicht fiir beliebige Restriktionen. Wihlt man eine
Parabel als Restriktion, so kann diese von einem nichtlinearen Spline an zwei Stellen
berithrt werden, und besitzt eine groflere Biegungsenergie als dieser.

Beispiel 2.2. Es seien die Interpolationsdaten z, = (—1,0)%, 2 = (1,0)T und
Oy = —6; = iw gegeben. Den nichtlinearen Spline zu diesen Interpolationsdaten zeigt
Abbildung 2.3. Fiir eine Parabel

y — (ap,2® +¢,) <0, (2.4.19)

die den nichtlinearen Spline in zwei Punkten 2z; := 2(§;), ¢ = 0,1, mit £ = —Z, und
U1 = Jo berithrt und dort die Steigungen —gy; = g, = tan(6(5) hat, gilt a, = 170/%o
und ¢, = o — 33hZo. Die Parabel besitzt nach (1.2.10) an den Stellen §;, i = 0,1, die

Kriimmung

L 2ay,
W) = G
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Fiir §; = s;, + = 0, 1, erhélt man die Kriitmmungen
kp(s;) ~ —0.3536, i=0,1,

bei der Parabel und fiir den nichtlinearen Spline
K(s;) ~ —0.6259, 1 =0,1.

Es handelt sich also um Beriithrpunkte. Wie man in Abbildung 2.3 sieht, beriihrt der
nichtlineare Spline die Restriktion nur in den beiden Interpolationsknoten. Das Interpo-
lationsintervall ist also ein freies Teilstiick zwischen zwei Berithrpunkten. Also kann bei
dieser Restriktion der Fall von zwei Beriihrpunkten zwischen zwei Interpolationsknoten
auftreten.
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Kapitel 3

Die Numerik des unrestringierten
nichtlinearen Splines

In diesem Kapitel wird ein Verfahren zur Berechnung eines unrestringierten nichtlinearen
Splines vorgestellt, das im vierten Kapitel fiir den restringierten Spline modifiziert wird.
Dabei wird zunéchst das lokale Problem mit nur zwei Interpolationsknoten und vorgege-
benen Tangentenwinkeln am Rand betrachtet. Der Algorithmus zur Losung des lokalen
Problems geht auf BRUNNETT & WENDT (1997) zuriick. In diesem Fall vereinfacht sich
das in Abschnitt 2.2 aufgestellte nichtlineare Gleichungssystem zu einer nichtlinearen Glei-
chung mit einer Verdnderlichen. Ein Verfahren zur Berechnung eines nichtlinearen Splines
mit mehr als zwei Interpolationsknoten wird im Abschnitt 3.2 vorgestellt. Dieses Ver-
fahren verwendet den Algorithmus zur Berechnung des lokalen Splines. Am Schlufl des
Kapitels werden Beispiele mit mehr als zwei Interpolationsknoten présentiert.

3.1 Das lokale Problem

Zunichst soll ein auf dem Newton-Verfahren basierender Algorithmus fiir das Problem
mit nur zwei Interpolationsknoten (N = 1) und vorgegebenen Tangentenwinkeln am Rand
entwickelt werden. Das in Abschnitt 2.2 aufgestellte nichtlineare Gleichungssystem kann
man in diesem Fall vereinfachen. Durch die Beschrankung auf Kurven, deren Lénge nicht
die Periode ihrer Kriimmung iibersteigt, kann das Problem auf die Losung einer nichtli-
nearen Gleichung reduziert werden. Durch diese Restriktion werden keine lokalen Minima
von Problem 2.2 ausgeschlossen, da Kurven, deren Lénge ihre Periodenlédnge iibersteigt,
mindestens zwei Wendepunkte besitzen und damit nach Satz 2.20 keine lokalen Minima
sein konnen.

Ein Algorithmus zur Berechnung solcher Kurven wird in BRUNNETT & WENDT (1997)
hergeleitet. Dieser Algorithmus soll im folgenden vorgestellt werden. Dazu wird ohne
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Einschrankung angenommen, dafl der erste Interpolationspunkt z, im Ursprung liegt
und der Tangentenwinkel am linken Rand 6y = 7 ist. Der zweite Interpolationspunkt
z1 = (z1,y1)" # zo und der Tangentenwinkel #; konnen beliebig gewihlt werden. Die-
se Bedingungen konnen durch Translation und Rotation der Interpolationsdaten immer

erfiillt werden.

Zusammengefaflt erhdlt man die folgende Problemstellung:

Problem 3.1. Zu gegebenen Interpolationsdaten zo=(0,0)", g =%, z1 = (x1,11)" # 2o
und 6, werden die Lénge L > 0 und Funktionen z € C%2([0, L], R?), § € C%![0, L] gesucht,
die das Funktional

I(z,0,k,L) = /OL K*(s) ds (3.1.1)

minimieren unter den Nebenbedingungen

2 = (cosf,sin®)T auf [0, L], (3.1.2)
0 =k auf [0, L], (3.1.3)
z(0) = zo, z(L) = 2y,

(3.1.4)

Nach Satz 2.16 gelten fiir ein lokales Minimum (z,0,x,L) von Problem 3.1 mit

ko = K(0), k1 := Kk(L), Ky := &'(0) und &} := &'(L) die folgenden nichtlinearen Glei-
chungen:
A? = kY (s) +4(K ()%, (3.1.5)
Ky = —iAsin(ir —a) = —1Acos(a), (3.1.6)
kg = Acos(3m — a) = Asin(a), (3.1.7)
Ky = —1Asin(f; — a) = —SA(sin b cos a — cos b sin ), (3.1.8)
KT = Acos(f; — a) = A(cos B cosa + sin ) sin ), (3.1.9)
K1 — ko = —3A(—sina, cos ) z1, (3.1.10)
L
/ k%(s)ds = A(cosa, sina)z;. (3.1.11)
0
Setzt man (3.1.6)-(3.1.7) in Gleichung (3.1.8)-(3.1.10) ein, so erhélt man
K} = Kgsin 0] + %/ﬁg cos b, (3.1.12)
KT = —2k, cosfy + kasinfy, (3.1.13)

k1 = (5Kg, k)1 + Ko. (3.1.14)
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Bei diesem nichtlinearen Gleichungssystem (3.1.12)-(3.1.14) ist es mdglich, eine der Un-
bekannten kg, k1, k{, k] als Parameter zu wahlen und die anderen durch diese auszu-
driicken. Giinstige Ausdriicke ergeben sich, wenn man kg als Parameter wahlt. Mit den
Abkiirzungen

%/ﬁg cosf, c:= %Fag$1 + ko, d:=(cosby,sinb)z; (3.1.15)

a:= /ﬁg sinfyy, b:=
gilt der folgende Satz:

Satz 3.1. Bei einem nichtlinearen Spline, der Problem 3.1 lst, geniigen die Kriimmungen
an den beiden Interpolationsknoten ko und k; der quadratischen Gleichung

ym% 4+ 2K cos Oy — d/ﬁg — 2Kkpcosf; = 0. (3.1.16)

Abhaéngig von der Wahl des Interpolationspunktes z; = (azl,yl)T und des Winkels 64
werden drei Falle unterschieden:
Fall 1: Fiir ¢y, # 0 erfiillt ko die Ungleichung

dymg + 2y, cos Oy kg + cos? 0, > 0, (3.1.17)
und es gilt
fy = 1€ (3.1.18)
1
K} = Kysinfy +b. (3.1.19)

Fall 2: Fiir y; = 0 und 0, # +73 gilt

K1 =¢, (3.1.20)
2
, a—c
= — 3.1.21
o 2cos b’ ( )
K} = Kgysin 6 + b. (3.1.22)

Fall 3: Fiir y; = 0 und 6, = +7 gilt

ko =0 oder (wiko+2)*=4sinb, (3.1.23)
K1 = ¢, (3.1.24)
K| = K{sin 0. (3.1.25)

Beweis. Erweitert man die Gleichungen (3.1.13)-(3.1.14) mit y; bzw. 2cos6; und elimi-
niert den Parameter ky, so erhdlt man

y1K2 + 2k cos by = k2 (21 cos By + g1 sin 0;) + 2k cos by,

also Gleichung (3.1.16).
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Zu Fall 1: Multipliziert man Gleichung (3.1.16) mit y;, so erhédlt man durch quadratische
Ergénzung die Gleichung

(y1K1 + cos 01)2 =1 (/ﬁgd + 2K0 CcOs 01) —cos? by = dymg + 241 kg cos B + cos® b1,

die nur, wenn o Gleichung (3.1.17) erfiillt, 1osbar ist. Die Gleichungen (3.1.18)-(3.1.19)
erhdlt man, wenn man fiir y; # 0 die Gleichung (3.1.14) bzw. (3.1.12) nach «{, bzw. &}
auflost.

Zu Fall 2: Fir y; = 0 vereinfacht sich Gleichung (3.1.14) und es gilt Gleichung (3.1.20)
K1 = %/ﬁgxl + Ko = cC.

Fiir cos(1) # 0 kann man den Parameter x; aus Gleichung (3.1.13) berechnen, und erhélt
Gleichung (3.1.21). Gleichung (3.1.22) folgt aus Gleichung (3.1.12).

Zu Fall 3: Die Gleichungen (3.1.24) und (3.1.25) erhélt man analog zu Fall 2. Setzt man
Gleichung (3.1.24) in Gleichung (3.1.13) ein, so gilt

0= (Akjz1 + Ko)® — Kgsinby = Lkgat + Kiziko + kg — kg sin b,
= i/ﬁg (/ﬁgaﬁ + 4kor; + 4 — 4sin 01).
Hieraus folgt Gleichung (3.1.23). O

Das Ergebnis dieses Satzes kann man folgendermaflen zusammenfassen: Kennt man die
Anfangskritmmung kg (oder ihre Ableitung x; im Fall 3), so kennt man die Kriimmung am
Ende x; und ihre Ableitung an den Endpunkten x{, und ). Damit ist auch die Kriimmung
k des nichtlinearen Splines eindeutig bestimmt. Genauer, es existiert zu gegebenen In-
terpolationsdaten z; und #; und Parametern xg, k1, k; und x|, die die Gleichungen
(3.1.12)-(3.1.14) erfiillen, eine Funktion k, die die Differentialgleichung (2.2.10) mit den
Randbedingungen

k(0) = ko, K'(0) =Ky, w(L)=r1 und K'(L)=k]
16st.

Satz 3.2. Seien ko, K1, Ky, k) € R mit k2 + (k)? > 0 gegeben, die zu gegebenen Interpo-
lationsdaten zy = (x1,y1)T, 01 das nichtlineare Gleichungssystem (3.1.12)-(3.1.14) Idsen
und sei k eine Losung der Anfangswertaufgabe

1
K+ 553 =0, k(0) = Ko, k'(0) = Ky (3.1.26)
mit der Periode T'. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Léinge L € (0,T] mit

k(L) =ry und K'(L)=kK]. (3.1.27)
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Fiir eine C3-Kurve z = (z,y)" mit der Kriimmung r, die die Interpolationsbedingungen
am linken Rand z(0) = (0,0)T und 6(0) = ir erfiillt, gilt am rechten Rand 6(L) = 6.

Auferdem gilt fiir kyko # 0 die Bedingung
x(L) =24 = y(L) = y1. (3.1.28)

Fiir k = 0 gilt y; = y(L) und fiir k; ist x1 = x(L).
0

Beweis. Nach Satz 2.14 existiert eine eindeutig bestimmte Losung der Anfangswertauf-
gabe (3.1.26) £(8) = Km cn(k|km|(s — sm), k) mit sign(k,,) = sign(ko), ki, = kg + 4(k)?
und dem Modul & = 1/0.5. Wenn man die Gleichungen (3.1.12)-(3.1.13) quadriert und
addiert, erhalt man

AR + A = 4(R0)* + RG = Ay, (3.1.29)

Daraus folgt 2, > k2. Fiir jedes k1 mit x7 < k2, gibt es zwei Stellen Ly, Ly € [0,T) mit
k(L1) = k(L2) = k1 und K/(L1) = —K'(L2), da die Funktion cn eine gerade periodische
Funktion ist, die auf dem Intervall [0, 277 monoton fillt und auf [£7", 7] monoton wéchst.
Nach Gleichung (3.1.5) und (3.1.29) gilt fiir die Ableitung an der Stelle L;, i = 1,2,

(' (Li))* = Ky, — 5 (La) = K, — £7 = 4(K))".

Daraus folgt, daf§ fiir genau eine Lénge L € [0,7) die Randbedingungen (3.1.27) erfiillt

werden. Im Fall k3 = k2, existiert genau ein L € [0,7) mit k(L) = k1, fiir das nach

Gleichung (3.1.5) und (3.1.29) x'(L) = &} = 0 gilt. Fiir dieses L werden die Randbedin-
gungen (3.1.27) erfiillt.

Nach Satz 2.15 erfiillt die Kriitmmung das nichtlineare Gleichungssystem

Ky = —iAsin(ir —a) = —1Acos(a),

Ky = —1Asin(6; — a) = JA(sin b cosa — cos b, sin ),

!/
0
kg = Acos(im — a) = Asin(a),
|
KT = Acos(f; — a) = A(cos B cosa + sin ) sin ),

Kl — Ko = —%A(— sin av, cos @)z,

fiir geeignete Parameter A und «. Daraus erhélt man analog zu (3.1.12)-(3.1.14) die

Gleichungen
Ky = kysinO(L) + Lkg cosO(L) (3.1.30)
K} = —2kp cosO(L) + ki sind(L), (3.1.31)
k1 = koy(L) + 2k (L) + Ko. (3.1.32)

Die Determinante $rg + 2(k{)* = 1k, des Gleichungsystems (3.1.30)-(3.1.31) ist nach
Voraussetzung von Null verschieden. Deshalb existiert nach (3.1.12)-(3.1.13) eine eindeutig
bestimmte Losung cos (L) := cosy und sinf(L) := sin 6,. Ebenso ist Gleichung (3.1.32)
nach Voraussetzung fiir (L) = z1 oder y(L) = y; eindeutig 16sbar und es gilt nach (3.1.14)
Gleichung (3.1.28) fiir kyro # 0, (L) = x; fiir K, = 0 bzw. y(L) = y; fir kg = 0. O
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Die im vorhergehenden Satz erwdhnte Lénge L kann man in Abhéngigkeit von ko be-
rechnen. Dabei wird ohne Einschrinkung ko < 0 vorausgesetzt. Dieses kann man immer
erreichen, indem man die Interpolationsdaten an der y-Achse spiegelt. Um die Lénge L
zu berechnen, werden zuniichst die Abstinde Asg := |s,,| und As; := |L — s} | bestimmt,
wobei mit s, die groBte Stelle s < 0 mit x(s) = k,, und mit s} die L am nichstengelegene
Stelle mit (sl ) = sign(k1)|xm| bezeichnet wird. Fiir |k,,| = |r;| erhdlt man As; = 0.
Anderenfalls gilt mit so = 0, s°, := s, und s; = L fiir den Abstand

Sin [ |
/ 1| — / dk |
. (R — (R 4 )

da |k;| < |k ist und aus (3.1.5) mit A = x2, die Gleichung

ASZ‘ =

i=0,1,

(6)? = sty — 1) = 102, — 12) (2 + 2)

folgt. In der Arbeit von BULIRSCH (1965) wird ein Algorithmus zur Berechnung eines
allgemeinen unvollstdndigen elliptischen Integrals

a + be?

el2(z,k,a,b :/ d¢
( ) o (1+&)V(1+8)(1+k¢)
vorgestellt. In dieser Notation gilt
12(2;,0.5,1,1 2 k2
Ag = P05 LY L [ f (3.1.33)

k|| K3

fir k; # 0, baw. As; = T/4 fir k; = 0.

Aus den beiden Abstanden As;, ¢ = 0,1, kann man die gesuchte Liange L berechnen. Fiir
die Stelle s, gilt

Sm = — sign(ky)Asp. (3.1.34)

Die gesuchte Liange L erhélt man durch

Sm + sign(k])Asy, k1 <0, K} > K
L= spn+iT —sign(s})As, k1 >0 (3.1.35)
sm + T + sign(k})Asy, k1 <0, K] < K,

siehe auch Abbildung 3.1. Fiir die Periodenlénge gilt

_ A2 (3.1.36)

VK2, 7

wobei K ~ 1.8541 das vollsténdige elliptische Integral zum Modul k£ = /0.5 bezeichnet.
Hieraus kann man eine Abschiitzung fiir ko gewinnen. Mit zq = (0,0)T gilt fiir den

T
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v

Abbildung 3.1: Die Lage von s, und L in Abhéngigkeit der Parameter xg, x(, £1 und &j.

Abstand der beiden Interpolationspunkte ||z1]|, = ||z1 — 20|l < L < T. Mit (3.1.36)
folgt hieraus

ko < |kim| < 4V2K ||z1]3" &~ 10.4882 ||z . (3.1.37)
Mit Gleichung (3.1.5) erhélt man fiir x; die Abschétzung

k| < 0.562, < 16K? ||21]|52 ~ 55.0015 || 21|52 (3.1.38)
Mit Hilfe der Lange der Kurve kann man ihre Biegungsenergie
L
B(L) := / K2(s) ds = 2V2|km|(E(v1) — E(vo) — (v1 — vp)) (3.1.39)
0
mit vg = —k|Km|Sm und vy = k|ky|(L — ) berechnen. An Hand von Gleichung (3.1.11)
L
B(L) = / K*(s)ds = A(zycos a + y; sin @)
0
bzw. mit (3.1.6)-(3.1.7)

0= B(L) + 221k — y1 K0 (3.1.40)

1483t sich tiberpriifen, ob die Kurve auch die Interpolationsdaten am rechten Rand in-
terpoliert. Nach Satz 3.1 kann man alle auftretenden Parameter aus einer gegebenen
Anfangskriimmung o im Fall 2 und 3 bzw. Ableitung «; im Fall 3 berechnen, wobei es
im Fall 1 und 3 jeweils zwei Parametersétze gibt. Damit sucht man eine Nullstelle ko bzw.
ry der Funktionen

fi(ko) := B(L) + 221K} — y1 K2 (3.1.41)
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mit 2 = 1,2 im Fall 1 und 7 = 0 im Fall 2 bzw.
fi(kp) == B(L) + 221}, i=1,2, (3.1.42)

im Fall 3. Diese Nullstelle ist i.a. nicht eindeutig, auch wenn man sich auf L € (0,7]
beschrinkt. Ebenso gibt es Interpolationsdaten, zu denen keine Losung des Problems
existiert. Auflerdem besitzen die Funktionen an der Stelle kg = 0 bzw. x{ = 0 eine
Definitionsliicke. Bei der Auswertung der Funktionen f; aus (3.1.41) bzw. f; aus (3.1.42)
werden wieder die drei Falle von Satz 3.1 unterschieden.

Fall 1: In diesem Fall mufl k¢ die quadratische Ungleichung (3.1.17) erfiillen, damit r;
berechnet werden kann. Ob diese Ungleichung immer erfiillt ist oder auf einem Bereich
der reellen Achse nicht, hdngt von den Parametern

a = y1(cosby,sin b))z, und §=vy>—a (3.1.43)

ab. Abhéngig von diesen Parametern werden wieder drei Fille unterschieden:

Fall 1a: Fir 0 < @ und 0 > ¢ besitzt die linke Seite der Ungleichung (3.1.17) keine
reellen Nullstellen und ist fiir alle kg € Jy := R erfiillt. Gleichung (3.1.16) besitzt
damit fiir jede Wahl von k¢ # 0 zwei reelle Nullstellen und es gibt zwei Funktionen
fi, i =1,2, aus (3.1.41), die mit Gleichung (3.1.16)-(3.1.19) und (3.1.39) berechnet
werden konnen.

Fall 1b: Fiir a < 0 besitzt die linke Seite der Ungleichung (3.1.17) zwei reelle Nullstellen
Kou < Koo und wird nur fiir kg € Jy := [Kou, Koo] erfiillt. Deshalb sind die Funktio-
nen f;, i = 1,2, aus (3.1.41), die wie im Fall 1a berechnet werden, auch nur auf
[Kou, Koo /{0} definiert.

Fall 1c: Fiir 0 < @ und 0 < 0 besitzt die linke Seite der Ungleichung (3.1.17) zwei reelle
Nullstellen kg, < Koo, zwischen denen sie nicht erfiillt ist. Daher sind die Funktionen

fi, i =1,2, aus (3.1.41) nur fiir ko € Jo/{0} mit Jy := R/(Kou, koo) definiert.

Fall 2: Hier werden die Variablen k1, kj, ] nach Gleichung (3.1.20)-(3.1.22) bestimmt.
Damit sucht man nach (3.1.41) die Nullstellen der Funktion

fo(/io) = B(L) -+ 2/43/0371,

wobei die Energie B(L) wieder nach Gleichung (3.1.39) berechnet wird.

Fall 3: Hier werden die Variablen ko, 1, ] nach (3.1.23)-(3.1.25) berechnet. In Abhéngig-
keit von 6, gibt es ein oder zwei mogliche Werte fiir o und damit eine Funktion f; oder
zwei Funktionen f;, i = 1,2, aus (3.1.42). Mit Gleichung (3.1.39) wird die Biegungsenergie
bestimmt.
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Zu jeder Nullstelle der in (3.1.41) und (3.1.42) eingefithrten Funktionen existiert eine
Kurve, die die notwendigen Bedingungen fiir ein lokales Minimum von Problem 3.1 erfiillt,
d.h. ein nichtlinearer Spline. Um alle lokalen Minima von Problem 3.1 zu bestimmen, muf}
man nicht auf ganz R bzw. ganz Jy nach Nullstellen absuchen, da alle Nullstellen ¢ bzw.
kg die Ungleichung (3.1.37) bzw. (3.1.38) erfiillen. Damit ergibt sich nach der Wahl eines
Verfahrens zur Nullstellensuche der folgende Algorithmus zur Bestimmung nichtlinearer
Splines mit zwei Interpolationsknoten und den Interpolationsdaten zo = (0,0)T, 6y = %71',
z1 # zo und 6.

Algorithmus 3.1.

1. Bestimme Bereich zu Nullstellensuche J C R mit Fallunterscheidung aus Satz 3.1:
Falls y; # 0 (Fall 1): Bestimme Bereich Jy C R, auf dem (3.1.17) erfiillt ist;
J = JoN[=4V2K [|z1]l", 4v2K [lz1]l3 ] /{0};
Falls y; = 0 und 0 # +0.57 (Fall 2): J := [-4V2K ||z1]]3", 4vV2K ||z1]/5'] /{0} ;
Falls y; = 0 und 0; = £0.57 (Fall 3): J3 := [-16 K* ||z1]|52%, 16 K? ||z1]|3%] /{0} ;

2. Wihle Startwert:
Falls Fall 1: Wéhle ¢ € J;
Wihle festes Vorzeichen fiir Berechnung von k1, d.h. i € {1,2} fest;
Falls Fall 2: Wahle kg € J; 1 := 0;
Falls Fall 3: Wihle x, € Js;
Wihle festes Vorzeichen fiir Berechnung von kg, d.h. i € {1,2} fest;

3. Berechne f;(ko) bzw. f;(k}), wobei die Parameter mit Hilfe der Gleichungen (3.1.16)-
(3.1.25), (3.1.34), (3.1.35) und (3.1.39) berechnet werden;

4. Falls fi(ko) bzw. fi(r}) hinreichend klein:
» B's wurde eine Nullstelle und damit ein nichtlinearer Spline gefunden.*
Falls ,,alle“ Nullstellen bestimmt werden sollen: ., Wdhle neuen Startwert.*
Gehe zu 2.
STOP.

5. Falls maximale Zahl von Iterationen erreicht:
» B's wurde keine Nullstelle und damit kein nichtlinearer Spline gefunden.*
Falls ,,alle“ Nullstellen bestimmt werden sollen: ., Wdhle neuen Startwert.*
Gehe zu 2.
STOP.

6. Bestimme Kgpey bzw. “6,neu mit einem Verfahren zur Nullstellensuche;
Gehe zu 3.

Da bei der Herleitung eines Teils der verwendeten Gleichungen ko < 0 vorausgesetzt
wurde, mufl man die Kurve an der y-Achse spiegeln, um diese fiir k9 > 0 verwenden
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Abbildung 3.2: Im linken Teil sieht man die Funktionen f/, aus (3.1.41) zu den Interpolati-
onsdaten aus Beispiel 3.1. Im rechten Teil sind die zu den Nullstellen gehorenden nichtlinearen
Splines eingezeichnet, wobei die gestrichelte Kurve kein lokales Minimum ist.

zu konnen. Um den Fall kg = 0 betrachten zu kénnen, mufl man wie in Satz 1.11 eine
orientierungsumkehrende Parametertransformation auf die Interpolationsdaten anwenden
und Ko := k1 als Variable wahlen. Benutzt man fiir die Nullstellensuche das Newton-Ver-
fahren, so benotigt man die Ableitungen der Funktionen f;, i € {0,1,2}, aus (3.1.41)
nach ko bzw. f;, i € {1,2}, aus (3.1.42) nach x{, im Fall 3. Ein Matlab-Programm, das die
Funktionen auswertet und ihre Ableitung berechnet, findet man im Anhang C.

Mit diesem Algorithmus kann man nun zu gegebenen Interpolationsdaten mit zwei In-
terpolationsknoten einen nichtlinearen Spline berechnen, dessen Léange nicht seine Peri-
odenlénge iibersteigt. Wie man im folgenden Beispiel sieht, gibt es Nullstellen der Funk-
tionen f; aus (3.1.41), zu denen Kurven gehoren, die keine lokalen Minima von Problem
3.1 sind.

Beispiel 3.1. Gegeben seien die Interpolationsdaten 6, = —qund z;= (cos 0.5, —sin 0.5)T.
Damit gilt a ~ —0.4600 < 0 und das Beispiel féllt unter den Fall 1b. Die linke Seite
der Ungleichung (3.1.17) besitzt die beiden Nullstellen g, ~ —2.0136 und kg, ~ 0.5398.
Deshalb sind die Funktionen f;; i = 1,2, aus (3.1.41) nicht auflerhalb des Intervalls
[—2.0136, 0.5398] definiert. Die eine der Funktionen verlduft unterhalb der z-Achse und
beriihrt sie nur im Nullpunkt, wo die Funktionen nicht definiert sind. Die andere Funktion
schneidet die x-Achse in diesem Intervall zweimal und zwar in den Nullstellen
ko &~ —1.7873 und ko =~ 0.1819. Die dazugehorigen Kurven haben die folgenden Para-

meter:
Ko ‘ K1 ‘ Ky ‘ K} ‘ L ‘ B(L)
-1.7873 | 2.5015 | -6.0219 | 5.3876 | 1.6097 | 9.0380
0.1819 | 2.7290 | -5.2825 | 3.7470 | 2.1977 | 9.2559

Wie man an den Parametern sieht, besitzt die zweite Kurve, die im rechten Teil von Ab-
bildung 3.2 gestrichelt gezeichnet ist, zwei Wendepunkte, obwohl ihre Lénge kiirzer ist als
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—
N

Abbildung 3.3: In der #;0-Ebene wurden die Bereiche der verschiedenen Moglichkeiten bei Fall
1 ebenso wie Fall 2 und 3 (---) und der Rand des Bereiches (----- ), fiir den nichtlineare Spli-
)T

nes zu den Interpolationsdaten zq = (0,0)%, 6 = %77, z1 = (coso,sino)” und #; mit dem

Algorithmus 3.1 berechnet werden konnten, eingezeichnet.

ihre Periodenlénge. Sie ist also nach Satz 2.20 kein lokales Minimum. Die beiden Funk-
tionen und die zu den Nullstellen geh6renden nichtlinearen Splines sind in Abbildung 3.2
gezeichnet.

Eine ausfiihrliche Diskussion verschiedener Beispiele findet man im Anhang D. Dabei
treten im Fall 2 und 3 maximal zwei Nullstellen der Funktion fy aus (3.1.41) bzw. der
Funktionen f;, i = 1,2, aus (3.1.42) auf. Im Fall 1 besitzen die Funktionen f;, i = 1,2,
aus (3.1.41) bei den betrachteten Beispielen maximal drei Nullstellen. Es existiert aber
nicht fiir alle nach Lemma 2.19 moglichen Kombinationen von Interpolationspunkten und
Tangentenwinkeln ein nichtlinearer Spline. Beschrinkt man sich auf Beispiele mit den
Interpolationsdaten zo = (0,0)T, z; = (coso,sino)” und 6y = ix, so kann man den Be-
reich, in dem nichtlineare Splines mit hochstens einem Wendepunkt existieren, numerisch
bestimmen und auf der #,0-Ebene einzeichnen, siehe Abb. 3.3. Die Anfangskriimmung s
des nichtlinearen Splines mit der geringsten Biegungsenergie ist in Abbildung 3.4 {iber der
f10-Ebene aufgetragen. Um den obigen Algorithmus zu beschleunigen, kann man diese
Anfangskriimmungen auf einem Gitter berechnen und als Startwerte fiir das Verfahren in
einer Datei ablegen.

3.2 Die Berechnung von globalen unrestringierten
Splines

In Abschnitt 3.1 wurde ein Verfahren zur Losung des lokalen Problems, d.h. fiir einen
unrestringierten nichtlinearen Spline mit zwei Interpolationsknoten und gegebenen Tan-
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Abbildung 3.4: Die Anfangskriimmung xq des nichtlinearen Splines mit der kleinsten Biegungs-
energie zu den Interpolationsdaten zq = (0,0)%, 6y = %77, z1 = (coso,sino)T und 6 iiber
der 0;0-Ebene. Der Bereich, in dem nichtlineare Splines mit Algorithmus 3.1 berechnet werden
konnten, ist in der #;0-Ebene gestrichelt dargestellt.

gentenwinkeln am Rand, erldutert. Dieses Verfahren wird auch bei der Berechnung des
nichtlinearen Splines mit mehr als zwei Interpolationsknoten eine Rolle spielen. Wéren
die Tangentenwinkel 6;, = 0,1,..., N, an allen Interpolationsknoten bekannt, so kénnte
man jeweils eine Losung des lokalen Problems fiir zwei benachbarte Interpolationsknoten
berechnen und wiirde auf diese Weise eine Losung fiir den globalen nichtlinearen Splines
erhalten.

Diesen Ansatz kann man auch verwenden, wenn wie bei der vorliegenden Problemformu-
lierung die Tangentenwinkel an den inneren Knoten unbekannt sind. Dazu bendétigt man
zunéchst eine Anfangsschitzung fiir die Tangentenwinkel an den Interpolationsknoten.
Diese kann man mit Hilfe einer interpolierenden kubischen Spline-Kurve berechnen. Nun
kann man jeweils fiir zwei benachbarte Knoten das lokale Problem l6sen und erhélt ei-
ne Kurve, die intervallweise die notwendigen Bedingungen fiir ein lokales Minimum von
Problem 2.2 erfiillt und bei der nach Konstruktion der Tangentenwinkel an den inneren
Interpolationsknoten stetig ist. Im allgemeinen ist aber die Kriimmung an den inneren
Knoten noch unstetig und die natiirliche Randbedingung, dafl die Kriimmung am Rand
verschwindet, wird bei nicht vorgegebenen Tangentenwinkeln am Rand 6y und 6y verletzt.
Damit hat man zwar eine zuléssige Kurve berechnet, diese ist aber noch nicht optimal.
Also wird man versuchen, die Tangentenwinkel an den Interpolationsknoten so zu be-
stimmen, daf} die Kriitmmung an den inneren Knoten stetig ist und gegebenenfalls die
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natiirliche Randbedingung erfiillt wird. Aus dem lokalen Problem kann man fiir gege-
bene Tangentenwinkel 6;, © = 0,1,..., N, die links- und rechtsseitigen Grenzwerte fiir
die Kriimmung an den Interpolationsknoten berechnen. Der linksseitige Grenzwert am
Knoten s;, i = 1,..., N, wird durch die Losung des lokalen Problems auf dem Intervall
[si—1, si] bestimmt. Es gilt fir die Kriimmung

k(s;) == k(843 0i-1,0;) := K1(0i-1,6;).

Der rechtsseitige Grenzwert am Knoten s;, ¢ = 0,..., N — 1, hiangt wiederum nur von
den Tangentenwinkeln #; und 6;,, und der Losung des lokalen Problems auf dem Intervall
[Si, Si+1] ab. Fir ihn gllt

'K';(S—"—) = K/(Si; 9i7 9i+1) = K/O(@i, 92‘+1).

(2

Damit wird der Fehler, der bei der Berechnung der Kriimmung an den inneren Knoten
gemacht wird, durch die Funktion

50(91, 92) - 51(91)
50(92, 93) — K1 (917 92)
F(01,0s,...,05 1) = (3.2.1)
HO(QN—Q, 9N—1) - 51(91\/—3, 9N—2)
HO(QN—1) - 51(91\/—2, 9N—1)

beschrieben, wenn die Tangentenwinkel am Rand 6, und 6y vorgegeben sind. Sind sie
frei, so hat man die zusétzliche Bedingung, dafl die Kriimmung am Rand verschwindet.
In diesem Fall sucht man eine Nullstelle der Funktion

50(90, 91)
50(91, 92) - 51(90, 91)
F(bo,....08) = .. . (3.2.2)
50(91\/—1, 9N) - 51(91\/—2, 9N—1)
—51(91\/—1, 9N)

Um eine Nullstelle der Funktion F' aus Gleichung (3.2.1) bzw. (3.2.2) zu berechnen, kann
man das Newton-Verfahren benutzen. IThre Jacobi-Matrix ist eine Tridiagonalmatrix, die
mittels numerischer Differentiation approximiert werden kann. Dabei wird (2N — 2)- bzw.
2N-mal ein lokales Problem mit Algorithmus 3.1 gel6st.

Um auf diese Weise einen nichtlinearen Spline zu berechnen, benétigt man gute Schiatzun-
gen fiir die Tangentenwinkel an den inneren Punkten und fiir einen natiirlichen nichtli-
nearen Spline auflerdem Schétzungen fiir die Tangentenwinkel an den Randpunkten. Eine
Moglichkeit ist, diese mit Hilfe von kubischen Spline-Kurven zu berechnen. Dabei werden
die beiden Komponenten der Kurve z = (x,y)" als kubische Splines dargestellt, indem
auf einem streng monotonen Gitter 0 = ¢, < t; < --- < ty die Punkte (¢;,z;) bzw.
(ti,yi), 1 =0,..., N, durch einen kubischen Spline interpoliert werden. Je nach Wahl der
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Randbedingungen werden dabei natiirliche kubische Splines verwendet oder die ersten
Ableitungen am Rand sind vorgegeben. Optimal wére es bei der Wahl des Gitters, fiir
den Abstand d; = t;11 — t; die Bogenlédnge zwischen den beiden Punkten zu wéhlen. Da
diese unbekannt ist, miissen stattdessen Approximationen verwendet werden. Dabei bietet
es sich an, den Abstand zwischen den beiden Punkten in einer Norm zu messen. Da die
Problemstellung rotationsinvariant ist, kann man diesen Aspekt auch bei der Wahl der
Norm beachten und fiir den Abstand die euklidische Norm

d; = sz‘+1 - ziHQ

verwenden.

Natiirlich kann man Startschétzungen fiir die Winkel auch direkt aus den Interpolations-
daten gewinnen. In BRUNNETT & WENDT (1998) wird fiir z; = (2, y;)7T

Ti+1 — Ti—1

tan(f;) =
Yi+1 — Yi—1

als Bedingung fiir die Tangentenwinkel vorgeschlagen. Eine andere Moglichkeit ist, dafl
man den Mittelwert der Winkel

Tit1 — T4 Ti — Ti—1

und tan(y;) =

tan Yi+1) =
( * ) Yi+1 — Yi Yi — Yi-1

als Schétzung fiir die Tangentenwinkel wahlt. Hierbei umgeht man es, die kubische Spline-
kurve zu berechnen, aber man benétigt im allgemeinen mehr Iterationen zur Berechnung
des nichtlinearen Splines. Besonders, wenn mehrere aufeinanderfolgende Interpolations-
knoten auf einer Geraden liegen, bekommt man keine guten Startschétzungen fiir die
Tangentenwinkel an den Interpolationsknoten.

Das oben beschriebene Verfahren kann man in dem folgenden Algorithmus zusammenfas-
sen. Dabei wird der Vektor der gesuchten Tangentenwinkel an den Interpolationsknoten
mit § = (01, ...,0n_1) bei vorgegebenen Tangentenwinkeln am Rand bzw. 6 = (Bo,-..,0N)
fiir freie Tangentenwinkel am Rand bezeichnet.

Algorithmus 3.2.

1. Wahl des Startwertes:
Berechne eine kubische Spline-Kurve zu den Interpolationsdaten;
Berechne die Tangentenwinkel 6 aus der kubischen Spline-Kurve;

2. Intervallweise Berechnung des lokalen Problems:
Firi=1,..., N:
Transformiere die Interpolationsdaten z; 1, 2z;, #;_1, und 6; auf Problem 3.1;
Berechne lokalen Spline zu den transf. Interpolationsdaten mit Algorithmus 3.1;
Bestimme die Kriimmungen k(s ;) = ro(0;,-1,6;) und k(s;) = k1(0;_1,6;);
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3. Berechne den Funktionswert F'(6) nach (3.2.1) bzw. (3.2.2);

4. Falls F(6) hinreichend klein: ,, Fin nichtlinearer Spline wurde berechnet.“
STOP.

5. Newton-Schritt:
Berechne die Jacobi-Matrix F”(f) mittels numerischer Differentiation;
Wihle A € (0, 1];
Berechne Oy, := 0 — ANF'(0) "1 F(6);
Gehe zu 2.

In diesem Algorithmus ist es sinnvoll, den Newton-Schritt durch eine primitive Schritt-
weitensteuerung zu erginzen, da sich die Struktur der im lokalen Problem benutzten
Funktion in Abhéangigkeit von den Tangentenwinkeln &ndert. Dabei kann man, ohne den
neuen nichtlinearen Spline zu berechnen, iiberpriifen, ob fiir die neuen Interpolationsdaten
der nichtlineare Spline demselben Fall (1a, 1b, 1c, 2 oder 3) wie fiir die alten Interpolati-
onsdaten angehort. Ist dieses der Fall oder ist ||fhen — ]| sehr klein, so ist wahrscheinlich
ko(0;,0;41) eine gute Startschitzung fir £ bei der Berechnung einer Losung des lokalen
Problems.

Die folgenden Beispiele fiir unrestringierte nichtlineare Splines mit mehr als zwei Interpo-
lationsknoten werden mit dem Algorithmus 3.2 berechnet. Im Abschnitt 4.4 werden sie
neben weiteren Beispielen mit verschiedenen Restriktionen betrachtet. Bei beiden Beispie-
len ist zum Vergleich auch die kubische Spline-Kurve, aus der die Startschédtzung berechnet
wurde, eingezeichnet. Dabei sieht man, dafl diese abhéngig von den Interpolationsdaten
eine gute oder weniger gute Approximation ist.

Beispiel 3.2. Gegeben seien die Interpolationspunkte

In Abbildung 3.5 sieht man den nichtlinearen Spline mit natiirlicher Randbedingung zu
diesen Interpolationspunkten. Die kubische Spline-Kurve liefert in diesem Fall eine gute
Startschiatzung, so dal man nur drei Iterationen zur Berechnung des nichtlinearen Splines
benotigt. Seine Energie ist B(L) ~ 6.6270.

Auch wenn die kubische Spline-Kurve wie im folgenden Beispiel als Approximation weni-
ger gut ist, eignet sie sich als Startschéatzung.

Beispiel 3.3. Gesucht wird der nichtlineare Spline zu den Interpolationspunkten
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Abbildung 3.5: Der nichtlineare Spline (——) aus Beispiel 3.2 und die kubische Splinekurve
CEREE ), die als Startschétzung verwendet wird.

mit natiirlicher Randbedingung. Er ist in Abbildung 3.6 zu sehen. Es werden sieben
Iterationsschritte benétigt, um ihn zu berechnen. Dazu werden die Startwerte fiir die
Tangentenwinkel aus der kubischen Splinekurve entnommen, siche Abb. 3.6. Das Ener-
giefunktional hat den Wert B(L) ~ 2.2852.

Zur Beschleunigung des Algorithmus kénnte man Ideen aus der Arbeit von BRUNNETT &
WENDT (1998) verwenden. Dort wird ein anderes Verfahren zur Berechnung von nichtli-
nearen Splines mit mehr als zwei Interpolationsknoten vorgestellt, das den Algorithmus
fiir das lokale Problem aus BRUNNETT & WENDT (1997) verwendet. Bei diesem Ver-
fahren wird in jedem Iterationsschritt nur ein Tangentenwinkel neu berechnet. Wéhrend

Abbildung 3.6: Der nichtlineare Spline (——) aus Beispiel 3.3 und die kubische Splinekurve
CEREE ), die als Startschétzung verwendet wird.
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der ersten Iterationsschritte wird das lokale Problem mit verringerter Genauigkeit gelost,
wobei die Startwerte fiir das lokale Problem aus einer zuvor berechneten Tabelle fiir die
Anfangskriimmungen entnommen werden. Erst wenn der Fehler hinreichend klein ist, wird
das lokale Problem genauer gelost. Dieses Verfahren bendtigt mehr Iterationsschritte, an-
dererseits ist der Rechenaufwand pro Iterationsschritt geringer.
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Kapitel 4
Der restringierte nichtlineare Spline

Im folgenden wird wie im Abschnitt 2.4 das Problem 1.2 mit einer affin-linearen Funktion

9(z) = (sin 3, — cos f)(z — z¢) < 0

als Restriktion betrachtet. Hier kann nach Satz 2.21 zwischen zwei Interpolationsknoten
hochstens ein Randstiick oder ein Beriihrpunkt liegen. Beim lokalen Problem (N = 1) mit
einem Randstiick kann man wie im Fall des unrestringierten Splines ein einfaches Verfah-
ren zur Berechnung des nichtlinearen Splines herleiten, siehe Abschnitt 4.1. Fiir den Fall
eines Beriihrpunkts dagegen ist dieses nicht moglich, aber man kann einen Beriihrpunkt
im globalen Algorithmus wie einen Interpolationsknoten behandeln. Im Unterschied zu
einem Interpolationspunkt ist aber die genaue Lage des Punktes auf der Restriktion un-
bekannt, wihrend man den Tangentenwinkel kennt, siehe Abschnitt 4.2. Im Abschnitt 4.3
wird der modifizierte globale Algorithmus vorgestellt und im Abschnitt 4.4 an einigen
Beispielen erldutert. Im letzten Abschnitt 4.5 werden dann einige Ideen zur Berechnung
eines durch eine Restriktion der Form

9(z) = llz — zkl; - R* < 0

restringierten nichtlinearen Splines vorgestellt und ein Beispiel berechnet. Da in diesem
Kapitel nur Jacobische elliptische Funktionen und elliptische Integrale zum Modul £ =
V0.5 auftreten, wird dieser im folgenden der Ubersichtlichkeit halber weggelassen.

4.1 Das lokale Problem mit einem Randstiick

In diesem Abschnitt wird ein lokales Minimum von Problem 2.2 mit zwei Interpolations-
knoten und einem Randstiick betrachtet. In diesem Fall vereinfacht sich das nichtlineare
Gleichungssystem und man kann seine Losung berechnen, ohne eine nichtlineare Gleichung
zu 16sen, wenn neben den trigonometrischen und Jacobischen elliptischen Funktionen auch
ihre Umkehrfunktionen wie arcsin und cn~! zur Verfiigung stehen.
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0.5 T

Ymaz T

zo = (0.0)T | ol Tr

Abbildung 4.1: Der unrestringierte (---) und der durch y < ¥Ymae = 0.25 restringierte
(—) nichtlineare Spline aus Beispiel 4.3.

Aufgrund der Invarianzeigenschaften der Losungen von Problem 2.2 geniigt es, obere
Schranken der Form y(s) < ymar zu betrachten. Aulerdem kann man annehmen, da8 fiir
das gesuchte Randstiick [s;, s,], die Bedingung x; < x, gilt und der erste Interpolations-
punkt z( im Ursprung liegt. Diese Bedingungen kann man durch Translation, Spiegelung
und Drehung des Koordinatensystems immer erfiillen. Im folgenden wird gezeigt werden,
daf8 unter diesen Voraussetzungen der zweite Interpolationspunkt z; = (z1,%1)T in der
rechten Halbebene z; > 0 liegt und fiir die Tangentenwinkel am Rand 6, € (0,7) und
0, € (—71',0) gllt

Zusammengefaflt erhilt man die folgende Problemstellung:

Problem 4.1. Zu gegebenen Interpolationsdaten zq = (0,0)T, z; = (z1,y1)7T, 6o, 61 und
einer oberen Schranke Y., > max(0,y;) werden die Bogenlinge s, > 0 und Funktionen
z € C2([0, 1], R?), 6 € C1?[0, s1] gesucht, die das Funktional

I(z,0,kK,8) = /081 K*(s) ds (4.1.1)

minimieren unter den Nebenbedingungen

z' = (cosf,sinh)T auf [0, s1],

4.1.2
0 =k auf [0, s1], ( )
Z(O) =20 = (07 0>T7 z(51> =z,

4.1.3
6(0) = bo, 0(s1) = bh, ( )
Y(8) < Ymaa, 0<s<sp. (4.1.4)

Sei (2,0, k,s1) ein lokales Minimum von Problem 4.1 mit einem Randstiick [s;, s,]. Auf
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dem Randstiick gilt
Y(8) = Ymaz 0(s) =0 und k(s) =0 fir s € [sy, Sy

Nach Satz 2.10 gilt auf den beiden freien Teilstiicken Jy := (sg, s;) und Jy := (s, s1) mit
geeigneten Parametern A;, oy, i = 0,1, und §; € J

?(5) = Ajcos(0(s) — ay),
'(s) = —3A;sin(6(s) — ay),

K
K

K(s) — K(3;) = —3 Ai(—sinay, cos ;) (2(s) — 2(84)), (4.1.5)
/ k*(0)do = A;(cos ay, sin o) (z(s) — z(3;))
fiir s € J;. Mit den Bezeichnungen aus Satz 2.16 gilt fiir die Kriimmung
Em.0 C(k |Kmo| (8 — Smo)), s € Jo
k(s) =4 O, s € (s, 8)
Kma Cn(k [Kma1| (s — 8 — Sm1)), s € J
aen(k [fmal ( 1)) = 1 (4.1.6)
VA CH(/{Z\/AQ s+ UQ), s € Jy
=< 0, s € (s1,8r)
VAL en(kvA (s —s,) +v1), s€.J;
mit A; = k2, ; und
Ui — —k |/<vm,z‘| Smyis Km,i >0
Lk |Kmi| Smi + 2K, Kmi < 0.
Fiir ihre Ableitung gilt
—kAgsn(kv/ Ao s+ vo) dn(kv/Ag s + o), s e Jy
K'(s) =140, s € (s, s) (4.1.7)

—kAysn(kvA; (s — s,) +v1) dn(kvAq (s — s,) +v1), s € J,

und die Biegungsenergie kann man mit §, := 0 und 3, := s, fiir s € J;, i =0, 1, durch
[ K2 (o) do = 2/2A; (/s (s — 51) + v1) — B(w:) — L(by/A; (5 — 5)

berechnen. Mit den Abkiirzungen

170 = /{Z\/AQ S| + vo, 171 = /{Z\/Al (Sl—ST)—i‘Ul,
Axg =1 — 29 = 24, Axy =11 — 2, x = x(sy), T, = x(s,)

AyO = Ymaz — Yo = Ymaz, Ayl = Y1 — Ymax
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lautet das nichtlineare Gleichungssystem aus Satz 2.16, in diesem Fall fiir : = 0, 1

sin(fp — o) = V2 sn(vg) dn(vp), cos(fy — ) = cn®(vp),
sin(6(s;) — ) = V2 sn(@y) dn(@g), cos(A(s;) — ag) = en?(dy),
4.1.8
sin(6(s,) — a1) = V2 sn(vy) dn(vy), cos(8(s,) — a1) = en’(vy), ( )
sin(6; — ) = V2 sn(@1) dn(y), cos(fy — ay) = cn?(9y),
2(en(5;) — en(v;)) = V/A; (—Ay; cos a; + Az sin y), (4.1.9)
2v2 (E(3;) — E(v;) — L(3; — ;) = VA; (Az; cos o + Ay;sin a). (4.1.10)

Mit (4.1.6), (4.1.8) gilt an dem Aufsprung- und Absprungknoten des Randstiicks

Agcos(ag) = Agcos(6(s;) — ag) = Agen(tp)? = k(s1)? =0,

, , (4.1.11)
Aj cos(ay) = Ay cos(0(s,) — ar) = Ay en(vy)” = Kk(s,)” = 0.

Daraus folgt a, a1 € {5} und 9, v1 € {(4n+1) K, n € N}, wobei 4K die Periodenlénge
der Jacobischen elliptischen Funktionen cn und sn ist. Da fiir den Tangentenwinkel

10(s) — ay] < %71', s e Ji,
gilt und nach Voraussetzung

K S1
0 < Ymaz = / sinf(s) ds, 0> Y1 — Ymaz = / sinf(s)ds
0 Sr

ist, gilt

OZOZ%TF7 0y € [0,71'], o1 :—%71', 0, € [—71',0]. (4112)

Die Parameter 9y und v; konnen bis auf die Periode 4 K aus den Gleichungen (4.1.8)

—1 = —sin(ag) = sin(f(s;) — ) = V2 sn (@) dn(5) und (4.1.13)
1 = —sin(oy) = sin((s,) — a1) = V2 sn(vy) dn(v;) o
bestimmt werden und somit gilt

o= (4no— DK, wv1=Uni+1)K,  ngn €Z

Ohne Einschriankung kann man 9y = 3K und v; = K wéhlen. Durch (4.1.13) wird auch
die Vorzeichenbedingung fiir " aus dem nichtlinearen Gleichungssystem 2.4 erfiillt, da auf
dem Randstiick § = 0 gilt, und damit fiir s = s; und s = s, nach (4.1.5), (4.1.7)

sign (K'(s7) — &'(s7)) = —1 = sign ((sin6(s), — cos 6(s))g, (2(s)))

mit g(Z) =Y~ Ymax < 0 gllt
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Nach (4.1.12) gilt 0y € [0, 7] und 6, € [—m, 0]. Diesen Bereich kann man noch einschrénken.
Wenn die Kriimmung x auf einem der beiden Intervalle Jo oder J; eine zweite Nullstelle
besitzt, so ist nach Satz 2.20 die Kurve kein lokales Minimum von Problem 2.2. Also muf}
0 < 0;—v; < 2K bzw. vy, 01 € (K,3K) gelten. Damit sind die Parameter vy und 9; durch
die Gleichungen (4.1.8) eindeutig bestimmt. Daraus folgt 6y € (0,7), #; € (—m,0) und
O<a <z, <x1.

Aus den verbleibenden vier Gleichungen (4.1.9)-(4.1.10) kann man nun die Parameter
Ap, A1, 2 und z, berechnen. Beachtet man, dafi cos(cy;) = 0 gilt, so erhélt man mit
g; =sina; = (—1)" fir i =0, 1

0=¢;2(cn(v;) — en v, —A; Az, und (4.1.14)
—Ci#0
0=e:2vV2(E(%) — E(v;) — &( —A; Ay (4.1.15)
—:D;>0
Es folgt
D, G G
\/Ai = Z‘—Z >0 d A P = — A i 4.1.16
: Ayl . . \/ AZ Dz Y ( )
Fiir die Bogenlénge gilt mit so = 0
= Yo~ Y Sy = 8§+ xp — 1Y, und $] = Ul — U (4.1.17)

kvAy WA

Nur wenn die berechneten Parameter zuldssig sind, kann es ein Randstiick geben. Die
Knoten x; und z, miissen die Ungleichung xy < z; < z, < x; erfiillen. Da vy, 0, € (K, 3K)

sind, gilt
Co=— Cn(’l}o) >0 und C; = Cn(’l~11) < 0. (4118)
Damit sind die Abstéinde Axg = ;—x¢ und Axy = 1 — x, positiv. Mit B; := % ,1=0,1,

gilt fiir den Abstand x, — x;

T, —x; =21 — Axy — Axg — 2o (4.1.19)
=1 — Ty — Bl(yl - ymaaﬂ> - BO(ymaat>- o

Lost man die Ungleichung =, — z; > 0 nach y,,q, auf, so erhélt man mit Az := z; — x

A.I‘ — B1 Y1

mazimal “— "5 5 = Ymax 4.1.20
Y T T —B, Y ( )

als grofite obere Schranke, bei der es noch ein Randstiick gibt. Falls ¢mazima < max(0,y;)
ist, so gibt es fiir keine Parallele zur oberen Schranke y < 4,4, eine Losung mit Randstiick.
Die Bedingung ymazimar > max(0,y1) ist mit Ay = y; dquivalent zu den Ungleichungen

Ax > BpAy  und Axr > —B1Ay (4.1.21)
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fiir die Interpolationspunkte zo und z;, da nach (4.1.15) und (4.1.18) die Ungleichungen

B = g—ll < 0 und By = g—g > 0 gelten. Ist eine der beiden Ungleichungen (4.1.21)
nicht erfiillt, so gibt es keine Parallele zur Restriktion eine Losung mit einem Randstiick
dafiir aber gegebenenfalls Losungen mit einem Beriithrpunkt, siehe Beispiel 4.5. Fiir die

Kriimmung und ihre Ableitung am Rand gilt nach (4.1.6), (4.1.7)
k(0) = v/ Ao en(vp), k(L) = /A1 en(0y) (4.1.22)
k'(0) = —kAgsn(vg) dn(vy), K'(L) = —kAysn(01) dn(oy). (4.1.23)
Die Biegungsenergie des nichtlinearen Spline betrégt

I(z,0,kK,81) = /Ao Do + /A1 D;. (4.1.24)

Die in diesem Abschnitt hergeleiteten Gleichungen kann man im folgenden Algorithmus
zur Berechnung eines durch eine obere Schranke y < 9,4, restringierten nichtlinearen
Splines zu den Interpolationsdaten zo = (0,0)%, z; = (z1,%1)" mit x; > 0, 6y € (0,7)
und 6, € (—m,0), bei dem ein Randstiick auftritt, zusammenfassen. Aulerdem ist es damit
moglich, zu tiberpriifen, ob es bei den gegebenen Interpolationsdaten eine obere Schranke
gibt, fiir die der restringierte Spline ein Randstiick besitzt.

Algorithmus 4.1.

1. Setze und berechne die Parameter:

k= +0.5;

agp = 0.5m; ap = —0.5m;

w; = cn ' y/cos(f; — a;), i=0,1; (mit w; € [0,K], i =0,1)
vo := 2K +sign(sin(ag — y))wo Up := 3K;

v = K; 01 := 2K+ sign(si ( 61))wa;

C; = 2(en(9;) — en(vy)), i=0,1;
= 2V2(B(0) — B(vi) — 5@ — ), i=0,1;
B; :=C;/D;, 1=0,1;
A =D} /(Ay;)?,  i=0,1;
Ymazimal ‘= (Ax — Biy1) /(Bo — B1) ;

2. Falls max(0, ¥1) > Ymazimai:
»Es gibt keine obere Schranke der Form y < Umaz, flir die es ein Randstiick gibt. “
STOP.

3. Falls Ymaz = Ymazimal:
,Der restringierte nichtlineare Spline besitzt einen Berthrpunkt oder

verletzt die obere Schranke nicht. “
STOP.
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Abbildung 4.2: Der unrestringierte (---), der durch ¥y < ymer = 0.1 restringierte

(—) und der durch y < Ymazimar = 0.1558 restringierte nichtlineare Spline (----) aus Bei-
spiel 4.1

4. ,Es gibt einen nichtlinearen Spline mit Randstiick [z, z,|.“
Berechne die Parameter:

1= BoYmaz; 5= V2 (T — v0)/v/ Ao
Tr =1+ B1(Ymax — ¥1);  Sr =81+ 1 — @y
51 1= sr+\/§(®1—vl)/\/xl;
k(0) == /A en(vg);  K'(0) := —kAgsn(vy) dn(vo);
k(L) := /A1 en(ty);  K'(L) := —kAysn(y) dn(oy);
I(2,0,k,81) = /Ao Do + /A1 D;

STOP.

Mit diesem Algorithmus kann man {iberpriifen, ob es bei der vorgegebenen oberen Schran-
ke ein Randstiick gibt und dieses berechnen. An Hand des folgenden Beispiels soll dieses
einmal vorgerechnet werden.

Beispiel 4.1. Gegeben seien die Interpolationspunkte zo = (0,0)T und z; = (1,0)T und
die Tangentenwinkel am Rand 6y = Z und #; = —7. Der unrestringierte nichtlineare Spline
zu diesen Interpolationsdaten ist in Abbildung 4.2 gestrichelt gezeichnet. Er verletzt die
obere Schranke y < ¥4 = 0.1. Daher wird ein restringierter nichtlinearer Spline gesucht,
der die Interpolationsbedingungen und die Restriktion erfiillt. Ob es zu dieser Restriktion
einen nichtlinearen Spline mit Randstiick gibt, wird mit Algorithmus 3.1 nachgepriift. Es
gilt

ap = im, Ty = 3K ~ 5.5622, ar= —im, v;= K~ 1.8541.
2 2

Fiir die Parameter vy und 9 gilt nach Gleichung (4.1.8)
cn?(vg) = cos(fp — ag) &~ 0.8660,  cn?(9;) = cos(f; — ay) ~ 0.7071. (4.1.25)
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cos(fp —ag)  fe-e-en

cos(f1 —aq)  feereees oD

0 Wy Wi 1 K

Abbildung 4.3: Die Funktion cn?(v,+/0.5) fiir v € [—1, 3] mit den Losungen wg,w; € [0, K] der
Gleichung (4.1.25) aus Beispiel 4.1

2

Da die Funktion c¢n® achsensymmetrisch zur y-Achse und 2 K-periodisch ist, geniigt es,

eine Losung der Gleichung im Intervall [0, K] zu bestimmen, wy ~ 0.3791 und w; ~ 0.5875,
vgl. Abb. 4.3. Die gesuchten Parameter

vo ~ 4.0873 und U1 ~ 3.1206

werden durch vy, 0; € (K, 3K) bestimmt. Mit Ayy = 0.1 und Ay; = —0.1 erhélt man aus
Gleichung (4.1.14), (4.1.15) und (4.1.20)

(E( (vo) — £ (0 — o)) = 0.6866,
Dy = 2v2 (E(%y) — E(v1) — 1(51 — v1)) ~ 0.4538,

(%)

(01)

und als grofite obere Schranke, bei der es noch ein Randstiick gibt,

—Az + Blyl
mazimal ‘:= ———————— = 0.1558.
Y l B: — Bq
Der zu der Restriktion y < ¥Ymazima gehorende Spline ist in Abbildung 4.2 gestrich-
punktet gezeichnet. Er besitzt bei x; = x, ~ 0.4225 ein Randstiick der Lénge 0, bzw.
einen Beriihrpunkt, an dem die Kriimmung verschwindet.

Da die gegebene obere Schranke y < 4,44, = 0.1 kleiner als ¢,qzimar iSt, kann man fiir sie
einen Spline mit Randstiick berechnen. Nach Gleichung (4.1.16) gilt fiir das Randstiick

;= BoAyo ~ 02711 und =z, =12, — B1Ay; ~ 0.6294.
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Abbildung 4.4: Der unrestringierte (---) und der restringierte (——) nichtlineare Spline aus
Beispiel 4.2.
Mit den Parametern
— Do ~ _ D1
VA= Ao~ 6.8659, VA = Ry 45384,
S; = 4 /Alo (D9 — vg) = 0.3038, Sy =81+, — 2 = 0.6622,

S1 = S, + ”All (171 —Ul) ~ 1.0568

aus den Gleichungen (4.1.16), (4.1.17) kann man den restringierten nichtlinearen Spline
zeichnen. Es ist die durchgezogene Kurve in Abbildung 4.2.

Betrachtet man ein Beispiel, bei dem die Restriktion nicht parallel zur z-Achse ist, so
kann man Algorithmus 4.1 erst nach einer geeigneten Drehung des Koordinatensystems
anwenden. Dieses ist bei dem folgenden Beispiel der Fall.

Beispiel 4.2. Zu den Interpolationsdaten aus Beispiel 4.1 wird ein nichtlinearer Spline
gesucht, der die Restriktion

9(z) = (sin 3, — cos f)(z — z¢) < 0

mit § = 35, za = (0, 0.03)T erfiillt. Um den Algorithmus 4.1 zur Berechnung des restrin-
gierten nichtlinearen Splines verwenden zu koénnen, miissen die Interpolationsdaten erst

einmal um den Winkel —f3 gedreht werden. Zu den gedrehten Interpolationsdaten
zo= (0,007, 2z, ~(0.9659, —0.2588)T, 0y ~0.7854, 0; ~ —1.047.

kann man nun wie im vorigen Beispiel den restringierten Spline berechnen. Den in das
Ausgangskoordinatensystem zuriickgedrehten restringierten Spline sieht man in Abbil-
dung 4.4. Er besitzt ein Randstiick zwischen den Punkten z; ~ (0.0962,0.0558)T und
z, ~ (0.1719,0.0761)T. Der unrestringierte Spline ist gestrichelt gezeichnet.

Der in Abbildung 4.1 gezeichnete nichtlineare Spline gehort zu dem folgenden Beispiel.

Beispiel 4.3. Gegeben seien die Interpolationsdaten zo = (0,0)", z; = (0,0.2)T, 6y = %
und 6, = —%W. Der durch die obere Schranke y < ymq, = 0.25 restringierte nichtlineare
Spline besitzt ein Randstiick mit z; = 0.6777 und z, = 0.8814. In Abbildung 4.1 sieht
man den restringierten und den unrestringierten nichtlinearen Spline.
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4.2 Das lokale Problem mit einem Beriihrpunkt

Im Fall eines Berithrpunktes 148t sich das nichtlineare Gleichungssystem nicht so verein-
fachen wie im Fall eines Randstiicks oder beim unrestringierten Spline. Zwar kann man
auch hier die Zahl der nichtlinearen Gleichungen noch reduzieren, aber insbesondere dann,
wenn das Intervall zu einem Problem mit mehr als zwei Interpolationsknoten gehort, bietet
es sich an, den Beriihrpunkt wie einen Interpolationsknoten zu behandeln.

Hierfiir wird der Algorithmus fiir den unrestringierten Spline entsprechend modifiziert.
Dieses soll zunéchst an einem Beispiel mit nur zwei Interpolationspunkten, von denen der
erste im Nullpunkt liegt, geschehen. Da hier im Gegensatz zum Interpolationsknoten nicht
der Tangentenwinkel, sondern die genaue Lage des Punktes z;, auf der Restriktion unbe-
kannt ist, stellt sich die Frage, nach einer geeigneten Variablen, um ihn zu représentieren.
Die beiden offensichtlichen Moglichkeiten der z- und y-Koordinate scheiden aus, da es sich
auch um eine Restriktion parallel zu einer der Koordinatenachsen handeln kann. Analog
zum unrestringierten Fall kann man ihn durch einen Winkel als z, = d(cos oy, sin ab)T
darstellen. Dabei wird der Skalierungsfaktor d durch die gegebene affin-lineare Restrikti-
on

g(z) = (sinfB, —cosB)(z — z¢) <0 (4.2.1)

und die Gleichung g(zp) = 0 bestimmt. Der Algorithmus 3.2 &ndert sich in soweit, dal nun
die Variable o, den Tangentenwinkel 6, bei der Berechnung des lokalen Problems ersetzt.
Im folgenden wird eine Methode vorgestellt, um zu priifen, ob der unrestringierte Spline
die Restriktion verletzt. AuBlerdem wird ein Verfahren zur Berechnung eines geeigneten
Startwertes fiir den Beriihrpunkt vorgestellt.

Ob der unrestringierte nichtlineare Spline eine gegebene affin-lineare Restriktion (4.2.1)
verletzt, kann man genauso untersuchen, wie man bei einer Funktion untersucht, ob sie
eine obere Schranke verletzt. Zunéchst bestimmt man alle lokalen , Extrema®, und un-
tersucht, ob sie die Restriktion verletzten. Im Fall des nichtlinearen Splines sucht man
alle Punkte z(s.), deren Tangentenwinkel (s.) gleich dem Tangentenwinkel 5 der Re-
striktion ist. Zur Vereinfachung wird angenommen, dafl es sich um ein Intervall mit den
Interpolationspunkten zo = (0,0)T und z; = (x1,%1)" und den Tangentenwinkeln am
Rand 6y = Z und #; handelt. Der nichtlineare Spline besitzt dann nach Satz 2.14 die

2
Kriimmung x(s) = Ky, en(k|km|(s — $m)). Nach Gleichung (3.1.6)—(3.1.7)

kg :=r'(0) = 1 Asin(y — a) = =1 Acosa,

kg :=k*(0) = Acos(h — a) = Asina,
gilt

o = arccos(—2kp A1) (4.2.2)
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Abbildung 4.5: Der unrestringierte (- ——), der durch y < 0.25 restringierte (——) und der durch
Y < Ymazimal =~ 0.1860 restringierte (- - - -) nichtlineare Spline aus Beispiel 4.4. Die Berithrpunkte
sind durch (- -+ -) gekennzeichnet.

mit A = k2, da sina = 2 > 0 ist. Aus Gleichung (2.2.1) x* = Acos(f — «) folgt

PN

cos(3) = cos(0(s.)) = cn®(v,) mit Ve =

SIBS

(Se — Sm)- (4.2.3)

Damit kann man den Punkt z(s.) nach Satz 2.11 und 2.16 berechnen, und iiberpriifen, ob
er die Restriktion verletzt. Auf diese Weise erhélt man den Punkt, an dem die Restriktion
maximal verletzt wird.

Den so berechneten Punkt z., an dem die Restriktion am stérksten verletzt wird, kann
man zur Berechnung eines Startwertes fiir den Berithrpunkt verwenden. Zwei M&glichkei-
ten zur Berechnung des Startwertes sollen am folgenden Beispiel verdeutlicht werden.

Beispiel 4.4. Gegeben seien die Interpolationspunkte zo = (0,0)T und z; = (1,0)"
und die Tangentenwinkel am Rand 6y = § und ¢; = —7. Der unrestringierte nichtli-
neare Spline zu diesen Interpolationsdaten ist in Abbildung 4.5 gestrichelt gezeichnet.
Er verletzt die obere Schranke y < 0.38. Die Restriktion wird am stérksten im Punkt
ze ~ (0.3852,0.3866)" verletzt. Als Startschiitzung fiir den Beriihrpunkt des gesuchten
restringierten Splines konnte man den ihm an néchsten gelegenen Punkt auf der Restrik-
tion zp ~ (0.3852,0.3800)T wiihlen. Dieser ist eine gute Startschitzung fiir den Beriihr-
punkt z;, &~ (0.3847,0.3800)" des restringierten Splines. Restringiert man den Spline aber
starker, so ist diese Startschiatzung weniger geeignet. Bei der Restriktion y < 0.25 liegt der
Beriihrpunkt des restringierten Splines bei (0.3552,0.2500). Fiir die Restriktion y < 0.19
liegt er bei (0.3144,0.1900). Wihlt man eine Restriktion ¥ < ¢ < 0.1860, so besitzt
der restringierte nichtlineare Spline ein Randstiick. Mit Algorithmus 4.1 kann man die
Restriktion, bei der der Ubergang zwischen Beriithrpunkt und Randstiick ist, ebenso wie
die Lage des Randstiicks berechnen. Fiir die Restriktion v < Ymazimar =~ 0.1860 erhélt
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Abbildung 4.6: Der unrestringierte (---), der durch ¥ < Ymazimar ~ 0.1860 restrin-
gierte (—---) und weitere restringierte (——) nichtlineare Splines aus Beispiel 4.4. Die
Beriihrpunkte sind durch (-—+-) und die Startschitzungen fiir die Berithrpunkte mit
(=--%--) gekennzeichnet.

man das Randstiick der Linge Null bzw. den Beriihrpunkt z, ~ (0.3106,0.1860)™. Dieses
liefert eine gute Startschétzung fiir den Beriihrpunkt zur Restriktion y < 0.19. Um eine
fiir alle Restriktionen geeignete Startschétzung zu finden, wird eine Linearkombination
aus den beiden Punkten z. und z, gewéhlt, die auf der Geraden y = Y4, liegt. Fiir eine

beliebige Gerade (4.2.1)

9(z) = (sin B, —cos B)(z — z¢) < 0
als Restriktion erhélt man als Startschétzung

_ (sinf, —cos B)(ze — zq)
a (sinﬁ, - COSﬁ)(ze - zr)

Die Startschitzung z, und der Beriihrpunkt z, des restringierten nichtlinearen Splines

zs =Mz, + (1 — M)z, mit (4.2.4)

sind in Abbildung 4.6 fiir verschiedene Restriktionen gezeichnet. Die Werte von A, z;, und
x5 sind fiir verschiedene Restriktionen in Tabelle 4.1 angegeben.

Zur Berechnung des nichtlinearen Splines mufi man nun auf jedem der beiden Teilinter-
valle das lokale Problem mit der Naherung des Beriihrpunktes z, 16sen. Hierfiir kann man
eine Niherung fiir die Kritmmung am Berithrpunkt verwenden. Beim Ubergang zwischen
Berithrpunkt und Randstiick verschwindet die Kriimmung am Beriihrpunkt. Am ,,Beriihr-
punkt“ des unrestringierten Splines z. betrigt sie k. = k(s.) ~ —2.3092. Als Ndherung
fiir die Kriimmung an einem Beriithrpunkt wird die Linearkombination

ks = (1 — N)ke (4.2.5)
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Yrmac A s p s Ry Ry b
unrestr. 0] 0.3852 | 0.3852 || -2.3092 | -2.3092 | -2.3092 | -2.3092
0.38 || 0.0327 | 0.3828 | 0.3847 || -2.2337 | -2.2884 | -2.2441 | -2.2597
0.34 || 0.2322 | 0.3679 | 0.3803 || -1.7730 | -2.1157 | -1.8250 | -1.9176

0.3 || 0.4317 | 0.3530 | 0.3725 || -1.3123 | -1.8405 | -1.3740 | -1.5038

0.25 || 0.6811 | 0.3344 | 0.3552 || -0.7365 | -1.2806 | -0.7792 | -0.8889
0.19 || 0.9803 | 0.3120 | 0.3144 || -0.0455 | -0.1034 | -0.0480 | -0.0554
Ymazimal 11 0.3106 | 0.3106 0 0 0 0

Tabelle 4.1: Vergleich zwischen Né&herung und berechnetem Wert fiir Berithrpunkt und
Kriimmung am Beriihrpunkt

mit A aus Gleichung (4.2.4) verwendet. Diese ist eine gute Ndherung solange die Kriim-
mung am Beriithrpunkt betragsméfig nicht zu klein wird, d.h. der Spline nicht zu stark
restringiert wird, da das Verfahren zur Losung des unrestringierten lokalen Problems 3.1
bei Null eine Definitionsliicke besitzt. Ist der Betrag der vermuteten Kriimmung am
Berithrpunkt so klein, dafl numerische Probleme auftreten, so kann man stattdessen die
Kriimmungen an den Interpolationsknoten zur Lésung des lokalen Problems verwenden.
Fiir diese erhélt man ein gute Approximation, indem man die entsprechenden Linear-
kombinationen mit den Kriimmungen an den Interpolationsknoten verwendet. Diese sind
fiir schwache Restriktionen ungeeignet, da sie das Vorzeichen wechseln konnen. In die-
sem Beispiel betrigt die Kriitmmung am zweiten Interpolationsknoten fiir den unrestrin-
gierten Spline ¥ =~ (.3170, fiir den durch y < Ymazima Testringierten Spline gilt
gymarimal o —2 0513. Die Kriimmung am Beriihrpunkt x,, die erste Niherung x, und die
aus dem lokalen Problem zu den Interpolationsdaten zq, zs, 6o, 0y, bzw. z,, 21,0y, 01 be-
rechneten Nitherungen fiir die Kriimmung am Berithrpunkt &, , bzw. &, sind in Tabelle 4.1
fiir verschiedene Restriktionen angegeben.

Ymaz H/<Tb_> H/<Tb+> Ky
unrestr. 2.5952 | 2.5952 | -2.3092
0.38 2.8080 | 2.5077 | -2.2597
0.34 || 4.4187 | 1.8194 | -1.9176

0.3 6.7052 | 0.8478 | -1.5038

0.25 || 10.9524 | -0.7363 | -0.8889
0.19 || 19.8803 | -2.8473 | -0.0554
Ymazimal || 20.7366 | -2.9752 0

Tabelle 4.2: Die Kritmmung  und ihre Ableitung ' an den berechneten Beriihrpunkten.
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Abbildung 4.7: In der linken Zeichnung sind der unrestringierte (——), der durch y < 0.5
(=-—+), der durch y < 0.2 (---) und der durch y < 0.0001 (----- ) restringierte nichtlineare
Spline aus Beispiel 4.5 zu sehen. Die rechte Abbildung zeigt in einem Ausschnitt den unrestrin-
gierten (——), den durch y < 0.01 (- ---), den durch y < 0.005 (- --) und den durch y < 0.0001
CRRRE ) restringierten nichtlinearen Spline.

Fiir die berechneten Beriithrpunkte 7, mufl noch die Vorzeichenbedingung

sign (k' (1) — K/(7;)) = sign ((sin 0(m), — cos 0(7)) g, (2(7))) (4.2.6)
aus dem nichtlinearen Gleichungssystems 2.4 iiberpriift werden, wobei in diesem Beispiel

sign ((sin 6(m,), —cost(m))g; (z(m))) = —1
gilt. Diese Bedingung ist fiir alle berechneten Beriihrpunkte erfiillt, da «'(7,") > #'(7;")
gilt, vgl. Tabelle 4.2. Fiir den unrestringierten Spline ist x’ an der Stelle 7, stetig und fiir
den nichtlinearen Spline mit Randstiick der Lénge Null gilt #'(r, ) > 0 > #'(7;"), siehe

Abschnitt 4.1.

Das an Hand des vorigen Beispiels erlduterte Verfahren, eine Startschitzung fiir den
Berithrpunkt mit Hilfe des lokalen Problems mit einem Randstiick zu berechnen, kann
nicht bei allen Beispielen so angewandt werden. Im folgenden Beispiel existiert auch fiir
beliebige Parallelverschiebung der Restriktion keine Losung mit Randstiick. Das zuerst
vorgeschlagene Verfahren, den Punkt zp auf der Restriktion zu verwenden, der am dichte-
sten am Extremum liegt, liefert auch in diesem Fall keine guten Startwerte. Deshalb soll an
diesem Beispiel ein weiteres Verfahren zur Approximation des Beriithrpunktes vorgestellt
werden.

Beispiel 4.5. Gegeben seien die Interpolationspunkte zg = (0,0)T und z; = (5,-2)7"
und die Tangentenwinkel am Rand 6, = 0.8835 und 6, = —1.0638. Der unrestringierte
nichtlineare Spline zu diesen Interpolationsdaten ist in Abbildung 4.7 mit einer durchge-
zogenen Linie gezeichnet.
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Mit Algorithmus 4.1 erhélt man, dafl y,4zima =~ —0.0102 < 0. Diese Schranke wird am
linken Interpolationspunkt verletzt. Auch der Berithrpunkt liegt, je stiarker die Restriktion
ist, um so dichter am linken Interpolationspunkt, sieche Abbildung 4.7. Daher bietet es
sich an, anstelle des Punktes z,, den man hier nicht berechnen kann, den Punkt z, fiir
die Linearkombination

_ (sinf, —cos B)(ze — 2zq)
- (sin 3, —cos B)(ze — o)

zs=Azp+ (1 — M)z, mit (4.2.7)

zu verwenden.

Bei Beispiel 4.12 tritt beim lokalen Problem auch der Fall auf, daf§ die obere Schran-
ke ¥y < Ymazima am rechten Interpolationsknoten verletzt wird. Hier mufl man also in
Formel (4.2.4) den Interpolationsknoten z; fiir z, einsetzen.

Die in diesem Abschnitt erlduterten Ideen zur Berechnung eines restringierten nichtlinea-
ren Splines mit zwei Interpolationspunkten und einem Beriithrpunkt sind im folgenden
Algorithmus zusammengefafit.

Algorithmus 4.2.

1. Priife, ob Restriktion verletzt:
Transformiere die Interpolationsdaten auf Problem 3.1;
Berechne den unrestringierten nichtlinearen Spline mit Algorithmus 3.1;
Berechne alle Punkte z. mit Tangente parallel zur Restriktion nach (4.2.2)-(4.2.3);
Falls g(z.) <0 fur alle z.: ,Die Restriktion wird nicht verletzt.“ STOP.

2. Wahl des Startwertes z fiir den Berihrpunkt zy:

Transformiere die Interpolationsdaten mit 7" auf Problem 4.1, genauer:
Zo= (0, 0>T, z1= (2_71, gl)T, z1>0, 9_0 S (0, 7T>, 9_1 S (—71', 0), g(Z) =Y — Ymaz < 0;

Falls kein solches T existiert:
Es gibt keine Parallele zur Restriktion, fir die es ein Randstick gibt.
Wiéhle z, mit g(zg) =0 und ||zr — z.|| minimal als z; = d(cos oy, sin oy);
Gehe zu 3.

Berechne y,42ima mit Algorithmus 4.1;

Falls Ymazr < Ymazimal: »Es gibt ein Randstick.“ STOP.

Falls ymazimal < 0: 2, := Zo;

Falls ymazimal < Y10 Zr 1= Z1;

Falls Ymazimar > max(0, y1):
Berechne Randstiick 2z, zu y < Ymazima mit Algorithmus 4.1;

z, =171z,

Berechne z, = d(cos oy, sin o) und ks nach (4.2.4)-(4.2.5);

3. Intervallweise Berechnung des lokalen Problems:
Transformiere zo, 0y, zp := d(cos oy, sinay), 0, := [ auf Problem 3.1;
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Berechne lokalen Spline zu den transf. Interpolationsdaten mit Algorithmus 3.1;
Bestimme die Kriimmung x(s,, );

Transformiere z;, := d(cos 0, 8in0y), 0, := 3, 21, 61 auf Problem 3.1;
Berechne lokalen Spline zu den transf. Interpolationsdaten mit Algorithmus 3.1;
Bestimme die Kriimmung (s );

. Berechne Funktionwert F'(o3) := k(s;) — k(s; );

. Falls F(0p) hinreichend klein:

Falls die Vorzeichenbedingung (4.2.6) erfiillt:
LEin restringierter nichtlinearer Spline wurde berechnet. “

Falls die Vorzeichenbedingung (4.2.6) verletzt:
,Die berechnete Kurve verletzt die notwendigen Bedingungen fiir ein lokales
Minimum. “

STOP.

. Newton-Schritt:

Berechne die Ableitung F”’(03) mittels numerischer Differentiation;
Wiihle A € (0, 1];

P = gy, — AF'(03) " F(0p);

Gehe zu 3.

4.3 Algorithmus zur Berechnung restringierter nicht-

linearer Splines

Im vorigen Abschnitt wurden die fiir die Behandlung von Beriithrpunkten nétigen Mo-

difikationen des Algorithmus 3.2 zur Berechnung des unrestringierten globalen Splines

ausfiithrlich vorgestellt. Im Fall eines Randstiickes d&ndert sich nur das lokale Problem. Zur

Vereinfachung wird im folgenden Algorithmus nur von einem Beriithrpunkt oder Randstiick
und natiirlichen Randbedingungen ausgegangen.

Algorithmus 4.3.

1. Berechne den unrestringierten Spline und die Tangentenwinkel 0;
2. Bestimme das Intervall [s;, s;4+1], in dem die Restriktion verletzt wird;

3. Teste mit Algorithmus 4.1, ob in [s;, s,+1] Randstiick moglich, vgl. Algorithmus 4.2;

Falls Randstiick moglich:
0:=0: N:=N;j=j;
Gehe zu 4.
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Sonst: , Fiige Berihrpunkt ein.
Berechne wie in Algorithmus 4.2 eine Startschétzung zs = z; + d(cos oy, sin oy,);
0:=(6o,...,0;,00,0j41,...,0n); N:=N+1;j=7+1,

4. Intervallweise Berechnung des lokalen Problems:
Firi=1,...,N:
Falls ¢ < j oder 7 > 7
Berechne unrestringiertes lokales Problem wie in Algorithmus 3.2;
Falls i = j und N = N:
Transformiere z;, 241, 65, 0,41, g auf Problem 4.1;
Berechne lokales Problem mit Randstiick mit Algorithmus 4.1;
Falls N > N und i € {j,j + 1} :
Berechne lokales Problem wie in Algorithmus 4.2;

5. Berechne den Funktionswert F'(6) wie in Algorithmus 3.2 und 4.2;

6. Falls F'(f) hinreichend klein:

Falls Restriktion verletzt: | Fiige weitere Randstiicke oder Beriihrpunkte ein.“
Gehe zu 2.

Falls die Vorzeichenbedingung (4.2.6) verletzt:
»Die berechnete Kurve verletzt die notwendigen Bedingungen fiir ein lokales
Minimum. “
Falls nur ein Berithrpunkt und kein Randstiick: STOP.
Sortiere den Beriihrpunkt aus, an dem die Vorzeichenbedingung verletzt ist;
Gehe zu 3.

Sonst: ,,Fin restringierter nichtlinearer Spline wurde berechnet.“ STOP.

7. Berechne 0, wie in Algorithmus 3.2 und 4.2;
Falls N = N: Gehe zu 3.
Sonst: Gehe zu 4.

Auch in diesem Fall ist eine einfache Schrittweitensteuerung im Newton-Schritt sinnvoll.
Vor allem bietet es sich an, Randstiicke erst dann zu ersetzen, wenn sie hinreichend klein
sind. Wenn in mehreren Intervallen die Restriktion verletzt ist, sollte man zunéchst nur die
Beriihrpunkte bzw. Randstiicke in den Intervallen einsortieren, in denen die Restriktion
am starksten verletzt ist. In Beispiel 4.9 hat der restringierte Spline fiir alle betrach-
teten Restriktionen nur zwei Beriithrpunkte, wihrend der unrestringierte Spline strenge
Restriktionen in vier Intervallen verletzt.
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Abbildung 4.8: Der unrestringierte (---) und je ein restringierter nichtlineare Spli-
ne mit einem Berithrpunkt (----) und einem Randstiick (----- ) aus Beispiel 4.6. Die

Berithrpunkte, bzw. die Aufsprung- und Absprungpunkte der Randstiicke sind mit (——)
gekennzeichnet.

4.4 Beispiele mit affin-linearen Restriktionen

In diesem Abschnitt werden verschiedene Beispiele mit dem oben beschriebenen Algorith-
mus fiir restringierte nichtlineare Splines behandelt. Dabei wird die aufgrund der Losung
des lokalen Problems vermutete Struktur mit der Struktur des globalen Splines vergli-
chen. Bei den ersten beiden Beispielen 4.6 und 4.7 werden dieselben Interpolationsdaten
mit unterschiedlichen Restriktionen betrachtet. Man sieht, dafl abhéngig von der Stei-
gung der Restriktion der Ubergang zwischen Berithrpunkt und Randstiick bei moderaten
oder strengen Restriktionen erfolgt. Bei Beispiel 4.8 wird die Restriktion in zwei Interval-
len verletzt und es treten nur Beriihrpunkte auf. Dann folgen zwei Beispiele, bei denen
der unrestringierte nichtlineare Spline die Restriktion in verschiedenen Intervallen unter-
schiedlich stark verletzt. Im ersten Fall (Beispiel 4.9) besitzt der restringierte Spline nur
zwei Beriithrpunkte, wihrend der unrestringierte Spline die Restriktion in vier Intervallen
verletzt. In Beispiel 4.10 treten fiir strenge Restriktionen zwei weitere Berithrpunkte auf.
In den letzten beiden Beispielen wird der nichtlineare Spline durch zwei verschiedene Re-
striktionen gleichzeitig restringiert.

Beispiel 4.6. Wie in Beispiel 3.3 wird der nichtlineare Spline zu den Interpolationspunk-
ten
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mit natiirlichen Randbedingungen gesucht. Hier werden aber auflerdem Restriktionen der
Form y > v, betrachtet, vgl. Abb. 4.8.

Dabei tritt zunéchst ein Beriihrpunkt im zweiten Intervall auf. Die [terationen, die benotigt
werden, um aus dem unrestringierten Spline den restringierten Spline zu berechnen, wer-
den in der folgenden Tabelle angegeben. Auflerdem enthélt sie den berechneten Beriihr-
punkt und den Wert des Energiefunktionals B(L).

Ymin B(L) | Berithrpunkt z, | Iterationen
unrestr. | 2.2852 | (3.8416,0.1303) 4

0.2 2.2865 | (3.8111,0.2000) +6

0.4 2.3090 | (3.7081,0.4000) +5
0.63757 | 2.3904 | (3.5300,0.6376) +5

Fiir untere Schranken mit ¥,,;, > 0.63758 besitzt das lokale Problem eine Losung mit
Randstiick. Der globale Spline hat fiir ¥, < 0.9158 nur einen Beriithrpunkt. Deshalb
werden einige Iterationen benotigt, um das filschlich vermutete Randstiick durch einen
Beriihrpunkt zu ersetzen. In der folgenden Tabelle werden diese Iterationen und die, durch
die anschlieflend die richtige Lage des Beriihrpunktes bestimmt wird, angegeben.

Ymin ‘ B(L) ‘ Beriihrpunkt z, ‘ Iterationen
0.63758 | 2.3904 | (3.5300,0.6376) +3+8

0.75 2.4600 | (3.3995,0.7500) +8+45
0.9158 | 2.6213 | (3.0314,0.9158) +124+1

Fiir untere Schranken y,,;, > 0.91581 besitzt nun auch der globale Spline ein Randstiick.
Fiir einige Restriktionen sind die Randstiicke in der folgende Tabelle angegeben.

Ymin B(L) Randstiick z;, z, Iterationen
0.91581 | 2.6213 | (3.0314,0.9158),(3.0314,0.9158) +6

0.95 | 2.6701 | (2.7946,0.9500),(3.0901,0.9500) +7

0.99 2.7520 | (2.3576,0.9900),(3.1592,0.9900) +8
0.9999 | 2.8027 | (2.0362,0.9999),(3.1765,0.9999) +16

Fiir strenge Restriktionen, wird die Bestimmung des Randstiicks schwierig, da der Ab-
stand zwischen dem Aufsprungpunkt des Randstiicks und dem zweiten Interpolations-
punkt sehr klein wird.

Beispiel 4.7. Es werden nichtlineare Splines zu denselben Interpolationsdaten wie im
vorhergehenden Beispiels 4.6 betrachtet. Diesmal ist die Restriktion, die auch im zweiten
Interpolationsintervall aktiv wird, eine Parallele zu der Geraden durch den zweiten und
dritten Interpolationspunkt

(sin 3, —cosfB)z¢ <0 mit zg:=(2,9¢)T und =~ 3.3866. (4.4.1)
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Abbildung 4.9: Der unrestringierte (----- ) und die restringierten nichtlinearen Splines mit
ya = 0.17823 (- --+), yg = 0.56508 (——-) und yg = 0.99 (——) aus Beispiel 4.7.

Wie im vorigen Beispiel tritt zunéchst ein Berithrpunkt auf, vgl. Abb. 4.9. Fiir Restrik-

tionen mit yg < 0.17822 besitzt das lokale Problem eine Losung mit Beriithrpunkt. Fiir
strengere Restriktionen hat das lokale Problem eine Losung mit Randstiick. In der fol-
genden Tabelle sind fiir verschiedene Restriktionen der Beriihrpunkt, die Biegungsenergie
B(L) und die Zahl der Iterationen angegeben.

el B(L) | Berithrpunkt z, | Iterationen
unrestr. | 2.2852 | (4.3574,0.1935) 4
-0.39586 | 2.2852 | (4.3574,0.1935) +1

0 2.3325 | (4.2895,0.5724) +4

0.17822 | 2.3989 | (4.2687,0.7454) +4
0.17823 | 2.3990 | (4.2687,0.7454) +2+3

0.4 2.5396 | (4.2645,0.9661) +11+43
0.56508 | 2.6952 | (4.2987,1.1397) +6+1

Bei noch strengeren Restriktionen mit yo > 0.56509 besitzt auch der globale Spline ein
Randstiick im zweiten Interpolationsintervall.

e B(L) Randstiick z;, z, Iterationen
0.56509 | 2.6953 | (4.2986,1.1398),(4.2987,1.1398) +4

0.8 3.0238 | (3.5492,1.1873),(4.8868,1.5217) +9

0.9 | 3.2472 | (3.1068,1.1767),(5.2255,1.7064) |  +10

0.99 3.6376 | (2.3693,1.0823),(5.7583,1.9296) +14
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Abbildung 4.10: Die Zeichnung zeigt den unrestringierten (----- ), den durch Yy, = —0.066467
(==-) und den durch y,;, = —0.01 (

) restringierten nichtlinearen Spline aus Beispiel 4.8.

Bei sehr strengen Restriktionen wird die Berechnung des Randstiicks schwierig, da Auf-
sprung- und Absprungknoten des Randstiicks sehr dicht an den beiden Interpolationskno-
ten liegen, und das Randstiick fast das ganze Intervall ausfiillt.

Beispiel 4.8. Zu den Interpolationspunkten

z |0|1]2]3
yi]0[ofofo
und den Tangentenwinkel am Rand 6y = 7 und 6; = —% wird der interpolierende nicht-

lineare Spline gesucht. Der unrestringierte nichtlineare Spline ist in Abbildung 4.10 zu
sehen. Bei diesem Beispiel gibt es bei allen betrachteten Restriktionen der Form y < ¥4z
einen Beriihrpunkt im ersten und dritten Intervall. Die Losungen der lokalen Probleme
haben fiir moderate Restriktionen mit 9,4, > 0.066467 einen Beriihrpunkt. Fiir strengere
Restriktionen besitzen sie ein Randstiick. Diese Randstiicke miissen im Verlauf der Itera-
tion durch Beriihrpunkte ersetzt werden. Im Fall der Restriktion 4,4, = 0.01 werden die
beiden Randstiicke aufgrund von Rundungsfehlern nicht in demselben Schritt ersetzt. Je
stiarker die Restriktion ist, um so dichter liegen die beiden Beriihrpunkte an dem ersten
und vierten Interpolationspunkt.

Ymin B(L) Beriihrpunkt z, Iterationen
unrestr. | 3.8494 | (0.3848,0.1442),(2.6152,0.1442) 2

0.125 3.9506 (0.3589,0.1250),(2.6411,0.1250) +5

0.1 | 44600 | (0.3143,0.1000),(2.6857,0.1000) +5

0.066467 | 6.3051 | (0.2302,0.066467),(2.7698,0.066467) +7
0.066466 | 6.3052 | (0.2302,0.066467),(2.7698,0.066467) +146

0.04 10.3276 (0.1451,0.0400),(2.8549,0.0400) +10+5

0.01 41.195 (0.0370,0.0100),(2.9630,0.0100) +15+3+3

Beispiel 4.9. In diesem Beispiel wird der nichtlineare Spline mit natiirlicher Randbedin-

gung zu den Interpolationspunkten aus Beispiel 3.2
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Abbildung 4.11: Die linke Zeichnung zeigt den unrestringierten (----- ) und den durch

Ymin = —0.001 restringierten nichtlinearen Spline aus Beispiel 4.9. In der rechten Abbildung
ist der restringierte nichtlineare Spline zur unteren Schranke ¥,,:, = —0.037656 zu sehen.
v |5]-4|-3][-2|-1]0]1]2]3]|4]5

behandelt. Fiithrt man eine Restriktion der Form y > v, ein, so wird diese untere Schran-
ke fiir ymin > —0.0922 zunédchst im vierten und siebten Intervall und fiir 4,,;, > —0.0066
auch im zweiten und neunten Intervall verletzt. Aufgrund der Tangentenwinkel des un-
restringierten Splines wird zunéchst im vierten und siebten Intervall ein Berithrpunkt
eingefiigt.

Ymin ‘ B(L) ‘ Beriihrpunkt z, ‘Iterationen

unrestr. | 6.6270 | (£1.3766, —0.0922) 3
-0.06 6.8139 | (£1.3344, —0.0600) 6
-0.037657 | 7.2082 | (£1.2815,—0.0377) 8

Fiir Restriktionen mit vy, > —0.037656 besitzt die Losung des lokalen Problems in diesen
beiden Intervallen ein Randstiick, wihrend es sich bei der Losung des globalen Splines noch
um Berithrpunkte handelt. Durch bei der Iteration entstehende Rundungsfehler werden
die beiden Randstiicke nicht in demselben Schritt durch einen Beriihrpunkt ersetzt. Fiir
die Restriktion 4,,,;, = —0.006595 werden zum Beispiel sieben Iterationen benotigt, um
das rechte Randstiick durch einen Beriihrpunkt zu ersetzen. Nach weiteren drei Iterationen
wird auch das zweite Randstiick ersetzt. Es werden dann noch weitere acht Iterationen
bendtigt, um die Beriihrpunkte hinreichend genau zu berechnen.
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x1073 x1073

Abbildung 4.12: Die linke Zeichnung zeigt den restringierten nichtlinearen Spline zur unteren
Schranke 4, = —0.0030 aus Beispiel 4.9. In der rechten Abbildung ist eine zulissige Kurve
zu sehen, die vier Beriihrpunkte besitzt, aber nicht die notwendigen Bedingungen 1. Ordnung
erfiillt.

Ymin B(L) Beriihrpunkt z; Iterationen
-0.037656 | 7.2082 (£1.2815, —0.0377) +247
-0.02 7.7617 (£1.2118, —0.0200) +114+1+8
-0.006595 | 8.5196 (£1.1218, —0.0066) +8+3+7
-0.003 8.8869 | (£ — 1.0815,—0.0030) | +12+3+8
-0.001 9.92245 | (£ — 1.0466, —0.0010) | +16+7+11

Zusétzliche Probleme bei der Berechnung des restringierten nichtlinearen Splines entste-
hen fiir Restriktionen mit ¥,,;, > —0.006594, da nun auch ein Beriithrpunkt im zweiten
und neunten Intervall vermutet wird. Diese Beriihrpunkte sollten zunéchst nicht beachtet
werden. So kénnte man zum Beispiel nur die Beriihrpunkte in den Intervallen einsortie-
ren, in denen die Restriktion am stérksten verletzt wird. Berechnet man den restringierten
nichtlinearen Spline fiir die untere Schranke ¥,,;, = —0.003, so erhélt man, wenn man in
allen vier Intervallen, in denen die Restriktion verletzt wird, einen Beriihrpunkt bzw. ein
Randstiick annimmt, eine zuldssige Kurve mit den vier Beriithrpunkten

(£3.4983, —0.0030), (£1.0816, —0.0030),

siche Abbildung 4.12. Thre Energie betrdgt B(L) ~ 8.8884. Diese Kurve erfiillt nicht die
notwendigen Bedingungen 1. Ordnung, da sie die Vorzeichenbedingung (4.2.6)

sign (K'(1,") — K'(75)) = sign ((sin0(m,), — cos (1)) g5 (2(7))) = 1
an den Beriihrpunkten im zweiten und vierten Intervall verletzt. Dort gilt
k() =~ 0.1297,

k() &= —0.1286, k() ~ 0.1286 und k(7)) ~ —0.1297.
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Abbildung 4.13: Die linke Zeichnung zeigt den unrestringierten (----- ) und den durch
Ymin = —0.001 restringierten nichtlinearen Spline aus Beispiel 4.10. In der rechten Abbildung
ist der restringierte nichtlineare Spline zur unteren Schranke -0.039296 zu sehen.

Da die Tangentenwinkel am Rand nicht vorgegeben sind, kann der restringierte nichtli-
neare Spline in den dufleren Interpolationsintervallen mit zunehmender Restriktion immer
flacher werden. Die Restriktion wird deshalb nur im vierten und siebten Intervall verletzt,
wihrend im zweiten und neunten Intervall der restringierte nichtlineare Spline immer
deutlich iiber der unteren Schranke liegt.

Beispiel 4.10. Werden dieselben Interpolationsdaten wie in Beispiel 4.9 mit vorgegebe-
nen Tangentenwinkeln am Rand 6y = %, 0y = —% betrachtet, so zeigt sich bei strengeren
Restriktionen ein deutlich unterschiedliches Verhalten. Zunéchst wird wieder im zweiten
und vierten Intervall ein Berithrpunkt vermutet. Fiir Restriktionen 4,,,;, > —0.039296 be-
sitzt die Losung des lokalen Problems ein Randstiick, das im Verlauf der Iteration durch
einen Beriithrpunkt ersetzt werden muf.

Ymin B(L) Beriihrpunkt z;, | Iterationen
unrestr. | 7.6491 | (£1.3790, —0.0933) 3
-0.06 7.8481 | (£1.3359, —0.0600) +6
-0.039297 | 8.2111 | (£1.2879,—0.0393) +9
-0.039296 | 8.2112 | (£1.2879,—0.0393) +248
( )
( )

-0.02 8.8089 | (£1.2130, —0.0200 +9+1+8
-0.018552 | 8.8703 | (£1.2055, —0.0186) | +10+2+7

Wie im vorigen Beispiel wird der restringierte nichtlineare Spline im zweiten und neun-
ten Intervall immer flacher, je strenger die Restriktion ist. Dieser Prozefl wird aber
durch die vorgegeben Tangentenwinkel am Rand gebremst, so daf fiir Restriktionen mit
Ymin > —0.018551 ein dritter und vierter Beriithrpunkt auftreten.
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Abbildung 4.14: Die linke Zeichnung zeigt den restringierten (——) nichtlinearen Spline zur unte-
ren Schranke y,,;, = —0.01 und die Kurve, die berechnet wird, wenn man bei dieser Restriktion
nur einen Beriihrpunkt im vierten und siebten Intervall annimmt. In der rechten Abbildung ist
der restringierte nichtlineare Spline zur unteren Schranke y,,;, = —0.018552 aus Beispiel 4.10
zu sehen.
Ymin ‘ B(L) ‘ Berithrpunkt z; ‘ Iterationen

“0.018551 | 8.8703 | (£1.2055, —0.0186), (£3.6115, —0.0186) |  +10+2+7+1
0.01 | 9.3362 | (+1.1508, —0.0100), (+3.6875, —0.0100) |  +10+2+7+5
-0.001 | 10.3775 | (£1.0466, —0.0001), (£3.9050, —0.0001) | +9+9+3+10+7+9

Bei der Restriktion #,,;, = —0.001 wird im Verlauf der Iteration, zunéchst einmal ein
Randstiick im vierten und siebten Intervall angenommen, da in diesen beiden Interval-
len die Restriktion am stérksten verletzt ist. Hiermit wird eine Kurve berechnet, die im
vierten und siebten Intervall ein Randstiick hat und die Restriktion nur im zweiten und
neunten Intervall verletzt. Aufgrund der Losung des lokalen Problems wird in diesen bei-
den Intervallen auch ein Randstiick eingefiigt. Im weiteren Verlauf der Iteration werden
alle vier Randstiicke durch Beriihrpunkte ersetzt.

Mit diesem Verfahren, kann man auch einen Spline gleichzeitig aus zwei verschiedenen
Richtungen restringieren, solange die Restriktionen nicht in demselben Intervall aktiv
sind. In den folgenden Beispielen werden jeweils zwei verschiedene Restriktionen verwen-
det.

Beispiel 4.11. In diesem Beispiel wird der nichtlineare Spline mit den Interpolations-
punkten
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Abbildung 4.15: Die Zeichnung zeigt den unrestringierten (- --), den durch z; = —1.5, z, = 11.5
(-=-—+), den durch z; = —0.7142, x,, = 10.7142 (——) und den durch z; = —0.58, z, = 10.58
(CERR ) restringierten nichtlinearen Spline aus Beispiel 4.11.

und natiirlichen Randbedingungen mit einer Restriktion der Form z; < x < x, betrachtet.
Die Restriktion wird im ersten und vierten Intervall verletzt. Aufgrund der natiirlichen
Randbedingungen kann es in diesen beiden Intervallen kein Randstiick geben, da nach
Satz 2.20 auf einem freien Teilstiick die Kriimmung maximal eine Nullstelle besitzt. Fiir
die Restriktionen mit z; < —1.2538 und x, > 11.2538 besitzt auch die Lésung des lokalen
Problems einen Beriihrpunkt. Fiir stdrkere Restriktionen existiert nur eine Lésung des
lokalen Problems mit Randstiick. Darum mufl man zunéchst ein oder zwei [terationen mit
zwei Randstiicken durchfiihren, bevor diese durch Beriihrpunkte ersetzt werden koénnen.

Xy, Ty B(L) Beriihrpunkte z; [terationen
unrestr. 1.8374 | (-2.3170,4.1272),(12.3170,2.8728) )
-2,12 1.8418 | (-2.000,4.1325),(12.000,2.8675) +4
-1.5,11.5 1.8774 | (-1.500,4.1670),(11.500,2.8330) +9
-1.2538,11.2538 | 1.9139 | (-1.2538,4.1997),(11.2538,2.8003) +9
-1.2537,11.2537 | 1.9139 | (-1.2537,4.1997),(11.2537,2.8003) +1+4+4
1,11 1.9671 | (-1.000,4.2456),(11.000,2.7544) +1+4
0.8,10.8 | 2.0185 |  (-0.800, 4.2834),(10.8,2.7166) 146
-0.7142,10.7142 | 2.417 | (-0.7142,4.2910),(10.7142,2.7090) +148
-0.6, 10.6 2.0702 | (-0.6000,4.2415),(10.6000,2.7585) +2+11
-0.58,10.58 2.0741 | (-0.5800,4.1729),(10.5800,2.8271) +2+13

Fiir Restriktionen mit z; < —0.7142 und x, > 10.7142 verschiebt sich die Lage des
Beriihrpunktes im ersten Intervall in y-Richtung bzw. im vierten Intervall gegen die y-
Richtung. Fiir stérkere Restriktionen kehrt sich dieses Verhalten um, siehe Abb. 4.16.
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Abbildung 4.16: Die linke Zeichnung zeigt die Differenz zwischen dem Tangentenwinkel am
zweiten und am dritten Interpolationspunkt fiir verschiedene Restriktionen bei Beispiel 4.11. In
der rechten Abbildung ist sind die Beriihrpunkte fiir verschiedene Restriktionen zu sehen.

Es konnten nur restringierte nichtlineare Splines zu Restriktionen mit x; < —0.58 und
x, > 10.58 berechnet werden. Ein Grund hierfiir konnte in der Differenz der Tangenten-
winkel des zweiten bzw. dritten Intervalls liegen. Diese steigt immer stérker an und kann
nach Folgerung 2.19 nicht gréfler als m werden.

Beispiel 4.12. Hier wird der nichtlineare Spline zu den Interpolationsdaten

mit natiirlichen Randbedingungen gesucht und durch eine obere und eine untere Schranke
der Form vmin < ¢y < Ymae restringiert. Diese Restriktion wird im zweiten und dritten
Intervall verletzt, siehe Abbildung 4.17. W&hlt man in diesem Beispiel die Tangentenwin-
kel am Rand aus dem unrestringierten nichtlinearen Spline, so existiert im zweiten bzw.
im dritten Intervall fiir keine noch so starke obere bzw. untere Schranke eine Losung des
lokalen Problems mit einem Randstiick, vgl. Beispiel 4.5. Auch beim globalen Spline gibt
es fiir keine Restriktion eine Losung mit Randstiick. Die beiden Berithrpunkte wandern
gegen den zweiten bzw. vierten Interpolationspunkt. In der folgenden Tabelle sind die
Beriihrpunkte, die Biegungsenergie und die Zahl der Iterationen fiir einige Restriktionen
angegeben.
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Abbildung 4.17: Die Zeichnung zeigt den unrestringierten (----- ), den durch ¥y, = —0.5,
Ymaz = 4.5 (-=-), den durch ymmin = —0.1, Ymer = 4.1 (- =) und den durch y,;,, = —0.001,
Ymaz = 4.001 ( ) restringierten nichtlinearen Spline aus Beispiel 4.12. In der rechten Abbil-

dung ist ein Ausschnitt um den zweiten Interpolationspunkt zu sehen.

Ymin, Ymaz B(L) Beriihrpunkte z, Iterationen
unrestr. 2.0740 | (1.7050,4.8016),(8.2950,-0.8016) 4
0545 | 2.1095 | (1.4222,4.5000),(8.5778,-0.5000) +6
0.1,4.1 | 2.4118 | (0.7146,4.1000),(9.2852,-0.1000) +14
-0.05,4.05 | 2.5127 | (0.5209,4.0500),(9.4791,-0.0500) +14

( )H( )

( )H( )

-0.01,4.01 | 2.6488 | (0.2438,4.0100),(9.7562,-0.0100 +15
-0.001,4.001 | 2.7205 | (0.0794,4.0010),(9.9206,-0.0010 +19

4.5 Ideen zur Restriktion durch einen Kreis

In diesem Abschnitt wird ein mogliches Verfahren zur Berechnung eines durch eine Re-
striktion der Form (2.4.2) restringierten nichtlinearen Splines an Hand eines Beispiels
vorgestellt. Ohne Einschrénkung der Allgemeinheit wird in diesem Abschnitt vorausge-
setzt, dafl es sich bei der Restriktion um einen Kreis mit Radius eins

g(z) = Hz—zKHg—l <0 (4.5.1)

handelt. Bei der Entwicklung eines Verfahrens zur Berechnung eines restringierten nicht-
linearen Splines miissen die folgenden Punkte geklért werden.

1. Wie iiberpriift man, ob ein nichtlinearer Spline die Restriktion verletzt?
2. Wie berechnet man einen restringierten Spline mit Randstiick?

3. Wie berechnet man einen restringierten Spline mit Beriithrpunkt?
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4. Wie entscheidet man, ob es einen Beriithrpunkt oder ein Randstiick gibt?

Da auch in diesem Fall die Losung des lokalen Problems mit einem Randstiick einfacher zu
berechnen ist als die mit einem Beriihrpunkt, werden die Punkte in der obigen Reihenfolge
behandelt. Dabei wird der Einfachheit halber nur ein lokales Problem betrachtet, das heifit
Problem 1.2 fiir N = 1 mit gegebenen Interpolationspunkten z(, z; und Tangentenwinkeln
am Rand 6y, 0.

Zu 1.) Wéhrend bei einer affin-linearen Restriktion die Stelle, an der ein nichtlinearer
Spline die Restriktion am stérksten verletzt, analytisch bestimmt werden kann, muf fiir
die vorliegende Restriktion (4.5.1) numerisch iiberpriift werden, ob die Restriktion verletzt
wird. Wird das Koordinatensystem so gedreht, dafl der unrestringierte nichtlineare Spline
z = (x,y)T : [0, s1] — R? Gleichung (2.2.9)

(0")* = Acos(f — a)

fiir = 0 erfiillt, so ist nach Lemma 2.19 seine erste Komponente monoton wachsend, und
damit gilt zg < z(s) < z;. Verletzt der unrestringierte nichtlineare Spline die Restriktion,
so existiert eine Stelle § € [0, s1] an der

9(2(3)) = 1z(3) — zx [z — 1> 0

gilt. Um eine solche Stelle zu finden, sucht man z.B. mit dem Bisektionsverfahren Maxima
Se,i der Funktionen

fils) = (=)' (y(s) —yx) — V1 — (z(s) —zg)?,  i=0,1,

und iiberpriift, ob fiir diese fi(s.;) > 0,7 = 0,1, gilt.

Zu 2.) Wie im Fall einer affin-linearen Restriktion ist es auch hier einfacher, eine Losung
des lokalen Problems mit einem Randstiick zu berechnen, als eine Losung eines lokalen
Problems mit einem Berithrpunkt. Ein Kreis z : I — R?, der mit dem Uhrzeigersinn
durchlaufen wird, besitzt einen monoton fallenden Tangentenwinkel 0, fiir den

2 = (—sinf,cos0)T + zk

gilt, und die konstante Kriitmmung # = —1. Aufgrund der Invarianzeigenschaften von Pro-
blem 1.2 kann man ohne Einschrankung voraussetzen, dafl auf dem Randstiick
[s1,8,] des restringierten nichtlinearen Splines z = (z,y)T die Gleichungen y(s) = yx
und z(s;) < z(s,) gelten. Damit erhdlt man aus dem nichtlinearen Gleichungssystem
2.4 die Bedingungen x(s;) = k(s,) = —1, z; := 2z(s;) = (—sin6;,cos0;)" + zx und
z, = 2z(s,) = (—sinb,,cos0,)" + zx mit 6, := 0(s;) > 0, := 0(s,). Um diesen Spline zu
berechnen, kann man den Algorithmus 3.1 zur Berechnung eines unrestringierten nicht-
linearen Splines modifizieren. Der Unterschied ist, dal man hier an den Verkniipfungs-
punkten die Kriimmung kennt und aus dieser die Tangentensteigung und die genaue
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Abbildung 4.18: Der restringierte nichtlineare Spline aus Beispiel 4.13 und die Punkte z;,7 = 0, 1.

Lage des Punktes auf der Restriktion berechnen mufl. Fiir die Tangentenwinkel 6; und
6, kann man aufgrund der Interpolationsdaten und der Restriktion das Intervall eingren-
zen, in dem diese liegen. So gilt unter den obigen Voraussetzungen fiir die Kurve an
den Verkniipfungspunkten s; und s, die Ungleichung 7y < z; < z, < T;, wobei mit z;,
i = 0,1, der Schnittpunktpunkt des Kreises und der Geraden mit der Steigung tan(6;)
durch z;, fiir den y; > yx gilt, bezeichnet wird, siehe Abbildung 4.18. Fiir diese Punkte
gilt 0; = arcsin(—(z; — xx) — s cos 6;) mit

Ai = —(cosb;,sinb;)(z; — zx) + \/1 — ((—sinb;, cos6;)(z; — zK))Q, i=0,1.

Also werden Winkel §; und 6, mit 8 > 6, > 6, > 0, gesucht, fiir die ein nichtlinearer Spline
z : [0, 5] — R? zu den Interpolationsdaten zg, z;, 6y, 6; mit der Kriimmung r(s;) = —1
und ein nichtlinearer Spline z : [s,, s1] — R? zu den Interpolationsdaten z,, z1, 6, 6; mit
der Kriitmmung x(s,) = —1 existieren. Auf diese Weise werden in den folgenden Beispielen
die Randstiicke berechnet.

Beispiel 4.13. Zu den Interpolationsdaten zo = (—0.6,0.79)T 2z, = (-0.4,0.9)T,

1

0p =57 — 0.1 und 6, = %71’ 4 0.1 wird der durch eine Restriktion der Form

g(z)=llz—2kl3-1<0  mit zx=(0,yx)"

restringierte nichtlineare Spline gesucht. Fiir yx = 0.04 gilt 29 ~ (—0.5946,0.8440)T,
z; ~ (—0.5049,0.9032)T, z, ~ (—0.4804,0.9032)T und z; ~ (—0.4054,0.9141)T. Der
restringierte nichtlineare Spline ist in Abbildung 4.18 zu sehen.

Zu 3.) Im Fall eines Beriithrpunkts ist wie bei einer affin-linearen Restriktion die Berech-
nung des restringierten Splines komplizierter. Hier wird eine Losung des nichtlinearen
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Abbildung 4.19: Der unrestringierte nichtlineare Spline (---), die Restriktion mit yx = 0.08
CERER ) und verschiedene restringierte nichtlineare Splines aus Beispiel 4.14.

Gleichungssystems 2.4 mit einem Berithrpunkt sy, fiir den 2z, = (—sin 6y, cosfy)" + zx
gilt, gesucht. Wie im Fall einer affin-linearen Restriktion kann man den Algorithmus 4.2
geeignet modifizieren, um das nichtlineare Gleichungssystem zu 16sen. In diesem Fall wird
der Tangentenwinkel 6, gesucht, fiir den die Kriimmung am Beriithrpunkt stetig ist, also
eine Nullstelle der Funktion

F(6b) = r(sy) — rlsy)-

Wie im Fall eines Randstiicks gilt fiir den gesuchten Winkel 8, > 6, > 6. Im folgenden
Beispiel besitzt die Funktion F an den Stellen 6;, i = 0, 1, ein unterschiedliches Vorzeichen.
Deshalb werden dort die Beriihrpunkte der Einfachheit halber mit dem Bisektionsverfah-
ren berechnet.

Beispiel 4.14. In diesem Beispiel wird ein fiir verschiedene Restriktionen ein restringier-
ter nichtlinearer Spline zu denselben Interpolationsdaten wie in Beispiel 4.13 gesucht,
diese sind in Abbildung 4.19 zu sehen. In der folgenden Tabelle sind fiir die gezeichneten
nichtlinearen Splines die Punkte z;, bzw. z;, z,., so wie die Kriimmung angegeben.

YK zp bzw. 2y, z, K(sp) bzw. k(s;) = K(s,)
unrestr. (-0.5474,1.0048) -10.9723

0.14 (-0.5382,0.9828) -10.4827

0.11 (-0.5270,0.9599) -9.0629

0.08 (-0.5131,0.9383) -6.1906

0.047 | (-0.4905,0.9185), (-0.4901,0.9185) 1

0.012 | (-0.5599,0.8406), (-0.4410,0.8406) -1

-0.008 | (-0.5965,0.7946), (-0.4123,0.7946) 1
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Fiir die berechneten Verbindungspunkte 7 ist die Vorzeichenbedingung fiir v’ aus dem

nichtlinearen Gleichungssystem 2.4
sign (k' (7%) — K/(77)) = sign ((sin0(7), — cos 0(7))g, (2(1)))
erfiillt. Fiir die vorliegende Restriktion gilt

sign ((sin 0(7), — cos0(7)) g, (2(7))) = sign (2(sin O(7), — cos 0(7))(2(7) — zx))
= sign (2(sin 6(7), — cos (7)) (—sin (1), cos 0(7))") = —1

und £/(s) = 0 auf einem Randstiick (71, 72). In der folgenden Tabelle sind die Werte fiir die
Ableitung der Kriitmmung an den Verbindungspunkten fiir die betrachteten Restriktionen

angegeben.
yk | K(sy) K(s) | (), K (sF)
unrestr. -37.4488 -37.4488
0.14 -38.8461 -48.1257
0.11 -31.5460 -76.5676
0.08 -4.9651 -146.091
0.047 52.6426 -351.931
0.012 373.037 -1697.62
-0.008 46631.1 -18759.2

Zu 4.) Da auch fiir diese Restriktion die Berechnung des Randstiicks wesentlich weniger
aufwendig ist, bietet es sich an, erst zu versuchen, ein Randstiick zu berechnen. Wenn die-
ses kein sinnvolles Ergebnis liefert und 0; < 6, gilt, so liegt wahrscheinlich ein Beriihrpunkt
vor. Mit dieser Strategie wurden die Kurven des obigen Beispiels 4.14 berechnet.

Um einen Algorithmus zur Berechnung eines restringierten nichtlinearen Splines mit mehr
als zwei Interpolationspunkten entwickeln zu kénnen, miiBten die obigen Uberlegungen
vertieft werden. Insbesondere benétigt man geeignete Startwerte fiir einen Berithrpunkt,
um diesen mit einem schnelleren Verfahren wie z.B. dem Newton-Verfahren berechnen zu

konnen.
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Anhang A

Notwendige Bedingungen fiir ein
allgemeines Steuerungsproblem

Ziel dieses Abschnitts ist die Herleitung der notwendigen Bedingungen fiir das allgemei-
ne Optimalsteuerungsproblem 2.1. Dazu wird Problem 2.1 in eine Form transformiert,
fiir die in der Literatur notwendige Bedingungen bewiesen wurden. Wir lassen uns leiten
von den notwendigen Bedingungen, wie man sie bei MAURER (1976,1979) und IOFFE &
TicHOMIROV (1979) findet. Wie in der Literatur iiblich werden hier geringere Differen-
zierbarkeitsforderungen an die Steuerung und die Zustandsvariable als in Abschnitt 2.1
gestellt. So werden anstelle der der Funktionenrdume Cgy und C%! die folgenden Riume
fiir ein kompaktes Intervall I verwendet:

BV (I,R") := {f : I — R f; von beschréankter Variation, i = 1,2, ... ,n},
Loo(I,R™) := {f : I — R"| f; Lebesgue-mefbar und wesentlich beschrénkt,
i=1,2,...,n},
Wh(I,R") == {f : I — R™| f; absolut stetig, i =1,2,...,n, f' € Loo(I,R")}.
Dabei sei an die bekannten Definitionen erinnert:
Eine Funktion f : [a,b] — R heifit von beschrénkter Variation, wenn wenn eine Konstante

M > 0 existiert, so daB fiir jede endliche Zerlegung a = to < t; < -+ < ty = b des
Intervalls [a, b

S It = fltee) < M

gilt. Eine Lebesgue-mefibare Funktion f : [a,b] — R heifit wesentlich beschrdinkt, wenn
eine Konstante M > 0 existiert, fiir die

|f(t)] < o0 f.i. in [a, b]

gilt. Eine Funktion f : [a,b] — R heifit absolut stetig, wenn zu jedem & > 0 ein § > 0
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existiert, so daf fiir jedes N € N und fiir NV beliebige, paarweise disjunkte Teilintervalle

N
(ak,br) C [a,b], k=1,...,N, mit Z(bk —ag) <0 auch die Bedingung
v k=1
Db = flaw)| <
k=1

erfiillt ist. Dieses ist dquivalent dazu, daBl sie eine Lebesgue-integrierbare Ableitung be-
sitzt.

Damit kann man Problem 2.1 fiir absolut stetige Zustinde und wesentlich beschréankte
Steuerungen formulieren.

Problem A.1l. Gesucht werden eine skalare Steuerung u € Loo[sq, Sy, eine Zustandva-
riable x € W1°°([sg, sn], R") und ein Gitter Ay = {0 = s9 < 51 < -+ < sn}, so daB das
Zielfunktional

SN
I(x,u, Ay) :/ fo(x(s),u(s))ds (A.2)
S0
minimiert wird unter den Nebenbedingungen
' = f(x,u) Lii. in [0, T, (A.3
\I’Z(.’B(Sz)) :0, ’iZO,l,...,N, (A4)
g(z(s)) <0, S0 < s < sy (A.5)

Die Funktionen fy : R*"! — R, f: R*"™ — R" ¥, : R* — RN (k; <n,i=0,1,...,N)
und ¢ : R” — R seien hinreichend oft stetig differenzierbar.

Hier ist anders als in der Literatur iiblich das Gitter Ay, auf dem die Randbedingun-
gen (A.4) gefordert werden, frei. In der Literatur werden feste Interpolationsgitter, die oft
aus einem Intervall ohne Zwischenknoten bestehen, behandelt. Dafiir sind bei dem folgen-
den Problem A.2 auch vektorwertige Steuerungen und Zustandsbeschrankungen zuléssig,
wobei auch der Steuerbereich beschrankt sein kann. Diese Eigenschaften werden bei der
Transformation der notwendigen Bedingungen fiir Problem A.1 wichtig sein.

Problem A.2. Gesucht werden eine Steuerung u € Lo (I, R") und eine Zustandsvariable
x € Whe°(I,R") mit I = [0, T], welche das Funktional

Ir(au) = / fola(t), u(t)) dt (A.6)

minimieren unter den Nebenbedingungen

= f(x,u), f.i. in [0, T, (A.7)
Uo(x(0)) =0, Uy (x(T)) =0, (A.8)
u(t) e U C R", fa.tel0,7], (A.9)

)

>
S

gi(z(t)) <0, tel0, 7], i=1,..,m. (
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Hierbei wird vorausgesetzt, daB die Funktionen f, : R"™ — R, f : R"™" — R",
U, :R* - RFi k; <n,i=0,1und g : R* — R™, m < r, stetig differenzierbar sind
und die Endzeit 7' > 0 fest gewihlt ist. Der Steuerbereich U in (A.9) sei eine konvexe
Teilmenge des R" mit nichtleerem Inneren.

Lokale und globale Minima von Problem A.1 und A.2 werden analog zur Definition 2.1
definiert, wobei fiir die Menge der zulédssigen Losungen fiir Problem A.1

My = {(zu,Ay) : Ay ={0<s1 <--- < sy}, @€ WH([so, sn],R"),
u € Loo[so, sn] erfiillen (A.3)-(A.5)}

und fiir Problem A.2

Mr = {(z,u) : € W"([s0, sn], R"), u € Lo ([0, sn], R")
erfiillen (A.7)-(A.10)}

gilt.

Durch eine geeignete Variablentransformation kann man Steuerungsproblem A.1 auf die
Form von Problem A.2 transformieren. Hierzu wird das freie Gitter Ay aus Problem A.1
auf ein festes Intervall [0, 7], wie es Problem A.2 besitzt, transformiert. Eine Transfor-
mation fiir ein Intervall mit freier Endzeit aber ohne Zwischenknoten findet man bei
IoFFE & TicHOMIROV (1979, 5. Kapitel). Diese wird im folgenden auf das Problem A.1
angewendet.

Wir transformieren jedes Teilintervall [s;_1,s;], @ = 1,..., N, des Gitters Ay aus Pro-
blem A.1 mit einer bijektiven, monoton wachsenden Zeittransformation

Zi - [0, 1] — [51‘—17 Si]
auf das Einheitsintervall [0, 1]. Dabei wird

dz;
b= 2 0<t<1, i=1,....N
dt

als neue Steuervariable mit v; > 0 betrachtet. Man definiert nun auf dem Intervall [0, 1]
die Funktionen

y,:=xoz;: I -R" und w;:=wuoz:I—R, 1=1,...,N.

Damit ergibt sich fiir das Zielfunktional

M%WMFJWEW%MW®=ZJ§Mﬂ%WW®

N

- AMW@MMMNhAiMWWM®W:mew%

=1
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mit
y7w U szfo y27wz>

und die Differentialgleichung
Y = (x'02)% = f(yi, wi)vi.

Insgesamt erhélt man durch die obige Transformation die folgende (dquivalente) Problem-
stellung:

Problem A.3. Gesucht werden Steuerungen v,w € Ly ([0,1],RY) und Zustandsvaria-
blen = € WH°([0,1], RY) und y; € WH*°([0,1],R"), i = 1,..., N, so daf3 das Zielfunktio-
nal

Tn(y, 2w, v) = /0 F(y(t), w(t), v(t)) dt (A.11)

minimiert wird unter den Nebenbedingungen

Y, = vif(y:, wi), Z =y, i=1,...,N, (A.12)
Uy (y1(0)) =0, U,(y;(1)) =0, 1=1,...,N, (A.13)
v:(0) = y;-1(1), 1=2,...,N, (A.14)
z1(0) =0, zi—1(1) = z/(0), i=2,...,N, (A.15)
g(yi(t)) <0, 0<t<1, i=1,...,N, (A.16)
vilt) > 0, i=1,...,N (A.17)

Zur Herleitung der notwendigen Bedingungen von Problem A.1 benétigen wir, daf je-
des lokale oder globale Minimum von Problem A.1 einem solchen des transformierten
Problems A.3 entspricht. Dieses wird in dem folgenden Satz gezeigt.

Satz A.1. Zu jedem lokalen Minimum (x*,u*, A%) von Problem A.1 erhalt man durch
die spezielle Zeittransformation

oi(t) = sy + (s7 — si_))t, 1=1,...,N, (A.18)

ein lokales Minimum (y*, z*, w*,v*) von Problem A.3 mit

yf(t) =z (@ (1), 2 () :=ei), (A.19)

(@i (8),  vi(t) =57 —si 4
fiir alle t € [0,1] und i@ = 1,...,N. Ebenso kann man zu jedem lokalen Minimum

(y*, z*,w*,v*) von Problem A.3 ein lokales Minimum (x*,u*, A%;) von Problem A.1 kon-
struieren.
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Beweis. DaB (y*, z*, w*, v*) eine zuldssige Losung von Problem A.3 ist, sieht man durch
Einsetzen von ¢} aus (A.18). Also geniigt es die Optimalitét zu iiberpriifen. Angenommen
(y*, z*, w*, v*) ist nicht optimal, dann gibt es in jeder e-Umgebung um (y*, z*)

ly"(t) — 9Ol < 2, [|2°(t) — 2(t)||oo < £ fiir alle ¢ € [0, 1] (A.20)

zuléssige Losungen (y, z,w,v), fir die das Funktional (A.11) einen kleineren Wert be-

sitzt. Nach (A.17) ist die Steuerung v in jeder Komponenten positiv und die Funktion
¢ :[0,1] — RN mit

i(t) == z(t) und @;(t) =wv;(t) fir te€][0,1], i=1,...,N,

in jeder Komponente stetig und streng monoton wachsend. Auch ihre Umkehrfunktion
o1 ist in jeder Komponente stetig und streng monoton wachsend. Nach (A.15) bilden
die Komponenten der Transformation ¢ das Intervall [0, 1] auf die Teilintervalle eines

Gitters Ay = {0 =59 < 51 < -+ < sy} mit
so:=¢1(0) =0, s :=9i(1) =¢in1(0), 1=1,....N—1, sy:=¢pn(1)

ab. Die Zustandsvariable £ € R”, die intervallweise durch x(s) := v;(¢;'(s)) mit
si-1 < s < s; definiert wird, ist nach (A.14) stetig und erfiillt mit der intervallweise
definierten Steuerung u(s) := w;(; '(s)) fiir s;_; < s < s; die Differentialgleichung (A.3)
und die Zustandsbeschrinkung (A.5). Damit ist (x,u, Ay) eine zulédssige Losung von
Problem A.1.

Fiir die Gitterpunkte gilt nach (A.20) |s; — sf| < &, 7 = 0,...,N. Daraus folgt fiir den
Abstand der Zustandsvariablen an einer Stelle ¢;(t) € [s, sy]. t € [0,1], 1 <i < N,

l2*(0(t)) = 2(i(1))]] oo
< [lz"(@i(t)) — 2" (i (1) loo + 2" (27 (1)) = 2(2i(1)) ]l

vi(t)

= |l f(®"(s),u"(s)) dslloo + [ly7 (1) = yi(D)]l

v (1)
< Kpi(t) = @i (D] + [ly7 (1) — yi(t)loo < Ke+ ¢
mit K := max{||f(x*(s), u*(s))ds||e | S0 < s < sy}. AuBlerdem gilt
I(x", u*,AY) / fo(x*(s),u"(s))ds —/ Ly (t), w*(t),v*(t)) dt

> / Ly (1), w(), o(t)) d = / Fo((s), u(s)) ds = Io(@, u, Ay).

Dieses ist fiir ein hinreichend kleines £ ein Widerspruch zur Voraussetzung, dafl (x*, u*, A%)
ein lokales Minimum von Problem A.1 ist. O
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Problem A.3 unterscheidet sich von der Form des Problems A.2 nur noch dadurch, daf es
gekoppelte Randbedingungen besitzt. Diese konnen mit einer Standardtransformation, die
im Beweis von Satz A.3 durchgefiihrt wird, entkoppelt werden und man kann die folgenden
notwendigen Bedingungen fiir ein lokales Minimum von Problem A.2 auf Problem A.1 bzw.
A.3 anwenden.

Fiir ein lokales Minimum von Problem A.2 gelten mit der Hamilton-Funktion
HO(x,u, A\, Xo) = A f(x, u) + Nofolx, u) (A.21)
die folgenden notwendigen Bedingungen:

Satz A.2 (Minimumprinzip). Sei (z*,u*) ein lokales Minimum von A.2. Dann existie-
ren eine Funktion A : [0,T7] — R", eine Funktion pu : [0,7] — R™ von beschrinkter
Variation, eine Zahl Ao > 0 und Vektoren l; € R¥, o; € R™, i = 0, 1, die nicht gleichzeitig
verschwinden, d.h.

()\0,)\(t),/i(t),lo,lhamal) §é 07 (A22)
und fiir die gilt:

NH(0) = =15 Wou(2"(0)) — ag gu(z*(0)),

T T T (A.23)
AAT) = [ ¥ a(2™(T)) + g g2 (2"(T)),
A(t1) — AM(to) =
t1 . t1 T (A24>
/t —(Hg) (x*(7), u*(7), A(T), Ao) d7 +/t 9o (2" (7)) dp(7).
Weiterhin gilt fast iiberall in [0, T
HO(x*(t), u* (t), A(t), Ao) = min H°(z*(t), u, A(t), \o). (A.25)

uelU

Diei-te Komponente p; von u ist monoton wachsend auf [0, T'| und konstant auf Intervallen
J C [0,T) mit g;(x(t)) <0 fiir t € J. Die Funktionen p und X sind rechtsseitig stetig in
(0,7") und p kann durch p(7T") = 0 normiert werden. Die Komponenten der Vektoren o,
i = 0,1, sind nicht negativ und es gilt o g(z*(0)) = 0 und af g(z*(T)) = 0.

Beweis. Siehe MAURER (1976,1979), IOoFFE & T1cHOMIROV (1979), CHUDEJ (1994). O

Diesen Satz kann man auf Problem A.3 anwenden, wenn man die gekoppelten Randbe-
dingungen durch eine Standardtransformation entkoppelt. Nach einer Riicktransformation
erhélt man die folgende Satz fiir ein lokales Minimum von Problem A.1.

Satz A.3. Sei (x*,u*, Ay) ein lokales Minimum von A.1. Dann existieren eine Funktion
A: [0, sn] — R”, eine Funktion 1 : [0, sy]| — R von beschréinkter Variation, Zahlen Ay > 0
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und a; > 0,3 =0,1,...,N, und Vektoren l; € R¥ i =0,1,..., N, die nicht gleichzeitig
verschwinden

()\0, )\(t), ,u(t), lo, ey lN, ap, ..., CYN) §é 0, (A26)
und fiir die gilt:

N (s0) = —lg Yo.2(2"(50)) — coga((50)),
N(sw) = i Uy a(@(sn)) + a1ga(@*(sx)), (A.27)
M (sH) = M (s7) = 17V, o(2¥(80) — qige(T(s5i)), i=1,...,N—1.

Auf jedem Teilintervall gilt mit der Hamilton-Funktion

H(z,u, A\, o) = AT f(,u) + Aofo(z,u) (A.28)
fiir 5,8 € [s;—1,8i], i =1,..., N, die adjungierte Gleichung

A(3) = Als) =

5 5 A.29

|~ @ @) @) M) M) do + [ g (o) dto). 2
Weiterhin gilt fiir fast alle s € [0, sy]

H(z*(s),u*(s), \(s), Ao) = glei[g H(z*(s),u, \(s), Ao) = 0. (A.30)

Die Funktion p ist monoton wachsend auf [0, sy| und konstant auf Intervallen J C [0, sy]
mit g(x(t)) <0 fiir t € J. Die Funktionen p und A sind rechtsseitig stetig in (0, sn) und
p kann durch p(sy) = 0 normiert werden. AuBerdem gilt o} g(x*(s;)) =0,i=0,...,N.

Beweis. Beim Beweis dieses Satzes werden zunéchst die notwendigen Bedingungen fiir ein
lokales Minimum (y, z, w, v) von Problem A.3 hergeleitet und auf Problem A.1 iibertra-
gen. Sei (x*,u*, AY) ein lokales Minimum von Problem A.1 und (y, z, w,v) das mit ¢*
aus (A.18) transformierte, dquivalente lokale Minimum von Problem A.3. Um Satz A.2
auf Problem A.3 anwenden zu konnen, miissen die gekoppelten Randbedingungen ent-
koppelt werden. Dies geschieht durch die Einfithrung neuer Zustandsvariablen &;, ¢,
1 = 1,...,N — 1, die einer trivialen Differentialgleichung und den folgenden Randbe-
dingungen

&=0, &G =w),  &0)=yin(0)

G=0,  G(1)==2(1), Gi(0) = 2i4+1(0)
geniigen. Da die Hamilton-Funktion

N

HO(y, w,v, Ay, Az, No) = Z(S\sz,f(yz,wz) + A, 05) + MoL(y, w,v)

i=1

N
- Zvi(HO('yiv Wi, )"yw )‘0> + >‘Zz>
=1
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mit H® aus (A.28) nicht von den neuen Variablen z, ¢, ¢ abhiingt, sind die dazugehérigen
Lagrange-Parameter konstant. Fiir den Lagrange-Parameter A, gilt nach (A.24) fiir i =
1,...,Nund t,t € [0,1]

Ayi(1) = Ay, (1) = /t —UiH (i(7), wi(7), Ay, (7), Ao) AT + /t 9 (Y (7)) dfis (7).

Die adjungierte Gleichung (A.29) erhilt man mit

u(s) i PEGD 5

v j=i+1

BO) i s <s<si i=1... N

Uj
Die dazugehorigen Randbedingungen (A.27) folgen aus den Randbedingungen fiir A, und
A¢e. Aus der freien Endzeit sy = zy(1) folgt, daB A, (1) = 0 ist. Setzt man dieses in die
anderen Randbedingungen fiir A\, und ¢ ein, so sieht man, dafl die Lagrange-Parameter
A, und A; verschwinden. Mit Rf ={veRY :v; > 0,4 =1,...,N} folgt aus dem
Minimumprinzip

HO(y(t), w(t) v(t), Ay(t), Aa(£), Xo)
= min  H(y(t),w,v, \y(t), A (t), Xo)

wERN,veRf

N

= min_ > 0 (HO(wilt), wi, Ay, (£), Xo) + As, (1))

RN veRY
we RS + =1

Dawv; >0,7=1,...,N, ist und jede Steuerung nur in einem Summanden auftritt, gilt
firi=1,...,N
H0<yi<t)> wi<t>7 >\yi (t)> 5‘0> = min Ho(yi<t)> Wi, )\’yi (t)> 5‘0>

w; ER

Da v; linear in die Hamilton-Funktion eingeht und oo > wv; > 0 ist, verschwinden die
Summanden und es gilt

Ho(yi(t)>wi(t>7 >\yi (t)> 5‘0> = _>\Zi =0.

Daraus folgt die Gleichung (A.30). O

Aus der bei diesen notwendigen Bedingungen auftretenden adjungierten Gleichung (A.29)
bzw. (A.24) kann man unter bestimmten Voraussetzungen die tiblichen adjungierten Dif-
ferentialgleichungen herleiten.

Auf einem freien Teilstiick J ist p konstant. Deshalb ist A stetig und der zweite Sum-
mand in (A.29) verschwindet. Damit ist A auch differenzierbar und es gelten die tiblichen
adjungierten Differentialgleichungen

A=—fI\ (A.31)
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Auf Randstiicken und in Berihrpunkten hingegen bleibt der zweite Summand in (A.29)
erhalten und es gilt die Sprungbedingung

M) = MT7) = g (@(T) () —p(7)), ul(7") = u(r7) > 0. (A.32)

Fiir den Fall, da3 i eine stiickweise stetige Ableitung n = fi besitzt, kann man das Integral
differenzieren und erhélt die adjungierten Differentialgleichungen

A= —faX—gan. (A.33)
Unter bestimmten Voraussetzungen kann man zeigen, dafl p auf einem Randstiick stiick-
weise stetig differenzierbar ist.

Satz A.4. Sei (x*,u*) ein lokales Minimum von A.2 mit m = r = 1 und beliebig oft stetig
differenzierbaren Funktionen f und g. Sei |11, T2] ein Randstiick der Zustandsbeschrankung
g mit der Ordnung p, fiir welches die Auflosbarkeitsbedingungen

G (x(t),ult) £0, te[m.ml, ult)ey, te(nm)

erfiillt sind. Dann sind die Funktionen \, u aus Satz A.2 beliebig oft stetig differenzier-
bar auf (11, 72). Insbesondere hat u keine Spriinge im offenen Intervall (71, 72) und der
Lagrange-Parameter A\ geniigt der adjungierten Differentialgleichung

mitn = > 0.

Beweis. Dieser Satz ist bei MAURER (1976,1979) fiir ein Optimalsteuerungsproblem mit
Zielfunktional in Mayer-Form Ip(x,u) = ®(x(7")) bewiesen. Indem man eine neue Zu-
standsvariable &(t) := fot fo(x(7),u(r)) dr einfithrt, kann man das vorliegende Problem A.2
in Mayer-Form transformieren. 0

Um diesen Satz auf Problem A.1 anzuwenden, wird das folgende Hilfsproblem verwendet.

Problem A.4. Gesucht werden eine skalare Steuerung u € L[51, So] und eine Zustands-
variable © € WH°([51, 53], R"), die das Zielfunktional

L@, u) = / Fol@(s), uls)) ds

minimieren unter den Nebenbedingungen

' = f(x,u) f. ii. in[51, 59,
.’B(Ez) = .’,_CZ‘, = 1,2,
g(z(s)) <0, 51 < s < 5.



110 Notwendige Bedingungen fiir ein allgemeines Steuerungsproblem

Folgerung A.5. Sei (x*,u*, A%}/) ein lokales Minimum von Problem A.1. Sei [y, 2] ein
Randstiick der Zustandsbeschrankung g mit der Ordnung p, das keinen Interpolations-
knoten enthéalt und fiir das

gh(x(s),u(s)) #0 fiir alle s € [y, 1]

gilt. Dann sind die Funktionen X\, u aus Satz A.3 beliebig oft stetig differenzierbar auf
(71, T2). Insbesondere hat p keine Spriinge im offenen Intervall (11, 72) und der Lagrange-
Parameter A geniigt der adjungierten Differentialgleichung

mitn = > 0.

Beweis. Sei (51, S2) ein Intervall, das keinen Interpolationsknoten enthélt und das Randstiick
umschliefit, d.h.

(11,72) C (81,52) N{s;,i =0,...,N} =0.

Dann existiert ein lokales Minimum (x,u) von Problem A.4 zu den Randbedingungen
x; = x*(s;), 1 = 1,2, fiir das

x(s) = x*(s), u(s) = u*(s) fiir alle s € [sy, So]

gilt. Damit kann man Satz A.4 anwenden, und erhélt, da A und g beliebig oft stetig
differenzierbar sind. O

Unter der Voraussetzung, dafi das lokale Minimum (x*,u*, A*) von Problem A.l nur
endlich viele Verkniipfungspunkte 7;, j = 1,...,l, 0 < | < oo, besitzt, kann man die
notwendigen Bedingungen fiir ein lokales Minimum von Problem A.1 in dem folgenden
Satz zusammenfassen.

Satz A.6 (Notwendige Bedingungen). Sei (x*, u*, A%) ein lokales Minimum von Pro-
blem A.1 mit den Verkniipfungspunkten 7;, j = 1,...,l, wobeli fiir alle Randstiicke [Ty, T2]
der Zustandsbeschriankung g mit der Ordnung p die Auflésbarkeitsbedingung

gh(x(s),u(s)) #0 fiir alle s € [Ty, 2]

gelte. Dann gibt es stiickweise stetige Lagrange-Multiplikatoren A : [0,sy] — R",
n : [0,sn] — R, die auf allen freien Teilstiicken und auf allen Randstiicken i, 7 mit
(11, 72) N{s; : 1 =0,...,N} = 0 C°-Funktionen sind und konstante Lagrange-Multipli-
katoren \g > 0, 1; € R¥ a; € R, i =0,...,N, 3; € R, j = 1,2,...,1, die nicht alle
gleichzeitig verschwinden, d.h.

()\0, )\(lf),?](lf),lo, e ,lN,Oéo, e ,O{N,ﬁl, e ,ﬁl) §é 0, (A34)
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und fiir die erweiterte Hamilton-Funktion
H = X fo(z, u) + X' f(z,u) + ng(z) (A.35)
die folgenden Bedingungen gelten:
1. adjungierte Differentialgleichungen (intervallweise):

N = —Hy(x*, u*, \,n), (A.36)

2. Randbedingungen:

AT (s0) = =15 Yo z(x(50)) — ctoga(®(s0)),

T T (A.37)
A (sn) = InUna(®(sn)) + anga(@(sn)),
3. 'Transversalitédtsbedingungen t = 1,2,..., N — 1:
N(sh) = M (i) = 1 Wia(@(50)) — ciga(@(si)), (A.38)
4. Bedingungen an den Verkniipfungspunkten 7; ¢ {so,...,sn}, j=1,...,1:
M) = N77) = Biga(@(7y), (A.39)
5. Minimumprinzip fiir s € [0, sy] f.ii.:
u*(s) = arg IgleiﬂgH(w*(s),u, A(s),n(s)), (A.40)
H(x*(s),u*(s), A(s),n(s)) =0, (A.41)
6. Vorzeichen- und Komplementaritatsbedingungen:
n(s) >0, n(s)g(x(s)) =0, fiir alle s € [so, sn], (A.42)
a; >0, a;g(x(s;)) =0, i=0,...,N, (A.43)
B; >0, Big(x(r;)) =0, j=1,...,L (A.44)

Bemerkung A.7. Im Fall \y # 0 kann man die Lagrange-Parameter in Satz A.6 ums-
kalieren, so daBl Ay = 1 gilt. Den Fall Ay = 0 kann man fiir viele konkrete Bespiele, z.B.
auch fiir das Problem 2.2, vgl. Satz 2.7, zum Widerspruch fithren, da nach Satz A.6 die
Lagrange-Multiplikatoren nicht alle verschwinden.

Bemerkung A.8. Mit der gleichen Herleitung kénnen auch notwendige Bedingungen
fiir auf einem Gitter abschnittsweise definierte Funktionen f und g aus Problem A.1l
herleitet werden. Fiir den Fall, daf§ nur die Zustandsbeschriankung g abschnittsweise auf
einem Gitter definiert ist und an den Gitterpunkten nicht aktiv ist, gelten die obigen
notwendigen Bedingungen. Der Fall einer abschnittsweise definierten Funktion f wird
bei CHUDEJ (1994) behandelt. Es werden dort fiir den Fall, da§ Gitterpunkte in einem
Randstiick liegen, zusétzliche notwendige Bedingungen hergeleitet.
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Fiir Problem A.1 mit fester Endzeit sy (Problem A.1*) oder mit festen Interpolationskno-
ten s;, 4 = 1,..., N, (Problem A.1**) erhdlt man mit derselben Herleitung die folgenden
notwendigen Bedingungen.

Folgerung A.9. Sei (x*,u*, AY) ein lokales Minimum von Problem A.1* mit vorgege-
bener Endzeit s3 oder von Problem A.1** zu einem fest vorgegebenen Gitter A%, mit
den Verkniipfungspunkten 7;, j = 1,...,l. Dann gibt es stiickweise stetige Lagrange-
Multiplikatoren A : [0,sy] — R™, n : [0,sn] — R, die auf allen freien Teilstiicken und
auf allen Randstiicken 11,7 mit (11,72) N{s; : i =0,..., N} = () C*°-Funktionen sind
und konstante Lagrange-Multiplikatoren \g > 0, [; € R¥ o; € R, i =0,..., N, 3; € R,
g=12,...,l, p;, i =1,..., N, die nicht alle gleichzeitig verschwinden , d.h.

()\0, )\(lf),?](lf), lo, e ,lN, apg, ... ,O{N,ﬁl, e ,ﬁl,pl, e 7pN> §é 0 (A45)
und fiir die mit der erweiterten Hamilton-Funktion
H = Nofo(x, u) + X f(z, u) + ng(x) (A.46)

die Gleichungen (2.1.10)-(2.1.14) und (2.1.16)-(2.1.18) gelten. F'ir die erweiterte Hamilton-
Funktion gilt auf dem Intervall (s;_1,s;), i=1, ... ,N,

H(x*(s),u*(s), A\(s),n(s)) + p; = 0. (A.47)
Ist nur die Endzeit sy vorgegeben und sind die Zwischenknoten s;, 1 = 1,..., N — 1, frei,
sogilt p:=p; =+ = pn.

Beweis. Die Herleitung erfolgt analog zur Herleitung von Satz A.6. Wie in Satz A.1 be-
weist man, dafl Problem A.1* bzw. A.1** zu Problem A.3 mit der zusétzlichen Nebenbe-
dingung zy(1) = s§ bzw. z(1) = s, i = 1,..., N, dquivalent ist. Wendet man auf das
Problem A.1* bzw. A.1** wie in Satz A.3 den Satz A.2 an, so verschwindet der Lagrange-
Parameter )., im allgemeinen nicht, da die Endzeit s} vorgegeben ist. Hieraus folgt fiir
pi = —A\;, Gleichung (A.47). Bei Problem A.1* gilt auflerdem \,, = --- = A,,, da die
Zwischenknoten frei sind. O

Diese notwendigen Bedingungen konnen auf das mit Problem 1.2 verwandte Problem des
nichtlinearen Splines fester Linge anwendet werden.

Problem A.5. Zu gegebenen Punkten z; € R?,i =0,..., N, mitz; # z;_1,i=1,..., N,
und Tangentenwinkeln 6y,0y € R, einer festen Liange L > 0, bzw. einem festen Gitter
An ={0=350 < s <--- < sy = L} und einer gegebenen Funktion g € C*(R?), fiir die

g(z;)) <0, 1=0,...,N, und Vg(z) #0 fiir alle z € R?
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gelte, bestimme man eine C?-Kurve z : [0, L] — R? eine C%!-Funktion 0 : [0, L] — R

und gegebenenfalls ein Gitter Ay, die das Funktional

I(z,0,An) = /SN(Q’)2 ds (A.48)

S0

minimieren unter den Nebenbedingungen

2/ = (cos,sind)T auf [0, sn], (A.49)
z(si) = zi, i=0,...,N, (A.50)
6(0) = by, O(sny) = On, (A.51)
g(z(s)) <0, s € [0, sn]. (A.52)

Fiir dieses Problem kann man #hnliche notwendige Bedingungen, wie fiir Problem 1.2
herleiten und unter weiteren Voraussetzungen an die Funktion g zeigen, dal auch der
Lagrange-Parameter )y nicht verschwinden kann. Diese nichtlinearen Splines fester Léange
erfiillen intervallweise wie die nichtlinearen Splines unter Spannung, die bei BRUNNETT
& WENDT (1997) behandelt werden, die Differentialgleichung

" 1,3 1 _
K+ 5K° — 5pk =0,

die auch mit Hilfe der Jacobischen elliptischen Funktionen analytisch losbar ist, siehe
Satz B.1. Bei der numerischen Behandlung des Problems hat man andere Probleme zu
bewiltigen, da man an Stelle der bei Problem 1.2 unbekannten Lange L bzw. des unbe-
kannten Gitters Ay den Parameter p bzw. die Parameter p;, ¢ = 1,..., N, nicht kennt.
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Anhang B

Jacobische elliptische Funktionen

In diesem Abschnitt werden kurz die wichtigsten Eigenschaften der Jacobischen ellipti-
schen Funktionen zusammengefaflt, die zum Versténdnis dieser Arbeit benétigt werden.
Diese Zusammenfassung basiert auf den Darstellungen von BULIRSCH und ABRAMOWITZ
& STEGUN (1972). Fiir weitere Details, insbesondere das Verhalten im Komplexen, sei
auf weiterfithrende Biicher wie z.B. BURKHARDT (1920), KONIG & KRAFT (1928) und
WHITTAKER & WATSON (1980) verwiesen. Ziel dieses Abschnitts ist ein Satz, in dem die
Losung der in Abschnitt 2.1 hergeleiteten Differentialgleichung (2.2.10) durch Jacobische
elliptische Funktionen bewiesen wird.

Das elliptische Integral erster Gattung wird durch

»
o, k) i / 49 (B.53)
0 1 — k2sin?

fiir eine Amplitude ¢ € [0,37] und einen Modul k € [0,1) definiert. Das Integral
K(k) := F(3,k) wird als wvollstindiges elliptische Integral erster Gattung bezeichnet.
Fiir einen festen Modul k£ € [0,1) ist die Funktion uy := F(-, k) ein Diffeomorphismus
und es existiert ihre Umkehrabbildung u; '. Die Abbildung am : R x [0,1) — R mit
am(yp) = u, ' (u) fiir (u,k) € R x [0,1) wird als Amplitudenfunktion bezeichnet. Damit
konnen die Jacobischen elliptischen Funktionen wie folgt definiert werden:

sinus amplitudinis: sn(u, k) := sin(am(u, k)),
cosinus amplitudinis:  cn(u, k) := cos(am(u, k)), (B.54)
delta amplitudinis: dn(u, k) := /1 — k2sn?(u, k).

Die Funktion sn(-, k) ist wie der Sinus eine ungerade periodische Funktion mit der Periode
4K (k). Die Funktion cn(-, k) ist wie der Cosinus eine gerade periodische Funktion mit der
Periode 4 K(k). Die Funktion dn(-, k) ist eine gerade periodische Funktion mit der Periode
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Abbildung B.1: Die Funktionen sn(-, k) (—), cn(-, k) (---) und dn(-, k) (----- ) zum Modul
k =+/0.5 auf dem Intervall [-0.5K(k), 4.5 K(k)].

2K (k). Einige ausgewéhlte Funktionswerte sind in der folgenden Tabelle zu sehen:

v 0| K(k) |2K(k)| 3K(k)
sn(v, k) |0 1 0 -1
en(v, k) | 1 0 -1 0
dn(v,k) |1 |vV1—k2| 1 V1 — k2.

Fir £ = /0.5 und K(k) =~ 1.3506 sind die Jacobischen elliptischen Funktionen in Ab-
bildung B.1 gezeichnet. Mit dem komplementdren Modul k' = /1 — k? gelten fiir die
Funktionen die folgenden Relationen:

sn®(u, k) + en®(u, k) = 1,
k2 sn?(u, k) + dn®(u, k) = 1,
k? en? +(K')? = dn?,

cn? +(k')*sn? = dn®.

(B.55)

Die Jacobischen elliptischen Funktionen sind beziiglich u C*°-Funktionen auf R und ihre
Ableitungen lauten

d sn(u, k) = cn(u, k) dn(u, k),

du
d

@ en(u, k) = —sn(u, k) dn(u, k), (B.56)
d

T dn(u, k) = —k*sn(u, k) en(u, k).

Das elliptische Integral zweiter Gattung kann man durch

E(v, k) := /0 dn?(v, k) dv (B.57)
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definieren. Der Wert E(k) := E(K(k), k) wird als vollstédndiges elliptisches Integral zweiter
Gattung bezeichnet. Fiir n € N und K := K(k) gilt

B v4+2nK
E(v+2nK, k) = / dn®(v, k) dv
0

2nK v+2nK B <B58>
= / dn®(v, k) dv + / dn®(v, k) dv = 2n E(K, k) + E(v, k),
0 2nK
da dn eine 2 K-periodische Funktion ist. In dieser Arbeit wird auch das Integral
R Y A N2
cn® (v, k)dv = =% dn“(v, k) — (K')" dv
et R =k [ - @) 50,

— L(E(v1, k) — E(vo, k) — (k) (1 — v0))

benotigt. Fiir n € N mit 2n K(k) < vy — vy gilt die Abschétzung

v1 vo+2n K(k) m,
/ cn’(v, k) dv 2/ en’(v, k) dv = ﬁ(E(K(k),k) — (K')’K(k)). (B.60)

vo vo

Fiir k = /0.5 gilt K(k) ~ 1.3506, E(K(k), k) ~ 1.8541 und

2K
/ cn?(v, k) dv = 4E(K(k), k) — 2K (k) ~ 4.7150. (B.61)
0
Mit diesen Kenntnissen iiber die Jacobischen elliptischen Funktionen kann man die Lésun-
gen von Gleichung (2.2.10) bzw. der allgemeineren Differentialgleichung
K+ L% — Lok =0
angeben.

Satz B.1. Zu gegebenen Konstanten p, ko, K € R existiert eine eindeutig bestimmte und
auf ganz R definierte Losung k : R — R der Anfangswertaufgabe

K + %53 - %p’% = 07 H((]) = Ko, HI(O) = ’%6 <B62>

Die Lésung k besitzt eine der folgenden Darstellungen:

a) Fiir kg =k, =0 gilt k = 0.

b) Fiir k3 + (k4)? > 0 und \/(p — £3)2 + 4(k})? > p wird die Losung der Anfangswert-
aufgabe durch

K(S) = kmen(a(s — sp), k) (B.63)
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gegeben, wobei fiir die Parameter k,,,a € R und den Modul k € [0, 1) die Gleichun-
gen

Ko, = p+ \/(/) — K3)% + 4(kp)?, sign (k) = sign(ko), (B.64)
a=1/2(k2 —p) >0 und 2K (k2 —p) =k, (B.65)

m

gelten. Die Gleichung kg = Kk, cn(v, k) besitzt eine eindeutige Losung v € [0, K(k)]
und fiir den Parameter s,, gilt

|sm| = |0/a] mit sign(sy,) = sign(kg) sign(ko). (B.66)

c) Fiir k2 + (k)% > 0 und \/(p — x2)% + 4(x})? < p wird die Lésung der Anfangswert-
aufgabe durch

K(S) = kmdn(a(s — sp), k) (B.67)

gegeben, wobei fiir die Parameter k,,,a € R und den Modul k € [0, 1) die Gleichun-
gen

k2= ot (p— KPH AR, sign(ra) = sign(ro), (B.68)
Lhm und 2(k% —p) = k*k2, (B.69)

CL:§

gelten. Die Gleichung ko = K, dn(9, k) besitzt eine eindeutige Losung v € [0, K(k)]
und fiir den Parameter s,, gilt

|$m| = |0/a] mit sign(sm,) = sign(kg) sign(ko). (B.70)
AuBerdem erfiillt die Funktion k die Ungleichung

20 — K2, < K? < K2
mit k2, < 2p.

Die Funktion k? besitzt ein globales Maximum k2, das an der Stelle s,, liegt und fiir
s € R gilt die Gleichung

(k= )" = (K%(s) — p)* + 4(K'(s))". (B.71)

Beweis. Schreibt man die Differentialgleichung (B.62) als Differentialgleichungssystem er-
ster Ordnung

o =10 = (gsmay ). =0=(17):



118 Jacobische elliptische Funktionen

so ist die Funktion f : R? — R? stetig differenzierbar und die Anfangswertaufgabe besitzt
nach Satz 1.2 hochstens eine Losung.

Zu b) Sei k2 + (k()? > 0 und /(p — k2)% + 4(k))? > p. Zunéchst wird gezeigt, daB die
Wahl Parameter nach (B.64)-(B.65) moglich ist. Nach Voraussetzung gilt 2, > 2p und
k2 > p. Daraus folgt

52

O<k?®=_—™ 1.
2(kZ, = p)

Also ist die Funktion k(s) = K, cn(a(s — sp), k) fiir beliebiges s, € R definiert. Fiir ihre
Ableitung gilt nach (B.56) und (B.55) mit v(s) = a(s — s,,) fir s € R und v' = a

kK = —kma sn(v, k) dn(v, k)
und fiir ihre zweite Ableitung

K" = —kma®(en(v, k) dn®(v, k) — k> sn®(v, k) en(v, k)
= —Lkn(r2, — p)en(v, k) (1 — 2k*(1 — cn?))
= —2kmen(v, k) (k2 en(v, k) — p) = —2(K* — pK).

Also ist sie eine Losung der Differentialgleichung. Nun mufl noch gezeigt werden, dafl auch
die Anfangswerte

(0) = kKm en(—asm, k) und

(B.72)
(0) = —kmasn(—asy,, k) dn(—as,,, k)

O\O
RN

K

erfiillt werden. Mit (B.55) und dem Modul &k aus (B.65) gilt

()? = rp,a*sn* (v, k) dn’(v, )
= %Fafn(/ﬁfn p)(1 —cn’ )(k:2 )+ (1= k%))
= 1k2 (k2 — p)(1 —cn’(v, k) (1 — 1 - cn2( k)
= 1(2(k2, — p)r2, (1 — en®(v, k) — (1 — cn?(v, k:))Q)
= 1 (2pr* — k' + (K2, — 2p)KL,)-

und damit

K0)=ry = (5(0)* = (k)"

AuBerdem gilt 2 < k2, da die Ungleichung k2 — p < /(p — k2)2 + 4(k})? trivialerweise
erfiillt ist. Zusammen mit der Vorzeichenbedingung fiir «,, erhilt man die Ungleichung
0 < Ko/Km < 1 und deshalb ist die Gleichung kg = k., cn(v, k) auf dem Intervall [0, K(k)]
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bzw. dem Intervall [— K(k),0] eindeutig l6sbar. Durch (B.66) wird das Vorzeichen so
gewihlt, dafl

Ko = —kmasn(v, k) dn(v, k)
gilt. Damit ist gezeigt, dafl die Funktion x(s) = Ky, cn(a(s — sp,), k) mit den Parametern
aus (B.64)-(B.66) die Anfangswertaufgabe 16st.
Zu c) Sei k2 + (k4)? > 0 und \/(p — k2)% + 4(r})? < p. Wie oben zeigt man, daf} die Wahl
der Parameter nach (B.68)-(B.69) moglich ist. Damit kann man fiir beliebiges s, € R die

Funktion £(s) = K, dn(a(s — s,,), k) definieren. Fiir ihre Ableitung gilt nach (B.56) und
(B.55) mit v(s) = a(s — s,,) fir s € R und v' = a = 0.5k,

K = —1k2 k*sn(v, k) cen(v, k)

und fiir ihre zweite Ableitung
K" = =1k K> dn(v, k) (en®(v, k) — sn®(v, k)
= —1k2 dn(v, k) (2dn*(v, k) — 2 + k?)
= — 3k dn(v, k) (k2 dn’(v, k) — p) = —2(k* — prk).
Also ist sie eine Losung der Differentialgleichung. Nun mufl noch gezeigt werden, dafl die
Anfangswerte
/<;/0 = /<;/(0) = rimldI;(—Qasm, k) und (B.73)
ko = K'(0) = =5k k™ sn(—asm, k) cn(—asy, k)
erfiillt werden. Es gilt mit dem Modul % aus (B.69)

(/4)2 —

= 1hn (2= K*)dn®*(v, k) — dn*(v, k) + k> — 1)
= 1(2pk* — k' + (K2, — 2p)K,)-
Damit gilt an der Stelle s =0
A4(K'(0)* = (k7, — p)* = ((0) — p)* = (kg — p)* +4(Kp)* — (K°(0) — p)°
und damit
K0)=ry = (5(0)* = (k)"

Damit die Gleichung kg = K, dn(o, k) eine eindeutige Losung auf [0, K(k)] bzw. [— K(k), 0]
besitzt, mufl v1 — k? < ko/km < 1 gelten. Aufgrund der Wahl des Vorzeichens von &,
gilt Ko/km > 0. Also muB man nur noch die Ungleichung k3 > (1 — k?*)x2, = 2p — k2,
zeigen, die nach Voraussetzung erfiillt ist. W&hlt man nun sm wie in (B.70) so gilt

ko = K'(0) = —1k2 k*sn(v, k) en(v, k).

Damit ist gezeigt, dal die Funktion k(s) = kp, dn(a(s — s,,), k) mit den Parametern aus
(B.68)-(B.70) die Anfangswertaufgabe 16st. O
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Anhang C

Matlab-Programme

In Abschnitt 3.1 ist ein Algorithmus zur Berechnung eines unrestringierten nichtlinearen
Splines mit zwei Interpolationsknoten vorgestellt worden. Die Ableitung der dabei ver-
wendeten Funktion f;(kg) aus (3.1.41) bzw. f;(x)) aus (3.1.42) nach der Variablen g bzw.
kg kann man analytisch berechnen. Zwei Matlab-Programme, die die Funktionen und ihre
Ableitungen berechnen, werden im folgenden présentiert. Sie benutzen neben den Matlab-
Routinen ellipj (Jacobische elliptische Funktionen) und ellipke (vollstindige elliptische
Integrale) auch eine selbstgeschriebene Routine zur Berechnung des unvollstandigen ellip-
tischen Integrals el2 nach BULIRSCH (1965) . Zur besseren Lesbarkeit des Programms wird
E(v,k) mit der Routine ele(v,k) berechnet, die e12 benutzt. Die Interpolationsdaten
des gesuchten nichtlinearen Splines seien in der Form zo = (0,0)", 6, = %71’, z1 = (x1,y1)"
und 0 mit w; = cosfy, we = sinf; gegeben. Fiir y; # 0 oder w; # 0 liegt Fall 1 oder 2
nach Satz 3.1 vor, und man kann die Funktionen f;(ko) aus (3.1.41) und ihre Ableitungen
mit dem folgenden Programm berechnen. Das zweite Programm berechnet die Funktionen
fi(k}) aus (3.1.42) und ihre Ableitungen, die fiir y; = w; = 0 (Fall 8) benétigt werden.
Beide Programme verwenden die Variablen

kO k(0) <0

k1 k(L)

kOs K'(0)

kis k(L)

BL B(L) = fOL k%(s)ds
erg filso) bzw. fi(ky)
vorz +1 fiir die Fallunterscheidung in (3.1.17) bzw. (3.1.23)
int0 Asg

int1l Asy

km, km2 | K, /<;72n

v0, v1 | v :=v(0), vy :=v(L)

Ein angehéngtes ,,S“ steht fiir die Ableitung nach kg bzw. k.
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Programm zur Berechnung von f(ko) und f’(k¢) aus (3.1.41)

function [erg,ergS,k1,BL,L,k0,k0s]...

= fkOskO0(kO,vorz,x1,yl,wl,w2,wechsel);
yA
%  Berechnet f(k0) und f’(k0) fuer y17=0 oder w1~ =0
yA

%  weitere Variablen:

yA wechsel= 1 fuer "kO < 0"

yA wechsel=-1 fuer gespiegelte Daten bei "kO > O"
b

k = sqrt(0.5); % Modul k mit k~2=0.5

[K,E]= ellipke(k~2);% vollstaendige elliptische Integrale

erg=100; ergS=0; k1=0; BL=0; L=0; k0s=0;

aa = ylx(xlxwl+yl*w2); bb = yl*wl; cc = wl™2;
pt = aaxk0"2+2xbbxkO+cc; ptS = 2*aaxk0+2x*bb;

a = k0™2*xw2; aS = 2xk0x*xw2;

b = 0.5%k072xw1; bS = kOxwi;

c = 0.5%k072*x1+k0; cS = kO*x1+1;

if abs(y1)<=10"(-8)

ki = c; k1S = cS;
kOs = (a-c~2)/2/wi; k0sS = (aS-2xc*cS)/2/wi;
kls = kOs*w2+b; k1sS = kOsS*w2+bS;

else

k1l = -wl/yl+vorzxwechsel*sqrt(pt)/y1l;
k1S= 0.5*vorz*wechsel/sqrt (pt)/yl*ptS;
if abs(yl)<abs(wl)

kOs = (k0~2*xw2-k1°2)/2/wl;

k0sS= (kO*w2-k1xk1S)/wi;

else
kOs = (ki1-c)/y1; k0sS = (k1S-cS)/y1;
end;
kls = kOs*w2+b; k1sS = k0sS*w2+DbS;
end;
km2 = sqrt(4xk0s~2+k074); km2S = (4*k0s*k0sS+2%k073)/km2;
km = -sqrt(km2); kmS = 0.5%km2S/km;

teil = sqrt(0.5%km2) ; teilS= 0.25*km2S/sqrt(0.5%km?2) ;
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T = 4/teil*K; TS = -4xteilS/teil " 2x*K;
if k1==0

intl = T/4; int1S = TS/4;
else

z1l = sqrt((km2-k172)/k17°2);

intl= 1/teil*el2(z1,k,1,1);

if z1<107(-8), %  Ableitung numerisch berechnen!

error (’Fehler bei inti1S: z1=0’);
end;

z1S = 0.5%x((km2S*k1-2*¥km2%k1S)/k1°3)/z1;
int1S= -teilS/teilx*intil+. ..
1/teil*1/sqrt ((1+z172) *(1+k~2%z172) ) *z1S;

end;
if k0==0
int0 = T/4; int0S = TS/4;
else
z0 = sqrt((km2-k0°2)/k0°2);
int0O= 1/teil*el2(z0,k,1,1);
if z0<10°(-8), %  Ableitung numerisch berechnen!
error (’Fehler bei int0S: z0=0’);
end;

z0S = 0.5%((km2S*k0-2*km2)/k0~3)/z0;
int0S= -teilS/teil*intO+. ..
1/teil*1/sqrt ((1+z072) * (1+k~2%z0"2) ) *z0S;
end;

sm = -sign(k0s)*int0; smS= -sign(k0s)*int0S;
if k1>=0,
L = sm+0.5%T-sign(kls)*intl; LS= smS+0.5*TS-sign(kls)*intlS;
elseif k1s>kOs,
L sm+sign(kls)*intl; LS= smS+sign(kls)*int1S;
else,
L
end;

sm+T+sign(kls)*int1; LS= smS+TS+sign(kls)*intl1S;

vl = teil*(L-sm); v1S= teilS*(L-sm)+teil*(LS-smS) ;
[sn,cn,dn] = ellipj(vl,k"2);

El = ele(vl,k); E1S= dn"2*v1S;

v0 = -teil*sm; v0S = -(teilS*sm+teil*smS) ;
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[sn,cn,dn] = ellipj(v0,k"2);
EO = ele(v0,k);
dE = E1-EO; dES = E1S-dn~2%v0S;
BL = -2xkm2*k”~2*L+2*sqrt(2) *abs (km)*dE;
BLS= -2x%km2S*k~2*%xL-2xkm2*xk~2*LS+. . .
sqrt (2) *km2S/sqrt (km2) *dE+2*sqrt (2) *abs (km) *dES;
erg = - (BL+(2xk0s*x1-k0"2%y1)) ;
ergS= - (BLS+(2%k0sS*x1-2xk0*y1));

Programm zur Berechnung von f(k}) und f’(k}) aus (3.1.42)

function [erg,ergS,k1,BL,L,k0,k0s]...

= fkOskOs (kOs,vorz,x1,yl,wl,w2,wechsel);
yA
%  Berechnet f(kOs) und f’(kOs) fuer yl=w1=0
yA
k
[K,E]

sqrt(0.5); % Modul k mit k~2=0.5
ellipke(k~2);% vollstaendige elliptische Integrale

erg=100; ergS=0; k1=0; BL=0; L=0; k0=0;

if w2>=0
k0 = (vorz*2xsqrt(w2)-2)/x1% kO0S = 0;
else
kO = 0; % kO0S = 0;
end;
k1 = 0.5%k0"2*xx1+k0; % k1S = 0;
kls= kOs*w2; % klsS= w2;
km2= sqrt (4*k0s~2+k074) ; km2S=4*k0s/km2;
km = -sqrt(km2); kmS = 0.5%km2S/km;
teil=sqrt(0.5%km2) ; teilS=0.25%km2S/sqrt (0.5%km2) ;
T=4/teil*K; TS=-4%teilS/teil " 2*K;
if k1==0
intl = T/4; int1S = TS/4;
else

zl = sqrt((km2-k1°2)/k1°2);

intl= 1/teil*el2(z1,k,1,1);

if z1<107(-8), %  Ableitung numerisch berechnen!
error (’Fehler bei inti1S: z1=0’);
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end;
z1S = 0.5%x(km2S/k1°2)/z1;
int1S= -teilS/teil*intl+. ..
1/teil*1/sqrt ((1+z172) * (1+k~2%z172) ) *z1S;
end;

if k0==0

int0 = T/4; int0S = TS/4;
else

z0 = sqrt((km2-k0°2)/k0"°2);

int0O= 1/teil*el2(z0,k,1,1);

if z0<10°(-8), %  Ableitung numerisch berechnen!

error (’Fehler bei int0S: z0=0’);

end;

z0S = 0.5%x(km2S/k0°2)/z0;

int0S= -teilS/teil*intO+. ..

1/teil*1/sqrt ((1+z072) * (1+k~2%z0"2) ) *z0S;

end;

sm = -sign(k0s)*int0; smS= -sign(k0s)*int0S;
if k1>=0,

L = sm+0.5*%T-sign(kls)*intl; LS
elseif k1s>kOs,

smS+0.5%TS-sign(kls) *int1S;

L = sm+sign(kls)*intl; LS = smS+sign(kls)*intlS;
else

L = sm+T+sign(kls)*intl; LS = smS+TS+sign(kls)*intlS;
end;
vl = teil*(L-sm); v1S = teilS*(L-sm)+teil*(LS-smS);
[sn,cn,dn] = ellipj(vl,k™2);
El = ele(vl,k); E1S = dn"2*v1S;
v0 = -teil*sm; v0S = -(teilS*sm+teil*smS) ;

[sn,cn,dn] = ellipj(v0,k"2);
EO = ele(v0,k);
dE = E1-EOQ; dES = E1S-dn"2%*v0S;
BL = -2xkm2*k”~2%L+2*sqrt(2) *abs (km)*dE;
BLS= -2%km2S*k~2*%L-2*km2*k~2*LS+. . .
sqrt (2) *km2S/sqrt (km2) *dE+2*sqrt (2) *abs (km) *dES;
erg = —(BL+(2*k0s*x1));
ergS= - (BLS+(2%*x1));
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Anhang D

Beispiele zu Kapitel 3 mit zwei
Interpolationsknoten

Im dritten Kapitel wurde ein Algorithmus zur Berechnung von unrestringierten nichtli-
nearen Splines mit zwei Interpolationsknoten beschrieben. In diesem Abschnitt werden
fiir verschiedene Beispiele die Nullstellen der Funktion f; aus (3.1.41) und f; aus (3.1.42)
berechnet und die dazugehorigen nichtlinearen Splines gezeichnet werden. Dabei werden
Beispiele aus allen drei Féllen von Satz 3.1 betrachtet. Es gilt wie in Abschnitt 3.1 fiir
die Interpolationsdaten zg = (0,0)" und 6y = %. Zuerst soll der Fall 3 behandelt werden,
da es hier nur zwei Moglichkeiten gibt, die Interpolationsdaten zu wéhlen, wenn man von
Spiegelung und Skalierung des Problems absieht.

Fall 3: Das Beispiel 2.1 mit den Interpolationsdaten zq = (0,0)", z; = (1,0)%, 6y = Z

und ¢; = —7F ist eine der beiden Moglichkeiten bei Fall 3. Nach (3.1.23)-(3.1.25) gilt
ko = 0, k1 = 0 und x} = —~«). In diesem Fall besitzt die Funktion f, aus (3.1.42) eine

Nullstelle x{, ~ —2.8711, vgl. Zeichnung D.1. Die dazugehorige Kurve hat die Biegungs-

1

0.5

-10 |

Abbildung D.1: Fall 3: Fiir 6; = —% und z; = (1,0)T die Funktion f; aus (3.1.42) und der zu

der Nullstelle geh6érende nichtlineare Spline.
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Abbildung D.2: Fall 3: Fiir 6, = % und 21 = (1,0)T die Funktionen f1/2 aus (3.1.42) mit kg = —4
(—) und kg =0 (---) und die zu den Nullstellen gehérenden nichtlinearen Splines.

energie B(L) ~ 5.7422 und die Bogenlédnge L ~ 2.1884. Hierbei handelt es sich nach
Satz 2.20 um kein lokales Minimum, da die Kriimmung an zwei Stellen verschwindet. An
diesem Beispiel wurden von HORN (1983) verschiedene Approximationsmdoglichkeiten des
nichtlinearen Splines diskutiert.

Fiir die Interpolationsdaten z; = (1,0)" und 6; = Z gilt nach (3.1.23)-(3.1.25)
ko = k1 = 0 oder —kg = k1 = 4 und k{ = ). Hier gibt es zwei verschiedene Funktio-
nen fi; aus (3.1.42), die jeweils eine Nullstelle besitzen, vgl. Zeichnung D.2. Die Kurve
mit der geringeren Biegungsenergie B(L) & 21.1607 erhilt man fiir Ko = —k; = —4 mit
ky = k) ~ —10.5803. Sie besitzt die Bogenldnge L ~ 1.4070. Fiir ko = x1 = 0 liegt die
Nullstelle bei x{ = k] ~ —11.4843. Der dazugehorige nichtlineare Spline hat die Lénge
L ~ 2.1884 und die Biegungsenergie B(L) & 22.9686 und ist nach Satz 2.20 kein lokales

Minimum, da die Kriimmung an drei Stellen verschwindet.

Fall 2: Auch fiir diese Beispiele wird als zweiter Interpolationspunkt z; = (1,0)T gewiihlt.
Fiir den Tangentenwinkel am rechten Rand gilt 0, € (—%,5) U (3, 7]. Die Funktion fy
aus (3.1.41) ist auf der ganzen reellen Achse mit Ausnahme des Nullpunktes definiert.
Aufgrund der Abschitzung (3.1.37) ist nur der Bereich [—4v/2 K, 4/2 K] interessant. Bei
den untersuchten Beispielen wurden maximal zwei Nullstellen beobachtet. Eine weitere
,Nullstelle“ liegt im Nullpunkt, an dem die Funktion nicht definiert ist. Dies kann bei
der Nullstellensuche zu numerischen Schwierigkeiten fithren. Im folgenden werden fiir die
drei Beispiele (6, = 0, §; = £ 4 0.1 und #; = 1.8532185) die Nullstellen der Funktion
fo aus (3.1.41) und die dazugehorigen nichtlinearen Splines berechnet. Sie sind in Abbil-
dung D.4-D.6 zu sehen. Dabei ist die Kurve mit der kleinsten Biegungsenergie mit einer
durchgezogenen Linie gezeichnet. Die anderen Kurven besitzen in vielen Fiéllen mehr als
einen Wendepunkt und sind dann nach Satz 2.20 keine lokalen Minima. Fiir 6; > 1.8532

wurden keine Nullstellen beobachtet, vgl. Zeichnung D.3.
Fir 8; = 0 erhalt man die beiden Nullstellen ko &~ —3.5576 und k¢ ~ 1.8224. Die Kurve
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Abbildung D.3: Fall 2: Die Funktion fy aus (3.1.41) fiir #; = 2 und z; = (1,0)™.

mit der kleineren Biegungsenergie gehort zu der Nullstelle ko &~ —3.5576. Sie ist in Zeich-
nung D.4 durchgezogen gezeichnet. Die andere Kurve besitzt zwei Wendepunkte und ist
deshalb kein lokales Minimum. Die interessanten Parameter fiir die beiden Kurven sind
in der folgende Tabelle angegeben:

Ko ‘ K1 ‘ K ‘ K ‘ L ‘ B(L)
-3.5576 | 2.7707 | -3.8384 | 6.3283 | 1.2127 | T7.6767
1.8224 | 3.4830 | -6.0657 | 1.6606 | 2.4341 | 12.1314

Fiir 6, = 5 + 0.1 liegen beide Nullstellen links von dem Nullpunkt, vgl. Zeichnung D.5,
wobei die Kurve zu der Nullstelle kg =~ —1.5544 zwei Wendepunkte besitzt. Die Tabelle

Ko ‘ K1 ‘ K ‘ K} ‘ L ‘ B(L)
-3.8403 | 3.5335 | -10.9583 | -11.6397 | 1.4652 | 21.9165
-1.5544 | -0.3463 | -11.4400 | -11.5035 | 2.0814 | 22.8801
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Abbildung D.4: Fall 2: Fiir 6; = 0 und z; = (1,0)T die Funktion fq aus (3.1.41) und die zu den
Nullstellen gehérenden nichtlinearen Splines.
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Abbildung D.5: Fall 2: Fiir 6, = Z 4+ 0.1 und 2z, = (1,0)T die Funktion fy aus (3.1.41) und die
zu den Nullstellen gehdrenden nichtlinearen Splines.

enthélt die relevanten Parameter fiir die zu den Nullstellen gehérenden Kurven.

Fiir #; = 1.8532185 fallen die beiden Nullstellen fast zusammen, wie man in der folgenden
Tabelle sieht:

Ko ‘ K1 ‘ K{ ‘ K ‘ L ‘ B(L)
-2.9741 | 1.4485 | -11.4765 | -12.2543 | 1.7517 | 22.95296990266
-2.9726 | 1.4456 | -11.4765 | -12.2531 | 1.7522 | 22.95296990302

In Abbildung D.6 sind fiir diesen Fall die Funktion fj aus (3.1.41) und die zu den Nullstel-
len gehorenden nichtlinearen Splines zu sehen, die sich, wie auch ihre Parameter zeigen,
kaum unterscheiden.

Fall 1: In diesem Fall gibt es zwei Funktionen fi/, aus (3.1.41), die neben dem Nullpunkt
weitere Definitionsliicken besitzen kénnen, da die Variable k¢ die quadratische Unglei-

10 0.5

0 0

-10 -0.5
-10 0 10 0 0.5 1

Abbildung D.6: Fall 2: Fiir 6; = 1.8532185 und 27 = (1,0)T die Funktion f; aus (3.1.41)
und die zu den Nullstellen gehtérenden nichtlinearen Splines, deren Spuren auf der Zeichnung
zusammenfallen.
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Abbildung D.7: Fall 1a: Fiir ; = 0 und z; = (cos0.5,sin0.5)" die Funktionen f1/2 aus (3.1.41)
und die zu den Nullstellen geh6renden nichtlinearen Splines.

chung (3.1.17) erfiillen muf. In Abhéngigkeit von den Interpolationsdaten werden wie in
Abschnitt 3.1 drei Félle unterschieden.

Fall 1a: Fir a > 0 und 6 < 0 aus (3.1.43) besitzt die linke Seite der Ungleichung (3.1.17)
keine reellen Nullstellen und ist fiir alle r erfiillt. Damit sind die Funktionen f/, aus (3.1.41)
auf der ganzen reellen Achse mit Ausnahme des Nullpunktes definiert. Dieses ist bei den
beiden folgenden Beispielen der Fall.

Fiir ; = 0 und z; = (cos0.5,sin0.5)" schneidet nur eine der beiden Funktionen die z-
Achse, vgl. Abbildung D.7. Es gibt zwei Nullstellen kg ~ —2.4823 und kg ~ 2.4988. Fiir
die dazugehorigen Kurven sind die Parameter in der folgenden Tabelle angegeben:

Ko ‘ K1 ‘ K ‘ K ‘ L ‘ B(L)
-2.4823 | 0.2108 | -0.0222 | 3.0809 | 1.1276 | 2.9931
2.4988 | 3.0332 | -4.6001 | 3.1220 | 2.6405 | 11.0673

Die Kurve zur Nullstelle kg ~ 2.4988 besitzt zwei Wendepunkte. Auch fiir die Interpola-
tionsdaten ¢, = 1.4 und z; = (cos 0.05, sin 0.05)T schneidet nur eine der Funktionen f; /2
aus (3.1.41) die x-Achse, siehe Abbildung D.8. Sie besitzt zwei Nullstellen ko ~ —4.3519
und ko ~ 1.6919, wobei die Kurve zur Nullstelle ko =~ 1.6919 zwei Wendepunkte besitzt.
Die weiteren Parameter der zu den Nullstellen gehorenden Kurven stehen in der folgenden
Tabelle:

Ko ‘ K1 ‘ K ‘ Ky ‘ L ‘ B(L)
-4.3519 | 4.6587 | -8.9431 | -7.2035 | 1.3020 | 18.8103
1.6919 | 2.5673 | -11.0896 | -10.6850 | 2.1378 | 22.2946

Fiir die Interpolationsdaten ¢; = Z und z; = (cos 1.4,sin 1.4)T verschwindet der Parame-
ter § aus (3.1.43). Hier schneiden beide Funktionen die z-Achse und besitzen zusammen
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Abbildung D.8: Fall la: Fiir 6 = 1.4 und z; = (cos0.05,sin0.05)" die Funktionen J1/2
aus (3.1.41) und die zu den Nullstellen gehorenden nichtlinearen Splines.

drei Nullstellen, von denen zwei ko ~ —4.7576 und k¢ ~ 4.7576 symmetrisch zum Null-
punkt liegen. Die dazugehorigen Kurven sind ebenso symmetrisch zueinander, vgl. Abbil-
dung D.9, und besitzen jede zwei Wendepunkte. Zu der dritten Nullstelle kg ~ —1.0177
gehort die Kurve mit der kleinsten Biegungsenergie. Die Parameter fiir alle drei Kurven
findet man in der folgenden Tabelle:

Ko ‘ K1 ‘ Ky ‘ K ‘ L ‘ B(L)
-4.7576 | -4.7576 | -1.9520 | -1.9520 | 2.1884 | 22.9686
-1.0177 | 1.0177 | 1.9761 | 1.9761 | 1.0029 | 0.3488
4.7576 | 4.7576 | -1.9520 | -1.9520 | 2.1884 | 22.9686

Fall 1b: Fiir a < 0 aus (3.1.43) besitzt die linke Seite der Ungleichung (3.1.17) zwei reelle
Nullstellen kg, < Koo und wird nur fiir kg € [Kou, Koo| erfiillt. Deshalb sind die Funktionen
fi/2 aus (3.1.41) auch nur auf [Koy, koo|/{0} definiert.

10 - ' 1
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Abbildung D.9: Fall 1, § = 0: Fiir 6, = § und 21 = (cos 1.4,sin1.4)T die Funktionen Ji/2
aus (3.1.41) und die zu den Nullstellen gehorenden nichtlinearen Splines.
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Abbildung D.10: Fall 1b: Fiir 6; = 7 und z; = (cos 1.5,sin 1.5)T die Funktionen fi/2 aus (3.1.41)
und die zu den Nullstellen gehérenden nichtlinearen Splines.

Fiir die Interpolationsdaten #; = 7 und z; = (cos 1.5, sin 1.5)T besitzt die linke Seite der
Ungleichung (3.1.17) zwei Nullstellen und ist nur im Intervall (—28.7663, 0.4927) positiv.
Hier besitzen die beiden Funktionen f; /5 aus (3.1.41) je eine Nullstelle. Die dazugehérigen
Kurven mit den Parametern

Ko ‘ K1 ‘ K ‘ K} ‘ L ‘ B(L)
-3.5516 | -1.6866 | 1.4224 | -6.3068 | 2.3878 | 12.3808
-3.0844 | 3.5549 | 6.3186 | -4.7566 | 1.2344 | 8.5955

findet man in Abbildung D.10. Die Kurve zur Nullstelle ko ~ —3.5516 besitzt zwei Wen-
depunkte und ist deshalb kein lokales Minimum.

Bei Beispiel 3.1 aus Abschnitt 3.1 wurde die x-Achse nur von einer der beiden Funktionen
f1/2 aus (3.1.41) geschnitten. Die beiden Nullstellen liegen rechts und links vom Nullpunkt.

Fall 1c: Fr a > 0 und 0 > 0 aus (3.1.43) besitzt die linke Seite der Ungleichung (3.1.17)
zwei reelle Nullstellen kg, < Koo, zwischen denen sie nicht erfiillt ist. Daher sind die
Funktionen fi/, aus (3.1.41) nur fiir ko € (Kou, ko) U {0} definiert.

Dieser Fall tritt zum Beispiel fiir die Interpolationsdaten 6; = 1.6 und z; = (cos0.1,sin 0.1)*
auf. Fiir diese Interpolationsdaten ist die quadratische Ungleichung (3.1.17) auf dem In-
tervall (0.1899,0.6356) nicht erfiillt. Beide Funktionen schneiden die x-Achse links von
der Definitionsliicke je einmal, vgl. Abbildung D.11. Die Parameter der dazugehérigen
Kurven findet man in der folgenden Tabelle:

Ko ‘ K1 ‘ K ‘ Ky ‘ L ‘ B(L)
-1.6474 | -1.4316 | -11.3626 | -11.3974 | 2.1734 | 22.8826
-4.4001 | 4.3394 | -8.9411 | -9.2200 | 1.3337 | 19.7258

Dazu besitzt die Kurve zur Nullstelle kg =~ —1.6474 ebenso wie die Kurve zur Nullstelle
ko =~ 0.7253 aus dem folgenden Beispiel zwei Wendepunkte und es handelt sich deshalb
um keine lokalen Minima.
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Abbildung D.11: Fall 1c: Fir 6 = 1.6 und z; = (cos0.1,sin0.1)T die Funktionen fi/2
aus (3.1.41) und die zu den Nullstellen gehorenden nichtlinearen Splines.

Auch fiir die Interpolationsdaten ; = —1.4 und z; = (cos0.1, sin 0.1)T ist die quadra-
tische Ungleichung (3.1.17) nur auferhalb eines Intervalls erfiillt. Darum sind die beiden
Funktionen fy/, aus (3.1.41) fiir xo € (—3.7000, —1.1056) nicht definiert. Es schneidet nur
eine der beiden Funktionen die z-Achse. Ihre Nullstellen liegen beide rechts der Definiti-
onsliicke, vgl. Abbildung D.12. Die dazugehérigen Kurven haben die folgenden Parameter:

Ko ‘ K1 ‘ K ‘ K} ‘ L ‘ B(L)
-0.6584 | -0.7207 | -2.7846 | 2.7810 | 1.7247 | 5.5847
0.7253 | 0.6935 | -2.9400 | 2.9419 | 2.6394 | 5.9032
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Abbildung D.12: Fall Ic: Fiir §; = —1.4 und z; = (cos0.1,sin0.1)T die Funktionen J1/2

aus (3.1.41) und die zu den Nullstellen gehorenden nichtlinearen Splines.
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Anhang E

Beweis fiir die Existenz kritischer
Punkte

Einen Satz tiber die Existenz von Losungen mit beliebig vielen Wendepunkten findet man
bei LINNER (1993):

Satz E.1. Seien Interpolationsdaten zo = (0,0)T, z; = (cos o, sino)T, 6y und 6, gegeben.
Dann kann man die folgenden Fiélle unterscheiden:

1. Fiir |6y — 61| > 7 gibt es keine nichtlinearen Splines.

2. Fiir |o — 61| < 7 und |0y — o| > L7 oder |0, — | > S gibt es eine obere Schranke
abhangig von o, 0y und 0, fiir die Anzahl der Wendepunkte, die ein nichtlinearer

Spline besitzen kann.

3. Fiir |6y — 01| < m, | — 0| < 7 und |0y — 0| < im gibt es nichtlineare Splines mit
beliebig vielen Wendepunkten.

Beweis. Da in diesem Beweis nur elliptische Funktionen zum Modul k£ = +/0.5 benutzt
werden, wird im folgenden der Parameter k weggelassen und sn(v), K und E(v) anstelle
von sn(v, k), K(k) und E(v, k) geschrieben. Nach Satz 2.10 gelten mit den Abkiirzungen

Vo 1= —k|Km|Sm, v1 1= Ek|km|L + vo und v(s) := k|km|(s — sp) fiir s € [0, L] die folgenden
Gleichungen:
cn?(v) = cos(f — a) (E.74)
2k sign(kp,) sn(v) dn(v) = sin(6 — «) (E.75)
cen(vy) — en(vg) = 2K, (sin acos o — cos asin
() entu) = b s coso ) -
= SKmsin(a — o),

L L
k(s ds:/ k2 cn?(v(s)) ds = k2 (cosacos o + sinasino
| ras = [ et as = wi ) -

= K2 cos(a — o).
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Da die Biegungsenergie fOL k%(s)ds grofer Null ist, kann man Gleichung (E.76) durch
(E.77) teilen und erhélt

2(en(vq) — en(wp)) .
Ko fOL cn2(v(s)) ds

Aus Gleichung (E.74) folgt |0(s) — o < im fiir s € [0, L] und wie in Lemma 2.19 gilt

lo — | < 1. Deshalb kann man den Arcustangens bzw. den Arcussinus auf die Gleichun-
gen (E.78) und (E.75) anwenden und erhélt

2(cn(vr) — cn(vo))> .,
Ko fOL cn2(v(s)) ds

tan(a — o) = (E.78)

o — o = arctan (

0 — o = sign(ky,) arcsin (2k sn(v) dn(v)),
woraus fiir s =0

2(en(vq) — en(wp))
Ko fOL cn2(v(s)) ds

und fir s =0und s = L

0y — o =arctan ( ) + sign(rkp, ) arcsin (2k sn(vg) dn(vg))

01 — 0y = sign (k) (arcsin (2k sn(v;) dn(vi)) — arcsin (24 sn(vo) dn(vo)))

folgt. Mit p := k|k,|L/(2K) gilt

Oy —0 = Sign(“ﬂ%)(al”ctan (k(cn(sz o) — en(vo)) )

pK [ en2(2pK 5 + v9) d3 (E.79)
+ arcsin (2k sn(vp) dn(%)))
und
0, — 6y = sign(k,) ( arcsin (2]{; sn(2p K 4vp) dn(2p K +UO>) (E.80)

— arcsin (2k sn(vg) dn(vo))).
Die Zahl der Wendepunkte héngt von der Zahl der Nullstellen der Kriitmmung der Kurve

2p K
kL
auf dem Intervall (0, L), bzw. der Funktion

K(S) = kmen(v(s)) = sign(km) cn (vo +2pK %)

R(5) = r(L3) = sign (i) L8

I cn(vg + 2p K §)

auf dem Intervall (0, 1) ab. Wenn man p um eins erhoht, besitzt die Funktion & eine weitere
Nullstelle im Intervall (0,1), und die dazugehorige Kurve einen weiteren Wendepunkt.
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Betrachtet man den Grenzwert fiir p — oo von Gleichung (E.79), so verschwindet der
erste Summand der rechten Seite, da | cn(2p K +vg)| < 1 ist und fiir das Integral gilt nach
(B.58) und (B.61) fiir p € N die Abschitzung

2pK+vg
. / cn?(v) dv

vo

1
pK/ en?(2pK 5 4 vg) d§
0

=E@2pK+vy) — E(vg) —pK =2pE(k) —pK > 2p.

Da der Wertebereich von arcsin das Intervall [— 37, 17] ist, gibt es fiir

0o — 0| > 7 bzw. analog |6, — 0| > i7

keine Losung mit beliebig vielen Wendepunkten.

Sei nun |0y — o| < 3w und |#; — | < L7 und p hinreichend grof. Um zu zeigen, daf es
Losungen mit beliebig vielen Wendepunkten gibt, mufl man zeigen, daf§ es fiir jedes p > 0
ein p > p und ein vy € (— K, K) gibt, fiir die die Gleichungen (E.79)-(E.80) erfiillt sind.
Nach Voraussetzung besitzen die Gleichungen

sin(fy — o) = 2k sn(vp) dn(vy) und
sin(f; — o) = 2k sn(vy) dn(vy)

eindeutig bestimmte Losungen vg,v; € (— K, K). Fiir hinreichend groes n € N, vy = v
und p = p; > p bzw. p = pe > p mit p; = 2n und ps = p; — vp/ K verschwindet der erste
Summand der rechten Seite von Gleichung (E.79) und die Gleichung wird fiir sign(k,,) = 1
erfiillt, d.h. (0, p1) und (0o, p2) sind Nullstellen der Funktion

k(en(2p K 4+vg) — en(vy))
pK fol en?(2pK § 4+ vg)ds

g(vo,p) = arctan( ) + arcsin (2k sn(vg) dn(vg)) — (6o — o).

Die Funktion g ist stetig differenzierbar fiir p # 0 und ihre partielle Ableitung nach vy
lautet

n(vy) dn(vy) —sn(vo) dn(vo) + n( en?(vy) —en?(vp)) (en(vy) —cn(vy))
14+ n?2(cen(vy) — cn(vo))2

S
Guo (Vo, ) = — 2kn

+ 2k en(vp)

mit den Abkiirzungen vy = 2pK +vp und 7 = ([, en®*(v) dv)~". Auf dem Intervall

(—K+4(p), K+6(p))  mit lim 0(p) =0

p—00
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ist die partielle Ableitung g,, positiv, da 7 fiir p — oo verschwindet. Fiir festes p besitzt
die Funktion auf diesem Intervall genau eine Nullstelle vy(p), da

g(—K +4(p),p) < arctann — %71'—1— O@(p)) —(p—0) <0
g(K —d(p),p) > —arctann + 37 — O(3(p)) — (6 — ) > 0

gilt. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen existiert eine stetige Abbildung p — vg(p)
mit g(vo(p),p) = 0, vo(p1) = Vo und vo(p2) = Vo.

Eine analoge Aussage fiir v erhélt man, wenn man Gleichung (E.80) in Gleichung (E.79)
einsetzt. Der erste Summand der rechten Seite von

_ —2pK
0y — o =arctan k(lcn(vl) cul = 2)
pK [y en?(2pK 54 v — 2pK)d3
+ arcsin (2k sn(v1) dn(vy))

(E.81)

verschwindet fiir hinreichend grofles n € N, v; = v; und p = p; > p bzw. p = p > p mit
p1 = 2n und py = p; — v1/ K. Wie oben zeigt man, dafl eine stetige Abbildung p — vy(p)
mit Uo(p) = vi(p) — 2pK, vi(p1) = v1 und vi(p2) = vy existiert, wobei (v1(p),p) eine
Losung von Gleichung (E.81) ist.

Eine Losung (vg, p) von Gleichung (E.80) iskkt eine Nullstelle der Funktion

f(vo,p) = (01 — 0)— arcsin (2k sn(2p K +vo) dn(2p K +vy))
+ arcsin (2k sn(vo) dn(vy)).

An den Stellen (99, p1) und (v; — 2p1 K, p1) sind der zweite und dritte Summand gleich
und es gilt

f(Wo,p1) = f(v1 —2p1 K, p1) = 01 — 0.
An der Stelle (vg, p2), bzw. (01 — 2p2 K, po) gilt

f(vo,p2) = (61 — 6p) + 2(0g — o) = 01 + Oy — 20, bzw.

J(01 =2p2 K, p2) = (01 — 0p) —2(61 — 0) = 20 — 0y — 0.

Fiir 20 = 0y + 61 hat man schon eine Nullstelle der Funktion f gefunden. Anderenfalls ist
eine der beiden Gleichungen positiv und die andere negativ. Je nachdem, ob 6; > 6 ist
oder nicht, wéihlt man die eine oder die andere aus und hat so auf der Kurve (vo(p), p)
bzw. (0o(p), p) mit Losungen von Gleichung (E.79) bzw. (E.81) eine Stelle, an der die
Funktion f positiv ist, und eine, an der sie negativ ist. Da die Funktionen f(vo(p), p) und
f(vo(p), p) stetig sind, existiert zwischen diesen beiden Stellen eine Nullstelle. Damit hat
man einen nichtlinearen Spline mit mehr als p Wendepunkten gefunden. O
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Symbolverzeichnis

Mengen und Riume

N Menge der natiirlichen Zahlen (mit Null)

R Menge der positiven reellen Zahlen

Catxw  die stiickweise stetigen Funktionen

Ck=LF die (k — 1)-mal stetigen und k-mal stiickweise stetig differenzierbaren Funktionen

Lo die Lebesgue-mefibaren und wesentlich beschréinkten Funktionen
Whee  die absolut stetigen Funktionen f mit Ableitung f’ € L
BV die Funktionen von beschrinkter Variation

Bezeichnungen fiir ebene Kurven und nichtlineare Splines

Cl-Kurve stetig differenzierbare nach der Bogenlinge parametrisierte Kurve
z=(z,y)": [0, L] — R?

L Léange der Kurve

0 Tangentenwinkel der Kurve 2z’ = (cos @, sin )T

K Kritmmung der Kurve 6/ = &

B(L) Biegungsenergie fOL k%(s)ds

A, ein Gitter 0 =sg <1< --- <8, =1L

k =+/0.5 Modul der elliptischen Funktionen sn(u, k), cn(u, k), dn(u, k)
K, E vollstandige elliptische Integrale fiir £ = /0.5

K ~ 1.3506, E ~ 1.8541

(Sm, £m)  Extremum der Kriitmmung des nichtlinearen Splines
K(S) = Kmen(k|km|(s — sm), k) = sign(ﬁ;m)\/ch(v(s), k)

mit A=+r2 und v(s) = k|km|(s — sm)
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Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden nichtlineare Spline-Kurven unter affin-linearen Restriktionen be-
handelt. Nichtlineare Splines sind Kurven, die gegebene Punkte in der Ebene interpolieren
und dabei die Biegungsenergie minimieren. Die Biegungsenergie ist proportional zum In-
tegral iiber das Quadrat der Kriimmung. Die Lénge der gesuchten Kurve ist frei. Wahrend
unrestringierte nichtlineare Splines vielfaltig theoretisch und numerisch in der Literatur
behandelt werden, findet man in der Literatur fast keine Aussagen iiber restringierte
nichtlineare Splines.

Dieses Problem wird als Optimalsteuerungsproblem formuliert, wobei neben der affin-
linearen Restriktion auch allgemeinere Zustandsbeschrinkungen betrachtet werden. Es
handelt sich dabei um ein Problem mit freier Endzeit und Interpolationsbedingungen
an freien Zwischenknoten. Notwendige Bedingungen werden zunéchst fiir den allgemei-
nen Fall hergeleitet und dann auf die spezielle Aufgabe angewendet. Diese fithren auf
eine Randwertaufgabe. Mit Hilfe der Jacobischen elliptischen Funktionen kann man die
Differentialgleichung dieser Randwertaufgabe l6sen und erhélt so ein nichtlineares Glei-
chungssystem.

Fiir den Fall einer affin-linearen Restriktion wird gezeigt, dafl zwischen zwei Interpolati-
onsknoten maximal ein Randstiick oder ein Beriihrpunkt existiert. Es wird ein expliziter
Algorithmus zur Berechnung des nichtlinearen Splines mit zwei Interpolationspunkten
und einem Randstiick entwickelt. Hiermit kann man auch iiberpriifen, ob ein restringier-
ter nichtlinearer Spline mit zwei Interpolationsknoten fiir eine gegebene aktive affin-lineare
Restriktion ein Randstiick oder einen Beriihrpunkt besitzt. Zur Berechnung eines restrin-
gierten Splines mit mehr als zwei Interpolationsknoten wird ein auf dem Newton-Verfahren
basierender Algorithmus zur Losung des nichtlinearen Gleichungssystems vorgestellt und
die auftretenden Besonderheiten an Hand von Beispielen erldutert. Auflerdem werden
noch einige Ergebnisse zur Restriktion durch einen Kreis diskutiert.
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