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Einleitung

Diskrete dynamische Systeme, die durch eine Abbildung f: S' — S' auf der
Kreislinie definiert werden, treten unter anderem bei der Analyse kontinuierli-
cher dynamischer Systeme auf. So ist z.B. bei autonomen Hamilitonsystemen
mit zwei Freiheitsgraden die Existenz invarianter Kurven im Poincaré-Schnitt
ein typisches Phéinomen. Diese invarianten Kurven der Poincaré-Abbildung ent-
sprechen invarianten Tori des zugrunde liegenden dynamischen Systems. Bei
zeitabhéngigen T-periodischen Differentialgleichungen fiihrt die Zeit-T-Abbil-
dung zu einem diskreten dynamischen System, deren invariante Kurven wieder-
um invarianten Tori des kontinuierlichen Systems entsprechen. Oft lassen sich
invariante Kurven so parametrisieren, dass der Fluss des Systems eingeschrinkt
auf diese Kurve als orientierungserhaltender Kreisdiffeomorphismus aufgefasst
werden kann.

Erste Untersuchungen iiber Kreisabbildungen stammen von POINCARE (1885)
[45] und DENJOY (1932) [13]. Spitere weiterfiihrende Untersuchungen finden
sich unter anderem bei ARNOL'D [2] und HERMAN [22]. POINCARE zeigte, dass
die Dynamik der durch Kreisdiffeomorphismen definierten diskreten dynami-
schen Systeme entscheidend von den mittleren Winkeldnderungen der Kreisab-
bildungen, ihrer sog. Rotationszahlen, abhiingt. Ist die Rotationszahl rational,
so besitzt das dynamische System einen periodischen Orbit. Ist die Rotations-
zahl hingegen irrational, so entspricht die Anordnung der Punkte eines Orbits
derjenigen einer Rotation mit dem durch die Rotationszahl gegebenen Winkel.
DENJOY erweiterte diese Aussage dahin, dass bei irrationalen Rotationszah-
len und hinreichend glatten Kreisabbildungen jeder Orbit dicht in S' liegt.
Trotzdem kann es Orte geben, in denen sich Orbits bevorzugt authalten. Die
Frage nach den Aufenthaltswahrscheinlichkeiten der Orbits in Teilmengen von
St fithrt zu der Theorie des Frobenius-Perron-Operators.

Die Grundidee solch einer stochastischen Betrachtungweise besteht darin, dass
an Stelle der Analyse eines Einzelorbits ein ganzes Kontinuum von Startpunk-
ten unter einer Abbildung f iteriert wird. Die Verteilung der Startpunkte sei
durch eine Dichte h € L' gegeben. Der Frobenius-Perron-Operator gibt an,
wie die Verteilung der Startpunkte, dargestellt durch die Dichte h, unter An-
wendung von f verdndert wird. Die neue Verteilung kann, unter bestimmten
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Voraussetzungen an f, wieder als Dichte Ph € L' dargestellt werden. Gibt es
eine eindeutige invariante Dichte h*, also eine Dichte, fiir die Ph* = h* gilt, so
gibt diese Dichte die ,,Besuchshiufigkeit® von Orbits in Teilmengen des Pha-
senraums an. Eine ausfiihrliche Einfiihrung und Darstellung dieser Ideen findet
sich bei LASOTA und MACKEY [33].

Um invariante Dichten numerisch berechnen zu kénnen, muss die Gleichung
Ph = h diskretisiert werden. Die Standardmethode zur Diskretisierung geht
auf ULAM (1960) [48] zuriick. Bei dieser Diskretisierung wird der Phasenraum
in Boxen aufgeteilt. Der diskretisierte Frobenius-Perron-Operator gibt an, mit
welchen Wahrscheinlichkeiten ein beliebiger Punkt einer Box durch den Fluss in
die anderen Boxen abgebildet wird. Die Iterationen dieses diskretisierten Ope-
rators definieren eine endliche, homogene Markov-Kette, die durch eine stocha-
stische Matrix, die sog. Ubergangsmatriz reprisentiert wird. Die gesuchte invari-
ante Dichte des dynamischen Systems wird approximiert durch den stationéiren
Wahrscheinlichkeitsvektor der Markov-Kette, also durch den stochastischen Fi-
genvektor zum Eigenwert 1. ULAM konnte die Konvergenz dieser Approxima-
tion nur vermuten. Erst L1 [35] gelang 1976 fiir expandierende, stiickweise C?-
Funktionen f: [0,1] — [0, 1] der Nachweis einer Konvergenz. Sein Resultat wur-
de mittlerweile auf spezielle, stiickweise konvexe eindimensionale Abbildungen,
die nicht mehr iiberall expandierend sein miissen [40], und htherdimensionale
expandierende Abbildungen [6, 17| verallgemeinert. Fiir Axiom-A Diffeomor-
phismen gelang DELLNITZ und JUNGE [12] 1997 ein Konvergenzbeweis, der die
Kompaktheit des Frobenius-Perron-Operators fiir stochastisch gestorte Syste-
me ausnutzt. KEANE et al. [28] haben das Ergebnis von Lt auf expandierende
Kreisabbildungen angewandt. Da Kreisdiffeomorphismen nicht iiberall expan-
dierend sein konnen, ist die Arbeit auf unseren Fall nicht anwendbar, und ein
Konvergenzbeweis steht fiir diese Abbildungen aus. Ein wesentlicher Teil dieser
Arbeit geht der Frage nach, ob fiir orientierungserhaltende Kreisdiffeomorphis-
men Konvergenz der Ulam-Methode gezeigt werden kann. NICOLAISEN und
WERNER [42] haben eine Abschétzung fiir die Approximation des durch die
invariante Dichte definierten Mafles geliefert, aus der aber im Allgemeinen noch
keine Konvergenz geschlossen werden kann. W&hlt man jedoch Orbitpunkte
als Partitionspunkte, so ergibt sich als diskretisierter Operator eine sehr einfa-
che Matrix, die wir Orbitibergangsmatriz (s. Kapitel 4) nennen. Der stationire
Wahrscheinlichkeitsvektor einer Orbitiibergangsmatrix kann direkt ausgerech-
net werden (Satz 4.4.1). Ist die Rotationszahl der Kreisabbildung irrational, so
liegt jeder Orbit dicht, und die Partition kann somit durch Verldngerung des
Orbits verfeinert werden. Fiir die Folge der durch die approximierten Dichten
definierten Mafle liefert die Abschitzung von NICOLAISEN und WERNER im



Falle dieser speziellen Partitionen Konvergenz (Korollar 4.5.1). Dieses Ergebnis
wird genutzt, um einen Algorithmus zu entwickeln, der die invariante Dichte ap-
proximiert, ohne dass ein lineares Gleichungssystem gelost werden muss (s. Ab-
schnitt 4.5). Er stellt die Erweiterung eines von MACKAY [36] vorgeschlagenen
Algorithmus zur Berechnung der Rotationszahl eines Kreisdiffeomorphismus dar
und hat damit den weiteren Vorteil, dass er ohne grofien Rechenaufwand sowohl
die Rotationszahl als auch die invariante Dichte liefert.

Ebenfalls von NICOLAISEN und WERNER stammen Untersuchungen des Spek-
trums des diskretisierten Frobenius-Perron-Operators. Numerische Versuche (s.
a. HOTZEL et al. [24] und LEHMANN [34]) legen die Vermutung nahe, dass sich
bei parameterabhéingigen Kreisdiffeomorphismen ein ,,nahes“ phase-locking, al-
so das Vorliegen einer rationalen Rotationszahl, schon vorher im Spektrum
des diskretisierten Operators ankiindigt. Ein weiterer wesentlicher Teil dieser
Arbeit soll die Frage kldren, ob ein Zusammenhang zwischen dem Spektrum
des kontinuierlichen Frobenius-Perron-Operators und dem seiner Diskretisie-
rung nachgewiesen werden kann. Ublicherweise wird bei Spektraluntersuchun-
gen des Frobenius-Perron-Operators der Raum der Funktionen mit beschrink-
ter Variation versehen mit einer speziellen Norm zugrunde gelegt. Dieser Raum
wurde erstmals von KELLER [29] vorgeschlagen und hat den Vorteil, dass der
Frobenius-Perron-Operator dort quasi-kompakt ist. Da sich die von Ulam vorge-
schlagene Diskretisierung aber auf den Raum ! bezieht, wurde in dieser Arbeit
die Spektralanalyse auf L' ausgefiihrt. Eine allgemeine Untersuchung des L-
Spektrums des Frobenius-Perron-Operators stammt von DING et al. [16]. In
der vorliegenden Arbeit konnten fiir Diffeomorphismen (Satz 1.4.2) und speziell
fiir Kreisdiffeomorphismen (Satz 1.4.4, Korollar 1.4.5) differenziertere Aussagen
gewonnen werden.

Das Spektrum der Ubergangsmatrix hingt stark von ihrer Struktur ab. Fiir
Kreisdiffeomorphismen hat die Matrix eine Bandstruktur, die mit Hilfe dis-
kreter Kreisabbildungen, den sog. Bandbreitenabbildungen (s. Abschnitt 3.2),
vollstéindig beschrieben werden kann (s. NICOLAISEN und WERNER [42]). In
dieser Arbeit wird der Ansatz der Bandbreitenabbildungen theoretisch fun-
diert und ausgebaut. Mit Hilfe der Bandbreitenabbildungen kénnen qualitative
Aussagen iiber das Spektrum der Ubergangsmatrizen zu Kreisdiffeomorphis-
men gewonnen werden (Satz 3.3.2). Ein Zusammenhang mit dem Spektrum des
Frobenius-Perron-Operators ist allgemein jedoch nicht erkennbar. Beschrinkt
man die Untersuchung des Spektrums aber wieder auf Orbitiibergangsmatrizen,
so kann fiir spezielle Félle Konvergenz des Spektrums dieser Matrizen gegen das
Spektrum des kontinuierlichen Operators bei Verlingerung des Partitionsorbits
gezeigt werden. Aufgrund ihrer einfachen Struktur ist es moglich, das charakte-
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ristische Polynom einer Orbitiibergangsmatrix direkt zu berechnen (Satz 4.3.1).
Diese charakteristischen Polynome gehéren zu einer speziellen Klasse von Po-
lynomen, den sog. Trinomialen. FELL [18] hat die Geometrie der Nullstellen
dieser Polynome untersucht. Thre Ergebnisse erméglichen zumindest fiir fast
alle irrationalen Rotationszahlen den Nachweis einer Konvergenz (Satz 4.3.5).

Die vorliegende Arbeit gliedert sich wie folgt:

Im ersten Kapitel werden zunéchst Grundlagen iiber Kreisabbildungen und den
Frobenius-Perron-Operator rekapituliert. Abschnitt 1.4 widmet sich der Unter-
suchung des L'-Spektrums des Frobenius-Perron-Operators, und zwar zunéchst
fiir Diffeomorphismen im Allgemeinen. Darauf wird in Abschnitt 1.4.1 das Spek-
trum fiir den einfachen Fall von Rotationen untersucht und diese Ergebnisse
schliefflich auf Kreisabbildungen verallgemeinert.

Die Diskretisierung und die Eigenschaften der dabei zu betrachtenden stochasti-
schen Matrizen sind Gegenstand des zweiten Kapitels. Die Ulam-Methode zur
Diskretisierung sowie die wichtigsten Ergebnisse von Lt [35] werden vorgestellt.
Da die darstellenden Matrizen des diskretisierten Operators als Ubergangsma-
trizen homogener Markov-Ketten aufgefasst werden kénnen, folgt eine Zusam-
menfassung der fiir die Untersuchung des Spektrums und der stationéren Wahr-
scheinlichkeitsvektoren relevanten Eigenschaften homogener Markov-Ketten.

Die Inhalte der Kapitel 1 und 2 bilden die Grundlage fiir die Untersuchung
der Konvergenz der Spektren einerseits und die der stationdren Wahrschein-
lichkeitsvektoren andererseits. Diese nebeneinander stehenden Untersuchungen
werden in Kapitel 3 fiir Ubergangsmatrizen zu Kreisabbildungen im Allgemei-
nen und in Kapitel 4 fiir Orbitiibergangsmatrizen im Speziellen durchgefiihrt.
Die Kapitel 3 und 4 sind so aufgebaut, dass in den jeweils ersten beiden Ab-
schnitten Aussagen hergeleitet werden, die sowohl fiir die Spektraluntersuchung
als auch fiir die stationdren Wahrscheinlichkeitsvektoren von Bedeutung sind.
Die Abschnitte iiber Spektren (Abschnitt 3.3 und Abschnitt 4.3) und die iiber
stationdire Wahrscheinlichkeitsvektoren (Abschnitt 3.4 und Abschnitt 4.4) bau-
en nicht aufeinander auf, sondern sind als nebeneinander stehend zu betrachten,
so dass auch eine spezialisierte Lektiire zu einem dieser beiden Themen moglich
ist.

Das Verhalten der Kreisabbildungen spiegelt sich in der Bandbreitenstruktur ih-
rer Ubergangsmatrizen wider. Um diese Struktur Gewinn bringend beschreiben
zu konnen, wird in Abschnitt 3.1 eine kurze Theorie iiber diskrete Kreisabbil-
dungen entworfen. Die darin eingefiihrten Begriffe und Eigenschaften liefern die



Grundlage fiir das Verstindnis der Bandbreitenabbildungen, die spezielle dis-
krete Kreisabbildungen darstellen, und mit denen die Struktur der Ubergangs-
matrizen gut beschrieben werden kann. Nach diesen Vorbereitungen wird in Ab-
schnitt 3.3 eine qualitative Beschreibung des Spektrums der Ubergangsmatrizen
zu Kreisabbildungen moglich sein. Dabei werden zunéchst wieder Rotationen
betrachtet und die Ergebnisse mit denen aus Abschnitt 1.4.1 verglichen. Der
letzte Abschnitt dieses Kapitels wiederholt einige Ergebnisse von NICOLAISEN
und WERNER [42] iiber Abschitzungen der stationdren Wahrscheinlichkeits-
vektoren der Ubergangsmatrizen zu Kreisabbildungen, die den Schliissel zu der
Konvergenz des erweiterten MacKay-Algorithmus liefern.

Im vierten Kapitel schliellich werden spezielle Partitionen vorgeschlagen, die
zu Matrizen mit sehr einfacher Bandstruktur, den Orbitiibergangsmatrizen,
fiihren. Interessanterweise gibt es einen Zusammenhang der Bandbreitenab-
bildungen dieser Matrizen mit den Approximationen der Rotationszahl einer
Kreisabbildung, die beim MacKay-Algorithmus auftreten. Dieser Zusammen-
hang wird im ersten Teil des Kapitels erlautert. In Abschnitt 4.3 wird zur Un-
tersuchung des Spektrums der Orbitiibergansgmatrizen ihr charakteristisches
Polynom berechnet. Die Ergebnisse von FELL [18] iiber die Geometrie der Null-
stellen solcher Polynome zeigen fiir ,hinreichend irrationale“ Rotationszahlen,
dass sich mit feiner werdenden Partitionen das Spektrum der Orbitiibergangs-
matrizen dem des kontinuierlichen Operators annihert. Im letzten Teil dieses
Kapitels werden stationiren Wahrscheinlichkeitsvektoren von Orbitiibergangs-
matrizen untersucht. Diese kénnen explizit angegeben und zur Erweiterung
des MacKay-Algorithmus genutzt werden, so dass eine simultane Berechnung
der Rotationszahl und der invariante Dichte mdoglich wird. Dieser erweiterte
MacKay-Algorithmus konvergiert und berechnet den stationdren Wahrschein-
lichkeitsvektor, ohne dass ein lineares Gleichungssystem geldst werden muss.
Er ist somit deutlich weniger aufwendig als die Ulam-Methode mit anderen, z.
B. dquidistanten Partitionen. Numerische Vergleiche des erweiterten MacKay-
Algorithmus mit anderen Verfahren zur Approximation der invarianten Dichte
schlieflen diese Arbeit ab.

Ich danke Julia Fischer, Rabbijah Guder und Wernt Hotzel fiir viele anregende
Diskussionen und Thomas Richert und Christine Schroder fiir das sorgfiltige
Korrekturlesen. Matias Topfer danke ich fiir seine liebevolle Unterstiitzung.
Besonders aber danke ich Prof. Dr. Bodo Werner fiir die sehr engagierte und
motivierende Betreuung meiner Arbeit.



1. Der Frobenius-Perron-Operator fiir
Kreisabbildungen

1.1. Kreisabbildungen

Im Zentrum dieser Arbeit stehen spezielle diskrete dynamische Systeme

T = f(on),

wobei f: S* — S! ein orientierungserhaltender Diffeomorphismus auf der Kreis-
linie S* := R/7Z ist. Der Kiirze halber werden solche Abbildungen im Folgenden
als Kreisabbildungen bezeichnet.

S1 kann als metrischer Raum aufgefasst werden. Es seien z,y € S* und & bzw.
7 aus der Aquivalenzklasse von x bzw. y. Dann definiert

IR
o —yl=nf |7 —§+p|

eine Metrik auf S'. Mit 7: R — R/Z wird die kanonische Projektion bezeichnet.

Der Raum (S', B, m) mit der o-Algebra B der Borel-Mengen von S* versehen
mit dem Lebesgue-Mafl m ist ein Maf-Raum, der im Folgenden kurz als S!
geschrieben wird.

Zunichst werden einige grundlegenden Eigenschaften von Kreisdiffeomorphis-
men zusammengetragen. Die Beweise der in diesem Abschnitt angegebenen
Sétze finden sich, sofern nicht anders angegeben, in ARNOL'D [3, Kap. 3, §11].

Definition 1.1.1. Ein Lift eines orientierungserhaltenden Homdomorphismus
f: St — St ist eine stetige Funktion F': R — R mit

for=moF.

Zwei verschiedene Lifts von f unterscheiden sich nur durch eine ganzzahlige
additive Konstante.

11



1. Der Frobenius-Perron-Operator fiir Kreisabbildungen

Ist f eine Kreisabbildung, so ist jeder Lift von f ebenfalls ein Diffeomorphismus.
Ein Lift ist streng monoton wachsend und erfiillt die Gleichung

Flx+k)=F(zx)+k YkeZ YVrel.

Somit ist die Funktion ¢(x) := F(x) — z, die die Winkeldnderung eines Punktes
unter der Anwendung von f angibt, 1-periodisch. Eine entscheidende Grofe
bei der Analyse von Kreisabbildungen ist die mittlere Winkelinderung unter f.
Diese Grofle heifit Rotationszahl der Kreisabbildung.

Definition 1.1.2. Die Rotationszahl eines orientierungserhaltenden Homoo-
morphismus f: S* — S! mit Lift F ist der Grenzwert

p(f) = lim o -

Jim p mod 1.

Bemerkung 1.1.3. Der Grenzwert der rechten Seite existiert und ist unabhéngig
von der Wahl des Punktes x. Die Rotationszahl ist somit wohldefiniert und
hiingt stetig von der Kreisabbildung f ab. Es gilt auierdem p(f) = 1— p(f1).

Sind zwei Kreisabbildungen topologisch konjugiert zueinander, gibt es also einen
Homo6omorphismus A mit ho f = go h, so ist die Rotationszahl von f invariant
unter dieser Konjugation. Es gilt sogar etwas allgemeiner folgender Satz:

Satz 1.1.4. Gibt es zu zwei Kreisabbildungen f und g eine stetige Abbildung
0: 81— S so dass ho f = goh mit h=id+y, dann gilt p(f) = p(g).

Beweis. s. HERMAN [22; Kap. II, Prop. 2.10]. O

Das Vorliegen einer rationalen Rotationszahl p(f) = p/q ist gleichbedeutend
mit der Existenz eines periodischen Orbits. Rationale Rotationszahlen werden
im Folgenden stets als gekiirzter Bruch angegeben, p und ¢ sind also stets in-
kommensurabel.

Bemerkung 1.1.5. Die Kreisabbildung f besitzt genau dann eine rationale Ro-
tationszahl p(f) = p/q, wenn es ein z € [0,1) und einen Lift F von f gibt, so
dass gilt

Fi(xzo) =z + p-

Ist die Rotationszahl p(f) = w irrational, so entspricht die Anordnung der
Punkte eines Orbits von f mit Startwert = der Anordnung des Orbits einer
Drehung um den Winkel 27w mit Startwert x. Zusétzlich gilt der wichtige Satz
von Denjoy:

12



1.1. Kreisabbildungen

Satz 1.1.6. Ist die Rotationszahl p(f) = w einer Kreisabbildung f irratio-
nal und ist dberdies log f' von beschrinkter Variation, dann ist f topologisch
konjugiert zu einer Drehung r, um den Winkel 2rw. Das heifit, es gibt einen

Homdomorphismus g: S' — S', so dass f =g tor,o0gq.

Aus dem Satz von Denjoy kann man schlielen, dass jeder Orbit einer solchen
Kreisabbildung dicht in S! liegt.

Fiir die Untersuchungen von Kreisabbildungen wird die Glattheit der Konjuga-
tion von entscheidender Bedeutung sein. In einigen Fillen wird vorausgesetzt
werden miissen, dass auch die Konjugation ein Diffeomorphismus ist. Folgende
zwei Sitze garantieren die Existenz einer solchen Konjugation.

Satz 1.1.7. Die Kreisabbildung f ist genau dann C'-konjugiert zu einer Dre-
hung r, um den Winkel w, wenn gilt

sup [|[Df"||, < +oo.
nez

Beweis. s. HERMAN [22, Kap. IV, Th. 6.1.1] O

Bemerkung 1.1.8. Man beachte, dass fiir rationale Rotationszahlen f genau
dann C'-konjugiert zu einer Drehung um 27p/q ist, wenn es einen Lift F gibt
mit F'7 = id +p.

Ein weiteres Kriterium, das auf der Approximierbarkeit der Rotationszahl durch
rationale Zahlen basiert, stammt von HERMAN und Yoccoz. Wir zitieren die-
sen Satz fiir den Spezialfall eines C3-Diffeomorphismus nach DE MELO und VAN
STRIEN [38], wo dieser Spezialfall bewiesen wird. Fiir die allgemeinere Formu-
lierung verweisen wir auf Yoccoz [50] sowie KATZNELSON und ORNSTEIN [27].

Satz 1.1.9. Es sei f: St — St ein C3-Diffeomorphismus, dessen Rotationszahl
p(f) = w folgende diophantische Bedingung erfillt: Es gibt positive Konstanten
C und (3, so dass

C

q2+ﬁ

p
w —_——
q
Ist 0 < B < 1, dann gibt es einen C'-Diffeomorphismus g mit f =g tor,og.

>

fiir alle P e Q.
q

Die Approximierbarkeit irrationaler Zahlen durch rationale Briiche hingt eng
mit der Kettenbruchentwicklung zusammen. Ein kleiner Ausflug in die Welt
der Zahlentheorie soll die wichtigsten Zusammenhénge kldren. Die Darstellung
folgt im Wesentlichen HARDY und WRIGHT [21].

13



1. Der Frobenius-Perron-Operator fiir Kreisabbildungen

Es seien ag,aq,...,a, positive ganze Zahlen. Mit [ag, a1, as, ..., a,] bezeichnen
wir den einfachen Kettenbruch

N 1
a
0 . 1
a
' 1
as +
as + .
o
+—.
an
Unendliche Kettenbriiche werden entsprechend mit [ag, ai, . . .| bezeichnet.

Jede positive rationale Zahl kann durch einen solchen endlichen Kettenbruch
dargestellt werden. Irrationale positive Zahlen kénnen nur durch unendliche
Kettenbriiche dargestellt werden. Die Darstellung einer irrationalen Zahl als
unendlicher Kettenbruch ist eindeutig.

Bei den spéteren Betrachtungen wird der Begriff der Konvergente eine entschei-
dende Rolle spielen.

Definition 1.1.10. Es sei x = [ag, a1, as, . ..] ein unendlicher Kettenbruch. Die
endlichen Kettenbriiche 2—2 = [ag, a1, g, . .., a,] heien Konvergenten von z.
Sind ag, ay, ... gegeben, so konnen die Konvergenten iterativ berechnet werden.
Es gilt

Do = ao, p1 = a1a0 + 1, Dn = nPp—1 + Pn-2,

—~~
—
[y

q =1, q1 = ax, Gn = OnQn-1 + qn—2. 112)
Fiir die Konvergenten eines unendlichen Kettenbruches gilt:

a) Die geraden Konvergenten % wachsen mit n, die ungeraden Konvergen-
n

P2n+1

q2n+1

ten nehmen mit wachsendem n ab.
b) Jede ungerade Konvergente ist grofer als jede gerade.

c) Der Wert des Kettenbruchs ist grofler als jeder gerade und kleiner als jeder
ungerade Kettenbruch.

Die diophantische Bedingung des Satzes 1.1.9 wird von fast allen irrationalen
Zahlen erfiillt, wie das folgende Lemma zeigt.

14



1.1. Kreisabbildungen

Lemma 1.1.11. Es sei e > 0. Fir fast alle w € [0, 1] existiert eine Konstante
K >0 mat

(1.1.3)

fiir alle p,q € N.

Beweis. s. ARNOL'D [3]

Die Konvergenten stellen besonders ,gute“ Approximationen fiir irrationale
Zahlen dar. Fiir eine Zahl w und ihre Konvergenten gilt, s. [43],

1 1 1

SR < —. 1.1.4
QH(QH+qn+1) ( )

S 2
qnqn+1 an

Betrachtet man Familien von Kreisabbildungen der Gestalt f,, = r,o f, wobei f
eine Kreisabbildung ist, so zeigt sich ein fiir die Rotationszahl typisches Verhal-
ten. Die Abbildung h(n) = p(f,) ist dann ndmlich typischerweise monoton und
fiir jeden Wert n, fiir den h(n) rational ist, lokal konstant. Dieses Phinomen
nennt man phase locking. Die Funktion h nennt man aufgrund ihrer Eigenschaf-
ten auch , Teufelstreppe®, s. DE MELO und VAN STRIEN [38]. Genauer gilt:

Satz 1.1.12. Es sei h(n) wie oben definiert. Dann ist die Funktion h stetig,
monoton wachsend und nimmt jeden irrationalen Wert genau einmal an. Gilt
dariber hinaus fir einen Lift F, von f,

Fl #id+p, Vn €0, 1), VEe Q/Z, (1.1.5)

dann ist hil(g) fiir jeden rationalen Wert L € Q/Z ein Intervall mit nichi-
leerem Inneren.

Beweis. s. HERMAN [22, Kap. I1]] O

Eine hinreichende Eigenschaft fiir die Existenz von phase-locking-Intervallen
liefert

Satz 1.1.13. Es sei f = id+¢ eine komplexifizierbare Kreisabbildung. Die
komplexe Fortsetzung von ¢ € C' sei eine ganze Funktion. Ist ¢ nicht konstant

und p(f) =p/q € Q/Z, dann ist f7 # id.
Beweis. s. HERMAN [22, Kap. III, Prop. 3.2] O

Erfiillt nun eine Kreisabbildung f die Bedingungen des Satzes 1.1.13, so gilt dies
auch fiir die Kreisabbildung f,, = r, o f. Somit ist fiir solche Kreisabbildungen
der Satz 1.1.12 anwendbar.
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1. Der Frobenius-Perron-Operator fiir Kreisabbildungen

Beispiel 1.1.14. Das Standardbeispiel fiir Familien von Kreisabbildungen des
Typs ry o f ist die sog. Arnol’d Familie

fen(x) =2 +n+esin(2rz) mod 1.
Mit den Bezeichnungen aus Satz 1.1.13 ist fiir diese Familie
de(x) = €esin(2mz),
und es gilt offenbar der Satz 1.1.12 fiir alle 0 < |¢| < 5.

Ein weiteres Beispiel liefert die Familie
fen(x) = &' —262° + €2 + x4+ mod 1 (1.1.6)

mit 0 < & < 3v/3. Man beachte, dass diese Kreisabbildungen im Gegensatz zu
denen der Arnol’d Familie nur zweimal stetig differenzierbar sind und iiberdies
lediglich C'*-Diffeomorphismen darstellen. Es ist aber die Bedingung des Satzes
1.1.6 erfiillt.

1.2. Ergodische Abbildungen und invariante Mafle

Um die Dynamik im gesamten Phasenraums zu untersuchen, ist es iiblich, ei-
ne stochastische Betrachtungsweise mit der Analyse dynamischer Systeme zu
verbinden. In diesem Abschnitt werden die grundlegenden Begriffe und Eigen-
schaften eines solchen Konzeptes zusammengetragen.

Im Folgenden sei X eine n-dimensionale C''-Mannigfaltigkeit versehen mit der
Borel-Algebra B und einem auf dieser o-Algebra definierten Wahrscheinlich-
keitsmaf} . Das Lebesgue-Mafl wird wie oben mit m bezeichnet. Die Sétze und
Definitionen folgen im wesentlichen HERMAN [22].

Definition 1.2.1. Eine messbare Abbildung f: X — X heifit maflerhaltend,
falls fiir alle messbaren Mengen A gilt u(A) = p(f~'(A)). Das MaB u heifit in
diesem Fall auch invariant bzgl. f.

Bemerkung 1.2.2. Man kann zeigen, dass jeder Homéomorphismus eines kom-
pakten, metrischen Raumes ein invariantes Maf} besitzt, s. WALTERS [49, Thm.
5.14].

Definition 1.2.3. Eine messbare Abbildung f: X — X heifit ergodisch, falls
alle unter f invarianten, messbaren Mengen A trivial sind, d.h. fiir alle A € B
mit f~'(A) = A gilt m(A) € {0, 1}.
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1.2.  Ergodische Abbildungen und invariante Mafle

Bemerkung 1.2.4. Man kann Ergodizitit auch allgemeiner bzgl. eines beliebigen
Mafles p definieren, s. [33]. Da im Folgenden aber grundsétzlich das Lebesgue-
Mafl zugrunde gelegt wird, werden wir Ergodizitit stets bzgl. dieses Mafles
messen.

Die Dynamik ergodischer Abbildungen muss auf dem gesamten Phasenraum be-
trachtet werden. Bei nicht ergodischen Abbildungen hingegen kann die Dynamik
auf den invarianten Unterrdumen unabhéngig voneinander studiert werden.

Definition 1.2.5. Ein Punkt z € X heifit wandernd, falls es eine Umgebung U
von x gibt mit U N f"(U) =  fiir alle n € N. Die Menge aller nicht wandernden
Punkte wird definiert durch

Q(f) := {z € X: z ist nicht wandernd unter f}.

Bemerkung 1.2.6. Die Menge €Q(f) ist abgeschlossen, nicht-leer und invariant
unter f. Auflerdem sind die w- und a-Limesmengen von f in Q(f) enthalten.

Der Tréger eines Mafles ist definiert durch
supp(u) == {x € X: pu(Uc(x)) > 0 fiir alle € > 0},

wobei U, eine e-Kugel um z bezeichnet. Die Menge supp(u) ist abgeschlossen.

Lemma 1.2.7. Fiir jedes invariante Maf u gilt supp(u) C Q(f).

Beweis. Angenommen x € supp(u) ist ein wandernder Punkt, dann gibt es eine
Umgebung U von z mit f*(U) NU = 0 fiir alle n € Z\{0}. Daraus folgt, dass
alle Umgebungen f"(U) paarweise disjunkt sind. Es ist M := ], ., f"(U) C X
und somit p(M) < 1. Dies steht aber im Widerspruch zu

p(M) = 37 (1)) = oe.

neZ

O

Bemerkung 1.2.8. Besitzt der Trager des invarianten Mafles einen isolierten
Punkt, so ist dieser ein periodischer Punkt von f. Ist ndmlich x € supp(pu)
isoliert, so gibt es ein € > 0, so dass das Maf} der punktierten Umgebung U, (z)\z
Null ist. Da s ein invariantes Maf ist, folgt aus u(x) > 0, dass auch pu(f*(z)) > 0
fiir alle k € 7. Wiire z kein periodischer Punkt, so folgte damit f*(z) ¢ U (x) fiir
alle k € Z, k # 0. Das bedeutet aber, dass x wandernd ist, was im Widerspruch
zu x € Q(f) steht.
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1. Der Frobenius-Perron-Operator fiir Kreisabbildungen

Beispiel 1.2.9. a) Es sei f eine Kreisabbildung mit irrationaler Rotationszahl
w. Dann ist fiir jedes invariante Mafl supp(u) = Q(f). Fiir supp(p) = S' ist
die Aussage trivial. Ist hingegen supp(u) # S', so sei I eine Zusammenhangs-
komponente von T = S\ supp(u) # 0. Dann sind f™(I) fiir alle n € Z wieder
Zusammenhangskomponenten von 7. Die Intervalle f™(I) sind paarweise dis-
junkt, da f keine periodischen Punkte besitzt. Somit ist jeder Punkt z € T
wandernd, s. a. HERMAN [22, Kap. II].

Man kann zusétzlich zeigen, dass das invariante Mafl p eindeutig ist, s. HERMAN
[22, Kap. II, 8.5]. Die stetige monoton steigende Funktion g(x) = u([0, z]) erfiillt
go f =r,o0g. Die Abbildung ¢ ist genau dann ein Homdomorphismus, wenn
supp(u) = S* gilt. Dann ist die Kreisabbildung f konjugiert zu der Drehung r,,
und somit ergodisch. Jeder Orbit von f liegt dicht in S!.

b) Die Kreisabbildung f habe eine rationale Rotationszahl und besitze genau
einen (notwendigerweise nicht-hyperbolischen) Orbit zo, 1 = f(zo), ..., Tg-1 =
f9 Y (zo). Dann ist Q(f) = {z;| i =0,...,¢—1}, und das einzige invariante Maf}
von fist p=1/q);, 0z, wobei 6, das Dirac-Maf bezeichne, s. [22]. Man kann
leicht sehen, dass f ergodisch ist. Die einzigen invarianten Mengen sind namlich
U2, (i1, ;) und Q(f). Diese haben aber das Lebesgue-Ma$§ 1 bzw. 0.

c¢) Besitzt die Kreisabbildung f mehr als einen periodischen Orbit, so ist f
nicht ergodisch. Es seien ndmlich z; und y;, t =0,...,¢—1 mit 2y < yp < 1 <
y1 < ... < x4-1 < yg—1 die zyklisch angeordneten Punkte zweier periodischer
Orbits von f. Dann ist I = ;.’;01 [z;,y;] eine unter f invariante Menge mit
0 < m(I) < 1. Es gibt kein eindeutiges invariantes Maf}, denn wie unter b)
kann zu jedem periodischen Orbit ein invariantes Mafl konstruiert werden.

1.3. Der Frobenius-Perron-Operator

Im vorhergehenden Abschnitt wurde ein Zusammenhang zwischen der Exis-
tenz eines invarianten Mafles und der Dynamik von Kreisabbildungen herge-
stellt. Dieser Zusammenhang wird mittels der Einfiihrung des Frobenius-Perron-
Operators noch deutlicher. Die Definitionen und Sétze dieses Abschnittes folgen
LAsOTA und MACKEY [33]. Die Menge der endlichen Mafe beziiglich B werde
mit M bezeichnet. Fiir jedes 1 € M ist auch v(A) = u(f~'(A)) ein endliches
MaS.

Definition 1.3.1. Es sei f: X — X eine Borel-messbare Transformation. Der
durch
Pru(A) = p(f~'(A)) fiir alle A € B
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1.3.  Der Frobenius-Perron-Operator

definierte Operator Py: M — M heifit Frobenius-Perron-Operator von f auf
dem Raum der endlichen Mafe.

Der Frobenius-Perron-Operator ist ein Markov-Operator, das heifit, er ist linear!
und es gilt Pru(X) = p(X). Die letzte Bedingung 148t sich auch schreiben als
|Prull = ||pl], wobei [|u]| := p(X). Der Frobenius-Perron-Operator bildet also
Wahrscheinlichkeitsmafle auf Wahrscheinlichkeitsmafle ab. Es ist klar, dass ein
Mafl genau dann unter f invariant ist, wenn es ein Fixpunkt des Frobenius-
Perron-Operators ist. Wendet man den Frobenius-Perron-Operator mehrfach
auf ein Dirac-Maf} ¢, an, so erhélt man

Pior = Opn(a)-
Es kann also mittels P; auch ein Orbit von f erzeugt werden.

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird vor allem die Existenz absolut stetiger,
invarianter Mafle von Interesse sein. Hierbei handelt es sich um Mafle p € M,
fiir die ein h € L' existiert, so dass (A) = [, h(z)dz. Ein solches MaB i ist
genau dann ein Wahrscheinlichkeitsmaf}, wenn h € D mit

D:={heL':h>0und ||h]| =1}.
Die Elemente aus D heiflen Dichten. Um den Frobenius-Perron-Operator auf
L' definieren zu kénnen, muss die Transformation f nicht-singulér sein.

Definition 1.3.2. Eine messbare Transformation f: X — X heif3t nicht-
singular bzgl. n € M, falls die Urbilder von Nullmengen wieder Nullmengen
sind, falls also stets gilt

p(A) =0 = p(f'(A) =0.

Aus der Definition folgt unmittelbar, dass jede mafierhaltende Abbildung nicht-
singular ist.

Es sei nun p ein absolut stetiges Mafl mit Dichte h und f eine nicht-singulére
Transformation (bzgl. des Lebesgue-Mafles). Dann ist mit dem Satz von Radon-
Nikodym

Py = s Ay = [ h) e

! Die skalare Multiplikation ist nur fiir nicht-negative Skalare erkliirt.
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1. Der Frobenius-Perron-Operator fiir Kreisabbildungen

wieder ein absolut stetiges Mafl mit der Dichte g =: Prh. Wir konnen also
schreiben

Pru(A) = /A Pyh(z) da

und haben damit einen Operator Py: L' — L' definiert, der Dichten auf Dichten
abbildet.

Definition 1.3.3. Der durch

/APfh(x) dr = / h(z)dx YA € B

f=1A)

implizit definierte Operator P;: L' — L' heit Frobenius-Perron-Operator von

7.

Der Zusammenhang mit invarianten, absolut stetigen Maflen kann nun auch
von dieser Seite betrachtet werden. Ein absolut stetiges Maf3 1 mit Dichte h ist
genau dann invariant, wenn A invariant unter Py ist, wenn also Prh = h gilt.
Fiir ergodische Abbildungen gilt iiberdies

Satz 1.3.4. Ist f ergodisch, so besitzt der Frobenius-Perron-Operator Py héchs-
tens eine invariante Dichte. Besitzt umgekehrt Py genau eine invariante Dichte
hy mit h, > 0 f.i., so ist f ergodisch.

Der Frobenius-Perron-Operator besitzt folgende Eigenschaften:

1.) Der Frobenius-Perron-Operator ist ein linearer Operator.

2.) Psh > 0Yh > 0.

4

)

)

3.) |Psh|l = [[p]] VA = 0.
) 1Pl = 1.

)

5.) Fiir zwei Kreisabbildungen f und g ist Pfo P, = Py,,. Daraus folgt, dass

Py der Frobenius-Perron-Operator zu f" ist.

In dem speziellen Fall, wo f eine Kreisabbildung ist, 148t sich der Frobenius-
Perron-Operator explizit schreiben. Es ist ndmlich

/ Prh(s)ds = / h(s) ds,
[a,z] f=(la.z])
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1.4. Spektrum des Frobenius-Perron-Operators

und mit Differentiation der Gleichung folgt

= i S S 7']6
Prhiw) = dx /fl([a,m]) h(s)d |f1(f )]

Aus der expliziten Darstellung folgt unmittelbar, dass |Prh(z)| = Py |h(z)]|.
Es gilt also im Falle von Kreisabbildungen als Erweiterung der Eigenschaft 3.)
|Psh|| = ||h]| fiir alle h € L'. Dieses ld8it sich sogar allgemein fiir Diffeomor-
phismen zeigen, s. [24].

1.4. Spektrum des Frobenius-Perron-Operators

Es soll nun das Spektrum des Frobenius-Perron-Operator betrachtet werden. Im
Verlaufe der Arbeit wird untersucht werden, ob und in wiefern das Spektrum
der Diskretisierung des Frobenius-Perron-Operators gegen das Spektrum des
kontinuierlichen Operators konvergiert. Die Ergebnisse dieses Abschnitts finden
sich zum Teil in HOTZEL, LEEHMKUHL und WERNER [24].

Im Folgenden bezeichne o(P) das Spektrum eines Operators P und Cf := {\ €
C: |\ =1} die multiplikative Gruppe der komplexen Zahlen vom Betrage 1.

Wir betrachten zunéchst ganz allgemein Diffeomorphismen auf n-dimensionalen
C'-Mannigfaltigkeiten. In Abschnitt 1.3 wurde gezeigt, dass fiir den Frobenius-
Perron-Operator eines Diffeomorphismus || Prh|| = ||h]| gilt. Daraus folgt sofort,
dass der Spektralradius r(Py) = 1 ist. Dariiber hinaus gilt:

Lemma 1.4.1. Fiir den Frobenius-Perron-Operator eines Diffeomorphismus ist
O'(Pf) C (DT
Beweis. Wihle [ = |1 — |A|| > 0, dann ist
LRl = (18]l = [ATIRI| < [1Psh — ARl
und fiir |A| # 1 besitzt Py — AI stets eine stetige Inverse. O

Gibt es fiir einen Diffeomorphismus einen wandernden Punkt, so kann fiir das
Spektrum von P; gezeigt werden:

Satz 1.4.2. Es sei f: X — X ein Diffeomorphismus. Ist Q(f) # X, so gilt
U(Pf) == (D’{

21



1. Der Frobenius-Perron-Operator fiir Kreisabbildungen

Beweis. Da das Spektrum kompakt ist, geniigt es zu zeigen, dass jedes A mit
A" = 1 fiir ein n € N im Spektrum liegt. Es muss also ein w € L' gefunden
werden, so dass es kein h € L! gibt, das die Gleichung

Pih— Ah = w (1.4.1)

16st. Da Q(f) # X ist, existiert eine Menge I mit positivem Lebesgue-Maf,
so dass I N f*(I) = 0 fiir alle k& € Z\{0}. Es wird sich zeigen, dass fiir die
charakteristische Funktion w(z) = 1;(x) von I die Gleichung (1.4.1) tatséchlich
nicht 1osbar ist.

Angenommen es gebe ein h € L', das die Gleichung (1.4.1) mit w = 17 16st,
dann ist fiir jede messbare Menge .J aufgrund der Definition des Frobenius-
Perron-Operators

/Pfh(x) iz = / h(x) dz = )\/ h(x) dz +m(I 1 J). (1.4.2)
7 ) ;
Setzt man J = f¥(I), so ergibt sich fiir alle k € Z\{0}

/ h(z)dx = )\/ h(z) dx.
fE=H(D) fEID)

Mittels Induktion kann nun gefolgert werden, dass

/ h(z) dx = )\‘k/ h(z) da.
f7HD) f=OHD()

Fiir alle K = mn mit m € N gilt \¥ = A% = 1. Wir setzen
By = J f™()und B_= [ f"(I).

meN meN

Integration iiber B, liefert

/B+ h(z) du = mf:l /mn(,) h(z) do = ni/lh(x) iz,

woraus [, h(z)dz = 0 folgt. Integriert man nun iiber B_, so fiihrt die gleiche
Uberlegung zu ff*l([) h(xz)dx = 0. Diese Ergebnisse, mit J = I in Gleichung
(1.4.2) eingesetzt, widersprechen der Voraussetzung, dass m([) # 0. O

Das folgende Korollar gibt eine hinreichende Bedingung fiir Q(f) # X an.
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1.4. Spektrum des Frobenius-Perron-Operators

Lemma 1.4.3. Besitzt ein Diffeomorphismus [ einen asymptotisch stabilen,
hyperbolischen q-periodischen Orbit, dann ist Q(f) # X.

Beweis. Es geniigt eine offene Menge I zu finden, fiir die f*(I) N1 = () fiir alle
ganzzahligen k£ > 1. Es sei zy, ..., 2,1 der periodische Orbit von f. Aufgrund
der Stabilitit des Orbits konnen paarweise disjunkte Umgebungen U; von z;,
i=0,...,q— 1, gefunden werden, so dass f(U;) C U;y und f(Uy—1) C Up gilt.
Fiir I C Uy geniigt es deshalb zu zeigen, dass f*(I) NI = () fiir alle k¥ > 1 gilt.
Es wird eine Karte von X gewihlt, so dass Uy C R"™ und f? eine C''-Abbildung
von Uy nach Uy ist. Da der periodische Orbit attraktiv und hyperbolisch ist,
gibt es eine Umgebung U C U, von 2z und eine Norm, so dass

1/4(x) = f1 W)l < Lfle =yl fiir alle z,y € U

mit L < 1 ist. Es sei zy ein Element aus U mit z¢ # zo. Dann gibt es ein § > 0
mit
| /¥ (o) — o > 26 fiir alle k > 1.
Wir setzten I := {x: ||z — || < §}. Dann gilt fiir alle £ € I und alle k¥ > 1
26 < || f¥(wo) — wol| < [|f*(z0) — FHUE + || F¥(€) — o]
< LR+ [ £4(€) — mo| -

Daraus ergibt sich aber, dass

kaq(g) - 'TOH > 57
womit fF(I)N 1 =0 fiir alle k£ > 1 folgt. O

1.4.1. Rotationen

Es wird zunéchst ein einfaches Beispiel untersucht. Es sei r,, die Rotation um
den Winkel w,

ro(z) =+ w.
Der Frobenius-Perron-Operator zu ry, lautet P, h(x) = h(z —w). Durch Einset-

zen in die Eigenwertgleichung P, h = Ah zeigt man leicht, dass fiir alle k € Z
die Werte

)\k — 627rikw

Eigenwerte des Frobenius-Perron-Operators mit zugehorigen Eigenfunktionen

hk (l‘) — 6—27rz'kx
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1. Der Frobenius-Perron-Operator fiir Kreisabbildungen

sind. Weitere Eigenwerte gibt es nicht. Fiir einen Eigenwert A = e>™¢ gilt
ndmlich

arg(h(z — w)) = arg(h(z)) + ¢.

Die Funktion g € L'(S') sei durch g := arg(h) definiert. Zu dieser Abbildung
kann ein Lift G € L'(RR) mittels g o m = 7 o G definiert werden. Allerdings gilt
nun, da g € L', dass G(1 + z) = k + G(x) mit einem k € Z. Integriert man die
obige Gleichung iiber S!, so erhalten wir

1 1 1
/ G(x—w)dx:/ G(x)dx—l—kw:/ G(x)de + ¢, keZ.
0 0 0

Also ist ¢ € wZ, s. PETERSEN [44].

Ist w irrational, liegen die Eigenwerte dicht auf C7. Da das Spektrum kompakt
ist, muss es in diesem Falle mit C7 identisch sein.

Ist w = p/q hingegen rational, so gibt es nur ¢ verschiedene Eigenwerte, ndmlich
gerade die g-ten Einheitswurzeln. Da aber P}I = Pj, und 7§ = id, folgt aus

o(Pf) C (O’(P}I))l/q, dass diese Eigenwerte schon das gesamte Spektrum von
P,., bilden.

1.4.2. Kreisabbildungen mit irrationaler Rotationszahl

Ist eine Kreisabbildung C'-konjugiert zu einer Drehung, so lassen sich die Er-
gebnisse des vorhergehenden Abschnittes iibertragen. Aufgrund der Bemerkung
1.1.8 ist dieser Fall bei rationalen Rotationszahlen weniger interessant, da dann
f? =1id gilt. Im Fall irrationaler Rotationszahlen aber, wo der Satz von Denjoy
die Existenz einer Konjugation garantiert, &hnelt das Spektrum des Frobenius-
Perron-Operators der Kreisabbildung dem des Frobenius-Perron-Operators ei-
ner Drehung sogar dann, wenn die Konjugation nicht stetig differenzierbar ist.
Der erste Teil des folgenden Satzes geht zuriick auf CHENCINER und I00ss [8],
der Beweis folgt NICOLAISEN [41].

Satz 1.4.4. Ist die Rotationszahl w der Kreisabbildung f irrational und gendgt
f den Voraussetzungen des Satzes von Denjoy, so besteht das Spektrum des Fro-
benius- Perron-Operators aus dem ganzen Rand des Einheitskreises, es ist also
o(Pr) = C7. Ist die Konjugation g dariber hinaus stetig differenzierbar, so sind
die Eigenwerte von Py gegeben durch A\ = e? ™k mit k € 7. Die zugehirigen
Bigenfunktionen lauten hy(z) = e=27*9@) g/ (z).
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1.4. Spektrum des Frobenius-Perron-Operators

Beweis. Der Satz von Denjoy garantiert, dass f konjugiert zu einer Rotation
um den Winkel w ist, also

f=gtor,og.
Ist A ein Spektralwert, so besitzt Py — AI keine stetige Inverse. Dies gilt immer
noch, wenn Py — AT mit €27#9(%) multipliziert wird. Beachtet man, dass

e27rik:g(f(x)) — e27rik:rw(g(x)) — e27rik:we27rik:g(x)

Y

So ist
627rik:g(x)(Pfh(l.) — M\h(z)) = m o2mikg(w) h(f—l(x))
B e—27rikw A e27rik:g(f(x)) h(IL’)
1 _ ) -
-t -1 - —27rzkw)\h
7y ) e “

= Prh(z) — e 2\ (x)
mit  h(z) = >RV @p ().

Mit ) ist also stets auch e 2%\ k € 7Z, ein Spektralwert. Nach Lemma 1.4.1 ist
o(Pr) C C;. Da das Spektrum nicht leer und w irrational ist, liegt das Spektrum
dicht auf C}. Auflerdem ist das Spektrum kompakt, woraus o(Py) = Cj folgt.

Aus der stetigen Differenzierbarkeit von ¢ ergibt sich mit ¢’ > 0 sofort, dass
g ein Diffeomorphismus sein muss. Es gilt Py = Pg*1 o P, o P,. Somit ist das
Spektrum von Py mit dem von P, identisch. Die Eigenwerte lauten A, = e*™

mit k£ € 7. Die zugehérigen Eigenfunktionen sind P hi, wobei hy(z) = e~2mike
die Eigenfunktionen zum Eigenwert A\, von P, sind. Folglich ist
hi(z) = Pg—lilk(x) = hi(g(2))g'(x) = e 27Dy (),

0

1.4.3. Kreisabbildungen mit rationaler Rotationszahl

Es wird zunéchst der einfache Fall betrachtet, dass die Kreisabbildung kon-
jugiert zu einer Drehung um einen rationalen Winkel ist. Sie ldsst sich dann
darstellen als f = g ' o7, 0 ¢ mit w = p/q, und es ist f? = id. Setzt man

g = % ;.’;Ol(fi - i%’), dann ist die Konjugation ¢ ein Diffeomorphismus, s.
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HERMAN [22, Kap. II]. Es folgt aus Py = Pj-10 P, o P, dass — wie bei

. . . 2mik R .
einer Rotation — das Spektrum nur aus den Eigenwerten )\, = e”™"¢ mi

k=0,...,q— 1 besteht. Die zugehorigen Eigenfunktionen lauten entsprechend
hy, = e~2"*9(2) ¢/ (). Da alle Orbits g-periodisch sind, ist Q(f) = S*.

Ist f nicht konjugiert zu einer Drehung, so gilt Q(f) # S und Satz 1.4.2 liefert
o(Py) = Cj. Fiir den Fall, dass Q(f) nur isolierte Punkte enthélt, kann dieses
Ergebnis prazisiert werden.

Korollar 1.4.5. Es sei f eine Kreisabbildung mit rationaler Rotationszahl und
Q(f) bestehe nur aus isolierten Punkten. Dann ist o(Py) = C} und Py besitzt
keine Figenwerte.

Beweis. Angenommen es gebe einen Eigenwert A von P;. Dann ist auch 1 ein
Eigenwert, das heiflt es existiert eine invariante Dichte h und damit auch ein
absolut stetiges invariantes Maf3 p. Dies steht im Widerspruch zu supp(u) C

Q(f). O
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2. Diskretisierung des
Frobenius-Perron-Operators

2.1. Ulams Methode

Zur numerischen Berechnung der invarianten Dichte ist es notwendig, die Glei-
chung Prhy = hg in L'(S') zu diskretisieren. Die folgende Methode geht auf
UrAMm [48] zuriick und gehort heute zu den Standardmethoden. Ein erster Be-
weis fiir die von ihm vermutete Konvergenz der approximierten Dichten gegen
die invariante Dichte des Systems gelang L1 [35] 1994 fiir stiickweise mono-
tone, expandierende Funktionen. Fiir Kreisabbildungen steht der Beweis bis
heute aus. In diesem Abschnitt wird Ulams Methode zur Diskretisierung des
Frobenius-Perron-Operators vorgestellt.

Der Phasenraum S’ sei in N Intervalle Iy, I1,..., Iy mit I; = [¢i, ©ii1),
N = o unterteilt. Die Intervallenden ¢y < ¢; < --- < py_1 seien auf dem
Kreis zyklisch angeordnet. Beziiglich dieser Partition kann ein N-dimensiona-
ler Unterraum Ay von L' definiert werden, der durch die Treppenfunktionen
davon ausgehen, dass mit wachsendem N die Partitionen feiner werden. Das
bedeutet, dass fiir Partitionen Zy := {py < @1 < --- < @n_1} die Lénge
In = max;—o,. n—1{|];|} des groBiten Intervalls kleiner wird, also aus N; < N,
folgt In, < In,. Fiir N — oo gelte [y — 0. Der folgende Operator Q) n liefert
eine Projektion von L' auf Ay.

Definition 2.1.1. Fiir h € L' und N € N definieren wir Qn : L' — Ay durch

N-1

1
Qnh = cili,wobeici:—/hs ds.
" ; ! m(l;) Jy, (=)

Wendet man den Projektor @) 5 auf den Frobenius-Perron-Operator an, so ergibt
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2. Diskretisierung des Frobenius-Perron-Operators

sich fiir ein Basiselement b/

N-1 N-1

, 1 . 1 ;
Q]V_be‘7 = Z m([l) \/I be](S) dS]‘Ii = Z@/f_l(l)bj(S) dS]‘Ii

1=0 1=0

Den diskretisierten Frobenius-Perron-Operator Psy: Ay — Ay erhilt man
als Hintereinanderausfiihrung von @5 und Py. Die Eintrége der darstellenden
Matrix Py bzgl. der oben angegebenen Basis lauten dann

(1) 0 )

P, =
! m(I;)

(2.1.1)

Damit 148t sich Py auch schreiben als

N—-1
Pij = Z .szbl

1=0

Bemerkung 2.1.2. Gleichung (2.1.1) kann auch unabhéngig von der Herleitung
iiber den Frobenius-Perron-Operator als Ubergangswahrscheinlichkeit des In-
tervalls I; in das Intervall I; unter der Abbildung f aufgefasst werden, s. a.
KREUZER [32]. Dieser Zusammenhang wird in Abschnitt 2.3 n&her erldutert
werden.

L1 [35] hat gezeigt, dass der diskretisierte Operator Py zumindest punktweise
gegen den Frobenius-Perron-Operator Py konvergiert.

Lemma 2.1.3. Flir alle h € L' gilt PyQnxh — Ph fiir N — oo.

Beweis. Da C(S"') dicht in L'(S") liegt, finden wir zu jedem h € L' und zu
jedem € > 0 eine stetige Funktion g, so dass ||g — h|| < €¢/3. Die Funktion g ist
auf S' sogar gleichméiBig stetig. Deshalb gibt es ein Ny € N, so dass fiir alle
N > Ny

lg(z1) — g(z2)| < €/3 fiir alle 1,290 € I;, i =0,...,N — 1.
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2.1. Ulams Methode

Hieraus folgt

| 1@ —g<>|ds—/\—[/ Y d' — gfs)
[// s)| ds' ds

< m(I;)

ds

Colm

Somit ist
N—-1 c
1Qng —gll = Z/ Qug(s) = g(s)| ds < 3.
i=0 Y Ti

Fir h > 0 gilt

/01 Qnh(s)ds = ]:2:_0:1 m(llz) /I, /01 17,(s") ds'h(s) ds = /01 h(s) ds,

woraus ||Qn|| = 1 folgt. Es ist also

1@nh = Al < |Qxh = Qngll +[|@vg — gl +llg — Al <e.

Damit haben wir gezeigt, dass Qnh — h fiir N — oo. Mit PyQnh = QnPrQnh
folgt wegen

1PnQnh = Prh|| < [| Pyl |@nh = Il + |Qn Prh — Prhll

und ||Py|| = 1 die Behauptung. O

Um das invariante Mafl numerisch zu approximieren, wird fiir eine hinreichend
feine Partition ein Eigenvektor von Py zum Eigenwert 1 bestimmt!. Bisher
gibt es keinen allgemeinen Beweis, der die Konvergenz einer Folge von solchen
Eigenvektoren gegen das invariante Mafl von Py zeigt. DELLNITZ und JUNGE
[12] gelang es, Konvergenz fiir Axiom-A-Systeme zu zeigen. Leider sind die
notwendigen Voraussetzungen fiir Kreisabbildungen verletzt, so dass die Frage
nach der Konvergenz fiir diese Abbildungen noch unbeantwortet ist. Fiir sehr
spezielle Partitionen werden wir jedoch in Kapitel 4 eine schwache Form der
Konvergenz zeigen kénnen.

! BEs werden hierfiir Wahrscheinlichkeitsvektoren gew#hlt. In Abschnitt 2.3 wird gezeigt,
unter welchen Bedingungen ein solcher Eigenvektor eindeutig ist.
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2. Diskretisierung des Frobenius-Perron-Operators
2.2. Theorie nicht-negativer Matrizen

Im vorhergehenden Abschnitt wurde erldutert, dass der diskretisierte Frobe-
nius-Perron-Operator als Matrix mit nicht-negativen Eintrigen aufgefasst wer-
den kann. Dieser Abschnitt ist deshalb der Theorie nicht-negativer Matrizen
gewidmet, die bei der Untersuchung des Spektrums und der invarianten Dichte
des diskretisierten Frobenius-Perron-Operator hilfreich sein wird. Die Darstel-
lung folgt dem Standardwerk von BERMAN und PLEMMONS [4, Kap. 2]. Dort
finden sich auch die Beweise der in diesem Abschnitt vorgestellten Sitze. Im
Folgenden wird stets von quadratischen Matrizen ausgegangen. Mit ag-n) wird
das (ij)-te Element der m-ten Potenz A™ einer Matrix A bezeichnet.

Satz 2.2.1. Der Spektralradius r(A) einer nicht-negativen Matriz A ist ein
FEigenwert von A. Es gibt einen zugehorigen Figenvektor, der nicht-negativ ist.
Entsprechendes gilt fiir A”.

Die Unterscheidung nicht-negativer Matrizen in reduzible und irreduzible Ma-
trizen wird entscheidend fiir die weiteren Betrachtungen sein.

Definition 2.2.2. Eine n x n-Matrix A heif}t reduzibel, falls es eine Permuta-
tionsmatrix P gibt, so dass

PAPT = {B C]

0 D

wobei B und D quadratisch sind, bzw. im Falle n = 1, falls A = 0. Eine nicht
reduzible Matrix heif3t irreduzibel.

Satz 2.2.3. Fine nicht-negative Matriz A ist genau dann irreduzibel, wenn eine
der folgenden Bedingungen erfillt ist:

a) Jeder nicht-negative Eigenvektor ist positiv in jeder Komponente.

b) A hat genau einen (bis auf skalare Multiplikation) nicht-negativen Eigen-
vektor und dieser ist in jeder Komponente positiv.

c¢) AT ist irreduzibel.

d) Fir alle (i,7) existiert eine natirliche Zahl ¢ > 0, so dass al(?j) > 0.
Der folgende grundlegende Satz stammt von Perron (1907) und Frobenius (1912).
Perron bewies den Satz zunéchst fiir positive Matrizen. 1912 erweiterte Frobe-

nius ihn fiir nicht-negative Matrizen.
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2.2.  'Theorie nicht-negativer Matrizen

Satz 2.2.4 (Perron-Frobenius). Fs sei A eine nicht-negative irreduzible Ma-
trizx.

a) Dann ist der Spektralradius r = r(A) ein algebraisch einfacher Eigenwert.
Jeder Figenwert vom Betrag r(A) ist ebenfalls einfach.

b) Es seien

01 1041
3. )

Ao = e, N\ = ré S Agm1 =Te€

0=0,<0, <...<0,1 <2m,

die Eigenwerte von A vom Betrag r. Dann sind diese FEigenwerte die q-ten
Wurzeln der Gleichung A7 — r? = 0. Dartiber hinaus ist das gesamte Spektrum
rotationssymmetrisch bzgl. des Winkels 27".

In diesem Fall gibt es eine Permutationsmatriz P, so dass

[0 0 - 0 Ay
Ay 0 - 0 0
PAPT = | 0 As . : (N (2.2.1)
: I . 0 I
L0 0 o Ay O

wobei die Nullblocke auf der Diagonalen quadratisch sind.

Definition 2.2.5. Eine Matrix A, die dem Satz von Perron-Frobenius mit ¢ > 1
geniigt, heiflt q-zyklisch oder einfach zyklisch. Eine irreduzible Matrix, die nicht
zyklisch ist, heif}t primitiv.

Primitive Matrizen sind durch folgende Eigenschaften gekennzeichnet.

Satz 2.2.6. Fir eine nicht-negative Matriz A sind folgende Aussagen dquiva-
lent:

a) A ist primitiv.

b) A ist irreduzibel und der Spektralradius r(A) ist der einzige betragsmdifig
grofite Eigenwert.

c¢) Es existiert ein m € N, so dass A™ positiv ist.

Die Struktur nicht-negativer Matrizen lédsst sich mit Hilfe graphentheoretischer
Begriffe sehr anschaulich darstellen.
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2. Diskretisierung des Frobenius-Perron-Operators

Definition 2.2.7. Der einer nicht-negativen (n x n)-Matrix A zugeordnete
gerichtete Graph G(A) besteht aus n Knoten K, ..., K,. Genau dann fiihrt
eine Kante von K; nach K, wenn a;; > 0. Ein gerichteter Graph heifit stark
zusammenhdngend, wenn zu jedem geordneten Knotenpaar (K;, K;) eine Fol-
ge von Kanten existiert, die von K; nach Kj fiihrt. Die Folge von Kanten
W ={K, K;,,K; K,,,...,K,; K} heiit Pfad. Die Anzahl [ der Kanten ist die

Léinge des Pfades. Der Pfad heifit einfacher Pfad, wenn die Knoten K; , ..., K;,
paarweise verschieden sind, und Zyklus, wenn K;, = K,.

Irreduzibilitit 1dsst sich damit auch graphentheoretisch beschreiben.

Satz 2.2.8. Genau dann ist die Matriz A irreduzibel, wenn G(A) stark zusam-
menhdngend ist.

Auch fiir Zyklizitdt und Primitivitit einer Matrix gibt es eine graphentheoreti-
sche Interpretation.

Satz 2.2.9. Es sei A eine nicht-negative, irreduzible (n x n)-Matriz und S; die
Menge der Lingen Iy, aller Zyklen von G(A), die durch K; fihren. Mit ¢; wird der
grofite gemeinsame Teiler von S; bezeichnet. Dann ist ¢ = ¢ = --- = ¢, = q.
Ist ¢ =1, so ist A primitiv. Andernfalls ist die Matriz q-zyklisch.

Bemerkenswert und fiir die folgenden Untersuchungen hilfreich ist, dass bei
einer graphentheoretischen Betrachtung die Gréfle der Eintrige einer Matrix
ohne Bedeutung ist. Irreduzibilitdt, Zyklizitdt, Primitivitdt und Reduzibilitit
héngen allein von der Struktur ab, die sich aus dem Ort der positiven Eintrége
ergibt, nicht aber von deren Gréfe.

2.3. Ubergangsmatrizen homogener Markov-Ketten

Neben der graphentheoretischen Betrachtung nicht-negativer Matrizen kann die
Matrix Py auch, wie in Abschnitt 2.1 erwithnt, als Ubergangsmatrix einer ho-
mogenen Markov-Kette gesehen werden. Die folgenden Konzepte aus der Theo-
rie homogener Markov-Ketten haben fiir die spédteren Untersuchungen zentrale
Bedeutung.

Fiir die darstellende Matrix Py des diskretisierten Frobenius-Perron-Operators
Py n aus Abschnitt 2.1 gilt
N-1 N-1

m( ﬂ[) _q

=0 =0
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2.3. Ubergangsmatrizen homogener Markov-Ketten

Nicht-negative Matrizen mit dieser Eigenschaft heiflen spaltenstochastisch. Sie
koénnen als sogenannte Ubergangsmatrizen einer homogenen (endlichen) Mar-
kov-Kette aufgefasst werden, die im Folgenden einfach Markov-Kette genannt
wird. Ein Eintrag P;; der Matrix Py gibt die Wahrscheinlichkeit an, mit der f
einen zuféllig gewdhlten Punkt aus dem Intervall I; in das Intervall I; abbil-
det. Die Begriffe aus der Theorie der homogenen Markov-Ketten sind hilfreich,
um die Struktur der Matrix Py zu beschreiben. Die Darstellung folgt wieder
BERMAN und PLEMMONS [4, Kap. §].

Zerlegt man den Zustandsraum S' wie in Kapitel 2.1 in N Teilintervalle I;,
i =0,...,N — 1, so befindet sich ein zufillig gewihlter Punkt z aus S' ge-
nau in einem der N Teilintervalle. Man sagt, der Punkt z hat den Zustand
i, wenn = € I,. Die Ubergangswahrscheinlichkeit eines Punktes mit Zustand
J unter Anwendung von f in den Zustand ¢ zu gelangen, ist somit F;;. Ein
nicht-negativer Vektor v € R heiit Wahrscheinlichkeitsvektor, kurz W-Vektor,
wenn gilt vaz 61 v; = 1. Es ist klar, dass Ubergangsmatrizen W-Vektoren durch
Rechtsmultiplikation auf W-Vektoren abbilden. Werden durch einen W-Vektor
v® die Aufenthalstwahrscheinlichkeiten in den Zustéinden als Startwert vorge-
geben, so sind die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten nach n-facher Anwendung
von f gegeben durch den W-Vektor v™ = P, Fiir einen stochastischen Ei-
genvektor v* zum Eigenwert 1 gilt dann P"v* = v*. Er wird deshalb auch ein
stationdrer W-Vektor der Markov-Kette genannt.

Definition 2.3.1. Ein Zustand ¢ fiihrt zu einem Zustand j, wenn es ein m > 0
gibt, so dass pg-n) > 0. In diesem Fall schreibt man 7 — j. Gilt 7+ — j und 7 — 4,
so sagt man ¢ und j kommunizieren. Man schreibt dafiir i <» j. Ein Zustand
heifit rekurrent, wenn er mit jedem Zustand, zu dem er fiihrt, kommuniziert,
andernfalls heif3t er transient. Ein transienter Zustand, der nur mit sich selbst
kommuniziert, heiflt singuldr.

Der Zusammenhang mit den oben ausgefiihrten graphentheoretischen Begriffen
liegt auf der Hand. Der Zustand i fiihrt genau dann zu j, wenn es einen Pfad
in G(A) gibt, der von K; nach K fiihrt. Pfade der Lange 0 sind dabei zugelas-
sen. Kommunizierende Zustinde fallen mit stark zusammenh#ngenden Knoten
zusammen.

Die Relation i <+ j ist eine Aquivalenzrelation. Sie teilt die Menge der Zusténde
(und damit auch die Menge der Knoten von G(A)) in Klassen. Die Eigenschaf-
ten rekurrent und transient sind Klasseneigenschaften, d.h. ist ein Zustand einer
Klasse rekurrent (transient), so gilt dies fiir alle Zustinde seiner Aquivalenzklas-
se. Wir werden deshalb im Folgenden auch von rekurrenten bzw. transienten
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2. Diskretisierung des Frobenius-Perron-Operators

Klassen sprechen. Transiente Klassen, die nur aus einem singuldren Zustand
bestehen, nennen wir ebenfalls singuldr.

Definition 2.3.2. Eine Markov-Kette heift ergodisch, wenn sie aus genau einer
rekurrenten Klasse besteht. Sie heifit requldr, wenn es ein m > 0 gibt, so dass
pg-n) > 0 fiir alle 7, j gilt, und periodisch, wenn sie ergodisch, aber nicht regulér
ist.

Diese Eigenschaften der Klassen einer Markov-Kette hingen eng mit der Struk-
tur ihrer Ubergangsmatrix zusammen. Mit den im vorhergehenden Kapitel vor-
gestellten Sétzen ergibt sich leicht

Satz 2.3.3. Es sei A die Ubergangsmatriz einer Markov-Kette. Die Markov-
Kette ist

a) ergodisch, genaw dann, wenn A irreduzibel ist.
b) regulir, genau dann, wenn A primitiv ist.

c¢) periodisch, genau dann, wenn A zyklisch ist.

Der Satz von Perron-Frobenius liefert fiir zyklische Matrizen die Normalform
(2.2.1). Mit den nun zur Verfiigung stehenden Begriffen lésst sich eine allge-
meine Normalform fiir Ubergangsmatrizen beschreiben. Es seien Sy, ..., S) die
rekurrenten und Ry, ..., R; die transienten Klassen einer Markov-Kette mit n
Zustinden. Die Klassen S; bestehen aus n; Zustinden. Die Ubergangsmatrix
kann so permutiert werden, dass sie folgende Form hat:

D, 0 0
0 D, 0
. S B
A=10 - 0 Dy : (2.3.1)
0 il 0 O
0 0 --- 0 O

Die Matrizen D; sind irreduzible (n; x n;)-Ubergangsmatrizen, bestehend aus
den Zustidnden der Klasse S;, © = 1,..., k. Fiir alle D; sind die Spektralradien

r(D;) = 1. Ist eine Klasse S; zyklisch, so hat sie Normalform (2.2.1). Die Ma-
trizen C;, © = 1,...,[ sind ebenfalls irreduzibel und haben einen Spektralradius
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2.3. Ubergangsmatrizen homogener Markov-Ketten

r(C’i)”< 1. Oberhalb der Diagonalblocke C; befinden sich positive Eintrige, die
den Ubergang in andere Klassen charakterisieren.

Auch die in diesem Abschnitt vorgestellten Begriffe sind zunichst unabhéngig
von der Grofle der positiven Eintrédge. Erst wenn die Frage nach den tatséchli-
chen Wahrscheinlichkeiten fiir Ubergéinge von Interesse ist, muss der Wert der
positiven Eintrdge beriicksichtigt werden.
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3. Kreismatrizen

Ubergangsmatrizen zu Kreisabbildungen sind typischerweise Bandmatrizen. Mit
Hilfe diskreter Kreisabbildungen, den Bandbreitenabbildungen, kann die Band-
struktur dieser ,,Kreismatrizen“ charakterisiert werden. Die Bandbreitenabbil-
dungen liefern Eigenschaften des Spektrums und des stationdren W-Vektors der
Kreismatrix. Ein erster Ansatz zur Untersuchung von Kreismatrizen stammt
von NICOLAISEN und WERNER [42]. Einige der folgenden Ergebnisse finden
sich auch in HOTZEL, LEHMKUHL und WERNER [24].

Die Ubergangsmatrix Py ist typischerweise eine schwach besetzte Matrix. Nur
solche Eintriige a;; sind positiv, fiir die m(f~'(;) N I;) # 0. Betrachtet man
die j-te Spalte, so befinden sich die positiven Eintrige genau in den Zeilen, fiir
die m(f(I;) N I;) # 0 gilt. Wird die Indexmenge N = {0,..., N — 1} mit der
zyklischen Gruppe Zy := Z/(NZ) identifiziert, so kann von Indexintervallen
i, 7] gesprochen werden, die auch fiir i > j sinnvoll sind. Die positiven Eintrige
einer Spalte befinden sich also in aufeinanderfolgenden Zeilen, deren Indizes im
Intervall [o(j), u(j)] liegen'. Die Rénder des Intervalls sind gegeben durch

f(0;) € Ly, f(@j41) € (Pui)s Pu(i)+1)-

Die Abbildungen o,u: N — N sind diskrete, monotone Kreisabbildungen?. Wir
nennen sie Bandbreitenabbildungen zu A. Es ist wichtig zu beachten, dass wir
die Numerierung der Zeilen und der Spalten der Ubergansgmatrizen stets mit
0 beginnen, um die Modulo-Rechnung zu vereinfachen.

Um die in den folgenden Abschnitten behandelte Fragestellung zu motivieren
und zu illustrieren, wird folgendes einfaches Beispiel betrachtet.

Beispiel 3.0.4. Der Phasenraum S' sei in die sechs gleich grofien Intervalle
I; = [¢4, ¢iy1) mit Partitionspunkten ¢; = ¢, 7 = 0,...,5 aufgeteilt. Eine Kreis-
abbildung f bilde die Partitionspunkte wie in Abbildung 3.1 dargestellt ab.

! Die Bezeichungen o und u wurden gewéhlt, weil es sich hierbei um den obersten bzw. den
untersten Eintrag der Spalte handelt. Entsprechend werden spéter fiir den linken und den
rechten Eintrag einer Zeile die Bezeichungen [ und v verwendet.

2 Was dies genau bedeutet, wird in Abschnitt 3.1 definiert werden.
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3. Kreismatrizen

(0y)

Abbildung 3.1.: Beispiel 3.0.4, Abbildung der Partionspunkte ¢; unter f

Die Ubergangsmatrix hat dann folgende Struktur:

*
*
¥ k% ’
* %
*

wobei x fiir einen positiven Eintrag der Matrix steht. Die Eintrége in den Spal-
ten lassen sich durch die Bandbreitenabbildungen o und u beschreiben, die
in Abbildung 3.2 veranschaulicht werden. Es gilt a;; > 0 genau dann, wenn
i € [o(7), u(d)]-

Die Bandbreitenabbildung o besitzt den Zyklus {0 2 3 4} der Linge 4. Ihr
kann deshalb die Rotationszahl® p(0) = i zugeordnet werden. Die Abbildung u
hingegen besitzt den Zyklus {0 3} der Lénge 2 und hat damit die Rotationszahl
p(u) = L. Betrachtet man statt der Spalten die Zeilen der Ubergangsmatrix,
so konnen die positiven Eintrige ebenso iiber Bandbreitenabbildungen [ und ¢
charakterisiert werden. Es ist jetzt a;; > 0 genau dann, wenn j € [I(¢), v(¢)].
Abbildung 3.3 illustriert die Bandbreitenabbildungen [ und .

Die Rotationszahlen von [ und ¢ sind p(I) = 5 und p(r) = 2. Es besteht offen-

sichtlich der Zusammenhang p(I) = 1 — p(u) bzw. p(r) = 1 — p(0). Hauptziel

3 Die Definition der Rotationszahl diskreter Kreisabbildungen erfolgt in Abschnitt 3.1.
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3.1. Diskrete Kreisabbildungen

,,,,,

Abbildung 3.3.: Beispiel 3.0.4, Die Bandbreitenabbildungen [ und t.

des folgenden Abschnitts ist es, diesen Zusammenhang zu beweisen.

3.1. Diskrete Kreisabbildungen

In diesem Abschnitt werden Konzepte zur Beschreibung diskreter Kreisabbil-
dungen entwickelt. Sie bilden die Grundlage der Untersuchung der Bandbrei-
tenabbildungen von Ubergangsmatrizen zu Kreisabbildungen.

Wir identifizieren im Folgenden die zyklischen Gruppe Zy = Z/(NZ) stets mit
der Menge ihrer Hauptreprisentanten N = {0,1,..., N — 1}. Ein Intervall von
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3. Kreismatrizen

Zy wird definiert als

y € [x,z] & es gibt Reprisentanten Z,9,Z € Z von x,y und z
mit Z—r < Nundz <y <2Z.

Die Lénge eines solchen Intervalls sei

y—x falls x <y,
m([z,y]) =
y—x+ N fallsx >y.

Die kanonische Projektion von Z auf Zy wird wie iiblich mit 7 bezeichnet.

Definition 3.1.1. Eine diskrete Kreisabbildung ist eine Abbildung d: Zy —
ZN; fiir die

=

-2

m([d(i),d(i + 1)] < N (3.1.1)

S
Il
o

gilt.

Bemerkung 3.1.2. Die Eigenschaft (3.1.1) kann als eine Art Monotonie aufge-
fasst werden. Sie sichert, dass fiir die diskrete Kreisabbildung h6chstens an einer
Stelle iq gilt d(iy) > d(ip + 1), ansonsten aber stets d(i) < d(i + 1) ist. Zusétz-
lich wird gewé&hrleistet, dass d(i) < d(i + N — 1) gilt. Abbildung 3.4 zeigt eine
diskrete Abbildung, die die Bedingung (3.1.1) verletzt und somit keine diskrete
Kreisabbildung ist. Aus Eigenschaft (3.1.1) kann fiir einen Lift Monotonie und
die Lifteigenschaft D(i+ N) = D(i) + N geschlossen werden. Dies ist Inhalt der
folgenden Definition.

Satz und Definition 3.1.3. Es sei d: Zy — Z, eine diskrete Kreisabbildung.
Dann gibt es eine monoton steigende Abbildung D: 7Z — 7 mit

Domr=mod und
D(i+ N) = D(i) + N fiir alle i € Z.

Eine solche Abbildung D heifit Lift der diskreten Kreisabbildung d. Zu jeder
monoton steigenden Abbildung D: Zy — 7y mit der Eigenschaft (3.1.3) gehort
genau eine diskrete Kreisabbildung, deren Lift sie ist. Zwei Lifts einer diskreten
Kreisabbildung unterscheiden sich nur um eine Konstante kN mit k € Z.

Beweis. Ist d nicht konstant, so erfiillt die Abbildung

D(0) :=d(0),
D(i):=D(i—1)+m([don(i —1),d o7 (:)])
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3.1. Diskrete Kreisabbildungen

Abbildung 3.4.:
Beispiel einer diskreten Abbildung, die Bedingung (3.1.1) verletzt.

(3.1.2) und (3.1.3). Andernfalls definieren wir D(i + kN) := d(0) + kN fiir alle
keZund i€ Z,.

Ist D umgekehrt eine monoton steigende Abbildung, die (3.1.3) erfiillt, so defi-
niert d(7) := D(i) mod N fiir i =0,..., N — 1 eine diskrete Kreisabbildung,.

Es seien nun D; und D, verschiedene Lifts der diskreten Kreisabbildung d. Aus
der Lifteigenschaft (3.1.2) folgt Dy om = Dy o m und somit D; mod N = D,
mod N. Aufgrund der Eigenschaft (3.1.3) unterscheiden sich zwei Lifts somit
nur um eine Konstante kN. O

Jeder Orbit einer diskreten Kreisabbildung endet stets in einem periodischen
Orbit. Ordnet man die Punkte dieses Orbits 79 < 4; < -+ < 7,1 zyklisch an, so
gibt es teilerfremde Zahlen p,¢ € N mit p < g und d(i;) = 7j1p mod ¢- Fiir den
Lift mit D(4p) = 4y gilt dann D?(i;) = i; +pN. Man kann zeigen, dass aufgrund
der Monotonie und (3.1.3) die Zahlen p und ¢ unabhéngig vom periodischen
Orbit sind. Wir kénnen somit die Rotationszahl einer diskreten Kreisabbildung
durch p(d) := p/q definieren. Es ist wie im kontinuierlichen Fall

(3.1.4)

wenn der spezielle Lift mit D(0) = d(0) gewahlt wird.

Es sei D ein Lift einer diskreten Kreisabbildung. Wir definieren dazu Abbildun-
gen D und D durch

D(i) == min{j € Z : D(j) > i} (3.1.5)
D(i) :=max{j € Z: D(j) < i}. (3.1.6)
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3. Kreismatrizen

Die Abbildung D ist monoton steigend, was unmittelbar aus der Definition
folgt. AuBlerdem erfiillt D

D(i+N)=min{j € Z: D(j) > i+ N}
=min{j €Z: D(j — N) > i} (3.1.7)
=min{j € Z: D(j) > i} + N

und ist somit ein Lift einer diskreten Kreisabbildung. Entsprechendes gilt fiir
D. Die durch D und D definierten diskreten Kreisabbildungen bezeichnen wir
mit d resp. d.

Bemerkung 3.1.4. Aus (3.1.7) kann gefolgert werden, dass fiir die Abbildungen
D und D fiir alle k € Z gilt

D+kN=D—kNund D+ kN =D — kN. (3.1.8)

Lemma 3.1.5. Es sei D_ein Lift einer diskreten Kreisabbildung. Dann gilt fir
die Abbildungen D und D

id < DoD (3.1.9)

<
id < DoD. (3.1.10)

!
IA A

Es seien umgekehrt Dy: Zn — Zy und Do: Ziny — 7 monoton steigende,
diskrete Abbildungen mit der Eigenschaft (3.1.3). Gilt zusdtzlich

DioD < id <Do Dy,
so ist Dy = D. Gilt entsprechend fiir D,

DODQS ld SDQOD,

so ist Dy = D.

Beweis. Die Eigenschaften (3.1.9) und (3.1.10) folgen direkt aus den Definitio-
nen (3.1.5) und (3.1.6).

Es sei i € Z und D(i) = j. Fiir die Abbildung D; gilt D(D,(i)) > i. Da
aber j minimal ist, folgt daraus j < D;(7). Andererseits ist Di(D(j)) < j
und D(j) > i. Mit der Monotonie von D; kann daraus j > D;(i) geschlossen

werden, womit D (i) = j = D gezeigt ist. Der Beweis fiir D wird entsprechend
gefiihrt. O
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3.1. Diskrete Kreisabbildungen

Bemerkung 3.1.6. Durch die Gleichungen (3.1.9) und (3.1.10) sind die Abbildun-
gen D und D offensichtlich eindeutig charakterisiert. Lifte diskreter Kreisabbil-
dungen sind im Allgemeinen nicht invertierbar. Man kann aber D als Linkssub-
inverse und Rechtssuperinverse der Abbildung D auffassen. Die Abbildung D
stellt dementsprechend eine Linkssuperinverse und eine Rechtssubinverse dar.

Korollar 3.1.7. Fiir jede Kreisabbildung d mit Lift D gilt ﬁ —D=D. Au-
_ — A\ k
Berdem ist DF = (D)]€ und DF = (D) )

Beweis. Nach Lemma 3.1.5 gelten die Ungleichungen

505 id

DoD < id < ﬁoﬁ.

ol

o

IN
IN
o

Da die Eigenschaften (3.1.9) und (3.1.10) D und D eindeutig beschreiben, folgt

sofort, dass D = D = D. Fiir die zweite Aussage wird D? = (5)2 gezeigt. Die
Behauptung folgt dann mittels vollstdndiger Induktion. Es geniigt zu zeigen,
dass

(D)’ o D? <id < D*o (D)
gilt. Aus D o D < id folgt D o D?> < D. Die Monotonie von D liefert damit
(E)2OD2 < DoD<id.

Die zweite Ungleichung erhiilt man aus D o D > id und somit D o (3)2 > D.
Es folgt aus der Monotonie von D

D?o (D)’ > DoD >id.

Die Aussage wird fiir D entsprechend bewiesen. O

Es soll nun untersucht werden, wie die Rotationszahlen konjugierter, diskreter
Kreisabbildungen zusammenhéngen. Der folgende Fixpunktsatz wird dabei von
entscheidender Bedeutung sein.

Satz 3.1.8 (Fixpunktsatz). Es sei d eine diskrete Kreisabbildung. Genau
dann besitzt d einen Fizpunkt ig, wenn es i1,io € N und einen Lift D gibt mit
D(iy) <y und D(iy) > is. Es gilt dann D(ig) = ip.
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3. Kreismatrizen

Beweis. Es gelte D(iy) < iy und D(iy) > iy fiir einen Lift von d. Angenommen
d habe keinen Fixpunkt. Dann folgt aus D(i) # i, fiir alle i € Z, aufgrund der
Monotonie des Lifts D(iy + j) > is + j fiir alle j € N. Folglich ist D(i; + N) >
i1 + N im Widerspruch zu D(iy + N) = D(i;) + N < iy, + N. Es muss also ein
igp mit D(ig) = ip geben.

Gibt es ein ip mit d(ig) = 79 und sei D ein Lift von d, so gilt D(ip) = iy + kN
fiir ein k € Z. Wir setzen D = D — kN und 11 = iy = 1g. Dann ist D ebenfalls
ein Lift von D mit D(ig) = io. O
Korollar 3.1.9. Fiir eine diskrete Kreisabbildung d mit Lift D sind folgende
Aussagen dquivalent:

a) Die Abbildung D besitzt einen Fizpunkt.
b) Die Abbildung D besitzt einen Fizpunkt.

c¢) Die Abbildung D besitzt einen Fizpunkt

Beweis. Zunichst besitze D einen Fixpunkt ;. Mit Lemma 3.1.5 gilt dann
D(D(iy)) = D(ig) < 4. Aus der Definition von D erhélt man D(ig+1) > g+ 1.
Der Fixpunktsatz 3.1.8 garantiert somit die Existenz eines Fixpunktes von D.
Unter der Bedingung, dass D einen Fixpunkt besitzt, kann genauso gezeigt
werden, dass auch d einen Fixpunkt besitzt. Nutzt man den ersten Teil von
Korollar 3.1.7, so ist klar, dass mit D auch D = D einen Fixpunkt besitzt.
Ebenso kann man schlieflen, dass, wenn D einen Fixpunkt besitzt, dies auch fiir

D = D gelten muss. O

Aus diesem Korollar kann nun der Zusammenhang der Rotationszahlen von d,
d und d gefolgert werden.

Satz 3.1.10. Es gilt
p(d) =1 = p(d) =1 — p(d).

Beweis. Es sei p(d) = . Dann gibt es ein iy € Zy und einen Lift D von d mit

D1(iy) — pN = iy. Nach Korollar 3.1.9 besitzt auch D¢ — pN einen Fixpunkt.
Es gibt also ein 7; mit

(D4 — pN) (i) = D(i1) + pN = i;.

Daraus folgt p(d) = 1 — p(d). Und mit Korollar 3.1.7 folgt p(d) = p(j) =
1 — p(d). O
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3.2.  Bandbreitenabbildungen

3.2. Bandbreitenabbildungen

In diesem Abschnitt werden die schon in Beispiel 3.0.4 verwendeten Begriffe
,Kreismatrix“ und ,,Bandbreitenabbildung* definiert. Diese Hilfsmittel liefern
schliellich wertvolle Aussagen iiber das Spektrum von Kreismatrizen.

Definition 3.2.1. Es sei A eine nicht-negative (N x N)-Matrix. Es gebe diskrete
Kreisabbildungen o, u mit Lifts O, 4l so dass der Eintrag a;; genau dann positiv
ist, wenn i € [0(j), u(j)], und dass
O(j) 4(7) (3.2.1)
O +1) UGG +1 (3.2.2)
fiir alle j € 7Z gilt. Dann heifit A eine Kreismatriz. Die Abbildungen o und u
heiflen Bandbreitenabbildungen bzgl. der Spalten von A.

<
<

Die Bandbreitenabbildungen sind genau dann eindeutig, wenn es in jeder Spal-
te mindestens einen Nulleintrag gibt. Die Bedingung (3.2.2) garantiert, dass in
jeder Zeile mindestens ein positiver Eintrag vorhanden ist. Potenzen von Kreis-
matrizen sind ebenfalls Kreismatrizen. o und u* sind Bandbreitenabbildungen
von A*. Das folgende Lemma zeigt, dass mit A auch AT eine Kreismatrix ist.

Lemma 3.2.2. Fs sei A eine Kreismatrixz mit Bandbreitenabbildungen o und
u. Dann ist auch AT eine Kreismatriz mit Bandbreitenabbildungen o, = 1t und
U = 0.

Beweis. Nach der Definition der Bandbreitenabbildungen gilt
Ur(iym(y) > 0 € O()) < i <UQ).
Aus den Definitionen (3.1.5) und (3.1.6) folgt mit O = OundU=9
O(j) < i <U() & (i) < j < D).

Es muss nun noch $(j + 1) < O(j) + 1 gezeigt werden. Wegen Lemma 3.1.5
und da O maximal ist, gilt

O(O(1) <i < OD() +1).
Eigenschaft (3.2.1) liefert O(O(i) + 1) < 4(O(i) + 1), und somit gilt

UO@E) +1)>i=i+1 <UO@E) +1).
Mit der Monotonie von & und (3.1.9) erhélt man schlieBlich
Ui+ 1) < UEO@G) + 1)) < D) + 1.
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3. Kreismatrizen

Definition 3.2.3. Es sei A eine Kreismatrix mit Bandbreitenabbildungen o
und u bzgl. der Spalten. Die diskreten Kreisabbildungen [ = 1t und v = o heiflen
Bandbreitenabbildungen bzgl. der Zeilen von A.

Wir kommen nun zuriick zu Ubergangsmatrizen von Kreisabbildungen. Diese
stellen spezielle Kreismatrizen dar.

Satz 3.2.4. Es sei A eine Ubergangsmatriz zu einem Kreisdiffeomorphismus f.
Dann sind die iber

f(©5) € [@at), Poti)+1)s  f(@j+1) € (Pug)> Pu(i)+1] (3.2.3)

definierten Abbildungen o und u Bandbreitenabbildungen bzgl. der Spalten von
A. Fir die Lifts O und U, die durch

9O(0) = 0(0) und O(0) < U(0) < O(N) (3.2.4)
definiert sind, gilt zusdtzlich
UG) <0G +1).

Fiir die Bandbreitenabbildungen | = u und v = o bzgl. der Zeilen von A gilt
entsprechend

FHei) € oy, prine1)s  F M (@ir1) € (etiyy Pe(i)+1] (3.2.5)

und

R(i) < £(i + 1),

wobei £ und R entsprechend (3.2.4) definiert sind. Fir die Rotationszahlen der
Bandbreitenabbildungen gilt

p(1) = 1= p(u) und p(r) =1 — p(o).

Beweis. Aus den Eigenschaften der Kreisabbildung f ergibt sich sofort, dass o
und u diskrete Kreisabbildungen sind. Da

f(@jr1) € (u), Pugy+1) und f(©41) € [Po(i+1) Pa(+1)+1)

erhilt man

() <OG +1) <U() +1.

Es bleibt (3.2.5) zu zeigen. Die Aussage wird exemplarisch fiir [ gezeigt. Es sei
[(i) = (i) = j. Dann gilt nach der Definition von $

UG — 1) +1 <1 <)
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3.2.  Bandbreitenabbildungen

und somit
i € [Pu-1)+1, u(i)] C [ (5), f(@541))-
Wendet man darauf f=! an, so erhilt man

F (@) € (05, ir1) = [016), Piy+1)-

Die Aussage iiber die Rotationszahlen der Bandbreitenabbildungen folgt sofort
aus Satz 3.1.10. O

Der Satz 3.2.4 ist von besonderer Bedeutung, da ein Eintrag p;; der Ubergangs-
matrix zu P, ;-1 genau dann positiv ist, wenn der Eintrag a;; der Ubergangsma-
trix zu P, s ebenfalls positiv ist. Fiir die Betrachtung der Bandbreitenstruktur
ist es also unerheblich, ob die Ubergangsmatrix zu f oder zu f~! berechnet wird.
Korollar 3.1.10 liefert dariiber hinaus, dass p(0) = 1 — p(r) und p(u) = 1 — p(1)
ist. Dieses Ergebnis steht in schonem Einklang mit der Tatsache, dass auch fiir
Kreisabbildungen p(f) = 1 — p(f™") gilt. Auilerdem gilt, dass ;1 genau dann ein
invariantes Maf} von f ist, wenn es ein invariantes Mafl von f~!ist. Im Gegensatz
zur Ubergangsmatrix von f erfordert die Berechnung der Ubergangsmatrix von
f~! einen geringeren Aufwand, da die Umkehrfunktion nicht berechnet werden
muss. Aus diesem Grund werden viele der folgenden Aussagen iiber f mit Hilfe
der Ubergangsmatrix zu f~' formuliert werden. NICOLAISEN und WERNER [42]
haben mit der folgenden Bandbreiteninklusion gezeigt, dass die Bandbreitenab-
bildungen eine einfache Moglichkeit zur Abschitzung der Rotationszahl einer
Kreisabbildung liefern.

Satz 3.2.5 (Bandbreiteninklusion). Es sei P eine Ubergangsmatriz einer
Kreisabbildung f. Dann gilt

p(o) < p(f) < p(w).
Bemerkung 3.2.6. Es ist klar, dass fiir die Ubergangsmatrix zu f~* gilt

p(1) < p(f) < p(v).

Im Folgenden werden entsprechend einfache Ubertragungen auf die Ubergangs-
matrix der Umkehrfunktion nicht mehr erwidhnt, um den Leser nicht zu er-
miiden. Es sei aber an dieser Stelle ausdriicklich darauf hingewiesen, dass alle
folgenden Aussagen auf die Ubergangsmatrix der Umkehrfunktion iibertragen
werden kénnen.

Aus der Bandbreiteninklusion folgt sofort, dass mit p(0) = p(u) = p/q fiir die
Rotationszahl von f gilt p(f) = p/q. In diesem Fall konnen Aussagen iiber die
Klassen der zugeordneten Markov-Kette getroffen werden. Der erste Teil des
folgenden Satzes stammt von NICOLAISEN und WERNER [42].
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Satz 3.2.7. Es sei P eine Ubergangsmatriz zu einer Kreisabbildung f mit Band-
breitenabbildungen o und u. Ist P reduzibel, so ist p(0) = p/q = p(u) mit ¢ < N.
Umgekehrt folgt aus p(o) = p(u) = p/q, dass A nicht primitiv ist. Dariber hin-
aus sind in diesem Fall alle rekurrenten Klassen q-periodisch. Alle nicht sin-
guldren, transienten Klassen sind ebenfalls q-periodisch.

Beweis. Um die Bandstruktur der Matrix P zu beschreiben, wird eine Abbil-
dung [ eingefiihrt, die Teilmengen von Zy auf Teilmengen von Zy abbildet.
Fiir ein D C Zy sei 3 definiert durch

B(D) = {i € Zn|3j € D: a;; > 0} = | J[o(j), u(j)]-

JjED

Die Klassen der Markov-Kette werden als Teilmengen von Zy aufgefasst. Jede
nicht singuldre Klasse D ist dann dadurch gekennzeichnet, dass D eine minimale
Teilmenge mit der Eigenschaft D C (D) ist. Eine Klasse D ist genau dann
rekurrent, wenn D = [(D) gilt, ansonsten ist sie transient. Die Matrix P ist
genau dann reduzibel, wenn es eine rekurrente Klasse D mit D # Zy gibt.

Die Ubergangsmatrix P sei also reduzibel. Dann gibt es ein D # Zy mit
B(D) = D. Mit Dy, Dy, ...,D,_; bezeichnen wir die zyklisch angeordneten Zu-
sammenhangskomponenten von D. Es existiert ein p € N mit p < ¢ < N
und

6(Dk) = B([Z/ﬂ]k]) = [o(ik)au(jk)] = D(k+p mod q) = [i(ker mod q)aj(ker mod q)]

fiir alle £ = 0, ]_, NN 1. Damit bilden io, il, ce ;iq—l bzw. jo, jl, ce 7jq—1
g-periodische Orbits von o bzw. u, und es gilt p(o0) = p(u) = p/q.
Ist umgekehrt p(0) = p(u) = p/q mit ¢ < N, dann gibt es einen g-periodischen
Orbit 4g, 1, ...,%g—1 von o und einen g-periodischen Orbit jg, ji,...,J,—1 von u
mit

0(ik) = i(k+p mod q) UN U(jk) = Jik+p mod g)
fiir alle k = 0,1,...,¢ — 1. Somit bildet § die Intervalle [iy, ji| zyklisch aufein-
ander ab, und P kann nicht primitiv sein.

Es bleibt noch zu zeigen, dass jeder Zyklus des Graphen G(P) die Linge ¢ hat.
Jeder Pfad der Linge N des gerichteten Graphen G(P) kann als Orbit einer
diskreten Kreisabbildung d aufgefasst werden. Die Lifts von o, u und d kénnen
so gewahlt werden, dass

9(j) < D(j) < U(j) und O(0) < U(0) < O(0) + N
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gelten. Mit (3.1.4) folgt dann p(o) < p(d) < p(u) und folglich p(d) =p/q. O

In der Praxis ist der Fall einer ¢-zyklischen Ubergangsmatrix sehr unwahrschein-
lich. Er tritt nur dann auf, wenn alle Punkte eines periodischen Orbits zu den
Partitionspunkten gehdren und alle weiteren Partitionspunkte keine periodi-
schen Punkte der Kreisabbildung sind.

3.3. Spektrum von Kreismatrizen

3.3.1. Rotationen

Es werden zunichst wieder die einfachsten Vertreter der Kreisabbildungen, die
Rotationen, betrachtet. Es sei eine fquidistante Partition von S!' mit den Par-
titionspunkten ¢; = %, j=0,1,... gegeben. Wir betrachten eine Rotation r,
um den Winkel w und setzen

L+v
N

W= ,Le N, vel01).

Durch diese Beziehung sind die Zahlen L und v eindeutig definiert. Genau dann
ist v = 0, wenn w = p/q rational und N ein ganzzahliges Vielfaches von ¢ ist.
Die Ubergangsmatrix P, n von f besitzt in jeder Spalte die Eintridge 1 — v und
v mit o(j) =7(|L+j—v])und u(j) = n(|L+j—v+1]). Fiir die Eigenwerte
und Eigenvektoren von Py gilt

Satz 3.3.1. Die Eigenwerte der Ubergangsmatriz P, n einer Rotation r, sind
gegeben durch
Aew = (1—v)e 7 8 4 e 2% =0,1,... N—1

mit zugehdrigen Eigenvektoren u* € RN

ub = =12, N, (3.3.1)
Beweis. Die Ubergangsmatrix P, n kann als Linearkombination zweier Permu-
tationsmatrizen P%  und P% aufgefasst werden. Die Eigenwerte von P% N
sind

Aep =€ 7 % k=01,...,N—1,

die von Pr4:
N i Ll

Moy =e 7™k =0,1,...,N—1.
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Die zugehorigen Eigenvektoren sind in beiden Féllen die u* aus (3.3.1). Es ist

Pw,N = (1 — I/)P%JV—FVPLIW,

und somit
Pw,Nuk = ((1 — V)P%’N + VP%> ub = ((1 - V)AkL + VAkL41) uk.

O

In Abschnitt 1.4.1 wurde gezeigt, dass die Eigenwerte des Frobenius-Perron-
Operators fiir Rotationen

)‘k — e—27rikw, ke
lauten. Die zugehorigen Eigenfunktionen sind
hy(z) = e*™*® |k € 7.

Die Komponenten der Eigenvektoren u* der Ubergangsmatrix bestehen offen-
sichtlich aus den Funktionswerten der Eigenfunktionen h; an den Partitions-
punkten ¢; 1, d.h. uf = hy(p;1) fir j=1,2,...,Nund k =0,1,...,N - 1.
Vergleicht man das Spektrum von P, x mit diesen Ergebnissen, so kénnen zwei
Fiélle unterschieden werden.

v =0: In diesem Fall ist w = p/q rational, und N = rq fiir ein r € N. Die
Bandbreiteninklusion liefert

(o) = ¢ = = plu).
Die Ubergangsmatrix P, n ist somit eine reduzible Permutationsmatrix,
die in r irreduzible, ¢g-zyklische Matrizen zerfillt, falls r > 1 gilt. Es gibt
keine singuldren Zustidnde. Fiir » = 1 liegt eine irreduzible, g-zyklische
Matrix vor. In beiden Fillen ist jeder Wert A\, y = e 2™k ein geometrisch
und algebraisch r-facher Eigenwert von F,, y. Die Spektren von P, x und

P, , sind identisch.
v > 0: In diesem Fall ist P, x5 primitiv. Die Bandbreiteninklusion ergibt

L+1

o) = % < < plw) = 5

N
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3.3. Spektrum von Kreismatrizen

Fiir die Eigenwerte \y = e~ 2"k % ¢=27ik % ynd Men gilt
A — M| < O(%)

fiir festes k. In Abbildung 3.5 ist dieser Fall fiir Rotationen mit w = 1—75

bei 214 Partitionen, w = % bei 207 Partitionen und fiir w = 2 — 1

bei 1001 Partionen dargestellt. Die scheinbare Rotationssymmetrie um 3—733
in Abbildung (b) hat ihre Ursache darin, dass w = 1%  out“ durch den

211
Bruch % approximiert wird, s. LEHMANN [34].
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Abbildung 3.5.: Spektren fiir Rotationen, s. [34]

3.3.2. Kreisabbildungen

Das Spektrum der Ubergangsmatrizen zu Kreisabbildungen hingt stark von der
Rotationszahl der Kreisabbildung ab. Ist die Rotationszahl rational, so existiert
ein periodischer Orbit. Wahlt man die Punkte dieses Orbits als Partitionspunk-
te, so ist klar, dass die zugehorige Ubergangsmatrix zyklisch ist. Werden weitere
Partitionspunkte hinzugenommen, so ist die Ubergangsmatrix reduzibel. Diese
Vorinformation steht aber normalerweise nicht zur Verfiigung. Fiir Kreisab-
bildungen mit rationaler Rotationszahl und einem attraktiven ¢-periodischen
Orbit haben N1COLAISEN und WERNER [42] gezeigt, dass fiir hinreichend feine
Partitionen die Ubergangsmatrizen stets reduzibel sind.*

4 Offensichtlich ist das Ziel in NICOLAISEN und WERNER [42] eine konkrete Partition an-
zugeben, fiir die die Ubergangsmatrix reduzibel ist. Sie beziehen ihren Satz 3.4 deshalb
auf dquidistante Partitionen. Der Beweis gilt aber allgemeiner und bedarf dieser Ein-
schréankung nicht.
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Satz 3.3.2. Die Ubergangsmatriz P der Kreisabbildung f sei reduzibel. Dann
ist die Rotationszahl von f rational und p(o) = p(u) = p(f) = p/q. Die q-
ten Einheitswurzeln sind die einzigen FEigenwerte vom Betrag 1 (sie kénnen
aber mehrfach sein). Das gesamte Spektrum ist rotationssymmetrisch bzgl. des
Winkels 27 /q.

Beweis. Die Ubergangsmatrix P kann, wie in Abschnitt 2.3 erliutert, auf die
Normalform (2.3.1)

Dy 0 0
0 D, 0
]5: 0 0 Dk
0 ........ 0
0 0 0 C

transformiert werden. Das Spektrum von P wird aus den Spektren der Diago-
nalbl6cke gebildet. Die quadratischen Blécke D; sind nach Satz 3.2.7 ¢g-zyklische
Matrizen. Der Satz von Frobenius-Perron besagt, dass diese jeweils die g-ten
Einheitswurzeln als einfache Eigenwerte besitzen und ihr Spektrum rotations-
symmetrisch ist. Die Matrizen C}, die zu den transienten Klassen gehoren,
sind nach Satz 3.2.7 entweder ebenfalls g-zyklische Matrizen mit Spektralradien
r; < 1 oder Nulleintrige im Fall singulirer Zustéinde. Die zyklischen Blocke be-
sitzen einfache Eigenwerte \;; = r;¢2™*/4 k =0,1,...,q — 1. Die Nulleintrige
liefern Eigenwerte Ay = 0. O

Aus dem Beweis geht hervor, dass im reduziblen Fall Eigenwerte auf den Gera-
den vom Nullpunkt zu den ¢-ten Einheitswurzeln zu erwarten sind. Abbildung
3.6 (a) zeigt das Spektrum einer reduziblen Ubergangsmatrix fiir die Abbildung
(1.1.6) mit den Parametern & = 2.9 und n = 0.244. Die Rotationszahl fiir diese
Parameter ist 1/3, es wurden 248 dquidistante Partitionspunkte gewéhlt. Deut-
lich erkennbar sind die prognostizierten Eigenwerte auf den Geraden sowie die
Rotationssymmetrie des Spektrums.

Satz 3.3.2 macht dariiber hinaus deutlich, dass sich bei rationaler Rotationszahl
und der Existenz isolierter, attraktiver, periodischer Orbits die Spektren des
Frobenius-Perron-Operators und seiner Diskretisierung auch bei sehr feiner Par-
tition unterscheiden. Wahrend das Spektrum des Frobenius-Perron-Operators
ganz C? ist, sind die einzigen Eigenwerte der Ubergangsmatrix, die in C* lie-
gen, die ¢-ten Einheitswurzeln. Numerische Versuche von LEHMANN [34] legen
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Abbildung 3.6.: Spektren reduzibler Ubergangsmatrizen, s. [34]

aber die Vermutung nahe, dass trotzdem eine schwache Form von Konvergenz
erwartet werden kann, dass ndmlich zumindest in einigen Féllen

g\ré%?{dlst()\, o(Py))} = 0 (3.3.2)

gilt. Dies konnte bisher aber nicht gezeigt werden. Abbildung 3.6 (b) zeigt das
Beispiel einer reduziblen Ubergangsmatrix zu der Kreisabbildung (1.1.6) mit
den Parametern & = 0.7 und n = 0.476. Die Rotationszahl ist in diesem Fall
p = % Da das Spektrum symmetrisch zur imaginidren Achse ist, wurden aus
rechentechnischen Griinden nur die Eigenwerte nahe der 1 berechnet.

Ist die Rotationszahl einer Kreisabbildung irrational, so wissen wir nur wenig
iiber das Spektrum. Es gilt

Satz 3.3.3. Es sei f eine Kreisabbildung mit irrationaler Rotationszahl. Dann
ist die Ubergangsmatriz P stets primitiv, d.h. der Figenwert A = 1 st einfach
und alle anderen Eigenwerte sind betragsmdajsig kleiner als .

Bei irrationaler Rotationzahl besitzen die Ubergangsmatrizen also nie Eigen-
werte in C]. Aber auch in diesem Fall legen die numerischen Experimente von
LEHMANN nahe, dass Konvergenz im Sinne von (3.3.2) erwartet werden kann.
Die Geschwindigkeit der Ann#dherung der Eigenwerte an den Rand des Ein-
heitskreises scheint hier sogar deutlich héher zu sein als im Falle rationaler
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3. Kreismatrizen

Rotationszahlen. Abbildung 3.7 zeigt Aussschnitte aus zwei typischen Spektren
der Abbildung (1.1.6) fiir die Parameter £ = 4 und 1 = 0.123 bei 992 und 3968
dquidistanten Partitionen.
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Abbildung 3.7.: Spektren irreduzibler Ubergangsmatrizen, s. [34]

3.4. Stationare Wahrscheinlichkeitsvektoren

Ist die Rotationszahl einer Kreisabbildung irrational, so ist ihre Ubergangsma-
trix stets primitiv. In diesem Fall gibt es also einen eindeutigen positiven stati-
ondren W-Vektor hy. Im Folgenden wird stets vorausgesetzt, dass die Kreisab-
bildung eine eindeutige invariante Dichte A besitzt. Dann ist hy ein Kandidat
fiir die Approximation von h. Obwohl die Beobachtung dies nahelegt, ist es lei-
der bisher nicht gelungen, die Konvergenz der stationdren W-Vektoren hy gegen
die invariante Dichte h zu zeigen. NICOLAISEN und WERNER [42] haben aber
eine a posteriori Abschéitzung angegeben. Wegen ihrer besonderen Bedeutung
fiir die Konzepte des folgenden Kapitels wird ihr Ergebnis an dieser Stelle et-
was ausfiihrlicher und an die Darstellung dieser Arbeit angepasst wiedergeben.
Da die Ubergangsmatrizen, die im folgenden Kapitel betrachtet werden, sich
auf die Abbildung f~! beziehen werden, beziehen sich die folgenden Aussagen
ebenfalls auf die Ubergangsmatrix zu f!.

Satz 3.4.1. Es seien P eine irreduzible Ubergangsmatriz einer Kreisabbildung
71 bzgl. einer Partition B und hy ihr stationdrer W-Vektor. Dann gibt es einen
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3.4. Stationidre Wahrscheinlichkeitsvektoren

eindeutigen, stickweise linearen, orientierungserhaltenden Homdomorphismus
fn, so dass die Ubergangsmatriz von fy' bzgl. B ebenfalls P ist und dessen
invariante Dichte mat

tbereinstimmt. Die Unterbrecherpunkte von fy sind die Partitionspunkte o;
sowie zusdtzliche Punkte & mit fy(&;) = ¢; und u(j — 1) = o(j).

Beweis. Sollen die Ubergangsmatrizen von f~! und fx' iibereinstimmen, so
muss gelten

flei)=fi=fnlp), i=0,...,N —1.

Die Treppenfunktion Hy ist genau dann invariante Dichte von fy, wenn gilt
@ In (o)
/ Hy(z)dx = / Hy(z) dx. (3.4.1)
©i i

Man kann also fy als zusammengesetzte Funktion von stiickweise linearen, mo-
notonen Funktionen fy;: [, @iy1] = [fi, fi+1] konstruieren. Die linke Seite der
Gleichung (3.4.1) ist eine lineare Funktion von ¢ fiir ¢ € [p;, pir1], wihrend
die rechte Seite stiickweise linear ist mit Unterbrecherpunkten in den Partiti-
onspunkten ¢; € (f;, fi+1), also fiir alle j mit o(j) = 7. Daraus folgt, dass genau
diese Punkte Unterbrecherpunkte von f]\_,’li sein miissen. Es sind also die Werte
£ € By mit fyi(§§) = ¢; zu bestimmen. Es kénnen drei Félle unterschieden
werden:

1.) Es gibt kein j mit o(j) = i. Dann gibt es in [f;, fi11] keinen Partiti-
onspunkt, und fy; ist die lineare Interpolation von f auf [p;, p; 1] mit
fnilps) = fiund fyi(piv1) = fina-

2.) Esgibt ein j mit o(j) = ¢ und u(j—1) # i. Dannist u(j—1) = 7(i—1) und
somit f(¢;) = ;. Das bedeutet aber, dass f; = ¢; ein Partitionspunkt
ist. Also kann fy; wie unter 1.) gew#hlt werden.

3.) Es existiert ein j mit u(j — 1) = o(j). Dies ist genau dann der Fall, wenn
((4) < v(z) und j € [I(i)+1,¢(7)]. Wir beginnen mit j = [(i) + 1. Gleichung
(3.4.1) liefert

&
Hy(z)dx = / Hy(z) dx,

Pi

Pj

fi
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3. Kreismatrizen

was gleichbedeutend mit

oiiy+1 — fi R0 §i — i B

—— _— hy =7y

Pui)+1 — Pi@) PYi+1 — Pt

ist. Mittels dieser Gleichung ist {; eindeutig bestimmt. Zur Berechnung

der weiteren &; mit j = [(i) + 2,...,t(i) wird dhnlich verfahren: Es sei ¢;
bereits bestimmt, dann kann §;,; durch die Gleichung

Vit1 §i+1
Hy(x)dr = Hy(x)dx
©j &

berechnet werden. O

Besitzt die Kreisabbildung f eine invariante Dichte h, so definiert

g(z) = /Oxh(w) dyp

den Wert des invarianten Mafles fiir das Intervall [0,z7) C S und gleichzeitig
die Konjugation von f zur Rotation um den Winkel p(f). Entsprechend gilt fiir

fn i
ovle) = [ Hy(e) de.
0
Der folgende Satz von NICOLAISEN und WERNER liefert eine a posteriori Ab-
schétzung fiir ||g — gn|| .-

Satz 3.4.2. Es sei f eine C?-Kreisabbildung mit irrationaler Rotationszahl p
und Konjugation g. Ihr diskretisierter Frobenius-Perron-Operator habe die in-
variante Dichte Hy. fn sei die stiickweise lineare Abbildung aus Satz 3.4.1 und
pn = p(fn) die Rotationszahl von f,. Mit g, k = 1,2,..., seien die Nenner
der Konvergenten der Kettenbruchentwicklung von p bezeichnet. Dann gilt

1 . .
19— gnlloe < — +ar|p — px| + [[Hy |l max | f7(0) — f4(0)] (3.4.2)
gk I<qr.
firk=1,2,....

Im Allgemeinen kann aus dieser Abschitzung keine Konvergenz geschlossen
werden, da der Ausdruck

ey = [Hxll.o max | £7(0) = £(0)]

nur schlecht abzuschéitzen ist. Im Falle der im néichsten Kapitel betrachteten
Orbitibergangsmatrizen wird diese Abschidtzung aber entscheidend fiir die Kon-
vergenzaussage sein, da in dem Fall ey = 0 gilt.
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4. Orbitiibergangsmatrizen

Das vorhergehende Kapitel hat gezeigt, dass bei rationaler Rotationszahl die
Aussagen iiber das Spektrum und die Approximation der invarianten Dichte von
der gewéhlten Partition abhéngt. In diesem Kapitel werden spezielle Partitionen
betrachtet, die auf sehr einfache Ubergangsmatrizen fiihren.

Gegeben sei ein nicht periodischer Punkt z(. Die zyklisch angeordneten Punk-
te des Orbits g, 21 = f(x), 22 = f(x2),...,2y_1 bilden nun die Randpunkte
To = Qo,P1,--.,¢n_1 der Partition. Die Ubergangsmatrix zu f ' bzgl. die-
ser Partition heif}t Orbitibergangsmatriz. Bis auf einen Partitionspunkt ¢y =
xn_1 werden alle Partitionspunkte durch f wieder auf Partitionspunkte abge-
bildet. Das Intervall, in dem das Bild von xx_; unter f liegt, wird mit I, das
Intervall, in dem das Urbild von zy liegt, mit I, bezeichnet. Damit ldsst sich
eine Orbitiibergangsmatrix wie folgt beschreiben: In der Spalte s befinden sich
genau zwei Eintrage, und zwar in den Zeilen k£ und k£ + 1. Alle anderen Spal-
ten enthalten als einzigen Eintrag eine 1. Auch die Zeile z enthilt genau zwei
Eintrage, und zwar in den Spalten N — 1 und 0. Abbildung 4.1 verdeutlicht die
Konstruktion einer Orbitiibergangsmatrix fiir N = 7. Das linke Bild zeigt den
Orbit einer Kreisabbildung und die Numerierung der resultierenden Partitions-
intervalle, das rechte Bild die daraus gewonnene Orbitiibergangsmatrix. Es sei
an dieser Stelle noch einmal daran erinnert, dass wir entgegen der Konvention
die Numerierung der Zeilen und Spalten einer Matrix mit 0 beginnen.

Die Rotationszahlen der Bandbreitenabbildungen der Orbitiibergangsmatrix
hdngen eng mit dem MacKay-Algorithmus zur Berechnung der Rotationszahl
einer Kreisabbildung zusammen. Wir werden deshalb im folgenden Abschnitt
diesen Algorithmus beschreiben.

4.1. Der MacKay-Algorithmus

Der folgende Algorithmus zur Berechnung der Rotationszahl einer Kreisabbil-
dung stammt von MACKAY [36]. Es seien 7y € S' ein beliebiger Startpunkt
und f eine Kreisabbildung mit Lift F', so dass F'(zy) = f(x¢). Die Genauigkeit,
mit der die Rotationszahl approximiert werden soll, sei durch ein € > 0 gegeben.
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4. Orbitiibergangsmatrizen
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Abbildung 4.1.: Konstruktion einer Orbitiibergangsmatrix

MacKay-Algorithmus
Setze 1 = F(xy), p- =0, py = 1 und ¢ = ¢, = 1. Solange ¢ - q; < 1/,
fiihre folgende Schritte aus:

e )=q +qrund P=p_ +p,

o 2 =F9xy) —a9— P

e falls 2 = 0: p(f) = P/Q, Programmabbruch

o falls 2 >0:p =P, ¢ =Q

e falls 2<0:p, =P, q. =Q

In jedem Iterationsschritt! gilt

P- P+
p(f) € [q_,’ a]-

Die Wirkungsweise des MacKay-Algorithmus soll an einem Beispiel veranschau-
licht werden.

Beispiel 4.1.1. Bei der Initialisierung des Algorithmus liegen der Startpunkt
7o und sein Bild z; = f(xq) vor. Diese Punkte teilen S! in zwei Intervalle
By :=[zq,, o) = [21, Tp) und B_ := [x9, x4 ) = [%o, z1). Im ersten Schritt ist
P=p,+p =1und Q =g, +q = 2. Eswird also 25 = f(x;) berechnet. Der

L Mit ,Iterationsschritt* oder auch ,,(MacKay-)Schritt“ wird im Folgenden stets der Zeit-
punkt nach dem Aufdatieren gemeint sein.
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4.1. Der MacKay-Algorithmus

Abbildung 4.2.: Beispiel 4.1.1 zum MacKay-Algorithmus

Fall z = F(z1) — xy — P < 0 ist gleichbedeutend mit 25 € By, der Fall 2 > 0
entsprechend mit x, € B_. In diesem Beispiel gehen wir davon aus, dass der
erste Fall zo € B, vorliegt (s. Abbildung 4.2). Dann gilt fiir die neuen Schranken
der Rotationszahl ¢, = Q =2 und p, = P = 1. Die Zahlen ¢_ =1 und p_ =0
bleiben unverdndert. Fiir den ndchsten Schritt verdndert sich das Intervall B,
7 By = [x,,, T9) = |22, T9), wihrend das Intervall B_ unveréndert bleibt.
Nun wird z3 = f(x9) berechnet und es gelte x3 € B_. Dann wird die untere
Schranke ’;—: verbessert, und es gilt

¢ =g, + ¢ =3,

Pt =py +pMt =1
Das Intervall B_ lautet nun B_ = [zg, z, ) = [7o, =3), wihrend das Intervall
B, unverédndert bleibt. Der nichste Punkt des Orbits, der in B, U B_ liegt, ist
[ (z,_) = f?(x3) = x5. In unserem Beispiel liegt dieser Punkt x5 im Intervall
B_, so dass nochmals die untere Schranke verbessert wird. Erst der néchste
Punkt f2(z5) = w7 liegt wieder in B, so dass diesmal wieder die obere Schranke
verbessert wird. Solch ein Fall, in dem auf die Verbesserung einer Schranke im
néchsten Schritt die Verbesserung der jeweils anderen Schranke folgt, ist von
besonderer Bedeutung. Wir nennen so einen MacKay-Schritt, in dem erstmals
wieder z > 0 bzw. 2z < 0 gilt, Wechselschritt.

Auf die beschriebene Weise wird nun fortgefahren. Es wird der zuletzt berechne-
te Punkt entsprechend der Gréfie des Nenners der Schranke, die nicht verbessert
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4. Orbitiibergangsmatrizen

wurde, unter f iteriert. Der sich dabei ergebende neue Orbitpunkt liegt wieder
in By U B_. Ist er vom Kreismittelpunkt aus gesehen ein linker Nachbar von
T, liegt er also in B_, so wird die untere Schranke verbessert. Ist er ein rechter
Nachbar, liegt er also in B, , wird die obere Schranke verbessert. Der Wert P
zahlt, wie oft der Orbit den Kreis umrundet hat. Im Fall eines rechten Nachbarn
wird so gezdhlt, als habe bereits eine weitere Umrundung stattgefunden. Der
Algorithmus endet, wenn der Abstand der oberen und der unteren Schranke
kleiner als die vorgegebene Genauigkeit € ist, d.h. wenn gilt

p+ p- 1

a4 q-  qrq-

< €.

Die exakte Rotationszahl liefert der Algorithmus nur, wenn z, ein periodischer
Punkt von f ist.

Die Wechselschritte des MacKay-Algorithmus erhalten ihre Bedeutung dadurch,
dass in diesem Fall die Schranke, die im vorhergehenden Schritt verbessert wur-
de, eine Konvergente der Rotationszahl von f ist. Dies wird mittels vollstindi-
ger Induktion gezeigt. Bei Initialisierung des Algorithmus ist p_ = py = 0,
g- = qo = 1 und ¢} = p° = 1. Wir setzen ag := 0. Der erste Wechselschritt
(2 < 0) trete nach a; Schritten auf. Dann gilt im Schritt davor, also nach a; — 1
Schritten

P+ = (a1 — 1)po —H?i =1=:p,

¢ = (a1 — 1)go + qi =0 = q.
Die Zahlen p_ und ¢_ blieben bis dahin unverdndert, es gilt also p_ = py und
q— = qo. Nach weiteren as Schritten, also nach insgesamt a; +ao Schritten, finde

der néchste Wechselschritt (z > 0) statt. Im Schritt vor diesem Wechselschritt
(also im (a; — 1 + ag). Schritt) ist

D = Gzp1 + Po =: P2,
q— = a2q1 + qo =: qo.

Angenommen wir befinden uns nun im Schritt vor dem m-ten Wechselschritt,
fiir den 2z < 0 gelte. Dann ist p. = pp1, ¢+ = Gm-_1, P— = Pm Und ¢ = G-
Dann ist nach a,,;; Schritten vor dem (m + 1)-ten Wechselschritt (z > 0)

Pt = Omi1Pm + Pm—1 = Pm41,

q+ = Omi19m + Gm—1 = Gmy1-

Dies ist aber gerade die Rekursionformel fiir die Konvergenten des Kettenbruchs
[ag, a1, as, . ..]. Da die Kettenbruchentwicklung fiir irrationale Zahlen eindeutig
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ist und der MacKay-Algorithmus gegen die Rotationszahl von f konvergiert,
ist die oben konstruierte Folge ’;—m, m = 0,1,2,..., im Fall einer irrationalen
Rotationszahl gerade die Folge ihrer Konvergenten.

Zwischen zwei Wechselschritten bleibt die Schranke, die im vorhergehenden
Wechselschritt verbessert wurde, stets unverdndert. Die Schranke mit dem klei-
neren Nenner (und damit auch dem kleineren Zihler) ist also immer eine Kon-
vergente. Im Schritt direkt vor einem Wechselschritt sind sogar beide Schranken
Konvergenten der Rotationszahl. Wir haben somit gezeigt:

Lemma 4.1.2. Es sei f eine Kreisabbildung mit irrationaler Rotationszahl.

Dann ist in jedem Schritt des MacKay-Algorithmus % eine Konvergente
der Rotationszahl von f.

4.2. Rotationszahlen der Bandbreitenabbildungen

Die Bandbreitenabbildungen von Orbitiibergangsmatrizen liefern weitere Aus-
sagen iiber das Spektrum und den stationdren W-Vektor. Es sei N wieder
die Anzahl der Intervalle der zugrunde gelegten Partition. Der Punkt z, sei
Startpunkt sowohl fiir den MacKay-Algorithmus als auch fiir die Partition der
Orbitiibergangsmatrix. Die Partitionspunkte liegen fiir Orbitiibergangsmatri-
zen in zwei verschiedenen Indizierungen vor. Zunéchst kénnen sie als Punkte
xo,T1,...,rny_1 des Orbits von f aufgefasst werden. Ordnet man diese Punkte
jedoch zyklisch an, so erhélt man die Partitionspunkte ¢q, ¢1,...,on_1, Wobei
wo = xo gelte. Der Orbitpunkt, der vom Kreismittelpunkt aus gesehen direkt
links von x; liegt, sei mit z; bezeichnet, der rechte Punkt mit z,. Es gilt also

on—1 =, und @; = ;.

Fiir die Bandbreitenabbildung [ einer Orbitiibergangsmatrix? gilt nach Satz
3.2.4

flpi) € [90[(1'),90[(1')+1), 1=0,1,...N — 1.

Ein Orbit von [ kann mit einem Orbit von Partitionspunkten ¢;,, ¢;,, ... iden-
tifiziert werden. Liegt das Bild f(y;) eines Partitionspunktes im Intervall I,
so ist der ndchste Orbitpunkt ;. Jetzt wird f(¢;) berechnet, und der folgen-
de Orbitpunkt ist wieder der linke Rand des Intervalls, in das ¢; abgebildet
wurde. Um die Lénge des zyklischen Orbits einer Bandbreitenabbildung zu be-
rechnen, ist es unerheblich, ob die Indizierung der Orbitpunkte oder die der

2 Man beachte, dass diese Matrix eine Ubergangsmatrix zu f~ ist.
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4. Orbitiibergangsmatrizen

Partitionspunkte zugrunde gelegt wird. Wir gehen zunéchst davon aus, dass
flxpo1) = xn & In_1 Uy = [@n_1,p1) und beginnen den Orbit von [ mit
©n_1 = . Der Orbit der Partitionspunkte lautet nach N —r — 1 Iterationen
TpyTpy1,---,TN_1, wobei alle Partitionspunkte direkt durch f aufeinander ab-
gebildet werden. Dies gilt nicht fiir die nichste Iteration. Es ist f(zn_1) € I,
der néchste Orbitpunkt lautet somit ;. Um weiterhin mit der Indizierung der
Punkte x; rechnen zu konnen, muss ermittelt werden, fiir welches 7 € N z; = ¢
gilt. Nach der Definition von x, und z; gilt

PN—1 = Tr <Top = Po < T = P1-
Damit ist
NN wo) = any < NN w) = an = N (@) < V() = ons,

also zx € (zny_ g, xn ). Da g = ¢y der einzige Partitionspunkt im Intervall
(2, x7) ist, enthélt das Intervall (zx_;, xy_,) keinen Partitionspunkt, und es gilt
I; = [ps, psi1) = [tn_i, n—r). Um den Orbit von [ weiter zu verfolgen, muss als
néchstes f(zy_;) berechnet werden. Da xy nicht in (z,, z;) liegt, gilt [+7 > N.
Somit gilt f**=N(xy ;) = z, und wir haben einen Zyklus der Abbildung [

gefunden, der durch die Punkte =, 2, 1,..., o8y 1, N 141, -, X, Tepriasentiert
wird. Die Lénge dieses Zyklus ist offensichtlich ¢q = N —r+1+r - N =
[ und damit ist ¢ = [ der Nenner der Rotationszahl von [. Der Zihler der

Rotationszahl ergibt sich aus der Anzahl der Umrundungen, die der Zyklus
Tpy Tpyt, ..., Ty zuriicklegt.

Im Fall zy € In_y ist N = [ + r, und fiir die Grenzen des Intervalls I; gilt
vs = Ty = x, und g1 = xy. Der Zyklus von [ ist also nach N —r =1
Schritten beendet. Auch in diesem Fall gilt somit ¢; = [.

Ist xn € Iy, gilt ebenfalls N = [ + r. Die Grenzen des Intervalls I, lauten jetzt
vs = xo und @s1 = ry_, = ;. Der Orbit muss also mit x( fortgefiihrt werden.
Esist f"(x9) = 2, und damit g =N —r+r=N=1[1+r.

Um die drei Félle xy ¢ Iy 1 U Iy, xxy € Iy und zy € Iy im Folgenden nicht
gesondert behandeln zu miissen, werden die Zahlen L und R eingefiihrt. Wir
setzen

I N, falls zy € I,
B [, sonst,

o {N, falls 2y € In_1,

r,  sonst.
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4.3. Spektrum der Orbitiibergangsmatrizen

Mit diesen Bezeichnungen gilt fiir die Grenzen des Intervalls I
os=zy - und s 1 = TN R.
Der Nenner der Rotationszahl von [ ist damit stets ¢ = L.

Fiir die Bandbreitenabbildung v kann ebenso verfahren werden, allerdings muss
ein Orbit hier stets mit der rechten Intervallgrenze des Bildintervalls fortgefiihrt
werden. Wir beginnen den Orbit von v mit ¢; = x;. Dann gilt

fNil(xl) €l = [foL;«TNfR) und fl+R7N($N,R) = x.
Der Nenner der Rotationszahl von v ist somit ¢ = N —{+[+ R—- N = R.

Wendet man auf ¢y = zg den MacKay-Algorithmus solange an, bis (nach dem
Aufdatieren) q_+¢, > N gilt, so sind ¢_ = L = ¢y und ¢, = R = ¢,. Die Zéhler
der Rotationszahlen von [ und v ergeben sich durch die Anzahl der Unrundungen
ihrer Zyklen. Diese Anzahl entspricht aber gerade den Zahlern der Schranken
des MacKay-Algorithmus, also p_ fiir [ und p, fiir . Wir haben damit den
folgenden Satz gezeigt:

Satz 4.2.1. Es sei N > 1 eine natiirliche Zahl und xy € S* sowohl Startpunkt
der (N x N )-Orbitibergangsmatriz einer Kreisabbildung f als auch Startpunkt
des MacKay-Algorithmus zu f. Fir die Bandbreitenabbildungen der Orbitiber-

gangsmatrix gilt
P- P+
p() =— und p(xr) =—,
q- 4+
wobeip_/q_ und p, /qy die Schranken desjenigen MacKay-Schrittes bezeichnen,

fiir den das erste Mal q_ + q, > N gilt.

4.3. Spektrum der Orbitiibergangsmatrizen

Fiir Orbitiibergangsmatrizen kann das charakteristische Polynom direkt aus-
gerechnet werden. Die Rotationszahlen der Bandbreitenabbildungen der Or-
bitiibergangsmatrix sind nach Korollar 3.1.10 und Satz 4.2.1 gegeben durch

q+ — P+ und p(u):q—_p—.

q+ q-

po) =
Wir verwenden die Bezeichnungen

¢ =min{g_,q;} und ¢ =max{q_,q}.

Fiir den Fall ¢; = g_ sei « := a, sonst definieren wir o := 1 — a. Dann gilt
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4. Orbitiibergangsmatrizen

Satz 4.3.1. Das charakteristische Polynom einer Orbitibergangsmatric A =
A(«) lautet

det(A — AE) = (=1)"AV"%2 (A2 = 1) — (1 — a)(A27" — 1))
= (—DVAV" (A2 — 1) + (1 — )A2"2 (A — 1))

Beweis. Es sei 0. B. d. A. ¢ = ¢_. Da x4 kein periodischer Punkt von f ist,
haben die Bandbreitenabbildungen o und u verschiedene Rotationszahlen und
besitzen jeweils genau einen Zyklus Z, = {iy = s,i1,...,44-1} und Z, = {jp =
S, J1y---,lg—1}. Es ist ndmlich klar, dass s sowohl zum Zyklus von o als auch
zum Zyklus von u gehéren muss, da fiir alle anderen j € N\s gilt o(j) =
u(j). Damit wére ein Zyklus von o, der s nicht enthilt, auch ein Zyklus von
u, und die Orbitiibergangsmatrix wére reduzibel oder zyklisch. Das kann aber
nur auftreten, wenn z, ein periodischer Punkt von f ist. Aus dieser Uberlegung
ergibt sich auflerdem, dass o und u nur jeweils genau einen Zyklus besitzen
kénnen.

Mit Ej; = (e;;) sei die nicht-negative (N x N)-Matrix bezeichnet, deren einziger
positiver Eintrag ey = 1 ist. Es werden zwei neue Matrizen

Ay=A—aE,,und Ay :=A— (1 —a) Eppy

konstruiert. Die Matrix A, entsteht also aus der Matrix A durch Streichen des
Eintrages ay s = o, die Matrix A, durch Streichen des Eintrages a1, =1 —a.
Die Zusténde j € Z, sind gerade die rekurrenten Zustéinde der Matrix A,3. Alle
anderen Zustdnde sind singuldr. Die Matrix A, ist somit reduzibel und kann
mittels einer Permutationsmatrix P, auf die Normalform

0 0 --- 01 )
1a 0 - 0 =
i

0 1 0 g > q1
PAPI=| ¢ 1 .0 g

0 0 --- 10 = )

0 . 0

0 e 0

3 A, ist keine Ubergangsmatrix. Da aber fiir die Begriffe rekurrent und transient der Wert
der Eintrige nicht entscheidend ist, kann auch hier von rekurrenten Zustdinden gesprochen
werden.
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4.3. Spektrum der Orbitiibergangsmatrizen

gebracht werden. Die Matrix A, wird entsprechend durch eine Permutations-
matrix P, in die Form

0 0 0 1 )
a 0 00 o
g

0 1 C 0 g ¢
PAPT =1 ¢ .0 z

00 -~ 10| & )

0 e 0

0 e 0

transformiert. Die Determinante ist in jeder Spalte linear. Nutzt man diese
Linearitéit in der s-ten Spalte, so berechnet sich das charakteristische Polynom
von A zu

det(A — A\E) = det(A, — AE) + det(A, — AE + AEj).
Fiir den ersten Summanden gilt
det(A, — AE) = det(P,A, P — AE) = (=1)" AV "2\ — q).
Fiir den zweiten Summanden erhalten wir

det(A, — \E + \Ey,) = det(P,A,PI — \E + \Ey)

0 0O --- 0 1
- -x 0 0 =
L
0 1
= : -2 0 %
0 0 1 - =
0 ..o 0 -x
0 0

Entwickelt man diese Matrix nach der ersten Zeile, so ergibt sich
det(P, AP — AE — AEgg) = (-1)V AN (1 — o).

Insgesamt hat man also
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4. Orbitiibergangsmatrizen

det(A — AE) = (=1)VAN 2 (A2 — a) + (=) IAVI (1 - a)
_ (_1)N)\quz ()\Q2 —a— Xhﬂh(l - a)) .

O

Aus Satz 4.3.1 folgt sofort, dass 0 ein Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit
N — ¢y ist. Die anderen Eigenwerte sind die Nullstellen des Trinomials®

TA) =A2 — (1 —a)\27" — q.

Da A primitiv ist, ist klar, dass 1 eine einfache Nullstelle des Trinomials ist und
dass alle weiteren Nullstellen betragsmiflig kleiner als 1 sind. Die Geometrie
dieser Nullstellen wird im folgenden Abschnitt ndher beleuchtet.

4.3.1. Geometrie des Spektrums

Polynome der Gestalt
T(z) = ap+ a12? + a, 2"

mit p,n € N heiflen Trinomiale. Neben der 0 sind die Eigenwerte einer Or-
bitiibergangsmatrix Nullstellen des speziellen Trinomials

T (2) =2 - (1-0) —«

mit « € (0,1) und r = ¢, s = ¢o — ¢;- FELL [18] hat die Geometrie der
Nullstellen der Trinomiale

2T, () =+ (1 - )2 -1

fiir « € (—o0, +00) untersucht, deren Nullstellen gerade die Kehrwerte der Null-
stellen von 7" sind. Thre Ergebnisse werden im Folgenden anhand des Trinomials
T, erliutert.

Ziel dieses Abschnitts ist es zu untersuchen, inwiefern das Spektrum der Or-
bitiibergangsmatrix gegen das Spektrum des kontinuierlichen Operators kon-
vergiert. Fiir irrationale Rotationszahlen besteht das Spektrum des kontinuier-
lichen Frobenius-Perron-Operators bei hinreichender Glattheit der Kreisabbil-
dung aus ganz C7. Ist die Rotationszahl der zugrunde liegenden Kreisabbildung
f rational und f nicht konjugiert zu einer Drehung, so bildet ebenfalls ganz C7

45, Abschnitt 4.3.1.
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4.3. Spektrum der Orbitiibergangsmatrizen

das Spektrum. Unter Konvergenz soll Folgendes verstanden werden: Fiir alle
€ > 0 existiert ein Ny € N, so dass

dist(z,0(Py)) < € Yz € C}, VN > Ny.

Es wird sich zeigen, dass diese Aussage fiir Orbitiibergangsmatrizen zu Kreis-
abbildungen mit fast allen irrationalen Rotationszahlen gilt.

Zur Untersuchung der Konvergenz werden zunéchst r + s von « unabhéngige
Sektoren S;, das sind Mengen

Si={re”™:0<r<1,a; <0<0b;}, j=0,1,....7+s5—1,

konstruiert, die fiir alle o € [0, 1] eine Nullstelle von T, enthalten. Im zweiten
Schritt wird der Radius r dieser Nullstellen nach unten abgeschitzt. Es wére
wiinschenswert, wenn die Radien aller Nullstellen von T, fiir r + s — oo un-
abhéngig von a gegen 1 strebten. Da sich jedoch fiir den Grenzfall « = 0 im
Ursprung eine s-fache Nullstelle befindet, ist dies nicht fiir alle Nullstellen zu
erwarten. Fiir bestimmte Sektoren wird diese Abschétzung aber moglich sein.

Die Nullstellen des Trinomials 7;, hdngen stetig von « ab. Fiir o = 0 hat Tj die
r-ten Einheitswurzeln als einfache und 0 als s-fache Nullstellen. Diese entwickeln
sich mit & — 1 zu den (7 + s)-ten Einheitswurzeln und sind betragsmifig stets
< 1. Die 1 ist natiirlich fiir alle & eine Nullstelle. Es soll zunéchst untersucht
werden, wie die Pfade der Nullstellen mit sich verdnderndem « aussehen. Im
Folgenden werden die bereits erwidhnten r + s Sektoren der Einheitsscheibe in
C konstruiert, in denen sich fiir alle o € [0, 1] jeweils eine Nullstelle befindet.

Es sei z = pe'®. Betrachtet man nur den Imaginérteil der Gleichung
7T —(1—a)z’ —a=0, (4.3.1)

so erhdlt man
P esin((r + 8)0) — (1 — a)p’sin(sh) = 0 (4.3.2)

oder umgeformt
(1 — ) sin(s6)
= : 4.3.
7= i+ 9)0) (4:3.3)

Tw(2)
Zr+s

Auf gleiche Weise kann man mit der Gleichung = 0 verfahren und bekommt

_asin((r + s)0)
(1 —a)sin(rf)’

S

P = (4.3.4)
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4. Orbitiibergangsmatrizen

Da p > 0, folgt aus (4.3.3) und (4.3.4) fiir die Vorzeichen der Sinus-Ausdriicke
—sgn(sin(rf)) = sgn(sin((r + s)f) = sgn(sin(sf)). (4.3.5)

Die gesuchten Sektoren S;, j = 0,1,...,7+s—1, ergeben sich aus der Bedingung
(4.3.5), indem Zahlen a;, b; € [0,1) gesucht werden, so dass (4.3.5) fiir alle
6 € [2maj, 27b ] erfiillt ist. Abbildung 4.3 zeigt die Kurven von sin(rf), sin(sf)
und sin((r + s)¢) im Bereich [0, 7] am Beispiel » = 4 und s = 3. Die Intervalle,
fiir die Bedingung (4.3.5) erfiillt ist, sind mit einem schwarzen Balken markiert.
Die Sektoren fiir dieses Beispiel sind

5’0:{7“62”0:0§r§1, 9:0},

Si={re¥™:0<r<1,1<0< 1},
So={re?™:0<r<1,1<0<2},
53:{7“62”0:0§r§1,%§9§%}

und aufgrund der Symmetrie zur reellen Achse

Si={re™:0<r<1,1<0<1},
Ss={re?™:0<r<1, 2<9<3},
56:{7“62”0:0§7“§1,%§9§$}.

Der Sektor Sy gehort zur Nullstelle 1 und ist immer Sy = {r: 0 <r < 1}. Um
die anderen Sektoren allgemein bestimmen zu kénnen, muss die Anordnung der

Zahlen
A, = {l 1§j§r},
T
27 +1
B%:{‘%%:ogjg%—1}
2s
und

Ar+33:{ J :1§j§r+s}
r+S

in [0, 1] bekannt sein. Die Mengen A, und A, reprisentieren dabei die Argu-
mente der r-ten bzw. (r + s)-ten Einheitswurzeln, wihrend Bys mit der Menge
der Argumente der s-ten Wurzeln von -1 identifiziert werden kann.
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o8t [,

osf- | /1
//

04t

0.2H

0 3/7pi 4/7pi 5/7pi

Abbildung 4.3.:
sin(46) (- - -), sin(30) (- — -) und sin(70) (—) im Bereich [0, 7].

FELL hat in ihrem Artikel [18] diese Anordnung untersucht. Der zweite Teil
des folgenden Lemmas enthilt im Original einen Fehler®. Wir geben hier eine
erweiterte und korrigierte Fassung. Da der Beweis von FELL aber trotzdem
giiltig bleibt, wird an dieser Stelle auf eine Wiedergabe verzichtet.

Lemma 4.3.2. Es seien m > 2 eine ganze Zahl und A, und B,, die Mengen

J .
A, ={=:1<5<
{:1<j<m}
2]+ 1
m

B =1 :1<2j+1<m}.

Dann gilt fiir alle ganzen Zahlen r,s > 2:

a) Fir jedes j € 7 enthdlt das Intervall [2%111), 2%112)] mod 1 jeweils genau
ein Element aus den zwei Mengen

i) AU Bayg

ii) As U Bo,.

® Bei FELL bezieht sich die Aussage b) des Lemmas 4.3.2 filschlicherweise ebenfalls auf das

2j—1 2541
Intervall [2(1—4_8), 2(50—4_8)]
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4. Orbitiibergangsmatrizen

b) Fiir jedes j € 7 enthilt das Intervall [, ] mod 1 jeweils genau ein

r+s’? +s
Element aus den zwei Mengen
i) A,U A
ii) Bay U By,
¢) Fiir jedes j € 7 befindet sich in jedem Intervall [ r+s), 27:;18 ] mod 1

genau ein Element der Menge
Agr U A2S - Ar U As U B27‘ U B25-

Beweis. Fiir die Aussagen a) und b) s. FELL [18]. Die Aussage ¢) ergibt sich
unmittelbar aus a) und b). Es seien ndmlich z; und z, zwei verschiedene Ele-
mente der Menge Ay, U Ay,. Die Elemente der Menge Agr haben den Abstand

=, die der Menge Ay den Abstand 5. Das Intervall [ L 27::5 | hat aber nur

Somit muss entweder 1 € Ay, und x5 € Ay oder x5 € Ay,

d1e Linge 5 W
und x; € Ay gelten. Dies steht aber im Widerspruch zu den Aussagen a) und

b) des Satzes. O

Bemerkung 4.3.3. Aussage c) des Lemmas 4.3.2 besagt, dass zwischen zwei Vor-
zeichenwechseln von sin((r + s)#) stets ein Vorzeichenwechsel von sin(rf) oder
sin(s#) stattfindet.

Aus Aussage b) kann geschlossen werden, dass sich zwischen den Argumen-
ten einer r-ten und ihrer benachbarten s-ten Einheitswurzel, sofern diese nicht
identisch sind, stets das Argument einer (r + s)-ten Wurzel von —1 befindet.
Entsprechend liegt zwischen den Argumenten benachbarter r-ter und s-ter Wur-
zeln von —1 ebenfalls stets das Argument einer (r + s)-ten Wurzel von —1.
Aussage a) ist die wichtigste der drei Aussagen. Aus ihr kann geschlossen wer-
den, dass es zu jeder (r + s)-ten Wurzel eine r-te Einheitswurzel oder eine s-te
Wurzel von —1 gibt, so dass der Abstand des Argumentes dieser Wurzel vom
Argument der (r + s)-ten Wurzel kleiner als 2(315) ist. Diese Wurzel ist ein-
deutig und entspricht dem Element aus der Vereinigung der Menge der r-ten
Wurzeln und der Menge der s-ten Wurzeln von —1, die der (r + s)-ten Wurzel
am néchsten liegt.

Aus Lemma 4.3.2 ergibt sich, dass es genau drei Fille gibt, in denen die Be-
dingung (4.3.5) erfiillt ist. Wir betrachten eine (r + s)-te Einheitswurzel mit
Argument ;- 27”

a) Dann gibt es entweder eine (eindeutige) r-te Wurzel mit Argument 2k

die keine s-te Wurzel von —1 ist und fiir die gilt ‘— — m s
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zunéchst k kleiner als ~1-. Aussage a) und b) des Lemmas 4.3.2 besagen
nun, dass das Intervall [£, r%s] im Inneren eines Intervalls (21, 1) liegt.
Fiir die Vorzeichen von sin(r), sin(sf) und sin((r + s)6) gilt damit im

Intervall (22, f—ﬂ)

sgn(sin(rﬁ)) =1 und sgn(sin(sf)) = —1 = sgn(sin((r + s)8)).

Im Fall £ > -Z liefert die gleiche Uberlegung fiir das Intervall (f”s , 21k

sgn(sin(rﬁ)) = —1 und sgn(sin(sf)) = 1 = sgn(sin((r + s)8)).

b) Oder es gibt eine s-te Wurzel von —1 mit Argument % die keine
r-te Einheitswurzel ist und fiir die ‘% r+s‘ < r+s gllt 0. B. d. A.
sei £+ < - Dann besagt Lemma 4.3.2, dass es ein Intervall (%, 2£51)

gibt, in dem das Intervall [2—8, m] enthalten ist. Fiir die Vorzeichen der

2m(20—1) m)

Sinus-Abbildungen haben wir im Intervall (=5—, =

sgn(sin(rf)) = 1 und sgn(sin(sf)) = —1 = sgn(sin((r + 5)0)).

2wik/r

| <

die mit einer s-ten Wurzel
gﬂt Es gelte wieder

c¢) Oder es gibt eine r-te Einheitswurzel e

von —1 identisch ist und fiir die ‘E TH

E < - Tm Intervall (22£, 27”) gilt dann

r+s

sgn(sin(rﬁ)) =1 und sgn(sin(sf)) = —1 = sgn(sin((r + s)6)).

Auf dhnliche Weise findet man, dass fiir Intervalle, die nicht einem der obigen
drei Typen entsprechen, die Bedingung (4.3.5) nicht erfiillt ist.

Die Konstruktion der Sektoren, fiir die Bedingung (4.3.5) gilt, geht damit wie

folgt vonstatten. Man sucht sich in jedem Intervall [2%3" :ri), 22(1 ii)], das nach Lem-

ma 4.3.2 eindeutig definierte Element [3; aus A, U By,. Es sei vy; = r+s Die
Bedingung (4.3.5) ist genau dann erfiillt, wenn

r+s—1

e M:= LJ [aj,bﬂ

J=0

mit a; = 2rmin{f;,v;} und b; = 2r max{f;,v;}. Es gilt stets ap = by = 0,
was der Nullstelle 1 entspricht. Dies ist das einzige Intervall der Linge 0, alle
anderen Intervalle [a;,b;], j = 1,...,r + s — 1, haben positives Lebesgue-Ma8.
Es gibt somit drei verschiedene Typen von Sektoren:
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4. Orbitiibergangsmatrizen

a) Sektoren, fiir die f; eine r-te Einheitswurzel, aber keine s-te Wurzel von
—1 représentiert. Solche Sektoren heiflen Sektoren vom Typ A.

b) Sektoren, fiir die /3; eine s-te Wurzel von —1, aber keine r-te Einheitswur-
zel représentiert. Solche Sektoren heiflen Sektoren vom Typ B.

c) Sektoren, fiir die (; sowohl eine r-te Einheitswurzel als auch eine s-te
Wurzel von —1 représentiert. Solche Sektoren heiflen Sektoren vom Typ

C.

Bei unseren Betrachtungen, in denen das Trinomial 7, das charakteristische
Polynom einer Orbitiibergangsmatrix ist, konnen Sektoren vom Typ C nur in
bestimmten Fillen auftreten. Damit ein Sektor vom Typ C vorliegt, muss es
ganze Zahlen k € r und [ € 2s geben, so dass

ko 20+1
r 2’
was gleichbedeutend mit
2ks = (2l + 1)r (4.3.6)

ist. Im Falle von Orbitiibergangsmatrizen sind die Zahlen r und s inkommen-
surabel. Damit ist klar, dass Gleichung (4.3.6) nur erfiillt sein kann, wenn s
ungerade und r gerade ist. Die Gleichung ks = (21 4 1) fiihrt dann aufgrund
der Inkommensurabilitit von 7 und s zu s = 2/ + 1 und £ = 7. Damit ist
k = % = 2l+1 . Es gibt also in dem Fall, dass s ungerade und r gerade ist, genau
zwel Sektoren vom Typ C, namlich Sr+s 1 und Sr+s+1 Diese Sektoren liegen

symmetrisch zur negativen reellen Achse liegen und besitzen die gemeinsame
Grenze {re™: 0 < r < 1}. In allen anderen Fillen gibt es keine Sektoren vom
Typ C.

Abbildung 4.4 zeigt die verschiedenen Typen von Sektoren beispielhaft fiir r = 4
und s = 3. Die Sektoren Sy, Sy und S5 sind vom Typ A, die Sektoren S; und
Sg vom Typ B und die Sektoren S3 und S, vom Typ C.

Wir haben nun r + s Sektoren S;, j = 0,...,r + s — 1, konstruiert, in denen
die Nullstellen des Trinomials liegen kénnen. Es ist als Néchstes zu zeigen, dass
tatsédchlich jeder der durch 6 € [a;,b;] gegebenen Sektoren eine Nullstelle des
Trinomials enthélt. Um dies zu zeigen, lassen wir « fest, aber beliebig. Der
Realteil der Gleichung (4.3.1) wird umgeformt zu

p" P cos ((r+s)0) — (1 — a)p®cos(s) —a = 0. (4.3.7)
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N B
~ %2
P,

N . -m.*.w- - -‘-‘-WL.%.H S
Py 5
- r A 0

- .

Abbildung 4.4.:
Sektoren fiir » = 4 und s = 3. Die gestrichelten Linien stehen fiir die

Menge A, s, die gestrichpunkteten fiir A, und die gepunkteten fiir
Bs.

Lost man sowohl diese Gleichung als auch (4.3.2) nach « auf und setzt diese
gleich, so erhélt man fiir die Nullstellen des Trinomials die von a unabhingige
Gleichung

p" o sin(rf) — p"sin((r + s)6) + sin(sf) = 0. (4.3.8)

Mit der Descartschen Vorzeichenregel folgt aus Bedingung (4.3.5), dass die Glei-
chung (4.3.8) fiir alle # € M eine reelle, positive Losung p(#) besitzt. Anders
ausgedriickt, zu jedem 0; € S; gibt es ein p; und ein a € [0, 1], so dass p;e'i
eine Nullstelle von T, ist. Auflerdem befindet sich fiir alle o eine Nullstelle in
jedem der r + s Sektoren. Damit ist klar, dass die Nullstellen in den Sektoren
vom Typ A und B stets einfach sind. Lediglich auf der negativen reellen Achse
kann eine zweifache Nullstelle auftreten, wenn es Sektoren vom Typ C gibt.

In jedem der Sektoren S; kann fiir die dort befindliche Nullstelle der Winkel 8;
als Funktion von « ausgedriickt werden. FELL hat gezeigt, dass diese Funktionen
0;(«) monoton sind. Zum Beweis dieses Ergebnisses sei auf [18] verwiesen.

Die Entwicklung der Nullstellen von 7T, in Abhé#ngigkeit von « kann nun so
beschrieben werden: Fiir den Grenzfall & = 1 besitzt T} die (r + s)-ten Ein-
heitswurzeln als Nullstellen. In den Sektoren vom Typ A laufen die (r + s)-ten
Einheitswurzeln mit @ — 0 zu ihren benachbarten r-ten Einheitswurzeln. In den
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Typ A
S, | Typ B
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Abbildung 4.5.:
Nullstellenentwicklung fiir das Trinomial T'(z) = 2" — (1 — a)2® — «

Sektoren vom Typ B laufen die (r + s)-ten Einheitswurzeln mit o — 0 zum Ur-
sprung. Treten zwei Sektoren vom Typ C auf, so laufen die Nullstellen von den
symmetrisch zur reellen Achse liegenden (r + s)-ten Einheitswurzeln zunichst
symmetrisch zur reellen Achse aufeinander zu, bis es fiir ein « € (0, 1) eine zwei-
fache Nullstelle auf der negativen reellen Achse gibt. Danach lduft mit a — 0
eine der Nullstellen auf der reellen Achse zu -1, die andere ebenfalls auf der
reellen Achse zum Ursprung. Abbildung 4.5 zeigt eine solche Entwicklung der

Nullstellen in den verschiedenen Sektoren am Beispiel T, (2) = 2" —(1—a)2* —a.

Um die angestrebte Konvergenz zeigen zu kénnen, muss im néchsten Schritt der
Radius p; nach unten abgeschétzt werden. Wiinschenswert ist dabei, dass mit
wachsendem r + s der Radius mdglichst vieler Nullstellen gegen 1 geht. FELL
[18] liefert fiir die Sektoren vom Typ A und C folgende Abschétzung:

Satz 4.3.4. In den Sektoren vom Typ A und vom Typ C gilt fiir den Radius p
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zumindest einer der in diesem Sektor befindlichen Nullstellen® von T,

p> (ﬁ)i . (4.3.9)

Die Anzahl der Sektoren vom Typ A und C betrigt zusammen r. Es seien
S;, und S;, zwei benachbarte Sektoren, die entweder jeweils vom Typ A, vom
Typ C oder vom Typ A und Typ C sind. Die Lénge der Intervalle [a;, b;] ist
stets kleiner als 2(rl+s). Das Intervall [bj,, a;,] wird ungiinstigstenfalls von zwei
benachbarten Elementen aus A, gebildet und hat somit eine Lénge, die kleiner
als % ist. Damit gilt fiir den Abstand der Argumente zweier beliebiger Elemente

21 =€ €5 und z, = €2 €

2T
r+s

2
|91—92|§7ﬂ+

Es seien z = ¢ € (% und
Sa={xe€S;,j=0,...,r+s—1:5;ist vom Typ A oder vom Typ C}

die Menge aller Elemente aus den Sektoren vom Typ A oder C. Fiir eine Menge
A C C definieren wir

arg(A) := {0 € [0,27): re” € A fiir ein r € R..}.

Ist die Rotationszahl der Kreisabbildung irrational, so wird mit wachsendem N
sowohl r als auch r + s, also die Nenner der Bandbreitenabbildungen von Py,
beliebig grof}. Somit kann zu jedem € > 0 ein Ny = r + s gefunden werden, so

dass
T

r+s

dist (8, arg(o(Py) N Sa)) < g +
fiir alle N > N.

Wir betrachten nun den Radius der Nullstellen in den Sektoren vom Typ A
und C. Es sei py der Radius einer Nullstelle aus S4. Im Fall r > s liefert
Abschitzung (4.3.9) bereits das gewiinschte Ergebnis, da dann mit r — oo
der rechte Ausdruck gegen 1 geht. Es sei also r < s. Beriicksichtigt man, dass
das Trinomial fiir unsere Betrachtungen das charakteristische Polynom einer
Orbitiibergangsmatrix ist, so haben wir r = ¢; und r + s = ¢». Der Exponent

6 In den Sektoren vom Typ A gibt es genau eine Nullstelle. In den Sektoren vom Typ C
hingegen konnen zwei reelle (negative) Nullstellen auftreten. Die Abschétzung bezieht sich
dann auf die betragsméifig grofere Nullstelle.
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4. Orbitiibergangsmatrizen

r entspricht also dem Nenner der MacKay-Schranke, die unveréindert geblieben
ist, und ist somit stets Nenner ¢; einer Konvergente der Rotationszahl p(f) = w.
Die Zahl r + s hingegen entspricht dem Nenner der verbesserten Schranke. Im
ungiinstigstem Fall ist also r + s = qx41. Mafigeblich fiir die Abschitzung von
pa durch Ungleichung (4.3.9) ist das Verhalten von (r + s)’% fiir r + s — oo.

L
Mit 7 = g und r + s = g1 muss also das Verhalten von (gx,1) % fiir k& — oo
untersucht werden. Es gilt

Pryt _ Pe|_ 1
Qe+1 Gk Qr+1qk
und mit Ungleichung (1.1.4) erhalten wir
1
> ‘w _ B .
Gk +19k Qk

Lemma 1.1.11 besagt, dass es fiir festes ¢ > 0 fiir fast alle w € [0,1] eine
Konstante K gibt, so dass

K
‘w Pel> —— firalle k € N
dk 9y

gilt. Damit ist fiir diese w der Ausdruck — groﬁer oder gleich & Pt Die Menge

aller w, fiir die Ungleichung (1.1.3) aus Lemma 1.1.11 erfiillt 1st werde mit R,
bezeichnet. Insgesamt haben wir

1 1
) ()
Qk+1 Q"

und somit (qkﬂ)*i — 1 mit k¥ — oo fiir alle w € R,. Der folgende Satz fasst
die Ergebnisse zusammen.

Satz 4.3.5. Es sei f eine Kreisabbildung mit irrationaler Rotationszahl w und
Py ihr (kontinuierlicher) Frobenius-Perron-Operator. Ist w € R, so gibt es zu
jedem § > 0 ein Ny € N, so dass

dist(o(Py),0(Py)) <6
fiir alle N > Ny, wobeir Py eine N X N-Orbitibergangsmatriz zu f bezeichne.

Es sei noch einmal darauf hingewiesen, dass die Bedingung w € R, keine beson-
dere Einschrinkung darstellt, da das Komplement von R, eine Nullmenge ist.
Die Aussage gilt also stets fiir fast alle Rotationszahlen.
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4.4. Stationidre Wahrscheinlichkeitsvektoren

In diesem Abschnitt wird der stationdre W-Vektor einer Orbitiibergangsmatrix
allgemein berechnet. Zur Erlduterung des Vorgehens betrachten wir noch einmal
die Matrix aus Abbildung 4.1. Die Eigenwertgleichung v = Py fiir diese Matrix
lautet

[0 ] 0 0 0 1 0 0 0] [v]
U1 0 0 0O a 0 Of (v
Uy 0 000 1—a 0 Of |vy
vs| = (0 0 0 O 0 1 0] |vs
Uy 1 0 00 0 0 1| |vg
Us 0100 0 0 0] |vs

| U6 | 00 10 0 0 0] [vs]

Betrachtet man diese Gleichung zeilenweise, so erhélt man

Vo = U3 = Us = U] = vy, (4.4.1)
ve = vy = (1 — a)vy, (4.4.2)
V4 = Vg + Vg. (443)

Die Eigenvektoren zum Eigenwert 1 werden also aufgespannt durch den Vektor
v mit den Komponenten

Vo = V3 = VU5 = VU1 — Q,
vg = vy = (1 —a),

’U4:1.

Die Aufstellung der Gleichungen fiir die Komponenten eines Eigenvektors héngt
mit den Zyklen der Bandbreitenabbildungen [ und ¢ zusammen. Fiir die Zyklen
der Matrix dieses Beispiels gilt

Z;=16,2,4} und Z ={0,3,5, 1, 4}.

Die Gleichungskette (4.4.1) entspricht den Indizes der Menge Zy\Z, also den
Elementen, die nicht zum Zyklus von [ gehéren. Die Gleichungskette (4.4.2)
hingegen umfasst die Indizes der Menge Zy\Z., die der Gleichung (4.4.3) die
Indizes der Menge Z; N Z..

Im Folgenden wird erldutert, dass diese Eigenschaft allgemein fiir Orbitiiber-
gangsmatrizen giiltig ist. Dazu miissen zunéchst die Mengen Zy\ Z;, Zy\ Z, und
Zy N Z, analysiert werden.
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4. Orbitiibergangsmatrizen

In Abschnitt 4.2 hatten wir gesehen, dass die Zyklen von [ und t mit bestimmten
Orbitpunkten z;, identifiziert werden konnen. Es zeigte sich, dass die Zyklen
von [ und t reprisentiert werden durch die Orbitpunkte

[ %y, Tpyry oo, N1, TN Ly -+ -5 TR1,

v T, Ti41y --+-y TN—1) TN—Ry -+ -3 TL—1-

Aus den Ausfithrungen ging auflerdem hervor, mit welchen Partitionspunkten
diese Orbitpunkte identisch sind. Es gilt ndmlich

Tr = PN-1, x = Yo, IN-1 = Pk+1,
IN-L = Ps, IN—R = Ps+1,
TRr—1 = Pz, Tr—1 = Pz41,

so dass die Zyklen von [ und v ausgedriickt durch die Partitionspunkte lauten

[: PN—15 « -y P41y Psy -y P2y

Tl Q1 ovy Phtly Pst1y -+ 05 Pzl

Fiir die Elemente der Mengen Z; und Z, kann daraus

Zi={N-1,...,k+1,s, ..., 2} und
Z.=A{0, ...k, s, ..., z}

geschlossen werden. Im Fall L = N gilt s =0und z+ 1=k + 1, woraus z = k
folgt. Ist hingegen R = N, so haben wir z = k£ + 1 sowie s + 1 = 0 und somit
s = N — 1. Damit lassen sich die gesuchten Mengen Zy\Z, Zy\Z, und Z;N Z,
explizit angeben. Es gilt

ZiNZe=A{s, l(s) =x(s), ..., M(s) =t"(s) =2} mit m=L+R—-N—1,

Zny\7Z =0, falls L=N und
Zn\ Zi = {0, 1(0) = ¢(0), ..., N 7H0) =N 7H0) = k}, falls L #N,

Zn\Z.=0, falls R=N und

Zn\Ze={N—-1,[(N—-1)=¢(N -1), ...,
N YUN-1) =" YN —-1)=k+1}, falls R#N.
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4.4. Stationdre Wahrscheinlichkeitsvektoren

Alle Punkte, die nicht zum periodischen Orbit von [ gehoren, sind periodische
Punkte von v und umgekehrt. Ein Punkt ¢ € Zy kann also dadurch klassifiziert
werden, dass er in genau einer der Mengen Z\NZ,, Zy \ Z; oder Zy \ Z, enthalten
ist.

Wir betrachten nun die Eigenwertgleichung v = Pyuv zeilenweise. Es sei zu-
nichst ¢_ < ¢, und damit « := a. Fiir die Zeilen mit Index i € Zy \ Z; gilt

Vo = Vy(0),

Ur0) = Ur2(0),

UiN-i-2(g) = Uk,

Vp = QUs.

Ebenso erhélt man fiir die Zeilen i € Zy \ Z, und fiir die Zeilen i € Z;N Z,, falls
R+#N,

UN_1 = UN—1) = ... = Upvoran-) = Ukl = (1= a)ug,
Ug = Uys) = ... = Um-1(y) = U, = Uy +UN_1-

Ist hingegen R = N, so ist wegen z =k +1und s =N — 1
Vs = V(s) = ... = Um-1(5) = v, = vy + (1 — a)v,.
Wihlt man v, = 1, so ergibt sich in beiden Fillen fiir einen Eigenvektor v
1 fire e Z N Z,,

UV = (07 fﬁriEZN\Z[,
l—a firieZy\ Z.
Die Summe der Komponenten von v ist v := Y. ' v; = L+ a(R — L), so dass
v/v der stationdre W-Vektor der Orbitiibergangsmatrix ist.

Ist hingegen ¢4 < ¢_, so definieren wir a := 1 — a. Dieselben Uberlegungen wie
zuvor ergeben nun

UN-1 = U(N-1) = .-+ = UnN-—r—2(Ny—1) = Upp1 = QU

und, falls L # N,

U = Vo) = ... = UN-i—g) = v = (1-auv,,
Us = vys) = ... = Um-1() = U, = Vg +Un-1,

sonst, wegen z = k und s = 0,
Vg = V) = .. = Umei = v, = (1 —a)vs+ vy_1.
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4. Orbitiibergangsmatrizen

Fiir den stationdren W-Vektor v gilt jetzt

v, =

mit v = R+ a(L — R).

Wir verwenden die Bezeichnungen

Zl = Z[, ZQ
Zy = Zs
und

¢ = min{g_,q:}, @

% firt € Z N Zr,

© fiivi € Ty \ Ze,

l;a fiiriEZN\Z[
Z‘ca « -
Z[, a =
ma‘X{q—a q+}

a/7
1—a,

falls ¢_ < q4,
falls ¢ > q4

Der folgende Satz fasst die Ergebnisse dieses Abschnitts zusammen.

Satz 4.4.1. Fir die Komponenten des stationdren W-Vektors v einer Or-

bitibergangsmatrix gilt

UZ':<

AN e RN

mit v =q + a(g — q).

Hat man v berechnet, so ist, falls f eine invariante Dichte besitzt,

—

fUT‘Z € 7 ﬂZQ,
fUT’Z € ZN\Zl,

firi € Ziy \ Zo

N-1

ha(w) = Y —=1, ()

= m(L:)

ein Kandidat fiir die Approximation der invarianten Dichte von f. Im folgenden
Abschnitt wird ein Algorithmus beschrieben, der eine solche Approximation
simultan zum MacKay-Algorithmus berechnet.

4.5. Algorithmus zur Berechnung der invarianten

Dichte

Sind die zyklische Anordnung der Punkte eines Orbits einer Kreisabbildung mit
irrationaler Rotationszahl und die Grofle o bekannt, so kann mit Satz 4.4.1 der
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4.5.  Algorithmus zur Berechnung der invarianten Dichte

stationdre W-Vektor der Orbitiibergangsmatrix berechnet werden, ohne dass die
Matrix und ihre Bandbreitenabbildungen explizit angegeben werden miissen.
Diese Berechnung lésst sich gut mit dem MacKay-Algorithmus verbinden. Als
Startpunkt wahle man zy = 0. In jedem Iterationsschritt ist ) = ¢_ +¢,. Dann
ist durch die Punkte zy = 0,...,2¢_1 die Partition zu einer Orbitiibergangs-
matrix gegeben. Ist z > 0soist L = Q und R = ¢,. Fiir 2 < 0 gilt L = ¢_
und R = Q. Anders als im MacKay-Algorithmus werden die Orbitpunkte des
Lifts abgespeichert, um den stationdren W-Vektor und die approximierte Dich-
te berechnen zu konnen. Auflerdem miissen zur Berechnung von a die Punkte
on_1 und ¢; bekannt sein. In jedem Schritt werden deshalb zusétzlich die Va-
riablen z; und z, verdndert. Bei der Initialisierung setzt man z; = x; —p_ und
2z, = x1 — py. Danach wird im Fall z > 0 der Wert z; zu z; = z verédndert,
wihrend z, unverdndert bleibt. Der Wert z; speichert also stets den Wert zy
des letzten MacKay-Schrittes, bei dem die linke Grenze verbessert wurde. Im
néchsten Schritt entspricht z; dem Partitionspunkt ¢;. Im Fall z < 0 wird
2. = z gesetzt. z, speichert somit xy — 1 der letzten Verbesserung der rechten
Schranke. Im néchsten MacKay-Schritt entspricht z, also dem Wert pn_y — 1.
Liegt ein MacKay-Schritt mit z > 0 vor, so ist @« = ¢; — 25/ und damit
wegen z = Ty

1 1 2
Ist hingegen z < 0, so gilt fiir «

IN—@pN1  l—pN a1tz 2
a= = =1-=.

I —pna I —opn 2y

Damit kann die Normierung v = ¢, +aq_ im Fall 2 > 0 bzw. v = ¢_ + ag, im
Fall z < 0 berechnet werden.

Zur Berechnung des stationdren W-Vektors miissen als Néchstes die Partitions-
punkte ¢;, ¢ = 0,..., N — 1 bestimmt werden. Dazu werden die Orbitpunkte
des Lifts auf S' projeziert, also modulo 1 gerechnet und umsortiert. Ein Sor-
tieralgorithmus ist hierfiir nicht notwendig, da fiir die Partitionspunkte ¢; = x;
mit 7 =7-¢g_ mod @ gilt. Der stationdre W-Vektor kann nun nach Satz 4.4.1
berechnet werden. Die Mengen Z; und Z, konnen nach den Ausfithrungen in
Abschnitt 4.4 als

Zv={i€ly: pi=xrund k < q,},
Z[:{i—lezNchi:xkundk<q,}
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4. Orbitiibergangsmatrizen

geschrieben werden.

Der Algorithmus zur Berechnung des stationdren W-Vektors wird im Folgenden
schematisch dargestellt. Es sei F' derjenige Lift der Kreisabbildung f, fiir den
F(0) = £(0). Mit € > 0 werde wieder die Genauigkeit der Approximation der
Rotationszahl von f angegeben.

Erweiterter MacKay-Algorithmus

Setze o := 0, 1 := F(0),p_ =0,p, =1, Q =q_ =qy =1, 2. = 11 — py,
2z =x1, — p_. Solange q_ - q, < %, fithre folgende Schritte aus:

o r;:=F(r;1),i=Q+1,...,q; +q_

e Q=q +q, P=p_+p;

o z=xa9— P

e falls z = 0: p(f) = P/Q, Programmabbruch
o falls z > 0:
— im letzten Schritt, also falls @) - ¢, > %:
*x a—=1— zi,
¥ V=q4 +oq_
* o =x; modl, j=1i-¢g_ mod Q
1 i € 7,
* U; =
v; = % sonst
—q¢ =Q,p =P, z1=2
e falls z < 0:

— im letzten Schritt, also falls @) - g_ > %:
*xa=1—%
Zr

¥ V=¢q_ +aqy
* o;=x; modl, j=1i-¢g. mod (Q

1 .
= 1€ 4
*Ui:{y .

v; = = sonst

_q+:Qap+:P7ZT:Z
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Der Algorithmus liefert die untere und obere Grenze fiir die Rotationszahl sowie
den stationdren W-Vektor und die Partitionspunkte. Die approximierte invari-
ante Dichte kann daraus berechnet werden mittels

Q-1
U.
hy(z) = ——15.(z).
; Yit1 — Pi

Die approximierte Konjugation gy ist durch

an(z) == / () dy

gegeben.

Satz 3.4.2 liefert eine Konvergenzaussage fiir das durch hy induzierte invariante
Maf. Fiir die stiickweise lineare, approximierende Abbildung fy aus Satz 3.4.1
gilt nach Konstruktion f7(z¢) = f4 () fiir alle j = 0,..., N. Aus Satz 3.4.2
folgt damit

Korollar 4.5.1. Es sei f eine C?-Kreisabbildung mit irrationaler Rotations-
zahl. Dann gilt mit den Bezeichnungen aus Satz 3.4.2 fir die approximierte
Dichte des erweiterten MacKay-Algorithmus

11
lg — gnlls < PR (4.5.1)
— +

Beweis. Satz 3.4.2 liefert
1 )
lg — gn]| < o +qi |p — pn| wobei g < Q < gp1.
k

Aus der Konvergenz des MacKay-Algorithmus folgt aber, dass

P- P+
P, PN € [_7 -
q- g+
und somit 1
|p—pn| < —.
q-q+
Da eine der beiden Grenzen eine Konvergente ist, d.h. entweder ¢ = ¢, oder
q+ = qx, folgt die Behauptung. O

Fiir die zu approximierende invariante Dichte A erh&lt man fiir ein Intervall
[a,b] € S* mit Korollar 4.5.1 die folgende Abschitzung, s. a. NICOLAISEN und
WERNER [42],

/ W) = hy(z) dz| <g(b) — gn(b) = (9(a) — gn(a))] < 2]lg — gnll -
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Soll der erweiterte MacKay-Algorithmus in erster Linie die invariante Dichte
berechnen, so bietet es sich an, als Abbruchkriterium die Abschétzung (4.5.1)
zu verwenden. Die numerischen Versuche des néichsten Abschnitts zeigen, dass
eine Fehlertoleranz von ||g — gyl < 107 gute Ergebnisse liefert.

4.5.1. Numerische Experimente

In diesem Abschnitt wird der im vorhergehenden Abschnitt hergeleitete er-
weiterte MacKay-Algorithmus an einigen Beispielen getestet und mit anderen
Verfahren zur Berechnung der invarianten Dichte verglichen. Im Vordergrund
wird der Vergleich mit der Ulam-Methode bei dquidistanten Partitionen stehen.
Es ist dabei zu beachten, dass der Rechenaufwand fiir die Ulam-Methode um
ein Vielfaches hoher ist, da nicht nur die Funktionswerte der Partitionspunk-
te berechnet werden, sondern zusétzlich noch ein lineares Gleichungssystem
gelost werden muss. Ein anderes Verfahren, das wie der erweiterte MacKay-
Algorithmus ohne das Losen eines linearen Gleichungssystems auskommt, ist
die Counting-Methode. Hierbei wird der Phasenraum in N gleich grofle Inter-
valle I; aufgeteilt, ein beliebiger Startpunkt unter f iteriert und gezahlt, wie oft
der Orbit ein Intervall I; trifft. Die invariante Dichte wird dann approximiert
durch

() = 30 it @),

1=0

wobei h; die Anzahl der Besuche des Orbits im Intervall I; und n die Léinge des

Orbits bezeichnen.

91(x) fi(z) hi(z)
Abbildung 4.6.: Konjugation g;, Kreisabbildung f; und Dichte h; fiir n = 0.2

Um die Verfahren vergleichen zu kénnen, werden zwei Kreisabbildungen durch
Konjugation einer Rotation konstruiert, so dass die invarianten Dichten bekannt
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sind. Die erste Testfunktion erh#lt man durch die Konjugation

g1(z) = % (1 —cos(2mz)) +

mit 7 € (0,1). Die invariante Dichte lautet somit
hi(x) = nsin(2rx) + 1.

Als Rotationswinkel wiithlen wir w = 27(v/3 — 1). Abbildung 4.6 zeigt die Kon-
jugation g, die Kreisabbildung f; = g, ' o7, 0 g sowie die invariante Dichte h;
fiir n = 0.2.

N eg—gn) llg=gnlle Ih=hnl, max|l;| min]|];]

41 911E-2 321E2 251E2 415 E-2 1.60 E-2
209 1.13E-2 511E-3 349E-3 644 E-3 3.14 E-3
362 7.55E-3 375E-3 272E-3  472E-3 1.15E-3
780  3.03E-3 138E-3 933E4  1.73E-3 843 E-4
2131 1.75E-3 635E-4  493E-4  8.01 E-4 3.08 E-4
2011  8.13E-4 369E-4 250 E-4  4.63 B-4 226 E-4
7953 469 E-4 171E-4  132E-4  215E-4 826E-5
18817 145E-4 723BE-5  531E5  9.07E-5 221 E-5

Tabelle 4.1.:
Ergebnisse des erweiterten MacKay-Algorithmus fiir die Testfunkti-
on f; mit n =0.2

N g vl h—nl I

41 2.81 E-2 1.66 E-2 2.44 E-2
209 5.69 E-3 3.55 E-3 4.78 E-3
362 3.29 E-3 2.06 E-3 2.76 E-3
780 1.51 E-3 1.07 E-3 1.28 E-3
2131 5.61 E-4 3.81 E-4 4.69 E-4
2911 4.10 E-4 3.09 E-4 3.44 E-4
7953 1.49 E-4 1.22 E-4 1.26 E-4
18817 6.34 E-5 1.17 E-4 5.32 E-5

Tabelle 4.2.:
Ubergangsmatrizen mit dquidistanten Partitionen fiir die Testfunk-
tion fi; mit n = 0.2
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Die Ergebnisse des erweiterten MacKay-Algorithmus fiir die Kreisabbildung f;
mit 17 = 0.2 bei verschiedenen Orbitléngen sind in Tabelle 4.1 aufgelistet. In der
ersten Spalte ist die Linge N des Orbits angegeben. Die zweite Spalte zeigt den
Fehler der Konjugation nach Abschitzung (4.5.1), die dritte den tatsichlichen
Fehler. In der vierten Spalte ist der Fehler zur invarianten Dichte angegeben.
Die beiden letzten Spalten zeigen den grofiten und kleinsten Durchmesser der
Partitionsintervalle.

Offensichtlich stimmt die Abschéitzung (4.5.1) grofenordnungsméBig mit dem
tatsédchlichen Fehler ||g — gn||, tiberein. Der Fehler, der bei der Approximation
der invarianten Dichte gemacht wird, ist allerdings etwas grofier. Im Vergleich
zu den Ubergangsmatrizen mit dquidistanten Partitionen, s. Tabelle 4.2, schnei-
det der erweiterte MacKay-Algorithmus bei der Approximation der invarianten
Dichte etwas weniger gut ab. Es sei aber nochmals darauf hingewiesen, dass der
rechnerische Aufwand zur Bestimmung des stationdiren W-Vektors der Uber-
gangsmatrizen zu dquidistanten Partitionen deutlich hoher ist als bei Orbitiiber-
gangsmatrizen. Um zum Beispiel eine Genauigkeit von 1.22-10~* zu erreichen,
muss nach der Berechung der Funktionswerte ein lineares Gleichungssystem
der GroBle 7953 gelost werden. Der erweiterte MacKay-Algorithmus hingegen
benotigt ausschliefflich die Funktionswerte. Die Rechenschritte zur Bestimmung
des stationiren W-Vektors beschrinken sich im Wesentlichen auf die Modulo-
rechnung ganzer Zahlen. Die Counting-Methode, s. Tabelle 4.3, liefert hingegen
auch bei sehr vielen Iterationen deutlich schlechtere Ergebnisse als die beiden
anderen Verfahren.

N Tterationen |lg—gnll, [|h—hwnll, |

10 100 1.10 E-1 2.00 E-1 1.00 E-1
100 1000 1.15 E-2 1.96 E-1 1.00 E-2
100 2000 1.15 E-2 9.64 E-2 1.00 E-2
100 2911 1.06 E-2 3.90 E-2 1.00 E-2
100 5000 1.09 E-2 3.64 E-2 1.00 E-2
200 7953 4.83 E-3 3.62 E-2 5.00 E-3
200 19000 4.77 E-3 2.24 E-2 5.00 E-3

Tabelle 4.3.: Counting-Methode fiir die Testfunktion f; mit n = 0.2

Abbildung 4.7 zeigt die approximierte invariante Dichte fiir den erweiterten
MacKay-Algorithmus, die Ubergangsmatrix mit #quidistanter Partition und die
Counting-Methode. Obwohl fiir die Counting-Methode eine deutliche hohere
Anzahl von Iterationen gewéhlt wurde, ist die Approximation sichtlich schlech-
ter. Aus Abbildung 4.8 wird deutlich, dass sich die Fehlerfunktionen ||h — hyl|
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im erweiterten MacKay-Algorithmus und bei der Kreismatrix dhneln. Die Feh-
lerfunktion der Counting-Methode bewegt sich nicht nur in einer anderen Gro-
Benordnung, sondern zeigt auch ein qualitativ anderes Verhalten.

erw. MacKay, Kreismatrix, Counting-Methode,
N = 209 N = 209 N =100, 2000 Tter.

Abbildung 4.7.:
Approximierte Dichten fiir Testfunktion f; mit n = 0.2: erw.
MacKay, Kreismatrizen und Counting-Methode

erw. MacKay, Kreismatrix, Counting-Methode,
N =209 N = 209 N =100, 2000 Iter.

Abbildung 4.8.:
Fehler |h — hy| der approximierten Dichten fiir die Testfunktion f;
mit 7 = 0.2: erw. MacKay, Kreismatrix und Counting-Methode

Die zweite Testfunktion lautet f, = g;' o r, o g» mit der Konjugation
g2(z) = n(z* — 22° + 2%) + 2
mit 1 € (0, 3v/3). Die zugehérige invariante Dichte ist

ho(x) = n(42® — 62% + 27) + 1.
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92() f2() ha(x)
Abbildung 4.9.: Konjugation g, Kreisabbildung f» und Dichte hy fiir n = 3

Als Rotationswinkel wéhlen wir w = 27(e — 2). Abbildung 4.9 zeigt fiir n = 3
die Konjugation g¢o, die Kreisabbildung f, sowie die invariante Dichte hs.

N elg—gn) llg—gnlle [Ih=hnll, max|l] min]|];]

30  5.69E-2 273E2 831E2 637 E-2 9.50E-3
536 4.02E-3 198E-3 619E-3 471 E-3 6.66 E-4
1537 1.65E-3 938E-4  371E-3  222E-3 699 E-5
9545 2.22E-4 1.10E-4  340E-4 261 E-4 3.65E-5
18089 1.60E-4 574E-5 1.80E-4  1.36 E-4 3.34 E-5

Tabelle 4.4.:
Ergebnisse des erweiterten MacKay-Algorithmus fiir die Testfunkti-
on fo mit n =3

Die Tabellen 4.4, 4.5 und 4.6 zeigen die Ergebnisse des erweiterten MacKay-
Algorithmus, der Ubergangsmatrizen mit fdquidistanter Partition und der Coun-
ting-Methode fiir die Kreisabbildung f, mit n = 3. Bei diesem Beispiel sind die
Ergebnisse fiir die Partitionen ab N = 9545 im erweiterten MacKay-Algorith-
mus sogar besser als bei Kreismatrizen. Die Ursache hierfiir liegt moglicherweise
in dem Fehler, der sich bei der Losung des linearen Gleichungssystems ergibt.
Die Counting-Methode ist auch in diesem Beispiel deutlich unterlegen.

In den Abbildungen 4.10 und 4.11 sind die approximierten Dichten und die
zugehorigen Fehlerfunktionen fiir eine noch recht grobe Partition abgebildet.
Man sieht gut, dass der erweiterte MacKay-Algorithmus hier schon recht friih
ein qualitativ richtiges Bild liefert.

Als weiteres Beispiel wird die Arnol’d Familie

fen(®) =z +n+esin(2rr) mod 1
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N l9 = gnlle 1P = Pnll 1Tl

30  387TE2 764E2 256 E-2
536 291 E-3  599E-3  187E-3
1537 1.02E-3  204E-3 651 E-4
9545 1.64 E-4  3.92E-4  1.05E-4
18089 8.69E-5  243E-4 553 E-5

Tabelle 4.5.:
Ubergangsmatrizen mit dquidistanten Partitionen fiir die Testfunk-
tion fo mit n =3

N TIterationen |lg—gnl|l, [|h—hwnll, |1

10 100 1.37 E-1 3.00 E-1 1.00 E-1
100 1000 1.46 E-2 1.77 E-1 1.00 E-2
100 2000 1.41 E-2 1.03 E-1 1.00 E-2
100 5000 1.40 E-2 6.71 E-2 1.00 E-2
200 9545 6.31 E-3 3.40 E-2 5.00 E-3
200 18089 6.26 E-3 2.08 E-2 5.00 E-3

Tabelle 4.6.: Counting-Methode fiir die Testfunktion f, mit n =3

mit 0 < |e| < 3= und € (0, 1) untersucht. Hier stellt sich das Problem, dass die
invariante Dichte nicht bekannt ist. Es konnen deshalb nur die Abschitzungen

erw. MacKay, Kreismatrix, Counting-Methode,
N =39 N =39 N =100, 1000 Iter.

Abbildung 4.10.:
Approximierte Dichten fiir Testfunktion f, mit n = 3: erw. MacKay,
Kreismatrizen und Counting-Methode
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erw. MacKay, Kreismatrix, Counting-Methode,
N =39 N =39 N =100, 1000 Iter.

Abbildung 4.11.:
Fehler der approximierten Dichten fiir Testfunktion f, mit n = 3:
erw. MacKay, Kreismatrix und Counting-Methode

(4.5.1) und (3.4.2) miteinander verglichen werden. Die Ergebnisse in Tabelle 4.8
stammen aus NICOLAISEN und WERNER [42]. Zum Teil werden die Ergebnisse
bei Ubergangsmatrizen besser, wenn mit f? statt mit f iteriert wird. In der
vierten Spalte der Tabelle wurde deshalb angegeben, mit welchem ¢ die Uber-
gangsmatrizen berechnet wurden. Tabelle 4.7 wurde erstellt, indem der erwei-
terte MacKay-Algorithmus abgebrochen wurde, sobald die Fehlerabschéitzung
nach (4.5.1) einen kleineren Wert als e(g — gn) nach Tabelle 4.8 lieferte. Alle fiir
die Arnol’d Familie gewé&hlten Parameter liegen in der Ndhe von phase-locking-
Intervallen. Die zugehorigen Intervalle sind nach NICOLAISEN und WERNER
42]

1
pf)=75 fire=005 und 7€ .J:=[0.335018, 0.336091],
1
p(f)=7 fire=005 und peJ:=[0.2053020, 0.2053485),
6
plf) =5 fire=008 und g€ .J:=[0.269956067467, 0.269956067579)

Je mehr sich die Parameter dem phase-locking-Intervall ndhern, um so mehr

Iterationen sind im erweiterten MacKay-Algorithmus notwendig, um die ge-

wiinschte Genauigkeit zu erreichen. Dies ist folgerichtig, da die Rotationszahl

in der Nihe eines phase-locking-Intervalls ,,gut“ durch die zum phase-locking

gehorende rationale Rotationszahl approximiert wird. Im Fall e = 0.05 und

n = 0.20530 lautet die erste Konvergente % Der Nenner der darauf folgenden
3908

Konvergente 7z ist sehr groB. Soll ein Fehler e(g — gn) kleiner als 0.2 erreicht

werden, miissen also 19541 Iterationen ausgefiihrt werden. Das Problem der
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N € n e(9 —gn) max|[;| min|[

226 0.05 0.33400 8.91 E-3 7.26 E-3 1.86 E-3
3595 0.05 0.33400 9.14 E-4 9.36 E-4 3.01 E-5
619 0.05 0.33480 3.24 E-3 447 E-3 5.95 E-4
4330  0.05 0.33480 5.00 E-4 6.99 E-4 3.66 E-5
4976 0.05 0.20528 4.02 E-4 444 E-4 584 E-5
14918 0.05 0.20528 1.68 E-4 1.74 E-4 1.89 E-5
19546 0.05 0.20530 1.02 E-4 3.15 E-4 8.01 E-6
939 0.08 0.27000 2.16 E-3  1.62 E-3 4.41 E-4
4649  0.08 0.27000 5.73 E-4 3.72E-4 1.12E-4
12092 0.08 0.27000 2.98 E-4 1.32E-4 5.32 E-5

Tabelle 4.7.:
Dichteapproximation durch den MacKay-Algorithmus fiir die Ar-
nol’d Familie

sinkenden Genauigkeit bei Rotationszahlen, die gut durch rationale Zahlen mit
kleinem Nenner approximierbar sind, ergibt sich aber auch bei Verwendung von
dquidistanten Partitionen.

Um einen Eindruck von der Entwicklung der Approximation der invarianten
Dichte im erweiterten MacKay-Algorithmus zu vermitteln, zeigen die Abbil-
dungen 4.12 und 4.13 die invarianten Dichten in den verschiedenen Phasen des
Algorithmus. Die zugrunde gelegte Kreisabbildung ist in beiden Féllen die Ab-
bildung

fen(x) = €' —262® + €2 + 2+ mod 1

mit 0 < £ < 3v/3 und 5 € (0, 1). Abbildung 4.12 zeigt die Entwicklung fiir die
Parameterwerte £ = 4 und n = 0.123. Die Rotationszahl zu diesen Werten ist
nur schlecht durch rationale Zahlen mit kleinem Nenner approximierbar. Der
Algorithmus konvergiert deshalb relativ schnell.

Die Parameterwerte fiir die Entwicklung in Abbildung 4.13 lauten £ = 2.9 und

n = 0.2405. Die zugehorige Rotationszahl wird durch % gut approximiert. Die
nichste Konvergente lautet %. Der Algorithmus konvergiert deshalb langsa-

mer. Gut zu sehen ist, wie erst die ndchste Konvergente erreicht werden muss,
damit die Partitionsintervalle gleichméssig verkleinert werden.
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N € n

100 0.05 0.33400
500  0.05 0.33400
500  0.05 0.33480
1000 0.05 0.33480
1000 0.05 0.33480
1000 0.05 0.20528
5000 0.05 0.20528
500  0.05 0.20528
1000 0.05 0.20528
1000 0.05 0.20530
2000 0.05 0.20530
5000 0.05 0.20530
100 0.08 0.27000
500  0.08 0.27000
1000 0.08 0.27000

g —g) 111
1.1 E-2 1.0 E-2
9.7 E-4 2.0 E-3
5.0 E-3 2.0 E-3
1.2 E-3 1.0 E-3
5.3 E-4 1.0 E-3
4.5 E-3 1.0 E-3
2.1 E-4 2.0 E-4
3.2 E-3 2.0 E-3
1.4 E-3 1.0 E-3
2.0 E-1 1.0 E-3
2.0 E-1 5.0 E-4
1.5 E-2 2.0 E-4
6.1 E-3 1.0 E-2
6.0 E-4 2.0 E-3
3.0 E-4 1.0 E-3

— = = Ot O OOt O = R W R ==

Tabelle 4.8.:
Dichteapproximation fiir die Arnol’d Familie durch Ubergangsma-
trizen mit dquidistanten Partitionen

92



4.5.  Algorithmus zur Berechnung der invarianten Dichte

18]
‘s_|\
14
12|

2. MacKay-Schritt: 5. MacKay-Schritt: 8. MacKay-Schritt:
N =3 N=9 N =35

11. MacKay-Schritt: 17. MacKay-Schritt: 19. MacKay-Schritt:
N =174 N =152 N =178

Abbildung 4.12.:
Entwicklung im erweiterten MacKay-Algorithmus fiir f ,(z) = 2*—
263 + &x2 + 2 +n mod 1 mit n =0.123 und £ =4

93



4. Orbitiibergangsmatrizen
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2. MacKay-Schritt: 6. MacKay-Schritt: 11. MacKay-Schritt:
16. MacKay-Schritt: 46. MacKay-Schritt: 56. MacKay-Schritt:
N =43 N =133 N =163
71. MacKay-Schritt: 81. MacKay-Schritt: 85. MacKay-Schritt:
N =208 N =238 N = 250

Abbildung 4.13.:
Entwicklung im erweiterten MacKay-Algorithmus nahe einem phase-
locking-Intervall fiir fe,(z) = Ex* — 262® + €2 + 2 +n mod 1 mit
17 =0.2405 und £ = 2.9
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A. Matlab-Implementierung

Um den erweiterten MacKay-Algorithmus in Matlab zu implementieren, muss
zunéchst der Lift der Kreisabbildung als ,m-file“ vorliegen. Zu Eingabewerten
des Liftes gehort neben der Stelle, an der ausgewertet werden soll, ein Vek-
tor mit Parameterwerten. Es darf nur ein Wert, und zwar der Funktionswert,
zuriickgegeben werden. Der Lift der Arnol’d Familie wiirde beispielsweise so
aussehen:

Dateiname: ,,arnold.m*

function y = arnold(p)

x = p(1);
eps = p(2);
eta = p(3);

y = x + eta + eps*sin(2xpi*x);

Der erweiterte MacKay-Algorithmus kann dann wie folgt als Matlab-Programm
geschrieben werden:

Eingabe:

1ift ist ein String, der den Namen des ,m-files enthilt, in dem der Lift der
Kreisabbildung definiert wurde, z.B. ’arnold’.

para ist ein Vektor mit den Parameterwerten fiir den Lift.

eps gibt die Genauigkeit fiir die Approximation der Konjugation an.

Ausgabe:
pm, gm sind Nenner und Zdhler der linken Schranke des MacKay-Algorithmus.
pp, gp sind Nenner und Zihler der rechten Schranke des MacKay-Algorithmus.

v ist der stationare W-Vektor.
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A. Matlab-Implementierung

phi ist der Vektor der Partitionspunkte der Orbitiibergangsmatrix.

function [pm, gm, pp, qp, Vv, phil = emac(lift, para, eps)

if nargin < 3 //falls keine Genauigkeit angegeben wurde

eps = 1E-6;
end
x(1) = 0;
y = feval(lift, [0 paral );
x(2) =y;
iter = 1;
zaehler = 0;
pm = O;
pp = 1;
gm = 1;
qp = 1;
Zr = y7pp;
zl =vy;
abbruch = 0;
while abbruch ==

Q =qm + gp;

P = pm + pp;

for j = iter+1:Q

y = feval(lift, [y paral);

x(j+1) = y-floor(y); // in x werden die Orbitpunkte schon
als mod 1 gespeichert
iter = iter+i1;

end
z =y - P;
if abs(z) < 1E-16 // falls O ein periodischer Punkt ist
qm = Q;
ap = Q;
pm = P; pp = P;
return

elseif z > 0
if Qxqp/(Q+qp) > 1/eps
alpha = 1-z/z1;
nu = gp + alphaxqm;
wl 1/nu;
w2 = alpha/nu;
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else

end

end

pm =

gqm
zl

if

end

pp =

zr

for j=0:Q-1

end

k=mod (j*qm,Q); // sortieren
phi (j+1)=x (k+1) ;
if k<qp

v(j+D)=wl; // falls j € Z;
else

v(j+1)=w2; // sonst
end

clear x;
abbruch = 1;

Q*qm/ (Q+gqm) > 1/eps
alpha = 1-z/zr;

nu = gm + gp*alpha;
wl = 1/nu;

w2 = alpha/nu;

for j=1:Q-1

k=mod (j*qm,Q); // sortieren
phi(j+1)=x(k+1);

if k<gm
v(j)=wl; // falls j € Z,
else
v(j)=w2; // sonst
end
end
phi(1)=0;
v(Q)=wl;
clear x;
abbruch = 1;
P;
= Q;
= z:

if abbruch==1
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A. Matlab-Implementierung

h=v./([phi(2:Q),1]1-phi); // Berechnung der invarianten Dichte
stairs([phi,1]1,[h,h(Q)]); // plotten
axis([0 1 0 max(h)+0.1]);

end

if gm > 1E8 | gqp > 1E8
fprintf (1, ’Nenner zu gross!\n’);
break

end
end
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Zusammenfassung

Gegenstand der Arbeit ist der Frobenius-Perron-Operator und seine Diskretisie-
rung im Raum L' fiir orientierungserhaltende Diffeomorphismen der Kreislinie
S'. Einerseits wird das Spektrum des Operators mit dem seiner Ubergangsma-
trix verglichen. Andererseits werden die invariante Dichte und ihre Approxima-
tion betrachtet. Ziel ist der Nachweis der Konvergenz sowohl des Spektrums als
auch der approximierten invarianten Dichten fiir feiner werdende Partitionen
des Zustandsraumes.

Das Spektrum des Frobenius-Perron-Operators wird zunéchst allgemein fiir Dif-
feomorphismen beschrieben. Spektralwerte sind in diesem Fall stets vom Betrag
1. Besitzt das System einen wandernden Punkt, so sind alle Zahlen auf dem
Rand des Einheitskreises Spektralwerte. Dies ist insbesondere der Fall, wenn es
einen asymptotisch stabilen, hyperbolischen periodischen Orbit gibt. Fiir Kreis-
diffeomorphismen gilt dies immer dann, wenn nicht alle Punkte periodisch sind.
Die Spektren fiir rationale Rotationszahlen einerseits und irrationale anderer-
seits unterscheiden sich dann hochstens durch die Art der Spektralwerte.

Ubergansmatrizen zu Kreisdiffeomorphismen sind nicht-negative, spaltensto-
chastische Matrizen mit einer speziellen Bandstruktur. Diese kann mittels dis-
kreter Kreisabbildungen, den sog. Bandbreitenabbildungen, beschrieben wer-
den. Es werden einige grundlegende Eigenschaften diskreter Kreisabbildungen
hergeleitet. Mit Hilfe der Bandbreitenabbildungen kann das Spektrum der Uber-
gangsmatrizen qualitativ beschrieben werden.

Zur numerischen Berechnung der invarianten Dichte wird eine spezielle Partition
bestehend aus Orbitpunkten vorgeschlagen. Sowohl das Spektrum als auch der
Eigenvektor zum Eigenwert 1 der zugehorigen Orbitiibergangsmatrix héngen
eng mit den Schranken zusammen, die der MacKay-Algorithmus zur Berech-
nung der Rotationszahl liefert. Es wird nachgwiesen, dass das Spektrum der
Orbitiibergangsmatrizen fiir fast alle irrationalen Rotationszahlen konvergiert.
Auch fiir die invariante Dichte kann eine schwache Form von Konvergenz gezeigt
werden. Die approximierte invariante Dichte kann berechnet werden, ohne dass
ein lineares Gleichungssystem gelost werden muss. Das fiihrt zu einer Erwei-
terung des MacKay-Algorithmus, so dass die Rotationszahl und die invariante
Dichte simultan berechnet werden. Der erweiterte MacKay-Algorithmus wird
an einigen Beispielen getestet und mit anderen Verfahren verglichen.
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