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Einleitung

Eines der dltesten Eigenwertprobleme ist das Problem der ,, Eulerschen Knicklast®, das von
Leonard Euler 1744 behandelt wurde: Ein beidseitig eingespannter Stab wird lings seiner
Achse belastet. Bei Uberschreiten einer kritischen Last knickt der Stab. Diese kritische
Last entspricht gerade dem ersten Eigenwert eines (gew6hnlichen) Randwertproblems.

Ein klassisches Beispiel eines Eigenwertproblems fiir partielle Differentialoperatoren
ist die schwingende Membran, die léings einer geschlossenen Kurve C fest eingespannt ist.
Die Auslenkung v = u(x,y,t) der Membran geniigt der Differentialgleichung

_ 0%u

Ay = ——
U= o

(Helmholtz-Gleichung), wobei A = 6‘9—; + ;—; den Laplace-Operator bezeichnet. Ein Sepa-

rationsansatz u(z,y,t) = v(z, y)w(t) fihrt auf das Randwertproblem
Av+dv=0, v|c=0

mit einem Parameter A. Nichttriviale , Eigenlosungen“ dieses Problems treten nur bei
gewissen diskreten Werten des Parameters A\, den , Eigenwerten“, auf. Henri Poincaré
wies 1894 nach, dass dieses Problem — im Gegensatz zu endlichdimensionalen Eigenwert-
problemen — unendlich viele Eigenwerte hat.

Da in den Anwendungen héufig Eigenwertprobleme fiir partielle Differentialoperatoren
auftreten, ist es natiirlich, generelle Eigenschaften des Spektrums von partiellen Differen-
tialoperatoren zu untersuchen. Ende der zwanziger Jahre des 20. Jahrhunderts wurde von
John von Neumann gezeigt, dass das Spektrum von selbstadjungierten Operatoren nur
aus reellen, diskreten Eigenwerten besteht.

Doch nun ist die Frage, ob man dariiber hinaus fiir ,,typische* Differentialoperatoren
weitere Aussagen iiber diese FEigenwerte machen kann. Welche Eigenschaften kann man
von den , meisten“ Differentialoperatoren (einer gewissen Klasse) erwarten?

In dieser Arbeit werden speziell elliptische, lineare Differentialoperatoren zweiter Ord-
nung betrachtet:

Es sei € ein beschrinktes Gebiet im RY fiir ein N € IN. Ist L ein selbstadjun-
gierter, strikt elliptischer, linearer Differentialoperator zweiter Ordnung (zum Beispiel
der Laplace-Operator) auf €2, so betrachten wir das Eigenwertproblem zu L auf Q mit
Dirichlet-Randbedingungen

(L+XNu=0 auf Q, wulgo=0.
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2 Einleitung

Das Spektrum von L besteht aus abzdhlbar unendlich vielen Eigenwerten, die sich nicht
im Endlichen hidufen und die endliche Vielfachheiten haben.

In UHLENBECK [37] wird gezeigt, dass diese Vielfachheit der Eigenwerte fiir typische
elliptische Differentialoperatoren eins ist: In gewissen Klassen von elliptischen Differen-
tialoperatoren (von denen eine im Folgenden noch genauer betrachtet wird) bilden die-
jenigen Operatoren, die nur einfache Eigenwerte haben, eine residuale Menge. Das heifit,
diese Menge ist der abzdhlbare Durchschnitt von Mengen, die sowohl offen als auch dicht
sind. Nach dem Satz von Baire ist eine residuale Teilmenge eines vollstindigen metrischen
Raumes dicht.

Wir sagen, eine Eigenschaft ist generisch innerhalb einer Familie von Operatoren, falls
die Menge der Operatoren, die diese Eigenschaft haben, residual ist. In den sechziger Jah-
ren des 20. Jahrhunderts wurde (unter anderem von Mauricio Peixoto, Stephen Smale,
Jack Hale) eine ,generische Theorie“ fiir autonome gewohnliche Differentialgleichungen
entwickelt, in der qualitative Eigenschaften untersucht wurden, die die ,,meisten“ dieser
Gleichungen haben, das heifit, die fiir eine residuale Menge in einer Familie von Differen-
tialgleichungen erfiillt sind (siehe zum Beispiel [1, Chapter 7]).

Generisch haben also elliptische Differentialoperatoren (innerhalb von gewissen Klas-
sen) nur einfache Eigenwerte. Zu jedem Ausnahmeoperator, der einen mehrfachen Eigen-
wert hat, gibt es in der Nidhe von diesem in der Familie einen anderen Operator, der
nur einfache Eigenwerte hat. Mehrfache Eigenwerte sind also instabil unter Stérungen des
Operators innerhalb der betrachteten Familie.

Eine dieser Klassen sind Storungen nullter Differenzierbarkeitsordnung eines gege-
benen elliptischen Differentialoperators: Ist L ein selbstadjungierter, strikt elliptischer,
linearer Differentialoperator zweiter Ordnung auf einem beschrinkten Gebiet  im RY
(N € IN), so ist die Menge

{b € C*(Q) : alle Eigenwerte von L + b sind einfach}

residual in C*(Q). Dabei ist C*(Q) fiir k € IN die Menge aller k-mal stetig differenzierbaren
Funktionen von 2 nach IR, deren Ableitungen stetige Fortsetzungen auf den Rand von €
haben. Generisch haben also die Operatoren L+b mit b € C*(Q) nur einfache Eigenwerte.

In den Anwendungen treten jedoch oft durch die Problemstellung Einschrankungen an
die Klasse der zu betrachtenden Operatoren auf: Hat das Gebiet zum Beispiel Symmetrien,
so schrinkt man die Familie von Differentialoperatoren auf solche ein, die mit diesen
Symmetrien vertriglich sind.

Dabei werden die Symmetrien eines (beschriinkten) Gebietes Q@ C RN (N € IN) be-
schrieben durch kompakte Lie-Gruppen, das sind abgeschlossene Untergruppen der or-
thogonalen Gruppe O(N) = {A: RY — RY : A linear, orthogonal}.

Die Aktion einer kompakten Lie-Gruppe auf einem Gebiet €2 induziert auf Funktionen-
rdumen iiber €2 eine Gruppenaktion, die durch eine Darstellung beschrieben wird. Dabei
ist eine Darstellung einer kompakten Lie-Gruppe auf einem Banach- oder Hilbert-Raum
ein stetiger Gruppenhomomorphismus von der Gruppe in die Menge der beschrinkten
Isomorphismen dieses Raumes. Es sei 2 ein Gebiet im R" fiir ein N € IN. Weiterhin
sei GG eine kompakte Lie-Gruppe, so dass () invariant unter G ist. Ist X ein Raum von
Funktionen u : © — IR, so wird durch p(g9)u(z) = u(g~'z) fir ¢ € G, v € X und
x € () eine Darstellung p von G auf X erklirt. Ein Operator T auf X heifit dquivariant,
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falls er mit p(g) fiir alle ¢ € G vertauscht, das heifit, falls 7' o p(g) = p(g) o T fiir alle
g € G gilt. Zum Beispiel ist der Laplace-Operator dquivariant beziiglich allen kompakten
Lie-Gruppen.

Schrinkt man die Klassen von elliptischen Differentialoperatoren ein auf dquivariante
Operatoren, so sind einfache Eigenwerte nicht mehr eine generische Eigenschaft in dieser
Familie: Ist A ein Eigenwert eines dquivarianten Operators, so ist der dazugehorige Eigen-
raum F), invariant unter der Gruppenaktion und lésst sich in eine direkte Summe von
irreduziblen Unterrdumen zerlegen. Dabei heifit ein Raum irreduzibel, wenn er keine un-
ter der Gruppe invarianten echten Unterrdume (also auer dem Nullraum und sich selber)
enthélt. Betrachtet man nun eine kleine dquivariante Storung des Operators, so hat dieser
Operator Eigenwerte ji1, ..., us in der Ndhe von A mit Eigenrdumen E, , ..., E, , so dass
dimEy = 37 ;dim E,; gilt und @;_; E,; sich in eine dquivalente Summe von irredu-
ziblen Unterrdumen zerlegen lédsst wie E). Ist also einer der irreduziblen Unterrdume von
FE, mehrdimensional, so hat auch @;’7:1 E,, einen irreduziblen Unterraum dieser Dimen-
sion. Auf diese Weise bleiben héhere Vielfachheiten von Eigenwerten bei dquivarianten
Storungen erhalten. Einfache Eigenwerte konnen also nicht mehr generisch innerhalb ei-
ner Familie von dquivarianten Differentialoperatoren sein. Die minimale Dimension der
Eigenrdume ist bestimmt durch die Dimensionen der irreduziblen Unterrdume.

Ist ein Eigenraum eines dquivarianten Operators irreduzibel, so sagen wir, dass der
dazugehorige Eigenwert G-einfach ist.

Ist L ein dquivarianter, selbstadjungierter, strikt elliptischer, linearer Differentialope-
rator zweiter Ordnung, der einen Eigenwert hat, dessen Eigenraum einen mehrdimen-
sionalen irreduziblen Unterraum enthilt, so gibt es aufgrund der obigen Betrachtungen
keinen dquivarianten Operator in der Néhe von L, der nur einfache Eigenwerte hat. Man
kann sich jedoch recht leicht iiberlegen, dass es einen dquivarianten Operator nahe bei
L gibt, so dass alle Eigenwerte dieses Operators G-einfach sind. Allerdings werden diese
Storungen mit Hilfe von Projektionen konstruiert; der daraus resultierende Operator ist
also nicht notwendigerweise ein Differentialoperator.

Die Frage ist nun, ob innerhalb der Familie dquivarianter Differentialoperatoren die
Eigenschaft, dass alle Eigenwerte G-einfach sind, generisch ist.

In dieser Arbeit wird nachgewiesen, dass bei invarianten Stérungen nullter Differenzier-
barkeitsordnung eines dquivarianten, elliptischen, linearen Differentialoperators generisch
alle Eigenriume irreduzibel sind: Es sei ) ein beschriinktes Gebiet im R” fiir ein N € IN.
Weiterhin sei G' eine kompakte Lie-Gruppe, so dass {2 invariant unter G ist. Ist L ein
dquivarianter, selbstadjungierter, strikt elliptischer, linearer Differentialoperator zweiter
Ordnung auf 2, so ist auch L + b fiir b € C%(Q) dquivariant, wobei CE(Q) die Menge der
unter GG invarianten Funktionen aus C*(Q) ist. Es wird gezeigt, dass dann die Menge

{b € CL(Q) : alle Eigenwerte von L + b sind G-einfach}

residual in C%(Q) ist, falls die Gruppe (und die Koeffizienten von L) gewisse Voraus-
setzungen erfiillen. Dies ist zum Beispiel der Fall, wenn G die Gruppe O(2) oder die

Dieder-Gruppe D, fiir ein n € IN ist und die Koeffizienten von L aus C*°(£2) sind.
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Der Beweis dieser Generizitidtsaussage verallgemeinert den Ansatz von UHLENBECK
[37]. Dort wird der Fall ohne Symmetrie, also mit der Symmetrie-Gruppe G = {id},
betrachtet. Im Beweis wird das Problem so umformuliert, dass ein Transversalitdtssatz
angewandt werden kann: Genau dann ist A € R ein Eigenwert von (L + b) fiir b € C*(Q)
mit Eigenvektor u € (H2(Q2) N H () \ {0}, falls ®(u, A, b) := (L+b+A)u = 0 ist. Setzen
wir @y (u, ) := ®(u, A, b), so ist fiir (u, \,b) € ®~1(0)

range D®y(u, \) = range(L + b+ \) & (u)

C range(L + b+ A) @ ker(L + b+ \) = L*(Q).

Somit ist A genau dann ein einfacher Eigenwert von L + b, wenn D®y(u, A) surjektiv
ist. Der Operator L + b hat also genau dann nur einfache Eigenwerte, wenn fiir alle
(u,\) € ®;*(0) die Linearisierung D®;(u, \) surjektiv ist, das bedeutet, wenn 0 regulérer
Wert von @, ist. Ein Transversalitéitssatz (eine unendlichdimensionale Verallgemeinerung
des Transversalitétssatzes von Thom [1, Theorem 19.1]) liefert, dass, falls 0 regulérer Wert
von @ : (u, \,b) — (L+b+ \)u ist, also wenn fiir alle (u, \,b) € & !(0) die Linearisierung
D®(u, A\, b) surjektiv ist, die Menge

{b € C*(Q) : 0 reguliirer Wert von ®,}

= {be C*Q): alle Eigenwerte von L + b sind einfach}

residual in C*(Q) ist.

Diese Methode soll nun auf den dquivarianten Fall iibertragen werden. Die Idee dieser
Verallgemeinerung ist, irreduzible Unterrdume von Eigenrdumen von L + b als ,,Punkte”
aufzufassen und die oben angedeutete Methode auf diese Unterrdume anstelle der Ei-
genfunktionen anzuwenden. Dabei werden die irreduziblen Unterrdume dargestellt durch
Tupel, deren Elemente eine Basis des Unterraums bilden, wobei aber nur solche Basen
zugelassen werden, die ein vorbestimmtes Transformationsverhalten unter der Gruppen-
aktion haben. Auf diese Weise kann man die Auswahl einer Basis eines irreduziblen Unter-
raums eindeutig machen. Auf der Menge dieser Tupel kann man nun komponentenweise
Operatoren definieren, die dann sozusagen irreduzible Unterrdume auf irreduzible Rdume
abbilden. Ersetzt man im oben skizzierten Vorgehen die Eigenfunktion u durch ein sol-
ches Tupel, das eine Basis eines irreduziblen Unterraums des Eigenraums représentiert, so
erhiilt man, dass die Menge der b € C*(Q), fiir die alle Eigenriiume von L + b irreduzibel
sind, residual in C*(Q) ist.

In einer Arbeit von ALBERT [2] wird ein alternativer Beweis der Aussage gegeben, dass
(im Fall ohne Symmetrien) die Operatoren L + b mit b € C*°(Q)) generisch nur einfache
Eigenwerte haben. Der Ansatz basiert auf einem Stérungssatz von Rellich, der besagt,
dass bei analytischen Storungsreihen 7'(¢) auch die Eigenwerte und die Eigenfunktionen
in Potenzreihen A(¢) und ¢(¢) entwickelt werden kénnen. Mit Hilfe dieser Entwicklungen
werden Storungen angegeben, fiir die ein mehrfacher Eigenwert aufspaltet in mehrere
Eigenwerte mit niedrigerer Vielfachheit.

Auch diese Beweismethode kann auf den dquivarianten Fall iibertragen werden.
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Bei zeitabhéngigen Systemen wie zum Beispiel Reaktions-Diffusions-Gleichungen
u = Au+ f

ist man an der Dynamik, der zeitlichen Entwicklung der Lésungen interessiert. Ein erster
Schritt zum Verstdndnis dieser Dynamik ist, stationdre Losungen zu untersuchen, also
Lésungen mit u; = 0. Diese Gleichgewichte geniigen wieder einer elliptischen Differential-
gleichung. Uber das Spektrum dieses Differentialoperators kann man nun wichtige Riick-
schliisse {iber das Verhalten von Losungen in der Umgebung des Gleichgewichts erhalten.

Fiir die Untersuchung der Dynamik in der Nihe eines stationédren Punktes spielt zum
Beispiel die Hyperbolizitit des Gleichgewichts eine wichtige Rolle:

Ist © ein beschrinktes Gebiet im RY fiir ein N € IN, so betrachten wir die Reaktions-
Diffusions-Gleichung mit Dirichlet-Randbedingungen

up=Au+ f(-,u) auf Q,t>0, wulsgo=0 firt>D0, (1)

wobei A der Laplace-Operator und f € C*(Q2xR) sei. Dabei ist C*(Q2x R) der Raum aller
k-mal stetig differenzierbaren Funktionen von Q x R nach R. Ist p > N, so wird durch (1)
ein lokaler Halbfluss auf W, () erzeugt ([15]). Gleichgewichte dieses Halbflusses erfiillen
das elliptische, nichtlineare Randwertproblem

Li(u) :=Au+ f(-,u) =0 aufQ, ulpo=0.

Ein Gleichgewicht u heifit hyperbolisch, falls die Linearisierung DL¢(u) von Ly in u keine
Eigenwerte auf der imagindren Achse hat. Dies ist gleichbedeutend damit, dass 0 nicht
Eigenwert von DL(u) ist, da DLs(u) ein selbstadjungierter, elliptischer Differentialope-
rator ist und somit alle Eigenwerte von DL ;(u) reell sind.

Ahnlich wie bei gewdhnlichen Differentialgleichungen sind in der Nihe eines hyperbo-
lischen stationdren Punktes die stabile und die instabile Mannigfaltigkeit homéomorph
zum linearen stabilen beziehungsweise zum linearen instabilen Raum ([15, Section 5.2]).

In BRUNOVSKY, POLACIK [8] wird gezeigt, dass fiir eine residuale Menge von Nicht-
linearitiiten f € C*(Q2 x R) alle Gleichgewichte von (1) hyperbolisch sind. Der Beweis
dieser Aussage basiert auf dem Transversalitidtssatz, der oben schon erwédhnt wurde.

Hat das Gebiet jedoch wieder Symmetrien, die durch eine kompakte Lie-Gruppe G
beschrieben werden, und schrinkt man die Klasse der Nichtlinearititen ein auf solche,
die invariant unter G in der Raum-Variablen sind, so ist Hyperbolizitidt von Gleich-
gewichten keine generische Eigenschaft mehr: Es sei C&(Q2 x R) die Menge der in der
Raum-Variablen invarianten Funktionen aus C*(Q x R). Dann ist L; fiir f € CE(Q x R)
ein dquivarianter Operator. Ist nun u ein Gleichgewicht von (1) mit kontinuierlichem
Gruppenorbit, so besteht wegen der Aquivarianz von L ¢ der ganze Orbit aus Gleichge-
wichten und der Tangentialraum an diesen Orbit ist im Kern von DLy (u) enthalten (vgl.
BRUNOVSKY, POLACIK [7]). Das bedeutet, dass das Gleichgewicht u nicht hyperbolisch
ist.

In dieser Arbeit wird gezeigt, dass fiir generische Nichtlinearititen f € CE(Q x IR)
aber zumindest alle unter GG invarianten Gleichgewichte hyperbolisch sind, falls die Gruppe
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einer Voraussetzung geniigt, die zum Beispiel fiir O(2) oder ID,, fiir n € IN erfiillt ist.
Im Beweis dieser Aussage wird der Ansatz des nicht-dquivarianten Falls wieder auf die
Situation mit Symmetrie iibertragen. Die Methodik dabei ist #hnlich zu den Uberlegungen
beim Nachweis der generischen G-Einfachheit von Eigenwerten, es spielen auch wieder die
Basen von irreduziblen Unterrdumen eine entscheidende Rolle.

Ist u ein invariantes, hyperbolisches Gleichgewicht von (1) fiir ein f € CE(Q2 x R), so
betrachten wir das Eigenwertproblem

(DLg(u) + N)v=Av + (Dof (r,u) + N)v =0 auf Q, v|sq=0.

Aufgrund der obigen Uberlegungen sind alle Eigenwerte von DL¢(u) G-einfach, falls
Dy f(-,u) nicht in einer mageren Ausnahmemenge, dem Komplement einer residualen
Menge, in C%(Q) ist. Ahnlich zum Beweis der generischen G-Einfachheit der Eigenwer-
te elliptischer Operatoren bei invarianten Storungen nullter Differenzierbarkeitsordnung
kann man zeigen, dass fiir eine residuale Menge von Nichtlinearititen f € C%(Q x RR) alle
Eigenwerte von DL;(u) G-einfach sind, falls die Gruppe wieder einer Annahme geniigt.

Die bei den verschiedenen Generizitédtssitzen gemachten Voraussetzungen betreffen
die Basen von irreduziblen Unterrdumen der Eigenrdume: Wie oben skizziert, wihlt man
aus irreduziblen Unterrdumen Basen aus, so dass die Basiselemente ein vorgeschriebenes
Transformationsverhalten unter der Gruppenaktion haben. Die in der Arbeit gemachten
Annahmen sind nun eine Forderung an das Verhalten von solchen Basen verschiedener
irreduzibler Unterrdume zueinander. Fiir die Gruppen O(2) und ID,, mit n € IN konnte
nachgewiesen werden, dass diese Voraussetzungen erfiillt sind.

Abschlieend soll noch ein Uberblick iiber die Gliederung der Arbeit gegeben werden:

Im ersten Kapitel werden einige grundlegende Eigenschaften von Lie-Gruppen und
ihren Darstellungen wiederholt, und es wird der Transversalititssatz angegeben, auf dem
die meisten Beweise der Generizititsaussagen basieren. Auflerdem wird das Verhalten
von Eigenwerten dquivarianter Operatoren unter Stérungen untersucht. Danach werden
elliptische Differentialoperatoren und Reaktions-Diffusions-Gleichungen betrachtet.

Das néchste Kapitel behandelt die Auswahl geeigneter Basen von irreduziblen Un-
terrdumen, die ein vorbestimmtes Transformationsverhalten unter der Aktion einer kom-
pakten Lie-Gruppe haben. Diese Basen spielen eine entscheidende Rolle bei der Ubertra-
gung der Beweise der bekannten Generizitdtsaussagen auf den dquivarianten Fall.

In den Kapiteln 3 und 4 wird bewiesen, dass unter geeigneten Voraussetzungen an
die Gruppe generisch bei invarianten Storungen nullter Differenzierbarkeitsordnung eines
dquivarianten, elliptischen Differentialoperators die Eigenwerte GG-einfach sind. Dabei wird
in Kapitel 3 ein storungstheoretischer Ansatz gewéhlt, wihrend der Beweis in Kapitel 4
wie oben skizziert auf einem Transversalitidtssatz aufbaut.

Das Ziel des fiinften Kapitels ist es zu zeigen, dass fiir generische Nichtlinearitéten bei
dquivarianten Reaktions-Diffusions-Gleichungen alle invarianten Gleichgewichte hyperbo-
lisch sind, falls die Gruppe einer Annahme geniigt.
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Im abschliefenden Kapitel 6 werden die bei den Generizititssidtzen der vorherigen
Kapitel gemachten Voraussetzungen untersucht. Es wird gezeigt, dass sie zum Beispiel
fiir die Gruppen O(2) und die Dieder-Gruppen ID,, fiir n € IN erfiillt sind.

Herrn Prof. Dr. Reiner Lauterbach danke ich herzlich fiir die sehr gute Betreuung der
Arbeit. Auflerdem bedanke ich mich bei den Herren Wernt Hotzel und Jochen Merker fiir
ihre Unterstiitzung und niitzlichen Anregungen sowie bei Herrn Dr. Marcus Martin fiir
das Korrekturlesen der Arbeit und seine Verbesserungsvorschlége.



Kapitel 1

Grundlagen

In diesem Kapitel werden spéter auftretende Begriffe eingefiihrt und einige ihrer Ei-
genschaften wiederholt. Insbesondere werden kompakte Lie-Gruppen und ihre Darstel-
lungen betrachtet und dquivariante Operatoren eingefiihrt. Weiterhin wird ein Transver-
salitdtssatz zitiert. Im dritten Abschnitt wird das Verhalten von Eigenwerten und ihren
Eigenrdumen dquivarianter Operatoren unter Stérungen untersucht. Anschlieflend wer-
den Eigenwertprobleme von elliptischen, linearen Differentialoperatoren zweiter Ordnung
betrachtet. Der fiinfte Abschnitt beschéftigt sich mit Gleichgewichten von Reaktions-
Diffusions-Gleichungen.

1.1 Lie-Gruppen und ihre Darstellungen

Im Folgenden werden einige grundlegende Eigenschaften von Lie-Gruppen und ihren Dar-
stellungen wiederholt, auf die in dieser Arbeit zuriickgegriffen wird. Die Beweise der meis-
ten Aussagen findet man zum Beispiel in [9], [14] oder [38].

Ist Q eine offene und zusammenhiingende Teilmenge des RY fiir ein N € IN, also ein
Gebiet, so werden die Symmetrien von 2 beschrieben durch Lie-Gruppen.

Definition 1.1.1

1. Eine kompakte Lie-Gruppe st eine abgeschlossene Untergruppe von
O(n) :={A:R" —» R" : A ist linear, orthogonal }
fiir ein n € IN.

2. Es seien G eine kompakte Lie-Gruppe und X ein reeller oder komplexer Banach-
Raum.

FEine (reelle beziehungsweise komplexe) Darstellung von G auf X ist ein stetiger
Gruppenhomomorphismus p : G — GL(X), wobei GL(X) die Menge der beschrink-
ten Isomorphismen von X in sich seu.

Normalerweise werden wir reelle Darstellungen betrachten, da der Darstellungsraum
der RY oder aber ein Raum reellwertiger Funktionen sein wird. Es gibt jedoch Fille, wo es
sinnvoll sein wird, den urspriinglich reellen Raum zu komplexifizieren und dort komplexe
Darstellungen zu studieren.
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Definition 1.1.2 Es seien G eine kompakte Lie-Gruppe und X1 und Xo Banach-Rdume.
Zwei Darstellungen p1 : G — GL(X1) und py : G — GL(Xs) heiffen dquivalent, falls es
einen Isomorphismus A : X1 — Xo gibt mit

Aopi(g) =pa(g) oA firalleg€G.

Ein Unterraum V eines Banach-Raums X ist invariant unter einer kompakten Lie-
Gruppe G beziehungsweise unter einer Darstellung p : G — GL(X) von G auf X, falls
p(g)v € V fiir alle v € V und alle g € G gilt. Ist V ein invarianter Unterraum von X,
soist ply : G 3 g — p(g9)|lv € GL(V) eine Darstellung von G auf V. Dabei bezeichnet
p(g)|y fiir ¢ € G die Einschrinkung der Abbildung p(g) : X — X auf den invarianten
Unterraum V.

Definition 1.1.3 Fs seien G eine kompakte Lie-Gruppe, X ein (reeller oder komplexer)
Banach-Raum und p : G — GL(X) eine (reelle beziehungsweise komplexe) Darstellung
von G auf X.

1. Die Darstellung p heifit irreduzibel, falls {0} und X die einzigen unter G invarianten
Unterrdume von X sind.

2. Die Darstellung p heifit absolut irreduzibel, falls es fiir jeden Isomorphismus
A € GL(X) mit
Aop(g) =p(g)oA firalegeG

ein a« € R (beziehungsweise o € C im Fall einer komplexen Darstellung) gibt mit
A = aid, wobei id € GL(X) die identische Abbildung sei.

3. Ein unter G invarianter Unterraum V von X heifit irreduzibel, falls die Darstellung
plv 1G> g p(g)lv € GL(V) irreduzibel ist.

4. FEin unter G invarianter Unterraum V wvon X heifit absolut irreduzibel, falls die
Darstellung p|y absolut irreduzibel ist.

Beispiel 1.1.4 (siehe zum Beispiel [34])

1. Es sei G die Gruppe Z,4, die aus den Drehungen der Ebene besteht, die ein Quadrat
auf sich iiberfiihren. Diese Gruppe besteht aus vier Elementen, ist zyklisch und wird
erzeugt von der Drehung ¢ um den Winkel 7.

Die Gruppe Z4 hat auf X = € nur eindimensionale irreduzible Darstellungen, welche
durch

p(p)z = exp (zlg)z fir ze C (1.1)

fiir ein festes k € {0,...,3} gegeben sind. Dies liefert vier nicht-dquivalente ein-
dimensionale, irreduzible, komplexe Darstellungen.

Betrachten wir jedoch reelle Darstellungen, so hat Z, zwei nicht-Aquivalente ein-
dimensionale, irreduzible Darstellungen, die durch p(¢/)z = =z beziehungsweise
p(¢p’)x = (—1)’z fiir z € R und j € {0,...,3} gegeben sind. Weiterhin gibt es
noch eine zweidimensionale, irreduzible, aber nicht absolut irreduzible Darstellung
p: G — GL(IR?), die gegeben ist durch

ply) = (? _01>
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2. Es sei G die Dieder-Gruppe DD, fiir ein n € IN. Diese besteht aus den Drehungen
und Spiegelungen der Ebene, die ein regelméfiiges n-Eck auf sich abbilden. Sie hat
2n Elemente und wird zum Beispiel erzeugt von der Drehung ¢ um den Winkel 27“
und der Spiegelung x an einer der Symmetrieachsen.

Ist n gerade, so hat ID,, vier nicht-dquivalente eindimensionale und % — 1 nicht-
dquivalente zweidimensionale, absolut irreduzible, reelle Darstellungen.

Die triviale Darstellung p : G — GL(IR) ist gegeben durch p(¢’) = 1 und p(kp’) = 1
fir 7 € {0,...,n —1}. Weitere eindimensionale Darstellungen p : G — GL(R)
werden definiert durch

(¥) =1
(¢?) = (=1)7 und p(kp?) = (=1)7 fiir j € {0,...,n — 1},
(¢) p(¢?) = (—1) und p(kp?) = (—=1)7* fiir j € {0,...,n — 1}.

und p(kp’) = —1 fiir j € {0,...,n — 1},

Die zweidimensionalen Darstellungen p : G — GL(IR?) sind gegeben durch

s = (Soke) ) = (5 ) (12)

fir ein k € {1,..., 5 — 1}.

Ist n ungerade, so hat ID,, zwei nicht-dquivalente eindimensionale, irreduzible Dar-
stellungen p: G — GL(R), die gegeben sind durch

p(¢?) =1 und p(ke’) =1 fiir j € {0,...,n — 1},

(b) p(¢?) =1, p(ky’) = —1 fiir j € {0,...,n — 1},

und ”T_l zweidimensionale, nicht-dquivalente, absolut irreduzible Darstellungen
p: G — GL(R?), die fiir £ € {0,...,25*} wie in (1.2) gebildet werden.

3. Die Gruppe O(2) besteht aus den Drehungen ¢(«) um den Winkel « € [0, 27) und
den Spiegelungen kp(«) fiir a € [0, 27), wobei k eine feste Spiegelung sei.
Diese Gruppe hat folgende nicht-dquivalente, absolut irreduzible, reelle Darstel-
lungen:
(a) Die triviale Darstellung p : G — GL(IR) mit p(g) = 1 fiir alle g € O(2).

(b) Eine eindimensionale Darstellung p : G — GL(IR), die durch p(a) = 1 fiir
a € [0,27) und p(k) = —1 gegeben ist.

(c) Zweidimensionale Darstellungen p : G — GL(IR?), die durch

e = (k) i) e t02m) wma o = (3 1)

fiir ein k£ € IN gegeben sind.
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Beispiel 1.1.5 Es sei € ein Gebiet im IRY fiir ein NV € IN. Weiterhin seien G eine kom-
pakte Lie-Gruppe und p : G — GL(IRY) eine Darstellung von G auf RY, so dass {2
invariant unter G ist, das heifit, es gilt p(g)Q2 = Q fiir alle g € G.

Dann induziert p eine Darstellung auf dem Raum der iiber {2 quadrat-integrierbaren
Funktionen L?(Q2) durch

G 39 [L2Q) 3 urs uopg—t) € L2(Q)] € GL(LA(Q)).

Wir bezeichnen diese Darstellung (und auch ihre Einschrinkungen auf Unterrdume von
L*(Q)) wieder mit p.

Zu jeder irreduziblen Darstellung p' : G — GL(IR™) auf R™ fiir ein n € IN gibt es einen
n-dimensionalen Unterraum U von L?(), so dass die auf U eingeschrinkte Darstellung
pluv : G 39— plg)lv € GL(U) dquivalent zu p ist ([25, Theorem 3.2]). D

Satz 1.1.6 [9, Theorem 4.4.6] Es seien G eine kompakte Lie-Gruppe, X ein (reeller oder
komplezer) Banach-Raum und p : G — GL(X) eine Darstellung von G auf X.

Ist die Darstellung p absolut irreduzibel, so ist sie auch irreduzibel.

Ist X ein endlichdimensionaler komplexer Banach-Raum und ist p trreduzibel, so ist
p auch absolut 1rreduzibel.

Im reellen Fall sind irreduzible Darstellungen nicht notwendigerweise absolut irredu-
zibel (vgl. Beispiel 1.1.4).

Bemerkung 1.1.7 Es seien G eine kompakte Lie-Gruppe und X ein endlichdimensiona-
ler, reeller Banach-Raum. Weiterhin sei p : G — GL(X) eine irreduzible reelle Darstellung
von G auf X.

Dann ist die Menge der Isomorphismen A € GL(X) mit

Aop(g)=p(g)oA firallege G

isomorph zu R, C oder H, wobei IH die vierdimensionale Algebra der Quaternionen ist
([18, Theorem 8.2.2]). Man sagt dann, die Darstellung p ist vom reellen, komplezen bezie-
hungsweise quaternionischen Typ. Dabei sind die Darstellungen vom reellen Typ gerade
die absolut irreduziblen Darstellungen. O

In dieser Arbeit werden wir hauptséchlich absolut irreduzible Darstellungen betrach-
ten. Den Fall der Darstellungen vom quaternionischen Typ dagegen wollen wir generell
ausschlieen. Die meisten der in den Anwendungen auftretenden Darstellungen sind vom
reellen oder komplexen Typ (vgl. jedoch [23]).

Bemerkung 1.1.8 [9, Theorem 4.4.7] Es seien G eine kompakte Lie-Gruppe und und
p: G — GL(IR™) eine irreduzible reelle Darstellung vom komplexen Typ von G auf R"
fiir ein n € IN.

Dann ist die Menge der mit p(g) fiir alle ¢ € G kommutierenden Matrizen zweidimen-
sional, und bei geeigneter Wahl der Koordinaten haben diese Matrizen die Form

ald, —fId,
B1d, ald,

mit o und 3 aus R, wobei n = 2p sei und Id, € RP*? die Einheitsmatrix bezeichnet. O
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Ist eine reelle, irreduzible Darstellung gegeben, die nicht absolut irreduzibel ist, so ist
es oft sinnvoll, diese in zwei komplexe, irreduzible (und damit auch absolut irreduzible)

Darstellungen zu zerlegen.

Bemerkung 1.1.9

1. Jede reelle Darstellung definiert eine komplexe Darstellung gleicher Dimension:

Es seien G eine kompakte Lie-Gruppe, X ein reeller, endlichdimensionaler Banach-
Raum und p : G — GL(X) eine reelle Darstellung von G auf X. Dann ist die
Komplexifizierung von X gegeben durch X¢ := X @ ¢ X. Auf X¢ wird durch die
reelle Darstellung p eine komplexe Darstellung induziert durch

pc(g) : X ®iX 32z +iy— plg)r+ip(g)y € X @iX firged.

Ist nun die reelle Darstellung p irreduzibel, aber nicht absolut irreduzibel, so ist die
Dimension von X gerade und pg ist nicht irreduzibel. Ist W ein irreduzibler (und
damit auch absolut irreduzibler) Unterraum von Xg, so gilt X¢ = W & W. Dabei
ist die Darstellung pg|s auf W dquivalent zu pg|w-

. Andererseits definiert jede komplexe Darstellung eine reelle Darstellung der doppel-
ten Dimension:

Es seien G eine kompakte Lie-Gruppe, X¢ ein komplexer Banach-Raum der (kom-
plexen) Dimension n € IN und p¢ : G — GL(X¢) eine komplexe Darstellung auf
Xg. Ist X := Re X, so ist X ein reeller Banach-Raum der (reellen) Dimension 7,
und es gilt X¢ = X @ 4iX. Auf X? induziert pg durch

pr(9) : X* 3 (z,y) = (Re pe(g)(z + iy), Im po(9)(z + iy)) € X* firge G

eine reelle Darstellung.

Es seien nun speziell X¢ := C*" = R"@iR" und p¢ : G 3 g — Ac(g) € GL(C").
Die reelle Darstellung pr : G > g — Ag(g) € GL(IR**) ist dann gegeben durch

ReA¢(g) —ImAg(g)

Ar(g) = (ImA@(g) Re Ag(g) > fir g e G.

O

Beispiel 1.1.10 Wir betrachten die Gruppe G = Z, und die zweidimensionale Darstel-
lung p : G — GL(IR?), die durch

plp) = (? _01>

gegeben ist (vgl. Beispiel 1.1.4). Diese ist irreduzibel, aber nicht absolut irreduzibel.
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() (1) e

ein unter der komplexifizierten Darstellung pg invarianter Unterraum von C?, denn
es gilt

(3 (3 -olt) -o(2)- () ()
() -em()- ()

Also ist die Darstellung pe|w dquivalent zu der Darstellung p' : G — GL(C) mit
p(p)z = exp(if)z fiir z € C.

Auch W:{a(<(1)>+i<(1)));a€@}

ist invariant unter p¢ und es gilt

(o) = (5] = o)+ (1) = (1) +4()
=i(o) =i (T =i (o) +1(3)
=i (o) +i(7))

Somit ist pg¢|y dquivalent zu p' und zur Darstellung p” : G — GL(C), die durch
p"(¢)z = exp(i%L)z fiir z € C definiert wird.

1. Es ist

2. Die Darstellung p ist die Reellifizierung der Darstellung p¢ : G — GL(C), die durch
pe(p)z = exp(if)z fiir z € C gegeben ist.

Sind G eine kompakte Lie-Gruppe, X ein (reeller oder komplexer) Hilbert-Raum und
p: G — GL(X) eine Darstellung von G auf X, so gibt es ein Skalarprodukt (-,-) auf X,
das invariant unter der Gruppenaktion ist, das heift, es gilt (p(g9)z, p(9)y) = (z,y) fiir
alle z,y aus X und alle g € G ([9, Theorem 4.4.2]).

Andererseits ist p dquivalent zu einer orthogonalen (beziehungsweise im komplexen
Fall zu einer unitéren) Darstellung (|9, Theorem 4.4.3]).

Es ist daher keine Einschriankung, nur orthogonale beziehungsweise unitdre Darstel-
lungen zu betrachten.

Satz 1.1.11 [9, Corollary 4.4.9] Es seien G eine kompakte Lie-Gruppe, X ein Hilbert-
Raum und p : G — GL(X) eine Darstellung von G auf X.
Dann lisst sich X als direkte Summe von irreduziblen Unterrdumen schreiben.
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Definition 1.1.12 FEs seien G eine kompakte Lie-Gruppe, X ein Hilbert-Raum und
p: G — GL(X) eine Darstellung von G auf X. Weiterhin sei V' ein irreduzibler Unter-
raum von X.
Dann heifst
M :=J{W C X : p|w ist dquivalent zu p|y}

isotypische Komponente von X.

Sind G eine kompakte Lie-Gruppe, X ein Banach-Raum und p : G — GL(X) eine
Darstellung von G auf X, so ldsst sich X (auf eindeutige Weise) als direkte Summe seiner
isotypischen Komponenten schreiben.

Definition 1.1.13 FEs seien G eine kompakte Lie-Gruppe, X; und Xo Banach-Rdume
und p; : G — GL(X1) und ps : G — GL(X3) Darstellungen von G auf X; beziehungs-
weise Xs.
Eine Abbildung T : X1 — Xy heifit quivariant beziglich p, und po, falls fiir alle g € G
gilt
Topi(g) =p2g)oT.

Es seien G eine kompakte Lie-Gruppe, X;, Xy Banach-Rdume und p; : G — GL(X;)
und py : G — GL(X3) Darstellungen von G auf X; beziehungsweise Xj. Ist 7' : X; — X,
dquivariant beziiglich dieser Darstellungen und ist V' ein irreduzibler Unterraum von X,
so ist 7'(V') invariant unter G, und entweder ist 7'(V) = {0} oder pi|y und ps|r(yy sind
dquivalent.

Lemma 1.1.14 [38, Corollary 2.6.8] Es sei G eine kompakte Lie-Gruppe. Weiterhin
seien X1 und Xs endlichdimensionale Banach-Riume und p; : G — GL(X;) und
p2 : G — GL(X3) irreduzible Darstellungen von G auf X1 beziehungsweise Xs.

Ist T : X1 — X, eine dquivariante lineare Abbildung von X1 nach X,, so ist entweder
T = 0 oder es ist dim X; = dim Xy und T ist ein Isomorphismus und p, und py sind
dquivalent.

1.2 Regulire Werte und ein Transversalititssatz

In diesem Abschnitt wird ein Transversalitdtssatz vorgestellt, der ein zentrales Hilfsmittel
in dieser Arbeit ist.

Sind X und Y Banach-Ridume, so wird mit £(X,Y) der Raum der beschrinkten
linearen Abbildungen von X nach Y (versehen mit der Operatornorm) bezeichnet. Ist
L € L(X,Y), so sei ker(L) := {& € X : Lz = 0} der Kern des Operators L und
range(L) := L(X) = {y € Y : y = Lz fiir ein x € X} das Bild von L.

Ist U C X offen, so sei C'(U,Y) der Raum der stetigen Abbildungen von U nach Y
(versehen mit der Supremumsnorm). Fiir » € IN sei C"(U,Y) der Raum der r-mal stetig
differenzierbaren Abbildungen von U nach Y.

Definition 1.2.1 Es seien X und Y Banach-Rdiume und U C X offen und zusam-
menhdngend.
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1. FEin linearer Operator L € L(X,Y) heifit Fredholm-Operator, falls range(L) abge-
schlossen ist und ker(L) und Y/ range(L) endlichdimensional sind. Die Zahl

ind(L) := dimker(L) — dim(Y/ range(L)) = dimker(L) — codim range(L)
heifit Index von L.

2. Eine Abbildung ® € C'(U,Y) heifit Fredholm-Abbildung, falls D®(z) € L(X,Y)
fiir jedes x € U ein Fredholm-Operator ist.

Ist ® € CY(U,Y) eine Fredholm-Abbildung, so ist D® stetig. Daher ist die Abbildung
U >z ind(D®(z)) € Z stetig und somit konstant. Also ist der Indezx von ®

ind(®) = ind(®(z)) := ind(DP(x))
unabhéngig von z € U (vgl. [4, (2.6.2)]).

Definition 1.2.2 Es seien X und Y Banach-Rdume, und U C X sei offen und zusam-
menhdngend.

Fiir eine Abbildung ® € C'(U,Y) ist x € U ein regulirer Punkt von ®, falls das
Differential D®(z) € L(X,Y) surjektiv ist, sonst heifit x kritischer Punkt von ®.

Einy € Y ist ein regulirer Wert von ®, falls alle x+ € ®~(y) requlire Punkte von
® sind. Gibt es ein x € D (y), das ein kritischer Punkt von ® ist, so heif$t y kritischer
Wert von ®.

Zu beachten ist, dass y € Y insbesondere dann ein regulirer Wert von ® € C'(U,Y) ist,
falls ' (y) leer ist.

Ist y € Y ein regulirer Wert von ® € C'(U,Y), so sagt man auch, dass ® transversal
zur Menge {y} ist.

Definition 1.2.3 Es sei X ein vollstindiger metrischer Raum.

Fine Teilmenge U C X heifsit residual (oder von zweiter Kategorie) in X, falls U
abzdihlbarer Durchschnitt von offenen und dichten Teilmengen von X ist. Das Komplement
einer residualen Menge heif$t mager.

Nach dem Satz von Baire (siehe zum Beispiel [39, Satz IV.1.1]) ist eine residuale Teilmenge
eines vollstandigen metrischen Raums X selber wieder dicht in X.

Der folgende Transversalititssatz ist eine unendlichdimensionale Verallgemeinerung
des Satzes von Thom [1, Theorem 19.1].

Satz 1.2.4 [28], [32], [8] Es seien X,Y und Z Banach-Rdume, wobei X und Y separabel
seien. Weiterhin sei A C X XY offen und ® € C"(A,Z) fir ein r € IN. Wir setzen
Ay ={y €Y : (z,y) € A fir einz € X}.

Auferdem sei ( € Z gegeben, und es seien folgende Bedingungen erfiillt:

1. Fiir jedes (z,y) € @ 1(¢) sei D1®(z,y) € L(X, Z) ein Fredholm-Operator mit Index
ind(D;®(z,y)) < r. (Dabei bezeichne D1® die Ableitung von ® nach der ersten
Komponente.)

2. Der Wert ¢ sei requlirer Wert von ®.
Dann ist die Menge
{y € Ay : ( ist requldrer Wert von ®(-,y)}

residual in Y.
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1.3 Eigenrdume dquivarianter Operatoren

Im Folgenden wird zusammengestellt, wie sich Eigenwerte dquivarianter, abgeschlossener,
linearer Operatoren verhalten, wenn man kleine Storungen des Operators betrachtet.

Es seien X; und X5 (reelle) Banach-Ridume, wobei X; kompakt und dicht in X5
eingebettet sei. Die Einbettungsabbildung sei id : X; 2 z — x € Xo.

Mit C(X3) werde die Menge der abgeschlossenen Operatoren von X, bezeichnet.

Ist fiir einen abgeschlossenen, linearen Operator T" mit Definitionsbereich D(T) = X,
die Resolventenabbildung R(\g, T) := (T + Agid)~! kompakt fiir ein )\ aus der Resolven-
tenmenge P(T), so ist R(A,T) kompakt fiir alle A € P(T) (|17, Theorem II1.6.29]). Wir
sagen dann, 7 ist ein Operator mit kompakter Resolvente. Das Spektrum o(T") eines Opera-
tors T'mit kompakter Resolvente ist abzidhlbar, besteht nur aus Eigenwerten mit endlichen
Vielfachheiten und hat keinen endlichen Hiufungspunkt ([17, Theorem III1.6.29]).

Dabei ist A € C ein Figenwert eines abgeschlossenen, linearen Operators 7' € C(X3)
mit Definitionsbereich D(T') = X, falls es ein x € X; \ {0} gibt mit

(T + Aid)z = 0. (1.3)

Dabei ist zu bemerken, dass wir bei der Formulierung der Eigenwertgleichung (1.3) von der
,iblichen“ Definition aus der Funktionalanalysis abweichen und sozusagen das negative
Spektrum betrachten. Der Grund hierfiir ist die spezielle Struktur des Spektrums von
selbstadjungierten, strikt elliptischen, linearen Differentialoperatoren (siehe Satz 1.4.1).

Ein z € X; \ {0}, das fiir ein A € C die Eigenwertgleichung (1.3) erfiillt, heifit Eigen-
vektor zum Eigenwert A\, und E) := U, e ker(7 + Aid)™ ist der (verallgemeinerte) Eigen-
raum von T. Die Dimension dim(E)) von FE) ist die algebraische Vielfachheit des Eigen-
werts A, die Dimension von ker(7" + \id) heifit geometrische Vielfachheit von \.

Sind X; und X, Hilbert-Raume, wobei X; wieder kompakt und dicht in X, eingebettet
sei, und ist T € C(X3) ein abgeschlossener, selbstadjungierter, linearer Operator mit
kompakter Resolvente, so sind alle Eigenwerte von 7T reell und die algebraische Vielfachheit
der Eigenwerte ist gleich ihrer geometrischen Vielfachheit. Ist A € R Eigenwert von 7', so
gilt Xy = range(T" + Aid) @ ker(T" + Aid), wobei range(7 + Aid) und ker(7" + Aid) auch
orthogonal aufeinander stehen.

Im Folgenden soll die Frage behandelt werden, wie sich die Eigenwerte eines linearen
Operators mit kompakter Resolvente verhalten, wenn man kleine Stérungen des Operators
betrachtet.

Satz 1.3.1 [17] Es seien X; und Xy Banach-Rdume, wobei X; kompakt und dicht in
Xy eingebettet sei. Der lineare Operator T € L(X1, X3) habe kompakte Resolvente (als
Operator in C(Xy)). Weiterhin sei A € C ein m-facher Eigenwert von T und V sei eine
Umgebung von X\ in C, so dass keine weiteren Figenwerte von T in )V enthalten sind.
Dann gibt es ein § > 0, so dass fiir alle linearen Operatoren T' € L(X1, X5) mit
|T = T"|| £(x1,x,) < O das Spektrum von T" in V genau aus m FEigenwerten p,. .., fim
besteht, wobei jeder dieser Eigenwerte entsprechend seiner Vielfachheit aufgefiihrt wird.

Genauere Aussagen iiber das Verhalten der Eigenwerte kann man treffen, wenn man
analytische Storungsreihen in Hilbert-Rdumen betrachtet.
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Satz 1.3.2 (Storungssatz von Rellich) [29, Theorem I1.5.3] FEs seien X; und X,
Hilbert-Rdaume, so dass X1 kompakt und dicht in X eingebettet ist. Weiterhin sei

T(e) =T +eTW + 2T 4 .

analytisch in einer Umgebung von € = 0, wobei T € L(X1, Xs) selbstadjungiert sei und
kompakte Resolvente (als Operator in C(Xs)) habe und T® € L(Xy,X,) fir k € IN
symmetrisch seien.

FEs sei X ein Eigenwert der Vielfachheit m von T'(0) =T und es sei I 5 X\ ein offenes
Intervall, das aufler A keine weiteren Eigenwerte von T enthdlt.

Dann gibt es ein €9 > 0 und Potenzreihen

)\1(6), caay Am(E)

in IR und
d)l(g)a RS ¢m(6):

in X1, die fir |e| < g9 konvergieren und folgende Bedingungen erfiillen:
1. Es gilt \;(0) = X fir alle j € {1,...,m}.

2. Fir |e| < ey besteht das Spektrum von T(e) in I genau aus den FEigenwerten
A1(€), ..oy Am(€), wobei jeder dieser Eigenwerte entsprechend seiner Vielfachheit auf-
gefiihrt wird.

3. Die ¢1(¢),...,dm(e) sind Eigenvektoren zu den Eigenwerten Ai(g),..., An(g) von
T(¢) und sind orthonormal, das heifst, es gilt

(T(e) + Ae)id)p,(e) =0 fir alle j € {1,...,m}

und

(pj(e), pr(e)) = 0, fir alle j, k € {1,...,m}
fiir €| < eo, wobei {-,-) das Skalarprodukt auf X, bezeichne und §;; das Kronecker-
Symbol sei.

Als nédchstes betrachten wir speziell dquivariante Operatoren.

Gegeben seien Banach-Rdume X; und X,, so dass X; in Xy kompakt und dicht
eingebettet ist. Weiterhin seien G eine kompakte Lie-Gruppe und p; : G — GL(X;)
und po : G — GL(X5) seien Darstellungen von G auf X; beziehungsweise auf X, mit
p1 = po|x, (das heifit, fiir jedes g € G ist die Abbildung p;(9) € GL(X;) die Ein-
schrinkung der Abbildung po(g9) € GL(X3) auf den Unterraum X;). Mit Lg(X1, Xo)
bezeichnen wir die Menge der dquivarianten, beschrinkten, linearen Abbildungen von X;
nach Xs.

Ist T € L5(X1,X3) und A € C ein Eigenwert von 7, so sind ker(7" + Aid) und der
Eigenraum FE) invariant unter G. Hat T zusétzlich kompakte Resolvente (aufgefasst als
Operator in C(X3)), so sind die von p; auf E und ker(T + Aid) induzierten Darstellungen
endlichdimensional (vgl. [9, Lemma 4.8.2]).

Der Eigenraum FE), lésst sich daher als direkte Summe von irreduziblen Rdumen dar-
stellen (vgl. Satz 1.1.11). Betrachtet man einen weiteren fiquivarianten, linearen Operator
in der Ndhe von 7', so kann man den entsprechenden Eigenraum ebenfalls in eine direkte
Summe irreduzibler Unterrdume zerlegen. Der néchste Satz kldrt, wie sich die Darstel-
lungen auf diesen irreduziblen Unterrdumen zueinander verhalten.
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Satz 1.3.3 [9, Theorem 4.8.4] Es seien X; und Xy Banach-Riume, so dass X; in X,
kompakt und dicht eingebettet ist. Weiterhin seien G eine kompakte Lie-Gruppe und
p1: G — GL(Xy) und py : G — GL(X3) Darstellungen mit p1 = p2|x,. Der Operator
T € Lg(X1,X2) habe kompakte Resolvente (als Operator in C(X3)) und A sei Eigenwert
von T. Es sei V eine Umgebung von A in C, die keine weiteren Eigenwerte von T enthdlt.

Dann gibt es ein § > 0 und ein s € IN, so dass alle Operatoren T' € Lg(X1, X2) mit
|T = T"||z(x1,x5) < 0 paarweise verschiedene Eigenwerte iy, ..., i, in V haben mit

dim(E)) = il dim(E,;).

Alle irreduziblen Darstellungen, die in Ex vorkommen, treten in @;_, E,; mit der gleichen
Vielfachheit auf.

Es seien nun X; und X, Hilbert-Rdume, so dass X; kompakt und dicht in X, ein-
gebettet ist. Weiter sei T € Lg(X1, X2) ein dquivarianter, selbstadjungierter, linearer
Operator mit kompakter Resolvente (als Operator in C(X3)) und A sei ein Eigenwert
von 7. Dann gibt es irreduzible Unterrdume Vi,...,V, mit E, = V1 & ... & V,,. Ist
T" € Lz(X1, X2) in der Ndhe von T', so impliziert Satz 1.3.3, dass 7" Eigenwerte p1, . . ., i
in der Néhe von A hat und dass es irreduzible Unterrdume W1, ..., Wy, von @;_; E,,; gibt
mit @;_, B, = W1 & ... 0 Wy, so dass p1|y; dquivalent zu p; [, ist fiir j € {1,...,m},

Der néchste Satz besagt, dass es in der Ndhe von 7" sogar einen dquivarianten linearen
Operator gibt, so dass die Eigenrdume E,, fiir j € {1,..., s} mit den irreduziblen Rdumen
W; iibereinstimmen.

Das bedeutet, selbstadjungierte, fiquivariante, abgeschlossene, lineare Operatoren mit
kompakter Resolvente haben ,typischerweise“ irreduzible Eigenrdume.

Definition 1.3.4 Es seien G eine kompakte Lie-Gruppe und X, und Xo Hilbert-Rdume,
so dass Xy kompakt und dicht in X, eingebettet ist. Weiterhin seien p; : G — GL(Xj)
fir j € {1,2} Darstellungen von G auf X;, wobei p1 = po|x, sei. Auferdem sei
T € La(X1, Xo) ein selbstadjungierter, linearer Operator mit kompakter Resolvente (als
Operator in C(Xs)).

Ein Eigenwert von T heifit G-einfach, falls der zugehdrige Figenraum irreduzibel ist.

Satz 1.3.5 FEs secien G eine kompakte Lie-Gruppe und X, und Xo Hilbert-Rdume, so
dass X1 kompakt und dicht in X, eingebettet ist. Weiterhin seien p; : G — GL(Xj) fir
J € {1,2} Darstellungen von G auf X;, wobei py = po|x, sei.

Die Menge

{T € Ls(X1,X3) : T selbstadjungiert, abgeschlossen, hat kompakte Resolvente,
alle Eigenwerte von T sind G-einfach}
ist residual in

{T € L&(X1, X3) : T selbstadjungiert, abgeschlossen, hat kompakte Resolvente}.

Wir sagen, eine Eigenschaft ist generisch innerhalb einer Familie von Operatoren, falls die
Menge der Operatoren mit dieser Eigenschaft residual innerhalb der betrachteten Familie
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ist. Satz 1.3.5 besagt somit, dass generisch die Eigenrdume dquivarianter, selbstadjungier-
ter, abgeschlossener, linearer Operatoren mit kompakter Resolvente irreduzibel sind.

BEWEIS: (vgl. auch Beweis von [14, Proposition XIII.3.2])
Es seien

B :={T € Lg(X1, X5) : T selbstadjungiert, abgeschlossen, hat kompakte Resolvente }
und
B :={T € Lg(X1,X3) : T selbstadjungiert, abgeschlossen, hat kompakte Resolvente,
alle Eigenwerte von 7" sind G-einfach}.

Wir miissen zeigen, dass B’ abzéhlbarer Durchschnitt von offenen und dichten Teilmengen
von B ist. Dazu setzen wir fiir n € IN

B, :={T € Lg(X;1,X3) : T selbstadjungiert, abgeschlossen, hat kompakte Resolvente,

alle Eigenwerte A von 7" mit |A\| < n sind G-einfach}.

Dann gilt
B' C CB,nwCB,C...CBCBCHB
und
B = ﬂ B,,.
nelN

Wir werden zeigen, dass fiir n € IN die Menge B,, offen ist und dass B, dicht in B, ist.

1. Behauptung: Fiir alle n € IN ist B, offen.

Es seien n € IN und T' € B,. Dann sind die Eigenrdume zu Eigenwerten A von
T mit |A| < n irreduzibel. Da der Operator 7" kompakte Resolvente hat, gibt es
endlich viele Eigenwerte Aq,..., Ay von 7' mit |[A;| < nfiir j € {1,..., k}. Weiterhin
seien A\giq :=min{\ € o(T) : A > n} und g4 := max{\ € o(T) : A < —n}. Dann
gibt es paarweise disjunkte, offene Intervalle I; mit \; € I; fir j € {1,...,k + 2},
die keine weiteren Eigenwerte von 7 enthalten, wobei noch Iz.; C (n,00) und
Iyio C (—00, —n) gelten soll.

Da T € B, ist, sind die Eigenrdume zu den Eigenwerten \; fir j € {1,...,k}
irreduzibel. Aus Satz 1.3.3 folgt, dass es zu jedem j € {1,...,k} ein §; > 0 gibt,
so dass alle T" € B mit ||T — T"||z(x,,x,) < J; in I; (genau) einen Eigenwert z; mit
irreduziblem Eigenraum E,; haben. Ebenso gibt es zu j € {k+ 1,k +2} ein §; > 0,
so dass die durch Stérungen 7" € B mit ||T — T"||z(x, x,) < 0; aus A; entstehenden
Eigenwerte in /; enthalten sind.

Ist nun 6 ;== min{d; : j € {1,...,k+2}} und ist 7% € B mit || T — T"||z(x,,x,) < 6,
so hat 7" paarweise verschiedene Eigenwerte y; € I; mit irreduziblen Eigenrdumen

E,; (j € {1,...,k}) und alle anderen Eigenwerte von 7" sind betraglich gréfier als
n. Also ist T" € B,,.

Hieraus folgt, dass B, offen ist.
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2. Es sei A ein Eigenwert von 7" € B und E) = V; & ... @ Vs eine Zerlegung des
zugehorigen Eigenraums in irreduzible Unterrdume Vi, ..., V;. Auflerdem sei I > A
ein Intervall, das aufler A keinen weiteren Eigenwert von 7" enthélt.

Behauptung: Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 ein Ty € B mit ||T — Tol|z(x,,x,) < €,
so dass Ty in I paarweise verschiedene Eigenwerte jiy, ..., us hat und dass fir
j €{1,...,s} die Darstellung /)|Euj dquivalent zu ply; ist.

Es sei e > 0.

Nach Satz 1.3.3 gibt es ein §; > 0, so dass alle 7" € B mit || — T"||z(x,,x,) < 1
Eigenwerte p1,...,u, in I haben und alle irreduziblen Darstellungen aus E) auch
in 69;?:1 E,; vorkommen.

Esist X; = E\, & W, wobei W zum Beispiel die direkte Summe der Eigenrdume zu
den anderen Eigenwerten von 7" ist. Wir definieren nun einen Operator S : X; — X,
durch S|y =0, S|y, = 0 und S|y, = id fiir j € {2,...,s}. Es sei nun &; > 0 so,
dass A —e; € I ist und fiir Ty :=T + ;S gilt ||T — Ti||£(x,,x,) < min{5,d;}. Dann
hat T} in I einen Eigenwert y; = A mit Eigenraum £, = V; und einen Eigenwert
p2 = A — &1 mit Eigenraum £, = Vo ® ... ® V.

Nach Satz 1.3.3 gibt es nun ein d, > 0, so dass alle 7" € B mit ||T7 —T"||z(x,,x;) < 02
Eigenwerte pf € IN(A— 5, A+ %) und ph, ..., ¢ in 1N (A — %1, X — %) haben und
p| E, dquivalent zu p|y, ist und alle irreduziblen Darstellungen aus EB?ZQ E,; auch in

1
@fﬁ Eu;- vorkommen. Man kann nun analog zur Konstruktion von 7} eine Stérung

von 7} finden, so dass der Eigenwert uo von 77 aufspaltet in zwei Eigenwerte, wobei
einer der Eigenrdume irreduzibel ist.

Verfihrt man auf analoge Weise weiter, so erhélt man nach s Schritten induktiv den
gesuchten Operator 7.

3. Es sei nun T' € B, fiir ein n € IN. Dann gibt es endlich viele Eigenwerte Aq,..., A,
von T mit n < [\;| < n+1,j € {1,...,5}. Mit den Uberlegungen aus Beweis-
schritt 2 kénnen wir sukzessive Storungen konstruieren, so dass die entsprechenden
Eigenrdume irreduzibel werden.

Hieraus folgt, dass B,,,; dicht in B, ist.

1.4 Elliptische Differentialoperatoren

In diesem Abschnitt betrachten wir Eigenwertprobleme von elliptischen linearen Differen-
tialoperatoren zweiter Ordnung.

Es sei  ein beschrinktes Gebiet im RY fiir ein N € IN.
Zunéchst fiilhren wir einige Funktionenrdume ein:

Mit C(€2) wird die Menge aller auf Q2 stetigen Funktionen mit Werten in IR bezeichnet.
Fiir £k € IN sei C*(Q) die Menge aller k-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf Q.
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Mit C*(Q2) werde die Menge der Funktionen aus C*(2) bezeichnet, deren Ableitungen
eine stetige Fortsetzung auf den Rand 02 von 2 haben. Dieser Raum ist mit der Norm

ul|ce = sup max{|D%(z)| : « € NY mit |a| < k
P 0
TEQN

ein Banach-Raum, wobei D® = D{* - - - DYV fiir einen Multiindex a = (o, ..., a;) € N}
mit D = aa—x’“k fir k € INo und j € {1,..., N} sei.

Weiterhin sei C*°(2) die Menge der beliebig oft stetig differenzierbaren Funktionen
von € nach R und C*®(Q) die Menge der Funktionen aus C*(f2), deren Ableitungen
stetige Fortsetzungen auf 02 haben. Mit der von den Normen || - ||c# induzierten Metrik
wird C*®(Q) = Nen C¥(Q) ein vollstindiger metrischer Raum.

Fiir k € NU {oco} sei C&(Q2) der Raum der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen
mit kompaktem Trager im Inneren von €.

Es sei p € (1,00). Dann ist L?(£2) der Raum der messbaren, iiber {2 p-integrierbaren
Funktionen u : €2 — IR. Durch

1
Il : @) 3w ([ Jul)” € Ry

wird auf L?(2) eine Norm erklért (wenn man Funktionen, die fast-iiberall gleich sind, zu
Aquivalenzklassen zusammenfasst). Der Raum L?(Q) ist ein Hilbert-Raum mit Skalar-
produkt (-, ) o(q) : L*(Q) x L2(R2) 3 (u,v) = Jouv € R.

Mit L*°(€2) wird die Menge der messbaren Funktionen v : 2 — IR mit

|t]|o :=inf{k € R : {x € Q: |u(x)| > k} ist Nullmenge} < oo

bezeichnet.

Die Sobolev-Raume der Funktionen u : 2 — IR, deren distributionellen Ableitungen
bis zur Ordnung k € IN existieren und p-integrierbar sind fiir ein p € (1, c0), werden mit
WkP(Q) bezeichnet. Auf W*?(Q) wird durch

1
I ey s WEP(Q) 3w (30 1D%ullfpqy )

la|<k

eine Norm erklirt. Weiterhin sei Wy (Q) C W*P(Q) der Abschluss von C$°(€) in W+ ()
fir k € IN und p € (1,00). Ist speziell p = 2, so schreiben wir auch H*(Q2) := W*2(Q)
und HE(Q) := WP (Q) fiir k € IN.

Der Sobolevsche Einbettungssatz ([13, Corollary 7.11, Theorem 7.22]) liefert, dass
WEP(Q) fiir k € IN und p € (1, 00) kompakt in C™(Q) fiir m € Ny mit 0 < m < k — %
eingebettet ist. Falls der Rand von € hinreichend glatt ist (Lipschitz-Rand), ist auch
WkP(Q) fiir k € IN und p € (1, 00) kompakt in C™(Q) fiir m € Ny mit 0 < m < k — %
eingebettet ([13, Theorem 7.26]).

Gegeben sei nun ein linearer Differentialoperator zweiter Ordnung

L:W*(Q)NW,P(Q) — LF(Q)



22 Kapitel 1. Grundlagen

fiir ein p € (1, 00) der Form

N N
Lu =Y Dj(ajsDyu+bju) + > ¢;Dju+ du
j,k:l 7=1

fiir u € W22(Q) N Wy (), wobei die Koeffizienten aj, fiir j,k € {1,...,N}, b;,¢; fiir
j €41,..., N} und d beschriankt seien.

Der Operator L heift elliptisch, falls es zu jedem z € Q Zahlen §(z) > 0 und ©(z) > 0
mit N

0<O@IEP < Y a0 < O@ER i alle £ € RN\ {0}
k=1

gibt. Existiert zusétzlich eine Konstante fy > 0 mit 6y < 6(z) fiir alle x € Q, so ist L
strikt elliptisch.

Esseip € (1,00). Es sei L : W2?(Q) N Wy (Q) — LP(Q) ein strikt elliptischer, linearer
Differentialoperator zweiter Ordnung mit Koeffizienten aus C*(Q) fiir ein k € IN U {0},
und es sei der Rand von © hinreichend glatt (Lipschitz-Rand). Ist u € W2?(Q) N W, "(Q)
eine Losung von Lu = f mit einem f € W*4(Q) fiir ein ¢ € (1, 00), so gilt u € WkET24(Q)
([13, Theorem 9.19]). Ist ¢ € (1,00) mit, % < 2, so folgt aus u € Wk24(Q) und den
obigen Einbettungssitzen, dass u € C*(Q) gilt. Fiir ¢ > N ergibt sich sogar u € C**1(Q).

Ist speziell f = 0, so folgt hieraus, dass ker L C W*+24(Q) fiir jedes ¢ € (1,00)
ist (vgl. auch [33, Theorem 10.10]). Der Kern von L ist also unabhéngig von p. Die
Einbettungssiitze liefern daher ker L C C*+1(Q).

Ist
N N
L:W*(Q)NWe?(Q) du— . DjlajpDyu+bju) + > ¢;Dju+ du € LP(Q)
J,k=1 j=1

ein strikt elliptischer, linearer Differentialoperator zweiter Ordnung fiir ein p € (1, 00), so
ist der formal-adjungierte Operator zu L definiert durch

N N
L W(Q) N Wy (Q) durr Y. Dj(ag;Dyu — cju) — > biDju + du € LI(S)
k=1 j=1
mit ¢ € (1,00) mit % + % = 1. (Man erhilt L* durch Adjungieren im Sinne der Distribu-
tionstheorie oder als Adjungierten des abgeschlossenen Operators L in LP(Q); vgl. [13],
[33] oder [40].)

Ist N N
L*u= Y Dj(ajxDru+bju) + >_ c;Dju + du
jk=1 j=1

fir u € W24(Q) N W,9(Q), so ist L formal-selbstadjungiert und im Fall p = 2 selbstad-
jungiert. Da ker L unabhéngig von p ist, gilt dann ker L = ker L* und

range L = {v € LP(Q) : (u,v) = /qu = 0 fiir alle u € ker L*}

= {ve LP(Q): (u,v) = /qu = 0 fiir alle u € ker L} (1.4)
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([33, Theorem 10.10]). Der Operator L ist in diesem Fall ein Fredholm-Operator mit Index
ind L = 0.

Wir betrachten nun das Eigenwertproblem fiir einen strikt elliptischen, linearen Diffe-
rentialoperator zweiter Ordnung L auf €2 mit Dirichlet-Randbedingungen

(L+XNu=0 aufQ, wulgao=0. (1.5)

Im Folgenden werden einige Ergebnisse iiber Eigenwerte und Eigenrdume elliptischer
Differentialoperatoren zweiter Ordnung zusammengestellt.

Satz 1.4.1 [13, Theorem 8.37] Es sei L : H*(Q)NH{ () — L2(Q) ein selbstadjungierter,
strikt elliptischer, linearer Differentialoperator zweiter Ordnung.
Dann hat L abzdhlbar unendlich viele Eigenwerte \y < Ay < ... mit \, — oo fiir

k — oo mit endlichen Vielfachheiten, deren Eigenfunktionen eine Orthonormalbasis in
L?(Q2) bilden.

Ist L : W2P(Q) N WyP(Q) — LP(Q) fiir ein p € (1,00) ein formal-selbstadjungierter,
strikt elliptischer, linearer Differentialoperator zweiter Ordnung, so ist nach obigen Uber-
legungen ker(L + Aid) fiir A € C unabhéngig von p. Daher besteht das Spektrum von L
auch in diesem Fall aus abzidhlbar unendlich vielen, reellen Eigenwerten A\; < Ay < ...
mit Ay — oo fiir £ — oo mit endlichen Vielfachheiten. Sind die Koeffizienten von L aus
C*(Q) fiir ein k € IN, so ist ker(L + Aid) C C**1(Q) fiir A € R. Insbesondere sind die

Eigenfunktionen aus C*(£2), falls die Koeflizienten von L dies ebenfalls sind.

In UHLENBECK [37] wird gezeigt, dass in gewissen Klassen von elliptischen Differen-
tialoperatoren die Operatoren, die nur einfache Eigenwerte haben, generisch sind. Das
bedeutet, dass die Menge der Operatoren aus der Klasse, die nur einfache Eigenwerte ha-
ben, residual in der betrachteten Familie von Operatoren ist. , Typischerweise® haben also
diese Operatoren nur einfache Eigenwerte, und zu jedem Operator mit mehrfachen Eigen-
werten gibt es in der Ndhe einen, der nur einfache Eigenwerte hat. Mehrfache Eigenwerte
sind also instabil unter Storungen innerhalb der betrachteten Familie.

Eine dieser Klassen von Operatoren sind Stérungen nullter Differenzierbarkeitsord-
nung eines gegebenen Operators. Es wird gezeigt, dass fiir einen selbstadjungierten, strikt
elliptischen, linearen Differentialoperator zweiter Ordnung L mit glatten Koeffizienten die
Menge

{b € C*(Q) : alle Eigenwerte von L + b sind einfach}

residual in C*(Q) ist fiir & > N + 2. Das bedeutet, generisch haben die Operatoren
L+ b mit b € C*(Q) nur einfache Eigenwerte. Der Beweis dieser Aussage beruht auf dem
Transversalitatssatz 1.2.4.

In ALBERT [2] wird die gleiche Aussage fiir £ = co gezeigt, wobei hier der Beweis aus
dem Stérungssatz von Rellich (Satz 1.3.2) abgeleitet wird.

Eine weitere Klasse von Differentialoperatoren erhilt man, wenn man den Laplace-
Operator auf einem gegebenem Gebiet betrachtet und das Gebiet stort, wobei diese
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Storungen durch Diffeomorphismen des RY beschrieben werden, die sich nicht sehr von
der Identitéit unterscheiden. In UHLENBECK [37] wird nun gezeigt, dass die Menge der
Diffeomorphismen, so dass der Laplace-Operator auf dem gestérten Gebiet nur einfache
Eigenwerte hat, residual in der Menge aller moglichen Diffeomorphismen ist. Ahnliche
Ergebnisse findet man in FUJIWARA, TANIKAWA, YUKITA [12] und MICHELETTI [21]. In
Lupo, MICHELETTI [19], [20] wird gezeigt, dass die Stérungen des Gebiets, die bei einem
zweifachen Eigenwert die Vielfachheit erhalten, eine Mannigfaltigkeit der Kodimension 2
innerhalb der Menge der Stérungen bilden.

Ahnliche Generizititsaussagen erhilt man auch bei Stérungen der Randbedingung
(OzAwA [24]) und Stérungen der Metrik der Mannigfaltigkeit, auf der der Differential-
operator gegeben ist (UHLENBECK [37], TANIKAWA [35], BLEECKER, WILSON [5]).

Hat das Gebiet jedoch Symmetrien und schrinkt man die Klasse der betrachteten Ope-
ratoren auf dquivariante Differentialoperatoren ein, so gibt es notwendigerweise mehrfache
Eigenwerte.

Es seien G eine kompakte Lie-Gruppe, p : G — GL(IRY) eine Darstellung von G auf
RN, so dass 2 invariant unter G ist. Das heifit, es gilt p(g)Q = Q fiir alle g € G.

Durch G 3 g — [L*(Q) > u — uop(g9)~' € L*(N)] € GL(L?*(2)) wird von p eine
Darstellung von G auf L?(f2) induziert, welche wir wieder mit p bezeichnen (vgl. Beispiel
1.1.5).

Ist nun L ein dquivarianter, selbstadjungierter, strikt elliptischer, linearer Differential-
operator zweiter Ordnung, so sind die Eigenrdume von L invariant. Da die Eigenfunktio-
nen von L eine Orthogonalbasis von L?(f2) bilden und in L?(f2) alle Darstellungen von G
vorkommen, hat L notwendigerweise mehrfache Eigenwerte: Denn ist p’ eine mehrdimen-
sionale irreduzible Darstellung von G, so muss es einen Eigenwert von L geben, so dass
die Darstellung auf einem irreduziblen Unterraum des Eigenraums #dquivalent zu p' ist
(vgl. Beispiel 1.1.5 beziehungsweise [25, Theorem 3.2]). Nach Satz 1.3.3 bleibt diese irre-
duzible Darstellung unter dquivarianten Stérungen von L erhalten. Somit haben auch alle
dquivarianten Operatoren in der Ndhe von L einen mehrfachen Eigenwert. Einfache Ei-
genwerte kénnen also nicht mehr generisch sein, denn die Symmetrie erzwingt mehrfache
Eigenwerte.

Nach Satz 1.3.5 gibt es beliebig nahe an L einen selbstadjungierten, abgeschlossenen,
linearen Operator mit kompakter Resolvente, dessen Eigenrdume alle irreduzibel sind.
Die im Beweis von Satz 1.3.5 konstruierten Stérungen sind jedoch nicht notwendiger-
weise Differentialoperatoren. Es stellt sich daher die Frage, ob innerhalb der betrachteten
Klasse von dquivarianten elliptischen Differentialoperatoren generisch die Eigenrdume alle
irreduzibel sind.

In PEREIRA [25] wird gezeigt, dass fiir generische Gebiete, die invariant unter kommu-
tativen Gruppen oder unter endlichen Untergruppen von O(2) sind, alle Eigenrdume des
Laplace-Operators irreduzibel sind. Dabei wird der Beweisansatz von UHLENBECK [37]
auf den Fall diquivarianter Operatoren verallgemeinert. Ahnliche Ergebnisse findet man
auch in TANIKAWA [36] und DriscoLL [10] fiir Gebiete, die invariant unter Zj; bezie-
hungsweise unter diskreten Drehungen sind, wobei hier der stérungstheoretische Ansatz
von ALBERT [2] und MICHELETTI [21] verfolgt wird.
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Ziel von Kapitel 3 und Kapitel 4 ist es, fiir Stérungen nullter Differenzierbarkeitsord-
nung eines dquivarianten, selbstadjungierten, strikt elliptischen, linearen Differentialope-
rators zweiter Ordnung zu zeigen, dass fiir generische Storungen die Eigenwerte G-einfach
sind, das heifit, dass die Eigenrdume der Operatoren irreduzibel sind.

Dabei werden wir in Kapitel 3 den Beweisansatz von ALBERT [2], der auf dem
Storungssatz von Rellich (Satz 1.3.2) aufbaut, fiir den Fall dquivarianter Operatoren ver-
allgemeinern. In Kapitel 4 wird der Ansatz von UHLENBECK [37] und PEREIRA [25]
verfolgt, der auf dem Transversalitédtssatz 1.2.4 beruht.

1.5 Gleichgewichte von
Reaktions-Diffusions-Gleichungen

Als néchstes sollen Gleichgewichte von Reaktions-Diffusions-Gleichungen untersucht wer-
den.

Es sei Q ein beschriinktes Gebiet mit glattem Rand im IRY fiir ein N € IN. Fiir
k € NU {oo} sei C*(Q x R) der Raum aller k-mal stetig differenzierbaren Funktionen
f:OxR—R.

Wir betrachten das Dirichlet-Problem fiir die Reaktions-Diffusions-Gleichung
up=Au+ f(,u) auf Q,t>0, wulpo=0 firt>0 (1.6)

mit f € C*(QxIR), wobei mit A := ¥, D? = I, ;—; der Laplace-Operator bezeichnet
J
wird.

Ist p > N, so ist Wy?(Q) eingebettet in C'(9). Dann wird durch (1.6) ein lokaler
Halbfluss auf W, ”?(Q) induziert (siehe zum Beispiel [15]).

Im Folgenden sollen Gleichgewichte dieses Halbflusses untersucht werden. Diese
erfiillen das elliptische, nichtlineare Randwertproblem

Au+ f(,u) =0 auf Q, wulgpo=0. (1.7)
Fiir f € C*(Q x R) und p > N definieren wir den elliptischen Differentialoperator
Ly - WP Q) NWP(Q) 3 u e Au+ f(-,u) € LP(Q).

Ist u € WP(Q) N W, * () mit Ly(u) = 0, so folgt aus p > N und den Einbettungssiitzen
(vgl. Abschnitt 1.4), dass u € C*(Q) ist. Dann ist u auch Loésung der linearen Gleichung
Au=gmit g: Q >z~ —f(z,u(z)) € R. Wegen f € C*¥(Q) und v € C'(Q) gilt
g € C1(Q) c WP(Q). Aus der Regularititstheorie fiir lineare, elliptische Differentialope-
ratoren (vgl. Seite 22) ergibt sich hieraus u € W3?(Q). Aus den Einbettungssitzen folgt
nun u € C*(Q). Dies impliziert ¢ € C?(Q) ¢ W??(Q) (falls k > 2 ist). Eine Iteration
dieses Arguments liefert v € C**1(Q). Daher ist ker L; C C*1(Q).
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Definition 1.5.1 Es seien f € C*(Q x R) und p > N.
Ein Gleichgewicht u € WP(Q) N Wy () von (1.6) heifit hyperbolisch, falls die Li-
NearisSierung

DL (u) : W2P(Q) N WyP(Q) 3 v = Av + Dy f (-,u)v € LP(Q) (1.8)
von Ly in u keine Figenwerte A\ € C hat mit Re A = 0.

Da DLg(u) ein strikt elliptischer, formal-selbstadjungierter, linearer Differentialope-
rator zweiter Ordnung mit Koeffizienten aus C*(Q) ist, folgt, dass ker DL;(u) C C*(Q)
unabhéngig von p ist und das Spektrum o(DLs(u)) von DLs(u) nur aus reellen Eigen-
werten besteht.

Hieraus ergibt sich, dass die Hyperbolizitét eines Gleichgewichts von (1.6) unabhéngig
von p > N ist. Auflerdem ist ein Gleichgewicht u genau dann hyperbolisch, wenn 0 nicht
Eigenwert von DLg(u) ist.

In BRUNOVSKY, POLACIK [8] wird gezeigt, dass fiir generische f € C*(Q x R) alle
Gleichgewichte von (1.6) hyperbolisch sind und die Eigenwerte der Linearisierung von
(1.6) an diesen Gleichgewichten nur einfache Eigenwerte hat. Der Beweis dieser Aussage
basiert wieder auf dem Transversalitéitssatz 1.2.4.

Ahnliche Ergebnisse fiir eindimensionale Reaktions-Diffusions-Gleichungen und Nicht-
linearitéiten, die von z € § unabhiingig sind, findet man auch in BRUNOVSKY, CHOW [6],
POLACIK [27], PEREIRA [26] und RocHA [30].

In RYNNE [31] werden Parameter-abhéingige Reaktions-Diffusions-Gleichungen (in be-
liebiger Raumdimension) betrachtet, und es wird gezeigt, dass fiir generische Nichtlinea-
rititen die Menge der Gleichgewichte aus einer endlichen oder abzdhlbaren Menge von
glatten, eindimensionalen Kurven besteht und jedes dieser Gleichgewichte entweder hy-
perbolisch ist oder ein Sattel-Knoten-Verzweigungspunkt der Kurve ist.

Man kann auch anstatt der Nichtlinearitéit das Gebiet variieren. In HENRY [16] wird
bewiesen, dass fiir generische C?-Gebiete Q im IRV alle Gleichgewichte von (1.6) hyper-
bolisch sind.

Nun betrachten wir wieder den Fall, dass Symmetrien vorliegen:

Es seien G eine kompakte Lie-Gruppe und p : G — GL(IR") eine Darstellung von G
auf R", so dass Q) invariant unter G (beziiglich der Darstellung p) ist. Dazu betrachten
wir wieder die durch

G3gm [IP(Q) 3 ums uop(g™h) € IP(Q)] € GL(IP(Q))

induzierte Darstellung von G auf LP(Q2), die auch mit p bezeichnet wird (vgl. Beispiel
1.1.5). Fiir k € INU {00} sei

CE@QxR):={feC*QxR): flpg)z,-) = f(x,-) fiir alle g € G,z € Q}

die Menge aller in der Raum-Variablen invarianten Funktionen aus C*(Q2 x RR).
Ist f € CE(Q x R) fiir ein k € IN U {o0}, so ist der Operator

Ly - W*(Q) N WP () 3 u s Au+ f(-,u) € LP(Q)
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fquivariant. Denn aus der Aquivarianz von A und Invarianz von f in der Raum-Variablen
folgt

p(9)(Au+ f(u))(2) = (Au+ f(-,u))(p(g7")z)
= Au(p(g)z) + flplg™ )z, ulp(g)z))
= Ap(g)u(z) + f(z, p(g)u(x))
= (Ap(g)u + f(-, plg)u)) (x)

fiir alle g € G, x € Q und u € W??(Q) N Wy (Q). Dies impliziert p(g) o L; = L; o p(g)
fiir alle g € G.

Schrinkt man die Variation der Nichtlinearitéiten ein auf C£(Q x R), so ist die Hyper-
bolizitéit der Gleichgewichte von (1.6) nicht mehr eine generische Eigenschaft innerhalb
von CE(Q2 x R):

Es sei f € CE(Q x R) fiir ein k € IN U {co}. Ist nun u € W?2(Q) N WyP(Q) ein
Gleichgewicht von (1.6), das heiBt, ist L;(u) = 0 auf ©, so ist aufgrund der Aquivarianz
von Ly auch p(g)u fiir jedes g € G ein Gleichgewicht. Ist der Orbit O(u) = {p(g9)u : g € G}
nicht diskret, so ist O(u) eine Untermannigfaltigkeit von W?2?(Q) N W, () mit positiver
Dimension. Dann ist jeder Tangentialvektor (ungleich 0) an O(u) im Punkt u eine Losung
von

Av+ Dyof (,u)v =0 aufQ, v|sg =0.

Somit kann u nicht hyperbolisch sein.

In BRUNOVSKY, POLACIK [7] wird gezeigt, dass es, falls Q eine offene Kugel im RY
ist und die Nichtlinearititen nicht von der Raum-Variablen abhiingen, eine offene Menge
im Parameterraum gibt, so dass fiir alle f aus dieser Menge (1.6) ein nicht-invariantes
und somit nicht hyperbolisches Gleichgewicht hat. Daher kann Hyperbolizitéit von Gleich-
gewichten im Fall symmetrischer Gebiete nicht generisch sein.

Auflerdem wird in BRUNOVSKY, POLACIK [7] bewiesen, dass die unter G invarianten
Gleichgewichte generisch hyperbolisch sind. Der Beweis hiervon wendet die oben erwihn-
ten Ergebnisse iiber eindimensionale Reaktions-Diffusions-Gleichungen an auf die radiale
Gleichung.

In Kapitel 5 dieser Arbeit wird gezeigt, dass auch fiir generische Nichtlinearitédten aus
CE(Q2 x R) alle unter G invarianten Gleichgewichte hyperbolisch sind. Im Beweis dieser
Aussage wird der Ansatz aus BRUNOVSKY, POLACIK [8] auf dquivariante Operatoren
verallgemeinert.



Kapitel 2

Basen irreduzibler Riaume

In diesem Kapitel wird dargestellt, wie fiir endlichdimensionale Unterrdume eines Banach-
Raums ,,geeignete” Basen ausgewihlt werden kénnen. Dies wird das wesentliche Hilfsmit-
tel sein, Beweise der Generizititsaussagen ohne Symmetrie auf den dquivarianten Fall zu
verallgemeinern.

Die (grobe) Idee dieser Verallgemeinerungen ist es, irreduzible Rdume als ,,Punkte“
aufzufassen und die Beweismethoden der Aussagen ohne Symmetrie auf Operatoren auf
der Menge der irreduziblen Unterrdume anzuwenden. Dabei werden diese irreduziblen
Réaume repréasentiert durch Tupel, deren Elemente eine Basis des Unterraums bilden. Es
werden aber nur solche Basen ausgewihlt, die ein bestimmtes Transformationsverhalten
unter der Darstellung einer kompakten Lie-Gruppe haben. Dieses Transformationsverhal-
ten macht die Auswahl der Basen der irreduziblen Unterrdume in einem gewissen Sinn
eindeutig, und aulerdem handelt es sich dabei um Orthogonalbasen. Fasst man die Ele-
mente solcher Basen zu Tupeln zusammen, so kann man Operatoren auf der Menge dieser
Tupel definieren, die sozusagen irreduzible Unterrdume auf irreduzible Unterrdume abbil-
den.

2.1 Transformationsbasen

Es seien G eine kompakte Lie-Gruppe, X ein (reeller oder komplexer) Banach-Raum und
p: G — GL(X) eine Darstellung von G auf X. Weiterhin sei M C X eine isotypische
Komponente von X.

An sich interessieren wir uns nur fiir reelle Darstellungen und Darstellungsraume. In
diesem Kapitel werden wir allerdings einen etwas allgemeineren Ansatz wihlen, als es fiir
die folgenden Kapitel notwendig ist, und auch komplexe Darstellungen betrachten. Dies
ist im Fall der Darstellungen vom komplexen Typ hilfreich. Es sei also K € {IR, C}.

Die Fragestellung ist nun, zu jedem irreduziblem Unterraum von M eine Basis aus-
zuwihlen, so dass das Transformationsverhalten der Basiselemente unter p vorbestimmt
und fiir alle Unterrdume gleich ist (vgl. auch [34, Abschnitt 2.3]).

Dazu sei p : G 5 g = A(g) = (ajx(g9)) € GL(K?) eine orthogonale (beziehungs-
weise unitire), irreduzible Darstellung von G auf IK?, die zu den Darstellungen auf den
irreduziblen Unterrdumen von M &quivalent ist.

Ist U C M ein irreduzibler Unterraum von M, so sind also p(¥ und die auf U einge-
schrinkte Darstellung ply : G 3 ¢ — p(g9)|v € GL(U) #quivalent. Fiir jedes g € G ist

28
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plu(g) eine lineare Abbildung von U in sich. Wir wéhlen nun die Basis uy, . .., uq von U
so aus, dass die Abbildungsmatrix von p|y(g) beziiglich dieser Basis gerade durch A(g)
gegeben ist, das heif}t, es soll

d
p(g)u; = ak;(g)u (2.1)
k=1
fiir j € {1,...,d} gelten.

Definition 2.1.1 (vgl. PEREIRA [25, Section 7|) Es seien G eine kompakte Lie-Gruppe,
X ein Banach-Raum und p : G — GL(X) eine Darstellung von G auf X. Weiter sei
PG> g Ag) = (ajr(9)) € GL(KY) eine irreduzible Darstellung von G auf IK? fiir
ein d € IN.

1. Es sei U ein d-dimensionaler Unterraum von X, so dass die Darstellung ply dqui-
valent zu p(d) ist. Wir mennen uq,...,uq € U eine Transformationsbasis von U
beziiglich p\Y, falls fiir alle g € G gilt

= 4@ | ¢ | (22)

wobei mit A(g)' die Transponierte von A(g) bezeichnet werde.

2. Ist M eine isotypische Komponente von X, so dass die Darstellungen auf den irre-
duziblen Unterrdumen von M dquivalent zu p'% sind, so setzen wir

Uy p(g)ua U
M:=<|:|eX?:|  |=Ag"| : | firalegeqGy. (2.3)

Uqg P(g)ud Uq

Dabei ist in (2.2) und (2.3) die Multiplikation der Matrix A(g)" fiir ¢ € G mit
(U, ...,uq)t € X% als

(1 Y ar(9)ug
At : | = z € X*

Uq YF_1 ara(g)uy

zu verstehen. Insbesondere wird im Fall X = R” fiir ein n € IN der Raum X? nicht mit
R™ identifiziert (vgl. Beispiel 2.1.3).

Die Bedingung (2.2) besagt, dass die Abbildungsmatrix von p|y(g) fiir g € G beziiglich
der Basis uy, ..., uq gerade durch A(g) gegeben ist, vgl. (2.1). Die Basiselemente u;, .. ., uq4
transformieren sich unter G also genau wie die Standardbasis des K%, wobei diese Aktion
durch A(g) fiir g € G festgelegt ist. In M sind dann alle solchen Basen zusammengefasst.
Am Ende des Abschnitts werden noch einige Beispiele fiir Transformationsbasen angege-
ben. Zunichst weisen wir jedoch die Existenz solcher Basen nach und diskutieren einige
elementare Eigenschaften.
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Lemma 2.1.2 Es seien G eine kompakte Lie-Gruppe, X ein (reeller oder komplezer)
Banach-Raum und p : G — GL(X) eine Darstellung von G auf X. Weiterhin sei
PG> g— Ag) = (ajr(g)) € GL(K?) eine irreduzible Darstellung von G auf K® fiir
ein d € IN.

1. Es sei V ein d-dimensionaler Unterraum von X, so dass ply dquivalent zu p'@ ist.
Dann gibt es eine Transformationsbasis von V beziiglich p'@.

2. Ist V ein d-dimensionaler Unterraum von X, so dass ply dquivalent zu p'9 ist, so
ist jede Transformationsbasis von V beziiglich p'» auch eine Basis von V.

3. Es set M die isotypische Komponente von X, so dass die Darstellungen auf den
irreduziblen Unterrdumen von M dquivalent zu p'¥ sind.
Ist (vi,...,vq)" € M\ {0}, s0ist V := (vy,...,v4) ein d-dimensionaler Unterraum
von M und die Darstellung ply ist dquivalent zu p'¥.

Aus Lemma 2.1.2 folgt, dass jeder irreduzible Unterraum von M eine Transformationsbasis
beziiglich p(® hat, die in M liegt, und dass jedes Element in M einen irreduziblen Un-
terraum von M erzeugt. Die Eindeutigkeit von Transformationsbasen irreduzibler Unter-
rdume wird im néchsten Abschnitt untersucht.

BEWEIS:

1. Da p|y und p{¥ Hquivalent sind, gibt es einen beziiglich p‘® und p|, #quivarianten
Isomorphismus B : K¢ — V| das heift, es gilt p|y(g) o B = Bop{¥(g) fiir alle g € G.

Es seien ey,...,eq die Einheitsvektoren im IK?. Die Idee ist nun, die Bilder dieser
Einheitsvektoren unter dem dquivarianten Isomorphismus B als Basis fiir V' zu ver-
wenden. Wir setzen also v; := Be; fiir j € {1,...,d}. Da B ein Isomorphismus ist,
bilden vy, ..., vq eine Basis von V. Aus der Aquivarianz von B folgt

p(9)vk = plv(g) 0 Bex = B o p(g)ey = B o A(g)ey
= B(_Zl aj(9)es) = Zl ajr(g)Be; = ; a;k(9)v;

fir alle g € G, k € {1,...,d}. Daher bilden vy,...,v; eine Transformationsbasis
von V.

2. Es sei vy, ..., v eine Transformationsbasis von V beziiglich p(¥. Dann ist das Er-
zeugnis (v1,...,vq) der Vektoren vy,...,v, ein unter G invarianter Unterraum von
V. Wegen der Irreduzibilitit von V muss dann V = (vy,...,v4) gelten. Da V ein
d-dimensionaler Unterraum ist, bilden somit vy, ..., v, eine Basis von V.

3. Angenommen, die Darstellung p|y von G auf V ist dquivalent zu einer irreduziblen
Darstellung o' : G 3 g — B(g) = (bjr(9)) € GL(K?) fiir ein ' € IN. Dann

gibt es eine Transformationsbasis u1,...,usy von V beziiglich p' und eine Matrix
C = (cip) € K™ mit v; = Y4 cjpuy fiir j € {1,...,d}. Wegen (vy,...,v)" € M
gilt

p(g)v; = Zl aij(9)vi = D> aij(g)cinun (2.4)

k=11=1
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fiir alle ¢ € G und alle j € {1,...,d}. Da uy,...,us eine Transformationsbasis von
V' beziiglich p’ bilden, gilt andererseits

d d

p(g)v; = ; cip(g)ur = D> cibr(g)uk (2.5)

k=11=1

fiir alle g € G und j € {1,...,d}. Aus (2.4) und (2.5) ergibt sich C*A(g) = B(g)C"
fiir alle g € G. Mit Lemma 1.1.14 folgt hieraus, dass d = d’ gilt, C regulér ist und
somit p'® und p’ dquivalent sind.

Beispiel 2.1.3

1. Essei G die Gruppe Z,4, die aus den Drehungen der Ebenen besteht, die ein Quadrat
auf sich abbilden. Sie wird erzeugt von der Drehung ¢ um 7. Eine eindimensionale,
irreduzible, komplexe Darstellung p : G — GL(C) ist zum Beispiel gegeben durch
p(¢*)z = exp(i%F)z fiir z € C und k € {0, ..., 3} (vgl. Beispiel 1.1.4).

Dann ist jedes z € C\ {0} Transformationsbasis von C beziiglich p.

2. Es seien GG eine kompakte Lie-Gruppe und

P G3ges Alg) = (Z;% Zzgg) € GL(R?)

eine absolut irreduzible Darstellung von G auf IR2.

Die Idee der Transformationsbasen ist, dass sie sich unter G genauso transformieren
wie die Standardbasis des IR?. Daher bilden (1,0)?, (0,1)* eine Transformationsbasis
von IR? beziiglich p, denn fiir g € G gilt

p(g)<(1)> B A(Q)(é)
p(a)(?) ) A(Q)(?)

(@ (o) (7)) ((5)
ot (§) + ot (1) o (1)

Ist w1, us ebenfalls eine Transformationsbasis des IR? beziiglich p, so gibt es ein
a € R mit u; = (e, 0)" und uy = (0, )*, denn aufgrund des Transformationsverhal-
tens ist die Basistransformation eine dquivariante Abbildung (vgl. auch Beweis von
Lemma 2.1.2) und wegen der absoluten Irreduzibilitét von p somit ein Vielfaches
der Identitét.

Im n#chsten Abschnitt wird gezeigt, dass generell bei absolut irreduziblen Darstel-
lungen die Transformationsbasen bis auf Vielfache eindeutig sind.
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Beispiel 2.1.4 Es sei G die Dieder-Gruppe D, (vgl. Beispiel 1.1.4). Diese besteht aus
den Drehungen und Spiegelungen des IR?, die ein Quadrat auf sich abbilden. Sie hat acht
Elemente und wird erzeugt zum Beispiel von der Drehung ¢ um 7 und der Spiegelung
an einer Symmetrieachse.

Durch
ply) = (? _01>, p(k) = <(1) _01>

ist eine Darstellung p : ID; — GL(IR?) gegeben (vgl. Beispiel 1.1.4). Dann ist das Gebiet

Q = (—%,%)” C R? invariant unter G (beziiglich dieser Darstellung). Wie in Beispiel

1.1.5 betrachten wir die Darstellung
D, g~ [L*(Q) >u— uop(g™) € L*(Q)] € GL(L*(Q2))

von ID, auf L?(Q2), die wir auch wieder mit p bezeichnen. Dann gibt es zu jeder irredu-
ziblen Darstellung von D, einen Unterraum von L?((2), so dass die Darstellung auf diesem
Unterraum zu der irreduziblen Darstellung dquivalent ist.

1. Die triviale Darstellung von ID, auf IR ist gegeben durch p' : G 5 g — 1 € GL(IR).
Es sei M C L?(2) die zu p’ gehérende isotypische Komponente von L?*(Q2). Die
gemif (2.3) dazu gebildete Menge M von Transformationsbasen ist gegeben durch

M = {ue L*(Q) : p(g)u=1-u fiir alle g € ID,}
= {u € L*(Q) : u invariant unter ID,}.
Zum Beispiel ist u(z,y) = cos(x) cos(y) in M.

2. Eine weitere eindimensionale, irreduzible Darstellung von D, ist gegeben durch
P(¢?) = (=1)7 und p'(kp’) = (=1)*! fiir j € {0,...,3}. Die Menge der Trans-
formationsbasen beziiglich dieser Darstellung ist

M ={uec L*(Q) : p(¢")u = (—=1)7u, p(kyp?)u = (=17 u fiir j € {0,...,3}}.
Die Funktion u(z,y) = sin(2z) sin(2y) ist beispielsweise in M.
3. Durch
reoN ({0 =1 reoN (10
s =a= (1 7)) wa se=aw= (5 °)

ist eine absolut irreduzible Darstellung von D, auf IR? gegeben. Es seien M die
dazugehorende isotypische Komponente von L?(Q2) und M C (L%(2))? die Menge
der Transformationsbasen von Unterrdumen von M beziiglich p' geméf (2.3).

Es seien ui(z,y) = sin(2z) cos(y) und uy(z,y) = cos(z)sin(2y). Setzen wir nun
U := (uy,us) C L*(R2), so bilden uy, uy eine Transformationsbasis von U beziiglich
¢, denn fiir z,y aus 2 gilt

(ihte) = (=) - (o)

= (3) () = awr (1w
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und

Also ist (ug, ug) € M.

Bemerkung 2.1.5 Die Basiselemente einer Transformationsbasis eines irreduziblen Un-
terraums sind nicht ganz unabhiingig voneinander:

Es seien G eine kompakte Lie-Gruppe, X ein Banach-Raum und p : G — GL(X) eine
Darstellung von G auf X. Dann wird jeder irreduzible Unterraum von einem Gruppenorbit
erzeugt: Ist U C X ein irreduzibler Unterraum von X und u € U \ {0}, so ist die lineare
Hiille des Gruppenorbits O(u) := {p(g)u : g € G} von u ein invarianter Unterraum von X,
der mit U einen nichtleeren Schnitt hat. Wegen der Irreduzibilitéit von U ist dieser Schnitt
— und somit auch die gesamte lineare Hiille von O(u) — gleich U. Also gibt es d := dim U
Gruppenelemente gi,...,94 in G mit U = {p(g1)u, ..., p(ga)u). Ist nun wuq,...,u, eine
Transformationsbasis von U beziiglich einer Darstellung p¥ : G — GL(IK?), so sind die
Elemente uy, ..., uq Linearkombinationen von p(g)u, ..., p(gq)u. O

Beispiel 2.1.6 In Beispiel 2.1.4(3) ist us = p(k¢®)u;.

Figur 1: ui(z,y) = sin(2z) cos(y) und ug(z,y) = cos(z) sin(2y).

2.2 Eindeutigkeit von Transformationsbasen

In diesem Abschnitt wird untersucht, ob und in welchem Sinn Transformationsbasen von
irreduziblen Unterrdumen eindeutig bestimmt sind.

Transformationsbasen von absolut irreduziblen Rdumen sind bis auf Vielfache eindeu-
tig bestimmt.
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Lemma 2.2.1 Es seien G eine kompakte Lie-Gruppe, X ein (reeller oder komplezer)
Banach-Raum und p : G — GL(X) eine Darstellung von G auf X. Weiterhin sei
@G 3 gw— Ag) = (ajr(9)) € GL(IKY) eine absolut irreduzible Darstellung von G auf
K? fiir ein d € N, und es sei V ein d-dimensionaler Unterraum von X, so dass p|y
dquivalent zu p@ ist.
Sind uq,...,ug und vi,...,vy Transformationsbasen von V beziglich p\¥, so gibt es
ein o € IK\ {0} mit u; = aw; fir j € {1,...,d}.

BEWEIS: Es seien ug,...,uqs und vy, ...,v, Transformationsbasen von V. Dann transfor-
mieren sich sowohl (uy, ..., ug)" als auch (vq,...,v4)" geméB (2.2) unter p.

Es seien eq,...,eq die Einheitsvektoren im K% Wir definieren nun Isomorphismen
B, : K% —V und B, : K¢ — V durch B,e; = u; und Bye; = v; fiir j € {1,...,d}. Dann
gilt fiir alle £ € {1,...,d} und alle g € G

d
B, 0 p“(g)ex = B, o A(g)ex = (Zajk ) Zaak )Buej =Y ajr(g)y;
j=1
und wegen (2.2) auch
p(g) © Buer = p(g) Z“Jk

Also ist B, 0 p'¥(g) = p(g) o B, fiir alle g € G. Das bedeutet, B, ist #quivariant beziiglich

4 und ply. Analog folgt, dass B, #quivariant beziiglich p(¥) und ply ist. Somit ist B,oB,*
ein dquivarianter Endomorphismus von V. Da p|y absolut irreduzibel ist, gibt es ein
a € K\ {0} mit B, o B! = aid. Also ist u; = B, o By v; = aw; fiir j € {1,...,d}. O

Transformationsbasen von irreduziblen Unterrdumen, die nicht absolut irreduzibel
sind, sind nicht eindeutig bestimmt.

Bemerkung 2.2.2 Gegeben seien eine kompakte Lie-Gruppe G, ein reeller Banach-
Raum X und eine reelle Darstellung p : G — GL(X) von G auf X. Auflerdem sei
M eine isotypische Komponente von X, so dass die Darstellungen auf den irreduziblen

Unterrdumen von M &quivalent zu einer irreduziblen Darstellung vom komplexen Typ
9:G>3 g Ag) = (ajr(9)) € GL(RY) von G auf R¢ fiir ein d = 2p € N sind.

1. Es seien nun V ein irreduzibler Unterraum von M und uq,...,uq und vy,...,vy4
Transformationsbasen von V. Mit den Bezeichnungen aus dem Beweis von Lemma
2.2.1 kann man analog wie in diesem Beweis sehen, dass B, o B, ! ein #quivarianter
Endomorphismus von V ist. Nach Bemerkung 1.1.8 gibt es daher o, € R mit
u; = aw; — Pupyj und upy; = Pu; + avpy; fiir j € {1,...,p}.

Somit ist die Menge der Transformationsbasen von V' zweidimensional.

2. Esseivy,...,vq eine Transformationsbasis von V und v = (vq, ..., ’Ugd)t. Kommutiert
B € R%™4 mit A(g) fiir alle g € G und ist u = (uy,...,uq)" := Bw, so bilden auch
U1, ..., uq eine Transformationsbasis von V', denn fiir g € G gilt

p(g)u p(g)v1 vt vt Uy
t | =B| ¢ | =BA@'| : |=A)'B| | =A)] :
p(g)ua p(g)va Vd Vg Ug
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In der folgenden Bemerkung wird beschrieben, wie man fiir einen irreduziblen Unter-
raum, auf dem die Darstellung vom komplexen Typ ist, aus einer Transformationsbasis
der Komplexifizierung eine reelle Transformationsbasis erhélt.

Bemerkung 2.2.3 Es seien G eine kompakte Lie-Gruppe, X ein reeller Banach-Raum
und p : G — GL(X) eine Darstellung von G auf X. Es sei p¥ : G 3 g — A(g) € GL(R?)
eine irreduzible Darstellung vom komplexen Typ von G auf IR¢ fiir ein d = 2p € IN, und es
sei M eine isotypische Komponente von X, so dass die Darstellungen auf den irreduziblen
Unterrsiumen von M #quivalent zu p{® sind.

Es sei V' C M ein irreduzibler, d-dimensionaler Unterraum von M. Ist W ein irredu-
zibler (und damit absolut irreduzibler) d-dimensionaler Unterraum von der Komplexifizie-
rung Vg, so gilt Vg = W W (vgl. Bemerkung 1.1.9). Die Darstellung pg|w : G — GL(W)
sei dquivalent zu einer absolut irreduziblen Darstellung pg’) :G 3 g— Ac(g) € GL(CP).
Die Darstellung auf pgly ist dann &quivalent zu ,6%)) : G 3 g +— Ac(g) € GL(C?).
AuBlerdem ist durch

ReAc(g) —1Im Ac(g)

G>gr Ar(g) = (ImA@(g) Re Ac(g) ) € GL(RY)

eine zu p@ #quivalente Darstellung auf dem IR¢ gegeben (vgl. Bemerkung 1.1.9). Wir
konnen also ohne Einschrinkung davon ausgehen, dass Ag(g) = A(g) fiir alle g € G gilt.

1. Es seien wy, ..., w, eine Transformationsbasis von W beziiglich pfé’).
Behauptung: Dann ist Rew, ..., Rew,, —Imw;, ..., —Imw, eine Transformations-
basis von V beziiglich p'¥.
Da Wy, . . ., w, eine Transformationsbasis von W beziiglich ﬁ%’ ) bilden, gilt fiir g € G
p(g) Rew; p(g9) Rew; Re pe(9)w; , Wy
: : : Re(Ac(g) | © |)
plg)Rew, | | p(¢9)Rew, | | Repc(9)w, | _ Wy
—p(g)Imw; | | p(g)Im®wy | | Impe(g)wr | wy
: . | Im(Ae(g)’ | : |)
—p(g) Imw, p(g) Imw, Im pe(g)wp w,

—Im Ac(g)t> Rew,

ImAg(g)  ReAcg(y) ) | Tm

Im w,
Rew; Rew,
[ ReAc(g)t! ImAc(g) Rew, — A(g)" Re w,
~ \—ImAc(9) Redc(9)t) | —Imw; |~ VY | —Imuwy

—Imw, —Imw,
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Weitere Transformationsbasen von V erhélt man, wenn man eine andere Transfor-
mationsbasis von W auswéhlt. Die dann entstehenden Transformationsbasen von
V entstehen durch Multiplikation von (Rews, ..., Rewy, —Imwy, ..., — Imw,)" mit
dquivarianten Matrizen (vgl. Bemerkung 2.2.2).

2. Behauptung: Ist vs, ..., vy eine Transformationsbasis von V beziglich p¥, so bilden

wyg = v — g fir k € {1,...,p} eine Transformationsbasis eines irreduziblen

Unterraums von Vg beziiglich der komplexen Darstellung pfé’).

Da vy, ...,v4 eine Transformationsbasis von V ist, gilt
p(g)vi vl 01
. _ A( )t . _ Re AC(g)t ImAC(g)t
: g —Im A¢c(g)! ReAc(g)
p(g)va Vg Vd
fiir g € G. Dies impliziert
pe(g)wr p(g)v1 p(9)Up+1
: = : —1 :
pe(g)wy p(9)vp p(9)v2y
U1 Up+1
= ReAg(9)"| ¢ | +Im Ag(g)*
Up Va2p
U1 Up+1
—i( =TmAc(g9)'| : | +Rede(9)'| : |)
Up Va2p
U1 Up+1 w1
= Ac(g)’ —iAc(g)’ = Ac(9)’
Up Vap wp

fir g € G.

O

Beispiel 2.2.4 Es sei G die Gruppe Z,4, die aus den Drehungen der Ebene besteht, die
ein Quadrat auf sich abbilden (vgl. Beispiele 1.1.4 und 1.1.10). Sie hat vier Elemente

und wird erzeugt von der Drehung ¢ um den Winkel 7. Wir betrachten die Darstellung
p: G — GL(IR?) mit

plp) = Alp) = <(1) _01>

Diese Darstellung ist irreduzibel, aber nicht absolut irreduzibel.
Nach Beispiel 2.1.3 bilden (1,0)%, (0,1)! eine Transformationsbasis von R? beziiglich

() (1) e

p-
Es ist
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ein unter der komplexifizierten Darstellung p¢ invarianter Unterraum von C? (vgl. Beispiel
1.1.10), und die Darstellung p¢|w ist dquivalent zu der Darstellung p' : G — GL(C) mit
p(p)z = exp(if)z fiir z € C.

Es gilt

@ () (2N = (1) - (0) = () -4 3)
)= ()2

Also ist w := (1, —1)" eine Transformationsbasis von W beziiglich p'.

Nach Bemerkung 2.2.3 erhilt man hieraus v; := Rew = (1,0)*, vo := —Imw = (0,1)*
als Transformationsbasis von R? beziiglich p.
Andererseits ist aber auch w' := (2i,2)" eine Transformationsbasis von W, denn es

ist w' = (2i,2)" = 2i(1,—i)" = 2iw, und nach Lemma 2.2.1 sind Transformationsbasen
von W nur bis auf Vielfache eindeutig bestimmt. Wiederum bilden v] := Rew’ = (0, 2)*,
vh = —Imw' = (—2,0)" eine Transformationsbasis von R? beziiglich p, es gilt nimlich

(o)) oy [ —aer( 1),
BIRRI G

0
Dabei ist
(2) 1
i) 2 (0 2 0 _ V1
(v;>‘ ) | T (—2 0) | (o) |~ \w)
0 1
wobei B #dquivariant ist. O

Bemerkung 2.2.5 Es seien G eine kompakte Lie-Gruppe, X ein Banach-Raum und
p: G — GL(X) eine Darstellung von G auf X. Weiterhin sei M eine isotypische Kompo-
nente von X, so dass die Darstellungen auf den irreduziblen Unterrdumen von M #quiva-
lent zu einer absolut irreduziblen Darstellung p(¥ : G — GL(IK%) von G auf K¢ fiir ein
d € IN sind. Zu p{¥ bilden wir die Menge M wie in (2.3).

1. Essei V=U@...®U; C M direkte Summe von irreduziblen Unterrdumen von
M. Zu jedem j € {1,...,s} gibt es eine Transformationsbasis u{”, .. .,uff) von Uj;
beziiglich p(®.

Dann sind u; := (ugj), e ugj))t fir j € {1,...,s} linear unabhdingig in M.

Denn ist Y3, fu; = 0 fiir Bi,..., 5 aus K, so gilt X3, fjuf’ = 0 fiir alle
ke{l,...,d}. DaU; @...@Us eine direkte Summe bilden, folgt hieraus ﬁju,(cj) =
fir j € {1,...,s} und k& € {1,...,d}. Dies impliziert ; = ... = B; = 0, da

ugj), e ufij) fir j € {1,..., s} Basisvektoren sind.

(Diese Aussage ist auch richtig, wenn p(@ nicht absolut irreduzibel ist.)
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2. Sind andererseits u; = (ugj), .. .,u(j) e M firj e {l,...,s} linear unabhingig,

so bilden die Riume U; := ... u{) eine direkte Summe.

Essei J C {1,..., s} mit |J| =: m. Wir weisen mittels Induktion nach m nach, dass
die Rdume U; mit j € J eine direkte Summe bilden.

Dazu sei zunéchst J = {j,k} C {1,...,s}. Angenommen, es ist U; N Uy # {0}. We-
gen der Irreduzibilitét der beiden Réume gilt dann U; = Uj. Aufgrund der Eindeu-
tigkeit der Transformationsbasen von absolut irreduziblen Riumen (Lemma 2.2.1)
gibt es ein o € K\ {0} mit v}’ = au™ fiir 1 € {1,..., d}. Das bedeutet aber, es ist
uj = aug, was der linearen Unabhéngigkeit von u; und ug, widerspricht.

Jetzt nehmen wir an, dass fiir alle J C {1,...,s} mit |[J| = m fiir ein
m € {2,...,s — 1} die Réume U; mit j € J eine direkte Summe bilden.

Es sei J' C {1,...,s} mit [J'| = m + 1. Angenommen, es gibt ein i € J' mit
Ui N @jesngy Uj # {0}, wobei die Summe der Uj fiir j € J'\ {i} aufgrund der
Induktlonsannahme sogar eine direkte Summe ist. Wegen der Irreduzibilitidt von U;
gilt dann U; C @ yn g3 Uj- Daher gibt es zu jedem k € {1,...,d} Zahlen a(]) € K
firl € {1,...,d} und j € J’\{i} mit

u%)— > Zakl ul. (2.6)

jeJ\{i} =1

Da u(’) ...,ugj) fir j € J' Transformationsbasen beziiglich p(® sind, gilt fiir alle
g€ Gund ke {l,...,d}

, d , d
Q)U/(cz) = Zalk(g)ul@) = Zalk Z Z O‘l(irzp
=1 =1

jeJ'\{i} m=1

und
= Z%p = > Za(’) Zamz
JGJ’\{Z}l 1 JEJ’\{Z}I 1

Fasst man diese beiden Gleichungen zusammen, so ergibt sich

d

Z Z (Z a’lk alm — a,(cl)aml(g)))u%) =0

jer\{iym=1_"i=1

/

-~

eU;

fir k€ {1,...,d}. Da U; fiir j € J'\ {¢} eine direkte Summe bilden, folgt hieraus

d d
D (Z au(g) oy — ail)amz(g)))uﬁ,i’ =0
m=1

fiir j € J'\ {i} und k € {1,...,d}. Wegen der linearen Unabhingigkeit der u{J) fiir
m € {1,...,d} liefert dies wiederum

d
Z azk alm - a](cl)aml(g)) =0 (2-7)

=1
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fiir alle m, k € {1,...,d}, j € J'\ {i} und g € G. Setzen wir B, := (o)) € K*d
fir j € J'\ {i}, so folgt aus (2.7)

A(9)'B; = BjA(g)"

fir alle g € G und j € J'\ {i}, was bedeutet, dass B; dquivariant ist. Aufgrund der
absoluten Irreduzibilitéit von p® gibt es daher zu jedem j € J'\ {i} ein B; € K mit
B; = (;1d4. Aus (2.6) folgt daher

ug): Z Bjug)

jeJ\{i}

fiir alle k € {1,...,d}. Dies impliziert

ui= Y, By

jeJ\{i}

was aber der linearen Unabhéngigkeit der u; fiir j € J' widerspricht. Somit ist
gezeigt, dass es kein 7 € J' geben kann mit U; N @ ;e n (3 U; # {0}. Also bilden die
Réume U; fiir j € J' eine direkte Summe.

O

2.3 Orthogonalitit von Transformationsbasen

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, dass Transformationsbasen Orthogonalbasen
sind.

Dabei ist zu beachten, dass im komplexen Fall die Skalarprodukte immer in der ersten
Komponente semilinear sein sollen. Ist also X ein komplexer Hilbert-Raum und (-, -) ein
Skalarprodukt auf X, so soll (Az,y) = Mz, y) und {(x, \y) = Az, y) fir 2,y aus X und
A € C sein.

Lemma 2.3.1 Fs seien G eine kompakte Lie-Gruppe, X ein reeller (komplexer) Hilbert-
Raum und p : G — GL(X) eine beziiglich des Skalarprodukts auf X orthogonale (unitdre)
Darstellung von G auf X. Weiterhin seien p1 : G 2 g — A(g) = (a;r(9)) € GL(K%) und
p2: G > g B(g) = (bjr(9)) € GL(IK®) orthogonale (unitire) irreduzible Darstellungen
von G auf K% beziehungsweise auf IK% fiir di,d, aus IN.

1. Es sei U C X ein Unterraum von X, so dass p|ly dquivalent zu py ist, und es sei

U, ..., Ug, eine Transformationsbasis von U beziglich p1. Dann gibt ein o € IK mit
((uj, ux)) = aldg, € K>,

2. FEs seien U und V' Unterrdume von X, so dass p|y dquivalent zu py und ply dquiva-
lent zu py ist. Weiterhin seien uy, . . ., uq, eine Transformationsbasis von U beziiglich
p1 und vy, ...,v4, eine Transformationsbasis von V' beziiglich po.

2.1. Sind py und py nicht dquivalent, so gilt (uj,vy) = 0 fir alle j € {1,...,d1} und
ke{l,...,d.}.

2.2. Sind py und po dquivalent und absolut irreduzibel, so ist di = doy =: d und es
gibt ein o € K mit ((uj,vy)) = aldy € K2
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2.3. Ist K = R und sind p1 und ps dquivalent und vom komplexen Typ, so st
di =dy =:d =2p und es gibt o, 3 € R mut

' _ O[Idp —ﬁIdp dxd
(o) = (G197 ) eme

BEWEIS: Es seien U und V' Unterrdume von X, so dass p|y dquivalent zu p; und pl|y
dquivalent zu p, ist. Weiter seien uq,...,uq4, eine Transformationsbasis von U beziiglich
p'%) und vy, ..., v4, eine Transformationsbasis von V beziiglich p,.

Wir setzen C = (cjx) = ((uj,v)) € K%*%_ Aufgrund der Invarianz des Skalar-
produkts auf X und des Transformationsverhaltens der Basen uy,...,uq, und vq,...,vq,
ergibt sich fiir alle g € G und j € {1,...,d}, k € {1,...,d>}

e = (g, 1) = (p(9)us. p(9)u) = (3 o) ﬁmg)m

di do di do
=33 aii(g)(ui, vi)bi(9) = 3D aij(9)cubu (g
i=11=1 im11=1

(Hier geht ein, dass wir bei Skalarprodukten Skalare in der ersten Komponente komplex
konjugiert herausziehen; andernfalls miisste man im Folgenden noch einmal konjugieren.)

Daraus folgt C' = A(g)tC’B (g9)- Aus der Orthogonalitit beziehungsweise Unitaritéit von p;
folgt dann A(g)C = CB(g) fiir alle g € G. Somit ist C' dquivariant beziiglich p; und p,.

Sind p; und p, nicht dquivalent, so folgt aus Lemma 1.1.14, dass C' = 0 ist. Hieraus
folgt Aussage 2.1.

Sind p; und p, dquivalent, so gilt d; = dy =: d und C ist ein Isomorphismus (vgl.
Lemma 1.1.14). Sind p; und p, absolut irreduzibel, gibt es daher ein a € KK mit C' = o 1d.
Dies beweist Teil 2.2.

Falls K = R ist und p; und py dquivalent und vom komplexen Typ sind, folgt aus
Bemerkung 1.1.8, dass es «, 5 in R gibt mit

_ Q/Idp —ﬁIdp dxd
¢= <51d,, aIdp) R

wobei wir ohne Einschrinkung davon ausgehen kénnen, dass die Basis des IR? ent-
sprechend gewihlt ist. Damit ist Aussage 2.3 gezeigt.

Sind in diesem Fall jedoch u; = v, fiir j € {1,...,d}, so ist die Matrix C' symmetrisch,
woraus folgt, dass f = 0 sein muss. Zusammen mit Teil 2.2 ergibt sich hieraus die erste
Aussage. O

Bemerkung 2.3.2 Gegeben seien eine kompakte Lie-Gruppe G, ein Hilbert-Raum X
und eine beziiglich des Skalarprodukts auf X orthogonale (beziehungsweise unitéire) Dar-
stellung p: G — GL(X) von G auf X.

Es sei U C X ein irreduzibler Unterraum von X, und uq, ..., ug4 sei eine Transformati-
onsbasis von U beziiglich einer irreduziblen Darstellung p(¥ : G — GL(IK?) fiir ein d € IN.
Aus Lemma 2.3.1 folgt, dass uq, ..., us paarweise orthogonal zueinander sind. Auflerdem

haben sie alle die gleiche Norm, so dass sie auch normiert eine Transformationsbasis von
U bilden.
Wir nennen ug, ..., uy dann normierte Transformationsbasis von U. O
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Korollar 2.3.3 Es seien G eine kompakte Lie-Gruppe, X ein reeller Hilbert-Raum und
p: G — GL(X) eine reelle, orthogonale Darstellung von G auf X. Die Gruppe G habe nur
Darstellungen vom reellen oder komplexen Typ. Weiterhin sei W ein endlichdimensionaler
Unterraum von X.

Dann zbt es irreduzible Unterrdume Uy, ..., Us von W und Transformationsbasen
ug ud von U; beziiglich geeigneter zrreduzzbler Darstellungen p; : G — GL(R%) fiir

VRS {1, ..., S}, so dass W = ;-1 U; gilt und ug ), .. .,ugl) . ugs), .. .,u‘(is) eine Ortho-
normalbasis von W bilden.

Eine solche Basis nennen wir normierte zusammengesetzte Transformationsbasis von W.

BEWEIS: Zunéchst sei W ein Unterraum von X, der sich als direkte Summe zweier irre-
duzibler Unterrdume U und V schreiben lésst.

Sind p|y und p|y nicht dquivalent und sind ui,...,ug und vi,...,vs normierte
Transformationsbasen von U beziehungsweise V' beziiglich geeigneter irreduzibler Dar-
stellungen p; : G — GL(R™) und py : G — GL(IR®), so liefert Lemma 2.3.1, dass

Uiy, Ugy, V1, ..., V4, eine Orthonormalbasis von W ist.
Es seien nun p|y und p|y dquivalent und p@ : G — GL(IR?) eine zu beiden #quivalente
irreduzible Darstellung auf R¢ fiir ein d € IN. Weiterhin seien uy,...,uq und vi,..., vy

normierte Transformationsbasen von U beziehungsweise V beziiglich p{¥. Nach Lemma
2.3.1 gibt es a, 8 € R (mit 8 = 0, falls p(¥) absolut irreduzibel ist) mit

' . CUIdp —/B:[dp dxd
((U],Uk)) - (ﬁIdp aIdp ) €R

mit p = %. Sind a # 0 oder 8 # 0, so setzen wir

Uy 1= Vg — Qg — BUpry und vy, = Vpgp + Bup — Qg (2.8)

fir £ € {1,...,p} (Anwendung des Gram-Schmidt-Verfahrens zur Orthonormalisie-
rung, [39, Satz V.4.2]). Dann gilt (u;,v;) = 0 und (v}, v;) = (1 — a® — §?)dj fiir alle
j, k€ {1 d} wobei §;; das Kronecker-Symbol ist. Ist a® + % # 1, so setzen wir

UV = = a2 ﬂQU fir ;7 € {1,...,d}. Nun bilden %, ...,0,; eine normierte Transformati-
onsbasis von V := (#y,..., >, esgilt W=U@a®V, und ui,...,uq0,...,0 bilden eine
Orthonormalbasis von W.

Im Fall o” + 5% = 1 folgt aus (v}, ])—1—04 — (* =0, dass vj = 0 fiir j 6{1 ,d}
gilt. Aus (2.8) ergibt sich dann, dass vy, ..., vy linear abhéingig Von Uty ..., Uq smd was

nicht sein kann, wenn UNV = {0} ist.
Analog findet man induktiv die gesuchte Zerlegung, falls W direkte Summe von mehr
als zwei irreduziblen Rdumen ist. O

2.4 Die Menge der Transformationsbasen

Nun soll die Struktur der in (2.3) definierten Menge untersucht werden.

Dazu seien wieder X ein Banach-Raum mit Norm || -||x, G eine kompakte Lie-Gruppe
und px : G — GL(X) eine Darstellung von G auf X. Weiterhin sei M eine isotypische
Komponente von X und p¥ : G > g — A(g) = (aj;) € GL(IKY) sei eine zu den
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Darstellungen auf den irreduziblen Unterrdumen von M &quivalente, absolut irreduzible,
orthogonale beziehungsweise unitire Darstellung auf IK¢ mit d € IN.
Wie in (2.3) bilden wir

Uy px(g)ur Uy
M = : e Xx? : =A(g)'| : | firallege G
Uq Px (Q)Ud Uq
Jedes Element (ug, ... ,ud)t € M erzeugt einen irreduziblen Unterraum U := (uy, ..., uq)
von X, so dass die Darstellung p|y : G — GL(U) #quivalent zu p(? ist. Andererseits
besitzt jeder irreduzible Unterraum U C M eine Basis u, ..., uq mit (ug,... ,ud)?t e M

(vgl. Lemma 2.1.2).

Lemma 2.4.1 Die Menge M ist ein abgeschlossener linearer Unterraum von X°.

¢
Bewes: Es sei ((u{™,...,u{") )nen €ine Folge in M, die in X gegen (ui, ..., u4)" kon-

vergiert. Ist g € G, so folgt aus der Stetigkeit von px(g) und p9(g)

) (n)

px(g9)ur px(9) Uy (31
. I . . t . . t
: = lim : = lim A(g)"| : | =A(9)"| :
px(9)ua px(g)uy” ul” Ug
Also ist (uy, ..., uq)" € M. O
Es sei
Ui d
Fllas M| | = ) llukllx € R
Uy k=1

die durch die Norm auf X¢ induzierte Norm auf M.
Ist X ein Hilbert-Raum mit Skalarprodukt (-, )y, so ist durch

(3] U1 d
(I MXM> L D (wku)x €R
k=1

Ug Vd
ein Skalarprodukt auf M gegeben.

Nun sei Y ein weiterer Banach-Raum, und py : G — GL(Y) sei eine Darstellung von
G auf Y. Weiterhin sei N eine isotypische Komponente von Y, so dass die irreduziblen
Darstellungen in N #quivalent zu p(¥ sind. Analog zu M bilden wir

Uy py (9)u1 3t
N = clevy?: : =A(g)| : | firallege G

Ugqg PY(Q)Ud Uq
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Wir betrachten jetzt die Menge der dquivarianten linearen Operatoren
Lo(X,Y):={Le L(X,Y):Lopx(g) =py(g) oL fiir alle g € G}
von X nach Y. Fiir einen Operator L € Lg(X,Y") wird durch

U1 Lu1
L M>| | — : eN

Uq Lud

ein linearer Operator von M nach N definiert. Aufgrund der Aquivarianz von L gilt
tatsichlich Lu € N fiir u € M, denn ist u = (uq,...,uq)", so folgt

py (9)Luy Lpx(g9)ua px (9)ur u1
: = : =L| = LA(9)"| :
py (9)Luq Lpx(g)uq px(g)ud Ug
L(Xt_y ar(9)uk) > ax1(g) Luy Luy
= : = : = A(g)"|
L(34- aral(g)ur) h_1 ara(g) Lug Lug

fiir alle g € G, wobei A(g) = (ax(g)) sei. Somit ist Lu € N

Lim

M N

M L5 N
Ist U ein irreduzibler Unterraum von M mit Transformationsbasis ui, ..., uq und ist
u = (uq,...,ug)", so ist entweder Lu = 0 oder es ist Lu = v = (vy,...,v4)" € N'\ {0} und
V :=(v1,...,v4) ist ein irreduzibler Unterraum von N. In diesem Sinn bildet £ irreduzible

Unterrdume von M auf irreduzible Unterrdume von N ab.

Lemma 2.4.2 Es seien X und Y Banach-Rdume, so dass X kompakt und dicht in Y
eingebettet ist.

Ist L € La(X,Y) ein selbstadjungierter Operator (und somit ein Fredholm-Operator
mit Index 0), so ist auch L € LM, N) ein Fredholm-Operator mit Indez 0.

BEWwEIS: Die Abgeschlossenheit von range £ und die endliche Dimension von ker £ und
N /range L ergibt sich aus den entsprechenden Eigenschaften von L.

Aufgrund der Voraussetzungen gilt Y = range L @ ker L. Schrinkt man L auf die
isotypische Komponente M ein, so gilt ebenfalls N = range L|,; & ker L|),. Hieraus folgt
sofort auch N = range £ & ker £. Damit ist ind £ = 0. O



Kapitel 3

Generische Irreduzibilitit

von Eigenridumen Adquivarianter
elliptischer Differentialoperatoren
mit Hilfe des Storungssatzes

In diesem Kapitel wird ausgehend vom stérungstheoretischen Ansatz von ALBERT [2],
der auf dem Satz von Rellich (Satz 1.3.2) basiert, gezeigt, dass bei invarianten Stérungen
nullter Differenzierbarkeitsordnung von einem &quivarianten, selbstadjungierten, strikt
elliptischen, linearen Differentialoperator zweiter Ordnung generisch die Eigenrdume irre-
duzibel sind.

3.1 Der Generizitatssatz

Es sei € ein beschriinktes Gebiet im R” fiir ein N € IN. Weiterhin sei G eine kompakte
Lie-Gruppe und p : G — GL(IRY) eine Darstellung von G auf RY, so dass {2 invariant
unter G (beziiglich dieser Darstellung) ist. Dabei wollen wir voraussetzen, dass G kei-
ne Darstellungen vom quaternionischen Typ hat. Die meisten der in den Anwendungen
auftretenden Gruppen erfiillen diese Voraussetzung (vgl. jedoch [23]).

Durch p wird durch

p:G3g[L*(Q)3ur—uop(gt) € L*(Q)] € GL(L*(Q))
eine Darstellung auf L?(Q) induziert (vgl. Beispiel 1.1.5).

Gegeben sei ein selbstadjungierter, strikt elliptischer, linearer Differentialoperator
zweiter Ordnung L : H%(Q) N H}(Q) — L*(2) auf Q mit Koeffizienten aus C*(Q), der
dquivariant beziiglich G ist.

Es sei

B:=Cg Q) :={f€C®Q):p(g)f = f Vg € G}

die Menge der invarianten Funktionen in C'*(£2).
Ist b € CX(Q), soist Ly : HX(Q) N HY(Q) > u — Lu+ bu € L?() ebenfalls ein
dquivarianter, selbstadjungierter, strikt elliptischer, linearer Differentialoperator zweiter

44
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Ordnung. Die Aquivarianz von Ly ergibt sich aus der Aquivarianz von L und der Invarianz
von b durch

p(g) o Lyu = p(g) o Lu + p(g)(bu) = Lo p(g)u + (p(g9)b)(p(g)u)
= Lo p(g)u + bp(g)u = Lu(p(g)u)

fir g € G.

Fiir b € C¥(Q2) betrachten wir nun das Eigenwertproblem fiir L; auf Q mit Dirichlet-
Randbedingungen
(Ly+Nu=0 aufQ, wulsg=0.

In diesem Kapitel wird gezeigt, dass innerhalb der Familie {L, : b € CZ(2)} generisch
die Operatoren nur irreduzible Eigenrdume haben, falls folgende Bedingung erfiillt ist:

Annahme (A1):

Es sei A Eigenwert von Ly = L +b mit b € B und Ex = @;_, U, eine Zer-
leqgung des zugehdrigen Eigenraums in irreduzible Unterrdume U, mit Trans-
formationsbasen ug'/), . ( ) beziiglich geeigneter irreduzibler Darstellungen

pv : G — GL(R%) fiir v e {1, ..., 8}, so dass ugl),...,u,(ill),.. ugs),...,ufis)
eine normierte zusammengesetzte Transformationsbasis von Ey bilden (vgl.
Korollar 2.3.3).

Falls fiir v,y aus {1,...,s} die Darstellungen ply, und ply, nicht dquivalent
sind, gelte

dig 2 . (3.1)

ﬂkl

Sind ply, und ply, dquivalent, so sei p, = p, und es gelte entweder (3.1) oder
Z w2 (3.2)

Dau\” firk € {1,...,d,} und v € {1,..., s} Eigenfunktionen von L, mit b € B = CZ(Q)
sind, gilt ug’) € C*(€). Die Ungleichungen (3.1) und (3.2) sind daher als Ungleichungen
im Raum C*((Q) zu verstehen, das heifit, die Funktionen auf der linken und rechten Seite
sollen nicht identisch gleich sein. Es ist also erlaubt, dass es Punkte in 2 gibt, fiir die
Gleichheit besteht, solange es mindestens einen Punkt gibt, fiir den die Gleichheit nicht
erfiillt ist.

Im Fall, dass die Darstellungen auf den Unterrdumen dquivalent sind, sollen die Trans-
formationsbasen dieser Unterrdume beziiglich der gleichen Darstellung gebildet werden.

In Kapitel 6 wird nachgewiesen, dass diese Bedingung fiir spezielle Gruppen, zum
Beispiel fiir O(2) und fiir D,, (n € IN), erfiillt ist.

Das Ziel dieses Kapitels ist es, folgenden Satz zu beweisen:
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Satz 3.1.1 Es sei Q ein beschrinktes Gebiet im RY, und es seien G eine kompakte Lie-
Gruppe und p : G — GL(RRY) eine orthogonale Darstellung von G auf RY, so dass
unter G' tnvariant ist.

Weiterhin sei L ein selbstadjungierter, strikt elliptischer, linearer Differentialoperator

zweiter Ordnung auf Q mit Koeffizienten aus C*(S2), der dquivariant beziglich G ist.
Ist Annahme (A1) erfillt, so ist die Menge

B :={be CX(Q): alle Eigenriume von Ly = L + b sind G-einfach}
residual in CF(Q).

Dies bedeutet, dass die Operatoren L, mit b € CX(Q) generisch nur irreduzible Ei-
genrdume haben.

Der Beweis dieses Satzes wird im dritten Abschnitt des Kapitels gefiihrt und im
néichsten Abschnitt vorbereitet. Dazu werden wir den Ansatz von ALBERT [2], der auf
dem Storungssatz von Rellich (Satz 1.3.2) basiert, der Situation mit Symmetrie anpassen.

Im néchsten Kapitel wird noch ein alternativer Beweis prasentiert, der auf dem Trans-
versalitdtssatz 1.2.4 aufbaut und den Beweisideen von UHLENBECK [37] und PEREIRA
[25] folgt.

3.2 Storung eines Eigenwerts

In diesem Abschnitt wird nachgewiesen, dass es eine Storung Ly, mit by € CF($2) des

Operators L, = L + b fiir b € CZ(Q) gibt, so dass ein mehrfacher Eigenwert von L; mit
reduziblem Eigenraum aufspaltet in mehrere Eigenwerte.

Es seien 2, G und L wie im letzten Abschnitt. B
Es sei b € C(2) und V eine Umgebung von b in C&(€2). Weiterhin sei A ein m-facher
Eigenwert (m > 1) von L, = L + b und I ein offenes Intervall mit A € I, so dass keine

weiteren Eigenwerte von L; in I enthalten sind.

Proposition 3.2.1 Es gebe ein 0 € CF()) und eine Orthonormalbasis hy, ..., h, des
Eigenraums E,, so dass die Matriz

(hss b)) = ([ bt )

kein Vielfaches der Finheitsmatriz 1d,, € R™*™ ist.
Dann gibt es ein by € V, so dass Ly, paarweise verschiedene Eigenwerte iy, ..., [ in
I hat, wobei I > 1 1ist.

Das bedeutet, man kann den Operator L, so stéren, dass der mehrfache Eigenwert A\
aufspaltet in mehrere Eigenwerte niedrigerer Vielfachheit.

BEWEIS: (Vgl. ALBERT [2])

1. Wir betrachten fiir kleine € Stérungen von L; der Form

L(e):=Ly+eo=L+b+eo,
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wobei o durch die Voraussetzung gegeben ist.
Nach Satz 1.3.2 gibt es ein g > 0, so dass fiir € € (0, &) konvergente Potenzreihen
NE) = A+ ax + AP 10 (Ge{l,...,m})

in IR und
6;(e) = ¢ + el 200 4 (je{l,...,m})

in C*°(2) existieren mit
(L(e) + Aj(e) id)¢;(e) = 0

und so dass Aj(¢) € I und A;(0) = A fiir j € {1,...,m} ist und ¢;(¢),..., dm(e)
orthonormal in L*(Q) sind. (Satz 1.3.2 liefert zunéichst nur, dass die Potenzreihen ¢,
fir j € {1,...,m} in L*(Q2) konvergieren. Man kann jedoch zeigen, dass dies auch in
C>(Q) der Fall ist, vgl. [2].) Dabei héingen natiirlich )\g-k) und qﬁg-k) firj e {1,...,m}
und £ € IN von o ab.

Es sei j € {1,...,m}. Differenziert man
(Lb +eo+ )\j(z-:))qﬁj(e) =0
nach € und setzt € = 0, so ergibt sich
(Ly + N + (0 +2P)g; = 0. (3.3)

Bilden wir nun in (3.3) das Skalarprodukt (in L?*(Q)) mit ¢, k € {1,...,m}, so
ergibt sich mit der Selbstadjungiertheit von L, + A

(Lo + N85, 8) oy + {0+ A5 8) 1y

= <¢§-1), (Ly + A)dr) r20) + (065, ¢k)Lz(Q) + A§1)<¢j, ¢k)Lz(Q)

=0

= 0.
Mit der Orthonormalitit der Eigenfunktionen folgt nun
(05, bk} 12g0y = NG (3.4)
wobei 4, das Kronecker-Symbol ist.

2. Durch
B: Ey x Ex 3 (u,v) = (0U, 0) 120 =/ ouv € R
0

ist eine Bilinearform auf E) gegeben. Ist fi,..., fi, eine Orthonormalbasis von E},
so ist die Darstellungsmatrix von B beziiglich dieser Basis gegeben durch

B(f1,---, fm) == ({0 fj, fk)LQ(Q))-
Nach (3.4) gilt

B(d1,- -, 6m) = (067, 68) o) = (=AV851).
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Ist die Darstellungsmatrix von B beziiglich einer Basis ein Vielfaches der Einheits-
matrix, so ist sie dies beziiglich jeder Basis. Da nach Voraussetzung B(h1, ..., hmy)
kein Vielfaches der Einheitsmatrix ist, kann auch B(¢1, ..., ¢n) kein Vielfaches der
Einheitsmatrix sein. Es gibt also ji, 72 in {1,...,m} mit )\g) # )\g). Daher gibt es
ein €1 € (0,g0) mit Aj, (¢) # Aj,(¢) fiir € € (0,¢&1).

Es sei nun € € (0,¢1) und by = b+ €0. Dann hat L,, = L + b + €0 mindestens zwei
verschiedene Eigenwerte in I, ndmlich \; (¢) und A, (g).

O

Nun muss noch die Voraussetzung von Proposition 3.2.1 niher untersucht werden.

Wir brauchen also ein 0 € CZ(£2) und eine Orthonormalbasis hy, ..., h, von E), so dass
((oh;, hy) L2(Q)) kein Vielfaches der Einheitsmatrix Id,, € R"™*™ ist.

Es sei ,
Ex=@®U,
v=1

eine Zerlegung des Eigenraums F), in irreduzible Unterrdume U, v € {1,..., s}. Zu jedem
ve{l,...,s} sei eine normierte Transformationsbasis v, ... ,w((f) von U, beziiglich ei-
ner geeigneten irreduziblen Darstellung p, : G — GL(IR%) gegeben, so dass wgl), e ,ng)
eine normierte zusammengesetzte Transformationsbasis von E) ist (vgl. Korollar 2.3.3).

Fiir 0 € CF(2) und v, u € {1,..., s} definieren wir die Matrix

Cyu(o) = ((awg_'/)’wl(cﬂ))m(n)) _ (/Qo.w](_u)wl(cﬂ)) € Rév *du

v

Lemma 3.2.2 Es seien 0 € CP(2) und v, u aus {1,...,s}.
1. Sind ply, und ply, nicht dquivalent, so ist C, ,(0) =0 € R %du

2. Sind ply, und p|y, dquivalent und absolut irreduzibel, so ist d, = d, =: d und es gibt

ein o € R mat
C,u(0) =aldy € R™

Insbesondere ist C, (o) ein Vielfaches der Einheitsmatriz in R4

3. Sind ply, und ply, dquivalent, irreduzibel, aber nicht absolut irreduzibel, so ist
d, =d, =:d=2p und es gibt o, € R mit

_ O{Idp —/BIdp dxd
Cralo) = (ﬂIdp aIdp> € R

Auferdem gibt es ein o € R mit Cy,,(0) = aldy.

Bei der dritten Teilaussage ist zu beachten, dass wir generell Darstellungen vom quater-
nionischen Typ ausgeschlossen haben. Darstellungen, die irreduzibel, aber nicht absolut
irreduzibel sind, sind also vom komplexen Typ.

BEwEIs: Es seien 0 € C¥(Q) und v,u € {1,...,s}. Fir j € {1,...,d,} und

ke{l,...,d,} setzen wir ¢jj, := (aw](-u),w,(c“))m(m. Dann ist C,, ,(0) = (c¢jk)-
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Fir | € {v,u} gibt es eine zu p|y, dquivalente, irreduzible, orthogonale Darstellung

G239 Alg) = ( 5,2) € GL(R%). Es sei w!", .. (l) Transformationsbasis von U,
bezughch dieser Darstellung p;, das heift, es gilt fur g E G

p(g)w!’ w)
: =A(g)"| :
! !
p(g)w) wél)
Aus der Invarianz von €2 und o unter G und dem Transformationsverhalten der Trans-
formationsbasen folgt fiir alle g € G, j € {1,...,d,} und k € {1,...,d,}

dy dy
g = [Louul® = [ opleyupouf = [ 03" @)t 3" aff (g)uf?
=1 =1

_ZZ“(U) (/‘7“’( )wl )alk ZZGU czlalk (9)-

i=1[=1

Also gilt C,,,(0) = AL (9)C, u(0)ALu(g) beziehungsweise A,(g)C,, (o) = Cy (o) Au(g) fiir
alle g € G. Das bedeutet, die Matrix C, ,(0) ist dquivariant beziiglich p, und p,,.

Falls p|y, und p|y, nicht dquivalent sind, so liefert Lemma 1.1.14 C,,,(0) = 0.

Sind p|y, und ply, dquivalent und absolut irreduzibel, so ist d, = d, =: d und wir
kénnen ohne Einschrdnkung annehmen, dass p, = p, gilt. Aus der absoluten Irreduzibi-
litdt folgt nun, dass es ein a € R mit C, ,(0) = aId, gibt.

Es seien nun p|y, und p|y, dquivalent, irreduzibel, aber nicht absolut irreduzibel. Wir
nehmen wieder ohne Einschrinkung an, dass p, = p, ist. Weiterhin gilt d; =dy =: d = 2p
fiir ein p € IN, und aus Bemerkung 1.1.8 ergibt sich, dass es a, 8 € R gibt mit

aId —ﬂldp dxd
Cuulo) = <5Id aId,,> € R™,

wobei wir ohne Einschrinkung davon ausgehen konnen, dass die Koordinaten des IR¢
entsprechend Bemerkung 1.1.8 gewéhlt sind. Da C,,(0) symmetrisch ist, gilt in diesem
Fall # = 0 und somit ist C,,,(0) = aId,. 0

Bemerkung 3.2.3 Aus Lemma 3.2.2 ergibt sich, dass Proposition 3.2.1 nicht angewandt
werden kann, um einen Eigenwert, dessen Eigenraum irreduzibel ist, in mehrere Eigen-
werte aufzuspalten (was nach Satz 1.3.3 auch nicht méglich ist):

Wenn E, = U selber schon irreduzibel ist, ist fiir alle 0 € CZ(Q) die Matrix

Ciqi(o) = ((aw(l) w,(c )> LZ(Q)) ein Vielfaches der Einheitsmatrix. Daher ist die Matrix

(o, dr) 120 ) fiir jede Orthonormalbasis ¢y, ..., dq und alle 0 € CZ(Q) ein Vielfaches
der Elnheltsmatrlx Somit ist die Voraussetzung von Proposition 3.2.1 nicht erfiillt. O

Betrachtet man eine Basis hq,..., h,, von E), die sich aus Transformationsbasen ir-
reduzibler Unterriume von E) zusammensetzt, so setzt sich fiir o € CF(Q) die Matrix
({(ohj, hi) LZ(Q)) aus Blocken der Form C, (o) zusammen. Erfiillen die Transformations-
basen die algebraischen Bedingungen aus der Annahme (A1) (siehe Seite 45), so kann
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man ein 0 € CF(Q) finden, so dass ({(oh;, hy)) kein Vielfaches der Einheitsmatrix ist und
somit die Voraussetzung von Proposition 3.2.1 erfiillt ist.

Zur Vorbereitung des Beweises dieser Aussage brauchen wir noch zwei Hilfsmittel.

Lemma 3.2.4 Es scien G eine kompakte Lie-Gruppe und p'¥ : G — GL(IR?) eine irre-
duzible, orthogonale Darstellung von G auf R® fiir ein d € IN.

Sind U und V irreduzible, d-dimensionale Unterrdume von L*(Q), so dass p|ly und
plv dquivalent zu p' sind, und sind ui,...,uq und vy,...,vq Transformationsbasen von
U beziehungsweise V beziiglich p'9, so ist die Funktion

d
f = Zu]'?)j € LI(Q)
=1
invariant unter G.

BewEs: Es sei p@ : G 5 g — A(g) = (a;r(9)) € GL(R?Y). Da uy,...,us und vy, ..., vq
Transformatlonsbasen beziiglich p(? sind, gilt

p(g)u uy p(g)vi vy
P | =AW 1| und L =40

p(9)uq Ug p(9)va Vg

fiir ¢ € G. Aus diesem Transformationsverhalten und der Orthogonalitit von p(4 folgt
firg e G

j=1 ]:1
d  d d
=3 (X ailo)u) (X ay(g)v) = S wer S any(g)ais(s
j=1 k=1 =1 k=1 =1 .
:Ekl

d

Z upvy = f

k=1

Also ist f invariant unter G. O

Lemma 3.2.5 FEs sei G eine kompakte Lie-Gruppe. Wir setzen
L& () == {f € LY(Q) : f invariant unter G}.
Die Menge CX(Q) ist dicht in L5(Q).

BEWwEIS: Es sei f € L;(Q) € L'(Q). Da C§°(Q2) dicht in L'(Q) ist, gibt es eine Folge
(en)new in C°(Q) mit ¢, — f fiir n — oo in L'(Q). Wir setzen v, := [5 on(p(g) - )dg
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fir n € IN. Dann ist 1, € C®(Q) fiir alle n € IN. Unter Verwendung der Invarianz von f
unter G ergibt sich nun

1 = ullizy = [ 1£(@) — [ enlpla)a)dalda= [ | | (£(ol0)a) ~ pulolg)a))dolda
< [ [150@2) = enlple))ldgdz = [ [ 1(p(9)2) = en(plg)a)ldo dg

=[l(f=pn)op(@llL1(q)

=[|f - SDn”Ll(Q) — 0 fiir n — oc.
Hieraus folgt die Dichtheit von C&(Q) in LL(€). 0

Proposition 3.2.6 Es sei Annahme (A1) erfill.
Dann gibt es ein 0 € C(Q) und eine Orthonormalbasis hy, ..., h,, von E\, so dass
die Matriz ({(ch;, hy)) kein Vielfaches der Einheitsmatriz ist.

BEWEIS:

1. Wir betrachten eine Zerlegung

S
E)\ = @ U,,
v=1
von E) mit irreduziblen Unterrdumen Uj,...,Us. Zu jedem v € {1,...,s} sei
eine normierte Transformationsbasis w%y),...,wg:) von U, beziiglich einer geeig-

neten irreduziblen, orthogonalen Darstellung p, : G — GL(IR%) gegeben, so dass

(1) (s)

wy’,...,w, eine Orthonormalbasis von E) ist (vgl. Korollar 2.3.3).

Es seien h; := wj(-l) fir j € {1,...,d1} und hg, 4. 44, ,+j = w](-”) fir v e {2,...,s}
und j € {1,...,d,}.

Wir wollen nun zeigen, dass ein o € C¥ () existiert, so dass es kein o € R gibt mit
H(o) := ({(oh;, h/k)L?(Q)) = ald,, € R™™.
Zu gegebenem o € C¥(Q) betrachten wir eine Teilmatrix von H (o), nimlich

H'(o) = ({ohj, hi);2q); wobei j und £ hier nur in {1,...,d; + dp} seien. Zur

Vereinfachung setzen wir u; := h; = w](-l) fir j e {1,...,di} und v; := hy, 4, = w](-Q)

fiir j € {1,...,dy}. Dann bilden uy,...,uq, eine Transformationsbasis von U; und
v1,...,0q, eine Transformationsbasis von Us. Die Matrix H'(o) ldsst sich nun als
Blockmatrix schreiben,

H'(0) = <(<0“j’“k>m<m) (<0“jv”k>w<m)> _. (Hl HQ) .
((avj’uk>L2(Q)) (<0Uj’vk>L2(Q)) Hs Hy

Dabei sind H; € R4*% H, ¢ R"*% H, ¢ R%2*% und H, € R%®*%. Auferdem

ist H2 = Hg

Wir werden im Folgenden zeigen, dass es ein ¢ € CX(Q) gibt, so dass schon

H'(0) kein Vielfaches der Einheitsmatrix Idg, g, € R(#+42)x(d1442) it Dann kann

natiirlich auch H (o) kein Vielfaches der Einheitsmatrix Id,, € R™*™ sein.
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2. Angenommen, zu jedem o € CX(Q) gibt es ein a(c) € R mit

H'(0) = a(0) 1dg, 14, € R(GFd2)x(d14d2),

Es sei 0 € CX(Q). Aufgrund obiger Annahme gilt H; = «a(o)Idg € RA*%,
H, = H! = 0 € R4"*%® und H; = a(0)Idg, € R®?*%. Die Summation iiber die
Hauptdiagonalen von H; und H, liefert
1 & 1 &
a(o) = A > <0uj’uj>L2(Q) =4 > <O-Uj’vj>L2(Q)'

1 =1 2 j=1

Hieraus folgt

1 & 1 & 13, 1&
d_lj:1 (o), uj) oy — d:; (00}, 05) 20y = /Qo(d—lj;uj - d—QjZZIUj) =0. (3.5)
Sind p|y, und ply, nicht zueinander dquivalent, so folgt aus Lemma 3.2.2, dass
Hy, = Hi = 0 € R®"*% gilt. Sind jedoch p|y, und pl|y, dquivalent, so ist dies
nicht notwendigerweise der Fall. Dann ist dy = dy =: d und da aufgrund obiger
Annahme Hy = 0 gelten muss, liefert die Summation iiber die Hauptdiagonale von
H, zusitzlich

d
<O'Uj,’l)j>L2(Q) = ‘/QO"LL]"UJ' =0. (36)
7j=1

. Wir setzen f; := 2?1:1 u? € L'(Q) und f, := 2?2:1 UJ2- € L'(©2). Nach Lemma 3.2.4

sind f; und f5 invariant unter G.
Aufgrund der Annahme in Beweisteil 2 und (3.5) gilt

1.1 _
/Qo(d—lf1 - d—2f2) =0 fiir alle o € CF(Q).

Aus der Invarianz von f; und f, unter G und der Dichtheit von CZ(Q) in L (Q)
folgt

1f 1f 1%21%20 (3.7
—f——=fi=—=—) u;——) vi=0. )
' T d g da

(Man beachte: Zunichst gilt diese Gleichheit nur fast iiberall in €; da wuy, ..., ug,
und vy, ...,v4, Eigenfunktionen von L, sind, handelt es sich um Funktionen aus

C>=(Q), und somit gilt die Gleichheit auf ganz ().)

Sind p|y, und p|y, nicht dquivalent, so widerspricht dies aber Annahme (A1).

. Nun seien p|y, und p|y, dquivalent und d; = dy = d. Es sei f3 := E?Zl uv; € L(Q).

Nach Lemma 3.2.4 ist f; invariant unter G.

Auch in diesem Fall gilt (3.7). Da aufgrund der Annahme im Beweisschritt 2 auch

Gleichung (3.6) fiir alle 0 € CZ () erfiillt ist, folgt zusétzlich aus der Invarianz von

3 ,
f3 = ZU]'UJ' = 0 (38)
j=1

Nach Annahme (A1) kénnen aber (3.7) und (3.8) nicht gleichzeitig erfiillt sein.
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5. Aus den Beweisschritten 3 und 4 ergibt sich nun, dass die Annahme im Beweis-
teil 2 nicht gelten kann und somit H' — und damit auch H — kein Vielfaches der
Einheitsmatrix sein kann.

O

Bemerkung 3.2.7 Man kann in Proposition 3.2.6 auch konkret ein o € CX(Q) ange-
ben, so dass ((oh;, hk);2(qy) kein Vielfaches der Einheitsmatrix ist, wobei sich die Basis
hi,...,h, von E, wie im Beweis von Proposition 3.2.6 aus Transformationsbasen irredu-
zibler Unterrdume von F\, zusammensetzt.

Im Folgenden verwenden wir die Bezeichnungen aus dem Beweis von Proposition 3.2.6.

1. Sind p|y, und p|y, nicht dquivalent, so setzen wir

——Zu - ZU (3.9)

Nach Lemma 3.2.4 ist ¢ invariant und da u; und v; Eigenfunktionen sind, gilt
o € C¥ (). Annahme (A1) garantiert, dass dies nicht die Null-Funktion ist.

Nach Lemma 3.2.2 ist Hy = ((0uj, uk)p2(q)) eine Diagonalmatrix mit Diagonal-
element o; € IR. Die Summation iiber die Hauptdiagonale von H; liefert

1 & 1d1/1d1 1 &
o] = — oUg, U — VU
1= k:1< ks Uk) 12() = u; dQJ;l 7)ui

1 dl 13 /1 &,
_/ dlj ‘ /Q(d_lj;“j)(djj;”j)'

Analoge Uberlegungen fiir Hy, = ({ov;,vs) L2(Q)) ergeben, dass H, eine Diagonal-
matrix mit Diagonalelement

1 & / 1 2\ 2

ay = > vi) — — > v

) / dl]l klk) Q(d%'—l ])

ist. Wegen

kann H'(0) (und somit auch H(o)) kein Vielfaches der Einheitsmatrix sein.

2. Es seien nun p|y, und p|y, dquivalent. Annahme (A1) ldsst in diesem Fall zu, dass
die Funktion o aus (3.9) die Null-Funktion ist. Sollte dies der Fall sein, so muss aber

u;v; # 0

”M“
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sein (vgl. Seite 45). Wegen Lemma 3.2.4 ist o’ € CF(Q).

Nach Lemma 3.2.2 ist auch Hy = ({0"uj, k) p2()) € R%*? eine Diagonalmatrix mit
gleichen Diagonalelementen. Das Diagonalelement ay kann man durch Summation
iiber die Hauptdiagonale berechnen:

1 d d d
Qg — 8 Z o' U,k,Uk LQ(Q) = Z/ (ZUjUj>UkUk
k=1 di= /e j=1

_1 d 2_]‘ 2
—a/ﬂ(;’u]’l}]) —E/QO' > 0.

Somit ist Hy # 0. Also ist nun H'(0’) — und damit auch H(o') — kein Vielfaches der
Einheitsmatrix.

Zusammen mit dem Ansatz im Beweis von Proposition 3.2.6 ergibt sich, dass Annahme
(A1) in einem gewissen Sinn ,bestmoglich® ist

In dieser Bemerkung wird eine Stérung o angegeben, fiir die die Matrix H'(o) kein
Vielfaches der Einheitsmatrix ist und somit Proposition 3.2.1 mit diesem o angewen-
det werden kann. Dabei liefert Annahme (A1) (siehe Seite 45), dass dieses o nicht die
Nullfunktion ist.

Im Beweis von Proposition 3.2.6 wird gezeigt, dass Annahme (A1) verletzt sein muss,
falls H'(0) fiir alle 0 € C(Q) ein Vielfaches der Einheitsmatrix ist. O

Aus den Propositionen 3.2.6 und 3.2.1 ergibt sich nun folgender Stérungssatz:

Proposition 3.2.8 Es seien b € CX(Q) und V eine Umgebung von b in CF(Q). Weiter
sei A ein m-facher Eigenwert (m > 1) von Ly = L + b und I ein offenes Intervall mit
A € 1, so dass keine weiteren Figenwerte von Ly tn I enthalten sind. Der Eigenraum E)
habe eine Zerlequng

S
E)\ = @ U,/
v=1
in irreduzible Unterrdume U,, v € {1,...,s}, s > 1. Auferdem sei Annahme (A1) erfillt.
Dann gibt es ein b € V, so dass Ly paarweise verschiedene Figenwerte py, ..., pts in

I hat, deren FEigenrdume irreduzibel sind.

BEWEIS: Die Propositionen 3.2.6 und 3.2.1 liefern, dass es ein by € V gibt, so dass Ly,
paarweise verschiedene Eigenwerte pg,...,u; in I hat, wobei 1 < [ < s ist. Dabei kann
by = b+ €0 gewihlt werden (vgl. Beweis von Proposition 3.2.1), wobei € > 0 hinreichend
klein sein muss und o € C& () wie in Bemerkung 3.2.7 konstruiert wird.

Nach Satz 1.3.3 kommen alle irreduziblen Darstellungen, die in £y = @;_, U, vorkom-
men, auch in @._, E,, vor, und zwar mit den gleichen Vielfachheiten. Ist also [ < s, so
ist einer der Eigenrdume von L;, reduzibel. Erneute Anwendung der Propositionen 3.2.6
und 3.2.1 liefert ein b; € V, so dass auch dieser Eigenraum aufspaltet.

Auf diese Weise erhalten wir nach endlich vielen Schritten ein ¥’ € V. so dass alle
Eigenrdume von Eigenwerten von Ly in I irreduzibel sind. O
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Ein Eigenwert von L;, dessen Eigenraum reduzibel ist, spaltet also bei geeigneter
Stérung des Operators innerhalb der Familie {Ly : b’ € C¥(Q)} auf in mehrere Eigen-
werte, deren Eigenrdume irreduzibel sind. Dabei kann diese Stérung sogar explizit ange-
geben werden (siche Bemerkung 3.2.7).

3.3 Beweis von Satz 3.1.1

In diesem Abschnitt wird Satz 3.1.1 bewiesen. Dazu seien €2, G und L wie in Abschnitt
3.1 gegeben.
Wir wollen nachweisen, dass

B' :={b € B : alle Eigenwerte von L, sind G-einfach}
= {b € B: alle Eigenrdume zu Eigenwerten von L, sind irreduzibel}

residual in B = C%(Q) ist, das heifit, dass B’ der abziihlbare Durchschnitt von offenen
und dichten Teilmengen von B ist. Dazu sei fiir n € IN

B, :={be CZ(Q) : alle Eigenwerte A von L mit |\| < n sind G-einfach}.

Dann gilt
B C...CB,,7CB,C...CB,CB CB=0CZ(Q)
und -
B' =) B,
n=1

Im Folgenden wird gezeigt, dass fiir n € IN die Mengen B, offen und dicht in C(Q) sind.
Proposition 3.3.1 Fir alle n € IN ist B,, offen.

BeEwEIs: Es seien n € IN und b6 € B,. Dann sind die Eigenrdume zu Eigenwerten A
von L, mit || < n irreduzibel. Wegen der Elliptizitit von L; gibt es nur endlich viele
Eigenwerte Ay,..., A\, mit |A;| < n fiir j € {1,...,k} (vgl. Satz 1.4.1). Weiterhin seien
A1 = min{ A € o(Lp) : A > n} und Agyo = max{A € o(L;) : A < —n}, falls es Ei-
genwerte gibt, die kleiner als —n sind. Fiir j € {1,...,k + 2} seien I; > \; paarweise
disjunkte, offene Intervalle, die keine weiteren Eigenwerte von L, enthalten, wobei noch
I+ C (n,00) und Iy C (—o00, —n) gelten soll.

Aus den Sétzen 1.3.1 und 1.3.3 und der Irreduzibilitit der Eigenrdume FE),; fiir
je{l,...,k} folgt, dass es nun zu jedem j € {1,...,k} ein §; > 0 gibt, so dass alle
T e ,Cg(H2(Q) N H&(Q),IP(Q)) mit ||Lb — T||L‘,(H2(Q)OH&(Q),L2(Q)) < 5j einen Eigenwert
p; € I; haben mit irreduziblem Eigenraum E,;. Ebenso gibt es zu j € {k + 1,k + 2} ein
6; > 0, so dass die durch dquivariante Stérungen T € Lg(H?(Q2) N Hy(Q), L*(2)) mit
Ly — Tl (a2 (@)nmy ), 02()) < 9; aus A; entstehenden Eigenwerte in I; enthalten sind.

Es sei nun § = min{d; : j € {1,...,k+2}} und T € Ls(H*(Q) N Hy(Q), L*())
mit ||Ly — T[]z @)nmp@),2(e)) < 6. Dann hat T Eigenwerte w1, ...,y mit p; € I
(7 € {1,...,k}) mit irreduziblen Eigenriumen und alle weiteren Eigenwerte von 7" sind
betraglich grofler als n.

Wir betrachten fiir b € CZ(Q) den Operator Ty : H?(w) N Hy(Q) 3 u — b'u € L?(Q).
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Dann gibt es eine Umgebung V von b in C(12), so dass fiir alle v’ € V gilt

||Lb - Lb’||£(H2(Q)nH3(Q),L2(Q)) = ||Tb — Ty ||L(H2(Q)0H5(Q),L2(Q)) < ||b - b’”LZ(Q) <é.

Also ist Ly € B, fiir alle V/ € V. B
Somit gibt es eine Umgebung V von b in C¥(Q) mit V C B,. Das bedeutet, B, ist
offen. 0

Proposition 3.3.2 Es sei Annahme (A1) erfillt.
Dann ist B, dicht in B, fir alle n € IN.

BEWEIS: Es seien n € IN, b € B, und eine Umgebung U von b in CX(Q2) gegeben. Es ist
nun zu zeigen, dass U N By,,1 # 0 ist.

Wegen b € B, sind alle Eigenrdume von L, = L + b zu Eigenwerten A mit [A\| < n
irreduzibel. Aufgrund der Offenheit von B,, (vgl. Proposition 3.3.1) gibt es eine Umgebung
U C U von b mit U' C B,. Ohne Einschrinkung sei U’ so gewihlt, dass die Eigenwerte
von Ly mit b’ € U, die gemdB Satz 1.3.3 aus Eigenwerten A von L, mit |A\| > n + 1
entstehen, betraglich gréfler als n + 1 sind.

Es gibt endlich viele, paarweise verschiedene (moglicherweise mehrfache) Eigenwerte
A1y, A von Ly mit n < |A\;| < n+ 1. Es seien I; paarweise disjunkte, offene Intervalle
mit \; € I; fiir j € {1,...,k}.

Ist der Eigenraum FE), irreduzibel, so gibt es nach Satz 1.3.3 eine Umgebung U C U’
von b, so dass fiir alle &' € U" der Operator Ly (genau) einen Eigenwert A} in I; hat,
dessen Eigenraum ebenfalls irreduzibel ist.

Es sei nun FE), reduzibel und E), = U; ®...8 U, eine Zerlegung von FE) in irreduzible
Réume. Nach Proposition 3.2.8 gibt es ein b; € U’, so dass L, paarweise verschiedene
Eigenwerte pq,..., us in I; hat, deren Eigenrdume irreduzibel sind. Wir betrachten nun
den Operator L,,. Wie oben gibt es eine Umgebung U” C U’ von by, so dass fiir alle
b € U" die Eigenrdume der Eigenwerte in I; von Ly irreduzibel bleiben.

Fiir die verbleibenden Eigenwerte von L, in den Intervallen I, ..., Iy verfahren wir
entsprechend.

Nach endlich vielen Schritten erhalten wir somit ein b € U, so dass alle Eigenriiume
zu Eigenwerten \ von L; mit |A| < n + 1 irreduzibel sind. Es ist also b € U N B,y;. O

Aus der Offenheit und Dichtheit der B, fiir n € IN folgt, dass

residual in B = CZ(Q) ist. Dies beweist Satz 3.1.1.



Kapitel 4

Generische Irreduzibilitit

von Eigenriumen Aquivarianter
elliptischer Differentialoperatoren
mit Hilfe des Transversalititssatzes

In diesem Kapitel wird erneut gezeigt, dass bei Stérungen nullter Differenzierbarkeitsord-
nung von einem #Aquivarianten, selbstadjungierten, strikt elliptischen, linearen Differen-
tialoperator zweiter Ordnung generisch die Eigenrdume irreduzibel sind. Diesmal basiert
der Beweis auf dem Transversalititssatz 1.2.4 und folgt den Ideen von UHLENBECK [37]
und PEREIRA [25].

4.1 Der Generizititssatz

Es sei € ein beschrinktes Gebiet im R fiir ein N € IN mit glattem Rand. Weiterhin sei
G eine kompakte Lie-Gruppe. In diesem Kapitel schrinken wir uns ein auf Lie-Gruppen,
die nur absolut irreduzible Darstellungen haben. Es sei p : G — GL(IR") eine Darstellung
von G auf RY, so dass 2 invariant unter G ist. Dazu betrachten wir die dadurch induzierte
Darstellung

p:G3g[L2(Q)dur—uop(gt) € L*(N)] € GL(L*(Q))
auf L?(Q) (vgl. Beispiel 1.1.5). Weiterhin sei k£ € IN U {oo}. Mit
B:=Ce(Q) ={f e C*(Q) : pl9)f = f Y9 € G}

werde die Menge der unter G invarianten Funktionen aus C*(2) bezeichnet.

Gegeben sei noch ein selbstadjungierter, strikt elliptischer, linearer Differentialoperator
zweiter Ordnung L auf 2 mit Koeffizienten in C*(Q), der dquivariant beziiglich G ist. Ist
b€ B,soist Ly : H*(Q) N Hy(Q) > u — Lu + bu € L*(Q) ebenfalls ein dquivarianter,
selbstadjungierter, strikt elliptischer, linearer Differentialoperator zweiter Ordnung.

Wir betrachten nun das Eigenwertproblem zu L, mit b € B auf 2 mit Dirichlet-
Randbedingungen
(Ly+Nu=0 aufQ, wulsg=0.

57
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In diesem Kapitel wird gezeigt, dass innerhalb der Familie {L; : b € B} die Operatoren
generisch nur irreduzible Eigenrdume haben, falls die folgende Bedingung erfiillt ist, wobei
die Unterschiede zu Annahme (A1) (siehe Seite 45) im Anschluss erldutert werden:

Annahme (A2):

Es sei A Eigenwert von Ly = L+b mit b € B. Fiir jede Zerlegung des zugehdri-
gen Eigenraums Ey\ = @, _, U, in irreduzible Unterrdume U, mit normierten

Transformationsbasen u§”), . ,u((i:) beztiglich geeigneter irreduzibler Darstel-
lungen p, : G — GL(R%) fir v e {1,...,s} gilt:
Falls ply, und ply, fir v,p aus {1,...,s} nicht dquivalent sind, ist
1 & 1 &
) # S w) (4.1)
vV k=1 B ok=1
Sind ply, und ply, dquivalent, so gilt
dy
> uul #0, (4.2)
k=1

wobet wir in diesem Fall annehmen, dass p, = p, ist.

Die Ungleichungen (4.1) und (4.2) sind hier wieder als Ungleichheiten von Funktionen zu
verstehen (vgl. Annahme (A1), Seite 45).

Hierbei ist zu beachten, dass sich Annahme (A2) etwas von Annahme (A1) aus dem
dritten Kapitel unterscheidet:
In Annahme (A1) wird gefordert, dass eine zusammengesetzte Transformationsbasis des
Eigenraums F), einer Bedingung geniigt. Annahme (A2) dagegen verlangt, dass die ent-
sprechende Voraussetzung fiir alle Zerlegungen von E) und deren Transformationsbasen,
die nicht notwendigerweise eine zusammengesetzte Transformationsbasis von E) bilden
miissen, erfiillt ist.
Auflerdem wird bei dquivalenten Darstellungen in Annahme (A1) gefordert, dass entweder
(4.1) oder (4.2) gilt, wihrend Annahme (A2) auf jeden Fall (4.2) verlangt.

In Kapitel 6 wird nachgewiesen, dass Annahme (A2) zum Beispiel fiir B = CX(Q)
und die Gruppen O(2) und ID,, (n € IN) erfiillt ist.

Das Ziel dieses Kapitels ist es, folgenden Generizitéitssatz zu beweisen:

Satz 4.1.1 Es sei § ein beschrinktes Gebiet im RYN fiir ein N € IN mit glattem Rand.
Weiterhin sei G eine kompakte Lie-Gruppe, deren irreduzible Darstellungen alle abso-
lut irreduzibel sind, und es sei p : G — GL(IRY) eine orthogonale Darstellung von
G auf RN, so dass Q invariant unter G ist. Auferdem sei k € INU {oco} gegeben. Es
set L: H*(Q) N Hy(Q) — L*(Q) ein dquivarianter, selbstadjungierter, strikt elliptischer,
linearer Differentialoperator zweiter Ordnung auf Q0 mit Koeffizienten in C*(Q).

Ist Annahme (A2) erfillt, so ist die Menge

B, :={be CE(Q) : alle Eigenwerte von Ly = L + b sind G-einfach}
residual in C&(Q).
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Im Gegensatz zu Satz 3.1.1 ist hier die Aussage beschrinkt auf Gruppen, deren irreduzible
Darstellungen sogar absolut irreduzibel sind.

Es muss nachgewiesen werden, dass fiir £ € INU {oo} die Menge B, der abzihlbare
Durchschnitt von offenen und dichten Teilmengen von B = C%(Q) ist. Dazu sei fiir n € IN

B, :={b € B: alle Eigenwerte A von L, mit |A| < n sind G-einfach}.

Dann gilt
B, C...CBy14CBrp C...C By CBxyCB
und -
B, = ﬂ By k.
n=1

Die Offenheit der Mengen B, , fiir n € IN zeigt man wie in Proposition 3.3.1. Es bleibt noch
die Dichtheit nachzuweisen. Dies wird in den n#chsten beiden Abschnitten vorbereitet.
Dabei werden wir die Grundideen von UHLENBECK [37] und PEREIRA [25] verwenden, die
auf dem Transversalitédtssatz 1.2.4 beruhen. Im vierten Abschnitt erfolgt dann der Beweis
von Satz 4.1.1.

4.2 Storung innerhalb der
gleichen isotypischen Komponente

In diesem Abschnitt werden wir zunéchst die Operatoren L, mit b € B auf eine isotypische
Komponente einschrinken und zeigen, dass sie innerhalb dieser isotypischen Komponente
generisch nur irreduzible Eigenrdume haben.

Es seien 2, G und L wie im vorigen Abschnitt, und es sei n € IN gegeben. Auflerdem
seien k € IN (k = oo ist im Folgenden nicht zugelassen) und B = CL(Q).

Weiterhin sei N eine isotypische Komponente von L?(Q2) und M die entsprechende
isotypische Komponente von H?(Q2) N Hy(f2), so dass die Darstellungen der irreduziblen
Unterrdume von M zu denen von N dquivalent sind. Diese sind sogar absolut irreduzibel,
da wir voraussetzen, dass alle irreduziblen Darstellungen von G sogar absolut irreduzibel
sind.

Wir betrachten nun die auf die isotypische Komponente M eingeschrinkten Operato-
ren Ly|p : M — N mit b € B. Es wird gezeigt, dass die Menge

C(M) :={b € B : alle Eigenwerte A\ von L;|p; mit |A| < n sind G-einfach}
dicht in B = CE(Q) ist.
Dazu sei p'@ : G 3 g — A(g) = (a;1(g)) € GL(IR?) eine absolut irreduzible orthogo-

nale Darstellung von G auf IR? fiir ein d € IN, die dquivalent zu den Darstellungen auf
den irreduziblen Unterrdumen von M ist. Wie in Kapitel 2 betrachten wir die Menge

Uy p(g)us Uy
M = C | e (H*(Q) N H(Q)? : =A(g)'| : | fiirallege @

Uq P(g)ud Uq



60 Kapitel 4. Anwendung des Transversalititssatzes

(vgl. Definition 2.1.1). Auf gleiche Weise bilden wir noch N' C (L?(2))%. Zu jedem irre-
duziblen Unterraum U von M gibt es dann ein (uy,...,ug)" € M mit U = (uy, ..., uq),

und fiir jedes (uq,...,uq)" € M ist (us,..., uq) ein irreduzibler Unterraum von M (vgl.
Lemma 2.1.2).
Fiir b € B definieren wir auf M durch
Uy Lyuq Luy + bu,
Ly M>]| | — : = : eN
Ug Lyuy Lug + bug

einen zu Ly|y; korrespondierenden Operator auf M. Sind u = (u4, ..., uq)" € M\ {0} und
U = (uy,...,ug), so ist entweder Ly(U) = {0} oder es gilt Lyu = (vy,...,vq)" € N\ {0}
und V := (vy,...,v,) ist ein nichttrivialer irreduzibler Unterraum von N. Der Operator L,
bildet in diesem Sinn also irreduzible Unterrdume von M ab auf irreduzible Unterrdume
von N.

Lemma 4.2.1 Es sei b € B.
Genau dann sind alle FEigenrdume von Ly|ys irreduzibel, wenn alle Eigenwerte von Ly
einfach sind.

BEWEIS: Es sei A € R ein Eigenwert von L[y und E\ = @;_, U, eine Zerlegung des
zugehorigen Eigenraums FE) in irreduzible Unterrdume U, fiir v € {1,...,s}. Zu jedem
v € {1,...,s} wahlen wir eine Transformationsbasis u!”’,...,u%) von U, und setzen
Uy = (ugu), . ,ul(i'/)) € M. Dann sind wuq, ..., us linear unabhiingig (siche Bemerkung
2.2.5), und es handelt sich um Eigenvektoren von £, zum Eigenwert \.

Nun sei umgekehrt A € R ein s-facher Eigenwert von £, mit linear unabhéingigen Ei-
gl),...,ug))t,...,us = (ugs),...,u((f))t in M\ {0}. Firv e {1,...,s}
setzen wir U, := (u§”>, e ,ufﬁ). Dann ist A auch Eigenwert von Ly|s, und die Rdume U,
fir v € {1,..., s} sind im zugehorigen Eigenraum F) enthalten. Nach Lemma 2.1.2 sind
die Réume U, fiir v € {1,...,s} irreduzibel, und nach Bemerkung 2.2.5 bilden sie eine
direkte Summe. (Hier geht ein, dass die Darstellungen auf U, absolut irreduzibel sind.)

Also gilt

genvektoren u; = (u

S
@ U, C E,. (4.3)
v=1
Gébe es nun ein u € E) \ @5_, U,, so wire die lineare Hiille U des Gruppenorbits
O(u) = {p(g9)u : g € G} ein irreduzibler Unterraum von E) mit UN@;_, U, = {0}. Nach
obigen Uberlegungen wiirde eine Transformationsbasis von U zu einem zu us, . . ., u, linear
unabhéngigen Eigenvektor von L, filhren. Da aber A ein s-facher Eigenwert ist, kann es
kein solches u geben. Somit gilt in (4.3) sogar die Gleichheit.
Fiir s = 1 folgt hieraus die Behauptung. O

Bemerkung 4.2.2 Lemma 4.2.1 wird falsch, wenn die irreduziblen Unterrdume von M
nicht absolut irreduzibel sind, denn dann ist die Menge der Transformationsbasen ei-
nes irreduziblen Unterraums zweidimensional (vgl. Bemerkung 2.2.2). Ist d = 2p und
ist u = (u1,...,Up, Ups1,...,uq)" ein Eigenvektor von L, zum Eigenwert A, so ist
u' = (—Upi1y- .., —Ud, Ut,...,u,)" ein davon linear unabhéngiger Eigenvektor von £, zum
gleichen Eigenwert, wobei u und u' aber den gleichen irreduziblen Unterraum des Eigen-
raums E), erzeugen.
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In diesem Fall sind also die Eigenrdume von L;|ps genau dann irreduzibel, wenn alle
Eigenwerte von L, zweifach sind.

Es wére nun naheliegend, das Problem zu komplexifizieren und dort absolut irre-
duzible Darstellungen zu betrachten (vgl. Bemerkung 1.1.9). Dabei tritt jedoch das
Problem auf, dass der Parameterraum B = C%(Q) nicht komplexifiziert werden kann,
ohne dass L, = L+ b die Selbstadjungiertheit verliert. Fasst man H?(Q,C) auf als
H?(Q,R) @ iH*(Q, R), so kann man in der komplexifizierten Situation zwar ,reell“ ar-
beiten, aber das Problem, dass L, genau dann nur irreduzible Eigenrdume hat, wenn
Ly nur reell-zweidimensionale Eigenwerte hat, bleibt bestehen. (In der komplexifizierten
Situation bedeutet dies, dass mit v auch zum Beispiel iu Eigenfunktion ist.) O

Die Idee ist jetzt, mit der Beweismethode von UHLENBECK [37] zu zeigen, dass die
Menge der b € B, fiir die alle Eigenwerte von L; einfach sind, residual in B ist (vgl.
PEREIRA [25, Chapter 7]). Dazu wird das Problem so umformuliert, dass der Trans-
versalitdtssatz 1.2.4 angewandt werden kann. Hierzu definieren wir ausgehend von der
Eigenwertgleichung (L, + Aid)u = 0 die Abbildung

®: M\ {0} x Rx B3 (u,\,b) = (Lp+ Nid)u € V. (4.4)
Fiir b € B sei noch
D, : M\ {0} xR > (u,A) = ®(u, A\, b) € N. (4.5)

Lemma 4.2.3 Fs sei b€ B.
Der Operator Ly, hat genau dann nur einfache Eigenwerte, wenn 0 requldrer Wert von
(I)b 15t.

BEWEIS: Es sei b € B.

Nach Definition ist A € IR genau dann Eigenwert von £;, wenn es ein u € M\ {0}
gibt mit (L, + Aid)u = 0. Dies ist aber gleichbedeutend mit (u, A) € ®,*(0).

Fiir (u,\) € ®,*(0) betrachten wir

D®y(u, ) : M x R > (4, A) = (Ly+ Aid)a + Iu € N.

Es gilt
range D®;(u, \) = range(Ly + Aid) @ (u).

Ist &, der Eigenraum zum Eigenwert A von Ly, so gilt M = range(L,+\id) ®E,. Daher ist
D®y(u, A) genau dann surjektiv, wenn &£, = (u) gilt, also wenn A ein einfacher Eigenwert
von L ist. 0

Mit Hilfe des Transversalitdtssatzes 1.2.4 soll nun gezeigt werden, dass die Menge der
b € B, fiir die 0 reguldrer Wert von &, ist, residual in B ist. Dazu weisen wir in den
néchsten beiden Lemmata nach, dass die Voraussetzungen von Satz 1.2.4 erfiillt sind.

Lemma 4.2.4 Fiir alle (u, \,b) € ®71(0) ist D®y(u, \) ein Fredholm-Operator mit Index
ind(D®y(u, A)) = 1.
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BEWEIS: Es sei (u, A, b) € ®71(0). Dann ist

D®y(u,\) : M x R > (u,\) = (Ly + Nid)u + du € N.
Da der Operator (L, + \id) : H2(Q2) N Hy () 3 u — Lu+bu+ Au € L*(Q2) ein Fredholm-
Operator mit Index 0 ist (vgl. Abschnitt 1.4), ist nach Lemma 2.4.2 auch der Operator

M 3 a4 — Lyu+ \i € N ein Fredholm-Operator mit Index 0. Daher ist der Operator
D®y(u, A) : M x R — N ein Fredholm-Operator mit Index 1. 0

Lemma 4.2.5 Ist Annahme (A2) erfiillt, so ist 0 € N regulirer Wert von ®.

BEWEIS: Es sei (u, \,b) € ®!(0). Wir wollen zeigen, dass
D®(u,\,b) : M X R x B3 (4, \,b) = (Ly + N+ (A +bueN

surjektiv ist. )
Fiir w = (wy, .. L wg)' € N gilt genau dann w € range D®(u, A\, b), wenn es A € R
und b € B gibt mit

w — (A + b)u € range(Ly + Aid) = ker(L, + Aid)*,

wobei ker(L, + Aid)* das orthogonale Komplement von ker(L, + Aid) bezeichnet. Ist
)

i
uW = (u (_ s u((il))t, cul®) = (ugs), . ,uff))t eine Basis von ker(Ly + Aid), so soll also
w — (A + b)u orthogonal zu u("), ... u® sein. Gesucht sind somit A € R und b € B mit

(w—(b+ ANu,u),, =0
beziehungsweise
%t B Ot By o) d () -
(A +b)u, “(j)>/\f = > (A +b)ug, uy >L2(Q) = (wk, uy! >L2(Q) = (w,u(J))N (4.6)

k=1 k=1

fir j € {1,...,s}.
Wir wihlen A = 0 und

~ d
b=> ) ukug) (4.7)

mit oy € R fiir [ € {1,...,s}. Nach Lemma 3.2.4 ist b invariant unter G. Da u;, und
ug) fir £ € {1,...,d} und | € {1,...,s} Eigenfunktionen von L, sind, folgt aus der
Regularitiitstheorie (vgl. Seite 22) b € C*¥(Q). Also ist b € B = C£(Q2). Mit dieser Wahl
fithrt Gleichung (4.6) auf ein lineares Gleichungssystem fiir o, .. ., a

s d d , d _
Z/ (Zukug))(Zukug)) = Z/ weul  fiir j € {1,...,s}. (4.8)
=179 g k=1 k=174

Wenn die Funktionen >¢_, ukuk) fiir j € {1, ..., s} linear unabhéingig sind, ist die Matrix

H = (hy) : (/Zukuk é kuk>
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regulir und somit das Gleichungssystem (4.8) eindeutig lésbar. Mit dieser Lésung
@i, ..., bilden wir b gem#B (4.7). Dann ist w — bu € range(Ly + \), woraus die Surjek-
tivitit von D®(u, A, b) folgt.

Es bleibt also noch die lineare Unabhéngigkeit von Zﬁzl ukug) fir j € {1,...,s} zu
zeigen. Dazu seien [y, ..., 8, € R mit

s d )
Z ﬁj uku,(cj) = 0.
1

Elementare Umformungen ergeben

d

> uk(z ﬁju,(cj)) =0. (4.9)
k=1 j=1
Da u®, ..., u(*) in ker(L, + Aid) sind, gilt auch ¥3_, B;u) € ker(L, + A). Wiire jedoch
2im1 @u&”, R Dy} Bjufij ) eine Transformationsbasis eines irreduziblen (nichttrivialen)
Unterraums von ker(L, + Aid), so wiirde Gleichung (4.9) Annahme (A2) (siehe Seite 58)
widersprechen. Also ist 37, ﬂju(j) = 0. Da aber (", ... u®) linear unabhingig sind,

folgt hieraus 8; = ... = B, = 0. Dies bedeutet, dass >¢_, uku,(cj) fiir j € {1,..., s} linear
unabhéngig sind. O

Nun kann Satz 1.2.4 angewandt werden.

Proposition 4.2.6 Fs seien n und k aus IN. Weiterhin sei M eine isotypische Kompo-
nente von Ho(Q) N Hy (), und es sei Annahme (A2) erfiillt.
Dann ist die Menge

Cp(M) := {b€ CE(Q) : alle Eigenwerten \ von Ly|y mit || < n sind G-einfach}
residual und somit dicht in CE(Q).

BEWEIS: Aus den Lemmata 4.2.1 und 4.2.3 folgt, dass
Cn(M) = {b € B : alle Eigenwerte A von L;|5 mit |A\| < n sind G-einfach}
= {b € CL(Q) : 0 reguliirer Wert von ®,}

gilt, wobei @, fiir b € B in (4.5) gegeben ist. Aufgrund der Lemmata 4.2.4 und 4.2.5
sind die Voraussetzungen des Transversalitdtssatzes 1.2.4 fir ® : A — Z aus (4.4) mit
A=M\{0} xRxBCXXY, X =MxR,Y =Bund Z =N erfiillt. Satz 1.2.4

liefert somit, dass C, (M) residual in CE(€Q) ist. O
Der Transversalititssatz 1.2.4 kann im Fall ¥ = oo nicht angewandt werden, da dann

der Parameterraum Y = C&(€2) kein Banach-Raum ist.

Korollar 4.2.7 FEs sei die Annahme (A2) erfiillt. Weiterhin seien n und k aus IN.
Dann ist die Menge

Cr :=({Cn(M) : M isotypische Komponente von Ho(2) N Hy(2)}

residual in C&(Q).
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BEWEIS: Es sei M eine isotypische Komponente von H(2) N HE (). Nach Proposition
4.2.6 ist C,(M) dicht in C%(Q). Die Offenheit von C,,(M) ergibt sich wie in Proposition
3.3.1. Hieraus folgt nun die Behauptung. O

Es seien n € IN und b € C),. Ist nun A\ € R Eigenwert von L, = L + b, so lisst sich der
zugehorige Eigenraum

S
E\=U, (4.10)
v=1
in irreduzible Unterrdume zerlegen, wobei die Darstellungen p|y, fiir v € {1,..., s} paar-

weise nicht dquivalent sind. Im néchsten Abschnitt wird noch gezeigt, dass in (4.10)
generisch s = 1 gilt, das heifit, dass generisch F) selber schon irreduzibel ist.

4.3 Storung zwischen
verschiedenen isotypischen Komponenten

Es seien , G und L wie im vorigen Abschnitt, und es seien n und k£ aus IN (der Fall
k = oo ist wieder ausgeschlossen).

Weiterhin seien N; und N, voneinander verschiedene isotypische Komponenten von
L?(Q2) und M, und M, die entsprechenden isotypischen Komponenten von H2(Q2)NH (1),
so dass die Darstellungen der irreduziblen Unterriume von AM; zu denen von Nj fiir
j € {1,2} dquivalent sind.

Wir betrachten in diesem Abschnitt die auf M; & M, eingeschriankten Operatoren
Lyl anens, : My @ My — Ny @ Ny mit b € B, wobei B = CE(Q) ist. Es wird gezeigt, dass
die Menge

D, (M, My) :={b € C, : alle Eigenwerten A von Ly|p, g, mit |[A| < n sind G-einfach}

dicht in B = CL(Q) ist.

Ist b € C,, so sind die Eigenrdume von Ly|s;, und Ly|as schon irreduzibel. Es muss
also nur noch gezeigt werden, dass die Eigenrdume von L, = L+ b sich generisch nicht als
direkte Summe von irreduziblen Unterrdumen aus M; und M, schreiben lassen. Anders
ausgedriickt, fiir alle b aus einer dichten Teilmenge von C), sollen die Operatoren Lz,
und Ly| s, keine gemeinsamen Eigenwerte haben.

Die Idee fiir den Beweis dieser Behauptung ist, dhnlich wie im letzten Abschnitt, den
Transversalitdatssatz 1.2.4 zu verwenden.

Fiir j € {1,2} sei dazu p; : G 2 g — A;(9) € GL(IR%) eine irreduzible, orthogonale
Darstellung von G auf R% fiir d; € IN, die fquivalent zu den Darstellungen auf den
irreduziblen Unterrdumen von M; ist. Da alle irreduziblen Darstellungen von G absolut
irreduzibel sind, sind auch p; und py absolut irreduzibel.

Wie in Kapitel 2 betrachten wir fiir j € {1,2} die Mengen

Uy p(g)us Uy
M; = Lo e (H*(Q) N Hy ()% ; =A;(9)'| : | firallege G

Ud; p(g)ug Ud;
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(vgl. Definition 2.1.1) und entsprechend die Mengen N; C (L*(Q))%. Fiir b € B und
J € {1,2} definieren wir auf M; durch

Uq Lyuy
Ly M;>| |- : e N

Ud; Lbudj

J

zu Ly| M; korrespondierende Operatoren.
Wir setzen

® : (Mi\{0}) x (M2\{0}) x RxCy 3 (u,v,\,b) = (L +Xid)u, (£7+Xid)v) € Ny x N,
Fiir b € C,, sei
Dy 0 (M1 \ {0}) x M2\ {0}) x R > (u,v,A) = ®(u,v, A\, b) € N7 x Na. (4.11)

Lemma 4.3.1 Es sei b € C,.
Genau dann haben Ly|ar, und Ly|y, keine gemeinsamen Eigenwerte, wenn 0 nicht im
Bild von ®, ust.

BEWEIS: Es sei A Eigenwert von Ly|s;, mit Eigenraum E} und Eigenwert von Lj|sz, mit
Eigenraum FE%. Weiterhin seien U und V irreduzible Unterriume von E} beziehungs-

weise E? mit Transformationsbasen wuy, ..., uqs, beziehungsweise v, ..., v4,. Sind dann
u=(uy,...,ug) und v = (v1,...,0g,)" so ist ®y(u,v,\) = 0.

Ist andererseits (u,v,\) € ®,(0) und gilt u = (uy,...,uq) und v = (v, ..., v4,)", 50
ist A Eigenwert von Ly, mit Eigenvektoren uy, ..., uq4, und von Ly|ys, mit Eigenvektoren
Vly -y Udy- O

Mit Hilfe des Transversalititssatzes 1.2.4 soll nun gezeigt werden, dass die Menge
D, (M, My) = {b € C, : alle Eigenwerte A von Ly|a,en, mit [A] < n sind G-einfach}
={be C, :0 ¢ range D}
residual in B ist. Dazu iiberpriifen wir zunéchst die Voraussetzungen von Satz 1.2.4.

Lemma 4.3.2 Fiir (u,v, \,b) € ®7(0) ist D®y(u, v, \) ein Fredholm-Operator mit Index
ind(D®p(u,v, ) = 1.

BEWEIS: Es sei (u,v,,b) € ®7(0). Dann ist
D®y(u, v, A) : My x My xR > (@, 0,A) = (£ +ANid)id+ Ay, (£; +Aid)5+Iv) € N7 x Ny,
Da die Operatoren

M xR 3 (a,\) = (L} + Aid)a + du € N/}

und
My xR 3 (0,A) = (L3 + \id)v + Iv € Ny

Fredholm-Operatoren mit Index 1 sind (vgl. Lemma 4.2.4), ist D®;(u, v, A) ebenfalls ein
Fredholm-Operator mit Index 1. 0O
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Lemma 4.3.3 Ist Annahme (A2) erfiillt, so ist 0 € N7 x Ny requlirer Wert von ®.
BEWEIS: Zu zeigen ist, dass fiir alle (u, v, \,b) € ®71(0)
D®(u,v,\,b): My x My xR x C,, = Ny x Ny
(@, 5, 2,0) = (L3 + Aid)a + (A + b)u, (£F + Aid)v + (A + b))

surjektiv ist.
Es sei (u,v,\,b) € ®~1(0). Dabei seien u = (uy, . .., ug, )" und v = (vy, ..., v4,)"
Weiterhin sei (s,t) € Ny x Ny mit s = (s1,...,54,)  und t = (t1,...,tq,)". Genau dann
ist (s,t) € range D®(u, v, \,b), wenn es A € R und b € C, gibt mit

s — (A + b)u € range(L; + \id) (4.12)

und o
t — (A + b)v € range(L; + \id). (4.13)
Es ist s; — (A4 b)us, ..., 84, — (A + b)ug, eine Transformationsbasis eines irreduziblen
Unterraums von range(Ly|p;, + Aid) = ker(Ly|p, + Aid)*. Aus ®(u,v, A, b) = 0 ergibt
sich v € ker(£} + Aid) \ {0}, und somit ist (uy,...,uq, ) ein irreduzibler Unterraum von

ker(Ly|p, + Aid). Wegen b € C,, ist aber ker(Ly|p, + Aid) selber schon irreduzibel. Also
ist (uq,...,uq ) = ker(Ly|ps, + Aid). Ist

sj — (A + b)u; € range(Ly|ps, + Aid) = ker(Ly|ps, + Aid)*+

fir j € {1,...,d1}, so muss daher s; — (A + b)u; orthogonal zu u, ..., uq sein. Gesucht
sind somit A € R und b € C,, mit

(<Sj - (/_\ + B)U,],uk» =0¢c IRdlxdl
beziehungsweise o
(O B ) = (G55, ) (414)

Wie in Lemma 3.2.2 sieht man, dass ({(\ + b)u;, ug)) und ({(s;,ux)) Vielfache der Ein-
heitsmatrix sind. Summiert man iiber die Hauptdiagonalen dieser Matrizen, so liefert
Gleichung (4.14)

di _ _ d1
Z (A + b)u, uk>L2(Q) = Z (sk, Uk>L2(Q)- (4.15)
k=1 k=1

Analog folgt aus (4.13), dass A € R und b € C,, so gewihlt sein miissen, dass zusitzlich
noch

d ds
Z ((A+b)vg, Uk>L2(Q) = Z (tk, Uk)Lz(Q) (4.16)
k=1 k=1

erfiillt ist. -
Wir wihlen nun A = 0 und

B d d
b=ad ui+B> v} (4.17)
I=1 =1

fiir o, 8 € R. Aus Lemma 3.2.4 und der Regularitiitstheorie (vgl. Seite 22) folgt b € B.
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Eingesetzt in (4.15) und (4.16) ergeben sich

und a 0
a/ﬂ(z vk +,3/ vk) _/ngltkvk'

Dieses Gleichungssystem fur Q und B ist elndeutlg losbar falls die Koeffizientenmatrix
regulir ist, was der Fall ist, wenn die Funktionen % 3 und Y% | v? linear unabhéngig
voneinander sind. Mit der Losung «, 3 dieses Gleichungssystems bilden wir dann b gemi8
(4.17). Mit dieser Wahl gelten (4.12) und (4.13), woraus sich die Surjektivitit von
D®(u,v, A, b) ergibt.

Es bleibt also noch die lineare Unabhéngigkeit der Funktionen Ek L u2 und Ek LvE
nachzuweisen. Da uy, ..., ug4 alle die gleiche Norm ; > 0 haben (vgl. Lemma 2.3.2), bilden
Uj = leuj fir j € {1,...,d;} eine normierte Transformationsbasis eines irreduziblen

Unterraums von ker(L; + Aid) und es gilt

d1
/ngluk = dl-

Ebenso gibt es ein v, > 0, so dass v; := 7—12vj fiir j € {1,...,ds} eine normierte Transfor-
mationsbasis eines irreduziblen Unterraums von ker(L, + Aid) bilden, und es ist

da )
o=

Dann sind & Zk L @2 und + Zk L 92 zwei Funktionen mit gleicher L!'-Norm, fiir die auf-
grund der Annahme (A2) gllt

1 & 1 &

Z#Z

Somit, kénnen die Funktionen %, u? und 3§ | v? nicht linear abhiingig sein. O

Nun kann man den Transversalitiatssatz 1.2.4 anwenden.

Proposition 4.3.4 FEs seien M; und M, voneinander verschiedene isotypische Kompo-
nenten von H*(Q) N H}(Q). Weiterhin seien n, k € IN.
Ist Annahme (A2) erfiillt, so ist die Menge

D, (My, My) = {b € C, : alle Eigenwerte X von Ly|p,enm, mit |A| < n sind G-einfach}
residual und somit dicht in C&(Q).

BEWEIS: Der Transversalitatssatz 1.2.4 liefert zusammen mit den Lemmata 4.3.2 und
4.3.3, dass die Menge

D (M, My) := {b € B : 0 reguliirer Wert von ®,}
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residual in B = C£(Q) ist, wobei ®; in (4.11) gegeben ist.

Es sei b € D! (M;, M5). Dann ist 0 regulirer Wert von ®,. Ist daher (u,v,\) € ®;'(0),
so ist D®,(u, v, \) surjektiv, das heift, zu jedem (s,t) € N1 X N, gibt es u € My, v € My
und A € R mit

(L +Nid)a+ Au = s (4.18)

und )
(L2 + Nid)v + Mo =t (4.19)

Wegen b € D), (M, M) C C, gilt

N1 = range(L; + Aid) @ ker(£, + \id) = range(£, + \id) & (u)
und

Ny = range(L; + \id) @ ker(£; + \id) = range(L; + M id) & (v).

Daher sind zu gegebenem s € N; durch (4.18) % und ) eindeutig bestimmt. Dann ist aber
(4.19) nicht mehr fiir alle t € N, losbar: Ist zum Beispiel ¢ € (v) \ {—Av}, so gibt es kein
7, das (4.19) 16st. Somit kann D®y(u, v, A) nicht surjektiv sein. Da aber 0 reguldrer Wert
von ®; ist, muss daher ®;'(0) = ) gelten.

Zusammen mit Lemma 4.3.1 ergibt sich

D! (My, M) C{be C,:0 ¢ range dy} = D, (My, M,).
Somit ist auch D, (M;, M) residual und damit dicht in B. O

Korollar 4.3.5 Es seien n und k aus IN.
Dann st die Menge

D, := ({Dn(M1, My) : My, M, isotypische Komponenten von H*(2) N Hy ()}
residual in CE(Q).

BEWEIS: Es seien M; und M, voneinander verschiedene isotypische Komponenten von
H?(Q)N H} (). Nach Proposition 4.3.4 ist D,,(My, M,) dicht in C%(Q). Die Offenheit von
D, (M, M) ergibt sich wie in Proposition 3.3.1. Hieraus folgt die Behauptung. O

4.4 Beweis von Satz 4.1.1

In diesem Abschnitt wird Satz 4.1.1 bewiesen.

Es sei also 2 ein beschrinktes Gebiet im RY fiir ein N € IN. Weiterhin seien G eine
kompakte Lie-Gruppe, deren irreduzible Darstellungen absolut irreduzibel sind, und es
sei p: G — GL(IR") eine orthogonale Darstellung von G auf R", so dass ) invariant
unter G ist. Es sei noch k € IN U {oo}. AuBlerdem sei L : H*(Q) N H} () — L*(Q) ein
dquivarianter, selbstadjungierter, strikt elliptischer, linearer Differentialoperator zweiter
Ordnung auf Q mit Koeffizienten in C*(Q2), und es sei Annahme (A2) erfiillt.

Wir wollen zeigen, dass

B, = {b€ CL(Q): alle Eigenwerte von L, = L + b sind G-einfach}
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residual in B = C&(Q) ist, also dass Bj, der abzihlbare Durchschnitt von offenen und
dichten Teilmengen von B ist. Dazu sei fiir n € IN

B, = {b€ CE(Q) : alle Eigenwerte A von L, mit |A\| < n sind G-einfach}.

Dann gilt

2|

By C...CBup1s CBup C... € Byy € Biyp € C&(

)

und -
B,’c = ﬂ B, .
n=1

Die Offenheit der Mengen B, ;, fiir n € IN und £ € INU {00} zeigt man wie in Proposition
3.3.1. Es bleibt noch die Dichtheit nachzuweisen.

Proposition 4.4.1 FEs seien n und k aus IN.
Dann ist By dicht in CE(Q).

BEWEIS: Dies folgt aus Korollar 4.3.5. O

Fiir den Fall ¥ = oo kénnen wir die Theorie aus den Abschnitten 4.2 und 4.3 nicht
direkt anwenden, da im Transversalititssatz 1.2.4 der Parameterraum ein Banach-Raum

sein muss, der Raum CZ(€2) aber keiner ist.

Proposition 4.4.2 Es sein € E\I
Dann ist By,  dicht in CZF ().

BEWEIS:

1. Aus Proposition 4.4.1 wissen wir, dass fiir n und k£ aus IN die Mengen
By :={be CE(Q) : alle Eigenwerte A von L, = L + b sind G-einfach}
dicht in C%(Q) sind. Wir zeigen nun noch, dass fiir n € IN

ﬂ Bn,kz = Bn,oo

kEN

dicht in CZ(Q) ist.

Es seien f € CF(€2) und € > 0. Es ist zu zeigen, dass es ein h € e Bnx gibt mit
d(h, f) < &, wobei

_ _ = 1 |If = hllcr
d: CF () x CF(Q h ok
o () x CZ () > (f, )H1§12H+”f_h”0k

e RS

die Metrik auf C(2) bezeichnet.

2. Essei k € N. Da f € C(Q) C C&(9) ist und By dicht in C§(Q) ist, gibt es eine
Folge (f%)men in By mit f5 — f fiir m — oo in C&(Q). Es sei nun

cexp(”wﬁ_l) fir ||z]| <1
0 fiir |z > 1"

qu:]RNBa:r—){
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wobei ¢ € IR so gewéhlt sei, dass [gry ¢ = 1 ist. Dann ist ¢ € C°(RY) und ¢ ist
invariant unter G.

Wir bilden fiir § > 0 und m € IN
il ]RNer—)/ ( )fk()dyelR,

(Friedrichs mollifier) wobei f% durch 0 auf R™ \  fortgesetzt sei. Fiir hinreichend
kleines § > 0 gilt dann f¥9 € C(Q), und es gilt f&9 — f& fiir § — 0 in C&(Q)
(vgl. [13, Lemma 7.3]).

Wegen fr — f fir n — oo in C&(S2) gibt es ein my € IN mit || ff — fllor < £
Aufgrund von fk9 — fk fiir § — 0 in C&(Q) und der Offenheit von B, gibt es ein
(5k>0m1t(5k<(5k 1,f GBnkund || k(sk— kk||ck<%.

. Fiir k € IN setzen wir hy := fE%. Dann gibt es ein K € IN mit d(h, f) < ¢ fiir

k> K.
Denn ist K € N mit ()¥ < £ und 2 < £ und ist k£ > K, so ergibt sich fiir
je{1,...,k}
2 ¢

I Slles < —lox = 78— Sllow < 85— Phyllos+ M7k, — Flox < 2 < 5
Hiermit folgt

= 1|l — flles

dlhg, f) =) —
25T+ e~ fllo
_ zk:i [l — flles — 1 |l —fllcs
j=0 2 \1 + ”hk - f”ch j=k+1 2 \1 + ||hk - f“CjJ
<lhe=fllgi <% <1

€ & 1 <1

- Z - Z — < €.

Sa&yT 2

Ist also h := hy, € CX(Q) fiir ein k > K, so gilt d(h, f) < ¢
Hieraus folgt, dass B,  dicht in C(Q) ist.



Kapitel 5

Generische Hyperbolizitit
von Gleichgewichten dquivarianter
Reaktions-Diffusions-Gleichungen

In diesem Kapitel wird gezeigt, dass invariante Gleichgewichte dquivarianter Reaktions-
Diffusions-Gleichungen fiir generische Nichtlinearitédten hyperbolisch sind. Dabei werden
wir — dhnlich zu Kapitel 4 — die Beweismethode von BRUNOVSKY, POLACIK [8], die auf
dem Transversalititssatz 1.2.4 aufbaut, auf den dquivarianten Fall iibertragen.

5.1 Generizititssiatze

Es sei  ein beschriinktes Gebiet im R fiir ein N € IN mit glattem Rand. Weiterhin sei G
eine kompakte Lie-Gruppe, deren irreduzible Darstellungen alle absolut irreduzibel sind,
und es sei p : G — GL(IRY) eine Darstellung von G auf R, so dass 2 invariant unter G
(beziiglich p) ist. Durch p wird durch

G3gr [IP(Q) 3 um uop(g™h) € IP(Q)] € GL(IP())

eine Darstellung auf L?(92) fiir p € (1, oc) induziert, die wir auch wieder mit p bezeichnen
(vgl. Beispiel 1.1.5).

Wir betrachten das Dirichlet-Problem fiir die &quivariante Reaktions-Diffusions-
Gleichung
u=Au+ f(-,u) auf Qt>0, ulpo=0 firt>0 (5.1)

mit f € CE(Q x R) fiir ein ¥ € INU {oo}. Dabei ist C5(Q2 x R) fiir £ € INU {oo} die
Menge aller k-mal stetig differenzierbaren, in der Raum-Variablen invarianten Funktionen
von Q0 x R nach IR.

Ein Gleichgewicht u von (5.1) erfiillt das elliptische Randwertproblem

Li(u) =Au+ f(-,u) =0 aufQ, wulsn=0. (5.2)

Dabei ist
Ly W (Q)NWP () 3 u s Au+ f(-,u) € LP(Q)

fiir p > N ein dquivarianter, nichtlinearer, elliptischer Differentialoperator.

71
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Ist f € CE(Q x R) fiir ein k € INU {oo}, so bezeichnen wir die Menge der Gleichge-
wichte von (5.1) mit GG(f). Ein Gleichgewicht u € GG(f) ist hyperbolisch, falls 0 nicht
Eigenwert der Linearisierung DL (u) € L(W>P(Q) N W, P(Q), L?(Q)) von Ly = A+ f an
u ist. Dabei ist

DLs(u) : W*P(Q) "Wy P(Q) 3 1@+ A+ Daf(-,u)a € LP(Q)

ein strikt elliptischer, formal-selbstadjungierter, linearer Differentialoperator zweiter Ord-
nung mit Koeffizienten aus C*1(Q), der #quivariant beziiglich der Gruppe

Stab(u) = {g € G : p(g9)u = u}
ist. Aufgrund der Uberlegungen aus Abschnitt 1.4 ist ker DL;(u) enthalten in C*(Q).

Es sei ML, < W?2P(Q)n Wy () die Menge der invarianten Funktionen aus
WP () N WO1 P(Q). In diesem Kapitel wird gezeigt, dass fiir generische Nichtlinearititen
f aus CE(Q x R) alle unter G (beziiglich p) invarianten Gleichgewichte u € GG(f)NM?,,
von (5.1) hyperbolisch sind, falls folgende Bedingung erfiillt ist:

Annahme (A3):

Es sei L : W>P(Q) N WyP(Q) 3 u — Au+ bu € LP(Q) mit einem b € CE(Q)
fir k € IN U {oc}. Fliir jede Zerlegung von ker L = @;_, U, in irreduzible
Unterrdume U, mit normierten Transformationsbasen ug”), .. .,u((i':) beziiglich
geeigneter irreduzibler Darstellungen p, : G — GL(R®¥) fir v € {1,...,s}
gilt:

Sind ply, und p|y, fir v, aus {1,...,s} dquivalent, so nehmen wir an, dass
Py = py 18t, und es gelte

dy
> ugu)ugﬂ) # 0. (5.3)
j=1

Dabei bedeutet (5.3) wieder, dass die Funktion nicht identisch verschwinden soll (vgl.
auch Annahme (A1), Seite 45, und Annahme (A2), Seite 58).

Annahme (A3) unterscheidet sich von den Annahmen (Al) und (A2) vor allem da-
durch, dass nur eine Bedingung an die Transformationsbasen von irreduziblen Unter-
rdumen gestellt wird, auf denen die Darstellungen dquivalent sind. Auflerdem wird nur
der Eigenraum zum Eigenwert 0 betrachtet.

In Kapitel 6 wird gezeigt, dass diese Annahme zum Beispiel fiir £ = oo und die
Gruppen O(2) und D, fiir n € IN erfiillt ist.

In Abschnitt 5.2 wird der folgende Satz bewiesen:

Satz 5.1.1 Es sei §) ein beschrinktes Gebiet im RY fiir ein N € IN mit glattem Rand.
Weiterhin sei G eine kompakte Lie-Gruppe, deren irreduzible Darstellungen absolut irre-
duzibel sind, und es sei p : G — GL(RY) eine Darstellung von G auf RY, so dass {2
invariant unter G ist. Auferdem sei k € INU {oo} gegeben.

Ist Annahme (A3) erfillt, so ist

F™ = {feCEQ xR): firue GG(f)N ML, ist0¢ o(DLf(u))}
residual in C&(Q x R).
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Ist f € F™, s0 sind alle invarianten Gleichgewichte von (5.1) hyperbolisch. Satz 5.1.1
besagt, dass es fiir jedes f € CE(Q2 x R) ein f € F™™ gibt, das beliebig nahe an f ist.

Der Beweis von Satz 5.1.1 beruht auf dem Transversalititssatz 1.2.4 und verwendet
den Ansatz von BRUNOVSKY, POLACIK [8, Theorem 3.a.1], wo die entsprechende Aussage
im Fall, dass keine Symmetrien vorliegen, gezeigt wird. Dabei werden wieder Operatoren
auf der Menge von Transformationsbasen betrachtet, um den Beweisansatz auf den dqui-
varianten Fall zu iibertragen.

Bemerkung 5.1.2 Wie schon in Abschnitt 1.5 gezeigt wurde, konnen nicht-invariante
Gleichgewichte von (5.1), die auf einem kontinuierlichen Gruppenorbit liegen, nicht hy-
perbolisch sein, da fir f € CE(Q x R) und v € GG(f) der Tangentialraum an den
Gruppenorbit O(u) in ker DLg(u) ist.

Die Vermutung ist nun, dass diese Gleichgewichte fiir generische Nichtlinearitéten nor-
malhyperbolisch sind, das bedeutet in der vorliegenden Situation, dass die Dimension von
ker DL ;(u) generisch gleich der Dimension des Tangentialraums an den Gruppenorbit ist.
Fiir generische f € C&(Q2 x IR) ist also 0 nicht Eigenwert der Einschrinkung von DL (u)
fiir ein Gleichgewicht u € GG(f) auf den Normalenraum an den Gruppenorbit O(u). Im
Fall eines diskreten Gruppenorbits von Gleichgewichten entspricht dies der Hyperbolizitét
der Gleichgewichte auf dem Orbit. (Fiir den endlichdimensionalen Fall vgl. FIELD [11].)

Allerdings kann diese Vermutung mit den in dieser Arbeit verwendeten Methoden
nicht bewiesen werden. O

Ist f € F™ und ist u € GG(f) N ME, ein invariantes Gleichgewicht von (5.1), so
folgt aus Satz 4.1.1, dass alle Eigenwerte von DL (u) G-einfach sind, also die Eigenrdume
irreduzibel sind, falls D, f (-, %) nicht in einer mageren Ausnahmemenge von C% () liegt.
In Abschnitt 5.3 wird gezeigt, dass dies fiir generische Nichtlinearititen f der Fall ist,

falls folgende Annahme erfiillt ist:

Annahme (A4):
Es sei A € R Eigenwert des Operators

W22(Q) N WP () 3 u s Au+ bu € LP(Q)

mit b € CE(Q) fiir ein k € INU {oco}. Fiir jede Zerlegung des zugehérigen Ei-
genraums Eyx = @;_, U, in trreduzible Unterrdume U, mit normierten Trans-

formationsbasen ugu), ey ug:) beziiglich geeigneter irreduzibler Darstellungen
pv 1 G — GL(R¥) firv e {1,...,s} gilt:
Falls p|y, und ply, fir v,p aus {1,...,s} nicht dquivalent sind, ist
1 & 1 &
T ) # S W) (5.4)
dy 1= B k=1

Sind ply, und ply, dquivalent, so gilt

Z uk")ugc“ (5.5)

wobei wir annehmen, dass p, = p, ist.
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Auch hier sind die Ungleichungen (5.4) und (5.5) als Ungleichheiten zwischen Funktionen
aufzufassen.

Annahme (A4) entspricht Annahme (A2) (siehe Seite 58) fiir den Operator L = A.
Ist Annahme (A4) erfiillt, so folgt sofort, dass auch Annahme (A3) gilt.

In Kapitel 6 wird bewiesen, dass auch Annahme (A4) zum Beispiel fiir ¥ = co und die
Gruppen O(2) und D, fiir n € IN erfiillt ist.

Ist f € CE(Q x R), so betrachten wir fiir u € GG(f) N MP,, das Eigenwertproblem
(DLg¢(u) + Aid)v = Av + (Do f (,u) + Aid)v =0 auf Q,  wv|se =0.

Satz 5.1.3 Es sei Q ein beschrinktes Gebiet im RY fiir ein N € IN mit glattem Rand.
Weiterhin sei G eine kompakte Lie-Gruppe, deren irreduzible Darstellungen alle absolut
irreduzibel sind, und es sei p: G — GL(IRYN) eine Darstellung von G auf RY, so dass Q
invariant unter G ist. Auferdem sei k € INU {oo} gegeben.

Ist Annahme (A4) erfillt, so ist

H™ = {f e CEQxR): istuec GG(f)Nn M?L,, so sind alle

wmu?

FEigenwerte von DLg(u) G-einfach}
residual in C&(Q x R).

Der Beweis von Satz 5.1.3 erfolgt in Abschnitt 5.3. Die Beweismethode ist die gleiche
wie in Kapitel 4, mit Hilfe von Operatoren auf der Menge von Transformationsbasen wird
der Beweis der entsprechenden Aussage ohne Symmetrie (siehe BRUNOVSKY, POLACIK
[8, Theorem 3.b.1]|) auf den &dquivarianten Fall iibertragen. Auch hier ist das zentrale
Hilfsmittel der Transversalititssatz 1.2.4.

5.2 Hyperbolizitit von invarianten Gleichgewichten

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass invariante Gleichgewichte fiir generische Nicht-
linearitdten immer hyperbolisch sind.

Es seien Q2 und G wie im vorigen Abschnitt, und es seien p > N und £ € IN U {o0}.

Ziel ist es nachzuweisen, dass
F™ ={fe CEQxR): fiir u € GG(f) N My, ist 0 ¢ o(DLs(u))}

residual in C%(Q x R) ist, wobei o(DL;(u)) das Spektrum von DL;(u) = A+ Dyf (-, u)
bezeichnet. Dazu setzen wir fiir n € IN

F,={f€CLOQ X R): firue GG(f)N ML, mit ||ulle < nist 0¢&o(DLs(u))}.
Dann gilt .
F™c...CFCF,C...CFHCF CCLQXIR)

und
Finv — ﬂ Fn

n€N
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Es bleibt also nachzuweisen, dass fiir n € IN die Mengen F}, offen und dicht in C%(Q x IR)
sind.

Proposition 5.2.1 Firn € IN ist die Menge F;, offen.
BEWEIs: (Vgl. Beweis von [8, Theorem 3.a.1])

1. Es sei n € IN, und es sei (f)iew eine Folge in C&(Q x R)\F,, die gegen ein
f € CE(Q x R) konvergiert. Wenn wir zeigen, dass dann f ¢ F, gilt, folgt die
Offenheit von F;,.

Da (fi)ien in C*(Q x R) gegen f konvergiert, konvergieren (f;)iew und (Dafi)ien
auf Q x [—n, n| gleichméfig gegen f beziehungsweise Dsf.

Wegen f; ¢ F, fiir I € IN gibt es Folgen (u)jew und (v;)ien in W2P(Q) N Wy (Q)
mit ||uglee < 1, ||vg||Lre) =1 und

Lfl(ul) = AUl + fl('aul) =0 an Qa ull@ﬂ =0

und
DL (w)v = Avy+ Dofi(,u)vy =0 auf Q,  vlaq =0

fiir [ € IN.

2. Es sei [ € IN. Wegen Ly () = 0 16st u; auch die lineare Gleichung Ay, = g
mit g: Q3 z — —fi(z,u(x)) € R. Eine a-priori-Abschitzung ([13, Theorem 9.14))
liefert dann

laallweage) < O (D len@) + lullio)
mit einem C' > 0.

Aus ||yl < n fiir I € IN und der Konvergenz von (f;),ew folgt hieraus, dass
(u)1ew auch in W2P(Q) beschriinkt ist. Da p > N ist, ist Wy (Q) kompakt in C ()
eingebettet ([13, Theorem 7.22]). Daher folgt aus der Beschrénktheit von (u)en,
dass diese Folge eine konvergente Teilfolge hat. Ohne Einschrinkung kénnen wir
daher davon ausgehen, dass (u;);en selbst schon gegen ein u € W22(Q) N W, P (Q)
mit ||u||o < n konvergiert, andernfalls gehen wir zu dieser Teilfolge iiber. Da w; fiir
[ € IN invariant ist, ist auch u invariant.

Behauptung: Die Funktion u lést das Randwertproblem
Li(u)=Au+ f(-,u) =0 aufQ, ulgo=0.

Es sei e > 0. Wegen der Stetigkeit von A und von f und der Konvergenz von (u;)iew
gegen u und der gleichmifigen Konvergenz von (f;)ew auf 2 x [—n, n] gegen f gibt
es ein [y € IN und ein § > 0, so dass fiir alle [ > [, gilt

g
|Au — Auy|| ey < 3

€ . =
|filz,y) — f(z,y)| < W fiir alle z € Q,y € [—n,n],

9
3/

fiir alle z € Q,y und z aus [—n, n] mit |y — 2| < 6,

f(z,y) = f(=,2)] <

| — ul|oo < 6.
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Ist nun [ > Iy, so gilt

||AU, -+ f(, U,)”Lp(g) S 1|Au — Aul||Lp(Q)J+|| \Aul + fl(-, UI)J”LP(Q)

<3 =0

1Sl w) = FCw)llee@) + (1 (5 w) = £ u)llzre)

<5+ ([Uie.u@) - o) as)’

[
<(_3|Q|1/P )P

([ J @ ul) — @ u@)P dz)*

<( »

e _
3|Q1/p

< €.
Hieraus folgt L;(u) = 0.

3. Analog sieht man, dass — falls man zu einer weiteren Teilfolge iibergeht — die Folge
(01)ien gegen ein v € WP(Q) N W, ?(Q) konvergiert mit |v|| ey = 1 und

DLi(u)v = Av+ Dof (-, u)v =0 aufQ, vlsq=0.

Somit ist u € GG(f) N ME,, ein Gleichgewicht von (5.1) fiir die Nichtlinearitét f, so

dass 0 Eigenwert von DL(u) mit Eigenvektor v ist. Also ist u nicht hyperbolisch,
und damit ist f ¢ F,.

O

Es bleibt noch die Dichtheit von F;, fiir nelN nachzuweisen. Dazu werden wir zunéchst
nachweisen, dass die Menge der f € C&(Q x R), fiir die die Linearisierung DL (u) fiir
Gleichgewichte v € GG(f) N MP,, mit ||u|l.c < n keine invarianten Eigenvektoren zum

Eigenwert 0 hat, dicht ist. In einem zweiten Schritt untersuchen wir, ob es generisch
nicht-invariante Eigenvektoren zum Eigenwert 0 gibt.

Einschrinkung auf die isotypische Komponente
der invarianten Funktionen

Es sei n € IN. Aulerdem sei & € IN, den Fall £ = oo schlieflen wir zunéchst aus.

Im Folgenden schrinken wir fiir f € C%(Q x R) den Operator L; zunichst auf M?,,
ein und zeigen, dass die Menge

S = {f € CE@x R): ist u€ ML, mit Ly|ye (u) =0, |Jul < n,
so ist 0 ¢ o(DLg|pe (u))}

dicht in C&(Q x R) ist. Dieser Beweis wird von BRUNOVSKY, POLACIK [8, Theorem 3.a.1]
iibernommen. Dort wird das gleiche Problem ohne Symmetrie, also mit der Symmetrie-

Gruppe G = {id}, betrachtet. In diesem Fall ist M? = W?2?(Q) N W,*(Q).



5.2.  Hyperbolizitdt von invarianten Gleichgewichten 7

Es sei n € CP(R) = {h € C®°(R) : h hat kompakten Triger} mit n(z) = 1 fiir
x € [-n — 1,n + 1]. Fiir ein gegebenes f € C&(Q x R) sei

B'(f):={be CLQ) : f + by € S™.

Wir werden nun zeigen, dass die Menge B'(f) dicht in B := C%(2) ist. Aus dieser Dichtheit
folgt, dass es beliebig nahe an f eine Funktion aus S gibt. Dies wir dann liefern, dass
Simv dicht in CE(Q x R) ist.

Die Idee ist wieder, den Transversalititssatz 1.2.4 zu verwenden. Dazu muss das Pro-
blem noch etwas umgeschrieben werden. Es sei

Myr = {u € M2, : ||uljoc < n+1}.

Dann ist M, offen und enthilt natiirlich auch alle u € M?

P o mit |||l < n. Wir setzen

(5.6)

muv-°

@ My x CEQ) 3 (u,b) = Lyipy(u) = Au+ f(-,u) + bn(u) € NE

Dabei ist zu beachten, dass n(u(z)) =1 fiir u € M, und alle z € Q gilt.
Fiir b € B = C£(Q) sei noch
P, : Mn+1 S U @(u, b) e NP

mu*

Ist u € ®,'(0) fiir ein b € B, so ist u € GG(f + bn) N My, ein invariantes Gleichgewicht
von (5.1) fiir die Nichtlinearitéit f + bn.

Lemma 5.2.2 Es sei b e CE(Q). _
Wenn 0 € NY,, requlirer Wert von ®y, ist, so ist f +bn € S,

BEWEIS: Es sei b € C&(Q).

Ist uw € M,,11, so gilt

D®y(u) : M}, > 4+ DLgyp,(u)i = Ati 4+ Dof(-,u)a € N},

Es sei u € ®,'(0). Da D®(u) = DLjpy|pr (u) ein formal-selbstadjungierter, strikt
elliptischer, linearer Differentialoperator zweiter Ordnung und damit Fredholm-Operator
mit Index 0 ist, folgt aus der Surjektivitat von D®y(u), dass ker D®y(u) = {0} gilt (vgl.
Abschnitt 1.4). Das bedeutet, 0 ist nicht Eigenwert von D®;(u) = DLgpy|mz (u). Also
ist f + by € Sinv,

(Dabei ist zu beachten, dass die Surjektivitit von D®,(u) fiir u € ®; ' eine stirkere
Aussage ist als f + bnp € S™ denn dafiir werden nur Gleichgewichte u mit [jul|e < n
betrachtet, wihrend M, .1 = {u € M?  :|ju|l < n+ 1} ist.) O

Mit Hilfe des Transversalititssatzes 1.2.4 soll jetzt gezeigt werden, dass die Menge der
b € B = CL(Q), fiir die 0 reguldirer Wert von ®, ist, dicht in B ist. Zur Vorbereitung
werden noch die beiden folgenden Lemmata benétigt.

Lemma 5.2.3 Es seien b € B und u € ®,'(0).
Dann ist D®y(u) ein Fredholm-Operator mit Indez 0.
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BEWEIS: Sind b € B und u € ®;'(0), so ist D®y(u) ein strikt elliptischer, formal-
selbstadjungierter, linearer Differentialoperator zweiter Ordnung (vgl. Beweis von Lemma
5.2.2) und somit ein Fredholm-Operator mit Index 0 (vgl. Abschnitt 1.4). O

Lemma 5.2.4 Es ist 0 € N?

inw Tegqularer Wert von ®.

BEwEIS: Es sei (u,b) € ®7(0). Zu zeigen ist, dass

D®(u,b) : ME, x B> (@,b) = DLy (u)i+b= At + Dof (-,u)a+b e N,

mu

surjektiv ist.

Es sei w € NP,,. Genau dann ist w € range D®(u,b), wenn es ein b € B gibt mit

w — b € range DLy py|ume (u). Aus Gleichung (1.4) aus Abschnitt 1.4 folgt

range DLy |y (u) = {v € N, = (v,1) = / vt = 0 fiir alle t € ker DLy ypp[p2 (u)}

Q

Es sei u1,...,u, eine Basis von ker DLy py|pr (u). Gesucht ist nun ein b € B mit

(w—E,uj)z/Q(w—l_))ujzo

beziehungsweise
b = [ by = [ wu; = (w,uy) (5.7)

fiir alle j € {1,...,s}.

Wir wihlen
5 == Z QU (58)
=1
mit ay, ..., as aus R. Da u, fiir [ € {1,..., s} Losung eines homogenen, strikt elliptischen,

linearen Randwertproblems mit Koeffizienten aus C*~1(Q) ist, liefert die Regularititstheo-
rie (siche Abschnitt 1.4), dass u; € C*(Q) ist. Aus der Invarianz von u; fiir | € {1,...,s}
folgt, dass auch b invariant unter G ist. Somit ist b € B = C%(Q). Mit dieser Wahl von b
fithrt (5.7) auf ein lineares Gleichungssystem fiir s, . . ., a

Zal/ wu; = / wu,; fir j € {1,...,s}. (5.9)
= Ja Q

Da wyq,...,us linear unabhingig sind, ist dieses Gleichungssystem eindeutig losbar. Mit
der Losung o, . .., oy bilden wir b wie in (5.8). Nach den obigen Uberlegungen ist dann
w— b € range DL py|p» (u), und somit ist w € range D®(u, b). Hieraus folgt die Sur-
jektivitit von D®(u,b). O

Jetzt kann mit Hilfe von Satz 1.2.4 gezeigt werden, dass S dicht in C&(Q x R) ist.

Proposition 5.2.5 Es ist S™ dicht in CE(Q x R).
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BEWEIS: Es seien f € C&(Q x R) und & > 0.

Aufgrund der Lemmata 5.2.3 und 5.2.4 sind die Voraussetzungen von Satz 1.2.4 fiir
die Abbildung ® aus (5.6) erfiillt. Die Anwendung dieses Satzes liefert zusammen mit
Lemma 5.2.2, dass

{b € B : 0 regulirer Wert von ®,} C B'(f) ={b€ B: f + by € S™}

residual in CE(Q) ist. Daher ist auch B'(f) residual in C%(Q). Also gibt es ein b € B mit
f+bne S und

1f = (f +bn)llex = llonller <e.
Dies impliziert die Dichtheit von S in C%(Q x R). O

Korollar 5.2.6 FEs ist
Sin’u = m Sinv
nelN "

residual in CE(Q x R).

BEWEIS: Aus Proposition 5.2.5 folgt, dass S fiir n € IN dicht in C£(Q2 x R) ist. Die Of-
fenheit zeigt man wie in Proposition 5.2.1. Dies impliziert, dass S™ residual in C&(Q x R)
ist. O

Ist nun f € S™ und ist u € GG(f) N M}, ein invariantes Gleichgewicht von (5.1), so
ist 0 nicht Eigenwert von DL;|y» (u). Das heiBt, DL (u) € L(W>P(Q)NWy*(Q), LP(Q))
hat keinen invarianten Eigenvek%vr zum Eigenwert 0.

Es muss noch gezeigt werden, dass 0 fiir generische f € C%(Q x R) gar nicht Eigenwert
von DLs(u) ist, wenn u € GG(f) N M}, ein Gleichgewicht von (5.1) ist. Es darf fiir
generische f also auch in den anderen isotypischen Komponenten von W2?(Q) N W,”(Q)
keine Funktionen v geben mit DL;(u)v = 0.

Ist 0 jedoch fiir ein f € C%(Q x R) und ein Gleichgewicht u € GG(f)NM?,, Eigenwert
von DL¢(u), so ist der dazugehorige Eigenraum invariant unter G' und lésst sich daher in
eine direkte Summe von irreduziblen Unterrdumen zerlegen. Wir kénnen daher analog zu
den Uberlegungen aus Kapitel 4 mit Hilfe der Theorie der Transformationsbasen zeigen,

dass dies fiir generische f nicht der Fall ist.

Beliebige isotypische Komponenten

Es sei MP eine isotypische Komponente von W2?(€) N WyP(Q), so dass die Darstellun-
gen auf den irreduziblen Unterrdumen von M? #quivalent zu einer absolut irreduziblen
Darstellung p'¥ : G 3 g — A(g) € GL(R?) von G auf R fiir ein d € IN sind, wobei p(?)
nicht die triviale Darstellung auf IR sei. Weiterhin sei NP die entsprechende isotypische
Komponente von LP(S).

Es seien n und k£ aus IN. Im Folgenden soll gezeigt werden, dass 0 fiir generische
[ € CE(Q x R) fiir jedes invariante Gleichgewicht u € GG(f) N ML, mit ||ul/o < n nicht
Eigenwert von DL¢(u)|pm» ist, also dass die Menge

Sp(MP) :={f € CE(Qx R): fiirue GG(f)N ME, mit ||ul|e < n

ist 0 ¢ O'(DLf(u)|Mp)}
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dicht in C&(Q x RR) ist.
Wihrend wir im letzten Teilabschnitt L; auf M}, eingeschrinkt haben, wird jetzt die
Einschrinkung von DL (u) fiir u € M}, auf eine isotypische Komponente MP? betrachtet.
Im Beweis werden dhnliche Methoden wie in Kapitel 4 verwendet: Ist 0 Eigenwert von
DL¢(u)|pm», so ist der Eigenraum direkte Summe von irreduziblen Réumen, die mit Hilfe
von Transformationsbasen dargestellt werden kénnen. Wir setzen daher

vy p(g)v1 vy
MP = Ll e (WRP(Q) N WP (Q))¢ : = A(g)*| : | firallege G
Vg p(9)va Vd

(vgl. Definition 2.1.1). Entsprechend wird N'? C (LP(£2))? definiert.
Lemma 5.2.7 Es sei f € CE(Q x R), und es sei u € GG(f) N M},

Genau dann ist 0 nicht Eigenwert von DLy(u)|ae, wenn 0 nicht Eigenwert des Ope-
rators
U1 DL¢(u)vy
DLi(u): MP> | ¢ |+~ : € NP (5.10)

Vg DLg(u)vg

18t.

BEWEIS: Ist V' ein nichttrivialer irreduzibler Unterraum von ker DLg(u)|p» und ist

v1,...,vq eine Transformationsbasis von V, so ist (v1,...,vs)" € ker DLf(u).
Ist andererseits (vi,...,vq)" € kerDLy(u), so ist (v1,...,v4) ein d-dimensionaler
Unterraum von ker DL (u)| . 0

Es sei nun f € S, gegeben. Wir wollen nachweisen, dass es in jeder Umgebung von
f eine Funktion aus S,(M?) gibt. Dazu seien 7; und 7, aus C§°(R) mit n;(xz) = 1 und
ne(z) = z fiir alle x € [-n — 1,n + 1]. Wir setzen

B(f) = {(b1,b2) € CE(Q) x C&(Q) = f + bum + bam € S }

und
B'(f) :={(b1,b2) € B(f) : f + by + baymz € Sp(MP)}.

Lemma 5.2.8 FEs ist B(f) offen und dicht in C5(Q) x CE(Q).
BeEwEIs: Im Beweis von Proposition 5.2.5 wurde gezeigt, dass
{br € CEQ) : f+bim € S}

dicht in C&(Q) ist. Hieraus folgt die Dichtheit von B(f).
Wie in Proposition 5.2.1 kann man sehen, dass Sz’fl offen ist, woraus sich auch die
Offenheit von B(f) ergibt. O

Im Folgenden wird nachgewiesen, dass B'(f) dicht in B(f) und damit auch in
CL(Q) x C%(Q) ist. Hieraus wird dann die Dichtheit von S, (MP) in CE(Q x R) folgen.
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Die Idee hierfiir ist natiirlich wieder, den Transversalititssatz 1.2.4 anzuwenden und
dabei die von Lemma 5.2.7 implizierte Charakterisierung von S, (M?) zu verwenden. Dazu
sel

My :={ue My, ||Jullo <n+1}.

Dann ist M, offen, und wir definieren
®: My x (MP\{0}) x B(f) = NP, x N?
durch

(I)(ua v, (bla b2)) = (Lf+b1771+bz712 (u)’ D‘cf+b17)1+b2772 (u) U)

DL by 4bymy (w1
= (Lf+b1771+b27]2 (u), )
DLy ybymy 46y, (u)vq
Avy + (Do f (-, u) + ba)vy
= (Au—l— F )+ bimi(u) 4 bama(u), : )

Avg + (Do f (-, u) + b2)vg

fir u € MP,, v = (v1,...,02)" € MP\ {0} und b = (by,bs) € B(f). Hierbei ist zu
beachten, dass n;(u) = 1 und no(u) = u fiir v € M, gilt. Daher ist die Linearisierung
von

Mn—|—1 DU b17}1 (U) + bgng(u) =b +byu € NZI;W

an u € M, 1 gegeben durch
MP >4 by € NP

mu mu*

Fiir b € B(f) sei noch
Dy 2 My x (MP\{0}) 3 (u,v) = ®(u,v,b) € N, X NP

gesetzt.

Ist (u,v) € ®,'(0) fiir ein b € B(f), soist u € GG(f+bim+byn2)NM, 1 ein invariantes
Gleichgewicht von (5.1) fiir die Nichtlinearitéit f + bim + bame, und v = (vq,...,v4)" ist
ein Eigenvektor von DL p n,+byn, (u) zum Eigenwert 0. Dann ist V' := (vy,...,v4) €in
irreduzibler Unterraum von ker DL iy, 4byn, (4).

Lemma 5.2.9 Es sei b € B(f).
Ist 0 nicht im Bild von ®y, so ist b € B'(f).

BEWEIS: Es seien b = (b1, b2) € B(f) und u € GG(f+bimi+bene) NME | mit [|u||e < n. Ist
0 Eigenwert von DL ¢y p,+b,n, (4)|ae, so folgt aus Lemma 5.2.7, dass 0 ebenfalls Eigenwert
von DLy ni+bsm, (1) ist. Daher gibt es ein v € MP \ {0} mit ®,(u,v) = ®(u,v,b) = 0.
Hieraus folgt die Behauptung. O

Um nachzuweisen, dass B'(f) dicht in B(f) ist, kann jetzt wieder Satz 1.2.4 verwendet
werden (vgl. auch Abschnitt 4.3). Dazu priifen wir zunéchst, ob die Voraussetzungen dafiir
erfiillt sind.
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Lemma 5.2.10 Es sei (u,v,b) € ®71(0).
Dann ist D®y(u,v) ein Fredholm-Operator mit Indez 0.

BEWEIS: Es sei (u,v,b) € ®1(0) mit v = (vy,...,v4)" und b = (by, by). Dann ist
D®y(u,v) : My 1 x MP — NP x NP
gegeben durch

DLf+b17)1+b2172 (u)ﬁl + D%f(’ u)vlﬂ
D(I)b(ua U) (ﬂ, (D) = (DLf+b1n1+b2n2 (’U,)’H,, )
DLf+b17]1+b2772 (u)ﬁd + D%f(a U)?}dﬂ

A’ﬁl + (Dgf(, ’LL) + b2)171 + D%f(, u)vlﬂ
= (AT + (Dof (-, u) + by)a, :

)

Atg+ (Do f (-, u) + ba) Vg + D2f (-, u)vaii
fir w € MY, und v = (vq,...,704)" € MP.

1. Es sei (u,v) € ker D®,. Wegen b € B(f) ist f + bimy + banp € S, Da u € M4y
ist, gilt |||l < m + 1, und daher folgt aus Aa + (Do f (-, u) + bo)u = 0, dass @ =0
sein muss. Somit ist 0 € ker DLy, +byn, (U)-

2. Da DLy n,+bsn,(u) ein formal-selbstadjungierter, linearer, strikt elliptischer Dif-
ferentialoperator zweiter Ordnung ist und somit ein Fredholm-Operator mit Index
0 ist, ist auch DLy n,+byn, (1) €in Fredholm-Operator mit Index 0 (vgl. Lemma
2.4.2). Daher ist ker DL 14,1, +bon, (v) endlichdimensional und range DLy, n, +b,n, (©)
ist abgeschlossen und hat die Kodimension dimker DL, +p,n, (1)

3. Es seien
Zy = Nb, x {0} C NL, x NP und Zp:={0} x NP C NI x NP
Dann ist sz')rw X Np = Zl (&) ZQ.
Wegen f + bimy + bamp € Si™ ist Zy Nrange D®y(u,v) = Nb,, x {0}.
Genau dann ist (0, w) € Zy Nrange D®y(u,v), wenn es ein 7 € MP mit
D£f+b1771+b2772 (u) v=w
gibt. Es ist also

Zy Nrange D@b(ua ?)) = {O} X range D‘Cf-l-bﬂh-l-bznz (u) .

Daher ist range D®,(u, v) abgeschlossen und hat die Kodimension ist gegeben durch
dimker DL ppny-+bym, (1) -

4. Zusammen ergibt sich, dass D®y(u,v) ein Fredholm-Operator mit Index 0 ist.
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Lemma 5.2.11 Es sei Annahme (A3) erfiillt.
Dann ist 0 € NP x NP regulirer Wert von ®.

mnv
BEWEIS:

1. Es sei (u,v,b) € ®1(0) mit v = (vy,...,v4)" und b = (by, by). Wir miissen zeigen,
dass
D®(u,v,b) : MP,, x MP x (CE(Q) x CE(Q)) — NP, x NP
mit
D@(u, U, b)(_a v, B) = (DLf+b17)1+b27)2 (u)ﬂ + 61 + B2U”

DL i,m3+03m; (w)1 + D3 f (-, u)v1@ + byvr

)

DLf+b17]1+b2TI2 (U)Q_)d + D%f(’ u)vdﬂ + I_)ﬂ)d
= (AT + (Daf (-, u) + o) + by + bou,

Avy 4 (Do f (-, u) + b))t + D3 f (-, u)vi@ + bovy

Aty + (Daof (-, u) + b2)vg + D2 f (-, u)vat + bavg
fiir u € MP?

P U= (V1,...,799)" € NP und b = (by, by) € CE(Q) x CE(Q) surjektiv ist.
Dazu sei (t,w) € N?!,

ist (t,w) € range D®(u,v,b), wenn es u € M},
b= (bl, bg) € Cg(ﬁ) X Cg(g) glbt mit

DLyt (W) = AT+ (Do f (-, u) + b2) @ =t — (b1 + bu)

X NP mit w = (wy,...,wy)" gegeben. Genau dann
v = (vy,...,0q)" € NP und

und
DLy pymy+boms (0)0; = AT; + (Do f (-, u) + by); = w; — (D3 f(-, u)vsi + bav;)
fir j € {1,...,d}.

Wir withlen b = (—@u, @) mit einem noch zu bestimmenden a € C&(Q). Dau € M.,

invariant ist, ist auch au invariant. Auflerdem ist u Losung einer elliptischen Rand-
wertaufgabe mit einer Nichtlinearitit aus C*(Q), so dass u € C*(Q) ist. Also gilt
b= (—au,a) € CE(Q) x CL(Q) fiir a € CE(Q).

Jetzt sind noch @ € MY, o = (v1,...,7q)"' € NP und a € C%(Q) gesucht, so dass

DLf+b1n1+b2n2 (U)ﬂ = Au+ (DQf(" U) + bQ)ﬂ’ =1 (5'11)
und
DL bini4boms (u)ﬁj = Aﬁj + (DQf(" ’LL) + bZ)IDj = w; — (Dgf(’ u)vjla + &Uj) (5'12)
fir j € {1,...,d} gelten.

Wegen b = (b1, b2) € B(f) gilt f+bim+bony € S;y. Daher ist DLy, 1y, (u) | a2
ein Isomorphismus. Das bedeutet, Gleichung (5.11) ist eindeutig 16sbar. Wir fixieren
die Losung .
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2. Also muss nur noch a € C&(2) bestimmt werden, so dass

51 wy — (D3 f (-, u)viu + avy)
s=1 : = € range DLy bm +bony (u) (5.13)
54 wq — (D3 f (-, u)vatl + avg)
ist, wobei DLy, n,+byn, (1) in (5.10) definiert ist.

Ist (5.13) erfiillt, so ist (si,..., sq) ein irreduzibler Unterraum von

range DL iy, n +bon, (U) | ve = {1 € NP : (r,t) = /Qrt = 0 fiir alle

t € ker DLf+b1771+b2772 (u)|Mp}
(vgl. Gleichung (1.4) in Abschnitt 1.4).

Es sei ker DLy 4,5, +bom, (4)|a» = @71, V; mit irreduziblen Unterrdumen Vi, ..., V.
Fiir j € {1,...,m} sei v(] ). U((ij ) eine Transformationsbasis von V; beziiglich oD
Dann bilden v§ . ug”, o UY”), ..., u™ eine Basis von ker DL,y +byn (1) a15-
Wir setzen noch vl := (vgj), e, ((1)) fir j € {1,...,d}.
Dann ist

(s, vy = /stvl(j) = (5.14)
fiir alle k,1 aus {1,...,d} und alle j € {1,...,m}. Da s4,..., s, und vy),.. v((i])
fiir j € {1,...,m} Transformationsbasen beziiglich p{® sind, folgt wie in Lemma

2.3.1, dass die Matrizen C; = (cffl)) = ((sk,vl(j)>) mit j € {1,...,m} Vielfache der
Einheitsmatrix sind. Summiert man iiber die Hauptdiagonalen dieser Matrizen, so
ist die Bedingung (5.14) dquivalent zu

z sk,vk Z/skv,(cj)—(] fir j € {1,...,m}
k=1

beziehungsweise
: 0 _ v ()
Z/ avgvy’ = Z/(wk — D3 f(-, u)vgi) vy (5.15)
k=1"9 k=1"9
fir j € {1,...,m}.
Wir wihlen ;
a= Zai Zvlvl(i) (5.16)
i=1 =1
mit «aq,...q, aus R. Sowohl v,...,v, als auch v(J) ...,vc(ij) fir j € {1,...,m}

sind Transformationsbasen beziiglich p(¥). Daher folgt wie in Lemma 3.2.4, dass
a invariant unter G ist. Da alle beteiligten Funktionen Lésungen von elliptischen
Randwertaufgaben mit Koeffizienten aus C*~1(Q) sind, handelt es sich um Funktio-
nen aus C*(Q). Also ist a € C&(Q). Gleichung (5.15) fiihrt nun zu einem linearen
Gleichungssystem fiir oy, ..., .,

m d ) d
Za’i‘/n(zvlvl(z))(zvkv(j) / Z wk—DQ ))Ul(c])’ ] e {1”m}
=1 =1 k=1
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Dieses Gleichungssystem ist eindeutig losbar, falls die Koeffizientenmatrix
SINONZCSNG
H = (h;) = (/Q (val )(kavk] ))
=1 k=1

regulér ist. Das ist der Fall, wenn die Funktionen Zzzlvkv,(cj) mit j € {1,...,m}
linear unabhingig sind. Ist dies erfiillt, so bilden wir mit der Lésung des Gleichungs-
systems @ wie in (5.16). Mit dieser Wahl gilt dann (5.13). Das bedeutet, (5.11) und
(5.12) sind erfiillbar. Also ist (t, w) € range D®(u, v, b), woraus die Surjektivitit von
D®(u,v,b) folgt.

. Es bleibt nur noch die lineare Unabhingigkeit der Funktionen Zzzl vkv,(cj) fiir

j € {1,...,m} nachzuweisen. Dazu seien fi,..., 3, € R mit
m d )
2 B> vk’ =0
j=1 k=1

Setzen wir 0 := 30", ﬂjv,(cj) fiir k € {1,...,d}, so ist

d d m m d
VT = Y Uk(z ij,(cj)) =Y B;> vkv,(f) =0. (5.17)

k=1 k=1 j=1 j=1 k=1
Da vi,...,vq4 und v1,...,0; Transformationsbasen von irreduziblen Unterrdumen
von ker DL ¢y, p +bym, (4)|ae bilden, kann (5.17) nur gelten, wenn (9y,...,7)" = 0
ist, denn sonst wiirde (5.17) Annahme (A3) (siehe Seite 72) widersprechen. Aus der
linearen Unabhingigkeit von v, .,v™ folgt hieraus aber 8, = ... = B, = 0.

Das bedeutet, dass auch ¢ _, vkv,(f) fiir j € {1,...,m} linear unabhéngig sind.

Mit diesen Vorbereitungen kann die Dichtheit von S, (MP?) nachgewiesen werden.
Proposition 5.2.12 Ist Annahme (A3) erfillt, so ist
S, (MPY={f € CEQxR): firue GG(f)N ML, mit ||u]|e < 7
ist 0 ¢ o(DLg(u)|me)}
dicht in CE(Q x RR).
BEWEIS:

1. Es seien f € C&(Q x R) und € > 0.
Wegen der Dichtheit von

B(f) = {(bi, b2) € CE(Q) x C&(Q) = f + bumy + bare € S}

in Cg(ﬁ) X Cé(ﬁ) glbt es ein ?) = (51,52) c B(f) mit f = f + 51771 + 52772 S S:LTI

und
€

||f - f||ck = ||51771 + 52772||ck < ||51771||ck + ||52772||ck < 5
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2. Aus dem Transversalitétssatz 1.2.4 folgt zusammen mit den Lemmata 5.2.10, 5.2.11
und 5.2.7, dass

{b€ B(f): 0 ¢ range ®} C B'(f) = {(b1,b2) € B(f) : f+ bimu + bamp € Sa(MP)}
residual und somit auch dicht in C%(Q) x C%(Q) ist. Also gibt es ein (b1, b2) € B'(f)
mit f* = f + blTh + b2772 € Sn(Mp) und

~ « 6
|f = fHllex = [|bim + bama|or < 5

Dann gilt B B
1f = Flles <N = fllex +11F = Frller <e.
Hieraus folgt die Dichtheit von S,(M?) in C%(Q x R).

Beweis von Satz 5.1.1

Mit diesen Vorbereitungen kann jetzt gezeigt werden, dass F;, fir n € IN dicht in
CE(Q x R) ist.

Korollar 5.2.13 Es seien n und k aus IN, und es sei Annahme (A3) erfiillt.
Dann ist

F,={fe€CE@Q xR): firue GG(f)N ML, mit ||ulle <n ist 0¢ o(DLs(u))}
dicht in CE(Q x R).

Beweis: Nach Proposition 5.2.12 ist S, (MP) dicht in C&(Q x R) fiir jede isotypische
Komponente M? (ungleich M?, ) von W??(Q) N W, ?(Q). Ist M? = M?, die Menge der

wmu mu

invarianten Funktionen aus W2?(Q) N Wy *(Q), so ist S, (M?) = S dicht in C%(Q2 x R)
wegen Proposition 5.2.5. Die Offenheit von S, (MP?) zeigt man wie in Proposition 5.2.1.
Dabher ist

F, ={f € C&Q x R): fiir u € GG(f) N M, mit ||ull < nist 0 ¢ o(DLy(u))}
= ({S.(MP) : MP isotypische Komponente von W??(2) N WyP(Q)}
residual und somit dicht in C%(Q x RR). O

Nun konnen wir Satz 5.1.1 beweisen:

BEWEIS VON SATZ 5.1.1: Es sei k£ € IN. Aus Proposition 5.2.1 und Korollar 5.2.13 folgt,
dass fiir n € IN die Mengen F;, offen und dicht sind. Dies impliziert, dass
Fi’rw — m Fn
n€lN
residual in CE(Q x R) ist.
Wie in Proposition 4.4.2 kann man folgern, dass auch im Fall £ = oo die Menge F,

fir n € IN dicht in C&(Q x RR) ist. Dies liefert wieder zusammen mit der Offenheit von
F, fiir n € IN, dass F™ residual in C(Q x R) ist. O
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5.3 Irreduzible Eigenridume

In diesem Abschnitt wird Satz 5.1.3 bewiesen.
Es seien 2 und G wie in Abschnitt 5.1. Weiterhin seien p > N und k € INU {oo}.

Ist u ein invariantes Gleichgewicht von (5.1) fiir ein f € CE(Q x R), so erfiillt u die
Randwertaufgabe

Li(u)=Au+ f(-,u) =0 aufQ, wulspy=0. (5.18)

Im Folgenden wird gezeigt, dass fiir generische Nichtlinearitéiten f die Linearisierung von
(5.18) nur irreduzible Eigenrdume hat. Dabei wird der Beweis von BRUNOVSKY, POLACIK
[8, Theorem 3.b.1] dhnlich wie in Kapitel 4 auf den dquivarianten Fall iibertragen.

Um zu zeigen, dass
H™ ={f € CEQxR): istuec GG(f)N MPE,, so sind alle
Eigenwerte von DL (u) G-einfach}.
residual in C%(Q x R) ist, setzen wir fiir m,n aus IN

Hpyn:i={f€F™: istueGG(f)n M!

P, mit |[u]|e < n, so sind alle

Eigenwerte A von DLy (u) mit |A] < m G-einfach}

und weisen nach, dass fiir m,n aus IN die Menge H,,,, offen und dicht in C&(Q x IR) ist.
Dann folgt, dass .
Hzn’u — ﬂ Hm,n

m,nelN

residual in C%(Q x R) ist.
Proposition 5.3.1 Fir m,n € IN st die Menge H,,,, offen.

Beweis: (Vgl. [8, Theorem 3.b.1))

Es seien m und n aus IN.

Es sei (fi)iew eine Folge in CE(Q x R) \Hppn, die gegen ein f € C&(Q x R) konver-
giert. Zu zeigen ist, dass dann f ¢ H,, , ist.

Wegen f; ¢ H,,, fiir | € IN gibt es Folgen (u;)ew in W2P(Q) N W, ?(Q) und (\)iew
in R, so dass ||u||ec < n, [A| < m und

Lfl(ul) = Aul+fl(‘,Ul) =0 an Qa ul|aﬂ =0

gilt und \; ein Eigenwert von DL (u;) mit reduziblem Eigenraum ist.
Wie im Beweis von Proposition 5.2.1 kénnen wir durch den Ubergang zu einer Teilfolge
erreichen, dass (u;)ew gegen ein u € W2P(Q) N W, (Q) konvergiert mit ||ul/oo < n und

Li(u)=Au+ f(-,u) =0 aufQ, wulspg=0.
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Da die Folge ()\))iew durch m beschrinkt ist, kénnen wir nach dem Ubergang zu einer
weiteren Teilfolge annehmen, dass (\;)ew gegen ein A € R mit [A| < m konvergiert.
Analog zu den Uberlegungen aus dem Beweis von Proposition 5.2.1 kann man zeigen, dass
A Eigenwert von DLg(u) = A + Dy f(-,u) ist. Dieser Operator ist dquivariant beziiglich
der Gruppe Stab(u) = G.

Es sei V eine Umgebung von A in C, so dass keine weiteren Eigenwerte von
DL¢(u) in V enthalten sind. Aus Satz 1.3.3 folgt, dass es ein § > 0 und ein
s € IN gibt, so dass alle Operatoren T' € Lg(W?>?(Q)NW,?(Q),LP(Q)), fiir die
|DL¢(u) — T’||E(WZ,,(Q)OW(},IJ(Q),L,,(Q)) < ¢ gilt, Eigenwerte p,...,us in ¥V haben mit
dim(Ey) = ¥, dim(E,;). AuBlerdem treten alle irreduziblen Darstellungen, die in E)
vorkommen, auch in @j_; E},; (mit den gleichen Vielfachheiten) auf. Wegen f; — f fiir
Il - o0, uy - uw firl — oo und \; — A fiir [ — oo gibt es ein [ € IN mit
|DLg(u) — DLfl(ul)||L(W%p(mmwé,p(m,m(m) < dund N\ €V fiir alle I > ly. Es sei nun
I > ly. Da der Eigenraum von DLy (u;) zum Eigenwert )\; reduzibel ist, muss auch F)
reduzibel sein.

Hieraus folgt f ¢ Hy, . O

Es bleibt noch die Dichtheit von H,,, in C%(Q x R) zu zeigen. Dieser Nachweis basiert
auf dem Beweis von BRUNOVSKY, POLACIK [8, Theorem 3.b.1] und wird analog zu den
Uberlegungen aus Kapitel 4 gefiihrt: Zuniichst wird gezeigt, dass fiir generische Nicht-
linearitéiten die Eigenrdume des auf eine isotypische Komponente MP eingeschrinkten
Operators DLg(u)|p» fiir u € GG(f) N MP,, irreduzibel sind. Dann weisen wir noch nach,

dass sich die Eigenrdume von DL (u) generischer Weise nicht auf verschiedene isotypische
Komponenten verteilen.

Gleiche isotypische Komponente

Es seien m, n und k aus IN (der Fall £ = oo ist zunéichst ausgeschlossen).

Wie in Abschnitt 4.2 werden wir den Operator DL;(u) fiir f € C&(Q x R) und
u € GG(f) N M?., zuniichst auf eine isotypische Komponente einschrinken und zeigen,
dass alle Eigenwerte dieser Einschrinkung G-einfach sind.

Es sei MP eine isotypische Komponente von W2?(Q) N Wy* (), so dass die Darstel-
lungen auf den irreduziblen Unterrdumen von M? dquivalent zu einer absolut irreduziblen
Darstellung p : G 3 g — A(g) € GL(RY) von G auf IR¢ fiir ein d € IN sind. Weiter-
hin sei N? die entsprechende isotypische Komponente von LP(2). Wie in Kapitel 2 (vgl.
Definition 2.1.1) betrachten wir

v plg)vr Ui
MPi=q | o | e WP@QNWP@)4: | ¢ [=A(9)| : |firallegeG

Uq P(Q)Ud V4

und entsprechend AP C (LP(2))%.

Analog zu Lemma 4.2.1 beweist man die folgende Umformulierung des Problems:
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Lemma 5.3.2 Es seien f € CL(Q x R) und u € GG(f) N MY,
Genau dann sind alle Eigenrdume von DLy(u)|y» irreduzibel, wenn alle Eigenwerte

von
V1 DL (u)vy

DLi(u) - MP> | & | +— : € NP
Va DL¢(u)vg

einfach sind.

Im Folgenden zeigen wir, dass

Qman(M?) :={f € F,\1: istue GG(f)N ML, mit |ul|e < n, so sind alle

Eigenwerte A von DL (u)|y» mit |A| < m G-einfach}
dicht in
Fop={f€CLQ xR): fiirue GG(f) N ML, mit ||ullo <n+1ist 0 ¢ o(DLs(u))}
ist. Der Beweis hiervon erfolgt &hnlich zu den Uberlegungen aus den Abschnitten 4.2 und

5.2. Aus der Dichtheit von F,;; in C5(Q2 x R) (Korollar 5.2.13) wird sich dann ergeben,
dass auch Qy,,(MP) in CE(Q x R) dicht ist.

Es sei ein f € F,,,, gegeben. Wir zeigen, dass es in der Nihe von f ein f € Qmn(MP)
gibt. Dazu seien 7, und 7y aus C§°(IR) mit 7 (z) = 1 und mp(z) = = fir alle
z € [-n —1,n+ 1]. Wir setzen

B(f) == {(b1,2) € C&(S) x CE) = f + bumn + barp € Foia}
und
B'(f) :={(b1,b2) € B(f) : f + bim + bamz € Quun(MP)}
und verwenden den Transversalitéitssatz 1.2.4 um nachzuweisen, dass B'(f) dicht in B(f)

ist. Da nach Proposition 5.2.1 und Korollar 5.2.13 die Menge F,; offen und dicht ist,
folgt wie in Lemma 5.2.8, dass B(f) offen und dicht in C&(Q) x CE(Q) ist.

Um Satz 1.2.4 anwenden zu konnen, definieren wir die Abbildung (vgl. auch (4.4))
O : My x (MP\{0}) x Rx B(f) = NP, x N?

(U’7 v, A, (blﬂ b2)) = (Lf+b1n1+b2772 (u)’ (D£f+b1771+b27l2 (u) +A ld)v)a

wobei wieder
Mn—l—l = {’LL €M mv : ||u||00 <n+ 1}

sei. Sind u € My 41, v = (v1,...,v4)" € MP\ {0}, A € Rund b = (by,bs) € B(f), so ist

(DLf+bl771+b2772 (u) + A id)vl
(I)(’U,, v, )‘7 b) = (Lf+b1’r]1+b2’r]2 (U), )
(DLf+b1771 +ban2 (U) + A id)vd

Avy + (Dof (-, u) + bg + Aid) vy

= (AU + f(yu) + bimi (u) + bama(u), : )
Avd + (Dgf(, ’LL) + bg + A id)’l}d



90 Kapitel 5.  Gleichgewichte von Reaktions-Diffusions-Gleichungen

Hierbei ist zu beachten, dass 7;(u) = 1 und ne(u) = u fiir u € M, gilt. Fiir b € B(f)
sei noch

®p : My x (MP\{0}) xR 3 (u,v,\) — ®(u,v,\,b) € NP x NP.

Ist (u,v,\) € ®,;(0) fiir ein b = (by, by) € B(f), so ist u € GG(f + bymy + bamy) N My 4
ein Gleichgewicht von (5.1) beziiglich der Nichtlinearitét f -+ by + bano, und v ist Eigen-
vektor von DLy, n,+byn, (¥) zum Eigenwert A\. Wie in Lemma 4.2.4 kann man die Frage
der Einfachheit von Eigenwerten auf den Nachweis zuriickfiihren, dass 0 reguldrer Wert
von ®, fiir b € B ist.

Lemma 5.3.3 FEs sei b= (b1, be) € B(f).
Ist 0 € NP, x NP requlirer Wert von ®, und ist u € GG(f + biny + bam) N M, 11, S0
sind alle Figenwerte von DL iy, +bom, (u) einfach.

BEWEIS: Es sei b = (b1,b2) € B(f).
Die Abbildung ® ist so definiert, dass genau dann (u,v,)\) € ®,%(0) gilt, wenn
u € GG(f + bim + banz) N My ist und v Eigenvektor von DL iy, p 4y, () zum Eigen-
wert A ist.
Es sei nun 0 reguléirer Wert von ®;, und es sei (u,v,\) € ®,*(0) mit v = (vy, ..., v4)".
Dann ist
D®y(u,v, ) : M1 X MP x R — NP x NP

mit
D®y(u,v, \) (4, v, \)

(DLf+b17)1+b2172 (U) + A id)ﬁl + D%f(’ u)vla + 5\’01

= (DLf-Hnm +b2m2 (u)ﬂ, ~ )
(DLf+b1771+b2772 (U) + A id)ﬁd + D%f(: u)vdﬂ + Avg

Ay + (Daof (-, u) + ba + A1 + D2f (-, u)vit + Avg
= (Aﬂ + (Daof (-, u) + b2), :

)

ATy + (Daf (-,u) + by + N)0g + D3 f (-, u)vaii + Avg
firu e MY, v = (v1,...,04)" € MP und X € R surjektiv.
Wegen b € B(f) ist f + biny + bane € F, 1. Daher kann man wie in Lemma 5.2.10
sehen, dass Operator
T : My X MP > (u,0) = D®y(u,v, \)(u,v,0) € NP x NP
ein Fredholm-Operator mit Index 0 ist und dass

kerT' = {0} X ker(D‘Cf+b1ﬁ1+b2ﬁ2 (U) +A ld)

gilt und die Kodimension von range T gegeben ist durch dim ker(DL fip,n,+byn, (¥) +Aid).
Wegen v € ker(DL b5, +bym, (¢) +Aid) und

range D®;(u, v, \) = range T @& ({0} x (v))
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ist D®y(u, v, \) genau dann surjektiv, wenn ker(DL sip,n,+bym, () +A1d) = (v), also wenn
A ein einfacher Eigenwert von DLy, n,+byn, (1) ist. 0

Um den Transversalitéitssatz 1.2.4 auf & anwenden zu kénnen, miissen nun noch die
Voraussetzungen dafiir iiberpriift werden.

Lemma 5.3.4 Fiir alle (u,v,\,b) € ®71(0) ist D®y(u,v, ) ein Fredholm-Operator mit
Indez 1.

BEWEIS: Es sei (u, v, \,b) € ®71(0).
Mit den Bezeichnungen aus dem Beweis von Lemma 5.3.3 folgt aus diesem Beweis,
dass T ein Fredholm-Operator mit Index 0 ist und

range D®y(u, v, \) = range T & ({0} x (v))
gilt. Daher ist D®;(u,v, \) ein Fredholm-Operator mit Index 1. O

Lemma 5.3.5 Ist Annahme (A4) erfillt, so ist 0 € N

P o X NP requlirer Wert von ®.

BEWEIS: Es sei (u,v,\,0) € ®71(0) mit v = (vy,...,vq)" und b = (b1, by). Wir miissen
nachweisen, dass

D®(u,v,\,b) : ML, x MP x R x (CE(Q) x CE(Q)) — NP, x NP

surjektiv ist.
Dazu sei (t,w) € Nj,, x NP. Genau dann ist (¢,w) € range D®(u,v,\,b), wenn es
ue M, v=(v1,...,09) € MP, X € R und b = (by,by) € CE(Q) x CE(Q) gibt mit

At + (Dof (-, u) + bo)t + by + bou =, (5.19)

ATy + (Daf (-, 1) + by + Aoy + D2f (-, u)vi@ + (A =+ bo)vy wy
: =1 : [. (5.20)

A@d -+ (Dgf(, u) + bQ + /\)?7(1 -+ D%f(, U)Udﬂ + (5\ + Bg)vd Wyq

Wir withlen A\ = 0 und b = (—au,a) mit einem noch zu bestimmenden a € C%(Q).
Aufgrund von u € C&(Q) ist b € CE(Q) x CE(Q). Wegen f + bymy + bamy € Fyp 1 ist dann
(5.19) eindeutig 16sbar. Wir fixieren die Losung . Jetzt muss nur noch a € C&(Q) so
bestimmt werden, dass

$1 wy — (D32 f(-, u)vit + av,)
s=1 : = : € range(D[’f+b1m+b2772 (u)+Aid)  (5.21)

Sd wq — (D3 f (-, u)vql + avy)

gilt.

Wie in den Schritten 2 und 3 des Beweises von Lemma 5.2.11 sieht man, dass dies
moglich ist, wenn Annahme (A3) (siehe Seite 72) erfiillt ist, was der Fall ist, da die
Giiltigkeit von Annahme (A4) auch Annahme (A3) impliziert.

Hieraus ergibt sich, dass D®(u, v, A, b) surjektiv ist. O

Jetzt kann man den Transversalitatssatz 1.2.4 anwenden.



92 Kapitel 5.  Gleichgewichte von Reaktions-Diffusions-Gleichungen

Proposition 5.3.6 Ist Annahme (A4) erfillt, so ist Qumn(MP?) dicht in CE(Q x R).
BEWEIS: Zu zeigen ist, dass
Quma(MP) ={f € CEQ x R): ist ue GG(f) N ML, mit ||u|e < n, so sind alle
Eigenwerte A von DL¢(u)|ae mit |[A| < m G-einfach}
dicht in CE(Q x R) ist.

Dazu seien f € CE(Q x R) und ¢ > 0. Gesucht ist jetzt ein f € Qmn(MP) mit
If = fllor <e.

Der Transversalitédtssatz 1.2.4, angewandt auf ®, liefert, dass
C(f) :={b € B(f) : 0 ist reguldrer Wert von ®;}

residual und somit auch dicht in C%(Q) x C%(Q) ist. Aus den Lemmata 5.3.2 und 5.3.3
folgt

C(f) € B'(f) ={(b1,b2) € B(f) : f + bimi + borp € Quun (M)}
Somit ist auch B'(f) dicht in C§(Q) x C&(Q). Daher gibt es ein (b, b)) € B'(f), so dass
f=f4+bim +bame € Quun(MP) ist und ||f — fllcr = [|bim + bama]|cr < € gilt. O

Korollar 5.3.7 Es sei Annahme (A4) erfiillt.
Dann st

Qmn = [ {Qmu(MP) : MP isotypische Komponente von W>P(€2) N Wy?(Q)}
residual in CE(Q x R).

BEWEIS: Es sei M eine isotypische Komponente von W??(€2) N Wy (). Aus Proposition
5.3.6 folgt, dass Qun(MP) dicht in CE(Q x R) ist. Die Offenheit von Qp,,(MP) ergibt
sich wie in Proposition 5.3.1. Hieraus folgt, das @, residual in CE(Q x RR) ist. O

Als néchstes muss noch gezeigt werden, dass sich generisch die Eigenrdume nicht auf
verschiedene isotypische Komponenten verteilen (vgl. Abschnitt 4.3).

Verschiedene isotypische Komponenten

Es seien m, n und k£ aus IN.

Weiterhin seien N? und NJ voneinander verschiedene isotypische Komponenten
von LP(Q), und M} und MY seien die entsprechenden isotypischen Komponenten von
W2P(Q) N Wy (Q). Fiir j € {1,2} sei p; : G 3 g = A;(g9) € GL(R%) eine irreduzible,
orthogonale Darstellung von G auf R% fiir d; € IN, die dquivalent zu den Darstellungen
auf den irreduziblen Unterrdumen von M7} und N7} ist.

Wir wollen nun nachweisen, dass
Ropn (MY, M) :={f € Qmun: ist u € GG(f) N MPE, mit ||ul|l < n, so sind alle

Eigenwerte A von DLy (u)|pyrgrr mit [A[ < m G-einfach}
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dicht in C%(Q x R) ist. Dazu betrachten wir wieder fiir j € {1, 2} die Menge

vy p(g)v1 v1
M? = c | e (WP (Q) N W P(Q)% ; =Aj(g)t| : | firallegeG

Ud; P(Q)Udj Vd;

(vgl. Definition 2.1.1) und entsprechend die Menge NF C (LP(Q))%. Fiir f € Qmupn,
u e GG(f) N M}, und j € {1,2} definieren wir auf MY durch

v DL¢(u)vy
DLH(u): MES | 1 | = : eN?

J
'Udj DLf (U)Ud

einen zu DLg(u)|y, korrespondierenden Operator.
Es sei ein f € Qpny1 gegeben. Wir weisen im Folgenden nach, dass es in der Nihe

von f ein f* € Ry, (MY, M%) gibt. Dazu seien wieder 7; und 7, aus C§°(IR) mit 7, (z) =1
und ny(z) = z fiir alle x € [-n — 1,n + 1]. Wir setzen

B(f) = {(by, b2) € C&(Q) x CE(Q) « f + bum + bam2 € Qs }

und
B'(f) :={(b1, b2) € CEEY) x CE(Q) = f + bimy + barp € Ry (M, ME)}

und zeigen, dass B'(f) dicht in B(f) ist. Dabei folgt wie in Lemma 5.2.8, dass B(f)
offen und dicht in C%(Q) x CE(Q) ist, denn nach Korollar 5.3.7 ist ., 1 dicht, und die
Offenheit von @, 41 ergibt sich analog zu Proposition 5.3.1.

Es sei
Mn+1 = {u eM mv : ||u||00 <n-+ 1}

Um wieder den Transversalititssatz 1.2.4 anwenden zu koénnen, definieren wir die Abbil-
dung

®: Mpir x (MYN\{0}) x (ME\{0}) x R x B(f) = Nj, x NT x N7
durch
B (u,v,w, \, b)
= (Lf+b1n1+b2772 (), (DL gy 4y (W) FA D)0, (DL, 1 4, (0 )+/\id)w)

Avy + (Do f (-, u) + by + Aid)vy
= (Au-i-f(',u) + bimi(w) + bama(u), : ;
Avdl -+ (Dgf(, U) + b2 + )\id)vdl

A’U)l + (Dgf(, U) + b2 —+ /\ld)w1

)

Awg, + (Dof (-, u) + be + Aid)wy,
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fir u € M2, v = (v1,...,0q) € M\ {0}, w = (wy,...,wg,)" € M5\ {0}, A € R und
b= (b1, be) € B(f). Weiterhin sei fiir b € B(f)
@y 0 My x (MEN{0}) x (MEN{0}) xR > (u,v, w, \) — ®(u,v,w, \,b) € NE

mnuv

XNFPxNY.

Die Abbildung ® ist so definiert, dass genau dann (u,v,w,)\) € ®;'(0) fiir ein
b= (b1,be) € B(f) gilt, wenn u € GG(f + bym + bana) N My 41 ist und v und w Eigen-
vektoren von DLy, .y (u) bezichungsweise von DL}, 1y (u) zum Eigenwert A
sind.

Lemma 5.3.8 Es sei b € B(f).
Ist 0 ¢ range @y, so ist b € B'(f).

BEWEIS: Es sei b = (b1,b2) € B(f).

Angenommen, es ist f + bymy + bono & Ry (M7, M?).

Dann gibt es ein u € GG(f + bim + bane) N MP,,, mit ||u||oc < n und einen Eigenwert
A von DL b,y +bms (W) mreare mit [A] < m, so dass der zugehorige Eigenraum Ej nicht
irreduzibel ist.

Wegen b € B(f) ist f + bim + bane € Qupnt1- Das bedeutet, die Eigenrdume zum
Eigenwert A von DL iy, +bym, (@) |ap und DLy b5y 4y, (4) | a2 sind irreduzibel. Wegen der
Reduzibilitét des Eigenraums Ey von DLjp,p;+byp, ()| Py zum Eigenwert A gibt es
daher irreduzible Unterrdume V; von M? und V5 von MY mit Ey = V& V,. Fiir j € {1,2}

sei v%j), . ,vg) eine Transformationsbasis von V;. Setzen wir v\/) := (vy), . .,vg))t fiir
j € {1,2}, so gilt (DL, p 1 1ym, () +Aid)0D = 0. Daher ist &y (u, v, v@, \) = 0.
Hieraus folgt die Behauptung. O

Wie in Abschnitt 4.3 werden wir den Transversalititssatz 1.2.4 verwenden um zu
zeigen, dass fiir eine residuale Menge von b € B(f) der Wert 0 nicht im Bild von &, ist.
Dazu iiberpriifen wir erst die Voraussetzungen von Satz 1.2.4.

Lemma 5.3.9 Flir alle (u,v, w,\,b) € ®(0) ist D®y(u,v,w, \) ein Fredholm-Operator
mit Index 1.

BeEWEIS: Wie in Lemma 5.3.4 kann man sehen, dass die Linearisierungen der Abbildungen
Mpiy x (M7\{0}) x R — N, x NY

(U, v, /\) = (Lf+b1m+bzn2 (u)’ (Dﬁ}-l—blﬂl-f—bznz (u) +A id)v)

und
Mn+1 X (Mg \ {0}) xR — sznv X N;

(U, w, )‘) = (Lf+b17)1+b27)2 (U’)a (D‘C?‘—Fbml-l—bznz (U’) +A 1d)w)

an (u,v, \) beziehungsweise (u, w, \) mit (u, v, w, \,b) € ®~1(0) und b = (by, by) Fredholm-
Operatoren mit Index 1 sind. Wie im Beweis von Lemma 4.3.2 folgt hieraus, dass dann
auch D®(u, v, w, A) fiir (u,v,w, A, b) € ®71(0) ein Fredholm-Operator mit Index 1 ist. O

Lemma 5.3.10 FEs sei Annahme (A4) erfiillt.
Dann ist 0 € NP x NP x N¥ regulirer Wert von ®.

mv
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BEWEISs: Es sei (u,v,w,)\,b) € ®71(0) mit v = (vy,...,vg)}, w = (wy,...,wq,)" und
b = (b1, be). Wir miissen zeigen, dass

D®(u,v,w,\, b) : M2, x M} x M5 xR x (CE(Q) x CE(Q)) — NP, x NP x NF

surjektiv ist.
Ist (4,9,w) € Nf, x N x N7, so ist genau dann (i, ,w) € range D®(u, v, w, A, b),
falls es w € M},,, © = (01,...,04)" € MY, W = (Wy,...,Wg,)" € M5, X € R und

AT+ (Dof (-, 1) + by)ih + by + bou = t, (5.22)
ATy + (Dof (-,u) + by + A0y + D2f (-, u)viti + (A + by)vy By
A@(h + (DQf(a u) + b2 + )\)/Ddl + D%f(a u)vdla + (5‘ + 62)”111 @dl
AWy + (Dof (-, u) + by + N0y + D2f (-, w)wyii + (A + by)w,y tin
: =1 : [. (5.24)
Awdz + (DQf(a u) + b2 + )‘)w(b + D%f(a u)wdza + (5‘ + 52)wd2 ’ind2

Wir wihlen A = 0 und b = (—au,a) mit @ € C%(Q) (vgl. auch Beweis von Lemma
5.3.5). Aufgrund von u € C%(Q) ist b € CE(Q) x CL(Q). Wegen b € B(f) ist dann (5.22)
eindeutig 16sbar. Wenn wir diese Losung u festhalten, muss nur noch a € C%(Q) gesucht
werden, so dass

51 0y — (D3 f (-, u)vr@ + avy)
s=1| : |= : € range(DL}HlmJr,,z,72 (u) +Aid) (5.25)
Sdy @dl - (D%f(a u)vdla + &Udl)
und
13} Wy — (D3 f (-, w)wr @ + aw, )
t=11: |= : € range(DLF ,p, 11 4y, (1) +A1d) (5.26)
tdz wdz - (Dgf(a U’)wdzﬂ + a'wdz)
gilt.
Ist (5.25) erfiillt, so ist (s1,..., Sq,) ein irreduzibler Unterraum von

range( DL byn 1byp (w) + Aid)[yp = {r € MT : (r,q) = /qu = 0 fiir alle

UAS ker(DLf+b1n1+b2n2 (U’) + /\ld)‘M{”}

Wegen b € B(f) ist A ein G-einfacher Eigenwert von DLy, (u)| e, das heifit der Eigen-
raum zum Eigenwert A von DL ip,n, +byn, (4)| g7 ist irreduzibel. Wegen @ (u, v, w, A, b) = 0
gilt daher ker(D L p,p, +bym, (u) + Aid)|pp = (v1, .. -, va,)-

Aus (5.25) folgt somit

C= (Cjk:) = (<Sj,’l)k>) = (/QSjUk) =0€ IRledl.
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Wie in Lemma 2.3.1 kann man sehen, dass C' dquivariant ist und somit ein Vielfaches der
Einheitsmatrix ist. Die Summation iiber die Hauptdiagonale liefert daher, dass

/Q > av) = /Q > (05 = DR, wpusi)y (5.27)

erfiillt sein muss. Analog folgt aus (5.26), dass @ so gewihlt sein muss, dass zusitzlich
noch

d2 d2
/ > av] = /| 3 (i = D3 wpwsiu, (5.28)

gilt.
Wéihlen wir

&:aZU?—FBwa (5.29)

mit a, 3 aus R, so fiihren (5.27) und (5.28) auf ein lineares Gleichungssystem fiir «
und 3. Wie im Beweis von Lemma 4.3.3 kann man zeigen, dass dieses Gleichungssystem
l6sbar ist, falls Annahme (A4) (siehe Seite 73) erfiillt ist. Mit dieser Losung bilden wir
a gemifB (5.29). Mit dieser Wahl von a sind dann (5.25) und (5.26) erfiillt. Daher ist
(@, 9, w) € range D®(u, v, w, A, b) und somit D®(u,v,w, A\, b) surjektiv. O

Nun kann Satz 1.2.4 angewandt werden.

Proposition 5.3.11 Ist Annahme (A4) erfillt, so ist die Menge Ry, ,,(M?{, M%) dicht in
CE(Q x R).

BEWEIS:

1. Essei f € Qmmnt1-

Der Transversalitidtssatz 1.2.4 liefert, dass
C(f) :={b € B(f) : 0 regulirer Wert von ®;}

residual in B(f) ist.
Es sei nun b € C(f). Dann ist D®(u, v, w, \) fiir alle (u, v, w, \) € ®71(0) surjektiv.
Sind (u,v,w,\) € ®1(0) und (4, 0,w) € Nj,, x M} x M¥b, so muss es u € M},
ve MY, we MHund X € R geben mit
D®y(u,v, w, \)(u,v,W,\) = (4,9, D).
Wegen b € B(f) ist die Gleichung
AT+ (Dof (-, u) + bo)u =1

eindeutig losbar. Da A ein einfacher Eigenwert von DL’} +bim-tbans (4) |17 mit Eigen-
vektor v ist, gibt es auch eindeutig bestimmte v = (vy,...,74,)" € M} und XA € R
mit

A’Ul + (Dgf(, U,) + b2 + )\)?71 + ;\’Ul @1 - D%f(, U)’Ulﬂ

Atg, + (Daf (-yu) + by + N)0g, + Avg, O, — D3f(-, u)vg, @
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Dann ist aber

Awl + (Dgf(, ’U,) + b2 + )\)@1 + /_\wl ’UAJ1 - D%f(, u)wla

Aw(b + (Dgf(, U) + b2 + A)U_)d2 -+ dez HA)d2 - D%f(, u)wd2ﬂ

nicht mehr fiir alle @ € NY 16sbar (vgl. auch Beweis von Proposition 4.3.4).

Also kann D®,(u, v, w, \) nicht surjektiv sein. Da aber 0 regulirer Wert von @y ist,
muss somit ®;'(0) = gelten.

Zusammen mit Lemma 5.3.8 ergibt sich jetzt, dass

B'(f) 2 {be B(f) : 0 ¢ range &y} O C(f)
residual und somit dicht in B(f) ist.

2. Nun seien f € C&(Q x R) und ¢ > 0. Gesucht ist ein f* € R, (M7, M}) mit
1f = fllex <e.
Aufgrund der Dichtheit von Qpn41 in C5(Q x R) gibt es ein f € Qpnp1 mit
1f = Fllex < 5.
Nach den Uberlegungen aus Beweisschritt 1 ist die Menge B'( f) dicht in B(f).

Es gibt daher ein b = (by,bs) € B'(f), so dass fiir f* := f + bim + bompo gilt
f* € Rupn (MY, MZ) und [[f — f*[lox < 5.

Dann ist
1f = Fllex < If = fllex + [1f = FFllex <e.
Hieraus folgt die Behauptung.

Korollar 5.3.12 Ist Annahme (A4) erfillt, so ist
Hpn = (B (MP, ME) - M?, MY isotypische Komponenten von W?P(Q) N Wy*(Q2)}
residual in CE(Q x R).

BEWEIS: Es seien M} und M} voneinander verschiedene isotypische Komponenten von
W22 (Q) N WyP(Q). Nach Proposition 5.3.11 ist Ry, ,(M?, M%) dicht in C%(© x R). Die
Offenheit von R, (M7, M3) ergibt sich wie in Proposition 5.3.1. Hieraus folgt die Be-
hauptung. O

Beweis von Satz 5.1.3

Nun koénnen die Ergebnisse aus Proposition 5.3.1 und Korollar 5.3.12 zusammengefasst
werden:
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Sind m, n und k£ aus IN, so folgt aus Proposition 5.3.1, dass
Hpn={f €CEQ xR): ist u€ GG(f) N ML, mit |jull < n, so sind alle
Eigenwerte A von DLg(u) mit |A] < m G-einfach}

offen ist. Korollar 5.3.12 liefert, dass H,,, dicht in C&(Q x R) ist. Hieraus ergibt sich,
dass

H™ = {f € CEQ xR): ist u € GG(f) N ML, so sind alle

wmu?

Eigenwerte von DL(u) G-einfach}

residual in C&(Q x R) ist.
Damit ist Satz 5.1.3 fiir £ € IN bewiesen.

Wie in Abschnitt 4.4 kann man hieraus nun folgern, dass auch im Fall £ = oo die
Menge H™ residual in C%(Q x R) ist.

Dies schliefit den Beweis von Satz 5.1.3 ab.



Kapitel 6

Spezielle Gruppen

In diesem Kapitel wird nachgewiesen, dass die Annahmen (A1) bis (A4) fiir bestimmte
Gruppen erfiillt sind.

Dabei werden im ersten Abschnitt ein- und zweidimensionale irreduzible Darstellungen
betrachtet, danach werden die zweidimensionalen Darstellungen der Gruppen O(2) und
ID,, fiir n € IN untersucht.

Im dritten Abschnitt wird nachgewiesen, dass die Annahmen (A1) bis (A4) fiir die
Gruppen O(2) und ID,, fiir n € IN erfiillt sind. Daher kénnen die Generizitétssitze aus
den Kapiteln 3, 4 und 5 auf diese Gruppen angewandt werden, und es werden die daraus
resultierenden Sétze formuliert.

6.1 Ein- und zweidimensionale Darstellungen

In diesem Abschnitt betrachten wir ein- und zweidimensionale irreduzible Darstellungen.

Es sei € ein beschrinktes Gebiet im IR fiir ein N € IN mit glattem Rand. Weiterhin
seien G eine kompakte Lie-Gruppe und p : G — GL(IR") eine Darstellung von G auf R",
so dass 2 invariant unter G (beziiglich p) ist. Dazu betrachten wir die dadurch induzierte
Darstellung auf LP(Q) fiir p € (1, 00).

Gegeben sei noch ein formal-selbstadjungierter, dquivarianter, strikt elliptischer,
linearer Differentialoperator zweiter Ordnung L : W?P(Q) N Wy (Q) — L?(Q) mit Koef-

fizienten aus C'*(€2).

Wir betrachten im Folgenden das Eigenwertproblem zu L auf  mit Dirichlet-
Randbedingungen

(L+Aidju=0 aufQ, wulspo=0.

Ist A € R ein Eigenwert von L und FE), der zugehorige Eigenraum, so ldsst sich
E, =&;_,U, als direkte Summe von irreduziblen Unterrdumen Uy, ..., U, darstellen.

In den folgenden beiden Lemmata wird untersucht, wie sich die Transformationsba-
sen von U, und U, fiir v, aus {1,..., s} zueinander verhalten, wenn einer der beiden
Unterrdume eindimensional ist oder beide Rdume zweidimensional sind und die Darstel-
lungen ply, und ply, dquivalent sind.
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Lemma 6.1.1 Es seten A ein Figenwert von L und E) der zugehirige Figenraum.
Weiterhin seien U; und U, irreduzible Unterrdume von E\ mit Dimensionen d; be-

ziehungsweise dy. Dabei sei dy = 1. Es sei Uy = (u1), und zu Us sei eine normier-
te Transformationsbasis vy, ...,vq, beziiglich einer geeigneten irreduziblen Darstellung
¢ G — GL(IR%) gegeben.
Dann ist
2, 1 & 2
uy # R > v (6.1)
2 k=1

Dabei ist (6.1) als Ungleichung in C*®(f2) zu verstehen, das heifit, die Funktionen
sollen nicht identisch gleich sein. Es ist durchaus moglich, dass es Punkte = € ) gibt mit
ui () = 4 4 w2(x), solange es mindestens ein = €  gibt, fiir das Ungleichheit besteht.

BEWEIS: (vgl. DRISCOLL [10, Lemma 2.4]) Es gibt ein Gebiet Q' C Q mit u1|s0r = 0 und
uq(z) > 0 fiir alle z € Q. Dann ist u; Losung des Eigenwertproblems

(L + Mld)u =0 auf QI, ’U,|3QI =0 (62)

zum Eigenwert .

Nach [13, Theorem 8.38] ist der erste Eigenwert eines Eigenwertproblems einfach und
die zugehorige Eigenfunktion ist auf dem Gebiet positiv. Da alle anderen Eigenfunktionen
zu dieser orthogonal (in L?()) sind, miissen sie Vorzeichenwechsel haben. Die Eigenfunk-
tion zum ersten Eigenwert ist also die einzige Eigenfunktion, die auf dem Gebiet positiv
ist.

Wegen u; > 0 auf Q' folgt hieraus, dass A fiir das Eigenwertproblem (6.2) der erste
Eigenwert ist und als solcher einfach ist.

Angenommen, es ist

d2
Wl = di 2.
2 k=1
Wegen u1|go = 0 miissen auch vy, ..., v4, auf 002 verschwinden. Also sind auch vy, ..., vq,
Losungen von (6.2) zum Eigenwert A. Da dieser aber einfach ist und uy, v, ..., vg, linear
unabhéngig sind, ergibt sich ein Widerspruch. O

Lemma 6.1.2 Es sei A ein Figenwert von L. Weiterhin seien Uy und U; zweidimen-
sionale irreduzible Unterriume des zugehdrigen Eigenraums Ey, so dass p|y, und p|u,
dquivalent sind. Fs seien u1,us eine Transformationsbasis von Uy und vy, vy eine Trans-
formationsbasis von Uy beziiglich einer geeigneten Darstellung p' : G — GL(IR?).

Dann konnen nicht gleichzeitig

u? +ui = v+ vl (6.3)

und
U1V + Uy = 0 (64)

erfillt sein.

Auch hier sind (6.3) und (6.4) als Gleichungen in C*°(Q) zu verstehen.
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BEWEIS: Angenommen, es gelten (6.3) und (6.4).
Es gibt ein Gebiet Q' C Q, so dass u;(z) > 0 fiir alle x € Q' und u; |sor = 0 ist. Wie
im Beweis von Lemma 6.1.1 ist dann A der erste Eigenwert des Eigenwertproblems

(L+pid)u=0 auf Q, wulse =0 (6.5)

mit Eigenfunktion wu.

Es sei z € 09'. Wegen u;(z) = 0 und Gleichung (6.4) gilt entweder us(z) = 0 oder
ve(z) = 0. Ist ua(x) = 0, so folgt aus (6.3), dass auch vy(x) = 0 sein muss. Also ist in
jedem Fall ve(z) = 0, das heifit, es ist ve|gor = 0. Daher ist auch vy eine Losung des
Eigenwertproblems (6.5) zum Eigenwert A. Da aber A fiir dieses Problem ein einfacher
Eigenwert ist und uy, v linear unabhéngig sind, ergibt sich auch hier ein Widerspruch. O

Bemerkung 6.1.3 Es gelten die gleichen Bezeichnungen wie in Lemma 6.1.2

1. Man kann die Gleichungen (6.3) und (6.4) auch punktweise als Schnitt von einem
Kreis und einer Geraden im IR? interpretieren: Sind v; und v, gegeben, so bedeutet
Gleichung (6.3), dass u;(z) und usy(z) fiir jedes z € Q auf einem Kreis mit Radius
(v1(z)2+v9(2)?)? liegen. Gleichung (6.4) heifit, dass (u;(z), u2(z))! im R2 orthogonal
zu (vi(z),ve(z))! fiir jedes z € Q ist. Die Kombination der beiden Gleichungen
beschreibt gerade den Schnitt von einem Kreis mit einer Geraden, also zwei Punkte.
Durch die Vorgabe von v;(x) und ve(z) fiir x € Q sind also u1(x) und uq(z) (fast)
eindeutig festgelegt. Die folgenden Uberlegungen zeigen, dass dies aber zu einem
Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit der Eigenfunktionen fiihrt.

2. Angenommen, es sind (6.3) und (6.4) gleichzeitig erfiillt.
Es gibt ein Gebiet ' C Q mit vy (x) # 0 fiir z € Q. Auf ' gilt wegen (6.4)

UgV2
U = ——-.
(%1

Mit (6.3) ergibt sich nun
2 2 U%U% 2
v +v; = 3 + uy
U1

beziehungsweise
(v +v3)vf = (vF + v3)u;.

Da v; auf Q' nicht verschwindet, ist vi(z) + v3(z) # 0 fiir alle z € ', und es folgt

2

ug(z)? = vi(z)? fiir alle z € . (6.6)

Angenommen, es ist us(z) = vi(z) fiir ein z € Q. Wegen der Stetigkeit von us
und v, und Gleichung (6.6) gibt es dann eine ganze Umgebung von z, auf der
up = vy gilt, was aber wegen der linearen Unabhéngigkeit von us und v; nicht sein
kann. Denn stimmen Lésungen von elliptischen Randwertaufgaben auf einer offenen
Menge iiberein, so sind sie gleich ([22, II1.19], siehe auch Abschnitt 6.2).

Analog sieht man, dass es kein z € Q' geben kann mit us(z) = —v;(z).

Das bedeutet, (6.3) und (6.4) kénnen nicht gleichzeitig erfiillt sein.
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3. Diese elementaren Uberlegungen schlagen aber fehl im Fall, dass man zwei dqui-
valente dreidimensionale irreduzible Unterrdume betrachtet. Denn dann beschrei-
ben die (6.3) und (6.4) entsprechenden Gleichungen geometrisch den Schnitt einer
Kugel und einer Geraden im IR3, also einen Kreis. Dies fiihrt aber nicht zu einem
Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit der Eigenfunktionen.

Man kann sich bei den Uberlegungen auch nicht auf Gleichung (6.3) beschrinken,
wie man es in Annahme (A1) (siehe Seite 45) im Fall zweier Unterrdume machen
mochte, deren Darstellungen nicht dquivalent sind.

6.2 Die Gruppen O(2) und D,

In diesem Abschnitt weisen wir nach, dass fiir die zweidimensionalen Darstellungen der
Gruppen O(2) und D, fiir n € IN die Bedingungen aus den Annahmen (A1) bis (A4)
erfiillt sind. Dieser Beweis basiert auf der speziellen Struktur der Darstellungen dieser
Gruppen, wobei es im Wesentlichen auf die Spiegelungen ankommt.

Der Satz von Aronszajn

Zur Vorbereitung wird in diesem Unterabschnitt noch ein Hilfsmittel aus der Eindeutig-
keitstheorie elliptischer Differentialoperatoren bereitgestellt.

Eine analytische Funktion, die eine unendlichfache Nullstelle hat, verschwindet iden-
tisch. Sind die Koeffizienten eines elliptischen Differentialoperators analytisch, so sind es
auch die Losungen des zugehorigen homogenen Randwertproblems. Sind die Koeffizienten
jedoch nur aus C*°(Q), so gilt das auch fiir die Losungen des Randwertproblems.

Das folgende Ergebnis besagt, dass trotzdem Losungen, die eine unendlichfache Null-

stelle haben, identisch Null sind.

Definition 6.2.1 Es sei Q C RY fiir ein N € IN ein Gebiet. Eine messbare Funktion
u: 2 — R hat eine unendlichfache Nullstelle an zy € €2, falls

/ lu| = O@E")  fire —0
|z—z0|<e
fiir alle n € IN gult.

Satz 6.2.2 (Satz von Aronszajn) [3] Es sei Q ein Gebiet im RY fiir ein N € NN,
und es sei L ein linearer, elliptischer Differentialoperator zweiter Ordnung auf € mat
Koeffizienten aus C*°(Q)). Die Funktion u € C*(Q) erfiille die Differentialungleichung

|Lul? < M(% ey [uf?) (6.7)
- a.’Ej ’

J=1

wober M > 0 eine Konstante sei.
Gibt es ein xy € €2, so dass u an xg eine unendlichfache Nullstelle hat, so ist u = 0.
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Die Eigenschaft, dass eine Lésung eines linearen, elliptischen Randwertproblems, die
eine unendlichfache Nullstelle hat, identisch Null ist, nennt man auch strong unique con-
tinuation property. Hieraus folgt auch sofort die weak unique continuation property, dass
nimlich Losungen linearer, elliptischer Randwertprobleme, die auf einer offenen Menge
Null sind, identisch verschwinden (vgl. [22, II1.19]).

Ist © ein beschriinktes Gebiet im RY fiir ein N € IN, und ist L ein strikt ellipti-
scher, linearer Differentialoperator zweiter Ordnung auf 2 mit Koeffizienten aus C*(Q),
so ist ker L. C C*°(Q). Ist u € ker L, so versteht man iiblicherweise unter einer unend-
lichfachen Nullstelle von u ein 7y € © mit D®u(x) = 0 fiir alle Multiindizes o € IN)Y.
Dabei benutzen wir die Multiindex-Schreibweise fiir Ableitungen: Fiir einen Multiindex

a=(ai,-..,ay) € N) bezeichnet

05} (03
p*:=po .. Doy = 0 J

—_— ai ...—aN.
0x] ox'y

Im Folgenden wird gezeigt, dass eine unendlichfache Nullstelle in diesem Sinne auch die
Bedingung aus Definition 6.2.1 erfiillt.

Korollar 6.2.3 Es sei Q ein beschrinktes Gebiet im RY fiir ein n € IN, und es sei L
ein strikt elliptischer, linearer Differentialoperator zweiter Ordnung mit Koeffizienten aus
C*®(Q). Ist u eine Ldsung von

Lu=0 aufQ, ulga=0,
und gibt es ein xy € Q mit D*u(zy) = 0 fiir alle Multiindizes o € Y, so ist u = 0.

BEWEIS: Es sei 2y € Q mit D*u(z,) = 0 fiir alle Multiindizes o € IN}).
Es sei n € IN. Weiterhin sei £ € IN mit (kK + 1) + N > n. Wegen D%*u(x) = 0 fiir alle
a € IN)Y ergibt sich mit dem Satz von Taylor

Du(xy) “u(zo + O(z — 39))

u(z) = ||Z ~ (x — m)® + | _Z D o (x — x)*
_ | _Z Du(xzq +a(?(x — Zp)) (2 — 20)°

mit einem © € (0, 1).
Es sei r > 0 mit B,(zo) = {z € RY : |z — x| <7} C Q. Nun sei ¢ € (0,7). Dann gibt
es ein C > 0 mit
Du(zy + O(x — x¢))
al

(@) =1 >

|a|=k+1

(# = 0)*|

< C'||U||ck+1(Br ))|33 - 5130|]€+1

(wo

< Olluller+1(B, o)™t

fir alle x € Q mit |z — zy| < €. Daraus folgt

/I | lu(z)|dr < Cllullor+1(p, zo) ™ da < C'eFHN < Crem
r—x0|<€E

— Jiz—mzo|<e
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mit einem C” > (. Hieraus ergibt sich, dass u an x eine unendlichfache Nullstelle im Sinne
von Definition 6.2.1 hat. Da wegen Lu = 0 die Differentialungleichung (6.7) trivialerweise
erfiillt ist, folgt aus Satz 6.2.2, dass u = 0 ist. O

Zweidimensionale Darstellungen von O(2) und D,

Es sei im Folgenden G entweder O(2) oder D, fiir ein n € IN. Dabei wird die Gruppe
D,, fiir n € IN von der Drehung ¢ um den Winkel %’T und einer Spiegelung x an einer
Symmetrieachse erzeugt, die Gruppe O(2) besteht aus den Drehungen ¢(«) und den
Spiegelungen kp(a) mit « € [0, 27), wobei k eine feste Spiegelung ist (vgl. Beispiel 1.1.4).

Wir betrachten eine Darstellung p : G — GL(IR") von G auf R" fiir ein N € I, die
dquivalent ist zu p' : G — GL(IR?) mit

s = () ) = ( °)
im Fall G = D,, (n € IN) und

, _ [cos(a) —sin(a) n (10

slotan = (i) )= (5 Y
fir o € [0,27) im Fall G = O(2) (vgl. Beispiel 1.1.4). Ohne Einschrénkung kénnen wir
annehmen, dass p(g) fiir g € G auf den ersten N —2 Komponenten wie die Identitit wirkt

und auf den letzten zwei Komponenten wie p'(g). Das bedeutet, ist z = (y, z) € RY mit
y € RV=2 und 2z € R2, so sei p(g)z = (y, p'(g)z) fiir alle g € G.

Nun sei Q C RY ein beschrinktes Gebiet, das invariant unter G beziiglich der Darstel-
lung p ist. Weiterhin sei L ein strikt elliptischer, dquivarianter, formal-selbstadjungierter,
linearer Differentialoperator zweiter Ordnung auf Q mit Koeffizienten aus C*°(Q2). Wir
betrachten das Randwertproblem

Lu=0 aufQ, wul|sq=0. (6.8)
Lemma 6.2.4 Es seien uq, us, v1, Vo linear unabhdngige Lisungen des Randwertproblems
(6.8) mit
G- (5) (-}
p(k)us —uy )7\ p(K)ve —v ) '
Dann gilt

U1V + UaVo 7é 0. (610)

Dabei ist (6.10) wieder als Ungleichung in C'*°(€2) aufzufassen, das heifit, es muss minde-
stens ein = € ) geben mit uy (x)vy(z) + uz(z)ve(z) # 0.

BEWEIS:

1. Angenommen, es ist
U1V + Uy = 0. (611)

Beweisidee: Aus der Symmetriebedingung (6.9) folgt, dass us und v, auf R¥~! x {0}
verschwinden, da sie beziiglich der Spiegelung x ungerade sind. Aufgrund der An-
nahme miissen dann auch u; oder v; auf R¥~" x {0} Null sein, was aber zu einem
Widerspruch fiihren wird, da diese Funktionen unter der Spiegelung x invariant sind.



6.2. Die Gruppen O(2) und D, 105

2. Aus (6.9) folgt uo(z,—y) = p(k)us(z,y) = —us(z,y) fir alle z € RY™! mit
(x,0) € Q. Das heiflt, uy ist ungerade in der letzten Komponente. Daher muss
uz(z,0) = 0 fiir alle z € RV mit (z,0) € Q sein. Die Annahme (6.11) liefert
dann

uy(z,0)vy(x,0) =0 fiir alle (z,0) € Q. (6.12)

Behauptung: Es gibt ein Gebiet U C RNt mit U x {0} C Q und uy(x,0) = 0 oder
v1(z,0) =0 fiir allex € U.

Wegen (6.12) muss fiir jedes € RY ! mit (z,0) € Q einer der beiden Faktoren
u1(x,0) und v;(z,0) Null sein. Angenommen, es gibt ein zo € RY ! mit (zo,0) € Q2
und vy (z9,0) # 0. Dann ist also u;(x,0) = 0. Wegen der Stetigkeit von v; gibt es
eine ganze Umgebung U von zy in RV ™! mit v, (x,0) # 0 fiir z € U. Dabei sei U so
gewihlt, dass U x {0} C  erfiillt ist, was wegen der Offenheit von © méglich ist.
Dann ist ui(z,0) = 0 fiir alle z € U.

3. Ohne Einschrinkung kénnen wir also annehmen, dass es ein Gebiet U C IRV~! mit
U x {0} C Q und u;(z,0) =0 fiir alle z € U gibt.

Behauptung: Fiir alle x € U und alle Multiindizes oo € N} gilt D%u;(x,0) = 0.

Wir zeigen mit vollstdndiger Induktion, dass fiir alle m € IN und alle Multiindizes
a € N} mit |a| < m gilt D%u;(x,0) = 0 fiir alle z € U.

3.1. Wegen uy(z,0) = 0 fiir alle z € U ist Dju;(z,0) = 0 und auch Diu,(z,0) =0
fiir alle z € U und alle j € {1,...,N — 1} und [ € IN.
Aus (6.9) folgt p(k)ui(z,y) = ui(z, —y) = ui(z,y) fir (z,y) € Q.
Es sei x € U. Wire Dyuy(z,0) > 0, so wiirde fiir hinreichend kleines y > 0

gelten
ul(x,y)—ul(m,O) >0 und ul(xa _y) —ul(:r,(])
Y -y
Hieraus folgt uq(z, —y) < u1(z,0) < ui(z,y). Wegen uy(x, —y) = u;(z,y) kann
dies jedoch nicht sein.

> 0.

Ebenso zeigt man, dass Dyu;(z,0) < 0 nicht gelten kann.
Also ist Dyuy(z,0) =0 fiir alle z € U.
Somit gilt Dyuy(z,0) =0 fiir allez € U und [ € {1,...,N}.
3.2. Hieraus folgt sofort auch D;Dyu;(x,0) =0 fiir x € U und [ € {1,.. — 1}
0

Es sei + € U. Aus Lu; = 0 ergibt sich zusammen mit ul(x O) = 0,
Dyuy(z,0) = 0, Dyuy(x,0) = 0 und D?u;(x,0) = 0 und D;Dyuy(z,0) = 0
firl e {1,...,N -1}

0 = Luy(x,0)

= Z Dj(ajk($, O)DkU,1(.7), 0) + bj(l', O)U1($, 0))

jk=1
N
+ Y ¢j(x,0)Djus (2, 0) + d(z, 0)ui(z, 0)
j=1

= any(z, O)D]?Vul(x,O).
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Aufgrund der Elliptizitit von L ist ayy(z,0) # 0, also muss D%u;(x,0) = 0
gelten.
Daher ist D% (z,0) = 0 fiir alle z € U und o € N} mit |a < 2.

3.3. Es sei nun m > 2 und es gelte D%uy(x,0) = 0 fiir alle z € U und alle a € INYY
mit o] <m — 1.
Dann folgt sofort D;D%u;(x,0) =0 firallex € U, L € {1,..., N — 1} und alle
a € N} mit |a] <m—1.
Aufgrund der Vertauschbarkeit der Ableitungen bleibt nur noch zu zeigen, dass
D7uy(x,0) = 0 fiir alle z € U gilt. Aus Lu; = 0 folgt D% ?Lu; = 0. Wegen
D%uy(z,0) = 0 fiir alle z € U und alle & € N} mit |o| < m und a # (0,m)
und Lu; = 0 ergibt sich hieraus LD ?u;(x,0) = 0 fiir 2 € U. Wie im vorigen
Beweisschritt folgt nun D%, D% ?u;(x,0) = Dfuy(x,0) = 0 fiir alle z € U.

4. Also gibt es ein g € Q mit D%u(xq) = 0 fiir alle Multiindizes o € IN)Y. Aus Korollar

6.2.3 folgt nun u; = 0, was aber nicht sein kann. Also ist die Annahme (6.11) falsch
und es gilt uv; + ugvy # 0.

O

Lemma 6.2.5 Es seien uy, us, v1, v linear unabhdngige Lisungen des Randwertproblems

(6.8) mit
() -(n) () -(a) e

u? + ul # v? 4 va. (6.14)

Dann gilt

Auch (6.14) ist als Ungleichung in C*°(€2) zu verstehen.

BEWEIS: Wir setzen @; = u; — v; und 9; = u; + v, fiir j € {1,2}. Dann sind @y, Uz, 01, D2
linear unabhéngig und aus (6.13) folgt

() = () () = (52)
Lemma 6.2.4 liefert nun

1]1’171 + ’122’172 = (ul - vl)(ul + ’1)1) -+ (’U,Q — 1)2)(’11,2 + Uz) 76 0.

Also ist
u? + u3 # v¥ + vs.

Bemerkung 6.2.6

1. Im Beweis von Lemma 6.2.4 wird benétigt, dass die Koeffizienten von L und die
Losungen des Randwertproblems (6.8) unendlich oft differenzierbar sind.
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2. Die im Beweis von Lemma 6.2.4 verwendete Methode basiert darauf, dass die Gruppe
G Spiegelungen enthélt. Daher kann sie nicht fiir die zweidimensionalen Darstel-
lungen der Gruppen Z, oder SO(2) angewandt werden.

3. Es sei Q C IR? ein unter der vollen Symmetrie-Gruppe des Wiirfels invariantes
Gebiet im R?. Sind w, us, u3 und vy, v9, v5 Transformationsbasen von irreduziblen
Unterrdumen von ker L beziiglich der ,natiirlichen“ dreidimensionalen Darstellung
der Gruppe, so folgt aus

U1 + UV + uzvz =0

lediglich die Existenz einer Geraden im IR?, so dass eine der Funktionen auf die-
ser Geraden Null ist und invariant unter den Spiegelungen an dieser Geraden ist.
Hieraus kann man aber nicht auf eine unendlichfache Nullstelle schlieflen, dazu ware
eine Ebene, auf der die Funktion verschwindet und beziiglich der sie spiegelungssym-
metrisch ist, nétig. (Wéren wuy, us, ug und vy, ve, v3 Transformationsbasen beziiglich
einer anderen dreidimensionalen Darstellung der Gruppe, so gébe es eine solche
Ebene, und man kénnte die Existenz einer unendlichfachen Nullstelle nachweisen.)

Diese Uberlegungen zeigen, dass bei manchen hoherdimensionalen Darstellungen die
Beweismethode von Lemma 6.2.4 ebenfalls versagt.

6.3 Ergebnisse

In diesem Abschnitt wird nachgewiesen, dass die Annahmen (A1) bis (A4) fiir bestimmte
Gruppen erfiillt sind, und es werden die sich daraus ergebenden Generizitéitssitze formu-
liert.

Zunéchst sollen die Ergebnisse aus den Kapiteln 3 und 4 angewandt werden.

Ist Q ein Gebiet im RY fiir ein IN € IN, und ist L : H2(Q) N Hy (Q) — L*() ein strikt
elliptischer, selbstadjungierter, linearer Differentialoperator zweiter Ordnung auf €2, so
betrachten wir das Eigenwertproblem zu L auf {2 mit Dirichlet-Randbedingungen

(L+Aidju=0 aufQ, wulspqo=0.

Satz 6.3.1 Es sei G die Gruppe O(2) oder D, fir ein n € IN. Weiterhin sei 2
ein beschrinktes Gebiet im RY fir ein N € IN mit glattem Rand, das invariant un-
ter einer Darstellung p : G — GL(RY) der Gruppe G auf RN ist. Auflerdem sei
L:H*(Q)NH(Q) — L*(Q) ein dquivarianter, selbstadjungierter, strikt elliptischer, li-

nearer Differentialoperator zweiter Ordnung auf Q) mit Koeffizienten aus C*(£2).
Dann ist die Menge

B':={be CZX(Q): alle Eigenwerte von Ly = L + b sind G-einfach}

residual in CF ().
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BEWEIS: Die Aussage folgt aus Satz 4.1.1, falls wir nachweisen, dass in der gegebenen
Situation Annahme (A2) (siehe Seite 58) erfiillt ist. (Man kann auch alternativ Satz 3.1.1
verwenden. )

Essei b € C*®(Q), und es sei A € R ein Eigenwert von L, = L+b. Fiir den zugehérigen
Eigenraum gelte

S
E, = @1 U,
(v) (v)

wobei Uy, ..., Uy irreduzible Unterrdume seien. Ist v € {1,...,s}, sosei uj ’,...,uy eine

normierte Transformationsbasis von U, beziiglich einer geeigneten irreduziblen Darstel-
lung p, : G — GL(IR%) mit d, € IN.
1. Es seien v,y aus {1,...,s}. Sind d, = d, = 1 und sind p|y, und p|y, dquivalent, so
gilt
D) 75 0
denn wenn Losungen von elliptischen Randwertproblemen auf einer offenen Menge
verschwinden, sind sie identisch Null ([22, II1.19], siehe auch Abschnitt 6.2).

2. Es seien v, aus {1,...,s}, und es sei d, = 1 und p|y, und p[y, seien nicht dquiva-
lent. Aus Lemma 6.1.1 folgt

(V) 7& Z

.Ukl

3. Nun seien v, g aus {1,...,s} mit d, =d, = 2.

Sind p|y, und p|y, dquivalent, so seien p, = p, und aus Lemma 6.2.4 folgt
W0+ u®u 2 o)
Falls p|y, nicht dquivalent zu p|y, ist, liefert Lemma 6.2.5
(") + ()" # (ui)” + (u”)”
Hieraus folgt, dass Annahme (A2) (und auch Annahme (A1)) erfiillt ist. O

Da Annahme (Al) (siehe Seite 45) etwas weniger einschrinkend ist als Annahme
(A2) und Satz 3.1.1 (im Gegensatz zu Satz 4.1.1) auch Gruppen, die Darstellungen vom
komplexen Typ haben, zuldsst, kann man aus Satz 3.1.1 zusammen mit Lemma 6.1.2 eine
analoge Generizitidtsaussage fiir weitere Gruppen erhalten:

Satz 6.3.2 FEs sei G eine Gruppe, die nur eindimensionale und hdchstens eine zwei-
dimensionale irreduzible Darstellung hat. Weiterhin sei 0 ein beschrinktes Gebiet im RN
fiir ein N € IN mit glattem Rand, das invariant unter einer Darstellung p : G — GL(IRY)
der Gruppe G auf RY ist. Auferdem sei L : H?(2) N H () — L2(Q) ein dquivarianter,
selbstadjungierter, strikt elliptischer, linearer Differentialoperator zweiter Ordnung auf €2
mit Koeffizienten aus C*°(Q).

Dann ist die Menge

B :={be CX(Q) : alle Eigenwerte von Ly, = L + b sind G-einfach}

residual in CF(Q).



6.3. Ergebnisse 109

Satz 6.3.2 kann zum Beispiel auf die Gruppen Zj3 und Z, angewandt werden (auch auf
ID; und Dy, doch auf diese Gruppen kann auch Satz 6.3.1 angewandt werden).

BEWwEIS: Es sei A € R ein Eigenwert von Ly = L + b fiir ein b € C*®(Q). Der zugehorige
Eigenraum sei

E)\ = 69 UI/:
v=1

wobei Uy, ..., Us irreduzible Unterrdume seien. Ist v € {1,..., s}, so sei u§”), .. ,u((i':) eine
normierte Transformationsbasis von U, beziiglich einer geeigneten irreduziblen Darstel-

lung p, : G — GL(R%) mit d, € {1,2}.

1. Es seien v,y aus {1,...,s}. Sind d, = d, = 1 und sind p|y, und p|y, dquivalent, so
folgt (wie im Beweis von Satz 6.3.1)

ugu)ug") # 0.

2. Es seien v,y aus {1,...,s}. Ist d, = 1 und sind p|y, und p|y, nicht dquivalent, so
liefert Lemma 6.1.1
v L 5 (32
(w17 # == D).
H k=1
3. Nun seien noch v und g aus {1,..., s} mit d, = d, = 2. Da G nur eine zweidimen-

sional irreduzible Darstellung hat, sind p|y, und p|y, dquivalent und es ist p, = p,.
Aus Lemma 6.1.2 folgt, dass

W)+ (@) = @) + (f)?

und
Wl 4 ol = 0

nicht gleichzeitig erfiillt sein kénnen.

Aus diesen Uberlegungen folgt, dass Annahme (A1) erfiillt ist. Satz 3.1.1 liefert somit die
Behauptung. O

Als néchstes betrachten wir Reaktions-Diffusions-Gleichungen:

Es sei 2 ein Gebiet im R fiir ein N € IN, und es sei G eine kompakte Lie-Gruppe,
so dass Q invariant unter einer Darstellung p : G — GL(R") von G auf RY ist.
Fiir f € C(Q x R) betrachten wir die dquivariante Reaktions-Diffusions-Gleichung mit
Dirichlet-Randbedingungen

ur=Au+ f(,u) = Le(u) auf Q,t>0, wulgqo=0 fiir¢>0. (6.15)

Durch (6.15) wird fiir p > N ein lokaler Halbfluss auf W, () erzeugt. Die Menge der
unter G invarianten Gleichgewichte dieses Halbflusses werde mit GG, (f) bezeichnet.
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Satz 6.3.3 Es sei G die Gruppe O(2) oder D, fir ein n € IN. Weiterhin sei 2 ein
beschrinktes Gebiet im RN fiir ein N € IN mit glattem Rand, das invariant unter einer
Darstellung p : G — GL(IRY) der Gruppe G auf RYN ist.

Dann ist die Menge

{feCX@QxR): firu€ GGin(f) ist 0 ¢ o(DLs(u)) und
alle Eigenwerte von DL (u) sind G-einfach}
residual in CF(Q x R).

Das bedeutet, fiir generische Nichtlinearititen f € CF(Q x R) sind die invarianten
Gleichgewichte von (6.15) hyperbolisch und die Linearisierung von L; an einem solchen
invarianten Gleichgewicht hat nur G-einfache Eigenwerte.

BEWwWEIS: Wie im Beweis von Satz 6.3.1 kann man sehen, dass die Annahmen (A3) und
(A4) (siehe Seiten 72 und 73) erfiillt sind. Aus den Sétzen 5.1.1 und 5.1.3 folgt nun die
Behauptung. O
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Zusammenfassung

In der Theorie Dynamischer Systeme wird die zeitliche Entwicklung eines Systems be-
schrieben durch Fliisse (oder Halbfliisse), die zum Beispiel von partiellen Differentialglei-
chungen erzeugt werden. Wichtige Informationen iiber das System liefert das Spektrum
der Linearisierung der jeweiligen Gleichung.

In dieser Arbeit werden generische Eigenschaften des Spektrums von dquivarianten partiel-
len Differentialoperatoren untersucht. Dabei ist eine Eigenschaft generisch fiir eine Klasse
von Operatoren, wenn die Menge der Operatoren mit dieser Eigenschaft residual ist, also
der abzidhlbare Durchschnitt von Mengen, die offen und dicht sind. Ein Operator heifit
dquivariant, wenn er mit der Aktion einer kompakten Lie-Gruppe (die die Symmetrien
des Problems beschreibt) vertauscht.

Ein Hauptergebnis der Arbeit ist, dass generisch dquivariante, elliptische Differential-
operatoren nur G-einfache Eigenwerte haben. Dabei heifit ein Eigenwert eines dquivari-
anten Operators G-einfach, wenn der dazugehorige Eigenraum irreduzibel ist, also keine
nichttrivialen Unterrdume, die unter der Gruppenaktion invariant sind, besitzt.

Genauer wird folgendes gezeigt: Es sei G eine kompakte Lie-Gruppe, die noch einer Annah-
me geniigt, und es sei {2 ein unter G invariantes Gebiet im IRY fiir ein N € IN. Weiterhin
sei L ein dquivarianter, selbstadjungierter, strikt elliptischer, linearer Differentialoperator
zweiter Ordnung mit Koeffizienten aus C*(Q) fiir ein k € INU {oo}. Mit C&(Q) werde die
Menge der unter G invarianten Funktionen aus C*(Q) bezeichnet. Dann ist die Menge
der Funktionen b € CE(Q), fiir die alle Eigenwerte von L + b G-einfach sind, residual in
CE(Q). Die Annahme, der die Gruppe geniigen muss, ist im Fall k¥ = co zum Beispiel fiir
die Gruppe O(2) und die Diedergruppen ID,, (n € IN) erfiillt.

Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung von Ergebnissen von ALBERT und UHLENBECK,
die im Fall ohne Symmetrie bewiesen haben, dass fiir eine residuale Menge von b € C*(Q)
die Operatoren L + b nur einfache Eigenwerte haben. Im Fall dquivarianter Operatoren
hat PEREIRA ein dhnliches Ergebnis fiir Storungen durch Gebietsvariation gezeigt.

Es werden zwei Beweise préasentiert, die auf den Anséitzen von ALBERT, UHLENBECK
und PEREIRA basieren. Zentrale Hilfsmittel sind dabei ein Stérungssatz beziehungswei-
se ein Transversalititssatz. Die Idee bei der Ubertragung auf den dquivarianten Fall ist,
irreduzible Unterrdume durch geeignet gewéhlte Basen dieser Rdume darzustellen.

Im zweiten Ergebnis der Arbeit wird die gleiche Beweismethode verwendet, um Gleich-
gewichte von dquivarianten Reaktions-Diffusions-Gleichungen zu untersuchen.

Es seien € ein Gebiet im IR fiir ein N € IN und G eine kompakte Lie-Gruppe, so dass )
invariant unter G ist. Es sei C%(Q x R) die Menge der Funktionen aus C*(Q x R), die in
der Raumvariablen invariant unter G sind. Gegeben sei nun die dquivariante Reaktions-
Diffusions-Gleichung u; = Au + f(-,u) mit f € C&(Q x R). Ein Gleichgewicht u des von
dieser Gleichung erzeugten Halbflusses heifit hyperbolisch, falls das Spektrum der Linea-
risierung des Operators A + f an u nicht die imaginére Achse trifft. Es wird gezeigt, dass
die Menge der f € CE(Q x R), fiir die alle unter der Gruppen invarianten Gleichgewichte
der Gleichung u; = Au + f(-,u) hyperbolisch sind, residual in C%(Q x R) ist, falls die
Gruppe G wieder einer Annahme geniigt, die fiir O(2) und ID,, (n € IN) erfiillt ist.

Dies ist eine Verallgemeinerung eines Ergebnisses von BRUNOVSKY, POLACIK, die im Fall
ohne Symmetrie gezeigt habe, dass generisch die Gleichgewichte der Reaktions-Diffusions-
Gleichung hyperbolisch sind.
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