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Einleitung

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit den Deformationen von Quotienten von C? nach
endlichen zyklischen Gruppen. Diese Klasse von rationalen Flachensingularititen ist dadurch
gekennzeichnet, daf§ ihr Auflésungsgraph aus einer unverzweigten Kette von exzeptionellen
projektiven Geraden besteht. Wir schreiben eine zyklische Quotientensingularitéit in der
Form X = X,,,, wobei die Gruppe von X erzeugt wird von dem Automorphismus (u,v) —
(Cou, CTv) mit teilerfremden n und ¢ und einer primitiven n-ten Einheitswurzel (,, und
gewinnen a = (ay, ..., a._1) aus der Kettenbruchentwicklung von Pt

Die Frage nach der versellen Deformation zyklischer Quotienten X, d.h. einer Defor-
mation, die alle anderen Deformationen von X durch einen Basiswechsel mit eindeutiger
Tangentialabbildung induziert, hat Arndt in seiner Dissertation [A] behandelt. Sein Resul-
tat ist die Beschreibung der Struktur der Ideale des Basis- und des Totalraums einer versellen
Deformation X — S von X. Es stellt sich heraus, dafl der Basisraum S im allgemeinen viele
Komponenten hat, die auch eingebettet sein kénnen.

Eine entscheidende Beobachtung bei der Beschreibung der nicht-eingebetteten Kom-
ponenten ist der enge Zusammenhang zu den von Christophersen in [C1] eingefiihrten 0-
zuléssigen Ketten. Die Komponenten des reduzierten Basisraums der versellen Deformation
von X werden parametrisiert durch die Ketten k& = (ko, ..., k._1), deren Kettenbruchent-
wicklung den Wert Null ergibt und fiir die £ < a gilt. Fiir seinen Beweis dieser Tatsache
in [Ste] benutzt Stevens die von Kolldr und Shepherd-Barron gezeigte 1-1-Korrespondenz
von P-Auflésungen von X und den Normalisierungen der Komponenten von S,.q (siehe
[KSB]). Eine P-Auflésung einer rationalen Flachensingularitét ist definiert als eine Modi-
fikation, auf der hochstens rationale Doppelpunkte oder die sogenannten T-Singularitéiten
liegen diirfen. Der Beweis in [Ste| erfolgt durch Induktion iiber die simultane Konstruktion
der Auflosungsgraphen der P-Auflosungen zyklischer Quotienten einerseits und der Ketten
a und k andererseits. Es ergibt sich unter anderem eine Darstellung des Tangentialraumes
an alle Komponenten des reduzierten Basisraums, die sich damit als nicht-singulér heraus-
stellen.

Als Glattung einer isolierten Singularitédt hat jede Deformation X — Sy iiber einer
nicht-eingebetteten Komponente des versellen Basisraums von X eine sogenannte Mono-
dromietiberlagerung. Die Operation der Fundamentalgruppe 7 (Sg \ Dy) auf der Homolo-
giegruppe Hy(F'), wobei Dy, die Diskriminante von Sy, bezeichne und F' die Milnorfaser sei,
induziert eine unverzweigte Uberlagerung von Sy \ Dy, eine verzweigte Uberlagerung von
Sy und damit eine Deformation von X. In [C1] beschreibt Christophersen fiir zyklische
Quotientensingularitiaten X = X (ag, ..., a._1) und 0-zuléissige Ketten k < a mit Hilfe von
expliziten Gleichungen die Deformationen iiber der Komponente S, und findet eine kano-
nische Galoische Uberlagerung dieser Familie mit Gruppe &,_z, dem direkten Produkt der
symmetrischen Gruppen &,,_,.,€ = 2,...,e—1, die durch Permutation der Deformationspa-
rameter operieren. Die Vermutung, daf§ es sich hierbei um die Monodromieiiberlagerung der
Glattung X, — Sy handelt, bestétigt sich in [BC]. Tatséchlich kann diese Deformation reali-
siert werden als Zusammenblasung der Deformation iiber einem bestimmten Unterraum des
Deformationsraumes der M-Auflosung von X, die die zu k gehorige P-Auflésung dominiert.
Diese Modifikation von X weist hochstens T-Singularitdten mit Milnorzahl 0 auf, und die
zusammenzublasende Deformation hat keine Monodromie. Dies verallgemeinert die fiir alle



rationalen Fldchensingularititen giiltige Tatsache, dafi die zusammengeblasene verselle De-
formation der minimalen Auflésung durch einen endlichen Basiswechsel aus der Familie iiber
der Artinkomponente gewonnen werden kann. In diesem Fall ist die zugehorige P-Auflosung
die Rationale Doppelpunkt-Auflésung der Singularitét, iiber der als M-Auflésung die mini-
male Auflosung von X liegt.

Das Hauptresultat dieser Arbeit ist die Bestétigung der Vermutung von Riemenschnei-
der, dafl es eine Deformation von X gibt, die die verselle Deformation iiberlagert und die
iiber jeder nicht-eingebetteten Komponente die oben beschriebene Monodromieiiberlage-
rung induziert (siche [BR]). Wie schon in [Riel] fiir kleine Einbettungsdimensionen gezeigt
werden konnte, operiert auf dieser Deformation in natiirlicher Weise dquivariant die Gruppe
So1 = Hi;; S,, ,. Es stellt sich heraus, dafl {iber jeder Komponente S lineare Réume
Ty C Treq liegen, die durch &, ; permutiert werden. Fixieren wir ein T}, so erhalten wir
alle Komponenten von T,..4 iiber Sy als Translate g7}, mit g € &,_;. Auf den Deformationen
9Vr — g1y operiert dquivariant die Gruppe &, _,, und jede dieser Familien ist eine Mono-
dromieiiberlagerung von X — Sj. Aufgrund dieser Eigenschaften nennen wir die Gruppe
®,_1 die Monodromiegruppe der versellen Deformation von X = X (a).

Der Beweis von Satz 2.1, der das Hauptresultat der Arbeit formuliert, erfolgt durch die
explizite Konstruktion der Deformation iiber dem Raum T..4. Uber die Systeme von Erzeu-
gern des Ideals von X, die wir in 1.4 mit Hilfe des in 1.3 definierten Punkteschemas v/, ange-
ben, konnen wir fiir alle & < a flache Familien iiber linearen Raumen T}, mit spezieller Faser
X konstruieren. Die Flachheit der einzelnen Familien folgt aus der Liftbarkeit des zum Er-
zeugendensystem gehorigen Systems von erzeugenden Relationen. Die Vereinigung all dieser
Deformationen ergibt eine flache Familie iiber der Vereinigung der Basisrdume 7;..4. Die Kon-
struktion erfolgt zunichst eingebettet in einen Raum, dessen Dimension grofier als dim 7's
ist und tiber dem die Gleichungen eine symmetrische Gestalt annehmen (siehe Abschnitt
2.2). Die Familie iiber T,.q entsteht aus dieser Deformation durch das Herunterschneiden
mit geeigneten linearen Gleichungen. Unter Verwendung von Arndts Konstruktion gelingt
es zu zeigen, dafl die Deformation mit Basisraum 7., auch induziert wird, wenn die Defor-
mationsparameter in den Gleichungen fiir die verselle Deformation von X als symmetrische
Funktionen aufgefafit werden (Proposition 2.9). Aus der Beschreibung der Tangentialraume
an die Komponenten S, C S kénnen wir in Proposition 2.10 folgern, dafi die Komponenten
g1y, g € B, 1 von T,.4 tatsiachlich auf S, abgebildet werden. Da die Uberlagerung gl — Si
auBlerhalb der Diskriminante von Sy unverzweigt von der Ordnung |&, | ist, konnen wir
schlieffen, dafl die Deformation iiber g7} eine Monodromieiiberlagerung von X, — Sj ist
(Proposition 2.11).

Durch eine genauere Untersuchung der Familien g), — g¢T} in Kapitel 3 gelingt die
Bestimmung der Diskriminanten der Komponenten ¢7) C T,.q, d.h. des Ortes, iiber dem
die Fasern singuldr sind (Proposition 3.3). Wir geben alle Singularitéten der Nachbarfasern
an und diskutieren insbesondere die Fasern iiber den generischen Punkten der einzelnen
Komponenten der Diskriminante (Proposition 3.6).

Der Ausgangspunkt fiir Kapitel 4 ist die Tatsache, dafi in [A] ein Existenzbeweis fiir die
Gleichungen der versellen Deformation von zyklischen Quotienten erbracht wird, aus dem
sich aber (aufler im Fall der Kegel iiber rationalen Normkurven) kein Algorithmus fiir deren
Berechnung ableiten 1483t. Wir geben in 4.1 eine Vermutung fiir einen induktiven Algorithmus



an. In den Abschnitten 4.2 und 4.3 zeigen wir, dafl dieser bis zur Einbettungsdimension 7
und fiir Kegel iiber rationalen Normkurven zum Erfolg fiihrt.

Abschliefend verwenden wir im Abschnitt 4.4 die in 4.1 abgeleiteten Gleichungen, um
mithilfe des Computeralgebra-Programms SINGULAR (siehe [GPS]) die Primérzerlegung der
versellen Basisrdume in einigen Beispielen bis zur Einbettungsdimension 8 zu berechnen.
Diese Ergebnisse veranlassen uns, eine Vermutung iiber die Struktur der assoziierten Prim-
ideale der eingebetteten Komponenten fiir beliebige zyklische Quotientensingularitéiten zu
formulieren.

Mein herzlicher Dank gilt Prof. Dr. Oswald Riemenschneider fiir die Anregung zu dieser
Arbeit und viele inspirierende Diskussionen iiber zyklische Quotientensingularitéiten. Be-
sonders danken mdochte ich auch Dr. Jan Stevens fiir den stets hilfreichen Austausch iiber
die verschiedenen Aspekte des behandelten Themas. Fiir die konsequente Ermunterung, die
vorliegende Arbeit nach zahlreichen Unterbrechungen doch noch fertigzustellen, gebiihrt
beiden ein zusétzliches Dankeschon.



1 Zyklische Quotientensingularititen

1.1 Kettenbriiche und Invarianten

Gegenstand der vorliegenden Arbeit sind die zweidimensionalen zyklischen Quotientensingu-
laritdten, d.h. Quotienten von C? nach kleinen, endlichen zyklischen Gruppen G C GL(2,C)
([Rie2]). Nach [B] kann man bis auf Konjugation annehmen, daf§ G erzeugt wird von einem

Automorphismus der Gestalt
G 0 u

wobei (, eine primitive n-te Einheitswurzel und ¢ eine ganze zu n teilerfremde Zahl mit
0 < g < n sei. Der Quotient C?/G hat eine Singularitéit im Ursprung, die wir mit X := X, ,
bezeichnen. Zwei Quotienten X,, , und X,/ , sind genau dann isomorph, wenn n = n’ und
q = ¢ oder ¢¢' = 1(n) sind.

Quotientensingularitdten sind immer rational ([B]). In unserem Fall ist die exzeptionelle
Menge auf der minimalen Auflssung eine Kette von Kurven E; ~ P! 1 < j <r:

_bl _b2 _brfl _br
.—. ... .. .—.

Die Selbstschnittzahlen —b; kann man aus der Kettenbruchentwicklung von % ablesen. Es

gilt:
Z:bl— 15y —...— 1[b,

Uber die Kettenbruchentwicklung von -2

n—q
n
n_q:ag -1 ag —...— 1 Qe_1
148t sich mit wiv’ fiir e =1,..., e , wobei

11="n, 72="10—(, let1 = Qele — le—1

.jl = Oa j2 = 17 j€+1 = a’eje _jE—l
fiir e = 2,...,e — 1 seien, ein minimales Erzeugendensystem der Invariantenalgebra berech-
nen ([Rie2]). Die Abbildung u’v? +— x. mit € = 1,...,e liefert eine minimale Einbettung

von X in C°¢ Im folgenden werden wir zyklische Quotientensingularititen in der Form
X = X(a) = X(ag, ..., a.1) angeben.

Zyklische Quotientensingularitéiten konnen auch als zweidimensionale affine torische Va-
rietéiten aufgefait werden. In [O] wird gezeigt, dal die Varietit des Kegels ((1,0), (—¢,n)) C
R? isomorph zu X, , ist.



Us Us Us Us Us
(N Vg Vg V4 V4
Uy Uy Vs Vs Vs
U3 U3 U3 U3 U3
Vg () [ () (%)
(1,2,2,1) (2,1,3,1) (1,3,1,2) (3,1,2,2) (2,2,1,3)

Abbildung 1: Triangulierungen fiir e = 6.

1.2 0-zulissige Ketten

In [C1] fuhrt Christophersen die sogenannten 0-zuldssigen Ketten ein, um die Deformationen
iiber den reduzierten Komponenten der versellen Deformation zyklischer Quotientensingu-
laritdten zu beschreiben.

Ein Element k= (ky, ..., k._1) € N°72 heifle eine 0-zulissige Kette, wenn fiir die rekursiv
durch ay = 0,0 = 1 und a1 = k.. — a1 definierte Folge gilt: o > 0 fiir 1 <e<e—1
und a, = 0. Diese beiden Bedingungen implizieren, daf§ der Kettenbruch zu k wohldefiniert
ist und daf gilt:

ky — ks —...— 1/key = 0.

Mit K._o bezeichnen wir die Menge aller Nullketten der Liange e — 2. Die Anzahl der
Elemente von K,_ ist gleich der Catalan-Zahl ¢, = -5 (2(:__33)). In [Ste] wird beschrieben,
wie k € K. o als Triangulierung des (e — 1)-Gons mit den Ecken v, und vs, ..., v._1 inter-
pretiert werden kann (siehe Abbildung 1). Die Anzahl der Dreiecke, die die Ecke v, treffen,
ist gleich k.. Die Zahl «, ist gleich 1 genau dann, wenn v, mit v, verbunden ist. Die weiteren
a. berechnen sich rekursiv iiber as = o, + o, wenn v,,v; und v, ein Dreieck bilden mit
v <0 <e.

Es gibt zwei kanonische Verfahren, aus Elementen von K. 5 Ketten aus K._; zu erzeugen:

das Aufblasen und das Verldngern am ersten und am letzten Index.

Aufblasen von 0-zuldssigen Ketten.
Ist k = (Ko, ..., ke—1) € Ke_o, so liegen die Ketten

(1,]€2—|—1,...,]{6,1),(]{2,...,]{6,1+1,1> und
(k'2+1,...,]{Zi+1,1,]{3i+1—|—1,...,k’€,1), 2§Z§6—2,

in K._; und es gilt:
Lemma 1.1 Alle Elemente aus K._1 enstehen durch Aufblasen aus Ketten aus K._s.

Beweis: Es ist K1 = {(0)} und Ky = {(1,1)}. Ist k € K. 1, so gibt es einen Index mit
k. =1, weil sonst [ko, ... ke 1] = % > (0 wére. An dieser Stelle kann man niederblasen. [



Verldangern von 0-zuldssigen Ketten.

Ist k= k% = (ksi1,..., ki, k1) € K51 mit gy = 1 und ke = #{a, = 1,v > 1}, so sei
kOt = (ksiq, ... ki +1,... ke_1, ko). Das Verkiirzen von Ketten geschieht wie folgt: Es sei
k =kt = (ksoq, ..., ki, ... k) € K._s und [ der eindeutig bestimmte Index mit oy = 1
und o, > 1 fiir [ < v < € — 1. Dann definieren wir k%€ als (ksi1,...,k—1,...,k_1). Analog
definieren wir auch k%% zu k = k% € K, _5_; und k%€ zu k = k%1 € K__.

Lemma 1.2 Die oben definierten Ketten k>t und k¢ sind 0-zulissig, und es gilt die
Gleichheit der Ketten (K><*1)%< und k.

Beweis: Ist oy = 1, so sieht man in der oben erwidhnten Beschreibung aus [Ste|, daf v,, v,
und v, ein Dreieck bilden. Man kann v, weglassen und erhélt eine neue Triangulierung, in
der v; ein Dreieck weniger trifft. Im anderen Fall kann man eine neue Ecke v, zwischen v,
und v._ einfithren. Alle Ecken v, mit a, = 1 und v > [, die in der alten Triangulierung v,
treffen, haben nun eine Verbindung zu v.. Hinzu kommt die Gerade v.v,. Insgesamt folgt
ke =#{a, =1, v >1}. O

Bemerkung 1.3 4) Ist k= k% = (ksy1,..., ke_1) eine O-zuldssige Kette aus K._5_1, so
gilt (kde—1)otle=l — (potle)dtlesl

i) Fiir ein k = k¢ € K,_s_; ist die 0-zulissige Kette K e Ko g qymitd+1<8+1<
¢ — 1 < e — 1 wohldefiniert. Wir erhalten auf diese Weise das Pyramidengitter aus

[c1].

Beweis: i) Es seien [ und I’ die Indizes mit k%! = (ksi1,..., k —1,... ko) und kotbe =
(ksio,... kv —1,... k._1). Dann gilt entweder I’ <l oderesist [ =0+1und ' =€¢—1. Da
die Verlingerungen der Ketten k%! und k°*¢ beim Index € — 2 bzw. § +2 dieselbe Kette k
ergeben, folgt im ersten Falle k7" = (K%< 10! 4 1 und A2T0 = (K912 41 Im
zweiten Fall muf es einen Index I geben, so daf ko' = (k&= 1)0rbel 41 = (Rothe)0Fberty
1 = kP, Daraus folgt die Gleichheit von (k%< 1)5the1 yund (k0H+1e)i+let,

Die Aussage ii) folgt durch wiederholte Anwendung von i). O

Das folgende Lemma beweisen wir fiir die spéatere Verwendung im Kapitel 3 zur Charak-
terisierung der Nachbarfasern von Deformationen zyklischer Quotientensingularitéten.

Lemma 1.4 Fiir k% = (ksi1,...,ke1) € K51 gilt:

i) Ist o, =1 =ay, mit v<p, soist k" "'t = (k, — a1, ko1, kpo1, by — ),
und diese Kette kann man auch durch Niederblasen von Einsen links von v und rechis
VON [ eTZEUGEN.

ii) Ersetzen wir fir einen Index v mit oy, > 1 das Element k, durch k!, > k,, so erhal-
ten wir durch Niederblasen aller Finsen bei festgehaltenem Index v die Kette einer
Singularitit mit a, = k!, — k, + 1.

wi) Gelten fir die Indizes v < p die Bedingungen o, = o, = 1, so erhalten wir durch
das Niederblasen der Kette, bei der k, und k, um FEins erhéht sind, die Kette einer
Singularitdt.



Beweis: i) Wir beweisen die zweite Aussage durch Induktion. Sie ist offenbar richtig fir K,
mit r < 3. Dies sei auch der Fall fiir r < e—¢§ — 2. Ist nun v = § + 2, so folgt ks 1 = 1, und
wir konnen an dieser Stelle niederblasen. Andernfalls finden wir nach Induktionsannahme
wegen altle = % = 1 einen Index v/ zwischen 6§ + 2 und v — 1 mit kijrl’e = 1. Beim
Ubergang von k‘;“ ¢ zu k%€ bleibt entweder diese Eins erhalten oder es gilt v/ = § + 2 und
damit k5 1 = 1. Also kénnen wir bei v oder ¢ + 1 niederblasen.

ii) Man beachte, dal beim Niederblasen von k mit festgehaltenem v der Wert von «,,
unveréndert bleibt. Daraus ergibt sich, dal nach dem Niederblasen aller Einsen eine Kette
entsteht, die genau eine Eins an der Stelle v hat. Deshalb gilt fiir die modifizierte Kette
nach der Anwendung aller Niederblasungen a, = k!, — k, + 1, und als Ergebnis entsteht die
Kette einer Singularitét.

iii) Bldst man die Kette mit festgehaltenen v und p nieder, so hat das Ergebnis genau
zwei Einsen, ndmlich bei den Indizes v und p. Niederblasen der modifizierten Kette ergibt
deshalb ein (a,,...,ay) > (2,...,2). O

Za jedem Element k aus K._s betrachten wir den Vektor der a,,. Wir setzen:
a=alk)=(ag,...,0_1).

Das folgende Lemma beschreibt, wie die o, induktiv im Pyramidengitter berechnet werden
konnen.

Lemma 1.5 Es sei k = k% € K._s5_1 mitk = (ksy1,...,kc1). Dann gilt

ademl 4 adthe wenn  a%>1  fir pe{d+2,...,e—2}
oy = d,e—1 0+1,e 0+1,e—1 g
v oy )T —ag sonst

Beweis: Im ersten Fall gilt a0 > 1 fiir alle pe{§ +2,...e—2}. Man hat:

KO = (ks — 1,0 kes) und KN = (spa, .o hey — 1),

Dann ist ag’frl =1= ag’_:l +0 und &g’iQ = ks = Oégj_; +1, und man erhilt die Behauptung

wegen k%<1 = k0T1¢ =k, induktiv fiir § +2 <v <e—2:

o = kol - o, Se=1 | 841,
= ky(op=t £ a)th) — (a7 + apTy)
s, 5+1,
= avj-l + 1/+1€'
Ist ), = 1 fiirein pu € {6+2,...,e—2}, soseien v < p die Indizes mit k5 = k141

und kffl © = kothet 41 (siche 1. 3 i)). Dann gelten fiir § + 1 < v < v die Beziehungen

56 561 5+le_a§+161 furu<’y<ugllta 6—}—152 651_ 5+1€1

= a7 und « 3 = a
und fur /L <y <e—1 haben wir a2 = a2t und ad S agthet . Damit gﬂt adf =

adthe 4 ot — afth ! in allen drei Fallen Wle behauptet O



Abbildung 2: Die Menge /6.

1.3 Das Schema v/;

Jeder 0-zulassigen Kette k = (ksy1,...,kc_1) in K. 5 1 ordnen wir in diesem Abschnitt ein
dreieckiges Punkteschema als Teilmenge der Menge

Voe={(00,)eN?:6+1<d+1<é—-1<e—1}

zu. Wir definieren die folgenden € — —1 Teilmengen von v/s, mit jeweils € — —2 Elementen:

L, = {(pv+1),p=0,....v=2U{(v—1Lpu,u=v+2 ... €}

mit v = 3§+ 1,...,e — 1 (siche Abbildung 2 fiir einer Veranschaulichung dieser Menge von
Doppelindizes fiir ¢ — § = 6. Die Indizes mit konstantem ¢ — ¢’ liegen jeweils auf einer
horizontalen Geraden).

Proposition 1.6 Zu jeder Kette k = (ko, ..., ke_1) € K._5 gibt es eine eindeutig bestimmte
Teilmenge /i von /1, mit den Eigenschaften:

i) Der Schnitt l. N <7y enthdlt genau k. Elemente. Dabei sei:

W k., falls «, =1
v k,+1, falls «, > 1.

ZZ) Es ngt Vikse = Ve NYVk-

Beweis: Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber e: a) e = 4: Hier ist Ky = {(1,1)} und
Via = V@) b) Essei e > 5 und k = (k2,...,ke—1) € Koo mit k21 = (ko, ... Ky —
1,...,ke_s). Nach der Induktionsannahme ist das Schema \/gi.c-1 schon definiert. Um ii)
zu gewahrleisten, miissen wir dieses Schema zu v/ ergédnzen. Fiir alle ¢ > [ mit ozl-l |
nehme man den Schnittpunkt der (e — 1)-ten und der i-ten Geraden hinzu. Dann ist wegen
key = #{i >1:a,°"" =1} und der Definition von k' die Bedingung i) erfiillt. Es geniigt

nun zu zeigen, dafl \Vx2e = Va2, N Vk ist. Wir unterscheiden die Félle: 1) (1,e) € 75 und



Fall 1): Hier gilt ky® = ky*" " 4 1. Nach Induktion ist o, 1 Nk = Vae 1 N Vet =
Vize-1. Bs sei der Index v/ so gewéhlt, dafl ki}efl = kﬁf"*l + 1 ist. Um aus \pie-1 die
Menge /21 zu konstruieren, miissen alle Schnittpunkte ly N[, mit a?¢71 = 1,v < V/
entfernt werden. Daraus folgt, daBf bei der Konstruktion von $7xie aus $/gie-1 genau die
Punkte auf [,_; hinzugenommen werden miissen, die auch beim Ubergang von $/g2.e-1 zu
Vize entstehen.

Fall 2): Man beriicksichtige, daB aus k, = k1*~' 4+ 1 und k,, = k>° + 1 die Beziehungen
k> = k21 4 1 und k557" = k27" 41 folgen. Dann folgt die Behauptung wie unter 1). O

Beispiel: Im Falle =7,k = (2,2,1,4,1),a = (1,2,3,1,1), k' = (2,3,2,4,1) ergibt sich das
Schema ¥/ (2,2,1,4,1)

Bemerkung 1.7 Die «,, konnen folgendermajflen aus dem Schema /i gewonnen werden:
Es ist o, = 1, genau wenn unterhalb der Geraden I, keine Punkte von <7y liegen. Fiir jeden
anderen Index vy gibt es eindeutig bestimmte Indizes v < v < p, so daf$ die Geraden l,,1,,1,
paarweise nicht-leere Durchschnitte in <7y haben. Es gilt o, = «,, + o,

Beweis: Zum Beweis bemerken wir zunéchst, daf§ diese Aussage fiir e — 6 — 1 < 3 gilt.
Nehmen wir weiter an, dafi sie fiir e — d — 1 gezeigt ist, so erhalten wir die Aussage fiir € — 6,
indem wir an einem Index mit kg’”l = 1 niederblasen. Die Behauptung folgt, weil die neue
gebrochene Gerade [, die beim Aufblasen entsteht, nur genau die Geraden [,_; und /4, in
Vi schneidet und 1,_; Nl,41 # 0 gilt. Es folgt o, = a1 + 1. O

Das folgende Lemma beschreibt, wie aus dem Punkteschema 17 einer O-zuléssigen Kette
k die Schemata der Ketten, die durch das Auf- und Niederblasen von k entstehen, gewonnen
werden konnen.

Lemma 1.8 Firk = (ksy1,...,ke—1) € K51 gilt:

i) Liegen auf der Geraden l, der Menge /i nur die Punkte (y—2,v+1) und (y—1,v+2)
fir 6 +2 <~ <e—2 oder nur (6,0 + 3) oder (e — 3,¢€) firy =3+ 1 beziehungsweise
v = € — 1, so erhalten wir durch das Herausnehmen dieser Geraden das Schema </j,
zur beim [ndea: ~v niedergeblasenen Kette k.

i) Durch das Einfiigen einer gebrochenen Geraden mit nur einem Punkt (6 — 1,0 + 2)
oder (e — 2,e + 1) oder den zwei Punkten (y — 2,y + 1), (y — 1,77 + 2) entsteht das
Schema zur Kette, die an dieser Stelle aufgeblasen ist.
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Beweis: i) Ist §4+2 < v < e—2, so werden bei dieser Operation aus der Geraden [,_; nur der
Punkt (y—2,v+1) und aus [, nur (y—1,v+2) entfernt. Da sich beim Niederblasen c.,_4
und a4 nicht veréndern, folgt fiir die neue Kette: /%’771 =ky_1—1und /’;:’7 =k — 1L
Wegen der Eindeutigkeit vom v/; folgt die Behauptung. Entsprechendes gilt fiir v = ¢ + 1
und v =€ — 1.

ii) Da bei dieser Operation nur die Nachbargeraden einen neuen Punkt erhalten, folgt
die Behauptung aus der Eindeutigkeit des Schemas /. 0

1.4 Gleichungen und Relationen

Fiir eine zyklische Quotientensingularitit X = X(ag,...,a._1) C C° kann ein Erzeugen-
densystem des Ideals Iy C C{xy,...,z.} als Verschwinden der verallgemeinerten Minoren
Gs.e = TsTe — Pse (it 2 < d+1<e—1<e—1) der folgenden Matrix interpretiert werden:

£y T2 I3 e Te—3 Te—2 Xeq
M = 1 X5 Xy ... X3 X, 1 (1)
Xg T3 Ty Ce Le—2 Le—1 TLe

Dabei setzen wir:

Xe:{ 33?6—1’ e=2e—1

ri 2 3<e<e—2.

?

Als verallgemeinerten Minor einer Matrix dieser Gestalt mit den Elementen f. (e =

1,...,7) in der oberen, g. (¢ = 1,...,r) in der unteren Zeile sowie den Elementen h, (¢ =
2,...,r—1) in der Mitte verstehen wir die Ausdriicke:
e—1
fége_fegﬁnhm 1<d<e<r.
v=0+1

Auf diese Weise erhalten wir die Gleichungen fiir zyklische Quotientensingularitéiten, die in
[Rie2] angegeben werden.

Im Falle der Einbettungsdimension 5 hat die verselle Deformation von X zwei Kompo-
nenten, {iber denen sich die Familien determinantal schreiben lassen. Dies entspricht zwei
verschiedenen Erzeugendensystemen des Ideals der Singularitédt. Neben dem oben angege-
benen System von Gleichungen erhalten wir das zweite durch

T T2 X3
Xo
rk To T3 Ty < 2,
X4
X3 Ty Ts

wobei Xy = 2572 Xy = 25* 2 und X3 = 23! sei und die Minoren wie oben zu interpre-
tieren sind. Diese beiden Systeme unterscheiden sich durch die letzte Gleichung. Im ersten
Fall ist z125 = x§2_1x§3_2xi4_1 und im zweiten z;25 = x‘212_2(:c§3_1)2xj4_2. Die Exponenten
der rechten Seiten dieser Gleichungen ergeben sich aus den 0-zuléissigen Ketten (1,2,1) bzw.

(2,1,2) und den zugehorigen «,.
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Wie dies fiir alle zyklischen Quotienten zu verallgemeinern ist, wurde in [C2] und [Ste]
gezeigt. Tatséchlich gibt es zu jedem Element der Menge
Keo(X)={k€ Keo : ke<a,e=2,...,e—1}

ein minimales System von Erzeugern von [x.
Im folgenden zeigen wir, wie man diese Gleichungen im allgemeinen Fall {iber das ent-
sprechende Schema 7/ ermitteln kann.

Es sei k € K._o(X) gegeben. Wir konstruieren Gleichungen der Form
g§76:x6$6—p§767 2<i+1<e—1<e—1,
wobei plg’e € Clzsy1, .-, %_1]. Unabhingig von k setzen wir zunéchst:
Py 1o =af fiir 6=2,...e—1.
Fiir die Doppelindizes (0, €) mit € — § > 2 sei dann:
& p§,6—1p§+l,ex(5_ilme_—ll falls (57 E) € Vk
p(s,e = ) . f 1 (2)
p6,671p6+1,€(p5+1,671)7 falls (57 6) ¢ V-

Proposition 1.9 Zu jedem k € K._5(X) bilden die Polynome g5, = wsz. — p§, mit 2 <
0+1<e—1<e—1 ein minimales Erzeugendensystem des Ideals von X.

Bewers: Mit Hilfe des Lemmas 1.5 zeigt man durch Induktion:

d,e _kts,e d,€ o _k;é,e
phe = it T QIO € Gl ey (3)
Fir k = (1,2,...,2,1) ergeben sich die klassischen quasideterminantalen Gleichungen, die

g5 sind die Minoren der Matrix (1). Ist k& € K._5(X) beliebig, so definiere man fiir 2 <
0+1<e—1<e—1:

eo=(g50+1<8+1<—-1<e—1).

Man zeigt dann induktiv, daB fiir k, k" € K._5(X) die Ideale I§, und I f; fiir alle Dop-
pelindizes (0, €) tibereinstimmen. Da (0,0 + 3),d = 1,...,e — 3, immer in /; liegt, folgt
diese Behauptung fiir e — ¢ < 3. Man zeigt durch Induktion g§, = ¢, mod I} |, wie im
entspechenden Beweis fiir die gestorten Polynome in 2.5. 0]

Wir zeigen nun, dafl die Berechnung iiber das Schema 57, auf die schon aus der Literatur
bekannten Gleichungen fiihrt. Zu einem anderen Resultat kommt man {iber den in [JS1]
beschriebenen Ansatz.

Korollar 1.10 Die Erzeugendensysteme (g5 ) mit k € K._o(X) stimmen mit denen in [C1]
und [Ste] angegebenen tiberein.
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Beweis: Formel (3) ist die in [C1, 1.2.2.] angegebene. Um die Gleichheit mit den in [Ste]
konstruierten Gleichungen zu zeigen, beweisen wir, dafl die dortigen Formeln auch auf (3)
fiihren. Es sei k € K._5(X), und man betrachte g§ . Wir wihlen mit § +1 = 1 < 1, <
... < Um_1 < U = € — 1 genau die Indizes, fiir die a®¢ gleich 1 ist. Nach der Konstruktion
in [Ste] kann man die Gleichung dann in der Form

m

w5+1,526+1 H(wuu,uu+1wuu+l,uuZuu)wefl,e =1
p=1

schreiben. Mit der Formel aus dem Lemma 6.2.1 in [Ste] bekommen wir fiir Indizes v mit

. . 8. 5,e d,€ _k(S,e . .
a%¢ > 1 den richtigen Faktor (7,227 k" )u" = z)» (@ =R Fiir v, mit 1 < g < m erhalten
wir
1-a’c 1 1-a’c 1
vy — v+
2u, " Ly,

Wegen ag’:_l + O/Z’: = k:,‘j: folgt unsere Behauptung.

Proposition 1.11 Ist X = X (ag,...,a._1) und k € K. 5(X), dann gilt

l’ég'z,e - x'Ygg,e S I’y,e—l f’U/T v < d < e€— 17
L6Gy,e — TeJr s € I’y+17e fur v+1<0 <e,

und diese Beziehungen induzieren ein (minimales) System von Erzeugern des Relationen-
moduls des Ideals Ix.

Beweis: Fir k= (1,2,...,2,1) wird in [Rie2| gezeigt, daB die folgenden Bezichungen gelten:

x(;glwﬁ,e - xvgfie = (P§,6/955+1)g§75+1 fir y<o<e—1
zsgh  —xegt s = (0Fs/rsa)gs . fir y+1<d<e

Aufgrund der Aquivalenz von g5 und 93{; modulo [, 5/717671 folgt die Behauptung dann auch
fir alle anderen k € K,._o. O

1.5 Arndts Konstruktion der versellen Deformation

Eine Deformation X — S einer Singularitit X heiflt versell, wenn alle Deformationen
X" — S von X durch einen Basiswechsel S’ — S mit eindeutiger Tangentialabbildung
aus dieser Deformation hervorgehen. Ist X isoliert, so existiert eine verselle Deformation
(siehe [G]), und der Tangentialraum des Basisraums kann mit dem Raum der infinitesimalen
Deformationen T'5 identifiziert werden. Die Hindernisse, eine infinitesimale Deformation zu
liften, liegen in dem Raum T%. Fiir zyklische Quotientensingularititen X = X (as, ..., ac 1)
wird in [Rie2], [A] und auch [Al2] gezeigt, daB

7:=dim Ty = eZ(aE — 1)+ (e—4).

€e=2
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Dariiber hinaus findet sich in [A] und [C2] die folgende Formel fiir die Dimension des Raums
der Obstruktionen:
dim T% = (e — 2)(e — 4).

Verwenden wir die Basis von T in [A, 3.1.3], so ergibt sich, daf} die verselle Familie von
erster Ordnung durch die folgenden e — 2 Gleichungen

Ts_1Ys41 = Ps_1541 =25, 0=2,...e—1

induziert wird. Dabei sei
Zs = 23" = yslag ™t g s s TY)

und
| = fire=2,e—1
Ye = zo+t. fire=3,...,e—2.

Man kann Arndts Ansatz zur Konstruktion der versellen Deformation als meromorphe
Erweiterung der Familie iber der Artinkomponente verstehen. Setzt man etwa in (1):

X Zox ! = gl 4 g2 4y gleeT) e=2e—1
‘ Za Tyt = a0 24035 4 pprlsl Y =3 e—2

und ersetzt in der unteren Zeile fiir e = 3,...,e — 2 das Element x, durch das oben defi-
nierte y., dann ergeben die verallgemeinerten (2 x 2)-Minoren der entstehenden Matrix die
Ausgangsgleichungen 5y, = Ps. aus [A]. Durch Einfithrung der Gleichungen sl D) = 0,e =
3,...,e — 2 erhalten wir die Darstellung der Deformation iiber der Artinkomponente aus
[Rie2].

Es gelten die offensichtlichen Beziehungen:

p5,1’5+1225, (5:2,...6—1

und fiir e — & > 2:
P(; _ ZéJrl Z5+2 . ZefQ Z€,1

)

Ls+1 Ts+2Ys+2 Te—2Ye—2 Ye—1
Unter Verwendung des in Kapitel 4 definierten Polynoms 7% igt auBerdem:

ZE(071)

Te—1

P(S,e—i—l - p&e (5)

Im allgemeinen Fall sind nur die Funktionen f)575+2 holomorph. Die Funktionen PM mit
€ — 0 > 2 liegen im Ring

o -1 -1, -1 -1
R:=Clry,...,Te,T5 o s To oYz sy Yons S, .

Fiir ein Polynom P in Cl[z,s,t] = Cly, s, t] schreiben wir h = h(P) = P|,—¢ € C[s, ] fiir
seinen x-konstanten und b’ = I/(P) = P|,—¢ € C[s, t] fiir seinen y-konstanten Teil.

Die verselle Deformation von X erhdlt man nun durch die folgenden Schritte (siehe [A,
(4.1.3))):
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I) Fir e — 6 = 2 ist Ps, = ]5576 ein Polynom und G5, = x5y, — Ps eine Liftung der
Gleichung g;.. Es sei:

ap == (h5—1,6+1 = S((Saa_l)tfsa 0= 37 ce € 2)

IT) Angenommen, die Polynome Py . seien definiert fiir ¢ — ¢’ < € — 0, so daB
G(;/’e/ = :[}(;/ye/ — P(;/’e/

eine Liftung der Gleichung gy . ist.

Man setze:
Qse = (h5/75/,5+1 §5/+1 <ée -1 <e—2,
h3175/,5+2§5/+1<€/—1§€—1)+a0
und auflerdem

Isi1001 = (Goed+1<d+1<€é—-1<e—1)
+a5.C{x,s,t}.

Wir setzen I3, := I5111R. Nun gibt es nach [A][4.1.6 (4)] ein Polynom Ps, mit

D /
P&e = Pg,e mod [54_176_1
P5,5|s,t:0 = Pse-

IIT) SchlieBlich definiert man

a = O1e
I = (Gse:2<04+1<e—1<e—1)+aC{x,s,t}.

Man erhélt die folgenden dimT% = (e — 2)(e — 4) (vgl. [A], 3.2.3) Gleichungen fiir den
Basisraum S der versellen Deformation (siche Abbildung 3):

hs—1.5+1 :t(;sga‘s_l), x-konstanter Anteil von Ps_1 541, 6=3,...,e —2,

hse, x-konstanter Anteil von Ps., 2 <0+1<e—1<e—2,
R, y-konstanter Anteil von 5., 3 <d0+1<e—1<e—1.

Durch Nachweis der Injektivitéit der Obstruktionsabbildung (a/mc-a)* — T% wird in
[A, Satz 4.1.6] gezeigt:

Satz 1.12 Die durch die Abbildung C{s,t}/a — C{z,s,t}/I induzierte flache Familie mit
spezieller Faser X ist versell.

Beispiele fiir Basisrdume fiir kleine Einbettungsdimensionen und Kegel iiber rationalen
Normkurven geben wir in den Abschnitten 4.2 und 4.3 an.

Das folgende Lemma bendtigen wir im Beweis von Proposition 2.9.
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O O O O =x-konstanter Teil
0 ® ® . « =y-konstanter Teil

Abbildung 3: Indizes fiir die Basisraumgleichungen fiir e = 7

P6,571P6+1,€
Ts4+1Ye—1

Lemma 1.13 Die meromorphen Gleichungen ]55,6 in (4) sind dquivalent zu mo-

dulo dem Ideal Iy, .

Beweis: Fiir € — 0 = 3 gilt Gleichheit. Sei also € — 4 > 3: Nach Definition ist 165,6 gleich
Doeo1Potre y1pd deshalb folgt:

Psi1e1
P Pé,e—1P6+1,s - p Ts41Ye—1 — P5+1,e—1
e~ —— ——————— = 5,5(
Lo+1Ye—1 T5+1Ye—1
- p Ts41Ye—1 — P5+1,e—1
= 5,6( )

T54+1Ye—1

Der letzte Ausdruck liegt in I et weil Pjs. ein Polynom ist und z541ye—1 — Pst1.-1 =
Gs41,c-1 €ein Element des Ideals 541 1 ist. O

1.6 Die reduzierten Komponenten der versellen Deformation

Der entscheidende Schritt zur Bestimmung der reduzierten Komponenten von Quotienten-
singularitdten war der in [KSB| bewiesene Zusammenhang der Komponenten mit gewissen
Modifikationen der Singularitét.

Definition 1.14 Eine P-Auflosung Y — X einer (Quotienten)- Singularitdit ist eine Mo-
difikation, die hochstens Singularitdten Y; mat K%. € 7 besitzt und fir die Ky E > 0 gilt fiir

alle exzeptionellen Kurven E. Hierbei sei Y; die minimale Auflisung von Y;.

Die Singularitdten Y mit K% € Z sind genau die rationalen Doppelpunkte und die zy-
klischen Quotienten C? /G2, ,.q—1 mit positiven ganzen Zahlen r, s, d, fiir die gilt: r > 2, s >
1,(r,d) = 1, die sogenannten T-Singularitdten. Diese kénnen auch als Quotient eines ra-
tionalen Doppelpunktes A,,_; modulo einer Gruppenoperation (u,v,w) +— (¢u, (v, (Gw)
aufgefalt werden. Die invarianten Deformationen von A,,_; induzieren eine Komponente
des versellen Basisraums von Y, die ¢G-Komponente. Ist Y — X eine P-Auflosung einer
Quotientensingularitéit und sind Yi,...,Y, die Singularititen auf Y, so definiert das Pro-
dukt der gG-Komponenten der T-Singularitdten und der gesamten versellen Basisrdume
der rationalen Doppelpunkte unter den Y; einen Unterraum Def{von Defy, der unter der
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Kontraktionsabbildung die Normalisierung einer Komponente des versellen Basisraums von
X ergibt. Nicht isomorphe P-Auflésungen ergeben dabei auch verschiedene Komponenten
(vgl. [KSB]).

In [Ste] wird dies ausgenutzt, um durch einen induktiven Proze$, bei dem durch Aufbla-
sungen der Ketten a und k die Auflésungsgraphen der P-Auflosungen entstehen, zu zeigen:

Satz 1.15 Die Anzahl der irreduziblen Komponenten des reduzierten Basisraums der ver-
sellen Deformation einer zyklischen Quotientensingularitit X ist gleich der Anzahl der Ele-
mente der Menge K, _o(X).

Wihlen wir die Koordinaten fiir den umgebenden Raum C7 des Basisraums S der ver-
sellen Deformation so wie im Kapitel 1.5, so gilt nach [Ste]:

Satz 1.16 Der Tangentialraum an die zu k € K. o(X) gehorige Komponente des reduzier-
ten versellen Basisraums einer zyklischen Quotientensingularitdt X wird erzeugt von
6 .
Bs_gj)’ 1 S J S Qe — kea

o + (e = 1), fallsac=13<e<e—2

Insbesondere st jede dieser Komponenten glatt.

Die P-Auflosung zu k € K. _5(X) hat hochstens e — 2 Singularititen:
Z, = Aae(ae_ke)_l/Zae, 2<e<e—1,

wobei A,,_1/7Z, eine T-Singularitit mit Index r und kanonischer Uberlagerung A,,_; ist,
wenn r > 2 ist, eine A, ;-Singularitit fiir » = 1 und s > 1 und ein glatter Punkt im Falle
s =0.

In [BC] wird gezeigt, dafl die Monodromiegruppe der Familie iiber der ¢G-Komponente
einer T-Singularitit vom Typ A,s 1/Z, genau Sy ist. Da die Monodromiegruppe der Fa-
milie Xy — S; das Produkt der Monodromiegruppen der Familien der 7-Singularitdten
iiber ihren ¢G-Komponenten und der rationalen Doppelpunkte iiber den gesamten versellen
Basisrdaumen auf der entprechenden P-Auflésung ist, folgt:

Satz 1.17 ([BC],3.5.) Firk € K. (X) ist die Monodromiegruppe der zugehdorigen Kom-
ponente isomorph zu &, = HZ; Sa—k. -

Tatséchlich liegt iiber jeder P-Auflosung Y von X eine M-Auflosung Z von X und fiir
f:+Z — Y ist Ky = f*Ky. Die Modifikation Z hat hochstens Tj-Singularititen, d.h.
T—Singularitdten mit Milnorzahl 0 (also mit s = 1), und es gilt KzFE > 0 fir alle exzep-
tionellen Kurven von Z — X. Die Abbildung der Deformationsraume Def;, — Defy ist
eine Uberlagerung mit Gruppe &,_x. Dies verallgemeinert die Situation fiir die Artinkom-
ponente. Hier ist Y die Rationale Doppelpunkt-Auflésung und Z die minimale Auflésung
von X.
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Bemerkungen: i) Fiir eine Konstruktion der P-Auflésungen aus den torischen Daten der
Singularitéit verweisen wir den Leser auf die Arbeit [Al3].

ii) In [JS2] werden zyklische Quotientensingularitéiten als Sandwich-Singularitdten aufge-
faft. Fiir eine Darstellung von X als X (C, 1) mit einer dekorierten Kurve (C,[) mit nur glat-
ten Zweigen wird gezeigt, daf es eine Bijektion zwischen der Mengen der Glattungskompo-
nenten des versellen Basisraums einerseits und der Menge der kombinatorischen Glattungs-
komponenten andererseits S(X) — Z(C,1) gibt ([JS2, Theorem (6.18)]). Jede Gléttung
kann als sogenannte Bild-Deformation realisiert werden und kann deshalb durch eine Inzi-
denzmatrix dargestellt werden. Fiir zyklische Quotientensingularitdten sind dies genau die
reduzierten CQS-Matrizen, deren zugehorige Differenzmatrizen sich aus der Triangulierung
eines k € K._o(X) ableiten lassen ([JS2, Theorem (6.184)]). Eine Folgerung aus dieser Dar-
stellung von Glattungskomponenten zyklischer Quotientensingularitéten ist die Zyklizitét
der Fundamentalgruppe der Milnorfaser der Gléattung.

Zur genaueren Charakterisierung der T-Singularitdten auf der P-Auflésung einer zykli-
schen Quotientensingularitéit ergénzen wir noch die folgenden Lemmata.

Lemma 1.18 Fir eine Singularitit X = X (ag, ..., ae—1) gilt:
i) X ist genau dann vom Typ T, wenn es einen Index 6 mit is = js gibt.

i) Ist X = X,24,50-1 eine T-Singularitit, so gilt n = i3(as — 1) und ¢ = is(as — 1)ls — 1,
wobei Iy =1l =1 und ey = acl. — 1 seien. Es st alsor =15, =as— 1 und d = ls.

Beweis: 1) In [Ste] wird gezeigt, dal das a einer T-Singularitét einer Kette k € K. o ent-
spricht, die genau eine Eins hat. Dieser Index 0 ist der zentrale Index von X (a).
ii) Man zeigt zundchst durch Induktion

j5+1i5 _jeie-‘rl = n, € = 1,...,6— 1
le + qJe = nl, e=1,...,e.

Dann folgt fiir X mit zentralem Index 0: n = jsy1i5—isisy1 = is(asis—js—1—Jsi1) = is(as—1).
Dabei benutzen wir js_1 + is11 = 15, was aus der Tatsache folgt, dafl wir eine 0-zuléssige
Kette erhalten, wenn wir in a das as durch 1 ersetzen. Dann impliziert ¢5 4+ qis = nls auch
q = (as — 1)igls — 1 und damit die Behauptung tiber d. O

Lemma 1.19 Fir eine zyklische Quotientensingularitit X = X(ag,...,a.—1) und k €
K. o(X) erhdlt man die T-Singularititen der P-Auflésung zu k wie folgt: Ersetze in der
Kette k das Element k. durch a. und blase Einsen nieder.

Beweis: Zunichst sei o, = 1. Das Niederblasen der Einsen endet in diesem Fall mit (a. — k).
Denn bliast man die Kette k& mit fixiertem e nieder, so erhilt man (0). Ist c. > 1, so endet
das Niederblasen von k offenbar bei einer Kette k', die genau eine Eins an der Stelle €
hat. Deshalb gehort das niedergeblasene a zu einer T-Singularitdt mit den Parametern
r=a.,s=a.— ke und dem d des zentralen Index von k’. O
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2 Die Uberlagerung der versellen Deformation

2.1 Die Familie Y — T

Fiir alle rationalen Singularitdten parametrisiert die Artinkomponente die simultan auflosba-
ren Deformationen. Bekanntlich kann man die Deformationen der minimalen Auflésung von
X zusammenblasen, und die resultierende Familie geht durch einen endlichen Basiswechsel
aus der Deformation iiber der Artinkomponente hervor (vgl. [W2]).

Fiir zyklische Quotienten X = X (as,. .., a.—1) kann man diesen Basiswechsel folgender-
maflen durchfiihren: Man fasse die Parameter sY) als symmetrische Funktionen in neuen
Variablen ) auf und setze

v % (e +tY), e=2,e—1
‘ 1“2z +t"), 3<e<e—2.

v=1

Dann gehen die Gleichungen der in 1.5 beschriebenen Familie iiber der Artinkomponente in
Gleichungen fiir die simultan auflésbare Familie tiber (siche [Rie2]).

Auf analoge Weise definieren wir einen Basiswechsel der gesamten versellen Deformation
X — S von X. Man setze fir e=2,...,e — 1:

(@t 42l L sle)) = (e 1) - (e £0TY), (6)

Es sei also 5% die (ae —i)-te symmetrische Funktion in den neuen Variablen Y ), 2<e<
e—1und 1 < j < a.—1. Dies definiert eine endliche Abbildung ¢* : (C{sgi), te} — C{tﬁj), te}.
Der Raum 7" C C7 (mit Koordinaten t9), te) sei das Urbild von S unter dieser Abbildung,
Y — T die induzierte Deformation.

Nach Konstruktion operiert die Gruppe &, 1 = HZ% S,,._, dquivariant auf dieser Fa-

milie. Uber der Artinkomponente {s:(;”_l) = ... = s>V = 0} liegen dann die linearen
Unterraume {tém = ... = tgff) =0} CTmitl <i <a —1fire=3,...,e—2

Fiir jeden dieser Rdume reduziert sich ¢ zu dem oben beschriebenen Basiswechsel zu einer
simultan auflésbaren Familie. Auf der induzierten Deformation Y, . i, _.) — T(is,...ic_o) ODE-
riert die Gruppe Gy = G4,-1 X Ggy_2 X ... X &,,_, 2 X &,,_,_1. Die Deformation ist eine
Monodromieiiberlagerung der Familie X, — S, iiber der Artinkomponente S,,.

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, dafl diese Eigenschaften der Deformation ) — T
auch iiber den anderen reduzierten Komponenten von S richtig sind.

Satz 2.1 FEs sei X = X(ag,...,a._1) eine zyklische Quotientensingularitit und X — S
eine verselle Deformation von X in der durch Arndts Algorithmus bestimmten Form. Der
durch (6) gegebene endliche Basiswechsel induziert eine Deformation Y — T, auf der die
Gruppe &,_1 = Hf;lz S, 1 dquivariant operiert und die die folgenden Eigenschaften hat:

i) Uber jeder Komponente Sy, C S, k € K._o(X), liegen lineare Unterriume TY C Thed,
die durch &,_1 permutiert werden.

i) Auf einer Familie Yy — T} operiert die Gruppe &, = Hl:lz Sa, k., und diese
Deformation ist eine Monodromietiberlagerung von X — Sk.
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ii) Die Totalraumgleichungen von Yy — T} berechnen sich als Liftungen der Gleichungen
g5 nach dem Schema <7y

Beweis: Der Beweis des Satzes ist Inhalt der Propositionen 2.9, 2.10 und 2.11. In den
ndchsten beiden Abschnitten konstruieren wir explizit flache Familien Y} — Ty fiir k& €
K. 5(X), die von der Gruppe &,_; permutiert werden und auf denen die Gruppe &,
operiert. Alle diese Deformationen passen zusammen zu einer Deformation iiber T,.4, die
tiber der versellen Familie liegt (sieche Proposition 2.9). Wir kénnen dann zeigen, dafl unter
dieser Abbildung ¢T} auf die Komponente S abgebildet wird (Proposition 2.10). Es folgt
schliellich in Proposition 2.11, daf die Deformation )} — 1} eine Monodromieiiberlagerung
von Xj, — T}, ist. [

Beispiele: i) e = 5: Das Ideal des versellen Basisraums wird erzeugt durch die Polynome
(a2—1) (a3—1) ( )t 8(a4 1) éag 1)

S5 0 Sy ) S . Die beiden Komponenten sind {séarl) = 0}, die Artin-
komponente, und {s(a2 h_ =t3 = sff” V= 0}. Die entsprechenden linearen Unterrdume von

T sind {t{) =0} mit i <as— 1 bzw. {t¥ =t;3 =t =0} mit j <ay — 1 und k < ay — 1.

ii) e = 6: Ist a > 3, so erhalten wir die folgenden fiinf Komponenten des versellen
Basisraums S. Man vergleiche hierzu die Gleichungen des versellen Basisraums aus dem
Kapitel 4.2. In der dritten Spalte stehen die Ideale der Komponenten von 71;..4.

k Ideal von S, Ideal von T},

1,2,2,1 b glaa=b)y ty), 7))

Y

Sy
lag )t4

(52" (

(s si) (t9, 19 14,88
(55271 g, 5572 5l02) (t5) 45,69 45 — 1)
( gagfl)’sgag 2) tg,t S(a4 1) éa571)) (

as—1 —2

(527" s ) | (8

1,3,1,2

( )
( )
(2,1,3,1)
(3,1,2,2) 49 g, 14,6 40)
( ) tg, (a3 1) t4, (a5 1)

2727173 )7t37t3 7t47t(k)7t§)))

Bemerkungen: i) Man beachte, daf§ die Komponenten von 7" im allgemeinen nicht reduziert
sind. Ist etwa X = X(3,3,3,3) und & = (1,3,1,2), so erhalten wir iiber S; die beiden
Komponenten {(t§)2 =tV + t& =, = ¢V = 0} und {(¢{V)2 =t + ¢V = 1, =t = 0}.

ii) In [All] konstruiert Altmann fiir isolierte torische Gorensteinsche Singularititen die
verselle Deformation. Die Komponenten des versellen Basisraums sind in diesem Fall glatt
und entsprechen gewissen Zerlegungen des den Kegel der Singularitéit determinierenden
Polyeders in sogenannte Minkowski-Summen.

Im n#chsten Abschnitt wird sich herausstellen, dafl man die Struktur des Raums T..4
schon in einem Raum hoherer Dimension wiederfindet, in dem die Ausgangsgleichungen
eine symmetrische Gestalt haben. Der Basisraum T4 ergibt sich dann durch das Herunter-
schneiden mit geeigneten linearen Gleichungen.
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2.2 Ein symmetrischer Ansatz

Zu einer zyklischen Quotientensingularitit X = X (as, ..., a._1) konstruieren wir Deforma-
tionen itber Unterrdumen des Raums mit den folgenden N = $°°_) (a, 4 2) Parametern:
ti, e=1,...,e—2
tr, e€e=3,...,¢€

tE”), e=2,...,e—1lundv=1,...,a,.
Wir schreiben ! =z, +t\,e = 1,...,e — 2 sowie 27 = z. + t7,e = 3,...,e und fiihren

die folgenden ersten e — 2 Gleichungen ein (vgl. [Rie3]):

as

ah_qwh, = X5 = H(x5+t§'/)), d=2,...,e—1. (7)

v=1

Fiir ein k € K. »(X) definieren wir U, C CV durch die folgenden Bedingungen:
!

i) @, = 1: a,4; der Variablen tf,j ) seien gleich ¢!, und weitere o, _; der Variablen tf,j
seien gleich t. Wir setzen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit:

)

R R I 1 =

i) a, > 1:tY =t) = fiir k, der Variablen /. Wir setzen in diesem Fall:

t = k) — =

Auf dem umgebenden Raum operiert in natiirlicher Weise die Gruppe $, := HZ; S,

durch Permutation der t&l’),y = 1,...a. in jedem Index e. Auf U operiert die Gruppe

e—1
ﬁa—k = H5:2 Gae_ke'

Proposition 2.2 Ausgehend von den Gleichungen (7) entstehen durch die Anwendung des
Schemas <7y, wie in (2) iber dem linearen Raum Uy, die holomorphen Gleichungen

xéx::Péfe:Zgil---fol, 2<64+1<e—-1<e—-1,

wobei:
aﬁ‘
Xl/

d,€ e

75¢ = 7 7
()@ () vt

Beweis: 1) Die Holomorphie der angegebenen Gleichungen folgt unmittelbar aus ai’j_l <

i1, 005 < oy und k€0l < k,at€ < a,alc.

2) Die Ubereinstimmung mit den Gleichungen, die man iiber das Schema vy, ermittelt,
zeigen wir durch Induktion. Wegen @2;}’5“ = agj’éﬂ = 0 und a§_1’5+1 = 1 stimmen die
Ausdriicke fiir € — 0 = 2 mit den Gleichungen aus dem Ansatz iiberein. Sei also € — § > 2.

Wir unterscheiden die Falle: a) (d,¢) € 7, und b) (9, ¢) & k.
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a) In diesem Fall wird durch zf, 27, geteilt. Fiir 6 + 1 < v < e — 1 gilt

Xa?;l»l,e_i_alé/,efl Xag,e
|14

0+1,erz8,e—1 __ v _ _ 70
ZV ZV - 5+1,€ d,e—1 5+1,€ S,e—1 d,€ - Zl/ N

(L) +aliy (ryen iy Hers (Ii)ai’il(x;)%fl

Die letzte Gleichung folgt aus Lemma 1.5. Die Kette k%¢ geht durch Modifikation an der

5e—1 oe _ 7.0e—1 de _ de—1 oe
Sgelle 0+ 1 aus k hervor. Wegen kg | = kg, |" + 1 und a5° = ay” " = 0 folgt oy, =
-1 . ..
oy, + 1 und wir erhalten fiir v = 6 + 1:
d,e—1 ag’efl O‘gfq
& +
Z6+1 _ X6+1 o X5+1 _ Zﬁ,e
[ - S,e—1 Se—1 S,€ Se O+1°
X l a +1/,.r oy l fe% r oy’
5+1 (@gy1) 02 T (@)% (@5 y1) o+ (Th41)
- . zZ0the 5
Véllig analog zeigt man —5— = 7).

e—1

b) Es wird durch die rechte Seite der Gleichung zum Doppelindex (§ + 1,¢ — 1) geteilt.
In diesem Fall ensteht k¢ aus k*<~! durch Modifikation an einer Stelle § +1 < p < € — 1.
Es gilt nach Lemma 1.5: a2¢ = ad~5¢ + %<1 — o°T1<"L Das Behauptete folgt dann wie in
Teil a). O

Bemerkung 2.3 Jeder Automorphismus aus $), erzeugt eine weitere Familie gZ, — gUy,
die durch Gleichungen wie in Propoposition 2.2 beschrieben wird und auf der dquivariant
die Gruppe $q_r durch Permutation der Variablen ) operiert.

Um die Flachheit der Familien gZ; — gUy zeigen zu kénnen, benotigen wir das folgende
Lemma, dessen Beweis in [A, Lemma 1.2.1] gefithrt wird.

Lemma 2.4 Sei ¢ : A — B ein flacher Morphismus analytischer Stellenalgebren mit spe-
zieller Faser By = B/maB = (’)@e[]o, wobei Iy ein Primideal sei. Gilt fiir zwei Funktionen
F,G € Oce®A, daff FG € I und F & I, dann folgt G € I.

Proposition 2.5 i) Die Abbildungen Z, — Uy sind flach.

ii) Die Deformationen Z, — Uy und 2y — Uy z2u zwei Elementen k, k' € K. 5(X)
stimmen auf dem Durchschnitt U, N Uy tiberein.

Beweis: i) (Vgl.[C2, Proposition 2.1.2.]) Wir schreiben G}, = 252l — Py, 2 <64+1<e—-1<
e—1. Das Ideal I*¥ von Z;, wird erzeugt von diesen Funktionen und den linearen Gleichungen
des Basisraums U,. Weiter setzen wir

I(’{e:(G§/7€/75+1 §5/+1 Sgl_l SE—l)
Dann gilt:

osGE —2 Gy e IF ., fiur y<d<e—1
3G — :U:G,lj,é e Il fir y+1<d<e
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Zum Beweis betrachten wir ohne Einschrinkung nur den oberen Fall. Es sei zunéchst
v=0—1, und p sei der Index mit kgf +1= kg_LE. Dann folgt, dafl auf der Geraden [s der
Menge 7 zwischen (6 — 1,¢) und (0 — 1, p + 1) kein Punkt liegt. Daraus ergibt sich:

k k k k k k
Pk - P6—1,6—1P6,e o P6—1,€—2P6,e - o P&—l,ppé,e
571,6 - L - 2 = ...= —l - .
Pé,e—l P6,e—2 $5xp
Daraus schlieflen wir:
y Y
l k? S k l T 5€ _ k‘ ,€
%Ga Le — 254G €= (P5—1,p - 955—1%) . _st—l,p_r
T T
P p
Dann bemerken wir, dafl
alat oooatal bl PR — ! xG —$G o)
yly4+1 " v+1 O\t v4le I/+1 )
v=y+1

Da I7 [¥ | ein Primideal ist, folgt, dafl das Polynom (xf;G?e — xlvG’g'e) modulo dem maximalen
Ideal von Uy im Ideal I "“6 | liegt. Wegen 1.11 haben wir eine Liftung der erzeugenden Rela-
tionen vom ersten Typ gefunden. Analoges folgt fiir den zweiten Typ. Da alle erzeugenden
Relationen liftbar sind, folgt die Flachheit (siehe [Ar]).

ii) Seien k, k' € K._o(X). Wir zeigen die Ubereinstimmung der Ideale I 5. und I g“lﬁ auf
der Menge U, N Uy durch Induktion iiber e — . Die Gleichheit der Funktionen G§_, 5., und
G?LMH auf dem Durchschnitt gilt nach Konstruktion. Wegen (1,4), ..., (e—3,¢e) € VNV
gilt auch G&4, 5 = G¥5. 5. Es sei also € > 0 + 3. Wir zeigen nun G§ = G¥, mod I¥, | _,.

1. Fall: (d,€) € 7 und (9,€) € . Es gilt:

k k
ko P5+1,6P6,€71 _ P6+1€ 56 1 P/
e fi r - 4,67
$5+1x€_1 $5+1$6_1

denn nach Induktion gilt Pf,, = Pf, modI},,  , und Pf_, = Pf,_ modI},  _,. Des-
halb folgt wegen I o 1,151, o C I, daB (P}, — P&E)%er_l €I}, Aus dem
Lemma 2.4 schlieflen wir Py, = ng; mod I§ ;..

2. Fall: Entweder (9, €) & </x oder (6,€) € /i Wir erhalten:

k k k k k k ! ” k
P5,5—1P§+1,e P5,e—1P5+1,e Pa,e—1P6+1,e($5+1xe—1 - P5+1,e—1) 1 k
oL T - Pk = Pk oL T € ZL Ia+1,e—1'
d+1e—1 0+1,e—1 0+1,e—170+1%Ve—1 6+1%e—-1

Entsprechend ergibt sich:

P65 1P5+16 P5€ 1P5+1e 1 K

— € .
K 1 r d+1,e—1
Piiiea Tsp1Le—1

$5+1]}6_1

Insgesamt folgt damit aus der Induktionsannahme wie im ersten Fall (P5, — ng;)xf; T €
I¥ 1.1 und damit die Behauptung.

Da das Ideal I}, erzeugt wird durch die Ideale I §+17E und Ij,_, und die Funktion G§
folgt Ié‘ie = I(?,’e und damit auch I*¥ = I¥". OJ

Korollar 2.6 Die Vereinigung der Deformationen g2, — gUy mitk € K. o(X) und g € 9,
st eine Deformation von X, auf der die Gruppe 9, dquivariant operiert.
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2.3 Die Komponenten des Raumes 7,4

Ausgehend von einem Raum Uy mit & € K, o(X) schneiden wir nun mit den folgenden
2e — 2 Gleichungen herunter:

tf/ = 0, v=1,...,e—2
t, = 0, v=e—1,e
) = e, =1mit3<v<e—2

¢l = 0, a,>1oderv=2¢€—1.
Nach eventueller Umbenennung der Parameter und Identifikation von ¢, mit ¢, erhalten wir
einen umgebenden Raum der Dimension dim Ty mit Koordinaten

t e=2 . e—1,v=1,...,a —1
te, €=3,...,e—2.

Der lineare Raum 7}, sei das Bild von U, in diesem Raum. Das Ideal a* von T}, wird erzeugt
durch die einzelnen Ideale a® mit e =2,... ¢ — 1, wobei

(M, ) falls a. >1 oder e = 2,e — 1
(), gl ploen )y e g

(8)

falls a,=1mit e =3,..., e—2.

Auf dem umgebenden Raum C7 operiert die Gruppe &, 1 = Hi ; S,, 1 durch Permu-
tation der Koordinaten in jedem Index € . Fiir das Bild von T} unter einem Automorphismus
g € &, schreiben wir kurz g7}.

Fiir die ersten e — 2 Gleichungen G§_; 5., = 519511 — Q5_1541,0 = 2,...,e — 1 des
Totalraums der Deformation Y, := 2 Xy, T, — T} erhalten wir:

ok _f abexlk falls as>1 oder § = 2,e — 1
0Lty XE falls as=1mit § =3,...,e—2

mit X¥ = []% (s + t2).

v=kg

Bemerkung 2.7 Die Polynome Q’({E wm den Erzeugern G’g}e des Ideals I* des Totalraumes
der Deformation Yy, — T}, ergeben sich fiir e — 0 > 2 gemdfs

ng,e—lng-f—l,Ex(;—ily;—ll falls (57 6) S Vk

Q5 =
ng,e—lng—H,e(ng—i—l,e—l)_l falls (67 6) g V-

Es qgilt genauer:
Qae H xﬁgey;/" Xllf)
v=§6+1

wobet
Se { ade(k, — k2€)  falls a,>1 oder v =2,e — 1

5 .
v a1 — oty fallso,=1mitv=3,... e=2
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sowie

se ) O falls a,>1 oder v =2,e — 1
T = Q1 — Oéif1 falls a,=1 mit v =3,...,e—2.

Beweis: Diese Beziehungen folgen direkt aus der Berechnung der ngg im Abschnitt zuvor.
Durch den Ubergang von Uy, zu T}, erhalten wir namlich:

d,€ _ 1.8, S,€
e _ azﬁ‘: e ;(sza” 5 falls o, >1 oder v = 2,e — 1
v V’E . _ V,e V,E 1 — y’i §,€ .
) T ey B TS (Rl falls =1 mit 3 < v < e—2.

O

Wir schliefen hier noch das folgende Lemma an, das im Beweis der Proposition 2.9
benotigt wird (vgl. [C1], 3.3.1).

Lemma 2.8 Die Polynome ng,e sind fir 1 <6 und € < e durch ein x,, und fir 1 < ¢ und

e < e durch ein y, teilbar.

Beweis: Es sei Q5. = Q’({E mit k& € K,_»(X). Fiir 1 < § gibt es einen Index v mit kJ~1€ =
k%€ 4+ 1. Bs gilt dann o0_1° = a2, 4+ 1 und deshalb a,_; > a2,. Also ist der v-te Faktor
von s, durch y, teilbar. Falls e < e gibt es einen Index v/ mit k:i?Ll’E = ki’f + 1, und es folgt
die Teilbarkeit des v/-ten Faktors durch z,/. O

Es sei nun eine verselle Deformation X — S der Singularitit gegeben. Wir setzen voraus,
daBl diese Deformation die Gestalt wie in 1.5 hat.

Proposition 2.9 Der durch

ae—1 ae—1
Z glae=D-vgl) — H (ze +tY), e=2,....e—1, (sV=1)
v=0 v=1

induzierte Basiswechsel impliziert ein karthesisches Diagramm

Ve — X

Lo

7% —— S
Beweis: Wir betrachten das induzierte Diagramm:
Ox Oy,

Oee®CL{s™ 1} V24 0p.eC{t™, 1.} /ak

C{s™ .} AN C{t?, ¢t} /ot

CDS Ch%
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und zeigen, dafl unter den horizontalen Abbildungen die Total- und Basisraumgleichungen
von X — S auf die Ideale I* bzw. a* abgebildet werden.

Wie zuvor setzen wir Igfﬁ = (Gk,ﬁ,,é +1<d+41<€¢—-1<e—1)und zeigen durch
Induktion iiber € — ¢ die folgende Aquivalenz:

Qa,s = " (F5.) mod I§+1,e—1'

Man beachte, dafl die Giiltigkeit dieser Aussage fiir Doppelindizes (&', €') mit € —§ <e—§
impliziert, daB die entsprechenden Erzeuger des Ideals von S auf das Ideal a* abgebildet
werden (siche Lemma 2.8). Daraus schlieBen wir ¢*(Is.) C Ij..

Zunidchst gilt Ps_; 541 = y(;Z(go’l), und dieses Polynom wird modulo a* auf Q’g_m 41
abgebildet. Daraus folgt auch ¢¥*(hs_1541) = 0,0 =3,...e —2. Es sei nun € — 0 > 2 und die
Aussage fiir alle (', €') mit € — ¢ < € — ¢ bewiesen. Wir unterscheiden wieder die Félle i)
(0,€) € Vi und ii) (0,€) & k-

i) Man setze R := Cloy, ..., e, x5 x b y3h ,ye_fQ,tEV),t] und betrachte die ka-
nonische Fortsetzung ¢* : R — R. Es gilt dann modulo I§+17E_1J§’:

k k
Qé,ef 1 Q&,efl

Qs = T (nach Definition)
= w*(Péggi)llﬁjf‘s‘_l) (nach Induktionsvoraussetzung)
_ w*(]fgéfslﬁff L) (Definition von ¢*)
= @D*(P%;llisffl) (Kapitel 1.5, ¢*(I:S+1,e—2)a @Z)*(Ifsw,e*l) - ]§+1,671)
= 1/)*(13:5,6) (Lemma 1.13, ¢*(I§, 1) C I(];+1,e—l)
= *(Ps) (Kapitel 1.5, Induktionsvoraussetzung).

Nun folgt wie in [A, p. 43] die Gleichheit I}, ., = I¥ R N Clz,t]. Ist ndmlich
G € I§+1,€71R N Clz,t], so gibt es einen Exponenten I, so daB F'G € If ., wobei
F=x3-Tc oys Yoo Daaber Flig € Is11c1 = (gyre,0 +1 < +1< e —1<e—1),
folgt nach dem Lemma 2.4, da§ G in I, ., liegt. Daraus ergibt sich die Behauptung, da
Q5. und ¢*(Pj.) in Clz, ] liegen.

ii) In diesem Fall folgt wie in Proposition 2.5, daf

k k k k
Q(S,E*lQ(SJrl,E . Qé,eleterl,e c 1

k

k k 5
Isi1c1 Clsyy e R
S41,e—1 Ls+1Ye—1 To1Ye—1

Deshalb folgt die Behauptung auch hier wie im Fall i).
]

Insgesamt erhalten wir einen Basiswechsel der Vereinigung der R&ume 7} und ihrer
Translate unter der Wirkung von &,_; sowie ein Diagramm:
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U o — v — x
keKe_o(X)
gEG 41

! Lo

U gy — T — S
kEK,_o(X)
9gE€ES, 1
Proposition 2.10 Unter der Abbildung ¢ : T — S werden die Riume g1}, g € G, auf
die Komponente Sy abgebildet.

Beweis: Wir konnen Gleichungen fur das Bild der ng angeben. Ist o > 1 oder e = 2,¢ —1,
so wird das Ideal des Bildes durch s\ , e ) und t. erzeugt. Der Tangentlalraum
fiir einen solchen Index wird erzeugt durch

0 0
6821) P 8S£a€—ke)'

Im Falle a. = 1 mit 3 < e < e — 2 haben wir unter den Gleichungen a.,; symmetrische

Funktionen s, ..., s+ Die restlichen Erzeuger des Ideals des Bildes sind die a,_;

ersten Koeffizienten von Z %" 1) aufgefaﬁt als Polynom in ., also ol®*" DL gloernoe)
Hierbei seien die Polynome Z;" @3 und o) definiert wie in 4.1. Unter der natiirlichen Gra—
duierung der Deformationsparameter, d.h. mit deg(sg )) = a. — v und deg(t,) = 1 ist das
Polynom o) quasihomogen von Grad a. —i — j + 1. Es folgt, dal der Grad der oben ange-
gebenen Erzeuger grofler oder gleich a, — k. +1 = a, — (@e—1 + ey1 — 1) ist. Deshalb tauchen
die Variablen SEV) mit v < a. — k¢ nicht in linearen Termen dieser Polynome auf, und wir
kénnen auch in diesem Fall die Vektoren (9) als erste a. — k. Erzeuger des Tangentialraumes
wéhlen. Ist a. > ke, so kann man dieses Erzeugendensystem mit 9/0t. vervollstandigen. Fiir
ac = ke ist gl = g1 _ (te—1 — 1)t.. Die Vektoren (9) und 9/0t, + (e—1 — 1)8/839)
bilden also immer ein Erzeugendensystem des Tangentialraumes fiir einen solchen Index.
Insgesamt folgt, dafi der Tangentialraum an das Bild von ¢7} genau der Tangentialraum

der Komponente Sy ist (vgl. 1.16). Daraus schlieBen wir ¢(g7}) = Sk. O

(9)

2.4 Monodromie

Es sei X — S eine Gléattung einer isolierten Singularitédt X der Dimension n. Den Basisraum
S setzen wir als glatt voraus. Mit D C S bezeichnen wir die Diskriminante, also den Ort,
iiber dem die Fasern der Familie singuldr sind. Man erhilt eine Milnorfaserung (vgl. [L,
2.BJ):

F—X"—-S\D

Die Operation der Fundamentalgruppe m1(S \ D) (im Basispunkt) induziert Operationen
auf den Homologiegruppen H;(F'). Es gilt H;(F) = 0 fiir ¢ > n (siehe [L, (5.6),]). Aus der
Beschreibung der Fundamentalgruppe von S'\ D in [L, 7.A] und Satz (5.14) dort folgt, da8
die Operation auf H;(F) fir i < n trivial ist. Wir betrachten hier den Fall H,,(F') = H,,(F,Q)
(vgl. [BC, Theorem in 3.4]).
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Unter der Monodromiegruppe der Glattung X — S verstehen wir die Gruppe
M :=Im(m (S \ D)) — Aut(H,(F)).

Es sei
0— K —m(S\D)— M.

Der Kern K induziert eine unverzweigte Uberlagerung der Mannigfaltigkeit S \ D, die sich
eindeutig zu einer verzweigten Uberlagerung U — S fortsetzen liBt.

Als Monodromietiberlagerung der Glattung bezeichnen wir die induzierte Deformation
Xy — U. Nach Konstruktion ist die Operation von 71 (U \ Dy) = K auf der Faser F trivial.

Proposition 2.11 Die Familien gV, — ¢gTx mit k € K. 2(X) und g € &, sind Mono-
dromietiberlagerungen der Familie X, — Sk.

Beweis: Es geniigt, die Behauptung fiir die Familien ), — T} zu zeigen. Nach Proposition
2.10 wird Ty in die Komponente S, abgebildet. Da die Abbildung endlich ist und die Di-
mensionen von T und Sy iibereinstimmen, ist T, — S} surjektiv. Diese Abbildung ist sogar
&, _r-dquivariant, induziert also eine Abbildung T /&, — Sk. Nach [BC] ist diese Gruppe
genau die Monodromiegruppe von X — Si. Die Gruppe &,_ operiert auf T}, effektiv. In
der Tat ist T, — S, auBerhalb der Diskriminante von Sy eine unverzweigte Uberlagerung
vom Grad |&,_;| (vgl. 3.4). Es folgt, daB8 T} die eindeutig bestimmte Uberlagerung von Sy
mit der Gruppe &,_y ist. 0

3 Die Diskriminanten der Familien ), — 1}

3.1 Die Komponenten der Diskriminante

In diesem Abschnitt bestimmen wir die Diskriminanten der Deformationen g),. — g7}
einer zyklischen Quotientensingularitdt. Wir benutzen dabei die Kenntnis der expliziten
Gleichungen aus 2.3 und &hnliche Techniken wie in [C1]. Als Korollar erhalten wir die Dis-
kriminanten der Familien aus [C1]. Ein weiteres Resultat ist die Bestimmung aller méglichen
Singularitdten der Nachbarfasern, insbesondere iiber den generischen Punkten der einzelnen
Komponenten der Diskriminante (vgl. [C3]). Die Resultate werden nur fiir die Deformation
Vi — Ty (d.h. g = id) formuliert, verallgemeinern sich aber sofort fiir alle g.

Wir beginnen mit einer Charakterisierung der singuldren Punkte in den Fasern der De-
formationen (vgl. [C1, 2.1.3]).

Lemma 3.1 In einem singuldren Punkt einer Faser (Vy), ist xt1 = x. = 0, und wenn
x. # 0 # 3y, so hat das Polynom X* eine mehrfache Nullstelle.

Beweis: Eine n x n-Matrix heifle Semi-Dreiecksmatrix, wenn es einen Index v gibt, so dafl
a;;j = 0istfir 1 < j <vundi > jsowiefiir v < 7 <mund j > ¢. Fiir eine solche Matrix gilt
det(a;;) = []}_, ai. Tatséchlich bleibt in der Leibnizformel fiir diese Determinante nur fiir
Permutationen 7 mit 7(j) < j fiir 7 < v und 7(j) > j fiir j > v ein nichttrivialer Summand
itbrig. Dies ist offenbar nur fiir 7 = id der Fall. Um die Aussage des Lemmas zu beweisen,
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betrachten wir die folgenden (e — 2) x (e — 2)-Unterminoren der Jacobimatrix.

1) Fiir einen Index 1 < v < n seien die Zeilenindizes, d.h. die Indizes der Gleichungen, deren
Ableitungen bestimmt werden, (1,v),...(v—2,v),(v—1,v+1),(v,v+2),..., (v, e), und die
Spaltenindizes 1,...,v—2,v,v+2,..., e. Dabei lasse man Doppelindizes (7, ) mit j < i+ 2
einfach weg. Die entstehende Untermatrix der Jacobimatrix ist eine Semi-Dreiecksmatrix
mit den Diagonalelementen x; und z, fiir v = 1 bzw. v = e. In den anderen Féllen hat die

Diagonale die Werte y,, fiir die Spalten 1, ..., v — 2 sowie z, fiir die Spalten v 42, ..., e und

k
—8QV£’”“ fiir die Spalte mit dem Index v.

2) Bei den gleichen Zeilenindizes wie unter 1) betrachten wir die Spalten mit den Indizes

1,...,v—1,v+2,...,e. Die entstehende Semi-Dreiecksmatrix hat die Diagonalelemente v,
fiir die Spalten 1,...,v — 2, den Wert g, fiir den Spaltenindex v und x, fiir die Indizes
v+2,... €.

3) Analog wie unter 2) erhalten wir mit den Spalten 1,...,v —2,v+1,... e die Ableitun-
gen y, fiir 1,...,v — 2, den Wert x,_; fiir die Ableitung von G];—l,u+1 nach x,41 und z, als

weitere Diagonalelemente.
Insgesamt folgt aus 1), 2) und 3) und dem Verschwinden all dieser Minoren in einem sin-
guléren Punkt der Faser, da z; =z, = 0 ist und im Fall z, # 0 # y,, daB 2, | =y, 11 =

O0F
% = 0. Wegen Q_, ., = z0+ys»— X} folgt deshalb auch X} = %fﬁ = 0. O

Im folgenden Lemma wird gezeigt, wie man unter gewissen Voraussetzungen aus den
Gleichungen der Deformation )y, — T} in einem Punkt einer Faser Gleichungen fiir eine
Singularitdt niedrigerer Einbettungsdimension erhélt. Die betrachteten Koordinatentrans-
formationen entsprechen dem Niederblasen und Abschneiden der Ketten k und a (vgl. [C1,
3.2.2].

Lemma 3.2 Es sei X = X(a),k € K._5 und Yy, — T}, eine Deformation wie in 2.3. Dann
gilt:

i) (Niederblasen der Ketten k und a): Angenommen, p € Ty und q = 0 sei ein Punkt
in der Faser diber p. Ist ke = 1 und x._1yey1 = xu mat einer lokalen Finheit u,
so ist ((Vk)p,q) tsomorph zu einer Singularitat mit bei € niedergeblasenem a, deren
Gleichungen durch das Punkteschema zur bei € niedergeblasenen Kette k' entstehen.

ii) (Abschneiden der Ketten k und a): Ist ¢ € (Vx), und gilt x, = 0 fir v <e, so sei
i:=max{i < e:t; #0}. Existiert i, so ist q isomorph zu einer Singularitit ¢', deren
Gleichungen der Kette k'=1¢ entsprechen.

Beweis: i) Die Gleichungen, deren Indizes zu Punkten oberhalb der Geraden [ C /i
gehoren, kéonnen weggelassen werden. Die restlichen Gleichungen sind gemifi dem bei e
zusammengeblasenen Schema zu berechnen (vgl. Lemma 1.8 i)). Tatséchlich gilt fiir das
Polynom Q5 ; mit 0 < e — 3 wegen (6,¢ +1) & ¥y

k k k k k k k
Q§ = Q6,5Q5+1,e+1 Q5+1,5Q5,6—1Q5+1,e+1 o Q5,6—1Q5+1,6+1
J€

ng-i-l,e Q§+1,e(x5+ly€fl = Q§+1,e—1) <x5+lyefl = ng—i-l,e—l).
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Analoges gilt fiir Q’:_M mit v > € + 3. Fiir die beiden neuen Startgleichungen ergibt sich
Q§—2e Q]:e 2
Te—2Yet1 = T 17 Ue und Te-1Yet2 = y’ —;_ Ue.
€— e+

Durch eine Koordinatentransformation mit §c11 = yey1/ue usw. erhalten wir wieder Stan-
dardgleichungen, falls a._1, a1 > 3. Gilt etwa a._; = 2 und k._; = 1, so ergibt sich &’ = (0).
Im Fall a._; = k._; = 2 blasen wir weiter nieder.

ii) Es gilt y; # 0, und wegen x5 = Q’gﬂ. /y; konnen die Variablen x5 mit 6 < i—2 eliminiert
werden. Als neue erste Gleichung ergibt sich:

a;—1

5UH(%) =z H (i + 1),
yi I/:ki
Die neue Singularitit entspricht dem abgeschnittenen o’ = (a; — a1, @41, - - ., Ge—1). Ana-
loges gilt fiir ¢ mit y, = 0 fiir v > e. 0

Die folgenden Teilmengen von T} definieren wir, um die Aussage iiber die Komponenten
der Diskriminante der Familie )}, — T} formulieren zu kénnen. Wir setzen (vgl. [C1]):

A* = {p €T, :36: X} hat mehrfache Nullstelle}

Dt = {peTy: tgka) =0}

Df,e = {pGTk:tgk“):tgke)—tgzoundt,,:O,é—klSyge—l}.
Proposition 3.3 Fir eine zyklische Quotientensingularitit X = X (ag, ..., a._1) und eine

0-zulissige Kette k € K. _o(X) ist die Diskriminante der Deformation Yy, — Ty genau die
Menge
DF .= Aky U gf)f U U ngf’e C T.

ae>1 asg=l,ae=1
9ES 9€8,_

Beweis: 1) Wir beweisen zunéichst, dafl die Menge DF in der Diskriminante liegt.

i)pe AF: Tst ¢ eine mehrfache Nullstelle von X im Punkte p € T}, so enthilt die Faser
iiber p den Punkt mit x; = ... =251 =25 — & = Y521 = ... = Yo = 0. Nach 3.2 ii) kénnen
wir annehmen, dafl alle t. verschwinden. Ist dann fiir einen Index k. = 1 und hat die rechte
Seite der Gleichung G¥_, _; nur einen einfachen Faktor z., so blasen wir wie in 3.2 i) nieder.
Als Ergebnis erhalten wir die Gleichungen einer Singularitét, die isomorph zu A; ist, wenn
k bis zu k°~29%2 reduziert wurde.

i) p € D(’;: Die Faser iiber p enthélt den Punkt mit x, = 0,v < 0 und y, = 0,v > 0.

In der Tat verschwinden in diesem Punkt wegen Lemma 2.8 alle Gleichungen Gﬁye fiire <o

oder v > 9. Ist € > 0 und v < 4, so hat wegen p € f)§ das Polynom Q@e einen Faktor
X% der durch z; teilbar ist. Man beachte, daf in diesem Fall a5 > ks ist. Wir reduzieren
durch eventuelles Abschneiden wie in Lemma 3.2 ii) auf den Fall ¢, = 0 fiir alle e. Dann
blasen wir nieder, falls ein v mit k, = 1 existiert (vgl. Lemma 3.2 i)). Das Ergebnis ist
entweder singuliir, weil jede rechte Seite der Initialgleichungen einen Faktor 2 enthilt, oder
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man endet bei k°~%9*2 = (2,1,2). Die Bedingung tgk‘i) = (0 garantiert dann, daf} die Faser
in diesem Punkt singulér ist.

iii) p € [)f;e: In der Faser ()g), liegt der Punkt mit z, =0,vr <e—1und y, =0,v > €.
Wegen Lemma 2.8 verschwinden in diesem Punkt alle Gleichungen G, ,, mit p < e oder

v > e Im Fall 4 > € und v < € hat das Polynom Q’,j’# einen Faktor X*, der aufgrund

der Voraussetzung gke) = te durch y, teilbar ist. Wie unter ii) schneiden wir ab und blasen

nieder, bis eine Singularitdt entsteht oder die Kette &’ = (1,1). Wir bemerken, dafl wir in
diesem Fall die Gleichungen fiir ' = (a},al) > (2,2) erzeugt haben.

2) Wir beweisen, daf jeder Punkt der Diskriminante in der Menge DF liegt. Sei p ein
Punkt in der Diskriminante von ), — Tj. Der Beweis erfolgt durch Induktion. Fiir e = 4
haben wir die Gleichungen x 23 = 22 Xs, zox4 = x3X3 und z124 = X5X3. Man zeigt, daf,
wenn [ #8” # 0 oder []%5" t{”) # 0 und X, und X; keine mehrfachen Nullstellen haben,
die Faser glatt ist. Zunéchst folgt in einem singuldren Punkt der Faser aus dem Verschwinden

des Minors z? natiirlich z; = 0. Wir betrachten dann die weiteren Minoren (z5X5)' X5X3,
(22X5) (29 X3)" und —(29X5) xy der Jacobimatrix. Sei nun [ ) £ 0. Ist 25 = 0, so
folgt: (z2X3)" = X # 0 und deshalb X} = 0. Da auch 0 = (23X3)" = 23X} + X3 gilt, folgt
X3 =0, also ¢ € A. Ist 5 # 0, so folgt (22X5)" = 0 und wegen X, = 0 auch X} = 0, also
auch g € A .

Es sei nun e > 5 und ¢ ein singulidrer Punkt der Faser iiber p, der nicht in A* liegt.

Man reduziere dann zunéchst auf den Fall t, = 0,e = 3, ..., e — 2. Ist ndmlich € der kleinste
Index, fiir den x. eine Einheit ist, und ¢ der grofite Index, fiir den ys eine Einheit ist, so
ist die Faser isomorph zu einer Singularitit mit ' = (a5 — as_1,...,ac — @_1). Aus den

Gleichungen folgt nédmlich z5_, = Q’gfm/y(; fir v = 2,...,0 — 1 und damit, daf} diese
Monome nicht gebraucht werden, um das maximale Ideal zu generieren. Analog schlief3t
man auch fiir y. +v,v =2,...,e —e. Aus der Singularitét von ((Vx),, ¢) folgt damit § < e.
Es gilt also z, =y, =0 fir v =5+ 1,...,e — 1. Anwendung von Lemma 3.2 ii) ergibt die
Behauptung. Ist Y = 0 fiir alle v, so liegt im Falle k = (1,2,...,2,1) der Punkt p in D’;ye.
Andernfalls hat £ ein ks = 1 mit 3 < 9§ < e — 2, und es folgt p € Df;“. Gibt es einen Index
9, so dafl tgl) # 0, so blasen wir nieder wie in Lemma 3.2 und erhalten eine Singularitit
niedrigerer Einbettungsdimension. Nach der Induktionsannahme liegt dieser Punkt dann in
der behaupteten Menge. O

Korollar 3.4 Die Diskriminante der bei Christophersen beschriebenen Deformation X —
Vi ist die Menge
D:=Avu DU |J Di cW.

ac>1 as=1,a.=1
wober
AF = {peT,:36:Z" hat mehrfache Nullstelle}
D = {pe Vs =0}
D(’{e = {peVi: s((;aé_ké) — 587k — 0 ynd t,=0,0+1<v<e—1}

mit Zek — Zae—ke yge—ke—l/ggl’)7 also §£a5—k€) — Zae—ke(_te)usgae—ke—l’)‘

v=0 v=0
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Beweis: Nach Umbenennung der Deformationsparameter vermoge slae=r) _ 40) (mit € =

2,...,e—1lundv=1,...,a.—1) und t. = s. (e = 3,...,e—2) konnen die Gleichungen fiir
die Basisrdume Vj aus [C1] in der folgenden Form geschrieben werden:

S(V) — 07 622’”_,@—1;y:ae—(kﬁ—1>,...,ae—1

te = 0, a>0.

Die Zerlegung von Z*) = gae—he 4 gae—ke=1g) 4 gleemh) 45 [C1] in Linearfaktoren

ergibt einen Basiswechsel T, — Vj, der die Gleichungen aus Abschnitt 2.3 induziert. Aus der
Proposition 3.3 erhalten wir dann die Behauptung. Wir bemerken nur, daf§ die Bedingung
sleemhd) — ¢ Aquivalent ist zur Teilbarkeit von Z* durch y,, also zum Verschwinden eines

weiteren tﬁ”). L]

Korollar 3.5 Firk #1 aus K. o(X) und g,9' € &,_1 sind die Fasern (gV*), und (¢'V'),
tber jedem Punkt p von gTy 0 g'T; singulir.

Beweis: Ohne Einschrinkung betrachten wir nur den Fall ¢ = ¢’ = id. Es sei p ein Punkt
in T, N T;. Wir wihlen Indizes § und e mit maximalem € — 6, so daB k%€ = [>¢. Ohne
Einschréinkung sei € < e, und es seien k)" = k>¢ + 1 und 15 = 1% + 1 mit v < p. Wir
schlieBen, daB (k) > 0 und k, = ki’eﬂ <l,. BEsist t, = 0 auf T, und es verschwinden die

Funktionen tf}), e ,tflk“), woraus p € DZ folgt.

Um auch p € D! zu zeigen, beweisen wir durch Induktion, daB auf jedem Pfad durch das
Pyramidengitter von k¢ zu k und (%€ zu [ eine der beiden folgenden Aussagen gilt:

i) Es gibt einen Index i, fiir den &;" > " und «;(I%%) > 1 gelten.
ii) Es gibt Indizes i; < ... <9, mit iy, 1 < iy, fiir g =1,...,s und den Eigenschaften

o a,(ktF) > 1 fir 2u— 1 < v < 2y,
b k;;’:_l - aiQufl_l(k;L’K) > l’i;:i_l - aigufl—l(l[q,{) fur M - 17 ce ey S und
o k%> 10" und ay, (k%) = a, (1) = 1 fiir alle v.

Dariiber hinaus stimmen die Ketten k" und [“* auflerhalb der Intervalle von Indizes
[2'2#,1, 2'2“] iiberein.

In der Tat ist die Behauptung richtig fiir 6’ = 6 und ¢ = e+ 1, denn es gilt in diesem Fall
k, > l,, ke >l und auch a,(k*"') > 1, und natiirlich stimmen die Ketten auferhalb von
[v, u] iberein. Also gilt ii). Wir nehmen an, dafl die Aussage fiir £* und [“* bewiesen ist,
und verldngern diese Ketten nach links und rechts. Es geniigt, nur den Ubergang von k“* zu
k=1 und 4% zu [*"1F zu betrachten. Gilt fiir k~* und [“* die Aussage i), so bleibt dies auch
der Fall, da [“* an der Stelle 7 nicht mehr modifiziert wird. Im Fall ii) seien ;1% = k4% + 1
und l;;l’” = ;" + 1. Ist v = p und dieser Index grofer als i, so gilt i) mit ¢ = 7;. Ist
v = pu < iy, so gilt offenbar ii), da links von i; die Ketten £“* und [“" iibereinstimmen.
Aus v < p folgt die Giiltigkeit von i) mit i = v, da k4" > [4* gilt. Schlielich folgt im
verbleibenden Fall fir p < v, dafl i) gilt mit i = 4;, wenn i; < p. Ist dagegen p < iy, so
haben wir ii) mit dem ersten Indexintervall [¢, V].

Insgesamt ergibt sich, daf fiir £ und [ die Aussagen i) oder ii) gelten. Im ersten Fall ist

offenbar p € D! Gilt ii), so ist p € D! denn es gilt £4)

125—1,12s 125—1

061'25_1(#’”), tz(i;’m) = tizs und tj =0 fur j = iQs_l + 17 ce ,7:25 — 1. Damit fOlgt pE Dl. O

= 0, wegen a;,,_1(k"") >
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3.2 Die Singularitdten der Nachbarfasern

Ist X = X(a) und k € K. 5(X), so verstehen wir unter X = X (a') mit k£ < ¢’ < a die
Singularitat, die dadurch entsteht, daf§ wir im Falle von a. = k. = 1 alle Einsen in k£ und o’
simultan niederblasen (siche Lemma 3.2 1)).

Proposition 3.6 Sei X = X(aqg,...,a.1) eine zyklische Quotientensingularitit und k €
K. »(X).

i) (Vgl. [C3]) Die Singularititen der Nachbarfasern der Familie Yy, — Ty sind genau
die zyklischen Quotienten X = X(aj,...,a._y) mit k < o’ < a und die rationalen
Doppelpunkte Ay mitl < a, — k. — 1.

ii) Die Singularititen iber den generischen Punkten der einzelnen Komponenten der Dis-
kriminante D sind

o der Doppelpunkt A; auf AF |
o die Ty-Singularitit auf der M-Auflosung von k zum Index § auf D§ und

e die Singularitit zur Niederblasung der bei o und € jeweils um Eins erhihten Kette
k auf D¥_.

Beweis: 1) Im Beweis zur vorhergehenden Proposition haben wir gesehen, wie man im Fall
g=0und t, =0 fire =3,...,e—2 die genannten Singularitdten mit k' < a’ < a erhalt. Ist
t. # 0 fiir einen Index €, so kénnen wir durch Abschneiden auf den ersten Fall reduzieren
(vgl. Lemma 3.2 ii)). Ist nun ¢ # 0, dann ist aber fiir einen Index mit z. # 0 entweder
y. = 0, oder X* hat eine mehrfache Nullstelle. Im ersten Fall ist z, eine lokale Einheit,
und wir kénnen hinten abschneiden. Im zweiten Fall erhalten wir eine A;-Singularitéit mit
[<a.—k —1.

i) Auf AF hat im allgemeinen Fall nur genau ein Polynom X ¥ eine Nullstelle der Ordnung
zwei, die ungleich Null ist. An dieser Stelle hat die Faser eine A;- Singularitt.

Die Singularitéit im generischen Punkt von l~7§ erhalten wir durch Niederblasen der Kette
E' = (ko ..., ks—1,ks + 1,kss1,...,ke—1). Nach Lemma 1.4 ii) und Lemma 1.19 ergibt sich
eine T-Singularitdt mit » = a5 und Milnorzahl s — 1 = 0.

In einem allgemeinen Punkt von D . konnen wir £ und a simultan an allen Einsen von
k niederblasen. Aus Lemma 1.4 i) und 111) folgt dann die Behauptung. 0J

Beispiel: X = (3,3,3,3) und k = (2,2, 1, 3). Die Singularitéten der Nachbarfasern sind:
i) Alle X (as, as, ayq,3) mit 2 < a. < 3,e = 2,3,4.
i) (2,3,1,3) ~ (2,2,2), (3,3,1,3) ~ (3,2,2) sowie die A; auf der ¢G-Komponente der
T-Singularitat (2,2, 3, 3).

Bemerkung: Bekanntlich ist die verselle Deformation X — S in in einer Umgebung eines
singuldren Punktes einer Faser wieder versell (siche [P]). Eine Betrachtung der Gleichungen
fiir die einzelnen Familien legt die Vermutung nahe, da3 die Deformation ) — T Mono-
dromieiiberlagerungen der versellen Deformationen fiir die Singularitdten der Nachbarfasern
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induziert. Ist X = X (aqg,...,a._1) eine zyklische Quotientensingularitit, k € K. o(X) und
Y — T,eq die in 2.3 beschriebene Uberlagerung der versellen Deformation von X, so sei ¢
ein singuldrer Punkt in der Faser iiber der Komponente 7}. Nach Lemma 3.2 ist die Familie
Y — T} in einer Umgebung von p isomorph zu einer Familie );, — 7},, wobei ¢’ und
k' durch simultane Niederblasungen aus a und k entstehen. In der Tat konnen die fiir die
Faser iiber p beschriebenen Koordinatentransformationen auch auf ) angewendet werden.
Betrachtet man nun die e — 2 ersten Gleichungen, die die Familie )V — T beschreiben, so
sieht man, daf} diese unter den Transformationen in der Nédhe von p in Ausgangsgleichungen
einer Familie )’ — T" iibergehen. Da sich alle k" € Kg_5(X’) dadurch erzeugen lassen,
dafl man die Aufblasungen, die von &’ zu k fithren, auf &’ anwendet, erhalten wir in einer

Umgebung von p tatséchlich alle Komponenten vom 77, ,.

4 Total- und Basisraumgleichungen

4.1 Ein Algorithmus

In diesem Kapitel wird erlédutert, wie die in Abschnitt 1.5 beschriebenen Polynome FPj. in
den Totalraumgleichungen der versellen Deformation zyklischer Quotientensingularitéiten
berechnet werden konnen. Die in 4.2 formulierte Vermutung iiber einen induktiven Algo-
rithmus wird durch explizite Durchfiihrung der Rechnungen bis zur Einbettungsdimension
7 und fiir alle Kegel {iber rationalen Normkurven bestétigt.

Um die Polynome Fj. in den Totalraumgleichungen G5 = 25Ye — Ps ndher beschreiben
zu konnen, leiten wir zunéchst aus Z, = Z durch Teilen durch z. und durch y. = z. + ¢,
(fiir e = 3,...,e — 2) mit Rest die Polynome 787 ab. Wir erhalten:

Ze(z',j) — Ze(i+1’j)l'5 +O_£i+1,j) — Ze(i,j-‘rl)y6 + O_Ei,j—i—l)’ (10)

wobei 6" € C[s", t.]. Weiter schreiben wir:

e—1
Pie= > x,Pf. +h(Ps),
v=0+1
mit P}, € Clrsy1,...,2y,5,t]. Dann kénnen wir zeigen, daf8 sich aus den Polynomen
P} 1,v < €— 3 ein Kandidat fiir Ps, berechnen laft.

Bemerkung 4.1 Modulo I, C R gilt ]55,6 = P + Rs mit

Pé,e — Z HP]/V:;gll Z O,l—l)7 (11)

=1 <...<y=e—2 i=1

R
Rs. = me‘; Ri, = > pr”;;ll oL (12)

v=0+1 o= <..<y=v i=1
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Beweis: Wir zeigen durch Induktion, daf§ Ps, fiir [ = 2,...,e — 0 — 1 dquivalent ist zu:

-1 -3 -1

Vit+1 1) Vit1 0-671
§ H Pl/Z,E 1 + § xl’( E (H szi,e—l) T ) + Al (13)
5:V1<..4<Vl/:6 2 =1 v=0+1 5:V1<4.4<Vl/:1/ =1 =2
<1 <i
mit
-1 70
i Vit1 e—1 _
Al — E (H(Py;75_1)Pul/,e—l T ) Ae—5—1 = 0.
d=v1<..<vpy<e—3 j=1 €2
=1
In der Tat erhalten wir die Aussage fiir [ = 2, denn:
Z(O)l)
D _ e—1
Pé,e = P5,6—1
Te—2
2 (0,2) (0,2)
Y12y + 05 —2 ~(01)
J— 14 € € €
= § : :EVP&,E—I T + P57€,1Z€_1
v=6+1 €2
€—3 Z(O 2)
= 56161 %561 5611/61
v=40+1 v=0+1 Le—2
Im Induktionsschritt entwickeln wir die Terme P,/ ._; in den z, und erhalten:
U1 -1 -3 5O+
— Vi+1 €—2 (0 v ) l/2+1 6—1
Al - E : [(H(Pyi,€—1>PV/ €— 1Z (H Vi, €— 1 E Vl/ e—17% 1 )]
§:u1<m<ul/§e—3 =1 =1 , 672
=l l
l’—l -3 Z(o,l'+1)
+ ( Vz+1 e—1 )
l/l,e 1 le/ e—1 ,u,e 1 T .
d=v1<.<yp<e—3 =1 p=v]+ =2
=1
Man sieht, daB fir alle (vq,...,y) der erste Summand zur ersten Summe und der zweite

(0.1)

Summand zur zweiten Summe in (13) gehoren. Der dritte Summand ist genau A4 .

O

Der rechnerische Nachweis fiir kleine Einbettungsdimensionen und der Beweis fiir Kegel
iiber rationalen Normkurven beliebigen Grades veranlaft uns dazu, die folgende Vermutung

zu formulieren.

Vermutung 4.2 Startet man mit Ps_, 541 = Zs, so werden durch (1~1) induktiv Polynome
Ps ¢ definiert, die modulo 1376 dquivalent zu der rationalen Funktion Ps. sind. Genauer gilt

Rge € Igje.



35

Korollar 4.3 Ist die Vermutung 4.2 richtig, so erhdlt man auch Algorithmen fiir die Basis-
raumgleichungen. Fir die x-konstanten Teile gilt zum Beispiel:

_ I/+1 1 l+1
h’é,s — § H hul JE— 1

= <. <yj=e—2 i=1

wobei die hy, ., der v—konstante Teil des Polynoms P,/ sei.

v,e—1

4.2 Die Gleichungen in kleinen Einbettungsdimensionen

Fiir die Durchfithrung der Berechnungen in diesem Abschnitt bemerken wir zunéchst, daf
durch Induktion folgt, daf die Polynome Ps, aus Monomen in den 78 und 007 der Gestals

e—1 €e—2
A A o

v=0+1 v=0+2

mit Monomen o, € C[O’,(jj )] bestehen. Fiir ein solches Monom, kurz ¢Z, und ein v € {§ +
1,...,e— 1} definieren wir

(O’Z)V — O-(Uz(/zrlrﬁ_LjVH) L. le 1+17Je 1) H Z iy gu z,,-&-l,gl,) (14)
p=0+1

Dann gilt offenbar
e—1

oZ = Z z,(cZ)" +h(cZ).

v=0+1

Fiir P, das eine Summe von Monomen o7 ist, kénnen wir dann Py, = > (0Z)" setzen.
Proposition 4.4 Die Vermutung 4.2 ist richtig fir alle Gleichungen Ps. mit e —§ < 6.
Beweis: 1) (vgl. [A, p. 53]) € =0 < 4. Aus Pss.92 = Zs1 schliefen wir mit (11) und (12):

p5,5+3 = Pg}iQZg-é) = ch—li:[l))Zzg?&:;)’ R575+3 =0,

also
(2,0) _(1,1) / (1,1 _(0,2)
hssis = 0510505y Nssis=05,105/5"
Es folgt weiter:
. 5492 (0,1) S5+1 po+2 (0,2)
P5,6+4 - Pé 6+3Z6+3 P6 6+3P6+1 6+3Z<H-3

1,1) (0,1 2,0) (1,0) (0,2
= Zé+1)Z§+2)Z§+3)+ §+2)Z§+1)Z§+2)Z§+3)

und
502 5(0:2)
_ pé+l 5+2 Y043 (1,0) (1 1)%543 /
3575+4 - R5,5+4 - 5756+1P5+1 5+3 5+125+1 s+2 — € ( 5+1,5+4)~
Ts42 L5142

Fiir die z— und y-konstanten Teile von Ps ;5.4 erhalten wir:
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_ (2,00 _(2,1) (1,1) (1,1) _(3,0) _(2,0) (1,2) / _ (1) _(1,2) (0,2) (2,1)
hssia = 051059 05,5 +05,9 051 0579 053, 55+4 = 0541 0549 0543 1054 (

ii) Fiir e = 0 + 5 ergibt sich mit (11):

_ 5+3 r(0,1) 5+2 pP6+3 (0,2) 5+1 pé+3 (0,2)

Bssis = PssiaZsiy + PysiabsiosiaZsin + Pssralsiisialsii
S+1 po+2 5+3 (0,3)
+P5 51451 5445155442541

1,0) (1,1) (1,1) (0,1 1,1) (2,0) (1,0) (1,2) (0,1
= Z§+1)Z§+2)Z§+3)Z§+4) + 0§+2) Z§+1)Z§+2)Z§+3)Z§+4)

(1,1) (1,0) »(2,1) ~(1,0) (0,2) (1,1) _(1,2) (2,0) »(2,0) ~»(1,0) ~(0,2)
t0513 Z<5+1 Z<S+2 Z(S+3 Z(5+4 + 0549 0543 Z<S+1 Z5+2 Z<5+3 Z§+4

0542

(11250

+0_(2,1) (1,1)2(2,0)2(170)Z(l,l)Z(O,Q) + 0_(2,0) (1,1)0_(1,2)Z(3,0)Z(I,O)Z(I,I)Z(O,Q)

542 0543 L5141 Ls12 L5143 514

+05)o

5+3 641 L5420 L5413 Lsya 6+2 96+2 965+3 O54+3 L4541 “s5+2

Fiir den Rest erhalten wir aus (12):

_ —1 d+1 5+2
Rssy5 = x5+3($6+1R5,5+5+$6+2Ré,5+5)

(0,2)

_ -1 5+1 (0,2 s+2 (0,2) 5+2 (0,3)

541

+ 2512(Pys 140554 + PrsiaPsias:49541))

N _1 (270) (271) (171) (072) (370) (270) (171) (172) (072)

= 25 3(T541(Z511 O5yn 054305174 T 2571 0519 019 O5i3 O5ys )
(1,0) ~(2,1) _(1,1) (0,2) (2,0) »(2,0) _(1,1) (1,2) (0,2)

+2512(Z5y ) Z5yn 0513 0544 + Zsi1 Zsia 019 0513 O514

5+2 0642 0543 “641 “542 “5+43 “5+4
(271) (0_(171))2Z(270)Z(270)Z(170)Z(073) + 0.(270)0.(171) (172) (171)2(3?0)Z(zvo)Z(lvo)Z(ng)

0+3 “o+4 -

_i_Z(g—z‘r:(l))Z(ZO) (2»1)( (1’1))20_((5313) _'_ Z§370)Z(2’0)U(270)0(171)0.(172) (171) (072))).

642 0519 \Os43 41 %542 95129512 9513 Os13

0514

Man sieht, daf der erste und der dritte Summand in (hg,, 5, 5), der sechste in (hsi1544), der
zweite Summand in (41,514, M5, 515) und die Summe des vierten und fiinften Summanden

in (P, 5.5) liegen.

iii) € = 0+6: In diesem Fall geben wir wegen des hohen Rechenaufwands nur die einzelnen

Terme des Restes R, 7 an. Zur Vereinfachung schreiben wir ein Monom

o7 = H Ul(jv:‘;,j#) H Zlgz'u,jy)

2<<6,1<pu<4 2<u<6

als Matrix in der Form:
2J2 13J3 laJ4
isjs iidi i3Js teds
gy 133 i3
g 058 123
isJ3 91Ji Tsd5

(it).34)

Faktoren o, und Zl(,i”’j”), die gleich Eins sind, werden dabei in der Matrix weggelassen.
Die folgende Tabelle enthélt in der ersten Spalte die Summanden von Rj ; und in den Spalten
zwei bis vier die von R:fj (Spalten 2-4). Dabei haben die sieben Zeilen ihren Ursprung in

den sieben Summanden des Polynoms P .



P gal"? Pf go{"? P2 PS ol
20 10 21 20 20 20 30
21 21 11 02 21 11 02 21 21 11 03 21 21 11 03
21 11 20 12
11
30 20 20 30 20 30 30
20 22 11 02 1122 11 02 20 22 11 03 20 22 11 03
11 1121 11 11 20 12
11
20 10 31 20 20 20 30
31 20 12 02 20 12 02 31 20 12 03 31 20 12 03
11 11 1111 1112
21 20
11
30 20 30 30 20 30 30
30 20 12 02 11 20 12 02 30 20 12 03 30 20 12 03
1112 12 1112 11 1112 12
21 21
11
30 20 20 30 20 30 30
20 21 12 02 21 21 12 02 20 21 12 03 20 21 12 03
21 11 11 21 11 11 21 11 12
21 20
11
40 30 20 20 20 20 30
20 21 12 02 20 21 12 02 20 21 12 03 20 21 12 03
20 12 1112 20 12 11 20 12 12
11 1121 111
20
30 20 30 30 20 30 30
30 20 13 02 21 20 13 02 30 20 13 03 30 20 13 03
21 11 11 21 11 11 21 11 12
11 11 11 11
21 20
11
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Die Summe der Terme in der ersten Spalte liegt im Ideal I, ;. Zum Beispiel sind die ersten

beiden Summanden Vielfache von hy; = o

liegt modulo Ay, im Ideal.

5

(1,1)

(0,2)

Og

.. 4 _ p4 _(02) ( 2 p4 3 p4 ) (0,3) 2 p3 p4 (0,4) e
Fir Ri; = Pigog " + (Pl¢Pag + PePs6)06 " + PiePyeP3606 ~ erhalten wir:
Pf,a”e(;oz) P12,6P§L,G”((303) P13,6P§1,6”¢(303) Pf‘apg,spg,e“éoa)
10 11 21 20 10 21 20 20 20 10 21 20 20 20 20
11 02 21 21 11 03 21 21 11 03 21 11 03 21 21 11 04
11 11 12 11 21 11
11
20 10 22 30 10 21 30 20 20 20 20 20 30 20 20
11 11 02 20 22 11 03 20 22 11 03 11 22 11 03 20 22 11 04
11 11 11 11 12 11 11 21 11
11
10 21 20 20 10 21 20 20 20 10 31 20 20 20 20
11 12 02 31 20 12 03 31 20 12 03 20 12 03 31 20 12 04
11 11 11 12 11 11 11 11
11 11
20 20 20 30 10 21 30 20 20 20 30 20 30 20 20
11 12 12 02 30 20 12 03 30 20 12 03 11 20 12 03 30 20 12 04
11 12 11 11 12 12 12 11 11 12 11
11 21 11
20 10 21 30 10 21 30 20 20 20 20 20 30 20 20
21 11 12 02 20 21 12 03 20 21 12 03 21 21 12 03 20 21 12 04
21 11 11 21 11 11 11 21 11 11
11 21 11
30 10 21 40 10 21 40 20 20 30 20 20 40 20 20
20 12 12 02 20 21 12 03 20 21 12 03 20 21 12 03 20 21 12 04
11 20 12 11 20 12 12 11 12 11 20 12 11
11 11 11 11 21 11
20 20 20 30 10 21 30 20 20 20 30 20 30 20 20
21 11 13 02 30 20 13 03 30 20 13 03 21 20 13 03 30 20 13 04
11 21 11 11 21 11 12 11 11 21 11 11
11 11 11 11 11
11 21

. Die Summe der Terme vier und sieben
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o . . 0,3 oo
Wir fithren nur die ersten sieben Summanden von P126P236P§160é ) auf, weil jeder Sum-

30

mand, der den Fakor 20 12 besitzt, schon im Ideal liegt. Die Summen aller Monome

11 11
mit einem gemeinsamen Faktor Z{"Z{")Z(™™ liegen jeweils im Ideal. Man sieht zum
Beispiel, dafl vor Z, 2, 0)Z 2, U)Zf’o) als Faktor genau der Erzeuger h), steht. Insgesamt folgt
R” € (h357h467h367h477 575 7). [

Korollar 4.5 Der Algorithmus im Abschnitt 3.3 liefert fiir alle zyklischen Quotientensin-
gularititen X alle Basisraumgleichungen hs. und hs, mit € —§ < 6. Insbesondere erhalten
wir alle Basisraumgleichungen fir e = e(X) < 8.

Beispiele: Um die Gleichungen in den Variablen sE”),t6 zu schreiben, miissen noch die
Polynome o) aufgelost werden. Hierzu fithren wir wie in ([A], 5.1) die Variablen 5 ein,

indem wir setzen:

as—1 as—1

as—1
a v v=(a v) ~(ag—1—v j: —1 —y (as—1—
Z5_96§:9353551 )—9555 ygé’((sé ) 5((;51 = (5—1)(_755)“ Sg‘é o,
p=v

Dabei sei s((;o) = 1. In diesen Variablen ergibt sich dann fiir die J((;i’j), die wir in diesem

Abschnitt brauchen (man beachte agi’j ) = (a((si’j - 0((52'—1,]' )) [ts):

o5 |j=0 j=1|j=2 j=3 j=
i=0 0 A - S S I MY
i—=1 S((Sag—l)t Sga(g—l) <§((;1,;—2) gga(g—?)) gga(g—él)

D B el I ) it il

i=3 s§a5_2)+t sga‘s_g) sga‘s_?’)

i =4 s((sa‘S Dt s(a‘s D | glas=4)

i) Der Basisraum fiir e = 5 hat die drei Gleichungen

haa = Sz(?,agil)ts, hi4 = Sg% 1)3:(;1371)7 /2,5 = 3:(’,%71)34(1&471)

)

(az—1) (az—1) _ ty = sl _

=0 und s, 4

und die beiden Komponenten sg
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ii) Im Fall e = 6 erhalten wir die Basisraumgleichungen:

e = sy s = s,

g = sy sy haos = (557D 4tysi™?)sie Y

/275 _ Sz())ag—l)(siarl)_t4§Z(la4—2)> 376 _ Sl(lakl)séarn

h175 _ Sgaz—l)sz(gag,—msgarl) h’,2,6 _ Sga3—1)§ia4—2)séa5_1)
+Sga2—2) (Si(’)ag—l))ng(lazl—Q) +s§a3_2) (Sia4—1))28éa5_2)

Man beachte bei der Berechnung von hy 5, dafl aél’l)agf’o) modulo hs 4 dquivalent zu (a:(,)l’l))2

ist. Die moglichen fiinf Komponenten finden sich in den Beispielen am Ende des Abschnitts
2.1.

iii) e = 7: Neben den 3 Gleichungen

h2,4 = 1533&!13—1)7 h375 _ t4851a4_1), h4,6 _ t5sga5—1)

erhalten wir fiir e — 0 = 3,4:

iy = Sgaz_nsgag_n

has = (s5° 7 tasy® )T s = sV EMT 03

has = (s 7V tasi™ sl by = sTU(ET g Y)
= e

h175 _ Sgag—l)sga3—2)8‘(1a4—l) + Sga2—2) (Sgag_l))2§ia4_2)
hf2,6 _ (Séag_l)+t33;(;a3_2))34(;14_2)55(3(15_1) + (Séas_Q)+t3$:())a3_3))(Sia4_1))2§éa5_2)
/276 — Sga3*1)§ia4*2) (gé(lsfl) _t5§éa5*2)) _'_ 81(;1372) (Sz(la471))2(§éa572) _t5§éa573))

{3,7 = 851&4_1)5?5_2)%&6_1) + Sia4—2)(sga5—1))2séae—2)
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sowie fiir e — 6 = b:
h1,6 _ Sé{lQ—l)S:(;lg 2)851a4 2) (a5 1)

a a a a (4 2) ~(a4 2) s —
+8g2 2)Sg3 1)(8:(,’3 1)—|—t S( 3— 2))( - )8é5 1)

+Sga2 1)5:(;13 3)851a4—1)(851a4—1)+t 8((14 2)) ~(a5—2)

+S(a2_2)S§a3_1)( §a3 2)+t (a3 3))

{ ( (aa— 1)+t S(a4—2))§(5a5—2)

s 154
_|_8;a2 2)31(;1372)( :(33 1)+t S(ag 2)) Ela4 1) Ela4 Z)Sé 5—2)

+ Sgag 3)(S§a371)+t38éa372)> Sgag 1) ~ Z(la4f )Sia4f2)§éa572)

+Sga2 Q)Sgag 2)( (az— 2)+t (a3 3))( (as— 1)) ( Ela4 1)+t (a4 2)>~éa5—3)
/277 _ 3;(5%_1)§Ela4_2)§éa5_2)$éa6_l)

+3£(;a3 2)(5510,4 1))2~(CL573) é{lafl)

((13 1) (ag—2) ~(a4

+ 54 (24 o

—}—Sé(B 2)8£1a4 1)851a4_2)§éa5_2)8éa5_1)8éa6_2)

+Séa3 2)54(;4 2)84(151471)S(a571)§éa572)8éa672)

o))

S(a3—3)(551a4—1)+t (aa— 2))(Sia4—1))2<§éa5—2))Qséa(;—Q)

53
ok CARRC RO

4.3 Kegel iiber rationalen Normkurven

Beschreibungen der versellen Deformationen von Kegeln iiber rationalen Kurven finden sich
schon bei [Pi, I11.8.]. Die folgende Proposition zeigt, dafl der Algorithmus aus 4.1 zu den in
[A, 5.1.4] angegebenen Gleichungen fiihrt.

Proposition 4.6 Fiir die Total- und Basisraumgleichungen der versellen Deformation des
Kegels tiber einer rationalen Normkurve vom Grad n = e — 1 gilt:

Pssio =ys(xs + 55), hssra = Ssts
und fiir 6 +2 < e:

e—d0—1

P(S,e = (y6+1 + 86+1)xe—1 + E S§+vLe—v + hée
v=2
e—6—2

= Z/5+1(95671 + 5671) + Z S6+vYe—v + hgea

wober gilt

e—0—2 e—90—2
/
hse = E (8514 + totp)Se—ps hé = S541(8c-1 — ) + § Ss+pSe—p-

=1 =2

=
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Beweis: Wegen 7% = 5% = 0 schlieBen wir in unserem Fall aus den Formeln (11) und
(12):

-3
_ e—2 r7(0,1) § v e—2 (0,2)
P5,6 - P57e Ze—l + P&,eflpll,elee—l (15)
v=0+1

e—3 0(0’2) 0(0,3)

2 : e—1 E v v e—1
R(S,e - xl/P(;:e_l T + mVQP(Séfleie—l T (16)

v=38+1 €—2 0<vi<r2<e—3 2

Wir zeigen induktiv, daf diese Polynome die obige Gestalt haben und dafl die Reste R;. in
den Idealen [j liegen. Ist dann zuniichst € = 0 + 3, so folgt Rss13 = 0 und wie behauptet:

s+1 (0,1 1,0) (0,1
Pssys = P6,§+2Z§+2) = Z§+1)Z§+2)
= (@541 + tss1 + So41)(Topa + Ss,;+2)

(Ys+1 + So+1)To42 + Tst155+2 + (So41 + tot1)Sste

Es sei die Aussage fiir € > J + 3 bewiesen. Wir schliefen wegen ZO00 = (e — s¢) und

7% =1 mit der Formel (15) und aus der Induktionsannahme:

e—2
Piewi = P'ZOV+ > Py Ptz
v=0+1
€—2
- (y5+1 +86+1)(x6 - Se>+ Z Se+§—y(yy+1+8y+1)
v=0+1
e—0—1
- (y6+1 +S(5+1)xe + T5+1Se + (t6+1 + 36+1)Se+ S(S—l—u(xs—u—l—l—'—(se—l/—&-l +te—y+1))
v=2
e—0d
= (Y511 +35+1)93e+2 SsqvTeti—v + Mo eqr.
v=2
. : . 0,2) 0,3) _ 4.
Fiir den Rest Rjc41 erhalten wir mit (16) und o ™ = (s — t.),0¢ ~ = 1:
1 e—0—2 e—0—2e—06—11—1
Ré,s—l = [ Z [E5+,/S€_V(S€ - te) + Z Z L§4vySe—1y SE-‘er—VQ]
Te-1 v=1 =1 vo=11
1 e—6—2 e—6—2 v—1
- [ Z xd—l—use—u(ss - te) + Z T§+u Z Se—l/—l—use—u]
Te-1 3 =2 =1
1 e—0—2
= 2 ) Z $5+Vh/671/71,6+1 S Iz/S,EJrl
L ou=1
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4.4 Eingebettete Komponenten

Pinkham zeigt in ([Pi]), da§ die verselle Deformation eines Kegels {iber einer rationalen
Normkurve vom Grad n > 5 neben der Artinkomponenten noch genau eine eingebette-
te Komponente besitzt. Wir geben in diesem Abschnitt einige Ergebnisse zur Anzahl der
eingebetteten Komponenten fiir zyklische Quotientensingularitdten bis zur Einbettungsdi-
mension 8 an, die wir ausgehend von den Gleichungen in 4.2 mithilfe des Computeralgebra-
Programms SINGULAR (siche [GPS]) erzielen konnten.

i) e = 6: Fiir die Singulariat X (3,3, 3,3) findet man genau eine eingebettete Komponente,
deren assoziiertes Primideal durch die Monome sf), s:gQ), sf), 5&2),753,154 erzeugt wird. Diese
Komponente liegt also in der Komponente D5 der Diskriminante der Artinkomponente,

iiber der X (2,2,2,2) als generische Singularitét auftaucht (siehe 3.6).

ii) e = 7: Bei unseren Rechnungen fiir Singularitdten mit (as, ..., ag) < (4,4,4,4,4) finden
wir maximal elf eingebettete Komponenten, die bereits fiir die Singularitat X (3,3,3,3,3)
auftauchen. Den assoziierten Primidealen dieser Komponenten lassen sich eindeutig die fol-
genden Ketten aus N°~2 zuordnen:

(173’ 2’ 272)7(37 ’37272)7(2’37 737 2)7(2’ 2737173)’(2727273’ ]‘)’
(2,2,2,2,2),(3,2,2,2,2),(2,3,2,2,2),(2,2,3,2,2),(2,2,2,3,2), (2,2,2,2,3).

Der Zusammenhang zu dem von SINGULAR berechneten System von Erzeugern dieser Ideale
ist der folgende: Fiir das Ideal der Komponente zur Kette | = (I, 13,14, 15, ls) ergeben sich
als Erzeuger die Monome

1 1
Y 27 = 727 ?

sl e=2 . ...6,i=1,...,0 —1

und zusétzlich die Monome ty, t5 fiir (1,3,2,2,2), die Monome t3,t, fir (2,2,2,3,1) sowie
t3,t4,t5 fiir alle ibrigen Ketten.

Eine eingebettete Komponente kommt genau dann im versellen Basisraum einer Singula-
ritdt X (ag, ..., aq) vor, wenn fiir die zugehorige Kette [ die Ungleichungen [, < a erfiillt sind.
Wir bemerken, daf die eingebetteten Komponenten zu den Ketten (3,1, 3,2,2), (2,3,1,3,2)
und (2,2, 3,1,3) in den Komponenten der 0-zuldssigen Ketten (2,1,3,2,1) bzw. (1,3,1,3,1)
bzw. (1,3,2,1,2) liegen, jeweils in der Komponente Ds ¢ der Diskriminante. Im allgemeinen
Punkt liegt hier eine Singularitit X (2,2,2,2). Alle anderen eingebetteten Komponenten
liegen in der Artinkomponente.

iii) e = 8: Unsere Rechnungen fiir Singularititen X (a2, as,2,2,2,2) mit as <5 und a3 < 4

) Y Y

ergeben eingebettete Komponenten, die den folgenden Ketten zugeordnet werden kénnen:

(1,3,2,2,2,2),(1,4,2,2,2,2),
(2,2,2,2,2,2),(3,2,2,2,2,2),(2,3,2,2,2,2),(2,4,2,2,2,2), (4,2,2,2,2,2).

Auch in diesem Fall kommen die eingebetteten Komponenten zu diesen Ketten genau dann
im Basisraum vor, wenn a < [ gilt. Alle sieben Komponenten tauchen auf, wenn as > 4 und
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Aufgrund dieser Ergebnisse kommen wir zu der Vermutung, dafl die assoziierten Prim-
ideale der eingebetteten Komponenten des versellen Basisraums zyklischer Quotienten durch
Ketten | = (ls,...,l._1) der oben beschriebenen Gestalt parametrisiert werden. Fiir e = 6
gibt es genau eine Kette [ = (2,2,2,2), und die Ketten [ der Liange e —2 > 5 sind genau die
Aufblasungen der Ketten der Lénge e—3 und die Ketten der Gestalt (2,...,2,1.,2,...,2) mit

2<l.<e—4,e=2,...,e—1. Esist zu erwarten, dafl eine eingebettete Komponente genau
dann im Basisraum der Singularitdt X (as, ..., a._1) vorkommt, wenn a, < l.,e =2,...e—1
gilt.

Beispiel: Fiir die Berechnung der Priméirzerlegung des Ideals des versellen Basisraums
der Singularitdt X (4,4,4,4,4) mithilfe der SINGULAR-Library primdec.lib (vgl. [DPS])
verwenden wir eine Darstellung der Gleichungen aus 4.2 im Ring mit den Erzeugern s2(i),i =
1,2,3, t3, s3(i),1 = 1,2, 3, t4, s4(i),i = 1,2,3, t5, s5(i),i = 1,2,3 und s6(i),7 = 1,2,3. Die
Definition des Rings, der Erzeuger des Ideals und schliellich des Ideals selbst erfolgt durch
die unten stehenden SINGULAR-Kommandos. Die Rechenzeit betrigt unter Verwendung
von SINGULAR 2.0 auf einem Rechner mit einem Prozessor mit 700 MHz und 128 MB
Arbeitspeicher etwa zwanzig Minuten.

ring r=0,(s2(1..3),s3(1..3),t3,s4(1..3),t4,s5(1..3),t5,s6(1..3)),dp;

poly h24 = t3%s3(3); poly h35 = t4*s4(3); poly h46 = t5xs5(3);
poly h14d = s2(3)*s3(3);
poly h25 = (s3(3)+t3*s3(2))*s4(3);
poly hp25 = s3(3)*(s4(3)-t4*(s4(2)-t4*sd(1)+t4°2));
poly h36 = (s4(3)+t4*s4(2))*s5(3);
poly hp36 = s4(3)*(s5(3)-t5*(s5(2)-t5*s5(1)+t572));
poly hp47 = s5(3)*s6(3);
poly hi15 = s2(3)*s3(2)*s4(3)+s2(2)*s3(3)"2*(s4(2)-t4*s4(1)+t4d"2);
poly h26 = (s3(3)+t3*s3(2))*s4(2)*s5(3)
+(s3(2)+t3%s3(1))*s4(3) "2%(s5(2)-t5*s5(1)+t5°2);

poly hp26 = s3(3)*(s4(2)-t4*s4(1)+t4"2)*(s5(3)-t5*(s5(2)-t5*s5(1)+t572))
+83(2) *s4(3) "2*%(s5(2) -t5*s5(1) +t572-t5% (s5(1) -2%t5)) ;
poly hp37 = s4(3)*(s5(2)-t5*s5(1)+t572)*s6(3)

+54(2)*s5(3) "2%s6(2) ;

poly hi16 = s2(3)*s3(2)*s4(2)*s5(3)
+52(2) *s3(3)*(s3(3)+t3*s3(2) ) *(s4(1)-t4)*s5(3)
+52(3)*s3(1) *s4 (3) *(s4(3) +t4*s4(2) ) *(s5(2) -t5*s5(1)+t572)
+s2(2)*s3(3) *(s3(2)+t3*s3(1))
*(84(2)-t4*s4 (1) +t472) * (4 (3) +t4*s4(2) ) *(s5(2) -t5*s5(1)+t5°2)
+52(2) *s3(2) *(s3(3) +t3*s3(2) ) ¥s4 (3) *s4 (2) * (s5(2) -t5*s5(1) +t5°2)
+s2(1)*(s3(3) +t3*s3(2)) "2*s3(3)
*(84(2)-t4*s4(1)+t472)*s4(2) *(s5(2) -t5*s5(1)+t572)
+52(2) *s3(2) *(s3(2)+t3*s3(1))
*54(3) "2% (s4(3) +t4+s4(2) ) *(s5(1) -2%t5) ;

poly hp27 = s3(3)*(s4(2)-t4xs4(1)+t4"2)*(s5(2)-t5*s5(1)+t572)*s6(3)
+53(2) *s4(3) "2%(s5(1)-2* t5)*s6(3)
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+53(3)*(s4(1)-t4)*s5(3) "2*s6(2)
+583(2)*s4(3)*s4(2)*(85(2)-t5*s5(1) +t572) *s5(3) *s6 (2)
+583(2)*s4(2)*s4(3)*s5(3) *(s5(2) -t5*s5(1)+t572) *s6 (2)

+53(1) % (84 (3)+t4*xs4(2) ) *s4(3) "2%(s5(2)-t5xs5(1)+t5°2) "2*s6(2)
+53(2)*s84(2) "2*s5(3) "3*s6(1) ;

ideal i = hp24, hp35, hp46, h14, h25, hp25, h36, hp36, hpa7, his,
h26, hp26, hp37, h16, hp27;
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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit untersucht den Basisraum der versellen Deformation X — S von
zyklischen Quotientensingularitéiten, d.h. von Quotienten X, , = C?/G,,,, wobei G, , C
GL(2,C) erzeugt wird von einem Automorphismus der Gestalt (u,v) — ((u,(Iv) mit
teilerfremden natiirlichen Zahlen 0 < ¢ < n und einer primitiven Einheitswurzel (,.

In seiner Hamburger Dissertation beschreibt Arndt das Ideal des Basisraums S als Unter-
raum eines glatten Raums der Dimension T% = >>°")(a. — 1) + (e — 4), wobei die Kette
a = (ag,...,a.—1) aus der Kettenbruchentwicklung von ~*- berechnet wird. Der Raum S ist
im allgemeinen singulér mit vielen Komponenten, die auch eingebettet sein konnen. Die An-
zahl der Komponenten von S,..4 ist nach Stevens und Christophersen gleich der Anzahl der
0-zuléssigen Ketten k£ < a, also hochstens gleich der Catalan-Zahl ¢,_o = 8%2 (2(:_—33))‘ Die re-
duzierte Komponente Sy zur Kette £ ist die Kontraktion eines Unterraums des Deformations-
raums einer P-Auflésung von X, die hochstens rationale Doppelpunkte oder zyklische Quo-
tientensingularititen vom Typ T aufweist. Nach einem Resultat von Behnke und Christo-
phersen ist die Monodromiegruppe der Glattung X, — S isomorph zur Gruppe &,_, dem
Produkt der zyklischen Gruppen &, ., € = 2,...,e — 1. Die Monodromieiiberlagerung
dieser Deformation steht im Zusammenhang zu der iiber der P-Auflosung zu k liegenden
M-Auflésung von X, auf der hochstens T-Singularitdten mit Milnorzahl 0 liegen.

Wir zeigen, dafl es eine Uberlagerung Y — T der gesamten versellen Deformation mit
Gruppe G, 1 = HZ; S, 1 gibt, die alle Monodromieiiberlagerungen der Deformationen
X — Sk iiber den reduzierten Komponenten induziert. Die Komponenten der Reduktion
von 7' sind lineare Unterrdume, deren Gleichungen sich aus den Daten der Ketten k ableiten
lassen. Uber jeder Komponente Sj, C S,¢q liegen im allgemeinen mehrere 7}, die durch &,
permutiert werden. Explizite Gleichungen fiir die flachen Familien Y} — T} ergeben sich
iiber Liftungen eines Erzeugendensystems des Ideals von X, das iiber ein zu k gehoriges
dreieckiges Punkteschema <7, berechnet werden kann. Die Diskriminante dieser Familien
und die Ketten @’ aller Singularititen X (a’) der Nachbarfasern ergeben sich direkt aus den
Ketten a und k.

Ausgehend von der Darstellung der Total- und Basisraumideale in Arndts Dissertation
kommen wir zu einem Algorithmus fiir deren explizite Berechnung. Wir zeigen, dafl dieses
Verfahren die Basisraumgleichungen im allgemeinen Fall bis zur Einbettungsdimension 8
und fiir alle Kegel iiber rationalen Normkurven X,,; (n > 4) liefert. Diese Gleichungen ver-
wenden wir, um mithilfe des Computeralgebra-Programms SINGULAR die Primérzerlegung
des Basisraumideals in einigen Beispielen bis zur Einbettungsdimension 8 zu ermitteln. Die
Ergebnisse fithren uns auf eine Vermutung iiber die Gestalt der assoziierten Primideale der
eingebetteten Komponenten des versellen Basisraums.
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