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Zusammenfassung

Ziel dieser Arbeit ist es, die Effektivitdt der kovarianten Hintergrundfeldmethode anhand der
konkreten Berechnung der (-Funktion fiir die reine Yang-Mills-Theorie bis in dritter Ordnung
unter Beweis zu stellen.

Die entscheidenden Vorteile dieser Methode lassen sich wie folgt zusammenfassen: Zum einen fiithrt
die ausschlielliche Verwendung von kovarianten Groéflen beziiglich des Hintergrundfeldes dazu,
dass sich die Anzahl der zu berechnenden Graphen erheblich reduziert. Zum anderen bewirkt die
Wahl der Fock-Schwinger-Eichung fiir das Hintergrundfeld, dass sich dies durch seine Feldstirke
ausdriicken 148t und damit die generierten Graphen allesamt logarithmisch divergent sind. D. h.,
die Divergenzen enthalten keine Ableitungen bzw. sind unabhingig vom Impuls.

Die Berechnung an sich findet in zwei Stufen im Ortsraum statt. Zuerst werden aus der effektiven
Wirkung die Graphen der Ordnung n generiert, mit dem Unterschied, dass die Feynman-Regeln
nur kovariante Groflen enthalten und die Propagatoren in dem Sinne exakt sind, als dass in ihnen
sdmtliche das Hintergrundfeld enthaltenen Korrekturen aufsummiert sind. Mit Hilfe zweier Iden-
titdten lassen sich anschlieflend alle skalaren Propagatoren derart in vektorielle {iberfiihren, dass die
Anzahl der Graphen nochmals ca. auf die Hélfte reduziert wird. Im Falle der 2-Schleifen-Rechnung
verbleiben drei und im Falle der 3-Schleifen-Rechnung um die hundert Graphen. Da bis zu diesem
Zeitpunkt keine Néherung in die Rechnung eingegangen ist, kann an dieser Stelle auch das effek-
tive Potential bestimmt werden. Dieses wird in der Arbeit exemplarisch bis in die zweite Ordnung
berechnet.

Im n#chsten Schritt werden die exakten Propagatoren und anschlieffend der gesamte Graph derart
entwickelt, dass die dabei entstehenden neuen Graphen nur noch von der Feldstérke des Hinter-
grundfeldes abhéngen. Fiir die Renormierung geniigt es, sich auf die Graphen zu beschrénken, die
quadratisch in der Feldstédrke sind. Unter Verwendung einiger algebraischer Identitdten, die sich
mit der Renormierung vertragen, reduziert sich die Zahl der Graphen in zweiter Ordnung auf eins
und in dritter Ordnung auf 24, ohne dass auch nur einer von ihnen explizit berechnet worden ist.

Die relativ ziigige Art und Weise, mit der sich durch die Verwendung der kovarianten Hintergrund-
feldmethode die Ergebnisse aus der Literatur verifizieren lassen, zeigt, dass mit ihrer Hilfe auch die
Losung von komplexeren Problemen, wie z. B. die 3-Schleifen-Rechnung in der Supergravitation
durchaus im Bereich des Méglichen liegt.






Abstract

The main purpose of this work is to demonstrate the effectiveness of the covariant background
field method in the explicit calculation of the [-function for the pure Yang-Mills theory up to
three loop.

The most important advantages of this method may be summarized as follows: By using solely
covariant quantities in terms of the background field, the number of graphs to be calculated can be
reduced significantly. By imposing the Fock-Schwinger gauge on the background field, the latter
can be expressed in terms of its own field strength. Thus all generated graphs are logarithmically
divergent, which means that the divergences contain no derivatives respectively no momentum.

The calculation has to be done in two steps in coordinate space. Starting from the effective action
all graphs of the order n are generated. The corresponding Feynman rules contain only covariant
terms and the propagators are exact, in so far as all corrections depending on the background field
are summed up in them. By using two propagator identities all scalar propagators are transformed
into vectorial ones, thus reducing the number of graphs once more to about approximately a half.
Regarding the case of two-loop only three graphs remain, whereas in three-loop about one hundred
graphs are left. Since, up to this point, no approximation has been used, it is still possible to
calculate the effective potential, which will be done up to the second order.

The next step implies the evaluation of the exact propagators and afterwards of the whole graph
in such a way, that the resulting new graphs depend only on the field strength of the background
field. As long as one is interested in renormalization only, it is sufficient to consider only those
graphs which contain the field strength quadratically. By using some algebraic identities, which
do not interfere with renormalization, the number of graphs in second order is reduced to one and
in third order to 24, without calculating any graph explicitly.

The efficient manner by which the results of the literature can be verified, shows that using the
covariant background field method, should enable one to tackle even more complex problems such
as e.g. the three loop calculation in supergravity.
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Kapitel 1
Einleitung

Die entscheidende Gréfle in der Quantenfeldtheorie ist die effektive Wirkung, die, fiir eine gegebene
klassische Wirkung, alle auftretenden Quanteneffekte zusammenfasst und aus der sich die S-Matrix
ableiten ldsst. Leider ist dieses Funktional im Allgemeinen nur im Rahmen der Stérungstheorie
berechenbar. Des Weiteren hat die iibliche effektive Wirkung im Bereich der Eichtheorien den
Nachteil, dass sie im Gegensatz zur S-Matrix nicht eichinvariant ist. Eine Losung fiir dieses Pro-
blem stellt die Einfiihrung eines Hintergrundfeldes dar [T}, [2], siehe auch [3], 4]. Die dazugehorige
modifizierte effektive Wirkung ist dann eichinvariant in Bezug auf das Hintergrundfeld. Diese soge-
nannte Hintergrundfeldmethode wurde urspriinglich erfunden, um theoretische Uberlegungen aber
auch explizite Berechnungen im Bereich der Yang-Mills-Theorie und der Quantengravitation zu
vereinfachen. Bis Mitte der 70er Jahre war der Formalismus nur fiir Prozesse in erster Ordnung,
d.h. in einer Schleife, anwendbar. Spiter erfolgte die Erweiterung auf hohere Schleifenordnun-
gen [5] [6l [7, [§]. Der Nachweis der Renormierbarkeit der Yang-Mills-Theorie findet sich in [9] [10],
wihrend [11] [12], 3] den Beweis enthalten, dass die Hintergrundfeldmethode auf die gleiche S-
Matrix fiihrt. Die Ergebnisse fiir die UV-Divergenzen der Yang-Mills-Theorie in der Ordnung von
einer Schleife [T4] [15] [16] und in der Ordnung von zwei Schleifen [17, [I8| 19l 20} 21] konnten mit
Hilfe der Hintergrundfeldmethode [22] 23], 111, 24], 25] 26| 27] bestitigt werden. Die Hintergrund-
feldmethode eignet sich ebenfalls zur Ermittlung des effektiven Potenzials, und die entsprechenden
Berechnungen fiir die Yang-Mills-Theorie in der Ordnung von einer bzw. zwei Schleifen finden sich
in [28] bzw. [29). Fiir die im Rahmen der Gravitation auftretenden Rechnungen erweisen sich Me-
thoden wie die Hintergrundfeldmethode als unerlésslich. Mit ihrer Hilfe wurden die Divergenzen
in der Ordnung von einer Schleife [30] ermittelt, und in der Ordnung von zwei Schleifen wurde
bewiesen, dass die Theorie nicht renormierbar ist [31], B2] [33]. Neuere Arbeiten verwenden die
Hintergrundfeldmethode fiir Berechnungen im Standardmodell [34 [35].

Das Hauptziel dieser Arbeit ist es, die Effektivitit der kovarianten Hintergrundfeldmethode anhand
der konkreten Berechnung der g-Funktion der Renormierungsgruppe in der Ordnung von drei
Schleifen fiir die reine Yang-Mills-Theorie unter Beweis zu stellen. Dies gibt Anlass zu der Hoffnung,
dass die offene Frage nach der Renormierbarkeit der Theorie der Supergravitation [36] in dritter
Schleifenordnung mit #hnlichen Methoden beantwortet werden kann. In der Ordnung von drei
Schleifen wurden die Funktionen der Renormierungsgruppe fiir die Yang-Mills-Theorie erstmals
in [37] unter Verwendung tiblicher Methoden aus der Quantenfeldtheorie berechnet. Dreizehn Jahre
spiter wurde das Ergebnis in [38] verifiziert. Kiirzlich wurde es in [39] nochmals bestéitigt und auf
Yukawa-Kopplungen und skalare Felder erweitert.

Obwohl die Autoren von [39] die Hintergrundfeldmethode benutzen und damit eine eichinvariante
effektive Wirkung erhalten, fithren sie ihre Berechnung, wie iiblich, im Impulsraum durch [7], 22].
Dies bewirkt, dass die Eichinvarianz erst zum Schluss der Berechnung wieder offensichtlich wird.
Die Ursache fiir diese Vorgehensweise liegt in dem Wunsch begriindet, die Wechselwirkung mit
dem Hintergrundfeld als Stérung zu betrachten. Zur Eichfixierung wird zwar die iibliche hinter-
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grundfeldkovariante Feynman-Eichung gewahlt, jedoch zur Definition des Propagators und der
sonstigen Feynman-Regeln spaltet man jede kovariante Ableitung in ihre Bestandteile auf, d.h.
in die partielle Ableitung und das Hintergrundeichfeld. Als Folge tauchen die Hintergrundfelder
explizit in den Feynman-Regeln auf und die vorher leicht ersichtliche Eichinvarianz beziiglich des
Hintergrundfeldes geht scheinbar verloren. Dariiber hinaus fithrt diese Aufspaltung im Vergleich
zur iiblichen Stoérungstheorie zu einer erheblichen Zunahme der Anzahl der Vertizes. Fiir die Re-
normierung des Hintergrundfeldes reicht bekanntlich die Berechnung seiner Selbstenergie [7, 22].
Die dazu beitragenden Feynman-Graphen sind aus dimensionalen Griinden quadratisch divergent
(siehe Bild A in Abbildung[[T)). Erst ganz zum Schluss, wenn alle Graphen aufsummiert werden,
erhélt man ein eichinvariantes Ergebnis, d. h. proportional zum Quadrat der Hintergrundfeldstérke.
Dieser Umstand stellt einen wertvollen Test fiir die Richtigkeit der Berechnung dar. Gleichzeitig
widerspricht dieser Ansatz aber der eigentlichen Idee der Hintergrundfeldmethode und fithrt so zu
einem unnotigen Mehraufwand bei Rechnungen in hoheren Schleifenordnungen, insbesondere in
der Gravitationstheorie.

In dieser Arbeit wird daher die Eichkovarianz wéihrend der gesamten Rechnung explizit wie
in [40} 411 29, 26] erhalten und die oben erwihnte Aufspaltung der kovarianten Ableitungen ver-
mieden. Dies verbietet den sonst iiblichen Ubergang zum Impulsraum und daher werden sémtliche
Rechnungen im Ortsraum durchgefiithrt. Das Hintergrundfeld tritt in der Wirkung und damit
auch in den Feynman-Regeln nur iiber kovariante Ableitungen und deren Kommutatoren, d. h.
als Hintergrundfeldstirken, in Erscheinung und die Anzahl der Vertizes wird signifikant redu-
ziert. Auch hier wihlt man die hintergrundfeldkovariante Feynman-Eichung, aber im Gegensatz
zur oben erwihnten Vorgehensweise erhélt man einen vom Hintergrundfeld abhéngigen Wellen-
operator. Aus dem zugehorigen hintergrundfeldabhéngigen bzw. exakten Propagator, d.h. dem
inversen Wellenoperator, und den Vertizes lisst sich ein kompakter, wenn auch formaler Ausdruck
fiir die effektive Wirkung in einer gegebenen Schleifenordnung herleiten [29]. Damit der exakte
Propagator in beiden Raumzeitpunkten eichkovariant transformiert, enthélt er insbesondere den
Schwinger-Phasenfaktor .
O(x,y) = P exp (/ B, (z) ~dz“) ,

wobei das Symbol P fiir die Pfadordnung des Lie-algebrawertigen Hintergrundfeldes B(x) steht.
Dieser Phasenfaktor ist dimensionslos und fithrt deshalb in der Renormierung sogar zu quartisch
divergenten Graphen. W&hlt man aber die Fock-Schwinger-Eichung fiir das Hintergrundfeld, d. h.
x - B(x) = 0, ldsst sich dieses als Funktion seiner eigenen Feldstirke schreiben [42]. Es spricht
iibrigens im Allgemeinen nichts dagegen, unterschiedliche Eichungen fiir das Hintergrundfeld und
das Quantenfeld zu wéhlen. In [42] wird gezeigt, dass sich als Folge dieser Eichwahl eine Entwick-
lung des Propagators in Potenzen der Feldstérke angeben ldsst. Verlangt man dariiber hinaus, dass
die Hintergrundfeldstérke kovariant konstant ist, d. h. D,F,,, = 0, lasst sich sogar eine geschlossene
Darstellung fiir den Wérmeleitungskern [28, 43] schreiben. Die Nebenbedingung D, F},,, = 0ist ana-
log zu der von Schwinger fiir ein Elektron in einem konstanten elektromagnetischen Feld [44] 45].
Im Gegensatz zu der im vorherigen Absatz geschilderten Vorgehensweise erhélt man jetzt nur loga-
rithmisch divergente Feynman-Graphen (siehe Bild B in Abbildung[[T]), von denen jeder einzelne
eichinvariant ist.

Bild A Bild B

Abbildung 1.1: Vergleich zwischen der iiblichen (A) und der kovarianten (B)
Hintergrundfeldmethode.

Samtliche in dieser Arbeit vorkommenden Berechnungen wurden mit dem Programm Mathema-
tica durchgefiihrt. Diese Wahl scheint im ersten Moment nicht die geeignetste zu sein, ist doch
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Mathematica weder auf groe Datenmengen noch auf Geschwindigkeit optimiert. Vermeidet man
jedoch einige Ungeschicklichkeiten bei der Programmierung, kann man durchaus mit einigen tau-
send Termen rechnen und doch noch in endlicher Zeit Ergebnisse erhalten. Wahlt man zusétzlich
eine moglichst einfache Darstellung fiir die Feynman-Graphen und nutzt konsequent die Stéirke
von Mathematica, die in der Mustererkennung liegt, um die z. T. sehr komplexen Symmetrien zu
implementieren, erhélt man schliellich ein recht kompaktes Ergebnis.

Im zweiten Kapitel wird anhand der ¢*-Theorie der Formalismus der Hintergrundfeldmethode
vorgefithrt. Dabei wird zum einen die Renormierung dieser Theorie bis in die dritte Ordnung
explizit vorgerechnet [26] 46], und, da die Hintergrundfeldmethode sich auch zur Berechnung des
effektiven Potenzials anbietet, zum anderen das effektive Potenzial bis in die zweite Ordnung
berechnet (siehe auch [47, [48]).

Im dritten Kapitel werden die aus der ¢*-Theorie gewonnenen Erkenntnisse, wie oben angedeu-
tet, auf die allgemeine nichtabelsche Eichtheorie erweitert. Neben der Herleitung des effektiven
Potenzials in erster Ordnung wird auch in diesem Fall die Renormierung unter Verwendung der
R*-Methode bis in die dritte Ordnung vorgefiihrt. Die Feynman-Graphen werden dabei in zwei
Stufen aufsummiert. Zuerst werden die exakten Propagatoren in den Graphen belassen und mit
Hilfe einer Ward-Identitdt und einigen Umformungen die Zahl der Graphen im Falle der dritten
Ordnung auf ca. 100 reduziert. Anschlieend werden die exakten Propagatoren in Potenzen der
Feldstérke F' entwickelt und aus den so entstandenen neuen Graphen die zu den Divergenzen bei-
tragenden extrahiert und daraus die Gesamtdivergenz berechnet. Die sich anschlieend ergebende
[G-Funktion deckt sich mit dem in [37, B8] und [39] gefundenen Ergebnis.

Das vierte Kapitel enthélt einige allgemeine Anmerkungen iiber weitere mogliche Anwendungsbe-
reiche der Hintergrundfeldmethode. Insbesondere findet sich hier eine Betrachtung, ob mit Hilfe
der Hintergrundfeldmethode eine Uberpriifung der Supergravitation auf ihre Renormierbarkeit in
der Ordnung von drei Schleifen im Bereich des Moglichen liegt.

Im Anhang A finden sich u.a. die in dieser Arbeit verwendete Notation sowie weitere Konven-
tionen und einige explizite Berechnungen. Aufilerdem wird die in [49, [50] entwickelte R*-Methode
vorgestellt. In [51] wird gezeigt, dass die S-Funktion der reinen Yang-Mills-Theorie bis in die
Ordnung von zwei Schleifen unabhéngig vom gewéhlten Renormierungsschema ist. In hoheren
Ordnungen gilt dies nur noch fiir die Renormierungsschemata, die auf dimensionaler Regularisie-
rung beruhen [52], d.h. alle M S-Schemata. Mit Hilfe der R*-Methode lassen sich nun aber die
Feynman-Graphen direkt renormieren, d.h. es werden keine Counter-Terme im iiblichen Sinne
benétigt, da diese direkt aus den Graphen gewonnen werden kénnen. Folglich ist nicht nur die -
Funktion, sondern sind auch schon die Divergenzen der einzelnen Feynman-Graphen unabhéingig
vom verwendeten M S-Schema. Die Uberpriifung dieser Unabhingigkeit stellt einen effektiven Test
fiir die korrekte Durchfithrung der Renormierung auf dem Niveau eines einzelnen Graphen dar.
Zu guter Letzt werden die divergenten Anteile einiger der fiir die Renormierung benétigten 2- und
3-Schleifen-Diagramme aufgelistet.

Der Anhang B enthélt schlielich einige Tipps zu dem verwendeten Programm Mathematica und
einige Programmroutinen mit entsprechenden Ergebnissen.






Kapitel 2

Die Hintergrundfeldmethode in
einer skalaren Theorie

2.1 Einfiihrung

Obwohl die Effektivitdt der Hintergrundfeldmethode erst in Eichtheorien vollstéindig zum Tragen
kommt, ist sie auch in einfachen skalaren Theorien von Nutzen. Im Rahmen der ¢*-Theorie z. B.
liefert die Hintergrundfeldmethode von vornherein die Summe aller 1-Schleifen-Graphen und fiithrt
somit direkt auf das effektive Potenzial [53 54, (55, 47]. Auch in dem Bereich der nichtlinearen
Sigma-Modelle hat sich diese Methode aufgrund der Erhaltung der Reparametrisierungsinvarianz
bewéhrt [3], [56].

Da die ¢*-Theorie die einfachste renormierbare Quantenfeldtheorie darstellt, ist es nicht verwun-
derlich, dass sie die einzige Theorie ist, bei der das effektive Potenzial bis in die Ordnung von
drei Schleifen [48] bzw. die Renormierung bis in die Ordnung von fiinf Schleifen bekannt ist (siehe
[57, 58] und die Korrektur in [59]). Im folgenden sollen nun wesentliche Aspekte der Hintergrund-
feldmethode anhand dieser Theorie exemplarisch vorgefithrt werden. Zu diesem Zweck wird das
effektive Potenzial bis in die Ordnung von zwei Schleifen bestimmt bzw. die Theorie bis in die
Ordnung von drei Schleifen renormiert.

Samtliche Definitionen und Berechnungen finden im Euklidischen Raum statt. Dies ist nicht zwin-
gend notwendig, hat aber die Vorteile, dass keine imaginiren Terme mehr auftreten, und dass das
weiter unten eingefiihrte Pfadintegral wohldefiniert ist [60, 61} [62]. Fiir eine ausfiihrliche Diskussi-
on der in diesem Kapitel eingefithrten Funktionale sei auf das Buch von Zinn-Justin [63] verwiesen,
dessen Konventionen weitgehend iibernommen wurden.

Die Wirkung der A*-Theorid® hat die folgende Gestalt:

1 1 1
S[A] = /dx (—2A82A + 5m2A2 + 4|/\A4) : (2.1)

Die Quantisierung dieses Systems erfolgt durch die Verwendung des Pfadintegral-Formalismus.
Dieser Vorgabe folgend wird das zu der Wirkung (2.1]) gehsrende erzeugende Funktional

ZlJ] = N/DA exp (—S[A] + J - A) (2.2)

1Um das Erkennen von Gemeinsamkeiten bzw. Unterschieden zwischen der in diesem Kapitel behandelten ska-
laren Theorie und der im nichsten Kapitel erorterten Yang-Mills-Theorie zu erleichtern, soll das Quantenfeld
grundsétzlich mit der Variablen A bezeichnet werden, d. h. im folgenden wird nicht — wie in der Literatur iiblich —
von der ¢*-Theorie, sondern von der A*-Theorie die Rede sein.
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gebildet. Das Punktprodukt steht fiir die DeWitt’sche Summen- und Integrationskonvention (A]).
Die Normierungskonstante A wird so gewéhlt, dass Z[0] = 1 ist. Aus dem Funktional Z[J] lassen
sich samtliche n-Punkt-Green-Funktionen — und zwar sowohl die Verbundenen als auch die Unver-
bundenen — herleiten. Die Green-Funktionen2 werden dabei durch Funktionaldifferentiation nach
der Quelle an der Stelle J = 0 gewonnen:

0" Z[J]
0J (1) 0J(zn) |y

ZO(zy, ... x,) = (2.3)

Natiirlich 14sst sich das erzeugende Funktional Z[J] auch als Summe iiber die Green-Funktionen
Z™) darstellen

Z[J) = 1+§:5'/da:l~-~d$nZ(”)(m1,...,a:n)J(azl)---J(zn). (2.4)
n=1

Sind nur verbundene Graphen von Interesse, lassen sich diese aus dem erzeugenden Funktional
WI[J] = InZ[J] (2.5)

gewinnen. Analog zu (Z3]) werden die verbundenen n-Punkt-Green-Funktionen iiber

"W 1J]
W (zq, ..., x,) = 2.6
(= ) = 5@ 6@ | 26)
definiert, und die Reihendarstellung des Funktionals W{[J] ist durch
— 1
W = > 7'/ doy - de, W™ (z1, .. x0) T (1) - T (@) (2.7)
= nl

gegeben. Schliefflich erhilt man mit Hilfe einer Legendre-Transformation das erzeugende Funktio-
nal, auch effektive Wirkung genannt,

T4 = J-A — W[J] (2.8)

der n-Punkt-Vertexfunktionen. Das Argument A der effektiven Wirkung I stellt den Erwartungs-
wert des Feldes A, auch , klassisches Feld“ genannt, in Gegenwart der Quelle J dar und ist durch

oWl
A==

definiert. Diese Gleichung definiert implizit J[A], und in ([2.8) eingesetzt, ldsst sich zeigen, dass
die effektive Wirkung nur von dem Erwartungswert A abhéingt. Die erste Funktionalableitung ist
damit durch

(2.9)

6T §J - SW o 6J
- = .4 J-— —.2=Z = 7J 2.10
oA ~sat Tt 57 5A (2.10)
gegeben. Die Vertexfunktionen
"T[A
(... ) = — O"TA] (2.11)

5A(w1) - 0A(en) | iy

haben die Eigenschaft, dass sie nach dem Entfernen eines beliebigen Propagators nicht in zwei
disjunkte Teile zerfallen (ein entsprechender Beweis findet sich in [64]). Feynman-Graphen mit
dieser Eigenschaft werden Ein-Teilchen-irreduzibel bzw. im Englischen one particle irreducible oder

2Um Verwechslungen mit dem in einem spéteren Abschnitt definierten Propagator G(z,y) zu vermeiden, werden
die Green-Funktionen abweichend von der iiblichen Notation mit der Variablen Z(™) beschrieben.
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kurz 1PI genannt. In Anlehnung an die beiden vorhergehenden Fille ergibt sich fiir die effektive
Wirkung die folgende Entwicklung:

I[A] = i;'/dxl-~-dan(”)(x1,...,xn)/_l(xl)--~/_1(a:n). (2.12)
n=1

Des Weiteren lésst sich fiir die 2-Punkt-Funktionen durch eine Funktionalableitung der Glei-
chung (29) nach A bzw. der Gleichung (2I0) nach J die Identitét

/dz W® (2, 2)P? (z,y) = /dz 6j(xl/)1:$[(}](]z) 5A(izl;(£i](y) = d(z—vy) (2.13)

herleiten, d.h. die 2-Punkt-Funktionen I'®) und W () verhalten sich in diesem Sinne invers zuein-
ander. Besonders deutlich wird dies, wenn man eine Fouriertransformation durchfiihrt und dabei
beriicksichtigt, dass die A*-Theorie translationsinvariant ist, d. h. die 2-Punkt-Funktionen nur von
der Differenz der Koordinaten abhéngen. Im Impulsraum sind die beiden Funktionen durch

W) = > +m? +1(p)"  TA(p) = p?+m? +1(p) (2.14)

gegeben, wobei II(p) fiir die Selbstenergie steht. In der Literatur wird W) oft vollstindiger Pro-
pagator genannt, da man durch eine Entwicklung nach der Selbstenergie eine Summe aus einfach
verbundenen Graphen erhilt, die sich aus dem freien massiven Propagator und den zugehorigen
Quantenkorrekturen zusammensetzt [611 [65] 63].

Um Verwechslungen zu vermeiden, sei an dieser Stelle schon einmal darauf hingewiesen, dass in
dieser Arbeit im Rahmen der Hintergrundfeldmethode noch zusétzlich der Begriff des exakten
Propagators G(x,y) eingefiihrt werden soll (siehe Abschnitt [27]).

Durch wiederholtes Anwenden der Funktionalableitungen nach .J bzw. A auf die Gleichung (2.13))
erhélt man weitere Beziehungen zwischen den verbundenen n-Punkt-Green-Funktionen und den
n-Punkt-Vertex-Funktionen. Mit der Definition fiir die sogenannten amputierten Funktionen

W (z1,...,2,) = /dy1---dynF(z)(xuyl)~-T(Q)(xmyn)W(”’(yl,.--,yn) (2.15)

sind die beiden nichsten durch

PO (g, m9,23) = W (21,22, 73),
F(4)(x1,$2,5€3,l‘4) = Wéigp(x17x27x3)x4)

4 / dy dz= W), (@1, 22, 4) WO (y, 2) W), (2,23, 22)

amp amp

+ / dy dz Wirgn)p(xh L3, y) W(2) (yv Z) Wesfn)p(z7 T2, 1:4)
4 / dy dz W) (@1, 24, 5) WO (3, 2) WE, (2,7, 33)

gegeben.

Die Darstellung der effektiven Wirkung in (Z12)) ist nicht lokal. Eine lokale Darstellung im Orts-
raum ist durch die Entwicklung

rA] = /da: (v@ +1U(d) aMAaum...) (2.16)

gegeben. V(A), U(A) und die Koeffizienten hoherer Ordnungen sind Funktionen (keine Funktio-
nale) vom Erwartungswert A. Die Funktion V(A) wird effektives Potenzial genannt, und weder
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fiir sie geschweige denn fiir die effektive Wirkung ist eine geschlossene Losung bekannt. In einem
weiteren Schritt stellt man daher die oben erwidhnten Koeffizienten als Polynome in 7 dar. Damit
ist

1 . 11 =7 - 1 1 n 1 1 n
I[4] = ;O T[4 " = nzo/dx <Vn(A)+ Un(4) 8“A8"A+~-~> h, (2.17)
und im Falle der A*-Theorie sind die Koeffizienten in nullter Ordnung natiirlich durch

Vo(A) = Lm2A24 LAt os)
Up(A) = 1

gegeben. Die effektive Wirkung I'[A] geht also fiir i — 0 in die klassische Wirkung S [A] iiber, d.h.
I'[A] kann als das quantenmechanische Analogon zu S[A] betrachtet werden.

Leider weisen im Falle der A*-Theorie einige der aus den Funktionalen Z, W bzw. I' abgeleite-
ten Feynman-Graphen in d = 4 Dimensionen UV-Divergenzen auf. Der Grad des hichsten Pols
entspricht dabei im Maximalfall der Zahl der Schleifen des Diagramms. Das Abspalten bzw. Ent-
fernen einer solchen Divergenz aus einem Feynman-Graphen wird Regularisierung genannt. Es gibt
verschiedene Methoden der Regularisierung, gelingt es aber abhéngig von der gewéhlten Methode
alle dabei entstehenden Divergenzen in jeder Schleifenordnung durch eine Umdefinition der phy-
sikalischen GrofSen zu beseitigen, was in der A*-Theorie der Fall ist, bezeichnet man die Theorie
als renormierbar.

Dieser Methode liegt die folgende Idee zugrunde. Die urspriinglichen physikalischen Groflen sind
divergent und werden in der Literatur als nackte Parameter bezeichnet. Diese Parameter sind
nicht direkt messbar, da sie von Selbstwechselwirkungen umgeben sind, aber ihre Divergenzen
und die UV-Divergenzen der Feynman-Graphen heben sich gegeneinander weg. Die neuen re-
normierten physikalischen Groflen, die entstehen nachdem die nackten physikalischen Gréflen die
UV-Divergenzen absorbiert haben, sind endlich und damit messbar.

In der Wirkung (2] der A*-Theorie gibt es drei physikalische Parameter, das Feld A, die Masse
m und die Kopplungskonstante A, die nun den nackten Groflen Ag, mg und Ag entsprechen. Durch
die Substitutionen

A — AO = \/ZAA

e (2.19)
A €
A — )\0 = Zifl A
J J ! J
Bl =
0 7
wird die Wirkung (2.1]) in die renormierte Wirkung
1 1 1
S[A] = /da: (—2ZAA82A + 5meQA? + 4'ZW4“1)\A4> (2.20)

umgewandelt.

Im Rahmen der dimensionalen Regularisierung, welche in dieser Arbeit ausschliellich benutzt
wird, berechnet man die Feynman-Integrale in d = 4 — € Dimensionen. Um zu gewéhrleisten,
dass die Kopplungskonstante weiterhin dimensionslos bleibt, wird in der renormierten Wirkung
der Masseterm p*~¢ eingefithrt. Die dimensionale Regularisierung fithrt ganz natiirlich auf das
Konzept der Renormierung mit minimaler Subtraktion (M S-Schema), d. h. die neuen Koeffizienten
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lassen sich als Potenzreihe in £

Zamp = 1+ > 250 \n", (2.21)

n=1
und die Koeffizienten von % lassen sich als Laurent-Reihe in €

n n - k.n 1
Zz[4,]m,)\ =A Z G“E4,m],)\€7k (222)
k=1

darstellen.

Das effektive Potenzial V (A) muss ebenfalls renormiert werden. In erster Ordnung sind die neuen
Renormierungskonstanten durch

m?2 = ZWm? 4+ m? (2.23)

m

No= ZUNe N (2.24)

gegeben. Sie enthalten neben einem divergenten Anteil, der den oben definierten Renormierungs-
konstanten der Wirkung S entspricht, auch einen endlichen Anteil. Dieser ergibt sich aus den

Nebenbedingungen, die das effektive Potenzial V' (A) erfiillen soll. Eine géngige Wahl im Rahmen
der A*-Theorie ist

&2V ,

~ — m? (2.25)
dA? |1

‘v

v Y (2.26)
dA* |1 _,

Geht man zu den neuen Renormierungskonstanten héherer Ordnungen {iber, finden sich endliche
Teile der niedrigeren Ordnungen im divergenten Teil wieder, so dass nur der Pol, dessen Potenz
der Schleifenordnung entspricht, dem durch minimale Subtraktion gewonnenen gleicht.

2.2 Die Hintergrundfeldmethode in einer skalaren Theorie

Die Ausfithrungen in diesem Abschnitt erfolgen in Anlehnung an die Artikel [22] und [66]. In der
Hintergrundfeldmethode wird das Feld A in ein Hintergrundfeld B und ein Quantenfeld @ zerlegt,
d.h.

A = B+Q (2.27)

und ein neues erzeugendes Funktional
~ D —S[B J -
Z[B,J] _ f Q exp ( [B+ Q] + Q)
J DQ exp (—5[Q])
definiert. Man beachte, dass nur das Quantenfeld @) an die Quelle J koppelt und dass deshalb
das neue generierende Funktional von zwei Funktionen, nédmlich J(z) und B(xz), abhéngig ist. Die

verbundenen Korrelationsfunktionen, in Anwesenheit des Hintergrundfeldes, werden jetzt vom
Funktional

(2.28)

WI[B,J] = InZ[B,J] (2.29)
erzeugt. Eine Legendre-Transformation beziiglich J liefert eine neue effektive Wirkung

in der der Erwartungswert des Quantenfeldes @ in Gegenwart der Quelle J und des Hintergrund-

feldes B definiert wird durch -
SWIB, J]

Q = —57 (2.31)
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Zwischen diesen vom Hintergrundfeld abhéngigen neuen Funktionalen und den iiblicherweise ver-
wendeten Funktionalen lassen sich unter der Annahme, dass das Maf fiir das Quantenfeld DQ
invariant beziiglich der Transformation Q — @ + B ist, die folgenden Beziehungen herleiten. Die
beiden Zustandssummen sind iiber

Z[J] = exp(J-B) Z|B,J] (2.32)

miteinander verkniipft. Aus dieser Relation lisst sich mit Hilfe von (23] und ([Z29) fiir die erzeu-
genden Funktionale der Korrelationsfunktionen die Gleichung

WI[J] = J-B+W|[B,/J| (2.33)

ableiten. Eine anschliefende Funktionalableitung nach der Quelle J fithrt mit Hilfe der Definitio-
nen (29) und (Z31)) auf die Beziehung

A =B+Q (2.34)

zwischen den Erwartungswerten. Unter Verwendung der Gleichungen (ZF), (Z30), Z33) und
[234) folgt fiir die effektiven Wirkungen

IB+Q] = TB+/,Q—fl, (2.35)

wobei f fiir ein beliebiges skalares Feld steht. Die linke Seite dieser Gleichung zeigt, dass in der
vorliegenden skalaren Feldtheorie das neue Funktional I' nur von der Summe B + Q abhingt. Mit
dem Feld f lassen sich nun Teile des Hintergrundfeldes B in den Erwartungswert @ oder umgekehrt
Teile des Erwartungswertes @ in das Hintergrundfeld B umwandeln, d.h. eine skalare Quanten-
feldtheorie ohne Hintergrundfeld, aber mit einem von Null verschiedenen Vakuumerwartungswert
Q, lisst sich in eine Quantenfeldtheorie mit Hintergrundfeld und verschwindendem Vakuumerwar-
tungswert umwandeln. Folglich ist es fiir verschwindendes f irrelevant, ob man B oder Q gleich
Null wihlt (im Falle der Eichtheorien wird dies nicht mehr uneingeschréinkt gelten). Lisst man das
Hintergrundfeld B verschwinden, erhilt man die urspriingliche Theorie mit Z = Z, W = W und
schliefflich die effektiven Wirkungen mit den Erwartungswerten der Quantenfelder als Argument.
Setzt man dagegen @ gleich Null, vereinfacht sich die Gleichung (Z35)) zu

I'[B] = T[B,0], (2.36)
mit der Folge, dass eine Entwicklung dieser effektiven Wirkung nur noch Vakuumgraphen enthilt.
Dabei ist die Entwicklung nach A identisch mit einer Entwicklung nach der Zahl der in den
Feynman-Graphen enthaltenen Schleifen. Um dies zu zeigen, wird die bis hierhin aus Griinden
der Ubersichtlichkeit verwendete Annahme 7 = 1 fallengelassen. Damit wird die Gleichung ([2:27))
in

A = B+VhQ (2.37)
modifiziert und im erzeugenden Funktional (Z:28) der Exponent mit 1/% gewichtet, d. h.
~ 1 1
Z|B,J] = /DQ exp (—hS[B +VhQ] + ﬁ.] : VﬁQ) . (2.38)
Zerlegt man nun den Strom in B
J=J+j (2.39)
und setzt 5S[A
= —= 2.40
J A |, (2.40)

so wird unter Verwendung der Abkiirzungen

0S[A]
/diEl wodin SA(xz1) - 0A(xy)

[ dzi@)q)

S

Q1) -~ Q(zn)
A=B

J1
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der Exponent aus (Z28) zu

h B W .
S[B+VhQ|—VhJ-Q = S[B]+ 2%+ =S+ S4—h/J1, (2.41)

wobei der lineare Term in @ aufgrund von ([2:40) weggefallen ist. Eingesetzt in (2238]) ergibt sich
folgende Entwicklung:

Z[B,J] _ e—%S[B]/fDQe—%SQ Z (_1)m+nh7k/2+m/2+n 1 (53) (S4> j{“

Klm!n! \ 3! 4
= S[B]/DQe 3

J1 1 - 1 - 1
[1 + o + — \f (J1 2'3153J1> — *'S‘le + <()(3')S 2'4'54)
1/2 =
+h <3'S3 + <2' (3‘) 53 !54) Ji+ ( 21 (3') S3 2'3'4'5354) )
1 9 1 3,
+h (2! (3!)253 - IS“ + <_(3!)4S3 3'4'S3S4>

1 4 1 2 1 2\ 72 7
* (st - st yay) ) +o ).

kmmn=0

(2.42)
Ausgeschrieben hat der Term im Exponenten des Integrals die folgende Gestalt
1 1
58 = —2 /deA[B]Q, (2.43)
wobei der Wellenoperator A[B] im Falle der A*-Theorie durch
1
A[B] = (—82 +m? + 2)\,ueB2> (2.44)

gegeben ist. Durch Anwendung der folgenden Identitét (Wick-Kontraktionen)

a0 Qe (< [weaq)

0 falls n ungerade,
exp (—3TrInA) (A~ (21, 22) - -+ A~ (z_1, 2,,) + Permutationen) sonst

(2.45)

entstehen die entsprechenden Feynman-Graphen. Dabei ist zu beachten, dass die Terme in (Z.42),
die eine ungerade Anzahl von Quantenfeldern beinhalten, wegfallen. Aulerdem soll im weiteren
Verlauf der Arbeit die zu dem Wellenoperator A inverse Grofie als exakter Propagator G(z,y)
bezeichnet werden, wobei invers in dem Sinne gemeint ist, dass der exakte Propagator G(x,y) die
Gleichung

AG(z,y) = é(z —y) (2.46)

erfiilltd. In der Praxis kann es, wie in den niichsten Abschnitten gezeigt wird, unter Umstéinden von
Vorteil sein, zuerst den Warmeleitungskern herzuleiten und aus ihm den Propagator zu ermitteln.

3Man beachte, dass der exakte Propagator G(z,y) nicht dem vollstindigen Propagator W (2 (z,y) entspricht.
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Damit haben das erzeugende Funktional der verbundenen Graphen und seine Funktionalableitung
nach J die Gestalt

W[B,J] = exp (hZ[B’ j])
= -S[B] - Zln det A[B]
+ %/dm dxy J(21) G(x1, 2) J(22)

h _
— 5 / d.’L‘1 tee d$4 Sg(.’L‘l, o, 56'3) G(Qﬁl, 56'2) G($3, 56'4) J(.’174)

52
+ ﬁ/dﬂh"'d% S3(x1, 22, 23) G(x1,x4) G(22,25) G(23, %6) S3(T4, T5, T6)

h2
+§/d$1"'d1’6 G(x1,x2) S3(w1, 2, x3) G(x3,24) S3(v4, 75, 76) G (5, T6)
h2

iy dzy - -dxg G(x1,x2) Sa(T1, T2, T3, 24) G(T3,24) + -+, (2.47)
und
SWI[B,J _
(SJ[(I)] = /dml J(x1) G(x1, )
h
— 5 /diﬂl . 'dlL’g 53(1'1,1’2,1’3) G(l’l,l'g) G(IJ’Jg,ZL’) + e (248)

Aus der Nebenbedingung 6W[B, J]/6.J(z) = 0 folgt nun, dass durch Anwendung des Wellenope-
rators A auf die Gleichung ([2.48) der Strom J in erster Niherung durch

- I
J(x) = §/dI1 dxo S3(x1, 20, 2) G(21,22) + - - (2.49)

gegeben ist. Setzt man das so gewonnene .J in (Z47) ein, so heben sich der einfach verbundene
Feynman-Graph (letzter Term in Gleichung (Z47)) mit den Termen, die J enthalten (dritter und
vierter Term), weg.

Dieses aus [20] stammende Verfahren kann bis in alle Ordnungen fortgesetzt werden, und es ldsst
sich allgemein zeigen, dass unter diesen Bedingungen

I[B,0] = -W[B,J]| . (2.50)
SWI[B,J|/6J = 0

gilt. Dabei bewirkt die Gleichung (Z49) fiir den Strom .J, dass zum einen simtliche verbundenen

Graphen, die nicht 1PI sind, weggehoben werden, und dass zum anderen nur noch Vakuumgraphen
in der Entwicklung auftreten. Die sich daraus ergebende Entwicklung

I'[B,0] = S[B]+ glndetA[B] +O(h?) (2.51)

zeigt, dass fiir verschwindendes 7 die effektive Wirkung in die klassische Wirkung iibergeht und
die erste Quantenkorrektur sich aus der Determinanten des Wellenoperators errechnen lésst. Die
Korrekturen hoherer Ordnungen lassen sich am am besten mit Hilfe der Feynman-Graphen dar-
stellen. Es sei noch angemerkt, dass fiir Vakuumgraphen der Zusammenhang zwischen der Zahl
der Schleifen L und der Anzahl V,, der Vertizes mit n Beinen durch

L=1+Y %vm (2.52)
=1
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gegeben ist und sich im Rahmen der A% und Yang-Mills-Theorie auf
1
L= 1+§V},+V4 (2.53)

reduziert.

2.3 Der Wirmeleitungskern

Fiir die dem Wellenoperator A zugehorige Green-Funktion in d Dimensionen gilt
AG(z,y) = d(xz —y). (2.54)

Der Wirmeleitungskern K (z,y;7) einer Green-Funktion G(z,y) erfilllt die sogenannte
Wirmeleitungsgleichung

0]
(87’ + A) K(x,y;7) =0 (2.55)
mit der Randbedingung
K(z,y;0) = 6(z —y) (2.56)
und ist iiber die Gleichung
G(z,y) = / dr K(z,y;7) (2.57)
0
mit der Green-Funktion verkniipft, so dass automatisch (254 gilt. Fiir den speziellen Fall, dass
A = —0? ist, hat die Wirmeleitungsgleichung die folgende geschlossene, translationsinvariante
Losung
oy 1 (z —y)?
K()(IL' —Y; T) = W exp (_47_ . (258)

Fiir allgemeinere Fille, wie z. B. skalare Theorien mit Wechselwirkungen oder nichtabelsche Eich-
theorien, hat die Warmeleitungsgleichung keine geschlossene Losung. Der zugehorige Operator A
hat die Form

A=-1D2+X(z), D, =09,+N,(z) (2.59)

mit der Einschrinkung, dass es sich bei den Funktionen X (z) um hermitesche Matrizen handelt,
deren Elemente C'°°-Funktionen sind. Der diesem A zugehorige Wiarmeleitungskern lésst sich fiir
7 — +0 als asymptotische Entwicklung

K(z,y;7) = Ko(z —y;7) Y aj(x,y)7/ (2.60)
=0

darstellen. Die Funktionen aj;(z,y) werden im weiteren Verlauf als Warmeleitungskoeffizienten
bezeichnet und sind, sofern der Warmeleitungskern dies auch ist, matrixwertig. Setzt man diesen
Ansatz in die Wirmeleitungsgleichung (2355]) ein, erhilt man fiir die Wirmeleitungskoeffizienten
die folgende Iterationsgleichung

(n+ (x —y)uD¥)an(z,y) = —Aap_1(z,y) firn>0 (2.61)

mit der Definition
a_1(z,y) = 0. (2.62)

Da zum einen die Warmeleitungskerne dimensionslos sind und zum anderen 7 von der Dimension
—2 ist, miissen die Warmeleitungskoeffizienten der Gleichung [a;] = 2j geniigen. Die eckigen
Klammern stehen, wie in der Physik iiblich, fiir die Einheiten bzw. Dimensionen, in denen die
Grofle gemessen wird.
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Im Unterschied zu [26], in der der Wirmeleitungskern bzw. der Propagator sowohl fiir die skalare
Theorie als auch die Yang-Mills-Theorie mit Hilfe der Warmeleitungskoeffizienten soweit entwickelt
wurde, wie dies fiir die Renormierung nétig ist, werden wir im folgenden durch Einfiihrung weite-
rer Nebenbedingungen eine geschlossene Darstellung fiir die Warmeleitungskerne beider Theo-
rien herleiten. Weiter ldsst sich zeigen, dass die Entwicklung dieser Wirmeleitungskerne fiir
x — y im Wesentlichen auf die gleichen Koeffizienten fiihrt, die auch [26] durch Iteration als
Wirmeleitungskoeflizienten gefunden haben.

2.4 Der Propagator

Aus dem Wiérmeleitungskern ldsst sich mit Hilfe der Gleichungen (Z57), (Z60) und [Z358) die
folgende allgemeine Entwicklung fiir den Propagator herleiten

G(z,y) = /OoodTK(x,y;T)

/ dr Ko(z —y;7) Y an(@,y)7"
0 n=0

Z Gn(r —y) an(z,y), (2.63)
n=0

wobei die Koeffizienten der Warmeleitungskoeffizienten a,,(z,y) durch

. TIE-n-1) 1
Grnlz—y) = /dTKO(x—y,T)T = it (23— (2.64)

gegeben sind [26] und daher translationsinvariant sind. Dagegen ist der exakte Propaga-
tor G(z,y) im Allgemeinen aufgrund der nicht weiter spezifizierten Ortsabhingigkeit der
Wirmeleitungskoeflizienten natiirlich nicht translationsinvariant. Die Faltung zweier Green-
Funktionen G; und G, lisst sich unter Verwendung der Gleichung (A2) zu

[avGia—nG,-2) = g Genta = (2.65)

herleiten. Damit ist gezeigt, dass sich jede Green-Funktion G, aus dem Propagator der freien
Theorie Gy iiber

Gn(xo — $n+1) = n'/dmldmg cee dl‘n Go(xo — .131) Go(ﬂ?l — JZQ) ce Go(mn - .Z‘n+1)

— (n!) o T1 X2 P TnTn41 (2.66)

gewinnen ldsst. Die graphische Darstellung enthilt im Gegensatz zur Formeldarstellung einen
zusétzlichen Faktor (n!). Im weiteren Verlauf werden diese Faktoren mit runden Klammern ver-
sehen, und beim Ubergang von der graphischen Darstellung zur Formeldarstellung sind diese
wegzulassen. Weitere Identititen fiir die Funktionen G,, finden sich im Anhang [A2]

Im Impulsraum ist das Analogon zu den Green-Funktionen G, () durch die Fourier-Transformierte

Gulp) = / 4z G () exp (ipa)

n!
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gegeben und, wie zu erwarten, ist auch G,,(p) translationsinvariant.

In der durch die Wirkung (21]) beschriebenen skalaren Theorie haben die Funktionen des in ([2:59)
beschriebenen Wellenoperators A die folgende Gestalt

1
N,(z)=0 und X(z) =m? + 5)\,u€B2(:v), (2.68)

wobei im Folgenden angenommen werden soll, dass X (z) keine Matrix ist, d.h. dass das skalare
Feld nur eine Komponente hat.

Solange man wie im vorliegenden Fall nur an der Renormierung oder dem effektiven Potenzi-
al V interessiert ist, darf in X das Hintergrundfeld B konstant gesetzt werden, nicht aber im
3er-Vertex ([276]), da sonst die fiir die Wellenrenormierung verantwortlichen Feynman-Graphen
verloren gehen. Erst bei der Berechnung von U muss diese Bedingung auf X,,,,= 0 erweitert
werden, wie in einer sehr subtilen Betrachtung aus [47] gezeigt wird. Konkret heifit dies, dass es
geniigt, den Wiarmeleitungskern

K(z,y;7) = Koz —y;7) exp(=X7) (2.69)
zu verwenden, der durch Integration auf einen Propagator
1 X (d—2)/4
- )2
G(l’,y) (27T)d/2 ((l‘ — y)g) ,Cd/Q—l ( (CL’ y) X) (270)

mit modifizierter Masse m? + A\u€B?/2 fiihrt. Dabei steht K, (x) fiir die n. modifizierte Bessel-
Funktion, die auch McDonald-Funktion genannt wird [67]. Im Impulsraum hat dieser Propagator
die einfache Gestalt L )

“lp) = P+X  p2+m?+ B 271)
und es ist sofort ersichtlich, dass er neben dem freien massiven Propagator auch sdmtliche von
der Einfilhrung des Hintergrundfeldes B stammenden Beitridge enthélt. Propagatoren mit dieser
Eigenschaft werden im folgenden zur Abgrenzung z.B. gegen den vollstindigen Propagator mit
dem Attribut ezakt versehen. Eine andere Darstellung fiir den Propagator erhdlt man, indem
die Exponentialfunktion unter dem Integral durch ihre Reihenentwicklung in 7 ersetzt wird. Die
anschliefende Integration fithrt im Ortsraum auf

Gle,y) = (jf)j Gz — ) (2.72)

=0

bzw. im Impulsraum auf

o = Y Sl (2.73)

PR
und damit auf die Wirmeleitungskoeffizienten
—X)I
o = : Y (2.74)
4!

die wie erwartet die Iterationsgleichung (261 erfiillen. Diese Wirmeleitungskoeffizienten haben,
wie im vorherigen Abschnitt gefordert, die Dimension 25 und sind auflerdem translationsinvariant.

Glxy) = Golz-y) - Gilz—y) X + Go(z—y) X2 +--

N

= e ° — X —+ X2 “+ ..

(2)

[N

Abbildung 2.1: Der Propagator in der skalaren Theorie
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Fiir die Renormierung geniigt die Entwicklung (2.72)) des Propagators bis einschlieflich der Ord-
nung j = 2, da die Wirkung (Z1)) keine Terme B mit j > 2 enthiilt.

Ist man dagegen am effektiven Potenzial V interessiert, kommt man nicht umhin, die vollstdndige
Ortsraumdarstellung des Wirmeleitungskerns ([2:69) bzw. des Propagators (Z70) zu verwenden.

2.5 Die Feynman-Regeln

Fiir die skalare Theorie ergeben sich die folgenden Feynman-Regeln. Der exakte Propagator ist

durch .
§2S[B + Q] ‘
Gy =\ o000 2.75
(:9) (6@(@6@@) oo (2.75)
gegeben, wihrend die Feynman-Regeln fiir die Vertizes sich aus
53S[B + Q] B
5Q0)0Q(2)0Q0) gy [ de B@3(e — 2)s(a - 22)bo - a0)  (270)
und
5*S[B + Q]

et Tl )\/dx 5z — 21)0(x — 22)0(x — 73)0(x — 34)  (2.77)

herleiten lassen.

Q=

2.6 Die 1-Schleifen-Rechnung

Die erste Quantenkorrektur in der effektiven Wirkung I'[B, 0] ist durch den Term

= 1. detA[B]

gegeben, der linear in % ist. Die Determinanten dieses Terms lassen sich unter Verwendung einer
modifizierten (-Funktion in Integrale {iberfithren, die von den Wéirmeleitungskernen abhéngen
(siche z.B. [68]). Aus diesen konnen schliefllich ohne grofieren Aufwand sowohl die 1-Schleifen-
Divergenz als auch das effektive Potenzial in erster Ordnung bestimmt werden. Der Nenner in
(718) wurde hinzugefiigt, um die effektive Wirkung auf T';[0] = 0 zu normieren.

In einem ersten Schritt wird unter der Annahme, dass sich fiir den Wellenoperator A ein wohlde-
finiertes Eigenwertproblem formulieren lisst, der folgende Ansatz

Aln> = Ayln> (2.79)

gemacht, wobei \,, die den Eigenzustéinden |n > zugehorigen reellen Eigenwerte sind. Die entspre-
chenden Eigenfunktionen u,(x) = <z|n> erfiillen die Vollstdndigkeits- und Orthonormalrelatio-
nen

> un(@unly) = S —vy)
/da: Um(X)up () = Omn
und ermdglichen die folgende formale Darstellung

K(z,y;7) = Ze”‘”un(x)u;(y) (2.80)
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fiir den Wirmeleitungskern, wie sich durch Einsetzen in die Wirmeleitungsgleichung (Z55) und
deren Anfangsbedingung (250]) leicht zeigen lisst.

Im zweiten Schritt bietet es sich an, die Determinanten des Wellenoperators iiber die Eigenwerte
zu berechnen. Zu diesem Zweck wird die folgende verallgemeinerte ¢-Funktion

(als) = Z% (2.81)

definiert. Differenziert man diese Gleichung nach dem Argument der (-Funktion, so erhélt man
die Beziehung

d
- $CA(5)

_ 7didszefsln)\n _ Zln/\n

s=0 n s=0

m][An = IndetA (2.82)

zwischen der Ableitung der ¢-Funktion und der Determinanten des Wellenoperators A.

Im dritten Schritt schliefllich wird die modifizierte ¢-Funktion in ein Integral iiberfiihrt, das von
dem im ersten Schritt definierten Wérmeleitungskern abhingt. Ausgehend von der Integraldar-
stellung der I'- Funktion

L(s) = / drrste™™
0
ldsst sich mit Hilfe einer Skalierung der Integrationsvariablen 7 — A7 die folgende Gleichung

1 1 ©
—_ = — dr 5 e >
A L'(s) Jo

herleiten. Eingesetzt in Gleichung (281]) erhilt man die Laplace-Transformation der ¢-Funktion

Cals) = F(ls)/o‘x’ dTTS_lzn:e_)‘"T. (2.83)

Unter Verwendung der vollstdndigen und orthonormalen Eigenzusténde |n > des Wellenoperators
A l#sst sich zeigen, dass die obige Summe mit der Spur des Wellenoperators gleichgesetzt werden
kann und dass diese Spur dem Raumzeitintegral iiber den oben definierten Wérmeleitungskern
entspricht.

Ze‘”\” = Z <nle™®n > = Tre 47
n n

/dm <zle Az > = /dxz < zle ™ n >< njr >

n

Ze_’\”un(x)u;i(w) = /de(x’x;T)

Mit diesem Ergebnis erhidlt man aus Gleichung (Z83]) verallgemeinert auf d Dimensionen die
Beziehung

Ca(s,d) = F(ls)/ooo dTTS*l/de(x,x;T) (2.84)

zwischen der (-Funktion und dem Wirmeleitungskern K (z, ;7). Wie man sieht, geniigt es, den
Wiérmeleitungskern im diagonalen Limes, d. h. fiir gleiche Ortskoordinaten, zu kennen.
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Mit den Ergebnissen ([2:82)) und (Z84)) lassen sich sowohl die Divergenz als auch das effektive
Potenzial in der Ordnung einer Schleife iiber die effektive Wirkung

= 1. detA[B]
= - il_{% 0s (; (CA[B} (Sa d) - CA[O] (S? d))) (286)

1 oo oo
- 11_1)% 05 (QF(S)/O drr°! /_OO do (K (z,x;7|B) — K (,z; T|0))> (2.87)
bestimmen. In der letzten Zeile wurde die Notation fiir den Warmeleitungskern dahingehend er-
weitert, dass hinter dem senkrechten Strich angegeben wird, von welchem Hintergrundfeld der
zugehorige Wellenoperator A abhéingig ist. Setzt man nun den im vorherigen Abschnitt berechne-
ten Warmeleitungskern (2.69)) fiir die skalare Theorie ein, ergibt sich

T I F 1 > s—d/2—1 >~ dx —X7 _ _—m?r
I = }%33<2r(s) /0 drr . (Amyirz (e N )

: 1 I(s- %) dj2—s nda2—s\ [
~ im0, Gy (X ) )/ e

— 00

= T 2(4;)01/2 - (;(;)g) [(w(s) v (S B g)) (30727 = (m)?r2)

/ dx,

wobei ¢ fiir die Digamma-Funktion steht, die iiber ¢(z) = I'(x)/T'(x) definiert ist. Bildet man
den Limes s — 0, fallen alle Terme weg, die kein 1 (s) enthalten. Mit der Beziehung

im ¥(s) = lim '(s)
s—0 F(S) s—0 Fz(S)

Xd/2—s InX + (m2)d/2—s lan

= -1 (2.88)

gelangt man schliefSlich zu
= 1 d dj2 2 d/2) >
= —2(4ﬁ)d/2r(—2> (X — (m?) /_Ocdx

1 > 1/1 1
= / de|—= =m?AB? + = \?B*
1672 e \ 2 8

301 1. m? 301 1. m?
(2t I ) B - (2 - - — o) A2
<8 4" 47r)m <32 16716 47r>

n m*  m2 B2 \2B* 1+ AB?
e AP n il
4 4 16 2m?2

+0(e), (2.89)

wobei die effektive Wirkung I'y, wie von einer 1-Schleifen-Rechnung erwartet, einen einfachen Pol
enthélt. Das effektive Potenzial V; ist nach ([2I7)) durch

1 31 1. m? 31 1. m?
Vi o= (2ot I ) maB? - (2 - =y - —In o) A2BY
! 167r2< <8 47" 47r) " (32 167716 " 477)

m*  m2AB? \’B* AB? 1 1
mo_mAz In |1+ 20| )+ =m?B%+ =\ B (2.90
+<4 1 16)n{+2m2D+2m1 TR (2:90)

gegeben. Dies entspricht dem von e unabhéngigen Anteil der effektiven Wirkung 'y erweitert um
zwei Summanden, die die Korrekturen fiir die Masse und die Kopplungskonstante beinhalten. Die
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Normierung der effektiven Wirkung gemifl (Z.85) bewirkt, dass das effektive Potenzial ebenfalls
auf V1(0) = 0 normiert ist. Da die GréBen m? und A bisher nur im klassischen Sinne definiert
worden sind, lassen sich noch zwei Nebenbedingungen an das effektive Potenzial anlegen, um die
Konstanten m; und \; zu bestimmen. Wahlt man fiir diese beiden Nebenbedingungen

d*v

@ B0 = O7 (291)
d*v
@ b = A, (292)

so impliziert die erste Gleichung, dass die zweite Gleichung und das effektive Potenzial im Limes
m? — 0 zu betrachten sind [47]. Dies fiihrt auf das in [54] von Coleman und Weinberg gefundene
effektive Potenzial in erster Ordnung

A\ B* B* 25
Sind die beiden Nebenbedingungen dagegen durch
d*v 9
— = m°, (2.94)
dB?|5_,
d*V
— = A (2.95)
dB*|5_,

gegeben, so erhilt man in Ubereinstimmung mit [47], [69] und [48] das folgende effektive Potenzial

1 m?A\B? 3)\?B* m* m2iB? \?B* AB?
Vi(B) = - - m In(1+22.1).  (2.96
1(B) 167r2( 8 32 +<4+ V. 16>n[+2m2D (2:96)

Im Anhang findet sich eine Implementierung der oben vorgestellten 1-Schleifen-Rechnung
in Mathematica. Da, wie schon im Abschnitt 2.1l erw#hnt, in erster Ordnung die beiden Re-
normierungsschemata die gleichen Divergenzen ergeben, lisst sich die Korrektur aus (2:89) mit
A = \/(1672) direkt als

i > 1\ 13\
div. _ -2 2nR2 enp4
r¢y = /_ dx (2 . B*(x) + e AucB (;v)) (2.97)

ablesen.

2.7 Die 2-Schleifen-Rechnung

Der Korrekturterm in der Ordnung von 2-Schleifen

Iy = _)\ge /dx G(x,x)* + ()\/f;) /dxdy G(z,y)®B(z)B(y) + %/dxXlG(!Eﬂ)

besteht aus zwei Graphen, die zwei Schleifen enthalten, und einem Counterterm mit einer Schleife,
2
der iiber X; = m% + /\1% mit dem Ergebnis der 1-Schleifen-Rechnung verbunden ist.

Um von der graphischen Darstellung in der Abbildung[2.2]auf der néchsten Seite zur obigen Formel
zu gelangen, muss fiir jeden dicken Strich der volle Propagator G(z,y), fiir jeden 3er-Vertex ein
Term AucB(x), fiir jeden 4er-Vertex ein Term Au€ sowie fiir jedes Kreuz ein Term X eingesetzt
werden. Des Weiteren ist iiber den in jedem Vertex vorkommenden Ortsraumpunkt zu integrieren.
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~ 1 1 1
F = — — —_— —

Abbildung 2.2: Effektive Wirkung der A*-Theorie in 2. Ordnung

Die ersten beiden Graphen der effektiven Wirkung I's in Abbildung werden aufgrund ihrer
Topologie im weiteren Verlauf als K2- bzw. ©-Graphen bezeichnet.

Bis auf den ©-Graphen sind alle anderen Graphen lokal und damit einfach zu berechnen. Der
O-Graph dagegen wird in der Literatur sehr ausfiihrlich behandelt und ist Gegenstand vieler
Veroffentlichungen. Da zur Berechnung des effektiven Potenzials nur die UV-Divergenzen und der
endliche Teil der e-Entwicklung von Interesse sind, sei fiir dieses Ergebnis exemplarisch auf [70]
und [71] verwiesen.

Es existiert aber noch ein einfacherer Weg, das effektive Potenzial Ty zu berechnen [48]. Nutzt
man die Tatsache, dass es gentigt, den endlichen Teil des ©-Graphen im Limes x — y zu kennen,
kann man die modifizierte Bessel-Funktion K;_./2(y/(z —%)2X) aus (Z70) nach der Variablen-

transformation ¢t = \/(z — y)2X durch eine Entwicklung fiir kleine Argumente

™

Kyi_¢po(t) = m

oo

1 A 1 o\ 2iH1-e/2
2 <FU +1r [j + 5] (2> EENEE e (2> ) (2.98)

=0

ersetzen. Eine anschliefSende Integration iiber ¢ gefolgt von einer Entwicklung in e fithrt unter
Vernachldssigung der Terme, die dann noch von ¢ abhéngig sind, auf das gewiinschte Ergebnis.
Legt man an das so gewonnene Potenzial V5 die schon aus der 1-Schleifen-Rechnung bekannten
Nebenbedingungen

2V

= m? (2.99)
dB%| 5 _,
‘v
— = A (2.100)
dB*|5_,

an, so erhilt man in Ubereinstimmung mit [47] und [48] das Potenzial

1 (9B [5m2)\2B?  5\*B* AB?
B) = - In |1+ 22
Va(B) (167r)2< 32 ( 8 16 >n[ +27712}
mi*A  m2A2B?  3)\3B4 AB2]?
m|1+22| ). (2101
—|—<8 + 1 + 32)n{+2m2] (2.101)

Eine Implementierung dieser 2-Schleifen-Rechnung in Mathematica findet sich ebenfalls im An-

hang [B2

Ist man dagegen nur an den Divergenzen der effektiven Wirkung I'y interessiert, reicht es aus, die
Propagatoren aus Abbildung[2Z2]durch die Entwicklung (Z772)) fiir n = 2 zu ersetzen. Terme hherer
Ordnung werden nicht benétigt, da sie in der Wirkung S nicht vorkommen. Des Weiteren wird
der Counterterm nicht mehr benétigt, da die Divergenzen der beiden ersten Feynman-Graphen
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~ 1 1
r, = = - —

Abbildung 2.3: Divergenzen der effektiven Wirkung der A*-Theorie in 2. Ordnung

aus Abbildung mit Hilfe der R*-Methode berechnet werden, die automatisch die Beitrége aus
der ersten Ordnung eliminiert.

Nach der Entwicklung der vollen Propagatoren bleiben drei Feynman-Graphen iibrig, die divergent
sind. Da jeder Punkt im Graphen fiir eine Integration im vierdimensionalen Raum und jede diinne
Linie fiir einen Propagator der freien Theorie (Go ~ 1/22) steht, ergibt sich der Grad der Divergenz
D durch

4(p—1)—2 =D, (2.102)

wobei p fiir die Anzahl der Punkte und [ fiir die Anzahl der Linien im Graphen steht. Die Zahl
der Punkte wird um Eins reduziert, da die Wirkung S schon eine Integration enthélt. Fiir D > 0
enthilt der Graph keine Divergenzen, fiir D = 0 spricht man von einer logarithmischen Divergenz
und fiir D = —2 ist von einer quadratischen Divergenz die Rede, d.h. zwei Ableitungen wirken
auf die d-Funktion.

Der Gleichung (2.102)) folgend sind der K2-Graph und der zweite ©-Graph in der zweiten Zeile
der Abbildung logarithmisch divergent. Sie bestimmen Z,, und Z, in zweiter Ordnung. Der
erste ©-Graph hingegen ist quadratisch divergent und damit alleine fiir die Renormierung des
Wellenoperators in zweiter Ordnung zusténdig.

Im Rahmen der dimensionalen Regularisierung treten normalerweise Graphen, die geschlossene
Schleifen (engl.: Tadpoles) enthalten, nicht auf, da die Integration iiber diese Schleifen Null ergibt
[(2]. Da aber die R*-Methode auch die IR-Divergenzen beriicksichtigt, miissen im vorliegenden
Fall auch jene Graphen beachtet werden, die eine Schleife der Form G1(0) enthalten, da diese
Schleife eine vom Argument unabhiingige IR-Divergenz enthélt. Genaueres hierzu findet sich in
Anhang

Da nach Verwendung der Gleichungen im Anhang [A2 der K2-Graph schon ein lokaler Term
ist, reduziert sich die Renormierung in zwei Schleifen auf die Berechnung der beiden ©-Graphen.
Die unter Zuhilfenahme der R*-Methode berechneten Divergenzen dieser Graphen finden sich im
Anhang [A8

Damit sind die Divergenzen der effektiven Wirkung in der Ordnung von zwei Schleifen im Schema
der minimalen Subtraktion durch

o o0 1{ 32 1 {2\ A2
div — N 123 _ _ 22
I /oodz<2 ( 126) 0,B(z)0"B(x) + 5 ( = 2e> m”B*(x)
1 <9X2 3N

1l )A,ﬁB‘*(a:)) (2.103)

€ €

gegeben.
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2.8 Die 3-Schleifen-Rechnung

| =

Abbildung 2.4: Effektive Wirkung der A*~Theorie in 3. Ordnung

In der Ordnung von drei Schleifen erhilt man fiir die A*-Theorie die in der ersten Zeile von
Abbildung [2.4] aufgefiihrten sechs Feynman-Diagramme. Sie werden ihrer Topologie entsprechend
im weiteren Verlauf als K3-, Melone-, Schneemann-, V-, Ball- und Tetraeder-Graphen bezeichnet
werden.

48

y
S
.
<

Abbildung 2.5: Divergenzen der effektiven Wirkung der A%*-Theorie in 3. Ordnung
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Das Ergebnis fiir das effektive Potenzial in dritter Ordnung findet sich in [48]. Die Divergenzen der
3-Schleifen-Graphen werden mit Hilfe der im vorherigen Abschnitt vorgestellten Methode isoliert,
d.h. die exakten Propagatoren der sechs 3-Schleifen-Graphen werden gemifi (2.72) entwickelt.
Anschliefilend werden alle Graphen verworfen, fiir die D aus (2.102)) grofier als Null ist.

Von den divergenten Graphen in der zweiten und dritten Zeile von Abbildung hat der erste

Graph aus der zweiten Zeile mit D = —4 den hochsten Grad der Divergenz. Da er aber kein
Hintergrundfeld B enthilt, trégt er nicht zur Renormierung bei. Der dritte Graph aus der zweiten
Zeile und der zweite Graph aus der dritten Zeile sind mit D = —2 fiir die Wellenrenormierung,

d.h. Z4, zusténdig. Die restlichen Graphen sind nur logarithmisch divergent. Aus ihnen lassen
sich Z,, und Z, gewinnen.

Es sei am Rande erwihnt, dass sich mit Hilfe der partiellen Integration zeigen lésst, dass die
Divergenzen des Ball-Graphen aus der letzten Zeile in Abbildung 2.3l identisch sind mit denen des
zweiten V-Graphen in der dritten Zeile. In Abbildung wird dies graphisch gezeigt.

sHeR=N=Ny;

Abbildung 2.6: Die Divergenzen des Ball-Graphen entsprechen denen eines V-Graphen

Bis auf den Tetraeder-Graphen lassen sich alle Graphen unter Verwendung der Gleichung (A22)
auf Ausdriicke der Form a(x — y)~2" reduzieren. Dabei sind sowohl a als auch n Funktionen
der Dimension d. Um den Tetraeder-Graphen auf die gleiche Form zu bringen, kann man sich
z. B. einer Methode bedienen, die im Englischen als integration by parts bezeichnet wird [73]. Die
genaue Vorgehensweise iibertragen auf den Ortsraum findet sich in Anhang Die Ergebnisse
fiir die Divergenzen der einzelnen Feynman-Graphen sind im Anhang [A_§] aufgefiihrt. Mit diesen
Ergebnissen ist die effektive Wirkung in dritter Ordnung durch

_ o 1 A3 A8 1/14X3  61A3  29)3
Fdlv — -l 2 AN B LB - _ 2B2
s [ dm<2 ( 6 T 24e> 0. B(z)0" B(w) + 3 ( 33 18 | 2dc > m”B(x)

oo

T

1 (2733 6233 (49 +32¢(3))\3 cpd
( B 3e2 + 8¢ )AMB (x)> (2100

gegeben.

2.9 Die Renormierungsgruppe

Mit den Ergebnissen der vorherigen drei Abschnitte ergeben sich die Renormierungsparameter bis
in die dritte Ordnung zu

1 < 1 1\ <
Za = 14+ (——— ) N4+ (- +— )X+
4 +< 126> +< 662+24€) N
A 2 1)« 14 61 29 «
Zp = 1424 (5 - )4+ (= ——+— | X+
i € - <€2 26) * <363 18¢? + 246) +

3\ 9 3\ . 27 62 49+ 32¢(3)\ -
7 12 (DB e (2162 9ESAG 5
€ €3 3¢? 8¢
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Zwischen den unrenormierten und renormierten Vertexfunktionen gilt die Beziehung
POz, ... @03 Ao, o) = ZZ”/Qf(")(xl, Ce T A, M, €), (2.105)

und da die linke Seite dieser Gleichung unabhéngig von g ist, muss

d n/2=
u@(ZA /2F£")(x1,...,a:n;/\,m,u,e)) = 0

0 0 ox 0 om 0
= (—n,uauln\/ZA—i-uau-i-u i

2 2 1) N DY _ 0
8u6)\+’ua#3m) ) (@1, s Aym, pu, €)

gelten. Die Koeffizienten lassen sich mit Hilfe der Renormierungsparameter perturbativ berechnen.
Unter Beriicksichtigung von A = A(Agpu ™€) lassen sich die schon aus [74], [75] bekannten Ergebnisse

verifizieren:
2 A d . (Zy \\ '
B = w, = ‘Mm) - (dAl“ (zzﬁ))

W) = waZa = )7

W) = W = Hg g = ANy 2
B = e5\+3§\2137i3+<i:5+12¢(3)) M+ 0o\
v\ = %V %65\3+O(/\4)

Tm(A) = A—%S\2+;>\3+O(A4)



Kapitel 3

Die Hintergrundfeldmethode in
der reinen Yang-Mills-Theorie

3.1 Einfiihrung

Die im vorherigen Kapitel entwickelten Methoden zur Renormierung der A*-Theorie lassen sich
soweit verallgemeinern, dass sie z.B. auf eine Eichtheorie fiir nichtabelsche Felder (Yang-Mills-
Theorie) angewandt werden kénnen. Im Vergleich zu der bis hierhin behandelten Renormierung
der A*-Theorie stellt die Renormierung der Yang-Mills-Theorie eine ungleich schwerere Aufgabe
dar. Trotzdem ist schon 1980 die 3-Schleifen-Rechnung durchgefiihrt [37] und 13 Jahre spéter in [3§]
bestétigt worden. Mittlerweile ist die Renormierung sogar bis in die vierte Ordnung bekannt [76].

Ziel dieser Arbeit ist es, zu zeigen, dass im Rahmen der Eichtheorien

e die Verwendung der Hintergrundfeldmethode,
e die konsequente Beibehaltung der Eich-Kovarianz beziiglich des Hintergrundfeldes und

e die Wahl der Fock-Schwinger-Eichung fiir das Hintergrundfeld

die Renormierungsrechnungen erheblich vereinfachen. Zu diesem Zweck wird in diesem Kapitel
die Renormierung der reinen Yang-Mills-Theorie in erster und zweiter Ordnung nahezu explizit
vorgefiihrt und anschliefend anhand der 3-Schleifen-Rechnung die sich insbesondere in héheren
Ordnungen ergebenden Vereinfachungen skizzenhaft dargestellt. Die reine Yang-Mills-Theorie ist
dadurch gekennzeichnet, dass sie keine Materiefelder enthélt und ihre Eichfelder nicht miteinander
kommutieren. Die Beschrankung auf die Eichbosonen stellt hierbei keine unerlaubte Vereinfachung
dar, da die Zahl der Feynman-Diagramme, die fermionische Propagatoren enthalten, vergleichs-
weise gering ist.

In der Yang-Mills-Theorie sind die Eichfelder durch
Au(z) = Aj(a)t?

definiert. Dabei sind t® die antihermiteschen Generatoren einer kompakten und einfachen Grup-
pe U. Genaueres zu den Gruppeneigenschaften findet sich im Anhang[A 3] Eine Eichtransformation
der Eichfelder ist durch

A, — UTAU+U1O,U, (3.1)

gegeben, so dass sich aus ihnen iiber minimale Substitution

Op — Dy = 0+ A,

25
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die kovariante Ableitung D), gewinnen lisst, d.h. D, = U ~!D,U. Damit transformiert auch der
aus diesen Ableitungen gewonnene Feldstérketensor

F;w = [D;uDV]
= 0,4, —0,A, + (A, A (3.2)

kovariant, d.h. F},, = U~"F,,U und die dazugehdrige Wirkung

1
0 = ———— [ detr (F,,F*
Sl 4T(D)92/ € r( 1 )
1 a v
= 4792 dxFle# (33)

ist ebenfalls invariant, wobei vom Ubergang von der ersten zur zweiten Zeile die Normierung
tr(tatb) = —T(D) 5ab

verwendet worden ist. Im weiteren Verlauf soll dem Anhang [A3] folgend T'(D) = 1/2 gesetzt

werden. Aus der Gleichung ([B.1) lassen sich mit g(z) = 1 + A(z) die infinitesimalen Eichtransfor-
mationen

§A, = DuA, (3.4)

= 0F,, = [Fu,A] (3.5)

ableiten.
Es sei noch angemerkt, dass die Wirkung der kovarianten Ableitung D,, auf Lie-wertige Elemente
iiber
D,A = O, A+[A,A]
_ (5cbauAb n fabcAZAb) 1
— (ppan)
definiert ist.
Aus der Wirkung (B3] lassen sich die Bewegungsgleichungen und aus der Definition (B.2) die
Bianchi-Identitét
D'F,, = 0 (3.6)
D,F, +D,F,,+D,F,, = 0 (3.7

herleiten.

Der Vorgehensweise aus dem vorhergehenden Kapitel folgend, soll im n#chsten Schritt die durch
Gleichung (B3) beschriebene klassische Theorie mit Hilfe des Pfadintegral-Formalismus quantisiert
werden. Dabei muss allerdings aufgrund der Eichinvarianz ein Term zur Eichfixierung und der
dazugehorige Faddeev-Popov-Term zur urspriinglichen Wirkung hinzugefiigt werden, d. h. die neue
Wirkung ist durch

Stot = Scl+Sﬁx+SFP (38)
mit
Sie = -+ [azewe = L [dz(cop
fix = « v T 2a .
LO0G L 0G?
Spp = 2/d$trc 6—Ac = —/dwcaé—Abcb

gegeben, wobei es sich bei ¢* und ¢ um masselose skalare Felder, auch Geistfelder genannt, han-
delt, die miteinander antikommutieren. Eine genaue Herleitung dieser als Faddeev-Popov-Methode
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bekanntgewordenen Prozedur zur Erstellung des korrekten Pfadintegrals findet sich in den ein-
schldgigen Lehrbiichern, z. B. ([61, [65], [77]). Die neue Wirkung Stot ist zwar im Gegensatz zu S
nicht mehr eichinvariant, doch sie weist eine neue Symmetrie auf, die BRS-Symmetrie, genannt
nach ihren Entdeckern Becchi, Rouet und Stora. Die infinitesimale BRS-Transformation s ist iiber

sA, = Dyc (3.9)
1
sc = —i[c, c] (3.10)
1
= =G 3.11
sc o ( )
gegeben und hat zur Folge, dass
SStot =0 (312)

ist.
Das zu der modifizierten Wirkung St der reinen Yang-Mills-Theorie gehtrende erzeugende Funk-
tional ist durch

| DADc* De exp (—Sior +J - A+n*-c+c* - 1)

Z * =
[J, 0", n] fDA Dc* De exp (—Stot)

(3.13)

gegeben.

Aus dem erzeugenden Funktional Z[J, n*,n] kann man iiber Funktionalableitungen nach J, n* bzw.
7, die von links auf die Argumente wirken, sdmtliche n-Punkt-Green-Funktionen

7 (l;m,n) (56‘1 L YL Ymy RL - Zn)

_ 5l+m+nz[J’ 77*7 77} (3 14)
0J (1) -+ 0 (@) on* (y1) -+ 0n* (Ym) O0(21) -+ 6n(2n) | y—ppemmo
generieren. Sollen allerdings nur verbundene Feynman-Graphen erzeugt werden, so ist das folgende
Funktional

W[Ja 77*’77] = 1DZ[J7 77*777]

zur Herleitung der verbundenen n-Punkt-Green-Funktionen

W™D (g gy Yy 21 20)
_ ST, ) (3.15)
0J (1) -+ 6J (20) 6 (yn) - - - 0" (ym) 0n(21) - - 0(2n) |y = o — =0

zu verwenden. Fiir die Renormierung wird allerdings wieder die effektive Wirkung bendtigt, die
sich mit Hilfe der Erwartungswerte der an die Quellen gekoppelten Felder
- 114
A = —
oJ
o 14
on*
oW
on
durch eine Legendre-Transformation aus W [J,n*,n] zu
L[4,C*C| = J-A+n*-C+C*-n—W[J,n*n)

ergibt. Wie aus der skalaren Theorie bekannt, sind die aus diesem Funktional abgeleiteten Vertex-
funktionen

Yk

r&mn) (1. L Y1 - Ym, 21 - - - Zn)
_ 5l+m+nF[A7C_v*7C_v] (3 16)
§A(z1) - 8 A(z1) C*(y1) - - - 6C* (ym) 6C(21) -+ 0C(2n) | f— e om0
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mindestens zweifach verbunden, d. h. man erhélt die gewiinschten 1PI Feynman-Graphen.

Fiir den Eichfixierungsterm Sg, werden {iblicherweise Ausdriicke gewéhlt, in denen das Eichfeld
nur linear vorkommt. Ein Beispiel stellt die sogenannte Feynman-Eichung G = 0*A,, dar. Ent-
sprechend dieser Wahl ergibt sich mit Hilfe der infinitesimalen Eichtransformation des Eichfeldes
B4)) der Faddeev-Popov Term zu

Ay alx) 0AC (2
_/d;v dy cZ(x)(;ib((y)) aly) = —/d:v dy dz c;(x) gjf Ezi 5AZ((ZJ)) en(y)
5G4 (x) 6A5(2)
6 A5 (2) dAs(y)

Srp

= JeoHo(x — 2) Dﬁbé(y —2)

—/dxcé@“Dzbcb = Z/dmtr (c*o"Dyc) .

3.2 Die Hintergrundfeldmethode in der reinen Yang-Mills-
Theorie

Ahnlich wie in der A*-Theorie zerlegen wir das Eichfeld A, in ein Hintergrundfeld B,, und ein
Quantenfeld @, so dass

A, =B, +Q, (3.17)

ist. Sofern nicht explizit angegeben, werden ab hier alle im vorhergehenden Abschnitt definier-
ten Funktionale des Eichfeldes A, als Funktionale des Hintergrundfeldes B,, verstanden. Fiir die
kovariante Ableitung und die Feldstéirke beispielsweise bedeutet dies, dass

D,A = 0,A+[B,,A] und
F. = 0,B,—0,B,+[B,,B)]

ist und damit die im vorherigen Abschnitt definierte Feldstérke sich in

FNV[B—i—Q] = pu+DuQu_DuQu+[Qanu]

zerlegen ldsst.

Die Eichtransformation (34) ldsst sich auf verschiedene Weise auf das Hintergrund- und Quan-
tenfeld verteilen. Die sich anbietenden Moglichkeiten sind zum einen

5B, = 0, (3.18)
5Qu = DMA+[QN’A]7 (3'19)

wobei das Quantenfeld @), alleine die Transformation trégt, und zum anderen

0B, = DyA, (3.20)
5Qu = [QuaA]7 (321)
wobei das Hintergrundfeld B,, wie iiblich transformiert und das Quantenfeld ), einer homogenen

Transformation unterzogen wird. Thren Auswirkungen entsprechend wird die erste Transformation
als Quantenfeldtransformation und die zweite als Hintergrundfeldtransformation bezeichnet.

Wie im vorhergehenden Abschnitt wird die klassische Wirkung um einen Eichfixierungsterm und
den entsprechenden Faddeev-Popov-Term erweitert. Die neue Wirkung

Stot [B’ Q] = CI[B + Q] + Sﬁx[B7 Q] + S1FP [Ba Q] (3'22)
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mit
_ 1 _ )
Six = - dxtr G[B, Q]
Spp = 2/dxtrc*§—fc

enthélt im Unterschied zu vorher eine Eichfixierung, die sowohl vom Hintergrundfeld abhéngig
sein kann als auch vom Quantenfeld abh#ngig sein muss. Dabei ist zu beachten, dass die im
Faddeev-Popov-Term auftretende Funktionalableitung 6G /OA unter Beriicksichtigung der infini-
tesimalen Eichtransformation des Quantenfeldes ([B.I8] B.I9) auszufiihren ist, da gerade diese In-
varianz eichfixiert werden soll.

Die zugehorige BRS-Transformation

sQu = Duc+[Qud (3.23)

1
sc = —3 e, ] (3.24)

1 -
= =G 3.25
sc " ( )

gewahrleistet wieder, dass )

S Stot =0 (326)

ist.
Das erzeugende Funktional der Hintergrundfeldmethode ist durch
| DQ De* De exp (—Stot +J-Q+n*-ct+c* ~77)

Z[B7 J7 /r]*?,r’} = ~
[ DQ Dc* De exp (fStot)

(3.27)

gegeben. Das Hintergrundfeld wird nicht an die Quelle J gekoppelt. Somit weist das neue Funktio-
nal Z [B, J,n*,n] im Vergleich zum urspriinglichen Z[.J,n*, n] noch eine, wie schon in der Notation
angedeutet, zusétzliche Abhéngigkeit zum Hintergrundfeld auf. Analog zur bisherigen Vorgehens-
weise wird zum einen das Funktional der verbundenen Graphen

W[B7 J) ’r]*’n] = an[B’ J’ 7’]*7"7} (3'28)

und zum anderen nach Einfiihrung der Felder

_ W
@ = 37
_ oW
c = S
. oW
C — W

die effektive Wirkung
L[B,Q.C*C] = J-Q+n-C*"+C-n* = WIB, J,n" 1]

definiert.
Nun folgt der entscheidende Punkt. W&hlt man die Eichfixierung

G = D,Q", (3.29)



30 Kapitel 3: Die Hintergrundfeldmethode in der reinen Yang-Mills-Theorie

so ist der zugehorige Faddeev-Popov-Term durch
Spp = 2/dmtr(c*D“(Duc+[Q,L,c])) (3.30)
gegeben und damit das gesamte generierende Funktional Z [B, J,n*,n] und folglich auch

W([B, J,n*,n] invariant unter der Hintergrundfeldtransformation [B20} B2I)) erweitert um die
Transformationen

5‘]# = [J,“A],
de = e, A]
ot = ", A (3.31)
on = [n,A]
on’* [n", Al

Fiir S ist dies sofort einsichtig, da fir d4, = §B, + 0Q, die Invarianz schon im vorherigen
Abschnitt gezeigt worden ist. Fiir die Eichfixierung G und damit fiir Sg, gilt

é = D,LLQM

=0G = [DuA Q"+ D,u[Q* A] = [G,A]
- 2 .

= 085 = —E/dm (G[CLA}) =0,

wobei fiir das letzte Gleichheitszeichen die Zyklizitéit der Spur verwendet wurde.

Die Invarianz des Faddeev-Popov-Terms lésst sich nach partieller Integration unter Verwendung
der Identitdten 6D,c = [D,c, A] und [c*, ] = [c, c*| sowie der Jacobi-Identitét und der Zyklizitét
der Spur wie folgt

6Srp = —Z/d:ctr( [D,c*,A|D¥c+ (D, c*)[D"c, A]
+ (D™ A[Qus ] + (D) [[@Qps Al ] + (Dpue™) Qs e AH)
= —2/dmtr(—[Dw’ﬂD”c]A—|—A[D#c*,D"c]

+ (D, Al [Qus el = (D) (A [Qusl]) = 0

nachweisen. Dass auch die Kopplungen * - ¢ und ¢* -5 invariant unter den Transformationen (B.31)
sind, ldsst sich mit Hilfe der Jacobi-Gleichung sofort zeigen.

Erweitert man die Hintergrundfeldtransformationen (831)) um die Gleichungen

6Qu = [Q,LHA} (332)
§C = [C,A] (3.33)
§C* = [C* A (3.34)

so ist auch die effektive Wirkung T'[B, Q, C*, C] invariant.

Die etwas ungewohnliche Eichfixierung B29) gewihrleistet zwar, dass die erzeugenden Funktio-
nale Z, W und I invariant beziiglich der Hintergrundfeldtransformation sind, hat dafiir aber den
Nachteil, dass die aus der A*-Theorie bekannte Relation ([Z.32)

Z|J) = exp(J-B) Z|[B,J] (3.35)

nur unter der Bedingung gilt, dass der Eichfixierungsterm des urspriinglichen Funktionals Z[.J]
von der Gestalt

G = 0"A, — "B, +[B", A, (3.36)
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ist. Wie zu erwarten, fiihrt diese Wahl der Eichfixierung mit der Eichtransformation (B) auf
den Faddeev-Popov-Term der Hintergrundfeldmethode ([B30). Zusammenfassend bedeutet dies,
dass das erzeugende Funktional Z [J, B] der Hintergrundfeldmethode dem iiblichen erzeugenden
Funktional Z[J] bis auf einen multiplikativen Faktor entspricht, sofern in Z[J] die ungewshnliche
Eichung ([36]) verwendet wird. Da aber die S-Matrix unabhéingig von der Wahl der Eichfixierung
ist, miissen die aus Z[.J] unabhingig von der Eichung und damit auch die aus Z[B, .J] gewonnenen
Ergebnisse, sofern sie messbar sind, gleich sein [IT]. Damit gilt dann auch die Bezichung

WI[B, J,n*,n] = J-B+W|[B,J,n* 1 (3.37)
und die aus dieser Gleichung durch Funktionalableitung nach J gewonnene Gleichung
A=B+Q.
Damit stehen die effektiven Wirkungen iiber
I[B+Q,C*,C] = I'[B,Q,C*,C| (3.38)
miteinander in Beziehung. Wieder ist T' und damit auch T’ nur von der Summe der Felder B 4 Q

abhiingig, und fiir verschwindendes Hintergrundfeld geht Z in Z iiber.

Wihlt man aber als Nebenbedingung Q = 0, lisst sich die Beziehung der effektiven Wirkungen
auf

I'[B,C*,C] = I'[B,0,C*,C]
vereinfachen. Dabei erhélt man ebenso wie in der A4-Th"eorie eine effektive Wirkung f[B ,0,0%,C),
deren Entwicklung in % nur Vakuumgraphen enthélt. Uberdies ist sie invariant in Bezug auf die

Eichtransformation des Hintergrundfeldes (3:20), (3.21), (B31) und (B.34). Damit wird die Zahl
der entstehenden Feynman-Graphen drastisch reduziert, wie sich spéter zeigen wird.

Wie im vorherigen Kapitel empfiehlt es sich, im Rahmen einer perturbativen Betrachtung den
Strom J in

Ju = Ju+ju (3.39)
mit 55 [B. Q)
tot )
= =% 3.40
.]M 5@“ ‘Q—O ( )

aufzuspalten. Aus
S’tot[B7Q] —J- Q SCI[B + Q] + SﬁX[B7Q] + SFP[B7Q] —J- Q

6‘§t0t [B7 Q]
0Q

=0

= SalB]+ -jl-Q (3.41)

Q=0

1 1
+ 5/dg; tr | Q~ (—%D? + (1 — a) D,D, — 2F,W) Q"

=A,,[B]

—|—/dxtr ¢ D,D" ¢
——
=—A[B]

# [ e ((0,001QQ+ 00 QIQN Q1+ D" d) -7 @

= Sint[B,Q]
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mit der Feldstirke in der adjungierten Darstellungl und den Wellenoperatoren A, und A ldsst
sich nun ein neues erzeugendes Funktional

Z[B,j,n*,n] = /DQDC*DC exp{
1 - _
— Sa[B] — 5/de“AWQ”—l—/dmc*Ac—Smt[B,Q]+J~Q—|—77*-c+c* -n| (3.42)

herleiten, das jetzt von einem neuen Strom .J abhiingig ist und im Exponenten keinen im Feld Q
linearen Term mehr enthélt.

Damit ist gewahrleistet, dass eine pertubative Entwicklung der effektiven Wirkung

[1B,0,0,0 = —W[B,J, 1", ‘ 3.43
[ ] [ n ] SW /8T =8W [/én* =W /én =0 ( )

nur Vakuumgraphen enthilt, die mindestens 1PI sind. Die Entwicklung der effektiven Wirkung

[[B,0,0,0] = Sa[B] + (; Indet A, [B] — In det A[B]) h+ O(h?) (3.44)

in 7 geht fiir o — 0 in die klassische Wirkung S¢i[B] iiber, wihrend sich die Korrektur linear in %
aus dem Logarithmus der Determinanten des jeweiligen Wellenoperators ([3.41]) ergibt. Korrekturen
hoherer Ordnungen in % lassen sich am einfachsten mit Feynman-Graphen darstellen, die den
Feynman-Regeln aus Abschnitt entsprechend gebildet werden.

Fiir die weiteren Betrachtungen soll nun die Feynman-Eichung o = 1 gewé&hlt werden. Damit
vereinfacht sich der vektorielle Wellenoperator zu

Aw[B] = — (8, D*+2F,,). (3.45)

Auch im Falle der Yang-Mills-Theorie trifft man bei der Entwicklung der effektiven Wirkung

I'[B,0,0,0] auf UV-Divergenzen. Im Rahmen der Hintergrundfeldmethode geniigt es, das Hinter-
grundfeld B und die Kopplungskonstante g iiber

B* — Bl = 7}/°B* (3.46)
9 = g = Zygtue (3.47)

zu ersetzen. Sowohl das Quantenfeld @) als auch die Geistfelder ¢* und c bediirfen keiner Renormie-
rung, da sie nur innerhalb der Vakuumgraphen vorkommen, so dass die Renormierungsfaktoren
der Vertizes sich mit denen der Propagatoren wegheben wiirden [7].

Die renormierte Feldstérke ist von der Gestalt
Fuy = 24 (0uB, — 0,8, + 2} 23/ B, B.)) (3.48)

und muss eichinvariant in Bezug auf die Hintergrundfeldtransformation (320]) sein. Dies hat zur
Folge, dass die beiden Renormierungsfaktoren {iber

1/2
Z2z* =1 (3.49)

miteinander verkniipft sein miissen. Wie schon in [22] bemerkt worden ist, geniigt es daher, die
2-Punkt-Funktionen des Hintergrundfeldes B, zu berechnen. Wird dagegen wie im vorliegen-
den Fall die Kovarianz beibehalten, erhdlt man zum einen schliefllich 2-Punkt-Funktionen der
Feldstérke F),,, und zum anderen nimmt die Zahl der Vertizes im Vergleich zur {iblichen Vorgehens-
weise nicht zu, d. h. die Feynman-Regeln enthalten, wie in Abschnitt gezeigt, zwei 3er-Vertizes

'F,,, Q" entspricht der Definition aus Anhang[A] folgend dem Kommutator [Fj,, Q].
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und einen 4er-Vertex. Im Gegensatz hierzu finden sich in den Feynman-Regeln aus [22] vier 3er-
Vertizes und fiinf 4er-Vertizes. Konkret bedeutet dies, dass die Beibehaltung der Kovarianz in der
Hintergrundfeldmethode zu einer Reduzierung der Feynman-Regeln, und damit auch zur Redu-
zierung der Feynman-Graphen fiihrt. Im Falle der 2-Schleifen-Rechnung lésst sich auf diese Weise
die Zahl der zu berechnenden Feynman-Graphen fiir die 2-Schleifen-Rechnung nochmals von zwolf
auf einen 2-Schleifen-Graphen reduzieren.

Ein sehr eleganter Beweis fiir die Renormierbarkeit der Yang-Mills-Theorie in der Hintergrund-
feldmethode findet sich in [I0]. Fiir ein verschwindendes Hintergrundfeld wird man iiber die Glei-
chungen (338) und ([B30) auf die iibliche Yang-Mills-Theorie in der Feynman-Eichung gefiihrt,
deren Renormierbarkeit bewiesen ist. Ausgehend von dieser Tatsache zeigen die Autoren Liischer
und Weisz unter Verwendung der BRS-, Hintergrundfeld- und einer Verschiebungssymmetrie, dass
dann auch die Yang-Mills-Theorie in der Hintergrundfeldmethode renormierbar ist.

3.3 Die Wiarmeleitungskerne

Analog zu dem Vorgehen in der A*-Theorie lassen sich die beiden Wirmeleitungskerne der reinen
Yang-Mills-Theorie unter Zuhilfenahme von Nebenbedingungen exakt darstellen [43]. Fiir den
skalaren Wellenoperator A der Geistfelder wird in Gleichung (Z59)

Ny(z) = Bu(z) und X(z) =0
gesetzt und als Nebenbedingung
(DAF,LW) = [D)\u Fp,z/] =20 (350)

gefordert. Aus dieser Nebenbedingung folgt, dass

[Dyu; [Dus Fypol] = [Du, Dy Fpol] = 0
= [Dl“ DVJFPUH'F[DW[FpavDuH = 0
= _[chra[DuaD;L]] = [Fpg,Fuy] = 0 (351)

ist, d.h. der Kommutator zweier Feldstiarken verschwindet, wobei fiir die letzte Umformung in
BXI) die Jacobi-Identitdt verwendet worden ist. Fiir den Wirmeleitungskern wird der folgende
Ansatz gemacht

1

e (- M@ -0 FNG) G52

K(z,y;7) =
(@:y:7) (47T 4t

wobei der wegabhingige Phasenfaktor ®(x,y) der folgenden Definition

O(z,y) = Pexp (/; Bu(z)dzu>

geniigt. Shore zeigt in [43], dass unter der Nebenbedingung ([B.50) der Phasenfaktor ®(z,y) die
folgenden Bedingungen

@(xay)Fm/(y) = F#V(ZL‘)(D(ZL',y) (353)
D@)B(ay) = 3 Fu()E 1) 8(y) (354
2(e.)Duly) = 5By Fu )~ 9)" (355)

erfiillt. Der Ansatz ([B52) ist so gewihlt, dass man fiir verschwindende Feldstéirke auf den freien
Wairmeleitungskern ([2.58)) gefiihrt wird, sofern fiir diesen Grenzfall M, = 16,, und N = 0
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ist. Setzt man nun den Ansatz ([B.52) unter Beriicksichtigung der Randbedingung (250) in die
Wirmeleitungsgleichung

0K
-D’K+— =0 3.56
+ or (3.56)
ein, so fiihrt dies auf die folgenden Differentialgleichungen
M, 7+ M2, =M, — [F,M],, 7 +F%,7> = 0
ONT + tr(M,, —16,,) = 0.

Da Fr7 die einzige dimensionslose Gréfle ist, muss sich M als Polynom von Fr darstellen lassen.
Daraus aber folgt mit der Gleichung [B.51]), dass der Kommutator [F,M],, verschwindet. Die
beiden Differentialgleichungen werden durch die nachstehenden Funktionen gelost

M,, = F,o7(cothFr)’

v

- 22”32” 2n _2n
= 10w+ @) F2nr (3.57)
n=1

N = flln (F, 7! (sinh Fr)"")

nv

e 922n B "
= Y (3.58)

so dass man auf den folgenden skalaren Wérmeleitungskern

Ke7) = s ®y)

N2

1 1
exp —E(x — yY)HF o7 (cothF1)7) (z — y)” — 5 In (F,,7 " (sinhFr)"")| (3.59)

gefithrt wird [55], wobei B, fiir die Bernoullischen Zahlen steht.

Aufgrund der Nebenbedingungen [B.51) und (B53]) ldsst sich der vektorielle Wirmeleitungskern
leicht aus dem skalaren Wéarmeleitungskern herleiten. Um der Wirmeleitungsgleichung

0K,

7(5#AD2 +2F#)\)K)\” —+ o7

=0
mit der Randbedingung
K;w(m>y;0) = ]1(5“”(5(33‘ - y)

zu geniigen, reicht es aus, den skalaren Wéarmeleitungskern um einen multiplikativen Faktor zu
erweitern

Kyu(w,y37) = K(2,y:7) (exp 2F7) (3.60)

pv

wobei darauf zu achten ist, dass, je nachdem ob dieser Faktor von links oder rechts mit dem
skalaren Wéarmeleitungskern multipliziert wird, die Feldstdrke F im Punkt « bzw. im Punkt y zu
nehmen ist.

Mit diesem Ergebnis ldsst sich zeigen, dass der in der Feynman-Eichung gegebene vektorielle
Wiérmeleitungskern und der skalare Warmeleitungskern iiber die Ward-Identitét

-
DMK, + KD, = 0 (3.61)

zueinander in Beziehung stehen. Eine explizite Rechnung hierzu mit den Lésungen (859) und
B60) findet sich im Anhang [A4l Die Ward-Identitéit (besser Wérmeleitungskernidentitéit) gilt
aber auch ohne die Nebenbedingung (3:50)) wie z. B. in [78] gezeigt wird.
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3.4 Die Propagatoren

Uber die Gleichung (Z57) lassen sich aus den Wirmeleitungskernen die zugehorigen Propagatoren
ermitteln. Wie schon in Abschnitt gezeigt, erfiillt der so gewonnene skalare Propagator die
Wellengleichung

AG(z,y) = 1é(x —y) (3.62)

bzw. der vektorielle Propagator die Wellengleichung

ANG (z,y) = 16,,0(z —y). (3.63)

Des Weiteren lésst sich aus der Gleichung (B:61]) nach einer Integration iiber 7 die Propagatori-
dentitét

-

D'G,, +GD, = 0 (3.64)
ableiten. Diese Identitat wird sich im weiteren Verlauf als sehr niitzlich erweisen. Es lassen sich
némlich alle Graphen, die skalare Propagatoren enthalten, mit ihrer Hilfe in Graphen umwandeln,

die nur vektorielle Propagatoren enthalten. Dabei zeigt sich, dass die auf diese Art umgewandelten
Graphen einen grofien Teil der urspriinglichen, rein vektoriellen Graphen, wegheben.

Lisst man in Gleichung ([B.64)) eine weitere kovariante Ableitung von rechts auf die Propagatoren
wirken, erhalt man

«—

D'G, (x,y) DY = —G(:z:,y)(l_)2 = —D*G(z,y) = 16(z —vy), (3.65)

wobei das letzte Gleichheitszeichen aufgrund der Wellengleichung (8:62) gilt.

Leider lassen sich die beiden Propagatoren nicht geschlossen darstellen, doch fiir die Renormierung
geniigt die Entwicklung bis in die quadratische Ordnung der Feldstédrke. Unter Verwendung von
z = x — y ist also der skalare Propagator durch

G(z,y) = /OoodTK(Ly;T)

e’} 2
/ dr ®(x,y)Ko(z;7) (1 T z”Fiyz” - Fg) + O(F?)
0

12 12
Integration iiber 7 unter Verwendung von (2.64)
1 1
= P(x,y) Go(z) — 12 Z“Ffwz" Gi(z) — 1 F2Gy(2) + O(F?) (3.66)

und der vektorielle Propagator durch

Gu(z,y) = /0 dr K(z,y;7) (exp 2F7) ,,
= / dr K(z,y;7) (51“, JFQF;WTJFQF;QWTz) +O(F)3
0

= / dr [K(az,y;r)(slw + Ko(z;7) (2 @(x,y)Fltur+2Fin2)} + O(F)?
0

Integration iiber 7 unter Verwendung von (2.64)
= 6uG(z,y) +29(2,y)FuGi(z) + 2F,,Ga(2) + O(F?) (3.67)

gegeben. Der Phasenfaktor @ ist vom Hintergrundfeld B und damit auch von der Feldstéirke F
abhangig und wird daher nur bei den Termen, die mindestens quadratisch in der Feldstérke sind,
gleich Eins gesetzt.
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Mit Hilfe der Identititen aus dem Anhang lassen sich die Faktoren z zugunsten von ent-
sprechenden Ableitungen entfernen. Damit ist die Reihenentwicklung des Geistpropagators durch
G(z,y) = ¥(x,y)Golz —y) — ;F*  Galz—y) — 3F;. 9707Gs(z—y) + O(F?)
(3.68)

= ®(z,y) - iF°(2)

und die Reihenentwicklung des Gluonpropagators

Guv(z,y) = ®(2,9) 6,0 Go(z —y) + 2®(2,y)F Gi(z —y) — 1F%0u,  Ga(z—y)

T = (I)(xvy) 5,uu + 2<I>(x,y) F,uu - iFQ(S,uV (2)

+ 2Ffw C;(Q(aj - y) - %FgTélﬂ’ 806TG3($ - y) =+ O(FS)
(3.69)

+2F2 (2) o —3iF25,, (3)e>t eeee+ OF
gegeben. Die beiden obigen Ausdriicke fiir die Propagatoren sind zweizeilig zu lesen, wobei die
zweite Zeile die graphische Darstellung der ersten Zeile ist, d. h. der exakte skalare Propagator ist
in den Feynman-Graphen durch eine dicke graue Linie und der exakte vektorielle Propagator durch
eine dicke schwarze Linie gegeben. Leider verhindern die verbliebenen Phasenfaktoren, dass die
oben gegebenen Entwicklungen der Propagatoren translationsinvariant sind. Diese Invarianz wird
sich aber schliefflich innerhalb der Feynman-Graphen mit Hilfe eines Tricks wiederherstellen las-
sen. Untersucht man die Entwicklungen [B.68) und (8:69) der Propagatoren auf UV-Divergenzen,
so konnen diese nur in den Funktionen G; vorkommen. Fiir d < 2 weist allerdings keine der G;-
Funktionen eine UV-Divergenz auf. Dieses Ergebnis lésst sich analytisch auf hohere Dimensio-
nen fortsetzen. Beziiglich der IR-Divergenzen ist es dagegen in n Dimensionen ab i + 1 > n/2
notwendig die G;-Funktionen durch die in Abschnitt definierten R;-Funktionen zu ersetzen.
Eine ausfiihrliche Begriindung fiir diese Vorgehensweise findet sich in Kapitel Die obigen
Ausfiithrungen haben zur Folge, dass in vier Dimensionen

G(z,z) = 0 (3.70)
ist, fiir den vektoriellen Propagator aber
Gu(@,2) = =Gyu(z,2) # 0 (3.71)

gilt. Ursache hierfiir ist der lineare Term in der Feldstérke, dessen IR-Divergenz unabhéngig vom
Ort ist und damit auch fiir den Fall, dass der Anfangs- und Endpunkt des Propagators gleich sind,
nicht verschwindet.

Nachdem man sich auf die Feynman-Eichung (o« = 1) und auf die Nebenbedingung [B50) fest-
gelegt hat, bleibt eine weitere Freiheit, ndmlich eine Eichwahl fiir das Hindergrundfeld B, (z).
Statt der Feynman-Eichung soll allerdings in diesem Fall die Fock-Schwinger-Eichung [79] [80]
gewihlt werden. Die Aquivalenz der beiden Eichungen wird in [81] gezeigt. Die Wahl der Fock-
Schwinger-Eichung erweist sich als besonders effektiv, da, wie sich zeigen wird, mit ihrer Hilfe
sdmtliche entstehenden Feynman-Graphen nach einer Reihenentwicklung in logarithmisch diver-
gente Graphen iiberfithrt werden. Dies bedeutet, dass sich die Divergenzen dieser Graphen als
Laurent-Reihe darstellen lassen, die im Ortsraum keine Ableitungen bzw. im Impulsraum keine
Impulsabhéngigkeiten enthélt. Die von Schwinger und Fock unabhingig voneinander vorgeschla-
gene Eichung

' Bj(z) =0 (3.72)

lasst sich durch eine Fourier-Transformation in

"By (p) =0
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umwandeln und entspricht damit der Lorentz-Fichung im Impulsraum. In diesem Sinne sind also
die Fock-Schwinger-Eichung im Ortsraum und die Lorentz-Eichung im Impulsraum dual zueinan-
der. Die Fock-Schwinger-Eichung bewirkt, dass sich das Potenzial Bg(m) als Funktion der eigenen
Feldstéarke F,(z) darstellen ldsst [42]. Um dies zu zeigen, ersetzt man in der durch Ableiten der
Fock-Schwinger-Eichung (372) nach z, entstehenden Gleichung

B, (z) + 2"0,Bu(xz) =0

die Ableitung des Potenzials By, (x) im zweiten Term durch die Feldstédrke mit einem entsprechen-
den Korrekturterm. Da aber aufgrund der Fock-Schwinger-Eichung «z#[B, (z), B, (x)] gleich Null
ist, erhéilt man schlieBlich die folgende Beziehung

(14 2#0,)B,(x) = 2" F,,, ().
Unter Verwendung der Variablentransformation x = Az und der Identitdt A9/OAf(Ax) =
20, f(Ax) ergibt sich

(1+)\a) B,Ox) = X\"F,,(\z)

oA
9
= —~ (AB,(A\z)) = AaM'F,,(A\x)
)
1
~ By = / A AaH Foy (A) (3.73)
0

Da also zum einen das Hintergrundfeld B, sich auf Grund der Fock-Schwinger-Eichung iiber die
Feldstérke F),, definieren ldsst und zum anderen aus der Nebenbedingung (B50) folgt, dass der
Kommutator zweier Feldstéirken verschwindet, reduziert sich die Nebenbedingung ([B50) auf

0pF,, =0,

d.h. die Feldstérke F),, ist konstant. Damit lésst sich das Integral in der Gleichung ([B73]) 16sen
und man erhélt ein lineares von der Feldstédrke abhéingiges Potenzial

B,(z) =—zx,F, (3.74)

aus dem sich der folgende Phasenfaktor

1
d(z,y) = exp <2x“Fwy”) (3.75)

ergibt. Diese spezielle Gestalt des Phasenfaktors ermdoglicht es, alle vorkommenden Feynman-
Graphen in logarithmisch divergente Graphen zu iiberfithren. Nebenbei sei bemerkt, dass der so
gewihlte Phasenfaktor natiirlich die Gleichungen (B53H3.55) erfiillt.

3.5 Die Feynman-Regeln

Fiir die Yang-Mills-Theorie ergeben sich mit der erlaubten Transformation @ — ¢@Q die folgenden
Feynman-Regeln. Der skalare und der vektorielle Propagator sind durch

-1

82Spp[B, Q, ¢*, ¢ N
Gwy) = 5;12([@/)5?“(@ | o) (") (3.76)
~1
ab _ 62(S[B+9Q]+SﬁX[B7Q]) _ 2\ ab ab -1
G (2,y) = 5005 0) ) (60 (D)™ +2F2)  (377)
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gegeben. Der nur Gluonen enthaltende 3er-Vertex hat die Gestalt
§3S[B + gQ]

50 (a0Qh (e2)0Qe ) |y o[ i
Fm8,0(x — x2)8(x — 23) DTS (2 — 1) — FP8,00 (2 — 22)8(x — 23) DTS (2 — 21) +
f¥M0pr0(x — x1)0(x — 953)D;"b(5($ — Z9) — U808 (x — 21)8(x — 23) DTS (x — 29) +
[ grd(z — 21)d(x — x2) D6 (x — 23) — FO8,06(x — 21)0(x — 22) DTS (x — x3))

IRRRAY

wobei die erste mit einem Kreis versehene graphische Darstellung als erzeugender Vertex bezeich-
net wird. Das Ersetzen der erzeugenden Vertizes in einem Feynman-Graphen durch die sechs
in der zweiten graphischen Darstellung aufgefithrten Vertizes entspricht einer graphischen Wick-
Kontraktion. Der Pfeil in jedem Vertex steht fiir eine kovariante Ableitung, die natiirlich nur
auf den Ast wirkt, auf dem sie liegt. Der Bogen gibt an, mit welchem vektoriellen Propagator
der Lorentz-Index der Ableitung kontrahiert. Da die verbleibenden beiden Propagatoren immer
kontrahiert sind, wird der entsprechende zweite Bogen weggelassen.

Fiir den die Geister enthaltenden 3er-Vertex ergibt die Einfithrung eines erzeugenden Vertex in
Bezug auf eine knappe Darstellung keinen Sinn. Trotzdem soll er der Vollstdndigkeit halber ein-
gefiihrt werden. Damit ist also

0°Srp[B, Q. c*,
dc(1)0c*b(22)0Q¢ (w3)

= g/dx femo(e —x)d(x — xg)D;”bé(x — x3)

= T - : (3.79)

TN

mit der Zusatzregel, dass im Rahmen der Wick-Kontraktionen nur die Graphen ungleich Null sind,
in denen jeder graue Ast, der ein schwarzes Quadrat enthélt, mit einem grauen Ast verbunden ist,
der kein schwarzes Quadrat enthélt.
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Der 4er-Vertex ist iiber

§1S[B + gQ)]
Qg (21)8Q (22)0Q5 (v3)0QH(w4) |

(fabmfmcd (6/140'61/7' - 6;1,751/0') + facmfmbd ((S,LW(SUT - 5/“'61/0') + fadmfmcb (6u06u7 - 6/,1,1/50'7'))

=g’ /da: §(x —21)0(x — x2)0(x — 23)0(x — 4) X

,a I/,b
+ y ----- & - y ----- % (3.80)
T,d o,c

definiert. Man beachte, dass in der graphischen Darstellung des 4er-Vertex eine d-Funktion (gestri-
chelte Linie) eingefiigt wurde. Dabei sind die beiden Indizes der Raum-Zeit-Punkte, die iiber Bégen
mit der é-Funktion verbunden sind, miteinander kontrahiert. Das Gleiche gilt fiir die verbleiben-
den beiden Indizes. Sind die oberen bzw. unteren beiden Propagatoren miteinander kontrahiert,
ldasst man dem Beispiel der 3er-Vertizes folgend, die entsprechenden Bogen weg. Der Vorteil dieser
Darstellung ist, dass es nur noch 3er-Vertizes gibt, und damit die Zahl der moglichen Topologien
der Feynman-Graphen stark verringert wird.

3.6 Die 1-Schleifen-Rechnung

Ebenso wie in der A*-Theorie lassen sich sowohl die Divergenzen als auch das effektive Potenzial
in der ersten Ordnung aus den Determinanten der Wellenoperatoren der beiden Propagatoren be-
rechnen. Zu diesem Zweck werden die Determinanten durch die Warmeleitungskerne ausgedriickt.
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Die Korrektur ist also durch
- 1 - detA,[B ] det A[B]
I, = l K —In
! " et AL[0] det A[0]

— s—1
= g% <2F /dTT tr/d

[(K“M(a:, z;7|B) — K, (2, z; 710)) — 2(K (z,z;7|B) — K (2, z; T|O)):|>

1 ~ L 1 sinhFr\\* .
B 2(47r)d/2/0 T Tran tr/deeXP (‘2111( o )) “(GXPZFT) V—d]l)
1 sinhFr\\*
) (exp (—2 In ( o )) . - ]1)] (3.81)

gegeben. Leider lisst sich dieses Integral aber nicht wie in der A*-Theorie geschlossen 16sen. Es
divergiert fiir 7 — oo. Diese Problematik firmiert unter der Bezeichnung ,,Die Infrarot-Katastrophe
der reinen Yang-Mills-Theorie”. Betrachtet man dagegen die UV-Divergenzen, empfiehlt es sich
I'; nach 7 zu entwickeln und nach der Integration das Ergebnis im Limes 7 — 0 zu betrachten.

Mit . /
1 sinh F'r ‘ 1
| = 14+ —F2724... 3.82
eXp<2n( Fr ))M TR (382)
und
(exp2F7)", = d1—2F*% 4 ... (3.83)

gelangt man schliellich zu
Po= / dx +
YT 2(n)? 36 v
1 1 sinh Fr\ \" v
W/O dTﬁ tr/dm (eXp (-2111( Fr )) M(GXPQFT) V—4]1>
. "
9 [ exp 1 In sinh Fr _q
2 Fr u

wobei der erste Term in der Entwicklung von Iy die UV-Divergenz darstellt und das effektive
Potenzial V; wieder durch den zweiten Term mit einem entsprechenden Korrekturfaktor, d. h.

1 e 1 1 sinh Fr\\*
- — o1 2Fr)” — 41
| STeTSE /0 dr 7_3tr [(exp( 5 n( o )) H(exp 7)", >
: I
9 [ exp 1 In sinh Fr _q
2 Fr u

gegeben ist. Auch hier ist die Kopplungskonstante bisher nur im klassischen Sinne definiert worden,
und um die Korrekturen g,, zu bestimmen, wird als Nebenbedingung
dav
dF?

+O0(e),  (3.84)

1 a \2
+4T;§CQ (FW) , (3.85)

=0 (3.86)
tr(F2)=o0

gewdhlt. Dies fithrt auf

1 > 1 1 sinh Fr H 5

= — dr —t —=1 2F7)” — 41 + ~F272

" 2(47r)2/0 Tr3r[<exp( 2n( Fr >)M(6Xp ety T)
1 sinh F'r o 1

-2 ——1 —1 - —F?%72

(eXp< 2“( Fr ))M 12 T)

: (3.87)
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was mit dem Ergebnis aus [28] iibereinstimmt. Die UV-Divergenzen lassen sich direkt aus ([3:84))
ablesen und damit ist die effektive Wirkung durch

oo 1 11 2
div a
re = 72(4 B 3 Cs / dx (FW) (3.88)

gegeben.

3.7 Die 2-Schleifen-Rechnung

Der Korrekturterm in zweiter Ordnung lésst sich schnell erstellen, indem man die Vertizes in den
2-Schleifen-Graphen der A*-Theorie durch die oben definierten erzeugenden Vertizes ersetzt und
anschliefilend den entsprechenden Geist-Graphen hinzufiigt (siehe Abbildung B]).

[y = —< = R (R ,
2 2 + 13 5 (3.89)

Abbildung 3.1: Effektive Wirkung der reinen Yang-Mills-Theorie in 2. Ordnung
in der erzeugenden Darstellung

Die Symmetriefaktoren bleiben dabei erhalten und in Anlehnung an ihre Gestalt sollen auch
weiterhin Graphen, die die Topologie des ersten Graphen aufweisen, als K 2-Graphen und Graphen,
die topologisch dem zweiten bzw. dritten Graphen gleichen, als ©-Graphen bezeichnet werden.

Ersetzt man im ersten Graphen den erzeugenden 4er-Vertex gemif (8.80]), wird man auf

v
ONNG
‘ o

gefiihrt. Der zweite Graph in der ersten Zeile 1dsst sich aber mit Hilfe von ([B71]) in den ersten
Graphen der ersten Zeile {iberfithren. Aufgrund der Identitit (.71 ist auerdem G*, (, x) gleich
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=92 —T >

£

Abbildung 3.2: Tadpole-Identitit

Null, d.h. der erste Graph in der zweiten Zeile und der zweite Graph in der dritten Zeile fal-
len weg. Die Auflésung der ,,Verdrillung“ im ersten Graphen der zweiten Zeile wird wegen der
Antisymmetrie der Strukturkonstanten durch ein zusétzliches Minuszeichen korrigiert.

Die verbliebenen beiden Graphen lassen sich mit der in Abbildung illustrierten Tadpole-
Identitét ineinander {iberfithren. Die formelhafte Darstellung dieser Identitét ist durch

fachZ,e/(x7 LU)(S(SC - x/)fab’c'Gg’:(x/’ y/) Z’:(:E/; ZI) =
2 Gf}i (33, J,‘/)(S(.I‘ - x/)fachlé :(Jf, y/)fac’b/Glc/’: (‘rlv Z/) (391)

gegeben, und zu ihrer Herleitung werden nur die Jacobi-Identitét und Gleichung (BZ71]) benotigt.
Damit ist also gezeigt, dass

= —6 (3.92)

ist und sich in einen Graphen mit ©-Topologie iiberfiithren ldsst.

Ersetzt man gem#f (B18) die erzeugenden Vertizes des ersten ©-Graphen in Abbildung B.I]
erhiilt man zunéichst 36 Graphen. Diese hohe Anzahl lisst sich mit der folgenden Uberlegung
vermindern: In jedem Feynman-Graphen, der nur erzeugende Dreiervertizes enthélt, ldsst sich
ohne Beschrankung der Allgemeinheit einer dieser erzeugenden Dreiervertizes durch nur einen Re-
prasentanten aus den sechs Vertizes korrigiert um den Faktor 6 ersetzen. Im vorliegenden Fall
erhélt man also nur noch sechs Graphen, von denen sich einer sogar durch Vertauschung der
Raumzeitkoordinaten in einen schon vorhandenen iiberfithren lésst.

Ersetzt man schlielich noch die erzeugenden Vertizes des Geist-Graphen nach [3.79]), ergibt sich
fiir die effektive Wirkung in zweiter Ordung die in Abbildung B3] auf der néchsten Seite gezeigte
graphische Darstellung.

Wie man sieht, hat die Anwendung der in Abbildung beschriebenen Tadpole-Identitit dazu
gefiihrt, dass nur noch Graphen einer Topologie vorkommen. Auch in héheren Ordnungen l&sst
sich mit dieser Identitéit die Anzahl der Topologien und damit auch die Anzahl der Graphen
reduzieren.

Bevor weitere Vereinfachungen durchgefiihrt werden, soll der graphischen Darstellung eine dhnlich
effektive formelhafte Darstellung zur Seite gestellt werden. Als besonders geeignet erweist sich die
von I. Jack und H. Osborn in [26] eingefiihrte Klammernotation. Sie hat den Vorteil, dass sie frei
von Gruppenindizes ist und die Symmetrien der Graphen leicht ersichtlich sind. Sie ist durch

(A,B,C) = fabrey fasbaey A2 BMP2012 = — ﬁ (3.93)
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Abbildung 3.3: Effektive Wirkung in 2. Ordnung

definiert, wobei das Minuszeichen daher riihrt, dass in der graphischen Darstellung die Indizes der
Strukturkonstanten immer gegen den Uhrzeigersinn benannt werden. Als Folge sind die Symme-
trien durch

(A,B,C) = (A,C,B) = (B,A,QC) (3.94)
gegeben, d. h. die drei Propagatoren eines ©-Graphen sind vollig symmetrisch zueinander.

Die zu der graphischen Darstellung der Korrektur in zweiter Ordnung aus Abbildung [3.3] gehorige
Klammernotation ergibt sich zu

I, = /da:dyl Z(]l,GW,GW)

— “—
(_ (G,u,ua Gp07 DpGp,VDU) + (DpGp,w Gpoa G/,LVDG')

| =

_|_
“— —
+ (GuwDquuDov Gpa) -2 (GW/DavDquua Gpo)

-
+(Guy Do, G, DHGW)>

(D.G,Gu,GD,) |, (3.95)

1
2

wobei bis zu diesem Punkt nur die Feynman-Eichung verwendet wurde.



44 Kapitel 3: Die Hintergrundfeldmethode in der reinen Yang-Mills-Theorie

Die effektive Wirkung (B:95)) ldsst sich weiter vereinfachen. In einem ersten Schritt wird nun mit
Hilfe der Ward-Identitéit (3.64) der Geist-Graph in einen Gluon-Graphen umgewandelt. Graphisch
bzw. in der Klammernotation wird dies durch

l_t - @ - (DHG’GWMGEV) - (G”V(BV’GI‘WDPG;M)

(3.96)
veranschaulicht. Der neu enstandene Graph weist allerdings eine Besonderheit auf: Alle kovarianten
Ableitungen kontrahieren mit dem Propagator auf den sie jeweils wirken. Solche Graphen werden
im weiteren Verlauf als Ur-Graphen bezeichnet. In der Menge der ©-Graphen mit einer Ableitung
pro Vertex gibt es genau noch einen weiteren Ur-Graphen. Er ldsst sich aus dem ersten Graphen
in Abbildung B3] gewinnen, indem man die é-Funktion geméf ([B.65]) ersetzt, d. h.

—
’ ) @ = (G”W]LG‘LW) = <G“V’DPGP0D07GMV)-

(3.97)
Betrachtet man die folgende Umformung

(D.G1,Ge,G3) + (G1, D,G2,G3) + (G1,G2, D, G3)
= Ou(G1,G2,Gs3) + ([By, G1], G2, G3) + (G1, [By, G2], G3) + (G1, G2, [By, Gs))
und die Identitédt D[C, E] + [C,D]E = [C, DE]
= 0u(G1,G2,G3) + [By, (G1, G2, Gs)],

so stellt man fest, dass der Kommutator verschwindet, da es sich bei dem Klammerausdruck
(G1, G2, G3) um einen Skalar handelt. Beriicksichtigt man weiterhin, dass die totale Ableitung im
ersten Term aufgrund der Randbedingungen ebenfalls nicht zum Ergebnis beitrigt, lassen sich
partielle Integrationen unter Verwendung der kovarianten Ableitung in einem Vertex der Graphen
ausfithren.

Aus den beiden Ur-Graphen z. B. lassen sich wie in Abbildung B4 auf der néchsten Seite durch
zweifache partielle Integration die restlichen fiinf Graphen mit dem jeweils richtigen Vorfaktor,
aber nicht immer mit dem richtigen Vorzeichen erzeugen.

Die richtigen Vorzeichen erhélt man aus der Zahl der Bogen, die ausgehend von der Ableitung im
Uhrzeigersinn die Ableitung mit dem zugehorigen Propagator kontrahieren. Ist die Zahl ungerade,
wird das Vorzeichen negativ. Diese Operation wird im weiteren Verlauf als Stern-Operation be-
zeichnet und durch ein kleines *-Zeichen rechts oben am Graphen gekennzeichnet. Die graphische
Darstellung der Stern-Operation angewandt auf die beiden Ur-Graphen wird in Abbildung auf
der néchsten Seite gezeigt.

Die ©-Graphen der Yang-Mills Theorie lassen sich in zwei Klassen aufteilen. Die erste Klasse
enthilt alle Graphen, die sich durch partielle Integrationen in den beiden Vertizes aus dem Ur-
Graphen gewinnen lassen, dessen beide Ableitungen auf einem Propagator liegen. Das graphische
Pendant hierzu findet sich in der ersten Zeile von Abbildung B3l Der in der zweiten Zeile aus
dem Geist-Graphen iiber (396) gewonnene Ur-Graph fiihrt nach partieller Integration in beiden
Vertizes auf die Graphen der zweiten Klasse.

Der Geist-Graph hat nach der Umwandlung in den Ur-Graphen und der anschlieflenden partiellen
Integration sogar zwei richtige Vorfaktoren und hebt daher zwei der drei Graphen, die aus dem
Ur-Graphen nach Anwendung der Stern-Operation entstanden sind, weg.
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Abbildung 3.4: Partielle Integration angewandt auf die Ur-Graphen

S-6
@

*

Abbildung 3.5: Stern-Operation angewandt auf die Ur-Graphen

Wie die Abbildung zeigt, lassen sich die 2-Schleifen-Graphen der effektiven Wirkung mit der
Stern-Operation in einer wesentlich kompakteren Form darstellen und unter Verwendung der Iden-
titdten (B.64) und ([B.635]) die Anzahl der Graphen von urspriinglich sieben auf drei Graphen senken.

Zusammenfassend ist festzuhalten, dass bis zu diesem Punkt nur die Feynman-Eichung in die
Betrachtung eingeflossen ist. Die Ward-Identitéit ([:64) und die Identitét, die die Propagatoren
mit der -Funktion in Relation setzt ([B.63]), gelten ndmlich wie schon erwihnt auch ohne die
Annahme, dass D,F),, = 0 ist.

Es bleibt zu erwéhnen, dass die Eichinvarianz in Bezug auf das Hintergrundfeld B,, nicht verletzt
worden ist und dass alle bis hierhin verwendeten Identititen nichtperturbativ im Hintergrundfeld
B, sind, d.h., dass die neue effektive Wirkung in zweiter Ordnung auch fiir die Berechnung der
endlichen Teile geeignet ist.

Ergéinzt um die Annahme, dass die Feldstéirke konstant in Bezug auf die kovariante Ableitung ist
BX0), kann im néchsten Schritt in den Graphen die Entwicklung der Propagatoren (B.68] [B.69])
eingesetzt werden. Da in der Wirkung die Feldstiarke nur in quadratischer Ordnung enthalten ist,
werden sdmtliche Terme, die die Feldstérke in hoherer Ordnung enthalten, verworfen.

Danach wird die Wirkung der kovarianten Ableitung unter Beriicksichtigung der Gleichungen
B314 B50) berechnet und in den Graphen, in denen die Feldstérke in quadratischer Ordnung
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DN =

20T

Abbildung 3.6: Vereinfachte effektive Wirkung in 2. Ordnung

vorkommt, der Phasenfaktor gleich Eins gesetzt.

Nimmt man weiterhin an, dass die Fock-Schwinger-Eichung fiir das Hintergrundfeld B,, gilt, ist
der Phasenfaktor durch (B8] definiert und die Feldstéirke konstant.

Anschlielend kann aufgrund der Translationsinvarianz in allen iibrigen Graphen [42] ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit ein Vertex im Nullpunkt fixiert werden. Dies hat zur Folge, dass die
verbliebenen Phasenfaktoren der 2-Schleifen-Graphen zu Eins werden, d. h.

®(0,y) = 1. (3.98)

Nach diesem Schritt sind die Phasenfaktoren auch in den Graphen verschwunden, die nur linear
oder gar nicht von der Feldstirke abhéngig sind. Da, unabhéingig von der betrachteten Schleifen-
ordnung, der divergente Anteil der Graphen, die die Feldstirke nur in linearer Form enthalten,
symmetrisch in den beiden Indizes der Feldstéirke ist, fallen diese Graphen aus reinen Symme-
trieiiberlegungen weg. Fiir die 2-Schleifen-Graphen ldsst sich sogar zeigen, dass die Graphen, in
denen die Feldstérke gar nicht vorkommt, ebenfalls aufgrund von Symmetrien und anderen Eigen-
schaften der Feynman-Graphen gleich Null sind.

Im Falle der 3-Schleifen-Rechnung wurde dieser Umstand nicht iiberpriift, sondern als gegeben
angenommen.

Ubrig bleiben also schlieBlich nur Graphen, die keinen Phasenfaktor mehr enthalten, die logarith-
misch divergent und von quadratischer Ordnung in der Feldstérke sind. Da der Phasenfaktor die
einzige Funktion in den Graphen war, die Gruppenindizes enthélt und gleichzeitig ortsabhéngig
ist, lassen sich die verbliebenen Graphen in jeweils einen normalen Feynman-Graphen und einen
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gruppentheoretischen Graphen faktorisieren. Eine ausfiihrliche Berechnung des zweiten und dritten
Graphen aus der letzten Zeile in Abbildung findet sich im Anhang [A5] wihrend im folgen-
den diese Vorgehensweise skizzenhaft anhand des letzten Graphen aus der erwdhnten Abbildung
vorgefithrt werden soll.

(Guvs Gy Doy DyGry) = (®Go, ®GoD,, D ®Go) + -+ (3.99)
= —((I)GQ, <I>8MG0, <I>8MG0) + (CDG(), <I>Fup8pG1, @Fuo'ga'Gl) + -
fixieren des Vertex nach Novikov

= (Go,F.,0,G1,F,0,G1)+ -

Von den nach der Entwicklung entstehenden 16 Graphen wird in ([3:99) nur der Graph exemplarisch
berechnet, der keine Feldstéirke enthilt. Die iibrigen Graphen werden, sofern sie nur linear in
der Feldstédrke sind, auf analoge Art und Weise in Graphen mit quadratischem Feldstérkeanteil
umgewandelt.

(Go, FupapleFMaaGl) = Go(z - y)apGl(w —9)0,G1(x — y)(ﬂvFuvaw)

— a 3.100
o NG o
1

1 2 a 1a
= Zeapa'a(x - y) 502 FppF;Lcr

1 a
= gC%(Fﬂp)25((E - y)

Der erste Graph in (BI00) ist ein ganz normaler Feynman-Graph und seine Divergenzen sind
im Anhang [A.§] aufgefiihrt, wihrend der zweite Graph aus den Strukturkonstanten besteht und
mit Hilfe der Regeln aus Tabelle [AT] gelost wird. Rechnet man erst den Feynman-Graphen aus
und fithrt anschlieSend die entsprechenden Kontraktionen durch, so geniigen die folgenden beiden
Identitaten

(L1,F?) = Gte(F?) = C3(F},)

1 1 o
(]l-vF;va,uu) = ECQtr(Fz) = 5022(}7‘;“/)27

um alle in zweiter Ordnung entstehenden gruppentheoretischen Graphen zu berechnen.

Sieht man allerdings davon ab, die Feynman-Graphen sofort zu berechnen und versucht mit einigen
Manipulationen, die in den Anhéngen und beschrieben werden, die Graphen ineinander
zu iiberfithren, zeigt sich, dass sich die Zahl der Feynman-Graphen fiir die 2-Schleifen-Rechnung
sogar auf zwei bzw. einen Graphen reduzieren l&sst.
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Damit ist der divergente Anteil der effektiven Wirkung in zweiter Ordnung durch

T = (G 1,G o) — (Gows Gy DuGog Do) — 2(Grus Gow Doy DyGrio)
2 prs L M uy pvy Mpoys MM po v pvs Tpv oy YpIuo
17 17
= E(]l,Gl,Gng)—F(GO,GO7G1F2)+O(60) (3.101)
= % (1,1,F?) — %7 (1,1, F?) + O(e°) (3.102)
17 o 2 0
= —F(Go,auGl,a G F )+O(€ ) (3103)
17 ) 0
= 5 (1,1,F°) + O(e") (3.104)
34 Cy \? 0

gegeben, wobei der Ubergang von der graphischen Darstellung (3:102) nach (3104) bzw. von der
Gleichung (3I01) nach (3I03) sich mit Hilfe der Identitit (A27) bewerkstelligen ldsst. Dieser
Graph enthélt keine Subdivergenzen, d.h. er muss nicht mit Hilfe der R*-Methode renormiert
werden und er enthélt nur einen einfachen Pol. Somit l&sst sich also schon auf Ebene der Feynman-
Graphen das Fehlen eines quadratischen Poles in zweiter Ordnung der Yang-Mills-Theorie zeigen.

3.8 Die 3-Schleifen-Rechnung

Im weiteren Verlauf werden die im vorherigen Abschnitt verwendeten Methoden so verallgemeinert,
dass sie sich auch zur Berechnung von Korrekturen héherer Ordnung eignen. Mit ihrer Hilfe wird
anschliefend die [-Funktion der reinen Yang-Mills-Theorie in der Ordnung von drei Schleifen
hergeleitet.

Auch in diesem Fall werden zuerst die Vertizes der 3-Schleifen-Graphen aus der A*-Theorie
wieder durch die erzeugenden Vertizes aus Kapitel ersetzt und die entsprechenden Geist-
Graphen hinzugefiigt (sieche Abbildung [37). Die sich hieraus in dritter Ordnung ergebende effek-
tive Wirkung lésst sich ebenfalls insofern vereinfachen, als dass durch wiederholte Anwendung der
Tadpole-Identitéit [32]) die Zahl der vorkommenden Topologien auf zwei reduziert werden kann.
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Abbildung 3.7: Effektive Wirkung der reinen Yang-Mills-Theorie in 3. Ordnung
in der erzeugenden Darstellung

Fiir die Graphen der ersten Topologie, die in Anlehnung an ihre Gestalt als Ball-Graphen bezeich-
net werden, wird die folgende Klammernotation bzw. graphische Darstellung eingefiihrt:

(A7 B, C|K’ L, M)l = faibres fazbaco fasbsczfa4b404Aalasz2b3CCQCSK&sa4Lb3b4M€3C4
B

= 4 K (3.106)

M

Die Ball-Graphen weisen die folgenden Symmetrien auf

(A,B,C|K,L, M), = (A,C,B|K,L, M),
gespiegelt an (Er Senkrechten (f(, 3, C~'|f~1, IN@ M)l
gespiegelt an de:r Waagerechten (A, I:, M|I~(, B, é)h

wobei die Propagatoren, iiber denen eine Schlangenlinie steht, riickwérts zu lesen sind, d.h.

G (z,y) = Guu(y, x). Damit ergeben sich fiir jeden Ball-Graphen 16 mogliche Darstellungen.

Die Graphen der zweiten Topologie werden aufgrund ihres Symmetrieverhaltens
Tetraeder-Graphen genannt. Auch fiir diese Graphen wird eine Klammernotation bzw. gra-
phische Darstellung eingefiihrt:

(A7B7C|K,L,M)2 = falblclfagbgcgfagbgcgfa4b4C4Aa1a2Bb1b4CCICSKQ4G3Lb3b2Mczc4

= (3.107)
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Fiir die Tetraeder-Graphen ergeben sich die folgenden Symmetrien

zyklisch invertiert (

(A,B,C|K,L, M), (B,C,A|L,M,K), C,B,A|M,

dreht <=
gedre (L, M, A|B,

die 24 Darstellungen ermoglichen.

Die aus der effektiven Wirkung I's in Abbildung B2 hergeleiteten Ball- bzw. Tetraeder-Graphen
sind in Abbildung bzw. [B.10] graphisch dargestellt. Dabei sind sowohl die Ward- als auch die
Tadpole-Identitét ([B:2) schon in die Darstellung eingegangen.

Der fiinfte Graph in der dritten Zeile von F1(33;311 stellt eine Besonderheit dar. Wie aus Abbildung [3.§
ersichtlich wird, ist er ein Hybrid aus einem Geist-Graphen und einem Ur-Graphen, auf den der
Stern-Operator wirkt. Die obere Schleife besteht aus zwei Vektorpropagatoren, die geméifl der
Stern-Operation partiell integriert werden, wihrend die untere Schleife zwei Geist-Propagatoren
enthilt, die mit Hilfe der Ward-Identitidt in Vektorpropagatoren umgewandelt und daher ganz

normal partiell integriert werden.
i % ’
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Abbildung 3.8: Hybrider Ball-Graph
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Der zweite Graph in der letzten Zeile von F(Ti)traeder aus Abbildung B.I0 bedarf ebenfalls einer
genaueren Erklirung. Wie aus der Abbildung B.I1] ersichtlich wird, enthélt er einen Vertex, auf
den der Stern-Operator wirkt, und eine aus drei Geist-Propagatoren bestehende Schleife. Man
beachte, dass dieser Graph als einziger eine ungerade Anzahl von Geist-Propagatoren enthilt und

daher die Anwendung der Ward-Identitit zu einem Vorzeichenwechsel fiihrt.

— — —
(¢D,.0.G.G., D, | (¢D,..D.G.G,|
— —
Gor,Gpu,G Do), GorDrGppuGD, )

— — —
_ (DeGeuGuy DG, D N (DwGrops .G D G

Gor'GpusDrGro ), Gor:D7GpusDAGro ),

Abbildung 3.11: Hybrider Tetraeder-Graph

Wihlt man aus den Abbildungen B9 auf Seite6Ilund B I0 auf der vorherigen Seite nur die Graphen,
die keine é-Funktion enthalten, wird ersichtlich, dass sich die Ball-Graphen in elf Klassen und die
Tetraeder-Graphen in sechs Klassen unterteilen lassen.

Die Benennung der Klassen und der zugehorige Ur-Graph lassen sich aus den ersten beiden Spal-
ten der Tabellen [3.] auf der nichsten Seite und auf Seite entnehmen. Die dritte Spalte
gibt die Anzahl der Graphen an, die man erhélt, wenn man den Stern-Operator auf den Ur-
Graphen anwendet. Durch Umwandlung der Geist-Propagatoren in Gluon-Propagatoren mit Hilfe
der Identitét (3:64]) und anschlieBende partielle Integration lisst sich die Zahl der Graphen pro
Klasse reduzieren. Zu den Klassen ohne passende Geist-Graphen werden Ur-Graphen addiert, par-
tiell integriert und anschliefend wieder abgezogen. Wie in der vierten Spalte angegeben, reduziert
sich damit die Zahl der zu berechnenden Graphen, die keinen 4er-Vertex enthalten, auf ca. die
Hilfte. Die in Klammern angegebene Ziffer steht fiir die Zahl der hinzugefiigten Ur-Graphen.
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Klasse | Ur-Graph | Anzahl | Reduktion || Klasse | Ur-Graph | Anzahl | Reduktion

B.1 @ 7 2+ (1) B.7 @ 6 3
B.2 @ 10 4 B.8 @ 10 4
B.3 @ 7 2 B.9 @ 10 44 (1)
B4 @ 16 8+ (1) B.10 @ 8 4+ (1)
B.5 @ 16 8 B.11 @ 3 1+ (1)
B.6 @ 6 3+(1)

99 43 4 (6)

Tabelle 3.1: Klassifizierung der Ball-Graphen

Auf diese Weise lisst sich, wie in Tabelle Bl gezeigt, nur durch die Anwendung der Ward-Identitéit
und die Hinzufligung einiger passender Ur-Graphen die Zahl der Ball-Graphen von urspriinglich 99
auf 49 reduzieren. Das gleiche gilt fiir die Tetraeder-Graphen. Thre Anzahl wird, wie in Tabelle
aufgefiithrt, von 60 auf 31 verringert.

Die restlichen Feynman-Graphen enthalten mindestens einen 4er-Vertex und damit natiirlich auch
mindestens eine d-Funktion. Folglich lassen sich aufgrund der Jacobi-Identitdt Ball-Graphen, de-
ren 4er-Vertex sich aus den beiden linken oder beiden rechten 3er-Vertizes zusammensetzt, wie
in (3I08) graphisch bzw. in (3I09) mit Hilfe der Klammernotation dargestellt, in zwei Tetraeder-
Graphen transformieren.

(3.108)

(6,G1,G2|G3,G4,G5), = (8,G1,G4|G3,G5,G2)s + (6,G1,G5|G3,G4,G2)y  (3.109)
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Klasse Ur-Graph Anzahl | Reduktion || Klasse Ur-Graph Anzahl | Reduktion
] AN e e ] AN e | s
el AL sl A ] o
T.3 A 10 44 (1) T.6 g 16 8
60 27+ (4)

Tabelle 3.2: Klassifizierung der Tetraeder-Graphen

Die Graphen bestehend aus den Strukturfunktionen lassen sich, wie schon im Fall der 2-Schleifen-
Rechnung unter Verwendung der Tabelle [A.T] 16sen. Im einzelnen erhilt man:

(1,1,1[1,1,F2),
(1,1, 1]F2,1,1),
(1,1,1[1,F,, F
(
(1,1,F,, 1,1,
(F

)
1,1,1|F,,, 1,F,,)
)
)

= 'ﬂ
B

,uua]l H‘F/Lm

(1,1, 1|1, 1, F?)y
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(3.110)

(3.111)

Im néchsten Schritt werden in den Graphen die vollen Propagatoren durch ihre Entwicklung
bis in die quadratische Ordnung der Feldstirke ersetzt. Wie im Fall der 2-Schleifen-Ordnung
werden alle Graphen héherer Ordnung als O(F?) vernachlissigt und die Phasenfaktoren in den
Graphen der Ordnung O(F?) gleich Eins gesetzt. Anschlieend wird in den restlichen Graphen,
d. h. den Graphen, die von der Ordnung O(F’) oder konstant in der Feldstiirke sind, die Wirkung der
kovarianten Ableitungen auf die Phasenfaktoren berechnet. Da die Phasenfaktoren (3.75) von den
Vertexkoordinaten, die Propagatoren aber von den Differenzen der Vertexkoordinaten abhéngig

sind, erweist es sich als sinnvoll, die Phasenfaktoren umzuschreiben. Sei z, ...,

x, ein beliebiger

verbundener Pfad durch den Graphen, der den Punkt x¢ mit dem Punkt z,, verbindet. Dann gilt
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fiir den Phasenfaktor zwischen den beiden letzten Punkten des Pfades

1
B(en1,a,) = expsat

v
92 nleﬁWIn

=0

n—1

1 , )
1+ 5 Zz_(:) ((xn—z - -fn—i—l)lLFl“/(l'n — xn—l) + ng’“/(q;n — ajn_l) )

n—1
1
= oxP 2 (Z(xnl = Tp—i—1)" Pl (Tn — 2p-1)” + ngW(xn - xnl)y>

n—1
1
+ 52 (@nmi = @amimt) B (@ — @m1)” + b Fu (00 = 200)) 4+
1=0
(3.112)

Der Vorgehensweise aus [42] folgend und wie schon anhand der 2-Schleifen-Rechnung vorgefiihrt,
fixiert man einen beliebigen Punkt des Feynman-Graphen als Startpunkt xy im Ursprung des Ko-
ordinatensystems. Dies hat zur Folge, dass alle Phasenfaktoren, die den Startpunkt x( enthalten,
gleich Eins gesetzt werden kénnen und die restlichen Phasenfaktoren nur noch Koordinatendif-
ferenzen enthalten, die mit den entsprechenden Propagatoren des Graphen unter Verwendung
der Regeln in Anhang in neue Propagatoren iiberfithrt werden kénnen. Zum Schluss werden
sdmtliche Graphen verworfen, die nicht von quadratischer Ordnung in der Feldstéirke sind, und
die Fixierung des Startpunktes aufgehoben. Damit ist es gelungen, die urspriinglichen, nur exakte
Propagatoren enthaltenden Feynman-Graphen, in gewohnliche Feynman-Graphen, erweitert um
ein Produkt aus Strukturkonstanten, umzuwandeln.

Besonders erwidhnenswert ist, dass die Divergenzen eines Graphen unabhéngig sowohl von dem
ausgesuchten Anfangspunkt als auch von dem zwischen Anfangs- und Endpunkt gewéhlten Pfad
sind.

Nach dieser Entwicklung gemifl (3.60] B.6T) erhélt man nach der Verwendung einiger offensicht-
licher Identitédten ca. 2000 Graphen. Auch hier soll davon abgesehen werden, diese direkt auszu-
rechnen. Stattdessen soll die Anzahl der Graphen mit Hilfe &hnlicher Identitdten, wie sie im Fall
der 2-Schleifen-Rechnung benutzt wurden, drastisch reduziert werden.

Zu diesem Zweck werden unter Verwendung der Identitdten aus Anhang zuerst die 6-Tensoren
aus den Graphen entfernt. Dabei ist darauf zu achten, inwiefern die §-Tensoren, die sich zu einem
dimensionalen d zusammenfassen lassen, zu einer Subdivergenz gehoren.

Im n#chsten Schritt werden die Tetraeder-Graphen, die vier Ableitungen enthalten (Tetraeder-
Graphen mit mehr Ableitungen kommen nicht vor), in Tetraeder-Graphen iiberfiihrt, die weniger
Ableitungen enthalten. Zu diesem Zweck wird eine Basis von Tetraeder-Graphen mit vier Ablei-
tungen erstellt, die soweit moglich aus Tetraeder-Graphen ohne Subdivergenzen besteht. Da diese
Graphen nur einen einfachen Pol enthalten, knnen sie mittels der Identitét

1

F uFa‘r = 77 N
a d(d—1)

(0ur0vo — uobur) F? (3.113)

in einfachere Graphen iiberfiihrt werden, wobei der e-Anteil der Dimension d nicht zu der Divergenz
beitrégt, d. h. die Dimension d kann gleich Vier gesetzt werden.

Das wohl einfachste Beispiel fiir die Transformation eines Tetraeder-Graphen mit vier Ableitungen
in einen Tetraeder-Graphen ohne Ableitungen findet sich in Abbildung[3.I12l Es sei nochmals darauf
hingewiesen, dass diese Umformungen nur solange gelten, wie man nicht am endlichen Teil der
Graphen interessiert ist.
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(]]-7 ]]-7 ]]-|]]-7 ]]-7 F,ul/FaT)2

o v

= 19 - (17171‘1313F2)2+O(60)

"o @ ' A (L1 I LF) +0() - (3.114)

Abbildung 3.12: Vereinfachung eines Tetraeder-Graphen

Multipliziert man die Gleichung (BI13]) mit einem d-Tensor, der jeweils mit einem Index der beiden
Feldstarken kontrahiert ist, gelangt man zu der Identitat

5
2 2V pv
F}, =F22r, (3.115)

mit deren Hilfe sich Tetraeder-Graphen, die zwei Ableitungen aber keine Subdivergenzen enthalten,
in den einfachsten Tetraeder-Graphen iiberfithren lassen, der weder Ableitungen noch Subdiver-
genzen enthilt (siehe zweiter Graph in der zweiten und dritten Zeile aus Abbildung B12)).

Schliellich lassen sich unter Zuhilfenahme einiger weiterer, leicht erschlieBbarer Identitdten alle
Tetraeder-Graphen auf den oben erwéhnten, einfachsten Tetraeder-Graphen zuriickfiithren. Zu gu-
ter Letzt verschwindet sogar der Graph selbst, so dass keine Tetraeder-Graphen zuriickbleiben. Da
diese Graphen als einzige 3-Schleifen-Graphen Divergenzen mit einem ((3) Term enthalten, weist
auch das Endresultat keinen solchen Term auf.

Gegenwiirtig gelingt es, die Summe der zur Berechnung der Divergenzen der effektiven Wirkung
benétigten Feynman-Graphen auf 24 zu reduzieren. Leider ldsst sich der Prozess zur Reduzierung
der Anzahl der benétigten Graphen nur sehr begrenzt automatisieren. Aufgrund der Komplexitat
und Menge der Regeln ist man teilweise gezwungen, einige der Vereinfachungen per Hand vorzu-
geben. Vielleicht lisst sich hier ein intelligenteres Verfahren finden. Die vollstdndige Losung fiir die
Divergenzen der effektiven Wirkung in der Ordnung von drei Schleifen findet sich auf den néchsten
Seiten. Jedes Klammerpaar enthélt drei Zeilen. Die erste Zeile enthiilt eine graphische Darstellung
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des entsprechenden Feynman-Graphen, wobei folgende Definitionen Eingang gefunden haben:

> & O,
—+— & 09,

2 _ 2
F2, (1,1,1]1,1,F2,),
F? = (1,1,1[1,1,F?);,

Die zweite Zeile enthilt die am Anfang des Kapitels eingefithrte Klammernotation. Die Divergenzen
des Graphen sind in der dritten Zeile aufgefiihrt, wobei der Faktor Cj/(167%)3S, weggelassen
wurde. Die Definition der Klammer findet sich im Anhang
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748 2857\ [ Cp \°
= - S+ O(e°
( 27 T Ble ) <16772> a+0(e)
Wie erwartet, findet sich aufgrund der sich gegenseitig weghebenden Tetraeder-Graphen in dem

Ergebnis keine Divergenz, die einen ((3) Term enthilt. Auch fehlt, wie schon im Fall der
2-Schleifen-Divergenz, der Pol hochster Ordnung.

3.9 Die Renormierungsgruppe

Aus den vorherigen drei Abschnitten erhélt man die Renormierung der Kopplungskonstanten g
bis in die dritte Ordnung mit

_ 22g2Cy 34 (g2C,\> [ 748 2857\ [ ¢2C5\°
Z7l =142 = — . 3.116
9 + 3e 1672 + 3e (1671'2 + 272 8le 1672 ( )

Leitet man die Gleichung (3.47) nach dem Massenparameter p ab, wird man auf

o985 . olnZz, dg
o Zagu® | €9+ gp o +2“au (3.117)

gefiihrt. Die linke Seite der Gleichung ergibt Null und der letzte Term in der Klammer wird als

B-Funktion definiert. Damit ist
g g0lnZz,

s R

(3.118)

und mit der Ersetzung % = g—z a% = ﬂa% gelangt man zu

d
Blg) = [d nZgg}
g 1 9202 34 [(g2Co\° 2857 [g*Ch\’ o
= 5 392 39\ 62) " 31 9\ Tg2 ) TOW)- (B119)

Diese Entwicklung stimmt mit den Ergebnissen aus der Literatur [37, [38, [39] iiberein.
Es sei noch erwdhnt, dass das Ergebnis fiir die [-Funktion unabhingig vom gewé&hlten
M S-Renormierungsschema ist [52].






Kapitel 4
Zusammenfassung und Ausblick

Wie in dieser Arbeit gezeigt wird, ldsst sich mittels der kovarianten Hintergrundfeldmethode die
[B-Funktion der reinen Yang-Mills-Theorie bis in die Ordnung von drei Schleifen im Vergleich zu den
bisher verwendeten Methoden auf verhéltnisméfig einfache Art und Weise berechnen. So konnte
mit Hilfe einiger formaler Manipulationen die gesamte 2-Schleifen-Rechnung auf die Berechnung
eines einzigen logarithmisch divergenten Feynman-Graphen und die 3-Schleifen-Rechnung zumin-
dest auf die Berechnung von 24 logarithmisch divergenten Graphen reduziert werden. Da keiner
der 24 Graphen der Klasse der Tetraeder-Graphen angehort, ldsst sich ohne Berechnung eines
einzigen Graphen zeigen, dass das Ergebnis keine Divergenzen mit einem ((3) Term enthélt. Die
Ergebnisse stimmen sowohl mit denen unter Zuhilfenahme konventioneller Methoden [37, [38] be-
rechneten, als auch denen unter Verwendung einer nichtkovarianten Hintergrundfeldmethode [39]
gewonnenen, iiberein.

Die wichtigsten Eigenschaften bzw. Vorteile der kovarianten Hintergrundfeldmethode lassen sich
wie folgt zusammenfassen:

e Sie enthilt genauso viele Propagatoren und Vertizes wie die konventionelle Feldtheorie.

e Der ausschliefliche Gebrauch von kovarianten Grofien bewirkt, dass, im Gegensatz zur nicht-
kovarianten Hintergrundfeldmethode (siehe z.B. [I1]), die Transversalitit zu jedem Zeit-
punkt offensichtlich ist und damit die Zahl der Graphen stark reduziert wird.

e Die Berechnung findet in zwei Schritten statt. Zuerst werden die entsprechenden Graphen
unter Beibehaltung der exakten Propagatoren generiert. Danach wird die Zahl der Gra-
phen durch Verwendung der Ward-Identitéit ([8.64]), kiinstlichem Hinzufiigen von Ur-Graphen
mit anschlieSender partieller Integration, Anwendung der Jacobi-Identitit etc. auf unter die
Halfte reduziert. Erst dann wird in einem zweiten Schritt der verbliebene vektorielle Propa-
gator entwickelt.

e Die Einfithrung der Fock-Schwinger-Eichung fiir das Hintergrundfeld bewirkt, dass dieses
nur noch iiber seine Feldstérke in Erscheinung tritt. Als Folge miissen nach der Entwicklung
des vektoriellen Propagators nur noch logarithmisch divergente Graphen berechnet werden.

Besonders der letzte Punkt stellt eine groffe Erleichterung dar, da nunmehr keine quadratisch di-
vergenten Graphen mehr berechnet werden miissen und die urspriinglichen Graphen in ein Produkt
aus zwei getrennten Graphen zerfallen, von denen der eine die Gruppenindizes und der andere die
Lorentz-Indizes enthélt.

Eine Erweiterung der kovarianten Hintergrundfeldmethode auf skalare und fermionische Felder ist
iibrigens ohne weiteres moglich (siehe z. B. [42] fiir den exakten Propagator eines Quark-Feldes)
und macht damit die Methode auch fiir phanomenologische Berechnungen anwendbar.

63
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Die in der Einfithrung geduflerte Hoffnung, die Endlichkeit der Supergravitation in der Ord-
nung von drei Schleifen nachzuweisen bzw. auszuschliefen, soll anhand von Analogien zur
Yang-Mills-Theorie kurz konkretisiert werden. Die Einstein’sche Theorie der Schwerkraft ist in
der Ordnung von einer Schleife noch endlich [82], dagegen konnten [32] [33] zeigen, dass dies in
zwei Schleifen nicht mehr gilt. Eine mogliche Losung fiir dieses Problem stellt die Theorie der
Supergravitation [36] dar. Sie ist ebenfalls nicht renormierbar, aber aufgrund ihrer lokalen Su-
persymmetrie erzeugt sie, sowohl in erster als auch in zweiter Schleifenordnung, eine endliche
S-Matrix [83]. Ahnlich wie bei der Einstein’schen Gravitationstheorie erwartet man [84] hier in
der Ordnung von drei Schleifen eine Divergenz der S-Matrix der Form

rg§>:10?\,/04+... , (4.1)
€

wobei C* fiir ein Skalar bestehend aus vier Weyl-Tensoren bzw. Gy fiir die Newton’sche Gravitati-
onskonstante steht und die Punkte alle fermionischen Anteile enthalten. Die tatséichliche Existenz
bzw. Nichtexistenz einer solchen Divergenz kann nur durch eine explizite Berechnung gezeigt wer-
den, die bis jetzt aufgrund der Komplexitét der anfallenden Rechnungen nicht durchgefithrt wurde.
Entgegen der allgemeinen Erwartung konnte in jiingerer Zeit in [85] [86] mit stringtheoretischen
Methoden gezeigt werden, dass fiir die maximal erweiterte Supergravitationstheorie (N = 8) die
S-Matrix hochstwahrscheinlich in der Ordnung von drei Schleifen endlich ist und vermutlich erst
in der Ordnung von fiinf Schleifen divergiert! Dies auf der einen Seite ermutigende Ergebnis liefle
sich mit einer expliziten Rechnung in drei Schleifen klédren und zwar fur alle Félle von N = 1 bis
N = 8, andererseits scheint, mindestens fiir N = 8, das Problem sich in die schwindelerregende
Ordnung von fiinf Schleifen zu verschieben. Einige Gedanken und Ergebnisse, wie man dieses Re-
sultat unter Verwendung von quantenfeldtheoretischen Methoden bestétigen konnte, finden sich
in [87].

Zum Schluss soll skizzenhaft gezeigt werden, wie eine solche Rechnung in drei Schleifen fiir die
Supergravitation bewerkstelligt werden kénnte. Dabei sollen die Methoden, die im Rahmen der
Yang-Mills-Theorie vorgestellt wurden, schrittweise iibernommen werden. Ausgehend von der Wir-
kung der Supergravitation wahlt man fiir die unterschiedlichen Quantenfelder passende hinter-
grundfeldkovariante Eichungen [88],[89] und als Analogon fiir die Fock-Schwinger-Eichung normale
Koordinaten fiir die Hintergrundfeldmetrik [90, @1, @2, ©3]. Die Wahl der normalen Koordina-
ten bewirkt, dass die Hintergrundfeldmetrik nur iiber ihre Feldstérke, d.h. den Weyl-Tensor, in
Erscheinung tritt. Dariiberhinaus ist es erlaubt, genau wie in der Yang-Mills-Theorie, von einer
kovariantkonstanten Hintergrundfeldstéirke, d.h. einem lokal symmetrischen Raum VC' = 0, aus
zu gehen.

Bild A Bild B

Abbildung 4.1: Vergleich zwischen der iiblichen (A) und der kovarianten (B)
Hintergrundfeldmethode in der Gravitation.

Im Rahmen des iiblichen nichtkovarianten Ansatzes [82] wird die Hintergrundfeldmetrik lineari-
siert, d. h. g, = Ny + H . SchlieBlich muss man dann in der Ordnung von drei Schleifen sich mit
bis zu achtfach divergente Feynman-Graphen auseinandersetzen (siehe Bild A in Abbildung 4.1])!
Benutzt man hingegen die kovariante Hintergrundfeldmethode, wird man auf logarithmisch diver-
gente Feynman-Graphen mit vier Hintergrundfeldstirken gefiihrt (siehe Bild B in Abbildung [4.T]).
Die in diesen Feynman-Graphen auftretenden Quantenfeldpropagatoren haben unter Weglassung
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Abbildung 4.2: Die 3-Schleifen-Graphen der Supergravitation (die dicken Linien
stehen fiir alle auftretenden Felder insofern die entsprechenden
Vertizes existieren).

séamtlicher Indizes die Gestalt
4
G(z,y) = C*Gr(z—y) , (4.2)
k=0

wobei im Gegensatz zur Yang-Mills-Theorie der Propagator bis in vierter Ordnung in der
Feldstarke entwickelt werden muss, da sonst nicht alle Divergenzen beriicksichtigt wiirden. Im
Unterschied zur Yang-Mills-Theorie hat die Supergravitation eine nichtpolynomiale Wirkung, so
dass auch die Vertizes die fiinf bzw. sechs Quantenfelder enthalten, zu beriicksichtigen sind. Die
korrespondierenden Feynman-Graphen entsprechen dem dritten bzw. zweiten Diagramm in Ab-
bildung Die ersten vier Graphen aus Abbildung lassen sich in Graphen mit ein bzw.
zwei Schleifen zerlegen und sind daher relativ einfach zu berechnen. Auch in der Supergravitati-
on erfordern die Tetraeder-Graphen den hochsten Rechenaufwand. Es empfiehlt sich daher, eine
Eichung zu wiéhlen, bei der insbesondere die Anzahl der 3er-Vertizes moglichst gering gehalten
wird. Tatsédchlich lasst sich die Anzahl der 3er-Vertizes, die drei Gravitonen enthalten, bis auf zwei
reduzieren [33]. Die lokale Supersymmetrie der Theorie gibt Anlass zu der Vermutung, dass sich
die Anzahl der 3er-Vertizes, die zwei Gravitinos und ein Graviton enthalten, ebenfalls auf eine
ghnliche Groflenordnung verringern lésst.

Mit diesen hier kurz angerissenen Verbesserungen, die sich aus der Verwendung der kovarianten
Hintergrundfeldmethode ergeben, scheint auch eine 3-Schleifen-Rechnung im Rahmen der Super-
gravitation schon heute im Bereich des Mo6glichen zu liegen.






Anhang A

Verwendete Methoden und
weltere Details

A.1 Notationen

Die griechischen Buchstaben p,v,... sind Lorentz-Indizes, die von 0 bis d — 1 laufen, wobei d
fiir die Dimension des Raumes steht. Die Farbindizes der SU(N) werden in der fundamentalen
Darstellung mit den lateinischen Buchstaben 4, 7,... und in der adjungierten Darstellung durch
die lateinischen Buchstaben a, b, ... beschrieben.

Das Punktprodukt ist geméfl der DeWitt’schen Summenkonvention als

a-b= /dx a'(2)bi(x) (A1)

definiert, wobei 4 fiir sémtliche Indizes steht, die in @ und b gemeinsam vorkommen und iiber die
summiert wird. Ebenso wird in dieser Arbeit durchgehend nur dx statt des d%x fiir Mehrfachinte-
grale geschrieben, da aus dem Kontext sofort ersichtlich wird, ob es sich um eine mehrdimensionale
Betrachtung handelt.

Sind in einem Produkt von Tensoren bzw. in einem Tensor selber einige Indizes in ein Klam-
mernpaar eingeschlossen, so ist der Term in Bezug auf diese Indizes zu symmetrisieren. So gilt
z.B.:

5(#]/ ap) = 0uw0p + 000y + 0p0u + 0pu0u + 00p0y + 010y
= 20,0, +20,,0, +206,,0,

Der verallgemeinerte Tensor d,, ..., entspricht fir n = 2 dem {iblichen §-Tensor, wihrend er fiir
eine grofiere gerade Anzahl von Indizes in eine aus (n — 1)!! Termen bestehende Summe transfor-
miert. Jeder Term dieser Summe ist ein Produkt aus n/2 §-Tensoren, auf die die Indizes derart
verteilt sind, dass jede mogliche Kombination vorkommt. So gilt z. B. fiir n = 4

5,uupa = 5,uu6pa + 5up5ua + 5u05ua . (A2)

Fiir eine ungerade Anzahl von Indizes ist der Tensor nicht definiert.

Um eine knappe und iibersichtliche Notation zu erreichen, werden die Divergenzen eines n-
Schleifen-Graphen oft durch einen Klammerausdruck dargestellt. Dabei ist die gewihlte Notation

durch
b c1 + CQC(?))

a
(habese) = "'+€*3+€*2+ (A.3)

€
gegeben.
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A.2 Identititen fiir G; und R;

In d Dimensionen sind die Funktionen G; und die zugehorigen von IR-Divergenzen bereinigten
Funktionen R; durch

d_; i—g
Gi—1(z) = W <x42> i firi>0
’U,G 22 i—(d+e€)/2 o
Ri_1(z) = Gi—i(x)+ S (—4) fiir 4 > d/2
definiert und daraus ergeben sich fiir die Ableitungen die folgenden Beziehungen
0u,Gi(z) = —%qui,l(m)
OuRi(z) — —%%Ri,l(x)
0*°Gi(z) = —iGi_i(x)
PRi(z) = —iR (o) + 1 (”JQ)M
‘ ‘ 1672 (i —2)! \ 4
*Go(z) = —o(x).

Mit diesen Identitdten lassen sich Produkte der G;-Funktionen in andere Produkte umwandeln.
Einige der am hiufigsten verwendeten Umformungen sind

GZ' 8#Gj = Gj_l (9“(;1'_;,_1 (A4)
1

Gi 8M6VGJ' = (8MG1‘+1) aij_1 — 5 5;wGiGj—1 (A5)
1

= (BuauGi+2) Gj_g — 5 6#’/ (G, Gj_l — Gi+1 Gj_g) s (A6)

wobei kein Index einen Wert kleiner als Null annehmen darf. Es gibt auch einige von der Dimension
d abhéngige Umformungen. Solche Identitdten, wie z. B.

6HG0($) 8“Gi+1($) (d — 1) Go(l‘)Gl(x), (AS)

2

sind mit Vorsicht zu genieflen, da immer darauf geachtet werden muss, ob d in einer UV-divergenten
Subschleife steht.

Die bis hierhin vorgestellten Umformungen befassen sich mit Propagatoren, die alle den gleichen
Anfangs- und ebenso den gleichen Endpunkt besitzen, d. h. sie werden im Ortsraum einfach mit-
einander multipliziert. Fiir Propagatoren, die aneinander anschliefen, wird die Identitét
/ d 1 1 B 7Td/QI’(d/Q—oz)F(d/2—ﬁ)F(oz—&—ﬁ—d/Q) 1 (
Ve - TN d—a=p) (o= 2peim

bendtigt.

A.9)

A.3 Verwendete Gruppentheorie

Eine Lie-Gruppe G wird halbeinfach genannt, wenn sie keine abelschen invarianten Untergruppen
enthilt. Besitzt sie dagegen iiberhaupt keine invarianten Untergruppen, wird sie als einfach be-
zeichnet. Eine Lie-Gruppe G heifit kompakt, wenn ihre Parametrisierung aus einer endlichen Zahl
von beschrinkten Parametrisierungsbereichen besteht.
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Ausgehend von einer kompakten einfachen Lie-Gruppe G mit den Elementen
Uz) = A mit A(z) = t,A%(x),
deren antihermitesche Generatoren ¢, mit ¢ = 1,...,dim(G) der Algebra

[taste] = fabcle
geniigen, lassen sich der Dynkin-Index und der Casimir-Operator iiber
tr(taty) = —T(D)dab (A.10)
tate = —Co(D)1 (A.11)

definieren. In dieser auch als fundamental bezeichneten Darstellung ist T (D) = 1/2 eine iibliche
Wahl als Normierungsbedingung.

Wiihlt man speziell die Gruppe SU(N), ist ihre Dimension gleich N2 — 1. Jede antihermitesche
N x N Matrix A ldsst sich iiber

A =col + cutq (A.12)
darstellen. Die oben gewéhlte Normierung legt dann die Konstanten mit
tr(A
tr(AL) = cotr(l) + catr(ty) = co = % (A.13)
tr(Aty) = cotr(ty) + catr(tets) = co = —2tr(At,) (A.14)
fest. Setzt man diese Ergebnisse in (AJ2)) ein, so erhilt man
1
Aij = AROudi — 2(ta)nAn(ta)ij (A.15)
1/1
= (ta)ij(ta)kl = 5 (N(Sijékl — 6il6jk> . (A16)
Damit ergibt sich sofort
1— N2
tota = 1 Al
2N (A-17)
1
ta tb ta — W tb . (A].S)

Damit ist der Casimir-Operator in der fundamentalen Darstellung durch (1 — N?)/(2N) multipli-
ziert mit der Einheitsmatrix gegeben (1. Schur’sches Lemma). Man beachte, dass in 45 die Indizes
bis N2 — 1 und in 0i; die Indizes bis N laufen.

In der adjungierten Darstellung
(Ta)bc = _fabc (A19>

erhilt man den Casimir-Operator

tr(TuTy) = —facdfoed

2tr ([ta, tc]a [tba tc])

2tr (2tatctpte — tatptete — totatcote)

2Ntr(tatb) = *N(Sab (A?O)

fiir die SU(N)-Gruppen.

In dieser Arbeit werden séamtliche adjungierten Grofien durch Fettdruck gekennzeichnet, und der
Casimir-Operator bleibt unbestimmt. So ist z. B. die adjungierte Feldstérke durch

Fu o= FL(T" = —Ff 5

2 L c c\ai d d\ib __ ¢ gpcat d  pdib

F T F/.LV(T) Fl/,u(T ) - prf Fuyf
tr(F?) = Cy(Fy,)?
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gegeben. Dabei steht tr fiir die Spur iiber die Gruppenindizes.

fiajFivkfrei = —3Co fabe

_%02 (Tb)ac

Strukturkonstanten Adjungierte Darstellung Graphisch
fab‘ *(Ta)bc
¢ b)\c
fiajfivi = —C20ap tr(TuTp) = —C20ap o= -0, et
oo e | Jai(Tae = [T, Th Y “\i’) g
fabzfcdz - fbczfdaz fbdzfcaz _ (Ta>di(Tb)ic _ (Tb)di(Ta)ic . . *H o d
(T, L) = T 1 1

A e L

b c b

Tabelle A.1: Identitdten der Strukturkonstanten

Es erweist sich als sehr effektiv, fiir Produkte adjungierter Gréflen eine graphische Darstellung zu

etablieren. Mit der Definition

= a—0;

boa = dim(G)

ist eine solche in Tabelle [AT] aufgefiihrt.

A.4 Beweis der Ward-Identitit

Der vektorielle und der skalare Warmeleitungskern der Yang-Mills-Theorie sind in der Feynman-

Eichung o = 1 iiber die Identitét

miteinander verkniipft.

D* (@)K (@, y,7) + K (2,5,7) Do(y) = 0

(A.21)

Gilt zusitzlich die Nebenbedingung ([B.50), lasst sich die Wirmeleitungskernidentitit ([B.61]) wie
folgt herleiten. Dabei werden die Argumente der Funktionen aus Griinden der Ubersichtlichkeit
weggelassen, sofern die Eindeutigkeit der Ausdriicke gewéhrleistet ist.

Unter Verwendung der Identitéiten (3:54) und (3353) erhilt man

und damit

D,K =

1 14
_EK M +F7),, (z—y)
1 v
wo = ZK (M - FT)MV (l‘ - y) 5

D,K+KD, = —KF,,(z—y)".

(A.22)
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Damit ist die kovariante Ableitung des vektoriellen Warmeleitungskerns durch
DMKy, = (exp2Fr), DMK
<—M " A
—  (exp2F7),, (—KD — KF* (2 —y) )

— — N
= —KD,— (exp(2F7) —0),, KD" — (exp2F7) KF" (z —y)

- -KD,-K (1 (exp (2F7) —6),,,, (M — F1)" + (exp2F7),,, F“A) (x —y)*

2T
mit (eXp(F))W = (exp(—F))W
2T

- _KD,-K (1 (exp (—2F7) — 6),, (M — Fr)", + (exp —2F7),, Fg> (z —y)>

beschrieben. Beriicksichtigt man nun, dass auf Grund der Nebenbedingung (8:50) der Kommutator
zweier Feldstirken verschwindet, ldsst sich der erste Term in der Klammer umschreiben. Mit (3571
ist

% (exp (~2F7) — 8),, (M —Fr), = % (exp (~2F7) — §),,, (Fr(cosh Fr) — Fr)F,
— (e (-2 -, (SPOED )

= —(exp(—2F7)),, F*,

und damit die Behauptung bewiesen.

A.5 Berechnung der 2-Schleifen-Graphen

In diesem Teil des Anhangs sollen die UV-Divergenzen der letzten beiden Graphen aus der letzten
Zeile in Abbildung explizit vorgerechnet werden. Mit

— 1
Du®GoDy = —20,0,Go — S PF,Go - OF ,0070,G, + OF,,010,G,

1
+F,,F,,000"Gy — 5Fwal + O(F?)

und

1
_CI)Fm—auayGl - §FO'TF/LVG1 - FO’TF[)Vapa,LLG2

+F,.F,,0°0,G2 + O(F?)

—
FO'TD/Lq)Gl Dl/

erhalt man

— — — 1 9
DyGorDy = 061 Du®GoDy + 2F g Dy®G1 Dy + 106, F%0,0,Go
1
+ gagTFipakapaﬂang — 2F2 0,0,Go
1
= —®(0,70,0,Go + 500rFiuGo + 2F5,0,0,G1

+ 200, F1n020,G1 = 205 Fin 9,61 )
—F,,F,,G1 — Fy,F,,0°0,Go + Fyr Fp,000,G

1 1
+ 05, F 0\ F,,00 0P Gy — 55MF3WG1 + iémFQa,ﬁ,,Gg

1
+ gagTFipakaﬂauaV@ — 2F2_0,0,Go + O(F?). (A.23)
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Dieses Ergebnis, die Identitét (1,F,,,F,;) = —(1,1,F,,F,;)/2 und die bekannten Symmetrien
der ©-Graphen fithren schliellich auf

(G””7G”,DHGM(5V> = —(P6"Go, P07 Gy, $s+0,0,Go)
+6 (Go7 G, GlFQ) — (5WG0, G, 5‘“’G1F2)
1

- 5 (5UVG03 5HVG07 G1F2)

=2 (6, Go, 0" G1,0°0° G1F2,) — 2 (8,,Go, 6" 9°0° Gy, GoF2,)

-2 (Go, 0 Go, 6"”8”8”G2F§U) + O(F?), (A.24)
wobei, wie erwartet, die Graphen, die linear in der Feldstirke sind, aus Griinden der Symme-
trie, wegfallen. Der erste Term in ([A24)) verschwindet ebenfalls, da nach einer Kontraktion mit

0* der Term 0,0,Go zu einer 6-Funktion wird, deren Anfangs- und Endpunkt mit denen einer
Go-Funktion iibereinstimmen.

Die é-Tensoren, die zusammen zu einer Dimension d kontrahieren, ldsst man bei den jeweiligen
G-Funktionen stehen, damit bei der Renormierung unter Verwendung der R*-Methode klar bleibt,
ob ein Faktor d sich vollstéindig in einem Subgraphen befindet und damit das in d enthaltene €
gleich Null gesetzt wird oder nicht. In vielen Féllen lassen sich die jeweiligen d-Faktoren iiber die
Identitét

dG; = (2 + 27 — xua") G; (A25)

beseitigen. Fiir den zweiten Graphen aus (A24) bedeutet dies z. B.
(6,0Go, Go, 8" G1F?) = 4(Go,Go, G1F?) +2(0,G1, Gy, 0"G1F?)
= 6(Go,Go,G1F?) — (1,G1,G1F?), (A.26)

wobei das letzte Gleichheitszeichen durch die Gleichung
1 1 1

gegeben ist. Die Zahlen im Index der partiellen Ableitungen geben an, auf welchen Propagator im
3er-Vertex die jeweilige Ableitung wirkt. Im Impulsraum ist das Analogon bekannt als

1 1 1
p1-p2 = §P§ - 529% - 5]9% (A.28)

Unter Verwendung der Identitdten (Ad4) und (A6 gelangt man schlieBlich fiir den zweiten Gra-
phen aus der letzten Zeile in Abbildung auf das Ergebnis

(6".G7" . DuGor D) = %(]1,G17G1F2)+3(G0,G07G1F2)
— 4(Go, Go, "0 GoF2,) — 2 (Go, 00" Gy, GoF2,)
+ O(F3), (A.29)

und fiir den dritten Graphen erhélt man

(GW,GWEU,DPGW) - —% (Go, Go, GrF?) + (Go, Go, 90" GoF2,)
+ 2 (GO, oM0" G, GQFZV) + O(FB) (A30)

Nun gilt es, die letzten beiden Graphen zu eliminieren, die Ableitungen enthalten, welche nicht
miteinander kontrahieren. Zu diesem Zweck geht man von zwei keine Subdivergenzen enthaltenden
Graphen aus. Zum einen ist dies der Graph
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(2) (1,1, 75,)

p

4 H
B v

|
I
—~
=
=
&
[N~}
SN—
_|_
—
)
~

(11711,1?3”)

(0,Gh,05,G1, 0707 GoF2,)) = = (1,G1,GiF?) + (Go, Go, 0#0 GoF2,) | (A.31)

B~ =

der zur besseren Veranschaulichung zusétzlich in graphischer Notation aufgefiihrt wird. Wie man
sieht, ldsst sich dieser Graph durch wiederholte Anwendung der Identitét (A.21) in zwei der aus
den Gleichungen ([A229) und (A-30) bekannten Graphen zerlegen. Aus der Eigenschaft, dass dieser
Graph keine Subdivergenzen enthilt, folgt, dass er hochstens einen einfachen Pol in € besitzt. Man
kann daher, sofern nur die Divergenzen des Graphen von Interesse sind, die Identitét

5
2 |24 2
P2, = M F (A.32)

verwenden und d = 4 setzen. Es gilt also auch

P p
(2) (1,1,F},) = —%(2) (1,1,F%) + O(e")
P P
7 oD 7
1 2 1 2 0
] 8 . @ e o
bzw.
(0,G1,0,G1,000° 0" 0" GoFy,) - = —%(apGl,aUGhaanGle)+o(eo>
= é(LleGle)_i(Go,Go7G1F2)+O(60), (A.33)

so dass man schlieBlich durch Vergleich der rechten Seiten von (A31]) und (A33)) auf die Identitéit

(Go, Go, 8“8”G2Fl2“,) = —é (]1, G, G1F2) — i (GQ, G, G1F2) + O(EO) (A34)

gefiithrt wird. Analog lésst sich mit Hilfe des keine Subdivergenzen enthaltenden Graphen

P
(4) @ — (8,G1,070,0- G, 8707 0"0" G, F2,) (A.35)

o
r
Hop

die Identitét

(G076M6VG0, G2Fiy) = —% (]]., Gy, G1F2) + é (G07 G, G1F2) + 0(60) (A36)
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herleiten. Beriicksichtigt man nun noch, dass
(G 1,G,) = 2(1,G1,G1F?) + O(%) (A.37)

ist, erhéilt man das in Abschnitt [3.7] vorgestellte Ergebnis fiir die Divergenz der Yang-Mills-Theorie
in der Ordnung von zwei Schleifen:

rdiv — —
05V = (G 1,G ) = (G, Gpoy DG o Do) = 2(Gus Gy D, DyGlo)
17 17
= 5 (1,61, GiF?) = —(Go, Go, G1F?) + O(<"). (A.38)

Setzt man anschlieflend fiir die Graphen die im Anhang [A.§ gegebenen Werte ein, wird das aus
der Literatur bekannte Ergebnis verifiziert.

A.6 Die R*-Methode

Die R*-Methode stellt eine Verallgemeinerung der von Bogoliubov und Parasiuk in [94] vorgestell-
ten R-Operation dar. Mit ihrer Hilfe lassen sich zusitzlich zu den UV- auch die IR-Divergenzen
aus den Feynman-Graphen eliminieren. Der Formalismus wurde 1982 von K. G. Chetyrkin und
F. V. Tkachev in [49] vorgestellt und in korrigierter Fassung 1985 von V. A. Smirnov und K. G. Che-
tyrkin veroffentlicht [50].

Ublicherweise werden zur Berechnung der UV-Divergenz in einer gegebenen Schleifenordnung die
UV-Divergenzen niedrigerer Ordnung mit Hilfe von Countertermen abgezogen. Die R*-Methode
jedoch erlaubt es, jeden einzelnen Feynman-Graphen direkt zu renormieren, so dass die Einfithrung
von Countertermen entfillt. Dabei werden zu jedem Feynman-Graphen einige Korrekturterme
derart addiert, dass man fiir denselben im Rahmen der dimensionalen Regularisierung ein vom
Renormierungsschema unabhingiges Ergebnis erhélt.

Wie im weiteren Verlauf gezeigt wird, stellt diese Tatsache eine nicht zu unterschitzende
Moglichkeit dar, die Ergebnisse fiir die UV-Divergenz auf ihre Richtigkeit hin zu iiberpriifen.
Addiert man die Korrekturterme aller Feynman-Graphen, so entspricht dieser Beitrag natiirlich
dem, den man im iiblichen Fall erhélt, wenn man die Divergenzen aller Feynman-Diagramme sum-
miert, die Counterterme enthalten. Da einige dieser Subgraphen jeweils in verschiedenen Feynman-
Graphen vorkommen und die Anzahl der Korrekturgraphen mit der Schleifenzahl stark zunimmt,
erhoht sich bei der Verwendung der R*-Methode leider der Rechenaufwand. Hinzu kommt, dass
einige der Manipulationen, die bei nicht renormierten Graphen erlaubt sind, im Falle der renor-
mierten Graphen nicht verwendet werden diirfen.

Der Algorithmus der die Korrekturterme der R*-Methode generiert, ldsst sich einigermafen einfach
auf dem Computer implementieren, wird allerdings erst fiir Graphen mit mehr als drei Schleifen
oder sehr vielen Ableitungen wirklich benotigt.

Es ist daher von Fall zu Fall zu entscheiden, ob man Counterterme einfiihrt oder, wie im vorliegen-
den Fall, die R*-Methode benutzt, den héheren Rechenaufwand in Kauf nimmt und dafiir schon
auf dem Niveau des einzelnen Graphen etwaige Fehler in der Renormierungsrechnung findet.

Im néchsten Abschnitt wird die R*-Methode fiir masselose Feynman-Graphen beschrieben und
anhand von einigen Beispielen illustriert.

In Anlehnung an die in [50] verwendete Notation werden im folgenden die Gréflen definiert,
die einen Feynman-Graphen und seine Subgraphen charakterisieren. Ausgehend von einem
1PI Feynman-Graphen I' stellt L(I') die Zahl der Linien und V(I') die Zahl der Vertizes des
Graphen dar. Fiir einen Subgraphen ~, der aus einer Untermenge von Linien und den daran
gekoppelten Vertizes besteht, wird mit ¢(vy) noch zusitzlich die Zahl der verbundenen Kompo-
nenten bestimmt. Mit diesen Definitionen lidsst sich die R-Operation formulieren und damit die
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UV-Divergenzen ermitteln. Eventuell vorhandene IR-Divergenzen werden meistens umgangen, in-
dem einigen geschickt ausgesuchten masselosen Propagatoren eine Masse m zugewiesen und das
Ergebnis nach der Integration im Limes m — 0 betrachtet wird ([]).

Diese Methode versagt leider zunehmend bei hoheren Schleifenzahlen. Mit der R*-Operation da-
gegen lassen sich systematisch alle UV- und IR-Divergenzen niedrigerer Schleifenordnungen besei-
tigen. Die Raumzeitstruktur der Feynman-Graphen legt nahe, dass die UV- und IR-Divergenzen
iiber eine duale Operation in Verbindung stehen [95].

Zur Formulierung der R*-Operation werden zwei weitere Arten von Subgraphen eingefiihrt. Unter
dem Subgraphen
= T\y (A.39)

versteht man den Graphen, den man erhélt, wenn aus I" sémtliche Linien entfernt werden, die zu
v gehoren. Es werden dagegen keine Vertizes entfernt, d.h. es gilt V(I'\y) = V(I'). Den zweiten
Subgraphen

auch reduzierter Subgraph genannt, erhélt man, indem man jede im Subgraphen ~ vorkommende
verbundene Komponente im Graphen I' zu einem Vertex zusammenzieht. Von besonderem Inter-
esse ist, wie sich zeigen wird, der Subgraph 4 = I'/4. Es bleibt zu erwihnen, dass ein Schnitt eines
Graphen durch eine Menge von Linien gegeben ist, die, wenn man sie aus dem Graphen entfernt,
einen unverbundenen Graphen zuriicklassen. Ein minimaler Schnitt wird Kozyklus genannt.

Aus diesen Definitionen lassen sich die folgenden, zu den aus der {iblichen UV-Renormierung
bekannten, dualen Kenngroflen fiir einen Feynman-Graphen I' ableiten. An die Stelle der Forde-
rung, dass der Subgraph ~ die Eigenschaft, 1PI zu sein, aufweisen muss, tritt im Rahmen der IR-
Divergenzen die Bedingung, dass der dem Subgraphen 7y zugehorige Graph 7 Ein-Vertex-irreduzibel
bzw. 1VI (one vertex irreducible) ist, d.h. 4 zerfillt nach der Entfernung eines beliebigen Vertex
nicht in zwei oder mehr disjunkte Teile.

Die Zahl der in einem Subgraphen v vorhandenen Schleifen ist durch

R(y) = L(y) = V() +c(v) (A.41)
gegeben und das infrarote Analogon durch die Zahl der unabhéngigen Kozyklen
M (y) = L(y) = R(T) + R(7), (A.42)

die im Subgraphen ~ enthalten sind.
Der Grad fiir die UV-Divergenz ist durch

w(y) = 4R(y) — 2L(y +Zaz (A.43)

gegeben, wihrend der Grad der IR-Divergenz sich aus

O(y) = 4M"(y) = 2L(y Zaz (A.44)

gewinnen lidsst. Die Summe der a; entspricht der Zahl der im Subgraphen v vorhandenen Ablei-
tungen.

Als erste Konsequenz dieser Ausfithrungen weisen fir n > d/2 sidmtliche G,-Funktionen
IR-Divergenzen auf. Dies sieht man leicht, wenn man einen Graphen I' wie in Abbildung [A]]
in einen Subgraphen v = G,, und einen Restgraphen 5 = Ty zerlegt. Eingesetzt in (A42) ist
damit die Zahl der Kozyklen MY (G,,) durch n und damit @(G,,) durch 2n gegeben.

Zur Vermeidung dieser IR-Divergenzen miissen im Rahmen der R*-Methode sémtliche
G,-Funktionen in einem gegebenen Feynman-Graphen durch die in Anhang [A2] definierten
R,,-Funktionen ersetzt werden.
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Abbildung A.1: Zerlegung des Graphen I' in G,, und den Restgraphen T’y
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Tabelle A.2: Subgraphen des Ball-Graphen

DD

Weitere wesentliche Aspekte der R*-Methode sollen im folgenden beispielhaft anhand des Ball-
Graphen I' aus der A%Theorie erklirt werden.

Wie in Tabelle gezeigt wird, enthélt der Ball-Graph I' fiinf Subgraphen. Die ersten beiden
Graphen sind UV-divergent und die iibrigen drei Graphen sind IR-divergent und miissen daher
im Sinne der R*-Methode mit beriicksichtigt werden. Uber die Zahl der Schleifen bzw. die Zahl
der Kozyklen lidsst sich der Grad der Divergenz fiir die einzelnen Subgraphen bestimmen. Die
entsprechenden Werte finden sich in der Tabelle [A.3]

Je nachdem in welchen Vertizes die Hintergrundfelder sich befinden, miissen jeweils andere Subgra-
phen beriicksichtigt werden. Dabei geniigt es, die Subgraphen zu betrachten, die, wenn sie aus dem
Graphen T' entfernt werden, einen verbundenen Restgraphen zuriicklassen, der die Hintergrund-
felder enthélt. Fiir logarithmisch divergente Graphen, wie z. B. den Ball-Graphen, geniigt es, zwei
beliebige Vertizes mit Hintergrundfeldern, im folgenden durch dicke Striche gekennzeichnet, zu
versehen.
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0G| R =1 — w = 0 —
Yo R =1 — w = 0 —
s - M =1 - @ =0
Y4 - M = 2 - w o= 0
s - M = 2 - b = 0

Tabelle A.3: Grad der Divergenzen der Subgraphen

Fiir den Fall, dass die Hintergrundfelder in den beiden oberen Vertizes ansetzen, erhilt man
R[—@—] R m@— KR m]_@_+ KR [n] KR m]G

KR [y = = KR ] O\t KR 1] KR [55]
U /

+ KR [12] KR [s] N + KR [31] KR [34] — KR [1] KR [12] KT [35]

4 10 -6y 92— 60y + 18y? — 72
- 3 _——_— —_— DY J—
- fR( 3e3 3¢ 12¢ + 0
2 2 3-2y 54—-36y+1292 — 72
— 2 — —_—— — — JR—
fR(e)( €2 € 12 + 0-0
2 1\ /2 48 — 247y + 672 — w2
—fr (-5 +-)(Z+2-7- T T e ) 40
e € € 24
2 2\ /2 48 — 247 + 672 — 72
e (2) () Gre-n T
2 2 1 2\ /2 2
+{(=)-5+=)-(=) (=) (-=
€ € € € € €
_ 8 4 2
3683 32 3e ’

wobei R dem lokalen divergenten sowie endlichen Anteil und KR nur dem lokalen divergenten
Anteil des Graphen entspricht. Wie man aus dem Beispiel ersehen kann, fallen die Graphen weg,
bei denen nach der Entfernung der Subgraphen der Restgraph nicht mehr 1PI ist oder die Hinter-
grundfelder gemeinsam in einem Vertex zu liegen kommen. Der Faktor fgr ist durch ein Polynom
in € gegeben, dessen hochste Potenz gleich R[] — 1 ist, d.h. im Falle des Ball-Graphen ist

fr = 1+cie+ cae?,

wobei die Werte der Konstanten ¢, durch das gewihlte Renormierungsschema vorgegeben sind.
Der Faktor fr wird mit den einzelnen Summanden multipliziert, wobei die Potenz von fr der
Schleifenzahl des Restgraphen entspricht. Wie schon am Anfang der Arbeit erwdhnt, stellt der
Umstand, dass das Endergebnis unabhéingig vom Renormierungsschema und damit von den Kon-
stanten c¢,, ist, einen sehr guten Test fiir die richtige Renormierung schon auf Basis der einzelnen
Graphen dar.

Befinden sich die Hintergrundfelder im Vertex links oben und im Vertex rechts unten, sieht die
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Rechnung etwas einfacher aus:

R[_@_] _ _@__mm ~ KR [1] + KR 1] KR el

s (8 8—7 48 —24y+ 672 — 72
— 3 =
N Tr <63+ €2 * Ge

9\ (2 5-2y 114 — 60y + 1292 — x2
J— 2 p— — DY
fR(e> (62+ € * 12 *
9\ (2 5-2y 114 — 60y + 1292 — 2
— 2 p— — DRI
fR<e> (62+ € * 12 *
2\ /2\ /2 48 — 247y + 672 — 72
V(2 (22—~ =
wn (2) () Gre-n T Ty
_ 8 a2
3e3 3e2 3¢ '

Unter anderem fiillt auf, dass es in diesem Fall keine Subgraphen gibt, die IR-Divergenzen enthal-
ten. Wie man sieht, lohnt es sich also, fiir logarithmisch divergente Graphen zu priifen, in welche
Vertizes man die beiden Hintergrundfelder verlegt.

Ein weiteres Problem stellen die §-Tensoren aus dem ersten Term in der Entwicklung (B67) des
Vektorpropagators dar. Solange sie mit den Ableitungen bzw. den Feldstidrken kontrahieren, er-
geben sich keine Konflikte mit der R*-Methode. Erst wenn mehrere §-Funktionen zusammen zu
einem d kontrahieren, ist, wie im Anhang fiir die Berechnung der 2-Schleifen-Graphen schon
erwiahnt, Vorsicht angebracht. Je nachdem, ob die zu den §-Tensoren gehérenden Propagatoren
zusammen in einem Subgraphen liegen oder nicht, wird d gleich 4 bzw. 4 — € gesetzt.

Fiir den Ball-Graphen bedeutet dies z. B., dass

Spv Suv

(2,-4-%) # (2-8-%)
ist. Mit Hilfe der Identitit [A.25] l4sst sich der linke Ball-Graph in

Spv

TN
\\/
@ (A.45)

)
-2, 4) (4,-2,0)
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+2

I
o
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iiberfiihren.

A.7 Die Translationsmethode

Zur Berechnung von Feynman-Graphen hoherer Ordnung miissen je nach Topologie des Graphen
neue Methoden entwickelt werden. Besonders bewihrt hat sich in diesem Fall der von Chetyr-
kin und Tkachov in [96] vorgestellte Algorithmus namens integration by parts. Dieses Verfahren,
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das im folgenden Translationsmethode genannt wird, soll in der Ortsraumdarstellung anhand
des Tetraeder-Graphen aus dem zweiten Kapitel vorgestellt werden. Dieser lésst sich mit den
herkémmlichen Methoden nicht mehr berechnen, da die Propagatoren in den erwéhnten Graphen
Dreiecke bilden.

Die Translationsmethode vertrigt sich im Allgemeinen nicht mit der R*-Methode, d.h. auf re-
normierte Graphen ist sie nicht anwendbar. Trotzdem ist sie von grofier Hilfe, wenn man sie im
Rahmen der R*-Methode auf den unrenormierten Graphen anwendet. Fiir besagten Tetraeder-
Graphen ist dies allerdings ohne Bedeutung, da der renormierte und der unrenormierte Graph
identisch sind.

Ausgehend von der Identitéit
Go(z1 — 22) Go(71 — x3) 9, Go (w2 — 13) G (y — 2) Gz — 73)
((1[,’1 7$2)A+(.’£27.’£3))\+(£B37§C1))\) :O, (A46)
die sich graphisch wie folgt

X2
y ————
m

((1'1 — xg))\ + (xz — $3)>\ + (z3 — .T1))\) =0 (A.47)

n

Z
X3

darstellen ldsst, gelangt man mit Hilfe der Regeln aus Abschnitt auf

Go(l'l — 1‘2) Go(l‘l — 1‘3) Go(l‘g — .7}3) Gm(y — LL'Q) Gn(Z — :L‘3) =

2
m Go(l’l — ng)Gl(l’l — ng)Gm(y — mg)Gn(Z — SCQ)
1
+ m Gl(l‘l — xg)Go(.’L‘l — xg)G()(.’L‘Q — $3)82Gm(y — xg)Gn(z — xg)
1
+ m Go(ifl — iEz)Gl (1'1 — iEg)Go(l'Q - l'g)Gm(y — $2)82Gn(2 — 1'3)

bzw. in graphischer Darstellung auf

X:
y—2

N Y —<—
2 7 o .
__—__ m X1 + — X1 + — X1

X3 X3

Wendet man diese Regel auf den einfachsten Tetraeder-Graphen an, so stellt man fest, dass, wie
in Gleichung (AZ48) veranschaulicht, die Divergenz des Tetraeder-Graphen proportional zu der
Differenz zweier identischer V-Graphen ist, die sich nur insofern unterscheiden, als dass die Hinter-
grundfelder der beiden V-Graphen an unterschiedliche Raumpunkte koppeln. Da beide V-Graphen
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logarithmisch divergent sind, weisen sie die gleichen Divergenzen auf und ihre Reihenentwicklun-
gen in € divergieren erst ab den endlichen Anteilen. Dies erklart, warum der Tetraeder-Graph nur
einen einfachen Pol enthélt, und bestétigt den Satz, dass Graphen ohne Subdivergenzen keine Pole

hoéherer Ordnung als Eins enthalten.
4
@ - @ = E§(3) (A.48)

Die oben hergeleitete Regel lésst sich verallgemeinern und so lange rekursiv auf den unrenormierten
Tetraeder-Graphen anwenden, bis er auf V-Graphen reduziert ist. Der verallgemeinerte Ansatz
lautet

LM Gy (w1 — o) OB PR Gy (w1 — w3) Opf Gy, (2 — m3) G, (y — m2) Gy (2 — 3) *
((x1 —22)y + (22 —23), + (¥3 —21),) =0 (A.49)

und hat die folgende graphische Darstellung

-0 . (A.50)

Damit erhélt man bei gleicher Vorgehensweise wie auf der vorherigen Seite die Identitéit

Ot Gy (1 — 2) O PR Gy (21 — 3
<—i4 Oy Gy (x1 — 02) 023 P Gy (w1 — @3) 05 Gy (22 — w3) Gy -1 (y — 22) Gig (2 — x3)

O, Gy (w2 — w3) Giy (Y — m2) Giy (2 — x3) =

) 0%

(
— i O Gy (1 — 9) D0 PR Gy (w1 — wg) DI G (0 — w3) Gy (Y — ) Gy 1 (2 — )

(

(

3)
+ 11 8;; mng (.1‘1 — 3;‘2) 6"1 Pk Gz +1(x1 — 1‘3) 8“21”'”"Gi1_1(.132 — .133) Gi4 (y — 332) Gis (Z — .233)
)

+i1 O Gy gr (21 — m2) O PR Gy (w1 — 23) OB Gy 1 (22 — 23) Gy (y — 22) Gy (2 — 23)

+Z 8;;”%.71”]*1MV"LGQ (1'1—(E2) 8;; p1-~~kai (.’El—l'g) 8”1 P«nGZl (ZL'Q—.’Eg) Gu(!j—(ﬂg) Gi5 (2—1'3)

Z Oy VIR Gy, (21— 2) O3 TR G (21 —13) O T Gy (w2 —a3) Gy (Y —22) Gig (2 —23)

)/ (=420 — iy — i), (A.51)

die graphisch etwas anschaulicher durch
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Y
i
1
d+n—4—2i; —iy — i3
i5
z
X2
Yy
i4 7:4
m k H1
i Z _ Z K2 (A.52)
j:1 j: I“l/.'Vl
Pj
15 i5

gegeben ist.

X3
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A.8 Die Divergenzen einiger ausgewihlter Graphen

In den folgenden Abschnitten werden die Divergenzen einiger Graphen aufgelistet, die nicht iiber
partielle Integration ineinander iiberfithrt werden kénnen. Es werden nicht alle diese Ergebnisse
zur Ermittlung der 3-Funktionen der A*-Theorie bzw. reinen Yang-Mills-Theorie bis in dritter
Ordnung benétigt. Trotzdem wurden sie zu Kontrollzwecken mit dem Programm CalcGraphUV.nb,
das im Anhang[B.3lin einer gekiirzten Fassung beschrieben und auf der beiliegenden CD enthalten
ist, berechnet und sollen daher an dieser Stelle aufgefiihrt werden.

A.8.1 1-Schleifen-Graphen

S

€ <Ou %6,,8,, o ééwaZ
Q (A.53)
) k=7
iauauap - ﬁ‘s(uv ap)82 %auavapaa - ﬁé(xw apaa)az
2
+ 1302 Ouvper (97)
x// x// 17
x nwov z’ :L’#,/px’ m#yp)\m/
- i(sw ﬁ(é(w 9p) = (v a/p)) + ﬁ@wm (aQ + 070, + 6,2)
+ 252 O p0y = S p0) = S 9,0))
(A.54)

A.8.2 2-Schleifen-Graphen

Im folgenden sind einige 2-Schleifen-Graphen mit ihren Divergenzen aufgefiihrt. Auch wenn nur
der zweite Graph aus der zweiten Zeile in (A.58]) explizit zur Berechnung der 2-Schleifen-Divergenz
benétigt wird, werden die Divergenzen der anderen Graphen zur Ermittlung der Divergenzen der
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3-Schleifen-Graphen benétigt, die diese als Subgraphen enthalten.

3 O

1 2 _ _
(0 3)0 (-4, 0 (=2, 1) s
( %’_é)éf“’ ( 0’_i)6lﬂ’ %a Tlfi)é _Z’ é)éuu

Mit Hilfe der Translationsinvarianz léasst sich zeigen, dass eine weitere Beziehung gilt, namlich

A.8.3 3-Schleifen-Graphen

Da sich, die Tetraeder-Graphen ausgenommen, die Divergenzen der 3-Schleifen-Graphen der rei-
nen Yang-Mills-Theorie mit etwas Aufwand berechnen lassen, sollen in diesem Abschnitt nur die
Ergebnisse fiir einige Tetraeder-Graphen aufgefiihrt werden. Es sei noch einmal betont, dass die-
se Ergebnisse nur zu Kontrollzwecken hergeleitet wurden und keinen Eingang in die eigentliche
Rechnung gefunden haben. Sie mogen lediglich dazu dienen, einigen Lesern die Mdoglichkeit zu
geben, eigene Ergebnisse mit den hier aufgefithrten zu vergleichen, da, wie schon erwihnt, die
R*-Methode schon auf dem Niveau der Graphen Resultate liefert, die unabhingig vom gewéhlten
M S-Schema sind.

(A.57)
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L7 N\ LN

14 [ea
1 25 35 1 1 203
(12> 2880 —3901) Supdvot (72> 51 —39735) Oundvot
5 19 1 11 419
( 0, — 558> ﬂ) 5#(051/)0 ( 367 864> _20736) 5#(05V)p (A.58)
v ag
1 41 403 .1 7 67
(36> —s61 0738 —36) Owedwot (0, omgs —a501) Supdvot
1 85 1253 . 1 5 73
(_Ts’ 8647~ 20736’ Ts) 5#(051/)9 ( 0, T 288> m) 5#(0511)/9

LN

v

17 o
1 19 31 .1 1 49
(_ﬁv 2167~ 25927 36) 5W5W+ ( 0, 18> 864) 5up5w+
1 7 119 . 1 1 _ 17 31
(7ﬁ’ 547 1296° 18) 5#(05'/)0 ( 120~ 144 864) 5#(0 5V)p (A.59)
v o
1 1 1 1 1 1
( 15 —310 18) Oupdvot ( 36— m> —o18) Oupdvot

_1 23 _ 13 1 11 _ 85
( 97 216’ 324)5#(05V)P ( 18> 108> 2592)5u(051f)p



Anhang B

Mathematica

Abgesehen von dem Befehl Compile verwendet Mathematica eine Interpreter-Sprache, das heifit die
Befehle werden erst zur Laufzeit in Maschinensprache iibersetzt. Mathematica ist daher nicht fiir
,brute force“ Berechnungen geeignet und scheint im ersten Moment fiir eine 3-Schleifen-Rechnung
aus dem Bereich der Renormierungstheorie ungeeignet. Doch viele Probleme lassen sich durch
Verwendung von ausgefeilten Algorithmen zur Mustererkennung (pattern matching) so weit ver-
einfachen, dass zum Schluss nur eine iiberschaubare Menge an Termen {iibrigbleibt. Dies gilt auch
fiir den vorliegenden Fall. Doch bevor einige der speziell fiir die 3-Schleifen-Rechnung entwickelten
Routinen vorgestellt werden, folgen einige allgemeine Hinweise zur effektiven Programmierung.

B.1 Allgemeine Tipps und Tricks

Die Linearitédt einer Funktion wird iiblicherweise in Mathematica und #hnlichen Computeralge-
braprogrammen wie folgt dargestellt:

fla_ + b_] := f[a] + £[b]

Diese Regel fiihrt aber bei lingeren Ausdriicken zu Problemen, da sie rekursiv nach jedem Teilen
der Summe wieder aufgerufen wird. Abhilfe lasst sich mit Hilfe des Befehls Distribute schaffen.
Die gleiche Regel lautet nur™

gla___,b_Plus,c___] := Distribute[tmp[a,b,c],Plus,tmp,Plus,g].

Diese Darstellung der Linearitét ist allgemeiner, da g von beliebig vielen Variablen abhéngen darf,
und arbeitet vor allen Dingen nicht mehr rekursiv. In der Abbildung [B.] ist die Laufzeit der
Definitionen fiir die Funktionen f und g in Abhéngigkeit von der Anzahl der Terme dargestellt.

e"
&
2.5 o~
v
2 f Ry
@
1.5
o
N 1
0.5
g
0
0 200 400 600 800 1000

Anzahl der Terne

Abbildung B.1: Linearitat

IDieser Trick wurde von einem mir namentlich nicht bekannten Physiker auf der Mathematica-Konferenz 92
vorgestellt.

85
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Ein weiteres Problem stellt die Substitution von Termen in einer grofien Summe dar. Sollen z. B.
alle Terme einer Summe exp durch den Ausdruck ersatz ersetzt werden, die die Funktion f [x]
linear, aber nicht die Funktion g[x] enthalten, so liegt es nahe, den Ansatz

exp //. {a_ + b_. f[x] :> a + ersatz /; FreeQ[{b},g[x]11} (B.1)

zu wihlen. Enthélt die Summe jedoch viele Terme, die ersetzt werden sollen, empfiehlt es sich den
Befehl Map zu verwenden. Der Ansatz

Map[(# /. {a_. + b_. f[x] :> a + ersatz /; FreeQ[{b},glx]11}1)&, exp] (B.2)

gewihrleistet, dass die Regel nur einmal auf jeden Term und nicht wiederholt auf die gesamte
Summe angewendet wird.

Die in fast allen Programmen verwendete Befehl Collect2 wird durch das Einlesen der Datei
Collectt.m eingebunden und stellt eine gute Alternative zu dem in Mathematica implementierten
Befehl Collect dar. Der neue Befehl Collect2 kann zum Einen nicht nur Variablen sondern auch
Funktionen ausklammern und erhédlt zum Anderen weitgehend die Struktur des urspriinglichen
Ausdrucks. Die Routine stammt aus dem Programm FeynCalc von Rolf Mertig et. al. und ist im
Netz unter www.feyncalc.org zu beziehen.

B.2 Die Programmroutinen

Auf der beiliegenden CD befinden sich alle hier besprochenen und damit die meisten der ver-
wendeten Programme. Zuerst soll gezeigt werden, wie sich das effektive Potenzial der A*-Theorie
mit Mathematica in erster und zweiter Ordnung berechnen ldsst. Das folgende Programm ist aus
Griinden der Anschauung an die Vorgehensweise ohne Computeralgebrasystem angelehnt. Zuerst
werden einige Variablen und der Warmeleitungskern HK definiert. Anschlielend werden die Poten-
ziale bis in zweiter Ordnung eingefiihrt.

Zur Berechnung des effektiven Potenzials in erster Ordnung geniigt es, dieses nach € zu entwickeln,
danach die Variablen m; und \; geméfl den Nebenbedingungen von Coleman und Weinberg bzw.
J.-M. Chung und B. Chung zu bestimmen und die sich daraus ergebenden Korrekturterme zum
urspriinglichen Potenzial zu addieren.

Zur Ermittlung des effektiven Potenzials in zweiter Ordnung wird die in Abschnitt [2.7] prasentierte
Vorgehensweise in Mathematica iibernommen, d.h. zuerst wird die modifizierte Bessel-Funktion
Ki_¢/2(t) nach kleinen Argumenten entwickelt. Danach wird die Integration iiber die Regel
x"n_. -> s”(n+1)/(n+1) ausgefiihrt und anschlieBend der Limes fiir s — 0 berechnet. Zu gu-
ter Letzt werden die unter den gegebenen Nebenbedingungen ermittelten Korrekturterme zum
effektiven Potenzial hinzugefiigt.

Es sei noch angemerkt, dass der vom Package Notation zur Verfiigung gestellte Befehl Symbolize
dazu dient, zusammengesetzte Ausdriicke fiir Mathematica zu einem Symbol zusammenzufassen.

m Notation und Regeln

Needs["Utilities Notation "];

Synbol i ze[V];

Synbol i ze[Vi]; Synbolize[V§]; Synbolize[VE"Y; Symbolize[V{T;
Symbol i ze[V,]; Synbol ize[V5]; Symbol i ze[V5©];

Synbol i ze[m]; Synbolize[m];

Synbol i ze[A;]; Synbolize[A;];



B.2 Die Programmroutinen 87

Oear[IfRule, LogRules, HK, X, V, Vo, Vi, V§, V& VEC V,, V5, VS m, X, mp, A1;
IfRule = {If[a_, b_, c_] = b};

LogRul es = {Log[4] - 2Llog[2],
Log[nf] - 2 Log[mi,

e
Log[ﬂ] > 2Log[m] -2 Log[2] - Log[n],

v2 2 v2 2
Log[n? + 5 ] =» Log[1+ 2rr2]+2Log[m]},
1 x2
HK[x_, t_] = ———— BExp[-— - Xt [;
(4mt)d? 4t
A v2
X=nt +
2
1
V0=§m’-v2+ v
Vi =
o .CS—l
-Limt[D] f ————— Plus[HK[O0, t], -HK[0, t] /. v->0]dzc/. IfRule|, s], s -> 0];
o 2Gmma[s]
xre 2 2v2 2n92
v2=_§ U HK[O, t1]dt; /. |fRul e) + xd-1
0

12 Gamma[<]

(r(j (J@HK[X, t1] HK[X, ©2] HK[X, t3]dz; /. | fRul e) dz, /. IfRul e) dzz /.
0 0 0

an Al v2 e
| f Rul e) dlx—(7+ 2 ] (J HK[O, t1]1dzy /. IfRul e);
0

m Effektives Potential 1. Ordnung

V§ = ExpandAl | [Nor nal [ExpandAl | [Series[V; /. d-» 4-¢€, {e, 0, 0}]11]1 /. LogRul es];

(» Di e Randbedi ngungen von Col enman und Wi nberg: =)
A1 /: A1 = ExpandAl | [Power Expand[D[-V§, {v, 4}] /. Vv > MT;
VEY = ExpandNuner at or |

. .1 V2
Li mi t [ExpandAl | [V§ + Hxl vt], m-> 0] /. Log[M A] = _LOQ[W] +Log[vZl];

Print ["\nDas effektive Potential in 1.0 dnung nach Col eman und Wi nberg: \n"
Ve mntg;

Das effektive Potential in 1. O dnung nach Col eman und Wi nberg:
—25v4 )2 + 6 v4 22 Log[%/zﬂ
1536 2
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(» Di e Randbedi ngungen von Chung und Chung: =)
m /: ng:=ExpandAl | [Power Expand[D[-V§, {v, 2}]1 /. v ->011;
A1 /1 A= ExpandAl | [Power Expand[D[-V5, {v, 4}] /. v »011;
1 1
VE© = Col | ect [ExpandAl | [V5 + > mve + T A vi], Logl__1];
Print ["\nDas effektive Potential in 1.0 dnung nach Chung und Chung: \n", V{°1;
Das effektive Potential in 1.0 dnung nach Chung und Chung:

nfvZax  3v4a? nt nf v2 x v4 22 VZ)L]
12872 " B12a2 T (64ﬂ2 T 642 T 25612 22

)Log[1+

m Effektives Potential 2. Ordnung

V5 = ExpandAl | [Nor mal [ExpandAl | [Seri es[Power Expand [ExpandAl | [Power Expand [V /.

1 X
dX » —— /. X » —— /.
VX VX

Bessel K[a_, b_] = Bessel K[a, Power Expand[Si nplify[b]]] /.
Bessel K[a_, x]° =»
Nor nal [Seri es[Bessel K[a, x]%, {x, 0, 3}1]1/.d > 4—e] /.

n+l
vZa 5 2XC _2m7.]] /. x"— 5 /. gh_?Positivesm.e g /.
n+1
vZ 2

sn7Positive 0 (e, 0, 0}] /. XC » nf +

]/
Log[s] - 0 /. sh-7hesative ,, o]];
(» Di e Randbedi ngungen von Chung und Chung: =)

m /: ms := ExpandAl | [Power Expand[D[-V5, {v, 2}] /. v »0]1;
Az /1 Ay @ = ExpandAl | [Power Expand[D[-V5, {v, 4}] /. v »011;

1 1
V?:Collect[ExpandAll[Plus[§+—2—n§v2+ 4——)sz4,
!
1 1
_( §+En§v2 + 4—'12v4) /. v- 0] /. LogRules], Log[_1];

Print ["\nDas effektive Potential in 2.Ordnung nach Chung und Chung: \n", V5°7;

Das effektive Potential in 2.0 dnung nach Chung und Chung:
9v4 8 5mv2 2 5v4a8 VZ)L] nf n?v2 a2 3v4 s
" 81924 "\ 20484 " 4096 1% 2nz 1" (‘ 20484 ~ 10244 8192

)Log[1+ )Log[1+

Im Rahmen der reinen Yang-Mills-Theorie wird zuerst das kurze Programm GenerateGraph.nb
benétigt. Es generiert die Feynman-Graphen mit exakten Propagatoren fiir die reine Yang-Mills-
Theorie in zweiter und dritter Ordnung. Unter Verwendung der fiir die jeweilige Topologie der
Graphen bekannten Symmetrien erkennt anschliefend die ebenfalls in dem Programm enthaltene
Routine SortIndex gleiche Graphen und reduziert in dritter Ordnung die Zahl der Graphen auf
die in den Tabellen B.1] und angegebenen Werte.

Das Hauptprogramm YMCalc.nb besteht aus einer grofleren Ansammlung von Regeln und Rou-
tinen, mit deren Hilfe sich die Graphen auf vielfiltige Weise manipulieren und auch zeichnen
lassen. Um die B-Funktion zu bestimmen, miissen zuerst die exakten Propagatoren der mittels
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GenerateGraph.nb gewonnenen Graphen gemif (3.68) und ([B.69) expandiert werden. Dafiir ist
der Befehl Eval zustéindig. Die algebraische Reduktion der dabei entstehenden Graphen (ca. 2000)
auf die in Abschnitt B.8 aufgefithrten 24 Graphen erfolgte in mehreren Schritten, bei denen das
Programm auf die jeweilige Situation angepasst wurde. Ein direktes Nachvollziehen durch einfaches
Ausfiihren des Programmes ist daher nicht moglich. In der vorliegenden Form ist das Programm
nur fiir den kundigen Anwender geeignet, da es weder Kommentare enthélt noch Fehler abfangt
bzw. alle denkbaren Fille und Ausnahmen beriicksichtigt.

Die Divergenzen einzelner Graphen lassen sich mit Hilfe des Programmes CalcGraphUV.nb berech-
nen. Eine etwas verkiirzte Version, mit der sich die Divergenzen der 24 Graphen, die zur Ermittlung
von ng" benétigt werden, bestimmen lassen, findet sich im Anhang [B.3l Wie man sieht, lisst sich
schon mit wenigen Definitionen ein Programm erstellen, mit dessen Hilfe die UV-Divergenzen von
vielen Klassen von Feynman-Graphen ermittelt werden konnen.

Im Folgenden wird ein kurzer Abriss der in CalcGraphUV.nb verwendeten Symbole und der zu-
gehorigen Syntax gegeben. Als erstes wird das Arbeitsverzeichnis festgelegt und zwei Dateien
eingelesen. Die Datei uvdiv2.m enthiilt einige 1-Schleifen-Divergenzen, die iiber den Befehl KR
abgerufen werden konnen (siehe das Beispiel am Ende dieses Abschnitts). Nachdem mit dem Be-
fehl Clear eventuelle Vorgaben fiir die folgenden Definitionen geléscht wurden, werden die Regeln
fiir die kovariante Ableitung

DU, {1,y i, x¥] = DY ... DEn f (B.3)
definiert. Anschliefend wird der verallgemeinerte Tensor

4 [:u’la v nu‘n] = 5#1"'/‘71 (B4)

eingefiihrt.

Die Darstellung der J-Funktion ist {iber
— —
D H{pa, e pisxd v, v,y =04, -+ 0u,0(x —y) 0y - 0y (B.5)

implementiert. Mit Hilfe der zusétzlich eingefithrten Regeln IDPartialRule und PIIDRule lassen
sich die Ableitungen sowohl innerhalb der d-Funktion verschieben als auch iiber partielle Inte-
gration von ihr entfernen. Die Regel IDRule schlieBlich eliminiert §-Funktionen, auf die keine
Ableitungen mehr wirken.

Danach wird eine verallgemeinerte Differenz zwischen zwei Koordinaten in der Raumzeit ein-
gefiihrt. Sie ist iiber die Beziehung

dlx,y,{pa, . pidspl = (€ =y, - (@ = y)p, (2 —y)” (B.6)
gegeben.

Die in R2GRule zusammengefassten Regeln zerlegen die renormierten Propagatoren in unrenor-
mierte Propagatoren und eine entsprechende Erweiterung, bestehend aus Funktionen von dI,
wéhrend die Sammlung von Regeln in G2dlRule die unrenormierten Propagatoren als Funktionen
von dl darstellt. Die in GRule aufgefiihrten Transformationen wandeln geméfl den Identitéten aus
Abschnitt Produkte aus einem dl-Term und einem unrenormierten Propagator in Ausdriicke
um, die ausschlieBllich Propagatoren und Ableitungen von Propagatoren enthalten.

Basierend auf der Identitit (AZ2) werden in GKazRule und KazdlRule sequentiell aneinan-
derhéngende Propagatoren zusammengefasst. Einige der in KazdlRule definierten Regeln werden
aufgrund Thres Umfanges nicht mit aufgefiihrt. Sie werden nur aus Griinden der Geschwindigkeit
gegeben, kénnten aber auch rekursiv wiahrend der Laufzeit hergeleitet werden.

Fiir eine Funktion der Gestalt 1/22% ist die d-dimensionale Fourier-Transformation [97] durch

/ dxx% exp(ik - 1) = WQI‘(E(O[)OK) (Zj) e (B.7)
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definiert. Um das singulire Verhalten der Funktion 1/22% zu ermitteln, bedient man sich der
inversen Fourier-Transformation, die unter Verwendung der formalen Identitét

/ dkk?® exp(—ik - ) = (—02)6/ dk exp(—ik - z) = (21)%(=0?)"(x) (B.8)
durch . o
d_ 2\ a—d/2

x% - ”ar(f(a)) (-fﬂ) 5(x) (B.9)

gegeben ist. Die zugehorige Routine ist im Programm als FourierRule[0] implementiert. Die
Transformationen fiir Terme, die zusétzliche xz-Tensoren im Zahler aufweisen, lassen sich rekursiv
aus FourierRule[0] ableiten. Aber auch hier werden aus Griinden der Laufzeit diese, soweit
bendtigt, iiber die Identitdten FourierRule[1] bis FourierRule[6] vorgegeben.

Die verallgemeinerte Wellenzahl schlielich ist in Anlehnung an die Definition der Differenz als
kl{pr, ..., pmid,p] = kyy -k kP (B.10)

definiert.

Es folgen nun zwei Funktionen namens CalcIR und CalcUV, die fast identisch aufgebaut sind. Die
Funktion CalcIR findet nur bei Subgraphen ihre Anwendung, da sie, wie ihr Name schon vermuten
lisst, dazu dient, IR-Divergenzen zu ermitteln. Aufgrund der Ahnlichkeit der beiden Funktionen
wird hier nur die Funktion CalcUV kurz beschrieben. Die ersten vier Argumente sind der Feynman-
Graph (arg) an sich, die Ordnung (n), an der die Reihenentwicklung abgebrochen werden soll und
die beiden Punkte (x,y), an die das Hintergrundfeld koppelt. Die weiteren Variablen dienen nur als
Schalter, die, je nachdem wie sie gesetzt sind, Zwischenergebnisse ausdrucken bzw. die Funktion
an gegebener Stelle unterbrechen.

Nachdem in den ersten beiden Schritten die R- und G-Funtionen unter Beriicksichtigung einiger
Regeln fiir eventuell auftretende ID-Funktionen auf dI-Terme zuriickgefiihrt wurden, wird im drit-
ten Schritt unter Zuhilfenahme der KazdlRule iiber sémtliche Raumzeitpunkte, mit Ausnahme der
beiden als Argumente gegebenen, integriert.

Die verbliebenen 2-Punkt-Funktionen werden schliellich mit Hilfe der passenden FourierRule
transformiert. Da nur der divergente Anteil der Graphen bestimmt werden soll und fiir Sub-
graphen d = 4 gesetzt wird, kann man sich bei dem Exponenten der partiellen Ableitung aus
Gleichung (B.9) auf den ganzzahligen Anteil beschriinken.

Schliellich muss das Ergebnis noch nach € entwickelt werden. Um dieses Verfahren zu beschleu-
nigen, werden alle I'-Funktionen rekursiv auf die Form T'(1 + z) gebracht und danach unter Ver-
wendung der Identitét

S

I'(1+4z) =exp (—73: + Z (_x)sg(s)> (B.11)

entfernt, wobei v fiir die Eulersche Konstante steht. Solange nur die Divergenzen der Graphen
berechnet werden sollen, darf in Gleichung (BI1) im oberen Index der Summe oo durch die
Schleifenzahl des Graphen ersetzt werden. Um auch die Divergenzen von Graphen mit bis zu 5
Schleifen ermitteln zu kénnen, wurde fiir das Programm im Anhang der Index probeweise auf
5 gesetzt.

Die Berechnungen wurden auf einem Rechner durchgefiihrt, der einen Athlon XP 1800 Prozessor
und 512 MB Speicher enthielt.

Die Divergenzen des ersten Graphen aus I'§1 in Abschnitt B.§ lassen sich in zwei Schritten er-
mitteln. Zuerst berechnet man die Divergenz des Subgraphen, der sich ergibt, wenn man aus dem
urspriinglichen Graphen den Rs-Propagator entfernt. Die Laufzeit betrégt 3.6s und die zugehorige
Ein- und Ausgabe haben die folgende Gestalt:
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In[284]: =
SubG aph[2, 2, 5] =
Col | ect 2[Cal cWV[ (16 7%)”
(vf2G[O, {x[1]}, {X[21}1GIO, {X[1]}, {u, A, X[2]}]
GIO, {x[2]1}, {v, o, X[31}]1G[1, {x[11}, {X[3]}]-
vi1%R[G[O, {X[11}, {X[21}1 GO, {x[11}, {m, A X[21}1, {X[21}]
G[0, {x[2]}, {v. o, X[31}1 GI1, {x[11}, {X[31}]
), 0, x[2], x[31], 6[__1] //. VorFaktorRul e[x[2], X[3]]
Qut [ 284] = (361 * 8:26) D({v, o X[2]}, {X[3]}]6[A u]+
-3 746)“3[{“' o, X[21}, {X[3]1}]16[A v]+
- 3 ZE)DW: v, X[2]}, {X[31}]6[A o] +
( 3 746)“3[“' o, X[2]}, {X[3]}]6[u v]+
( 72 62 * 17278 )D[{idl. idl, x[2]}, {X[3]}]&6[x pl &K v]+
- 22 62 8646)113[@, v, x[2]}, {X[3]}] 601 o] +
( 72 62 * 1728 )D[{idl. idl, x[2]}, {X[3]}]1&6[x v]&ly p]+
(5o ~ gaae) DL w X(21), (XI313160v, o] -
5D[{idl, idl, x[2]}, {X[3]1}]6[A u]lS[v, p]
576 €

Mit diesem Ergebnis lassen sich die Divergenzen des ersten Graphen ermitteln. Die Laufzeit betragt

weitere 4.6s und die entsprechende Eingabe mit Ergebnis ist durch

{u, A X[2]}] *

{m, A, X[3]}] *

{w, A, XT2131, {X[2]1}] *
{m, A, X[3]}] *

= ExpandAl | [a] [y, v]

In[286]:= V6[2, 2, 5] =
Col | ect 2[Cal cUV[ (16 #2)°
(vf3G[O, {x[11}, {x[21}]G[O, {x[1]},
GIO, {Xx[21}, {v, o, X[3]1}]1RI3, {x[2]1},
GI[1, {x[11}, {x[31}]-
vf2 xR[G[O, {x[11}, {x[2]}]GIO, {x[1]},
GIO, {X[21}, {v, o, X[3]1}]1RI3, {x[2]1},
G[1, {x[11}, {x[31}]-
vfll/(16 nZ)ZSubGaph[Z, 2, 51 R[3, {X[21}, {u, A, X[3]}]
), 0, x[2], x[31], 6[__1] /. a_&[u_, v_]
17 5[ v,
Qut [ 286] = 7%

gegeben.
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B.3 Programm zum Berechnen der Divergenzen

SetDirectory["f:\\mat hematica\\4. 1\\work\\ di ssertation\\graphen"];

<< Collectt.m
<<uvdiv2. m

Clear[D, 6, 4, G R D, DPartial Rule, PIDRul e, DRul e,
Mul ti FreeQ R2GRul e, QdRul e, GRul e, FourierRul e, k, GKazRul e,
KazdRul e, Cal cl R Cal cUV, GammaRul e, Si npRul e, Vor FaktorRul e];

Dlarg_, {X[n_1}] =arg;
Dlarg_, {ind__, x[n_1}1:=0/; FreeQ[arg, X[Nn]];

(» Linearitat und Verschachtelung x)
Dla___, b Plus, c_ _1:=Distribute[tnp[a, b, ¢], Plus, tnp, Plus, D];
D/: D[Dlarg_, {indl___, x[n_1}1, {ind2___, x[n_]}]:=9o[arg, {ind2, indl, x[n]}];

(» Produktregel =x)
Dla_b_, {ind__, X[n_1}]:=

D[aD[b, {Last [{ind}], x[n]}], Join[Drop[{ind}, -1, {X[n]}]]+

D[bo[a, {Last [{ind}], x[n]}], Join[Drop[{ind}, -11, {x[n]}1];
Dla_"n_?IntegerQ {ind__, x[m.]}]:=

no[a"!ola, {Last [{ind}], x[m]}], Join[Drop[{ind}, -11, {x[ml}1] /; FreeQ[{a}, d];

(* Abl ei tung der Propagatoren =)
off _[l1__ , {indl___, x[n_1}, 12___ 1, {ind2___, x[n_]}]:=
frl1, {ind2, indl, x[n]}, |2] /; MenberQ[{VG SG PhG G R, D}, f];

(» Abl eitung von Produkten aus Differenzen x)
DlA[X[nl_], x[n2_], {indl___}, pl_]1, {ind2__, x[n3_1}]: = Wi ch[
nl==n3, plo[d[x[nl], x[n2], {indl, Last [{ind2}]}, pl-2],
Lengt h[{i nd1}]
Joi n[Drop[{i nd2}, -11, {x[n3]1}]1]1 + Z &[Last [{i nd2}], {indl}[i 1]
i=1
D[dA[x[nl], x[n2], Drop[{indl}, {i}1, pll, Join[Drop[{ind2}, -11, {x[n31}11,
n2 ==n3, -plo[d[x[nl], x[n2], {indl, Last [{ind2}]}, pl-2],
Lengt h[{i nd1}]
Joi n[Drop[{i nd2}, -11, {x[n31}11] - Z &[Last [{i nd2}], {indl}[i 1]
i=1
D[A[x[nl], x[n2], Drop[{indl}, {i}], pl]l, Join[Drop[{ind2}, -11, {x[n3]}11,
Tr ue, 0];

(» 6-Tensor =)
6[p_, u_]=d;
6§/: 8[u_, v.1>:=d/; u=t=v;
S[11__1:=Apply[s, Sort [{l1}]1] /; Not [OrderedQ[{l 1}]11;
sl1_j16[l2__17: =
Apply[6, Flatten[{Conpl ement [{l 1}, {l 2}], Conpl enent [{l 2}, {1 1}1}11 /;
Length[{l 1} N {1 2}] ==1&& (Length[{l 1}] =2 || Length[{l 2}] = 2);



B.3 Programm zum Berechnen der Divergenzen 93

Slids__1:=
Length[{ids}]

ExpandAl | [ Z S[{ids}[1], (ids}[iiQ] Apply[s, Drop[Drop[{ids}, {ii}], 1]]] /;
iT=2
Length[{ids}] > 2&&EvenQ[Length[{i ds}]];

G/: Gli _, {I1___, x_} {§2__, x_ }¥1:=0;

(» D Funktion =)

D[cl_ _, {I1_, x }, c2___1:=
D[cl, Flatten[{Sort [{l 1}], x}1, c2] /; Sort [{l 1}] =t= {I 1};
Dfcl__ , {I1__ , x_}, c2___, {12,y } ¢c3__1:=

D[cl, {12, y}, ¢c2, {I1, x}, 3] /; Not [OderedQ[{x, Y}11;
D[{X_}, {y_}]"-":= (0; Print ["Achtung: D*", n, " gefunden!!"]);
D/: A[X_, Y_, {I1___ 3}, p_I1DL{x_}, {y_}1 :=0 /; Not[p===0 && {l 1} == {}1;
D/: A[Xx_, y_, {indl___ , p }, p_1D[{I1__ , x 3} {12,y }:=
Length[{l 1,12}]
ExpandAl | [d[x, y, {indl}, p] (-1)tenothidin Z S[u, {11, 12} 11
i=1
D[{x}, Drop[{l1, 12, y}, {i}11]/; Length[{l 1, 12}] >0;
D/: d[Xx_, Y_, {indl___}, p_1D[{l21__ , x 3} {12 ,y }1:=
ExpandAl | [A[x, y, {indl}, p-2]
Modul e[{u}, Times[d[x, y, {u}, 01, A[X, ¥y, {u}, 01 D[{l 1, x}, {12, y}1111/;
Length[{l 1, 12}] >0 &&EvenQ[ExpandAll [p/. d->4 /. € »0]1];

D/ DI{x_}, {y_}IGli_, {__, x_}, {___,y_ }1:=0;

DPartial Rule[x_]={p[cl___, {I1__, u_, x}, c3__]1=

Length[{cl}]
Z -Appl y[D, Joi n[MapAt [Prepend[#, u]l & {c1}, il], {{l1, x}, c3}]1] +

-Apply[D, Join[{cl, {l1, x}}, MapAt[Prepend[#, u]& {c3}, i1111};

PIDRulef[l _: {}1={a_. +b_DI[l1__, {12 _, xX[n_1}, I13__ 1=
a+ (-1)kenathttd2 1 prp, (12, x[n1}1 D[ 1, {x[n]}, 13]/; FreeQ[l, x[n11};

DRulefl1__]1=¢

cl . +c2_.D[al__ , {x_}, a2___, {y_}, a3___ 1=
Plus[cl, c2D[al, {x}, a2, a3] /. D[_]1-»1/. y-»x]/; FreeQ[{l 1}, vy]1,
cl . +c2_. D[al___ , {x_}, a2__, {y_}, a3__ 1=

Plus[cl, c2D[al, a2, {y}, a3] /. D[_]1-»1/. x-»y]/; FreeQ[{l 1}, x1};
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(» Differenzen x)

d[x_, x_, {}, 0] =1,

arx_, x_, {___}, p_1=0;

arx_, y_, {}, 0] =1;

d[x_, y_, {ind__ p_1:= (-1)tenothitindyl gy x, {ind}, p] /; Not [OrderedQ[{X, Y}]]

d[x_, y_, {ind__ p_l1:=dfx, y, Sort [{ind}], p] /; Not [OrderedQ[{ind}]]

A[x_,y_, {indl___, pu, p,ind2__ 3}, p_1:=dI[x, Yy, {indl, ind2}, p+2]

d/: d[x_, y_, {indl___ 3}, pl 1d[x_, y_, {ind2___ 3}, p2_1:=
d[x, y, Sort [{indl, ind2}], pl+p2];

d/:darx_, y_, {}, p_1"-:=4d[x, y, {}, npl;

d/: d[x_, y_, {indl_}, p_1%:=dI[x, y, {indl, indl}, 2pI;

d/: d[x_, y_, {indl__}, p_16[ind2__1:=

d[x, y, {indl} /. ({i nd1} N {i nd2}) [1] :» Conpl enment [{i nd2}, {({ind1l} N {i nd2}) [1]}]10I11,
pl1 /; ({indl} N {ind2}) # {}

_h
_h

(» Definitionen einiger nitzlicher Funktionen x)
Mul ti FreeQ[l 1_List, 2 _List]:=Apply[And, Map[FreeQ[l 1, #] & |2]]

R2GRul e = {
R[i _?Positive, {I1___, x_}, {12, y_}1» (-1)-enothtd2XI Rri | (11, 12, x}, {y}1,
R[i _, {indl___, x_}, {ind2___, y_}]»

G[i, {indl, x}, {ind2, y}]1/;i - % Lengt h[{i nd1, ind2}] <1,
R[i _?Positive, {x_}, {y_}1»G[i, {Xx}, {y}]-
(-1 2 Rel easeHol d[Hol d[d[Xx, Vv, {}, 2i -2]1]

(i -1)14i+1x2 ¢
(xHol d, danmit auch Rl richtig berechnet w rdx),
R[i _?Positive, {u_, x_}, {y_}] *-%dl[xy y, {u}, OIR[ -1, {x}, {y}],
R[i _?Positive, {u_, v_, x_}, {y_}1~
-%5[% vIR[i -1, {x}, {y}] -%dl[x, Y, {u}, OIR[ -1, {v, x}, {y}],
R[i _?Positive, {u_, v_, p_, X_}, {y_}1=»

1
_?5[‘/' Pl Rl -1, {u X}, {y}1-

1 1
36[‘11 p] R[I _17 {V, X}v {y}] _Edl[X* y7 {D}, 0] R[I _11 {uv v, X}v {y}],
R[i _?Positive, {u_, v_, po_, o, X_}, {y_3}]+

1 _ 1 .
Y S[p, o]l Rl -1, {u, v, X}, {y}] _Eé[v’ ol R[i -1, {u, p, X}, {y}] -

1 . 1 .
Eé[u’ ol R[I -1, {v, p, X}, {Y}] -Edl[X, y, {o}, O1IR[i -1, {u v, o, X}, {y}],
R[i _?Positive, {idl___ , x_}, {id2___, y_ }]»
. 1
(-1)Lengthiid2)+1 5 2ldx vy, {{id1, id2}[-11}, O] R[i -1, {x}, {y}], Flatten[

{Drop[{idl, id2}, -11, x}1]1 /; UnsaneQ[i dl, id2] & Length[{idl, id2}] >O};
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@dRul e = {

Garma[% -i-1]
Gli _ (+?NonNegat i ves), {x_}, {y_}] - : abey, 3, 2e21-dl,
41 +1 yd/2
Gli _ (+?NonNegatives), {I1___, x_}, {12__, y_}=»
(-1)Lenathid 21 Gri | (11, 12, x}, {y}],

1
G[i _(*?Positivesx), {u_, x_}, {y_}1] =->-E arx, y, {u}, 01G[i -1, {x}, {y}1.
Gli _(*x?Positivex), {u_, v_, x_}, {y_}1=»
1 . 1 .
Zdl[xv y1 {uv V]-, 0] G[I _21 {X]-, {y}] _Eé[ul V] G[I _11 {X}1 {y]’] /1 Il=!=V,
G[i _(*x?Positivex), {u_, v_, p_, X_}, {y_}1=»

1 .
i afrx, y, {u, v, p}, 01G[i -3, {x}, {y}]+
1 . 1
Zdl[X. Y, {p}, 0] 86[u, vIG[i -2, {X}, {y}]+ Zdl[X. y, {v}, 0] 8[u, p]

1
G[I _27 {X}, {y}] + Zdl[xl yl {u]’: 0] 5[V, p] G[I _27 {X}, {y}] /v u=l=v==p,
Gli _(*?Positivex), {u_, v_, po_, o_, X_}, {y_}1»

1
Edl[xv y7 {u: v, P, O'}, 0] G[I _41 {X}v {y}] -

%dl[x, Y, {v, p}, 01 6[u, o] G[i -3, {x}, {y}] -%dl[x, Y, {4, p}, 0]

6[v, o] G[i -3, {x}, {y}] —%dl[x, Y, {u, v}, 016[p, o] G[i -3, {x}, {y}]-
%dl[x, Y, {o, p}, 0] &6[u, vI1GLi -3, {x}, {y}] -%dl[X, y, {v. o}, 0]

&[u, P1 Gl -3, {x}, {y}] -%dl[X, Y, {u, o}, 01 &[v, p]1 G[i -3, {x}, {y}]+
%5[14, v] é[p, o] Gli -2, {x}, {y}] +%5[#, p]l 8[v, o] G[i -2, {x}, {y}]+

1
15[141 o]l 8[v, Pl G[li -2, {x}, {y}1/, u=t=v=l=p=l=o0,
G[i _(%x?Positivex), {idl__ , x_}, {id2___, y }]=»
. 1
(-1)tengthrdid2}1+1 ED[dl[X, y, {{idl, id2}[-17}, 01 G[i -1, {x}, {y}], Flatten]

{Drop[{idl, id2}, -17, x}]1] /; UnsameQ[i d1, id2] &Length[{id1, id2}] >0,
G[i _?Positive, I'1___, {¢c1___, p,c2___, p,c3__3} 12 1=
-i G[i -1, 11, {c1, c2, c33}, I2]};
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GRul e = {

Literal [Aa[x_, v_, {{1__ , pu 3}, p_1G[Ii_, {2, x_}, {y_}11=>
-d[x, y, {11}, plD[dlx, y, {r}, 01 G[i, {X}, {y}l, {I2, x}]-
2di[x, y, {11}, pIGlLi +1, {12, u, X}, {y}1+dalx, y, {11, u}, pIG[i, {I2, x}, {y}l.
Literal [A[x_, v, {}, n_1G[i _, {1, x_ }, {{2__,y }1]=
ExpandAl | [A[X, ¥, {}, n-2] Modul e[{u}, Appl y[Ti nes,

{arx, y, {u}, 01, d[x, y, {u}, 01G[i, {I1, x}, {12, y}1/. GRule[[1]1]}111 /;
Length[{l 1, 12}] >0&&EvenQ[n], G[O, 11, {c1__ , p,c2___, pu, c3__},
12 1»-D[l1, {cl, c2, c3}, |I2],

Gl-1, I1_,12_1-DJl1, I|2],

G[i _ («?Positivex), 11__ , {c1___, p,c2___, pu,c3__3} l2__ 1

-i G[i -1, 11, {cl, c2, c3}, |2],

Gli ., {!11___, x_}, {12,y }1=-G[i, {I2, y}, {11, x}]1/; Not [OrderedQ[{x, Y}I1,

RO, (11, x 3}, {12__, y_}1=-»R[i, {12, y}, {11, x}1/; Not [OrderedQ[{X, Y}11,
Gli_, {11___, x_}, {l2__, vy _}]=»

(-1)Lenathtd 231 Gri | Flatten[{Sort [{l 1, 12}], x}1. {y}1};

GKazRul e[arg_: {}] =
fa_. +b_Gri_, ¢11__, x_}, {12, y_ }IG[j_, {13__, u_}, {14__, v_}1=
(\Ml Ch[X === U, a.+b (—1)Length[{|1’|3)] —_— ! _!J : *
(i +] +1)!
Gli +j +1, {11, 12, vy}, {13, 14, v}1,
. i -!J ! .
(i +) +1)!
Gli +j +1, {11, 12, y}, {13, 14, u}],
i1y
—_— %
(+j+1)!
Gli +j +1, {11, 12, x}, {13, 14, v}1,
irjt
_— %
(i +j +1)1
Gli +j +1, {11, 12, x}, {13, 14, u}1,

X ===V, a+b (_1)Length[(ll,l4}]
y === u, a+b (_1)Length[{l2,l3)]
y ===V, a +Db (_1)Length[{l2,l4)]

True, Print [" Fall in GKazRul e nicht beriicksichtigt ]]] /

Lengt h[Union[{X, Yy, U, V}]] =3&&
FreeQ[{b, arg}, {X, ¥, u, v} /. {c1___, vl_, c2___, vl_, c3___ }-»vl],
a_. +b_G[o, {I1__ , x_}, {12__, y_}]=ExpandAl I [
a- (-1)tenethi B prb, (g1, 123111, x}1 GIO, {{l1, 12}[[21], x}, {y}11/;
Length[{l 1, 12}] == 2&&FreeQ[{arg}, X] &&
Mil ti FreeQ[{b}, {G[i_, {___, x}, {___, y}1, AdIX, y, ___1}1,
a_. +b_G[Oo, {I1__ , x_}, {12__, y_}]=ExpandAl I [
a- (-1t B o, ({11, 12} [[111, Y} GIO, {x}, {{I1, 12}[[21], y}11/;
Length[{l 1, 12}] ==2&&FreeQ[{arg}, V] &&
Mil ti FreeQ[{b}, {G[i_, {___, x}, {___, y}1, Ad[X, y, ___1}]
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KazdRul e = { °
o,
o,
a_. +cl_dfifx_, y_, {u_, v_}, nl_Jdfu_, v_, {A_}, n2_]=»
Modul e[ {cpl = Conpl enent [{x, y}, {u, V}]1[1], cp2 = Conpl ement [{u, v}, {x, Y}1[11},

d+nl
2

Gam| +1] Gam[ &2 + 1] Gam[- L0002 1

2
*
4 Gam[- L] Gam[- 22 ] Gam[d + 3 + 21212 ] ]
(_l)Position[{u,v}, (% yyN{u, v [0, 11
((d+nl+2) (dA[cpl, cp2, {u}, d+nl+n2+2] 6[v, A] +
d[cpl, cp2, {v}, d+nl+n2+2] 6[u, A]) -
(d+n2+2)df[cpl, cp2, {1}, d+nl+n2+2] 6[u, v] +
(d+nl+2) (d+nl+n2+2) d[cpl, cp2, {u, v, A}, d+nl+n2])] /;
Length[{x, y} N {u, v}]==1&&FreeQ[{cl}, ({x, y} N {u, v})I111.
a_. +cl_dix_, vy, {u, v}, nl_1d[u_, v_, {}, n2_] =

Nbdule[{cpl:CoerI enent [{X, ¥y}, {u, v}]1[1], cp2 = Conpl enent [{u, v}, {X, y}1[I11},

d+nl
2

a+cln®? ExpandAl | |

Gam[ . l] &m[ d+n2 ] &m[_ d+n;+n2 _ 1]

2
*
4 Gam[- -] Gam[- 22 ] Gam[d + 2 + 2102 ] ]
((d+n2) dfcpl, cp2, {}, d+nl+n2+2] &6y, v]-
(d+nl+2) (d+nl+n2+2) dcpl, cp2, {u, v}, d+n1+n2])] /;
Length[{x, y} N {u, v}] =1&&FreeQ[{cl}, ({X, ¥y} N {u, v})[I1I1,
a_. +cl_difx_, vy, {u 3}, nl_Jdfu_, v_, {v_}, n2_]:»
Modul e[ {cpl = Conpl enent [{x, y}, {u, vV}]1[1], cp2 = Conpl ement [{u, v}, {x, Y}1[11},

d+nl
2

a+cln%? ExpandAl | |

Gam| +1] Gam[ 22 4+ 1] Gam[- &2 )

a+cl n%2 ExpandAl | |

2 Gam[- L] Gam[-ZZ] Gam[d +2 + 202 I+
(=1)Position[{x,y}, ({x. y3N {u, v}) [AITLL 11+Posi tionf{u, v}, ({x, Y} N {u, v} [1T1LL 1T 4
(afcpl, cp2, {}, nl+n2+d+2]16[u, vl + (d+nl+n2+2)
dfcpl, cp2, {u, v}, d+nl+n2])] /;
Length[{x, y} N {u, v}]=1&&FreeQ[{cl}, ({x, y} N {u, v})I11l.
a_. +cl_dix_, vy, {3}, nl _J1aqu_, v_, {}, n2_1 =
Nbdule[{cpl:Coan enent [{X, ¥y}, {u, v}1[1], cp2 = Conpl enent [{u, v}, {X, y}1[I11},

d+nl d+n2 d+nl+n2
a+cln?? ExpandAl | | Cami = + 11 Gaml 757 ] Gaml- 7 ]

Gam[- &-] Gam[- 2] Gam[d + 1 + 12202 ] ]
d[cpl, cp2, {u}, d+n1+n2]] /;

Length[{x, y} N {u, v}]=1&FreeQ[{cl}, ({X, ¥y} N {u, v})[I1I1,
a_. +cl_dix_, vy, {}, nl_Jdaflu_, v_, {}, n2_] =

Nbdule[{cpl:Coan enent [{X, ¥y}, {u, v}]1[1], cp2 = Conpl enent [{u, v}, {X, y}1[11},

&m[ d+nl ] &m[ d+n2 ] &m[_ d+nl+n2 ]
a+cln%2 ExpandAl | | z 2 2

Gam[- &1 Gam[- 22] Gam[d + 2"2 ] ]
d[cpl, cp2, {}, d+nl+n2]] /;
Length[{x, y} N {u, v}]=18&&FreeQ[{cl}, ({x, y} N {u, vhHI111};
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FourierRul e[0] =
Gamma [ExpandAl | [%]] n

d
d204Pi [ExpandAl | [-
Gamma [ExpandAl | [-%]]

{@amx_, y_, {}, n_1=» "2

11k

+
2

FourierRul e[1] = {dl[x_, y_, {u_}, n_1»

n+d
e Ganmma [ExpandAl | [ > +1]]

2 Ganma [ExpandAl | [- —2—]]

. n+d
d204Pi [ExpandAl | [-—— -1]] ke {x}, O1};

Fouri erRul e[2] = {dl X_, y_, {u_, v_}, n_]=»

Ganma [ExpandAl | [";d +11] _ n+d
- n/2-2 d204Pi [ExpandAl | [- -2]] +
8 Gamma [ExpandAl | [- 1] 2

(K[{}, 116[n, vl -(n+d+2) k[{n v}, 01)};

Fouri er Rul e[3] = {dl X, y_, {u_, v_, 2_}, n_1=»

Garma [ExpandAl | [ 32 +2]] . n+d
d204Pi [ExpandAl | |- > -3]] *

16 Ganma [ExpandAl | [- 2 ]]
(k[{u}, 116[v, Al +k[{v}, 116[n, A] +k[{A}, 1]16[u v]-
(n+d+4) k[{x, v, 2}, O };

n—n/2-3

FourierRule[4] = {d[x_, y_, {u_, v_, A, p_}, n_1=

Gamma [ExpandAl | [ 2L 4+ 27] d
-n/2-4 2 d204Pi [ExpandAl | |- n; -4]] «

64 Gamma [ExpandAl | [-%]]
(]k[{}, 2] é[u! v, A, p] -
(n+d+4) (k[{u v}, 116[A pl+k[{u A}, 1]16[v, p] +k[{u, p}, 1] 6[v, 2] +
k[{v, A}, 11 6[u, Pl +k[{v, p}, 11 6[u, Al +Kk[{A p}, 116[u, v]) +
(n+d+4) (n+d+6) k[{u, v, A, p}, 01)};

T

FourierRule[5] = {d[x_, y_, {u_, v_, A, o_, o_}, N_] =

Gamra[ExpandAlI[”—;d—+3]] _ n+d
—yr/2-5 d204Pi [ExpandAl | |- 5 -5]] *

128 Ganma [ExpandAl | [——2—]]
(k[{o}, 2] 6[u, v, A, pl+k[{p}, 2]168[k, v, A, o]l + k[{A}, 2] &[u, v, p, O] +
k[{v}, 216[u, A p, o]l +k[{u}, 2]16[v, A, p, O] -
(n+d+6) (k[{A u, o}, 116[v, ol +k[{A u, v}, 118[p, o] +
k[{v, p, o}, 11 6[A, u]l +k[{u, p, 0}, 1] 6[A, v]+
k[{u, v, o}, 116[A pl +k[{u, v, p}, 1]16[A, o] +
k[{A o, o}, 116[u, vl +k[{A v, o}, 1] 6[u, p]+
k[{A v, p}, 116[p, o]l +k[{A u, o}, 1] 6[v, p]) +
(n+d+6) (N+d+8) kK[{X u v, p, o}, O };
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FourierRul e[6] =
{dl[X_, Y, {u_, v_, A, p_, o_, T_}, N_]»

Gamma [ExpandAl | [ 29 4 37] n+d
- n/2-6 2 d204Pi [ExpandAl | [- -6]]
512 Gamma [ExpandAl | [-511 2
(k[{} 316[K, v, A, p, O, T] -
(n+d+6) (
k[{u, v}, 2]16[A p, o0, t] +k[{u, A}, 2] 6[v, p, o0, T] +
k[{u, p}, 2]16[v, A, o, t] +k[{u, o}, 2] 6[v, A, p, T] +
k[{u, T}, 2]16[Vv, A, p, o] +k[{v, A}, 2] 6[u, p, O, T] +
k[{v, p}, 2] 6[u, A, o, t] +k[{v, o}, 21 6[u, A, p, T] +
k[{v, t}, 2] 6[u, p, A, o] +k[{A, p}, 2] 6[uK, v, 0, T] +
k[{A, o}, 2]16[u, v, p, Tl +k[{A, T}, 2] 6[u, v, p, O] +
k[{o, o}, 2]16[u, v, A, Tl +k[{p, T}, 2] 6[K, v, A, o] +
k([{o, T}, 2]16[u, v, p, A]) +

(n+d+6) (n+d+8) (

k[{u, v, A, p}, 116[o, Tl +k[{u, v, A, o}, 116[p, T] +
k[{u, v, p, o}, 11 6[A, ] +k[{u, A p, o}, 11 6[v, t] +
k[{v, A p, o}, 11 6[u, ]l +k[{u, v, A, t}, 1] 6[p, o] +
k[{u, v, o, T}, 11 8[A, o]l +k[{u, p, A, T}, 1] 6[v, o] +
k[{v, o, A, T}, 1]16[u, o] +k[{u, v, o, T}, 1186[A, o] +
k[{u, A, o, t}, 116[v, pl +k[{v, A, o, t}, 1] 6[u, pP] +
k[{u, p, o, t}, 11 6[v, Al +k[{v, p, o, t}, 1] 6[u, A] +
k[{p, A, o, T}, 116[n v]) -
(n+d+6) (N+d+8) (Nn+d+10) k[{u, v, p, A, o, t}, 01)};
d2 . _ KkI[{}, a]
04Pi [a_?NunberQ+n_. €] = ————
(-4 m)®
d204Pi [a_?IntegerQ] = kI al :
(-4m)®

d204Pi [n_. €] =1; (* k[{}, 0] %)
d204Pi [0] =1; (% k[{}, 0] =)
Derivative[n_]1[d204Pi1[m_] =0;

k[{}, 0] =1;
k[{ind__}, p_]:=k[Sort [{ind}], p] /; Not [OrderedQ[{i nd}]];
k[{indl__ , p, p, ind2___3}, p_1:=k[{indl, ind2}, p+1];
k/: k[{indl___}, pl_1k[{ind2___}, p2_1:=k[Sort [{indl, ind2}], pl+p2];
k/: k[{}, p_1"-:=kI[{}, npl;
k /: k[{indl__}, p_1%:=%k[{indl, indl}, 2p];
(*k[{indl___ 3}, n_?Negative]=0; %)
k/: k[{indl__}, p_16[ind2__]:=
k[{indl} /. ({ind1l} N {ind2})[1] =» Conpl ement [{i nd2}, {({ind1} N {ind2})[11}]1I11,
Pl /; ({ind1}y N {i nd2}) # {};
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CalclR[arg_, n_, x_, y_, pl:0, p2_:0, p3_:0]:=

Modul e[{tenpl, tenp2, tenp3, tenp4, tinel, time2, time3, ii

, 1'1, maxi mum= 5},
timel=Timng[

tenpl = ExpandAl | [B[x] B[yl arge //. RRCGRule] //. GKazRul e[{x, y}]1;
templ =1 f [Head [t enpl] === Pl us,
ExpandAl | [
Map[(# //. DPartial Rul e[x] //. DPartial Rul e[y] /. PIDRul e[{X, y}] /.

DRul e[{X, Y}] //. GRule) & tenpl]],
ExpandAl | [

templ //. DPartial Rul e[x] //. DPartial Rule[y] /. PIDRul e[{X, y}] /.

DRul e[{Xx, y}] //. GRulel];
1;

Switch[pl, 1, Print [" R2GRul e angewandt: ", tinmel],
2, Print [" RCGRul e angewandt: ", tenpl, " in ", tinmel],
3, Return[tenpl]];
time2 =Tim ng[
tenp2 = ExpandAl | [tenpl //. RdARul e];
1
Switch[p2, 1, Print [" &QdRul e angewandt: ", tine2],
2, Print [" @dRul e angewandt: ", tenp2, " in ", time2],

3, Return[tenp2]];
time3 =Tinm ng[
tenp3 = I f [Head [t enp2] === Pl us,
Col | ect 2[ExpandAl | [Map[ (# /. KazdRul e) &, tenmp2]], A[__11 /.
Gam[x1_] =» Gam[Expand[x1]],
Col | ect 2[ExpandAl | [temp2 /. KazdRule], a[__11 /.
Gam[x1_] » Gam[Expand[x1]1];
1
tenp3 =
Coll ect 2[ExpandAl | [tenp3 /. d-4-€ /. B[_]1-1/. D[{X}, {y}] » 11 /. Gam- Gamma /.
SimpRule //. GRule, A[__11;
Switch[p3, 1, Print ["KazdRul e angewandt: ", time3],

2, Print ["KazdRul e angewandt: ", tenmp3, " in

", time3],
3, Return[tenmp3]];

Gamma[l +x1]

tenpd =tenp3 //. GammaRul e //. Gamma[x1_] = (—1
X

maxi num

(-x1)°
Ganma[1 +x1_] = Exp[-Eul er Ganmax1 + Z Zeta[s] ———] /

/; Head[x1] =!=PI us] /.

s=2

{vf > 1 +aal e +aa2e?,
vfl-1+aale+aa2ée?,
vi2 5 1+2aal e+aal’e?+2aa2e?,
vi3 > 1+3aale+3aal?e? +3aa2e?};
| f [Head [t enp4] === Pl us,
Ret ur n[Map [ExpandAl | [ExpandAl | [Nor nal [Series[#, {e, 0, n}]]/¢€] /.

z-1
Pol yGanmal[i _, z_1 - (-1)'*1i 1 [Zeta[i +17 - Z T 1]] & tenp4]],
nmy N1'*

Return[ExpandAlI [ExpandAII [Nor mal [Series[tenp5, {e, 0, n}]] /€] /.

z-1
Pol yGamma[i , 7 ] - (-1)i*1i 1 [Zeta[i +1] - Z 11. l]]]]]
nm1 N1t
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Cal cWilarg_, n_, x_, y_, pl1_:0, p2_: 0, p3_: 0, p4_: 0] :=
Modul e[{tenpl, tenp2, tenp3, tenp4, tenp5, tinmel, tine2, tine3, tinme4, s, max =5},
timel =Timng[
tenpl = ExpandAl | [B[x] B[y] arge //. RRGRule] //. GKazRul e[{x, y}1;
templ = | f [Head [t enpl] === Pl us, ExpandAl | [Map[
(#//. DPartial Rul e[x] //. DPartial Rule[y] /. PIDRul e[{x, y}1 /.
DRul e[{X, y}] //. GRule /.
{a_. +b_G[O0, {u_, v_, X}, {y}Yl=»a-b k[{u, v}, -1]1/;, MiltiFreeQ[{b},
{G[__1, Al__1}1}/. {a_. +b_G[0, {u_, v_, p_, X}, {y}]=»
a-bk[{u, v, o}, -11/; MiltiFreeQ[{b}, {G[__1, A[__1}1} /.
{a_. +b_G[1, {pu_, v_, o, 0, X}, {y}Y]l=»a+bk[{y v, p, o}, =21 /;
Mul ti FreeQ[{b}, {G[__1, A[__1}1}) & tenpl]], ExpandAll [
templ //. DPartial Rul e[x] //. DPartial Rule[y] /. PIDRul e[{X, y}] /.
DRule[{x, y}] //. GRule]l; 1,
Switch[pl, 1, Print[" RZGRul e angewandt: ", tinel],
2, Print [" RGRul e angewandt: ", tenmpl, " in ", timel],
3, Returnftenpl]l];
time2 =Timng[tenp2 = ExpandAl | [tenpl //. QdRul e]; 1;
Switch[p2, 1, Print [" &QdRul e angewandt: ", tine2],
2, Print [" @dRul e angewandt: ", tenp2, " in ", tinme2],
3, Return[tenp2]];
time3 =Timng[tenp3 = |f [Head[tenp2] === Pl us,
Col | ect 2[ExpandAl | [Map[ (# /. KazdRul e) & tenp2]], A[__11 /.
Gam[x1_] =» Gam[Expand[x1]],
Col | ect 2[ExpandAl | [temp2 /. KazdRul e], A[__11 /.
Gam[x1_] =» Gam[Expand[x1]]1; 1;
tenp3 = Col | ect 2[ExpandAl | [temp3 /. d»4-€ /. B[_]1->1/.
D[{X}, {y}] » 11 /. Gam>Gamma /. SinpRule //. GRule, A[__11;
Switch[p3, 1, Print ["KazdRul e angewandt: ", tine3],
2, Print ["KazdRul e angewandt: ", tenmp3, " in ", tinme3],
3, Return[tenmp3]];
timed = Ti m ng[tenp4 = ExpandAl | [tenp3 /.
{A[x, y, {indl___ 3}, p_1» (4[X, Yy, {indl}, p] /.
FourierRul e[Length[{i nd1}]])} /. d>4-€/. B[_]1»1/.
D[{X}, {y}] -» 1/. SinpRule];1;
Switch[p4, 1, Print [" FourierRul e angewandt: ", tinme4],
2, Print[" FourierRule angewandt: ", tenp4, " in ", tine4],
3, Return[tenp4]];
Gamma[l +x1]

tenp5 =tenp4 //. GanmaRul e //. Gamma[x1_] = (—1—- /; Head[x1] =!=Plus]| /.
X

nmax

Gamma[l +x1_] = Exp[-EuI er Ganma x1 + ZZet a[s]
s=2

-x1)3
( S) ]/
{vf s1+aale+aa2 e’ vil-1+aale+aa2ée?,
vi2s1+2aale+aal?e?+2aa2e?, vi3s1+3aale+3aal?e?+3aa2e?y;
| f [Head [t enp5] === Pl us, Return[Map|
ExpandAl | [ExpandAl | [Nor nal [Series[#, {e, 0, n}]]1/¢€] /.

z-1
Pol yGammal[i _, z_] - (-1)"*!i 1 [Zeta[i *1-), o3 )] & temps]],
s=1
Return[ExpandAlI [ExpandAII [Nor mal [Series[tenp5, {e, 0, n}]11/€] /.
) z-1 1
Pol yGammal[i _, z_] - (-1)"*Yi 1 [Zeta[i +17 - : ]]]]]
= si +1
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) Gammafcl +n +1]
GammaRul e = {Ganma[c1_. +n_lnteger ?Negative] :»

cl+n
Ganma[cl_. +n_l nteger ?Positive] =» Gamma[cl +n -1] (cl+n—1)};

Si npRul e = {Gamma[x_1"- :=» Ganma[ExpandAl | [x11",
Power [x_, y_] = Power [x, ExpandAll [y]1],
d204Pi [x_] =» d204Pi [ExpandAl | [x]]1};

Vor FaktorRul e[x_, y_1 = {
k[{ind___}, O] »D[{ind, x}, {y}1,
k[{ind___}, 11 =-»D[{ind, idl, idl, x}, {y}] /; FreeQ[{ind}, idl],
k[{ind___}, 2]
D[{ind, idl, idl, id2, id2, x}, {y}1/; MultiFreeQ[{ind}, {idl, id2}],
a_oé[u_, v_16[p_, o_]1D[arg__] =»
ExpandAl | [a] 6[u, v] 6[p, o]l D[arg] /; FreeQ[{a}, &6[__11,
a_6[u_, v_1D[arg__] = ExpandAl | [a] 6[u, v] D[arg] /; FreeQ[{a}, &6[__11,
a_DJlarg__] »» ExpandAl |l [a] D[arg] /; FreeQ[{a}, &6[__11};
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