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1 Einleitung

Einfiihrung

In der angewandten Statistik spielt die Modellierung von Zusammenhéngen zwischen Zufalls-

groflen X und Y eine wichtige Rolle. Das Regressionsmodell hat allgemein die Form

(1.1) Y =m(X)+ e,

dabei beschreibt die zufillige Storgrofle ¢ Messfehler oder andere, nicht beriicksichtigte Ein-
flussfaktoren. Meist wird vorausgesetzt, dass € und X unabhéngig sind. Sind Zusatzinformatio-
nen zu der den Zusammenhang zwischen X und Y beschreibenden Funktion m gegeben kann
gef. ein parametrisches Modell { my, ¥ € © } angesetzt werden. Ein allgemeiner Zugang ist aber
ein nichtparametrisches Modell, d. h. die den Zusammenhang beschreibende Funktion m werde
mittels eines nichtparametrischen Kurvenschiitzers geschétzt, was in dieser Arbeit Grundlage
sein soll. Ein dafiir in der Praxis héufig genutzter Schétzer ist der Nadaraya-Watson-Schétzer
(vgl. Definition 2.2).

In dieser Arbeit soll aber nicht m, sondern die Verteilung der Fehler ¢ im Mittelpunkt stehen.
Es sei i ein Schétzer fiir m, F' ein Schitzer fiir F.. Die Schitzung der Verteilung F. der Fehler
ist von Interesse, da damit zum Beispiel (im Falle der Unabhéngigkeit von e und X') Vorhersa-

geintervalle fiir Y mit asymptotischem Niveau (1 — a) der Form

[rin(x) = F2 (a/2)00(e) + F2 (1~ a/2)]

angegeben oder auch Tests auf Giiltigkeit von Nebeninformationen konstruiert werden kénnen.
Auch ist F. wegen des engen Zusammenhangs zur Verteilung von Y gegeben X = x von Interesse.
Im Vordergrund dieser Arbeit soll aber der Beweis der schwachen Konvergenz des im Weiteren
vorgestellten, geeignet standardisierten Verteilungsfunktions-Schétzers gegen einen Gauflprozess
sein.

Das Problem der Schitzung der Verteilung der Fehler ist die Unbeobachtbarkeit derselben, so
dass zur Schitzung der Verteilungsfunktion nicht e selbst, sondern nur € :=Y — 1m(X) genutzt
werden kann. Hat man eine Stichprobe (X1,Y1),.., (X,,Y,) unabhingig und identisch verteilt
gegeben, welche dem obigen Modell (1.1) geniigt, so wird die Grundlage der Schétzung der Ver-
teilungsfunktion der Fehler ¢ die daraus (mittels des nichtparametrischen Kurvenschitzers m)

erstellte Stichprobe €1, ..,é, sein. Dies ist aber keine Stichprobe unabhéingiger Zufallsvariablen



mehr, vielmehr hingt jede Beobachtung &; von allen anderen ab, was die Analyse von darauf
basierenden Schétzern deutlich erschwert.

In dem hier betrachteten Modell sei aber noch Zusatzinformation zur Verteilung der Fehler ge-
geben, zum Beispiel bekannter Erwartungswert, bekannte Quantile oder Ahnliches. Ziel ist es
einen Schétzer zu entwickeln, welcher diese Zusatzinformation miteinbezieht und diesen mit ei-
nem herkémmlichen nichtparametrischen Schétzer, speziell einem Kernschétzer theoretisch und

in Simulationen zu vergleichen.

Kiwitt, Nagel und Neumeyer (2009) betrachten einen ebensolchen Schétzer der Verteilungs-
funktion der Fehler auf Basis von £y, .., £, unter Einbezug von Nebeninformationen, setzen aber
voraus, dass im Modell Y = m(X) + ¢ der Fehler ¢ unabhéingig vom Regressor X ist. In die-
ser Arbeit werden wir diese recht strikte Voraussetzung auftheben, denn diese Voraussetzung
ist im allgemeinen nicht gegeben. Betrachtet man zum Beispiel die Wuchshdhe Y einer Pflanze
in Abhéingigkeit der Sonneneinstrahlung X o. &., so ist anzunehmen, dass in einer Stichprobe
von Pflanzen mit geringer Sonneneinstrahlung die Variabilitdt in der Grofle kleiner ist als in
einer vergleichbaren Stichprobe mit normaler Sonneneinstrahlung und somit das beschreibende
Modell nicht die Unabhéngigkeit von X und e voraussetzen sollte.

Diese Arbeit verallgemeinert das Modell in dieser Hinsicht, stellt einen nichtparametrischen
Schétzer fiir die bedingte Verteilungsfunktion der Fehler gegeben X, d.h. F, x, auf Basis von
€1, ..,€n unter Einbezug von Nebeninformationen vor und vergleicht diesen mit einem die Ne-
beninformation nicht nutzenden Kernschéitzer. Das Hauptziel dieser Arbeit ist der Beweis der
schwachen Konvergenz der beiden im weiteren vorgestellten Schétzer. Zum Beispiel kénnen die

oben schon erwéhnten Vorhersageintervalle fiir Y mit asymptotischem Niveau (1 — «)

(@) — Fok(a/2|2),m(z) + BTk (1 - a/2]2)]

mittels dieser Schétzer auch fiir dieses deutlich allgemeinere Modell angegeben und ggf. verbes-

sert werden, vgl. fiir einen Ausblick Kapitel 9, S. 171.

Die Grundlage des Schétzers FE| x, welcher Nebeninformationen einbezieht ist dabei die im Wei-
teren vorgestellte Empirical-Likelihood-Methode. Fiir die beiden in dieser Arbeit betrachteten
Schiitzer wird (geeignet standardisiert) im Verlauf der Arbeit jeweils die schwache Konvergenz
gegen einen Gaufiprozess bewiesen, was das Hauptresultat dieser Arbeit darstellt. Die Schwierig-
keiten resultieren dabei hauptséchlich aus den Abhéngigkeiten in der zugrundeliegenden Stich-

probe.



Die Voraussetzungen, welche im Weiteren an das Modell gestellt werden (siehe Kapitel 3), sind,
bedingt durch den nichtparametrischen Ansatz, hauptsidchlich Glattheitsannahmen. Der Nut-
zen ist meist nicht direkt ersichtlich; hiufig dienen diese Annahmen nur der Abschéitzung von

Resttermen in verschiedensten Teilen der Entwicklung des Schétzers.

Aufbau der Arbeit

Im folgenden Kapitel wird neben stochastischen Grundlagen und spezielleren Beweistechni-
ken zur schwachen Konvergenz der im Weiteren genutzte nichtparametrische Kurvenschétzer
m im Modell Y = m(X) + ¢ eingefiihrt, niitzliche Eigenschaften zusammengestellt und auf das
Problem der Bandbreitenwahl eingegangen. Darauf wird die Empirical-Likelhood-Methode in
Grundziigen vorgestellt, so dass in folgenden Kapiteln neben einem Kernschétzer fiir Fx der in
dieser Arbeit im Vordergrund stehende Empirical-Likelihood-Schétzer fiir F| x motiviert werden
kann.

Das Kapitel wird abgeschlossen durch eine kurze Einordnung im Hinblick auf verwandte Arbei-
ten.

Das dritte Kapitel stellt das Modell und seine Annahmen vor. Die Schitzer der bedingten Ver-
teilungsfunktion der Fehler gegeben den Regressor X, F, x, speziell der Empirical-Likelihood-
Schétzer (ELE) und ein Kernschétzer (KE) werden im darauf folgenden Kapitel eingefiihrt. Es
werden Entwicklungen fiir Bauteile des ELE hergeleitet bevor dann im fiinften Kapitel damit
begonnen werden kann den Schétzer selbst so zu entwickeln, dass er als Summe unabhéngiger
Zufallsvariablen zuziiglich eines Resttermes von hinreichend schneller Rate darstellbar ist. Es
wird eine Entwicklung angegeben, welche beide Schitzer in Verbindung bringt.

Mit diesen recht ldnglichen Vorarbeiten kann im sechsten Kapitel der Erwartungswert der
Schétzer berechnet und kénnen (geeignet standardisiert) Aussagen zur schwachen Konvergenz
des Prozesses t — FE| x (t] x) getroffen werden. Die asymptotische Kovarianzstruktur wird ange-
geben.

Beispiele im Hinblick auf die Giiltigkeit der Voraussetzungen und die Berechnung der asympto-
tischen Varianz und des Bias liefert das siebte Kapitel.

Das achte Kapitel beinhaltet hauptséchlich die Simulationsergebnisse des Vergleichs des Empirical-
Likelihood-Schiitzers (ELE) und des Kernschétzers (KE) der Verteilungsfunktion F x, insbe-
sondere fiir die in Kapitel sieben betrachteten Beispiele. Approximiert werden der erwartete
quadratische Fehler, MSE(y,z) = E[(FE|X(y\ x) — E[F€|X(y\ z)])?], und der erwartete inte-
grierte quadratische Fehler, MISE(z) = E[f(FE|X(y\ x) — E[F€|X(y|x)])2 dy]. Es zeigt sich
auch hier, ebenso wie in den theoretischen Berechnungen keine gleichméfiige Verbesserung des

MSE, fiir bestimmte Bereiche kann aber eine Verbesserung ausgemacht werden. Ebenso zeigt



der approximierte M ISFE Verbesserungen auf. Im neunten Kapitel wird ein kurzer Einblick in
Konfidenzintervalle fiir m und Tests auf die Giiltigkeit der Nebeninformation auf Basis der zu-
vor betrachteten Schétzer fiir F|x gegeben, dabei wird die Theorie nicht genauer ausgefiihrt.
Abschlieflend fasst das zehnte Kapitel die Ergebnisse iibersichtlich zusammen und gibt einen

Ausblick.



2 Grundlegendes

2.1 Allgemeines

Im Weiteren sei X eine Zufallsvariable auf einem abstrakten Wahrscheinlichkeitsraum (2, .4, IP)
nach (€', A’, P), dabei bezeichnet P das Bildma8, d.h. P = IPX = IP o X~ !. Meist ist in
dieser Arbeit X reellwertige Zufallsvariable mit Dichte f, so dass (', A") = (IR, B) und P(A) =
J4dP = [, f(z)dx fiir alle A aus B, der Borel-o-Algebra.

Landau-Symbole

Es seien a,, b, Zahlenfolgen. Schreibe a,, = o(by,), falls ‘Z—: — 0 und a,, = O(by,) falls ‘g—: eine
beschriankte Folge ist. Auf eine stochastische Folge (X, ),cn libertragen definieren wir:

Xy = op(ay) falls lim P(‘% > ¢) =0 fiir alle e > 0 und X,, = Op(ay,) falls fiir alle € > 0 ein
n—o0 n

M := M(e) >0 und ein N := N(g) € IN existiert mit P(‘f—; > M) < ¢ fur alle n > N.

Konvergenz

Betrachtet man eine Folge (X,)nen von Zufallsvariablen, so kénnen verschiedene Arten von

s x (X, konvergiert fast si-

Konvergenz definiert und betrachtet werden. Wir schreiben X,
cher gegen X), falls P( lim X,, = X )=1und X, BXx (X, konvergiert stochastisch gegen X),
n— o0

falls li_>m P(|X,—X|>¢)=0firallee > 0.

Sei (€2, d) ein metrischer Raum. Als dritte Konvergenz-Art definiere X, B x , X, konvergiert

in Verteilung gegen X falls die dazugehorigen Bildmafle P, schwach gegen das zu X gehorige

Bildmafl P konvergieren. Man sagt die Mafle P, konvergieren schwach gegen das Mafl P, falls

fiir alle beschrénkten und beziiglich der Metrik d stetigen Funktionen h : Q@ — IR gilt, dass
: _ X

nlglgof hdP, = [ hdP*.

Schwache Konvergenz (fiir Folgen stochastischer Prozesse) wird im folgenden noch definiert wer-

den, diese ist die in dieser Arbeit mafigeblich genutzte Art der Konvergenz.

Stochastische Prozesse und schwache Konvergenz stochastischer Prozesse

Die im Weiteren in diesem Abschnitt auftretenden Zufallsvariablen Z1, ..., Z,, seien immer un-

abhéngig und identisch verteilt.



Definition 2.1 (stochastischer Prozess) Sei (2, A, IP) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (£, A")
ein mit einer g-Algebra versehener Raum und T beliebige Indexmenge. Ein stochastischer Pro-
zess X ist dann eine Familie von Zufallsvariablen X (t) := X (-,t) : Q@ = Q',t € T, so dass X (-, t)
fir alle t € T AJA'-messbar ist. Fiir jedes w € Q heifit die Abbildung X (w,-), t — X(w,t)
Pfad. Die Menge aller Pfade nennt man Pfadraum. Gilt E[ X (t)] = 0 fir alle t € T, so heifit

der Prozess zentriert.

Bemerkung 2.2 Die obige Definition hdlt T' allgemein, so betrachtet man zum Beispiel hdufig
T = [0,1]. Es sind aber noch viel abstraktere Indexmengen mdglich, zum Beispiel Funktionen-
klassen. Diese werden uns im Weiteren noch interessieren, denn auf der Basis von mit Funktio-
nenklassen indizierten stochastischen Prozessen gibt es einige in dieser Arbeit genutzte Resultate

zur oben schon erwdhnten, aber noch nicht definierten schwachen Konvergenz.

Bemerkung 2.3 Meist fordert man in der Stochastik von Zufallsvariablen (X, )nemw die Borel-
messbarkeit fiir jedes n, d.h. die Messbarkeit beziiglich der durch die offenen Mengen erzeugten
o-Algebra. Stochastische Prozesse erfiillen diese Forderung mitunter nicht, ein Beispiel findet
sich in Billingsley (1968, Seite 152). Die Messbarkeit ist aber nitig, wollen wir Erwartungswer-
te etc. von Prozessen bestimmen. Es gibt zwei grundsdtzliche Methoden dieses Problem anzuge-
hen, einmal die Definition der dufleren Erwartung und den der Beschrinkung auf eine kleinere
o-Algebra und passende Norm, in diesem Fall die o-Algebra erzeugt durch die offenen Bille
anstelle derjenigen erzeugt durch die offenen Mengen versehen mit der Supremumsnorm. Beide
Vorgehensweisen sind kompatibel, vergleiche dazu van der Vaart und Wellner (2000), S. 34 und
82 und Bemerkung 2.12.

Definition 2.4 Ein stochastischer Prozess (X (t))ier heifst Gaufiprozess, falls fiir jede Teilmen-
ge {t1,....,tx} von T, k € IN beliebig, der Vektor (X (t1), ..., X (tx))" k-dimensional normalverteilt
ist, wobei Erwartungswert und Varianz von ti,...,tx abhdngen konnen. Gilt fiir einen solchen

Gaufiprozess Cou(X(s), X(t)) = min(s,t) — s -t, so nennt man den Prozess eine Brownsche
Briicke.

Definition 2.5 Sei a,b € R mit a < b und f : [a,b] — IR eine Abbildung fiir die in jedem

Punkt die links und rechtsseitigen Grenzwerte existieren und f(x) = li{‘l f(xyn) gilt, dann heifit
Tn \(T

[ Cadlag-Funktion. Der Raum aller Cadlag-Funktionen auf [a,b] wird mit D([a,b]), bezeichnet
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und Skorokhod-Raum genannt. Mit C([0,1]) bezeichne im Weiteren den Raum der auf [0, 1] ste-
tigen Funktionen, C([0,1]) C D(]0,1]).

Definition 2.6 FEs seien X, .., X, reellwertige Zufallsvariablen, t € (—oo,00). Dann heifit

Fo(t) = ;Zn: X, <t}

i=1

empirische Verteilungsfunktion (EDF) von Xy, .., X,,.

Die empirische Verteilungsfunktion erfiillt einige wiinschenswerte Eigenschaften, so ist sie zum
Beispiel erwartungstreu. Als Schitzer fiir die Verteilungsfunktion von X;, falls Xy, ..., X, un-

abhingig und identisch verteilt sind und es gilt das Glivenko-Cantelli Theorem:

Proposition 2.7 (Glivenko-Cantelli) Seien X1, ..., X, unabhingig und identisch verteilt mit
Verteilungsfunktion F. Dann gilt:

P( lim sup | F,(t) — F(t)|=0)=1

n—oo tclR

Zum Beweis siehe zum Beispiel Rohatgi und Saleh (2001).

Wir nutzen im Verlauf der Arbeit héufiger eine dem Glivenko-Cantelli Theorem #hnliche Aus-

sage fiir allgemeinere stochastische Prozesse, vgl. Theorem 2.39.

Bemerkung 2.8 Als Beispiel eines speziellen stochastischen Prozesses mit T = [0,1] nutzen
wir die empirische Verteilungsfunktion. Betrachte auf [0, 1] unabhingig gleichverteilte Zufallsva-
riablen X1, .., Xpn. Dann hat der Prozess (Gn(t))icjo,1) := (vV/n(Fn(t) —t))teo) Pfade in D(]0, 1])
und ist zentriert. Fir auf ebensolche Weise aus X1, ..., X, mit stetiger Verteilungsfunktion F
konstruierte Prozesse, welche Pfade in D(|—o00,0]) besitzen, kann wieder ein Prozess mit Pfa-

den in D([0,1]) erzeugt werden (vgl. z.B. Billingsley 1968), da F(X;) gleichverteilt auf [0, 1] ist.

11



Definition 2.9 Eine Folge von stochastischen Prozessen (Xp(-))new m Raum D([0,1]) kon-

vergiert schwach gegen einen stochastischen Prozess X (-) in D([0,1]) falls

lim E[H(X,)] = E[H(X)]

n—o0

fir alle beschrinkten Funktionale H : D([0,1]) — IR gilt, welche beziglich der Supremumsnorm
stetig sind, und falls X messbar beziiglich der durch die offenen Bdlle in D([0,1]) erzeugten
o-Algebra ist.

Der Satz von Donsker besagt nun, dass G,,(t) aus Bemerkung 2.8 schwach gegen einen Gauflpro-
zess BO(t), mit Cov(B(s), B(t)) = min(s,t) — s - t, also eine Brownsche Briicke, konvergiert.
Fiir beliebige Zufallsvariablen X7, .., X,, unabhéngig mit stetiger Verteilungsfunktion F' kann
man zeigen, dass G (t) := (v/n(F,(t) — F(t)))ter schwach gegen B o F := BY(F(t))1e[—c0,00]
konvergiert (Billingsley 1968, Theorem 16.4), dabei sei F/(—o0) := 0, F'(0c0) := 1 gesetzt und es
wird ausgenutzt, dass F'(X;) gleichverteilt auf [0, 1] ist.

Proposition 2.10 (Continuous Mapping Theorem)

Sei (Zp)new eine Folge stochastischer Prozesse, welche schwach gegen einen stochastischen Pro-
zess Z mit P(Z € C([0,1])) = 1 konvergiert und bezeichne B°(D) die von den offenen Billen
in DI0,1] erzeugte o-Algebra. Die Abbildung v : D([0,1]) — IR sei B°(D)/B(IR) messbar und
stetig in C([0,1]). Dann konvergiert y(Z,) schwach gegen (Z).

zum Beweis siche Pollard (1984), S. 70.

Wir benétigen in einigen Beweisen Aussagen zur schwachen Konvergenz. Im folgenden wird
ein Vorgehen vorgestellt, welches in dieser Arbeit hiufiger angewandt wird. Dabei betrachtet
man stochastische Prozesse nicht mehr als Prozesse mit einem Indexbereich, welcher Teilmenge

der reellen Zahlen ist, sondern betrachte Prozesse mit einer Funktionenklasse F als Indexbereich:
1 n
(2.1) Grie) = V(. Yo e(z) ~ Ele(z)]), v F.
i=1

wobei Z1, ..., Z, x-wertig und unabhéngig und identisch verteilt mit Verteilung P sind. Zu kléren

ist nun fiir welche Funktionenklassen F fiir den Prozess schwache Konvergenz vorliegt. Fiir den

12



Prozess aus Beispiel 2.8

GE(y) = \/ﬁ(% zn:I{Zigt}—P(Zlgt)>, teR

=1

istmit F={p: X > R|z— I[{z<t}, t € R} der Prozess wie in (2.1) darstellbar.

Zu bemerken ist, dass insbesondere fiir diese Arbeit Funktionenklassen von Interesse sind, wel-
che vom Stichprobenumfang n abhéngen, also die Folge der Funktionenklassen mit n variiert;
passende Sitze werden zum Ende des Kapitels noch angegeben.

Im Weiteren werden grundlegenden Definitionen zusammengetragen und Theoreme angeben,
welche es ermdglichen auf schwache Konvergenz (vgl. Definition 2.14) des Prozesses (2.1) zu

schlieflen.

Definition 2.11 (i) Der Raum der gleichmiflig beschrinkten, reellwertigen Funktionen auf

F, dh. {h:F — IR| sup |h(p)| < oo}, versehen mit der Supremumsnorm und der von
pEF

den offenen Billen erzeugten o-Algebra B°(D) bezeichne mit [°°(F).

(ii) Ein Element G aus [*°(F) heifit straff, falls zu jedem € > 0 eine kompakte Menge K
existiert, so dass P(G € K) > 1 —e.

(iii) Mit || - ||, p bezeichne die L,(P)-Norm, d.h. die L.-Norm beziiglich des Wahrscheinlich-
wp = ([ lol"dP)V".

keitsmafies P, ||¢|

(iv) Sei F ={¢: X — IR} Funktionenklasse. Dann heifit & FEinhillende von F, falls fiir jedes
peFundz e X |p(x)| < O(x). ® muss nicht notwendigerweise in F liegen.

Bemerkung 2.12 Betrachtet man den empirischen Prozess G,(t) aus Bemerkung 2.8 als Ab-
bildung von [0, 1]™ nach D|0, 1], so ist der Prozess nicht Borel-messbar, die o-Algebra ist zu grofs
(vgl. Billingsley (1986), S. 150 - 153). Um die Messbarkeit wieder herzustellen beschrinken wir
uns auf eine kleinere o-Algebra, die o-Algebra der offenen Bille.

Ein anderer Weg ist die Definition der dufleren Erwartung, definiert fiir beliebige Funktionen,
wobei man auf die Messbarkeit verzichten kann (vgl. van der Vaart und Wellner (2000), S. 2
und 3), bzw. dies nur noch fir den Grenzprozess gefordert wird.

Die schwache Konvergenz eines Prozesses in I1°°(F) definiert man aber analog zu Definition 2.9,

verzichtet aber auf die Messbarkeitsannahme und nutzt die dufere Erwartung:

13



Definition 2.13 Gegeben (Q, A, P) und Z : Q — IR definiere den duferen Erwartungswert

von Z als
E*[Z]:=if{E[U]: U>Z,U:Q — IR messbar und Ep[U] existent }

Diese Konstruktion nutzen wir in der folgenden allgemeineren Definition der schwachen Kon-
vergenz stochastischer Prozesse, die im weiteren berechneten Erwartungswerte existieren aber

jeweils und lassen sich direkt berechnen.

Definition 2.14 FEine Folge von stochastischen Prozessen (Xp(-))new m Raum I°°(F) konver-

giert schwach gegen einen stochastischen Prozess X (-) in [°°(F) falls

lim E*[H(X,)] = E[H(X)]

n—oo

fiir alle beschrinkten Funktionale H : [°°(F) — IR gilt, welche beziiglich der Supremumsnorm

stetig sind und X messbar beziiglich der Borel-o-Algebra ist.

Definition 2.15 (Glivenko-Cantelliklasse) Es seien Zy,Za, ... unabhdngig, identisch verteilt.
FEine Funktionenklasse F = { ¢ : X — IR } heifit P-Glivenko-Cantelli-Klasse (oder kurz Glivenko-
Cantelli) f.s. (oder in Wahrscheinlichkeit), falls die folgende Konvergenz

1 n
sup |— g o(Z;) — E[p(Z1)]| — 0 fiir n — oo
peF i

f-s. (oder in Wahrscheinlichkeit) gilt.

Definition 2.16 (Donskerklasse) Es seinen Zy,Za, ... unabhdngig, identisch verteilt mit Maf
P. Eine Funktionenklasse F = {¢ : X — IR} heifit P-Donsker-Klasse (oder kurz Donsker),

falls schwache Konvergenz von



gegen ein ein straffes, Borel-messbares Element G aus [°°(F) gilt.

Zum Beispiel ist die oben betrachtete Funktionenklasse F = {¢|¢(z) = I{z <y}, y € R}

Donskerklasse.

Proposition 2.17
Vereinigungen von Donskerklassen und die Summe von Donskerklassen F+ G, definiert als paar-
weise Summe von Elementen zweier Donskerklassen sind wieder Donsker, falls sup | [ @ dP| <

peEFUG
0Q.

Zum Beweis vgl. van der Vaart und Wellner (2000), S. 192.
Im Weiteren werden nun Voraussetzungen angegeben, die die Eigenschaft Donsker bzw. die Ei-

genschaft Glivenko-Cantelli zu sein folgern lassen.

Definition 2.18 Die Uberdeckungszahl N'(e, F,||- ||) bezeichne die minimale Anzahl von Billen

mit Radius € zur Norm || - ||, also Mengen derart {1 € F|||vp — ¢|| < €}, welche nitig sind um
F zu dberdecken. Die Zentren der Bille miissen ||¢|| < oo erfiillen, aber nicht notwendig in F
liegen.

log N (e, F,|| - ||) bezeichnen wir als Entropie ohne Klammerung,

/0 JIog N{e, Z, 11~ T1) de

als Uberdeckungsintegral.

Definition 2.19 Sei || - || eine Norm und | und u zwei reellwertige Funktionen mit endlicher
Norm. Dann bezeichne mit einer Klammer [l,u] die Menge aller Funktionen ¢ mit l < ¢ < u.
Fine e-Klammer sei eine Klammer [l,u] mit ||l — u|| < e.

Mit der Klammerungszahl Njj(e, F, || - ||) bezeichne dann die minimale Anzahl von e-Klammern,
welche notig sind um F zu dberdecken. | und uw miissen dabei nicht notwendig in F liegen.

log N (e, F, || - ||) bezeichnen wir als Entropie mit Klammerung,

| Vlorate A I
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als Klammerungsintegral.

Proposition 2.20 Es seien F und G Funktionenklassen. Dann gilt fir jedes Wahrscheinlich-
keitsmafs Q und jedes 1 < p < oo

(1) Mj(2e, F+ G, Lp(Q)) < Njj(e, F, Lp(Q)) - Nj(€, G, Lp(Q))

(ii) Vorausgesetzt, dass die Klassen F und G eine Einhiillende ® < 1 besitzen gilt:
Ny(2e, F - G, Lp(Q)) < Njj(e, F, Lp(Q)) - N[y(€,G, Ly(Q))

vgl. Kosorok (2008), S. 169, Lemma 9.25.

Definition 2.21 Fine Klasse von Funktionen F heifst euklidisch zur Einhillenden @, falls Kon-
stanten A und V existieren, so dass N'(e, F,L1(Q)) < A-e V([ ®dQ)V fiir alle € > 0 und alle
Wahrscheinlichkeitsmafie Q mit [ ® dQ < .

Wir bezeichnen eine Folge F,, von Funktionenklassen als euklidisch zur Einhillenden ®,,, falls
von n unabhingige Konstanten A und V' exzistieren, so dass N'(e, Fn, L1(Q)) < A-e V([ ®,dQ)"
fiir alle € > 0 und alle Wahrscheinlichkeitsmafie Q mit [ @, dQ < .

Proposition 2.22 Sei F euklidisch zur Finhiillenden ® und p > 1. Dann existieren Konstanten
B und W, so dass N'(e, F, Ly(Q)) < A-e W ([P dQ)V/P fiir alle € > 0 und alle Wahrschein-
lichkeitsmafle Q mit [ ®P dQ < oco.

vgl. Neumeyer (2006) S. 150, Lemma A.10.

Im Verlauf dieser Arbeit ist es hdufiger nétig zu zeigen, dass eine auftretende Funktionenklasse
euklidisch ist. Die Beweise dazu sind in Kapitel 6, Lemma 6.6 ausgelagert.
Nun kann mittels obiger Konstruktionen Riickschluss auf die Donsker-Eigenschaft einer Funk-

tionenklasse F gezogen werden:

Proposition 2.23 FEine Funktionenklasse F von messbaren Funktionen ist P-Donsker, falls das

dazugehorige Klammerungsintegral, versehen mit der La(P)-Norm,

/OOO VI N[ (€, F, Ly(P)) de
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endlich ist.

zum Beweis siehe van der Vaart und Wellner (2000) S. 85.

Diese Forderung der Endlichkeit des Integrales ist sehr stark und das Theorem héaufig nicht an-
wendbar, da es in vielen interessanten Fiéllen schwer zu zeigen ist, dass das Integral endlich ist.
Diese Forderung ist noch abschwéchbar. Im folgenden werden weitere Moglichkeiten aufgezeigt

die Donsker-Eigenschaft zu beweisen:

Definition 2.24 (VC-Index und VC-Klasse)

Sei M eine Menge und My Teilmenge von M bestehend aus n Elementen. C sei eine Menge
von Teilmengen von M. C heifit My -zerschlagend, falls durch Schneiden von M1 mit Elementen
C € C alle méglichen 2™ Teilmengen von My erzeugbar sind.

Der VC-Index V(C) einer Menge C von Teilmengen von M ist nun definiert als das kleinste n,
fiir das keine aus n Elementen bestehende Teilmenge M1 von M durch C zerschlagen wird.
Eine Menge C heifst VC-Klasse von Mengen, falls der dazugehiorige VC-Index V(C) endlich ist.

Siehe zu dieser Konstruktion auch Vapnik und Cervonenkis (1971).

Uber die folgende Definition schlagen wir eine Verbindung zu Funktionenklassen:

Definition 2.25 (Subgraph)
Mit dem Subgraphen einer Funktion ¢ : X — IR bezeichne im Weiteren die Menge { (x,t) |t <
o(x) }, welche Teilmenge von X x IR ist.

Definition 2.26 Fine Klasse von reellwertigen Funktionen F auf einem Messraum X heifst
VC-Klasse, falls die Menge aller Subgraphen eine VC-Klasse von Mengen in X x IR bildet, eben-

so wird der VC-Index einer Klasse von Mengen auf Funktionenklassen tibertragen.

Beispiel 2.27 Jeder endlichdimensionale Vektorraum F aus messbaren Funktionen ¢ : X — IR
ist VC-Klasse mit VC-Index < dim(F )+2.
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vgl. van der Vaart und Wellner (2000), Lemma 2.6.15 und die Verwendung im Beweis des Satzes
3.12.

Beispiel 2.28 Die Funktionenklasse F = {¢y, : R — R|py(x) = I{xz < y},y € R} ist
VC-Klasse, denn jede Menge der Form M = {(a,c1), (b,c2) } mit a < b, c1, ca beliebig wird
von den Subgraphen C := { ((—oo,y] x IRSY) U (IR x IR=Y), y € IR} nicht zerschlagen, denn, falls
man (a,c1) darstellen kann, so kann man den Punkt (b,ca) nicht durch Schnitte von M; mit

Elementen aus C darstellen ohne den Punkt (a,c1) auch zu erhalten. Damit ist F VC-Klasse
mit VC-Index 2.

Die beiden folgenden Propositionen aus Kosorok (2008), S. 161, Lemma 9.9 werden in spéteren

Kapitel héaufiger angewendet:

Proposition 2.29 Sei F VC-Klasse von reellwertigen Funktionen auf einem Messraum X und
sei g : X — IR eine feste messbare Funktion, dann ist F - g:={f-g|f € F} VC-Klasse mit
VC-Index < 2V(F) — 1.

Proposition 2.30 Sei F VC-Klasse von reellwertigen Funktionen auf einem Messraum X und
sei ¢ : IR — IR eine feste monotone Funktion, dann ist po F :={ o f|f € F} VC-Klasse mit
VC-Index < V(F).

Proposition 2.31 Sei F euklidische Klasse von reellwertigen Funktionen auf einem Messraum

X und sei g : X — IR eine feste messbare Funktion, dann ist F -g:={f-g|f € F} euklidisch.

vgl. Kosorok (2008), Lemma 9.9 (vi).

Proposition 2.32 Sei F Klasse von reellwertigen monotonen Funktionen f : IR — [—1,1],
dann ist F euklidisch.

vgl. Kosorok (2008), Lemma 9.11.
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Proposition 2.33 Jede VC-Klasse F von Funktionen mit VC-Index V (F) und Finhillender

O, r > 1 ist euklidisch und es existiert eine Konstante A und € € (0,1), so dass gilt:

sup N (e||Fllr,p, F, Lo(P)) < A-V(F)(16e)V P (VIHI=D
P: |||, p>0

vgl. van der Vaart und Wellner (2000), S. 141, Theorem 2.6.7.

Im Weiteren begegnet uns haufiger die folgende Funktionenklasse, fiir welche es Abschitzungen
der Entropie mit und ohne Klammerung gibt (vgl. dazu auch van der Vaart und Wellner (2000),
S. 154):

Definition 2.34 (C;7*[0,1])
Die Menge der differenzierbaren Funktionen h : [0,1] — IR mit

W) - Bly) _

max( sup [h(z)|, sup [K(z)])+ sup .
z€[0,1] z€[0,1] z,y€[0,1] |z — vy

fiir ein a € (0,1] bezeichne im Weiteren mit C5*[0,1].

Proposition 2.35 Betrachte die Funktionenklasse C3t*[0,1] mit 6 = 1. Dann eistiert ein

K, = Ki(«) , so dass fiir jedes € > 0 gilt:

1\ 1/(+a)
log A'(e, CAT10,1], |1 lloo) < K () T

€

Es existiert ebenso ein Ky = Ky(a), so dass fir jedes € > 0, r > 1 und Wahrscheinlichkeitsmaf
Q auf [0,1] gilt:

1\ 1/(14+c)
log Ay (e, 5[0, 1], (@) < Ks )

- €
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vgl. van der Vaart und Wellner (2000), S. 154 und Nagel (2006), S. 13.

Hat man fiir eine Klasse von Funktionen F die Donskereigenschaft nachgewiesen so kann die

folgende Proposition niitzlich sein:

Proposition 2.36 Seien Z1,Zo, ... iid ~ P und sei F eine P-Donsker-Klasse von messbaren
Funktionen, und bezeichnet (¢n)nemw eine Folge zufilliger Funktionen, die ihre Werte in F
annehmen, so dass [ (pn — ©0)*dP fir ein po € Lo(P) in Wahrscheinlichkeit gegen Null kon-

vergiert. Dann konvergiert
ﬁ(; > (n(Zi) — po(Z)) - / (én — o) dP)
i=1

i Wahrscheinlichkeit gegen Null, und damit gilt insbesondere auch Verteilungskonvergenz gegen
Null.

vgl. dazu van der Vaart (1998), S. 280, Lemma 19.24.

Prozesse auf Basis von von n abhingenden Funktionenklassen

In dieser Arbeit sind insbesondere Funktionenklassen von Interesse, welche von n abhidngen. Fiir
diese gibt es auch Resultate zur schwachen Konvergenz etc. Zuerst ist zu klédren, was es fiir von

n abhingende Funktionenklassen bedeutet Donsker zu sein, die Definition 2.16 greift hier nicht:

Definition 2.37 Seien Z1, Zs,... itd ~ P. Um die Formulierungen beizubehalten bezeichne im
Weiteren eine Folge von von n abhdngenden Funktionenklassen (Fp)nen := ({ ontlt € T }nen

als P-Donsker, falls der dazugehdrige Prozess

(2.2) (Gt [teT) :={

\fg Ont(Zi) = Elpni(Z1)]), t€T }

schwach gegen einen Gaufiprozess G aus [*°(T') konvergiert.
Analog iibertrage auch die Definition der Glivenko-Cantelli Eigenschaft:
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Definition 2.38 Seien Z1,Zs, ... itd ~ P. FEine Folge von von n abhdngenden Funktionenklas-
sen (Fp)nen = ({ pnt |t € T }nen heifst P-Glivenko-Cantelli f.s. (oder in Wahrscheinlichkeit),
falls die folgende Konvergenz

1 n
sup ’* Z@n,t(Zz‘) — Eloni(Z1)]| = 0 fiir n — oo
Son,tefn n i=1

f-s (oder in Wahrscheinlichkeit) gilt.

Wir beginnen nach den Definitionen mit einem Glivenko-Cantelli-Theorem:

Proposition 2.39 FEs seien Z1, Zs, ... unabhdingig identisch verteilte X -wertige Zufallsvariablen.
Mit Q bezeichne die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafe auf X. Fir jedes n sei F,, Funktio-

nenklasse X -wertiger Funktionen deren Uberdeckungszahl

(2.3) sup N'(e, F, L1(Q)) < Ae™™  mit e € (0,1)
QeQ

erfillt, wobei A, W reellwertige Konstanten, unabhingig von n. Es existiere ein ¢ < 00, $o dass

l| < ¢ fiir alle ¢ € Fn und E[p?(Z1)] < 62 fiir alle ¢ € Fy,. o sei eine monoton fallende

log(n)

reellwertige Folge, so dass —<5-4

— 0, dann gilt:

n

su l i) — =0 20& S
s | 2 pl%) = BleZ)]| = odnon) S

Zum Beweis siehe Pollard (1984) Seite 34, Theorem 37.

Bemerkung 2.40 Die geforderte Eigenschaft, dass |p| < ¢ kann noch abgeschwicht werden.
Liegt nicht wie im obigen Satz gefordert || < ¢, also keine konstante Einhiillende ® vor, so ist

der Satz allgemeiner giiltig, es muss dann aber gelten:
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(i) Es existiere ein p > 1, eine Finhillende ® fir F, fir allen € IN und A, W wie in Pro-
position 2.39, so dass fir jedes Wahrscheinlichkeitsmafs Q mit [ P dQ < oo gilt, dass

N(e, Fn, 11(Q)) < Ae‘W(/ o dQ)W/r

(ii) P(sup 13 @2(Z) > 62 ) =o(1)
peFn, 1=1

n
(iii) Es eistiere eine Konstante ¢, so dass sup > ®P(Z;) < ¢ f.s.
nelN =1

vgl. dazu Neumeyer (2006) S. 151, remark A.12.

Fiir den Nachweis der Donsker-Klassen-Eigenschaft nutzen wir die folgenden Theoreme fiir von

n abhéngige Funktionenklassen:

Proposition 2.41 Sei Z X-wertige Zufallsvariable und P das dazugehdrige Wahrscheinlich-
keitsmaf. Zusditzlich seien Zy, Zs, ... iid. ~ P. Fir jedes n sei Fp, = { ¢n|t € T'} Funktionen-
klasse X -wertiger Funktionen mit konstanter FEinhiillender ® = 1 und (T, p) totalbeschrinkter

semimetrischer Raum, so dass fiir jede reelle Folge 6, — 0 gilt:

on
(2.4) /0 \/1og/\/[](e,fn,L2(P)) de — 0
(2.5) sup  E[(ont(Z) — vns(2))*] — 0.
p(8,t)<0n

Zusdtzlich konvergiere E|ont(Z) - ons(Z)] — Elont(Z)] - Elpns(Z)] punktweise in T x T.
Dann konvergiert der Prozess {Gyn(t) [t € T} = {/n(: 3 vni(Zi) — Elens(Z1)]) |t € T}
i=1

gegen einen straffen Gauflprozess G.

siche dazu Neumeyer (2006), S. 150 bzw. eine allgemeinere Aussage in van der Vaart und Wellner
(2000), S. 221, Theorem 2.11.23.

In den meisten Féllen dieser Arbeit liegt keine beschriinkte Einhiillende ® vor. Wende in diesen

Fillen die folgende Verallgemeinerung von Proposition 2.41 an:

22



Bemerkung 2.42 Seien Z, 21, Zs, ... X-wertige Zufallsvariablen, iid. ~ P. Mit Q bezeichne die
Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafe auf X. und es gelten die Voraussetzungen von Propositi-
on 2.41, nur existiere fiir die Funktionenklassen JF, und deren jeweilige Einhiillende ®,, keine
gleichmafsig beschrinkte Einhiillende ® mit ®,, < ® = 1. Dann sind die Bedingungen (2.4) und
|®,,| < 1 durch die folgenden drei Bedingungen zu ersetzen und die Giiltigkeit des Satzes 2.41
bleibt erhalten:

(2.6) E[®}(2)] = 0(1)
(2.7) E[®2(2)I{®,(Z) > Bv/n}] — 0 fiir jedes 3 >0
on
(2.8) sup / \/IOgN’(GHQnHZQ,J—"n,LQ(Q)) de — 0 fiir jedes 6, — 0
QEQJ0

Die Bedingung (2.8) kann auch ersetzt werden durch

On
(2.9) / JOE N (€l| @l Fos La(P)) de — 0 fir jedes 5, — 0
0

Siehe zu dieser Verallgemeinerung van der Vaart und Wellner (2000), S. 220, Theorem 2.11.22
und 2.11.23. Einige Beispiele fiir in dieser Arbeit bendtigte Donskerklassen folgen in Lemma 6.7.

Proposition 2.43 Ist F,, VC-Klasse mit Finhiillender ®, und VC-Indexr unabhdngig von n
oder euklidisch mit Konstanten unabhingig von n, so ist die Bedingung (2.8) aus 2.42 erfillt.

Siehe dazu van der Vaart und Wellner (2000), S. 221, Beispiel 2.11.24.

Definition 2.44 Sei (X, )nenw Folge stochastischer Prozesse in I°°(T) und (T, p) sei totalbe-
schrinkter metrischer Raum. Bezeichne (X, )new als asymptotisch stochastisch gleich-stetig

(asympt. stoch. equicontiuos) beziiglich p, falls

lim limsup P( sup |X,(s) — X,(t)| >€) =0
6—0 n—oo s,teT:
p(s,t)<o

fiir alle € > 0.
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Die folgende Proposition ist ein Analogon zu Proposition 2.36 im Falle der Vorliegens n abhéngi-
ger Funktionenklassen. Diese Aussage wird an einigen Stellen der Arbeit zum Abschétzen von

Resttermen genutzt.

Proposition 2.45 Sei C =[>°(X), X der Wertebereich von Zy,...,Z,, T = IR x C, O¢ die Null

in C und (Gn(t))ier stochastischer Prozess der Form

{Gn(y,c) ‘ (y,c) € T} = { < Zwmyc i) / Yny,c dP y,c) € T}7

welcher schwach gegen einen Gaufprozess Gp mit Gp(-,0¢c) = 0 konvergiere. Zusdtzlich sei
(T, p) totalbeschrinkter semimetrischer Raum, so dass Gy, asymptotisch stochastisch gleich-stetig
beziiglich p (vgl. Definition 2.44). (¢n)nev sei eine Folge, welche ihre Werte in C annimmt, so
dass ||énl|loc = 0o(1) in Wahrscheinlichkeit. Fir alle Folgen (cn)nemw in C mit ||cplloc — 0, fir
alle 6 > 0 existiere ein ng := ng(d) € IN, so dass gilt p((y,cn), (y,0¢)) < § fir alle n > ng. Dann

konvergiert der Prozess

Gatwin ly € By 2= {VA(L S tnsen(%) — [ Ve aP) v < )
i=1

schwach gegen 0.

Beweis:
Mit Theorem 7.15 aus Kosorok (2008), S. 112 und den Voraussetzungen folgt, dass X,
(Gn(+, ), én) schwach gegen X := (Gp(-,-),0) konvergiert, dabei bezeichnet 0 = O¢ und schwache
Konvergenz von ¢, gegen 0 folgt nach Voraussetzung.
Bezeichne mit UC(T, p) im Weiteren die Teilmenge von [*°(T') der beziiglich p gleichmifig
stetigen Abbildungen, d.h.

lim sup |[f(t1) — f(t2)| =0 fiir alle f € UC(T, p).

020 4 toeT
p(t1,t2)<0

Es gilt nach Voraussetzung, dass X, stochastisch asymptotisch gleichstetig bzgl. p ist. Setze
ID :=1°(T) x C und Dy := UC(T, p) x {0¢ }. Nach Theorem 7.19, S. 114 aus Kosorok (2008)
folgt aus der asymptotischen stoch. gleich-Stetigkeit von X,,, dass P(X € IDy) = 1. Nun mé6chten
wir das Continuous-Mapping-Theorem, Theorem 7.7, S. 109 aus Kosorok (2008) anwenden, dazu
sind die Voraussetzungen zu priifen. Definiere g : ID — [*°(IR) mit g(x(-,-),c) = z(-,¢). Um die
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Aussage des obigen Satzes zu erhalten ist noch zu priifen, ob g stetig in Dy ist, was aber aus
der Konstruktion folgt:
Sei (2 (+, ), cn)new Folge in ID, die (beziiglich ||||co X || ||oo in {%°(T) x C) gegen (z(+,-),0) € DDy

konvergiert, d.h. sup |zn(y,c) —z(y,c)| — 0 und ||cp||oc — 0. Fiir 6 — 0 sei np wie in der
(y,0)€T
Voraussetzung. Dann gilt:

|n (s en) = (- 0)loo

[zn (-, en) — 2(-, )l + sup |2(y, ¢n) — 2(y, 0)]
yelR

g (zn (), en) = g(a(:-), 0)loo

<
)
= o(1) + sup |z(y, cn) — x(y, 0)|
yeR

n>ng
< o)+  sup  |z(y,c) —z(y,0)]

yEIR,ceC:

p((y,0),(y,0)) <

= o),

fir 6 - 0,da X € UC(T, p). (1) nutzt aus, dass =, — x gleichméfig, was aus den Eigenschaften
von [*°(T) folgt.

Mit Theorem 7.7 aus Kosorok (2008), S. 109 folgt dann die schwache Konvergenz von Gy, (-, &,) =
9(Gn(-, ), ¢én) gegen g(Gp(+,-),0c) = Gp(-,0¢) mit Gp(-,0c) = 0 nach Voraussetzung.
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2.2 Kern(dichte-)schitzer

Kern(dichte-)Schitzer sind nichtparametrische Kurvenschétzer. Einen Einblick in nichtparame-
trische Kurvenschétzung findet man in Hérdle (1993), im Bezug auf Dichteschétzung in Silver-
man (1986) und Scott (1992). Frithe wichtige Arbeiten zur Kern(dichte-)schitzung sind zum
Beispiel Rosenblatt (1956), Nadaraya (1964), Watson (1964) und Epanechnikov (1969).

Dieser Abschnitt stellt die in dieser Arbeit benétigten Kern(dichte-)schitzer vor und fasst wich-
tige und h&ufig in dieser Arbeit genutzte Resultate zusammen.

Wir unterscheiden zu Beginn zwei Arten von Kernschétzern, einmal den herkdmmlichen Kern-
dichteschétzer, das ist ein nichtparametrischer Kurvenschitzer der Dichte fx einer Zufallsva-
riablen X auf Basis einer Stichprobe von unabhingig und identisch verteilten Beobachtungen
X1,..., X, der Zufallsvariablen X und den Nadaraya-Watson Schétzer m der Funktion m im
Modell Y = m(X) +«.

Im folgenden werden wir zuerst diese beiden Schétzer definieren und darauf Eigenschaften der

Schiétzer in Propositionen zusammenfassen:

Definition 2.46 K : D C IR — IR heifit (eindimensionale) Kernfunktion (oder Kern) der Ord-
nung 2, falls K die folgenden Figenschaften besitzt:

(i) [p K(u)du=1
(ii) K stetig, symmetrisch und beschrinkt

(iii) pf = [, uK(u)du =0 und p& = [, u? K(u)du # 0

Einige Beispiele fiir (eindimensionale) Kerne sind in der folgenden Tabelle dargestellt, diese Ker-

ne werden wir zum Teil im Weiteren fiir die Simulationen nutzen:

Kern K(u) Ordnung
Epanechnikov | 2(1 — u?) I{|u| < 1} 2
Uniform $I{|ul <1} 2
Quadric 21 =u?)?I{jul <1} 2
Gauss (2%)_% exp(—“;) 2

Tab.1: Kernfunktionen
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Definition 2.47 Sei (by,)nen mit by, > 0 und b, — 0 fiir n — oo eine reellwertige Zahlenfolge.
Dann bezeichnen wir b, im Weiteren als Bandbreite. Der Ubersicht dienend schreibe oft nur b

anstelle von b,.

Definition 2.48 FEs seien X1, .., X, reellwertige Zufallsvariablen und K eine Kernfunktion 2.
Ordnung, b := b, eine Bandbreite. Dann heifst

A I =1 /X;— 1 -1~
Fuo) = L R () = L X o)

Kerndichteschitzer der Dichte fx(x). Hierbei und im folgenden verwenden wir die Notation
Ky() = K(3)-

Hat man eine Stichprobe (X1,Y1), .., (X,,Y,) unabhingig und identisch verteilt mit funktiona-
lem Zusammenhang Y = m(X) + ¢ gegeben und moéchte man die den Zusammenhang beschrei-

bende Funktion m schétzen, so bietet sich folgender nichtparametrischer Ansatz an:

Definition 2.49 Es seien (X1,Y1),.., (Xn,Yys) unabhingig und identisch verteilte IR*-wertige
Zufallsvariablen und K eine Kernfunktion 2. Ordnung, b eine Bandbreite. Dann heifit

A _ln1~ Xi_x ' 1 :ln1~ o ;
m(x)_n;bK< b >Ylfx(x) '”;be(Xl )YZ]EX(@

der Nadaraya-Watson Schitzer [Nadaraya (1964), Watson (1964)] fir die Modellfunktion m.

Bemerkung 2.50 Die obigen Definitionen der Kernschdtzer sind diejenigen fiir eindimensio-
nale Regressoren X1, ..., Xpn. Analog lassen sich auch Kernschitzer mit X1,..., X, € R%, d > 2
definieren, die Bandbreiten sind in diesen Fillen Matrizen. Wir nutzen in dieser Arbeit nur
die Schitzer fir d = 1, die gesamte in dieser Arbeit vorgestellte Theorie wdre aber auch auf

Kernschdtzer héherer Dimension tibertragbar.

Bemerkung 2.51 Die in die Kernschdtzer eingehende Bandbreite b := b,, ist wesentlich fir ihr

Verhalten. Kleine Bandbreiten liefern sehr stark oszillierende Schétzkurven, grofie Bandbreiten
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liefern einen stark geglitteten Schdtzer. Es gibt optimale, von n (dem zugrundeliegenden Stich-
probenumfang) abhingige Raten fiir die Bandbreite b. Diese Bandbreitenraten sind aber abhingig
von der jeweils zugrunde gelegten Definition der Optimalitit. So kann man zum Beispiel eine
exakte optimale, den MISE(fx) := E[[ (fx(z) — E[ fx(z)])? dz] minimierende Rate fiir die
Bandbreite des Kerndichteschdtzers fX(a:) angeben, diese hingt aber noch von der zweiten Ablei-
tung der zu schitzenden Dichte fx ab, was die direkte Nutzung meist unmdoglich macht. Genutzt
werden kann aber die Rate der Bandbreite im Bezug auf den Stichprobenumfang n. Ein Hy-
pothesentest, dessen Statistik auf eben diesem Kerndichteschdtzer aufbaut, wird i.A. aber eine
optimale Bandbreite b von anderer Rate bendtigen. Schon der Schitzer der Verteilungsfunktion
von X, Fx(x), definiert als Integral iiber den Kerndichteschitzer liefert fir die (den MISE

minimierende) Bandbreite b eine andere Rate als es fir fx(x) der Fall ist.

Bemerkung 2.52 Die im folgenden angegebenen Aussagen gelten unter den Annahmen an die
Bandbreite b, die Kernfunktion K, die Modellfunktion m, die Stichprobe und an die Verteilung
von (X,Y) wie sie in dieser Arbeit unter (K), (H1) und (M1) und gegeben sind (vgl. dazu Kapi-
tel 3, Modell und Annahmen), sie sind aber zum Teil auch unter schwicheren Annahmen giiltig.
Zusdtzlich ist zu beachten, dass die in den folgenden beiden Propositionen gegebenen Aussagen
nur fir x € [b,1—b] gelten, um die Aussage auf [0, 1] auszuweiten muss der Schétzer am Rand
modifiziert werden, darauf werden wir aber in den Propositionen micht ndher eingehen, diese

modifizierten Schitzer wiirden die theoretischen Betrachtungen stark verkomplizieren.

Proposition 2.53 Unter den Voraussetzungen (M1), (H1) und (K) gilt:

R log(b~!
sup Jrn(e) — m(x)| = (/U
z€[0,1] "

) f.s.

Zum Beweis siehe AvK (2001) Proposition 3.

Die Schwachstelle der meisten Kernschétzer ist die Schiatzung der Funktionswerte an den Réndern
des Definitionsbereiches der zu schitzenden Funktion, da dort zu wenig Beobachtungen vorliegen.
Eine Verbesserung der Schitzung kann man durch Modifizieren der Schétzer im Randbereich

erzielen, siehe beziiglich verschiedener Ansétze zum Beispiel Karunamuni und Alberts (2005).
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Die folgende Proposition greift schon etwas vor, sie benutzt die im folgenden Kapitel angegebe-
nen und grundlegenden Voraussetzungen, gehort aber inhaltlich in diesen Abschnitt. Es sei dazu
(e, X) ~ F. x, F; x die dazugehorige bedingte Verteilungsfunktion von e gegeben X und fx die

Dichte von X. Zusitzlich sei f x (e, z) := MEB%”C) bzw. f%(x) = o fX( L (e1, X1), ey (Eny Xin)

sei eine iid. Stichprobe von (g, X):

Proposition 2.54 Im Modell (3.1) gilt unter den Voraussetzungen (M1), (M2), den Annahmen
(K) an die Kernfunktion und den Annahmen (H1), (H2) an die Bandbreiten h und b:

(a) Elfx(x)] - fx(x) =% u& - fo(z) + o(b?)

(b) Bl Y0, K(52) (I{e; <y} — Fyx(yla))]
—ﬁrM-mﬂmﬁx@m&—nw@mgwn+Wﬂ

Der Beweis zu (a) folgt direkt und ohne Schwierigkeiten aus der Berechnung des Erwartungswer-

tes des Kerndichteschétzers. Der Beweis zu (b) folgt mittels Transformation, Taylorentwicklung:

) (I{ei <y} — Fx(ylz))]

= //K(u)l{ggy}fE,X(e,x—Fuh)dedu
- [ [ K Fixtola) fxte+ ub) dd
2 .
zhuﬂA fox(e.x)de — Fyx(ylz) fL(x)) +o(h?)

2 700,y]

Die Abschiitzung der Restterme benutzt dabei die in den Voraussetzungen (M1), (M2), (K),
(H1), (H2) genannten Annahmen an die auftretenden Funktionen, insbesondere deren gleichmafi-

ge Beschrianktheit.

Proposition 2.55 Unter den Voraussetzungen (M1), (H1), (K) gilt:

() sup |fx(a) - fx(a)] = O(/ =) fs.

z€[0,1]
(a*) fx(z) — fx(z) = Op(b?)
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(b) 7p oiny K(7%) (Hei <y} — Fax(yl2)) = Op( )

Beweis: (a) siche Neumeyer (2006), Seite 161.
Beweis von (a*) und (b): Man berechne die Varianz, dabei nutzte Substitution und Taylorent-

wicklung; im weiteren Verlauf folgen solche Rechnungen noch hiufig.
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2.3 Empirical Likelihood

Empirical-Likelihood ist die Bezeichnung einer nichtparametrischen statistischen Riickschluss-
methode. Diese Methode wird im Weiteren vorgestellt. Sie benotigt im Gegensatz zu parame-
trischen Likelihood-Verfahren der Stochastik nicht die Annahme einer speziellen der den Daten
zugrundeliegenden Klasse von Wahrscheinlichkeitsmafien { Py |9 € © }. Diese parametrischen
Modelle haben den Nachteil bei Miflspezifikation unbrauchbare Schitzer, Konfidenzintervalle etc.
zu liefern. Die Empirical-Likelihood-Methode hat diesen Nachteil nicht. Es lassen sich mittels die-
ser Methode meist aber nur Schétzer, Konfidenzintervalle etc. mit asymptotischen Eigenschaften
bestimmen, was in parametrischen Modellen zum Teil auch exakt zu festem Stichprobenumfang
n moglich ist. Ebenso liefern die parametrischen Methoden i. A. bei (nahezu) passender Wahl
des Modells { Py |¥ € © } bessere Schétzer.

Im Vergleich zu anderen nichtparametrischen Methoden der Statistik - wie zum Beispiel dem
Bootstrap - kann die Empirical-Likelihood-Methode auch Nebeninformationen, die zur Vertei-
lung der Daten gegeben sind, mit einbeziehen, ein Nachteil kann aber im konkreten Fall die
aufwindige Optimierung der auftretenden Empirical-Likelihood-Funktion sein.

Grundlage der Empirical-Likelihood-Methode ist die empirische Verteilungsfunktion F,,, vgl.
Definition 2.6.

Im parametrischen Modell sei (X7, .., X,,) ein Zufallsvektor mit Dichte hy(z1, ..., z,). Dann de-

finiert

L(Xla 7Xn719) = le,..,Xn,ﬁ(xlv '~7:Un) = hﬁ(xlv "'7xn)7

gesehen als Funktion in 9, die Likelihood-Funktion. Im Falle, dass X7, .., X,, unabhéngig und
identisch verteilt mit Zihl- oder Lebesque-Dichte aus der Klasse { fy |9 € O} sind, hat die
Likelihood-Funktion die Gestalt

L(Xb 7Xn7’19) = le,..,Xn,ﬂ(xlv "awn) = H fﬁ(xz)

Analog definieren wir:

Definition 2.56 FEs seien X1, .., X,, unabhdngig und identisch verteilte Zufallsvariablen mit der-
selben Verteilungsfunktion wie X, X ~ F und es sei F(z—) := P(X < z).
Dann heifit
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(2.10) L(F) = [[(F(x:) = F(z;—))
nichtparametrische Likelihood-Funktion der Verteilungsfunktion F'.

Die Struktur ist nahezu identisch mit der im parametrischen Fall, so ist hier im diskreten Fall
Fy(xi) — Fo(z—) = Py(X = ;) = fo(:).

Ist X ~ F, so ist L(F') die Wahrscheinlichkeit mit unabhéngigen Kopien von X genau z1, ..,z
zu beobachten und L(F) > 0 ist dquivalent zu P(X = x;) # 0 fiir alle i. Mit diesen beiden

Definitionen lésst sich schon eine erste Proposition aufstellen:

Proposition 2.57 Es seien X1, .., X, unabhdingig und identisch verteilte Zufallsvariablen. Dann

ist die empirische Verteilungsfunktion Mazximalstelle von L(F) mazximiert iber alle Verteilungs-

funktionen F, dass heifst die empirische Verteilungsfunktion ist der nichtparametrische Maximum-
Likelihood-Schiétzer (NPMLE) von F.

Zum Beweis siche Owen (2001), S. 8.

Ist ein allgemeiner Parameter ¥ der Verteilung F' der zugrundeliegenden Daten von Interes-
se, welcher auf irgendeine Weise als Funktion der Verteilungsfunktion F' darstellbar ist, also
¥ = T(F'), zum Beispiel der Erwartungswert ¥ = [z dF(z), so ist ¥ := T(F,) der nichtparame-
trische Maximum-Likelihood-Schétzer (NPMLE) von 9, und damit um im Beispiel zu bleiben
fiir den Erwartungswert der NPLME o = [ zdF,(z) = X,.

Ein anderes Gebiet, in dem die Empirical-Likelihood-Methode angewendet werden kann sind
Konfidenzintervalle und Hypothesentests eines Parameters ¥ der den Daten zugrundeliegenden
Verteilung. In der parametrischen Statistik wird dazu zum Beispiel der Likelihood-Quotient ge-
nutzt um (asymptotische) Tests der Form Hy : ¥ = T'(Fy) = Yo, H1 : ¥ # 99 zum Niveau «
herzuleiten. Dieser Quotient wird definiert durch

L(X1,..,Xn, %) L(X1,..,Xn, %)

R = = ~
supye o L(X1, ., Xn,¥)  L(Xy,.., X,,0)
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mit J der MLE fiir 9. Die Heuristik der Testkonstruktion ist die, dass kleine Werte des Quoti-
enten gegen die Nullhypothese sprechen, grofie dafiir. Eine Moglichkeit der Konstruktion eines
asymptotischen Tests liefert das Theorem von Wilk (vgl. z.B. Rohatgi (2001)). Wilks Theorem
besagt, dass unter bestimmten Voraussetzungen —2 log(R) in Verteilung unter Hy gegen eine
Chiquadrat-Verteilung mit Freiheitsgraden gleich der Dimension des Parameterraumes © kon-
vergiert.

Ebenso ldsst sich zum Testproblem Hy : F = Fy, Hy : F # Fy der nichtparametrische
Likelihood-Quotient definieren durch

R(Fp) =

Die Analogie zum parametrischen Likelihood-Quotienten wird leicht deutlich: Ist zum Beispiel
ein Parameter ¢ einer Klasse von Verteilungsfunktionen F von Interesse, welcher sich iiber
die Verteilungsfunktion darstellen ldsst, d.h. ¥ = T(F), so betrachte die Statistik R(¢) :=
sup{R(F)|T(F) =9, F € F }. Definiert man vy := T(Fj) und betrachtet man damit die Hy-
pothese Hy : ¢ = ¥y, so verwerfe man Hy : 9 = ¥y, falls R(¢y) < 7. Es lisst sich in vielen
Fillen ein Analogon zu Wilks Theorem aufstellen, mit dem 7y so zu bestimmen ist, dass sich
ein asymptotisches Niveau von « ergibt. Zum Beispiel im Falle des Erwartungswertes p mit
T(F) = p. Die Statistik R(uo) ist unter H, : pu = po und weiteren Voraussetzungen ebenfalls
asymptotisch Chiquadrat-verteilt mit Freiheitsgraden gleich der Dimension des Parameterrau-
mes O, vgl. Owen Kapitel 11.2.

Es lassen sich auch in beiden Fillen (parametrisch und nichtparametrischer Likelihood-Quotient)
unter geeigneten Voraussetzungen die asymptotischen Verteilungen unter H; berechnen (nicht-
zentrierte Chiquadratverteilungen), was im konkreten Fall zum Vergleich der Power des jeweili-
gen Tests hilfreich ist.

Diese Aussage zur asymptotischen Verteilung des nichtparametrischen Empirical-Likelihood-
Quotienten kann noch erweitert werden auf Empirical Likelihood-Schétzer, welche sich unter

Einbeziehung von Nebenbedingungen ergeben. Dazu wollen wir diese zuerst vorstellen:

Einbeziehen von Zusatzinformationen

Diese Arbeit betrachtet einen Empirical-Likelihood-Schétzer einer Verteilungsfunktion, welcher
Nebeninformationen ausnutzt.

Wir haben im letzten Abschnitt gesehen, dass die empirische Verteilungsfunktion F,, der NPMLE
der Verteilungsfunktion F' im Modell X1, .., X;, unabhéingig und identisch verteilt mit Vertei-
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lungsfunktion F' ist. Dabei lag keine einbezogene Zusatzinformation vor. F,, ist als NPMLE unter
Nebeninformationen i.A. nicht zu erwarten. Allgemein hat der Schétzer der Verteilungsfunktion,

welcher die Likelihoodfunktion (2.10) maximiert, die Form
=> p{X;<x},
i=1

dabei sind die Gewichte notwendigerweise positiv und addieren sich zu 1 um der Definition
der Verteilungsfunktion zu geniigen. Masse auf andere Punkte z als die Beobachteten «1, ..., z,
wiirde den Wert der Likelihood-Funktion verringern.

Es sei eine Nebeninformation in Form einer Funktion g der Zufallsvariablen X von der Art
Elg(X)) = [ gla) dF(x) =0

gegeben. Das kann zum Beispiel bekanntes zweites Moment sein, d.h. g(X) = X? — 72, weitere
Beispiele folgen spéter.

Sei nun Fj(z) = >0, pf I{ X; < x} der Empirical-Likelihood-Schitzer in diesem Modell mit
Nebeninformationen. Der Empirical-Likelihood-Schétzer fiir E[g(X)] ist dann

/ x) dE;( Z P g
und somit erhilt man wegen E[g(X)] = 0 als zu erfiillende Nebenbedingung, dass
0=> pjg(X
i=1

gelten muss. Jetzt ist also zur Bestimmung des Empirical-Likelihood-Schétzers die Funktion

n

L(F,) = L((p1, -, Pn)) = H i

unter den Nebenbedingungen

iiber die Menge p = (p1,..,pn) € [0,1]" zu maximieren, was je nach der Gestalt von g recht
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aufwindig sein kann, da zuvor auch noch gekldrt werden muss, ob iiberhaupt ein eindeutiges
Maximum existiert.

Fiir den nichtparametrischen Likelihood-Quotienten unter Einbezug von Nebeninformationen
R(W) = sup{R(F)|T(F) = 9, Ep[g(X)] = 0, F € F} kann ebenfalls eine asymptotische
Chiquadrat-Verteilung bewiesen werden, vgl. Owen (2001), Theorem 3.6. Dieses Theorem stellt
eine grofle Anzahl von Voraussetzungen an die die Nebeninformation beschreibende Funktion g,
speziell Stetigkeits- und Differenzierbarkeitsannahmen, so dass so wichtige Nebeninformationen
wie g(X) = I{ X <1} — ¥9, d.h. Informationen iiber Quantile etc. nicht von diesem Theorem
abgedeckt werden. Fiir asymptotische Theorie des Likelihood-Quotienten unter Nebenbedingun-
gen dieser Art sieche Molanez-Lopez, van Keilegom und Veraverbeke (2009).
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2.4 Bezug zu anderen Arbeiten

Die Fehlerverteilung der Fehler im Regressionsmodell y = m(X) + ¢ ist in der nichtparametri-
schen Statistik schon seit lingerem von Interesse, speziell das homoskedastische Modell, so zum
Beispiel in den Arbeiten von Loynes (1980), Buckley, Eagleson & Silverman (1988) und Seifert,
Gasser & Wolf (1993). Auf einige Arbeiten wollen wir noch genauer eingehen:

Stute (1986)

In dieser Arbeit wird unter anderem die schwache Konvergenz des (geeignet standardisierten)
Nadaraya-Watson-Schétzers der bedingten Verteilungsfunktion Fy‘ x(t| x) gegeben (X1,Y7), ..., (Xp, Yy)

als Prozess in ¢ und x fest bewiesen.

Hall, Wolff & Yao (1999)

Diese Arbeit betrachtet verschiedene Schétzer fiir die bedingte Verteilungsfunktion Fy x auf
Basis einer unabhéingig und identisch verteilten Stichprobe (Y7, X1), ..., (Y, X;). Im Vergleich
zur vorliegenden Arbeit ist die erste Variable beobachtbar, was der Fehler ¢ in unserem Modell
nicht ist, er wird geschétzt, so dass also eine Stichprobe der Art (&1, X1), ..., (é,, X)) vorliegt,

welche nicht mehr aus unabhéngigen Beobachtungen besteht.

Speziell die Struktur des genutzten (modifizierten) Nadaraya-Watson-Schitzers iibertragen wir
auf die Schitzer der vorliegenden Arbeit (vgl. Definition 4.1). Auch stellen Hall, Wolff & Yao
(1999) einen Emirical-Likelihood-Schétzer fiir Fy|x(y|z) vor (vgl. den Empirical-Likelihood-
Schétzer dieser Arbeit, Definition 4.6), ohne diesen genauer iiber die Empirical-Likelihood-
Methode zu motivieren. Hall, Wolff & Yao (1999) zeigen fiir festes x und y fiir die oben genannten
und weitere Schétzer unter einigen technischen Annahmen, die asymptotische Normalitdt ihrer

(geeignet standardisierten) Schétzer Fy| x(y| ) und geben jeweils Varianz und Bias an.

Nagel (2006) und Kiwitt, Nagel & Neumeyer (2009)

Die Arbeit von Nagel (2006) (und zusammenfassend die Arbeit von Kiwitt, Nagel & Neumey-
er (2009)) betrachtet, wie schon in der Einleitung erwihnt, ein dhnliches Regressionsmodell
wie es dieser Arbeit zugrunde liegt. Im Mittelpunkt steht die Verteilung der Fehler € im Modell
Y = m(X)+e. Der grundlegende Unterschied zu dieser Arbeit ist die vorausgesetzte Unabhéngig-

36



keit von X und e. Es wird ein Empirical-Likelihood-Schétzer entwickelt, welcher Nebeninforma-
tion der Form E|[g(e)] = 0 miteinbeziehen kann und mit einem herkémmlichen Kernschétzer der
Verteilungsfunktion der Fehler verglichen. Zusétzlich wird die Kovarianzstruktur des hergeleite-
ten Empirical-Likelihood-Schiitzers F, rL(-) berechnet und mit der des herkémmlichen Schétzers
verglichen. Es zeigt sich, dass keiner der Schétzer gleichméfig besser ist. In Simulationen und in
der Theorie werden Varianz, Erwartungswert und MSE fiir verschiedenste Fehler-Verteilungen
und Nebeninformationen verglichen. In vielen Féllen, besonders fiir ”géingige” Fehlerverteilun-
gen, z.B. im Falle normalverteilter Fehler, liefert der Empirical-Likelihood-Schétzer bessere Re-
sultate. Auf diese Simulationsergebnisse und Beispiele wird die vorliegende Arbeit in Simulatio-

nen zu den neuen Schétzern dieser Arbeit noch Stellung nehmen.

Die Arbeit von Nagel (2006) riickt mittels eines etwas allgemeineren Modelles Y = m(X ) +¢ mit
e = 0(X)&, X und € unabhéngig von der Unabhéngigkeit des Regressors X und des Fehlers € ab,
was schon etwas allgemeiner ist und auch haufiger genutzt wird. Es sind damit aber auch weitere
Annahmen, speziell an die Funktion o nétig und es stellt nicht die allgemeinste mogliche Form
der Abh#ngigkeit dar. Die vorliegende Arbeit verzichtet von vornherein auf die Unabhéngigkeit
von X und g, die Beweise von Nagel sind darum nur in einigen Teilen nutzbar. Viele der nétigen
Entwicklungen bei Nagel, insbesondere die Abschitzungen nutzen gezielt die Produktdarstellung
der gemeinsamen Dichte von X und ¢, fx. = fx - f- und die damit verbundene Moglichkeit der
Trennung der Integrale, was in dieser Arbeit nicht moglich ist und die Entwicklungen deutlich

umsténdlicher macht.

Im letzten Abschnitt der Arbeit von Nagel wird auf Testverfahren auf Basis der Schétzers der
Verteilungsfunktion der Fehler € eingegangen und es werden verschiedene Verfahren vorgestellt.
An diese Struktur wird sich die vorliegende Arbeit auch halten und ggf. an spéterer Stelle Bezug
zu den Ergebnissen bei Nagel (2006) nehmen.

Qin & Lawless (1994)

Qin und Lawless betrachten in ihrer Arbeit einen Verteilungsfunktionsschétzer fiir beobachtbare
identisch verteilte Zufallsvariablen X7, ..., X,,. Ihr Schétzer ist ein Empirical Likelihood-Schétzer
unter Nebenbedingung E[g(¢)|X]| = 0 und sie zeigen fiir diesen asymptotische Normalitdt. Die
Arbeit von Nagel (2006) baut in Grundziigen darauf auf.
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Akritas & van Keilegom (2001)

Die Arbeit von Akritas & van Keilegom (2001) betrachtet das Regressionsmodell Y = m(X) +
o(X)e, konstruiert einen nichtparametrischen Schétzer fiir die Verteilungsfunktion der Residu-
en und beweist schwache Konvergenz des Schétzers. Sie ist eine grundlegende Arbeit fiir Nagel
(2006). Viele der Entwicklungen kénnen aber, wegen der im vorherigen Abschnitt beschrieben
Problematik im Bezug auf die in dem Modell dieser Arbeit nicht mehr vorausgesetzte Un-
abhéngigkeit von X und &, nicht fiir diese Arbeit genutzt werden. Auf genutzte Aussagen und

Beweisideen wird an passender Stelle hingewiesen.

Einmahl & McKeague (2003)

Einmahl & McKeague (2003) konstruieren Tests fiir nichtparametrische Hypothesen auf Basis
der Empirical Likelihood Methode, unter anderem Tests auf Symmetrie, Wechsel der Verteilungs-
funktion und Unabhéngigkeit (der Komponenten einer bivariaten Zufallsvariable). Grundlage
der Tests ist der Likelihood-Quotient R, vergleiche dazu den vorherigen Abschnitt. Die Autoren
standardisieren den Likelihood-Quotient, jeweils fiir jedes ihrer betrachteten Testprobleme pas-
send, und geben die Asymptotik der Statistik an. Auf dhnliche Weise werden die Teststatistiken

dieser Arbeit konstruiert.
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3 Modell und Annahmen

3.1

Modell und grundséitzliche Annahmen

Wie in der Einleitung dargestellt betrachten wir in dieser Arbeit ein nichtparametrisches Re-

gressionsmodell der Art

(3.1)

Y = m(X) +e,

Dabei sind X, e Zufallsvariablen, die nicht als unabhéngig vorausgesetzt sind. Gegeben seien n
Beobachtungen (X1, Y1), ..., (X,, Y,,) iid. 2 (X,Y). Die dazugehorigen Fehler ¢, ..., &, sind nicht

gegeben, m ist unbekannt. Das Interesse dieser Arbeit liegt in der Schétzung der Verteilung der

Fehler € gegeben X = x. Weitere Annahmen sind:

(M1)

(M2)

Es gelte das Modell (3.1). (e, X) sei verteilt mit Dichte f. x und Verteilungsfunktion F; x.
fx bezeichne die Dichte von X und habe kompakten Triager D := [0, 1], F'x sei die dazu-
gehorige Verteilungsfunktion. Die bedingte Dichte von € gegeben X werde im Weiteren mit
Je|x, die dazugehorige Verteilungsfunktion mit Fyx bezeichnet. Es existiere ein 79 > 0,
mit E[ e[t ] < .
m sei zweimal stetig differenzierbar, ebenso fe x(¢,z), fx(¢|x) und fx(x) in z, es gelte
fx(z) >0 fir allez € D und E[e| X ] =0.
Zusitzlich sei noch E[e?| X = x] =: 0%(x) zweimal stetig differenzierbar in = € (0,1).
Diese Ableitung sei gleichméfig in x beschriankt.

"

Es sei ebenfalls noch angenommen, dass B(z) := (m - fx)"(xz) — m(z) f%(z) fir alle

x € (0,1) Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante L ist.

Annahmen an die Ableitungen:

. . 2
Fiir alle » € D existieren die Ableitungen f.x(y|z) := Wg\gia(:y\w)’ fex (@) := %W
und félX(y] x) = afs‘giéym und es existiere ein 0 < ¢ < 0o, so dass

(i) sup |fyx(ylz) <ec
zeD, yelR

(i) suwp |fx(ylo)| <e

zeD, yelR

(i) sup |fyx(ylz)| <c
zeD, yelR

. of.

(v) sup [fix@lo) = sup x0T <
zeD, yelR zeD, yelR
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Diese, wie auch viele der folgenden Annahmen sind n6tig um Restterme von passender Rate

abzuschétzen.

3.2 Annahmen an die dem Schitzer zugrundeliegende Stichprobe

Die Fehler ¢y, ...,e, im Modell (3.1) sind aus der Stichprobe (X1,Y1),..., (X, Ys) nicht direkt
beobachtbar. Um die bedingte Verteilung F,|x der unbeobachtbaren Fehler zu schétzen nutzen

wir deshalb nichtparametrisch geschétzte Residuen

wobei 7 den Nadaraya-Watson Schétzer fiir die Modellfunktion m bezeichne (Nadaraya (1964),
Watson (1964), vgl. Definition 2.49 und Definition 2.48).

An die obigen Schétzer sind noch die folgenden Annahmen nétig:

(K) Die Kernfunktion K sei zweimal stetig differenzierbar, nichtnegativ, symmetrisch mit
Tréiger [—1,1], von beschrinkter Totalvariation und es gelte K(—1) = K(1) = 0 und
[ K(u)du = 1. Im Weiteren setze ,LLJK = [ K(u) du und /LJKQ = [ K?(u) du.

(H1) b := b, sei eine Folge von Bandbreiten und es existiere ein o > 0, so dass fiir n — oo gilt:
nb® = O(1) und nb3+2*(logb1)~! — oo.

Im weiteren bezeichnen K und K zwei (ggf.) unterschiedliche, die Voraussetzungen (K) erfiillen-

de Kerne.

Bemerkung 3.1 Die Bandbreitenannahmen (H1) dieser Arbeit sind so angepasst, dass fir die
Differenz 1t — m gilt, dass P(7m —m € H) — 1 fir n — oo, dabei ist H := C57*[0,1] (vgl.
Definition 2.34 und fiir a bzw. § die Annahmen (H1) und (G2)). Siehe dazu und zu den Band-
breitenannahmen auch Nagel (2006), S. 17 bzw. Akritas und van Keilegom (2001).

(H2) h = h, sei Folge von Bandbreiten mit nh® = O(1) und (nh)”?(logh=")"/2 — oo fiir

. . —1y(B+1)/2 X .
n — o0o. Zusétzlich gelte lim, o0 % =\ A €0,00) %% — 0, dabei sei 5 > 0
-1 24
wie in (G1) vorausgesetzt, log(:hb) — 0 und es existiere ein v > 0, so dass log%)n 1 0.
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Diese Bandbreite wird im weiteren Verlauf der Arbeit zur Definition des Kernschéatzers bzw. des

Empirical-Likelihood-Schétzers fiir I x(¢|x) (vgl. Definition 4.1 bzw. 4.6) benttigt.

3.3 Annahmen fiir den Einbezug der die Fehlerverteilung betreffenden Zu-

satzinformation

Im Weiteren nehmen wir an, dass zusétzliche Information zur Fehlerverteilung gegeben ist:

(A) E[g(e, X)| X =2] = fg(y,x)fE|X(y\:1;)dy = 0 fiir alle z € D, wobei g = (g1,...,9x)" :
Rx[0,1] — R¥ bekannt. Es sei fiir jedes € D die Matrix ¥(z) = fx () ,u6<2 Elg(e, X)g' (e, X)| X =
x| positiv definit. Zusétzlich sei noch E[g(e,X)-e|X =z ] und E[g(e, X) | X = z] zwei-

mal stetig differenzierbar in = € (0,1) und diese Ableitung sei beschrinkt.

(M3) g; sei stetig differenzierbar in der ersten Komponente (setze g;-(y,x) = %‘Z’w), analog

g7 (y,r)) und es gelten fiir j = 1, ...,k die folgenden Existenz-Annahmen an Integrale:

(1) sup [ |gj(y,2)| fe,x (y, 2) dy < o0,

z€[0,1]

(ii) . J (i 2))? | fox (y, 2) | dy < o0,
z€|0,

(iii) Sl[zp”f 195 (y, )| | fex (9, 2) | dy < oo.
z€|0,

(iv) Sl[gpl]f 19;(y, )| | f=,x (y, 2) | dy < o0,
z€|0,

(V) sup f gjz(yax) |f€,X(y7 Z) | dy < 00,

z€[0,1]

(vi) sup ‘BE[Q;%%);HX:x] .
z€[0,1]

(vii)  sup f(gé‘(y,x)ﬁ fex(y,z)dy < oo, und sup 8E[g;_(sé)i)|xzx] .
z€[0,1] s

(viii) Es existiere ein m > 0, so dass fir j = 1,..., k gilt:
E[4(K(252) gj(e,2))" 2] = 0(1).

Aus (A) folgt auch, dass E[g(e, X)] = 0 (it. Erwartung).

Eindimensionale Beispiele fiir Funktionen g ohne X-Abhéngigkeit sind bekannte Varianz, d.h.

2

g(e,z) = g(e) = €2 — 0%, andere Momente wie Schiefe etc. oder auch bekannte Quantile, d.h.

g(e,x) = g(e) = I{e < a} — d. Fiir diese ist (M3) nicht erfiillt, aber man kann die Theorie

41



auch fiir Nebeninformationen von dieser Art durchfithren. Mehrdimensionale Nebeninformatio-
nen kénnen durch Kombination der eindimensionalen Nebeninformationen erstellt werden. Die
Quantilsfunktionen werden im Weiteren immer gesondert behandelt, da sie nicht um ¢ in einer
Taylorreihe entwickelt werden kénnen etc.

Fiir g(e,z) = I{e < a(z)} —d(z) kann das zum Beispiel fiir d(z) = 3 eine durch die X-Abhéngig-
keit erzeugte Verschiebung des Medians bedeuten. In den spéter folgenden Beispielen ist meist
entweder d(z) oder a(z) konstant. Ebenso sind X-abhingige Momente gut interpretierbar, spe-
ziell eine von X abhiingige Varianz, woraus eine Nebeninformation der Art g(e,z) = €2 — 02(x)

resultiert.

Bemerkung 3.2 Es ist ein noch allgemeineres Modell mit X -Abhdngigkeit mdglich, welches

k

Parameter-Abhingigkeit miteinbezieht, d.h. g(e,z) = €* — cy(x), ¥ € O oder auch g(e,x) =

e <a(x)} —dy(z), 9 € O etc. So kinnten zum Beispiel auch geschitzte Nebeninformationen
einbezogen werden.

Insbesondere Nebeninformationen der Form g(e,x) = €2 — o?(x) mit o(x) = oy(x), so dass also
nur noch der Parameter ¥ unbekannt ist kénnen von Interesse sein. Mit recht allgemeinen Vor-
aussetzungen kann man Entwicklungen fiir Parameterschitzer O, fiir 9 angeben (vgl. dazu z.B.
M-Schdtzer, van der Vaart (1998), S. 68) und mit weiteren (Differenzierbarkeits-)Annahmen an
g dann gy (e,x) = gy(e, ) + Ry, entwickeln. Ist gg(e,z) um ¥ in einer Taylorreihe entwickelbar

1

und gilt fir den Term der ersten Ableitung R, = ge(e,2) - (0, — ) die Rate Op(ﬁ) so erhilt

man dieselben Resultate wie sie in dieser Arbeit fiir bekannten Parameter 9, d.h. fir bekannte

1
vnh
der Differenz mit in Entwicklungen und die Aussage zur schwachen Konvergenz einzubeziehen,

Funktionen g, hergeleitet werden. Im Fulle R, = Op( ) wdre der Term der fiihrenden Rate
was prinzipiell maglich ist, aber deutlich umfangreichere Entwicklungen ndétig machen wiirde.
Die Entwicklungen unseres Schditzers der bedingten Verteilungsfunktion der Residuen gegeben
X unter Einbezug von Nebeninformationen werden im folgenden aber nur fir das schon sehr
komplexe Modell mit vollstindig bekannten Nebeninformationen durchgefiihrt. Die Stmulationen
betrachten auch ein Modell, welches geschitzte Nebeninformationen nutzt. In folgenden betrach-

ten wir dazu noch ein Beispiel:

Beispiel 3.3 Es gelte das Modell dieser Arbeit mit

(3.2) Var(e|X) = B[e? | X | =o*(X) =ap+ 1 - X, ap, a1 € R
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zusitzlich existieren die vierten Momente von €. Zur Schitzung von 9 = (ap, 1)t nutzen
wir (62, X1), ..., (€2, X,,), da (g3, X1), ..., (€2, X,) micht beobachtbar ist. Setze £2 1= (€2,...,&2)t,
82 = (e},...,e2) und X eine (n x 2)-Matriz mit X;1 = 1 und X;0 = X; firi=1,..,n. Als

Schitzer fiir 9 nutzen wir den Kleinst-Quadrate-Schitzer-Ansatz linearer Modelle:

(o, 1) = 0 = (Xt X)71Xte2,

und
n — _
OZ() = *ZE — Oélfz:Xi = é2n — len
=1
@ = 1211 1(X X )(5 _E;Qn) _ %Z?:l(xz —X:n)é%‘
n Zi:l(Xl Xn) n Z?:l(Xi - Xn)2
Es gilt:
J = (X'X) 1 X1

Der zweite Summand der zweiten Zeile liefert direkt O, denn E[&2|X] = X0, vgl. Gleichung
(3.2). Fiir den ersten Teil ist zu begrinden, warum die Bandbreite b sich nicht in der Rate
n
niederschligt. Lemma 3.10 aus Nagel (2006) liefert fir Summanden der Art XY~ g(&;) mit
i=1
Elg(gi)|Xi] = 0 die Rate O (f) Beweise die Rate O (\/ﬁ) mit ahnlichen Techniken wie das
Lemma 3.10 aus Nagel (2006), was in diesem speziellen Fall sehr aufwdndig ist.

Nach diesem Beispiel wollen wir noch einige weitere Voraussetzungen zusammentragen:

An die Komponenten gj, j = 1, ...,k von g werden noch die folgenden Annahmen gestellt:

(G1) Es existieren Konstanten v,C und 8 > 0, so dass fir j = 1,...,k und fiir jedes z €
C3te0,1]

355 (st 260, 2) — g3(02) — (i) Fex o) )
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< 0 IR ()1 e ) du,

wobei « wie in Annahme (H1), § wie in Annahme (G2).

(G2) Es existieren Konstanten 9, C, positives k < 2(1 + «) und 71 > 0, so dass fur j =1,...,k
gilt

_1
X =ul)™T < 0gln,

sup (E[ sup  (g;(e + 2,2) — g;(e + Z,2))*"
welon) ¥ L szexiiss

wobei « in Annahme (H1) definiert wurde. Zusétzlich gelte

sup (E[ sup (gj(é—:—l—z,x)—gj(e,x))4’X:u]) < o0.
u€ [0,1] z,2€R:| 2| <4,

Beispiel 3.4 Nebeninformationen g(e,z) = ¥ — ¢(x), welche aus Annahmen an die Momente

folgen, erfiillen (G1) und (G2) falls sup E[e}¥|X = 2] < co. Das gleiche gilt fiir Polynome die
z€[0,1]
Abhéngigkeiten zwischen Momenten darstellen.

Fiir ein g;, welches (G2) erfiillt oder fir g; eine Indikatorfunktion derart, dass g;(e,z) = I{e <
a(xz)} —d(z) und (e, X) mit Dichte f; x, so gilt:

(3.3) 36 > 0 so dass sup E[ sup (gj(e +y,z) — gj(e,2))? ‘ X = u} < oo
u€ [0,1] yeR:|y|<s

Dies nutzen wir im Weiteren, weisen dann aber explizit darauf hin.

Bemerkung 3.5 Die Annahmen an g und f. x sind fiir viele interessante Beispiele erfiillt,
zum Beispiel fir { f.x(ylz)} die Klasse Normalverteilungen, wobei die (gleichzeitig die Ne-
beninformation darstellende) x-Abhdngigkeit der Fehler ¢ gegeben durch die Varianz der Fehler
E[e?| X = 2] = o%(z) mit 0% : [0,1] — IR stetig und beschrinkt. Weitere Beispiele finden sich

m Kapitel Simulationen.

Nach den meist technischen Annahmen wollen wir nun im nachsten Abschnitt die in dieser

Arbeit betrachteten Schatzer vorstellen.
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4 Schiatzansatz

Dieser Abschnitt stellt die im Weiteren nétigen Schétzer, respektive den im Mittelpunkt dieser
Arbeit stehenden Empirical-Likelihood-Schéitzer der bedingten Verteilungsfunktion der Resi-
duen ¢ gegeben den Regressor X, Fy|x(y|z), vor. Genutzt werden jeweils die Annahmen und
Bezeichnungen des vorherigen Kapitels. Wir beginnen mit der Motivation der grundlegenden

Schéatzer dieser Arbeit.

4.1 Empirical-Likelihood-Schéitzer

Im Weiteren betrachte als Auswahlklasse fiir die Schétzer dieser Arbeit die folgende Klasse F|x

von Verteilungsfunktionen Fy|y:

no1
. . 7 Bn(Xi — 2)pi
Fox = {Fn(y| ) Fr(ylae) =) b=t (~ ) e <y},
i=1 fx ()
. "1 . o
(4.1) Fx(@) =" 3 Kn(X; = a)py, pi > 0,i=1,m, Y pi=1}.
j=1 i=1

Ziel der Empirical-Likelihood-Methode ist es nun aus obiger Klasse von nichtparametrischen
Verteilungsfunktionen diejenige auszuwéhlen, welche die Wahrscheinlichkeit des Auftretens der
Stichprobe (1, X1), ..., (€n, Xp) maximiert:

n

n
o 1:[1 Pr((e, X) = (1, X;)) = o 1:[1 Pr(e =¢i|X = X;) - P(X = X))

n

= max F&‘iXZ‘ —FEi—Xi -PX:Xi
FEfE‘XH( (el Xi) = Flei = |X3) ) - P( )

Nach den Voraussetzungen dieser Arbeit ist X als stetig mit Dichte fx angenommen.
In obiger Gleichung ersetzen wir deshalb P(X = z) durch den fiir fx(x) asymptotisch erwartungs-

treuen, konsistenten Schitzer fx (z) = > i + K, (X, — )p; und maximieren

damit:
—Kp(X; — X)pi = (— 0)" i
IT X — Xops = (ko) 1o
iiber p1, .., pn-

45



Um die im weiteren deutlich werdende Abh#ngigkeit der Gewichte von x zu verdeutlichen schrei-
ben wir im weiteren p;(x) anstelle von p;. Liegen keine Nebeninformationen vor so ist das Produkt

maximal fiir p; = %, i =1,...,n. Dies filhrt zu unserem ersten Schitzansatz:

Definition 4.1 Sei K eine nichtnegative Kernfunktion und h eine Bandbreite. Dann ist die em-
pirische Verteilungsfunktion von € gegeben X = x auf Basis der geschdtzten Residuen €1, ...,éy

definiert als

- %Kh(Xi — )

Fu(yl ) := ; S IR —0) I{& < y}.

Wir verwenden hierbei die Notation Kp(-) := K (7).

Zur Unterscheidung wird in dieser Arbeit obiger Schétzer als Kernschitzer(-ansatz) (KE) be-

zeichnet.

Nicht aus den Daten bestimmbar, da €1, ..., &, nicht direkt beobachtbar, aber fiir die Entwicklung

notig ist:

Definition 4.2 Sei K eine nichinegative Kernfunktion und h eine Bandbreite. Dann ist die
empirische Verteilungsfunktion von € gegeben X = = auf Basis der (unbeobachtbaren) original

Residuen e, ..., ey, definiert als

n #Kh(XZ — .I)

Baile) = o 5 e e < )

Die in den obigen Definitionen auftretende Bandbreite A ist eine andere als die Bandbreite b
des Nadaraya-Watson-Schétzers m der Modellfunktion m, vorgestellt im vorherigen Kapitel.
Gleiches gelte fiir den genutzten Kern, dieser erfiille aber ebenfalls die Voraussetzungen (K). h

erfiille die Bandbreitenannahme (H2).
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4.2 Empirical-Likelihood-Schitzer unter Nebenbedingungen

Im Weiteren wollen wir nun einen weiteren Schéitzer der bedingten Verteilungsfunktion Fy x
herleiten. Wir wéhlen als Empirical-Likelihood-Schétzer denjenigen aus obiger Klasse (4.1), wel-

cher das Produkt [];" ; p;(z) maximiert unter den Nebenbedingungen
n n

(4.2) D pile) =1 und > pi(x)g(éi, x) Kn(Xi — x) = Opx1.
i=1 i=1

Mittels der ersten Bedingung werden die p; eindeutig festgelegt, eine andere Konstante als 1 ist
K3, (Xi—z)p; (x)
St w Kn(Xj—a)p; (@)
iiber alle ¢ nach Konstruktion zu 1, was nétig ist, damit der Schétzer der Definition der Vertei-

aber ebenso moglich, denn die Gewichte summieren sich unabhéngig davon

lungsfunktion geniigt. Die letztere der beiden Bedingungen ist sinnvoll, denn nach Voraussetzung

gilt
Blg(e, X)| X = a] = / 9(y,7) Fayx (dy| 2) = / 9(0,2) fopxe (0] 2) dy = Opoer

und damit fordern wir fiir den Schétzer

1 & pile) gl w) K (X5)
nh = o Y K55 )pi(a)

Y

Ot = / oy, z) Ex(dy| z) =

also den zweiten Teil der Nebenbedingung (4.2). Im Weiteren werde die Giiltigkeit der folgenden
Gleichung

. ~ 1 Xl — T N 1 Xz — T
(4.3) 1r§ni1£ngj(ez,m)EK( " ) <0< gfgcngj(sl,x)ﬁl(( - )

und die Positiv-Definitheit von

L=l ., X;—
w2 ) 9 g G )

angenommen. Diese ist zusétzlich nétig um die Existenz einer eindeutigen Losung zu garan-

tieren. Die technischen Voraussetzungen fiir die asymptotische Giiltigkeit der Ungleichung in

47



Wahrscheinlichkeit und ebenso die asymptotische Positiv-Definitheit in Wahrscheinlichkeit wer-
den in Nagel (2006), Abschnitt 3.5, speziell Lemma 3.18, S. 67, bewiesen und sind auch unter

den Voraussetzungen dieser Arbeit giiltig. Beides ist notig fiir die folgende Proposition:

Proposition 4.3 Ezistenz und Eindeutigkeit der Empirical-Likelihood-Lisung: 117 pi(z) be-

sitzt fiir jedes x € (0,1) in By, = {(p1,...,pn)(z) € [0,1]" | >0 pi(x) =1, >0 pi(x) g(&, ) Kn(Xi—
x) =0} unter der Bedingung (4.3) genau eine Liosung (p1(x), ..., pn(x)).

Beweis:
Mit Gleichung (4.3) kénnen wir nun zum Beweis der Existenz und Eindeutigkeit den Beweis von
Lemma 2.1 aus Nagel (2006) nutzen. Dort betrachtet man als Funktion g;(é;). Der Beweis kann

auf Funktionen derart g(&;, ) K} (X; — x) wie sie in unserem Fall vorliegen tibertragen werden.

a

Proposition 4.4 Der Schitzer p;(x), i = 1,...,n welcher [[;; pi(x) unter den Nebenbedingun-
gen Y v pi(x) =1, " pi(x)g(éi,x) Kn(X; — ) = Ogx1 mazimiert ist:

1 1
n 14 () g(E ) Kn(Xi — x)’

(4.4) pi(z) = pi(x) ==

wobei N, (x) definiert ist als die Lisung der Gleichung

n

_ 9(&i, ) Kn(Xi — ) _
(4.5) sz g(éi, ) Kp(X; — x)_;l‘Fﬁn( Veg(Zs, ) Kn(X; — ) = Ogx1-

Beweis:
Zur Bestimmung der Maximalstelle benutzen wir den Lagrange-Multipikatorensatz, welcher be-
sagt, dass die Extrema einer Funktion f(p) gegeben die IR%-wertige Nebenbedingung v (p) =

nur unter denjenigen Werten p zu suchen ist, fiir welche Lagrange-Multiplikatoren o, .., o exi-

stieren, so dass M =vflp) + E a; 7 ¥i(p) = 0.

In unserem Fall glbt es genau q = l—i—k Nebenbedingungen, wobei wir die erste noch in die passen-
de Form umstellen miissen. Gesucht wird die Maximalstelle p := p(x) = (p1(z), ..., pn(x)) € R"
von f(p) unter Nebenbedingungen. Die Funktion f sowie die Nebenbedingungen sind reellwertig.

Zur Vereinfachung der weiteren Rechnungen logarithmieren wir f noch, was wegen der strikten
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Monotonie keine Auswirkungen auf die Position der Extremstellen hat. Somit hat die Lagrange-
Funktion die Gestalt:

L(py(x), ... pn(@)) = Y _log(pi(x)) — B> pilx) g(éi,x) Kn(Xi — ) = A(D_pi(z) — 1),
=1 =1 =1

mit \ reellwertig, 3 IRF-wertig. Im Weiteren ist 7 L(p(z)) = (agg((;c)))’ . 8;})(5((3))t = Opx1 zu

16sen, woraus im Weiteren fiir alle ¢ = 1, ..., n folgt:

OL(p(z)) 1

(4.6) opia) (o)

— B g(és ) Kp(X; —2) = A =0

Wir multiplizieren die Gleichung mit p;(z) und summieren iiber alle

Einsetzen in (4.6) liefert

(4.7) 0= —Blg(éi,x) Kp(X; —x) —n

pi(z)
was dquivalent ist zu:

1 1 1

(4.8) pi(2) = pi(z) = n+ ftg(éi,x) Kp(X; — ) - n 1 + ()t g(éi, ) Kp (X — o)

B

Schreibe 7, () anstelle von - um die spéter in der Entwicklung deutlich werdende Abhéngigkeit

n’s von €1, ...,é€, und x aufzuzeigen.
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Jetzt beweisen wir noch eine Proposition zur Existenz und Eindeutigkeit der Losung. Da p;(z) €
(0,1), folgt aus (4.8):

(4.9) 1t i) g6, 2) Kn(Xi — ) > ©

)
n

also wird eine Losung in der Menge
1

(4.10) E = {fp(x) € R* : 14+ 0,(2) g(é, 2)Kp(X; —x) > —fiirl <i <n}
n

gesucht. Wir benutzen diese Menge (in der die gesuchte Losung liegt) und zeigen die folgende

Proposition:

Proposition 4.5 Unter der Annahme (4.3) und der Annahme der Positiv-Definitheit von
1 Z Kz( —£) g(&;,x)g" (éi, @) existiert fiir jedes x € (0,1) genau eine Lésung 0, (z) von Glei-
chung (4.5) in Dy .

Beweis:
Unter der Annahme der Giiltigkeit der Gleichung (4.3) kénnen wir zum Beweis der Existenz

und Eindeutigkeit vorgehen wie im Beweis Lemma 2.2 aus Nagel (2006).

Der in dieser Arbeit grundlegende Schétzer kann nun definiert werden:

Definition 4.6 Der Empirical-Likelihood-Schitzer (ELE) der Verteilung der Residuen gegeben

X = x auf Basis der geschdtzten Fehler é1,...,€, ist gegeben durch:

zn: &K (X — 2)pi(x)

Bl =2 T T (% )y (0)

dabei bezeichne K eine nichtnegative Kernfunktion, welche (K) erfillt und h eine Bandbreite,
welche die Bedingung (H2) erfiillt.

Bemerkung 4.7 FEs ist zu bemerken, dass die Wahl der Raten der Bandbreiten b und h in (H1)

und (H2) nicht kanonisch ist, sondern angepasst ist an Wechselwirkungen und das Ziel dieser
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Arbeit, der Nachweis der schwachen Konvergenz der oben vorgestellten Schitzer. Dies ist jetzt
noch nicht ersichtlich, wird spiter aber wihrend der Entwicklung deutlich. Der Ubersicht halber
werden wir die in den einzelnen Abschnitten gegebenen Wechselwirkungen von h und b und die
Vereinbarkeit der genutzten Relationen mit den Voraussetzungen (H1) und (H2) in Bemerkun-
gen zum Schluss der Abschnitte zusammenfassen. Es beschreibe im Weiteren A das Verhdiltnis
zwischen b und h, d.h. A = le %. Es zeigt sich, dass durch die Wahl A = 0 Bias-Terme
entfallen und sich die Varianz:tmjl?:tur vereinfacht. Um den Zusammenhang von b und h besser
verfolgen zu kénnen wird ein auftretendes A in den noch folgenden Rechnungen nicht durch Null
ersetzt, dies geschieht erst ganz zu Ende der Rechnungen, so dass die Griinde der Wahl der

Raten der Bandbreiten deutlicher zu erkennen sind. Erfillt im Weiteren eine Bandbreite (H2)

so schreiben wir h fir diese Bandbreite, ist (H1) erfillt, so schreiben wir b.

Bemerkung 4.8 Die hier auftretende Bandbreite h ist (wie schon zuvor angemerkt) eine an-
dere als die Bandbreite b zum Nadaraya- Watson-Schitzer m, vorgestellt im vorherigen Kapitel.
Vergleiche dazu auch (H1) und (H2), bzw. Bemerkung 4.7.

Fiir diesen Schitzer wollen wir im den weiteren Kapiteln die Differenz F*(y|z) — Fyx(ylz)
entwickeln und F;(y\ x) asymptotisch mit dem Schétzer aus Definition 4.1, Fn(y\ x), welcher

ebenfalls zu entwickeln ist, vergleichen.

4.3 Entwicklung von Bestandteilen des Empirical-Likelihood Schétzers

Das bei der weiteren Untersuchung des Schétzers F; (y| ) maBgebliche Problem ist das Auftreten
von €1, ..., &, als Grundlage der Schétzung, es kénnen also nicht ohne weiteres Erwartungswert
etc. dieses Schitzers berechnet werden. Sukzessive ist der Schiitzer F*(y|z) zu entwickeln; wir
beginnen dabei mit der Entwicklung von 7!, (x), welches als Bauteil im Weiteren hiufiger auftritt.
Das nachstehende Lemma liefert zentrale Aussagen zu 7!, (z) und dessen Bauteilen, so dass dar-
auf eine Entwicklung fiir 7}, (x) als Summe unabhiingiger Zufallsvariablen zzgl. eines Resttermes
von geeigneter Rate hergeleitet werden kann. Diese Entwicklungen werden dann im né#chsten
Kapitel Bauteile der weiteren Entwicklung des Schétzers F;{(y| x) im Hinblick auf die Berech-
nung des Erwartungswerts und der Varianz sein. Der Abschnitt miindet in der Entwicklung von
flp, in einer Summe unabhéngiger Zufallsvariablen zzgl. eines Resttermes von geeigneter Rate,

siehe Proposition 4.12.
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Proposition 4.9 Im Modell (3.1) gilt unter den Voraussetzungen (M1), (M2), (K), (A), (H1),
(H2), und (G1), (G2), (M3) bzw. g von der Form g(e,z) = I{e < a(z)} — d(z):

(i) max |g;(é, 2)Kn(Xi —2)| = 0p(vVnh) (G=1..k)

1<i<n

(i) 7iu(x) = Opl( )

(i) max | ey am s | = Op(l)

(iv) & X # KR (Xi —2) (g5(Ei,2) = gj(ei, @) )* = 0p(1) fiir j =1,k

Beweise zu (i) - (v), beginnend mit (i):
Es gilt

max | g;(& 2)Kn(Xi —2) | < max | g;(ei, o) Kn(Xi —2) | + max [ (g;(&,2) — g;(ei 2) ) Kn(Xi — 2) |

Fiir den ersten Summanden gilt:

P( max |gj(ei,2)Kn(Xi —2)| > pvVnh) < nE[I{]gj(e,2)Kp(X — )| > pVnh}]

1<i<n
1

KF(X — ) I (e, 2)Kn(X —2)| > pVah } ]

IN

;E[gf-(a,x)
= o(1)

Die letzte Gleichheit folgt, da

1

Blgi(e, ) KA(X —0)] = [ Blg}(e,2)| X = 2], K3 (= — o) fx(2) dz

E[gjz-(a,x) | X = 2+ uh]K?(u) fx(z + uh) du

I
& — —

(e, X) | X = 2] fx(z) pl + o(1) < oo,
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wobei die Substitution u = 3% und die Annahme (A) genutzt wird. Fiir den zweiten Summan-

den gilt:
P s | (95(02) = g5(61,0)) Knl(Xs =) | > pvinh)
< P(max |(g;(i2) - gj(ei 7)) Kn(Xi —2) [ > pVnh, max [ —e;i| <0)
+ P( max |éi—¢ei| >9)
1<i<

Die zweite Wahrscheinlichkeit konvergiert fiir alle § > 0 gegen 0, denn mit Proposition 2.53 (i)

(Eigenschaften der Regressionsfunktion m) gilt:

max [£ —¢g;| < sup |m(z) —m(z)| = op(1)
1<i<n z€10,1]

Fiir den anderen Teil folgt mit h;(z, u,x) 1= supy ¢ ry<s | (95(z + v, 2) — gj (2, 2)) K(*5*) |:

P(max |(gj(é,z)—gjleix)) Kp(X; —x)| > pVnh, max \€Z—52\<5

1<i<n
< P(max |hj(e, Xiz)| > pVnh)
< nE[I{|hj(e1,X1,2)| > pVnh}]
< pglhE[h?(Ethaiv)I{!hj(Ethax)|>ﬂ\/ﬁ}]
2 o)

dabei ergibt sich die Rate mit einer dhnlichen Rechnung wie zum vorletzten Summanden, substi-

tuiere dazu, so dass noch % entfillt und nutze dabei die Folgerung (3.3) mit dem dazugehorigen 4.
Beweis zu (ii):

Nach Gleichung (4.5) und H% =1- 7 gilt:

s 2) Kp(X; — ) H
1+77n ) g(Ei, ) Kp(X; — x)

Hb>

g(éi, ) Kp(X; — x) H
1+ﬁn(x)t (&, 2)Kp(X; — )

= H—Zg &, o) Kp(X; —x —*Znn 9(éi, o) Kp(X; — )
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P ittt - RS i
Es sei nun 7!, (z) := Hggﬁ Dann folgt weiter:
0> Hﬁfxx)u-Hiiﬁnuﬁg@,x)m(&—x)lMjf) )(jff(‘)xk;(X -1 Zg X~
= gflnn T N PP ICR LR

e >||-Hn;K2(1W2 Lot )(w H H POELIEE]

2 e I/ 1+|rnn<2(>§f;g )n(i)gij)ggf v H—H*Zg Xi - a)|
= @)l 1

1 A ()t (e VK (X —
i IVE | max g, o) K(Xi =)

% iﬁi(m)Kﬁ(Xi — x)g(&i,2)g" (&, )7 (x) — H% zn:g(éi:x)Kh(Xi — x)H
il i=1

Dabei folgt (1) mittels der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und (2) mittels der Voraussetzung
1+ A (2)tg(é;, 2) Kp(X; — 2) > 0, vgl. Gleichung (4.9).

Umgeformt ergibt sich unter Ausnutzung von 141-93 =1-15 xtAx > HmHln 2t Az =: Apin(4) >
z||=1

0, (i) und ||\ﬁ21 19(E;, ) Kp(X; — x)|| < Op(1) (Proposition 4.11 + ZGWS):

VAN
§
><
8
—
| —|
2
5
>
N—
=
37
Y
=
>
o
Q
—~
:‘b
&
Pt}
3
=
&

[ ()]

-1

1 .
- Z 9(és, 2) Kn(X; — 2)Vk L 195 0) Kn(X; — )|

i=1
< || 2 S gt K )| i) + (1))
i=1
1
< 0)(=)

Die Rate der letzten Zeile ergibt sich dabei wiederum mittels Proposition 4.11 und dem ZGWS.
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Beweis zu (iii):

Wir werden im weiteren zeigen, dass: maxj<;<p |1 — (1 + 7 (2)g(&;, 2) Kn(X; — )7t = 0,(1).

Nach (i) und (ii) gilt P( Hﬁi(mmmaxlggn,lggk lgj(&i, 2)Kp(X; — )] > 1) =o(1). Fir p > 0

und 0 < z < 1 gilt 1fz>p<:>z+pz>,0(:>z>ﬁppunddamit:

1

PO | = T g G o K (X —az)‘ >r)
= Pl [ G DR D) it mas 05 KX — )] < 1)+ 0(0)
< P(; |7A7|ZEZ€)|maX1§i§n,1§j§k \gj(§i7A§?)Kh(Xifx)\ > )+ o(1)
— |19 (@)|| maxi <i<na<j<k |95 (& @) Kn (X — )
= PO @I, max_ li(E ) KXo~ ) > 1) +o(1)

= o(1).

Damit folgt (iii). Die beiden noch ausstehenden Beweise nutzen keine der Aussagen (i) - (iii),

wir beginnen mit dem Beweis zu (iv). Wir zeigen zuerst, dass:

’% ii(@j(a + (i —m)(X;), ) —gj(€i7$))K<Xilz_ I) )2

Z—x

—/fll<(gj(€+(m—m)(z),x)—gj(e,x))K( Z ))2fE,X(5,z)d(5,z) = 0,(1).

Betrachte die Funktionenklasse

[gj(€+ h(z),z) - gj(e,x)rKQ(%> ‘ heH }

SRS

Gin = {gj,n TR % [0,1] = R, Gjn(e,2) =

mit H = C§+O‘[O, 1], siehe zu dieser Klasse Definition 2.34. Fiir diese zeigen wir im weiteren,
dass gleichméfig in n fiir jedes € > 0 gilt, dass Njj(€,Gjn, L1(P)) < co. Die Einhiillende ist
gegeben durch

1 2 9(z2—C
O, (e,2) i=Pjn(e, z) = sup —| gjle +y,x) — gj(a,x)] K (7>
yl<s h
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Fiir (m —m) gilt nach Akritas und van Keilegom (2001), dass P(m—m € H ) — 1 fiir n — oc.

Es sei im Weiteren

Gim = {gj,n TR % [0,1] = R, Gin(e,z) = \}E(gj(s—l—ﬁ(z),x) —gj(s,sv))K(Z;x) ]ﬁ c H},

die Einhiillende ist gegeben durch <I> \/ﬁ Nach Proposition 6.7 ist g] n = \/9]7
Donskerklasse, dabei ist die dortige Bezelchnung fl,n.

Dort wird gezeigt, dass gleichméfig in n fiir jedes € > 0 fiir die Klammerungszahl gilt, dass
M](eH(i)nHQ,p,g},ng(P)) < oo. Es folgt, dass fir die Klammerungszahl von G, , gilt, dass
sup,, N 1(el|®nll1,p, Gjn, L1(P)) < 00, denn es ist G ,, = g]n und fiir [I, @] eine Lo(P) e-Klammer
setze 12(z) = min(I?(z), @%(2)) - I{a(z) > 0,1(z) > 0 oder @(z) < 0,1(z) < 0} sonst identisch 0
und @2 := max(I?(z), @3(z)). [I2

, 2] ist eine Li(P) € - c-Klammer fiir G ,,, denn

Ela2 —12] < E[|a* -]
= E[|la—I||la+1|]

VEL(@— D] B (@ + D)?]
b/ EL(3 - D)2)
2/ @ullip e

C- €,

IA

IN

N

vorausgesetzt, dass ¢; < ||®y|[1p < ¢ fiir alle n. Dabei ist noch zu kldren, warum die erste
Ungleichung gilt. Fiir den Fall, dass [2 = min(/?(z),@%(z)) gilt Gleichheit nach Konstruktion.
Interessant sind nur Félle mit u(z) > 0 und I(z) < 0, also [2 = 0. In diesem Fall folgt obige
Ungleichung aus der Dreicksungleichung. Diese Klammern iiberdecken G;, nach Konstruktion.
Nun ist zu kldren, warum daraus die Glivenko-Cantelli Eigenschaft fiir die Klasse G;,, folgt. Dazu
betrachte Theorem 2.4.1 aus van der Vaart und Wellner (2000), S. 122. Dort wird gezeigt, dass
Klassen, welche nicht von n abhéingen und welche NV (e, G, L1(P)) < oo erfiillen Glivenko-Cantelli
sind. Der Beweis ist nicht direkt auf von n abhingende Klassen zu iibertragen. Trifft man aber
die zusitzliche Voraussetzung, dass fiir alle §;,, aus G;, gilt E[h - (§jn)?] < oo (d.h. Existenz
der Varianz), so kann der Beweis iibertragen werden. Dies ist in unserem Modell vorausgesetzt
(vgl. (G2)) und damit folgt mit Theorem 2.4.1 aus van der Vaart und Wellner (2000), S. 122,
die Glivenko-Cantelli Eigenschaft der Klasse G; .
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Es gilt damit insgesamt:

n

1;\; <(9j(ei+(m*m)(Xi)v$)*gj(eiax))K(Xih_x))Q

n 4 h

zZ—XT

= [ (e + m=m)e).2) — g Nk (F55) ) fexle 2 de2) + (V).

Nun ist fiir das jeweilige g; zu zeigen, dass der Term auf der rechten Seite ebenfalls von der Rate
0,(v/h) ist. Im Falle einer Funktion, die (G1) und (G2) erfiillt, gilt

(4.11) //(gj(y—l-(m—ﬁ”L)(z),a:)—gj(y,x) )Q%KQ(Z;x)fE,X(y,z) dzdy = oy(1),

denn dies folgt mittels Taylorentwicklung, Substitution, der Tatsache, dass (m—m)(z) gleichméBig
in z fast sicher gegen Null konvergiert, der Voraussetzung, dass g}z stetig in der ersten Kom-

ponente und damit in einer Umgebung jedes festen y beschrinkt ist und der Anwendung des

Satzes zur majorisierenden Konvergenz (die Existenz der integrierbaren Majorante folgt dabei

aus Gleichung (3.3)).

Betrachte hier den Fall g;(e,x) = I{e < a(z) } — d(z) Indikatorfunktion:

/\/15< (gj(€+(mfm)(2),x)*gj(s,x))K<z;$>)Qfe,X(e,z)d(e,z)
= /\;ﬁ |Feyx(a(@) + (m —m)(z)|2) — FE|X(a(a:)|z)\K2<Z ; x) fx(2)dz

hlog(b—1)

= Op( \/;b

) = 0p(Vh)

Der letzte Schritt folgt mittels Taylorentwicklung, Substitution, Proposition 2.55 (i) zur Kon-
vergenzrate von sup,c ) [m(z) — 1 (z)| und den Eigenschaften der Bandbreiten h und b, dazu
siche (H1) und (H2).

Der Beweis zu (v) ist wie der Beweis zu (iv) zu fithren. Die nétige Funktionenklassenfolge
(Gjn)nemv, welche die Donsker-Eigenschaft erfiillt, ist hier gegeben durch G;, = {gj» : R X
0,1] x [0,1] = R, Gjn(e, 2z,2) = ﬁ K(%%) gj(e + h(z),z)|h € H}, siche dazu den Beweis zu
Lemma 6.7 (ii).
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Jetzt kann mit dieser Proposition eine Entwicklung fiir 7,,(x) hergeleitet werden:

Proposition 4.10 Im Modell (3.1) unter den Annahmen (M1) - (M3), (K), (H1), (H2) und
fiir Funktionen g, die (G1), (G2) erfiillen, gilt die Entwicklung

).

1, Xi—ua 1
4.12 () =2 o)=Y K i, 1) + 0p(——
(1.12) nla) =570 SR e ol
Dabei bezeichnet X(z) = fx(x) ,ué(z Elg(e, X)g'(e, X) | X = z] und ist nach Voraussetzung po-

sitiv definit. Zu diesem Term siehe auch Proposition 4.9.
Beweis:
Der Beweis der Aussage benttigt viele der Hilfsaussagen, die im vorherigen Hilfslemma zusam-

mengestellt wurden. Dabei benutzen wir, dass 14% =1l—-z+ 19_%:

M (x) wurde definiert iiber die Gleichung

Okx1 = prz g(éi,x hKh(Xi—m
1 )EKR(X; — )
- Z 1+77n Ezvx)Kh(Xz‘—l")
= %Z g(éww) Kh(Xz 1‘) - nilhzg(gux)g (5Za )Kh(X _x)nn( )
=1 =1
1 Q- g(Es, @) K (X — ) (7 (2)g(6s, ) K (X — ) )
Y z; L+ 7 ()9 (i, 2) Kn(Xi — @)
=: D1+ Dy + Ds

Wir zeigen weiter unten mittels der Hilfsaussagen 4.9 (i) - (iv), dass D3 = op(\/%). Dann folgt
mit 4.9 (v):

Ot = =23 i) Kn(X, Zg (602 KX, = 2)i(x) + oyl =)

=1
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Stellt man diese Gleichung um, so folgt:

n

3 ) KXo —a) = =3 oG a)g’ o) KR — o)
i=1

i=1

W z(xmn(x)wp(\/%x

dabei ergibt sich (1) mittels Proposition 4.9 (v) + (ii) und somit

) BTN R
a(z) = 7Y % 295“ ) Kn(Xi — ) + op(—=
i=1

Vnh

Zum Abschluss des Beweises fehlt noch die Abschitzung des Terms Ds:

o - | St s

(@)1 % Z 19(és, )P K5 (Xi — @) - Op(1)
i=1

a

Die Entwicklung von 7j,(x), welche Proposition 4.10 angibt, hat noch nicht die im Weiteren
benotigte Form, denn es wird eine Darstellung als Summe unabhéngiger Zufallsvariablen zzgl.
eines Resttermes von geeigneter Rate bendtigt, es ist also - "7 | K (X; — x) g(¢;, ) noch wei-

ter zu entwickeln. Dies liefert die folgende Proposition:

Proposition 4.11  Es gelten die Voraussetzungen (M1), (M2), (K), (H1) und (H2), (A). Dann
gilt

(i) far Funktionen g, die (G1), (G2) und (M3) erfiillen:

ZKh(Xi—x)g(éi,x) = %ZKh(Xi—x)g(ei,x)
j i=1
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(ii) ¢m Falle, dass g die Gestalt g(e,x) = I{e < a(x)} — d(x) besitzt:

2 X glenn) = > K(Xi =) I < a(w)} = d(o)
i=1 P
P / Kn(z — ) fax (0(@)]2) L Ko(Xi —2) dz

%Z [ 5 Ktz = ) L@ Kol = )(m(X) — m(2)) dz
=1

1
vnh

+op(

)

Beweis:

Zum Vorgehen: Dadurch, dass €1, ..., &, von einander abhéngen, ist die Entwicklung etwas ldng-
lich, die Techniken wiederholen sich aber immer wieder. Soweit moglich entwickelt man in Taylor-
reihen, nutzt die Voraussetzungen (M1) — (M3) um Restterme abzuschétzen bzw. nutzt fir die die
Zusatzinformation darstellende Funktion g die Voraussetzungen (G1) und (G2) um abschétzen
zu konnen.

Wir beginnen mit dem Beweis zu (i), dabei gehen wir in zwei Schritten vor: Zuerst beweisen
wir mittels Beweistechniken zur schwachen Konvergenz von stochastischen Prozessen die Dar-

stellung;:

nilh Z Kn(X; —x)g(éi,z) = Z Kp(X )g(ei, )
=1
(113) / hKhH ) (m(=) = (2)) foxy, ) dly, 2)
)

+op(—=

\/1%
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dabei ist ¢'(y, ) := %@’I)

. Im zweiten Schritt wird diese Darstellung dann noch weiter umge-
formt.

Allein mittels Taylorentwicklung von ¢(&;,z) um g(g;, z) und Berechnung von Erwartungswert
und Varianz kommen wir nicht zu Darstellung (4.13), denn die Restterme sind nicht von pas-
sender Rate abzuschétzen da g nicht als beschrénkt vorausgesetzt ist. In diesem Beweis nutzen
wir die Eigenschaften (G1) und (G2) von g aus.

Zum ersten Beweisschritt:

Wir zeigen die folgende Aussage mittels Beweistechniken zur schwachen Konvergenz stochasti-
scher Prozesse, dabei wenden wir Proposition 2.45 an.

Wir zeigen zunéchst fiir j = 1, ..., k die schwache Konvergenz des folgenden empirischen Prozesses

A1) Galii) = o= > (X0 [ [ e (0r2) ),
i=1

welcher mit deterministischen Funktionen g;, € Gj,, j = 1,...,k indiziert ist, wobei

Gin = {Gin: Bx 0.1 > R, (. 2) = gj(s—f—fb(z),x)—gj(e,x)]\/lﬁl((zgaj) hen)

dabei ist die Abhéngigkeit von n gegeben durch die von n abhingige Bandbreite h = h, und
es gilt H := C;1[0,1], siehe zu dieser Klasse Definition 2.34. Fiir (i — m) gilt nach Akritas
und van Keilegom (2001), dass P(m —m € H ) — 1 fiir n — oo ein Element der Klasse H ist.
Zusétzlich gilt:

Nachzurechnen sind jetzt die Voraussetzungen der Proposition 2.45 mit T' = H, d.h. es ist zuerst
zu zeigen, dass (G; . )neny Donsker ist. Dies ist zur Ubersicht ausgelagert und in Lemma 6.7 (i) zu
finden. Der dort gefiithrte Beweis wird dariiber gefiihrt, dass gezeigt wird, dass G;,, asymptotisch
stoch. gleich-stetig bzgl. einer Semimetrik p. Zusétzlich gilt ||m — M| = o(1). Betrachtet man
die im Beweis zu 6.7 (i) genutzte Semimetrik p(s,t) = ||s — t||o0, s0 ergibt sich p(c,,0) — 0 fiir
alle ¢, € H mit ||ey|lco = 0(1) direkt.
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In den Prozess G,, aus (4.14) setzen wir

a6 2) = [spfe + (m—i)(2).0) — (e )| =K (S7)

ein.Die Voraussetzungen von Proposition 2.45 sind also erfiillt.

Somit folgt nun, dass

Gu(Gjm) = = ;ﬁ Z ([9j<6i+<m—m><Xf>7f”>—ga‘(@f”)};;;K(Xizz_w)

// 05y + (m = 1)(2),2) = 9500 0) | K (250) fox (92 dady ) = op(1)

oder in der Form, in der wir die Darstellung benttigen:

fZ [05(ei + (m— m)(X0).2) — gy(e) | LR (F0)

// gi(y + (m — m)()m)_gj(y,x)]}

Um die in Proposition 4.11 (i) angegebene Entwicklung zu erhalten ist nun noch weiter zu ent-

K(555 ) Fex(v.2) dody + oy =)

>

wickeln. Wir zeigen:

| [ @+ n=ie)) = gi00) K (555 feelw ) dedy

(4.15) = [ [twa)m =i K (555 el 2 dedy + oy

.
vnh
Setze dazu:

1 Z—T

A= Vil [ [+ m = ie),0) = 05000) = i) m = ) (2) ) K () e (,2) dedy

und betrachte die Wahrscheinlichkeit, dass A, > p:

P(A, >p)=P(A, > p, |Im—1llec <0)+ P(Ap > p, [|m —m||lec >6) = a1 + a2
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Nach Proposition 2.53 (i) und den Bandbreitenbedingungen (H1) gilt:

az < P(|lm —m|les >0) =0(1) fiir alle § >0

Zum Beweis der o(1)-Rate von a; nutzen wir die Eigenschaft (G1), (H1), (H2), speziell das
Verhéltnis von h und b zueinander und die in 2.53 (i) gegebene f.s. geltende Rate ||m — 1|0 =
O((n='v~11og(b=1))'/2) aus:

a1 < P(VnhC / %K(uim)! (m =) (w) [ fx (u) du > p, [[m o 1i|se < 6) = o(1)

h 1og(b71)(1+6)/2

Dabei ist fiir den letzten Schritt nétig, dass 4/ - T vgl. (H2). Insgesamt ergibt sich

die Darstellung (4.13). Damit ist der erste Beweisschritt abgeschlossen.

Zweiter Beweisschritt:

Es ist jetzt noch [ + Kp(z—2) ¢'(y,2)(m(z)—mh(z)) f- x(y, 2) d(y, ) zu entwickeln und es ergibt
sich Proposition 4.11 (i).

Dazu ersetzen wir den Nadaraya-Watson-Schétzer m(z) durch die in Definition 2.49 gegebene

Darstellung und Y; = ¢; + m(X;):

[ 5 Kl = 2) ') mlz) = (@) frx (0,2 dly )

= = [ B0 g ) )y YR = 2) (64 mlX0) = m(2) ) Fex (o 2) dw. 2

i=1
— [ G- 0 ) % " Ral(Xi = )z Feox(y ) d(y, )
i=1
- [ Kl - 2) g0, ZKb —2)(m(X) = m(2) ) fexly 2) dly, 2)

- / K(z — 2) g (4,2 ZKb i = 2)er fax(ylz) diy. 2)
- [ K- ) g ZKb —2)(m(X) = m(2) ) fax(yl2) dy, 2)
[ Kl )y EL I <2 fX“')1Zi@(Xi—z)eif£X<y|z>d<y,z>
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Die ersten beiden Terme, 77 und 75, iibernehmen wir direkt in die Entwicklung. Man kénnte hier
noch das Integral mittels Substitution und Taylorentwicklung berechnen, fiir die spéter folgende
Berechnung der Varianz hat es aber Vorteile an dieser Stelle darauf zu verzichten.

Fiir die Terme T3 und T} betrachten wir die folgende Zerlegung;:

Ty = nlhzgaz /Kh(2—$)g/(yux)fX(Z)_fX(Z)if{b(Xi_Z) Fex (yl2) d(z,y)

fx(z)
— nthsz /Kh(z—x)g’(va)Wll)f(b(Xi—Z) Fax(ylz) d(z,y)
1)+ [ K- ) BEIOE L ooyt

Zu zeigen ist jetzt, dass diese beiden Summanden die Rate op( r) besitzen.
Den zweiten Term schétzen wir mittels Substitution, Proposition 2.55 (a) und den Vorausset-
zungen (M2), (K) und (H1), (H2) wie folgt grob ab:

n

’ % Z & /Kh(z — )4 (y,v) (fx(2) = fAX(Z)) —Kp(Xi — 2) fax(ylz) d(z,y) ‘
i=1

fx(z)- fx(z) 0

e P | s 9l dis
< o [P Z|sz|/|f<h )19/ ) Fax (012 [ Ko(CXs = 2)] d(z.)
(@) = @2 | e L IS L Ay o
< sup [HEESS | oK e I Z'l'zeéi/‘g ) S (012)] dy (1 +0,(1)
o 1
< o)) o) - 0,0)
(122) ( 1 )
= Pk

Zum ersten Summanden in (4.16) berechnen wir den Erwartungswert und die Varianz. Der Er-
wartungswert ist wegen Ele; | X ] = 0 identisch 0. Die Varianz zu berechnen ist etwas aufwéndi-

ger. Setze dazu im weiteren E[e7 |X;] = 0%(X1) (vgl. Voraussetzung (A), S. 41) Wir zerlegen
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die Varianz der Summe zuerst in die Summe Varianz und Kovarianz-Anteil, nutzen dann fiir

den Kovarianz-Anteil aus, dass fiir i # j Ele; - €5 | X1,..., X, ] = 0 gilt:

1< 1 , 2)— fx(2) 1 -
Vr(y S [ iRtz =g o) PELE I LR 2 fax () )

fx(2) = fx(2) 1

= 2) L (vl =)’

= (] =) )
=1

= 5 L EE ([ e ) PO SR =) Faxtwl e
1< 1 , 2)— fx(2) 1 -
= L E ) ([t~ 0) KO TR R =) faxtwl e
L 1 ) = 32 KX = 2) = oo =)
— 2(y. / Jj=1,j#i
= nQ;E[U (XZ)( EKh(Z_x)g (y x) fX(Z)
SRYX: ~ 2) fox wl2) d(z )
I =L % Ry(X;—2)
— LBl ([ 3 Eule - 0) ¢ 2) 0 R = 2) fax ) (=)
— [ (e = g ) BT L0 -2 e ) )
. fx(2) = 35 1an 1 Ky(Xj - 2)
= —E[o*(X1) ( | 3Kn(z =) g (v ) =




/ %Kh(z —2)d (y, 1) f;(l(Z) . %K§(X1 —z) fox (y]2) d(z,y)}
1 1
n n2b2

VEL0) [ U 02U )P Kaer = 2) § KnGa = 2) 9/ (01,2 ' 0 )

- B0 (X) /llth(z — )¢ (y.2) fx'(2) - %Kl?(Xl —2) fax (yl2) d(z,y) )2]

IN

‘(fX(Z1)—n1bZn;ffb(Xj—21))(fX 22) —*Z Ky(X; — 2))
J
SR~ 21) SR (X0 — 22) flanla) flyalea) den,yn) dlzs, o))
—0<#>
+O(n3b3)
= o(-) = Olyis) + Ol 5)
= o(-1)

Ahnlich zum Vorgehen zur Abschitzung von T ist das Vorgehen im Falle von Tj:

T, = nlhz [ e =20 HE I LR ) (m6) o)) foxtyl2) )

fx(2)
_ 1y o fx(2) = fx(z) 1
= 2 / Kn(e =) (g,0) 5280 T R(X = 2) (m(X0) = m(2) ) fayx (y]2) dCz, )
1 ¢ , (fx(2) = fx(2))? 1 -
+nh; /Kh(z—x)g(y,x) );X(z)f))i(z) gKb(Xi—z) (m(Xi)—m(z))fE|X(y\z) d(z,y)

Diese beiden Summanden sind wiederum durch op(\/%) abschétzbar, dazu schitzen wir wie

schon zuvor den zweiten Term grob ab und berechnen fiir den ersten Term den Erwartungswert

(dieser ist gleich o W)) und die Varianz (ist gleich O(2)).
Insgesamt erhilt man Proposition 4.11 (i). Zu Proposition 4.11 (ii):

Fiir g von der Gestalt g(e,z) = I{e < a(x)} — d(z) ergibt sich als Entwicklung:

nthKh(Xz’—x)I{éi <a(z)} = nhZKh i —x) I{e; < a(x)} —d(x)
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> / LKz ) Fox (@) |2)g Ko(X; — 2)(m(X0) —m(2)) dz
=1

o> [ 4 Kn = o) faxe@)le) Rl - 2) do
i=1

1
+ op(——
(=)

Beweis:

Im weiteren Verlauf der Arbeit folgt ein nahezu identischer Beweis (Beweis zu Proposition 5.4).
Darauf wollen wir hier verweisen. Dort wird der Beweis gleichméBig im hier a(x) genannten
Parameter gefiihrt, an dieser Stelle ist die gleichméflige Abschétzung aber nicht nétig. Der

Beweis zu 4.11 ist damit abgeschlossen.

Zur Erinnerung:

Die Entwicklungen wurden durchgefiihrt um die bisher hergeleitete Darstellung fiir 7¢ (z) aus
Proposition 4.10 im Weiteren ebenfalls entwickeln zu kénnen. Diese weitere Entwicklung ist
notig, da in der Entwicklung aus Proposition 4.10 immer noch die Schétzung é; enthalten ist
und sie ist im néchsten Korollar zusammengefasst:

Ziel der vorangegangenen Proposition 4.11 war die Darstellung von _ g(é;,z) Kp(X; — x) als

Summe unabhéngiger Zufallsvariablen. Proposition 4.10 besagt, dass:

R _ I o . 1
fin(x) =X 1(90)% ;9(&'71’) Kp(X; — ) + Op(ﬁ)-

Mithilfe von Proposition 4.11 kann nun leicht, passend zum jeweiligen Typ von g, eine Entwick-

lung als Summe unabhéngiger Zufallsvariablen angeben werden:

Proposition 4.12  Es gelten Modell (3.1) und die Voraussetzungen (M1), (M2), (K), (A),
(H1) und (H2). 0, (x) sei wie in 4.10 definiert. Dann gilt:

(E1) fiir Funktionen g, welche (G1), (G2) und (M3) erfiillen:

nle) = 27a) o 3 KX~ 2) g(ei, )
i=1
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SERCED I i [ e )0 0) R~ ) faxol) i)

1
n

- / Kl = )9/ 2) 3 Bo(Xs = 2)(m(X) = m(2) ) Fox(ul2) dly, 2

(E2) fiir Funktionen vom Typ g(e,x) = I{e < a(x)} — d(x):

(@) = %) % ZKM — ) glex, )

#2703 e [ RG = ) fax el RN ) de

47 () n; [ 3Bz = ) Facla(@)2) Kol = m(X) ~ m(2)) dz

Beide Aussagen folgen mittels Proposition 4.11 und Proposition 4.10.
Od

In diesem Abschnitt haben wir uns hauptséichlich mit der Entwicklung von 7! (z) in Summen
unabhéngiger Zufallsvariablen zzgl. eines Resttermes von hinreichend schneller Rate, op(\/%),
beschiiftigt. Diese Entwicklung werden wir im weiteren Verlauf nutzen um F*(y| z) — Fx(y|r)

zu entwickeln.

Bemerkung 4.13 In diesem Kapitel treten die Bandbreiten b und h nur einmal, im Beweis zu
Gleichung (4.15) in Wechselwirkung. Dort ist zum Beweis einer Rate ndtig, dass \/%W
o(1). Es werden aber an vielen weiteren Stellen schon explizit die in (H1) und (H2) angegebe-
nen Raten fiir die Bandbreiten genutzt, so speziell in einigen Abschitzungen von Resttermen

die Voraussetzung an die Bandbreite b, so dass fir die genutzten Kernschdtzer m und fX die

Abstinde || —m||so und ||fx — fx||oo von der Grifenordnung O( lognl;;l) sind.
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5 Entwicklung des Empirical-Likelihood-Schétzers

5.1 Zerlegung in drei Summanden

Im Weiteren soll nun die Differenz F*(y|z) — F,x(y|r) so entwickelt werden, dass sich eine
Summe unabhéngiger Zufallsvariablen zuziiglich eines Resttermes von geeigneter, in y € IR

gleichméBiger Rate ergibt. Dazu zerlege wie folgt:

(5.1) E;(yla)— Fox(yl«)
= (Fr(yla) = Fulyle)) + (Fulyl2) = Fa(yl2)) + (Fulyl @) = Fox(yl2)),

dabei siehe fiir die einzelnen Bauteile die Definitionen 4.1 , 4.2 und 4.6. Die erste Differenz ist die
zwischen dem Empirical-Likelihood-Schétzer und dem Kernschéitzer der bedingten Verteilungs-
funktion der Residuen gegeben X = x auf Basis der nichtparametrisch mittels Kernschétzern
geschitzten Fehler. Die zweite Differenz ist eine zwischen verschiedenen Kernschéiitzern der be-
dingten Verteilungsfunktion der Fehler gegeben X = z, einmal auf Basis der geschétzten, einmal
mit den original Fehler. Dazu ist zu bemerken, dass der zuletzt genannte Schétzer in der Praxis
nicht nutzbar ist, da die Fehler nicht direkt beobachtbar sind. Im Weiteren setze zum Zwecke
der Ubersicht X, =(X1, ..., X,,).

In den Entwicklungen dieses Abschnittes tritt der Kerndichteschétzer fx (z) in zwei Weisen auf,
zu unterscheiden nur durch die jeweils andere genutzte Bandbreite h bzw. b, vgl. (H1) und (H2)
und die genutzten Kerne K und K. Zur Kennzeichnung nutze fiir der Kerndichteschéitzer in
diesem Kapitel (und nur hier) die Bezeichnungen fh, x(z) und fb, x (), in den vorangegangenen

Kapiteln meint fx (z) immer fbﬂx(:c).

5.2 Entwicklung der drei Summanden

Wir betrachten die drei Summanden der Darstellung (5.1) noch genauer und zeigen:

Proposition 5.1 Unter den Voraussetzungen (M1) - (M3), (K), (A), (H1), (H2) und (G1),(G2),
(M3) bzw. g von der Form g(e,x) = I{e < a(x)} — d(x) gilt gleichmdifig in y € IR:

() Ei(ylz) = Falylz) = =il (@)ut” Elg(e, X) I{fe < y} | X = 2] + 0,(4)
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(i) Fulyl2) — Falol2) = f @) S0, [ 4 K(52) fax )b B (S5

+fX()nZZ 161f K(
"‘Op(ﬁ)

)(m(Xi) —m(2)) dz
£) axyle) K (X5) dz

(i) Falyle) = Fax (vl @) = fx' ()55 Xiny K (5572) (I < y) = Fax (vl 2)) + 0p(515)

Wir beginnen mit dem Beweis zu Proposition 5.1 (iii):

Mithilfe von Proposition 2.55 ergibt sich:

Fo(ylz) — Fox(y[z)
Ay Kn(Xi —x) (I{ei <y} — Fyx(y|x))

fnx(x)
_ A3 Kn(Xy —2) (I{ei <y} — Fx(yl @)
fx(z)
_TTlh Soiy Kn(Xi — 2) (I{ei <y} — Fayx(y|2) ) (frx(z) = fx(x))
frx (@) fx(z)
_ LS Kp(Xi —2) (I{ei <y} — Fx(ylz)) ‘o (L)
fx(z) Vb

Den zweiten Summanden werden wir grob abschétzen. Der Nenner des Zweiten Summanden ist
von der Gréflenordnung Op(1) und gréfer 0, da fx(x) > 0 fiir alle  aus [0,1] nach Voraus-
setzung. Fiir die Abschitzung des Zahlers des zweiten Summanden nutzen wir die f.s. geltende
Rate || fhx — flloo = O(y/ %) aus 2.55. Nun ist noch der erste Teil des Zahlers gleichméBig

in y € IR abzuschitzen. Wir multiplizieren den Ausdruck zur Vereinfachung mit h und zeigen:

sup | — ) (I{ei <y} — Fx(yl @) | = op(h?).

yeR
Zum Beweis nutze Proposition 2.39. Die zugrundeliegende Funktionenklasse hat die Form

z—x
Fo={ny R x[0,1] = R|pyyle, 2z) = K(

) (I{e <y} — Fox(yl2)), y € R},
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man wihle §2 = h -log(n) und o, = h/log(n)V!*™7, v > 0 aus Voraussetzung (H2), dann folgt
die Aussage wegen 020y, = h?/log(n)VIT7~1 = o(h2) und 2°80) — log(m)™7 _, ) siche ebenfalls

né2a2 h3n

(H2). Ein Beweis fiir eine kompliziertere Funktionenklassen mittels Proposition 2.39 folgt auf

Seite 75, auf das genaue Vorrechnen der weiteren Bedingungen in diesem Fall verzichten wir

hier. Damit ist (iii) bewiesen.

Als néichstes betrachte den ersten Summanden F*(y| z)—F},(y| 2) aus der Differenzen-Darstellung
(5.1) vor Proposition 5.1 zu Beginn dieses Abschnittes und beweise die Darstellung und Rate
aus Proposition 5.1 (i).

Ziel ist es auch hier wieder den Summanden darzustellen mittels einer Summe unabhéngiger

und identisch verteilter Zufallsvariablen zzgl. eines Resttermes von in y € IR gleichméfiger Rate

Op(\/%y

Fr(ylz) — Fu(ylz)
= & K (X; — x) pi(x) LK (X; — ) )
i1 nh Z] 1Kh(X — ) pj(z) #Z?:1Kh(Xj_x)

N 2 K (Xi — 7) 1 Y (B () — B (x N
_Z;thglKh(X] )pj()nglKh(Xj_x)(nh;Kh(Xg ) (pi(x) —pj(x))) I{é < y}

|
Eﬂ

= YO b Xy o) (o Y Kn(X; = 2) (Bile) = 5()) [{& < )
i=1 j=1
= 3O b ) (o A 7))
i=1 Jj=1
( ! - ! ) I{é; <y}
T+ i@ R =a) T+ ih(@)(E, ) Kn(X; = 2) =Y
= S O(Xi 2, b, X, ) - QhZKh — o) = i (@)g(E ) Kn(X — @) + i (2)9(25,2) K (X — )
=1

DX ) (DK~ 0P |,
L R K 0] 1 i aaep B - 7)1 <)

_l’_

~ ~ ~ ~

=: Al(nu x,y) + Ag(n,x,y) + Ag(n,x,y) + A4(n7 z, y)

Dabei benutze die in Gleichung (4.8) angegebene Darstellung fiir p;(x); die vorletzte Gleichheit

1 _q1_ 22
nlltztm—l x + i
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Berechne nun im Weiteren die Raten der Terme Al(n, [ T) IR 1214(n, x,y) getrennt. Dabei zeigt
sich, dass nur der erste Summand einen Beitrag liefert, die anderen Summanden sind von klei-

nerer (in y gleichméBiger) Rate:

F;(y‘%)—ﬁn(y|$) = fh(n,x,y)+A2(n,x,y)+A3(n,x,y)+A4(n,x,y)

= i () pl Blg(e, X) I{e <y} | X = 2] + 0p(——)

g~
>

~

Zum Beweis der Raten der Summanden Ag(n,x,y), ey Ay(n,z,y) sowie der Darstellung von

Al(n, z,y) siehe die folgende Proposition:

Proposition 5.2 Unter den Annahmen (M1) - (M3), (K), (A), (H1), (H2), (G1) und (G2)
gilt gleichmafig in y € IR:

. ~ R no LK, (X;—x) T Kn(X; —x) g(&i, w)Kh( i x)
_ _xnt nh h Q}L
(1) Al(naxvy) - 77n(=75) Z nh Z] L Kn(X; —x)p](x) Z]: Kn(X;— I{ < y}

= —ijy,(z) M6{2 Elge, X)I{e <y} | X =x] +0p(\/%)

ey 4 n LKy (Xi—) iy Kn(X— ) (6 :x)Kh(X —x)
_ nh h 2h h J J
(ll) A2(”>$7y) - ( ) Z nh. Z Kn(X '—$)p]( ) nlh L Kn(X;—= I{ < y}

N1 (ﬁi(w)g(éi,x)f(h(xi—x)ﬂ
Kp(Xi—z) =7 327 Kn(X;—1) 1+, (2)9(2; @) Ky (X o) {a <y}
IS Kn(X;—2) b (0) & Sy Kn(X;—w) =Y

2

(i) As(n,z,y) = 3

=1
_ 1
—Op(m)
ot 2 2
1 BN - L Gh@)e()a) Ky (X, —w)
(iv) Ay(n,z,y) = fj w P () sz 2o K0 e w6 06— I{& <y}
ALY = 4 T Kn (=) 53 (8) 25 Sy Kn(X;—) =Y

= 0Op )

Bemerkung 5.3 Im Weiteren muss auch noch das in der Darstellung (i) auftretende 1, (x) als
eine Summe unabhdngiger Zufallsvariablen plus einem Anteil geeigneter Rate dargestellt werden.

Die Entwicklung liefert Proposition 4.12, die Ersetzung erfolgt an dieser Stelle aber noch nicht,
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zu einem spdteren Zeitpunkt kommen wir darauf zurick.

Beweis zu Proposition 5.2 (i):

A ) " _LK2(X, - ) (¢, 2)
n,x = —i(z =
Ai(n,z,y) 7 );nhzj 1Kh( — ) pj(z)

o n _D)glena)
- it [ PR EAS s <)
- AKEC ) (o602) —gler)
*; hzj LKnl(X, — ) 35(@)
SLYICH) A
_,Zlizj 1Kh< s BUCERRC Tl
=: —f]fl(a:) (12111 + A — Ay )(n,x,y)

I{é; <y}

I{é <y}

Wir zeigen sup |Aja(n, z,y)| = op(1) und sup |A13(n, x,y)| = 0,(1). Hier sei nur der Beweis zu
yeR yeR

Alg(n,x,y) angegeben, Alg(n,x,y) folgt mit dhnlichen Methoden.
Im weiteren Verlauf der Arbeit wird fiir den Nenner des Terms Ajg(n,z,y) die Rate ¢ 4 0,(1)
mit ¢ # 0 (siche Term Aj19(n, z,y) auf der folgenden Seite) bewiesen. Betrachte hier also nur

den Zéahler. Fiir diesen gilt nach der Holder-Ungleichung und den Hilfsaussagen 4.9:

I iZ;Kh(X —2) (9(éis2) = gleina)) HE < y} |
=1

X =) (9(60.) = g(e0.)) - =KX= ) I{6s <} |

IN
Sl
S -

n n

< (D0 R ) I Sy))V? (0D JRRK =) lg(600) — gleo ) )1
i=1 =1

< (G2 ARG =) (3 RO = ) o) = ot ) P12
=1 =1

= Op(l)a

dazu benutze Proposition 4.9 (iv). Der einen Beitrag von relevanter Rate liefernde Term ist

fln(n,x,y). Dieser hat die Gestalt:
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i - —z)g(ei, )

An(n,z,y) = I{e; <y}
Z Z] 1Kh(X —:B)pj( )

(5.2) — ﬁ i1 K}%(Xi —x)g(ei,x) I{e; <y}

=1

Alll(na xz, y)
Ar1a(n, z,y)

Wir betrachten nun den Z#hler und Nenner aus (5.2) getrennt. Es ergibt sich fiir den Nenner

mittels Proposition 4.9 und Taylorentwicklungen bzw. Substitutionen wie sie schon héufiger auf-

traten:

) 1

Anz(n,z,y) = ZK’L 1+ﬁt( )9(Ej, x) Kp(X; — x)
_ (7t (2)g (&, %) Kn(X; — x))”
= ZKh ) (1 =7 (2)g (&, 2) Kn(Xj — ) + 1+ 0 (x)g(éj, ) Kp(X; — x))
B Z LK, — ) = T + Fxla) + op(D)

= (fX( ) = fx () + fx(x) + 0p(1)
= Ix(x) +0p(1)

Den Zahler wollen wir durch dessen Erwartungswert zzgl. eines Terms von geeigneter Rate er-
setzen. Da der Zahler von y abhéngt, muss diese Darstellung gleichméfig in y bewiesen werden.
Bevor wir mit der Betrachtung des Zahlers beginnen, verweisen wir auf Theorem 2.39 und die da-

zugehorige Bemerkung 2.40, welche es zusammen erméglichen eine gleichméfige Rate anzugeben.

Theorem 2.39 und Bemerkung 2.40 wenden wir nun auf den Zéhler von (5.2) an, dazu sind
verschiedenste Bedingungen zu priifen. Fiir den Zahler von (5.2) wiirden wir gerne gleichmifig

in y € IR zeigen, dass
v ZKh )g(ei, @) e <y} = pl fx(x) Elgle,2)[{e <y} | X = 2]+ op(1).
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Wir multiplizieren diese Gleichung noch mit h, was die folgenden Berechnungen {ibersichtlicher

macht. Wir zeigen also

sup [|-= 37 KRG = ) gleia) THei < 9} = el (o) Blgle.o) e < 9} | X =] || = 0,00,
ye i=1

Da g ggf. mehrdimensional ist, gehen im Weiteren komponentenweise vor. Sei j € {1,...,k }, zur
Anwendung von Theorem 2.39 und Bemerkung 2.40 definieren wir die Funktionenklasse F,, wie

folgt, x sei dabei fest:

zZ—XT

Fon=Fy ={ny : Rx[0,1] = R|pny(e, 2) = KQ( -

)gj(E,JZ)I{ESy}, yGJR}

Auf diese Klasse wollen wir nun Theorem 2.39 anwenden. Da die Funktionenklasse keine kon-
stante Einhiillende unabhéngig von n besitzt sind zusétzlich die verallgemeinerten Bedingungen
aus Bemerkung 2.40 nachzurechnen. Zuerst berechnen wir den Erwartungswert und das zweite
Moment von ¢y (g1, X1) und bestimmen dariiber §,, und «,. Darauf folgend rechnen wir die
Bedingungen aus Bemerkung 2.40 nach, zeigen insbesondere, dass die Uberdeckungszahl der

Klasse F, fiir alle n der dort angegebenen Bedingung genitigt. Es gilt gleichmé&Big in y € IR:

El¢ny(e1, X1)] = E[K}(X1 —z) gj(e1,x) I{e1 < y}]
_h. / K2(u) g;(e, 2)[{e < y} fox (6,2 + uh) dude
= heu® fx(@) [ g5(e e < yhfix(el ) e+ O(h?)

= h-pl fx(z) Elgj(e,x)I{e <y} | X = 2]+ O(h?)
= O(h)

E[¢h,(e1,X1)] = E[Kj(X1 — ) gi(e1,2) I{e1 < y}]
— hopl" - fx(@) Blg3(e,2) T{e < y} | X = 2]
= O(h) < C-h¥™.

Fir jedes ¢y, € F, existiert also der Erwartungswert von ¢, (1, X1) und das zweite Mo-

ment und die Raten dazu ergeben sich wie oben angegeben gleichméfig in y € IR. Damit ist im
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Hinblick auf Proposition 2.39 62 = h%/* und a,, = h'/*/log(n)"/? und somit o(52c,) = o(h).
Ebenso gilt unter der Voraussetzung (H1) die fiir Proposition 2.39 notwendige Voraussetzung
#}g%(z)% = lflg,f;)f — 0 fiir n — oo, siehe (H2).

Im folgenden rechne nun die Bedingungen aus Bemerkung 2.40 nach, beginnend mit (ii) und
(iii), dabei ist ®(e, z) = K?(%:%) |gj(, z)| die Einhiillende.

Zu (iii), nach Voraussetzung gilt E[®2(e, X)] < co und damit nach dem starken Gesetz der
n

groflen Zahlen, dass sup % 3 ®2(e, X) < oo f.s. Voraussetzung (ii) ist giiltig, denn es folgt mit
neN 1=
der Markov-Ungleichung;:

( sup —Zcp (ei, Xi) > h¥*) < P ZKh gj(ez, z) > h3/h)
<I>€]:n i—1

) B — ) )
- h3/4

Zur Voraussetzung (i):
Fiir die Uberdeckungszahl der Klasse F,, (s.0.) gilt die in Bemerkung 2.40 (i) geforderte Rate,

siche dazu Lemma 6.6 (i).

Nun kann man Proposition 2.39 bzw. Bemerkung 2.40 anwenden und erhilt gleichméfig in
y € IR:

1 n
ﬁZKﬁ(Xz' —a)g(ea) Hei <y} =h-uf fx(2) Elg(e,2)I{e <y} | X =]+ oy(h)

=1

Insgesamt ergibt sich gleichméfig in y € IR:

A _ i fx@) Elgle.n){e <y} | X =] |
An(n,z,y) = Fx(2) + 0p(1)
und somit
A(n.2.9) = i) Blg(e. ) <0} | X = 2]+ 0,(—=)

76



A, (n,x,y) zerlegt man &hnlich zu /ll(n, x,y), ersetzt &; durch g; auf die gleiche Weise wie dort

und zeigt gleichméBig in y € IR :

. o - ,TlhKh(X' - )LZ? 1Kh(Xj ) (537 )Kh(X ) N
5 ﬁmx — e <y} L z K2< —2) glej )
= il (z) = Fop(—)
T 2 3 Pk
1
= Op(ﬁ)v

dabei benutzt man mafigeblich fiir die letzte Gleichheit, dass fiir den Erwartungswert und die

Varianz des zweiten Teil des Zéhlers die Rate o(1) folgt.

Es fehlen noch die Terme As(n, z, y) und /L;(n, x,y). Betrachte Term Ag(n, x,y) genauer, A4(n, x,y)

schéitze dann analog ab. Der Nenner von

1+9 (2)g(€,@) Kp (X —x) A
IHé <y}
1 hZ] lKh(X 7$)p]( )nhZ] lKh( )
n L iy K Xi— 2
Kh(X z) ( gz;;zx)(e(él?x)’}((h(xr)ﬂ)ﬁ) )

- Zz; Z] | Kn (X5 — @) pj ()

./213(77/, z, y) =

(2

n ’\tx 0T —x 2
n ﬁKh(X'_ )nTlhzj 1Kh(X-—x)((””( )9(Ei,x) Kp (Xi—x)) )

I{é; <y}

ist von der Ordnung O, (1), siehe A112(n, z, y). Betrachte noch den Zihler, nutze wiederum Hilfs-
satz 4.9:

! (L ()9(61,) A
|2 ) gt =) [ <]
< @) x| e = | nth ) gl 215" o) 1K o

Damit ist Proposition 5.2 und somit auch 5.1 (i) bewiesen.

77



Beweise als letztes die in 5.1 (ii) gegebene Differenz und ihre Darstellung. Es gilt:

Rl ) = Faole) = 5 32t e (He <) - Ta <))
=1 n J= J

_ %ZW (I{éi <y} —IH{ei <y})
=1

_ﬁ N KX ) (& <y} — He < y))
=1

. frx (@) = fx(2)
fx(@) - fax(@)

= Bl(n>$7y) + B2(n7 xz, y)

Fiir den zweiten Term erhélt man mittels der Rechnungen zum Term Bi(n,z,y) und ||fx —
fnxllo = 0(1) gleichmiBig in y € IR die Rate op(\/%). Um die Darstellung Proposition 5.1
(ii) zu erhalten muss der Term Bj(n,z,y) noch weiter entwickelt werden. Fiir den Beweis der

Entwicklung nutze Proposition 2.45 :

Proposition 5.4 Unter den Annahmen (M1) — (M3), (K), (H1), (H2) gilt:

1 n Kh(XZ—$)<I{ézSy}_l{glgy})
e AETPS fx(@)

~15@) [ Eale = o) (He < y=ml@) + i) - e <0} ) (@) d(e2)| = o =)

Beweis:

Zum Beweis der Proposition werden wir Proposition 2.45 anwenden. Wir zeigen, dass

1
sup | = lei, Xi) — E[p(e1, X1)] | = of
peFn | i

By

dabei sei ¢ aus der Funktionenklasse

zZ—XT

h

Fo ::{gpzsz[0,1]—>JRW(E,Z):7K( )(I{e§y—ﬁ(z)}—l{€§y}>ﬁ67{,yEIR}

S
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mit # = C;7*[0,1], siehe Definition 2.34. Die Abhingigkeit der Funktionenklasse von n ist
dabei gegeben durch die von n abhiingige Bandbreite h = h,,. Die Funktionenfolge (F;,)nen
ist Donsker. Dies gilt nach Beispiel 6.7 (vi). Der dort gefiihrte Beweis wird {iber den Nachweis
der asympt. stochastischen gleich-Stetigkeit des Prozesses bzgl. der (im Beweis angegebenen)
Semimetrik p gefithrt. Um die obige Rate und Darstellung nachzuweisen, sind nun die weiteren

Voraussetzungen von Proposition 2.45 nachzurechnen. Betrachte die zuféllige Funktion

zZ—XT

bulez) = =K (He <yt () = m)} ~ e <))

Fiir (m —m) gilt nach Akritas und van Keilegom (2001), dass P(m —m € H) — 1 fiir n — oo
und somit ¢, asymptotisch ein Element der Klasse F,, ist. Ebenso gilt ||/ — m||sc = o(1) in
Wahrscheinlichkeit. Betrachtet man die im Beweis zu 6.7 (vi) genutzte Semimetrik p, so ergibt
sich ||p((y, cn), (y,0))|| = o(1) fiir alle ¢,, € H mit ||cp||0o = 0(1). Damit sind die Voraussetzun-

gen von Proposition 2.45 erfiillt und es gilt:

Yn€EFn

1 n
su — An gi)Xi —/ AndPIZO 1,
D \ﬁ;w - [ ¢ (1)

wobei P die Verteilung von (g, X) bezeichnet. Es folgt Proposition 5.4

a

Wir benutzen diese Proposition um den Term Bj(n,z,y) umzuformen und fithren im néchsten

Schritt die Entwicklung noch weiter mittels Substitution und Taylorentwicklung:

Bi(n,z, y)
) % ;W (Héi <y} —Hei <y})
3 f—l(x)/ %Kh(z o) (He <y —ml=) +m(2)} = He Sy} ) fox(e,2)dle,2) + Op(\/%h

- f;(m)/illKh(Z_w)/(I{gSy—m(z)er(Z)}—I{&Sy})faX(E\Z)CkfX(Z) dz + 0p(——)

= 1@ [ K= ) (Fuxt=m(e) + ()12 = Fox(012)) () ds+ o o=)

0 f.x(elu
= 57 [ ) (Fax(0l2)n(z) — m(e)) + 3 T

(elw)=(£]2)
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top(——= ! )

Y e / Kz =) L) (0(z) = m(2) £x(2) d= + 0, —=)

—
N

ef. 1 1 1 1
@) [ Kl ) fax y'z)(ﬁ, CR(X; — 2)Y, fbx(z)—m@» Ix(2) d= oyl
= 17 [ Kale = o) faxuls) Z 2m(X) = m(=) fx(2) dz
=1
_ 1 - 1

H@) [ 4 K- o) - 2;6 2Jei fx(2) dz + oy =)

D 1@ [ K- o) faxl) Zimx m(X) ~ m(z)) d
=1
+50) [ 1= 0) Fax0le) 1 3 p Rl = e d
+ixM (@ / Kn(z - 2) fx (y2) (fo” Zi* m(X;) = m(2)) dz
) 11 1
+ix' (@ / Kin(z — z) fox (y]2) (fobX anKb Ezdz—i-op(m)

. N . 1
= Bll(n7x7y) + BlQ(?’L, z, y) + Bl3(n7x>y) + B14(n7$7y) + Op(ﬁ)

Zu Zeile (1): hier hat man den zweiten Term der Taylorentwicklung mithilfe der folgenden Rech-

nung abgeschétzt:

(=) = m(=))? fx(2) dz|

’/ Kh(z_x)ﬁfs\x( elt)

< o =l [ \h - 3f€§f'” i Jx)]

= [lth —m) |°°/‘K afean (a|t):(§|x+uh)fx(x+Uh)‘du

<Kl swp | = mp?
yeR,ue [0,1] Y

< 00,0y — o1,

wobei die letzte Rate mit den Voraussetzungen (H2) folgt.
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Fiir den ersten und einzigen noch iibrig bleibenden Summanden der Taylorentwicklung setzt
man in der darauf folgenden Zeile die Definition des Schétzers der Modellfunktion, m, ein und

schiebt zur weiteren Vereinfachung noch Terme so dazwischen (siehe (2)), dass -

=B in den

fiihrenden Termen nicht mehr auftritt.

Bii(n,z,y) und Bia(n,z,y) iibernehmen wir in die Enddarstellung. Betrachte im folgenden
noch die Summanden Blg(n,x,y), B14(ﬂ,m,y) und zeige fiir beide gleichméafig in y € IR die
Rate op(\/%).

Betrachte Term Bi4(n, z,y) genauer:

: fx(2) = fox(2) 1 1~
Bl4(n’x’y) = / al szx(j)x : EKh( fe\X y| 2:35 i % 51 dz

Problematisch ist, dass fb7 x(z) im Nenner auftritt. Schiebe Terme so dazwischen, dass im Nen-

ner fx(z) anstelle des Schétzers steht:

: L~ [ fx(2) — fox(2) 1 Ly
Butne) = 3 [ PEEEEO e =0 fax012) Rt~ )

(5.3) +/ (fx(2) = fox(2)1

A
fb,X(Z)fX(z) h Kn(z — @) fz1x(y]2) o ; gKb(Xi —2)g; dz

Zum Beweis der op( f) Rate des zweiten Summanden schétze den Term mittels Supremum

grob ab und zeige fiir den Anteil + sup 13" |Ky(X; — z)e;| die Rate O,(1) mittels Propo-
z€[0,1]

sition 2.39 und Berrierkung 2.40, dabei ist o, = @ und 0, = /blog(n). Zuséitzlich nutze
sup.co | (fx (2) = fox (2))%] = O(n~ 16" log(b™1) aus 2.55 (a*).

Den ersten Summanden der Darstellung (5.3) betrachte gesondert. Hier ist wieder eine Rate
gleichméfig in y € IR notig, so dass es nicht ausreicht Erwartungswert und Varianz zu berech-

nen. Wir wenden Proposition 2.45 an. Betrachte dazu den folgenden Prozess:

(5.4) Gnlpy) = \}ﬁ Z (goy (i, X5) // 0y (v, 2) fe,x (v, 2) dZdI/)
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mit der von n abhingenden Funktionenklasse:

Fui= L s Rx 01 = Rl gyale.s) = e [ i) =k (*5

Z—U

b

) faxlol) RS du, y € BT eH)

H = C§+O‘[O, 1], siehe zu dieser Klasse Definition 2.34. Im folgenden sind nun die Vorausset-
zungen von Proposition 2.45 nachzurechnen. (F,)nen ist nach Lemma 6.7 (vii) Donsker und
der Prozess ist asympt. stoch. gleich-stetig bzgl. der im Beweis angegebenen Semimetrik p,
fiir fb’X — fx gilt Hfb,X — fx|loo = o(1). Betrachtet man die im Beweis zu 6.7 (vii) genutzte
Semimetrik p, so ergibt sich ||p(y, ¢n) — p(y,0)|| = o(1) fiir alle ¢, € H mit ||cy||co = 0(1).

In den Prozess G, aus (5.4) setzen wir

_ 1~ z—
) fax () SR (F5=) du

Gynle.2) =¢- / (o (1) — fx(w) \}Em

Fiir (fAb,X — fx) gilt nach Akritas und van Keilegom (2001), dass P( fb,X —fx € H) — 1 fir
n — 0o und somit ¢, , asymptotisch ein Element der Klasse F, ist.
Damit sind alle Voraussetzungen von Proposition 2.45 erfiillt und wir erhalten gleichméfig in y

die Darstellung

1 uU—2x 1 zZ—Uu

Butnay) = [ [ e [ (uxt = ) KOS faxol) gREGY) dufixe,) deds + oy
o)

(—
pm

NoTL

Es ergibt sich also gleichmiBig in y: Biy(n, x,y) = op(\/%)

Setzt man nun alle Teile zusammen, so ergibt sich die Darstellung 5.1 (ii):

Fu(ylz) — Fulylz) = B(n,z,y)
- Bl(”ax7y) +Bz(n,x,y)

~ 1
= Bi(n,z,y) + Op(ﬁ)
1

— Bll(nvxv y) + El?(na Iﬂ,y) + Bl?y(n)x’y) + 314(71,113, y) + Op(i)

Vnh
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. A 1
(55) = Bll(nvxv y) + Bl2(na x,y) + Op(ﬁ)

— @s Yoe [ G KCLE) fxlo) R ds

b
=1
1R D [ RO Ll R )~ m(z)

Der Beweis zu Proposition 5.1 (Entwicklung der Differenz F¥(y|z) — F,x(ylz) als Summe

unabhéngiger Zufallsvariablen zzgl. eines Resttermes der (in y gleichméfigen) Rate op(

N )) ist
damit abgeschlossen.

a

Bemerkung 5.5 In diesem Kapitel treten die Bandbreiten b und h nicht in Wechselwirkung, es
werden aber explizit die in den Voraussetzungen (H1) und (H2) zusammengefassten Raten der
Bandbreiten genutzt, speziell die daraus folgenden Raten fir ||/ —m||so, Hfqu — x|l etc. und
die zum Beweis der Donskereigenschaft auftretender Funktionenklassen notigen Bandbreitenan-
nahmen. Da die Beweise zur Donskereigenschaft von Funktionenklassen in das ndchste Kapitel,

Lemma 6.7 ausgelagert sind, wird darauf nochmals eingegangen werden.

Mit diesen Entwicklungen wollen wir nun zur Berechnung des Erwartungswertes iibergehen.
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6 Erwartungswert, Kovarianz und schwache Konvergenz

Bemerkung 6.1 Wir betrachten der Ubersicht halber im Weiteren nur eindimensionale die
Nebeninformation beschreibende Funktionen g vom Typ g(e,x) = I{e < a(z)} — d(x). Analoge
Aussagen lassen sich aber auf die gleiche Weise auch fir diesen Zusatzinformationstyp mehr-
dimensional angeben. Fir Schitzer auf Basis die Zusatzinformation beschreibender Funktionen
g vom Typ (G1) und (G2) geben wir mehrdimensionale Resultate an; ebenso kénnen auch fir
Mischungen der beiden Typen g Resultate angegeben werden, diese ergeben sich direkt mit den

Rechnungen zu beiden Typen und werden in dieser Arbeit nicht gesondert angegeben.

Im vorherigen Kapitel haben wir fiir die Differenz F*(y|z) — F,x(y|z) eine Darstellung als

Summe unabhéngiger Zufallsvariablen zzgl. eines Resttermes der (in y € IR gleichméfiigen) Rate

op(#) hergeleitet. In diesem Kapitel werden wir nun Erwartungswert und Varianz der Dar-

Vnh
stellung ohne den Restterm berechnen. Setze im Weiteren

(6.1)  A(y,z) == pf - Elgle,X) {e <y} | X = z]

Bal) = I3 @) Y [ 3 K fax ) RO D) m(X) - m(2)) dz

HR@ e [ KCTD faxtuls) (RS ds

ar i K(7) (Hes <y} — Fyx(yle))

Crlone) = fx(@)

Es gilt nach den vorangegangenen Rechnungen (siehe Gleichung (5.1) und Proposition 5.1)
gleichméflig in y € IR die Entwicklung:

Ex(ylz) = Fyx(ylz) = —ﬁi(ﬂﬁ)'A(y,w)+Bn(y,ﬂf)+0n(y,ﬂf)+0p(\/;—h)
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Mithilfe der Entwicklung von 7!, (z) (siehe Proposition 4.12) erhilt man:

(6:2) Fi(4]2) = Fax(v]2) = Fofa) + (=)

wobei

(6.3) Rp(z,9) == — (27 Y(x) % ZKh(Xi — ) g(ei, 7)) - A(y, ) + Bu(y,z) + Cn(y, 2)
i=1

rn(2) ist je nach der Gestalt von g definiert. Wir wollen im folgenden den Erwartungswert von
R, (z,y) berechnen. Fiir eine die Zusatzinformation beschreibende Funktion g mit der Entwick-

lung aus Proposition 4.12 (E1) ist

@) = raa(e) = <=7 @) Yoer [ 5 K - 009 0) RN - ) Lo ) dlo. )
=1

B 3 [ e ) ) Rl 2) (00— m(e)) ) 2

+op(

)

Fiir Funktionen g mit der Entwicklung aus Proposition 4.12 (E2) ist

@) = Tnale) = £70) 130 [ 4 Kule = o) fxla(e)l) Kol - 2) ds
=1
457 @) 23 [ K - o) Fla(@)l) KX - )(m(X) - m(2)) dz
i=1
1
+0P(\/ﬁ)’

dabei gilt die Rate op(\/%) der abgeschitzten Restterme jeweils gleichméfig in y € IR.
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6.1 Erwartungswert

Im folgenden berechnen wir den Erwartungswert von R, (z,y). Wie im letzten Kapitel betrachte
zur Berechnung die Summanden getrennt; das Vorgehen ist jetzt, da die Ausdriicke durch die
Darstellung in Summen unabhéingiger Zufallsvariablen vereinfacht sind, nicht mehr sonderlich
problematisch.

Im Anschluss folgt dann noch eine Proposition zur Kovarianzfunktion des Prozesses G(-,x) :=
Vnh (EF*(-| z) —F,x(-|x) =b},(-, 7)), dabei wird der abzuziehende Korrekturterm by, (-, z) mittels
der obigen Proposition zum Erwartungswert und Varianzberechnungen festgelegt, d.h. er wird
gleich denjenigen Termen der Entwicklung gesetzt, die im Erwartungswert die Rate O(ﬁ) und
fiir die Varianz die Rate 0(%) liefern. Die Terme, welche nicht Erwartungswert gleich 0 und eine
Varianz der Ordnung O(%) haben werden durch Abziehen des Erwartungswertes erwartungs-
treu gemacht. Korrigierend flieit der Erwartungswert dann noch in den Korrekturterm ein. Die

genaue Aufteilung folgt an spéterer Stelle.

Proposition 6.2 Fiir die obige Entwicklung (6.2) und (6.3) von F(y| x) — I x(ylz) gilt unter
den Voraussetzungen (M1) - (M3), (K), (H1), (H2), mit g erfillend (G1), (G2) oder g Indika-
torfunktion der Gestalt g(e,x) = I{e < a(x)} — d(x):

BlRa(e,y)] = Bl=(57@) o S Ku(X = ) gles, ) - Aly,0))
CElB)]
+E[Cu(y, )]
~E[r}(x) - A(y,2))
- By TR X = IO sy agy,a) +o(h?)

2 2 fi (x)
g s (FR ) + =20 Fi o)) + oh?)

—E[r,(z)] - Ay, )

n

und mit r,(x) jeweils passend zu der die Nebeninformation beschreibenden Funktion g (vgl. (6.3)

#.):

2 .
Elraa(e)] = ~57() 2 uf Eld(e,X) | X = o] B@) + o)
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2 .
Elran(@)] = 57@) 2 uf fax(a@)] ) Ba) + o)

Dabei st B(x) := (m - fx)" () —m(x) f§(2) und F9) (y|x) := PED 5o o

Beweis von Proposition 6.2:
Zur Berechnung des Erwartungswertes von Term C,(y, z) (siehe (6.3)) nutze Proposition 2.54,

welche Eigenschaften des Kerndichteschétzers zusammen tragt. Damit ergibt sich:

BlCa(ya)] = @) Bl S KX =) (e < 0} = Fax (o] )
=1
2 ..
(6.4) @ (G (T a e Paxle) ) + o)
2
= Gt (Rl + D FR ) + o)

Die letzte Umformung ergibt sich mit F(] cWlz) = Fhyx (@) i=12, fox(e,z) = 1)

oxI ’ 0 x?
und einigen Zeilen von Umformungen, Vgl. dazu auch Hall, Wolff & Yao (1999). In den Beispielen
in Kapitel 7 greifen wir auf die besser berechenbare erste Darstellung zuriick.

n

Fiir den ersten Summanden, Dy, (y, z) := —(S7'(z) 2= > Kp(X;—2) g(&, 2))t- A(y, z) aus (6.3),

=1
ergibt sich:
E[Du(y,7)] = B[~ ZKh glei, @) - Aly, )]
- ZKh g'(e2)] SN ) Aly, o)

= —/ K(u) gt(a,x) fex(e, x4+ uh)d(e,u) - Zfl(x)t - Ay, x)
- / K(u) (e, 2) fopx (el + uh) fx (z + ub) d(e, u) - 271 (z)! - Ay, 2)

= /K fe,2) | X =2z 4uh] - fx(z+uh)du- X7 (2)t - Ay, x)
= fX /ZK (e, fa\X( elz)d(e, u)
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h?  O*Elgl(e,z)| X =t] fx(t)
"‘?:U’ 8t2
2 2 T — .
_ _%Mé(a E[g (8, )a’;;' t] fX(t) . -E’l(a:)t‘A(y,a:)—i—o(hz)

} s N @) Ay, z) + o(h?)

t=x

Nun fehlt noch der Erwartungswert der unter B, (y, z) zusammengefassten Summanden aus der
Entwicklung (6.3). By, (y,x) besteht aus zwei Teilen. Der Erwartungswert des ersten Terms ist

leicht zu berechnen, der des zweiten etwas umsténdlicher:

52/ Kh fa|X y| ) ( i_z) dZ}

- Blf3'@)E mx/ Koz = ) fox (9]2) 3 KoK — =) dz]
=0

B )5 Y [ Knle = 2) fax (vl Ro(X = )m(Xs) = m(2) dz)
=1

@) [ K 0) faxl) [ SR (M7 ) m() ) duds

Betrachte hier zuerst das innere Integral. Entwickele in einer Taylorreihe bis zur zweiten Ablei-

tung, & = &1(z,t,b) und & = &a(2, t, b) bezeichnen dabei die dazugehoérigen Zwischenstellen:

[ 3R ("57) mlw) = m(2)) fclu) du

K@) (m(z + tb) — m(2)) fx(z + tb) dt

- / R(t)m(z +1b) fx (= + th) dt — / R(tym(2) fx(z + tb) dt
[ E@m- 1)+ thim - £ ()

9 2
+/ t2 v (m- fx)"(z) + t* b*( (m- fx)"(&1) = (m- fx)"(2)))dt

2 2
- b + 12— b

- / R(tym(z) (fx(2) 410 Fe(2) +12 5 () + 2 0 (F(E) — 74(2)) )

2
-/ %t%(t)((m-fxy’(z)+Rl<51,t,b,z>>dt— / %t2K<t>m<z><féé<z>+R2<sz,t,b,z>>dt

2

~ 2 ~
= S (om0 @) - m@ ) + % [ ROP (Bat.b,2) = m(e) Raléa b)) d
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: — 1K B(2) +— /K )t (Ry1(&1,t,b,2) — m(z) Ra(éa,t,b,2)) dt
Dabei ist:
(6.5) B(z) := (m- fx)"(2) — m(2) fx(2)

Die Zwischenstellenterme haben die Rate o(b?), was im Weiteren, wenn auch noch das duBere
Integral ausgewertet ist, ersichtlich wird, dabei nutzt man direkt die Voraussetzungen (M2) und
(K), d. h. die gleichmé&Bige Beschrinktheit der Bauteile dieser Restterme. Betrachte jetzt also

das duflere (Erwartungswert-)Integral:

Z / Kn(z — ) fex(ylz ) o (Xi — 2)(m(X;) —m(z)) dz]

fX / Kz =) fx(ol2) [ % (") () — m(=)) fx(u) du dz
w o fX / Kn(z — 2) fox (512) i B(2) d2
—|— fX / Kn(z — ) fx (yl2) /K (R1(&1,t,b,2) — m(z) Ro(&2,t,b,2) ) dt dz

(az) b —fX / Kn(z — ) fox (9]2) uf B(2) dz + o(b?)

— b2u2 fX /K u) fox (Yl @ + uh) B(z + uh) du + o(b?)
2

o) %;é‘ £0) [ K@ Lol a + uh) Bo) du+ o)

= Db i@ [ ks (faxtl +on D gen0))
+o(b?)
b2

= O 5 @) Fax 0l 2) B@) + o(t?)

Zu (1), hier nutze die vorangegangene Umformung des inneren Integrales. Zur Abschitzung der
Restterme haben wir die Voraussetzungen (M2) genutzt, speziell auch die dort vorausgesetzte

Lipschitzstetigkeit von B(x).
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Zum Ende der Erwartungswertbetrachtungen berechne noch den Erwartungswert derjenigen
Terme, welche iiber die Entwicklung von 7!, (z) dazu gekommen sind (vgl. (6.3) ff.) und von der
Gestalt E[r!(z)] - A(y,z) sind. Nutze dabei die Voraussetzung E[c|X = z] = 0 (siehe (M1),
(A)) aus.

Betrachte zuerst E[ry1(z)], wobel man vorherige Rechnungen (siehe die Rechnung um Glei-

chung (6.5)) ausnutzt; ry, 2(z) folgt spiter analog:

Elraa(o)] = ~=7@) (30 Bles [ 4 Knle = 2)9/(0n0)  Ro(Xi = 2) fpx(012) (. 2)

n
=
n

b SB[ Kl - ) 0) § Kol = 2) ()~ mi2) ) faxul2)dn,2)])
=1
=0
=5 )s L g Kale = )¢ () Kol - 2)(m(X) — m(2) ) fxol2) dly.2)
=1
= =) [ K- 0w xlule) [ Rl 2)(mla) — m() fx(w) dud(y. 2
= =70 [ Kl 2) ' 00) Lxol2)

b2 I

(Wi B(: /K DI (Ri(1,1,b,2) — m(2) Ral6a,t,b,2) ) dt ) d(y, 2)

~ oy ug/ Kn(z - 2) ' (4,2) fox (0]2) B(2) d(y, 2) + o(b?)

Die Zwischenstellenterme haben die Rate o(b?), dabei nutzt man direkt die Voraussetzungen
(M2) und (K) zur gleichméfigen Beschranktheit der Bauteile dieser Restterme. Jetzt substitu-
iere ein weiteres Mal, nutze die Lipschitzstetigkeit von B(x) und entwickele f. x(e|x + uh) um

2 bis zu einer Zwischenstelle der ersten Ableitung als Taylorreihe. Es ergibt sich:

Y Bl (e X) | X = 2] B(x) + o)

Fiir den Term E[ry, 2(z)] ergibt sich auf die gleiche Weise:

Elras(@)] = E[z—1<z>izsi [ 5 Ktz = ) foxla(@)a) jRo(Xi - 2) dz]
1~
by / Ki(z — 2) fox (a(e)|2) Ko(Xi = 2)(m(X:) — m(2)) d=]
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2
= 27 @) % uf fax(a(a)| o) B() +o(t?)

Damit ist Proposition 6.2 bewiesen.

6.2 Angabe des Prozesses

Jetzt ist mittels der Rechnungen zum Erwartungswert und weiterer Varianzrechnungen festzule-
gen, welche Summanden in den Prozess eingehen und welche in den Bias. Diejenigen Summan-
den, die nicht zentriert sind und eine Varianz der Rate O(%) aufweisen, werden durch Abzug
des Erwartungswertes der Terme zentriert, welcher dann folglich auch im abzuziehenden Bias
enthalten sein muss.

Diejenigen Terme, welche eine Varianz der Rate o(ﬁ) aufweisen, werden ebenfalls mittels Abzug
des Erwartungswertes zentriert, so dass der Erwartungswert ebenfalls im Bias wieder hinzuge-
rechnet werden muss.

Zu betrachten ist nun, von welcher Rate die Varianz der Summanden der Entwicklung sind. Die
Bezeichnungen entnehmen wir der Proposition 6.2 zum Erwartungswert. Die Varianzrechnungen

der meisten Terme werden zur Berechnung der Kovarianz noch genau angegeben, hier werden

die Rechnungen deshalb knapp gehalten oder entfallen ganz. Es gilt:
(6.6) Var(Cn(y,z)) = O(—)

Der Term Cy,(y,x) hat nach obiger Proposition Erwartung ungleich 0, auch keine Varianz der
Ordnung o(n—lh), multipliziert mit v/nh wiirde er einen Beitrag zum Erwartungswert und zur Va-
rianz liefern. Um Erwartungswert gleich Null zu erhalten werden wir im weiteren Verlauf deshalb
Cn(y,xz) — E[Cp(y,x)] zu dem uns interessierenden Prozess hinzu nehmen, denn dieser Term
hat Erwartung 0 und Varianz O(-}-). Zum Ausgleich wird wieder E[Ch(y,z)] zum Bias-Term

des uns interessierenden Prozesses (6.8) hinzugerechnet.

(6.7)  Var(Dn(y,z)) = Var(—(37"(x) % Y En(Xi—a)g(ei @) - Aly,2)) = O(—)
i=1
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Dieser Term ist ebenfalls nicht zentriert (vgl. Erwartungswert-Berechnungen) und hat auch kei-

ne Varianz der Ordnung o(#), wir gehen deshalb ebenso wie zu Term C),(y, x) vor.

Bu(y,7) = fil(m)iZEi/ %Kh(z—:c) f€|X(y|z)%f(b(Xi—z) dz

el / Koz o) fax (012) 3 Ko(X; — 2)(m(X0) — m(=)) d

Der erste Summand ist zentriert und hat eine Varianz der Rate O(-}), Der zweite Summand

ist zwar nicht zentriert, hat aber eine deutlich kleinere Varianz:

Var(fy'(x Z/ Kn(z =) fox (ylz ) G(Xi — 2)(m(X;) —m(z)) dz) :O(%),

Ebendies gilt auch fiir die zentrierten Anteile der durch den jeweils vorliegenden Typ von Ne-
beninformationen g hinzukommenden Summanden, diese haben eine Varianz der Rate O(=).
Fiir die nicht zentrierten Anteile gilt:

Fiir die Zusatzinformation beschreibende Funktionen g, welche (G1) und (G2) erfiillen:

Var( - Z [ 5 Ente = 01 w.2) Kol = ) (m(X) — m2) ) fax(vl2) d(w:2))

(nh)

Fiir die Zusatzinformation beschreibende Funktionen g der Gestalt g(e,2) = I{e < a(z)} — d(x) :

Var(S 7 ) 3 [ 4 Kne = ) faxlala)|o)  Ral(Xs - 2)(m(X0) — m(=) dz)
0(@)

Ahnliche Varianzrechnungen wie oben nétig folgen an spiterer Stelle noch hiufiger, hier verzich-
ten wir auf die Angabe. Nach den Berechnungen zum Erwartungswert der in y € IR gleichmafi-
gen Entwicklung von F*(y|z) — F.x(ylz) (siehe (6.3)) und den Bemerkungen beziiglich der
Varianzen wollen wir nun den Prozess angeben und die Kovarianz betrachten, dazu betrach-

ten wir zunéchst nur die Zusatzinformation beschreibende Funktionen g, welche (G1) und (G2)
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erfiillen; fiir Funktionen ¢g von Indikatorgestalt folgen Aussagen im Anschluss.
Mittels der Entwicklung von F*(y|z) — F,x(y| =) (Proposition 6.2) und den vorausgegangenen

Rechnungen legen wir den Korrekturterm fiir den folgenden Prozess fest:
(6.8) Gl ) == Vah (E(-|2) = Fox(-|2) = bj(2))

Wie schon zuvor ausgefiihrt setzten wir b} (-, x) gleich dem Erwartungswert der beiden Ter-
me, welche im Erwartungswert eine Rate ungleich 0 und eine Varianz der Ordnung o(%) lie-
fern, dem Erwartungswert des Terms Cp(y,z) = fy'(z) - LS KX —z) (I{e; <y} —
Fx(y|r)), im Weiteren mit E[Cy(y,z)] bezeichnet und dem Erwartungswert von D, (y, ) :=

—(=7Y(2) & i:lKh(Xi —x)g(gi, 1))t - A(y, z), vgl. dazu auch (6.6) bzw. (6.7) und (6.1):

by,

(+2) = BlDy(2)]
2 .

F(27 ) o Bl (e, X) | X = 2] BG))' i Blg(e, X) T{e <} X = 2]

o i 17 @) Fax (1o BG)

+B[Ca(2)]

R OBl (e n) | X = 1] fx()

N 2 H2 81&2 t=x

2
F(57 ) S Bl (e, X) | X = 2] B@))' - Blg(e, X) I{e < -} | X =]

2

27 @) pud” Blg(e, X) e <} X = 2]

2 .

+ O 1 @) L) B(a)

0 2 i (@)

+g o (FRCa) + =20 Pl a)
+ o(h?)

Zu den einzelnen Bauteilen siehe Proposition 6.2, bzw. (6.5) zu B(z). Es gilt o(h?) = 0(\/%),
siehe (H2).

Damit erhélt man zusammengefasst:

(6.9) Fy(-|2) = Fyx(-|2) = Hol,2) + 0 (-, 2) + op(—=)

1
vnh
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wobei

(6.10) Hy(,x)=Hy1(-,x) + Hyo(-,x) + Hy3(-, ) + Hypa(-, x)

und

Hoalor) = (07 (0) = S KX — ) gles ) - 1" Blo(e, X) Iz < -} | X = 2] — B[Da(-2)]
i=1

Hoolsz) = o> [ 4 Knle = 2) 0/ (0a))! 3 RolXi = 2) Lo l2) dlv, )
=1

2 2) - wl Blg(e, X) I{e < -} | X =]
Hoals) = 000 S [ 3B = o) fox (- |2) ol - 2) d
=1

Hua(on) = (f2' @) S Ku(X —2) (Ies < -} = Fyx(-[2)) — B[Cu(2)] )
i=1

Bemerkung 6.3 (Bandbreiten) Der Korrekturterm b} (-, x) enthdlt nur Summanden welche je-
weils quadratisch von den Bandbreiten h und b abhdngen, hier sind keine Mischungen zu be-
achten. Es wird sich nach Berechnung der Kovarianz herausstellen, dass sich, bei geeigneter
Wahl des Verhdltnisses von h und b, die Kovarianzen der Summanden Hy 1(y,z) — Hp 4(y, x)
etwas vereinfachen konnen. Darauf gehen wir nach Berechnung der Kovarianzstruktur bzw. des
Beweises der schwachen Konvergenz und der dort bendtigten Bandbreitenannahmen an h und b

nochmals ein.

6.3 Kovarianzfunktion

Im Weiteren werden wir die Kovarianzfunktion des Prozesses H, (-, z) berechnen. Der Beweis

zur schwachen Konvergenz des Prozesses folgt im Anschluss. Es sei y1 < yo und damit

COV(Hn(y17 I)) Hn(y27 I)) = COV( Hn,l(yly LU) + Hn72(y1) 37) + Hn73(y17 l‘) + Hn,4(y17 SL'),
Hy1(y2,x) + Hy2(y2, ) + Hp3(y2,2) + Hya(y1, 7))
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= Cov(Hn,1(y1, ), Hn1(y2, 7))

+Cov(Hn2(y1, ), Hn 2(y2, 7))
+ Cov(Hp3(y1,2), Hn3(y2, x))

(6.11) + Cov(Hn1(y1, %), Hp3(y2, 7)) + Cov(Hns(y1, ), Hn1(y2, 7))
+ Cov(Hp 2(y1, ), Hy3(y2, z)) + Cov(Hp 3(y1, z), Hy2(y2, T))
+ Cov(Hp,1(y1, %), Hn2(y2, ) + Cov(Hp,2(y1, %), Hn(y2, 2))
+ Cov(Hp4(y1, x), Hpa(y2, 7))
+ Cov(Hna(y1, ), Hp1(y2,2)) + Cov(Hn(y1, ), Hna(y2, )
+ Cov(Hna(y1, ), Hp2(y2,2)) + Cov(Hn2(y1, ), Hpa(y2, z))
+ Cov(Hna(y1, ), Hp3(y2,2)) + Cov(Hns(y1, ), Hpa(y2, z))

Die einzelnen Kovarianzen sind nun zu berechnen. Es gilt die folgende Proposition:

Proposition 6.4 Betrachte die Darstellung (6.9) und (6.10) mit y1 < ya. Es gilt unter den
Voraussetzungen (M1) — (M3), (H1), (H2), (K), (A) und g erfiillend (G1), (G2):

(i) Cov(Hp1(y1,), Hn1(y2,))

= L () fx(@) B| ¢, U) - (571 0)) - Blg(e, X) I{e <1} | X = U]
¢'(e,U0) - (STHUN! - Blgle, X) He < g} | X = U] |U =] +o()

(ii) Cov(Hpa(y1, ), Hyp(y2, 7))

= o 02(@) - ()2 fx (@) - B(g' (e, X)) | X = 2] (S (2)) Elg(e, X) I{fe < i} | X = z]
CE[(g'(e, X)) [ X = 2] (57 (2))' Blg(e, X) I{e < g2} | X = 7]

I E @+ R (u—w) K(v) K (u) K(w) dudvdw + o(5y)

(iii) Cov(Hy,3(y1,7), Hn3(y2, 7))

= fx' @)y

Bl X = 2] fax(n| @) fax(v2|2) [ K(v+f(u—w)) K (w) K(0) K (u) d(u, v, w)
—I—o(ih)
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(iv) Cou(Hy1(y1, ), Hy3(y2, 7))

= a6 fax(u2l @) E[(g(e, X)) -e| X = 2] (7 (2))! Elg(e, X) I{e < 1} | X = z]
[ K(u+ %U)K(u)f((v) dudv + o()

(v) Cov(Hp3(y1,x), Hpi(y2, )

= L Lol @) Bl (9(e, X)) £ X = @] (271 (@)) Blgle, X) I{e < go} | X =]
- [K(u+ %U)K(u)f((v) dudv + o()

(vi) Cov(Hna(y1,7), Hn2(y2,2))
= —Lfx(2) ()2 Bl (g9(e, X)) e | X = 2] (57 (@) E[g(e, X) I{e <y} | X = 2]
-E[(d'(e, X)) \X_ﬂ?](z_l(%))tE[g(&X)f{€§y§}|X=l’}
[ K(u+ %v)K(u)K(v) dudv + 0(%)

(vii) Cov(Hpz2(y1,z), Hn,1(y2, 7))

— i fx (@) () Bl (, X)) | X = 2] (571 (2))" El g(e, X) I{e < o} | X = 2]
(

[9(e, X)
CE[(g(e, X)) e| X = 2] (571 (2))" E[g(e, X) H{e <1} | X = 2]
[ EK(u+ 2v)K(u)K(v) dudv + o()

(viii) Cov(Hp3(y1,z), Hn2(y2, 7))

= L X =l e XN X =) 7 Bl )1 <)X =
fe\X yi|x fff K( v+ w)) K(v) K(u) K(w) dudvdw + o(n—lh)

(ix) Cov(Hn2(y1,z), Hn3(y2, 7))

= p Bl X = 2] E[(d'(e, X))" |X_3?](E Ha))t - [N(E X)I{e <y} | X =2]
Sfax@el@) [ [ [ K@+ f(u—w)) K(v )K( ) K(w) dudvdw + o(55)

(x) Cov(Hna(yr,z), Hna(y2, z))
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2 _ . 2 _
=+ L b M (@) Fyx (min(yy, yo) |2) — 2wl £ (@) Fox (2| ) Fox (1] @) + o()

(xi) Cov(Hy1(y1,), Hpa(y2,x))

= LV E[(g(e, X)) T{e <y} | X = 2] (7 (2)) Elg(e, X) I{e <1} | X = ]
+o(%)

(xii) Cov(Hpa(y1,x), Hpi(y2,x))

=L (W) E(g(e, X)) He <y} | X = 2] (S Nx))! Blg(e, X) I{e < po} | X = x]
—i—o(n—lh)

(xiii) Cov(Hy2(y1,2), Hna(ya, )

= - Ele{e <y} | X =] E[(d(e,2))" | X = 2] (27! (z))"
“Elge,X) I{e <y1}| X =z] -,ué(zffK(u—v%)f((u)K(v)dudv—i—o(%)

(xiv) Cov(Hy,a(y1,2), Hn2(y2, x))

= ar BEle He <y} | X = 2] E[(d(e,2)) | X = 2] (7 (2))"
“Elg(e, X)) I{e <ys} | X = x] -,ué@ffK(u— %U)K(U)K(v)dudv+o(n—1h)

(xv) Cov(Hp3(y1,7), Hpa(y2, v))

= an fx (@) fax (il2) Ble He < yo} | X = 2] [ [ K(u— £ v)K(w)K(v) dudv + o(55)

(xvi) Cov(Hy,a(y1,2), Hn3(y2, x))

= 5 Ix' (@) fax (el @) Ele e <y} | X = 2] - [ [ K(u— 7 0)K(w)K(v) dudv + o(3;)
Beweis:
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(1), es sei A(yy,x) := ;Lé@ (X7 (@)t - BElg(e, X) I{e <1} | X = x], A(y2, z) analog.

Cov (Hp1(y1, )Hnl(y% ))

— Cov([="! ZKh glew )] 1l Blg(e, X) e < y1} | X = o] = B[ Dalys, )],
=) ni > Kn(Xi  2)glen )]l Blole, X) Ie < 2} | X =] — B[ Dus,2)) )
= 3 ZZCOV( % Kn(X; —2) g'(es, %) - A(y1, x) % Kp(X; — ) gt(sj,:n) . A(yQ,x))

2) 3 KnlXi = ) g(e1,2) - Alun, ) )

53 Cov(( 5 Ku(Xi = )90 ) - Alyn,) s 3 Knl(X; — ) g6 ) - Al 2))

%Kh(Xl —2)g'(e1,2) - Ay, 7))

Kij (X1 —2)g'(e1,2) - A(y1,2) - ¢'(e1,7) - A(ya, )]
1

Bl (X1~ 2) ' (er,2) - Alyn,2)] - B[ Kn(X1 — ) o'(e1,2) - Ay, )]
4
= LB K30~ 2) (1) - Alyn,2) - gt (en,2) - Ay, )]+ O()

— Bl Ki(X1 = 2)g'(e1,2) - Ay, @) - g'(e1,2) - Ao, 2) | + 0($)

= P B[ KOG - ) g e w) - (57 @) Blg(e, X) IHe <} | X =)

1
= fCOV( ﬁ Kh(Xl — l’) gt(€1,33) ) A(yl,l‘),

o er) - (57 @) - Blgle, X) e < o} | X =] +o()

) fx (@) B[ ¢'(e,0) - (57HU))" - Blg(e, X) e < i} | X = U]

L

G U) - (Y U)) - Blg(e, X) I{e < g} | X = U] \U_x} +o(—

Die letzte Zeile folgt dabei mittels Substitution und Taylorentwicklung. Der Restterm der Tay-
lorentwicklung wurde mittels der Voraussetzungen (M1) — (M3) abgeschétzt.

(iif):
1~
Cov(Hus(y1,2), Hua(y,w) = Cov( £ (@) Zez [ 35l = ) Foclanle) 3Rl X - 2) d,
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izsz/ ;tKh ) fox (Y22 ) Ky(X; — 2) dz)

n n

_ ZZ cov(el/ K== 2) fax(nl2) 3 LRy(X; — 2) d,
: / LKz ) Fox ) S Ro(X; ) dz)
(612 — U@ SB[ [ 5K~ ) Lxlunle) Rl - 2) d
[ B = ) Faclanle) Rl - 2) d
— U @P B [ / Kl = 2) Lo (nlen) g Kol — =1)

o Kh(z2 — ) fex (y2]22) be(X — 22) dz de

= U @PL B[R [ [ K - ) faxtnln) Ro(X; - 2)

1 1~ 1
E Kh(ZQ — IE) f€|X(y2|22) gKb(Xz — 22) dZ1 dZQ

Setze Ee? | X;] =: 0?(X;). damit gilt weiter:

— (f;(l($))2lE[o'2(Xl) // %Kh(zl—aj)fs‘x(yﬂzl) %Kb(Xile)

n

Kz = ) L (valea) § Ko(Xi — 22) dot s |
- Uiy [Fo | / Ki(er ) faxlanl=1) 3 Kot — 21)

E Kh( 2 — $> fs\X(y2|22) Iljkb(t — 22) fX(t) dz1 dzo dt

Um dieses Integral zu l6sen substituieren wir an drei Stellen wie folgt:
vo= 2w o= t_bzl, u = t_% und damit 29 = x + hv, t = 29 + bu = = + hv + bu und

21 =t—wb=2x+hv+bu—bw = 2= = x+h”+b}1"7bw7x :v+%(u—w).

_ (fXI(;v))21lz///02(x+hv—|—bu);K(v+Z(u—w))fEX(y1|:E—|—hv+bu—bw)f((w)
K(v) fs‘X(y2|x+hv)l~((u) fx(x + hv + bu) dudw dv
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Nun entwickelt man die drei vorkommenden Dichten, f;x(y2|), fox®1]-), fx(-) und o2(-) :=
E[e?]| X = -] um z in Taylorreihen bis zur einer Zwischenstelle der ersten Ableitung, die Funk-
tion K (v + b( — w)) entwickele man nicht. Die dabei entstehenden Restterme sind aufgrund
der Beschréinktheit aller Bauteile von der Rate o(2:) (Vgl. (M1) — (M3), (K) etc.). Der erste
Term der Entwicklung hat die Ordnung O(-%):

= J5M@) o B X = o] fax(nl ) foxaln) [ K+ g (- 0) K(w) K@@ dl,wo) + o)

Zu (ii):

Cov(Hn2(y1,2), Hn2(y2, 7))
= G Cov( [ L Ka(e ) 5 S KX 20 (o ) e ol2) )
T W Bl X e <) X =)
[0 ZKb (65, 2))* Lex (0l2) dly. 2)
(7M@) Elg(e, X) Iz < g} | X =2])
— 2l Cov( [ 4 Knle = ) Kol = e (60 )! Faxvl2) i)
(57 (@) Blgle, X) Ie <y} | X =],
[ 5 Enle = ) (X = 2)ei 0/ 0))! Fax(vlz) ) - (57 (@) Blole,X) e < o} | X =] )
= ™ B[ [ [ R ) KX~ 20) 60000 Lo al) dlos )
(57 (@) Blgle, X) Ife <y} | X =]
%Kh(Zb—ﬂ?) Ky(Xi = 2) (4 (g, )" fe|X(yb|Zb)d(yb %) - (Z7H2)" Elgle, X) I{8§y2}|X=$]}

E[ )| X = ](2’1(96)) E[ (e, X)I{€<y2}]X—x]

///Kv+ = w)) K (v) K (u) K (w) dudvdw+o(nih)
1

= @‘02(95)'(#5{2)2&(95)' E[(d'(s,X))" !X—:c](E Ya) Elg(e, X)I{e < y1} | X = 7]
E[(d' (e, X)) | X =] (X~ 1(ac))tE[ (e, X) I{e <y} | X = 2]

///Kv+ w—w)) K (v) K (u) K (w) dudvdw—i—o(%)
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Die Substitution und Taylorentwicklung von der drittletzten auf die vorletzte Gleichheit ist da-

bei wie im Beweis zu (iii).

Der Beweis zu (iv) ist dhnlich zu (i) und (iii). Man zeigt mit einfachen Umformungen und Rest-

termabschétzungen unter Ausnutzung der Voraussetzungen (M1) — (M3) etc.:

COV(_HnJ (yl, l’), Hn,3(y27 CC))

~ cor( - [z-l<:c>ih > X = a) gl Elale, ) 1e <} X =]
R e [ Rl ) Laxlonk) R = 2) )
— _m ; COV(Kh(Xz’ —x) (g(Ei,l‘))t’ ei/}lLKh(z —x) fg‘X(y2|z) %f(b(Xi —2) dz)

.(E*l(x))tﬂ(l)(2 E[g(&,X) I{g < yl} ’X — x]

fx(z)
— —%COV(Kh(Xl_ﬁ) (e1, 51/ Kn(z — ) fox(y212) Kb(Xl—z) dz)
L1 "Elg(e, X) {e <y} | X =z
) Ix(@ )
= —% E[Kh(Xl — ) (g(e1, 61/ Kn(z f€|x(y2]2) Kb(Xl —2) dz}

Elg(e, X)I{e < y1}| X =]
fX()

= —% //Kh(t—x) (g(g,x))t-a-%Kh( )f5|X(y2’Z) Kb(t—z)fax(5 t) dzd(e, )

(5

*Blgle, X) I{e <y} | X = z]
fx ()

'(E_I(ZL‘))t MO

Jetzt ist an zwei Stellen (2. und 3. Kern) zu substituieren, in Taylorreihen zu entwickeln und

man erhélt:

= —— " fax (el 2) Bl(g(e, X)) 2| X = 2] - (27! (2))! Elg(e, X) {e <y} | X =]

nh
//K Z K (w) K (v) dudy —l—o(n—lh)
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(v) analog.

(vi):

Cov(Hy,1(y1, ), Hn2(y2, z))

= Cov( - fZKh e, ) (27 (@))! Elgle, X) I{e < y1} | X = 2],

/ (2 - a:)% S Bo(Xi — 2)ei (o', 2)) Fax (v12) . 2))
=1
()2 (57H@))  Blg(e, X) I{e < yo} | X =z
— —— Cov( %Kh(Xi — ) (g(e1,2)) (= (@) Bl g(e, X) I{e < y1} | X = z],
(X = 2)e g/ (v ) Faix (y]2) d(y, 2))
(2 (27N @) Blg(e, X) H{e < yo} | X = 2]
= —ﬂ[%mm —2) (g(ei,x))'ei (1 (2)) Elg(e, X) I{e <y} | X = ]
[ 5 e = 003 Bl = 2 (60 0)' Lx 0l2) . 2)]
(5 (27 @) Blg(e, X) H{e <y} | X = 2]

— o [ [ 3Euta=a) [ (gt e fax(eluy de (57 @) Elgle, X) He <} | X =]
3 Kz = 2)y Bl = 2) (¢ (2)' Fox(v]2) ) d(y, ) du

(5 (27 @) Blg(e, X) e < yo} | X = 2]
= —%fm) (L) Bl(g(e, X)) €| X = 2] <z—1<x>>fE[ (e,X) e <y} | X =z

E(g'(e, X)) | X = 2](37(2))" Elg(e, X)I{€<y2}\X—x]
//Ku—i— —0) K(v) dudv + o lh)
(vii) analog.
(viii):
Cov(Hn,3(y1,2) , Hn2(y2, 33))
— Cov| Zez / Kz — 2) fux (= )21(,,()( 2) dz,
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[ 50—0) zm i = 22 (9 (4,2)) ey (912) d(y, 2)

.(271(37))1& ) /~L0 E[Q(E,X)I{E <yt X =]
fx(x)

1 1 1 ~
— Scov(si [ 4 KnG =) faxnls) jRoX; - 2) e

i [ Ko = 2)  Ro(Xi = 2) (9 (0,0)) fax (012) (0, 2))

"Blgle, X) I{e <y} | X = 7]
fx(x)

_ iE[e%//lllKh(zlx)f5|X(y1|zl)ll)f(b(Xizl)iKh(zgx)

(E 1( ))t :UO

SEYX = 22) (65, 0) Fox 3l22) do1 dly, =)

b
(51(s . 1 Elgle, X) {e <y} | X = a]
(X7 (@) (@)

= LB X = 2] B[(¢(e, X)) | X = 2] (5 (@) - wl Elgle, X) e < o} | X = ]

nh
'fe|X(y1|33)///K(U—f—z(U—w))K(U)K(U)K(w) du dv dw

(ix) analog.

(x):

Nach Voraussetzung ist y; < yo.

Cov (Hpa(y1, %), Hna(y2, 7))

= Cov( fx' (@) 1}12 ) (I{ei < w1} — Fox(ula)) — E[Calyr, @),

n

F2' @) S KXo~ 2) (I{ei < o}~ Fox(al 2)) — B[ Colyn,2)] )
=1
= SB[ UK @) 5 KXo — ) (e <} — Fanl ) 3 (X — ) (e < 12} = Py (el )|

1 E[C (y1,2)] - E[Cn(y2, )]

S @) [hKh<X1 —2) (Her < 1} — Fox ol 2))(Her < 2} — Fox (el 2)) |

= o (R @) B[ S KIXG — ) (e < 1) — Faxnl2))(Ter < o) — Fox el ) |

104



+o()
1 1 1 2
S il(x))zE[ﬁK’%(Xl —2)I{er <y} I{er <o} | — %u{){ fx @) Fox (ol @) - Fox (] @)
1
+0(%)
_ +n71h pd (@) Fyx (min(yn, yo)| ) — %Méﬁ f)_(l(«fﬁ)Fe|X(y2|l’)‘Fs\X(y1|$)+O(%)
(xi):

Cov (Hp1(y1,x), Hpa(y2,z))

n

_ COV( - (=" (x) % S En(Xi— ) glei ) pd Elg(e,X) I{e <y} | X =] — E[Dn(y1,2)],
=1
ZKh ) (I{zi < 1o} — Fux (0l 7)) — E[Caly, )] )
- —E[@—l(:c)?j—h ;mx@- — ) gler,a))! -l Blgle, X) Ie <y} | X = o]
5t hZKh ) (H{ei < w2t — Foyx(y2| @)

+E[(S7 (@) — ZKM — ) g(ei, ) - Elg(e, X) I{e <y} | X =z]]

ZKh ) (H{ei <y} — Foyx(y2|2)) ]
- _% )3 E[ )% ~ K (X — @) g(eia))! -l Blg(e,X) I{e <y} | X = o]
i=1 j=1
i (@) %ij — ) (I} < )~ Fax(pel 2))
FBL @) 1 (X~ ) g(ei ) i Elg(e, X) He <} | X = 2]
75 (0) - 2 B = 2) (Teq < 12} — Fyxanl )]
= B[ @) KX 2) g(ei, ) - ud” Blge, X) THe < i} | X =]
4
S5 @) KX = ) (e < 12) — Foal 2)] + 0()
= @B KRG ) (gler, ) (e < )~ Fax ] @)

(57 (2) Blgle, X) e <y} [ X =]+ 0(%)
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= P Bl X)) He S} | X = 2] (57 (@) Blgle, X) He S i} | X = 2] + o)
(xii) analog.
(xiii):
Cov (Hn2(y1, ), Hy 4(92 r))

= Cor( ;> [ Knle =) (0 0)! RN~ ) Lo () dly )

=1

=@ i Blgle X) e <m} | X =o],
fi'(a hZKh ) (e < o} = Fax (vl 2)) = E[Culy,2)] )
= [ Ya [ Eale -0 (¢ 0)) %m(xi ~2) Lo (yl2) dly. 2)
i=1
(M) Elgle, X) I{e <y} | X =z ]l fx' (@ ZKh ) (I{ei <y} — Fox(ya|z))

=~ 5[ / Koz~ ) (g (5,2)) %Raxl—z)famy\z) <y,z>-%Kh<X1—x>I{51Sy2}

(=N @) Elg(e, X) I{e <y} | X = 2] & fi'(2)
= L Blel{e < g} X =2 B[(¢'(e,0)! | X = 2] (S} (@))! Blg(e, X) I{e < yu} | X = 2] - pl”

nh
.//K(u—Z@f{(u)K(v)dudv—i—o(;h)

(xiv) analog.

(xv):

Cov (Hy 3(y1, )Hn4(y27

= COV fX Ez/ Kn(z — ) fox y1|2) Ky(Xi — 2) dz,
ZKh ) (Izi <9} = Fax (2] 2)) — E[Culy, 2)] )
- COV(f;é(:c)iZai/;LKh(z—x)ng(yuz)iKb( i—2)dz, I hZKh () e <))

i=1
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=E[<fX LS e [ Rkl ) faxlnle) bl 2) = ZKh i) e <}

= (fX 61 / Kp(z —z) fex(y1]2) lljf(b(Xl - z) %Kh(Xl —x) I{e1 < y2} dz}

— IR Fxnlo) Bl e <) | X =) [ [ K- o R@E@ dudo+ol)

(xvi) analog.

Damit ist der Beweis zu Proposition 6.4 abgeschlossen.

a

Bemerkung 6.5 (Bandbreiten) In Proposition 6.4 treten die Bandbreiten b und h in Wechsel-
wirkung. Die in den einzelnen Rechnungen durchgefithrten Substitutionen sind so durchgefiihrt
worden, dass die Varianzen jeweils von der Rate O(nl—h) und nicht von der Rate O(%) sind,
denn damit wdre die Rate zu schlecht abgeschdtzt. Viele der Kovarianzterme enthalten noch In-
tegrale der Art [ K(u —v %)K(u)K(v) d(u,v). Mit lim,, o © 7 =0, also b schneller gegen Null
laufend als h (siehe (H1) und (H2)), vereinfachen sich diese Integrale asymptotisch noch zu
[ [ K*(u)K(v)dudv = u{fQ. Zu Beginn des nichsten Kapitels wird betrachtet werden, ob es
eine zuldssige Wahl des Verhdltnisses von h und b gibt, welche ganz allgemein zu einer Verbes-
serung des Bias und der Varianz des dieser Arbeit betrachteten Empirical-Likelihood Schitzers
im Vergleich zum ebenfalls betrachteten herkémmlichen Kernschdtzer fiihrt. Es zeigt sich aber,
dass bei einem anderen Verhdltnis die Kernfunktion und ihre Figenschaften, speziell Ableitun-
gen, eine grofle Rolle spielen. Es existiert aufgrund von Wechselwirkungen des Kernes und der
(unbekannten) bedingten Dichte von e gegeben X kein gleichmifig bester Kern fiir alle méglichen

bedingten Verteilungen, noch nicht einmal eingeschrdinkt auf die Klasse der Normalverteilungen.

6.4 Beweis der schwachen Konvergenz der Prozesse

Wir beginnen mit dem Beweis der Kuklidizitét einiger Funktionenklassen:

Lemma 6.6 Es gelten die Voraussetzungen (A), (K), (H2). Die folgenden Funktionenklassen
sind euklidisch und die in der Abschitzung der Uberdeckungszahl auftretenden Konstanten sind

unabhdngig von n wdihlbar:
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(1) Gn = {ny : R x[0,1] = R|pny(e, 2) = K2(ZEI)I{5 <y}, y € R}

(ii) Fp = {Spn,y IR x [07 1} - B]gpn,y(e,z) = K2(Z;I)gj(5a$) 1{5 < y}7 Yy e R}
wobei die n-Abhdngigleit durch h = h,, gegeben ist.

Beweis zu (i):
Sei ¢ > 0. Fiir n geniigend grof} ist h < ¢ erfiillt, so dass wir im Weiteren die Klassen G,, n € IN

vereinigen und uns auf

z —

G = {pny: B x [0,1] = Rlpny(e.2) = KA(“)[{e <y}, he (0,0), y € R)

beschranken kénnen. Von dieser Funktionenklasse ist nun die Euklidizitit zu beweisen. Die Klas-
sen G == {p 1 [0,1] = R|pp(z) = K2(5%), h € (0,¢) } und Gy == { ¢y : R — R|py(e) =
I{e <y}, y € R} sind unter der Annahme, dass der Kern K von beschrénkter Variation eukli-
disch, siehe dazu Neumeyer (2006), S. 152, Lemma A.13 bzw. Beispiel 2.28 und Proposition 2.33
dieser Arbeit. Mit Proposition 2.20 iibertragen sich die Uberdeckungszahlen, so dass die Klasse
G ebenfalls euklidisch ist, aber hier die Uberdeckungszahl dann abschétzbar durch das Produkt
der (in € polynomiellen) Schranken der Klassen G; und Gy ist.

Die Aussage (ii) folgt direkt mit (i) und Proposition 2.31.

a

Als letzte Vorarbeit vor dem Beweis der schwachen Konvergenz der in dieser Arbeit im vorherigen
Kapitel herausgearbeiteten stochastischen Prozesse betrachten wir einige Funktionenklassen und

zeigen deren Donskereigenschaft, dabei nutzen wir auch die vorangegangene Proposition:

Lemma 6.7 Es gelten die Voraussetzungen (M1) - (M3), (A), (K), (H1), (H2) und es sei
H = C%Jra [0,1] die in 2.34 definierte Funktionenklasse. Die folgenden von n abhdngigen Funk-

tionenklassen sind Donskerklassen:

() Fin={p,5 Bx[0,1] = R|¢,;(e,2) = 7 K(53%) (9;(c+h(2),2) —gj(e,2) ), he H}
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(i) Fom={ep,;: Rx[0,1] = Rlg,;(c,2) = 5= K(332) gj(e + h(2),z), h € H}

S

(iii) Fzp:={ny : R x[0,1] = R|pny(E, 2) = ihKh(z — ) g5, (€, )

- Blgj,(e, X) {e <y} | X =z], yc R}
(iv) Fon = {ony: Rx[0,1] = R|pny(e,2) = e [ G Kn(u— ) fox(ylu) jKo(z —u) du, y € R}

(V) Fom = {ony : ’Rx[0,1] = R|pny(e,2) = = Kn(z—2) (I{e <y}-Fx(ylz)), y € R}

S

(Vi) Fro:={ong: Rx[0,1] = R, |pnyle,2) = 2K (535)(I{e <y —h(2)} = I{e < y}),
(

(vii) Fspn = {one: R x[0,1] = R|@n(e,2) =¢- [ h(u) TEK(M5E) fax (ylu) FK(554) du,
t=(y,h),heH, yeR}

Beweis:

Da die obigen Funktionenklassen von n abhidngen und keine von n unabhéngige beschrinkte
Einhiillende & besitzen wird Proposition 2.41 und Bemerkung 2.42 angewendet. Der Erwar-
tungswert und die Varianz wurde fiir Prozesse auf Basis dieser Klassen schon in diesem Kapitel
in Proposition 6.2 bzw. Proposition 6.4 bzw. an der Stelle des Auftretens der jeweiligen Klasse

in vorangegangenen Beweisen berechnet.

Wir beginnen mit dem Beweis zu (i) und zeigen die restlichen fiir Proposition 2.41 und die
Verallgemeinerung 2.42 notigen Voraussetzungen (2.5), (2.6), (2.7) und (2.9), dabei werden wir
hier die Voraussetzungen an g, d.h. (G1) und (G2) bzw. die Folgerung (3.3) teilweise direkt
nutzen.

Fiir die erste Klasse, F p, ist
1 z—x

\/EIK(

O (e,2) = sup | gj(e +y,x) —gj(e, v)|

)|
h yER: |[y|<8

eine Einhiillende, vergleiche dazu die Definition 2.34 der Klasse H := C;7*[0,1] . Es gilt:

E[®2(,X)] = E]

n

) Bl sup (gj(e +y,2) — gj(e,2))* | X]] = O(1),
yER: |y[<o
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denn mittels Substitution entfillt das %, fiir den inneren Erwartungswert nutze direkt die Fol-
gerung (3.3) und damit folgt (2.6). Zum Beweis der Giiltigkeit der Gleichung (2.7) betrachte
folgende Rechnung, dabei ist m > 0:

B[P} (e, X) I{ ®u(e, X) > /0 }]

— Bl X 15 > 1))

= Gy P KOO EL s (g1 +.0) gy X

= g | BETCROEL s (et u) — (o)X = 2] fx(e)

= W/ K> (u) B yeﬂiﬁ%g(gj(ww)fgj(s,x) 27| X =z + uh) fx (2 + uh) du
= o(1),

dabei nutze Voraussetzung (G2).
Zum Beweis der Giiltigkeit der Gleichung (2.5). Es seien s, t € C;Jra [0, 1], die ndtige Semimetrik

sei gegeben durch

p(s,t) == ||s — t||o-

Zu zeigen ist, dass (C’;JFO‘[O, 1], p) totalbeschrénkter semimetrischer Raum ist. Dies folgt mit
einfachen Rechnungen, denn p ist Semimetrik, was sich direkt aus der Definition ergibt. Zur
Totalbeschriinktheit: man nutze die Eigenschaft ||s — t|| < 2§ fiir alle s, t € C57*[0,1], die
Totalbeschrénktheit liefert Kapitel 2.7 aus van der Vaart und Wellner (2000). Es folgt weiter:

sup B[ (pn,s(e, X) — @ne(e, X))?]

p(s,t)<dn
= s L BRI (gl + (X0),2) = g5e +(X),2))?]
p(S,t)<5n
= sw 2 BRI B+ 5(X),2) — gy(e +1(X),2))? | X])
p(8,t)<dn
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= sup /K2 S El(gjle+s(X),z) — gj(€+t(X),x))2|X:z]fx(z)dz

p(s,t <(5n
= sup /K2 [(gi(e +5(X),z) — gile +t(X),2))* | X =z +uh] fx(z + uh)du
p(8,8)<0n
< /Kz(u)E[ sup (gile+y,z) — gj(e +y2,2) )2 | X =2+ uh] fx(x + uh)du
y1,y2€IR:|Yy1] <8, |y2| <6, [y1 —y2|<dn
(G2)

=" o(1)

Zuletzt folgt Bedingung (2.9). Es ist zu zeigen, dass fiir (¢, X) ~ P gilt:

Fin,L2(P))de — 0 fiir jedes 5, — 0

On
/0 \/log/\/'[](e

Beweis:

Setze € := (g HKQHGOO HfXHoo>H/2 mit C und k aus (G2). Dann folgt mit Proposition 2.35, dass
. ~lta 1/(1+) AC I \ k) (1+a)

613)  1ogN(E O L1 ko) < Ko (1) = R (A

Betrachtet man ¢ > 4, so ist nach der Definition von C; (0, 1]die Uberdeckungszahl N (¢, C; %[0, 1], ||
llso) = 1. Von Interesse ist also nur der Fall € < § = € < 51/”4C,u5{2. Sei A = N (¢,C5[0, 1], ]| -
|loo) und die Zentren der é-Bille der Uberdeckung von C;[0,1] gegeben durch cy, ..., cx. Nun
wollen wir die Funktionenklasse F7, mittels Klammern iiberdecken, deren Grundlage die Zen-

tren bilden. Betrachte die folgende Klammer:

) (o + a0 —gilem) = swp (gile+ ) —gle+22) ),
R

%) (g5 +ei(2),2) — gi(e2)) + 5w (g5(e+2,0) —gie+ 20) )]
ki

Sl-

Diese A Klammern iiberdecken Fi ,, denn die X\ €-Bille iiberdecken C’;Jra [0,1] und damit lasst
sich nach Konstruktion der Klasse /7, auch diese mit A Klammern {iberdecken.

Ebenfalls gilt, dass diese Klammer hochstens Lo(P)-Lénge € hat, denn
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1 X —=x -
2E[ - K*(———)( sup (gj(c+z2) — gj(e + Z,2))*]
h h z,Z2€R:|z] <4,
[2]<9,|2—2|<é&
1 X —z -
= 2B[- K% YE[( sup (gj(a—l—z,x)—gj(a—i-z,x))Q\X]]
h h 2,5€R:|2| <5,

|21<6,|2—2[<e

INQ

) 1 —
2/hK2<“hx>fX<u>du Noekls

41K [|os [ fxloo - C* &7

IN

IN

€.

Die Uberdeckungszahl der Klasse C;Jra[(), 1] iibertragt sich also auf die Klammerungszahl der
Klasse F, 1. Es gilt nach Gleichung (6.13) dass fiir £ < 2(1 4 «) (siehe (G2))

On On
/\/mg/\fu(e @ ol2ps Fims La(P)) de < Kg/e—mﬁw de "7 0.
0 0

Damit folgt Proposition 6.7 (i). Der Beweis zu (ii) folgt mit identischen Rechnungen:
Als néchstes betrachten wir die in (iii) gegebene Funktionenklasse F,, 3 und gehen in gleicher
Reihenfolge wie in (i) vor.
Es ist mit der Voraussetzung su]% | E[gj,(e, X) I{e <y} | X =2]| <C, siehe (M3),
ye

By (2, 2) = \}E | Kn(z — 2) g;, (.2)| - C

eine Einhiillende. Es folgt:

E[®}(c, X)] = C*- Bl (Kn(X — ) gj, (¢, 2))*]

denn mittels Substitution entfillt das %, entwickele die gemeinsame Dichte in einer Taylorreihe

und nutze die Voraussetzungen (A) und (M1). Sei m so gewéhlt, dass r1 > m > 0 (vgl. (A)).
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Dann gilt weiter:

D, (e, X)
By/n

)

Bl®2(e, X)[{ O, X) > By }] = E[®2(e, X) I{ >1}]

e, X)

5m(n)m/2

cmt?o]

= Bn(nhym2 & EL(ER(X = 2) gj1 (e,2) )" 7]
1

= Gy

= o(1),

< B

)

dabei folgt die vorletzte Gleichheit aus (M3) (viii). Zum Beweis der Giiltigkeit der Gleichung
(2.5). Es seien s, t € IR, die nétige Semimetrik sei gegeben durch

p(s.1) == Ellgi(e. X)||I{e < s} - He <t}|| X = 2]
- / g, 2)| | T{e < s} — I{e <1} | fopx (] 2) de

Zu zeigen ist, dass (IR, p) totalbeschrinkter semimetrischer Raum ist. Dies folgt mit einfachen
Rechnungen: p ist Semimetrik, was sich direkt aus der Definition ergibt. Es fehlt noch die To-

talbeschrianktheit von (IR, p). Sei € > 0 beliebig. Es gilt nach Voraussetzung, dass
2Blas (&, X)X =01 =2 | lgn(e.0)] fax(el 0)de =20 < o0

Zerlege nun IR so in ng = [C/€] disjunkte Intervalle Ay, .., Ay, so dass fiir jedes 4;, i = 1,...,ng

gilt:

[ 2lgiatevn)l el ) de < 2¢

(3

Seien nun ay, .., a,, die Zentren der Intervalle 4;, so gewihlt, dass fiir alle s € 4; gilt: p(s,a;) < e.
Zu jedem e > 0 haben wir also endlich viele, genauer, ng e-Bélle gefunden, welche ganz IR iiber-
decken und damit ist (IR, p) totalbeschrinkter semimetrischer Raum.

Es folgt weiter:
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sup B[ (¢ns(e, X) = ¢nele, X))

p(s,t)<dn
= Swo L B[(Kn(X — @) g3 (6,2) 2] - (Elgn (e, X) I{e < s} — gia(e, X) e <t} | X = 2] )?
= 0(1) 'p(f;liﬂén(E[g”(E’X) (H{e < sy = He <t})[X =2])
< 0(6y)
= o(1)

Bedingung (2.9) wird in Lemma 6.8 bewiesen und somit Aussage 6.7 (iii).

Als nichstes betrachten wir die in (iv) gegebene Funktionenklasse Fs j,.

Die Funktionenklasse hat die Gestalt
Fon = Ay s X 01] = Rl g (e.2) = ¢ [ = Knu=a) foxlolu) Rz =) du y € )

Wegen  sup | fox(y|®)| <c, vgl. (M2), ist
yeR,z€ [0,1]

B, (e, |g|/ Khu—:v)%f(b(z—u)du

eine Einhiillende. Es folgt direkt mit den Rechnungen zu Proposition 6.4 (iii):
E[@2(e, X)] = E[EZ(/ L K- 2) LRy — w) du)?] = 0(1).
n Y \/E b

Sei rg > m > 0. Dann gilt:

E[®2(e, X)I{ ®y(c, X) > fy/n}] = E[@i@,m{%x}]
o7 (e, X)
S o
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- 33 ELE] [ 1K= 2) pRo(X — u) du)?)

Zum Beweis der Giiltigkeit der Gleichung (2.5). Es seien s, t € IR, die notige Semimetrik sei
gegeben durch

p(s,t) = | fox (sl ) = fex (t[x) |

Zu zeigen ist, dass (IR, p) totalbeschrinkter semimetrischer Raum ist. Dies folgt mit einfachen
Rechnungen aus der Beschrinktheit und dem Randverhalten der Dichte, vergleiche dazu auch

den Beweis zu (ii). Es folgt weiter:

sup B[ (¢n,s(e, X) = @nle, X))?]
p(s,t)<dn

1 1~ 1~
= p((jgg(sn W E[(a/ Kp(u — ) fox (s|lu) BKb(X —u) du — 6/ Knp(u — ) fox (tlu) EKb(X —u) du)?]

1 1 -~
= s G E[(e [ Bt ) (Fex(ol) = Foxelth) ) RoX = ) du)?]

< O(8%) + o(1)
= o(1)

Zuletzt folgt Bedingung (2.9) aus Lemma 6.8 und somit Aussage 6.7 (iv)

Als néchstes betrachten wir die in (v) gegebene Funktionenklasse Fg .

Es ist

D, (e,2) = \;E Kp(z —x)

eine Einhiillende und mittels Substitution folgt direkt:

E[®}(c,X)] = E[(—= Kp(X —2))*] = O(1).

1
Vh
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Sei wie oben wieder g > m > 0. Dann gilt:

D, (e, X)
ENG

]

E[92(e, X)I{ (e, X) > BV }] = E[92(e, X) I{ >1}]

O+ (e, X)

Bm(n)m/2
= W;E[(Kh(X—x))m"‘Q]
(K) 1

= My

= o1)

< E

Zum Beweis der Giiltigkeit der Gleichung (2.5). Es seien s, t € IR, die notige Semimetrik sei
gegeben durch

p(s,t) = |F€‘X(S‘(IJ) - F5|X(t’$) ‘

Zu zeigen ist, dass (IR, p) totalbeschrinkter semimetrischer Raum ist. Dies folgt mit einfachen

Rechnungen, vergleiche dazu auch den Beweis zu (ii). Es folgt weiter:

sup B[ (¢n,s(e, X) = @nale, X))?]

p(s,¢)<n
—  swp EE’(&(X—@(I{@Ss}—FE\X<s|x>>— Ky(X — ) (I{e <1}~ Fyx(t]2)) )|
p(s,t)<0n -
1 _r 2
- s 2 B[ (Kn(X =) (I{e < s} = e <t} = Fyx(s]2) + Fx(t]2)) )|
= swp B (Kh<X 2) (I{e < 8}~ e < 1)) + Kn(X — 1) - (Fyx(t]2) — Fux(sl2)) )|
p(s,t)<dn
< sw 2(BUEW (X — ) (I < 5}~ I{e < 1} ]+ BIKA(X —2)] - (Fax () — Foyx(s]2))° )
1)
< O(6n) +o(1)

o(1)

Erkldrung zu (1). Das voran stehende % entfallt nach Substitution. Beide Summanden kann

man mit einigen Rechnungen auf die Semimetrik zuriickfithren, dabei nutzt man mafigeblich
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Eigenschaften des Kernes K und die in (M2) gegebenen Voraussetzungen an F x (y| ), welche

die Entwicklung in Taylorreihen um x ermoéglichen, aus, so dass gilt

Bl K3(X — o) (Ie < 5}~ He <0))] = Bl KA(X ) B[I{e < 5} — I{e <} |X]]
= Bl KR(X — ) (Fx(s/X)  Fox(11X)]

< O [ Fyx(sle) — Fyx(t[2) |+ O(h)

dabei gilt die letzte Zeile fiir n hinreichend grofl. Der Restterm der Taylorentwicklung kann dabei
unabhéngig von s und ¢ durch O(h) abgeschiitzt werden, da [[F,|x|[cc = 1 und [|f;|x||cc < 00
nach (M2).

Eine &hnliche Rechnung ist auch fiir den quadratischen Term durchfithrbar, so dass sich insge-
samt (1) ergibt.

Zuletzt folgt Bedingung (2.9) aus Lemma 6.8 und somit Aussage 6.7 (v).

Als néchstes betrachten wir die in (vi) gegebene Funktionenklasse Fr p,.

Fiir diese Klasse sind die Rechnungen zu (i) und (v) meist iibertragbar. Es ist

eine Einhiillende. Die Voraussetzungen (2.6) und (2.7) ergeben sich direkt. Zu (2.5), hier ist die

Semimetrik gegeben durch

p(s,t) = p((s1,82), (t1,t2)) = |Frx(s2 — s1(z)|2) — Fyx(t2 — ta(2)[2) |
+| F5|X(52’ x) - F5|X(t2| l’) |

Zu zeigen ist, dass (H x IR, p) totalbeschrinkter, semimetrischer Raum ist. Diesen Beweis wer-
den wir wieder genauer betrachten. Der Beweis, dass (H X IR, p) semimetrischer Raum ist folgt
direkt aus den Eigenschaften der Verteilungsfunktion.

Fiir die Totalbeschrinktheit betrachtet man beide Terme separat und zeigt die Totalbeschrénkt-
heit wie im Beweis zu (ii), hierbei nutzt man aus, dass F|x monoton wachsend und beschrinkt

und konstruiert die Bélle durch Zerlegung von [0, 1]. Insgesamt ist (H x IR, p) totalbeschrénkter,
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semimetrischer Raum.

Es folgt weiter:

e E[(¢n,s(e, X) — ony(e, X))?]
p(s,t)<on
= sup 1E[I(v2(¥)<[{6 S S9 — Sl(X)} —I{€ S 82} — I{E S tz —tl(X)} —|—I{€ S t2})2]
p(8,t)<0n
2 qp 2 E[KZ(@)((J{g <so—s1(X)} = He <to—t1(X)N? 4 (I{e < 80} — I{e < tg})Q) ]
p(s,t)<dn 1 h
- (2B K 0) (I < 50— 1(X)) = Te < 1 — 1(X)}]
p(s,t)<dn
V2Bl LR (1 < )~ 1 < 12))2))
- (2B K5 Bl(He < 52— 51(X)} — T{e < 12— (X)) | X]]
p(s,t)<dn
P2 B[ KA 0) (Ie < 30} — T{ < 12} 7))
- (2B K0 | Fye(sn — 51 (X)1X) = Fox(ta — 6 (X)[X) ]
p(s,t)<don
P2 B[R (e < 52} — e < })?))
= s (2B Fax(sr = s (01X) ~ Fox(ta ~ 5(01)
¥2 B3 K25 0) [ By (o]X) — Fax (1) 1)
< Cr | Fyx(s2 — s1(z)|r) — Fox(t2 — ta(@)[2) | + C2 - | Fox(s2| 2) — Fyx (t2 o) | + o(1)
< Oy (| Fax(sa— s1(0))z) — Fup(ts — 1y (@)[2) | + | Fupx (2] 2) — Fyx(ta] 2) ) + 0(1)

O(0n) + o(1)

o(1)

1) folgt dabei aus (a + b)? < 2a? + 2b°.
( g

Zuletzt folgt Bedingung (2.9) aus Lemma 6.8 und somit Aussage 6.7 (vi).

Als letztes betrachten wir die in (vii) gegebene Funktionenklasse Fg ,, fiir diese Klasse sind die
Rechnungen aus dem Beweis zu (vi) teils iibertragbar.

Es gilt fiir jedes h € H nach Voraussetzung, dass |i~1| < ¢ und damit ergibt sich als Einhiillende:

118



1~ 2—u
Bu(e) =6 el [ RO Lol gROGY) du
Mit den Rechnungen zu Proposition 6.4 (iii) folgt
1- X—u
E[®}(c,X)] = / fg\X(y|u) K(=—) du)?] = 0(1)

Sei 19 > m > 0. Dann folgt mit den Eigenschaften der Bandbreite h aus (H2), Substitution und
den Eigenschaften der Kerne K und K:

E[®2(e, X)I{ 0,2, X) > v }] = E[®3(e, X) I{ ‘Dﬁ(ﬁf) 1Y)
o+ (e, X)
: E[W]
- Bm( 1h)m/2 L (y\u) L (X b_ u) du )" ]

= O( (nh:)lm/Q) = 0(1)'

Zum Beweis der Giiltigkeit der Gleichung (2.5). Es seien s, t € H x IR, die nétige Semimetrik

sei gegeben durch
p(s,t) = p((s1,82), (t1,t2)) = |s1(z) fox(s2]2) — t1(z) fox (t2] 2) |

Zu zeigen ist, dass (H x IR, p) totalbeschrinkter semimetrischer Raum ist, was mit dhnlichen

Argumenten und Rechnungen wie zu (vi) folgt. Es folgt weiter:

sup B[ (pn,s(e, X) = @nele, X))?]

p(8,t)<dn
1 u—x,. 1 - X —u
= s B [ (5160 sl ~ i taf)) K () RO dup?
= O(6,) +0(1)
= o(1)
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Zuletzt folgt Bedingung (2.9) aus Lemma 6.8 und somit Aussage 6.7 (vii).

Der Beweis von Lemma 6.7 ist damit abgeschlossen.

a

Fiir den Beweis der Donskereigenschaft in dieser Arbeit auftretenden Funktionenklassen sind
noch einige technische Voraussetzungen zu priifen. Der Beweis dieser ausgelagerten Vorausset-

zungen folgt im Weiteren:

Lemma 6.8 Es sei (¢, X) ~ P und es gelten die Voraussetzungen (M1) - (M3), (A), (K), (H1),
(H2) und es sei H = C;JFO‘[O, 1] die in 2.3/ definierte Funktionenklasse. Es gilt:

(i) Fir die von n abhingigen Funktionenklassen Fy, € { Fsn, Frn, Fen} aus 6.7 (iii) - (vii)

mit der dort im Beweis angegebenen Einhiillenden ®,,:

On
(6.14) / \/logM 1(€l|®nll2,p, Fny L2(P)) de — 0 fiir jedes 6, — 0, n — oo
0

(ii) Far die Funktionenklassen F,, € {F3pn, Fon } aus 6.7 (i) - (vit) mit der dort im Beweis

angegebenen Finhiillenden ®,,:

On
(6.15) sup / \/logj\/(eH(I)n 2.0, Fn: L2(Q)) de — 0 fiir jedes 6, — 0.
0

QeQ

Zum Beweis werden wir die (logarithmierten) Uberdeckungszahlen bzw. (logarithmierten) Klam-
merungszahlen der obigen Funktionenklassen polynomiell abschitzen, meist durch Angabe von
Klammern und/oder Zuriickfithrung auf VC-Klassen, fiir welche Abschétzungen bekannt sind.

Wir beginnen mit dem Beweis zur Funktionenklasse F3, und schreiben die Funktionenklasse

Fan = {ny : BRx[0,1] = R|pny(&,2) = —= Kn(z = 2) g; (§,2) - Elgjp (e, X) {e <y} [ X =z], y € R}

Si-
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als Produkt zweier Funktionenklassen

Fo:={fn:[0,1] = R]| fn(z) := Kp(z—x)}

Sl-

(diese enthélt nur eine Funktion) und
G:={py: R — R[py(E) =g (,x) Blgj(e, X) [{e <y} | X =z], y e R}.
Die dazugehorigen Einhiillenden haben die Gestalt:

Fo.(z) = Kp(z — x) bzw. G(€) = |g;, (€, x)| - C,

b
vh
wobei C > E[|gj,(e,X) || X = x] vgl. Voraussetzung (A).

Betrachte zuerst die folgende Funktionenklasse in € konstanter Funktionen:
Gr:i={py: R—= R[p,(€) = E[g),(e, X) {e <y} [ X =z], y € R}.

g1 ist VC-Klasse, da die Funktionen in dieser Klasse konstant in € sind. Mittels Proposition 2.31
folgt damit, dass G euklidisch ist.

Jetzt ist noch zu begriinden, dass die Uberdeckungszahl der Klasse Fsn ={fun-9: fn€
Fn,g € G} mit Einhiillender ®,, := F,, - G abschitzbar ist durch die Uberdeckungszahl der
Klasse G, also insbesondere unabhéngig von n abschétzbar ist. Die Einhiillende ergibt sich di-
rekt, vgl. Proposition 6.7 (ii). Fiir den weiteren Beweis nutze, dass F,, nur ein Element enthilt
und wende Proposition 1.29 aus Nagel (2006) bzw. den Beweis des Theorems 9.15 aus Kosorok
(2008) an, welche besagt, dass fiir jedes feste € > 0 und diskretes Wahrscheinlichkeitsmafl P mit
0 < ||®p]]2p < oo gilt, dass

N(el|®nll2p, Fan, La(P)) < N(€l|Gll2,p+, G, L2(P7))
< supN(e - ||Gll 5,9, L2(P))
P
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dabei ist dP* := F2dP/||Fy||2,p und das Supremum gebildet iiber alle diskreten Wahrschein-
lichkeitsmaBe P mit 0 < ||G]|p < oo. Siehe dazu auch Proposition 11.22, Kosorok (2008), S.
226.

Die Uberdeckungszahl der Funktionenklasse F3., ist somit polynomiell abschétzbar und es gilt
nach Proposition 2.43 die Gleichung (6.15).

Damit ist die Aussage des Lemmas fiir die Funktionenklasse F3, bewiesen.

Als néchsten wollen wir uns dem Beweis zur Funktionenklasse 75 ,, zuwenden, dazu direkt Klam-
mern angeben und die Klammerungszahl abschitzen:

Die Funktionenklasse hat die Form
1 1~
Fsn = {ny : Rx[0,1] = R|pnye,2) =¢ NG Kp(u — ) fox (ylw) gKb(z —u) du,y € IR}

mit Einhiillender ®,,, vgl. Proposition 6.7. Im weiteren geben wir zuerst eine kurze Skizze des

Beweises und fithren ihn dann genauer aus:

Wir konstruieren zu Beginn Klammern fiir die Klasse:

1

Fsm = {¢ny: Rx[0,1] x [0,1] = R|@ny(e,u,2) :5\/E

Kn(u— ) fox (ylu) Ky(z — u) ,y € R}.

Wegen der Monotonie des Integrales iibertragen sich die Klammern fiir diese Klasse dann auf
die Klasse F5 ,,, dabei fiigen wir an dieser Stelle auch das noch fehlende % hinzu. Die Klasse .7:"5771
ldsst sich noch weiter zerlegen in einen Anteil, welcher identisch ist fiir jede Funktion aus ]:"57,1,
dies ist ¥(e, z,u) := 6% Kp(u— z) Ky(z — u) und den Anteil feix (ylu).

Klammern fiir die Klasse
Gr={¢:[0,1] = R|p(u) = fox(ylu), y € R}

koénnen durch multiplizieren mit (e, z,u) als Grundlage fiir Klammern der Klasse ‘7:"57,Z genutzt
werden. Aus (M2) ergibt sich ¢ als Einhiillende fiir G;, zusétzlich gilt nach Voraussetzung, dass

2
sup |8f£8‘+2(ym\ < ¢ < oo (ebenso fiir die erste Ableitung) und damit G; C C2[0, 1]. Im Weiteren
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werden wir die Anzahl der e-Klammern fiir G; abschitzen und damit die Anzahl der e-Klammern
fiir F5,, abschétzen. Das Vorgehen und die Klammern betrachten wir jetzt genauer:

Es gilt G € C2[0,1] und damit liefert Theorem 2.7.1 aus van der Vaart und Wellner (2000),
Seite 155 eine Abschiitzung fiir die Uberdeckungszahl von Gi:

log(N(e/2,G1, || - |loo)) < Ke /2,

Die Zentren f; der Bille liefern die Grundlage fiir die e-Klammern [f;(u) — €/2, f;(u) + €/2], so
dass ebenfalls
log(MN}(&,G1, || - [loo)) < Ke /2,

Aus diesen Klammern lassen sich Klammern fiir die Klasse .7:'57n konstruieren. Dazu betrachte
Y(e, z,u) genauer. (e, z,u) ist negativ fiir e < 0, sonst positiv und es gilt |[¢)||2,9 < oo, dabei
ist @ = P, x P mit P; die Verteilung von (¢, X) und P die Verteilung von U, gew#hlt als die
Gleichverteilung auf [0, 1], bezeichnet mit fi;. Es bezeichne I4(g) im weiteren die Indikatorfunk-
tion. Durch multiplizieren der e-Klammern von G; mit v konstruiere die e-Klammern fiir .7:"5,71
wie folgt:

Betrachtet man eine e-Klammer [l1, lo] der Klasse Gy bzgl. || - ||, so ist
[(e, 2, u) - (h(uw) I+ (&) + la(u)(1 = IR+ (e))), ¥ (e, 2,u) - (la(u) I+ (€) + L (u) (1 — I+ (€))]

eine Klammer fiir die Klasse .7:"57,1. Die Lange der Klammer ist hier noch nicht von Interesse.
Von Interesse ist aber die Lénge der daraus fiir F5, resultierenden Klammer. Aufgrund der
Monotonie des Integrales iibertrégt sich die Anzahl der Klammern ebenfalls auf 5 ,,. Diese sind

e-Klammern, denn:

| [ 50 20 o) (e 20 (@) fo ()
= | [ oz )~ b)) ol

< \/ [ ([ G0zl foanztix 6l @t 2l - bl

IN

\/2H02HoonxHooHKH%o KN - 1102 = 1)l

V21102 ool fx o 1K N2 1R, - e

A
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Es kann also eine Konstante C' := L ~
\/HUQIIoolIfXHooHKHgoHKl_Igo ) .
Klammern fiir G; e-Klammern fiir 75, resultieren. Mit obiger Abschéitzung der logarithmierten

festgelegt werden, dass aus C' - -

Klammerungszahl fiir die Klasse G; folgt dann iibertragen auf die Klasse Fs5, Gleichung (6.14).

Beweis zur Funktionenklasse Fg p:

Die Funktionenklasse hat die Form

Fon = {¢ny: Rx[0,1] = R|pny(e, 2) = \}E Kp(z — ) (I{e <y} — Fyx(ylz)), y € R}.

Wie schon im Beweis der Giiltigkeit von Gleichung (6.15) fiir die Funktionenklasse F3 ,, reicht

es hier aus zu zeigen, dass die Funktionenklasse
G:={gy: R— R|gy(e) = H{e <y} — Fx(ylz), ye R}

euklidisch ist. Dies gilt, da gy(e) = F;|x(y| ) konstant ist, also die Klasse { F,|x(y| ), y € R}
eine V' (-Klasse bildet und die Klasse der Indikatorfunktionen eine V (C-Klasse bildet. Beide
Klassen sind damit euklidisch. Nach Neumeyer (2006), S. 150 folgt, dass damit die Differenz der
Klassen, also G euklidisch ist. Mit Proposition 2.43 folgt die Gleichung (6.15).

Zur Funktionenklasse F7 , mit Einhiillender ®,, gehen wir wie folgt vor. Es gilt /7 ,, = G7 ,—Hr7n

mit

1 Z—x
Grn = it IR X |0,1] = IR, |ppi(e,2) = —=K
7 {<P,t [0, 1] \@,t( ) Jh ( h
1 zZ—x
= n,t - 9 ) n 9 = = -4 S 9
Hin = {ont : RX[0,1] = IR, [pny(e, 2) \/EK( T Mesyhye R}

JI{e <y—h(z)},t=(y,h), heH,yec R}

Fiir beide Klassen schitzen wir die Klammerungszahl ab. Mit Proposition 2.20 ldsst sich dann
die Klamerungszahl von F7, durch das Produkt der Klammerungszahlen von Gz, und H7,

abschétzen. Wir beginnen mit der Abschétzung der Klammerungszahl der Klasse H7,,. Da diese

124



in Gz, enthalten ist konnen wir die Klammerungszahl direkt durch diejenige von Gz ,, abschétzen.
Betrachte nun die Funktionenklasse Gz j,.
Akritas und van Keilegom (2001) betrachten in Beweis Lemma 1, Gleichung (20) ff., die Funk-

tionenklasse

Gr={p: Rx[0.1] = R, |pi(e,2) = H{e <y —h(z)} , t = (y,h), he H, y € R}

und konstruieren Lo(P) e-Klammern. Fiir die Funktionenklasse H nutzen Akritas und van Kei-
legom (2001) dabei e2-Klammern bzgl. Ly(P). Mit van der Vaart und Wellner (2000), Theorem
2.7.1, S. 155 lassen sich wie im Beweis zur Klasse Fs, auch e2-Klammern fiir H# bzgl. || - ||oo
konstruieren, mit einer bis auf Konstante gleichen Abschétzung der logarithmierten Klamme-
rungszahl. Mit dem Beweis von Akritas und van Keilegom (2001), Lemma 1, Gleichung (20) ff.,

ergeben sich Klammern [I, u] fiir G1, so dass:

|| u(e, z) — (e, 2) HLQ(p)yoo = sup \// (u(e, z) — l(a,z)))2f5|X(a]z) de < e,

z€[0,1]
die Konstruktion der Klammern wird im weiteren noch genau ausgefiihrt. Damit erhélt man

KT~ e DIBp = [ GRCTO ) ~ e P Lx (e 2)d(e.2)
1 2 ~ ~\\2 ~
(6.16) < [ FRCFOxEE s [ w2~ 1 2) axClae
= 1R loell 1ol (e, 2) = 16 2) 1y 00

152 oo fx oo - €

zZ—XT

N

Die Konstruktion der Klammern fiir G; werden wir jetzt genauer ausfiithren:
Nach oben genanntem Theorem von van der Vaart und Wellner (2000) gilt m = ./\/'H(gz,’H, [| -
lloo) < exp(Ké2/(1+®)) Es seien dl < dV¥,...,d% < dY die dazugehorigen €2-Klammern. Damit

existiert fiir jedes y fest und h € H ein i € {1,...,m}, so dass

He<y—dj(X)} < H{e <y —h(X)} < H{e <y —df (X))

Setze FL(y|X) := P(e < y+ d*(X)|X) und zerlege IR so in Teile yfk(X), k=1,..,0(2),
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so dass die einzelnen Teilstiicke unter FiL eine Wahrscheinlichkeit von weniger oder gleich &2
besitzen. Analog definiere FV(y|X) und eine Zerlegung ygk(X), k=1,..,0(€?). Fiir y und

gegebenes X definiere daraus die folgende Klammer:

Z/iL,kl(X) <y< yil,]k2<X)7

wobei jeweils k1 grofitmoglich, so dass yiLk1 (X) <y und ko kleinstméglich, so dass y < yng (X).

Nun ist zu zeigen, dass dies zu den folgenden Klammern fiir G; fiihrt:

He < yh (X) —dYV (X))} < He <y — h(X)} < He < y&, (X) — di(X)}

Nun wollen wir die Grofie der Klammern bestimmen:

[ 1{e < yz[,]kg(X) *dzU(X)} —I{e < Z/z‘L,kl(X) *dz]‘:(X)} H%Q(P),oo

- S%)H(FF Yk, (2)12) = Ff (94, (2)]2))
ze |0,

< Zt[lopu(FiU(y(Z)\Z) — Fl(y(2)]2) + C1&,

wobei y(z) € [yi%kl (2), yf{kQ (2)]. Es folgt die letzte Gleichheit aus der Konstruktion, denn durch
den Ubergang von yng(z) zu y(z) verringert sich FV(-|X = z) um héchstens €2, ebenso wiichst
FF(-|X = z) um hochstens & an und es gibt eine Konstante C; < 2, so dass die letzte Gleichheit
gilt. Die Differenz FV (y(2)|z) — F¥(y(2)|2) kann mittels Taylorentwicklung abgeschitzt werden,

so dass gilt:

zlf()I)l](EU(y(Z)IZ) ~ F(y(2)|2) = 21[101>1](P(6 < y(2) +d7 (2)]2) — Ple < y(2) + dif(2)[2))

= sup (Fx(y(2) +d7 (2)|2) = Fyx(y(2) + df (2)[2))

z€[0,1]

= sup (fox(&l2)(d (z) — df(2)))
z€[0,1]

< sup fax(ylz) sup ((d () — df(2)))
z€ [0,1],yeR z€(0,1]

< Oy - 52,

also ergibt sich insgesamt:

1 1{e < ik, (X) = di (X)} = e < i, (X) = df (X)} 1, (p) 0 < (C1+ C2),
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damit gilt also N[j(E,G1, || - ||1y(p)c0) < exp(K& > (149) Mit der Rechnung (6.16) ergibt sich
nun die Ly (P)-Klammerungszahl von Gz, und zusammengesetzt mit Hy7 , erhilt man insgesamt
die Gleichung (6.15).

Zur Funktionenklasse Fg,:

Die Funktionenklasse hat die Form

Fan = Lu: Bx 0.1 Rl pusle.2) = - [ hw) =K fxlol) R CEF) du,

t=(y,h),heH,ycR}.

Das Vorgehen ist identisch zu dem Vorgehen zu Klasse F5 ,,. Nutze hier aus, dass fiir die Klasse
HC C;+a[0, 1], damit also Abschétzungen der (logarthmierten) Klammerungszahl, versehen mit
der Supremumsnorm gegeben sind (vgl. Theorem 2.7.1 aus van der Vaart und Wellner (2000),
Seite 155) und, dass fx (y|u) - h(u) € C§12[0,1].

Damit ist Proposition 6.8 und somit auch die noch ausstehenden Teile von Proposition 6.7

bewiesen.

|

Jetzt kann mithilfe der Propositionen zum Erwartungswert und zur Kovarianz des Prozesses

(6.8) eine Aussage zur schwachen Konvergenz aufgestellt werden:

Proposition 6.9 FEs gilt unter den Voraussetzungen (M1) — (M3), (H1), (H2), (K) und g
erfillend (G1) und (G2), dass

Ey(-|@) = Fyx (-] @) = Ho( @) + by, (-, 2) + 0p(

2
>

o K 0 Elg'(e, )| X =] fx(t)

5 H 912 . .zfl(g;)t,%@.E[g(E,X)J{ES.}‘X:x]
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2
+(271($)2M§E[9/(57X) | X =] B(2))' - pf Blgle, X) [{e < -}| X =z

2
2 @) fax(C12) B@)
+’f 5 (FR ) fof‘(g) Sx1a)
und
Hom) = (27 ) - iz:;mxi —2)glen o)) 1l Blg(e, X) e < -}| X = a]
—E[(Z_l(:c)% iKh(Xi — ) g(ei,2))t -l Elg(e, X) I{e < -} X :fc]])
i z [ 550z = ) (6 ) R = ) Foxelol2) w2
- ST @)l Blg(e, X) e < -} X =)
e jlz Kz = ) fox - |2) pRalX: — 2) dz
( ZKh )(H{ei <} = Fx(-]2))

E[f3\(a hZKh )(I{ei <} = Fyx(-|e))])

Dann konvergiert \/nh ( F*(-| z) — Fyx(-|x) = b}, (-,z) ) schwach gegen einen zentrierten Gauf-

prozess G(-, x) mit Kovarianzfunktion

Cov(G(y1, ), G(y2, x))
= (") fx(@) E| g (e,U) - (57HU))' - Elg(e,x) e <y} | X = U]
g(e,0)- (57U - Elg(e, X) {e < o} | X =] |U =]

+0°(x) () fx () E [( ’( X)X =2] (37N (2) Elg(e, X) I{e <} | X = o]
El(g )| X = 2] (27N (2))" Blgle, X) I{e < yo} | X = 2]

///Kv—i—)\u— K(v) K (u) K (w) dudvdw

+fy' (@) Ble? | X = 2] fox(n] @) fox (2| 2) /K (04 A (u—w)) K(w) K (v) K (u) d(u, w, )

il (el @) Bl (9(e, X)) 2| X = 2] (57 @) Blg(e, X) I{e < pi}| X = 2]

128



//Ku—}—)\v (v) dudv

— i fax (il 2) El(9(e, X)) e| X = 2] (27H2))! Bl g(e, X)I{s<y2}rX—x]

//Ku—i—)\v (v) dudv

— fx(@) () Bl (9(e, X)) e | X = 2] (27 (@) E[g(e, X) I{e < y1}| X = 2]
E[(f (e, X)) | X = 2] (S~ <>> [g(eX)f{e<y2}rX=x1

//K (u+Av)K(u)K(v) dudv
— fx(@) () El(g(e, X)) e | X =] (5 Y@ >>tE[g<e X)IH{e <y} | X =]
E[(f'(e, X)) | X = 2] (71 (2))! E[g(e, X) I{e <1} | X = z]

//Ku—i—)\v)K W) K (v) dudy

+E[e2|X = 2] E X =2] (5o >> il Elg(e, X) e < o} | X = ]
fap(yl ///K A (1 — w)) K (v) K (w) K (w) dudo dw
+E[e2| X = ] B[(4( 2] (571 @) -l Elgle, X) I{e <y} | X = 2]

feix (y2| @) ///KU+/\U— K@) K (u) K(w) dudvdw

il fet (@) Foyx (min(yr, yo)| @) — wl ft (@) Fox (ge] ) - Fyx (1] @)
— () El(9(e, X)) He < ya} | X = 2] (S (2))! E[gle, X) I{e < 1} | X = 2]
— (7 Bl(9(e, X)) He < i} | X = 2] (57 <>> Elg(e,X) I{e <y} | X = ]

+E[e {e <y} | X = 2] E[(d'(e,2)' | X = 2] (7 ()"

Elgle, X) I[{e <y} | X =x]- //K(u Av)K(u)K(v) dudv
+E[eH{e <y} | X =2]E[(d(e,2)' | X =2](Z7 (2))

Elg(e, X) I{e <y} | X =] - pif //K(u M) K (u)K (v) du dv

+ 154 @) fx (ol 2) Ble T{e <} | X = 2] / K (1 — Ao ) K (u) K (v) du d

+ 154@) foyx (ol 2) Ele T{e <y} | X = o] / / K (u— Av) R (u)K (v) dudv,

dabetr beschreibt A das asymptotische Verhdltnis von b und h, d.h. A\ = %

Beweis:

Die Entwicklung wurde sukzessive im vorherigen Kapitel hergeleitet. Mit den Rechnungen zu

Proposition 6.2 und 6.4 folgt der Erwartungswert und obige Kovarianz. Das Vorgehen fiir den

weiteren Beweis ist das Folgende: Wir nutzen die in Beispiel 6.7 bewiesene Donskereigenschaft
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der vier Summanden des Prozesses. Zu klidren ist dann noch, warum daraus die Donskerei-
genschaft des Gesamtprozesses folgt. Dazu betrachte Theorem 2.1 aus Kosorok (2008), S. 15.
Dieses Theorem liefert notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die schwache Konvergenz
von Prozessen. Vorausgesetzt sei die schwache Konvergenz zweier Prozesse Gy (t) und F,(t).
Die Aussagen des Theorems 2.1 sind also fiir beide Prozesse giiltig. Mit einfachen Rechnungen
lasst sich Bedingung (ii) (asympt. stoch. equicontinuity) auf die Summe iibertragen. Bedingung
(i) gilt ebenfalls, denn sie folgt mit dem ZGWS aus der Konvergenz der endlich-dimensionalen
Randverteilungen beider Prozesse, der Anwendung von Cramér-Wold und den vorangegangenen

Rechnungen zur Kovarianz.

Nun wollen wir die Donskereigenschaft fiir die einzelnen Summanden nachweisen. Wir beginnen

mit der Definition der zugrundeliegenden Funktionenklassen:

Beginne mit der Umformung des ersten Summanden, vgl. zur Notation die Zerlegung (6.10):

n

Hpa(z) = —<(Z_l($) nflh > Kn(Xi - ) gler,x))' - ul Elgle, X) I{e < }| X = x]
=1
B w) ST KX ) gles )l Elgle, X) IHe <} | X =2]])
=1

=l LS (KX~ ) ') — BLEW(X: — ) g (e )])

=1

(57'@))' - Blg(e, X) He < -} X =]

k k n

=l S (ST g - D (Fu(X — 1) g5 (21,2) — BUKW(X; — ) g5 (21,2)])
Ji=1j2=1 =1

Elgj,(e, X) {e <} X = z],

dabei meint ((X7'(2))%; den (s,t).ten Eintrag der Matrix ((271(x))!. Betrachte hierzu nun die
folgende Funktionenklasse, dabei ist « € [0, 1] fest:

Fin={py: Rx[0,1] = R|py(e, 2) = \}EKh(Z — ) gj, (¢, %)
‘Elgj,(e,2) [{e <y}lz=2x], yec R}

Diese Klasse ist nach Beispiel 6.7 (iii) Donskerklasse.
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Zum zweiten Summanden

Hoolsz) = o> e [ 5 Knle = 2) 0/ 00))! G RolXs = 2) Fox l2) dlv )
=1

57 @)l Elg(e, X) I{e < - }| X = x]

) k k 1 n
= Y @y Yo
=1

1 -
Ku(z — ) g, (y, ) 3 06(Xi = 2) fox (vl2) d(y, 2)
J1=1j2=1

S

Elgp(e, X)He < -} | X =z].

Betrachte fiir diesen Prozess die Darstellung H, o(-, ) = H,2(x) - ¢(-). Dann gilt nach dem
zentralen Grenzwertsatz und den in den vorherigen Kapiteln ausgefithrten Rechnungen zum
Erwartungswert und zur Varianz, dass \/%ﬁng(m) asymptotisch gegen eine normalverteilte
Zufallsvariable Z mit Erwartungswert Null und hier nicht niher angegebener Varianz 72 kon-
vergiert, also damit Hy, »(-, ) asymptotisch normalverteilt mit der gleichen Verteilung wie Z-¢(-)

ist.

Zum dritten Summanden

Hy () = Zez [ 3Kl =) Lol 12) Rl =) dz

Auch dieser Prozess ist wieder als Prozess indiziert mit Funktionen darzustellen, betrachte dazu

die Funktionenklasse

1 -~
—Kp(z—u)du, ye R}

Fan = {py: R x[0,1] = R|py(e, 2) :5/ \}EKh(u—m) fE‘X(y\u) b

Diese Klasse ist nach Beispiel 6.7 (iv) Donskerklasse.

Zum vierten und letzten Summanden

Hya(,2) = fx'(z)- ZKh ) (H{ei < -} = Fox(-|2))
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- ZKh ) (H{ei <} = Fx(-|2))]

xl 2; 2) (e <} = Fx(C)) = Bl Kn(Xi =) (Hei -} = Fax(-|))]

Auch dieser Prozess ist wieder als Prozess indiziert mit Funktionen darzustellen, betrachte dazu

die Funktionenklasse

Fan = {py: Bx[0,1] = Rlpy(e,2) = —= Kn(z —x) (I{e <y} = Fyx(y[z)), y € R}

Sl-

Diese Klasse ist nach Beispiel 6.7 (v) ebenfalls Donskerklasse und somit folgt die Aussage des
Satzes 6.9.

a

Eine ganz dhnliche Aussage lédsst sich fiir den Schétzer Fn( | £), definiert in 4.1, zeigen, dabei
kann die folgende Proposition direkt aus den Rechnungen die zu Proposition 6.9 nétig waren

gefolgert werden, denn dort haben wir zur Herleitung die folgende Darstellung genutzt:

E(yle) = Fyx(yla) = (E(ylz) — Falyle)) + (Ealyl @) = Falyl2)) + (Falyl2) — Fyx(yl2))

Fir die Entwicklung von Fn( | ) beziehen wir damit nur die Terme dieser Entwicklung ein,

welche aus dem zweiten und dritten Summanden resultieren und erhalten:

Proposition 6.10 Es gilt unter den Voraussetzungen (M1) — (M3), (H1), (H2), (K) dass

Fo(2) = Fyx(-|e) = Hps(2) + Hoa(,2) + 03 2) + 0p(—=)

)

5
>

* Hok 1
= Hn(vx) + bn ()Q:) + Op(ﬁ
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wobes

2
b () = o i T @) Fx ) Bla)
2 ' (x
(R + 2B ER )

und

Hy(z) = f;l(x)iZez- / LKz @) fax(12) g Ral(Xi — 2) d2

(@) S KXo 2) (e < ) — Fax(-|2))
=1
BN @) 3 KX — 1) (e <} Fax(|2)]).

nh 4
=1

Dann konvergiert \/nh ( Ey, (- z) — Fox(-|x)=by(-,x)) schwach gegen einen zentrierten Gaufs-

prozess G(-,x) mit Kovarianzfunktion

Cou(G(y1,2),Gy2,x)) = f' () E[e®| X = 2] fox (1] ) foyx (y2] 2)
///Kv—i—)\ u—w)) K(w) K(v)K (u) dudw dv
ot fx @) Fuyx (min(yn, yo)| @) — p fic (@) Fuyx (ua] ) - Fuyx (| @)

15N @) S| 2) B[ T{e < o} | X = 2] / / K (u — Av)K (u)K (v) dudo

154 @) S (] 2) Bl T{e < i} | X = 2] / / K (u — Av)R (u)K (v) dud

>

dabei beschreibt A das asymptotische Verhdltnis von b und h, d.h. A = lim

n—oo

Beweis:
Die Entwicklung wurde im vorherigen Kapitel hergeleitet. Die schwache Konvergenz folgt nach
dem Beweis zu Proposition 6.9, denn die hier auftretenden Funktionenklassen treten auch dort

auf und mit den Rechnungen zu Proposition 6.2 und 6.4 folgt der Erwartungswert und obige

Kovarianz.
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Nun fehlt noch eine Proposition zur schwachen Konvergenz im Falle g eindimensional und In-
dikatorfunktion der Gestalt g(e,x) = I{e < a(z)} — d(x) (G3) erfiillend. Hier ist der Beweis
und alle dazugehorigen Rechnungen dhnlich zum Beweis von Proposition 6.9, die auftretenden
Funktionenklassen haben eine dhnliche Gestalt und die anzuwendenden Propositionen sind die

gleichen.

Proposition 6.11 Es gilt unter den Voraussetzungen (M1), (M2), (H1), (H2), (K) und g ein-
dimensional von der Gestalt g(e,x) = I{e < a(x)} — d(z):

Fr(-|2) — Fux(-|2) = Ha(oz) + Bo( ) + 0p(—)

ik
wobei
2 2 Blat(e. x 47, )
bi(2) = — fxta) 0l CALEDNEZ IO oyl plge, x) He <} 1 X =]
2 .
57 a) 0 fx o) 2) Ba) -’ Blg(e, X) e < -} X =]
2 .
+ouf 15 @) fax (1 2) Bla)
2 " (1
- (R + 2 )
und
Hy() = = (27 (@) % S Kn(Xi — a)gler o)) -l Elgle, X) IHe < -} | X =]
=1
- ZKh gleina))' - Blg(e, X) H{e < -} X = a]])

e %Kh<z—x>fe.x<a<m>|z> LR, - 2) fx ) di. )
-z—1<m>-u§2E[ (e, X) I{e < }| X = 2]

i [ Kl ) fax|2) Rl — ) ds

n

+(f;<x>-nlhzf<h<x 2) (I{ei <} = Fax (-] 2)

_ ZKh )(Hei <} = Fax(-]2))]).
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Dann konvergiert v/nh ( FX(-| x) — Fox(-]z) = by(-,x)) schwach gegen einen zentrierten Gaufs-

prozess G(-,x) mit Kovarianzfunktion

COU(G(y17$),G(y2,$))
= (1" fx(@) B g'(e.0) - (57 O)' - Blg(e, X) He <y} | X = U]

g'(e,U) - (SN U))"- Blg(e, X) e < 1o} | X = U] |U = 2]

+0%(@) (V2 fx (@) fox(ale >| 2) (71 (@))! Elg(e, X) He S yi} | X = o]
Saxla@)| ) (57 ()" Blg(e, X) H{e <y} | X = 2]
///Kv—i-)\ u—w)) K(v) K(u) K(w) dudvdw

+ 15 (@) Bl X = 2] fox (ol @) fox (vl 2) / K(v+ A (u = w)) K () K(u)K (1) dudw dv
— il Fee (vl @) Bl(g(e, X)) 5| X = 2] (27 (@))" Bl ( € He<my X =2

//Ku—i—)\v (v) dudv

— Sl ) BL( X)) X = 2] (57! @) Blyle, X) He <} X = 2]

//Ku-i—)\v (v) dudv

— Fx(@) (16 ) Bl(g(e, X)) e| X = 2] (27" ()" Elg(e, X) {e < g1} | X = 2]
fax(a(@)| 2) (571 (@) Blg(e, X)I{6<y2}|X=~’U]
//K (u+Av)K (v) dudv
— fx(@) (1 ) El(g(e, X)) e| X = 2] (57 (2))! Elg(e, X) {e < yo} | X = «]
fax(a(@)| 2) (571 (@) Blg(e, )I{€<y1}|X—!E]

//Ku—i—)\v (v) dudv

+ B[] X = ] fux(a(@)| 2) (S (@) ul Elg(e, X) I{e < po} | X = 2]
Fax(ole ///K A (1 — w)) K (v) K (w) K (w) dudo dw
+ B[] X = 2] fx (a(@) | 2) (S (@)l Elg(e, X) Ie < yi}| X = z]

feix (Y| @ ///Kv+>\u— K@) K (u) K(w) dudvdw

il ft (@) Foyx (min(yr, y2)| @) — wl ft (@) Fox (gl ) - Fyx (1] @)
— (7 El(9(e, X)) Ie < ya} | X = 2] (7 () Elg(e, X) I{e <y} | X = z]
— (7 El(9(e, X)) He < i} | X = 2] (S () Egle, X) I{e < yo} | X = 2]

El
El
+E[eI{e <y} | X = 2] fyx(a(@)] z) (57 (@)’
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Elg(e, X) {e <y} | X =z] -ué(Q//K(u—)\v)f((u)K(v)dudv
+EleHe <y} | X = 2] fox(a(2)|2) (57 (2))!

Elg(e, X) I{e <y} | X = 7] -ué(Q//K(u)\v)f((u)K(v)dudv
5@ Lol @) Bl e < o} | X =2 [ [ K= o) R@)K () dudo

+ 154@) fopx (ol 2) Ele T{e < i} | X = o] / / K (u— Av) R (u)K (v) dudy,

b

dabei beschreibt A das asymptotische Verhiltnis von b und h, d.h. A = lim .

n—oo

Der Beweis der schwachen Konvergenz folgt dhnlich dem der Proposition 6.9, ebenso der Be-
weis zur Kovarianz wie Proposition 6.4, dabei konnen die meisten Beweisideen und Rechnungen

iibernommen werden.

Bemerkung 6.12 (Bandbreiten) In obigen Propositionen treten die Bandbreiten b und h in
Wechselwirkung. Ist das Verhdiltnis A der Bandbreiten > 0, so miissten die Kerne taylorent-
wickelt werden und das genaue Aussehen der Kerne im Hinblick auf die Terme héoherer Ordnung
miisste bekannt sein. Da z.B. zusitzlich noch die Dichte fox(y| ) in den Termen auftritt wird
klar, dass die Wahl eines Kernes auch noch dadurch beeinflusst werden wiirde. Diese Dichte ist
aber unbekannt und somit kann die Wahl des Kernes nicht darauf abgestimmt werden. Sinnvoll
ist also die Wahl X = 0, damit brauchen zundchst einmal keine weiteren Annahmen an die
Kerne getroffen zu werden. Im nichsten Kapitel betrachten wir Var(E*(y|z)) — Var(F,(y| z))
beispielhaft fiir verschiedene bedingte Verteilungen und betrachten wie sich die Wahl des Kernes

auswirkt.

Mit diesen Aussagen zur schwachen Konvergenz wollen wir nun zur Beispielen iibergehen.

136



7 Beispiele

In diesem Abschnitt wollen wir den in den vorherigen Kapiteln analysierten Schétzer, F*(-|z)
mit dem Schitzer F},(-|z) vergleichen. Siche dazu die Definitionen 4.1 und 4.6.

In den beiden vorherigen Kapiteln haben wir fiir beide Schétzer eine Entwicklung hergeleitet
und schwache Konvergenz gegen einen Gaufiprozess gezeigt, siehe Proposition 6.9 und 6.10. Die
Varianz und den Bias der Asymptotik der beiden Schétzer wollen wir nun anhand von Beispiel-
verteilungen vergleichen. Die im Weiteren genutzten Darstellungen finden sich in Proposition
6.9 und 6.10. Betrachte das folgende Modell:

(B1) Es gelte das Modell (3.1). f. x(¢|z) sei die Dichte der N'(0,0%(x)) Verteilung und X ~
UJ0,1] verteilt. Ebenso seinen Bandbreiten A und b und Kerne K, K so gewahlt, dass
(H1), (H2) und (K) erfiillt sind und A := lim % = 0. Zur Vereinfachung sei noch K = K

n—oo
angenommen.

Bemerkung 7.1 Die in (B1) genannten Dichten und Verteilungen erfillen die Voraussetzun-

gen (M1) und (M2), was einfach nachzurechnen ist.

7.1 Beispiel 1

Beispiel 7.2 Es gelte Modell (B1). Wir wollen in diesem Beispiel betrachten welche Auswir-
kungen die im Modell angenommene, aber nur im Schdtzer F:;(y\ x) explizit nutzbare Vorausset-
zung, dass E[e|X ] =0, also g(e,z) = € ist, hat. Dazu vergleichen wir diesen mit dem Schdtzer
Ey(y| ) aus Proposition 6.10, dabei bezeichne G den zu E*(y|z), G den zu F,(y|x) gehorigen
Grenzprozess. Mit (B1) und dieser Wahl von g ist ebenfalls (M3) erfillt. Wir berechnen jetzt
zum Vergleich die Differenz der asymptotischen Varianz beider Schdtzer, welche nach Proposi-
tion 6.9 und 6.10 gegebenen sind und die Differenz der quadrierten Bias-Terme (b%(y,x))? bzw.
(b (3,))>

Wir beginnen mit der Differenz der asymptotischen Varianzen. Benutze dazu, dass nach Propo-
sition 4.9 (v) gilt:

S(z) = fx(@) B[ X =2 pul = fx(z) o)
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Var(G(y,x)) — Var(é(y, x))
= (") x(2) B[ g'(=,U) - (571(U))" - Elg(e, X) I{z <y} | X = U]
9'(5,U) - (S7U) - Elgle, X) Iz <y} [ X =U)|U =2
+0%(x) () fx (2) E [( ’< >>t|X = 2] (Z7 (@) Elg(e. X) H{e <y} | X = «]
E[(g 2] (57 (@) Elgle, X) I{e < y} | X = ]
w)) K (v)

E
///Kv—i—)\u— K(v) K (u) K (w) du dvdw

—2u8" - fox (y]2) El(9(e, X)) 2| X = 2] (27" (@))" El g, X)I{€<y}!X—$]

//Ku—)w (v) dudv

~2 fx(@) (g ) El(9(e, X ))e\X—z](E H2))! Blg(e, X) I{e <y} | X = z]

E[(g'(e, X))'| X = 2] (57 (2))" E[ (e, X) {e <y} | X =z
//Ku—)\v (v) dudv
+2B[? | X = 2] B[ (¢ ) [ X =2](57 )) it Elg(e, X) Ife <y} | X = =]

fex(ylx ///Kv—f—)\ u—w)) K(v) () (w)dudvdw
—2 (i E[(g(e. X)) He <y} | X =2] (37 (x )) Elg(e, X) H{e <y} | X =]
+2E[e{e <y} | X =] E[(¢'(c,2))" | X = 2] (%7} ()"

Elgle, X) {e <y} | X =z]- //Ku Av)K(u)K (v) dudv

= (uf)? 87 (2) - B*e H{e <y} | X =]
+ (162 fx ()0 (@)(5 (@) - B e I{e <y} | X = 2]
///Kv-l-)\u— K(v) K (u) K (w) dudvdw

—2fx" (@) fox (ylx) Ble I{e <y} | X = x]

//Ku—)\v (v) dudv

-2 -7 @) B’le e < y} | X = 2]
//Ku—)\v (v) dudv
+2 [ (@) fx (yl2) BEle e <y} | X = x]
-///Kv—i—)\u—w))K(v)f((u)f((w) du dv dw
2571 (2) - (g )E2[€I{6<y}\X—x
+F2F[el{e <y} | X = 2] 2 (z) uf //Ku—/\v (v) du dv

= uf fx(@)27 (@) - 192[61{6<y}|X—5C
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-///K(U+A(u—w))K(v)K(u)K(w) du dv dw
~2fx' (@) fax(yl ) Ble {e <y} | X = 2]
- / / K (1 — M) K () K (v) dudy
+2 [ (@) fx (yl2) Ble e <y} | X = x]
.///K(u+A(u—w))K(v)K(u)K’(w) du dv dw
=S N @) - (uf )P E* e I{e <y} | X =]

Bisher haben wir noch nicht die genaue Gestalt der Dichten, wie sie in (B1) vorausgesetzt ist,
genutzt. Setzt man nun wie nach Voraussetzung A\ = 0 und K = K, so zeigt sich, dass die
Differenz der Varianzen unabhdingig von der Wahl der Verteilung und des Kernes K Null ergibt.
Unabhingig vom (die Voraussetzungen aus Kapitel 3 erfillenden) Modell ergibt sich also im
Falle g(s,2) = ¢ und & = o(1) fiir beide Schitzer dieselbe Varianz. dabei ist zu beachten, dass

kein spezielles o%(z) gewdhlt wurde.

Zu den Bias-Ausdriicken:

Die Biasausdriicke haben ein ihnliches Aussehen, genauer b’ (y,x) ist in b'(y,x) enthalten. Es

gilt speziell in diesem Beispiel, dass

2 fi(z)
fx(z)

PE|X =t]- [x(t)|  _, p@

2
5 . & F{3(yl2) = 0 und 3(z) = o*(x) "

(y[z) =0,
Fiir die Differenz der quadrierten Bias-Ausdriicke ergibt sich damit:

(b, (v, 2))? = (b} (y, 7))

2 2 t T — . ,
_ (_%%{8 Elg'(e, )8!;( t] fX(t)‘tzm_(z:l(m))t.lué( Elg(e, X) I{e <y} | X =]
2 .
F (27 a) S pf Bl (2. X) | X = 2) B) ) 1 Blo(e, X) I{e <} | X =])
2 2 Bl ot (e. 2 4.
+2( —%uﬁ(a Elg'(e, )al;;( t] fX(t)Lx

(=)t k- Blgle, X) e <y} | X = x]



2
F(27 @) % Blg' (e, X)| X = 2] B@))' - 1 Blg(e, X) I{e < y} | X =]

2 - 2 /.T
(G5 i 1@ Laxl) Bla) + T - - (FR 1) + 25 R 1))
2 -
= (7@ % Blg'(e. X)X = 2] B@)) -l Blo(e, X) e < v} | X =a])
2 % 2
12 (97 ) % Blg'(e, X)X =] B))' " Blo(e, X) e < 9} | X = a])

2 2 ' (1
(S 5@ Faxtl0) B + - (0 + 2 B 1)) )

In diesem Beispiel gibt es also weder in der Varianz noch im Bias einen Unterschied.

7.2 Beispiel 2

Beispiel 7.3 Es gelte Modell (B1). Zusitzlich sei noch gegeben, dass Ele?|X = z] = o%(z)
bekannt ist, also g(e,x) = €2 — 0?(x) = 2 — o%(x). Mit (B1) und dieser Wahl von g ist ebenfalls
(M3) erfillt. Wir berechnen jetzt zum Vergleich fiir beide Schitzer die nach Proposition 6.9 und
6.10 gegebene asymptotische Varianz, also Cou(G(y,z), G(y,z)) bzw. Cov(G(y,x),G(y, x)) und
den Bias b}, (y,z) bzw. b*(y,x) und betrachten wie im Beispiel zuvor die Differenz bzw. die Dif-
ferenz der Quadrate.

Wir beginnen mit der Varianz. Benutze dazu, dass nach Proposition 4.9 (v) bzw. den Voraus-

setzungen gilt:

EldeX)|X =2] = 2B[e|X =2]=0

" (@ @) fax(ela) de

= —0*(x) - (y fxWl2) — Fyx(yl2)) — 0*(x) - Fyx(y| v)
= —o%(x) -y fox(ylx)

Elgle, X) [{e <y} | X =z =

—

Elg(e, X)| X =] = /IR (2 — 02(2))2 Loy (e] ) de
— / (2] 2) de — (0%(x))?
R
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Var(G(y,

N(@) = fx(@) Elg’(e, X) | X =] pf = uf fx(@) - 20*(x))?

Blege. X)|X =a] = [ o= @) fax(cla) de =0

und damit:

z)) = Var(G(y, z))

= (1" fx(@) B[ g'(e.0) - (57N O))' - Blg(e, X) H{e < y} | X = U]

9'(5,0) - (S1U)) - Blgle, X) e <y} | X = U] |U = 2|
+02 (@) ()? fx(@)El(g' (e, X)) | X = 2] (S71 ()" Elg(e. X) I{e < y} | X = z]
E[(¢(e. X)) | X = 2] (57 (2)) Blg(e, X) I{e <y} | X =z]
~2 ()2 Saxol ) El(gle X))t -e| X =a](S7 () Elg(e, X) I{e <y} | X = x]
2 fx (@) (i El(9(e, X)) e | X = 2] (S (2))! Elg(e, X) I{e < y} | X = z]
E[(f'(e. X)) | X = 2] (27(2))! Elg(e, X) I{e <y} | X = z]
+2E[e?| X = 2] E[(¢/(e. X))' | X = 2] (57 (@) - ()2 Elg(e, X) I{e <y} | X = 2] fopx (] )
~2 ()2 Bl (9(e, X)) I{e <y} | X = 2] (574 (2))' Elg(e, X) I{e <y} | X = ]
+2B[e I{e <y} | X =2) E[(¢/ (e, X)) | X = 2] (S7"(2))" - Blg(e. X) I{e <y} | X =] (uf)?
(P fx(@) E|g'(e,U) - (371 (U))" - Elgle, X) I{e <y} | X = U]
9'(,U) - (57 (U))' - Elg(e, X) I{e <y} | X = U] |U =]
~2 ()2 Bl (9(e, X)) I{e <y} | X = 2] (574 (2))! Elg(e, X) I{e <y} | X =]
_ué<2E[g<e7X>f{egy}|X=xJ2
Fx(@)E[g%(e. X) [X = «]
it (—0?(@)* S (yl)
Ix(@)2(02(2))?

K?
3 ¥ )
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Also ist die Varianz des ELE unabhingig von der Gestalt von o?(x) kleiner als die des KE.

Im Folgenden berechnen wir die Bias-Differenzen und geben darauf die Differenz des MSE der

beiden Schdtzer an.

Zu den Bias-Ausdriicken. Es gilt mit b> = o(h?):

buly,x) = by’ (y, @)
h? P Elgle,x)| X =t] fx(t)

- 5 ST @) - Elg(e, X) He <y} | X = o]
+o(h?)
o 2l P Blglen) | X =] fx(t)|  Blg(e,X) H{e <y} | X = 2]
= by @) + ?fxicc) dt? ‘t:x . E[¢*(, X) | X = 2] +o(h?)
2 2 " —¢]. - f. x
_ b:*(y7$)+ 4ff((x) ,Ué(a E[g(s, )g‘zg t] fX(t)‘t_x .y {‘2)((1(‘? )+O(h2),

dabei nutzt die letzte Gleichheit die Normalverteilungsannahme. Ist Var(e) = dx und g(e,x) =
e2 — dz, so ist b (y,x) = bl (y,x) + o(h?). Fiir Var(e) = exp(V¥z) und g(e,z) = 2 — exp(Vz)
ergibt sich unter der Annahme X gleichverteilt auf [0,1]:

2

* k% h
bi(y,x) = by (y.x) — 192;-#5( -y fox (ylz) + o(R?).

Fiir die Differenz der quadrierten Bias-Ausdriicke erhdlt man:

(b7, (5, 2))* = (0" (y, 2))°

h2 62E X = . “Je
= 207" (y,2) - (o [g(s’:”)gtz d fX(t)L:x = J;L)((g’x))
ok PElglen)| X =t]- fx(t)] v fax(yle)
+(Z H2 t? ’t:m  o2(x) y
+o(h?).
speziell fiir g(e,x) = 2 — exp(9x) ergibt sich:
ok _ E K -1 . £ _ " 2
b’ (y.2) = Spa fx (2)-( e fex(e,x)de — Fox(y|x) fx(x)) + o(h7)
ooy
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h2 ..
= —uf / ] f-x (g, ) de + o(h?)
ooy

2
1) h? 9? h? 92
= ?Mé(zy : fle(y‘x) - ?Mé(mpwm)y:s : fle(y‘l') + 0(h2)7

dabei erfordert (1) eine lingere Rechnung. Es gilt lim,, o, Vnhh? = c. Setze zur Vereinfachung

im Weiteren ¢ = 1. Damit gilt:

(b*(y,2) = lim Vah b} (y,)

n—oo
92 V2

_ K> K3
= 2 gy fax (o) — S exp(07)” fex (ylz)

und somit asymptotisch:

(b*(y,))* = (b (y,2))* == lim nh (b (y,2))* — (b (y,2))*

n—oo

*k 1
= —-2b (y,l’) : 1921 : ,Ué( ny\X(y’x>

1
+0t 5 (3 v fAx (yl)
1
_ a4 Lk 42

und damit

lim MSE (F;(y] 2)) — MSE(Fy(y| )
— Var(G(y,x)) + (0" (4,2))? - Var(Gly.2)) — (5" (y, )

1
+ s (15)? -yt R (yl)
Im folgenden Kapitel werden MSE und MISE fiir beide Beispiele und verschiedene ¥ simuliert.

Bemerkung 7.4 (weitere Beispiele) Auf weitere Beispiele wollen wir verzichten, da obige Rech-

nungen meist sehr unibersichtlich werden und nicht sehr aussagekriftig sind, da man das Modell
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sehr speziell zu wdhlen hat. Nebenbedingungen in Quantilsform und Mischungen werden wir aber

in den nun folgenden Simulationen betrachten, ebenso mehrdimensionale Nebeninformationen.

7.3 Zusammenfassung der Ergebnisse

Die Berechnung des Bias und der Varianz war fiir die Schétzer F*(y| z) und F},(y| z) in speziellen
Modelle recht aufwéindig und uniibersichtlich. Zwar konnten wir fiir einige spezielle Modelle teils
eine Verkleinerung der Varianz nachweisen, dies war aber aufgrund der auf vielfiltige Weise in die
Varianz- und Biasausdriicke eingehenden Modelleigenheiten nicht fiir grole Klassen allgemein
beweisbar. Im folgenden Kapitel werden F*(y|z) und F,(y|z) fiir deutlich mehr Beispielver-
teilungen in Simulationen verglichen und dort wird im Gegensatz zu obigen uniibersichtlichen

Termen der Vorteil des Schitzers F*(y| ) im Vergleich zu F},(y| z) in einigen Féllen deutlich.
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8 Simulationen

8.1 Einleitung

In diesem Kapitel werden verschiedenste Modelle betrachtet, die Voraussetzungen tiberpriift und
fiir die beiden Schétzer, F*(y| z) und F;, (y\ ) (siehe Deﬁnition 4.2 und 4.6), jeweils MSE(y,z) =
E[(F(y|z) — F(y|z))?] und MISE(xz flR — F(y|z))?dy] approximiert. Dabei
approximieren wir MSE(y,z) in dem wir D mal unabhangig Daten der gegebenen Modellver-

teilung erzeugen und mit diesen Beobachtungen

(X1, YD)k oo, (X, Yo Ji=1,...0 = ((@1, Y1) ks - (Tny Yn)k Jk=1,....D

fiir jedes k die Schéatzer F;;k (y| ) und F},, (y| ) bestimmen. Durch Mittlung ergibt sich fiir den
MSE von F,(y| ) die Approximation

> (B F(y|z))”

k=1

MSE (y,x

b\H

analog ergibt sich die Approximation fiir }A?’;:k (y| z). Diese Approximation fithren wir an jedem
Datensatz fiir verschiedene = € [0,1] durch, im allgemeinen setzen wir hier ein 1/10-Schritt
Gitter.

Ebenso approximieren wir an eben diesen Datensitzen MISE(z) fiir verschiedene z € [0, 1]

durch

L—l

D
MTSE() = 5 3 3 (Fu (@l ) — F@l2)* (&1 — &),

k=1 l:l

dabei ist die Zerlegung (&;);=1,.... 1, gleichmé&fig und fiir die Normalverteilungsbeispiele auf [—4, 4]
und mit 1001 Gitterpunkten gewihlt worden. Andere Beispiele weichen vom Intervall [—4, 4] ab,
die Anzahl der Gitterpunkte bleibt aber gleich. Ebenso wie zum M SE(y, x) wurde der MISE(x)
auch wieder fiir verschiedene = € [0, 1] parallel approximiert, d.h. es wurden dieselben Daten
genutzt. Insbesondere sind die jeweils angegebenen Grafiken zum MSFE und MISE auf Basis

derselben Stichproben erstellt worden.
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8.2 Berechnung der Schitzer

Zur Erinnerung: Der Modellansatz dieser Arbeit hat die Form Y = m(X) + . Fiir jedes Beispiel
wurde die unbekannte Modellfunktion m gewihlt als m(z) = 5 - x, es wurden zu den dort ge-
gebenen Verteilungen unabhingige Datensiitze (X1,Y7), ..., (X,,Y,) erzeugt und daraus mittels
des Nadaraya-Watson-Schétzers (vgl. Definition 2.2) (X1,é1), ..., (Xp, €n) gebildet, die Grundla-
ge beider Schétzer FE|X(y| r) der Verteilungsfunktion Fy x (y|x).

Fiir die Berechnung der Schiitzer wurden i.A. die Bandbreiten & = n~/% und b = n=/4 genutat,
vgl. (H1) und (H2). Der genutzte Kern ist im Nadaraya-Watson-Schétzer ein Gauflkern, an allen
anderen Stellen nutzen wir den Epanechnikov-Kern (siehe Definition 2.46 ff.). Simulationen mit
GauBkernen an allen Stellen ergaben keine nennenswerten Abweichungen zu den Ergebnissen
dieser Simulationen.

Um die Gewichte p;(z) des Schitzers F*(y| ) zu schiitzen ist n(z) zu schétzen, vgl. Definition
4.6 und Gleichung (4.8). Fiir n(x) nutzen wir die definierende Gleichung (4.5) und lésen diese
numerisch. In einigen Fillen konnte fiir eine gegebene Stichprobe diese Gleichung nur unzu-
reichend gel6st werden, in diesen Fillen wurden automatisch die Gewichte als % gesetzt, also
identisch zu denen des Kernschétzeransatzes.

Im Weiteren geben wir nun verschiedenste Beispiele, beginnend mit dem Normalverteilungsmo-
dell aus dem vorherigen Kapitel. Es folgen neben Beispielen mit mehrdimensionalen Nebenin-
formationen auch noch Beispiele, welche die in dieser Arbeit getroffenen Voraussetzungen nicht

erfiillen und Beispiele mit geschétzten Nebeninformationen.

8.3 Datenerzeugung

Die den Simulationen zugrundeliegenden Stichproben (Xi,Y7),...,(X,,Y,) wurden weitestge-
hend mittels in der freien Statistik-Software R vorhandener Funktionen erzeugt. Die Schétzer

sowie einige Funktionen zur Erzeugung von Zufallsvariablen wurden ebenfalls in R programmiert.

8.4 Simulationsbeispiel 1 (Normalverteilungsmodell)

Es sei X gleichverteilt auf [0, 1] und & gegeben X = z normalverteilt mit Erwartungswert 0 und
Varianz o?(x) = 1 + 9 - 2. Die Verteilung der Residuen héngt also (fiir 9 # 0) von X ab.

Mit obigen Verteilungen wurde ein Datensatz (Xi,Y1),..., (X, Ys) erzeugt und mittels des
Nadaraya-Watson-Schétzers (vgl. Definition 2.2) (X1,é1), ..., (Xn,€n) gebildet. Ein Beispielda-
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tensatz (X1,Y1), ..., (Xn, Yn) bzw. (X1,€1), ..., (X, €n) mit ¥ = 1 und n = 100 hat die folgende
Gestalt:

Residuen
o

o
o
o
@
2
1
©o

Abb.1: Beispieldatensatz (X1, Y1), ..., (Xpn, Yn) bzw. (X1,£€1), ..., (Xn,én)

Die X-Abhéngigkeit der Varianz der Zufallsvariablen ¢ ist hier nicht deutlich zu erkennen.

Die Klasse der Normalverteilungen ist eine wichtige Beispielklasse, da sie hidufig angenommen
wird. In diesem grundlegenden Beispiel wird neben dem Einbinden verschiedenster gegebe-
ner Nebeninformationen untersucht wie sich eine verédnderte Wahl der Bandbreite b auf die
Simulationsergebnisse auswirkt. Es werden dazu in Beispiel (a) drei Spezifikationen betrachtet,

dabei ist » = 100 und die Anzahl der wiederholten Datenerzeugungen D = 250.

(a) (Beispielvariation 1) Es gelte obiges Modell mit ¥ = 1 und n = 100. Die Nebeninforma-

tion sei gegeben durch g(e,x) = e. Diese Zusatzinformation der Zentriertheit der Fehler
ist schon in den Modellannahmen fiir beide Schétzer enthalten (vgl. die Modellvoraus-
setzungen (M1)). Grund ist der Nadaraya-Watson Regressionsschiitzer, welcher den nicht
zentrierten Anteil der Fehler zur Schéitzung m hinzunimmt. Es ist also interessant zu sehen
wie sich in diesem Beispiel die Schétzer zueinander verhalten.
MSE(z,y) und MISE(z) werden fir h = n~ '/ und drei verschiedene Wahlen der
Bandbreite b (n_l/ 4 15, Cross-Validation-Methode) approximiert. Cross-Validation-
Methoden sind Bandbreitenwahl-Methoden, welche zu jeder Stichprobe eine spezielle Band-
breite b, Losung einer Minimierungsaufgabe, wihlen, genauer werden wir darauf aber nicht
eingehen.

Die Schétzkurven haben, beispielhaft ausgewertet an einem Datensatz, z = 0.8 und der
Wahl b = n~1/4, die folgende Gestalt:
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Abb.2: Schiatzkurven fiir x = 0.8

Dabei ist F*(y| ) die gestrichelte, Fy,(y| z) die gepunktete und F(y| z) die durchgezogene Kurve.
Es ergeben sich die folgenden Grafiken fiir die approximierte M SE(x,y)-Differenz AMSE =
MSE (Fp(y|z))— MSE (E*(y| z)) und den MISE(z) mit den verschiedenen Bandbreitenwahlen
b. Es ist die Kurve des Empirical-Likelihood-Schétzers der gestrichelte, die des Kernschétzers
der durchgezogene Graph:

0020
L

0015
L

NS
i‘»i"'zéz 4

MISE(x)

0010
1

0.005
1

00 02 04 06 08 10

X

Abb.3: A]\TS\E und ]\TI_S\E fiir die Bandbreitenwahl b = n~1/4

148



0.020

MISE(x)
0.015

0010
1

0.005
1

Abb.4: AMSE und MISE fiir die Bandbreitenwahl b = n~1/5
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o v Zupiaha

MISE(x)

0.010
1

0.005
1

X

Abb.5: A@ und ]\m fiir die Bandbreitenwahl mittels cross-validation-Methode

Zu erkennen ist zum einen, dass sich die unterschiedlichen Bandbreitenwahlen nicht (oder nur
sehr schwach) auf die obigen Schitzkurven des M SE und MISE auswirken und zum anderen,
dass der Schétzer F;(y| x), welcher die vorausgesetzte Nebeninformation der Zentriertheit der
Fehler explizit nutzt, einen gleichméfig besseren M ISFE(x) aufweist. Die Grafik zur M SE(z, y)-
Differenz zeigt speziell im Bereich sehr kleiner und sehr grofier x-Werte Verbesserungen auf. Dazu
betrachte man auch noch die folgenden drei Schnitte des AMSE(x,y) fir z =0, 0.5, 1 und die
Bandbreite b = n~/4, man beachte dabei die unterschiedlichen MafBstiibe:
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MSE(y)
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0003 0004

0001 0002

20001 0000

0.00015 0.00020
L L
0.003
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|
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0.00005
L

0.000

0.00000

Abb.6: AMSE(0,y) bzw. AMSE(0.5,y) bzw. AMSE(1,y)

Die verschiedenen Bandbreitenwahlen beeinflussen die M SE-Kurven nicht oder nur schwach,
der MISE ist besonders klein fiir die Wahl b = n~'/4. Nachdem wir die recht einfache und
in den Modellannahmen schon enthaltene Nebeninformation g(e,x) = ¢ betrachtet haben ge-
hen wir zu einem weiteren Beispiel iiber und betrachten im Weiteren nur noch die Bandbreite

b=n"1/4

(b) (Beispielvariation 2) Es gelte obiges Normalverteilungsmodell mit Parameter ¥ = 3 und es
sei n = 100. Die Nebeninformation sei gegeben durch g(e¢,z) = €2 — (1 + 3z). MSE(x,y)
und MISE(z) werden fiir h = n~/% und b = n~'/4 approximiert. Es ergeben sich die
folgenden Graphen:

MISE()
0015 0020 0025
Il Il 1

0010
1

0.005
1

Abb.T7: Am(x,y) bzw. ]\TI?E(:U)
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0.000 0.001 0.002 0.003
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Abb.8: AMSE(0,y) bzw. AMSE(0.5,y) bzw. AMSE(1,y)

wéhlt man nicht n = 100 sondern n = 500, so ergibt sich folgendes Bild:

MISE()
0004 0005 0006 0007  0.008
Il Il

0.003

0002
1

Abb.9: A]\m(az,y} bzw. ]\TIS\E(Q:)

wahlt man n = 50, so ergibt sich folgendes Bild:
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Abb.10: A]\jS\E(:c,y) bzw. ]\ZTS\E(JC)

Betrachtet man die AM S E-Kurve zu zeigen sich Verbesserungen auch in diesem Beispiel, aber
nicht gleichméfig fiir alle x. Insbesondere fiir kleine Werte von = und y in [—2,0] gibt es ei-
ne Verbesserung, fiir  nahe 1 eine Verschlechterung. Des Weiteren ist zu bemerken, dass die
Verbesserung fiir wachsenden Stichprobenumfang nachlésst. Der M ISFE zeigt ebenfalls eine Ver-

schlechterung fiir grofle Werte von x, eine Verbesserung fiir kleine Werte von x auf.

(c) (Beispielvariation 3) Es gelte obiges Normalverteilungsmodell mit Parameter ¥ = —0.5
und es sei n = 100. Die Nebeninformation sei gegeben durch g(e,r) = €2 — (1 —0.52), also
einer Varianz der Art o%(z) = 1 — 0.5z, wie sie in Beispiel 2 des letzten Abschnittes disku-
tiert wurde. M SE(z,y) und MISE(x) werden fiir h = n~'/5 und b = n~/* approximiert.
Es ergeben sich die folgenden Graphen fiir AMSE (x,y) und MISE (x):
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Abb.11: A]\jS\E(x,y) bzw. ]\ZTS\E(JC)

Vergleiche auch hier wieder die simulierte M .S E-Differenz Abb. 11 mit der theoretischen M SE-
Differenz aus dem letzten Kapitel: Weder fiir die MISE— noch fiir die A — M SFE—Kurven

zeigen sich in diesem Beispiel gleichméflige Verbesserungen.

Als vierte Variation betrachte nochmals eine Nebeninformation g hergeleitet aus bekannter Va-

rianz:

(d) (Beispielvariation 4) Fiir die Fehler e gelte obiges Normalverteilungsmodell mit Var(e) =
exp(Yx). Die Nebeninformation sei gegeben durch g(e,r) = €2 — (exp(dx)). MSE(x,y)
und MISE(x) werden fiir 9 =1, h = n~/5 und b = n~1/* approximiert. Es ergeben sich
die folgenden Graphen, dabei beachte zu Abb. 13 die unterschiedlichen Mafistéibe:
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Abb.12: Aﬂm(x,y) bzw. ]\/[/IS'\E(:E)
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Y ¥ ¥

Abb.13: Al\jS\E(O?y) bzw. A@(O.E),g;) bzw. A]\m(l,y)

Hier ergibt sich fiir den ELE im Vergleich zum KE im Hinblick auf den MSE eine Verschlech-
terung speziell fiir kleine Werte von x und y, fiir kleine Werte von = und grofle Werte von vy ist
eine (im Vergleich deutlich schwiichere) Verbesserung zu beobachten. Fiir grofie Werte von z,

also kleinen Varianzen ist ebenfalls eine (schwache) Verbesserung zu beobachten.

(e) (Beispielvariation 5) Als weitere Variation des ersten Beispieles betrachte das Modell aus
(a) und die zweidimensionale Nebeninformation g(e,z) = (¢, €2 — (1 +3z))T. MSE(z,y)
und MISE(z) werden fiir h = n~/% und b = n~'/* approximiert. Es ergeben sich die
folgenden Graphen:
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Abb.14: Am(:c,y) bzw. ]\ZTS\E(:U)
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Abb.15: AMSE(0,y) bzw. AMSE(0.5,y) baw. AMSE(L,y)

Die in Beispiel (a) und (c) beobachteten Verbesserungen fiigen sich hier zusammen.

(f) (Beispielvariation 6) Als vorletzte Variation des ersten Beispieles betrachte das Modell
aus (a) und die zweidimensionale Nebeninformation g(e,x) = (&, I{e < 0} — 1/2)7.
Die Nebeninformationen sind sich sehr dhnlich, in diesem Modell sind Median und Er-
wartungswert identisch. M SFE(z,y) und MISE(x) werden fir h = n=/% und b = n~/4

approximiert. Es ergeben sich die folgenden Graphen:
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Abb.16: A]\jS\E(x,y) bzw. ]\ZTS\E(JC)

Zu erkennen ist wiederum eine Verbesserung, dabei wirkt sich der hinzu genommene Indikator

gleichmifig iiber alle x aus, die Momentebedingung grofitenteils am Rand.

(f) (Beispielvariation 7) Als letzte Variation des ersten Beispieles betrachte das Modell aus

(a) und die dreidimensionale Nebeninformation

gle,x) = (e, I{e <0} —1/2, I{e <V1+3z}—0.84)7.

Die ersten beiden Teile der Nebeninformation sind sich wiederum sehr &hnlich. M SE(x,y)
und MISE(z) werden fiir h = n='/5 und b = n=/4 approximiert. Es ergeben sich die fol-
genden Graphen:
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Abb.17: Am(:c,y) bzw. ]\ZTS\E(:U)

Bemerkung 8.1 (Zusammenfassung Beispiel 1) Es zeigt sich, dass fiir alle sieben Beispielva-
riationen fir bestimmte x € [0,1] eine Verbesserung des Empirical-Likelihood-Schitzers (ELE)
im Vergleich zum Kernschdtzer (KE) im Hinblick auf den MSE und MISE zu beobachten ist,
speziell fiir x fiir welche Var(e|X = x) = o(x) tendenziell nahe bei 1 liegt. Auch die Nebenin-
formation E]e]| = 0 verbessert den ELE im Vergleich zum KE.

In Beispiel (d) kommt es fir grofie Varianzen zu einer Verschlechterung des ELE im Vergleich
zum KE im Bezug auf den MSE, was der MISE aber nicht wiedergibt. Beispiel (b), Abb. 7 (a)
— (d) zeigen deutlich, dass hier besonders fir kleine Stichprobenumfinge der ELE einen Vorteil
im Vergleich zum KFE hat.

Beispiel (b) und (c) zeigen die Probleme der Schitzung auf. Obwohl die Variation von (b) nach
(c) eher minimal ist, nur eine Variation in der Struktur der Nebeninformation darstellt, ergeben
sich fiir den MSE deutliche Auswirkungen, was gegen den Nutzen des ELE spricht.
Nebeninformationen in Indikatorgestalt bringen in diesem Modell deutliche Verbesserungen. Der
Vergleich der Beispiele (a) und (f) zeigt, dass die Nebeninformation g(e,x) = [{e <0} —1/2
noch Verbesserungen des ELE im Vergleich zum KE im Hinblick auf den MSFE bringt, diese
sind, anders als bei den Momentebedingungen, nicht nur fir besonders kleine bzw. grofie Wer-
te von x zu beobachten, sondern gleichmdfig iber alle x Werte gegeben. Die MISE-Kurven
verdndern sich nicht so deutlich. Ebenso zeigen die letzten Beispiele (e) und (f) die Verbesse-
rungsmoglichkeiten auf, welche aus Verkniipfung von Momenten- und Quantilsnebenbedingungen
auch in Modellen entstehen konnen, welche Quantilsbedingungen aus den Momenten folgern las-

sen. Dabei ist noch einmal zu bemerken, dass speziell die Quantil-yo-Nebenbedingungen fir eine

157



Verbesserung des MSE an den Stellen MSE(yo,x), x € [0,1] erreichen, die Momentebedingun-
gen zu Verbesserungen von MSE(yo,x) hauptsichlich an den Rdndern, d.h. fir x nahe 1 bzw.

nahe 0 fiihren.

8.5 Simulationsbeispiel 2 (schiefe Verteilung)

X sei gleichverteilt auf [0,1] und £ gegeben X = 2 doppelexponentialverteilt mit Erwartungs-
wert 0 und Varianz o2(z), die Abhiingigkeit wird spéiter noch genauer angegeben. Die Dichte

einer doppelexponentialverteilten Zufallsgroflen U hat die Form

1 u—q uU—q
fulu) = —exp(——) - exp(—exp(———)), u € R
(u) 5 ( p ) - exp( ( 5 )
mit E[U] = q+p-0.577216.
Um wie vorausgesetzt Erwartungswert gleich Null zu erhalten muss gelten: ¢ = —p - 0.577216.
Mit einigen Rechnungen kann man zeigen, dass Var(U) = E[U?] = %, so dass iiber p die

X-Abhéngigkeit festgelegt werden kann. Die Dichte von € gegeben X = x sei in diesem speziellen
Modell damit gegeben durch:

_u+p(z)-0.577216
p(x)

u+ p(zx)-0.577216
p(x)

fopx (u] z) = p(lx)exp< ) - exp(— exp(— ).

Fiir die Erstellung der Schiitzer F*(y| x) und F},(y| 2) wurde mit obigen Verteilungen ein Daten-
satz (X1,Y1),...,(Xp,Ys) erzeugt und mittels des Nadaraya-Watson-Schéitzers (vgl. Definition
2.2) und der Bandbreite b = n~'/* (X1,£1), ..., (Xn, é,) gebildet.

Ein Beispieldatensatz (X1,Y1), ..., (X,,Y,) bzw. (X1,€1), ..., (Xpn, &) mit p(x) = 1 4+ 3z hat die
folgende Gestalt:
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Abb.18: Beispieldatensatz

Die mit wachsendem z zunehmende Streuung ist deutlich zu erkennen.

Es werden nun wieder die Schétzer ]\75\E(m,y) und ]\TIS\E(:U) fir MSE(z,y) und MISE(x)

2 2
verglichen, dabei betrachten wir verschiedene Nebeninformationen g(e,r) = &% — %

, mit

n = 100, die Anzahl der wiederholten Datenerzeugungen D gleich 250, b = n~Y/4 und h = n=1/5:

. - o 1+32)272
(a) Mit p(x) =1+ 3z, also g(e,2) = &2 — %

Schatzkurven:

und z = 0.8 ergeben sich (beispielhaft) die
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ADbb.19: Schiatzkurven fiir x = 0.8

Dabei ist F*(y| ) die gestrichelte, F},(y| ) die gepunktete und F(y| z) die durchgezogene Kurve.
Es ergeben sich die folgenden Graphen fiir Am(x, y) und ]VTI?E(QU)
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Abb.20: AMSE(z,y) bzw. MISE(z)

b) Mit p(z) = 1 + 3exp(—zx), also g(e,z) = €% — (+3exp(-2))*n* ergeben sich die folgenden
6
Graphen fiir AMSE(z,y) und MISE(z):
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Abb.21: A]\jS\E(:c,y) bzw. ]\ZTS\E(JC)

Bemerkung 8.2 (Zusammenfassung Beispiel 2) Es zeigt sich in Beispiel (a), dass auch hier
wieder fir kleine Werte von x, also kleine Varianzen eine Verbesserung des ELE im Vergleich
zum KE im Bezug auf den MSE am Rand auftritt. In Beispiel (b) ist ein solches Muster nicht
zu beobachten, die MSE-Unterschiede sind minimal (von der Gréfienordnung 107°) und die

]\TI?E-Kurven sind nahezu identisch.

8.6 Simulationsbeispiel 3 (Cauchy-verteilte Fehler)

1. 1+3z
© (1+3z)%+u?’

dabei ist 1 4+ 3z der Breitenparameter der Cauchyverteilung und beschreibe gleichzeitig die

X sei normalverteilt und e gegeben X = x Cauchy-verteilt mit Dichte f;|x (u|z) =

Abhéngigkeit zwischen X und e. Der Median ist 0. Es existieren weder der Erwartungswert
noch andere Momente, die Voraussetzungen dieser Arbeit sind somit gréfitenteils nicht erfiillt.
Diese Abhéingigkeit, gegeben iiber den Breitenparameter, kann man in Form der Nebeninforma-
tion g(e,z) = I{e < 1+ 3x} — 3/4 schreiben. Dazu beachte, dass die Verteilungsfunktion der
Residuen gegeben X = x die folgende Gestalt

U
1+ 3z

)

1 1
Fx(ulz) = 3 + p arctan(
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besitzt und damit folgt

Elg(e,z)|X =2] = E[I{e < 143z} —3/4|X =z]
= Fyx(1+3z[z)-3/4= % arctan(1) — % =0

Fiir die Erstellung der Schiitzer F*(y|z) und F,(y|z) wurde mit obigen Verteilungen ein Da-
tensatz (X1,Y1),..., (Xn,Y,) erzeugt und mittels des Nadaraya-Watson-Schétzers (vgl. Defini-
tion 2.2) und der Bandbreite b = n~Y* (X1,é1),...,(X,,,&,) gebildet. Ein Beispieldatensatz
(X1, Y1), ..y (X, Yn) bzw. (X1,€1), ..., (Xn, €n) hat die Gestalt

o
o - ° 620 @oo o

ERS 0000003@%
o o 4 & o 0§
-~ &%
o o oo Sol® 5%0
o o 5 °y
o

Residuen

0.0 0.2 04 0.6 0.8 10 00 0.2 04 08 08 10

Abb.22: Beispieldatensatz

Cauchy-verteilte Zufallsvariablen haben die Eigenschaft haufiger groflere Ausreifler aufzuweisen,
vgl. den Beispieldatensatz Abb. 22, was auch die Schétzung der Modellfunktion m und damit
die geschétzten Fehler sehr stark beeinflusst. Dies kann in obigem Datensatz sehr gut beobachtet
werden, hier verzerrt eine grofie Beobachtung (y,z) =~ (158,0.9) die Schitzkruve so stark, dass
die geschétzten Fehler fiir groe Werte von x hauptséchlich ins Negative tendieren.

Es werden nun wieder M SE(z,y) und MISE(x) der beiden Schitzer verglichen, dabei ist n =
100, die Anzahl der wiederholten Datenerzeugungen D gleich 250, b = n~/4 h = n~1/5 und die
die Nebeninformation beschreibende Funktion g von der Gestalt g(e,z) = I{e < 143z} —3/4,
wie oben schon beschrieben.

Fiir x = 0.8 ergeben sich (beispielhaft) fiir einen Datensatz die Schitzkurven:
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ADbb.23: Schatzkurven fiir x = 0.8

Dabei ist F7*(y| ) die gestrichelte, F},(y| ) die gepunktete und F(y| z) die durchgezogene Kurve.
Es ergeben sich die folgenden Graphen fiir AMSE (z,y) und ]\m(:c)
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Abb.24: A]\m(x,y) bzw. ]\ZTS\E(JU)

Bemerkung 8.3 (Zusammenfassung Beispiel 3) Es zeigt sich, dass es in der Umgebung y = %

eine deutliche Verbesserung des ELE im Vergleich zum KE im Hinblick auf den MSE gibt, eben-
falls liegt die MISE Kurve des ELE unterhalb der des KE. Es ist aber zu bemerken, dass bei
wachsendem x die Fehlerverteilung sehr grofie Ausreiffer generiert, wodurch die Schdtzung des
MISE sehr stark verzerrt wird (vgl. den Mafistab in obiger M ISE-Grafik) und die Schitzung

damit im Prinzip unbrauchbar ist.

8.7 Simulationsbeispiel 4 (geschéitzte Nebenbedingungen)

Als vorletztes Beispiel wollen wir nochmals auf Beispiel 1 mit Nebenbedingung g(e,z) = 2 —
(14 9z) eingehen und es in soweit modifizieren, dass die Struktur der Nebenbedingung g(e, z) =
e2 — (1 + ¥) bekannt ist, aber nicht der exakte Wert von 9J. Diesen ersetzen wir durch einen
geeigneten Schiitzer. Dazu nutzen wir, dass gilt Var(e) = E[£?] und bestimmen ¢ mithilfe der
Beobachtungen (2%, X;) und der linearen Regression €2 = 1+ - X;. Wir nutzen den geschiitzten
Parameter ¥ in der in den Schitzer F*(y|x) eingehenden Nebeninformation.

Es ergeben sich die folgenden Graphen fiir AMSE (z,y) und ]\m(:c)
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Abb.25: A]\m(x,y) bzw. ]\ZTS\E(x)

Erhoht sich der Stichprobenumfang von n = 100 auf n = 500 mit ebenfalls D = 250 Wiederho-
lungen, so ergeben sich die folgenden Graphen fiir AMSE (z,y) und m(x)
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Abb.26: A]\m(x,y) bzw. ]\ZTS\E(x)

Verringert sich der Stichprobenumfang von n = 100 auf n = 50 mit ebenfalls D = 250 Wieder-
holungen, so ergeben sich die folgenden Graphen fiir AMSE (z,y) und ]\m(x)
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Abb.27: A]\m(x,y) bzw. ]\ZTS\E(JU)

Bemerkung 8.4 (Zusammenfassung Beispiel 4) Es zeigt sich, dass in diesem Beispiel fiir alle
drei Wahlen von n, ebenso wie in Beispiel 1, im Bereich kleiner Werte von x eine Verbesserung
des ELE im Vergleich zum KFE im Hinblick auf den MSE auftritt. Gleichmdfige Verbesserungen
sind nicht zu beobachten. Fir den MISE zeigt sich die Verbesserung besonders im Falle kleiner
x-Werte, fiir groflere Werte von x ergibt sich wiederum eine Verschlechterung. Allgemein ist
aber zu bemerken, dass die obigen Kurven denen generiert unter der Annahme bekannter Ne-

beninformationen stark dhneln.

8.8 Simulationsbeispiel 5 (skew normal distribution)

Im letzten Beispiel wollen wir eine weitere schiefe Verteilung betrachten. Bevor wir mit diesem
Beispiel beginnen definieren wir die genutzte schiefe Normalverteilung. Eine Zufallsvariable U
heifit skew-Normalverteilt, falls sie die Dichte fi7(u) = 2¢42 (1) P (au) mit ¢,2 die Dichte der Nor-
malverteilung mit Erwartungswert Null und Varianz o2, ® die Verteilungsfunktion der standard-
Normalverteilung, besitzt. Wir schreiben U ~ SN (0?2, a), vergleiche zur skew-Normalverteilung
auch Azzalini und Capitano (1999). Es sei § := \/% Dann ist E[U]| = \/% -0 und
Var(U) = 02— (\/% -6)%. Betrachtet man Zufallsvariablen Uy, ..., U,, skew-normalverteilt, so kann
man daraus einfach zentrierte Zufallsvariablen bilden: (e1,...,&p) := (U —E[U |, ...,U, — E[U}).

Auf diese Weise konstruierte Zufallsvariablen sollen Grundlage des nachstehenden Beispieles sein.
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Zu Beispiel 5:
X sei gleichverteilt auf [0,1] und e gegeben X = z sei skew-normalverteilt mit Dichte nach
obiger Konstruktion und Parametern o2(z) = 1+ 3z und a = 1. ¢ sei zusitzlich durch Abzug

des jeweiligen (von x abhéngenden) Erwartungswertes zentriert. £ besitzt die Varianz

2 (14 3z)?
V. X=z)=14+3zx)— ———F7—.

ar(e| z) = (1+ 3z) W

Damit hat die Nebeninformation g die Gestalt
2 (14 3z)?
2
=2 _(1+3 z
gle,z) =" — (1+32) + ",

eben diesen Zusammenhang zwischen € und X werden wir betrachten.

Fiir die Erstellung der Schétzer F*(y| ) und F},(y| 2) wurde mit obigen Verteilungen ein Daten-
satz (X1,Y1),...,(Xn,Yn) erzeugt und mittels des Nadaraya-Watson-Schétzers (vgl. Definition
2.2) und der Bandbreite b = n~1/* die Stichprobe (X1,é1), ..., (Xn,&n) gebildet. Ein Beispielda-
tensatz (X1,Y1), ..., (X, Yn) bzw. (X1,£€1), ..., (Xn,&,) mit n = 100 hat die Gestalt

o
o
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°

0.0 02 04 08 08 10 0o 02 04 06 08 10

Abb.28: Beispieldatensatz

Dabei ist F7*(y| ) die gestrichelte, F},(y| ) die gepunktete und F(y| z) die durchgezogene Kurve.
Es ergeben sich die folgenden Graphen fiir AMSE (z,y) und ]\m(:c)
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Abb.29: A]\m(x,y) bzw. ]\ZTS\E(JU)

Bemerkung 8.5 (Zusammenfassung Beispiel 5) Es zeigt sich keine eindeutige Verbesserung.
Fiir grofie bzw. kleine Werte von x ist fir bestimmte Werte y eine Verbesserung, fiir andere
eine Verschlechterung des MSE zu bemerken. Fir den MISE ergibt sich eine Verbesserung

nur hinsichtlich kleiner Werte von x.

8.9 Zusammenfassung der Simulationsergebnisse

Bemerkung 8.6 Zusammenfassend ist zu bemerken, dass sich in nahezu allen Beispielen eine
Verbesserung des ELE im Vergleich zum KE aufgezeigt hat, speziell im Vergleich des MSE, wel-
che aber meist nicht gleichmdfig fiir alle x zu beobachten waren. Im Falle von Nebenbedingungen
in Form von Momenten der Verteilung zeigte sich eine Verbesserung meist an den Rdndern von
[0,1], bei Quantilsbedingungen gleichmdfig in x fir das spezielle Quantil. Beispiel 1 (c) zeigt
zusdtzlich noch, dass die Verbesserung besonders fiir kleine Stichprobenumfinge gilt. Beispiel 1
zeigt sehr gut den Nutzen von Quantils-Nebenbedingungen.

Auch geschitzte Nebeninformationen und bekannte Nebeninformationen lieferten dhnliche Resul-
tate, vgl. Beispiel 1(b) und 4. Insgesamt ist damit die Nutzung eines ELE fiir den Fall gegebener
Quantils-Informationen zu empfehlen, fiir andere Nebeninformationen kann der resultierende
MSE, auch fir kleine Schwankungen in der Nebeninformation, (vgl. z.B. Bsp. 1 (b) und Bsp.
1 (c)) sehr unterschiedlich ausfallen, was deutlich gegen den nutzen des ELE in diesem Fall

spricht.
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8.10 Informationen zum Simulationsprogramm

Die Simulationen wurden mithilfe der freien Statistik-Software R Version 2.9.1 durchgefiihrt.
Zusétzlich zur Standardinstallation wurden die Packages stats (R Development Core Team
(2009)) fiir den Nadaraya-Watson-Schéitzer, M ASS (W. N. Venables & B. D. Ripley (2002)),
mitvnorm (A. Genz, F. Bretz and T. Hothorn (2009)) und sn ( A. Azzalini (2009)) fiir die skew

normal distribution genutzt.
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9 Vorhersageintervalle und Testverfahren

Dieser Abschnitt soll einen kurzen Einblick in den weiteren Nutzen der vorgestellten Vertei-
lungsfunktionsschéitzer geben, ohne dabei die Theorie exakt auszufiihren, meist wéren wieder

umfangreiche Entwicklungen notig.

9.1 Vorhersageintervalle

In diesem Abschnitt wollen wir uns in Simulationen Konfidenzintervallen fiir Y gegeben X = x
zuwenden. Ein asymptotisches Vorhersageintervall fiir Y gegeben X = x mit asymptotischem

Niveau (1 — «) hat die Form
[1(z) — FrL(a/2l2),m(e) + FL(1 - /2| 2)]

Es gilt 13’6_')1((a]:z) = inf{t!FE|X(t|a:) > «}. Wir betrachten wiederum die beiden in dieser
Arbeit im Mittelpunkt stehenden Schiitzer F*(y|x) (ELE) und F,(y|z) (KE) der Verteilung
F,x(y| =) (siehe Definition 4.2 und 4.6).

Unter recht allgemeinen Voraussetzungen kann die Konvergenzrate der schwachen Konvergenz-
aussage von F(z)— F(z) (geeignet standardisiert) iibertragen werden auf diejenige von F~'(z) —
F~1(x), vergleiche dazu van der Vaart (1996), S. 304 ff., genauer wird dieser Abschnitt nicht

darauf eingehen.

Gezeigt werden soll exemplarisch in Simulationen, dass Konfidenzintervalle auf Basis des ELE
zwar i. A. nicht kleiner sind als die mittels des KE erstellten, aber, bedingt durch die abwei-

chende Lage, das (1 —a«)-Niveau genauer einhalten. Dazu mitteln wir iitber D = 1000 Durchldufe.

Betrachtet wird ein Beispiel aus dem vorherigen Kapitel. Dazu wird D = 1000 Mal ein Beispiel-
datensatz (Xi,Y1),...(Xp,Y,) erzeugt und jeweils fiir beide Schitzer synchron Konfidenzinter-
valle fiir eine neue Beobachtung Y gegeben X = x, x = 0,0.1,0.2, ..., 1 berechnet, eine solche
Beobachtung (y,z) erzeugt und gezdhlt wie hiufig die Beobachtung y im Konfidenzintervall
liegt. Gemittelt iiber alle Durchldufe D wird zusétzlich der Durchmesser des Vorhersageinter-
valles angegeben. Der Stichprobenumfang n ist als 100 gewéhlt und es gilt o = 0.1.

Es bezeichne im Weiteren
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und

das Konfidenzintervall auf Basis des ELE bzw. des KE.

Beispiel

(a) Es gelte das Normalverteilungsmodell aus Beispiel 1(a) des vorherigen Kapitels mit n = 100

Konfidenzintervallbreite

(siehe Seite 146). Die Nebeninformation ist hier gegeben durch g(e,x) = €. Die Schétzer
Fe_pl( (/2] ) und damit die Konfidenzintervalle werden fiir h = ¢-n~%/% und b = n=1/4
berechnet, dabei betrachte ¢ = 1, 0.5, 2. Es ergeben sich die folgenden Graphen zur Brei-
te der Konfidenzintervalle und zum Niveau, dabei bezieht sich die gestrichelte Kurve auf

S¥(x) und die durchgezogene Kurve auf S, (z):
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Abb.27a: Konfidenzintervallbreite und Niveaukurve mit ¢ =1
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Abb.27b: Konfidenzintervallbreite und Niveaukurve mit ¢ = 0.5
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Abb.27c: Konfidenzintervallbreite und Niveaukurve mit ¢ = 2

Bemerkung 9.1 (Zusammenfassung Beispiel (a)) Es zeigt sich, dass, unabhdngig von den drei
oben getroffenen Wahlen der Bandbreite, die Konfidenzintervalle auf Basis des ELE einen an
den Rindern von [0,1] grofieren Durchmesser aufweisen als diejenigen auf Basis des KE. Spe-
ziell im Bereich x € [0.2, 0.8] und Abb. 27a liegt das Niveau der Konfidenzintervalle auf Basis
des ELE ndher an 1 — « als es fiir den KE der Fall ist. Zum anderen sieht man aber auch, dass
das Niveau mit der Konstanten ¢ schwankt. Dies gilt fiir beide Schdtzer. Es zeigt sich zusdtzlich,
dass diese Konstante ¢ von x abhdngig zu wdhlen wdre, um auch an den Rdndern das Niveau
1 — a zu erhalten. Auf Grund der geringeren Menge von Datenpunkten an den Rindern ist dort
die Schitzung fiir F~1 unzuverlissiger wodurch fiir kleine und grofe Werte von = das Konfiden-

zintervall fiir m(x) ein schlechteres Niveau aufweist. Die drei Wahlen der Konstanten c in den
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obigen Beispielen, 1, 0.5 und 2 beeinflusst fir n = 100 die Bandbreite b = n='/* = 0.316 stark,
das Niweau wird dadurch zwar beeinflusst, aber verhdltnismdfig schwach. Die Grafiken zur Kon-
fidenzintervallbreite geben auch deutlich die in diesem Beispiel vorliegende, mit x zunehmende
(aber nicht als bekannt vorausgesetzte!) Varianz der Fehler € wieder. Wahit man eine griofieren
Stichprobenumfang, n = 1000, so schwankt das Niveau mit ¢ = 1, 0.5, 2 nicht in dem Mafe wie
es fiir n =100 der Fall ist. Beispielhaft betrachte dazu die Kurven:
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Abb.27d: Konfidenzintervallbreite und Niveaukurve fir n = 1000 mit ¢ = 1

Abb. 27d zeigt sehr gut, dass die deutliche Verschlechterung des Niveaus an den Rdndern von
[0, 1] mit wachsenden Stichprobenumfang n nachlisst. In Simulationen mit n = 10000 war diese
Verschlechterung nicht mehr zu beobachten. Insgesamt sprechen die Simulationen fir den Nutzen
der Konfidenzintervalle.

Die in dieser Arbeit getroffenen Bandbreitenannahmen (H1) und (H2) sind in Frage zu stellen,
denn die optimalen Raten zur schwachen Konvergenz der Prozesse sind i. A. nicht diejenigen,
welche die Konfidenzintervalle optimieren. Darauf wird diese Arbeit aber nicht genauer eingehen,
die Rechnungen wdren dhnlich umfangreich wie sie es zum Beweis der schwachen Konvergenz
der Prozesse waren.

Ein ebensolches Bild wie es Beispiel (a) geliefert hat ergab sich auch fir weitere aus dem vor-

herigen Kapitel entnommene Beispiele.

9.2 Testverfahren

In diesem Abschnitt werden wir drei Testideen fiir Tests auf Giiltigkeit der Voraussetzung
E[g(e,X)| X = x] = 0 aus Nagel (2006) vorstellen und auf ihre Ubertragbarkeit auf das Modell
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dieser Arbeit hin iiberpriifen. Dabei nutzen wir die zuvor erbrachten Entwicklungen der Schétzer
etc.

Der Empirical-Likelihood-Schétzer (ELE) nutzt aus, dass zusétzlich zu den beobachteten Daten
eine Funktion g gegeben ist, fiir welche F[g(e, X)|X = x] = 0 fiir alle x gilt, z.B. bekannte
Varianz der Fehler ¢, also g(e,z) = £2 — 0?(x). Es ist also sinnvoll vor der Anwendung des ELE
auf die Giiltigkeit dieser Nebenbedingung zu priifen.

Das erste Testverfahren basiert auf der in vorherigen Kapiteln hergeleiteten Entwicklung der Dif-
ferenz des ELE und KE: F*(y| z) — E,,(y| z), das zweite Testverfahren nutzt ein asymptotisches
Resultat der Empirical-Likelihood-Theorie. Das dritte Testverfahren hat eine deutlich einfachere
Struktur, es verwendet - f:l K(Xih_g”)g(éi,x) als Schitzer fiir fx(x)- F[g(e,X)|X = z] und

=

damit auch einige der zuvor hergeleiteten Entwicklungen. Im weiteren sei ¢ eindimensional; bei
mehrdimensionalen Nebenbedingungen teste man die Giiltigkeit komponentenweise.

Wir wollen mit der Vorstellung des Testproblems beginnen:

Getestet werden soll

Hy: E[g(e,X)|X =] =0 fiir alle z € [0,1]

gegen

H,: Elg(e,X)|X =] # 0 fiir z aus einem Intervall positiver Lénge,

dabei betrachten wir zwei unterschiedliche Alternativen, zum einen die feste Alternative

Hpo : Elg(e, X)| X =2] = c(x), c(x) # 0 fiir z aus einem Intervall positiver Linge

und zum anderen die lokale Alternative

Hia : Elg(e,X)| X =z] =0+ (nh)""/?¢(x), e(z) # 0 fiir 2 aus einem Intervall positiver Linge

Bemerkung 9.2 (Grenzverteilungen)

Die drei bei Nagel (2006) hergeleiteten Testverfahren nutzen Statistiken deren Varianz unbe-
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kannt ist und welche von Unbekannten wie der Dichte f. x abhingt. Bei Anwendung der Tests
ist deshalb in der Arbeit von Nagel (2006) das zu nutzende Quantil geeignet (i. A. mittels Boot-
strapverfahren) zu approzimieren, was in unserem Fall bei maglicher Ubertragung der Testidee

ebenfalls der Fall wdre.

9.2.1 Erstes Testverfahren

In dieser Arbeit wurde die schwache Konvergenz von v/nh( F*(-|z) — Fox(-]z) = b,(-,z)) und
Vnh( Ey(-|z) — Fyx(-|x) — by*(-, 7)) bewiesen. Auf Basis dieser Resultate ergibt sich die Idee

eines ersten Testverfahrens. Dieses baut auf der Differenz

Er(ylx) - Fuylz) = —b ()l Blg(e, X) I{e < y} | X = 2] + 0p)(——)

Vnh
= — [E_l(x) % > Kn(Xi — ) g(ei, z)
i—1

=) e [ e ) ) R~ 2) L0122

S D e ) ) R 2) (00— m(e)) e ) 2

it Elo(e.X) He <y} | X =] +0,(=)

auf (vgl. Proposition 5.1 und die Entwicklung von 7, Proposition 4.12). Obige Darstellung ist
diejenige fiir Funktionen g, die (G1) und (G2) erfiillen, der Fall g von Indikatorgestalt ist ebenso
konstruierbar.

Der dritte Summand obiger Darstellung besitzt nach den Rechnungen zum Erwartungswert und
Varianz die Rate op(\/%) und kann somit ebenfalls vernachléssigt werden, so dass sich fiir die

Entwicklung ergibt:

Valy) = EX(yl2) — Fulylz) = i (@)l E[g(e, X) I{e <y} | X = 2] + 0p(——)

L
Vnh
= - [z (@) n—lh > Kn(Xi = @) glei, )

i=1

R D [ 0 ) PR 2) ax0l2) d.
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i Elg(e, X) e <y} | X =] + op<¢%h>

Fiir obige Entwicklung gilt unter Hp, mit den Rechnungen zur Kovarianz in Kapitel 6 und den
Aussagen zur schwachen Konvergenz die schwache Konvergenz von vnh( V,,(-) — E[V, ()| gegen

einen Prozess V/(-) mit hier nicht n&dher angegebener Kovarianz E[V (y)V(2)].

Zum Testen herangezogen werden konnten die Komogorow-Smirnov Teststatistik und die Cramér-

von-Mises-Teststatistik:

Sks == Vnh sup | Ei(y|z) — F(y|z)|
y€IR, z€(0,1]

Sear = vk / / (Ex(yl2) — Fuly| ) Eu(dy| z) du

Die in dieser Arbeit angegebenen Entwicklungen der Differenz EF*(y|x) — E,(y|z) sind nicht
gleichméfig in = bewiesen worden. Somit wire die Komogorow-Smirnov Statistik nicht oh-
ne weitere Entwicklungen und Modifizierungen, zum Beispiel Integration iiber x (was wieder-
um Entwicklungen erfordert) anwendbar. Zur zweiten Teststatistik ist zu iiberpriifen ob alle
hergeleiteten Entwicklungen und Abschiitzungen fiir F*(y|x) — E,(y|z) iibertragbar sind auf
supyemr | |E*(y| x) — Fy(y| x)| dz. Dies ist prinzipiell méglich, aber wegen der nétigen Uber-
priifung aller Restterme aufwindig. Ahnlich wie bei Nagel (2006) 6.2.2 ff. kann dann fiir die
zweite Statistik neben obigem Verhalten unter Hy auch (unter weiteren Zusatzannahmen) das
Verhalten unter Hy, und H;, untersucht und Konsistenz der Testverfahren nachgewiesen wer-
den. Im Falle lokaler Alternativen H;, miissen dazu weitere Annahmen an g gestellt werden,
welche eine Entwicklung der Form g = gg, + r mit r hinreichend glatt ermoglichen, vgl. dazu
auch die Rechnungen in Nagel (2006), 6.2.2 ff.

9.2.2 Zweites Testverfahren

Das zweite Testverfahren basiert auf dem in Kapitel 2, Seite 35 vorgestellten nichtparametri-

schen Likelihood-Quotienten. Es sei

Pr:= {(pr,..pn)(@) € R" : 0 < pi(x) <1 fiir alle 45 Y pi(a) =1},
=1
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. . n . . e = Xi—z, .
Py: = {(pr, . pn)(w) € R" : 0 < pi(w) <1 fiir alle i Y pi(w) =1, > pi(x) K( Yg(éi,x) =0}
i=1 i=1
und damit der der nichtparametrische Likelihood-Quotient definiert als
o PO | T n
Az) = max (s, p.)e Py ([1isy Pi) _ L (@) K () g(Gia) H 1
max(ﬁl,...,;ﬁn)e P1(H?:1 ﬁz) %n Pl 1+ ﬁn(x)K(th_m)g(éz,x)

Von Interesse ist nun die Statistik

A gl ).

W) = —2log(\) (@) = 2 3 log(L + i (2) K (
i=1

Auch hier ist wieder eine Entwicklung gleichméfig in z notig, welche die vorliegende Arbeit nicht
liefert. Mit weiteren Zusatzannahmen und umfangreicheren Rechnungen miisste es moglich sein
fir [ Wﬁ(m) dzr eine Entwicklung anzugeben, so dass fiir diese Statistik dann die Asymptotik
bewiesen werden kann. Da diese Statistik nicht verteilungsfrei ist, ist bei der Anwendung wieder

auf Bootstrapverfahren zuriickzugreifen.

9.2.3 Drittes Testverfahren

Dieses Testverfahren ist das am einfachsten anzuwendende, es basiert auf

T(w) = 37 K )g(é,0)
=1

als Schétzer fir fx(z)-Elg(e, X)| X = x]. Ebenso wie zu beiden vorherigen Testverfahren kann
wieder die Asymptotik der Statistik fiir festes z angegeben werden. Fiir die Konstruktion eines
geeigneten Tests auf Basis von [ T2(x)dz ist aber die Asymptotik von [ T2(x) dx, welche nicht
aus den Entwicklungen dieser Arbeit allein herzuleiten ist, aber unter weiteren Voraussetzungen

und Entwicklungen zu bestimmen wére.
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Bemerkung 9.3 Insgesamt ist zu bemerken, dass, wenn denn jeweils die nétigen Entwicklungen
gleichmdfig in x durchfihrbar sind, die resultierenden Varianzen der Verteilungen der Teststa-
tistiken in allen drei Fdllen unbekannt sind und somit geschdtzt werden miissen. Wie schon im
Falle von x fest werden die Varianzen aber selbst von der zu schitzenden Dichte abhdngen. Es
bietet sich an auf Basis von Bootstrapstichproben zu testen, dies kinnte Bestandteil einer wei-

terfithrenden Arbeit sein.

179



180



10 Zusammenfassung der Arbeit und Ausblick

10.1 Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit konnte fiir den betrachteten Empirical-Likelihood-Schitzer (ELE) sowie
fiir den Kernschétzer (KE) (vgl. Definition 4.2 und 4.6), gesehen als stochastischer Prozess, die
schwache Konvergenz gegen einen Gaufiprozess nachgewiesen werden. Die jeweiligen Kovarian-
zen sowie der Bias wurden angegeben. Es zeigte sich, dass der ELE weder fiir grofle Klassen
von Verteilungen, noch fiir betrachtete spezielle Klassen, wie der der Normalverteilungen, einen
gleichméBig kleineren M SFE aufweist. Dabei wurde angenommen, dass Zusatzinformation zur
Verteilung der Fehler in Form von g(e,z) mit E[g(e,z) |X = z] = 0 vorlag. Fiir das Beispiel
g(e,x) = € ergab sich asymptotisch fiir beide Schitzer dieselbe Varianz und derselbe Bias. In
weiteren Beispielen zeigte sich, dass die Struktur der Nebenbedingung groflen Einfluss auf das
aussehen der Kovarianzstruktur des ELE hat. Diese Beobachtung an den theoretischen M SFE-
Kurven wurde anhand von Simulationen bestétigt. Da die zu schéitzende Verteilung und die
Struktur von g beide grofien Einfluss auf das Verhalten des ELE im Vergleich zum KE bezogen
auf den M SE haben spricht dies gegen den direkten Nutzen des ELE. Nebeninformationen von
Indikatorgestalt, also g(e,xz) = I{e < a(x) } — d(x) haben sich in den Simulationen bewihrt,
speziell fiir y-Werte in der Umgebung des bekannten Quantils und dies gleichméfig iiber alle
Werte von x.

Die auf Basis der Konvergenzaussage vorgeschlagenen Konfidenzintervalle erwiesen sich als
brauchbar, wéren aber noch mittels genauerer theoretischer Uberlegungen zu optimieren, spezi-
ell im Hinblick auf die Wahl der Bandbreiten. Vorgeschlagene Tests auf E[g(e, X)| X =z] =0
zeigen zum Ende der Arbeit noch den weiteren Nutzen der in der Arbeit gefithrten Entwicklun-
gen auf, wiren aber in der Theorie ebenfalls noch genauer zu betrachten, da sie aufgrund der
unbekannten Kovarianzstrukturen nicht direkt anwendbar und teils die Entwicklungen dieser

Arbeit fiir die notigen Beweise noch nicht ausreichend sind.

10.2 Ausblick

Die im letzten Kapitel vorgestellten Verfahren zur Erstellung von Konfidenzintervallen und An-
passungstest auf die Modellvoraussetzungen kénnten noch explizit herausgearbeitet werden, spe-
ziell fiir die Konfidenzintervalle und den KE Fj,(y| z) wire dies eine interessante Weiterfiihrung
dieser Arbeit. Fiir den ELE EF*(y|z) wiren diese Rechnungen deutlich umfangreicher und auf
Grund der in dieser Arbeit enthaltenen Ergebnisse im Hinblick auf den Nutzen schlecht ab-

zuschétzen. Speziell die Untersuchung und Entwicklung eines geeigneten Bootstrapverfahrens
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ware wiinschenswert.
Des Weiteren konnte man den in dieser Arbeit nur simulierten MISE auch noch theoretisch
herleiten. Die Ergebnisse der Simulationen lassen darauf schlieffen, dass hier fiir groflere Beispiel-

klassen eine Verringerung des M1SFE der ELE im Vergleich zum MISE des KE nachweisbar

ware.
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Symbolverzeichnis

Symbol
X,Y

fHF
(Q,A,P)
(IR, B)
(Xn)nen
o(-),0(")
or(-),0p(")
X, 1% x
X, 5 x
(X (5 1))eer
BO

Bedeutung

Zufallsvariablen

Dichte und dazugehorige Verteilungsfunktion

Wahrscheinlichkeitsraum

Messraum im Fall reellwertiger Zufallsvariablen

Folge von Zufallsvariablen

Landausche Symbole fiir reelle Zahlenfolgen

stochastische Konvergenz und Beschrinktheit

fast sichere Konvergenz
P—stochastische Konvergenz
stochastischer Prozess mit Indexmenge T’
Brownsche Briicke

empirische Verteilungsfunktion (EDF)
cadlag-Raum auf [a, b] bzw. auf IR
Raum der stetigen Funktionen auf [a, b]
Konvergenz in Verteilung

spezieller Funktionenraum

L,(P)-Norm zu ¢

Einhiillende einer Funktionenklasse
VC-Index zu einer Menge C von Mengen
bestimmte Funktionenklasse
Kernfunktion

Kerndichteschétzer zur Dichte fx
Nadaraya-Watson-Schétzer fiir m

ite Designvariable (i = 1,...,n)

ite ZielgroBenvariable (i = 1,...,n)

ite Fehlervariable (i =1,...,n)

Modellfunktion
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n

Ixs foy fox, fex
Fx, Fe, Fx, o x
B(x)

£ b

Bedeutung

Stichprobengrofie

Dichten

Verteilungsfunktionen

spezielle Funktion

Ableitungen

ites Residuum zu Modell
Kernfunktion

Kernfunktion

Kurznotation fiir [ K (u)u? du
Kurznotation fiir [ K?(u) du
Bandbreite

Die die Nebeninformation darstellende Funktion
Kernschétzer

Bandbreite
Empirical-Likelihood-Schétzer
Gewichte

Likelihood, Loglikelihood

Gewichte bzgl. Residuen
Lagrange-Multiplikator bzgl. Residuen
Empirical-Likelihood-Schétzer bzgl. Residuen
spezielle Matrix

spezieller Gauflprozess

spezieller Gau3prozess

Verhiltnis der Bandbreiten i und b
Schétzer des MSE

Schiitzer des MISE
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Zusammenfassung

H#ufig stellt sich in naturwissenschaftlichen Problemstellungen die Frage nach dem funktiona-
len Zusammenhang zweier Zufallsgrofien X und Y. Es wird angenommen, dass sich der Zusam-
menhang nicht allein funktional beschreiben lésst, sondern zusétzlich durch die Addition eines
zufiilligen (nicht beobachtbaren) Fehlertermes. Die vorliegende Arbeit gibt zwei Schétzer fiir
die Verteilung der Fehler an, wobei angenommen wird, dass die Fehler und der Regressor X
voneinander abhingen, was in vielen Fillen der Anwendung auch plausibel ist. Es werden zwei
nichtparametrische Schétzer fiir die bedingte Verteilung der Fehler gegeben den Regressor X kon-
struiert. Die vorgestellten nichtparametrischen Schéitzer wurden in diesem Modell bisher noch
nicht betrachtet. Einer der Schitzer nutzt aus, dass Zusatzinformation zur Verteilung der Feh-
ler gegeben ist. Beispiele hierfiir sind die Zentriertheit oder auch bekannte Varianzstruktur der
Fehler. Der die Zusatzinformation nutzende Schétzer wird {iber Empirical-Likelihood-Techniken
motiviert. Fiir beide Schitzer werden stochastische Entwicklungen hergeleitet, wird schwache
Konvergenz der (geeignet standardisierten) Schitzer gegen Gaufiprozesse nachgewiesen und die
asymptotische Kovarianzstruktur angegeben. Anhand einiger Beispiele wird die Asymptotik der
Schétzer verglichen, speziell die mittlere quadratische Abweichung (MSE). Im Anschluss daran
werden die Schéitzer in Simulationen betrachtet. Es stellt sich in der Theorie sowie den Simu-
lationen heraus, dass keiner der beiden Schétzer einen gleichméflig kleineren MSE aufweist. Im
Anschluss wird in einem Ausblick untersucht, auf welche Weise die in der Arbeit hergeleiteten
Resultate im Bezug auf Vorhersageintervalle fiir Y und fiir Tests auf Giiltigkeit der Zusatzinfor-

mation herangezogen werden konnen, dabei wird die noétige Theorie nur skizziert.
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