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Kurzfassung

Die nichtlinearen E�ekte langer barotropen Wellen in den Flachwassergebieten ins�
besondere der Keltischen und Irischen See werden am Beispiel der astronomischen
M��Gezeit und ihrer ersten beiden Obertiden 	M��M�
 untersucht�

Zur Nutzung vorhandener Gezeitendaten fur eine adaquate Reproduktion der gezei�
tenbedingten Druck� und Bewegungsfelder werden verschiedene Inverse Methoden
eingesetzt� die zur Behandlung der nichtlinearen Gezeitendynamik entwickelt bzw�
weiterentwickelt worden sind� Bei diesen Methoden handelt es sich um das semi�
implizite bzw� explizite direkte Verfahren und um das implizite adjungierte Verfah�
ren� die mit der Gezeitendynamik als schwacher Zwangsbedingung eine Anwendung
auf Aufgabestellungen hoher Dimension zulassen�

Alle drei Methoden sind im Sinne der Minimumvarianzschatzung formuliert� und als
numerische Losungsmethode der sich ergebenden Di�erenzengleichungen wird von
der Methode der konjugierten Gradienten Gebrauch gemacht� die sich als besonders
speicherplatzsparend formulierbar erweist�

Die hohe Dimension des benutzten Randmeermodells 	� ���
� die komplexe To�
pographie des Untersuchungsgebietes und die schwer a priori abschatzbaren Mo�
dellde�zite erfordern zur Einschatzung der Wirksamkeit der bereitgestellten inver�
sen Modelle die Durchfuhrung von Modellexperimenten unter vereinfachten� leichter
analysierbaren Bedingungen� Daher wurden Zwillingsexperimente bei vorgegebenem
Modellde�zit fur ein halbo�enes Rechteckbecken konstanter Tiefe vorgenommen� Die
Abmessungen des Rechteckbeckens entsprechen jenen des zu behandelnden naturli�
chen Meeresgebietes� Bei Assimilation einer beschrankten Anzahl vom klassischen
Modell ohne kunstliches Modellde�zit erzeugter Daten gelingt es� mit allen drei
Methoden eine gute Reproduktion der als exakt de�nierten Modellergebnisse zu er�
zielen� d�h� die Wirkung des kunstlichen Modellde�zits durch die Einfuhrung von
punktuellen exakten Wasserstandswerten gut auszugleichen� Voraussetzung fur die
wirksame Anwendung der Datenassimilationsmethoden ist dabei eine geeignete Ge�
wichtung der Bestandteile des quadratischen Minimierungsfunktionals� Insbesondere
die Gewichtung der benutzten ersten und zweiten Modellresiduumsdi�erenzen� die
Eigenschaften der Modellfehlerkovarianz darstellen� mu�te noch untersucht werden
und konnte hinsichtlich der Gute der Ergebnisse und der Konvergenzeigenschaften
der Verfahren optimiert werden� Der geringere raumliche Ma�stab der Obertiden er�
fordert fur einen wirksamen Ausgleich des sie beein�ussenden Modellde�zits hau�g
eine lokale Hinzunahme von Daten� Wahrend mit allen drei Methoden gleicherma�

�
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�en vielversprechende dateninduzierte Korrekturen der simulierten Wasserstande
und Geschwindigkeiten sowohl der M� als auch der Obertiden erzielt werden� zei�
gen sich in den mit der Datenassimilation verknupften Modellresiduen erhebliche
Unterschiede� Insbesondere bei Anwendung der neuentwickelten nichtlinearen EDV�
Methode ergibt sich das in diesem Modellexperiment bekannte Modellresiduum mit
hoher 	M�
 bzw� zufriedenstellender 	M�
 Genauigkeit� so da� bei Anwendungen
auf reale Meeresgebiete vor allem von dieser Methode erzeugte Modellresiduen eine
unmittelbare physikalische Interpretierbarkeit erwarten lassen�

In den Datenassimilationsexperimenten zur Reproduktion der M��Gezeit und ihrer
wichtigsten Obertiden im Gebiet der Keltischen und Irischen See erweisen sich fur al�
le drei Methoden die Modellresiduen bzw� adjungierten Modellresiduen unabhangig
von ihrem unterschiedlichen Charakter als gute Indikatoren fur eine gelungene As�
similation der Wasserstandsdaten� Mit den im Zwillingsexperiment abgeschatzten
Parametern gelingt mit allen Methoden eine ausnahmlos deutliche Verbesserung
der modellerzeugten Gezeitenfelder gegenuber den ohne Datenein�u� auf klassische
Weise ermittelten Feldern� wenn der Vergleich mit allen verfugbaren Beobachtun�
gen zugrundegelegt wird� Eine Analyse der Feldkorrekturen ergibt als Schwachstel�
len der klassischen Losung die Darstellung der nichtlinearen Wechselwirkung� der
Bodentopographie und der Resonanz� Der Vergleich der datenbeein�u�t erzielten
Ergebnisse mit jenen� die von anderen Autoren in jungerer Zeit durch Anwendung
vergleichsweise hoch aufgeloster klassischer Modelle ermittelt wurden� bestatigt die
Leistungsfahigkeit der verwendeten Methoden�

Besonders die erfolgreiche Anwendung der zur Erfassung der nichtlinearen Gezei�
tendynamik neu formulierten impliziten Methode verspricht auf Grund der geringen
Anforderungen dieser Methode an Rechenzeit und Speicherplatz ihn gute Einsetz�
barkeit bei Datenassimilationsproblemen hoher Dimension� wie sich z�B� bei der
Modellierung der globalen ozeanischen Zirkulation auftreten�



Kapitel �

Einf�uhrung

��� Inverse Methode

Im allgemeinen gelingt es nicht� die Physik der Meeresbewegungen im realen Ozean
durch eine wie auch immer geartete Modellsimulation exakt zu bestimmen� Stets
mussen Vereinfachungen bei der Darstellung der Topographie des Meeresgebietes
und in den hydrodynamischen Gleichungen vorgenommen werden� etwa hinsichtlich
der Parameterisierung der Wirkung des Windfeldes und der ozeanischen Turbulenz�
Abgesehen von Naherungen dieser Art� gelingt es wegen beschrankt zur Verfugung
stehender Rechnerressourcen nur bedingt� das so de�nierte Di�erentialgleichungssy�
stem mit hoher Genauigkeit numerisch zu losen�

Mit der im letzten Jahrzehnt stark angewachsenen Menge zunehmend zuverlassige�
rer Me�daten wurden Versuche unternommen� diese Daten im Sinne einer inversen
Modellierung mit der gegebenen unvollstandigen Modelldynamik zu kombinieren�
Dabei mu� beachtet werden� da� nicht nur die zu verwendenden Modelle De�zite
bei der Beschreibung der realen Prozesse aufweisen� sondern da� auch die Daten in
unterschiedlicher Weise mit Fehlern behaftet sind� De Gro�e der zu analysierenden
Felder� die leicht mehr als eine Million Elemente enthalten konnen� erfordert zudem
hochst e�ektive auf die Beschranktheit rechnerischer Ressourcen zugeschnittene ma�
thematische Methoden zur Behandlung der Datenassimilationsproblematik�

So bleiben nach der Verfassers Meinung fur die Bearbeitung umfassenderer inverser
Problemstellungen die nachstehend aufgefuhrten Verfahren ubrig�

Stark restringierte adjungierte Methode 	Le Dimet and Talagrand� ����
�

SEEK statistische Methode 	Pham et al�� ����
�

VCA vierdimensionale Datenassimilation 	Derber� ����
�

Representer Methode 	Bennett� ����
�

Direkte Methode 	Zahel� ����
�

Semi�implizite direkte Methode 	vorliegende Arbeit� ����
�

��
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Semi�implizite schwach restringierte adjungierte Methode 	vorliegende Arbeit�
����
�

Die beiden erstgenannten Methoden setzen das jeweils verwendete Ozeanmodell als
exakt� die ubrigen setzen es als verbesserungsbedurftig voraus� Alle obigen Methoden
sind dazu geeignet� sowohl zur Behandlung linearer als auch nichtlinearer ozeanischer
Probleme 	Gezeiten� Zirkulation� Meereschemie etc�
 herangezogen zu werden� Die
drei zuletzt genannten Methoden sind au�erst �exibel und erlauben es prinzipiell�
sowohl die Gesamtheit der Feldvariablen als auch Parameter� wie die Koe�zien�
ten von Austausch und Bodenreibung sowie Anfangswerte und Randbedingungen�
simultan zu ermitteln und dabei durch eine Residuenanalyse den Zugang zu der
implizit durch die Daten korrigierten Modellphysik zu ero�nen�

Im Anschlu� werden kurz die Vor� und Nachteile aller genannten Verfahren im Ver�
gleich skizziert und schlie�lich eine Begrundung fur den Vorrang der drei zuletzt
genannten Methoden gegeben�

����� Stark restringierte adjungierte Methode

Als Parameter bei ansonsten exakt zu erfullenden Modellgleichungen werden die
Koe�zienten von Austausch und Bodenreibung� die Anfangswerte und Antriebe
geschatzt� Das seit langem in der Meteorologie bekannte 	Sasaki� ����
 Verfahren
fordert daruberhinaus die Glattheit der Losungen� Die optimale Trajektorie eines
solchen Systems wird durch die Lagrange�Funktion de�niert� die sich aus der Ko�
stenfunktion und der mit den Lagrangeschen Multiplikatoren multiplizierten Mo�
dellgleichungen zusammensetzt�

Die Gradienten der Funktion nach einer Anfangsbedingung 	Le Dimet and Tala�
grand� ����
 bzw� nach den Parametern 	Tziperman and Thacker� ����
 wurden
durch die Vorwartsintegration der Modellgleichungen und die Ruckwartsintegrati�
on der adjungierten Gleichungen ermittelt� Im Fall zugrundeliegender nichtlinearer
Di�erentialgleichungen mussen dabei die gesamten Variablenwerte gespeichert wer�
den� um die Koe�zienten der adjungierten Gleichungen auswerten zu konnen� Die
Gradienten der gesuchten Steuervariablen 	Kontrollvariablen
 und folglich das Mi�
nimum der Kostenfunktion und damit die optimale Losung konnen so gefunden
werden� Wird bei diesem Vorgehen ganz auf die Statistik verzichtet� was wegen
der ansonsten weitgehend unbekannten Fehlerkovarianzmatrix der Daten und der
Steuervariablen� aber auch wegen der hohen Inanspruchnahme von Speicherplatzen
hau�g praktisiert wird� gelingt es� diese Methode auch auf komplexe� aufwendige
Fragestellungen anzuwenden�

Als Nachteil ist trotz der oft betrachtlichen Verringerungen der Anzahl der Un�
bekannten die mit der Ermittlung der optimalen Trajektorie verbundene zeitlich
aufwendige Ruckwartsintegration der adjungierten Gleichungen anzusehen� wozu im
Fall nichtlinearer Gleichungen die Last des erhohten Speicherplatzbedarfs hinzutritt�
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����� Statistische Methode

Eine statistische Analyse zeichnet sich dadurch vorteilhaft aus� da� durch sie In�
formationen aus verschiedenen Quellen kombiniert und deren Korrelationen benutzt
werden konnen 	Bratseth� ����
� Die Verfugbarkeit von Satellitendaten 	Meeresober�
�achentemperatur 	SST
� Meeresober�achentopographie 	SSH
 und Ober�achen�
strome 	SSC

 hat die Bedeutung der statistischen Methode erhoht�

Die theoretische Grundlage ist gegeben durch die Minimumvarianz der Schatzung
	Daley� ����
� Es wird eine gewichtete Kombination von Vorhersage und Beobach�
tung benutzt� um die Zustandsvariablen im statistischen Sinne zu verbessern� Als
Ergebnis erhalt man die optimale Interpolation 	OI
� Die OI�Methode wird wegen
des geringen Rechenzeitbedarfs� beispielsweise bei der Real�Time�Vorhersage von
Kustenstromungen 	Breivik and S�tra� ����
 und beim komplexen Modell der phy�
sikalischen und biologischen Wechselwirkung angewandt 	Anderson et al�� ����
�
Im Fall dieser Anwendungen werden sowohl die Anfangswerte als auch bestimmte
Parameter korrigiert�

Anders als die OI erfa�t der Kalman�Filter 	KF
 die zeitliche Entwicklung des
Schatzfehlers des Zustandsvektors in einer Fehlerkovarianzmatrix� die in jedem Zei�
schritt aktualisiert werden mu�� Ein Vorteil gegenuber OI besteht in der gegebe�
nen dynamischen Konsistenz auf Grund dessen� da� die Modellgleichungen standig
in die Datenassimilation einbezogen werden� Wird beim linearen KF die Fehler�
statistik durch die Normalverteilung festgelegt� dann ist der zukunftige System�
zustand eindeutig bestimmt� Als Nachteil mu� angesehen werden� da� die KF zu
ihrer Durchfuhrung einen gro�en Aufwand an Rechnerleistungen erfordert� Hinzu
kommt noch die weitgehend unbekannte Fehlerstatistik der Messungen� der An�
fangsschatzungen und der Modelldynamik 	Brasseur et al�� ����
� sofern deren Feh�
lerstatistik nicht als Gau�isch angenommen werden kann� In diesem Fall erweist sich
dann die Angabe der Anfangsmatrix der Fehlerkovarianz als schwierig�

Pham et al� 	����
 reduzierten den Aufwand durch die Entwicklung des SEEK�
Filters 	Sequential Evolutive Extended Kalman Filters
 betrachtlich und ermoglich�
ten eine wirklichkeitsnahe Anwendung des Kalman�lters auf Ozeanmodelle 	Bras�
seur et al�� ����
� Dabei wird die Anfangsmatrix der Fehlerkovarianzen vor der As�
similation von Daten durch SVD 	Singular Value Decomposition
 in die EOFs 	Em�
pirical Orthogonal Functions
 zerlegt� Dann wird eine begrenzte Anzahl von EOFs
ausgewahlt� die die Festlegung der in ihrer Dimension erheblich reduzierten Kova�
rianzmatrix ermoglicht� Der Algorithmus kann au�erdem auf nichtlineare Probleme
so erweitert werden� da� das Verfahren auch fur die Anwendung auf umfangreiche
nichlineare Probleme geeignet ist�

����� Vierdimensionale Datenassimilation

Die Wettervorhersage stellt ein Anfangsproblem dar und bedarf �achendeckender
Messungen mit hoher Genauigkeit� Derartige Messungen stehen gewohnlich nicht zur
Verfugung� so da� spezielle mathemtische Hilfsmittel herangezogen werden mussen�
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Diese Art geeigneter mathematischen Hilfsmittel sind unter der Bezeichnung objek�
tive Analysis bekannt� Diese Technik verbessert sowohl die Beobachtungen als auch
Modellparameter� Ein Anwendungsbeispiel ist gegeben durch die Ermittlung des
dreidimensionalen Temperatur� und Windfeldes durch Doppler�Radar�Gerate 	Lin
and Chai� ����� Wust et al�� ����
�

Bei meteorologischen Anwendungen ist diese inverse Methode mit dem perfekten
Modell als �four�dimensional variational data assimilation 	�DVAR
� bezeichnet wor�
den� da die Assimilation im ��dimensionalen Raum und in der Zeit durchgefuhrt
wird� �DVAR kann zwar rein statistische Fehler in Daten bzw� im Modell 	so in allen
Parametern
 eliminieren� hat jedoch die Tendenz� gegen die systematischen Fehler
zu konvergieren 	Lu and Browning� ����
� Bei der inversen Anfangsbedingung ent�
steht eine Unstetigkeit in zeitlicher Richtung� da das Modell au�er bei t � � als
exakt angenommen wird� Dies kann fatale Folgen nach sich ziehen�

Aus diesen Grunden hat Derber 	����
 die VCA�Technik 	Variational Continuous
Assimilation Technique
 entwickelt� die die Inexaktheit des Modells zula�t�

Das Residuum setzt sich im Unterschied zur vorliegenden Arbeit aus der zeitlich
abhangig vorgegebenen Funktion �	t
 und aus der raumlich abhangigen Variablen
�	x� y
 zusammen� � bestimmt dabei die Verteilung des Residuums innerhalb des
zeitlichen Intervalls� Damit spielt auch das Gewicht eine Rolle� Zu bestimmen sind
dann nur die Gradienten jener Kostenfunktion J nach �� die die gleiche Dimensi�
on wie die Anfangsbedingung besitzt� Dies fuhrt zur Reduzierung des Speicherbe�
darfs und am Ende zu verschiedenen Optimierungstechniken wie dem Quasi�Newton�
Verfahren�

Die Ubertragung auf das vorliegende semi�implizite adjungierte Modell ist wegen
des ahnlichen Ansatzes ohne gro�e Schwierigkeiten moglich� was jedoch nicht gezeigt
werden soll�

Der Vorteil des VCA�Verfahrens ist die kleine Zahl der Freiheitsgrade trotz der
Berucksichtigung des Residuums� Sein Nachteil liegt in der im allgemeinen nicht
bekannten zeitlichen Gewichtsfunktion �	t
�

����� Representer Methode

Die Behandlung der Modelldefekte 	schwach restringiert
 kann im Sinne der Qua�
dratminimierung bei gegebener Kostenfunktion� die durch die Modellresiduen und
den Abstand von Modell und Daten de�niert ist� vorgenommen werden 	Bennett�
����
� Die Ermittlung der Modellvariablen und der Residuen erstreckt sich auf ein
ganzes Zeitintervall 	generalisierte Inverse
� Dabei werden die Modellvariablen in
einen klassischen Anteil und in einen Korrektur�Anteil zerlegt� Der letzgenannte
Anteil setzt sich aus dem Koe�zientenvektor und der sich raumlich und zeitlich
verandernden Representer Matrix�zusammen� die aus der Modelldynamik und der
zusatzlich vorgegebenen Statistik 	Dispersionsmatrix des Modells
 bestimmt wird
	Robinson et al�� ����
�
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Das Verfahren ist charakterisiert durch eine hohe Dimension der Representer�Matrix�
deren Konstruktion Vorwarts� und Ruckwartsrechnungen mit den Modellgleichun�
gen bzw� den adjungierten Gleichungen erfordert� Die dadurch bedingten extrem
langen Rechenzeiten konnen als nachteilig bewertet werden�

Auf Anwendungen dieser Methode wird in einem spateren Abschnitt eingegangen
werden�

����� Direkte Methode

In einer ersten Anwendung wurde die direkte Methode mit ungenauen Daten von
Le Provost and Salmon 	����
 fur die datenkorrigierte Berechnung der Zirkulati�
on der Labrador See eingesetzt� Dabei erfolgte die Ermittlung des geostrophisch
balancierten Variablenfeldes durch die Minimierung eines Quadratfunktionals� das
de�niert war durch die zweiten Variablendi�erenzen 	Glattheitsforderung
� durch
den Abstand von Modell und Daten sowie die Modellgleichungen� Unter den glei�
chen Bedingungen wurde kurzlich die Berechnung der thermohalinen Zirkulation in
der Fram Stra�e von Schlichtholz and Houssais 	����
 vorgenommen�

Als in vieler Hinsicht verallgemeinerungsfahige inverse Methode wurde der direk�
te Ansatz von Zahel 	����
 entwickelt und zur Berechnung der globalen Gezeiten
eingesetzt� wie in spateren Abschnitten ausfuhrlich dargestellt wird�

Die Anwendung der direkten inversen Methode beschrankt sich nicht auf Probleme
der physikalischen Ozeanographie� sondern schlie�t auch Aufgabestellungen der Mee�
resbiologie und Meereschemie ein� So wurden von Natvik et al� 	����
 Experimente
zum stark nichtlinearen Zuwachs von Phyto� und Zooplankton bzw� Nahrsto�s in
zwei voll durchmischten Schichten durchgefuhrt�

Insgesamt ist die direkte Methode als ein das klassische Modell hervorragend
erganzendes anwendungsfreundliches Verfahren zu beurteilen�

����� Semi�implizite direkte bzw� adjungierte Methode

Die semi�implizite direkte und die semi�implizite adjungierte Methode werden als
Erganzung der expliziten direkten Methode Zahels 	����� ����� ����
 zur rechenoko�
nomischen Behandlung zeitabhangiger nichtlinearer Problemestellungen entwickelt�

Ziel ist eine wirkungsvolle Verarbeitung zunehmend verfugbar werdender umfang�
reicher Datensatze zur realitatsnahen Modellierung durch Flachwassere�ekte und
mesoskalige Wirbel bestimmter Bewegungsfelder�

Bei der Konzipierung wird die Eisetzbarkeit fur langfristige Vorhersagen 	Kli�
maanderungen
 und die Erfassung des durch das Gesamtpotential bestimmten Ge�
zeitensignals beachtet� Je nach Problemstellung konnen neben der verallgemeinerten
expliziten direkten Methode dann die Vorteile der einen oder der anderen neu for�
mulierten Methode genutzt werden� Vor der Anwendung der neuformulierten bzw�
verallgemeinerten Methoden auf ein betre�endes reales ozeanisches Problem werden
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sie unter kontrollierten Bedingungen� d�h� in einem �ktiven Szenarium mit vorgege�
benen Modelldefekt� bekannten Losungen und modellerzeugten Daten� hinsichtlich
ihrer korrekten Formulierung und ihrer Leistungsfahigkeit getestet� Erst dann wird
untersucht� welchen Beitrag sie zur Losung einer realitatsnahen einige ihrer Moglich�
keiten nutzenden Aufgabenstellung liefern konnen�

Es wird die M��Gezeit mit ihren Obertiden im Gebiet der Keltischen und Irischen
See unter Nutzung realer Pegeldaten modelliert� so da� die Anforderungen eines
topographischen komplex strukturierten Gebietes mit ausgedehnten nichtlineare Ef�
fekte verursachenden Flachwassergebieten erfullt werden mussen�

��� Inverse Methode

Im allgemeinen versteht man unter der inversen Methode die Schatzung einer un�
bekannten Ursache 	Austausch� Randbedingungen etc�
 durch bekannte Folgeer�
scheinungen 	gemessene Wasserstande� konservative Tracer �z�B� Temperatur und
Salzgehalt� bzw� nicht konservative Tracer �z�B� Sauersto�� Silikat�
 fur ein Zirku�
lationsmodell 	Robinson et al������
� So wird sie als Erganzung zum klassischen
Vorwartsmodell benutzt�

Die bessere Reproduktion von Bewegungsfeldern durch Kombination der Daten mit
den dynamischen Gleichungen wird in der Meteorologie als Assimilation bezeich�
net 	so z�B� Courtier and Talagrand� ����
� Das Hauptinteresse zielt dabei auf die
Konstruktion moglichst genauer Anfangswerte�

��� Inverse Methode in der Ozeanographie

Die Zunahme immer praziser werdender sich auf die Meeresober�achentopographie
und die �temperatur beziehender Satellitendaten ermoglicht eine realistischere Dar�
stellung der globalen Ozeanzirkulation 	Yu and Malanotte�Rizzoli� ����
 bzw� der
Gezeitenbewegungen 	 Egbert and Erofeeva� ����
� Neben der adjungierten Metho�
de 	Tziperman and Thacker� ����
 fur das Zirkulationsmodell sind die Representer
Methode 	Bennett� ����
 und die Direkte Methode 	Zahel� ����
 speziell fur das re�
gionale und globale Gezeitenmodell entwickelt worden� In den folgenden Abschnitten
wird kurz die Entwicklung der in der Ozeanographie relevanten inversen Methode
fur GOCM und fur das Gezeitenmodell dargestellt�

����� Globales ozeanisches Zirkulationsmodell 	GOCM


Vor nunmehr �� Jahren vertraten 	Wunsch and Minster� ����
 die Meinung� da� mit
den verfugbaren und den zukunftig zu erwartenden Daten eine hinreichend genaue
Bestimmung der allgemeinen Zirkulation im Meer praktisch unmoglich sei� Diese
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Aussage tri�t im Kern immer noch zu� obwohl sich Zahl und Umfang der Datensatze
entgegen den Erwartungen deutlich erhoht haben�

Wegen der Dominanz des geostrophischen Gleichgewichts und damit einer verein�
fachten Dynamik in mittleren Breiten war es naheliegend� da� erste Versuche zur
Berucksichtigung von Daten in einem Zirkulationsmodell fur das Gebiet des Nord�
atlantiks unternommen wurden�

Pionierarbeit leisteten Wunsch 	����
 mit der Boxmethode und Stommel and Schott
	����
 mit der Methode der ��Spirale� Wunschs Datengrundlage stellten die vom fah�
renden Schi� gewonnenen Temperatur� und Saltzgehaltsdaten dar� Die thermischen
Windgleichungen dienten ihm als Modell zur simultanen Ermittlung der relativen
geostrophischen Geschwindigkeiten und der Geschwindigkeiten des Referenzniveaus
im gesamten geschlossenen westlichen Nordatlantik� Zur Vermeidung einer resultie�
renden singularen Matrix bei Annahme eines perfekten Modells 	strong condition

	Bennett� ����
 waren Modellfehler zugelassen 	weak condition
�

Mit der Methode der ��Spirale werden die Geschwindigkeiten von Ort zu Ort ohne
Berucksichtigung von Nachbarregionen aus dem lokalen horizontalen Dichtegradi�
enten ermittelt� Die regelhafte Nichterfullung der Massenerhaltung folgt aus dem
lokalen Losungsansatz 	Olbers and Wenzel� ����
�

Neben der Nichterfullung der Massenerhaltung im Gro�en treten bei der Box�
Methode eine Reihe von weiteren Problemen auf� von denen die beiden wichtigsten
kurz genannt werden sollen� Das Hauptproblem besteht darin� da� die zu losenden
linearen Gleichungen unterbestimmt bzw� rangde�zitar sind� Verfahren zur Behe�
bung dieses Mangels zielen auf die Umwandlung der Problemstellung 	Wunsch and
Minster� ����
� So werden fur die Minimierung des Quadratfunktionals a priori
statistische Annahmen eingefuhrt und eine Singular Value Decomposition 	SVD

einbezogen� Beide Ma�nahmen haben sich als dafur geeignet erwiesen� unzuverlassi�
ge Dateninformationen herauszu�ltern� Das zweite wesentliche Problem ergibt sich
aus der zeitlich und ortlich unterschiedlichen Verfugbarkeit der sich auf verschiedene
Gro�en beziehenden Daten� Dazu entwickelte Wunsch 	����� ����a�b
 das eclectic
model� in dem z�B� die Referenzgeschwindigkeiten durch untere und obere Grenzen
eingeschrankt sind� Damit sollte die durch mangelhafte hydrographische Daten und
ebensolche Tracer�Daten verursachte Unterbestimmtheit beseitigt werden� Eine ein�
fachere Losung dieses Problems wird durch Anwendung des mathematischen Linear
Programming geliefert 	Schlitzer� ����
�

Wesentliche zu schatzende Parameter stellen bei der Modellierung der ozeanischen
Zirkulation die Warme� und Su�wasser�usse an den Meeresober�ache dar� Le Dimet
and Talagrand 	����
 formulierten eine zur Behandlung dieses Problems geeignete
Extremalaufgabe� Die Reduzierung der Zahl der Unbekannten fuhrt dann auf die
adjungierte Methode� der bis in die Gegenwart gro�e Bedeutung zukommt�

Zufolge der komplizierten Struktur der OGCMs wurde die adjungierte Methode
zunachst auf die einfachen Ekman�Gleichungen angewandt 	Yu and O�Brien� ����
�
wobei die Windschub� und Austauschkoe�zienten durch Nutzung von Messungen
der Stromgeschwindigkeiten ermittelt wurden� Gleichzeitig wurde diese Technik fur
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Experimente mit den quasi�geostrophischen Gleichungen im Rechteckbecken ein�
gesetzt 	Tziperman and Thacker� ����
� Spater wurden aus Satellitenmessungen
abgeleitete Daten der Meeresober�achentopographie 	SSH
 zur Assimilation heran�
gezogen 	Schroter et al� ����
� Die verwendeten quasigeostrophischen Gleichungen
liefern fur die mittleren Breiten realistische Zirkulationsmuster nicht jedoch fur den
aquatorialen Bereich� wo barokline Rossby� und Kelvin�Wellen die saisonale Variabi�
litat der ozeanischen Zirkulation wesentlich bestimmen� Unter Zugrundelegung der
linearisierten Flachwassergleichungen und der vierdimensionalen adjungierten Me�
thode 	strong condition
 assimilierten Weaver and Anderson 	����
 altimetrische
SSH�Daten und ermittelten die Dichte� und Geschwindigkeitsverteilung in den obe�
ren Schichten des tropischen Pazi�ks�

Erste Anwendungen der adjungierten Methode unter Zugrundelegung der primiti�
ven Gleichungen 	Cox�Ozeanmodell� ����
 basieren auf einer vereinfachten Dynamik
	Tziperman et al� ����a�b
� Bessere den Beobachtungen nahe kommende Ergebnisse
wurden von Yu and Malanotte�Rizzoli mit einem diagnostischen 	����
 und einem
prognostischen 	����
 vollen nichtlinearen Modell erzielt� Der zu leistende Aufwand
in diesem Fall eines stark nichtlinearen Optimierungsproblems ist hoch� So mussen
zunachst gute Anfangswerte ermittelt 	Sirkes et al�� ����
 und alternative Suchver�
fahren wie Simulated Annealing verwendet werden�

Zur Vereinfachung der praktischen Handhabbarkeit der adjungierten Methode ist die
automatische Erstellung des adjungierten Codes 	Giering� ����
 realisiert worden�
um Probleme der gro�skaligen Zirkulation leichter erfassen zu konnen� Eine Anwen�
dung des so gewonnenen Codes erfolgte mit einem GOCM 	Stammer et al�� ����

und hatte die Erforschung des Weltozeans zum Ziel� In den genannten Anwendun�
gen der adjungierten Methode war ein genereller Modell�Defekt nicht zugelassen� Fur
die inverse Behandlung von Gezeitenproblemen mussen Modell�Defekte vorgesehen
werden� wenn akzeptable datenbeein�u�te Losungen erhalten werden sollen�

����� Gezeitenmodell

Die erste Kombination von Daten und Gezeitendynamik erfolgte vor �� Jahren� In
den beiden Arbeiten von Bennett and McIntosh�McIntosh and Bennett 	���������

wurde gezeigt� da� die Randbedingungen sowohl am festen als auch an o�enen
Randern und die Zustandsvariablen der Partialtiden durch die von Kustenpegeln
gelieferten Daten korrigiert werden konnen� Mit der Anwendung der Representer
Methode wurde erstmals ein vollig neues Mittel zur Berucksichtigung von Daten�
informationen in Modellen eingesetzt� Diese Methode lasst Fehler in Messungen� in
Randbedingungen und vor allem im Modell selbst zu� Diese Fehler werden im Sinne
der Minimierung eines Dateninformationen berucksichtigenden Quadratfunktionals
berucksichtigt� wobei der Datenein�u� durch Greensche Funktionen ausgedruckt
wird�

Mit der zunehmenden Menge ozeanographischer Daten� vor allem der Satellitenda�
ten� wird fur ihre Nutzung eine grundlegende Weiterentwicklung der Datenassimila�
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tionsmethoden erforderlich� Fur die Gezeitendarstellung werden daher lineare Glei�
chungen verwendet und Losungen im Frequenzraum gesucht� was zur Reduzierung
der Zahl der Variablen fuhrt 	Bennett and McIntosh� ����� McIntosh and Bennett�
����
� So fuhrt Egbert et al� 	����
 die TOPEX�POSEIDON Daten 	T�P�Daten
 in
lineare barotrope Flachwassergleichungen ein und ermittelt unter Berucksichtigung
aller bekannten E�ekte vier Haupttiden 	M�� S�� K� und O�
� Er reduziert dabei die
Dimension der Representer Matrix dadurch� da� nur eine Teilmenge des gesamten
Satellitendatensatzes genutzt wird�

Die Anwendung der Representer Methode bleibt im allgemeinen bei umfangreichen
Datensatzen problematisch� So erfordert sie lange Rechenzeiten� da die Green�sche
Funktion fur jeden Datenpunkt ermittelt werden mu�� wobei die linearisierten Flach�
wassergleichugen und deren adjungierte Gleichungen gelost werden mussen� Egbert
and Erofeeva 	����
 eliminierten daher zunachst die Gezeitenstromungen aus den
Impulsgleichungen und losten die skalare Wellengleichung zweiter Ordnung im Fre�
quenzraum durch Faktorisierung der Koe�zientenmatrix� was zur erheblichen Re�
duzierung der Rechenzeit fuhrte� Das Resultat ist die Oregon State University Tidal
Inversion Software 	OTIS
�

Im Zusammenhang mit der Finite�Elemente�Methode wurde die Representer Me�
thode fur den Sudatlantik 	Lyard� ����
 und fur globale Gezeiten 	Le Provost et al��
����
 entwickelt� Die Gitterau�osungen variieren von der Kuste 	ca� �� km
 bis hin
zum Tiefenozean 	ca� ��� km
� um die Gezeiten auf dem Schelf und am Kontinen�
talabhangbereich besser erfassen zu konnen� Lyard benutzte eines durch Storungan�
satz ermittelten linearisierten Bodenreibungsterm 	quasi�linearisiertes harmonisches
System
� dessen Koe�zient a priori raumlich durch Assimilation ermittelt worden
war� Eine Reproduktion der nichtlinearen Obertiden erfolgte nicht� Ferner wird die
Representer�Methode sowohl zur Ermittlung der Werte am o�enen Rand 	Bogden
and O�Donnel� ����
 als auch zur Auswertung der Ober�achenstromungen 	SSC�
Daten
 durch HF�Radar 	high frequency radar
 	Scott et� al� ����
 verwendet�

Die mit Abstand e�ektivste inverse Methode fur lineare globale Gezeiten wurde
mit dem direkten Modell von Zahel 	����
 entworfen� Dabei sind Fehler nur in
den Impulsgleichungen erlaubt� da die meisten Ungenauigkeiten in Reibungs� bzw�
in Austauschkoe�zienten und der Vernachlassigung von Wechselwirkungsprozes�
sen mit nichtdargestellten baroklinen und nichtgezeitenbedingten barotropen Be�
wegungsvorgangen zu �nden sind� und Massenerhaltung im allgemeinen weitgehend
gewahrleistet ist� Es benotigt wenig Rechenzeit und ist speicherplatzsparend� da
es fur den Frequenzraum formuliert werden kann und so die Zahl der Freiheitsgra�
de drastisch reduziert wird� Trotzdem verliert es dabei nicht seine Wirkung� denn
was die Representer Methode an Moglichkeiten anbietet� wird auch weitgehend von
dieser Methode geleistet�

Zahel fuhrte ferner zum ersten Mal die explizite Fehlerkovarianzmatrix 	����
 und
numerisch vorteilhafter die Di�erenzen der Residuen 	����
 zu einer besseren Dar�
stellung der Modellde�zite ein� Ferner zog Zahel 	����
 mit gravimetrischen Daten
erstmals andere als sich unmittelbar auf die Feldvariablen beziehende Daten zur
Assimilation heran und dokumentierte ihre Aussagekraft� Dieses Vorgehen hinsicht�
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lich der Residuen fuhrte zu einer besseren Verteilung der Dateninformation und
schlie�lich zu signi�kant besseren Ergebnissen�

Gekeler 	����
 ubertrug Zahels globales Datenein�u� berucksichtigendes Modell auf
ein Randmeer und bezog insbesondere die Methode der OI zu einer wirksamen da�
teninduzierten Korrektur der Werte am o�enen Rand ein� Die verwendete lineare
Dynamik erlaubte es nicht� zusammen mit den Daten den Ein�u� der Nichtlinea�
ritaten auf die lineare Gezeit in befriedigendem Ma�e zu erfassen�

Ray 	����
 ubernahm die von Zahel 	����� ����
 angewandte Methode im Frequenz�
raum und nutzte sie fur die Assimilation von SSH�Daten der Satellitenmission T�P�
Die zugrundeliegenden Di�erentialgleichungen sind linear und ohne Turbulenzter�
me� Anders als in den von Zahel durchgefuhrten Modellanwendungen lie� Ray Feh�
ler in der Erfullung der Kontinuitatsgleichung zu und fuhrte nur Wasserstande als
zu assimilierende Daten ein� Die Wasserstandsdaten in Rays Modell sind in jedem
Gitterpunkt vorhanden� wahrend Zahel nur etwa jeder ��� Gitter�ache Datenwerte
zuordnet� Die Ergebnisse von Ray zeigen� da� durch die Daten tatsachlich eher Feh�
ler in den Impulsgleichungen als in der Kontinuitatsgleichung ausgeglichen werden
mussen�

Copeland and Bayne 	����
 verwendeten die �ktiven Strom� und Wasserstands�
daten � eines idealisierten Beckens in der schwach formulierten Kostenfunktion�
die durch Optimerungstechnik minimiert werden konnte� Die Gradienten der ge�
samten zeitlichen und raumlichen Zustandsvariablen wurden aus den adjungierten
Gleichungen gewonnen� Die so angewandte Methodik ahnelt der hier dargestellten
und eingesetzten expliziten adjungierten Methode� wobei Copeland and Bayne die
nichtlinearen Flachwasserterme und Glattungsterme au�er Acht lie�en und auf eine
eingehende Analyse der Residuenfelder nichtlinearen Wechselwirkungen verzichte�
ten� Unterschiede existieren au�erdem in der Losungsmethode� Copeland and Bayne
ermittelten die extremalen Werte durch Minimierung der Kostenfunktion mit Hilfe
der direkten Minimierungsmethode 	Navon and Legler� ����
� mit der der Verfas�
ser ebenfalls Untersuchungen vorgenommen hatte� Die Ergebnisse erwiesen sich im
vorliegenden als nicht zufriedenstellend und sollen nicht erortert werden� In der vor�
liegenden Arbeit wurden stattdessen die zugrundliegenden Di�erentialgleichungen
und deren adjungierte Gleichungen als ein zusammenhangendes System simultan be�
handelt� Die adjungierten Gleichungen stellen dabei die notwendigen Bedingungen
fur das Minimum der Kostenfunktion dar� die zusammen mit den zugrundliegenden
Di�erentialgleichungen exakt erfullt werden mussen und nicht als Lieferanten der
Gradienten der Kostenfunktion fungieren�

Au�er den oben genannten Methoden zur Losung des inversen Gezeitenproblems
mit den Modellgleichungen als schwacher Zwangsbedingung �nden noch folgende
weitere Methoden Anwendung�

Seit �� Jahren wird das HF�Radar fur Messungen von Ober�achenstromungen und
Wellenspektren benutzt 	Essen et� al� ����
� Derartige Me�daten sind zusammen
mit Kustenpegeldaten in ein schwach restringiertes Gezeitenassimilationsmodell zur

�die Strom� und Wasserstandsdaten wurden direkt durch das Modell gewonnen
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Korrektur von Randwerten und Koe�zienten des Bodenreibungsterms im Gebiet
des Dover Kanals eingefuhrt worden 	Sentchev and Yaremchuk� ����
� Der qua�
dratische Reibungsterm wurde dabei mit Hilfe eines Storungsansatzes entwickelt
	quasi�lineares System
� In diesem numerischen Experiment wurde die Minimierung
der quadratischen Kostenfunktion durch die Augmented Lagrangian Multiplikator
Method 	Bertsekas� ���� � Le Dimet and Talagrand� ����
 erreicht�

Infolge der hohen Dissipationsrate auf dem Schelf ist dessen angemessene Darstel�
lung in einem globalen Gezeitenmodell erforderlich� Mit der Nudging�Methode ge�
lingt es� die nichtlinearen Flachwassergleichungen im Zusammenhang mit der Assi�
milation von Daten vergleichsweise einfach zu behandeln� Bei dieser Methode wer�
den die gewichteten Datenresiduen� d�h� die Di�erenzen zwischen Datenwerten und
Werten der entsprechenden Zustandsvariablen� den letztgenannten in den dynami�
schen Gleichungen hinzugefugt und so das dynamische Modell an die Beobachtungen
herangefuhrt� Derartige Methoden� bei denen eine neue Naherung aus der vorherge�
henden und den Residuen ermittelt wird� bezeichnet man als Relaxionsmethoden�
Ihnen liegt die Idee zugrunde� da� die Residuen einen Indikator fur die Gro�e der
notwendigen Korrekturen darstellen� wobei die Messungen als exakt und die dy�
namischen Gleichungen als unexakt angenommen worden sind� Ein Nachteil dieses
Rechensystems besteht darin� da� es extrem instabil 	ill�posed
 sein kann� Au�er�
dem besteht bei den einfacheren Methoden� denen z�B� Nudging und OI zuzurechnen
sind� dahingehend Unklarheit� wie die Losung mit den Modell� und Datengleichun�
gen zusammenhangt� Die letztgenannten Gleichungen sollen ja so gelost werden� da�
die Losungen mit den Daten und den dynamischen Gleichungen konsistent bleiben�
Die Nudging�Methode wurde in der Ozeanographie trotz der mathematisch unklaren
Formulierung wegen der einfachen Algorithmen und weniger umfangreich benotigten
Rechnerressourcen hau�g angewendet 	Fukumori� ����
�

Kantha 	����
 und Tierney et al� 	����
 ermittelten z�B� die verschiedenen halb�
und ganztagigen Haupttiden des Weltozeans unter Nutzung von Altimeter� und
Kustenpegeldaten� Die Berechnungen wurden mit hoher Gitternetzau�osung unter
Berucksichtigung des quadratischen Bodenreibungsterms durchgefuhrt� um die Ge�
zeiten auf dem Schelf besser wiedergeben zu konnen� Nichtlineare Obertiden� wie sie
in den Flachwassergebieten entstehen� wurden jedoch nicht ermittelt�



Kapitel �

Ableitung der Inversen Methode

��� Klassisches Verfahren

Zur De�nition des Modells wird von den klassischen Flachwassergleichungen in
spharischen Koordinaten Gebrauch gemacht� die schlie�lich uber die Tiefe integriert
werden� Daraus ergeben sich die Di�erentialgleichungen fur den Wasserstand und
die mittleren meridionalen und zonalen Volumentransportkomponenten� wobei sich
die Massenerhaltungsgleichung als linear ergibt� Sie werden zunachst skaliert� um
die gleichen Gro�enordnung 	O	�

 aller Komponenten und aller Modellresiduen zu
erzielen� Sie werden explizit und semi�implizit diskretisiert und dienen als klassisches
Modell� und spater als Grundgleichungen der direkten Methode und der adjungier�
ten Methode�

����� Flachwassergleichungen

Die Charakteristika der barotropen Gezeiten sind seit langem durch die Flachwasser�
gleichungen als gut beschrieben bekannt 	Hansen� ����
� Die dabei getro�enen An�
nahmen sind eine gro�e Wellenlange im Vergleich zur Wassertiefe� eine vernachlassig�
bar kleine Vertikalkomponente und die hydrostatische Approximation� Diese Annah�
men ermoglichen eine Darstellung des unbekannten Drucks durch den Wasserstand�

Die nachstehenden im spharischen Raum der Beschreibung der Gezeitendynamik zu�
grundegelegten hydrodynamischen Di�erentialgleichungen konnen z�B� Zahel 	�����
����� ����
 entnommen werden�

	t� x� y
 und 	u� v
 sind die Zeit� und Ortskoordinaten bzw� zonale und meridionale
Volumentransportkomponenten� Fur die Modellierung der Randmeergezeiten wird
hier auf die Berucksichtigung der gezeitenerzeugenden Krafte verzichtet 	Mitschwin�
gungsgezeit
�
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In 	���
 bedeuten

�� �� geographische Lange bzw� Breite
	 � Wasserstand
h � Ungestorte Meerestiefe
a � Erdradius
D � D � h� 	� aktuelle Meerestiefe
f � f � �
 sin�� Coriolis� Parameter
Ah � Horizontaler Austauschkoe�zient
r � Bodenreibungskoe�zient
g � Schwerebeschleunigung

p� q� s bezeichnen die Residuen der Impulsgleichungen bzw� der Massenerhaltungs�
gleichung� Diese Residuen verschwinden in der klassischen Formulierung�

����� Vertikal integrierte Flachwassergleichungen

Eine geeignete Diskretisierung der obigen vertikal integrierten Gleichungen ist von
Mihardja 	����
 gegeben worden� Die resultierenden Di�erenzengleichungen sind
nachfolgend angegeben� Sie sind geeignet� Bewegungsfelder verschiedener Art 	d�h�
Gezeiten� winderzeugte Zirkulationen� Wattenmeerdynamik� Tsunami Wellen usw�
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Hu� Hv � Tiefe in u� bzw� v�Punkten
r � Bodenreibungskoe�zient
�u� �v � Breite der u� bzw� v�Punkte
fu� fv � Coriolis�Parameter in u� bzw� v�Punkten
u� v � horizontale Transportkomponenten
	 � Wasserstand
 x � � a cos� �
 y � � a ��

Die explizite Diskretisierung erfolgt mit Hilfe der raumlichen Zentral� und zeitlichen
Vorwartsdi�erenzen�  t ist der Zeitschritt� der dem Kriterium von Courant� Fried�
richs und Lewy 	CFL
 unterworfen ist� n bezeichnet den Zeitebenenindex� 	i� j
 sind
die Indizes der Ortskoordinaten� und 	 x� y
 stellen die zonalen bzw� meridionalen
Gitterabstande dar� Die Gitterpunkte� an denen die Werte fur die Variablen 		� u� v

bestimmt werden� sind in einem Arakawa�C�Gitter angeordnet� In 	���
�	���
 sind
um der Lesbarkeit Willen die Indizes n� i� j weggelassen worden�

Anders als im tiefen Ozean spielen die Austauschterme im Schelfgebiet eine klei�
nere Rolle� Sie wurden wegen der schnelleren Konvergenz und vor allem wegen der
numerischen Stabilitat und ihrer Glattungseigenschaft eingefuhrt� Es wurde aus�
nahmlos der Wert Ah � � �m�s�� fur den Austauschkoe�zienten benutzt� Hingegen
spielt der Bodenreibungskoe�zient fur die Entstehung nichtlinearer Wechselwirkun�
gen 	NLWW
 eine gro�e Rolle� In der vorliegenden Arbeit wird der Reibungsko�
e�zient als r � ������ gewahlt� An geschlossenen Randern verschwinden die Nor�
malkomponenten der Transporte identisch� und an o�enen Randpunkten werden die
Wasserstande der Dirichlet�Bedingung unterworfen�

����� Skalierung der vertikal integrierten Di�erentialglei�
chungen

Die vertikal integrierten Flachwassergleichungen werden anschlie�end durch die Ein�
heitstiefe H� � �� eine charakteristische Lange L und durch c �

p
gHmax wie folgt
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skaliert� Dabei nehmen alle Variablen� einschlie�lich der Residuen� die Gro�enord�
nung Eins an� Dadurch soll eine bessere Konvergenz der inversen Methode erreicht
werden�

Lu �
	U � Un��


 t
�
Un��

Hu

	Ui�� � Ui��

n��

� x
�
!V

Hu

	Uj�� � Uj��

n��

� y
� Fu !V 	���


�G
Hu

 x
		i�� � 	
n�� � AH

 x�
	Ui�� � Ui�� � �U
n��

� AH

 y�
	Uj�� � Uj�� � �U
n�� � R

H�
u

U		Un��
� � !V �
��� � P bzw�

abgekurzt APx � aP AP �M	kP x kP ��

kP � Anzahl der Gleichungen der zonalen Komponenten

Lv �
	V � V n��


 t
�
!U

Hv

	Vi�� � Vi��

n��

� x
�
V n��

Hv

	Vj�� � Vj��

n��

� y
� Fv !U 	���


�G
Hv

 y
		 � 	j��


n�� � AH

 x�
	Vi�� � Vi�� � �V 
n��

� AH

 y�
	Vj�� � Vj�� � �V 
n�� � R

H�
v

V 		V n��
� � !U�
��� � Q bzw�

abgekurzt AQx � aQ AQ �M	kQ x kQ��

kQ � Anzahl der Gleichungen der meridionalen Komponenten

L� �
		 � 	n��


 t
�
�

 x
	U � Ui��
 	���


�
�

 y
	Vj��"vj�� � V"v
 � S bzw�

abgekurzt ASx � aS AS �M	kS x kS��

kS � Anzahl der Massenerhaltungsgleichungen

Die Skalierung liefert folgende nichtdimensionale Gro�en� wobei die ursprunglichen
dimensionsbehafteten Gro�en in den Gleichungen 	���
�	���
 nachfolgend mit einer
Tilde gekennzeichnet sind�

P�Q� S � P �� pL�	c�H�
� Q �� qL�	c�H�
� S �� sL�	cH�
 Residuen
x� y� t � x �� #x�L� y �� #y�L� t �� #tc�L Orts� und Zeitkoordinaten
AH � � Ah�	cL
 Austauschkoe�zient
$ � � 
L�c Winkelgeschwindigkeit

der Erde
G � � gH��c

� Schwerebeschleunigung
� � � T�c�L Periode der M��Gezeiten
R � � rL�H� Koe�zient der
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nichtlinearen Reibungsterme
Fu � � �$ sin�u�	c�L
 Coriolis� Parameter

im U �Punkt
Fv � � �$ sin�v�	c�L
 Coriolis� Parameter

im V �Punkt

h � � #h�H� Tiefe

	 � � #	�H� Wasserstand
Hu � � ���	h� hi�� � 	n�� � 	n��i�� 
 	h� 	
 im U �Punkt
Hv � � ���	h� hj�� � 	n�� � 	n��j�� 
 	h� 	
 im V �Punkt
U � � #u�	cH�
 vertikal integrierter

zonaler Impuls
V � � #v�	cH�
 vertikal integrierter

meridionaler Impuls
!U � � ����	U � Ui�� � Uj�� � Ui���j��


n�� U im V �Punkt
!V � � ����	V � Vi�� � Vj�� � Vi���j��


n�� V im U �Punkt
�� � � ��L�c Frequenz der

halbtagigen M��Gezeiten
 x � � 	 �
a cos��L
 y � � 	 �
a�L

Im Vorangegangenen wurden folgende Bezeichnungen benutzt�

c �� 	gHmax

���� maximale Phasengeschwindigkeit


 � Winkelgeschwindigkeit der Erddrehung
�� � Frequenz der M��Gezeiten
T� � Periode der M��Gezeit
"v � �cos�v� cos�u
"vj�� � �cos�vj��� cos�u�

P�Q� S sind die skalierten Residuen der Impulsgleichungen bzw� der Massenerhal�
tungsgleichungen� die bei der klassischen Formulierung ohne Datenassimilation iden�
tisch verschwinden�

��� Direkte Methode

Die von Zahel 	����
 angewandte im Frequenzraum formulierte direkte Methode
des globalen Ozeans wird hier auf die nichtlinearen Flachwassergleichungen erwei�
tert� Die Methode minimiert die dynamischen Residuen und die Datenresiduen im
Sinne des kleinsten Quadrats des Funktionals und sucht zugleich die hochstwahr�
scheinlichen Residuen� die statistisch als normal verteilt angenommen worden sind�
D�h� die direkte Methode von Zahel 	����
 ist aquivalent zur Minimierung der Li�
kelihood Funktion� welche in diesem Abschnitt vorgestellt wird�
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Die direkte Methode ist ein au�erst wirkungsvolles und �exibles Assimilationsverfah�
ren� das unter Verwendung der CGLS Methode mit vergleichsweise wenig Speicher�
platzbedarf Speicherkapazitaten zu Losungen fuhrt� Bei Hinzunahme von hypotheti�
schen Daten und von Glattungstermen gelangt man zu Reduktionen der Rechenzeit
und zu einem stabilen Losungssytem� In diesem Abschnitt wird ein Gleichungssystem
aufgestellt� das im Sinne der Minimumvarianzschatzung optimale Losungen liefert�
in die die physikalischen Informationen der Daten sowohl an den Datenpunkten als
auch in datenarmen Regionen ein�ie�en werden�

Als Losungsmethode wurde das CGLS�Verfahren gewahlt� Das Verfahren bietet im
Zusammenhang mit der direkten Methode weitere Anwendungsmoglichkeiten fur
die langfristige schwach restringierte Assimilation und damit fur globale Zirkulati�
onsmodelle� die raumlich und zeitlich weit verteilte Daten einbeziehen sollen� Auch
im Hinblick auf diesen Aspekt wird das Losungsverfahren ausfuhrlich besprochen
werden�

Die Di�erentialgleichungen wurden an allen feuchten Punkten durch Di�erenzen�
gleichungen ersetzt� Damit fallen die Anzahl der Unbekannten und die der Glei�
chungen zusammen� kP � kQ und kS bezeichnen die Anzahl der Gleichungen 	���
�
	���
 bzw� 	���
� Uberdies werden k � kP � kQ � kS als Anzahl aller Unbekannten
und x � 	Un

ij� V
n
ij � 	

n
ij
 � V 	�k
 als der Losungsvektor bezeichnet� Das Gleichungssy�

stem 	���
�	���
 la�t sich nun bei der klassischen 	i�e� P�Q� S � �
 und der inversen
Formulierung in Matrixform ausdrucken als

Ax � a� bzw� 	����


Ax� a � ra 	����


wobei A � M	k x k��
 durch die Koe�zienten des Di�erenzensystems mit dem
Vektor x der Unbekannten de�niert ist� und a � V 	�k
 den Vektor der inhomogenen
Terme 	Bedingungen am o�enen Rand
 bezeichnet� Die Matrix A beschreibt das
dynamische Gleichgewicht und die Massenerhaltung des Zustandsvektors x wahrend
einer ganzen Periode und hangt im Fall der nichtlinearen Flachwassergezeiten selbst
von dem Zustandsvektor x ab�

Die kd Datengleichungen

Dx� d � rd� D �M	kd x k��
� d � V 	�kd
 	����


rd � V 	�kd


sollen nun 	����
 im Sinne einer Minimierung von ra und rd erganzen und so Da�
teninformationen und physikalisches Modell miteinander kombinieren� Dabei kenn�
zeichnen D einen linearen Datenoperator und d den durch die Me�werte de�nierten
Vektor�

Die Daten werden stets als nicht exakt betrachtet� So stellt der Vektor rd den Ab�
stand der Me�werte von den ihnen entsprechenden Modellgro�en dar�
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Unsicherheiten der Modell� und Datengleichungen konnen durch ra � 	P� S�Q
 und
rd zusammengefa�t werden in �

ra
rd

�
�

�
A

D

�
x�

�
a

d

�
	����


Die Gl� 	����
 beschreibt damit die zeitlichen und raumlichen Verteilungen der
Modell� und Datenungenauigkeiten�

����� Ursprung und Eigenschaften der Residuen

Im weiteren wird� wenn keine Spezi�zierung 	Modellresiduen oder Datenresiduen

erfolgt� der Begri� Residuen fur den dateninduzierten Ausgleich der Modellunge�
nauigkeiten� d�h� die Modellresiduen ra� verwendet�

Die Liste moglicher Modelldefekte ist lang� McIntosh 	����
 wandte die inverse
Methode auf ein in mittleren Breiten gelegenes Modellgebiet an� das in seiner Aus�
dehnung dem in dieser Arbeit behandelten in etwa entspricht� Er schatzte den Rei�
bungskoe�zienten und die Einfuhrung von kartesischen Koordinaten 	ebenes Mo�
dellgebiet
 als die Quellen der gro�ten Modellungenauigkeiten ein� Der letztgenannte
Defekt ist in der vorliegenden Arbeit weitgehend behoben� Ausdrucklich als ver�
nachlassigbare Defekte werden von ihm die lokalen Wirkungen der LSA und die
hydrostatische Annahme eingestuft�

In der vorliegenden Modellanwendung mu� angenommen werden� da� die Zugrun�
delegung einer stark geglatteten Topographie die gro�te Fehlerquelle in der Kon�
tinuitatsgleichung darstellt� Durch das verwendete� gemessen an der Boden� und
Kustentopographie� grobe Gitternetz konnen der steile Kontinentalabhang zur Tief�
see� die starken Tiefengradienten und die komplizierte Kustengestalt in der Irischen
und Keltischen See und ganz besonders im nordlichen North Channel nicht aufgelost
werden�

Dieser topographiebedingte Defekt induziert in den Impulsgleichungen einen Fehler
in der Darstellung bedeutsamer NLWW� der Resonanze�ekte der Haupttiden auf
dem Schelf und in Astuaren stark verfalschen kann� Der Defekt bei der Erfassung
der NLWW erweist sich neben den korrekturbedurftigen Bedingungen an den o�enen
und geschlossenen Randern als besonders bedeutsame Fehlerquelle�

Das Residuum ra stellt die zu bestimmende zeitliche Entwicklung des Ausgleichs
beispielweise der oben aufgefuhrten Modellde�zite dar und wirkt auf das klassi�
sche Modell als dateninduzierter Antrieb� Durch geeignete Wahl der Daten und
des Datentyps ist anzustreben� den Ausgleich der De�zite moglichst realitatsnah zu
gestalten� d�h� das Residuum die Gestalt annehmen zu lassen� die zusammen mit
den klassischen Modell das perfekte Modell liefert� Bei im einzelnen unbekannten
De�ziten des klassischen Modells bliebe dann noch die Identi�zierung der Beitrage
zum Residuum zu leisten� wenn nicht nur bessere Modellergebnisse� sondern auch
Modellverbesserungen angestrebt werden�
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Die zur Assimilation bereitgestellten Pegeldaten zeichnen sich in der Regel durch
hohe Genauigkeit aus und sind daher einfach zu handhaben� Das Modell soll also
diese Me�werte sehr gut reproduzieren� ohne sie jedoch exakt wiederzugeben� Bei
der a priori Fehlerschatzung und entsprechend festzulegender Datengewichtung mu�
beachtet werden� da� neben einem meist kleinen Me�� und Auswertungsfehler die
Datenpositionen hau�g nicht unerheblich von den Gitterpunkten abweichen�

����� Maximum Likelihood Sch�atzung

Falls Modell� und Datengleichungen linear sind� konnen die Zufallsgro�en als Gau�
�isch angenommen werden� Auf Grund der statistischen Annahme der Normalver�
teilung lassen sich die beiden Residuen ra bzw� rd durch die Wahrscheinlichkeiten�

P 	ra
 � exp
�
��
�
rtaWa ra

�
� Wa �M	k x k��
� 	����


P 	d�x
 � P 	rd
 � exp
�
��
�
rtdWd rd

�
� Wd �M	k x k��
� 	����


charakterisieren� wobei t die transponierte Matrix kennzeichnet� ra und rd sind von�
einander unabhangig� und deren Erwartungen sind gleich Null�

Ax� a � ra E	ra
 � � 	����


Dx� d � rd E	rd
 � �� 	����


Die Gewichte Wa bzw� Wd sollen die fehlenden physikalischen Informationen des
Modells bzw� der Daten beinhalten�

In der vorliegenden Arbeit werden weitere Terme als Stra�unktionen de�niert� die
unerwunschte Losungseigenschaften bestrafen� Hierunter fallen z�B� das Auftreten
der Gravitationswellen bei Berechnungen der Zirkulation� allzu starke Abweichungen
von der klassischen Losung 	�� x�
 bzw� von der zuruckliegenden Analyse 	�� xp
�
Nur der Term xp wird vorlau�g fur die folgenden mathematischen Ableitungen be�
nutzt� und es wird angenommen� dessen Statistik lasse sich durch

x� xp � rp xp � V 	�k
� E	rp
 � � 	����


P 	rp
 � exp
�
��
�
rtpWp rp

�
� Wp �M	k x k��
 	����


beschreiben�

P 	d�x
 � P 	rd
 ist die bedingte Wahrscheinlichkeit der Beobachtung d unter der
vorgegebenen Modellvariablen x� Bei der Assimilation wird jedoch umgekehrterweise
P 	x�d
 gesucht� Aus der Bayeschen Regel gilt P 	d�x
 � P 	x�d
P 	d
�P 	x
� wobei
P 	x
 und P 	d
 die Wahrscheinlichkeiten des Parameters x ohne Daten d bzw� des
Parameters d ohne Information uber x darstellen� Thacker 	����a
 argumentierte
dahingehend� da� sich die beiden gegenseitig aufheben 	P 	d
�P 	x
 � �
�
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Wir sind nun in der Lage mit den genannten Annahmen� die Wahrscheinlichkeits�
funktion 	joint probability
 P 	ra� rp� rd
 als

P 	ra
P 	rp
P 	x�d
 � P 	ra
P 	rp
P 	d�x
P 	x
�P 	d
 	����


� P 	ra
P 	rp
P 	d�x


� P 	ra
P 	rp
P 	rd


� exp
�
��
�
	Ax� a
tWa 	Ax� a


�
�

exp
�
��
�
	x� xp


tWp 	x� xp

�
�

exp
�
��
�
	Dx� d
tWd 	Dx� d


�

anzugeben� Ziel ist es nun� die Residuen gro�ter Wahrscheinlichkeit und folglich
den bestmoglichen Modellvariablenvektor x zu ermitteln� d�h�� ein Maximum der
Likelihood Funktion 	����
 zu �nden 	Lorenc� ����
�

Diese Suche nach einem Maximum ist aquivalent zur Minimierung der Funktion J �

J	x
 � � lnP 	ra
� lnP 	rp
� lnP 	rd
 	����


�
�

�
	Ax� a
tWa 	Ax� a


�
�

�
	x� xp


tWp 	x� xp


�
�

�
	Dx� d
tWd 	Dx� d
�

wobei der Operator D in der vorliegenden Arbeit wegen der allein assimilierten
Wasserstandsdaten gleich der Einheitsmatrix ist� Die Formulierung der Gleichung
	����
 beinhaltet� da� das Rauschen unterschiedlicher Herkunft unkorreliert ist� was
an sich als nicht uberzeugend angesehen werden mu��

Wenn die MatrixW � 	Wa�Wd�Wp
 eine geeignete physikalisch begrundete Statistik
wiedergibt� sollte es unmittelbar moglich sein� durch die Minimierung der Gl� 	����
�

J	x
 � min % 	����


zu optimalen Losungen zu gelangen� Da die meisten statistischen Eigenschaften der
Residuen a priori nicht hinreichend bekannt sind und daher die Struktur der Kova�
rianzmatrix W nicht vorher bestimmbar ist� kann ein Ausweg in der Art�

Wi � 	E � rir
t
i �


�� i � a� d� p 	����


a posteriori gesucht werden� wobei die Bildung der inversen Matrizen wegen der sym�
metrischen und positiv de�niten KovarianzmatrixWi berechtigt ist 	Bryson and Ho�
����� Talagrand� ����� Courtier� ����
� E � r � bezeichnet den Erwartungswert
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des Zufallsvektors r� Falls der Losungsvektor x durch Minimierung des Kostenfunk�
tionals 	����
 unter Berucksichtigung der Kovarianzmatrix 	����
 gefunden wird�
handelt es sich um BLUE 	best linear unbiased estimator
� Wenn angenommen
werden kann� da� Daten� und Modellfehler normal verteilt sind� ergibt sich eine
Maximum�Likelihood Schatzung� Die Maximum�Likelihood Schatzung liefert wirk�
samste statistische Aussagen�

Die Minimierung des Kostenfunktionals 	����
 bedeutet also die Maximierung der
Wahrscheinlichkeit P � exp	�J
� und die minimierte Varianz ist die Schatzung�
Die Formulierungen 	����
�	����
 besitzen also stets statistische Bedeutung� Dies
gilt fur alle Formen der Matrix W � 	Wa�Wd�Wp
 und fur alle Fehlerverteilungen�
Eine Erorterung der Frage� ob die betre�ende Statistik auf einer Normalverteilung
basiert oder nicht� ist daher nicht erforderlich�

In der Praxis wird eine Formulierung wie in 	����
 wegen der hohen Dimension der
Matrix vermieden� Stattdessen wird sie oft als Diagonalmatrix angegeben� d�h� da�
die Residuen statistisch voneinander unabhangig sind�

����� Datenextrapolation

Die Losung der Minimierungsaufgabe 	����
 liefert jedoch wegen der physikalischen
Unzulanglichkeiten der Matrix W und der Luckenhaftigkeit der Messungen auch
im linearen Fall nicht immer zufriedenstellende und weiterfuhrende Ergebnisse� Ei�
ne hau�g vorkommende unerwunschte Erscheinung bei der Quadratanpassung sind
Unstetigkeiten an Datenpunkten� die sich insbesondere einstellen konnen� wenn Me��
werte von isolierten Positionen bei Verwendung einer Diagonalmatrix in das Mini�
mierungsfunktional eingefuhrt werden� Die Modellvariablen werden dann vorwie�
gend im Bereich der Me�punkte verbessert� konnen aber auch in der Nachbarschaft
der Me�punkte unrealistisch gro�e Werte annehmen�

Eine denkbare Gegenma�nahme ist die Einfuhrung von �ktiven Daten 	bogus data�
Thacker� ����
� z�B� klassischen Losungen entnommene Werte in die Kostenfunk�
tion� Ein anderer Weg wird durch die Einfuhrung raumlicher und�oder zeitlicher
Ableitungen der Modellvariablen x 	Thacker� ����b
 bzw� von Ableitungen des Resi�
duums r 	Zahel� ����
 beschritten� Dieser Weg befordert die Glattung der Losungen�
unterdruckt Gravitationswellen hoher Frequenzen 	low pass �lter� Sasaki� ����
 und
unterdruckt schlie�lich die Singularitat an den Datenpunkten 	Le Provost und Sal�
mon� ����
� Die Verwendung der ersten Ableitung hat die zusatzliche Eigenschaft�
eine numerisch besonders schnelle Konvergenz zu bewirken 	Le Provost� ����
� Zahel
benutzt erste und zweite Di�erenzen der benachbarten Residuen 	����
� Vor allem
die Hinzunahme der beiden Residuenableitungen spielt auch eine entscheidende Rol�
le bei der Korrektur der Physik in einem Gebiet� in dem Daten nicht ausreichend
vorhanden sind�

Die klassische Loung x� und die Ableitungen der Residuen bzw� Modellvariablen
sind hier als die hypothetischen Daten bezeichnet� die sowohl fehlende Daten im
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Sinne einer Extrapolation im umliegenden Gebiet erganzen als auch zur numerischen
Stabilitat beitragen�

����� Nichtlineare Assimilation

Bislang waren auf der einen Seite die Linearitat der Modell� und Datengleichungen
und auf der anderen Seite das stochastische Verhalten der Residuen nach dem nor�
malverteilten Gau��Markov�Zufallproze� vorausgesetzt� Diese Annahmen verlieren
im nichtlinearen Fall ihre Gultigkeit� Die Kovarianzmatrix in Gl� 	����
 hangt dann
streng genommen nicht mehr von der Statistik der fruheren Abschatzung ab� Da
die Flachwassergleichungen ein quasi�lineares System darstellen� ist die Annahme
berechtigt� da� sich die Komponenten des Zufallvektors x quasi Gau�isch verhalten�
Im diesem Fall wird angenommen� da� die Fehlerkovarianzmatrix der Losungen die
Inverse der Hesse�Matrix H 	Schroter� ����
 am Minimum des Kostenfunktionals
ist� Im Prinzip ist es daher moglich� die Kovarianzmatrix Wi in 	����
 durch die
Hesse�Matrix�

H �
��J

�x�x�
�

�
BBB�

��J
�x�

�

� � � ��J
�x��xk

���
� � �

���
��J

�xk�x�
� � � ��J

�x�
k

�
CCCA

zu ersetzen 	Thacker� ����a
� In der Nahe des Minimums der Kostenfunktion in
	����
 kann angenommen werden� da� sie sich linear und konvex verhalt und daher
eine gute Approximation der Inversen der Kovarianzmatrix ist� Das bedeutet� da� ein
guter Startwert von x bekannt sein mu�� damit dort uberhaupt der Minimumpunkt
erreicht werden kann� Die klassische Losung erweist sich hau�g als ein geeignetes
Startfeld� Die Ermittlung der Hesse�Matrix ist jedoch wegen der hohen Dimension
des Losungsvektors ohne weitere Ma�nahmen in der Rechentechnik nicht moglich
	Schroter� ����
�

Die andere Moglichkeit besteht in der Linearisierung des Kostenfunktionals 	����

um die vorherige Schatzung xp� Die sogenannte totale Invasion von Tarantola 	����

wird dargestellt durch eine Matrix so hoher Dimension� da� eine Anwendung aus�
geschlossen ist�

Im Falle starker Nichtlinearitat des Gleichungssystems ist nach der Kenntnis des
Autors nur ein Losungszugang durch die Variationsrechnung 	Courtier� ����
 gege�
ben� Die Losungen werden dabei durch die Optimierungstechnik gesucht� wobei die
adjungierten Gleichungen die Gradienten der Kostenfunktion liefern� Die Nichtlinea�
ritat des Systems ist dann voll in den Di�erentialgleichungen und teilweise in den
Koe�zienten der adjungierten Gleichungen enthalten� Das semi�implizite adjungier�
te Verfahren 	IAV
 in der vorliegenden Arbeit kann fur dieses Vorgehen verwendet
werden�

Die andere Moglichkeit bestunde darin� die Kovarianzmatrix empirisch anhand von
Langzeitbeobachtungen zu ermitteln 	Talagrand and Miyakoda� ����
� In der Ozea�
nographie fehlen jedoch im allgemeinen solche Daten�
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����� Iterationsmethode des direkten Verfahrens

Die bisherigen Uberlegungen rechtfertigen die Verbindung der Methode der kleinsten
Quadrate 	LSM
 mit statistischen Methoden wie dem Kalman�Smoothing� Die LSM
ist durchaus in der Lage� sowohl komplizierte stochastische Eigenschaften des Mo�
dells und der Daten zu erfassen� als auch mit ganz simpler Statistik zu guten Ergeb�
nissen zu gelangen� Der besondere Vorteil der LSM ist die leichte Implementierung
des nichtlinearen Modells� Dies gilt fur die direkte� adjungierte und die Repesenter
Methode gleicherma�en�

Die bisherigen Uberlegungen fuhren uns dazu� die Quadratsummme aller in Betracht
kommenden Residuen zu minimieren� um damit die beste Losung zu erhalten� Dabei
handelt es sich um die Residuen des Modells 	ra
� der Messungen 	rd
� der vorherigen
Abschatzung 	rp
� der klassischen Losung 	r�
� der ersten bzw� zweiten Ableitung
der Residuen 	rr bzw� r�
 und derjenigen der Modellvariablen 	rrx bzw� r�x
�
Zusatzlich wird der Term r� eingefugt� um eine unrealistisch gro�e Abweichung der
Analyse x von der klassischen Losung x� zu vermeiden�

Wir fassen die Residuen in r wie folgt zusammen

r � 	ra� rd� rp� r�� rr� r�� rrx� r�x

t 	����


ra � Ax� a

rd � x� d

rp � x� xp
r� � x� x�
rr � rra
r� �  ra
rrx � rx
r�x �  x

rx � xi�� � x bzw� xj�� � x

 x � xi�� � xi�� � xj�� � xj�� � �x usw�

ra� rp� r� � V 	�k


rr � V 	�kr


r� � V 	�k�


rrx � V 	�krx


r�x � V 	�k�x


rd � V 	�kd


r � V 	��k�kd�kr�k��krx�k�x


	����


Die bestmogliche Losung sei mathematisch dort zu �nden� wo die gewichtete Ko�
stenfunktion J �� �

�
	Ja � Jd � Js
 ein globales Minimum x im zulassigen Bereich
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annimmt 	Optimierungsproblem ohne Nebenbedingung
� wobei Ja� Jd und Js die
gewichteten Residuen des Modells� der Messungen bzw� der Strafterme bedeuten�

�J � Ja � Jd � Js 	����


Ja � WPPP �WQQQ�WSSS

�
X
ijn

	WPP
� �WQQ

� �WSS
�


Jd � Wdr
t
drd�ij

�
X
ijn

	Wd		 � 	d

��ij


Js � Wpr
t
prp �W�r

t
�r�

� Wrr
t
rrr �W�r

t
�r� �Wrxr

t
rxrrx �W�xr

t
�xr�x

�
X
ijn

	W �
p 		 � 	p


� �W u
p 	U � Up


� �W v
p 	V � Vp


�

� W �
� 		 � 	�


� �W u
� 	U � U�


� �W v
� 	V � V�


�

� W p
r		Pi�� � P 
��d�x � 	Pj�� � P 
�


� W q
r		Qi�� �Q
��d�x � 	Qj�� �Q
�


� W s
r		Si�� � S
��d�x � 	Sj�� � S
�


� W p
�		Pi�� � Pi�� � �P 
�d�x � Pj�� � Pj�� � �P 
�


� W q
�		Qi�� �Qi�� � �P 
�d�x �Qj�� �Qj�� � �Q
�


� W s
�		Si�� � Si�� � �P 
�d�x � Sj�� � Sj�� � �S
�


� W �
r�			i�� � 	
��d�x � 		j�� � 	
�


� W u
rU		Ui�� � U
��d�x � 	Uj�� � U
�


� W v
rV 		Vi�� � V 
��d�x � 	Vj�� � V 
�


� W �
��			i�� � 	i�� � �P 
�d�x � 	j�� � 	j�� � �	
�


� W u
�U		Ui�� � Ui�� � �P 
�d�x � Uj�� � Uj�� � �U
�


� W v
�V 		Vi�� � Vi�� � �P 
�d�x � Vj�� � Vj�� � �V 
�
�

dx � cos	�
 � �� Breitengrad

P � 	P n
ij
 � V 	�kP 


Q � 	Qn
ij
 � V 	�kQ


S � 	Sn
ij
 � V 	�kS


x � 		nij� U
n
ij� V

n
ij 


W p�q�s
r � 	W p

r�W
q
r�W

s
r
 	����


W p�q�s
� � 	W p

��W
q
��W

s
�
 	����


W u�v��
rx � 	W u

rU �W
v
rV �W

�
r�
 	����


W u�v��
�x � 	W u

�U �W
v
�V �W

�
��
 	����


Wd		 � 	d

��ij �

�
Wd		 � 	d


� � wenn Daten in	i�j
 vorhanden
� � sonst�
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Der Beobachtungsvektor d setzt sich aus den allein vorliegenden Wasserstandsmes�
sungen 	d zusammen� Im nichtlinearen Fall wird ein lokales Minimum in einer ge�
wissen Umgebung von x� gesucht�

Die hierbei fur die Strafterme eingefuhrten Gewichte gaben die relative Wichtigkeit
der einzelnen Terme an� und daher besitzen ihre absoluten Gro�en keine Bedeutung�
In der vorliegende Arbeit werden die Modellgewichte und das Me�gewicht als �
	WP � WQ � WS � �
 und die ubrigen als von der Gro�e eines Bruchteiles von �

	Wp �W� � W p�q�s
r �W p�q�s

� �W u�v��
rx � W u�v��

�x � O	���� � ����

 angenommen�
Unter der Voraussetzung� da� eine Funktion I	x
 in der Matrixform wie

I	x
 � 	y � Cx
t	y � Cx


geschrieben ist� gilt fur das lokale Minimum 	bzw� den stationaren Punkt
 die not�
wendige Bedingung�

� � rI	x

� r	yty � 	Cx
ty � ytCx� 	Cx
tCx


� r	yty � xtCty � ytCx� xtCtCx


� �	�Cty � CtCx


und schlie�lich�

CtCx � Cty� 	����


Die eindeutige Losung x von 	����
 ist nach Ma�gabe der Minimierung von I	x

Minimallosung des nachfolgenden uberbestimmte Gleichungssystem�

WP 	APx� aP 
 � �

WQ	AQx� aQ
 � �

WS	ASx� aS
 � �

Wd	x� d
�ij � �

Wp	x� xp
 � �

W�	x� x�
 � �

W p�q�s
r rra � �

W p�q�s
�  ra � �

W u�v��
rx rx � �

W u�v��
�x  x � ��

das in zusammengefa�ter Form in der Gestalt�

Lx� l � � 	����
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L � M		�k � kd � kr � k� � krx � k�x
 x k��

l � V 	��k�kd�kr�k��krx�k�x


x� xp� x� � V 	�k


a � V 	�k


d � V 	�kd


geschrieben wird� wobei die Komponenten des Operator L und des Vektors l nicht
mehr angegeben sind� jedoch unmittelbar zusammengestellt werden konnen� Die
Gewichte erlauben Manipulationen insofern� als die mathematischen bzw� phy�
sikalischen Eigenschaften der einzelnen Terme durch Gewichtsanderungen unter�
drucken bzw� verstarkt werden konnen� Wenn z�B� eine glattere Dateninterpolation
gewunscht wird� dann sind W� bzw� W�x zu erhohen�

Als hinreichende Bedingung fur ein lokales Minimum 	����
 mu� die symmetrische
Hesse�Matrix H positiv de�nit sein� Die Konstruktion dieser Matrix erfordert die
Ermittlung der Gradienten von J nach der Anzahl exakt so hau�g wie es Steu�
ervariable gibt 	O	���

� Dies ist weder zeitlich noch angesichts der verfugbaren
Speicherkapazitaten moglich� Stattdessen wird der Zuwachs der Residuen der Kon�
tinuitats� und Impulsgleichungen wahrend der Iteration standig gepruft� Sobald sie
anzuwachsen beginnen� wird das Verfahren mit geanderten x� von A
 Anfangswerte
an wiederholt� was sich als numerisch solide erwies�

Infolge der au�erordentlich gro�en Anzahl von Unbekannten kommt nur das CGLS
Verfahren als Losungsmethode in Frage 	Paige and Saunders� ����
� wobei keine
Nullen in der Matrix gespeichert werden� So bleibt die Dimension der benutzten
Speicherplatze in der Ordnung etwa des Zehnfachen der Zahl der Variablen�

Bei der numerischen Anwendung wurde das Residuum Ltr � Lt	l � Lx
 anstatt
r � l � Lx minimiert� Vorteile liegen in den durchzufuhrenden einfacheren Matrix�
Operationen wie Lx und Ltr und in der Einsparung von Rechenzeit und Speicher�
platzen�

Im nachfolgend angegebenen Rechenschema werden Hilfsvektoren

#q � V 	��k�kd�kr�k��krx�k�x
 und

#s� #p � V 	�k


eingefuhrt�

A
 Anfangswerte�

r� � l � Lx�
#s� � Lr�
#p
�
� #s�

�� � k #s� k�
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B
 Iterationsschleife�

#q
i
� L#p

i

�i � �i��� k #qi k�
xi � xi�� � �i#pi
ri � ri�� � �i#qi
#si � Ltri
�i � k #si k�
�i � �i��i��
#p
i��

� #si � �i#pi�

Nach ausreichender Iteration soll das Verfahren mit A
 Anfangswerte wiederholt
werden� das beim Erreichen der Stationaritat von r bzw� bei hinreichend kleinem
Wert von � abgebrochen wird� Der Re�start ist fur den nichtlinearen Fall unbedingt
notig� um ein lokales Minimum zu vermeiden�

Der Quotient des gro�ten Eigenwertes der Hesse�Matrix zu ihrem kleinsten� d�h�
die Konditionszahl� bestimmt den Erfolg des CGLS Verfahrens� Fast alle Probleme
des uberbestimmten Systems mit fehlerbehafteten Daten sind schlecht konditioniert
	d�h�� gekennzeichnet durch eine gro�e Konditionszahl
� Demzufolge mussen geeig�
nete Ma�nahmen ergri�en werden� Ansonsten konnen eine zu langsame Konvergenz
der Iteration und sogar unrealistisch gro�e Werte die Folge sein� Die schlechte Kon�
ditionierung der Gl� 	����
 kann durch eine relativ einfache Spaltenskalierung 	Zahel�
����
� die Hinzunahme �ktiver Daten 	Thacker� ����
 und der Ableitungen der Re�
siduen 	Zahel� ����
 bzw� der Modellvariablen 	Thacker� ����b
 verbessert werden�

In der vorliegenden Arbeit wurde festgestellt�

�
 Die Spaltenskalierung tragt nicht zur Beschleunigung des Verfahrens bei und
daher wird sie nicht eingefuhrt�

�
 Die Hinzunahme der ersten und�oder zweiten Ableitungen der Unbekannten fuhrt
zur erheblichen Beschleunigung der numerischen Berechnung� Dabei spielt die erste
Ableitung die gro�ere Rolle� Auch bei alleiniger Berucksichtigung der zweiten Ab�
leitung werden die Ergebnisse der Assimilation oft besser�

�
 Die Berucksichtigung der ersten und�oder zweiten Ableitungen der Residuen ist
in Bezug auf die Gute der Rechenergebnisse wirksamer als diejenige der Ableitun�
gen der Modellvariablen� In der vorliegenden Arbeit wird daher von der zweiten
Ableitung der Residuen Gebrauch gemacht�

�
 Der Versuch� die datenbeein�u�ten Losungen in der Nahe der klassischen Losun�
gen zu halten 	dafur sorgen die Termen W

�
� 		 � 	�


��W u
� 	U �U�


��W v
� 	V � V�


�

in Gl� 	����

� garantiert stets die besseren Losungen� Die Terme W �
p 		 � 	p


� �
W u

p 	U � Up

� �W v

p 	V � Vp

� sorgen dafur� da� die neuen Werte bei der Minimum�

suche nicht allzu sehr von den alten Werten abweichen� Diese Terme verstarken
au�erdem die Hauptdiagonaldominanz der Matrix und verbessern damit die Kon�
vergenzeigenschaften�

In der vorliegenden Arbeit werden dann nur die in �
 und �
 genutzten Terme zum
Zweck einer besseren Konditionierung berucksichtigt�
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Die CGLS�Programmtechnik kann uberdies fur langzeitliche Probleme wie das der
globalen Zirkulation und das der Gezeiten mit vollstandig berucksichtigtem Poten�
tial von Vorteil sein� Zahel 	personliche Mitteilung� ����
 arbeitete die Erweite�
rungsmoglichkeiten des direkten Verfahrens auf die Kombinationstiden mit einem
eindimensionalen Modell aus und testete das erweiterte Verfahren mit einem Ka�
nalmodell�

Die Erfassung nichtlinearer Wassere�ekte erstreckt sich in der vorliegenden Arbeit
auf die Obertiden� Das bedeutet fur die Durchfuhrung der angegebenen Datenassimi�
lationsprozedur mit der direkten Methode� da� bedingt durch die strikte Periodizitat
von Haupt� und Obertiden mit der Periode der Haupttide das Minimierungszeitin�
tervall auf diese Periode beschrankt werden kann� Bei der Berucksichtigung der
Wechselwirkung der astronomischen Haupttiden miteinander� die zur Entstehung
von Kombinationstiden fuhren� kann ein solches fur alle beteiligten Tiden strikte
Periodizitat garantierendes Zeitintervall nicht angegeben werden�

Dennoch kann die fur die Obertiden entwickelte und angewandte direkte Methode
unmittelbar auch auf das allgemeinere nichtlineare Problem vieler berucksichtigter
astronomischer Partialtiden angewendet werden� Dazu werden das Gezeitenpotenti�
al� die Bedingungen am o�enen Rand und die Daten fur den aktuellen Zeitbereich
bereitgestellt� Dann wird nach Zahl und Perioden der berucksichtigten astronomi�
schen Tiden ein festes Zeitintervall festgelegt� z�B� �� Tage bei einer simultanen
Untersuchung von M� und S�� Die Anwendung der beschriebenen direkten Metho�
de erfolgt nun in zeitlich aneinander anschlie�enden Zeitintervallen � im Beispiel
�� Tage�Intervallen� Wahrend im Fall einer astronomischen Tide die Periodizitats�
bedingung benutzt wird� haben bei diesem iterativen Vorgehen die Endwerte des
vorangegengenen Zeitintervalles im aktuellen Zeituntervall die Bedeutung von An�
fangswerten� Im Anfangszeitintervall konnen als Anfangswerte die der klassischen
Losung entnommenen Werte herangezogen werden� Nach einer hinreichend gro�en
Anzahl von Zeitintervallen stellt sich in dem Sinne ein stabiler Zustand ein� da� die
Analyse im weiteren Verlauf der Iteration resultierender Zeitreihen gleiche harmo�
nische Konstanten liefert�

Das beschriebene Vorgehen ist auf einen realitatsnah de�nierten Kanal mit �kti�
ven Daten angewendet worden und hat sowohl hinsichtlich der Reproduktion der
als wahr de�nierten Variablenfelder als auch im Vergleich mit arti�ziell vorausge�
setzter Kommensurabilitat � damit existiert ein Periodenintervall fur alle Tiden �
uberzeugende Ergebnisse geliefert�

��� Schwach restringierte adjungierte Methode

Die adjungierte Methode wird im allgemeinen eingefuhrt� um die Anzahl der zu
ermittelnden Unbekannten zu reduzieren� D�h� die Losungen werden nicht im ge�
samten Feld gesucht� sondern auf einen Teil davon 	z�B� Anfangswerte� Parameter
usw� als Steuervariable
 beschrankt� Die adjungierten Gleichungen liefern dabei die
Gradienten einer Kostenfunktion� mit denen der Abstand dynamisch im Sinne der
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vorgeschriebenen Physik zwischen den assimilierten Werten und den Daten mini�
miert werden soll�

In diesem Abschnitt werden die schwach restringierte adjungierte Methode fur das
explizite Modell und fur das semi�implizite HAMSOM ermittelt� Die erstere wird
jedoch nur theoretisch abgeleitet und nicht angewendet� Die schwach restringierte
adjungierte Methode fuhrt zwar nicht zur Reduzierung der Zahl der Unbekannten�
jedoch ermitteln die adjungierten Gleichungen den Beitrag der Daten zu den daten�
armen Bereichen hervorragend und zugleich werden die Losungen algebraisch durch
die Substitution leicht und schnell ermittelt� Dies konnte sich als ein Vorteil bei der
Minimumsuche mit Hilfe der Gradienten erweisen� In der vorliegenden Arbeit wer�
den jedoch die Modellgleichungen mit den adjungierten Gleichungen simultan durch
Anwendung des CGSL Verfahrens gelost�

Ein Vorteil dieser Prozedur liegt darin� da� die Anzahl der Unbekannten immer
gleich bleibt 	doppelt so gro� wie die Zahl der Modellvariablen
� Der andere Vorteil
besteht in der leichten Uberfuhrung in die stark restringierte Methode� die VCA�
Technik 	Lewis und Derber� ����
 bzw� in die schwach restringierte Representer�
Methode 	Bennett� ����
�

Die Residuen des direkten Modells sind eine Folge der Minimierung des Quadrat�
funktionals eines uberbestimmten Gleichungssystems 	d�h� Substitution
� Durch die
Einfuhrung der schwach restringierten adjungierten Methode ist es moglich� die Re�
siduen direkt in den Minimierungsvorgang zu integrieren und sie zusammen mit
den Modellvariablen zu bestimmen� In der Terminologie der Optimierung bezeich�
net man die Residuen dabei als unabhangige Steuervariable� die sich durch eine
eigene Physik in der Gestalt von 	gewichteten
 adjungierten hydrodynamischen Dif�
ferentialgleichungen beschreiben lassen� Dies ist der Hauptunterschied zur direkten
Methode� bei der das Residuum die Fluktuation um die durch die klassische Losun�
gen erfullten Gleichungsterme 	d�h� P�Q� S � �
 darstellt�

In der vorliegenden Arbeit werden die Residuen als Antrieb betrachtet� und durch
die adjungierten Gleichungen wird ihre physikalische Bedeutung beibehalten� So
sind sie hier nicht mehr blo� Hilfsmittel fur die Ermittlung von Gradienten einer
Kostenfunktion� sondern bleiben Teil der Physik�

����� Ermittlung der expliziten adjungierten Gleichungen

Wie oben liegen einmal das Modell 	���
�	���
 als Bedingung vor und zum ande�
ren die inexakten Messungen 	d� die nur sporadisch vorhanden sind� Gesucht ist die
Feldvariable � �� 	x� ra
 unter der Ma�gabe� die Wasserstanden als einzig bekannte
physikalische Gro�en gut anzunahern� Die dafur notwendigen Bedingungen werden
dabei ahnlich wie im Falle der direkten Methode zunachst uber die Aufstellung der
Kostenfunktion hergeleitet� Die Ableitung dieser Bedingungen liefert jene adjungier�
ten Gleichungen� die am Ende zusammen mit dem Modell die Optimierungsaufgabe
ohne Nebenbedingungen darstellen�
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Die adjungierten Gleichungen spielen bei der Ermittlung der bestmoglichen Werte
eine wichtige Rolle� Durch sie werden physikalische Informationen der Me�werte in
datenarme Gebiete ubermittelt� Die Ableitungen der Residuen bzw� Modellvaria�
blen unterstutzen die Datenubertragung und unterdrucken dadurch das uberma�ige
Anwachsen von Residuen und Modellvariablen an einzelnen Rechenpunkten 	sog�
Glattung der Daten
�

In diesem Abschnitt wird gezeigt� wie solche adjungierte Gleichungen in diskreter
Form einfach gewonnen werden konnen� Tziperman and Thacker 	����
 zeigten dies
an Hand der nichtlinearen Vorticity Gleichung im Kontinuum� Obwohl sie dabei die
Ableitung mit dem perfekten Modell vorgenommen haben� gilt die Methode prinzi�
piell ebenfalls fur das Modell mit Residuum� Die adjungierte Gleichung in Di�eren�
zenform sollte jedoch nicht durch die direkte Dikretisierung der fur das Kontinuum
abgeleiteten adjungierten Gleichung gewonnen werden� Sie mussen auf die diskre�
tisierten Di�erentialgleichungen bezogen werden� Bennett 	����
 demonstrierte die
Ermittlung der adjungierten Gleichungen unter Verwendung der Substitutionsme�
thode� Daley 	����
 bzw� Thacker and Long 	����
 ermittelten sie durch direkte
Ableitung der Kostenfunktion nach einer Steuervariable� Diese beiden Standardme�
thoden konnen bei komplizierten Grundgleichungen zu einer sehr muhsamen Er�
mittlung der adjungierten Gleichungen fuhren�

Die nachfolgende Methode der Spiegelung erleichtert die Aufstellung der zu kompli�
zierten Di�erentialgleichungen gehorigen adjungierten Gleichungen� wobei die ma�
thematische Unexaktheit bei der Formulierung im Kauf genommen wird� Hier geht
es in erster Linie um einen leichteren Zugang zu den adjungierten Gleichungen�
Zu diesem Zweck wird eine einfache Variationsaufgabe formuliert� und zwar ohne
Spezi�zierung der physikalischen Bedeutung bzw� Gultigkeit�

Variationsaufgabe �

Gesucht sei die Extremalfunktion u	t� x
 des Kostenfunktionals J	u
�

J	u
 � ���
Z
		ut � uux


� �W 	u� ud

�
dxdt

� �� ut � uux

u � ud � ��

wobei u	t� x
 eine Feldvariable� ud eine Messung� � ein Me�fehler� W eine Konstante
und �	t� x
 ein Residuum bezeichnen� Das Modell und die Messungen werden als feh�
lerbehaftet angesehen� Deren statistische Eigenschaften sollen hier nicht spezi�ziert
werden� Die Randbedingung und die Anfangsbedingung werden vorlau�g ebenfalls
nicht spezi�ziert� Die notwendige Bedingung des Minimums des Kostenfunktionals
bezuglich der Steuervariablen 	unabhangige Variable
 u ist� da� die erste Variation
�J	u
 verschwindet�

� � �J	u
 �
Z
rJ	u
 � �udxdt�

vorausgesetzt da� fur jede kleine Anderung von u die Zunahme �J	u
 existiert� wobei
� den Variationsoperator 	Courant and Hilbert� ����
 und rJ	u
 den Gradienten
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von J	u
 	� �J	u

�u

 bezeichnen� In nichtlinearen Problemen ist das Variationsproblem

jedoch oft nicht losbar� Daher werden die Losungen gewohnlich im diskreten Raum
gesucht�

Die Aufgabe wird also auf ein diskretes Minimierungsproblem 	i�e� Modell� und
Datengleichungen
 umgeschrieben�

Optimierungsaufgabe

Gesucht sei die diskrete Losung u des folgenden diskreten Minimierungsproblems�

J�	u
 � � ���
X
		Lu


� �W 	u� ud

��ij


Lu � �
u� un��

 t
� un��

un��i�� � un��i��

� x
� �

u � ud � ��

wobei die Indizes 	n� i
 die diskretisierte Zeitebene und die Ortskoordinaten kenn�
zeichnen� Zur Losung der Optimierungsaufgabe wird hau�g von den Gradienten
von J�	u
 Gebrauch gemacht� Die direkte Ermittlung nach

�J�
�u
fuhrt zur hoher�

en Ordnung der Di�erenzen� bzw� Di�erentialgleichungen und ist daher oft schwer
durchfuhrbar� Au�erdem ist diese Methode zeitlich ine�ektiv� da die Gradienten im
realistischen Fall fur alle Steuervariablen 	�O	���

 und fur in der Regel 	�O	���


Iterationsschritte ermittelt werden mussen� Derartige Operationen sind auch bei Ein�
satz modernster Computer sehr zeitaufwendig� Eine Alternative stellt die Einfuhrung
der adjungierten Gleichungen dar� mit deren Hilfe die rechenzeitintensiven Opera�
tionen der Gradientenermittlung drastisch reduziert werden� da sich die Gesamtheit
der Gradienten dabei gleichzeitig ergibt�

Die adjungierten Gleichungen 	i�e� die notwendige Bedingung
 mussen direkt aus
dem Kostenfunktional J�	u
 	nicht aus J	u

 ermittelt werden� Am Minimum des
Kostenfunktionals J�	u
 mu� dessen Gradient bezuglich der Steuervariablen iden�
tisch verschwinden 	Daley� ����
� Aus diser Forderung resultiert dann folgende ad�
jungierte Gleichung�

� � rJ�	u

�

�� �n��

 t
� �n��

ui�� � ui��
� x

�
ui���

n��
i�� � ui���

n��
i��

� x
�W 	u� ud
�ij

�� L�
� �W 	u� ud
�ij

�� L���

wobei L�
� bzw� L�� der diskrete formale adjungierte Operator bzw� der diskrete

adjungierte Operator bedeuten�

Die direkte Ableitung der adjungierten Gleichung in der beschriebenen Art ist im�
mer noch muhsam� und es wird eine alternative Methode gesucht� bei der die Er�
mittlung der adjungierten Gleichung fast automatisch erfolgen soll� Entsprechend
dem Kontinuum wird angenommen� da� die Variation �J�	u
 in jedem Punkt 	n� i
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fur eine kleine Anderung �u existiert� Diese Annahme ist jedoch mathematisch ab�
geschwacht� Sie ermoglicht dennoch eine vereinfachte Ermittlung der adjungierten
Gleichungen� insbesondere bei zugrundeliegenden komplizierten Di�erentialgleichun�
gen wie in HAMSOM�

Die Bildung der ersten Variation des Di�erenzenfunktionals J�	u
 sieht dann wie
folgt aus�
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wobei rJ�	u
 fur alle �u verschwinden soll� d�h� fur alle 	n� i
 gelte�

� � rJ�	u

� L��
� L�

� �W 	u� ud
�ij�

Damit wurden die notwendige Bedingung und der Gradient von J�	u
 gefunden�
Der Operator der ersten Variation L�u und der formale adjungierte Operator L

�
�

sind in den oben durchgefuhrten Umformungen leicht zu identi�zieren� Die beiden
Operatoren stehen im folgenden Zusammenhang�

X
�L�u �

X
�uL�

��

Der formale adjungierte Operator la�t sich nach der Regel der Spiegelung�

X
�	� � �� Cn�c�

i�a��j�b��u
n�c
i�a�j�b � � � �


�
X

�u	� � �� Cn�c��c
i�a��a�j�b��b�

n�c
i�a�j�b � � � �


leicht ermitteln� wobei Cn�c�

i�a��j�b� den Koe�zienten der Variation �u
n�c
i�a�j�b darstellt

und insbesondere im nichtlinearen Fall von der Feldvariable u abhangen kann� Die
Spiegelung sollte dabei auf die Indizes der ersten Variation �u der Feldvariablen u
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bezogen werden� Nach diesem Prinzip la�t sich die oben dargestellte Ermittlung der
adjungierten Gleichung leicht nachvollziehen�

Die bisher nicht berucksichtigten Bedingungen am Rande und die Periodizitatsbe�
dingungen mussen noch fur die Feldvariable und die adjungierte Variable spezi�ziert
werden� Die Index�Vektoren der Zeit 	�� N t
 und des Raumes 	�� Ix
 der Feldva�
riable u werden durch�
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und die Periodizitat und die Randbedingungen durch�

u	�� x
 � u	N� x
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 � u	t� I � �
 Neumann Bedingung am rechten Rand

de�niert� wobei u� identisch Null und u	t� I � �
 � u	t� I
 sein konnen� Werte fur
die Feldvariable u werden dann im Zeitintervall von N t � 	�� �� � � � � n� � � � � N
 und
im Raumintervall von Ix � 	�� �� � � � � i� � � � � I
 gesucht�
Die periodische Bedingung der adjungierten Variablen� die hier nicht anders als ein
Residuum ist� wird angenommen als�

�	N � �� x
 � �	�� x
�

wobei die Zeitpunkte der Periodizitat im Vergleich zur Feldvariable u um � erhoht
worden sind�

Die adjungierten Operatoren fur die Zeitebenen N t � 	�� �� � � � � n� � � � � N
 sind dann�
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Die adjungierten Operatoren fur den Raumkoordinaten Ix � 	�� �� � � � � i� � � � � I
 sind
dann�
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Zu beachten ist� da� die Randbedingungen der adjungierten Variablen und diejeni�
gen der ersten Variation �u uberhaupt nicht benutzt worden sind� Im allgemeinen
sollte eine solche Annahme wie�

�	n� I
 � �

nicht gemacht werden�

Durch oben eingefuhrte Methode der Indizesspiegelung ergibt sich eine muhelose
Aufstellung der adjungierten Gleichungen folgenden Musters�
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 Die Kostenfunktionen J � Ja� Jd und Js sind durch die Gl� 	����
 de�niert� wobei
Ja� Jd und Js Residuen�� Daten� bzw� Strafanteil bezeichnen�
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 P � Pi�� � Pi�� � Pj�� � Pj�� � �P
  P � Pi�� � Pi�� � Pj�� � Pj�� � �	Pi���j�� � Pi���j�� � Pi���j�� � Pi���j��


� �	Pi�� � Pi�� � Pj�� � Pj��
 � ��P

 U �  V �  	�   U �   V und   	 lassen sich genau so wie oben diskretisieren�

Die Zeitindizes sind fortlaufend n � �� �� ���� N und die Periodizitatsbedingungen des
Modells bzw� der adjungierten Variable sind

x	�
 � x	N


ra	�
 � ra	N � �
�

Die adjungierten Gleichungen geben damit die Sensitivitat der Skalarfunktion J an�
die gegenuber kleinen Variationen der einzelnen Steuervariablen besteht� Daruber
hinaus werden durch sie die Daten interpretiert und in datenarme Gebiete uber�
mittelt� Das Minimum des Funktionals � und damit die gesuchte mathematische
Losung � mussen dort vermutet werden� wo die Gradienten identisch verschwinden�
Die Ableitungen der Residuen bzw� der Zustandsvariablen haben ahnliche Eigen�
schaften und tragen zur Stabilisierung des Gleichungssystems bei� ohne dabei die
statistische Eigenschaften der Daten zu beein�ussen� Zusatzlich ubertragen sie so�
gar zuverlassige Informationen in Gebiete� in denen lediglich unzuverlassige Daten
vorhanden sind 	Wust et al�� ����
� Hierbei beschreiben die adjungierten Variablen
das Ma� der Nichterfullung der klassischen Gleichungen�

����� Ermittlung der semi�impliziten adjungierten Glei�
chungen

Die Formulierung einer expliziten Diskretisierung der Di�erentialgleichungen 	���
�
	���
 la�t einen maximalen Zeitschritt von  tCFL ��  x y�	gHmax	 x

�� y�

���

zu 	Seiler� ����
� Dadurch werden gro�e Rechnerressourcen und Rechenzeit benotigt�
deren Inanspruchnahme zu vermeiden sind�

In der vorliegenden Arbeit wurden Di�erentialgleichungen in spharischen Koordina�
ten 	���
�	���
 zunachst ahnlich wie bei Mihardja 	����
 auf kartesische Koordinaten
diskretisiert� wobei die raumliche Verteilung der Variablen 		� U� V 
 in einer Zeitebe�
ne nach dem Schema des Arakawa�C�Gitters vorgenommen worden ist 	Backhaus�
����
� Dabei wurden lediglich die Terme der Druckgradientenkraft in den Impulsglei�
chungen und die Divergenzterme in der Kontinuitatsgleichung implizit formuliert�

Das Zwillingsexperiment im spateren Abschnitt zeigt� da� der Zeitschritt ohne wei�
teres auf das Vierfache des CFL Kriteriums vergro�ert werden kann� Eine daruber
hinausgehende Zunahme des Zeitschritts fuhrt allerdings bei unveranderter Ampli�
tude zu einem Phasenfehler�

Das modi�zierte HAMSOM�Modell wird hier in Matrixform Ax � � umgeschrieben�
Der Zweck dieser Veranderung liegt in der leichteren Implementierung der CGSL
Iteration� sowie in der einfacheren Ableitung der adjungierten Gleichungen�
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Die Koe�zienten bzw� die Substitution sind wie folgt de�niert�

" �
cos�v
cos�u

Ru � 	� �
R t

	Hu
�
	U� � !V �
���
��

Rv � 	� �
R t

	Hv
�
	V � � !U�
���
��

Cx � G �Ru �Hu	
 t

� x

�

Cy � G �RvHv	
 t

� y

�

C� � � � Cx � Cx
i�� � Cy"� Cy

j��"j��

C � �� Cx � Cx
i�� � Cy"� Cy

j��"j��

Eu � 	� �Ru

 t

� x

Ev � 	� �Rv
"
 t

� y

F x� � Fu �Ru  t
�

� x



�� KAPITEL �� ABLEITUNG DER INVERSEN METHODE
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Samtliche Koe�zienten der Massenerhaltungsgleichung sind zeitabhangig� Daher
mu� diese Gleichung iterativ z�B� durch das SOR Verfahren 	Backhaus� ����
� gelost
werden�

Das hier eingefuhrte semi�implizite HAMSOM�Modell kann zur Ermittlung von klas�
sischen Losungen genutzt werden� die bei der Assimilation zur De�nition des An�
fangsfeldes der Iteration verwendet werden konnen�

�In vorliegender Arbeit wurde der Relaxionsparameter � � ��� benutzt�
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��	���� Semi�implizite adjungierte Gleichungen

Seit Le Dimet and Talagrand 	����
 nahm die Verwendung der adjungierten Metho�
de in Verbindung mit der optimalen Steuerung�Variationsmethode stark zu� Diese
Methode wurde dahingehend konzipiert� die Anzahl der Unbekannten drastisch zu
reduzieren� Mit Hilfe der adjungierten Gleichungen konnen alle Gradienten einer
vorbestimmten Kostenfunktion durch einmalige Ruckwartsintegration gleichzeitig
ermittelt und gesuchte Losungen durch eine Optimierungstechnik gefunden werden�

Die relativ geringe Abhangigkeit des semi�impliziten Modells vom Zeitschritt ist
Veranlassung� ein entsprechendes adjungiertes HAMSOM�Modell zu entwickeln�

Der Einfachheit halber wird die Kostenfunktion gema� 	����
 nur durch die Resi�
duen des Modells 	Ja
 und durch diejenigen der Daten 	Jd
 de�niert� Eine Beruck�
sichtigung des Strafterms 	Js
 wird wegen dessen Unerheblichkeit ausgespart� Die
Ableitung der adjungierten Gleichungen entspricht derjenigen des expliziten Falles�
mithin wird sie hier nicht wiedergegeben�
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Die adjungierten Variablen 	P�Q� S
 werden in zwei Zeitebenen 	n� n � �
 de��
niert� Gleiches gilt fur die Koe�zienten der adjungierten Massenerhaltungsglei�
chung� hier liegen allerdings Ebenen im Sinne 	n� n��
 vor� Dies ergibt sich aus der
Zeitabhangigkeit der Koe�zienten�
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Der Term Wd	d�ij in Gleichung 	����
 impliziert� da� er nur dort berucksichtigt
wird� wo sich Daten be�nden� Allein dieser Term ist fur die Assimilationslosungen
im Sinne der Gleichungen 	���������
 bzw� deren adjungierten Gleichungen 	�����
����
 bestimmend� Aus diesem Grunde wird er als ��Forcing bezeichnet�

Die Art und Weise� wie durch die adjungierten Gleichungen 	���������
 Daten
Wd	d�ij interpretiert und deren Information in datenfreie Bereiche transportiert wer�
den� wird beim Zwillingsexperiment demonstriert�

Liegt ein einziger Datenpunkt vor� so stellen sich die Gleichungen 	����
�	����
 als
Green�sche Funktion dar� Damit kann die vorliegende semi�implizite Formulierung
auf die Representer Methode 	Bennett� ����
 erweitert werden�

��	���� Minimumsuche im K�dimensionalen euklidischen Vektorraum

Der Minimalpunkt der obigen unrestringierten Optimierungsaufgabe wird gewohn�
lich durch ein numerisches Suchverfahren ermittelt� Hierzu werden Gradienten�� kon�
jugierte Gradienten� oder Quasi�Newton�Verfahren benutzt� da die Gradienten aller
einzelnen Steuervariablen 	� � V 	�K� K � �k
 durch eine einzige Integration der
adjungierten Gleichungen mit bestimmt werden konnen�

Hau�g angewandt wird das konjugierte Gradientenverfahren in der Fletcher�Reeves�
bzw� Polak�Ribiera�Version� Das Quasi�Newton�Verfahren mu� wegen des hohen
Aufwandes an Speicherkapazitat ausgeschlossen werden� Das prakonditionierte kon�
jugierte Gradientenverfahren 	Derber and Rosati� ����
 ware hierzu eine gute Al�
ternative�

Bisher mit der direkten Methode erzielte gute Ergebnisse legen nahe� die Modellglei�
chungen und adjungierten Gleichungen mit der gleichen Iterationsmethode entspre�
chend zu losen� Die Anzahl der Unbekannten und die Rechenzeit verdoppeln sich
jeweils� da die adjungierten Variablen zusatzlich bestimmt werden mussen� Trotz
allem erwies sich das Verfahren auch hier als hochgradig e�ektiv�

��� Zusammenfassung

Es wurde gezeigt� da� die direkte Methode die hochstwahrscheinlichsten Residuen
im statistischen Sinne durch Maxmierung der Likelihood Funktion liefert�

Die Moglichkeit der datenbeein�u�ten Ermittlung der zeitlich und raumlich sich
verandernden Zustandsvariablen durch die direkte bzw� adjungierte Methode ist bei
Verwendung des semi�impliziten HAMSOM Modells sichergestellt�

Die in der vorliegenden Arbeit ermittelte semi�implizite adjungierte Methode kann
auf die VCA Technik von Derber 	����
 erweitert werden� welche jedoch nicht in der
vorliegenden Arbeit gezeigt werden soll� Diese Ma�nahme konnte zukunftig bei der
Assimilation von Daten in ozeanische Modelle langzeitlicher Variabilitat eine Rolle
spielen�
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Wie McIntosh and Bennett 	����
 zeigten� ist die Fehlerliste der numerischen Mo�
delle lang� Die Hauptquelle der Fehler liegt in den oft nicht genau bekannten Rand�
bedingungen sowohl an o�enen als auch an geschlossenen Randern sowie in den
ungenau ermittelten Tiefentopographien� Diese De�zite konnen nicht durch die blo�
�e Verfeinerung der Gitternetze oder durch Einfuhrung eines �D�Modells beseitigt
werden�

Die Datenassimilation hebt dieses Problem auf und bietet gute Moglichkeiten zu
Losungsverbesserungen in inneren und in Randgebieten� auch dann� wenn die Da�
ten im Inneren liegen� Obwohl viele Assimilationsmethoden erprobt worden sind
	Anderson et al�� ����
� erweisen sich die meisten von ihnen fur zeitabhangige Glei�
chungssysteme hoher Dimension wegen der benotigten Speicherkapazitaten als nicht
geeignet� So sind z�B� gut bewahrte Methoden des Kalman�Filters� des Kalman�
Smoothings und die Representer Methode 	Bennett� ����
 fur diese Anwendung
schon von vornherein auszuschlie�en�

Der Ausweg wird oft darin gesucht� die Anzahl der gesuchten Variablen zu reduzie�
ren� Im allgemeinen ist dies nur im linearen Fall bedingt realisierbar� Eine Moglich�
keit konnte die Anwendung der optimalen Steuerung zusammen mit Einfuhrung der
adjungierten Gleichungen 	Le Dimet and Talagrand� ����
 sein� Eine andere ist gege�
ben durch die Umwandlung der Feldvariablen in den spektralen Raum 	Zahel� �����
Egbert and Erofeeva� ����
� Die beiden Vorgehen versagen allerdings im nichtlinea�
ren Fall� Das erste Vorgehen erlaubt es zwar� die nichtlinearen Gleichungen leicht
zu behandeln� jedoch mussen alle Variablenwerte zur Auswertung der adjungier�
ten Gleichungen gespeichert werden� was bei zeitlich gro�skaligen Problemen nicht
durchfuhrbar ist�

Zur Behandlung der gro�skaligen zeitabhangigen Probleme bleiben daher nur einige
Moglichkeiten ubrig� Dabei handelt es sich um den SEEK�Filter 	Pham et� al� ����
�
um VCA 	Derber� ����
 und die vorgestellte direkte und adjungierte Methode�

Die in der vorliegenden Arbeit erorterte direkte und adjungierte Methode ist als
Minimum�Varianz�Schatzung formuliert worden� wobei die Fehlerstatistik als Gau�
�isch angenommen� jedoch nicht spezi�ziert worden ist� Stattdessen wird lediglich
die relative Wichtigkeit der einzelnen Terme a priori vorgegeben� Im Prinzip wer�
den dennoch bei den Methoden die hochstwahrscheinlichsten Residuen ermittelt� Es
ist daher naheliegend� die Residuenfelder statistisch zu analysieren und mogliche
mathematische�physikalische Aussagen zu tre�en� In der vorliegenden Arbeit wird
jedoch nicht darauf eingegangen�

Die semi�implizite direkte und die adjungierte Methode sind durchaus geeignet� um
mit ihnen nichtlineare langzeitige Phanomene zu behandeln�



Kapitel �

Zwillingsexperiment

��� Gezeiten auf dem Schelf und im Randmeer

Die Revolution der jeweils zwei Korper� Erde und Mond bzw� Erde und Sonne� er�
zeugt uberall auf der Erde die gleich gerichtete und gleich gro�e Fliehkraft� Durch
diese Kraft und die ortlich unterschiedliche Anziehungskraft des Gestirns 	Mond
bzw� Sonne
 entsteht das gezeitenerzeugende Potential 	GP
 in jedem Punkt der
Erde und fuhrt zu einer Deformation der Erd�� Luft� und Wassermassen� Die daraus
resultierenden Schwingungen werden als Erd�� Atmospharen� bzw� Meeresgezeiten
bezeichnet und stehen miteinander in Wechselwirkung� Schwerepotential und GP de�
�nieren zusammen als Aquipotential�ache die Gleichgewichtsgezeiten von Erde und
Ozean� Die Abweichung der ozeanischen� die Massenverlagerung durch die Erdge�
zeiten berucksichtigenden Gleichgewichtsgezeit vom Geoid beschreibt die ungestorte
Meeresober�ache�

Es wurde bereits von Doodson 	����
 gezeigt� da� sich das GP durch eine Reihe
harmonischer Funktionen konstanter Amplitude und Frequenz darstellen la�t� also
durch die Reihe der unendlich vielen Partialtiden� Die wichtigsten Partialtiden sind
die halbtagige Haupt�Mondtide M�� die Haupt�Sonnentide S�� die eintagige Haupt�
Mondtide O� und die Haupt�Deklinationstide K��

Das standig �uktuierende GP generiert die Gezeiten�Wellen� Sie werden topogra�
phisch 	durch die Kuste� die Tiefenanderungen� die Inseln usw�
 und physikalisch
	durch die Erddrehung� nichtlineare E�ekte� Dichteanderungen usw�
 modi�ziert�
Das topographiebedingte Auftreten von Schelfwellen und die die Entstehung von
Amphidromien durch die Einwirkung der Corioliskraft sind dafur Beispiele�

Wegen der� verglichen mit den halb� und ganztagigen Potentialanteilen� gro�en
Tragheit des Ozeans konnen die ozeanischen Gezeiten anders als z�B� die Erdgezei�
ten auch nicht annahernd durch die Gleichgewichtstheorie beschrieben werden� Die
Darstellung der ozeanischen Gezeitendynamik wird vielmehr durch die Laplaceschen
Di�erentialgleichungen vorgenommen� In wenig ausgedehnten Meeresgebieten� wie
z�B� der Irischen und Keltischen See� ist die direkte Wirkung des GP vernachlassig�

��
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bar� In diesen Gebieten werden die Gezeiten durch den Energiezu�u� uber die o�enen
Rander erzeugt�

Die nichtlinearenWechselwirkungen 	NLWW
 gewinnen auf dem Schelf und dort ins�
besondere in den Flachwassergebieten an Bedeutung� Die Bodenreibung fuhrt einer�
seits zur Dissipation von Gezeitenenergie und andererseits tragt sie neben Flachwas�
sertermen zur Erzeugung von hoheren harmonischen Wellen bei� die keinen direkten
astronomischen Ursprung besitzen� Die extrem lange Dauer des Hochwassers von �
Stunden in Southhampton zeigt� welchen gro�en Ein�u� die hoheren harmonischen
durch NLWW erzeugten Gezeitenbestandteile� d�h� die Ober� und Kombinationsti�
den� auf den Gezeitenwasserstand haben konnen�

��� Zwillingsexperiment f�ur ein Rechteckbecken

Um die Gute der Datenassimilationssverfahren zu prufen� wurde das Gebiet der Iri�
schen und Keltischen See im Modell durch ein einfaches halbo�enes Rechteckbecken
mit sudlichem Eingang ersetzt� Die Ost�West�Ausdehnung des Beckens ist gegeben
durch ��W bis ��W� die Sud�Nord�Ausdehnung durch ������N bis ���N� Die Was�
serstande derM� am o�enen Rand auf ��

���� nordlicher Breite wurden entsprechend
den realistischen Werten zwischen �����W und �����W vorgegeben� Als konstante
Beckentiefe wurde der mittlere Wert der Irischen See von ��m gewahlt�

Fur eine derart einfache Beckengestalt liefert die numerische Behandlung der zu�
grundegelegten Di�erentialgleichungen im allgemeinen eine sehr gute Naherung der
exakten Losung der Di�erentialgleichungen� Wir fuhren zunachst Simulationsrech�
nungen mit zwei Modellen durch� und zwar mit dem den realen Wert g � ����ms��

der Schwerebeschleunigung benutzenden Modell A und dem den um ��& reduzierten
Wert g� � ���g verwendenden Modell B�

Modell B berucksichtigt also die fur den o�enen Ozean in guter Naherung gulti�
ge Parameterisierung des LSA�E�ektes 	Ocean Load and Self�Attraction E�ect
�
Modell A reprasentiert hingegen die Annahme� da� in einem Modell des Nordwest�
europaischen Schelfs eine Reduktion der Schwerebeschleunigung von �& eine gute
Parameterisierung des LSA�E�ektes darstellt 	Pingree and Gri�th� ����
� wenn an
den o�enen Randern realistische den LSA�E�ekt enthaltende Gezeitenwasserstande
vorgegeben werden� Tatsachlich wird in Modell A diese geringfugige Reduktion von
g vernachlassigt�

Fur die gegebene Modellierungsaufgabe hat die Veranderung des Wertes der Schwe�
rebeschleunigung also keine unmittelbar realitatsnahe Bedeutung� sondern stellt
einen arti�ziellen Modelldefekt dar� der durch die Assimilation von Daten ausge�
glichen werden soll und der in ahnlicher Weise entsteht� wenn in einem regionalen
Modell die Parameterisierung des LSA�E�ektes wie in einem globalen Modell vor�
genommen wird� Hier soll die korrekte Gezeitendynamik als durch das Modell A
dargestellt angesehen werden und die Verwendung von g� in Modell B einen arti��
ziellen Modelldefekt einfuhren� Dieser Defekt ist nicht unerheblich� denn eine mit
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O	����
 reduzierte Schwerebeschleunigung beein�u�t die Ausbreitung der Schwere�
wellen deutlich�

Wird vorausgesetzt� da� der so eingefuhrte Modellfehler der Struktur nach bekannt
ist� dann kann die Datenassimilationsaufgabe mit g� als Steuervariablen leicht gelost
werden� Da im realen Fall Modellfehler als ganzlich unbekannt anzusehen sind� soll
die Assimilationsaufgabe unter Beibehaltung des arti�ziell reduzierten Wertes g�

gelost werden� Dann entsteht ein dynamisches Residuum im Modell C dadurch� da�
die Modell A entnommenen �ktiven Daten den Modellfehler in Modell B im Fall ge�
lungener Assimilation zumindest partiell ausgleichen� Im Idealfall ist das Residuum
gegeben durch Einsetzen der Assimilationslosung in die Di�erenz der den Modellen
B und A zugrundeliegenden Di�erentialgleichungen�

Im numerischen Modellexperiment wird das HAMSOM�Modell mit einem Zeitschritt
von ��� sec� und meridionalen und zonalen Gitterpunktabstanden von jeweils �� ver�
wendet� Strom� und Wasserstandspunkte sind in einem Arakawa C�Gitter angeord�
net� Folgende Methoden werden zur inversen Modellierung herangezogen�

Implizites Direktes Verfahren 	in der Folge mit IDV bezeichnet
�

Expliziten Direktes Verfahren 	in der Folge mit EDV bezeichnet
 und

Implizites Adjugiertes Verfahren 	in der Folge mit IAV bezeichnet
�

Die Eigenschaften dieser Verfahren sollen untersucht werden� Als Startwerte der
durchzufuhrenden Iteration werden die Ergebnisse des Modells B benutzt� Den Ge�
wichtskonstanten werden in der vorliegenden Arbeit fast ausschlie�lich die folgenden
Werte zugeordnet�

WP � �

WQ � �

WS � �

Wd � �

Wp � ����� 	���


W� � �����

W p�q�s
� � ����

AlleGewichte sonst � ��

Den Residuen der Kontinuitatsgleichung� der Impulsgleichungen und der Datenglei�
chungen wurde also jeweils die Gewichtskonstante Eins zugeordnet� Fur alle ubrigen
Gro�en wurde gema� ihrer angenommenen relativen Bedeutung ein Bruchteil von
Eins gewahlt� In die Kostenfunktion eingefuhrt wurden mithin die �ktiven Daten�
a priori Schatzungen der Gleichungen und Glattheitsannahmen uber die Residuen
durch ihre �� und �� Ableitungen� Die zahlreiche Assimilationsexperimente haben�
wie ausgefuhrt werden wird� ergeben� da� die berucksichtigten Terme fur die Mini�
mumsuche und eine erfolgreiche Kompensation der de�zitaren Physik ausreichen�
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Abbildung ���� Schematisches halbo�enes Rechteckbecken im Bereich der Keltischen und Iri�

schen See� Von den durch die Zi�ern � bis �� gekennzeichneten Positionen

werden Daten in das Modell assimiliert�

Als �ktive Me�daten wurden von Modell A erzeugte Wasserstandswerte von ��
gleichma�ig uber das Becken verteilten Postitionen fur die Assimilation ausgewahlt�
Diese Positionen sind im Abb� ��� mit den Zi�ern � bis �� gekennzeichnet�

Es wurde fur die Assimilation der Wasserstande angenommen� da� an diesen Po�
sitionen die harmonischen Gezeitenkonstanten der Haupttide M� und der beiden
Obertiden M� und M� bekannt sind und die Wasserstande sich darstellen lassen in
der Form

	d � const� � 	d	M�
 � 	d	M�
 � 	d	M�
 �
��X
j��

'	j	M�j
 	���


const� � 	�

	d	M�
 � a� cos	��t
 � b� sin	��t


	d	M�
 � a� cos	���t
 � b� sin	���t


	d	M�
 � a� cos	���t
 � b� sin	���t

'	j	M�j
 � 'aj cos	j��t
 � 'bj sin	j��t
�
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Um die Vorgehensweise im realitatsnahen Modellfall nachzubilden� werden nur die
Werte aj und bj dem Modell A entnommen� wohingegen die Werte 'aj und 'bj im
Laufe der Iteration fur � � j � �� gewonnen werden�
In Abb� ��� und in Abb� ��� sind die Linien gleicher Amplitude bzw� die Linien
gleicher Phase des Wasserstands 	oben
 und des Volumentransports 	unten
 fur M�

	links
�M� 	mitte
 undM� 	rechts
 dargestellt� Gestrichelt sind die zu den Ergebnis�
sen von Modell B gehorigen Isolinien und farbig die zu jenen von Modell A gehorigen
gekennzeichnet� Die Amphidromien der M� Tide sind zufolge der Uberlagerung ei�
ner starkeren einlaufenden und einer schwacheren re�ektierten Kelvinwelle westlich
der zentralen Achse gelegen� und es treten zwei ebenfalls westlich von ihr gelegene
Gebiete maximaler Gezeitenstrome auf� Dagegen erscheinen die Amphidromien der
Obertide achsennah� und die Gebiete maximaler Gezeitenstrome erstrecken sich fast
symmetrisch zur Hauptachse von meridionalem Rand zu meridionalem Rand�

Der Abstand der Modellosungen Modell A	o
 und Modell B	m
 voneinander wird fur
die Tiden M�	j � �
� M�	j � �
 und M�	j � �
 durch die in 	���
�	����
 gegebenen
Gro�en beschrieben�

	oj 	x� y� t
 �� A�o

j 	x� y
 cos	j��t
 �B�o

j 	x� y
 sin	j��t
 	���


	mj 	x� y� t
 �� A�m

j 	x� y
 cos	j��t
 �B�m

j 	x� y
 sin	j��t
 	���


uoj	x� y� t
 �� Auo

j 	x� y
 cos	j��t
 �Buo

j 	x� y
 sin	j��t
 	���


umj 	x� y� t
 �� Aum

j 	x� y
 cos	j��t
 �Bum

j 	x� y
 sin	j��t
 	���


voj 	x� y� t
 �� Avo

j 	x� y
 cos	j��t
 �Bvo

j 	x� y
 sin	j��t
 	���


vmj 	x� y� t
 �� Avm

j 	x� y
 cos	j��t
 �Bvm

j 	x� y
 sin	j��t
 	���


j �� �� �� ��

	 �� Wasserstand

u �� zonale Geschwindigkeiten

v �� meridionale Geschwidingkeiten�

!	j �� 	
Z Z Z

		mj 	x� y� t
� 	oj 	x� y� t


�dxdydt�

Z Z Z
	oj 	x� y� t


�dxdydt
��� 	���


!uj �� 	
Z Z Z

	umj 	x� y� t
� uoj	x� y� t


�dxdydt�

Z Z Z
uoj	x� y� t


�dxdydt
��� 	����


!vj �� 	
Z Z Z

	vmj 	x� y� t
� voj 	x� y� t


�dxdydt�

Z Z Z
voj 	x� y� t


�dxdydt
���� 	����


Dabei werden die Integrale uber das gesamte Modellgebiet und eine M��Periode
erstreckt�

Tabelle ��� zeigt die normierten mittleren quadratischen Abweichungen jeweils
der Wasserstande und der Geschwindichkeitskomponenten voneinander� wenn die
Schwerebeschleunigung g 	Modell A
 um ��& reduziert wird 	Modell B
� Die Ande�
rungen wachsen von etwa einem Viertel 	M�
 uber Zweidrittel 	M�
 bis auf ein
Ganzes 	M�
 an�
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Tabelle ����

Normierte mittlere quadratische Abweichungen� jeweils der Wasserst�ande und der Geschwindig�

keitskomponenten voneinander�

j � � j � � j � �
M�j M� M� M�
!	j ��& ��& ���&
!uj ��& ��& ��&
!vj ��& ��& ���&

In Abb� ��� sind die Linien gleicher Phase aus Grunden der Ubersichtlichkeit ohne
Angabe der Phasenwerte dargestellt� Die Drehwellen schreiten zyklonisch voran� die
Phase aus Modell B	m
 ist gegenuber derjenigen aus Modell A	o
 meistens verzogert�

Weiter ist festzustellen� da� durch die Reduktion der Schwerebeschleunigung die
Amphidromien des Wasserstands und des Volumentransports fur alle drei Tiden
	M��M��M�
 nach Norden verlagert werden� Die Zahl der Amphidromien steigt
mit dem sich periodenabhangig reduzierenden raumlichen Ma�stab von �	M�
 uber
�	M�
 auf �	M�
� Die implizite Kompensation des Modellfehlers und damit eine
befriedigende Reproduktion aller Feldvariablen 	O	���

 durch die Assimilation der
Wasserstande von lediglich �� Positionen mu� vor allem im Hinblick auf den Ein�u�
der kleinskaligeren Obertiden als nicht einfach angesehen werden�

	�����	 Greensche Funktion� Verbreitung einer Dateninformation

Es ist zweckma�ig zu wissen� wie und in welchem Ma�e sich eine Information uber
den Wasserstand in die Gebiete verbreitet� in denen sich keine Stationen mit zur
Assimilation herangezogenen Daten be�nden 	datenfreie Gebiete
� Es sollen hier
hauptsachlich die ortliche Abhangigkeit der Losungsverbesserungen von der Daten�
position und der Ein�u� der Gewichtung der zweiten Residuenableitung untersucht
werden�

Zu diesem Zweck wurden drei Datenpositionen� eine am Kopf 	Station �
� eine in
der Mitte 	Station �
 und eine am Ende 	Station �
 des Rechteckbeckens ausge�
sucht und dort die Wasserstandsdaten einzeln assimiliert 	im folgenden ��forcing
genannt
� Die Residuen S� P und Q der Kontinuitats� bzw� der Impulsgleichungen
stellen schlie�lich die erzwungenen Schwingungen dar� die durch das ��forcing ange�
regt und durch die gewichteten zweiten Ableitungen der Residuen geglattet werden�
Die Gewichtskonstanten sollen zunachst die gleichen Werte� wie in Gl� 	���
 angege�
ben� annehmen�

Als Losungsmethode wird das semi�implizite adjungierte Verfahren IAV benutzt� Die
auf die angegebene Art erzeugten Residuen werden als Greensche Funktion bzw� in
der vorliegenden Arbeit als adjungiertes Residuum bezeichnet und unterscheiden
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sich von denjenigen� die durch die direkte Methode gewonnen werden� Das adjun�
gierte Residuum interpretiert die Daten physikalisch im Sinne eines vorgegebenen
Quadratfunktionals und gibt die Information in der Regel epizentrisch weiter� Die
Anderungen der Feldvariablen in datenfreien Gebieten werden im Zusammenhang
mit dem Ein�u�bereich des adjungierten Residuums untersucht�

Die Verbesserung durch die Assimilation wird nach den Ausdrucken 	����
�	����

mit sich uber das Untersuchungsgebiet und eineM��Periode erstreckenden Integralen
berechnet� Die Ergebnisse sind in der Tabelle ��� wiedergegeben�

	aj 	x� y� t
 �� A�a

j 	x� y
 cos	j��t
 �B�a

j 	x� y
 sin	j��t
 	����


uaj 	x� y� t
 �� Aua

j 	x� y
 cos	j��t
 �Bua

j 	x� y
 sin	j��t
 	����


vaj 	x� y� t
 �� Ava

j 	x� y
 cos	j��t
 �Bva

j 	x� y
 sin	j��t
 	����


D	oaj ��
Z Z Z

		oj 	x� y� t
� 	aj 	x� y� t


�dxdydt 	����


D	omj ��
Z Z Z

		oj 	x� y� t
� 	mj 	x� y� t


�dxdydt 	����


Duoaj �� 	
Z Z Z

	uoj	x� y� t
� uaj 	x� y� t


�dxdydt 	����


Duomj �� 	
Z Z Z

	uoj	x� y� t
� umj 	x� y� t


�dxdydt 	����


Dvoaj �� 	
Z Z Z

	voj 	x� y� t
� vaj 	x� y� t


�dxdydt 	����


Dvomj �� 	
Z Z Z

	voj 	x� y� t
� vmj 	x� y� t


�dxdydt 	����


V 	j �� 		D	omj �D	oaj 
�D	
oa
j 


��� 	����


V uj �� 		Duomj �Duoaj 
�Du
oa
j 


��� 	����


V vj �� 		Dvomj �Dvoaj 
�Dv
oa
j 


��� 	����


j �� �� �� ��

In den obigen Ausdrucken kennzeichnen die Indizes a�m und o die durch Modell
C 	Assimilation
� Modell B 	g�
 bzw� Modell A 	g
 erhaltenen Werte� Der Index
j kennzeichnet die Tiden M�	j � �
� M�	j � �
 und M�	j � �
� V 	j gibt die
Verbesserung der Wasserstande der Modell�B�Losung durch Assimilation von Daten
an� Entsprechendes gilt fur V uj und V vj�

Die Tabelle ��� zeigt die Verbesserung des Wasserstands und der zonalen und me�
ridionalen Geschwindigkeiten durch ��forcing in den Me�stationen ��� bzw� �� Die
gro�ten Anderungen des Wasserstands und der meridionalen Geschwindigkeit erfol�
gen bei Anregung in Station �� In diesem Fall� bei dem die Station der Anregung
im Bereich der zum o�enen Ende hin exponentiell abklingenden Poincar(e�Randwelle
liegt� wird das schlechteste Assimilationsergebnis fur die zonalen Geschwindigkeiten
erreicht� Die kleinsten Anderungen stellen sich bei der Anregung in Station � ein�
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Tabelle ����

Die Verbesserung 	
� des Wasserstands� der zonalen und der meridionalen Geschwindigkeiten

durch ��forcing der Daten an den � Mestationen ��� bzw� �� Positive Werte� Verbesserung �

negative Werte� Verschlechterung

Station � Station � Station �
V 	j V uj V vj V 	j V uj V vj V 	j V uj V vj

j � �	M�
 ���� ����� ��� ��� ����� ��� ��� ���� ���
j � �	M�
 ��� ����� ��� ��� ����� ���� ��� ���� ����
j � �	M�
 ��� ���� ���� ��� ��� ���� ��� ���� ����

Das liegt vermutlich daran� da� sich diese zusatzliche Information von der durch
die Randbedingung gegebenen wenig unterscheidet� Ma�ige Wirkung wird durch
die Anregung in Station � erreicht� Allgemein tritt bei der zonalen Geschwindigkeit
durch das ��forcing eher eine Verschlechterung als eine Verbesserung ein� Durch die
Anregung an mehreren Stationen gelangt man zu einer Verbesserung� wie sich spater
zeigen wird�

In der Regel reicht die Information von einer einzigen Station nicht dafur aus� eine
signi�kante Verbesserung aller Feldvariablen in einem solchen ausgedehnten Gebiet
zu erzielen� Es la�t sich allgemein feststellen� da� die Verbesserungen der Feldva�
riablen uber den Bereich signi�kant von Null verschiedener adjungierter Residuen
hinausreicht�

	������ Assimilation von zu �� Stationen geh�origen Daten durch EDV�
IDV und IAV

Die Assimilation von allein zu einer Station gehorigen Dateninformation reicht nicht
aus� um einen das ganze Untersuchungsgebiet erfassenden physikalischen Defekt zu
kompensieren und eine befriedigende Reproduktion der als real de�nierten Gezei�
ten zu erreichen� In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse von Untersuchungen
erortert� die mit Hilfe von EDV� IDV und IAV und der Assimilation von Daten von
�� Stationen Stationen 	IAV
 durchgefuhrt wurden�

Au�er der Anzahl und Verteilung der Datenstationen spielt fur die Gute der Mo�
dellergebnisse die Gewichtung der zweiten Residuenableitungen eine wesentliche Rol�
le� Eine zu starke und damit unrealistische Glattung der Residuen kann zu vollig
unrealistischen Werten auch der Feldvariablen fuhren� Eine zu geringe oder gar feh�
lende Glattung reduziert in der Regel die Verbesserung der Gezeitenreproduktion
nicht entscheidend�

Zunachst sei Bezug genommen auf die beckenweiten Reproduktionseigenschaften
nach Ma�gabe der in 	����
�	����
 de�nierten Verbesserungen des Wasserstands
und der Geschwindigkeitskomponenten 	Tabelle ���
� Der Verbesserungsgrad fur den
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Tabelle ����

Die Verbesserung 	
� des Wasserstands und der Geschwindigkeiteskomponenten bei Anwendung

der verschiedenen Datenassimilationsmethoden�

EDV IDV IAV
V 	j V uj V vj V 	j V uj V vj V 	j V uj V vj

j � �	M�
 ��� � ��� �� ��� ��� �� ��� ��� � ��� ��� ���
j � �	M�
 ��� �� ��� ��� �� ��� ��� � ��� �� ���
j � �	M�
 ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� �� ���

Wasserstand der Haupttide und der Obertiden liegt bei allen verwendeten Methoden�
d�h� EDV� IDV oder IAV� und allen verwendeten Datenanzahlen bei O	���
� Fur die
Geschwindigkeitskomponenten ergeben sich Werte zwichen O	��
 und O	���
� Die
Verbesserungsgrade fallen fur die meridionalen Geschwindigkeit durchwegs hoher
aus als fur die zonale Geschwindigkeit�

Aus Tabelle ��� geht hervor� da� durch die Assimilation mit EDV � ahnliches gilt
fur IDV und IAV � an den Datenstationen die Wasserstandswerte von M�� M� und
M� mit hoher Genauigkeit reproduziert werden� d�h� da� die Datenterme zum Mi�
nimierungsfunktional nur einen geringen Beitrag leisten� Ein Ma� fur die Gute der
Methode stellt diese hervorragende Anpassung nicht dar� dafur ist die Ubereinstim�
mung an den datenferneren Positionen entscheidend� Diese Ubereinstimmung wird
im Falle der Anwendung der Methoden EDV und IDV an Hand der Linien gleicher
Amplituden und der Linien gleicher Phasen der dateninduzierten Di�erenzen des
Wasserstands bzw� des Volumentransports fur M�� M� bzw� M� in den Abb� �������
	Wasserstand
 und �������� 	Volumentransport
 uberpruft�

Es ist im Vergleich mit Abb� ���� links� wo die Wasserstands� und Volumentrans�
portdi�erenzen zwischen Modell A und Modell B dargestellt sind� und Abb� ��� links
klar zu erkennen� da� sowohl mit EDV als auch mit IDV im gesamten Gebiet eine
deutliche� zufriedenstellende Verbesserung der Wasserstandsamplitude erzielt wird�

Die dateninduzierten Wasserstandsdi�erenzen� die die Intensitat der Losungskorrek�
tur durch Datenein�u� reprasentieren� fallen in den Bereichen gro�er Wasserstand�
samplituden der M� aus� Das Bild der Residuen der Massenerhaltungsgleichung in
Abb� ���� rechts zeigt deutliche Unterschiede zwischen den beiden Methoden 	oben
und unten
� Im Fall der expliziten Methode 	EDV
 fallen die Residuen um eine
Ordnung kleiner aus als die der IDV Methode� Das bedeutet� da� die EDV�Methode
Massenerhaltung gewahrleistet und damit dem Umstand Rechnung getragen wurde�
da� der arti�zielle Fehler einer reduzierten Schwerebeschleunigung allein die Impuls�
gleichungen betri�t�

Die IDV�Methode garantiert keine Massenerhaltung und zeigt eine im Norden der
Wasserstandsamplitude vergleichbare Residuenverteilung im Sinne einer re�ektier�
ten Kelvinwelle� Im Suden erinnert die Residuenverteilung an eine Sverdrup�Welle�
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Ahnliches wie fur die M��Wasserstande gilt fur jene der Obertiden M� und M�� Das
betri�t die datenbedingt verbesserte Reproduktion der Wasserstande� die Gebiete
maximaler Di�erenzen� das weitgehende Verschwinden der Massenerhaltungsresidu�
en bei Anwendung von EDV und den Zusammenhang der entsprechenden Residuen
bei IDV mit der Verteilung der Wasserstandsamplituden 	Abb� ��� und ���
�

Die Phasen des Wasserstands bestatigen fur alle drei Tiden 	Abb� ���� der Uber�
sichtlichkeit wegen sind die Phasenwerte weggelassen
 die deutliche Verbesserung�
die durch die Assimilation der Daten 	EDV bzw� IDV
 gegenuber der Modell B�
Losung 	Abb� ���
 erzielt worden ist� Mit zunehmender Ordnung der Tiden fallt die
Verbesserung des Phasenverlaufs� d�h� die Ubereinstimmung der Phasen von Modell
A mit denen von Modell C geringer aus� Auch der meridionale Volumentransport
wird ausgehend von Modell B durch die Assimilation der Wasserstandsdaten von
�� Positionen deutlich besser� also naher zu den Ergebnissen von Modell A� wie�
dergegeben 	Abb� ��������� links
� Diese Feststellung gilt fur alle drei Tiden und
das gesamte Untersuchungsgebiet� wie der Vergleich mit den Amplitudendi�eren�
zen zwischen den durch Modell A bzw� durch Modell B berechneten meridionalen
Volumentransporten 	Abb� ��� unten
 erkennen la�t�

Die Residuen der meridionalen Impulsgleichung zeigen in ihrer Amplitudenvertei�
lung bei Anwendung von EDV 	Abb� ��������� rechts oben
 eine derjenigen der
Volumentransporte sehr ahnliche Struktur 	Abb� ��������� links
� Lage und Anzahl
der Knotenpunkte 	��� bzw� �
 stimmen sichtlich uberein� Die Amplitudenvertei�
lung der Residuen ist bei Anwendung von IDV fur alle Tiden ahnlich strukturiert
	Abb� ��������� rechts unten
� jedoch treten in Uberlagerung des von EDV bekann�
ten Grundmusters Maxima im Bereich der Datenpositionen auf� Dennoch ist der
Verbesserungsgrad bei IDV im gesamten kaum schlechter als bei EDV 	Tabelle ���
�

Ganz analog zu den bei der Erorterung des Wasserstands getro�enen Feststellungen
ist Abb� ���� fur den Volumentransport zu entnehmen� da� die Phasen eine gleichar�
tige periodenabhangige Verbesserung durch die Assimilation der Wasserstandsdaten
erfahren� In diesem Fall ist die Ausgangssituation vor der Datenassimilation in der
Abb� ���� unten dargestellt�

Die explizite Methode beansprucht bei der Assimilation von Daten 	EDV
 im all�
gemeinen sowohl ein hohes Ma� an Rechenzeit� als auch ein solches an Speicher�
platzressourcen� weil die CFL�Bedingung erfullt werden mu�� Beim impliziten Ver�
fahren ist es nach eigenen Untersuchungen moglich� die Anzahl der bei EDV erfor�
derlichen Zeitschritte ohne wesentlichen Genauigkeitsverlust bis auf ein Drittel zu
reduzieren� Eine weitere Verringerung der Zahl der Zeitschritte fuhrt zwar nicht bei
der Haupttide M�� jedoch bei den Obertiden zu zunehmend ungenauen Losungen�
In der vorliegenden Arbeit wurde fur EDV die Minimalzahl der nach dem CFL�
Kriterium moglichen Zeitschritte und fur IDV ca� die Halfte dieser Zahl gewahlt� Die
fur die jeweils erforderlichen Iterationen benotigte Rechenzeit betragt im Falle der
Methoden IDV� EDV und IAV ��� ��� bzw� ��� Stunden auf dem benutzten Rech�
ner SC��� 	Parallelrechner der Universitat Hamburg� Prozessoren� �� Mips R������
���MHz� Cache� � Mbyte�Prozessor� Hauptspeicher� � Gigabyte� Plattenspeicher�
�� Gigabyte
�
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Diese hier verwendeten Verfahren erweisen sich als sensitiv gegenuber Anderungen
der Werte der Datengewichte� Starke Erhohung dieser Werte fuhren dazu� da� die
Qualitat der Ergebnisse deutlich abnimmt� Schlie�lich Fall macht sich kein Daten�
ein�u� mehr bemerkbar� und es ergibt sich die Losung von Modell B�

Die auch bei vergleichsweise niedrigem Datengewicht durch EDV in den Daten�
positionen erreichte Anpassung an die wahren Werte wird durch das realitatsnahe
Experiment bestatigt werden�

Die IAV Methode unterscheidet sich von der direkten Methode dadurch� da� sie
die Modellresiduen mit den adjungierten Gleichungen ermittelt� die die notwendi�
gen Bedingungen fur das Minimum der quadratischen Kostenfunktion darstellen�
Es konnte� wie Tabelle ��� hinsichtlich des beckenweiten Losungsverhaltens zeigte�
sowohl fur die Haupttide als auch fur die Obertide erreicht werden� Die Amplituden�
und Phasenverteilungen des Wasserstandes 	Abb� ���������� links oben� Vergleichs�
szenario ���� oben
 zeigen bei Anwendung von IAV eine exzellente Ubereinstimmung
mit den wahren Verteilungen� die die mit EDV und IDV erreichte Ubereinstimmung
	Abb� �������� links� Abb� ���
 bis auf M� fast uberall deutlich ubertri�t�

Fur die Volumentransporte 	Abb� ���������� links unten� Abb� ���� unten bzw� Abb�
��������� links� Abb� ����
 ist die bei Anwendung von IAV nicht so ausgepragt�
Die Amplituden der Di�erenzen zwischen wahren und IAV�erzeugten Wasserstanden
	Abb� ���������� oben Mitte
 zeigen ebenso� wie das bei EDV und IDV der Fall ist�
im ganzen Gebiet eine glatte Verteilung�

Ahnliches gilt fur die aus der Anwendung von IAV resultierenden Amplitudenvertei�
lungen der adjungierten Residuen der Kontinuitatsgleichung 	Abb� ���������� rechts
oben
� Dagegen zeigen die Amplituden der adjungierten Residuen der meridionalen
Impulsgleichung starke lokale Maxima� wie sie von der EDV�Anwendung nicht und
von der IDV�Anwendung bekannt sind�

Zum Schlu� wird noch erwahnt� dass ein Versuch unternommen worden ist� wobei
die Datenpunkten von �� auf �� erhoht und mit Verwendung von IAV berechnet
wurden� Die Ergebnisse zeigten� dass die Obertiden dadurch verbessert worden sind�

��� Zusammenfassung

Neues methodisches Vorgehen

�
 Zur Ermittlung der nichtlinearen Obertiden wurden die schwach restringierte in�
verse Methode unter Zugrundelegung der zeitabhangigen� voll nichtlinearen Flach�
wassergleichungen auf ein idealisierendes Recheckbecken angewandt�

�
 Es wurde parallel von der zeitabhangigen nichtlinearen direkten Methode� explizit
bzw� implizit formuliert� und von der adjungierten Methode Gebrauch gemacht�

�
 Die durch die Daten induzierten Residuen� bzw� adjungierten Residuenfelder sind
harmonisch analysiert und in drei Gezeitenkomponenten� d�h� in eine halbtagige
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Tabelle ����

Vergleich der harmonischen Konstanten des Wasserstandes der M� 	oben�� M� 	Mitte� und M�

	unten� von Modell A 	wahre Werte�� Modell B 	vor Assimilation� und Modell C 	nach Assimilation

mit EDV��

Wahre Werte Vor Inverse Nach Inverse
Station Amplitude Phase Amplitude Phase Amplitude Phase
Station 	cm
 	Grad
 	cm
 	Grad
 	cm
 	Grad
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� ������ ����� ������ ������ ������ �����
� ����� ������ ������ ����� ������ ������
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astronomische sowie in eine vierteltagige und sechsteltagige Obertide� zerlegt wor�
den�

�
 Der Abstand der Assimilationslosungen von den klassischen Losungen ist ebenfalls
harmonisch zerlegt und sichtbar gemacht worden�

Erzielte Ergebnisse

Das der Modelluntersuchung mit bekanntem Modelldefekt zugrundegelegte Recht�
eckbecken ist so gewahlt worden� da� seine Abmessungen denen des zu behandeln�
den naturlichen Meeregebietes entsprechen� Zudem ist die Zahl der Unbekannten im
Rechteckmodell so festgelegt worden� da� sie nahezu mit der im realitatsnahen Mo�
dell ubereinstimmt 	O	���

� Die fur dieses schematische Gebiet berechneten beiden
Amphidromien der M� ahneln in ihrer Verteilung sehr jenen� die fur das Gebiet der
Keltischen und Irischen See nachgewiesen sind� Daher konnen viele der mit dem
Rechteckmodell ermittelten Datenassimilationseigenschaften auch fur das realitats�
nahe Modell als grundsatzlich gultig angesehen werden�

Fur den Erfolg der inversen Methode ist au�er der Verfugbarkeit genauer Daten eine
gute Strategie bei der raumlichen Anordnung der Datenpositionen von grundlegen�
der Bedeutung� Das gilt insbesondere fur Kustenregionen� in denen Pegeldaten nur
unregelma�g und luckenhaft verteilt vorhanden sind� Die hinsichtlich der Datenpo�
sition nicht optimierte Einzelanregung 	��forcing
 zeigt� da� der Ein�u� einzelner
Daten lediglich eine Umgebung einer Nord�Sud�Ausdehnung von ca� �� umfassen
und die dateninduzierte Losungsverbesserung ortsabhangig werden kann�

Ferner spielt die Gewichtung der einzelnen Terme� ohne da� im kleinen die Losungen
sehr sensitiv von ihr abhangen� eine wichtige Rolle� Den skalierten Modellresiduen
und den skalierten Datendi�erenzen wird das Gewicht Eins zugeordnet� Als geeignet
fur eine erfolgreiche Realisierung des Datenein�u�es auf die Losung und eine physika�
lisch sinnvolle implizite Korrektur der Modellgleichungen erweisen sich Gewichte der
ersten und zweiten Residuenableitungen� die einen Bruchteil von Eins betragen� Ein
fur die Ableitungen zu gro� gewahltes Gewicht bedeutet� da� die Dekorrelationslange
fur die angenommenen Modellfehler unrealistisch gro� ausfallt� In diesem Fall wird
keine oder eine nur unbedeutende Losungsverbesserung durch die Datenassimilation
erzielt� weil dann ein verschwindendes Residuum angenahert wird� Verschwindende
Ableitungsgewichte hingegen lassen durchaus signi�kante dateninduzierte Losungs�
verbesserungen zu� reduzieren jedoch die physikalische Aussagekraft der Residuen
und bedingen zufolge einer gro�eren Anzahl notiger Iterationschritte eine langere
Rechenzeit� Die zweite Ableitung tragt mehr als die erste Ableitung zu einem besse�
ren Ergebnis bei� Allerdings beschleunigt die Hinzunahme der ersten Ableitung den
Iterationsproze�� Diese zuletzt wiedergegebenen Ergebnisse sind durch zahlreiche
Experimente bestatigt worden� die im einzelnen hier nicht dargestellt werden sollen�

Mit denselben Daten konnen sich bei Anwendung der direkten Methode EDV bzw�
IDV unterschiedliche Residuenverteilungen ergeben� obwohl die datenbeein�u�ten
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Variablenfelder fast identisch sind� EDV interpretierte im Rechteckmodell mit re�
duzierter Schwerebeschleunigung die Kontinuitatsgleichung korrekterweise als exakt
und das Residuum der Impulsgleichung als gegeben durch den mit der Schwerebe�
schleunigungsdi�erenz multiplizierten Druckgradienten 	Abb� ����
� d�h� der vorge�
gebenen Modelldi�erenz� Dabei fallen die Residuen der Obertiden um eine Ordnung
kleiner aus als die wahren Modelldi�erenzen� was auf die nicht ganz gelungenen
Reproduktion der beiden Obertiden zuruckzufuhren ist�

Im allgemeinen stimmt die Residuenverteilung mit der Verteilung der Di�erenzen
zwischen wahrer und durch Assimilation berechneter Losung uberein� Dieses kann
bedeuten� da� Modellvariablen datenbeein�u�t die wahren Werte dort besser an�
nehmen� wo die Residuen sich starker bemerkbar machen�

Im Fall nicht optimaler Datenassimilation konnen steile Maxima der Residuenam�
plituden an den Datenpunkten auftreten und die Wasserstands� und Transportfelder
dabei dennoch uberall glatt verlaufen�

Insgesamt ist festzustellen� da� die nichtlineare inverse Methode geeignet ist� mit
Hilfe von Dateninformationen die Ergebnisse klassischer Modelle erheblich zu ver�
bessern und unter bestimmten Umstanden auch physikalisch interpretierbare Re�
siduen zu liefern� Somit durfen ahnliche Eigenschaften von den Ergebnissen eines
realitatsnahen Modells erwartet werden� wenn diese Methode bei Nutzung geeig�
neter realer Daten angewendet wird� So wird im folgenden die erprobte Modell�
und Ergebniskorrektur durch Daten auf ein ansonsten gut untersuchtes Randmeer
ubertragen�
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Abbildung ����
�
 Links� Linien gleicher Wasserstandsamplituden �m� 	oben
 und Linien gleicher meridionaler Volumentransporte
���	m��s� 	unten
 der M��Gezeit aus Modell B 	gestrichelt
 bzw� aus Modell A 	farbig
�
�
 Mitte� Gleich wie in �
� jedoch f�ur die M��Obertide�
�
 Rechts� Gleich wie in �
� jedoch f�ur die M��Obertide�
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Abbildung ����
�
 Links� Linien gleicher Phase des Wasserstands 	oben
 und Linien gleicher Phase des meridionalen Volumentrans�
ports 	unten
 der M��Gezeit aus Modell B 	gestrichelt
 bzw� aus Modell A 	farbig
�
�
 Mitte� Gleich wie in �
� jedoch f�ur die M��Obertide�
�
 Rechts� Gleich wie in �
� jedoch f�ur die M��Obertide�
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Abbildung ����
Amplituden der Wasserst�ande� Wasserstandsdi�erenzen und der Residuen der Kontinuit�atsgleichung der M� 	da�
tenbeein�u�t durch EDV bzw� IDV
�
�
 Links� Linien gleicher Amplitude des wahren 	farbig
 und des datenbeein�u�ten 	gestrichelt
 Wasserstands �m�
der M�� Erzeugt durch EDV 	oben
 bzw� durch IDV 	unten
�
�
 Mitte� Linien gleicher Amplitude der M��Wasserstandsdi�erenzen zwischen wahren Werten und durch EDV
	oben
 bzw� IDV 	unten
 ermittelten Werten�m��
�
 Rechts� Linien gleicher Amplitude desM��Anteils des Kontinuit�atsgleichungsresiduums erzeugt durch EDV 	oben

bzw� erzeugt durch IDV 	unten
� 	EDV� normiert durch ��	���m�s�� IDV� normiert durch ��	���m�s�
�
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Abbildung ����
Amplituden der Wasserst�ande� Wasserstandsdi�erenzen und der Residuen der Kontinuit�atsgleichung der M� 	da�
tenbeein�u�t durch EDV bzw� IDV�
�
 Links� Linien gleicher Amplitude des wahren 	farbig
 und des datenbeein�u�ten 	gestrichelt
 Wasserstands �m�
der M�� Erzeugt durch EDV 	oben
 bzw� durch IDV 	unten
�
�
 Mitte� Linien gleicher Amplitude der M��Wasserstandsdi�erenzen zwischen wahren Werten und durch EDV
	oben
 bzw� IDV 	unten
 ermittelten Werten�m��
�
 Rechts� Linien gleicher Amplitude desM��Anteils des Kontinuit�atsgleichungsresiduums erzeugt durch EDV 	oben

bzw� erzeugt durch IDV 	unten
� 	EDV� normiert durch ��	���m�s�� IDV� normiert durch ��	���m�s�
�
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Abbildung ����
Amplituden der Wasserst�ande� Wasserstandsdi�erenzen und der Residuen der Kontinuit�atsgleichung der M� 	da�
tenbeein�u�t durch EDV bzw� IDV�
�
 Links� Linien gleicher Amplitude des wahren 	farbig
 und des datenbeein�u�ten 	gestrichelt
 Wasserstands �m�
der M�� Erzeugt durch EDV 	oben
 bzw� durch IDV 	unten
�
�
 Mitte� Linien gleicher Amplitude der M��Wasserstandsdi�erenzen zwischen wahren Werten und durch EDV
	oben
 bzw� IDV 	unten
 ermittelten Werten�m��
�
 Rechts� Linien gleicher Amplitude desM��Anteils des Kontinuit�atsgleichungsresiduums erzeugt durch EDV 	oben

bzw� erzeugt durch IDV 	unten
� 	EDV� normiert durch ��	���m�s�� IDV� normiert durch ��	���m�s�
�
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Abbildung ����
Phasen des Wasserstands der wahren und der durch EDV bzw� IDV erzeugten M��M� bzw� M��
�
 Links� Linien gleicher Phase des wahren 	farbig
 und des datenbeein�u�ten 	gestrichelt
 durch EDV 	oben
 bzw�
IDV 	unten
 erzeugten Wasserstands der M��
�
 Mitte� wie �
� jedoch M��
�
 Rechts� wie �
� jedoch M��
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Abbildung ����
Amplituden der Volumentransporte� der Transportdi�erenzen und der meridionalen Impulsgleichung der M� 	da�
tenbeein�u�t durch EDV bzw� IDV
�
�
 Links� Linien gleicher Amplitude des wahren 	farbig
 und des datenbeein�u�ten 	gestrichelt
 meridionalen Trans�
ports ���	�m��s� der M�� Erzeugt durch EDV bzw� IDV�
�
 Mitte� Linien gleicher Amplitude der meridionalen M��Transportdi�erenzen ���m��s� zwischen wahren Werten
und durch EDV 	oben
 bzw� IDV 	unten
 ermittelten Werten�
�
 Rechts� Linien gleicher Amplitude des M��Anteils des meridionalen Impulsgleichungsresiduums ��	���m��s���
Erzeugt durch EDV 	oben
 bzw� durch IDV 	unten
�
Bemerkung� Die wahren Werte in �
 oben und �
 unten unterscheiden sich geringf�ugig� da sie mit dem expliziten
bzw� impliziten klassischen Modell gewonnen worden sind�
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Abbildung ����
Amplituden der Volumentransporte� der Transportdi�erenzen und der meridionalen Impulsgleichung der M� 	da�
tenbeein�u�t durch EDV bzw� IDV
�
�
 Links� Linien gleicher Amplitude des wahren 	farbig
 und des datenbeein�u�ten 	gestrichelt
 meridionalen Trans�
ports ���	�m��s� der M�� Erzeugt durch EDV 	oben
 bzw� IDV 	unten
�
�
 Mitte� Linien gleicher Amplitude der meridionalen M��Transportdi�erenzen ���m��s� zwischen wahren Werten
und durch EDV 	oben
 bzw� IDV 	unten
 ermittelten Werten�
�
 Rechts� Linien gleicher Amplitude des M��Anteils des meridionalen Impulsgleichungsresiduums ��	���m��s���
Erzeugt durch EDV 	oben
 bzw� durch IDV 	unten
�
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Abbildung �����
Amplituden der Volumentransporte� der Transportdi�erenzen und der meridionalen Impulsgleichung der M� 	da�
tenbeein�u�t durch EDV bzw� IDV
�
�
 Links� Linien gleicher Amplitude des wahren 	farbig
 und des datenbeein�u�ten 	gestrichelt
 meridionalen Trans�
ports ���	�m��s� der M�� Erzeugt durch EDV 	oben
 bzw� IDV 	unten
�
�
 Mitte� Linien gleicher Amplitude der meridionalen M��Transportdi�erenzen ���m��s� zwischen wahren Werten
und durch EDV 	oben
 bzw� IDV 	unten
 ermittelten Werten�
�
 Rechts� Linien gleicher Amplitude des M��Anteils des meridionalen Impulsgleichungsresiduums ��	���m��s���
Erzeugt durch EDV 	oben
 bzw� durch IDV 	unten
�
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Abbildung �����
Phasen der meridionalen Transporte der wahren und der durch EDV bzw� IDV erzeugten M��M� bzw� M��
�
 Links� Linien gleicher Phase des wahren 	farbig
 und des datenbeein�u�ten durch EDV 	oben
 bzw� IDV 	unten

erzeugten meridionalen Volumentransports der M��
�
 Mitte� wie �
� jedoch M��
�
 Rechts� wie �
� jedoch M��
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Abbildung �����
Amplituden des Wasserstands� des Volumentransports� der Wasserstands� und der Transportdi�erenzen sowie der
Residuen M� 	datenbeein�u�t durch IAV
�
�
 Links� Linien gleicher Amplitude des wahren 	farbig
 und des datenbeein�u�ten 	gestrichelt
 Wasserstands 	m

	oben
 bzw� meridionalen Volumentransports der M� 	unten
� Erzeugt durch die adjungierte Methode 	IAV
�
�
 Mitte� Linien gleicher Amplitude der Di�erenzen 	jeweils normiert durch die maximale Amplitude der M� Was�
serstandsdi�erenz
 zwischen den wahren 	farbig
 M��Wasserst�anden 	oben
 bzw� M��Transporten 	unten
 und den
durch IAV erzeugten 	gestrichelt
 M��Wasserst�anden bzw� Transporten�
�
 Rechts� Linien gleicher Amplitude 	normiert durch die maximale Amplitude des vertikalen M��Residuums
 und
gleicher Phase des vertikalen 	oben
 bzw� meridionalen 	unten
 durch IAV erzeugten Residuums der M��
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Abbildung �����
Amplituden des Wasserstands� des Volumentransports� der Wasserstands� und der Transportdi�erenzen sowie der
Residuen M� 	datenbeein�u�t durch IAV
�
�
 Links� Linien gleicher Amplitude des wahren 	farbig
 und des datenbeein�u�ten 	gestrichelt
 Wasserstands 	m

	oben
 bzw� meridionalen Volumentransports der M� 	unten
� Erzeugt durch die adjungierte Methode 	IAV
�
�
 Mitte� Linien gleicher Amplitude der Di�erenzen 	jeweils normiert durch die maximale Amplitude der M� Was�
serstandsdi�erenz
 zwischen den wahren 	farbig
 M��Wasserst�anden 	oben
 bzw� M��Transporten 	unten
 und den
durch IAV erzeugten 	gestrichelt
 M��Wasserst�anden bzw� Transporten�
�
 Rechts� Linien gleicher Amplitude 	normiert durch die maximale Amplitude des vertikalen M��Residuums
 und
gleicher Phase des vertikalen 	oben
 bzw� meridionalen 	unten
 durch IAV erzeugten Residuums der M��
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Abbildung �����
Amplituden des Wasserstands� des Volumentransports� der Wasserstands� und der Transportdi�erenzen sowie der
Residuen M� 	datenbeein�u�t durch IAV
�
�
 Links� Linien gleicher Amplitude des wahren 	farbig
 und des datenbeein�u�ten 	gestrichelt
 Wasserstands 	m

	oben
 bzw� meridionalen Volumentransports der M� 	unten
� Erzeugt durch die adjungierte Methode 	IAV
�
�
 Mitte� Linien gleicher Amplitude der Di�erenzen 	jeweils normiert durch die maximale Amplitude der M� Was�
serstandsdi�erenz
 zwischen den wahren 	farbig
 M��Wasserst�anden 	oben
 bzw� M��Transporten 	unten
 und den
durch IAV erzeugten 	gestrichelt
 M��Wasserst�anden bzw� Transporten�
�
 Rechts� Linien gleicher Amplitude 	normiert durch die maximale Amplitude des vertikalen M��Residuums
 und
gleicher Phase des vertikalen 	oben
 bzw� meridionalen 	unten
 durch IAV erzeugten Residuums der M��
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Abbildung �����
Phasen des Wasserstandes und des meridionalen Volumentransportes der wahren und der durch IAV erzeugten
M��M� bzw� M��
�
 Links� Linien gleicher Phase des wahren 	farbig
 und des durch IAV erzeugten 	gestrichelt
 Wasserstandes 	oben

bzw� meridionalen Volumentransports 	unten
 der M��
�
 Mitte� wie �
� jedoch M��
�
 Rechts� wie �
� jedoch M��



�� KAPITEL �� ZWILLINGSEXPERIMENT

Abbildung �����
Amplituden der meridionalen Impulsgleichungsresiduen und der mit der Schwerebeschleunigungsdi�erenz multipli�
zierten Druckgradienten�
�
 Links� Linien gleicher Amplitude des M��Anteils des meridionalen Impulsgleichungsresiduums ��	���m��s��� er�
zeugt durch EDV 	oben
� bzw� des mit der Schwerebeschleunigungsdi�erenz multiplizierten Druckgradienten 	unten
�
�
 Mitte� Linien gleicher Amplitude des M��Anteils des meridionalen Impulsgleichungsresiduums ��	���m��s��� er�
zeugt durch EDV 	oben
� bzw� des mit der Schwerebeschleunigungsdi�erenz multiplizierten Druckgradienten 	unten
�
�
 Rechts� Linien gleicher Amplitude des M��Anteils des meridionalen Impulsgleichungsresiduums ��	���m��s���
erzeugt durch EDV 	oben
� bzw� des mit der Schwerebeschleunigungsdi�erenz multiplizierten Druckgradienten 	un�
ten
�



Kapitel �

Feldexperiment

Die Keltische See ist nach Westen durch einen starken Tiefengradienten vom o�e�
nen Meer abgegrenzt� Sie ist Teil des Nordwesteuropaischen Schelfs� auf den die im
o�enen Atlantischen Ozean erzeugten Gezeitenwellen tre�en� bevor sie durch die Iri�
schen� Schottischen und Britischen Inseln deformiert werden� Die vom tiefen Ozean
eintre�enden Wellen breiten sich auf dem Schelf im wesentlichen als Kelvinwelle
aus� dringen einerseits uber die Keltische in die Irische See bzw� in den Englischen
Kanal ein und breiten sich andererseits nach Norden direkt in die Nordsee aus� In
den Flachwassergebieten insbesondere der West� und Sudseite der Nordsee und des
Englischen und St� Georgs�Kanals wird dort in betrachtlichem Ma� Gezeitenenergie
dissipiert� wo die halbtagigen Gezeitenstromungsgeschwindigkeiten am gro�ten sind�

Die Uberlagerung der ein� und auslaufenden Wellen verursachen zusammen mit der
ablenkenden Kraft der Erdrotation die Bildung von Amphidromien� und zwar mit
dem Abstand einer halben Wellenlange zur Kuste im Falle der der Kuste nachst�
gelegeneni Amphidromie� Dabei werden die einlaufenden Kelvinwellen infolge ihrer
hohen Stromungsgeschwindigkeiten durch die stete Einwirkung der Bodenreibung
abgewacht und am Ende des Beckens mit geringerer Amplitude re�ektiert� Eine
Folge davon ist die Verlagerung der Amphidromie zur Seite des Energiemaximums
der re�ektierten Welle� wie das bei der M��Tide in der Irischen See und im Eng�
lischen Kanal beobachtet wird 	Simpson� ����
� Die Stromellipsen tendieren dabei
unter dem Ein�u� der lateralen Rander dazu� eine alternierende Form anzunehmen�
Im Zentrum der Amphidromie der M��Tide herrschen starke Stromungen� die durch
turbulente Durchmischung Schichtungsbildung verhindern und in Englischen und in
St� Georgs�Kanal dort zu Flachwasserfronten am Ubergang zum Ozean fuhren� wo
die Gezeitenstromungen schwach und das Meer geschichtet ist�

Im behandelten Gebiet 	������N������N� �����W������W
 sind die halbtagigen Ge�
zeiten durch hohe Wasserstande gekennzeichnet� und zwar insbesondere an der Ost�
seite der Irischen See� im Bristol Kanal und im Severn Astuar� Die dortigen Was�
serstande sind durch Ampli�zierung und Dissipation bestimmt� Fur die Ampli�zie�
rung sind die Anderungen in der trichterformigen Geometrie 	Bristol Kanal
 und vor
allem die Viertel�Wellenlangen�Resonanz bestimmend 	Howarth and Pugh� ����
�
Die entsprechnede Resonanzperiode betragt in der Keltischen See �� Stunden und

��
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im Bereich Keltischer See�Bristol Kanal �� Stunden� In der Irischen See ist die Si�
tuation komplizierter� Die sudlich vom St� Georgs�Kanal und nodlich vom Nordkanal
einlaufenden Wellen tre�en auf den Ostteil der See und regen diese resonant an�

Die Dissipation ist von geringerer Bedeutung� da sie erst bei einer Tiefe von etwa
��m bedeutsam wird� Die Konturlinien der Tiefe sind in Abb� ��� bzw� ��� zu
sehen� Die Dissipation spielt im Bristol Kanal� im Severn Astuar und an der Ost�
und Westkuste der Irischen See eine wesentliche Rolle� Dort sind die nichtlinearen
E�ekt auch am gro�ten� und in diesen Gebieten tritt M� vorzugsweise auf�

Die Obertiden in diesem Flachwassergebiet werden durch die horizontalen Gradi�
enten der Strome 	M�
 und durch die quadratische Bodenreibung 	M� und M�

produziert� Die Amplitude der M� betragt� vergleichbar mit der der O�� zwischen
� cm und �� cm in der Keltischen See 	Davies� ����
 und kann im Severn Astuar
�� cm ubertre�en�

��� Assimilation durch EDV

Anders als im Zwillingsexperiment ist die Fehlerursache nicht a priori bekannt� Die
Gute der Datenassimilation wird an Hand von nicht zur Assimilation verwendeten
Me�daten abgeschatzt� Fur beide Zwecke� d�h� die Assimilation und den Vergleich�
stehen insgesamt fur die M��Tide 	Tabellen ���� ���
 Daten von �� Positionen� fur
die M��Tide 	Tabelle ���
 und die M��Tide 	Tabelle ���
 Daten von �� bzw� ��
Positionen zur Verfugung� Fur die Daten standen die Wasserstandsmessungen von
Alcock and Howarth 	����
� Alcock et al� 	����
� Alcock 	����a�b
� Alcock and
Pugh 	����
� Davies and Jones 	����
� Sinha and Pingree 	����
 und Young et al�
	����
 in Form von harmonischen Konstanten zur Verfugung� Die Wasserstands�
daten sind mit den Nummern ���� den jeweiligen Stationen zugeordnet 	Tabelle
���
� Die Daten� die lediglich der Abschatzung der Approximationsgute dienen und
nicht fur die Assimilation verwendet werden� sind in der ersten Spalte mit einem
Asterix ) gekennzeichnet und in Abb� ��� eingetragen� Es handelt sich bei ihnen um
M��Daten von �� Positionen� M�� und M��Daten von � bzw� � Positionen� Diese
Daten werden als Referenzdaten bezeichnet� Sie mussen in allen Teilbereichen des
Untersuchungsgebietes vertreten sein und verteilen sich folgenderma�en� Keltische
See 	Stat� �����
� Bristol Kanal 	Stat� ��
� Severn Astuar 	Stat� ��
� St� Georgs�
Kanal 	Stat� ��
� Irische See 	Stat� ����� und ��
 und Nordkanal 	Stat� �����
� Von
diesen Stationen liegen vier 	Stat� �������� und ��
 an den Kusten und sechs im
Inneren 	Stat� �������������� und ��
�

Die exakte Reproduktion sowohl der Haupt� als auch der Obertiden wird sich aus
folgenden Grunden als schwierig erweisen�

�
 An einigen Positionen 	Stat� �������������� und ��
 nehmen die Wasserstands�
amplituden der halbtagigen Gezeiten zufolge der Resonanz und der topographischen
Randwellen� die im Modell nur angenahert dargestellt werden konnen� �m ubertref�
fende Werte an�
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�
 Der Flachwassere�ekt 	Abb� ���������
 ist lokal unterschiedlich vorhanden�

�
 Die Kustentopographie wird im Modell im allgemeinen nicht genugend gut an�
genahert� was am Verlauf der naturlichen Kustenlinien im Vergleich zur �m�Linie
erkennbar ist 	Abb� ���
� Der Darstellungsfehler bei der Approximation des naturli�
chen Kustenverlaufs kann sich im ganzen Gebiet� insbesondere aber an der Kuste
	Stat� �������� und ��
 bei der Bestimmung der vergleichbaren Modellwerte nach�
teilig auswirken�

�
 Die teilweise starken Tiefengradienten� wie sie insbesondere im Nordkanal 	Stat�
�� und ��
 auftreten� konnen in der Massenerhaltungsgleichung Ungenauigkeiten
hervorrufen�

�
 Der Gitterabstand ist als von vornherein zu grob fur die Darstellung des Losungs�
verhaltens anzusehen�

Zwischen den zitierten Ergebnissen klassischer Modelle und den Messungen bestehen
uberall� insbesondere aber im Bristol Kanal und im Severn Astuar� wo die Gitter�
netze keine hinreichend hohe Au�osung besitzen� erhebliche Diskrepanzen� Auch an
der Ostseite der Irischen See stimmen berechnete und gemessene Wasserstande nicht
uberein� Fur dieses Gebiet wird die Reibungswirkung uberschatzt mit der Folge� da�
die Wasserstandsamplituden zu stark gedampft werden� Als Gegenma�nahme wird
vorgeschlagen 	Sinha and Pingree� ����
� das Gitternetz zu verfeinern und einen
linearisierten Reibungstensor kombiniert mit dem nichtlinearen Reibungsterm ein�
zufuhren� Dieses Vorgehen entspricht nicht dem Sinn unseres Vorhabens� Vielmehr
wird versucht� durch eine implizite Korrektur der Dynamik zufolge der assimilierten
Daten zu besseren Ergebnissen zu gelangen�

Das explizite Modell wird bei Einfuhrung von Pegeldaten zusammen mit der direkten
Methode angewandt� und es werden die gleichen Gewichte wie beim Zwillingsexpe�
riment 	���
 benutzt�

Die ersten Ergebnisse der Assimilation sind fur die M��Tide und fur die Obertiden
M��M� in den Tabellen ������� wiedergegeben� Zum Vergleich werden ihnen dort die
mit der klassischen Methode gewonnenen Werte gegenubergestellt� In den Tabellen
������� werden die Ergebnisse anderer Autoren 	Davies and Jones� ����� Young
et al�� ����� Sinha and Pingree� ����
 aufgelistet und dann im Vergleich mit den
hier ermittelten Ergebnissen diskutiert� So soll zunachst ein quantitativer Eindruck
vermittelt werden�

����� M��Haupttide

Das gesamte Gebiet an der Westseite Britanniens zeichnet sich insbesondere mit
Schottlands Kuste� dem Nordkanal� dem Bristol Kanal und dem Severn Astuar
durch eine hochkomplizierte Kustentopographie aus� Die groben Gitternetze� wie
sie Davies and Jones 	����
 benutzten und wie sie vorliegend verwendet werden�
erlauben weder die Erfassung der komplexen Bodentopographie noch diejenige der
Kustenberandung� Diese De�zite des Modells sind besonders gro� im nordlichen
Nordkanal� in der Irischen See und in den Astuaren�
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Davies and Jones 	����
 wahlten ein Modellgebiet� das dem vorliegenden ahnelt�
und durch �nite Di�erenzen einer meridionalen und zonalen Au�osung von �� bzw�
�� dargestellt wurde� Die diskrete Darstellung der vertikalen Abhangigkeiten erfolg�
te spektral durch Spline�Funktionen im Sinne der Galerkin�Methode� Gegenuber
den zweidimensionalen Finite�Di�erenzen�Modellen konnte dahingehend eine Ver�
besserung erzielt werden� da� unrealistische Dampfungen in Flachwassergebieten
reduziert wurden�

Young et al� 	����
 erhielten mit einemModell� das demjenigen von Davies and Jones
	����
 methodisch gleicht� eine hohe Au�osung von maximal �km und nichtortho�
gonale Koordinaten nordlich des Nordkanals verwendet� die bis jetzt besten Ergeb�
nisse� Der Wert des Bodenreibungskoe�zienten war in diesen Arbeiten wie ublich
zu ������ angenommen worden�

Gute Ergebnisse lieferte auch das explizite zweidimensionale Modell von Sinha and
Pingree 	����
� das von zentralen Di�erenzen in Raum und Zeit bei zonalen und
meridionalen Gitterabstanden von ���� bzw� �� Gebrauch macht� Als wesentliche
Neuerung wurde in das Modell ein linearer Reibungstensor eingefuhrt� der zusammen
mit dem nichtlinearen Reibungsterm fur das Gleichgewicht zwischen Erzeugung der
Flachwassertiden und ihrer Dissipation sorgt�

Die durch HAMSOM klassisch berechneten Gezeitenkonstanten weisen erhebliche
Abweichungen von den aus Messungen abgeleiteten aus� Die Di�erenzen betragen
bei den Amplituden der M�� M� und M� bis uber �m� �� cm bzw� bis zu ��� cm�
Bei den Phasen der Obertiden treten Di�erenzen von uber ���� auf� Neben der
zu geringen raumlichen Au�osung von �� mit all ihren Konsequenzen tragen zur
mangelhaften Reproduktion die Unsicherheiten bei der Reibungs� und Austausch�
parameterisierung und den Bedingungen am o�enen Rand bei� Da� das zeitweilige
Trockenfallen weiter Flachen unberucksichtigt bleibt� konnte auch eine Rolle spielen�

Anders als beim klar de�nierten Modellfehler des Zwillingsexperimentes sind die
Modellfehler des realitatsnah formulierten Modells vielfaltiger Natur� Die wesent�
liche Aufgabe besteht nun darin zu prufen� inwieweit die Daten einbeziehenden
Modelle diese verschiedenartigen Fehler ausgleichen und bessere Ergebnisse als die
herkommlichen klassischen Modelle liefern� Im folgenden sollen die Ergebnisse der
Daten einbeziehenden Modelle mit jenen der drei oben genannten klassischen Mo�
delle verglichen werden� Zunachst mogen in diesem Sinne die durch Anwendung des
EDV�Modells erhaltenen Ergebnisse erortert werden�

Tabelle ������� ist zu entnehmen� da� die M� Gezeitenkonstanten durch den Ein�
satz der EDV�Methode gegenuber HAMSOM an den Me�stationen erheblich besser
reproduziert worden sind� An den Assimilationspunkten liegen die Amplituden� und
Phasendi�erenzen zwischen EDV und Messung unter � cm bzw� ��� An den Refe�
renzpunkten betragen die gro�ten Di�erenzwerte ��� cm bzw� bei ����� Als genaue�
res Ma� zur Beschreibung der durch die inverse Methode erzielten Verbesserungen
mogen mit

	dj 	x� y� t
 �� A�d

j 	x� y
 cos	j��t
 �B�d

j 	x� y
 sin	j��t
 	���
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	aj 	x� y� t
 �� A�a

j 	x� y
 cos	j��t
 �B�a

j 	x� y
 sin	j��t
 	���


	Hj 	x� y� t
 �� A�H

j 	x� y
 cos	j��t
 �B�H

j 	x� y
 sin	j��t
 	���


	Dj 	x� y� t
 �� A�D

j 	x� y
 cos	j��t
 �B�D

j 	x� y
 sin	j��t
 	���


	Yj 	x� y� t
 �� A�Y

j 	x� y
 cos	j��t
 �B�Y

j 	x� y
 sin	j��t
 	���


	Sj 	x� y� t
 �� A�S

j 	x� y
 cos	j��t
 �B�S

j 	x� y
 sin	j��t
 	���


D�dHj ��
�

NdH

Z Z Z
��dj �x� y� t� � �Hj �x� y� t�����x � xdH��y � ydH�dxdydt �����

D�daj ��
�

Nda

Z Z Z
��dj �x� y� t�� �aj �x� y� t��

���x� xda��y � yda�dxdydt ���	�

D�dDj ��
�

NdD

Z Z Z
��dj �x� y� t�� �Dj �x� y� t�����x� xdD��y � ydD�dxdydt ���
�

D�dYj ��
�

NdY

Z Z Z
��dj �x� y� t�� �Yj �x� y� t�����x � xdY ��y � ydY �dxdydt ������

D�dSj ��
�

NdS

Z Z Z
��dj �x� y� t�� �Sj �x� y� t��

���x � xdS��y � ydS�dxdydt ������

������

folgende Grossen dienen

VE�
Ha
j �� ��D�dHj �D�daj ��D�daj ���� ������

VE�
Da
j �� ��D�dDj �D�daj ��D�daj ���� ������

VE�
Y a
j �� ��D�dYj �D�daj ��D�daj ���� ������

VE�
Sa
j �� ��D�dSj �D�daj ��D�daj ���� ������

j �� �� �� ��

Hierin bezeichnen die Indizes a� d und H Assimilation� Messung bzw� HAMSOM�
und die Werte j � �� �� � beziehen sich auf M�� M� bzw� M�� Die Indizes D� Y
und S kennzeichnen die Arbeiten von Davies and Jones 	����
� Young et al� 	����

bzw� Sinha and Pingree 	����
� VE	

Ha
j zeigt z�B� die Verbesserung der Wasserstande

durch die EDV�Assimilation gegenuber der klassischen Modellierung mit HAMSOM
an� Werden die Indizes I oder A anstelle von E fur die Gro�e V verwendet� dann
kennzeichnet sie die durch die implizite direkte bzw� die semi�implizite adjungierte
Methode erreichte Verbesserung der Wasserstande�

Um den Flachwassere�ekt und dessen moglichen Zusammenhang mit der Assimila�
tion zu uberprufen� werden folgende Begri�sbildungen vorgenommen�

Als Beitrag der zonalen Advektionsterme wird

BZA�� U
H
Ux �

V
H
Uy

als Beitrag der meridionalen Advektionsterme wird

BMA�� U
H
Vx �

V
H
Vy
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als Beitrag des zonalen und meridionalen Reibungsterms wird

BZR�� R
H�U	U

� � V �
��� bzw�

BMR� R
H�V 	U

� � V �
���

und schlie�lich als Beitrag der Wellendrift als

BWD�� u	x � v	y

de�niert�

Die Werte der Beitrage werden jeweils uber eine M��Periode integriert� Die Be�
deutung der einzelnen Terme erschlie�t sich aus den Gleichungen 	���
�	���
� Alle
Beitrage werden zunachst harmonisch analysiert und anschlie�end fur alle Tiden
mit dem jeweiligen maximalen Wert des M��Anteils normiert� Die Ergebnisse sind
in den Abb� ���� bis ���� zusammengestellt� Dabei zu achten ist� da� BWD durch
die Daten nach der Assimilation erzeugt worden ist� Alle Beitrage zeigen lokal un�
terschiedliche Intensitat jeweiligen Flachwasserterme in zonalen und meridionalen
Gleichung bzw� in der Kontinuitatsgleichung an�

Zu beachten ist� da� die Di�erenzen zwischen datenbeein�u�t und klassisch be�
rechneten Wasserstanden nicht normiert sind� um die wahre Gro�enordnung der
Verbesserung erkennen zu lassen� Die Residuen sind wie beim Zwillingsexperiment
normiert� Im ubrigen sind die Abb� ��� und ��� mit der Wiedergabe der Meeres�
topographie und die folgenden �� Abbildungen� die jeweils aus Anwendungen von
EDV� IDV und IAV resultierende Isolinien zeigen� mit ausfuhrlichen Beschreibungen
versehen�

Tabelle ���� zeigt die prozentualen Verbesserungen� die durch Anwendungen der As�
similation gegenuber den klassischen Modellanwendungen 	HAMSOM� Davies and
Jones 	����
� Young et al� 	����
 und Sinha and Pingree 	����

 an Assimilations�
und Referenzpunkten erzielt worden sind� Die Verbesserung durch EDV an den As�
similationspunkten betragt zwischen O	���
& und O	���
& und wird nicht mehr
dargestellt� Sie kann durch die Wahl des Datengewichts stark beein�u�t werden und
sagt wenig aus uber die gebietsweite Verbesserung� An den Referenzpunkten wird
durch EDV immer noch eine Verbesserung von ���&� ���&� ��& bzw� ��& erreicht�

In den Abb� ��� und ��� sind jeweils links die Linien gleicher Amplitude bzw� die
Linien gleicher Phase der klassischen mit HAMSOM und mit EDV ermittelten Was�
serstande derM��Tide dargestellt� Die Amplituden sind in allen Teilgebieten des Un�
tersuchungsgebietes durch EDV gegenuber den klassisch ermitteltenWerten deutlich
angehoben worden� z�B� um ca� �� cm in der Keltischen See und um ca� �� cm in
der Irischen See� Die mit Assimilation berechneten Phasen sind im St� Georgs�Kanal
gegenuber denen des klassischen Modells um ������� verzogert�

Die Isolinien von Amplitude und Phase der datenbeein�u�ten Wasserstande zeigen
ein dem von Davies and Jones 	����
 ermittelten recht ahnliches Bild� Ein Grund
dafur besteht darin� da� die Werte am o�enen Rand dieser Arbeit entnommen wur�
den� In der Irischen See besteht gute Ubereinstimmung des Isolinienverlaufs mit dem
von Sinha and Pingree 	����
 angegebenen� Von Young et al� 	����
 werden dort die



���� ASSIMILATION DURCH EDV ��

Wasserstandsamplituden unterschatzt� Die Lage der Amphidromie an der Kuste von
Nordirland stimmt hingegen mit der in beiden Arbeiten angegebenen gut uberein�

In Abb� ���� links sind die Linien gleicher Amplitude und gleicher Phase der M��
Residuen der Massenerhaltungsgleichung aufgezeichnet worden� Die Phasen zeigen
ein die Keltische See vollstandig erfassendes gleichma�iges Anwachsen in nordwestli�
cher Richtung mit gleichma�igem Anstieg der Amplituden nach rechts zur Ausbrei�
tungsrichtung� Die Irische See wird dominiert durch zwei zyklonische Amphidromien�
die der Uberlagerung zweier entgegengesetzt laufender Kelvinwelle entsprechen� Der
Amplitudenanstieg zur Irischen Kuste hin ist besonders ausgepragt� Starke Gradien�
ten im Bereich der Datenpositionen treten au�er an Station �� nicht auf� Insgesamt
ergibt sich fur diese Residuen� da� sie ein den Gezeitenwellen entsprechendes Wel�
lenverhalten zeigen�

Die Linien gleicher Amplitude und gleicher Phase der Wasserstandsdi�erenzen zwi�
schen EDV�Losung und klassischer HAMSOM�Losung 	Abb� ����� links
 verhalten
sich in der Keltischen See ahnlich wie die oben erorterten Isolinien der Residuen� Die
Phasen wachsen dann aber uber die Irische See bis in den Nordkanal weiter an� wo�
bei die Amplituden in Fortschreitungsrichtung und nach rechts ansteigen� Letztere
erreichen an der Ostseite der Irischen See dort ein Maximum� wo die Bodenreibung
die gro�te Bedeutung besitzt�

Die Linien gleicher Amplitude des Beitrags der Wellendriftterme in der Massener�
haltungsgleichung der M��Tide 	Abb� ����� links
 kennzeichnen die Gebiete� wo der
nichtlineare E�ekt der Wellendriftterme durch die Daten wiedergegeben worden ist�
Als solche sind erkennbar der St� Georgs�Kanal und die Gebiete ostlich von Wicklow
Head� nordlich von Anglesey� sowie sudlich von Islay� Datenabhangige Verbesserun�
gen treten zwar in allen diesen Gebieten� aber eben auch in der gesamten Irischen
See auf�

Es ist anzunehmen� da� eine verbesserte implizite Erfassung von nichtlinearen Flach�
wassertermen 	BWD
 bzw� von topographischen Wellen und von Resonanze�ekten
durch die Assimilation von Daten realisiert worden ist� und die Residuenwellen die
beckenweite Verwirklichung der Korrekturen anzeigen�

Erwartungsgema� herrschen starke meridionale Stromungen an der Ostkuste Irlands
dort� wo sich die M��Wasserstandsamphidromie be�ndet 	Abb� ����� links
� Die
Di�erenzen zwischen den meridionalen Geschwindigkeiten der klassischen und der
EDV�Losung 	Abb� ����� links
 nehmen vom St� Georgs�Kanal bis zum nordlichen
Ausgang zum Atlantik und an den westlichen o�enen Randern der Keltischen See
gro�ere Werte als in den anderen Gebieten an� Diese Anderungen des Stromungsfel�
des entsprechen etwa den Maxima der Residuen der meridionalen Impulsgleichung
	Abb� ����� links
�

����� Obertiden

Die bislang besten Ergebnisse fur die halbtagigen Tiden und insbesondere fur deren
Obertiden lieferte das zweidimensionale Modell von Sinha and Pingree 	����
� Da�
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her werden hauptsachlich die Ergebnisse jener Arbeit zum Vergleich mit denen der
vorliegenden Arbeit herangezogen�

Die im o�enen Ozean angeregte M��Gezeit tri�t auf den Nordwesteuropaischen
Schelf und stellt dort eine Energiequelle dar� der als Senken die Regionen mit starker
Bodenreibung gegenuberstehen� Die Vorhersage ist mit Hilfe numerischer Simulati�
on mit hoher Genauigkeit durchfuhrbar� Sinha and Pingree 	����
 erreichten einen
RMS�Fehler von ca� ��� cm bei den Amplituden und einen solchen von ���� bei den
Phasen� Die M��Obertide wird durch Advektion und Bodenreibung erzeugt� und
die M��Obertide verdankt ihre Existenz hauptsachlich der Bodenreibung und der
Wellendrift� Obertiden werden daher einerseits durch Reibung erzeugt� andererseits
aber durch sie abgeschwacht� Die M��Obertide wird in der Simulation uberschatzt�
wenn die nichtlineare Wechselwirkung mit anderen Tiden� wie z�B� der S� und der
N�� nicht berucksichtigt wird� Rechnungen mit klassischen Modellen bestatigen dies
	Jones and Davies� ����
� Die Einbeziehung weiterer astronomischer Partialtiden
in Modelle mit Datenassimilation verspricht eine deutliche Verbesserung der Ergeb�
nisse� benotigt jedoch erhebliche zusatzliche Rechnerressourcen� Die Moglichkeit�
solche Rechnungen mit dem vorliegenden Modell nach einer Verallgemeinerung des
benutzten Algorithmus durchzufuhren� wird in einem spateren Abschnitt erortert
werden�

Es ist schwierig� M� und vor allemM� mit hinreichender Genauigkeit dort zu repro�
duzieren� wo viele Hochwassertiden 	Ober� und Kombinationstiden
 und mehrere
astronomischen Tiden miteinander wechselwirken� Die Qualitat der Reproduktion
abzuschatzen und die Gezeitenkonstanten der Obertiden wirkungsvoll fur die Assi�
milation zu nutzen� wird oft erschwert durch gro�e Me�fehler etwa bei der M��Tide
	Robinson� ����
 und dadurch� da� Gitterpunkte und Me�stationen ungunstig zu�
einander liegen� Das kann sich mit wachsender Ordnung der Obertiden zunehmend
nachteilig auswirken� Hinzu kommen die ublichen Modellde�zite� wie unzureichend
aufgeloste topographische Strukturen und Nichtberucksichtigung zeitweise trocken�
fallender Flachen�

Trotz aller anderen Unzulanglichkeiten scheint eine geeignete Parameterisierung der
Reibungskoe�zienten den gro�ten Beitrag zu einer besseren Modellierung der Ober�
tiden leisten zu konnen� Sinha and Pingree 	����
 zeigen� da� eine Kombination von
linearisiertem Reibungstensor und quadratischer Reibung die M��Wasserstande in
die Nahe der realen Werte bringt� da das Gleichgewicht zwischen Erzeugung und
Abschwachung besser dargestellt werden kann� Es ware kunftig vorteilhaft� diese
Parameterisierung im Modell mit Assimilation zu nutzen�

Me�daten stehen von �� und �� Stationen fur M� bzw� M� zur Verfugung 	Abb�
���
� Davon liegen �� Datenpositionen der M� im Bristolkanal bzw� im Severn Astu�
ar� hinzu kommen � Positionen mit Referenzdaten fur M� 	Abb� ��� bzw� Tabelle
���
 und � Positionen mit Referenzdaten fur M� 	Abb� ��� bzw� Tabelle ���
� Op�
tisch erscheinen die Positionen� von denen Daten zur Assimilation genutzt werden�
gleichma�ig verteilt� Doch gerade fur die Reproduktion der M� ist die genaue Lage
der Datenpositionen fur den Ein�u� der Daten bei der Assimilation sehr wichtig�
wie die Ergebnisse des Zwillingsexperiments gezeigt haben�
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In den Tabellen ���� ���� ��� und ��� sind die Ergebnisse der Assimilation den klas�
sisch erzielten gegenubergestellt� Die Unterschiede zwischen den EDV�Ergebnissen
und den Messungen nehmen fur dieM� an den meisten Stellen sowohl fur Amplitude
als auch fur Phasen Werte von O	����
 an� Der gro�te Unterschied betragt dabei
��� cm und wird an der Referenzstation �� angenommen� die auf dem �achen Schelf
an der Ostseite der Irischen See liegt� Bei den Phasen betragt der gro�te Fehler
���� Er wird an der Referenzstation �� mitten in der Bucht Firth of Lone angenom�
men� An den Referenzstationen fallt die Reproduktion der Me�werte also deutlich
schlechter aus als an den Assimilationsstationen� Dennoch ist an diesen Stationen
eine Verbesserung gegenuber HAMSOM und Sinha and Pingree um ���& bzw� um
��& erzielt worden 	Tabelle ����
�

Bei den Phasen der M��Obertide sind die Abweichungen von den Messungen mit
O	��
 signi�kant� aber akzeptabel� Es ist allgemein schwierig� die Phasen der Ober�
tiden mit hoher Genauigkeit zu reproduzieren� wie bereits die Ergebnisse des Zwil�
lingsexperiments gezeigt haben� Die Verbesserungen durch das EDV�Modell betra�
gen an den Referenzpunkten gegenuber HAMSOM und Sinha and Pingree 	����

���& bzw� ��& 	Tabelle ����
�

Die Linien gleicher Amplitude und gleicher Phase der klassisch und EDV ermittelten
M��Wasserstande 	Abb� ��� bzw� ���� jeweils links
 und die des M��Wasserstands
	Abb� ��� bzw� ���� jeweils links
 weichen jeweils erheblich voneinander ab� Die
M��Amplituden im Bereich der Amphidromie im St� Georgs�Kanal sind durch die
Assimilation verringert worden� Die ���m�Isolinien der EDV�Losung verlaufen in
der Irischen See in Ost�West�Richtung� wahrend diejenigen der klassischen Losung
in Nord�Sud�Richtung kustenparallel angeordnet sind 	Abb� ���
� Die Isolinien von
Amplitude und Phase in Abb� ���� liefern ein Bild� das im gro�en und ganzen mit
dem von Sinha and Pingree 	����
 ermittelten ubereinstimmt�

Die zwei Amphidromien derM��Obertide an der Ostkuste Irlands verschmelzen nach
der Assimilation in eine einzige 	Abb� ���� links
� so da� sich auch eine wesentliche
dateninduzierte Veranderung bei den Linien gleicher Amplituden ergibt 	Abb� ����
links
� Im Vergleich zum Schwingungsbild in Sinha and Pingree 	����
 fehlt eine
Amphidromie an der Westseite der Keltischen See� Ihr Fehlen liegt vermutlich an
dem Ein�u� der vorgegebenen Werte am nahegelegenen o�enen Rand�

Den Abb� ���� und ���� ist zu entnehmen� da� die Verteilung der Maxima der
Residuen der Massenerhaltungsgleichung der M� in der Irischen See ein ahnliches
Bild wie die Maxima der Wasserstandsdi�erenzen zwischen klassischer und EDV�
Losung zeigt� Die gleiche Tendenz besteht bei der M� 	Abb� ���� und ����� links
�
Das relativ starke lokale Residuenmaximum in der Nahe des o�enen Randes an
Station �� 	Abb� ���� bzw� ����
 liefert einen nur geringen Beitrag zur Verbesserung
der Wasserstande um diesen Punkt 	Abb� ���� und ����
� Die Assimilation von
Me�daten in der Nahe der o�enen Rander tragt� wie schon das Zwillingsexperiment
gezeigt hat� wenig zur verbesserten Reproduktion unabhangiger Messungen bei�

Die Darstellung der Residuen der Impulsgleichungen 	Abb� ����� ����� ���� und �����
links
 la�t an einigen Me�stationen lokale Maxima erkennen� Das impliziert jedoch
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nicht� da� die Reproduktion von Geschwindigkeiten und Transporten dort De�zite
aufweist� Der Stromungsverlauf ist uberall glatt 	Abb� ���� und ����
 und zeigt keine
Abhangigkeit von der Lage der Me�stationen�

Die Linien gleicher Amplitude der Di�erenzen zwischen klassisch und mit Assimila�
tion ermittelten Geschwindigkeiten 	Abb� ����� ���� und ����� Mitte
 zeigen� wo sich
die Assimilation in welchem Ausma� ausgewirkt hat� Die Residuen stehen im all�
gemeinen mit den Di�erenzen in engem Zusammenhang 	Abb� ����� ���� und �����
Mitte
�

Fur die Erzeugung der M� spielen die Stromungsgeschwindigkeit� die Tiefe und die
Bodenbescha�enheit eine wichtige Rolle� Bei Betrachtung der Abb� ���� und ����
	links
� die die Linien gleicher Amplitude des Beitrags der Reibungsterme der zona�
len bzw� der meridionalen Impulsgleichung derM� wiedergeben� ist mit Blick auf die
Abb� ���� bzw� ���� 	links
 ersichtlich� da� M��Stromungen bevorzugt dort erzeugt
werden� wo der Beitrag der Reibungsterme am starksten ausgepragt ist� Das gilt
fur das Gebiet der beiden Amphidromien und jenes um die Insel Anglesey� wo die
M��Stromungen am starksten 	Abb� ���� bzw� ����� links
 sind� Im Flachwasserge�
biet an der Ostseite der Irischen See sind M��Gezeitenstrom 	Abb� ����� ����� links

und M��Wasserstand 	Abb� ����� links
 vergleichsweise starker vergro�ert� obwohl
dort der Beitrag seitens der Reibungterme gering ist� Es wird vermutet� da� dort
Resonanz und NLWW zwischen den beteiligten Komponenten dafur verantwortlich
sind�

Die Advektionsterme sind hauptsachlich fur die Erzeugung der M��Tide verant�
wortlich und nehmen dort die gro�ten Werte an� wo starke Stromscherungen auftre�
ten� z�B� in schmalen Kanalen 	North Channel
� an zerrissenen Kusten 	Westkuste
Schottlands
� rund um Inseln 	Anglesey und Isle of Man
� um Halbinseln 	Lleyn
�
an trichterformigen Eingangen 	St� Georgs�Kanal
 	Abb� ����� ����� jeweils links

sowie um die beiden Amphidromien 	Abb� ���� links
� wo die Gradienten der M��
Gezeitenstrome am gro�ten sind 	Abb� ����� ����� links
� Dort sind Enegie�usse der
M� am intensivsten 	Davies and Kwong� ����
�

Die Abb� ���� und ���� bzw� ���� und ����� jeweils links� zeigen� da� ein Beitrag der
Advektionsterme zur Erzeugung des M��Gezeitenstroms bevorzugt dort geleistet
wird� wo die Isolinien der M��Gezeitenstrome stark verdichtet sind und nicht not�
wendig allein bei hohen Stromgeschwindigkeiten� Eine Ausnahme stellt wie bei der
M� die ganze ostliche Seite der Irischen See dar� Dieses Gebiet ist durch verstarkte
meridionale M��Gezeitenstromungen gekennzeichnet� Die Abb� ����� ���� und ����
zeigen� da� die meisten Verbesserungen der M� an den ostlichen und westlichen
Randern der Irischen See und sudlich des St� Georgs�Kanals stattgefunden haben�
In den meisten dieser Gebiete werden jedoch durch Reibungs� und Advektionsterme
keine Beitrage geleistet� Die Ursache kann wie bei derM��Tide an der Resonanz und
an der NLWW liegen�

Dieser Umstand kann darauf hindeuten� da� an der Ostseite der Irischen See neben
den Ein�ussen der Topographie und der Resonanz der Ein�u� der NLWW zwischen
der Haupttide M� und den Obertiden M��M� wirksam sein kann�
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��� Vergleich der durch EDV� IDV und IAV er�

zielten Ergebnisse

Was die Haupttide M� betri�t� so unterscheiden sich die durch EDV� IDV und IAV
berechneten Wasserstandsverteilungen 	Abb� ���
 kaum voneinander� Lediglich auf
der Ostseite des Irischen See treten in der Nahe der Kuste merkliche Unterschiede
auf� Der Verlauf der ���m�Isolinie der Amplitude 	Abb� ���
 zeigt� da� dort durch
IDV die Amplituden unterschatzt werden� Dementsprechend fallt dort die Amplitu�
dendi�erenz zur klassischen Losung geringer als bei den anderen datenbeein�u�ten
Losungen aus� Die Phasen schreiten von der Nordseite der Halbinsel Cornwall in die
Irische See hinein fort� und es bildet sich nordlich von Irland eine zyklonische Am�
phidromie aus� die anders ist als die unmittelbar ostlich der Irischen Kuste gelegene
voll ausgebildet ist� Das so grob charakterisierte Schwingungsbild der M� stimmt
weitgehend auch in den Einzelheiten fur EDV� IDV und IAV uberein�

Die Linien gleicher M��Amplitude der durch IDV gelieferten Residuen der Masse�
nerhaltungsgleichung 	Abb� ����� Mitte
 stellen ein Muster dar� das dem durch die
Wasserstandsdi�erenzen zwischen klassisch und IDV�Losung gegebenen 	Abb� �����
Mitte
 strukturell entspricht� In der Irischen See hat sich dabei ein der Ostkuste
vorgelagerter� sich kaum zeitlich verandernder Residuenstau mit konstanter Phase
von ��� gebildet� Dies kann als Resonanz interpretiert werden� die bei der klassischen
Losungen nicht genugend reproduziert worden ist� Daran zu erinnern ist� da� die
durch EDV gelieferten Residuen der Massenerhaltungsgleichung 	Abb� ����� links

in der Irischen See die Uberlagerung zweier entgegengesetzt laufender Kelvinwellen
darstellen�

Die Amplitudenverteilung der Residuen 	Abb� ����� ����� ����� rechts
 und die ad�
jungierten Residuen 	Abb� ����
 des IAV�Modells zeigt eine datenpunktunabhangige
Verteilung� wie sie von den EDV�Residuen 	Abb� ����� links
 bekannt ist� Bei Vorlie�
gen dieser Eigenschaften der Residuen kann die Assimilation als gelungen angesehen
werden� wie das die Ergebnisse der Zwillingsexperimente bereits gezeigt haben�

Die zonalen M��Stromungsgeschwindigkeiten 	Abb� ����
 bzw� die Di�erenzen zwi�
schen ihnen und denen der klassischen Losung 	Abb� ����
 ergeben fur alle drei
Modelle sehr ahnliche Verteilungen� und das gilt auch fur die Gebiete schwacher zo�
naler Stromungen im Westteil der Irischen See und in der Keltischen See� Die EDV�
und IDV�Residuen zeigen eine ahnliche relative raumliche Gro�enverteilung wie die
Amplituden der zonalen Stromungen� Hinsichtlich des Vergleichs der von den drei
Modellen gelieferten meridionalenM��Stromungen gilt ahnliches wie fur die zonalen
M��Stromungen 	Abb� ����� ����
�

Die mit EDV� IDV und IAV berechneten M��Wasserstandsverteilungen 	Abb� ����

unterscheiden sich auch nicht wesentlich voneinander� doch die Unterschiede fallen
deutlicher als bei der M� aus� So sind nicht ganz zu vernachlassigende Unterschie�
de bei den Amplituden in der gesamten Irischen See und im nordlichen Bereich
festzustellen� Bei den Linien gleicher Amplitude der M��Di�erenzen zwischen den
datenbeein�u�ten und der klassischen Losung 	Abb� ����
 besteht die gleiche Ten�
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denz� Die o�ensichtlich durch EDV� IDV� IAV besser reproduzierten Wasserstande
in der Keltischen See� im nordlichen Teil der Irischen See und im Nordkanal bis
hin zum Atlantik 	Referenzwerte� Sinha and Pingree 	����

 spiegeln sich in der
Gro�enverteilung der Residuen 	Abb� ���� und ����
 bis auf die Westseite der Iri�
schen See wider� Die Isolinien der Massenerhaltungsresiduen bilden fur EDV und
IDV keine Maxima an den Datenpositionen� so da� es naheliegt anzunehmen� da�
sich der physikalische Inhalt der Daten gleichma�ig verbreitet hat�

Die Wasserstandsverteilungen derM��Tide� die durch Anwendung der Modelle EDV
und IDV ermittelt wurden� unterscheiden sich deutlich weniger voneinander als von
der durch das IAV�Modell berechneten Wasserstandsverteilung 	Abb� ����� ����
�
Die di�erierende Datenwirkung macht sich in voneinander abweichenden Residuen�
verteilungen bemerkbar� die mehr oder weniger sich voneinander unterscheidende
Losungen verursachen� In der Abb� ���� ist gut zu erkennen� da� Losungsverbesse�
rungen uberwiegend in der gesamten Keltischen See und in schmalen Kustenberei�
chen Englands und Irlands erzielt worden sind� Dort nehmen auch die Beitrage der
Residuen 	Abb� ����
 gro�ere Werte als in der Umgebung an�

Den Tabellen ���� bis ���� ist sowohl fur die HaupttideM� als auch fur die Obertiden
M� undM� zu entnehmen� da� durch alle drei Methoden der Datenassimilation etwa
die gleichen Verbesserungen erreicht werden�

��� Zusammenfassung

Die neuartige Modelluntersuchung unter Nutzung von Daten fur die Verbesserung
der Ergebnisse des nichtlinearen Modells wurden in den folgenden Schritten durch�
gefuhrt�

�
 Zur Ermittlung der realen nichtlinearen Obertiden wurde die schwach restringierte
inverse Methode mit zeitabhangigen� voll nichtlinearen Flachwassergleichungen als
Modell auf dem Schelfgebiet angewandt�

�
 Es wurde von den zeitabhangigen nichtlinearen expliziten und semi�impliziten
direkten Methoden und von der adjungierten Methode Gebrauch gemacht�

�
 Die Residuenfelder sind harmonisch analysiert und in drei Komponenten 	in die
Haupttide und die ersten beiden Obertiden
 zerlegt worden�

�
 Der Abstand der assimilierten Losung zur klassischen Losung wurde ebenfalls
harmonisch zerlegt und sichtbar gemacht�

Die Vorgehensweise in den Schritten �
 bis �
 erfolgte genauso wie beim Zwillingsex�
periment� Der Unterschied besteht allein darin� da� an die Stelle eines schematischen
Meeresgebietes und �ktiver Daten ein naturliches Randmeer und reale Daten getre�
ten sind�

�
 Die Flachwassere�ekte im Modell der Keltischen und Irischen See wurden har�
monisch dargestellt�
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�
 Die moglichen Regionen bedeutsamer NLWW werden durch die in �
 bis �
 vor�
genommene Analyse geliefert�

�
 Der Vergleich der durch Anwendung der Methoden EDV� IDV bzw� IAV erzielten
Ergebnisse gibt Aufschlu� uber die Wirksamkeit der Assimilation der realen Daten�

Mit Ausnahme der Keltischen See ist das untersuchte Gebiet durch die auf Flachwas�
sere�ekte zuruckzufuhrende Erzeugung von Obertiden und durch Energiedissipati�
on zufolge von Bodenreibung gekennzeichnet� Bedeutung bei der Erfassung dieser
Phanomene kommen insbesondere der NLWW zwischen den Gezeitenkomponenten
und der Resonanz zu�

Die gewahlte raumliche Au�osung im Modell ist nicht als ausreichend anzusehen�
um kleinraumige topographische Strukturen des Untersuchungsgebietes� wie etwa die
zerrissene Westkuste Schottlands� Bristol� und Nordkanal sowie das Severn Astuar�
wirksam zu erfassen� Als dynamisch relevante Unsicherheit mu� auch betrachtet
werden� da� die Bedingungen an den o�enen Randern nur unzureichend bekannt
sind� Es kann daher nicht uberraschen� da� das klassische HAMSOM�Modell keine
befriedigenden Ergebnisse geliefert hat� So ergab sich als Zielsetzung� die Defekte
des klassischen Modells durch Nutzung von Me�daten zumindest partiell zu kom�
pensieren�

Die Art der Nutzung der Dateninformation erfolgte durch unterschiedliche Metho�
den� und zwar durch die direkte Methode im expliziten und impliziten Modell so�
wie durch die adjungierten Methode� Ein Vergleich der Gute der Reproduktion der
Haupt� und Obertiden bei Verwendung der verschiedenen Methoden wurde vorge�
nommen� Fur eine Analyse der datenbeein�u�ten Reproduktion der Gezeiten wurden
herangezogen die Residuen� die adjungierten Residuen und die Di�erenzen zwischen
klassischer Losung und datenbeein�u�ten Losungen� Au�erdem hat der Vergleich
der Ergebnisse mit den auf klassische Weise ermittelten anderer Autoren� wie denen
von Sinha and Pingree 	����
 mit modi�ziertem Reibungsansatz und Young et al�
	����
 mit � dimensionalem Modell hoher Au�osung gezeigt� da� die Datenassimi�
lationsmethoden sehr leistungsfahig sind�

Die Beitrage der Flachwassere�ekte zu den beiden Obertiden zufolge von Reibungs��
Advektions� und Wellendriftterm treten jeweils an fast den gleichen geographischen
Positionen intensiver auf� Es handelt sich dabei um Bereiche im St� Georgs�Kanal�
westlich von Lleyne� um die Insel Anglesey und solche nordlich vom Nordkanal�
Diese Bereiche stimmen naturlicherweise uberwiegend mit den durch starke meri�
dionale und�oder zonale Obertidenstromungen charakterisierten Gebieten uberein�
Diese Stromungen mogen direkt durch Advektions� und�oder Reibungsterme erzeugt
werden� Ausnahmegebiete stellen in dieser Hinsicht die Flachwassergebiete an der
Ostseite der Irischen See und jenes um Wicklow Head an der Ostseite Irlands dar�
wo sich auch starke Obertidenstromungen einstellen�

Die halbtagigen Residuen und die adjungierten Residuen der Kontinuitatsgleichung
besitzen Eigenschaften fortschreitender Wellen� die allerdings von den angewandten
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inversen Methoden abhangig sind� Bei glattem Verlauf der Linien gleicher Amplitude
und denen gleicher Phase liegt es nach den Erfahrungen des Zwillingsexperiments
nahe� da� die Datenassimilation mit hoher Wirksamkeit stattgefunden hat�

Die Di�erenzen zwischen der klassischen Losung und den datenbeein�u�ten Losun�
gen konnen so wie die Residuen harmonisch analysiert und in halb�� viertel� und
sechsteltagige Di�erenzen aufgespalten werden� Sie besitzen ebenfalls einen star�
ken fortschreitenden Anteil� Sie erweisen sich hilfreich fur die Analyse� da sie die
Schwachstellen der klassischen Losung aufdecken� Als solche stellen sich z�B� Orte
heraus� an denen die NLWW� Bodentopographie und Resonanz wirksam sind� Die
Ostseite der Irischen See ist ein Beispiel� wo durch die starken Obertidenstromungen
und die hohen Wasserstande der Haupttide charakterisiert ist�

Der direkte Vergleich der durch Assimilation erzeugten Werte mit Me�werten der
M��Obertiden deutet dennoch darauf hin� da� bei den Phasen eine gute Uberein�
stimmung der datenbeein�u�ten Modellosungen mit der Realitat noch nicht gegeben
ist�

Der Reibungskoe�zient ist keine universelle Konstante und wird au�erdem in den
verwendeten Modellen auf die Transporte U bzw� V bezogen� anstatt die Boden�
stromung zugrunde zu legen� wodurch eine Uberdampfung des Wasserstandes und
der Stromungen der M� auf dem �achen Schelf bewirkt werden kann� Dieser E�ekt
wird zusatzlich verstarkt� wenn eine einzige Partialtide 	M�
 in die Modellrechnung
eingeht und die Wechselwirkung mit anderen Partialtiden 	z�B� S�
 im Reibungs�
term nicht berucksichtigt wird� Diese tragen wiederum der Uberschatzung von M�

Obertiden bei 	Sinha und Pingree� ����
�

Von den Zwillingsexperimenten ist bekannt� da� fur eine erfolgreiche Datenassimi�
lation bei der Berechnung der Obertiden mehr Messungen benotigt werden als bei
der der Haupttide� Insbesondere die M��Tide erfordert eine gro�e Anzahl von Me��
daten� die gerade fur die kurzperiodischen Obertiden am wenigsten zahlreich sind�
Sie fehlen in den Gebieten um die Insel Anglesey und um die Halbinsel Lleyn sowie
an der Sudostkuste Irlands sogar vollstandig� die als intensivere Beitrage des Flach�
wassere�ektes leistendes Gebiet fur diese Obertiden wichtig sind� Da die Reichweite
der Greenschen Funktion um den Datenpunkt in den meridionalen Richtungen le�
diglich ca� � Grad betragen kann� wie aus den Zwillingsexperimenten bekannt ist�
sind mehrere gleichma�ig verteilte Messungen erforderlich� um ein genaues Bild der
Obertiden� hier insbesondere der M�� zu erhalten�

Die Di�erenzen zwischen klassisch und datenbeein�u�t ermittelten M��
Wasserstanden 	Abb� ����
 weisen bei Anwendung aller drei inverser Methoden

ahnliche Amplituden auf�

Trotz allem kann die Reproduktion der Obertiden im Hinblick auf die relativ gute
Ubereinstimmung mit den vorhandenen Messungen als zufriedenstellend eingestuft
werden�

Die Linien gleicher Amplitude und gleicher Phase der Residuen 	Abb� ����
 und der
Di�erenzen 	Abb� ����
 zeigen bei der Haupttide M� vergleichsweise glatte Kurven�
verlaufe mit Wellencharakter� was auf eine gelungene Assimilation von Daten hin�
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deutet� Eine Ausnahme stellen die bei Anwendung der IAV�Methode resultierenden
Residuen dar� die keine systematische Verteilung erkennen lassen� Stattdessen ver�
deutlicht die Verteilung der Isolinien der adjungierten Residuen 	Abb� ����� links
�
die auch in der Nahe von Me�stationen keine Unregelma�igkeiten erkennen la�t� die
wirkungsvolle Assimilation der Daten mit dieser Methode�

��� Tabellen und Abbildungen
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Tabelle ����

Gezeitenkonstanten der M� an Station � bis �� mit Positionsangabe 	westl� L�ange� n�ordl�

Breite�� Geliefert durch Messungen� klassische HAMSOM Methode und EDV Assimilations�

methode�

Station Position Messungen Klassisch EDV
L�ange Breite Amplitude Phase Amplitude Phase Amplitude Phase
	Grad
 	Grad
 	cm
 	Grad
 	cm
 	Grad
 	cm
 	Grad
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��� ����� ������ ����� ����� ����� ����� ����� ����
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�� ����� ������ ����� ����� ����� ����� ���� �����
��� ����� ������ ����� ����� ����� ����� ����� �����
�� ���� ������ ����� ���� ���� ���� ����� ����
�� ����� ������ ����� ����� ����� ����� ����� �����
�� ����� ������ ���� ����� ����� ����� ���� �����
�� ����� ������ ����� ����� ����� ����� ����� �����
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Kapitel �

Schlu�folgerung

Mit den klassischen numerischen Modellen konnen die wirklichen Werte oft nicht
genugend genau wiedergegeben werden� Dieser Mangel ist wesentlich zuruckzufuhren
auf physikalische und numerische Modellde�zite� Da� die Kombination von Modell
und Daten diese De�zite partiell ausgleichen kann� ist seit langerem bekannt und
wurde besonders erfolgreich mit linearen Gezeitenmodellen veri�ziert� Nichtlineare
Modellanwendungen mit der restringierten adjungierten Methode lieferten fur das
Anfangswertproblem der ozeanischen Zirkulation umfangreiche Erfahrungen� Die
Behandlung inverser nichtlinearer ozeanischer Probleme mit dem dynamischen Mo�
dell als schwacher Zwangsbedingung wird jetzt im realistischen Ma�stab zur Repro�
duktion nichtlinearer� sich zeitlich und raumlich verandernder Bewegungsfelder auf�
genommen� In dieser Arbeit wurde das nichtlineare Gezeitenproblem in einem realen
Randmeer untersucht� Dazu wurden drei unterschiedliche schwach restringierte in�
verse Methoden abgeleitet� mit den vorhandenen Wasserstandsdaten angewendet
und die Ergebnisse im Hinblick auf die verbesserte Wiedergabe der Modellvaria�
blen� d�h� der Wasserstande und der Volumentransporte� miteinander verglichen�
Der Datenassimilation im realen Randmeer vorangestellt wurde die Behandlung ei�
nes �ktiven Datenassimilationsszenariums in einem schematischen Rechteckbecken
naturlicher Abmessungen� um die abgeleiteten Methoden bei bekanntem Modellde�
fekt testen und ihre Leistungsfahigkeit abzuschatzen�

Die Zwillingsexperimente des �ktiven Szenariums zeigen� da� der vorgegebene sy�
stematische Fehler in der Schwerebeschleunigung durch die Assimilation von als
wahr de�nierten Wasserstanden der Haupt� und Obertiden aufgehoben werden kann�
Schwierigkeiten� mit Hilfe von Daten Korrekturen zu erzielen� konnen jedoch bei
den Obertiden auftreten� insbesondere dort wo die Flachwassere�ekte starker in Er�
scheinung treten und wo Daten ganz fehlen� Die Wasserstandsgleichungsresiduen
haben Wellencharakter� Sie besitzen Amplitude und Phase einer stehenden Welle
im Rechteckbecken� Im Falle der Anwendung der EDV�Methode ergibt sich in sehr
guter Naherung als Impulsgleichungsresiduum das durch den vorgegebenen Defekt
de�nierte in Gestalt der mit der Schweredi�erenz multiplizierten Druckgradienten�
Das Kontinuitatsgleichungsresiduum mu� wegen der allein arti�ziell veranderten Im�
pulgleichungen bei optimal gelungener Datenassimilation verschwinden� Im Falle der

���
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EDV�Methode ergeben sich tatsachlich fur die Haupttide und die Obertiden nahezu
verschwindende Kontinuitatsgleichungsresiduen� Die semi�implizite direkte und die
adjungierte Methode liefern wegen ihrer numerischen Formulierung trotz ansonsten
sehr guter Ergebnisse keine entsprechende Reproduktion der theoretischen Residuen�

Im realistischen Modell wird die Kontinuitatsgleichung wegen der nicht hinreichend
bekannten Tiefentopographie nicht sehr hoch gewichtet� so da� sich auch bei An�
wendung von EDV nicht verschwindende Kontinuitatsgleichungsresiduen mit Wel�
lencharakter ergeben�

In der vorliegenden Arbeit wurden die Residuen und die Di�erenzen zwischen klassi�
scher Losung und datenbeein�u�ten Losungen harmonisch analysiert und die Kom�
ponenten untersucht� Es konnten so Hinweise auf physikalische Defekte der klassi�
schen Losung erhalten werden� Beispielsweise gelang es� Orte zu identi�zieren� an
denen die NLWW zwischen Haupt� und Obertiden bzw� die Resonanz unterschatzt
worden waren�

Im Vergleich mit klassisch ermittelten Ergebnissen anderer Autoren ergibt sich� da�
alle hier verwendeten Assimilationsmethoden 	EDV� IDV und IAV
 zumindest die
Reproduktion der nichtlinearen Gezeitendynamik besser oder wenigstens gleichwer�
tig realisieren konnen� ohne da� Ma�nahmen der Gitternetzverfeinerung 	Young et�
al� ����
 bzw� der Einfuhrung eines zusatzlichen Reibungstensors 	Sinha und Pin�
gree� ����
 zum nichtlinearen Reibungsterm ergri�en werden mussen�

Die direkte und adjungierte Methode sind durchaus geeignet� andere nichlineare
zeitabhangige Probleme mit gro�eren Dimensionen wie z�B� die globale Zirkulation
zu behandeln� und ermutigen zu weiteren Entwicklungen�

Als Vor� bzw� Nachteile der getesteten und angewendete vier unterschiedlichen in�
versen Methoden vermochten die folgend angegeben ermittelt werden�

EDV� Sowohl beim Zwillings� als auch beim Feldexperiment zeigt die EDV�Methode
die beste Eignung zur Reproduktion der Feldvariablen� Beim Experiment im ideali�
sierenden Becken gibt diese Methode die wahren Residuen sehr gut wieder� rekon�
struiert mit Hilfe hochgenauer 	�ktiver
 Daten die art�ziell verfalschte Modellphysik
fast perfekt� Im realen Feldexperiment zeigen die Residuen eine dem Charakter und
dem raumlichen Ma�stab der Gezeit entsprechende Verteilung� die vor dem Hin�
tergrund der Ergebnisse des Zwillingsexperiments auf eine partielle dateninduzier�
te Korrektur der fehlerbehafteten Modelleigenschaften hindeuten� Der Aufwand an
Rechenzeit und der Speicherplatzbedarf konnen die Anwendbarkeit auf Probleme
gro�erer Dimension einschranken�

IDV� Mit dieser Methode werden nur wenig schlechtere Ergebnisse als mit EDV fur
das schematische Rechteckbecken und fur das reale Meeregebiet der Irischen und
Keltischen See gewonnen� Auch mit IDV werden vermittels der erzeugten Residuen
nach allen Erfahrungen Schwachstellen der klassischen Losung und speziell Regio�
nen ursprunglich nicht hinreichend gut dargestellter NLWW zwischen den Gezei�
tenkomponenten identi�ziert� Der vergleichsweise geringe Bedarf an Rechenzeit und
Speicherkapazitat weist die IDV�Methode zusammen mit ihrer Leistungsfahigkeit
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als fur die Durchfuhrung aufwendigerer Datenassimilationsexperimente geeignetste
Methode aus�

IAV� Die Erwartung hinsichtlich der Aussagekraft der Residuenfelder� die sich auf
deren Beschreibung durch die adjungierten Gleichungen stutzen� konnte nicht voll
erfullt werden� Wegen des relativ hohen Rechenzeitbedarfs und der komplizierten
numerischen Formulierung wird die weitergehende Nutzbarkeit nicht so hoch ein�
geschatzt� Als Vorteile wird die leichte Uberfuhrung in andere gangige Methoden�
wie z�B� die Representer�Methode� VCA und die stark restringierte Methode� ange�
sehen�

EAV� Ergebnise der expliziten adjungierten Verfahrens wurden in der vorliegenden
Arbeit nicht gezeigt� EAV benotigt die meisten Speicherplatze und die langste Re�
chenzeit�

Direkte Anwendung der beiden adjungierten Methoden 	IAV und EAV
 ist ohne
Modi�kation fur aufwendigere Gezeitenmodellierungen� etwa die Ermittlung eines
gro�eren Satzes von Kombinationstiden� weniger geeignet� Dagegen sind die beiden
direkten Methoden mit ihren Erweiterungsmoglichkeiten als vielseitig und umfas�
send anwendbar zu betrachten�
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