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1 Einleitung

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit der Analyse von Zeitreihen. Eine Zeitreihe ist eine Folge

von reellwertigen Zufallsvariablen (X;);ez.

Zeitreihen treten in vielen verschiedenen Bereichen, wie z.B. der (Finanz-) Wirtschaft, der Medizin
oder den Naturwissenschaften auf. Hier sollen einige Beispiele fiir Zeitreihen genannt werden:

e Die téglichen Kurse einer bestimmten Aktie oder eines bestimmten Aktienindex.

e Die monatlichen Arbeitslosenzahlen in Deutschland.

e Die jahrlichen minimalen Wasserstédnde des Nils.
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Abbildung 1.1: Monatliche Anzahl der durch Verkehrsunfiille in Deutschland getéteten Personen
von Januar 1991 bis Mai 2005 zusammen mit einem geschétzten linearen Trend und
einem gemil des gleitenden Mittels iiber 12 Monate geschitzten Trend

Quelle: |[Kreifs and Neuhaus| [2006]

In Abbildung ist als Beispiel einer Zeitreihe die monatliche Anzahl der durch Verkehrsunfille
in Deutschland getoteten Personen von Januar 1991 bis Mai 2005 dargestellt (Quelle: Kreifs and
Neuhaus [2006]). Es ist zu sehen, dass die Zahlen im Laufe der Zeit absinken, die Zeitreihe unterliegt
einem sogenannten Trend. Auferdem ist zu sehen, dass die Zahlen von der Saison abhingig sind,



im Sommer treten offensichtlich mehr tédliche Unfille auf als im Winter.

In der Zeitreihenanalyse, wie sie in dieser Arbeit betrieben wird, wird davon ausgegangen, dass
die Zeitreihen keinen solchen Trend- oder Saisoneinfliissen unterliegen. Durch Schitzung des Trends
und des saisonalen Anteils ist es (allerdings nur unvollstindig und héchstens approximativ) moglich,
eine Zeitreihe, wie die in Abbildung[I.I] dargestellte, von Trend- und Saisoneinfliissen zu bereinigen.
Fiir solche Schitzungen gibt es verschiedene Methoden, die hier aber nicht ndher ausgefiihrt werden
sollen.

Abbildung zeigt die trend- und saisonbereinigte Zeitreihe der todlichen Unfallopfer in Deutsch-
land von 1991 bis 2005 (Quelle: Kreifs and Neuhaus| [2006]).
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Abbildung 1.2: Trend- und saisonbereinigte Anzahl der tédlich verletzten Unfallopfer
in Deutschland von 1991 bis 2005 (vgl. mit Abbildung
Quelle: [Kreif and Neuhaus| [2006]

Fiir Zeitreihen, die keinen Trend- und Saisoneinfliissen unterliegen wird in dieser Arbeit mit Metho-
den der nichtparametrischen Statistik untersucht, ob ein sogenannter Change-Point (Strukturbruch)
vorliegt. Im néchsten Abschnitt wird ndher beschrieben, was ein Change-Point in einer Zeitreihe
ist, und in welchen Situationen Tests darauf, ob ein Change-Point vorliegt, von Interesse sind.

Der Rest der Arbeit ist wie folgt aufgebaut. In Kapitel 2] wird das mathematische Modell vorgestellt
und einige Grundlagen zu den Begriffen Mischungsbedingung und Konvergenz von Zufallselementen
eingefiithrt. In Kapitel [3| werden die nichtparametrischen Schétzer definiert und Konsistenz dieser
Schitzer bewiesen. In Kapitel [4] wird der sequentielle empirische Prozess der nichtparametrisch ge-
schitzten Residuen definiert, eine stochastische Entwicklung fiir diesen hergeleitet und schwache
Konvergenz des Prozesses bewiesen. In Kapitel 5| wird auf Basis der Ergebnisse aus Kapitel {4 ein
Test auf einen Change-Point in der Innovationenverteilung vorgestellt und die Verteilung der Test-
statistik sowie Konsistenz des Tests hergeleitet. In Kapitel [6] wird der Test fiir verschiedene Modelle
auf simulierte Daten angewendet und ein echter Datensatz zu einem Aktienindex untersucht. In
Kapitel [7] werden weitere mogliche Hypothesentests vorgestellt, fiir die die Ergebnisse aus Kapitel



verwendet werden konnen. In Kapitel [§] werden zwei Artikel vorgestellt, die sich mit dhnlichen
Modellen wie das dieser Arbeit beschiftigen, und es wird herausgearbeitet, warum die Ergebnisse
dieser Artikel nicht verwendet werden kénnen. Kapitel [0l und Kapitel [I0] beinhalten die fiir die Be-
weise in Kapitel ] und Kapitel [f|notwendigen Lemmata. Zum Schluss gibt Kapitel [[T]einen Ausblick
iiber mogliche weiterfithrende Forschung auf dem Gebiet dieser Arbeit.

1.1 Change-Points in Zeitreihen

Ein sogenannter Change-Point (Strukturbruch) liegt in einer Zeitreihe vor, wenn sich die Verteilung
der Zufallsvariablen, aus denen die Zeitreihe besteht, an einem bestimmten Zeitpunkt, dem Change-
Point, dndert.

Teilweise ist dies schon optisch in der Graphik einer Realisation der Zeitreihe zu erkennen, wie z.B.
in Abbildung in der eine Realisation einer Zeitreihe mit einem Change-Point zum Zeitpunkt
100 dargestellt ist.
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Abbildung 1.3: Realisation einer Zeitreihe mit Change-Point zum Zeitpunkt 100

(Modell (6.0.1) (S.[83) mit n = 200, ¢ =1)

Zum Vergleich ist in Abbildung eine Realisation einer Zeitreihe ohne Change-Point dargestellt.

In einigen Féllen ist es allerdings nicht eindeutig in der Graphik einer Realisation zu erkennen, ob ein
Change-Point vorliegt, oder nicht. Ein Beispiel dafiir ist Abbildung in der eine Realisation einer
Zeitreihe mit einem Change-Point zum Zeitpunkt 100 dargestellt ist, der Change-Point allerdings
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Abbildung 1.4: Realisation einer Zeitreihe ohne Change-Point

(Modell (6.0.1) (S.[83) mit n = 200, ¢ = 0)

nicht so deutlich zu erkennen ist, wie in Abbildung [1.3]

Fiir solche Fille sind Tests auf einen Change-Point, wie der in Kapitel [5| vorgestellte, von Bedeu-
tung.

1.1.1 Anwendungsbeispiele

Die Frage, ob ein Change-Point in einer Zeitreihe vorliegt, ist in vielen Anwendungsbereichen in-
teressant, z.B. in der (Finanz-)Wirtschaft, in der Klimaforschung oder in der Medizin, z.B. bei der
Uberwachung von Intensiv-Stations-Patienten. Exemplarisch sollen hier einige konkrete Beispiele
vorgestellt werden:

e Qualitdtskontrolle: Von einer Maschine produzierte Teile sind meist (in einem geringen Mafe)
zufilligen Abweichungen vom Soll-Wert unterworfen. Eine bestimmte Ausprégung nacheinan-
der produzierter Teile kann also als stochastische Zeitreihe angesehen werden. Ein Change-
Point-Test konnte hier iiberpriifen, ob sich die Abweichung vom Soll-Wert nach einer Zeit
statistisch signifikant verdndert hat. (Vergleich Page| [1954])

e Finanzzeitreihen: Mit einem Change-Point-Test kann z.B. getestet werden, ob sich die Volati-
litdt oder die Rendite (z.B. absolute oder quadratische tégliche Rendite) statistisch signifikant
verandert hat. (siehe Andreou and Ghysels| [2009], Abschnitt 4)

o Wasserstdnde: In der Klimaforschung werden die Wasserstinde verschiedener Fliisse aufge-
zeichnet. Diese Daten konnen auf einen Change-Point getestet werden. Ein bekanntes Beispiel
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Abbildung 1.5: Realisation einer Zeitreihe mit Change-Point zum Zeitpunkt 100

(Modell (6.0.4) (S.[90) mit n = 200, ¢ = 0.5)

sind die Wasserstande des Nils, die sich 1899 (Bau des ersten Assuan-Staudamms) statistisch
signifikant verdnderten. Eine weiteres Beispiel fiir einen Change-Point-Test auf Wasserstands-
daten wird in |Huskova and Antoch [2003] gegeben.




2 Grundlagen

In diesem Kapitel wird zunéchst das Modell, das in dieser Arbeit betrachtet wird, definiert (Ab-
schnitt . Anschliefend wird eine Ubersicht zu den Grundlagen der Begriffe Mischungsbedingung
(Abschnitt und Konvergenz von Zufallselementen (Abschnitt gegeben.

2.1 Das Modell

Das Modell, das in dieser Arbeit betrachtet wird, ist ein reellwertiger stochastischer Prozess (X);ez.
der durch die folgende Gleichung bestimmt ist:

Xj =m(Xj-1) + o(Xj-1)e, (2.0.1)

wobei m und o geeignet glatte Funktionen sind (siehe Voraussetzung (M), Kapitel |3) und (e;)
unabhéngig mit Ele;] = 0 und E[eJQ] = 1V sind und ¢; von allen X; mit k£ < j — 1 stochastisch
unabhéngig ist. Ein solches Modell wird als heteroskedastisches autoregressives Modell bezeichnet.
Die Zufallsvariablen (e;) heifen Innovationen.

Es wird davon ausgegangen, dass X, ..., X, eines solchen Prozesses beobachtet wurden. Die Funk-
tionen m und o sind unbekannt, ebenso die Verteilung der Innovationen (¢;). Sie werden auf Basis
der Beobachtungen geschitzt (siche Kapitel [3{ und Kapitel .

Die Funktionen m und o bezeichnen den bedingten Erwartungswert und die bedingte Streuung der
Beobachtungen:

Der Term E[X;|X;_1 = z], # € R ist unabhéngig von j = 1,...,n und wird Regressionsfunktion
genannt. Er wird mit m(x) bezeichnet, also

m(z) = FE[X1|Xo= 2], zeR

Ebenso ist Var(X;|X;_1 = z), € R unabhéngig von j =1,...,n, und

o(z) = /o2(x) == /Var (X1| X = z), zeR
wird Skalierungsfunktion genannt.

2.1.1 Stationaritit

Hiufig wird in Modellen wie angenommen, dass die Zeitreihe (X;);ez strikt stationdr ist, also
dass die Verteilung von (Xj,...,X;,) gleich der Verteilung von (Xj 44,...,Xj,1p) ist, fiir alle
h € 7Z, alle k € Nund alle j1,...j; € Z.
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Hierfiir muss insbesondere gelten, dass alle €; dieselbe Verteilung haben (durch die Unabhéngigkeit
ist dann die Zeitreihe (€;) ez strikt stationdr).

In Kapitel 5] werden Modelle mit einem sogenannte Change-Point in der Verteilung der Innovationen
(€;) untersucht, also Modelle, bei denen sich die Verteilung der €; zu einem bestimmten Zeitpunkt
dndert. Die mit solchen Innovationen entstehenden Zeitreihen (X;);ez kénnen nicht strikt stationér
sein.

In den Lemmata, die fiir den Beweis der Konsistenz des Change-Point-Tests notwendig sind (Lem-
mata und , Lemmata in Kapitel @), wird daher auf die Annahme strikter Stationaritit und
auch auf die schwéichere Annahme, dass alle X; dieselbe Verteilung haben, verzichtet.

Fiir die stochastische Entwicklung des sequentiellen empirischen Prozesses der Residuen in Kapitel [,
aus der die Verteilung des Change-Point-Tests unter der Nullhypothese keines Change-Points folgt,
sind die Annahmen, dass alle X, dieselbe Verteilung haben und dass alle ¢; dieselbe Verteilung
haben, allerdings notwendig.

Bemerkung 2.1 Aus den Annahmen, dass alle X; dieselbe Verteilung haben und dass alle ¢;
dieselbe Verteilung haben, folgt strikte Stationaritat des Prozesses (X;);ez.

Beweis Sei k € N, j1,...jr € Z und 0.E. j1 < j2 < ... < j. Die gemeinsame Dichte fx,
von (Xj,...,Xj,) lasst sich darstellen als

1 X

= fx;, (@1) - fxpx;, (@2lzn) - fgx

j (:Uk|xk—l) )

k—1

da die durch definierte Zeitreihe markovsch ist. Weiter gilt fiir alle ¢ = 1,...,k
Ix; x5, @ilwioa)

fo, ()

o(zi—1)

falls ji—l = ]z —1
_ f (ylfm(zi71)> f ('yzfm(yﬂ) fe. <w>
- / Ci—1+I\ olwi—1) €ji—1+2\ o(y1) i o (Wj;—jj_1-1) d(

o(xi-1) a(y1) e J(yji—.ii_l—l)

Yi,--- ’yjz'*]'iqfl)

sonst.

Damit ist die Verteilung von (Xj,,..., X}, ) gleich der Verteilung von (Xj, 44,...,Xj,4p) fiir alle
h € Z, wenn alle X; dieselbe Verteilung haben und alle €; dieselbe Verteilung haben.

2.2 Mischungsbedingung

Eine Voraussetzung in vielen in dieser Arbeit bewiesenen Sétzen ist, dass die Beobachtungen (X});ez
a-mischend sind und die Mischungskoeffizienten bestimmte Konvergenzaten erfiillen.
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Definition 2.2 Ein stochastischer Prozess (X;) ez ist a-mischend mit Mischungskoeffizienten «(n),
wenn

a(n) := sup sup |P(ANB) — P(A)-(B)] —— 0, (2.2.1)
k€Z A€o(X;:j<k),B€o(X;:j>k+n) n—oo

wobei o(-) hier die von - erzeugte o-Algebra bezeichnet.
(Siehe z.B. Rio| [1995].)

Ist der Prozess (X;);ez stationér, so kann die Bedingung (2.2.1) zu

a(n) = sup |IP(ANB)—P(A)-(B)] —— 0
A€0(X;:j<0),B€0(X;:j>n) e

vereinfacht werden (siehe |Fan and Yao [2005] (Abschnitt 2.6.1)), und im Fall eines stationédren
Markov-Prozesses sogar zu

om)= s |[P(ANB) - P(4)-(B)] —=0.
A€o (Xo),Beo(Xn) n—oo

(Siehe |[Fan and Yao| [2005] 2.6.1(iv).)

Der hier betrachtete stochastische Prozess

Xj=m(Xj-1) +o(Xj-1)e;

ist markovsch. Allerdings wird er nicht fiir alle Theoreme als stationdr angenommen (siehe Abschnitt
2.1.1).

Die stirkste Forderung an die Konvergenzrate der Mischungskoeffizienten in dieser Arbeit, ist

a(n) =0 (a™), firein 1 <& < oo,
also dass die Mischungskoeffizienten exponentiell-schnell fallen.

Diese Forderung ist erfiillt, wenn die Folge von Zufallsvariablen geometrisch ergodisch ist, wie in
Lemma [2.4] gezeigt wird.

Definition 2.3 Ein Markov-Prozess (X)) ez ist geometrisch ergodisch, wenn es ein eindeutiges
invariantes Mafly m gibt, so dass

HP(”) (-]z)— w‘ < G(x)p™", fiirein 1 < 3 < oo

Var

fiir eine Funktion G > 0 mit [ G(z)m(dx) < oo, wobei P (- |z) die n-Schritt Ubergangswahr-
scheinlichkeit mit Ausgangspunkt x bezeichne und || ||y, die Totalvariation.
(Siehe |Bhattacharya and Lee [1995] oder Doukhan|[1994] (S.89)).

Lemma 2.4 Ein stationdrer geometrisch ergodischer Prozess (X});ez ist a-mischend mit exponentiell-
schnell fallenden Mischungskoeffizienten.
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Das betrachtete Modell
Xj = m(Xjfl) + O'(Xjfl) - €5, (Ej) ii.d.

ist nach Doukhan| [1994] (Abschnitt 2.4.2.3, Proposition 6) geometrisch ergodisch (und damit a-
mischend mit exponentiell-schnell fallenden Mischungskoeffizienten), wenn die Verteilung der Inno-
vationen () absolut stetig bezliglich des Lebesgue-Mafes ist und auferdem die Bedingung

37> 1: B[] < oo, limsup MO @I ElGTD?

<1 (2.4.1)

erfiillt ist.
Ahnliche Bedingungen werden auch in Bhattacharya and Lee| [1995] angegeben.

Beweis von Lemma Ein stationdrer geometrisch ergodischer Prozess (X);ez ist nach Fan
and Yao [2005] (Abschnitt 2.6.1 Punkt (vi)) oder Doukhan|[1994] (S.89) S-mischend mit exponentiell-
schnell fallenden Mischungskoeffizienten, d.h.

B(n):=sup E
keZ

s |P(B) = P(Blo(X; : j <))
Beo(X;:j>k+n)

:O(B_”), fiir ein 1 < 8 < 00

(Definition siehe z.B. Fan and Yao [2005] (Abschnitt 2.6.1)).

Es gilt
sup E sup |P(B) — P(Blo(X; :j <k))|
kEZ Beo(X;:j>k+n)
> sup sup F sup |P(B) — P(Blo(X; : j <k))|-1a],
k€Z Aeco(X;:j<k) Beo(Xj:j>k+n)
da sup |P(B) — P(Blo(X;:j<k))| >0
Beo(X;:j>k+n)
> sup sup sup E[|P(B) — P(Blo(X; :j <k))|-14]
keZ A€o(X;:j<k) \ B€o(X;:j>k+n)
> sup sup |E[(P(B) — P(Blo(X;:j <k)))-14]|
keZ Aeco(X;:j<k),Beo(X;:j>k+n)
— sup sup P(B) - E[L4] - E[P(Blo(X; : j < k) - 14]
ke€Z A€o(X;:j<k),B€o(X;:j>k+n)
= sup sup |P(B) - P(A) — E[E[1plo(X;: j < k)] - 14]]
ke€Z Aeco(X;:j<k),Beo(X;:j>k+n)
= sup sup |P(B) - P(A) — E[1p - 14]|

keZ Aeo(X;:j<k),Beo(X;:j>k+n)
nach Definition der bedingten Erwartung

= sup sup |P(B)-P(A) — P(Bn A)|.
keZ Aeco(X;:j<k),Beo(X;:j>k+n)

Damit ist a(n) < B(n), also ist der stochastische Prozess (X;) ez a-mischend mit exponentiell-
schnell fallenden Mischungskoeffizienten.
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2.3 Konvergenzbegriffe

In dieser Arbeit treten hiufig Konvergenzen von Zufallselementen auf. Daher wird hier eine kurze
Ubersicht {iber verschiedene Konvergenzarten von Zufallselementen gegeben.

Die folgenden Definitionen und Bemerkungen, sowie ausfiihrlichere Erlauterungen koénnen z.B. in
Billingsley| [1968], in van der Vaart [2000] oder in van der Vaart and Wellner| [1996] gefunden
werden.

Die in dieser Arbeit betrachteten Zufallselemente sind zum Einen reellwertige Zufallsvariablen und
zum Anderen stochastische Prozesse.

Zunichst werden Konvergenzbegriffe fiir reellwertige Zufallsvariablen betrachtete, also fiir Funktio-
nen X auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,4, P), mit Werten in R, X : Q — R, die (A, B)-
messbar sind, wobei B die Borel-o-Algebra auf R bezeichnet.

Definition 2.5 Sei (X,,)nen eine Folge von reellwertigen Zufallsvariablen und X eine reellwertige
Zufallsvariable.

o (X, )nen konvergiert fast sicher gegen X, wenn

P(nm Xn:X>:1.

n—oo

Notation: X,, -5 X

n—oo

o (X, )nen konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen X, wenn

lim P(|X, —X|>n) =0, Vi > 0.

Notation: X, AN X

n—oo
o (X, )nen konvergiert in Verteilung gegen X, wenn

lim P(X, <z)=P(X <ux), fiir alle Stetigkeitspunkte z von P(X < ).

n—oo

Notation: X, _P . x

n—oo
o (Xp)nen konvergiert schwach gegen X, wenn

lim E[H(X,)]=E[H(X)], fiir alle stetigen und beschrénkten Funktionen H : R — R.

n—o0o

Notation: X,, = X

Bemerkung 2.6 Im hier betrachteten Fall der reellwertigen Zufallsvariablen ist schwache Konver-
genz dquivalent zu Konvergenz in Verteilung.
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Im Folgenden werden Konvergenzbegriffe fiir stochastische Prozesse betrachtet, also fiir Familien
(Xt)ter von reellwertigen Zufallsvariablen, die auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P) definiert sind (T: Indexmenge).

Auch stochastische Prozesse konnen als Abbildungen aufgefasst werden. Sei hierfiir zu einer belie-
bigen Indexmenge T mit [*°(T") der Raum der beschriankten Abbildungen 7" — R bezeichnet. Dann
kann (X;)ier als Abbildung

(Xt)ter : 2 — 17°(T)
w — X(w):T—R

betrachtet werden, falls jeder Pfad von (X¢)ier (t — X¢(w)) beschrénkt ist.

Mit der Supremumsnorm wird [°°(7") zum metrischen Raum. Dieser Raum kann zusitzlich mit der
o-Algebra der Borelmengen ausgestattet werden und man erhélt ein dhnliches Konstrukt wie im
Fall von reellwertigen Zufallsvariablen.

Die Schwierigkeit die auftritt ist allerdings, dass die hier betrachteten Folgen von stochastischen
Prozessen (empirische Prozesse) im Allgemeinen nicht messbar sind. Daher wird in zu Definition
[2.5] analogen Definitionen fiir stochastische Prozesse auf Messbarkeit der Folgenglieder verzichtet
und nur Messbarkeit des Grenzwerts gefordert.

Dafiir miissen zunéchst analoge Begriffe zu Erwartungswert und Wahrscheinlichkeitsmaf fiir nicht
messhare Abbildungen definiert werden.

Definition 2.7 (£, A, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum, X : @ — R (= R U {—00,00}) eine
Abbildung. Dann heift

E*[X]:=inf{E[Y]:Y > X, Y :Q — R (A,B)-messbar, E[Y] existiert }
fuferer Erwartungswert von X.
Fiir eine beliebige Teilmenge B C €2 ist
P*(B)=inf{P(A): BC A, Ac A}

die aulere Wahrscheinlichkeit von B.

Mit Hilfe dieser Definition kénnen zu Definition 2.5 analoge Definitionen fiir nicht messbare Abbil-
dungen angegeben werden.

Definition 2.8 S sei ein metrischer Raum mit Metrik d und Borel-o-Algebra S, (2, A, P) sei ein
Wahrscheinlichkeitsraum und X, : @ — S, X : Q — S seien Abbildungen

o (Xp)nen konvergiert fast sicher gegen X, wenn es ein A, : Q@ — R gibt, das (A, B)-messbar

ist und das fast sicher gegen Null konvergiert, A, e, 0, mit
n—oo

d(Xn, X) < Ap.
Notation: X, =" X
n—oo
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o (Xp)nen konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen X, wenn

lim P*(d(X,, X)>n)=0, Vn>0.

n—oo

Notation: X, —— X

n—oo
o (X, )nen konvergiert schwach gegen X, wenn

lim E[H*(X,)] = E[H(X)], fiir alle stetigen und beschréinkten Funktionen H : S — R.

n—oo

Notation: X, = X
Hier wird vorausgesetzt, dass der Grenzwert X (A, S)-messbar ist.

2.3.1 Landau-Symbole

Mit Hilfe der Landau-Symbole o und O werden Konvergenzraten angegeben. Es gilt fiir reelle (de-
terministische) Folgen (z,,)neny und (yn)nen

Tn=0(y,) = lim |—|=0
=00 | Yn
und
T, =0(y,) & IM<oo, N<oo: Inl N1 Vn > N.
Yn

Héaufig wird auch die Schreibweise
Tpn =Tn+0(yn) & |zn— Tnl = o(yn)

(analog mit O anstatt o) verwendet.

Bemerkung 2.9 Aus der Definition der Landau-Symbole lassen sich direkt die folgenden Eigen-
schaften ableiten

® ITp = O(yn) = Tp = O(yn)
® Tp = O(yn)y Tp = O(gn) = Tn+Ip= O(max(yn, gn))a TpTy = O(yngjn)

® In = O(Qn)a Ip = O(gn) = Tp+Tp= O(maX(ymgn))

In dieser Arbeit tauchen hiufig Landau-Symbole fiir stochastische Konvergenzen, Op und op, auf.
Analog zur obigen Definition gilt fiir zuféllige reelle Folgen (X, )neny und (Y3 )nen
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und
Xy

n

X,=0p(Y,) & Vn>0 EI]\_4<oo,]\7<oo:P<

>M><77 Vn > N.

Auch fiir die stochastischen Landau-Symbole gelten die Implikationen in Bemerkung (siehe
van der Vaart| [2000], Abschnitt 2.2)
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3 Die Kernschatzer

In diesem Kapitel werden die Schétzer fiir die Regressionsfunktion und die Skalierungsfunktion de-
finiert, Konsistenz dieser Schétzer bewiesen (Satz S. und die Konvergenzraten der Schétzer
hergeleitet (Lemma [3.4] S. [35)).

Analoge Ergebnisse fiir dhnliche Modelle sind in Abschnitt (S. zusammengefasst. Allerdings
kann keins dieser Ergebnisse fiir dieses Modell verwendet werden, da hier keine Stationaritit gefor-
dert wird.

Das Kapitel beginnt mit einem Abschnitt zur Definition der Schitzer, gefolgt von einem Abschnitt
zur Konsistenz und den Konvergenzraten der Schitzer, in dem zum einen in Lemma (S.
die Konvergenzraten der Schitzer hergeleitet werden (basierend auf Lemma , S. und zum
anderen die Ergebnisse von Lemma[3.4 benutzt werden, um die Konsistenz der Schétzer zu beweisen

(Satz B2 S. B).

3.1 Definition der Kernschatzer

Nichtparametrische Schétzer wie z.B. Kernschitzer haben gegeniiber parametrischen Schitzern den
Vorteil, dass keine spezifischen Annahmen an die zu schitzenden Funktionen gestellt werden miissen.
Die einzigen Annahmen, die gemacht werden miissen sind Differenzierbarkeitsannahmen und An-
nahmen iiber die Wachstumsrate der Funktionen und ihrer Ableitungen. Forderungen an die genaue
Form der Funktion miissen nicht gestellt werden, im Unterschied zur parametrischen Schitzung.

Fiir die Schéitzung wird eine sogenannte Kernfunktion K benétigt, die eine Dichte ist, fiir die also
gilt K (u) > 0 fiir alle w € R und [ K(u)du = 1. Auferdem wird eine positive Nullfolge ¢, bendtigt,
die sogenannte Bandbreite.

Ein Kernschitzer fiir die Regressionsfunktion m(z) = E[X1|Xo = z] ist der Nadaraya-Watson-
Schétzer

1 n =X 1 .
nen Zi:l K ( Cn ) Xi

1 n z—X;—1
Ncn ZZ:I K ( Cn )

m(z) =

Entsprechend ist

1\ z=Xio1) x2
5(z) = v/62(x) = i S (5 )Xl—ml(x))?

1 n r—X;_1
nen Zi:l K ( c )

n

ein Schiitzer fiir o(z) = /Var(X;|Xo = z) = \/E[X%]XO = 2] — (E[X1|Xo = «])?, die Skalierungs-

funktion.
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Anmerkung:

B K X>); — (())? =

cn

ey T m(—z S (Xi—n(2))
oy k() -

cn

G ist wohldefiniert, da ==~
e K (

3.2 Konsistenz und Konvergenzraten der Kernschitzer

Kernschitzer, wie die in Abschnitt vorgestellten m(x) und 6(z), liefern eher schlechte Schitz-
werte fiir Werte z, die weit von den Beobachtungen Xy, ..., X, entfernt liegen. Die Beobachtungen
nehmen aber auf Grund der Annahmen an m und o (die zu langfristiger Stationaritét fithren, sie-
he Abschnitt S. nur mit sehr kleiner Wahrscheinlichkeit sehr grofe Werte an. Daher sind
generell die Schitzwerte fiir grofse x-Werte eher schlecht, im Sinne von entfernt vom wahren Wert.
Dieses Problem kann gelost werden, indem man den Wertebereich der Schitzer auf ein kompaktes
Intervall einschrinkt, das fiir n — oo gegen die reelle Zahlengerade konvergiert.

Eine solche Folge von Intervallen ist

I, = [an, by

mltan% —oo und by, —

— 0
Es wird also nicht sup,cp \m x) —m(z)| und sup,eg |06(x) — o(x)|, sondern sup,; |m(z) — m(z)]
und sup,¢; |6(x) — o(x)| betrachtet.

Konsistenz eines Schitzers bedeutet, dass er in Wahrscheinlichkeit gegen die zu schitzende Funk-
tion konvergiert. Fiir m und ¢ wird Konsistenz hier durch sup,c; |[m(z) — m(z)| = op(1) und
SUpgeg, |0(x) — o(x)| = op(1) definiert.

Unter den folgenden Voraussetzungen sind die Schitzer m und & konsistent.

Annahme (K) Der Kern K habe den kompakten Triger [—C, C]. Er sei dreimal differenzierbar
und sup,e—c,cf IKW(u)| < K, p=0,1,2,3. Aukerdem gelte K(C) = K(-C) = K'(C) =
K'(—C)=0und [ K(u)udu = 0.

Annahme (C’) Fiir die Bandbreite ¢, gebe es ein . mit |r.| < 0o, so dass gelte ¢, ~ n"1 log(n)"e

Annahme (I’) Fiir das Intervall I,, = [ay, b,], mit @, —— —o0 und b, —— o0, gebe es ein
n—oo n—oo

r; < 0o, so dass gelte (b, — a,,) = O(log(n)™).

Annahme (X”) Der Prozess (X;);ez der Beobachtungen sei a-mischend mit Mischungskoeffizien-
ten, a(n) = O(n™?) fiir ein B > 38 (siche Lemma , S. .
Die Dichten fyx, der Beobachtungen seien viermal differenzierbar und es gelte

Sup,ep L 1( w )’:0(1),;;:0,1,2,3,4.

1 — ¢l = rf
AuRerdem gebe es ein 7 < 00, so dass Mo IS @ O(log(n)"f).

Annahme (E’) Fiir die 2b-ten Momente der Xi,..., X, gelte 23" | E [|X;|**] = O(1) fiir ein
b> %, n — oQ.

Annahme (Z’) Fiir alle m,, < n, mit m, ! = o(1) gelte
S n
supsc, ((Im(@)| +lo@)]) 7 maxozscn—m, S fx (@) = O(1),

subses, ((m(@)] + o(@))* - maxocsn—m, Lg1 (1+ Bl fx (@) = 0(1),
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und es gebe ein 1 < j* < 00, so dass

sup, ures, | (Im(@)] + o (@))* (jm(2")] + |o(2'))* L5 7 MAX0<S<n—m, S fX“,le(x,fB')>
li—jl>5*
= 0O(1) und
2% i 4\ L
s, ((Fe))+ o myrsizros S (14 2) T 00)) =000

1

fir k=1,2, n — oo mit J, := [an—(C’—i—c;in_%log(n)%)cn, bn+(C'+cn n 2log( )%) -

Anmerkung: Nach Annahme (C’) gilt ¢, — 0 und cn n 3 log(n )2 — 0 fiir n — oo. Daher

gibt es eine positive Konstante C' < oo, so dass (C’—I—cn ns log(n ) Yen < C fiir alle n. Damit
gelten die Konvergenzraten in Annahme (Z°), wenn die entsprechenden Konvergenzraten fir

SUDyc(a,—C but-C] ANSEALE SUP,c 5. gelten.

Anmerkung: Annahme (X’), Annahme (E’) und Annahme (Z’) vereinfachen sich im Fall von sta-
tiondren Zeitreihen, wie sie in Kapitel[]] betrachtet werden. Lemma[3.5 und Lemma|3.4 werden
fiir den Beweis der Konsistenz des Change-Points-Tests (Abschnitt[5.3 S. bendtigt, daher
kann fiir sie keine Stationaritat gefordert werden.

Annahme (M) Die Regressionsfunktion m und die Skalierungsfunktion o seien viermal diffe-
renzierbar und es gebe ry,rs < oo und g, ¢ mit (¢,)"t = O(1), (¢2)~! = O(1), so
dass gelte Supze[anchn,bn%»Ccn] |m(ﬂ)($)| = O(qn)7 Supxe[anchn,bn+Ccn} |0'(M)(l'>| = O(qn),
p=0,1,2,3,4 sowie m = 0(¢%) mit g, = O(log(n)"), ¢5 = O(log(n)"*).

Anmerkung: Auch hier gelten die Konvergenzraten, wenn sie fiir SUPsefa, —C b t-C] (siehe An-
merkung zu Annahme (Z°)) anstatt SUpyc(q, —Cep bu+Cen) 9elten ([an — Cen, by + Cen] C Jp).

Anmerkung: Annahme (Z’) und Annahme (M) betreffen beide das Wachstumsverhalten der Regressions-
und der Skalierungsfunktion. Annahme (Z°) beschrankt das Wachstum der Funktionen, durch
das Wachstum des Kehrwerts der Dichten f)}il_l und Annahme (M) beschrinkt das Wachs-

tum der Funktionen durch g, = O(log(n)"). Im stationdren Fall folgt aus Annahme (Z’)
und Annahme (X’), dass sup,c; (Im(x)|+ lo(2))?* = O(qi)), und daraus der erste Teil von

Annahme (M) (fir p=0) mit g, = (Qq{)

x-"“

Beispiel 3.1 Ein einfaches Beispiel, das diese Annahmen erfiillt, ist das AR(1)-Modell
Xj =0.5- Xj_l + €5

mit Standardnormalverteilten Innovationen (e;).

X; hat in diesem Fall fiir alle j die Verteilung N (O, ﬁ) (da X; = >°2°,0.5%;_;, siehe z.B.

Beispiel 2.7 in Kreifs and Neuhaus| [2006]).

Damit erfiillt (X;) die ersten beiden Punkte in Annahme (X’) nach Abschnitt [2.2] (siehe , S.

. Der dritte Punkt in Annahme (X’) bedeutet, dass max (e ( ) exp( 2 = O(log( ) ).
3

Diese Annahme ist erfiillt fiir I, = [— \/§ log(log(n)), \/8 log(log(n ))} Mit diesem I, sind auch die

Annahmen (') und (M) erfiillt, wobei ¢, = O (N/log log(n )) = O (log(n)) und ¢ = 1. Annahme
(E’) gilt und Annahme (Z’) reduziert sich auf sup, ((\m(x)\ + ]a(xm?k x, (:1:)) = O(1) und
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b s, ((Im(@)] + o@D ()] + o @) Lo, s (@ 2")) = O) fir alle j > * + 1, (n —
oo) und ist durch das Modell ebenfalls erfiillt (siehe Abschnitt [£.2] S. [46] Bemerkung zu Annahme
(Z) und Beispiel {.1)).

Mit einem Kern und einer Bandbreite, die die Bedingungen (K) und (C’) erfiillen, sind alle Bedin-
gungen fiir Satz [3.2] erfiillt.

Satz 3.2 Unter den Voraussetzungen (K), (C’), (I'), (X?), (E’), (Z’) und (M) gilt

sup [in(z) — m(z)| =op(1)  und  sup |6(z) — o(x)| = op(L),
z€ly x€lp

die Schitzer m und & sind also konsistent.

Beweis Nach (3.4.5) (S.[40) im Beweis zu Lemma [3.4]ist

. -1 1 1
sup |m(z) —m(z)] = Op <cn 2n72 log(n)2qan; + c,%qnq,{z>
zel,

= Op (n_% log(n)™ + n"s log(n)”) T1,72 < 00
= op(1)

mit Annahme (X’), (M) und (C’).
Genauso ist nach (3.4.6) (S. im Beweis zu Lemma

o -5 -1 1 o o
sup [6(2) — o() = Op ( n 2log<n>zq3<q£>2qn+c,%q%<q£>2qn)
{EEn

N

= Op (n‘g log(n)"™ + n"2 log(n)”) r3, 4 < 00
= op(1)

mit Annahme (X’), (M) und (C’).

O

Das im Beweis benutzte Lemma gibt die genauen Konvergenzraten der Schitzer an. Es wird im
Folgenden bewiesen. Lemma [3.3] wird fiir den Beweis von Lemma [3.4] ben6tigt, und daher vorange-
stellt.

Lemma 3.3 Die Kernfunktion K sei dreimal differenzierbar und es gebe ein K < oo mit
SUPye[—C,C] ’K(“) (u)’ < K fiir p = 0,1,2,3. Der Triiger von K sei das kompakte Intervall [-C, C].

_1
2

1
Fiir dieses Lemma sei J,, := [a, — (C' + ¢ *n"3 log(n)%)cn , b+ (C+cp n"z log(n)%)cn}.

Fiir die Dichten der Beobachtungen fx, ,, die Innovationen ¢; und die Regressions- und die Skalie-
rungsfunktion m und o gelte damit fiir alle m,, < n mit m, ! = o(1)

1 S+mn
sup <<rm<x>+ra<x>\> e Y me(@) - o).

z€Jy i=S+1
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S—+may,
sup <(!m(w) Flo@D* = max 3 (1+E[e§])’“‘1fxu<m)> —0(1)

my, 0<S<n—m
z€Jn e RS

fiir £ = 1,2 und es gebe ein 1 < j* < 00, so dass

S—+mn,

1
sup | (Im(2)| + |o(@))" (Im(a)]| + lo(@))"— max Y fx,_,x, . (z2) | =0()
z,x'€EJn my 0<S<n—mp i j=S+1
i—g]>5* ( )
3.3.1
und
i+t
k—1
sup [ (m(@) +lo@)®  max S (4B oL@ ] =00 (332
xEJp J*+1<i<n—j iy
fir k=1,2.

Zuséatzlich sei

] = 0(1), firk=12

1 n
Sy E||x
=1

mit einem b > 2, fiir das gilt D, (b)~! = o(1) mit

1 —1

1
wobei M, :=n2cy, ? log(n)fé(bn —ap).

Anmerkung: Fir c, ~ ni log(n)™ und (b, — an) = O(log(n)™) mit |ri|,|r2] < oo bedeutet das
b> 3.

Fiir die Bandbreite ¢, gelte aukerdem ¢, log(M,,) = o(1).

Desweiteren sei der Prozess der Beobachtungen (X;);cz a-mischend mit Mischungskoeffizient a(n) =
(@) (n_ﬁ), wobei [ die Bedingungen

und

erfille.

Anmerkung: Fir c, ~ n~1 log(n)™ mit |ri1| < oo, (bn — an) = O(log(n)™) mit |ra| < oo und b =3

bedeutet das B > 38.

Dann gilt
sup | —— ZH:K(”) <x - X“) xt_pgl L ZH:KO/) <5”_ X“) x| = 0p <c‘§né 1og(n)é)
z€l, |MCn Cn ! nep Cn ! "

1=
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fir v =0,1,2, k =0,1,2.

Bemerkung: In Hansen| [2008] wird die selbe Konvergenzrate unter der Bedingung, dass (X;)jez
streng stationdr ist gezeigt (siehe Abschnitt[3.5, S. [43).

Beweis Um die Notation zu vereinfachen wird zunéchst
_1 1 1
€n i=cp’n” 2log(n)?2
definiert, es ist also zu zeigen, dass
n

LZKM r=Xi1\ yr_p
ney, Cn !

=1

= OP (gn) )

1 En:K(w (m - Xi—l) Yk

ne Cn '

n

Ly g (f'f— X“) X;f]
nen — Cn

> Men> =o(1)
folgt.

Als erster Schritt des Beweises wird gezeigt, dass sich der Wertebereich der X¥ auf | XF| < nt log(n)
einschrinken ldsst.

P (féllagxn sz‘ > nb log(n)> < ;:;P (’sz > nb log(n))
= zn:E {I{‘Xf’ > nb log(n)H
i=1
= logzn)b . ilzn;E [n log(n)bl{‘be > nlog(n)b}]
< ot 2o B [ st}
i=1

da der Erwartungswert monoton ist und die betrachtete Funktion nur dann von Null verschieden
ist, wenn |X/*| > nlog(n)’.
Da nach Voraussetzung

5 ] o
=1

ist auch
1 ¢ kb kb bl _
nz;EHX I{‘X,. > nlog(n) H = 0(1),
und daher .
k 1 _ —
P (121?3; Xi'| >nb log(n)> =0 <log(n)b> = o(1).
Somit gilt

P | sup
iEEIn

n
Ly gw <$—X1> Xt E
nen £ Cn,
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= P(Bﬂ(max XF thog(n)))—i—P(Bﬁ(max

1<i<n

Xf‘ > ni log(n)>)

k 3 k 1
< P(BN| max |X;| <ntdlog(n) ||+ P max Xi‘>nblog(n)

1<i<n

Im Folgenden kann also davon ausgegangen werden, dass }Xﬂ < nb log(n) fir allei=1,...,n.

Der nidchste Schritt des Beweises besteht darin, das Intervall I, mit einem Netz, dessen Feinheit
gegen Null geht, zu liberdecken, und so die Supremum-Bildung durch Maximieren zu ersetzen.
Die Stiitzstellen x; € I, seien so angeordnet, dass I,, durch M}y < M,, = (b, —ap)(Encn) ! Intervalle
{x e R: |z — x| < €cy} iiberdeckt werden kann.

Fiir den Kern K gilt nach dem Mittelwertsatz

)

=0 fir a,u’ ¢ [-C, C]
< SUPyel—c,] | KD ()] i — | < K |a — | sonst

da K nach Voraussetzung dreimal differenzierbar ist und sup,¢(_¢ ¢ ‘K(”H)(u)’ <K fiirv=0,1,2.
Damit ist fiir alle z mit |z — z;| < €,¢p

’K(”) (95 - XH) — KW (xj = XH) ‘ < K; (wj — XH) vl g, <xj - XH) €,

Cn Cn Cn Cn Cn

wobel

o (7= Xi K fiir |22 <O+ 6y
()0 et orn (o =8 5 o)

Cn,

und weiter

Eine analoge Ungleichung gilt auch filir den Erwartungswert, da dieser linear und monoton wachsend
ist, und somit folgt

Ly gw <$—X—1> Xt_p
nep = Cn
Ly gw (”UJ—X—1> Xt _E
ney, Cn

i=1

1 o - T — X;_1
SR N - (e A ‘X.k

Ly gw <$—X—1> Xf]
nep Cn
Ly gw <g;]_x_1> XZ“]
ney, Cn

i=1

1 - [x;— X1
—~ Nk <H> ‘Xff
ney, ZZ; Cn ¢

+ 6, E

|
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gleichméRig fiir alle x mit |z — 2| < €,¢,, und daher

)t S (e

n

1 S K® T —Xi
ney, cn,

i=1

XF—E

1 “ x i—1
max e > KW <> XF—E
=

! sup
1<5<M}; x€l,

|e—zj|<éncn

1 n
< max [ |— K(” Xk - K
+€ ZK} o B Xica )Xk
nncn - ‘ e
=1
(v) m] Xi-1
< max ZK
1< <M;; [y £ Cn
T; 1 «
_ 1 k
+ max €, K i = Xi- ‘X-
1<i<Mz " | ney, ZZ: ! < Cn ¢ ne, ;
_ Tj— Ai-1 Xi—1 k
+26, max E ZKI X!
L<GSM; | nep Cn

Der Summand in der letzten Zeile ist O(é,

W) (L — Ai-1
ZK (fc

Xk

)

)]
; ) (37—
)

le

{L‘j — —
C

n

1

ney

) (

Ty — Xi—l

Cn

Xk

)

n

Kr

(=

Cp,

), denn mit der Substitutionsregel gilt

) fx,_, (x — uep)dzdu

1 k

sup F KI ( Xio ) ‘X

= sup — /K1< > ’sz X (Y, 2)d(y, 2)
z€l, NCn i—

= sup — Kr( ‘ — Ucy, z)cpdudz
CEE}:: ncy Zz:/ I le X " ) "

= sup — Z//K[ ‘fX‘XZ (zlx —ucy
z€l, T

= sup — Z/KI { i1 = — ucn] fx, ,(x — ucy)du
x€l, T

< /KI )du sup — ZE UXf Xi1= ﬂf} fxi 1 (2)

zel, T i=1

=2 C+E")K =0(1) nach Voraussetzung

= 0O(1).

Durch den folgenden Hilfssatz kann gezeigt werden, dass

1 « i — X;_1
= KW (21— el K(u)
und
1 = - = X, 1 = -
max ZKI<$]1> ’Xf BN &
1<j<My; | ey 4= Cn ney =

Tj — Ai-1
C

= Op(&,) (3.3.3)

)
e

X

n

‘: Op(&n) (= Op(1))
(3.3.4)
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und somit der noch fehlende Teil des Beweises erbracht werden.

Hilfssatz 3.3.A Sei h : R — R eine messbare Funktion fiir die gilt, dass |h(X;)| < nb log(n) fiir
alle i = 1,...,n. Zudem sei K* : R — R{ eine messbare Funktion mit sup,cgp K*(u) < K und

K*u)=0fir u ¢ [-C — €,,C + &,].
>M€n>

Dann gibt es fiir jedes feste x € I, ein M < oo, so dass fiir hinreichend grofkes n
_ - 2 1
K h K h(X;
P{Ja S (o g S (e
M2 2
<dexp | — Dol e 4 (), (3.3.5)
64N1c, A(Ny) + L MK Ninv &, log(n) N1
wobei a(-) der Mischungskoeffizient von (X;);cz ist,

1
1= Lnl_icnal log(Mn)_1 log(n)_Qj

und
i+7
A(m) = 2(C+¢&,)K? fgfj max Z E [hz(Xj) X = 4 fx, (@)
o S+m
xsél}t) E0<gl<a75( mz |: i—1 = .CU:| in71(x)
i=S+1

S+m

+(2(C+&)K)’ (supl max ZE[!h(Xi)!

m 0<S<
z€J T e

2
Xi—1= 4 fX“(l‘)>

1 S+m
+ sup — max Y E [\h( DIh(X |’X V=, X, 1—:c]fx X, (")
z,x'€Jp m2 0<S<n— m7j 41 i a i-1,X ’ ’
li—jl>5*

mit m < n und j* wie in (3.3.1) und (3.3.2) (S.[22).

Anmerkung: Damit ist A(m,) = O(1) fiir h(X;) = XF und h(X;) = | XF| und alle m,, mit m;} =

1), siehe (3.5.8), S.[34

_3
Falls ns 2, 2 log(n)g = O(1) bleibt die Ungleichung (3.3.5) giiltig, wenn man N; durch

Ny = Ln@% log(Mn)_l log(n)_lj

ersetzt.

3
1 2

Anmerkung: Falls b so grof§ ist, dass nb2c log(n )2 = O(1), folgt aus (3.8.5) (mit N1) nicht
mehr, dass P( Ly, K(ﬁ) h(X;) — [T S K(&) h(XZ-)” > Mgn) — o(1).
Daher braucht man in diesem Fall die Ungleichung mit Na statt Nj.
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Beweis Messbare Funktionen erhalten nach Fan and Yao|[2005] 2.6.1 (ii) Mischungs-Eigenschaften,
daher ist
- X — Xi—
Y, .= K* (“) hX;)— E {K* (M) h(Xi)]
Cn Cn

fiir festes ¢ € I, und n € N a-mischend mit dem selben Mischungskoeffizienten wie (X;);. Auferdem
ist
_ 1
|Y;| < 2Knb log(n)

und

das Theorem 2.1 aus Liebscher [1996] ist also auf > " | Y; anwendbar. Dieses Theorem basiert auf
Theorem 5 in [Rio| [1995].

Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung kann gezeigt werden, dass fiir j* wie in (3.3.1)) und (3.3.2) (S.
,alleOngn—lundalleNgn

min(T+N,n) 2

E Yoy
i=T+1
min(T+N,n)
= >, EMNY)
ij=T+1
min(T+N,n)
- X - Xi_
= > E [K <f”1> hX;)K* <x“> h(Xj)}
i,j=T+1 Cn Cn
min(T+N,n)
_ X, X
G o2 o (22
i j=T+1 “n “n
min(T+N,n) min(i+j*,T+N,n)
- X_ - X;_
= Z Z E [K* <561> h(X;)K* (M) h(Xj)}
1=T+1  j=max(i—j*,T+1) “n En
min(T+N,n) -
ooy e (e
1,j=T+1 -
li—j]>35"
min(T+N,n) -
— Xi—
R E
7] T+1 -
min(T+N,n) mln(z—l—j JT+N,n)
1=T+1  j=max(i _] ,T+1)
min(T+N,n) -
D (
1,j=T+1 -
li—j]>35"
min(T+N,n) -
_ X, X
- Y E|K <$1> h(Xi)} E [K <M> h(Xj)}
Cn

4,j=T+1

\_/\_/

IN

\_/ —
;~ N
/\
/\\
o \_/
3&?# >
| B
_
N———— N
i \_/
= o=
\_/ &
| — |
=
*
[
N
o
3 th:
—
N———
>
ro
»
N—
| I

min(7T+N,n) min l-‘r] JT+N,n)

-7y ([

i=T+1  j=max(i _] ,T+1)

) h2(z)fX¢717Xz‘ (yv Z>d(y7 2:)
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\// K<H> W2(2) fx; 1., (Y, 2)d(y, 2)

Cn

«( LY =Y
+ Z /K (C> h(Z)K < ) h(zl)fxithi,Xjthj (y,zay/7zl)d(y7z7y/7zl)

mln(T—i—N n

und weiter durch Sub

min(T+N,n)

Bl X

i=T+1

min(7T+N,n) min z+] ,T+N,n)

IN

>

i=T+1 j= max(z 7*,T+1)

min(T+N,n)

) 2

> [E (T e 2)d2)

stitution

2

Y;

\// K”‘2 VRh2(2) fx, 1 .x:(® — ucp, z)cpdudz

\/// K*2(u) h2(2) fx,_1,x,(x — ucn, 2)cndudz

+ Z //// K*(u *( ’) h(Z/)in,l,Xi,Xj,hXj (x —ucp, z,x — u’cn,z’)cidudzdu’dz’

i,j=T+1
li—j]>5*

min(T+N,n

)
- > / K*(u) h(2) fx,_, x, (@ — ucp, 2)cpdudz

i=T+1
min(7T+N,n) min

e Y

1=T+1  j=max(i—j*,T+1)

min(T+N,n)

i, j=T+1
[i—j>5"

mln(T+N n)

i=T+1

Da K*(u) =0 fiir u ¢ [—

es gilt weiter

E

< cn/K*Q(u)du
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min(T+N,n) 2
2. Y
=141

2

1—0—] ,T+N,n)

\//K"‘2 h2(2) fx, ,.x;(x — ucy, z)dzdu
\//K*z(u) h2(z)fXj717Xj (x — ucy, z)dzdu

Z //K* K* // 2 fx,_ XXX (x — ucy, 2,0 — u'cp, 2')dzdz dudu’

2

/K* / 2)fx,_1.x; (@ — ucp, z)dzdu

C — &, C + &,], kann (z — uc,) durch sup,¢; (x) abgeschétzt werden, und

min(T+N,n) mm(z—i—j ,T+N,n)

sup R2(2) fx, ,.x:(z, 2
z,x'€Jy Z . \// X )

=T+4+1  j=max(i j ,T+1)



IA

IN

\// h2(z)ij717xj (2!, 2)dz
min(T+N,n)

—i—c%/K*(u)du/K*(u’) du' sup Z //|h R fxiy xix,0.x; (@, 2,2, 2" )dzd2!

;L’,:v’GJn i j=T+1

|Z ilI>5*
min(T+N,n) 2
/K )du sup Z /|h Wix, 1.x(z, 2)dz
z€Jn i=T+1

min(7T+N,n) min l+j ,T+N,n)

cn/K*Q(u)du sup Z \//h2 ) xixio, (2l2) fx, o (@) dz

@' €Jn =T+1  j=max(i—j*,T+1)
\/ [t el )
min(T+N,n)

2
—i—c%( K*(u)du) sup Z / |h(2)||h(z )]fX“X X1, X Lz 2N, 2’) fx,_ X Nz, 2")dzd?!

z,x’EJn G=T+1

|Z >3
2 mln T+N n 2
—l—ch( K*(u)du> sup Z /|h N xx,_. (2|7) fx,_ (2)
CteJn i= T+1
min(T+N,n)
*2 2 o
Cn /K (u) du sup Z <\/E |:h (Xz) Xi—1 = $:| in—1 ($)
z,x'€Jn i=T+1
min(i+5*,T+N,n)
Z E [h2(Xj) Xj1= 90’] fx; ()
j=max(i—j*,T+1)
2 min(T+N,n)
s ([r@an) sw 3 B[IGOINCOI|Xin =0 X0 =o'| fr )
x,x Ean J=T+1
li—jl>5*
. 2
2 min(T+N,n)
+c2 ( K*(u) du) sup  »  E [\h(X,ﬂ‘Xi_l = :c] fx,,(z)
1 min(T+N,n)
Ned(C ek swp S B[R0 X = o @)
z€Jpn i=T+1

min(i+5*,T+N)

-sup  max Z E [hQ(Xj)

x€Jp JFH1<i<n—j* jmmax(i—g* T+1)
., 1min(T+N,n)
+N%¢ (2(C+&)K)” sup — > E[|h(X,-)||h(Xj)|X

/ /
i1 =2, Xj1 = 96] Ixioix; 1 (w,2")
x,x/GJn ij:T—‘rl

li—j|>5*

1= w] fx; ()

1 min(T+N,n) 2

PN (2C+e)R) sup Y E[|h<xi>|]X“=4 Fx (@)

z€Jy i—1

(Nep + N2c2) A(N),
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da mit \/E

[ (Xa)[|h( X] “XZ 1=z, X lx} Ixi1.x (33733/)20

z 1—x:|le 1( )Zoy

und E {]h(XZ)] Xio1 = x] fx,_,(x) > 0 folgt, dass

min(T+N,n)

> [ Xi)| Xi—1 = fﬁ} fxi (@)
i=T+1
S+N
< 2( X)X, = ,
< O<ISn<8;LX N Z |: Xi)| Xio1 $:| fX171($)7
i=S+1
min(i+5*,T+N)
> E [hZ(Xj) Xj1= 4 fx;-4(2)
j=max(i—j*,T+1)
i+
< Z E |:h2 X j—1= l‘:| fX]._l(l‘),
j=i—j*
min(T+N,n)
> B[RO |Xior =5, X1 =] fr 1 (0)
i,j=T+1
li—j>5"
S+N
< g S B ORI Xr =0 X5 = | fr s ()
1,j=S+1
i—g]>5*
und
min(T+N,n)
> |l ]fXL (@)
i=T+1
S+N
0<£‘n<8%X N ZE [‘h -1= x] fxioy ()
i=S+1
firalle0 <T <n—1und N <n.
Damit gilt nach Liebscher| [1996]
P < ZK > nch€n>
i=1

M2 2
< dexp| - = —— +4—a(N)
642 (Nep + N2c2) A(N) + 8nc, Me,N2Kn# log(n) N
nchQE%

n
dexp | — —— +4—a(N)
( 64 (1+ Ne,) A(N) + LMK Nnve, log(n)> N

fiir alle N € N und M, die die Bedingungen

1< N<n
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und )
ne, Mé, > 4N2Kn?b log(n) (3.3.7)

p( >M€n):p(

muss nur noch gezeigt werden, dass N1 und N» die Bedingungen (3 und - 3.3.7) fiir ein M > oo
erfiillen.
Mit der Definition von €, folgt

erfiillen.

n

1
nen 2V

i=1

n

DY

=1

> nchen>

1
n >Ny = |n'" ¥ Cnén log(M,) *log(n)™2] = Ln%_%c{i log(n)_% log(M,)~'| > 1 fiir hinr. groke n

— 00 nach Voraussetzung

n—oo

und

n > Ny = |né log(M,) ' log(n)™t| = | (cnlog(M,)) 7! > 1 fiir hinreichend groke n.

— o0 nach Voraussetzung
n—oo

AuRerdem gibt es ein M < oo, so dass N; die Bedingung (3.3.7)) erfiillt, denn
neaMé, > 4N2Kns log(n) = 8Knb log(n) Lnl_%ann log(M,,) " log(n) 2|

& M > 8Kn‘1+%cglggllog(n)m bcnenlog( ») " Llog(n) 72
=0 (log(Mn)_1 log(n)_l)
=o(1).

_3 _
Unter der zusétzliche Bedingung dass n%_%cn 2 log(n)g = O(1) gibt es desweiteren ein M < oo, 80
dass Ny die Bedingung (3.3.7) erfiillt, denn

nenMé, > 4NyKnb log(n) = 8Knb log(n)|né log(M,) log(n) ™! |

& M > 8Kn_1+ic & 1log(n)|né2 log(M,) log(n)™!|
= <nllac €n log(M,, )71>
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Fortsetzung Beweis Lemma[3.3:

Mit Hilfssatz konnen die Abschiatzungen (3.3.3)) und (3.3.4)) bewiesen werden.

Zuniichst wird dafiir das A(-) aus dem Hilfssatz niher untersucht. Es gilt fiir alle m,, mit m, ! = o(1)

1 S+man
sup —  max Z E [|X,]

€Ty Mn 0<S<n—my,

Xi1 = m} Ixi ()

1=5+1

1 S+mny

= — FE ; .
ver T 0<sn<lff){mnizs;r1 Im{@) +o@)eil] fxi (@)

1 S+mny,
< — Elle; ‘
< e, 2 ()l @IEla) fx )

1 S+mnp
< 2
< sip <<|m<x>| RN DT )
da Elle]] < 1+ E[e?] (|Jz|™ < 1+ |2|" fiir alle € R und m < n) und E[e?] = 1 Vi nach Vss.

= 0(1)

nach Voraussetzung, sowie analog

1 S+mn
sup —  max Z E [XE

z€J, Mn 0<S<n— mn .~ 511

2 2 1 o
= swp (m*(2) +0%(2)) — max > fx (@

M, 0<5<
z€Jn n T 5

Xi1 = 9«“] fxiy ()

da Ele;] =0 und E[e}] =1 Vi

1 S+may
< sup ((Im(ﬂf)HIU(x)l) max )

z€Jn my, 0<S<n— mni S
= 0(1)

nach Voraussetzung.

Damit gilt ebenfalls

1 S+mn
sup —  max Z E XZ?
$€Jn mn OSSSn_mn .

i=S+1

Xi—1 = 1‘:| in—l(m)

1 S+mnp
= sup — max Z E|X?
2€J, Mn 0<S<n—my,

i=S+1
E[Xf X“:x} fx;_ (@)<1

Xi1= x} fxiy(z)

S+mn
+ > \/ E [Xg

i=S+1
E [XE

Xio1 = x] fxii(2)

Xi—1=x va',—l (I)>1
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S+mn

1
sup —  max my + Z B |X?
x€J, Mn 0<S<n—my i=S+1
E [Xf

1 S+mn
< 14 sup — max Z:E[XZ2

z€J,, Mn 0<S<n—my,

IN

Xi1 = fc] fxiy ()

Xl'l:m:| in—l (I)>1

Xi1 = Ji] Ixi ()

i=5+1
= 0(1)7
und analog dazu auch
S+my
1
— E XX 4= v = 0O(1
2 e, 3B |Xira =] o) = 0w
da
1 S+may,
— F|XHX;_1 = .
2 s, 3 F [ =] o)
1 S+magn
< i 1+ E[€}]) fx,
< sip <<\m<x>|+\a<m>r> x> (14 [eJ)fxl_l(:c))

i=S+1
= o).

Analog folgt fiir £ = 1,2 und j* wie in (3.3.1) und (3.3.2)

1 S“rmn
- E|IXFIXM| X,y =2. X1 =2"| fx. . x. !
x,i}lepJnm% ossrg%)—(mnijzsﬂ [' XX =2 X =2 e (@0
li—j|>5*
S-‘rmn
- 0 k / npk L /
= sup |(jm(z)] +|o(@))* (Im(@)| + |o(@))*—  max Y fx_,x,_,(z,2)
x.x' €, m 0<S<n Mn |
’ " 1,j=S+1
[i—j]>5*
= 0(1)

nach Voraussetzung, da ¢; und ¢; fiir 7 # j unabhéngig sind.

Auferdem gilt ebenfalls fiir k = 1,2

i+5*
2k _
e JHIZiEn— e ; ; [X 4 fia ) = 0)
da
i+j5*
2k
s 2 B3] o0
Jj=i1—Jg*
N k—1
2k 4 -
< swp | (Im@)]+lo@D™ | max > (1+EBG)T fxa@)
n —_ — ]:747]*
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= O(1)
nach Voraussetzung.
Somit gilt also fiir h(X;) = XF und h(X;) = |XF|, k = 1,2 und alle m,, mit m,,;* = o(1)

A(my) = O(1). (3.3.8)

Nun wird gezeigt, dass die Abschitzungen (3.3.3)) und (3.3.4)) gelten.

Mit Hilfssatz und M} < M, folgt

1 < ri— X;
P( max |— Y KW (1‘1> XF-E
1<j<M; | ncy i—1 Cn

n

1 SOR0) (LS Xi1) yn
ney, c !

i=1 n

> M€n>

Ma 1 & r; — X; 1 — z; — X;
< Pl N KW (2l xk g | = N g (2" 2im1 ) vk Me
- Z < es Z < Cn ' nen Z Cn || e
j=1 =1 i=1
M2
< M, [4dexp | — "Cn 16"7 — : —|-4ﬁ a(Ny)
64 (1 + Nicy) A(Ny) + 28 MK Ninte, log(n) N1

und genauso

P max —F
1<5<M;:

n

I - X
72[([ <M> ‘sz
nen c

1 - [(xi— X1
= N R/, (At ‘X,k’
i 2 (P [

MQ*Q
< M, |4exp|— e
64 (1 + Nicy) A(N) + MK Ninve, log(n)

|

> M€n>

+4;1Q(N1)> .

Dies lasst sich weiter abschitzen mit

M272
M, [4dexp | — 1n 6”_ — - + 4 a(Ny)
64 (1 + Nicp) A(N1) + MK Ninve, log(n) N1
ncn]\ZZEgZ
64 (1 + Nic,) A(Ny) + %—GMKNW%E,L log(n)
+0 (MNP,

= 4dexp <log(Mn) — (3.3.9)

Die Zeile (3.3.9)) ist o(1), wenn der Exponent gegen minus unendlich geht. Dies ist der Fall, wenn

64 (1 + Nico) A(Ny) + MK Nint e, log(n) _ N
ne, M2e2 log(M,) )

Mit Ny = Lnl_%cnén log(M,,) 1 log(n)~2] gilt

64 (14 Nic,) A(Ny) —i—_%MK’Nln%aL log(n)

nep M2e2
= O (n_lc;IETZQ + n_%cnggl log(n)~2 + log(n)_1> , da A(N7) = O(1) nach (3.3.8)
= 0 <10g;(n)_1 +n 5 2c2 log(n) "3 + log(n)_1>

= o(1),

log(M,,)

o=
N[

C

Swlw
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3 5 - 5
falls n=5+2c2 log(n)”2 = o(1). Anderenfalls ist nt"zep, 2 log(n)2z = O(1) und N; kann durch N
ersetzt werden.
Auch dann gilt mit Ny := [né2 log(M,,) !log(n)~ |

64 (1 + Noc,) A(Ny) + 28 MK Nanvé, log(n)
ne, M2e2

log(M,,)

Es bleibt also zu zeigen, dass
M,nN; P71 = o(1)

und
M,nNy; 7™t = o(1).

Beides gilt nach Voraussetzung, denn
MunN; P78 < (b, — an)E, e inNy P

3 —1 1 11 L 3 —B-1
= O| (bn —an)nzcy? log(n)~2 <n2_bc% log(M,)~! log(n)_2)
D

= 0 ((bn —an)nze, ? log(n) 3 n(b)—ﬁ—1>

und

MnnN;’Bf1 < (bp — an)E,jlcglnN;ﬁfl

_1 -
(b, — an)n%cn 2 log(n)*% (¢t log(M,)™h) g 1>

(
_ ) <(bn B an)n%c;% log(n) % (cn log(Mn))’gH)
1)

Lemma 3.4 Es seien die Voraussetzungen von Lemma gegeben.

Zusitzlich gelte fiir die Kernfunktion K, dass [ K(u)udu = 0 und K(C) = K(-C) = K'(C) =
K'(-C)=0.

Fiir dieses Lemma sei J,, := [a, — Cep, by + Cey.

Die Regressionsfunktion m und die Skalierungsfunktion o seien jeweils viermal differenzierbar.
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Ebenso seien die Dichten fx, der Beobachtungen viermal differenzierbar und es gelte
SUbseg, & iy ), ()] = O(1) fiir 1= 10,1,2,3,4.

Dann gelten die folgenden Konvergenzraten

. -X; -1 _1 1
(i) SUPger, % E?:l K <%) - %Z?:l in—l(x)‘ =0p (Cn *n72 log(n)2 + C%)

_1 1 1
—Op ((cn =3 log(n)? + c%) qnqiqz)

(ii) a) supgey, () —

b) sup,er, ’ 7&@;(—5(@

_ -5, 1 i 2 [ o2
=0Op <<cn n 2z 10g(n)2 + Cn> (Qnann) >:

1
falls (cn 2n=3 log(n)% + ci) anah = o(1)

mit g, 1= max (max,—0,1,2,3.4 SUP,e s, [MW (2)|, max,—1,2,3.4SUp,e s, [0W (2)|)

1
und ¢? = -
n infrer, = >0 fx;_, (@)

1 cowiedl =
infoer, o(@) POV 0=

# (552) | = or)

(iii) ) supey,

b) super, | & (242052 = or(1)

1

_3
falls <cn *ns log(n)2 + c%) Elahq)t = o(1)

%(fn(x)—m(x)>_@(m(y)—m(y))‘

(iv) ) Sup,yer, apy o = op(1)
9 (é(@)—o(@)\_ 0 (s(y)—o(y)
b) SUDg ye I, ay Bw( o) |y>_$8§< 2@ )‘ =op(1)

3
fiir alle § mit <cn 23 log(n)% + c%_‘s) @ (qhq)® = o(1).

Anmerkung: Fiir sup,¢; |mt(x)| = O(log(n)™), sup,e, |0#(x)| = O(log(n)™), p=0,1,2,3,4,

S SR T 1 _ r -t -
Bho 0@ — O(log(n)"), o TS T @ O(log(n)™) und ¢, ~n~1log(n)™,
mit |11, ..., |rs| < oo, bedeutet die Forderung § < &.

Beweis Sei gii(z) :=F [XﬂXi_l = x] fx, ,(x) und gi(z) := nin Z?:l K (%) Xf mit
k=0,1,2undi=1,...,n.
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Fir v =0, 1,2 gilt fiir den Schitzer g; mit Lemma

- (gm) Y g,m(x)) ‘
=1

sup
xzely,
0¥ o
< i (2) — E
< fél}i o <9k($) [gk(w)]>‘+j£ D7
_ K<u>< )Xk 5
%xeln ’I’LCniz:
al/
E4 _ = .
+5§£ 5 | £ Lok(2)] n;gk,z(x)
_1_
= Op (cn 2 p s log(n)§> + sup
x€ly,
und weiter
0¥ "
sup Egp(z)] — — iz
vel, oxV [gk( ) ;gkz(
11 X
= sup |F |E ——ZK(”) L =) xk
€L, cr ney, 1 Cn
Ly z =X Ly~ )
= — = N p|K® i E[XkX } B
5212 c ncn; [ < en | Xi1 Z ki ()
L LN~ [gw (v "
= sup —V—Z K E|X;
wel, | Ch Nen = en

sup
SCEIn

- izgk,xm)) ‘

= sup |-

= sup

174
w€ln | S0 M2 i=1

= (E (@) - 1 gk,xx))

1 v
MX,  =x— ucn] Ifx,_ (x —uey)epdu — - Z glE:,i) ()

1 n
_ du — —
T — ucy)du - g g

, (3.4.1)

n

i=1

(3.4.2)

Fir den ersten Term von ([3.4.2) gilt mit einer Taylorentwicklung von gj ;( — uc,) in  und einem

&(x,u) zwischen z und x — uc,

w2 [ K gt e
v+1 n
o (z >

_ Z (1/) Vnz/ u+2

/K(”) ) utdu + — Z/gklﬁ_2

(_Cn)u+2
(V +2)!

en v+2
((1/ +)2)! K® (u)u"* 2du)

KW (u) u’2du,
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da aus [ K(u)du =1, [ K(u)udu =0 und K(C) = K(-C) = K'(C) = K'(—=C) = 0 mit partieller
Integration folgt

/K(”)(u)u“du:O firp<v+4+1, p#v

und
/K(”) (u) u’du = (—1)"v!
fiir v = 0,1, 2.
Damit folgt aus (3.4.2)
o 1 «
Elg - = i
Sup | < [9()] = ~ ng, (@)
u+2) (_Cn)y+2 (v) v+2
= )———K d
Z/ M
< C% sup I/+2 '/K(V) l/+2du (3 4 3)
T (w+ 2l sey, o

Es gilt firallei =1,...,n

und
E[X} X1 = 2] = Var(Xi|X;—1 = 2) + (B[X;| Xi—1 = 2])* = o2(z) + m?(z),

daher ist fir allet=1,...,n

sup |=—E[XF|X;_1 =2]|=0(¢¥)  firk=0,1,2, p=0,1,2,3,4,
.Z‘EJn 8«%‘

denn sup,¢; [mW (z)| = O(g,) und sup,¢ ;. [0" ()| = O(gy) fiir alle o = 0, 1,2, 3,4 nach Voraus-

setzung.

Da ebenfalls nach Voraussetzung fiir 4 = 0,1,2,3,4 gilt sup,c;, = >0, ‘ Xi )) = 0(1), ist

Zg

sup n) fiir k=0,1,2 4 =0,1,2,3,4,

woraus mit (3.4.3)) folgt

sup
Q?EI’n

(fi; <E [gr(2)] — iZ%,z’(@) ‘ = O(cqp),
i=1
da sich aus [ K(u)u’du < 2C0KC? < oo und K(C) = K(-C) = K'(C) = K'(-C) =0

< 00

' / KW (u)u’2du

mit partieller Integration ergibt.
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Somit gilt fiir den Schitzer i mit (3.4.1) die Konvergenzrate

ay ~ 1 o _1 —l—y 1
v <9k($> o ng,i(ﬂﬁ)) ‘ =Op (n écn 2 “log(n)z + ciq,’i) (3.4.4)
i=1

flir v =0,1,2und £ =0,1,2.

sup
CCEIn

Damit ist Behauptung (i) bewiesen, denn

Der Schatzer m ist definiert als

Ly (LXH) X, -
nen i=1 Cn ¢
m(zx) = 4 ()

—X,_ ~ )
Y =V T

n

Damit folgt fiir ihn aus der eben gezeigten Konvergenz von ¢ und go ((3.4.4))

sup [/(z) — m(z)]

zely,
~ s g1(x) —Am(ﬁf)ﬁo(x)

z€el, go(l‘)
e [0 mm@)d S () mi) (S0 g0i(@) — o)
= p ~

z€ely, 90 ( )
— sup g1(w) — %Z?:l g1,i() ( i= 1 fxii (@) = 90(33))

z€l, gO( )

m (gl (17) - % Z:‘L:l 91,2’(93) + m(m) (% Z?:l go,i(JU) - Qo(fﬂ)))

= sup 1 _

xely, G0l

i1 90,i()

1 - 1\ )
e, T e () ot |91(2) =5 2y 91,4(0)]

Go(x)
i1 90,i(2)
1

1 A
infoer, % S fx, (@) SUDze1, ‘m(x) |Supaz6]n } n Z?:l go,i ({L‘) —go(a:)‘

IN

infxeln

infrer, %
On(co2n—31 f Op (ea?n 41 ol +
p|cen?n2log(n )QC]n-l-Cnann +0Op " : OBl it + G
infxefn %

1 f _
fLeIn I Z? lel l(x) O(qn) und SUDPger, |m( )’ - O(qn)'

denn nach Voraussetzung gilt

Da auch

6 . (gom—i g0 >)
%Z?:lg(),z( )

= inf
xzel,

inf
xz€l,
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o 1 n
) — 157 (o
> inf |1 - 9ol 1 22—190@( )
2&ln n Zi:l gO,i(ﬂf)
o 1 n
) — 157 (o
> inf [1-— 90( 1 22—1907%( )
€k n Zi:1 go,i(l‘)
- 1 go(x) — £ 3711 go(x)
= 1-—sup et
x€ln n Zi:1 go,i(z)

_ SUPgep, [o() — 3 D07 goi()]
i1 904(@)]

_1
= 1+0p <cn 2n"3 log(n)%qg + ciq£>

v

1

infmejn

gilt

ol

sup li(z) — m(z)| = Op <c; 71—%1og<n>%qnq£%ciqnq£) . (3.4.5)

Cﬂeln
Somit gilt die Behauptung (ii) a)

1 .
————— sup |m(x) — m(z
lnfiteln ‘U(x)’ Z‘eln‘ ( ) ( )|

sup
zel,

-1 1 1
= Op <Cn *n~2 log(n)2qngiqf + Ciqnq5q3> :
L = O (¢2) nach Voraussetzung.

A& T T
1nfz€[n ‘G’(ZE

Der Schitzer 2 ist definiert als

—X;_ —X;_
~9 %2:?:1[(<aC Cn 1)X12 %Z?:lK(x Cn 1>Xl gz(l’) ~ 9
g (1’) - 1 n z—X,;_1 N 1 n c—X;_1 - g (x) - (x)
@21:1K< n ) @Zi:lK( n ) 0
Damit folgt fiir ihn analog zur Berechnung fiir m aus (3.4.4)
sup [5%(2) — 02(2)]
xz€el,
| 20) = @) - i w)n(a)
xeln go(x)
L |20~ (@) @) S fy @)+ (o) — () o)
(@) + mP (@) (5 21 904(2) = go())

do()

: SUPger, [92(2) =5 21y 924(2)]

infocr, = >0 fx,_,(x)

Go(x)
Ly g0,i(x)

&) SWser, [m” (@) — 12 (x)| supep, 10 ()]

infxeln

1
: 1
lnfxeln n Z?:l in_l

go(z)
i 90,i(2)

lnfxeln
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1
inszIn % Z?:l fX,L'71 (CL‘)

(SnggeIn o2 (z)] + SUPger, ‘m2(35)|) SUPger, ‘%

S g0.i(x) —go ()|

go(x)
i1 90, (@)

lnfLL‘eIn

_1
= Op (Cn 2n"3 log(n)% 7{ + Ci%%%{)

1 2 o2 -
mfa:eln I S, 7x, ( ) SUPger, ‘m (.CL‘) —-—m (l‘)‘ SUPger, |g()(l‘)|

go(z)
% Z:'L:1 go,i(x)

_1 1 1
+O0p <cn2n 2 log(n)2q2q] + iqr%%{)

infeer,

da nach Voraussetzung ebenfalls gilt sup,c; |o(x)| = O(qn)-

us

Die Konvergenzrate fiir den noch verbleibenden Term ergibt sich mit (3.4.5)) a
sup i (a) —m?(2)| = sup |(1n(x) —m(x))* + 2m(z) ((x) —m(2))]
x€ln x€ln

2
< (swp o)~ m@)]) -+ 250 (o) sup i) — (o)

z€ly, z€ln z€l,

= 0 (sup |m(x)| sup | (z) — m@)\)

CEGIn IL'EIn
nal + Ci%%%{) ,

M\»—‘

1
= Op (cn 2n=3 log(n)zq

da sup,¢; |m(z)| = O(gn), und mit (3.4.4)) aus

sup [go(z)| < sup fxioa ()| + sup |go(x) — = > go.i

x61n| ( )’ z€ln Z 1 z€ln Z Z
= 0(1),

da sup,¢;, {n i fxo( | = ) nach Voraussetzung.

Es folgt also

1
infle[n % Z?:l in_l (Z‘)

SUp,cy, [m?(z) — m2(2)] supyes, [9o()]

go(z)
% Z?zl 90,1'(1’)

E 1
= Op <Cn2n 2 log(n)Wi(qi)Q+Ciq7%(q7{)2>

lnfxEIn

und somit fiir 62

:EEITL

Fiir ¢ gilt

_1
sup [62(z) — o*(@)] = op< 4 log(n) b2 (q!)? +ciqz<q£>2).
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SUpcr, [62(@) — ()]
infzer, |0(x) + o(x)]

Da 6(z) = \/6?(x) > 0 und o(z) = y/o2%(z) > 0, ist

inf |6 > inf
Jnf |6(z) +o(@)] 2 inf |o(z)],

und somit

o supser, |6%(x) — 0(a)|
sup [o(2) = o (@)l nfocr, [o(@)]

_1
= Op <Cn 2n7 log(n)2¢2(¢))%q5 + CiQfL(q7{)2qz> : (3.4.6)

da nach Voraussetzung gilt m = O(log(n)).

Damit gilt nun auch die Behauptung (ii) b), denn

1 R
= —————sup|o(z) —o(x
her, o@)] Sp 10(@) —o(@)

_1
= Op (cn 2n"7 log(n) 22 (¢))?(4)? + CiQZ(qZ)Q(qZ)2> :

o(z) —o(x)

et | ol@)

x€l,

Wie man durch Differenzieren leicht sieht, ist

|2 <m(x)—m(a:))’

xzely, Ox” U(.%')

= O(@)") i:O (afy ) 21:0 (a7) -0 (sup
=0 1=0

x€l,

o [ 1 ¢
@ (gl(l') - ; Zlgl,z(x)> ‘)
€22 op ((cné"n‘é log(n)? + Ci> qAQﬁ(JZ)"“) : (3.4.7)

da sup,c;, [m (2)| = O(qn), subser, 0% (x)] = O(gn) und supyer, 577 £ ()] = O(1) fiir
p=0,1,2, sowie = O(¢7) und 1 = O(qi).

1
wely, o) infocr, = >0 fx;_, (x)

Genauso gilt fiir den Schétzer &
sup

2o (o)

— 0 (@D ) X0 (@) S0 (1) -0 <sup
j=0

1=0 :EGIn

> (m(:z) . Zgz,i(l’)> D
=1

_1_ 1 1
= Op <<cn 2""n"2 log(n)? + fﬁ) q,%(ng;’)?"“) :

Damit gelten die Behauptungen (iii) a) und (iii) b), denn nach Voraussetzung ist

N

_3
<cn 2n"3 log(n)2 + CZ) qi(qﬁqﬁ)‘* =o(1).
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Es fehlen noch die Beweise fiir die Behauptungen (iv) a) und (iv) b). Exemplarisch wird der Beweis
von (iv) a) notiert, da der Beweis von (iv) b) ganz analog funktioniert. Durch eine Aufteilung in
|z —y| < ¢, und |z — y| > ¢, ergibt sich

2 (ﬁl(wg(—ggl(w)) _ 8% (mfyga)n(y))‘

sup 5
x,y€ln a7y ly — x|
0 (rm@)-—m@)\ _ o (my)-—my) ‘
A e
2, YEIn,|lz—y|>cn |y - 33|
9 (m)-m=)) _ 9 (mly)-my) ‘
ox o(x 0 o
T avennosh-iis = |y)—:c|§< )
x,ycly,,0<|z—y|<cp
A . 2 ~ _
< 9. sup | (M@ @] s, |97 (@) —m(z) sup o — g1
zely, aJJ U(‘T) z€ln Ox? U(x) z,y€Il,,0<|z—y|<cn
0 (m(z)—m(x) 0% (m(z) —m(x) (1-4)
< 2. — s 7 I S S
= 2P ax( O | KR d Pl Sy |

und mit der Konvergenzrate ({3.4.7) folgt weiter

10 (cE *n~3 log(n)? + ¢ ) qn(%QZ)?’) 10

— 1 1 _ -
cn® n72log(n)? +c2 5) an(qlqs)?

£
+0p ( (et togtmt + 677 ) atalad)?)
-3-5 1 26 f o\3
= OP Cn, n 2 10g(n)2 + Ch qn(ann)
= op(1)

nach Voraussetzung.

3.3 Verwandte Ergebnisse

In der Literatur gibt es einige vergleichbare Ergebnisse zu Lemma [3.4] (S. B5) fiir unterschiedliche
Modelle.

In Akritas and van Keilegom| [2001] wird ein heteroskedastisches Modell mit unabhéngigen Beob-
achtungen betrachtet. Fiir dieses Modell werden die gleichméfigen Konvergenzraten der Nadaraya-
Watson-Schétzer fiir die Regressionsfunktion und die Skalierungsfunktion hergeleitet.
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Diese Ergebnisse konnen hier auf Grund der Annahme unabhéngiger Beobachtungen nicht verwen-
det werden.

In Hansen| [2008] werden fiir abhéngige Beobachtungen gleichmifige Konvergenzraten fiir Kern-
schitzer bewiesen. Unter anderem wird die gleichméfige Konvergenzrate des Nadaraya-Watson-
Schitzers fiir die Regressionsfunktion hergeleitet.

Diese Ergebnisse konnen hier nicht verwendet werden, da strenge Stationaritdt der Beobachtungen
vorausgesetzt wird. Strenge Stationaritdt kann hier nicht gefordert werden, da sich nach einem mog-
lichen Change-Point auch die Verteilung der Beobachtungen &ndert, und Lemma [3.4] auch fiir den
Beweis der Konsistenz des Change-Point-Tests bendtigt wird.

In Dette et al. [2009] wird ein heteroskedastisches Modell mit abhéngigen Beobachtungen betrach-
tet. Fiir dieses Modell werden die Ergebnisse aus [Hansen| [2008] verwendet um die gleichméfigen
Konvergenzraten der Nadaraya-Watson-Schitzer fiir die Regressionsfunktion und die Skalierungs-
funktion herzuleiten.

Auch in diesem Artikel wird strenge Stationaritit gefordert.

Der Beweis in Hansen [2008| basiert, wie der Beweis von Lemma (S. [21), auf Theorem 2.1 in
Liebscher| [1996]. Die Voraussetzungen in Hansen| [2008] und Lemma [3.3| unterscheiden sich haupt-
sdchlich in den Momentebedingungen.

Die Annahmen an die bedingten Momente in Hansen| [2008] entsprechen den Bedingungen an die
Regressions- und Skalierungsfunktion, die Innovationen und die Dichten der Beobachtungen in An-
nahme (Z’), die durch die autoregressive Form des Modells entstehen, die in [Hansen| [2008| nicht
vorausgesetzt wird.

Der Unterschied in den Momentebedingungen besteht zum einen darin, dass in Lemma die Mo-
mentebedingungen nicht nur fiir X, sondern auch fiir X? gefordert werden. Das liegt daran, dass
Lemma [3.3] auch fiir die Herleitung der Konvergenzrate fiir den Schétzer der Skalierungsfunktion
benotigt wird (diese wird in [Hansen| [2008] nicht hergeleitet).

Der zweite Unterschied besteht darin, dass in Lemma jeweils der Mittelwert iiber alle X; be-
trachtet wird, wihrend die Bedingungen in [Hansen| [2008| auf X basieren. Das liegt daran, dass in
Hansen [2008] strenge Stationaritét gefordert wird, in Lemma [3.3| nicht.
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4 Der sequentielle empirische Prozess der
Residuen

In diesem Kapitel wird der sequentielle empirische Prozess der Residuen definiert (Abschnitt ,
eine stochastische Entwicklung fiir ihn hergeleitet, die aus einem sequentiellen empirischen Prozess
unabhéngiger Zufallsvariablen besteht (Abschnitt S. , und mit Hilfe dieser stochastischen
Entwicklung schwache Konvergenz des sequentiellen empirischen Prozesses der Residuen bewiesen

(Abschnitt [£.3).

Eine solche Darstellung fiir einen sequentiellen empirischen Residuenprozess in einem nichtparame-
trischen Autoregressionsmodell gibt es, nach bestem Wissen der Autorin, bisher in der Literatur
noch nicht.

4.1 Definition des sequentiellen empirischen Prozesses der
Residuen

Die Innovationen €1, ..., €, sind nicht beobachtbar. Sollen also Aussagen iiber die Eigenschaften der
Innovationen abgeleitet werden, so miissen zunéchst die Innovationen selbst geschitzt werden. Dies
geschieht mit Hilfe der in Abschnitt definierten Kernschitzer m und ¢ durch die sogenannten
Residuen

oo Xi—m(Xj-1)
T a(X)
Damit sind die Residuen €y,. .., &, also gerade so definiert, dass X; = m(X;_1) 4+ 6(X;_1)é; fir alle

j=1...,n.

Wie in Abschnitt beschrieben, liefern die Kernschitzer m(x) und 6(z) fir groke Werte von
x normalerweise eher schlechte Ergebnisse. Daher ist es sinnvoll fiir weitere Schitzungen nur die
Residuen €; zu verwenden, deren X;_; in einem kompakten Intervall I, = [a,, by] liegen, fiir das

ilt a,, —— —oo und b,, —— oo.
n n
n—oo n—oo

Dies wird mit Hilfe einer stetigen Gewichtsfunktion wy, : R — [0, 1] realisiert, fiir die gilt

9

() = 1 x € [an + K, by — K]
(@) {0 x ¢ [an, by)

fiir ein festes k > 0, das unabhingig von n ist. In (an,a, + k) und in (b, — k,b,) wird glatt
interpoliert wird (siche Annahme (W) in Abschnitt [£.2)), wobei auch diese Interpolation nur in
Form der Verschiebung auf der z-Achse von n abhéngig ist. Um die Notation zu vereinfach ist

Wy := wn(X;-1)

und
wy (Xj-1)

T YN wa(Xe)

WjN :
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fir N <n.

Der empirische Prozess der Residuen ist damit

t) = Z?I)jnf {éj < t}.

j=1

Er ist ein Schétzer fiir die Verteilungsfunktion der Residuen und somit fiir die Verteilungsfunktion
der Innovationen.

Der sequentielle empirische Prozess der Residuen ist analog zum empirischen Prozess der Residuen
definiert, basiert aber nur auf den ersten [ns| Residuen:

[ns)
nsj Z w]Lns I{ﬁj < t}

mit s < 1. Er ist ein Schétzer fiir die Verteilungsfunktion der ersten |ns| Residuen und damit
der ersten |ns| Innovationen, und wird zum Beispiel fir die Aufstellung eines Change-Point-Tests
bendtigt (siehe Kapitel [5 S. [70).

Bemerkung: Die Verwendung von derartigen Gewichtsfunktionen fiir empirische Prozesse von nicht-
parametrisch geschdtzten Residuen in Autoregressionsmodellen ist fiir nicht sequentielle empirische
Prozesse z.B. aus |[Miller et al| [2009] und Dette et al| [2009] bekannt (siehe Kapitel[§, S. .

4.2 Stochastische Entwicklung fiir den sequentiellen empirischen
Prozess der Residuen

Die Differenz F lns| — I gibt Auskunft iiber die Leistung von F' als Schitzer, wenn die ersten |ns]
Innovationen die Verteilungsfunktion F' haben. Um eine Aussage gleichméfhig iiber alle s € [0, 1]
zu erhalten, muss diese Differenz noch mit einem Vorfaktor multipliziert werden, um die Division
durch Null zu vermeiden

Z]Enslj W

L () (1) = F(1))
Fiir diesen Term gibt Satz [4.2] eine stochastische Entwicklung an.

Fiir die Giltigkeit von Satz miissen die folgenden Bedingungen erfiillt sein.

Annahme (K) Der Kern K habe den kompakten Triger [—C, C]. Er sei dreimal differenzierbar
und sup,e(—c |IKW(u)] < K, p = 0,1,2,3. Aukerdem gelte K(C) = K(-C) = K'(C) =
K'(-C)=0und [ K(u)udu = 0.

Annahme (I) Fiir das Intervall I,, = [ay, by], mit a,, —— —o0 und b, — gebe es ein 1 <

00, so dass gelte (b, —a,) = O(log(n)™). Aukerdem sei (ffg:” fXO(:U dm + fbn_,{ fxo () J;) =
o(log(n)~1), wobei x > 0 in Abschnitt (S. definiert ist.

Annahme (W) Die Gewichtsfunktion w, : R — [0,1] sei dreimal differenzierbar und es gelte

SUP,cr ]wT(l“) ()] < oo fir p=1,2,3 und alle n € N (der Wert sup,cg \w%“) (x)] ist durch die
Form der Funktion w,, unabhingig von n, siche Abschnitt .
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Annahme (F) Die Innovationen €, ..., €, seien identisch verteilt mit endlichem 2b-tem Moment,
fiir ein b > %. Thre Dichte werde mit f bezeichnet. Sie sei stetig differenzierbar und es gelte

supser | f(£)t] < oo und sup;ep |f/()t?] < oo.

Annahme: Durch die Stetigkeit der Dichte f und der Ableitung f' gilt damit auch sup,cp | f(t)| <
00, supyer | /()] < 0o und sup,cg | ()t < co.

Annahme (X) Die Beobachtungen Xj,..., X, seien identisch verteilt und der Prozess (X;);ez
a-mischend mit einem exponentiell fallendem Mischungskoeffizienten, a(n) = O(a™™) fiir ein
@ mit 1 < & < oco. (Definition a-mischend siehe Abschnitt[2.9)
Die Dichte fx, der Beobachtungen sei beschréinkt und viermal differenzierbar und auch die
Ableitungen seien beschréinkt, sup,cp ‘f)(g)) (x)‘ < oo, u=0,1,2,3,4.
Auch gegen Null sei die Dichte auf kompakten Intervallen beschréinkt, und es gebe ein r; < oo,

1

so dass Wloer, Fg@ Lq = O(log(n)"7).

Annahme (E) Das 2b-te Moment der X, ..., X, sei endlich, E [|Xo|**] < oo, fiir ein b > § (nicht
notwendiger Weise das selbe b wie in Annahme (F)).

Annahme (Z) Es gelte sup,¢;, <(|m(:r)| + o (@))** fx, (ac)) = O(1), und es gebe ein 1 < j* < o0,
so dass
sup s, (m(@)] + 0@ (m(e)] + o)) frox, (2.a)) = ) fir alle j > * + 1,

_1
fir k = 1,2, n — oo mit J,, 1= [an — (C’+cn2n7% log(n)%)cn , by (C’+cn ns log(n )%) -

Anmerkung: Nach Annahme (C) gilt ¢, — 0 und cn n 3 log( )2 — 0 fiir n — oo. Daher gibt

es eine positive Konstante C < oo, so dass (C + ¢, °n~ 3 log(n ) Yen < C fiir alle n. Damit
gelten die Konvergenzraten in Annahme (Z), wenn die entsprechenden Konvergenzraten fir

SUP,c[a,, —C,bn+C] ONStAtt SUP,e 7, gelten.

Anmerkung: Aus Annahme (F) und Annahme (X) folgt strikte Stationaritit des Prozesses
(X;)jez (siehe Bemerkung S.[11). Damit impliziert Annahme (Z) die in Annahme (Z°)
(Abschnitt[3.3, S.[19) geforderten Konvergenzraten.

Annahme (M) Die Regressionsfunktion m und die Skalierungsfunktion o seien viermal diffe-
renzierbar und es gebe ry,rs < oo und g, ¢ mit (g,)"! = O(1), (¢2)~! = O(1), so
dass gelte SUDye(q, —Cep by +Cen] M (@) = O(Gn), SWacla, —Cen by +Cen) 17 ()] = Olgn),

w=0,1,2,3,4 sowie m = 0(¢%) mit g, = O(log(n)"), ¢% = O(log(n)").

Anmerkungen: Da I, C [an — Cep, by, + Ccy] gilt damit auch sup,e;, [m™ ()] = O(gy)

und sup,e; |oW(z)| = O(qn), p=0,1,2,3,4.

Auch hier gelten die Konvergenzraten, wenn sie fir supyciq, ¢ p,+c) (Siche Anmerkung zu

Annahme (Z)) anstatt supgeia, —Ce, bp+Cen] €lten ([an — Ceny by + Cen] C Jp).

Anmerkung: Annahme (Z) und Annahme (M) betreffen beide das Wachstumsverhalten der Regressions-
und der Skalierungsfunktion. Annahme (Z) beschrinkt das Wachstum der Funktionen, durch
das Wachstum des Kehrwerts der Dichte f)}()l und Annahme (M) beschrankt das Wachstum
der Funktionen durch q, = O(log(n)™). Aus Annahme (7) und Annahme (X) folgt, dass
supges, (lm(z)| + lo(2)))** = O(ql), und daraus der erste Teil von Annahme (M) (fir p=0)

. 1
mit qu = (gh) %
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Annahme (C) Fiir die Bandbreite ¢, gebe es ein . > 0, so dass gelte ¢, ~ noi log(n)fwrwrérf*”ﬂ

Anmerkung: Die Annahme (C) ist damit strenger als die Annahme (C°) in Abschnitt[3.9 (S.

, Es wird zusdtzlich gefordert, dass die Bandbreite schneller als n=i log(n)ﬁﬁ*zrs*%rf

gegen Null geht, damit ci(qnqg)‘lq,{ =0 (n_% 10g(n)‘2770> =0 (n_%) gilt, was im Beweis von

Satz[{.9 bendtigt wird.

Beispiel 4.1 Ein einfaches Beispiel, das diese Annahmen erfiillt, ist, analog zu Beispiel (S.
das AR(1)-Modell

X;=05-X;_1+¢
mit Standardnormalverteilten Innovationen (e;). Damit ist Annahme (F) erfiillt.
X; hat in diesern Fall fiir alle j die Verteilung A (0, =5z ) (da Xj = 333%0.5%;-, siche #.B.
Beispiel 2.7 in Kreifs and Neuhaus| [2006]).

Damit erfiillt (X;) die ersten beiden Punkte in Annahme (X) nach Abschnitt (siehe (2.4.1)), S.
13). Der dritte Punkt in Annahme (X) bedeutet, dass

a? b2
max <exp <;> , €Xp (;)) = O(log(n)"). (4.1.1)
3 3

Eine weitere Forderung an a,, und b,, ergibt sich aus dem zweiten Punkt in Annahme (I). Er bedeutet,

dass
an+rK x2 o7} $2
/ N . / exp (=% | dz | = o(log(n) ") (41.2)
—o0 3 bn—~r 3
Die Forderungen (4.1.1]) und (4.1.2)) sind erfiillt fiir I,, = [— 8log(log(n)?) — &, %10g(10g(n)2)+/€],

wie im Folgenden gezeigt wird:

Fiir Forderung (4.1.1)) gilt
< 2
\/ 5 log(log(n)?) + H)
8
3

exp< ) = exp(
( glog(log(n)2))2 2,/% log(log(n)?)x <,€2>
= exp 3 exp A exp | 5
3

wioo] S
%

7/ N Wloo

= exp

3 3

2 <oo
( (( § los(los(m?) ) ))
=0|exp| ~~——g——"—
3

= O ((exp (10glog(n)?)))*) = Olog(n)*).

Fiir Forderung (4.1.2)) gilt
0 2 an+K 2
/ exp —:% dr = / exp —% dx
bn—~K 3 —00 3

an+K 6 .22'2
/ —ow|-exp | —5 | dz fiir hinreichend grofes n
oo 8 3

IN
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2
= exp <_(an ;L K) )
3

= O (exp (- log(log(n)?)))
= 0 (log(n)_2) = o(log(n)_l).
Mit diesem I,, sind auch der erste Punkt in Annahme (I) und Annahme (M) erfiillt, wobei ¢, =

@) (x/log(log(n)z) - cn) = O (log(n)) und ¢ = 1.

Die Annahme (E) gilt und auch die Annahme (Z), da

sup ((Im(@)] + o)) fx, ()

z€Jn
2k

< sup ((Im(@)] + o (@) fxy())

T€eR

1 2

= sup | (0.5 |z|+1)* exp —%

zeR 277% 3
< o0 da sup |z2¥| exp(—2?) < 0o

z€R

und analog auch die zweite Bedingung folgt, indem man die gemeinsame Dichte fx, x, , wie im
Beweis zu Bemerkung (S. schreibt:

)

fXO:Xj—l(x7 :L',)

; (
= exp | —
4
27T§
(y1 — O.5:r)2>

[ e (-
/\ﬁ ( yz—(2)5y1))

8
c»a\oo‘ o

1 (yj—2 — 0-5yj3)2> 1 ( (' — 0-5yj2)2>
ex - €xX —_—— d e d 2.
m p ( 2 \/ﬂ p 2 yl yj 2

/

Mit einem Kern und einer Gewichtsfunktion, die die Bedingungen (K) und (W) erfiillen, und einer

_o_1

Bandbreite ¢, mit ¢, ~n" 4 log(n)~27247" gind alle Bedingungen fiir Satz M erfiillt.

Satz 4.2 Unter den Voraussetzungen (K), (I), (W), (F), (X), (E), (Z), (M) und (C) gilt die Ent-

wicklung

LnsJ Lnsj
Y _ ~

=l Z wj\_nsJI {Ej < t} - F(t)

7=1

Lns]
— iZ(I{ejSt}—F(t))%—[Zs]f(t);Zej i (2 - 1) +Op(

j=1 j=1 j=1

gleichméfig in ¢ € R und s € [0, 1].
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Ln-] A
Bemerkung 4.3 Mit Satzfolgt dass v/n (’Hw"k (F\_n-J — F)) , und insbesondere, fiir s = 1,

Vn (Fn — F) schwach gegen einen zentrierten Gaufprozess konvergiert, sieche Abschnitt (S. .

Beweis von Satz [4.2] Mit Lemma [0.1] (S[117) und Lemma [9.3] (S. [L33) gilt gleichméRig in t € R
und s € [0, 1]

n

|ns] [ns]
= Zk; (Zwﬂns I{é; <ty = F(t ))

| ns)
= *Z (I{e; <t} — F(1))

(Flosy®) = F®))

LnsJ [ns] 1 Lns)
+7 (Zw nSJI{€J<t} F(t ) EZ(I{Ejﬁt}_F(t))

LnsJ I_TLSJ
+—7nk Zw Lns] (I{ej <t} - F ( —(Xj-1) +

| ns)
=fZIwQ}Fm

m—m

(X0)) - T < 1+ F()

1
+op <\/ﬁ> nach Lemma [9.3] auf S.

B S o (1 (50500 0500) -0

1
40, [ — | nach Lemma auf S.
P\ Vn

Es bleibt also noch zu zeigen, dass

L”SJ %%LWJ ( < 5 Xi-) + = ; m(Xj1)> - F(t))

n

ns| 1 & |ns] 1 2 1
fFO=Y €+ fOt-=> (5 —1)+o0p
n; I n QnZ <\/ﬁ)

J=1

gleichméfig in t € R und s € [0, 1].

Hierfiir wird zunéchst fiir F( 9(Xjo1) + =m(X i—1)) in F(t) eine Taylor-Entwicklung durchge-
fithrt. Mit einem &(¢, j) zwischen ¢ und t%(Xj,l) mem () gilt

o J
+ g
(X0) = F) = 10 (2060 +

m—1m m-—m

F <t§(xj_1) + (X;_1) — t)
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Da nach Lemma [3.4] gilt

sup m= m({L‘) =Op ((cn n"z log(n)% + > QnQ£Qn>
zely, g
und O". _1 1 1 2 2
sup |—(z) — 1‘ =O0p <<Cn “n”2log(n)? + Cn> (an;:qg) ) )
z€l, |0
ist
Lnsj . [rs] 1 & 2
k=1 Wn T ! )t
sup |ZELE N ) (e (200 - 1)
teR,s€[0,1] n ]2231 el (2 o

wrtewan (260 -1) (*

7)) (W(XH))Q)

ZLnsJ kL”SJ
= O sup Zh=LT Zw ns) (| F/ €N+ [ FE@ N + [ £/ (EE5)])

teR,s€[0,1]
1 1 1 2
Op <<c52n2 log(n)2 + ci) ((qnqiq;i)Q - (qwi%‘i)g + (qnq£QZ>4>)
ZULSJ Whk Lns) 1
= 0 sup ==l T Zw 1ns) (| /(€ j))tz} + | F N + | EEN]) | - op (\/ﬁ>

teR,s€(0,1]
(4.3.2)

1
fiir alle ¢, mit ¢, ~n~1log(n)", fiir ein |r| < oo, also auch fiir ein ¢, wie in Annahme (C).

Da nach Voraussetzung gilt, dass sup,cg |f/(t)] < 00, supser | f/(£)t] < 0o und sup,cp | f/(£)t?| < oo,
ist

[ns] [ns]
ap k=l "’“ijm (1702 + | £/ )] + | 7€t )])
teR,s€(0,1]
_ zk”? W o .2< t )2
T oo 2 i I )

ol



_l’_

FENEt ) —— oy ‘ +f(e \)

LnSJ [ns] " 2 ¢
= Ol SN ('( ) +‘§(t,j)‘+1>

= OP(l)v
da &(t, j) zwischen ¢ und ¢2(X;_1) + 2= (X;_1) liegt, und tZ(z) + 2= () P tfiralle z € I,

n—oo

sowie Supco,1] T war 1 Znk ZjLnle W|ns| < 1 ist.

Damit ist (4.3.2) = o, (-} ) und daher mit (4.3.1

LnsJ LNSJ " LnsJ [ns] &

1
= Z w]l_ns Xj—l) e Z wj[nsj ] 1) +0p (n>

gleichméfig in ¢ € R und s € [0, 1].

Nun kann man zeigen, dass

LnSJ ns| 1 — 1
Z ij’nSJ X 1) = Lan ZEj + 0p <\/ﬁ> , (4.3.3)

j=1

indem man den Nadaraya-Watson-Schétzer fiir m (siehe S. einsetzt.
Es gilt

\_nsj [ns] M

Zw lns| ——— X 1)
LU () Sy g E s B
= L ( sz( (XHCX’“>1) m(X“))
% Z?:l K (X]_lc;nXH) Xi — L Zzzl K (X]Ac;nkal) m(Xjfl)
LS, (*X) )

ns lns) L yon Xj—1=Xi—1 o ,
_ ]E;:lj Wnk Z ijnsJ nen Zzzl K ( cn ) (Xz m(Xz—l))
n o(Xj-1) v K (RN

j=1
n X 1—Xi_
LZSJ Wnk Lns) Wilns n(lzn ZiZl K <%) (m(Xi-1) — m(Xj_l))
4 k=1 Z jlns]
n o(X;-1) Loy (ka—l)

=1
ns) 08l Loy e (KX (X (X))

_ k=1 wnkz Wj|ns| nen Lai=1 on i —m(X;_1
no o) YK (ﬁlc;fk—l)

ns I_’VLSJ —
_ 1&:1J Wnk Z Wjlns]
n o(Xj-1)

j=1
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()

da die Funktionen qinm() und W% die Bedingungen an die Funktionen v,, und ¢,, in Lemma

(S.[166|) erfiillen, und damit

Xi1—X,_
ka 0 ey [ S B () (m(Xi) = m(X )
sup Z 1 Zn K (Xj,rxk,1>

- NCn k=1 Cn

s€[0,1]

1 1 1
— 0 (@’ (n log(n)? + ) il
(1 (siche Annahme (C))
= o | —= siehe Annahme
vn
gilt.
Weiter ist mit Lemma [9.2] (S. [130)), Lemma [10.2] (S. [145) und Lemma [10.3] (S. [L58)

ns Lns] L sn Xjimi=Xim ) (x. ,
lEZlJ Wnk Z Wy |ns] nen 27,:1 K ( on ) (X; —m(X;-1))
] n Xj1—Xp—
n o(Xj—1) LS K (%)

j=1 7
_ 2w szj Wj|ns) e i K (Xjflc;ffl) €i0(Xi-1)
n O'(Xjfl) ncn Zk; . (%)

j=1

n

Il
SN
&)
s

1

Wj|ns| Xi1—X;— o(Xi—1)
+l - € ]I;’r:f wnk %S:J Jcn K( g lcn 1) O'(Xjfi) o LTLSJ
7
n n

. 4 1 n Xj—1—Xp—1 n
=1 ‘7:1 Ncn Zk:l K < Cn

-
I

Lwn n M‘ws LK (B2 (0(Xi) - 0(X 1)

S e (P ey

——zkl (Rt
1

1 X Xi
ZLHS Wnk 1 e EK( ! lcn 1) nen
ZGZZwJLnSJ S ( 1 —Xp >
=1 : ncn k‘ 1 Cn

LnSJ Lns) {nsJ

-*Z@ Sl N g —
7j=1

- LT;SJiiGi"FOp (%)

da

n —
P wpk 1 w c c
sup k=1 Wnk 1 Z ¢ jlns] n n

|ns] [ns] 1 (@) (()‘(Xi_l) - U(Xj—l)) 1
= O
«e01] n ne o o(Xj-1) % SEo K (%) p < >

93



nach Lemma_ (S.|158] -, und

1 Xi1—-X;_ 1 Xi1—Xk_

DD RTINS I i oK (7) il S K (M) L
sup Tﬁ Z €i Z Wjlns] 1= Xk—1 — o
s€[0,1] i=1  j=1 ncn k=1 (T)

nach Lemma_ (S.[145] -, sowie

. zn: Lrisj i Wnk %wt - |ns| _, ( 1 )
jlns — Op )
1 n \/ﬁ

s€f0,1] |1 J=1

da 13" e =0p ( \f) (Summe von unabhéngigen zentrierten Zufallsvariablen) und

ns)
Lns)
SUPgefoa] | == Dk ijLnsJ — LnSJ = op(1) nach Lemma [9.2[ (S. [130].
1
- 1

Damit ist gezeigt, dass 3)) gilt.

Um zu zeigen, dass

ns LTLSJ ~
ZL:J Wnk _ o—0 1 1
j=1 =

muss man zundchst noch etwas umformen. Es gilt

LnSJ [ns] 5 LnsJ [ns] 52 _ o2 (6_ _ 0)2
ijl_nsj ) = Zw]LnSJ ( 20-2 ( ] 1) M(XJ_I))

LnsJ Lns) 52

- ZwLnSJ 252 (Jl)+0p<

3l

da nach Lemma auf S. B4

Lnsj [ns] 0 . 0)2 2
sup Wj|ps < (sup >
s€[0,1] Z ilnsl 92 ( - 1) xzely

_ op<<(c;§n—élog(n)
= o).

Weiter ergibt sich mit 62 wie in E S. |18 . definiert

c—o0
20

(z)

D=

+e ) (anasa7)® )2>

fiir ¢y ~n T log(n)", fiir alle |r| < co.

LHSJ [ns) 52 _ 2

nk 1
Z wj|_ns (Xj—l)

o4



s lns| 1 St K Xjm1=Xi1 ) y2
nk 1 i|ns Ncn = " !
_ M*Z ;UJL ] c ! ( ¢ ) —0%(Xj-1) — m*(Xj-1)
o (inl) %Ezle (%)

ns ns _ _1 5 Kj—1=Xi—1 . . .
o1 8wy (e S K (PR (n(Xi) + o(Xi)a)?
n 2 = o2(X;-1) % S K (Xj—lc—kal)
n Xi1—X;— ~
o f ey [ D K (B (02X ) — (X))
no 250X e ket K (7&_2—){“1)
ns ns| 1L\ Xj—1=Xi1 2y, . . 2(Y. 2
_ ]I;:1J wnkl I—Z:J w]LnSJ NCp, Z’L:l K ( . Cn, > (m (X —1) + 2mU(X’L—1)€Z + o (X’L—l)ei)
no 2 ) e it (—J =)

el g, (WZHK(“X“M ¥ (Xj1) — AZ‘(XM)))
YLK (“X“)
,ggwnkl% s (n;z;nff(ﬂ;f“) (Uz(Xi1)6?02(Xj1)))
n 2 o2(X;1) % SK (Xrlc%nkal)
sl @, i K (XHC;”X_I) (2mo(Xi1)ei +m?*(Xi—1) —m*(Xj-1))
( Re k= (%XH> )

Als nédchstes wird gezeigt, dass

X 1—Xi_
’ET;SlJ Wpi 1 Lns] Wy |ns| % Z?:l K( ’ 1cn 1) (Uz(X 1)612 02(Xj—1))
9 2(X. =X
n 2 ‘oo (Xj-1) =Y K (AX] 1chk 1)

_ LZSJ 21n Zn:(ﬁ 1) 4o, (\}ﬁ) (4.3.5)

=1

gilt, und anschliefend, dass

T wr 12{ wamsJ e i1 K (Xjfl%nkﬁ (2mo(Xi)e +m?(Xia) = m?(Xj1))
22 T K ()

o, (%) (4.3.6)
gilt.

n

Die Gleichung (4.3.5)) gilt, denn

ns ns _ 1 n Xj—1=Xi—1 2 . 2 _ ;2 .
lErIJw"kILz:J jlns) nen Zi:1K< o )(‘7 (Xi-1)ef — 0*(X-1))
n 2 — 0‘2(Xj,1) ncn Zk . ( —1— Xk 1)
ns lns] 1 5 Xj—1=Xi—1) 2 2
_ Sl § g (B K (P22 (0@
n 2 1 0'2(Xj,1)

1)
Xi1—Xp_
nin Zz:lK( : lcn : 1)

%)



(it 1§ o S () (06 )
N 2402 (X) Ly <%ka1)

ns ns _ 1 5 j—1—Xi—1 2(v. 2
ZL:J wnk}L ] W |ns| ncn Zi=1K< — )‘7 (XZ—I)(Q 1)

n

_ k=1 Z
o 2(X; X1~ Xp
n 24~g¢ (Xjfl) %Zzle( -1~ Xk 1)

j=1 Cn

1
o (75):
da die Funktionen (q1)2 o2(-) und W =0 die Bedingungen an die Funktionen v, und ¢, in

Lemma [10.4] (S. [166) erfiillen, und damit

ns lns] 1 s Kj—1=Xi1 2. N ~2(v.
sup ]E;:lJ wnk} Z Wy ns] nen Zz:l K( ! n ) (U (Xz—l) o (Xj—1>>
2 o?2(X;-1) Zk ) (@)

n

s€[0,1] n j=1

_ op (<qn>4<q;:>4 (cén‘élogw * 2) qi)

gilt.

Weiter ist mit Lemma 9.2 (S. [130)), Lemma [10.2] (S. [145) und Lemma [10.3] (S. [158)

s 1 E2 ner L1 K (XHC;HXA) o?(Xi—1)(€f — 1)
n 2; o2(X;_1) %ZzﬂK(Xj_lc;nXH)
B PN g2 TS vl i .
=1 = e

=1
O LITE TR N B (=) <a2<xi_1> _a?(on)
n 20 < ~ %Ezle(xj_lc—nxk_l) o(Xj-1) o} (Xj-1)
(S g (R (R S K ()
n 2n pat t = glns] %2221[((&—1;})(,@_1)
n s Lns)
P @ [y
i=1 j=1
1

da

ZLTLSJ Wpk 1 i 6 1 miijnSJ éK (AXJ?IC;TL){H> ) (UQ(Xi_l) UQ(Xjf

n 1 n Xj1—Xp_1
sel01] P e Y K (R
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()

nach Lemma_ (S. 158 -, und

X 1—Xi_ X
Z]L:;S% w”lk‘ 1 Lns iK ( ! lcn 1) - E Zk 1 ( = IC'n, : 1)
o | DS )3 ~ o

n n 4 —1—Xk—1
s€[0,1] i=1 ncn Zk 1 ( Cn )

nach Lemma_ (S. 145 -, sowie

n [ns] [ns]
1 —1 Wnk _ ns 1
sup |19 1) | S - B ) =0, (7).

n
86[0,1] =1 ]:1

da 13" (2 —1)=Op (T) (Summe von zentrierten i.i.d. Zufallsvariablen) und

i=1\"1

[ns]
Lns ]
SUpP,e(,1) | =A=E Z Wi|ps) — = op(1) nach Lemma [9.2{ (S. |130).

%,_/
=1

Damit gilt (4.3.5) und es bleibt zu zeigen, dass (4.3.6)) ebenfalls gilt.

Dies ist der Fall, denn

IE:ZSIJ Wnk 1 LiS:J Wj|ns| ner i K (%) (2mo(Xi—1)e; +m*(Xi-1) —m*(Xj-1))
- 5 2(Y. —
n 2 = (Xj-1) ncn > k=1 (%)

i K (XJ_I;”XH) 2mo(Xi-1)e;
. —Xp_
1 - ncn Zk 1 ( = 1cn : 1)

. w1 szj Bjine [ e it K (%X_ﬁ (m?(Xj-1) = m*(Xj1))
IR PR S ()
1 6y (2 T K (B) (0 - )

1 Wy ns|
(Dl s
X 1—Xp_
n 2J_ o%(Xj-1) ﬁZLK(%)

Auch die Funktionen (q1)2 m?2(-) und W 720 erfiillen die Bedingungen an die Funktionen v,,

und ¢, in Lemma (10.4 _ (S. 166} - daher gilt

s, g 08 e i1 K (XHc;nX_l) (m*(Xi—1) = m*(Xj-1))

k=1 Wnk Jjlns]
sup |—/———= E
«e0.] n 2 P 0'2(X'_ ) n}:n ZZ:I K <XJ*1+TLX’€*1>

o7



Aulerdem ist
n Xi1—Xi— o
ns) 1 W ns] i K (%) (m*(X;-1) —m*(Xj-1))

k=1 1 Z
2 ] n I _
n 2o (Xj-1) Lyw K (XylcinXkl)
n Xi1—Xi— o
_ w1 % W, s e i K (%) (2m(m — m)(X;-1) — (m — m)*(X,-1))
= n 2 o UQ(X]‘_1) Zk L (kafl)
ns lns] - 1y Xjma—Xiy _5 ,
_ ]E:lJ nk’l Z Wy ns| nep, Zz:l K ( n ) Zm(m ’I?’L)(Xjfl)
no 245 0%(Xjm) Ly g (M)
IETLSJ L1 lns] 5 s é SrELK (XJ—Z;”XZ—I> (m —1m)%(X; )
n 5 o(Xj-1) Lywn K (%)
und
S Z e i S K () (= )2 (X)
sup
el ! =1 ncn 2= (%XFI)

k=1 Wnk 1 7 wjl_nsj 9
= sup |/ 5 IS )X
s€[0,1] n 2 ; UQ(Xj_l)( )7 (Xj-1)

IN
I

1 <s
up
2 x€l,
_1 1 1 2
= Op ((cn n~ 2 log(n)2 + C%) ang(J?{)
1
o Op %

nach Lemmaﬂ S.13 . mit ¢, ~n 1 log(n)", fiir alle |r| < oco.

Damit bleibt die Konvergenzrate zu zeigen fiir
Lns)

X5 *XZ',
k=1 Wnk 1 % Wj|ns) e Z?ﬂ K (%) 2mo (Xi_1)e;
o on 2 2 j —Xp—
no 24 0% (Xjm) s <%>
j—1—Xi— A
;Eflj Wng 1 bl Wj|ns| % Z?:l K (%) 2m(m — m)(Xj—l)
+ n 2 Z 0'2(Xj—1> 1 Zn K (M)
nen k=1 Cn

j=1
X 1—Xi_
o ,IEn:S% Wy 1 % ijnsJ %ﬂ Z?:1 K (%) 2m0’(Xi_1)€i
T a2 2(X; X 1—Xp_
n 2 =7 (Xj-1) % S K <%>

X=X
n e w1 Lf:J Bjins [ e dmict K (%> 2m*(X;-1)
on 2 2(X; “ X,
no 20 ot (X L <%>

1—Xi
S K (R X,

n

1y Xj1=Xp1
NcCn, Zk:l K ( Cn

- 2m(Xj,1)
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ZLHSJ L1 [ns
. 52

j[nsJ % Z?—l K <X]71;nXH> 2mo(XZ-_1)6i
Loy (LXk*l)

i w1 f [ T K (R ) o)

n 2 & 0?(X;_1) LS K <M)

Cn

re i K (XHC;,IX”) (m(Xi—1) + U(Xil)ez‘))

—2m(X;1)
X 1—Xp_
e i K (B
X, 1—X;
o wa % Wjns| = K (%) (mo(Xi—1)ei — m(Xj-1)o(Xi-1)e)
" j=1 0-2(in1) ncn Zk 1 ( = 1;1ka1)

) § ey (7 T K (552 (m2(35m0) = (X )m(Xi)
Loy (R

i (2 () o)

| oy K (XJ—IC%HX—I) (m(Xj-1) — m(X;-1))
= v J ml;n 21 K (%)

LNSJ LZ: m(Xj 1) %n i K (XJilc;nXil) (m(Xi-1) = m(Xj-1))
su n
¥ il o o?(Xj-1) %ZZ:lK (X]_lc;nX’H)

s€[0,1] _
= Op <(q )4(610)4 <62n_§ log(n)% + 02) qf> da die Funktionen ifm() und 1 m()
n n n | In (q%)4(Qn)3 0—2(_)

die Bedingungen an die Funktionen v, und t,, erfiillen,

und nach Lemma (S.|158)

n X 1—X;—
sup Igzle Wk % Wj|ns) % YK (%) o(Xi—1)e (m(Xi—1) — m(X;-1))
= e ko1 K (XM%H)

1
- a(3)
Somit ist gezeigt, dass 6) gilt, und damit auch, dass 4)) gilt.

Insgesamt gilt daher gleichméfig in ¢ € R und s € [0, 1] die Entwicklung
IE:nsJ Wy, ns) 1 [ns|
== ijLnsJI{€]<t} F@) | = EZ(I{ijt}—F(t))

n -
Jj=1

29



da nach Voraussetzung sup,cp |f(t)| < oo und sup,cg | f(t)t| < oo.

4.3 Schwache Konvergenz des sequentiellen empirischen Prozesses
der Residuen

In diesem Abschnitt wird aus der stochastischen Entwicklung in Abschnitt die schwache Kon-
[n-] .
vergenz der Folge von stochastischen Prozessen y/n (M (FLn- |- F>> abgeleitet.

n

Fir die weitere Anwendung, z.B. Goodness-of-fit-Tests wie in Kapitel [7], ist besonders der klassi-
sche Fall des empirischen Prozesses von Interesse, in dem die Innovationen identisch verteilt sind
mit Verteilungsfunktion F' und dieses F' durch den empirischen Prozess der Residuen Fn, wie in
Abschnitt [£.1] definiert, geschitzt wird.

Schwache Konvergenz von /n <Fn - F ) wurde in der Literatur bereits fiir verschiedene Modelle
gezeigt, z.B. fiir heteroskedastische nichtparametrische Regressionsmodelle mit unabhéngigen Daten
in |Akritas and van Keilegom| [2001]. Fiir homoskedastische nichtparametrische Autoregressionsmo-
delle wird in Miiller et al. [2009] eine stochastische Entwicklung fiir den empirischen Prozess der
Residuen gezeigt, aus der sich die schwache Konvergenz von /n (Fn — F) folgern lésst.

In der vorliegenden Arbeit werden diese Resultate darauf ausgeweitet, dass schwache Konvergenz von
Vn (Fn — F> fiir heteroskedastische nichtparametrische Autoregressionsmodelle gezeigt wird. Ein

verwandtes Resultat wird in Dette et al.| [2009] hergeleitet, wo fiir ein heteroskedastisches nichtpara-
metrisches Regressionsmodell mit abhéngigen Daten eine Darstellung fiir den empirischen Prozess
der Residuen gezeigt wird, aus der sich eine stochastische Entwicklung fiir den empirischen Prozess
der Residuen, die aus einem empirischen Prozess unabhingiger Zufallvariablen besteht, herleiten

lasst, und aus der damit auch schwache Konvergenz von /n (Fn - F ) ableitbar ist. Die schwache
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Konvergenz von y/n (Fn — F> wird dort allerdings nicht direkt gezeigt.
(Vergleich Kapitel [§] S. [114)

Korollar zeigt die schwache Konvergenz von /n (Fn — F) fiir heteroskedastische nichtparame-
trische Autoregressionsmodelle und ist eine direkte Folgerung aus Satz [4.4]

Satz 4.4 Unter den Voraussetzungen von Satz (S. gilt
[n-]
Ja (Zk:l Wi <FLn-J B F)) LK,
n

wobei (Kg(s,t))seo,1),ter €in Gauk-Prozess, also ein stochastischer Prozess mit normalverteilten
Randverteilungen ist, fiir den gilt

EKp(s,t)]=0 Vse[0,1],teR
und
Cov(Kp(s1,t1),Kp(sa,t2)) = min(sy,se) (F(min(ty,t2)) — F(t1)F(t2))
+5182 <f(t1) (Elel{a < t2}] + 0 E[( = DI{er < t2}])
+f(t2) (Blen{er < t1}] + LE[(f — 1)I{e1 < t1}])

RS () (14 (61 + ) B + trta(BLEY] 1)))-

Korollar 4.5 Unter den Voraussetzungen von Satz (S. gilt
Vi (B~ F) = Gr,

wobei (Gp(t))ier ein Gauk-Prozess, also ein stochastischer Prozess mit normalverteilten Randver-
teilungen ist, fiir den gilt
E[Gp(t)]=0 VteR

und
Cov(Gp(t),Gr(ts)) = F(min(t,ts)) — F(t)F(t2)
+f(t) (EleI{er < to}] + 11 E[(] — D) I{er < t2}])
+f(t2) (Bler{er < t1}] + t2E[(ef — 1)I{e1 < t1}])
+f () f(t2) (1+ (81 + t2) B[] + tata(Ele]] = 1))

Beweis von Korollar Es gilt

G(fer) = gt vA(BE ()

> k1 Wnk

=l14+op(1)
nach Lemma. (S.[130)

Daher gilt mit dem Lemma von Slutzky
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wenn
[n-1]
— wn kel
\/ﬁ (Z:k_qllk (FLn-IJ — F)) = GF7

was eine direkte Folgerung aus Satz[£.4] da die Projektion auf s = 1 eine stetige Abbildung ist und
somit das Continuous-Mapping-Theorem angewendet werden kann.

]

Beweis von Satz Mit Satz {.2] gilt nach dem Lemma von Slutzky

]

k=1Wnk (5~
wenn

1 Ife. < 7 |ns| 1< [ns] 1 &, 1 K
Vi 23St < - pe)+ Pt g a3y @ - = Kr.
=1 j=1 J=1 s€[0,1],tER
(4.5.1)

Um zu zeigen, dass die zweite Konvergenz gilt, wird das Theorem 2.11.9 in [van der Vaart and
Wellner| [1996] verwendet. Hierfiir wird zunéchst die Notation

[ns)

Vi 23 ey <= Fo) + 20 S e+ e S -
Jj=1 j=1 =1
j=1

eingefiihrt, mit

] 1
Znj(s,t,u,v) = n"2 (I {e; < t}[{i < s} + LT:J U€; LT;SJ v(e?

und

F = {(s,t,u,v) : se0,1],teRue€ [O,Supf(t)} ,UE [— sup | f(¢)t], sup ]f(t)t} }
teR teR teR

wobei nach Voraussetzung sup;cp f(t) < oo und sup,cg | f(t)t| < oo.

Damit ist F ein total beschréinkter Raum beziiglich der Semimetrik

p((s,t,u,v), (8t u' ) == |s = &| + |F(t) = F(t')| + |u — | + |[v — /|

Mit Hilfe von Theorem 2.11.9 in van der Vaart and Wellner| [1996] wird im Folgenden gezeigt, dass

n

> (Znj(s,t,u,0) = E[Znj(s,t,u,0)]) (4.5.3)

j=1 (s,t,uv)eF
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schwach gegen einen Gauft-Prozess konvergiert. Mit dem Continuous-Mapping-Theorem kann daraus
durch die Projektionen u = f(t) und v = f(t)t gefolgert werden, dass auch

n
7=1 (s,£)€[0,1]xR
schwach gegen einen Gauk-Prozess konvergiert. Die genaue Form des Grenzprozesses Kg ergibt sich
aus der Berechnung der Kovarianz, die am Ende dieses Beweises durchgefiihrt wird.

Nach (4.5.1) und (4.5.2) gilt damit dann auch die schwache Konvergenz in der Behauptung des
Satzes.

Fiir die Anwendung des Theorems 2.11.9 in van der Vaart and Wellner| [1996] miissen drei Bedin-
gungen iiberpriift werden.

Die erste Bedingung gilt, da

ZE

Sup an(S,t,U,'U)| I{ sSup |an(8,t,u,’0)| > 77}

(s,t,u,v)EF (s,t,u,0)EF
< Y& [n (1 T sup £(0)le;] + sup | F(0)¢] € — 1|)
= teR teR
g {n_é <1 + sup f(t)|e;| +sup | f(t)t] |ej2 - 1|> > 77}]
teR teR
_ E [ ; (1 +sup f(Dler] +sup f(e)] €} - 1|)
teR
1 {n (1 T sup f(8)er] + sup |F(1)¢] €2 — 1r> > n}]
teR teR
1
. [n : <1+supf( Yexl + sup | F(B)] 1€ — 1|)
n teR teR
1 { (1 +sup f(t)|er| + sup | f ()] |eF — 1|> > nné}]
teR teR
1 2
< g <1+supf<t>\el|+sup\f<t>t|e%—l)
n teR teR

1 { (1 T sup F(B)]er] + sup | £ € — 1|) > nn%}]
teR teR
— 0 Vn > 0,

n—oo
da nach Voraussetzung

2

E || 1+sup f(t)|er] +sup |f()t] e — 1] < 00, da E[e]] < oo. (4.5.4)
teR teR
<oo <00

Damit gilt

ZE sup | Znj(s,t, u,v)\]{ sup | Znj(s,t,u,v)| > n}] —0 Vn >0

(s,t,uw)eF (s,t,u,w)eF oo
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was gerade die erste Bedingung im verwendeten Theorem ist.

Fiir die zweite und dritte Bedingung wird der folgende Term bendtigt.

1 (g (51t,0,0) = Zog /00, ))? = ((I{ejsﬂ—f{ejsf})f{iSS}

Durch Ausmultiplizieren von (4.5.5) ergibt sich fiir die zweite Bedingung

ZE{ ni(s,t,u,v) — an(s’,t',u’,v’))ﬂ

= 7ZE [ Znj(s,t,u,v) — an(sl,t/,u',v/))2]

<! Z(\Fw — F()| + = ol Bl + o — ]/ — 1]
j=1
+ ’I {i < s} -1 {i < s}‘ + LZSJ - Ln (|| Ellejl] + [v/| B[] — 1]))
Hu— | Ellejl] + (u — ') Ele] + |u — |Jv = v'| Ellej (] — D]
+Hu = u'[Bllej|] + [u —u'| (|| B[e] + [v'| Ellej (] = D))
o —v/[E[l = 1] + Ju— |0 — /| Elle; (2 = D] + (v = ) E[(€ = 1)
+Ho = o'[B[lef = 1) + o = /| (|| Elle;(&f = DI+ || El(e] - 1)*])
+|F(t) = F(t)| + |u— u'|Ellej] + Jv — o/ | E[|] —1]]
+’f{i<8}—f{i< ]2 = 2 e + w120 - 1
+|F(t) = F(t)] (I |E[|6J|]+|U |Elle; = 11) + lu = o'| (|| E[e]] + [V | Elle (e — 1))
+o —v'] ([ Ellej(ef = DI + V' B[(6] — 1)7])
+ 1{" < } I{‘] Ss’}‘ (1| Ellej]] + 1o/ | E[|€2 — 1]])
2
o (- ) [ 8- )
/ !/ / 1 g .7 .7 / LnSJ LnS/J
= O||Ft)=F@{t)|+|lu—u]+]v—2|+— IS=<sp—Iq=<s?l+ - ,
— {2 < e -
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da E[e?] < oo fiir alle j, Ju| < oo, |u/| < 0o und |v| < oo, |v| < 0o nach Voraussetzung.
NI E iy
— Z I{=<sp,—IT<=<s
n 4 n n
7j=1
max(|ns],[ns'])

1
= |0+ > 1+0
j=min(|ns],|ns’])+1

Weiter gilt

max(|ns|,|ns’|)
wobel Z := 0 falls [ns] = |ns|
j=min(|ns]|,|ns’|)+1
— L (max((ns), [ns')) — min([ns), [ns')))
n
[ns]  [ns']

n n

1
< = (max(ns,ns’) + 1 — min(ns, ns’))
n
1
VNS 45.6
|s —s'| + - ( )

und damit ist

n
ZE [(an(s,t,u, v) — an(s’,t’,u’,v'))ﬂ
j=1

1
= 0 (|F )~ FO)| + o=l o= vl +1s o]+ )

also
n

sup Z E {(an(s,t,u, v) — an(sl,t/,u',v'))Q]

s,tuw, st u '
p((s,t,u,0),(s' ' u! v')) <&

_ 1
= O(En + H)

= o(1)

=1

fiir alle €, ™\, 0. Dies ist gerade die zweite Bedingung in Theorem 2.11.9 in van der Vaart and
Wellner| [1996].

Fiir die dritte Bedingung muss die Klammerungszahl Njj(n, F, L7) bestimmt werden, wobei die
Klammern in Abhéngigkeit von n gewdhlt werden kénnen und so bestimmt werden, dass jede Klam-
mer Fp ki = [Shy She1) X [tistiv1) X [up, ukg1) X [vi, vig1)

n
Z E
j=1

sup ‘an(s,t,u,v) — an(s’,t’,u’,v')‘Qi < 7]2

(s>t7u7v)7(sl7t/7u/’v/)€]:h,i,k,l

erfiillt.

Es folgt mit (4.5.5) analog zum Ausmultiplizieren fiir die zweite Bedingung

n
ZE
j=1

2
Sup |an(s,t,u,v) - an(slvt/7u,avl)‘ ]

(s7t7u7v)7(5l7tlvul7vl)e]:h,i,k,l
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1TL
= -N'E

sup n (an(s, tyu,v) — Zni(s', U, v/))2]

(s,t,u,v),(s’ 7t,)ul77~),) ej:h,i,k,l

1 n
< Y Bl sw |H{g<t)-I{g <t}
n < / s
j=1 it/ Eltistiv)
/ / / 1
+0 sup lu—u'[+  sup |Juv—=2|+ sup [s—s'|+—
u,u €Uk, uk41) Vv’ €[vg,vi41) 5,8'€[s5h,5h+1) "
1 n
< =) El{g <tin}—I{g <t}

Jj=1

1
+0 ( sup lu—u'|+  sup  |v—10|+ sup ]s—s’|—|—>
n

u,u €[ug,upt1) v,V €[, V141) s,8'€[sp,Sh41)

1
= (F(tit1) — F(ti))+ O < sup lu—u'|+ sup |Jv—7 |+  sup )]58’|+n> :

u,u €lug,upt1) v,V E[V,V141) s,8'€[sp,Sh41

Ist % < n? und werden die Klammern so gewihlt, dass Sh41—5Sp < n?, Ukl — U < n?, Vi1 — U < n?
und F(t;y1) — F(t;) <n?, dann gilt damit

S B
j=1

die Anzahl der Klammern, die nétig sind, um F zu iiberdecken, ist also O ((n2)*) = O(n~®).

sup ‘an(s,t,u,v) — an(s’,t’,u’,v’)‘2] = 0(n?),

(Svt7u7v)7(sl7t/7u/7v/)€‘7:h,i,k,l

Ist & > 1%, so miissen die Klammern fiir s € [0, 1] anders gewiihlt werden. Wihlt man die Intervall-
grenzen {%7 %, ..., 2}, so werden n < ™2 Klammern zur Uberdeckung von [0, 1] bendtigt, und fiir
alle Klammern [5p,, Sp,41) gilt

sup HnsJ - Lns’” =0,

S,Sle[gh,§h+1)

also wird die Bedingung

sup ‘an(s,t, u,v) — an(s’,t',u',v’)}2 =0(n?)

(57t7uvv)7(5/7t/7u/7U/)€ﬁh,i,k,l

j=1
mit ﬁh,i,k,l = [8h, Sha1) X [, tit1) X [ug, ugr1) X [vg, v4q) fiir L 7]2 ebenfalls erfiillt.

n

Damit sind in beiden Fillen O(n~%) Klammern zur Uberdeckung nétig.

Weiter gilt

/n\/log(N[](nvf,L%))dn = 0</n\/10g <717>d17) —— 0 fiir &, \, 0,
0 0 n—oo

was gerade die dritte Bedingung in Theorem 2.11.9 van der Vaart and Wellner [1996] ist.

Damit sind alle drei Bedingungen erfiillt.

Das Theorem besagt nun, dass die schwache Konvergenz von Term 1' (> (Znj — E[Znj]))
aus der Konvergenz der endlich dimensionalen Randverteilungen folgt.
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Um zu zeigen, dass die endlich dimensionalen Randverteilungen konvergieren, werde zunéchst eine
neue Notation eingefiihrt. Es sei (Kg(s,t, u, v))(57t7u7v)€; der Grenzprozess von Term 1' also

n
> (Znj(s,t,u,0) = EZnj(s,t,u,0)) = (Kr(s,t,,0)) (s e
j=1 (s,t,u,w)EF
Damit bleibt also zu zeigen, dass
n n
> (Znj(s1,t1,u1,01) = E [ Znj(st,tr,u1,00)])s -0 > (Zng(Sks by ks 08) = B [Zing (S ties e, 0g)])
j=1 j=1
’D ~ ~
— (KF(SlathUl,Ul)w--7KF(Skatk7UkUk)) (4.5.7)
fiir alle k € N, (sl,tl,ul,vl), ceey (sk,tk,uk,vk) e F.

Dies ist nach dem Satz von Cramér-Wold gleichbedeutend mit
k n > k ~
Z/\iZ(an(si,ti,ui,vi) — E[an(si,ti,ui,vi)]) — Z/\iKF(Siyti,Uiavi) (4.5.8)
i j i=1

fiir alle (A1,...,\,) €RF, k €N, (s1,t1,u1,v1), ..., (5K, th, Up, vg) € F.

Dass 8)) gilt wird bewiesen, indem gezeigt wird, dass die Folge

(Z)\ ngj (si,tisuiyv) — E [an(sivti>uiavi)]>>

j:17"'7n

die Lindeberg-Bedingung erfiillt fiir alle (A1, ..., \x) € R¥, k € N, (s1,t1,u1,v1), ..., (Sk tr, Uk, Vk) €
F.

Es ist fiir alle n > 0 und alle (A1,...,A\x) € R¥, k € N, (s1,t1,u1,v1), ..., (Sk, tr, Up, V) € F

n 2
ZE (ZA nj 317t27uzvvz> - F [an(8i7ti7ui7vi)]>>
=1

.I{ ’“

> Xi (Znj(sis ti, wi 0i) = B [Zng(siy ti, wi, 07)))
i=1

5

n
< ZE[ SUp | Znj(s,t,u,0) — E [Zn;(s,t,u,0)])? ZM\
j=1 (s,t,u,w)eF
k
I sup  |Znj(s,t,u,v) — E[Zy;(s,t,u,v)]| Z IAil > }
(s,tu,0)eF i—1
<

- 2/ k 2
- i +su €2 ,
S| (1 sup 0l +supl i - 1) (ZM)
.I{n 2 ( +supf( )|6]|+Sup\f( )t €5 —1y> Zp\ | >77H

=1
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k 2 2
- <Zw> E[(Hsupf(tnen+sup|f<t>t||e%—1\)
prt teR teR

k
1 { (145w fOlal +suwl sl d = 1) x> nn%}]
teR teR

i=1
= o(l), fiir n — oo (siehe (4.5.4))
womit die Lindeberg-Bedingung fiir alle (A1,...,Ax) € R¥, k € N, (s1,t1,u1,v1), ..., (8, tr, Up, Vg) €

F erfiillt ist, und somit nach dem Zentralen Grenzwertsatz (4.5.8) und damit auch (4.5.7), also die
Konvergenz der endlich dimensionalen Randverteilungen gilt.

Aus Theorem 2.11.9 in van der Vaart and Wellner| [1996] folgt daher, dass die schwache Konvergenz
von Term (4.5.3)) gilt und somit die schwache Konvergenz in der Behauptung des Satzes.

Die Kovarianzfunktion ergibt sich aus

[ns1]

Cov | Vn % Z (I{e; <t1} —F(t1)) + Lnsﬂ f(tl)%zej + Ln;1J f(tl)tli Z(e? -1,
=1 =1 =1
IS e < Insa) o I~y Lnsa) 0 1S
Vi | > (I{ej <ta} — F(ta)) + () D e+ —ft2)tag - ) (6 —1)
j=1 j=1 Jj=1
|_7181J n n
= E|vn (i (I{e; <t1} = F(t1)) + Lnle f(t1)% Ze]- + M:LIJf(h)h;n (632 —1)
j=1 J=1 J=1
\_nsg] n n
n (i (I{e; < ta} — F(t)) + L”ZZJ f(m)% S e+ L"Tjﬂ f(tz)tg% (1)
=1 j=1 =1
= ()

und weiter durch Ausmultiplizieren, da €;, €; unabhéngig sind fiir ¢ # j, Ele;] = 0 Vj, E[e? —-1]=0
Vjund E[I{e; <t}] = F(t) Vj,t
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n

bl el ) L S e

n n =
L 1 [ns2]
+ £ZE 6—1[{6]§t2}]
7j=1
+Ln;1j {n:zj Fl) 0 () ZE
+m?%82jf(t1)t1f(t2)i Y (B[] -2E[€)+1)
j=1

min( U”LS;J, |nsa]) (F(min(t1,t2)) — F(t1)F(t2))

MZIJ%SQJ <f(t1) (BleT{er < ta}] + hE[(e] = ) I{er < t2}])

+
+f(t2) (BlerI{er < t1}] + t2E[(] — 1)I{e1 < t1}])

R () (14 (1 + ) EIEN + tata(BLEY] — 1>)),

da alle ¢; dieselbe Verteilung haben und E[e?] = 1.
Fiir n — oo gilt
|ns]  ns ( 1 >
=—-0 — s,
n n n n— o0

damit gilt die behauptete asymptotische Kovarianz.
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5 Test auf einen Change-Point in der
Innovationen-Verteilung

In diesem Kapitel wird ein Change-Point-Test vorgestellt, der darauf testet, ob sich die Verteilung
der Innovationen zu einem bestimmten Zeitpunkt dndert.

Solche Tests konnen z.B. in der Finanzwirtschaft von Interesse sein, um auf einen Change-Point in
der Verteilung der Rendite zu testen, siehe Andreou and Ghysels| [2009] Abschnitt 4.5.

5.1 Definition der Teststatistik

Ein sogenannter Change-Point in der Verteilung der Innovationen liegt vor, wenn es ein 0y € (0, 1)
gibt, so dass

€1y €nby) ~ Fs €(ngy|+15---»€n ~F, F+#F. (5.0.1)

Um zu testen, ob ein solcher Change-Point vorliegt, wird ein Hypothesentest durchgefiihrt fiir die
Nullhypothese

Hy: €1y €p~F
gegen die Alternative (5.0.1])
H 3906(0,1): 617'“76Ln90j'\’F7 GMQOJJA,...,E”NF, F#F
Der sequentielle empirische Prozess
[nbo ]
Flng, (1) = Z Wi ng, | I{€5 < t},
j=1

wie in Abschnitt (S. definiert, ist ein Schétzer fiir F'(t), sowohl unter der Nullhypothese, als
auch unter der Alternative.

Der sequentielle empirische Prozess

A % n wn ' )
SEPRICEDS S : —I{g <t}
j=Info|+1 —k= |nbo]+1 WUnk

ist unter der Nullhypothese ebenfalls ein Schitzer fiir F'(t), unter der Alternative allerdings ein
Schéatzer fiir F(t).
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Daher betrachtet man die Differenz von beiden, um zu iiberpriifen, ob ein Change-Point vorliegt.
Der der Teststatistik zugrundeliegende Prozess hat also die Form

o) o= i SIS () o)

Lns]
n n n—|ns|

wobei der Vorfaktor wieder, wie in Abschnitt die Division durch Null bei Aussagen gleichmifig

iiber alle s € [0, 1] verhindern soll.

Eine auf diesem Prozess aufbauende Teststatistik ist die Kolmogorov-Smirnov Teststatistik

Tks(Xo,...,Xp):= sup
s€[0,1],teR

Tn(s,t)‘.

Um einen Test zu einem bestimmten Niveau aufstellen zu kénnen, wird die Verteilung der Teststa-
tistik unter der Nullhypothese benétigt. Im néchsten Abschnitt wird gezeigt, dass die hier vorge-
stellte Teststatistik unter Hg asymptotisch verteilungsfrei ist, was bedeutet, dass die Verteilung der
Teststatistik nicht von der Verteilung der dem Test zugrundeliegenden Zufallsvariablen Xg,..., X,
abhéngt.

5.2 Verteilung der Teststatistik unter H,

Ein Hypothesentest mit einer Teststatistik 7" und einem kritischen Wert L hat ein Niveau v, wenn
gilt
P (T > L

Ho) <.

Eine Folge von Hypothesentests mit Teststatistiken (7),)nen und kritischem Wert L hat asymptoti-
sches Niveau 7y, wenn gilt
limsup P <Tn > L ‘Hg) <.

n—oo
Das Niveau ist eine wichtige Kenngrofe eines Tests, da es die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler
erster Art, also fiir eine Entscheidung gegen Hy obwohl Hj gilt, beschriankt. Um einen Test zu
einem gegebenen (asymptotischen) Niveau 7 aufstellen zu konnen, benétigt man also die (asympto-
tische) Verteilung der Teststatistik unter der Nullhypothese, um die Grofe des kritischen Werts L
bestimmen zu kénnen.

Satz 5.1 Unter den Voraussetzungen von Satz (S. , und damit unter der Nullhypothese H
dass kein Change-Point vorliegt, gilt fiir die in Abschnitt vorgestellte Teststatistik Txg

D
TKS(XO7"'7XH) - sup ‘G(sz)‘a
N0 s€[0,1],2€[0,1]

wobei (G(s,2))se0,1),2€)0,1] €in sogenannter Gaufprozess, also ein stochastischer Prozess mit nor-
malverteilten Randverteilungen, ist, fiir den gilt

E[G(s,2)]=0  Vse€|[0,1], z € [0,1]

und
Cov(G(s1, #1), G(s2, 22)) = (min(s1, s2) — s152)(min(z1, 22) — 2122).

71



Bemerkung 5.2 Damit ist die Verteilung von G unabhéngig von der Verteilung der Zufallsvaria-
blen Xg,..., X, und €1, ..., €,. Diesist eine fiir die Anwendung des Tests vorteilhafte und ungewhn-
liche Eigenschaft, da die Verteilung von Tests, die auf empirischen Prozessen von nichtparametrisch
geschitzten Residuen basieren, normalerweise stark von der unbekannten Verteilung der Innovatio-
nen abhingt. (Siehe z.B. Neumeyer and van Keilegom [2009] Theoreme 2, 3 & 4; van Keilegom et al.
[2008] Korollar 3.2, Dette et al. [2007] Korollar 3.3 oder [Neumeyer and Dette| [2007] Korollar 3.2)

Bemerkung 5.3 Satz sagt aus, dass die asymptotische Verteilung der Teststatistik Tk g unter
Hj der Verteilung von sup |G| entspricht. Fiir die Verteilung von sup |G| wurde in Picard|[1985] eine
Tabelle erstellt, der man die Groken des kritischen Werts L fiir das jeweils gewiinschte asymptotische
Niveau v entnehmen kann.

Fiir den Beweis von Satz wird die folgende Konvergenzrate fiir den sequentiellen empirischen
Prozess der Innovationen benétigt.

Lemma 5.4 Fiir den sequentiellen empirischen Prozess der Innovationen gilt, wenn die Innovatio-
nen i.i.d. sind,

sup LE: (I{e; <t} — F(t))| = Op (%)

s€[0,1],teR | T =

Beweis Nach Theorem 2.12.1 in van der Vaart and Wellner| [1996] konvergiert
f > = Lns] i (I{e; <t} — F(t)) schwach gegen eine straffe Zufallsfunktion K(s,t), einen sogenannten

Kiefer- Prozess, da nach Example 2.1.3 in van der Vaart and Wellner [1996] die Funktionenklasse
{I{- <t}, t € R} Donsker ist.

Dass die Zufallsfunktion K(s,?) straff ist bedeutet, dass sup,cp 1)¢cr [K(s,¢)| = Op(1).

Aus der schwachen Konvergenz von ﬁ > jLZSIJ (I{e; <t} — F(t)) folgt
Lns) D
sup f Z (Heg <t} = F))| —— sup [K(s,1)]

€[0,1],teR N0 sg(0,1],teR

und damit supse(o 1),er ’f ZLHS (I{e; <t} — F(t))‘ = Op(1), also
Ly (e <y - F@)| = 0p ().

SUPse(0,1],tR
Anmerkung: Die schwache Konvergenz des sequentiellen empirischen Prozesses der Innovationen

gegen einen Kiefer-Prozess wurde ebenfalls in Theorem 1, Kapitel 3.5 in|Shorack and Wellner [1986]
gezeigt, das auf der Arbeit|Bickel and Wichura [1971|] basiert.

Beweis von Satz Fiir den Prozess T, gilt

T(s,t)

72



— Vn

Jn - Z;EZJ Wnk EZ:Lnsj—i—l Wnk ( A

FLnsj (t) - F;f [ns| (t)>

Zkz ns Wnk 1 s Lns] W, 1 =
= Vn (an an]I{ej <t} — Z;k’n wnil {&; < 8}
j=[ns]+1
n |ns| [ns]
=|ns Wnk —
(<Zk L Ti+1 + k_Tll W, ) anjl{gj S t}

z II;n 51

n

Wnk

_ \/‘(Zk 1wnk1

_ I(Zk 1 Wk 1

1 sl
( Z W I {€ <t} 4+ — Z wni I {€; < t}))

J=lns|+1
LTLSJ LnsJ
ke 1
Zwml{e]<t} Z ok Zwml{e]<t})

L”SJ [ns] w
anj (I{e; <t} — F(t ))—i"’“l wa (I{¢; <t} - F(t ))

n
7j=1

- (Zk:ﬁ Wn (Zk:; Wn (FLmJ (t)—F(t))) o wa, <ZZ:1 Wik (Fn(t)—F(t)>>> .

Mit Satzm (S. 49| .

gilt

n n

(5.4.1)

T v (Zk =Lk <t>—F<t>)>

n

_ ZZ:l Wnk l i
n

[ns]

Stz BBl (3)

J=1

+ <ZZ=1 Wnk _ 1)
n

Nach Lemma (S.

(5.4.2)

130

st (ZEert 1) = 0p (1),

Da €1, ..., 6, i.i.d. sind und Ele;] = 0 und Ele}] < oo fiir alle i gilt, ist %Z] 16 =0p (T) sowie
%2?21(6? -1)=0p (ﬁ)

Auferdem gilt nach Lemma SUP4e(0,1],tcR %Z (I {e; <t}—F(t ‘ =0Op (T)
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Damit folgt aus (5.4.2) gleichméfig iiber alle s € [0,1] und ¢ € R (mit Lemma und Lemma
54)

Lis e <anrlz G (t)—F(t))>

1 [ns] ns 1 ns 1 )
= n; (I{ej <t}—F(t)) + Lan(t)n > e+ Lnj f(t)tﬁZ(eg —1) +o, <\/ﬁ> 7
und genauso

Z}Enle Wnk (ZZTIL Wik (Fn (1) —F(t))>

n

n

Ins] (1 1< 1 1
(n Y (I{e<th=F(t) + f(t)n;q Ot ;@ — 1 top <ﬁ>) '

Damit folgt aus ([5.4.1)
~ p el Lns = 1
Tu(s,t) = vn fz (I{ej <t} —F(t Z (I{ej <t} —F(t) +op (\/ﬁ>
]:1

LnSJ

- A fZI{ej<t}—7 Zf{eﬂ<t}+0p<}>)

n

Ly I{ej<t}+op(\}ﬁ))

j=[ns]+1

B nLnSJ _ |ns] e .. . . o

j=|ns|+1

= Vn ( ) Zl{eg_

3

(5.4.3)
gleichméRig iiber alle s € [0,1] und alle ¢ € R.

Nach |Neumeyer and van Keilegom|[2009] (Remark 2) gilt

sup
s€[0,1],teR

[ns] n
Voeie (1““)( 1 Y o< P [{6j<t})Gn(s,F(t))

n n nS
J j=|ns]+1

=op(1),

wobei ((Gy (s, F(t)))se[0,1],tcr)nen eine Folge von Gaufprozessen ist, die fiir alle n > 1 in Verteilung
gleich ist mit (G(s, F'(t)))sep0,1),ter, Wobei G wie in Satz [5.1| definiert ist.
Diese Gleichung lésst sich ableiten aus Theorem 3.1 in (Csorgo et al|[1997).

Daraus folgt mit (5.4.3])

Tr(s,t) ——  sup |G(s, F(t))],

N0 s¢[0,1],teR

sup
s€[0,1],teR
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und damit die Behauptung, denn

A

Tks(Xo,...,Xp) = sup ‘Tn(s,t)
s€[0,1],teR

= s [T P 2o s [G(s2)].
5€[0,1],2€[0,1] n=00 5¢[0,1],2€[0,1]

5.3 Konsistenz des Tests

Ein Test heilst konsistent, wenn

P (,,Der Test entscheidet fiir H1“

Hl) - 17

n—oo

d.h. wenn die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler zweiter Art, also dafiir, dass die Nullhypothese
nicht verworfen wird, obwohl die Alternative gilt, mit n — oo gegen Null geht.

Fiir den in Abschnitt vorgestellten Change-Point-Test bedeutet Konsistenz also, dass

n—oo

P sup Tn(s,t)) > L‘Hl — 1,
s€[0,1],teR

wobei L durch das Niveau des Tests bestimmt ist, wie in Abschnitt beschrieben.

Unter den folgenden Voraussetzungen gilt diese Konsistenz (vgl. Annahmen in Abschnitt , S.
1).

Annahme (K) Der Kern K habe den kompakten Triger [—C, C]. Er sei dreimal differenzierbar
und sup,e_c,c KW (u)| < K, p = 0,1,2,3. AuRerdem gelte K(C) = K(-C) = K'(C) =
K'(—C)=0und [ K(u)udu = 0.

Annahme (C’) Fiir die Bandbreite ¢, gebe es ein r. mit |r.| < oo, so dass gelte ¢,, ~ ni log(n)"e.

Annahme (I”) Fur das Intervall I,, = [ay, by, mit a, —— —oo und b, —— o0, gebe es ein
n—oo n—oo

r; < 00, so dass gelte (b, —a,) = O(log(n)""). Auferdem gelte fiir alle m,, < n mit m, ! = o(1)

min Max)<S<n—m, ijﬁq <ffgo+ﬂ Ix;_i(z)dx + fbio_ﬁ fXjfl(a:)da;> =0 (@) , wobei k > 0

in Abschnitt (S. definiert ist, und fx,_, die Dichten der Beobachtungen bezeichnen.

Annahme (F’) Fiir die Dichten ij der Innovationen gelte %Z?ﬂ SUPscR |f€j ()] = O(1) und
LS supyeg | fe, ()t = O(1) fiir n — oo

Annahme (X’) Der Prozess (X;);ez der Beobachtungen sei a-mischend mit Mischungskoeffizien-
ten, a(n) = O(n™?) fiir ein B > 38 (siche Lemma , S. .
Die Dichten fx, der Beobachtungen seien viermal differenzierbar und es gelte
Sup,eg £ 37, ‘f)(é:)_l(x)‘ —0(1), p=0,1,2,3,4.

Aufierdem gebe es ein ry < 00, so dass - L =gl = O(log(n)"f).

infocr, = S0 fx;_, (x)
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Annahme (E’) Fiir die 2b-ten Momente der Xi,..., X, gelte 23" | E [|X;**] = O(1) fiir ein
b> %, n — oo.

Annahme (Z’) Fiir alle m,, < n, mit m,; ! = o(1) gelte

supcs, ((Im(@)| +lo@)]) 7 maxozscnm, S fx () = O(1),

supcs, ((Im(@)| + o @)™ 2 maxozsnm, S (1+ Elel) ™ fxi (@) = 0(1),
und es gebe ein 1 < j* < 00, so dass
a%%humm+wmﬂmwwwwW”mm«@mzﬁ%ﬁ&ﬂ”mw)
= O(1) und e
sww%Qmmm+wwmkme«Mngjlj@+EMO”U@1WQ—ou>

fir k =1,2, n — oo mit Jy, := [an—(C—l—c;in_ilog(n)%)cn, by +(C+cn’n 2log( )%) n)-

Annahme (M) Die Regressionsfunktion m und die Skalierungsfunktion o seien viermal diffe-
renzierbar und es gebe ry,rs < oo und g, ¢ mit (g,)"t = O(1), (¢2)~! = O(1), so
dass gelte SUDse(a, —Cen by +Cen) M (@) = O(gn), SUDscia, —CenbotCen [0 (@) = Olan),
nw=0,1,2,3,4 sowie = 0(q9) mit g, = O(log(n)"), ¢ = O(log(n)").

N SR
infzer, |o(z)]

Beispiel 5.5 Als Beispiel, welches diese Annahmen erfiillt, wird hier ein homoskedastisches Modell
angegeben, obwohl in dieser Arbeit eigentlich heteroskedastische Modelle betrachtet werden. Die
Begriindung hierfiir ist, dass ein Change-Point in einem heteroskedastischen Modell nicht durch eine
Verénderung in der Varianz erfolgen kann, sondern nur durch Verédnderungen in héheren Momenten,
und daher zu komplizierteren Darstellungen fiihrt. (Siehe Kapitel @, inbesondere Abschnitt , S.

Ein einfaches homoskedastisches Beispiel, das diese Annahmen erfiillt, ist also, analog zu Beispiel

(S. und Beispiel (S. das AR(1)-Modell
Xj =0.5- Xj,1 + €

mit einem Change-Point zum Zeitpunkt |5 | in der Verteilung der Innovationen (¢;), so dass die Inno-
vationen bis zum Change-Point Standardnormalverteilt sind, und nach dem Change-Point N (0, 2)-
verteilt. Damit ist Annahme (F’) erfiillt.

X hat in diesem Fall fiiralle j = 1,..., | 5| die Verteilung A/ (0, o 52) (da X; = 322, 0.5%;,_, sie-
he z.B. Beispiel 2.7 in |Kreifs and Neuhaus [2006]). Auch nach dem Change-Point ist ( ;) langfristig
stationér und hat (langfristig) die Verteilung A/ ( 0 52) Das arithmetische Mittel Sy fxi (@)

konvergiert also gegen das arithmetische Mittel der Dichten von N (O, m) und NV (0 ( » 120, 52>

2 2
\/gexp(—%>+\/gexp<—%)
1 3 3
2 2 '

also gegen ——=
s

Damit erfiillt (X;) die ersten beiden Punkte in Annahme (X’) nach Abschnitt (siehe (2.4.1)), S.

13). Der dritte Punkt in Annahme (X’) ist erfiillt, wenn

a? b2
max (exp (;) , €Xp (;)) = O(log(n)"?). (5.5.1)
3 3

Eine weitere Forderung an a, und b, ergibt sich aus dem zweiten Punkt in Annahme (I”). Auch
hier konvergiert das arithmetische Mittel Gber alle i = S + 1,...,5 4+ m,, und zwar je nach der
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Gestalt von m,, gegen die Integrale iiber die Dichte von N (0, ﬁ), gegen die Integrale tiber die
Dichte von N( T 0 =552

also erfiillt, wenn

an+rK :L’2 e’} $2
/ exp | —4¢ | do + / exp | —15 | dx | = o(log(n)™1) (5.5.2)
—00 ? bn—l‘i ?
Die Forderungen (5.5.1f) und ([5.5.2)) sind erfiillt fiir I,, = [— ? log(log(n)?) — k, 1376 log(log(n)?) + ff},

wie im Folgenden gezeigt wird:
Fiir Forderung (5.5.1) gilt

a? b2
exp | 5 exp | =
3

8

3

(1 / % log(log(n)?) + H) ’
8
3

) oder gegen ein Mittel aus beiden. Der zweite Punkt in Annahme (I7) ist

= exp
16 2
(/4 log(log(n)?)) 2,/ log(log(n)?)r 2
= exp 3 exp ] exXp | 5§
3 3 3

16
3

= 9 <00

= O ((exp (QIOg(log(n)Q)))2) = O(log(n)®).
Fiir Forderung gilt

00 2 an+rK 2
/ exp (—i) dr = / exp (—i) dx
bn—K 3 —00 3
= o(log(n)™")

analog zum Vorgehen in Beispiel (S. [43).
Mit diesem I,, sind auch der erste Punkt in Annahme (I”) und Annahme (M) erfiillt, wobei ¢, =

O (\/log(log(n)2) + cn> = O (log(n)) und ¢Z = 1.

Analog zu den Uberlegungen fiir das Mittel iiber die Dichten und den zweiten Punkt in (I”) kann
gefolgert werden, dass sich die Annahmen (E’) und (Z’) ebenfalls auf Annahmen “ohne Summe”
reduzieren, die analog zum Vorgehen in Beispiel behandelt werden kénnen.

Mit einem Kern und einer Bandbreite, die die Bedingungen (K) und (C’) erfiillen, sind alle Bedin-
gungen fiir Satz erfiillt.

Satz 5.6 Unter den Voraussetzungen (K), (C), (I), (F), (X), (E’), (Z’), (M) und Hj, also einem
Change-Point in [nfp], gilt

S w2
ey n ( [ndo) () (t)) op(1)
und Zn
k=|nbo]+1 Wnk / A " B
igﬂg n ( n—|nbo] (t) (t))' op(1)

die Schitzer F| 1ngo) und F;_ (nfo ] sind also konsistent.
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Korollar 5.7 Mit Satz [5.6] gilt unter H,

no n
200wt 3R (1 Wik

n n

sup
teR

(Floso) (1) = Fri_ oy ) ‘

Y

sup
teR

ZL”GO Wnk ZZ: né 1 Wnk ~
L L ;jL“ (F(t) _ F(t))

|_nl9() Zn w
Wnp, k=|nb nk ~
— sup Lii=1 Mk o]+ (FLnOOJ (t) — F@))

teR n n
<1

ZLneOJ Wnk ZZ: no, 1 Wnk ~ N
— sup [nfol+ (F(t) = o oo (ﬂ)

teR W n
<1

B Zlﬂeo Wnk ZZ: [nfo|+1 Wnk ~
= sup| ==L L (F(t) F(t)) +op(1).
>0

Damit gilt

P
— OQ,
n—0o0

Z;EZGOJ Wik Do [no |+1 Wnk

1 7 1%
n n (FLneoJ (t) - B nbo) (t))

T, (6p,t ’— n sup
teR

teR

also auch

P
—
n—oo

T (s,t)

sup
s€[0,1],teR

unter H7. Damit ist der Test konsistent.

Beweis von Satz 5.6 - Mit Lemmam S-, Lemmam (S.|133] - ) und Lemmam (S. 139 - gilt

wie im Beweis zu Satz [£.2] (S. [49) gleichmiRig in ¢ € R

D (Fnso) (1) = F(1))

n
[nfo] i [n60]
= S D e H{E <t} - F(1)
j=1

1 [nbo ]

= = > (I{g <t} - F(1)
j=1

3\’*

+k17 Z U) n@oJI{EJ < t} F Z I{ej < t} - F(t))

Ln@oj LnGOJ

Wnk o
+% Z Wj oo | (I{e] <t} — F( —(Xj-1) +

m—m

(X)) - T <11+ F())
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= Op (n_% log(n)%> nach Lemma [9.4 auf S. 139

+0, <\/17€> nach Lemma [0.3] auf S. (33

Lno] ,y, . L26] & M —m
Sttt Zwmeo( (12060 + 20,0 ) - Flo))

1
40, | — | nach Lemma auf S.
P \/ﬁ

Damit gilt gleichméfig in ¢t € R

LAt ik (Floso) (1) = F(1))

= OP(l)n
4o L%me< (0 o 1)+m;m(xj_1)> —F(t)). (5.7.1)

Nach Lemman (S.35) . gilt

_ _1
sup [ =op(( o %1og<n>%+ci> qnqzqz) — op(1)
l‘eln
und
Gg—0 -1 1 1 -
sup | = (z)| =Op ((cn% 2log(n)? + ¢ ) (4maia5)? ) =op(1).
re n

Damit gilt fiir 1} mit dem Mittelwertsatz fiir ein (¢, X;_1) zwischen tg(Xj_l) MmO )

o
und ¢

[n0o ] N R
sup |2 Wn; (F <tU(X]1) Lz m()@ﬂ) - F(t))
teR |1 = o
1 Lnfo) 5 m—m
= sup |5 s fele, X)) (12060 + P ) )
teR | T = o
< sup | )| sup | £(0))
zely g teR
[nbo | 5
Foup |3 s €0 Xy (200 -1)
= op(1)sup|f(t)]
teR
1 Lol t &
+§1€1HI§ - ]Z; wn; f(§(E, Xj—l))f(tan—l)m (O,(Xj—l) - 1)
< op(1)sup|f(t)]
teR
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g—0

sup | f(2)t|

teR

+ sup (z)
xely,

= OP(1> : OP(l)a

da sup,cp | f(t)| < oo und sup,eg | f(£)t| < oo nach Voraussetzung und (¢, z) zwischen ¢ und 2 (z)+

sup
teR,zely,

t
§(t, x)

g

m—m
o

(z) SN gleichmifig iiber alle x € I,,.
n—oo
Somit ist die erste Behauptung des Satzes bewiesen.

Fiir die zweite Behauptung folgt analog

D k= [nbo+1 Wnk (F::_ nfo ] (t) — F(t))

_ % i Wnj (I{éj <t} - F(t))
j=|nbo]+1
_ % Zn: (Hes <1t - F)
j=[nbo]+1
—|—% Z Wnj (I{Ej <t} - F(t)) — % Z (I{ej <t} - F(t>>
j=|nfo]+1 j=|nbo]+1
1 n ) m—m =
1 - 3 _F g . mom — I{¢;
0w (e <t F (12060 + 20,0 ) — rg <0+ £ )

n

_ % S (I <t} - F, (1))

j=1
1 bl
- (I{e; <t} — F(t))
j=1
P2 (He < 1)~ B (0) - 23 (e < 1)~ Fy (1)
J=1 =1
| Lnto] 1 lndol
(nanJ(I{€J<t}F(t))nZ(I{Ej<t} F())
7j=1 Jj=1

n

N T

j= L’l"LGOJJrl

N

1; <I{éj <t}-F, (tZ(Xj_l) L ; m(Xj—1)> —I{e; <t} + F, (t)>

n

1 5 m—m

- o (<0 -r (2060 + P20 ) - I <4+ FO)
7j=1

Op(n %log %>—|—Op (n 2log( )%> nach Lemma [9.4] auf S. [[39]
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1 1
+op <> + 0, <> nach Lemma [9.3] auf S.

+ | S <F (tj(XH) + 22 m(Xj‘1)> B F(t)>

1 1
+op, (\/ﬁ) + o0, (ﬁ) nach Lemma [0.7] auf S.

und wie oben mit dem Mittelwertsatz fiir ein £(¢, X;_1) zwischen t%(Xj_l) + m%'m(Xj_l) und ¢

S (P (e ) o)

j=|nbo]+1
R . & m—m
= sup|— Y waf(E(t, X, 1)) (t(Xj—1)+ (Xj—l)—t>
teR [T . o o
j=[nbo|+1
= Op(l).

Damit ist auch die zweite Behauptung des Satzes bewiesen.

5.4 Teststatistik im homoskedastischen Fall

Auch fir homoskedastische Modelle der Form
Xj=m(Xj1) +¢

kann auf die gleiche Weise wie in Abschnitt (S. ein Test auf einen Change-Point in der
Innovationenverteilung durchgefiihrt werden. In solchen Modellen muss fiir die Innovationen gelten
Elej] = 0 und Var(e;) < oo fiir alle j, im Gegensatz zu Var(e;) = 1 im heteroskedastischen Modell.
Daher kénnen im homoskedastischen Fall auch Modelle mit einem Change-Point in der Groke der

Varianz betrachtet werden (siehe Abschnitt S. [98).

Um den in Abschnitt (S. vorgestellten Test auf ein homoskedastisches Modell anwenden zu
koénnen, muss lediglich die Schitzung der Innovationen, also die Residuenbildung verdndert werden.
Da die Skalierungsfunktion o nicht geschétzt werden muss (sie ist im homoskedastischen Modell
= 1), reduziert sich die Schitzung der Innovationen auf

€ = Xj —m(Xj1)

(Vergleich Abschnitt , S. . Mit diesen Residuen kann die Teststatistik genauso wie in Abschnitt
(S. beschrieben gebildet werden.

5.5 Verwandte Ergebnisse

Sequentielle empirische Prozesse von parametrisch geschitzten Residuen und darauf aufbauende
Change-Point-Test fiir die Verteilung der Innovationen wurden in der Literatur bereits fiir verschie-
dene Modelle betrachtet. So wird z.B. das asymptotische Verhalten des sequentiellen empirischen
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Prozesses der Residuen und korrespondierende Change-Point-Tests in Bail [1994] fiir klassische pa-
rametrische ARMA Modelle, in Koul| [1996] fiir nichtlineare parametrische Zeitreithenmodelle, und
in Ling| [1998| fiir nichtstationdre parametrische Autoregressionsmodelle betrachtet.

In Hlavka et al., [2010] wird ebenfalls ein Change-Point-Test fiir ein parametrisches Modell, ein
AR(p)-Modell, betrachtet, allerdings nicht auf Basis eines sequentiellen empirischen Prozesses von
Residuen, sondern durch die Verwendung der empirischen charakteristischen Funktion der Residuen.
Auferdem wird hier nicht auf Basis von n Beobachtungen getestet, ob in diesen ein Change-Point
vorliegt, sondern ab einem bestimmten Zeitpunkt wird fiir jede neu hinzukommende Beobachtung
getestet, ob die Nullhypothese keines Change-Points noch gilt.

Sequentielle empirische Prozesse von nichtparametrisch geschitzten Residuen und darauf aufbau-
ende Change-Point-Tests wurden in der Literatur bereits fiir Regressionsmodelle mit unabhéngigen
Daten betrachtet. So werden in Neumeyer and van Keilegom| [2009] sowohl Testmethoden fiir eine
Verianderung der Innovationenverteilung zu einem bestimmten Zeitpunkt, als auch abhéngig vom
Wert der Kovariablen, fiir nichtparametrische Regressionsmodelle mit unabhéngigen Daten vorge-
stellt.

Die Resultate dieser Arbeit weiten die Betrachtung von sequentiellen empirischen Residuenprozessen
und darauf aufbauenden Change-Point-Tests fiir die Innovationenverteilung auf nichtparametrische
Autoregressionsmodelle aus.
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6 Beispiele und Simulationen fiir den
Change-Point-Test

In diesem Kapitel werden verschiedene (oft verwendete) Zeitreihenmodelle betrachtet.

Der in Kapitel [p| vorgestellte Change-Point-Test wird auf Daten, die nach diesen Modellen erzeugt
wurden, angewendet. Die in Kapitelbewiesenen Eigenschaften des Tests (Verteilung unter Hyp und
Konsistenz) werden durch diese Simulationen bestétigt.

In Abschnitt (S.[102) wird der Change-Point-Test aukerdem auf einen echten Datensatz ange-
wendet.

6.1 AR(1)-Modelle

Ein AR(1)-Modell ist ein autoregressives Modell der Form
Xj:a-Xj,1—|-ej, a € R.

Fiir |a| < 1 ist dieser stochastische Prozess geometrisch ergodisch, also langfristig stationér und a-
mischend mit einem exponentiell abfallenden Mischungskoeffizienten (siehe Abschnitt , S. .

6.1.1 Normalverteilte Innovationen

Es sei das spezielle AR(1)-Modell

X;=0.5-X;_1+¢j, €155 €| 2] NN(O,l), EL%JJ’,l?...’enNFl (6.0.1)

2

gegeben, wobei Fy die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariable sei, die mit Wahrscheinlichkeit 0.5
die Verteilung N (—2¢, 1) und mit Wahrscheinlichkeit 0.5 die Verteilung A/ (2¢, 1) hat.

Die Dichte einer solchen Zufallsvariable ergibt sich aus % <\/% exp (_ (w+224)2> X \/% exp <_ %))

und ist in Abbildung [6.1] fiir ( = 0.5 und in Abbildung [6.2] fiir ¢ = 0.8 graphisch dargestellt.

Eine Simulation des Change-Point-Tests zum Niveau v = 5% bei 500 Wiederholungen hat fiir dieses
Modell die Ablehnungswahrscheinlichkeiten

[ % [ ¢(=0]¢=01[¢(=02]¢=03][¢=04][(=05]
n=100[ 5 6.2 7 9.2 10.2 13
n=200] 58 9.8 106 | 124 [ 162 | 282
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Abbildung 6.1: Dichte fiir Modell (6.0.1)) mit ¢ = 0.5
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Abbildung 6.2: Dichte fiir Modell (6.0.1) mit ¢ = 0.8

[ % [[¢=06]¢=07][(=08[¢=09] ¢(=1 ]
n=100 [ 16.4 21 29 35.4 41
n=200 [ 40.2 59 78.2 88 92.4

ergeben. Die Ergebnisse fiir ¢ = 0 (Nullhypothese) zeigen, dass das Niveau v = 5% ungeféhr
eingehalten wird. Aufserdem zeigen die Ergebnisse, dass sich die Ablehnungswahrscheinlichkeit mit
wachsendem ( erh6ht, und ebenso mit wachsendem n.

In Abbildung sind diese Werte graphisch dargestellt.

Eine weitere Moglichkeit in welcher Art ein Change-Point in einem solchen AR(1)-Modell auftreten
kénnte, ist durch das folgende Modell gegeben

X;=05"-X;_1+¢j, €1y, €2 ~ N(0,1), 6\_%J+17"';€TLNF27 (6.0.2)

2

wobei Fy die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariable sei, die mit Wahrscheinlichkeit 0.5 die Ver-
teilung NV(0, (1 — ¢)?) und mit Wahrscheinlichkeit 0.5 die Verteilung N'(0,2 — (1 — ¢)?) hat.

Die Dichte einer solchen Zufallsvariable ergibt sich aus

1 1 z? 1 2 o . e
5 <27r(1€2) exp (—2(1_02) + TG0 exp (—2(2_(1_02)>> und ist in Abblldungfur (=
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Abbildung 6.3: Ablehnungswahrscheinlichkeit fiir Modell 1}

0.5 und in Abbildung[6.5|fiir ¢ = 0.8 graphisch dargestellt. Mit dieser Dichte berechnet sich die Vari-
anz zu 5 ((1 —¢)? + 2 — (1 — ¢)?) = 1, die Bedingung des heteroskedastischen Modells (Varianz= 1)

ist also erfiillt.
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Abbildung 6.4: Dichte fiir Modell (6.0.2) mit ¢ = 0.5

Eine Simulation des Change-Point-Tests zum Niveau v = 5% bei 500 Wiederholungen hat fiir dieses
Modell die Ablehnungswahrscheinlichkeiten

[ % [ ¢=0]¢(=01]¢=02]¢=03[¢=04][(=05]
n=100 [ 5 6.8 6.4 7 7.2 8.6
n=200 5.8 8.8 9.8 9.6 11.2 | 132
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Abbildung 6.5: Dichte fiir Modell (6.0.2) mit ¢ = 0.8

[ % [ ¢(=06]¢(=07]¢(=08]¢=09] (=0.99 |
n=100 [ 108 [ 132 18 23 28.2
n=200] 184 [ 304 | 416 | 544 63.4

ergeben. Auch hier zeigen die Ergebnisse, dass die Ablehnungswahrscheinlichkeiten fiir wachsendes

¢, genauso wie fiir wachsendes n, steigen.
In Abbildung [6.6] sind diese Werte graphisch dargestellt.

0.8
= =200
0.8
= =n=100
T S SS—S—=—-__—G— MNiveau: 55

Ablehnungswahrscheinlichkeit

o 0.1 0.2 0.3 04 0.5 06 07 0.8 0.9 1
Abweichung zeta

Abbildung 6.6: Ablehnungswahrscheinlichkeit fiir Modell li

In beiden Modellen ist fiir n = 200 ein deutlicher Anstieg der Ablehnungswahrscheinlichkeit fiir
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positive ¢ zu erkennen, man kann also darauf schliefen, dass der Test konsistent ist, also dass die
Ablehnungswahrscheinlichkeit bei einem Change-Point fiir n — oo gegen 1 konvergiert.

AuRerdem ist zu schen, dass die Ablehnungswahrscheinlichkeit beim ersten Modell (Modell (6.0.1))
stérker ansteigt als beim zweiten Modell (Modell (6.0.2)).

6.1.2 Skew-Normal verteilte Innovationen

Eine weitere Moglichkeit fiir ein Modell mit einem Change-Point, ist ein AR(1)-Modell mit “Skew-
Normal”-verteilten Innovationen

X;=0.5-X;.1+¢j, €1y, €2 NN(O,l), 6\_%J+17---;6n’\’p37 (6.0.3)
CE e ” . 27 ((10¢)2+(10¢)* 14(10
wobei Fy die “Skew-Normal™ Verteilung SV <_\/7r2+(27r2—27E§~(1E))C)24(r(7r<2)—)27r)‘(10<)4’ \/7r+§7r (2) (cl)OC))z’ OC)

sel.

Eine Zufallsvariable Z ist SN (A1, A2, A\3) verteilt, wenn Z = A\ + Ay - Zy und Zy die Dichte
2¢(x)®(A3z) hat, wobei ¢ die Dichte und & die Verteilungsfunktion der Standardnormalvertei-
lung ist (siehe |Azzalini and Capitanio [1999]).

Der Erwartungswert von einer solchen Zufallsvariablen Z errechnet sich aus Ay +>\2\/g . \/1137 und
3

2, 32
T 1+As?
Change-Point, da der Erwartungswert der Innovationen immer 0 und die Varianz immer 1 bleiben

Imuss.

die Varianz aus \o? (1 — ) Daraus ergeben sich die Parameter fiir die Verteilung nach dem

Eine Simulation des Change-Point-Tests zum Niveau v = 5% bei 500 Wiederholungen hat fiir dieses
Modell die Ablehnungswahrscheinlichkeiten

[ % [ ¢=0](=01]¢(=02]¢=03[¢=04][(=05]
n =100 5 7 7.2 8.6 11.4 11.6
n=200 58 8.4 10.2 14.8 15.2 17.4

[ % [¢=06]¢=07]¢=08[(=09] (=1 |
n=100 9.8 12.2 12.2 11.6 10.8
n=200 || 17.2 18.8 20.8 19.2 21.6

ergeben.
In Abbildung sind diese Werte graphisch dargestellt.

Es ist zu sehen, dass die Ablehnungswahrscheinlichkeit ab etwa ¢ = 0.5 nur noch langsam weiter
ansteigt, wahrend sie in den beiden vorher betrachteten Modellen gerade in diesem Bereich stark
ansteigt.

Diese Beobachtung ist damit zu erkldren, dass die betrachtete Skew-Normal-Verteilung fiir wach-
sendes ( konvergiert.

27 ((10¢)?+(100)*)
724 (2m2—2m)-(10¢) %+ (w2 —2m)-(10¢)*

gegen — W22 5- und der zweite Parameter 1 / - Ejf(;o(ioc 5 gegen |/ —"5. Die Dichte 2¢(z)®(10{x)

von Zy konvergiert fiir wachsendes ¢ gegen 0 fiir z < 0 und gegen 2¢( ) fiir x > 0.

1 (siehe (6.0.3))) konvergiert fiir wachsendes ¢

Der erste Parameter —\/

87



0.9

— 200
E 0.8 — = =100
ﬁ R T e —————————ee e Miveau: 5%
s
= 06
[®]
I
=
S os
=
86
= 04
=
=
T o3
=
=T

o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 06 0.7 0,8 0.9 1
Abweichung zeta

Abbildung 6.7: Ablehnungswahrscheinlichkeit fiir Modell 1}

In den Abbildungen und sind die Dichten fiir ¢ = 0.2, ( = 0.6 und ¢ = 1 zu sehen.
Diese Graphiken wurden unter http://azzalini.stat.unipd.it/SN/plot-SN1.html erstellt.
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Abbildung 6.8: Dichte der Skew-Normal-Verteilung fiir Modell (6.0.3) mit ¢ = 0.2
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Abbildung 6.9: Dichte der Skew-Normal-Verteilung fiir Modell 1} mit ¢ = 0.6
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Abbildung 6.10: Dichte der Skew-Normal-Verteilung fiir Modell (6.0.3) mit ¢ = 1

Ein optischer Vergleich dieser Dichten zeigt, dass der Unterschied zwischen der Dichte mit ¢ = 0.2
und der Dichte mit { = 0.6 grofer ist, als der Unterschied zwischen der Dichte mit { = 0.6 und der
Dichte mit { = 1.
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Auch optisch ist also zu sehen, dass die Unterschiede zwischen den Dichten mit wachsendem (
geringer werden.

Dies ist der Grund dafiir, dass die Ablehnungswahrscheinlichkeit nicht in der gleichen Weise wie in
den Modellen (6.0.1)) und (6.0.2)) ansteigt.

6.2 ARCH(1)-Modelle

Ein ARCH(1)-Modell ist ein autoregressives Modell der Form
ijw/ag—i—alX]Z_l-ej, ap, a1 € R.

Fir ap > 0 und 1 > a; > 0 ist dieser stochastische Prozess geometrisch ergodisch, also lang-
fristig stationdr und a-mischend mit einem exponentiell abfallenden Mischungskoeffizienten (siehe
Doukhan| [1994], 2.4.2.3 Example 5a).

6.2.1 Normalverteilte Innovationen

Es sei das spezielle ARCH(1)-Modell

X; = \/0.75+0.25XJ{1 ey etz ~N(O,1), €z, en ~ By (6.0.4)

gegeben, wobei, wie in Modell 1} Fy die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariable sei, die mit
Wahrscheinlichkeit 0.5 die Verteilung N (—2¢,1) und mit Wahrscheinlichkeit 0.5 die Verteilung
N(2¢,1) hat.

Eine Simulation des Change-Point-Tests zum Niveau v = 5% bei 500 Wiederholungen hat fiir dieses
Modell die Ablehnungswahrscheinlichkeiten

[ % [ ¢=0](=01]¢(=02]¢=03[¢=04][(=05]
n=100[ 48 6.4 6.6 7.8 8 11.2
n = 200 5 8.4 9.2 11.2 14.6 27

[ % [[¢=06]¢=07][(=08[(=09] ¢(=1 ]
n=100 [ 15.6 20.8 29.6 35.2 56.8
n =200 | 37.2 47.4 55.4 61.4 80

ergeben. Die Ergebnisse zeigen, dass unter der Nullhypothese das Niveau v = 5% sehr gut eingehal-
ten wird, und dass die Ablehnungswahrscheinlichkeit fiir wachsendes ¢, genauso wie fiir wachsendes
n, ansteigt.

In Abbildung sind diese Werte graphisch dargestellt.

Auch fiir das ARCH(1)-Modell kann ein Change-Point analog zu Modell (6.0.2) betrachtet werden

mit

X; = \/0.75+0.25X§_1.€j, lyeerelz) ~ N(0,1), €2 1se e sen ~ P, (6.0.5)
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Abbildung 6.11: Ablehnungswahrscheinlichkeit fiir Modell 1)

wobei Fy die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariable sei, die mit Wahrscheinlichkeit 0.5 die Ver-
teilung N(0, (1 — ¢)?) und mit Wahrscheinlichkeit 0.5 die Verteilung N'(0,2 — (1 — ¢)?) hat.

Eine Simulation des Change-Point-Tests zum Niveau v = 5% bei 500 Wiederholungen hat fiir dieses
Modell die Ablehnungswahrscheinlichkeiten

[ % [ ¢=01]¢(=01]¢=02]¢=03[¢=04][(=05]
n=100] 48 6.8 7.6 8 7.4 8.4
n=200] 5 8.2 10 8.6 11.4 12

[ % [[¢=06]¢=07[(=08[(=09] (=0.99
n=100 ]| 102 [ 116 [ 176 | 27.2 42.2
n=200 [ 194 [ 288 | 432 | 616 78.8

ergeben. Auch hier zeigen die Ergebnisse, dass die Ablehnungswahrscheinlichkeiten fiir wachsendes
¢, genauso wie fiir wachsendes n, steigen.

In Abbildung sind diese Werte graphisch dargestellt.

Im Vergleich zu den Simulationen im AR(1)-Modell ist zu sehen, dass die Ablehnungswahrschein-
lichkeiten im zweiten Modell im ARCH(1)-Modell deutlich stéarker ansteigen als im AR(1)-Modell
(Modell und (6.0.5)).

Fiir n = 200 sind die Kurvenverldufe im Modell (erstes Modell) und im Modell recht
dhnlich. Fiir n = 100 steigt die Ablehnunswahrscheinlichkeit im Modell mit wachsendem (
stéirker an als im in Modell (6.0.5)).
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Abbildung 6.12: Ablehnungswahrscheinlichkeit fiir Modell 1}

6.2.2 Skew-Normal verteilte Innovationen

Eine weitere Moglichkeit fiir ein Modell mit einem Change-Point, ist analog zu Modell (6.0.3) ein
ARCH(1)-Modell mit “Skew-Normal™-verteilten Innovationen

X; = \/0.75 $0.25X2  cj, enveneyeqn ~N(O, 1), €njirs ..o sn ~ B, (6.0.6)
s dije ¢ ” . 27 ((10¢)2+(10¢)* 7(14(10¢)?
wobei Fj die “Skew-Normal”-Verteilung SN <_\/7’2+(2ﬂ227{)(-(1?4)1(&:2))27r)-(10g)4’ \/W+Eﬂ+(2).(cl)0<))2’ 10<)

sel.

Eine Simulation des Change-Point-Tests zum Niveau v = 5% bei 500 Wiederholungen hat fiir dieses
Modell die Ablehnungswahrscheinlichkeiten

[ % [ ¢=0](=01]¢=02]¢=03[¢=04][(=05]
n=100] 48 7.6 8 10 11.8 9.8
n = 200 5 7.8 11.8 12 152 | 176

[ % [[¢=06]¢=07][(=08[¢=09] (=1 ]
n=100] 11 10.8 12 11 12.2
n=200] 188 [ 184 [ 206 | 184 [ 186

ergeben.
In Abbildung sind diese Werte graphisch dargestellt.
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Abbildung 6.13: Ablehnungswahrscheinlichkeit fiir Modell

Der Kurvenverlauf ist sehr &hnlich zu dem von Modell (6.0.3]) und kann mit den selben Argumenten
begriindet werden.

6.2.3 Student-t-verteilte Innovationen

Ein weiteres Modell von Interesse ist ein ARCH(1)-Modell mit Innovationen, die einer standardi-
sierten Student-t-Verteilung unterliegen. Nach Bollerslev| [1987] ist diese Art der Modellwahl besser
fiir die Modellierung von spekulativen Preisinderungen und Ertragsarten geeignet als ARCH(1)-
Modelle mit normalverteilten Innovationen, da die Student-t-Verteilung schwerere Rander hat, als
die Normalverteilung.

Auf Grund der Annahme Var(e;) = 1 fiir alle j muss die Student-t-Verteilung standardisiert werden,
da die Varianz der eigentlichen Student-t-Verteilung durch %5 berechnet wird, wobei v € N, v > 2
den Freiheitsgrad bezeichnet.

Die Dichte der standardisierten Student-t-Verteilung mit v > 2 Freiheitsgraden (St(v)) ist gegeben

durch
v+l 2 \ -4
t— ! 1—‘(2)(1—1— t > 2.
o2 (5 \ vz

In Abbildung ist das Randverhalten der St(v)-Verteilung fiir verschiedene Werte von v im
Vergleich zur N(0,1)-Verteilung dargestellt, und es ist zu sehen, dass die Rinder, besonders fiir
kleine v, schwerer sind, als bei der A/(0, 1)-Verteilung.
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Abbildung 6.14: Randverhalten der St(v)-Verteilung fiir v = 3, v = 10 und der N(0, 1)-Verteilung

Ein Modell mit dieser Innovationen-Verteilung und einem Change-Point ist z.B.

X; = \/0.75 $0.25X2 - cj, ervenny€qn) ~ SHB3), €nt1seen ~ SEBH10-C).  (6.0.7)

Eine Simulation des Change-Point-Tests zum Niveau v = 5% bei 500 Wiederholungen hat fiir dieses
Modell die Ablehnungswahrscheinlichkeiten

[ % [ ¢=01]¢(=01]¢=02]¢=03[¢=04][(=05]
n=100] 54 6.8 8.2 8.4 10.6 10
n = 200 6 9.6 128 | 146 | 172 | 144

[ % [¢(=06]¢(=07]¢=08[¢=09] (=1 ]
n=100] 10 10 9.6 11.6 9.4
n=200 17 174 | 188 | 19.6 | 1938

ergeben. Es ist zu sehen, dass auch fiir diese Innovationenverteilung unter der Nullhypothese das
Niveau von 5% ungefihr eingehalten wird.
In Abbildung sind diese Werte graphisch dargestellt.

Hier ist ein sehr dhnlicher Verlauf wie im Fall der Skew-Normal verteilten Innovationen in Abbildung
[6.7 und zu beobachten. Ab etwa ( = 0.4 ist kein starker Anstieg mehr zu beobachten, was auch

hier mit der Konvergenz fiir wachsendes ¢ erklart werden kann.

Die Student-t-Verteilung und damit auch die standardisierte Student-t-Verteilung St(v) konvergiert
fiir wachsendes v gegen die Standardnormalverteilung. Wie in Abbildung zu sehen ist, wird der
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Abbildung 6.16: Dichten der St(3+10-¢)-Verteilung fiir ( = 0, ( = 0.5, ¢ = 1 und N(0, 1)-Verteilung
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Unterschied zwischen den einzelnen Dichten mit wachsendem ( kleiner.
Daher ist der geringe Anstieg der Ablehnungswahrscheinlichkeit analog zum Skew-Normal-Fall zu
erkldren.

Auch im Fall der Student-t-verteilten Innovationen kénnen natiirlich Modelle mit einem Change-
Point wie im Fall der Normalverteilten Innovationen ((6.0.4) und (6.0.5))) betrachtet werden.

So ein Modell ist z.B.
X; = \/0.75 F0.25X2 €6 elyeees€pn) ~ SH3), €z, ven ~ F, (6.0.8)

wobei Fy die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariable sei, die sich mit Wahrscheinlichkeit 0.5 aus
der Addition einer St(3)-verteilten Zufallsvariable und 2¢, und mit Wahrscheinlichkeit 0.5 aus der
Addition einer St(3)-verteilten Zufallsvariable und —2¢ ergibt.

Eine Simulation des Change-Point-Tests zum Niveau v = 5% bei 500 Wiederholungen hat fiir dieses
Modell die Ablehnungswahrscheinlichkeiten

[ % [ ¢=0](=01]¢(=02]¢=03[¢=04][(=05]
n = 100 5.4 7 7.4 12.2 20.2 29.6
n = 200 6 9.2 12.4 25 51.2 72.4

[ % [¢(=06]¢=07]¢=08[¢=09] (=1 ]
n=100[ 328 [ 322 34 344 | 624
n=200] 82 85 78 73.6 | 846

ergeben.

In Abbildung sind diese Werte graphisch dargestellt.
Im Vergleich zu Modell (6.0.4), also der selben Art von Change-Point mit Normalverteilung, ist zu
sehen, dass bereits fiir kleinere Abweichungen ( ein starker Anstieg der Ablehnungswahrscheinlich-

keit, besonders fiir n = 200, zu beobachten ist.

Eine weitere Moglichkeit fiir einen Change-Point in diesem Modell ist analog zu (6.0.5)

X = \/0.75+0.25XJ2_1‘€]', €1y, €|2) ~ St(3), EL%JJ',l,..-?enNFS’ (6.0.9)

wobei Fy die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariable sei, die sich mit Wahrscheinlichkeit 0.5 aus
der Multiplikation einer St(3)-verteilten Zufallsvariable und (1 — (), und mit Wahrscheinlichkeit 0.5
aus der Multiplikation einer St(3)-verteilten Zufallsvariable und /2 — (1 — ¢)? ergibt.

Eine Simulation des Change-Point-Tests zum Niveau v = 5% bei 500 Wiederholungen hat fiir dieses
Modell die folgenden Ablehnungswahrscheinlichkeiten ergeben, die in Abbildung graphisch
dargestellt sind.

[ % [ ¢=01]¢(=01]¢(=02]¢=03[¢=04][(=05]
n=100[ 5.4 8 8.8 8.2 8.4 8.2
n = 200 6 8.6 10.2 9.2 11.6 12.8
[ % [¢(=06]¢=07]¢=08[¢=09] (=1 ]
n = 100 11.2 12 18.6 26.8 37.8
n = 200 15 26.8 39.8 58.6 774
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Abbildung 6.18: Ablehnungswahrscheinlichkeit fiir Modell

Es ist zu sehen, dass die Kurvenverldufe sehr dhnlich zu den Ergebnissen von Modell (6.0.5)), also

97



der selben Art von Change-Point mit Normalverteilung, sind.

6.3 Homoskedastische Modelle

Der betrachtete Change-Point-Test kann natiirlich auch auf homoskedastische Modelle der Form
Xj=m(Xj1) +¢

angewendet werden (siehe Abschnitt 5.4 S. [81)). In solchen Modellen muss fiir die Innovationen
gelten Ele;] = 0 und Var(ej) < oo fiir alle j, im Gegensatz zu Var(e;) = 1 im heteroskedastischen
Modell. Daher kénnen im homoskedastischen Fall auch Modelle mit einem Change-Point in der

Grofe der Varianz betrachtet werden.
Ein solches Modell ist z.B. das AR(1)-Modell

Xj=05-Xjo14¢, 1,6 n) ~N(0,05%), ajyr,..yen ~N(0,(05+¢)%).  (6.0.10)

Eine Simulation des Change-Point-Tests zum Niveau v = 5% bei 500 Wiederholungen hat fiir dieses
Modell die Ablehnungswahrscheinlichkeiten

[ % [ ¢=0]¢=01]¢=02[(=03[(=04[(=05]
n=100 [ 4.6 6.8 8.6 9.8 144 | 162
n=200 ] 5.6 9 172 | 252 | 402 | 514

[ % J¢=06]¢=07]¢=08[¢=09] ¢=1]
n=100 [ 20 244 [ 204 | 364 39

n = 200 68.2 77.2 85.2 89.6 95.2

ergeben. Diese Ergebnisse zeigen, dass auch hier das Niveau v = 5% ungefdhr eingehalten wird.
In Abbildung sind diese Werte graphisch dargestellt.

Es ist zu sehen, dass die Ablehnungswahrscheinlichkeit fiir kleine Abweichungen ( stérker ansteigt
als in den heteroskedastischen Modellen. Dies ist damit zu erklaren, dass der Unterschied zwischen
den Verteilungen vor und nach dem Change-Point in dem hier betrachteten Modell stérker ist
als in allen heteroskedastischen. Durch die Vorgabe Var(e;) = 1 ist im heteroskedastischen Fall
bereits festgelegt, dass sich die Verteilungen vor und nach dem Change-Point in den ersten beiden
Momenten gleichen, wihrend sie sich im hier betrachteten homoskedastischen Modell im zweiten
Moment unterscheiden.

6.4 Simulationstechnik

Fiir die Simulationen wurden jeweils 10 - n Beobachtungen X; erzeugt, von denen die ersten 9,5-n
durch Innovationen mit Verteilung vor dem Change Point und die letzten 0,5 - n durch Innovatio-
nen mit Verteilung nach dem Change-Point enstanden. Fiir die Teststatistik wurden die letzten n
Beobachtungen benutzt. Der Vorlauf wurde erzeugt um zu gewéhrleisten, dass sich der Prozess im
Betrachtungszeitraum im Gleichgewicht befindet.
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Abbildung 6.19: Ablehnungswahrscheinlichkeit fiir Modell (6.0.10)

Die Nadaraya-Watson Schétzer ml und 6 wurden mit der Dichte der Standardnormal-Verteilung
als Kern und Bandbreite ¢, = n™ 1 berechnet. Diese Wahl entspricht nicht allen Voraussetzungen,
z.B. ist der Tréger des Kerns nicht kompakt. Da jedoch die Dichte der Standardnormal-Verteilung
an den Rindern exponentiell schnell klein wird, hat diese Abweichung nur sehr geringe, und damit
vernachlidssigbare, Auswirkungen auf die Sim}ﬂationen. .

Auch in der Wahl der Bandbreite ¢, = n~4 wurde die Voraussetzung ¢, ~ n~1log(n)™" (0 <
r < 00) nicht eingehalten. Dies geschah, da fiir n = 100 oder n = 200 der Einfluss von log(n)™"
im 1Ve]fgleich zum Einfluss von n™1 zu grofs ist. Der wichtige Term in der Bandbreitengrofe ist
n~ 4, der fiir n — oo auch der bestimmende ist. Fiir die relativ kleinen Stichprobenumfinge in den
Simulationen wurde der Logarithmus-Teil daher weggelassen.

Die empirischen Prozesse der Residuen wurden in den Simulationen ohne die Gewichtsfunktion
wy, gebildet. Das bedeutet, dass das Intervall [,, als die reelle Zahlengerade gewéhlt wurde. Die
Voraussetzung I,, = O(log(n)™) (r1 < co) wurde also nicht eingehalten.

Die trotzdem sehr guten Ergebnisse der Simulationen lassen vermuten, dass die Gewichtsfunktion
fiir die Theorie zwar notwendig ist, die Anwendung des Tests aber auch ohne sie funktioniert. Ein
Grund hierfiir konnte sein, dass sehr grofse Beobachtungswerte, die durch die Gewichtsfunktion aus
der Berechnung des empirischen Prozesses entfernt werden sollen, in den Simulationen praktisch
nicht vorkommen.

Die Simulationen wurden alle mit der Statistiksoftware R erstellt.
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6.5 Fazit der Simulationen

In allen simulierten Modellen ist zu sehen, dass der Test das Niveau (ungefihr) einhélt.

Fir mehrere verschiedene Arten von Change-Points ist in den Modellen jeweils zu sehen, dass die
Ablehnungswahrscheinlichkeit mit wachsendem n wichst. Fiir n — oo geht die Ablehnungswahr-
scheinlichkeit gegen 1. Fiir die Modelle mit einem Change-Point im Erwartungswert oder in der
Varianz sieht man dies auch schon fiir n = 200, fiir die Modelle mit einem Change-Point im dritten
Parameter der Skew-Normal-Verteilung oder im Freiheitsgrad der Student-t-Verteilung miisste n
noch gréfer gewshlt werden, um die Konvergenz gegen 1 sehen zu kénnen.

Die zuvor bewiesenen Eigenschaften des Tests (die Verteilung unter Hy und die Konsistenz) besté-
tigen sich also in den Simulationen.

6.6 Wahl der Bandbreite

In den bisher gezeigten Simulationsergebnissen wurde als Bandbreite jeweils ¢, = n=i gewdhlt.
Wie in Abschnitt (S. beschrieben wurde, ist dies eine geeignete Bandbreitenwahl um den
Modellannahmen zu geniigen.

Durch die Annahmen ist vorgegeben, dass n~1 der bestimmende Term in der Bandbreite sein muss.
Allerdings kann die Bandbreite durch Multiplikation mit Konstanten verdndert werden. Um die
Auswirkungen der Gréfe der Bandbreite auf den Test zu untersuchen, wurden daher beispielhaft
fiir das Modell , mit n = 200, Simulationen mit ¢, = c- n~1 fiir verschiedene ¢ € R<o
durchgefiihrt.

Die Ergebnisse sind in Abbildung dargestellt.

Es ist zu sehen, dass besonders ab einer Abweichung von ¢ = 0.5 die Ablehnungswahrscheinlichkeit
mit wachsender Bandbreite ansteigt.

Der Bereich der Abweichung ¢ zwischen 0 und 0.5 ist in Abbildung noch einmal gesondert
dargestellt.

Es ist zu sehen, dass die Ablehnungswahrscheinlichkeit auch unter der Nullhypothese keines Change-
Points mit wachsendem ¢ ansteigt, dass das Niveau also nicht mehr (ungefdhr) eingehalten wird.
Unter diesem Gesichtspunkt werden die Ergebnisse also schlechter, wenn die Bandbreite vergrofsert
wird. Betrachtet man den Bereich der Abweichungen von 0.5 bis 1, so fithrt unter dem Gesichts-
punkt der Power des Tests, also dem Ansteigen der Ablehnungswahrscheinlichkeit fiir wachsendes
(, eine grofbere Bandbreite zu besseren Ergebnissen. Zwischen Abweichungen von ca. 0.05 und 0.5
ist kein eindeutiger Trend erkennbar.

Eindeutig ist allerdings erkennbar, dass die Multiplikation mit ¢ = 0.5 gegeniiber ¢ = 1 nach den
Simulationsergebnissen nicht zu empfehlen ist, da sie zu einer geringeren Power fiihrt, und auch fiir
¢ =1 das Niveau (ungefihr) eingehalten wird.
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Abbildung 6.20: Ablehnungsw. fiir Modell (6.0.1) mit c=0.5,c=1,c¢=15,¢c¢=2,¢=25,¢=3

03 -
w»— Bandbreite-Faktor=3
=#— Bandbraite-Faktor=2.5
-4
E ~#— Bandbraite-Faktors2
= ~&— Bandbraite-Faktor=1.5 .
1=
= 02 ~——— gandbraite-Faktor=1
@
= “— Bandbreite-Faktor=0.5
-
i
g
= |
E o
L.
=
T

0 0.1 0,2 0.3 0,4 0.5
Abweichung zeta

Abbildung 6.21: Ablehnungsw. fiir Modell (6.0.1) mit c=0.5,c=1,c¢=15,¢=2,¢=25,¢=3
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6.7 Anwendung auf einen echten Datensatz

Der in Kapitel [5] vorgestellte Test hat vielfiltige Anwendungsmoglichkeiten in der (Finanz-)Wirtschaft,
der Medizin oder der Klimaforschung, siehe Abschnitt (S. ).
Als Beispiel wird hier die Anwendung auf die Rendite des S&P 500 Index vorgestellt.

Der Aktienindex S&P 500 (Standard & Poor’s 500) umfasst die Aktien von 500 der grofiten, borsen-
notierten US-amerikanischen Unternehmen und gehort zu den meistbeachteten Aktienindizes der
Welt.

Die hier untersuchten Daten sind die téglichen Kursverdnderungen des S&P 500 Index vom 01.
Juli 1998 bis zum 30. Juni 2006 (2013 Daten). Sie werden in Form von sogenannten log-returns
angegeben

X; = log(P;) — log(Pj_1), j=12 ..., (6.0.11)

wobei P; den Kurs zum Zeitpunkt j bezeichnet.
(Ubliche Weise Renditen anzugeben, Vergleich z.B. Kapitel 14 Kreif and Neuhaus [2006])

Die Daten wurden heruntergeladen von http://finance.yahoo.com/.

Fiir die téglichen log-returns des S&P 500 Index von Anfang Juli 1998 bis Ende Juni 2006 lehnt
der Change-Point-Test die Nullhypothese keines Change-Points zum Niveau 5% ab.

In Abbildung ist die durch (6.0.11)) definierte Zeitreihe zu sehen. Der senkrechte Strich markiert
den Zeitpunkt [ns] = 1211 fiir den der Testprozess T,,(s,t) (Vergleich Abschnitt S.|70)) maximal
ist.
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Abbildung 6.22: Tégliche log-returns des S&P 500 Index von Anfang Juli 1998 bis Ende Juni 2006
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Es kann also angenommen werden, dass ein Change-Point am 25. April 2003 aufgetreten ist.

In [Kirch and Tadjuidje Kamgaing [2011] werden ebenfalls die Kursverdnderung des S&P 500 Index
von Juli 1998 bis Juni 2006 untersucht, allerdings als ein parametrisches Modell. Aufserdem werden
dort sogenannte transformed squared-log-returns betrachtet, eine Abwandlung der log-returns, die
kleine Verdnderungen starker gewichtet.

Der dort verwandte Test ist ein sogenannter CUSUM Test, ein Test fiir einen Change-Point in
der Verteilung der Beobachtungen, der auf Partialsummen von parametrisch geschitzten Residuen
basiert.

Das Ergebnis in Kirch and Tadjuidje Kamgaing [2011] ist ebenfalls, dass die Nullhypothese keines
Change-Points abgelehnt wird. Der Zeitpunkt des Change-Points wird dort auf den 23. Juli 2003
geschitzt.
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7 Weitere Tests: Goodness-of-fit-Tests

In diesem Kapitel werden Goodness-of-fit-Tests, also Tests darauf, ob bestimmte Modellannahmen
zutreffen, fiir Autoregressionsmodelle vorgestellt. Die asymptotischen Verteilungen solcher Teststa-
tistiken konnen aus Korollar (S. (schwache Konvergenz) abgeleitet werden.

In Abschnitt wird ein Test auf Normalverteilung der Innovationen in Autoregressionsmodellen
vorgestellt.

In Abschnitt [[.2] und Abschnitt [[.3] wird eine Idee zu weiteren Goodness-of-fit-Tests in Autore-
gressionsmodellen und eine Ubersicht iiber Literatur zu Goodness-of-fit-Tests (hauptsichlich in
Regressionsmodellen) gegeben.

Abschnitt [7.4] gibt eine Literaturiibersicht zum Thema Bootstrap-Verfahren. Bootstrap-Verfahren
werden benétigt, um die asymptotischen Verteilungen der Teststatistiken zu implementieren (siehe

Abschnitt und [7.3)).

7.1 Test auf Normalverteilung der Innovationen

Eine hiufig getroffene Annahme fiir autoregressive Zeitreihen ist, dass die Innovationen normalver-
teilt sind. Im heteroskedastischen Autoregressionsmodell bedeutet dies die Standardnormalvertei-
lung der Innovationen. Die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung wird mit ® und ihre
Dichte mit ¢ bezeichnet.

Mit Hilfe von Korollar (S. kann ein Goodness-of-fit-Test fiir diese Hypothese durchgefiihrt
werden. Fiir diesen Test lautet die Nullhypothese

Hy : €1, .., 6p 1i.d. ~ N(0,1),
die z.B. mit der Teststatistik

R 2
n/ (Fn — <I>> dd (Cramér-von-Mises-Teststatitik) (7.0.1)

iiberpriift werden kann.

Satz 7.1 Unter der Nullhypothese gilt
NZD (Fn — (I)) = Go
wobei Gg ein zentrierter Gaufsprozess ist, fiir den gilt

Cov (Go(t1), Ga(t2)) = ®(min(t1,t2)) — P(t1)P(t2) — ¢(t1)B(t2).
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Korollar 7.2 Aus Satz folgen fiir die asymptotische Verteilung von (7.0.1) unter der Nullhy-
pothese die folgenden Quantile - und damit kritischen Werte fiir den Goodness-of-fit-Test:

Niveau des Tests v | 0.15 0.1 0.05 0.025 0.01
Kritischer Wert L | 0.118 | 0.135 | 0.165 | 0.196 | 0.237

(siehe Stephens| [1976], Abschnitt 10).

Beweis von Satz Nach Korollar (S. gilt
\/ﬁ(ﬁn—q>) @\/E<Fn—F) = Go
fiir einen zentrierten Gaukprozess Gg mit

Cov (Go(t1),Ga(ts)) = ®(min(ty,ts)) — B(t1)D(t2)
+é(t1) (Bler{e1 < to}] + 1 E[(] — 1)I{e1 < t2}])
+é(t2) (Eler{er < t1}] + t2E[(e] — 1)I{e1 < t1}])
+o(t1)(t2) (1 + (t1 + t2) Eled] + tita(Elef] — 1)) .

Fiir eine standardnormalverteilte Zufallsvariable e gilt

Elel{e<t})] = / Iy < t}é@)dy

- e (D))
= —o(t)

fiir alle t € R und mit partieller Integration

s@-esn) = [ @ -veo (L)

o V2r 2
2 t
- plme )],
= —to(t).

Da die Dichte ¢ symmetrisch ist, ist F[e3] = 0 fiir standardnormalverteilte Zufallsvariablen e.

Ebenfalls mit partieller Integration ergibt sich
o) 1 yQ
E[Y] = / 4 ex <—> d
[€7] B av - ey L

- e (0] L (e ()
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Damit folgt fiir die Kovarianzstruktur

®(min(ty,t2)) — P(t1)P(t2)
+o(t1) (BleiI{er < ta}] + 0 E[(f — )I{e1 < t2}])
+é(t2) (ElerI{er < ti}] + t2E[(e] — 1)I{e1 < t1}])
+(t1)o(t2) (1 + (t1 + t2) E[€]] + trta(E[ef] — 1))
= ®(min(t1,t2)) — P(t1)P(t2)
—2¢(t1)P(t2) — 2t1tag(t1)9(t2)
+o(t1)d(t2) + 2t1tap(t1)d(t2)
= ®(min(ty,t2)) — ©(t1)P(t2) — (t1)9(t2).

O

Beweis von Korollar Nach Satz gilt NZD (Fn — <I>> = Go, woraus mit dem Continuous-

Mapping-Theorem
N 2
n/(Fn—@) dd -2 [ Gg? dd

folgt.

Mit der Substitutionsregel folgt weiter, dass

/ Gg? dd

— [ @) ot

—00

_ /01 (G (@' (u))” du.

. 2
Die asymptotische Verteilung der Teststatistik n [ <Fn — <I>> d® ((7.0.1))) entspricht also der Ver-
teilung von fol (G¢(<I>_1(u)))2 du.

Fiir den Prozess Gg(®~1(u)) gilt nach Satz E[Gg(®(u))] = 0 fiir alle u € [0,1] und

Cov (Go(® (1)), Go (@ (u2)))
= @(min(® (ur), @7 (u2))) — (D7 (wr))P(® " (u2)) — (P (u1))P(® " (u2))
= min(uy,u2) — urug — ¢(@71(U1))¢(¢’71(U2))a

da ®~! streng monoton steigend ist.

Diese Verteilung entspricht nach Stephens [1976] Abschnitt 7 genau der Verteilung des Prozesses
(Y'())ueo,1), fiir den gilt, dass fol Y?(u)du der Grenzwert von

2
n [ (% i I{Z; <} - Fﬂ> dF} ist, wobei Z1,...,Z, ii.d. Normal verteilt sind mit bekannter
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Varianz und unbekanntem Erwartungswert, und F} die Verteilungsfunktion der Normalverteilung
N(jp, Var(Zy)), p=1 "_1 Z;j bezeichnet.

n

Die Quantile von fol Y2(u)du, die damit auch die Quantile von fol (Gq>(<1)_1(u)))2 du, also der asym-
. 2
ptotischen Verteilung von n [ (Fn — CIJ) d®, sind, sind in Stephens [1976] Abschnitt 10 tabelliert.

. 2
Anmerkung: Die asymptotische Verteilung von n [ (Fn — <I>) d® entspricht damit also der asym-

ptotischen Verteilung eines Goodness-of-fit-Tests auf Normalverteilung von Beobachtungen mit ge-
schétztem Erwartungswert und bekannter Varianz. Dies erscheint eventuell merkwirdig, da in E,
nicht nur die Schatzung von m (also dem bedingten Erwartungswert), sondern auch die Schitzung
von o (also der Wurzel aus der bedingten Varianz) enthalten ist. Allerdings ist im Beweis zu Satz
zu sehen, dass die Terme, die in der Kovarianz durch die Schitzung von o entstehen, im Fall
der Normalverteilung gerade wegfallen.

7.2 Tests auf andere Innovationenverteilungen

Neben dem Test auf Normalverteilung der Innovationen wie in Abschnitt (S. [104) kann es
ebenfalls von Interesse sein, auf andere spezielle Verteilungen zu testen. Im Allgemeinen ist die
Nullhypothese fiir so eine Art von Test

Hy : Y99 €O: €1,...,6, ~ Fy,,

wobei O ein Parameterraum ist und {Fy : ¥ € ©} eine Menge von Funktionen, die sich nur durch
den Parameter ¢ unterscheiden.

Konkrete Testszenarien wéren z.B. ein Test auf standardisiert Student-t-verteilte Innovationen (siehe

Abschnitt [6.2.3] S.
Juvge{3,4,...}: e1,...,6, ~ St(vp),

oder auf Skew-Normal verteilte Innovationen (siehe Abschnitt [6.1.2] S.

27 (A2 + Ad) T (1+X)
FJXNER: €1,...,6n~SN | — ’ ’
0€ €1,-.-,€ \/7r2+(2w2—2ﬂ))\%+(7r2—277>)‘3 T+ (1 —2) A

0

Ein solcher Test konnte mit einer Cramér-von-Mises-Teststatistik wie in Abschnitt

n/ (£ - Fﬁn)QdFén

oder mit einer Kolmogorov-Smirnov-Teststatistik

V/nsup

teR

Fult) - Fy, (1)

durchgefiihrt werden, wobei O jeweils ein Schétzer fiir den unbekannten Parameter 9 ist, der auf
den nichtparametrisch geschétzten Residuen basiert.
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Um die asymptotische Verteilung der Teststatistik unter der Nullhypothese zu bestimmen, kann die
Aufteilung

Fo— 5, = (Bu = Fo,) = (F;, — Fay)
verwendet werden. Fiir den ersten Teil gilt die stochastische Entwicklung aus Satz , da

E(t) — Fy, (t) o E,(t)— F(t). Es kann angenommen werden, dass fiir den zweiten Teil ebenfalls eine

stochastische Entwicklung bestimmt werden kann, die zusammen mit der Entwicklung des ersten
Teils zu schwacher Konvergenz von /n (Fn - F 1%) fithrt (vgl. z.B. van der Vaart| [2000] Abschnitt

19.3). Im Fall von nichtparametrischen homoskedastischen Regressionsmodellen mit unabhéngigen
Beobachtungen wurde dies in Neumeyer et al.| [2006] gezeigt.

Die so erlangte asymptotische Verteilung der Teststatistiken ist im Allgemeinen nicht verteilungsfrei,
d.h. sie hingt von der unbekannten Verteilung Fy, der Innovationen ab (siche z.B. Neumeyer et al.
[2006] Theorem 3.1). Daher kénnen die kritischen Werte fiir die Tests im Allgemeinen nicht direkt
bestimmt werden. Dieses Problem kann mit Hilfe von Bootstrap-Verfahren, wie in Abschnitt (S.
beschrieben, gelost werden.

7.3 Tests auf bestimmte Formen der Regressions- oder
Skalierungsfunktion

Weitere Goodness-of-fit-Tests entstehen durch die Frage nach der Form der Regressionsfunktion m
oder der Skalierungsfunktion o. Auch hier ist es von Interesse, auf bestimmte parametrische Formen
zu testen, d.h. Nullhypothesen der Form

Hy : FY99€0: m=my,

oder
Hy d9€0O: 0g=o0y,

zu iiberpriifen, wobei © ein Parameterraum ist und {my : ¥ € O} bzw. {0y : ¥ € O} eine Menge
von Funktionen, die sich nur durch den Parameter 9 unterscheiden.

Beispiele fiir solche Tests wiren z.B. ein Test auf ein AR(1)-Modell (siehe Abschnitt S.

Jape (—-1,1): m(z)=ap-x VrxeR

und oc=1,

oder auf ein ARCH(1)-Modell (sieche Abschnitt S.
Jap € Rug,a1 € (0,1): o(x) =+ag+a-22 VreR

und m = 0.

Ein solcher Test kann unter anderem durch den Vergleich der empirischen Verteilungsfunktion der
nichtparametrisch geschétzten Residuen und der empirischen Verteilungsfunktion der unter der
Nullhypothese geschétzten Residuen durchgefiihrt werden. Dieses Vorgehen wurde z.B. fiir Regres-
sionsmodelle mit unabhingigen Beobachtungen in van Keilegom et al.[[2008| fiir Tests bzgl. m und
in Dette et al. [2007] fiir Tests bzgl. o angewendet.

Der Testprozess hat in diesem Fall die Form

\/E(Fn_ﬁ‘n0>a
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wobei Fly der empirische Prozess der unter der Nullhypothese geschitzten Residuen

X;—my (Xj-1)
6(X;-1)

X —m(X;-1)
o5 (Xj-1)

€0j 1= bzw. €y; =

ist und 9, jeweils ein Schiitzer fiir den unbekannten Parameter g, der auf den Beobachtungen (X )
basiert.

Auch in Dette et al|[2009] wurde ein Testprozess dieser Art benutzt, um fiir ein Regressionsmodell
mit abhdngigen Beobachtungen zu testen, ob m proportional zu o ist.

Mégliche Teststatistiken, die auf diesem Prozess basieren, sind, analog zu Abschnitt Cramér-
von-Mises oder Kolmogorov-Smirnov Teststatistiken.

Die asymptotische Verteilung dieser Teststatistiken kann analog zu Abschnitt durch die Auftei-
lung

Fn_FnO:<Fn_F)_(FnO_F)

mit Satz (S. bestimmt werden, indem zusétzlich eine stochastische Entwicklung fiir (FnO —F )

hergeleitet wird. Dieses Vorgehen wurde auch in [van Keilegom et al.| [2008], in Dette et al.| [2007]
und in Dette et al. [2009] angewendet.

Auch fiir diese Art von Goodness-of-fit-Tests ist die asymptotische Verteilung der Teststatistiken
im Allgemeinen nicht verteilungsfrei (Vergleich Abschnitt siehe z.B. van Keilegom et al.| [2008]
Korrolar 3.2, Dette et al.|[2007] Korrolar 3.3, Dette et al. [2009] Korrolar 1) und Bootstrap-Verfahren
sollten angewendet werden.

7.4 Bootstrap-Verfahren

Tests mit Teststatistiken, deren (asymptotische) Verteilungen von unbekannten Faktoren abhéingen,
sind in der Praxis meist sehr schwierig zu implementieren. Daher werden in diesen Féllen haufig
sogenannte Bootstrap-Verfahren angewendet, um die kritischen Werte fiir die Tests zu approximie-
ren.

Die grundlegende Idee eines Bootstrap-Verfahrens ist es, aus den beobachteten Daten neue Stich-
proben zu generieren, und mit Hilfe dieser neuen Stichproben z.B. Quantile der Verteilung einer
Teststatistik zu schéatzen.

Zunéchst werden Bootstrap-Verfahren fiir die in Abschnitt [7.2|und Abschnitt [7.3] zitierten Beispiele
fiir Regressionsmodelle vorgestellt. Anschliefend werden Bootstrap-Verfahren in Autoregressions-
modellen betrachtet, wobei dort Dette et al.|[2009] das einzige Beispiel fiir Bootstrap in Goodness-of-
fit-Tests basierend auf der Differenz von nichtparametrisch geschétzten Residuenprozessen liefert.

Bootstrap-Verfahren in Regressionsmodellen

Zunichst wird also vorgestellt, wie Bootstrap-Verfahren in einigen Beispielen fiir Regressionsmodelle
mit unabhingigen Daten, also fiir Modelle der Form

Y; :m(Xj) +J(Xj)€j, (X1,Y1),...,(X,,Y,) iid
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benutzt werden.

Fiir Goodness-of-fit-Tests beziiglich der Regressions- oder Skalierungsfunktion, wie in Abschnitt
kénnen sogenannte Bootstrap-Stichproben z.B. wie in Dette et al.|[2007] oder in [van Keilegom
et al| [2008] generiert werden, indem die nichtparametrisch geschitzten Residuen standardisiert

werden, und auf Basis dieser standardisierten Residuen Bootstrap-Fehler €],..., e, mit einer ge-
glitteten Verteilung gebildet werden. Konkret wird dies z.B. in [Dette et al.| [2007] gemacht, indem
aus den standardisierten Residuen mit Zuriicklegen eine Stichprobe €7,..., €, gezogen wird und

daraus Bootstrap-Fehler mit
*

€ =€ +vnZ; wobei v, ein Glattungsparamter
und (Z;) i.i.d. Zufallsvariablen (z.B. N(0, 1)-verteilt)

gebildet werden.
Aus diesen Bootstrap-Fehlern werden Bootstrap-Daten durch

Yi=m . (Xj) +6(X))e; (falls beziiglich der Regressionsfunktion getestet wird)
bzw.

Y* = M(X]) + 0‘1%()(]')6)’f

f J (falls beziiglich der Skalierungsfunktion getestet wird)

gebildet.

Fiir Goodness-of-fit-Tests beziiglich der Verteilung der Innovationen, wie in Abschnitt[7.2] kann eine
Bootstrap-Stichprobe z.B. wie in |Neumeyer et al.|[2006] generiert werden, indem Bootstrap-Fehler
€], .-, €, mit Verteilung F erzeugt werden durch

€& = Fq;l(Uj), wobei Uy, ..., U, iid. ~U[0,1],

und damit

Y =m(X;) +6(X;)e;

gebildet werden.

Dieses Verfahren wird jeweils B-mal durchgefiihrt, so dass B Bootstrap-Stichproben
(X1, Y7y, (X Wy (XL YD), (X, Y

entstehen. Fiir jede dieser Stichproben (Xi,Y7"),...,(X,,Y,) wird die Teststatistik 7', wie vorher
fiir die originalen Beobachtungen, berechnet. Die Ergebnisse werden der Grofe nach geordnet zu

T(*l)7 o, T (*39), und daraus ein Test zum Niveau v bestimmt, indem die Nullhypothese abgelehnt

wird, wenn

T((X1,Y1),. .., (X0, Ya)) > T( -

Bootstrap-Verfahren in Autoregressionsmodellen

In den in dieser Arbeit betrachteten Autoregressionsmodellen
Xj = m(Xj_l) + O'(Xj_l)Gj (721)

konnen ebenfalls Bootstrap-Verfahren angewendet werden.
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In Dette et al.| [2009] wird z.B. die selbe Prozedur wie in Dette et al.|[2007] angewendet, wobei in
Dette et al|[2009] angenommen wird, dass die Beobachtungen abhingig sein diirfen, das Modell

(7.2.1) also enthalten ist.

Weitere Beispiele fiir Bootstrap-Verfahren in Autoregressionsmodellen kénnen fiir Goodness-of-fit-
Tests, die nicht auf der Differenz von empirischen Prozessen von nichtparametrisch geschétzten
Residuen basieren, in der Literatur gefunden werden.

In Kreifs et al.|[2008] werden z.B. Bootstrap-Tests fiir verschiedene Hypothesen iiber die Regressions-
funktion vorgestellt, unter anderem Tests auf eine bestimmte parametrische Form (wie in Abschnitt
. Anstelle des Vergleichs der empirischen Residuenprozesse wird hier eine Teststatistik verwen-
det, die auf % > K (%
geschitzte Regressionsfunktion ist. Es wird gezeigt, dass unter der Nulhypothese (asymptotisch)
(X; —m(X,;—1)) durch €; ersetzt werden kann. Basierend auf diesem Ergebnis kann die Bootstrap-
Approximation so gewéhlt werden, dass sie immer gegen die Verteilung der Teststatistik konvergiert,
auch wenn die Nullhypothese nicht gilt.

Der Bootstrap wird konkret in Form eines Wild-Bootstrap generiert, indem Bootstrap-Innovationen
€],...,€, erzeugt werden durch

) (X; —m(X;_1)) basiert, wobei m die unter der Nullhypothese

*-—A., .
€ =€ Z;

wobei (€;) nichtparametrisch geschétzt und (Z;) ii.d. Zufallsvariablen mit Erwartungswert 0 und
Varianz 1 sind. Mit diesen Bootstrap-Innovationen wird dann die entsprechende Teststatistik auf

Basis von %ﬂ Y K (%) ¢; berechnet, und wie im Fall der Regressionsmodelle die Null-

hypothese abgelehnt, wenn die originale Teststatistik groker als das empirische (1 — v)-Quantil der
Bootstrap-Teststatistik ist.

Anmerkung: Die Nutzung des Wild-Bootstrap erfolgt hier auf Grund der Heteroskedastitzitit, die
nicht in Form von o ausgedriickt wird (wie in dieser Arbeit), sondern allgemeiner indem eine Ab-
hingigkeit der (e;) erlaubt wird.

Die Bestimmung der Bootstrap-Teststatistiken erfolgt in Kreifs et al. [2008] also ebenfalls (wie in
Dette et al. [2009]) analog zum Vorgehen im regressiven Fall bei einem solchen Modell.

Dieses Vorgehen der Nutzung von Bootstrapmethoden aus der Regression in der Autoregression
wird in Neumann and Kreif| [1998] und in Franke et al. [2002] untersucht.

In Neumann and Kreif| [1998| wird gezeigt, dass ein autoregressives Modell
X;=m(X;-1) + €, (wobei (¢;) wie in |Kreif et al. [2008] abhéngig sein diirfen)
durch ein regressives Modell mit festem Design

Y; =m(xj-1) + €, (wobei (€;) unabhéngig sind €; ~ €;|X;_1 = z;_1

und xo, . . ., &, Realisation von Xj,..., X,,)

approximiert werden kann, in dem Sinne, dass ein (nichtparametrischer) lokal polynomieller Schatzer
fiir die Regressionsfunktion im zweiten Modell mit einer schnellen Rate gegen den selben Schitzer
im ersten Modell konvergiert.

Dieses Ergebnis wird benutzt, um zu zeigen, dass der stochastische Teil des lokal polynomiellen
Schitzers (3_7_,“Gewichtsfunktion”(z, X;_1, (Xo,...,X»)) - ¢;) im autoregressiven Modell durch

die Wild-Bootstrap-Version (3, “Gewichtsfunktion”(z, 21, (2o, ..., 7n)) - €}) (wie in Kreik et al.
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[2008]) approximiert werden kann.
Mit Hilfe dieses Wild-Bootstrap werden Konfidenzintervalle fiir die Regressionsfunktion und Goodness-
of-fit-Tests fiir die Regressionsfunktion hergeleitet.

In |Franke et al. [2002] werden drei verschiedene Arten von Bootstrap-Verfahren betrachtet, die fiir
ein Modell wie die Verteilungen von Nadaraya-Watson-Schitzern m und & konsistent appro-
ximieren. Eine solche Approximation kann z.B. (wie in Neumann and Kreif| [1998]) benutzt werden,
um Konfidenzintervalle fiir die Regressionsfunktion oder die Skalierungsfunktion herzuleiten.
Als erstes wird ein Autoregressions-Bootstrap betrachtet, der neue Daten unter Beriicksichtigung
der autoregressiven Struktur erzeugt:

X; = m(X;k_l) + 5‘(X;<_1)6;,
wobei m und & Schitzer fiir m und o sind, die gewisse Bedingungen erfiillen, und e;f Bootstrap-
Innovationen, die (gegeben die urspriingliche Stichprobe) i.i.d. sind, und asymptotisch die gleiche
Verteilung haben, wie die originalen Innovationen.
Als zweites wird ein Regressions-Bootstrap betrachtet, der die autoregressive Struktur nicht beriick-
sichtigt, sondern die Beobachtungen X, ..., X, als Design-Punkte verwendet:

)(;< = ’ﬁ”L(Xj_l) + 5(Xj_1)€;,

wobei die (e;‘) wieder wie im Fall des Autoregressions-Bootstrap erzeugt werden.
Als drittes wird ein Wild-Bootstrap wie in Kreiff et al.| [2008] und |[Neumann and Kreifs| [1998|
betrachtet:

Xi =m(Xj1) + €,
wobei €; = (X; —m(X;-1)) - Zj, (Z;) i.i.d. mit Erwartungswert 0 und Varianz 1.
Fiir alle drei Modelle wird gezeigt, dass die Bootstrap-Approximation der Verteilung von /nc,(m —
m) und /nc, (6% — 0?) unter geeigneten Voraussetzungen konsistent ist.

Ein weiteres Beispiel, in dem die autoregressive Struktur beim Erzeugen der Bootstrap-Stichproben
beriicksichtigt wird, findet sich in Neumann and Paparoditis [2008|. Hier werden fiir Modelle wie
Goodness-of-fit-Test fiir parametrische Formen der Regressions- und der Skalierungsfunkti-
on betrachtet, die auf der Differenz zwischen der vollkommen nichtparamtrisch geschitzten Uber-
gangswahrscheinlichkeit und der unter der Nullhypothese geschiitzten Ubergangswahrscheinlichkeit
basieren:

1 & 2
z,yeR \/ﬁ; ’ ’ ’

wobei F x,H, mit Hilfe des empirischen Prozesses der unter der Nullhypothese geschétzten Residuen
gebildet wird.

Fiir diese Teststatistik wird die Verteilung durch ein Bootstrap-Verfahren approximiert, das, wie
das erste Verfahren in Franke et al. [2002], die autoregressive Struktur berticksichtigt:

Xj=my (Xj_1) + oy (Xj1)ej,

wobei die e}‘f durch den empirischen Prozess der unter der Nullhypothese geschitzten, standardisier-
ten Residuen erzeugt werden.

Es ist also fiir autoregressive Modelle wie (7.2.1)) sowohl méglich, direkt die Bootstrap-Verfahren
aus der Regression zu verwenden, indem man die Beobachtungen Xy, ..., X, als Design-Punkte fiir
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die Bootstrap-Stichproben verwendet, als auch Bootstrap-Verfahren zu verwenden, die die autore-
gressive Struktur beibehalten.

Fiir neue Teststatistiken, wie die in Abschnitt und in Abschnitt vorgestellten, muss aller-
dings jeweils erst bewiesen werden, dass bestimmte Bootstrap-Verfahren fiir das betrachtete Modell
funktionieren.
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8 Literaturuberblick

In diesem Kapitel werden zwei Artikel vorgestellt, die eng verwandt mit den Ergebnissen dieser
Arbeit sind. Allerdings befassen sich beide Artikel mit nicht-sequentiellen Prozessen, so dass z.B.
eine Anwendung auf Change-Point-Tests mit den Ergebnissen der Artikel nicht mdoglich ist.

Miiller, Schick und Wefelmeyer (2009)

In Miiller et al|[2009] werden Modelle der Form
Xj=m(Xj1) +¢

betrachtet, wobei €¢; unabhéngig von X,;_1, X;_o,... ist. Das heteroskedastische Modell in dieser
Arbeit ist in [Miiller et al. [2009] also nicht enthalten. Die Regressionsfunktion m wird, wie in dieser
Arbeit, ebenfalls nichtparametrisch geschétzt, wobei allerdings kein lokal konstanter Schétzer, wie
der Nadaraya-Watson-Schitzer in dieser Arbeit, sondern ein lokal linearer Schitzer verwendet wird.
Das zentrale Ergebnis des Artikels ist eine stochastische Entwicklung von (Fn — F). Es wird gezeigt,
dass

. 1« 1 & 1
Fot) = F@t)==) (I{e<t}—F@)+ft)=) e+op|—F=]).

Diese Entwicklung entspricht der Entwicklung in dieser Arbeit bis auf den Term f(t)t5- Z?Zl(e? —
1), der aus der Heteroskedastizitit entsteht.

Die Voraussetzungen in Miller et al.| [2009] sind sehr dhnlich zu denen in dieser Arbeit. Eine auf den
ersten Blick unterschiedliche Bedingung ist die geometrische Ergodizitat (in [Miiller et al.| [2009])
und die Mischungsbedingung (in dieser Arbeit). Wie in Abschnitt (S. gezeigt, folgt aus der
geometrischen FErgodizitéit allerdings a-mischend mit exponentiell schnell fallenden Mischungskoef-
fizienten, also die Voraussetzung in dieser Arbeit.

Dette, Pardo-Ferniandez und van Keilegom (2009)

In diesem Artikel (Dette et al. [2009]) geht es um Goodness-of-fit-Tests fiir multiplikative Modelle
mit abhdngigen Daten. Es werden Modelle der Form

Y; = m(X;) + o(X;)e;

betrachtet, wobei der Fall X; = Y;_1 (wie in dieser Arbeit) enthalten ist. Die Funktionen m und o
werden, wie in dieser Arbeit, nichtparametrisch geschétzt.
Das zentrale Ergebnis des Artikels ist eine stochastische Entwicklung fiur (F,, — Fj0) und daraus
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folgernd schwache Konvergenz von \/ﬁ(ﬁ’n — Fno), wobei Fn(] der empirische Prozess der Residuen
unter der Nullhypothese
Hy: m(:)=co(:), ce Ry

ist.

Lemma 1 des Artikels gibt die folgende stochastische Entwicklung fiir (F}, — F):

n

Fo(t) - F(t) = Blw(X) n ;W(Xj) (I{ej <t} —F())

( w(a) 5(x) —o(x m(x) — m(z z)dx
s [ (06() = o) + ) = ), ()

Diese Darstellung ist vergleichbar mit

[ns] w . |ns| wh, |ns|
sl Wk (1) - () = =Lk X ol < 0= Fl)
,EZSIJ Wnk il _ m—m o—o
+ L (1) S <0<Xj_1> T <Xj_1>)
j=1
1
()
aus dem Beweis von Satz (S.p0), was fiir s =1
Fut) = F(t) = > wjnl{e; <t} —F(t)
j=1
+f(t) ijn (m ; m(Xjfl) + t& — U(X]1)>
j=1
1
()
1 n
= n(Xi_1) (I{e —
22—1 wn(X]—l) lew ( J 1)( { J < t} F(t))
f(t) - wn(X;-1) A A
S (X)) ; . ij_1) (t(6(Xj-1) = o(Xj-1)) +m(X;j1) —m(X;-1))

entspricht.
Diese beiden stochastischen Entwicklungen fiir (Fn — F) unterscheiden sich zum Einen in dem

Faktor
1 1

R WD TaY] Bl (%)) (Dette et al. [2009]), ST o (X, 1)

und zum Anderen im zweiten Faktor der zweiten Zeile

(diese Arbeit)

n- / Z((j; (t(6(x) —o(x)) +m(z) — m(x)) fx,(x)dx (Dette et al. [2009])
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n

]Z; m (t(0(Xj—1) — 0(Xj-1)) +1(Xj—1) — m(X;-1)) (diese Arbeit).

Die Mittelwert-Bildung (3 7_,) iiber alle X;_; in dieser Arbeit wird also in Dette et al. [2009] durch
den Erwartungswert bzgl. X;_; ersetzt.

Das in dieser Arbeit insbesondere durch Lemma [9.1] m (S.[117) Gezeigte unterscheidet sich also in der
genauen Darstellung von dem in Dette et al.| [2009] Gezelgtem

Auferdem wurde die Darstellung in [Dette et al.| [2009] dafiir verwendet, eine stochastische Ent-
wicklung fiir (F}, — F},0) zu bekommen, nicht fiir (F,, — F), wie in dieser Arbeit. Eine stochastische
Entwicklung von (Fn—F ), die aus einem empirischen Prozess unabhangiger Zufallsvariablen besteht,
wie in in dieser Arbeit (siehe Satz S. [9), ist in Dette et al|[2009] nicht enthalten.

Allerdings wire es auch mit der Darstellung aus Dette et al|[2009] moglich (wenn w durch wy,
ersetzt wiirde), die Darstellung

Faft) = F(0) = 2 3 (1{ey < 6} = FO)+ £ 365+ 05 (& =D 0, (=

J=1 J=1 Jj=1

zu bekommen, indem analog zum Beweis von Satz[d.2] vorgegangen wird, und die Integraldarstellung
durch eine Taylorentwicklung aufgeldst wird.

Die Gewichtsfunktionen w (in [Dette et al. [2009]) und w,, (in dieser Arbeit) unterscheiden sich
darin, dass die Gewichtsfunktion w einen kompakten Trager R, hat, der nicht abhingig von n ist.
Das Intervall, das vorgibt, welche X fiir die Schatzung benutzt werden, wird also unabhéngig von n
festgesetzt und somit mit wachsendem n nicht gréfser, im Gegensatz zum Ansatz in dieser Arbeit.

Das hat zu Folge, dass in der stochastischen Entwicklung von (F}, — Fno) in Dette et al. [2009] die
Gewichtsfunktion w enthalten ist, genau wie in der asymptotischen Verteilung von /n(F, — Fno)
und in den asymptotischen Verteilungen der darauf basierenden Teststatistiken.
In dieser Arbeit taucht die Gewichtsfunktion w, in der stochastischen Entwicklung und den asym-
ptotischen Verteilungen nicht auf, was den Vorteil hat, dass z.B. die asymptotische Verteilung der
Change-Point-Teststatistik in E (S.[71] . eine bekannte, tabellierte Verteilung ist.

Ein auffalliger Unterschied in den Voraussetzungen von Dette et al.|[2009] und dieser Arbeit ist die
Mischungsbedingung.

In |Dette et al.| [2009] wird geforfert, dass die (Y;, X;);jez B-mischend sind mit 3(n) = O(n~?) fiir
ein 3 > 2.

In dieser Arbeit wird gefordert, dass die (X}),cz a-mischend sind mit a(n) = O(a™) fiir ein a > 1.

In dieser Arbeit wird also fiir die Mischungskoeffizienten eine wesentlich schnellere Konvergenzrate
gefordert Dlese exponentlelle Konvergenzrate wird fiir die Beweise von Lemma_ 10.2](S. [145} -, Lemma
(S. und Lemma (S. [166)) benstigt. Fiir den Fall s = 1, der in [Dette et al.| [2009)
betrachtet erd konnen dlesese Lemmata mit Hilfe von Resultaten iiber Martlngalzuwachse bzw. mit
der Tchebychev-Ungleichung ohne jegliche Mischungsbedingung bewiesen werden. Fiir diesen Fall
konnte also auch in dieser Arbeit die Forderung an die Konvergenzrate der Mischungskoeffizienten
auf eine polynomiale Rate verringert werden.
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9 Lemmata

Lemma 9.1 Fiir die Dichten f; der Innovationen ¢; gelte 1 =1 SUPyeR |fe, )] = O(1),
sowie = Z; L SUpyeg | fe, (1)E] = O(1).

Fiir die Schitzer m und & und die Funktionen m und o gelte

(z)—m(z) 6(@)—o(x)

® SUPgey, o(z) = Op(zn1) = op(1) und SUDPger, o(@) = Op(zn2) = op(1)
o supser, [ (M) | = 0 (1) und sup,ey, [ (P55)| = 0p)
9 (m(z)-m(@))_ o (m(y)-—m(y)
® SUPgyerl, 2y az( 7 Iy)—asa‘?< e >‘ =op(1)
0 (é(@)—o(x)\_ o8 (s(y)—o(y)
und SUDPg yel,, aty dw( 7 |3/)_ng( ) )’ —OP(l)

mit 9, z,1 und z,s fiir die gilt

1

l(i_l) 1 1_1 . ——
n2\145 " log(n) T3 (by, — an) = o(1) und n27+3 (b, — ay,) log(n) ™37 (21 + 2zn2) = o(1),

wobei I, = [an, by).

Anmerkung: Unter den Voraussetzungen von Lemma- 34| (S.[35) und fiir sup,¢;, [m* ()| = O(log(n)™),
supcr, 107(@)] = Ollog(n)™), 1 = 0,1,2,3,4, o5 — Olog(n)"™),

1 — T4 _ — 5 ~ -1 6 :
e TS T @) = O(log(n)™), (by, — an) = O(log(n)"™) und ¢, ~ n~1log(n)™®, mit
I71], ..., |re] < 00, ist zn1 + zn2 = O(n‘glog(n)”), fir ein |r7] < oo (Lemma , und damit

bedeutet die Forderung § > %

Sind also zusdtzlich zu den Bedingungen an die Dichten f., die Voraussetzungen von Lemma
erfillt und erfillen die Funktionen p und o, die Dichten fx,_, und das Intervall I, = |ay,by] die
obigen Konvergenzraten, so sind die Voraussetzungen dieses Lemmas erfullt.

Dann gilt

[ns] 5 A
1
sup sup |— anﬂ <I{63 <t} —F, < —(Xj-1) +

s€[0,1] teR | T

Beweis Der Ausdruck lésst sich in folgender Weise darstellen,

sup sup |— ¥ wn; (I{ej <t-dpo )+ d L e <t
s€[0,1] teR nz j({] (Xj- (Xj-1)} — ey <t}
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—Fy (- dua(X5) + dua (X51) + By (1) 1{ 9

S
A
»
——

mit dnl( j-1) = m(Xj;%;;ﬁ()X] U und an( jo1) = Ugij’i;, und die Notation sich mit
I -

(S t dl,dQ an] I{6j<t dg( G- 1)—|-d1 G- 1)} FE (tdg( G 1)—|—d1( )))I{igs}
] 1

zu

sup sup |H(s,t, cznl, can) — H(s,t,0,1)]
s€[0,1] teR

vereinfachen.

Damit ist zu zeigen, dass fiir alle n > 0

P | /n sup sup|H(s,t,dp1,dn2) — H(s,t,0,1)] >n | = o(1)
s€[0,1] teR

gilt.

Fiir die Innovationen ¢; gilt

P(ma e > Vitlog(n)) < Zn;P(IqI > Vlog(n)
- bgl(n)i]z: nlog(n)P(lej| > v/nlog(n))
_ logl(n)ijénlog(n)]?(e > nlog(n)?)
_ logl(n)rleéE[nlog( VI{e2 > nlog(n)?)]

da der Erwartungswert monoton wachsend ist, und die Funktion nur ungleich Null, wenn 612 >
nlog(n)?. Da aufierdem mit %Z?Zl E[e3] =1 = 0(1) auch %Zyzl E[&51{e; > nlog(n)?}] = O(1)
gilt, ist

P<max|ej>f10g( )) 0< ! ):0(1).

1<j<n log(n)
Es gilt ebenfalls

P (Sup i (2)] > 1) —o(1) und P ( inf dya(z) < ;) — o(1),

x€ln x€l,

da sup,e;, |dy1 ()| = op(1) und SUP,cr. |dn2(x) — 1| = 0p(1) nach Voraussetzung.

Da also fiir B := {\/ﬁsupse[o’l] sup;eg |H (s, t, dn1, dn2) — H(s,t,0,1)] > 77} gilt

. ~ 1
P(B) = P|BnN| max || < Vvnlog(n), sup |dn1(z)] < 1, inf dpa(x) > =
1<j<n z€l, 2

(EGIn
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+P (B N <<11%1Jagxn|6j| > \/ﬁlog(n)) U <§£ [d ()] > 1) - (J?ffn o) < 1)))

A 1
. < 3 —
P (0 (s el < Vitogn) sup lda(@)] < 1 i dralo) > 3 ) )

z€el n
- 1
+P <lr£1a<x lej| > ﬁlog(n)) +P (sup |dp1(x)] > 1) + P ( inf dpa(z) < )
<j<n

SCEIn z€el n

\)

IN

N =

+P ((1@% lej| > /nlog(n )> U (Sup \dp1 ()] > 1) U <££zfn dna(z) <

ateln

IA

A . 1
p <B N <1I£ja§xn lej] < V/nlog(n), sup |dn1(z)| < L, inf dpy(z) > 2))

xel,

[\

R A 1
= P <Bﬁ <max ;| < v/nlog(n), sup |dn(z)| < 1, inIf dpa(z) > 2))
zel, T€ln

+o(1),

kann man fiir die weitere Berechnung davon ausgehen, dass |¢;| < y/nlog(n) fir alle j = 1,...,n,
SUPger, |dn1(2)| < 1 und inf,er, dpa(z) > %

Unter diesen Voraussetzungen ist fiir alle j = 1,...,n (n > 4)

—V/nlog(n) - dn2(Xj-1) + dn1(Xj-1) < —Vnlog(n) - *+1<€g,

sowle

A

€; < v/nlog(n) - 5 — 1 < Vnlog(n) - dna(X;-1) + dm1 (X;-1),

und damit fiir alle t > \/nlog(n)

1> ey <t dpa(Xjo1) + dr (X5-1)} = I{e; < vnlog(n) - dna(Xj-1) + dna (X;-1)}

> I{e; < Vilog(n) -5 1} = 1= I{e; < 1},

und fiir alle t < —y/nlog(n)

0 < I{ej <t-dpa(Xj1) + dn1(Xj-1)} < H{e; < —v/nlog(n) - dna(Xj-1) + dr(Xj-1)}

1
< I{e; < —/nlog(n) - §+1} =0=I{¢ <t},

also

I{Ej<t dng( G— 1)+dn1( j— 1)} [{€]<t}—0 V\t\>flog( ) j=1...,n.

Hieraus folgt

sup sup  |H(s,t,dn1,dng) — H(s,t,0,1)]
s€[0,1] |t|>+/nlog(n)

1 n N A
= sup  sup = > wp, (I{ej < tedpa(Xjo1) +dp (X)) — I{e; < t}
s€[0,1] [t|>v/nlog(n) | 5=

~ ~

—F (- dua(Xj1) + dui (Xj-1)) + F, (t)) I {i < SH
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. i J
= sup sup — Wi (—Fe (t-dpa(Xj-1) + dp1 (X;-1)) + Fe. (t) I{SS}
s€[0,1] [t|>y/nlog(n) | T ]; J < g J J y ) -

1
< sup o osup =
s€[0,1] [¢|>v/nlog(n) ™ 525

|F€j (x) - FEj (y)‘ = maX{FGj (x)7F€j (y)} - min{FEj (‘/E)’Fﬁj (y)} <1- min{ng (x)7F5j (y)}
und < max{F(z), F,(y)} —0Vr,y cR,j=1,...,n

und auferdem
sup  |...|< sup  |...|+  sup |...|,
[t|>+/nlog(n) t>/nlog(n) t<—y/nlog(n)

folgt weiter

~ ~

sup sup |H(s,t,dp1,dn2) — H(s,t,0,1)]
s€[0,1] [t|>+/nlog(n)

IN

SS}
jgs}
n

+ sup sup an] max{F,(t - dng( j—1) +dn1(Xj_1)),FEj(t)}I{‘7 < 5}.
s€(0,1] t<—+/nlog(n) n

3 [=.

Pyt da(650) + da (10| 1

5]

sup sup Z W
s€[0,1] |t|>y/nlog(n) T T

sup  sup Zwm L= min(F (¢ dra((X5-1) + da 0. B (0D {
s€[0,1] t>+/nlog(n) T

AN
~

Da die Verteilungsfunktionen F,; monoton wachsend sind und

vnlog(n )—1<m1n{t dna (X j— 1)+ dn1 (X j-1):t} Yt > /nlog(n)

2
sowie
!
\/ﬁ;’g( ) 41 > max{t - duo(X; 1) + dut (Xj1),8) Vit < —v/nlog(n),
ist weiter
sup sup  |H(s,t, a?nl,a?ng) — H(s,t,0,1)]
s€[0,1] |t|>+/nlog(n)
< sup sup anﬂ — min{F,(t- dng( j—1) + cfnl(Xj,l)),Fej(t)})I {] < s}
s€[0,1] t>+/nlog(n n
+ sup  sup - anj max{F., (t - dua(X;_1) + du1 (X;1)), Fo, (£)} {9 < 5}
s€[0,1] t<—+/nlog(n) T =1 n
Jlog(n) ))
< =N w, 1—F, (VYOS
- si%pl ij { 8}< J( 2

+ sup —Zwm { }Fej <_\/ﬁl(2)g(n)+1>

sefo,1] M
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3|

B(-n (S)) o ()

J=1

Fir die Verteilungstunktionen F¢; der Innovationen gilt

n

E> 1 izn:(l—Fej(t)) _ %ZP(ej>t)
= =

11
= EEZE[t I{ej > t}]
j=1

IN

11«
G > E[SI{e; > )]
j=1

ofd)

da mit %Z?Zl E[e3] = O(1) auch %Z?:l E[e51{e; > t*}] = O(1) gilt. Ebenso ist

t<—1: lznjﬂj(t) = —) P <)

n “ .
J=1 J=1

11
— ?EZEWI{@ <t}]
j=1

11
= 5 > B[ I{e; > t°}]
j=1

IA

11 <
j=1

1
- O<ﬂ>'

Damit folgt aus (9.1.1))

sup sup \H(s,t,cznl,czng) — H(s,t,0,1)]
s€[0,1] [t|>+/nlog(n)

j=1

=9 <n10g1<n>2>
1
)

Es bleibt also zu zeigen, dass

IN

A A 1
Sup sup |H(87t7dn17dn2) - H(S,t,o, 1)’ = 0 <> .
5€[0,1] [t|<y/nlog(n) P\ yn
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Fir ein beschranktes Intervall 7 C R werden die Klassen von differenzierbaren Funktionen

1N g
Cl+5( ) {d I—-R maX{bup|d( )’ sup\d’(x)|} + sup M < Z} 7 mit i = 1,2
xel

und
/ o 1
Cl+6( I):=<d:1—-R max{bup|d( ), sup |d'(z)|} + sup M <2, infd(z) > =
xel x,yel,xty |y - l’|5 zel 2

betrachtet. Um die Klassen C}7(I,,) und C3%(I,,) zu iiberdecken, braucht man nach Theorem
2.7.1 in jvan der Vaart and Wellner| [1996]

My 1= N(&, CH (1), | - ||1>Sexp(m<2+bn >aﬁ“)

bzw.
Myz = N(&, Cy (L), |- II1,)
< NEn, G () Il 1)
- ( {gaearsati)
< N2 )
< exp <K2(2+bn (n)én i)
Kugeln vom Radius €, > 0 bzgl. der Pseudonorm || - ||z, wobei ||d||;, := sup,¢;, |d(x)|. Die Kon-

stanten K7 und K3 hingen nur von § ab (K = K - Qﬁ)
Fir die Klassen
O (In)" = {d € O " (L), lldll1, < 2z log(n)},
Cy ™ (La)" = {d € C3 (1), lld — 1|1, < zn2log(n)}

gelten die selben Abschitzungen fiir die Uberdeckungszahlen.

Mit di1,...,din,, bzw. dai,...,danr,, seien die Funktionen bezeichnet, die die Mittelpunkte der
Kugeln zur Uberdeckung von C1+(I,,)" bzw. C3T9(I,)™ bilden.

Damit gilt fiir alle kK = 1,..., My und [ = 1,..., My9, dass die Funktionen dy; bzw. dy; jeweils
einen Abstand < &, (bzgl. sup,c; ) zu einer Funktion aus CIH(I,)" bzw. CHHO(I,)" haben, und
daher z.B. sup,¢; |dix(z)] <1+ &, und dy(z) € [% — €, 2+ En] fiir alle z € I,,.

Auferdem seien die Intervalle [0,1] und [—+/nlog(n), /nlog(n)] durch die Punkte 0 = 1 < ... <

SM,; = 1 bzw. —y/nlog(n) =t < ... < ty,, = /nlog(n) in Abschnitte der Grofe €, aufgeteilt, so
dass M3 < gi und M4 < M.

Sei €, = min{%,n_% log(n)~1}.

Aus ldnillz, = Op(2n1), was nach Voraussetzung gilt, folgt ldnillz, = 0p(zn1 log(n)), und genauso
ldn2 = 11, = 0p(2n210g(n)) aus |ldna — 1|1, = Op(zn2).
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Da also P(dny ¢ C1(1,)") = o(1) und P(dps ¢ CaT2(I,)") = o(1) gilt die Behauptung, falls

1
sup |H(s,t,dy,d2) — H(s,t,0,1)| = op <> .
s€[0,1],|t|<v/nlog(n),d1 €C{ O (In)",d2 €Cy T (In)" vn
Mit Hilfe der Uberdeckungspunkte kann man dies abschitzen:
sup |H(s,t,d1,d2) — H(s,t,0,1)]
s€[0,1],[t|<v/nlog(n),
dyecito(rp)n dyec it (y)n
< maX|H(Shati7d1k7d21) _H(Sh7ti7071)|
L
+ max sup ‘H(57tadlyd2) 7H(Shatvd17d2)| (912)
h ls—sp|<eén |t <V log(n),
d1eci tO(In)n,dyeCa o (1y)n
+ max sup |H (sn,t,d1, d2) — H(sp, ti, dig, dar)| (9.1.3)
h77/7k7l [t—t;|<En,
lldy —dgll7,, <En,llda—dgll 1, <&n
+ max sup |H (sp,t,0,1) — H(s,t,0,1)] (9.1.4)
h Js—sp|<en,|t|<v/n log(n)
+max sup |H(Sh7ti707 1) _H<Sh7t7071)|7 (915)

hitJt—t;|<en

mithzl,...,Mn;g,izl,...,Mn4,]€:1,...,Mn1 undlzl,...,Mng.

Als nichstes werden die Terme (9.1.2) - (9.1.5) weiter abgeschéitzt. Dazu zunéichst eine Voriiberle-
gung: Fiir [t — t;] < &, ||di — dwll1, < &, do € CITO(L,)™ ist

(ti — En)dg(x) + dlk(x) —€, < tdg(l’) + dl(x) < (ti + En)dg(x) + dlk(l’) +€, Vxel,,

da da(z) > 0 fiir alle z € I,,. Fiir eine weitere Abschétzung mit ||d2 —dgy]|7,, < €, muss man zwischen
den Fallen
(ti - En) Z 0 (ti 2 gn)

= (ti—€n)(do(z)—€n)+dig(z) =€, < tda(z)+di(z) < (ti+€n)(dy(x)+€n)+dik(x)+€, YV € I,
(ti —€n) <0< (ti + &) (ti € (—€n,€n))

= (ti—€,)(du(z)+&,)+dik(x)—€, < tda(x)+di(z) < (ti+é)(du(x)+6é)+dik(z)+€, Ve l,
und (£ + &) <0 (t; < —&)

= (ti—€n)(do(z)+&,)+dik(x)—€, < tda(x)+di(z) < (ti+E,)(du(x)—&n)+dik(z)+€, V€I,

unterscheiden.

Damit kann (9.1.3)) weiter abgeschitzt werden. Die Berechnung hierfiir wird exemplarisch fiir den
Fall ¢t; > €, vorgefiihrt, da die beiden anderen Fille analog funktionieren. Aus den obigen Unglei-
chungen folgt fiir alle h = 1,...,Mp3, ¢ = 1,...,Mpq, k = 1,..., My und | = 1,..., My2 mit

dl = d(Xjfl)

sup |H(Sh7tad17d2) _H(Sh7t’iad1kad2l)|
[t—t;|<én,
lld1—dykll1,, <én,lld2—doyllf,, <én
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1 eend

< sup - Z wnj| I{ej < td) + d|} — I{ej < td), + d, }|
Hd1*d1k\\I,‘Ltggrilyﬁ;;idmHI"<fn =1
1 losnl . : , ,
+ s o D WP (b + diy) — F (b + )|
ld1 —dyg i1, <én-lldo—doylly,, <en I =1
< sup —an]|f{6]<tdj+dj} I{e]<td]2l+dk}\
[ldy— d1kHJ,‘lt§:ﬁ|ﬁ;§ dogll 1, <€n j=1
1 & ) ‘ . .
+ LS — > wng|[Fe, (b + diy) — Fo (td3 + )|
lldy —dy 7, <ens g —dgglly, <en  I=1
< - Zwm (Hes < i+ @)@y + &) + &y + e} = ey < (= @) (dhy — &) + )y — e}

+g Z_} Wnj (F ((ts + &) (d)y + En) + &, + &) — Fo, (1 — ) (d), — &) + df — m)

= o wa (I{fa < (i + &) (d)y + €) + dly + En — Fe ((ti + &) (dhy + &) + df, + En)>
T 2_: Wnj (I {ej < (ti — @) (@) — &) + &), — &} — Fey (6 — &) (dhy — &) + ], — gn))
- an] ( i+ En)(dzl +én) + dlk +&n) — Fe;((ti — En)(dél —€n) + d{k - gn))

= H(l ti + €n, dlk’ + €n, d2l + En) - H(l, t; — Emdlk — €n, d2l - gn)

+= wa ( (ti + &) (&) + &) + &, + &) — Fo, ((ts — &) (&, — &) + &, — en)) .

Weiter gilt nach dem Mittelwertsatz fiir ein £(¢;, X;—1,k,1) zwischen (t; + €,)(du(X;-1) + &) +
dig(Xj-1) + & und (4 — €,)(du(Xj-1) — &) + dik(Xj-1) — &,

1 Z wny (Foy (b + ) (dly + &) + dly + &) = Fey (i = &) (dhy — &) + &y, — &) )
= E anjij (f(ti,Xjfl, ka l)) ((t’L + gn)(d%l + En) + d{k + €, — (ti - En)(d%l - En) - dik + gn)
1 < _ - _
= Z wnj fe; (§(ti, Xj—1,k,1)) (Qtien + 2dy€n + 2€n)
—1
xEIn

1
< <sup |d2l( |6n+2€n> Zsup‘fsj )‘+25nnz;wnjij(g(tian—lvkal))ti
j:

= O(&) + QEn; anjfej (€(ti, Xj—1, k. 1)), (9.1.6)

da sup,¢;, |do(z)| <2+ & < X <oound 2 > j—1 SUPseR ’fej (t)! = O(1) nach Voraussetzung.
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Mit der Voraussetzung = > j—1SUPseR ’ fe; (t)t‘ = O(1) folgt aukerdem
%Z?:l wnj fe; (§(ti, Xj—1,k,1))t; = O(1), was im Folgenden gezeigt wird.

. d €n _ . _ _ _
Fir [t;| > S;‘;zgz ||d;k((;))|‘j; + €, gilt entweder (¢; + €,)(dy(z) + €,) + dik(x) + €, > 0 und (¢; —

En)(dgl(x) — En) + dlk(x) — €&, > 0 oder (ti + €n>(d21($) + En) + dlk(x) + €, < 0 und (ti — gn)(dgl(l‘) —
€n) + dig(z) — €, < 0 fiir alle = € I,,. Damit ist £(¢;, x, k,1) # 0 fiir alle € I,, und daher weiter

1 n
- D wngfe; (6t X1, kD)
j=1

1 L
= — njJe; Li, 41]€7Z ti7X‘_ 7k’l ti, X1,k 1)
nz_:w]f](é( 3ok, )€, Xj—1 )g(ti,Xj 1,k 1)
< su su €
- xellz f(tuxkl thlg‘f]
= 0(1),

da &(t;, x, k, 1) zwischen (t; + €,)(dy(z) + €,) + dik(z) + €, —— tidy(z) + dix(z) und
(ti — €n)(do(z) — €,) + dik(x) — €, — tidoy(z) + dig(z) liegt, und |dig(z)] < 1+ &, < 2 sowie
dy(z) € [3 —€,2+ &) C [3, Y] fir alle « < I,

.. sup e, |dik(z)|+En _ 14141 .
Fiir [t:] < 5 S gma, T S 1 5_,_2 + 5= <oofolgt D0y wnfe; (E(ti, Xj—1, kD)t =
O(1) direkt aus der Voraussetzung = > i1 SUPeR ’fej | =0(1).

Aus (9.1.6) folgt also

1 an] (Fey((ts + @) () + &) + )y + &) = Foy (1 — &) (d)y — &) + ), — &) = O(en)

und damit fiir (9.1.3)

max sup |H (sp,t,d1,d2) — H(sp,ti,d1g, doy)|
hvl7k7l [t—t;|<En,
lld1 —d1g 1, <€n,llda—dollf,, <én

< max|H(L b + €, dip + &, dot + &) — H(L,t; — &, dig — &, doy — &)| + O(€n)
Z? b
1
= max [H(1,t; + €n, dig + €n, dor + €) — H(L,t; — €, diy — €n,doy — €)| + 0 <\/ﬁ> . (9.17)
Auf die gleiche Weise folgt fiir ((9.1.5))
max  sup ’H(Shvti707 1) _H<3h7t7071)‘
Rt |t—t;|<en
1
< max |H(1,t; + €,,0,1) — H(1,t; — €,,0,1)| + o <\/ﬁ> . (9.1.8)

Fir (9.1.2) gilt
max sup |H(S7t7d17d2) - H(Sh7t7d17d2)‘

h ls—sp, |<&n,|t| </ log(n),
dyecitornyn, ayectt (1)m
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1 & ) ‘ , , j j
< max sup — w 'I{e'St-d]+d3}—F(th—l—dj)HI{§s}—[{§sh}’
b js—spl<en,lti<vmlog(n), n; " ! 2 ! 2 ! n n
dyecito(In)n dye it (y)n
RS J J
< max sup —Z I<{=<sp—IT¢=<gyy
h |s—sp|<én n = n n
1
< max — sup <|s — sp| + > mit (4.5.6]) (S. im Beweis zu Satz
|s—sp|<én n
_ 1
< &t (9.1.9)
n
1
= (0] —_—
Vn
und genauso fiir (9.1.4)
\H(sn,t,0,1) — H(s,1,0, 1) <1>
max sup Sp,t,0,1) — H(s,t,0,1)| =0 —= | .
B Jsm sy <en t| </ log(n) vn

Mit (9.1.7) und (9.1.8) gilt also insgesamt

sup |H(s,t,dy,d2) — H(s,t,0,1)]
S€[0,1], [t < v/ log(n),
dyecto ), ayectt(n)n

< II;&X |H (sp, ti, dig, doy) — H(sp, ti,0,1)]
+max |H(1,t; + &, dig + €, doy + &) — H(1,t; — &, dig — €, doy — &)
+max |H(1,t; + €,,0,1) — H(1,t; — €,,0,1)|
+o <1> ,
\/ﬁ

und es bleibt zu zeigen, dass

1
H (sp, ti, dig, doy) — H(sp, 1,0, 1) = 0, [ — ) , 1.1
s 1o o ) — H 55,0, 1) = 0, (=) (9.1.10)

sowie

1
rzr}l?,}l)( |H(1,t; + €n,d1g + €n,doy + €,) — H(1,t; — €n, d1 — €nydoy — )| = op <\/ﬁ> (9.1.11)

und

_ _ 1
max |H(1,t; + €,,0,1) — H(1,t; — €,,0,1)| = 0, <\/ﬁ> (9.1.12)

fﬁrh:1,...,Mn3,iZl,...,Mn4,kZl,...,Mnl undlzl,...,Mng.

Dies kann man mit Hilfe des folgenden Hilfssatzes, der aus einer Ungleichung fiir Martingalzuwéchse
resultiert.
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Hilfssatz 9.1.A Seien s € [0,1], t1,t2 reelle Zahlen und dy1,d21,d12,d22 : R — R Funktionen.
Dann gilt fiir alle n > 0

2
77 n
P (Vn-|H(s,t1,d11,d21) — H(s, ta,dr12,d22)| >n) < 2exp <— > ,
( ) 477\/ﬁ + 2nAt1,d117d21,t2,d127d22 (n)
wobei
Aty iy dor o, drz,das (T0) E sup |Fe; (t1da1(x) + din () — Fe; (tadaa(x) + dia(2))|
J 1 xe n

Beweis Sei
Y; = wnjf{i }(I{6J<t1d21( 1) Fdi(Xj-1)} — I{ej < tadoa(Xj—1) + di2(X;-1)}
—Fe;(t1d (Xj1) + din(Xj1)) + Fo (tadaa (X 1) + dia(X; 1))
dann ist |Y;| <2 und es gilt
E[}/}‘XOa"'anfl]:OZE[_}{”XO,...,X]',;L]’

also ist Y1,....,Y, (=Y1,...,=Y},) eine beschrénkte Folge von Martingalzuwéchsen. Fiir eine solche
gilt nach Freedman [1975] (Theorem 1.6)

2
nn
EY> EEYQX... <nA| < —_— vn, A > 0.
] - 77\/> ] - | 05 ] 1] n eXp< 477\/5 2”4) 777 >

Fiir die zweite Summe ergibt sich durch Ausmultiplizieren

> EYPXo,... Xj]
j=1

n
= Z B [Y}Q’XJ—I
j=1

58| (e <t (X50) + 00 (X500} = 116 < tada(Xyo1) + dra(X 1))
j=1

IA

2
—F; (tido1 (Xj—1) + dii(Xj1)) + Fe; (tadaa(X;-1) + d12(Xj—1))> wyj

Xj_l}

n 2
= ZE[(I{GJ < t1da1(Xj-1) + di1(Xj-1)} — I{ej < tadoa(Xj-1) + dlz(le)}> wh; le]
J*ln ,
+ZE|:< tldgl( j— 1)—|—d11( j— 1)) e](t2d22( j— 1)+d12( ))> w?Lj Xj—1:|
—-92 ZE |:(I{6Z < te(XZ'_l) + d(Xi_l)} — I{Gj < uh(Xi_l) + g(Xi_l)}>
j=1

(F (te(Xi1) + d(Xi_1)) — Foy(uh(Xioy) + g<Xi_1>>)w,%j

Xj_1:|

127



D

Jj=1

—ZE[( (tido1 (Xj—1) + d11(Xj-1)) —

2
Fej(tadaa(Xj-1) + dia(X;- 1))) o

2
nE[(Hﬁj < trdo1 (Xj-1) + din(Xj-1)} — H{ej < tadoa(Xj-1) + dlz(Xj—l)}> wy;

Xj_1:|

< ;E [(I{ej < tdo1(Xj-1) + di1(Xj-1)} — I{ej < tadaa(X;-1) + d12(le)}>2w72zj

- zn;E HI{ej < trdoy (Xj-1) + di1(Xj—1)} — I{e; < tadaa(X;-1) + dia(Xj-1) Hwp; Xj—l}
_ Z |Fe; (trdor (X 1) + dia (X 1)) — Fe (tadaa (X 1) + dia(X; 1)) | wy

< Z sup |F; (trdo (x) + diy(x)) — Fe; (tadaa () + dia(z))]

,] 1 .Z‘Eln

nAtl ,d11,d21,t2,d12,d22 (n) .

Daher folgt nach [Freedman| [1975|

P (\/ﬁ ’H(S,tl, du, d21)

— H(s, ta,dia, da2)| > 1)

1 n
= r \/ﬁ 7ZYJ > 1, ZE Y2’X07 "’Xjfl] < nAt17d11,d217t2,d12,d22(n)
i j=1
1 n n
< P \/ﬁ EZYVJ =1, ZE [}/;2|X0’ "Xjfl] < nAt17d11,d21,t27d12,d22(n)
j=1 j=1
n n
= P ZY} = n\/ﬁ’ ZE [}/;2’X07 '7Xj—1] < nAt1,d11,d21,t2,d12,d22(n)
j=1 j=1
n n
+r —Y; > nn, ZE [YJ?’XO? '7Xj—1] < NA dyy doy tada,daa (T
j=1 j=1
2
n°n
< 2exp (— ) .
477\/ﬁ + 2nAt1,d11,d21,t2,d12,d22 (n)

Fortsetzung Beweis Lemma

Mit diesem Hilfssatz gilt fiir (9.1.10)) fiir alle n > 0

P <\/ﬁ max |H (sp, ti, dik, da)

s4HR,

Mn3 M’n4 Mnl Mn2

_ H(sn £,0,1)] > n)

< Z Z Z Z P (\/E‘H(Sh,ti,dlk,dgl) — H(Sh,ti,o, 1)‘ > T])

h=1 i=1 k=1 I=1
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Mpa Mn1 Mp2 Qn
My <2exp < il )) (9.1.13)

i=1 k=1 l=1 477\/5 + 2nAtizd1kyd217ti,0,1(n)

Fir Ay, d,,.dy t;,0,1(n) gilt mit dem Mittelwertsatz fiir ein (¢;, x, k, 1) zwischen t;dy(x) + dix(x) und
t;

Aty dig o ti01(n) = — Z sup | Fe, (tidar(z) + dig(w)) — Fe; (ti(z))]
—1 xely

= - Ly sup | £, (€t 2,k D) (t(daa(@) = 1) + (@)
j=1 r€ln

Mit den Voraussetzungen * w21 SUDseR |fe, )] = ) und X i1 SUDyeR | fe, ()] = O(1) wird
dies im Folgenden weiter abgeschatzt

Fir |tl| > SUPgery [k (@)] gilt entweder ¢; dgl( )+d1k(3:) > 0 und tidgl(x) —i—dlk(l’) > 0 oder tidgl(x) +

infper, [do ()]

dix(z) < 0 und t;dy(x) + dik(x) < 0 fiir alle z € I,,. Damit ist {(¢;, x, k,1) # 0 fir alle z € I,, und
daher weiter

- Z sup | fe, (€(ti, 2, k, 1) (ti(do(z) — 1) + dig(2))]

71 xEIn

1 n
< sup|d — sup | fe., (¢
aup (o)l 3 sup 0
t;
€ t27 7k7l tia 7k717d -1
+= leél}o ey (€t 2 b D)t 2 b ) g s (dar() = 1)
< sup |dig(z)|= ) sup|fe(t
;z:en|1 )|nj;teR‘ i®
4 sup (@) — 1 sup | 5|23 qup [, (]

Da &(ti, z,k, 1) zwischen tdy(z) + dig(z) und t; liegt und |dig(z)| < 1+ &, < 3 sowie dy(z) €

(3 —€,2+ &) C [2, Y] fiir alle x € I, kann sup,¢;, W %Z}l:l supyep | fe, (t)t| fiir hinrei-
chend grofes n durch eine von i, k,! unabhéngige Konstante noch oben abgeschétzt werden. Das
selbe gilt fiir + DI j=1SUDscR ‘ fej ‘ nach Voraussetzung

.. wel, |d1k(T)] 144
Fir [t;] < e < Tt =3 <oogilt ] LS super, | fe, (E(ti, @, Kk, 1) (ti(dat(2) — 1) + dig(@)))|

< (supger, |dik(z)] +3 supxefn |doy(z) — 1]) 1 > j—15UDser | fe, (t)], und der zweite Faktor kann eben-
falls fiir hinreichend grofses n durch eine Konstante nach oben abgeschitzt werden.

Da dy;, und dy; einen Abstand < &, zu einer Funktion aus C19(I,)" bzw. Ca*(I,,)" haben (be-
ziiglich sup,¢; ), ist sup,e; |dix(x)| < zn1log(n) 4 €, und sup,c;, |do(z) — 1| < zp2log(n) + &, fiir
alle k, 1, also gibt es fiir hinreichend grofse n ein von ¢, k, ! unabhéngiges K3 < 0o, so dass

At dydonti,01(1) < K3(zp1log(n) + 2z log(n) + €,) Vi, k,l.

Hieraus folgt mit (9.1.13)) fiir hinreichend grofie n

P (\/ﬁ}?l‘c}cxl |H (sp, ti, dig, dog) — H(sp,t3,0,1)] > 77>
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Miya Mp1 Mo n2n
= M, 2exp | —
n3 plwl Z: ( P < Any/n + 2nK3(zn1 log(n) + zn2 log(n) + En)>)
M3 My My M (2 ( ' )>
= exp | —
8 ez \ S T4+ 20K 3 (2 log(n) + znzlog(n) + &)

1

1 _
= 2exp <log <\/ﬁ(;g()> + (K1 + K2)(2+ by, —ap)én '™
€

n

2
_ nn
An/n 4 2nK3(zp1 log(n) + 22 log(n) + En)> '

Dieser Ausdruck ist o(1), wenn der Exponent gegen minus unendlich geht, also wenn

4ny/n + 2nK3(zp1 log(n) 4 zp2 log(n) 4+ €,) o 1
2 = I
" log (%) + (K1 4 K9)(2 + by, — an)én o
(9.1.14)
Es gilt
1 *
( <\/ﬁle(;g(n)> + (Kl + KQ)(Q + bn - an)gn 1+5> 477\/ﬁ + 2nK3(Zn1 1057;7271) + Zn2 log(n) + en)
= 0 (10800 + (0w — )6 ™) (w7 60+ (o (o) + o)
= 0 ( (by, — an) n2 T+ log( )lié (n_% tn2 log(n) ™t + (zn1 log(n) + 22 log(n))>)
- 0 ( ) log(n) T3 (by, — an)) ) (n%ﬁs(bn — a) log(n) 5! (21 + z,ﬂ))
= 1

nach Voraussetzung.

Damit gilt die Gleichung (9.1.14) und somit

P <\/ﬁ max |H (sp, t;, dig, doy) — H(sp, ti,0,1)] > 77) =o(1).

4,

Also gilt die Gleichung (9.1.10) und analog auch die Gleichungen (9.1.11) und (9.1.12)).

Lemma 9.2 Fiir die Gewichtsfunktion w, : R — [0, 1] gilt

]Eflj Wnk . LTLSJ

sup =op(1).
s€[0,1] n n
Beweis Es gilt
Lnsj Lnsj
Wnk NS 1
sup 2=t Wn [ns] = sup |— Z (wn(Xj-1) — 1)
s€[0,1] n n sefo,1] |1 =
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1
= . (1 —wn(X;-1)) (wn : R —1{0,1])
j=1
und
LS (1w
ﬁ‘ — Wn{Aj 1))
7j=1
1 n
s S| 4 S i
j=1
Weiter ist
1 n
L= 3 Bl (X, )
j=1

= S B (X))
j=1

an+kK

_ fZ </ (1= wi(@) fx, . @)do+ OO (1 —wn@))ij—l(f”)d"’“”)

—K

da wy(z) =1 fiir alle z € [a, + K, by, — £] nach Definition der Gewichtsfunktion (siche [1.1] S. [45)).

Da 0 < (1 —wy(x)) <1 fir alle x gilt weiter

1= 13 Bl ()
j=1

n an+kK fe’e)
< Tllj:1 </_OO fXj—l <x)dx+/bn—n fXj—l(x)d:U)

= o(),

da a, —— —o0, by —»oounde (x)TOfuraHej—l , M.

Damit gilt fiir die Varianz der Summe

ar (;an<le)) = Var (i ) (1 wn(le)))

Weiter ist
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_ <nl (1 — wy (Xp—1))(1 — wn(Xi—l))])

= nlzz:/l_wn i le 1('1‘2)(1'%.z

§1
1 n n
+n222//(1 — wn(2x)) (1 = wn (i) fx, -y x0o (Ths i) dapd;
=1i=1
1
S _
n
an+kK an+kK
nz ZZ/ / ka 17 i— 1(xk’x1)dxkdxl
k=1 i=1
i#k
n2 ZZ/ /b Ixip 1 X (ks @) dzgda;
= !
_ 1
- n
an+kK an+K
P o[ oo )
k=1 i=1
i#k §1
1 & 0
nZZ/ /b ka71|X¢—1($k|l‘i)dxk inﬂ(:Ci)dxi
k=1 i=1 n—k
i#k 3
1
S _
1 an+n
72 / (i) dz;
75
1 n n 00
+ﬁ Z A fx,_y (xi)dx;
k=1 1=1 n—kK
ik
1
é _
n
1 n an+kK 00
+; (/ Ix; 1(3?)d$+/ fx; 1(m)da:)
=1 —o0 bpn—k
= o(l).

Damit gilt mit der Tchebychev-Ungleichung fiir alle n > 0

IN

P an = 1 an j— 1 >

Somit ist die Behauptung bewiesen.
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Lemma 9.3 Der Prozess (X;);cz sei a-mischend mit a(n) = O(n=?) fiir ein 3 > 4.
Fiir die Dichten f¢, der Innovationen ¢; gelte 1 > j—15UPser ‘fej )| =0Q).

Fiir das Intervall I, = [a,, b,] gelte fiir alle m,, < n mit m, ! = o(1)

S—+my,

1 an+kK o] 1
o g hax > (/_Oo ij_l(:n)dxjt/bn_ﬁ fXj_l(x)dx> =0 <log(n)) ,

1=5+1

wobei £ > 0 in (S. definiert ist.

Dann ist
ns [ns] [ns]
sup == Wiips|(I{€; <t} —Fe.(t) | —— He, <tV —F.(t))| =0, —= | .
s€[0,1], teR n = il J( { J } J( ) n ; ( { J } J( )) D \/ﬁ

Beweis Is ist zu zeigen, dass fiir alle n > 0 gilt
1 [ns)
Plvn sup |=> (wa(Xj1) = 1) (I{e; <t} = Fy ()| > n | = o(1).

s€[0,1], teR | T =

Als erstes wird gezeigt, dass es ausreicht SUD;e[—/m,/n] anstatt sup;eg zu betrachten.

Analog zum Vorgehen im Beweis von Lemma [9.1] ergibt sich fiir die Innovationen ¢;

1
Pl 6] > Vittog(n) = 0 (1o ) = of).
Daher kann man fiir die weitere Berechnung davon ausgehen, dass |¢;| < y/nlog(n) fiir alle j =
1,...,n.

Damit gilt

sup
s€[0,1],
1 [/ log(n), v/ log(n)]

Lns)
D (wn(Xj-1) — 1) (I{e; <t} — Fe (1))
j=1

SRS

n

) .
< sup |-ST {j < s} (wn(X;1) — 1) (1= F., (1))
s€[0,1], n — n
t>yvmlog(n) | J=1
1 & j
+osup = T <s e (wn(X50) = 1) (0 - Fyy (1)
s€0,1], -
i< oy | =1
1 n
< n (1 wn(XJ—l)) (I_Fe]'(\/ﬁl()g(n)))
j=1
1 n
+o 2 (= wn(Xj1)) Fey( Vnlog(n)),

133



da F; monoton wachsend sind,

fz ., (v/nlog(n)))

IN

n

+i§:ﬂj —/nlog(n)). (9.3.1)

Weiter folgt analog zum Vorgehen im Beweis von Lemma

n

1 1 .
j=1
und
1 & 1
EZ@@ O3 fiir t < —1
j=1

und damit aus (9.3.1)

Lns] 1
sup > (wa(Xyo) = 1) (1 <11 = F,0)| = 0 (o)

1
s€[0,1], n 1
t¢[—/nlog(n),v/nlog(n)] =

Es bleibt also zu zeigen, dass

SR

sup

Lns] 1
2on > (wa(X5-1) = 1) (e <t} = Fy (1) | = 0, (ﬁ) |

te[—v/mlog(n),vnlogn)] | I=1

Sei &, = n"2 log(n)™! und das Intervall [0,1] sei durch die Punkte 0 = s; < . < 5M,, = 1in
Abschnitte unterteilt, so dass s, — sp,—1 < €, fiir allei =2,..., M, ; und M, ; < =-. Das Intervall

[—v/nlog(n),/nlog(n)] werde durch die Punkte —y/nlog(n) = t1 < ... < tM ., = y/nlog(n)
ebenfalls in Abschnitte unterteilt, so dass t;—t;—1 < &, fiirallei = 2,..., M, o und M, » < %ﬁ‘().
Damit ist

[ns)
sup U wn(X0) — 1) (I < 8}~ B (1)

s€[0,1], )
te[—/mlog(n),v/nlog(n)] J=

[nsp]
1
S D (wa(Xjo1) = 1) (I{e < ti} — Fiy (k)
1<i<My, o Jj=1
1 [ns]
L, R, a2 (e m D (g <6 = (0)

tel—vmlog(n),valog(n) | I=1

[nsh ]

—% Z (wn(Xj-1) — 1) (I{e; <t} — F; ()| (9:3.2)
j=1
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[nsh |

1
P ) (wn(Xj-1) = 1) (I{e; < t} = F (1))
1<i<M,, o J=

[nsh |
IS (X ) - ) (e <) - By ()| (933)

n <
J=1

Als néchstes wird gezeigt, dass der Term (9.3.2)) von der Ordnung O(€,) ist, und der Term ((9.3.3)
abgeschitzt werden kann durch

max

1
- i1 — b LV F (f 4+ E
1<i<Mp2 | N Z (wn(Xj_l 1))(1{6] — tl + 61’L} FEJ (tz + ETL))

Jj=1

n

n

1

— . — . < . — £ _ . . £
+1§Ii22}\)4(n,2 ni— (wn (X1 1))(1{6] <ti—én} e, (t en))
‘]:

+O0(€p).
Der Term ({9.3.2)) kann abgeschitzt werden durch

1 n . .
max sup nZ\wn(Xj_l)—lHI{ejgt}—Fﬁj(t)‘-‘I{iLSs}—[{igsh}‘

1§h§Mn,1 |s—sp|<En,
te[—v/nlog(n),v/nlog(n)]

= 0O(&) siehe (9.1.9) (S.[126) im Beweis zu Lemma [9.1]

j=1

Fir (9.3.3) gilt

[nsn]
1
o sup D (wn(Xm) — ) (e <t} = F, (1)
1<i<M,, o vi=rn Jj=1
1 [msn
- Y (wn(Xj0) = 1) (I{e; <t} = Foy (k)
j=1
1 [nsn]
= max sup |— (wn(Xj-1) = 1) ((I{e; <t} — I{e; < t5}) + (Fe; (t:) — Fe, (1))
1§h'§1‘4n,1a ‘t—ti‘ggn n —
1<i<M,, o Jj=
1 Lnshj

< max — Z(l — ’u)n(Xj_l))((I{Ej <t;+ En}—I{ej <t;— €n}) + (Fe]- (ti + gn)—Fej (ti — En)))

1<h<M, 1.7, 4
1Si<Mp o J=1

1

n

= e ;(1 —wn (X 1)) ((I{ej < ti+ e} —I{ej < ti—&n}) + (F, (ti + &) — Fe; (ti — €)))
Lo
< 2% | J; (wn(Xj-1) — 1) (I{ej < ti + €} — F,;(ti + €n))
Lo
e Y (wn(Xj—1) — 1)(I{e; < i — &} — Fo, (t; — &)
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n

1 _ _
+2 | Jmax Z} (F,(ti + &) — Fe,(ti — &) -
J

Da mit dem Mittelwertsatz weiter folgt
n

1
max — Z (Fej (ti + &) — Fe,;(ti — < 26, Z sup ‘fej

1<i<Mp2 N
S5 Mn,2 j=1 J 1€ €R

=0(1) nach Voraussetzung

kann (9.3.3) durch

1< _ _
| Jmax D (wa(Xj1) = D)(H{e; < tit @} — Foylti + &)

j=1
1 n
+ 1;%%\3[(%2 " - (wn<Xj—1) - 1)(I{€j <ti—é}— FEJ- (ti — gn))
J:
+O(€y)

abgeschétzt werden, und es bleibt zu zeigen, dass

[rsp ]
1
jaax D (wa(Xjo1) = 1) (I{eg <t} — Foy (1)) | = 0 <\/ﬁ> : (9.3.4)
1<i<M,, o Jj=1

sowie
1 @& _ _ 1
| Jax | g=1 a-D))(I{g <tit et —F (ti+e))| =o0p (\/ﬁ> (9.3.5)
und
1 & B _ 1
(x| ]:1 X;1—1)I{e <ti—e&}—F,(ti—en))| =o0p (\/ﬁ) : (9.3.6)

Dies geschieht mit Hilfe des folgenden Hilfssatzes, der auf einer Ungleichung vom Bernstein-Typ fiir
mischende Zufallsvariablen basiert.

Hilfssatz 9.3.A Der Prozess (X;);ez sei a-mischend mit Mischungskoeffizient a(-).

Dann gilt fiir alle festen s € [0,1] und ¢ € R, sowie alle n > 0

Ins|
P Vi3 walX50) = 1) (He < 6} = Fy(9)| >
j=1

nn2

< dexp (— T i )+4 1
64neo(|n? log(n)2),n) + 3y/mn[n log(n) 2] ) [n® log(n)~2]

wobei w(m, n) := L maxo<g<n—m Zerng E [(wn(X;-1) = 1)?], m,n € N.

n

a(|n? log(n)~2)),
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Beweis Messbare Funktionen erhalten nach Fan and Yao|[2005] 2.6.1 (ii) Mischungs-Eigenschaften,
daher ist (wn(X;_1) — 1) (I{e; <t} — F,(t)) o-mischend mit dem selben Mischungskoeffizienten
wie (X;). Der Mischungskoeffizient von

Y}' = (wn(Xj_l) — 1) (I{ﬁj S t} — Fe]- (t)) I {] S 8}

n

kann fiir festes s € [0,1] und n € N durch den Mischungskoeffizienten «(-) abgeschitzt werden.

Auferdem ist
ElY;] =0
und
yl<t.
Damit ist das Theorem 2.1 aus |[Liebscher [1996] auf > ", ¥; anwendbar. Dieses Theorem basiert
auf Theorem 5 in [Rio| [1995].

Sei )
N = [n} log(n)"2),
dann ist 1 < N < n und y/nn > 4N fiir hinreichend grofe n.

Da €; unabhingig von allen X; und ¢; mit ¢ < j ist, gilt fiir 0 <7 <n —1

min(T+N,n) 2

E Y oy
j=T+1
min(T+N,n) min(T+N,n)
= > > EY]
j=T+1 i=T+1
min(T4+N,n) j—1
= Z Z E [Y;Yi| Xy, ex k < j —1]]
J=T+1 «=T+1
min(T+N,n)
+ > B[R
j=T+1
min(T+N,n) min(T+N,n)

. S B[E[YYi|Xp e k<i—1]]

7=T+1 i=j+1
min(T+N,n)
2
= > Bl
Jj=T+1

da fiir alle 1 < j — 1 gilt
E[E [Y;Yi| Xy, e k < j —1]]

= E[E[I{e; <t} — F,(t)] (wn(Xj-1) — 1) (wn(Xiz1) — 1) (H{e <t} — F, ()] 1 {;’l < s}

= 0.
Damit ist
min(7T+N,n) 2
sl T v
J=T+1
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min(T+N,n)

— Y E (wn(X;_1) — 1) (I{e; <t} - F,, (t))ﬂ I {;’L < s}
j=T+1 )
min(T+N,n) ) .
- Y BlwaX) - 1)2} E [(I{ej <t}-F, (t))ﬂ I {;{L < s}
J=T+1
min(T+N,n) )
< Y BlwaX) -1
j=T+1 )
S+N
< Ny P [ - 0]
j=5+1
= Nw(N,n)

und nach Liebscher| [1996] gilt

(ki

2
n
< dexp| - +4Z (N
= eXp( 64;@Nw(zv,n)+§ﬁnzv> N )

nn

m]2

4exp (— T - 5 B - >+4 1 _
64nw ([ log(n) 2], m) + Symnlnd log(n) 2] ) [n3 log(n)2]

n

o |n? log(n)2))

|
Fortsetzung Beweis Lemma
Mit diesem Hilfssatz gilt nun fiir (9.3.4) fiir alle n > 0
1 [msn
P ﬁmn%%l - > (wa(Xjo1) — 1) (I{g <t} — F (t)| > 1
1<i<My, o Jj=1
My 1 Mn,2 1 I_nshj
< P|n- - > (wa(Xjo1) = 1) (I{g <t} = F(t:)| >
h=1 i=1 j=1
nn?
< Mn,an,2 dexp | — 1 1
64neo(| 3 log(n)=2),m) + Sy/mn[nd log(n) 2]
([0 log(n) )
[n2 log(n)~?)
nn?
= 4dexp | log(M,,1M,2) — T 2 T (9.3.7)
64nw(|n2 log(n)~2],n) + 5v/nn|nz log(n)=?]

n

+0 ( My o—F————
[n log(n) 2]

a([n? 1og<n>—2J>) .
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Die Zeile (9.3.7)) ist o(1), wenn der Exponent gegen minus unendlich geht, also wenn

64nw(|n log(n)~2],n) + 5/nn|n? log(n) 2] _, <1>
nn? log(M;,,1 M, 2)

Dies ist er Fall, da

64nc([n? log(n) 2], n) + §v/mn|n? log(n) %]
nn?

_ <1 (flog )> (w(mélog(n)Qj,n)Jrlog(n)2))

— st (ot ot -+ )

log nan 2)

= 0(1)7
da
w([n? log(n) =2, n)
. S+[n? log(n)~2]
= —F max E [(wn(Xj-1) — 1)2}
12 log(n) 2] 0<s<n—n? log(n)-2] jgﬂ
. S+ln?logm) 2| , o -
< 3 ( [ @i [ fXj1<x>dx) ,
UN log(n)_ J 0<S<n—|nZ2 log(n)—2] j=S+1 —o0 bn—kK

da wy(z) =1 Vz € [an + K, by, — K]

= (i)

nach Voraussetzung.

Auferdem gilt

da B > 4 nach Voraussetzung.

Damit gilt also die Gleichung (9.3.4)) und analog auch die Gleichungen ({9.3.5)) und (| -

Lemma 9.4 Fiir die Dichten f,, der Innovationen ¢; gelte %E?:l SUDycR }fﬁj (t)‘ =0(1).
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Dann ist
1 [ns] o .
sup |~ (I{e <t} - F, ()| = Op (n 2 log(n)2) .

sef0,1],ter | T =

Beweis Analog zum Beweis von Lemma [9.3] gilt
ns|

sup Z (I{Gj <t} - I, (t))

1
s€f0,1],ter |V~

<

1 [nsh ]
< | 2 (e stk =)
1<i<My, o Jj=1
1 n
+ e o Z; (I{e; <t + &} — Fo (ti + &)
J:
1 n
L [ 2 (e <t 8}~ ()
]:
(A
o\ —F= )
Vn
wobei &, = n"2 log(n) ! und das Intervall [0,1] durch die Punkte 0 = s1 < ... < sp;,,, = 1 in
Abschnitte unterteilt sei, so dass s, — sp—1 < €, fiir alle i = 2,..., M, 1 und M, ; < gi, sowie das

Intervall [—y/nlog(n),/nlog(n)] durch die Punkte —/nlog(n) = t1 < ... < tu,, = Vv/nlog(n)
ebenfalls in Abschnitte unterteilt werde, so dass t; —t;—1 < €, fiir alle i = 2,..., M,, o und M, 2 <
2/nlog(n)

€n

Nach der Bernstein-Ungleichung fiir unabhéngige Zufallsvariablen gilt fiir alle festen s € [0, 1] und
tcRund alle 0 < M < o0

[ns)

P [ n¥log(n) %Z (Ife; <t} — F. (1)| > b
j=1
= P (e <ty —F, )1 {i < s} > Mn2 log(n)?
j=1

= P Zn: (I{ej <t} = F (1)) I{i < s} > Mn? log(n)2
j=1

+P zn:— (I{Gj <t} - Fej(t)) I{i < S} > Mn% ]og(n)%
=1

M?n1
< 20w |- lin ig(n) ).
n + 3Mn2 log(n)?2

da |(Ie; <t} = Fy ) T{Z < s} < 1.
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Damit folgt fiir alle 0 < M < oo

[nsh ]
1 1 1 _
P(nilog(n)™ max =3 (I{eg <t} —F(t))| > M
1<i<M,, o J=1
Mp,1 My 2 L 1 LTLS}LJ
< > Z P | n2log(n) = |~ 7 (Iej < i} — F., (1)) > M
h=1 =1 j=1
M?nlog(n
< My My p2exp | —— i rlosln)
n+ 3Mn2 log(n)?
M?nlog(n
= 2exp | log(M,,1 M, 2) — = 1g( ) -
n+ 5 Mn?2 log(n)?
M?1og(n
= 2exp | log(M, 1My 2) — T gl( ) -
1+ gMn_i log(n)2
%0
Da log(M,, 1M, ) = O(log(n)) gibt es fiir alle n > 0 ein M < oo, so dass
1 1 I—nShJ —
P [ n2log(n)~2 | uax | Z (I{e; <t} —F,(t:)|>M ]| < .
1<i<My, o Jj=1
Damit gilt also
1 [rsn ] ) )
max | (I{ej < ti} = F,(t))| = Op (n_i log(n)E) ,
1<i<Mp, o Jj=1
und genauso
1 & B _ 1 1
L (Hej < ti+ et — Foylti + &) | = Op (0¥ log(n)? )
j:
und
1 & B _ 1 1
1§?§JL\3I(H,2 2 1 (I{ej <t — &) — Fo(ti — €n)) =Op (n 2 log(n)2> .
]:
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10 Technische Lemmata

Lemma 10.1 Es seien die Voraussetzungen von Lemma |3.3] m (S.121] . gegeben.

% Z?:l Ix;, (LU)‘ =0(1).

Fir die Dichten der Beobachtungen gelte Sup,c(a,,—ce,,bn+Cen]

Seien aufkerdem g, : R — R Funktionen, die dreimal differenzierbar sind und
SUDP e[, —Conbnt+Cenl ‘gﬁl“)(x)) = O(1) fiir p =0,1,2,3 und (Z;) unabhéngige und identisch verteilte

Zufallsvariablen mit E[Z;] = 0 fiir alle ¢, die jeweils auch von X;_; unabhingig sind, und fiir die
X; = Z; die Bedingungen an X; fiir K = 1 in Lemma erfiillt.

Dann ist fiir v =0,1,2, k1 = 0,1 und k9 = 0, 1

X, 1 k1 .%'—X'_l
Zkz et R "l it Gt
| (s Sz (22w (2 22)
*ig (Xiy)zke (LK (X
nep T Cn Cn

_1_,
= Op (cn 2 s log(n)% + c?f”) .
Beweis Aus Lemma [3.3]folgt fiir v =0,1,2, ko = 0,1 und 0 < m < o0

b i ko (= Xic1 mK(u) r— X
ney, 4 ¢ Cn Cn

=1

sup
€l

[N

= Op <c;2n_é log(n) > ) (10.1.1)

denn die Funktion K®*) in kann durch umK W) (u) ersetzt werden, da ™K (u) ebenfalls den
Trager [-C,C] hat und aus sup,c|_c ¢ |K®)(u)] < oo auch SUP,e(—c,c) v KW (u)| < oo folgt,
sowie Sup,e[_c,c H(% (umK(”) (u))‘ < 00 aus SUPye|—c 0] \K (4, )| < oo.

Um dies anwenden zu kénnen, muss zundchst umgeformt werden.

Es gilt
0 k ~ X \™ r— X1
WXzl (TR (P
630”( [nc Zg ) ( Cn ) ( Cn )])

& i <f Cn D1 9n(Y) (’C;y)kl K (x;y) fxil(y)dy> fiir ky = 0
0 flir ko = 1,
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da Z; und X;_; unabhingig und E[Z;] = 0 nach Voraussetzng.

. k
Da fiir die Funktionen h,(z) := cn 2 31 gn(y )infl(y)% <<xc—ny) 'K (?)) mit
y € lan, — Ccp, by + Ccp] nach dem Mittelwertsatz gilt

[on (1) = P (22)]

8”+1 T —y k1 T—y
< sup|c K lxy —x
S supjens Zgn ) x4 ( 8:c”+1 . o . |21 — 23]
ay+1 A
< swp oo (WK (W) sup lga(y)  sup fol @)l —
ue[-C,C] | oU y€[an—Cen,bn+Ccn] y€[an—Cenbn+Cen] T 55

=O0O(1), unabhingig von z1, x>

fiir alle 1, x9 € I, sind sie gleichstetig, und damit gilt nach Heuser| [1988] S. 575

S (/ Zgn < y>kK<xc_y> fo(y)dy)

- [ <; ijmy) <$;y>kl K(721) in_1<y>) &y

1

fiirv=0,1,2.

Damit gilt also fiir ko =0

1 _ . k1 _ .
7 (1 S (=) (22
n i n n
1 [ o 1 & — g\ M —
- 072 ozr? (Cnnzg”(y) (mcny) K (xcny) sz1(y)> dy

i=1

- o) (o Sz (=) e (= ))

und auch fiir ko = 1

Da fiir alle v =0,1,2 und k1 =0, 1

o” 1 - k xr — Xz'—l k1 xr — Xz'—l
—_ (X1 272 | —————— K|—
ox? (ncn ;g ( 1z < Cn, ) Cn,

v _ Y. oy k1 v
= Ly sz () (zﬁm—w () () e (X))
nen — Cn, Cn Cn o
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st

o 1 - k T — Xi—l k1 T — Xi—l
— Xi1)Z2? | — K|———
oxv (ncn ;gn( %] ( Cn Cn

sup
x€l,
1 & b (= Xi \™ r— X1
_E R X._ Z 2 P K v -
nen ;gn( )2 < Cn cn
1 1 « k r— X
- Tk — X, Zke -1 (22l
o 17/5;1}1 nc”;gn( i 1) i Cn
1 — - X;_
B Y (X2 K <5”1>
nen Cn
1 1 & — X\ ™ — X
+— sup |[— Zgn(Xiq)ZfQ <M> KW <M>
Cp zel, | NCn =1 Cn Cn

-F

flir v =0,1,2, k1 = 0,1 und ko =0, 1.

Mit einer Taylorentwicklung von g, (X;—1) in z gilt fiir ein &, (i) zwischen X;_; und z

n k
LS gz (LX) g (22X
ney, ’ cn, cn,

=1

1 - k xTr — Xifl k1 xTr — X',l
= — N ghe (22l () (2R
gn(*r) Nncp Zz: ’ < Cn Cn
R - Xi_\" x— X
/ L kQ i—1 K(y) i—1
g e () e (0
1 " 1 " ko 2 [ X — Xi,1 k1+2 Tr — Xifl
- = N gk it KW (22l
Hpth@g LA -

11 , - X, \"t3 e— X
+*E22529Z/(€n(1))0i <1> K( ) <1> '

Cn Cn

Damit ist fiir alle v =0,1,2 und k; = 0,1

1 < — X, \™ — X,
7 Zgn(X¢_1)Zfz <“) KW <“)
nen Cn Cn

n k
LS (i) 2t (““) kW) (x -
ney, Cn

i=1

k
iznjzb = Xit\" o) (2= Xia
ney, ¢ Cn Cn,

=1

sup
x€ly,

—-F

IN

sup |gn(z)| sup
J?GIn IEEI’n
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—-F

k
1 zn: gho (T = Xict \7 ) (2 X
ney, ! Cn Cn

=1

k141
g () e ()
=1 Cn

k
L Z gk (T Xi1 ) KW (T = Xi-1
ney, “ ¢ Cn Cn

=1

n k142
Lo g (l’—CX—1> W (f’f—)(—1>
ncy 4 n Cn
=1
k142
b Zn: gk (LT X\ KW (2 Xi—1
ney ! Cn, Cn

i=1
1 3

n X, \ M X,
hsup | S gzl (TE) T R (T

6 xz€l, | C n

+cp, sup |g),(x)| sup
ch n Ieln

-F

1
56 sup gl ()] sup
SCEIn

K

1
= Op (cZQné log(n)é> +0(c%), (10.1.3)

nach Gleichung (|10.1.1)), da sup,¢;, \97(1“) (x)] = O(1) fiir p = 0, 1,2 nach Voraussetzung, und aufser-

dem
ki1+3
Zg’” i)z (Xi—l) ) (x—Xi—1)|
ncy i1 Cp, Cp,

Cp, SUP
:EGIn

< @) swp [ RO @) Zrzf“r
z€[an—2C¢n,bn+2Ccn) ue[-C,C]

= O(1),

) k1+3 Y.
genau wie ¢, Sup,eg. ‘ [nin S g (En(i)) 2R (x_finl_v ) (T)] ‘ = 0(1), da auch

SUD e (an—Cen,bnt-Cen] [9n ()] = O(1) nach Voraussetzung.

Aus Gleichung ((10.1.2)) und ([10.1.3) folgt das gewiinschte
du¥ \ nen = Initi-1)% cn Cn

X\ M — X
Zgn 12} (z 1) K(x : 1)
ncni ! Cn Cn

sup
IGITL

Lemma 10.2 Es seien die Voraussetzungen von Lemma [3.4] E (S.[35] . gegeben.

Anmerkung: Damit miissen auch die Voraussetzungen von Lemma (S. erfillt sein.
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Auferdem sei der Prozess (X;)iez a-mischend mit a(n) = O(a™") fiir ein & mit 1 < & < oo.

Zuséatzlich seien die Beobachtungen Xy, ..., X,, identisch verteilt und es sei

q7f7/ = %(x) fiir alle <.

infrer, fx;_,

Anmerkung: Durch die Vomussetzungen von Lemma[3.4] gilt fiir die Dichte der Beobachtungen auch
SuUp,cr fx,(z) < 00, und damit auch (q )_1 =0(1).

Die Gewichtsfunktion w, sei zweimal differenzierbar und es gelte sup,cp \wﬁf ) ()| < oo fiir p=1,2.

Fiir die Bandbreite ¢, gelte nc® = O(1) und (nc3)~(g})*log(n)? = o(1) und es gebe ein §, so dass
3 1
cn? *p3 log(n)%(q£)3 = 0(1) und (bp, — an)(qh)? log(n)‘”liﬁécn 2 2t T = o(1).

Anmerkung: Wenn ¢, ~ n=i log(n)™ fir ein |r1| < oo, (b, — an) = O(log(n)™) fir ein |re| < oo
und q,J: = O(log(n)") fiir ein |r3| < oo, gilt dies fiir alle § € (%, %)

Dann gilt fiir unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen (Z;) mit E[Z;] = 0 fiir alle 4, die
jeweils auch von X;_1, X;_o,... unabhingig sind, und fiir die X; = Z; die Bedingungen an X; fiir
k =1 in Lemma [3.3] erfiillt,

1 X 1—Xi_ — Xy
klwnklzz% K (FEE) - S K (B (L)
sup w; =o0 .
selo] |ns) % Zzzl K( j—lc_nXk71> P

Anmerkung: Fs reicht, dass X; = Z; die Bedingungen fir k = 1 erfillt, da auch nur die Aussage
fiir k =1 bendtigt wird. Da angenommen wird, dass die Zufallsvariablen (Z;) i.i.d. sind, reduzieren
sich die Voraussetzungen an X; = Z; in Lemma auf E[|Z;|*] < oo fiir alle i.

(Damit gilt auch E[Z?] < 00.)

Beweis Mit

—Xi Xy
A Lo [ EE () - T K ()
dp(z) := wn(x)ﬁ Z Z; ; - ——
i=1 e 2ek=1 K (70,1 )

ist zu zeigen, dass

sup % i — 0, (\}ﬁ) | (10.2.1)

s€[0,1]

Um diese Konvergenz zu beweisen muss zunéchst der Ausdruck d, (Xj—1) beziiglich X;_1 zentriert
werden. Dafiir wird gezeigt, dass
‘ / on da:

0, <\/15> . (10.2.2)
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Lt 14y (@) fx,, (2)de| = supyeo

. L [ dn () fxo (2)d ‘
[Fatosson

Als erstes wird gezeigt, dass der zufillige Nenner ersetzt werden kann. Es gilt

U ) fxo(a

1 (X e Xiy
< i;zl‘/“}”(:ﬂ)(%ﬂ =) fflzfl = >)fX0($)dx
1 & Ixo(@) = ncn Zk (%)
+n;z/mm< m@ )
K (22) - T K (52
( LS K (=) )fX”(m)dx
_ln4w$i 7X21_7 — Xk T
- n;z/ n()<cnK( - ) ngK< >>d
Lo Frol) = ke Sy K ()
+n2%/%@( e )

| (K (=5 -2 o (ﬂ”fﬂ) (el

1 z—Xg-1

(10.2.3)

Fiir den zweiten Summanden gilt

1 n on( ) ncn Zk 1 ($ﬂkil)
n;Zi/wn(@ ( Ixo () )
. (can (%ﬂhl) — EZI‘/’ 1 (xi{nk1>) fXO(x)dx

Z T—Xp_1
ncn k= 1 Cn

) Fxo(w) = b S K ()
= |/ Fro@)

n 1 z—Xi 1
iZ&(lﬁd(ZQﬁgkmm

n _
i=1 nen Zk:l K ( Cn
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1
— _sup
infeer, fxo(Z) zer,

IN

fxo()—nizn:K( — e 1)|

n
1 =X )
P K () z
sup |—
n z—Xg—1
z€ln =1 ncn Zk 1 ( Cn )

(10.2.4)

Da Zi,...,Z, unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen sind und E[Z;] = 0, sowie
E[Z2] < oo, gilt [L 3" Z,| = Op <n,%>.

Der Term
1 n 1K(37 Xi_ I)ZZ

sup |— Z o

{L'EI'n =1 ’I’LCn Zkzl K ( n )

entspricht sup ¢y |m(z) — m(z)|, wobei m den Nadaraya-Watson-Schiitzer fiir die spezielle Autoe-
gression X; = m(X;_1) + Z; mit m = 0 bezeichnet. Damit ist

. i C%LK (m—jii—l) ZZ n X , ;
sup |— :OP(< *n "% log(n )2+C>qn>
wely |5 %2221[( (miiik*l) '

nach Lemma (mit g, = 1 und ¢ = 1), da X; = m(X;—1) + Z; die Bedingungen aus Lemma
nach Voraussetzung erfiillt.

Ebenfalls nach Lemma [3.4] gilt

I - X ~1
Fxo(@) = — > K (x = 1)‘ Op (ann_élog(”)é +Ci> :

sup
z€el,

Daher folgt mit (10.2.3) und ((10.2.4])

\ [ i)t

1 2 1 1 2
da mit ned = O(1 )g11t< (cn n 2log( )2 +C?L)> —O<(qncn n 2log( )2)>

=0 (n é( )2 log(n )n_%c#) = o(n_%), da ¢, - (nc3) "1 (gh)*log(n)? = o(1) - o(1) nach Vorausset-
zung.
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Mit den selben Argumenten folgt weiter

1 1 - Xi- 1 ¢ — X
Zz/wn(x) (K <xl>_ K<W>>dx
n 4 n Cn nen Cn

Sei nun

) = [l (25 (V) = Fx)) do
(= [utven+x@an— [ o, ma)

dann ist (10.2.2)) gleichbedeutend mit

=0, (%) : (10.2.5)

Um zu zeigen, dass gilt, werden der Erwartungswert und die Varianz berechnet, um dann
die Tchebychev-Ungleichung anwenden zu knnen.

Da die Funktion h beschréinkt ist, ist der Erwartungswert von £ 3" | Z;h(X;_1) Null, denn E[Z;] =
0 und X;_; und Z; sind stochastisch unabhéngig fiir alle <.

Da Z; nach Voraussetzung unabhingig von Z; und X fiir alle j <7 — 1, gilt fiir die Varianz

n n 2
=1 =1

_ % SN B ZiZin(Xi)h(X;-1))

i=1 j=1

n i—1

= ZZZE (Z,Z; (X)X 1) | X, Zie, b < i —1]]

=1 j=1
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+L iE 22 (R(X,)]
+o3 Ly

i=1 j=i+1

_ % Z B[22 (h(Xi0))’]
- (et oo

= %E [z} E [(B(XO))Q} : (10.2.6)

Zih(Xi-)h(X;1) E[Z)]
——

Mit einer Taylorentwicklung gilt fiir ein &, (u, ) zwischen uc, + = und z
BH)) = [ [ walues +2)K (u) dufy(a)de — [ wnlo)fx,(w)dy

— [wuta /K ) du fx, (2)dx

// (&n(u,z))uc, K dquO( )dx
~ [ walo) fxal0)dy

— o [ [ uhlatu,a)uk (u) dufs, (z)ds
o(1),

da

wy, (& (u, 2)Juk (u) dufx, (z)dx

< ¢n sup|wy, ()] /\UIK dU/fxO

xe

_O(l) ir n—oo <2C- CK<oo

Weiter gilt

= /(/wn(ucn—i—x du> Ix,(z)dz //wn ucy, + ) K (u) dufx,(x)d / n(y)fxo(y)dy>
+ ((/w )V Fxo (y ) //wn ucy, + ) K (u) dufx,(z)d / n(y)on(y)dZ/>

=J wn(y) fxo (y)dy-(—E[R(X0)])

:U1WWm @nwywmn dmm/mmwﬁ
+o

(1)7 da /wn(y)on(y)dy <1
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und weiter

‘</</ wp (uey + ) K (u) du>2 fxo(x)dg;_//wn(ucn +2)K (u) dquO(x)dx/wn(y)fXO (y)dy)
_ \ [ [ wnteen +2156 ) ( [ wntuen + 2K wdu— [ wn(?/)fx(y)dy> Fxo(@)da

< sup| [ walues +0)K @] [ \ [wntucn+ K @y au— [ wn(y)fx(y)dy‘ Fo ()
< /\/w uen + 2)K (u )du—/m(y)fX(y)dy\ [xo(a)da

<00
<1

= o(1),
da [ wy(uc, + 2)K (u)du = 1 fiir € [an, + Ccp, by — Cep) und [ wi(y) fx,(y)dy —— 1, also
U wy (ucy, + 2)K (u) du — [ wn(y) fx,( )dy‘ —— 0 fiir z € [an, + Ccp, by — Cecy) und fx,(x) — 0

fir x — +oo.

Also gilt

und daher mit ((10.2.6)

denn E [Z}] < 00

Daraus folgt mit der Tchebychev-Ungleichung

;z:; Zih(Xi1)| = op <\/15>

und damit gilt auch die Gleichung (10.2.5)), also auch (10.2.2]):
1
fXO dx = Op ﬁ .

Der Term d,,(X;_1) kann also beziiglich X;_; zentriert werden.

Sei
dpn(z) = du(z) - / 0 () o (y)

Dann gilt (10.2.1)), wenn
LnSJ
1
sup " Z dEn j—1)| = op <\/ﬁ> (10.2.7)
und es bleibt zu zeigen, dass ((10.2.7) gilt.

Die Idee hierfiir ist, zu zeigen, dass a?En zu einer Funktionenklasse gehort, und dann das Supremum
iiber diese Funktionenklasse zu betrachten.
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Fiir die Funktion dg, gilt
sup |dgn ()] < sup |dpn(z)] da d,(x) = 0 fiir z ¢ I,
z€R z€ln
< 2sup |dn(2)|
x€l,

und fiir die Ableitungen

sup |dpp, (2)] = sup |d),(z)]  und  sup|dy,(z)| = sup |d)(z)].
z€R z€l, zeR zely,

Fiir die Funktion d, gilt

n

Qo) = w(2) () —mix)) - wn(x)% S 7

i=1

wobei m, wie oben, den Nadaraya-Watson-Schiitzer fiir die spezielle Autoregression X; = m(X;-1)+
Z; mit m = 0 bezeichnet.
Da X; = m(X;_1) + Z; die Bedingungen aus Lemma [3.3] (S. nach Voraussetzung erfiillt, gilt mit

Lemma (S.

sup
x€el,

du@)| = s

_1
= Op <<cn 2p2 log(n)% + ci) qf + n_;>

Im Beweis von Lemma sind in (3.4.7) (S. die genauen Konvergenzraten fiir die Ableitungen
angegeben:

sup
{L‘Gln

oY 2 - _ —%—u _1 1 Fyv+1
s () = )| = 00 (e ntog()t )+ ).
Damit gilt fiir die Ableitung von d

9 (ﬁ’L(l’) - ﬁﬂ@)’ + sup |wy,(2)] (SUP m(w) - m(x)‘ *

sup
mEIn

dy(@)| < sup
Ieln

T

= op(1)

[SIIe]

1
da sup,c; |w)(z)] = O(1) und ¢, >n" % log(n) (q)? = ((ncg)—llog(n)(q,{)4) ? — o(1) nach Vor-

aussetzung.

AuBerdem ist fiir alle §

oy B@-LW L d@-de) @) -d)
z,yE€Jn,x#y ]a:—yP o 2,YEJn,|x—y|>cn |$_y|6 Y€ Jn,0<|z—y|<cn ‘x_y‘é
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< 2sup |dy(2)]e;,’ + sup |y (x)]e,
z€Jy z€Jy

_3_
— Op (cn2 67r‘5log(n)5(q£)3>

_3_
Damit gilt fiir alle 6 mit ¢, 2 *n3 log(n)%(qﬂz)?’ =o(1)
P (dpn ¢ CL(1)") = o(1)
fiir die Funktionenklasse

O, = {d € CF L), sup ()| < 2, [ o), o)y = o},

x€l,

wobei 2, := ¢, 2n 2 log(n)2 ¢, log(n)? und

O1H(I,) = {d I, - R

d(z)—d
max <sup |d(z)|, sup \d;(x)o +  sup M <1
z€ln x€ly zyEl, Yy |x — y|

sel.

Somit gilt (10.2.7)), wenn

Lns)
sup sup 1 Z d(Xj-1)| =op <1> : (10.2.8)

s€l01] deci ™ (I |7 =1

Um die Funktionenklasse C179(I,,) zu iiberdecken, braucht man nach Theorem 2.7.1 in van der
Vaart and Wellner| [1996|

€ _ __1
Mo i= N (5,0 (L), |-, ) < exp (2&61((2 + by — an)en 1+6>

Kugeln vom Radius % > 0 bzgl. der Pseudonorm || - ||7,, wobei ||d||7, := sup,¢;, |d(z)|. Die Kon-
stante K hingt nur von § ab. Fiir die Klassen Cll+5(1n)” gelten die selben Abschétzungen fiir die
Uberdeckungszahlen.

Nach [Pollard [1990] (S. 10) kann die Anzahl von Funktionen aus C1+°(I,)", die zur Uberdeckung
von CIH" (I,)™ mit Kugeln vom Radius €, > 0 notig sind, ebenfalls durch M,,2 abgeschétzt werden.

Mit dy, ..., dp,, € C1T°(I,)" seien die Funktionen bezeichnet, die die Mittelpunkte der Kugeln zur
Uberdeckung von C1+°(.J,)" bilden.

Seien 0 = s1 < ... < sy, = 1 die Punkte zur Uberdeckung von [0, 1] mit Abschnitten der Gréke
€, 50 dass M,; <

— Ep*’

. _1 _ _ .
Es sei &, =n 2 log(n)~! und € =€, - z,!. Dann ist

1
sup sup - d(Xj-1)
s€[0,1] decto(r,)n | ™ J;
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1 sl
= max  max sup sup — g d(X;-1)
1shsMny 1Sk<Mn2 s€(0,1) mit |s—sn|<& deCit*(I,)n mit ||d—dy1, <én |7 j=1

I_nShJ

< — dp(X;—
< m}?xmgxnz k(Xj-1)
7j=1
5N J J
-+ max sup sup —Zd(Xj,l) I{=<sp—I=<syp
o se01) mit |s—sn|<& dgectto(r,)n | n n
1 [rsn ]
+ max max sup = (d(Xj-1) — di(Xj-1))
h deCI T (1) mit, |[d—dy 1, <én |7 51
[nsh |
< — .
< max max - Z dip(X;-1)
7j=1
1 ¢ J J
+ max sup sup sup |d(z)] —Z IS =<sp—1<3=<sy
b se[0,1] mit |s—sp|<e deCit(1,)m =€ln n = n n
ns
+ max max sup sup |d(z) — dg(x)| L5
h k gec 5 (J)n mit ||d—dy 5, <én T€In n
[nsn ]
< ma — di(X,—
< hme?XnZ k(Xj-1)
7j=1
1
+ z, - max sup |s — sp|+— mit (4.5.6) (S.[65) im Beweis zu Satz
h o se[0,1) mit |s—sp|<eEr | ~=—~— T
<Enzn '
+ max sup sup |d(z) — d(z)|
deCY ™ (Jn)" mit [d—dy |1, <en 2EIn
<én
[rsh ]
<

1
max max |— E di(Xj-1)
1<h<Mpn1 1<k<Mn2 |T < 1

J:

1
()
Damit gilt (10.2.8)), wenn

Lnsn ]
1 1
max max |— E di(Xj-1)| = op <> , (10.2.9)
= Vn

1<h<Mn1 1<k<Mn2 |70

und es bleibt zu zeigen, dass ((10.2.9)) gilt.

Dies kann mit Hilfe des folgenden Hilfssatz, der auf einer Ungleichung vom Bernstein-Typ fiir
mischende Zufalssvariablen basiert, gezeigt werden.

Hilfssatz 10.2.A Sei d eine messbare Funktionen mit sup,cg |d(z)| < 2, und [ d(y)fx,(y)dy =0
und s ein fester Wert in [0, 1]. Auferdem sei der Prozess (X;);ez o-mischend. Dann gibt es fiir
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hinreichend grofes n ein M < oo, so dass

ns]
1 _
Pl Z d(X;_1)| > Mé,
7j=1
2 V7222 1
<dexp | — i & en_ T 4" a([nénei]),
64n|néncs |22 + SnMé, | néncd |z, |nénc? |

wobei a(-) der Mischungskoeffizient von (X;) ist.

Beweis Messbare Funktionen erhalten nach Fan and Yao|[2005] 2.6.1 (ii) Mischungs-Eigenschaften,
daher ist d(X;—1) a-mischend mit dem selben Mischungskoeffizienten wie (X;). Der Mischungsko-
effizient von

Y; o= d(Xy1)] {Z < s}
n
kann fiir festes s € [0,1] und n € N durch den Mischungskoeffizienten «(-) abgeschitzt werden.

Auferdem ist
und da X, ..., X, identsich verteilt sind

7

e = [awr{% <s} e @i =1{% < s} [ dwssma=o.

Das Theorem 2.1 aus Liebscher| [1996] ist also auf )" ; ¥; anwendbar. Dieses Theorem basiert auf
Theorem 5 in Rio [1995].

Sei

1

N := |[né,c?| = Ln%cé log(n)_lj = L((nci)_% log(n)>_1 cglj

dann sind die Bedingungen
1<N<n

und ) )
_ 1 _1 1
nMeé, > ANz, = 4|né,ci |cn n~2 log(n)q;,
N———
=c? (ne3) ™ 2 log(n)af =o(1)
nach Voraussetzung fiir hinreichend grofe n erfiillt.
Weiter gilt fiir alle 0 <T <n—1
min(7T+N,n)
11 SRt
i=T+1

< N?(sup|d(x)])®
z€R
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N232

IN

und damit nach Liebscher| [1996]

P(Zn:m

i=1

> nMen>

2M2—2
< dexp | — z Sen— - +4£a(N)
645 N222 + SnMé, Nz, N
277222
n“M-e n 1
= 4dexp | — T = T +4 —a([nécs ).
64n|nencl |22 + SnMe, [nénc |z, |néncn |

Somit gilt die Behauptung, denn

P(im >nM€n) = P(l

=1

|
Fortsetzung Beweis Lemma [10.9
Mit diesem Ergebnis gilt fiir (10.2.9))
1 [nsp |
P — Xi_ Me
S 1, [ 2 ) > M
]:

Mp1 Mo 1 Lnshj B
< YN - Z de(X;-1)| > Mé,

h=1 k=1 j=1

2 7222
S Mnan2 4eXp - 1 n 6n, 1
64n|neyca |22 + %nMEn |nénca | zn
n 1
+4 T a([ngncﬁj))
|néncs |
_ _1 2 V7282
< dexp [log ((€)7") + 275 K (2 + by — an)én ™ — e .
64n|neyca |22 + %nMEn | nénca | zn
(10.2.10)

_ — 1 1
+4exp | log ((E;"l)_l) + 2T K (24 by, — ap)é, ' + log n — | +log (a(LchﬁJ))
|népca |
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(10.2.11)

Die Zeile ((10.2.10)) ist o(1), wenn der Exponent gegen minus unendlich geht, also wenn

1 _ 1
64n LnEncﬁjz% + %nMEn |nénca | zn 1
2222 =0\ - .
" 2T K (2 + by — an)én ™ +log ((€;)71)

~'zn) = O(log(n)) und auferdem

1 _ 1
1 - ) 64n|né,cl |22 + SnMeé, [nénc |z,
n2M?2e2

0 (<q5>2 1og<n>4cn5n%>
+0 (qg log(n)zn*%)

B O<(bn—an)( 1) log(n)* ey n

m\»—x

N[
-

-
>

+0 ((afP1ogn) ‘e 7t
— o),

da nach Voraussetzung

(g))?log(n)'cn2n™2 = cylog(n)® (ncd) ™7 (gf)?log(n)
= (ncd)s n 5 log(n)® (ned) 3 (qf)? log(n)

1 1
1 _ 1
—log <a(Ln€nc%j)> 97+5 (2+ by — apn)én '™ + log <

N |

) + g (@) )

Lnencn ]
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LnEncq%J log(@)

-1 _1 1
(bp, — an)e 1*‘5 n"ten? +log(n)e, 'n ey, 2)
(bn,

-1 , -1
—ap)log(n)é, 't n 1cn2>

of
:o<
(

= O | (by — ayn)log( )+%C;%n_%+% 115>
— 1)7
nach Voraussetzung.
Damit gilt (10.2.9)), denn
1 L"ShJ -
P | max max |— Xj-1)| > Mg, | =o0(1),
1<h<Mni 1<k<Mnz |N “

also
[nsp |

1 1
max max - E =0p(€,) =0, | — | .
1<h<Mpi 1<k<Mns |n 4 (€n) =0 vn

Lemma 10.3 Es seien die Voraussetzungen von Lemma (S. und Lemma [10.1] (S. [142)
gegeben.

Anmerkung: Damit miissen auch die Voraussetzungen von Lemma (S. und Lemma (S.
erfillt sein.

Der Prozess (X;);ez sei also a-mischend mit a(n) = O(a™") fiir ein @ mit 1 < & < co und alle X;
haben dieselbe Verteilung.

Fiir die Bandbreite ¢, gelte nc> = O(1) und es seien ¢, ¢* und ¢¥ mit (¢%)~! = O(1), (¢*)~! = O(1),
(¢2)~! = O(1) gegeben, so dass (nc®) ™1 (g)3 () (¢*)*(¢2)*log(n)? = o(1) und es gebe ein § > 0,
3

3.5
so dass ¢y, 2 n_% log(n )l(qq’i)?’qu%q}é = o(1) und
1

(b — an)(a)(¢1)*(g)*(q2)? Jog(n) ™ T ¢ 2033757 = o(1).

Anmerkung: Wenn ¢y, ~ ni log(n)™ fir ein |r1| < oo, (by — an) = O(log(n)™) fir ein |ra| < oo,
@ = O(log(n)™) fiir ein |rs| < oo, qt, = O(log(n)™) fiir ein |r4| < oo, q* = O(log(n)™) fiir ein
Irs| < oo und g4 = O(log(n)"®) fiir ein |rg| < oo, gilt dies fiir alle § € (3,31).

Dann gilt fiir i.i.d. Zufallsvariablen (Z;) wie in und zweimal differenzierbare Funktionen

n R — R mit sup,¢; |t$1”) ()| = O(¢%), p = 0,1,2 und dreimal differenzierbare Funktionen wv,, :
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R — Rund up, : R — Rmit sup,eia, —cep bn+Cen] |U£L“) (z)| = O(qy,) und SUP,c(a,, — e bn+Cen] |u$L”) ()| =
O(4qn), n=0,1,2,3

X 1—Xi
Zk L w1 Lns) +K (%) (Un(Xi—1) = v (Xj-1))un(Xi—1)
ap, (B85 80
s€f0,1] Ly K (%)

Beweis Als erstes wird gezeigt, dass der zufillige Nenner ersetzt werden kann. Es gilt

[ns)
Wpk 1 _
sup Zk — ZZijLnthn<Xjf1>

s€[0,1] =1

7=1
Xj_1—X;_
éK <%) (Un(Xi—l) (XJ 1
e TR K (i
n_ o lns) +K (Xj_lc;nx’_l> (Un(Xiz1) — vp(Xj-1)
< sup |— Zi— wnjtn(Xj—l)
sef0.1] (M i T Fxo(Xim)
oyl (E% (B0 (0a(Xio1) = wa(X51)
s€[0,1] i—1 HZkz:lK (J?
X
Fxo(Xjm1) = sr Yp K (%
on(Xjfl)
(10.3.1)
Als néchstes wird gezeigt, dass der zweite Summand o, (T) ist. Es gilt
EHSZ LZJ LR (XX (00(Xim1) = v (K1) un(Xio1)
sup wnjtn Jj— 1 L
s€[0 1] % ZZ:1 K (inlcin)(k_l)
X; 1—Xp
Fxo(Xjo1) = = Ypo K (%)
fxo(Xj-1)
—Xj
1 % oy [ T2 e D K (A=)
= sup |— w -1
seoy |[n = fxo(Xj-1)
1 iZ =+ (Xj_lc;nx_l) (Un(Xi-1) = vn(Xj—1))un(Xi-1)
— i
i % > K (inlc;ninl)
t 1 « .
< Seen Il g g oy LSk (2 2)
infrer, fxo(2) zer, [ n

Nl

't 1
=Op (cn 2n~2 log(n) +c%) nach Lemma [3.7]
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n oK (%) Zi(vn(Xiz1) = vn(2))un(Xi-1)

1
n “ T—Xp—1
el | T im1 ncn 2=t ( cn )

o |1 B () Zion(Xim) — o) (i)
xsél[p ﬁ ; 1 Zn K (%) )
" i=1 nen k=1 Cn
(10.3.2)
da sup,cp, [ta(z)| = O(gy) und ; ; = O(q}) nach Voraussetzung.

infrer, = >noy fx, (%)

Mit einer Taylorentwicklung von w, (X;_1) in z ist fiir ein &, 1(x,?) zwischen X;_; und
| EE () Ziwa(Xim) = vn(@)un (Xi)
" LK (%) Zi(un(Xic1) = va(@)
i=1 ncn Zk:l K (ﬁ%)
| A () Zion(Xi1) — o)l (€1 (2,9) (Xt — 2)

n < JJ—Xk_l
CCEInv =1 TLCn Zk 1 (76»” )

IN
w0
=
T
s
3
—~
8
=
w0
=1
T

und weiter mit einer Taylorentwicklung von v, (X;_1) in  und einem &, 2(z, %) zwischen X;_; und
T

. 1 En: 1K (&) Zi(vn(Xi—1) — vp(2))un(Xi—1)

I, | T4 n z—Xg-1
aeln, |5 ncn Y K (7%

, 1 n éK (Ji—jii—l) ZZ (Xifl _ LE)
sup [un (2)| sup [vy, ()] sup |~

n z—Xp_1
A D I

R (—m X)) Zat€nala, 1)) (Xt — o)
+ sup |up(z)| sup ;Z - —
v€Mn o€l | T i1 E D=1 K ( n )

/ 1 & Can <M711) Ziu%(fn,l(l" Z)) (Xifl - 55)2
+ sup (o) sup | -3

1 In, [TV 5 _L 5 2= X1
rein e " i=1 'I’LCn Zk‘:l K ( Cn

& A K (TR Zt ) (G () (X — )
+ sup E Z r—Xp_1
I'Elna =1 ncn Zk 1 <T)

IA

und da die Summanden nur dann ungleich Null sind, wenn |X;_1 — x| < Cc,, gilt weiter mit
I = [an — Cep, by, + Cey)

n LK z—Xi 1

1 Z cn ( cn ) Zi(vn(Xi—1) — vn () )un(Xi-1)
sup |—
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n LK (%) Zi (X1 — )

1 Cn
< sup |un(z)| sup |V, (2)| sup |—
wEIn’ n )|xeln| nl )|.’E€In7 ”; P Zk 1 <x*§¢)
1 I
+ sup un ()] sup (V)] sup K (2)C%, sup |ty
x€lp x€Jpn z€[-C,C] z€l, ni S K (%) n <
1 1«
+ sup |ul,(z)| sup [v),(z)| sup K(2)C%c, sup - | Zi|
z€Jn wel, 2€[~C,C] " vel, %ZZ:J( <%) n Z '
1
+ sup [up, ()] sup |oy ()| sup K(z) C%cp sup — Z\Z E
z€Jn z€Jn 2€[-C,C) zel, %ZZLIK( R 1)
\_vﬁ n - n \ /
<K<oo =0p(1)

was mit sup,e ;. \u%“) ()| = O(q;;) und sup,¢ ;. \vﬁﬂ) (x)] = O(qp), p=0,1,2, bedeutet, dass

I (”—“) Zi(on(Xi-1) = v () un (X 1)
;(;Seujp n “ Son (%)
w i=1 ncn k=1 Cn
1 r— Xl 1
1 n K( on )Zi(Xi—l_x)
= Olaha;)-O | sup |- "=

— X
nia EZZ:IK(I cnk 1)

IEI’HA
+0p (cuglatar) (10.3.3)

da analog zum Vorgehen im Beweis von Lemma [3.4] gilt

S

sup 1 — s I X, (@)
1 n T—Xg—1 o 1§ r—Xp_1
el | G 2=t K <T) vl | iy Sier K (o)

% ZZ:I ka,1 (z)
1
infrer, = >noy fx;,_, (¥)

_1
1+0p (cnznélog( )2q +cnqn)

= Op (Q£) :

Weiter ist
Lo K(ﬂinl) Zi (Xio1 — 1)
wp |03 =
o€ln, =1 ncn Zk 1 (T)
11 — X — X;_ 1
= ¢y Sup ZK<$ ! 1) <$ ! 1>Zi sup —~
wel, | = n Cn n cel, s 1K<x ! 1)
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1 1 - Xi_ - X;_ 1 - X;_ - X
= ¢, sup ZK<$ i 1)(1' i 1>Z7,—E ZK(Z' i 1><ZE i 1>ZZ
wel, | M <= Cn Cn Cn n < cn Cn Cn
'OP (q£>7
(10.3.4)

da Z; von X;_1 unabhéngig ist, und E[Z;] = 0 fur alle i.
Auf den Term

() (222
n Cn Cn Cn

=1

sup
x€l,

) (224

kann Lemma [10.1| angewendet werden, da X; = Z; die Voraussetzungen an X; in Lemma nach
Voraussetzung erfiillt.

Damit ist
I~ 1 - X X I~ 1 - X - X
sup ZK(x 21) (.%’ zl)ZZ_E ZK(m ’Ll) (1’ 21>Zi
x€l, nz:l Cn Cn Cn n i—1 Cn Cn Cn

und daher folgt aus (10.3.2]), (10.3.3]) und (10.3.4))

n_ o Lns) 1K <w) (0 (Xi—1) = vn(Xj-1))un(Xi-1)

Cn Cn

sup ng Z E wmtn j— 1) =
i _

s€[0,1] ncn Zk 1 ( Cn )

Fxo(Xj1) = 7t e <%X“)
on( j—l)

-

= 1

— 0l op< b log(n)

(NI

+ i) Op (cnqiqﬁqqi)

O 1
= Op (cfm 2log(n)2(q£)2q;qmz

— 0r () 0n e

3w\>~

l u v
log(n )Q(QTf)Qq}anqn)

PN

da o log(n)? (ahabatial, = ((ned) (ned)~ og(m)(ah)*(al) (a2) (a)")) " = O(1) -0(1) nach Vor-
aussetzung.

Mit (|10.3.1)) bleibt also zu zeigen, dass

1Ll LK (B2 (0 (Xi1) = (K1) (K1)
sup ZZZ anjtn
n n fxo(Xj1)

s€[0,1]

a(l)
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Sei
dp(z) = wn(x)tn(x)i YK <f”_)(1> Zi(vn(Xi—1) — vn(2))tn(Xi—1).
1

ney, 4

Damit bleibt zu zeigen, dass

%S:J dn(Xj-1)| = 0p (%) : (10.3.5)

Dies geschieht analog zum Beweis von Lemma indem zunéchst gezeigt wird, dass dn (Xj-1)
beziiglich X;_1 zentriert werden kann, also dass

\ [ @)t

@)= [0t K (V) 0ao) = ) uaa)

Cn Cn

=0, <\/1%> : (10.3.6)

Sei hierfiir

dann ist (10.3.6)) gleichbedeutend mit

1 - 1
— Zih(X;-1)| = — .
n ZZ; ( 1) Op <\/ﬁ>
Da
h(z) = /wn(zcn + z)tn(zen + ) K (2) (vn(z) — vn(2en + ))up(x)dz.
gilt
sup |h(z)] < sup [tn () |en sup |vn ()] sup |un(x ]/K )|z]dz
z€R z€[an—2Ccn,bn+2Ccn) z€[an—2C¢n,bn+2Ccn) xE€Jy
=0(a}) =0(atay) 520 CK<oo
= O(cntnnay)
1
= 0 (((neh)(ned) ™ (ah)*(a)*(a)?)?)
1
SR (AR AR D
= 0O(1)-0(1) nach Voraussetzung
und daher

Damit gilt analog zum Beweis von Lemma [10.2

1 -
f§ Zih(Xil)] = 0
ni:l

und
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also

und somit ((10.3.6).
Damit gilt (10.3.5)), wenn
LNSJ
1
d n = 10.3.7
sup HZ E j 1 0p<\/>> ( )

s€[0,1]

wobel

dpn(e) = du(e) = [ dolo) )y
wie im Beweis zu Lemma [10.2] und es bleibt zu zeigen, dass ([10.3.7) gilt.

Auch hier gehort dpn zu einer Funktionenklasse, was im Folgenden gezeigt wird.

Fiir die Funktion dg, gilt wie im Beweis zu Lemma

sup |[dpn(z)| < 2sup |dn(z)]

und fiir die Ableitungen

sup\dEn( )| = sup |d, ()| und sup\dEn( )| = sup |d;)(x)].
zeR z€ely, zeR z€ly,

Weiter gilt

. _ wa(@)te(z) 1 - x— X1 o (X e (X
dn(l‘) = 7],)(0('%) nen ;K < n >Zz n(Xzfl) n(X’Lfl)

_wn(:c}; (x nlz"; < >Zun(Xi_1)

on neép <

M Z; ( 2 )z%(xi_l)un(xi_l)—E[Bﬂ

wna)ta(z)unfa) | L g (x—Xl) Ziun(Xi—1) —E[Bd] |,

on (l‘) ncp —

=:B>

da nach Voraussetzung X;_; und Z; unabhingig sind und E[Z;] = 0 fiir alle i.

Es gilt ebenfalls nach Voraussetzung sup,cia, —ce, bp+Cen] |U§L“)(x)| = 0(q}), sowie

1
qndn

supxe[an Cenbu+Cen] ]u%“)( )| = O(g¥), n = 0,1,2,3, daher erfiillen die Funktionen Un Uy, und

q—un die Bedingungen an die Funktionen g, in Lemma m
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Somit folgt, da sup,cy, [t ()| = O(¢}), sup,er, [wi (@) = O(1), sup,e, |4 (2)] = O(1), u =
0,1,2, und ———— = O(q,J:)7

inszIn fXO (Qﬁ)

N _1 1 1
dn(:v)‘ =Op (Cn n"z log(n)2q£q2Q$q7Z‘> =op(1)

sup
x€ly,
5 *% -1 L, 2t vou
Sup dn(x)(ZOP cn 1”2 log(1) 2 (¢n) dndndn | = opr(1)
TrCln
1 *% -1 1o fA\3.t v ou
Sup dn(rc)’ = Op | en*n”2log(1) 2 (d5)"tndndn | -
TrClin

3

dac,?n"2 log(n)%(qg)quq}’Lq}{ = (nc%)_% log(n)%(qﬂi)quqﬁq}f = o(1) nach Voraussetzung.

Fiir alle ¢ gilt auferdem

AR AT] vy MBE@ A d@) =)
z,YyE€Jn,xF#Yy ’m - y|6 o z,YEJn,|x—y|>cn |:L‘ - y|6 z,y€Jn,0<|z—y|<cn ‘I‘ - y‘(i
< 2sup |dy,(z)|e;,” + sup |d (z)|e)°

_3_5 1 1
- Op <0n2 n zlog(n)z(q£)3q,iqzq%>-

3
Damit gilt fiir alle 6 > 0 mit ¢, ? ’n3 log(n)%(qg)ququq}f =o(1)
P (dEn ¢ 011+5(1n)") = o(1)

fiir die Funktionenklasse

O = {d € CF L), sup ()] < 2, [ o), o)y = o},

l’EIn

_1
wobei 2, 1= cn 2n"2 log(n)%q£q2q}iqz log(n)% und

o (sup o) sup [0 )+ sup ‘d’@)‘d’@”q}

CitI,):={d: I, - R S <
z€ly, z€ly, z,y€ly,x#y ‘.ZL' - y‘

sel.

Somit gilt (10.3.7)), und damit die Behauptung des Satzes, wenn

|ns

]
1 1
sup sup " g d(X;-1)| =op <\/ﬁ> .
i=1

s€[0,1] gecl o (1,)n

Dies folgt mit den Bedingungen an die Bandbreite analog zum Beweis von Lemma [10.2
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Lemma 10.4 Es scien die Voraussetzungen von Lemma [3.4] (S. B5) und Lemma [10.1] (S. [142)
gegeben.

Anmerkung: Damit missen auch die Voraussetzungen von Lemma 3.3 E (S. l) erfillt sein.
Auferdem sei der Prozess (X;)iez a-mischend mit a(n) = O(a™") fiir ein & mit 1 < & < oo.

Zusitzlich seien die Beobachtungen Xy, ..., X, identisch verteilt und es sei
1

qg = m fur alle 7.
Anmerkung: Durch die Vomussetzungen von Lemma[3.4] gilt fiir die Dichte der Beobachtungen auch
SUp,er [x,(z) < 00, und damit auch (g H=1=0(1).

Die Gewichtsfunktion w, sei zweimal differenzierbar und es gelte sup,cg |w£“ ) (x)| < oo fitlr p=1,2.

Fiir die Bandbreite ¢, gelte nc) = O(1) und (nci)_l(q,{)4 log(n)? = o(1) und es gebe ein §, so dass
5
572

__2

3 2
cn? 3 log(n)%(q£)3 =o0(1) und (b, — an)(qﬁ)_ﬁﬂ log(n)?c, ' 2n~! = o(1).

Anmerkung: Wenn ¢, ~ n"i log(n)™ fir ein |r1| < oo, (b, — an) = O(log(n)™) fir ein |re| < oo
und qﬂz = O(log(n)") fir ein |r3| < oo, gilt dies fir alle 6 € (%, %)

Dann gilt fiir zweimal differenzierbare Funktionen ¢, : R — R mit sup,¢;. |t$1”) ()] = O0(1), p =
0,1,2 und dreimal differenzierbare Funktionen v, : R — R und u, : R — R mit

Supxe[an—Ccn,bn-l—Ccn] ”U?(’L,u) ($)‘ = 0(1) und Sque[a,L—Ccn,bn+Cc,L] ’uéﬂ) (:L')’ = 0(1)7 n = 07 17 27 3

LrisJ )0 e PR LN LK(i) (0n(Xi—1) — vn(X;j_1))tin(Xi1)
sup — Zzw [ns] tn Jj— 1) X;j_1—X
o = e i K (B25)

1
=0Op (<c%n_% log(n)% + C%) q{i) .

Beweis Analog zum Beweis von Lemma kann der zufillige Nenner ersetzt werden und es gilt

nsj n |ns]

2k=1 Wnk 1
sup ZZ“’ [ns) tn(Xj-1)
s€[0,1] 1_1 =1

L () (0 (Ximt) = 0n(X ) Jun(Xin)
| S ()
Xi1—X;—
= - - Wnjln Aj—1

sefo.] | s fxo(Xj-1)

+0(q}) - Op (cn%é log(n)? +Ci> -O(cn) (10.4.1)
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|ns] | | (can (Xﬂflc;nxlfl> (v (Xi-1) — ’Un(le))Un(Xz‘l))

= sup
sefo] [ i n = fxo(Xj-1)
1
+O0p <c,%n§ log(n)%qﬁ + ciq{i) . (10.4.2)

Anmerkung: In Zeile (10.4.1)) gilt die Konvergenzrate O(cy,) (anstatt Op(can;) im Beweis zu Lemma

i Can(”” L) |X o —al
10.5), da durch das wegfallen von Z; der Term sup,¢; ZZ 1 = (w > o 1)
ncn k=1 cn

> direkt durch

Cc,, abgeschditzt werden kann.

Sei
. wa()tn(r) 1 ¢ - Xio1) N
dn(w) on(x) nen i:1K< Cn )( n(Xz 1) ( )) n(Xz 1)
w(@)tn(@) | 1 e (2= X — vn (@)
fXO( ) FE ncn;K( o )(n(Xz 1) n( )) n(Xz 1)]
und
dpn(e) = dofe) = [ du(w) s )
Damit ist
n_q sl éK (XJ*IC%RXH) (Vn(Xiz1) = vn(Xj-1))un(Xi—1)
218 n X ( e, )
LHSJ
- sz%pl ZdEn - 1

T Z ney, Z/ on n(Xi—l)_/Un(y))K (T) un(Xi—l)on (y)dy

LnsJ
+L Z Wi (Xj—1)tn(X;-1) /(vn(:z‘) —vp(Xj1))K <$_le> un () fx, (x)dw

ney, j:l Ixo(Xj-1) Cn

nZ [ el ) [ 0) = o) (% ) o)) v )l
(10.4.3)

Weiter gilt

Z e Z/ fX n(Xi—l)_Un(y))K<)(i_cl_y> un(Xi—1) fx, (y)dy

sup
s€[0,1] n

< nup s ijJ / ;wn@)tn(y)( o) = i) (2wl

= sup| [ ) enle) — v (7Y un<x>dy'
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< sup un(o)wn(o)tale) [ L lone) o) (22 dy\
5 un(0) [ - (une) = ) (wnta) (na(e10) (v - 2)K (‘y) dy‘

Taylorentwicklung von wyt, in x mit &, 1(z,y) zwischen z und y

1 T —
< sup (@@t (2) [ (o —x>K< y) dy
z€R Cp, Cp,
1y, 2 r—y
+sup |un (@) wn (2)tn () | —vp(&ne(z,y))(y — )" K dy
z€R cn Cn
1, , 9 Tr—y
+sup |un(z) | —v,(En3(2, ) (Wntn) (Ena(z,y)) (y —2)°K | — | dy
zeR Cn Cn
Taylorentwicklung von v, in « mit &, o(z,y) und &, 3(x,y) zwischen x und y
ly—=x T —
< sup [un(@)] sup [tn()] sup [vh(@)] cnsup | [ LL=TK ( y) dy
z€ly €I, z€l, z€R Cn Cn Cn
=0(1) nach Voraussetzung =[2K(z)dz=0
+ sup |up(z)| sup |tn(z)] sup [0/ ()] ci/zQK(z)dz
xeln xely z€lan—Cecn,bn+Cecp)
=0(1) nach Voraussetzung
+ sup |un ()] sup [(wntn)'(2)] sup Ivé(w)ICi/ZzK(Z)dZ
z€lan—Cen,bn+Cep] zel, z€Jan—2Ccp,bp+2Ccy] -
=O(1) nach Voraussetzung <20C?K<o0
= 0(0721)7

und damit auch

sup nijj [ A [ 0) = o) (T2 ) o) oo ()

s€[0,1] Cn

[ w000 0) = en) 5 (£ o )
2

sowie analog dazu

IN

IA
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[ns] — Y.
sup |5 5 ) [ (0) =0, (X)) (7 ) o) ()

s€[0,1] | "Cn = fxo

1 T —y
sup |t, ,sup/vna:—vn K( )unx x)dr
sup [t (0) s s | [ () — e ) (T ) o) s 2)
1
sup |t,(y)| ————————
yEIIZ| (y)|lnfyeln fxo(y)
(sup fun o)l sup 0] s0p 1l [ <620
+ sup \un(y)lsuplfxo( )l sup Ivf{(y)\Ci/ZZK(Z)dZ
y€ln yeR ye[anfccn;bn+ccn]



TN (27 S 00 I A I | 22K<z>dz)

ye[an_ccn7bn+ccn] ye[an_ocnabn+ccn]
_ 2 .f
= 0 ( nqn) :

Mit diesen Ergebnissen folgt aus (10.4.3)

i E LK () (0n(Ki1) = o (K1) un(Xi1)
su Wh,it
s€|l Opl n ! on(Xjfl)
| Lns)
= s?p} ZdEn j—1)| +O( nqn) (10.4.4)
s€|0,1

Auch hier gehort dpn zu einer Funktionenklasse, was im Folgenden gezeigt wird.

Fiir die Funktion dg, gilt wie im Beweis zu Lemma und Lemma m

sup ‘CzEn(xN < 2sup |Czn(x)|
zeR z€ly

und fiir die Ableitungen

sup!dEn( )| = sup |d,(z)]  und sup!dEn( )| = sup |d) ()]
z€R z€ln zeR z€l,

Weiter gilt

Es ist nach Voraussetzung supgcq, — e, bptCenl ‘USL“) (x)| = O(1), sowie

SUD e[, —Conbnt+-Cenl ]u%“) (x)] =0(1), p=0,1,2,3, daher erfiillen die Funktionen v,u, und w, die
Bedingungen an die Funktionen g, in Lemma [10.1

Damit folgt, da sup,ep, [t (2)] = O(1), sup,e;, [wi (z)] = O(1), sup,ep, [FE) (@) = O(1), p =

| =
O(qh),

1
0,1,2, und Wocr, g (@ —
‘ =Op (cn n"z log(n )1 f;) =op(1)
IEGIn
3
sup |&,0)] = Or (e 4 log(a)} af)?) = 0p(1)
{L’EIn
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)] = 0r (et 08} al)*).

sup
x€el,

_3
da cn2n "2 log(n)%(q,{)2 = (ncd)~ 2 log(n )%( f)2 = o(1) nach Voraussetzung.

Fiir alle ¢ gilt auferdem

AC YA vy B@-d@I L de) - )
Y€ Jn,xF#Y ’l’ - y!5 B z,YyEJn,|lx—y|>cn ’x - y’(S z,yE€Jn,0<|z—y|<cn ‘:L’ - y‘é
< 2sup |d),(2)[c,° + sup |dy(x)]ey
e J, n zeJ n

_3_
_ op ( 5k 1og<n>%<q£>3) -

3
Somit gilt fiir alle § > 0 mit ¢, 2 op—t log(n)%(q,{)3 =o(1)

P (dpn ¢ CL(L)") = o(1)

fiir die Funktionenklasse

O (L) = {d € CyP (1), sup |d(z)| < va/d(y)fxo(y)dy = 0},

iEEIn

_1
wobel z, 1= ¢, 2n=3 log(n )2qn log(n )% und

Cito(IL,) = {d I, >R

max <sup |d(z)|, sup |d'(z )|> b s @B <1}

—_ |0
xely, xely, z,y€ly,x#y ‘:L’ y‘

sel.

Somit kann die Konvergenzrate von supgjg 1] 1y JL 1J dpn(X j—1)| durch die Konvergenzrate von

I_ns
sup sup Zd j—1) (10.4.5)
s€[0,1] geCl o (1,)n
abgeschétzt werden.
Wie im Beweis zu Lemma folgt
LnSJ 1 [nsn] 1
sup sup Zd 1)|= max  max |— di(Xj-1)|+O0 | € + 20— |, (10.4.6)
s€[0,1] deCy o (1) " LShsMny 1Sk<Mnz \T0 j=1 ’ )

wobei M,,; und M, wie im Beweis zu Lemma definiert sind.

2 1 )
Sei €, = nqn Dann ist z,2 = O(&,), da n"2cy log(n)qz = c,%q£ : c,%(nci)fglog(n) = & -

3
c2 ((nc Y~ 1log(n)3 )2 = &, - 0o(1) - o(1) nach Voraussetzung. Damit kann in (10.4.6) O (€, + 2,,2)

durch O(€&,) ersetzt werden.
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Mit Hilfssatz und weiter analog zum Vorgehen im Beweis zu Lemma kann auf Grund
der Annahmen an die Bandbreite ¢, gezeigt werden, dass

[nsh ]

1
max  max |— Z dip(Xj-1)| = Op(&n).
j=1

ISh<Mpny 1<k<Mpn2 |10 <

Aus dieser Gleichung und aus ((10.4.2)), (10.4.4)), (10.4.5) und (10.4.6) folgt

1 1
sup #ﬁ Z Z W s tn(Xj-1)

n
5€[0,1] i=1 j=1

LR (2 (00(Xi1) = v (X ) Jun (K1)

1 Xj—1—Xk—1
nen Zk:l K ( Cn
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11 Ausblick

In diesem Kapitel wird ein Ausblick iber mogliche weiterfiihrende Forschung auf dem Gebiet dieser
Arbeit gegeben.

Zum einen ist sicher von Interesse, die Ergebnisse dieser Arbeit auf autoregressive Modelle der
Form
Xj = m(Xjfl, R an—d) + O‘(Xjfl, ce >Xj—d)€j

fiir d > 1 auszuweiten.

Das Problem, das dabei auftritt, ist, dass die Konvergenzraten von |m — m| und |6 — o| von d

abhangen. Diese Konvergenzraten sind in Lemma (S. angegeben und basieren auf der Kon-
_1

vergenzrate in Lemma (S. . Diese Konvergenzrate ist (fiir d = 1) Op <cn 2ne 10g(n)é)

(sieche Lemma und fiir d > 1

_4d
2

Op <cn ne log(n)é> , (11.0.1)

was in Hansen| [2008] fiir stationdre Modelle gezeigt wird.

Im Beweis zu Satz (S. ! wird benétigt, dass |7 —m/|? und |6 — o|? von der Rate o, (ﬁ) sind,

und dass ¢2 = o(n~2). Mit (11.0.1) bedeutet das also, dass gelten muss

_d 2
<cn *n"z log(nﬁ) = ¢, 9 log(n) = o(n*%),

2d

2d s 50, und nct = o(1), was fiir d > 2 zu einem Widerspruch fiihrt.

n—oo

also nc

Dieses Problem wurde im Fall unabhéngiger Beobachtungen in Neumeyer and van Keilegom| [2010]
dadurch gelost, dass ein lokal polynomieller Schitzer vom Grad p anstatt eines Nadaraya-Watson-
Schitzers verwendet wurde. Mit einem lokal polynomiellen Schitzer vom Grad p veréndert sich die

Bedingung nct = o(1) zu nc?’ ™ = o(1), so dass sie mit geeignetem p nicht mehr im Widerspruch
zu nc2d —— oo steht.
n—oo

Eine weitere Moglichkeit das Modell dieser Arbeit zu erweitern, die zu dem selben Problem fiihrt,
ist Modelle der Form
Xj =m(Xj1,Zj) + 0(Xj-1, Zj)e;

zu betrachten, mit (moglicherweise mehrdimensionalen) Kovariablen (Z;).

Eine zweite interessante Erweiterung der Ergebnisse dieser Arbeit, ist die Untersuchung des soge-
nannten “Online-Monitoring” fiir den Change-Point-Test.
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Dieses Verfahren basiert darauf, dass nicht auf Basis von n Beobachtungen getestet wird, ob in die-
sen ein Change-Point vorliegt, sondern ab einem bestimmten Zeitpunkt fiir jede neu hinzukommende
Beobachtung getestet wird, ob die Nullhypothese keines Change-Points noch gilt. Fiir parametrische
Modelle wird ein solches Verfahren in [Hlavka et al|[2010] vorgestellt (siehe Abschnitt [5.5] S.[81]).

Analog zu Hlavka et al|[2010] ist die Idee fiir ein solches “Online-Monitoring” die folgende: Es
wird davon ausgegangen, dass ein (historisches) Trainingsdatenset zur Verfligung steht, in dem kein
Change-Point vorliegt. Auf Basis dieses Trainingsdatensets werden die unbekannte Regressions- und
Skalierungsfunktion geschitzt. Fiir jede neu hinzukommende Beobachtung wird dann getestet, ob
sich die Verteilung der “neuen” Innovationen von der der Innovationen aus dem Trainingsdatenset

unterscheidet, indem fiir jedes k = 1,2, ... die Differenz
T T+k
sup [ @il {&; <t} — Y @il {¢; <t} (11.0.2)
bR | =1 J=T+1
betrachtet wird, wobei X7i,..., X7 das Trainingsdatenset bezeichnet und QI);T, w;k geeignete Ge-

wichte. Dieses Verfahren wird so lange durchgefiihrt, bis die Nullhypothese abgelehnt wird, also bis
zu dem k, bei dem die auf (11.0.2) basierende Teststatistik den kritischen Wert des Tests zum ersten
Mal iiberschreitet.

Ein drittes interessantes Gebiet fiir die weiterfithrende Forschung ist die Untersuchung von weiteren
Hypothesentests fiir autoregressive Modelle. In Kapitel [7] (S. [104) wird hierfiir bereits ein Einblick
gegeben.

Zusitzliche interessante Hypothesentests sind z.B. Tests zur Uberpriifung der Modellannahmen, wie
Tests auf Unabhéngigkeit der Innovationen €1, ..., €, oder Tests auf Unabhéngigkeit der Innovatio-
nen und der vorherigen Beobachtungen, ¢; und X;_1, X;_o,....

Eine weitere mogliche Ausweitung des Modells besteht darin, mehrdimensionale Zeitreihen zu be-
trachten, insbesondere mehrdimensionale Innovationen zuzulassen. Solche Modelle treten z.B. auf,
wenn mehrere Finanzzeitreihen gemeinsam modelliert werden, um die Abhéngigkeit von Ausfallri-
siken zu untersuchen.

Ein Hypothesentest kénnte in diesem Fall die Komponenten der Innovationen auf Unabhingigkeit
testen, oder die Verteilungen der Komponenten der Innovationen auf Gleichheit.

Wie bereits in Kapitel [7] ausgefiihrt, ist fiir viele Hypothesentests die Verteilung der Teststatistik
unbekannt, und daher die Anwendung von Bootstrap-Verfahren von Interesse (siehe Abschnitt ,
S. [[09).

Somit ist die Untersuchung von Bootstrap-Verfahren fiir nichtparametrische Autoregressionsmodel-
le in den unterschiedlichen Testszenarien ebenfalls ein interessanter Punkt fiir die weiterfithrende
Forschung.
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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird das asymptotische Verhalten von sequentiellen empirischen Prozessen basie-
rend auf nichtparametrisch geschétzten Residuen in heteroskedastischen autoregressiven Modellen
untersucht und ein Test auf einen Change-Point (Strukturbruch) in der Verteilung der Innovationen
hergeleitet.

Das betrachtete Modell ist eine Zeitreihe

Xj=m(Xj-1) +0(Xj-1) - €, JEZL

mit unabhéngigen Innovationen €; und geeignet glatten Funktionen m und o.
Die Innovationen sind nicht beobachtbar und werden daher durch Residuen

o = Xi—m(X;-1)
T 6(Xjm)

mit nichtparametrischen Nadaraya-Watson-Schétzern m und & geschéitzt. Basierend auf diesen Re-
siduen werden sequentielle empirische Prozesse thn:lj wil {é&; <t} mit t € R, s € [0,1] und einer
Gewichtsfunktion w;, die den Prozess auf [0, 1] normiert, gebildet.

Das Haupttheorem dieser Arbeit (Satz gibt eine stochastische Entwicklung fiir den sequentiellen
empirischen Prozess der nichtparametrisch geschétzten Residuen. Diese stochastische Entwicklung
besteht aus einer Summe unabhingiger Zufallsvariablen und einem Fehlerterm, der mit schneller
Rate gegen Null konvergiert. Daher konnen bekannte Resultate fiir unabhéingige Zufallsvariablen
verwendet werden, um schwache Konvergenz der Differenz zwischen sequentiellen empirischen Pro-
zessen und der wahren Verteilungsfunktion gegen einen Gaufs-Prozess zu beweisen. Dieses Ergebnis
beinhaltet die schwache Konvergenz der Differenz zwischen nichtsequentiellen empirischen Prozes-
sen und der wahren Verteilungsfunktion, daher kénnen aus ihm, neben Change-Point-Tests, auch
Goodness-of-fit-Tests abgeleitet werden.

Der beschriebene Ansatz ist vergleichbar zur Herleitung nichtparametrischer Change-Point-Tests,
die fiir Regressionsmodelle existieren. Im autoregressiven Fall treten allerdings zwei zusétzliche
Schwierigkeiten auf. Die Beobachtungen sind abhingig und der Triger des Prozesses kann nicht als
kompakt angenommen werden, im Gegensatz zum Triger der Kovariablen in der Regression. Diese
Probleme werden gelést, indem die Annahme der Unabhéngigkeit durch eine Mischungsbedingung
ersetzt wird, und stochastische Gewichte verwendet werden, die den Wertebereich der Beobachtun-
gen auf kompakte Intervalle beschrinken, die gegen die reelle Zahlengerade konvergieren.

Ein Change-Point-Test fiir die Innovationenverteilung ist ein Test fiir die Nullhypothese keines
Change-Points, was bedeutet dass die Innovationen ey, ..., €, i.i.d. sind, gegen die Alternative

Js0 € (0,1) 1 €1,y €pgy) 88.de ~ F, €pgg 4155 €n B0d. ~ G, F #G.

Teststatistiken fiir solche Tests basieren auf der Differenz von geeignet angepassten sequentiellen
empirischen Prozessen nichtparametrisch geschétzter Residuen. Schwache Konvergenz dieser Diffe-
renz kann aus der erwdhnten stochastischen Entwicklung abgeleitet werden und es wird gezeigt, dass
die selbe asymptotische Darstellung wie im Regressionsmodell gilt. Insbesondere ist die betrachte-
te Teststatistik verteilungsfrei und bekannte asymptotische Quantile kénnen fiir den Test benutzt
werden. Simulationen mehrerer Arten von Change-Points und verschiedener Modelle unterstiitzen
dieses theoretische Resultat.
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