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Kapitel 1

Einleitung

In Situationen mit komplexen Beziehungen zwischen Kovariaten sind Strukturgleichungsmo-
delle ein niitzliches Werkzeug, um Zusammenhénge abzubilden. Auflerdem kénnen multikol-
lineare oder dhnliche Parameter zu latenten Variablen zusammengefasst werden. Diese Er-
weiterungen sind auch fiir Fragestellungen in der Ereigniszeitanalyse moglich. Dazu wird das
Standard-Modell der Uberlebenszeitanalyse, die Cox-Propotional-Hazards-Regression, mit ei-
nem Strukturgleichungsmodell kombiniert. Dieser Ansatz ist relativ neu und die Modelle wur-
den bislang nur selten verwendet.

Die Anwendungsmoglichkeiten dieser Modellklasse sind vielfdltig. In der Wissenschaft treten
haufig Fragestellungen auf, bei denen ein Aspekt durch mehrere dhnliche Parameter gemessen
wird. In der Okonomie kénnen das Kundenprofile sein, die an unterschiedlichen Kaufgewohn-
heiten festgemacht werden. Ein Beispiel aus der Medizin sind Diagnosen, die aufgrund ver-
schiedener Kennzeichen und Symptome getroffen werden. In den Sozialwissenschaften werden
oft Personlichkeitsprofile auf der Grundlage von separat gemessenen Teilaspekten definiert.
Wird der Einfluss dieser Effekte auf die Zeit bis zu einem Ereignis untersucht, so werden
die beobachteten Kennzahlen standardméflig als einzelne Parameter in der Cox-Regression
modelliert. Haufig werden die resultierenden Effekte jedoch so interpretiert, als ob sie ein
verborgenes latentes Phdnomen beschreiben.

In dieser Dissertation sollen die Anwendungsméglichkeiten der Cox-Regression in Kombinati-
on mit einem Strukturgleichungsmodell demonstriert werden. Die betrachteten latenten Varia-
blen kénnen kategorielles oder kontinuierliches Skalenniveau besitzen. Anhand von Beispielen
sollen die Vor- und Nachteile der Modellansétze im Vergleich zur Standard-Cox-Regression
diskutiert werden. Die Prognosegiite der Modelle kann anhand von verschiedenen Kennzahlen
verglichen werden. Des Weiteren ist es moglich, die Belastbarkeit der neuen Modelle mithilfe
des Bootstrapping-Verfahrens zu untersuchen.

Kapitel 2 beginnt mit einem Uberblick iiber die Literatur zu Uberlebenszeitmodellen, in
denen latente Variablen verwendet werden.

In Kapitel 3 wird eine Einfithrung in die Ereigniszeitanalyse gegeben, insbesondere wird
die Cox-Proportional-Hazards-Regression vorgestellt. Anschlieend werden in Kapitel 4 die
Grundlagen von Strukturgleichungsmodellen erldutert. Dabei geht es vor allem um die Defi-
nition von latenten kontinuierlichen Variablen. Diese werden auch Faktoren genannt.

In Kapitel 5 wird das Cox-Proportional-Hazards-Modell mit einer kontinuierlichen latenten



Variablen vorgestellt. An dieser Stelle wird das erste Anwendungsbeispiel eingefiihrt: Der
prognostische Wert der Herzfrequenzvariabilitat fiir die kardiale Mortalitat. Das vorgestellte
Modell wird auf den Datensatz angepasst. Insbesondere wird untersucht, welcher Informati-
onsgewinn mit dieser Analyse im Vergleich zur Standard-Cox-Regression erzielt werden kann.
Abschlielend wird der Datensatz verwendet, um die Reliabilitat des Modells mithilfe der
Bootstrap-Methode zu evaluieren.

In Kapitel 6 wird eine kurze Einfihrung in die latente Strukturanalyse gegeben. Dabei handelt
es sich um Strukturgleichungsmodelle, bei denen die latente Variable kategorielles Skalenni-
veau besitzt. Anstelle eines latenten Faktors kénnen damit latente Klassen definiert werden.
Diese Modellklasse kann auch als Submodell von Mischverteilungsverfahren verstanden wer-
den.

In Kapitel 7 wird das Cox-Proportional-Hazards-Modell mit latenten Klassen formal beschrie-
ben. Hier wird noch einmal auf das Beispiel aus Kapitel 5 zuriickgegriffen, um die Anwen-
dungsmoglichkeiten des Modells zu verdeutlichen. Schliellich wird die Modellstabilitéit evalu-
iert.

Das 8. Kapitel betrachtet eine praktische Fragestellung aus dem Bereich der Okonomie. Es
liegt der Datensatz eines deutschen Mobilfunkanbieters vor, dessen priméres Geschéaftsmodell
der Vertrieb von Prepaid-Karten ist. Untersucht werden soll der prognostische Wert verschie-
dener Kundenparameter auf die Nutzungszeit der erworbenen Telefonkarte. Dazu werden
zwei Survivalmodelle mit latenten kategoriellen Variablen angepasst: Die Cox-Regression mit
latenten Klassen, wie in Kapitel 7 beschrieben, und die Cox-Regression mit einem Latente-
Klassen-Growth-Modell. Die Prognosegiite der Analysen wird mithilfe von verschiedenen Fit-
Indizes beurteilt und mit der Losung der Standard-Cox-Regression verglichen.

Im 9. Kapitel wird eine Zusammenfassung iiber die Ergebnisse gegeben. Anhand der Resul-
tate soll die Frage beantwortet werden, an welchen Stellen Ereigniszeitmodelle mit latenten
Variablen einzusetzen sind und welchen Informationsgewinn sie bringen kénnen.

Die Modelle werden ausfiihrlich erldutert. Auf das Vorgehen der Schétzverfahren wird in
allgemeiner Weise eingegangen. Das genaue Vorgehen unterscheidet sich in Abhéngigkeit von
der verwendeten Software. Programme fiir die Analyse von Strukturgleichungsmodellen sind
Amos, Lisrel, EQS, Stata und Mplus. Die Berechnung einer latenten Klassenanalyse ist mit
einer Vielzahl von Programmen moglich, dazu gehéren Latent Gold, Stata und Mplus. Die
kombinierten Survivalmodelle mit einem latenten Faktor oder latenten Klassen kénnen nur
mit Mplus berechnet werden. An geeigneter Stelle sind Anmerkungen zum Vorgehen in Mplus
gemacht oder entsprechende Literaturverweise aufgefiihrt.



Kapitel 2

Literaturibersicht

2.1 Modellierung von Uberlebenszeitprozessen mit latenten
Variablen

Viele Studien betrachten als Endpunkt die Zeit bis zu einem Ereignis. Das am héufigsten ver-
wendete Modell zur Analyse dieser Fragestellungen ist das Cox-Proportional-Hazards-Modell.
In der Vergangenheit wurde das Modell durch zahlreiche Ansétze erweitert. Eine der neusten
Entwicklungen beschiftigt sich mit der Beriicksichtigung von latenten Variablen.

Artikel, in denen FEreigniszeitprozesse mit Strukturgleichungsmodellen kombiniert werden,
stammen von den Entwicklern des Softwareprogramms Mplus, B. Muthen und T. Asparaou-
hov sowie K. Larsen, einem Schiiler von Muthen. Erste Ansétze auf diesem Gebiet finden sich
davor nur in zwei Publikationen einer Gruppe um H. Lin und C. E. McCulluch.

Zunichst soll eine kurze Ubersicht iiber die Artikel zu diesem Thema gegeben werden. An-
schliefend werden die einzelnen Publikationen genauer vorgestellt, dabei wird in gebotener
Kirze auf die Anwendungsbeispiele eingegangen. Insbesondere werden die verwendeten Mo-
delle beschrieben. Auf die zugehorigen Schétzverfahren und den Prozess der Modellanpassung
soll nur am Rande eingegangen werden. Zum Abschluss wird eine Ubersicht gegeben, welche
Fragestellungen mithilfe von Ereigniszeitmodellen mit latenten Variablen beantwortet wurden.

Lin, H., Turnbull, B. et al. verwenden in dem Artikel “Latent Class Models for Joint Analy-
sis of Longitudinal Biomarker and Event Process Data: Application to Longitudinal Prostate-
Specific Antigen Readings and Prostate Cancer” [LTMS02], siehe auch [MLST02], den Teilda-
tensatz einer Praventionsstudie zum Prostatakrebs. Als Outcome werden longitudinale Mes-
sungen des prostataspezifischen Antigens und das Auftreten eines Karzinoms betrachtet. Es
werden latente Klassen spezifiziert, um die Heterogenitéit in der untersuchten Population ab-
zubilden. Die Verlaufsmessungen werden mit einem linearen gemischten Modell mit einem
klassenspezifischen Effekt analysiert. Zur Modellierung des Uberlebenszeitprozesses wird eine
Cox-Regression mit einer klassenspezifischen Baseline-Hazard-Funktion angepasst. Bedingt
auf die latente Klassenzugehorigkeit werden die beiden Prozesse als unabhéngig angenom-
men. Das Modell wurde von C. Proust-Lima and J.M. Taylor spéter in dem R-Packet “lecmm”
implementiert, siehe u.a [PLT09].

Larsen stellt in dem Artikel “Joint analysis of time to event and multiple binary indica-
tors of latent classes” [Lar04] ein Modell vor, in dem der Einfluss einer kategoriellen latenten



Variable durch den Achsenabschnittsparameter in einem Cox-Proportional-Hazards-Modell
berticksichtigt wird. Die latenten Klassen werden durch kategorielle Indikatorvariablen defi-
niert, dafiir wird eine latente Klassenregression verwendet.

In dem Artikel “The Cox PH Model with a continuous latent variable measured by multi-
ple binary indicators” [Lar05] betrachtet Larsen statt einer kategoriellen, eine kontinuierliche
latente Variable. Diese wird durch binére Indikatorvariablen mit einem Item-Response-Modell
definiert. Der latente Faktor wird in der Cox-Regression als Kovariate berticksichtigt. Larsen
verwendet in beiden Artikel die Daten einer Studie aus der Geriatrie zur Veranschaulichung
der vorgestellten Methoden.

In der Publikation “Continuous time survival in latent Variable Models”[AMMO6] ordnen
Muthen und Asparahouv die von Larsen vorgestellten Modelle in einen weiteren Rahmen ein.
Vorgestellt wird ein sogenanntes Multilevel-Survival-Mixture-Modell. In dieser Modellformu-
lierung kann die Hazard-Funktion kontinuierliche latente Variablen als Kovariaten enthalten,
die durch kategorielle oder kontinuierliche Items gemessen werden. Gleichzeitig bietet der
Mixture-Teil des Modells die Mdéglichkeit, mithilfe von latenten Klassen Subgruppen in der
Population zu modellieren. Es gibt verschiedene Moglichkeiten, den Einfluss dieser latenten
kategoriellen Variablen auf die Ereigniszeit zu beriicksichtigen. In der Hazard-Funktion kén-
nen die Parameterschéitzer der Kovariaten klassenspezifisch geschétzt werden, auflerdem kann
ein klassenspezifischer Achsenabschnittsschitzer berticksichtigt werden. Dazu kommt noch ein
Multilevel-Teil. Das heifit, dass alle Parameterschétzer des Modells auch clusterspezifisch ge-
schétzt werden kénnen.

Der Artikel “Continuous-Time Survival Analysis in Mplus” [MAO6] von Muthen und As-
parahouv ist im Wesentlichen eine Ergénzung zu [AMMO6], in dem die Implementierung der
verschiedenen Modelle in Mplus erlautert wird. Auf diesen Artikel soll an dieser Stelle nicht
weiter eingegangen werden.

Die neueste Publikation auf diesem Gebiet von Muthen, Asparahouv, Baye et al. “Appli-
cations of Continuous time Survival Analysis in latent Variable Models for the Analysis of
Oncology Randomized Clinical Trial Data using Mplus” [MABT09] untersucht den Einfluss
der Lebensqualitit auf die Prognose von Patienten mit einem Pleuramesotheliom. Die Lebens-
qualitdt wird anhand verschiedener Items zur Baseline und im Verlauf gemessen. Es werden
die bereits bekannten Methoden aus dem Artikel [AMMO6] zur Modellierung des Einflusses
latenter Variablen auf die Uberlebenszeit angewendet. Fiir die Analyse der longitudinalen Da-
ten werden Growth-Mixture-Modelle [MAO8] angepasst. Dabei werden verschiedene Klassen
flir unterschiedliche Verldufe der Lebensqualitdt im Zeitverlauf geschétzt. AbschlieSfend wird
auch dieses Modell mit der Uberlebenszeitanalyse kombiniert.

Ein kombiniertes Modell mit latenten Klassen

Der erste Artikel, in dem bei der Modellierung eines Uberlebenszeitprozesses eine latente
kategorielle Variable Beriicksichtigung findet, stammt von 2002. Lin et al. [LTMS02] unter-
suchen die Daten eine retrospektive Teilstudie des “Nutritional Prevention of Cancer Trials”
(NPC). Es liegen Verlaufsmessungen des prostataspezifischen Antigens (PSA) vor, einem Bio-
marker fiir Prostatakrebs. Als Zielgrofie wird einerseits der Verlauf des PSA {iiber die Zeit,
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andererseits die Zeit bis zum Auftreten eines Karzinoms betrachtet.

In bisherigen Modellierungsansétzen wurde bei der Uberlebenszeitanalyse fiir alle Patienten
eine gemeinsame Baseline-Hazard-Funktion angenommen. Die Autoren argumentieren, dass
diese Annahme in einer heterogenen Population nicht gerechtfertigt ist. Es besteht insbeson-
dere die Vermutung, dass die betrachtete Population aus verschiedenen Subgruppen besteht,
die sich in ihrem PSA-Verlauf unterscheiden.

Fiir die Modellierung wird ein Joint-Latent-Class-Modell vorgeschlagen. Dazu gehort zunéchst
eine latente Klassenanalyse zur Bestimmung der unbeobachteten Klassenzugehorigkeit. Die
Identifizierung der Klassen geschieht mit einem multinominalen Logit-Modell. Die longitudi-
nalen Messungen des PSA werden mit einem linearen gemischten Modell mit klassenspezifi-
schen Effekten untersucht. Als zweiter Endpunkt wird das Eintreten eines Prostatakarzinoms
mit einem Cox-PH-Modell betrachtet. Der Einfluss der latenten Klassen wird hier durch eine
klassenspezifische Baseline-Hazard-Funktion modelliert.

Das lineare gemischte Modell und die Cox-Regression sind in dem vorliegenden Artikel noch
weiter an die spezifische Fragestellung angepasst, das Cox-Modell beinhaltet unter anderem
einen Frailty-Term. Bei der Modellierung wird die Annahme getroffen, dass die longitudinalen
Messungen und das Uberlebenszeitmodell in Abhéngigkeit von den latenten Klassen vonein-
ander unabhéngig sind. Die Parameter fiir das gesamte Modell werden gemeinsam mit der
semiparametrischen Maximum-Likelihood (ML)-Methode geschétzt.

Cox-PH-Modell mit latenten Klassen

Larsen verwendet in seinem Artikel [Lar04] ebenfalls eine kategorielle latente Variable als
Pradiktor fur die Zeit bis zum Eintreten eines Ereignisses. Das latente Konstrukt wird hier
durch eine Reihe dichotomer Variablen gemessen.

In beiden Artikeln [Lar04], [Lar05] werden Daten der “Woman ‘s Health and Ageing Study”
(WHAS) verwendet, welche die Ursachen und Verlaufe von korperlicher Funktionsunfiahigkeit
bei dlteren Menschen untersucht. Zunéchst werden fiinf Items auf einem Fragebogen betrach-
tet, die verschiedene Aspekte der schweren Bewegungsunfahigkeit messen. Es stellt sich die
Frage nach dem prognostischen Wert dieser Variablen auf die Uberlebenszeit.

Es wird eine latente Klassenregression verwendet, dass heifit, eine latente Klassenanalyse
mit Kovariaten, um den Zusammenhang zwischen den fiinf dichotomen Indikatorvariablen,
manifesten Variablen und einer kategoriellen latenten Variable zu modellieren.

Um den Zusammenhang zwischen beobachteten Kovariaten und den latenten Klassen zu un-
tersuchen, wird, wie bei Lin et al., eine multinomiale logistische Regression verwendet. Hierbei
wird die Annahme getroffen, dass die Kovariaten direkt auf die latente Variable wirken und
nicht auf die beobachteten Items. Diese Annahme kann durch die Anpassung eines erweiterten
Modells getestet werden.

Fiir die Ereigniszeitanalyse wird ein Cox-PH-Modell benutzt. Der Einfluss der latenten Va-
riable wird durch einen klassenspezifischen Achsenabschnittsschéitzer im parametrischen Teil
modelliert. Die Likelihood-Funktion fir das gesamte Modell setzt sich aus den Dichtefunktio-
nen der verschiedenen Teile zusammen.

Larsen stellt in der Arbeit klar die Vorteile heraus, die sich bieten, wenn die gemessenen Items
nicht einzeln oder gemeinsam in ein Cox-PH-Modell aufgenommen werden, sondern vorher
zu einer latenten Variable zusammengefasst werden. Die wesentlichen Griinde liegen darin,
dass die einzelnen Indikatoren jeweils nur Aspekte der Bewegungsunfihigkeit messen; aufler-
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dem konnen mithilfe einer latenten Variable Messfehler beriicksichtigt und Kollinearitdten
zwischen den Indikatoren vermieden werden.

Cox-PH-Modell mit einem latenten Faktor

Fiir das beschriebene Anwendungsbeispiel aus der Geriatrie stellt sich Larsen in einem zwei-
ten Artikel [Lar05] die Frage, welchen Einfluss eine kontinuierliche latente Variable auf die
Zeit bis zu einem Ereignis besitzt. Gemessen wird diesmal die korperliche Funktionsfdhigkeit,
die durch vier bindre Items eines Fragebogens gemessen wird.

Die Skalierung der latenten Variablen erfordert einen anderen Ansatz zur Modellierung des
Zusammenhangs zwischen latenter Variable und beobachteten Indikatoren. Verwendet wird
ein Modell der Item-Response-Theorie, das 2-parametrische logistische Modell nach Birnbaum
[Bir68]. Es wird wieder davon ausgegangen, dass der Einfluss der Kovariaten nicht auf die ge-
messenen Items wirkt, sondern nur auf die latente Variable.

Fiir die Betrachtung der Uberlebenszeit wird das Cox-PH-Modell verwendet. Neben einem
Vektor von Kovariaten wird in den parametrischen Teil der Hazard-Funktion der Vektor der
latenten Variablen und ein Interaktionsterm von manifesten und latenten Variablen eingefiigt.
Die Likelihood-Funktion fiir die Berechnung setzt sich wieder aus den Dichtefunktionen der
verschiedenen Teile des Modells zusammen. Die Schitzung der Parameter und das Verfahren
der Modellanpassung sind in beiden Artikeln von Larsen dhnlich. Die Berechnung der Modelle
geschieht mithilfe des Expectation-Maximization (EM)-Algorithmus.

Es werden verschiedene Tests zur Evaluation der Modellannahmen vorgeschlagen und durch-
gefithrt. Die Modellanpassung geschieht jeweils schrittweise. Im Fall der kategoriellen latenten
Variable wird zunéchst die optimale Anzahl Klassen gesucht und es werden die Kovariaten
bestimmt, deren Einfluss bei der latenten Klassenregression signifikant sind. Auch bei dem
Modell mit einer kontinuierlichen latenten Variablen wird zunéchst, unabhéngig von der Be-
trachtung der Ereigniszeitvariablen, das Messmodell spezifiziert. In einem zweiten Schritt wird
dann das gesamte Modell mit latenter Variable, Cox-Regression und zugehorigen Kovariaten
angepasst. Auswahlkriterium bei der Entscheidung fiir ein Modell ist das AIC beziehungswei-
se das Ergebnis eines Likelihood-Ratio-Tests.

Bei der latenten Klassenregression kénnen die ermittelten Klassen als verschiedene Schwere-
grade der Bewegungsunfihigkeit interpretiert werden. Die Vorteile des erweiterten Modells
sieht der Autor unter anderem darin, dass die Ergebnisse von Fragebogendaten in der Uber-
lebenszeitanalyse verwendet werden kénnen.

Im Item-Response-Modell wird die kontinuierliche latente Variable der kérperlichen Funkti-
onsfahigkeit als Effektschéitzer interpretiert. Mit dem erweiterten Modell wird zum einen das
Problem von Kollinearitédten zwischen Kovariaten in einer Cox-Regression geldst, zum ande-
ren lassen sich die Wirkungspfade der Kovariaten nachvollziehen.

Cox-PH-Modell mit latenten Klassen und Faktoren
Muthen und Asparahouv stellen in ihrem Artikel [AMMOG6] einen allgemeinen multivaria-
ten und mehrstufigen Rahmen fiir die Survivalanalyse fiir stetige Zeit vor. Inbegriffen ist die

gemeinsame Modellierung der Ereigniszeitanalyse und kontinuierlichen und kategoriellen be-
obachteten und latenten Variablen. Die Zeit bis zu einem FEreignis kann mit verschiedenen
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Hazard-Funktionen modelliert werden, dabei werden Rechtszensierungen beriicksichtigt.
Kernstiick der Arbeit ist ein sogenanntes Multilevel-Latent-Variable-Mixture-Modell. Ein
Multilevel-Mixture-Modell fiir ein Strukturgleichungsmodell findet sich bereits in [MAOS§],
diese Formulierung wird hier um das Cox-PH-Modell erweitert.

Der latente Faktor wird mit einem Messmodell spezifiziert, der Zusammenhang zu ande-
ren latenten kontinuierlichen Variablen wird mit einem Strukturmodell bestimmt. Falls es
sich bei den Indikatoren des latenten Faktors um kategorielle Variablen handelt, wird die
Latent-Response-Variable-Formulierung verwendet [MA02], dass heifit, es wird eine zugrunde
liegende normalverteilte latente Variable definiert. Fiir die Definition der latenten Klassen
wird ein multinomiales Logit-Modell verwendet.

In der Hazard-Funktion werden die latenten Faktoren als Kovariaten beriicksichtigt. Im para-
metrischen Teil kénnen zudem die Einfliisse der manifesten und der latenten Variablen auf die
Ereigniszeit klassenspezifisch geschéatzt werden. Fiir die latenten Klassen kénnen vollkommen
unrestringierte Baseline-Hazard-Funktionen geschétzt werden. Alternativ kann der Einfluss
der latenten Klassen, wie bei Larsen, durch einen klassenspezifischen Achsenabschnitt in der
Cox-Regression modelliert werden. Das Modell kann mehrstufig aufgebaut werden. Alle Pa-
rameter konnen entweder als feste oder als clusterspezifische Effekte geschitzt werden.

Das Modell ist im Wesentlichen eine Kombination der Modelle von Larsen, so kénnen hier
gleichzeitig latente Klassen und kontinuierliche latenten Variablen in der Ereigniszeitanalyse
berticksichtigt werden. Durch die Definition der latenten Klassen bietet sich die Moglichkeit,
die Homogenitét einer Population infrage zu stellen. Dieser Teil wird als Mixture-Modell be-
zeichnet.

Im iibrigen Teil des Artikels werden Erweiterungen dieses Rahmenwerkes betrachtet. Es wer-
den Frailty Modelle vorgeschlagen, um den Zusammenhang zwischen zwei oder mehr Sur-
vivalprozessen zu modellieren. Dabei wird in die jeweiligen Hazard-Funktionen, neben un-
terschiedlichen nichtparametrischen Baseline-Hazards, ein gemeinsamer parametrischer Teil
definiert. Des Weiteren wird auf Modelle mit zeitabhéngigen Kovariaten, den Zusammenhang
zwischen der Ereigniszeitanalyse in kontinuierlicher und diskreter Zeit und Daten mit Bin-
dungen, sogenannten “Ties”, eingegangen.

Cox-Modell mit einer zeitabhingigen Kovariate, latenten Klassen und Faktoren

In dem neusten Artikel von Muthen und Asparahouv zu dem Thema werden die Daten
einer randomisierten Studie aus der Onkologie verwendet. Es werden Patienten mit einem
forgeschrittenem Pleuramesotheliom betrachtet. Verglichen werden bestmogliche unterstiit-
zende Behandlungsmafinahmen gegeniiber einer Pemetrexed-Chemotherapie. Betrachtet wird
die progressionsfreie Uberlebenszeit.

In dem vorliegenden Artikel soll untersucht werden, ob die Lebensqualitit der Patienten einen
Einfluss auf die Zeit bis zu einem Ereignis besitzt. Zum einen geht es um den prognostischen
Wert der Messungen zum Studienbeginn, zum anderen stellt sich die Frage, ob unterschiedli-
che Entwicklungen der Lebensqualitdt im Zeitverlauf einen Einfluss auf die progressionsfreie
Uberlebenszeit besitzen. Die Messung der Lebensqualitit basiert auf Patientenbefragungen
mit dem “Lung Cancer Symptom Scale Mesothelioma Fragebogen” (LCSS). Das Instrument
besteht aus neun Items, die jeweils auf einer Skala von 0-100 gemessen werden.

Da die Annahme proportionaler Hazards fiir den Einfluss der Variable Behandlungseffekt
nicht erfiillt ist, wird eine Hazard-Funktion gewéhlt, die zeitabhéngige Einfliilsse von Kovaria-
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ten erlaubt. Mit diesem Modell wird dann, unter Beriicksichtigung des Behandlungseffektes,
der Einfluss der Baseline-Variablen auf die Uberlebenszeit untersucht.

Es wird diskutiert, wie die einzelnen Items der Lebensqualitdt zum Baseline-Zeitpunkt mit
einem latenten Variablenmodell zusammengefasst werden kénnen. Verglichen werden die Er-
gebnisse einer Faktorenanalyse, latenter Klassenanalyse und einer Faktor-Mixture-Analyse.
Das letztgenannte Modell bertiicksichtigt gleichzeitig eine kategorielle und eine kontinuierliche
latente Variable, wie in [AMMO6]. In diesem Modell wird die Annahme der vollkommenen
Unabhéngigkeit der Items innerhalb einer Klasse entspannt. Items kénnen innerhalb einer
Klasse korrelieren, die Stérke ist durch einen Faktor und die zugehorigen Ladungen beschrie-
ben. Die Ergebnisse der verschiedenen Modelle, fiir eine unterschiedliche Anzahl von Faktoren
und latenten Klassen, werden mithilfe verschiedener Fit-Indizes, wie dem CFI und dem BIC,
verglichen. Die besten Ergebnisse erzielt die Faktor-Mixture-Analyse mit einem Faktor und
zwei latenten Klassen.

Nachdem die Entscheidung fiir das latente Variablenmodell getroffen ist, wird das Faktor-
Mixture-Modell mit dem nichtproportionalen Hazard-Modell kombiniert, um zu untersuchen,
ob die Lebensqualitdtsmessungen, zusétzlich zu den anderen Kovariaten, einen signifikanten
Einfluss auf die progressionsfreie Uberlebenszeit besitzen.

Es ergibt sich eine dhnliche Modellformulierung wie in [AMMO6]. Die nichtproportional spe-
zifizierte Hazard-Funktion verwendet als Kovariaten eine Reihe manifester Variablen, die la-
tenten Klassen und verschiedene Interaktionen.

Fir das Beispiel aus der Onkologie stellt sich heraus, dass fiir Patienten der Behandlungs-
gruppe die Mitgliedschaft in einer bestimmten Klasse einen signifikanten Einfluss auf die
progressionsfreie Uberlebenszeit besitzt. Patienten, die der Klasse mit insgesamt hoherer Le-
bensqualitdt angehoren, besitzen eine bessere Prognose fiir den Krankheitsverlauf.

In dem Artikel werden aulerdem eine Reihe verschiedener Modelle verglichen, die den Ein-
fluss einer longitudinal gemessenen Variable auf die Uberlebenszeit beriicksichtigen koénnen.
Dabei handelt es sich um sogenannte Growth-Survivalmodelle, s. auch [MAO08]. Diese Analy-
sen kénnen ebenfalls mit dem Cox-PH-Modell kombiniert werden. Der Artikel zeigt, wie die
Modelle an den gegebenen Datensatz angepasst werden kénnen.

Zusammenfassung

Im Wesentlichen betrachten die vorgestellten Artikel zwei Fragestellungen. Wie kann die He-
terogenitéit einer Population bei der Uberlebenszeitanalyse adiquat beriicksichtigt werden?
Ist es moglich, den Einfluss nicht direkt messbarer Variablen auf die Zeit bis zu einem Ereignis
zu ermitteln? Bei Larsen [Lar05] werden die Modelle aulerdem dazu verwendet, direkte und
indirekte Wirkungspfade der Kovariaten auf die Uberlebenszeit zu untersuchen.

Die Antwort darauf kénnen Survivalmodelle mit latenten Klassen und latenten Faktoren ge-
ben. Die latenten Klassen koénnen durch Indikatorvariablen zum Baseline-Zeitpunkt, mit einer
latenten Klassenanalyse (LCA), oder durch longitudinal gemessene Indikatoren, mithilfe der
Latenten-Klassen-Growth-Analyse (LCGA), bestimmt werden. Kontinuierliche latente Varia-
blen werden mit der Faktorenanalyse bestimmt. Werden die zugehérigen Items nominal oder
kategoriell gemessen, so wird die Item-Response-Theorie oder die Latent-Response-Variablen-
Formulierung angewendet; beide Ansétze geben dquivalente Ergebnisse [MA02]. Die Ereignis-
zeitanalyse wird mit dem Cox-PH-Modell modelliert, nur bei Muthen et al. [MAB*09] ist
die Annahme proportionaler Hazards nicht erfiillt und es wird eine Cox-Regression mit einer
zeitabhingigen Kovariate angepasst. Die Methoden sind relativ neu, die vorgestellten Artikel
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sind die ersten, die ihre Anwendung zeigen. Die Berechnung der Modelle geschieht bei Lin et
al. mit Splus, Larsen verwendet, so weit wie moglich, Mplus, die komplexeren Analysen wer-
den ebenfalls in Splus bzw. R programmiert. Muthen und Asparahouv beseitigen den Mangel
an Software fiir die Uberlebenszeitanalyse mit latenten Variablen durch die Implementierung
der Modelle in Mplus.

Mit den verfiigbaren Modellen ist ein praktischer Rahmen fiir die Beriicksichtigung von laten-
ten Variablen in der Uberlebenszeitanalyse gegeben. Die Eigenschaften und Verwendungsméog-
lichkeiten dieser Methoden sollen in den folgenden Kapiteln anhand von praktischen Beispielen
ausgelotet werden.
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Kapitel 3

Survivalanalyse

3.1 Einfiihrung

In der Uberlebenszeitanalyse wird als Zielvariable die Zeit bis zum Auftreten eines Ereignis-
ses betrachtet. Die Zeit kann kontinuierlich (Stunden, Tage, ... ) oder kategoriell (Anzahl
der Schuljahre, etc.) gemessen werden. Ein Ereignis kann beliebig definiert sein, beispiels-
weise kann es sich um Tod eines Patienten, den Arbeitsplatzwechsel oder das Ende eines
Vertragsverhéltnisses handeln. Da die Survivalanalyse besonders in der Medizin verwendet
wird, handelt es sich hdufig um negative Ereignisse, die im Englischen als “failure” bezeich-
net werden. In der vorliegenden Arbeit wird immer von einem genau definierten Endpunkt
ausgegangen, miteinander konkurrierende Ereignisse werden nicht untersucht.

Eines der Hauptprobleme in der Uberlebenszeitanalyse ist hiufig das Fehlen exakter Informa-
tion tiber den Ereigniszeitpunkt. Dies kann verschiedene Griinde besitzen, vgl. [KMO03]. Zum
Beispiel ist es moglich, dass der Beobachtungszeitraum endet, bevor jedes Individuum ein
Ereignis gehabt hat. Haufig geschieht es auch, dass Personen aus unbekannten Griinden im
Verlauf einer Studie ausscheiden. Fiir die Schitzung der Uberlebenszeitfunktion wird daher
zu jedem Individuum, neben der Beobachtungszeit, mithilfe einer Indikatorvariablen die In-
formation aufgenommen, ob eine Zensierung oder ein Ereignis stattgefunden hat. Dabei wird
die Annahme getroffen, dass die Zensierung unabhéngig von dem Auftreten des Ereignisses
ist.

Es gibt verschiedene Arten von Zensierungen. Bei intervallzensierten Daten fehlt die Infor-
mation, wann genau in einem Zeitintervall die Zensierung stattgefunden hat. Bei Linkszensie-
rungen fehlt die Information, wann ein Individuum, das zum Beispiel eine Krankheit diagnos-
tiziert bekommen hat, sich vorher infiziert hat. Am héufigsten treten Rechtszensierungen auf.
Bei diesen ist der Beobachtungszeitraum auf der rechten Seite der Zeit abgeschnitten und es
fehlt die Information, ob ein Individuum danach noch ein Ereignis bekommt. In diesem Fall
ist nur bekannt, dass die Uberlebenszeit grofier als die Beobachtungszeit ist [KM03, KKO05].
Im Folgenden sollen ausschlieBlich Rechtszensierungen betrachtet werden.

Mit Uberlebenszeitanalyse kann nun unter anderem das Risiko eines Individuums geschitzt
werden, zu einem bestimmten Zeitpunkt das Ereignis von Interesse zu bekommen. Dabei wer-
den alle Individuen betrachtet, die bis zu dem entsprechenden Zeitpunkt noch kein Ereignis
hatten und sich unter Risiko befinden. Zur Beschreibung der Prozesse wird das Prinzip der
Survival-Funktion und Hazard-Funktion verwendet, dass im folgenden Abschnitt beschrieben
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wird. Die Konzepte werden hier in Anlehnung an die Biicher von Kalbfleisch und Prentice
[KP80], Klein und Moeschberger [KMO03] sowie Kleibaum und Klein erldutert [KKO05].

3.2 Grundlegende Definitionen und Modellspezifikation

Es bezeichne ¢ die Zeit seit dem Beginn der Beobachtung. Diese wird im Folgenden immer als
stetig angenommen. Des Weiteren bezeichne U; eine Zufallsvariable fiir den Ereigniszeitpunkt
eines Individuums 1.

Die Notation im Fall von rechtszensierten Daten ist wie folgt: Neben der Uberlebens- oder Er-
eigniszeit U; wird die Zensierungszeit C; der Individuen aufgenommen. Dabei ist die genaue
Lebenszeit eines Studiensubjektes nur bekannt, wenn diese kleiner oder gleich der Zensie-
rungszeit ist. Es bezeichne T; = min(U;, C;) die Beobachtungszeit eines Individuums 4. Ein
Zensierungsindikator D € (0,1) gibt an, ob ein Ereignis stattgefunden hat. Die Informatio-
nen fiir ein Individuum kénnen durch ein Paar von Zufallsvariablen (T}, D;) zusammengefasst
werden.

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, die Wahrscheinlichkeitsverteilung von T' zu spezifizie-
ren. In der Uberlebenszeitanalyse ist es iiblich, die Survival-Funktion S(¢) und die Hazard-
Hunktion h(t) anzugeben, zum Verstandnis ist es auch interessant, die Dichteverteilung f(t)
zu betrachten. Ist eine der drei Formen bekannt, so kénnen die beiden anderen daraus be-
rechnet werden.

Die Uberlebenszeitfunktion (Survival-Funktion) ist definiert als die Wahrscheinlichkeit,
dass ein Individuum an einem spezifizierten Zeitpunkt noch lebt. Formell heifit das:

S(t) = P(T > t). (3.1)

Aus dieser Definition folgt, dass es sich bei S(t) um eine nicht steigende, linksstetige Funk-
tion handelt, mit der Eigenschaft S(0) = 1 und S(¢),t — oo = 0. Hier wird die Wahrschein-
lichkeit des rechten Endes der sonst in der Statistik iiblicherweise verwendeten kumulierten
Verteilungsfunktion angegeben. Entsprechend ergibt sich der Zusammenhang zu F'(t), der
Wahrscheinlichkeitsfunktion von 7.

St)y=1—-F({t)=1—-P(T <t) (3.2)
Da es sich bei T" um eine stetige Zufallsvariable handelt, kann die Verteilung auch durch eine
Dichtefunktion angegeben werden:

) Pt<T<t+ At
F(t) = limapsgt TS TEAD

= —dF(t)/dt (3.4)

bzw.

Ft) = /0 " fryar. (3.5)

Gebrauchlicher in der Survivalanalyse ist jedoch die Verwendung der sogenannten Hazard-
Funktion. Sie gibt, dhnlich wie die Dichtefunktion, die Wahrscheinlichkeit an, dass zu einem
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bestimmten Zeitpunkt das Ereignis eintritt, jedoch unter der Bedingung, dass die Individuen
bis zu diesem Zeitpunkt iiberlebt haben und sich noch unter Risiko befinden. Es gilt:

PE<T <t+ AT >1)
At

Wichtig ist dabei zu beachten, dass die Wahrscheinlichkeit durch das Zeitintervall At geteilt
wird, es sich hier folglich um eine Rate handelt. Die Hazard-Funktion gibt eine lokale, einem
bestimmten Zeitpunkt zugehorige Beschreibung des Prozesses an und kann Werte zwischen 0
und oo annehmen. Weiterhin gilt:

ht) = limaiso . (3.6)

ht) = gig (3.7)

Den direkten Zusammenhang zwischen Hazard-Funktion und Survival-Funktion kann man
leicht herleiten. Ausgehend von S(t) folgt, dass

h(t) = —-log(5(t)) (3-8)

und andersherum erhélt man durch Integration der rechten Seite und mit S(0) = 1 entspre-
chend:

S(t) = exp <— /Ot h(T)dT) ) (3.9)

wobei [¢ h(t)dr auch kumulierte Hazard-Funktion genannt und mit H(t) bezeichnet wird.

3.3 Konstruktion der Likelihood-Funktion

Bei der Ermittlung der Koeffizienten in der Uberlebenszeitanalyse wird iiblicherweise die
partielle Likelihood-Funktion verwendet. Es bezeichne wie zuvor U die Uberlebenszeit, C' die
Zeit bis zur Zensierung und T' die Beobachtungszeit, die fir jedes Individuum als min(U, C)
definiert ist. Im Folgenden wird angenommen, dass sowohl die Beobachtungszeiten als auch die
Zensierungszeiten unabhangig und identisch verteilt sind. Im Fall von rechtszensierten Daten
gibt es zwei Moglichkeiten, vgl. [KMO3]: Bei einer Zensierung nimmt die Indikatorvariable D
den Wert 0 an und der Beitrag zur Likelihood-Funktion ergibt sich durch:

P(ID=0) = PI'=C,D=0)-P(D=0)=P(D=0)

= PWU>C)=5(0).
Das Ergebnis ist die Survival-Funktion zum Zeitpunkt C, dass heifit die Wahrscheinlichkeit,
bis zum Zeitpunkt der Zensierung iiberlebt zu haben.
Die zweite Moglichkeit ist, dass ein Ereignis eintritt. In diesem Fall ist der Indikator D =1
und die Beobachtungszeit T' entspricht der Ereigniszeit U. Es folgt:

P(I,D=1) = PI'=U|D=1)-P(D=1)
= PU=TIULSC)-PU<LO)

- [i L5 n-sen=ra.
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Der Beitrag zur Likelihood ist die Dichtefunktion, welche die approximative Wahrschein-
lichkeit angibt, dass ein Ereignis zum Zeitpunkt ¢ eintritt. Diese beiden Ausdriicke kénnen
zusammengefasst werden. Es ergibt sich:

P(t,D) = [f())7 [S®)' 7. (3.10)

Im Folgenden werden nun die Paare von Zufallsvariablen (t;, D;), ¢ = 1,...,n betrachtet.
Mithilfe von f(t;) = h(t;)S(t;) aus Gleichung 3.7 folgt fiir die zugehorige Likelihood:

L= [T (bt eap [~ Ht:)]. (3.11)
=1

Die Konstruktion der Likelihood fiir Daten mit einer anderen Art von Zensierungsmechanis-
mus funktioniert auf eine &hnliche Weise [KMO03].

3.4 Cox-Proportional-Hazards-Modell

Die Hazard-Funktion kann parametrisch modelliert werden, zum Beispiel als Weibull-, log-
logistische oder Exponentialfunktion. Die Schwierigkeit besteht jedoch darin, das richtige
Modell zu wihlen [KKO05]. Stattdessen wird in der Uberlebenszeitanalyse hiufig ein semipa-
rametrisches Modell verwendet, bei dem nur fiir den Einfluss der Kovariaten eine funktionale
Form bestimmt wird, die Baseline-Hazard-Funktion jedoch unspezifiziert bleibt.

Das besonders verbreitete Modell mit dieser Eigenschaft ist unter dem Namen Cox-Regression
oder Cox-Proportional-Hazards-Modell bekannt [Cox72]. Es ist definiert als:

Bt X) = ho(t) x eap(Y BX)).

Die Hazardfunktion besteht in diesem Modell aus zwei Faktoren. Zum einen hg(t), dem Base-
linehazard, und zum anderen exp(5X;), mit dem der Einfluss der Kovariaten modelliert wird.
Dabei bezeichnet X = (X,---,X,) einen Vektor von ¢ erklarenden Variablen, die sowohl
kontinuierlich als auch kategoriell seinen kénnen, und g den Vektor der zugehorigen Regres-
sionskoeffizienten.

Hier ist im Besonderen zu bemerken, dass nur der Baseline-Hazard eine Funktion von t ist
und die Annahme gemacht wird, dass der Einfluss der Kovariaten unabhéngig von der Zeit
ist. Durch den Exponenten ist gewéhrleistet, dass die geschétzten Hazards in jedem Fall nicht
negativ sind, und die Rate in einem moglichen Wertebereich von 0 < h(t, X) < oo liegt.
Das Cox-PH-Modell verdankt seine Popularitéit folgender Eigenschaften, die sich aus den
Modellannahmen ergeben [KKO05]:

e Die Ergebnisse sind in den meisten Féllen eine gute Néherung fiir die des korrekten
parametrischen Modells.

e Auch ohne Spezifizierung von hg(t) konnen gute Schitzungen fiir die Regressionskoeffi-
zienten, Hazard Ratios und adjustierte Survivalkurven ermittelt werden.

e Fiir die meisten Datensituationen ist das Cox-Modell eine sichere Entscheidung, es han-
delt sich um ein sehr robustes Modell.
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Das Hazard Ratio (HR) wird dann verwendet, wenn das Risiko von verschiedenen Indivi-
duen zu einem Zeitpunkt verglichen werden soll. Es ist definiert als der Quotient der Hazard-
Funktionen zweier Individuen, die sich in den Werten der erklarenden Variablen unterschei-
den, bei denen aber davon ausgegangen wird, dass sie die gleiche Baseline-Hazard-Funktion
besitzen. Es folgt:

h(t, X™*)

HR = ——-.

h(t, X)
Diese Definition gilt auch fiir parametrische Modelle. Der Vorteil des Cox- Modells liegt darin,
dass sich fiir das Hazard Ratio ein konstanter Wert ergibt, da

ho(t)exp (3 LX)
ho(t)exp (32 B X)

= exp <25(X£k — Xi)) .

i=1

HR(t)

Hier kiirzt sich mit ho(t) der Einfluss der Zeit aus der Gleichung heraus. Dabei muss gelten,
dass die Auspragungen der Kovariaten unabhéngig von der Zeit sind. Von dieser Eigenschaft
leitet sich der Name Cox-Proportional-Hazards-Modell ab.

Betrachte man zur Veranschaulichung einmal zwei Gruppen, die sich nur aufgrund einer ein-
zelnen bivariaten Kovariate unterscheiden. Dabei stehe der Wert 1 fiir die Behandlungs- und
0 fir die Kontrollgruppe. Mithilfe des Hazard Ratio kann nun der Effekt der Therapie im
Vergleich zur Kontrolle quantifiziert werden, vgl. [KK05]. Es ergibt sich:

HR = exp(B(1—0)) = exp (B).

Dieser Wert bleibt fiir die beiden betrachteten Individuen konstant iiber die Zeit. Liegt das
HR iiber 1, ist das relative Risiko fiir Patienten der Therapie im Verhéltnis zu Kontroll-
gruppe erhoht, liegt der Wert unter 1, so ist das relative Risiko entsprechend verringert. Im
multivariaten Modell mit verschiedenen erklarenden Variablen ist eine &hnliche Interpretation
moglich. Dabei kann die Frage beantwortetet werden, welchen Einfluss eine Kovariate besitzt,
wenn man davon ausgeht, dass der Effekt aller anderen Variablen als fix angenommen wird.

3.4.1 Schatzung
Partieller-Likelihood-Ansatz

Zur Schétzung der Parameter im Cox-PH-Modell kann die partielle Likelihood-Funktion ver-
wendet werden. Wie bisher ist fiir eine beobachtete Stichprobe von n, fiir jedes Individuum
j, die Information iiber die Beobachtungszeit 7}, ein Zensierungsindikator D; und ein Vektor
von Kovariaten oder Risikofaktoren X; = (Xj1,...,X;p) bekannt. Im Folgenden bezeichnen
t1,t2,...,tp die geordneten Ereigniszeiten.

Es wird angenommen, dass, bei Kenntnis der Kovariaten X, die Zensierungen unabhéngig von
der Ereigniszeit sind. Auflerdem soll zur Vereinfachung der Fall betrachtet werden, dass zu
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jedem Zeitpunkt maximal ein Ereignis auftritt, also keine “Ties” vorkommen. Die Konstruk-
tion der partiellen Likelihood in dem Fall, dass Bindungen vorkommen, wird zum Beispiel
bei [KMO03] beschrieben. Das Risk Set R(t), zu einem Zeitpunkt ¢, ist als die Menge der Indi-
viduen definiert, die kurz vor einem Ereignis oder einer Zensierung noch unter Beobachtung
stehen. Die partielle Likelihood fiir das Cox-Modell sieht dann folgendermaflen aus:

D
o ewp(zz 1ﬁszk)
MO =1l 5 st ax)

(3.12)

Betrachtet wird die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass zu einem Zeitpunkt ¢ ein bestimmtes
Individuum ¢ mit Kovariaten X; ein Ereignis hat, gegeben, dass iiberhaupt ein Individuum aus
dem Risk Set ein Ereignis erlebt. Die Likelihood-Funktion ist das Produkt dieser bedingten
Wahrscheinlichkeiten iiber alle Zeitpunkte hinweg, an denen ein Ereignis auftritt. In dieser
Form kommt die zeitabhingige Baseline-Hazard-Funktion nicht mehr vor, da sie sich heraus-
gekiirzt hat. An dieser Stelle ist zu bemerken, dass die obige Likelihood-Funktion nicht die
genaue Verteilung der Ereignis- und Zensierungszeiten beriicksichtigt, sondern nur die Rei-
henfolge in der sie auftreten. Nur wenn sich die Reihenfolge &ndert, fiihrt das zu anderen Risk
Sets zu den Ereigniszeitpunkten und damit auch zu einer verédnderten Likelihood-Funktion.
Nun kénnen die Regressionskoeffizienten 31, . .., 8, geschétzt werden, die die gegebene Likelihood-
Funktion L(f) maximieren. Da es sich bei der Bildung des Logarithmus um eine monoto-
ne Transformation handelt, fithrt es zu dem gleichen Ergebnis, wenn stattdessen die Log-
Likelihood-Funktion maximiert wird, also:

D ¢q D q
logL(B) =Y BrXir — > In( > exp(d BuXji)). (3.13)
i=1 k=1

i=1  jeR(t;) k=1

Die Log-Likelihood-Funktion hat den Vorteil, dass leichter die partiellen Ableitungen hin-
sichtlich der f3’s berechnet werden kénnen. Die ML-Schétzer werden dann durch die Lésung
dieser ¢ nichtlinearen Gleichungen ermittelt. Die Statistik-Programme verwenden dazu itera-
tive Methoden.

Profile-Likelihood-Ansatz

Eine andere Moglichkeit zur Schétzung der Parameter im Cox-Modell bietet die Profile-
Likelihood-Methode. Es sei wieder fiir jedes Individuum die Information tiber die Beobach-
tungszeit, Zensierung und einen Vektor von Kovariaten gegeben: (T}, D;, X;). Dann ergibt
sich die vollstdndige Likelihood der Daten unter Beriicksichtigung der Zensierungen durch
[KMO3]:
n
L(8ho(®) = TT ho(Ty)I” [eap(8"X)] ™ cap(~Ho(T)eap(87X,).  (314)

J=1

Im Folgenden werden die Parameterschétzer als fix angesehen und die gegebene Likelihood
als Funktion von hg(¢) maximiert. Die zu maximierende Likelihood ist dann:

[H ho(t;)exp(BT X;) 1exp [ ZHO Dexp(BTX;) | . (3.15)
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Wie bisher bezeichnen ¢; < ... < tp die geordneten Ereigniszeiten, sodass der Zensierungs-
indikator D; verschwindet. Nun wird zwischen Zeitpunkten mit und ohne Ereignisse unter-
schieden. Zu Zeitpunkten, an denen kein Ereignis eintritt, ist die Funktion maximal, wenn
ho(t) = 0.

Der Profile-Maximum-Likelihood-Schétzer fiir die Zeitpunkte ¢ = 1,..., D, an denen ein Er-
eignis eintritt, ist [KMO03, Joh83]:

1
> jer) erp(BTX;)

Mithilfe dieses Schétzers ist es moglich, die kumulative Baseline-Hazard-Funktion zu schéitzen,
das Ergebnis ist der sogenannte Breslow Schétzer:

hoi(t) =

(3.16)

~ 1
Hy(t) = . 3.17
0= S (7K, .17

Dieser Schitzer gilt fiir den Fall, dass zu jedem Zeitpunkt maximal ein Ereignis geschieht. Es
gibt alternative Vorschlidge zur Berechnung der partiellen Likelihood fiir Daten mit Bindun-
gen zwischen den Ereigniszeiten. Die Schétzer von Breslow [Bre74] und Efron [Efr77] kénnen
“Ties” beriicksichtigen und sind in den meisten géngigen Statistikprogrammen enthalten.
Setzt man den Schétzer der kumulierten Baseline-Hazard-Funktion in die vollstdndige Like-
lihood ein, so erhélt man die Profile-Likelihood. Diese ist proportional zur partiellen Like-
lihood, die in Abschnitt 3.4.1 hergeleitet wurde. Die Koeffizientenschétzer 5 kénnen damit
wie gewohnt berechnet werden.
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Kapitel 4

Strukturgleichungsmodelle

Das Cox-Regressionsmodell ist das Standardmodell in der Ereigniszeitanalyse. Es gibt ver-
schiedene Erweiterungsmoglichkeiten, wie zum Beispiel die Beriicksichtigung zeitabhéngiger
Kovariaten oder die Betrachtung multipler Endpunkte. In jedem Fall wird jedoch davon aus-
gegangen, dass alle Kovariaten perfekt und ohne Fehler gemessen werden konnen. Dies ist eine
Annahme, die man gerade in der Psychologie und den Wirtschafts- und Sozialwissenschaften
nur sehr selten treffen kann. Anstelle von “manifesten”, dass heifit direkt messbaren Varia-
blen, kommt es héufig vor, dass sogenannte “latente” Variablen untersucht werden sollen.
Als latent bezeichnet man Variablen, die nicht direkt beobachtbar sind, sondern nur indirekt
durch mehrere Items gemessen werden kénnen. Beispiele fiir solche Konstrukte sind Intelli-
genz, Depression oder Motivation.

Im Folgenden soll eine Erweiterung des Cox-PH-Modells betrachtet werden, die es ermdglicht,
latente Variablen als in der Ereigniszeitanalyse zu beriicksichtigen. Zuvor soll eine Einleitung
in die Modellierung mit latenten Variablen durch Strukturgleichungsmodelle in Anlehnung an
die Biicher von Joreskog und Sérbom [JS89], Schumacker und Lomax [SL04| sowie Reinecke
[Rei05] gegeben werden.

Mit Strukturgleichungsmodellen, im Englischen “Structural Equation Models” oder “SEMs”,
werden latente Konstrukte definiert, es kénnen die Zusammenhénge zwischen latenten Varia-
blen untereinander und Verbindungen zwischen latenten und manifesten Variablen untersucht
werden.

Im Allgemeinen wird dabei von theoriegeleiteten Hypothesen ausgegangen, die anhand der
Daten einer empirischen Untersuchung iiberpriift werden sollen. Ausgangspunkt dieser Mo-
delle sind Varianzen und Kovarianzen bzw. Korrelationen zwischen den manifesten Variablen.
Mithilfe dieser wird iiberpriift, inwieweit eine implizierte Struktur zwischen den Variablen
von den beobachteten Daten unterstiitzt wird. Um Strukturgleichungsmodelle zu verstehen,
ist es notwendig, einen Blick in die Entstehung dieser Modellklasse zu werfen.

4.1 Entstehungsgeschichte

4.1.1 Regressionsanalyse

Die ersten Schritte in Richtung Strukturgleichsmodelle setzte Pearson 1896 mit der formalen
Definition der linearen Regression [SNLO7]. Dabei handelt es sich um ein Verfahren, dass
seinen héufigen Einsatz und weite Verbreitung auch seiner Einfachheit verdankt. Im einfachen
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bzw. multiplen Regressionsmodell werden respektive die Beziehungen von einer oder mehrerer
unabhangiger manifester Variablen auf eine abhéngige manifeste Variable untersucht. Diese
Beziehung wird in einem Gleichungssystem ausgedriickt:

Yi = b1+ Paxoi + - + BgTgi + €. (4.1)

Den iiblichen Konventionen folgend werden manifeste abhéngige Variablen mit y bezeichnet
und manifeste unabhéngige Variablen mit x. Die Indizes ¢ = 1, ..., p stehen fiir die einzelnen
Beobachtungen, bei einem Stichprobenumfang p. In dieser Gleichung bezeichnen f,..., 3,
die zu schitzenden Regressionskoeffizienten. Um einen konstanten Term in der Gleichung
zu behalten, wird hdufig x1; gleich 1 gesetzt. Dieses Gleichungssystem ldsst sich auch in
Matrixschreibweise formulieren:

y=XB+e (4.2)

Hier sind y und € (p x 1) Vektoren, [ ist ein (¢ x 1) Vektor und X ist eine (p x ¢) Matrix.
Die Regressionskoeffizienten sind unbekannt und miissen geschitzt werden, die zugehorigen
Parameterschétzer werden mit B bezeichnet. Zur Losung dieses Gleichungssystems wird die
“Methode der Kleinsten Quadrate” verwendet. Umformen des Gleichungssystems fithrt auf
den OLS (Ordinary Least Squares)- Schétzer fiir die Parameter [Rei05]:

B=(XTx)"'xTy. (4.3)

Hier ist zu beachten, dass zur Lésung des Systems die Inverse der Matrix X gebildet werden
muss. Dies beinhaltet, dass die Determinante der Matrix nicht 0 sein kann. Ist das nicht der
Fall, so kénnen Informationen nicht mehr eindeutig einer bestimmten Variable zugeordnet
werden, man spricht von Multikollinearitét.

Wichtig bei der linearen Regression ist es, sich der Annahmen bewusst zu sein, die dieser
Methode zu Grunde liegen und auch fiir die darauf aufbauenden Modelle gelten. Letztlich ist
selbst die Regressionsanalyse nichts anderes als eine spezielle Form eines Strukturgleichungs-
modells [Geil0].

Bei der linearen Regression wird von einem linearen Zusammenhang zwischen den Parame-
tern ausgegangen. Fiir die Storterme €; wird vorausgesetzt, dass ihr Erwartungswert gleich 0
ist. Es wird angenommen, dass die Storterme weder untereinander noch mit den Regressoren
korrelieren, auflerdem sollen sie frei von Heteroskedastizitét sein. Die Storterme werden als
normalverteilt angenommen. Fiir die Regressoren wird vorausgesetzt, dass sie linear unab-
héngig sind.

4.1.2 Pfadanalyse

Eine Weiterentwicklung der Regressionsanalyse gelang dem Genetiker Wright ab 1920 mit der
Pfadanalyse [Rei05]. Ziel dieser Methode ist es, komplexere Beziehungen zwischen manifesten
Variablen zu untersuchen. Mit diesem Verfahren kénnen die Zusammenhénge zwischen meh-
reren abhingigen und unabhéngigen Variablen formuliert werden.

Zur Verdeutlichung der Beziehungen zwischen den betrachteten Variablen werden Pfaddia-
gramme verwendet. In diesen Graphiken werden mithilfe von Pfeilen die Beziechungen zwischen
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den verschiedenen Variablen verdeutlicht. Dabei gelten die folgenden Regeln, um die Darstel-
lungsform zu vereinheitlichen [J6r02]. Die Unterscheidung zwischen latenten und manifesten
Variablen ist erst im folgenden Abschnitt bei den Strukturgleichungsmodellen von Bedeutung.
In der Pfadanalyse wird davon ausgegangen, dass alle Variablen fehlerfrei messbar sind.

e Latente Variablen werden von Kreisen oder Ellipsen eingeschlossen, manifeste Variablen
werden von Rechtecken umschlossen. Fehlerterme werden ebenfalls in das Pfeildiagramm
eingezeichnet, jedoch ohne Umrandung.

e Ein einseitig gerichteter Pfeil zwischen zwei Variablen kennzeichnet eine kausale Bezie-
hung von einer Variablen auf die andere. Ein zweiseitig gerichteter Pfeil bedeutet, dass
eine Korrelation zwischen diesen beiden Variablen besteht.

e Pfeile konnen mit den jeweiligen Pfadkoeffizienten beschriftet werden. Die Indizierung
folgt der Regel, dass zunédchst das Ziel und dann der Ursprung genannt wird.

Die Pfadanalyse formuliert die Zusammenhénge zwischen den Variablen mithilfe von Regressi-
onsgleichungen. Es gilt weiterhin die Annahme, dass die Beziehungen zwischen den Variablen
linear sind. Neben den Voraussetzungen der linearen Regression muss gelten, dass die Re-
siduen verschiedener Regressionsgleichungen nicht miteinander korrelieren. Auflerdem wird
angenommen, dass die Residuen und die unabhéngigen Variablen unkorreliert sind.

el

Yy
Xl/

Abbildung 4.1: Pfaddiagramm

In Abbildung 4.1 ist ein Beispiel fiir ein Pfaddiagramm dargestellt, vgl. [Rei05]. Hier bezeich-
nen X; und X, exogene Variablen und Y] und Y5 endogene Variablen.

Die Zusammenhénge zwischen diesen Variablen kénnen mithilfe von Regressionsgleichungen
formuliert werden. In der Literatur findet sich zur Berechnung der Pfadkoeffizienten der An-
satz der Dekomposition der Korrelationen. Fiir eine genauere Ausfithrung siehe [Rei05]. Auf
diese Weise kann die Beziehungsstruktur zwischen den Variablen offengelegt werden. Die Kor-
relationen zwischen den betrachteten Variablen kdnnen in direkte und indirekte Effekte zerlegt
werden. Fiir die Berechnung der Pfadkoeffizienten werden keine Originaldaten benétigt, es ge-
niigt, die Korrelationen zwischen den einzelnen Variablen zu kennen. Bei der Berechnung eines
solchen Modells mit einem Computerprogramm muss nur die Korrelationsmatrix eingegeben
und die Pfadstruktur spezifiziert werden.
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4.1.3 Konfirmatorische Faktorenanalyse

Die Urspriinge der Faktorenanalyse liegen zu Beginn des 20. Jahrhunderts in den Arbeiten des
Psychologen Charles Spearman [SL04]. Dieser entwickelte die Idee, dass stark korrelierende
Items zusammengenommen eine Variable im Hintergrund messen. Bei der Faktorenanalyse
wird die Annahme verlassen, dass alle Variablen manifest und direkt messbar sind. Stattdes-
sen werden latenten Variablen untersucht, die nur indirekt beobachtbar sind. Diese werden
auch “Faktoren” genannt.

Wiéhrend bei der explorativen Faktorenanalyse im Vorfeld keine Vorstellungen iiber die Zu-
sammenhange zwischen Indikatoren und latenten Konstrukten vorliegen, miissen bei der kon-
firmatorischen Faktorenanalyse konkrete Hypothesen iiber die Zusammenhangsstruktur ge-
troffen werden. In einem zweiten Schritt wird iiberpriift, ob diese Struktur bestétigt werden
kann. Haufig wird die konfirmatorische Faktorenanalyse bei Strukturgleichungsmodellen zur
Definition eines Messmodells verwendet.

Hier ist anzumerken, dass bei der konfirmatorischen Faktorenanalyse und bei Strukturglei-
chungsmodellen davon ausgegangen wird, dass alle betrachteten Variablen metrisches Skalen-
niveau besitzen. Sind die beobachteten Items kategoriell, ist dies besonders zu beriicksichtigen,
siehe dazu Abschnitt 4.2.2.

Im Folgenden wird auf das Verfahren der konfirmatorischen Faktorenanalyse eingegangen.
Das grundlegende Modell sieht dabei wie folgt aus [SLO4]:

y = Ayn+e (4.4)

Es bezeichne 7 einen Vektor latenter Variablen (m x 1) und y einen Vektor manifester Va-
riablen (p x 1). Im Allgemeinen gilt p > m. Des Weiteren beschreibt A, eine Matrix von
Faktorladungen und € den (p x 1) Vektor der Residuen.

Die Vorstellung bei diesem Modell ist, dass jede beobachtete Variable y eigentlich eine li-
neare Funktion einer oder mehrerer latenter Variablen ist. Die Faktorladungen kénnen dabei
dhnlich wie die Regressionskoeffizienten bei der linearen Regression interpretiert werden. Fiir
eine Anderung des Faktors um eine Einheit gibt die Faktorladung die erwartete Anderung der
Variable y an. Ein moglicher Fehler der Vorhersage wird mit dem Residualterm e ausgedriickt.
In Gleichung 4.4 wird die Annahme getroffen, dass alle Variablen in ihrer Abweichung vom
Mittelwert gemessen werden, und E(n) = 0, E(y) = 0 und E(e) = 0 gilt. Daraus resultiert
die giinstige Eigenschaft, dass die Kovarianzmatrix zwischen zwei dieser Zufallsvariablen als
Erwartungswert der Produkte der Vektoren ausgedriickt werden kann. So gilt fiir die Matrix
der Kovarianzen zweier Vektoren (y1,--- ,vp) [Lon83]:

Cov(y,y) = E(yy"). (4.5)

Die Grundlage der Berechnungen bei der Faktorenanalyse ist die Varianz-Kovarianzmatrix
oder einfach Kovarianzmatrix der manifesten Variablen. Es wird zwischen der beobachte-
ten Kovarianzmatrix einer Stichprobe S (Stichprobenmatrix) und einer zu dem spezifizierten
Modell gehorigen Kovarianzmatrix ¥ (Populationsmatrix) unterschieden. Fiir die Kovarianz-
matrix des Modells gilt nach Gleichung 4.5:

S = B(yy"). (4.6)

Dabei handelt es sich um eine symmetrische (p x p) Matrix. Die Elemente der Matrix sind
die Kovarianzen zwischen den einzelnen manifesten Variablen y; und y;. Wiirde es sich bei

26



den y zusédtzlich um standardisierte Variablen mit einer Varianz von 1 handeln, so wéire X
die zugehorige Korrelationsmatrix. Um die Beziehung zwischen der Kovarianzmatrix und den
unbekannten Parametern darzustellen, kann Gleichung 4.4 fiir die Indikatoren y eingesetzt
werden. Es folgt:

5= |(Ayn+)Ayn+ 97| (4.7)

Durch Ausmultiplizieren, Anwendung des Erwartungswertoperators und unter Berticksichti-
gung der Annahme, dass die manifesten Variablen y und der Fehlerterm e unkorreliert sind,
ergibt sich daraus die sogenannte Kovarianzgleichung:

> =A®AT + 0. (4.8)

Hier ist die Kovarianz der latenten Variablen mit & = F [nnT} und die Kovarianz der Resi-

duen mit © = F [EGT} bezeichnet. Diese Gleichung zerlegt die beobachtete Kovarianz einer
Stichprobe in die unbekannten Parameter A, ® und ©. Die Idee fiir die Schétzung ist es,
die Parameter so zu wéhlen, dass die Abweichung der beobachteten Kovarianzmatrix von der
geschétzten minimal wird.

4.2 Strukturgleichungsmodelle

Strukturgleichungsmodelle ermoglichen eine Kombination der konfirmatorischen Faktoren-
analyse und der Pfadanalyse. Man kann sich diese wie eine Regression auf latenter Ebene
vorstellen, mit dem Vorteil, dass Messfehler angemessen berticksichtigt werden [Geil0]. We-
sentliche Beitrdge auf diesem Gebiet stammen von Jéreskog (1973), Keesling (1972) und
Wiley (1973). Die am breitesten verbreitete Formulierung ist die Formulierung von Joreskog,
auf der die Software LISREL (Linear Structural Relations Model) basiert. In dem Modell wird
angenommen, dass alle beobachteten Variablen kontinuierlich gemessen sind. Spéater wurde
das Modell erweitert, um auch dichotome und ordinale Indikatorvariablen beriicksichtigen zu
konnen, siehe Abschnitt 4.2.2 .

Das allgemeine Strukturgleichungsmodell besteht aus zwei Teilen, mehreren Mess- und einem
Strukturmodell [SLO4]. Im Messmodell wird spezifiziert, wie die latenten Variablen durch
manifeste Variablen gemessen werden. Das Verfahren entspricht dem der konfirmatorischen
Faktorenanalyse. Mit dem Strukturmodell werden die Beziehungen der latenten Variablen
untereinander beschrieben. Betrachte man beispielsweise eine latente Variable Intelligenz. Im
Messmodell wird spezifiziert, durch welche Items diese Variable bestimmt wird, dass kénnten
verschiedene Tests sein, die unterschiedliche Aspekte der Intelligenz untersuchen. Eine Fra-
gestellung kann darin bestehen, den Zusammenhang zwischen Intelligenz und einer zweiten
latenten Variable wie Motivation zu untersuchen, die ebenfalls durch ein Messmodell bestimmt
ist. Dazu wird ein Strukturmodell spezifiziert, welches die Intelligenz als Funktion der Moti-
vation beschreibt. Ein Residualterm gibt den Anteil der abhéngigen latenten Variable an, der
nicht durch diese Beziehung zu erklaren ist.
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Im Folgenden soll auf die konkrete Formulierung von Strukturgleichungsmodellen eingegan-
gen werden. Bei der Modellformulierung wird zwischen verschiedenen Arten von Variablen
unterschieden. Fine latente Variable, die von einer anderen latenten Variable abhingig ist,
wird als endogen bezeichnet, 1, ansonsten handelt es ich um eine exogene latente Variable, &.
Fiir die beobachteten Variablen verhalt es sich ahnlich, wie bereits bei der Regressionsanalyse
werden diese mit x und y bezeichnet.

4.2.1 Modellspezifikation

Fasst man das Mess- und das Strukturmodell zusammen, ergibt sich folgendes Strukturglei-
chungsmodell. Im Folgenden wird das Modell nach der Formulierung von Joéreskog vorgestellt
[JS89].

Strukturmodell:
n = Bn+T¢+(¢ (4.9)
Messmodell:
y = An+e (4.10)
r = NiE+6 (4.11)

Dabei bezeichne 7 einen (m x 1) Vektor der latenten endogenen Variablen und & einen (n x 1)
Vektor der latenten exogenen Variablen. Die manifesten Variablen werden durch einen (p x 1)
Vektor y und einen (¢ x 1) Vektor x wiedergegeben.

Es bezeichne B eine (m x m) Koeffizientenmatrix, welche die Beziehungen zwischen den 7
beschreibt, und I' (m x n) eine Koeffizientenmatrix fiir den direkten Einfluss von £ auf 7. Es
wird davon ausgegangen, dass keine Beziehungen zwischen einer latenten endogenen Variable
und sich selbst besteht, demzufolge sind alle Elemente auf der Hauptdiagonalen von B gleich
0.

Die Faktorladungen fiir den Zusammenhang zwischen y und 7 ergeben den (p x m) Vektor
Ay, fiir den Zusammenhang zwischen x und ¢ ist der (¢ x n) Vektor A, gegeben.

Die Vektoren ¢ (mx 1), e (px1),d (¢ x1) geben die Residuen im Strukturmodell beziehungs-
weise in den Messmodellen an.

Fiir die Schatzung wird wie bei der Faktorenanalyse versucht, die Populationskovarianzmatrix
in die unbekannten Parameter zu zerlegen. Dazu ist es notwendig, zunéchst die zum Modell
gehorigen Kovarianzmatrizen zu betrachten.

Die Kovarianz der latenten exogenen Variablen ¢ wird in der (n x n) Matrix ® abgebildet,
die der zugehorigen Residuen ¢ in der (m x m) Matrix ¥. Die Kovarianzen der manifesten
Variablen sind in der (p x p) Matrix ¥,, = E(zz?) und der (¢ x ¢) Matrix 3,, = E(yy?)
aufgefiihrt. Die Kovarianzen der zugehorigen Residuen werden durch die (p x p) Matrix O
und die (¢ x q) Matrix ©5 angegeben.

In diesem Modell gelten eine Reihe von Annahmen fiir die Beziechungen der Parameter unter-

einander [SNLOT7]. Zunéchst gilt weiterhin, dass alle Variablen als Abweichungen von ihrem
arithmetischen Mittel gemessen werden. Es wird davon ausgegangen, dass die Faktorladungen
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und die Fehlerterme einer Gleichung miteinander unkorreliert sind und die Messfehler iiber
die Gleichungen nicht miteinander korrelieren. Zudem gilt, dass die exogenen latenten Va-
riablen und Messfehler unkorreliert sind. Keine der Strukturgleichungen ist redundant, d.h.
B = (I — B)™! existiert.

Die erste Annahme ist insbesondere von Bedeutung, weil daraus folgt, dass die Kovarianz
zweier Vektoren dem Erwartungswert ihres Produktes entspricht, vergleiche Gleichung 4.5.
Die Populationskovarianzmatrix des Modells sieht wie folgt aus:

T T
_ vy yx

Dabei handelt es sich um eine ((p + ¢) x (p 4+ ¢)) Matrix. Um diese Matrix in die unbe-
kannten Parameter zu zerlegen, werden zunéchst die manifesten Variablen z und y durch
die Gleichungen aus 4.10 ersetzt. Nach Anwendung des Erwartungswertoperators und einigen
Umformungen unter Beriicksichtigung der Modellannahmen folgt daraus:

. AyCov(m™ )AL + 6. AyCov(n, )AL (4.12)
U ACou(g Al ACou(¢6)AT + 05 ) ‘

In diesem Ausdruck miissen nun die Kovarianzmatrizen der latenten Variablen eingesetzt
werden. Diese konnen mit Hilfe des Strukturmodells ermittelt werden. Durch einfache Um-
formungen und unter Beriicksichtigung der Modellannahmen ergibt sich [Lon83]:

Cov(n,n) = BLOLT + W)BT  Couv(n, &) = BT ®
Cov(&,n) = o7 BT Cov(&, €)=

mit B = (I — B)~!. Einsetzen in Gleichung 4.12 ergibt die gewiinschte Form:

> T YT AT > T
. < AyB(ror? + w)BTAT +©, A BTOA! ) (4.13)

A @I T BTAT AL ®A] + 6.

Diese Gleichung erméglicht es, die Varianzen und Kovarianzen zwischen den manifesten Va-
riablen auf die Einfliisse der einzelnen Parameter aufzuteilen. Wenn das theoretische Modell
tatséchlich fiir alle Beziehungen zwischen den manifesten Variablen Rechnung trégt, sollte die
originale Stichprobenkovarianzmatrix perfekt durch die geschétzte Populationskovarianzma-
trix reproduziert werden kénnen.

In Abbildung 4.2 ist ein Strukturgleichungsmodell abgebildet. Ein dhnliches Beispiel findet
sich bei [Rei05]. Das Pfaddiagramm passt zum einleitenden Beispiel, wenn als latente abhén-
gige Variable die Intelligenz und als latente unabhingige Variable die Motivation eingesetzt
werden, die jeweils durch drei Items gemessen werden.
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6 — 1 Y1 — €1
o — X2 Y2 — €2
03 —» T3 Y3 «— €3

Abbildung 4.2: Beispiel fiir ein Strukturgleichungsmodell

Vereinfachtes LISREL Modell

Das oben formulierte Modell ist eine sehr allgemeine und weit gefasste Formulierung, die ei-
ne grofle Klasse von Modellen beinhaltet sowie zahlreiche Teilmodelle, mit denen gearbeitet
werden kann. Fir den tberwiegenden Teil der Fragestellungen geniigt jedoch die folgende
reduzierte Form, bei der angenommen wird, dass z = £ [JS89]. Somit entfillt die latente
unabhéngige Variable. Stattdessen wird im Strukturmodell ein Vektor von Kovariaten = be-
riicksichtigt.

Strukturmodell:
n = Bn+Hzx+(¢ (4.14)
Messmodell:

y = An+Axr+e (4.15)

Es gelten die gleichen Bezeichnungen wie in den Gleichungen 4.9-4.10. In diesem Modell wird
ein (¢ x 1) Vektor von Kovariaten = beriicksichtigt. Es bezeichne H eine (m x q) Koeffizien-
tenmatrix fiir den Einfluss der direkt gemessenen Variablen auf die latenten Variablen. Des
Weiteren ist A eine Matrix der Parameterschéitzer fiir die Regression von y auf z. Die Kova-
rianzmatrizen besitzen die gleiche Notation wie im kompletten Strukturgleichungsmodell.

4.2.2 Beriicksichtigung von ordinalen Indikatorvariablen

Bei der Definition von Strukturgleichungsmodellen wurde bislang angenommen, dass die ab-
héngigen Variablen metrisches Skalenniveau besitzen. Dies ist jedoch nicht immer der Fall. Es
kommt héufig vor, dass manifeste Variablen betrachtet werden, die nur einer geringe Anzahl
von Kategorien und keine dquidistanten Abstufungen zwischen den Auspriagungen besitzen.
Eine Moglichkeit, ordinale Variablen in Strukturgleichungsmodellen zu verwenden, bieten
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Latent-Response-Variablen (LRV). Diese Methode beruht auf der Idee, dass eine kategorielle
manifeste Variable durch eine kontinuierlich Variable im Hintergrund generiert wurde. Eine
andere Moglichkeit, kategorielle Variablen zur Definition von latenten Variablen zu verwen-
den, bietet die Item-Response-Theorie (IRT). Die beiden Modellformulierungen sind statis-
tisch aquivalent [MA02]. Im Folgenden wird das Prinzip der LRV-Formulierung nach [J6r02]
beschrieben. Mplus verwendet die LRV-Parametrisierung, IRT Schétzer konnen durch Trans-
formation der Ergebnisse ermittelt werden [MA02].

Bei der LRV-Methode wird angenommen, dass einer beobachteten ordinalen Variablen wu;
eine kontinuierliche latente Variable u; unterliegt. Diese verborgene Variable besitzt einen
Wertebereich zwischen —oo und co. Schwellenwerte 7 unterteilen die kontinuierliche Variable
u; in Regionen, die den beobachteten Kategorien zugeordnet werden kénnen.

Es wird angenommen, dass eine Indikatorvariable u; insgesamt s Kategorien besitzt, v =

1,2,---,s, dann folgt:
uj =v & Tyo1 <u; < Ty (4.16)
Dabei gilt fiir die Schwellenwerte:
—0<TY<T < < Tg = +00.

Im Prinzip kann jede stetige Verteilung fiir u; gewéhlt werden. Ublich sind als Verteilungs-
annahmen entweder die Normalverteilung oder die logistische Verteilung [MA02].
Die Wahrscheinlichkeit fiir die Kategorie v der abhéngigen Variablen u; ergibt sich durch:

Ty = P(uj =v) = P(1y—1 <uj <1y) = F(7y) — F(1y-1). (4.17)

Wobei F(.) eine kumulierte Verteilungsfunktion ist, also iiblicherweise die der Normalvertei-
lung ®. Formt man die Gleichung um, so kénnen die Schwellenwerte zwischen den verschie-
denen Kategorien berechnet werden [J6r02]

7o =F Nm +mo+ -+ m), (4.18)
fir v =1,---,s — 1. Hier bezeichnet F'~! das Inverse der Funktion. Eine Schitzung fiir die
Schwellenwerte 7, kann erzielt werden, indem man fir die Wahrscheinlichkeiten 71, o, - - - , m,

die prozentualen Anteile einsetzt, mit denen die jeweiligen Kategorien aufgetreten sind [J6r02].
Auf diese Weise ergeben sich die Schétzer 7, fiir die Schwellenwerte der einzelnen Kategorien
von ;.

Die Formulierung kann erweitert werden, um den Einfluss von Kovariaten = auf die kon-
tinuierliche Variable u} zu untersuchen. Es bezeichne z einen (¢ x 1) Vektor von Kovariaten.

Es wird eine Regression der Latent-Response-Variablen u} auf x definiert [J6r02]:

o ++x+ z, (4.19)

*_
uj =

wobei o’ den Achsenabschnitt, 7/ einen Vektor von Regressionskoeffizienten und z einen Feh-
lerterm bezeichnet. Nimmt man an, dass der Fehlerterm z normalverteilt ist mit einem Mit-
telwert von 0 und einer Varianz ¢2, so ergibt sich ein Probit Modell. Es folgt, dass u; bedingt
auf  normalverteilt ist:

uj ~ N(a' +~'z, ¢?). (4.20)
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Die Wahrscheinlichkeit fiir die Auspriagung einer bestimmten Kategorie v oder niedriger ist
dann, bedingt auf z:

_ I A
Ty, =@ (W> ) (4.21)
S
Dabei gelte v = 1,-- - , s — 1. Die lineare Regression von u} auf z ist dquivalent zu einer Probit

Regression fiir u;. Alternativ kann man annehmen, dass u* logistisch verteilt ist. In diesem
Fall entspricht die lineare Regression fiir u* einer logistischen Regression fiir u; [J6r02].

Die LRV-Formulierung ist deshalb praktisch, da sie es erméglicht, die linearen Beziehun-
gen zwischen den uj und den anderen Variablen im Strukturgleichungsmodell beizubehalten.
Muthen formuliert in [Mut83] ein allgemeines Modell, dass auch dichotome und geordnete ka-
tegorielle Indikatorvariablen berticksichtigen kann. Das Strukturgleichungsmodell ist wie in
den Gleichungen 4.14-4.15 spezifiziert. An der Stelle der manifesten Variablen y steht jedoch
eine Latent-Response-Variable y*. Im Fall von kontinuierlichen Variablen y gelte y = y*. Im
Fall von kategoriellen y wird y* wie oben definiert.

4.2.3 Identifikation

Ein Aspekt, der in jedem Strukturgleichungsmodell beachtet werden muss, um die Identifika-
tion des Modells zu gewéhrleisten, ist die Metrik der latenten Variablen. Ohne eine eindeutige
Skalierung ist es nicht moglich, gleichzeitig die Faktorladungen und die Varianzen einer la-
tenten Variable zu schétzten. In der Praxis wird daher meistens eine der Faktorladungen auf
1 gesetzt. Dadurch wird fiir die latente Variable die Mafleinheit der zugehorigen manifesten
Variable abziiglich ihres Fehlerterms verwendet. Es macht Sinn, hier die Variable auszuwéh-
len, welche den latenten Faktor am besten reprisentiert [Bithl1l]. Die andere Moglichkeit,
die Skalierung festzulegen, ist die Standardisierung der latenten Variablen. Dies kann Sinn
machen, wenn die betrachteten Items sehr unterschiedliche Varianzen aufweisen [Geil0]. In
diesem Fall kann der Faktor spéter als Effektstarkemafl interpretiert werden.

Nach der Modellspezifikation ist es moglich, Restriktionen in das Modell einzufiigen, die sich
aus theoretischen Uberlegungen ergeben. Die Parameter werden dann unterschieden in fixe
Parameter, die bereits im Voraus auf einen bestimmten Wert gesetzt wurden, beschrankte
Parameter, die in einem bestimmten Wertebereich liegen miissen, und freie Parameter, die
noch vollkommen unbekannt sind [SLO04].

Bevor die Schitzung der Parameter im Strukturgleichungsmodell vorgenommen wird, muss
das Problem der Modellidentifikation gelost werden. Bei der Losung von Strukturgleichungs-
modellen wird, mathematisch gesehen, nichts anderes getan, als simultan eine Reihe linearer
Gleichungen zu losen. Es stellt sich also die Frage, ob auf Basis der beobachteten Stichpro-
benmatrix und des theoretischen Modells, das durch die Populationsmatrix spezifiziert ist,
iiberhaupt ein eindeutiges Set von Parametern gefunden werden kann. In der praktischen
Anwendung kann diese Frage schnell mithilfe verschiedener Regeln iiberpriift werden, dazu
gehoren die sogenannte “Order Condition” und die “Rank Condition” [SL04]. Bei der ersten
Bedingung wird iiberpriift, ob die Zahl eindeutiger Werte in der Stichprobenmatrix S grofler
oder gleich der Anzahl freier zu schitzender Parameter im Modell ist. Diese Bedingung ist
notwendig, aber nicht hinreichend, daher sollte in einem zweiten Schritt die “Rank Conditi-
on” gepriift werden. Diese Regel untersucht, ob die Determinante der Matrix ungleich 0 ist.
Ist diese Bedingung erfiillt, so ist das Strukturgleichungsmodell mit hoher Wahrscheinlichkeit
identifiziert.
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4.2.4 Schitzung

Nachdem die Populationskovarianzmatrix in Abhéngigkeit der unbekannten Parameter aus-
gedriickt wurde, miissen diese nun geschétzt werden.

Die Idee der Parameterschitzung ist die gleiche wie bei der Faktorenanalyse. Die unbekannten
Parameter werden so gewahlt, dass die geschétzte Kovarianzmatrix 3 die Stichprobenmatrix
S im Rahmen der Restriktionen bestmoglich wiedergibt [SL04]. Als Maf fiir den Grad der
Anpassung werden sogenannte Diskrepanzfunktionen oder Fit Funktionen F'(.S, f)) verwendet.
Einige dieser Funktionen sind die Maximum-Likelihood (ML) Diskrepanzfunktion, Unweighted-
Least-Squares(ULS)-, General-Least-Squares(GLS)- und Ordinary-LeastSquares(OLS)- Dis-
krepanzfunktionen. Im Folgenden soll die Maximum-Likelihood(ML)-Diskrepanzfunktion, die
vermutlich gebrauchlichste der Methoden, vorgestellt werden. Die formale Beschreibung ist
nicht erschopfend, vielmehr wird versucht, die allgemeine Idee der Diskrepanzfunktion zu
vermitteln. Die ML-Fitfunktion ist gegeben durch [Rei05]:

Furp, = log(Det(2)) + tr(SE™1) — log(Det(S)) — (p + q). (4.22)

Hierbei bezeichne Det die Determinante und ¢r() die Spur einer Matrix. p und y geben die
Anzahl manifester Variablen  und y an. Damit die ML-Fit-Funktion geschétzt werden kann,
diirfen die Determinanten von ¥ und S nicht 0 sein, sonst sind die entsprechenden Matrizen
singuldr und koénnen nicht invertiert werden. Das Model besitzt dann einen perfekten Fit an
die Daten, wenn die Stichprobenmatrix exakt mit der Populationsmatrix tibereinstimmt. Ist
das Modell iiberidentifiziert, so konnen die Parameterschétzer mithilfe einer iterativen Pro-
zedur berechnet werden. Dabei wird die Diskrepanzfunktion schrittweise durch eine immer
bessere Schitzung der Parameter minimiert.

Bei der Maximum-Likelihood-Schétzung wird angenommen, dass die manifesten Variablen
multivariat normalverteilt sind. Wenn diese Annahme erfiillt ist, zeichnen sich die Schétzer
durch ihre asymptotische Konsistenz und Effizienz aus. Auflerdem kénnen Signifikanztests fiir
den Gesamtmodellfit durchgefithrt werden. Die Maximum-Likelihood-Schéatzer sind skalenin-
variant. Die Schitzung der Parameter auf Basis der Korrelationsmatrix fithrt zu den gleichen
Ergebnissen wie die Berechnung mithilfe der Kovarianzmatrizen [Rei05]. In der Praxis kénnen
fiir die Losung von Strukturgleichungsmodelle Programme wie LISREL, Mplus, Amos und
EQS verwendet werden. Details zur Schétzung eines Strukturgleichungsmodells in Mplus sind
bei [Mut04b] gegeben.

4.2.5 Modellpriifung

Nachdem das Strukturgleichungsmodell spezifiziert und geschétzt wurde, gilt es das resultie-
rende Modell zu iiberpriifen. Im Folgenden sollen eine Reihe von Verfahren und Modellgiite-
mafle vorgestellt werden, mit denen der Fit des Modells an die beobachteten Daten evaluiert
werden kann. Die Ubersicht ist keineswegs vollstéindig, sondern orientiert sich an den Ver-
fahren, die in Kapitel 5 dieser Arbeit verwendet werden, um das Survivalmodell mit latenten
Faktoren zu iiberpriifen.

Zum einen gibt es die Moglichkeit, die einzelnen Parameter direkt zu betrachten. Im ers-
ten Schritt sollte analysiert werden, ob die Grofle und Richtung der geschitzten Parameter
plausibel ist. Auflerdem kann mithilfe der Wald-Statistik tiberpriift werden, ob der Einfluss
einzelner Parameter signifikant ist [SNLO7]. Dieser Test nach A. Wald (1943) untersucht, ob
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ein Parameterschitzer ungleich 0 ist und in das Modell einbezogen werden sollte. Ist der
Wald-Test nicht signifikant, so kann die zugehorige Variable aus dem Modell entfernt werden.
Es sollte beachtet werden, dass die statistische Signifikanz abhéngig von der Stichprobengrofie
ist. Daher sollten immer auch theoretische Uberlegungen bei der Bewertung von Parametern
beriicksichtigt werden.

Des Weiteren kann nach der Anpassung eines Strukturgleichungsmodells die standardisier-
te oder unstandardisierte Residualmatrix betrachtet werden. Diese berechnet sich aus der
Differenz der Korrelationsmatrix aller Variablen vor und nach der Modellanpassung. In der
Residualmatrix ist zu erkennen, bei welchen Variablen es eventuelle Abweichungen gibt. Ein
grofles Residuum bei einer Variablen weist auf Fehlspezifikationen hin, die modifiziert werden
sollte. Liegen insgesamt hohe Residuen vieler Variablen vor, so ist das ein Hinweis darauf,
dass das ganze Modell falsch spezifiziert wurde.

Zusétzlich gibt es eine Reihe von globalen Fitindizes, die sich auf die Anpassungsgiite des
gesamten Modells beziehen und Vergleiche zwischen verschiedenen Modellen ermoglichen.

X2-Statistik

Ein grundlegendes Maf zur Beurteilung der allgemeinen Anpassung eines Modells ist die X 2-
Statistik. Bei der Maximum-Likelihood-Schétzung ist dieses Mafl als das (n — 1)-fache des
minimalen Wertes der zugehérigen Fit-Funktion definiert [SL04]. Die X?2-Quadrat-Statistik
trifft eine Aussage dariiber, ob sich die Stichprobenmatrix von der geschétzten Populationsma-
trix unterscheidet. Ein signifikanter X2-Wert indiziert einen Unterschied. Ist der Unterschied
nicht signifikant, spricht das dafiir, dass sich die Matrizen &hnlich sind und das theoretische
Modell die beobachteten Varianz-Kovarianzstrukturen gut nachbildet.

Die X?2-Statistik besitzt als Giitekriterium jedoch einige gravierende Nachteile. Das Krite-
rium ist sehr sensitiv beziiglich der Stichprobengrofle, bei steigendem N wird automatisch
héufiger ein signifikanter Unterschied beobachtet. Ein weiteres Problem besteht darin, dass
das Kriterium sensitiv auf Abweichungen von der multivariaten Normalverteilung der mani-
festen Variablen reagiert. In der Praxis wird selten die X?2-Statistik selbst als Modelgiitemaf
verwendet, sondern Modifikationen dieser Grofie. Fiir Daten, bei denen der Verdacht besteht,
dass die Annahme der multivariaten Normalverteilung nicht erfiillt ist, kénnen sogenannte
robuste X2-Tests verwendet werden, wie die Satorra-Bentler- X 2-Statistik. Dabei handelt es
sich um eine adjustierte X 2-Statistik, die versucht, den Bias zu korrigieren, der durch Schiefe
in der Verteilung der Daten entsteht [Mut04b].

Likelihood-Ratio-Test

Fiir den Vergleich von zwei Modellen kann der Likelihood-Ratio-Test verwendet werden. Der
Test ist auch unter der Bezeichnung X2-Differenz-Test bekannt. Mit dem Likelihood-Ratio-
Test kann ein Ausgangsmodell, mit einer Reihe von Parametern, und ein zweites Modell, in
dem einigen dieser Parameter Restriktionen auferlegt wurden, verglichen werden. Diese Re-
striktionen kénnen zum Beispiel so aussehen, dass mehrere Parameter auf 0 gesetzt werden.
Man spricht in diesem Fall von ineinander geschachtelten oder genesteten Modellen. Auf diese
Art und Weise kann untersucht werden, ob die ausgeschlossenen Variablen einen statistisch
signifikanten Einfluss auf das Modell haben.
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Zunichst werden dazu beide Modelle berechnet und die jeweiligen X?2-Statistiken notiert.
Das unrestringierte Modell hat dabei immer einen grofleren Wert, mit dem Test wird iiber-
priift, ob die Anderung zum restringierten Modell signifikant ist. Die verwendete Teststatistik
berechnet sich wie folgt [Bith11]:

LR =X? - X2

Es bezeichne X? die X 2-Statistik des restringierten Modells und X2 die des unrestringierten.
Die Differenz ist wiederum X?2-verteilt mit (df, — df,) Freiheitsgraden. Erzielt der Likelihood-
Ratio-Test ein signifikantes Ergebnis, so sollte das unrestringierte Modell vorgezogen werden.
Der Likelihood-Ratio-Test ist allerdings, genau wie die X 2-Statistik, sensitiv beziiglich der
Stichprobengrofle. In groflen Stichproben kénnen unbedeutende Differenzen als signifikant
gefunden werden, wéhrend in kleinen Stichproben bedeutende Abweichungen unerkannt blei-
ben koénnen. Ist die Annahme der multivariaten Normalverteilung der manifesten Variablen
nicht erfiillt, so kann der Sartorra-Bentler- X 2-Differenz-Test verwendet werden. Das Vorge-
hen zur Berechnung des Sartorra-Bentler- X 2-Differenz-Tests ist in [SB01] beschrieben, siche
auch [Mut04b].

CFI1

Ein weiteres Giitemafl ist der Comparative Fit Index (CFI). Dieses Maf§ vergleicht den Fit
des berechneten Modells mit dem eines Nullmodells. So wird ein Modell bezeichnet, in dem
alle Variablen unkorreliert sind. Der CFI ist wie folgt definiert [SLO4]:

X2 —df,
FI=1--"2 ~“—, 4.2
¢ X2~ dfy (4.23)

Hier bezeichnen X2 die X2-Statistik des zu untersuchenden Modells und X3 die X2-Statistik
des Nullmodells, mit den zugehoérigen Freiheitsgraden df, und dfy. Der Comparative Fit In-
dex liegt definitionsgeméfl zwischen 0 und 1. Der Fit des Modells ist umso besser, je néiher

der Wert an 1 liegt, hdufig wird als Schwellenwert fiir einen guten Fit der Wert 0.95 genannt
[Geil0)].

AIC

Das AIC, Akaikes Informationskriterium (1971), besitzt den Vorteil, dass es auch fir den
Vergleich von Modellen verwendet werden kann, die nicht ineinander geschachtelt sind, sofern
diese auf dem gleichen Datensatz beruhen. Die Berechnung erfolgt wie folgt [Aka87]:

AIC = X? + 2k, (4.24)

wobei X? die X2-Statistik und k die Anzahl freier, im Sinne von zu schitzenden Parame-
tern im statistischen Modell bezeichnet. Das AIC als Maf fiir die Giite des Modells kann
heuristisch auch so erkliart werden, dass die X?2-Statistik fiir eine erhohte Komplexitit des
Modells bestraft wird [SNLO7]. Der absolute Wert des AIC hat keine Aussage tiber die Giite
des Modells, sondern ist nur im Vergleich mit anderen Modellen fiir den gleichen Datensatz
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zu interpretieren. Das Modell mit dem niedrigeren AIC ist das bessere Modell. Es gibt kei-
ne Tests dafiir, ob der Unterschied zwischen zwei Modellen signifikant ist, aber es existieren
verschiedene Regeln fiir die Interpretation der Ergebnisse.

BIC

Das Bayesianische Informationskriterium (BIC) nach G. Schwarz (1987) ist wie folgt definiert
[Sch78]:

BIC = X% 4 k * In(N), (4.25)

wobei X? die X?2-Statistik, & die Anzahl freier Parameter im statistische Modell und N
die beobachtete Stichprobengrofie bezeichnet. Das BIC erhéht den Strafterm mit steigendem
Stichprobenumfang.

Eine Modifikation dieses Wertes ist das fiir die Stichprobengrofie adjustierte BIC. Hier wird
In(N) durch In[(N +2)/24] ersetzt [Mut04b]. Damit wird der Strafterm fiir zusétzliche Para-
meter etwas geringer als beim einfachen BIC. Das Modell mit dem kleinsten BIC ist vorzuzie-
hen. Wie beim AIC handelt es sich hier nicht um absolute Mafie. Das BIC ist nur im Vergleich
von Modellen zu verwenden, die auf dem gleichen Datensatz beruhen. Nylund [NAMO7] emp-
fiehlt, auf der Basis von Simulationsstudien, zum Vergleich von Latenten-Klassen-Modellen
und Faktor-Mixture-Modellen insbesondere das BIC.

RMSEA

Der RMSEA (Root-Mean-Square-Error of Approximation) ist ein weiteres Maf} zur Beurtei-
lung des Modellfits, das wie folgt definiert ist, vgl. [Bith11]:

_[x2—af
RMSEA =\ | (4.26)

Hier bezeichnet X? die X?2-Statistik, NV die beobachtete StichprobengréBe und df die Anzahl
von Freiheitsgeraden. In dem Fall, dass df > X? wird der Zihler auf 0 gesetzt. Der RMSEA
betrachtet die Abweichung der Stichprobenmatrix von der geschétzten Populationsmatrix.
Der Wert des Mafles ist umso hoher, je grofler der Unterschied ausfallt und desto komplexer
das Modell ist. Der RMSEA liegt zwischen 0 und 1. Eine gute Anpassung ist gegeben, wenn
der Wert kleiner oder gleich 0.05 ist.
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Kapitel 5

Survivalanalyse mit einem latenten
Faktor

5.1 Modellspezifikation

Im Folgenden wird die Cox-Regression mit einem latenten Faktor nach der Formulierung
von Muthen [AMMO06] vorgestellt. Diese Formulierung ist eine Verallgemeinerung des Mo-
dells von Larsen (2005) [Lar05], das ausschliefflich bindre Indikatoren des latenten Faktors
beriicksichtigt. Das Modell bietet die Moglichkeit, bei der Uberlebenszeitanalyse den Einfluss
einer oder mehrerer kontinuierlicher latenter Variablen auf die Zeit bis zu einem Ereignis oder
einer Zensierung zu untersuchen. Zur Modellierung des Survival-Prozesses wird das Cox-PH-
Modell verwendet. In der Hazard-Funktion wird neben den manifesten Variablen ein latenter
Faktor als Kovariate berticksichtigt. Ein Strukturgleichungsmodell beschreibt die Beziehun-
gen zwischen den manifesten und latenten Variablen. Die Schétzung der Parameter geschieht
simultan mithilfe der Maximum-Likelihood-Methode.

Es bezeichne T; die Ereigniszeitvariable zu jedem Individuum ¢. In dem Fall, dass die ma-
nifesten Variablen kategorielles Skalenniveau besitzen, wird die Latent-Response-Variablen-
Formulierung verwendet und eine kontinuierliche Variable y* im Hintergrund definiert [J6r02,
Mut04b]. Es bezeichne y;; die j-te kategorielle abhéngige Variable mit v =1, ..., s geordneten
Kategorien. Dann gilt:

Yjii =8 & To <Y < Tutl-
Fir eine kontinuierliche Variable gelte y7; = y;;. Das Modell besitzt die folgende Form:

yr = Anite (5.1)
ni = Bni+Hx+

hi(t) = ho(t) *x exp(Bx; + Kkn;). (5.3)

Die erste Gleichung beschreibt das Messmodell. Hier bezeichnet y; den Vektor aller abhéngi-
gen Variablen. Es wird angenommen, dass die zugehorigen latenten Variablen n; normalverteilt
sind. Die zweite Gleichung gibt das Strukturmodell an. Eine latente Variablen kann durch
andere latente Variablen oder einen Vektor von Kovariaten x; beeinflusst werden. Hier ist A
die Matrix der Faktorladungen, B die Koeffizientenmatrix fiir die Bezichungen zwischen den
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latenten Variablen und H die Koeffizientenmatrix fiir den direkten Einfluss von x auf 7.

Es wird angenommen, dass die Residuen € und ¢ normalverteilt sind, den Mittelwert 0 besit-
zen und nicht mit anderen Variablen korrelieren.

Die untere Gleichung gibt die Hazard-Funktion h(t) an, die neben den manifesten Kova-
riaten x zusétzlich von den latenten Variablen 1 beeinflusst werden kann. Die zugehorigen
Koeffizientenschéitzer sind mit 8 und x gegeben. Die Hazard-Funktion beinhaltet keinen Ach-
senabschnittsschétzer, da dieser in dem Modell nicht identifizierbar wére.

5.1.1 Schatzung

Es wird bei der Cox-PH-Regression von nicht informativen, rechtszensierten Daten ausge-
gangen. Damit liegen zu jedem Individuum 4, zusétzlich zu der Ereigniszeitvariablen T; , ein
Zensierungsindikator D; vor. Die vollstdndige Likelihood der Daten im Cox-Modell unter Be-
riicksichtigung der Zensierungen wird wie in Abschnitt 3.4.1 berechnet. Die Baseline-Hazard-
Funktion wird in dem Modell mit dem Profile-Likelihood-Ansatz als komplett unrestringierte
Stufenfunktion geschétzt [AMMO6]. Die Definition der Likelihood fiir das Mess- und Struk-
turmodell ist im technischen Appendix von Mplus beschrieben [Mut04b].

Fiir die Schatzung des Survivalmodells mit latenten Variablen wird die gemeinsame Like-
lihood der beobachteten Variablen [T}, D;, y;, |z;] betrachtet. Die Schétzung geschieht mit der
Maximum-Likelihood-Methode unter Verwendung des EM-Algorithmus. Details zu dem Ver-
fahren sind bei [Mut04b] und [Lar05] zu finden. Néhere Erlduterungen zur Verwendung des
EM-Algorithmus sind bei [DLR77] gegeben.

1, ..,Cﬂp t
n ¢
Y| |Y...| |Yq
bt
€1 €. €3

Abbildung 5.1: Schematisches Pfaddiagramm fiir das Survivalmodell mit einer latenten Va-
riable

5.1.2 Modellanpassung

In Anlehnung an die Artikel von Larsen [Lar05] und Muthen [MABT09] soll die Anpassung
des Modells in mehreren Schritten geschehen. Zunéchst werden unabhéngig voneinander ein
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latentes Variablenmodell und ein Survivalmodell angepasst. Im zweiten Schritt werden die
Modelle kombiniert. Auf diese Weise kann im gesamten Modell nachvollzogen werden, wie
stark sich die Definition der Faktoren durch die Beriicksichtigung von Kovariaten und der
Ereigniszeit veréindert.

Im ersten Schritt werden fiir die gemessenen Items mehrere Faktorenanalysen berechnet. Mit
verschiedenen Modellgiitemaflen, wie dem BIC oder CFI, wird das Modell mit dem besten Fit
ermittelt. Dabei konnen und sollten auch inhaltliche Gesichtspunkte berticksichtigt werden,
sodass die resultierenden Faktoren eine sinnvolle Interpretation besitzen.

Im folgenden Schritt kann untersucht werden, ob es Kovariaten gibt, die einen signifikanten
Einfluss auf die Definition des latenten Faktors bzw. der latenten Faktoren besitzen.
Gleichzeitig wird das Survivalmodell angepasst. Es sollte iiberpriift werden, ob die Proportional-
Hazards-Annahme fiir alle Kovariaten erfiillt ist. Dies kann z.B. mithilfe der Schénfeld Resi-
duen geschehen, siehe [KK05]. Ist die Annahme fiir eine oder mehrere Variablen nicht erfiillt,
so konnen diese in der Cox-Regression zeitabhéngig modelliert werden. Auch hier kénnen Fit-
mafe helfen, das optimale Modell zu finden.

Wenn das latente Variablenmodell gewahlt ist, kann es mit der Cox-Regression kombiniert
werden. Ausgehend vom gesattigten Modell werden nun schrittweise die Kovariaten entfernt,
deren Einfluss auf das Ereignis nicht signifikant ist. In dem Modell kénnen auch Korrelationen
der Kovariaten untereinander beriicksichtigt werden. Korrelationen werden aus dem Modell
entfernt, wenn sie nicht signifikant sind oder sich die Modellgiitemafle (AIC, BIC) verbessern,
nachdem sie aus dem Modell genommen wurden.

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, den Fit des finalen Modells zu iiberpriifen. Zunéchst kon-
nen eine Reihe von Maflen zur Beurteilung der Modellgiite herangezogen werden, wie der
CFI. Des Weiteren werden bei Larsen [Lar05] erweiterte Modelle mit zusatzlichen Kovariaten
angepasst. Mithilfe des Likelihood-Ratio-Tests konnen diese Modelle mit dem finalen Modell
verglichen werden.

5.2 Ein Anwendungsbeispiel: Herzfrequenzvariabilitat als Pra-
diktor fiir kardiale Mortalitat

Um die vorgestellte statistische Methode zu verdeutlichen, wurde ein Anwendungsbeispiel ge-
wahlt. Es handelt sich dabei um ein Beispiel aus der Medizin, vom Prinzip wéare das Verfahren
auf beliebige andere Bereiche iibertragbar, in denen mit Cox-PH-Modellen gearbeitet wird.
Historisch gesehen finden sich die Problemstellungen, die mit Strukturgleichungsmodellen ge-
16st werden, insbesondere im Bereich der Sozialwissenschaften und der Psychologie.

Fiir diese Arbeit wird ein Routinedatensatz aus einer kardiologischen Klinik verwendet. Un-
tersucht werden soll der prognostische Wert der Herzfrequenzvariabilitdat (HRV) auf das Risiko
der Patienten, an einem koronaren Tod zu versterben. Die Herzfrequenzvariabilitét eines Pa-
tienten ist nicht direkt messbar. Es existiert eine Vielzahl von Maflen, die jeweils Teilaspekte
des Verhaltens abbilden. Diese Parameter beschreiben beispielsweise den mittleren Abstand
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Herzschligen (sogenannte RR-Intervalle) oder die Stan-
dardabweichung dieser Intervalle.

In dieser Arbeit soll darauf verzichtet werden, ndher auf die medizinischen Zusammenhénge
einzugehen. Nahere Information zur Herzfrequenzvariabilitdt als Marker fiir kardiale Morta-
litét sind in [ESC96] zu finden.
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Insgesamt liegen Daten von 508 Patienten vor. Die mittlere Follow-Up Zeit betragt 3.25 Jahre.
In dieser Zeit wurden 42 Ereignisse beobachtet. Die Daten wurden bereits in einer Arbeit von
2000 (unverdffentlicht) mit Standardverfahren (u.a. Clusteranalyse und Cox-Regressionen)
analysiert. Der Artikel empfiehlt zehn verschiedene Parameter zur Messung der Herzfrequenz-
variabilitdt. Zusatzlich wird die Kovariate ventrikuldre Extrasystolen (lves) aufgenommen, von
der bekannt ist, dass sie eine starke Assoziation mit dem Ereignis Koronartod besitzt. Die
zehn HRV-Parameter sind kontinuierlich gemessen. Da es sich um ganz unterschiedliche Mafle
handelt, variieren die Skalen sehr stark. Hier werden die vorgeschlagenen Transformationen
der vorausgehenden Untersuchung iibernommen. Zusétzlich werden die Parameter inslml und
islml transformiert. Ob eine Logarithmische (1)-, Wurzel (r)- oder Kehrwerttransformation
(i) angewendet wurde, um Normalverteilung zu erreichen, ist an dem ersten Buchstaben des
Variablennamens zu erkennen.

Parameter Mittelwert SD
nmeannn 883.99 146.19
rhf 9.78 5.34
Ifn 0.72  46.11
ef 46.11  13.42
rnspsdnn 5.21 1.13
nhrvidx 35.37  13.99
rspsdnn 8.75 1.66
rlf5 1.04 0.52
inslml 1.19 0.33
islml 1.33 0.19
lves 1.76 0.92

Tabelle 5.1: Ubersicht der HRV-Parameter

StandardmiBig lassen sich die Effekte der Variablen auf die Uberlebenszeit mit univariaten
und multiplen Cox-PH-Modellen untersuchen. Das Ergebnis sind adjustierte oder unadjus-
tierte Hazard Ratios fiir die einzelnen Parameter. Im folgenden Abschnitt soll diese Methode
auf den Datensatz angewendet werden. Die Ergebnisse dienen als Ausgangspunkt fir die
nachfolgenden Modelle. Um einen Vergleich mit den Ergebnissen aus spéteren Analysen zu
ermoglichen wurden die Einflussvariablen z-standardisiert.

5.2.1 Analyse mit dem Cox-PH-Modell

Im ersten Schritt wird mit Hilfe der Schonfeld-Residuen [KK05] untersucht, ob die Annahme
proportionaler Hazards fiir die einzelnen Parameter erfiillt ist. Das Ergebnis ist, dass die PH-
Annahme fiir alle betrachteten Variablen angenommen werden kann.

Tabelle 5.2 und 5.3 zeigen die Ergebnisse der univariaten und der multiplen Cox-Regressionen.
In der univariaten Cox-Regression sind nahezu alle Parameter signifikant mit der Ereigniszeit
assoziiert. Die berechneten Hazard Ratios geben einen Schétzer fiir den Einfluss der einzel-
nen Parameter. Fine hohere Herzfrequenzvariabilitdt bedeutet in jedem Fall ein verringertes
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Parameter Schétzer SE p-Wert Haz. Ratio

znmeannn -0.68 0.21 0.001 0.51
zrhf -0.30 0.26 0.250 0.74
zlfn -0.72 0.11 <0.001 0.49
zef -1.17 0.18 <0.001 0.31
zrnspsdnn -0.43  0.20 0.026 0.65
znhrvidx -0.51 0.20 0.012 0.60
zrspsdnn -0.66 0.18 <0.001 0.52
zrlfs -1.07 0.26 <0.001 0.34
zinslml -0.55  0.39 0.154 0.58
zislml -0.73 0.17 <0.001 0.48
zlves 0.81 0.15 <0.001 2.25

Tabelle 5.2: Univariate Cox-Regressionen

Parameter Schitzer SE p-Wert Haz. Ratio

znmeannn -0.23 0.22 0.290 0.79
zrhf 0.91 0.38 0.016 2.48
zlfn 0.02 0.21 0.935 1.02
zef -0.81 0.21 <0.001 0.44
zrnspsdnn 0.56 0.29 0.050 1.75
znhrvidx 0.16 0.37 0.662 1.17
zrspsdnn -0.64 0.29 0.026 0.53
zrlfH -1.11  0.64 0.084 0.33
zinslml 0.34 0.19 0.072 1.40
zislml -0.46 0.22 0.036 0.63
zlves 0.54 0.16 0.001 1.72

Tabelle 5.3: Multiple Cox-Regression

Risiko. Bei der multiplen Cox-Regression zeigen die Hélfte der Parameter einen signifikanten
Einfluss auf die Ereigniszeit, zwei weitere verfehlten das Signifikanzniveau nur knapp. Die
zugehdrigen Parameterschétzer unterscheiden sich in ihrer Richtung. Adjustiert fiir die ande-
ren Variablen ist bei einigen HRV-Parametern ein Anstieg um 1 Standardabweichung (SD)
mit einem erhohten, bei anderen mit einem verringerten Risiko assoziiert. Der Einfluss der
Kovariate zlves auf die Uberlebenszeit ist auch unter Beriicksichtigung aller HRV-Parameter
hoch signifikant. Ein Anstieg um eine SD ist mit einer erhohten Mortalitat von 72% assoziiert.

Die Cox-Regression vermag es jedoch nicht vollstdndig, den Zusammenhang zwischen der
Herzfrequenzvariabilitdt und der kardialen Mortalitat aufzukldren. Die einzelnen Parameter
messen unterschiedliche Aspekte des untersuchten Komplexes und sind hoch korreliert. Dies
fiihrt zu Multikollinearitdt im Cox-PH-Modell. Parameter, die moglicherweise eine starke
Assoziation mit dem Ereignis besitzen, kénnen so die Signifikanz verfehlen. Ein hiufiges Vor-
gehen bei der Cox-Regression ist die schrittweise riickwértige Selektion von nicht-signifikanten
Parametern, bis sich nur noch signifikante Einflussvariablen im Modell befinden. Bei diesem
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Vorgehen miisste hier ein Grofiteil der HRV-Parameter aus dem Modell entfernt werden. Auch
die Interpretation muss sich auf die Effekte der einzelnen Indikatoren beschranken, von denen
bekannt ist, dass sie erst zusammengenommen in der Lage sind, das Verhalten vollstandig zu
beschreiben. Ein explizites Maf fiir die Herzfrequenzvariabilitat ist nicht verfiighar.

Eine weitere Einschrankung der vorliegenden Analyse ist, dass die Beziehungen zwischen den
unabhéngigen Parametern nicht modelliert werden konnen. Im betrachteten Beispiel stellt
sich z.B. die Frage, ob die Kovariate zlves nicht nur mit dem Ereignis Koronartod, sondern
auch mit der Herzfrequenzvariabilitdt zusammenhéngt.

Jeder der betrachteten Parameter reprisentiert einen unterschiedlichen Aspekt der Herz-
frequenzvariabilitat. Diese Annahme unterstiitzt die Definition einer oder mehrerer latenter
Variablen. Im folgenden Abschnitt soll das Survivalmodell mit latenten Variablen angepasst
werden.

5.2.2 Analyse mit dem Survivalmodell mit latenten Variablen

Das Modell besteht aus drei Teilen. Es gibt eine Kovariate, die zehn standardisierten HRV-
Parameter sowie einen Ereignisindikator und eine Zeitvariable. Es wird der direkte Einfluss
der Kovariate auf die Ereigniszeit betrachtet. Die HRV-Parameter werden zu einer oder meh-
reren latenten Variablen zusammengefasst und es wird nur der Einfluss der latenten Variablen
auf die Zeit bis zum Ereignis geschétzt. Eine signifikante Beziehung zwischen der Kovariate
und den latenten Variablen kann im Modell beriicksichtigt werden.

Die Anpassung des Modells geschieht schrittweise, wie in Abschnitt 5.1.2 beschrieben. Zu-
néchst wird das optimale Messmodell fiir die HRV-Parameter gesucht. Es werden Faktoren-
analysen (CFA) mit einer unterschiedlichen Anzahl von latenten Variablen angepasst.

Modell ‘ Log-Likelihood ‘ # freie Parameter ‘ BIC

CFA1F -6194 30 | 12576
CFA 2 F -6001 39 | 12244

Tabelle 5.4: Modellanpassung

Das Ergebnis der Modellanpassung ist in Tabelle 5.4 aufgefiihrt. Die erkliarte Varianz in dem
Modell mit einem latenten Faktor betrdgt 40.3%, im Zwei-Faktorenmodell erklart die erste
latente Variable 35.1% der Varianz und die zweite weitere 19.6%. Die Losung der CFA mit
zwei Faktoren zeigt im Vergleich das kleinste BIC und damit den besten Fit.

Tabelle 5.5 zeigt das Ergebnis der konfirmatorischen Faktorenanalyse mit zwei latenten Va-
riablen. Zur Identifizierbarkeit des Modells wird die Varianz der latenten Faktoren F1 und
F2 auf 1 gesetzt. Alle Faktorladungen werden frei geschétzt. Bei der Modellierung wird keine
Korrelation zwischen den Faktoren zugelassen. Die Faktorladungen in der Tabelle sind folg-
lich standardisiert. Dadurch sind die Parameterschétzer vergleichbar. Es kann eine Aussage
dariiber getroffen werden, durch welche Variablen die Faktoren primér definiert sind.

In Tabelle 5.5 ist zu erkennen, dass F1 primér durch zrnspsdnn, znhrvidx und zrspsdnn
definiert ist. Dabei handelt es sich um Parameter, welche die gesamte Verteilung der RR-
Intervalle wihrend der Tages (zrspsdnn) und der Nacht- (zrnspsdnn) Periode beschreiben.
Ein typischer Parameter dafiir ist auch hrvidx, ein Schétzer fiir die gesamte Herzratenvaria-
bilitat [ESC96]. Faktor 2 wird insbesondere durch zrlf5 und zislml, aber auch durch zrhf und
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Variable Parameterschiatzer  SE  p-Wert

F1 by zef 0.11 0.06 0.053
F1 by znmeannn 0.60 0.06 <0.001
F1 by zrhf 0.51 0.10 <0.001
F1 by =zlfn 0.24 0.056 <0.001
F1 by zrnspsdnn 0.89 0.02 <0.001
F1 by znhrvidx  0.78 0.03 <0.001
F1 by zrspsdnon  0.82 0.06 <0.001
F1 by zrlf5 0.62 0.10 <0.001
F1 by zinslml -0.16 0.05 0.003
F2 by zef 0.20 0.06 0.001
F2 by znmeannn 0.28 0.08 <0.001
F2 by zrhf 0.56 0.13 <0.001
F2 by zlfn 0.25 0.06 <0.001
F2 by zrnspsdnn 0.23 0.08 0.003
F2 by znhrvidx  0.29 0.07 <0.001
F2 by zrspsdnn  0.20 0.12 0.096
F2 by zrlfs 0.69 0.14 <0.001
F2 by zinslml 0.55 0.11 <0.001
F2 by zislml 0.72 0.14 <0.001

Tabelle 5.5: Faktorenanalyse

zinslml bestimmt. Dabei handelt es sich um Parameter, die hauptséchlich die Variabilitat von
Herzschlag zu Herzschlag repréisentieren. Nahezu alle Faktorladungen sind signifikant.

Im néchsten Schritt wird die Faktorenanalyse mit zwei latenten Variablen um den Einfluss
der Kovariaten erweitert. Es zeigt sich, dass die Kovariate zlves signifikant mit F2 assoziiert
ist, jedoch nicht mit F1. Die PH-Annahme ist fiir die Kovariate erfiillt. Als Survivalmodell
kann das Proportional-Hazards-Modell verwendet werden.

Im néchsten Schritt wird das Survivalmodell mit den latenten Variablen geschétzt. Es wird
spezifiziert, dass die latenten Faktoren F1 und F2 nicht miteinander korrelieren. Tabelle 5.6
zeigt das Ergebnis des finalen Modells. Der erste Teil der Tabelle beschreibt die Definition
der Faktoren durch die HRV-Parameter. Die berechneten Parameterschéitzer sind die jewei-
ligen Faktorladungen. Die meisten der Faktorladungen sind statistisch signifikant. An dieser
Stelle kann untersucht werden, wie stark sich die Faktorladungen durch die zusétzliche Be-
riicksichtigung des Einflusses der Kovariaten und der Ereigniszeit gedndert haben. Bei dieser
Analyse haben sich die Faktorladungen im Vergleich zu den Ergebnissen in Tabelle 5.5 kaum
verdndert.

Im unteren Teil von Tabelle 5.6 ist der Einfluss der Kovariate auf die latente Variable F2
angegeben. Der angegebene Parameterschétzer ist der Koeffizient einer linearen Regression.
Da sowohl die Kovariate als auch der latente Faktor standardisiert sind, bezieht sich der Koef-
fizient auf eine Anderung der Variablen in Standardabweichungen. Der Einfluss von zlves auf
Faktor 2 ist negativ. Das heifit, dass Patienten mit niedrigen Werten von zlves im Allgemeinen
einen hohen F2 Faktorscore besitzen.

Im néchsten Abschnitt der Tabelle sind die Parameterschétzer $ der Faktoren in der Cox-
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Parameter Schétzer SE p-Wert Haz. Ratio
F1 by zef 0.09 0.05 0.086
F1 by znmeannn 0.59 0.06 <0.001
F1 by zrhf 0.48 0.08 <0.001
F1 by zlfn 0.22 0.05 <0.001
F1 by zrnspsdnn 0.89 0.04 <0.001
F1 by znhrvidx 0.78 0.04 <0.001
F1 by zrspsdnn 0.80 0.06 <0.001
F1 by zrlfs 0.58 0.09 <0.001
F1 by zinslml -0.15 0.05 0.004
F2 by zef 0.23 0.05 <0.001
F2 by znmeannn 0.27 0.08 <0.001
F2 by zrhf 0.57 0.09 <0.001
F2 by zlfn 0.28 0.07 <0.001
F2 by zrnspsdnn 0.23 0.08 0.003
F2 by znhrvidx 0.29 0.07 <0.001
F2 by zrspsdnn 0.23 0.10 0.022
F2 by zrlfs 0.73 0.12 <0.001
F2 by zinslml 0.46 0.15 0.002
F2 by zislml 0.62 0.14 <0.001
F2 on zlves -0.26 0.06 <0.001
Time on F1 -0.42 0.18 0.018 0.66
Time on F2 -0.85 0.26 0.001 0.43
Time on zlves 0.64 0.16 <0.001 1.90

Tabelle 5.6: Survivalmodell mit latenten Variablen, standardisiert

Regression aufgefiihrt. Zusétzlich ist das Hazard Ratio angegeben. Ein Anstieg der latenten
Variablen F1 um eine Standardabweichung ist mit einer um 34% verringerten Mortalitat
assoziiert. Faktor 2 verhélt sich dhnlich: Ein Anstieg des Faktorscores um eine Standardab-
weichung verringert das Risiko um 57%.

Die letzte Zeile von Tabelle 5.6 gibt den Einfluss der Kovariate auf die Ereigniszeit an. Der
Parameterschitzer der loglinearen Regression kann so interpretiert werden, dass eine Zunah-
me von zlves um 1 Standardabweichung mit einem 1.9-fach erhohtem Risiko assoziiert ist.
In Abbildung 5.2 ist das Ergebnis des Survivalmodells mit den latenten Variablen in einem
Pfaddiagramm dargestellt.

5.2.3 Vergleich der Modelle

Das Cox-Modell verdankt seine weite Verbreitung seiner Einfachheit. Der Einfluss der Para-
meter auf das Ereignis kann einzeln oder simultan untersucht werden. In einem univariaten
Modell ist zu beachten, dass die einzelnen Parameter jeweils nur Teile der Herzfrequenzvariabi-
litdt messen. Werden alle Parameter gemeinsam in einer multiplen Cox-Regression analysiert,
ergeben sich Schwierigkeiten durch starke Kollinearitdten zwischen den Variablen. Die hohe
Korrelation zwischen den einzelnen Indikatoren ist nicht erstaunlich, wenn man bedenkt, dass
die Indikatoren unterschiedliche Aspekte der gleichen Diagnose messen. Dieses Problem kann
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Abbildung 5.2: Survivalmodell mit latenten Faktoren fiir den HRV-Datensatz

mit dem Survivalmodell mit latenten Variablen iiberwunden werden.

Eine weitere Limitation der Standard-Cox-Regression ist, dass Beziehungen zwischen den Ko-
variaten nicht modelliert werden kénnen. Das Cox-Modell ist in dieser Hinsicht wenig flexibel.
Im Survivalmodell mit latenten Variablen kann gleichzeitig der Einfluss eines Parameters auf
die Uberlebenszeit und auf das latente Konstrukt geschiitzt werden. Das macht die simultane
Schitzung der Modellparameter mit dem Maximum-Likelihood-Ansatz moglich. So kénnen
differenzierte Aussagen {iber direkte und indirekte Beziehungen zwischen Kovariaten und der
Uberlebenszeit gemacht werden.

Das erweiterte Modell bietet die Méglichkeit, zur Entwicklung von Theorie beizutragen. An-
hand von Modellgiitekriterien konnen Annahmen validiert oder abgelehnt werden. Im Gegen-
zug nimmt der Anwender die Restriktionen in Kauf, die bei der Analyse von Strukturglei-
chungsmodellen gemacht werden.

Das Survivalmodell mit latenten Variablen ermdglicht es, ein direktes Maf fiir die Herz-
frequenzvariabilitdt zu berechnen. Auflerdem kann die Struktur dieser Variablen untersucht
werden. Im vorgestellten Beispiel zeigt sich, dass die Herzfrequenzvariabilitdt am besten durch
zwei latente Faktoren beschrieben wird. An diesem Punkt liegt jedoch eine Herausforderung
der Methode. Die Interpretation der Ergebnisse mit latenten Variablen ist in vielen Bereichen,
wie z.B. in der Medizin, weitestgehend uniiblich.

Zusammenfassend lésst sich sagen, dass mit dem Survivalmodell mit latenten Variablen zu-
sétzliche Fragen beantwortet werden kénnen, die bei der Standardmodellierung offengeblieben
sind. Dieser Zugewinn an Information geschieht im Tausch gegen ein komplexeres Modell mit
zusétzlichen Annahmen. In solchen Féllen, in denen verschiedene Parameter als Indikato-
ren fiir einen Aspekt verwendet werden oder komplexe Strukturen zwischen den Kovariaten
bestehen, ist das Survivalmodell mit latenten Variablen in jedem Fall die addquate Wahl.

45



5.2.4 Evaluation der Modellstabilitat mit Bootstrapping

Das berechnete Modell ist wesentlich komplexer als eine Standard-Cox-Regression. Es bleibt
zu untersuchen, wie verldsslich die berechnete Losung ist. Ein Hinweis fiir die Reliabilitét
eines Modells ist es, wenn die Ergebnisse anhand eines anderen Datensatzes repliziert werden
konnen. Im Allgemeinen liegt so ein zweiter Datensatz, der unter den gleichen Voraussetzun-
gen gewonnen wurde, aber nicht vor.

Ein statistisches Verfahren, mit dem die Zuverlassigkeit einer Losung untersucht werden kann,
ist das Bootstrapping. Dabei werden mehrfach Stichproben der gleichen Gréfie aus dem Origi-
naldatensatz gezogen. Es wird mit Zuriicklegen gezogen, sodass die Informationen zu einigen
Patienten doppelt oder mehrfach vorkommen kénnen, wihrend anderen Patienten ganz ent-
fallen. Das Modell wird dann fiir die neu generierten Datensétze berechnet. Auf diese Weise
kénnen zahlreiche Schéitzer fir die einzelnen Parameter ermittelt werden. Mithilfe dieser Er-
gebnisse konnen ein Bootstrap-Schétzer fiir den Standardfehler und ein approximatives Kon-
fidenzintervall berechnet werden. Eine ausfiihrliche Einfiihrung in das Bootstrapping ist bei
[ET93] gegeben.

Im Folgenden soll die Bootstrap-Methode auf das Survivalmodell mit latenten Variablen an-
gewendet werden. Es werden insgesamt 250 Stichproben aus dem Originaldatensatz gezogen
und genauso oft das Modell berechnet. In Anlehnung an [ET93] werden die beobachteten
Schétzer nachfolgend mit é, Bootstrap-Schétzer mit 0* und Bootstrap-Standardfehler mit Se*
bezeichnet.
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Abbildung 5.3: Bootstrap-Replikationen der Faktorladungen der HRV-Parameter
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Abbildung 5.3 zeigt die Bootstrap-Parameterschitzer der Faktorladungen. Die Schétzer aller
Items zeigen eine relativ geringe Streubreite. Die Standardfehler der Faktorscores von F1 lie-
gen zwischen 0.04 und 0.07. Die Faktorladungen von F2 sind etwas grofler, sie befinden sich
zwischen 0.05 und 0.09. Die beobachteten Faktorladungen liegen bei jedem Item sehr nah
am zugehorigen Bootstrapschitzer (hier nicht dargestellt). Diese Ergebnisse lassen auf eine
geringe Unsicherheit bei der Schétzung der Faktorladungen schliefen. Dieser Eindruck zeigte
sich auch zuvor, da sich die Ergebnisse der Faktorenanalyse in 5.5 nur geringfiigig von denen
des gesamten Modells in Tabelle 5.6 unterscheiden. Die Liniendiagramme in Abbildung 5.3
bieten noch einen anderen Blick auf die Ergebnisse. Hier sind die geschéatzten Faktorladungen
aller 250 Bootstrap-Replikationen abgebildet. Ergebnisse eines Modells sind mit einer Linie
verbunden. Eine solche Graphik kann dazu verwendet werden, Ausreiflerpfade zu entdecken,
die eine andere Definition der latenten Faktoren unterstiitzen.
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Abbildung 5.4: Histogramm der Bootstrap-Replikationen
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Abbildung 5.5: QQ-Plots fiir die Bootstrap-Replikationen
Abbildung 5.4 zeigt die Histogramme der Bootstrap-Schétzer fiir die Koeffizienten von F1,

F2 und zlves in der Cox-Regression. Die beobachteten Schéitzer aus Tabelle 5.6 sind mit ver-
tikalen Linien gekennzeichnet. In Abbildung 5.5 sind zusétzlich QQ-Plots der Ergebnisse dar-
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stellt. Aus diesen Abbildungen kann auf normalverteilte Daten geschlossen werden. Um einen
noch klareren Eindruck von der Verteilung zu bekommen, kénnten zusitzliche Bootstrap-
Stichproben gezogen werden.
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Abbildung 5.6: Bootstrap-Replikationen der Parameterschéitzer in der Cox-Regression im Box-
plot

In Abbildung 5.6 sind die Bootstrap-Schétzer fiir die Koeffizienten der Cox-Regression und
die Regressionskoeffizienten fiir den Zusammenhang zwischen zlves und F2 in einem Boxplot
dargestellt.

Variable B.str.-Mittelw. (6*) B.str.-SE (8e*) Schétzer () 95% B.str. - KI
F2 on zlves 20.23 0.06 026 -037  -0.15
Time on F1 -0.42 0.21 042 -0.83  -0.02
Time on F2 -0.86 0.25 -0.85 -1.34 -0.36
Time on zlves 0.66 0.17 0.64 0.31 0.96

Tabelle 5.7: Ubersicht der Bootstrap-Ergebnisse

Tabelle 5.2.4 gibt eine Ubersicht iiber die beobachteten Parameter, Mittelwerte der Bootstrap-
Replikationen, Bootstrap-Standardfehler und die daraus berechneten approximativen Konfi-
denzintervalle.

Die Mittelwerte der Bootstrap-Replikationen liegen fiir alle vier Parameter nah an den beob-
achteten Schétzern. Deutliche Unterschiede sind bei der Varianz der Ergebnisse zu erkennen.
Die geringste Unsicherheit ist bei der Schitzung des Zusammenhangs zwischen F2 und zlves
zu sehen. Der Standardfehler ist so niedrig wie bei den Faktorladungen. Das zugehorige 95%-
Bootstrap-Konfidenzintervall ist entsprechend schmal.

Die Bootstrap-Schitzer von F1 und F2 besitzen mehr als dreimal so grofle Standardfehler.
Die Bootstrap-Konfidenzintervalle sind entsprechend breit, schlielen die 0 jedoch nicht mit
ein. Das bedeutet, dass ein Anstieg des Faktorscores von F1 oder F2 in jedem Fall mit einem
verringerten Risiko assoziiert ist. In Abbildung 5.6 ist ein klarer Unterschied in der Grofle
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der beiden Parameter zu sehen. Die Schétzer von F1 besitzen eine Spannweite von —1 bis zu
Werten iiber 0. Die Parameterschéitzer von F2 liegen deutlich tiefer, mit Extremwerten bis zu
—1.8.

Der Bootstrap-Schétzer von zlves besitzt ebenfalls einen relativ groflen Standardfehler. Das
Konfidenzintervall befindet sich deutlich iiber der 0. Ein Anstieg der Variablen zlves impliziert
damit sicher ein erhohtes Mortalitétsrisiko.

Die vier Parameterschatzer aus Abbildung 5.6 hiangen aufgrund der simultanen Schatzung
des Modells eng miteinander zusammen. Andert sich einer der Schétzer, so ist zu erwarten,
dass sich auch die anderen Schéitzer &ndern. Wie sich diese Zusammenhénge gestalten, ist in
dem Boxplot nicht zu erkennen. Die Ergebnisse der Bootstrap-Replikationen werden deshalb
noch einmal in einem Liniendiagramm dargestellt.
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Abbildung 5.7: Bootstrap-Replikationen der Parameter in der Cox-Regression im Liniendia-
gramm

In Abbildung 5.7 ist wieder zu sehen, dass die Parameterschétzer fiir den Einfluss der Kovaria-
te auf F2 keine groflen Schwankungen zeigen. Damit sind auch keine besonderen Zusammen-
hinge mit den anderen Parameterschiitzern erkennbar. Ahnlich sieht es mit den Beziehungen
zwischen den Parameterschétzern von F2 und zlves in der Cox-Regression aus.

Interessanter ist die Beziehung zwischen den Parameterschéatzern der beiden latenten Fakto-
ren. Hohere Schétzer von F1 sind mit niedrigeren Werten bei F2 verbunden. Zu dem gemein-
samen Trend ist eine negative Korrelation zu erkennen. Besonders niedrige F1 Werte fallen
mit besonders hohen Parameterschitzern von F2 zusammen. In der Abbildung 5.7 sind das
die Félle, bei denen die Linie zwischen F1 und F2 ansteigt. Die Summe der beiden Parameter-
schiitzer ist immer ungefihr gleich grofi. Uberraschend ist das nicht, da sich das Gesamtrisiko
der zehn HRV-Parameter, das in jedem Durchlauf dhnlich ist, auf die zwei Faktoren aufteilen
muss. Aulerdem sind die beiden latenten Variablen fast durch das gleiche Set von Parametern
definiert. In den meisten Féllen wird ein Faktor F1 mit einem héheren und ein Faktor F2 mit
einem niedrigeren Parameterschétzer bestimmt. Die Abbildung zeigt jedoch, dass es auch eine
geringe Wahrscheinlichkeit dafiir gibt, dass die Faktoren andersherum definiert sind.
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Kapitel 6

Latente Strukturanalyse

Latente Strukturanalyse ist der Oberbegriff fiir Modelle, die den Zusammenhang zwischen
einer kategoriellen latenten Variablen und manifesten Items unterschiedlicher Skalenniveaus
beschreiben. Die Verfahren wurden urspriinglich von P.F. Larzarsfeld und N.W. Henry [LH68|
entwickelt. Die latente Profilanalyse und die latente Klassenanalyse sind Spezialfille dieser
Modelle respektive fiir metrische und kategorielle Items. Es wurde gezeigt, dass die beiden
Modelle auch als Submodelle von Mischverteilungsverfahren verstanden werden kénnen, siehe
z.B. [Wol70]. Im Folgenden sollen die Verfahren in diesem Kontext erlautert werden.
Mischverteilungsverfahren, im Englischen “Finite Mixture Models”, wurden anfianglich dazu
entwickelt, um unbekannte Verteilungsformen zu modellieren. Nahezu jede Verteilung kann
durch das Zusammenfiigen einer geniigend groflen Anzahl von Normalverteilungen approxi-
miert werden. Eine der ersten Analysen mit Mischverteilungen fiihrte Karl Pearson (1894)
durch. Die Parameterschitzer des Modells wurden damals mithilfe der Momentenmethode er-
mittelt. Der rechnerische Aufwand dabei war jedoch erheblich, sodass das Verfahren zunéchst
keine weite Verbreitung fand. Spéter wurde gezeigt, dass die Losung mit der Maximum-
Likelihood-Methode bessere Ergebnisse erzielt, siche zum Beispiel [Wol70]. Breite Anwendung
fanden die Verfahren erst einige Jahre spéter, dank der Erkenntnis, dass die Anpassung einer
Mischverteilung mit der Maximum-Likelihood-Methode als Missing-Data-Problem betrachtet
werden kann und mit dem EM-Algorithmus losbar ist.

Mischverteilungen kénnen auch dazu verwendet werden, um die Heterogenitét in einer Gruppe
von Individuen zu modellieren. Die Idee dahinter ist, dass es in der betrachteten Population
Subgruppen von Individuen gibt, die eine unterschiedliche Verteilung der Response-Variablen
besitzen. Diese Kategorien werden als latente Klassen bezeichnet. Die Mitgliedschaft in diesen
Subgruppen ist nicht direkt zu beobachten und muss geschétzt werden. Bei der latenten Klas-
senanalyse und der latenten Profilanalyse ist eine zentrale Annahme, dass die Auspragungen
der manifesten Variablen bedingt auf ihre Klassenzugehorigkeit voneinander unabhéngig sind.

6.1 Latente Profilanalyse

Die grundlegende Definition der latenten Profilanalyse wird hier in Anlehnung an McLachlan
und Peel [MPO0O] vorgestellt. Auf der Basis von einem Set kontinuierlicher Variablen y werden
die Individuen K latenten Klassen zugeordnet. Diese Subgruppen werden auch latente Profile
oder Mixture-Komponenten genannt.
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Es bezeichne c eine kategorielle latente Variable mit K verschiedenen Klassen, mit k¥ =

., K. Hier bedeutet ¢ = k die Mitgliedschaft in Klasse k. Es werden die Items y; mit
j=1,...,r beobachtet. Beim latenten Profilmodell wird angenommen, dass die Auspragun-
gen zweier Items bedingt auf ihre Klassenzugehorigkeit unabhédngig voneinander sind. Die
Annahme der stochastischen Unabhéngigkeit der Items y; impliziert:

Py, ,yrlc) HPy;

Das heifit, die Ausprigung einer Variable y; héngt allein von der Klassenzugehorigkeit c ab,
nicht von den anderen Variablen. Fiir die Wahrscheinlichkeit eines Antwortmusters y;,- -, y,
folgt damit:

K r

Py, yr) = Y Ple=k) [T P(ylo).

c=1 j=1

Hier bezeichne P(c = k) die Zuordnungswahrscheinlichkeit der Individuen zu den Klassen k.
Da es sich um kontinuierliche Variablen y; handelt, liegt es nah, anzunehmen, dass die Items
bedingt auf ihre Klassenzugehorigkeit normalverteilt sind. Das allgemeine Modell der latenten
Profilanalyse ist dann:

K r
fly)=>_P( H (Y5l1tjks 0 31)- (6.1)
c=1 7j=1

Dabei bezeichne f(y;]| ,ujk,a?-k) die Dichte der Normalverteilung mit Mittelwert 1, und Va-
rianz ajz-k. Die Verteilung der Klassen ¢ wird durch eine multinomiale logistische Regression
bestimmt:

exp(ag)

N Zszl exp(ay) .

Wobei ag die Referenzkategorie bezeichnet. Die einzelnen ay’s geben die Wahrscheinlich-
keiten der iibrigen Klassen an. Es ist moglich, den Einfluss von Kovariaten auf die latenten
Klassen zu untersuchen. Dazu wird in der multinomialen logistischen Regression ein Vektor
x von Kovariaten berticksichtigt.

Im Allgemeinen wird die Analyse dazu verwendet, die Individuen den latenten Subgruppen
zuzuordnen. Die posterioren Wahrscheinlichkeiten, den Klassen anzugehéren, ergeben sich
mit dem Satz von Bayes. Es folgt:

(6.2)

Ple=k)P(y|c=k) - P(y|c = k)
P(yi, ,yr) '

Plc=Fkly1, - ,yr) =

Hier ist anzumerken, dass die Individuen zunéchst eine gewisse Wahrscheinlichkeit fiir meh-
rere Klassen erhalten koénnen. Die Individuen werden der Klasse zugeordnet, fiir welche die
gegebene Wahrscheinlichkeit am grofiten ist und daraufhin als vollstdndiges Mitglied dieser
Kategorie angesehen.
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6.2 Latente Klassenanalyse

Die latente Klassenanalyse kann ebenfalls als Mischverteilung von allgemeinen linearen Mo-
dellen formuliert werden. Im Gegensatz zur latenten Profilanalyse werden ausschliellich ka-
tegorielle Items betrachtet.

Das Verfahren wird auch als kategorielles Analogon der Faktorenanalyse bezeichnet. Wie bei
der Faktorenanalyse wird eine latente Variable verwendet, um die Beziehung zwischen einer
Reihe von manifesten Variablen zu beschreiben. Es wird angenommen, dass die beobachteten
Items bedingt auf ihre Gruppenzugehorigkeit voneinander unabhéngig sind. Die Korrelation
zwischen den Indikatorvariablen wird vollstdndig durch das latente Konstrukt erklart und es
gibt keine residuale Korrelation zwischen den Items. Im Folgenden wird die allgemeine Mo-
dellformulierung vorgestellt [MP00, Mas03].

Es werden die Items wj, mit j = 1,...,r betrachtet, mit s Kategorien pro Item. Dabei be-
zeichne c eine kategorielle latente Variable mit K verschiedenen Klassen, mit k = 1,..., K.
Hier bedeutet ¢ = k die Mitgliedschaft in Klasse k. Die Annahme der stochastischen Unab-
hangigkeit der beobachteten Items u;, bedingt auf die Klassenzugehorigkeit, impliziert:

Plug, - ,urle) = [T Plugle).
j=1

Fiir die Wahrscheinlichkeit eines Antwortmusters uj,--- ,u, folgt dann nach dem Satz der
totalen Wahrscheinlichkeit:

K r

P(uy, - ,uy) = ZP(C =k) H P(ujlc).

c=1 j=1

Alle theoretischen Parameter der rechten Seite sind unbekannt und miissen geschéitzt werden.
Die latenten Klassen kénnen zusétzlich durch Kovariaten x beeinflusst werden. Wie bei der la-
tenten Profilanalyse wird der Zusammenhang mit einer multinomialen logistischen Regression
beschrieben:

exp(ag + V)
S explon + )

P(c=k|x) = (6.3)
Dabei wird itiblicherweise die letzte Kategorie, K, als Referenzkategorie verwendet, d.h. es
gelte ag = 0 und yx = 0, sodass exp(ax + ygx) = 1. Dann ergeben sich die Odds einer
Kategorien k im Vergleich zur Referenzkategorie wie folgt:

P(c = Ek|x)

Ple=K[z) = exp(ay + ). (6.4)

Fiir bindre Indikatorvariablen u; kann die Verteilung durch eine logistische Regression defi-
niert werden:

1

(6.5)

Hier bezeichnen die v, die Logits der u;’s fiir jede Klasse k. Im Falle einer Variablen w; mit
mehr als zwei geordneten Kategorien wird eine polytome logistische Regression verwendet.
Die Formulierung ist bei [Mut04b] zu finden.
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Die posterioren Wahrscheinlichkeiten eines Individuums, einer bestimmten Klasse anzugeho-
ren, ergeben sich mit dem Satz von Bayes:

P(c=k)P(uilc=k)--- P(uy|lc = k)

Ple= Mo, yur) = Plur )

Die Individuen werden der Klasse zugeordnet, zu der sie die grofite Zugehorigkeitswahrschein-
lichkeit besitzen.

In Abbildung 6.1 ist ein schematisches Pfaddiagramm fiir die latente Klassenanalyse ab-
gebildet. Der Kreis bezeichnet die latente kategorielle Variable, die Rechtecke uy, - - ,u, die
manifesten Indikatorvariablen. Die Pfade vom latenten Konstrukt auf die Indikatoren indizie-
ren, dass die beobachteten Antworten vollstdndig durch die latenten Klassen erkléart werden.

(75} u9 [ Uy

()

Abbildung 6.1: Schematisches Pfaddiagramm fiir die latente Klassenanalyse

6.3 Schitzung

Die Schétzung der Modelle wurde wesentlich durch die Arbeit von Goodmann [Goo74] erleich-
tert. Dieser entwickelte ein Verfahren, dass es ermdéglicht, LCA-Modelle mit der Maximum-
Likelihood-Schitzung zu 16sen. Der Algorithmus wird in der Literatur als Expectation-Maximization
(EM)-Algorithmus bezeichnet. Das Verfahren iteriert bei der Berechnung zwischen 2 Schrit-
ten. Im E-Schritt werden die Zuordnungswahrscheinlichkeiten P(c = k|u;) ermittelt, wobei
die geschitzten Modellparameter als gegeben angenommen werden. Im M-Schritt werden die
Modellparameter nach der ML-Methode geschitzt und die Zuordnungswahrscheinlichkeiten
als bekannt vorausgesetzt. Die Schritte werden bis zum Erreichen einer konvergenten Losung
wiederholt [MP00].

In Mplus werden die Parameter mithilfe dieses Verfahrens ermittelt. Technische Details dazu
sind bei [Mut04b] gegeben.

Sowohl bei der latenten Profilanalyse als auch bei der latenten Klassenanalyse kann es zu
Schwierigkeiten bei der Schitzung kommen, wenn die Likelihood-Funktion mehrere lokale
Maxima besitzt. Dies ist kein seltenes Problem und kann verschiedene Griinde haben, die im
Folgenden néaher betrachtet werden sollen.

Die einfachste Moglichkeit ist, dass zu viele latente Klassen spezifiziert wurden.

Ein anderer Grund kann sein, dass manifeste Variablen innerhalb ihrer latenten Klasse nicht
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unabhangig voneinander sind. Dieses Problem wird als “bedingte Unabhéngigkeit” oder “loka-
le Unabhéngigkeit” bezeichnet [Ueb12]. Wenn solche Abhéngigkeitsstrukturen nicht beachtet
werden, fiihrt das héufig dazu, dass zusédtzliche latente Klassen geschitzt werden, bis das
Modell zu den Daten passt. Diese latenten Klassen besitzen im Allgemeinen aber keine theo-
retische Basis.

Fiir die latente Klassenregression schlidgt Ubersax [Ueb12] einen Log-Odds-Ratio-Check vor,
um bedingte Unabhéngigkeiten zwischen den Indikatorvariablen zu entdecken. Fiir den Fall,
dass Items nicht lokal unabhéngig sind, werden drei Vorschlidge gemacht, um die Annahme
der lokalen Unabhéngigkeit zu entspannen. Zunéchst kénnen zwei abhéngige Variablen zu
einer Variable mit mehr Kategorien zusammengefasst werden. Alternativ ist es moglich, kon-
ditional abhangige Variablen als multiple Indikatoren einer gemeinsamen latenten Variablen
zu modellieren. Die letzte M6glichkeit besteht darin, die latente Klassenanalyse als loglineares
Modell [VMO03] zu formulieren. Mit dieser Formulierung kénnen einfacher bestimmte Typen
von Modellen mit bedingten Abhéngigkeiten spezifiziert werden.

Bei der latenten Klassenregression ist hdufig zu beobachten, dass ein lokales Maximum der
Likelihood-Funktion erreicht wird, wenn viele klassenbedingte Antwortwahrscheinlichkeiten
auf exakt 0 oder 1 geschitzt werden. Diese sogenannten “Boundary Solutions” kénnen eben-
falls ein Zeichen fiir die Spezifikation von zu vielen latenten Klassen beziehungsweise eine
unvalide Losung sein [Geil0].

Das iibliche Vorgehen zur Vermeidung eines lokalen Maximums bei der Schitzung einer laten-
ten Klassenanalyse oder einer latenten Profilanalyse ist die Wahl von multiplen Startwerten.
In den meisten Programmen, mit denen die Modelle gel6st werden kénnen, wie auch bei Mplus,
kann eine beliebige Anzahl von zufélligen Startwerte-Sets generiert werden [Ueb12, Mut04b].
Der beste gefundene Log-Likelihood-Wert sollte mindestens durch zwei unterschiedliche Start-
wertesets erreicht werden.

6.4 Identifikation

Wie bei Strukturgleichungsmodellen ist es wichtig nach der Spezifikation eines Modells zu
iiberprifen, ob es identifizierbar ist. Dabei wird zwischen intrinsischer und empirischer Iden-
tifizierbarkeit eines Modells unterschieden [Ueb12].

Nicht-Identifikation eines Modells bedeutet, dass es verschiedene Sets von Parameterschét-
zern gibt, die zu dem gleichen Maximum der (Log-)Likelihood-Funktion fiithren. Intrinsische
Nicht-Identifikation bedeutet, dass ein Modell unabhéngig vom verwendeten Datensatz nicht
l6sbar ist. Das ist der Fall, wenn ein Modell zu komplex spezifiziert wurde. Die intrinsische
Modellidentifikation kann leicht iiberpriift werden, wenn man bedenkt, dass die maximal zu
schitzende Anzahl von Parametern durch die Freiheitsgrade limitiert ist. Bei der latenten Pro-
filanalyse sind insgesamt K *(1+2x*r)—1 Parameter zu bestimmen. Damit ist die notwendige
Bedingung fiir ein identifiziertes Modell, dass mindestens genauso viele unterschiedliche Da-
tensatze vorliegen. Bei der latenten Klassenanalyse ist die maximale Anzahl zu schatzender
Parameter durch die Anzahl der unterschiedlichen beobachteten Responsepattern minus 1
limitiert [Ueb12].

Empirische Nicht-Identifikation tritt auf, wenn ein Modell aufgrund einer zufélligen besonde-
ren Struktur der Daten nicht 16sbar ist. Dies ist keine héufige Erscheinung, aber wahrscheinli-
cher bei kleinen Stichproben oder wenn nur ein geringer Anteil der méglichen Responsepattern
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beobachtet wird [Ueb12].

In beiden Fille kann man sich im Allgemeinen mit zusétzlichen Restriktionen behelfen und
das Modell damit identifizierbar machen. Diese miissen natiirlich inhaltlich sinnvoll sein.

Um zu tiberpriifen, ob ein Modell empirisch identifiziert ist, kann bei der Maximum- Likelihood-
Schatzung die Hesse-Matrix betrachtet werden. Ein Modell ist identifiziert, wenn die Matrix
vollen Rang besitzt. Typischerweise wird dieser Test jedoch berechnet, wenn der Algorithmus
zu einer Losung konvergiert ist. Diese Losung besitzt dann keine Aussage und das Modell
muss anders spezifiziert und neu berechnet werden.

6.5 Modellpriifung und Interpretation

Die Modellspezifikation bei der latenten Profilanalyse oder der latenten Klassenanalyse sollte
immer auf inhaltlichen Hypothesen basieren. Im Allgemeinen ist im Voraus jedoch nicht be-
kannt, wie viele latente Klassen extrahiert werden sollen. Es gibt verschiedene Verfahren, mit
denen iiberpriift werden kann, wie gut ein Modell zu den gegebenen Daten passt. Ublicher-
weise werden mehrere Modelle mit einer unterschiedlichen Anzahl latenter Klassen angepasst
und unter Betrachtung verschiedener Kriterien das optimale Modell ausgewéhlt. Mithilfe von
Klassifikationsdiagrammen kann beurteilt werden, wie gut die Individuen den Klassen zu-
geordnet wurden. Zur Interpretation der einzelnen Klassen kénnen Klassenprofildiagramme
betrachtet werden. Genauso wichtig wie die statistischen Kriterien ist bei der Modellwahl in
jedem Fall die Interpretierbarkeit der Losung.

Wie bei Strukturgleichungsmodellen kénnen Tests zur Modellgiite mithilfe des Log-Likelihood-
Wertes ermittelt werden. Standardméflig wird bei den berechneten LCA-Modellen der Pearson-
und der Likelihood-Ratio-X2-Test angegeben. Ein signifikanter Wert deutet darauf hin, dass
es eine statistisch bedeutsame Abweichung zwischen den beobachteten und den vorhergesag-
ten Antwortmustern gibt. Um zu gewahrleisten, dass die Likelihood-Ratio-Statistik tatsidchlich
X2-Quadrat verteilt ist, wird eine relativ grofe Stichprobe benétigt [Geil0]. Ist diese nicht
gegeben, so ist der Test wenig aussagekraftig.

Aufgrund der Schwierigkeiten bei der Beurteilung der absoluten Modellgiite wird gewhnlich
der relative Fit betrachtet. Zum Vergleich von Modellen mit einer unterschiedlichen Anzahl
von Klassen stehen die in Abschnitt 4.2.5 beschriebenen informationstheoretischen Mafle AIC
und BIC (adjustiert und unadjustiert) zur Verfiigung. Mplus bietet auBerdem zwei statistische
Tests, den Bootstrap-Likelihood-Ratio Differenztest und den Vuong-Lo-Mendell-Rubin-Test
fiir den Modellvergleich. Eine ausfiihrliche Beschreibung der Verfahren findet sich bei [Geil0).
Weniger ein Maf fiir die Giite eines Modells, als eine Hilfe bei der Entscheidung fiir die op-
timale Anzahl latenter Klassen ist die Entropie. Mit Klassifikationstabellen kann untersucht
werden, wie gut sich die geschétzten Klassen voneinander unterscheiden. In den Zeilen der
Tabelle sind die Klassen angegeben, denen die Individuen zugeordnete wurden, in den Spalten
stehen die mittleren posterioren Wahrscheinlichkeiten der Individuen fiir die einzelnen Klas-
sen [Mut04b]. Eine gute Klassifizierung ist erreicht, wenn die ermittelte Klassenzugehorigkeit
gut zu den geschétzten Wahrscheinlichkeiten fiir die Klassen passt. Ein zusammenfassendes
MaS fiir diese Eigenschaft ist die Entropie [Mut04b]:

i k(—Piklnpir)
ninK ’

Ex =1 (6.6)
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Dabei bezeichne p die geschétzte Wahrscheinlichkeit fiir Individuum 4, der Klasse k£ anzugeho-
ren. Die Werte konnen zwischen 0 und 1 liegen, wobei grofiere Werte eine bessere Klassifikation
bedeuten.

Wichtige Modellparameter bei der latenten Profilanalyse sind die erwarteten klassenspezi-
fischen Mittelwerte beziehungsweise bei der latenten Klassenanalyse die klassenbedingten
Itemwahrscheinlichkeiten. Nachdem ein Modell geschétzt ist und die latenten Klassen de-
finiert wurden, bieten sie die Moglichkeit, den Subgruppen eine Bedeutung zuzuordnen. Ein
niitzliches Hilfsmittel dabei sind sogenannte Klassenprofildiagramme. Dabei handelt es sich
um Liniendiagramme, auf denen die einzelnen Items auf der X-Achse aufgetragen sind und
auf der Y-Achse die zugehorigen mittleren erwarteten Auspriagungen oder die zugehorigen
Wahrscheinlichkeiten fiir jede einzelne Klasse angegeben werden.

Bei der Wahl eines Modells kénnen und sollten mehrere der vorgestellten Verfahren beriick-
sichtigt werden. Beispiele dafiir sind bei [Lar04, MABT09] gegeben.
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Kapitel 7

Survivalanalyse mit latenten
Klassen

7.1 Modellspezifikation

Im Folgenden wird die Cox-Regression mit latenten Klassen nach der allgemeinen Formu-
lierung von Muthen [AMMO6] erlédutert. Diese Formulierung verallgemeinert das Modell von
Larsen (2004) [Lar04], das nur den Fall von binéren Indikatorvariablen betrachtet. Das Modell
ermdglicht es, eine latente Klassenvariable als Pradiktor fiir die Zeit bis zu einem Ereignis oder
einer Zensierung zu verwenden. Dazu wird die latente Klassenregression mit einem Cox-PH-
Modell kombiniert. Das Modell bietet auflerdem die Moglichkeit, den Einfluss von anderen
Kovariaten in der Cox-Regression klassenabhéngig zu schétzen. Die Definition der latenten
Variablen kann durch kategorielle oder kontinuierliche Indikatorvariablen geschehen, dabei
kénnen Kovariaten berticksichtigt werden. Die Parameter in dem Modell werden simultan mit
der Maximum-Likelihood-Methode geschétzt.

Es werden Individuen ¢ mit den zugehorigen Ereigniszeitvariablen T; betrachtet. Es bezeich-
ne c eine kategorielle latente Variable mit K verschiedenen Klassen, £k = 1,..., K. Dabei
indiziert ¢ = k die Mitgliedschaft in Klasse k. Es werden die manifesten Variablen wu; mit
j =1,...,r beobachtet. In dem Fall, dass die Indikatorvariablen kategorielles Skalenniveau
besitzen, wird eine kontinuierliche Variable u; im Hintergrund definiert [J6r02, Mut04b]. Fiir
die j-te kategorielle Variable u;; mit v =1,2,..., s geordneten Kategorien, bedeutet das:

[uji =vlci = k| & Th < U < Thoy-

Zur Bestimmung der latenten Klassen ¢ werden dann die Latent-Response-Variablen u3; ver-
wendet. Im Folgenden gilt, dass die u}; normalverteilt sind, héufig wird auch eine logisti-
sche Verteilung angenommen [Mut04b]. Bei Mplus wird als Voreinstellung bei einer latenten
Klassenanalyse mit Maximum-Likelihood-Schétzung fiir den Zusammenhang eine logistische
Regression geschétzt [Mut04b].

In den folgenden Gleichungen wird der Zusammenhang zwischen dem Vektor der abhingi-
gen Variablen u], einem Vektor von Kovariaten x; und den latenten Klassen beschrieben.
AuBerdem wird die Hazard-Funktion definiert:

[uflei =k] = pk+e (7.1)
exp(ag, + Vi)

P C; = k ZT;
( =2 iy exp(ay, + i)

(7.2)
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h,;(t’l‘z', c; = k‘) = hOk(t) * €J}p(bk + ﬁkxz) (7.3)

Der ersten beiden Gleichungen gehoren zu der latenten Klassenregression. Hier ist €; ein nor-
malverteilter Fehlerterm mit Mittelwert 0. Ein multinomiales Logit-Modell beschreibt den
Zusammenhang zwischen latenten Klassen und Kovariaten. Zur Identifikation gelte ax = 0
und v = 0.

Die untere Gleichung gibt die Hazard-Funktion fiir die Ereigniszeit eines Individuums 4 an.
Hier bezeichne hoy(t) die Baseline-Hazard-Funktion, z; einen Vektor von Kovariaten und f;
den Vektor der zugehorigen Koeffizienten. Der Vektor ¢, bezeichnet den Achsenabschnitts-
schitzer der Cox-Regression.

Es gibt zwei Moglichkeiten, wie der Einfluss der Klassenvariablen als Pridiktor bei der Uber-
lebenszeitanalyse beriicksichtigt werden kann. In beiden Féllen wird die Baseline-Hazard-
Funktion als nichtparametrische Stufenfunktion geschétzt. Beim Ansatz von Larsen (2004),
unterscheiden sich die Baseline-Hazard-Funktion der einzelnen Klassen jedoch nur durch einen
einzigen multiplikativen Faktor. In der obigen Modellformulierung bedeutet das, dass der Ein-
fluss der latenten Klassen allein durch den Achsenabschnitt der Harzardfunktion ¢ bertick-
sichtigt wird. Zur Identifikation gelte t; = 0. Im Gegensatz dazu wird beim Mplus-Ansatz
[AMMOG6] der Baseline-Hazard fiir jede Klasse vollkommen frei und ohne Restriktionen ge-
schétzt. In diesem Fall kann der Achsenabschnittsschéatzer der Hazard-Funktion nicht mehr
identifiziert werden.

In beiden Féllen kann der Einfluss der Kovariaten klassenspezifisch geschétzt werden, auch
wenn diese Moglichkeit in dem Artikel von Larsen nicht betrachtet wird [Lar04] .

Der Vorteil des Ansatzes von Larsen liegt darin, dass der Klasseneffekt explizit geschétzt und
angegeben werden kann. Beim Mplus-Ansatz ist das nicht der Fall, da kein einzelner Parame-
ter den Unterschied zwischen zwei vollkommen unrestringierten Baseline-Hazard-Funktionen
ausdriicken kann. Auflerdem ist das Modell von Larsen sparsamer. Die zusétzlichen Restrik-
tionen fithren dazu, dass wesentlich weniger Parameter geschétzt werden miissen und das
Modell leichter identifizierbar ist. Der Vorteil beim Mplus-Ansatz besteht hingegen darin,
dass das Modell auch angemessen ist, wenn die Annahme proportionaler Hazards zwischen
den Klassen nicht erfillt ist. Die Evaluation der Annahme proportionaler Hazards zwischen
den latenten Klassen ist ein Problem, mit dem sich Larsen in [Lar04] beschéftigt. Muthen
verwendet selbst die Methode von Larsen bei der Schitzung eines Mixure-Survivalmodells in
[MABT09].

Der Mplus-Ansatz ist bereits in Mplus Version 5 implementiert, Larsens Ansatz ist kommer-
ziell seit Mplus Version 6 verfiigbar.

7.1.1 Schatzung

Bei der Cox-PH-Regression wird von nichtinformativ, rechtszensierten Daten ausgegangen,
sodass fiir jedes Individuum neben der Ereigniszeitvariablen 7T; ein Zensierungsindikator D;
gegeben ist. Dann ist die Likelihood der beobachteten Variablen (7;, D;,u;) fiir ein einzelnes
Individuum ¢:

K
P(Tz,Dz,uZ\mz) = Z P(Ci = k:]xz)P(uZ]cZ = k)P(TIL,Dz‘Cz = k,$i>. (7.4)
k=1

Die vollstdndige Likelihood der Daten im Cox-Modell unter Beriicksichtigung der Zensierun-
gen wird wie in Abschnitt 3.4.1 berechnet. Die Schétzung der Parameter geschieht mit der
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Maximum-Likelihood-Methode unter Verwendung des Expectation-Maximization- Algorithmus.
Larsen beschreibt das genaue Verfahren in [Lar04] fiir den Fall von kategoriellen Indikator-
variablen.

Die Berechnung einer latenten Klassenanalyse ist mit zahlreichen Softwareprogrammen mog-
lich, die Analyse eines Mixture-Survivalmodells bietet bislang jedoch nur das Softwarepro-
gramm Mplus. Eine Anmerkung zu der Analyse von latenten Klassenmodellen mit Mplus
soll daher noch an dieser Stelle gemacht werden. Bei einer Mixture-Analyse werden alle Va-
riablen im Modell als Indikatoren fiir die latenten Klassen verwendet, sofern sie nicht als
Kovariaten spezifiziert werden, auf die die latente Klassenvariable regressiert wird. Es gibt
nicht die Moglichkeit, nur bestimmte Indikatoren zur Definition einer latenten Klassenvaria-
blen auszuwéahlen. Das bedeutet aber, dass auch die Response oder Zielvariable ein Indikator
der latenten Klassen ist. Das kann ein Vorteil sein, da die Zielvariable Informationen fiir die
Bestimmung der latenten Klassenvariablen beisteuert. Andererseits ist es vorstellbar, dass
die Fragestellung des Anwenders darin besteht, bestimmte Indikatoren und die daraus ge-
schitzten Klassen als Vorhersageinstrument fiir eine Zielvariable zu beurteilen. Ein mogliches
Vorgehen fir diesen Fall beschreibt Muthen [Mut10].

7.1.2 Modellanpassung

Die Anpassung des Modells geschieht schrittweise wie bei [MABT09] und [Lar04]. Es werden
unabhéngig voneinander das optimale Mess- und Survivalmodell gesucht. Diese beiden Mo-
delle werden dann miteinander kombiniert. Auf diese Weise kann nachvollzogen werden, zu
welchem Teil die latenten Klassen, neben den Indikatorvariablen, durch die Kovariaten und
die Ereigniszeit bestimmt werden [Lar04].

Die einzelnen Schritte der Modellanpassung sind wie folgt: Zunéchst wird fiir die beobachteten
Items die latente Klassenanalyse angepasst. Dafir wird das Modell fiir eine unterschiedliche
Anzahl von Klassen berechnet. Die Entscheidung fiir das beste Modell kann unter anderem
mithilfe des BIC, des Vuong-Lo-Mendell-Rubinson-Tests und der Entropie getroffen werden
[Geil0, Lar04]. Ein Entscheidungskriterium kénnen auch inhaltliche Motive und die Prévalenz
der einzelnen Klassen sein.

Nachdem die optimale Anzahl latenter Klassen ermittelt wurde, kann das Modell um den
Einfluss von Kovariaten erweitert werden. Es wird untersucht, welche der beobachteten Va-
riablen einen signifikanten Einfluss auf die Definition der latenten Klassen besitzen.

Fir das Survivalmodell sollte iiberpriift werden, ob die Proportional-Hazards-Annahme fiir
alle Kovariaten erfiillt ist. Variablen, die die Annahme nicht erfiillen, kénnen zeitabhéngig
in der Cox-Regression berticksichtigt werden. Modellfitmafle kénnen dabei behilflich sein, das
optimale Survivalmodell zu ermitteln.

Die gefundenen Modelle werden schliellich miteinander kombiniert. Kovariaten, die keinen
signifikanten Einfluss auf die Ereigniszeit besitzen, werden schrittweise aus dem Modell ent-
fernt, bis das finale Modell gefunden ist. Wie beim Survivalmodell mit latenten kontinuier-
lichen Variablen ist es an dieser Stelle auch moéglich, Korrelationen zwischen Kovariaten zu
beriicksichtigen. Im Allgemeinen empfiehlt sich Larsens Methode zur Modellschéitzung. Es
kann tberpriift werden, ob die Proportional-Hazards-Annahme auch fiir die latenten Klassen
gilt. In [Lar04] wird dafiir eine simulationsbasierte Methode vorgestellt. Einen Anhaltspunkt
dafiir, ob die klassenspezifischen Hazards proportional sind, bieten auch die Kaplan-Meier-
Kurven in den Subgruppen.
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7.2 Ein Anwendungsbeispiel: Herzfrequenzvariabilitat als Pra-
diktor fiir kardiale Mortalitat (fortgesetzt)

Als Anwendungsbeispiel wird noch einmal der HRV-Datensatz betrachtet. Es werden weiter-
hin die standardisierten Werte der Variablen verwendet. Im Folgenden werden Subgruppen
von Patienten gesucht, die sich in Bezug auf ihre Ausprigungen in den HRV-Parametern dhn-
lich sind.

Im ersten Schritt der Modellanpassung wird die optimale latente Klassen-Losung gesucht.
Tabelle 7.1 gibt eine Ubersicht iiber den Fit der verschiedenen Modelle.

Modell Log-Likelihood # freie Parameter BIC VM-Test

2C -6611 31 13415 p<0.001
3C -6313 42 12888 p<0.001
4C -6197 53 12724 p=0.382

Tabelle 7.1: Modellanpassung

Modelle mit 5 oder mehr Klassen konvergieren nicht. Das BIC spricht fiir das 4-Klassen-
Modell, der Vuong-Lo-Mendell-Rubinson (VM)-Test befiirwortet das 3-Klassen-Modell. Die
Entscheidung soll hier zugunsten des sparsameren Modells getroffen werden, das ist die Lo-
sung mit 3 latenten Klassen.

Klasse Anz. Prozent

C1 90 17.7
C2 289 56,9
C3 129 254

Tabelle 7.2: Klassenmitgliedschaft

Tabelle 7.2 gibt eine Ubersicht iiber die Zuordnung der Individuen zu den jeweiligen Klassen.
Die Individuen sind den Klassen zugeordnet, in denen sie die héchste Mitgliedswahrschein-
lichkeit aufweisen.

|c1 C2 (3
C1[0.943 0.057 0.000
C2 | 0.028 0.952 0.019
C3 | 0.000 0.045 0.955

Tabelle 7.3: Klassifikationstabelle

Anhand der Klassifikationstabelle 7.3 kann beurteilt werden, wie gut sich die geschétzten
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Klassen voneinander unterscheiden. In den Zeilen stehen die Klassen, denen ein Individuum
zugeordnete wurde, in den Spalten sind die mittleren posterioren Wahrscheinlichkeiten fiir
die einzelnen Kategorien angegeben. Hohe Werte auf der Hauptdiagonale sprechen fiir eine
gute Klassifizierung. Diese ist hier erreicht, die Entropie betragt 0.89.

Der Itemmeanprofileplot gibt eine Vorstellung davon, wie die drei Klassen definiert sind. Es
liegt eine geordnete Losung vor, das heifit, dass die erste Klasse fiir jedes Item die niedrigsten,
die zweite Klasse iiberall etwas hohere und die dritte Klasse jeweils die hochsten Mittelwerte
besitzt.
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Abbildung 7.1: Itemmeanprofileplot

Im néchsten Schritt wird eine latente Klassenregression berechnet. Der Einfluss der Kovariate
zlves auf die Definition der latenten Klassen ist nicht signifikant. Dieser Einfluss wird daher im
Folgenden nicht weiter betrachtet. Als Survivalmodell wird das Proportional-Hazards-Modell
mit einer Kovariate zlves verwendet.

Abschlielend wird das gesamte Modell geschétzt. Es wird der Ansatz von Larsen verwendet.
Um den Einfluss der Klassen auf die Uberlebenszeit zu ermitteln, werden klassenspezifische
Achsenabschnittsschétzer in der Cox-Regression berechnet. Die Ergebnisse finden sich in Ta-
belle 7.4.

Im ersten Abschnitt der Tabelle sind die mittleren erwarteten Werte der HRV-Parameter in
den jeweiligen Klassen angegeben. Die Schéitzer sind denen der latenten Klassenanalyse, die in
Abbildung 7.2 dargestellt sind, sehr dhnlich. Die Patienten werden den Klassen zugeteilt, zu
denen ihre Mitgliedswahrscheinlichkeit am grofiten ist. Die Anteile sind: C1:17.7%, C2:56.7%,
C3:25.6%.

Die Patienten in Klasse 1 sind die mit der niedrigsten Herzfrequenzvariabilitiat, Mitglieder
der Klasse 2 besitzen durchgehend mittlere Werte und die Patienten in Klasse 3 haben bei
jeder Variable die hochsten Werte. Die meisten der Schétzer sind signifikant.
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Variable Schiatzer SE p-Wert Haz. Ratio
Cl Means zef -0.46 0.15 <0.001
Means znmeannn -1.09 0.12 <0.001
Means zrhf -0.80 0.10 <0.001
Means zlfn -0.90 0.22 <0.001
Means zrnspsdnn -1.29  0.12 <0.001
Means znhrvidx -1.11  0.08 <0.001
Means zrspsdnn -1.31 0.14 <0.001
Means zrlf5 -1.19 0.08 <0.001
Means zinslml -0.37 0.10 <0.001
Means zislml -0.61 0.12 <0.001
C2 Means zef 0.08 0.06 0.193
Means znmeannn -0.04 0.07 0.586
Means zrhf -0.22  0.06 <0.001
Means zlfn 0.21 0.06 <0.001
Means zrnspsdnn -0.10 0.06 0.126
Means znhrvidx -0.16 0.06 0.008
Means zrspsdnn -0.05 0.06 0.455
Means zrlfh -0.13  0.07 0.053
Means zinslml 0.07 0.07 0.299
Means zislml 0.03 0.06 0.585
C3 Means zef 0.16 0.08 0.050
Means znmeannn 0.86 0.09 <0.001
Means zrhf 1.07 0.12 <0.001
Means zlfn 0.18 0.06 0.006
Means zrnspsdnn 1.15 0.08 <0.001
Means znhrvidx 1.15 0.10 <0.001
Means zrspsdnn 1.06 0.08 <0.001
Means zrlfh 1.14 0.10 <0.001
Means zinslml 0.11 0.09 0.209
Means zislml 0.36 0.10 <0.001
Cl1 Intercepts Time 0.00 0.00 999.00 999.00
C2 Intercepts Time -1.16  0.56 0.038 0.31
C3 Intercepts Time -1.44 0.64 0.023 0.23
Cl1 Time on zlves 0.86 0.28 0.002 2.36
C2 Time on zlves 0.82 0.23 <0.001 2.27
C3 Time on zlves 0.37 0.40 0.357 1.44

Tabelle 7.4: Survivalmodell mit latenten Klassen, standardisiert

Die néchsten Zeilen der Tabelle geben die Achsenabschnittsschétzer in der Hazard-Funktion
fiir die einzelnen Klassen an. Zur Identifikation wurde der Parameter fiir die erste Klasse auf
0 gesetzt. Das Hazard Ratio fiir Klasse 2 betrégt 0.31, fiir Klasse 3 entsprechend 0.23. Dieser
Wert ist so zu interpretieren, dass die Mortalitit in Klasse 2 im Vergleich zu Klasse 1 um
70% verringert ist. Das Risiko zu versterben ist fiir Patienten der Klasse 3 im Vergleich zu
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denen aus Klasse 1 um 84% verringert. Beide Schatzer gelten bedingt auf den Einfluss der
Kovariaten und sind signifikant. Eine hohere Herzfrequenzvariabilitat ist nach diesen Ergeb-
nissen klar mit einer besseren Uberlebenswahrscheinlichkeit assoziiert.

Im letzten Abschnitt der Tabelle sind die Parameterschétzer fiir zlves in der Cox-Regression
aufgefiihrt. Die Koeflizienten wurden klassenabhéngig geschétzt. In Klasse 1 und 2 ist der
Einfluss von zlves besonders hoch, die Hazard Ratios betragen 2.36 und 2.27. Ein Anstieg
von zlves um eine Standardabweichung erhoht das Risiko in C1 demnach um 136%, in C2
entsprechend um 127%. In Klasse 3 ist der Einfluss der Kovariate nicht signifikant.
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Abbildung 7.2: Kaplan-Meier-Kurven und geschéitzte Baseline-Survival-Kurven der drei Klas-
sen

In Abbildung 7.2 sind die Kaplan-Meier (KM)-Kurven und die geschétzten Baseline-Survival-
Kurven der drei Klassen dargestellt. In der Graphik ist zu sehen, dass Patienten der Klassen
2 und 3 deutlich bessere Uberlebenschancen im Vergleich zu denen aus Klasse 1 besitzen.
Die KM-Kurven und die geschétzte Baseline-Survival-Kurve von Klasse 3 liegen nahe zusam-
men. Die Kaplan-Meier-Kurven zu Klasse 2 und 1 befinden sich konstant unter den jeweiligen
Baseline-Survival-Kurven. Der Unterschied kommt durch den Einfluss von zlves zustande, der
in diesen beiden Klassen besonders stark ist.

Bei der Modellbildung wurde nicht explizit untersucht, ob die Proportional-Hazards-Annahme
zwischen den Klassen erfiillt ist. In Abbildung 7.2 sind die -Log-Log-Plots der geschétzten
KM-Kurven abgebildet. Die Linien verlaufen weitestgehend parallel. Diese Graphik spricht
dafiir, dass die Proportional-Hazards-Annahme getroffen werden kann.
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Abbildung 7.3: Evaluation der PH-Annahme zwischen den latenten Klassen mit -Log-Log-
Plots

7.2.1 Vergleich der Modelle

Beim Vergleich mit der Cox-Regression besitzt die das Survivalmodell mit latenten Klas-
sen dhnliche Vorteile wie das Survivalmodell mit latenten Faktoren. Das Modell bietet ei-
ne Losung fir das Problem der Kollinearitdt in der multiplen Cox-Regression mit stark
korrelierten Items. Auflerdem gibt es die Moglichkeit, den Einfluss von Kovariaten auf die
Herzfrequenzvariabilitdts-Klassen zu untersuchen. Damit kénnen neben den direkten auch in-
direkte Einfliisse auf die Ereigniszeit untersucht werden. Moglich gemacht wird das durch die
simultane Schéitzung der Parameter.

Durch den schrittweisen Prozess der Modellierung kann zur Theoriebildung beigetragen wer-
den. Mithilfe von Modellfitmafien konnen Annahmen eindeutig bestéitigt oder abgelehnt wer-
den. Dies ist einer der Vorziige von Strukturgleichungsmodellen im Allgemeinen. Der Nachteil
sind die zusétzlichen Modellannahmen, die im Gegenzug akzeptiert werden miissen.

Bei der Modellierung kann die Struktur der latenten Variablen untersucht werden. Das be-
deutet bei der latenten Klassenanalyse, dass die optimale Anzahl von Subgruppen mit un-
terschiedlichen HRV-Profilen ermittelt werden kann. Die Hazard Ratios beziehen sich nicht
wie bei der Standard-Cox-Regression auf einzelne Variablen, sondern auf die latenten Klas-
sen. Itemmeanprofileplots bieten jedoch eine einfache Visualisierung der Zusammenhénge. Die
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Beziehung zwischen den Klassen und der Uberlebenszeit lisst sich auBerdem gut durch die
Darstellung der geschétzten Baseline-Survival-Kurven verdeutlichen.

Das erweiterte Modell bietet allerdings einige Limitationen, die im Zusammenhang mit der
latenten Klassenanalyse stehen. Es ist empfehlenswert, wenn auch keine Voraussetzung, dass
die betrachteten Items den gleichen Wertebereich besitzen. Im Blick auf die Interpretierbar-
keit der latenten Klassen ist es sinnvoll, eine {ibersichtliche Anzahl von Indikatorvariablen
zu verwenden. Die Anzahl der Klassen ist natiirlich durch die Identifizierbarkeit des Modells
begrenzt. Doch auch bei theoretisch identifizierten Modellen fithrt die Verwendung von vielen
Items héufig zu Konvergenzproblemen.

Insgesamt kann man sagen, dass das Survivalmodell mit latenten Klassen im Vergleich zur
Standard-Cox-Regression ein deutlich komplexeres Modell ist. Der Ansatz ermdglicht einen
anderen Blickwinkel auf die Fragestellung. Es konnen zusétzliche Erkenntnisse iiber den Zu-
sammenhang zwischen der Herzfrequenzvariabilitdt und dem Ereignis Koronartod gewonnen
werden. Die Ergebnisse lassen sich leicht visualisieren und sind dadurch gut zu vermitteln.

Der Unterschied zwischen dem Survivalmodell mit latenten Faktoren und dem mit laten-
ten Klassen liegt im Messmodell, das fiir die Indikatorvariablen verwendet wird. Anhand
von Modellgiitemaflen kann der Fit der unterschiedlichen Modelle verglichen werden. Beim
HRV-Datensatz werden dazu die Ergebnisse aus den Tabellen 7.1 und 5.4 betrachtet. Das
BIC ist bei allen latenten Klassenanalysen schlechter als bei beiden Faktorenanalysen. Fiir
den HRV-Datensatz wére also die Cox-Regression mit zwei latenten Faktoren das Modell der
Wahl.

7.2.2 Evaluation der Modellstabilitidt mit Bootstrapping

Im Folgenden soll die Stabilitat des Survivalmodells mit latenten Klassen mithilfe des Bootstrap-
Ansatzes tiberpriift werden. Dazu wurden 250 Stichproben aus dem originalen Datensatz ge-
zogen. Zur Unterscheidung von den beobachteten Koeffizienten und den Bootstrap-Schétzern
und Standardfehlern wird die gleiche Notation wie in Abschnitt 5.2.4 verwendet.

Zunichst stellt sich die Frage, ob die geordnete latente Klassen-Losung in Tabelle 7.4 re-
plizierbar ist oder ob es mehrere Moglichkeiten gibt, wie die Patienten in drei Klassen mit
unterschiedlichen HRV-Verldufen unterteilt werden kénnen. Die geschétzten Mittelwerte der
HRV-Parameter fiir alle 250 Replikationen sind in Abbildung 7.4 im Liniendiagramm darge-
stellt. Eine Parallele zur x-Achse kennzeichnet in jeder Graphik den erwarteten Mittelwert
0. Es ist zu sehen, dass es drei klar voneinander unterschiedene Profile gibt. Diese sind der
geordneten Losung aus 7.2 sehr dhnlich. Mitglieder der Klasse 3 zeigen bei allen Items die
hochsten Werte, Patienten der Klassen 2 und 1 entsprechend mittlere und niedrige Auspréa-
gungen. Dieses Ergebnis spricht dafiir, dass die beobachtete Losung in Tabelle 7.2 reliabel
ist. Die Boxplots in Abbildung 7.4 sollen einen Eindruck von der Streuung der einzelnen
Parameterschétzer vermitteln. Bis auf einzelne Ausreifler ist diese in allen drei Klassen ver-
haltnisméfig gering.

Im Folgenden sollen die Ergebnisse fiir die Parameterschitzer in der Cox-Regression néher
betrachtet werden. Das sind zum einen die Achsenabschnittschétzer und zum anderen die
klassenspezifischen Koeffizienten von zlves. In Abbildung 7.5 sind zunéchst die Bootstrap-
Schétzer fiir die Achsenabschnitte dargestellt. Die beobachteten Parameter sind mit einer
vertikalen Linie dargestellt. Um zu iiberpriifen, ob die Daten Normalverteilung aufweisen,
ist in Abbildung 7.6 der zugehorige QQ-Plot dargestellt. Die Bootstrap-Schéitzer zeigen eine
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Abbildung 7.4: Bootstrap-Ergebnisse fiir die Mittelwerte der HRV-Parameter in den drei
Klassen

approximative Normalverteilung. Histogramme fiir die anderen Parameter sind hier nicht ab-
gebildet, da sie &hnliche Verteilungen zeigen.

Die Boxplots in Abbildung 7.7 geben einen Eindruck von der Streuung der Koeffizienten
der Cox-Regression. Die beobachteten Parameter, Mittelwerte der Bootstrap-Replikationen,
Bootstrap-Standardfehler und die zugehorigen approximativen Konfidenzintervalle sind in Ta-
belle 7.5 zusammengefasst.
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Abbildung 7.6: QQ-Plots fiir die Bootstrap-Replikationen

Der beobachtete Schétzer fiir den Einfluss von C2 ist nur geringfiigig kleiner als der Bootstrap-
Mittelwert. Die Streuung ist moderat. Das Konfidenzintervall lasst auf eine signifikant ver-
besserte Prognose von Patienten in Klasse 2 im Vergleich zu denen in Klasse 1 schlieffen. Der
beobachtete Achsenabschnittsschiatzer von C3 ist absolut etwas niedriger als der Bootstrap-
Mittelwert. Die Streuung ist wesentlich gréfler. Das zugehérige Konfidenzintervall beinhaltet
auch den Wert 0.

Die Koeffizienten von zlves § befinden sich fiir alle drei Klassen nah an den Bootstrap-
Mittelwerten. Die Streuung fiir die Schétzer in C1 und C2 ist wesentlich geringer als die
der Achsenabschnittsschétzer. Der Standardfehler in C3 ist bedeutend grofier, das zugehorige
Konfidenzintervall ist entsprechend breit.
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Abbildung 7.7: Bootstrap-Ergebnisse der Parameterschétzer in der Cox-Regression

Variable

B.str.-Mittelw. (6*)

B.str.-SE (5e*)

Schétzer (0)

95% B.str. - KI

C2 Intercept
C3 Intercept
C1 Time on zlves
C2 Time on zlves
C3 Time on zlves

-1.25
-1.72
0.85
0.84
0.43

0.55
0.78
0.28
0.26
0.58

-1.16
-1.44
0.86
0.82
0.37

-2.23
-2.96
0.31
0.30
-0.75

-0.08
0.08
1.41
1.34
1.50

Tabelle 7.5: Ubersicht der Bootstrap-Ergebnisse
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Kapitel 8

Prognosegiite der Survivalmodelle
mit latenten Klassen im Vergleich
zur Cox-Regression

8.1 Ein Anwendungsbeispiel: Nutzungsdauer von Prepaidkar-
ten fiir Mobiltelefone

Im Folgenden soll ein zweites Beispiel betrachtet werden, um die Anwendungsmoglichkei-
ten der Cox-Regression mit latenten Klassen zu verdeutlichen. Fiir diese Arbeit steht der
Datensatz eines deutschen Mobilfunkanbieters zur Verfligung. Das Geschéaftsmodell des Un-
ternehmens besteht in dem Vertrieb von Prepaid-Karten mit einem einfachen Telefontarif. Die
Prepaid-Karte wird beim Kauf aktiviert. Das Guthaben kann auf verschiedene Arten aufge-
laden werden. Kunden, die iiber einen Zeitraum von 12 Monaten kein sogenanntes “Topup”
vorgenommen haben, werden deaktiviert. Die Hauptfragestellung des Mobilfunkanbieters be-
steht darin, frithzeitig vorhersagen zu kénnen, wie lange ein Kunde die Prepaid-Karte nutzen
wird. Mithilfe einer solchen Prognose sollen Werbemafinahmen optimal gesteuert werden. Es
handelt sich dabei um ein typisches Time-to-Event Problem, bei dem das betrachtete Ereignis
die Deaktivierung eines Kunden ist.

Es stehen die Daten aller Personen, die sich zwischen dem 01.07.2006 und dem 01.07.2007
registriert haben, zur Verfiigung. Damit liegen die Informationen zu 240347 Klienten vor. Die
Kunden wurden bis zum 01.07.2008 nachbeobachtet, folglich ist einen Beobachtungszeitraum
von maximal 2 Jahren pro Person gegeben.

Die grofle Datenmenge ermoglicht es, die Modellierung an einer Stichprobe des Datensatzes
durchzufiihren und die Prognosegiite des gefundenen Modells anschlieend an einer zweiten
Stichprobe zu bewerten. Zunéchst werden daher zwei Zufallsstichproben von je 10000 Indi-
viduen aus dem Datensatz gezogen: Ein Modelldatensatz, auf den unterschiedliche Modelle
angepasst werden, und ein Testdatensatz, der spater zur Evaluation dieser Modelle dient.

Im Modelldatensatz liegt die mittlere Follow-Up Zeit bei 16.79 Monaten. In dieser Zeit sind
709 Deaktivierungen dokumentiert. Die Einflussvariablen auf den Nutzungszeitraum teilen
sich in die Angaben der Kunden bei Vertragsabschluss und die laufenden Informationen wéh-
rend der Nutzung auf. In Tabelle 8.1 ist eine Ubersicht iiber die Baseline-Informationen ge-
geben.
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Parameter Anzahl in Prozent

Tarif Klassik 7409 74.1
Ethno 2591 25.9
Bestellherkunft online 4662 46.6
Fachhandel/Cash&Carry 5338 53.4
Email nein 4137 41.4
ja 5863 58.6
Newsletter nein 3531 35.3
ja 6469 64.7
Geschlecht m 6257 62.6
w 3743 374

Alter (in Jahren) MW=40.48 ; SD=13.02

Tabelle 8.1: Baseline-Informationen

Die Variable Tarif gibt an, ob ein Kunde den “Klassik”-Tarif verwendet, den Standardtarif
des Unternehmens, oder den “Kthno”-Tarif, mit hoheren Preisen fiir Inlandsgespréche und
besonders giunstigen Auslandstarifen. Bei dem Parameter Bestellherkunft sind die méglichen
Auspragungen “Fachhandel” (3.5%) und “Cash and Carry” (49.8%) zusammengefasst, um
Kategorien mit zu geringen Auspridgungen zu vermeiden. Eine explorative Analyse hat ge-
zeigt, dass sich die beiden Kategorien kaum in ihrem Deaktivierungsrisiko unterscheiden. Die
Variable E-Mail gibt Auskunft dariiber, ob beim Kauf die E-Mail-Adresse angegeben wurde.
Entsprechend gibt die Variable Newsletter an, ob ein Kunde beim Erwerb der Karte einge-
willigt hat, den Newsletter des Unternehmens zu empfangen.

Neben den Baseline-Variablen wurden im Verlauf monatliche Nutzungsdaten der Kunden do-
kumentiert. Besonders wichtige Einflussgréfien auf die Dauer der Kartenverwendung sind die
Telefongebiihren eines Kunden. Tabelle 8.2 gibt eine Ubersicht iiber die Umsitze in den ersten
fiinf Monaten nach Aktivierung der Prepaid-Karte.

Umsatz je Monat Mittelwert Minimum Maximum Median SD  Anteil # 0

1 7.48 0.00 876.74 1.89 19.25 74.3
2 12.40 0.00 1297.59 5.06 28.34 83.1
3 11.41 0.00 843.87 3.99 24.38 79.2
4 10.62 0.00 884.60 3.47 23.23 76.6
5 10.19 0.00 591.36 3.06  23.06 74.3

Tabelle 8.2: Monatliche Umsatze in den ersten finf Monaten

Die letzte Spalte der Tabelle gibt den Anteil der Kunden an, die irgendeinen Umsatz in dem
jeweiligen Monat hatten. Insgesamt gab es 537 Kunden (5.4%), die in keinem der ersten drei
Monate die Prepaid-Karte verwendet haben.

Die monatlichen Umsatze sind nicht symmetrisch verteilt. Da bei der latenten Klassenanalyse
besonders schief verteilte Daten zu Schéatzungsproblemen fiithren, werden die Werte transfor-
miert. Zu den Umsatzwerten wird eine Konstante von 1 addiert und von dem Ergebnis wird
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der natiirliche Logarithmus gebildet. Die Verteilung der Variable vor und nach der Transfor-
mation ist in Abbildung C.1 im Anhang dargestellt. In den folgenden Modellen werden die
transformierten Parameter verwendet.

Zu den Nutzungsdaten, die im Zeitverlauf dokumentiert wurden, gehort auch der verwendete
Tarif. Innerhalb der ersten fiinf Monate findet bei keinem Kunden ein Wechsel statt, sodass es
geniigt, den Tarif zum Baseline-Zeitpunkt zu betrachten. Die Kunden des Mobilfunkanbieters
haben die Moglichkeit, verschiedene Einstellungen fiir die automatische Aufladung (ATU) der
Telefonkarte zu machen. Die automatische Aufladung kann ausgestellt sein, es ist mdoglich,
ein monatliches zeitgesteuertes Topup einzurichten oder ein guthabenbasiertes Topup zu ver-
wenden. Im ersten Monat sind 99.5% der Kunden der ersten, 0.1 % der zweiten und 0.4 %
der dritten Kategorie zuzuordnen. In einer explorativen Analyse zeigt sich, dass weniger der
gewéahlte Tarif von prognostischem Wert fiir die Deaktivierungszeit ist, als die Information,
ob ein Kunde in den betrachteten Monaten seine AT U-Einstellung wechselt. Der Wechsel von
einer aktivierten zu einer deaktivierten ATU ist so selten, dass alle Kunden, die in irgendeine
Richtung gewechselt sind, zusammengefasst werden. Im Folgenden wird eine Variable ATU-
Wechsel als Pridiktor in den Modellen verwendet. Tabelle 8.3 gibt eine Ubersicht iiber den
Parameter zu unterschiedlichen Zeitpunkten.

ATU-Wechsel
bis Monat Anzahl in Prozent

3 704 7.0
4 804 8.0
) 816 8.2

Tabelle 8.3: Anderung der automatischen Aufladeeinstellung (ATU)

Auflerdem wurde dokumentiert, ob die Besitzer der Prepaid-Karte Neukunden werben. Ta-
belle 8.4 gibt einen Uberblick iiber den Anteil der Kunden, die bis zu den Monaten drei bis
fiinf mindestens einen Neukunden geworben haben.

Neukunden geworben
bis Monat Anzahl in Prozent

3 809 8.1
4 911 9.1
5 997 10.0

Tabelle 8.4: Werbung von Neukunden

Im Testdatensatz betragt die mittlere Follow-Up Zeit ebenfalls 16.79 Monate, es traten 720
Ereignisse auf. Die Baseline-Informationen unterscheiden sich nicht signifikant von den Wer-
ten im Modelldatensatz. Dies gilt fiir alle betrachteten Parameter.

Es soll eine multiple Cox-Regression angepasst werden, die den Einfluss aller beschriebe-

nen Einflussvariablen auf die Nutzungsdauer untersucht. Bei Betrachten der Einflussgrofien
ist zu erkennen, dass hier wieder ein Fall vorliegt, bei dem die Kovariaten im Cox-Modell stark
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miteinander korreliert sind. Offensichtlich hingen die Telefonkosten eines Kunden in einem
Monat mit denen im darauffolgenden Monat zusammen. Ob die Nutzer immer hohe, mitt-
lere oder niedrige Umsétze haben oder ob es verschiedene Verldufe der Kosten gibt, bleibt
zu ermitteln. Die Latente-Klassen-(LCA)-Survivalanalyse scheint ein sinnvolles Modell fiir
die vorliegende Fragestellung zu sein. Es werden latente Klassen von Nutzern modelliert, die
sich in Bezug auf ihre monatlichen Telefonkosten dhnlich sind. Dieses Modell beriicksichtigt
jedoch nicht die Reihenfolge der Umsétze. Aus diesem Grund wird auflerdem ein Latente-
Klassen-Growth- (LCGA)-Survivalmodell angepasst. Dieses Modell untersucht ebenfalls, ob
es Subgruppen von Nutzern mit dhnlichen Umsatzverldufen gibt, beriicksichtigt dabei aber
die longitudinale Datenstruktur der Indikatorvariablen.

Dem Mobilfunkanbieter ist daran gelegen, moglichst frith vorhersagen zu kénnen, welche Kun-
den deaktiviert werden. Daher wird zunachst betrachtet, wie gut die Prognose der Modelle
ist, wenn nur die Umsétze der ersten drei Monate berticksichtigt werden. Anschlieflend wer-
den auch Modelle mit allen Informationen bis zu den Monaten 4 und 5 angepasst. Es wird
untersucht, ob und in welchem Mafle sich die Vorhersagekraft dadurch verbessern lésst.

8.1.1 Cox-Regression

Die Uberpriifung der proportionalen Hazardsannahme der Einflussgréfien wird mithilfe von
-Log-Log-Survival-Plots durchgefiihrt. Dazu werden die kontinuierlichen Variablen auf ver-
schiedene Weise kategorisiert. Alle Graphiken zeigen vollkommen parallele Verlaufe (hier nicht
dargestellt). Demzufolge kann die Annahme getroffen werden.

Es werden univariate und eine multiple Cox-Regression berechnet. Es werden die logarith-
mierten Umsétze (IUmsatz) der Monate 1 bis 3 verwendet, auflerdem werden sogenannte
Zustandsvariablen (ZUmsatz) betrachtet, die angeben, ob der Umsatz des jeweiligen Monats
ungleich 0 war. In die Modelle gehen alle zuvor beschriebenen Baseline-Parameter ein sowie
die Information zur Anderung der ATU-Einstellung und Werbung von Neukunden. In den
Tabellen 8.5 und 8.6 sind die Ergebnisse aufgefiihrt.

In der multiplen Regression ist der Einfluss der Variable Geschlecht nicht signifikant und
wurde daher entfernt. Die Ergebnisse zeigen, dass alle anderen Einflussgrofien einen hoch si-
gnifikanten Einfluss auf die Nutzungsdauer haben.

In den univariaten Cox-Regressionen ist zu sehen, dass ein hoheres Alter, die Angabe der
E-Mail-Adresse, eine Anforderung des Newsletters und die Werbung von Neukunden mit
einer verringerten Deaktivierungschance assoziiert sind. Eine Bestellung, die im Fachhan-
del/Cash&Carry getitigt wurde, eine Nutzung des Tarifs Ethno und ein Wechsel der ATU-
Einstellung erhdhen hingegen die Chance einer Deaktivierung. Hohere Umsétze in den ersten
zwei Monaten der Nutzungsdauer steigern die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses, haufiges
Telefonieren im dritten Monat verringert die Chance der Deaktivierung. Ein Umsatz ungleich
0 im ersten Monat erhoht die Chance einer Deaktivierung, in den Monaten 2 und 3 haben
Kunden, die ihre Prepaid-Karte genutzt haben, ein deutlich geringeres Risiko.

In der multiplen Cox-Regression sehen die Effekte dhnlich aus, allerdings kehrt sich der Ein-
fluss der Variable Newsletter unter Beriicksichtigung der anderen Einflussgroffen um. Das
Einverstdndnis, das Rundschreiben zu empfangen, steigert hier die Wahrscheinlichkeit fiir ein
Ereignis. Auflerdem kehrt sich der Einfluss der Zustandsvariablen fiir den Umsatz im ersten
Monat um. Unter Beachtung der anderen Einflussgréfien fithrt auch ein Umsatz von 0 in
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Parameter Schétzer SE p-Wert Haz. Ratio
Geschlecht -0.31 0.080 <0.001 0.73
Alter -0.01 0.003 <0.001 0.99
E-Mail -0.92 0.076 <0.001 0.40
Newsletter -0.63 0.078 <0.001 0.54
Bestellherkunft 0.86 0.080 <0.001 2.36
Tarif 0.93 0.087 <0.001 2.54
ATU-Wechsel M3 0.65 0.111 <0.001 1.91
Neukunden M3 -1.54 0.262 <0.001 0.22
1Umsatz M1 0.41 0.029 <0.001 1.51
1Umsatz M2 0.11 0.031 <0.001 1.11
1Umsatz M3 -0.25 0.033 <0.001 0.79
ZUmsatz M1 0.37 0.097 <0.001 1.45
ZUmsatz M2 -0.55 0.095 <0.001 0.58
ZUmsatz M3 -1.42 0.078 <0.001 0.24

Tabelle 8.5: Univariate Cox-Regressionen

Parameter Schétzer SE p-Wert Haz. Ratio
Alter -0.01 0.003 0.015 0.99
E-Mail -0.64 0.143 <0.001 0.53
Newsletter 0.43 0.132 0.001 1.54
Bestellherkunft 0.38 0.115 0.001 1.46
Tarif 0.41 0.111 <0.001 1.52
ATU-Wechsel M3 1.17 0.121 <0.001 3.22
Neukunden M3 -1.21 0.262 <0.001 0.30
1Umsatz M1 0.38 0.047 <0.001 1.46
1Umsatz M2 0.19 0.055 0.001 1.21
1Umsatz M3 -0.21 0.055 <0.001 0.81
ZUmsatz M1 -0.09 0.149 0.560 0.91
ZUmsatz M2 -0.35 0.161 0.029 0.70
ZUmsatz M3 -1.03 0.149 <0.001 0.36
Tabelle 8.6: Multiple Cox-Regression
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Monat 1 zu einem erhohten Deaktivierungsrisiko.

Die Regressionen geben einen klaren Eindruck von den Effekten der einzelnen Einflussfakto-
ren. Dennoch scheint die Beriicksichtigung der monatlichen Umsatze als separate Parameter
nicht sinnvoll. Eine hohe Korrelation zwischen diesen Variablen ist zu erwarten und sollte
modelliert werden. Es wére interessant zu sehen, ob es tatsadchlich unterschiedliche Klassen
von Nutzern gibt und wie diese mit der Ereigniszeit zusammenhéngen. Fir den Mobilfunkan-
bieter wire damit eine Einordnung der Kunden in unterschiedliche Risikoklassen moglich.
Im Folgenden wird die Latente-Klassen-Growth-Survivalanalyse vorgestellt. Um die vorliegen-
den Fragestellungen beantworten zu kénnen, wird anschlieBend das Modell auf den Datensatz
angepasst.

8.1.2 Latente-Klassen-Growth-Analyse

Die latente Klassenanalyse bietet eine Moglichkeit, den Zusammenhang zwischen mehreren
dhnlichen Items zu modellieren. Der Faktor Zeit geht hier, wie bereits erwédhnt, nicht in die
Analyse mit ein, die Reihenfolge der Messpunkte bleibt unberiicksichtigt.

Es kann vorkommen, dass die multiplen Indikatoren zu wiederholten Messungen eines Para-
meters zu unterschiedlichen Zeitpunkten gehoéren. Die individuellen Unterschiede im Verlauf
werden {iblicherweise mit linearen gemischten Modellen bzw. im Kontext von latenten Va-
riablen mit sogenannten Random-Effect-Growth-Modellen analysiert. Diese Modelle kénnen
erweitert werden, wenn man annehmen muss, dass die untersuchte Population aus verschie-
denen Subgruppen besteht, die sich wesentlich in ihrem Verhalten unterscheiden. Es kénnen
latente Klassen modelliert werden, fur die separate Verlaufskurven der Items iiber die Zeit
geschétzt werden. Solche Modelle heiflen Growth-Mixture-Modelle und sollen im Folgenden
betrachtet werden. Latente-Klassen-Growth-Modelle sind ein Spezialfall dieser Modellklasse.

Modell

Es wird ein quadratisches Growth-Mixture-Modell betrachtet, dass durch drei zuféllige Effekte
Moi, N1s und 72; und einen zeitabhéngigen Residualterm e beschrieben wird [Mut01].

Yit = Noi + NiTir + N2Th + €t (8.1)

Hier ist y; ein (1 x p) Vektor stetiger Items, die zu den Zeitpunkten ¢ = 1,2... gemessen
werden. Es wéire zusétzlich moglich, den Einfluss von Kovariaten auf die Responsevariable zu
beriicksichtigen. Im Folgenden wird angenommen, dass die Messungen der y; fiir alle Individu-
en zu den gleichen diskreten Zeitpunkten geschehen, sodass x;; = x; gilt. Die zeitabhdngigen
Residuen ¢; besitzen einen Mittelwert von 0 und eine Kovarianzmatrix © mit unterschiedlichen
Varianzen und Elementen auf der Nebendiagonale zur Darstellung der residualen Korrelation
iiber die Zeit.

Im Kontext der latenten Variablenmodelle werden die zufélligen Effekte als Growth-Faktoren
bezeichnet. Es wird nun angenommen, dass sich die Verlaufe in k latenten Klassen unterschei-
den. Demnach gilt fiir die drei Growth-Faktoren:

Moi = ok + Goi (8.2)
mi = a1+ Ci (8.3)
N2 = g+ (2. (8.4)
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Diese drei Variablen werden als Intercept-, Slope- und Quadratischer-Growth-Faktor bezeich-
net. Dabei geben die a’s Mittelwerte des jeweiligen Faktors an. Es wird angenommen, dass
die Residuen ( einen Mittelwert von 0 und eine Kovarianzmatrix ¥ besitzen. Beide Residual-
matrizen, © und V¥, konnen klassenspezifisch modelliert werden.

Ein spezieller Typ von Growth-Mixture-Modellen ist die Latente-Klassen-Growth-Analyse
(LCGA). Dabei wird angenommen, dass die Verlaufskurven der Individuen innerhalb einer
Klasse homogen sind. Dafiir werden die Varianz- und Kovarianzparameter in den einzelnen
Klassen auf 0 gesetzt. Variation zwischen den Individuen ist in diesem Modell durch die zeitab-
héngigen Varianzterme weiterhin erlaubt. Das Gebiet der Latenten-Klassen-Growth-Modelle
wurde insbesondere von Nagin, siehe [Nag05], entwickelt und ist auch in SAS in der Prozedur
“Proc Traj” implementiert.

Es gibt kein klares Entscheidungskriterium dafiir, ob ein Growth-Mixture-Modell oder die
Latente-Klassen-Growth-Analyse verwendet werden soll. Die Schitzung des Modells wird
durch die Restriktion der Varianzen deutlich vereinfacht und kann damit eine Lésung bei Kon-
vergenzproblemen sein. Das restringierte Modell hat aulerdem den Vorteil, dass die Klassen
klarer geschitzt werden. Auf der anderen Seite werden dabei im Allgemeinen mehr Klassen
benétigt. Die Latente-Klassen-Growth-Modelle sind der Latenten-Klassenanalyse durch ihre
Annahme von Homogenitét in den Subgruppen besonders dhnlich [Mut04a]. Insbesondere aus
diesem Grund wird im Folgenden das LCGA-Modell auf den Datensatz angewendet. Bei der
Modellanpassung werden die geschitzten Mittelwerte mit den beobachteten Werten vergli-
chen. So kann ein Eindruck davon gewonnen werden, ob tatsédchlich auf klassenspezifische
Varianzterme verzichtet werden kann [JWO8]. Einen praktischen Grund fiir die Modellwahl
gibt es auBerdem: Das Growth-Mixture-Modell ben6tigt mindestens vier Zeitpunkte, um auch
einen quadratischen Growth-Faktor schéitzen zu kénnen, mit dem Latente-Klassen-Growth-
Modell ist das bereits bei der Betrachtung von drei Zeitpunkten moglich.

Analog zum LCA-Modell kann das LCGA-Modell mit der Cox-Regression kombiniert werden.
Der Einfluss der latenten Kategorien, die hier durch unterschiedliche Mittelwerte der Growth-
Faktoren charakterisiert sind, wird in der Hazard-Funktion durch einen klassenspezifischen
Achsenabschnittsschétzer beriicksichtigt:

hi(t’fm, c; = k‘) = hOk(t) * €£L’p(l,k + 6kxz) (8.5)

Die Schétzung des Modells geschieht mit der Maximum-Likelihood-Methode. Fiir eine genaue-
re Beschreibung des Verfahrens sei an dieser Stelle auf [AMMO6] und [MAO08] verwiesen. Der
Einfluss der latenten Klassen auf die Uberlebenszeit kann analog zum LCA-Survivalmodell
auf zwei Wege geschétzt werden. Hier wird der Ansatz von Larsen (2004) verwendet, siehe
Abschnitt 7.1.1. Das heift, es wird angenommen, dass sich die Baseline-Hazard-Funktion der
einzelnen Klassen nur durch einen einzigen multiplikativen Faktor unterscheiden. Alternativ
ware es moglich, komplett unrestringierte Baseline-Hazard-Funktionen fiir jede latente Klasse
zu schitzen. Abbildung 8.1 zeigt das schematische Pfaddiagramm fiir das Latente-Klassen-
Growth-Survivalmodell. Die Anwendung von Growth-Mixture-Survivalmodellen sind in der
Literatur bislang kaum zu finden. Ein Beispiel ist bei [MAB109] gegeben. Im Folgenden soll
das Modell auf den vorliegenden Datensatz angepasst werden.

Anwendung auf den Datensatz

Die Modellanpassung geschieht schrittweise. Zunéchst werden LCGA-Modelle fiir die logarith-
mierten Umsatzparameter der ersten drei Monate fiir eine unterschiedliche Anzahl von Klas-

75



T1, .., Tp t

C
I S Q
Y1 Y. Yq
f f f
€1 €. €3

Abbildung 8.1: Schematisches Pfaddiagramm fiir das LCGA-Survivalmodell

sen berechnet. Diese Modelle verwenden jeweils einen Intercept-, Slope- und Quadratischen-
Growth-Faktor. Die Faktorladungen, x;, werden passend zu den dquidistanten Messzeitpunk-
ten auf 0, 1, und 2 gesetzt. Die Entscheidungskriterien zur Wahl eines Modells sind die
gleichen wie bei der Latenten-Klassenanalyse. Dazu gehéren das BIC und der Vuong-Lo-
Mendell-Rubinson-Test [JWO08]. Im néchsten Schritt wird das gefundene LCGA-Modell mit
der Cox-Regression kombiniert. Das gesamte Modell beriicksichtigt den Einfluss der Kovaria-
ten auf die latenten Klassen sowie den Einfluss der Kovariaten und der latenten kategoriellen
Variablen auf die Uberlebenszeit. Es werden die gleichen Kovariaten wie in der multiplen
Cox-Regression verwendet.

Bei der Modellanpassung zeigt sich, dass sich der Modellfit gemessen am BIC immer weiter
verbessert, desto mehr Ausprigungen die latente kategorielle Variable hat. Dem Vuong-Lo-
Mendell-Rubinson-Test zufolge sollte das Modell mit 12 latenten Klassen gewahlt werden.
Abgesehen von den statistischen Kriterien gibt es hier jedoch Limitationen bei der prakti-
schen Modellierung. Bei einem Modell mit zu vielen Kategorien werden einzelnen Klassen nur
noch sehr wenige Kunden zugeordnet. Wird die Latente-Klassen-Growth-Analyse dann mit
der Cox-Regression kombiniert, kann das zu Konvergenzproblemen fithren. Ohne Probleme
lasst sich bei dem betrachteten Datensatz ein Modell mit 9 latenten Klassen berechnen. Dabei
werden jeder Klasse mehr als 3% der Kunden zugeordnet.

Im vorliegenden Fall ist der Mobilfunkanbieter an einer Losung mit einer iibersichtlichen An-
zahl von Klassen interessiert. Betrachtet werden daher Modelle mit nur 2, 3 oder 4 Kategorien
fiir die Umsatzverlaufskurven. Es zeigt sich, dass das Modell mit 4 Klassen schon sehr gut in
der Lage ist, die Kunden zu charakterisieren. Dieses Modell soll im Folgenden vorgestellt und
diskutiert werden. Die detaillierten Ergebnisse fiir das Modell mit 9 latenten Klassen sind im
Anhang gezeigt.
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Abbildung 8.2: -Log-Log-Plots fiir das LCGA-Survialmodell mit 4 Klassen

4-Klassen-LCGA-Modell

Tabelle 8.7 gibt die Ergebnisse des Latenten-Klassen-Growth-Survivalmodells an. Die Faktor-
ladungen sind ; = 0,1, 2. Es sind nur die Parameterschétzer der latenten Klassenregression
aufgefithrt, die im Vergleich zur Referenzkategorie signifikant sind. Die Klasse mit der hochs-
ten Deaktivierungswahrscheinlichkeit ist C4, der zugehorige Achsenabschnittsschétzer in der
Cox-Regression wurde auf den Wert 0 gesetzt, damit dient diese Klasse als Referenzkategorie.
Die Parameterschétzer der multinomialen logistischen Regression sind ebenfalls in Bezug auf
C4 zu interpretieren.

Es wird mithilfe von -Log-Log-Survival-Plots untersucht, ob die Annahme proportionaler Ha-
zards fiir die ermittelte latente kategorielle Variable erfiillt ist. Das Ergebnis ist in Abbildung
8.2 zu sehen. Es zeigt sich, dass die Kurven aller Kategorien im Vergleich zur Referenzkate-
gorie weitestgehend parallel verlaufen.

Im ersten Teil von Tabelle 8.7 finden sich klassenspezifische Intercept-, Slope- und Quadratische-
Growth-Parameter, diese werden im Folgenden auch mit I, S und Q bezeichnet. Diese Werte
geben die klassenspezifischen Umsatzverlaufe an. Die Interpretation der Parameter ldsst sich
an Klasse 1 verdeutlichen. Kunden in dieser Kategorie weisen zu Beginn niedrige Umsétze auf,
diese steigen im Folgenden an und bleiben danach konstant. Zu so einem Verlauf gehoren ein
niedriger I-Wert, ein positiver S-Wert und ein negativer Q-Wert. Die Umsatzkurven fir die
einzelnen Klassen sind in Abbildung 8.3 dargestellt. Hier ist zu sehen, dass sich die Klassen
C1, C2 und C3 im Wesentlichen in ihrem Niveau unterscheiden. Einen vollkommen anderen
Verlauf der erwarteten monatlichen Telefonumsétze zeigt jedoch die Klasse C4.

Im zweiten Teil von Tabelle 8.7 sind die Kovariaten aufgefiihrt, die einen signifikanten Ein-
fluss in der multinomialen logistischen Regression besitzen. Mit Hilfe dieser Ergebnisse kénnen
die Eigenschaften der einzelnen Klassen, zuséatzlich zu den erwarteten Umsatzverlaufskurven,
nédher beschrieben werden. In der letzten Spalte der Tabelle sind hier die zugehérigen Odds
Ratios angegeben. Es zeigt sich zum Beispiel, dass fiir Kunden, die beim Kauf ihre E-Mail-
Adresse angeben, die Chance C1 und nicht C4 zugeordnet zu werden, um den Faktor 1.55
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Abbildung 8.3: Geschitzte Umsatzverldufe in den latenten Klassen

erhoht ist. Des Weiteren ist zu sehen, dass die Chance, einer der ersten drei Klassen im
Vergleich zu C4 anzugehéren, fiir Kunden mit einem Ethno-Tarif verringert ist. Eine mogli-
che Erkldrung ist, dass Nutzer des Ethno-Tarifes nur zeitlich begrenzt in Deutschland sind
und danach aufhoren, die Prepaid- Karte zu nutzen. Dieser Effekt findet sich nun in den
Klassenschétzern von C4 wieder, deren Mitglieder eben diese fallenden Umsatzverlaufskurven
aufweisen.

Im dritten Teil von Tabelle 8.7 sind die Parameterschéitzer fiir die Einfliisse auf die Zeit bis
zur Deaktivierung aufgefiihrt. In der letzten Spalte der Tabelle stehen dazu die resultierenden
Hazard Ratios. Es sind zunéchst die klassenspezifischen Achsenabschnittsschétzer in der Cox-
Regression angegeben. Die Klasse mit der hochsten Deaktivierungschance ist C4 mit 10.2%
der Kunden. Diese Kategorie ist durch relativ hohe Umsétze im ersten Monat charakteri-
siert, die in den beiden darauffolgenden Monaten linear fallen, vgl. Abbildung 8.3. Die beste
Vorhersage haben die Kunden in Klasse 2. Dabei handelt es sich nicht um die Klienten mit
den hochsten Telefonkosten. Stattdessen ist diese Klasse durch verhaltnisméaflig niedrige, aber
konstante Umsétze charakterisiert. Im Vergleich zu C4 ist die Chance einer Deaktivierung fiir
Kunden in C2 um 91% verringert. Der Unterschied ist hoch signifikant. Ahnlich geringe Deak-
tivierungsrisiken besitzen die Kunden in Klasse 1 und 3. C1 ist durch einen mittleren Umsatz
zu Beginn charakterisiert, der in den beiden folgenden Monaten ansteigt. Im Vergleich zu C4
ist die Chance fiir ein Ereignis in dieser Klasse um 87% verringert. Die erwarteten Umsétze
sehen in Klasse 3 dhnlich aus, nur der Achsenabschnitt ist hier nach oben verschobenen. Die
Deaktivierungschance in dieser Klasse ist im Vergleich zu C4 ebenfalls um 87% verringert.
Im letzten Teil von Tabelle 8.7 sind auflerdem Parameterschéitzer fiir die direkten Einfliisse
der Kovariaten auf das Ereignis aufgefithrt. Diese sind nicht klassenspezifisch geschétzt. Die
Hazard Ratios sind denen aus der multiplen Cox-Regression relativ dhnlich, die Schétzer der
Variablen Newsletter, Tarif und ATU Wechsel sind ist in diesem Modell etwas hoher. Alle
Schétzer gelten selbstverstindlich adjustiert fiir den Einfluss der anderen Kovariaten.
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Klasse Parameter Schitzer SE p-Wert OR/HR
C1 Means Intercept 1.09 0.056 <0.001
C1 Means Slope 1.29 0.12 <0.001
C1 Means Quadratic -0.34 0.04 <0.001
C2 Means Intercept 0.45 0.03 <0.001
C2 Means Slope 0.66 0.06 <0.001
C2 Means Quadratic -0.30 0.02 <0.001
C3 Means Intercept 2.74 0.12 <0.001
C3 Means Slope 0.91 0.21 <0.001
C3 Means Quadratic -0.28 0.06 <0.001
C4 Means Intercept 2.65 0.04 <0.001
C4 Means Slope -0.99 0.18 <0.001
C4 Means Quadratic -0.12  0.09 0.149
C1 On Alter 0.01 0.00 0.010 1.01
C1 On E-Mail 0.44 0.17 0.011 1.55
C1 On Bestellherkunft -0.99 0.15 <0.001 0.37
C1 On Tarif -0.83 0.14 <0.001 0.44
C1 On Neukunden (ja/nein) M3 0.60 0.23  0.010 1.82
C2 On Alter 0.04 0.00 <0.001 1.04
C2 On E-Mail 0.52 0.18 0.004 1.68
C2 On Bestellherkunft -1.07 0.16 <0.001 0.34
C2 On Tarif -0.42 0.11 <0.001 0.66
C3 On Alter -0.01 0.00 0.011 0.99
C3 On Bestellherkunft -0.71 0.18 <0.001 0.49
C3 On ATU Wechsel M3 0.89 0.26 0.001 2.44
C3 On Neukunden (ja/nein) M3 0.84 0.25  0.001 2.32
C1 Intercepts Time -2.04 0.14 <0.001 0.13
C2 Intercepts Time -2.42  0.18 <0.001 0.09
C3 Intercepts Time -2.04 0.15 <0.001 0.13
C4 Intercepts Time 0.00 0.00 999.00  999.00
C1-C4 Timeon  Alter -0.01  0.00 0.092 0.99
C1-C4 Timeon  E-Mail -0.70 0.15 <0.001 0.50
C1-C4 Time on Newsletter 0.53 0.14 <0.001 1.70
C1-C4 Time on Bestellherkunft 0.32 0.12 0.007 1.38
C1-C4 Time on Tarif M3 0.64 0.11 <0.001 1.90
C1-C4 Time on ATU Wechsel M3 1.31 0.13 <0.001 3.71
C1-C4 Time on  Neukunden (ja/nein) M3 -1.29 0.26 <0.001 0.28

Tabelle 8.7: Ergebnis des LCGA-Survivalmodells mit 4 Klassen
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Abbildung 8.4 zeigt fiir die vier Klassen die geschétzten und beobachteten individuellen Um-
sitze. Zur Ubersichtlichkeit sind hier nur die Verlaufskurven fiir eine zufillige Stichprobe von
20% der Personen abgebildet. Diese Graphik gibt einen Eindruck von der Varianz innerhalb
der einzelnen Klassen.

In Abbildung 8.5 sind die geschiatzten Baseline-Hazard-Survival-Kurven fiir die vier latenten
Klassen dargestellt. Die Kurven verlaufen vollkommen parallel, was an der Spezifikation des
Modells liegt. Die Absténde entsprechend den zugehdrigen Achsenabschnittsschétzern aus der
Cox-Regression. Ist der Einfluss aller Kovariaten gleich 0, so liegt die Wahrscheinlichkeit, dass
Kunden der Klasse C1 am Ende der Beobachtungszeit noch die Prepaid-Karte nutzen, bei
85.7%. Unter der gleichen Annahme ist zu erwarten, dass nach 24 Monaten in C2 noch 90.0%
der Kunden die Karte nutzen und in C3 noch 85.8%. Deutlich schlechter sieht die Progno-
se fiir Klasse 4 aus. Hier liegt die geschétzte Baselinehazard-Survival-Kurve am Ende des
Beobachtungszeitraums bei nur 30.7%.
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Abbildung 8.4: Geschitzte und beobachtete individuelle Umsatzverlaufe
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Abbildung 8.5: Geschétzte Baseline-Survival-Kurven der latenten Klassen

8.1.3 Survivalanalyse mit latenten Klassen

Wenn nur drei Indikatorvariablen fiir die latente Klassenvariable verwendet werden, fiihren
das LCGA- und das LCA-Survivalmodell auf die gleichen Ergebnisse. Daher eriibrigt sich
die Présentation der Ergebnisse des Latenten-Klassen-Survivalmodells an dieser Stelle. An-
stelle von Intercept-, Slope- und Quadratischer-Growth-Parametern schitzt das Modell die
Mittelwerte in den vier latenten Klassen. Diese lassen sich auch aus den Parametern in 8.7
berechnen und korrespondieren dann genau mit den Verlaufskurven in Abbildung 8.3.

Bei der Verwendung von vier oder mehr Indikatorvariablen fiir die latente kategorielle Variable
fithren das LCA- und das LCGA-Survivalmodell auf unterschiedliche Ergebnisse. Die Model-
lanpassung der Survivalanalyse mit latenten Klassen geschieht dabei weiterhin schrittweise,
wie in Abschnitt 7.1.2 beschrieben.

8.1.4 Vergleich der Modelle

Nachdem die Modelle berechnet wurden, sollen sie im Folgenden auf ihren prognostischen
Wert hin untersucht werden. Es gibt verschiedene Mafle, um die prédiktive Genauigkeit ei-
nes Survivalmodells zu beurteilen. Das bekannteste Maf ist die Fliache unter der Receiver-
Operating-Characteristic-Kurve, kurz ROC-AUC. Die traditionelle Anwendung fiir einen bi-
ndren Endpunkt wurde fir Survival Endpunkte erweitert. Mit dieser Methode kann fiir jeden
beliebigen Ereigniszeitpunkt eine ROC-Kurve berechnet werden. Es gibt verschiedene Mdog-
lichkeiten, zeitabhédngige Sensitivitdten und Spezifitdten zu definieren. Im Folgenden wird die
sogenannte inzident/dynamische Definition verwendet, sieche [HZ05]. Die Flache unter der
ROC-Kurve kann als die Wahrscheinlichkeit interpretiert werden, dass bei der Betrachtung
von zwei zuféllig ausgewihlten Personen diejenige mit einem Ereignis einen hoheren Marker
aufweist, als die Person ohne Ereignis. Bei einem Cox-PH-Modell ist der Marker eines Indi-
viduums der lineare Pradiktor, > 5.X;.
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In vielen Féllen ist fiir die Beurteilung der Prognosegiite kein spezifischer Zeitpunkt von In-
teresse. Ein globales Maf fiir die Genauigkeit eines Modells bietet der Concordance (C)-Index
[HZ05]. Diese Grofle ist als die Wahrscheinlichkeit definiert, dass von zwei Personen diejeni-
ge mit dem fritheren Ereigniszeitpunkt einen hoheren Marker besitzt. Es wird die Annah-
me getroffen, dass die Beobachtungen (Marker und Ereigniszeit) der Individuen voneinander
unabhéngig sind und die Ereigniszeiten stetig gemessen werden. Der C-Index ist dann ein
gewichteter Durchschnitt der Fldchen unter den zeitabhéngigen inzident/dynamischen ROC-
Kurven. Die Gewichte hidngen hierbei von der studienspezifischen Zensierungsverteilung ab
[HZ05].

Eine neuere Grofle, um die pradiktive Genauigkeit eines Modells zu bewerten, ist die Net Re-
classification Improvement (NRI) [Pea08|. Es werden Risikoprognosen auf Basis eines alten
und eines neuen Survivalmodells betrachtet. Fiir Personen mit und ohne ein Ereignis wird
getrennt beurteilt, wie sich die Risikobewertung verédndert. Die NRI gibt an, ob die Klassi-
fikation insgesamt besser oder schlechter geworden ist. Diese Methode ist in der Lage, auch
geringe Veranderungen der Prognosegiite zu zeigen, wenn ein Modell bereits eine hohe Trenn-
schérfe besitzt [Pea08].

Die Survival-ROC gilt als Standardmafi [Pea08]. Im Folgenden sollen daher zunéchst die
ROC-Kurven fiir einen bestimmten Zeitpunkt und der C-Index fiir den gesamten Beobach-
tungszeitraum berechnet werden. Die Berechnung wird mit dem R-Paket “risksetROC” von
Heagerty und Zheng durchgefiihrt. Es gibt dabei nicht die Mdéglichkeit, Standardfehler oder
Konfidenzintervalle fiir die Schétzer zu berechnen. Folglich kann keine Aussage dariiber getrof-
fen werden, ob signifikante Unterschiede zwischen den Modellen vorliegen. Die Autoren des
Paketes verweisen darauf, dass die Varianzschitzung mithilfe von Bootstrapping-Verfahren
durchgefiihrt werden kann [HZ05]. Zusétzlich werden die Modelle anhand der kontinuierlichen
NRI verglichen. Die Berechnung erfolgt mit der Funktion “improveProb” aus dem R-Paket
“Hmisc” von Frank E. Harrell Jr. [HJ12].

Bei der Berechnung der Gitemafle wird bei allen drei Modellen schrittweise vorgegangen.
Bei der multiplen Cox-Regression werden nur die Parameterschitzer des angepassten Modells
bendtigt. Mit diesen ist es moglich, den linearen Pradiktor fir jedes Individuum des Testda-
tensatzes zu berechnen.

Die Parameterschéitzer des LCGA-Survivalmodells werden gespeichert. Die Personen im Test-
datensatz werden mit einer Latenten-Klassen-Growth-Analyse, unter Verwendung der Para-
meterschitzer des kombinierten Modells, den latenten Kategorien zugeordnet. Aufgrund der
Klassenzugehorigkeit und Kovariatenauspriagungen wird fiir jedes Individuum der lineare Préa-
diktor berechnet.

Ahnlich wird bei der Survivalanalyse mit latenten Klassen vorgegangen. Parameterschitzer
aus dem kombinierten Modell werden benutzt, um mit einer latenten Klassenregression die
Individuen den einzelnen Kategorien zuzuordnen. Die gespeicherten Parameterschitzer fir
den Einfluss der Klassen und Kovariaten werden dann verwendet, um den linearen Pradiktor
zu errechnen.
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Abbildung 8.6: AUC der Modelle im Zeitverlauf

Vergleich anhand der AUC

In Abbildung 8.6 ist die Fldche unter der ROC-Kurve fiir die Cox-Regression und verschie-
dene LCGA-Survivalmodelle im Zeitverlauf abgebildet. Des Weiteren ist der C-Index fiir den
gesamten betrachteten Beobachtungszeitraum angegeben. Die Abbildung beginnt bei Monat
14 nach der Aktivierung. Kunden koénnen frithestens nach einem Jahr deaktiviert werden.
Das erste Ereignis wird jedoch erst nach etwa 14 Monaten beobachtet, bis dahin sind nur
Zensierungen dokumentiert.

In der Graphik ist zu sehen, dass zwei Kurven eine besonders niedrige AUC besitzen, dass
sind die Modelle mit zwei und drei latenten Klassen. Offensichtlich gentigt diese Anzahl von
Kategorien nicht fiir eine gute Prognose. Die AUC der beiden Modelle liegt konstant bei nur
0.70. Die beste Prognosegiite besitzt das latente Variablenmodell mit 9 Klassen. Die AUC des
LCGA-Survivalmodells mit 4 Klassen liegt jedoch nur wenig niedriger. Dieses Modell ist das
Modell der Wahl, das in Abschnitt 8.1.2 vorgestellt wurde. Es ist interessant zu sehen, dass
dieses viel sparsamere Modell, beim Vergleich der Prognosegiite anhand der AUCs, bereits
sehr gut abschneidet.

Das LCGA-Survivalmodell mit 4 Klassen soll nun im direkten Vergleich zur Cox-Regression
betrachtet werden. Es ist zu sehen, dass die prognostische Genauigkeit des latenten Varia-
blenmodells zu jedem Zeitpunkt tiber der des Cox-Modells liegt. Der AUC(t) des LCGA-
Survivalmodells mit 4 Klassen befindet sich zu Beginn ungefidhr bei 0.80 und féllt danach
deutlich ab, auf einen Wert von etwa 0.77 fiir 16 < ¢ < 20. Demnach ist in dieser Periode
die Wahrscheinlichkeit, dass ein Kunde, der zu einem Zeitpunkt t deaktiviert wird, einen
hoheren Marker besitzt als ein Kunde, der zum gleichen Zeitpunkt noch aktiviert ist, immer
grofer als 77%. Der C-Index fiir den gesamten Zeitraum betragt 0.777. Auch bei der Cox-
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Abbildung 8.7: ROC-Kurven fiir das LCGA-Survivalmodell mit 4 Klassen und die Cox-
Regression zum Zeitpunkt 15 Monate

Regression ist die kurzfristige Prognosefédhigkeit, mit etwa 0.78, besser als die langfristige.
Diese liegt fiir 16 < ¢t < 20 etwa bei 0.75. Unter Betrachtung des gesamten Zeitraums kommt
die Cox-Regression auf einen Wert von 0.762 fiir den Concordance-Index. Demnach ist die
Wahrscheinlichkeit, dass die Vorhersagen von einem zufilligen Paar von Kunden mit dem
Outcome tibereinstimmen, 76.2%.

Im Folgenden soll die prognostische Genauigkeit der Modelle zu einem bestimmten Zeitpunkt
genauer betrachtet werden. Es wurde der Zeitpunkte t=15 gewahlt, reprasentativ fiir die kurz-
fristige prognostische Genauigkeit. In Abbildung 8.7 sind die zugehérigen ROC-Kurven fiir
das LCGA-Survivalmodell und die Cox-Regression abgebildet. Aus der Graphik kann abgele-
sen werden, welche Sensitivitét fiir eine bestimmte Rate von Falsch-Positiven erwartet werden
kann. So ist zu sehen, dass bei dem latenten Variablenmodell eine Sensitivitidt von 70% be-
deutet, dass 27% der Falle falsch-positiv klassifiziert werden. Bei der Cox-Regression ist bei
einer Sensitivitdt von 70% eine Spezifitdt von 71% zu erwarten. Beide Kurven unterscheiden
sich deutlich von der Diagonale, bei der die Flache unter der Kurve 0.5 betrégt.

Tabelle 8.8 gibt noch einmal einen Uberblick iiber die berechneten Ergebnisse. Im Vergleich
zu dem latenten Variablenmodell besitzt die Cox-Regression nach 15 Monaten eine etwa 1%
schlechtere Wahrscheinlichkeit, das Outcome richtig zu prognostizieren.

AUC Monat 15 C-Index

LCGA-Survivalmodell 4c 0.783 0.777
Cox-Regression 0.774 0.762

Tabelle 8.8: Vergleich des LCGA-Survivalmodells mit 4 Klassen und der Cox-Regression be-
ziiglich der prognostischen Genauigkeit
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Reklassifikation
Ereignis nach unten nach oben
nein 2979 (50.0%) 2983 (50.0%) | 5962 (100%)
ja 112 (47.7%) 123 (52.3%) | 235 (100%)
3091 (49.9%) 3106 (50.1%) | 6197 (100%)

Tabelle 8.9: Vergleich des LCGA-Survivalmodells mit 4 Klassen und der Cox-Regression an-
hand der NRI

Vergleich anhand der NRI

Der Unterschied zwischen den beiden Modellen zu t=15 ist nicht besonders grof}. Als weite-
res Vergleichsmafl wird daher die Net Reclassification Improvement berechnet. Es werden alle
Kunden betrachtet, die eine Nachverfolgungszeit von mindestens 15 Monaten besitzen. Vergli-
chen wird die Risikobewertung des LCGA-Survivalmodells mit der der Cox-Regression. Dazu
wird die geschitzte Ereigniswahrscheinlichkeit fiir jedes Individuum zum Zeitpunkt 15 Mo-
nate betrachtet. Liegt die geschétzte Wahrscheinlichkeit des latenten Variablenmodells iiber
der der Cox Regression, so gilt eine Person als “nach oben” klassifiziert, liegt sie niedriger, so
zéhlt der Kunde als “nach unten” klassifiziert. Die Ergebnisse sind in Tabelle 8.9 gegeben.
Insgesamt haben 6197 Personen eine Nachverfolgungszeit von mindestens 15 Monaten. Bis
zu diesem Zeitpunkt sind 235 Ereignisse aufgetreten. Bei den Personen mit Ereignis liegt
die Netto-Reklassifikation bei 52.3%-42.2%=4.7%. Fiir die Kunden ohne ein Ereignis liegt
dieser Wert bei -0.07%. Die gesamte NRI betriagt demnach 4.6% mit dem Konfidenzintervall
(-8.4%;17.7%). Dieser Unterschied ist nicht signifikant (p=0.488).

Vergleicht man fiir den gleichen Zeitpunkt die Vorhersagegiite des LCGA-Survivalmodells mit
9 Klassen mit der der Cox-Regression, so zeigt sich ein signifikanter Unterschied (p=0.002).
Die NRI betrigt 20.3% mit dem Konfidenzintervall (7.3%;33.3%).

Ergebnisse

Beim Vergleich der AUC im Zeitverlauf liegt die Kurve des LCGA-Survivalmodells mit 4 Klas-
sen zu jedem Zeitpunkt klar tiber der der Cox-Regression. Betrachtet man die ROC-Kurve
zu einem bestimmten Zeitpunkt, hier wurden 15 Monate gewahlt, zeigt sich weiterhin der
Vorteil des latenten Variablenmodells. Dieser ist jedoch relativ gering. Die Berechnung der
NRI fiir t= 15 Monate bestétigt diesen Eindruck. Das LCGA-Survivalmodell mit 4 Klassen
besitzt eine bessere Prognosegiite als die Cox-Regression, der Unterschied ist jedoch nicht
signifikant.

Ein 4-Klassenmodell wurde hier gewéhlt, um dem Mobilfunkanbieter eine relativ einfache
Klassifizierungsregel fiir die Kunden anzubieten. Wéahrend in der Cox-Regression fiir jeden
Kunden anhand seines genauen Umsatzes im ersten, zweiten und dritten Monat eine Prognose
gemacht wird, ordnet das latente Variablenmodell die Kunden in vier Klassen mit unterschied-
lichen Basisrisiken ein. Bei der Berechnung der Ereigniswahrscheinlichkeit wird dann nur der
Einfluss der Klassenzugehorigkeit beriicksichtigt. Die Ergebnisse weisen darauf hin, dass die-
ses Modell eine mindestens genauso gute Prognose liefert wie die Cox-Regression.

Um eine signifikant bessere Risikoklassifikation als die der Cox-Regression zu erzielen, geniigt
das sparsame latente Variablenmodell aber nicht. Eine iiberlegene Prognose kann jedoch mit
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dem LCGA-Modell mit 9 Klassen gemacht werden. Das zeigt die signifikant bessere NRI fiir
den Vergleich der beiden Modelle. Dieses Ergebnis wird beim Blick auf die AUC-Kurven in
Abbildung 8.6 bestétigt.

Prognosegiite im Zeitverlauf

Bislang wurden nur die Telefonumsétze der Kunden innerhalb der ersten drei Monate nach
Aktivierung der Prepaid-Karte als Pradiktoren in den Modellen verwendet. Im Folgenden soll
untersucht werden, wie sich die Prognosegiite verbessern ldsst, wenn zusétzlich die Umsétze
von weiteren Monaten betrachtet werden. Dazu werden die Cox-Regression, das LCA- und
das LCGA-Survivalmodell neu und mit allen Informationen bis zu den Monaten 4 beziehungs-
weise 5 berechnet. In die Modelle gehen die gleichen Baseline-Variablen ein wie zuvor, nur
die Information iiber den ATU-Wechsel und iiber die geworbenen Neukunden dndert sich je
nach betrachtetem Zeitpunkt.

Die latenten Variablenmodelle werden wieder schrittweise angepasst. Dabei zeigt sich auch
hier, dass der BIC mit zunehmender Anzahl von latenten Klassen immer weiter sinkt. Eine
natiirliche Grenze ist gesetzt, wenn die einzelnen Kategorien nicht mehr représentativ sind,
weil sie kaum noch Individuen enthalten. Bei der Modellanpassung der LCA- und LCGA-
Survivalmodelle wurde jeweils die hochste Anzahl von Klassen gewéhlt, sodass jede Kategorie
noch mindestens 1.5% der Individuen enthalt.

Tabelle 8.10 gibt eine Ubersicht iiber die Ergebnisse. Die Modelle werden anhand des C-
Index verglichen. Dieser Wert bezieht sich auf den gesamten betrachten Follow-Up Zeitraum.
Zunéchst ist zu sehen, dass mit zunehmender Anzahl von Indikatoren in den latenten Varia-
blenmodellen immer mehr latente Klassen, charakterisiert durch individuelle Umsatzverlaufe,
geschitzt werden. Die Diskriminationsfihigkeit des Cox-Modells ist zu jedem Zeitpunkt deut-
lich schlechter als die der LCA- und LCGA-Survivalmodelle. Mit der Information der ersten
5 Monate ist beim Cox-PH-Modell die Wahrscheinlichkeit, dass ein Kunde der frither deakti-
viert wird, einen hoheren Marker aufweist, 81.7%.

Unter Verwendung der Kundeninformationen aus den ersten drei Monaten stimmen die beiden
latenten Variablenmodelle iiberein und damit auch der zugehétrige C-Index. Der Vorhersage-
giite unter Verwendung der Informationen bis zu Monat 4 und 5 ist bei dem LCGA-Modell
etwas besser. Das LCA-Survivalmodell ist mit der Information der ersten 5 Monate in der
Lage, einen Kunden mit einer Wahrscheinlichkeit von 84.3% richtig zu klassifizieren. Das
LCGA-Survivalmodell kommt hier auf einen Wert von 84.4%.

Die Uberlegenheit der latenten Variablenmodelle zur einfachen Cox-Regression ist deutlich zu
sehen. Obwohl die Survivalanalyse mit latenten Klassen die longitudinale Datenstruktur der
Umsatzmessungen ignoriert, ist die pradiktive Genauigkeit des Modells aber nahezu genauso
gut wie die des LCGA-Survivalmodells.

Monat Cox-Regression LCA-Survival Klassen LCGA-Survival Klassen

3 0.762 0.785 9 0.785 9
4 0.795 0.815 10 0.826 10
5 0.817 0.843 11 0.844 11

Tabelle 8.10: Vergleich der Modelle anhand des C-Index
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Insgesamt iiberzeugen die Ergebnisse der Modelle als Vorhersageinstrumente fiir die Deakti-
vierungswahrscheinlichkeit eines Kunden. Zu welchem Zeitpunkt die Prognose gemacht wer-
den sollte, ist eine Entscheidung, die der Mobilfunkanbieter anhand einer Kosten-Nutzen-
Abwigung treffen muss. Die Erwigung ist abhingig von den Ausgaben fir Personen, die in
die eine oder andere Richtung falsch klassifiziert werden.
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Kapitel 9

Zusammenfassung

In dieser Dissertation sollten die Anwendungsmoglichkeiten der Ereigniszeitanalyse mit la-
tenten Variablen betrachtet werden. Von besonderem Interesse war dabei, welche Fragestel-
lungen sich mit dieser Modellklasse beantworten lassen. Erértert werden sollten weiterhin die
Vor- und Nachteile der neuen Modelle im Vergleich zur Standard-Loésung mit der Cox-PH-
Regression. Von besonderer Bedeutung war dabei die Prognosegiite. Auflerdem stellte sich die
Frage nach der Reliabilitdt der neuen Analysemethode.

Am Beginn der Arbeit steht eine Ubersicht iiber die Literatur zur Ereigniszeitanalyse mit
latenten Variablen. Die Artikel stammen aus den letzten Jahren, der alteste ist von 2002.
Sie stellen Modelle vor, mit denen verschiedene gemessene Items als latente Faktoren oder
Klassen in einem Cox-PH-Modell beriicksichtigt werden kénnen. Kommerzielle Software, um
die entsprechenden Analysen zu berechnen, ist jedoch erst seit Kurzem vorhanden. Bislang
wurden die Modelle daher wenig untersucht und selten angewendet. Diese Liicke konnte zu
einem Teil in der vorliegenden Arbeit geschlossen werden. Bei der Anwendung der Modelle
und deren Evaluation konnten zusétzliche Erkenntnisse iiber ihre Charakteristika gewonnen
werden. Diese Ergebnisse konnen nachfolgenden Anwendern der Modellklasse den Weg ebe-
nen.

Nach diesem Uberblick werden die Grundlagen der Uberlebenszeitanalyse formal spezifiziert,
insbesondere wird auf das Cox-PH-Modell eingegangen. Es folgt eine Einfiihrung in die Struk-
turgleichungsmodelle. Mit diesen Modellen kénnen dhnliche, im Allgemeinen hoch korrelierte
Items zu latenten Faktoren zusammengefasst werden. Es kénnen Zusammenhénge zwischen
den gemessenen, aber auch zwischen den unbeobachteten Variablen untersucht werden. An
dieser Stelle werden verschiedene Modellfitmafle vorgestellt, mithilfe derer eine Entscheidung
fiir das optimale latente Variablenmodell getroffen werden kann.

Nachdem die Grundlagen gelegt sind, wird die Cox-Regression mit einem latenten Faktor
nach der Formulierung von Muthen erldutert und auf einen Datensatz angepasst. In dieser
Arbeit werden zwei sehr unterschiedliche Anwendungsbeispiele betrachtet. Daran ldsst sich
erkennen, wie vielfaltig die Bereiche sind, in denen sich die vorgestellten Methoden verwenden
lassen.

Der erste Datensatz stammt aus einer kardiologischen Klinik. Mehrere Parameter, die unter-
schiedliche Aspekte der Herzfrequenzvariabilitdt (HRV) messen, werden zusammengefasst. Es
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wird das Risiko der Patienten betrachtet, an einem koronaren Tod zu versterben.

Mit dem neuen Modell kann die Struktur der Herzfrequenzvariabilitdt untersucht werden. Es
zeigt sich, dass diese Grofle am besten durch zwei kontinuierliche latente Variablen beschrieben
werden kann. Die Cox-Regression mit den beiden latenten Faktoren bietet die Moglichkeit,
die Beziehungen zwischen Kovariaten, latenten Variablen und der Ereigniszeit simultan zu
untersuchen. Das Modell hat den Vorteil, dass die komplexen Zusammenhéange zwischen den
Parametern angemessen abgebildet werden konnen. Auflerdem ist es damit moglich, zwischen
direkten und indirekten Effekten auf die Ereigniszeit zu unterscheiden. Wie bei Strukturglei-
chungen iiblich, kénnen Annahmen mithilfe von Modellfitmafien tiberpriift werden. So kann
ein Beitrag zur Theoriebildung geleistet werden. Auf der Gegenseite stehen die hohere Mo-
dellkomplexitit und eine Reihe von zusétzlichen Modellierungsannahmen.

Schliellich wird die Reliabilitdt des Survivalmodells mit den zwei latenten Faktoren mit dem
Bootstrapping-Verfahren untersucht. Die Unsicherheit bei der Schiatzung der meisten Koeffizi-
enten des Modells ist relativ gering. Nur die Parameterschitzer der latenten Faktoren zeigen
eine etwas groflere Streubreite. Diese Schwankung kommt dadurch zustande, dass die zwei
latenten Faktoren fast durch das gleiche Set von Parametern definiert sind. Es gibt mehr
als eine Moglichkeit, wie sich das Gesamtrisiko der Herzfrequenzvariabilitdt auf die beiden
Variablen aufteilen kann.

Latente Variablen konnen nicht nur kontinuierliches, sondern auch kategorielles Skalenni-
veau besitzen. Zunéchst wird in Kapitel 6 eine Einfiihrung in die latente Strukturanalyse
gegeben. Hier konnen dhnliche Modellgiitemafle wie in Kapitel 4 verwendet werden, um eine
Entscheidung fiir das optimale Modell zu treffen. Anschliefend wird das formale Modell der
Cox-Regression mit latenten Klassen vorgestellt und auf den kardiologischen Datensatz ange-
wendet. Die Herzfrequenzvariabilitdt wird am besten durch drei latente Klassen erklart, die
durch ihre mittleren Itemauspriagungen charakterisiert sind. Der Einfluss dieser Kategorien
auf die Uberlebenszeit wird mithilfe von klassenspezifischen Achsenabschnitten in der Cox-
Regression modelliert. Gleichzeitig wird der Einfluss einer Kovariate auf die Uberlebenszeit fiir
jede Klasse separat geschéitzt. Das Modell bietet, im Vergleich zur einfachen Cox-Regression,
dhnliche Vor-und Nachteile wie die Survivalanalyse mit einem latenten Faktor. Mit dem Mo-
dell wird ein anderer Blickwinkel auf die Fragestellung geworfen. Es konnen zusétzliche Er-
kenntnisse iiber die Zusammenhénge zwischen der Herzfrequenzvariabilitidt und dem Ereignis
Koronartod gewonnen werden. Die Evaluation der Modellstabilitdt mit dem Bootstrap-Ansatz
zeigt, dass die Losung reliabel ist. Die mittleren Itemauspriagungen in den latenten Klassen
unterliegen keinen groflen Schwankungen. Die Parameterschétzer des angepassten Modells
unterscheiden sich nur gering von den Mittelwerten der Bootstrap-Replikationen.

Das zweite Beispiel betrachtet eine Fragestellung aus der Okonomie. Es geht darum vor-
herzusagen, welche Kunden eine besonders hohe Wahrscheinlichkeit fiir die Deaktivierung
der Prepaid-Karte ihres Mobiltelefons haben. Dazu werden, neben einer Reihe von Baseline-
Parametern, die Telefonumsétze der Kunden in den ersten Monaten nach Vertragsabschluss
als Pradiktoren in den Analysen verwendet.

Es werden drei Modelle zur Beantwortung der Fragestellung betrachtet und auf eine Stichpro-
be des Datensatzes angepasst. Zunéchst wird das Standard-Cox-Modell berechnet. Alternativ
kann der Einfluss der Umsétze mithilfe einer latenten Variablen in der Cox-Regression beriick-
sichtigt werden. Als Messmodell wird, wie in Kapitel 7, zum einen eine latente Klassenregres-
sion verwendet. Da es sich bei den Items um longitudinale Messungen der gleichen Variablen
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handelt, wird fiir das Messmodell zum anderen eine Latente-Klassen-Growth-Analyse benutzt.
Die Modelle werden an einer zweiten Stichprobe aus dem Datensatz evaluiert. Es wird der
prognostische Wert mithilfe des Concordance-Index und der Net Reklassification Improve-
ment evaluiert. Die Prognosegiite der berechneten Survivalmodelle mit latenten Klassen ist
insgesamt recht gut. Mit der Information eines Kunden drei Monate nach Vertragsabschluss
betragt die Wahrscheinlichkeit 78%, dass die Vorhersage mit dem Outcome Deaktivierung
iibereinstimmt. Dieser Wert kann unter Verwendung von mehr latenten Klassen und mehr
Zeitpunkten bei dem vorliegenden Datensatz auf bis zu 84% gesteigert werden. Mit der NRI
kann gezeigt werden, dass die Prognosen der Survivalmodelle mit latenten Klassen, bei der
Verwendung von ausreichend Kategorien, signifikant besser sind als die der Standard-Cox-
Regression.

Die Uberlegenheit der Modelle konnte gezeigt werden, diese sind reliabel und in der Lage,
einen tieferen Einblick in komplexe Zusammenhénge zwischen Kovariaten in der Ereigniszeit-
analyse zu geben. Diese Vorziige gibt es nicht umsonst, das Modell ist deutlich komplexer.
Dennoch spricht alles fiir die vermehrte Verwendung dieser Modellklassen. Die Berechnung ist
mit Mplus relativ einfach und es wurde gezeigt, wie vielfaltig die Anwendungsmdoglichkeiten
sind.
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Anhang A

Survivalanalyse mit einem latenten
Faktor in Mplus

Es folgt die Syntax fiir die Analysen aus Kapitel 5. Alle Modelle in dieser Arbeit werden mit
dem Programm Mplus, Version 6.11 berechnet. Anschlieflend werden einige Erlduterungen zu
den wichtigsten Befehlen gegeben. Weitere Erklarungen zur Syntax und dem Programm sind
im Mplus-User’s Guide [MM10] zu finden.

TITLE Explorative Faktorenanalyse 1-3 F

DATA: File is "mm_ mplus_ ful stand.csv";

VARIABLE: NAMES=Znmeannn Zrhf Zlfn Zef Zrnspsdnn Znhrvidx Zrspsdnn
Zrlf5 Zinslml Zislml ;

ANALYSIS: Estimator is Mlr;
Type = EFA 1 3;

TITLE Faktorenanalyse 1 F

DATA: File is "mm_ mplus_ ful_stand.csv";

VARIABLE: NAMES=Znmeannn Zrhf Zlfn Zef Zrnspsdnn Znhrvidx Zrspsdnn
Zx1f5 Zinslml Zislml ;

ANALYSIS: Estimator is Mlr;

MODEL: f1 by Znmeannn - Zislml* ;
flQi;

TITLE Faktorenanalyse 2 F

DATA: File is "mm_ mplus_ ful_stand.csv";

VARIABLE: NAMES=Znmeannn Zrhf Zlfn Zef Zrnspsdnn Znhrvidx Zrspsdnn
Zr1f5 Zinslml Zislml

ANALYSIS: Estimator is Mlr;

MODEL: f1 by Znmeannn - Zinslml *;

f2 by Znmeannn - Zslml2* ;
f1-f2@1;
f1 with f2Q0;
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TITLE

Faktorenanalyse 2 F mit einer Kovariate

DATA: File is "mm_ mplus_ful stand.csv";
VARIABLE: NAMES=futage tod Znmeannn Zrhf Zlfn Zef Zrnspsdnn Znhrvidx Zrspsdnn
Zrlf5 Zinslml Zislml zlves;
ANALYSIS: Estimator is Mlr;
MODEL: f1 by Znmeannn - Zinslml*;
f2 by Znmeannn - Zslml2* ;
f1-f2@1;
f1 with f2Q0;
2 on zlves;
TITLE: Cox-Regression
DATA: File is "mm_ mplus_ful stand.csv";
VARIABLE: NAMES=time tod Znmeannn Zrhf Zlfn Zef Zrnspsdnn Znhrvidx Zrspsdnn
Zrlf5 Zinslml Zislml zlves;
SURVIVAL = time (All);
TIMECENSORED = tod (0 = NOT 1 = RIGHT);
ANALYSIS:  Algorithm = Integration;
MODEL: time on Znmeannn Zrhf Zlfn Zef Zrnspsdnn Znhrvidx Zrspsdnn
Zrlf5 Zinslml Zislml Zlves;
TITLE: Survivalanalyse mit zwei latenten Faktoren
DATA: File is "mm_ mplus_ ful_stand.csv";
VARIABLE: NAMES=time tod Znmeannn Zrhf Zlfn Zef Zrnspsdnn Znhrvidx Zrspsdnn
Zx1f5 Zinslml Zislml Zlves;
SURVIVAL = time (All);
TIMECENSORED = tod (0 = NOT 1 = RIGHT);
ANALYSIS:  Algorithm = Integration;
Bazehazard = Off;
MODEL: time on f1 f2 zlves;
f1 by Znmeannn - Zinslml*;
f2 by Znmeannn - Zslml2* ;
f1 with f2Q0;
f2 on zlves;
Erlauterungen:

e Data: Es werden die Rohdaten eingelesen. Alternativ kann die Korrelationsmatrix oder
die Kovarianzmatrix verwendet werden.

e Variable: Survival: Identifiziert die Ereigniszeitvariable. Timecensored: Identifiziert den
Zensierungsindikator.

e Analysis: Algorithm= Integration: ML-Schétzer, Berechnung mit EM-Algorithmus.
Der Befehl “Bazehazard” gibt an, ob eine parametrische (“ON”) oder eine nichtpara-
metrische (“OFF”) Baseline-Hazard-Funktion benutzt wird.

e Modell: Der Befehl “BY” definiert die Messung eines latenten Faktors durch manifeste
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Indikatorvariablen. Der Befehl “ON” beschreibt eine Regression. Der Typ der Regression
héngt vom Skalenniveau der Variablen ab. Standardmé&fig wird fiir metrische Variablen
eine lineare Regression berechnet, fiir kategorielle eine Probit bzw. Logistische Regres-
sion (bei ML-Schatzung). Fir den Zusammenhang zwischen einer Ereigniszeitvariable
und einer Kovariate wird eine Loglineare Regression berechnet.

Der Befehl “WITH?” adressiert eine Korrelation. Das Zeichen “@” fixiert einen Para-
meter auf einen bestimmten Wert. Mit dem Zeichen “*” kann ein Parameter von einer
Voreinstellung befreit werden.
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Anhang B

Survivalanalyse mit latenten
Klassen in Mplus

Es folgt die Syntax fiir die Analysen aus Kapitel 7.

TITLE
DATA:

VARIABLE:

ANALYSIS:

MODEL:
PLOT:

OUTPUT:

TITLE
DATA:

VARIABLE:

ANALYSIS:

MODEL:

OUTPUT:

Latente-Klassenanalyse

File is "mm_ mplus_ ful_stand.csv";

NAMES=Znmeannn Zrhf Zlfn Zef Zrnspsdnn Znhrvidx Zrspsdnn
Zrlf5 Zinslml Zislml;

CLASSES = ¢(3);

Type = mixture;

Algorithm = Integration;

Starts = 50 10;

Y%overall%

type is plot3;

series = Znmeannn(1) Zrhf(2) Zlfn(3) Zef(4) Zrnspsdnn(5) Znhrvidx(6) Zrspsdnn(7)
Zrlf5(8) Znislml(9) Zislml(10);

Tech11 Techl4;

Latente-Klassenanalyse mit einer Kovariate
File is "mm_ mplus_ ful_stand.csv";
NAMES=Znmeannn Zrhf Zlfn Zef Zrnspsdnn Znhrvidx Zrspsdnn
Zx1f5 Zinslml Zislml;

CLASSES = ¢(3);

Type = mixture;

Algorithm = Integration;

Starts = 50 10;

Y%ooverall%

c#1-c#2 on zlves;

Tech11 Techl14;
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TITLE Survivalanalyse mit latenten Klassen
DATA: File is "mm_ mplus_ful stand.csv";
VARIABLE: NAMES=Znmeannn Zrhf Zlfn Zef Zrnspsdnn Znhrvidx Zrspsdnn
Zrlf5 Zinslml Zislml;
SURVIVAL = time (All);
TIMECENSORED = tod (0 = NOT 1 = RIGHT);
CLASSES = ¢(3);
ANALYSIS: Type = mixture;
Algorithm = Integration;
Bazehazard = Off(equal);
Starts = 50 10;
MODEL: Y%overall%
time on zlves;
%c#1%
time on zlves;
[time@O];
%c#2%
time on zlves;
[time*0];
Y%oc#3%
time on zlves;
[time™*0];
PLOT: type is plot3;
series = Znmeannn(1) Zrhf(2) Zlfn(3) Zef(4) Zrnspsdnn(5) Znhrvidx(6) Zrspsdnn(7)
Zrlf5(8) Zinslml(9) Zislml(10);
OUTPUT: Techll Techl4;

Erlauterungen:

e Variable: Der Befehl “Classes(n)” spezifiziert die Anzahl der Kategorien der latenten
Variable.

e Analysis: Mit “Type=mixture” wird eine latente Klassenanalyse angefordert. Das Pro-
gramm verwendet zur Definition der latenten Klassen alle Variablen, die nicht als Ko-
variaten spezifiziert sind.

Starts: Anzahl der Startwertesets im ersten und zweiten Schritt der Optimierung.
Basehazard=off(equal): Eine nicht parametrische Baseline-Hazard-Funktion wird ge-
schatzt, die sich zwischen den einzelnen Klassen nur um einen konstanten Faktor unter-
scheidet. Ab Version 6.1 ist das die Voreinstellung. Um eine vollkommen unrestringierte
Baseline-Hazard-Funktionen fiir die einzelnen Klassen zu schitzen, muss “off(unequal)”
spezifiziert werden.

e Model: Bei der Modellspezifikation kann bei einer Mixture-Analyse zwischen Berech-
nungen unterschieden werden, die iiber alle Klassen hinweg oder nur in einzelnen Klassen
gemacht werden sollen.

e Output: Tech 11: Vuong-Lo-Mendell-Rubin-LR-Test und Lo-Mendell-Rubin-Adjusted-
LR-Test, zum Vergleich der Lésung mit k vs. k-1 Klassen.
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Anhang C

Latente-Klassen-Growth-
Survivalanalyse in

Mplus

Es folgt die Syntax fiir die Analysen aus Kapitel 8.

TITLE Cox-Regression

DATA: File is “G_ Modell”;

VARIABLE: NAMES=Iluml lum2 lum3 zuml zum2 zum3 Time Event
Age Email Newsl Besth Tarif Atu_ 3 Neuk_ 3;
CATEGORICAL=Email Newsl Besth Tarif Atu 3 Neuk _
SURVIVAL = Time (All);

TIMECENSORED = Event (1 = NOT 0 = RIGHT);

ANALYSIS:  Algorithm = Integration;

MODEL: Time on luml lum2 lum3 zuml zum2 zum3
Age Email Newsl Besth Tarif Atu_ 3 Neuk_ 3;

TITLE Latente-Klassen-Growth-Analyse
DATA: File is "G_ Modell.csv";
VARIABLE: NAMES=luml lum2 luma3;
CLASSES = ¢(3);
ANALYSIS: Type = mixture;
Algorithm = Integration;
Starts = 50 10;

MODEL: Yooverall%
isq [luml@0 lum2@1 lum3@2;
i-q@O0;

PLOT: type is plot3;

Series=lum1-lum3 (s)
OUTPUT: Techl Tech8 Techl0;
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TITLE Latente-Klassen-Growth-Survivalanalyse
DATA: File is "G_ Modell.csv";
VARIABLE: NAMES=Iluml lum2 lum3 Time Event
Age Email Newsl Besth Tarif 3 Atu_3 Neuk_ 3;
CATEGORICAL=Email Newsl Besth Tarif Atu_ 3 Neuk_ 3;
CLASSES = c¢(4);
SURVIVAL = Time (All);
TIMECENSORED = Event (1 = NOT 0 = RIGHT);
ANALYSIS: Type = mixture;
Algorithm = Integration;
Starts = 1000 100;
Process = 4(starts);
MODEL: Y%overall%
Time on Age Email Newsl Besth Tarif 3 Atu_ 3 Neuk_3;
¢ on Age Email Newsl Besth Tarif 3 Atu_3 Neuk_ 3;
isq|luml@0 lum2@1 lum3@3;
i-q@0;
%c#1%
[Time@0];
[i] ;
[s] 5
[a];
%c#2%
[Time*0];
[i]
[s]
[

9
)
)

ql

PLOT: type is plot3;
Series=lum1-lum3 (s)
OUTPUT: SValues;
basehazard;

Erlauterungen:
e Variable: Categorical: Spezifiziert die kategoriellen Variablen.

e Model: Das Zeichen “|” wird dazu verwendet, Growth-Modelle zu spezifizieren. Die
Faktorladungen sind hier passend zu den &dquidistanten Zeitabstdnden zwischen den
Messungen festgesetzt. Da der Score fiir den ersten Zeitpunkt auf 0 gesetzt ist, wird der
Intercept-Growth-Faktor als anfinglicher Status-Faktor definiert.

o Mit dem Befehl “i-q@0” werden die Varianzen der Growth-Faktoren innerhalb einer
Klasse auf 0 gesetzt. Wird diese Zeile entfernt, so werden die Varianzen der Growth-
Parameter iiber alle Klassen hinweg gleich geschétzt. Die Varianzen konnen auch klas-
senspezifisch geschétzt werden.
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e Plot: Es wird die graphische Darstellung der beobachteten Daten und Ergebnisse der
Analysen angefordert.

e Output: Der Befehl “SValues” gibt die Modell-Syntax mit den Parameterschétzern der
Analyse als Startwerte aus. Mit dem Befehl “basehazard” werden der klassenspezifi-
sche Baseline-Hazard und die geschétzte Baseline-Survivalwahrscheinlichkeit fiir jeden
Ereigniszeitpunkt angegeben.

98



C.1 Ein Anwendungsbeispiel: Nutzungsdauer von Prepaid-Karten:
Explorative Datenanalyse
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Abbildung C.1: Verteilungen der Umsétze fiir die Monate 1 bis 3
Der linke Teil von Abbildung C.1 zeigt die Verteilung der Umsétze fiir die Monate 1 bis 3. In

der Graphik sind aus Platzgriinden nur die unteren 95% der Werte aufgefiihrt. Die rechte Seite
der Abbildung zeigt die Verteilung der Umsétze nach der logarithmischen Transformation.
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C.2
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Ein Anwendungsbeispiel: Nutzungsdauer von Prepaid-Karten:

9-Klassen-LCGA-Modell
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Abbildung C.2: -Log-Log-Plots fiir das LCGA-Survialmodell mit 9 Klassen
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Klasse Parameter Schéatzer SE p-Wert OR/HR
C1 Means Intercept 2.78 0.04 <0.001
C1 Means Slope -3.66 0.08 <0.001
C1 Means Quadratic 1.14 0.03 <0.001
C2 Means Intercept 0.55 0.07 <0.001
C2 Means Slope -1.74  0.12 <0.001
C2 Means Quadratic 1.43 0.06 <0.001
C3 Means Intercept 1.25 0.07 <0.001
C3 Means Slope 147 0.06 <0.001
C3 Means Quadratic -0.50 0.02 <0.001
C4 Means Intercept 3.37 0.10 <0.001
C4 Means Slope 1.20 0.09 <0.001
C4 Means Quadratic -0.41 0.04 <0.001
Ch5 Means Intercept 0.76 0.03 <0.001
Ch Means Slope 0.69 0.07 <0.001
Ch Means Quadratic -0.22 0.03 <0.001
C6 Means Intercept 2.52 0.06 <0.001
C6 Means Slope 0.77 0.06 <0.001
C6 Means Quadratic -0.26  0.02 <0.001
C7 Means Intercept 0.36 0.03 <0.001
Cc7 Means Slope 4.23 0.14 <0.001
C7 Means Quadratic -1.33 0.05 <0.001
C8 Means Intercept 1.71 0.05 <0.001
C8 Means Slope 2.69 0.09 <0.001
C8 Means Quadratic -1.72  0.04 <0.001
C9 Means Intercept 0.30 0.02 <0.001
C9 Means Slope -0.00 0.03 0.948
C9 Means Quadratic -0.01 0.02 0.508
C1 On Alter -0.05 0.00 <0.001 0.95
C1 On Email -0.51 0.26 0.047 0.60
C1 On Bestellherkunft 1.08 0.24 <0.001 2.94
C1 On Tarif 0.82 0.15 <0.001 2.27
C2 On Alter -0.04 0.01 <0.001 0.96
C2 On E-Mail -0.89 0.26 <0.001 0.41
C2 On Tarif 1.05 0.15 <0.001 2.86
C3 On Alter -0.03 0.00 <0.001 0.97
C3 On Tarif -0.93 0.14 <0.001 0.39
C3 On Neukunden M3 0.76 0.14 <0.001 2.14
C4 On Alter -0.05 0.00 <0.001 0.95
C4 On E-Mail -0.76  0.28 0.007 0.47
C4 On Tarif 0.96 0.19 <0.001 2.61
C4 On ATU Wechsel M3 0.94 0.26 <0.001 2.56
C4 On Neukunden M3 0.88 0.26 0.001 241
C5 On Tarif -2.58 0.48 <0.001 0.08
C5 On ATU Wechsel M3 -0.38 0.17 0.023 0.68
Ch On Neukunden M3 0.51 0.17 0.003 1.67
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Klasse Parameter Schéitzer SE  p-Wert OR/HR
C6 On Alter -0.06 0.00 <0.001 0.94
C6 On E-Mail -0.51 0.17 0.003 0.60
C6 On Bestellherkunft 0.44 0.13 <0.001 1.55
C6 On ATU Wechsel M3 0.54 0.19 0.005 1.72
C6 On Neukunden M3 0.96 0.17 <0.001 2.61
C7 On Alter -0.05 0.01 <0.001 0.95
c7 On E-Mail -0.71  0.29 0.016 0.49
C7 On Bestellherkunft -0.55 0.24 0.020 0.58
C7 On Tarif 1.12 0.19 <0.001 1.21
C7 On ATU Wechsel M3 0.77 0.24 0.001 2.16
C8 On Alter -0.04 0.00 <0.001 0.96
C8 On E-Mail -0.52  0.19 0.006 0.59
C8 On Bestellherkunft 0.75 0.16 <0.001 2.12
C8 On Tarif 0.58 0.12 <0.001 1.79
C1 Intercepts Time 0.00 0.00 999.00 999.00
C2 Intercepts Time -1.90 0.23 <0.001 0.15
C3 Intercepts Time -2.37 0.20 <0.001 0.09
C4 Intercepts Time -2.24 0.24 <0.001 0.11
Ch Intercepts Time -3.28 0.26 <0.001 0.04
C6 Intercepts Time -2.35 0.20 <0.001 0.10
C7 Intercepts Time -2.09 0.26 <0.001 0.12
C8 Intercepts Time -0.85 0.18 <0.001 0.43
C9 Intercepts Time -2.71 0.21 <0.001 0.07
C1-C9 Time on Alter -0.01 0.00 0.111 0.99
C1-C9 Time on E-Mail -0.68 0.15 <0.001 0.51
C1-C9 Time on Newsletter 0.52 0.14 <0.001 1.68
C1-C9 Time on Bestellherkunft 0.36 0.12 0.002 1.43
C1-C9 Time on Tarif 0.39 0.11 0.001 1.12
C1-C9 Time on ATU Wechsel M3 1.24 0.13 <0.001 3.46
C1-C9 Time on Neukunden M3 -1.25 0.26 <0.001 0.29

Tabelle C.1: Ergebnis des LCGA-Survivalmodells mit 9 Klassen
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Symbolverzeichnis

Symbol Bedeutung

« Parameterschéitzer in multinomialer Logit-Regression

o Parameterschitzer in Latent-Response-Variablen-Regression
ag, a1, Qg Mittelwerte der Growth-Faktoren

B (m x m) Koeffizientenmatrix fiir die Beziehungen zwischen den 7
B=(B1...,B4) Parameterschitzer fiir die Kovariaten in der-Cox Regression
¥ Parameterschétzer in multinomialer Logit-Regression

o Parameterschitzer in Latent-Response-Variablen-Regression
c Kategorielle latente Variable, mit k =1, ..., K Kategorien
C; Zensierungszeit von Individuum ¢

D; Zensierungsindikator von Individuum ¢

1) (¢ x 1) Vektor der Residuen, Kovarianzmatrix O

€ (p x 1) Vektor der Residuen, Kovarianzmatrix ©.

r (m x n) Koeffizientenmatrix fir den Einfluss von £ auf 7
h(t) Hazard-Funktion zur Zeit ¢

ho(t) Baseline-Hazard-Funktion zur Zeit ¢

H; Kumulierte Hazard-Funktion zur Zeit ¢

Hy(t) Kumulierte Baseline-Hazard-Funktion zur Zeit ¢

H (m x q) Koeffizientenmatrix fiir den Einfluss von = auf n
n=(m,...,nm) Vektor latenter abhéngiger Variablen, Kovarianzmatrix ®
10, M1, 72 Intercept-, Slope- und Quadratischer-Growth-Faktor

Ay (p x m) Matrix von Faktorladungen

Ay (¢ x n) Matrix von Faktorladungen

Lk Klassenspezifischer Achsenabschnitt in der Cox-Regression
f(t) Dichte der Verteilung der Ereigniszeiten U

F(t) Verteilung der Ereigniszeiten U

v Parameterschéitzer in logistischer Regression

W Mittelwert einer Latent-Response-Variablen u*

Dik Geschéatzte Wahrscheinlichkeit von Individuum 7 der Klasse k anzugehoren
Ty Wahrscheinlichkeit fiir eine Kategorie v der abhéngigen Variable u;
R(t) Risiko Set zum Zeitpunkt t

se* Bootstrap-Standardfehler

S Stichprobenmatrix

S(t) Survival-Funktion zur Zeit ¢

b Populationsmatrix

T; Ereigniszeit von Individuum 4

ii



Bedeutung

=
6

G+

Ui

u = (u1,
ur = (uf,
x=(x.

§= (&,

y: (y17

y (ylv
z

¢

G0, €1, G2

Schwellenwerte der Latent-Response-Variablen u*
Beobachteter Schitzer

Bootstrap-Schétzer

Uberlebenszeit von Individuum

Vektor manifester Indikatorvariablen 7 =1,...,r

Vektor der Latent-Response-Variablen j =1,...,r

Vektor unabhéngiger Variablen, Kovarianzmatrix 3.,
Vektor latenter unabhéngiger Variablen, Kovarianzmatrix ®
Vektor abhéngiger Variablen, Kovarianzmatrix Y,

Vektor der Latent-Response-Variablen

Fehlerterm in Latent-Response-Variablen-Regression, mit Varianz ¢
(m x 1) Vektor der Residuen, Kovarianzmatrix ¥

Residuen der Growth-Faktoren, mit Kovarianzmatrix ¥

2
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