
■♥✲s✐t✉ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

P♦❧②✉r❡t❤❛♥❡ ❊❧❛st♦♠❡r ✉♥❞❡r ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥

❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❛ ❞♦❝t♦r❛❧ ❞❡❣r❡❡

❛t t❤❡ ❋❛❝✉❧t② ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ■♥❢♦r♠❛t✐❝s ❛♥❞ ◆❛t✉r❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s

❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❈❤❡♠✐str②

♦❢ ❯♥✐✈❡rs✐t② ❍❛♠❜✉r❣

s✉❜♠✐tt❡❞ ❜② ❳✉❦❡ ▲✐

✷✵✶✺ ✐♥ ❍❛♠❜✉r❣



❉❛t❡ ♦❢ ♦r❛❧ ❞❡❢❡♥s❡✿ ✷✽✳✵✽✳✷✵✶✺
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡✈❛❧✉❛t♦rs r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✿
Pr♦❢✳ ❉r✳ ❆❧♠✉t ❙tr✐❜❡❝❦
Pr♦❢✳ ❉r✳ ▼❛rt✐♥ ❚r❡❜❜✐♥



◆♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡

⌈ ⌉ ❙❧✐❝✐♥❣ ♠❛♣♣✐♥❣
⋆ ❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r
1❉ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
2❉ ❚✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
3❉ ❚❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
A (s) ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
ρ (r) ❊❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t②
❙❆❳❙ ❙♠❛❧❧✲❛♥❣❧❡ ❳✲r❛② s❝❛tt❡r✐♥❣
❲❆❳❙ ❲✐❞❡✲❛♥❣❧❡ ❳✲r❛② s❝❛tt❡r✐♥❣
■❉❋ ■♥t❡r❢❛❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
❈❉❋ ❈❤♦r❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
ε ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ✭ε = ℓ/ℓ0 − 1✮
ℓ ■♥ str❛✐♥✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✿ ❛❝t✉❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ s❛♠♣❧❡
ℓ0 ■♥ str❛✐♥✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✿ ✐♥✐t✐❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ s❛♠♣❧❡
I (s) ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t②
P②t❤♦♥ ❖♣❡♥ s♦✉r❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡
s = (s1, s2, s3) ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r ✐♥ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
s ▼❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r
r = (r1, r2, r3) ❘❡❛❧ s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r
Q = k/V ■♥✈❛r✐❛♥t ✭❙❆❳❙✮
P❱✲❲❆❱❊ ❈♦♠♠❡r❝✐❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ s②st❡♠ ❢♦r ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
❋❋❚ ❋❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠
Fn () n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠
g1 (ri) ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
γ (r) = ρ∗2 (r) /k ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
❇❊❙❙❨ ❇❡r❧✐♥❡r ❊❧❡❦tr♦♥❡♥s♣❡✐❝❤❡rr✐♥❣✲●❡s❡❧❧s❝❤❛❢t ❢ür ❙②♥❝❤r♦tr♦♥str❛❤❧✉♥❣
∆ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦♣❡r❛t♦r
∇ ●r❛❞✐❡♥t ♦♣❡r❛t♦r
λ ❳✲r❛② ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤
❉❊❙❨ ❉❡✉ts❝❤❡s ❊❧❡❦tr♦♥❡♥✲❙②♥❝❤r♦tr♦♥
L ▲❛tt✐❝❡ r❡♣❡❛t ✭✐♥ ❙❆❳❙✿ ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞ ♦r ❧♦♥❣ s♣❛❝✐♥❣✮
▼❉■ ▼❡t❤②❧❡♥❡ ❞✐♣❤❡♥②❧ ❞✐✐s♦❝②❛♥❛t❡
❇❉ ✶✱✹✲❇✉t❛♥❡❞✐♦❧
P❚❍❋ P♦❧②t❡tr❛❤②❞r♦❢✉r❛♥
❚❖P❆❙ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ❝✉r✈❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❛♠ ❜② ◆✳ ❙tr✐❜❡❝❦
z (r) = −△P (r) ❈❤♦r❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
P❯❊ P♦❧②✉r❡t❤❛♥❡ ❡❧❛st♦♠❡r
P❈▲ P♦❧②❝❛♣r♦❧❛❝t♦♥❡

✐



❚P❯ ❚❤❡r♠♦♣❧❛st✐❝ P♦❧②✉r❡t❤❛♥❡
❆❋▼ ❆t♦♠✐❝ ❢♦r❝❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣②
❍❙❈ ❍❛r❞ s❡❣♠❡♥t ❝♦♥t❡♥t
❚❊▼ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣②
❲❆❊ ❲❡❧❧✲❛rr❛♥❣❡❞ ❡♥s❡♠❜❧❡s
P❆❘ P♦♦r❧②✲❛rr❛♥❣❡❞ r❡❣✐♦♥

✐✐



❆❜str❛❝t

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✐♥✲s✐t✉ s♠❛❧❧✲❛♥❣❧❡ ❳✲r❛② s❝❛tt❡r✐♥❣ ✭❙❆❳❙✮ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ tr❛❝❦ t❤❡
♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡ ❡❧❛st♦♠❡rs ❞✉r✐♥❣ ✉♥✐✲❛①✐❛❧ str❡t❝❤✐♥❣✳ ❇❡❝❛✉s❡
✈❛r✐♦✉s ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s②♥t❤❡s✐③❡ ❛ ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡
❤❡❧♣❢✉❧ t♦ ♣r❡❞✐❝t ♠❛t❡r✐❛❧s ♣r♦♣❡rt✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐ts ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ♠❡❝❤❛♥✐s♠s
♦❢ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡✐r r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❈❤♦r❞ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❈❉❋✮ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❙❆❳❙ ♣❛tt❡r♥ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s ✉s t♦ ✐❞❡♥t✐❢②
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ✇✐t❤♦✉t ❤❛✈✐♥❣ t♦ ❛♣♣❧② ❛ str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❈❉❋
✈✐s✉❛❧✐③❡s t❤❡ ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ❛ ❞♦♠❛✐♥✿ ❊❛❝❤ ♣❡❛❦ s❤♦✇s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡ ✐♥✲
t❡❣r❛❧ ♦❢ ❛ ♣❡❛❦ ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✜tt✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❛ ♠❡r✐❞✐❛♥ s❧✐❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❈❉❋✮ ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②✲
s✐s ♦❢ ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳ ❚❤❡ ✐♥✲s✐t✉ s♠❛❧❧✲❛♥❣❧❡ ❳✲r❛② s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐s ❛ ✈❡rs❛t✐❧❡
t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ tr❛❝❦ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②♠❡r ♠❛t❡r✐❛❧ ✉♥❞❡r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❍❛♥❞✲❝❛st t❤❡r♠♦♣❧❛st✐❝ ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡s ❡①❤✐❜✐t ❜r♦❛❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s

❛♥❞ s♦❢t ❣❛♣s✳ ❚❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ s❛❝r✐✜❝❡❞ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ str❛✐♥✱ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡
❢r❛❝t✐♦♥ vh ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ str❛✐♥ ❛♥❞ ❛ s✐♠♣❧❡
❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞✳ ❚❤✐s ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r t❤❡ ✻ ♠❛t❡r✐❛❧s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ■t s❛②s t❤❛t t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❜r❡❛❦ ✇❤❡♥ ❛❧❧ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡str♦②❡❞✱
✐✳❡✳ vh (εb) = 0 ✇✐t❤ εb t❤❡ str❛✐♥ ❛t ❜r❡❛❦✳
❚❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡✲❝❛st ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❣❡❞ ❛t ✶✺✵ ♦❈ ❞❡✲

❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❛❣❡✐♥❣ t✐♠❡✳ ❉✉r✐♥❣ str❡t❝❤✐♥❣✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s
✐♥ ✇❡❧❧✲❛rr❛♥❣❡❞ ❡♥s❡♠❜❧❡s ✭❲❆❊s✮ ❛r❡ ❞❡str✉❝t❡❞ ✐♥t♦ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ♥❡st❡❞
✐♥ ♣♦♦r❧②✲❛rr❛♥❣❡❞ r❡❣✐♦♥s ✭P❆❘s✮✳ ❆❧❧ t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ s❛❝r✐✜❝❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ st❛❝❦s ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ s♦❢t ❞♦♠❛✐♥
❛r❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✉♣ t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t s✐③❡✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡s❡ ♦✉tstr❡t❝❤❡❞ ❡♥t✐t✐❡s ❛r❡ ❞❡str✉❝t❡❞
✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❢✉rt❤❡r ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ✭❃✸✮ ♣♦❧②♦❧s ❛r❡ t❤❡r♠♦s❡ts t❤❛t t♦ ❜❡

♣♦♦r❧② ♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✇❤❡r❡❛s ❛ ✷✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣♦❧②♦❧ ✐s t❤❡r♠♦♣❧❛st✐❝✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ✉♥❞❡r str❡ss ❛r❡ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ ♣♦❧②♦❧ ❡♠♣❧♦②❡❞✳

✐✐✐



✐✈



❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣

■♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✇✐r❞ ✐♥ s✐t✉ ❘ö♥t❣❡♥❦❧❡✐♥✇✐♥❦❡❧str❡✉✉♥❣ ✭❘❑❲❙✮ ❡✐♥❣❡s❡t③t✱ ✉♠ ❞✐❡
◆❛♥♦str✉❦t✉r❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✐♥ P♦❧②✉r❡t❤❛♥✲❊❧❛st♦♠❡r❡♥ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ✉♥✐❛①✐❛❧❡♥ ❉❡❤♥✉♥❣
③✉ ✈❡r❢♦❧❣❡♥✳ ❲❡✐❧ P♦❧②✉r❡t❤❛♥❡ ❛✉s s❡❤r ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❝❤❡♠✐s❝❤❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ s②♥✲
t❤❡t✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ✇är❡ ❡s ❡✐♥ ❣r♦ÿ❡r ❋♦rts❝❤r✐tt ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✈♦r❤❡r✲
s❛❣❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✳ ❊✐♥❡ s♦❧❝❤❡ ❱♦r❤❡rs❛❣❡ ♠üsst❡ ❞✐❡ ❩✉s❛♠♠❡♥s❡t③✉♥❣ ✉♥❞ ❞❛s ❍❡rst❡❧✲
❧✉♥❣s✈❡r❢❛❤r❡♥ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣❡♥✳ ❉❡s❤❛❧❜ ✇❡r❞❡♥ ❤✐❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ✉♥❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐s❝❤❡
❉❛t❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥ ❣❡tr❛❣❡♥✱ ✉♠ ❞✐❡ ▼❡❝❤❛♥✐s♠❡♥ ❞❡r ▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❡❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ③✉ ✐❞❡♥✲
t✐✜③✐❡r❡♥ ✉♥❞ ✐♥ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ③✉ ❞❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ③✉ st❡❧❧❡♥✳ ❉✐❡ ❉✉r❝❤✲
s❝❤✉ss❧ä♥❣❡♥❢✉♥❦t✐♦♥ ✭❡♥❣❧✳✿ ❝❤♦r❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✭❈❉❋✮✮ ✇✐r❞ ❛✉s ❞❡♥ ❙tr❡✉❜✐❧✲
❞❡r♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t✳ ❙✐❡ ❡r♠ö❣❧✐❝❤t ❡s✱ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐s❝❤❡ P❛r❛♠❡t❡r ③✉ ✐❞❡♥t✐✜✲
③✐❡r❡♥✱ ♦❤♥❡ ❡✐♥ ❙tr✉❦t✉r♠♦❞❡❧❧ ③✉ ❜❡♥✉t③❡♥✳ ❉✐❡ ❈❉❋ ✈✐s✉❛❧✐s✐❡rt ❞✐❡ ❧♦❦❛❧❡ ❙tr✉❦t✉r
✐♥ ❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❡✐♥❡r ❉♦♠ä♥❡✶✿ ❏❡❞❡r P❡❛❦ ③❡✐❣t✱ ✐♥ ✇❡❧❝❤❡r ❘✐❝❤t✉♥❣ ✉♥❞ ❊♥t❢❡r✲
♥✉♥❣ s✐❝❤ ◆❛❝❤❜❛r❞♦♠ä♥❡♥ ❜❡✜♥❞❡♥✱ ❞✐❡ ❞❡♥ ▲❛♥❣♣❡r✐♦❞❡♥♣❡❛❦ ❞❡r ❘❑❲❙ ❡r③❡✉❣❡♥✳
❉❛s ■♥t❡❣r❛❧ ❞❡s ❈❉❋✲P❡❛❦s ✐st ❡✐♥ ▼❛ÿ ❢ür ❞✐❡ ❇❡s❡t③✉♥❣s❞✐❝❤t❡✳ ❉❛rü❜❡r ❤✐♥❛✉s ✇❡r✲
❞❡♥ ▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❡✲P❛r❛♠❡t❡r q✉❛♥t✐t❛t✐✈ ❜❡st✐♠♠t✳ ❉❛③✉ ✇✐r❞ ❞✐❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥✈❡rt❡✐❧✉♥❣
✭❡♥❣❧✳✿ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭■❉❋✮✮ ❛✉s❣❡✇❡rt❡t✳ ❉✐❡ ■❉❋ ✐st ❞❡r ♠❡r✐❞✐♦♥❛❧❡
❙❝❤♥✐tt ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❈❉❋✳ ❋ür P♦❧②♠❡r♠❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ✐st ❞✐❡ ✐♥ s✐t✉ ❘❑❲❙ ✐st ❡✐♥❡ ♠ä❝❤t✐❣❡
▼❡t❤♦❞❡ ③✉r ❱❡r❢♦❧❣✉♥❣ ❞❡r ❙tr✉❦t✉r❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❉❡❤♥✉♥❣✳
❍❛♥❞❣❡❣♦ss❡♥❡ t❤❡r♠♦♣❧❛st✐s❝❤❡ P♦❧②✉r❡t❤❛♥❡ ✭❚P❯✮ ③❡✐❣❡♥ ❜r❡✐t❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣❡♥ ✈♦♥

❍❛rt❞♦♠ä♥❡♥❣röÿ❡♥ ✉♥❞ ❲❡✐❝❤♣❤❛s❡♥❧ü❝❦❡♥✳ ❇❡✐♠ ❉❡❤♥❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❍❛rt❞♦♠ä♥❡♥
③✉♥❡❤♠❡♥❞ ③❡rstört✱ ❞❡r ❱♦❧✉♠❡♥❛♥t❡✐❧ vh ❦❛♥♥ ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❉❡❤♥✉♥❣ ❜❡st✐♠♠t
✇❡r❞❡♥✳ ❍✐❡r❢ür ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❡✐♥❢❛❝❤❡ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❣❡❢✉♥❞❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❧✐♥❡❛r❡ ●❧❡✐✲
❝❤✉♥❣ ✐st ❣ü❧t✐❣ ❢ür ❛❧❧❡ ✻ ✉♥t❡rs✉❝❤t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❞✐❡ ❩✉s❛♠♠❡♥s❡t③✉♥❣
st❛r❦ ✈❛r✐✐❡rt✳ ❉✐❡ ❆✉ss❛❣❡ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✐st✱ ❞❛ss ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ③❡rr❡✐ss❡♥✱ s♦❜❛❧❞ ❛❧❧❡
❍❛rt❞♦♠ä♥❡♥ ③❡rstört s✐♥❞✱ ❞✳ ❤✳ vh (εb) = 0✱ ✇♦❜❡✐ εb ❞✐❡ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡ ❇r✉❝❤❞❡❤♥✉♥❣
✐st✳
❉❡r ❍❛rt❞♦♠ä♥❡♥❛♥t❡✐❧ ✈♦♥ ♠❛s❝❤✐♥❡♥❣❡❣♦ss❡♥❡♠ P♦❧②✉r❡t❤❛♥✱ ✇❡❧❝❤❡s ❜❡✐ ✶✺✵ ➦❈ ❣❡✲

❛❧t❡rt ✐st✱ ♥✐♠♠t ♠✐t ❞❡r ❆❧t❡r✉♥❣s③❡✐t ❛❜✳ ❇❡✐♠ ❉❡❤♥❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❍❛rt❞♦♠ä♥❡♥ ❛✉s ❣✉t
❣❡♦r❞♥❡t❡♥ ❊♥s❡♠❜❧❡s ✭❡♥❣❧✳✿ ✇❡❧❧✲❛rr❛♥❣❡❞ ❡♥s❡♠❜❧❡s ✭❲❆❊s✮✮ ✐♥ ▼✐t❧❡✐❞❡♥s❝❤❛❢t ❣❡③♦✲
❣❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ❣❡❤t ❞✐❡ ❘❡❣❡❧♠äÿ✐❣❦❡✐t ❞❡r ❆♥♦r❞♥✉♥❣ ③✉ ✐❤r❡♥ ◆❛❝❤❜❛r♥ ✈❡r❧♦r❡♥ ✉♥❞ s✐❡
❣❡❤ör❡♥ ❞❛♥❛❝❤ ③✉ ❞❡♥ s❝❤❧❡❝❤t ❣❡♦r❞♥❡t❡♥ ❊♥s❡♠❜❧❡s✱ ❞✐❡ ♥✉r P❛rt✐❦❡❧str❡✉✉♥❣ ③❡✐❣❡♥✳
❉✐❡ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡ ❉❡❤♥✉♥❣ ❡r❢♦❧❣t ✉♥t❡r ❩❡rstör✉♥❣ ❞❡r ❍❛rt❞♦♠ä♥❡♥✳ P❡r✐♦❞✐s❝❤❡
❙t❛♣❡❧ ✈♦♥ ❍❛rt✕ ✉♥❞ ❲❡✐❝❤❞♦♠ä♥❡♥ s✐♥❞ ❜✐s ③✉ ❡✐♥❡♠ ❣❡✇✐ss❡♥ ●r❛❞ ❞❡❤♥❜❛r✳ ❉❛♥❛❝❤
✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❛✉s❣❡str❡❝❦t❡♥ ❊♥t✐tät❡♥ ③❡rstört✳
P♦❧②✉r❡t❤❛♥❡✱ ❞✐❡ P♦❧②♦❧❡ ♠✐t ▼❡❤r❢❛❝❤❢✉♥❦t✐♦♥❛❧✐tät ✭❃ ✸✮ ❡♥t❤❛❧t❡♥ ③❡✐❣❡♥ ❡✐♥❡

s❝❤❧❡❝❤t❡ P❤❛s❡♥s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❉✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ s✐♥❞ ❚❤❡r♠♦s❡ts✳ ◆✉r ❞❛s ✷✲❢✉♥❦t✐♦♥❛❧❡ ▼❛✲
t❡r✐❛❧ ✐st t❤❡r♠♦♣❧❛st✐s❝❤✳ ❉✐❡ ❛✉s❣❡❜✐❧❞❡t❡♥ ▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❡♥ ✉♥❞ ❞❛s ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✈❡r❤❛❧✲
t❡♥ ❞❡r ❍❛rt❞♦♠ä♥❡♥ ❤ä♥❣❡♥ s❡❤r st❛r❦ ✈♦♥ ❞❡r P♦❧②♦❧❛r❝❤✐t❡❦t✉r ❛❜✳

✶❉✐❡ ▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ✈♦♥ P♦❧②✉r❡t❤❛♥ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❍❛rt❞♦♠ä♥❡♥ ❡r③❡✉❣t✱ ❞✐❡ ✐♥ ❡✐♥❡r ❲❡✐❝❤♣❤❛s❡ ❡✐♥❣❡✲
❜❡tt❡t s✐♥❞

✈



✈✐



❈♦♥t❡♥ts

◆♦♥♠❡♥❝❧❛t✉r❡ ✐

❆❜str❛❝t ✐✐✐

❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣ ✈

✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❖❜❥❡❝t✐✈❡s ✶

✷ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ✸
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✹✳✸✳✼ P♦❧②♦❧ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛♥❞ ▼✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵
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✺ ❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❖✉t❧♦♦❦ ✽✸

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✾✻

▲✐st ♦❢ ❍❛③❛r❞♦✉s ❙✉❜st❛♥❝❡s ✾✼

❈✉rr✐❝✉❧✉♠ ❱✐t❛❡ ✶✵✶

P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ✶✵✸

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts ✶✵✺

✈✐✐✐



✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❖❜❥❡❝t✐✈❡s

❚❤❡ str✉❝t✉r❡✲♣r♦♣❡rt② r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❛ss✐sts ♠❛t❡r✐❛❧ s❝✐❡♥t✐sts ✐♥ ❞❡s✐❣♥✱ s②♥t❤❡s✐s ❛♥❞
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ♥❡✇ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♣♦❧②♠❡r ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡ ❡❧❛st♦♠❡r
✭P❯❊✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ r✉❜❜❡r ❛♥❞ ♣❧❛st✐❝s✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s✐♥❝❡
✶✾✸✼ ❜② ❖tt♦ ❇❛②❡r ❛♥❞ ❤✐s ❝♦✇♦r❦❡rs✳ ❇② ❛❧t❡r✐♥❣ t②♣❡s ♦❢ ❞✐✐s♦❝②❛♥❛t❡s✱ ❝❤❛✐♥ ❡①t❡♥❞❡rs
❛♥❞ ♣♦❧②♦❧s✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ♣r♦♣♦rt✐♦♥✱ ♥✉♠❡r♦✉s t②♣❡s ♦❢ ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡ ❛r❡ s②♥t❤❡s✐③❡❞✳ ❚❤❡
✐s♦❝②❛♥❛t❡ ❛♥❞ s❤♦rt✲❝❤❛✐♥ ❞✐♦❧ ❢♦r♠ ❛ r✐❣✐❞ ♦r ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥t✳ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧②✱ t❤❡
♣♦❧②♦❧ ❢♦r♠s s♦❢t s❡❣♠❡♥t✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❤❛r❞
s❡❣♠❡♥ts ❛♥❞ s♦❢t s❡❣♠❡♥ts✱ t❤❡ P❯❊ ❡①❤✐❜✐ts ♠✐❝r♦✲♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ ❤❛r❞
❞♦♠❛✐♥s ✭❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥t✮ ❛♥❞ s♦❢t ❞♦♠❛✐♥s ✭❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❢t s❡❣♠❡♥t ♦r
s✐♥❣❧❡ ❞✐✐s♦❝②❛♥❛t❡✮✳ ❚❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ P❯❊ ❝♦✉❧❞ ❛✛❡❝t ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✉♥❞❡r
❧♦❛❞✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡r♠❛❧ ❧♦❛❞✱ ❛❣❡✐♥❣ ❧♦❛❞✱ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧♦❛❞✱ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❧♦❛❞✳ ❍♦✇ t❤❡
P❯❊ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✈❛r✐❡s ✉♥❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧♦❛❞ ✐s st✐❧❧ ❛♥ ✉♥s♦❧✈❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡♥ t❤❡
P❯❊s ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♥st✐t✉❡♥ts✳
P❯❊ ♣r❡s❡♥ts ♠✉❧t✐♣❤❛s❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ♠✉❧t✐♣❤❛s❡ ♠♦r♣❤♦❧✲

♦❣② ✐s ✐♥ t❤❡ t❡♥s ♦❢ ♥❛♥♦♠❡t❡r s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧♦❛❞
❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② s♠❛❧❧✲❛♥❣❧❡ ❳✲r❛② s❝❛tt❡r✐♥❣ ✭❙❆❳❙✮ ❜② ❇♦♥❛rt ❡t ❛❧✳❬✶✱ ✷✱ ✸✱ ✹❪
❢r♦♠ s❡✈❡r❛❧ ❞❡❝❛❞❡s ❛❣♦✳ ■♥ t❤❡ ♣❛st✱ ♣♦❧②♠❡r s❝✐❡♥t✐sts ♦♥❧② ❝❛♥ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ st❛t✐❝ ♦r
q✉❛s✐✲st❛t✐❝ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❧♦✇ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❳✲r❛② s♦✉r❝❡✳ ❚♦❞❛②✱
❤✐❣❤ ❜r✐❧❧✐❛♥❝❡ ❳✲r❛② ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ s②♥❝❤r♦tr♦♥ r❛❞✐❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡✱ ✐t ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s t♦ ❝♦❧✲
❧❡❝t ❙❆❳❙ ♣❛tt❡r♥ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ❛♥❞ t♦ tr❛❝❦ t❤❡ ✐♥✲s✐t✉ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❢❛st str❛✐♥✳
❚❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ❳✲r❛② ❜r✐❧❧✐❛♥❝❡ ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ tr❛❝❦ ♦❢ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r

str❛✐♥✱ t❤❡ ❙❆❳❙ ❞❛t❛ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❙tr✐❜❡❝❦✬s ❣r♦✉♣ ✭❝❤♦r❞ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✮ ❜r♦❛❞❡♥ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❙❆❳❙ ♣❛tt❡r♥✳
❚❤❡ ❝❤♦r❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❈❉❋✮ ✈✐s✉❛❧✐③❡s t❤❡ ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ✷❉ ♥❡✐❣❤❜♦r✲
❤♦♦❞ ♦❢ ❛ ❞♦♠❛✐♥✳❬✺❪ ❈❉❋ ❝♦✉❧❞ ❛ss✐st t♦ ❣❛✐♥ ❛♥ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤
❡❛s❡✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥✲
❣✉❛❣❡ P❱✲❲❆❱❊✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ P②t❤♦♥ ❝♦❞❡s ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❤❛r❡ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ♦❢
❞❛t❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐t②✳
❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞ s♦❢t✇❛r❡✱ ❤♦✇ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❡✈♦❧✉t✐♦♥

♦❢ P❯❊ ✉♥❞❡r str❛✐♥ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✱ ♠❡❛♥✇❤✐❧❡ t❤✐s ✐ss✉❡ ❛❧s♦ ❛ttr❛❝ts t❤❡ ✐♥t❡r❡sts ❢r♦♠
✐♥❞✉str②✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❝♦♦♣❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❇❆❙❋ ✇❤♦ s✉♣♣❧✐❡❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡s✳

✶





✷ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡

P♦❧②✉r❡t❤❛♥❡ ❡❧❛st♦♠❡rs ✭P❯❊✮❬✻✱ ✼✱ ✽❪ ❛r❡ s✉♣❡r✐♦r ♠❛t❡r✐❛❧s ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❤✐❣❤ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
str❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❡❧❛st✐❝ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐❞❡❧② ❧✐❦❡ s❦❛t❡ ❜♦❛r❞ ✇❤❡❡❧s✱ ✐♥❞✉str✐❛❧
r♦❧❧s✱ s❡❛❧s✱ ❝❛r ❜♦❞② ♣❛♥❡❧s ❛♥❞ ♣r♦t❡❝t✐✈❡ ❝♦❛t✐♥❣s✳ ❚❤❡② ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜②
r❡❛❝t✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✇❡✐❣❤t ♣♦❧②♦❧✱ ❛ ❧♦✇ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✇❡✐❣❤t ❞✐♦❧ ✭✏❝❤❛✐♥ ❡①t❡♥❞❡r✑✮
❛♥❞ ❛♥ ✐s♦❝②❛♥❛t❡ ✉s✐♥❣ ❡✳❣✳ r❡❛❝t✐♦♥ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♠♦❧❞✐♥❣✱ ❝❛st✐♥❣ ♦r s♣r❛② ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡
✐s♦❝②❛♥❛t❡ ❛♥❞ ❝❤❛✐♥ ❡①t❡♥❞❡r r❡❛❝t t♦ ❢♦r♠ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❤❛r❞ ♠♦❞✉❧❡✳ ❇❧♦❝❦s ♦❢ ❤❛r❞
♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥ts✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t❤❡ s♦❢t s❡❣♠❡♥t
✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❤✐❣❤ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✇❡✐❣❤t ♣♦❧②♦❧ t♦ ❢♦r♠ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣♦❧②♠❡r str✉❝t✉r❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛ s❡❣♠❡♥t❡❞ ❜❧♦❝❦ ❝♦♣♦❧②♠❡r❬✾❪ ♦❢ t❤❡ ✭❆✲❇✮n t②♣❡✳ ❙♦❢t ♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ s♦❢t
s❡❣♠❡♥ts ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ ❜✉t ❝❤❡♠✐sts t❡♥❞ t♦ ❝❛❧❧ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s♦❢t ❛♥❞ ❤❛r❞
♠♦❞✉❧❡s ❛ ❧♦♥❣ s♦❢t s❡❣♠❡♥t✳❬✶✵✱ ✶✶❪

❆s t❤❡ ❤❛r❞ ❛♥❞ s♦❢t s❡❣♠❡♥ts ❛r❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✭✐♥❤❡r❡♥t ✐♠♠✐s❝✐✲
❜✐❧✐t②✮✱ ✐t r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞♦♠❛✐♥s t❤❛t ❛r❡ ❡✐t❤❡r r✐❝❤ ✐♥ s♦❢t ♦r ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥ts✱
❛ ♣❤❛s❡✲s❡♣❛r❛t❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♠❛② ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ♠♦r♣❤♦❧✲
♦❣② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❲❤❡♥
t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞✱ ✐t✬s ❝♦♠♠♦♥❧② ❛❝❝❡♣t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤
♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s❡✈❡r❛❧ ❢❛❝t♦rs✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r❞
s❡❣♠❡♥t ❛♥❞ s♦❢t s❡❣♠❡♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❤❛✐♥✱ t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦r t❤❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❜❡✲
t✇❡❡♥ ❤❛r❞ ❛♥❞ s♦❢t ❝❤❛✐♥ s❡❣♠❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞✲s❡❣♠❡♥ts t♦ st❛❝❦ t✐❣❤t❧②
❛♥❞ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ str♦♥❣ ✐♥tr❛✲♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❆♥♦t❤❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣
♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❧❛ss tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ s♦❢t ❛♥❞ ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥t r✐❝❤ ❞♦♠❛✐♥s ✐s✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ✐s t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ ♣❤❛s❡
s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❤❛s❡s✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ❛❧s♦ r❡✢❡❝ts ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ♣♦❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❤❛r❞ ❛♥❞ s♦❢t ❝❤❛✐♥ s❡❣♠❡♥ts✳❬✼❪

❚❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❢t ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥ ❛r❡ s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✵✳✶✳ ❚❤❡
♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ P❯❊ ❝♦✉❧❞ ❛✛❡❝t ✐ts ♣r♦♣❡rt✐❡s✳❬✶✷✱ ✶✸✱ ✶✹✱ ✶✺✱ ✶✻✱ ✶✼✱ ✶✽✱ ✶✾❪ ❚❤❡ ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥ts ❛r❡ ❤②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞✐♥❣ ♦❢ ✉r❡t❤❛♥❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ π✲π st❛❝❦✐♥❣
♦❢ ❛r♦♠❛t✐❝ ✐s♦❝②❛♥❛t❡✳❬✷✵✱ ✷✶❪ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ❛❝t❡❞ ✉♣♦♥ ❜② t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞
♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥t✳ ❚❤❡ π✲π ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡
❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛r♦♠❛t✐❝ ❣r♦✉♣s✳❬✷✷❪ ❊st❛❜❧✐s❤✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②
❛♥❞ P❯❊ ♣r♦♣❡rt② ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢♦r ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt②✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ st❛t✉s ♦❢ P❯❊ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ❤♦✇ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ♥❛♥♦str✉❝✲
t✉r❡ ❢r♦♠ ❙❆❳❙ ♣❛tt❡r♥ ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜r✐❡✢②✳ ❆s t❤❡ ❙❆❳❙ t❤❡♦r② ✐s ❝♦✉♥t❡r✲✐♥t✉✐t✐✈❡✱
❤♦✇ t♦ ❝♦♠♣r❡❤❡♥❞ t❤❡ ❙❆❳❙ ✐s ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss❡❞✳

✸



✷ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡

Diisocyanate Chain extender Polyol

Hard domain

Soft domain

Soft domain

❋✐❣✉r❡ ✷✳✵✳✶✿ ❙♦❢t ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ P❯❊ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ♦❢ s♦❢t ❜❧♦❝❦s ❛♥❞ ❤❛r❞
❜❧♦❝❦s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r❞ ❜❧♦❝❦s ✐s ❜✐♥❞❡❞ ❜② ❤②❞r♦❣❡♥
❜♦♥❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ❛❧♦♥❡ ❞✐✐s♦❝②❛♥❛t❡ ✐s ❞✐ss♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦❢t ♠❛tr✐①✳

✷✳✶ ❘❡s❡❛r❝❤ ❙t❛t✉s ♦❢ P❯❊

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❡♥♦r♠♦✉s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ P❯❊s ❜r✐❡✢②✳ ■t ❝♦✈❡rs
t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ P❯❊s ❛♥❞ t❤❡✐r ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r str❛✐♥✱ t❤❡r♠❛❧✲❛❣❡✐♥❣
❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ P❯❊s ✉♥❞❡r str❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢
❈r♦ss❧✐♥❦❡❞ P❯❊s✳

✷✳✶✳✶ ◆❛♥♦str✉❝t✉r❡ ♦❢ P❯❊

❚❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ P❯❊s ✐♥❝❧✉❞❡s ♠❛♥② ❛s♣❡❝ts✱ s✉❝❤ ❛s ❞♦♠❛✐♥ s✐③❡✱ ❞♦♠❛✐♥ s❤❛♣❡✱
❞♦♠❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✱ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ t❤✐❝❦♥❡ss ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣❤❛s❡s✱ ❛♥❞ ♣❤❛s❡
✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✳❬✼✱ ✽❪ ❚❤❡ st❛❝❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞✴s♦❢t s❡❣♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ ♣❤❛s❡
s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦r ♠✐①✐♥❣ ✐♥ t❤❡ P❯❊s r❡♠❛r❦❛❜❧② ❛✛❡❝t t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ♣❤❛s❡✱
t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r❞✴s♦❢t ♣❤❛s❡ ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♦❜t❛✐♥✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ♦♥❧②
❛ ♠❡❛s✉r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞✳

▼♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ P❯❊✳ ❚✇♦✲♣❤❛s❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡ ✇❛s ✈❡r✐✜❡❞ ❜② ❛ ❞✐s❝r❡t❡
♣❡❛❦ ♦❢ ❙❆❳❙ ❜② ❇♦♥❛rt❬✶❪ ❛♥❞ ❈❧♦✉❣❤ ❡t ❛❧✳❬✷✸❪ ✐♥ ✶✾✻✽✳ ❙❤♦rt❧② ❛❢t❡r t❤❛t✱ ❑♦✉ts❦② ❡t
❛❧✳ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❡ t✇♦✲♣❤❛s❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣②✳❬✷✹❪

❚❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥t ❝♦♥t❡♥t ✭❍❙❈✮ ✇❛s st✉❞✐❡❞ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧②✳❬✷✺✱
✷✻✱ ✷✼✱ ✷✽✱ ✷✾✱ ✸✵❪ ❖♥❧② ❛ ❢❡✇ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❡①✐st ✐♥ t❤❡ s♦❢t ♠❛tr✐① ❛t t❤❡ ❧♦✇ ❍❙❈ ❧❡✈❡❧
✭❡✳❣✳✱ ✶✺✪✇t✮✳ ❚❤❡ P❯❊ ✇✐t❤ ♠♦❞❡r❛t❡ ❧❡✈❡❧ ✭❡✳❣✳ ✷✺✪✇t✮ ♦❢ ❍❙❈ ❡①❤✐❜✐ts t❤❡ ✐s♦❧❛t❡❞
❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥ ♥❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦❢t ♠❛tr✐① ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❧♦✇ ❤②st❡r❡✲
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✷✳✶ ❘❡s❡❛r❝❤ ❙t❛t✉s ♦❢ P❯❊

s✐s ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❡①t❡♥s✐❜✐❧✐t②✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❍❙❈ ✐s ♠♦r❡ t❤❛♥ ✸✵✪✱ t❤❡ P❯❊ ♣r❡s❡♥ts t❤❡
❜✐✲❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✭✐♥t❡r♣❡♥❡tr❛t❡❞✮ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ ❤❛r❞ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ s♦❢t ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts
✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✳❬✸✶❪ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♠❛♥② r❡s❡❛r❝❤❡rs ❢♦✉♥❞ t❤❡
❜✐✲❝♦♥t✐♥✉♦✉s str✉❝t✉r❡ ❜② ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✐♥ r❡❛❧ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣❡♥❡tr❛t❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②
♦❢ P❯❊ ✭❡✳❣✳✱ ✻✷✪✇t ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥t✮ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣②
✭❚❊▼✮❬✸✷❪ ♦r ❛t♦♠✐❝ ❢♦r❝❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✭❆❋▼✮❬✸✸✱ ✸✹✱ ✸✺❪✳ ❙❛✐❛♥✐ ❡t ❛❧✳❬✸✻❪✱ ❑♦✉ts❦② ❛t
❛❧✳❬✷✹❪✱ ❙❤✐❧♦✈ ❡t ❛❧✳❬✸✼❪✱ ◆❡✛ ❡t ❛❧✳❬✸✽❪✱ ❘✐♥❛❧❞✐ ❡t ❛❧✳❬✸✾❪✱ ❉✬❤♦❧❧❛♥❞❡r ❡t✳ ❛❧❬✹✵❪ ❛♥❞ ❇♦②❝❡
❡t ❛❧✳❬✹✶❪ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❡ ❜✐✲❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t P❯❊s✳

❲❤❡t❤❡r ❛❧❧ t❤❡ ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥ts ❛r❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥ ✇❛s st✉❞✐❡❞ ❜② ❑♦❜❡r✲
st❡✐♥ ❡t ❛❧✳❬✶✷✱ ✶✹❪ ❚❤❡② ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ♣❛rt✐❛❧ ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥ts ✐s ❞✐ss♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡
s♦❢t ♣❤❛s❡ ✇❤♦s❡ ❧❡♥❣t❤ ✐s s❤♦rt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ❢♦r ♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
❧♦♥❣❡r ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥ts ✇♦✉❧❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✐♥t♦ ❧❛♠❡❧❧❛r ❤❛r❞ ♠✐❝r♦❞♦♠❛✐♥s ✇❤♦s❡ t❤✐❝❦♥❡ss
✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❡q✉❡♥❝❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥t✳

❚❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ P❯❊ ✐s ❛❧s♦ ❛❧t❡r❡❞ ❜② t②♣❡ ♦❢ ✐s♦❝②❛♥❛t❡s❬✹✷✱ ✹✸✱ ✹✹❪✱ ♣♦❧②♦❧s❬✹✺✱
✹✻✱ ✹✼❪✱ ❛♥❞ ❝❤❛✐♥ ❡①t❡♥❞❡rs❬✹✽✱ ✹✾✱ ✺✵✱ ✺✶❪✱ ❡✈❡♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s❬✺✷❪✳

▼♦r♣❤♦❧♦❣② ❆✛❡❝t❡❞ ❜② ❙②♥t❤❡t✐❝ ▼❡t❤♦❞✳ ❲❤❡♥ ❚P❯s ❛r❡ s②♥t❤❡s✐③❡❞ ✐♥ ❛ ♦♥❡✲
s❤♦t ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ r❛✇ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ s✐♠♣❧② st✐rr❡❞ t♦❣❡t❤❡r✳ ❖♥ ❛ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡✱ t❤❡
♣r♦❝❡ss ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② ♠❛❝❤✐♥❡s ✭♠❛❝❤✐♥❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✮✳ ✏❍❛♥❞✲❝❛st✐♥❣✑ r❡❢❡rs t♦ ❛
♣r♦❝❡ss ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ♣♦✉r❡❞ ✐♥t♦ ❜✉❝❦❡t ❛♥❞ st✐rr❡❞✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ✏❜✉❝❦❡t
❛♥❞ ♣❛❞❞❧❡ ♠✐①✑✱ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ q✉❛❧✐t② ♠❛② r❡♠❛✐♥ ♠♦❞❡r❛t❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t
♣❧❛❝❡s ✐♥ t❤❡ ❜✉❝❦❡t ❝♦♣♦❧②♠❡r✱ ❝❤❛✐♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s❡q✉❡♥❝❡ st❛t✐st✐❝s ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❣r♦✇♥✳
❚❤❡ ♠✐①t✉r❡ ✐s ♣♦✉r❡❞ ♦♥t♦ ❛ ❝♦♦❧ ♣❧❛t❡ ❢♦r ❝✉r✐♥❣✳ ❉✉r✐♥❣ t❤✐s st❡♣ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❢ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❝❡❧❧s ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ▼❛t❡r✐❛❧ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❝❡❧❧s
❡①❤✐❜✐ts ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♠❛t❡r✐❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥
❝❡❧❧s✳❬✺✸❪ ❙♦ ✐♥ t❤❡ ❜❧♦❝❦ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❤❛♥❞✲❝❛st ♠❛t❡r✐❛❧ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐s ❢♦✉♥❞✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♦♥❡ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❛❞❞✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s
✇✐❧❧ ♣r♦❜❛❜❧② ❛✛❡❝t ❡✈❡♥ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ ❤❛r❞ ❛♥❞ s♦❢t ❞♦♠❛✐♥s✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❡①❤✐❜✐t
❣r❡❛t❡r ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞♦♠❛✐♥ s✐③❡s✳ ❯❧t✐♠❛t❡❧②✱ ❤❛♥❞✲❝❛st✐♥❣ ♠✐❣❤t ❡✈❡♥ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣❛❝t
♦♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■♥ st✉❞✐❡s t❤❛t ✈❛r② t❤❡ ♠♦❧❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ❢♦r P❯❬✺✹✱ ✺✺✱ ✺✻❪ ♦r ❡♣♦①② r❡s✐♥❬✺✼❪✳ ❲❤❡♥
t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐s s②♥t❤❡s✐③❡❞ ✐♥ ♠❛❝❤✐♥❡✲❝❛st✐♥❣✱ ✐t ❡①❤✐❜✐ts q✉❛s✐✲♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢ ❜❧♦❝❦
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳❬✺✽❪

❉♦♠❛✐♥ ❙❤❛♣❡✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥✱
❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥ s❤❛♣❡ ✐s ❛❧s♦ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥t✳ ❚❤❡
♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ P❯❊ ✇✐t❤ ❧♦✇ ❍❙❈ ❡①❤✐❜✐ts ❞✐s❝r❡t❡ ❞♦♠❛✐♥s ♥❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦❢t ♠❛tr✐①✳❬✷✺✱
✺✾✱ ✷✻✱ ✸✸✱ ✹✶❪ ❙tr✐❜❡❝❦ ❡t ❛❧✳ ❛❜str❛❝t❡❞ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥ ❛s t❤❡ ❡❧❧✐♣s♦✐❞
✇❤❡♥ ✐t✬s ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❙❆❳❙✳❬✻✵✱ ✻✶❪ ❚❤❡ ❜✐❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❤❛r❞ ♣❤❛s❡ ✐♥ t❤❡ P❯❊ s❤♦✇s
r♦❞✲❧✐❦❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✇❤❡♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥t
✐s ❤✐❣❤✳❬✻✷✱ ✻✸❪ ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥ts ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧❛♠❡❧❧❛r
❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥❬✶✹✱ ✻✹✱ ✻✺❪✳ ❚❤❡ r✐❜❜♦♥✲❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦❧②✉r❡❛ ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜②
❆❋▼✳❬✸✸✱ ✻✻✱ ✻✼✱ ✻✽✱ ✻✾✱ ✼✵✱ ✼✶✱ ✼✷✱ ✼✸✱ ✼✹✱ ✼✺✱ ✼✻✱ ✼✼✱ ✼✽❪ ❑❛✉s❤✐✈❛ ❛♥❞ ❲✐❧❦❡s ♦❜s❡r✈❡❞

✺



✷ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✳✶✿ ❚❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❤❛r❞ ♣❤❛s❡✳
✭❛✮ ❊❧❧✐♣s♦✐❞✲s❤❛♣❡❞ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥✳ ✭❜✮ ▲❛♠❡❧❧❛r ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥✳ ✭❝✮ ❇✐✲
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ✜❧❧❡❞ ♣❛tt❡r♥ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❤❛r❞ ♣❤❛s❡✳

❛ s✉♣❡r ❧❛r❣❡ ❧❛♠❡❧❧❛r ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡ ❜② ❆❋▼✳❬✼✾❪

❉♦♠❛✐♥ ❙✐③❡✳ ❉♦♠❛✐♥ s✐③❡ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐ts ❝❤❡♠✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ❞✐r❡❝t❧②✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢
❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛ ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥t✳❬✶✷✱ ✶✹❪ ❋♦r P❯❊s✱
t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ▼❉■✰1

2❇❉ ♠♦❞✉❧❡s ✐♥ ♦♥❡ ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ♦♥❡
❡①t❡♥❞❡❞ ▼❉■✰1

2❇❉ ♠♦❞✉❧❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤② ✐s 3.0 ♥♠✳❬✽✵✱ ✽✶✱ ✽✷✱
✹✽✱ ✹✾✱ ✺✵✱ ✽✸✱ ✽✹❪ ▲♦♥❣❡r ✉r❡t❤❛♥❡ s❡❣♠❡♥t ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ ❞♦♠❛✐♥ str✉❝t✉r❡✳❬✽✺✱
✷✸✱ ✶✼✱ ✽✻❪ ❚❤❡ ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥t s❤♦rt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ ❞✐ss♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡
s♦❢t ♣❤❛s❡✳❬✽✼✱ ✽✽❪

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❜str❛❝t t❤❡ P❯❊ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ❛s s❡✈❡r❛❧
t②♣❡s✱ ❡❧❧✐♣s♦✐❞✲s❤❛♣❡❞ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥ ♥❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦❢t ♣❤❛s❡✱ ❧❛♠❡❧❧❛r ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥✱
❜✐✲❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡s ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥ ❛r❡ s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✳✶✳

✷✳✶✳✷ ◆❛♥♦str✉❝t✉r❛❧ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r ▲♦❛❞

❍♦✇ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❡✈♦❧✈❡s ✉♥❞❡r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛♥♦t❤❡r ✐ss✉❡ ❢♦r t❤❡ str✉❝t✉r❡✲♣r♦♣❡rt②
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ P❯❊ ✉♥❞❡r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈❛r✐❡s ♥♦t ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ♥❛♥♦♠❡t❡r
♦r ❞♦♠❛✐♥ s❝❛❧❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ s❝❛❧❡✳❬✸✵✱ ✼✱ ✽✾✱ ✻✽✱ ✽✱ ✾✵❪ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡
✇✐❧❧ ❜r✐❡✢② ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❣r❡ss❡s ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❛s♣❡❝ts✱ ❡✳❣✳ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r❞
s❡❣♠❡♥ts✱ str❛✐♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❢t s❡❣♠❡♥ts✱ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✳

❉♦♠❛✐♥ ❖r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❇♦♥❛rt ❡t ❛❧✳ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ♦❢ P❯❊s ✉♥❞❡r ❞❡❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ P❯❊ ❛r❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ✉♥❞❡r str❡ss✳❬✶✱
✷✱ ✸✱ ✹✱ ✾✶✱ ✾✷✱ ✾✸✱ ✾✹❪

❉♦♠❛✐♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ P❯❊s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❍❙❈ ✉♥❞❡r str❛✐♥ ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜②
❉❡s♣❡r ❡t ❛❧✳❬✾✺✱ ✾✻❪ ❚❤❡② ♣r♦♣♦s❡❞ t❤r❡❡ ♠♦❞❡s ♦❢ ❞♦♠❛✐♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❧♦❛❞✱ s❤❡❛r
♠♦❞❡✱ t❡♥s✐❧❡ ♠♦❞❡✱ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥ ♦r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞♦♠❛✐♥✳ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥
♠♦❞❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥ts ✉♣♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧ ✐♥t❡❣r✐t② ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥✳ ❙❤❡❛r✐♥❣ ♠♦❞❡
❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡ ✇✐t❤ ❞✐s❦✲s❤❛♣❡❞ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥✳ ❋♦✉r✲♣♦✐♥t ❙❆❳❙ ♣❛tt❡r♥
✐♥❞✐❝❛t❡s ❧❛♠❡❧❧❛r ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥ t✐❧t✐♥❣ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❡♥s✐❧❡ ♠♦❞❡
❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡ ✇✐t❤ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❞✐❛♠❡t❡r ❛♥❞

✻



✷✳✶ ❘❡s❡❛r❝❤ ❙t❛t✉s ♦❢ P❯❊

t❤✐❝❦♥❡ss✳ ❚✇♦✲♣♦✐♥t ❙❆❳❙ ♣❛tt❡r♥ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ st❛❝❦✐♥❣ ♦❢ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❤❛r❞
❞♦♠❛✐♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡
✇✐t❤ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ s❤❛♣❡ ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥ ❛s t❤❡ ❝r♦ss✲❧✐♥❦❡❞ ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥ts ♣r❡❝❧✉❞❡s t❤❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❣✉❧❛r r❡♣❡❛t✐♥❣ ✉♥✐ts✳

❲❤❡♥ t❤❡ P❯❊s ❤❛✈❡ ❜✐✲❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✱ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ s♦❢t
❞♦♠❛✐♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡❢♦r♠❡❞ ✉♥❞❡r str❡ss✳❬✾✼✱ ✾✽✱ ✾✾✱ ✾✱ ✶✵✵✱ ✶✵✶❪ ❚❤❡ s♦❢t s❡❣♠❡♥ts ✇♦✉❧❞
❜❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❧♦❛❞✳ ❚❤❡ ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥ts ✇♦✉❧❞ ❜❡ tr❛♥s✈❡rs❡ t♦ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝✲
t✐♦♥ ❛t s♠❛❧❧ str❛✐♥ ❛♥❞ t✉r♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛t ❧❛r❣❡ str❛✐♥✳ ❲❤❡♥
t❤❡ ❧♦❛❞ ✐s r❡♠♦✈❡❞✱ t❤❡ s♦❢t s❡❣♠❡♥ts ✇♦✉❧❞ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥❡❛r❧② ✐s♦tr♦♣✐❝ st❛t❡✱ ♠❡❛♥✇❤✐❧❡
t❤❡ ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥ts st✐❧❧ ❡①❤✐❜✐t t❤❡ ♣❧❛st✐❝❛❧❧② ❞❡❢♦r♠❡❞ st❛t❡✳ ❚❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❢t
s❡❣♠❡♥ts✱ ✐s♦❧❛t❡❞ ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥ts ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ♦❢ ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥ts ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥ts✳❬✶✵✶❪ ❙♦❢t s❡❣♠❡♥ts ✐♥ s♦♠❡ P❯❊s ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ♦r✐❡♥t❡❞
✉♥❞❡r str❡ss✳❬✶✵✷❪ ■♥ s♦♠❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥ts ❛r❡ tr❛♥s✈❡rs❡ t♦ t❤❡
❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳❬✶✵✷✱ ✼✾❪

P❯❊s ✇✐t❤ s❛♠❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ❜✉t s②♥t❤❡s✐③❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s ♣r❡s❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t
❞♦♠❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳❬✽✼✱ ✽✽✱ ✶✵✸❪ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❙❆❳❙ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ P❯❊ ✇✐t❤
r❛♥❞♦♠ ❤❛r❞ ❜❧♦❝❦s ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ ❝✐r❝✉❧❛r ❤❛❧♦ t♦ ❡❧❧✐♣s❡✳ ❙❆❳❙ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ P❯❊
✇✐t❤ ♠♦♥♦✲❞✐s♣❡rs❡ ❤❛r❞ ❜❧♦❝❦s tr❛♥s❢♦r♠s ✐♥t♦ ❛ ❢♦✉r✲♣♦✐♥t ♣❛tt❡r♥✳ ❋♦r t❤❡ P❯❊ ✇✐t❤
r❛♥❞♦♠ ❤❛r❞ ❜❧♦❝❦s✱ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ ❤❛r❞ ♣❤❛s❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ s♣❡❝✐❛❧ ❧❛tt✐❝❡✲
❧✐❦❡ t♦♣♦❧♦❣② ❞❡❢♦r♠ ✐♥ t❤❡ ❛✣♥❡ ♠❛♥♥❡r✳ ❇✉t ❢♦r t❤❡ P❯❊ ✇✐t❤ ♠♦♥♦✲❞✐s♣❡rs❡ ❤❛r❞
❜❧♦❝❦s✱ t❤❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♣r❡✈❡♥ts t❤❡ ❛✣♥❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❲❤❡♥
t❤❡ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✐s r✉✐♥❡❞✱ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦✉r✲♣♦✐♥t t♦♣♦❧♦❣② ❞❡❢♦r♠s
✐♥ t❤❡ ❛✣♥❡ ♠❛♥♥❡r✳

❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ str❛✐♥ r❛t❡❬✶✵✹✱ ✶✵✺✱ ✶✵✻❪ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡❬✶✵✼✱
✶✵✽❪✳ ❚❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ❛t s♠❛❧❧ str❛✐♥ r❛t❡✱ ❜✉t ❛t ❧❛r❣❡ str❛✐♥ r❛t❡ t❤❡
❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ❛❧♠♦st ♥♦t ♦r✐❡♥t❡❞✳

❉♦♠❛✐♥ ❉❡str✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛t
s♠❛❧❧ str❛✐♥✱ t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐sr✉♣t❡❞ ❛t ❧❛r❣❡ str❛✐♥✳❬✶✵✾✱ ✶✶✵✱ ✶✶✶❪ ❋✉ ❡t
❛❧✳ ❢♦✉♥❞ t❤❡ ❞❡str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❜② ❚❊▼✳❬✶✶✵❪ ❈❤r✐st❡♥s♦♥ ❡t ❛❧✳ ❢♦✉♥❞
t❤❡ ❞❡str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❜② ❆❋▼✳❬✶✶✶❪

❲❤❡♥ t❤❡ ❤❛r❞ ♣❤❛s❡ ✐s ✸❉ ♥❡t✇♦r❦✲❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡ ✭❍❙❈❃✹✵✪✇t✮❬✶✶✷❪✱ t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦✲
♠❛✐♥s ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ s❤❡❛r✲s❧✐❞✐♥❣ ♣❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✉♥✲
❞❡r str❛✐♥✳ ❚❤❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❞♦♠❛✐♥ s♣❛❝✐♥❣ ✐s ❛s❝r✐❜❡❞ t♦ t❤❡ ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♦❢
❤❛r❞ ♣❤❛s❡ ♥❡t✇♦r❦ str✉❝t✉r❡ ✭❍❙❈❂✸✻✪✇t✮✳❬✸✾❪ ▲❡❡ ❡t ❛❧✳❬✶✵✼❪ ✜❣✉r❡❞ ♦✉t t❤❛t ❛ s♠❛❧❧
❛♠♦✉♥t ♦❢ ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥ts ❛r❡ ♣✉❧❧❡❞ ♦✉t ❢r♦♠ t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❞✉r✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❇✉❝❦❧❡② ❡t ❛❧✳ ❛s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞✐sr✉♣t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r❞ ♣❤❛s❡ t♦ t❤❡ ♣✉❧❧✲♦✉t ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts ❢r♦♠
t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ✭❍❙❈❂✹✵✪✇t✮ ❛s ✇❡❧❧✳❬✶✽❪ ❚❤❡ str✐♣♣✐♥❣ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✇❡❛❦
❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥ts ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢
s♦❢t s❡❣♠❡♥t ❛✛❡❝ts t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ str❛✐♥ ♦❢ ❜r❡❛❦✲❞♦✇♥ ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✳❬✶✵✽❪

❙tr✐❜❡❝❦ ❡t ❛❧✳❬✻✵✱ ✻✶❪ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ P❯❊s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
✐♥✲s✐t✉ ❙❆❳❙ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ♦♥❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ ✐ts ❝❧♦s❡st ♥❡✐❣❤❜♦r✱
♥❛♠❡❧② t❤❡ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ✐s s♦❢t ❞♦♠❛✐♥ s❛♥❞✇✐❝❤❡❞ ❜② t✇♦ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❚❤❡ ♠❛❝r♦✲

✼



✷ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡

s❝♦♣✐❝ str❛✐♥ ✐s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❚❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡s ❢r♦♠
t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ r❡❣✐♦♥ t♦ t❤❡ ✇❡❧❧✲❛rr❛♥❣❡❞ ❡♥s❡♠❜❧❡s ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✳

❙tr❛✐♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ❈r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✳ ❊①❝❡♣t t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❢t s❡❣✲
♠❡♥ts✱ t❤❡ str❛✐♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❢t s❡❣♠❡♥ts ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳❬✶❪ ❚❤❡ str❛✐♥✲
✐♥❞✉❝❡❞ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ P❯❊s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦❧②♦❧s ❡①❤✐❜✐ts ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢❡❛t✉r❡s✳❬✽✺✱
✷✸❪ P♦❧②❡t❤❡r ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡ s❤♦✇s ❛ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r t❤❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣♦❧②❡st❡r ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡✳
P♦❧②❡t❤❡r ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ str❛✐♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ❜✉t
♣♦❧②❡st❡r ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t✳
P❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s♦❢t s❡❣♠❡♥ts ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ P❯❊ ♠❛t❡r✐❛❧

❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧②✳❬✶✶✸✱ ✶✶✹✱ ✶✶✺❪ P♦❧②t❡tr❛❤②❞r♦❢✉r❛♥ ✭P❚❍❋✮ ✐s ❛ ❢r❡q✉❡♥t❧②✲✉s❡❞ ♣♦❧②♦❧ ✐♥
t❤❡ ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ P❚❍❋ ✐s ✇❡❧❧ st✉❞✐❡❞✳❬✶✶✻✱ ✶✶✼❪ ❚❤❡
s♦❢t❡♥✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ P❚❍❋ ✐s 18− 28 ➦❈✱ ❛♥❞ ❣❧❛ss tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ P❚❍❋ ✐s −77
➦❈✳ P❚❍❋ ♦❢ ❧♦✇ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✇❡✐❣❤t s♦❧✐❞✐✜❡s ❜❡t✇❡❡♥ −15 ➦❈ ❛♥❞ 30 ➦❈✳ ❲❤❡♥ P❚❍❋
✐s ❝♦✲♣♦❧②♠❡r✐③❡❞ ❛s t❤❡ s♦❢t s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❛ ❧♦♥❣✲❝❤❛✐♥ ♠❛❝r♦♠♦❧❡❝✉❧❡✱ t❤❡ ❝❤❛✐♥ s❡❣♠❡♥t
♦❢ P❚❍❋ ✐s ♠❡❧t ❛t t❤❡ r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳❬✶✶✽❪ ❚❤❡ s♦❢t s❡❣♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t t❤❡ r✉❜❜❡r②
st❛t❡ ♦r ✈✐s❝♦✉s st❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ str❛✐♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ P❚❍❋ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❤❡♥
t❤❡ t❡st ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳❬✶✶✾✱ ✶✶✵✱ ✶✶✶❪ ❙tr❛✐♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ P❚❍❋ ❜❡❝♦♠❡s ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥t✳❬✶✷✵❪
❚❤❡ ❝r②st❛❧❧✐t❡s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② str❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ✈✐r❣✐♥ ❝r②st❛❧❧✐t❡s ✐♥ t❤❡ P❯❊ s❤♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t

✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳❬✶✷✶❪ ❚❤❡ str❛✐♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ❝r②st❛❧✲
❧✐t❡s ✐♥❞✉❝❡ t❤❡ ♠✐❝r♦✜❜r✐❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ P❯❊ ❛t str❛✐♥ ε > 1 ✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐ts ❛ t✇♦✲♣♦✐♥t
❙❆❳❙ ♣❛tt❡r♥✳ ❆ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✈✐r❣✐♥ ❝r②st❛❧❧✐t❡s ✐♥❞✉❝❡ ❝❤❡✈r♦♥✲❧✐❦❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛t str❛✐♥ ε > 1 ✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❢♦✉r✲♣♦✐♥t ❙❆❳❙ ♣❛tt❡r♥✳ ❚❤❡ ❝r②st❛❧❧✐t❡s
✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ str❛✐♥ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ r❡✐♥❢♦r❝✐♥❣ ❡✛❡❝ts ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡
✇✐t❤♦✉t ❝r②st❛❧❧✐③❛❜❧❡ s♦❢t s❡❣♠❡♥ts✳❬✶✷✷❪

✷✳✶✳✸ P❯❊ ❆❣❡✐♥❣

❚❤❡ ❛❣❡✐♥❣✴❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ P❯❊ ✐s ❛ ♣❡r✈❛s✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✉str② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❤✉♠✐❞✐t② ❛♥❞ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣② r❛② ♣❧❛② t❤❡
✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ P❯❊✳❬✶✷✸✱ ✶✷✹✱ ✶✷✺✱ ✶✷✻✱ ✶✷✼✱ ✶✷✽✱ ✶✷✾✱ ✶✸✵✱ ✶✸✶✱ ✶✸✷❪
❚❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡❛❦❡♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❡r✈✐❝❡
♣❡r✐♦❞ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❣❡✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♠❛② ♣r❡❞✐❝t ❛♥❞ ❡✈❡♥ ❡①t❡♥❞
t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ P❯❊ ♣❛rts✳

●❡♥❡r❛❧✳ ❚❤❡r♠♦♣❧❛st✐❝ ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡s ✭❚P❯s✮ ❛r❡ ❛ s✉❜❝❛t❡❣♦r② ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡
❡❧❛st♦♠❡rs ✭P❯❊✮✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ♣♦rt✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❧t❡❞ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss❡❞✳ ❊❧❛st✐❝ ❛r❡
t❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r t✇♦✲♣❤❛s❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳ ❆ s♦❢t ♣❤❛s❡ ♠❛❦❡s t❤❡ ❚P❯s ❞❡✲
❢♦r♠❛❜❧❡✳ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛❝t ❛s ♣❤②s✐❝❛❧ ❝r♦ss❧✐♥❦s✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♠❛❦❡s t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✢❡①✐❜❧❡✳ ❲✐t❤ P❯s t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ✐s ✉s✉❛❧❧② ♠✉❝❤ ♠♦r❡
❞✐st♦rt❡❞ t❤❛♥ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ♦t❤❡r ♣♦❧②♠❡rs✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞
❞♦♠❛✐♥s ❝❛♥♥♦t ❣❡♥❡r❛❧❧② ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② s✐♠♣❧❡ ❜♦❞✐❡s ✭❧❛♠❡❧❧❛✱ ❝②❧✐♥❞❡r✱ s♣❤❡r❡✮✳ ▼✐✲
❝r♦s❝♦♣✐❝ ✐♠❛❣❡s ♦❢t❡♥ s❤♦✇ ♦♥❧② ❛ ❣r❛✐♥❡❞❬✶✸✸❪ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳ ❆♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡s❡

✽



✷✳✶ ❘❡s❡❛r❝❤ ❙t❛t✉s ♦❢ P❯❊

❣r❛✐♥s ❝❛♥ ❜❡ ❣✉❡ss❡❞ ❛t ♠♦st✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧✲❛♥❣❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ s❤♦✇s ❛ ✇✐❞❡ ❧♦♥❣✲
♣❡r✐♦❞ ♣❡❛❦✳ ❚❤✉s s♦♠❡ r✉❞✐♠❡♥t❛r② ♦r❞❡r ❡①✐sts✳ ❚❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ t♦♣♦❧♦❣② ♠❛② ❜❡
q✉❛♥t✐✜❡❞ ❜② ✜tt✐♥❣ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❞❛t❛ t♦ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡r♠❛❧ ❛❣✐♥❣ t❡sts ❛r❡ ♠♦st ❢r❡q✉❡♥t❧② ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ❛✐r ❛t ❡❧❡✈❛t❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳
❚❤❡② ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❛ss❡ss ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦r ❛ ❧♦ss ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❈❧♦s❡❧②
r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛❣✐♥❣ ✐s ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✳ ■t ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ✈❛❝✉✉♠ ♦r ✐♥ ❛♥ ✐♥❡rt ❛t♠♦s♣❤❡r❡✳ ❚❤❡
❣♦❛❧ ♦❢ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ✐s✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛ ♠❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✳

■t ✐s ♥♦t ❛ s✐♠♣❧❡ t❛s❦ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛❣✐♥❣ ♦♥ ❛♥ ❛❧r❡❛❞② ❜❧✉rr❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳
❚❤✐s ♠❛② ❜❡ t❤❡ r❡❛s♦♥ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦t s♦ ♠❛♥② r❡♣♦rts ♦♥ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❣✐♥❣ ♦♥
t❤❡ t✇♦✲♣❤❛s❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ P❯✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡✐r ♥✉♠❜❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♣❛♣❡rs
♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ❛❣✐♥❣ ♦❢ ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡s✱ t❤❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❛♣♣❡❛rs ❛s ❛ ✜❡❧❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ s♦♠❡ ❣❛♣s t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡❞✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ♥♦ st✉❞✐❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❚P❯ ❛♥❞
✐ts r❡s♣♦♥s❡ t♦ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧♦❛❞ ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❣✐♥❣ ❞✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ ♦✉r ♣r❡s❡♥t st✉❞②✳

❘❡✈✐❡✇s✳ ❆ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ r❡✈✐❡✇❬✶✸✹❪ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡
t❤❡ t❤❡r♠❛❧ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ P❯ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❞❡❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ P❯ ❛✛❡❝ts t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ✜rst✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡✐r ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s✱ t❤❡ ❤❛r❞
s❡❣♠❡♥ts✱ ❛r❡ ❛tt❛❝❦❡❞ ❡❛r❧②✳ ❨♦♥❣ ❍❡ ❡t ❛❧✳❬✼✽❪ ♣r❡s❡♥t ❛ r❡✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞
♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡s✳ ❚❤❡② ✇r✐t❡ t❤❛t t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❞♦ ♥♦t ♦♥❧② ❛❝t ❛s
r❡✐♥❢♦r❝✐♥❣ ✜❧❧❡rs✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❖t❤❡r
r❡✈✐❡✇s ❝♦♥s✐❞❡r ❛❣✐♥❣ ✉♥❞❡r ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s❬✶✸✺❪ ♦r ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢
♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❜② t❛✐❧♦r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❤❡♠✐str②❬✶✸✻✱ ✾✵❪✳

❆♥♥❡❛❧✐♥❣ st✉❞✐❡s ✐♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❑❛③♠✐❡r❝③❛❦ ❡t ❛❧✳❬✶✸✼❪ ❛♥♥❡❛❧ ❚P❯s ❢♦r ✷ ❞
✐♥ ✈❛❝✉✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ ✽✵➦❈ ❛♥❞ ✶✻✼➦❈ ❛♥❞ st✉❞② t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❜② ❙❆❳❙✳ ❚❤❡② ❝❛♥♥♦t
❞❡t❡❝t s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣②✳ ▼❛rt✐♥ ❡t ❛❧✳❬✶✶✸❪ ❛♥♥❡❛❧ ❚P❯s ✉♥❞❡r ♥✐tr♦❣❡♥
❛t♠♦s♣❤❡r❡ ❢♦r ✶✵ ❤ ❜❡t✇❡❡♥ ✽✵➦❈ ❛♥❞ ✶✼✵➦❈ ❛♥❞ ❝❛rr② ♦✉t ❛ ❙❆❳❙ st✉❞②✳ ❆t ✶✺✵➦❈
❛♥❞ ✶✼✵➦❈ s♦♠❡ ❛❣✐♥❣ ✐s ❛❧r❡❛❞② ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✽✵➦❈ ❛♥❞ ✶✵✵➦❈ ❛♣✲
♣❡❛r t♦ ❜❡ t❤❡ ❜❡st ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r ❛ ♠❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲♣❤❛s❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳ ❈❛st❛❣♥❛
❡t ❛❧✳❬✼✹❪ ❛♥♥❡❛❧ ♣♦❧②✉r❡❛s ❢♦r ✽ ❤ ✉♥❞❡r ✈❛❝✉✉♠ ❛t ✶✷✵✱ ✶✺✵✱ ❛♥❞ ✶✼✵➦❈ ❛♥❞ st✉❞② t❤❡
✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ❜② ❛t♦♠✐❝ ❢♦r❝❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✭❆❋▼✮ ❛♥❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ❋r♦♠
t❤❡ ✶✷✵➦❈ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❡② ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛t✉r❛t✐♦♥ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❤❛♣♣❡♥s ❛❜♦✈❡ ✼✵➦❈
❛♥❞ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ♦♥❧② t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✳
❨❛♥❛❣✐❤❛r❛ ❡t ❛❧✳❬✸✺❪ ❛♥♥❡❛❧ ❛ ❚P❯ ✇✐t❤ ❛ ❤❛r❞✲s❡❣♠❡♥t ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ✹✸ ✇t✳✲✪ ✐♥ ✈❛❝✉✉♠
❢♦r ✶✻ ❤ ❜❡t✇❡❡♥ ✹✵ ❛♥❞ ✶✻✵➦❈ ❛♥❞ st✉❞② t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜② s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳
❚❤❡② ✜t t❤❡ ❙❆❳❙ ❝✉r✈❡ ❜② ❛ P❡r❝✉s✲❨❡✈✐❝❦❬✶✸✽❪ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠✐♥❣ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ ❡❧❧✐♣✲
s♦✐❞❛❧ s❤❛♣❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞r❛✇ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❤❛r❞✲❞♦♠❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳
■♥ t❤❡ P❡r❝✉s✲❨❡✈✐❝❦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛❧♠♦st ❛t r❛♥❞♦♠✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧
t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❧♦♥❣✲♣❡r✐♦❞ ♣❡❛❦ ✐s ✐♠♣r✐♥t❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❨❛♥❛❣✐❤❛r❛ ❡t ❛❧✳
✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞♦♠❛✐♥✲s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡rstr❛✐♥s t❤❡ ✜t
❛♥❞ s♣♦✐❧s t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
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✷ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡

❚❤❡r♠❛❧ ❛❣✐♥❣ ✐♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❛♥❣ ❡t ❛❧✳❬✶✸✾❪ ❛❣❡ ❛ ❚P❯ ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
✭✹✵ ✕ ✼✵➦❈✮ ❢♦r ✉♣ t♦ ✸✵✵ ❞❛②s✳ ■ts ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
♠❛t❡r✐❛❧ ♦❢ ♦✉r ♣r❡s❡♥t st✉❞②✳ ❚❤❡② r❡♣♦rt t❤❛t t❤❡ ♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❣✐♥❣✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ●✐❜s♦♥ ❡t ❛❧✳❬✶✹✵❪ r❡♣♦rt ✐♥❝r❡❛s❡❞
♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ s✐③❡s✳ ❚❤❡② ❛❣❡ s✐♠✐❧❛r ♠❛t❡r✐❛❧s ❛t
❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭✾✵➦❈ ❛♥❞ ✶✺✵➦❈✮✱ st✉❞② t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❜② s♠❛❧❧✲❛♥❣❧❡ ❳✲r❛② s❝❛t✲
t❡r✐♥❣ ✭❙❆❳❙✮ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡✐r ❞❛t❛ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧❬✶✹✶❪ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
❛♣♣r♦❛❝❤✳

❍✉✐tr♦♥✲❘❛tt✐♥❣❡r ❡t ❛❧✳❬✶✹✷❪ st✉❞② ❛ ❚P❯ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♠✲
♣❛r❡❞ t♦ ♦✉rs✳ ❚❤❡② s✉❜❥❡❝t t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ t♦ ✼ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝②❝❧❡s ✭♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
✷✵➦❈ ❛♥❞ ✶✽✵➦❈✮✳ ❚❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❛❣❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s st✉❞✐❡❞ ❜② ❙❆❳❙✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs
✜♥❞ ❞♦♠❛✐♥ ❡♥❧❛r❣❡♠❡♥t✳

▼❛❞❦♦✉r ❛♥❞ ▼♦❤❛♠❡❞❬✶✹✸❪ ❛❣❡ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❚P❯s ❛t ✶✵✵➦❈ ❢♦r ✐♥t❡r✈❛❧s ❜❡t✇❡❡♥ ✷ ❞❛②s
✭✷ ❞✮ ❛♥❞ ✶✹ ❞ ❛♥❞ st✉❞② t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❜② ❙❆❳❙✳ ❙❆❳❙ ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝
♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ ✜tt❡❞ ❜② ✈❛r✐♦✉s ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ❜❡st✲✜tt✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛❧♠♦st
r❛♥❞♦♠ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ P❡r❝✉s✲❨❡✈✐❝❦❬✶✸✽❪✳ ❚❤❡
❛❣✐♥❣ ❛❧t❡rs t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✱ ❜✉t ♥♦t t❤❡ t❤❡r♠❛❧ st❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❣r♦✇✳

❚✐❛♥ ❡t ❛❧✳❬✶✹✹❪ st✉❞② ✐s♦tr♦♣✐❝ ❚P❯ ✭❊st❛♥❡ ✺✼✵✸✮ ❛❣❡❞ ❛t ✼✵➦❈ ❢♦r ✻✵ ❞ ✐♥ ❞r② ❛♥❞ ✇❡t
❛✐r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s♠❛❧❧✲❛♥❣❧❡ ♥❡✉tr♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✭❙❆◆❙✮✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡
✜tt❡❞ t♦ t❤❡ ❝✉r✈❡✳ ❚❤❡ ❜❡st ✜t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ P❡r❝✉s✲❨❡✈✐❝❦❬✶✸✽❪ ♠♦❞❡❧ ♦❢ s♣❤❡r✐❝❛❧
❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐❛♠❡t❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s r❡t✉r♥s ❛
❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞✲❞♦♠❛✐♥ s✐③❡ ❢r♦♠ ✷✳✸ t♦ ✸✳✽ ♥♠✱ ❛♥❞ ❛ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t✲♥❡✐❣❤❜♦r
❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ✽✳✹ t♦ ✶✵✳✻ ♥♠✳

❚✇♦ ♣❛♣❡rs❬✶✹✺✱ ✶✹✻❪ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❛✛❡❝ts t❤❡ ❤❛r❞
s❡❣♠❡♥ts✳ ▼❛ss ❧♦ss ❛♥❞ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡
s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ s♦❢t s❡❣♠❡♥ts ❞❡❣r❛❞❡✳

❇♦✉❜❛❦r✐ ❡t ❛❧✳❬✶✷✾❪ ❛❣❡ ❛ ❚P❯ ✐♥ ❛✐r ❢♦r ✉♣ t♦ ✷✼✵ ❞ ❛t ✼✵ ❛♥❞ ✾✵➦❈✳ ❚❤❡② ❝❛rr② ♦✉t
t❡♥s✐❧❡ t❡sts ❛♥❞ ✜♥❞ t❤❛t ❛❣✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ r✐❣✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡ st✉❞✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❣r♦✉♣s✱ ♥❛♠❡❧②✱ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛❧❧② t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ s✐③❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡♠ ❞♦ ♥♦t
✐♥❝r❡❛s❡✱ ❛♥❞ ❤✐❣❤✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ st✉❞✐❡s✳ ❖✉r ✇♦r❦ ✐s ❛ ❤✐❣❤✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛❣✐♥❣ st✉❞②✳

▼♦r♣❤♦❧♦❣② ❱❛r✐❛t✐♦♥✳ P❯❊ ❛❣❡❞ ❛t ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❛ r❛t❤❡r ❧♦♥❣ t✐♠❡ ✐s ❡♠✲
♣❧♦②❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ st❛❣❡✱ t❤❡ ❛❣❡✐♥❣
✐s ❛❧s♦ ❛ ❤②♣❡rt❤❡r♠❛❧ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳❬✶✸✹❪ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ♦♥❣♦✐♥❣ ❛♥❞
♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✐s ✈❛r②✐♥❣ ❛t ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ P♦st✲❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ P❯ ❛t ❤✐❣❤ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥✱ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳❬✶✹✵❪ ❆♥♥❡❛❧✐♥❣
❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥ ③♦♥❡ s❧✐❣❤t❧② ❛♥❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❛t ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ✐♥t❡r❞♦♠❛✐♥ s♣❛❝✐♥❣ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r❞
❞♦♠❛✐♥s✳❬✶✸✼❪ P♦st✲❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❝♦✉❧❞ ♣r♦♠♦t❡ t❤❡ ❝❤❛✐♥ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♣❡r❢❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦✲
♠❛✐♥ ❛♥❞ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ❢✉rt❤❡r ♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥ts ❞✐ss♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡
s♦❢t ♠❛tr✐①✳❬✶✹✼❪ ❑♦❜❡rst❡✐♥✲❙t❡✐♥ ❝♦✐❧✐♥❣✴❢♦❧❞✐♥❣ ❤❛r❞✲s❡❣♠❡♥t ♠♦❞❡❧❬✻✹❪ ✐s ✉s❡❞ ❜② ▲✐ ❡t
❛❧✳❬✶✹✼❪ t♦ ✐♥t❡r♣r❡t ♣♦st✲❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❡✛❡❝ts✱ t❤❡ ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥ts ❡①t❡♥❞✐♥❣ ❣r❛❞✉❛❧❧② ✇✐t❤

✶✵



✷✳✶ ❘❡s❡❛r❝❤ ❙t❛t✉s ♦❢ P❯❊

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥❞✉❝❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ✐♥t❡r❞♦♠❛✐♥ s♣❛❝✐♥❣✳ ▲♦♥❣❡r
s♦❢t ♦r ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥ts ❝♦✉❧❞ ❞❡✈❡❧♦♣ ♠❛①✐♠❛❧ ✐♥t❡r❞♦♠❛✐♥ s♣❛❝✐♥❣ ❛t ❤✐❣❤❡r ❛♥♥❡❛❧✐♥❣
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳❬✶✶✸❪ ❚❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥t ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❤✐❣❤❡r ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳❬✶✹✽❪ ❉♦♠❛✐♥ r❡♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ✐s
❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ ❜♦t❤ t✐♠❡ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳❬✼✹❪ ❘✐❜❜♦♥✲❧✐❦❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡s❡r✈❡❞
❛❢t❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ✐♥t❡r❞♦♠❛✐♥ s♣❛❝✐♥❣ ❛♥❞ str❡♥❣t❤ ♦❢ ♦r❞❡r❡❞
❤②❞r♦❣❡♥✲❜♦♥❞✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s
s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❛❣❡✐♥❣ ❢♦r ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡✱ t❤❡ ❞✐sr✉♣t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❞♦♠❛✐♥ ❜❡❝♦♠❡
♠♦r❡ ♣r♦♠✐♥❡♥t✳ ◆❛♥♦str✉❝t✉r❡ ❜❡❝♦♠❡s ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♦r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
❛❣❡✐♥❣ t✐♠❡ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳❬✶✹✾❪ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤✐s ❞❡❝r❡❛s❡ ♠❛② ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ❞r✐✈❡♥
❜② t❤❡ ♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✱ ❛❝t✉❛❧❧② s♠❛❧❧❡r ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❞✐s❛♣♣❡❛r ❛♥❞ r❡❞❡♣♦s✐t ♦♥t♦
❧❛r❣❡r ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❆t ❤✐❣❤ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ s♠❛❧❧❡r ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥ts ✇♦✉❧❞ ❜❡
♠❡❧t ✐♥t♦ t❤❡ s♦❢t ♠❛tr✐①✳❬✸✺❪ ❚❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥ s✐③❡ ❛♥❞ ✐♥t❡r❞♦♠❛✐♥ s♣❛❝✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡
✇✐t❤ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❛❣❡✐♥❣ t✐♠❡ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ✐♥t❡r❞♦♠❛✐♥ s♣❛❝✐♥❣ ✐s
❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐sr✉♣t❡❞ ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥ts ♠✐❣r❛t✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ s♦❢t ♠❛tr✐①✳❬✶✹✹❪

❈❤❡♠✐❝❛❧ ❱❛r✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ P❯ ✈❛r✐❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✉♥❞❡r ❛❣❡✐♥❣ ❡①✲
❝❡♣t t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❞♦♠❛✐♥ ♦♥ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ s❝❛❧❡ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡
❝❤❡♠✐❝❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❨❡❧❧♦✇✐♥❣ ✐s ❛♥ ❛♣♣❛r❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ P❯ ❛❣❡✐♥❣✳❬✶✺✵✱ ✶✷✽❪
❇r✉❝❦♠♦s❡r ❡t ❛❧✳ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ②❡❧❧♦✇✐♥❣ ♦❢ P❯ ❞✉r✐♥❣ ❛❣❡✐♥❣ ✐s ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤r♦✲
♠♦♣❤♦r❡s ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♦r❞❡r ✇✐t❤✐♥ ❤❛r❞ ♣❤❛s❡✳❬✶✺✶❪ ■♥
t❤❡ ❛❣❡✐♥❣✱ t❤❡ ✉r❡t❤❛♥❡ ❜♦♥❞ ✐s ✉♥st❛❜❧❡ ❛❜♦✈❡ ✶✼✵ ✵❈ ❛♥❞ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s
t❤❡r♠❛❧ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✉r❡t❤❛♥❡ ❣r♦✉♣s ✐♥t♦ ❢r❡❡ ✐s♦❝②❛♥❛t❡s ❛♥❞ ❛❧❝♦❤♦❧s✳❬✶✺✷❪ ❚❤❡ ❝♦♥✲
❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡ ❛♥❞ ❤②❞r♦❣❡♥✲❜♦♥❞❡❞ ❝❛r❜♦♥②❧ ❣r♦✉♣ ❞❡❝r❡❛s❡ ❛♥❞ ✈♦✐❞s ❛♣♣❡❛r ✇❤❡♥
s❛♠♣❧❡ ✐s ❛❣❡❞✳❬✶✷✹✱ ✶✷✺✱ ✶✷✾❪ ❚❤❡ ♠❛ss ❧♦ss ♦❢ P❯ ✐♥ ❛❣❡✐♥❣ ✐s ❛♣♣❛r❡♥t ❛♥❞ ❞✐r❡❝t❧② r❡✲
❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥t ✭❍❙✮ ❝♦♥t❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❍❙ ✐s t❤❡ ♠♦st s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ s❡❣♠❡♥t✳❬✶✺✸❪
❚❤❡ ♠❡t❤②❧❡♥❡ ❞✐♣❤❡♥②❧❡♥❡ ✭▼❉■✮ ❝❛♥ ❜❡ ♦①✐❞✐③❡❞ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡ ❜❡♥③♦♣❤❡♥♦♥❡ ❞❡r✐✈❛✲
t✐✈❡s ❡①❝❡♣t t❤❡ ♦①✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❢t s❡❣♠❡♥ts✳❬✶✺✹❪

❍✉ ❛♥❞ ❑♦❜❡rst❡✐♥ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t✐♠❡ ✇♦✉❧❞
❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ r❡❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✇❡✐❣❤t✳❬✶✺✺❪ ❈❤r✐st❡♥s♦♥
❡t ❛❧✳ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❝❤❛✐♥ s❝✐ss♦r✐♥❣ ❛♥❞ ❝r♦ss❧✐♥❦✐♥❣ ♦❢ s♦❢t s❡❣♠❡♥ts✳❬✶✺✻❪ ❈❤✉❛♥❣ ❢♦✉♥❞
t❤❡ ❝r♦ss❧✐♥❦✐♥❣ ♦❢ s♦❢t s❡❣♠❡♥t ✐♥❤✐❜✐ts t❤❡ ❝r♦ss✲♣♦❧②♠❡r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s
❛t ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳❬✶✺✼❪ ❉❛♥♥♦✉① ❡t ❛❧✳ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ s♦❢t s❡❣♠❡♥t s❝✐ss♦r✐♥❣ ❛♥❞
❝r♦ss❧✐♥❦✐♥❣ ❛r❡ ✐♥ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ P❯✳❬✶✷✼❪ ❚❤❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs
♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ s♦❢t ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ✐♥❞✉❝❡s s♦♠❡
❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡s ♥❡✇ ♠❛t❡r✐❛❧✳❬✶✹✻❪

✷✳✶✳✹ ❈r♦ss✲❧✐♥❦❡❞ P❯❊

▼❛♥② P❯❊s ❛r❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧❧② ❝r♦ss❧✐♥❦❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢
❜r❛♥❝❤❡❞ ♣♦❧②♦❧s❬✶✺✽✱ ✶✺✾✱ ✶✻✵❪✱ ❜✉t ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ✐s♦❝②❛♥❛t❡❬✶✻✶✱
✹✸✱ ✶✻✷✱ ✶✻✸❪✳ ❇♦t❤✱ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝r♦ss❧✐♥❦s✱ ❛❧❧♦✇s P❯❊ t♦ ❜❡ str❡t❝❤❡❞
❛♥❞ t❤❡♥ r❡❝♦✈❡r t♦ t❤❡✐r ✐♥✐t✐❛❧ s❤❛♣❡ ✇❤❡♥ r❡❧❡❛s❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✐❧✐❡♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞s ❧❛r❣❡❧② ♦♥

✶✶



✷ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡

t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ ♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❤❛s ♦❝❝✉rr❡❞✳ ❚❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ t❡♥s✐❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❧✐❦❡
❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ❛t ❜r❡❛❦✱ ❛r❡ ❧❛r❣❡❧② ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝r♦ss❧✐♥❦✐♥❣✳
❚❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ ♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

✐♥ s♦❧✉❜✐❧✐t② ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ s♦❢t ❛♥❞ ❤❛r❞ ❝❤❛✐♥ s❡❣♠❡♥ts✱ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✇❡✐❣❤t
❛♥❞ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♦❧✳ ❇② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ P❯❊ t❤❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡s ♠❛② ❝❤❛♥❣❡ ❞r❛st✐❝❛❧❧②✳ ❙♦♠❡ P❯❊s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♠❛② ❜❡ ❝❧♦s❡ t♦
❛ ♥❛♥♦s❝♦♣✐❝ ❛♠♦r♣❤♦✉s st❛t❡✳ ❚❤✐s st❛t❡ ✐s ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s❬✶✻✹❪ ❜❧❡♥❞✲♣❤❛s❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢
❤❛r❞ ❛♥❞ s♦❢t ❝❤❛✐♥ s❡❣♠❡♥ts✳ ❖t❤❡rs ❝❧❛ss❡s ♦❢ P❯❊s✱ ❧✐❦❡ t❤❡r♠♦♣❧❛st✐❝ ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡
✭❝♦♠♠♦♥❧② r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❚P❯✮ ♠❛② ❞❡✈❡❧♦♣ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♦r❞❡r✐♥❣❬✻✵❪✳ ▼♦st P❯❊s✱
❤♦✇❡✈❡r✱ ❤❛✈❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡s s♦♠❡✇❤❡r❡ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥✿ ❚❤❡ ♣♦❧②♠❡rs ❛r❡ ♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t❡❞ t♦
❛ ❝❡rt❛✐♥ ❡①t❡♥t✱ t❤❡ s✐③❡s ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ✈❛r② ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❛♥❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥s
❧♦♥❣❡r r❛♥❣✐♥❣ ♦r❞❡r ✐s r❛r❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ ❛ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥ ❛ ♣r❡tt② ♦r❞❡r❧②
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♠❛② ❡①✐st ❛s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❜② s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts❬✷✸✱ ✶✻✺❪✳
❈❤❡♠✐❝❛❧ ❝r♦ss❧✐♥❦✐♥❣ ❤❛s ❛ str♦♥❣ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ t♦ ✇❤✐❝❤ ♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞
❞♦♠❛✐♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✳❬✹✸✱ ✶✻✷✱ ✶✻✸✱ ✸✾✱ ✶✻✻✱ ✼✹❪
■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ♦♥❧② ❢❡✇ st✉❞✐❡s t❤❛t ❞✐s❝✉ss ❢❛✐❧✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥

P❯❊✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡ ❛♠♦✉♥t❬✺✹❪ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ st❛❜✐❧✐t②❬✻❪ ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛♣♣❡❛r
t♦ ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❚❤✐s ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② s♦ ❢♦r ❧✐♥❡❛r P❯❊ ❧✐❦❡ ❚P❯✳ ❋♦r ❝❤❡♠✐❝❛❧❧② ❝r♦ss❧✐♥❦❡❞
P❯❊ ❛❧s♦ t❤❡ ❝r♦ss❧✐♥❦✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ♥❡t✇♦r❦ ♣❧❛②s ❛ r♦❧❡ ❛s ❝r♦ss❧✐♥❦✐♥❣
✇✐❧❧ ❛✛❡❝t t❤❡ ♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ❛♥❞ t❤❡
❡①t❡♥s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ♥❡t✇♦r❦ ✉♣♦♥ str❛✐♥ ❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❝r♦ss❧✐♥❦✐♥❣ r❡❞✉❝❡
t❤❡ ❡①t❡♥s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r✳
❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ str❛✐♥✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✕t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✇✐t❤

P❯❊ ♠❛t❡r✐❛❧s❬✶✻✹❪ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t str❛✐♥✐♥❣ ✐s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✲
✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡s✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r s✉❝❤ ❝❤❛♥❣❡s ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣
t❡♥s✐❧❡ t❡sts✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❙❆❳❙ ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞ ❧❛❣s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s
❬✾✻✱ ✽✼❪ ♦r ❡✈❡♥ ❞❡❝r❡❛s❡s❬✾✻✱ ✻✶❪ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s str❛✐♥❡❞✳ ❚❤✉s s❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs
r❡❧❛t❡ ❢❛✐❧✉r❡ t♦ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❤❛r❞✲❞♦♠❛✐♥ ❞✐sr✉♣t✐♦♥❬✶✻✼✱ ✶✻✽✱ ✶✻✾✱ ✶✵✷✱ ✶✼✵❪✳ ❖t❤❡r
❛✉t❤♦rs ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❡❧❛st♦♠❡r ♥❡t✇♦r❦✳ ❙♠✐t❤❬✶✻✹❪ st✉❞✐❡s q✉❛s✐✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s P❯❊
♠❛t❡r✐❛❧s ♦❢ ❧♦✇ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✳ ❲✐❧❦❡s✬ ❣r♦✉♣❬✶✻✺❪ ❞❡t❡❝ts t❤r❡❛❞✲❧✐❦❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢
♥❛♥♦s❝♦♣✐❝ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s t❤❛t ✐♥❞✐❝❛t❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭✶❉✮ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✱ ❛♥❞ ❊♥❞❡r❧❡ ❡t
❛❧✳❬✶✶✷❪ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r② t❤❛t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❧② ✭✸❉✮ ✐♥t❡r✲
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❤❛r❞✲❞♦♠❛✐♥s✳ ❉✉❡ t♦ r❡❧❛t✐✈❡❧② s❤♦rt t✐❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s t❤✐s ♥❡t✇♦r❦ ✐s ♣♦st✉❧❛t❡❞
t♦ ❜❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧② ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✉♥❞❡r str❛✐♥✳ ❇❧✉♥❞❡❧❧ ❡t ❛❧✳❬✽✼❪ ❛❞❞r❡ss t❤❡ s❤♦rt t✐❡
♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤❡② ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡♥t✐t✐❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡❢♦r♠❡❞
❛✣♥❡❧② ✐♥ P❯❊ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡ ❜❧♦❝❦ ❧❡♥❣t❤s✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝✉ss❡❞
♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛r❡ s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧✱ s♦ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✇♦r❦ ✐s ❝❧❛✐♠❡❞❬✸✵❪✱
❛♥❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ Pr✐s❛❝❛r✐✉❬✽❪ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥ r❡str✉❝t✉r✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ❜❡ ❛ s✉❜❥❡❝t ♦❢ r❡s❡❛r❝❤✳
❚❤❡ ❙❆❳❙ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ♣♦♦r❧② ♦r❞❡r❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐s ❧♦✇❬✷✸✱ ✶✼✶❪✳ ❉✐s❝r❡t❡

♣❡❛❦s ❛r❡ ✇❡❛❦ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥✳ ■♥ ❡❛r❧✐❡r
❡①♣❡r✐♠❡♥ts❬✻✵✱ ✻✶❪ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r s❛♠♣❧❡s ❤❛s ❜❡❡♥ t♦♦ ❧♦✇ ❢♦r ❣♦♦❞ s❝❛tt❡r✐♥❣
♣❛tt❡r♥s✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞② ♦✉r ❣r♦✉♣ ❤❛s s✉❝❝❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦❧❧❡❝t s✉✣❝✐❡♥t❧② ❣♦♦❞ ❞❛t❛
❢r♦♠ s✉❝❤ s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✉✐t❛❜❧❡ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❜❡❛♠❧✐♥❡✳ ❚❤❡

✶✷



✷✳✷ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❙❆❳❙

✐♥str✉♠❡♥t ✐s s❡t ✉♣ ❜❡❤✐♥❞ ❛ ✇✐❣❣❧❡r t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♣❤♦t♦♥ ✢✉①✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤r❡❡ ♦r❞❡rs
♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❤✐❣❤❡r ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❉❖❘■❙ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠❛❣♥❡t ♦❢ ❢♦r♠❡r ❜❡❛♠❧✐♥❡
❆✷❬✶✼✷❪✳

✷✳✷ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❙❆❳❙

❚✇♦✲♣❤❛s❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ P❯❊ ❛r❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ ✇✐❞❡❧②✳ ❍♦✇ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② q✉❛♥✲
t✐t❛t✐✈❡❧② ✐s ❛ t♦✉❣❤ ♥✉t t♦ ❝r❛❝❦✳ ❆♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❡❛s② t♦♦❧ t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡
✐s ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✭❊▼✮✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s ♦❢ ❊▼ ❛r❡ ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t ✐♥✲s✐t✉
✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❡❛s②✳ ❙❆❳❙ ✐s ❛♥ s❤❛r♣ t♦♦❧ t♦ ❡①tr❛❝t
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❞♦♠❛✐♥ str✉❝t✉r❡✳ ■t ❝❛♥ ❞❡t❡❝t t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ♦♥
♥❛♥♦♠❡t❡r s❝❛❧❡ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ s❛♠♣❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❝✉❜✐❝ ♠✐❧❧✐♠❡t❡rs✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❙❆❳❙ ♣❛tt❡r♥ s❤♦✇s ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ s♣❛❝❡✳ ■t✬s
♥♦t ❡❛s② t♦ ❞✐r❡❝t❧② ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❝♦♥s❝✐♦✉s♥❡ss ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❜❡✐♥❣s ❢r♦♠
❙❆❳❙ ♣❛tt❡r♥✳

❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ♥♦♥✐♥t✉✐t✐♦♥s ♦❢ ❙❆❳❙✱ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ✐♥ r❡✲
❝✐♣r♦❝❛❧ s♣❛❝❡ t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ s♣❛❝❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ P♦r♦❞ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢r♦♠ ♠✉❧t✐♣❤❛s❡ s②st❡♠✳❬✶✼✸❪ ❉❡❜②❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦r✲
r❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❛♥❛❧②③❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♦❢ ❞✐st♦rt❡❞ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡rts t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ s♣❛❝❡ t♦ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ♣❤②s✐❝❛❧
s♣❛❝❡✳❬✶✼✹❪ ❱♦♥❦ ❛♥❞ ❤✐s ❝♦✇♦r❦❡rs ♣r❛❣♠❛t✐③❡❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ✐♥t♦ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉t✐❧✐③❡❞ ✐♥ ❛ ❧❛♠❡❧❧❛r t✇♦✲
♣❤❛s❡ s②st❡♠✳❬✶✼✺✱ ✶✼✻✱ ✶✼✼✱ ✶✼✽❪ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss❡s
✈❛r② ❧✐tt❧❡ ❛❜♦✉t ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡✱ ❙tr♦❜❧ ❡t ❛❧✳ ✉s❡❞ t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss✳❬✶✼✾❪ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ♦❢ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss❡s ✐s ❛ q✉✐t❡
✉♥✐✈❡rs❛❧ ✐ss✉❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢
❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss❡s ❢r♦♠ t❤❡ tr✉❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡✳❬✶✽✵❪

❚♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t②✱ ▼❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦✇♦r❦❡rs ❞❡✈✐s❡❞ ❝❤♦r❞ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❈❉❋✮ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳❬✶✽✶✱ ✶✽✷✱ ✶✽✸❪
❚❤❡ ❈❉❋ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❜❛s✐❝ ❢♦r t❤❡ str✉❝✲
t✉r❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❝❤♦r❞ ✐s ✜rst ✇✐❞❡❧② ♠❛❞❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❢♦r ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧
♣r♦❜❧❡♠ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭■❉❋✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡❞✉❝❡❞ ❜② ❘✉❧❛♥❞ ❛♥❞
❙tr✐❜❡❝❦✳❬✶✽✹✱ ✶✽✺✱ ✶✽✻❪ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥
❛♥❞ ■❉❋ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❈r✉③ ❛♥❞ ❙tr✐❜❡❝❦ ❡t ❛❧✳❬✶✽✵❪

▼✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❈❉❋ ✐s ❛♥ ❡❛s② ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡
♦❢ ❛♥♦t❤❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ♦♥❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ❜②
❙tr✐❜❡❝❦✳❬✺❪ ❈❉❋s ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ❛ ❞♦♠❛✐♥✿ ❊❛❝❤
♣❡❛❦ s❤♦✇s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡
❛ ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ❛ ♣❡❛❦ ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✳

❆♣❛rt ❢r♦♠ ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ ❙❆❳❙ ♣❛tt❡r♥ t♦ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r
r♦✉t❡ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ✜tt✐♥❣ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ♦r
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ✇❡❧❧✲♠♦❞✐✜❡❞ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡
✜tt✐♥❣ ♦❢ ❙❆❳❙ ❜r✐❡✢② ✐♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t s❡❝t✐♦♥✳

✶✸



✷ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡

�(r) A(s)

I(s)P(r)z(r)

F3

F3

�2 | |2

S(s)F(s)
t

Simulation

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✶✿ ▼❛❣✐❝ sq✉❛r❡ ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ρ (r)✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t②
I (s)✳ P (r) ✐s t❤❡ P❛tt❡rs♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ z (r) ✐s t❤❡ ❝❤♦r❞ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ F ✐s t❤❡ ✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✳ I (s) ✐s t❤❡
❛❜s♦❧✉t❡ sq✉❛r❡ | |2 ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ A (s)✳ ⋆2 ❞❡s✐❣♥❛t❡s t❤❡ ❛✉t♦✲
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ S (s) ❛♥❞ F (s) ✐s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠
❢❛❝t♦r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✷✳✷✳✶ ▼❛❣✐❝ ❙q✉❛r❡ ♦❢ ❙❆❳❙

❆s ❡❛r❧② ❛s ✶✾✸✵✬s✱ ❳✲r❛② s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛t t❤❡ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥✈❡st✐✲
❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❛❧❧♦② ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ●✉✐♥✐❡r ❛♥❞ ❋♦✉r♥❡t✳❬✶✽✼❪ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♦❢
♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤❡ ❙❆❳❙ ❞❛t❛ ✐s ♠♦✈❡❞ ❢♦r✇❛r❞ ❣r❡❛t❧② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❛st s❡✈❡r❛❧ ❞❡❝❛❞❡s✳
❙❡✈❡r❛❧ ♠♦♥♦❣r❛♣❤s ✐♥ t❤✐s ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ❜② ●✉✐♥✐❡r ❛♥❞ ❋♦✉r♥❡t❬✶✽✼✱ ✶✽✽❪✱
❍♦s❡♠❛♥♥❬✶✽✾❪✱ ❇❛❧t❛ ❛♥❞ ❱♦♥❦❬✶✾✵❪✱ ❑r❛tt❦❡② ❛♥❞ ●❧❛tt❡r❬✶✾✶❪✱ ❋❡✐❣✐♥ ❛♥❞ ❙✈❡r❣✉♥❬✶✾✷❪✱
❙tr✐❜❡❝❦❬✶✾✸❪✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❚❤❡② ✉♥❝♦✈❡r t❤❡ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♠❛✲
t❡r✐❛❧s✳

❆ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♠❛❣✐❝ sq✉❛r❡ ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐s ❛❜str❛❝t❡❞ ❛♥❞ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s
♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤♦s❡ ♣✐♦♥❡❡rs ✐♥ t❤❡ ❙❆❳❙ ✇❤✐❝❤ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✶✳ ❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r
tr❛♥s❢♦r♠ F ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ s♣❛❝❡ ❛♥❞ r❡❛❧ s♣❛❝❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❋r❛✉♥❤♦❢❡r
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✶ ♦❢ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✐s ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ✇❤❡♥
t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ✐s ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✱ ♥❛♠❡❧② ❢❛r✲✜❡❧❞ ✐♠❛❣✐♥❣✳ ■♥ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❤❛t ✇❡ ♦♥❧② ❝❛♥ ❝♦❧❧❡❝t ✐s s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ♣❛tt❡r♥ I (s)✳ P❛tt❡rs♦♥✬s
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ P (r) ✐s r❡s✉❧t❡❞ ❢r♦♠ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② I (s) s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❋♦✉r✐❡r
tr❛♥s❢♦r♠ F3✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ P (r) ✐s t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭s✉♣❡r✲
♣♦s✐t✐♦♥✮ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ρ (r)✳ ❈❤♦r❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ z (r)
✐s ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ P (r) s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳ z (r) ✐s t❤❡
❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
ρ (r)✳ S (s)F (s) ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ✜t t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② I (s) ✐s t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ✐❞❡❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ st❛❝❦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ S (s) ❛♥❞ F (s) ✐s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ❛♥❞ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✶❋r❛✉♥❤♦❢❡r s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ✈✐❡✇❡❞ ❛t ❛ ❧♦♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡
❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✳

✶✹



✷✳✷ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❙❆❳❙

✷✳✷✳✷ ▼❡t❤♦❞s ♦❢ ❉❛t❛ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❚❤❡ ♠❛❣✐❝ sq✉❛r❡ s❤♦✇s ✉s t❤r❡❡ r♦✉t❡s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② I (s)✱ t✇♦ ♦❢
t❤❡♠✱ P (r) ❛♥❞ S (s)P (s)✱ ❛r❡ r❡✈❡rs✐❜❧❡✱ t❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡ A (s) ✐s ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡✳ ❚❤❡ r♦✉t❡s
♦❢ ❙❆❳❙ ❞❛t❛ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✱ ✜tt✐♥❣ ✉s✐♥❣ ✐❞❡❛❧ ♠♦❞❡❧
❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢r♦♠ ♠♦❞❡❧✲❢r❡❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋✐tt✐♥❣ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ♦r ❝✉r✈❡ ✉s✐♥❣ t❤❡
❛♥❛❧②t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡r✲s✉♣♣❧✐❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ✉s❡❞ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢
s✐♠♣❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ st❛❝❦✐♥❣ s②st❡♠✳ ❈♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ♥❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡ st❛❝❦✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢r♦♠ t❤❡
tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ♦r ❝✉r✈❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥♦t❤❡r r♦✉t❡ t♦ st✉❞②
t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡✳

✷✳✷✳✷✳✶ ▼♦❞❡❧✲❢r❡❡

▼♦❞❡❧✲❢r❡❡ ♠❡t❤♦❞ ❡①tr❛❝ts t❤❡ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ✇✐t❤♦✉t ❛♥②
♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛t ❤❛♥❞✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ♠❡t❤♦❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
♠♦❞❡❧✲❢r❡❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✐s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❋♦✉r✐❡r
tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭■❉❋✮ ✐♥✐t✐❛t❡❞
❜② ❘✉❧❛♥❞❬✶✽✹✱ ✶✽✺✱ ✶✽✻❪ ✐s ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❈❤♦r❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❈❉❋✮ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡
✜❜r♦✉s ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❜② ❙tr✐❜❡❝❦❬✺❪ ✐s t❤❡ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ P❛✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛❧s♦ ♥❛♠❡❞ ❛s r❛❞✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱
❞❡s❝r✐❜❡s ❤♦✇ ❞❡♥s✐t② ✈❛r✐❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ■♥ t❤❡
❙❆❳❙ t❤❡♦r②✱ t❤❡s❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛❜str❛❝t ❢♦r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱
✇❡ tr② t♦ ❝❧❛r✐❢② t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❜r✐❡✢②✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥✲
s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ❛ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ ✭❝❤♦r❞✮ ✐♥ t❤❡ ❞❡❧✐❜❡r❛t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■❢ ✇❡ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ ❛
st❛t✐st✐❝ ♦❢ ❞❡♥s✐t② ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❝❤♦r❞s s♣❛t✐❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣❡t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡s
♦❢ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❙❆❳❙ ❝♦✉❧❞ ❝❛rr② ♦✉t st❛t✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ r❡❝✐♣✲
r♦❝❛❧ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❡①tr❛❝t
t❤❡ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ❢r♦♠ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t ✐t ✐♥ r❡❛❧ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s✐③❡ ♦❢ ♥❛♥♦❡♥t✐t✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢
♠❛t❡r✐❛❧✳ ❋♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡s✱ ❡✳❣✳ r❛♥❞♦♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦r ❤✐❣❤❧② ♦r✐❡♥t❡❞
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡✱ t❤❡ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✶❉ ❛♥❛❧②t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥✳ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❛✉t♦✲
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✮ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t②
❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧
r❡s❡❛r❝❤ ❝❛♥ ❞❡t❡❝t t❤❡ r❡♣❡❛t✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♦r r❡❣✉❧❛r
❞♦♠❛✐♥ st❛❝❦✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡
❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳

h∗2 (r) = h (r) ∗ h (−r) =

ˆ

∞

−∞

h (y)h (r + y) dy ✭✷✳✷✳✶✮

■♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛❧
♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts s❤✐❢t✐♥❣ ❣❤♦st✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✸ s❤♦✇s t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦❝♦r✲

✶✺



✷ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✷✿ ✭❛✮❙❝❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ t❤❡ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡s ✭❝❤♦r❞s✮ ♣❡♥❡tr❛t✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t✇♦✲♣❤❛s❡
str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ ❝✐r❝❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳
❙✉❜✜❣✉r❡ ✭❜✮ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❤♦r❞✱ s✉❜✜❣✉r❡ ✭❝✮
❡①❤✐❜✐t✐♥❣ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ s❤♦✇♥ ✐♥ s✉❜✜❣✉r❡ ✭❜✮ ✐s ❛ s❡r✐❡s
♦❢ δ✲❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠❛r❦ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r②✳

✶✻



✷✳✷ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❙❆❳❙

�ri

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✸✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ✶❉ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ γ1 (ri)✳ ∆ρ (ri) ✐s t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦✲♣❤❛s❡ ❛❧♦♥❣ ❝❡rt❛✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❊❛❝❤ ✈❛❧✉❡
♦❢ γ1 (ri) ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥t❡❣r❛❧ ✭t❤❡ s❤❛❞❡❞ ❛r❡❛✮ ♦❢ t❤❡
❞❡♥s✐t② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ∆ρ (ri) ❛♥❞ ✐ts ❞✐s♣❧❛❝❡❞ ❣❤♦st ∆ρ (ri + δri) ✇✐t❤ ❞✐s✲
♣❧❛❝❡♠❡♥t δri✳

r❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ∆ρ (ri) ✇❤✐❝❤ ✐s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✷❜✳ ❚❤❡
❞❡♥s✐t② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ∆ρ (ri) ✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❜② ∆ρ (ri) = ρ (ri)− 〈ρ〉V ✇✐t❤ 〈ρ〉V ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❛✈✲
❡r❛❣❡ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ δri ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ s❤❛❞❡❞ ❛r❡❛ γ1 (ri)
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t δri r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ✶❉ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

γ1 (ri) ∝

∞̂

0

∆ρ (ri)∆ρ (ri + δri) dδri ✭✷✳✷✳✷✮

❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧✲❢r❡❡ str✉❝t✉r❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡tr♦s♣❡❝t❡❞ t♦ ❱♦♥❦❬✶✼✻✱
✶✼✼❪ ✇❤♦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❜② ✶❉ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ γ (ri) ✐♥ ♣❤②s✐❝❛❧ s♣❛❝❡✳

❚❤❡ ✶❉ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✶❉ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t②✱ {I}1 (s) ♦r
I1 (s)✱ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ❜② t❤❡ ✶❉ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✭♥♦r♠❛❧❧② ❡①❡❝✉t❡❞ ❜② ❝♦s✐♥❡ tr❛♥s❢♦r♠✮✳

⌈γ1⌉ (ri) =
2

k

∞̂

0

{I}1 (s) cos (2πris) ds ✭✷✳✷✳✸✮

γ1 (ri) =
2

k

∞̂

0

I1 (s) cos (2πris) ds ✭✷✳✷✳✹✮

γ1 (ri) =
4π

k

∞̂

0

s2I (s) cos (2πris) ds ✭✷✳✷✳✺✮

❍❡r❡✱ k ✐s t❤❡ t♦t❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t②
´

I (s) d3s✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✐s ✷✳✷✳✺ ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r t❤❡
✐s♦tr♦♣✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ ❧❛♠❡❧❧❛r ♠✉❧t✐✲♣❤❛s❡ s②st❡♠ ❛s t❤❡ ✶❉ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ♥❡❡❞s

✶✼
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t♦ ❜❡ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✶❉ ❝♦rr❡✲
❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❡✐t❤❡r ❛ P♦r♦❞✲❧❛✇ ❛♥❛❧②s✐s ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✱ ♦r t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❣♦t ❢r♦♠ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ✜❧t❡r✐♥❣✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦
❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ ♦♥❡ ♣❤❛s❡ ♦r
t❤❡ ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t✇♦✲♣❤❛s❡✳ ❆♥② ❞❡❧✐❜❡r❛t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❡✈❛❧✉✲
❛t❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s str❛✐♥❡❞✱ t❤❡ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s
❝❤♦s❡♥ ❢r❡q✉❡♥t❧② ❛♥❞ ✐t ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ✜❜❡r✲❧✐❦❡ ❞♦♠❛✐♥ st❛❝❦✐♥❣✳
❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♣❤②s✐❝❛❧ s♣❛❝❡ ✐s ❢r❡q✉❡♥t❧② ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡

t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛♠❡❧❧❛r st❛❝❦ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❜②
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳❬✶✼✻✱ ✶✼✾✱ ✶✾✹❪ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♥❛♥♦s✲
tr✉❝t✉r❡ ♥♦t ♦♥❧② ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❧❛♠❡❧❧❛r ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡
❞✐s♦r❞❡r❡❞ ❞♦♠❛✐♥s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❜② ❍❡r♠❛♥s ❛♥❞ ❍♦s❡♠❛♥♥✳❬✶✾✺✱ ✶✾✻❪ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❝❧✉s✲
t❡rs ❛r❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❧❛✐♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
❝❛♥✬t r❡✈❡❛❧ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ ❞♦♠❛✐♥ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ✇❛②✳
❚❤❡ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ✐s ❛♥ ❛✈♦✐❞❧❡ss ✐ss✉❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r s❝✐❡♥❝❡✱ ✐ts ✐♠♣r♦♣❡r r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥

t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳❬✶✽✵✱ ✶✾✼❪ ■t
♠❡❛♥s t❤❛t ❡①tr❛❝t✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ t❤✐❝❦♥❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❡❛s② ❢r♦♠ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❧❛②❡r st❛❝❦s ♦r ♠✐❝r♦✜❜r✐❧s s②st❡♠✳ ■❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ❢♦r t❤❡
❞♦♠❛✐♥ t❤✐❝❦♥❡ss✱ ❞❡✈✐s✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥
✐s ♦❜❧✐❣❛t♦r②✳

■♥t❡r❢❛❝❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✷❝✱ t❤❡ ❡❞❣❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ♠❛❣✲
♥✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✭✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✮ ♦❢ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛
s❡r✐❡s ♦❢ δ✲❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❦♥♦✇
t❤❛t t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❛r❡❛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s
❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts s❤✐❢t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ s✐③❡ ❛♥❞ ❞♦♠❛✐♥
♣❡r✐♦❞✐❝✐t②✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ✶❉ ❝❛s❡ ✐s t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳❬✶✽✹✱ ✶✽✺✱ ✶✽✻❪
❚❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

g1 (ri) = −
(

dρ1 (ri)

dri

)⋆2

= −kγ′′1 (ri) ✭✷✳✷✳✻✮

✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ✶❉ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱
γ1 (ri)✳ g1 (ri) ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ✶❉ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ G1 (si) s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ✶❉ ❋♦✉r✐❡r
tr❛♥s❢♦r♠✳

g1 (ri) = −F1

(

4πs2i I1 (si)− lim
si→∞

4πs2i I1 (si)

)

= −F1 (G1 (si)) ✭✷✳✷✳✼✮

I1(si) ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ✶❉ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❝✉r✈❡✳
❚❤❡ ■❉❋ g1 (ri) ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝❤♦r❞ ❧❡♥❣t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ g (r) ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞

❢r♦♠ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ s❡❣♠❡♥ts t❤❛t ♣❡♥❡tr❛t❡ ❛ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ ❛♥② ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❖❜✲
✈✐♦✉s❧②✱ g1 (ri) ✐s ♠♦r❡ s❡❧❡❝t✐✈❡ ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ ❞♦♠❛✐♥
s✐③❡ ❛♥❞ ✐ts ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ h1 (ri) ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❤❡
♠✐❝r♦✜❜r✐❧ ❛①✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❛t❡r❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❢r❡q✉❡♥t❧②✳
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✷✳✷ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❙❆❳❙

a

b

c

d

c'

d'

c'+d'
e

�(ri)

�'(ri)

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✹✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❙✉❜✜❣✲
✉r❡ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ✐s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙✉❜✜❣✉r❡ ✭❝ ❛♥❞ ❞✮ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✳ ❙✉❜✜❣✲
✉r❡ ✭❝✬✮ ❛♥❞ ✭❞✬✮ ✐s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s❤✐❢t✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡✳
❙✉❜✜❣✉r❡ ✭❝✬✰❞✬✮ ✐s t❤❡ ✏s✉♠✑ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ s✉❜✜❣✉r❡ ✭❝✬✮ ❛♥❞ ✭❞✬✮✳ ❙✉❜✲
✜❣✉r❡ ✭❡✮ ✐s ❜r♦❛❞❡♥❡❞ ❜② ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ♦❢ ❞♦♠❛✐♥s ❢r♦♠ s✉❜✜❣✉r❡ ✭❝✬✰❞✬✮✳

✶✾



✷ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✹ s❦❡t❝❤❡s t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✶❉ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝
❞✐❛❣r❛♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❙✉❜✲
✜❣✉r❡ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t②
❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✷✳ ❙✉❜✜❣✉r❡ ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❝✬✮ s❤♦✇s t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❣❤♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ s❤✐❢t✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡
s✐③❡ ♦❢ s♦❢t ❞♦♠❛✐♥ ♦r ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥✳ ❙✉❜✜❣✉r❡ ✭❞✮ ❛♥❞ ✭❞✬✮ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❣❤♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ s❤✐❢t✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡
❧♦♥❣✲♣❡r✐♦❞✳ ❙✉❜✜❣✉r❡ ✭❝✬✰❞✬✮ s❤♦✇s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ s✉❜✜❣✉r❡ ✭❝✬✮ ❛♥❞ ✭❞✬✮✳ ❙✉❜✜❣✉r❡
✭❡✮ s❤♦✇s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ■❉❋ ✇❤❛t ✇❡ s❡❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ♦❢ ❞♦♠❛✐♥ s✐③❡
❛♥❞ ❜❧✉rr✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✐❞❡❛❧ st❛❝❦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢
■❉❋ ✐s q✉✐t❡ ♦❜✈✐♦✉s✱ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ s✐③❡ ❛♥❞ ❧♦♥❣✲♣❡r✐♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡❛❦
♣♦s✐t✐♦♥✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥
❡❞❣❡ ✐s ❛ s❡r✐❡s ♦❢ δ✲❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❡❞❣❡ ❡✛❡❝t ✐s ❡♥❤❛♥❝❡❞✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ st❛t✐st✐❝s ♦❢
❞♦♠❛✐♥ s✐③❡ ❛♥❞ ✐ts ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧②✳

■♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ ■❉❋ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❘✉❧❛♥❞❬✶✽✹✱ ✶✽✺❪✱
t❤❡ ♣❡❛❦s ♦❢ ■❉❋ ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡
❞✐st❛♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❞♦♠❛✐♥s st❛❝❦✐♥❣ ❛❧♦♥❣ ❝❡rt❛✐♥
❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ ✷❉ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ♠❡r✐❞✐♦♥❛❧ ❛♥❞
❡q✉❛t♦r✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ t❤❡ ❝❤♦r❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❬✺❪ ❝❛♥ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✳

❈❤♦r❞ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❡①❤✐❜✐ts t❤❡ ✜❜r✐❧✲❧✐❦❡ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤
❧❛t❡r❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✶❉ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥✬t ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
♦❢ ♦♥❡ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❞♦♠❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ✷❉ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ■❉❋ ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ❆♣♣❛r❡♥t❧②✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ s②♥t❤❡s✐③❡ t❤❡ ✷❉ ♣❧♦t
❢r♦♠ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡t ♦❢ ■❉❋s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t②
t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛③✐♠✉t❤❛❧ ❛♥❣❧❡s❬✶✽✹❪✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♥♦t ❢♦✉♥❞ ②❡t✳

❋♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ✭❧❛②❡r st❛❝❦s ♦r ♠✐❝r♦✜❜r✐❧s✮✱
❙tr✐❜❡❝❦❬✺❪ ❤❛s ❞❡✈✐s❡❞ ❛ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❡❞❣❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ t♦
♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✳ ❚❤❡ ✜❜❡r✲s②♠♠❡tr✐❝ ❝❤♦r❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❈❉❋✮

z (r12, r3) = (∇ρ (r12, r3))
⋆2 = k △ γ (r12, r3) ✭✷✳✷✳✽✮

✐s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ❱♦♥❦✬s ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ γ (r12, r3)❬✶✾✽❪✳ ❈♦♠✲
♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✳✻✱ t❤❡ dρ1(ri)/dri ✐s r❡♣❧❛❝❡ ❜② t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t∇✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡
d2/dx2 ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ △✳

■♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✺ s❦❡t❝❤❡s t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❉❋ ❢r♦♠ t❤❡ ✷❉ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ✐ts ❣❤♦st✳
■♥ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❤❛s❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ∇ρ (r) ✐s ③❡r♦ ❛❧♠♦st ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ❡①❝❡♣t t❤❡
❞♦♠❛✐♥ s✉r❢❛❝❡s✳ ❚❤❡ ❈❉❋ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② s❤✐❢t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✈❡❝t♦rs ✐♥ ❡r❣♦❞✐❝
❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s❤❛♣❡ ✐ts s❤✐❢t✐♥❣ ❣❤♦st ♦✉t❧✐♥❡s t❤❡ s❤❛♣❡
♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ r❡❛❧ s♣❛❝❡✳ ❈❉❋ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛❝❡
♦❢ s❤✐❢t✐♥❣ ❣❤♦st ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥③❡r♦ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥
s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ tr❛❝❡ ❣♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❤❛r❞ ❛♥❞ s♦❢t ❞♦♠❛✐♥ ❡①❤✐❜✐ts ♥♦♥③❡r♦
s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♣❡❛❦✳

✷✵
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r

r'

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✺✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤♦r❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜② ♣❛rt✐❝❧❡✲
❣❤♦st ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ✈❡❝t♦rs ❛♥❞ ❞❛s❤❡❞
✈❡❝t♦rs ❡♠❛♥❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ ✐ts ❣❤♦st t❤❛t ✐s ❞✐s♣❧❛❝❡❞
❜② t❤❡ ✈❡❝t♦r r✳ ❆t ♣♦s✐t✐♦♥ r

′✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❈❉❋ ✇❤✐❝❤ ♦r✐❣✐♥❛t❡s
❢r♦♠ t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦ ❣r❛❞✐❡♥t ✈❡❝t♦rs ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✳

+ -
a b c2

r3

r12
20nm

c1

d
e f

g i
h

n o

p

ml

k

r3

r12 20nm

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✻✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ t♦ ✐♥t❡r♣r❡t ❤♦✇ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ❢r♦♠
❈❉❋ ♣❡❛❦s✳❬✶✾✾❪ ❙✉❜✜❣✉r❡ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❡❛❦s ✭❞♦♠❛✐♥
♣❡❛❦s✮ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❡❛❦s ✭❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞s✮ ♦❢ ❈❉❋ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ❛
❙❆❳❙ ❝r♦ss✲♣❛tt❡r♥ ♦❢ ♣♦❧②♣r♦♣②❧❡♥❡ t❤❛t ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ✉♣✲❧❡❢t ❝♦r♥❡r
♦❢ s✉❜✜❣✉r❡ ✭❛✮✳ ❙✉❜✜❣✉r❡ ✭❝✶✮ ❡①❤✐❜✐ts t❤❡ ❜❧♦❝❦✲str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤
✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❉❋ ♣❡❛❦s✳ ❙✉❜✜❣✉r❡ ✭❝✷✮ ❡①❤✐❜✐ts t❤❡ ❝r♦ss✲❤❛t❝❤❡❞ ♠♦❞❡❧
❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ♣❤❛s❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❜❧♦❝❦✲str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧✳

✷✶
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❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✻ ✐s ❤❡❧♣❢✉❧ ❢♦r ✉s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❈❉❋✳❬✶✾✾❪ ❚❤✐s
✜❣✉r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❤♦✇ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❈❉❋ ♣❡❛❦s✳ ❚❤❡ ❙❆❳❙
♣❛tt❡r♥ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r✲❧❡❢t ❝♦r♥❡r ♦❢ s✉❜✜❣✉r❡ ✭❛✮ ✐s s❝❛tt❡r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❡♥t❡❞
q✉✐❡s❝❡♥t ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②♣r♦♣②❧❡♥❡✳ ❙✉❜✜❣✉r❡ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ s❤♦✇ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢❛❝❡
❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢❛❝❡ ♦❢ ❈❉❋ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❞♦♠❛✐♥ ♣❡❛❦s ♦♥ s✉❜✜❣✉r❡ ✭❛✮ ❛♥❞
❧♦♥❣✲s♣❛❝✐♥❣ ♣❡❛❦s ♦♥ s✉❜✜❣✉r❡ ✭❜✮ ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t
❞♦♠❛✐♥s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ s✉❜✜❣✉r❡ ✭❝✶✮✳ ❙✉❜✜❣✉r❡ ✭❝✷✮ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❝r♦ss✲❤❛t❝❤❡❞ ♠♦❞❡❧
❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ♣❤❛s❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❜❧♦❝❦✲str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❇❛❜✐♥❡t t❤❡♦r②✳
■❢ ✇❡ ❧✐♥❦ t❤❡ ❈❉❋ ♣❡❛❦s ✇✐t❤ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳✺✱

z (r) ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❣❤♦st ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r = (r12, r3) s❤♦✇s ♣❡❛❦s hi (r12, r3) ✇❤❡r✲
❡✈❡r t❤❡r❡ ✐s ❞♦♠❛✐♥ s✉r❢❛❝❡ ❝♦♥t❛❝t ❜❡t✇❡❡♥ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ ρ

′

(r′) ❛♥❞ ✐ts ❞✐s♣❧❛❝❡❞ ❣❤♦st
ρ
′

(r′ − r)✳ ❙✉❝❤ ♣❡❛❦s hi (r12, r3) ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦
❡①tr❛❝t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❞♦♠❛✐♥ s✐③❡ ♦r ❞✐st❛♥❝❡✱ ✜tt✐♥❣ t❤❡ ■❉❋ ♦r ❈❉❋ ✇✐t❤ ▼❡❧❧✐♥
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳❬✷✵✵✱ ✶✾✼❪

❘❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❈❉❋ ❛♥❞ ■❉❋s✳ ❊✈❡r② ■❉❋ ✐s ❛ ✶❉ r❛❞✐❛❧ s❧✐❝❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡
❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❈❉❋ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇❤♦s❡ s❧✐❝✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ♣♦❧❛r
❛♥❣❧❡ Ψ ❛♥❞ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ❛♥❣❧❡ ϕ✳

⌈z⌉1 (rΨ,ϕ) = g1 (rΨ,ϕ) ✭✷✳✷✳✾✮

❲❤❛t ❛ttr❛❝ts ✉s ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ✜❜r♦✉s ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ✐s t❤❡ s❧✐❝❡ ♦❢ ❈❉❋ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✜❜❡r
❛①✐s r3 ❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ r12✳

⌈z⌉1 (r3) = z (0, r3) = g1 (r3) ✭✷✳✷✳✶✵✮

⌈z⌉2 (r12) = z (0, r12) = g2 (r12) ✭✷✳✷✳✶✶✮

✷✳✷✳✷✳✷ ❋✐tt✐♥❣ ✇✐t❤ ■❞❡❛❧ ▼♦❞❡❧

❋♦r s♦♠❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♥❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❝♦r❡✲s❤❡❧❧ ❝♦❧❧♦✐❞✱ ❧❛♠❡❧❧❛✱
♠✐❝❡❧❧❡✱ ✈❡s✐❝❧❡✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ✜tt❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞
❡q✉❛t✐♦♥s✳❬✶✽✼✱ ✶✾✶✱ ✷✵✶❪
❋♦r t❤❡ s❡♠✐✲❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♦r ♣❤❛s❡✲s❡♣❛r❛t❡❞ ♣♦❧②♠❡r s②st❡♠✱ ✜tt✐♥❣ ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝✉r✈❡✱

✜tt✐♥❣ ♦❢ ✶❉ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♦r ✜tt✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭■❉❋✮ ✇✐t❤
st❛♥❞❛r❞ st❛❝❦✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❞♦♥❡ ❜② ❙tr✐❜❡❝❦❬✶✽✵✱ ✷✵✷✱ ✷✵✵✱ ✷✵✸✱ ✶✾✼✱ ✷✵✹❪ ❛♥❞ ❈r✐st ❬✷✵✺✱
✷✵✻✱ ✷✵✼❪✳ ■♥ t❤❡✐r ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❞♦♠❛✐♥ s✐③❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s②♠♠❡tr✐❝❛❧
●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦r ❛s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❘❡✐♥❤♦❧❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❬✷✵✽❪✳ ❚❤❡
♦r❞✐♥❛r② ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❬✶✾✻❪ ❛♥❞ ▼❡❧❧✐♥ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❬✶✾✼❪ ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡
♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ♦❢ ♥❛♥♦❞♦♠❛✐♥s✳
❚❤❡ ■❉❋ ✜tt✐♥❣ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜r✐❡✢② ❤❡r❡✐♥✳

■❉❋ ❋✐tt✐♥❣✳ ■❉❋ g1 (r) ♦❢ ❛ ❧❛♠❡❧❧❛r t✇♦✲♣❤❛s❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ s❡r✐❡s
♦❢ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ hi (r)✳❬✶✽✻❪

g1 (r) = Ap

m
∑

i=1

cihi (r) ✭✷✳✷✳✶✷✮

✷✷
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✇✐t❤ ci = 1 ❢♦r i mod 3 6= 0✱ ❛♥❞ ci = −2 ❢♦r i mod 3 = 0✳ ❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r
t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ st❛❝❦✳ ■❢ ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ ✜t t❤❡ ■❉❋ ✇✐t❤ ❛ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ h (ri)
♠✉st ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✜rst✳ ❙♦♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞s✳❬✷✵✽✱ ✶✾✹✱ ✷✵✾✱ ✷✶✵✱ ✷✶✶❪ ■❢ t❤❡s❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❡✳❣✳ ❘❡✐♥❤♦❧❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❬✷✵✽❪✱ ❛r❡ ✉t✐❧✐③❡❞ ❛s t❤❡ ❜❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱
hi (r)✱ ♦❢ ■❉❋✱ t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❝✉t✲♦✛ ✐♥ t❤❡ ■❉❋s✳ ❚❤❡ ❝✉t♦✛ ✇❛s ♥♦t ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡
■❉❋s✳ ■❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❍❛♥♥❛✲❲✐♥❞❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞✱ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ✐ts ❝❡♥t❡r ♦❢ ❣r❛✈✐t② ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ❝♦♥str❛✐♥s
✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❙❆❳❙ ❞❛t❛ ❛♥❞ ■❉❋s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ ♦♥❡ ✐♥t❡♥❞s t♦ ✜t t❤❡ ■❉❋s ✇✐t❤
s②♠♠❡tr✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱

N (x, di, σi) :=
1√
2πσi

exp

{

−1

2

(

x− di
σi

)2
}

. ✭✷✳✷✳✶✸✮

■❢ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ♣❧✉❣❣❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✷ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ♠ ✭❡✳❣✳ ♠❂✷✺✮✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧
✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t❤❡ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐ts ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s ❛❧s♦ ✈❡r②
♦❜✈✐♦✉s✱ ✇❡ ❞♦♥✬t ♥❡❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥② ♣r❡✲❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ ❧❛②❡r
st❛❝❦✐♥❣✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♣❛♣❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✳❬✶✽✵✱ ✷✶✷✱ ✷✶✸✱ ✷✶✹❪
■♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♦❢ t✇♦✲♣❤❛s❡ ♣❛r❛❝r②st❛❧❧✐♥❡ s②st❡♠✱ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧
❛ss✉♠❡s ✏✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s②st❡♠ ✇✐t❤ ❡①❛❝t ❧❛tt✐❝❡✑❬✶✼✸❪ ❜② P♦r♦❞✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② ❛ss✉♠❡❞
t❤❛t ❡❛❝❤ st❛❝❦ ✐s ♣❡r❢❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t ✐s ✈❛r②✐♥❣ ❢r♦♠ st❛❝❦ t♦ st❛❝❦✳ ❘✉❧❛♥❞
♥❛♠❡❞ t❤✐s ❛s ❛ ✏❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✑ ✭✏❤▲✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥✑✮✳❬✶✽✻❪ ■♥ t❤✐s
♠♦❞❡❧✱ t❤❡ σi ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ σi/di❂❝♦♥st✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ✇✐❞t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r
❞♦♠✐♥❛t❡s ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡rs✳
❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ✏❤▲✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥✑✱ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♦❢ ■❉❋ ❡①❤✐❜✐ts ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥

❢r♦♠ t❤❡ tr✉t❤ ♦❢ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡✳❬✷✵✵❪ ❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ tr✉t❤ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❛t ❧❡❛st t✇♦
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✇✐❞t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❆ ♥❡✇ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢
t❤❡ ❤▲✲♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡✈✐s❡❞✳
❚❤❡ ✐❞❡❛❧ ❤▲✲♠♦❞❡❧ ✐s ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r❢❡❝t ✶❉✲❧❛tt✐❝❡s ✐♥ s❛♠♣❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤

❛ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ■❢ ✇❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r✲
❡♥t r❡❣✐♦♥s✱ ✏t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t ✐s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ s✉❝❤ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t❤❛t ❡✈❡r② ❧♦❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡
❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ✬❛✈❡r❛❣❡ ❧♦❝❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡✬ ❜② ❛♥ ❛✣♥❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦r
❡①♣❛♥s✐♦♥✳✑❬✷✵✵❪ ❚❤✐s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❞✐st♦rt❡❞ ♥❛♥♦str✉❝✲
t✉r❡✳
❙❡t g1r (r) ❛s t❤❡ ■❉❋ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ st❛❝❦ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❧♦❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡s

♦❢ ❧❛♠❡❧❧❛r st❛❝❦s✳ ❙❡t hH (y) ❜❡ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦r ❡①♣❛♥s✐♦♥
❢❛❝t♦rs y ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ st❛❝❦ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❡♥s❡♠❜❧❡s ♦❢
s❝❛tt❡r✐♥❣ st❛❝❦s✳ hH (y) ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
■❉❋ g1 (r) ✐s ♦✈❡r❧❛♣♣❡❞ ❜② t❤❡ hH (y) ❛♥❞ g1r (r)✱

g1 (r) =

∞̂

0

hH (y)
1

y
g1r

(

r

y

)

dy. ✭✷✳✷✳✶✹✮

❆❢t❡r ♠✉❧t✐✲st❛❣❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
▼❡❧❧✐♥ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✱ ♦♥❡ ✜♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥s t❤❡ ✶❉✲❋♦✉r✐❡r✲tr❛♥s❢♦r♠

✷✸



✷ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡

F (s) ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥❞❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ f (r)✱

F (s) =
√

A (s) exp {−A (s)B (s)} [cos {2πisA (s)}+ i sin {2πisA (s)}] ✭✷✳✷✳✶✺✮

✇✐t❤

A (s) =
1

1 + (2πσgσhs)
2 ✭✷✳✷✳✶✻✮

B (s) = 2π2
(

σ2
g + σ2

h

)

s2. ✭✷✳✷✳✶✼✮

❚❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❡♥s❡♠❜❧❡s σh ✐s ❣♦t ✐♥ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ σh ≡ σH ❝❛♥ ❜❡
✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❡❛s✐❧②✳ ❚❤❡ σg ≡ σi/di ✐♥❞✐❝❛t❡s r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ i✲t❤ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❚❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❝♦♠♣❛♥❞❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ −F (s)✱ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡
✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ G1 (s)✳ ■♥ t❤❡ ❙❆❳❙ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ F (s) ✐s
♦♠✐tt❡❞✱ ❜✉t t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ F (s) ✐s ❞♦✉❜❧❡❞✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σg ❛♥❞ di ❝❛♥ ❜❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ✜tt✐♥❣ g1 (r) ✇❤✐❝❤ ✐s ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ −F (s)✳

✷✳✸ ❈♦♠♣r❡❤❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ▼❛❣✐❝ ❙q✉❛r❡

✷✳✸✳✶ ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠

❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❋r❛✉♥❤♦❢❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ tr❛♥s❢♦r♠
✐♥ t❤❡ ❙❆❳❙ t❤❡♦r②✳ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ρ3 (r)
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

A (s) = F3 (ρ3) (s) :=

ˆ

ρ3 (r) exp (2πirs) d
3r ✭✷✳✸✳✶✮

✇✐t❤ i t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ✉♥✐t✳ ❚❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♦❢ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❝❛❧❧❡❞ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥

exp (2πirs) = cos (2πrs) + i sin (2πrs) ✭✷✳✸✳✷✮

♣❡r❢♦r♠s ❛♥ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r t❤❡ ρ3 (r)✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦♣❡rt② ❢♦r t❤❡
❤❛r♠♦♥✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✳

π̂

−π

cos (mx) cos (nx) dx = πδmn, m, n ≥ 1, ✭✷✳✸✳✸✮

π̂

−π

sin (mx) sin (nx) dx = πδmn, m, n ≥ 1, ✭✷✳✸✳✹✮

π̂

−π

cos (mx) sin (nx) dx = 0 ✭✷✳✸✳✺✮

❖♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t
t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❡①tr❛❝ts t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ s✐❣♥❛❧✱ t❤❡ ❛♣❡r✐♦❞✐❝ s✐❣♥❛❧ ✐s ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞
♦r r❡❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤✐s ✐s ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ st❛❝❦✐♥❣ ♦❢

✷✹



✷✳✸ ❈♦♠♣r❡❤❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ▼❛❣✐❝ ❙q✉❛r❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✶✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❋♦✉r✐❡r s❧✐❝❡ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❛ ✷❉ ❢✉♥❝t✐♦♥ f (x, y)✳
F (ωx, ωy) ✐s t❤❡ ✷❉ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✳ ❚❤❡ ✶❉ ❋❋❚ F (P (θ, ωt)) ♦❢ ♣r♦✲
❥❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ P (θ, t) ❢r♦♠ t❤❡ ✷❉ ❢✉♥❝t✐♦♥ f (x, y) ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✶❉
s❧✐❝❡ ♦❢ ✷❉ ❋❋❚ F (ωx, ωy) ♦❢ f (x, y)✳

❞♦♠❛✐♥s ✐♥ t❤❡ s❡♠✐✲❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♦r ♣❤❛s❡✲s❡♣❛r❛t❡❞ ♣♦❧②♠❡r ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❢ r❡♣❡❛t✐♥❣ ✉♥✐ts ✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞ t♦ ❙❆❳❙ ❝✉r✈❡ ❜② ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✳ ❚❤❡ ✶❉ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❤♦r❞ ❧❡♥❣t❤ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❙❆❳❙ ❝✉r✈❡ ❜②
t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ r❡✈❡❛❧ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ r❡♣❡❛t✐♥❣ ✉♥✐ts✳

✷✳✸✳✶✳✶ Pr♦❥❡❝t✐♦♥✲s❧✐❝❡ ❚❤❡♦r❡♠

✷❉ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② ❛ ❈❈❉ ❞❡t❡❝t♦r ✐s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ ✸❉
str✉❝t✉r❡✳ ■❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♠✉st
t❛❦❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ✷❉ ❙❆❳❙ ♣❛tt❡r♥✳ ❲❤❛t ✇❡ ♠✉st ❜❡❛r ✐♥ ♠✐♥❞
✜rst ✐s t❤❛t t❤❡ I (si) ❝❛♥ ♥♦t r❡✢❡❝t t❤❡ ρ (ri) ❞✐r❡❝t❧② ❛♥❞ ♣❧❛✐♥❧②✳ ❍♦✇ t♦ t❛❦❡ t❤❡ ❝✉r✈❡
✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❙❆❳❙ ♣❛tt❡r♥ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❋♦✉r✐❡r s❧✐❝❡ t❤❡♦r❡♠✳ ✏■♥
n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭n❉✮ s♣❛❝❡✱ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ Fm ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ Pm ♦❢ ❛♥ n❉ ❢✉♥❝t✐♦♥
fn (r) ♦♥t♦ ❛♥ m❉ ❧✐♥❡❛r s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ❛♥ m❉ s❧✐❝❡ Sm ♦❢ t❤❡ n❉ ❋♦✉r✐❡r
tr❛♥s❢♦r♠ Fn ♦❢ t❤❛t ❢✉♥❝t✐♦♥ fn (r)✳ Fn ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛♥ m❉ ❧✐♥❡❛r s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ t❤❛t ✐s
♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r s♣❛❝❡ ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞
Pm✳✑❬✷✶✺❪ Pr♦❥❡❝t✐♦♥✲s❧✐❝❡ t❤❡♦r❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ♦♣❡r❛t♦r t❡r♠s✱

FmPm = SmFn. ✭✷✳✸✳✻✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✶ s❦❡t❝❤❡s t❤❡ ❋♦✉r✐❡r s❧✐❝❡ t❤❡♦r❡♠ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛ ✷❉ ❢✉♥❝t✐♦♥ f (x, y)✳ ❚❤❡ ♣r♦✲
❥❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ P (θ, t) ♦♥ t❤❡ ❛♥❣❧❡ θ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ✶❉ ❋❋❚ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ F (P (θ, t))
✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❛ s❧✐❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✷❉ ❋❋❚ F (ωx, ωy) ♦❢ f (x, y)✳ ❚❤❡ ❞♦t✲❞❛s❤❡❞ ❝✉r✈❡
✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ s❧✐❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✷❉ ❋❋❚ F (ωx, ωy) ♦❢ f (x, y)✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❧❛r✐❢② t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✲s❧✐❝❡ t❤❡♦r❡♠ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ✷❉ ❙❆❳❙ ♣❛tt❡r♥✱ ❛
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✷❉ ❋♦✉r✐❡r s❧✐❝❡ t❤❡♦r❡♠ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝

✷✺



✷ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡

❞✐r❡❝t✐♦♥s x✲❛①✐s ♦r y✲❛①✐s ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❛①✐s ❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❛①✐s ✐♥
t❤❡ ♥❛♥♦✜❜r✐❧ str✉❝t✉r❡✳ ▲❡t✬s ❛ss✉♠❡ f (x, y) ❛ ✷❉ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ f (x, y)
♦♥t♦ t❤❡ x✲❛①✐s ✐s P (x)✳

P (x) =

+∞
ˆ

−∞

f (x, y) dy ✭✷✳✸✳✼✮

❚❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ f (x, y) ✐s

F (kk, kk) =

+∞
ˆ

−∞

+∞
ˆ

−∞

f (x, y) e−2πi(xkx+yky)dxdy. ✭✷✳✸✳✽✮

❚❤❡ s❧✐❝❡ s (kx) ✐s

s (kx) = F (kx, 0) =

+∞
ˆ

−∞

+∞
ˆ

−∞

f (x, y) e−2πixkxdxdy ✭✷✳✸✳✾✮

=

+∞
ˆ

−∞





+∞
ˆ

−∞

f (x, y) dy



 e−2πixkxdx ✭✷✳✸✳✶✵✮

=

+∞
ˆ

−∞

P (x) e−2πixkxdx. ✭✷✳✸✳✶✶✮

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ P (x)✳ ■❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐s ♦♥t♦ y✲❛①✐s✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♣r♦❝❡ss
✐s s❛♠❡✳
❲❤❡♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r s❧✐❝❡ t❤❡♦r❡♠ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡

✷❉ ❙❆❳❙ ✜❜❡r ♣❛tt❡r♥✱ ❊①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ❢r♦♠ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❙❆❳❙ ♣❛tt❡r♥ ✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❇♦♥❛rt ✜rst❧②✳❬✷✶✻❪ ❖♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ t♦ ❡①tr❛❝t ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ❢r♦♠ ❙❆❳❙ ✜❜❡r
♣❛tt❡r♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✷✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦♥t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠ t❤❡
st❛t✐st✐❝s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤♦r❞s ♣❡♥❡tr❛t✐♥❣ t❤❡ t✇♦✲♣❤❛s❡ str✉❝t✉r❡✳ ❱❡rt✐❝❛❧ ✭▲♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧✮
♣r♦❥❡❝t✐♦♥

{I}1 (s3) = 2π

∞̂

0

s12I (s12, s3) ds12 ✭✷✳✸✳✶✷✮

♣❡r❢♦r♠ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤♦s❡ ❝❤♦r❞s ♣❛ss✐♥❣ t❤❡ t✇♦✲♣❤❛s❡ s②st❡♠ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ✜❜❡r ❛①✐s✳ ❲❛❧❦✐♥❣ ❛❧♦♥❣ s✉❝❤ ❛ ❝❤♦r❞✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣♦ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥
❛♥❞ s♦❢t ❞♦♠❛✐♥ ❛❧t❡r♥❛t❡❧②✳ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ s✐③❡ ❛♥❞ ✐ts ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ ❝❤♦r❞ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ✐ts ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❱❡rt✐❝❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✷ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
♣❡❛❦ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ str♦♥❣ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❚❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
♦❢ ❛ ✜❜❡r ♣❛tt❡r♥

{I}2 (s12) = 2

∞̂

0

I (s12, s3) ds3 ✭✷✳✸✳✶✸✮

✷✻



✷✳✸ ❈♦♠♣r❡❤❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ▼❛❣✐❝ ❙q✉❛r❡

✵ ✵�✵✁ ✵�✂ ✵�✂✁ ✵�✄

s
✸
❬☎✆

✲✝
❪

✵

✂

✄

✞

✹

✁

■
✶

✭
✟
✠

✮
✡☛
☞✌
☞✍

✵ ✵�✵✁ ✵�✂ ✵�✂✁ ✵�✄

s
✝✎

❬☎✆
✲✝
❪

✵

✂

✄

✞

✹

✁

✻

■ ✶
✭
✏ ✶
✑

✮

✡☛
☞✌
☞✍

s12

s3

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✷✿ ❱❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❧❛t❡r❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞♦♠❛✐♥s ✭❞✮ ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ t❤❡
✷❉ ❙❆❳❙ ✭❛✮✳ ❱❡rt✐❝❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡
❞♦♠❛✐♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ str❛✐♥✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❛t❡r❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ I1 (s3)
✭❜✮ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♣❡❛❦ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❡r✐♦❞✐❝ st❛❝❦✐♥❣ ♦❢
❞♦♠❛✐♥s✱ I1 (s12) ✭❝✮ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❛ ♠♦♥♦t♦♥♦✉s ❞❡❝❛② ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❧✐tt❧❡
❧❛t❡r❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❚❤❡ str❛✐♥✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ✈❡rt✐❝❛❧✳

✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ ❧❛t❡r❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✜❜❡r✲❧✐❦❡ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❚❤❡ ♠♦♥♦t♦♥♦✉s ❞❡❝❛②
♦❢ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❧✐tt❧❡ ❧❛t❡r❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ♥❛♥♦✜❜r✐❧s✳

✷✳✸✳✶✳✷ ❙♣❛t✐❛❧ ❋r❡q✉❡♥❝② ❋✐❧t❡r

❚❤❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❛s❡s ✐♥ P❯❊ s❝❛tt❡r t❤❡ ❳✲r❛② ❛t s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡✱ t❤❡
✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t✐❡s ✐♥s✐❞❡ ❝❡rt❛✐♥ ♣❤❛s❡ ♦r ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❜♦✉♥❞❛r② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣❤❛s❡s s❝❛t✲
t❡r t❤❡ ❳✲r❛② ❛t ❧❛r❣❡ ❛♥❣❧❡ ✇❤♦s❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✛❡❝ts ✐s ❛❧✇❛②s ❛❝❝♦♠♣❛♥②✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡
s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛t s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t② ❡✛❡❝t ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ❛t ♠♦❞❡r❛t❡ ❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡
s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✛❡❝ts ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ♦r ♣❛r❛s✐t✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❲❤❡♥ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ✇✐t❤ ❤✐❣❤
❞✐s♦r❞❡r✱ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❡❛❦ ✐s ❛ ❜r♦❛❞ ❤❛❧♦ ✇✐t❤ str♦♥❣ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❲✐t❤
t❤❡ ❜❛s✐❝ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣s ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ t❤❡♦r②✱ ❡①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ ♣♦❧②♠❡r ❝❛♥
❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♣❧❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❙❆❳❙ ✐♥t❡♥s✐t②
t❛❦❡♥ ❛s t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❤❛s t❤r❡❡ ❞✐st✐♥❝t s♣❛t✐❛❧ ❜❛♥❞s✳ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ s❝❛tt❡r✐♥❣
✐s ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ s♣❛t✐❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐s ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ s♣❛t✐❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢
❧❛❝❦✐♥❣ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ♦r❞❡r✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡r❛t❡ s♣❛t✐❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦✈❡rs t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s✲
♦r❞❡r❡❞ t♦♣♦❧♦❣②✳ ■t✬s ❤❛r❞ t♦ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s❝❛tt❡r✐♥❣✳
❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛ s❡❧❢✲❛❞❛♣t✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ ❢r❡✲
q✉❡♥❝② ✜❧t❡r✐♥❣✳❬✷✶✼✱ ✶✾✸❪ ❚❤✐s ✜❧t❡r ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
Gf (s) ≈ mG (s)✱ ✇✐t❤ m < 1 ❜❡✐♥❣ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ t❤❛t ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧♦ss ✐♥ t❤❡ ✜❧t❡r✱ ❛♥❞

✷✼



✷ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡

✇✐t❤ G (s) ❜❡✐♥❣ t❤❡ tr✉❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ✐s s✉❜tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❛✇ ❞❛t❛ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② I (s)−cF l✱ t❤❡♥ ✐t ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞
❜② s♣❡❝✐✜❝ ♣♦✇❡r ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r sn (I (s)− cF l)✳ ❆ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦
♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s r❡❝❡✐✈❡❞ ❛❢t❡r s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❛❝❦✲
❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❍❛♥♥✐♥❣ ✜❧t❡r✳
❚❤❡ ❇✉tt❡r✇♦rt❤ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜② ❛ ❇r✐t✐s❤ ❡♥❣✐♥❡❡r ❙t❡♣❤❡♥ ❇✉tt❡r✇♦rt❤

✐♥ ✶✾✸✵❬✷✶✽❪ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✜❧t❡r t❤❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ♥♦✐s❡✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✹ s❤♦✇s t❤❡
✶st✲♦r❞❡r ❧♦✇✲♣❛ss ❇✉tt❡r✇♦rt❤ ✜❧t❡r ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ IL (s)

fℓ,rc [IL (s)] = F
−1

{

F [IL (s)] (r) / (1 + r/rc)
2
}

✭✷✳✸✳✶✹✮

✇❤❡r❡ rc ✐s t❤❡ ❝✉t♦✛ s♣❛t✐❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ F ✐s t❤❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✳
■❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s str♦♥❣❧② r♦✉❣❤✱ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r ❝❛♥ ❜❡

❛♣♣❧✐❡❞ t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ ❞♦♠❛✐♥ s✉r❢❛❝❡s✳ ■♥❡✈✐t❛❜❧② ✐t ❛❧s♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s
t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ t✐♥② ❞♦♠❛✐♥s✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ♠✉st ❜❡❛r ✐♥ ♠✐♥❞ ✇❤❛t ✇❡ ❞♦ ✇❤❡♥ ✇❡ ❛♣♣❧②
t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✜❧t❡r✳❬✷✶✾❪

✷✳✸✳✷ ●r❛❞✐❡♥t

❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ∇f ≡ ❣r❛❞ f ✐s ❡①♣❛♥❞❡❞ ❜②

∇f (r) =

3
∑

i=1

∂f

∂ri
ri ✭✷✳✸✳✶✺✮

✐♥ t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳ ❚❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ r❡♣r❡✲
s❡♥ts t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ t❛♥❣❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✳ ■♥ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ P❯❊✱
t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ ❡❞❣❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ♣❤❛s❡✳ ■♥
t❤❡ ✐❞❡❛❧ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ❞❡♥s✐t② ✐♥s✐❞❡ t❤✐s ♣❤❛s❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ③❡r♦✱ ♦♥❧② ❛t t❤❡ ♣❤❛s❡
❜♦✉♥❞❛r②✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ♥♦t ③❡r♦✱ ❜✉t ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r✳ ❋♦r t❤❡ r❡❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢
P❯❊✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡rs ❛s t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s ❛r❡ q✉✐t❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧✳

✷✳✸✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❈♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥

■♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ t❤❡♦r②✱ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❝♦♥✈♦❧✉✲
t✐♦♥ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜② ❍♦s❡♠❛♥♥✳❬✶✾✻❪ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ t❤❡
♣♦❧②♠❡r s❝✐❡♥❝❡ ✇❤♦s❡ ✐♥❤❡r❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✐s ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐t②✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t✇♦
❢✉♥❝t✐♦♥ f ❛♥❞ g ✐s ❞❡s✐❣♥❛t❡❞ ❛s ❛st❡r✐s❦ ∗

(f ∗ g) (t) :=
∞̂

−∞

f (τ) g (t− τ) dτ. ✭✷✳✸✳✶✻✮

■❢ f ❛♥❞ g ❛r❡ s❛♠❡✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❛s

(f ∗ f) (t) =
∞̂

−∞

f (τ) f (t− τ) dτ. ✭✷✳✸✳✶✼✮

✷✽



✷✳✸ ❈♦♠♣r❡❤❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ▼❛❣✐❝ ❙q✉❛r❡

Convolution

f(t) g(t)

f g

Cross-correlation

g(t)

Autocorrelation

g(t) g(t)

(f*g)(t)= f(t)*g(t-�)d� f�g(�)= f*(t)g(t+�)dt

f(�) g(t-�)

f(�)g(t-�)

g(t-�) f(�)

g(t-�)f(�)

f(t)

f(�) g(t+�)

f(�)g(t+�)

f(�)g(t+�)

f(�) g(t+�)

f�g

g�g(�)= g*(t)g(t+�)dt

g(�) g(t+�)

g(�)g(t+�)

g(�)g(t+�)

g(�) g(t+�)

g�g

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✸✿ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ♠♦st ♦❜✈✐♦✉s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ f ❛♥❞ g ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❝r♦ss✲
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✢✐♣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ ✐s
r❡♣❧♦tt❡❞ r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ❛♥ ♦♥❧✐♥❡ ✜❣✉r❡✳❬✷✷✵❪

❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ✢✐♣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❧❛r✐❢② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✱ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦r ❝♦♥✈♦❧✉✲
t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✭s❤❛❞❡❞ ❛r❡❛✮ ♦❢ f ❛♥❞ t❤❡ s❤✐❢t✐♥❣
❢✉♥❝t✐♦♥ g✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❡ ♠✉st ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✢✐♣ ♦♥ g ❢✉♥❝t✐♦♥ ✜rst✱
t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ f ❛♥❞ ✢✐♣♣❡❞ g ✐s t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠✲
♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ f ❛♥❞ s❤✐❢t✐♥❣ g✳ ❚❤❡ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛
❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts s❤✐❢t✐♥❣ ❣❤♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✷✳✸✳✹ ▲♦r❡♥t③ ❈♦rr❡❝t✐♦♥

■♥ t❤❡ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦r ✐s♦tr♦♣✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❝♦rr❡❝t✐♦♥❬✷✷✶✱ ✶✾✸❪ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥
t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ♠❛♥❞❛t♦r② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ r❡❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
❧❛♠❡❧❧❛❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ❧❛♠❡❧❧❛ ♣❧❛♥❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✹ s❤♦✇s t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❞✐❛❣r❛♠
♦❢ ▲♦r❡♥t③ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❲❡
❛ss✉♠❡ ❛ ❧❛♠❡❧❧❛ ✇❤♦s❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥ r❛❞✐✉s ♦❢ ❧❛♠❡❧❧❛ ✐s T ❛♥❞ R ✭R ≫ T ✮
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■ts ✐❞❡❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ♥❛rr♦✇ ❝②❧✐♥❞❡r ✇✐t❤ ❞✐❛♠❡t❡r
1/2R ❛♥❞ ❧❡♥❣t❤ 1/T ✳ ❋♦r t❤❡ ❧❛♠❡❧❧❛ ✇✐t❤ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❡①t❡♥❞❡❞ ❧❛②❡rs✱ ✐ts
s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ s❤r✐♥❦s ♦♥t♦ ❛ ❧✐♥❡ ✇❤♦s❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s I1 (s3)
✐♥ s ❛♥❞ −s ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧♦♥❣✲♣❡r✐♦❞ ♦❢ ❧❛②❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② r❡❝✐♣r♦❝✐t② ❧❛✇
❢r♦♠ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❡❛❦s ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❞♦✉❜t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
❧❛♠❡❧❧❛❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✭s❤♦✇♥ ✐♥ s✉❜✜❣✉r❡ ✭❛✮✮✱ I1 (s3) ♠✉st ❜❡ ✐s♦tr♦♣✐③❡❞ ❜② s♦❧✐❞✲❛♥❣❧❡
❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❤❛❧❢ s♣❤❡r✐❝❛❧ s❤❡❧❧ ✇✐t❤ r❛❞✐✉s s t❤❛t r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
✐♥t❡♥s✐t②✱ I (s)✳ ❆❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❤❛❧❢ s❤❡❧❧ ♥♦t t❤❡ ❢✉❧❧ s❤❡❧❧ ✐s ❞✉❡ t♦ s✉♠♠✐♥❣

✷✾



✷ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡

Lorentz Correction

I1(s)=2�s
2I(s)a b

s12

s3

r3

r12

r3

r12

s3

s12
�

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳✹✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ▲♦r❡♥t③ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦r ✐s♦tr♦♣✐❝
♠❛t❡r✐❛❧✳ ✭❛✮ ❚❤❡ ♠✐s♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛♠❡❧❧❛r ♣❛❝❦✐♥❣ ♦❢ ❞♦♠❛✐♥s ❣❡♥❡r❛t❡s
t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❚✇♦ s♣♦ts ♦♥ t❤❡ ♠❡r✐❞✐❛♥ ✭❜✮ ❛r❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞
✭❞❛s❤❡❞ ❡❧❧✐♣s❡✮ ❢r♦♠ ✐♥t❡♥s✐t② ♦♥ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ s❤❡❧❧ ♦❢ s✳ ❚❤❡ s✉♠♠❡❞
s❝❛tt❡r✐♥❣ s♣♦ts ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❧❛♠❡❧❧❛❡ t❤❛t ✐s ♥♦r♠❛❧ t♦
t❤❡ ❧❛♠❡❧❧❛ s✉r❢❛❝❡✳

✐♥t❡♥s✐t② ❢♦r s ❛♥❞ −s ❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✳ ❚❤❡ ✶❉ I1 (s) ✐♥t❡♥s✐t②

I1 (s) = 2πs2I (s) ✭✷✳✸✳✶✽✮

❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ▲♦r❡♥t③ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② I (s)✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧❡
❡q✉❛t✐♦♥ ❝♦♥♥❡❝ts t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ♣❡r❢❡❝t❧② ♦r✐❡♥t❡❞ str✉❝t✉r❛❧ ❡♥t✐t✐❡s✳ ❲❤❛t
✇❡ ♠✉st ❜❡❛r ✐♥ ♠✐♥❞ ✐s t❤❛t t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ❢♦r t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢
✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤ ❧❛♠❡❧❧❛r str✉❝t✉r❡ ✭❞✐❧✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥✮ ❛♥❞ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ s ♠✉st ❜❡
❦❡♣t ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ s > 1/R✳

❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ▲♦r❡♥t③ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❱❡rt✐❝❛❧ Pr♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ▲♦r❡♥t③
❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤ ❛ ❧❛♠❡❧❧❛r ❞♦♠❛✐♥ str✉❝t✉r❡ ✭I1 (s3) =
2πs23I (s3)❀s3 ≡ s✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❇♦♥❛rt✬s ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤
♦t❤❡r ❝❧♦s❡❧②✳❬✷✷✷❪ ❇♦t❤ ♦❢ t❤❡♠ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ✶❉ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s♣❛❝❡✳ ■❢ ✇❡ ✈✐❡✇
t❤❡ ▲♦r❡♥t③ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✱ ✐t ♦♥❧② ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝
♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤ ❧❛♠❡❧❧❛r str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
str✉❝t✉r❡✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ❧♦♥❣✲s♣❛❝✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉r✈❡ s✉❜❥❡❝t❡❞
t♦ ▲♦r❡♥t③ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ❧❛♠❡❧❧❛❡ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
❡①tr❛❝ts t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❧♦♥❣✲s♣❛❝✐♥❣ ♦❢ ✇❡❧❧✲♦r✐❡♥t❡❞ s②st❡♠✳ ❇♦t❤ ♦❢ t❤❡✐r ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❢❛❧❧
♦✛ ✐♥ P♦r♦❞✬s ❧❛✇ ✇✐t❤ s−2

3 ❛s ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡♠ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ♦❢ s❛♠❡ ❡♥t✐t✐❡s✳

✸✵



✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

✸✳✶ ▼❛t❡r✐❛❧s

✸✳✶✳✶ ▼❛t❡r✐❛❧s ■♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶

❲❡ st✉❞② t❤❡r♠♦♣❧❛st✐❝ ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡s ✭❚P❯✮ ♠❛❞❡ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ ❤❛r❞
s❡❣♠❡♥ts ♦❢ ❛❧❧ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ ♠❛❞❡ ❢r♦♠ ✹✱✹✬✲♠❡t❤②❧❡♥❡ ❞✐♣❤❡♥②❧ ❞✐✐s♦❝②❛♥❛t❡ ✭▼❉■✮✳
❚❤❡ ❝❤❛✐♥ ❡①t❡♥❞❡rs ❛r❡ ✶✱✹✲❜✉t❛♥❡❞✐♦❧ ✭❇❉✮ ♦r ❤②❞r♦q✉✐♥♦♥❡ ❜✐s✭✷✲❤②❞r♦①②❡t❤②❧✮ ❡t❤❡r
✭❍◗❊❊✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ s♦❢t s❡❣♠❡♥ts ❛r❡ ❡✐t❤❡r ♠❛❞❡ ❢r♦♠ ♣♦❧②t❡tr❛❤②❞r♦❢✉r❛♥
✭P❚❍❋➤ P❚❍❋ ✐s ❛ tr❛❞❡ ♠❛r❦ ♦❢ ❇❆❙❋ ❙❊✮ ♦r ❢r♦♠ ♣♦❧②❝❛♣r♦❧❛❝t♦♥❡ ✭P❈▲✮ ♦r ❢r♦♠
❛♥ ❛❞✐♣✐❝ ❡st❡r✳ ❚❤❡ ♠♦❧❛r ♠❛ss❡s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ s♦❢t s❡❣♠❡♥ts ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ Mn ≈✶✵✵✵ ❉❛✳
Mw/Mn ≈ 1 ❢♦r P❈▲✳ Mw/Mn ≈ 2 ❢♦r P❚❍❋➤ ❛♥❞ t❤❡ ❛❞✐♣✐❝ ❡st❡r✳
❚❤❡ r❛✇ ♠❛t❡r✐❛❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❇❆❙❋ ❛♥❞ ❛❧❧ ❚P❯s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s②♥t❤❡s✐③❡❞

❜② ❇❆❙❋ P♦❧②✉r❡t❤❛♥❡s ▲t❞ ✐♥ ▲❡♠❢ör❞❡✱ ●❡r♠❛♥② ❜② ❤❛♥❞✲❝❛st✐♥❣ ✐♥ ❛ ♦♥❡✲s❤♦t ♣r♦✲
❝❡ss✳ ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠✐❧❧❡❞ ❛♥❞ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♠♦❧❞❡❞ t♦ s❤❡❡ts ♦❢ ✷ ♠♠ t❤✐❝❦♥❡ss✳
❆❢t❡r✇❛r❞s t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛t✉r❡❞❬✶✱ ✷✷✸✱ ✶✺✺✱ ✶✶✸✱ ✷✷✹✱ ✷✷✺✱ ✷✷✻❪ ❜② ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❛t ✶✵✵ ➦❈
❢♦r ✷✵ ❤✳
❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ♣r❡s❡♥ts ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ σmax ❛♥❞ εb ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡t❡r✲

♠✐♥❡❞ ✐♥ t❡♥s✐❧❡ t❡sts r✉♥ ❛t ❛ str❛✐♥ r❛t❡ ♦❢ ε̇ ≈✵✳✻✼♠✐♥−1✳ ❚❤❡ ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥t ❝♦♥t❡♥t
✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

❍❙❈ =
♥chain extender (▼chain extender +▼diisocyanate)

♠total

✇❤✐❧st ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠✐♥❛❧ ❞✐✐s♦❝②❛♥❛t❡✳

✸✳✶✳✷ ▼❛t❡r✐❛❧s ■♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷

❚❤❡ P❯❊ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s s✉♣♣❧✐❡❞ ❜② ❇❆❙❋ P♦❧②✉r❡t❤❛♥❡ ▲t❞ ✐♥ ▲❡♠❢ör❞❡✱ ●❡r♠❛♥②✳ ■t✬s
s②♥t❤❡s✐③❡❞ ❢r♦♠ ✹✱✹✲♠❡t❤②❧❡♥❡ ❞✐♣❤❡♥②❧ ❞✐✐s♦❝②❛♥❛t❡ ✭▼❉■✮✱ ♣♦❧②t❡tr❛❤②❞r♦❢✉r❛♥ ✭ P❚❍❋
✮ ✇✐t❤ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✇❡✐❣❤t ✶✵✵✵ ❣·♠♦❧−1 ❛♥❞ ✶✱✹✲❜✉t❛♥❡❞✐♦❧ ✭❇❉✮ ❛s ❝❤❛✐♥ ❡①t❡♥❞❡r✳ ❚❤❡
❤❛r❞ ♣❤❛s❡ ✐s ❜✉✐❧❞✉♣ ♦❢ ▼❉■ ❛♥❞ ❇❉✱ ✇❤✐❧❡ ▼❉■ ❛♥❞ P❚❍❋ ❢♦r♠ t❤❡ s♦❢t ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡
❝♦♥t❡♥t ♦❢ ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥t ✭▼❉■✰❇❉✮ ✐s ❛❜♦✉t ✹✸✪✇t✳
❚❤❡ ✈✐r❣✐♥ s❛♠♣❧❡ ✐s ❛♥♥❡❛❧❡❞ ❛t ✶✵✵ ◦❈ ❢♦r ✷✵ ❤♦✉rs✳ ❆♥t✐♦①✐❞❛♥t ❛♥❞ ❛♥t✐✲✉✈ st❛✲

❜✐❧✐③❡rs ✭✶ ♣♣♠✮ ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ r❛✇ ♠❛t❡r✐❛❧ t♦ ♣r♦t❡❝t ✐ts ❝❤❡♠✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡
st❛❜✐❧✐③❡rs ❞♦♥✬t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳ ❚❤❡ ❛❣❡✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛t✐♥❣ ❛✐r ❝❤❛♠❜❡r ❛t ✶✺✵ ◦❈✳ ❚❤❡② ✇❡r❡ t❛❦❡♥ ♦✉t ❛❢t❡r
❞✐✛❡r❡♥t ❛❣❡✐♥❣ ❞❛②s✳
■♥ ♦✉r st✉❞②✱ t❤❡ t❤❡r♠❛❧✲❛❣❡✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✶✵✵ ◦❈ t❤❛t ✐s t❤❡ ❡✈❛♣♦✲

r❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❧✐q✉✐❞ ✇❛t❡r✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐❣♥♦r✐♥❣ ❛❣❡✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ ♠♦✐st✉r❡ ✐s r❛t✐♦♥❛❧✳

✸✶



✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❙❛♠♣❧❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✳ ρ✿ ♠❛ss ❞❡♥s✐t②✱ σmax✿ t❡♥s✐❧❡ str❡♥❣t❤✱ εb✿
❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ❛t ❜r❡❛❦✱ Mw,TPU ✿ ✇❡✐❣❤t✲❛✈❡r❛❣❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r✱
Xiso,TPU ✿ ✐s♦❝②❛♥❛t❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r✳ ❆❧❧ ♠❛t❡r✐❛❧s s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡
❤❛r❞✲s❡❣♠❡♥t ❝♦♥t❡♥t ❍❙❈❂✺✶✪✳

❧❛❜❡❧✐♥❣ ♠❜t ♠qt ♠❜❧ ♠q❧ ♠❜❛ ♠q❛

❤❛r❞ s❡❣♠❡♥t ▼❉■ ▼❉■ ▼❉■ ▼❉■ ▼❉■ ▼❉■
❝❤❛✐♥ ❡①t❡♥❞❡r ❇❉ ❍◗❊❊ ❇❉ ❍◗❊❊ ❇❉ ❍◗❊❊
s♦❢t s❡❣♠❡♥t P❚❍❋ P❚❍❋ P❈▲ P❈▲ ❛❞✐♣✐❝ ❡st❡r ❛❞✐♣✐❝ ❡st❡r

ρ ❬❣✴❝♠❪ ✶✳✶✼✷ ✶✳✶✽✺ ✶✳✷✶✺ ✶✳✷✸ ✶✳✷✸✾ ✶✳✷✺✺

❙❤♦r❡ ❉ ✻✺ ✻✹ ✼✶ ✼✺ ✼✶ ✼✹

σmax ❬▼P❛❪ ✺✹ ✹✵ ✹✷ ✸✸ ✹✷ ✸✹

εb ✺✳✵ ✹✳✻ ✹✳✾ ✸✳✾ ✺✳✻ ✹✳✼

Mw,TPU ❬❦❉❛❪ ✽✽ ✺✺ ✶✵✸ ✺✹ ✽✵ ✻✻

Xiso,TPU ❬✪❪ ✵✳✵✻ ✵✳✶✵ ✵✳✵✹ ✵✳✵✹ ✵✳✵✹ ✵✳✵✽

❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡✐r ❝❤❡♠✐str②✳ ■♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡
❞❡s✐❣♥❛t✐♦♥ t❤❡ ❧❡tt❡r ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞❛s❤ ♠✐♠✐❝s t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♦❧✳
❍❙❈ ✐s t❤❡ ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥t ❝♦♥t❡♥t✳ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣♦❧②♦❧s✱ f ✐s t❤❡✐r
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②✱ v❖❍ ✐s t❤❡ ❤②❞r♦①②❧ ✈❛❧✉❡✳ Mth ✐s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❛r
✇❡✐❣❤t ❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ v❖❍✱ ❛♥❞ Me = Mth/f ✐s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠♦❧❛r ♠❛ss

♠❛t❡r✐❛❧ ❍❙❈ f v❖❍ Mth Me

❬✇t✪❪ ❬♠❣❑❖❍✴❣❪ ❬❣✴♠♦❧❪ ❬❣✴♠♦❧❪

P❯✲■ ✸✶ ✷ ✺✺✳✵ ✷✵✵✵ ✶✵✷✵
P❯✲❨ ✸✵ ✸ ✹✷✳✵ ✹✵✵✵ ✶✸✹✵
P❯✲❳ ✸✵ ✹ ✹✶✳✵ ✺✺✵✵ ✶✸✼✵
P❯✲❍❧ ✸✵ ✹ ✺✶✳✺ ✹✹✵✵ ✶✶✹✵
P❯✲❍s ✸✷ ✹ ✾✻✳✺ ✷✸✵✵ ✺✽✵

❲❡ ❤❛✈❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐❞❡✲❛♥❣❧❡ ❳✲r❛② s❝❛tt❡r✐♥❣ ✭❲❆❳❙✮ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ s❛♠♣❧❡s✳ ❆❧❧ s❛♠♣❧❡s
s❤♦✇ ❛ ❜r♦❛❞ ❛♠♦r♣❤♦✉s ❤❛❧♦ ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❛t 2θ ≈ 20.5◦✳ ◆♦ ❝r②st❛❧❧✐t❡s ❛r❡ ❢♦r♠❡❞
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ❛❣❡✐♥❣✳

✸✳✶✳✸ ▼❛t❡r✐❛❧s ■♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸

P♦❧②♣r♦♣②❧❡♥❡ ♣♦❧②♦❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s②♥t❤❡s✐③❡❞ ✈✐❛ ❛♥✐♦♥✐❝ ♣♦❧②♠❡r✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❝❡s✐✉♠
❤②❞r♦①✐❞❡ ❛s ❛ ❝❛t❛❧②st✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳✶ s❤♦✇s t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♦❧s ✐♥ s❝❤❡♠❛t✐❝
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✇❡✐❣❤t ♦❢
✷✵✵✵ ❉❛❧t♦♥s✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s t❤❛t ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡s ❛r❡
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♦❧ s❡❣♠❡♥ts✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷ t❤❡ ❝♦♠♣♦✲
s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ t❤❡✐r ♣♦❧②♦❧s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞✳ ❚❤❡ ♣♦❧②♦❧s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②
t❤❡✐r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② f ✱ ❖❍✲✈❛❧✉❡✱ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✇❡✐❣❤t Mth✳ ❆❧s♦ t❤❡ ❡q✉✐✈❛✲
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✒❨✒■ ✒❳ ✒✓✔ ✒✓✕

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳✶✿ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♦❧s✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ❛r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦
t❤❡ ♠♦❧❛r ♠❛ss❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♣r♦♣②❧❡♥❡ ❣❧②❝♦❧✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t✿ ▲✐♥❡❛r ✭❢ ❂✷✮❀
tr✐❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✭❢ ❂✸✮❀ t❡tr❛❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✱ ❳✲s❤❛♣❡❞ ✭❢ ❂✹✮❀ t❡tr❛❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✱ ❍✲
s❤❛♣❡❞ ✇✐t❤ s❤♦rt ❛r♠s❀ ❛♥❞ t❡tr❛❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✱ ❍✲s❤❛♣❡❞ ✇✐t❤ ❧♦♥❣ ❛r♠s

❧❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✇❡✐❣❤t Me = Mth/f ✐s ❣✐✈❡♥✳

❚❤❡ P❯❊s ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ♣♦❧②❡t❤❡r ♣♦❧②♦❧s ♠❛❞❡ ❢r♦♠ ♣r♦♣②❧❡♥❡♦①✐❞❡✱ ✶✱✹ ❜✉t❛♥❡
❞✐♦❧ ❛♥❞ ✹✱✹✬✲♠❡t❤②❧❡♥❡ ❞✐♣❤❡♥②❧ ❞✐✐s♦❝②❛♥❛t❡ ✭▼❉■✮✳ ❚❤❡ ▼❉■ ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣r❡♣♦❧②✲
♠❡r ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ P❯❊✳ ■t ❝♦♥t❛✐♥s s♦♠❡ s❤♦rt ❝❤❛✐♥ ❞✐♦❧s ❛♥❞
✉r❡t❞✐♦♥❡ ❣r♦✉♣s✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ❝r♦ss❧✐♥❦✐♥❣ ✈✐❛ t❤❡ ✐s♦❝②❛♥❛t❡✱ ❜✉t ✐ts ❝♦♥✲
tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝r♦ss❧✐♥❦✐♥❣ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ s♠❛❧❧✳ Me ♦❢ ✐s♦❝②❛♥❛t❡
✐s ✶✻✵ ❉❛❧t♦♥s✳ ✶✱✹✲❜✉t❛♥❡❞✐♦❧ ❤❛s t❤❡ Me❂✹✺ ❉❛❧t♦♥s✳ P❯❊ r❡❝✐♣❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛❧✲
❝✉❧❛t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥t ❝♦♥t❡♥t ✭❍❙❈✮ ✐s ❛♠♦✉♥t✐♥❣ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✸✶
✇t✳✲✪✳ ❍❙❈ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠✿ ❍❙❈ ❂ ✭✇❡✐❣❤t ▼❉■ ✰ ✇❡✐❣❤t ❝❤❛✐♥ ❡①t❡♥❞❡r✮ ✴
✭✇❡✐❣❤t ♣♦❧②♦❧ ✰ ✇❡✐❣❤t ▼❉■ ✰ ✇❡✐❣❤t ❝❤❛✐♥ ❡①t❡♥❞❡r✮✳ ❚❤❡ ♠♦❧❛r r❛t✐♦ ♦❢ ✐s♦❝②❛♥❛t❡
t♦ ❤②❞r♦①②❧ ❣r♦✉♣s ❛♠♦✉♥ts t♦ ✶✳✵✵✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣♦❧②♦❧s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛r❡ ❜r❛♥❝❤❡❞ ✭✇✐t❤
t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②♦❧ ■✮ ❛♥❞ t❤❡ ✐s♦❝②❛♥❛t❡ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❜r❛♥❝❤❡❞✱ ❛ ♣♦❧②♠❡r ♥❡t✇♦r❦ ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✇❡✐❣❤t✳ ❆s t❤❡ ♠♦❧❛r r❛t✐♦ ♦❢ ✐s♦❝②❛♥❛t❡ ❛♥❞ ♣♦❧②♦❧
✐s ✶✿✶✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ t❡♥❞❡♥❝② t♦ ❢♦r♠ s✐❞❡ ♣r♦❞✉❝ts ❧✐❦❡ ❛❧❧♦♣❤❛♥❛t❡✳ ❆❧❧ r❛✇ ♠❛t❡r✐❛❧s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❇❆❙❋ ❙❊✳ ❚❤❡ ✐s♦❝②❛♥❛t❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❛s r❡❝❡✐✈❡❞✳ Pr✐♦r
t♦ t❤❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛st ❡❧❛st♦♠❡r✱ ❜♦t❤ t❤❡ ♣♦❧②♦❧ ❛♥❞ ❝❤❛✐♥ ❡①t❡♥❞❡r✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❞r✐❡❞ ✉♥❞❡r ✈❛❝✉✉♠ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r ✷ ❤✳ ❚❤❡ ♣♦❧②♦❧✱ ❛♥ ❛♥t✐✲❢♦❛♠✐♥❣ ❛❣❡♥t✱
❛ ♠❡r❝✉r② ❝❛t❛❧②st✱ ❛♥❞ ❝❤❛✐♥ ❡①t❡♥❞❡r ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠✐①❡❞ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ✐♥ ❛ s♣❡❡❞
♠✐①❡r ❛t ✷✵✵✵ r♣♠ ❢♦r ✷ ♠✐♥✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ✐s♦❝②❛♥❛t❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠✐①❡❞ ❢♦r ❛♥♦t❤❡r ✷ ♠✐♥ ❛t ✷✵✵✵ r♣♠✳ ❚❤❡ r❡❛❝t✐✈❡ ♠✐①t✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥
♣♦✉r❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ♠♦❧❞ ✭✶✺✵ ♠♠ Ö ✷✵✵ ♠♠ Ö ✷ ♠♠✮ ❛t ✼✵ ➦❈✳ ❚❤❡ ❝❛st✐♥❣
❤❛s ❜❡❡♥ r❡♠♦❧❞❡❞ ❛❢t❡r ❛♣♣r♦①✳ ✺ ♠✐♥✳ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ❝❛sts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣♦st✲❝✉r❡❞ ✐♥ ❛♥
❛✐r✲❝✐r❝✉❧❛t❡❞ ♦✈❡♥ ❢♦r ✹ ❤ ❛t ✽✵ ➦❈✳ ❚❤❡ P❯ ❝❛st✐♥❣s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❦❡♣t ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✇❡❡❦

✸✸



✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣r✐♦r t♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳

✸✳✷ ❲✐❞❡ ❆♥❣❧❡ ❳✲r❛② ❙❝❛tt❡r✐♥❣

❆❧❧ t❤❡ ✇✐❞❡ ❛♥❣❧❡ ❳✲r❛② s❝❛tt❡r✐♥❣ ✭❲❆❳❙✮ s❝❛♥s ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ❛ ♣♦✇❞❡r ❞✐✛r❛❝✲
t♦♠❡t❡r ❳❵P❡rt Pr♦ ▼P❉ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ❜② P❆◆❛❧②t✐❝❛❧ ✐♥ ❇r❛❣❣✲❇r❡♥t❛♥♦ ❣❡♦♠❡tr②
✇✐t❤ ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ ❂ ✵✳✶✺✹✷ ♥♠ ✭❈✉✲❦α✮✳ ❚❤❡ s❝❛♥♥✐♥❣ r❛♥❣❡ ♦❢ 2Θ ✐s ❢r♦♠ ✷o t♦ ✹✷o

✇✐t❤ st❡♣ ✵✳✵✵✶♦✳

✸✳✸ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❊❧❡❝tr♦♥ ▼✐❝r♦s❝♦♣②

❋♦r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✭❚❊▼✮ ❛♥ ✉❧tr❛✲t❤✐♥ ❢r♦③❡♥ s❡❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡✲
♣❛r❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr❛st ♦❢ s❛♠♣❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❜② ❘✉❖4 st❛✐♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♦❢t ♣❤❛s❡✳
❚❤❡♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❤❛s ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ✉s✐♥❣ ❩❡✐ss ▲✐❜r❛ ✶✷✵ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✳

✸✳✹ ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠ ■♥❢r❛r❡❞ ❙♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✭❋❚■❘✮

■♥❢r❛r❡❞ t❡sts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❆tt❡♥✉❛t❡❞ ❚♦t❛❧ ❘❡✢❡❝t❛♥❝❡ ✭❆❚❘✮ ♠♦❞❡ ✉s✐♥❣ ❛
◆✐❝♦❧❡t ✐❙✶✵ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ✭❚❤❡r♠♦ ❙❝✐❡♥t✐✜❝✮✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr❛ ✇❡r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❡①t✐♥❝t✐♦♥
♠♦❞❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✻✺✵ t♦ ✹✵✵✵ ❝♠−1 ❛t ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✺ ❝♠−1 ❢♦r
✶✻ s❝❛♥s✳

✸✳✺ ❚❡♥s✐❧❡ ❚❡st✐♥❣

❚❤❡ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② t❤❡ str❡t❝❤✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡ ❜✉t ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❢❛❝✐❧✲
✐t✐❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛t ❉❊❙❨✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛t ❇❊❙❙❨ ■■✳

✸✳✺✳✶ ❚❡♥s✐❧❡ ❚❡st✐♥❣ ❛t ❉❊❙❨

❚❡sts ❛r❡ r✉♥ ♦♥ ❛ s❡❧❢✲♠❛❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳❬✷✷✼❪ ❉♦❣❜♦♥❡✲s❤❛♣❡❞ t❡st
❜❛rs ❙✸ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❉■◆✺✸✺✵✹ ❛r❡ ♣✉♥❝❤❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❤❡❡t✳ ❚❤❡ ❝❧❛♠♣✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s
22.5♠♠✳ ❆ 1000◆ ❧♦❛❞ ❝❡❧❧ ✐s ✉s❡❞✳ ❆ ❚❱✲❝❛♠❡r❛ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ♠♦♥✐t♦r t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✜❞✉❝✐❛❧ ♠❛r❦s✳ ❱✐❞❡♦ ❢r❛♠❡s ❛r❡ ❣r❛❜❜❡❞ ❡✈❡r② 12 s✳ ❙tr❡t❝❤✐♥❣ s♣❡❡❞ ✐s 1♠♠·♠✐♥−1✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✳✶ s❦❡t❝❤❡s t❤❡ ❢r♦♥t✲❡♥❞ ♦❢ ❳✲r❛② ❛♥❞ ✐♥✲s✐t✉ t❡♥s✐❧❡ s❡t✉♣✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✳✶✭❛✮
s❦❡t❝❤❡s t❤❡ ❢r♦♥t ❡♥❞ ✇❤❡r❡ ❳✲r❛② ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ❣✉✐❞❡❞ ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✲❛❞❥✉st❡❞ ❢r♦♠
s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❢❛❝✐❧✐t②✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✳✶✭❜✮ s❦❡t❝❤❡s t❤❡ t❡♥s✐❧❡ ❞❡✈✐❝❡s✳ ❚❤❡ ❞♦❣❜♦♥❡✲s❤❛♣❡❞
s❛♠♣❧❡ ✐s ♠♦✉♥t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝❧❛♠♣s ✇✐t❤ ❧♦❛❞ ❝❡❧❧✳
❯s✐♥❣ t❤❡ ✜❞✉❝✐❛❧ ♠❛r❦s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ s♣♦t✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥

ε = (ℓ− ℓ0) /ℓ0 ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡✱ ℓ0✱ ♦❢ t❤❡ ✜❞✉❝✐❛❧ ♠❛r❦s ❛♥❞ t❤❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❛❝t✉❛❧ ❞✐st❛♥❝❡✱ ℓ✳ ❚❤❡ tr✉❡ str❡ss σ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② σ = F/A✱ F ❞❡s✐❣♥❛t❡s
t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ A ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② A = A0/ (ε+ 1) ✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❞②♥❛♠✐❝ s❛♠♣❧❡
❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥✳ A0 ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❡st ❜❛r✳ ❋✐❣✉r❡

✸✹



✸✳✺ ❚❡♥s✐❧❡ ❚❡st✐♥❣

Undulator

Experimental station

Magnets

Lower Clamp

Upper Clamp

Stretching Force

Stretching Force

Sample with 

ducial marks

X-ray

Load Cell

Detector

Camera

Distance from sample 

to detector

a b

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✳✶✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡✈✐❝❡s ❢♦r t❤❡ t❡♥s✐❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ✭❛✮ ❚❤❡ ❢r♦♥t✲❡♥❞ ♦❢
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❳✲r❛② ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ❣✉✐❞❡❞ ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✲
❛❞❥✉st❡❞✳ ✭❜✮ ❚❤❡ ✐♥✲s✐t✉ t❡♥s✐❧❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t♦r✳

✸✳✺✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ str❡ss✲str❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t t❤❡s✐s✳ ❉✉r✐♥❣
t❤❡ str❛✐♥✐♥❣✱ t❤❡ ♣✐❣♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ♠❛r❦ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❛♥❞ s♦♠❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦
❝❛♥✬t ❜❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ♣✐❣♠❡♥t✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥t ♦❢ str❛✐♥ s❡t ❜② t❤❡ ❣r❛✈✐t②
❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛r❦ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♠❛r❦s s❡t ❛s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ str❛✐♥✳ ❚❤❡
str❡ss ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥✲s✐t✉ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ❛r❡❛ ♦❢ s❛♠♣❧❡ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣
t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ✈♦❧✉♠❡ ❞✉r✐♥❣ str❛✐♥✐♥❣✳ ❆❧❧ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
✇❡❜s✐t❡✳❬✷✷✽❪

✸✳✺✳✷ ❚❡♥s✐❧❡ ❚❡st✐♥❣ ❛t ❇❊❙❙❨ ■■

❚❡sts ❛r❡ r✉♥ ✐♥ ❛ s❡❧❢✲♠❛❞❡❬✷✷✼❪ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❆ ❣r✐❞ ♦❢ ✜❞✉❝✐❛❧ ♠❛r❦s ✐s ♣r✐♥t❡❞❬✷✷✾❪ ♦♥ t❡st
❜❛rs ❙✸ ✭❉■◆ ✺✵✶✷✺✮✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ t❤✐❝❦♥❡ss ✐s δ0 = 2.0♠♠✳ ❚❤❡ ❝❧❛♠♣✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s
✷✶ ♠♠✳ ❙✐❣♥❛❧s ❢r♦♠ t❤❡ tr❛♥s❞✉❝❡r ❛r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s
♠♦♥✐t♦r❡❞ ❜② ❛ ❚❱✲❝❛♠❡r❛✳ ❱✐❞❡♦ ❢r❛♠❡s ❛r❡ ❣r❛❜❜❡❞ ❡✈❡r② ✻✵ s ❛♥❞ ❛r❡ st♦r❡❞ t♦❣❡t❤❡r
✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐s ♦♣❡r❛t❡❞ ❛t ❝r♦ss✲❤❡❛❞ s♣❡❡❞s ♦❢ ✶ ♠♠✴♠✐♥✳
❯s✐♥❣ t❤❡ ✜❞✉❝✐❛❧ ♠❛r❦s✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥ ε = (ℓ− ℓ0) /ℓ0 ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ ❳✲r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡✱ ℓ0✱ ♦❢ t✇♦ ✜❞✉❝✐❛❧ ♠❛r❦s ❛♥❞ t❤❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❛❝t✉❛❧ ❞✐st❛♥❝❡✱ ℓ✳ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ✈✐❞❡♦ ❢r❛♠❡s ②✐❡❧❞s t❤❡ ❝✉r✈❡ ε (t) ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛♣s❡❞ t✐♠❡✳ ■t ✐s ✈❡r② ✇❡❧❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳
❚❤❡ ❧♦❝❛❧ str❛✐♥ r❛t❡ ✐s ❦❡♣t ❧♦✇ ε̇ ≈ 1.3 × 10−3 s−1 ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♠♦♥✐t♦r t❤❡
str❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦❧❞✲❢❛s❤✐♦♥❡❞ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤❡ str❡ss ❞❛t❛ ✇❛s ♥♦t r❡❝♦r❞❡❞
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ str❛✐♥ ❛s t❤❡ ❧♦❛❞ ❝❡❧❧ ❞✐❞♥✬t ✇♦r❦ ❛t t❤❡ ❜❡❛♠t✐♠❡✳ ❚❤❡ str❛✐♥ ❞❛t❛
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❛♣s❡❞ t✐♠❡ ✐s ❛❧s♦ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t❤❡♦r② s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✸✳✺✳✷✳
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✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✳✷✿ ❙tr❡ss✲str❛✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❞✉❝✐❛❧ ♠❛r❦s✳ ❚❤❡ ❣r❛✈✐t② ❝❡♥t❡r ♦❢
♠❛r❦ ✐s t❛❦❡♥ ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t ✈♦❧✉♠❡ ❞✉r✐♥❣ str❛✐♥✐♥❣
✐s ❛ss✉♠❡❞✳

✸✳✻ ❙❆❳❙ ❙❡t✉♣

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛t ❉❊❙❨✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛t ❇❊❙❙❨ ■■✳

✸✳✻✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❈❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛t ❉❊❙❨

❙♠❛❧❧✲❛♥❣❧❡ ❳✲r❛② s❝❛tt❡r✐♥❣ ✭❙❆❳❙✮ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤❡ s②♥❝❤r♦tr♦♥
❜❡❛♠❧✐♥❡ ❆✷ ❛t ❍❆❙❨▲❆❇✱ ❍❛♠❜✉r❣✱ ●❡r♠❛♥②✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡✲❞❡t❡❝t♦r ❞✐st❛♥❝❡ ✐s 3022♠♠✳
❲❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✐s λ = 0.15 ♥♠✳ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② ❛ ✷❉ ♠❛r❝❝❞ ✶✻✺ ❞❡t❡❝✲
t♦r ✭♠❛r r❡s❡❛r❝❤✱ ◆♦r❞❡rst❡❞t✱ ●❡r♠❛♥②✮ ✉s✐♥❣ ❜✐♥♥❡❞ 1024 × 1024 ♣✐①❡❧ ♠♦❞❡ ✭♣✐①❡❧
s✐③❡✿ 158µ♠×✶✺✽µ♠✮✳ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ✉♥❞r❛✇♥ ❛♥❞ r❡❧❛①❡❞ s❛♠♣❧❡ ❛r❡ r❡❝♦r❞❡❞
✇✐t❤ 120 s ❡①♣♦s✉r❡✳ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ♣❧❛✐♥ str❡t❝❤✐♥❣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❝♦r❞❡❞ ❡✈❡r②
132 s ✇✐t❤ ♦♥❡ ❡①♣♦s✉r❡ ♦❢ 120 s✳ ■♥ t❤❡ ❝②❝❧✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❝♦r❞❡❞ ❡✈❡r② 60 s ✇✐t❤ ♦♥❡ ❡①♣♦s✉r❡ ♦❢ 48 s✳ ❚❤❡ ♣❛tt❡r♥s I(s) = I (s12, s3)
❝♦✈❡r t❤❡ r❡❣✐♦♥ −0.175 ♥♠−1 ≤ s12, s3 ≤ 0.175 ♥♠−1✳ s = (s12, s3) ✐s t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
✈❡❝t♦r ✇✐t❤ ✐ts ♠♦❞✉❧✉s ❞❡✜♥❡❞ ❜② |s| = s = (2/λ) sin θ ✇✐t❤ 2θ ❜❡✐♥❣ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
❛♥❣❧❡✳

✸✳✻✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❈❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛t ❇❊❙❙❨ ■■

❙♠❛❧❧✲❛♥❣❧❡ ❳✲r❛② s❝❛tt❡r✐♥❣ ✭❙❆❳❙✮ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤❡ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ✼❚✲
▼P❲✲❙❆❳❙ ❛t ❇❊❙❙❨ ■■✱ ❇❡r❧✐♥ ♦♣❡r❛t❡❞ ✐♥ t♦♣✲✉♣ ♠♦❞❡ ✇✐t❤ ❛ r✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ♦❢ ✸✵✵ ♠❆✳
❚❤❡♥ t❤❡ ✼✲❚❡s❧❛ ♠✉❧t✐♣♦❧❡✲✇✐❣❣❧❡r ❞❡❧✐✈❡rs ❛ ♣❤♦t♦♥ ✢✉① ♦❢ ✻×✶✵12s−1✳ ❚❤❡ ❞♦✇♥str❡❛♠
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♦♣t✐❝s ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r s❡t✉♣s ✇✐t❤ ❛ s❛♠♣❧❡✲❞❡t❡❝t♦r ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❙❆❳❙ r❛♥❣❡
♦❢ ✸ ♠✳ ❚❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♣r✐♠❛r②✲❜❡❛♠ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ✐s ✶ ♠♠ × ✵✳✹ ♠♠ ✭✇✐❞t❤ × ❤❡✐❣❤t✮✱
t❤❡ s❛♠♣❧❡✲❞❡t❡❝t♦r ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ✷✽✺✹ ♠♠ ❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❆❣✲❇❡❤❡♥❛t❡
✭❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞ d001 = 5.8380 ♥♠✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✽✸✶✵ ❦❡❱✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ = 0.1492 ♥♠✳ ❆ ✜❧t❡r ♣❛❝❦❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❜❡❛♠ ✐s ❡♥❣❛❣❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ❝♦✉♥t r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② r❛t✐♦s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❧t❡r s❡tt✐♥❣s
❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r ❧❛t❡r ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✐s ❛ ✷❉ ❣❛s ❞❡t❡❝t♦r ✭♠✉❧t✐✲✇✐r❡
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❝♦✉♥t❡r✮ ❜✉✐❧t ❜② ❏❏ ❳✲r❛②✱ ❑❣s✳ ▲②♥❣❜②✱ ❉❡♥♠❛r❦✳ ■t ❤❛s ✶✵✷✹× ✶✵✷✹ ♣✐①❡❧s
♦❢ ✷✵✼ ➭♠ × ✷✵✼ ➭♠✳ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❡✈❡r② ✷✹✵ s ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣♦s✉r❡ ♦❢
✶✹✵ s✳ ❚❤❡ ♣❛tt❡r♥s I (s) = I (s12, s3) ❝♦✈❡r t❤❡ r❡❣✐♦♥−0.24 ♥♠−1 ≤ s12, s3 ≤ 0.24 ♥♠−1✳
s = (s12, s3) ✐s t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ ✐ts ♠♦❞✉❧✉s ❞❡✜♥❡❞ ❜② |s| = s = (2/λ) sin θ✳
2θ ✐s t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧❡st s✲✈❛❧✉❡s r❡❝♦r❞❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❡❛♠
st♦♣ ✐s smin = 0.0125 ♥♠−1✳ ❚❤❡ r❡♠♥❛♥t s♠❛❧❧ ❜❧✐♥❞ ❛r❡❛ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ✐s ✜❧❧❡❞ ❜②
❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥✳ ❇❡❢♦r❡ ❛♥② ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤❡ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✉♥❡✈❡♥ ❞❡t❡❝t♦r
s❡♥s✐t✐✈✐t② ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ ◆✐✲t❛r❣❡t✳

✸✳✼ ❉❛t❛ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❉❛t❛ Pr❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❚❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s I (s12, s3) ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞✱ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
❝♦rr❡❝t❡❞✱ ❛❧✐❣♥❡❞ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙tr✐❜❡❝❦✬s t❡①t❜♦♦❦✳❬✶✾✸❪ ❚❤❡s❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❝♦♥t❛✐♥ ✐♥✲
t❡♥s✐t② ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♥st❛♥t ♣r✐♠❛r② ❜❡❛♠ ✢✉①✱ ③❡r♦ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t ✐rr❛✲
❞✐❛t❡❞ ✈♦❧✉♠❡ V0✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛ss✉♠✐♥❣ V (t) /V0 = (1/ (1 + ε (t)))0.5✳
❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ✈♦❧✉♠❡ ❞✉r✐♥❣ str❛✐♥✐♥❣✳ ❚❤❡ str❛✐♥ ε (t) t❤❛t
✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❛tt❡r♥ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t✐♠❡ t + te/2 ✇✐t❤ t ❜❡✐♥❣ t❤❡
❡❧❛♣s❡❞ t✐♠❡ ❛t t❤❡ st❛rt ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦s✉r❡✱ ❛♥❞ te t❤❡ t♦t❛❧ ❡①♣♦s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥✳ ❆❢✲
t❡r t❤❡s❡ st❡♣s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ st✐❧❧ ♥♦t ✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ✉♥✐ts✱ ❜✉t t❤❡✐r
✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

❊①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② t❤❡ r❛❞✐❛❧✲❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❬✷✸✵❪ t❤❛t ✐s ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❡❞ ✐♥ P❱✲❲❆❱❊ ❋✐❣✳ ✸✳✼✳✶ s❤♦✇s ❛ ♣❛tt❡r♥ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣✳

❚❤❡ ♣❛tt❡r♥s I (s) = I (s12, s3) ❛r❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❛♥♦s✲
tr✉❝t✉r❡ ✐♥ r❡❛❧ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐♣❤❛s❡ t♦♣♦❧♦❣②✳ ❚❤❡
r❡s✉❧t ✐s ❛ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❤♦r❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❈❉❋✮✱ z (r)❬✺❪✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞
✐s ❡①❡♠♣❧✐✜❡❞ ✐♥ ❛ t❡①t❜♦♦❦❬✶✾✸❪ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛♣❡r❬✺❪ ✇❤❡r❡ ✜❣✉r❡s s❤♦✇ t❤❡
❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❢r♦♠ st❡♣ t♦ st❡♣✳ ❍❡r❡ ✇❡ ♦♥❧② s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ st❡♣s ❛♥❞ ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❈❉❋ ✇✐t❤ ✜❜❡r s②♠♠❡tr② ✐♥ r❡❛❧ s♣❛❝❡✱ z (r12, r3)✱
✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❜❡r✲s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❙❆❳❙ ♣❛tt❡r♥✱ I (s12, s3)✱ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐✲♣❤❛s❡ ♠❛✲
t❡r✐❛❧✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ z (r12, r3)✱ I (s12, s3) ✐s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✜❜❡r
♣❧❛♥❡✳ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜② s2 ❛♣♣❧✐❡s t❤❡ r❡❛❧✲s♣❛❝❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r✐♥❣✳ ■t ✐s ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② s✉❜tr❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ G (s12, s3)✱ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✐❞❡❛❧ ♠✉❧t✐♣❤❛s❡ s②st❡♠✳ ■ts ✷❉
❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✐s t❤❡ s♦✉❣❤t ❈❉❋✳ ■♥ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❝♦♥t❡①t t❤❡ ❈❉❋ ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥
♦❢ ❘✉❧❛♥❞✬s ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭■❉❋✮❬✶✽✹❪ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ ♦r✱
✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✈✐❡✇✱ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦❢ ❱♦♥❦✬s ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❬✶✾✽❪✳
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✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

❛ ❜

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✳✶✿ ❊✛❡❝t ♦❢ ♣❛tt❡r♥ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ✭❛✮ r❛✇ ✈❛❧✐❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ s❡♥s✐t✐✈❡ r❡❣✐♦♥ ✐s
❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❡❞❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ t✉❜❡✳ ❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❜❡❛♠st♦♣
❛♥❞ ✐ts ❤♦❧❞❡r ❞❡✜♥❡ ❛♥ ✐♥♥❡r ❜❧✐♥❞ r❡❣✐♦♥✳ ✭❜✮ ❚❤❡ s❛♠❡ ♣❛tt❡r♥ ❛❢t❡r
♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ◆♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❜② ❢♦✉r✲q✉❛❞r❛♥t ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ✐s ✈✐s✐❜❧❡✳ ❇♦t❤
♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ♦♥ ❛ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❧♦r ✐♥t❡♥s✐t② s❝❛❧❡

❚❤❡ ❈❉❋ ✐s ❛♥ ✏❡❞❣❡✲❡♥❤❛♥❝❡❞ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✑❬✶✹✶✱ ✶✼✸✱ ✷✸✶✱ ✶✾✵❪ ✕ t❤❡ ❛✉t♦✲
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✜❡❧❞✱ ∇ρ (r)✳ ρ (r) ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡
t❤❛t ✐s ❝♦♥st❛♥t ✇✐t❤✐♥ ❛ ❞♦♠❛✐♥ ✭❝r②st❛❧❧✐♥❡✱ ❛♠♦r♣❤♦✉s✮✳ ❚❤✉s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❣❤♦st
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r✱ t❤❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❈❉❋ z (r) s❤♦✇s ♣❡❛❦s ✇❤❡r❡✈❡r t❤❡r❡ ❛r❡ ❞♦♠❛✐♥
s✉r❢❛❝❡ ❝♦♥t❛❝ts ❜❡t✇❡❡♥ ❞♦♠❛✐♥s ✐♥ ρ (r′) ❛♥❞ ✐♥ ✐ts ❞✐s♣❧❛❝❡❞ ❣❤♦st ρ (r′ − r)✳ ❙✉❝❤
♣❡❛❦s hi (r12, r3) ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳❬✶✽✹❪ ❉✐st❛♥❝❡ r = (r12, r3) ✐s t❤❡ ❣❤♦st
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ❛r❡ ♠❛✐♥❧② st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str♦♥❣ ♠❡r✐❞✐♦♥❛❧
❧♦♥❣✲s♣❛❝✐♥❣ ♣❡❛❦s hL (r12, r3) ✐♥ t❤❡ ❈❉❋✳

❇♦♥❛rt✬s ▲♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ Pr♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜❡st✲❦♥♦✇♥ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣
♠❛♣s t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② I (s) /V t❤❛t ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ✈♦❧✉♠❡✱ V ✱ ♦♥t♦ t❤❡ ③❡r♦✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✉❜s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♥✉♠❜❡r Q ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ✏✐♥✈❛r✐❛♥t✑ ♦r ✏s❝❛tt❡r✐♥❣
♣♦✇❡r✑

{I}0 /V = Q =

ˆ

I (s) /V d3s. ✭✸✳✼✳✶✮

❇♦♥❛rt✬s ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♥♦t ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧
s♣❛❝❡✱ ❜✉t ♦♥❧② ♦✈❡r ♣❧❛♥❡s ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ✜❜❡r ❛①✐s ②✐❡❧❞✐♥❣ t❤❡ ❝✉r✈❡

{I}1 (s3) /V = 2π

ˆ

∞

0
s12 I (s12, s3) /V ds12, ✭✸✳✼✳✷✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❛✐♥✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ s3 ♦♥❧②✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥t♦ ❛ ✶❉
s✉❜s♣❛❝❡ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② s✉❜s❝r✐♣t✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ❜r❛❝❡s✳ Pr♦❥❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
❢r♦♠ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❞❛t❛ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❋✐❣✳ ✸✳✼✳✶❛ ❛❢t❡r ✹✲q✉❛❞r❛♥t ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❛♥❞ ✜❧❧✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❤♦❧❡✳

❋r♦♠ s✉❝❤ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭■❉❋✮❬✶✾✸✱ ✶✽✹✱ ✷✷✷❪ g1 (r3) ❛r❡
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✸✳✼ ❉❛t❛ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② ✐t ❜❡❝♦♠❡s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ q✉❛♥t✐❢② s❡✈❡r❛❧ ♠♦r✲
♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❚❡❝❤♥✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ✜rst st❡♣ ✐♥✈♦❧✈❡s s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✉❡ss❡❞ ❝♦♥st❛♥t ❞❡♥s✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞❬✷✸✷✱ ✷✸✶✱ ✷✸✸❪✱ IF l✱ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❝✉r✈❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜② 4π2s23 t♦
❛♣♣❧② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐♥ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡
❢✉♥❝t✐♦♥

G1,i (s3) = ({I}1 (s3) /V − IF l) 4π
2s23.

❚❤❡ ✜♥❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❛rr♦✇ ❧♦✇✲♣❛ss ❢r❡q✉❡♥❝② ✜❧t❡r
t♦ G1,i (s3)✱ ❛s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❡❧s❡✇❤❡r❡❬✷✶✼✱ ✶✾✸❪✳ ❚❤✉s t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ G1 (s3) ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞✳ ■ts ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✐s t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ■❉❋ g1 (r3)✳

■❉❋ ❋✐tt✐♥❣ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳ ❚❤❡ ■❉❋ ✐s ✜tt❡❞❬✷✷✷❪ ❜② ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ t❤❛t
❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❤❛r❞✲❞♦♠❛✐♥ ❤❡✐❣❤ts ❛♥❞ s♦❢t✲❞♦♠❛✐♥ ❤❡✐❣❤ts
❛❧♦♥❣ t❤❡ str❛✐♥✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❱✐s✉❛❧ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ■❉❋s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡
❤❡✐❣❤t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❛t t❤❡
r❛♥❣❡ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥s ✐s s❤♦rt✳ ❚❤✉s ❛ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ st❛❝❦✐♥❣ ♠♦❞❡❧❬✷✷✷❪
✇✐t❤ ❢❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❝❤♦s❡♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ✐❞❡❛❧ st❛❝❦✐♥❣ ♠♦❞❡❧❬✶✾✺❪✳ ❚❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❛ ✇❡✐❣❤t W t❤❛t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✲
tr✐❜✉t✐♥❣ ❝❤♦r❞s ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ❄❄✮✱ ❛✈❡r❛❣❡ ❤❡✐❣❤ts Hh ❛♥❞ Hs ♦❢ ❤❛r❞ ❛♥❞ s♦❢t ❞♦♠❛✐♥s✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s σh/Hh ❛♥❞ σs/Hs ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❤❡✐❣❤t
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❆♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t s❦❡✇s❬✷✵✵✱ ✷✵✷❪ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥s ✐s ♣r❡s❡♥t ❜✉t
♥♦t ❞✐s❝✉ss❡❞ ❤❡r❡✳

■❉❋ ❋✐tt✐♥❣ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳ ❚❤❡ ■❉❋ ✐s ✜tt❡❞❬✷✷✷✱ ✷✵✵✱ ✷✶✼❪ ❜② ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♠♦❞❡❧ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❤❛r❞✲❞♦♠❛✐♥ ❤❡✐❣❤ts ❛♥❞ s♦❢t✲
❞♦♠❛✐♥ ❤❡✐❣❤ts ❛❧♦♥❣ t❤❡ str❛✐♥✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❆♥ ❛❞❛♣t❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉♥❞❡r
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② ✈✐s✉❛❧ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❉❋s ❛♥❞ t❤❡
■❉❋s t❤❡♠s❡❧✈❡s✳ ❆♥t✐❝✐♣❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❈❉❋s ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✸✮ ✐t ✐s
❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ♠✐❞✲r❛♥❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts
t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❧❡♥❣t❤❡♥ ✐♥ t❤❡ str❛✐♥✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ❞♦♠❛✐♥s
❛♣♣❡❛r❬✷✸✹❪ t♦ ❢♦r♠ q✉❛s✐♣❡r✐♦❞✐❝ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❙✉❝❤ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②
t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♠♦❞❡❧s ♦❢ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡♥t✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭♣❛r❛❝r②st❛❧✱ st❛❝❦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ ✳ ✳ ✳ ✮❬✶✾✺❪✳

❋♦rt✉♥❛t❡❧② t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡r q✉❛s✐✲♣❡r✐♦❞✐❝ s❡q✉❡♥❝❡s ✐s ❧♦✇✳ ❚❤✉s
✇❡ ♥❡❣❧❡❝t ✐t t♦ t❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜② ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦♥❧② ♥❡①t✲♥❡✐❣❤❜♦r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳ ❆♥
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛♥ ❡♥t✐t② ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣r✐s❡s ♦♥❧② t✇♦ ❤❛r❞✲❞♦♠❛✐♥s ✇✐t❤ ❛
s✐♥❣❧❡ s♦❢t✲❞♦♠❛✐♥ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✏❞✉♦s✑❬✶✾✸✱ ✷✸✺❪✮✳ ❚❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②
❛ ❤❛r❞✲❞♦♠❛✐♥ ❤❡✐❣❤t✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ s♦❢t ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜② ❛ s♦❢t✲❞♦♠❛✐♥
❤❡✐❣❤t✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ✭✏s♦❧♦s✑❬✶✾✸✱ ✷✸✺✱ ✽✾✱ ✻✶❪✮
♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■t ✐s ♣✉r❡✱ ❞✐✛✉s❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ t❤♦s❡
❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✭✏s♦❧♦s✑❬✶✾✸✱ ✷✸✺❪✮✳ ■♥ ❡❛r❧✐❡r
✇♦r❦❬✻✶✱ ✷✸✻❪ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✭✏♣♦♦r❧② ❛rr❛♥❣❡❞

✸✾



✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

r❡❣✐♦♥s✑ ✭P❆❘✮✮✳ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❞✉♦s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦r♠❡r ✏✇❡❧❧ ❛rr❛♥❣❡❞
❡♥t✐t✐❡s✑ ✭❲❆❊✮❬✻✶✱ ✷✸✻❪✳
❚❤✉s ♦✉r ✉❧t✐♠❛t❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣r✐s❡s t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ♥❛♠❡❧② s♦❧♦s ❛♥❞ ❞✉♦s✳ ❚❤✐s ✐s

s✐♠✐❧❛r ❛s ✐♥ ❡❛r❧✐❡r ✇♦r❦❬✷✸✺❪✱ ❜✉t ❤❡r❡ t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ♥♦t ❝♦✉♣❧❡❞ ❜② t❤❡✐r
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥✳ ■♥st❡❛❞✱ ❤❡r❡ ✇❡ ❝♦✉♣❧❡ s♦❧♦s ❛♥❞ ❞✉♦s ❜② ❛ss✉♠✐♥❣
t❤❛t t❤❡ ❤❡✐❣❤t✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ✐s♦❧❛t❡❞ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ❚❤✐s
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❛♠♦♥❣ t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❧♦✇✱ ❛♥❞ t❤✉s ❛ ❞✐s♣r♦♣♦rt✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞✲❞♦♠❛✐♥
❤❡✐❣❤t✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♣♣❡❛rs ✐♠♣r♦❜❛❜❧❡✳
■t ❛♣♣❡❛rs ✇♦rt❤ t♦ ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ✜tt❡❞ ♦t❤❡r t✇♦✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠♦❞❡❧s ❛s

✇❡❧❧ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❡✈❡♥ ✈❛r✐❡❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ❚❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ ♠♦❞❡❧
♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ❡①❤✐❜✐ts t❤❡ ❜❡st s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭♥❛rr♦✇ ❡rr♦r
❜❛rs✱ ❧♦✇ ♥♦✐s❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❝✉r✈❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ str❛✐♥✮✳
▲❡t ✉s ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❞✉♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛r❡ ❛

✇❡✐❣❤t Wduo✱ ❛✈❡r❛❣❡ ❤❡✐❣❤ts Hh ❛♥❞ Hs ♦❢ ❤❛r❞ ❛♥❞ s♦❢t ❞♦♠❛✐♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞
t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s σh/Hh ❛♥❞ σs/Hs✳ ❆ ❢✉rt❤❡r st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σH
♣❡r♠✐ts s❦❡✇❡❞ ❤❡✐❣❤t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s❬✷✵✵✱ ✷✵✷❪✳ ❆❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛❞❞s ♦♥❧②
♦♥❡ ❢✉rt❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✱ Wsolo✳ ■t ❜♦rr♦✇s Hh✱ σh/Hh ❛♥❞ σH ❢r♦♠ t❤❡ ❞✉♦s✳ ■♥ t❤❡
✜tt✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥✉♠❜❡rs
s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❛❣❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s t❤❡ ✇✐❞t❤s ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✲❤❡✐❣❤t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭σh/Hh✱
σs/Hs✱ σH✮ ❛r❡ t♦♦ ✉♥❝❡rt❛✐♥ t♦ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❧②
❞✐st♦rt❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳
▲❡t ✉s ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤✐❝❤ r❡t✉r♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t

r❡s✉❧ts✳ WsoloHh ❛♥❞ WduoHh ❛r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞
❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙✉♠♠❡❞ ✉♣

(Wsolo +Wduo)Hh = c vh ✭✸✳✼✳✸✮

✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ q✉❛♥t✐t② ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✱ vh✳
❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ ♦✉r ❚P❯s ✐s ❛ ❞✐❧✉t❡❞ ♦♥❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r WduoHs

❞♦❡s ♥♦t ❝❛t❝❤ ❛❧❧ s♦❢t ❝❤♦r❞s❬✶✽✶❪✳ ❖♥❧② ✐♥ ❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ s②st❡♠ WduoHs = c vs ✇♦✉❧❞
❜❡ ✈❛❧✐❞✳ ❚❤❡♥ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ c✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡♣♦rt c vh✳
❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ♣r♦♣❡r ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t c ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ r❡❝♦r❞❡❞
❙❆❳❙ ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ Hh ❛♥❞ Hs ✐s ♦❜✈✐♦✉s✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✳✷ s❤♦✇s ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ g1 (r3) ✐♥t♦ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡ ✜t

❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❣♦♦❞✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ ❜♦t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❝✉r✈❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s
❝❛♥♥♦t ❜❡ ✜tt❡❞ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉r ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✉♣t✉r♥ ♦❢ g1 (r3) ✭✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✳✷ ❢♦r
r3 > 20 ♥♠✮✳

❋✐tt❡❞ P❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❍❛r❞ ❉♦♠❛✐♥ ❱♦❧✉♠❡✳ ❇② ✜tt✐♥❣ t❤❡ ■❉❋✱ ✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡
❤❡✐❣❤t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s Hh (r3) ❛♥❞ Hs (r3) ♦❢ ❤❛r❞ ❛♥❞ s♦❢t ❞♦♠❛✐♥ ❝❤♦r❞s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤❡ ✇❡✐❣❤t ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ■❉❋ ✐s ❞❡✜♥❡❞

W =

ˆ

Hh (r3) dr =

ˆ

H (r3) dr. ✭✸✳✼✳✹✮
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✮
✞✟
✠✡
✠☛

✁♠☞✌✍✎♠✏ ✑✒✓

❢✔✕✕♠✏ ✑✒✓

✏✍❞ ✖❞✁✗❞�♠�✕ ✘✙✚✛✜

✌❞s❞ ✖❞✁✗❞�♠�✕ ✘✢✚✣✜

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✳✷✿ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭■❉❋✮ g1 (r3)
✐♥t♦ t❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭s♦❧♦✱ ❞✉♦✮ ❢♦r ❛♥ ❛❣❡❞
❚P❯

▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ t❤❡ ❞✐❧✉t❡❞ ♣❤❛s❡✱ ✐✳❡✳ t❤❛t t❤❡ s♠❛❧❧✲❛♥❣❧❡
s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝♦✉♥ts ❛❧❧ t❤❡ ❝❤♦r❞s ✇❤✐❝❤ ❝r♦ss ❛❧❧ t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ✭✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ♣❤❛s❡
t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ❝❤♦r❞s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s♦ ❧♦♥❣ t❤❛t t❤❡② ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❝♦✉♥t❡❞✮✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss
♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s✐♥❣❧❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥✳ ❋✐❣✉r❡ ❄❄ s❤♦✇s ❛ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤✐s ❤❛r❞
❞♦♠❛✐♥ ✐♥t❡rs❡❝t❡❞ ❜② ✐ts ❝❤♦r❞s✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ Vh ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ✐s

Vh = dσ

¨

l (r1, r2) dr1dr2 = dσ

ˆ

r3Hh (r3) dr3, ✭✸✳✼✳✺✮

❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱
❜❡❝❛✉s❡Hh (r3) ✐s ❥✉st t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤♦r❞s ❧❡♥❣t❤ r3✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❤❛r❞✲❞♦♠❛✐♥ ❤❡✐❣❤t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✉s✉❛❧

Hh =

´

r3Hh (r3) dr3
´

H (r3) dr3
=

Vh/dσ

W
, ✭✸✳✼✳✻✮

❛♥❞ ✐t ❢♦❧❧♦✇s
HhW ∝ Vh. ✭✸✳✼✳✼✮

❇♦t❤ Hh ❛♥❞ W ❛r❡ ✜t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✉s ❛ q✉❛♥t✐t② ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ t♦t❛❧
✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜t✳ ■♥ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ r✐❣✐❞ ❤❛r❞
❞♦♠❛✐♥s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ❡✈❡♥ s✐♠♣❧✐✜❡s t♦ W ∝ Vh✳

✸✳✽ ❈♦❞❡

❙❆❳❙ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② ❛ ♣❛❝❦❛❣❡❬✷✷✽❪ ✇❤✐❝❤ ✐s
✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ P❱✲❲❆❱❊✳ ❚❤✐s ♣❛❝❦❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦✇♥✲
❧♦❛❞❡❞ ❢♦r ❢r❡❡ ❢r♦♠ ✇❡❜s✐t❡✳❬✷✷✽❪ ❚❤❡ ❧✐❝❡♥s❡ ♦❢ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ P❱✲❲❆❱❊ ✐s ♥♦t ❛ s♠❛❧❧

✹✶



✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✳✸✿ ❚❤❡ ✭♦♥❧②✮ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❛ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✐♥t❡rs❡❝t❡❞ ❜② ❝❤♦r❞s
♦❢ ✈❛r②✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ l✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥✳
❊✈❡r② ❝❤♦r❞ ♦❝❝✉♣✐❡s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ dσ✳ ❖♥❧② ❝❤♦r❞s ✇❤✐❝❤
r✉♥ ✐♥ str❛✐♥✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣
{I}1 (r3) ✐s ❛♥❛❧②③❡❞✳

❡①♣❡♥s❡ ✐❢ ✇❡ s❤❛r❡ t❤❡ ❝♦❞❡s ✐♥ t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♠✉♥✐t②✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ♦❢ ♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡
❝♦❞❡s ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❝♦♠♠✉♥✐t②✳ ❘❡✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ✐♥ ♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡ ♣r♦✲
❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ P②t❤♦♥✱ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❢r❡❡ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✐s ❞♦♥❡
❜② t❤❡ ❛✉t❤♦r✳❬✷✸✼❪ ❚❤✐s ♣②t❤♦♥ ♣❛❝❦❛❣❡ ✭✐♣②❈❤♦r❞✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❛♥❞ ❞♦✇♥❧♦❛❞❛❜❧❡
❛❢t❡r ❛ s❤♦rt t✐♠❡✳

✹✷



✹ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

✹✳✶ ▼♦r♣❤♦❧♦❣② ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❚P❯s ▼♦♥✐t♦r❡❞ ❜② ❙❆❳❙
❘❡❧❛t❡❞ t♦ ❙tr❛✐♥✲❛t✲❜r❡❛❦

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✶✱ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✻ ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✉♥❞❡r
str❛✐♥ ❛r❡ ♠♦♥✐t♦r❡❞ ❜② ✐♥✲s✐t✉ ❙❆❳❙✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡
✜t ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢
❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳

✹✳✶✳✶ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❚P❯ ▼❛t❡r✐❛❧s

❚P❯❙ ❜❛s❡❞ ♦♥ ▼❉■✱ ♣♦❧②✭❛❧❦②❧❡♥❡ ❛❞✐♣❛t❡✮✱ ❛♥❞ P❚❍❋ ♣♦❧②♦❧s ❛♥❞ ✶✱✹✲❇❉ ❛r❡ ♠♦st
❝♦♠♠♦♥✳ P♦❧②❡t❤❡rs ❧✐❦❡ P❚❍❋ ❛r❡ ❧❡ss ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ▼❉■ ❜❛s❡❞ ❤❛r❞ ❝❤❛✐♥ s❡❣♠❡♥ts
t❤❛♥ ♣♦❧②❡st❡rs ❛♥❞ ❚P❯s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡♠ s❤♦✇ ❛ ❤✐❣❤❡r ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛❧s♦ t❡♥❞ t♦ ❜❡ ❧❛r❣❡r ❛♥❞ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① t❤❛♥ t❤♦s❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❚P❯s
❜❛s❡❞ ♦♥ ♣♦❧②❡st❡rs✳ ❲✐t❤ r❡❣❛r❞s t♦ t❤❡ s❤♦rt✲❝❤❛✐♥ ❞✐♦❧✱ ❍◗❊❊ ②✐❡❧❞s ❤✐❣❤❡r ♠❡❧t✐♥❣
❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s t❤❛♥ t❤♦s❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ✶✱✹✲❇❉✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ▼❉■✲
❜❛s❡❞ ❚P❯s ❢r♦♠ P❚❍❋✱ ♣♦❧②✭❛❧❦②❧❡♥❡ ❛❞✐♣❛t❡✮ ❛♥❞ P❈▲ ♣♦❧②♦❧s ❛♥❞ ✶✱✹✲❇❉ ❛♥❞ ❍◗❊❊
❝❤❛✐♥ ❡①t❡♥❞❡rs✳ ❲✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s❡r✐❡s ♦❢ ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡s t❤❡ ❚P❯ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✜❡❧❞ ✐s
❧❛r❣❡❧② ❝♦✈❡r❡❞✳ ❚❤❡ ❤❛r❞✲s❡❣♠❡♥t ❝♦♥t❡♥t ✭❍❙❈✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❛❧❧ ❚P❯s
❛♥❞ ❛♠♦✉♥t t♦ ✺✶ ✇t✳✲✪✳ ■♥ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡✐r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✮✱ t❤❡
❚P❯s ❜❛s❡❞ ♦♥ P❚❍❋ ✭♠qt ❛♥❞ ♠❜t✮ ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♦❢t❡r ✭✺✲✶✵ s❤♦r❡✲❉ ✉♥✐ts✮ t❤❛♥
t❤❡ ♣♦❧②❡st❡r ❜❛s❡❞ ❚P❯s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ♦r✐❣✐♥❛t❡ ❢r♦♠ ❛ ❤✐❣❤❡r ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳
■♥ t❤✐s r❡s♣❡❝t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❍◗❊❊ ♦r ❇❉ ❤❛s ♦♥❧② ❛ ♠✐♥♦r ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ❤❛r❞♥❡ss ✭✶✲
✹ s❤♦r❡✲❉ ✉♥✐ts✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❜❡✐♥❣ s♦❢t✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡st t❡♥s✐❧❡ str❡♥❣t❤ ❛t ❜r❡❛❦ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞
❢♦r ♠❜t✳ ❆♥♦t❤❡r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠❛❞❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❍◗❊❊ ❜❛s❡❞ ❚P❯s s❤♦✇ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❜♦t❤ ✇❡✐❣❤t✲❛✈❡r❛❣❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♠❛ss Mw ❛♥❞ t❡♥s✐❧❡ str❡♥❣t❤ ❛t ❜r❡❛❦
t❤❛♥ t❤♦s❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ❇❉✳ ❚❤❡ ❍◗❊❊ ❜❛s❡❞ ❤❛r❞ ❝❤❛✐♥ s❡❣♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r
t❡♥❞❡♥❝② t♦ ♣❤❛s❡✲s❡♣❛r❛t❡ t❤❛♥ t❤♦s❡ ❢r♦♠ ❇❉✱ ❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t♦ st❛rt
❛❧r❡❛❞② ❛t ❛ ❧♦✇❡r ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳ ❚❤✐s ❡❛r❧✐❡r ♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦ ❜❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢
t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ Mw ❜✉✐❧❞✲✉♣✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ♣♦♦r❡r ✉❧t✐♠❛t❡ t❡♥s✐❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❊❛r❧②
♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♠❛② ❛✛❡❝t t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✳
❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❝❤❛✐♥ t♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ ♣♦❧②♠❡r ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♠❛② ❜❡
r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r str❛✐♥✱ ♥♦t❛❜❧② ❢♦r t❤❡ ♣♦❧②♠❡r
♠qt✳

✶❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛♣❡r ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ▼❛❝r♦♠♦❧❡❝✉❧❛r ❈❤❡♠✐str② ❛♥❞ P❤②s✐❝s ✷✵✶✺✱ ✐♥ ♣r✐♥t✳

✹✸



✹ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

✵ ✶ ✷ ✸
❡

✵

✵�✶

✵�✷

s
✥✁
✂
✄
☎

♠✆✝
♠✞✝

♠✆✟
♠✞✟

♠✆✠
♠✞✠

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳✶✿ ❍❛♥❞✲❝❛st t❤❡r♠♦♣❧❛st✐❝ ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚r✉❡ str❡ss σ ✈s✳ ❧♦❝❛❧
str❛✐♥ ε ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❳✲✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥✲s✐t✉ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
t❡♥s✐❧❡ t❡sts

✹✳✶✳✷ ❚❡♥s✐❧❡ ❚❡sts

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳✶ s❤♦✇s t❤❡ str❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡s ✭tr✉❡ str❡ss ✈s✳ ❧♦❝❛❧ str❛✐♥✮ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛t t❤❡ s②♥❝❤r♦tr♦♥✳ ❇❡❛r ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ t❡♥s✐❧❡ str❡♥❣t❤ σmax ❢r♦♠
❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ str❡ss✱ σeng ≈ σ/ (1 + ε)✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ str❛✐♥ ε ✐s
❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t✇♦ ✜❞✉❝✐❛❧ ♠❛r❦s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ❳✲✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳
❚❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ str❛✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛✲
❝❤✐♥❡ ❝r♦ss❤❡❛❞s✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ❜❡❝♦♠❡ str♦♥❣❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❤❛✐♥ ❡①t❡♥❞❡r ❇❉ ✭t❤✐♥ ❧✐♥❡s✮
✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❍◗❊❊ ✭❜♦❧❞ ❧✐♥❡s✮✳ ❙tr❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❡❝t❛❜✐❧✐t② ♦❢
❝r②st❛❧❧✐t❡s✳

❘❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s♦❢t✲s❡❣♠❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❤❡ ✇❡❛❦❡st ♠❛t❡r✐❛❧ ✭❞❛s❤❡❞✲❞♦tt❡❞✮ ❝♦♥t❛✐♥s
P❚❍❋✱ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ♦♥❡ ✭❞❛s❤❡❞✮ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛❞✐♣✐❝ ❡st❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ str♦♥❣❡st ♦♥❡ ✭s♦❧✐❞
❧✐♥❡✮ ❤❛s s♦❢t s❡❣♠❡♥ts ❢r♦♠ P❈▲✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ t❡♥s✐❧❡ str❡♥❣t❤ ❝♦✉❧❞ ♦r✐❣✐♥❛t❡
❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦❧②♦❧
s❡❣♠❡♥ts✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❲❆❳❙ ❝✉r✈❡s ❢✉rt❤❡r ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤
❝r②st❛❧❧✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✿ ✐♥ t❤❡ ❤❛r❞❡st ♠❛t❡r✐❛❧ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐t❡s ❛r❡ ❜✐❣ ❡♥♦✉❣❤
t♦ ❝❧❡❛r❧② ❞❡t❡❝t❡❞✳

✹✳✶✳✸ ❚❊▼

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♠❜t✳ ❚❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡s ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡
✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❇❧❛❝❦ r❡❣✐♦♥ st❛✐♥❡❞ ❜② ❘✉❖4 ✐s s♦❢t ♠❛tr✐①
❛♥❞ ✇❤✐t❡ r❡❣✐♦♥ ✐s ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥✳ ▼♦st ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡
s♦❢t ♠❛tr✐①✱ ♠❡❛♥✇❤✐❧❡✱ s♦♠❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣
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✹✳✶ ▼♦r♣❤♦❧♦❣② ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❚P❯s ▼♦♥✐t♦r❡❞ ❜② ❙❆❳❙ ❘❡❧❛t❡❞ t♦ ❙tr❛✐♥✲❛t✲❜r❡❛❦

a

b

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳✷✿ ❚❊▼ ✐♠❛❣❡ ✭❛✮ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❛♥❞ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ✐♥
✉♥❞r❛✇♥ P❯❊✳ ❙✉❜✜❣✉r❡ ✭❜✮ ♠❛❣♥✐✜❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ r❡❝t❛♥❣❧❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡
✭❛✮ ❡①❤✐❜✐ts t❤❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❝❧❡❛r❧②✳ ❉❛s❤❡❞
❡❧❧✐♣s❡ ❝✐r❝❧❡s ❡①❤✐❜✐t t❤❡ st❛❝❦✐♥❣ ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✳

❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ ❡✈❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ r❡❛❝❤❡s ✐♥t♦ t❤❡ t❤✐r❞ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✳
❆❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❛t❡r✐❛❧s ❤❛✈❡ t❤❡ s✐♠✐❧❛r ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳

✹✳✶✳✹ ❲✐❞❡✲❛♥❣❧❡ ❳✲r❛② ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ❙❝❛♥s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❲❆❳❙ s❝❛♥s ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❋♦r ♠❜t ❛♥❞ ♠❜❛ ♦♥❧②
❛♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s ❤❛❧♦ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❆❧❧ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛✐♥ ❡①t❡♥❞❡r ❍◗❊❊ ❡①❤✐❜✐t
❜r♦❛❞ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♠❜❧ ✐s ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❍◗❊❊✲❜❛s❡❞
❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ♠♦r❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ♦r❞❡r❡❞ t❤❛♥ t❤♦s❡ ❢r♦♠ ❇❉✳

❲❆❳❙ r❡s✉❧ts ♠♦♥✐t♦r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❛♥❣str♦♠✳ ❚❤❡ str♦♥❣❡st
s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✛❡❝t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr❛st ❜❡t✇❡❡♥ ❝❤❛✐♥s ❛♥❞ ✈❛❝✉✉♠✳ ❚❤✉s s♦♠❡ ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✲❞✐r❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❤❛✐♥s ♠❛② ❜❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ str❛✐♥✳ ❇❡②♦♥❞ t❤❛t✱ ❡✈❡♥ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❣r♦✉♣s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❤❛✐♥ ♠❛② ❜❡ ❞❡t❡❝t❛❜❧❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡
❙❆❳❙ ♠♦♥✐t♦rs t❤❡ t✇♦✲♣❤❛s❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦♥ t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ ♥❛♥♦♠❡t❡rs✱ ❡✳❣✳ t❤❡ s✐③❡s ♦❢
❤❛r❞ ❛♥❞ s♦❢t ❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✐♥ s♣❛❝❡✳ ❋♦r ❞✐st♦rt❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ♦❢ ❧♦✇
❝r②st❛❧❧✐♥✐t② ❧✐❦❡ ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡s t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ✈✐❡✇s ❛♣♣❡❛r
✇❡❛❦✱ ❛s ❛ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞② ❤❛s s❤♦✇♥ ❛♥❞ ❛ ❲❆❳❙ st✉❞② ♠❛② ❜❡ r❡♣♦rt❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②
❢r♦♠ ❛ ❙❆❳❙ st✉❞②✳

■♥ ❛ t❡♥s✐❧❡ t❡st ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❲❆❳❙ ❛♠♦r♣❤♦✉s ❤❛❧♦ ❜❡❝♦♠❡s ♦r✐❡♥t❡❞✳ ■t
❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ❝❤❛✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ s❡♠✐❝r②st❛❧❧✐♥❡
♠❛t❡r✐❛❧s ❝r②st❛❧❧✐♥❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s ♠❛② ♦r✐❡♥t✱ ❣r♦✇✱ ♦r ❞❡❝r❡❛s❡ ❞✉r✐♥❣ str❛✐♥✐♥❣✳

❋r♦♠ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ♦r✐❡♥t❡❞ ♣❡❛❦s s♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢

✹✺



✹ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳✸✿ ❚❤❡r♠♦♣❧❛st✐❝ ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❤❛♥❞✲❝❛st ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t r❛✇ ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥ts✳ ❲❆❳❙ s❝❛♥s I (2θ) ✭✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ = 0.1542 ♥♠✮ ♦❢ t❤❡ ✈✐r❣✐♥
✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❙♦♠❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ s❤✐❢t❡❞ ✐♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❝❧❛r✐t②

t❤❡ ❝r②st❛❧s ♠❛② ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♠♦r♣❤♦✉s
❤❛❧♦ ♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t ♦❜t❛✐♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡❛s② ✇❛② t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ t❤❛t ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❧✐♠✐ts ❛♥❞ tr❡♥❞s ❢♦r ❛♥ ✉♥✐❛①✐❛❧
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥t❡♥s✐t②
♦❢ s❡♣❛r❛t❡❞ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ str❛✐♥ ②✐❡❧❞s ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ str❛✐♥✲
✐♥❞✉❝❡❞ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ♦r ♠❡❧t✐♥❣✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ✸❉
r❡❝✐♣r♦❝❛❧ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ♣❧❛♥❡✳

✹✳✶✳✺ ❙❆❳❙ ❉❛t❛ ❆❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❚❡sts

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳✹ ♣r❡s❡♥ts r❡❝♦r❞❡❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s I (s12, s3) ❛♥❞ ❈❉❋s z (r12, r3) ❝♦♠✲
♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡♠✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♦♥❧② ❝❡♥tr❛❧ ❝✉t♦✉ts ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡ ❧♦♥❣✲♣❡r✐♦❞ ❢❛❝❡
−z (r12, r3) > 0 ♦❢ t❤❡ ❈❉❋s ✐s s❤♦✇♥✳ ❈❉❋s ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✲
❤♦♦❞ ♦❢ ❛ ❞♦♠❛✐♥✿ ❊❛❝❤ ♣❡❛❦ s❤♦✇s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❞♦♠❛✐♥s
❛r❡ ❢♦✉♥❞✳ ■t ❛♣♣❡❛rs ✇♦rt❤ t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝❛♥♥♦t ❞❡t❡❝t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛
❝♦✲❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥ ✭♥♦t❛❜❧②✿
❛♥ ❛✉t♦❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✮ ❜❡t✇❡❡♥ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❛tt❡r♥✳ ❚❤✉s ✐♥ t❤❡ ❙❆❳❙ ❞❛t❛✱
❞♦♠❛✐♥s t❤❛t ❜❡♥❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ♣❧❛♥❡ t♦ t❤❡ str❛✐♥✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs ❛s ✐❢
t❤❡② ✇❡r❡ ❝✉t✲♦✛ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❡ t♦ t❤❡ str❛✐♥✐♥❣ ✭❝❢✳ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❜r❡❛❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✲♣❡r✐♦❞ ♣❡❛❦s ❜❡❧♦✇✮✳

❋♦r ❡❛❝❤ t❡♥s✐❧❡ t❡st ❛ r♦✇ ♦❢ ✐♠❛❣❡s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ❧❡❢t♠♦st r♦✇ s❤♦✇s t❤❡ ✇❡❛❦❡st
♠❛t❡r✐❛❧✱ t❤❡ str♦♥❣❡st ♦♥❡ ✐s ❢♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳ ■♥ ❡❛❝❤ r♦✇ t❤❡ str❛✐♥ ε ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠
t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠❛❝❤✐♥❡✲❝❛st ♠❛t❡r✐❛❧s❬✺✽❪ t❤❡ ❙❆❳❙ ♣❛tt❡r♥s

✹✻



✹✳✶ ▼♦r♣❤♦❧♦❣② ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❚P❯s ▼♦♥✐t♦r❡❞ ❜② ❙❆❳❙ ❘❡❧❛t❡❞ t♦ ❙tr❛✐♥✲❛t✲❜r❡❛❦

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳✹✿ ❙❡❧❡❝t❡❞ ❙❆❳❙ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s str❛✐♥✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ ✻ ❤❛♥❞✲❝❛st
❚P❯ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ε ✐s t❤❡ str❛✐♥✳ ❙tr❛✐♥✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ✈❡rt✐❝❛❧ ✭s3✱ r3 r❡s♣✳✮✳
❚❤❡ t♦♣ ♣❛tt❡r♥ ✐♥ ❡❛❝❤ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ✭✏❙❆❳❙✑✮✱ s❤♦✇♥
❛s log (log (I (s12, s3)))✱ −0.15 ♥♠−1 ≤ s12, s3 ≤ 0.15 ♥♠−1✳ ❚❤❡ ❜♦tt♦♠
♣❛tt❡r♥ ✐♥ ❡❛❝❤ ❧✐♥❡ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧♦♥❣✲♣❡r✐♦❞ ♣❡❛❦s ✐♥ t❤❡ ❝❤♦r❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✏✲❈❉❋✑✮✱ −z (r12, r3)✱ −50 ♥♠ ≤ r12, r3 ≤✺✵ ♥♠ ♦♥ ❛ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝
♣s❡✉❞♦✲❝♦❧♦r ✐♥t❡♥s✐t② s❝❛❧❡
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✹ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❧♦♦❦ s✐♠✐❧❛r✱ ❜✉t t❤❡ ❈❉❋s ❛r❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❤❛♥❞✲❝❛st ♠❛t❡r✐❛❧s t❤❡
❧♦♥❣✲♣❡r✐♦❞ ♣❡❛❦s ❛r❡ ❜r♦❛❞ ✭✐♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✮✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♥❡✐t❤❡r ♥❛rr♦✇ ♥♦r ❢♦✉♥❞
✐♥ st❛t✐❝ ❞✐s❝r❡t❡ ❜❛♥❞s ❧✐❦❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡✲♣r❡♣❛r❡❞ ❚P❯s✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡ ❈❉❋s ❧♦♦❦
✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ❢r♦♠ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞② ♦❢ s♦♠❡ ♦❢ ✉s❬✻✶❪✳ ❆❧s♦ t❤♦s❡ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡
♣r❡♣❛r❡❞ ❜② t❤❡ ❤❛♥❞✲❝❛st✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳

✹✳✶✳✻ ◆❛♥♦str✉❝t✉r❡ ❢r♦♠ ❈❉❋ ❆♥❛❧②s✐s

❚❤❡ ✻ ♠❛t❡r✐❛❧s ❡①❤✐❜✐t ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ t❤❡②
❛r❡ ♠♦r❡ ❝❧❡❛r❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♠❡r✐❞✐♦♥❛❧ ❝✉ts ♦❢ t❤❡ ❈❉❋s ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳✺✮✳ ■♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
s✉❜✜❣✉r❡s str❛✐❣❤t ❧✐♥❡s ❛r❡ ❞r❛✇♥ ❛s ❣✉✐❞❡s t♦ t❤❡ ❡②❡✳ ❚❤❡② ❝♦♥♥❡❝t t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r
♣❡❛❦s ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♣❡❛❦s ✭❞❛s❤❡❞✮✳ ■♥ ❡❛❝❤ str✐♣ t❤❡ ❜r✐❣❤t❡st ②❡❧❧♦✇
s♣♦t ♦♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♠♦st✲❢r❡q✉❡♥t ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞✳ ♠qt s❤♦✇s ❛ ♣❡❝✉❧✐❛r✐t②
t❤❛t ❤❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤ ♠❛❝❤✐♥❡✲❝❛st ♠❛t❡r✐❛❧s❬✺✽❪✳ ❚❤❡ ♠♦st✲❢r❡q✉❡♥t ❧♦♥❣
♣❡r✐♦❞ r❡❧❛①❡s ❛❢t❡r ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❚❤❡ ②❡❧❧♦✇ s♣♦t ♠♦✈❡s ❞♦✇♥ ❛♥❞ ❛ ❧♦♥❣ t❛✐❧
♣♦✐♥ts ✉♣✇❛r❞✳ ❚❤❡ ♣❡❝✉❧✐❛r t❛✐❧ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ❛❧❧ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ■t ❤❛s ❡❛r❧✐❡r
❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✲❝❛st ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡s❬✻✶❪✳ ❇♦t❤ ❧♦♥❣✲♣❡r✐♦❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧♦♥❣ t❛✐❧ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ✏s❛❝r✐✜❝❡✲❛♥❞✲r❡❧✐❡❢✑ ♠❡❝❤❛♥✐s♠❬✻✶❪
t❤❛t r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❞❡str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✳

❚❤❡ ❈❉❋s ♦❢ ♠qt r❡s❡♠❜❧❡ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡✲
❝❛st ❚P❯s ❛♥❞ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✲❝❛st ♠❛t❡r✐❛❧s✳ P❡r❤❛♣s ❤❡r❡ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢
t❤❡ r❛✇ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠✐①t✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❤✐❣❤❡r ❜② ❝❤❛♥❝❡✳

❚♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ❝❤❛♥❣❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞
♣❡❛❦✱ ✇❡ tr❛❝❦ ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ s❤❛♣❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t❡♥s✐❧❡ t❡sts✳ ■♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ♦♥
♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡s ✇❡ ❤❛✈❡ ❞♦♥❡ t❤❛t ❛s ✇❡❧❧❬✻✶✱ ✺✽✱ ✷✸✽❪✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳✻ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♥❛♥♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥ εn (ε) ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦st✲❢r❡q✉❡♥t ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞✳ ❖♥❧② t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧ ♠qt ❡①❤✐❜✐ts t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ ♠❛❝❤✐♥❡✲❝❛st ♠❛t❡r✐❛❧s❬✺✽❪
t❤❛t ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧②✳ ❲✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✲❝❛st ♠❛t❡r✐❛❧s t❤❡
❦♥♦✇♥❬✺✽❪ s❧♦✇ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♥❛♥♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥ εn (ε) ≈ 0.6 ε ❝♦♥t✐♥✉❡s ✉♣ t♦ t❤❡ ❡♥❞
♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❲❡ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❧♦✇ εn ❜② t❤❡ r✐❣✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥ ✭❛✈❡r❛❣❡
❤❡✐❣❤t✿ Hh✮ t❤❛t ✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞ L̄ = Hh +Hs✳

❚❤❡ ❜r❡❛❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✲♣❡r✐♦❞ ♣❡❛❦ ②✐❡❧❞s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ s♦♠❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❤❛r❞✲❞♦♠❛✐♥ ❡①✲
t❡♥s✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❡ t♦ t❤❡ str❛✐♥✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❙✉✣❝✐❡♥t ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦❢ t❤❡ ❈❉❋ ✐s r❡q✉✐r❡❞
❢♦r ✐ts ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳✼ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥ ❡①t❡♥s✐♦♥s
❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ str❛✐♥✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s ❞✐sr✉♣t✐♦♥✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s s❤♦✇
❛ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤ ❛♥ ❛❧♠♦st ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ r❡❛❝❤❡❞ ❢♦r ε > 1.5✳ ❆❣❛✐♥✱ ❛♥
❡①❝❡♣t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♠qt t❤❛t ❤❛s t❤❡ r❡❧❛①✐♥❣ ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞s✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥
✐s✱ t❤❛t ♥❛rr♦✇ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❤❛✈❡ ❧❡ss t✐❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ♥❛rr♦✇ s❛♥❞✇✐❝❤
str✉❝t✉r❡ ✭t✇♦ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ✇✐t❤ ❛ s♦❢t ❣❛♣ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥✮ ✐s r❡❧❛①✐♥❣ ♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② t❤❛♥
✇✐❞❡r ♦♥❡s✳

✹✽



✹✳✶ ▼♦r♣❤♦❧♦❣② ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❚P❯s ▼♦♥✐t♦r❡❞ ❜② ❙❆❳❙ ❘❡❧❛t❡❞ t♦ ❙tr❛✐♥✲❛t✲❜r❡❛❦

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳✺✿ ▼❡r✐❞✐♦♥❛❧ ❧♦♥❣✲♣❡r✐♦❞ r❡❣✐♦♥s ❝✉t ❢r♦♠ t❤❡ ❈❉❋s✳ −z (r12,r3) 0 ≤ r3 ≤
50 ♥♠✱ |r12| ≤✽ ♥♠ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ❛ ✈❛r②✐♥❣ log (log (−z)) ✐♥t❡♥s✐t② s❝❛❧❡ ■♥
s✉❜✜❣✉r❡ ♠❜❛✿ ▲✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ✜rst✲♦r❞❡r ✭s♦❧✐❞✮ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ✭❜r♦❦❡♥✮
❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞ ♣❡❛❦s

✹✾



✹ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

✵ ✶ ✷ ✸
❡

✵

✶

✷

✸

�
♥✭
�
✮

♠✁✂
♠✄✂

♠✁☎
♠✄☎

♠✁✆
♠✄✆

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳✻✿ ◆❛♥♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥ εn (ε) = r3,Lmax (ε) /ε ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥
r3,Lmax(ε) ♦❢ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ t❤❡ t❤❡ ❈❉❋ ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❧♦❝❛❧ str❛✐♥ ε

✝ ✞ ✟ ✠
✡

✝

✺

✞✝

✞✺

☛
s
☞✌
✍✎
✏
✑✒
✓
✔

✕✖✗
✕✘✗
✕✖✙
✕✘✙
✕✖✚
✕✘✚

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳✼✿ σeq (ε) ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞ ♣❡❛❦ ✐s ❛
♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s

✺✵



✹✳✶ ▼♦r♣❤♦❧♦❣② ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❚P❯s ▼♦♥✐t♦r❡❞ ❜② ❙❆❳❙ ❘❡❧❛t❡❞ t♦ ❙tr❛✐♥✲❛t✲❜r❡❛❦

✹✳✶✳✼ ❇♦♥❛rt✬s ▲♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❙❝❛tt❡r✐♥❣

❉✐r❡❝t ❆♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ {I}1 (s3) ❡①❤✐❜✐ts ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞✐✛❡r✲
❡♥❝❡s✱ ❛s ✇❡❧❧✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳✽ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ■♥ t❤❡ ✉♣♣❡r s✉❜✜❣✉r❡s t❤❡ s♦❢t s❡❣♠❡♥t
✐s P❚❍❋✳ ❍❡r❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛✐♥ ❡①t❡♥❞❡r ❇❉ ❜② ❍◗❊❊ ❤❛s s❡✈❡r❛❧ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡
✐♥t❡♥s✐t② ✐s ❞♦✉❜❧❡❞✱ t❤❡ ♣❡❛❦ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❛✛❡❝t❡❞✱ ❛♥❞ ✐ts r❡s♣♦♥s❡ t♦ str❛✐♥ ✐s ❝❤❛♥❣❡❞✳
❲✐t❤ ♠qt ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❍◗❊❊ t❤❡ ❧♦♥❣✲♣❡r✐♦❞ ♣❡❛❦ ✐s ♠✉❝❤ ❧❡ss ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ t❤❛♥ ✇✐t❤ t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧ ♠❜t✳

❙✉❝❤ str♦♥❣ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ♥♦t ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦tt♦♠ s✉❜✜❣✉r❡s✱ ❜✉t ♠✐♥♦r
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❜♦t❤ t❤❡ ✈❛r②✐♥❣ ❧♦♥❣✲♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ❝❛♥ st✐❧❧
❜❡ r❡❛❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉r✈❡s✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳✽ t❤❡ ❛r❡❛ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝✉r✈❡s ✐s t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣♦✇❡r
Q✳ ■ts ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡s t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ str❛✐♥ ❛r❡
r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳✾✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ❝❤❛✐♥ ❡①t❡♥❞❡r ❇❉ ②✐❡❧❞s ❧♦✇❡r Q t❤❛♥ ❍◗❊❊✳
❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ Q ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ε ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ❢♦r ❛❧❧ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ■❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s vh (ε = 0) < 0.5✱ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ Q ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ vh✳ ❋♦r ❛❧❧ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛
❞❡❝r❡❛s❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❜❧✉rr❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❤❛♥❞✲❝❛st ♠❛t❡r✐❛❧s ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡
❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ vh ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

■❉❋ ❆♥❛❧②s✐s✳ ❋r♦♠ ❇♦♥❛rt✬s ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ {I}1 (s3) t❤❡ ■❉❋ g1 (r3) ❝❛♥
❛❧✇❛②s ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ■t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ st❛t✐st✐❝s ❛♥❞ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❞♦♠❛✐♥ ❤❡✐❣❤ts ✐♥
str❛✐♥✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ r3✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s t❤❛t ♠❛② ②✐❡❧❞ ❞❡❡♣❡r ✐♥s✐❣❤t ✐s ♦♥❧②
♣♦ss✐❜❧❡✱ ✐❢ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✜tt❡❞ t♦ t❤❡ ■❉❋✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡✲♣r♦❝❡ss❡❞
♠❛t❡r✐❛❧s❬✺✽❪ ❛ ♣❡❝✉❧✐❛r ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ t❤❛t r❡q✉❡sts ❢♦r ❛♥ ✐♥✈♦❧✈❡❞
♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ q✉❛s✐✲♣❡r✐♦❞✐❝✐t②✳ ❍❡r❡ t❤❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳✹
✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❛♥ ■❉❋ ❛♥❛❧②s✐s ❛♣♣❡❛rs ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣✳

■♥ ❛ ✜rst st❡♣ t❤❡ ■❉❋s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ ✈✐s✉❛❧❧② ✐♥s♣❡❝t❡❞✳ ❚❤❡✐r ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ t❤❡
tr❡♥❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ε ✐s s✐♠✐❧❛r ❢♦r ❛❧❧ ♠❛t❡r✐❛❧s s❤♦✇ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳✶✵✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳✶✶
s❤♦✇s ■❉❋s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♠q❧ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t str❛✐♥s✳ ❚❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥❞✐❝❛t❡s
❛ ❧♦ss ♦❢ ❤❛r❞✲❞♦♠❛✐♥s ✐♥ t❤❡ t❡♥s✐❧❡ t❡st✳ ❚❤❡ ❧♦♥❣✲♣❡r✐♦❞ ♣❡❛❦ L (r3) ♠♦✈❡s t♦ ❤✐❣❤❡r
r3 ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ str❛✐♥✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✜tt❡❞ ❜②
●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❜❧✉rr❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❤❛♥❞✲❝❛st ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥
❜r♦❛❞ ♣❡❛❦s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❞✐❡❞ ♦✉t ❢♦r r3 > 25 ♥♠✳ ❆ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ♠♦❞❡❧ ❛♣♣❡❛rs t♦
❜❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳ ❚❤❡ str♦♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞♦♠❛✐♥ ♣❡❛❦ ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ■❉❋✳ ❊✈❡♥ ✐❢ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r
❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ♥♦t ❝♦rr❡❝t❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡
❤❛r❞✲❞♦♠❛✐♥ ♣❡❛❦ Hh (r3) ❢r♦♠ t❤❡ s♦❢t✲❞♦♠❛✐♥ ♣❡❛❦ Hs (r3)✳ ❆ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ❛ss❡ss❡❞ ❜② ❞✐s❝✉ss✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛✉s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ε✳

❚❤✐♥ ❧✐♥❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳✶✶ s❤♦✇ t❤❡ ❜❡st ✜ts ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ st❛❝❦✐♥❣ ♠♦❞❡❧❬✷✷✷✱
✶✾✺❪✳ ❚❤❡ str♦♥❣ ♣❡❛❦ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ✜tt❡❞ ✇❡❧❧✱ ❜✉t t❤❡ ❧♦♥❣✲♣❡r✐♦❞ ♣❡❛❦ L (r3) ✐s ♣♦♦r❧②
✜tt❡❞ ❢♦r ❧♦✇ ❛♥❞ ♠❡❞✐✉♠ str❛✐♥✳ ❚❤✐s s❤♦rt❝♦♠✐♥❣ ♠❛② ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ r❡♠♥❛♥t ❢❡❛✲
t✉r❡s ♦❢ q✉❛s✐✲♣❡r✐♦❞✐❝ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❤❛r❞ ❛♥❞ s♦❢t s❡❣♠❡♥ts t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤
♠❛❝❤✐♥❡✲❝❛st ❚P❯s❬✺✽❪✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜❣✉r❡s ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢

✺✶
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s✐t✐❡s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❢♦r ❝♦♥st❛♥t ❳✲r❛② ✢✉① ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ✈♦❧✉♠❡
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❡

✵
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✮
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♠✡✠
♠✟☛

♠✡☛
♠✟☞

♠✡☞

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳✾✿ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣♦✇❡r Q ✐♥ t❤❡ t❡♥s✐❧❡ t❡sts

Hh (r3) ❛♥❞ Hs (r3) ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥❬✷✶✼❪ ♦❢ g1 (r3)✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳✶✷ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❤❛r❞✲❞♦♠❛✐♥ ❤❡✐❣❤t Hh (ε) ❢♦r ❛❧❧
♠❛t❡r✐❛❧s✳ Hh (ε) ✈❛r✐❡s ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ✇✐t❤ ε ❛♥❞ ❤❛s ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✽ ♥♠✳ ✽ ♥♠ ✐s
❛❧s♦ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡✲❝❛st
♠❛t❡r✐❛❧s❬✺✽✱ ✷✸✹❪ t❤❛t ❛r❡✱ ❛s ✇❡❧❧✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ▼❉■ ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥ts✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞
❢r♦♠ ❛ ♣❡❝✉❧✐❛r q✉❛s✐✲♣❡r✐♦❞✐❝ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡✐r ❈❉❋ ♣❡❛❦s ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ ✷ ▼❉■ s❡❣♠❡♥ts ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❤❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♣♦❧②♠❡r✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤
❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ❞❛t❛❬✺✵✱ ✷✸✾✱ ✽✸❪ ❢r♦♠ ♠♦❞❡❧ ✉r❡t❤❛♥❡s ♠❛❞❡ ❢r♦♠ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ▼❉■ ❛♥❞
❇❉✳ ❚❤❡ ♣❛♣❡rs ✜♥❞ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ❤❡✐❣❤ts ♦❢ ✸✳✽ ♥♠✳ ❚❤✉s ❛ ❤❛r❞ ❜❧♦❝❦ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ✷ ▼❉■
s❡❣♠❡♥ts s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ❤❡✐❣❤t ♦❢ 2× 3.8 ♥♠ ❂ ✼✳✻ ♥♠✳

❆❧s♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❜r❡❛❞t❤s σh/Hh ♦❢ Hh (ε) ✈❛r② ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✹ ❛♥❞ ✵✳✻✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❤❛s ❛♥ ❛❧♠♦st ❝♦♥st❛♥t ❛✈❡r❛❣❡ ❤❡✐❣❤t ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✇✐❞t❤✳ ■♥❡❧❛st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ✇❤❛t ♦♥❡ ❡①♣❡❝ts✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s❧✐❣❤t ❝❤❛♥❣❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❞❡str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦✲
♠❛✐♥s✳ ❚❤✐❝❦♥❡ss ❣r♦✇t❤ ❛t ❧♦✇ str❛✐♥ ✐s ♦♥❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ♠❜t✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♠❛t❡r✐❛❧s
❡①❤✐❜✐t ❝♦♥st❛♥t t❤✐❝❦♥❡ss ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❢♦r 0.5 < ε < 1.5✳
❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ✐s ❛❧r❡❛❞② t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ❞❡str♦②❡❞✳ ❙♦
t❤❡ ✜♥❞✐♥❣ s❤♦✇s t❤❛t ❢♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s t❤✐♥ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❢❛✐❧ ♠♦r❡ ❡❛s✐❧② t❤❛♥
t❤✐❝❦ ♦♥❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳✶✸ ♣r❡s❡♥ts Hs (ε)✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s♦❢t✲❞♦♠❛✐♥ ❤❡✐❣❤t ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ❤❛r❞✲❞♦♠❛✐♥s✳ ❚♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❡✛♦rt ♠❛♥❛❣❡❛❜❧❡ ♦♥❧② s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ♣r♦❝❡ss❡❞✳ ❚❤❡ str♦♥❣ ❛♥❞ ♠♦♥♦t♦♥♦✉s ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ Hs (ε) ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❢t ♣❤❛s❡ t♦ t❤❡ ♥❛♥♦s❝♦♣✐❝ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❖♥❧② ❢♦r
t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♠qt Hs (ε) ✐t❡r❛t❡s t♦✇❛r❞s ③❡r♦✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s Hs (r3)
❛r❡ ❡①tr❡♠❡❧② ✇✐❞❡✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t r❡t✉r♥ t❤❡ ♠♦st
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✡
☞
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✕
✖

☛✡
☛☞
☛✔

✗ ✘
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✢ ✣ ✡✤✌
✢ ✣ ☛✤✥
✢ ✣ ✌✤✡
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✧

★

✩

✲

✺
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❀
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✪✫ ✬✯✰✱

✦

✧

★

✩

✲

✺

✳ ✴
✼✾ ✿
❀

❁ ❃ ✦❄✩
❁ ❃ ✧❄✺❁ ❃ ✩❄✦

❅ ❆❅ ❇❅ ❈❅
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❅
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❆
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❇
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❈

▲ ▼
◆❖ P
◗

❘ ❙ ❅❏❈
❘ ❙ ❆❏❑❘ ❙ ❈❏❅

❅ ❆❅ ❇❅ ❈❅
❉❊ ❋●❍■

❅

❅❏❑

❆

❆❏❑

❇

❇❏❑

❈

▲ ▼
◆❖ P
◗

❘ ❙ ❅❏❈
❘ ❙ ❆❏❑❘ ❙ ❈❏❅

♠❚❯ ♠❱❯

♠❚❲ ♠❱❲

♠❚❳ ♠❱❳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳✶✵✿ ■♥t❡r❢❛❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭■❉❋s✮ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✷❉ ❙❆❳❙ ♣❛tt❡r♥✳

✺✹



✹✳✶ ▼♦r♣❤♦❧♦❣② ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❚P❯s ▼♦♥✐t♦r❡❞ ❜② ❙❆❳❙ ❘❡❧❛t❡❞ t♦ ❙tr❛✐♥✲❛t✲❜r❡❛❦

✵ ✶✵ ✷✵ ✸✵
r� ❬✁✂✄

✵

✶

✷

✸

✹

✺

❣
☎✭
✆ ✝
✮

✞ ❂ ✵✟✸
✞ ❂ ✶✟✺
✞ ❂ ✸✟✵

❍s ✠✡☛ ☞❍❤ ✠✡☛ ☞ ✱

✠✡☛ ☞▲

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳✶✶✿ ▼❛t❡r✐❛❧ ♠q❧✳ ■♥t❡r❢❛❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭■❉❋✮ g1 (r3) ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠
{I}1 (s3) ❢♦r s❡❧❡❝t❡❞ ε✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❛t❡r✐❛❧s ❧♦♦❦ s✐♠✐❧❛r✳ ❇♦❧❞
❧✐♥❡s✿ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤✐♥ ❧✐♥❡s✿ ✜ts ❜② t❤❡ st❛❝❦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
♣❡❛❦ ✐s ♠❛❞❡ ❢r♦♠ Hh (r3) ❛♥❞ Hs (r3)✱ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❤❛r❞
❛♥❞ s♦❢t ❞♦♠❛✐♥s ✐♥ str❛✐♥✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ r3✳ ▲♦♥❣ ♣❡r✐♦❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s L (r3)
❛r❡ ♣❡❛❦✐♥❣ ✐♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥

✌ ✍ ✎ ✏
❡

✌

✎

✑

✻

✽

✒
✓
✥✔
✕
✖

♠✗✘
♠✙✘
♠✗✚
♠✙✚
♠✗✛
♠✙✛

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳✶✷✿ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥ ❤❡✐❣❤t✱ Hh (ε) ❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠
✜ts ♦❢ g1 (r3)
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✵ ✶ ✷ ✸
❡

✵

✷

✹

✻

✽

✶✵

✶✷

✶✹

❍
s
✥�
✁
✂

♠✄☎
♠✆☎

♠✄✝
♠✆✝

♠✄✞
♠✆✞

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳✶✸✿ ❆✈❡r❛❣❡ s♦❢t ❞♦♠❛✐♥ ❤❡✐❣❤t✱ Hs (ε) ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❢r♦♠ ✜ts ♦❢ g1 (r3)

♣r♦❜❛❜❧❡ s♦❢t✲❞♦♠❛✐♥ ❤❡✐❣❤t✱ ❜✉t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝❤♦r❞s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳✶✹ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ r❡❧❛t✐✈❡ ✇✐❞t❤s ♦❢ t❤❡ s♦❢t✲❞♦♠❛✐♥ ❤❡✐❣❤t ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥s Hs (r3)✳ ❆❣❛✐♥✱ ♠qt ❞r♦♣s ♦✉t✳ ❚❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧② s❡t ❛t
t❤❡ ✉♣♣❡r ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞r❛✇✐♥❣✳ ❲✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❛t❡r✐❛❧s✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✇✐❞t❤ str♦♥❣❧②
❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ str❛✐♥✳ σs/Hs ✇♦✉❧❞ st❛② ❝♦♥st❛♥t✱ ✐❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡
str❡t❝❤❡❞ ❛✣♥❡❧② ✇✐t❤♦✉t ❛ ❞❡str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❡❝r❡❛s❡ ♠❡❛♥s
t❤❛t ❡♥t✐t✐❡s ✇✐t❤ ♥❛rr♦✇ s♦❢t ❣❛♣ ❡✐t❤❡r ✈❛♥✐s❤ ♦r ❝❛t❝❤ ✉♣✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛♣♣❡❛rs ✉♥✲
r❡❛s♦♥❛❜❧❡✳ ❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ ❡♥t✐t✐❡s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ✇✐❞❡ s♦❢t ❣❛♣ ♠❛② ❜❡ str❛✐♥❡❞ ❧❡ss
t❤❛♥ t❤♦s❡ ✇✐t❤ ❛ ❣❛♣ ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ ❤❡✐❣❤t✳ ❘❡♠❛r❦❛❜❧②✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s str♦♥❣❡r ❢♦r ♠❜t t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ■♥✐t✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥ t❤✐❝❦♥❡ss
❣r♦✇t❤ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss❡s✳ ❋♦r ε > 1.5 ❛❧❧ ♠❛t❡r✐❛❧s ❜❡❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r
✕ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ✉♥✜t❛❜❧❡ ♠qt✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳✶✶ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡ ■❉❋ ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ str❛✐♥✳
❆ss✉♠✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❝♦♥tr❛st ❜❡t✇❡❡♥ s♦❢t ❛♥❞ ❤❛r❞ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ q✉❛♥t✐t②

W (ε)

W (0)
=

nchords (r3, ε)

V (ε)

V (0)

nchords (r3, 0)
≈ vh (ε)

vh (0)
= vr,h (ε) ✭✹✳✶✳✶✮

❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤♦r❞s nchords (r3, ε) ✐♥ str❛✐♥✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥
r3 ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞♦❡s
♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❞✉r✐♥❣ str❛✐♥✐♥❣ ✭V (ε) ≈ V (0)✮✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞ ❛♥❞ ❊q✳ ✭✹✳✶✳✶✮
❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ vh (ε) ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ vh (ε = 0)✳ ❚❤✉s✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ W (ε) ✐♥❞✐❝❛t❡s ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r❞
♣❤❛s❡ ✭str❛✐♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ W (ε) ✐♥❞✐❝❛t❡s ❞❡str✉❝t✐♦♥ ♦❢
❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳✶✺ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❛♥❛❧②s✐s✳ ❋♦r ❛❧❧ ♠❛t❡r✐❛❧s

✺✻



✹✳✶ ▼♦r♣❤♦❧♦❣② ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❚P❯s ▼♦♥✐t♦r❡❞ ❜② ❙❆❳❙ ❘❡❧❛t❡❞ t♦ ❙tr❛✐♥✲❛t✲❜r❡❛❦

✵ ✶ ✷ ✸
❡

✵

✶

✷

✸

✹

✺

✻

✼

s
�
✥
❍
�

♠✁✂
♠✄✂

♠✁☎
♠✄☎

♠✁✆
♠✄✆

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳✶✹✿ ❘❡❧❛t✐✈❡ ✇✐❞t❤ σs (ε) /Hs (ε) ♦❢ t❤❡ s♦❢t ❞♦♠❛✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❢r♦♠ ✜ts ♦❢ g1 (r3)

✝ ✞ ✟ ✠ ✡ ☛
☞

✝

✝✌✟

✝✌✡

✝✌✍

✝✌✎

✞

✞✌✟

✈
r✏
✑✭
✒
✮

✓✔✕✖✗
✓✘✙
✓✚✙

✓✘✗
✓✚✗

✓✘✛
✓✚✛

✜❉

✢

✣✤✦✣✧★✩✣✪✫
✣✤✫✧✬✦✯✰✬✫✣✱

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳✶✺✿ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✱ vr,h (ε) ❢♦r
0 ≤ ε ≤ 3 ❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts W (ε) ✐♥ ✜ts ♦❢ g1 (r3)✳ ❈❤❛r❛❝✲
t❡r✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs D ❛♥❞ εD ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝✉r✈❡ ✭❞♦tt❡❞✮✳
▲✐♥❡❛r ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥s ❤✐t t❤❡ ε✲❛①✐s ❛t ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ str❛✐♥ ❛t ❜r❡❛❦ εb,th✳
❈✐r❝✉❧❛r ❛rr♦✇s ♣♦✐♥t ❛t εb ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳ ❉✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❛r❡ ❤✐❣❤
❢♦r ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ ❍◗❊❊ t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ P❚❍❋

✺✼



✹ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❛ str❛✐♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✉♣ t♦ ε ≈ 0.5✳ ❚❤❡ ❣❛✐♥ ✐s
❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ■t ✐s ❧♦✇❡st ❢♦r ♠qt ❛♥❞ ❤✐❣❤❡st ❢♦r ♠❜❧✳ ❋♦r ε > 0.5 ❛❧❧
♠❛t❡r✐❛❧s s❤♦✇ ❛ ❧✐♥❡❛r ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞✲♣❤❛s❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡
t❡♥s✐❧❡ t❡st✳ ■♥ s❡✈❡r❛❧ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ♠❡t❤♦❞s t❤❛t
❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ♠✉st ❜❡ s❛❝r✐✜❝❡❞✳ ◆♦✇✱ ❢♦r t❤❡ st✉❞✐❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r❡s❡♥t
❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥✳

❆s s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳✶✺ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t✇♦ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♥st❛♥ts✳ D ✐s ❛ t❡♥s✐❧❡ ❞♦♠❛✐♥
❣r♦✇t❤ ❢❛❝t♦r ✭✐♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♥s✐❧❡ str❡♥❣t❤ ✐♥ ❛ str❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡✮✱
❛♥❞ εD ✐s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣r♦✇t❤✲❧✐♠✐t str❛✐♥✱ ✐✳❡✳ D = vr,h (εD)✳ ❚❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡
s✉❜s❡q✉❡♥t ❞❡str✉❝t✐♦♥ ❞❡❝❛②✱ cr,ε = dvr,h/dε = 0.25 ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♠❛t❡r✐❛❧s✳ ■t ❞❡✜♥❡s ❛ t❡♥s✐❧❡ ❤❛r❞✲❞♦♠❛✐♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❆ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧
✈❛❧✉❡ ♠❛② ❜❡ t❤❛t ❛❧❧ ♠❛t❡r✐❛❧s s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❍❙❈✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s t❤❡ r❡s✉❧t s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❞♦♠❛✐♥ ❞❡str✉❝t✐♦♥ ♣❡r str❛✐♥✲st❡♣
❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t❤❛t ❣♦✈❡r♥s t❤❡ str❛✐♥✐♥❣ ♦❢ ❚P❯✳ ❚❤✐s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r
❝❤❡♠✐❝❛❧❧② ❝r♦ss❧✐♥❦❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ ❢♦r t❤❡ st✉❞✐❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛ ✜rst✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
✈♦❧✉♠❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②

vr,h (ε) ≈
{

1 + (D − 1) ε/εD ❢♦r ε ≤ εD

D − cr,ε (ε− εD) ❢♦r ε > εD
. ✭✹✳✶✳✷✮

❉♦❡s t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜r❡❛❦✱ ✐❢ ❛❧♠♦st ❛❧❧ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ❝♦♥s✉♠❡❞❄ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥
vr,h (εb) = 0✱ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭✹✳✶✳✷✮ ❤♦❧❞s ✉♣ t♦ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❢❛✐❧✉r❡✱
t❤❡♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

εb ≈ D/cr,ε + εD ✭✹✳✶✳✸✮

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✈❛❧✐❞✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ❛♥❞ t❤❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥s s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✲
✉r❡ ✹✳✶✳✶✺ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❊q✳ ✭✹✳✶✳✸✮ ✐s ♥♦t t♦♦ ❜❛❞✳ ❚❤❡ ❢♦✉♥❞ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ♠❛② ❜❡
r❡❧❛t❡❞ t♦ r✐♣❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s②♥❝❤r♦tr♦♥ st✉❞②✳
❚❤✐s ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❢♦r s♦♠❡ ♠❛t❡r✐❛❧s εb ♠❡❛s✉r❡❞ ❛❢t❡r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s
s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ εmax t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❛❝❤❡❞ ❛t t❤❡ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❢❛✐❧✉r❡✳

❉❡str✉❝t✐♦♥ ❱❡r✐✜❡❞ ❜② ■♥❢r❛r❡❞ ✭■❘✮✳ ■❢ t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ P❯ ✐s ❞❡str✉❝t❡❞ ❞✉r✐♥❣
♠❛t❡r✐❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛❜s♦r❜❛♥❝❡ ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❣r♦✉♣s ✐♥ t❤❡ ❤②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞✐♥❣ ♠❛② ❞❡✲
❝r❡❛s❡✳ ❚❤❡ ❤②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞✐♥❣ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❣r♦✉♣ ◆✲❍ ❛♥❞ ❈❂❖✳❬✷✹✵❪ ❇✉t
♥♦t ❛❧❧ t❤❡ ◆✲❍ ❛♥❞ ❈❂❖ ❣r♦✉♣s ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❤②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞✐♥❣✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳✶✻ s❤♦✇s t❤❡
■❘ ❛❜s♦r❜❛♥❝❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ❤②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞❡❞ ◆✲❍ ❛♥❞ ❈❂❖ ❣r♦✉♣s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡
str❛✐♥✳ ❚❤❡ ❛❜s♦r❜❛♥❝❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ❤②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞❡❞ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ❤②❞r♦❣❡♥
❜♦♥❞✐♥❣ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ❤②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❞❡str✉❝t✐♦♥
♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✱ s♦♠❡ ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥ts ❛r❡ ♣✉❧❧❡❞ ♦✉t ❢r♦♠ t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ✐♥t♦ s♦❢t
♠❛tr✐①✳❬✶✵✼❪ ❆s t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❡q✉✐♣♠❡♥t ✐s ❧✐♠✐t❡❞✱ ♦♥❧② ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s
♣♦ss✐❜❧❡✳

✺✽



✹✳✶ ▼♦r♣❤♦❧♦❣② ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❚P❯s ▼♦♥✐t♦r❡❞ ❜② ❙❆❳❙ ❘❡❧❛t❡❞ t♦ ❙tr❛✐♥✲❛t✲❜r❡❛❦

mbt mqt

mqa

Free

N-H

Hydrogen

Bonded

N-H

Free

C=O

Hydrogen

Bonded

C=O

Free

C=O

Hydrogen

Bonded

C=O

Hydrogen

Bonded

N-H

Free

N-H

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳✶✻✿ ■♥❢r❛r❡❞ ❛❜s♦r❜❛♥❝❡ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❣r♦✉♣s ◆✲❍ ❛♥❞ ❈❂❖ ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ str❛✐♥ ε✳

✺✾



✹ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

✹✳✶✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ ❤❛♥❞✲❝❛st ❚P❯ ♠❛t❡r✐❛❧s ❡①❤✐❜✐t ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ✇✐t❤ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇✐❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
♦❢ t❤❡✐r s✐③❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣②
♦❢ t❤❡✐r ❞♦♠❛✐♥s ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡ t✇♦✲♣❤❛s❡ ♠♦❞❡❧ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❛♥❞ ♠♦♥✐t♦r t❤❡✐r ❡✈♦✲
❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t❡st str❛✐♥✳ ❆♣♣❛r❡♥t❧②✱ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ❡✈❡♥ ♠❡❡t s♦♠❡ s♣❡❝✐❛❧
r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡s❡ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ tr❛❝❦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞✲♣❤❛s❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥ t❤❡ t❡♥s✐❧❡
t❡st✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉♥❞ r❡s✉❧t ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ❛t ❜r❡❛❦ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❤♦✇ ❢✉♥✲
❞❛♠❡♥t❛❧ t❤❡ ❞❡str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝r♦ss❧✐♥❦s ✭t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✮ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ✐♥ t❤❡
♥♦♥✲❝r♦ss❧✐♥❦❡❞ ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❜♦t❤ t❤❡ ❡①t❡♥s✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ t♦ t❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡
❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳

❆s ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✇✐❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❤❛♥❞✲♠♦❧❞❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❞♦♣t❡❞
❛ ❞♦✉❜❧❡✲s❡q✉❡♥❝❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞ ❛♥❞ s♦❢t ❜❧♦❝❦s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❤❛✐♥s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞
✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐s t❤✉s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♠✐①✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❜✉❝❦❡t✳ ▲❡t ✉s t❤✐♥❦ ♦♥❡ st❡♣
❛❤❡❛❞✳ ❚❤❡♥ ✐t ❛♣♣❡❛rs ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s t❤❛t ❡✈❡♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❡❞s ✐♥ t✇♦
st❡♣s ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❝♦♦❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❧t✳ ❉✐✛❡r❡♥❝❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♠❛❝❤✐♥❡✲
♣r♦❝❡ss❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ ❛♣♣❛r❡♥t ✐♥ ❛ ❝❛❧♦r✐♠❡tr✐❝ st✉❞②✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ♥♦t✐♦♥ ✐t
✐s ❡✈❡♥ ✐♠❛❣✐♥❛❜❧❡ t❤❛t ❤❛♥❞✲❝❛st s❛♠♣❧❡s s❤♦✇ ❧♦✇❡r ❤❛r❞♥❡ss t❤❛♥ ♠❛❝❤✐♥❡✲♣r♦❝❡ss❡❞
♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❇② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ t❤❡ ❤❛r❞♥❡ss ♦❢ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❞✉❝t ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧②
❝♦♥❝❧✉❞❡ ♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ♠✐①✐♥❣✳

■♥ ❝♦♥s✉♠❡r ♣r♦❞✉❝ts ♠❛❞❡ ❢r♦♠ ❚P❯✬s ❛ ❞♦✉❜❧❡✲✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✇✐❧❧ ♣r♦❜❛❜❧② ♣❧❛② ❛ ♠✐✲
♥♦r r♦❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ❜✉❧❦ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐t ✉s✉❛❧❧② ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ s❡✈❡r❛❧
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝②❝❧❡s ✭❞r②✐♥❣✱ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✱ ❡①tr✉❞✐♥❣✱ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✱ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♠♦❧❞✐♥❣✱ ❛♥♥❡❛❧✲
✐♥❣✮✳ ■♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ st❡♣s ❝❤❛✐♥ s❝✐ss♦r✐♥❣ ♦❝❝✉rs✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❤❡❛❧❡❞ ❜② ❛ ❞♦✇♥str❡❛♠
❛♥♥❡❛❧✐♥❣ st❡♣❬✶✱ ✶✹✼✱ ✶✺✺✱ ✶✶✸✱ ✷✷✺✱ ✷✷✻✱ ✷✷✹❪✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❝❤❛✐♥
♣✐❡❝❡s ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ❝❤❛✐♥s✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❡❛❝❤ ❝❤❛✐♥ ❝❛rr✐❡s t❤❡
s❛♠❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ✜♥❣❡r♣r✐♥ts ♦❢ ♣♦❧②❛❞❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✐①✐♥❣ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡✐t②✳

❲❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ ❛ ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥t ❝♦♥t❡♥t ❍❙❈❂✵✳✺✶ ♦♥❧②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡
❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇✱ ✐❢ t❤❡ t❡♥s✐❧❡ ❞♦♠❛✐♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ cr,ε ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❍❙❈✳ ❆ s②st❡♠❛t✐❝
✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❍❙❈ ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ✇❤❡t❤❡r ♦♥❡ s❤♦✉❧❞
♥♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳✶✺ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♦♥ ✶ ♦♥ ❍❙❈✳ ❚❤❡
❧❛tt❡r ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡✱ ✐❢ ❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ❤❛r❞✲❞♦♠❛✐♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ch = ❍❙❈ cr,h✱
✇♦✉❧❞ t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❤♦♣❡ t❤❛t
❊q✳ ✭✹✳✶✳✷✮ ❛♥❞ ❊q✳ ✭✹✳✶✳✸✮ ♠❛② ❜❡❝♦♠❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
t❤❡r♠♦♣❧❛st✐❝ ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡s✳

❋♦r ❢✉t✉r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✱ ✐t ❛♣♣❡❛rs r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❞r✐✈❡ s✉❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ t❤❡ ✈✐❝✐♥✲
✐t② ♦❢ t❤❡ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ❛t ❜r❡❛❦✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s s♦♠❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣
t❤❡ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ✭❳✲r❛② ❜❡❛♠ ♦❢ ❤✐❣❤❡r ✐♥t❡♥s✐t② ❜✉t st✐❧❧ ❧❛r❣❡ ❞✐❛♠❡t❡r✱ ✈❡r②
❛❞✈❛♥❝❡❞ ❞❡t❡❝t♦r✮ ❛♥❞ t❤❡ t❡♥s✐❧❡ t❡st❡r ✭✉s❡ ♦❢ s❡❧❢✲t✐❣❤t❡♥✐♥❣ ❣r✐♣s✮✳

✻✵



✹✳✷ ❆❣❡✐♥❣ ❊✛❡❝t ♦♥ ▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ P❯❊ ✉♥❞❡r ❙tr❛✐♥

✵ ✷ ✹ ✻ ✽
❡

✵

✷✵

✹✵

✻✵

s
✥�
✁
✂
✄

☎ ✆
✶✝ ✆
✸✞ ✆

✟ ✟✠✡ ✟✠☛☞
✟

✺

✌✟

✍
✎✏
✑✒
✓

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✶✿ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ✉♥❛❣❡❞ ❛♥❞ ❛❣❡❞ ❚P❯ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ σ ✐s t❤❡ ❡♥❣✐✲
♥❡❡r✐♥❣ str❡ss✱ ❛♥❞ ε t❤❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ str❛✐♥✳ ❚❤❡ ✐♥s❡t ✐s ❛♥ ❡♥❧❛r❣❡❞ ✐♠❛❣❡
♦❢ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡s

✹✳✷ ❆❣❡✐♥❣ ❊✛❡❝t ♦♥ ▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ P❯❊ ✉♥❞❡r
❙tr❛✐♥

■♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❛❣❡❞ ❛❢t❡r ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ❛t ✶✺✵♦❈ ❛r❡ s✉❜❥❡❝t❡❞
t♦ str❡t❝❤✐♥❣ ♠♦♥✐t♦r❡❞ ❜② ✐♥✲s✐t✉ ❙❆❳❙✳ ❆❣❡✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♥❛♥♦s❝❛❧❡ ♦❢ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②
❞✉r✐♥❣ ❛❣❡✐♥❣ ❛♥❞ ❛❣❡✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r str❛✐♥ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳

✹✳✷✳✶ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❛❣❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛❣❡❞ ❚P❯
♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❋♦r t❤❡ ✉♥❛❣❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ✭✵ ❞✮ t❤❡ str❛✐♥ ❛t ❜r❡❛❦ ✐s εb = 7.4✳ ❆❢t❡r ✶✺ ❞❛②s ♦❢
❛❣✐♥❣ ✭✶✺ ❞✮ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ s♦❢t❡r t❤❛♥ t❤❡ ✉♥❛❣❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ■t ❢❛✐❧s ❛t εb = 3.6✳
❚❤✐s ✐s ❛❧r❡❛❞② ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❙❆❳❙ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣✳ ❚❤❡ s♦❢t❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧
❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐❢ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧❧♦t ✶✺ ❞ t♦ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✜rst st❛❣❡ ♦❢ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥❬✶✹✺✱ ✶✹✻❪✱
✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ✇❡❛❦❡♥❡❞ ✭❝❢✳ r❡s✉❧t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✼✮ ❢r♦♠ ❛❣✐♥❣✳

❙❛♠♣❧❡ ✸✻ ❞✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ s❤♦✇s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ t❤❡ ✸ s♣❡❝✐♠❡♥s✳ ■t
❜r❡❛❦s ❛t εb = 1.5✳ ❚❤✐s ✈❡r② ❡❛r❧② ❜r❡❛❦ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ✸✻ ❞ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❢r♦♠ t❤❡
s❡❝♦♥❞❬✶✹✻✱ ✶✹✺❪ st❛❣❡ ♦❢ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤ ♠♦❞✉❧✉s ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡❞ r✐❣✐❞✐t②❬✶✷✾❪
♠❛② ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❛❢t❡r ✸✻ ❞ ✐♥ t❤❡ s♦❢t ♣❤❛s❡ t❤❡ ❝r♦ss✲❧✐♥❦✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s st✐❧❧ ♠♦r❡
❢r❡q✉❡♥t t❤❛♥ ❝❤❛✐♥ s❝✐ss✐♦♥❬✶✸✹✱ ✷✹✶❪✳

✹✳✷✳✷ ❙❝r❡❡♥✐♥❣ t❤❡ ❙❆❳❙ ❉❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❙tr❛✐♥✐♥❣ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts

❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❯♥str❛✐♥❡❞ ❙❛♠♣❧❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✷ ♣r❡s❡♥ts r❡❝♦r❞❡❞ s❝❛tt❡r✐♥❣
♣❛tt❡r♥s I (s12, s3) ❛♥❞ ❈❉❋s z (r12, r3) ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡r❡♦❢✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♦♥❧② t❤❡ ❧♦♥❣✲♣❡r✐♦❞
❢❛❝❡ −z (r12, r3) > 0 ♦❢ t❤❡ ❈❉❋s ✐s s❤♦✇♥✳ ❈❉❋s ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡

✻✶



✹ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✷✿ ❙❡❧❡❝t❡❞ ❙❆❳❙ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s str❛✐♥✲
✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡ str❛✐♥ ε ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡①t ❝♦❧✉♠♥✳ ■♥ ❡❛❝❤
❜❧♦❝❦ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ✭✏❙❆❳❙✑✮ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤✐s ✐s
I (s12, s3)✱ −0.2 ♥♠−1 ≤ s12, s3 ≤ 0.2 ♥♠−1✳ ❚❤❡ r✐❣❤t ♣❛tt❡r♥ ✐♥ ❡❛❝❤
❜❧♦❝❦ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧♦♥❣✲♣❡r✐♦❞ ♣❡❛❦s ✐♥ t❤❡ ❝❤♦r❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✏✲
❈❉❋✑✮✱ −z (r12, r3)✱ −50 ♥♠ ≤ r12, r3 ≤✺✵ ♥♠✳ ❚❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❧♦r ✐♥t❡♥s✐t②
s❝❛❧❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ str❛✐♥✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭s3✱ r3
r❡s♣✳✮ ✐s ✈❡rt✐❝❛❧✳ ❆ r❡❝t❛♥❣❧❡ ✐♥ ❛ ♣❛tt❡r♥ ✭❛❜♦✈❡ t❤❡ ❧❛❜❡❧ ✏❢r❛❝t✉r❡✑✮
✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✸

✻✷



✹✳✷ ❆❣❡✐♥❣ ❊✛❡❝t ♦♥ ▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ P❯❊ ✉♥❞❡r ❙tr❛✐♥

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ✉♥str❛✐♥❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞
❛s②♠♣t♦t✐❝ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦♥
t❤❡ ■❉❋ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✏❞✉♦✲s♦❧♦✑ ♠♦❞❡❧✳ ▼✐ss✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ♥✉♠❜❡rs
❛r❡ ❡①❛❝t ✉♣ t♦ t❤❡ ❧❛st s❤♦✇♥ ❞✐❣✐t✳ Wi ❛r❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥ts✳ Hh ❛♥❞ Hs ❛r❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞♦♠❛✐♥ ❤❡✐❣❤ts ♦❢ ❤❛r❞ ❛♥❞ s♦❢t ❞♦♠❛✐♥s
❛♥❞ c = Hh +Hs ✐s t❤❡ ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞

Wduo Wsolo Hh Hs L
s❛♠♣❧❡ ❬❛✳✉✳❪ ❬❛✳✉✳❪ ❬♥♠❪ ❬♥♠❪ ❬♥♠❪

✵ ❞ ✵✳✻✶ ✷✳✺✵ ✺✳✷ ✸✳✵ ✽✳✷

✶✺ ❞ ✵✳✸✻±✵✳✵✽ ✶✳✵✺±✵✳✶✹ ✼✳✺ ✺✳✻±✶✳✺ ✶✸✳✶±✶✳✺

✸✻ ❞ ✵✳✵✹±✵✳✵✷ ✵✳✹✾±✵✳✵✷ ✼✳✸ ✽✳✽±✷✳✺ ✶✻✳✶±✷✳✺

♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ❛ ❞♦♠❛✐♥✿ ❊❛❝❤ ♣❡❛❦ s❤♦✇s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡ ♥❡✐❣❤❜♦r
❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ❢♦✉♥❞✳

❋♦r ❡❛❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ✐♠❛❣❡s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ♣❛tt❡r♥s ✐♥ ❛ ❜❧♦❝❦
s❤♦✇ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ✉♥str❛✐♥❡❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜❡❧♦✇ ❜② s❡❧❡❝t❡❞
♣❛tt❡r♥s ❢r♦♠ t❤❡ t❡♥s✐❧❡ t❡st✳ ❆ t❡①t ❝♦❧✉♠♥ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ str❛✐♥ ε✳ ❙❛♠♣❧❡ ✸✻ ❞ ❜r❡❛❦s
❛t ε = 1.5✳

❆❧❧ t❤❡ ✉♥str❛✐♥❡❞ ✭ε = 0) s❛♠♣❧❡s ✐♥ t❤❡ t♦♣ r♦✇ s❤♦✇ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❙❆❳❙ ✇✐t❤ ❛ r✐♥❣✲
s❤❛♣❡❞ ❧♦♥❣✲♣❡r✐♦❞ r❡✢❡❝t✐♦♥✱ ❜✉t ✇✐t❤ t❤❡ ❛❣❡❞ s❛♠♣❧❡s t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ ❛t s♠❛❧❧❡r
s✳ ❚❤❡ ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞ ❤❛s ❣r♦✇♥✳ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛✲
❜❧❡ ✹✳✶✳ HhWtotal = Hh (Wduo +Wsolo) ✭❝❢✳ ❊q✳ ✭✸✳✼✳✸✮✮ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡
❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❚❤✉s t❤❡ ✈❡r② str♦♥❣ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛❢t❡r ❛❣✐♥❣ r❡✢❡❝ts
❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ vh ✭vh,0d/vh,15d = 2.2✱ vh,0d/vh,36d = 4.5✮✳ ❆❣✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ t❤✐❝❦♥❡ss Hh ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ Hs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠
✐♥❝r❡❛s❡s ❡✈❡♥ ♠♦r❡✳ ❚❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ Hs s✉♣♣♦rts t❤❡ ✜♥❞✐♥❣ ♦❢ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ vh✳

❖✉r ✜♥❞✐♥❣s ❛r❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦t❤❡r st✉❞✐❡s ♦♥ ❤✐❣❤✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❛❣✐♥❣ ♦❢ ❚P❯✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ Hh ❤❛s ❢r❡q✉❡♥t❧② ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡❬✶✹✷✱
✶✹✸✱ ✶✹✹❪✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ❞✉❡ t♦ ❛♥ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❡✛❡❝t ✭♠❡❝❤❛♥✐s♠s✿ ❣r♦✇✐♥❣ ❤❛r❞
❞♦♠❛✐♥s❬✸✺❪ ♦r ❛❣❣❧♦♠❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s❬✶✸✼✱ ✷✹✷❪✮✱ ♦r ✐t ♠❛② ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ s❡❧❡❝t✐✈❡
❞✐s❛♣♣❡❛r❛♥❝❡❬✸✺❪ ♦❢ s♠❛❧❧ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❊✈❡♥ ♦✉r ✜♥❞✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢
Hs ✐s ♥♦t ♥❡✇❬✶✹✵✱ ✶✹✹❪✳

❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ Hs✱ ❤❛r❞✲❞♦♠❛✐♥ ❣r♦✇t❤ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡
✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ❛❣❣❧♦♠❡r❛t✐♦♥ ✐♠♣r♦❜❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡
❛ s❡❧❡❝t✐✈❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❚❤✐s ❛ss❡ss♠❡♥t ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜②
r❡♣♦rt❡❞ r❡s✉❧ts t❤❛t t❤❡r♠❛❧ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❛✛❡❝ts ✜rst t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s❬✶✸✹✱ ✶✹✺✱ ✶✹✻❪✳

◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼♦r♣❤♦❧♦❣② ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❉✉r✐♥❣ ❙tr❛✐♥✐♥❣✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✷
s❤♦✇s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ε t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❙❆❳❙ ♣❛tt❡r♥s
♦❢ s❛♠♣❧❡s ✵ ❞✱ ✶✺ ❞✱ ❛♥❞ ✸✻ ❞ ✐♥t♦ ❛ ❧❛②❡r ❧✐♥❡ ♣❛tt❡r♥✳ ■♥ t❤❡ ❈❉❋ ❛♥❞ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
str❛✐♥ t❤❡ str♦♥❣ ♣❡❛❦s ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ✐♥ ❛ ♥❛rr♦✇ str✐♣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡ ✭♠❡r✐❞✐❛♥✮✳
❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❞♦♠❛✐♥s ❜❡❝♦♠❡s ♠✐❝r♦✜❜r✐❧❧❛r❬✷✹✸❪✱

✻✸



✹ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✸✿ ◆❛♥♦str✉❝t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❛❣❡❞ ❚P❯ ✭t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠✮ ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ✐♥ r❡❣✐♦♥s ❝✉t ❢r♦♠ t❤❡ ❈❉❋s −z (r12,r3) ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♠❡r✐❞✐❛♥ ❛s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ε ✭❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✮✳ −z (r12,r3) 0 ≤ r3 ≤ 60 ♥♠✱ |r12| ≤✽ ♥♠
✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ❛ ✈❛r②✐♥❣ log (log (−z)) ✐♥t❡♥s✐t② s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦s ❛r❡ t❤❡
❧♦♥❣✲♣❡r✐♦❞ ♣❡❛❦s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❛rr❛♥❣❡❞ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✳ P❡❛❦s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥✲
t✐♥✉♦✉s❧② ❣r♦✇✐♥❣ ✇✐t❤ str❛✐♥✱ ❜✉t ❛r❡ ❜♦✉♥❞ t♦ ✏L✲❜❛♥❞s✑✳ ❋♦r t❤❡ ❝✉tt✐♥❣
r❡❣✐♦♥ ❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✷

✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ■♥ t❤✐s st✉❞② ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❞✐s❝✉ss✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❚❤✉s✱ ♣✉tt✐♥❣ ♠❡r✐❞✐♦♥❛❧ str✐♣s ♦❢ t❤❡ ❈❉❋s ♦♥ ❛ ✇❛❧❧✲
♣❛♣❡r t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛r❡ r❡❛❞✐❧② ❞❡♠♦♥str❛t❡❞✳
❚❤✐s s❝r❡❡♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦❬✺✽✱ ✷✸✹✱ ✷✸✽❪✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✸
♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦s ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❛r❡ ❧♦♥❣✲♣❡r✐♦❞ r❡✢❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ♦r✐❣✐♥❛t❡
❢r♦♠ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠ ❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ■♥ ❛❧❧ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛
♣❡❝✉❧✐❛r ❜❡❤❛✈✐♦r t❤❛t r❡❝❡♥t❧② ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✉s✿ ❲✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ε t❤❡
♣❡❛❦s ❞♦ ♥♦t ♠♦✈❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❧♦♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡② ❦❡❡♣ ❜♦✉♥❞ t♦ ✏L✲❜❛♥❞s✑
❛♥❞ ♦♥❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❡s❡ ❜❛♥❞s ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦s ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s
t❤❛t t❤❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ❡♥s❡♠❜❧❡s ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ♣♦ss❡ss ♦♥❧② ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ❡①t❡♥s✐❜✐❧✐t②✳ ❙✉❝❤ ❛
♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✜tt❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ✏♣❛r❛❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧✑ ♦r ❛ ✏st❛❝❦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✑✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❛

✻✹



✹✳✷ ❆❣❡✐♥❣ ❊✛❡❝t ♦♥ ▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ P❯❊ ✉♥❞❡r ❙tr❛✐♥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✹✿ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t❡❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ {I}1 (s3) ✐♥ t❤❡ t❡♥s✐❧❡
t❡sts ♦❢ ❛ ❚P❯ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❛❣✐♥❣ ❞✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
str❛✐♥ ε✳ ■♥t❡♥s✐t✐❡s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❢♦r t❤❡ ❜❡❛♠ ✢✉① ❛♥❞ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t❡❞
✈♦❧✉♠❡

✜♥✐t❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② t❤❡ ♣❡❛❦ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡st L✲❜❛♥❞ ✐s ✜tt❡❞✳ ❚❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✸ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♣❡❛❦s ❧♦♦❦ ❛s ✐❢ t❤❡②
✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧② str♦♥❣✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤✐s ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ❜✉t ❛♥ ✐♥t❡♥❞❡❞ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧
♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧ ✭✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② −z (r12, r3) ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s log (log (−z (r12, r3)))✮✳

✹✳✷✳✸ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❙❆❳❙ ❉❛t❛

❇♦♥❛rt✬s ✏▲♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❙❝❛tt❡r✐♥❣✑✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐s ❛s ❝♦♠✲
♣❧❡① ❛s r❡✈❡❛❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈❉❋s ✇✐t❤ ✉♥✐❛①✐❛❧ s②♠♠❡tr② ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✷ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✸✮✱
✐t ✐s st✐❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② st✉❞② t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞
❞♦♠❛✐♥s ✐♥ t❤❡ str❛✐♥✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ❇♦♥❛rt❬✷✶✻❪ ❤❛s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ st✉❞②
t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ {I}1 (s3) /V ✭❝❢✳ ❊q✳ ✭✸✳✼✳✶✮✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❡❧❧✲❢♦✉♥❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ t❤❡✲
♦r②✳ ❆t ❛ ✜rst ❣❧❛♥❝❡✱ t❤❡ ❝✉r✈❡s {I}1 (s3) /V ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✹✮ ❣✐✈❡ ❛♥ ✐♠♣r❡ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡
✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✲♣❡r✐♦❞ ♣❡❛❦ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣♦✇❡r Q✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧
✉♥❞❡r t❤❡ ❝✉r✈❡s✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t Q ❞❡❝r❡❛s❡s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❛❣✐♥❣✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥♦t❤❡r ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r s❡❧❡❝t✐✈❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥❬✸✺✱ ✶✹✺✱ ✶✹✻❪ ♦❢ s♠❛❧❧ ❤❛r❞
❞♦♠❛✐♥s✱ ❛s ✐s t❤❡ ❧❡❢t✲s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ✭✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞✮✳

❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ■❉❋ ❆♥❛❧②s✐s✳ {I}1 (s3) /V ✐s ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ✇❤✐❝❤ ✐s tr❛♥s✲
❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ■❉❋ g1 (r3)✳ ■t ❝♦❧❧❡❝ts ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❝❤♦r❞s
✇❤✐❝❤ r✉♥ ✐♥ t❤❡ str❛✐♥✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ r3✳ ❚❤❡ ✜tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ■❉❋ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛
s❡♣❛r❛t❡ s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜②
✜tt✐♥❣ t❤❡ ■❉❋s ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✳✷✮ t♦ t❤❡ ❛❧r❡❛❞② ♣r❡s❡♥t❡❞ ❞✉♦✲s♦❧♦ ♠♦❞❡❧✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✺ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ q✉❛♥t✐t② c vh ✭❝❢✳ ❊q✳ ✭✸✳✼✳✸✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡
✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ vh ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛❢t❡r ❛❣✐♥❣ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞
✐♥ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❛❣❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ s❤♦✇s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✺✿ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r❞✲❞♦♠❛✐♥s✱ vh (ε) ✐♥ t❤❡ str❛✐♥✲
✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ ❛ ❚P❯ ❛❣❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ❛t ✶✺✵ ➦❈✳ ❊rr♦r ❜❛rs
✐♥❞✐❝❛t❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡❬✷✶✷❪ ❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✲
❣r❛♠✳ ❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❡rr♦rs ♠❛② ❜❡ ✇✐❞❡r

❢♦r ε < 0.6 ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❛t ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ❛❧♠♦st ❧✐♥❡❛r ❞❡❝r❡❛s❡✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❝✉r✈❡ s❤❛♣❡
❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❡❛r❧✐❡r ✇♦r❦❬✷✹✹❪ ❢♦r ♦t❤❡r ❚P❯ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❇② s❝❛❧✐♥❣ t❤❡ ✸ ❝✉r✈❡s
t♦ ❛ ♠❛st❡r ❝✉r✈❡ ✐t ✐s r❡❛❞✐❧② ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t✱ t♦ ❛ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
❧♦ss ♦❢ ❤❛r❞✲❞♦♠❛✐♥s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ str❛✐♥ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ s❛♠♣❧❡s✳ ❲❡ ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t
t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞❡str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s r❡❧❡❛s❡s ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❝❤❛✐♥s ✐♥t♦ t❤❡ s♦❢t
♣❤❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ t❤❛t ✇❛② ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡s t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥✳

❋r♦♠ ❊q✳ ✭✸✳✼✳✸✮ ✐t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥ ✈♦❧✉♠❡ ❝❛♥ ❜❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦
❢r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② Wsolo ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❝♦r✲
r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ♦t❤❡r ❞♦♠❛✐♥s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❞♦♠❛✐♥s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② Wduo ❛r❡ ❛rr❛♥❣❡❞✳ ❖♥❧②
t❤❡② ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡② ❝❛rr② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✻ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❡rr♦r ❜❛rs ❛r❡
❛❜♦✉t ✸t✐♠❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♦♥❡s✱ s♠♦♦t❤❡❞ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❞r❛✇♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤✐♥
❝✉r✈❡s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❛♥❞♦♠❧② ♣❧❛❝❡❞ ❞♦♠❛✐♥s✱ ❜♦❧❞ ♦♥❡s t♦ ❛rr❛♥❣❡❞ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❋♦r
❛❧❧ s❛♠♣❧❡s ❛♥❞ ❛❧❧ str❛✐♥s t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ❞♦♠❛✐♥s ♣❧❛❝❡❞ ❛t r❛♥❞♦♠ t❤❛♥ ❛rr❛♥❣❡❞✳ ■♥
t❤❡ ✉♥❛❣❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ≈ 75✪ ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛t r❛♥❞♦♠✱ ❛♥❞ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥
❤❛r❞❧② ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ str❛✐♥✳

❚❤✐s ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r t❤❡ ❛❣❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❍❡r❡ ❢♦r ε < 0.6 ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞
❢r♦♠ r❛♥❞♦♠ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥t♦ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❙❆❳❙ ♣❛tt❡r♥
t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✲♣❡r✐♦❞ ♣❡❛❦ ❣r♦✇s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♥♦t ❛ s✐♥❣❧❡ ❞♦♠❛✐♥
✐s ❢♦r♠❡❞✳ ❋♦r ε > 0.6 t❤❡ tr❛♥s❢❡r ✐s ✐♥✈❡rt❡❞✳ ◆♦✇ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ♠✐❣r❛t❡ ❜❛❝❦ ❢r♦♠
t❤❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ♣❤❛s❡ ✐♥t♦ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♦♥❡✳ ❚❤❡ str♦♥❣ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
✐s ♥♦t r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧② str♦♥❣ ❞❡str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❋♦r ✶✺ ❞ ❛♥❞ ε > 2 ✇❡
❞♦ ♥♦t ❞✐s❝✉ss t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✏❜❛❝❦✲♠✐❣r❛t✐♦♥✑ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ♣♦♦r st❛t✐st✐❝s✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✻✿ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❤❛r❞✲❞♦♠❛✐♥s vh (ε) ✐♥t♦ t❤♦s❡ ❤❛r❞
❞♦♠❛✐♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ❛t r❛♥❞♦♠ ✭✏s♦❧♦✑✮✱ ❛♥❞ ❛rr❛♥❣❡❞ ♦♥❡s ✭✏❞✉♦✑✮✳
❚❤❡ ❝✉r✈❡s s❤♦✇ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ str❛✐♥✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ ❛ ❚P❯ ❛❣❡❞
❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ❛t ✶✺✵ ➦❈✳ ❊rr♦r ❜❛rs ✐♥❞✐❝❛t❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❛s
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♣r♦❣r❛♠✳ ❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❡rr♦rs ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦
❜❡ ✇✐❞❡r

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✼ s❤♦✇s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❤❛r❞✲❞♦♠❛✐♥ ❤❡✐❣❤t✱ Hh (ε) ✇✐t❤ ✐♥✲
❝r❡❛s✐♥❣ str❛✐♥ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ s❛♠♣❧❡s✳ ❋♦r s❛♠♣❧❡ ✵ ❞ Hh ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤✐s ❤❛s
❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦❬✷✹✹❪ ♦♥ ✈❛r✐♦✉s s✐♠✐❧❛r ❚P❯ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤❡ ✉♥❛❣❡❞
♠❛t❡r✐❛❧ ❤❛s r✐❣✐❞ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✳

❋♦r ❜♦t❤ ❛❣❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧sHh (ε) st❛rts ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ❢r♦♠Hh (0) =✼ ♥♠ t♦Hh (1) =✶✵ ♥♠✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✺✮✱ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❧✐tt❧❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ vh ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧
0 < ε < 1 ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❛❣✐♥❣ ✐s s♦❢t❡♥✐♥❣ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✳
❚❤✉s ♦✉r ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❛t❛ ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ♦t❤❡r ✇♦r❦❬✶✸✹✱ ✶✹✺✱ ✶✹✻❪
st❛t✐♥❣ t❤❛t ❤✐❣❤✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❤❡r♠❛❧ ❛❣✐♥❣ ❛✛❡❝ts ✜rst t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡
q✉❛♥t✐❢② t❤❡ s♦❢t❡♥✐♥❣ ❡✛❡❝t ❛♥❞ ✜♥❞ t❤❛t ✐t ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❜♦t❤ ❛❣❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❋r♦♠
t❤❡ str❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✶✮ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❢♦r s❛♠♣❧❡ ✶✺ ❞ t❤❡ ❤❛r❞✲❞♦♠❛✐♥ s♦❢t✲
❡♥✐♥❣ ❧❡❛❞s t♦ ❣❧♦❜❛❧ s♦❢t❡♥✐♥❣✱ ❜✉t ♥♦t ❢♦r s❛♠♣❧❡ ✸✻ ❞✳ ❙❛♠♣❧❡ ✸✻ ❞ ❜r❡❛❦s ❛t ε ≈ 1.5✱
✇❤✐❧❡ s❛♠♣❧❡ ✶✺ ❞ ♣❛ss❡s t❤❡ t❡♥s✐❧❡ t❡st✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s r❡❛❞✐❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❧✐t❡r❛t✉r❡
r❡s✉❧ts st❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s♦❢t ♣❤❛s❡ ✐s ♦♥❧② ❛✛❡❝t❡❞ ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞✱ ❧❛t❡r st❛❣❡❬✶✹✺✱ ✶✹✻❪ ✇❤✐❝❤
❣♦❡s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❝r♦ss✲❧✐♥❦✐♥❣✱ ❝❤❛✐♥ s❝✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
❋♦r s❛♠♣❧❡ ✶✺ ❞ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❢♦r ε > 1 s❤♦✇s ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ Hh (ε)
t♦✇❛r❞s t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✉♥❛❣❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣
t❤❛t t❤❡ s♦❢t❡♥❡❞ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❢❛✐❧ ❡❛r❧✐❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ r✐❣✐❞ ♦♥❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳✽ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s♦❢t✲❞♦♠❛✐♥ ❤❡✐❣❤t Hs (ε) ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ❛rr❛♥❣❡❞ ❤❛r❞✲❞♦♠❛✐♥s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ str❛✐♥✳ ❚❤❡ ✉♥❛❣❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ s❤♦✇s ❛ ❧✐♥❡❛r
✐♥❝r❡❛s❡ ❢♦r 0 < ε < 0.6 ✭❡❧❛st✐❝ r❡s♣♦♥s❡✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ♣❡❝✉❧✐❛r r❡❧❛①❛t✐♦♥✳
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❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ str❛✐♥ ε✳ Hs ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ str❛✐♥✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥
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✹✳✸ ❋❛✐❧✉r❡ ▼❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ❈r♦ss❧✐♥❦❡❞ P❯❊ ✇✐t❤ P♦♦r❧② ❉❡✈❡❧♦♣❡❞ ❉♦♠❛✐♥ ❙tr✉❝t✉r❡

❚❤✐s ♣❡❝✉❧✐❛r ✏r❡❧✐❡❢✑ ♣r♦❝❡ss ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♥♦t ♦♥❧② ❜② ✉s❬✷✸✽❪✱ ❜✉t ❛❧s♦
❜② s❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r ❛✉t❤♦rs❬✶✻✼✱ ✶✻✽✱ ✶✻✾✱ ✾✻✱ ✶✶✷✱ ✶✵✷✱ ✶✼✵❪✳ ❋♦r t❤❡ ❛❣❡❞ s❛♠♣❧❡s ❛t ε < 1
Hs (ε) ≈ 5 ♥♠ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❢♦r ε < 1 t❤❡ ❧❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ ✐s t❛❦✐♥❣
♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ s♦❢t❡♥❡❞ ❤❛r❞✲❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣♦♦r❧② ❛rr❛♥❣❡❞ r❡❣✐♦♥s ✭P❆❘✮ ✇❤❡r❡ t❤❡
❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ r❛♥❞♦♠❧②✳ ❋♦r t❤❡ s♦❢t✲❞♦♠❛✐♥ ❤❡✐❣❤ts ✐♥ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ❡♥t✐t✐❡s
♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t tr❡♥❞ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ❆t ε = 1.5 s❛♠♣❧❡ ✸✻ ❞ ❜r❡❛❦s✱ ✇❤❡r❡❛s s❛♠♣❧❡ ✶✺ ❞
r❡s✐sts✳ ❆t ε ≈ 1.2 ✐t ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❧❡♥❣t❤ ❥✉♠♣ t♦ Hs (ε) ≈ 12 ♥♠✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ ❛rr❛♥❣❡❞ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✱ s✉❝❤ ❧❡♥❣t❤ ❥✉♠♣ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❡✈❡r②
s❡❝♦♥❞ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡❞ r❡❣✐♦♥s ✇♦✉❧❞ s✉❞❞❡♥❧② ❜❡ ❞✐sr✉♣t❡❞✳ ❋♦r ε > 2.6
❛ st❡❡♣ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ ❤❛r❞
❞♦♠❛✐♥s ❢r♦♠ str❡t❝❤❡❞✱ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡♥t✐t✐❡s ✇❤✐❧❡ ❞♦♠❛✐♥s ❢r♦♠ s❧❛❝❦ ❡♥t✐t✐❡s ❛r❡ ♥♦t
❞❡str♦②❡❞✳

❲❡ ❞♦ ♥♦t r❡♣♦rt t❤❡ ✜tt❡❞ ✇✐❞t❤s ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✲❤❡✐❣❤t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❧♦✇
s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❣❡❞ s❛♠♣❧❡s✳ ❋♦r ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❝✉r✈❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧
♦❢ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐s ✇✐❞❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ t❤❛t ❣✐✈❡s t❤❡ ❜❡st ✜t ♦❢ t❤❡ ❙❆❳❙ ❞❛t❛✳

✹✳✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦✉♣❧❡❞ t❤❡r♠❛❧ ❛❣✐♥❣ t❡sts ♦♥ ❚P❯ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✲s✐t✉ st✉❞② ♦❢
t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❡♥s✐❧❡ t❡sts✳ ❖✉r ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ✜♥❞✐♥❣s ♦♥ t❤❡ ✉♥str❡t❝❤❡❞
s♣❡❝✐♠❡♥s ❝♦♥✜r♠ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❤✐❣❤✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛❣✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦✲♣❤❛s❡ ♠♦r♣❤♦❧✲
♦❣② ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ◆❡✇ ❛r❡ ♦✉r r❡s✉❧ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧
❝❤❛♥❣❡ ✉♣♦♥ str❡t❝❤✐♥❣✳ ❚❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❛❣✐♥❣ ♥♦t ♦♥❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✱
✐t ❡✈❡♥ s♦❢t❡♥s ♠❛♥② ♦❢ t❤❡♠✳ ❚❤❡ s♦❢t❡♥❡❞ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❞❡❢♦r♠ ✉♥❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧♦❛❞
❛♥❞ ❢❛✐❧ ❡❛r❧✐❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ r✐❣✐❞ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❖♥❧② ❢♦r ε > 0.6 ❜❡❣✐♥s t❤❡ ✉s✉❛❧
✏❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜♦r✑ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤❛r❞ ♣❤❛s❡ ✭r✐❣✐❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ♣♦✐♥ts✮ ❛♥❞ s♦❢t ♣❤❛s❡
✭❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✮✳

❇❡②♦♥❞ t❤❛t✱ t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ r❛♥❞♦♠❧② ♣❧❛❝❡❞ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ ❛ r✉❞✐♠❡♥t❛r②
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❛❣❡❞ s❛♠♣❧❡s ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ♦❢ ❛❝❛❞❡♠✐❝ ✐♥t❡r❡st✱ ❛t ❧❡❛st✳ ■♥ t❤❡
❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❡♥s✐❧❡ t❡st t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ t❤❡ ♠❛tr✐① ❜♦t❤ ❛r❡ ❞❡❢♦r♠❛❜❧❡✳
■♥ t❤✐s ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✱ ❢✉rt❤❡r ♦r❞❡r ✐s ❢♦r♠❡❞ ✉♣♦♥ str❡t❝❤✐♥❣✳ ❖♥❝❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❤❛r❞
❞♦♠❛✐♥s t❛❦❡ ♦✈❡r t❤❡✐r r♦❧❡ ❛s r✐❣✐❞ ✜❧❧❡rs ❛❣❛✐♥✱ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♦r❞❡r ❞❡❝❧✐♥❡s ❛❣❛✐♥✳

✹✳✸ ❋❛✐❧✉r❡ ▼❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ❈r♦ss❧✐♥❦❡❞ P❯❊ ✇✐t❤ P♦♦r❧②
❉❡✈❡❧♦♣❡❞ ❉♦♠❛✐♥ ❙tr✉❝t✉r❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✷✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦♦r❧② ♦r❞❡r❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ✉♥❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
❧♦❛❞ ♠♦♥✐t♦r❡❞ ❜② s♠❛❧❧✲❛♥❣❧❡ ❳✲r❛② s❝❛tt❡r✐♥❣ ✭❙❆❳❙✮✳ ❚❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✈✐r❣✐♥ s❛♠♣❧❡s ❛r❡
str❛✐♥❡❞✱ ♦r✐❡♥t❡❞✱ ❛♥❞ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭✷❉✮ ❙❆❳❙ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ r❡❝♦r❞❡❞✳ ▼♦st ♦❢ ♦✉r
♠❛t❡r✐❛❧s ❢❛✐❧ ❛t r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ str❛✐♥✱ ❜✉t t✇♦ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ ♠♦r❡ ❡①t❡♥s✐❜❧❡✳

✷❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛♣❡r ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ▼❛❝r♦♠♦❧❡❝✉❧❛r ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✷✵✶✺✱
✸✵✵✭✼✮✱ ✻✾✾✲✼✶✶✳

✻✾



✹ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

✶� ✷� ✸� ✹�

✁q ✥
♦
❪

�

✷

✹

✻

■
✂✄
☎✆
☎✝

P✞✟✠
P✞✟✡
P✞✟☛
P✞✟☞✌
P✞✟☞✍

P✞✟✠

P✞✟✡

P✞✟☛

P✞✟☞✌

P✞✟☞✍

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✶✿ ❲❆❳❙ s❝❛♥s ♦❢ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ s❛♠♣❧❡s✳

❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧❧② ❝r♦ss❧✐♥❦❡❞ P❯❊✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ♥❡t✇♦r❦
t♦♣♦❧♦❣② ❤❛s ❜❡❡♥ ✈❛r✐❡❞ ✇✐❞❡❧②✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ t♦ st✉❞② t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❛♥❞
❤♦✇ t❤✐s ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❝❤❛♥❣❡s ✉♣♦♥ s✉❜♠✐ss✐♦♥ t♦ ❤✐❣❤ str❛✐♥s✳ ❚❤❡ ♣♦❧②♦❧s ❛r❡ t❡❧❡❝❤❡❧✐❝
✐♥ ♥❛t✉r❡ t❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡② ❝❛rr② ❤②❞r♦①②❧ ❣r♦✉♣s ❛t t❤❡ ❝❤❛✐♥ ❡♥❞s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
t❤❡ ❤②❞r♦①②❧ ❣r♦✉♣s ♣❡r ❝❤❛✐♥ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♦❧ ❛♥❞ ✐s ✈❛r✐❡❞
❢r♦♠ ✷ t♦ ✹✳ ❚❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✇❡✐❣❤t ❛♥❞ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♦❧ ❝❤❛✐♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✈❛r✐❡❞✳
■♥ t❤❡ P❯ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐t ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ✉s❡ ❧✐♥❡❛r ♣♦❧②♦❧s ✭✇✐t❤ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ ✷✮ ❛♥❞
t❤r❡❡✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣♦❧②♦❧s ♦❢ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t❤r❡❡ ❜r❛♥❝❤❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧ ✐♥ ❧❡♥❣t❤✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②
✇❡ ✇✐s❤ t♦ ✜♥❞ ♦✉t ❤♦✇ t❤❡ ❤✐❣❤ str❛✐♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❛✐♥ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢
t❤❡ ♣♦❧②♦❧✳ ❍❡♥❝❡ ♦✉r ✐♥t❡r❡sts ✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❢❛✐❧✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦♥ t❤❡ ♥❛♥♦♠❡t❡r s❝❛❧❡✳

✹✳✸✳✶ ❆♠♦r♣❤♦✉s ▼❛t❡r✐❛❧s

❲❡ ❤❛✈❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐❞❡✲❛♥❣❧❡ ❳✲r❛② s❝❛tt❡r✐♥❣ ✭❲❆❳❙✮ s❝❛♥s ♦❢ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s
✇❤✐❝❤ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✶✳ ❆❧❧ s❛♠♣❧❡s s❤♦✇ ♦♥❧② ❛ ❜r♦❛❞ ❛♠♦r♣❤♦✉s ❤❛❧♦ ✇✐t❤ ❛
♠❛①✐♠✉♠ ❛t 2θ ≈ 20➦✳ ❈r②st❛❧❧✐t❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞✳

✹✳✸✳✷ ❙tr❡ss✲str❛✐♥ ❈✉r✈❡

❙tr❡ss✲str❛✐♥ ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✷✳ ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❜r❡❛❦ ❛t
t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡s✳

✹✳✸✳✸ ❋❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❙❆❳❙ P❛tt❡r♥s ❘❡❧❛t❡❞ t♦ ❙tr❛✐♥ ❛♥❞ ▼❛t❡r✐❛❧

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✸ s❤♦✇s t❤❡ r❡❝♦r❞❡❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ t❤❡ ❈❉❋s ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡r❡♦❢✳

✼✵



✹✳✸ ❋❛✐❧✉r❡ ▼❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ❈r♦ss❧✐♥❦❡❞ P❯❊ ✇✐t❤ P♦♦r❧② ❉❡✈❡❧♦♣❡❞ ❉♦♠❛✐♥ ❙tr✉❝t✉r❡

s
❬�
✁
✂
✄

✵ ✷ ✹ ✻ ✽
✵

✷

✹

✻

✽

✶✵

✶✷

✶✹

P☎✆✝✞ P☎✆✟
P☎✆✠

P☎✆✝✡

P☎✆☛

❡

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✷✿ ❙tr❡ss σ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❛✐♥ ε ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✳

❙✐♥❝❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡❞ s❛♠♣❧❡s s❝❛tt❡r ✈❡r② ✇❡❛❦❧②✱ ❛rt✐❢❛❝ts ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r✲tr❛♥s❢♦r♠
♠❛② ✐♥t❡r❢❡r❡ ✇✐t❤ ✇❡❛❦ ♣❡❛❦s ♦❢ t❤❡ ❈❉❋✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❈❉❋s ♦❢ s♦♠❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡
♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❛ ❢✉❧❧ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ✐♠❛❣❡s ✐s
♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ♣❛tt❡r♥s ✐♥ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ✉♥str❛✐♥❡❞ ✐s♦tr♦♣✐❝
♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❇❡❧♦✇ ❛r❡ s❤♦✇♥ s❡❧❡❝t❡❞ ♣❛tt❡r♥s ❢r♦♠ t❤❡ t❡♥s✐❧❡ t❡st✳ ❆❧♦♥❣ t❤❡ ❧❡❢t ❡❞❣❡
r♦✉♥❞❡❞ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ str❛✐♥ ε ❛r❡ ♣✉t ❞♦✇♥✳ ❚❤❡② ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t❡st ♦❢ P❯✲■✳
❋♦r t❤❡ ♦t❤❡r ♠❛t❡r✐❛❧s t❤✐s s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ✈❛❧✐❞✱ t♦♦✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❜♦tt♦♠ r♦✇ ✇❤✐❝❤
❞✐s♣❧❛②s t❤❡ st❛t✉s ❥✉st ❜❡❢♦r❡ ❢❛✐❧✉r❡✳

❈❉❋s ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ❛ ❞♦♠❛✐♥✿ ❊❛❝❤ ♣❡❛❦ s❤♦✇s✱
✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞✳
❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ❛ ♣❡❛❦ ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛rt✐❢❛❝ts
t♦ t❤❡ str♦♥❣❡st ♣❡❛❦s ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❧♦✇✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡② ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ♠❛t❡r✐❛❧s✳
❚❤❡ ❜❡st✲❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ✐s s❤♦✇♥ ❜② P❯✲■ ❛♥❞ P❯✲❨✳ ❆s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦r✐❡♥t❡❞✱ t❤❡r❡ ❛r❡ str♦♥❣ ♣❡❛❦s ❜♦t❤ ♦♥ t❤❡ ♠❡r✐❞✐❛♥ ✭❝❡♥tr❛❧ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡✮
❛♥❞ ♦♥ ❧✐♥❡s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ♠❡r✐❞✐❛♥✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦s ♦♥ t❤❡ ♠❡r✐❞✐❛♥ ❞❡s❝r✐❜❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s
❛♠♦♥❣ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s t❤❛t ❛r❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ❛❧♦♥❣ ❛ t❤r❡❛❞❬✶✻✺❪ ✐♥ t❤❡ str❛✐♥✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡♥t✐t② ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♠✐❝r♦✜❜r✐❧❬✷✹✸❪✳ ❇❡②♦♥❞ t❤❛t✱ str♦♥❣ ♣❡❛❦s t♦
t❤❡ r✐❣❤t ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ t❤❡ ♠❡r✐❞✐❛♥ ❡①❤✐❜✐t ✸❉ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②❬✶✶✷❪✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ❛ ❤❛r❞
❞♦♠❛✐♥ ✜♥❞s ♥❡✐❣❤❜♦rs ♥♦t ♦♥❧② ✐♥ ✐ts ♦✇♥ ♠✐❝r♦✜❜r✐❧✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♦♥❡s✳
❚❤✐s ✐s r❡❛❞✐❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ t✐❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣
❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s❬✶✶✷❪✳ ❯♥❞❡r str❛✐♥ t❤❡ s❤♦rt❡st ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ t✐❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ❞❡✜♥❡s
t❤❡ ✐♥t❡r✲❞♦♠❛✐♥ ❞✐st❛♥❝❡✳

❲✐t❤ ♠❛t❡r✐❛❧ P❯✲❳ t❤✐s ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❍❡r❡✱ ♦♥❧② ✶❉❬✶✻✺❪ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❢♦r♠❡❞ ✐♥
t❤❡ str❛✐♥✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❢r♦♠
s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♠✐❝r♦✜❜r✐❧s✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❛ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐♥
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✹ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❙�✁❙ ✲✂✄☎
P✆✝✞✟

✷✠✡

✸☛✡

☛✶✡

✽✡

❡ ☞✌✍

✷☛✡

☛✎✡

☛✷✡

✸✡

✡

❙�✁❙ ✲✂✄☎
P✆✝✏

❙�✁❙ ✲✂✄☎
P✆✝✑

❙�✁❙ ✲✂✄☎

☛✷✡✒ ✲ ✓✔✕✖ ✗✘✙✚✛

P✆✝✞✜

☛✎✡✒ ✲ ✓✔✕✖ ✗✘✙✚✛

❙�✁❙ ✲✂✄☎
P✆✝✢

☛✡✡✒ ✲ ✓✔✕✖ ✗✘✙✚✛

☛✡✡✒ ✲ ✓✔✕✖ ✗✘✙✚✛

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✸✿ ❙❡❧❡❝t❡❞ ❙❆❳❙ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s str❛✐♥✐♥❣
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ P❡r❝❡♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡ str❛✐♥ ε ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡✳ ■♥
❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ✭✏❙❆❳❙✑✮
✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤✐s ✐s I (s12, s3)✱ −0.2 ♥♠−1 ≤ s12, s3 ≤ 0.2 ♥♠−1✳ ❚❤❡
r✐❣❤t ♣❛tt❡r♥ ✐♥ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧♦♥❣✲♣❡r✐♦❞ ♣❡❛❦s ✐♥ t❤❡ ❝❤♦r❞
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✏✲❈❉❋✑✮✱ −z (r12, r3)✱ −50 ♥♠ ≤ r12, r3 ≤✺✵ ♥♠✳ ❚❤❡
❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ✐♥t❡♥s✐t② s❝❛❧❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ ❜♦tt♦♠
r♦✇ ✐♥ t❤❡ s❤♦rt ❜❧♦❝❦s ✭❢❛✐❧✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧❛st r❡❝♦r❞ ❜❡❢♦r❡
❢❛✐❧✉r❡

P❯✲❳✳

❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ P❯✲❍❧ ❡①❤✐❜✐ts ♦♥❧② str♦♥❣ ❞✐✛✉s❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ t❤❛t ❢❛❧❧s ♦✛ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r✳
❚❤✐s ✐s t②♣✐❝❛❧ ❢♦r t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❞♦♠❛✐♥s ✭✏♣❛rt✐❝❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣✑✮✳ ❲❤❡♥
t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s str❛✐♥❡❞✱ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ s❤❛♣❡ ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ ❛ ❝✐r❝❧❡ t♦ ❛♥ ❡❧❧✐♣s✐s✳ ❚❤✐s ✐s
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❡✐t❤❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✱ ♦r ❜② ❞♦♠❛✐♥ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
✉♥❞❡r ❧♦❛❞✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✐♥ P❯✲❍❧ t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛♣♣❡❛r r❛♥❞♦♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥
t❤❡ ✈♦❧✉♠❡✳ ❊✈❡♥ ✉♥❞❡r str❛✐♥ ♥♦ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡♠✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡
❞✐s♣❧❛②❡❞ ❈❉❋s ❞♦ ♥♦t s❤♦✇ str♦♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣❡❛❦s✱ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ✈✐s✐❜❧❡ ❛❢t❡r s❝❛❧✐♥❣
t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛r❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② ❛rt✐❢❛❝ts✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ P❯✲❍s ❡①❤✐❜✐ts ❤❛r❞❧② ❛♥② ❞✐s❝r❡t❡
s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❆ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❈❉❋s ✐s ✐♥❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✳
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✹✳✸ ❋❛✐❧✉r❡ ▼❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ❈r♦ss❧✐♥❦❡❞ P❯❊ ✇✐t❤ P♦♦r❧② ❉❡✈❡❧♦♣❡❞ ❉♦♠❛✐♥ ❙tr✉❝t✉r❡

❋❛✐❧✉r❡ ❘❡❧❛t❡❞ t♦ ▼♦r♣❤♦❧♦❣②✳ ❖♥❧② s❛♠♣❧❡ P❯✲■ s✉r✈✐✈❡s t❤❡ str❛✐♥ t❡st✳ P❯✲❨✱ P❯✲
❳ ❛♥❞ P❯✲❍s ❢❛✐❧ ❛t ε ≈ 1.2✱ P❯✲❍❧ ❛t ε ≈ 1.8✳ ❋♦r s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧
❛♥❞ ♥❡t✇♦r❦✲t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❝❛♥ r❡❛❞✐❧② ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❢❛✐❧✉r❡✳ P❯✲❍s ❤❛s
♥♦t ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ✭♣❤②s✐❝❛❧ ❝r♦ss❧✐♥❦s✮ ❛♥❞ ❤❛s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❝r♦ss❧✐♥❦ ❞❡♥s✐t②
♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ✺ s❛♠♣❧❡s✳ ■♥ P❯✲❍❧ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✳ ■t
❛♣♣❡❛rs ♥♦t❡✇♦rt❤② t❤❛t ❛ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② r❡s✉❧ts ✐♥
❜❡tt❡r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛♥ ❛ ✶❉ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥✳ ❆♥t✐❝✐♣❛t✐♥❣ ❛ ❢✉rt❤❡r r❡s✉❧t
t❤❡ ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ P❯✲❍❧ s✉r✈✐✈❡✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ♦❢ t✐❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s
t❤❛t ♦t❤❡r✇✐s❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐♠✐t t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ s♦❢t ♠❛tr✐①✳ P❯✲❳
❛♣♣❡❛rs t♦ ❢❛✐❧ ❡❛r❧②✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❤❡r❡ t❤❡ ❢❡✇ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝r♦ss❧✐♥❦s ❛r❡ ♦♥❧② ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞
❧✐♥❡❛r❧②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❡①t❡♥s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ♥❡t✇♦r❦ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡
❤✐❣❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ✭f = 4✮ ♦❢ t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ♣♦❧②♦❧✳

❋✐♥❛❧❧② ✐t r❡♠❛✐♥s t♦ ❜❡ ❝❧❛r✐✜❡❞✱ ✇❤② P❯✲❨ ❢❛✐❧s ✐♥ t❤❡ t❡♥s✐❧❡ t❡st✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❈❉❋s
♦❢ P❯✲■ ❛♥❞ P❯✲❨ ❡①❤✐❜✐t t❤❡ s❛♠❡ ✸❉ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✳ ❚❤❡ ❜✐❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢
t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✳ ❲✐t❤ P❯✲■ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t❡st✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣
t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② s❛❝r✐✜❝❡❞✳ ❚❤✉s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡
t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜② ❊♥❞❡r❧❡ ❡t ❛❧✳❬✶✶✷❪✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥❝❡
♦❢ t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♠❛② ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❛✐♥ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ P❯✲■✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
❝❤❛✐♥ str✉❝t✉r❡ t❤❡ ❤❛r❞✲❞♦♠❛✐♥ ✐♥t❡❣r✐t② s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❛t❤❡r ❧♦✇ ✇✐t❤ P❯✲■✱ ❛♥❞ ❝❤❛✐♥s
❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ♣✉❧❧❡❞ ♦✉t ❢r♦♠ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛✐♥ r✉♣t✉r❡✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r ❧♦✇
❤❛r❞✲❞♦♠❛✐♥ ✐♥t❡❣r✐t② ✇✐t❤ P❯✲■ ✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s♦❢t s❡❣♠❡♥ts ♦❢ ❧✐♥❡❛r P❯❊s ❛r❡ ❡❛s✐❧②
✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥t♦ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s❬✶✻✾✱ ✷✹✺❪✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇✐t❤ P❯✲❨ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②
✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲♣❡r✐♦❞ ♣❡❛❦ ✐♥❝r❡❛s❡s ❝❧❡❛r❧② ❞✉r✐♥❣ str❛✐♥✐♥❣✳ ❆❞♠✐tt❡❞❧②✱ t❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡
❛♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t ♦♥❧②✱ ✐❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✐♥t❡♥s✐t② ✇❡r❡ s✐♠♣❧② ❢♦❝✉s❡❞ ❛t t✇♦
♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ s♣❛❝❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t Q ✇♦✉❧❞ st❛② ❝♦♥st❛♥t✳ ❋♦r ❛ t✇♦✲
♣❤❛s❡ s②st❡♠ Q = vh (1− vh) (ρh − ρs)

2 ✐s ✈❛❧✐❞ ✇✐t❤ vh ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢
❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✱ ❛♥❞ ρh ❛♥❞ ρs ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ s♦❢t
♣❤❛s❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♠♦♥str❛t❡✱ t❤❛t Q ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
✐♥ t❤❡ t❡st ♦❢ P❯✲❨✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ vh < 0.3✱ t❤❡ ♦♥❧② ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡
♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr❛st |ρh − ρs| ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ t❤❡ s♦❢t ♣❤❛s❡✳ ❙✉❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛✉s❡❞ ❢r♦♠ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s t❤❛t ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣❡r❢❡❝t ✭✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣❤❛s❡
s❡♣❛r❛t✐♦♥✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ❛♣♣❡❛rs ♠♦r❡ ♣r♦❜❛❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡♥s✐t② ρs ♦❢ t❤❡ s♦❢t ♣❤❛s❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇❡❧❧✲❛rr❛♥❣❡❞ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥ ❡♥t✐t✐❡s ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ str❛✐♥ ✭❢♦r ❛
s❦❡t❝❤ ❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✼❝✮✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ ❤❛r❞ ❡❧❛st✐❝
♣♦❧②♦❧❡✜♥s❬✷✹✻❪ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❞❡❝r❡❛s❡ ❡✈❡♥ ❧❡❛❞s t♦ ✐♥t❡r❞♦♠❛✐♥ ✈♦✐❞s✳

❱♦✐❞s✳ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❛♥♦s❝❛❧❡ ✈♦✐❞s ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡
♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ❡q✉❛t♦r✐❛❧ str❡❛❦ t❤❛t ✐s ❡①t❡♥❞✐♥❣ ✐♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s✳ ❊✈❡♥ ❛ ♠♦❞❡r❛t❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ✈♦✐❞s ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛ str♦♥❣
✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t♦r s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❲✐t❤ P❯✲■ ❛♥❞ P❯✲❨ ♥♦ ❝❤❛♥❣❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡
s❧✐❣❤t ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ✐rr❡❧❡✈❛♥t✳ ❖t❤❡r P❯❊ ♠❛t❡r✐❛❧s
t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❡r✐♦❞ ❣r♦✇ ✇❤✐t❡ ❛♥❞ ❡①❤✐❜✐t ❛
str♦♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t♦r✐❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣✳
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✹ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ▲♦♥❣ ♣❡r✐♦❞s L ♦❢ t❤❡ ✉♥str❛✐♥❡❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s

s❛♠♣❧❡ L ❬♥♠❪

P❯✲■ ✶✵✳✹

P❯✲❨ ✽✳✾

P❯✲❳ ✽✳✾

P❯✲❍s ✖

P❯✲❍❧ ✶✵✳✾

✵ ✵�✁ ✵�✂ ✵�✄ ✵�☎ ✶
❡

✵

✵�✶

✵�✁

✵�✆

✵�✂

✵�✝

✵�✄

✞
♥
✟
♥
✠
✭
✞
✮

P✡☛☞

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✹✿ P❯✲❨✿ ◆❛♥♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥ εnano = L (ε) /L (0)−1 ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡
♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞ L ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❧♦❝❛❧ str❛✐♥ ε ❛t t❤❡
✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t

✹✳✸✳✹ ▲♦♥❣ P❡r✐♦❞s

❋♦r t❤❡ ✈✐r❣✐♥ s❛♠♣❧❡s t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❧♦♥❣✲♣❡r✐♦❞ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡♠✲
♣❧♦②❡❞✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✈❛❧✉❡s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣❡❛❦ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ t❤❡ ❝✉r✈❡ s2 I (s)✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦s ❛r❡ ❡①tr❡♠❡❧② ✇✐❞❡✳ ❚❤✉s t❤❡ r❡♣♦rt❡❞
✈❛❧✉❡s ♠❛② ❜❡ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉♠❜❡r✲❛✈❡r❛❣❡ ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞✳ ▼❛t❡r✐❛❧ P❯✲❍s ❡①❤✐❜✐ts ❞✐✛✉s❡
s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦♥❧②✳ ❆ ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳

❖♥❧② ✇✐t❤ P❯✲❨ t❤❡ ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐s str♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✐ts ♠♦✈❡✲
♠❡♥t L (ε)✳ ❋r♦♠ L (ε) t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t ♥❛♥♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥ εnano (ε) ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t
✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✹✳ ■♥ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡ εnano (ε) = ε ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✈❛❧✐❞✱ ❜✉t t❤❡ ♣❧♦t
s❤♦✇s ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ❆t ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥ ♦❢ ✶✵✵✪✱ t❤❡ ✇❡❧❧✲❛rr❛♥❣❡❞ ❡♥t✐t✐❡s❬✻✶❪ t❤❛t
♠❛❦❡ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ♦♥❧② str❛✐♥❡❞ t♦ εnano = 0.65✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ❜②
♦t❤❡rs❬✾✻✱ ✽✼❪ ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❜r❡❛❦✐♥❣ t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ✐♥t♦ ♣✐❡❝❡s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜②
❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❢r❛❣♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✐s ❛❝t✐♥❣ ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ❤❛r❞
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✹✳✸ ❋❛✐❧✉r❡ ▼❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ❈r♦ss❧✐♥❦❡❞ P❯❊ ✇✐t❤ P♦♦r❧② ❉❡✈❡❧♦♣❡❞ ❉♦♠❛✐♥ ❙tr✉❝t✉r❡

❞♦♠❛✐♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ s♦♠❡ ♦❢ ✉s ❤❛✈❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥
❛ r❡❝❡♥t st✉❞②❬✻✶❪ t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❧♦♥❣✲♣❡r✐♦❞ r❡❞✉❝t✐♦♥❬✾✻❪ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ❤❡t✲
❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣r♦❝❡ss ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡❧❧✲❛rr❛♥❣❡❞ ❤❛r❞✲❞♦♠❛✐♥ ❡♥s❡♠❜❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡❞
❢r♦♠ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥ ❡♥s❡♠❜❧❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❢❛✐❧❡❞✳ ❚❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t ✉♥✉s✉❛❧ ♣❡❛❦ s❤✐❢t ❤❛s ❜❡❡♥
❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✇❡❧❧✲❛rr❛♥❣❡❞ ❤❛r❞✲❞♦♠❛✐♥ ❡♥s❡♠❜❧❡s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ str❡ss
r❡❧✐❡❢✳ ❚❤❡ r❡❧✐❡❢ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ r❡❛❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❛❝r✐✜❝❡ ♦❢ ✇❡❛❦❡r ❤❛r❞✲❞♦♠❛✐♥s✳ ❙❛❝r✐✜❝❡❞
❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ❢r❛❣♠❡♥t❡❞✱ ❜✉t t❤❡♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡✐r ♥❡✐❣❤❜♦rs ✭❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞✮ ❞♦❡s
♥♦t ❞❡❝r❡❛s❡ ❛s ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧❬✾✻✱ ✽✼❪✳ ■♥st❡❛❞✱ ✐t ❥✉♠♣s ✉♣ r❡❛❝❤✐♥❣
t❤❡ ✈❛❧✉❡ t❤❛t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥❬✻✶❪✳ ❚❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❤❛s ❜❡❡♥
❢♦✉♥❞ ❜② ❛ ❈❉❋ ❛♥❛❧②s✐s✳ ■t ❝❛♥♥♦t ❜❡ s❡❡♥ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ t❤❡ ❙❆❳❙ ♣❛tt❡r♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t
❛♣♣❧✐❡s t♦ ❛ s♠❛❧❧❡r ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❚❤✉s t❤❡✐r ❞✐s❝r❡t❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✛❡❝t ✐s ❧♦✇
❛♥❞ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ♣❡❛❦ ✐♥ t❤❡ ❙❆❳❙ ♣❛tt❡r♥ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❡❧✐❡❢ ♣r♦❝❡ss✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
✐♥ ❛❧❧ ♠❛t❡r✐❛❧s t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ❛ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♠❛tt❡r ✭❧✐❦❡ ✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧ P❯✲❍❧✮
✇❤♦s❡ str❛✐♥✐♥❣ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♠♦♥✐t♦r❡❞ ❜② ❙❆❳❙ ❛t ❛❧❧✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ❞♦❡s ♥♦t
❡✈❡♥ ❡①✐st✳

❚❤❡ ❧♦♥❣✲♣❡r✐♦❞ ❧❛❣ ✐♥ P❯✲❨ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ s❛❝r✐✜❝❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ♣r♦❜✲
❛❜❧② ❛❝t✐✈❡ ❤❡r❡✱ ❛s ✇❡❧❧✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ Q ♣r❡s❡♥ts ♦♥❧② ❛ ♣❛rt
♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr❛st ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t✱ s✐♥❝❡ ❛♥♦t❤❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②
s❛❝r✐✜❝❡❞ ❜② ❞❡str♦②✐♥❣ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ t❤✉s r❡❞✉❝✐♥❣ vh✳

✹✳✸✳✺ ▲❛t❡r❛❧ ❍❛r❞ ❉♦♠❛✐♥ ❊①t❡♥s✐♦♥

❚❤❡ ❜r❡❛❞t❤ eh ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♣❡❛❦ ✐♥ t❤❡ ❈❉❋ ✐s s♦♠❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❧❛t❡r❛❧
❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ str❛✐♥ ✭tr❛♥s✈❡rs❡
❞✐r❡❝t✐♦♥✮✳ ❙✉❝❤ ❧❛t❡r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦❬✷✹✼❪✳ eh
❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ♠❛t❡r✐❛❧s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ t❤✉s ❡①❤✐❜✐t ♣❛rt✐❝❧❡
s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✺ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥s ❢♦r ❝❤❛♥❣❡s ❝❛♥ ❜❡ q✉✐t❡
❝♦♠♣❧❡①✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❧② ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r t❤❡ r❡♠♥❛♥t ❞♦♠❛✐♥s ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ t❡♥❞
t♦ r❡❧❛t❡ t❤❡ st❡❡♣ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ P❯✲❍❧ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐ts ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡r❛❝t
✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧②✳ ❙♦ t❤❡② ❝❛♥ ♦r✐❡♥t ♠♦r❡ ❡❛s✐❧② ✇✐t❤ t❤❡✐r ❧♦♥❣ ❛①❡s ♣❛r❛❧❧❡❧
t♦ t❤❡ str❛✐♥✳

■♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❛t❡r✐❛❧s ✇❡ ✜♥❞ ❡♥s❡♠❜❧❡s ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠ ❛ ♥❡t✇♦r❦✱
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ❝r♦ss❧✐♥❦❡❞ ❜② s❤♦rt t✐❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡♠✳ ❍❡r❡ t❤❡
❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ♣❧❛② t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ s♣r❡❛❞❡rs ✐♥ ❛ ✭❤❡r❡✿ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✮ ✜s❤✐♥❣ ♥❡t✳ ❯♥❞❡r
✉♥✐❛①✐❛❧ str❛✐♥ t❤❡ s♣r❡❛❞❡rs ❤♦❧❞ t❤❡ ♠❡s❤❡s ♦♣❡♥ ✐♥ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✺
❞❡♠♦♥str❛t❡s ❛ ❞❡❝❛② ♦❢ s♣r❡❛❞✐♥❣ t❤❛t ✐s s✐♠✐❧❛r ❢♦r ❛❧❧ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s t❤❛t
❛❝t ❛s ♣❤②s✐❝❛❧ ❝r♦ss❧✐♥❦s✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣♦❧②♦❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ✭■→❨→❳✮ ❛♣♣❡❛rs t♦ s❧✐❣❤t❧②
r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ s♣r❡❛❞✳

✹✳✸✳✻ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❇♦♥❛rt✬s ▲♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✸ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ ♠♦st s❛♠♣❧❡s ✐s ♥♦t ✈❡r② ♣r♦✲
♥♦✉♥❝❡❞✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ✐t ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❈❉❋s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧②✳
❚❤✉s ✇❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥❬✶✾✸❪ {I}1 (s3) /V ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r ❞✐❛❣r❛♠ ♦♥

✼✺
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✺✿ ❊①t❡♥s✐♦♥ eh ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s tr❛♥s✈❡rs❡ t♦ t❤❡ str❛✐♥✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥ ε

t❤❡ str❛✐♥✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ s3✳ ❇♦♥❛rt ❤❛s ❝❛❧❧❡❞ t❤✐s ✶❉ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝✉r✈❡ t❤❡ ✏❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧
str✉❝t✉r❡✑✳ ■t ❞❡s❝r✐❜❡s❬✷✶✻✱ ✷✷✷❪ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝❤♦r❞ ❧❡♥❣t❤s ✭t❤✐❝❦♥❡ss❡s✮ ♦❢ ❤❛r❞
❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ s♦❢t✲♣❤❛s❡ ❣❛♣s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ str❛✐♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❛r❡❛ ❜❡✲
❧♦✇ t❤❡ ❝✉r✈❡✱

´

{I}1 (s3) /V ds3 = Q✱ ✐s t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥t t❤❛t ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥
✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✻ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ {I}1 (s3) /V ✐♥ t❤❡ t❡♥s✐❧❡ t❡sts✳ ▲❡t ✉s ✜rst ❞✐s✲
❝✉ss t❤❡ t✇♦ ♠❛t❡r✐❛❧s t❤❛t ❡①❤✐❜✐t ✸❉ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❛♠♦♥❣ t❤❡✐r ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❋♦r P❯✲■
✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✻❛✮ t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❧♦♥❣✲♣❡r✐♦❞ ♣❡❛❦ ♠♦✈❡s t♦ ❤✐❣❤❡r s3✲✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
ε > 1✳ ❚❤✉s ❢✉rt❤❡r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ str❛✐♥✱ t❤❡ ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞ ❞❡❝r❡❛s❡s❬✾✻✱ ✻✶❪✳ ❊①♣❧❛♥❛✲
t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✭❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦r s❛❝r✐✜❝❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣♦✇❡r Q ❞❡❝r❡❛s❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ str❛✐♥ ✉♣ t♦ ε ≈ 2.5✳ ❚❤✐s
❞❡♠♦♥str❛t❡s ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ vh✳ ▼❛♥② ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ❞❡str♦②❡❞✳ ❙♦ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧
t❤❛t ✐s s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ❛t ❜r❡❛❦ εb✱ t❤❡ st✐♣✉❧❛t❡❞ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥ st❛❜✐❧✐t②❬✻❪
✐s ♥♦t t❤❛t ❤✐❣❤✳ P❯✲❨ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✻❜✮ ❢❛✐❧s ❡❛r❧②✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✐s q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r t♦
t❤❛t ♦❢ P❯✲■✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ {I}1 (s3) ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t✿ ❋✐rst❧②✱
✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ str❛✐♥ ❛ ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞ ♣❡❛❦ ❣r♦✇s ❛♥❞ ♠♦✈❡s ✐♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❡✈❡♥
✐❢ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ✐s s❧♦✇❡r t❤❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ✐♥ ❋✐❣✲
✉r❡ ✹✳✸✳✹✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t Q ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❝✉r✈❡s {I}1 (s3) /V
❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐s ♥♦t ❛s ❜✐❣ ❛s ✐t s❡❡♠s ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡
s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✸✮✳ ❚❤✉s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡♥t✐t✐❡s ✐s ❛❧s♦
❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝t♦r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❡✈❡♥ ✐♥ t❤✐s
♠❛t❡r✐❛❧ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ s❛❝r✐✜❝❡❞✳ ❯♥❞❡r t❤✐s ♣r❡♠✐s❡ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ vh ♠✉st ❜❡ ❛❝✲
❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr❛st |ρh − ρs| r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
♥❡t ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ Q✳ ❚❤✉s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t ❧❡ts P❯✲❨ ❢❛✐❧ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✻✿ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ str✉❝t✉r❡ {I}1 (s3) ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t❡♥s✐❧❡ t❡st ❛s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥ ε ❢♦r t❤❡ st✉❞✐❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❛✮ P❯✲■✱
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✹ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

a b c
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✼✿ ❙✉❣❣❡st❡❞ str❛✐♥✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❤❛r❞ ❞♦✲

♠❛✐♥s✳ ❛✮ ▲♦✇ str❛✐♥s✳ ❍❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ✭❜❧❛❝❦✮ ✐♥ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s♦❢t ♠❛tr✐①✳
❜✮ ❙❛❝r✐✜❝❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❇r♦❦❡♥ ❞♦♠❛✐♥s ✇✐t❤ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❝❤❛✐♥s✳ ❝✮ ▲♦♦♣✲
❤♦❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ t♦♦ st❛❜❧❡ ✭P❯✲❨✮✿ ❱♦❧✉♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡
❜❡t✇❡❡♥ ❞♦♠❛✐♥s ❧❡❛❞s t♦ ❞❡♥s✐t② ❞❡❝r❡❛s❡ ✭❧✐❣❤ ❣r❛②✮✳ ❜❡t✇❡❡♥ ❤❛r❞ ❞♦✲
♠❛✐♥s t❤❛t ❛❝t ❛s s♣r❡❛❞❡rs✳

P❯✲■ ✐s ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧② ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❢t✲♣❤❛s❡ ❞❡♥s✐t② ❛♠♦♥❣ ✇❡❧❧✲❛rr❛♥❣❡❞ ❤❛r❞
❞♦♠❛✐♥s✳

◆♦✇ ❧❡t ✉s s❦❡t❝❤ ❛ ❢❛✐❧✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ♦✉r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡
♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✐♥ ❜♦t❤ P❯✲■ ❛♥❞ P❯✲❨ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ✸❉ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦✲
♠❛✐♥s s❡✐③❡❞ ❜② t✐❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ■♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧♦❛❞ t❤❡ t✐❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❣❡t
t❛✉t ❛♥❞ ❛ ♣❡❝✉❧✐❛r❬✻✶❪ str❛✐♥✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ s❡ts ✐♥✿ t❤❡ s❛❝r✐✜❝❡ ♦❢ ✇❡❛❦ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s
❝r❡❛t❡s ❧♦❝❛❧❧② ❡①t❡♥❞❡❞ ❡♥t✐t✐❡s t❤❛t ❜r❡❛❦ s♦♠❡ ♠❡s❤❡s ❛♥❞ s❡r✈❡ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥✳
■♥ P❯✲■ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦❞❡r❛t❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✐s ❝♦♥✲ s❡r✈❡❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤
♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ❜r♦❦❡♥✳ εb ✐s ❤✐❣❤ ❜❡❝❛✉s❡ ❛t ❛♥② ❡①❝❡ss str❛✐♥ t❤❡r❡
❛r❡ ❥✉st ❡♥♦✉❣❤ ✇❡❛❦ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s t♦ ❜❡ ❜❧♦✇♥ ✭❧✐❦❡ ❢✉s❡s✮✳

■♥ P❯✲❨ t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛♣♣❡❛r ♠♦r❡ st❛❜❧❡ t❤❛♥ ✇✐t❤ P❯✲■✳ ❚❤✉s t❤❡ s❛❝r✐✜❝❡
♣r♦❝❡ss ❝❛♥♥♦t ❝r❡❛t❡ s✉✣❝✐❡♥t r❡❧✐❡❢✳ ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞✱ ❜✉t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤❛r❞
❞♦♠❛✐♥s t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❢t ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s r❡str✐❝t❡❞✳ ❱♦❧✉♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛t
❝♦♥st❛♥t ♠❛ss ❧❡❛❞s t♦ ❞❡♥s✐t② ❞❡❝r❡❛s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❚❤✉s ❤✐❣❤ ❤❛r❞✲
❞♦♠❛✐♥ st❛❜✐❧✐t② ❬✻❪ ♠❛② ❢♦r❝❡ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② t♦ t✉r♥ ♠♦r❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❜② ❢♦r♠✐♥❣
❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❤❛s❡ ♦❢ s♦❢t ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤ r❡❞✉❝❡❞ ❞❡♥s✐t②✳ ❲❡ s♣❡❝✉❧❛t❡ t❤❛t r❡❧❛t❡❞ ♣❡❛❦
str❡ss❡s ✐♥ t❤❡ s♦❢t ♣❤❛s❡ ♠❛② ✐♥✐t✐❛t❡ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st♦♠❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✼ ♣r❡s❡♥ts ❛ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ str❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❢❛✐❧✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❋✐❣✉r❡
✹✳✸✳✼❛ s❦❡t❝❤❡s t❤❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❛t ❧♦✇ str❛✐♥✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✼❜ t❤❡ s❛❝r✐✜❝❡
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s s❦❡t❝❤❡❞✿ ❛❧t❤♦✉❣❤ t✐❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❜❧♦❝❦ ❢✉rt❤❡r str❛✐♥✐♥❣✱ t❤❡ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡
❝❛♥ s❡r✈❡ t❤❡ str❛✐♥ ❜② st❛rt✐♥❣ t♦ s❛❝r✐✜❝❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✼❝ s❦❡t❝❤❡s t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ P❯✲❨ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ❜❡t✇❡❡♥ r✐❣✐❞ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ✐s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞
❜② ❞❡♥s✐t② ❞❡❝r❡❛s❡ ✭s❤❛❞❡s ♦❢ ❣r❛②✮ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ ❤❛r❞✲❡❧❛st✐❝
♣♦❧②♦❧❡✜♥s❬✷✹✻❪✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✻❝ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ P❯✲❳✳ ❍❡r❡ t❤❡

✼✽



✹✳✸ ❋❛✐❧✉r❡ ▼❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ❈r♦ss❧✐♥❦❡❞ P❯❊ ✇✐t❤ P♦♦r❧② ❉❡✈❡❧♦♣❡❞ ❉♦♠❛✐♥ ❙tr✉❝t✉r❡

P�✁■✂ P�✁❨ P�✁❳ P�✁❍✄ P�✁❍☎

❤✆✝✞ ✞✟✠✆✡☛☎

☎✟s☞

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✽✿ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥
❢♦r t❤❡ st✉❞✐❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s✳

❈❉❋s ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ♦♥❧② ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ ✶❉ t❤r❡❛❞s✳ ❚❤❡ s❝❛tt❡r✲
✐♥❣ ♣♦✇❡r ♦❢ P❯✲❳ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ P❯✲■ ❛♥❞ P❯✲❨✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t
t❤❡r❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❧❡ss ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ✐♥ P❯✲❳ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞✐s❝✉ss❡❞ ♠❛✲
t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♦❧s✳ ❖♥❧② s♠❛❧❧ str❛✐♥s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❞❡str♦②
t❤❡ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡✳ ▼❛❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧❧② t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❢❛✐❧s ❛t ❛ str❛✐♥ ❥✉st ❛❜♦✈❡ ✶✳✵✳

❚❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ P❯✲❍❧ ❛r❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ♣❛rt✐❝❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✸✮ t❤❛t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❋✐❣✉r❡
✹✳✸✳✻❞ s❤♦✇s t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛rt✐❝❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ t♦ str❛✐♥✳ ❚❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t Q ✐s s♠❛❧❧✱
❜✉t t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ❧✐tt❧❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t❡♥s✐❧❡ t❡st✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t
♦♥❧② ❢❡✇ ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ❞❡str♦②❡❞✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛✉s❡ t❤❛t ♠❛② ♣r❡✈❡♥t ❤❛r❞
❞♦♠❛✐♥s ❢r♦♠ ❞❡str✉❝t✐♦♥ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❚❤❡ s♣❛rs❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ♥♦t
✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② s❤♦rt t✐❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤❡ ❢❛✐r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ P❯✲❍❧ ♠❛②
❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛ st❛❜✐❧✐③✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ ❡❛❝❤ ✐s♦❧❛t❡❞ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ ❛ ✜❧❧❡r
♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ ❛ r✉❜❜❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✻❡ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ P❯✲❍s✳ ❚❤❡ s❝❛t✲
t❡r✐♥❣ ✐s ❛ ♣❧❛✐♥ ❞❡♥s✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ t❤❡ ❙❆❳❙ ♦❢ ❛♥ ✉♥str✉❝t✉r❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐s q✉✐t❡ ❤✐❣❤✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ♠❛② ❜❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡
♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡ ❝❤❛✐♥s ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡❝tr♦♥ ❞❡♥s✐t② ✭r❡❧❛t❡❞ t♦ ❤❛r❞ ♠♦❞✉❧❡s ❛♥❞
s♦❢t ♠♦❞✉❧❡s✮ ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✳ ❲✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ str❛✐♥ ε t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s s❧✐❣❤t❧②✳ ❚❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡ ✐s ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧② ♥♦ ❝❤❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✱
❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❇♦♥❛rt✬s tr❛♥s✈❡rs❡❬✷✷✷✱ ✶✾✸❪ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ I2 (s12)✱ ❞♦❡s ♥♦t
❝❤❛♥❣❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ε✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡ ❙❆❳❙ s❡❡s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡♥t✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ✜✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧s
t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✽ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢
❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s t❤❛t ✐s ❢♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ❞❛r❦❡r t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❤❛r❞ ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡
♠✐①❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s♦❢t ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ♠♦r❡ ❞❡♥s❡ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ♣♦♣✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✱
t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐s t❤❡✐r ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ✸❉ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐s ♦♥❧② ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ✇❡❧❧ ♣❤❛s❡✲
s❡♣❛r❛t❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ ❜✐✲ ♦r tr✐❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣♦❧②♦❧s ✭P❯✲■ ❛♥❞ P❯✲❨✮✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❡t ✉s ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❤❛r❞✲❞♦♠❛✐♥ ❧♦ss ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t❡♥s✐❧❡ t❡st ❢♦r t❤♦s❡ ♠❛t❡r✐✲
❛❧s t❤❛t ❜♦t❤ ❝♦♥t❛✐♥ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✱ ❛♥❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛♣♣❡❛r t♦ ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

✼✾



✹ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

✵ ✵�✁ ✶ ✶�✁ ✷ ✷�✁ ✸
❡

✵

✵�✷

✵�✂

✵�✄

✵�☎

✶

◗

✥✆
✮
✝
◗

✥✞
✮

P✟✠✡☛

P✟✠☞

P✟✠✌

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✾✿ ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ ✭♥❡❛r❧②✮ ❝♦♥st❛♥t s♦❢t✲♣❤❛s❡ ❞❡♥s✐t②✳
❘❡❧❛t✐✈❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t Q ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t❡♥s✐❧❡ t❡st ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ε✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ ❤❛t❝❤✐♥❣ ✐♥❞✐❝❛t❡s ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❞♦♠❛✐♥s✱ ✸❉ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱
❛♥❞ ✶❉ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

ρs ≈ const. ✐♥ t❤❡ t❡♥s✐❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✾ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ r❡✲
s♣❡❝t✐✈❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts✱ Q (ε) /Q (0)✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s♦❢t✲❞♦♠❛✐♥ ❞❡♥s✐t② ✐s ♥♦t ❞❡❝r❡❛s✐♥❣
✐♥ ❛♥ ❛❧r❡❛❞② ♥✐❝❡❧② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧✱ vh (ε) ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡s❡
❞❛t❛✳ ■❢✱ ♠♦r❡♦✈❡r✱ vh < 0.3 t❤❡♥ ❛❧r❡❛❞② Q (ε) /Q (0) ≈ vh (ε) /vh (0) ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s
t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ r❡♠♥❛♥t ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s q✉✐t❡ ✇❡❧❧✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t P❯✲■ ❛♥❞ P❯✲❳ ❝❛♥ ❧♦♦s❡ ♥❡❛r❧② ✽✵✪ ♦❢ t❤❡✐r ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ✇✐t❤♦✉t
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❢❛✐❧✉r❡✳

✹✳✸✳✼ P♦❧②♦❧ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛♥❞ ▼✐❝r♦str✉❝t✉r❡

❆ s❡r✐❡s ♦❢ ♣r♦♣②❧❡♥❡ ♦①✐❞❡ ♣♦❧②❡t❤❡r ♣♦❧②♦❧s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❛r
✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳ ❚❤❡ ♣♦❧②♦❧ ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ P❯✲■ ✐s st❛♥❞❛r❞ ♣♦❧②♣r♦♣②❧❡♥❡ ❣❧②❝♦❧
✭PP● ✷✵✵✵✮ ✇✐t❤ f = 2 ❛♥❞ Mth = 2000 ❣✴♠♦❧✳ ❚❤❡ ♣♦❧②♦❧ ❢♦r ♣r♦❞✉❝✐♥❣ P❯✲❍s ❤❛s
❛ PP● ✷✵✵✵ ❜❛❝❦❜♦♥❡✱ ❜✉t ✐s ❜✐❢✉r❝❛t❡❞ ❛t ❜♦t❤ ❡♥❞s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ Mth

❤❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞ s♦♠❡✇❤❛t✱ ❜✉t Me ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✷✳ ❚❤❡ ♣♦❧②♦❧s ❢♦r
♠❛❦✐♥❣ P❯✲❨✱ P❯✲❳ ❛♥❞ P❯✲❍❧ ❤❛✈❡ ♥♦♠✐♥❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ Me ❛s PP● ✷✵✵✵✱ ❜✉t t❤❡✐r
Mth ❛r❡ ❤✐❣❤❡r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ✭ ✸✱ ✹ ❛♥❞ ✹ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ P❯❊s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ♣♦❧②♦❧s ✉s✐♥❣ ❇❉ ❛s ❛ ❝❤❛✐♥ ❡①t❡♥❞❡r ❛♥❞ t❤❡ ▼❉■ ❛s
❛♥ ✐s♦❝②❛♥❛t❡ ❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥t ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ❛❜♦✉t ✸✵ ✇t✪✳ Pr♦♣②❧❡♥❡ ♦①✐❞❡
♣♦❧②❡t❤❡r ♣♦❧②♦❧s ❛r❡ ♥♦♥✲❝r②st❛❧❧✐③✐♥❣ ♣♦❧②♦❧s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ P❯❊s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ s✉❝❤
♣♦❧②♦❧s ❛r❡✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ P❯❊s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ❝r②st❛❧❧✐③✐♥❣ ♣♦❧②♦❧s ❧✐❦❡ s♦♠❡ ♣♦❧②❡st❡r♦❧s✱
r❡❧❛t✐✈❡❧② ♣♦♦r ✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤✐s ❞r❛✇❜❛❝❦ t❤❡s❡ ♣♦❧②♦❧s

✽✵



✹✳✸ ❋❛✐❧✉r❡ ▼❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ❈r♦ss❧✐♥❦❡❞ P❯❊ ✇✐t❤ P♦♦r❧② ❉❡✈❡❧♦♣❡❞ ❉♦♠❛✐♥ ❙tr✉❝t✉r❡

❛r❡ ♦❢t❡♥ ❜r❛♥❝❤❡❞✱ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ❜❡✐♥❣ f = 3✳ ❚❤❡ ♣♦❧②♦❧s ✇✐t❤ f = 4
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❢♦r s❝✐❡♥t✐✜❝ ✐♥t❡r❡st✳ ❚❤❡ P❯❊ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ PP● ✷✵✵✵ ✭P❯✲■✮
✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ ♥❛t✉r❡ ❛♥❞ ✐s ✐♥ t❤❛t r❡s♣❡❝t s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❚P❯s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞
♣r❡✈✐♦✉s❧②❬✻✵✱ ✻✶❪✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r P❯❊s ❛❧❧ ❛r❡ t❤❡r♠♦s❡ts ❛s t❤❡② ❛r❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧❧② ❝r♦ss✲
❧✐♥❦❡❞✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❝r②st❛❧❧✐③✐♥❣ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♦❢t s❡❣♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧②
❧♦✇ ❍❙❈ t❤❡s❡ P❯❊s ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♦❢t✳ ■♥ s✉❝❤ s♦❢t ♣♦❧②♠❡rs t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦✈❛❧❡♥t
♣♦❧②♠❡r ♥❡t✇♦r❦ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❜r❛♥❝❤❡❞ ♣♦❧②♦❧s ❤❛s ❛ str♦♥❣ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ t❡♥s✐❧❡
❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❛s ❝r♦ss❧✐♥❦✐♥❣ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❡①t❡♥s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ❝❤❛✐♥s✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ P❯❊
s②♥t❤❡s✐s ♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ s❡ts ✐♥ ✇❤❡♥ t❤❡ s♦❧✉❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❛r❞ ❜❧♦❝❦s ❤❛s ❢❛❧❧❡♥ ❜❡❧♦✇ t❤❡
s♦❧✉❜✐❧✐t② ❧✐♠✐t ✐♥ t❤❡ r❡❛❝t✐♥❣ ❧✐q✉✐❞✳ ❍❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss
✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❝❤❛✐♥ ♠♦❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ❛♥❞ t♦♣♦❧♦❣②
♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♦❧✳ ❆♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ❛♥❞ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡
♣♦❧②♦❧ ❞❡❧❛② t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ ♣❤❛s❡ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ♠❛② ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣❤❛s❡
s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s✐③❡ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣
♣r♦✜❧❡s {I}1 (s3) ❛t ③❡r♦ str❛✐♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✻✮ s❤♦✇ ❝❧❡❛r❧② t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤
♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❤❛s ♦❝❝✉rr❡❞ ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♣♦❧②♦❧ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡
P❯❊✳ ❚❤❡ ♠♦st ❞r❛♠❛t✐❝ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ PP● ✷✵✵✵ ❜❛❝❦❜♦♥❡
✭✐♥ P❯✲❍s✮✱ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ t❤❛t ✐s ❧❛r❣❡❧② ♣❤❛s❡ ♠✐①❡❞ ❛s ✐t s❤♦✇s ♥❡✐t❤❡r ❞✐s❝r❡t❡
❙❆❳❙ ♥♦r ♣❛rt✐❝❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❉✉❡ t♦ ✐ts ❤✐❣❤ f ❛♥❞ ❧♦✇ Me ✭❝❢✳ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷✮ ♣❤❛s❡
s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs ❧❛r❣❡❧② s✉♣♣r❡ss❡❞✳

❖❢ t❤❡ ✺ P❯❊s ♦♥❧② P❯✲❨ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✻❜✮ s❤♦✇s ❛ ❝❧❡❛r s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ❛
r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♦✈❡r❛❧❧ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞
♣❡r✐♦❞✐❝✐t②✳ P❯✲■ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✻❛✮ s❤♦✇s ❛ s✐♠✐❧❛r s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ❛s P❯✲❨✱ ❜✉t ❛
❝❧❡❛r ♠❛①✐♠✉♠ ✐s ❧❛❝❦✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐s ❧❡ss ♣❡r❢❡❝t✳ P❯✲❳
❛♥❞ P❯✲❍❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳✻❝ ❛♥❞ ❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ s❤♦✇ ❧❡ss s❝❛tt❡r✐♥❣ t❤❛♥ P❯✲■ ❛♥❞ P❯✲❨✱
✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♣❤❛s❡ ♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦♦r ❞♦♠❛✐♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆ t❡♥t❛t✐✈❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥
❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❛t ✜rst t❤❡ ♣❤❛s❡ ♠✐①✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ❢r♦♠ ✷ t♦ ✸ ✐s
♦✈❡rr✐❞❞❡♥ ❜② t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✇❡✐❣❤t ✭❢r♦♠ ✷✵✵✵ t♦ ✹✵✵✵✮✱ ❜✉t ❛t ❛ ❢✉rt❤❡r
✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ✭❢r♦♠ ✸ t♦ ✹✮ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❝r♦ss✲❧✐♥❦✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s②♥t❤❡s✐s
r❡str✐❝ts r❡♣t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♠♦t✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ♠✐❝r♦♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳

✹✳✸✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢❛✐❧✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥ ♣♦♦r❧②
str✉❝t✉r❡❞ ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡ ❡❧❛st♦♠❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② ♦✉r st✉❞②✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡
t♦ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❤✐❣❤ ✢✉① ✭✇✐❣❣❧❡r✮ ❙❆❳❙ ❜❡❛♠❧✐♥❡✱ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ s❡t ♦❢
♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❛♥❞ ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡s ♣❛tt❡r♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ❛ ❈❉❋ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛♥❞
t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✳ ▲✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦r✐❣✐♥❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞
❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r❬✷✹✽❪✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ♠❛t❝❤ t❤❡ ❤✐❣❤ ♣❤♦t♦♥ ✢✉① ♦❢
✸r❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ st♦r❛❣❡ r✐♥❣s✳ ❲✐t❤ ❛ ♠♦❞❡r♥ P■▲❆❚❯❙✲✶▼ ❞❡t❡❝t♦r ✐t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❡✈❡♥
❜❡❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥❞✉str✐❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t str❛✐♥ r❛t❡s✳

❆s ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❜❡②♦♥❞ ❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ ❡①♣❧♦✐t t❤❡
♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❙❆❳❙ t❤❡♦r②✱ t❤❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞✳
❉✉r✐♥❣ ♦✉r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❛ ♥❡❛r❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❤❛s ❜❡❡♥ s✉♣❡rs❡❞❡❞
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✹ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❜② t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ■♥ t❤✐s ✈✐❡✇
❣♦♦❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ❤✐❣❤ st❛❜✐❧✐t②❬✻❪ ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞
❞♦♠❛✐♥s✳ ■♥st❡❛❞✱ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❞②♥❛♠✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♠❛② ❜❡❝♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✿ P❛② ❛tt❡♥t✐♦♥
t♦ ❛ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳
❚❤❡ ♣r❡s❡♥t s❡r✐❡s ♦❢ P❯❊ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦♥♦♠❡rs✱ ❜✉t t❤❡ ♣♦❧②♦❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡

✈❛r✐❡s ❞r❛st✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ ♣♦❧②♦❧s ❛r❡ ❧✐♥❡❛r ✭■✮✱ ❨✲ ❳✲ ❛♥❞ ❍✲s❤❛♣❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r
✇❡✐❣❤t ❛♥❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✇❡✐❣❤t Me ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✈❛r✐❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❚❤❡ ■✲s❤❛♣❡❞ ♣♦❧②♦❧
❣✐✈❡s ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❧✐♥❡❛r P❯❊ t❤❛t ✐s t❤❡r♠♦♣❧❛st✐❝✱ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣♦❧②♦❧s r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡r♠♦s❡t
P❯❊s✳ ❚❤❡ ♣♦❧②♠❡r ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❛♥❞ ✐ts ❝❤❛♥❣❡s ✉♣♦♥ str❛✐♥ ♦♥ ❛ ♥❛♥♦✲s❝❛❧❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
st✉❞✐❡❞ ❜② ❙❆❳❙ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ♦♥❧② ♦♥❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt② ❤❛s ❜❡❡♥
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ t❤❡ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ❛t ❜r❡❛❦ εb✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♣♦❧②♠❡r
♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ✉♥❞❡r str❡ss str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥
t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♣♦❧②♦❧ ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❚❤❡ str♦♥❣❡st ♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r P❯✲■
❛♥❞ P❯✲❨✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♦❧ t♦ ✹ r❡s✉❧ts ✐♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♣❤❛s❡ ♠✐①✐♥❣
✭P❯✲❳ ❛♥❞ P❯✲❍✮✳ ❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❡✛❡❝t ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ❛♥❞
♠♦❧❡❝✉❧❛r ✇❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♦❧ ❛♥❞ ✐ts ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❞✉r✐♥❣ t❤❡
s②♥t❤❡s✐s ♦❢ t❤❡ P❯❊✳ ■♥ t❤❡ t❡♥s✐❧❡ t❡sts ✐♥ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦♥ ❛ ♥❛♥♦✲s❝❛❧❡ ❤❛s
❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ t♦ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ♣♦❧②♦❧✳ ❍❡r❡ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t r❡❛s♦♥
❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ❛s t♦
✇❤✐❝❤ ♣♦❧②♦❧ str✉❝t✉r❡ ✐s t❤❡ ❜❡st ❢♦r P❯❊ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♥s✇❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s
♦❢ t❤✐s st✉❞② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❞ ♥✉♠❡r♦✉s P❯❊ r❡❝✐♣❡s ❝❛♥ ❜❡
❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♣♦❧②♦❧s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t s❡❡♠s t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣❤❛s❡
s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t❡❞ str✉❝t✉r❡ ✉♥❞❡r str❡ss ✐s t❤❡
❤✐❣❤❡st ❢♦r t❤❡ P❯❊s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ■✲ ❛♥❞ ❨✲s❤❛♣❡❞ ♣♦❧②♦❧s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ❛♣♣❡❛rs
♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ♣r♦♣②❧❡♥❡ ♦①✐❞❡ ♣♦❧②❡t❤❡r ♣♦❧②♦❧s ✐♥
t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② t♦ ♣r♦❞✉❝❡ P❯❊s ❛r❡ ♣♦❧②♦❧s ✇✐t❤ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ ✷ ❛♥❞ ✸✳
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✺ ❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❖✉t❧♦♦❦

❚❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡ ✐s r❡❣✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❙♦♠❡ ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡s
❛r❡ ♣♦♦r❧② ♣❤❛s❡✲s❡♣❛r❛t❡❞✱ t❤❡✐r s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ❛t s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ✐s ✇❡❛❦✳ ❋♦r ♠♦st
♦❢ ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡s✱ t❤❡ ❙❆❳❙ ♣❛tt❡r♥ ✉♥❞❡r str❛✐♥ ✐s ♥♦t t✇♦✲♣❡r❢❡❝t✲s♣♦t ♣❛tt❡r♥ ♦♥ t❤❡
♠❡r✐❞✐❛♥✱ t❤✐s ❢❡❛t✉r❡ r❡✢❡❝ts t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ♥♦t ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ♠❡r✐❞✐♦♥❛❧
❞✐r❡❝t✐♦♥s ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ♦❜❧✐q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❈❉❋ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ♠❡r✐❞✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♦❜❧✐q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❚❤❡
✸❉ ♥❡t✇♦r❦✲❧✐❦❡ ❤❛r❞ ♣❤❛s❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s✐①✲s♣♦t ♦♥ t❤❡ ❈❉❋✳
◆♦t ❛❧❧ t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❢♦r♠ t❤❡ ♠✐❝r♦✜❜r✐❧s ✇✐t❤ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s st❛❝❦✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡
❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✉♥❞❡r str❛✐♥✱ s♦♠❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ♦♥❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦❜❧✐q✉❡
❞✐r❡❝t✐♦♥s ❡✈❡♥ ✉♥❞❡r ❤✐❣❤ str❛✐♥✳

❖✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❤✐❣❤✲✢✉① ❳✲r❛② ❜❡❛♠❧✐♥❡ ❛♥❞ ❛❞✈❛♥❝❡❞
t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ ❞❡❡♣❡r ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ♦❢ str✉❝t✉r❡✲
❛♥❞✲♣r♦♣❡rt② ♦❢ ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡ ❡❧❛st♦♠❡r ✐s ❣❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤✲✢✉① ❜❡❛♠❧✐♥❡ ❡♥❛❜❧❡s ✉s
t♦ ❝♦❧❧❡❝t ❙❆❳❙ ♣❛tt❡r♥ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✐♥ ❛ s❤♦rt t✐♠❡ ❛♥❞ t♦ tr❛❝❦ t❤❡
❞②♥❛♠✐❝ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❞❛t❛ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❈❉❋ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s
✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ✐♥ r❡❛❧ s♣❛❝❡✳

❚❤❡s❡ ❛❞✈❛♥❝❡♠❡♥ts ♠♦✈❡ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❡✲❛♥❞✲♣r♦♣❡rt② ♦❢ ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡
❢♦r✇❛r❞✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❞✈❛♥❝❡♠❡♥ts ♦❢ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞ s♦❢t✇❛r❡✱ s♦♠❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ♥❛♥♦s✲
tr✉❝t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r str❛✐♥ ❛r❡ ❛❝q✉✐r❡❞✳

❼ ❚r❛❝❦✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ✉♥❞❡r str❛✐♥ ♦❢
❤❛♥❞ ❝❛st✐♥❣ ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜②
✜tt✐♥❣ ♦❢ ■❉❋ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❇♦♥❛rt✬s ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❆♥
❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ♦❢ ❞❡str✉❝t✐♦♥ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝
❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡s ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳ ❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❧✐♥❦s t❤❡ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡
❛♥❞ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ str❛✐♥✳

❼ ❆❣❡✐♥❣ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r str❛✐♥ ♦❢ ❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝❛st✐♥❣
♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡ ❛❣❡❞ ❛t ✶✺✵ ♦❈ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ ✐s st✉❞✐❡❞✳ ❲✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡
❛❣❡✐♥❣ t✐♠❡✱ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ❤❛r❞ ♣❤❛s❡ ❞❡❝r❡❛s❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✱ t❤❡ ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥ts
❛♥❞ s♦❢t s❡❣♠❡♥ts ❛r❡ ♠✐①✐♥❣ ❛s t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦♥ t❤❡
♥❛♥♦s❝❛❧❡ ❜❡❝♦♠❡s ❧❡ss ❞✐st✐♥❝t✳

❼ ◆❛♥♦str✉❝t✉r❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r str❛✐♥ ♦❢ ❝r♦ss❧✐♥❦❡❞ ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
♣♦❧②♦❧ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ✐s st✉❞✐❡❞✳ ❆❧❧ t❤❡ ♣♦❧②♦❧s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦♥♦♠❡rs✱ ❜✉t
t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✈❛r✐❡s ❞r❛st✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ ♣♦❧②♦❧s ❛r❡ ❧✐♥❡❛r ✭■✮✱ ❨✲✱ ❳✲✱ ❛♥❞ ❍✲s❤❛♣❡❞✳
❖♥❧② t❤❡ P❯❊ ♦❢ ■✲s❤❛♣❡❞ ♣♦❧②♦❧s ❡①❤✐❜✐ts t❤❡r♠♦♣❧❛st✐❝✱ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r P❯❊s ✇✐t❤
♠✉❧t✐♣❧❡ ❛r♠s ❡①❤✐❜✐t t❤❡r♠♦s❡t✳

✽✸



✺ ❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❖✉t❧♦♦❦

❼ P❯❊s ♦❢ ■✲ ❛♥❞ ❨✲s❤❛♣❡❞ ♣♦❧②♦❧s s❤♦✇ t❤❡ str♦♥❣❡st ♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ ♣♦❧②♦❧ t♦ ✹ ❧❡❛❞s t♦ ♣♦♦r ♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ P❯❊s ♦❢ ■✲ ❛♥❞ ❨✲
s❤❛♣❡❞ ❤❛✈❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s ✉♥❞❡r str❡ss
t❤❛t ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② s❛❝r✐✜❝❡ ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❚❤❡ ♣♦❧②♦❧s ✇✐t❤ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ ✷
❛♥❞ ✸ ❛r❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ P❯❊s✳

❼ ■♥ t❤❡ ❤❛♥❞✲❝❛st ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡s✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦❢t
♠❛tr✐① ❛t r❛♥❞♦♠✳ ❖♥❧② ❛ ❢❡✇ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ s✐③❡s
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r❞ ❛♥❞ s♦❢t ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ❜r♦❛❞✳ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ st❛❝❦✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✲
s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ st❛❝❦✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡✲❝❛st ♣♦❧②✉r❡t❤❛♥❡s✱
t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s s❤♦✇ ❜❡tt❡r ♦r❞❡r t❤❛♥ t❤❡ ❤❛♥❞✲❝❛st ♠❛t❡r✐❛❧s✱ t❤❡ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s ❝❛♥
❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❞✉♦ ❛♥❞ s♦❧♦✳ ❉✉♦ ♠❡❛♥s t✇♦ ❝♦rr❡❧❛t❡❞
❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❙♦❧♦ ♠❡❛♥s t❤❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s✳

❖✉t❧♦♦❦✳

❼ ❲❡ ❤❛✈❡ ♦♥❧② st✉❞✐❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ ❛ ❍❙❈❂✺✶✪✇t✳ ❍♦✇❡✈❡r ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ ✐❢
t❤❡ t❡♥s✐❧❡ ❞♦♠❛✐♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ cr,ε ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❍❙❈✳ ❆ s②st❡♠❛t✐❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢
❍❙❈ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ✇❤❡t❤❡r
♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳✶✺ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♦♥ ✶
♦♥ ❍❙❈✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡✱ ✐❢ ❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ❤❛r❞✲❞♦♠❛✐♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱
ch = ❍❙❈ cr,h✱ ✇♦✉❧❞ t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳

❼ ❍♦✇ t❤❡ ❛❣❡✐♥❣ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱ ❡✳❣✳ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣② r❛❞✐❛t✐♦♥ ♦r
♠♦✐st✉r❡✱ ❛✛❡❝t t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ P❯❊s s❤♦✉❧❞ ❜❡ st✉❞✐❡❞✳

❼ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r♦ss❧✐♥❦❡❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ✐s ♦♥❧② ❛❧t❡r❡❞ ❜② ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ ♣♦❧②♦❧s✱ ✇❡
❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇❤♦s❡ ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥ts ❛r❡ ❝r♦ss❧✐♥❦❡❞✳ ■t✬s ❛❧s♦
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❧t❡r t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ ✐s♦❝②❛♥❛t❡s ❛♥❞ ❝❤❛✐♥ ❡①t❡♥❞❡rs✱ ❡✳❣✳ t❤❡ tr✐✲
❛♥❞ q✉❛❞r✐✲✐s♦❝②❛♥❛t❡✳ ❍♦✇ t❤❡ ❝r♦ss❧✐♥❦❡❞ ❤❛r❞ s❡❣♠❡♥ts ❛✛❡❝t ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡r✲
t✐❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳

▼❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ ❆❞✈❛♥❝❡♠❡♥ts✳ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛❞✈❛♥❝❡♠❡♥ts t♦ ✐♥s♣❡❝t ♠♦r❡ ♦♥
t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❧❛♥♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳

❼ ■t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❞r✐✈❡ s✉❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ❛t ❜r❡❛❦✳
❚❤✐s r❡q✉✐r❡s s♦♠❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ s②♥❝❤r♦tr♦♥ ❜❡❛♠❧✐♥❡
✭❳✲r❛② ❜❡❛♠ ♦❢ ❤✐❣❤❡r ✐♥t❡♥s✐t② ❜✉t st✐❧❧ ❧❛r❣❡ ❞✐❛♠❡t❡r✱ ✈❡r② ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❞❡t❡❝t♦r✮
❛♥❞ t❤❡ t❡♥s✐❧❡ t❡st❡r ✭✉s❡ ♦❢ s❡❧❢✲t✐❣❤t❡♥✐♥❣ ❣r✐♣s✮✳

❼ ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✲s✐t✉ ❋❚■❘ ❛♥❞ str❛✐♥✐♥❣ ♦❢ P❯❊s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡
❢✉t✉r❡ ❛s ✇❡❧❧✳ ❆ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡✲❝♦♥t❡♥t ♦❢ ❤❛r❞ ❞♦♠❛✐♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡
✜tt❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜s♦r❜❛♥❝❡ ♣❡❛❦s ♦❢ ❋❚■❘ ❝✉r✈❡✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ♦❢ ❤❛r❞
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❼ ❍♦✇ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❤❛r❞ ♣❤❛s❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
♣♦✇❡r ✐s ❛❧s♦ ♣❧❛♥♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳
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♣❤❛s❡ ❡✈♦❧✈❡s ✐♥ t❤❡ ❢❛t✐❣✉❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ♦✉r ✐♥t❡r❡st✳
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❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts

❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❡①♣r❡ss ♠② ♠♦st s✐♥❝❡r❡ ❣r❛t✐t✉❞❡ t♦ Pr♦❢✳ ❉r✳ ❆❧♠✉t
❙tr✐❜❡❝❦✱ ❢♦r ❜❡✐♥❣ ❛♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧ ❛❞✈✐s♦r✳ ❚❤✐s t❤❡s✐s ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛ r❡❛❧✐t② ✇✐t❤♦✉t ❤❡r
♣❛t✐❡♥t s✉♣♣♦rt✳ ❙❤❡ t✐r❡❧❡ss❧② t❛✉❣❤t ♠❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t❤❡♦r②
♦❢ ❳✲r❛② s❝❛tt❡r✐♥❣✱ s❤❡ s❤♦✇❡❞ ♠❡ ❤♦✇ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❙❆❳❙ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ s❤❡ t❛✉❣❤t ♠❡
❤♦✇ t♦ ♦r❣❛♥✐③❡ ❛ r❡s❡❛r❝❤ ❥♦❜ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✇♦r❦s t♦ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢
❞❛t❛ ❛♥❞ ✇r✐t✐♥❣ ❛ s❝✐❡♥t✐✜❝ ♠❛♥✉s❝r✐♣t✳ ❊①❝❡♣t t❤❡ ❛❝❛❞❡♠✐❝ ✜❡❧❞s✱ s❤❡ ❛❧s♦ t❛✉❣❤t
♠❡ ♣r♦❜❧❡♠✲s♦❧✈✐♥❣✲♦r✐❡♥t❡❞ t❤✐♥❦✐♥❣✱ ❝r✐t✐❝❛❧ t❤✐♥❦✐♥❣✱ s❡❧❢✲♠♦t✐✈❛t❡❞✳ ❍❡r ✇♦r❦❛❜❧❡
✐♥str✉❝t✐♦♥s ♣r♦♠♦t❡ ♠❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧②✳
■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ❉r✳ ❇❡r❡♥❞ ❊❧✐♥❣ ✭❇❆❙❋✮ ❛♥❞ ❉r✳ ❊❧♠❛r Pös❡❧t ✭❇❆❙❋✮ ❢♦r

♣r♦✈✐❞✐♥❣ s❛♠♣❧❡s ❛♥❞ ♠❛♥② ❤❡❧♣❢✉❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ▼❛♥② t❤❛♥❦s
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ■❣♦r ❑♦❣✉t ✭❚▼❈✮ ❛♥❞ ■♠❦❡ ❙❝❤✉❧③ ✭❚▼❈✮ ❢♦r s✉♣♣❧②✐♥❣ s❛♠♣❧❡s ❛s ✇❡❧❧✳
❍❡❧♣❢✉❧ s✉❣❣❡st✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡♠ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤✐s t❤❡s✐s✳
▼❛♥② t❤❛♥❦s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t♦ ●ü♥t❡r ●♦❡r✐❣❦ ✭❇❊❙❙❨ ■■✮ ❛♥❞ ❆r♠✐♥ ❍♦❡❧❧ ✭❇❊❙❙❨ ■■✮ ❢♦r

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s✉♣♣♦rt ❛t t❤❡ s②♥❝❤r♦tr♦♥ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❢❛❝✐❧✐t②✳ ❙❡r❣✐♦ ❋✉♥❛r✐✱ ❘❛✐♥❡r ●❡❤r❦❡
❛♥❞ ❙t❡♣❤❛♥ ❇♦tt❛✭❍❆❙❨▲❆❇✱ ❉❊❙❨✮ ❛r❡ ❛❧s♦ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s✉♣✲
♣♦rt✳
■ ❛♠ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ❛❧❧ ♦❢ ♠② ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ✐♥ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ❍❛♠❜✉r❣✱ ❉r✳ ❆❤♠❛❞ ❩❡✐♥♦❧❡✲

❜❛❞✐✱ ❋❛❜✐♦ ❆q✉✐♥♦✱ ❋❛r❤❛❞ ❏♦❦❛r✐✲❙❤❡s❤❞❡❤✱ ❆❧♠✉t ❇❛r❝❦✳ ❙♦♠❡ ❈❤✐♥❡s❡ st✉❞❡♥ts✱ ❉r✳
❍✉✐ ❩❤❛♦✱ ❳✐❛♦❥✉♥ ❲✉✱ ▲✐r♦♥❣ ❍❡✱ ❙❤❛♦❥✐❛♥ ▲✐♥ ❛♥❞ ❏✐❛♦❥✐❛♦ ❙❤❛♥❣ ❛❧s♦ ❤❡❧♣ ♠❡ ❛ ❧♦t✳
❨♦✉ ♦✛❡r ♠❡ str❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❥♦②✱ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝r❡❛t✐♦♥✳ ❇✉t ✇♦r❞s ❝❛♥ ♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡
♠② ❣r❛t✐t✉❞❡✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ♠❛♥② s♣❡❝✐❛❧ t❤❛♥❦s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t♦ ♠② ❢❛♠✐❧② ❢♦r t❤❡✐r ✐♥✈❛❧✉❛❜❧❡ s✉♣♣♦rt✳

✶✵✺





❊✐❞❡sst❛tt❧✐❝❤❡ ❊r❦❧är✉♥❣

❍✐❡r♠✐t ❡r❦❧är❡ ✐❝❤ ❛♥ ❊✐❞❡s st❛tt✱ ❞❛ss ❞✐❡ ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ss❝❤r✐❢t s❡❧❜ststä♥❞✐❣
✉♥❞ ❛❧❧❡✐♥ ✈♦♥ ♠✐r ❛♥❣❡❢❡rt✐❣t ✇✉r❞❡✳ ❙ä♠t❧✐❝❤❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡ ◗✉❡❧❧❡♥ s✐♥❞ ❛❧s s♦❧❝❤❡
❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t ✇♦r❞❡♥✳
■ ❤❡r❡❜② ❞❡❝❧❛r❡ ♦♥ ♦❛t❤✱ t❤❛t ■ ❤❛✈❡ ✇r✐tt❡♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❜② ♠② ♦✇♥ ❛♥❞

❤❛✈❡ ♥♦t ✉s❡❞ ♦t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞ r❡s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ❛✐❞s✳

❍❛♠❜✉r❣ ❞❡♥ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✸✱ ✷✵✶✺
❳✉❦❡ ▲✐
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