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Einleitung

Kettengeometrien sind geometrische Strukturen, die einige klassische Kreis-
geometrien verallgemeinern. In ihrer iiblichen (algebraischen) Darstellung las-
sen sich Kettengeometrien im Kontext der projektiven Geometrie iiber Rin-
gen finden (siche z. B. [5], [26], [42], [65], [66]). Beide Begriffe stehen in einem
engen Zusammenhang (vgl. [42, S. 783]): Ist K ein Koérper' und R eine K-
Algebra, so findet man auf der projektiven Gerade PG(1, R) eine Inzidenz-
struktur (P, B), deren Punktmenge P die projektive Gerade selbst ist und
die Menge B der Blocke aus allen K-Untergeraden besteht. Diese Inzidenz-
struktur ist genau die Kettengeometrie iiber (K, R), welche mit (K, R)
bezeichnet wird. Die Blocke werden Ketten genannt. Mit P(R) und €(K, R)

bezeichnet man die Punktmenge bzw. Kettenmenge von (K, R).

Der Begriftf der Kettengeometrie entstand beim Versuch, drei wesentlich
verschiedene Geometrien, ndmlich die M6bius-Geometrie, die Laguerre-
Geometrie und die pseudo-euklidische (Minkowski) Geometrie, sys-
tematisch zu untersuchen und einheitlich darzustellen. Alle drei Geometrien
sind schon seit langer Zeit bekannt und wurden zunédchst mit reellen Alge-
bren beschrieben und spéter etwas allgemeiner, aber immer noch getrennt
untersucht, bevor Walter Benz ihre gemeinsame Struktur erkannt und axio-
matisch beschrieben hat. Im Fall von zweidimensionalen Algebren kann man
die Mobius-, die Laguerre- bzw. die Minkowski-Geometrie grob interpretie-
ren als Geometrie derjenigen ebenen Schnitte einer Kugel, eines Kegels bzw.
eines einschaligen Hyperboloids, welche mehr als einen Punkt, aber keine

Geraden enthalten (vgl. [6]). Nach W. Benz werden sie auch ,,Benzebenen*

Tm Weiteren sei K stets ein kommutativer Kérper. Sonst wird explizit ausgewiesen, wenn
Kommutativitit nicht vorausgesetzt wird.



6 Einleitung

genannt. Um uns eine bessere Vorstellung iiber Kettengeometrien zu schaf-

fen, beschreiben wir kurz alle drei zweidimensionalen (Geometrien" im reellen

Fall:

(1) Die Punktmenge der reellen ebenen Mébius-Geometrie (Mobius-Ebene),
auch Geometrie der Kreise genannt, kann als die Menge aller Punkte der
Einheitskugel im Anschauungsraum R? dargestellt werden. In diesem
Fall besteht die Menge der Ketten aus allen Kreisen auf der Einheits-
kugel. Formal kann man die Mébius-Ebene mittels der Quadrik Qj; im
dreidimensionalen reellen projektiven Raum zur quadratischen Form
Q : (w1, 22,13, 14) = x5 + 25 + 23 — 23 beschreiben. Diese Quadrik be-
steht nur aus Punkten der Form R(z1, 29, x3,1) und entspricht daher
der Einheitskugel im R? (siehe [26, 5.1.4(1)]). Die Menge aller ebenen
Schnitte von Qj;, die mehr als einen Punkt enthalten, entspricht also
der Menge aller Kreise auf der Einheitskugel.

Eine andere Darstellung der reellen Mébius-Geometrie erhdlt man mit-
tels der sogenannten stereographischen Projektion der Einheitsku-
gel auf eine Ebene & (siche Abbildung 1). Hierbei wird der Nordpol n
der Einheitskugel auf den Punkt oo projiziert. Die Kreise durch n ge-
hen auf sogenannte erweiterte Geraden G U{oo} iiber, wobei G C &,
eine euklidische Gerade ist. Die Projektionsbilder aller weiteren Kreise
sind gewohnliche euklidische Kreise in &). Die Punktmenge dieses Mo-
dells der reellen M&bius-Geometrie ist also & U {oo}. Hierbei kann die
Ebene & mit der Menge C der komplexen Zahlen identifiziert werden,
so dass die Punktmenge der Mobius-Ebene als die projektive Gerade
P(C) := C U {oo} mit oo := § algebraisch beschrieben werden kann
(siche [34, 1.6]). Mehr dazu findet man auch in Kapitel 0 des Buchs
26].

(2) Die reelle ebene Laguerre-Geometrie (Laguerre-Ebene) kennt man auch

als die Geometrie von Speeren und Zykeln: Ist eine euklidische Ebene

in [61] findet man Kettengeometrien iiber dreidimensionalen kommutativen R-Algebren.
Die dreidimensionale reelle Laguerre-Geometrie und ihre Visualisierung wird ausfiihrlich in
[38] behandelt.



Abbildung 1: Stereographische Projektion

£ gegeben, dann versteht man unter einem Speer (in £) eine orientierte
Gerade in € und unter einem Zykel (in &) einen orientierten Kreis bzw.
einen Punkt (als Kreis vom Radius 0) von & (siehe [5, S. 11]). Hierbei
kann man jeden Zykel z auch als eine Speermenge auffassen, und zwar

in dem Sinne, dass z aus solchen Speeren S besteht, welche diesen Zykel
berithren (in Zeichen S — z), d.h. (siche Abbildung 2):

— Ist z ein orientierter Kreis, dann gilt S — z, wenn die dem Speer S
zugrunde liegende Gerade (die Tragergerade von S) Tangente des
dem Zykel z zugrunde liegenden Kreises (des Triagerkreises von
z) ist, und die Orientierungen von S und z im Beriihrungspunkt

iibereinstimmen;

— Ist z ein Punkt, dann gilt S — z, wenn z auf der Trégergerade von
S liegt.

Fiir jeden Zykel z schreibt man also z = {S | S — z} (siehe [5, S. 12]).

S S

Abbildung 2: Die Beriihrung von Speer S und Zykel z

Insbesondere gibt es fiir zwei verschiedene Speere S und 7' genau dann

keinen Zykel z mit S,T" € z, wenn ihre Triagergeraden parallel sind und
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die Orientierungen von .S und 7' iibereinstimmen. In diesem Fall nennt
man S und 7 parallel (in Zeichen S||T") (siche [5, Satz 1.1]).

Die Menge aller Speere einer euklidischen Ebene stellt die Punktmenge
der Laguerre-Ebene dar. Die Menge aller Zykel ist die Kettenmenge der
Laguerre-Ebene und die Beriithrung von Speer und Zykel beschreibt die
Inzidenzrelation.

L. J. Smid und B. L. van der Waerden haben in [63, S. 774] eine Ab-
bildung konstruiert, welche die Speere eindeutig auf die von der Spitze
verschiedenen Punkte eines quadratischen Kegels abbildet. Die Zykel
gehen dabei auf die nicht-entarteten ebenen Schnitte iiber, d.h. solche
Schnitte des Kegels mit Ebenen, welche die Spitze nicht enthalten (vgl.
auch [15]). Also liegt der Laguerre-Ebene die Quadrik Qf in PG(3,R)
zur quadratischen Form Q : (z1, v9, 23, 24) — 2} +25— 23 zugrunde (sie-
he [26, 5.1.4(2)]). Hierbei ist Qp ein Kegel mit Spitze s = R(0,0,0, 1).
Daher ist Q7 \{s} die Punktmenge der Laguerre-Ebene.

Mittels einer geeigneten stereographischen Projektion des Kegels erhélt
man das isotrope Modell der Laguerre-Ebene: Hierbei gehen die
Punkte des Kegels (ohne die Spitze) auf die Elemente von £ U R iiber,
wobei & die reelle euklidische xy-Ebene ist. Die Elemente von £ und R
nennt man eigentliche bzw. uneigentliche isotrope Punkte. Die Laguerre-
Kreise werden analog isotrope Kreise genannt. Hierbei wird ein isotro-
per Kreis als eine Menge {(z,y) | y + az® + Bz + v = 0} U {a} mit
a, 3,7 € R dargestellt und kann also auf zweierlei Art beschrieben
werden (siehe [5, S. 19]):

— als die Menge der Punkte einer Parabel in &£, deren Achse pa-
rallel zur y-Achse ist, zusammen mit einem uneigentlichen Punkt,
welcher sich in eindeutiger Weise aus dem Parameter der Parabel
ergibt, oder

— als die Menge einer Gerade, welche nicht parallel zur y-Achse ist,

zusammen mit dem uneigentlichen Punkt 0.

Man kann zeigen, dass die Menge £ UR aller isotropen Punkte mit der
projektiven Gerade P(R[¢]) := R[e] U {i |y € ]R} iber der R-Algebra



der dualen Zahlen R[e] = R + Re mit ¢ ¢ R, ¢ = 0, identifiziert
werden kann. Dabei entspricht R[] der Menge aller eigentlichen isotro-
pen Punkte und y_1€ | y € R} beschreibt alle uneigentlichen isotropen
Punkte der Geometrie (siehe [5, S. 26-28]).

In [5] findet man auch weitere Modelle der Laguerre-Ebene.

Die ebene Minkowski-Geometrie (Minkowski-Ebene) kann man ebenso
mit Hilfe einer Quadrik darstellen, ndmlich mittels der hyperbolischen
Quadrik Q4 in PG(3,R) zur quadratischen Form Q : (z1, o, 23, 14)

x? — 23 + 23 — x5. Wihlen wir x4 = 0 als Fernebene, so erhalten wir

im Affinen das einschalige Hyperboloid (siehe [5, S. 49]). Die Punk-
te der hyperbolischen Quadrik bilden die Punktmenge der Minkowski-
Geometrie. Die Kreismenge besteht aus allen ebenen Schnitten von Q 4,
die keine Geraden enthalten. Daher kann es durch zwei verschiedene
Punkte einen Kreis aus der Kreismenge der Minkowski-Ebene nur dann
geben, wenn ihre Verbindungsgerade eine Sekante ist. Bekanntlich ge-
hen durch jeden Punkt von O 4 genau zwei Geraden. Jede solche Gerade
ist in einer der beiden Familien R, und Rs von paarweise windschiefen

Geraden enthalten. Hierbei {iberdeckt jede dieser Familien jeweils die
hyperbolische Quadrik (vgl. [15, 2.30]).

Ublich ist aber das klassische Modell der Minkowski-Ebene, néamlich
das Hyperbel-Modell: In der reellen Anschauungsebene stellt jedes
geordnete Paar (a,b) aus der Menge R x R einen Punkt dar, den
man in diesem Zusammenhang einen eigentlichen pseudo-euklidischen
Punkt nennt. Zu uneigentlichen pseudo-euklidischen Punkten gehoren
das Symbol oo sowie alle zu y = x und y = —x parallelen Geraden.
Erweitert man alle weiteren Geraden der Anschauungsebene mit dem
Punkt oo, so erhélt man (einige) pseudo-euklidische Kreise. Zum zwei-
ten Typ von pseudo-euklidischen Kreisen zahlen alle Hyperbeln der
Gleichung (x + a)? + (y + 8)? = v # 0, wobei die Asymptoten als
uneigentliche Punkte stets dazu genommen werden (siehe [6, §2]). Die-

se Darstellung ist der obigen Geometrie der ebenen Schnitte isomorph
(siehe [6, 3.3, 3.4]).
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Allgemein liegt der Minkowski-Ebene die zweidimensionale reelle Al-
gebra der anormal-komplexen Zahlen zugrunde, welche zu dem di-
rekten Produkt R x R isomorph ist. Bei der algebraischen Darstellung
der Minkowski-Ebene iiber R x R wird die projektive Gerade P(R x R)
mit dem direkten Produkt P(R) x P(R) = (RUoo) x (R U 00) identifi-
ziert (vgl. 1.1.13). Fiir weitere Details dieser Darstellung sowie weitere

Modelle verweisen wir auf [5, §4].

Durch aufmerksame Betrachtung aller drei Geometrien kann man merken,
dass die Punkte, die in Ketten zusammengefasst werden, stets zueinander
in einer bestimmten Relation stehen. Im Fall der Mobius-Ebene ist das die
Relation ,,verschieden®: durch je zwei verschiedene Punkte der Einheitskugel
gibt es trivialerweise mindestens einen Kreis. In der Laguerre-Ebene ist das
die Relation ,,nicht parallel“, wenn man das Modell von Speeren und Zykeln
zugrunde legt. Fiir Minkowski-Geometrie kann man diese Relation dadurch
beschreiben, dass die Punkte verschieden sind und ihre Verbindungsgerade
weder in Ry noch in Ry enthalten ist (solche Punkte heiflen ,nicht benach-
bart*). Alle drei Relationen sind symmetrisch und antireflexiv, wie man sich
leicht iiberlegen kann. Allgemein nennt man diese Relation distant (in Zei-
chen A) und es gilt: Ist R eine K-Algebra, so geht durch je drei paarweise
distante Punkte von (K, R) genau eine Kette aus €(K, R). Eine detaillierte
Einfiithrung in die Thematik Distanzraume und Kettengeometrien geben wir
in Kapitel 1 dieser Arbeit.

Obwohl Kettengeometrie eines der heute aktiven Teilgebiete der Inzidenz-
geometrie ist, gibt es jedoch noch viele offene Fragen. In der vorliegenden Ar-

beit befassen wir uns mit den zwei klassischen Fragestellungen (siehe unten).

Uber welchen algebraischen Strukturen eine Kettengeometrie definiert
werden kann, scheint die allererste Frage zu sein. Die projektive Gerade kann
man iiber jedem beliebigen Ring R definieren (siehe Abschnitt 1.1 sowie [17],
[19]). Auf iibliche Art und Weise (siehe 1.2.1) definiert man die Kettengeome-
trie (S, R), wenn R eine Algebra iiber einem Unterring S < R ist. Ist nun
R ein Ring, der einen nicht notwendigerweise kommutativen Unterkorper F

mit 1 € F' enthélt, so dass R keine F-Algebra ist, so erhalten wir die verall-
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gemeinerte Kettengeometrie X(F, R), welche sich dadurch auszeichnet, dass
je drei paarweise distante Punkte auf mehr als einer Kette liegen kénnen (sie-
he 1.2.3). Die schonsten Kettengeometrien liefern Algebren iiber Korpern. In
diesem Fall sind sie sogar Kettenraume, d.h. Kettengeometrien, welche be-
stimmte Axiome erfiillen (siche 1.2.4). Beispiele fiir Kettenrdume findet man
z.B. in [42] und [43]. Zusatzliche Eigenschaften, die sich in vielen Beweisen
als hilfreich erwiesen haben (siehe z. B. [11]), besitzen Kettengeometrien iiber
stabilen und starken K-Algebren (siche 1.1.21, 1.1.25).

AuBer Kettengeometrien iiber K-Algebren werden auch Unterrdume (sie-
he 1.2.9) von diesen Kettengeometrien und diesen Unterrdumen zugrunde lie-
gende Unterstrukturen von K-Algebren studiert (siehe z. B. [11], [26], [24]).
In [43] werden von A. Herzer alle nichttrivialen zusammenhéngenden Un-
terrdume von Kettengeometrien iiber starken K-Algebren beschrieben. Dort
wird gezeigt, dass allen solchen Unterrdumen ein sogenanntes starkes Jordan-
System! zugrunde liegt (siehe [43, Theorem 2]). Spiter fiihrt A. Blunck in
[26] Kettengeometrien iiber Unteralgebren und starken Jordan-Systemen in
K-Algebren allgemein ein, wobei die projektive Gerade iiber einem starken
Jordan-System J entsprechend mit P(.J) bezeichnet wird (siehe 1.1.26, 1.1.27
und 1.1.29). Einige Beispiele fiir Kettengeometrien iiber Jordan-Systemen fin-
det man auch in [66]: Dort werden von Z.-X. Wan Kettengeometrien iiber Ma-
trizenringen sowie Jordan-Systemen hermitescher bzw. symmetrischer Matri-
zen im Kontext der ,,Geometrie der Matrizen“ beschrieben.

Wie man die projektive Gerade bzw. Kettengeometrie iiber nicht starken
Jordan-Systemen allgemein definieren kann, wurde bisher nicht untersucht.
In diesem Zusammenhang setzen wir uns das erste Ziel dieser Arbeit: Studi-
um bzw. Definition der projektiven Gerade und Kettengeometrien tiber nicht
notwendigerweise starken Jordan-Systemen. Man beachte, dass ein Jordan-
System stets in einer Algebra iiber einem Korper enthalten gedacht wird.

Es stellt sich zunédchst die Frage, ob die schon bekannte Definition der

iiTm Vergleich zu Jordan-Systemen werden Jordan-Algebren viel 6fter in unterschiedlichen
Kontexten untersucht. Diese beiden Begriffe gehéren aber zusammen: Ist J ein Jordan-
System in einer K-Algebra mit CharK # 2, so wird J zu einer speziellen Jordan-Algebra,
wenn man dem Jordan-System J die so genannte Jordanmultiplikation a o b := %(ab + ba)
zuordnet.
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projektiven Gerade iiber einem starken Jordan-System (siehe 1.1.29) auch
fiir nicht starke Jordan-Systeme im Kontext von Kettengeometrien allgemein
geeignet ist, d.h. ob die projektive Gerade iiber einem nicht starken Jordan-
System die Punktmenge einer Kettengeometrie ist. Um diese Frage zu beant-
worten, untersuchen wir in Kapitel 2 die Beispielklasse aller zwei- und dreidi-
mensionalen Jordan-Systeme in der Matrizenalgebra K 3 aller 3 x 3-Matrizen
mit Eintrdgen aus einem Korper K von Charakteristik # 2. Als Folgerung
geben wir ein Beispiel eines (weder starken noch Jordan-abgeschlossenen)
Jordan-Systems, iiber dem die projektive Gerade eine der Eigenschaften ei-
nes Unterraums verletzt (siehe 2.4.7), so dass wir auf die oben gestellte Frage
sofort negativ antworten konnen. Als Nebenergebnis geben wir eine Klas-
sifikation aller zwei- und dreidimensionalen Jordan-Systeme in K33 (siehe
Abschnitt 2.1 bzw. Abschnitt 2.2) und formulieren zwei Struktursétze (siche
2.3.3, 2.3.5), welche alle Jordan-Systeme in K33 allgemein beschreiben.

Auf Grund der in Kapitel 2 erreichten Resultate folgt die Notwendigkeit,
eine neue (besser geeignete) Definition der projektiven Gerade iiber einem
nicht notwendigerweise starken Jordan-System in einer K-Algebra zu formu-
lieren. Diese fithren wir in Anlehnung an [19] in Kapitel 3 ein (siehe 3.2.4):
Ist J ein Jordan-System, so bezeichnen wir nun die (neue) projektive Gerade
iiber J mit P(J). Die neue Definition erweist sich sofort als geeigneter als
die iibliche (1.1.29): Das oben erwihnte Beispiel liefert mit der Punktmenge
ED(J ) eine Kettengeometrie, was natiirlich zur weiteren Untersuchung in die-
ser Richtung motiviert. Auflerdem stimmt die neu eingefiihrte Definition fiir
starke Jordan-Systeme mit der iiblichen Definition iiberein, so dass in diesem
Fall alle schon bekannten Ergebnisse auch fiir I?P;(J ) gelten.

Die gleiche Frage wird auch allgemein behandelt, d.h. unter welchen Vor-
aussetzungen die beiden Mengen P(J) und P(.J) gleich sind. Dafiir fithren
wir analog zu der Definition eines stabilen Ringes den Begriff des stabilen
Jordan-Systems in R ein (siehe 3.2.7) und zeigen, dass im Fall von Jordan-
abgeschlossenen Jordan-Systemen J die Gleichheit P(J) = P(J) dazu dqui-
valent ist, dass J stabil in R ist (siehe 3.2.15). Diese Tatsache erweckt das
Interesse dafiir, wann ein Jordan-System in der entsprechenden Algebra stabil

1st.
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In Abschnitt 3.3 studieren wir in diesem Kontext endlichdimensionale
Jordan-Systeme J in der Matrizenalgebra R = K, ,, iiber einem Korper K. Es
wird bewiesen, dass im Fall | K| > n+1 mit n > 2 alle Jordan-abgeschlossenen
Jordan-Systeme in R stabil sind. Ob auch die Umkehrung gilt, ist leider
immer noch unklar.

Zum Abschluss des Kapitels 3 zeigen wir, dass die von uns eingefiihrte
projektive Gerade P(J) tatsichlich ermoglicht, eine Kettengeometrie iiber
J zu definieren, und zwar im Fall, dass J Jordan-abgeschlossen ist (siche
3.4.5). Somit konnen wir auf die bisher in der Literatur stets verwendete
Voraussetzung ,,stark® verzichten. In folgenden Kapiteln konzentrieren wir
uns auf Jordan-abgeschlossene Jordan-Systeme.

Die zweite klassische Fragestellung im Kontext von Kettengeometrien ist
die algebraische Beschreibung der Morphismen von Kettengeometrien, d.h.
solcher Abbildungen, welche Ketten auf Ketten iiberfiihren (sieche Abschnitt
1.3). Ein relevanter Aspekt dabei ist, iiber welchen Algebren bzw. anderen al-
gebraischen Strukturen die jeweiligen Kettengeometrien definiert sind. Bisher
wurden Morphismen von Kettengeometrien hauptséichlich iiber starken Alge-
bren iiber Kérpern sowie iiber in diesen Algebren enthaltenen starken Jordan-
Systemen studiert. A. Blunck hat in [11] bewiesen, dass alle Morphismen von
Kettengeometrien iiber starken Jordan-Systemen durch Homotopismen der
zugrunde liegenden Jordan-Systeme algebraisch beschreibbar sind (siehe [11,
3.10]). Als Folgerung gilt eine analoge Aussage fiir Morphismen von Ketten-
geometrien iiber starken Algebren: in diesem Fall kann jeder Morphismus von
Kettengeometrien durch Jordan-Homomorphismen der Algebren beschrieben
werden (siehe [11, 3.13]).

Die Umkehrung dieses Problems, ndmlich welche Abbildungen Morphis-
men von Kettengeometrien sowie die Distanzrelation erhaltende Abbildun-
gen (auch A-Morphismen genannt, siehe 1.1.9) induzieren, ist nicht weniger
interessant. A. Blunck hat in [11] ebenso gezeigt, dass jeder Homotopismus
von starken Jordan-Systemen einen Morphismus von Kettengeometrien indu-
ziert. Einige Jahre spater haben A. Blunck und H. Havlicek in [20] bewiesen,
dass jeder Jordan-Homomorphismus R — R’ zwischen zwei beliebigen Rin-
gen R, R’ eine Abbildung P(R) — P(R’) induziert, welche distante Punkte in
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distante Punkte iiberfithrt. Besitzen R, R’ jeweils einen (nicht notwendiger-
weise kommutativen) Unterkorper, so ist die induzierte Abbildung unter einer
bestimmten Voraussetzung ein Morphismus von Kettengeometrien (siehe [20,
Theorem 5.2]). Der Fall von nicht starken Jordan-Systemen wurde bisher aber
auch in diesem Kontext noch nicht studiert. Daher lautet das zweite Ziel der
vorliegenden Arbeit wie folgt: Untersuchung und algebraische Beschreibung
der Morphismen von Kettengeometrien tiiber nicht notwendigerweise starken

Jordan-Systemen.

Analog wie oben stellt sich dabei die Frage, ob die schon bekannten Ergeb-
nisse im Bezug auf Morphismen von Kettengeometrien iiber starken Algebren
und Jordan-Systemen auf solche auch im nicht starken Fall iibertragbar sind.
Auf Grund der Tatsache, dass alle Morphismen von Kettengeometrien iiber
starken Algebren durch Jordan-Homomorphismen induziert werden, betrach-
ten wir Jordan-Homomorphismen etwas genauer. Zunéchst studieren wir die-
se in Kapitel 4 am Beispiel von Matrizenalgebren gleicher Ordnung n > 2
iiber beliebigen Koérpern. Wir zeigen, dass jeder Jordan-Homomorphismus in
diesem Fall entweder ein Homomorphismus oder ein Anti-Homomorphismus
ist (siehe 4.1.5). Zusétzlich geben wir eine algebraische Beschreibung aller Ho-
momorphismen bzw. Anti-Homomorphismen von Matrizenalgebren an (siehe
4.1.6). Danach untersuchen wir Jordan-Homomorphismen von einem Jordan-
System H,(K) hermitescher (und als Spezialfall symmetrischer) Matrizen
in einen Matrizenring gleicher Ordnung iiber einem Koérper K’, wobei nun
CharK, CharK' # 2 vorausgesetzt wird (siehe Abschnitte 4.1, 4.2). Um
die algebraische Beschreibung aller solchen Jordan-Homomorphismen zu be-
stimmen, beweisen wir, dass jeder solche Jordan-Homomorphismus sich zu
einem Homomorphismus und einem Anti-Homomorphismus der entsprechen-
den Matrizenalgebren eindeutig erweitern lisst (siehe 4.2.5, 4.2.6). Aulerdem
formulieren wir eine Bedingung, welche dazu dquivalent ist, dass hermitesche
Matrizen unter einem Jordan-Homomorphismus wieder in hermitesche Ma-
trizen abgebildet werden (siehe 4.2.7), wobei die gleiche Frage im bijektiven
Fall schon von Z.-X. Wan in [66] untersucht wurde. Anschliefend schauen
wir uns die projektive Geometrie von K, , sowie H,(K) genauer an: Fiir die

oben beschriebenen Abbildungen beweisen wir, dass diese stets Morphismen
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der entsprechenden Distanzrdume induzieren, welche sowohl die Distanzre-
lation als auch die Adjazenzrelation (siehe 1.1.14, Abschnitt 1.4) auf den
entsprechenden projektiven Geraden in beiden Richtungen invariant lassen.
Zum Abschluss dieses Kapitels stellen wir eine geometrische Interpretation
von den durch Jordan-Homomorphismen induzierten A- und ~-erhaltenden
Morphismen vor (siehe 1.1.7, 1.1.9). Dafiir wird die Punktmenge der jewei-
ligen Kettengeometrie projektiv dargestellt und somit mit der Punktmenge
G eines Grafmann-Raumes (im Fall von Matrizenalgebren) bzw. mit einer
gewissen Teilmenge von G (im Fall von Jordan-Systemen hermitescher Ma-
trizen) identifiziert (siehe Abschnitt 1.4). Das gibt uns die Moglichkeit, zur
Theorie der Grafimann-Raume {iberzugehen.

Durch die Resultate aus Kapitel 4 inspiriert und in Anlehnung an [20]
zeigen wir in Kapitel 5, dass jeder Jordan-Homomorphismus zwischen zwei
Jordan-abgeschlossenen Jordan-Systemen stets einen Morphismus von Ket-
tengeometrien induziert (siehe 5.1.12). Die gleiche Aussage wird auch fiir
Homotopismen zwischen Jordan-abgeschlossenen Jordan-Systemen bewiesen
(siehe 5.2.8). Im letzten Abschnitt des Kapitels 5 werden alle Morphismen
von Kettengeometrien iiber Jordan-abgeschlossenen Jordan-Systemen J, J' in
Algebren (K, R) bzw. (K’, R') algebraisch beschrieben, wobei vorausgesetzt
wird, dass (K, R) endlichdimensional und damit in die Matrizenalgebra K, ,,
mit n > 2 eingebettet werden kann und es gilt |K| > n 4+ 1 (siehe 5.3.22).

Insbesondere ist J unter diesen Voraussetzungen in R stabil (siehe 3.3.5).

In Kapitel 6 haben wir einige Lemmata und Sétze gesammelt, welche im

Abschnitt 2.2 angewendet werden.

Alle Abbildungen aus der vorliegenden Arbeit wurden selbst mit Hilfe
der folgenden Programme erstellt: Autodesk 3ds Max Design 2014, Chaos
Group V-Ray 3.0, Blackmagic Design Fusion 7.7 und Adobe Photoshop CS6.
Die Abbildungen aus Kapitel 1 wurden in Anlehnung an die Webseite der

Technischen Universitit Wien'V angefertigt.

Vhitp://www.geometrie.tuwien.ac.at /fg3/chaingeom.html
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Kapitel 1

Grundlagen

In diesem Kapitel werden die grundlegenden Definitionen, Sétze und Be-
zeichnungen vorgestellt, die unter anderem in Artikeln [11], [12], [16], [17],
[18] sowie im Buch [26] und im Handbook of Incidence Geometry [42] zu
finden sind.

1.1 Projektive Geraden iiber Ringen und Jordan-Syste-

men

Im Verlauf der vorliegenden Arbeit sei R stets ein assoziativer Ring mit 1 # 0.
Mit R* und Z(R) seien die Gruppe aller invertierbaren Elemente in R bzw.
das Zentrum von R bezeichnet. Die Elemente von R* nennt man Einheiten
und die Elemente von R\ R* werden Nichteinheiten genannt. Bevor wir die
projektive Gerade iiber R definieren kénnen, stellen wir einige Grundbegriffe
tiber Moduln vor (siehe [26, S. 10-15], [50, S. 187-195]).

Definition 1.1.1. Sei R ein Ring und M ein R-Linksmodul.

(1) Eine Teilmenge {x; | i € I} von Elementen von M heifst eine Basis von
M, falls die lineare Abbildung RY) = @;c1R; — M - (@i)ier = D e Qi
mit R; = R fiir alle v € I bijektiv ist.

(2) Besitzt M eine Basis {x1,...,x,}, dann heifit M frei vom Rang n.

(3) FEin Untermodul U von M heifit zyklisch, wenn es ein m € M gibt, so
dass U = Rm = {rm | r € R} ist.
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Im Unterschied zu zwei Basen eines endlichdimensionalen Vektorraums'
iiber einem Korper enthalten verschiedene Basen eines freien Moduls iiber
einem beliebigen Ring nicht unbedingt gleich viele Elemente (siche Beispiel
4.2 in [50, S. 194]). Man beachte, dass manche Autoren den Rang eines freien
Moduls definieren als die Kardinalitédt einer Basis dieses Moduls unter der
Voraussetzung, dass diese Kardinalitéit fiir je zwei Basen stets gleich ist (siehe
z. B. Definition 4.4 in [50, S. 195]). In der obigen Definition wird das aber
nicht gefordert. Beispiele fiir solche Moduln mit gleichméchtigen Basen sind
Moduln iiber kommutativen Ringen ungleich dem Nullring (siehe Satz 4.3 in
[50, S. 194]).

Fiir uns sind insbesondere freie R-Linksmoduln M vom Rang 2 relevant.
Ist {u,v} eine feste Basis von M, dann kann M mittels eines R-Modul-
Isomorphismus R* — M : (z,y) — zu + yv mit dem Linksmodul R? identi-

fiziert werden, wie wir das im Weiteren auch stets machen werden (vgl. [26,

1.2.6(1)]).

Aus der klassischen projektiven Geometrie iibernommen, definiert man
die Punkte der projektiven Gerade iiber R als gewisse freie Untermoduln von
R? vom Rang 1. Nicht jedes Paar (a,b) € R* wird aber als ein Reprisentant
eines Punktes der projektiven Gerade gewahlt: Ein (zyklischer) Untermodul
R(a,b) C R? ist ein Punkt, wenn (a,b) € R? ein Element einer zweielemen-
tigen Basis von R? ist (wie oben erwihnt, kann R* i.Allg. auch Basen mit
einer Méchtigkeit # 2 besitzen) (siche [35, 3.2.6]).

Analog wie im Fall von Vektorrdumen iiber Koérpern operiert die Gruppe
G Lo(R) der invertierbaren 2 x 2-Matrizen mit Eintrédgen aus R in natiirlicher
Weise von rechts auf der Menge aller zyklischen Untermoduln von R? und
ist zu der Automorphismengruppe von R?* isomorph (siehe [26, 1.2.7]). Hier-
bei ist eine Matrix (i,f %{1) mit z,y,z,w € R genau dann invertierbar, wenn
{(x,y),(2,w)} eine Basis von R? ist. Damit wird die projektive Gerade {iber
R wie folgt definiert!:

Tn der vorliegenden Arbeit ist unter einem Vektorraum stets ein Linksvektorraum ge-
meint.

iTm Weiteren verwenden wir stets die Exponentialschreibweise fiir Abbildungen, d.h. a®
bezeichnet das Bild von a unter der Abbildung a.
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Definition 1.1.2. Die projektive Gerade iiber einem Ring R, die mit
P(R) bezeichnet wird, ist die Bahn des freien zyklischen Untermoduls R(1,0)
unter der Operation von GLo(R):

P(R) ={R(1,0)" | v € GLy(R)}.
Die Elemente von P(R) werden Punkte genannt.

Mit anderen Worten ist R(a,b) € P(R) genau dann, wenn eine Matrix in
G Ly(R) existiert, welche das Paar (a,b) als erste Zeile hat'!. Das liefert die
folgende Bemerkung (vgl. [35, 3.2.9]):

Bemerkung 1.1.3. Zwei Punkte R(a,b), R(c,d) € P(R) sind genau dann
gleich, wenn es ein r € R* gibt, so dass (a,b) = r(c,d) ist.

Daraus folgt unmittelbar die Existenz von u,v € R mit au + bv = 1. Wir

bendtigen noch eine Definition (vgl. [26, 1.4.4]):

Definition 1.1.4. Set M ein R-Linksmodul. Das Element m & M heifst

unimodular, falls es eine Linearform \ von M g¢ibt mit m» = 1.

Ist m = (a,b) € R?, so ist m genau dann unimodular, wenn x,y € R existie-

ren, so dass ax + by = 1 ist.
Zusammenfassend gilt stets die folgende Bemerkung (vgl. [26, 1.4.5]):

Bemerkung 1.1.5. Sei R ein Ring. Ist p € P(R), dann gibt es ein unimo-
dulares (a,b) € R* mit p = R(a,b).

Im Fall von kommutativen Ringen R gilt sogar die Umkehrung (vgl. [26,
1.4.7)):

Bemerkung 1.1.6. Sei R ein kommutativer Ring, dann gilt R(a,b) € P(R)

genau dann, wenn (a,b) € R* unimodular ist.

. Allg. kann man die Punkte von P(R) auch mittels solcher Paare (a,b) € R? darstellen,
fiir welche keine Matrix (¢%) € GLa(R) existiert (siehe [17], [35, 3.2.8]). Solche Repréisen-
tante mochten wir aber hier ausschliefen.
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Fiir weitere Beschreibung der projektiven Gerade P(R) brauchen wir den
Begriff des (abstrakten) Distanzraums (vgl. [26, 1.1.1]):

Definition 1.1.7. Sei P eine nichtleere Menge und A C P X P eine Relation
auf P. Dann heifst das Paar (P, A) genau dann ein Distanzraum, wenn A

die folgenden Eigenschaften besitzt:
(1) A ist symmetrisch, d.h. p A q impliziert stets q A p,
(2) A ist antireflexiv, d.h. pXp fir jedes p € P (mit & wird dabei die

Negation von A bezeichnet).

Die Elemente von P heiffen Punkte, die Relation A wird Distanzrelation
genannt. Gilt p A q, dann heiffen die Punkte distant.

Dank der in 1.1.6 aufgezédhlten Eigenschaften der Distanzrelation A kénnen
Distanzriaume auch als (ungerichtete) Graphen aufgefasst werden. Die Punk-
te von P sind dabei die Knoten und die ungeordneten Paare distanter Punkte
sind die Kanten des zugehorigen Distanzgraphen. In der néchsten Defini-
tion stellen wir noch einige Grundbegriffe vor (vgl. [26, 1.1.3]):

Definition 1.1.8. Sei (P, A) ein Distanzraum. Dann heifst (P, A)

(1) nichttrivial, wenn P drei paarweise distante Punkte enthilt,

(2) stabil, wenn es zu beliebigen Punkten p,q € P stets einen Punkt r € P
qibt, so dass p A r A q qilt,

(3) zusammenhingend, wenn es zu beliebigen Punkten p,q € P stets
ein n € NU {0} und die Punkte py,...,p, gibt mit pg = p,p, = q und
pi—1 A p; firallei € {1,...,n} (d.h. wenn der zugehorige Distanzgraph
zusammenhdngend im Sinne der Graphentheorie ist).

Im Kontext von Distanzraumen muss man noch den Begriff des Morphis-

mus zwischen Distanzrdumen erwihnen (siehe [26, 1.1.4]):

Definition 1.1.9. Seien (P, A) und (', A") Distanzriume. FEine Abbildung

p: (P,A) = (P, 4)
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nennt man Morphismus von Distanzraumen (kurz A-Morphismus), wenn
o die Distanzrelation invariant lisst, d.h. fiirp,q € P mit p A q auch p? A ¢%
qgilt.

Ist der Morphismus ¢ : (P, A) — (P, A") bijektiv, dann heifit ¢ Isomorphis-
mus von Distanzriumen, wenn auch o1 : (P, A") — (P, A) ein Morphismus

von Distanzrdaumen 1st.

Ezistiert ein Isomorphismus ¢ : (P, A) — (P, A), so heiffen die Distanzrdume
(P, A) und (P, A") isomorph.

FEin Isomorphismus ¢ : (P, A) — (P, A) heifit Automorphismus des Dis-
tanzraums (P, A). Die Menge aller Automorphismen von (P, A) bildet bzgl.
der Hintereinanderausfihrung von Abbildungen eine Gruppe, welche man mit
Aut(P, A) bezeichnet.

Wir méchten wieder die projektive Gerade iiber einem Ring ins Zentrum
unserer Betrachtung zuriickgeben. Die projektive Gerade P(R) ist mit einer

Distanzrelation A versehen, welche wie folgt definiert wird (siehe z.B. [16,
S. 120-121]):

Definition 1.1.10. Zwei Punkte p = R(a,b) und ¢ = R(c,d) € P(R) heiflen
distant, wenn sie zueinander komplementir als Untermoduln von R? sind,
d.h. wenn (%Y%) € GLo(R) gilt.

Nach Satz 1.4.1 in [26] gilt insbesondere:

Bemerkung 1.1.11. Die Relation A stimmt genau dann mit der Relation

= iiberein, wenn R ein Korper ist.

Offensichtlich ist die in 1.1.10 definierte Distanzrelation A auf P(R) wirk-
lich symmetrisch und antireflexiv, so dass (P(R), A) ein Distanzraum ist. Auf
den Fall der projektiven Gerade P(K) iiber einem Korper mochten wir noch

kurz eingehen.
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Bemerkung 1.1.12. Sei K ein Koérper, dann ist die projektive Gerade

PK) = {K\ p) | A pe K (A p) #(0,0)}
={K(k,1) | ke K} U{R(1,0)}.

Betrachtet man die Abbildung K — P(K) : k — K(k, 1), dann ist sie offenbar
injektiv und ihr Bild ist {K(k,1) | £ € K}. Definiert man zusétzlich oo :=
R(1,0), so kann die projektive Gerade P(K) mit K U{oo} identifiziert werden.

Als Beispiel betrachten wir die projektive Gerade iiber einem speziellen

endlichen Ring:

Beispiel 1.1.13. Sei K = GF(2) und R = K x K. Gemé&$ 1.1.6 haben
die Punkte von P(R) die Form R(a,b) mit ax + by = (1,1) fir x,y €
R. Deshalb besteht P(R) aus den folgenden neun Punkten: R((1,1),(0,0)),
R((1,1), (1L,0)), R((1, 1), 0,1)), R((1, 1), (1, 1)), R((1,0), (0, 1)), R((0, 1), (1,0)),
R((1,0),(1,1)), R((0, 1), (1,1)), R((0,0), (1, 1)).

Aufgrund von 1.1.12 l&sst sich die projektive Gerade P(R) als direktes Pro-
dukt

P(R) = P(K) x P(K) = (K U {oo}) x (K U {o0})

darstellen, wobei fiir direktes Produkt der entsprechenden Distanzraume gilt
(vgl. 1.1.11):

mit
(p1,p2) & (q1,¢2) & p1 # ¢ und py # go. (1.1)

Den zugehorigen Distanzgraphen kann man daher wie folgt hinzeichnen (die

schattierten Dreiecke dienen zur besseren Visualisierung):
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Abbildung 1.1: Distanzgraph von P(R)
fir R =GF(2) x GF(2)

Man sieht direkt, dass der Distanzgraph von (P(R), A) nichttrivial, stabil und
zusammenhéngend ist.

Die Relation 4 auf P(R) ist gem#B 2.2.11 in [26] die Vereinigung der Aqui-
valenzrelationen ||; und ||o, welche durch R(a,b) ||; R(c,d) := det(2}) € I,
i € {1,2}, definiert werden, wobei [} = K x {0} und I, = {0} x K die (ein-
zigen) maximalen Ideale von R sind (siche [26, 2.2.2]). Insbesondere gilt fiir
zwel Punkte p, ¢ € P(R):

po qgeplligoderpllagbzw. pAqgeplfigund p fag.

Man kann nachrechnen, dass diese Definition der Distanzrelation auf P(R)
zu der in (1.1) definierten Distanzrelation auf P(K) x P(K) dquivalent ist.

Die Distanzrelation auf P(R) liefert zwei weitere binére Relationen, ndmlich
die Parallelitidtsrelation und die Adjazenzrelation, welche folgenderma-
Ben definiert werden (siehe [22, 3.1, 3.2], [21]):

Definition 1.1.14. Sei R ein Ring. Zwei Punkte p,q € P(R) heiffen

(1) parallel (in Zeichen p || q), wenn x A p = x A q fir alle x € P(R)
gilt. Die Relation || ist eine Aquivalenzrelation aufP(R), so dass folglich
vl ¢ Alp) = Aq) gilt, wobei A(p) und A(q) die Mengen aller zu p
bzw. q distanten Punkte in P(R) bezeichnen (siehe [21, Corollary 2.5]).

(2) adjazent (in Zeichen p ~ q), wenn ein r € P(R) existiert, so dass
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r i p,q und A(r) C A(p) U A(q) gilt. In dieser Situation sagt man auch,
dass p adjazent zu q via r ist. Die Relation ~ st ebenso symmetrisch

und antireflexiv.

Alle drei Relationen auf P(R) stehen in einem Zusammenhang mitein-
ander, es gilt namlich p ~ ¢ = p }f ¢ sowie p || ¢ = p#&/q. Insbesondere
gilt p || ¢ & pq fir alle p,q € P(R) genau dann, wenn R lokal ist. In der
projektiven Gerade P(R) iiber einem lokalen Ring R haben wir auflerdem
p A q<p~qfiralle p,g € P(R) (siehe [21, 3.2, 3.5]).

Analog zu A-Morphismen definiert man Abbildungen, unter welchen die
Adjazenzrelation bzw. die Parallelititsrelation erhalten bleibt (siehe [21, 2.2,
4.1]):

Definition 1.1.15. Seien R, R’ Ringe und ¢ : P(R) — P(R’) eine Abbildung.
Dann heifst o

(1) Adjazenz-Morphismus (kurz ~-Morphismus), wenn fir alle p,q €
P(R) aus p ~ q stets p¥ ~' q% folgt.
(i1) Parallelitit-Morphismus (kurz ||-Morphismus), wenn fir alle p,q €
P(R) aus p || q stets p? ||" q* folgt.
Hierbei stehen ~" und ||" fir die Adjazenzrelation bzw. die Parallelitdtsrelation
auf P(R').

Entsprechend werden ~-Iso-, ~-Automorphismen sowie ||-Iso-, ||-Automor-
phismen definiert (vgl. 1.1.9).

Insbesondere gilt nach [21, 4.1, 5.2] das Folgende:

Bemerkung 1.1.16. Seien R und R’ Ringe und ¢ : P(R) — P(R') eine
Abbildung. Dann haben wir:

(1) Ist ¢ ein Isomorphismus von Distanzriumen, dann auch ein ~- und

||-Isomorphismus. Die Umkehrung gilt aber i.Allg. nicht.
(2) Sind R = Endg(U) und R = Endg/(U') Endomorphismenringe von

Vektorrdumen U und U’ {iber (nicht notwendigerweise kommutativen)
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Korpern K bzw. K’ mit Dimensionen 1 < dimgU, dimg/ U’ < oo, dann
ist ¢ genau dann ein A-Isomorphismus, wenn ¢ ein ~-Isomorphismus

1st.

Beispiele fiir A-Isomorphismen sind solche Abbildungen P(R) — P(R'),
welche durch Isomorphismen von Ringen R — R’ induziert sind. Es gilt sogar

(siehe [22, 2.4(b)]):

Beispiel 1.1.17. Seien R, R’ Ringe und « : R — R’ ein Ringhomomorphis-
mus. Dann ist die Abbildung & : P(R) — P(R’) : R(a,b) — R'(a®,b%) ein

A-Morphismus. Ist a bijektiv, so ist @ ein A-Isomorphismus.

Von allen drei Relationen auf der projektiven Gerade steht die Distanz-
relation in der vorliegenden Arbeit im Zentrum unserer Betrachtung. Zu der
Adjazenzrelation werden wir noch kurz im Abschnitt 1.4 und im Kapitel 4
zuriickkehren. Jetzt behandeln wir aber wieder den Distanzraum (P(R), A).

Nach Satz 1.3.4 in [26] gilt das Folgende:

Bemerkung 1.1.18. Die Gruppe G Ls(R) operiert auf P(R) und ldsst die
Distanzrelation invariant. Deshalb induziert GLs(R) eine Untergruppe von
Aut(P(R), &), welche die projektive Gruppe von R heifit und mit PG Ly(R)
bezeichnet wird. Der Kern der Operation von GLy(R) auf P(R) ist Z(R)*FE,
so dass PGLy(R) isomorph zur Faktorgruppe GLo(R)/Z(R)*E ist. Mit E
wird dabei die 2 x 2-Einheitsmatrix bezeichnet.

Bevor wir fortsetzen, iiber die projektive Gerade zu sprechen, mochten wir
noch eine relevante Eigenschaft der projektiven Gruppe erwahnen. Zunéchst

erldutern wir einige Bezeichnungen (vgl. [26, 1.3.6]):
Definition 1.1.19. Sei (P, A) ein Distanzraum und I' < Aut(P, A). Dann
operiert I' auf (P, A)

(1) 2-A-transitiv, wenn es zu je zwei Paaren distanter Punkte (p,q) und
(p',q') ein v €T gibt, so dass p' = p” und ¢ = ¢ ist.

(2) 3-A-transitiv, wenn es zu je zwei Tripeln (p,q,r) und (p',q',r") dis-
tanter Punkte ein v €T mit p' =p7, ¢ = ¢, =r7 gibt.
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Fiir die projektive Gruppe gilt geméf 1.3.8 in [26]:

Satz 1.1.20. Sei R ein Ring. Dann operiert die projektive Gruppe PG Ly(R)
3-N-transitiv auf (P(R), A).

In der Theorie der projektiven Gerade sind stabile Ringe und starke Alge-
bren iiber einem Koérper™ K (kurz K-Algebren) von besonderer Bedeutung
(siche z. B. [26], [65]):

Definition 1.1.21. Der Ring R heifit stabil, wenn fiir jedes unimodulare
(x,y) € R? ein ¢ € R existiert, so dass xc+1y € R* ist.

Die stabilen Ringe werden in der Geometrie hdufig auch Ringe ,,vom stabi-

len Rang 2 genannt, wéhrend sie in anderen Kontexten ,,vom stabilen Rang
1“ heiflen (siehe z. B. [28]).

Analog zu dem Fall der projektiven Gerade {iber einem kommutativen
Ring gilt fiir die projektive Gerade iiber einem stabilen Ring das Folgende
(vgl. 1.1.6, [26, 1.4.18)]):

Bemerkung 1.1.22. Sei R ein stabiler Ring, dann gilt R(a, b) € P(R) genau

dann, wenn (a,b) € R? unimodular ist.

Daher kann man die projektive Gerade P(R) iiber einem stabilen Ring
R als Menge aller durch unimodulare m € R? erzeugten Untermoduln Rm
beschreiben. Auflerdem gilt die folgende Bemerkung (vgl. [26, 1.4.19)):

Bemerkung 1.1.23. Fiir jeden Ring R vom stabilen Rang 2 sind dquivalent:
(1) p € P(R)
(2) p= R(a,1+ ab) fiir a,b e R
(3) p=R(

Die Eigenschaft der Stabilitdt eines Ringes iibertrédgt sich auf den zu-

1+cd,c) fire,d e R

gehorigen Distanzraum (vgl. [26, 1.4.20)):

VWir erinnern, dass in der vorliegenden Arbeit mit Korper stets kommutativer Korper
gemeint ist.
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Bemerkung 1.1.24. Ist R ein stabiler Ring, dann ist der Distanzraum
(P(R), A) stabil.

Beispiele fiir stabile Ringe sind lokale Ringe, n x n-Matrizenringe K, ,,
aller n x n-Matrizen mit Eintrdgen aus einem Korper K, direkte Produkte
R x R bzgl. eines stabilen Ringes R sowie alle starken Algebren.

Definition 1.1.25. Sei K ein Kéorper und sei R eine K-Algebra, d.h. ein
Ring mit K C Z(R), 1x =1z =: 1.

(1) Fiir x € R setze man e(x) :={k€ K | z+ k € R*}

(2) Die K-Algebra R heifst stark, wenn fir alle x € R die Bedingung
le(x)] > |K\e(x)| gilt.

Die Ungleichung in (2) bedeutet, dass auf der affinen Geraden x4+ K mehr
Einheiten als Nichteinheiten liegen. Insbesondere werden auch unendliche
Kardinalzahlen zugelassen.

Beispiele fiir starke Algebren sind alle lokalen K-Algebren iiber einem
Korper K mit der Machtigkeit | K| > 2, direkte Produkte K x K mit |K| > 4
und n x n-Matrizenringe K, , mit |K| > 2n (siehe [26, 2.4.5, 2.4.6]).

Projektive Geraden werden nicht nur iiber Ringen und Algebren studiert,
sondern auch iiber ihren algebraischen Unterstrukturen. Sei S < R ein belie-
biger Unterring, dann kann man P(S) analog wie P(R) definieren. Nach Satz
1.5.1 in [26] ist dann die Abbildung

L P(S) = P(R) : S(a,b) — R(a,b)

ein injektiver Morphismus von Distanzraumen (P(5), Ag) — (P(R), Ag), d.h.
¢ bildet distante Punkte in P(S) auf distante Punkte in P(R) ab. Deshalb
kann P(S) als Teilmenge von P(R) aufgefasst werden. Betrachtet man die
Abbildung ¢ : P(S) — P(S)" C P(R) (diese ist bijektiv), dann ist sie ein
Isomorphismus von Distanzraumen, wenn nichtdistante Punkte unter ¢ auf
ebensolche abgebildet werden, was zu S* = R* N S dquivalent ist. In diesem
Fall stimmen die Relationen A und Ag auf P(S) iiberein und man sagt, dass
P(S) vermoge ¢ in P(R) eingebettet wird (siehe [26, 1.5.2]).
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Analog definiert man die projektive Gerade iiber einer Unteralgebra S <
R, wobei es bei der Definition einer Unteralgebra zusétzlich gefordert wird,

dass S bzgl. Inversenbildung abgeschlossen ist (vgl. [26, 3.1.2]):

Definition 1.1.26. Unter einer Unteralgebra S einer K-Algebra R ver-

steht man hier einen Untervektorraum S < R, fiir den gilt:
(1) 1 €S
(2) a,be S=abe S
(3) ae SNR*=ateS, dh esgilt SNR =S
Etwas komplizierter ist die projektive Gerade iiber sogenannten Jordan-
Systemen allgemein zu definieren. Unter einem Jordan-System" versteht man

eine algebraische Unterstruktur, welche den Begriff der Unteralgebra verall-
gemeinert (vgl. [26, 3.1.5]):

Definition 1.1.27. Sei R eine K-Algebra, J ein Untervektorraum des K-
Vektorraums R mit 1 € J. Dann heif§t J

(1) Jordan-System in R, wenn fiir jedes b € J* = JN R* auch b™' € J
qgilt.

(2) Jordan-abgeschlossen in R, wenn fir alle a,b € J auch aba € J ist.

YWie schon in der Einleitung erwihnt, werden in der Literatur hauptséchlich (spezielle)
Jordan-Algebren bzw. spezielle Jordan-Ringe behandelt (siche z.B. [46], [47], [49]). Hier-
bei wird eine spezielle Jordan-Algebra als einen K-Untervektorraum einer K-Algebra mit
Charakteristik # 2 definiert, welcher unter a o b = 1(ab+ ba) (oder auch aob = ab + ba)
abgeschlossen ist, wobei ab die gewohnliche assoziative Multiplikation in der K-Algebra ist.
Unter einer Jordan-Algebra versteht man eine K-Algebra mit Charakteristik # 2, welche
mit einer Komposition aob versehen ist, fiir die aob =b oa und (acaob)oa =aocao(boa)
gilt (siehe [1], [47]). Nicht jede Jordan-Algebra ist speziell.

Eine dhnliche Definition findet man z. B. in [40]. Dabei wird ein Jordan-Ring als eine
K-Algebra mit dem Produkt a o b = ab + ba definiert.

Spezielle Jordan-Ringe J werden als additiv abgeschlossene Untergruppen eines Ringes
definiert, wobei fiir alle a,b € J auch a?, aba € J gilt. Die einfachsten Beispiele fiir spezielle
Jordan-Ringe sind assoziative Ringe selbst. Ein weiteres wichtiges Beispiel sind Mengen
K={a€R]|a" =a} C R von selbstadjungierten Elementen bzgl. einer Involution a — a*
von R, d.h. einer Abbildung, fiir die gilt (a + b)* = a* + b*, (ab)* = b*a* und a** = a fiir alle
a,b € R (siche [49]).

Zu weiteren Jordan-Strukturen siehe z. B. [7].
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(3) stark in R, wenn fir alle b € J die Bedingung |e(b)| > |K\e(b)| gilt
(vgl. 1.1.25(2)).

Fiir starke Jordan-Systeme gilt das Folgende (vgl. [26, S. 62-63]):

Bemerkung 1.1.28. Sei R eine K-Algebra und J ein starkes Jordan-System
in R. Dann ist J auch Jordan-abgeschlossen. Ist R stark, dann sind alle
Jordan-Systeme in R auch stark.

Die projektive Gerade wurde bisher im Wesentlichen nur fiir starke Jordan-
Systeme definiert (siehe z. B. [11], [24], [26]). Basierend auf der Definition der
projektiven Gerade iiber stabilen Ringen und damit starken Algebren defi-
niert man die projektive Gerade iiber starken Jordan-Systemen (vgl. 1.1.23):

Definition 1.1.29. Sei J ein starkes Jordan-System in der K-Algebra R.

Man setze
P(J) :={R(1+ab,a) | a,b e J} (CP(R)).
Wir nennen P(J) die projektive Gerade iiber J.

Die allgemeinere Definition der projektiven Gerade iiber nicht notwendi-

gerweise starken Jordan-Systemen wird im Kapitel 3 eingefiihrt (siehe 3.2.4).

1.2 Kettengeometrien und Kettenrdume

Um eine (verallgemeinerte) Kettengeometrie bzw. einen Kettenraum zu de-
finieren, brauchen wir eine Inzidenzstruktur, die aus einer Punktmenge zu-
sammen mit einer Menge von Blocken (hier ,,Ketten*), gewissen Teilmengen
der Punkmenge, besteht. Wir starten mit dem Begriff der Kettengeometrie

bzw. der verallgemeinerten Kettengeometrie.

Sei zunéchst R eine Algebra iiber einem Unterring S < R (kurz S-Algebra
oder (S, R)), d.h. es gilt S C Z(R) und damit muss S kommutativ sein. Wir

betrachten die Punktmenge P(R), welche mit der Distanzrelation A p versehen
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ist. Laut dem Abschnitt 1.1 kann P(S) als Teilmenge von P(R) aufgefasst
werden. Offenbar ist auch P(5)” fiir jedes v € PG Ls(R) eine Teilmenge von
P(R).

Definition 1.2.1. Sei R eine S-Algebra. Wir definieren
C(S, R) :={P(S)" | vy € PGLy(R)}

und nennen €(S, R) die Menge aller Ketten P(S)Y in P(R). Die Inzidenz-
struktur

%(S, R) := (P(R), €(5, R))
heifst die Kettengeometrie dber der Algebra (S, R).

Die Teilmenge P(.S) ist genau eine Kette durch die Punkte R(1,0), R(0,1)
und R(1,1), welche die Standardkette genannt wird.

Kettengeometrien (K, R) iiber einer Algebra R iiber einem Korper K
wurden von vielen Autoren untersucht (siehe z.B. [5], [26], [42]). In diesem
Fall besitzt (K, R) eine wichtige Eigenschaft, welche auch Kettengeometrien
Y(S, R) iiber einer S-Algebra unter einer Zusatzbedingung erfiillen (vgl. [26,
2.1.2]):

Satz 1.2.2. Sei R eine S-Algebra mit R* NS = S*. Dann gilt in 3(S, R):

Durch je drei paarweise distante Punkte geht genau eine Kette.

Etwas komplizierter ist der Fall, wenn der Korper nicht notwendigerweise
im Zentrum von R liegt und damit R keine K-Algebra sein muss. Dann sind

i.Allg. je drei paarweise distante Punkte durch mehr als eine Kette verbunden.

Definition 1.2.3. Sei R ein Ring und F' ein nicht notwendigerweise kom-
mutativer Unterkorper von R mit 1 € F. Die Inzidenzstruktur X(F,R) =
(P(R), &(F, R)) mit

C(F, R) :={P(F)" | v € PGLy(R)}
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heifit die verallgemeinerte Kettengeometrie dber (F, R).

Mehr zu verallgemeinerten Kettengeometrien findet man z. B. in [13], [16],

[18]. In der vorliegenden Arbeit werden sie nicht weiter untersucht.

Nun betrachten wir Inzidenzstrukturen, welche zusédtzlich zur Aussage

von 1.2.2 noch weitere Bedingungen erfiillen (vgl. [11]):

Definition 1.2.4. Sei (P, €) eine Inzidenzstruktur mit der Punktmenge P
und der Menge € der ausgezeichneten Teilmengen von P. Die Elemente von
¢ nennen wir Ketten. Weiter definieren wir die Distanzrelation A auf P:
Zwei Punkte p,q € P heiffen genau dann distant, wenn sie verschieden und

durch eine Kette verbunden sind.

Die Inzidenzstruktur ¥ = (P, &) mit der Distanzrelation A auf P heifit ein

Kettenraum, wenn X die folgenden Axiome erfiillt:

K1 Jeder Punkt p € P liegt auf mindestens einer Kette und jede Kette
C € € enthdlt mindestens drei Punkte.

K2 Je drei paarweise distante Punkte p,q,r € P liegen gemeinsam auf ge-

nau einer Kette C =: (pgr) € €.

K3 Fiir jeden Punkt p € P seien A(p) == {q € P | ¢ & p} und €, :=
{C\{p} | p € C € &}. Dann ist ¥, :== (A(p),<,) (genannt das Resi-
duum von 3 im Punkte p) ein partieller affiner Raum, d.h. eine
Inzidenzstruktur, die aus einem affinen Raum durch Herausnahme von

einigen Parallelklassen von Geraden entsteht.

Jede Kettengeometrie (.5, R) erfiillt offenbar die Bedingung K1. Im Fall
S* = R*N S scheint X(S, R) auch K2 zu erfiillen, was aber nicht unbedingt
der Fall ist, da die in 1.1.10 und in 1.2.4 (algebraisch bzw. geometrisch)
definierten Distanzrelationen auf P(R) bzw. P i.Allg. nicht gleich sind: Durch
je zwei Punkte von P(R), die distant im Sinne von Definition 1.1.10 sind,
geht stets eine Kette; die Umkehrung muss aber nicht gelten. In bestimmten
Féllen stimmen die beiden Distanzrelationen auf P(R) doch tiberein. Genauer
gilt (vgl. [26, 2.1.5]):
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Satz 1.2.5. Sei R eine S-Algebra und (S, R) die Kettengeometrie tiber
(S, R). Dann sind dquivalent:

(1) Es gilt S* = R*N.S, und zwei verschiedene Punkte von P(R) sind genau

dann distant, wenn sie gemeinsam auf einer Kette liegen.

(2) Der Ring S ist ein Korper.

In diesem Fall ist jede Kettengeometrie sogar ein Kettenraum (vgl. [26,
2.1.15)):

Satz 1.2.6. Sei R eine Algebra tiber einem Korper K, dann ist die Ketten-
geometrie ¥ = X(K, R) ein Kettenraum, und je zwei Residuen ¥, und 3,

von X sind isomorph.

Fiir starke K-Algebren sind auch die entsprechenden Kettenrdume stark.
Abstrakt wird ein starker Kettenraum wie folgt definiert (vgl. [26, 2.4.1]):

Definition 1.2.7. Sei ¥ = (P,€) ein Kettenraum. Dann heifit ¥ stark,

wenn gilt:
(1) Der Distanzraum (P, A) ist stabil.

(2) Fliir jeden Punkt p € P und jede Kette C' € € gilt C N A(p) = 0 oder
[C N alp)| > |G\ Alp)| + 1.

Es gilt sogar die Aquivalenz (vgl. [26, 2.4.10]):

Satz 1.2.8. Sei R eine K-Algebra. Dann ist der Kettenraum (K, R) genau

dann stark, wenn R stark ist.

Die klassischen Beispiele fiir Kettenrdume sind die sogenannten reellen
,Benzebenen“, die Kettenrdume iiber zweidimensionalen reellen Algebren,
benannt nach Walter Benz. Eine ausfiihrliche Beschreibung der Beispiele fin-
det man in [5], [26, S. 1-6, 38-43] (siehe auch Einleitung).

Ahnlich wie projektive Geraden werden Kettenrdume auch iiber Unter-
strukturen (Unteralgebren, Jordan-Systemen) behandelt (siehe [11], [12], [24],
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26]). Fiir einen Kettenraum ¥ = (P, €) wird versucht herauszufinden, wann
eine entsprechende Teilmenge S C P selbst die Punktmenge eines Ketten-
raums und damit ein Unterraum von 3 ist. Abstrakt wird ein Unterraum

eines Kettenraums wie folgt definiert (vgl. [26, 3.1.1]):

Definition 1.2.9. Sei ¥ = (P, ) ein Kettenraum und S C P. Dann heifst S

ein Unterraum von Y, wenn S die folgenden Bedingungen erfiillt:

(1) S enthdlt drei paarweise distante Punkte.

(2) Sind p,q,r € S paarweise distant, so liegt ihre eindeutige Verbindungs-
kette C' = (pqr) ganz in S. Die Menge aller dieser Verbindungsketten
wird mit €(S) bezeichnet.

(3) Die Inzidenzstruktur (S, €(S)) ist selbst ein Kettenraum.

Die Teilmenge S C P heifit ein schwacher Unterraum von X, wenn S nur
die Bedingung (2) erfillt. Erfillt S zusdtzlich die Bedingung (1), dann heifst

S ein nichttrivialer schwacher Unterraum von Y.

Manchmal nennen wir auch die Inzidenzstruktur (S, &(S)) einen Unter-

raum von ..

Es ist bekannt, dass jeder Kettenraum (K, S) iiber einer beliebigen Un-
teralgebra S < R mit einem Unterraum von (K, R) mittels der entspre-
chenden Einbettung identifiziert werden kann (siehe [26, 3.1.3]). Im Fall von
starken K-Algebren R kann man auch beweisen, dass sich alle nichttrivialen
zusammenhédngenden schwachen Unterrdume eines Kettenraums (K, R) al-
gebraisch mit Hilfe von starken Jordan-Systemen beschreiben lassen, wobei
ein Unterraum zusammenhéngend ist, wenn der entsprechende Distanzraum

zusammenhédngend ist (siehe [26, 3.2.4]).

Allgemein ist aber nicht jede projektive Gerade IP(J) iiber einem Jordan-
System J C R ein Unterraum von X(K, R) (vgl. 2.4.7 im Unterabschnitt
2.4.1). Bisher konnte man nur fiir starke Jordan-Systeme (und einige ein-
zelne Beispielklassen wie hermitesche Matrizen) beweisen, dass P(J) einen
Unterraum von (K, R) liefert.
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Dafiir definieren wir die Untergruppe A(J) der Gruppe PG Lo(R), welche

erzeugt wird von denjenigen Abbildungen, die durch alle Matrizen

10\ 01
(mit ¢ € J) und

c 1 10

induziert werden.

Geméf 3.1.16 und 3.1.17 in [26] ldsst die Gruppe A(J) die Menge P(J)
invariant und operiert auf P(J) 2-A-transitiv. Das ermoglicht die in P(J)
enthaltenen Ketten von (K, R) wie folgt zu beschreiben (vgl. [26, 3.1.19]):

Satz 1.2.10. Sei R eine Algebra iiber einem Korper K und J ein starkes
Jordan-System in R. Sind p,q,r € P(J) paarweise distant, dann liegt thre
Verbindungskette ganz in P(.J). Jede solche Kette C' hat die Gestalt C = (C},)°
mit § € A(J), h € J* und Cj, := {R(sh,t) | K(s,t) € P(K)}. Ungekehrt ist
fiir jedes 6 € A(J) und h € J* stets (Cp,)° C P(J).

Die Menge aller solchen Ketten C' bezeichnet man mit €(K, R, J), so dass
wir den folgenden Unterraum von (K, R) erhalten (vgl. z. B. [11, S. 36-37],
26, 3.1.20]):

Satz 1.2.11. Sei J ein starkes Jordan-System in R. Dann ist
(K R, J) = (P(J]),&(K, R, J))
mit €(K, R, J) = {(Cy)° | h € J*,§ € A(J)} ein Unterraum von N(K, R).

Wir nennen X(K, R, J) die Kettengeometrie iiber (K, R, .J).

1.3 Morphismen von Kettenrdumen

Fiir zwei beliebige Kettenrdume definiert man einen Morphismus dieser Ket-
tenraume wie folgt (vgl. [26, 1.1.4, 2.1.13], [11, 1.9]):

Definition 1.3.1. Seien ¥ = (P,€) und ¥’ = (', ¢") Kettenrdume. Fine
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Abbildung
o:P—P

heifst Morphismus von Kettenrdumen, wenn ¢ ein Morphismus von Dis-
tanzriumen ist und zusdtzlich Ketten in P auf Ketten in P’ abbildet, d.h.
C¥ e @ fir alle C € € gilt.

Ist der Morphismus ¢ biyjektiv, dann heifit o Isomorphismus von Ket-
tenrdumen, wenn ¢ eimn Isomorphismus von Distanzriumen ist und es gilt
C" e € fir alle C' € €.

FEin Morphismus ¢ : P — P heifst Endomorphismus von Kettenrdumen.

FEin Isomorphismus ¢ : P — P heifst Automorphismus von Kettenriu-
men. Die Menge aller Automorphismen von Kettenrdumen bildet eine Grup-

pe, welche mit Aut(X) bezeichnet wird.

Ganz wichtig sind auch die folgenden Begriffe (vgl. [11, 3.1]):

Definition 1.3.2. Seien ¥ = (P,€) und ¥/ = (P, ") Kettenrdaume und
o : P — P’ ein Morphismus der Kettenrdaume. Dann heifit ©

(1) stark, wenn fir p,q € P mit p¥ A ¢¥ auch p A q gilt.

(2) trivial, wenn es eine Kette C € & gibt, so dass P¥ = C ist.

Zunéachst erwdhnen wir kurz einige Beispiele fiir Morphismen von Ketten-

geometrien:

Beispiel 1.3.3. (1) Wie schon im Abschnitt 1.1 erwihnt, ist die projektive
Gruppe PG Ly(R) eine Untegruppe von Aut(P(R), A).

(2) Ein weiteres Beispiel sind Morphismen, die durch Ringhomomorphis-
men induziert werden. Seien R und R’ Algebren iiber Korpern K bzw.
K’ und v : R — R’ ein Ringhomomorphismus mit K% = K’, dann ist
die Abbildung R(a,b) — R'(a?,b?) ein Morphismus von Kettenriumen
S(K,R) — S(K', R).
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Im Fall der Morphismen zwischen Kettenrdumen iiber Algebren iiber

Korpern stehen die sogenannten ,, fundamentalen Morphismen im Zentrum:

Definition 1.3.4. Seien R und R’ Algebren tiber Korpern K bzw. K'. Au-
Berdem seien X(K, R) = (P(R),&(K,R)) und X(K',R') = (P(R),C(K', R'))
Kettenrdume und ¢ : P(R) — P(R') ein Morphismus von Kettenrdumen.
Dann heifit o fundamental, wenn ¢ die Punkte oo = R(1,0), R(0,1) und
R(1,1) auf o = R'(1',0"), R'(0',1") bzw. R'(1',1") abbildet.

Bemerkung 1.3.5. Seien (K, R) und X(K’, R') Kettenrdume iiber Alge-
bren (K, R) bzw. (K',R') und sei ¢ : P(R) — P(R’) ein Morphismus von
Kettenrdumen. Laut 1.1.20 operiert die Gruppe PGLy(R) 3-A-transitiv auf
(P(R), A), so dass ¢ auf einen fundamentalen Morphismus zuriickgefiithrt wer-

den kann, d.h. es existieren ein fundamentaler Morphismus ¢ : P(R) — P(R)
und ein § € PGLy(R'), so dass ¢ = ¢ o ist.

Fiir ein weiteres Beispiel brauchen wir die folgende Definition (vgl. [11,
2.1]):

Definition 1.3.6. Seien J und J' Jordan-Systeme in Algebren (K, R) bzw.
(K',R"). FEin Paar (o, 5) von semilinearen Abbildungen J — J' (mit den
zugehorigen Korpermonomorphismen a bzw. f : K — K') heifit Homoto-

pismus von Jordan-Systemen, falls es die folgenden Bedingungen erfiillt:
(i) 1% € J*,
(ii) (aba)® = a®b’a® fir alle a,b € J.

FEin Paar (o, B) von semilinearen Bijektionen, welche die beiden Figenschaf-
ten erfiillen, nennt man Isotopismus von Jordan-Systemen.

Ezistiert ein Isotopismus («, 8) : J — J', dann heiffen die Jordan-Systeme J
und J' isotop.

Entsprechend werden Auto- und Endotopismen definiert.

Ist o = B und 19 = 1/, dann heifit « Jordan-Homomorphismus"'.

ViManche Autoren betrachten Jordan-Homomorphismen zwischen assoziativen Ringen
und setzen daher statt Semilinearitdt nur Additivitat der Abbildung voraus. Unter solchen
Autoren sind z. B. Bartolone (siche [3]) und Jacobson & Rickart (siche [48]).
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Gemaf [20, Theorem 4.4(b)] induziert jeder Jordan-Homomorphismus von

Ringen « : R — R’ einen A-Morphismus. Es gilt das Folgende:

Beispiel 1.3.7. Sei o : R — R’ ein Jordan-Homomorphismus und R” ein
Unterring von R', der durch R® erzeugt wird. Auflerdem seien C' C P(R)
und C"” C P(R") C P(R') die Zusammenhangskomponenten von R(1,0) bzw.
R"(1',0") (im Sinne der Graphentheorie), d.h. die Distanzraume (C, A) und
(C", A") sind zusammenhéngend. Dann kann man unter Zusatzbedingungen
eine Abbildung & : C' — C” definieren, welche sich zu einem Morphismus
v :P(R) — P(R’) von (verallgemeinerten) Kettengeometrien erweitern lésst,
und zwar wie folgt: Fiir jede von C verschiedene Zusammenhangskomponente
C, € P(R) wéhlt man eine Matrix a, € GLy(R), deren erste Zeile einen
Punkt von C), darstellt. Ist §,, € PGLy(R) die von a, induzierte Abbildung,

5
dann gilt €}, = C'. Analog wird eine Matrix a), € G Ly(R') gewihlt, welche
C" auf eine Zusammenhangskomponente C7 von P(R’) abbildet. Insgesamt

5(:}54(%/ @0 s / . . .
gilt C,"" " =C Py — Oy = C), wobei 6, € PGLy(R') durch die Matrix

aL induziert ist. Die Komposition aller dieser Abbildungen beschreibt ~.
Bei starken Algebren R ist C' = P(R) und & lésst sich durch & : R(1+ab, a)

R(1 + a®b®, a®) beschreiben (vgl. [3], [20, 5.2, 5.3]).

Wie schon in der Einleitung angedeutet wurde, ist ein wichtiges Problem
im Zusammenhang mit Morphismen von Kettengeometrien, diese algebraisch
zu beschreiben. Ein relevanter Aspekt dabei ist, iiber welcher algebraischen
Struktur (Algebra bzw. Jordan-System) die jeweiligen Kettengeometrien de-
finiert sind. Dabei sind Morphismen von Kettengeometrien iiber starken K-
Algebren R bzw. R’ genau die Morphismen, die durch Jordan-Homomorphis-
men R — R’ sowie Elementen von PGLy(R') induziert werden. Das folgt
wegen der 3-A-Transitivitat von PG Ly(R') auf P(R') aus dem folgenden Satz
(vgl. [11, 3.13]):

Satz 1.3.8. Seien ¥ = X(K, R) und ¥ = X(K, R') Kettengeometrien tber
starken K-Algebren R und R', dann sind die nichttrivialen fundamentalen
Morphismen ¥ — Y genau die Morphismen, die durch Jordan-Homomorphis-
men o : R — R’ mit dimgR® > 2 induziert sind.
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Im Kapitel 5 (siehe 5.3.22) wird dieser Satz verallgemeinert.

1.4 Projektive Darstellungen

Wir machen zuerst einen kurzen Exkurs iiber Grafimann-Riume*!. Dafiir
brauchen wir zunéchst Definition eines partiellen linearen Raums (vgl. [§],
[59]):

Definition 1.4.1. Sei (P, L) eine Inzidenzstruktur. Dann heifit (P, L) ein

partieller linearer Raum, wenn die folgenden Bedingungen erfillt sind:

(1) Fiir jeden Punkt gibt es eine Gerade, die diesen Punkt enthdalt, d.h.
Uger =P

(2) Jede Gerade enthdlt mindestens zwei Punkte, d.h. G € L = |G| > 2.

(8) Durch je zwei verschiedene Punkte gibt es hichstens eine Gerade und
damit gilt G, H € L= |GNH| <1.

Zwei oder mehrere Punkte, welche auf einer Gerade liegen, heiflen kolli-
near.
Definition 1.4.2. Sei I ein beliebiger projektiver Raum der Dimension'™
n < oo™, Fiir jedesr € {0,...,n—1} sei G" die Menge aller r-dimensionalen
Unterrdume von I und L] die Menge aller Biischel, wobei ein Biischel die
Menge aller Elemente von G ist, welche in einem gemeinsamen (r + 1)-
dimensionalen Unterraum wvon II enthalten sind und einen gemeinsamen
(r — 1)-dimensionalen Unterraum von I haben. Die Inzidenzstruktur 11 =
(G, L) ist ein partieller linearer Raum, welchen man den mit 11 assoziierten
Grafimann-Raum vom Index r nennt. Die Elemente von G heiffen Punkte

von II7 und die Elemente von L) nennt man Geraden von II.

VilMehr zu Grafimann-Riume siehe z. B. [8], [9], [44], [59].

VililHier ist projektive Dimension gemeint.

XMan kann einen Grafimann-Raum auch im Fall n = oo definieren (siche z. B. [23]). Fiir
die vorliegende Arbeit ist aber nur der endlichdimensionale Fall relevant.
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Es ist klar, dass im Fall r = 0 die Menge G" mit der Punktmenge von II
{ibereinstimmt. Die Menge G"! ist ein n-dimensionaler projektiver Raum,
genannt der zu II duale Raum.

Auf einem Grafmann-Raum wird eine bindre Relation definiert, ndmlich

die Adjazenzrelation, welche mit ~ bezeichnet wird*.

Definition 1.4.3. Sei I = (G, L) ein Graffmann-Raum. Zwei Punk-
te P,QQ € G sind genau dann adjazent, wenn dim(PNQ) =r —1 (&
dim(P+ Q) =r+1) ist.

Zwei Punkte in G, sind also genau dann adjazent, wenn sie kollinear sind.

Wir betrachten nun den Endomorphismenring S = Endg (U) eines Vek-
torraums U iiber einem Korper K mit endlicher Dimension n. Definiert man
V=UxUnud@G =Gyt ={W <V |W ~ V/W}, dann kann die
projektive Gerade P(.S) mittels einer bijektiven Abbildung mit G identifiziert
werden (siche [12], [17, S. 292], [22, S. 152]):

U:P(S) = G:S(a,b) — U = {(uu) |ue Ul <V, (1.2)

wobei W (nicht)distante Punkte von P(S) auf (nicht)komplementire Un-
terrdume von G abbildet. Dabei ist G die Punktmenge des mit P(K,V) =
PG(2n — 1, K) assoziierten Grafmann-Raums II5 ', welche aus allen n-
dimensionalen Unterrdumen des Vektorraums V' (kurz n-Rdumen) besteht.
Damit konnen die Punkte von G mit den entsprechenden Unterrdumen in

PG(2n — 1, K) identifiziert werden.
Fiir die Abbildung V¥ gilt auflerdem (siehe [21, Proposition 3.8]):

Bemerkung 1.4.4. Seien S = Endg(U), G und ¥ : P(S) — G wie oben.
Dann gilt fiir alle p, g € P(S):

pr~qgep? ~q¢¥ < p? und ¢% sind verschiedene kollineare Punkte von G.

*Man darf die Adjazenzrelation auf G mit der in 1.1.14 definierten Adjazenzrelation auf
P(R) nicht verwechseln. Die beiden Relationen stehen aber in einem engen Zusammenhang
zueinander, wie wir unten sehen werden, deswegen werden sie gleich bezeichnet.



40 Grundlagen

Somit kann man die Adjazenzrelation auf P(S) im Sinne von 1.1.14 mit

der Adjazenzrelation auf G identifizieren.

Stellt man nun S = Endg(U) als einen n x n-Matrizenring K, , dar,
so kann man die Punkte von P(S) auch anders darstellen (vgl. [42, 4.5(4)]).
Offenbar ist U ein treuer S-Rechtsmodul®. Sei nun U’ ein mittels eines S-
Isomorphismus ' : U — U’ : u + v zu U isomorpher S-Rechtsmodul. Wegen
K < S ist die Abbildung ' auch K-linear, so dass U’ ein zu U isomorpher
K-Vektorraum ist. Man setze V' = U @ U’, dann entspricht jedem Punkt
S(a,b) ein K-Unterraum [a,b] = {ua +u'b | uw € U} von V'. Definiert man
Ps(U) = {[a,b] | S(a,b) € P(S)}, dann ist die Abbildung

P(S) — Ps(U) : S(a,b) > [a, ] (1.3)

wohldefiniert und bijektiv. Analog wie oben sind dabei zwei Punkte in P(S5)
genau dann distant, wenn die entsprechenden n-Réume in Pg(U) komple-
mentir sind. Insbesondere ist (a|b)*! eine n x 2n-Matrix vom (Zeilen-)Rang n,
welche man eine homogene Koordinate von [a, b] nennt (siche [66, S. 124]).
Wegen V' ~ V' wollen wir im Weiteren die Menge Pg(U) mit der Menge G

identifizieren.

Wie man schon erkennen konnte, ist auf G aufler der Adjazenzrelation eine
Distanzrelation definiert, wobei zwei Punkte in G genau dann distant sind,
wenn sie als Unterrdume von V' zueinander komplementér sind. Bezeichnen
wir die Distanzrelation auf G mit Ag, dann ist (G, Ag) ein Distanzraum und
daher ist die in (1.2) definierte Abbildung ¥ sogar ein Isomorphismus von

Distanzraumen.

Die Menge G mit der Adjazenzrelation liefert den Graflmann-Graphen
mit Knotenmenge G, bei dem zwei Knoten genau dann mit einer Kante ver-
bunden sind, wenn sie zueinander adjazent sind. Sind X,Y zwei beliebige
Punkte in einem Grafimann-Graphen, so kann man Distanz (im Sinne der

Graphentheorie) zwischen diesen Punkten, bezeichnet mit d(X,Y), nach der

XD h. fiir jedes s € S\{0} gibt es ein u € U mit us # 0 (vgl. [26, 1.2.5].)
XiDijese Bezeichnung steht fiir die durch Matrix b erweiterte Matrix a fiir a,b € K,
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Formel

dX,)Y)=d& dm(X+Y)/X)=dm(X+Y)/Y)=d
S dim(X/(XNY))=dim(Y/(XNY))=d
Sdim(XNY)=n—d

bestimmen™ (vgl. [23, 2.3], [44]).

Ist n > 2, dann gilt fiir Distanz zwischen zwei Punkten in G auch das
Folgende (vgl. [66, S. 89-91,124-127]):

Bemerkung 1.4.5. Seien X,Y € G zwei verschiedene Punkte und die Ma-
trizen (x1|x2), (y1]y2) ihre homogene Koordinaten, dann gilt d(X,Y) = d <
Rang (3t 32) = n+ d, was zu Rang((z1 — y1)|(z2 — y»)) = d dquivalent ist.
Gilt d =1, dann sind X, Y adjazent.

Nun mochten wir die Punkte der projektiven Gerade iiber einer beliebigen
K-Algebra R, welche bestimmte Bedingungen erfiillt, mit gewissen Punkten

von G identifizieren.

Zunéchst werden wir R in S (von oben) einbetten. Anschliefend kann

dann P(R) in P(S) eingebettet werden. Dazu bendtigen wir eine Definition
(vegl. [17, 4.1]):

Definition 1.4.6. Sei K ein (nicht notwendigerweise kommutativer) Korper
und R ein Ring. Ein Vektorraum U dber K heifit ein (K, R)-Bimodul, wenn
U ein (unitdrer) R-Rechtsmodul ist, so dass fir alle k € K, u € U, a € R
die Gleichheit k(u - a) = (ku) - a gilt.

Seien also R eine K-Algebra und U ein treuer R-Rechtsmodul mit der
Skalarmultiplikation - : U x R — U : (u,r) — u-r. Wegen K < R ist U
insbesondere auch ein K-Rechtsmodul. Nun kénnen wir U wegen der Kom-
mutativitdt von K zu einem K-Vektorraum machen, indem wir ku := u - k
setzen (den Beweis fiihren wir hier nicht durch). Fiir alle k € K, u € U,

xiiHier ist wieder projektive Dimension gemeint.
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a € R gilt daher:
(ku)-a=(u-k)-a=u-(ka)=u-(ak) = (u-a) -k=k(u-a).

Mit anderen Worten ist die Abbildung p, : U — U : u — u - a fiir jedes
a € R K-linear. Gemé8 1.4.6 ist U also ein (K, R)-Bimodul. Dieses Ergebnis

formulieren wir in der folgenden Bemerkung:

Bemerkung 1.4.7. Sei R eine K-Algebra und U ein treuer R-Rechtsmodul.
Dann ist U auch ein (K, R)-Bimodul.

Folglich ist R vermoge der Abbildung
p:R—Endg(U)=S5:aw p,,
durch welche jedem a € R die Rechtsmultiplikation
Po:U—=>U:u—u-a=ua

zugeordnet wird, in den Endomorphismenring S einbettbar (man beachte,
dass hier noch nicht gefordert wird, dass U endlichdimensional sein soll).

Den Homomorphismus p nennt man auch eine K-lineare Darstellung von
R (vgl. [17, S. 293], [26, 10.3.1]).

Nach dem Satz 3.1 in [17] ist dann die Abbildung
p:P(R) = P(S) : R(a,b) = S(pa, )
wohldefiniert und injektiv und es gilt
Vp,q €P(R):p A q=p' As ¢,

d.h. p lasst die Distanzrelation invariant.

Setzen wir nun zusétzlich voraus, dass dimglU = n < oo ist (also S =
Endg(U) wie am Anfang des Abschnitts), so ist dann R auch endlichdimen-

sional und wir erhalten schliellich die folgende projektive Darstellung von
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P(R) (vgl. [17, 4.2, 4.6(2))):

Satz 1.4.8. Sei R eine endlichdimensionale K-Algebra und U ein treuer
R-Rechtsmodul der K-Dimension n. Dann ist die Abbildung

d:=poV:P(R)—= PR)® CG: Rab)— U = {(ua,ub) | ue U}

bijektiv und bildet (nicht)distante Punkte von P(R) auf (nicht)komplementdre

Unterriume von V ab.

In der Matrixdarstellung gilt analog zu dem obigen Satz (siehe [26, 10.3.2,
10.3.3]):

Satz 1.4.9. Es ist ( : P(R) — Pr(U) : R(a,b) — [a,b] mit Pr(U) =
{[a,b] | R(a,b) € P(R)} C G eine bijektive Abbildung. Genau dann sind
[a,b], [c,d] windschief, wenn R(a,b) und R(c,d) distant sind.

In [17] findet man auch eine Beschreibung projektiver Darstellungen der
projektiven Gerade iiber einem beliebigen Ring. Zu projektiven Darstellungen
von verallgemeinerten Kettengeometrien siche z. B. [18].

Im Folgenden mochten wir mit Hilfe von einigen Beispielen bestimmte
projektive Darstellungen, die sogenannten ,, Geradenmodelle”, beschreiben,
welche im Abschnitt 2.4 wieder auftauchen werden (vgl. [26, Abschnitt 10.5)):

Beispiel 1.4.10. Sei stets K = R und V = U x U mit U = R?. Weiter
sei G = Gi die Menge aller Geraden des 3-dimensionalen reellen projektiven
Raums PG(3,R).

(1) Sei R = C, dann ist X(RR, C) eine reelle Mobiusebene (siehe [26, Kapi-
tel 0, 2.2.4]). Identifiziert man C? mit R* vermége C* — R* : (a,b) —
(a1, as,b1,by) fiir a = ay + ias, b = by + iby, so kann man die Punkte
C(a,b) € P(C) als gewisse 2-Riume in R?, also Geraden von PG(3,R)
der Gestalt

R(ay, as, by, by) + R(—as, ar, —by, by)

darstellen. Wir bezeichnen die Menge aller solcher Geraden® mit S C

*VDie Menge S ist ein Spread von PG(3,R). Dabei nennt man eine Menge S bestimmter
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G (siehe [15]). Damit entspricht die projektive Gerade P(C) einer Men-
ge lauter windschiefer Geraden von PG(3,R), wobei durch jeden Punkt
von PG(3,R) eine Gerade aus S geht. Diese Menge von Geraden nennt
man elliptische lineare Kongruenz (oder auch elliptische Gera-
denkongruenz) (siche Abbildung 1.2 (links)). Jede Geradenschar der

dort zu erkennenden einschaligen Hyperboloide entspricht einer Kette
von (R, C)*".

Sei R = R x R, dann ist (R, R x R) eine Minkowski-Ebene (vgl. [26,
2.2.14]). Vermoge

((a1, az), (b1, b2)) = (a1, a2, by, by)

identifizieren wir die Punkte von P(R) mit Geraden von PG(3,R) der
Form

R(ah 07 bl) 0) + R(Oa a2, 07 b?)

mit (a;,b;) # (0,0) fir ¢ € {1,2}. Jede solche Gerade trifft die bei-
den windschiefen Geraden G; = R(1,0,0,0) + R(0,0,1,0) und Gy =
R(0,1,0,0) + R(0,0,0,1). Umgekehrt kommt jede Verbindungsgerade
zweier Punkte p; € G; vor. Eine Menge solcher Geraden nennt man eine
hyperbolische lineare Kongruenz, die abstrakt als eine Menge al-

ler Geraden, welche zwei feste windschiefe Geraden treffen, beschrieben
werden kann (siehe Abbildung 1.2 (rechts)).

Sei R ~ R[e] = R + Re mit €2 = 0 die Algebra der dualen Zahlen,
dann ist X(R, R[e]) eine Laguerre-Ebene (vgl. [26, 2.2.10]). Die Punkte
von P(R[¢]) werden mittels der Abbildung

(CL1 + ase, bl + b2€> > (al, a9, bl, bQ)

Unterrdume eines (Links-)Vektorraums V' iiber einem nicht notwendigerweise kommutativen
Korper K einen Spread, wenn & mindestens drei paarweise komplementére Unterrdume
von V enthélt und es gilt V = JS (siehe z. B. [12]).

*¥Solche Scharen in S heiflen Reguli. Mehr dazu findet man im Abschnitt 2.4.
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Abbildung 1.2: Elliptische lineare Kongruenz (links);
Hyperbolische lineare Kongruenz (rechts).

als Geraden von PG(3,R) der Form

R(a’b az, bl; b2) + R(()? ai, 07 bl)

mit (a1,b1) # (0,0) dargestellt. Jede solche Gerade trifft die Gerade
G =R(0,1,0,0) + R(0,0,0,1) in einem Punkt R(0, ay,0,b1) und liegt
in derjenigen Ebene durch G, welche die Gerade H = R(1,0,0,0) +
R(0,0,1,0) im Punkt R(aq, 0, b1,0) schneidet. Die Menge aller solcher

Geraden heifit parabolische lineare Kongruenz*"' (siche Abbildung
1.3 (links)).

Abbildung 1.3: Parabolische lineare Kongruenz (links);
Ausgearteter linearer Komplex (rechts)

Abstrakt kann man eine parabolische lineare Kongruenz wie folgt be-

*iBei manchen Autoren wird die Gerade G immer der parabolischen Kongruenz hinzuge-
rechnet (siehe z.B. [33, S. 232]).
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schreiben: Sei G eine feste Gerade und 7 eine linear induzierte pro-
jektive Kollineation, welche jeden Punkt auf G auf eine Ebene durch
(G abbildet. Samtliche Geraden, welche die Gerade GG in einem Punkt
p € G schneiden und zusétzlich in der Ebene p™ liegen, bilden eine

parabolische Kongruenz.

Sei R die Algebra der Ternionen (der oberen 2 x 2-Dreiecksmatrizen)
iiber R. Dann ist p = R(a,b) mit « = (7 ¢2) und b = (¥ Zg) ein
Punkt in P(R), wenn die erweiterte Matrix (a|b) den Rang 2 hat. Daher
entspricht jeder Punkt in P(R) einer Gerade von PG(3,R) der Gestalt

R(al, a9, bl, bg) + R(O, as, O, bg),

welche die Gerade G = R(0, 1,0,0)+R(0,0,0, 1) in einem Punkt schnei-
det. Auf diese Weise kann man jede Gerade darstellen, die durch einen
Punkt auf G geht.

Die Menge solcher Geraden heifit ausgearteter (oder auch speziel-
ler) linearer Komplex™! den man abstrakt wie folgt beschreibt: Ein
ausgearteter linearer Komplex ist eine Menge séamtlicher Geraden, wel-

che eine feste Gerade G in jeweils einem Punkt treffen, aber von G
verschieden sind (siche Abbildung 1.3 (rechts)).

il Auch beim speziellen linearen Komplex wird die Gerade G oft dazu genommen (siehe
z.B. [33, S. 233], dort nennt man den speziellen linearen Komplex ein Gebiisch oder einen
singuldren linearen Komplex und die Gerade G heiit Gebiischachse).



Kapitel 2

Eine Beispielklasse: Jordan-Systeme in
K3 3 und zugehorige projektive Darstel-

lungen

Bevor wir im néchsten Kapitel projektive Geraden {iber nicht notwendiger-
weise starken Jordan-Systemen untersuchen, sollen in diesem Kapitel als Ein-
stieg und Motivation Jordan-Systeme in K3 3 klassifiziert und zugehorige pro-
jektive Darstellungen ausfiihrlich beschrieben werden. Es wird ein Beispiel ei-
nes weder starken noch Jordan-abgeschlossenen Jordan-Systems vorgestellt,
iiber welchem kein Kettenraum geméfl der im Kapitel 1 eingefithrten Defini-

tion 1.1.29 der projektiven Gerade existiert.

In den ersten Abschnitten dieses Kapitels werden wir alle zwei- und drei-
dimensionalen Jordan-Systeme in K33 klassifizieren. Anhand von diesen for-
mulieren und beweisen wir zwei Sétze, welche alle Jordan-Systeme in K33
beschreiben. Anschliefend stellen wir projektive Darstellungen einiger dieser

Jordan-Systeme dar.

Sei also R = K3 3 eine Matrizenalgebra iiber einem Koérper K mit Charak-
teristik Char K # 2, d.h. dimgR = 9. Weiter sei J C R ein Jordan-System
in R mit dimgJ = m < 9. Gilt m = 1, so ist J isomorph zu K. Im Fall
m = 9 ist J = R. In nachfolgenden Abschnitten betrachten wir ausfiihrlich
die Félle m = 2 und m = 3. Alle Matrizen werden hierbei mit Kleinbuchsta-

ben bezeichnet.



Eine Beispielklasse: Jordan-Systeme in K33 und zugehorige
48 projektive Darstellungen

2.1 Zweidimensionale Jordan-Systeme in K33

Bevor wir die Beschreibung aller zweidimensionalen Jordan-Systeme in R
in einem Satz zusammenfassen, formulieren und beweisen wir das folgende

Lemma:

Lemma 2.1.1. Sei R = K,,,, und K in R via k — diag(k, ..., k) eingebettet,
so dass K < R ist. Weiter sei L C R ein Erweiterungskérper von K. Dann
ist R ein L-Vektorraum mit dim,R = n*/[L : K].

Beweis: Wir beweisen zunéchst die erste Behauptung. Offenbar ist (R, +) ei-
ne abelsche Gruppe, denn R ist ein K-Vektorraum. Damit sind alle Additions-
gesetze eines Vektorraums in R giiltig. Mit den Rechenregeln fiir Matrizen
iiberzeugt man sich davon, dass R auch die Axiome fiir Skalarmultiplikation
- Lx R— R:(l,r) —[-rerfillt. Damit ist R ein L-Vektorraum.

Nach Satz 1.2 in [50] gilt deshalb dimxgR = [L : K] - dimy R mit [L : K| :=
dimyx L. Daraus folgt sofort dimyR = n?/[L : K]. O

Satz 2.1.2. Sei J ein zweidimensionales Jordan-System in R. Dann ist J

von einem der folgenden Typen:

(J1) J ist eine K-Algebra, welche zum Ring der dualen Zahlen tiber K iso-
morph ist, d.h. J ~ K[e] = K + Ke mite ¢ K,e? = 0.

(J2) J ist eine K-Algebra, welche zum direkten Produkt K x K ~ K + Ke

mit e? = e isomorph ist.

(J3) J ist ein nicht Jordan-abgeschlossenes Jordan-System tiber K ~ GF(3)
mit J* = K* und es gibt eine Basis {1,b}, so dass J = K + Kb ist,
wobei b das Minimalpolynom my(X) = X (X — 1)(X — 2) hat.

Beweis: Sei {1,b} eine Basis von J, d.h. J = K + Kb. Wir machen eine
Fallunterscheidung nach dem Grad des Minimalpolynoms m;(X) von b. Be-
kanntlich teilt das Minimalpolynom my(X) der Matrix b ihr charakteristisches
Polynom x;(X). Wegen Grad(x,;(X)) = 3 hat m;(X) hochstens den Grad 3.

Da 1, b linear unabhéngig sind, konnen nur zwei Fille auftreten, und zwar:
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(1) Grad(my(X)) =2, d.h. 1,b,b? sind linear abhingig und in diesem Fall
ist J = K 4+ Kb = K[b] < R eine kommutative K-Algebra in R, welche
zu K[X]/I, isomorph ist, wobei [, := {p(X) € K[X] | p(b) = 0} =
(my(X)) das von my(X) erzeugte Ideal von b im Polynomring K[X] ist
(siche [32, S. 251,256]). Gemaf 2.2.1 in [26] kommen fiir diese Algebra

nur drei Typen in Frage:

(a) J ist ein Erweiterungskoérper von K mit [J : K| = 2: In unserem
Fall kann J/K keine Korpererweiterung sein, denn sonst wire J
selbst ein Korper und damit R ein J-Vektorraum, so dass nach
2.1.1 dimyR = 9/2 ¢ N folgen wiirde. Daher kann in R = K33

keine quadratische Koérpererweiterung enthalten sein.

(b) J ~ Kl[g] = K + Ke mit ¢ ¢ K, €2 =0, d.h. J ist eine zum Ring
der dualen Zahlen isomorphe K-Algebra (vgl. (J1)).

(c) J=K+ Ke~ K x K mit ¢? = e (vgl. (J2)).

(2) Grad(my(X)) = 3,d.h. 1,b,b* sind linear unabhiingig und es gilt m,(X) =
X3+ 51X? + 55X + 53 mit s; € K fiir alle ¢ € {1,2,3}. Wegen b*> ¢ J
kann J weder eine K-Algebra, noch Jordan-abgeschlossen sein.

Wir zeigen zunéchst, dass J in diesem Fall genau dann ein Jordan-
System ist, wenn J* = K™ gilt. Es ist klar, dass im Fall J* = K*
ein Jordan-System vorliegt (vgl. 1.1.27). Es bleibt die Hinrichtung zu
beweisen. Sei also J ein Jordan-System. Wir betrachten die Menge aller
invertierbaren Elemente J* C J = {k+1b | k,l € K}. Wir nehmen an,
dass es ein @ = k + [b € J* mit [ # 0 existiert, also gilt a ¢ K* und
damit J = K 4+ Kb = K 4+ Ka. OBdA setzen wir [ = 1. Offenbar ist
Grad(my(X)) = 3, denn sonst wiirde 0 = a® + tja + ty = (k + b)?
+t(k +0) +ty = U+ (2k + t1)b + (K> + 1k + to) mit ty,t, € K
gelten, was ein Widerspruch zu der Voraussetzung Grad(my(X)) = 3
ist. Daher sind 1,a, a® linear unabhiingig und daraus folgt a? ¢ .J. Sei
also me(X) = X2 + 4y X?2 + X +t3 mit t; € K, i € {1,2,3}, und
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t3 =

—det(a) # 0. Daher gilt

a3+t1a2+t2a+t3 =0
s d+ta+ta+tsa =0
Sal=—t'a® —ty'ha —t3t ¢ J,

weil a? ¢ J ist. Unsere Annahme liefert also einen Widerspruch. Daraus
folgt die Behauptung J* = K*.

Nun untersuchen wir, wie die Menge J\J* aussehen muss, damit die
Gleichheit J* = K* erfiillt ist und deshalb J ein Jordan-System ist.
Sei also a € J\(J* U{0}). Nach gleicher Argumentation wie oben ist
Grad(mg(X)) = 3. Fiir my(X) = X2 + 61 X2 + £5X + 13 = xo(X) mit
t; € K gibt es die folgenden Moglichkeiten:

(a)

Ist m,(X) irreduzibel in K, dann muss t3 = —det(a) # 0 sein, da
sonst hiitte m,(X) = X (X% + ;X + t) eine Nullstelle X = 0 in
K. In diesem Fall kann also a € J nur invertierbar sein, wobei a
nicht zu K gehort und daher J* £ K* gilt.

Sei mq(X) = (X — M)*(X — o) € K[X] mit A\, \a € K, A\ # \o.
Dann gilt det(a) = 0 < A\ = 0 oder Ay = 0. Wegen |K| > 3
existiert ein p € K*, so dass a’ := p+a € J* ist. Wegen a ¢ K ist
auch a’ ¢ K. Damit haben wir ein ¢’ € J*\ K* gefunden, so dass
wieder J* # K* ist.

Sei my(X) = (X —\)? € K[X] mit A € K, dann ist A3 = det(a) =
0 & XA = 0. Damit ist @ wegen a® = 0 nilpotent. Das liefert
a+ ke J\K* fir alle k € K* und deshalb gilt J* # K*.

Sei my(X) = (X — N)g(X) € K[X] mit A € K, wobei ¢(X) =

X%+ 17X + ry mit r; € K irreduzibel in K ist, d.h. insbesondere
A ok %

ro # 0. Daher ist a zu der Matrix <0 cii clz> dhnlich und es ist

0 c21 c22

q(X) = mc(X) = (X —011)(X — 622) — C12C21 = X2 — (011 —|—022)X‘|—
(011622 — 612021) fiir ¢ := (%} %g) Wegen det(c) — C11C9292 — C12C21 —
ro # 0 gilt det(a) = 0 & X = 0. Nun bestimmen wir ein p €
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K*, fiir welches ¢ := p + c¢ invertierbar ist, d.h. also det(c') =

(c11 4+ p)(coa + 1) — c1aco1 = 11692 + (€11 + co2)pt + p? — c1aco =
(11 + coo + p)pt + (c11¢99 — €12091) # 0. Wir betrachten zwei Fille:

(dy) Gilt c11 + co9 # 0, dann wahle p = —(c11 + ¢22) € K*. In
diesem Fall erhalten wir det(c’) = 11099 — 12091 # 0.

(dg) Gilt ¢11 + 99 = 0, dann ist ¢(X) = X2 — (c1aca1 — c11099).
Da ¢(X) irreduzibel in K ist, existiert kein v € K, so dass
C12C91 — C11099 = V2 ist. Daraus ergibt sich det(d) = p? +
(€11C99 — C12C91) # O fiir alle p € K.

Das impliziert, dass wir stets ein u € K* finden, so dass a’ :=
a+p € J\K* ist, denn es gilt det(a’) = p-det(c) # 0. Insgesamt
folgern wir wieder J* # K*.

(e) Seinun my(X) = (X —A)(X =) (X —A3) € K[X] mit paarweise

, , /M 00
verschiedenen A, A9, A3 € K. Dann ist a zu der Matrix ( 0 A2 O >
0 0 As

dhnlich und es ist \MA\oA3 = det(a) = 0 < A\ = 0 oder Ay = 0
oder A3 = 0. Hat K mehr als drei Elemente, dann gibt es stes ein
p € K*, fur welches @’ :== p+ a ¢ K invertierbar in J ist. Deshalb
ist J in diesem Fall fiir alle K mit |K| > 3 kein Jordan-System.

Sei also K ~ GF(3), dann kann man oBdA A\; = 1, Ay = 2 und
A3 = 0 setzen. In diesem Fall kann man einfach nachrechnen, dass
es auflerhalb von K™ keine weitere invertierbare Elemente in J

gibt. Daraus folgt J* = K* und damit ist J ein Jordan-System
(vgl. (J3)). ]

Eine Folgerung aus dem Beweis zu dem obigen Satz schreiben wir noch

einmal als Bemerkung auf:

Bemerkung 2.1.3. Sei J ein Jordan-System in R = K33 mit dimgJ = 2,

dann ist J kein Erweiterungskorper von K.

Man kann sogar zeigen, dass in K3 3 (in Abhéngigkeit von K) stets Jordan-
Systeme von jedem im Satz 2.1.2 aufgezéhlten Typ existieren:
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Bemerkung 2.1.4. Sei zunéchst K ein beliebiger Korper, dann gibt es in
J1) bzw. (J2):

K3 5 stets jeweils ein Jordan-System vom Typ (
0
0
0

2 = 0. Dann ist J =

(J1) Wéhle {1,e} als Basis von J mit € = < 8
m Ring der dualen Zahlen

K + Ke offenbar eine K-Algebra, welche z
isomorph ist.

(J2) Sei J = K<38§>4—K<§§§>::K¥+Ak1nﬁe::<§

gilt offensichtlich J ~ K x K.

[evlenlen)

=

[evlenlen)

0
8> = ¢2, dann

Sei nun K ~ GF(3), dann existiert in K33 ein Jordan-System vom Typ (J3):

(J3) Die Menge J = {(kﬁlk6%2)| k1 e G&v()} — K + Ka mit a =
(é % §> und J* = K* ist offenbar ein Jordan-System und es gilt m,(X) =
X(X—1)(X—2). Wegen a® = (é ? O) ¢ J ist J nicht Jordan-abgeschlos-

SeIl.

Schlieflich fassen wir alle zweidimensionalen Jordan-Systeme in K33 mit

den zugehorigen Beispielen in einer Tabelle zusammen:

# Allgemeine Darstellung Beispiel Bemerkung
dimgJ = 2

U] J~ Kle] = K + Ke, &2 = N@%nyeK} K-Algebra
0

(J2) J:K+K62ka;{@§%aweK} K-Algebra
e?=e

(J3)| J =K+ Ka, a* ¢ J, (éw%y +2 ) x,yEK}, Nicht Jordan-
me(X) = X(X-1)(X-2), || K = {0,1, } abgeschlossen,
K ~ GF(3) Jt = K*

2.2 Dreidimensionale Jordan-Systeme in K33

Alle Jordan-Systeme der Dimension 3 in R beschreiben wir wieder in einem
Satz:
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Satz 2.2.1. Sei J ein dreidimensionales Jordan-System in R. Dann gibt es
folgende Méglichkeiten fiir J:

(J1) J ist ein Erweiterungskorper von K vom Grad [J : K] = 3.
(J2) J ~ K + Ke + Kd mit € = 0 und d*> = d ist eine K-Algebra, wel-

che genau dann kommutativ ist, wenn ed = de = 0 qilt. Ist J nicht

kommutativ, dann ist J zu der K-Algebra der Ternionen T isomorph.
(J3) J =~ Kle] = K+ Ke+ K% mit £ = 0 ist eine kommutative K -Algebra.
(J4) J~ K+ Ke+ Kd mit € = e,d* = d ist eine K-Algebra, welche genau

dann kommutativ ist, wenn ed = de = 0 qilt. Im nicht kommutativen
Fall st J ~T.

(J5) J ist eine kommutative K-Algebra, welche zum direkten Produkt K x L

1somorph ist, wobei L ein quadratischer Erweiterungskorper von K ist.

(J6) J~ K + Ke + K& mit € = 0,6% = 0 ist eine kommutative K -Algebra
und es qilt stets €6 = de = 0.

(J7) J ~ K+ Ka+ Kb ist ein nicht Jordan-abgeschlossenes Jordan-System
tiber K >~ GF(3), wobei my(X) = X (X — A\ )(X — X\ay) mit Ay, Ao € K¥,
A1 # Ao ist und a zu b dhnlich ist oder Grad(m,(X)) = 2 gilt.

Beweis: Sei b € J\K und m;(X) das Minimalpolynom von b. Fiir den Grad
von my(X) in R gibt es wieder zwei Moglichkeiten:

(1) Sei Grad(my(X)) = 3, d.h. 1,b,b? sind linear unabhiingig. Im Beweis
von Satz 2.1.2 (Teil (2)) wurden schon alle Moglichkeiten fiir b kurz
zusammengefasst, wobei dort gezeigt wurde, dass wir in den Féllen
(a)-(d) oBdA b € J* annehmen konnen. In diesen Féllen gilt dann
v € J,s0 dass J = K + Kb+ Kb* = K[b] ~ K[X]/(my(X)) < R
eine kommutative K-Algebra in R ist. Im Fall (e) miissen wir hingegen
sowohl b? € J als auch b? ¢ J beriicksichtigen. Im Folgenden betrachten

wir alle Falle noch einmal ausfiihrlich:

(a) Seimy(X) € K[X]irreduzibel, dannist J = K[b] ~ K[X]/(my(X))
ein Erweiterungskorper vom Grad 3, also vom Typ (J1) (siehe [51,
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S. 229]). Wegen dimgp R = 9/3 = 3 € N haben wir dabei keinen
Widerspruch (siche 2.1.1).

Sei my(X) = (X — \)*(X — A\g) € K[X] mit zwei verschiedenen
Nullstellen Ay, Ay € K*. Da my(X) das Minimalpolynom von b ist,
gibt es kein Polynom p(X) € K[X] vom Grad < 2 mit p(b) = 0.
Insbesondere gilt b — \; # 0 fiir alle i € {1,2}, (b— A1)? # 0 sowie
(b= A1)(b—A2) #0.

Wir setzen nun € := (b— A1) (b— Xa) = 0% — (A + A2)b+ A Ag # 0.
Es gilt dann 2 = (b — A\1)%(b — A2) (b — A2) = my(b)(b — A2) = 0.
Offenbar gilt € # b? und 1,b,¢ sind linear unabhingig. Damit
erhalten wir schon mal J = K + Ke + Kb mit £ = 0.

Weiter setze e = AAll__Abz € K+ Kb C J mit A\ — Xy # 0 nach

Voraussetzung, dann gilt:

NSV WA v WAL
— ﬁ(s + M7 = Mo — 200+ (A + A2)b)
— (/\1_—1/\2)2(5 + MM = A2) — (A1 — A2)b)
_ (/\1_—1/\2)2(5 + (A1 = A2) (A1 = b))
= (M — Ao) e+ ;;1__;;

=M —XN) Yet+e=0"c+e

fiir 0 :== Ay — Ay € K* und damit ergibt sich
A1 —b
AL — Ao
= —6 b —A)A(b— o)
= —6"'my(b) = 0 = ee.

e = (b — /\1)(b — )\2)

Definiere nun d := e = § %c + e = §2(\; — b)?. Nach dem oben
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Gezeigten folgt d* = (6 %c+e)? = § 12 +20 2ce+e? = e® = d. Wir
zeigen, dass 1,d, e linear unabhéngig sind. Angenommen, 1,d,¢
sind linear abhéngig, d.h. es existieren u, v € K, so dass u+ve = d

gilt. Das impliziert

w+ve=d
S ptrve=0+e
Spu=0?-v)e+te
Sp= (=)= 1)b— ) =0 ¢ K.

Unsere Annahme liefert also einen Widerspruch. Insgesamt konnen
wir daraus folgern J = K + Kd + Ke mit d*> = d und €2 = 0 (vgl.
(J2), kommutativer Fall).

Sei my(X) = (X — A\)? € K[X] mit einer dreifachen Nullstelle
A € K*. Definiere man € := b— \, dann gilt €2 = (b— \)? # 0 nach
gleicher Argumentation wie oben und €* = (b — )3 = my(b) = 0.
Offenbar sind 1, ¢, €2 linear unabhéngig, da es sonst 1, v € K mit
(b—X)? = u(b—\) + v geben wiirden und somit b — (2X + )b +
(A% + pX — v) = 0 wire, was ein Widerspruch zur Voraussetzung
Grad(my(X)) = 3 ist. Daraus folgt J = K + Ke + Ke? = K¢
mit % = 0 (vgl. (J3)).

Sei myp(X) = (X — N)g(X) € K[X] mit einer einfachen Nulstelle
A € K*, wobei ¢(X) € K[X] ein normiertes und in K irreduzibles
Polynom vom Grad 2 ist, d.h. es gilt ¢(b) # 0. Dann ist b zu

einer Matrix ¢ der Gestalt ¢ = (0w ) mit z,y,u,v,w,z € K
0wz

dhnlich, wobei ¢(X) = m,(X) fir a == (4Y) € K,y ist und
somit gilt ¢(a) = 0. Wir studieren die zu J isomorphe K-Algebra
J =K+ Kc+ Kc.

Nach dem Satz von Kronecker (siehe [51, S.254]) existiert ein Er-
weiterungskorper L von K mit [L : K| = 2, der eine Wurzel von
q(X) enthélt, d.h. es gibt ein ¢t € L mit ¢(¢) =0 und L = K(t) =
K+ Kt ~ K[X]/(q(X)), so dass dimg K[X]/(q(X)) = 2 ist. Au-
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Berdem ist die K-Unteralgebra K|a] isomorph zu K[X]/(q(X)).
Damit gilt L ~ K[a] mit einer Basis {1,a} von Kla].

Betrachtet man ein beliebiges Element aus J', so hat dieses die
gleiche Gestalt wie ¢, wobei im unteren rechten Block stets ein
Element aus K|a| ~ L steht, denn es gilt J' = K + Kc + Kc?

A2 \r+zutyw \y+zv+yz 9
und 02 = 0 u?vw uv+vz mit ( Ut UU_H%) - CL2 c K[CL]
0 Wt 2w w22 WU+2Ww wu+z

Folglich kénnen wir zwischen den K-Vektorrdumen .J' und L eine
Abbildung definieren, namlich wie folgt

f:J = L:k+koc+ ksc® — ki + koa + ksa®.

Die Abbildung f ist ein Homomorphismus von K-Algebren J’ und
L mit 15+ 17, denn es gilt fiir zwei beliebige Matrizen aus J':

f f
A1 X1 A2 Ty Yo
0 Ui U1 0 U9 V9
0 w1 21 0 W 29
Uy M Uo V9
a w1 21 Wy 29

Ui1uU2 + V1Wo ULV + V1292

wW1U9 + Z21Wo W1V + 2129

f
AMA2 Aixa + T1us + Yy1we A\Y2 + 2102 + Y129
- 0 ULU + VW2 U1V + V129
0 WU + Z1W2 W1V + 2129

Dabei ist f surjektiv und es gilt offenbar dimyg Kern f =1 mit

Kern [ = {ky + koc + ksc® | ky + ksa + ksa® = 0} =: Ke,

€1 €2

wobei e = < 0 8) mit e, es € K ein Basisvektor von Kern f

OO
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ist. Das liefert die Isomorphie von den K-Vektorrdumen Kern f

und K.
Nun definieren wir U := {(§ 19’/ Sj) ’ (3}’, g;) € K+Ka+Ka2},

dann ist U ein K-Unterraum von J'. Folglich ist die Einschriankung
flv : U — L ein K-Vektorraum-Isomorphismus. Es gilt also J' =
Kern f @& U. Nun bestimmen wir den Basisvektor e. Fiir Kern f
sind die folgenden Falle denkbar:

(i) Gilt e = €2 =0, dann ist e = (é%).

(ii) Seien e; = 0 und eg # 0. Dann haben wir

A0 Aeg A2 desw  ANey + ez
c=|0u v A= 0 Wrow  ww+uz eJ
0w =z 0 wu+zw wvu—+ 22

S Neow =0 N =0 oder w = 0.

Wegen A € K* muss also w = 0 sein. In diesem Fall ist aber ¢
diagonalisierbar und somit hat das charakteristische Polynom
drei Nullstellen, was ein Widerspruch ist. Dieser Fall tritt also

nie ein.

(iii) Seien e; # 0 und e = 0. Dann gilt

A e 0 A2 N2ep 4+ deju Aeyw
c=l0wol,. =0 Wrow wtve | et
0 w z 0 wu+zw wvu-+ 22

S Neqv < A =0 oder v = 0.

Nach gleicher Argumentation wie in (ii) folgt v = 0 und damit
kann ¢(X) in K nicht irreduziebel sein. Daher kann dieser Fall

ebenso nicht eintreten.

(iv) Seien nun ey, ey # 0. Damit sind x = Aej, y = Aeg € K*. Das
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Inverse von ¢ ist dann

UZ — VW AeW — Ne1Z Aejv — Aesl

c = Muz —ovw)) ! 0 Az — v
0 —A\w Au
A (uz —vw) Heow — e12) (uz —vw) (e — epu)
=1 0 (uz —vw) 1z —(uz —vw) v
0 —(uz — vw) tw (uz —vw)u
und es gilt
cltel

& (uz —vw) H(eaw — e12) = A tey und
(uz — vw) (e1v — esu) = A ey

I und

& eleqw — 2 = (uz — vw)\”
ey terv —u = (uz — vw) A\

= 62_1611) —Uu = 61_162111 -z

S w = 61262_21) — 6162_1u + 6162_1Z.
Definiert man eje; ! =: v € K*, dann ist a = (Vzv_ffuwz Z)
Fiir das Minimalpolynom von a erhalten wir dann ¢(X) =
(X —u)(X—z)—vv(vv—u+2z) = (X —(u—vv))(X —(vv+2)),
so dass ¢(X) = 0 in K losbar ist, was wieder ein Widerspruch
zu unserer Voraussetzung ist. Dieser Fall kann also auch nicht

eintreten.

Insgesamt folgern wir: Kern f = Ke mit e = (é §> und deshalb

erhalten wir U = K(1 — ¢) + K& mit a = <§ : 8) € U. Daher gilt
J~J =Ke+ K(l—e)+ Ka~ K x L vermoge Kern f®U —
KXxL:ke+l(l1—e)+sa— (kl+sa)firkl,se Kunda € Koy

wie oben mit Kla] ~ L (vgl. (J5)).

jevlenlen]



2.2 Dreidimensionale Jordan-Systeme in K33 59

(e) Sei mp(X) = (X —=A)(X =) (X —X3) € K[X] mit drei paarweise
verschiedenen Nullstellen \; € K, ¢ € {1,2,3}, insbesondere gilt
somit A\; —A; # 0 fiir alle ¢ # j. Dann ist b zu einer Diagonalmatrix

= diag(A1, Ao, A\3) dhnlich, d.h. es gibt ein s € GL3(K) mit
s~ 'bs = c. Damit sind auch b? und ¢? #hnlich, denn es gilt s~'b%s =
(s71bs)(s7tbs) = ¢?. Wir betrachten zwei Fille:

(i) Sei v € J, so dass J = K|b| eine K-Algebra ist. Da mit
1,b,0% auch 1,c,c? linear unabhingig sind, kénnen wir statt
J = K + Kb+ Kb* die zu J isomorphe K-Algebra J' :=
K + Kc + Kc? betrachten.

Nun setzen wir
e:= M — M) "2 — Ag) (e — >\1)(c — X3)
B el oy yo1f0 0 )()\1)\3 0 0>
= ()\2 )\1) ()\2 )\3) (8 )\20)\1 )\30 8 Xo— )\38
0 0 0
= ()\2 — )\1)_1()\2 — )\3)_1<8 ()\2—)\1)0()\2 Az) 8)
= (8?8) eJ.
000

Damit ist e? = e. Analog setze man

d:= (X3 —M)""g— ) He—A)(c— o)

C

0 0 0 Ao
:()\3—Al)_l()\g—)\z)_l(gMaAl 0 ><)\0)\8 8)\2)

0

0

/\3—>\1 0 0 >\3_
1 _ -1 8 8 )
(>\3 A ) ()\3 )\2) ( 0 (A3—=A1)(Az—A2)
_ (888) e,
001

so dass auch d? = d gilt. AuBerdem erhalten wir ed = 0 = de.
Offenbar sind 1, e, d linear unabhéngig. Daraus folgt J ~ J' =
K+ Ke+ Kd~ K x K x K vermoge = + ye + zd — (x,z +
y,x + z) (vgl. (J4), kommutativer Fall).

(i) Sei nun b* ¢ J. GemiB des Beweises von Satz 2.1.2 kann
dieser Fall nur fir b ¢ J* und K ~ GF(3) eintreten. Es gibt
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also eine Basis {1,a,b} C J, so dass J = K + Ka + Kb ist.
Insbesondere ist J in diesem Fall nicht Jordan-abgeschlossen
und somit keine K-Algebra.

Definiere man Jj, := K + Kb, dann ist J, nach 2.1.2(J3) ein
nicht Jordan-abgeschlossenes Jordan-System mit J; = K.

Nun betrachten wir den zweiten Basisvektor a.

Gilt Grad(m,(X)) = 3, dann muss auch a® ¢ J gelten, denn
sonst wére J eine K-Algebra. Daher ist J, := K+ Ka ein zwei-
dimensionales nicht Jordan-abgeschlossenes Jordan-System vom
gleichen Typ wie J, mit J; = K*. Daraus folgt, dass a und b
dhnlich sind und somit ein p € GL3(K) mit b = p~tap exis-
tiert. Das liefert J = K + Ka + Kp tap.

Im Fall Grad(m,(X)) = 2 ist J, = K|a] eine zweidimensionale
K-Algebra in J C R und laut 2.1.2, Teil (1) gibt es nur 2
Moglichkeiten dafiir: J, ~ K + Ke mit €2 = 0 oder J, ~
K + Ke mit e? = e. Ein Beispiel fiir ein solches Jordan-System
Jist J = K+ Kb+ Kemit b= (§99), = = (§13) wnd
somit J* = K* + Ke (vgl. (J7)).

(2) Fiir alle b € J\K sei Grad(my(X)) = 2 und damit 1,b,b* € J linear
abhéngig, d.h. K[X]|/(my(X)) ~ K + Kb = K[b] < R ist fiir jedes
b € J\ K eine zweidimensionale K-Algebra in R. Damit gilt K [b] ~ K]
mit €2 = 0 oder K[b] ~ K x K, wobei my(X) = 0 in beiden Féllen in
K l6sbar ist (vgl. Beweis von 2.1.2, Teil (1)).
Sei nun {1, a,b} eine Basis von J, so dass J = K + Ka + Kb ist.
Dann gilt offensichtlich K[a] N K[b] = K und damit ist J = K +
Ka+ Kb= K+ Ka+ K + Kb = Kla] + K[b]. Wir betrachten alle
Kombinationsmoglichkeiten von a und b:

(a) Seien A, p € K doppelte Nullstellen von m,(X) bzw. my(X), d.h.
ma(X) = (X — X)? und my(X) = (X — p)?. Es gilt dann Kla] =
K + Ke mit €2 = 0 und K[b] = K + K§ mit 62 = 0. Mit 1, a,
sind auch 1,¢,0 linear unabhéngig. Daher ist J = Kla] + K[b] =
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K + Ke + K. Nach Hilfssatz 6.1.2 ist J eine kommutative K-
Algebra (vgl. (J6)).

Sei A € K die doppelte Nullstelle von m,(X) und py,pe € K
zwei verschiedene Nullstellen von my(X), d.h. m,(X) = (X — \)?
und mp(X) = (X — p1)(X — pe2). Damit gilt Kla] = K + Ke
mit 2 = 0 und K[| = K + Ke ~ K x K mit ¢* = e. Daraus
folgt J = Kla]| + K[b) = K+ Ke+ K+ Ke = K + Ke+ Ke. Wir
zeigen, dass J eine nicht kommutative K-Algebra ist. Das bedeutet
insbesondere, dass J zu der K-Algebra aus dem Fall (1)(b) des

Beweises nicht isomorph sein kann.

Sei ¢ = ¢+ e € J. Wir erinnern daran, dass nach Voraussetzung
Grad(m.(X)) = 2 ist. Angenommen, es gilt ee = ce. Laut dem
Beweis von 6.2.2(a) ist dann es = ce = e fiir A € {0,1}. Dann
folgt daraus ¢ = e 4+ 2\e und damit sind 1, ¢, ¢® sowohl fiir A = 0
als auch fiir A = 1 linear unabhéngig. Unsere Annahme liefert also
einen Widerspruch. Deshalb gilt schon mal es # ce. Nach 6.2.2(a)
ist J also eine nicht kommutative K-Algebra, welche geméaf3 [56,
Satz 1] zu der K-Algebra der Ternionen isomorph ist (vgl. (J2),
nicht kommutativer Fall).

Seien A, A2 € K zwei verschiedene Nullstellen von m,(X) und
1, po zwei verschiedene Nullstellen von my(X), d.h. m,(X) =
(X = AM)(X = Xg), mp(X) = (X — p1)(X — o). Dann gilt K|a] =
K+Ke~KxKmite?=e¢ Kund K[b] = K+ Kd~ K x K
mit > =d ¢ K.

Offenbar sind 1, e, d linear unabhéngig. Daraus folgt J = Kla| +
Kb =K+ Ke+ K+ Kd=K+ Ke+ Kd. Geméa$ 6.2.2(b) ist J

eine nicht notwendigerweise kommutative K-Algebra. Wir zeigen,

dass J in diesem Fall stets nicht kommutativ ist.

Seic=k+le+sd € Jmit k,l,s € K*. Wir nehmen an, dass
ed = de gilt. Laut dem Beweis von 6.2.2(b) ist dann ed € {0, e}.
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Das liefert

02:

k* + (2Kl + 1*)e + (2ks + s%)d,

falls ed = 0,
k2 + (2kl + 17 + 21s)e + (2ks + s?)d, falls ed = e.

Man kann nachrechnen, dass 1,c¢,¢? im Fall ed = 0 fiir [ # s

linear unabhéngig sind, was aber wegen Grad(m.(X)) = 2 ein

Widerspruch ist. Den gleichen Widerspruch erhalten wir im Fall

ed = e fiir [ # —s. Daher ist unsere Annahme falsch und es gilt
ed # de, so dass J nicht kommutativ ist. Nach [56, Satz 1] ist J

zu der K-Algebra der Ternionen isomorph.

Damit haben wir alle moglichen Félle untersucht.

]

In der folgenden Tabelle stellen wir alle moglichen dreidimensionalen

Jordan-Systeme noch einmal dar:

# || Allgemeine Darstellung Beispiel Bemerkung
dimKJ =3

(J1)| J ist ein Erweiterungskor- Ein kommutati-

per von K mit [J : K| =3 ver Korper
(J2)| J = K+ Ke + Kd, £ =0, a){(‘”gy Z 2) 2,y 72 K} Eine K-Alge-
d>=d b){ (g : 8) 2,9,z € K} ~ | bra, kommuta-
0 Oxyz tiv im Fall ed =
T:{(Oy>’$’y’Z€K} de = 0 (Beispiel

(a)).

(J3)| J = K[e] = K+ Ke+Ke?, {(8%3{)‘1‘,@/,26 K} Eine kommuta-
=0 tive K-Algebra
(J4)| J = K+ Ke+ Kd, e* = e, {(é%g)’az,y,zeK Eine kommuta-
d?> =d ~KxKxK tive K-Algebra

mit ed = de =
0




2.3 Struktursitze iiber Jordan-Systeme in K33 63
# | Allgemeine Darstellung Beispiel Bemerkung
dmeJ =3
(J5)| J=K+Ke+Ki~ KxL, {(gg 2) x,y,z,w € K, Eine kommuta-
e? =e, L ~ Ke+Kiist ein (x y) c L} tive K-Algebra
Erweiterungskorper mit
[L:K]=2
(J6)| J = K + K& + K6, {(§§8)yagyz c K} Eine kommuta-
e2=10,02=0 tive K-Algebra
mit €0 = de =0
z 0 z
U J=K+Ka+ Kb, a>¢ J, {(8 riy 0 )}x,y, zeK}, Ein nicht Jor-
a+2y
me(X) = X(X-1)(X=2), |, _ <8 0 (1)> mit 5 = 0, dan-abgeschlos-
K ~ GF(3) gt — KO>,<O+O Kb senes Jordan-
System;
b ist dhnlich zu
a oder es gilt
Grad(my(X)) =
2

2.3 Struktursatze iiber Jordan-Systeme in K33

In diesem Abschnitt beschreiben wir in zwei Struktursédtzen alle Jordan-
Systeme in K33. Zundchst mochten wir uns auf quadratisch abgeschlossene
Jordan-Systeme konzentrieren, d.h. auf solche, welche fiir jedes a € J auch
dessen Quadrat a® und damit die zugehorige K-Algebra K[a] enthalten. Fiir
alle zwei- und dreidimensionalen Jordan-Systeme kénnen wir in den voran-

gehenden Abschnitten das Folgende beobachten:

Bemerkung 2.3.1. Sei J C K33 ein zwei- oder dreidimensionales Jordan-

2

System mit a € J fiir alle a € J. Dann hat J eine Basis, so dass jeder

Basisvektor entweder nilpotent, oder idempotent!, oder Element eines Erwei-

Tn einem Ring R heifit ein Element ¢ € R idempotent, wenn e* = e gilt (siehe [50,
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terungskorpers L C J von K ist.

Im folgenden Satz verallgemeinern wir diese Bemerkung fiir weitere Di-

mensionen von J. Dazu fithren wir einen neuen Begriff ein:

Definition 2.3.2. Sei J ein Jordan-System tiber einem Korper K und {b; |
i € J} eine Basis von J. Fir jedes i € I nennen wir b; geeignet, wenn b;

eine der folgenden Eigenschaften hat:
(i) b; ist nilpotent
(ii) b; ist idempotent

(11i) b; € L, wobei L C J ein Erweiterungskorper von K ist.

Satz 2.3.3. (Struktursatz 1.) Sei J ein Jordan-System in R = Kz mit
dimgJ = s < 9. Fiir alle a € J sei > € J. Dann ezistiert eine Basis
{1,e1,...,e5.1}, sodass J = K+ Kej+...+Kes 1 ist und jedes Basiselement

e; geeignet 1St.

Beweis: Sei dimygJ = s < 9. Die Fille s € {1,2,3} wurden schon in den
ersten Abschnitten dieses Kapitels untersucht. Also betrachten wir zunéchst
den Fall s = 4:

Sei also J = K + Kby + Kby + Kbs. Wir machen die folgende Fallunterschei-
dung:

(1) Fiir alle @ € J seien 1,a,a? linear abhingig, d.h. K[b;] = K + Kb,
i € {1,2,3}, sind zweidimensionale K-Algebren. Nach Satz 2.1.2 haben
K[b;] die Gestalt K + Ke;, wobei e; geeignet sind. Fiir ¢ # 7 gilt ins-
besondere K[b;| N K[b;] = K. Damit ist J = K|[b] + K[bs] + K[b3] =
K + Ke; + Key 4+ Kez wie gewiinscht.

(2) OBdA seien 1,by,? linear unabhiingig, d.h. Grad(my, (X)) = 3. Dann
ist Jp, :== K + Kby + Kb? = K|[b;] eine dreidimensionale K-Algebra und
laut 2.3.1 gibt es eine Basis {1, e1,e3} C J;, mit geeigneten Basisele-
menten, so dass J,, = K + Kej + Key ist. Ergénze man {1, e, es} mit ¢

zu einer neuen Basis von J, dann erhalten wir J = K+ Ke;+ Kes+ K.

7.2)).
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(2.1) Sind 1,c,c? ebenfalls linear unabhingig, dann ist auch J, := K +
Kc + Kc? eine dreidimensionale K-Algebra und damit gilt J. =
K + Kd; + Kd, mit geeigneten d;, d». Nach Voraussetzung ist ¢? €
J, so dass gilt dim Lin{1, ey, es,dy,ds} = dim Lin{1,by, b}, ¢, *} =
dim Lin{1,by,b?,c} = 4. Daher erhalten wir J = K+ Ke; + Key+

Kdy mit der Basis {1, e1, €5, dy }, deren Basisvektoren geeignet sind.

(2.2) Sind 1, ¢, ¢? linear abhingig, dann ist K[c] = K + Kc = K + Kd
eine zweidimensionale K-Algebra in J, wobei d geeignet ist. In
diesem Fall gilt dann J = J,, + K|c] = K + Ke; + Key + Kd.

Damit ist der Fall s = 4 erledigt. Seinun s > 5und J = K+ Ka+...+Kas_ 1.

(D

(1)

Sind 1, a, a® fiir alle a € J linear abhingig, dann sind K|a;] = K+Ka; =
K + Ke; fur alle i € {1,...,s — 1} zweidimensionale K-Algebren mit
geeigneten e; und Kla;| N K[a;] = K fir alle i # j. Daher ergibt sich
J=Klm]+ ...+ Klas 1| =K+ Ke; + ... Ke,_;.

Sind 1, a;,a? linear unabhiingig fiir alle i € {1,...,m} fiir ein m €
{1,...,s — 1}, dann sind J,, == Kla;] = K + Ka; + Ka? = K +
Ke; + Kd; dreidimensionale K-Algebren und alle Basiselemente e;, d;

sind geeignet.

Definiere man nun einen Vektorraum U := K[ai| + ...+ K]a,,|. Nach
Voraussetzung ist U C J. Damit gilt dim Lin{1,e1,dy, ..., emn,dn} =
dimU =: r € {m +1,...,2m + 1}. Analog wie oben wihlen wir r
Vektoren aus {1, eq,dy, ..., en,dy,} als eine Basis von U und bezeichnen
diese mit {1,by,...,b,_1}. Gilt s = r, dann sind wir fertig.

Sei also r < s. Dann ergédnzen wir die gewéhlte Basis von U mit s — r
Vektoren cy, ..., cs, zu einer Basis von J, wobei 1,¢;, c¢? fiir alle i €
{1,...,s — r} linear abhéngig sind. Daraus folgern wir, dass Kl¢;] =
K + Kc¢; = K + K f; zweidimensionale K-Algebren mit geeigneten f;
sind. Schliefllich erhalten wir J = U + Klci] + ... + Klcs—] = K +
Kb+ ...+ Kb_1+Kfi+...+ Kfs,. O

Bemerkung 2.3.4. Sei J C K33 ein Jordan-System, dann gilt:
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(a) Ist |K| > 3, dann gilt stets a® € J fiir alle a € J.

(b) Ist K ~ GF(3) und gibt es kein a € J mit m,(X) = X(X —1)(X —2),
dann gilt stets a® € J fiir alle a € J.

Beweis: Offensichlich gilt a? € J fiir alle a € J mit Grad(m,(X)) = 2, denn
a’ € K + Ka C J ist. Sei also a € J mit Grad(m,(X)) = 3.

(a) Ista € J*, dann gibt esk,l € K und s € K*,sodass a™! = k+la+sa® €
J gilt. Damit ist auch @ € J. Im Fall a € J\J* findet man stets wegen
|K| > 3ein u € K*, sodass a+ pu € J* ist. Nach obiger Argumentation
ist dann a® + 2pua + p? = (a + p)? € J und daher @ € J (vgl. Beweis
von 2.1.2, Teil (2)).

(b) Der Beweis verlduft analog zum Teil (a). O

Aus Bemerkung 2.3.4 kann man folgern, dass die einzigen Jordan-Systeme,
die die Voraussetzung des ersten Struktursatzes 2.3.3 im Allgemeinen nicht
erfiillen, sind also Jordan-Systeme iiber K =~ GF(3), welche mindestens
ein a € J\J* besitzen, das drei paarweise verschiedene Eigenwerte hat, fiir
welches aber a* ¢ J gilt. Solche Jordan-Systeme kénnen niemals Jordan-
abgeschlossen sein und sind deswegen fiir Kettenrdume von geringerer Be-
deutung. Man kann aber trotzdem diese allgemein beschreiben, indem man
das im Beweis benutzte Prinzip der Konstruktion einer Basis von J zur Hilfe
nimmt.

Jetzt kommen wir zu dem zweiten Struktursatz:

Satz 2.3.5. (Struktursatz 2.) Sei J C Kz ein Jordan-System dber K ~
GF(3) mit dimgJ = s < 9. Sei a € J\J* mit a®> ¢ J und m,(X) =
X(X —=1)(X —2) sein Minimalpolynom. Dann gibt es eine Basis {1,a, ey, ...,

es_o} von J, deren Basiselemente e; geeignet oder dhnlich zu a sind.

Beweis: Sei J = K + Ka+ Kby + ...+ Kbs_s. Wir betrachten zwei Félle:

(1) Fiir alle i € {1,...,s — 2} seien 1,b;,b? linear abhingig. Dann sind

7

K[bj] = K+Kb; zweidimensionale K-Algebren mit K [b;)NK[b;] = K fiir
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alle 7 # j. Daher gibt es Basen {1, ¢;} von K[b;], so dass alle e; geeignet
sind. Daraus folgt J = Ka+ Y0 P K[b] = K+ Ka+ Ke,+...+ Ke,_s
wie gewiinscht.

Fiir ein m € {1,...,s — 2} und alle ¢ € {1,...,m} seien 1,b;,b? linear
unabhiingig. Gilt auBlerdem b? € J, dann erhélt man analog zum Beweis
von 2.3.3 (Teil (II)) eine Basis {1,a,e1,...,es_2} von J, wobei ¢; fur
alle i € {1,...,s— 2} wieder geeignet sind. Gibt es ein k € {1,...,m},
so dass b? ¢ J fiir alle 7 € {1,...,k} gilt, dann hat man eine Basis
{1,a,by,...,bk,e1,...,es_k o} mit e; wie oben. Nach 2.3.4 ist b; fiir
jedes i € {1,...,k} dhnlich zu a. O

Im Weiteren geben wir einige Beispiele fiir Jordan-Systeme der Dimension

s =4 an.

Beispiel 2.3.6. Die folgenden vierdimensionalen Untervektorrdume J C

K33 sind Jordan-Systeme:

0
Sei J {(§%0>‘xyzw€K} K+Ke+Kd+Ksm1te—(§g§)
z
:(ggg),az (§é(8)) und e? = e, d*> = d, €2 = 0. Dabei gilt fiir ein
0 —zw 0
beliebiges a = (§§0> cJ"z,y,z#0und a! :xLyz(ng 9{? 0) e J.
z Ty
Wegen 0 = ed = de = ed = de = ec # ce = ¢ € J ist J eine nicht
kommutative K-Algebra
Sei J = {(386@2?)’ T, Y, 2, W € K} = K+ Ke + Ke + Ke? mit e =
€T
(8(1)8),5:(8(1)(1)),52:(886)unde2:e,sgzO.Fﬁreinbeliebiges
000 000 000
T zw . 1 1 Ty —xz 22 —yw
a:(OyZ> J* gilt: z,y # 0 und a :T(o 2 :L'z>€<].
00 Y\ o0 o Ty

¢ J und ece = ec’e = g?ee? = g2ce? = ec’e = 0,

)

Y
000 9 9 9 .
),(5: (8?8) und e = e, ¢ = 0° = 0. Dabei gilt fiir ein
0
0

coco M
coo
oo

—+

£
cec = e € J ist J keine K-Algebra, aber Jordan-abgeschlossen.

8 OO
—
s
IS
g
Mm
=
——
=
_|_
=
o
+
=
™
_|_
=
(&%
=
=
|
—

x . 1 1 zy —xz 0
8 >€J:x,y7é0unda :T<0 m20>€J.Wegen

YN0 —zw ay
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ece=0#ce=ceJ,ed=0#de=0 € Jund e = dc = 0 ist J eine
nicht kommutative K-Algebra.

86), = (881> und €2 = 6 = 2 = 0. Fiir alle
0 000

[\v]

T -y yw—r2

%5;) € J¥gilt: v #0und a ! = %( 0 22 —zw > € J. Wegen
€T 0 332

0 =0=de,ne=0#en=0 € Jund on = no = 0 ist J eine nicht
kommutative K-Algebra.

Il =

z 0 0
(5) Sei J = {(8 y Z+w>‘ T, Y, 2, W € R} = R + Re + Ri + Re mit e =
2y
(688),2': (8 0 (1)>, €= (88(1)) und e? = e, €2 = 0, wobei m;(X) =
000 0-10 000
X(X?+1) gilt und X? + 1 in R irreduzibel ist. Dabei ist R + Ri ~
z 0 0
{(_yzg)‘ Y,z € R} ~ C. Allgemein gilt fiir ein a = (8 Y Z+w) e J*
2y

Ztzw 00O
det(a) = z(y* + z(z + w)) # 0 und a™! = detl(a)(yJ(r) zy —xw) c J.

0 xz 2y

0

. 0 . . .
Wegen e1 = (8—0 ¢ J, cee = ece = eie = iei =0, cie = —¢ € J

0
10
0
J

und i = ¢ —1 € J ist J keine K-Algebra, aber Jordan-abgeschlossen.

Bemerkung 2.3.7. Sei J ein vierdimensionales Jordan-System in K3 3. Dann
gilt

(1) J# K + Ke+ Ke? + Ke* mit ¢! = 0.

(2) J ist kein Erweiterungskorper vom Grad 4.

Beweis: (1) Sei ¢ € J mit e! = 0 und &> # 0. Dann ist € eine Nullstel-
le des Polynoms ¢g(X) = X% € K[X]. Nach F16 in [57, S. 213] ist
g(X) durch das Minimalpolynom m.(X) von ¢ teilbar. Daraus folgt
me(X) = X' mit 1 < 4. Wegen &3 # 0 kommt nur ¢ = 4 in Frage. Somit
ist m.(X) = X* und es gibt keine Polynome mit Grad < 4, welche ¢
als Nullstelle besitzen. Das ist aber ein Widerspruch, da das charakte-
ristische Polynom von € wegen ¢ € K33 hochstens den Grad 3 haben

kann. Damit ist die Behauptung bewiesen.

(2) Die Behauptung gilt nach 2.1.1 wegen dim ;R = 9/4 ¢ N. O
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Fiir die in 2.3.6 vorgestellten Beispiele kann jeweils eine Basis mit geeig-
neten Basisvektoren direkt auf den ersten Blick angegeben werden. Das ist

natiirlich nicht immer der Fall, wie das ndchste Beispiel demonstriert.

Beispiel 2.3.8. Sei J = {(

. 000 1
m1te:(010),b1:< 0
000 01

%)\ g;yzweK} = K+ Ke+ Kby + Kby

y
> und by = (%g%). Offensichtlich ist J ein

oo EuR

0
y € J* ist ihre inverse

SRR
SRS

Jordan-System, denn fiir jede Matrix a = (

2 2

. 1 1 TY—2° 2w—xz 2°—Yyw . 9 9 101
Matrix ™ = 77— z2w—az 2>~w? 2w—zz ) € J. Es gilt aber e* =e,b7 = (020
det(a) 22 B 5 101
Yw ZW—rz TY—2
100 e e -
und b3 = 00 (1)> = 1—e. Allgemein gilt fiir ein beliebiges n € N: b7 = 2"py
2n71 0 27171
b= ("0 20 },03"=1—eund b5""" = by.
1 2n—1 0 2n—1 ’ 2

Definiert man nun eine neue Basis {1,e,1 — e,27!b?}, dann sind alle Ba-

sisvektoren idempotent:

(1—e)=1—-2e+e*=1—ce,

(27192)2 = 22! = 22@) 2 §) — o 12,

2.4 Geometrische Interpretation von Jordan-Systemen

in K373

In diesem Abschnitt studieren wir die im vorherigen Abschnitt vorgestell-
ten zwei- und dreidimensionalen Jordan-Systeme im Rahmen der projektiven
Geometrie: Ist X(K, R, J) ein Kettenraum iiber J, so kann man diesen pro-
jektiv darstellen, indem man die Punkte als n-dimensionale Unterrdume in
einem 2n-dimensionalen Raum darstellt (siehe Abschnitt 1.4). Dabei werden
die Ketten durch n-Reguli beschrieben. Im Folgenden fithren wir den Begriff
eines n-Regulus und eines Raums von n-Reguli ein (vgl. [26, S. 215-219]).
Dafiir wird die projektive Geometrie P(K, V) fiir einen K-Vektorraum V mit
der Menge L(V') aller K-Untervektorraume von V' identifiziert (siehe [26,
S. 297)).
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Definition 2.4.1. Sei V' ein K-Vektorraum und L(V') die projektive Geo-
metrie iber K. Auflerdem sei I C L(V'). Fine Gerade G heifit Treffgerade
von M, wenn G mit jedem Unterraum aus N genau einen Punkt gemeinsam

hat. Gilt zusdtzlich, dass durch jeden Punkt von G genau ein Unterraum aus
M geht, dann heifit G Transversale von IN.

Definition 2.4.2. Sei R eine nicht leere Menge, welche aus n-Rdumen be-
steht. Dann ist R ein n-Regulus, wenn gilt: Ist X € R, so geht durch jeden

Punkt von X eine Transversale von ‘R.

Das einfachste Beispiel eines n-Regulus ist ein 1-Regulus, welcher aus den

Punkten einer projektiven Gerade besteht.

Man kann zeigen, dass ein n-Regulus einen 2n-Raum aufspannt, wobei alle
n-Rdume in R paarweise windschief sind (siehe [26, 10.1.2]). Im Weiteren sei
also dimgV = 2n, dann ist G = G5!, C L(V) die Menge aller n-Unterriume
von V, d.h. die Punktmenge G des entsprechenden Gramann-Raums (vgl.
Abschnitt 1.4).

Definition 2.4.3. Se: P C G. Weiter sei auf B eine Relation A mit
VX, YeP: XAY & XNY =0

definiert. Dann ist das Paar (B, A) ein Distanzraum.

Die Menge B heifit abgeschlossen gegeniiber n-Reguli-Bildung (oder
Reguli-abgeschlossen, regulir ), wenn mit je drei paarweise windschiefen
n-Raumen X,Y,Z € P der n-Regqulus R(X,Y, Z) ganz in B liegt.

Definition 2.4.4. Sei B regulir und R die Menge aller in P enthaltenen
n-Reguli. Dann heifst die Inzidenzstruktur (3,R) Raum von n-Reguli.

Nun kehren wir zu Kettenrdumen zurtick. Sei S = K, ,, bzw. S = Endg (U)
fiir einen geeigneten Unterraum U von V' mit dimg(U) = n. Dann kann man
jeden Punkt aus P(S) mit einem n-Raum aus G identifizieren (siche (1.3)
bzw. (1.2) in Abschnitt 1.4). Es gilt sogar mehr (siche [12, 2.8]):
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Satz 2.4.5. Ist V = U x U fir eimnen geeigneten Unterraum U <V und
S = Endg(U), dann bildet die Bijektion

U:P(S) = G:S(a,b) — UY = {(u*, ) | ue U}

die Menge €(K, S) aller Ketten von (K, S) in die Menge R(G) aller Reguli
in P(K, V) ab. Deshalb sind die Inzidenzstrukturen (K, S) und (G, R(G))
isomorph (tiber V).

Analoges gilt auch fiir die Abbildung (1.3) im Fall S' = K, ,,.

Sei nun R eine K-Algebra, welche einen treuen R-Rechtsmodul U der K-
Dimension n besitzt. Nach 1.4.7 ist dann U ein (K, R)-Bimodul, so dass R
in S eingebettet werden kann. Dann entspricht jedem Punkt R(a,b) ein K-
Unterraum [a, b] € Pr(U) C Ps(U) = G in Matrixdarstellung bzw. U#ere) =
{(ua,udb) | u e U} € G (vgl. 1.4.8, 1.4.9). Analog zu 2.4.5 werden die Ketten
von X (K, R) in n-Reguli iibertragen (siehe [26, 10.3.5]):

Satz 2.4.6. Sei R eine K-Algebra und U ein treuer R-Rechtsmodul mait
dimxU = n. Dann ist der Raum von n-Reguli X (U, R) = (Pr(U), Rr(U))
zu der Kettengeometrie (K, R) isomorph, wobei Rr(U) die Menge aller in
Pr(U) enthaltenen n-Reguli bezeichnet.

Beziiglich der Jordan-Systeme kann man zeigen, dass im Fall von einer
starken endlichdimensionalen K-Algebra R mit J C R die Kettengeometrie
Y(K,R,J) sich in der Form X (U, J’) mit geeigneten U und J’ als Raum
von n-Reguli darstellen lésst (siehe [26, 10.3.6]). Fiir mehr Information zur
Konstruktion von n-Reguli und Beschreibung von Isomorphismen zwischen
Kettengeometrien bzw. Kettenrdumen und Radumen von n-Reguli verweisen
wir auf [12, 3.6] und [26, S. 223-230].

Nun betrachten wir wieder R = Kj33. Fast alle zwei- und dreidimensio-
nalen Jordan-Systeme in R sind K-Algebren, so dass X(K, J) ~ Xk (U, J) =
(P;(U),R;(U)) fiir einen treuen J-Rechtsmodul U der K-Dimension 3 gilt.
Dabei definieren wir einen Vektorraum V := U @ U’ mit U’ ~ U, den wir mit

K% identifizieren. Nur in zwei Féllen haben wir nicht Jordan-abgeschlossene
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Jordan-Systeme, fiir welche unklar ist, ob diese einen Kettenraum liefern. Wir
versuchen aber trotzdem, fiir ein solches J auf bekannte Weise die zugehori-
ge projektive Gerade zu definieren und zu iiberpriifen, ob die entsprechende
Menge der n-Réaume ein Raum von n-Reguli und damit selbst ein Kettenraum

ist. Wir fangen mit den Jordan-Systemen der Dimension 2 an.

2.4.1 Projektive Darstellungen von zweidimensionalen

Jordan-Systemen

Geometrische Interpretationen von Jordan-Systemen J ~ Kle] = K + Ke
mit e = 0 und J ~ K X K in Ky5 wurden schon in [26, S. 237] diskutiert.
Im Fall J ~ KJe] ist die zugehorige Kettengeometrie (K, J) eine Laguerre-
Ebene und im Fall J ~ K x K eine Minkowski-Ebene. Nun beschreiben
wir durch X (U, J) die projektive Gerade P(J) iiber allen drei moglichen
zweidimensionalen Jordan-Systemen in K 3.

z 0y

(J1) Sei J = {(8”62)’ T,y € K} ~ K[e].

Seien weiter a,b € J mit a := (xga xza y0a> und b := (J(éb :ng %b), so dass
(alb) eine 3 x 6-Matrix mit dem Rang%?) ist, d.h. (x4, xp) 7?(0, 0). Wir
studieren das Bild ¥k (U, J) der projektiven Darstellung von P(.J), d.h.
die Menge P aller Ebenen & := [a, b] in einem 5-dimensionalen projek-

tiven Raum mit

[a,0] = {(kxq, 54, kys + 524, kay, Loy, Ky, + s13) | (k, 1, 8) € K°}
= K(24,0,9q,7p,0,u) + K(0,2,,0,0,2p,0) + K(0,0,24,0,0,x3).

Dafiir betrachten wir den 3-dimensionalen projektiven Unterraum G &
G’ = PG(3, K) von PG(5, K) mit G := K(0,0,1,0,0,0)+K(0,0,0,0,0, 1)
und G’ := K(1,0,0,0,0,0) + K(0,0,0,1,0,0) und die zu G & G’ kom-
plementéire Gerade L := K(0,1,0,0,0,0) + K(0,0,0,0,1,0).

Jede Ebene & schneidet den projektiven Unterraum GG’ < PG(5, K)
in einer Gerade He := K (24,0, 94, 25,0,u) + K(0,0,2,,0,0,x3). Jede
solche Gerade Hg trifft ihrerseits die Gerade G < PG(3, K) in einem
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Punkt ¢ := K(0,0,2,,0,0,2;) und liegt in derjenigen Ebene durch G,
welche die zu G komplementére Gerade G’ < PG(3, K) in einem Punkt
K (z4,0,0,xp,0,0) schneidet. Damit bildet die Menge aller Geraden Hg
eine parabolische Kongruenz in G & G’, welche der projektiven Darstel-
lung von P(J;) mit J; = {({%) | #,y € K} ~ J ~ K[e| entspricht (vgl.
1.4.10(3), [26, S. 237-238)).

AuBlerdem schneidet jede Ebene £ die Gerade L in einem Punkt p :=
K(0,24,0,0,23,0), d.h. £ = He @ p. Insbesondere ist die Zuordnung
L — G : p — q linear induziert. Die Menge aller solchen Verbin-
dungsgeraden pq bildet also in dem 3-dimensionalen projektiven Raum
G @ L einen Regulus, welcher die projektive Gerade P(J3) mit Jo =
{($9) | * € K} = K darstellt. Hierbei ist die Abbildung J — .J5 :

(§ % §> —> (95 g) surjektiv, aber nicht injektiv, so dass jeder Gerade
des Regulus stets mehrere Ebenen aus *J3 entsprechen.

Insgesamt kann man die Menge 3 wie folgt beschreiben:

Jede Ebene £ wird von einer Gerade He < G @ G’ und einem Punkt
p < L (bzw. von Hg und einer Gerade pq des Regulus in G @ L) auf-
gespannt. Durch jede Gerade Hg der oben beschriebenen parabolischen
Kongruenz in G& G’ geht genau eine Ebene £. Durch jeden Punkt p ge-
hen hingegen mehrere Ebenen aus B, welche die entsprechende Gerade

pq gemeinsam haben (siehe Abbildung 2.1).

(J2) Sei J = {(§ 32/ g)’ T,y € K} ~ K x K. Die projektive Gerade P(K x K)
besteht aus allen Punkten J(u,v) mit v = (uj,uz), v = (v1,v2) € J
und (u;,v;) # (0,0) fir i € {1,2} (geméB 1.1.6). Daher kann man
P(J) ~ P(K x K) mit dem direkten Produkt P(K) x P(K') identifizieren

(vel. 1.1.13).
z, 0 0 z, 0 0
Nun seien a,b € J mit a := <8 Yo 0), b= (gb%b 0) und (a|b) mit
Ya Yo
dem Rang 3, d.h. (24, xp) # (0,0) und (v, v») # (0,0). Wir untersuchen

wieder die Menge B aller Ebenen £ := [a,b] in PG(5, K) mit

[a,0] = {(kxa, Wa, $Ya, kxp, lyy, sy) | (k,1,5) € K}
- K(Zlfa, 07 07 Ly, 07 O) + K(07 Ya, 07 07 Yy, O) + K(()) 07 Ya, 07 07 yb)
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Abbildung 2.1: J ~ K[e]

Dafiir betrachten wir drei paarweise windschiefe Geraden

G := K(1,0,0,0,0,0) + K(0,0,0,1,0,0),
G := K(0,1,0,0,0,0) + K(0,0,0,0,1,0),
G5 = K(0,0,1,0,0,0) + K(0,0,0,0,0,1),

welche PG(5, K) aufspannen.

Jede Ebene £ trifft alle drei Geraden G, G5 und Gj3 jeweils in genau

einem Punkt:

p:=ENG) = K(x,,0,0,2,0,0),
qg:=ENGy=K(0,,,0,0,u,0),
r:=ENG3=K(0,0,94,0,0,4).

Man betrachte nun die zu jeder Ebene £ gehorige Gerade H :=pq < &.
Die Menge aller solcher Geraden bildet in dem 3-dimensionalen pro-
jektiven Unterraum G; & Gy = PG(3, K) < PG(5, K) eine hyperboli-
sche Kongruenz, wobei jede Verbindungsgerade zweier Punkte p < G,
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und ¢ < Go in dieser Menge liegt (vgl. 1.4.10(2), [26, S. 238]). Be-
trachtet man die Menge aller Geraden L := pr, so erhdlt man in
G1® G3 = PG(3, K) analog die zweite hyperbolische Kongruenz.

Im Unterschied dazu ist die Zuordnung Gy — G3 : ¢ — 7 linear in-
duziert, so dass die Menge aller Verbindungsgeraden G := ¢gr < & in
G9 ® G5 = PG(3, K) einen Regulus bildet. Dieser stellt die projektive
Gerade P(J;) ~ P(K) mit J; = {(§,) | y € K} ~ K dar. Hierbei ist
die Abbildung J — J; : <§ 3?) §> = () 2) surjektiv, aber nicht injektiv.
Analog ist die Gerade G eine weitere Darstellung von P(K). Wie wir
uns oben iiberlegt haben, gilt P(J) ~ P(K) x P(K). Daher kann man
B wie folgt beschreiben:

Jede Ebene £ wird durch einen Punkt auf G; und eine Gerade G des

Regulus in G5 & G3 aufgespannt. Umgekehrt kommt jede Ebene p & G
in B vor (siehe Abbildung 2.2).

Abbildung 2.2: J ~ K x K

x 0 0
(J3) Sei J = {( Jgryzjuozyo)‘ T,y € K} ~ K + Ka fir ein ¢ € J mit

dem Minimalpolynom m,(X) = X(X — 1)(X —2) und K ~ GF(3),
J* = K*. Da J weder eine K-Algebra noch Jordan-abgeschlossen (und
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damit nicht stark) ist, stellt sich die Frage, wie man die projektive
Gerade in diesem Fall definieren sollte. In der weiter unten stehenden
Bemerkung werden wir zeigen, dass die schon bekannte Definition 1.1.29
der projektiven Gerade iiber diesem Jordan-System kein Kettenraum
ist. In den néchsten Abschnitten werden wir zu diesem Beispiel noch
mehrmals zuriickkehren und versuchen, dieses Problem zu lésen. Hier
betrachten wir jedoch die iibliche Definition 1.1.29.

Sei also P(J) = {R(1 +ab,a) | a,b € J} CP(R). Hierbei seien a,b € J

TotYq 0 0 Tp+Yp 0 0
mit a = ( 0 T,+2y, 0) und b := < 0 xp+2y, O ) Dann hat die
0 0 x, 0 0
erweiterte Matrix
1+ (xatya) (xp+yp) 0 0 Loty 0 0
(1 + abla) = < 0 1+ (za+2y0) (Tp+2y) O 0 24+2ys 0 )
0 0 14z, 0 0 T,

stets den Rang 3. Wir studieren nun die Menge 3 aller Ebenen & :=
[14 ab,b] in PG(5, K) mit

1+ ab,a] = {(E(1+ (x4 + o) (@ + up)), L1 + (24 + 2y4) (xp + 2u1)),
s(14 2420), k(20 + Ya), (0 + 20a), 574) | (k,1,5) € K*}
K(1+ (24 +ya) (@ +1),0,0, 24 4+ 14,0,0)
(0,14 (x4 + 2y4)(xp + 21), 0,0, x4 + 2y4, 0)
(0,0,1 4 z425,0,0, x,).

+ K
+ K
Wir betrachten wiederum drei paarweise windschiefe Geraden G7 =

K(1,0,0,0,0,0)4+£(0,0,0,1,0,0), Gy = K(0,1,0,0,0,0)+/K(0,0,0,0,1,0)

und G3 = K(0,0,1,0,0,0) + K(0,0,0,0,0,1). Jede Ebene £ schneidet
alle drei Geraden jeweils in genau einem Punkt, und zwar:

p=ENGI =K+ (x4 + o) (@ + ), 0,0, 24 + Y4, 0,0),
qg:=ENGy=K(0,1+ (x4 + 2ya)(xp + 2u5), 0,0, 2,4 + 2yq, 0),
r:=ENG3=K(0,0,1+ x,xp,0,0,2,).

Dabei gibt es fiir r insgesamt vier Moglichkeiten:
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e v,=0=r=K(0,0,1,0,0,0)

( K(0,0,1,0,0,1), falls 2, = 0
e v, =1=r=4 K(0,0,2,0,0,1), falls 2, = 1
| £(0,0,0,0,0,1), falls 2 = 2

( K(0,0,1,0,0,2) = K(0,0,2,0,0,1), falls 2;, = 0
o 1, =2=1=1 K(0,0,0,0,0,2) = K(0,0,0,0,0,1), falls 2, = 1
| K(0,0,2,0,0,2) = K£(0,0,1,0,0,1), falls z; = 2

Damit kommen alle vier Punkte der Gerade G3 vor. Analoges gilt auch
fiir die Punkte p € G; und ¢ € G5. Nun untersuchen wir genauer die
Ebenen €. Offenbar ist p @ ¢ @ r eine Ebene in PG(5, K). Unser Ziel
ist herauszufinden, welche und wieviel davon in der Menge ‘3 enthalten

sind.

(a) Seienp = K(1,0,0,0,0,0) und ¢ = K(0,1,0,0,0,0), d.h. z,+y, =
Tq + 2y, = 0 und xp + yp, p + 2y, € K sind beliebig. Daraus folgt
Yo = 0 und damit ist auch z, = 0. Das liefert » = K (0,0, 1,0,0,0).
Daher existiert durch die Punkte p = K(1,0,0,0,0,0) und ¢ =
K(0,1,0,0,0,0) genau eine Ebene &€ = p @ ¢ @ r € P, ndmlich
die Ebene durch den Punkt » = K(0,0,1,0,0,0) (siehe Abbildung

2.3(a)).

(b) Seien p = K(1,0,0,0,0,0) und ¢ # K(0,1,0,0,0,0), d.h. es gilt
To+Ys =0, o+ 2y, # 0 und x4+ 1y, € K ist beliebig. Sei also x, +
2y, = A € K* (man beachte hierbei, dass jeder Punkt ¢ mit beiden
Werten aus K* dargestellt werden kann). Dann folgt daraus y, = A
und somit ist z, = 2A € K* und ¢ = K (0, 1+ A(zp+2y,),0,0, A, 0).
Da z, + y, € K beliebig ist, konnen auch alle drei Werte von
xp vorkommen. Das impliziert r = K(0,0,1 4+ 2Az3,0,0,2)\) mit
xp, € K. Deshalb spannt jede Gerade pg = K(1,0,0,0,0,0) +
K(0,14+ Axp+2y5),0,0, A, 0) jeweils drei Ebenen € = pqg®r € B
auf, welche die Gerade (3 in drei von vier verschiedenen Punkten
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r # K(0,0,1,0,0,0) schneiden. Damit erhalten wir in diesem Fall
noch neun Ebenen aus P (siche Abbildung 2.3(a)).

Der Fall p # K(1,0,0,0,0,0) und ¢ = K(0,1,0,0,0,0) ist analog
zu dem Fall (b) (siehe Abbildung 2.3(b)).

Seien nun p # K(1,0,0,0,0,0) und ¢ # K(0,1,0,0,0,0), d.h.
To+Ys = Aund z,+2y, = pmit A, p € K*. Damit gilt y, = pu+2X\
und folglich x, = A+ 2y, = A+ 2(u + 2)\) = 2(A + p).

Wir betrachten eine beliebige, aber feste Gerade pg. Dann gibt es
fiir p und q jeweils zwei Darstellungsmoglichkeiten in Abhangigkeit
von A bzw. . Stellt man p und ¢ mit verschiedenen A und g dar,
dann bedeutet das A = 2u und es gilt folglich z, = 0. Damit
erhalten wir durch die Gerade pg eine Ebene £ € 3, welche die
Gerade G3 in dem Punkt r = K(0,0,1,0,0,0) trifft.

Sei nun A = p. Dann ist y, = 0 und somit z, = A € K*. Insbeson-
dere sind p = K(A+ (xp + v3),0,0,1,0,0) und ¢ = K(0, A + (xp +
2yp),0,0,1,0) mit festen z + yp, 7 + 2y, € K, so dass x, € K (in
Anhéngigkeit von \) eindeutig bestimmt werden kann. Wir zei-
gen nun, dass wir fiir beide Werte von A stets den gleichen Punkt
r = K(0,0,1 4 Axp,0,0,\) = K(0,0, A + x3,0,0,1) bekommen.

Seien
p=K({1+ x5+ 1,0,0,1,0,0),q = K(0,1 + z; + 21,0,0,1,0)
fir A =1 und
p=K(2+z},+1v,,0,0,1,0,0),¢=K(0,2+ z}, + 2y,,0,0,1,0)

fiir A = 2 jeweils zwei Darstellungsmoglichkeiten fiir feste p und g,
d.h. es gilt

1+a,+yp =2+, +y,
1+ 2+ 2yp = 2 + 2y, + 2.
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Daraus ergibt sich y, = vy, und x, = 1 + . Das liefert 1 + x;, =
2+ 2y, so dass r = K(0,0,1+ 24,0,0,1) = K(0,0,2 4 27,0,0,1)
auch eindeutig ist.

Damit gehen durch jede Gerade pq stets zwei Ebenen £ € 3. Da es
jeweils drei Moglichkeiten fiir p und ¢ gibt, ergeben sich in diesem
Fall insgesamt 18 Ebenen (siehe Abbildung 2.3(c)).

(c) Fall (d): 18 Ebenen (d) Alle 37 Ebenen

Abbildung 2.3: J ~ K 4+ Ka mit m,(X) = X(X —1)(X —2), K ~ GF(3);
po = K(1,0,0,0,0,0), g0 = K(0,1,0,0,0,0), ro = K(0,0,1,0,0,0)

Zusammengezihlt gibt es also in 93 genau 37 Ebenen & (siehe Abbildung
2.3(d)).
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Bemerkung 2.4.7. Sei J wie in (J3), dann ist P(J) kein (schwacher) Un-
terraum von (K, R).

Beweis: Im Folgenden identifizieren wir P(J) mit der Menge B der oben

beschriebenen Ebenen.

Seien GG, G, G3 wie oben. Weiter seien & = p1 @ q1 D ri1, Ea =pa D qo D 1o
zwei Ebenen aus P(J) mit p; := Kpy, p2 := Kps € G, ¢1 := Kqi, ¢ :=
Kqg € Gy und r1 := Krq, 19 := Krg € (3. Zunéchst zeigen wir

VEL,E €P(J) 1 &1 A Ey & p1# P2, 1 # G2,71 F T2 (2.1)

Die Hinrichtung ist trivial. Wir beweisen also die Riickrichtung der Aquiva-
lenz (2.1).

Seien also p1 # po, q1 # qo, 71 # T9, d.h. p1, P2 bzw. q1, q2 bzw. r1, re sind line-
ar unabhéingig, so dass die Geraden G, ¢ € {1,2,3}, als Verbindungsgeraden
P1PP2, (1B g bzw. r1Pry dargestellt werden konnen. Da Gy, G, G5 paarweise
windschief sind, ist V = G1®G2® 5. Daraus folgt, dass {p1, p2,q1, 92, r1,r2}

als eine Basis von V' gewihlt werden kann.

Weiter sei t := Kt € £ NE&y. Dann existieren i, Ao, i1, 19, V1, o € K, so dass
einerseits t = \ip1 + p1q1 + viry und andererseits t = Aopg + fioqa + VoTrs
ist. Daher gilt:

0 = \ip1 — AaP2 + (1Q1 — p2q2 + V1T — Vara

weil p1, P2, q1, 92,1, 2 linear unabhéngig sind. D.h. t ist der Nullvektor und
somit haben die Ebenen & und & keinen gemeinsamen Punkt. Daraus folgt
& A & und damit ist (2.1) bewiesen.

Nun zeigen wir, dass P(.J) Bedingung (2) der Definition 1.2.9 nicht erfiillt
und damit kein Unterraum von (K, R) ist. Dafiir wiahlen wir Ebenen £ =
p@qor, ' =pdddr und &" =p" & ¢" " aus P(J) mit (vgl. Fall (d)
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auf Seite 59):

p=K(1,0,0,1,0,0), ¢ = K(0,1,0,0,1,0), = K(0,0,1,0,0,0),
p = K(1,0,0,2,0,0), ¢ = K(0,1,0,0,2,0), " = K(0,0,1,0,0,2),
p" = K(0,0,0,1,0,0), ¢" = K(0,0,0,0,1,0), " = K(0,0,0,0,0,1)

und p,p',p" € Gy, ¢,4,q" € Gy, r, 7', 1" € Gs.

Alle neun Punkte sind paarweise verschieden und damit sind die Ebenen
E,&',E" nach (2.1) paarweise distant. Nach Definition eines (schwachen) Ket-
tenraums liegen diese Ebenen gemeinsam auf genau einer Kette C' = (£E'E")
des Kettenraums (K, R). Wegen | K| = 3 enthélt jede Kette (bzw. Regulus)
genau vier Ebenen. Damit P(J) ein (schwacher) Unterraum von (K, R) ist,
muss es in P(J) noch eine Ebene E=pDior geben, die auch auf C' liegt.
Insbesondere ist € zu &, &', " distant. Fiir die Punkte p und § gibt es wegen
(2.1) genau eine Moglichkeit, und zwar:

p=K(1,0,0,0,0,0) und § = K(0,1,0,0,0,0).

CemiB (a) auf Seite 58 existiert in P(J) genau eine Ebene €, némlich mit
7= K(0,0,1,0,0,0). Wegen 7 = r gilt aber 51}(5, so dass C' nicht ganz in
P(J) liegt. Daraus folgt die Behauptung. O

Die obere Bemerkung zeigt nochmal, dass die iibliche Definition 1.1.29 der
projektiven Gerade iiber einem starken Jordan-System fiir nicht notwendi-

gerweise starke Jordan-Systeme i.Allg. nicht sinnvoll ist.

2.4.2 Projektive Darstellungen von dreidimensionalen

Jordan-Systemen

Wie schon in der Einleitung kurz erwahnt, wurden alle Kettengeometrien
iiber dreidimensionalen kommutativen reellen Algebren von H.-J. Samaga in
[61] schon beschrieben. Eine ausfiihrliche Beschreibung der Kettengeometrie

iber (J3) (geméf unserer Klassifikation in 2.2.1) im reellen Fall findet man
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im Artikel [38] von H. Havlicek. Im Folgenden stellen wir alle dreidimen-
sionalen Jordan-abgeschlossenen Jordan-Systeme in K33 projektiv dar (vgl.
Abschnitt 2.2). Das nicht Jordan-abgeschlossene Jordan-System (J7) lassen
wir aufgrund des vorherigen Unterabschnitts aufler Betrachtung.

(J1) Sei J ein Erweiterungskorper vom Grad 3. Dann ist (K, J) ein Mobi-
usraum, so dass die projektive Gerade iiber J aus lauter windschiefen

Ebenen des 5-dimensionalen projektiven Raums PG(5, K) besteht (sie-
he [26, S. 237]).

(J2) Sei J = K + Ke + Kd mit €2 = 0 und d*> = d. In diesem Fall ist .J eine
nicht notwendigerweise kommutative K-Algebra.

(a) Sei zunéchst J = {(xéy%

kommutativ mit ed = de
Tot+ys 0 0 Xy 0 0

( 0" o za) und b = ( 0 Zb), so dass (a|b) den Rang 3 hat,

dh. es gilt (g, ) # (0,0) und (x4 + Yo, xp + ) # (0,0). Wir

studieren die Menge B aller Ebenen & := [a, b] in PG(5, K) mit

)} T,y 2 € K} ~ K + Ke + Kd

0
z
X

= 0. Weiter seien a,b € J mit a :=

Yo

+
0

[a,b] = {(k(xq + Ya), lxa, l2q + 524, k(xp + Wp), L2p, L2y + S3) |
(k,1,s) € K%}
= K(x4 + Ya,0,0, 2 + 45,0,0) + K(0, 24, 24,0, x4, 25)
+ K(0,0,24,0,0,2p).

Wir betrachten den durch die Geraden G := K(0,0,1,0,0,0) +
K(0,0,0,0,0,1) und G' := K(0,1,0,0,0,0)+ K(0,0,0,0,1,0) auf-
gespannten dreidimensionalen projektiven Unterraum G & G’ =
PG(3, K) von PG(5, K) und die dazu komplementére Gerade L :=
K(1,0,0,0,0,0) + K£(0,0,0,1,0,0).

Jede Ebene &£ schneidet den oben definierten Unterraum G &
G’ von PG(5,K) in einer Gerade H = K(0, x4, 24,0, xp, 23) +
K(0,0,x,,0,0,xp). Jede solche Gerade trifft die Gerade G in einem
Punkt ¢ := K(0,0,z,,0,0,x) und liegt in einer Ebene durch G,
welche die Gerade G’ < PG(3, K) in einem Punkt K (0, x,, 0,0, x, 0)
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schneidet. Daher bildet die Menge aller solcher Geraden eine pa-
rabolische Kongruenz in G @ G’. Diese ist eine projektive Darstel-
lung von der projektiven Gerade P(J;) mit J; = {(§3)] =,z €
K} ~ Kle] (vgl. 1.4.10(3)). Hierbei ist die Abbildung J — J :
<$§y 7 z) — (67 §) surjektiv, aber nicht injektiv.

Jede Egene & trifft auch L in einem Punkt p := K (x,+y,,0,0, x,+
Uy, 0,0), so dass € = H @ p ist. Die Menge aller Verbindungsgera-
den H' := pq bildet offenbar in dem 3-dimensionalen projektiven
Unterraum G @ L von PG(5, K) eine hyperbolische Kongruenz,
welche P(J5) mit Jo = {(“}¥ )| 2,y € K} ~ K x K projektiv
darstellt (vgl. 1.4.10(2)).

Nun kann man die Menge B allgemein wie folgt beschreiben:
Jede Ebene £ wird von jeweils einer Gerade der oben beschrie-
benen parabolischen und hyperbolischen Kongruenz aufgespannt.
Umgekehrt kommt jede Ebene H + H' in 8 vor (siehe Abbildung
2.4).

Abbildung 2.4: J~ K+ Ke + Kd,e? =0,d*> =d, ed =ds =0

(b) Im nicht kommutativen Fall ist J zu der K-Algebra der Ternionen
T isomorph. Daher ist P(J) als ein ausgearteter linearer Komplex
projektiv darstellbar (vgl. 1.4.10, [26, S. 239)]).
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xz 2z 0
Genauer sei J = {(8%0>’ x,Y, 2 € K}.Weiter seien a,b € J mit
y

Lg Za 0 zy, 2p 0

a:= < 0"y 0 ) und b := < gbzé: 0 ), so dass (a|b) eine 3 x 6-Matrix
Ya Yo

vom Rang 3 ist, d.h. (x4, zp) # (0,0) und (y,,y) # (0,0). Dann

besteht die Menge B aus allen Ebenen £ := [a, b] in PG(5, K) mit

[a,b] = {(kxa, kza + Yo, SYa, bz, kzy + Lyy, syp) | (k,1,8) € K*}
- K(xa7 Za? 07 xb? Zb? 0) —|_ K(O7 yCL7 07 07 yb7 O) + K(07 07 ya? 07 07 yb)'

Wir betrachten wieder den 3-dimensionalen projektiven Unter-
raum GBG' = PG(3, K) von PG(5, K) mit G := K(0,1,0,0,0,0)+
K(0,0,0,0,1,0) und G’ := K(1,0,0,0,0,0)+ K(0,0,1,0,0,0) und
die zu G @ G’ komplementire Gerade L := K(0,0,1,0,0,0) +
K(0,0,0,0,0,1).

Jede Ebene & schneidet G @ G’ < PG(5, K) in einer Gerade H :=
K(x4, 24,0, 2, 25,0) + K(0, Y4, 0,0, 45, 0). Diese trifft die Gerade G
in einem Punkt ¢ := K(0,y,,0,0,v,0). Umngekehrt geht durch
jeden Punkt von G @ G’ eine Gerade H, so dass die Menge aller

Geraden H in G @ G’ einen ausgearteten linearen Komplex bildet
(vgl. 1.4.10(4), [26, S. 239]).

Dariiber hinaus trifft jede Ebene £ die Gerade L in einem Punkt
der Form K (0,0,¥,,0,0,y,) =: p. Die Zuordnung G — L : ¢ — p
ist linear induziert, so dass die Menge aller Verbindungsgeraden
H' := pq einen Regulus in G @ L bildet.

Allgemein kann die Menge P folgendermaflen beschrieben werden:

Jede Ebene £ kann man als H + H' darstellen, wobei H N H' = ¢
ist. Umgekehrt spannt jede Gerade H des ausgearteten linearen
Komplexes mit derjenigen Gerade H' des Regulus eine Ebene &
aus P auf, welche die Gerade H in dem Punkt ¢ schneidet (siehe
Abbildung 2.5).

Eine ausfiihrliche Beschreibung dieser Ebenenmenge findet man

auch in [39, Proposition 4] (unter dem Namen Gy ).
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Abbildung 2.5: J 2 K + Ke + Kd ~T,e* = 0,d* = d, ed # de

In weiteren Fillen seien GG1, G, G3 stets die folgenden drei paarweise wind-
schiefen Geraden in PG(5, K):

G1:= K(1,0,0,0,0,0) + K(0,0,0,1,0,0),
Gs := K(0,1,0,0,0,0) + K(0,0,0,0,1,0),
G := K(0,0,1,0,0,0) + K(0,0,0,0,0,1).

(J3) SeiJ:{<§%zZ/>‘ w,y,zEK}:K+K5+K&2=K[5] mit 3 = 0.

Man sieht sofort, dass J eine Unteralgebra der K-Algebra der oberen
Dreiecksmatrizen J’ ist, und somit ist P(J) in P(J’) einbettbar.

. . La Ya Za T Yb 2b
Seien a,b € J mit a := ( 0 za ya> und b := ( 0y yb>, so dass (alb) den
o

Rang 3 hat, d.h. (z,,x}) # (Ox,GO). Dann ist 98 die Menge aller Ebenen
£ :=la,b] in PG(5, K) mit

la,b] = {(kxa, ky, + lxg, kzg + Ly, + Sxa, kxp, kyy + Lxp, kzy + lyy + sxp) |
(k,l,s) € K*}
- K(xaa Yay Ray Loy Yb,s Zb) + K(Oa Las Ya, O) L, yb) + K(07 07 La, O) 07 xb)-
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Nun betrachten wir die lineare Abbildung
foK® = K°: (1,29, 23,24, 25, 26) = (0,21, 22,0, 24, 75),

welche mit f3 = 0 nilpotent ist.

Definiert man den Punkt p := K (24, Ya, 24, o, Yb, 2), SO kann man die
Ebene £ durch p mittels & = p + pf + p/ * beschreiben. AuBerdem gilt

Kern f =Gy, Kern f> =Gy @ G3, Kern 2 = K°
und dementsprechend
(K% = Gy ® G3, (K9 = Gs, (K% = 0.

Ordnen wir jedem Punkt r := K(0,0,2,,0,0,2;) < G sein f-Urbild zu,
so erhalten wir einen 3-dimensionalen Unterraum von K° durch G5, wel-
cher in Go®Gj liegt. In projektiver Interpretation erhalten wir eine line-
ar induzierte Bijektion a; der Punkte von G5 auf das Biischel derjenigen
Ebenen durch G, die im Unterraum Go@®G3 liegen. Hierbei schneidet je-
de Ebene &€ durch r die entsprechende Ebene r** = K (0, z,, 0,0, z;,0)+
G5 in einer Gerade H := K (0,24, Y4, 0, zp, yp) + K(0,0,x,,0,0, x3). Die
Menge aller solcher Geraden H bildet in G5 & (3 eine parabolische

Kongruenz.

Ordnen wir analog jedem Punkt r von G5 sein f2-Urbild zu, so erhalten
wir einen 5-dimensionalen Unterraum von K% durch Gy @ G3. In pro-
jektiver Interpretation erhalten wir eine linear induzierte Bijektion aw
der Punkte von (3 auf das Biischel von Hyperebenen durch Gy & Gj.
Betrachten wir fiir den Punkt r eine Gerade H = K (0, x4, Y4, 0, Tp, yp) +
K(0,0,x4,0,0,x) aus der oben beschriebenen parabolischen Kongru-
enz, so spannt H mit jedem Punkt aus ihrem 4-dimensionalen f-Urbild
H = K(24,90,0, 2, 45, 0)+ K (0, 24,0, 0, z3,0) + G5 < r°2 jeweils eine
Ebene £ aus B auf. Umgekert spannt jeder Punkt von r“2, der nicht in

G5 @ G5 liegt, mit genau einer Gerade H < r® eine Ebene aus ‘3 auf,
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d.h. durch jeden Punkt p < r%2\(Gs ® G3) geht genau eine Ebene aus
T.

Damit kann die Menge B wie folgt beschrieben werden ([37]): Die Men-
ge aller Ebenen & ist genau die Menge derjenigen Ebenen, welche die
Gerade G3 in genau einem Punkt r schneiden, mit der Ebene r® eine
gemeinsame Gerade H haben und ganz in der Hyperebene r®2 enthal-
ten sind. Hierbei gehen durch jede Gerade H mehrere Ebenen aus ‘.
Umgekehrt kann man zeigen, dass zwei Ebenen aus P8 durch zwei ver-
schiedene Geraden H, H' < GG @ (G3 der parabolischen Kongruenz mit
HNH' = r einen einzelnen Punkt r gemeinsam haben (siehe Abbildung

2.6).
Abbildung 2.6: J ~ K + Ke + Ke?,e% = 0
(J4) Sei J = {(é%?))’ T,Y, 2 € K} ~ K + Ke + Kd eine kommutative K-

Algebra mit e? = e,d?> = d und ed = de = 0. Dann ist J ~ K x K x K.
Aus Sicht der Kettengeometrie ist X (K, J) ein Minkowski-Raum (siehe
26, S. 238]). Genauer gilt:

. . zqe 00 zp, 0 0 .
Seien a,b € J mit a = (Oya0> und b = (Oyb 0), so dass die
0 0 z, 0 0 z

Matrix (a|b) den Rang 3 hat, d.h. (z4,23) # (0,0), (ya,%) # (0,0)
und (24, 2) # (0,0). Dann ist B die Menge aller Ebenen & := [a, b] in
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QB)SaLJ::{(Q

PG(5, K) mit

[a,0] = {(kxa, Wa, 524, kxy, lyy, 523) | (K, 1, 8) € K3}
= K(2,,0,0,23,0,0) + K(0,y,,0,0,4,0) + K(0,0, 2,,0,0, z,).

Jede solche Ebene &£ schneidet die Geraden G, Gy und G3 in jeweils

einem Punkt, ndmlich:

ENGy = K(x,,0,0,25,0,0) =: p1,
8 N GQ - K(ana)0707yb7o) =: D2,
ENGs=K(0,0,2,0,0, 2) =: p3.

Die Menge ‘B besteht also aus allen Ebenen, welche von jeweils drei
Punkten p; < G;, i € {1,2,3}, erzeugt werden (siehe Abbildung 2.7).

G

Abbildung 2.7: J ~ K x K x K

Hierbei bildet die Menge aller Verbindungsgeraden p;p; von Punkten
von jeweils zwei Geraden G;,Gj, © # j, in dem entsprechenden 3-
dimensionalen projektiven Raum G; @G eine hyperbolische Kongruenz
(vgl. 1.4.10(2)

RO

SNAw%aweK}:K+KHJQ:Kmeﬁ
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e? = e, wobei L ~ Ke + Ki ein quadratischer Erweiterungskorper ist.

. . Ao 00 A 00
Auflerdem seien a,b € J mit a := (0 Ta ya), b .= (0 Ty yb>, so dass
0 zq wq 0z, wy

(alb) den Rang 3 hat, d.h. insbesondere (A, \p) # (0,0). Die Menge P
besteht also aus allen Ebenen £ := [a, b] in PG(5, K) mit

[a,b] = {(kXg, [ + 524, lya + Swa, KNy, Ly + 52, Ly, + swy) | (K, 1, 5) € K*}
— K()\av 07 07 )\ba 07 O) + K(O7 Loy Ya, 07 Ly, yb) + K(O7 Zay Wa, Oa Zb, wb)'

Wir betrachten den 3-dimensionalen projektiven Unterraum G & Gj
von PG(5, K) und die zu G ® G5 komplementare Gerade Gj.

Jede Ebene £ schneidet den Raum Go & G5 in einer Gerade H =
K(0, 24, Ya, 0, zp, yp)+K(0, 24, wy, 0, 2, wy). Alle solchen Geraden H sind
paarweise windschief. Hierbei geht durch jeden Punkt in Gy & Gj ei-
ne Gerade H, so dass die Menge aller Geraden H den Raum Gy @ G3
iiberdeckt. Damit ist die Menge aller solcher Geraden eine elliptische
Geradenkongruenz in G2 @ G3, welche die projektive Gerade P(L) pro-
jektiv darstellt (vgl. 1.4.10(1), [26, S. 237]).

Analog findet sich in PG(5, K) die projektive Darstellung von P(K),
und zwar als die Menge aller Schnittpunkte p := K(A,, 0,0, A, 0,0) von
E mit Gl.

Abbildung 2.8: J ~ K x L, [L: K] =2
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Damit erhalten wir: Jede Ebene £ wird von jeweils einem Punkt p € G
und einer Gerade H der oben beschriebenen elliptischen Geradenkon-
gruenz in Gy & G5 aufgespannt. Umgekehrt kommt jede Ebene p & H
als ein Element von P vor (siche Abbildung 2.8).

(J6) Sei J = {(éig)‘ Ty, 2 € K} ~ K 4+ Ke + K eine kommutative
K-Algebra mit €2 = §> = 0 und €§ = de = 0. Weiter seien a,b € J

) ZTa Yo O Ty Yy 0 .
mit a := ( 0 20 0 ) und b := <8 7 0 ), so dass (a|b) vom Rang 3 ist,
Za Tg Zb Th

d.h. (x4, 23) # (0,0). Dann ist B die Menge aller Ebenen &£ := [a, b] in
PG(5, K) mit

[a,b] = {(kxq, ky, + lxg + Sza, STq, kxy, kyy + Lz + 52, s23) | (K, 1, s) € K3}
— K(aja7 UYb, 07 Lhy Yb, O) + K(O7 La, 07 07 Lp, O) + K(07 Zay La, 07 Zb, I’b).

Jede Ebene £ schneidet den 3-dimensionalen projektiven Unterraum
G1 @ Gy von PG(5,K) in einer Gerade G := K(x4, yp, 0, xp, yp, 0) +
K(0,24,0,0,xp,0). Jede solche Gerade trifft die Gerade Gy in einem
Punkt ¢ := K(0,2,,0,0,25,0) und liegt in derjenigen Ebene durch
G, welche die Gerade G in einem Punkt K(x,,0,0,xp,0,0) schnei-
det. Somit bildet die Menge aller solcher Geraden G eine parabolische
Kongruenz in G & Gbs.

AuBerdem schneidet jede Ebene £ den 3-dimensionalen projektiven Un-
terraum Go@®G3 von PG(5, K) in einer Gerade H := K (0, 24,0, 0, 23, 0)+
K (0, zq, T4, 0, 23, p). Jede solche Gerade schneidet ebenso die Gerade G
im Punkt ¢, liegt aber in derjenigen Ebene durch Gs, welche die Gerade
(3 in einem Punkt K(0,0,z,,0,0,z;) trifft. Damit ist die Menge aller
Geraden H eine parabolische Kongruenz in Gy & Gs.

Die Menge ‘B kann schliefSlich wie folgt beschrieben werden: Jede Ebe-
ne £ € P wird von jeweils zwei sich in einem Punkt ¢ schneidenden
Geraden GG, H aufgespannt. Umgekehrt kommt jede Ebene G + H mit
G'N H = q in P vor (siche Abbildung 2.9).
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Abbildung 2.9: J ~ K + Ke + K6, 2 = 62 =0
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Kapitel 3

Projektive Geraden iiber Jordan-Syste-

men und zugehorige Kettenridume

3.1 Einleitung

In diesem Kapitel behandeln wir Jordan-Systeme J in einer K-Algebra R. Es
wird eine erweiterte Definition der projektiven Gerade iiber nicht notwendi-
gerweise starken Jordan-Systemen eingefiihrt und entsprechend die zugehori-
ge Kettengeometrie definiert.

Im Abschnitt 3.2 fithren wir den Begriff der stabilen Jordan-Systeme ein
und definieren die projektive Gerade iiber nicht notwendigerweise starken
Jordan-Systemen. Die zugehorigen Kettenrdume werden im letzten Abschnitt
3.4 untersucht.

Nun mochten wir ausfiihrlicher auf den Abschnitt 3.3 eingehen. In diesem
Abschnitt wird die projektive Gerade iiber Jordan-Systemen J in einer end-
lichdimensionalen K-Algebra R genauer untersucht. Es werden Bedingungen
formuliert, unter welchen die neu eingefiihrte Definition der projektiven Ge-
rade iiber J zu der schon bekannten Definition dquivalent ist. Dabei fassen
wir R und damit auch J als entsprechende Unterstrukturen einer Matrizenal-
gebra auf, und zwar wie folgt:

Sei R eine beliebige K-Algebra, welche einen treuen R-Rechtsmodul U
der K-Dimension n besitzt, und M := K,,, die n x n-Matrizenalgebra mit
Eintrédgen aus K. Dann ist M zu dem Endomorphismenring Endg(U) iso-

morph, wobei jede Matrix in M in Bezug auf eine festgewéhlte Basis von U
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mit einer linearen Abbildung identifiziert werden kann. Geméaf 1.4.7 ist U ein
(K, R)-Bimodul, so dass die Abbildung

p:R—M:aw— p,,
die jedes a € R auf die Rechtsmultiplikation
po:U—=U:u— ua

abbildet, ein injektiver Homomorphismus von K-Algebren mit 1 — p; =
id = F ist. Insbesondere gilt dimyx R < n? < oo (vgl. Abschnitt 1.4).

Wir zeigen nun, dass R’ sogar eine Unteralgebra von M im Sinne der Defi-
nition 1.1.26 ist. Die ersten beiden Bedingungen von 1.1.26 sind offensichtlich
erfiillt. Die Bedingung (3) gilt ebenso (vgl. Beweis von 1.5.5 in [26]):

Sei b € (R’)*, dann identifizieren wir b mit einer bijektiven linearen Ab-
bildung p, fiir ein a € R. Wir zeigen zunichst, dass a € R* und somit
(pa)~t = pa-1 gilt. Dafiir betrachten wir die Abbildung R — R :  — za und
beweisen analog wie in [17, 4.6(2)], dass diese injektiv ist: Sei xa = 0 fiir ein
x # 0. Fiir alle v € U haben wir dann 0 = u0 = u(za) = (ux)a = (uz)’.
Da p, bijektiv ist, folgt daraus uz = 0 fiir alle v € U. Somit ist x = 0, denn
U ist treu. Wir haben also einen Widerspruch zu unserer Annahme. Das lie-
fert die Injektivitdt von R — R : x + xa. Diese Abbildung ist also auch
surjektiv und somit bijektiv, da R endlichdimensional ist. Insbesondere hat
dann 1 € R das Urbild ¢ € R, d.h. es ist ca = 1. Geméf [26, 2.3.3] ist dann
auch ac = 1 und damit a € R* mit ¢ = a™!

b = (pa)_l = pe = pa—1 € R

, wie gewiinscht. Das impliziert

Insbesondere kann man die Kettengeometrie (K, R) als einen Unterraum
von ¥(K, M) auffassen: Die Kettenrdume X(K, R) und X(K, R)? = ¥(K, R)
sind vermoge der von p induzierten Abbildung p : P(R) — P(R”) : R(x,y)
RP(z?,y”) isomorph (vgl. [17, 3.1], [22, 2.4(b)]). Dartiber hinaus ist nach
3.1.3 in [26] die Abbildung ¢ : P(R*) — P(M) : Rf(a,b) — M(a,b) ein
injektiver Morphismus von Kettenrdumen (K, R?) — X(K, M). Dabei ist
das Bild ¥(K, R”)" ein Unterraum von X (K, M), welcher vermoge ¢ isomorph
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zu (K, RP) ist. Insgesamt folgt daraus, dass X(K, R)* = Y(K, R)" ein zu
Y (K, R) isomorpher Unterraum von (K, M) ist (via po ).

Sei nun J C R ein Jordan-System in R. Dann ist J” C R’ C M ein
Jordan-System in R” bzw. M, denn es gilt (vgl. 1.1.27(1)):

()12 Ee.Jr

(i) Sei b € (J?)* C (R”)*. Analog wie oben identifizieren wir b mit ei-
nem p, € (Endg(U))* fiir ein a € J und zeigen a € J*. Das liefert
b = (pa)_l = pa-1 € JP.

Folglich kann man sich bei der Untersuchung von Jordan-Systemen in end-
lichdimensionalen K-Algebren bzw. von projektiven Geraden iiber diesen und
zugehorigen Kettenrdumen auf Jordan-Systeme in einer Matrizenalgebra be-
schranken. Um diese Identifizierung zu betonen, werden alle Matrizen auch
weiterhin mit Kleinbuchstaben bezeichnet. Die Einheitsmatrix bezeichnen wir

mit £, falls unmittelbar mit Matrizen gerechnet wird, und sonst mit 1.

Das gleiche Prinzip wird auch in Kapitel 5 sehr niitzlich sein.

3.2 Die Projektive Gerade iiber einem nicht notwen-

digerweise starken Jordan-System

Bei der Uberlegung, wie man allgemein projektive Geraden iiber Jordan-
Systemen am sinnvollsten definieren sollte, so dass P(J) auch Punktmenge

eines Kettenraums ist, werden die folgenden Aspekte beriicksichtigt:

e Behélt man Definition 1.1.29 auch fiir die projektive Gerade iiber nicht
notwendigerweise starken Jordan-Systemen, dann ldsst A(J) i. Allg.
die Punktmenge P(J) nicht invariant. Das Problem liegt an der Matrix
(94), die die Punkte R(1 + ab,a) in R(a, 1+ ab) abbildet:

Beispiel 3.2.1. Sei J wie in 2.1.4(J3) mit a = (é § ?) und b = 2a € J,
dann ist R(1+ab,a)({}) = R(a,1+ab) ¢ P(J), denn es existiert keine

Matrix u € R*, so dass u(1 + ab) = u<§ g §> € J ist.
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e Wie wir im Kapitel 2 gesehen haben, ist (K, R, J) = (P(J), €(K, R, J))
mit P(J) wie in 1.1.29 fiir ein beliebiges J i. Allg. kein Unterraum von
S(K, R).

e Nicht starke Algebren sind nicht notwendigerweise stabil, so dass es fiir
projektive Geraden iiber Algebren und allgemein iiber Ringen manch-
mal falsch ist, die Punkte wie in 1.1.23 zu beschreiben. Betrachtet man
also die projektive Gerade {iber einem nicht notwendigerweise stabi-
len Ring, so kann der Durchmesser des zugehorigen Distanzgraphen im
Sinne der Graphentheorie im Unterschied zu stabilen Distanzraumen
grofler als 2 sein.

Die Beschreibung der Punkte der projektiven Gerade iiber einem belie-

bigen Ring entnimmt man dem folgenden Satz (vgl. [19, S. 109]):

Satz 3.2.2. Sei R ein Ring und Cy, die Zusammenhangskomponente (beziiglich
der Distanzrelation) des Punktes R(1,0) € P(R). Dann gilt:

(a) Die Gruppe GLo(R) operiert transitiv auf der Menge von Zusammen-

hangskomponenten von P(R).

(b) Seien ty,ts, ... t, € R,n >0, und setze
(z,y) = (1,0) - E(ty) - E(tp—1) ...  E(t1)

mit E(t) := () fir ein belicbiges t € R, dann ist R(z,y) € Cx.

Umgekehrt ldsst sich jeder Punkt r € Cy in dieser Form schreiben.
(¢) Die Gruppe GEy(R)! ist der Stabilisator von Cy in GLa(R).
(d) Die projektive Gerade P(R) ist zusammenhdngend genau dann, wenn

R ein GEs-Ring ist, d.h. GE(R) = GLy(R).

Jedes Produkt (z;,vy;) := (1,0) - E(t;) - E(ti—1) - ... E(t1), i € {1,...,n},
definiert einen Punkt p; := R(x;,y;), so dass wir mit py := R(1,0) eine Folge
von distanten Punkten p, A p,_1 A ... A p1 A po erhalten.

Die Gruppe GFE5(R) < GLy(R) wird von der elementaren Untergruppe Eq(R) < GLy(R)
und allen invertierbaren Diagonalmatrizen erzeugt. Die elementare Untergruppe Es(R) wird
ihrerseits von allen Matrizen E(t) := (! §) mit t € R erzeugt (siche [19]).
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Durch diesen Satz inspiriert, stellen wir die neue Definition der projekti-
ven Gerade iiber J vor, welche im Weiteren mit P(.J) bezeichnet wird, um
zwischen den beiden Definitionen bzw. Mengen zu unterscheiden. Zunéchst
brauchen wir eine Untergruppe von GLo(R) iiber einem Jordan-System .J.
Im Weiteren bezeichnen wir mit S(J) die Menge aller endlichen Folgen von

Elementen in J, inklusive der leeren Folge.

Bemerkung 3.2.3. (1) Sei Fy(J) die Menge aller Matrizen
E(ty) ... - E(t,) =: E(T),

wobei T := (t1,...,t,) € S(J) eine Folge der n > 0 Elemente in J ist.
Dann ist E5(J) eine Untergruppe von G Ly(R), denn es gilt:

E(t) = (1) _tl = B(0) - E(—t) - B(0) € Ex(J).

Also ist F»(J) die Gruppe, die von allen Matrizen E(t) mit t € J erzeugt
wird. Diese Gruppe nennen wir die elementare Gruppe iiber J (vgl.
19, S. 108]).

(2) Die Gruppe E»(J) wird auch von allen Matrizen Bis(t) = (}1) =
E(—t)-E(0)™ und By (t) := (}9) = E(0)~'- E(—t) mit ¢ € J erzeugt,

denn es gilt:
E(t) = B1a(1) - Boy(—1) - Bya(1) - Boy(t).

(3) Die Eintrége der Matrizen in Es(J) konnen mittels bestimmter Poly-
nome beschrieben werden. Dazu seien X = (x1, x9,...) eine unendliche
Folge der Unbestimmten tiber Z und Z(X) die freie Z-Algebra aller Po-
lynome in nicht kommutativen Unbestimmten x1, xo, . . . mit Koeffizien-
ten in Z. Ist R eine K-Algebra mit J C R und (1,2, .. .) eine unendli-
che Folge der Elemente in R, dann ist ¢ : Z(X) — R : f +— f(t1,9,...)
und z; — t; fiir alle i € N laut der universellen Eigenschaft von Z(X') ein
eindeutiger Homomorphismus. Damit ist auch ¢ : E9(Z(X)) — Es(R) :
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(fij)ijeqioy = (fij(t1.t2, .. .))ijeq1,2) €in Homomorphismus. Uns interes-
sieren aber nur Matrizen der Gestalt E(z1)-...- E(x,) € Ey(Z(X)) mit
(x1,...,2,) € S(Z(X)) und 2 = t; € J C R fiir alle i € {1,...,n}.
Die Bilder solcher Matrizen unter ¢ sind offenbar in Ey(J).

Nun setze man fir ein f € Z(X) und T = (t1,...,t,) € S(J) mit
n € Ny

f(T) = f(tl, PR ,tn) = f(tl,tg, “o ,tn,0,0, .. ) (31)

Fiir ein n > 1 sei eine Folge von Elementen in Z{X) rekursiv definiert:

e = —1,elV =0, =1,
(3.2)

e(n) = e(n_l)xn — e(n_2)

Wegen (3.1) kann man fiir die in (3.2) definierten Polynome eine kiirzere

Notation einfiihren:

eg = eV (g wiq, .. L), é‘g = e(j_Hl)(xj, Ti_1,...,x;) (3.3)

mit ¢,7 € Z und ¢ > 1, j > 7 — 3. Insbesondere haben wir fiir n > —2:

n n n
el = el )(xl,:cg,...,xn) =,
~T n

ey = el )(xn,xn,l,...,ajl).

Ist 1 <7 < j, dann gelten nach (3.2) und (3.3) die folgenden Rechen-
regeln, welche im Laufe der vorliegenden Arbeit mehrmals verwendet

werden:
g g1 g2 5
€ =€ Tj— €  =Ti€ 1 — € o, (3.4)
& =& -, =ael - |
i = €T it2 — Lj€; i

Schliefllich sei E(T') € Ey(J) eine Matrix mit T' = (t1,...,t,) € S(J)

iFiir die ausfiihrliche Herleitung der Beschreibung der Matrizen in Es(R) sei auf [20,
S. 113-115] verwiesen.
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fiir ein n € Ny, dann beschreibt man diese nach Lemma 2.5 in [20] wie
folgt:

: (3.5)

wobei wir fiir n = 0 die Einheitsmatrix F/() = E erhalten. Analog wird

auch die Umkehrmatrix beschrieben:

Es sind z. B.

e1(T) e
—ed(T) €)(T) ~1 0 ~10

~—
("b

E(ty) =

fir T = (¢2) und

5 1
tita — 1 4
to 1

fir T' = (tl, tz).

Nun kénnen wir P(J) definieren:

Definition 3.2.4. Sei J ein nicht notwendigerweise starkes Jordan-System

und Ey(J) < GLy(R) die elementare Gruppe tber J. Dann nennen wir die
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Bahn von R(1,0) unter Es(J) die projektive Gerade iiber J:

~

B(J) = {R(L,0) - E(T) | E(T) € Ex(J)}.

Nach Definition von P(.J) folgt direkt, dass E»(.J) auf P(.J) operiert. Insbe-
sondere lésst Ey(J) < GLo(R) die Distanzrelation invariant (geméfl 1.1.18).
Der Kern der Operation von Ey(.J) auf P(J) fllt offensichtlich mit dem Zen-
trum H von Es(J) zusammen. Fiir dieses Zentrum H gilt:

Bemerkung 3.2.5. Sei J ein Jordan-System. Dann ist das Zentrum H von
Ey(J) die folgende Menge:

Ex(J)Nn{aE | a € R, at =ta ¥Vt € J}.

Beweis: Wir zeigen die beiden Inklusionen, aus denen dann die Gleichheit
folgt:

,C 5 Sel (ﬁ %{,) € H, dann kommutiert (ﬁ %{,) mit allen Matrizen aus Fs(J).
Fiir ein beliebiges ¢ € J betrachten wir die Matrix E(t) = (4 §) € Es(J).
Es gilt:

Ty t 1 t 1 Ty
zZw —10 —-10 zZ w
rt—y x tr +z ty +w

Rt —
Zt—w z —x -y

Daraus folgt
rt—y=tr+z r=ty+w, 2zt —w=—zxund z = —y.
Daher gilt fiir jedes t € J

rt =tx und w = zt + x.
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Setzt man ¢t := 0 und ¢ := 1, dann ergibt sich w = x = z + x. Das impliziert
0=z=yund somit ist (£4) = (§9). Wegen H < Ey(J) < GLy(R) muss
z € R* sein. Insgesamt folgern wir (%) € Es(J)N{aE | a € R*, at =
ta YVt € J}.

.2 Nun sei (82) € Fy(J) mit a € R*, wobei at = ta fiir alle t € J gilt.
Wir zeigen, dass (§9) € H ist.

Wir rechnen zunéchst, dass (§ ) mit allen E(t) € Ey(J) kommutiert:

a0 t 1 at a ta a t 1 a 0
0a —10 —a 0 —a 0 —10 0a

Da Es(J) von allen Matrizen E(t) mit ¢ € J erzeugt wird, gilt somit die
Behauptung. ]

Bezeichnen wir mit PFEy(J) < Aut(P(R),A) die Untergruppe aller Ab-
bildungen, welche von Es(J) induziert wird, dann gilt PEy(J) ~ Es(J)/H.
Diese Gruppe nennen wir die projektive elementare Gruppe iiber J.

Ab sofort bezeichnen wir die Teilmenge {R(1 +ab,a) | a,b € J} von P(J)
stets mit P(J) (auch dann, wenn J nicht stark ist).

Bemerkung 3.2.6. (1) Fir ein beliebiges J liegt die Menge P(.J) offenbar
ganz in P(J), denn jeder Punkt p = R(1 + ab,a) € P(J) ist als p =
R(1,0) - E(—a) - E(b) mit E(—a), E(b) € E(J) darstellbar.

(2) Fiir starke Jordan-Systeme stimmen die beiden Definitionen {iberein,
d.h. P(J) = P(J). Wir wissen, dass im Fall von starken Jordan-Systemen
die Gruppe A(J) die projektive Gerade P(.J) invariant lisst (siehe Ab-
schnitt 1.2), was i.Allg. nicht unbedingt der Fall ist. Ist also J stark,
so kann man zusétzlich zu (1) zeigen, dass P(J) C P(J) ist. Es gilt

namlich:
o By (t) = (}) induziert eine Abbildung in A(J) fiir alle ¢ € J.

((1) (1)) ( % (1)) ((1) (1)) induziert eine Abbildung in
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e Folglich wird von jedem F(t) = B12(1)-Bai1(—1)-Bia(1)- By (t) eine
Abbildung in A(J) induziert. Damit ist PFEy(J) eine Untergruppe
von A(J), d.h. PEy(J) lasst die Menge P(J) ebenso invariant, so
dass P(J) = R(1,0) - Ex(J) C P(J) ist.

Um uns im Weiteren klar zu machen, ob die Gleichheit P(J) = P(J)
auch fiir nicht starke Jordan-Systeme gilt, fithren wir den Begriff der stabi-
len Jordan-Systeme ein. Diese Definition ist eher technisch und &hnelt der

Definition der stabilen Ringe.

Definition 3.2.7. Fin Jordan-System J nennen wir stabil in R, falls fiir
alle p = R(a,b) € P(J) gilt:

dr e J:a+bxr € R

Im Folgenden mochten wir die neu definierte projektive Gerade @(J ) ge-
nauer studieren. Das Hauptziel dieses Abschnitts ist zu zeigen, dass die Sta-
bilitdt von J sowohl hinreichend als auch notwendig dafiir ist, dass die beiden
Mengen P(J) und P(J) gleich sind. Bevor wir am Ende des Abschnitts diese
Aussage beweisen konnen, bendtigen wir einige Sétze, die auch in weiteren
Abschnitten wichtig sein werden. Fiir den ersten Satz brauchen wir ein Lem-

ma, das Propositionen 3.3 und 3.4 in [20] aus unserer Sicht représentiert:
Lemma 3.2.8. Sei J ein Jordan-System und n > 0. Dann gilt

e (T)xe(T) € J und e} (T)&(T) € J < J ist Jordan-abgeschlossen
fir allex € J und T = (t1,...,t,) € S(J).

Beweis: ,=* Mit ef(T)xe}(T) ist insbesondere fiir beliebige ¢1,z € J auch
ei(ty)wel(t) = tiaty € J. Damit ist J Jordan-abgeschlossen.

,<=* Sei nun J Jordan-abgeschlossen und T' = (t1,...,t,) € S(J). Wir be-
weisen die Behauptung mit Hilfe der vollstdndigen Induktion. Zunéchst zei-

gen wir e (T)xe}(T) € J. Fiir ein beliebiges x € J gilt wegen der Jordan-
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Abgeschlossenheit von J sicher fiir n =0 und n =1

(T xe)(T) =z € J,
el(Txe}(T) = tixt; € J.

Nun setzen wir voraus, dass die Aussage bis zu einem bestimmten n gilt.
Erweitern wir die Sequenz T' mit einem ¢,,,1 € J, dann ist die Aussage auch

fiir n + 1 giiltig, wie wir im Folgenden zeigen werden:

IIg

”+1(T tpi1)we]™ (T, th) (6 (T)tns1 — (T))x( w167 (T) — €}~ 1(T))

?(T)tnﬂwtnﬂel(TlJr ~(D)zey (1)

Vv Vv
=11 =:T2

— (] (Dtnr12e! ™ (T) + ]~ (T)atn1€((T)),

wobei z1, x9 nach Induktionsvoraussetzung in J sind; im Fall von x; benutzen

wir hier t,.12t,11 € J. Weiter erhalten wir

et (Ttnze;  (T) + e~ (T)at 67 (T)
(G DY — D) a2y (T)

+ei (T atyg (taey ™ (T) — & (1))

=€ I(T)t th1xe] 1(T) —ef (T) n17€] (T)

+ et (D) atyataey (T) — e (Tt (T)

VD) (bt r + wtyiat,)ey (T)

~\~
=:T3

— (e1” I(T)xthrlé?_Q(T) + erll_Q(T)thﬂfé?f I(T))

~—

mit x3 € J, da t,t, 1+t ity = (ty+ )t (b +x) —tatpiat, — ctyx € J
ist. Wiederholen wir den Vorgang, so kommen wir fiir n gerade schlie3lich zu
dem Ausdruck

Ty — (ez(T)thxﬁ(T) + el(T)xtn—&-lé%(T))
=2, — ((tite — D)tpaaty + tizt, o (tats — 1))
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mit x, € J und

(tth — 1)tn+1$751 + Yflxtn+1(t2751 — 1)
= tltgtn_HCE’tl + t1$tn+1t2t1 — (tn_thl + tlxth)
=1 (tgtn+1a: + $tn+1t2)t1 — (tn_HCCtl + tll‘tn_H) € J,

und fiir n ungerade zu
Tni1 — (€1 (D tp128)(T) + (Tt 161(T)) =ny1 — (bitprx + atpaity) € J.

Insgesamt folgt daraus e} ™ (T)xé! ™ (T) € J. Damit gilt die Behauptung fiir
alle n > 0.

Analog beweisen wir die zweite Aussage. Es ist

A(l)e (T) =0¢e J,
(T)T) =t € J.

Unter der Annahme, dass die Aussage bis zu einem festen n gilt, zeigen wir
mit dem gerade Gezeigten deren Giiltigkeit fiir n + 1:

nH(T tny1)el (Tt 1) =~ (el (T tns1 — el (1) (tnel™ 1(T) - é?_Q(T))

T
= e (D)tnitne] ™ (T) — e} (T)tnsrey (T)
- (T)t & (T) + e _1(T)é’f A(T),

eJ cJ

wobel

et (T)tns1ta8) ™ (T) — e} (T)tnael (T)

@ (D)t = 7 T)) tsr bl (T)

— (N (Tt — € (D))t (D)
& (D tatsataly (1) + 4 (1)t a8 X(T)
— (ATt NT) + G (Dt (1)) € J
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nach dem Beweis der ersten Aussage gilt. Damit ist auch die zweite Aussage
fiir alle n > 0 giiltig. ]

Satz 3.2.9. Sei J ein Jordan-abgeschlossenes Jordan-System. Dann gilt:

~

P(J) N A(00) = {R(h,1) | h e J).

Beuweis: Offensichtlich gilt die Inklusion {R(k,1) | h € J} C P(J) N A(c0).

Wir zeigen nun die andere Richtung.

Sei p = R(h,1) A R(1,0) mit ~ € R (nach 2.1.8 in [26] hat jedes Element
von A(oo) diese Gestalt). Wir zeigen, dass h in J liegt.

Einerseits ist p = R(1,0)E(h) mit E(h) € Eo(R). Wegen p € P(.J) ist ande-

rerseits p = R(1,0)E(t1) - ... E(t,) = R(1,0)E(T) mit T' = (t1,...,t,) €
S(J) fiir ein n € N und E(T) = (_e;L,E(TT)) _egnl((T))) Da p A R(1,0) ist,

muss e} (T) € R* und damit p = R((e}1(T))~! - e}(T),1) sein. Daraus
folgt h = (ef™"(T))™" - €}(T) und damit hat die Matrix e{~"(T) - (4 }) =
<_§§(1T()T) eil(l)(T)) die gleiche erste Zeile wie F(T). Nach Lemma 3.1 in [19]
existieren s € R und u € R*, so dass gilt:

I
o~ N
®
Py
=
o
—
L
=
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o By @ BT A e (T)h YT
! a-iT) &y(T) sl (T)h — uel(T) sel~(T)

ty = —&3 (1)l (T)h — &2(T)(sef " (T)h — uef=(T)),
(T)ei™(T) = & (T)sel™ (1),

—1 =& (T)ei (T)h + & (T) (et (T)h — uet™(T)),
0=eéy (T)el(T) + e (T)sey™ ().

Mit diesen Gleichungen erhalten wir:

(1) Wegen e}~ 1(T) € R* ist laut Proposition 2.8 in [20] auch &}~ }(T) € R,
so dass gilt:

e H(T)ei H(T) + & (T)sel (T) =0 (3.7)
& s=—("T) e (D)

(2) Mit (3.7) erhalten wir:

& (D) (T + & (T)seh ™ (T)h — & (T)uel ™ (T) = ~1
& (@ (DT + & (T)se (D) h— & (Thuel ™ (T) = 1

s e Y Tue 1(T) =1 (3.9)
)

Nach Lemma 3.2.8 ist u~' € J. Damit ist auch u € J.

(3) — (T T — & (T)seh™(T) =1 (3.10)
& =& (M) - (T)s = (] (1) (3.11)

(4) SchlieBlich zeigen wir, dass h € J ist:

ty = =& 2(T)ey (T)h — & *(T)sei ™ (T)h + & *(T)uet (T
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—(& A (D)ei (1) + & (T)sei {(T)) b+ &~ *(T)uel ™ (T)
) 1 (vgl. (3.10)) ’
= h+ & *(T)uej (T
e h=t,— & (T uey 1(T)

Es bleibt &} *(T)uef ' (T) € J zu beweisen. Dafiir betrachten wir den
(1,2)-Eintrag der Einheitsmatrix

(E(t1) ..  E(ta1)) - (B(t) - ... - E(ty1)) ™ = B,
fiir den gem#B (3.5) und (3.6) gilt (siche 3.2.3(3)):
— e N Ty A(T) + ey 2(T)ey (T) = 0. (3.12)
Nach (3.12) und Lemma 3.2.8 ist e/ *(T)&} (T) = e/ (T)e"*(T) €

J. Folglich ist mit u € J auch uef*(T)&} *(T)u € J, denn J ist Jordan-
abgeschlossen. Mit (3.9) ist (¢} *(T))~! = &' !(T)u, so dass insgesamt

gilt:
&1 (Tuet™(T) = (i~ H(D)) et (T)ey (T)uel ™ (T)
= " N (T)uet2(T)e(T)uel(T) € J.
Daraus folgt die Behauptung. ]

Bemerkung 3.2.10. Es ist auch s € J. Es gilt ndmlich:

Fiir den (1,2)-Eintrag der Matrix (E/(t;) -
gilt hierbei (vgl. (3.5), (3.6) in 3.2.3(3)):

~—
\_/

& (D) (1) + & (D)ey ™ (T) = o.
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Damit ist &5 H(T) = &} Y(T)ey H(T) (e} H(T)) . Das impliziert:

s = —uel (T)e H(T)ey (T)(ey H(T)) ™

= —ueq 1(T)€1 1(T)€2 1(T)€1 1(T)u.

Wir zeigen nun, dass &'~ (T)el " Y(T) € J ist. Setze man T := (t,_1,...,t) €
S(J), dann gilt

Ty () = &

Nach 3.2.8 gilt also &} }(T)esH(T) € J. Damit ist auch
n—1 n—1 n—1 ~n—1
i (e (T)ey (T)E(T) € J.

Wegen u € J folgt daraus s € J, wie gewiinscht. ]

Im Fall, dass J nicht Jordan-abgeschlossen in R ist, kann die Menge
P(J) N A(co) mit J i.Allg. nicht identifiziert werden.

, bo =
(t3) =
) ¢ J.

In diesem Zusammenhang fithren wir den Begriff des Jordan-Abschlusses

Beispiel 3.2.11. Sei J wie in 2.1.4(J3). Weiter seien t; = (§
200

(858)’ ts = 1 aus J. Dann ist der Punkt p = R(1,0)E(t1)E(ty

R(ts— (tits — 1)1, 1) € P(J) N A(o0) mit t5 — (t1ts — 1)1ty = (é

oo

OO — OO
NOO Rj\_/

von einem Jordan-System ein:

Definition 3.2.12. Seir J C R ein Jordan-System und T der Kleinste K-
Untervektorraum von R, welcher J enthdlt (damait ist 1 € j) und fiir welchen

qilt:
(1) Ya € J=JNR": a'leJ.
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(2) Ya,be J: aba € J.

Dann nennen wir J den Jordan-Abschluss von J. Offenbar ist T ein Jordan-
abgeschlossenes Jordan-System in R (vgl. 1.1.27). Ist J Jordan-abgeschlossen,

dann gilt insbesondere J = J.

Bemerkung 3.2.13. Sei J C R ein Jordan-System. Dann existiert stets ein
eindeutiger Jordan-Abschluss J C R von J.

Beweis: Sei {J; | i € I} die Menge aller Untervektorrdume von R, welche
J enthalten und die Bedingungen aus 3.2.12 erfiillen. Offensichtlich ist diese
Menge nicht leer, da R in der Menge liegt.

Wir betrachten nun die Menge (;.; /i # 0. Dann ist diese Schnittmenge
wieder ein Untervektorraum von R, der die Bedingungen aus 3.2.12 erfiillt.

Auflerdem ist sie nach Konstruktion minimal. Daraus folgt die Existenz und
Eindeutigkeit des Jordan-Abschlusses von J ([37]). O

Fiir nicht Jordan-abgeschlossene Jordan-Systeme folgt unmittelbar nach

3.2.12 und nach dem Beweis von 3.2.9 die folgende Bemerkung:

Bemerkung 3.2.14. Sei J ein nicht Jordan-abgeschlossenes Jordan-System
und J sein Jordan-Abschluss. Dann gilt P(J) N a(c0) € {R(h,1) | h € J}.

Jetzt konnen wir herausfinden, wann die beiden Definitionen der projek-
tiven Gerade zumindest fiir Jordan-abgeschlossene Jordan-Systeme iiberein-

stimmen.

Satz 3.2.15. Sei J ein Jordan-abgeschlossenes Jordan-System. Es gilt:

~

P(J) =P(J) < J ist stabil in R.

Beweis: =" Wir nehmen an, dass P(J) = P(.J) ist. Fiir ein beliebiges p =
R(1+ ab,a) € P(J) (mit a,b € J) und z = —b € J gilt dann 1 + ab + ax =
1 € R*. Damit ist J stabil in R.

7«<" Sei nun J stabil in R. Es ist zu zeigen, dass jeder Punkt p &€ @(J)
mit irgendwelchen zwei Parametern a,b € J beschreibbar ist, d.h. dass p =
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R(1 + ab, a) ist. Offenbar gilt das fiir alle p € P(J) C P(J). Wir zeigen nun,
dass diese Bedingung auch fiir jedes ¢, := R(1,0)E(t) - ... E(t,) € P(J)
mit n > 3 und t1,...,t, € J giiltig ist.

Wir betrachten zunéchst den Fall n = 3. Es ist dann g3 = R(1,0)E(t1)- E(t2)-
E(t3) = R((t1ta — 1)ts — t1,t1to — 1) € P(J). Nach der Voraussetzung gibt es
ein zy € J, so dass gilt:

(tltg — 1)t3 — 1t + (tltg — 1)%0 = (tltg — 1)(t3 + CC()) —t; =:dy € R".

Als Zwischenschritt zeigen wir, dass dy ' (tito — 1) € J ist. Wie in [3, S. 95]
definieren wir fiir z,y, 2 € J mit x + zyz + 2z € R* das Element D(z,y, z) :=
(x +2yz + 2)"1(1 +2y) € R. Es gilt:

doil(tltg — 1) = ((tltg — 1)(t3 + .%'0) — tl)_l(tltg — 1)
(tltg(tg, + Io) — (tg + (ﬁo) — tl)il(tltz — 1)
= (t1 — tita(ts + mo) + (t3 + z0)) (1 — tat)

= D(tl, —tg, t3 + xo).

Nach Lemmata 2.2 und 2.3 in [11] ist D(ty, —to9,t3 + xo) € J (obwohl diese
Lemmata fiir starke Jordan-Systeme bewiesen wurden, gelten zumindest fiir
unsere Zwecke wichtige Teile der Lemmata auch fiir Jordan-abgeschlossene
Jordan-Systeme, wie man leicht priifen kann). Setzt man ag := d, ' (t1to—1) €
J, dann folgt:

g3 = R((tito — 1)tz — t1, t1ty — 1)
(do — (trts — )20, trts — 1)

(do — doaopzo, doay)

(1 — apxo, ap) € P(J).

Sei nun n > 3. Es gilt:
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R(l — apxo, CL()) . E(t4) ot E(tn)
= R((aoxo — 1)t4 + ap, gy — 1)E(t5) oLt E(tn)

Analog wie oben setzen wir d; = (agrg — 1)(t4 + x1) + a9 € R* fiir ein
ry € Jund ay := dy "(apwy — 1) = D(—ag, 79, t4 + 1) € J, dann erhalten wir
R((apxo — 1)ty + ag,aprg — 1) = R(1 — ayxy,a1). Nach mehreren Schritten

haben wir:

R(l — a1, &1)E(t5) ot E(
R((alxl - 1)t5 + a,a1xr1 — 1
R(l — aA9T9, ag)E(tG) oL E(

.= R(l — Ap—3Tp-3, an—3)7

4~
3
SN—

dn

~—
S
—~
~
D
~
&
—~
~
S
~

~~
3
SN—

wobei a,_;, d,—; fiir entsprechende z,_; € J und i € {4,...,n} wie folgt

definiert werden:

Ap—j ‘= dﬁ—z‘(an—(z‘+1)$n—(z'+1) -1)= D(_an—(i+1)a T (i+1)s tn—i+3 + Tyi) €J

dp—i = (Ap—(i4+1)Tn—(i41) — 1) (tn—its + Tpi) + an_(iy1) € R
Daraus folgt die Behauptung. ]
Nach dem Beweis des obigen Satzes kann man folgern:

Bemerkung 3.2.16. Sei J ein Jordan-abgeschlossenes Jordan-System. Gibt
es fiir jeden Punkt p = R(1,0)E(t1)E(te)E(ts) € P(J) (mit t1,ts,t3 € J) ein
x € J,sodass (t1ta — 1)(ts + x) — t; € R* ist, dann ist J stabil in R.

3.3 Endlichdimensionale Jordan-Systeme

Wie schon in der Einleitung zu diesem Kapitel angekiindigt, betrachten wir
nun J in einer endlichdimensionalen K-Algebra R = K, ,,. Wir zeigen, dass
alle Jordan-abgeschlossenen Jordan-Systeme in R unter einer zusétzlichen

Bedingung stabil sind. Dafiir beweisen wir das folgende Lemma:
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Lemma 3.3.1. Fir einn € N set R = K,,,, die Matrizenalgebra tiber einem
Korper K. Weiterhin sei d € R eine Matriz der Gestalt

)\1ET1 *
0 N By,
mit paarweise verschiedenen \i,...,\y € K fir ein k < n und ), r; = n,

wobei E,. die r; X ri-Finheitsmatriz bezeichnet und der Stern dafiir steht,
dass simtliche Ewntrdge oberhalb der Diagonale beliebig sein kdonnen, oder
der Gestalt

(ME, \

MEr,

\ )

mit ebenso paarweise verschiedenen Ai,..., N\, € K und B; € Lj; fiir alle
jge{l,... I}, 1 <n—k, wobei Ly, ..., L mittels Matrizen iber K dargestellte
Erweiterungskirper von K sind und Bj # 0 fir alle j € {1,...,1} gilt. Dann
qibt es fiir jedes © mit \; # 0 eine obere Dreiecksmatriz, welche in der von 1
und d erzeugten K-Algebra K|d] liegt und die folgende Gestalt hat:

/’LlE’Fl *

1 fiir j =1,
e; = mit (= fiir 5 (3.13)

0 sonst
O /ukETk
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bzw.

( Ly, \

:ukETk . 1 f’U/f’j = 7:7
e; = mat p; =
B 0 sonst

\ B )

(3.14)
und B € {0,1} C L fiir alle j € {1,...,1}.

Beweis: Zunachst sei d € R nicht invertierbar. Wir betrachten die beiden im

Satz dargestellten Gestaltsmoglichkeiten fiir d:
1. Fall: Sei d der Gestalt

ME, 0
d= +m, (3.15)
0 Mo Ey,
wobei
0 *
m = €eR (3.16)
0 0

nilpotent ist (vgl. [57, S. 219]). Nach unserer Annahme ist 0 ein Eigenwert
von d. OBdA sei Ay = 0. Nach Voraussetzung sind dann Ay, ..., A\x_; von Null
verschieden.

Im Fall £ = 1 ist die Behauptung trivial. Ist £ = 2, dann ist ebenso trivia-
lerweise e; = Al_ld. Sei also k > 3. Wir beweisen e; € K|[d]. Da die Eintrage
oberhalb der Diagonale fiir uns irrelevant sind, betrachten wir im Weiteren
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ausfiihrlich nur den Diagonalanteil der Matrizen. Die zu d zugehdorige Diago-

nalmatrix bezeichnen wir mit d := d — m. Es gilt:

Die Matrix dy := \;_1d — d? liegt in K[d] und hat die Gestalt

[[(Nih = A E,, 0 )
(M1 M2 = A} o) By, + my
07"1@—1
o o
mit m; = A\y_1m — dm — md — m?2. Hierbei stehen 0,, , und 0,, fiir die

re—1 X rp_1- bzw. 1 X rp-Nullmatrizen. Offensichtlich hat d; héchstmoglich
k — 1 Eigenwerte. Aulerdem hat m; wieder die Gestalt (3.16) und ist damit
nilpotent. Fiir ¢ # j gilt wegen \; # A;:

Neo1Xi = AF = N1 hj — A
& Nem1(Ai = A)) = AT = AF = (A = A (N + )
S N1 = N+ >\j

Wir machen die folgende Fallunterscheidung;:

(1) Hat d; nur 2 Eigenwerte (0 und \;_1A; — A?), dann sollte d maximal 4
Eigenwerte haben, denn aus A1 = A\ + A\ = A\ + \; fiir 7 # j folgt
Ai = Aj, was ein Widerspruch ist, d.h. es gilt

ME;, 0
d= )\QE}2 +m




3.3 Endlichdimensionale Jordan-Systeme 115

oder

und damit ist

dl = + myq
0 OT2+7“3
bzw.
MAE, 0
dy = )\1)\2E¢2 + my,
0 07"3+7“4

denn es fir )\3 = /\1 + /\2 7£ 0 gllt )\3)\1 - )\% = ()\1 + /\2))\1 - )\% = )\1)\2.
Im ersten Fall erhalten wir sofort e; := A[*(\y — A\y)~'d; € K|[d]. Fiir d
mit 4 Eigenwerten setzen wir

E,, 0
1 01"2
€1 = ()\1)\2()\2 — )\1)) ()\le — dld) = 5 + Me1
0 Or, | /
mit me, = ()\1)\2(/\2 — )\1))_1()\277”&1 — czlm — mch — mlm), wobei Cz1

den Diagonalanteil von d; bezeichnet und m.; eine nilpotente obere
Dreiecksmatrix ist. Offenbar gilt e; € K|d].

(2) Hat nun d; mehr als zwei Eigenwerte, dann gibt es (mindestens) ein
i # 1,80 dass p1 = M1 A — A # M\ — A2 = p; ist. Weiter
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betrachten wir d? € K[d]. Es gibt wieder zwei Fille:

(a) Hat d? immer noch mehr als 2 Eigenwerte, dann sei oBdA p? # y?.
Setzt man dy := p;d; — d?, dann ist dy ein Element von K[d] und
hat die Gestalt

( (nipn — p3)E,, 0 \

4

\ Orkfl“"rk )

mit my = p;mq — Jlml — mlczl — m% Offensichtlich ist ms wieder

der Form (3.16) und es gilt gy — p3 = (s — p1)pn # 0.

(b) Hat d? genau 2 Eigenwerte, dann multiplizieren wir d3 mit d, so
dass alle von Null und paarweise verschiedenen Eigenwerte von
did € K|[d] die gleichen Vielfachheiten wie die entsprechenden Ei-
genwerte von d haben. Die Matrix d?d hat aber schon weniger
Eigenwerte als d. Analog wie im Fall (a) erhélt man durch geeig-
nete Linearkombination von dd und d} eine Matrix in K[d], die
einen Eigenwert weniger als d?d hat. Diese bezeichnen wir wieder

Weiter betrachtet man ds mit gleicher Fallunterscheidung und rechnet analog
wie oben mit dy, d (im Fall (1)) bzw. d3}, dy (im Fall (2a)) oder d3, dod (im Fall
(2b)) und bei Bedarf wiederholt den Vorgang so oft, bis alle Diagonalelemente
auler den ersten r; eliminiert sind. Diese Matrix hat dann bis auf Vielfaches
die gewiinschte Gestalt von e; und liegt offenbar in K'[d]. Die anderen Matri-
zen e, ..., ep_1 bestimmt man analog, wobei fiir jede nachfolgende Matrix e;
die Matrix d — A\je; — ... — A\j_16;_1 € K|d] statt d benutzt werden kann.
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2. Fall: Sei nun d der Gestalt

( ME, \

NeEr,

\ )

mit o0BdA A\, = 0 und B; # 0 fiir alle j € {1,...,l}. Fiir jedes j € {1,...,[}
sei weiter yp,(X) = Y17 ;X" das irreduzible charakteristische Polynom

von B; vom Grad n; < n. Insbesondere muss ag # 0 sein, denn sonst hétte
xB,(X) eine Nullstelle in K. Es gilt also [L; : K| = Grad(xp,(X)) =n; < oo
(vgl. [50, S. 131]).

Analog wie oben berechnet man zunéchst fiir jedes i € {1,...,k — 1} die
Matrix e; der Gestalt

( IU/].ET1 \
. .
~ :ukETk
€i = =
By,
0 -
\ Bi |/
. 1 fir j =1, ~ ) . .
mit p; = und Bj; € L; fiir alle j € {1,...,{}. Offenbar liegen
0 sonst
€1,...,6ep_1 in K[d]. Nun mochten wir die letzten [ Blocke zu jeweils einer

Null- oder Einheitsmatrix bringen. Wie man das schaffen kann, demonstrieren

wir am Beispiel der Matrix e;. Wir betrachten zwei Moglichkeiten:

Moglichkeit 1: Wir nehmen zunéchst an, dass Eﬂ € K- FE,, C L;j fiir jedes
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je{l,..., 1} ist, wobei E, fiir die n; x n;-Einheitsmatrix steht, d.h. es gilt

(B, \

0y, *

81 = OTk (317)

VlEnl

\ ),

mit v; € K fir alle j € {1,...,l}. Sind v4,...,1 € {0,1}, dann sind wir

fertig, so dass wir sofort e; := €7 setzen konnen.

Sei nun oBdA v, € K*\{1}, dann liegt die Matrix €} := (v, — 1)1 (v1e; — €%)
ebenso in K[d] und hat die folgende Gestalt:

([E, )

0, *

o)
1

/
V2En2

\ v Ey, )

mit v = (11 — 1) (n; — v7) € K fiir alle j € {2,...,1}. Durch weiteres

analoges Rechnen erhalten wir die Matrix ey in K[d] der gewiinschten Gestalt
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(5 \

2

D2E’I’LQ

& )

mit 7; € {0,1} fiir alle j € {2,...,1}, wobei 7; = v/ im Fall v} € {0, 1} gilt.

Méglichkeit 2: Wir betrachten nun den Fall, wenn mindestens ein j € {1,... [}
mit §j1 € L\(K - E,,) existiert. OBdA sei 311 € Ll\(K E,,). Wegen

(L1 : K] = nq sind die n; + 1 Elemente 1 BH,BH,.. Bﬁl aus Lp linear

abhingig, d.h. es gilt &+& Bii+. . .+§nle11 = 0 fiir gewisse &, ..., &, € K,

die nicht alle gleich 0 sind. Also ist B\H # 0 eine Nullstelle des Polynoms

S, &X' = 0. Wir machen eine Fallunterscheidung:

(i) Sei & = —(& B+ ...+ £n1§f11) # 0. Dann gibt es insbesondere min-
destens ein ¢ € {1,...,n;} mit & # 0. Gilt aulerdem & + ... + &, =
7 € K*, dann hat die Matrix €] := 7 1(&é) + ... + &, e1') die Form

([, )

0y, *
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mit v, = —&7 ! € K* und B’1 =7 1Y " B € Ly fiir alle j €
{2,...,1}. Offenbar liegt €| in K|[d|.

Im Fall & + ...+ &,, = 0 erhalten wir § + & + ... + &, = & # 0.
AuBerdem gilt §0§11 + §1l§%1 +...+ &, Eﬁlﬂ = 0, so dass die Matrix

& (& + &+ ..+ &) =2 die Gestalt
([ )

0, \

7 = -
O,
By,
0

\ B, )

mit B = &7 S0 &Bi € L fiir alle j € {2,...,1} hat und in K[d]
enthalten ist.

(ii) Sei & = 0, dann muss & + fgén +...+ fnlé\ﬁl_l = 0 wegen §11 £ 0
gelten. Ist & # 0, dann rechnen wir weiter analog wie im Fall (i).
Sonst ist By; eine Nullstelle des Polynoms S, & X% = 0, welches wir
weiter nach dem gleichen Prinzip untersuchen. Da es dann mindestens
ein ¢ € {2,...,n1} mit & # 0 gibt, kommen wir schlieflich zu einem
Polynom vom Grad grofer als eins, denn es ist By € Li\(K - E,,),
welches B\H als Nullstelle hat und dessen Absolutglied in K* liegt. In

diesem Fall erhalten wir wieder eine Matrix €] analog wie in (i).

Nach dem gleichen Prinzip bringen wir fiir jedes j € {2,...,l} den entspre-
chenden Block B/ 1 zu v B, mit v; € K, indem wir weiter mit e} rechnen.
Schliefllich erhalten wir eine Matrix der Gestalt (3.17), so dass wir weiter wie
bei der Moglichkeit 1 rechnen konnen, wodurch es sich die gewiinschte Matrix
ey ergibt.

Die Matrizen eo,...,e;_1 erhilt man analog. Damit ist der Fall d € R\R*
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erledigt.

Ist d invertierbar, dann gilt A; # 0 und gegebenenfalls B; # 0 fiir alle ¢ €
{1,...0k} und j € {1,...,1}. Mit \y — d € K|[d| erhalten wir eine nicht
invertierbare Matrix wie oben, welche dann die Matrizen ey, ..., e;_q liefert.
Die letzte Matrix e;, errechnet sich dann durch e, = 1 — Zf:_ll e; (ist \p —d
wie im Fall 2, dann ist die Matrix e, der Gestalt (3.17), welche wir bei Bedarf

noch in die gewiinschte Form {iberfithren miissen). ]
Jetzt sind wir in der Lage, das erste Hilfsergebnis zu beweisen.

Lemma 3.3.2. Sei J ein Jordan-abgeschlossenes Jordan-System in R =
Ky, mitn > 2 und |K| > n+ 1. Dann gilt:

VpeP(J)Jdae Jbe J : p=R(l+ab,a).
Beweis: Sei p = R(1+ cd,c) = R(1,0)E(—¢)E(d) € P(J) C P(J) mit ¢ € J
und d € J\J*. Wir betrachten zwei Félle:

(1) Seic € J*, dann ist p = R(c™! +d,1). Ist ¢t +d € J*, so wihle man
ein A € K*\{1} (dieses existiert, denn K enthéilt nach Voraussetzung
mindestens 3 Elemente). Setzt man a := (1 — A)"}(c! + d)~! und
b:= X! +d) € J*, dann erhalten wir:

p=RA+AX=\(c'+ad)™
=R(A=N+(c ' +d) N +ad), (¢ +d)™)
—RA+1=XN"Yet+d) " Nt +d), =N +d)™h
= R(1+ab,a)

Ist ct +d ¢ J*, dann existiert ein u € K* sodass ¢! +d—p € J*
istll, Mit @ ;= gt und b := ¢! +d — pu € J* ergibt sich:

p=Rp+c+d—p1)

"Wegen J C K, , hat ¢! + d maximal n Eigenwerte und mindestens einer davon ist 0,
da ¢! + d nicht invertierbar ist. Die Existenz von pu folgt dann direkt nach Voraussetzung
an die Méachtigkeit des Korpers.
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A+ p e +d—p),p )
(1+ab,a).

R
R

(2) Sei nun ¢ € J\J*. Weiter sei x4(X) das charakteristische Polynom von

d. Wir haben zwei Falle zu betrachten:

1. Fall: Sei y4(X) vollstandig in Linearfaktoren zerlegbar, dann ist d zu
einer oberen Dreiecksmatrix d’ wie in (3.15) konjugiert, d.h. es existiert
ein u € R* mit d' = udu, also d' € u='Ju =: J', und es gilt y4(X) =
+(X =) ... (X = A\p)"™ mit paarweise verschiedenen Ay, ..., Ay € K
und 71,..., 7 > 1 mit S2F 7 = n fiir ein k < n (vgl. [32, S. 260)).
Offenbar ist 0 ein Eigenwert von d € J\J* bzw. d' € J'\J”. OBdA sei
A = 0. Wir betrachten nun d’' € J' genauer.

Wegen J' = w 'Ju ist J' ein Jordan-abgeschlossenes Jordan-System
in R. Damit liegt die K-Algebra K[d] = K + Kd' + ...+ Kd"™" mit
dimg(K[d']) =t <n ganz in J'. Nach Lemma 3.3.1 gibt es in K[d'] fiir
jedes i € {1,...,k—1} eine obere Dreiecksmatrix e; der Gestalt (3.13).

Setze man nun s ;=1 — (e; + ...+ ¢e;_1) € K[d'], d.h. es ist

0 0 )

/ e ~
s = +m

0 E,|)

mit m wie in (3.16). Dann ist d' + 75" € J™ fiir alle 7 € K*. Setzt man
nun s := us'u~! € J, dann folgt daraus d + 75 = ud'v"' + Tus'u! =

u(d + 78 u™t € uJ*ut = J* fiir alle 7 € K*.

Mit c ist auch cs nicht invertierbar, so dass ein [ € K* mit cs — [ € R*
(& 1—I1"'cs € R*) existiert. SchlieBlich setze man a := (1—1"tcs) e €
Rund b:=1"1's+d € J* Es gilt:

1 —1""es € Kles| mit dimgKles] =v <n
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=3, el (I=1"tes) P =v +mes+ ...+ vyes)' !

=a=(1—-1"cs) 'e=vic+wmesc+ ... +v,(cs)" e

mit (cs)ic = cs-...-cs-c € J fir alle i € {1,...,v}, da J Jordan-
abgeschlossen ist. Daraus folgt a € J. Insgesamt ergibt sich:

(1—1"tes) (1 +cd), (1 —1""es) e)

(1—1""tes) P+ (1 —1"es) ed, a)

L+ (1 —1tes) M (1= (1 =1 es))+ (1 =1 tes) ted, a)
= R(1+ (1 —1""es) te(lts+d), a)

2. Fall: Sei nun x4(X) nicht vollstdndig in Linearfaktoren zerlegbar. Im
Fall, dass x4(X) irreduzibel ist, muss d als nicht invertierbares Element
des Erweiterungskorpers K|d] ~ K[X]/(xa(X)) gleich 0 sein, so dass
fir A € K* mit ¢ — A\~ € J* gilt:

p=R(l+cd,c)=R(1l,¢c) = R(1+ Ac — Ac, )
= R(A(A™ 1—c)+)\c c)
=ROA+XTA T =o) e, AT (A =) he)
= R(1+ab,a)

mit a .= AN\ —¢)lce Jund b=\ € K* C J*.
Sei also yq(X) nicht irreduzibel, d.h. es gilt

([\E,, )

MNeEor,

B




Projektive Geraden iiber Jordan-Systemen und zugehorige
124 Kettenrdume

mit d = v ldu € J = u'Ju fiir ein u € R*, wobei By,..., B
die Blocke mit irreduziblen charakteristischen Polynomen yp, (X),.. .,
xB,(X) sind, welche x4(X) teilen, d.h. es gilt B; € L; ~ K[X]/(xB,(X))
fir jedes j € {1,...,l}. Dabei gilt insbesondere B; # 0 fiir alle j €

{1,...,1}. Definiert man analog wie oben s’ := 1 — > e; fiir ¢; €
K|[d'] wie in (3.14), dann hat s’ in der Hauptdiagonale statt der Blocke
By, ..., B; nur Elemente aus K und sonst Nullen (an der Stelle von

A,y A1 # 0) bzw. Einsen (an der Stelle von Ay = 0), so dass
d + s € J* und folglich auch d + 7s € J* mit s = us'u~! € J fiir
alle 7 € K* gilt, denn es ist B; + 7t # 0 fiir alle j € {1,...,[/} und alle

t € K. Weiter verlauft der Beweis analog zum Beweis von Fall 1. [

Bemerkung 3.3.3. Aus dem obigen Lemma zusammen mit Lemma 3.1.15
in [26] folgt P(J) = {R(z,1 + zy) | z,y € J}.

Im Teil (2) des Beweises von 3.3.2 haben wir insbesondere ein wichti-
ges Ergebnis erhalten, das wir im Weiteren noch benutzen werden. Dieses

Ergebnis"™ schreiben wir als Korollar auf:

Korollar 3.3.4. Sei J ein Jordan-abgeschlossenes Jordan-System in R =
Kyp mit n > 2 und d € J\J*. Dann existiert ein s € K[d] C J, so dass
d+ ks € J* fiir alle k € K* gilt.

Mit Bemerkung 3.2.16 und Lemma 3.3.2 beweisen wir den folgenden Satz:

Satz 3.3.5. Sei J ein Jordan-abgeschlossenes Jordan-System in R = K, ,
mit n > 2 und |K| > n+ 1. Dann ist J stabil in R.

Beweis: Nach 3.2.16 reicht es die Punkte der Form p = R(1,0)E(a)E(b)E(c) €
P(J) (fiir a,b,c € J) zu betrachten. Ist a € J*, so gilt das Gewtinschte fiir
r=—-ceJ:(ab=1)(c+x)—a=(ab—1)(c—c)—a=—ac J".

VEin #hnliches Ergebnis gilt gem#f Lemma 2.1.1 in [42]: Fiir jedes d € J existiert ndmlich
ein ¢ € K|[d]*, so dass dc — k in K[d] C J invertierbar fir alle k € K\{0,1} ist. Fiir unsere
Zwecke ist es aber ganz wichtig, dass der Fall £ = 1 zumindest fiir nicht invertierbare d € J
nicht ausgeschlossen wird.



3.3 Endlichdimensionale Jordan-Systeme 125

Sei nun a € J\J*. Es ist R(1,0)E(a)E(b) = R(ab — 1,a) € P(J). Nach
3.3.2 und 3.3.3 gibt es also d/,s,t € J und / € J*, so dass R(ab— 1,a) =
R(1+a'b,d) = R(s,st+1) mit s = —=V'a't — ¥ und t = (b')"! gemi dem
Beweis von 3.1.15(2) in [26] ist. Daraus folgt p = R(1,0)E(a)E(b)E(c) =
R(s,st+1)-E(c) = R(sc—st—1,s) = R(s(c—t)—1,s). Firx = —(c—t) € J
gilt die Behauptung. []

Aus der Stabilitat des Jordan-Systems folgt aber seine Jordan-Abgeschlos-
senheit nicht. Es gibt auch Jordan-Systeme iiber einem Koérper mit kleine-
rer Méachtigkeit als in 3.3.5 vorausgesetzt, welche immer noch stabil in R
sind. Wir stellen einige Beispiele fiir stabile Jordan-Systeme vor, welche die

Voraussetzungen des Satzes 3.3.5 nicht erfiillen:

Beispiel 3.3.6. (1) Sei J die Menge aller Matrizen (6\ "o

K. Dann ist J ein Jordan-abgeschlossenes Jordalg—0§stem. Nach 3.3.5

ist J fiir alle K mit |K| > 4 stabil in R. Wir beweisen, dass J auch fiir

K ~ GF(3) stabil ist.

Sei S < Kj3 die K-Algebra der oberen Dreiecksmatrizen und p =
T11 T12 T13

S(a,b) € P(J) C P(S). Wir zeigen, dass ein 2 = ( 0 w2 $12) cJ

0 11

)mit A, U, T €

existiert, so dass a 4+ bx € S* gilt.

Wir wissen, dass jede endlichdimensionale K-Algebra stabil ist, d.h.
a a a
es gibt ein y € S mit a + by € S*. Seien a := ( él 0 aig), b =

0 ass

bi1 b1z bi3 Y11 Y12 Y13 ) )
( 0 bay b23> € Sund y:= ( 0 Y22 y23> € S wie oben. Es ist dann
0 0 b33 0 0 ys3

a1 + biiyir aiz 4 biiyiz + biay2e ais + biiyiz + biayas + bi3yss
a+by = 0 a9 + baotyoo @23 + baoyaz + basyss
0 0 asz + b33yss

und es gilt

a+by € S" e ai + by #0, ax + bpye # 0 und ass + bszyss # 0.

Jetzt konstruieren wir das gesuchte x € J.
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Da 19,923 und g3 auf die Determinante von a + by keine Wirkung
haben, konnen wir oBdA x5 := y1» und x13 := y13 wihlen. Aulerdem

setzen wir sofort x99 := y99. Nun betrachten wir drei Falle:

(a) Sei by = 0, dann ist ay; # 0 und somit gilt a1 + by1x1; # 0 fiir
alle 17 € K. Damit auch die Gleichheit as3 + bsgx1; # 0 erfiillt
ist, wahlen wir x1; := y33, so dass schliellich a 4+ bx € 5* gilt, wie

gewiinscht.
(b) Sei bsz = 0. Dann konstruiert man x analog wie in (a).

(c) Seien nun by, b3y # 0, dann sind y;1 # —bj{ - a1 und ysz #
—bss - as3. Wegen |K| = 3 finden wir also stets ein x11 # —bj; a1,
—bggl - as3, so dass beide Bedingungen aq; + by1x11 # 0 und assz +
bssx11 # 0 erfiillt sind.

Daraus folgt die Behauptung.

(2) Sei J wie in 2.1.4(J3), also ein nicht Jordan-abgeschlossenes Jordan-
System in K33 mit K ~ GF(3). Wir zeigen, dass J stabil in R ist.
Sei D < Kj3 die K-Algebra aller Diagonalmatrizen. Weiter sei p =

g ay 0 0 b1 00
R(a,b) € P(J) mit a := (8 a 0> und b := (8 bozl?) € D. Wir suchen
as 3
+z 0 0
ein r = (yg y+022 0) € J < D, fiir welches die Bedingung a + bz € D*
y
erfiillt ist. Es gilt:

a1 + bi(y + 2) 0 0
a+ br = 0 as + by(y + 22) 0 e s”
0 0 a3+b3y

= a1+b1(y+z) £ 0, a2+bg(y+22) = 0 und a3 + bgy # 0.
Damit haben wir ein lineares Gleichungssystem

biz+ by =u—a
2b2z—|—b2y:v—a2

b3y = w — as
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in den zwei Unbekannten y, 2z mit geeigneten u,v,w € K*. Wir suchen

also solche u,v,w € K*, so dass das Gleichungssystem losbar ist. Wir

betrachten wieder zwei Falle:

(a)

Sei b; # 0 fiir alle i € {1,2,3}. Sind a,b € D*, dann sind auch
a; # 0. In diesem Fall ist die Bedingung a + bz € D* fiir x =
0 erfiillt. Sonst sei o0BdA a3 = 0. Dann liefert die 3. Gleichung
sofort y = by'w € {b3',2b5'}. Aus der 1. Gleichung ergibt sich
z=b " (u—a; — biby'w) € {b (k —a; — bibg ') | k1 € {1,2}}.
Setzt man w = 1, dann erhalten wir durch Einsetzen von y und z

in die 2. Gleichung mit einem beliebigen v # 0:

2byz + by + a2 # 0
& 2bob (U — ag — bibg ') + boby ' 4 ag #£ 0
& 2oby (U — ay) — babg 4 ay # 0
& u # 2bibst — 2b1by tas + ay

Wegen |K| = 3 findet man stets ein v € K*, welches die obige
Aussage erfiillt.

Wir nehmen nun an, dass es mindestens ein i € {1,2,3} gibt mit
b; = 0. Sei oBdA b3 = 0, dann muss a3 von 0 verschieden sein, denn
sonst wire R(a,b) kein Punkt von P(.J). Setzt man w = ag # 0,
dann kann y € K beliebig gewéahlt werden, z. B. y = 0. Ist auch
by = 0 und damit a; # 0, dann setze u = a; und wahle z € K so,
dass v = 2byz + ag # 0 ist. Im Fall by # 0 ist z = bfl(u — ap) und
damit gilt fiir die 2. Gleichung mit einem beliebigen v # 0:

2bsz +as # 0
= 2bgbf1(u — CL1) + as 75 0
= U 7é a; — 26162_1&2

Die gleiche Argumentation wie im Fall (a) liefert uns die gesuchten
u,v,w € K*.
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Obwohl J in R stabil ist, folgt daraus die Gleichheit der Mengen P(.J)
und P(J) nicht. Genauer wird diese Tatsache im nachfolgenden Ab-
schnitt erkléart. Das zeigt, dass auf die Voraussetzung des Satzes 3.2.15

nicht verzichtet werden kann.

Eine wichtige Folgerung aus 3.3.5 unter Beachtung von 3.2.15 schreiben

wir noch mal als Korollar auf:

Korollar 3.3.7. Sei J ein Jordan-abgeschlossenes Jordan-System in R =
Kyp mitn>2 und |K| > n+ 1. Dann ist P(J) = P(J).

3.4 Kettenrdume iiber nicht notwendigerweise starken

Jordan-Systemen

In diesem Abschnitt soll klar gemacht werden, inwieweit die im Abschnitt
3.2 eingefiihrte Definition der projektiven Gerade iiber nicht notwendiger-
weise starken Jordan-Systemen im Sinne der Kettengeometrie sinnvoll ist.
Bevor diese Frage genauer untersucht wird, moéchten wir das Beispiel von

oben weiter ausfiihren.

Beispiel 3.4.1. Sei J wieder wie in 2.1.4(J3) und D < Kj 3 die K-Algebra al-
ler Diagonalmatrizen mit K ~ GF'(3). Wegen J C D betrachten wir die pro-
jektive Gerade von J als Teilmenge von P(D). Wie wir in 2.4.7 schon gesehen
haben, ist die gemaf} 1.1.29 definierte projektive Gerade P(.J) kein Unterraum
von (K, D) und damit nicht die Punktmenge eines Kettenraums, da nicht
alle Verbindungsketten von drei paarweise distanten Punkten ganz in P(.J)
sind. Wir betrachten zunéchst, ob fiir die im Fall (J3) des Unterabschnitts
2.4.1 behandelten Punkte die in P(J) fehlende Kette in P(J) enthalten ist.

Seien also

hy := D(l +a1b1,a1) mit a; = <é§§>,b1 = (
hy = D(l + a2b2,a2) mit ao =by =1 € J,
hs := D(]. + agbg,ag) mit a3 =2,b3 =1 € J,
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d.h. es gilt hy = D((g%(l)) (8%8))’ hy = D(2,1), hs = D(0,1). Dann

sind hq, ho, hy paarweise distante Punkte, die den Ebenen &, &’ bzw. £ aus
dem Beweis von 2.4.7 entsprechen. Sei C), := (hih2hs) die Verbindungs-
kette. Geméfl dem Beweis von 2.4.7 liegt der vierte Punkt von Cj aufler-
halb von P(J). Tatséchlich ist der Punkt hy := D(1,0)FE(a4)E(by)E(cy) =

D((%%) (888)) € P(J)\P(J) mit as = (6 ) 8) — byund ¢s = (%Z 122 8)
002 002 000 0 0 1
fiir ein beliebiges z € K (dieses verschwindet beim Ausrechnen von hy4) zu

€ {1,2,3}, distant und fir ¢ € PGLy(D), welche durch die

(
) € GLy(D) mit z := ((1)(1)8>,y = <(1)?8>,U = <(2)(2)8> und
002 000 001

allen h;, @
Matrix (55

y
w
§) induziert wird, gilt:

(0 0

00

00

D(1,0)” = D(z,y) = D(ui(1 + aib),wia1) = hy, mit u; = (é % §) c D",
D(O, 1)0 D( ) (u1 (CL4b4C4 — a4 — C4) ul(a4b4 — 1)) = h4,
D(1,1)” = D(x + v,y + w) = ha,

D(2,1)° = D(2x + v,2y + w) = D(ua(1l + ashy), usas) = hy, mit

w= (340 e 0

Damit ist hy € Cj, = P(K)?. Insbesondere ist P(J) eine echte Teilmenge von
P(J).

Wir kénnen sogar zeigen, dass P(J) ein Unterraum von S(K, D) ist. Das
bedeutet insbesondere, dass fiir je drei paarweise distante Punkte in IF’(J )
ihre Verbindungskette ganz in P(J) liegt und die Inzidenzstruktur ¥ :=
(P(J), €(P(J))) selbst ein Kettenraum ist. Wir zeigen unter anderem, dass
die Menge aller Ketten in P(.J) wie folgt aussicht:

C(P(J)) = {C° | 6 € PEy(J),C € €(K,D), 0 € C} = €(K, D, J). (3.18)

Als Zwischenschritt untersuchen wir die Menge aller zu oo distanten Punkte
von P(J) und zeigen, dass diese Menge mit der Menge A(c0) = {p € P(D) |
p A oot = {D(h,1) | h € D} C P(D) iibereinstimmt. Offenbar gilt P(J) N
A (00) € A (o0). Wir zeigen nun die andere Inklusion. Sei p = D(h,1) €
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A(oo) mit h € D, d.h. h = (8 'B%?) mit k; € K, i € {1,2,3}. Setzt man
3

a:= ki1 + 2ks und b := ko + 2k3 + a = k1 + ko + k3, dann erhalten wir

a+ k3 0 0 000 a+ k3 0 0
h = 0 2a+k O |+]0b0 | mits:= 0 2a+k 0 | €J
0 0 ks 000 0 0 ks
Ist b = 0, dann ist A = s € J und damit gilt sofort p € P(J) N A (o). Sei
nun b = 1 (fiir b = 2 gilt analog). Mit ¢ := (égg) € Jund [ = <§§§> € J

ist <§ g §) = 2tlt, so dass h = s + 2tit ist. Weiter setze man m :=s —t € J.
Wegen tl — 1 = <§ g §> = (tI —1)~! € D* ergibt sich

p=D(h,1) = D(s+2tlt,1) = D(m — tit +t,1) = D(m — (t — 1)t,1)
= D((tl — D)m — t,tl — 1) = D(1,0)E(t) - E(l) - E(m) € P(J) N A(c0).

Daraus folgt A(oco) € P(J) N A(co) und damit gilt die Gleichheit A(oc0) =
P(J) N A(o0).
Betrachtet man die entsprechenden Mengen aller Ketten durch oo in P(J)

bzw. P(D), so sind sie nach dem gerade Gezeigten auch gleich, d.h. es gilt

¢(0) :={C e €(P(J)) | oo e C} ={C € ¢(K,D) | ¢ € C} =: €(0).

Wir kommen nun zu dem eigentlichen Beweis der oben angekiindigten Be-
hauptungen.

Zunichst zeigen wir, dass fiir je drei paarweise distante Punkte in I@(J ) ih-
re Verbindungskette ganz in I?P/’(J ) liegt und jede solche Kette C' die Gestalt
C = % € ¢K,D,J) mit § € PEy(J) und C' € €(c0) hat. Seien also
p,q,7 € P(J) paarweise distant und p = D(1,0)E(T) mit E(T) € Ey(J). Ist
a die durch die Matrix E(T)~! induzierte Abbildung in PEy(J), dann gilt
p® = D(1,0) und damit ist (p®¢*r®) =: C € €(o0) = €(0) eine Kette durch
oo in P(J). Daher ist (pgr) = C° C P(J) fiir 6 = a* die Kette durch p, g, r.
Umgekehrt ist fiir jedes § € PE,(J) und C € €(00) stets €2 C P(J). Damit
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gilt Bedingung (2) der Unterraumdefinition 1.2.9 sowie (3.18). Bedingung (1)
von 1.2.9 ist auch erfiillt, denn P(J) enthélt sicher die Punkte D(1,0), D(0, 1)
und D(1,1).

Schlielich zeigen wir, dass 5, selbst ein Kettenraum ist. Axiome K1 und
K2 sind offensichtlich erfiillt. Wir miissen also zeigen, dass alle Residuen ip,
p € P(J), particlle affine Réume sind. Da Ey(.J) Ketten aus ¥ auf ebensolche
abbildet und transitiv auf fD(J ) operiert, konnen wir oBdA den Punkt p = oo
betrachten. Nach dem oben Gezeigten gilt A(c0) =A(c0) NP(J) und €y =
{C\{oo} | C € €(c0)} = {C\{x} | C € €(c0)} =: €. Daraus folgt, dass
die Residuen Sy = (A(0), €) und o = (A(00) NP(J), €) auch identisch
sind. Mit > ist also auch f]oo ein partieller affiner Raum im affinen Raum
A(K, D).

Das obige Beispiel illustriert, inwiefern die neue Definition der projektiven
Gerade iiber nicht notwendigerweise starken Jordan-Systemen (zumindest fiir
dieses konkrete Jordan-System) aus Sicht der Kettengeometrie sinnvoll ist.
Natiirlich kann man die in diesem Beispiel definierte Kettengeometrie nicht
auf ein beliebiges Jordan-System {iibertragen: Wenigstens ist die Gleichheit
A (o0) =4 (00) NP(J) nicht allgemein giiltig, so dass sowohl Ketten durch
oo, als auch die entsprechenden Residuen S allgemein anders aussehen
sollten. Die Idee, alle Ketten mittels der Ketten durch oo zu beschreiben,
scheint jedoch nicht verkehrt zu sein. Aulerdem haben wir eine Untergruppe
PEy(J) < PGLy(R) zur Verfiigung, welche auf dem Distanzraum (P(J), A)
operiert. Diese operiert auf IAEB(J ) sogar 2-A-transitiv. Um das zu beweisen,

brauchen wir zunédchst das folgende Lemma:

Lemma 3.4.2. Sei J ein Jordan-System. Dann gilt

Vp,q € I?P/’(J),p A q Ja € PEy(J) :

PEy(J) ist 2--transitiv auf P(J) <
p® = R(1,0),¢" = R(0,1)

Beweis: Die Rechts-Implikation ist klar. Wir beweisen also nur die Links-
Implikation. Seien (p, q), (p, §) Paare distanter Punkte in P(J). Nach Voraus-
setzung gibt es ein a € PFEy(J) mit p® = R(1,0) und ¢* = R(0,1) und ein
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a € PEy(J) mit p* = R(1,0) und ¢® = R(0,1). Setzt man v := aoa ! €
PEs(J), dann gilt sofort p = p” und ¢ = ¢7, was zu beweisen war. O

Lemma 3.4.3. Sei J ein Jordan-abgeschlossenes Jordan-System. Dann ope-
riert PFEy(J) 2-A-transitiv auf P(J).

Beweis: Seien p = R(1,0)E(T),q = R(1,0)E(S) € P(J) distant mit E(T),
E(S) € Ey(J). Weiter sei a € PEy(J) durch die Matrix F(T)~! induziert,
dann gilt p® = R(1,0) und ¢* = R(1,0)E(S)E(T) ! mit p® A ¢*. Nach 3.2.9
hat ¢* die Gestalt ¢ = R(h,1) fiir ein A € J. Damit ist ¢* = R(1,0)E(h).
Setze nun B := E(h)™' € PE,(J), dann gilt (p*)" = R(1,0)- ({3!) =
R(0,1) und (¢®)? = R(1,0). Fiir v := a o 8 € PE,(J) gilt nach 3.4.2 die
Behauptung. ]

Nun konnen wir die in @(] ) enthaltenen Ketten fiir Jordan-abgeschlossene
Jordan-Systeme in einem Satz beschreiben, welcher den Satz 1.2.10 verallge-

meinert:

Satz 3.4.4. Sei J ein Jordan-abgeschlossenes Jordan-System in R. Fir je
drei paarweise distante Punkte p,q,r € ]?D(J ) liegt ihre Verbindungskette C' =
(pqr) € €(K, R) ganz in P(J). Jede solche Kette C hat die Gestalt C = (Cy)°,
wobei Cp, := {R(sh,t) | K(s,t) € P(K)} fir ein h € J* und § € PEy(J) ist.
Umgekehrt ist fir 6 € PEy(J) und h € J* stets (C})? C P(J).

Beweis: Seien p,q,r € @(J) paarweise distant. Nach 3.4.3 gibt es ein § €
PEy(J) mit p° = R(1,0) und ¢° = R(0,1), so dass 7° = R(h, 1) fiir ein h € J*
nach 3.2.9 ist. Die Punkte p°, ¢°,r° liegen auf der Kette P(K)7, wobei v €
PGLy(R) durch (}9) € GLy(R) induziert wird. Offenbar ist aber P(K)? =
{R(1,0)} U{R(kh,1) | k € K} = C, C P(J). Damit ist die Kette (pgr) =
(Cy)"" ganz in P(J) enthalten.

Sei nun 6 € PE,(J) und h € J*. Dann ist mit Cj, C P(J) auch (C,)? C P(J),
denn PFEs(J) liasst die Menge aller Punkte der projektiven Gerade iiber J

sowie die Distanzrelation von P(J) invariant. O

Im folgenden Satz zeigen wir schlieBlich, dass P(J) ein Unterraum von
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Y(K, R) ist. Dies stellt eine Verallgemeinerung von Satz 1.2.11 dar:

Satz 3.4.5. Sei J ein Jordan-abgeschlossenes Jordan-System in R. Dann ist

~ ~ ~

Y =YK, R,J) = (P(J),E(K,R,J))

mit €(K,R,J) == {(Cy)° | h € J*,6 € PEy(J)} ein Unterraum von L(K, R).
Wir nennen X(K, R, J) die Kettengeometrie tiber (K, R, J).

Beweis: Nach 3.4.4 ist Bedingung (2) von 1.2.9 erfiillt. Offenbar gilt wegen
P(K) C P(J) auch Bedingung (1). Wir zeigen also, dass & selbst ein Ket-
tenraum ist. Dazu betrachten wir die Residuen ip fiir p € fD(J ) und zeigen,
dass diese partielle affine Réume sind. Da PE,(J) auf P(J) transitiv ope-
riert und Ketten aus ¥ nach 3.4.4 auf ebensolche abbildet, konnen wir oBdA
den Punkt p = R(1,0) wihlen. Dann ist o = (A(00),€s) mit A(co) =
A(o0) NP(J) = {R(h,1) | h € J} (gemiB 3.2.9) und €, = {C\{oo} | 00 €
C € € =¢(K,R,J)}. Nach 2.1.9 in [26] kann man jede Kette in € C ¢(K, R)
durch oo als P(K)? fiir ein v € PG Ls(R) darstellen, wobei v durch die Ma-
trix (19) € GLy(R) mit ¢ € R, d € R* induziert wird. Identifiziert man
R(h,1) € A(o0) mit h € J, dann erhalten wir:

C\{oo} = {R(k,1)(1Y) | k€ K} =d e+ Kd™ C P(J).

Setzen wirnun a := d 'c € Jund b := d~! € J*, so gilt also C\{occ} = a+Kb.
Somit ist €, = {a+ Kb | a € J,b € J*}. Folglich ist X, ein partieller affiner
Raum im affinen Raum A(K, J). O

Bemerkung 3.4.6. Sei J ein Jordan-abgeschlossenes Jordan-System in R.
Dann gilt:

(1) Die Gruppe A(J) lisst die Menge P(J) invariant.

(2) BEs gilt €(K,R,J) = {(C,)° | h € J*,§ € PE;(J)} = {(C,)° | h €
J*6 € A(J)} = €(K,R,J) mit €(K,R,.J) aus Satz 1.2.11 (auch fiir
nicht starkes J).

(3) Ist J stark, so stimmt ¥ mit der Definition der Kettengeometrie iiber
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(K, R, J) aus Satz 1.2.11 {iberein.

Beweis: Wir erinnern zunéchst, dass die Gruppe A(J) eine Untergruppe von
PGLy(R) ist, die von denjenigen Abbildungen erzeugt wird, welche durch
Matrizen (1{) mit ¢ € J und ({}) induziert werden (siche Abschnitt 1.2,
S. 27). Im Verlauf des Beweises bezeichnen wir diese Abbildungen mit d; (fiir
ein beliebiges ¢ € J) bzw. 0.

~

(1) Es ist zu zeigen, dass beide Erzeuger 61,92 von A(J) die Menge P(.J)
invariant lassen. Fiir die durch (ifl’) induzierte Abbildung ¢§; gilt die
Aussage sofort wegen (19) = By (c) = E(0)™' - E(—c) € E5(J) (siehe
3.2.3(2)).

Wir betrachten nun die Abbildung d,. Fiir alle Punkte p = R(1,0)E(T) €
P(J) mit T = (t1,...,t,) € S(J) haben wir:

p” = R(1,0E(ty) ...« E(t,) (1)
= R(1,0)E(t) Et.1)(96)(Y0) Eta)(15)
= R(1,0)E(t1) - ... E(ty1)(V§)E(t,) ™"
=...=RLO)(§)EMt) " ...  E(ta)”
= R(1L,OEQO) - E(t) ... E(t,) ™
= ... =R(1,0)E(—t)) - ...- B(—t,) E(0)"" € P(J),

weil E(t)™1 = E(0)E(—t)E(0) fiir alle t € J gilt. Daraus folgt die
Behauptung.

Insbesondere haben wir auch die Gleichheit E(T)(9}) = (94)E(T)™!
mit 7 = (ty,...,t1) € S(J) gezeigt, d.h. es gilt stets

V6 € PEy(J) 36 € PEy(J): 008, =d500. (3.19)

(2) Gemif 3.2.6(2) ist PFEy(J) < A(J). Somit gilt €(K, R,J) CE&(K,R,J).
Wir zeigen nun die andere Inklusion. Dazu beweisen wir, dass fiir jedes
6 € A(J) ein &' € PEy(J) existiert, so dass (C)° = (C,)? gilt.
Da jede Abbildung aus A(J) als Hintereinanderausfithrung der Ab-
bildungen 61, ds dargestellt werden kann, konnen wir das Prinzip der
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vollsténdiger Induktion anwenden, indem wir die Aussage zunéchst fiir
beide Erzeuger von A(J) zeigen. Fiir 0, € A(J) gilt sofort §] = 6; €
PE,(J) mit (C),) = (Cy)%.

Wir beweisen nun die Aussage fiir d, € A(J). Sei 05 € PFEy(J) die
durch E(0)7! induzierte Abbildung. Dann erhalten wir nach (1) das

Gewiinschte:

(Ch)™ =A{R
:{R
:{R
:{R

1,02} U{R(\h,1)2 | A € K}
0,1)} U{R(1,\h) | A € K}
0,-1)}U{R(L,=\h) | A € K}

1,002} U{R(M\h, 1)%2 | X € K} = (Cy)%.

e e N NI N

Jetzt nehmen wir an, dass die Aussage fiir ein beliebiges § € A(J)
wahr ist und es gilt (C)° = (C)? fiir ein &' € PEy(J). Es bleibt die
Giiltigkeit der Aussage fiir die Abbildungen §; := 6 o §; mit i € {1,2}
Zu zeigen.

Fiir 8, erhalten wir sofort wegen §; € PFs(J) und unserer Annahme:
(Ch)™ = (Ch)™ = ((C)°)™ = ((Ch)™)™ = (C)"™ = (C)"

mit 0] € PFEsy(J).

Nun betrachten wir d, € A(J). Nach unserer Annahme gilt zunichst
analog wie oben (C},)% = (C;,)% = (C})?%. Weiter rechnen wir also
mit 0’ o dy € A(J).

Sei ¢’ durch die Matrix E(T) € Ey(J) mit T" = (t1,...,t,) € S(J)

induziert. Dann folgt aus (3.19) und nach dem oben Gezeigten:
(Ch>6’62 _ (Ch)ézg’ _ (Ch)éég/,

wobei 0, € PFEy(J) wie oben ist und y e PE5(J) durch die Matrix
E(T) ™ € By(J) mit T = (ty,...,t1) € S(J) induziert wird.

Insgesamt ergibt sich (C})% = (C))% fiir & := 8, 0 € PEy(J) wie
gewiinscht.
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Daraus folgt ¢(K,R,J) C €(K,R,J) und daher gilt die Gleichheit
¢(K,R,J) = €(K,R,.J). Folglich kann man die Kettengeometrie 3
tiber (K, R,J) auch mittels der Gruppe A(J) definieren, d.h. es gilt

> = (P(J),¢(K, R, J)).

(3) Die Aussage folgt unmittelbar aus (2) und 3.2.6(2). N

Wegen 3.4.6(2) bezeichnen wir im Weiteren die Kettenmenge von S stets
mit (K, R, J).



Kapitel 4

Jordan-Homomorphismen und Mor-

phismen von Distanzriumen

Im diesem Kapitel werfen wir einen schéirferen Blick auf den im Kapitel 1
definierten Begriff des Jordan-Homomorphismus. Anhand von bestimmten
Beispielklassen untersuchen wir, wie man solche Abbildungen algebraisch be-
schreiben kann.

Wir konzentrieren uns auf Jordan-Homomorphismen von Matrizenalge-
bren iiber Koérpern und von Jordan-Systemen hermitescher Matrizen. Die
Jordan-Homomorphismen von Matrizenalgebren bzw. Jordan-Systemen her-
mitescher Matrizen werden algebraisch beschrieben. Es wird auch gezeigt,
dass jeder Jordan-Homomorphismus der angegebenen Strukturen eine Abbil-
dung der entsprechenden projektiven Geraden induziert, welche die Distanz-

sowie die Adjazenzrelation invariant lasst.

4.1 Jordan-Homomorphismen von Matrizenalgebren

In diesem Abschnitt bendtigen wir die folgende Definition eines Matrizenrin-
ges (vgl. [49, S. 311]):

Definition 4.1.1. Sei U ein Ring mit Einselement. Dann ist U ein Matri-
zenring iiber S, wenn U eine Menge {e;; | 1,5 = 1,...,n} von Matrizen-

ewnheiten enthdlt, d.h. Matrizen, welche die Eigenschaften e;jeq = 05y mit
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1. falls j =
Ojs = falls = s fir alle i,j,s,1 € {1,...,n} und > 7 e; = 1 erfiillen.
0 sonst

Dabei ist S der Unterring von U, der mit allen e;; kommutiert. Insbesondere
kann jedes Element u € U eindeutig in der Form u = ) s;je;; mit s;; € S

geschrieben werden.

Liegt S ganz im Zentrum von U, dann heifit U eine Matrizenalgebra iiber

S.

Bemerkung 4.1.2. Sei R ein Ring und M = R,,,, der iibliche Matrizen-
ring aller n x n-Matrizen mit Eintrdgen aus R. Weiter seien e;; € M, 4,5 €
{1,...,n}, die Standardmatrizeneinheiten, d.h. Matrizen, welche auf der Po-
sition (7, j) eine Eins und sonst Nullen haben, und S C M die Menge aller
Matrizen in M, welche mit allen e;; kommutieren. Dann gilt S = R- E =
{rE | r € R}, wobei E die Einheitsmatrix von M ist. Damit ist M ein Ma-
trizenring iiber S im Sinne von Definition 4.1.1. Umgekehrt ist & zu dem

Matrizenring S, , aller n x n-Matrizen mit Eintrégen aus .S isomorph.

Beweis: Offenbar gilt R- E C S. Es bleibt S C R - E zu zeigen.

Sei also (mjj) := (mij)ijeq,..ny € S. Dann gilt (myj)eq = eq(my;) fiir je-
de Standardmatrizeneinheit ey mit s,0 € {1,...,n}. Daraus folgt m;s =
my; = 0 fiir alle ¢ # [ und j # s. Setzt man s = [, dann erhalten wir
(mi;) = diag(miy, ..., Myy,). Seinun s = Lund [ € {1,...,n} beliebig. Wegen
(mij)en = ey (mi;) gilt dann my; = my; fiir alle [ € {1,...,n}. Das impliziert
(mij) = mnE € R- E, so dass folglich S C R - E gilt. Die verbleibenden
Behauptungen sind klar. ]

Aufgrund von 4.1.2 gelten alle Ergebnisse iiber Matrizenringe U im Sinne
von Definition 4.1.1 auch fiir Matrizenringe R,, ,, und umgekehrt. Im Weiteren

fassen wir U stets als den Matrizenring S, ,, auf.

Jordan-Homomorphismen von einem Matrizenring in einen beliebigen Ring
wurden schon von N. Jacobson und C.E. Rickart untersucht. In [48] haben
sie gezeigt, dass jeder solche Jordan-Homomorphismus die Summe von einem

Homomorphismus und einem Anti-Homomorphismus ist (siche unten).
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Unabhingig davon hat I.N. Herstein in [41, Theorem H| bewiesen, dass
jeder Jordan-Homomorphismus « von einem Ring R in einen Primring R’
von Charakteristik ungleich 2 und 3 entweder ein Homomorphismus oder
ein Anti-Homomorphismus ist. Ein Jahr spater hat M.F. Smiley das gleiche
Ergebnis erhalten, aber ohne Voraussetzung, dass die Charakteristik von R’

ungleich 3 sein soll (siehe [62]).

Relativ kiirzlich hat H.M. Yao einen Satz bewiesen, nach dem man folgern
kann, dass alle Jordan-Homomorphismen o : K, — K, , mit n > 3 und
CharK # 2 entweder Homomorphismen oder Anti-Homomorphismen sind
(siche [67, Theorem 8]). Im Folgenden zeigen wir, dass dieselbe Aussage auch
im Fall von einem Jordan-Homomorphismus zwischen zwei Matrizenringen
(gleicher Ordnung > 2) {iber beliebigen verschiedenen Korpern gilt (im bi-
jektiven Fall wurde sie schon von Z.-X. Wan in [66, Theorem 3.24] bewiesen,

wobei Jordan-Isomorphismen dort semi-Isomorphismen heiflen).

Zunéchst stellen wir Lemma 3 von N. Jacobson und C.E. Rickart aus [48]

vor:

Lemma 4.1.3. Seien U = S, ,, mit n > 2 ein Matrizenring (im Sinne von
4.1.1) und U" ein beliebiger Ring. Weiter seien o : U — U' ein Jordan-
Homomorphismus und & der von dem Bild U* erzeugte Unterring von U'.
Dann gibt es zwei n x n-Systeme {g;; | i,7=1,...,n}, {hij | 4,j=1,...,n}
von Matrizeneinheiten in &, so dass e% = gij + hij und gijhi = higi; = 0
fir alle i, 3, k, 1 gilt.

Im Weiteren nennen wir € wie in 4.1.3 auch den einhiillenden Ring von
U". Geméafl dem obigen Lemma und Satz 7 in [48] sowie dem Beweis davon
gilt der folgende Satz:

Satz 4.1.4. Jeder Jordan-Homomorphismus o von einem Matrizenring U =
Snn, > 2, in einen beliebigen Ring U’ ist die Summe von einem Homomor-
phismus v : U — € und einem Anti-Homomorphismus 9 : U — &, wober E
der einhiillende Ring von U ist. D.h. es ist a« = 1+ mit a® = a¥+a” fir alle
acU. Sind gij, hij wie in 4.1.5, dann gilt auferdem 1V =g:= Yo gi € €,
IZ:h:: S hii € € sowie g+ h =1y, g* = g, h* = h und gh = hg = 0.
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Nun betrachten wir einen Jordan-Homomorphismus « zwischen n x n-

Matrizenalgebren iiber Korpern. Dann gilt sogar:

Satz 4.1.5. Seien R = K,,,, und R’ = K, , zwei Matrizenalgebren mit n > 2
und o : R — R’ ein Jordan-Homomorphismus. Dann ist « entweder ein

Homomorphismus oder ein Anti-Homomorphismus.

Beweis: Sei € der einhiillende Ring von R®. Nach Satz 4.1.4 existieren ein
Ringhomomorphismus ¢ : R — & und ein Ring-Antihomomorphismus ¥ :
R — €, so dass « sich als Summe a = ¢ + ¢ darstellen lidsst und es gilt
11]@ =gund 1% = h mit g+ h = 1p,¢> = g,h*> = h und gh = hg = 0
fiir g,h € € wie in 4.1.4. Auflerdem gilt nach dem Beweis von Satz 7 in
[48] € = &, @ &, wobei €; = &g und €, = Eh zweiseitige Ideale in & mit
Bild ¢ C €&, Bild ¥ C €, sind.

Nun mochten wir uns die beiden Ideale &; und &, genauer anschauen. Wegen
g*> = g ist g eine Nullstelle des Polynoms ¢(X) = X% — X € K'[X]. Daher
ist ¢(X) durch das Minimalpolynom m,(X) von g teilbar. Folglich zerfillt
my(X) vollstdndig in Linearfaktoren und besitzt nur einfache Nullstellen in
K'. Nach F18 in [57, S. 215] ist also g diagonalisierbar, d.h. es gibt eine
: : : / -1 I / I/ /
invertierbare Matrix p € GL,(K’), so dass p~'gp = diag(1’,...,1°,0",...,0)

s-mal

mit s = Ranggg ist (vgl. [27, Lemma 2|). Damit berechnen wir p~'hp =
lp — = 1p —plgp = diag(0',...,0,1, ..., 1) mit t = n — s =
p (e —glp = 1p —p 'gp 9 )

t-mal
Rangg h. Genauer haben wir

Es,s Os,t ~1 Os,s Os,t
pogp= und p~hp = : (4.1)
0t7s Ot,t Ot,s Et,t

wobei F, s und Ey; die s X s- bzw. t x t-Einheitsmatrizen sind und Oy 4, O, ¢, 0y
und 0, die entsprechenden Nullmatrizen bezeichnen. Daraus folgt, dass wir
im Folgenden oBdA statt o die Abbildung & : a — p~'a®p betrachten kénnen
(diese ist offenbar auch ein Jordan-Homomorphismus) und von g, h der Ge-
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stalt (4.1) ausgehen. Dann gilt einerseits

Qflzefg:{ag|a€€}§{<u On,t> |UEK7,175}

und andererseits
¢ =gC€={ga|aecc}C

Insgesamt ergibt sich

1M

Ors Ot
Analog erhélt man

Os,s Os,t
Ors O

€

N

| b e Kg,t

a 0O
(] 7t> ‘GEK;’S

Da €& = ¢ @ &, ist, erhalten wir

a 057t

Ors O

)

|la€ K, ,,be K,

8,87

Wegen Bild v C &; kénnen wir ¢ als eine Abbildung nach &; auffassen,

namlich:

a O
iR — & < "l lae K.,
Ot Opy

Damit ist ¢ ein Homomorphismus R — K ;. Nach Lemma 10 in [53] muss
dann n ein Teiler von s sein. Wegen s < n folgt daraus s = n und folglich ¢ =
0, so dass v die Nullabbildung und « ein Homomorphismus ist, oder s = 0 und

damit ¢t = n, so dass ¥ die Nullabbildung und « ein Anti-Homomorphismus
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1st. []

Da jeder Anti-Homomorphismus als Hintereinanderausfithrung von einem
Homomorphismus und dem Transponieren von Matrizen dargestellt werden
kann, reicht es, nur Homomorphismen algebraisch zu beschreiben. Dank Z.-
X. Wan ist die algebraische Beschreibung aller Isomorphismen « : K, , —
K, ,, schon bekannt (siehe [66, Theorem 3.22]). Wir verweisen auch auf [67,
Corollary 1, Corollary 2] fiir die algebraische Beschreibung aller Homomor-
phismen bzw. Anti-Homomorphismen K, , — K,, mit CharK # 2 und

n > 3. Diese Resultate werden im folgenden Satz verallgemeinert:

Satz 4.1.6. Seien R = K,,,, und R’ = K], zwei Matrizenalgebren und f :

n,n

R — R’ ein Homomorphismus. Dann gibt es einen Kdorperhomomorphismus

Y K — K" und eine Matriz g € GL,(K'), so dass fir alle a = (a;;) € R
gilt a — o’ = g_l(ag;.)g.

Beweis: Wir definieren die Abbildung ]?: R — Bild f mit of = o fiir alle
a € R. Es ist bekannt, dass Matrizenalgebren iiber Korpern einfach sind, d.h.
sie haben keine zweiseitigen Ideale aufier {0} und sich selbst. Da der Kern von
f (und damit auch von f) ein Ideal von R ist und da f keine Nullabbildung
ist, gilt Kern f = Kern ]?: {0}. Damit ist f injektiv und J?bijektiv, d.h.
es ist R = Bild f.

Nach Korollar 4.4.4 in [30] gibt es einen Ring L mit R’ = L,, und einen
Homomorphismus ¢ : K — L, so dass a/ = (af;) fiir alle a € R gilt. Damit in-
duziert ¢ einen Homomorphismus @ : R — L, : a = (a;;) — (a;;)) = (af;).
Zunichst untersuchen wir die Beziehung, in welcher K’ und L zueinander
stehen.

Sei w : L,, — R ein beliebiger Isomorphismus zwischen Matrizenringen,
dann folgt nach Theorem 3.22 in [66] wegen der Kommutativitit von K’,
dass L und K’ via eines Korperisomorphismus ¢ : L — K’ isomorph sind
und es eine Matrix g € GL,(K') gibt, so dass b* = g_l(bg‘j)g fir alle b € L,
gilt.

Nun konnen wir w = id setzen, denn es ist a? = a/ fiir alle a € R. Dann gilt

b = g (bf;)g = b fiir alle b € K}, = Ly, ,,. Damit erhalten wir a = (a;;) —
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al = (a)) =g " (a;])g = g_l(a;/;)g fiir alle a € R, wobei ¢ := oo : K — K’
ein Korperhomomorphismus ist. ]

Es ist bekannt, dass jeder Ringhomomorphismus R — R’ einen Morphis-
mus von Distanzraumen (P(R), A) — (P(R'), A") induziert (siehe 1.1.17). Die
gleiche Aussage gilt auch fiir Anti-Homomorphismen R — R’ von Ringen
(siche [22, 2.4(c)]). Wir konnen sogar zeigen, dass jeder durch einen Jordan-
Homomorphismus induzierte Morphismus von Distanzraumen im Fall von

Matrizenalgebren sogar in beiden Richtungen A- sowie ~-erhaltend ist.

Satz 4.1.7. Seien R = K,,,, und R' = K, . Jeder Jordan-Homomorphismus
f : R — R induziert eine Abbildung f : P(R) — P(R'), welche in beiden
Richtungen A- und ~-erhaltend ist, d.h. fir alle p,q € P(R) gilt

pArgep o ¢ undp~qgep ~

Beweis: Laut 4.1.5 ist f entweder ein Homomorphismus oder ein Anti-Homo-

morphismus. Wir betrachten die beiden Félle:

(1) Sei f ein Homomorphismus. Dann induziert f einen A-Morphismus
f:P(R) = P(R) : R(a,b) — R'(a’,b"). Wir zeigen, dass f in beiden
Richtungen A- und ~-erhaltend ist. Dafiir nehmen wir zu Hilfe den
obigen Satz, wobei alle Bezeichnungen aus seinem Beweis im Folgenden

iibernommen werden.

Geméif dem Beweis von 4.1.6 existiert ein zu K’ isomorpher Korper L
mit R’ = L, ,, so dass f sich als Hintereinanderausfithrung von einem
Ringhomomorphismus R — L, , und einem Ringisomorphismus d :
Lyn — K, darstellen ldsst. Laut [22, 2.4(b)] induziert jeder Ring-
isomorphismus einen A-Isomorphismus, der nach 1.1.16(1) auch ein ~-
Isomorphismus ist. Daher kénnen wir im Weiteren oBdA annehmen,
dass L = K’ gilt und damit ¢ : K — K’ ein Kérperhomomorphismus
ist, welcher unsere Abbildung f = ¢ induziert.

Nun definieren wir K" := Bild ¢, dann ist K" C K’ ein zu K iso-
morpher Korper und damit ein Unterkorper von K'. Weiter setzen wir
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R" := Bild f, dann ist R" = K|, und es gilt R" ~ R (vgl. Beweis
von 4.1.6). Hierbei induziert der Ringisomorphismus ]/“\: R — R” einen
A-Isomorphismus f : P(R) — P(R") : R(a,b) — R"(al,b), der auch
ein ~-Isomorphismus ist. D.h. es gilt fiir alle p,q € P(R):

= = =

prqgep A¢ wdp~qgep g,

wobei A” und ~" fiir die Distanzrelation bzw. Adjazenzrelation auf
P(R") stehen. Die projektive Gerade P(R”) kann ihrerseits vermoge
des injektiven A-Morphismus ¢ : P(R") — P(R') : R"(c,d) — R'(c,d)
als Teilmenge von P(R') aufgefasst werden (vgl. Abschnitt 1.1). Da
f\ bijektiv ist, gibt es fiir jeden Punkt R"(c,d) € P(R") einen Punkt
R(a,b) € P(R) mit R"(c,d) = R(a,b)) = R"(al,b/). Folglich ist dann
R'(c,d)" = R(a,b)fb = R"(al,b7) = R'(a’/, b)) = R(a,b)’. Um unsere

Behauptung zu beweisen, reicht es daher, die Aquivalenzen

zu zeigen, wobei A" und ~' die Distanzrelation bzw. Adjazenzrelation
auf P(R') bezeichnen.

Zunichst zeigen wir die Giiltigkeit von (4.2). Nach Satz 1.5.2 in [26]
ist (4.2) zu R = R* N R" fir R"™ = GL,(K") und R”* = GL,(K’)
aquivalent, d.h. dazu, dass R” eine Unteralgebra von R’ im Sinne von

Definition 1.1.26 ist. Diese Gleichheit werden wir also gleich beweisen.

Sei v € R" invertierbar, dann ist v € GL,(K") < GL,(K') auch in R’
invertierbar. Somit gilt schon die Inklusion R C R* N R".

Sei nun v € R* N R", d.h. es ist det(v) € K"™. Weiter gibt es ein u =
(uij) € R mit u/ = (u;) = v und es gilt det(v) = det(u') = det(u];) €
K" < K'.Da ¢ : K — K’ ein Kérperhomomorphismus ist, muss auch
det(u) # 0 sein. Wegen K ~ K" gilt daher det(v) = det(uj;) € K™.

Daraus folgt v € R”* und somit gilt die andere Inklusion R O R*NR".
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Insgesamt liefert das die Gleichheit R = R™ N R", so dass dann auch
die Aquivalenz (4.2) gilt.

Wegen p A q & pf A" qf und (4.2) erhalten wir p A ¢ < p/ A ¢/ fiir
alle p, ¢ € P(R) wie gewiinscht.

Es bleibt nun (4.3) zu zeigen. Im Weiteren beachten wir, dass es fiir
alle a,b,c,d € R das Folgende gilt:

al b , ,
w = gl S 22—K2n2n§R2,2:K2n,2n-

Seien also pf, ¢/ € IP’Q{’) mit p/ = R'(al,b7), ¢/ = R(c/,d") und
pf ,qf € P(R") mit pf = R"(a’, b)), ¢ = R"(c!,d’). Zunichst neh-
men wir an, dass p/ und ¢/ in P(R’) adjazent sind, d.h. es gilt (vgl.
1.4.4, 1.45):

al bl
Ranggw = Rangg =n+ 1.
el df

Das bedeutet, dass die Dimension des Zeilenraums n + 1 ist und jede
Zeile als Linearkombination von n + 1 linear unabhéngigen Zeilen (Ba-
sisvektoren des Zeilenraums) dargestellt werden kann. Dabei sind die
Koeffizienten der Linearkombination aus K” < K’, da alle Eintrige von
w € Ky, 5, in K" liegen. Das impliziert Ranggrw = n + 1 und damit
gilt pf ~' qf

Wegen RangKuw =n—+ 1= Ranggw =n + 1 ist die Umkehrrichtung
pf ~' qf = pf ~ qf trivial.

Analog wie fiir die Distanzrelation folgern wir schlielich die Aquivalenz

p~qepl ~ ¢l was zu zeigen war.

Sei nun f ein Anti-Homomorphismus. Dann existiert ein Homomorphis-
mus 7 : R — R/, so dass f = noT ist, wobei T" das Transponieren von
Matrizen bezeichnet. Nach [22, 2.4(c)| induziert f einen Morphismus

von den zugehorigen Distanzraumen, und zwar wie folgt:
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Sei p = R(a,b) € P(R) ein beliebiger Punkt, dann gibt es ¢,d € R,
so dass die Matrix M := (24) invertierbar ist. Weiter sei (v, w)” die
zweite Spalte der Matrix M~ dann ist f : P(R) — P(R) : R(a,b) —
R'(—w/,v7) ein wohldefinierter A-Morphismus.

Analog wird auch durch T eine Abbildung T : P(R') — P(R') : R'(a,b)
R'(—w?,vT) induziert, welche sogar ein A-Isomorphismus und somit ein

~-Isomorphismus ist (siehe [22, Theorem 5.4]).

Nach (1) induziert der Homomorphismus 1 die Abbildung 7 : P(R) —
P(R') : R(a,b) — R'(a",b"), welche in beiden Richtungen A- und ~-
erhaltend ist.

Es reicht also, die Gleichheit f = 70T zu beweisen. Fiir einen beliebigen
Punkt p = R(a,b) € P(R) sei M wie oben. Da 1 ein Homomorphismus
der Ringe ist, gilt (M")™t = (M~1)" (mit n eintragsweise angewandt),
so dass (v, w")T die zweite Spalte der Matrix (M")~1 ist. Daraus folgt:

R(a,b)™ = R'(a",")T = R'(—w" ,v"") = R'(—w',v/) = R(a,b)’.

Damit gilt die Behauptung. []

4.2 Jordan-Homomorphismen von Jordan-Systemen

hermitescher bzw. symmetrischer Matrizen

Sei R = K, , eine Matrizenalgebra iiber einem Kérper K mit CharK # 2 und
Sp(K) € R die Menge aller symmetrischen Matrizen in R. Bekanntlich ist
Sn(K) ein Jordan-abgeschlossenes Jordan-System in R. Sei nun ~: K — K :
A+ A ein involutorischer Anti-Automorphismus von K und sei H,(K) C R
die Menge aller hermiteschen Matrizen, d.h. esist H,(K) = {a € R | a’ = a}
mit @ = (a;;). Wegen der Kommutativitdt von K ist =~ sogar ein Automor-
phismus von K. Folglich ist ~: R — R ein Automorphismus der Matrizenal-
gebra mit ab = ab fiir alle a,b € R. Insgesamt ist * :== "o T = T o~ ein
involutorischer Anti-Automorphismus von R, denn es fiir alle a,b € R gilt
(a+b)*=(a+b)T" =al +b" =a*+ 0, (ab)* = (ab)! = (ab)" = bTa’ = b*a*
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und (a*)* = (ELT)T = (a’)T = a = a. Im Folgenden nennen wir jede Abbil-
dung * : @ — a* mit den Eigenschaften (a + b)* = a* + b*, (ab)* = b*a* und

a** = a eine Involution (vgl. [49]).

Die Menge H,(K) erfiillt die wichtigsten Eigenschaften eines Jordan-

abgeschlossenen Jordan-Systems in R, und zwar (vgl. 1.1.27):

(1) H,(K) ist bzgl. Inversenbildung abgeschlossen: Sei a € H,(K)NGL,(K),
dann ist ™! € GL,(K) und es gilt

ac ' =14 (aa ) =1*
s@Ya=1e(@Ha=1
@YY =alsadl e H/(K).

(2) H,(K) ist Jordan-abgeschlossen, d.h. fiir alle a,b € H,(K) ist auch
aba € H,(K), denn es ist (aba)* = a*(ab)* = a*b*a* = aba.

Allerdings ist H,(K) i.Allg. kein Jordan-System in der K-Algebra R, da
H, (K) kein K-Untervektorraum von R ist: Alle hermiteschen Matrizen bilden
in R sicherlich eine additive Gruppe, welche aber beziiglich der Skalarmulti-
plikation nicht abgeschlossen ist. Tatséchlich gilt fiir alle h € H,(K), k € K:
kh € H,(K) < kh = @T = kh' & k =k, dh. H,(K) ist genau dann ein
Jordan-System in der Algebra (K, R), wenn ~ = id ist. In diesem Fall stimmt
die Menge H,(K) mit der Menge S, (K ) iiberein. Definiert man den Fixkorper
F:=Fiz - ={k € K | k =k} < K, dann ist R auch eine F-Algebra und
offenbar ist H,(K) ein Jordan-System in (F, R).

In der projektiven Geometrie spielen hermitesche Matrizen eine wichtige
Rolle (siehe z. B. [24], [66]). Die Menge H,,(K) ist auch ein Beispiel fiir einen
speziellen Jordan-Ring von selbstadjungierten Elementen bzgl. der Involution
*von R (vgl. Kapitel 1 (S. 23), [49]). Im Weiteren fassen wir die Menge her-
mitescher Matrizen als Verallgemeinerung des Jordan-Systems symmetrischer

Matrizen auf.

Im Folgenden sei J := H,(K) und analog setzen wir J' := H,(K') =
{fac R|a" =a} CR =K, mita = (a;j), wobei ~ @ K’ — K’ ein

n,n
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Korperautomorphismus und ~ o T = T o~ =: * eine Involution von R’ ist.
Hierbei sind die Fille - = id bzw. ~ = id auch zugelassen. Das Hauptziel

dieses Abschnitts ist es, Jordan-Homomorphismen der Jordan-Systeme her-
mitescher Matrizen algebraisch zu beschreiben. Man muss dabei das Folgende

beachten:

Bemerkung 4.2.1. Da hermitesche Matrizen i.Allg. keinen K-Vektorraum
bilden, kénnen wir im Weiteren die Semilinearitéit von Jordan-Homomorphis-
men nicht fordern. Deshalb wird in diesem Kapitel unter einem Jordan-
Homomorphismus eine additive Abbildung o mit den Eigenschaften 1¢ = 1’
und (aba)® = a®ba” fiir alle a,b € J = H,(K) gemeint.

Fiir unseren Zweck sind die folgenden Lemmata und insbesondere der
Satz von Jacobson & Rickart relevant (siche Lemma 1, Lemma 2, Satz 4 in
[49]):

Lemma 4.2.2. Seid = S,,, (im Sinne von Definition 4.1.1') und x > z*
eine Involution, so dass fir die Matrizeneinheiten gilt ef; = e;;, 1 € {1,...,n}.
Dann existiert eine Involution X\ — X von S und selbstadjungierte invertier-

bare Elemente v; € S, d.h. ¥; = 7;, so dass qult
v =y G fiir w =) &jeq. (4.4)

Umgekehrt ist jede Abbildung x — z* der Form (4.4) eine Involution mit

fJ—
Eine Involution der Form (4.4) in einem Matrizenring nennt man kano-

nisch (siehe [49]).

Lemma 4.2.3. Sei U = S,,,, ein Matrizenring tiber einem Ring S und K die

Menge von selbstadjungierten Elementen von U bzgl. einer Involution *, d.h.

fAlso ist S ein Unterring von U, welcher mit allen Matrizeneinheiten von I/ kommutiert.
Geméf 4.1.2 wird U mit dem Matrizenring S, ,, aller n X n-Matrizen mit Eintrdgen aus S
identifiziert. Insbesondere darf man S,, ,, mit der Menge symmetrischer n x n-Matrizen S,,(K)
mit Eintragen aus einem Korper K nicht verwechseln.
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K={xelU|z*=x}. Giltn>2, dann ist der einhiillende Ring von IC der

Matrizenring S, , selbst.

Analog wie oben kann man zeigen, dass K eine Untergruppe der addi-
tiven Gruppe U ist, welche sowohl bzgl. Inversenbildung, als auch Jordan-
abgeschlossen ist. Damit ist K ein spezieller Jordan-Ring, d.h. fiir alle a,b € I
gilt a + b,a? aba € K (vgl. Kapitel 1 (S. 23)). Ist S ein Kérper, so ist K
offenbar ein Jordan-System in der Algebra U iiber dem Fixkorper Fix™ =
{seS|s=s}<8S.

Satz 4.2.4. SeiUd = S, ein Matrizenring mit einer kanonischen Involu-
tion. Angenommen, es gilt n > 3 und der Jordan-Ring K wie oben ist spur-
wertig, d.h. fiir alle a € IC gibt es ein b € U mit a = b+ b*. Dann kann jeder
Jordan-Homomorphismus von IC in einen beliebigen Ring U' zu einem Ring-
homomorphismus U — € eindeutig erweitert werden, wobei € der einhiillende
Ring von K% in U" ist.

Um diesen Satz auf Jordan-Homomorphismen von J anwenden zu kénnen,
stellen wir fest, dass in unserem Fall (also * = ~o T) alle Voraussetzungen
erfiillt sind. Dazu seien e;;, i,j € {1,...,n}, die Standardmatrizeneinheiten
von R. Fir diese gilt offenbar ej; = e; und €j; = ej; fiir ¢ # j. Nach Lemma
4.2.2 ist also * kanonisch, wobei v; = 1 fiir alle ¢ € {1,...,n} sind. Es gilt
tatsdchlich fiir jede beliebige Matrix = = > &je;; € R mit &; € K (vgl
4.1.1):

" = (Z &jezj)* =D (Gyei) =Y Gyei; = D &iesie

Hierbei gilt offenbar x € J < §;; = fji fir alle i, € {1,...,n}.
AuBerdem ist J wegen Char K # 2 spurwertig, da jede hermitesche Matrix
h sich in der folgenden Form schreiben lésst:

hi1 ... hi, 271}7,11 ... hi,
h = ool =a+a" mit a = oot € R.
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Folglich konnen wir das erste Ergebnis dieses Abschnitts formulieren:

Satz 4.2.5. Seien R = K, ,,, R = K, mitn > 3 und J = H,(K) C R.
Dann ldsst sich jeder beliebige Jordan-Homomorphismus o : J — R’ zu ei-
nem Homomorphismus und einem Anti-Homomorphismus R — R eindeutig

erweitern.

Beweis: Sei € der einhiillende Ring von J®. Nach Satz 4.2.4 existiert ein
eindeutiger Homomorphismus ¢ : R — & mit J|; = . Wegen € < R’ ist
v:R— R':aw a’ ein Homomorphismus und es gilt v|; = 9|; = a. Mit ¥
ist auch v eindeutig.

Jetzt definieren wir § := *oy : R — R : a — a*, dann ist § ein Anti-
Homomorphismus der Ringe mit §|; = «, denn es gilt (ab)’ = (ab)* =
(b*a*)? = b"a* = ba’ fiir alle a,b € R sowie *|; = id; und damit ¢ =
(c*)* = ¢* fiir alle ¢ € J. Die Eindeutigkeit von ¢§ folgt daraus, dass R der
einhiillende Ring von J ist (geméafl 4.2.3). O

Wird nun die uns schon bekannte algebraische Beschreibung der Homo-
morphismen R — R’ herangezogen (vgl. 4.1.6), dann lésst sich das folgende

Korollar formulieren:

Korollar 4.2.6. Seien R = K,,,,, R’ = K}, , mitn > 3 und J = H,(K) C R.
Weiterhin sei o : J — R’ ein Jordan-Homomorphismus. Dann ist o durch
einen Korperhomomorphismus ¢ : K — K' und einen inneren Automor-
phismus a — g tag von R mit g € GL,(K') mittels a® = g_l(a;@.)g bzw.
a® = (g_l(al?g-)g)T induziert.

Offenbar liegt das a-Bild von J in einem zu J’ konjugierten Jordan-System
g~ 'J'g. Nun stellt sich die Frage, unter welchen Bedingungen hermitesche
Matrizen in R in hermitesche Matrizen in R’ abgebildet werden, d.h. wann
J¢ C J' gilt. Nach 4.2.6 folgt der néchste Satz (vgl. [66, S. 355] im bijektiven
Fall):

Satz 4.2.7. Seien R = K,,,,, R = K|, mitn > 3 und J = H,(K) C R.

n,n

Weiter sei a: J — R ein Jordan-Homomorphismus und g € G L, (K') sowie
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v K — K' wie in 4.2.6. Dann gilt J* C J' genau dann, wenn es ein
/T

A€ K™ mit g = g~ gibt und v ein ~—-Homomorphismus ist, d.h. es gilt
"oy =1o -

Beweis: ,=*“ Wir setzen zunichst voraus, dass J* C J' ist.

Sei x € J, dann kann z in der Form =z = ) . aje; + Zi<j(bijeij + Z_)ijeji)
mit a;;,b;; € K fiir alle 4,5 € {1,...,n} geschrieben werden, wobei a;; =
a; fur alle ¢ € {1,...,n} gilt und {e;; | i,57 € {1,...,n}} die Menge der
Standardmatrizeneinheiten ist.

Es reicht, den Fall zu betrachten, dass a® = g_l(a;@) g fir alle a € J ist (vgl.
4.2.6). Fiir z € J haben wir dann

Zg agel)g+ > g (bhel; + blel)g,

1<j
wobei e};, i,j € {1,...,n}, die Standardmatrizeneinheiten in R’ sind.
Insbesondere sind aje;; fir alle @ € {1,...,n} und b;e; + I_aijeji fiir alle
i,7 €{1,...,n} mit ¢ # j hermitesch, daher miissen ihre Bilder nach unserer

Voraussetzung in .J’ liegen. Daraus folgt:

— T
(i) g (alel)g =g T(a) e))g™ fiirallei € {1,...,n};
T
(i) ¢ (b%/ +bg{; ¢i)g = (b;/; eﬂ+b;/; el)g L firalled,je {1,...,n}

mit @ # 7.

Wir betrachten den Fall a;; =b;; =1 € K fiir alle ¢, 5 € {1,...,n} und

gi1 --- Gin Ji1 --- Jin

g= R sowie g ! =

gnl --- 9nn gnl gnn

Dann sind auch a;/; = b;?{;- = 1’ € K’ und es ergibt sich:

/T 7T
(i) g 'elg = glelg~t  und somit ist e}, = gg lelgt g~ fiir alle i €
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{1,...,n}. Fiir jedes fest gewihlte j € {1,...,n} gilt daher

T 1 - 1
— ad -1 4
i =99 €39 9

(i 0ugh - 301G
. . /

\Zz gniglu o Zz g71ig;1i Zz émgil e Zz §m§m
( (01350 (3 G53G01) -+ (0 9103) (X 3idin)

\ (s 9ui) (s 0501) -+ (s Gui) (s G150m)

Somit erhalten wir die Gleichungen (), gﬂg;z)(z7 §;j§ij) = 1" und
(Ez gﬂg;z)(z:z gijgis) = (Zz gs@/;@)(zz E]ijf]@'j) = 0 fiir alle s # j.

Nun setzen wir /ZZ gjig;-i =: \; € K'\{0'}. Dann ist >, ﬁ;jéij = /\j_1 und
damit gilt Y, §;;is = D.; 9siy; = 0’ fiir alle s # j.

T
Insgesamt erhalten wir gg ! = >_;Aje;; und analog g~! g l= > )\j_le}j.
/ T
(i) g~ '(ef; + €)g = g (€} + €j;)g~t  fiir jedes fest gewihlte Paar (7, j)
mit 4,7 € {1,...,n} und i < j. Das liefert:
/ / T 1 / —7 -1
e t+e; =99 () +e;)gt g

— (Z )\Selss> (e;i + e;j> <Z )\;16;,T>
— ()\ie;j + )\je;-i> <Z )\T_le;r)

_ -1 —1
= )\2)\] e;-j + )‘J)\z G;i
= )‘i)‘;l(egj +e;)

S AN =N =N =T

Daher konnen wir folgern, dass \; =: A fiir alle ¢ € {1,...,n} un-
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T
abhiéingig von 7 ist und es gilt g7 = AEp und ¢g=' ¢! = A\ 1Ep,

wobel Ep die Einheitsmatrix R’ ist. Somit erhalten wir die erste Be-

dingung
Y
INe KN\{0'} :g=Xg~! .
Sei nun x = pe;; + prej; € J mit g € K. Dann gilt
v = g7 (el + 1Y) g
und nach dem oben Gezeigten haben wir
, /T

(a%)" =g " (u €f + ¥ efy)g !
= Ag (¥ €y + ¥ e )N g
= Mg (Y el + Y ey
=g ' (u¥ €l + 1 ef)g.
Insgesamt folgt nach Voraussetzung:

!’

xOé — (x(I)*
& g (el + 10e)g = g7 (1Y el + 1l €)g
& p’ =¥ und @ = pv
d.h. es muss "o =1 o~ gelten, da p € K beliebig gewihlt wurde.

,<="“ Die Riickrichtung ist einfach nachzurechnen. Sei x = ) p;ei; € J
hermitesch, d.h. es ist © = 2" = ) [i;;e;; und damit gilt p;; = fy; fir alle

i,7 € {1,...,n}. Wir setzen voraus, dass ¢ ein ~-Homomorphismus ist und

T
es ein A € K'\{0'} mit g = A\g~! gibt. Dann gilt:

o =g (Y iely)g
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g" (Z T ﬂ) Ag‘l
=g (Z e ﬂ)
=g (> uh 6})?

= (g‘l (> ui‘}eéj)gf

!/
_ )\ *
= ()",
was zu zeigen war. O

Die oben erreichte algebraische Beschreibung der Jordan-Homomorphis-
men von J in R wurde fiir n > 3 bewiesen. Im Weiteren mochten wir
den fehlenden Fall n = 2 betrachten. Dieses Problem wurde schon von
W.S. Martindale in [58, S. 240-243] diskutiert. Zunéichst mochten wir die Er-

gebnisse aus diesem Artikel auf unseren Fall iibertragen.

Sei also R = Ky und {e;; | 4,7 € {1,2}} die Menge der Standardmatri-
zeneinheiten. Wir setzen R;; := e;; Re;; fiir alle ¢, 7 € {1,2}. Man kann leicht
nachrechnen, dass R;; = {ke;; | k € K} = Ke;; fiir alle ¢,7 € {1,2} gilt.
Insbesondere ist R; = Key; fiir jedes i € {1,2} zu K isomorph. Aulerdem
haben wir R = Z . R;j sowie R;; = R;;Rj; fiir alle ¢ € {1, 2}. Dariiber hinaus
gilt offenbar R;; = Rﬂ fir alle 4, j € {1,2}. Die Elemente von R;; bezeichnen
wir im Weiteren mit x;; := xe;; fiir x € K und wir setzen xj; := T3 fiir alle
i # 7, d.h. es ist z;; = Zej; und es gilt insbesondere z;; + x;; € J fiir alle
i,7 € {1,2}.

Nun definieren wir J; := J N R;; fiir i« € {1,2}, dann ist J; = {ke;; |
ke K k= k} = Fix ey, also gilt J; ~ F < K. Somit ist J; ein Unterring

von R;;. Dann gibt es trivialerweise zwei Moglichkeiten:
J; = R;; oder J; C R;;.

Insbesondere gilt die Gleichheit J; = R;; genau dann, wenn F' = K und somit
J = 95(K) ist. Nun setzen wir im Weiteren auch Char K’ # 2 voraus. Dann
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gilt gemafl [58, Theorem 2] das Folgende:

Bemerkung 4.2.8. Seien R = Kys, R' = Ky, und J = S5(K). Weiter sei
a:J — R’ ein Jordan-Homomorphismus, dann kann « zu einem Homomor-

phismus R — R’ eindeutig erweitert werden.

[.Allg. ist J; aber nicht unbedingt ein Unterring von R;;. Bezeichnet man
mit €; den einhiillenden Ring von J; in R;;, so ist die Bedingung €; = R;;
fir alle ¢ € {1,2} erfiillt, wenn der Matrizenring R {iber seinem Zentrum
Z(R) mehr als 16-dimensional ist (vgl. [58, Corolary 1, S. 242]). In diesem
Fall kann jeder Jordan-Homomorphismus J — R’ nach Korollar 1 aus [58,

S. 242] sogar zu einem Isomorphismus R — R’ eindeutig erweitert werden.

Im Folgenden mochten wir Bemerkung 4.2.8 verallgemeinern, d.h. wir
zeigen, dass die gleiche Behauptung in unserem Fall allgemein fiir J = Hy(K)

wahr ist. Dazu bendtigen wir Lemma 4 aus [58, S. 234], das besagt:

Lemma 4.2.9. Sei R ein Ring mit Involution *, dern > 1 von Null verschie-
dene idempotente Elemente ey, ..., e, mit e;e; = 0 fiir alle i # j, €] = e; fiir
allei e {1,...,n}und ) e; =1 besitzt. Weiter sei K ={r € R|r* =r} und
R;j fir allei,5 € {1,...,n} wie oben definiert. Auflerdem sei o : I — R’ ein
Jordan-Homomorphismus in einen beliebigen Ring R'. Dann gilt (v;j+x ;)" =
ui; +uly fir alle i # j mit u}; € ef R'ef, u; € e Ref.

In unserem Fall, d.h. R = Ky mit den Standardmatrizeneinheiten e;;,

i,j € {1,2}, setzen wir im Folgenden R}, := e R'e}; fiir alle 4, j € {1,2} (vel.
[58, S. 234]). Laut Lemmata 1 und 2 aus [58] sind ey, 3, auch idempotent
und es gilt efie; = 0' fiir i # j. Das liefert R}, R, = 0 fiir j # k (vgl. [58,
S. 234]). Insbesondere gilt auch das Folgende:
Lemma 4.2.10. Seien R = Kys, R' = Ky, und o : J — R’ ein Jordan-
Homomorphismus. Weiter sei {e; | i,j € {1,2}} die Menge der Standard-
matrizeneinheiten in R’ und R;;, jo fir alle v, 7 wie oben. Dann gqibt es fiir
alle i # j Matrizen d;; in R', so dass {d;; | i,7 € {1,2}} mit d;; := €, eine
Menge von Matrizeneinheiten in R’ ist und es gilt R}, = K'd;; fiir alle i, j.



Jordan-Homomorphismen und Morphismen von
156 Distanzraumen

Beweis: Da a additiv ist, gilt zunéchst di; + doo = e} + €5, = 1" € R
Auflerdem sind d;; € R" idempotent mit d;;d;; = 0’ fiir ¢ # j (siehe oben) und
somit in R’ nicht invertierbar und verschieden von Null. Nun ist d;; offenbar
zu ¢}, dhnlich, d.h. es gibt eine Matrix p € GLo(K') mit dy; = p~'e};p. Das
impliziert dyy = 1" — dyy = p~' (1" — €})p = p~'ehop. Setzen wir dj; := p~'ej;p
fiir i # j, so sind d;; mit ¢, 57 € {1,2} Matrizeneinheiten von R'.

Folglich haben wir R}, = d;R'd;; = p‘le;ipR’p_le;jp = p‘legiR’egjp =

p‘lK’e’.jp = K’p‘le;jp = K'd;; fur alle 4, j € {1,2} wie gewiinscht. O

?

Nun beweisen wir die oben angekiindigte Behauptung:

Satz 4.2.11. Seien R = Kyo und R' = Ky, mit Char K, Char K" # 2. Dann
kann jeder Jordan-Homomorphismus o : J — R’ zu einem Homomorphismus
R — R und zu einem Anti-Homomorphismus R — R’ eindeutiq erweitert

werden.

Beweis: Seien d;; fiir 4,j € {1,2} wie in 4.2.10, d.h. R,’L-j = d;R'dj; = K'd;;
fiir 4,5 € {1,2}.

Aufgrund von Lemma 4.2.9 definieren wir eine additive Abbildung

Zﬁ!ZRZ‘j—)R/II'Z'jI—)U;jER;j, Z#],
i#]

mit (x;; + ;)" = IZ + xﬁ = w;; +uj; (vel. [38, S. 234]). Zuniichst zeigen wir
schrittweise, dass es einen Homomorphismus ¢ : R — R’ mit ¢|; = a gibt,

wobei ¢ mittels ¢ beschrieben werden kann:

(1) Behauptung: Fiir i # j gilt (z;;y5:21;)" = xijl/’yjﬁzfj.

Beweis: Laut der obigen Bezeichnung gilt z;; = we;;, y;; = ye;; und
zij = ze; fir w,y,2 € K. Daraus folgt x;;y;izi; = weijyejize;; =
ryz(eijejiei;) = 2yr(e;jejieij) = 2€;J€ixeij = ZijYjiTij.

Analog gilt xf}yﬁzg = zzwjyﬁ:c;g, denn es sind x%, y;/)j, zf; € jo mit jo =

K'd;; (gemaB 4.2.10).

T
Aulerdem haben wir (z;;y;:i2i;)* = (zejjyejize;;) = (Tejjyejize;)’ =

_ o *
zejiyeija:eji = Zjiyijxji und analog (Zijyjixij) = xjiyiiji.
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Mit zijyjiziy + (Tiy5i2i)" = 2igy5iy + (2iy50i)" € J und x5 4 235" =
xi;j + x4 € J fir alle z;; € R;; erhalten wir deshalb:

2 (ijyjizyy + (@i5y5i2i)7)" = (@igyjizi; + (Tiy5i2i5)")"

(zijyjizij + (2i5y5i%i5)7)"

= (TijYjizij T Zj¥ijTsi + 2iY5iTi; + TjiYij i)
((zij + 250) (yi; + yji) (255 + 253)

(zij + 2i) (Wij + ygi) (@5 + 25i))"

= (@ij + 250)* (i + y5i) " (205 + 2ji)°

(Zzy + 2i) (i + y50) " (i + 50)°

= (a}] + fcﬂ)(ym +yi) (2 + 2

+ (z + 2; )(yw - yﬁ)(:ﬁﬁ - x¢)

+

_|_

+

w () w Y, ¥ z/) (B 1/) (B w
_ xzyy]z +x]zym +leyjl —l_Zzym ji
_ ( 1/) (0 (T ¢
=2z LijYji*ij +2 L3iYij%ji-

Somit ergibt sich

(wigyjizij + (fﬂz'jyjz‘zz'j)*)a = (ziyi2))" + (wjiijzii)”

1/1 (0 1/1 Y, ¥

TijYji%iy T Tl %
Offenbar gilt R, N R}, = K'di; N K'dy; = {0'} fiir alle i # j. Daraus
folgt (xwyﬂzm)w z’]yj; Ve R}; und (zjiyi5250)Y = ﬁyz v e R;, was
ZUu zelgen war.

(2) Behauptung: Sei a; =), x;\]yjl € J;=JNR;"%, i # j, dann gilt

(= ) )" ) = sowie 2 (a = St )" =0

A A

fir alle Zij € Rij bzw. Zji € Rﬂ
a 111

Beweis: Nach Lemma 7 in [58] (sowie dem Beweis davon) gilt afjz;; =

Dabei stehen A\ € N fiir Indizes und nicht fiir Potenzen. Wegen der e;e;; = 0 fiir alle
i # j sind schon die Quadrate R}, = R%, = 0.
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(ajzi;)" und zja5 = (zjia)? fiir alle a; € J; und 2;; € Ryj, zj; € Ry

mit ¢ # 7. Somit erhalten wir

P
- Z ]yﬁzlj - Z( /\) (yjz)¢ ij

A

und es gilt deshalb ( — 2z z]) (yjz)w) Z;Zj) = au%_ZA( zg) (?J]Az)wzng =
0, wie gewiinscht.

Die zweite Gleichheit zeigt man analog.

Behauptung: Fir ), xwyﬂ > ang?z € Ry, 1 # J, gilt ZA(%\JW(%\ZW =
Z)\( z]) (jl)w'

Beweis: Seien cj; € Rj; und f;; € R;; beliebig. Es gilt

(Z( Sy )fw S @) L S @)

A A '
v
(Z xzjyjsz) - (Z al]b?lflj)
A
U s = (S e )
3 A

und somit ist Cﬁ' (Z)\(xz)})d)(y]}\z) ) iy le (Z)\( 2]) ( ) ) f’Lj
Nun setzen wir zf; := 3, (275)Y (y}) " — >\ (a) " (03)Y € Rj;. Wir zeigen,

dass zj; = 0" ist. Nach dem gerade Gezeigten haben wir Rz}, i, = 0.

Weiter gilt nach Lemma 7 in [58] wegen e; € J;:

0ttt — et (Z( S ng)w(bﬁiw)

A

A A
Z yjl Cii — e%(aij)d)(bji)we%)

Z e”x y_]’ten)w (e“a’z).\])w(b;le“)w)
A
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Fiir e;; = > . nwm € J; haben wir dann

e
_ ( - Z(W(mw)
m
T Z /t ¢ / <ezo; o Z(ng)lﬂ(mzyﬂ)

1

+ Z zg z (nétj)w(mf;ﬁw

Hierbei gilt

- ( - Sy ) (S ) - e e
= 3 (e - )
-3 (e~ )by 0 =0

wegen (e — 37, (n5)" (mf;)") ()" = (ef; = 32, (nf))" (mf;)") ()" = 0
geméf (2) fir alle A € N.

Analog zeigt man die Gleichheit z, <ef§- — Zu(n”-)w(m”.)w) =0

1) Jt

AuBerdem haben wir 37 (nf;)" (m/;)" 2, (nww(mﬂw = (', denn wegen
Rz R = 0" st (m Jz)¢z (n])w = (' fir alle u, p/ € N .

Insgesamt folgern wir 2/, = 0’ und somit gilt die Behauptung.

(4) Nun koénnen wir eine additive Abbildung ¢ : R — R’ wie folgt definie-
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ren:

z € R}, fiir i # j

¢:R— R : :L'f; =
wf =Y\ (@)(y})" € R} somst,

wobel z; = ), xij]ﬁ € R;; mit i # j ist (man muss dabei beachten,
dass x; nicht unbedingt hermitesch ist). Nach Behauptung (3) ist ¢
wohldefiniert.

(5) Behauptung: Die Abbildung ¢ : R — R’ ist ein Homomorphismus.

Bewers: Es reicht, die folgenden Félle zu betrachten:
(a) Fiir i # j gilt (a;;by;)? = 0° = 0" = a b}, = a}b?.

(b) Fiir alle a”bjZ € R;; mit i # j gilt nach Definition von ¢: (a;;0;;)? =

v ¢
Q;j bﬂ aw bﬂ

(c) Fir i # j gilt mit a;; = ), xg\jyﬂ wegen xwyﬂb € R;; fiir alle
bij c Riji

Analog zeigt man (bj;a;)? = b2 a? fiir alle bii € Rj;.

Jin

(d) Fiir a;; =), a:ljyjZ € R;; und b; € R;; ergibt sich:

(aiibi;) (Z xwyﬂ m) = Z(xijy?zbzz)¢

A

(b) o (©)
23 @) i) 23 (@) (),

A A
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()
:Z T350) )0 = <meyﬂ> = aibi
A

Damit ist die Behauptung bewiesen.

(6) Nun bleibt zu zeigen, dass ¢ tatsichlich Erweiterung von « ist, d.h. fiir
oly: J — R gilt ¢|; = a. Wir wissen, dass jede hermitesche Matrix
a € J sich in der Form a = ) . a;; + 12 + 91 mit a;; € J; und z;; € R;;
schreiben lésst. Fiir ¢ impliziert das einerseits:

(4)
(r12 + :1?21)¢ = :13(1/)2 + :Ufl = 56%2 + x;pl = (z12 + w91)".

o _

Andererseits ist a; denn es gilt fiir a; =), l’z)‘]y;‘l € J;, mit 1 #j

Z’L’

wegen a;; = aj; Z \ Vi@ sowie nach Lemma 6 in [58] und (4):
2aj; = Z(( ) )+ () (25:)")
¢
_Z l] yﬂ +Zyw J’

Y
—2%‘

Daraus folgt insgesamt a® = a fiir alle a € J, so dass ¢ Erweiterung

von « ist. Nach Lemma 4.2.3 ist ¢ eindeutig.

Analog wie im Beweis von 4.2.5 ist der Anti-Homomorphismus § : *o¢ : R —

R’ die eindeutige Erweiterung von a. ]

Ein 2 x 2-Matrizenring iiber einem nicht kommutativen Korper der reellen
Quaternionen liefert uns ein Gegenbeispiel zu dem obigen Satz 4.2.11. Dieses
Beispiel wurde kurz in [58, S. 243] erwéhnt. Im Folgenden mochten wir es

aber ausfithrlicher untersuchen.

Beispiel 4.2.12. Sei H der nicht kommutative Koérper der Quaternionen und
R = R' = Hy, der 2 x 2-Matrizenring {iiber H. Weiterhin sei = : H — H :
a = ai + ast + azj + ask — a = a; — ast — agj — ask die Konjugation in H.
Offensichtlich ist * =70 T mit R 2 a = ) a;je;; — Y Gjje;; eine Involution
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in R. Wir bestimmen zunéachst die Menge aller hermiteschen Matrizen J =

{reR|a*=x}. Seiz=(2)) € Esist:c*:@ =(¢9) = (%)
genau dann, wenn @ = a,¢ = b,b = ¢ und d = d gilt. Damit haben wir
a=a € Rd=dy € Rund b = by +bot + b3) + bsk = ¢ = c1 — coi — ¢35 — c4k
mit by = ¢1,by = —c9,b3 = —c3,b4 = —cy € R. Daraus folgt, dass jede

hermitesche Matrix x € J in der folgenden Form dargestellt werden kann:

ab a; b
Tr = g _
cd b dy
10 00 01
= a ‘f‘dl +bl
00 01 10
0 1)\ 01\ 0 1
+ by i + b3 J+ by k
—10 —10 —10

= ajeq1 + dyexs + by(e12 + €91)
+ bay(e12 — e21)1 + bg(e12 — €91)j + ba(er2 — ea1)k.

Daher ist dimgJ = 6, wobei die Menge {e11, €22, €12 + €91, (€12 — €21)1, (€12 —
€21)J, (€12 — e91)k} eine Basis von J ist (im Folgenden bezeichnen wir diese
Basiselementen der Reihe nach mit fi, ..., fs). Dabei gilt offensichtlich &, #
R;; fir i € {1,2}.

Der Matrizenring R ist seinerseits offenbar iiber seinem Zentrum Z(R) =
{\E | A € R} ~ R 16-dimensional, so dass die Voraussetzungen des Korollars
Lin [58, S. 242] nicht erfiillt sind. Deshalb muss schon mal nicht jeder Jordan-
Homomorphismus von J zu einem Automorphismus von R erweiterbar sein.
Wir zeigen, dass es tatséchlich einen Jordan-Homomorphismus J — J gibt,
den man sogar nicht zu einem Endomorphismus von R erweitern kann. Dafiir

betrachten wir die eindeutige lineare Abbildung ¢ : J — J mit

f=f 8 =fo £y = fs
1= Fs £ = fu 1§ = o
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Zunéchst zeigen wir, dass ¢ ein Jordan-Automorphismus ist.
Sei a = (7 ;1) € J, dann hat das ¢-Bild von a in Matrixdarstellung die

Gestalt a? = (%} 3/1) mit b’ := by +b3i+boj+bsk fiir b = by +boi+b3j+bsk € H.

D.h. ¢ wird durch eine Abbildung’ : H — H : b + b’ induziert. Die Abbildung
"ist ein Anti-Automorphismus von H: Offenbar ist ’ additiv mit '|g = id und
fiir b = by + b9t + b3j + byk und ¢ = ¢ + cot + ¢35 + c4k gilt

(c1 + ot + 37 + k) (by + boi + b3j + byk)’

(€1 + c3i + cof + cak)(by + bgi + byj + byk)

(€161 — c3bg — coby — c4by) + (c1b3 + c3b1 + coby — c4bo)i
+ (c1by — c3bs + c2b1 + cab3)j + (c1ba + c3ba — cobs + cabr)k
= (b1c1 — by — c3bg — c4by) + (1o + bacy + bsey — bycs)j
+ (bycg — bacy + bgcy + baco)i + (bycy + bacs — bgea + bycy )k
= (be)'.

A =

Hiermit rechnet man nun leicht nach, dass ¢ ein Jordan-Automorphismus

von J ist.

Nun nehmen wir an, dass eine Erweiterung von ¢ zu einem Endomorphismus
® : R — R existiert. Nach Lemma 9 in [58] ist dann ® durch ¢ eindeutig
bestimmt und es gilt fir 7,5 € {1,2} mit i # j:

(1) el = (eqleij+eii)® = el(eijtei)® = ef(ei+e;)? = enlei+eji) = ey,

(i) (ie)® = (eiiler; — €;))® = eblile; — €;i)® = ef(ile; — €:))? =
eiij(ei; — eji) = jeij.

(iii) (jei))® = (eujley — ;) = ed(ilei; — e;)® = el(leij — €;i)? =
eiii(eij — eji) = Z.Gij.

(iv) (keij)® = (eik(erj — €ji)® = eb(k(ey; — €;i)® = el(k(esj — e;i))? =
eiik(eij — eji) = keij.

Weiter gilt fiir 7 € {1, 2}:

(v) el = eg; = ej.
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(Vl) (26”)(1) = (ieijeji)q) = (ieij)q’e;l’i = jeijeji = je” = eijjeji = e?}(ieﬂ-)q’.

(vii) Analog zeigt man (je;)® = ie; und (key;)® = key;.

Das sind also die Bilder aller 16 Basiselemente von R.
Sei nun = = iey; € Ry1\&y, mit €5, = {rej; | r € R} und y = je;s € Ryo. Es
gilt dann:

o

(zy)® = (ienjen)® = (keie1n)® = (kewn)® = keya,
®y?

= (ien)®(jeiz)® = jeriery = jienern = —keia # keyp = (wy)®.

Daraus folgt, dass ® kein Endomorphismus sein kann und unsere Annahme
falsch war.

Insbesondere kann man daraus folgern, dass es keinen Anti-Endomorphismus
U : R — R mit V|; = ¢ gibt, denn sonst wire *o W : R — R ein Endomor-
phismus mit (*o W)|; = ¢, d.h. Erweiterung von ¢, was dem oben Gezeigten

widerspricht.

Zum Abschluss dieses Abschnittes konnen wir Bemerkung 4.2.1 ergénzen:

Bemerkung 4.2.13. Seien K, K’ Korper mit CharK,CharK' # 2. Dann
ist jeder Jordan-Homomorphismus von Jordan-Systemen der symmetrischen
Matrizen S, (K) — S,(K’) semilinear.

Beweis: Seien R = K, ,, R' = K} , und J = S,(K) C R, J' = S5,(K') C R".
Weiter sei o : J — J' ein Jordan-Homomorphismus. Da « additiv ist, bleibt
zu zeigen: (ka)® = k% fiir alle k € K und a € R, wobei & : K — K’ der
Begleitmonomorphismus ist.

Sei nun & : R — R’ die (geméB 4.2.5 bzw. 4.2.11 existierende) Erweiterung
von a. Dann ist & ein Homomorphismus (bzw. ein Anti-Homomorphismus)
der Matrizenalgebren. Fiir alle £ € K, a € R mit Notation aus 4.1.6 gilt dann:

(ka)® = (kEga)® = (kER)%a® = ¢ 'kV Erga®
= kYg 190 = kYa".

Wegen a|; = « folgt die Behauptung mit a = . O
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4.3 Interpretation der Morphismen von Distanzriu-
men hermitescher bzw. symmetrischer Matrizen in

einem Gralmann-Raum

Sei J = H,(K) (bzw. S,(K)) das Jordan-System hermitescher' (bzw. sym-
metrischer) Matrizen in R = K, ,,. Der projektive Raum von J wird allgemein
folgendermaflen definiert (siehe [66, S. 285-287, 357-358]):

Definition 4.3.1. Sei K ein (nicht notwendigerweise kommutativer) Korper
und P ein m-dimensionaler Unterraum des 2n-dimensionalen Vektorraums
V =K 0<m <n. Weiter sei M = (_OEn %") € Kopon, wobei E, fir
die n X n-Finheitsmatriz steht, und ~ : K — K ein involutorischer Anti-
Automorphismus. Definiere P+ = {a € K*" | aMPT = 0} < K?" mit P =
(pij). Dann heifft P+ der duale Unterraum von P bzgl. M. Gilt P = P+,
so heifit P selbstdual.

Bemerkung 4.3.2. Sei W ein n-dimensionaler Unterraum eines 2n-dimensi-
onalen Raums und die Matrix (a|b) eine homogene Koordinate von W (vgl.
Abschnitt 1.4). Im Weiteren identifizieren wir W mit (a|b). Der Unterraum
W ist selbstdual genau dann, wenn ab! = ba’ gilt. Ist noch a invertierbar,
dann kann man W auch in der Form (E,|a~1b) schreiben, wobei a b offenbar

hermitesch ist.

Definition 4.3.3. Die Menge aller selbstdualen Unterrdume von V' heifst
der projektive Raum von n x n hermiteschen Matrizen (bzw. symmetri-
schen Matrizen im Fall ~ = id) und wird als PH,(K) (bzw. PS,(K)) be-
zeichnet. Die Unterrdume aus dieser Menge heiffen die Punkte von PH,(K)

(bzw. PS,(K)).

Nach Proposition 6.39 aus [66, S. 357] (bzw. Proposition 5.40 aus [66,
S. 287] fir J = S,(K)) ist ein Unterraum W genau dann selbstdual, wenn
dimgW = n ist und WMW' = 0 gilt. Die Elemente von PH,(K) sind

iDabei halten wir im Hinterkopf, dass H,(K) ein Jordan-System iiber dem Fixkorper
F = Fiz < K ist.
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daher n-dimensionale Untervektorraiime von V', also Punkte des Gra3imann-
Graphen G (vgl. Abschnitt 1.4). Gelegentlich identifizieren wir die Punkte
des GraBmann-Graphen mit den zugehorigen projektiven Teilrdiumen von
PG(2n — 1, K). Insbesondere ist PH,(K) eine Teilmenge der Menge aller

(n — 1)-dimensionalen projektiven Teilrdume von PG(2n — 1, K).

GeméB der Propositionen 6.43, 6.47 bzw. 5.44, 5.48 in [66] gilt (vgl. 1.4.5):

Bemerkung 4.3.4. Fiir zwei beliebige Punkte W; und W5 von PH,(K)
bzw. PS,(K) ist

A(W1, W) = Rang(W, MW ) bzw. d(W1, W) = Rang(W, MW7),

wobei M € Ky, 9, wie oben ist. Gilt d(W;,W3) = 1, dann sind Wy, W

adjazent.

Im Folgenden sei K wieder kommutativ mit CharK # 2. Wir mdéchten
zuerst zeigen, dass jeder Jordan-Homomorphismus J — J’ einen Morphismus
der entsprechenden Distanzrdume induziert, der in beiden Richtungen A- und
~-erhaltend ist. Dafiir beweisen wir noch zwei Aussagen. Wir beschranken
uns auf den Fall von hermiteschen Matrizen, da S,,(K) = H,(K) fiir ~ = id
gilt.

Nach Theorem 1 in [24] stimmt die Punktmenge von PH,(K) mit der
projektiven Gerade P(J) = {R(tits — 1,t1) | t1,t5 € J} iiberein. Es gilt
auBerdem die Gleichheit P(J) = P(.J), wie wir gleich sehen werden, so dass
die Punktmenge von PH,,(K) auch die projektive Gerade iiber J im Sinne
von Definition 3.2.4 darstellt.

Bemerkung 4.3.5. Das Jordan-System J = H,(K) hermitescher Matrizen
ist stets stabil in R. Folglich gilt P(J) = P(J) (gemiB 3.2.15).

Beweis: Da J in R Jordan-abgeschlossen ist, reicht es wegen 3.2.16 zu zeigen,
dass es fiir jeden Punkt p = R(1,0)E(t1)E(t2)E(t3) € P(J) ein x € J gibt, so
dass (t1to — 1)(t3+ ) —t; € R* gilt. Ist ¢; € J*, dann setzen wir x = —t3 € J

und sind damit fertig.
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Sei also t; € J nicht invertierbar. Wir suchen ein v € J mit (t1ty — 1)u—t; €
R*, so dass die Behauptung fiir x := u — t3 € J gilt. Nach Proposition 1.32
in [66, S. 37] (die Voraussetzungen der Proposition sind wegen CharK +#
2 und der Kommutativitdt von K erfiillt) ist ¢; zu einer Diagonalmatrix
t) := diag(ay,...,a.,0,...,0) mit a; = a; # 0 fir alle ¢ € {1,...,7} und
r = Rang(t;) < n kogredient, d.h. es existiert eine Matrix p € GL,,(K) mit

/

= pltip. Nun gilt die Aquivalenz

(tity — Du —t; € R*
& o ((tity — Du —t)p € R
& (p'tipp ta(p") T = 1)plup—p'tip e R
& (tth— 1) -t e R

mit th = p t(p’) = p a(p )T € J und v’ == plup € J.
Da die Matrix ¢, hermitesch ist, hat sie die Geslalt

n

/ —

ty = E mi;i€i; + E mijeij + E mijeji.
i=1

1<j 1>

Damit erhalten wir

( ay ... 00...0 \ ( miq ce may mMi(r+1) . min \
0 ...a.0...0 Miy  ven Mpy My(r41)  --- Mgy
! 4/
t1t2 - 1 - _ 3 — E
0 ...00...0 ml(rH) . mr(rﬂ) m(r+1)(r+1) c M(T_H)n
( a1miy — 1 ... a1miy alml(,,ﬂ) N ARLIAT \
B ArMiy oo QGpMpp — 1 @pMmypegry o0 QMg
0 e 0 -1 .. 0
\ 0 e 0 0 oo —1 )
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Setzen wir v’ := diag(0,...,0,1,...,1) € J mit Rang(u') =n — r, so ist die
Matrix

/_al... 0 alml(rﬂ)...almln\

() — 1 — g = | O T G -
0 ... 0 -1 ... 0

\0 .0 0 =1 )

wegen a; # 0 fiir alle s € {1,...,r} invertierbar. Damit ist auch (t1to — 1)u —
t; € R* fiir u = (pH)Tu'p~ ' € J. O

Die projektive Gerade P(.J) ist eine Teilmenge der projektiven Gerade
tiber dem Matrizenring R = K, ,,, denn es ist P(R) = {R(ab—1,a) | a,b € R}
geméf 1.1.23 (vgl. auch [24]). Deshalb stimmt die Distanzrelation A auf P(J)
mit der Distanzrelation Ap auf P(R) iiberein. Mit dem folgenden Lemma zei-
gen wir, dass auf P(J) auch die Adjazenzrelation ~=~p von P(R) vorliegt.
Da es aber i.Allg. nicht klar ist, ob die Adjazenzrelation auf dem projek-
tiven Raum iiber J mittels der Distanzrelation auf der projektiven Gera-
de P(J) beschrieben werden kann (siche [24]), konnen wir die Adjazenzrela-
tion auf PH, (K) mit der Adjazenzrelation auf P(.JJ) im Sinne von Definition
1.1.14 nicht identifizieren. Die Adjazenzrelation im Kontext von Grafimann-
Graphen ist jedoch viel {iblicher. Deshalb werden wir im Weiteren stets die
Adjazenzrelation auf der projektiven Gerade P(.JJ) im Sinne von 4.3.4 meinen.

Wir erinnern, dass die Adjazenzrelationen auf P(R) und G gleich sind (siehe
1.4.4).

Lemma 4.3.6. Sei mit ~ und ~p die Adjazenzrelation auf P(J) bzw. P(R)
bezeichnet. Dann gilt p ~ q < p ~gr q fir alle p,q € P(J).

Beweis: Wir betrachten die projektiven Geraden P(J) und P(R) in ihren
projektiven Darstellungen PH,, (K) bzw. G (vgl. (1.2) in Abschnitt 1.4). Wie
schon oben erwéhnt, ist PH,(K) C G.
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.= Seien Wy = (z|y), Wa = (2'|y/) zwei adjazente Punkte von PH, (K),
d.h. es gilt laut 4.3.4 Rang(WlMW;T) = 1. Dann kénnen W; und Wy un-
ter der unitiren Gruppe™ Us, (K, M) auf die Punkte A = (E,|0) bzw. B =
( o Er?—l £ ono_l ) abgebildet werden, wobei Uy, (K, M) < GLy(R) Distanz zwi-
schen zwei Punkten und insbesondere die Adjazenzrelation invariant l&sst,
d.h. wir haben Wy ~ Wy < A ~ B (vgl. Propositionen 6.45, 6.46 in [66]).
Nun sieht man direkt, dass A ~x B ist, denn es gilt:

(E. 0 0, 0

A 0 FE, 1 0 0,

Rang = Rang =n+1< A~pB.
B 0,0 0 E; O

\ 0 Eo1 0 0,y

Daraus folgern wir Wy ~r Wy (geméfl Proposition 3.31 in [66, S. 126]).
,<=“ Seien nun Wy = (z|y), Wy = (2'|y/) zwei Punkte von PH,(K) mit
Wi ~g Ws, d.h. es ist Rang(%) =n+ 1.

Weiter sei d(W;, W) = Rang(WlMWQT) = r. Wir zeigen, dass r = 1 ist und
somit Wy und Wy auf PH,(K) adjazent sind.

Analog wie oben konnen die Punkte Wi, W5 unter der unitdren Gruppe
Uy (K, M) auf die Punkte X = (E,|0) bzw. Y = (%T B e 0n0r> abgebil-
det werden. Wegen Uy, (K, M) < GLy(R) gilt insbesondere X ~p Y. Damit

haben wir

E. 0 0. 0
0 En—r 0 On—r
n+ 1= Rang = Rang =n+r&sr=1,
Y 0. 0 E. O
0 En—r 0 On—r
was zu zeigen war. []

Jetzt kommen wir zu unserem ersten Ziel dieses Abschnitts. Wir wissen

¥D.h. Gruppe von unitiren 2n x 2n-Matrizen mit Eintrigen aus K bzgl. der Matrix M.
Hierbei nennt man eine Matrix N unitar bzgl. M, wenn es gilt N MN = M.
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schon, dass jeder Jordan-Homomorphismus von Ringen a : R — R’ einen A-
Morphismus induziert (vgl. Abschnitt 1.3, 1.3.7). Ist R ein Ring vom stabilen
Rang 2 (und Matrizenalgebren sind vom stabilen Rang 2), dann gilt P(R) =
{R(ab—1,a) | a,b € R} und die Abbildung P(R) — P(R’) : R(ab —1,a) —
R'(a®b® — 1, a”) ist ein A-Morphismus (siehe z. B. [22, S. 149-150]).

Im Fall von starken Jordan-Systemen J, J" iiber Korpern induziert jeder
semilineare Jordan-Homomorphismus « : J — J' einen A-Morphismus & :
P(J) = P(J') : R(1+ ab,a) — R'(1' 4+ a“b*, a®) , der sogar ein Morphismus
von Kettengeometrien ist (siehe [11]).

In unserem Fall sind J = H,(K),J' = H,(K') nicht notwendigerweise
stark sowie Jordan-Homomorphismen i.Allg. nicht semilinear. Jedoch gilt das
Folgende (es sind dabei 4.2.1 und 4.2.13 zu beachten):

Satz 4.3.7. Seien R = K,,,, und R’ = K, mit n > 2. Weiter seien J =
H,(K)CR,J = H,(K') CR'. Dann induziert jeder Jordan-Homomorphis-
mus o : J — J' eine Abbildung & : P(J) — P(J'), welche in beiden Richtun-

gen A- und ~-erhaltend 1st.

Beweis: Im Abschnitt 4.2 haben wir festgestellt, dass man jeden Jordan-
Homomorphismus J — R’ fiir n > 2 zu einem Ringhomomorphismus ¢ : R —
R’ eindeutig erweitern kann (vgl. 4.2.5, 4.2.11). Dieser Ringhomomorphismus
induziert eine Abbildung ¢ : P(R) — P(R') : R(z,y) — R'(z?,y?), die nach
4.1.7 in beiden Richtungen sowohl A- als auch ~-erhaltend ist. Fiir die Punkte
von P(J) C P(R) gilt dann wegen ¢|; = «

R(ab—1,a)* = R'((ab — 1)?,a%) = R'(a®b’ — 1',a®) = R'(a"b* — 1, a®)

und da die A- bzw. ~-Relation auf P(J) mit derjenige auf P(R) iiberein-
stimmt, ist auch die Abbildung & := @|p(y) : P(J) — P(J') : R(ab — 1,a) —
R'(a®b® — 1, a”) in beiden Richtungen A- und ~-erhaltend. O

Nun untersuchen wir, wie man die durch Jordan-Homomorphismen indu-
zierten Abbildungen geometrisch interpretieren kann. Im Weiteren seien V/

und V' Vektorraume iiber Korpern K bzw. K’ mit endlicher Dimension 2n
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und V* bezeichne den Dualraum von V', d.h. einen Rechtsvektorraum iiber
K. Die Menge aller n-dimensionalen Untervektorrdume von V und V' sei
entsprechend mit G bzw. G’ bezeichnet.

Gemafl 4.1.5 ist jeder Jordan-Homomorphismus von Matrizenalgebren
des gleichen Formats o : R — R’ entweder ein Homomorphismus oder ein
Anti-Homomorphismus. Jeder solche Jordan-Homomorphismus induziert ei-
ne Abbildung auf den entsprechenden projektiven Geraden P(R) — P(R'),
welche in beiden Richtungen A- und ~-erhaltend ist (vgl. 4.1.7). Somit in-
duziert jeder Jordan-Homomorphismus von Matrizenalgebren einen A- und
~-Morphismus auf den entsprechenden Graimann-Graphen G — G’ (beachte
(1.2) und 1.4.4). Im bijektiven Fall gilt insbesondere (siche [23, Theorem 4.2,
4.4]):

Bemerkung 4.3.8. Seien V, V' wie oben und ¢ : G — G’ bijektiv. Dann
ist o genau dann ein Isomorphismus der Grafimann-Graphen, wenn eine der

folgenden Bedingungen erfiillt ist:
(1) dimV = dimV’' = 0.
(2) dimV =dimV’' =2 und |K| = |K|.
(3) 4 < dimV = dimV’' = 2n < oo und es gibt eine semilineare Bijektion
f:V —= V' mit X¥ = X/ oder eine semilineare Bijektion f: V* — V’
mit X¥ = (X1)/, wobei X+ = {g € V* | Vo € X : g(z) = 0}
der Annulator von X ist. Mit anderen Worten wird ¢ durch Kol-

lineationen oder Dualitdten der entsprechenden projektiven Raume
PG(2n —1,K) — PG(2n — 1, K') induziert.

Der nicht notwendigerweise bijektive Fall wird nun untersucht:

Satz 4.3.9. Seien R = K, ,,R = K,’m Matrizenalgebren, n > 2, und
f : R — R ein Homomorphismus. Der durch f induzierte Morphismus

von Grafimann-Graphen ist durch eine Finbettung von projektiven Rdumen
n: PG2n — 1,K) — PG(2n — 1, K') induziert, d.h. durch eine injektive

VKollineationen auf Dualraum, d.h. solche Abbildungen, welche kollineare Punkte auf in
einem Biischel liegende Hyperebenen iiberfiihren.
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Abbildung, die die Kollinearitit von Punkten invariant ldsst. Dabei ldsst sich
n durch eine bis auf Multiplikation mit einer Finheit (aus K™) eindeutig

bestimmte injektive semilineare Abbildung induzieren.

Beweis: Nach 4.1.6 gibt es eine Matrix ¢ € GL,(K’) und einen Korperho-
momorphismus S : K — K', so dass o/ = gil(aiﬁj)a fir alle a € R gilt.
Setze man K" := Bild 3, dann ist K" < K" und g : K — K" der Korper-
isomorphismus. Weiterhin seien R” := K die Matrizenalgebra iiber K",
V" = (K" C V' = (K')* und G” der mit V" assoziierte Graimann-
Graph. Die Abbildung ]?: R—R'":aw—df = g_l(afj) g ist ein Ringisomor-
phismus. Dieser induziert einen A-Isomorphismus von projektiven Geraden

f i P(R) - P(R") : R(a,b) — R"(a’,b/) und damit einen Isomorphis-
mus von Grafimann-Graphen G — G”, der seinerseits durch eine semilinea-
re Bijektion o : V — V" < V' mit Begleitisomorphismus ¢ : K — K"
(vgl. Beweis von Theorem 5.4 in [22]) und somit durch eine Kollineation
m:PG2n—1,K) — PG(2n—1,K"): Ka— K"a” (vgl. Proposition 2.6 in
[31]) induziert wird.

Wir betrachten nun die semilineare injektive Abbildung
V'V ia—d =a

mit Begleitmonomorphismus 7 : K” — K’ : k — k7 = k. Offenbar ist die von
7 induzierte Abbildung

ny: PG2n —1,K") - PG2n —1,K'): K"a— K'a” = K'a
die kanonische Einbettung von projektiven Rdumen. Insbesondere gilt

{K"a, K"b, K"c} kollinear in PG(2n — 1, K")
& {K'a, K'b, K'c} kollinear in PG(2n — 1, K').

Da A- und ~-Relationen auf P(R"”) und P(R’) iibereinstimmen (sieche Ab-
schnitt 4.1) und damit dann auf G” und @', ist die durch 7y induzierte Ab-
bildung G” — G’ die kanonische Einbettung von Grassmann-Graphen.



4.3 Interpretation der Morphismen von Distanzraumen
hermitescher bzw. symmetrischer Matrizen in einem
Grafimann-Raum 173

Insgesamt folgern wir, dass der durch f induzierte Morphismus G — G’ von

Graffmann-Graphen durch eine injektive Abbildung
n:=momny: PG2n—1,K) = PG2n—1,K"): Ka— K'a’"

induziert wird, wobei 77 geméf [31, Proposition 2.7] eine durch die semilineare
Injektion o o 7 : V — V' induzierte Einbettung von projektiven Rdumen ist.
Nach Theorem 2.9 zusammen mit Proposition 4.1 in [31] ist o o 7 bis auf
Multiplikation mit einer Einheit ¢ € K™ eindeutig bestimmt (vgl. auch [31,
Corollary 4.4]). O

Eine analoge Aussage gilt auch fiir Morphismen von Graffimann-Graphen,

welche durch Anti-Homomorphismen der Matrizenalgebren induziert werden:

Satz 4.3.10. Sei f : R — R’ ein Anti-Homomorphismus der Matrizenalge-
bren. Dann ist der durch f induzierte Morphismus von Grafimann-Graphen
durch eine Dualitit P(2n — 1, K) — PG(2n — 1, K') bzw. eine Einbettung
P(V*) — PG(2n — 1, K') und damit durch eine injektive semilineare Abbil-
dung V* — V' induziert.

Beweis: Laut 4.1.6 ldsst sich f mittels einer Matrix ¢ € GL,(K’) und ei-
nes Korperhomomorphismus g : K — K’ beschreiben, und zwar wie folgt
frxm—al = gil(a?i) g. Der Anti-Homomorphismus f induziert eine A- und
~-erhaltende Abbildung f : P(R) — P(R') : R(a,b) — R'(—d/,c’), wobei
(c,d)” die zweite Spalte einer Matrix M~' mit M = (¢?) € GL,(K) ist
(vgl. Beweis von 4.1.7(2)). Mit Bezeichnungen wie im Beweis von 4.3.9 er-
halten wir einen A-Isomorphismus von projektiven Geraden P(R) — P(R") :
R(a,b) — R"(—d’,c¢/). Dementsprechend haben wir einen Isomorphismus
von GraBimann-Graphen ¢ : G — G”, der seinerseits durch eine semilineare
Bijektion o : V* — V" vermoge XV = (X1)7 fiir alle X € G (vgl. wie-
der Beweis von Theorem 5.4 in [22]) und damit durch eine Kollineation
PG(2n — 1,K) =: P(V*) - PG(2n — 1, K") induziert wird. Dabei ist
1 :G — G bzw. L : PG2n —1,K) = P(V) — P(V*) eine Dualitét.
Insgesamt ist P(V) — PG(2n — 1, K”) (als Hintereinanderausfithrung von
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Dualitét und Kollineation) eine Dualitét.

Analog wie in 4.3.9 betten wir PG(2n — 1, K”) in PG(2n — 1, K') ein, so
dass der durch f induzierte Morphismus G — G’ von Grafimann-Graphen
durch eine Dualitdt P(V) — PG(2n — 1, K') bzw. eine Einbettung P(V*) —
PG(2n — 1, K') und damit durch eine injektive semilineare Abbildung V* —
V' induziert wird. O

Wir betrachten wieder Jordan-Systeme hermitescher Matrizen J = H,,(K),
J' = H,(K'"). Wie wir oben gezeigt haben, induziert jeder Jordan-Homomor-
phismus « : J — J' eine Abbildung & : P(J) — P(J’), die in beiden Rich-
tungen A- und ~-erhaltend ist (siehe 4.3.7). Somit haben wir eine A- und
~-erhaltende Abbildung auf den entsprechenden Teilmengen von Grafimann-
Graphen ¢ : PH,(K) — PH,(K").

AuBlerdem wissen wir schon, dass « sich zu einem Homomorphismus und
einem Anti-Homomorphismus R — R’ eindeutig erweitern lasst. Daher kann
man @ bzw. ¢ zu einem A- und ~-erhaltenden Morphismus P(R) — P(R')
bzw. zu einem Morphismus von Grafimann-Graphen G — G’ fortsetzen, des-
sen Beschreibung in 4.3.9 bzw. 4.3.10 herausgefunden wurde. Diese Tatsache

formulieren wir als das folgende Korollar:

Korollar 4.3.11. Seien J = H,(K),J = H,(K') mitn>2. Ista: J — J'
ewn Jordan-Homomorphismus, dann ist die durch o induzierte A- und ~-
erhaltende Abbildung PH, (K) — PH,(K') durch eine Einbettung von pro-
jektiven Raumen PG(2n—1,K) — PG(2n—1, K'), also durch eine injektive
semilineare Abbildung V' — V' induziert.



Kapitel 5

Homotopismen und Morphismen von

Kettenraumen

In diesem Kapitel beweisen wir die zwei wichtigsten Ergebnisse der vorliegen-
den Arbeit. Es wird zunéchst gezeigt, dass jeder Homotopismus von Jordan-
abgeschlossenen und nicht notwendigerweise starken Jordan-Systemen iiber
Korpern stets einen Morphismus der zugehorigen Kettengeometrien indu-
ziert. Dieses Ergebnis wurde durch den bekannten Satz fiir Ringe im Fall
von Jordan-Homomorphismen (siehe [20, 5.2]) und durch den Satz fiir star-
ke Jordan-Systeme im Fall von Homotopismen (siche [11, 2.6]) motiviert.
Fast alle Zwischenergebnisse aus den beiden ersten Abschnitten, die wir
hauptséchlich als Lemmata formulieren, verallgemeinern einige Lemmata aus
[20] im Fall von Jordan-Homomorphismen zwischen Ringen (ein Verweis auf

die entsprechenden Lemmata aus [20] wird stets zum Vergleich gegeben).

Das zweite Ergebnis verallgemeinert den Darstellungssatz fiir Morphis-
men von Kettengeometrien iiber starken Jordan-Systemen, der besagt, dass
alle solche Morphismen durch Homotopismen zwischen den zugrunde liegen-
den Jordan-Systemen beschrieben werden kénnen (siehe [11, 3.10, 3.13] bzw.
1.3.8): Dasselbe gilt unter einer Voraussetzung an die Méachtigkeit des Korpers
auch fiir Kettengeometrien iiber Jordan-abgeschlossenen und nicht notwen-

digerweise starken Jordan-Systemen in R = K, .

Beim Vorgehen orientieren wir uns an den genannten Artikeln.
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5.1 Jordan-Homomorphismen von Jordan-abgeschlos-
senen Jordan-Systemen und induzierte Morphis-

men

Seien R und R’ Algebren iiber Korpern K bzw. K’. Auflerdem seien J und
J" Jordan-abgeschlossene Jordan-Systeme in R bzw. R’. In diesem Abschnitt
betrachten wir einen Jordan-Homomorphismus « : J — J' mit dem Begleit-
monomorphismus @ : K — K’, d.h. K und K’ miissen nicht isomorph sein.
Das Bild von J unter a besitzt dabei die folgenden Eigenschaften:

Bemerkung 5.1.1. Fiir J* C J' gilt stets:

(1) J®ist ein K%-Vektorraum mit 1’ = 1% € J*: Wegen der Additivitit von
o ist J® eine Untergruppe von (J',+). Fiir alle ¥ € K% und o’ € J®
gilt auerdem k'a’ € J, denn es gibt k € K und a € J, so dass k' = k°
und o’ = a® und damit k'a’ = k%® = (ka)® € J* ist. Alle weiteren

Eigenschaften eines Vektorraums vererben sich von J' auf J¢.

(2) Einheiten werden in Einheiten abgebildet: Sei a € J*, dann ist 1’ =
(aa"%a)® = a®(a"?)%" = a* € J* und daher a® = (aa 'a)* =

aa(a—1>aaa PN 1 = aa(a—l)a PN (aa>—1 — (a—l)a.

(3) Fiir alle o/, € J ist auch a't/'a’ € J, denn es existieren a,b € J mit

a' =a” und O’ = b und daher d't/'a’ = a“b*a® = (aba)* € J°.

Gilt zusétzlich b1 € J fiir alle b’ € J**, dann ist J® ein Jordan-abgeschlosse-
nes Jordan-System in R'.

Im Weiteren sei R” der einhiillende Ring von J* C R/, d.h. der kleinste
Unterring von R/, welcher J enthélt. Die K’-Algebra R’ ist offensichtlich
auch eine K% Algebra, denn K¢ ist ein Unterkorper von K’. Wegen K¢ < R"
ist daher auch R" eine K®-Algebra (wir setzen aber nicht voraus, dass R’
eine Unteralgebra von R’ im Sinne von Definition 1.1.26 ist). Im Weiteren
nennen wir R” die einhiillende K Algebra von J“.
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Dariiber hinaus sei J” das von J® erzeugte Jordan-abgeschlossene Jordan-
System in der K®-Algebra R”, d.h. das kleinste Jordan-abgeschlossene Jordan-
System in R”, das J“ enthélt. Also ist J” der Jordan-Abschluss von J® im
Sinne von Definition 3.2.12. Offenbar ist R” auch der einhiillende Ring von
J". insbesondere kann J” = R" gelten. Wegen der Jordan-Abgeschlossenheit
von J' und J* C J"ist J” ganz in J’ enthalten und es gilt J”* C J™*. Wir
beweisen das erste Ergebnis dieses Abschnitts (vgl. [20, 3.6]):

Satz 5.1.2. Seien o : J — J' ein Jordan-Homomorphismus, R < R' die
einhiillende K®-Algebra von J* und J" C J' das von J* erzeugte Jordan-

abgeschlossene Jordan-System in R". Auferdem seien H und H" die Zentren
von Eo(J) bzw. Es(J"). Dann gilt:

(a) Ist E(T) € H fir T € §(J), dann ist auch E(T) € H".
(b) Die Menge

N, = {E(T*) | T € 8(J) und E(T) = E}

ist in H" enthalten.

(¢) N, ist eine normale Untergruppe in Ey(J") und die Abbildung
ag: Eo(J) — Eo(J")/Ny : E(T) — N, - E(T)
mit T € S(J) ist ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus.

Beweis: (a) Sei T = (t1,...,t,) € S(J) mit E(T) € H. Dann ist E(T) =
<_e£g((TT)) _eggll({T))) =al) € H fiir ein a € R* mit at = ta fir allet € J
(vgl. 3.2.5). Damit gilt e?(T) = a € R* und €/ *(T) = 0. Nach Satz 3.5
in [20] folgt sofort e 1(T%) = 0.
AuBerdem gilt e5(T) = 0 und —ey Y(T) = a € R*. Wegen e}(T,1) =
ef(T) =0und ey (T, 1) = e (T) = —a ist ef™(T,1) = (T, 1) - 1—
et H(T,1) = a € R* und damit folgt analog nach dem gleichen Satz
ed (T, 1) = ey (T*) = 0/ sowie ef ™1 (T, 1') € R™ und somit e *(T%) €
R™.
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Nun setze man S := (s,7,0,—s,0) € S(J) fiir ein s € J. Aus
E(0)E((=s)")E(0") = BE(0)E(—s")E(0) = E(s*)

folgt dann

—ey (1) —sep(T*) — ey~ (T)s"
0 et (T%)

Mit 3.5 in [20] erhalten wir s®e}(T%) = —el ! (T*)s" fiir alle s € J. Fiir
s = 1 ergibt sich e}(T%) = —ey " 1(T*) € R™, so dass folglich }(T) mit
allen s’ € J* kommutiert. Um zu zeigen, dass e (7*) auch mit allen
t € J” kommutiert, reicht es wegen 5.1.1 nur die Inversen von allen
s’ € J* zu betrachten. Sei also s’ € J**, dann gilt

el (T)(s") " = (s/(e1(T)) )" = ("} (T) (e} (T7)) %)
= (e7(T)s'(e1(T)) %) 71 = (ex (T))*(s") M ex (T))
& e[(T7)(s") el (T%) = (e} (T"))*(s)
& () e (T) = el (T")(s)
Das gleiche Prinzip benutzt man auch beim Zeigen von ef(T%)t =

tef(T%) fiir alle t € J"™\J*. Daher ist E(T) € H" = EyJ") N
{aE"| a € R™, at =ta Vt € J"}.

(b) Sei T' e S(J) mit E(T) = E € H. Teil (a) liefert dann E(T*) € H".
Damit gilt die Behauptung.

(¢) Firein T = (ty,...,t,) € S(J), n € N, definieren wir
f = (07 _tnaoaov _tn—boa s 707 _tlvo) S S(J)

Die Identitéit E(t;)"' = E(0)E(—t;)E(0) fiir alle ¢ € {1,...,n} impli-
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ziert die Gleichheit E(T) = E(T)™ . Auflerdem gilt wegen der Semili-

nearitat von «

T = (0, (—t,)", 0,0/, (=t,-1)",0,..., 0", (1), 0)
= (0, —t,0,0/, —t*_,,0,...,0, —t2,0) = Te.
Offensichtlich ist £ = E(0)E(0)~! = E(0*)E(0*)~t € N,. Wir neh-
men an, dass fiir ein V' € S(J) die Gleichheit E(T) = E(V) gilt. Das
ist dquivalent zu E(T)E(V)~! = E(T)E(V) = E(T,V) = E. Damit ist
E(T®, V) = E(T*,V®) = E(T*)E(V®)"! € N,. Daraus kénnen wir
E(T*) € N, - E(V®) folgern.
Fiir zwei beliebige E(T), E(V*) € N, gilt dann wegen E(T) = E(V) =
E nach dem oben Gezeigten E(T*)E(V®)~! € N,. Folglich ist N, eine
Untergruppe von Fs(J"), welche gemé$ (a) und (b) normal ist.
Insgesamt erhalten wir N, - E(T%) C N, - E(V?) fir alle T,V € §(J)
mit E(T) = E(V). Analog zeigt man N, - E(V*) C N, - E(T“), indem
man E(V)E(T)™' = E betrachtet. Die gegenseitige Teilmengenbezie-
hung liefert die Gleichheit N, - E(T) = N, - E(V®). Damit ist ag
wohldefiniert und offenbar ein Gruppenhomomorphismus:
E(T)**E(Ty)** = N, - E(T}") - N, -E(Ty")
=No-E(T7")

= No- E(T7, 1)

= E(T1,T)**

= (E(Th) - E(T3))™

Aus diesem Satz folgt direkt:

Korollar 5.1.3. Seien alle Voraussetzungen von Satz 5.1.2 erfillt. Ist N,
trivial, dann ist die Abbildung

ap s Ba(J) — Bs(J") : B(T) s E(T®)
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mit T € S(J) ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus.

Im néchsten Schritt soll eine Abbildung zwischen den projektiven ele-
mentaren Gruppen PFEy(J) ~ FEy(J)/H und PEy(J") ~ FEy(J")/H" defi-
niert werden. Dafiir fassen wir die projektive Gerade ]?’(J” ) als Teilmenge
der projektiven Gerade IF’(J’ ) auf. Der folgende Satz zeigt, dass eine solche

Identifizierung tatsidchlich moglich ist:

Satz 5.1.4. Sei Jy ein Jordan-System in einer Ki-Algebra Ry und Jo C Jq
ein Jordan-System in einer Algebra Ry iiber einem Unterkorper Ko < Kj,

wobet Ry ein Unterring von Ry ist. Dann ist

L P(Js) = P(Jy) : Ro(1,0)E(T) — Ri(1,0)E(T)

~

mit T € S(Jo) ein injektiver Morphismus von Distanzriumen (P(J3), Ag) —

~

(P(J1), &1).

Beweis: Wegen FEy(J2) < FEs(Jy) ist ¢ ein wohldefinierter Morphismus von
Distanzraumen. Wir zeigen, dass ¢ injektiv ist.

Seien Ry(1,0)E(T), Ro(1,0)E(V) € P(Jy) mit Ry(1,0)E(T) = Ry(1,0)E(V).
Dann folgt daraus R;(1,0) = Ry(1,0)E(T)E(V)™!, dh. E(T)E(V)™ €
Es(Js) liegt im Stabilisator von Ry (1,0) und damit ist (a, 0) die erste Zeile von
E(T)E(V)™! mit a € Ri N Ry. Wegen Es(Js) < GLy(Ry) muss auch a € RS
sein, so dass E(T)E(V)~! auch im Stabilisator von Ry(1,0) enthalten ist. Das
liefert sofort die gewiinschte Gleichheit Ry(1,0)E(T) = Ro(1,0)E(V). O

Ab sofort identifizieren wir also die Punkte der projektiven Gerade P(.J")
mit denen von P(J') vermége R"(1,0)E(T) — R'(I',0/)E(T) fiir alle T €
S(J").

Nun kénnen wir unter Beriicksichtigung von Lemma 3.4.3 den néchsten
Satz beweisen (vgl. [20, 4.4]):

Satz 5.1.5. Seien o : J — J' ein Jordan-Homomorphismus, R" < R' die
einhiillende K®-Algebra von J* und J" C J' das von J* erzeugte Jordan-

abgeschlossene Jordan-System in R". Dann gilt:
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(a) Die Abbildung
app: PEy(J) — PEy(J"): H-E(T)— H"- E(T%)
mit T € S(J) ist ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus.
(b) Die Abbildung
a:P(J) = P(J") CP(J): R(1,0)- E(T) — R'(1,0') - E(T%)
mit T € S(J) ist wohldefiniert.

(¢) Das Paar (apg, @) ist ein Homomorphismus von Transformationsgrup-
pen, d.h. fir alle p € P(J) und alle § € PEy(J) gilt p°® = p®" mit
e

Beweis: (a) Sei N, wie in 5.1.2 definiert, dann ist N, C H”. Wir betrachten

den kanonischen Epimorphismus
1 Ey(J")/Na — (Ea(J")/Na)/(H" [No)

und nach Isomorphiesatz gilt dann (Es(J"”)/N,)/(H"/N,) ~ Eo(J")/H".
Die Faktorgruppe Fs(J")/H" ist ihrerseits zu der projektiven elemen-
taren Gruppe PFs(J") isomorph, denn H” ist der Kern der Operation
von E»(J") auf P(J"). Die Komposition von ap und 7 liefert daher

einen Homomorphismus
agon: Ey(J) — PEy(J").

Fir alle E(T) € H mit T € S(J) gilt £E(T)** = N, - E(T*) € H"/N,
(gemaf 5.1.2(a)), so dass H*® C H" /N, = Kern n ist. Daher ist H C
Kern agon, so dass die Abbildung

app : By(J)/H ~ PEy(J) = PEy(J") : H- E(T) — H" - E(T%)

nach der universellen Eigenschaft der Faktorgruppen ein durch die Gleich-
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(c)

heit (H - E(T))*r? = E(T)“" wohldefinierter Gruppenhomomorphis-
mus ist (siehe [50, S. 20]).

Fiir S € §(J) sei E(S) eine Matrix, die den Punkt R(1,0) fixiert, dann
hat die erste Zeile von E(S) die Gestalt (a,0) mit a € R*. Nach Satz
3.5 in [20] hat dann E(S®) die erste Zeile der Form (a’,0") mit einem
a' € R™ C R*, so dass E(S®) den Punkt R'(1’,0’) auch invariant lasst
(vgl. Beweis von 5.1.2(a)). Daher geht der Stabilisator von R(1,0) unter
app in den Stabilisator von R'(1',0") iiber.

Sei nun p € IF’(J ) ein beliebiger Punkt. Dann existiert eine Sequenz
T € S§(J), so dass p = R(1,0)E(T) ist. Weiterhin sei p = R(1,0)E (V)
eine weitere Darstellung von p mit V' € §(J). Dann erhalten wir

R(1,0)H - E(T)-E(V) ' =R(1,0)0E(T)-E(V)™' = R(1,0)
=p=R(1,0)E(V)

und daher ist H - E(T) - E(V)™! € PEy(J) im Stabilisator von R(1,0)
enthalten. Nach dem im ersten Absatz Gezeigten wird dann R'(1’,0)
auch durch H” - E(T*) - E(V*)~! fixiert, d.h.

R(1,0VH" - E(T*) - E(VY)™' = R(1,0)
& R(U,0)H" - E(T*) = R'(I',0)H" - E(V*).

Daraus folgt die Wohldefiniertheit von a.

Geméf (a) und (b) ist das Diagramm

P(J)—=P(J) (5.1)
™ T/ 1"
B(J") e B

fiir alle T' € S(J) kommutativ. Daraus folgt die Behauptung. O

Jetzt zeigen wir, dass a ein A-Morphismus ist.
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Lemma 5.1.6. Seien J und J' Jordan-abgeschlossene Jordan-Systeme in R
bzw. R'. Seien auferdem o = J — J' und a : P(J) — P(J") wie in 5.1.5.
Dann bildet & distante Punkte in distante Punkte ab.

Beweis: Seien p,q € P(J) distant. GeméB 3.4.3 operiert PEs(J) auf P(J)
2- A-transitiv. Daher existiert ein 3 € PFEy(J) mit p° = R(1,0) und ¢° =
R(0,1). Identifiziert man f~' € PEy(J) mit einer Matrix E(T) € Fy(J) fiir
ein T € S(J), dann kénnen die Bilder von p = R(1,0)" = R(1,0) - E(T)
und ¢ = R(0,1)7" = R(0,1)- E(T) unter & bestimmt werden. Es gilt nimlich
p® = R(1,0))- E(T*) und ¢® = R'(0/,1')- E(T®). Da aber PE,(J") auf P(J")
ebenso 2-A-transitiv operiert (J” C J' ist Jordan-abgeschlossen in R”), sind
auch p® und ¢ in P(.J”) distant. O

Wir kénnen sogar beweisen, dass @ eine harmonische Abbildung ist. Um
eine harmonische Abbildung definieren zu kénnen, erinnern wir kurz an den
Begriff des harmonischen Quadrupels (vgl. [42, 1.3.5]):

Definition 5.1.7. Fir vier Punkte p1, p2, p3, ps € P(R) mit paarweise distan-
ten p1, pa, p3 und distanten py, py heifst das Quadrupel (p1popsps) genau dann
harmonisch, wenn es ein v € PGLy(R) existiert, so dass (p],ps,Ds,01) =
(R(1,0),R(0,1), R(1,1), R(—1,1)) gilt.

Fiir ein harmonisches Quadrupel (pi1papsps) gilt insbesondere, dass auch
D1, P2, P4 paarweise distant sind. Auflerdem sind alle vier Punkte genau dann
paarweise distant, wenn 2 € R* ist (vgl. [36, S. 463]).

Eine harmonische Abbildung definiert man wie folgt [20, 4.7]:

Definition 5.1.8. Eine Abbildung P(J) — P(J') heifft harmonisch, wenn

sie harmonische Quadrupel invariant ldsst.

Lemma 5.1.9. Seien J und J' Jordan-abgeschlossene Jordan-Systeme in R
bzw. R'. Seien auflerdem o : J — J und & : P(J) — P(J") wie in 5.1.5.

Dann ist & eine harmonische Abbildung.

Beweis: Seien pi,pa, p3, ps € I@(J) C P(R) und (p1p2p3ps) harmonisch, d.h.
D1, P2, P3 bzw. p1, po, ps sind paarweise distant. Wegen 3.4.3 kénnen wir oBdA
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p1 = R(1,0) und po = R(0,1) setzen. Daher sind p3 = R(a,1) und py =
R(b,1) mit a,b € J*.

Nach Definition 5.1.7 existiert ein v € PG Ly(R), so dass

(p¥7p;7pg’p1) = (R(lv 0)77 R(07 1)’Ya R(CL, 1)77 R(b7 1)7)
= (R(1,0), R(0,1),R(1,1), R(—1,1))

gilt. Man rechnet leicht nach, dass v durch eine Matrix (96 2) mit z,y € R*

induziert ist. Auflerdem gilt

) = R(az,y) = R(y 'ax,1) = R(1,1) & a = yz ™',
) = R(bz,y) = R(y 'bx,1) = R(-1,1) & b= —ya "

Daraus ergibt sich py = R(—a, 1). Wegen
R(t,1)* = (R(1,0) - E(t))* = R'(1",0') - E(t*) = R'(t*, 1)
fiir alle ¢ € J und nach 5.1.6 ist das Quadrupel
(pipsp5py) = (R'(1,0)R'(0', 1) R (a”, 1) R(—a", 1))

mit a® € J”* harmonisch. Daraus folgt die Behauptung. O

Nun sind wir in der Lage unser Hauptergebnis dieses Abschnitts zu be-

welsen.

Satz 5.1.10. Seien « : J — J' ein Jordan-Homomorphismus, R" < R’ die
einhiillende K°-Algebra von J* und J" C J' das von J erzeugte Jordan-
abgeschlossene Jordan-System in R". Die Abbildung a : P(J) — P(J") bildet
stets K-Ketten in K'-Ketten ab.

Beweis: Seien X = (P(J), €(K, R, J)) und ¥ = (P(J"), ¢(K', R, J")) die Ket-
tengeometrien iiber (K, R, J) bzw. (K', R', J') und C € €(K, R, J) eine Kette
in . Dann gibt es laut 3.4.5 ein § € PEy(J), so dass C' die Gestalt C = (C},)°
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fiir ein h € J* mit
Ch ={R(sh,t) | K(s,t) e P(K)} ={R(Ah,1) | A€ K} U{R(1,0)}

hat. Die Kette durch R'(1',0"), R'(0/,1") und R'(h*,1") kann man analog als
Menge

Che = {R'(s'h*, ') | K'(s', 1) € P(K")} = {R'(N'h*, 1) | A € K'JU{R'(1,0) }

darstellen.

Wegen der Semilinearitit von o gilt (AR)* = A°h® € K%h® C K'h* fiir
alle A\ € K und h € J und daher (Kh)® C K'h“. Identifiziert man nun
d € PEy(J) mit einer Matrix E(T) € Ey(J), T € S(J), dann folgt daraus
fiir jeden Punkt R(a,b) € C-

R(a,b)® = (R(Ah,1) - B(T))* = (R(1,0) - E(Ah,T))®
— R'(1',0') - E((AR)*, T) = R'((\h)*,1') - E(T®)
= R'(\*h*, 1) - E(T®) € (Cpa)®

bzw.
R(a,b)* = (R(1,0) - B(T))* = R'(1,0") - E(T") € (Cj)”

mit ¢’ € PEy(J"), welche durch die Matrix E(T%) € Ey(J") < Ey(J') indu-
ziert wird. Insgesamt ergibt sich daher C% C (Cya)? € €(K', R, J"). O

Es ist klar, dass wir im Fall, dass & : K — K’ ein Korperisomorphismus
ist, die Gleichheit (Kh)® = K'h® fir alle h € J erhalten, so dass jede K-
Kette auf K’-Kette durch die in 5.1.10 definierte Abbildung abgebildet wird.

Diese Folgerung formulieren wir im folgenden Korollar:

Korollar 5.1.11. Seien R und R Algebren iber Korpern K bzw. K'. Seien
J und J' Jordan-abgeschlossene Jordan-Systeme in R bzw. R'. Weiter sei

o J — J ein Jordan-Homomorphismus mit dem Begleitisomorphismus
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a: K — K' und a wie in 5.1.5. Dann ist die Abbildung
a:P(J) — P(J") C P(J)
ewn Morphismus von Kettengeometrien.

Bemerkung 5.1.12. Im Fall, dass J stabil ist, erhalten wir wegen der
Gleichheit P(J) = P(J) sowie R(1 + ab,a) = R(1,0)E(—a)E(b) fiir alle
a,b € J einen Morphismus von Kettengeometrien

a:P(J) = P(J") CP(J') : R(1 + ab,a) — R'(1' + a®b", a®),

welcher uns schon aus dem Fall von starken Jordan-Systemen bekannt ist
(vgl. [26, 4.2.13]).

5.2 Homotopismen von Jordan-abgeschlossenen Jordan-

Systemen und induzierte Morphismen

Seien wieder R und R’ Algebren iiber Korpern K bzw. K’ und J, J' Jordan-
abgeschlossene Jordan-Systeme in R bzw. R'. Statt eines Jordan-Homomor-
phismus betrachten wir nun einen Homotopismus (o, 3) : J — J'.

Im Fall von starken Jordan-Systemen J, J" wissen wir, dass jeder Homoto-

pismus J — J' einen Morphismus von Kettengeometrien induziert. Genauer
gilt der folgende Satz (siehe [11, 2.6]):

Satz 5.2.1. Seien J,J' starke Jordan-Systeme in K-Algebren R bzw. R und
sei (o, B) : J — J' ein Homotopismus. Dann ist die induzierte Abbildung

Y =Yap) : P(J) = P(J) : R(1+ab,a) — R'(1" + a®b’, a®) (5.2)

ewn Morphismus der Kettengeometrien. Der Morphismus vy ist genau dann
stark, wenn « (und damit auch [3) Nichteinheiten in Nichteinheiten abbildet.

Ist dimg J*(= dimgJ") > 2, dann ist ~ nicht trivial.

Das Ziel dieses Abschnitts ist zu beweisen, dass (a,3) : J — J' auf
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dhnliche Art und Weise wie in (5.2) einen Morphismus von Kettengeometrien
S = Y mit S = (P(J),¢(K, R, J)),> = (P(J'), (K", R, J) induziert. Und
zwar definieren wir die Abbildung (vgl. 5.1.5(b))

~

Y=Y : P(J) = P(J') : R(1,0)B(T) — R'(1',0)E(TY) (5.3)
mit

(to, ), ...t t0), falls n € 2N,

»Y'n—17n

T(B)
(719, ... t2  t0), fallsn e 2N+ 1

fir T'= (t1,...,t,) € S(J), n > 0. (Beweis der Wohldefiniertheit von ~ folgt

weiter unten).

Entsprechend definieren wir die durch den Homotopismus (3, a) induzier-
te Abbildung

~

¥ =g : P(J) = P(J') : R(1,0)E(T) = R'(1',0))E(T*)
mit
0,15, 17 49), falls n € 2N,

» Y'n—17"n

(o), 40 1), fallsn e 2N +1

» Yn—1>

TBa) —

~

fir T = (t1,...,t,) € S(J), n > 0. Insbesondere gilt fiir P(J) C P(J) (vgl.
(5.2)):

R(tits — 1,t1) = R(1,0)E(t1, 1) — R'(1, 0N E(tS,t5) = R(t55 — 17,¢9)

bzw.

Al : B(J) = B(J') S P(J)
R(tity — 1,t) — R(7t5 — 1/, ¢)).
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Um das Hauptergebnis dieses Abschnitts erreichen zu kénnen, benétigen
wir die folgenden Lemmata (vgl. [20, 3.3, 3.4, 3.5]; man beachte 3.2.8):

Lemma 5.2.2. Sei R eine Algebra tiber einem Koérper K und J ein Jordan-

abgeschlossenes Jordan-System in R. Dann gilt:

(a) Ist h = e (T)xel(T) fir einx e J und T = (t1,...,t,) € S(J), n >0,
dann st

n(T @B gogn(T@h)  falls n € 2N,
B = (e = { AL ITAT ), ol
1

e (TN gPen (T falls n € 2N 4 1.

Eine analoge Aussage gilt auch fir h°.

(b) Ist h = et(T)e (T) fiir eine Folge T = (t1,...,t,) € S(J), n > 0,
dann ist

(T PN en=1(T(hB)) falls n € 2N,
(TBener=Y(TB)) fallsn € 2N + 1.

~N— « en
he = (GOE 1) =
€1

Eine analoge Aussage gilt auch fir h°.

Beweis:  (a) Wir beweisen die Aussage mit Hilfe der vollsténdigen Induk-
tion. Fiir n € {0, 1,2} ist die Behauptung schon mal richtig:

= (9(T)zed(T))* = 2 = AT @) &) (T @A),

= (ef(T)xé&1(T))™ = (hiat))” = t2°t] = er(TV )2l & (TP)y),
= (e}(T)ze}(T))" = ((trta — )a(taty — 1))

= (titoxtaty — (titow + wloty) + )

= 11t o t] — (1 ta” + 2 ty1]) + 2

= DG,

denn es gilt

(tltgl‘ + thQtl)a = ((tl + l‘)tg(tl + l’) — tltgtl — l’tgl’)a
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= (19 + )5 (19 4+ ) — 1051 — at) 2
— 1902 + 20t

Nun setzen wir voraus, dass die Aussage bis zu einem bestimmten n
gilt. Wir erweitern die Folge 7" mit einem ¢,,; € J und zeigen, dass
die Aussage auch fiir n + 1 giiltig ist. Wir beweisen nur den Fall, dass
n € 2N ist (fiir n € 2N + 1 verlduft der Beweis ganz analog). Dafiir be-
trachten wir den Ausdruck h = e (T, t,,1)xé" (T, t,.1) und wenden
darauf die Regeln (3.4) so oft an, bis wir eine Summe von solchen Aus-
driicken bekommen, so dass beim Anwenden von Eigenschaften eines
Homotopismus bzw. der Induktionsvoraussetzung auf diese eine Summe
von dhnlichen Ausdriicken entsteht, welche aber nun nicht von t; € J
bzw. x € J, sondern von ihren a- bzw. $-Bildern abhéngig ist. Beim
riickwértigen Anwenden von (3.4) werden die erhaltenen Ausdriicke

wieder zusammengefasst, was schliellich das Gewiinschte liefert.

Genauer gilt nach 3.2.8 und nach Induktionsvoraussetzung (IV):

h* = (e nH(T tn+1)55€1 (T tog1))”

2 (T tratn & ()" + (4 (T (T))"

— (N TYtyrady (T) + e 1<T>x & (T))"

(Tt 2Pt (G (TD) + e (T )2l (T
(T)tnrzel (T) + e}~ 1( Jxtni1€y (1)),

vV
=Up

denn wegen n — 1 € 2N + 1 haben wir

(7™ 1(T):Ué7f 1(T))O‘ = (6711_1(251, . ,tn_l):cé?f_l(tl, ceytn))”
e

= Aty )T )
— et P g e 1)
= el {(T @ NPep Y (T A,

Nun zerlegen wir den Ausdruck wug und versuchen sein «a-Bild zu be-
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stimmen. Es gilt

uy = e (T)tpxe} Y (T) + e (T at, 18T
) ?—1<T>tntn+1xé?—1<T> — Ttz N(T)
<T>xtn+1tné?—1<T> — (Tt 18 (T)
D) tutwsr + wtyiita)El(T)
<e7 (Tt (T) + e (T)at,n&)(T))

und damit erhalten wir

uo —( 1(T)tnpazey™ (T)+€1f 1(T)xtn+1é?(T))a

)t
= e (ty b)) (bt + Tttn) G (b o) P)
(6? 1(T).I’tn+1€1 (T) +€1 (T)tn+1$€? 1(Tl)a7

=l e, z_1><tﬂtn+lxﬁ+x5ta EETHE g, )
_6711 1(t17"'7 n— 17tﬂ)(t6tn+lx6+x6ta ltﬁ)Nn 1( 1y n— 17tﬂ) _u(ll

- 6711 1(T(a’ﬂ)>(tﬂtn+1x + xﬂtg—f—ltg)é?ll I(T( ﬁ)) - u(lla
denn es ist

(tntns1 + Ttositn)’ = ((tn + )t (tn + ) — tptnity — Ttygi2)?
= (t7 + xﬁ)t“ L0 42y — P 10— P 2P
=0t 2 2%t 1l

Hierbei ist der Ausdruck u; vom gleichen Typ wie ug, so dass wir den
Vorgang wiederholen konnen. Analog wie oben ergibt sich fiir u; wegen
n—2¢e2N:

uf = TNt et )T
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— (e (Dtwnzéy (1) + e (Tatnnéy *(T))",

=U2

weil

- 6711_2(15?7 S 7t§ 2 tn—1; tg)
und entsprechend &} 2((t, ..., t,_o)@P)) = &p72(T(@P)) gilt.

Wiederholen wir mehrmals den Vorgang und definieren wir nach jedem
i-ten Schritt den entsprechenden Ausdruck w;, dann ergibt sich fiir u;

nach Induktionsvoraussetzung
uft = el TN T D) (0wt + P e TN T ) —
falls i € {1,...,n — 1} ungerade und damit n —i — 1 € 2N ist, und

uf = TN 2ttt )E T T

fir gerade i € {1,...,n — 1}, alson —i — 1 € 2N + 1. Hierbei soll man
beachten, dass x € J und t; € J fiir jedes i € {1,...,n} stets unter
derselben Abbildung o bzw. 3 abgebildet wird.

Nach dem letzten Schritt erhalten wir wegen ¢ =n — 1 € 2N+ 1

N )(h 7ty + 12 t0)e (1)

n

(&

(AN naf () 67 (Dt

( )(tl xﬁta_H + t?{_'_lfljﬁta) (T(aﬁ)) — 0"
))(tl 2P0 10 e (Ted)

(T
?( )a 27 (TD) + ey (T )2l e (7))
(T

('D/—\/\('()

( ) (T(a,ﬂ))) Bta ~0(T( 7/3))
’)tnﬂwﬁ (t?é?(T<“ Dy — e (1))



192 Homotopismen und Morphismen von Kettenrdumen

(3-4) « a oz «
2 TPty (TP + (Tt 1P (T,

Setzen wir nun u{_; in u,_, ein, dann ergibt sich

uf_y = el (T (t5t0, 2" + 2Pt 1) (T) — uf_,
= el (T 1yt 2" + 2t ﬂfﬂ)éw )
— (en(T ) 5t“+1é?( Ty + (Tt 27 (TP)))
= (e (T @)ty — (T @D)yee, alel (1)
+ 6% (T( 75)) 5tn+1(t561(T(a ﬁ)) _ el(T(a,ﬁ)))
(3.4) «@ «a ~ a o o~
2 e2(reByge 2Bl TRy 4 el () fye g2(T(eh)y

Fahrt man so weiter fort, so kommen wir schliefflich zu

u§ = el N (TN thte, of + 2P0 e (1)
— e TP e (TP 4 ey 2 (Tt al e (TP,

Das liefert

he — G?H(T(O"ﬁ),tzﬂ) Béfo(T( B @)
= (T, ) PN (T, 1) O,

was zu zeigen war. Damit gilt die Behauptung fiir alle n > 0.

(b) Die zweite Aussage beweisen wir analog mit Hilfe der vollstandigen
Induktion. Fiir n € {0, 1} ist die Behauptung trivial:

Y = ((D)E (1) = o = (T (T,
= (el(D)A(T))" =t = TR,

Sei nun n > 2. Wir nehmen an, dass die Aussage fiir ein festes n
gilt (oBdA sei n gerade, die Behauptung fiir n ungerade beweist man
analog), und zeigen deren Giiltigkeit fiir n + 1 (vgl. Beweis von 3.2.8).



5.2 Homotopismen von Jordan-abgeschlossenen Jordan-Systemen
und induzierte Morphismen 193

Es gilt:

= (N, ty1)et (T tyin))”
(3 4) n— ~n (07 n— ~N— «
=" (el (Dtntnratnl (1)) + (e (T)tnael (1))

— (e} N (D)tntniel” Q(T)Jre?f_z(T)tht erH(T))”

— (e} N (Dtney (T + (ef (T)er>(T))"
i e (T b e (TP 4 ep (TP, e 2(T)
— (e (TP AT P e (TP e (TP
— e TN e (TP 4 ey (TP her (T D),

n-n+

denn fiir n — 1 € 2N + 1 gilt nach Induktionsvoraussetzung:

(T M) (T))" = (e (b )& (t, - 1))
= (e Mty ot 1)E T (1))
= (TNt )RS )
= (TNt e e )
— e~ 1(T(a ﬁ))~n 2(T(a,ﬂ)).

Daraus folgt, dass auch die zweite Aussage fiir alle n > 0 wahr ist. [

Lemma 5.2.3. Seien J,J' Jordan-abgeschlossene Jordan-Systeme in Alge-
bren R bzw. R' iber Korpern K bzw. K" und («, 8) : J — J' ein Homotopis-
mus. Dann gilt fir alle T = (ty,...,t,) € S(J):

(a) Ist e¥(T) € R*, dann ist auch e} (T'*P)) € R,
(b) Gilt e¥(T) € R* und e} Y (T) = 0, dann folgt daraus ef (TP = (.
Beweis:  (a) Sei e(T) € R*, dann ist auch é}(7T) € R™ (gemif [20, 2.8]).
Nach Lemma 3.2.8 gilt h := e}(T)e}(T) € J*, so dass h® und h” in
J" auch invertierbar sind, da o und 8 Einheiten in Einheiten abbilden
(siehe [11, 2.2]).
Sei n € 2N (die Behauptung fiir n € 2N+ 1 gilt analog). Dann erhalten
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wir laut 5.2.2(a):
he = (eM(T)eN(T))" = en(T@N1een (TP e J* C R™.

Daher ist ¢?(T?)) rechtsinvertierbar. Sei nun 7' = (t,,...,¢) und
h= &N (T)e(T) = e (T)eN(T) € J*, dann ergibt sich analog

W = (e(T)eN(T))’ = e (TP9) 108y (T
- T T ) e O NI o)

— (0t (5t tD)
= e (TNPep(T V) € J* C R,

so dass e}(T@P)) auch linksinvertierbar ist. Insgesamt folgt daraus
en(TD) € R

Sei nun e/(T) € R* und e} *(T) = 0. Dann ist é/(T) € R* und nach
(a) gilt dann &}(T(*#) € R™. Wir betrachten wieder nur den Fall, dass

n gerade ist.

Erweitert man die Folge T' € S(J) mit 1, dann ergibt sich
(5.4)

AuBerdem gilt offenbar €7 (7T, 1) = é(T).
Nun setze man h := e/ (T, 1)é}(T, 1), dann ist b € J (gemiB 3.2.8)
und nach 5.2.2 gilt einerseits

b = (e (L DF(T. )" = (1, ) ) (7,1))
= AT e
= () 10 = T a(re)
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und andererseits
n ) (@D = (T IeE (),

Das liefert e (T en(T(*H)) = 0/ und wegen e}(T*") € R™ folgern
wir die Behauptung e}~ (T(4)) = (/. O

Lemma 5.2.4. Seien J,J' Jordan-abgeschlossene Jordan-Systeme in Alge-
bren R bzw. R' iber Korpern K bzw. K" und («, 8) : J — J' ein Homotopis-
mus. Dann gilt fir alle T = (t1,...,t,) € S(J) mit n > 0:

n(T(a 6)) 1 1 6711(77(5’6“)), falls n € 2N,
e )
1 19 e (TP, falls n € 2N + 1

bzw.

19 e (T@h)),  falls n € 2N,

e (TP)) . 17 = !
1. e (TPB)) falls n € 2N + 1.

Beweis: Wir fithren einen Induktionsbeweis. Fiir n = 0 ist die Aussage trivial.
Fiir n = 1 haben wir wegen t* = 1%¢"1 fiir alle ¢t € J:

6%(T(aﬁ)) 1Y = tf L 19 = 15 . t? _ 15 . 6%(T(ﬁ’a)>,

Nun nehmen wir an, dass die Behauptung bis zu einem beliebigen, aber festen
n > 2 gilt. Wie in den vorhergehenden Beweisen betrachten wir nur den Fall
n € 2N. Dann gilt fiir n 4+ 1 € 2N+ 1:

erll—i_l(t?? tgv ce ,tf{, tg—i—l) ) 1a - (6711'(75?, tg? te vt% t§+1)t§+1

o 6711_1(#?7 tga s 7t70”27 t£+1)) - 1%

— s, 1 — et W g, )1

n+1
IV)
- ’» “n—1

(18, AN = 1P (1t 20 )
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- 15( ( tﬁ "'7t7€7tn+1) n+1 6 ( tﬁ cc Un— 17t6 n+1))
1 1),
Daher gilt die Aussage fiir alle n > 0. []

Nun sind wir bereit, unser Hauptergebnis dieses Abschnitts zu beweisen.
Dafiir nehmen wir noch zu Hilfe Bemerkung 4.2.3 aus [26], welche besagt,
dass jeder Homotopismus das Produkt eines Jordan-Homomorphismus und

eines Hauptisotopismus ist. Dabei wird ein Hauptisotopismus folgendermafien
definiert (vgl. [26, 4.2.2]):

Definition 5.2.5. Seien Jy, Jo Jordan-abgeschlossene Jordan-Systeme in der
K-Algebra R mit Jy = Jic fir ein ¢ € J;. Der Jordan-Isotopismus (¢,v) :
Ji — Jo mit 2¥ = xc, ¥ = ¢ 'z fiir x € J; heif$t Hauptisotopismus.

Fiir jeden Hauptisotopismus (¢, ) : J; — J5 gilt insbesondere J V= Jy =
J7, da wegen der Jordan-Abgeschlossenheit von J; und ¢ € J; die Bedingung
Jy = c¢Jjc erfillt ist.

Genauer lasst sich jeder Homotopismus («, ) : J — J' wie folgt darstel-

len:
(a,8) = (0,0) 0 (¢, 9h) = (0 0p,00¢),
wobei (¢, 1) : J” — J' ein Hauptisotopismus mit J” := J'c™! fiir ¢ = 1 € J*

und o : J — J” ein Jordan-Homomorphismus ist. Man beachte hierbei, dass
c = c?ct € J"™ wegen ¢? € J* gilt. AuBerdem ist ¢ = 1% = 1°¥ = 1’ und
analog ¢ ' =17 = 1" mit 1’ € J”" N J'. Den Zusammenhang zwischen diesen

Abbildungen kénnen wir mit dem folgenden Diagramm veranschaulichen:
L
X . 4@
Wegen der Resultate iiber Jordan-Homomorphismen in Abschnitt 5.1 reicht

es also, die in (5.3) definierte Abbildung nur fiir Hauptisotopismen zu unter-

suchen. Im Weiteren betrachten wir deshalb nur den rechten Pfeil des obigen
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Diagramms. Die Null- bzw. die Einselemente von J” und J’ sind offenbar
gleich, diese bezeichnen wir entsprechend mit 0’ und 1’. Es gilt der folgende
Satz (vgl. 5.1.2):

Satz 5.2.6. Sei R’ eine Algebra tiber einem Korper K' und seien J",J'
Jordan-abgeschlossene Jordan-Systeme in R mit J = J"c fir ein ¢ € J".
Weiter sei (p,v) : J" — J' der Hauptisotopismus mit ¥ = xc und x¥ = ¢ ‘o
fir x € J". Auflerdem seien H", H' die Zentren von Es(J") bzw. Ey(J"). Ist

T = (ty,...,t,) € S(J") fir einn >0 mit E(T) € H", dann gilt:

E(TY¥)Y e H', falls n € 2N,

CL/ O/
E(T(Wp)) = o mit s'a’ = ca's'c™t fiir alle s' € J', fallsn € 2N 4 1.
0" ca'c

—e3(T) - "
dann hat E(T) die Gestalt (&), wobei a = e}(T) = —e}~ (T) € R

at = ta fiir alle t € J" ist (vgl. 3.2.5). AuBerdem gilt dann e} *(T') = e3(T) =
0’. Nach 5.2.3 folgt daraus e}(T%%)) € R und e~} (T 1/1)) =0

Wegen e5(T,1') = e3(T) = 0 und €5 1(T,1") = €5 1(T) = —a erhalten wir
mit (3.4)

Beweis: Sei T = (L,...,t,) € S(J") mit E(T) = ( ANy ) e H"
1m

e TN 1)y = ef(T,1) -1 — ey 1T, 1) = e(T) — ey H(T) = a € R™

Offensichtlich ist (¢, ¢) : J” — J' ein Homotopismus. Dann folgt wieder nach
Lemma 5.2.3

ey (T, 1)) = g (TP, 17%) € R”,
e (TW¥) 17%) = (T = (.

Das impliziert

(3-4)

GZH(T( V) 1/@) e;z(T(W/J), 1’@) 1Y 6721—1(71(%1&)7 1’@)

— eB(TWY)) . 1% — i YTy = —en =} (T¥)) ¢ R
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Insgesamt sieht die Matrix E(T*%)) wie folgt aus:

e (Tw¥) 0’

0’ et (o) (5:5)
ey ( )

E(T(%l/})) —
Analog zum Beweis von 5.1.2(a) setze man S := (s,T,0, —s,0) fiir ein s €
J". Es ist dann

E(s¥, 7w 0, —s¥, (), falls n € 2N,
E(s?, T@V) (f, —s¥ (), falls n € 2N + 1.

E(S(Wp)) _
AuBerdem gilt E(0")E(—s?)E(0') = E(s¥)~. Daher erhalten wir:
a 0

E(s")E(TYY)E(s¥)™, falls n € 2N,
E(s?)E(TWYNE(s¥)™!, fallsn € 2N 4 1

Da E(S) eine Diagonalmatrix ist, muss auch der (1,2)-Eintrag von E(S®%))
geméf 5.2.3(b) Null sein, d.h.

sPel(TWV)) = —ef 1 (TP ¥))s¥,  falls n € 2N,

(5.6)
SPep(T6) = —ej HT)s", fallsn € 2N+ 1.
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Wir betrachten nun die beiden Félle getrennt. Sei zunéichst n € 2N. Da (5.6)
fiir ein beliebiges s € J” gilt, ist es insbesondere auch fiir s = ¢ giiltig. Damit

ergibt sich wegen ¢¥ = ¢ le = 1"

e (TPV)) = —en LT e¥
& (TWY)) = —en~L(T¥),

Da v : J” — J' bijektiv ist, haben alle s’ € J' die Form s’ = s, so dass
s'eM(TW¥)) = en(TW¥)s' fiir alle s’ € J' gilt. Damit ist E(T%Y) € H', wie
gewiinscht (vgl. (5.5)).

Sei nun n € 2N + 1. Dann gilt fiir s = 1"

12en(T)) = —en=l(Tlev))1/¥
PN 1/<Pe711(T(%w))1/90 _ _63—1(T(Wﬁ))

a 0
PN E(T(W/’)) _
0 cd'c

mit ' := e}(T%%)) und

Swe?(T(%w)) — _63—1(T(¢,w>)8w
& s%a’ = ca'c(1's1')"
& 54 = cd'cl’Vs71Y
1ol
1

& s%a' = cd'ec”
& s%a' = ca'sPc”
fiir alle s¥ € J'. Wegen der Bijektivitit von ¢ : J” — J' gilt s'a’ = ca’s’c™?
fiir alle s’ € J'. Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Aus diesem Satz folgern wir, dass Homotopismen im Unterschied zu Jordan-
Homomorphismen zumindest auf die bekannte Art und Weise (vgl. 5.1.5(a))
i.Allg. keine Abbildung der projektiven Gruppen PFEs(J") — PFEs(J') indu-
zieren. Nichtsdestotrotz kann man jedoch zeigen, dass die in (5.3) definierte
Abbildung fiir jeden beliebigen Homotopismus ein wohldefinierter Morphis-
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mus von Kettengeometrien ist. Im Fall von einem Hauptisotopismus ist die
induzierte Abbildung entsprechend ein Isomorphismus von Kettengeometri-

CI1l.

Satz 5.2.7. Seien J",J und (p,¢) : J" — J wie in 5.2.6. Dann gilt:
(a) Die Abbildung

Yew) : P(J") = P(J) : R'(1,0)E(T) — R'(1',0)E(T¥Y))

mit T € S(J") ist wohldefiniert.
(b) V() st ein A-Isomorphismus.

(c) Vi) 18t ein Isomorphismus von Kettengeometrien.

Beweis: (a) Seien T = (t1,...,t,),V = (v1,...,0n) € S(J"), n,m > 0,
zwei verschiedene Folgen mit R'(1',0")E(T) = R'(1',0")E(V). Wir zei-
gen, dass die Gleichheit R'(1,0)E(T¥¥) = R'(1',0")E(V#¥) auch
erfiillt ist. Es gilt:

R(U,0)E(T) =R (1'0)E(V)
< RAOETEWV) ! =R(1,0)=R{,0)EV)ET)™,

d.h. die Matrizen E(T)E(V)™! und E(V)E(T)™! sind im Stabilisator
von R'(1',0/) und damit haben die Gestalt (49 ) mit v € R™*. Wir
machen eine Fallunterscheidung:

(1) Sei m € 2N+ 1. Dann erhalten wir fiir die Matrix E(T)E(V)™ =
E(ty, ... t0, 0 —v,, 0 ... 0, —v1,0) =: E(S) € Ey(J"):

E(TWY)E(V )1
(

B, . 0.0, —v,0,...,0,—o?,0), falls n € 2N,

:< » Yno
B, 0.0, —vl 0.0, =0l 0), fallsn e 2N+1

s bno

E(tf7 . tw O/@ U%: 0/90’ ce 70“'07 _Uip7 01@)7 falls n € 2N’

s bmo

E(t%}a tw 0“’0 U%aolwa---aolwa_v%aolwh falls n € 2N+1’

s Ymo
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d.h. es gilt B(TWY)E(VE¥)~1 = B(SW#)) Nach 5.2.3 ist auch
E(S®#) vom Typ (v ¢ ) mit w € R*, so dass E(T»¥)E(V#»¥)~1

*

ebenso den Punkt R'(1’,0/) fixiert. Daraus folgt das Gewiinschte.

(2) Im Fall m € 2N und n € 2N+1 gilt die Behauptung analog, indem
man statt F(T@)E(VE)~1 die Matrix E(V @) E(T#¥)~1
betrachtet.

(3) Seien nun m,n € 2N, dann hat die Matrix E(—1", =1, —1',T') eine
ungerade Anzahl von Eintridgen. Wegen E(—1',—1"—1") = F €
H"ist R(1,0)E(V) = R(1,0)E(T) = R'(I',0)E(~1, 1, —1',T).
Somit lisst die Matrix E(S) := E(V)E(=1, -1, -1 T)"' € Ey(J")
den Punkt R'(1’,0’) invariant. Nach dem gleichen Prinzip wie in

(1) erhalten wir
BV B(~1, 1, 1, 1)) = B($0),

wobei E(S¥#)) gem#f 5.2.3 wieder im Stabilisator von R'(1’,0)
enthalten ist, d.h. es gilt

R/(ll, O/)E(V(@vw)) — R/(ll, 0,>E((_1/, _11’ _1l’ T)(gpﬂ/)))
Auflerdem gilt (vgl. 5.2.6)

E((=1, =1, =1Y¥¥)) = B(=1"Y, =1"%, —1"%)

I
L5
—
|
Q|
—
|
o
|
o
—
~—

Das impliziert
R, 0VE(=1,=1,=1,T)%¥)
= R(1',0NE(=1"Y, —1"%, 1"V 47, ... tY)
= R(1',0)E(=1"Y, =1, -1"")E(?,... %)
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C—l O/
= R'(1',0) E(T¥Y)
0 ¢
= R'(1,0)E(T¥Y).
Insgesamt erhalten wir
R(U,0)E(V¥Y)) = R(1,0NE(T¥").
Somit gilt die Wohldefiniertheit von ~, ).
(b) Die Abbildung 7(,.y) ist bijektiv: Mit (¢, v) : J” — J'ist auch (¢, ¢71) :

J" — J" ein Hauptisotopismus. Damit kann man die Injektivitit von
V(o) ganz einfach zeigen, indem man fiir TWw¥) Ve ¢ S(J) die
Gleichheit R'(1,0)E(T%¥) = R'(1',0)E(V®¥) annimmt und auf
die beiden Punkte die (gemé8 (a) wohldefinierte) Abbildung v, 1) :
P(J') — P(J") anwendet:

R 0)B(TE) = R 0)B(VE)
= <R’(1’, 0') E(T(W))y(*"l’wl) — < R(1,0) E(V(%w))y(@l”’l)
= R'(1, 0’)E((T(W/’))(9071>¢71)) = R'(1, OI)E((V(%W)(Wl,Wl))
= R(1',0)E(T) = R'(I,0)E(V).
Die Surjektivitét von -, ) folgt direkt aus der Surjektivitéit von (¢, ).

Nun zeigen wir, dass v(,,) die Distanzrelation invariant ldsst. Seien
T=(t,...,tn),V = (v1,...,0p) € S(J") und p = R'(1",0")E(T), q =
R(1,0)E(V) € P(J") distant. Nach 3.4.3 existiert ein p € PEy(J")
mit p” = R'(1',0") und ¢* = R'(0',1"), und geméB (a) gilt

pew) = RI(1,0/) e
= (R'(1",0NE(-1,-1",—1")) e
= R(I',0VE(=c !, —c,—c)
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sowie

g = R0, 1) e
= (R(1,0)E) ) e
= (R'(1",0"NE(, =1",0"))"ew
= R'(1',0"E(0, —¢,0)
= R(1',0VE(c)!
= R'(0',1").
Damit sind p” und ¢”» in P(J’) distant.

Weiter sei E(S) € Ey(J") mit S = (s1,...,s,) die Matrix, die p indu-
ziert. Genauer gilt dann

Daraus folgt

R/<1/, O/)E’((]”7 S)(@aw)) — pp’y(%w) e R/(1/7 0/),
R/<1/7 0/)E((‘/’ S)(@adj)) — qpfy(%w) e R/(Ol’ ]_/)

Wir machen wieder eine Fallunterscheidung:

(1) Sei zunéchst r € 2N, dann gilt offensichtlich

E((T,S)¥¥)) = E(T¥v), §lew)),
E((V,9)¥¥)) = BV glew)y,
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Das liefert

e = R(1,0)E(T, 5))
= R'(1',0)E(T%")E(S#¥)
= R(10)

und deshalb ist pe = R'(1/,0)E(T%Y) = R'(1,0)E(S¥¥)~!
mit B(S#V) € Ey(J'). Analog gilt g = R(0/, 1) E(S@) 1.
Da J'" Jordan-abgeschlossen ist, folgt daraus p?=» A @) (gemaf
3.4.3).

Nun sei r € 2N + 1. In diesem Fall gilt

4 b ¥
BT, §) ey = § B tishosh), falls n € 2N,
’ "
B, ... t0,s{,. . s¢), fallsne€2N+1

y Umo r

— E’(T(%W’ S(Wo))
bzw.
E((V, S)(t/},so)) _ E(V(W/’), SW”@)).

Betrachtet man noch zusétzlich die entsprechend definierte Abbil-

dung 7(y.,), dann ergibt sich

P = R 0)E((T, 5))
= R 0)E(T ) E(S),

wobei man analog nachrechnen kann, dass p”'ve = R/(1,(/) ist.
Damit gilt piew = R'(1',0)E(SW)~! mit B(SW?) € Ey(J").
Analog zeigt man, dass ¢"¢v = R'(0/,1')E(S"#)~ist. Nach glei-
cher Argumentation wie in (1) folgt daraus pYe= A gVew),

Da (¢ 1,91 : J — J” auch ein Hauptisotopismus ist, gilt entspre-
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chend fiir p, ¢ € P(J"):

pw,w) A q’V(saﬂl)) = p’y(%wW(w*l,wﬂ) A qV(w,ib)'V(ap*l,w*l)

< pAg.

Daraus folgt die Behauptung.

Wir betrachten die Kettengeometrien 3 := S(K', R',J") = (P(J"),
¢(K' R,J") und ¥ = S(K',R,J") = (P(J),&(K", R, J')). Wegen
(b) bleibt zu zeigen, dass 7(, ) K'-Ketten in P(J") auf K'-Ketten in
P(.J') abbildet.

Gemif 3.4.4 existieren fiir jede Kette C' € €(K', R, J") ein § € PFEy(J")
und ein h € J"™ mit C = (C},)?, wobei C), = {R'(1/,0")} U {R'(\h,1') |
A € K'} eine Kette durch R'(1',0"), R'(0/, 1) und R'(h,1’) ist.

Die Ketten durch R'(1/,0"), R'(0/,1") und R'(h¥,1’) sind entsprechend
die Mengen

Cho = {R'(1',0)} U{R (uh", 1) | p € K'}.

Da 1) semilinear (mit Begleitautomorphismus VK — K’ ) ist, haben
wir (A\h)Y = A\YhY € K'hY = K'hY fiir alle A € K’ h € J” und deshalb
ist (K'h)¥ = K'hV.

Sei ¢ durch die Matrix E(S) € Es(J") mit S = (s1,...,s,) induziert.

Wir betrachten wieder zwei Falle:

(1) Sei n € 2N. Dann ergibt sich fiir alle R(a,b) € C:

R(a,b)"e» = (R'(Ah,1")E(S))e
= (R'(I,0)E(\h ))'V(w/)

— R(1,0)E <<A> )

R(\hY 1) B(S%Y)) € (Ch)”
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bzw.

R(a, b)) = (R'(1',0")E(S))"ew
= R'(1',0)E(S¥Y) e (OM})&’,

wobei 0/ € PFEy(J') durch die Matrix E(S®¥)) induziert wird.
Das impliziert C7e C (Cys)® € €(K’', R', J'). Da aber die beiden
Ketten C und (Cj»)" Ketten von S(K’, R') sind und 7, ) bijektiv

ist, gilt sogar Clew) = (Cpu)?.
(2) Fiir n € 2N + 1 zeigt man analog Cew = (Cye)? € &(K', R',.J").
[]

Anhand der Satze 5.1.10, 5.1.11 und 5.2.7 kénnen wir schliellich Satz 5.2.1
fiir Jordan-abgeschlossene und nicht notwendigerweise starke Jordan-Systeme

verallgemeinern:

Korollar 5.2.8. Seien R und R’ Algebren iiber Kiorpern K bzw. K'. Seien
J und J" Jordan-abgeschlossene Jordan-Systeme in R bzw. R'. Weiter sei

(o, B) : J — J ein Homotopismus mit den Begleitmonomorphismen &,B :
K — K'. Dann bildet die Abbildung

~

Y =Yg : P(J) = B(J') s R(L,0)E(T) — R'(1,0)E(T)

K-Ketten in K'-Ketten ab.

Sind a, B\ bijektiv, dann ist v ein Morphismus von Kettengeometrien.

5.3 Algebraische Beschreibung der Morphismen von
Kettengeometrien iiber Jordan-abgeschlossenen

Jordan-Systemen

In diesem Abschnitt beschreiben wir alle Morphismen der Kettengeometri-
en iiber Jordan-abgeschlossenen Jordan-Systemen, wobei das der Ausgangs-

punktmenge zugrunde liegende Jordan-System in einer endlichdimensionalen
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Algebra enthalten ist. Aufgrund unserer Uberlegungen im Abschnitt 3.1 wer-
den wir uns dieses Jordan-System in einer Matrizenalgebra vorstellen.

Im vorangehenden Abschnitt haben wir gezeigt, dass jeder Homotopismus
von (endlich- sowie unendlichdimensionalen) Jordan-abgeschlossenen Jordan-
Systemen stets einen Morphismus von entsprechenden Kettengeometrien in-
duziert (siehe 5.2.8). Ist das Jordan-System, welches der Ausgangspunktmen-
ge zugrunde liegt, stabil, dann sehen solche Morphismen dhnlich zu denen
iiber starken Jordan-Systemen aus. Als Spezialfall von 5.2.8 bzw. Verallge-

meinerung von 2.6 in [11] gilt der folgende Satz:

Satz 5.3.1. Seien R, R’ Algebren tiber Korpern K bzw. K' und J, J" Jordan-
abgeschlossene Jordan-Systeme in R bzw. R', wobei J stabil in R ist. Aufler-
dem sei (o, B) : J — J' ein Homotopismus mit den Begleitisomorphismen
a,B: K — K'. Dann ist die induzierte Abbildung v = V(a8 : P(J) — P(J) :
R(1+ab,a) — R'(1'+a“’, a®) ein Morphismus von Kettengeometrien. Der
Morphismus v ist genau dann stark, wenn o (und damit auch ) Nichtein-

heiten in Nichteinheiten abbildet.
Gilt dimg: JY(= dimJP) > 2, dann ist v nicht trivial.

Beweis: Den zweiten Teil des Satzes folgert man wegen 3.4.5 und 3.4.6 analog

wie im Beweis von 2.6 in [11]. O

Unser Hauptziel ist zu zeigen, dass der im obigen Satz beschriebene Pro-

zess der Induzierung unter einer Zusatzbedingung umkehrbar ist.

In diesem Abschnitt seien also J, J' stets Jordan-abgeschlossene Jordan-
Systeme iiber Kérpern K bzw. K’ in den Algebren (K, R) bzw. (K', R'),
wobei R = K, mit n > 2 ist. Insbesondere ist auch J endlichdimensional.
Entsprechend seien & = (P(J),€(K, R, J)) und ¥’ = (P(J),¢(K', R, J"))
die Kettengeometrien tiber (K, R, J) bzw. (K', R, J"). Aulerdem sei 7 : S
> ein Morphismus von Kettengeometrien. Dabei kénnen wir uns auf sol-
che Morphismen konzentrieren, welche die Punkte R(1,0) und R(0,1) auf
R'(1',0") bzw. R'(0/,1") abbilden, denn die Gruppe PFEy(J') operiert 2-A-

transitiv auf der Menge P(J’) (sieche 3.4.3). Im Unterschied zu fundamen-
talen Morphismen wird nicht vorausgesetzt, dass v auch den Punkt R(1,1)
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in R'(1’,1’) uberfiihrt. Im Folgenden nennen wir solche Morphismen v fast-
fundamental.

Zunéachst moéchten wir den Morphismus auf Residuen einschréanken, welche
bekanntlich partielle affine Rdume sind. Hierbei nennen wir zwei Punkte in
einem partiellen affinen Raum distant, wenn sie verschieden und durch eine
Gerade verbunden sind (vgl. 1.2.4, 1.2.5). Diese Distanzrelation bezeichnen

wir wieder mit A. Im Weiteren bendtigen wir noch die folgende Definition
(vgl. [11, 3.1]):

Definition 5.3.2. Seien A = (£, .Z,€,||) und A" = (P, L', €,|) affine

—

Riume und A = (,@,:?7,6, ), A = (P, L' €,||) partielle affine Rdaume,
welche aus A, A" entstehen. Eine Abbildung k : & — P’ heifit ein Mor-
phismus partieller affiner Raume, falls die folgenden Bedingungen erfiillt
sind:

(1) Vpge P :pnrq=p"Aq".

(2)VGe L Gred
Der Morphismus k heif§t stark, falls gilt zusdtzlich

(3) Vp.q € P :p" A g =pAg,
und trivial, falls

(4) 3G € L P~ =@

Die Abbildung k heifst ein Homomorphismus affiner Ridume A — A/,

wenn
(5)VGe L . Gre PUL.

Sind A und A’ affine Raume iiber Korpern, dann gilt fiir jeden Homomor-
phismus A — A’ sogar das Folgende (vgl. [64, 1.4]):

Bemerkung 5.3.3. Scien A = AG(K,V), A" = AG(K', V') affine Koordi-
natenrdume mit |K| > 3 und x : AG(K,V) — AG(K',V’) ein Homomor-
phismus mit x(0) = 0". Ist x nicht trivial, d.h. dimgx (V) > 2, dann ist x

eine semilineare Abbildung von Vektorrdumen V — V.
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Seien A, A’ wieder beliebig und ;&, A/ partielle affine Raume, welche aus
A, A’ entstehen. Die Geraden von A und A’ heiflen regulir, wenn sie in
A bzw. A’ enthalten sind, und sonst singulér. Ist £ eine Ebene in A bzw.
A’, dann nennen wir £ regulir, falls sie mindestens drei regulére Richtungen
enthélt. Dabei versteht man unter einer reguldren Richtung eine Parallelklas-

se reguldrer Geraden in einer Ebene.

Aus den ersten beiden Bedingungen der obigen Definition folgt:

Bemerkung 5.3.4. Seien A, A’ sowie A, A wiein 5.3.2 und sei k : & — P/
ein Morphismus partieller affiner Rdume. Dann ist die Abbildung k|¢ : G —
G" fiir alle G € £ bijektiv, d.h. regulire Geraden werden durch  bijektiv in

reguliire Geraden abgebildet. Das impliziert, dass die Ordnungen' der beiden
affinen Rédume gleich sind, d.h. gilt ord A = ord A'.

Wir kehren zu unserer Ausgangssituation zuriick. Wie schon oben ange-
deutet, ist unser Ziel alle Morphismen ~ : P(J) — P(J’) zu beschreiben.
Dafiir betrachten wir zunéchst die Einschrankungen von v auf Residuen. An-
gesichts der Definition des Residuums wird klar, dass jede Einschréinkung von
~ auf ein Residuum die ersten beiden Bedingungen von 5.3.2 erfiillt. Hierbei
beachte man, dass die in einem partiellen affinen Raum definierte Distanzre-
lation mit der auf P(.J) bzw. P(.J') iibereinstimmt (siche 1.2.5). Genauer gilt
(vgl. 1.2.4, [11, 3.2]):

Lemma 5.3.5. Ein Morphismus -y : > — Y der Kettengeometrien induziert
fiir jeden Punkt p € P(J) einen Morphismus vy, = |s() : Xp — X, partieller

affiner Rdume.

Ab sofort sei v : P(J) — P(J’) ein fast-fundamentaler Morphismus. Da
7 die Distanzrelation invariant ldsst, werden die Punkte R(z,1) bzw. R(1, x)
fiir alle x € J in ebensolche abgebildet. Daher kann man ein Paar von Abbil-
dungen («a, 3) mit a, 3 : J — J' definieren, fiir welche R(z,1)? = R'(2”,1)
und R(1,z)" = R'(1',2%) gilt.

Ist A = (2, %,€,]) ein affiner Raum und G € ¢, dann heifit |G| Ordnung von A,
bezeichnet mit ord A. Insbesondere ist ord A unabhéngig von der Wahl von G.
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Alle Punkte R(1,z) mit € J bilden geméaf 3.2.9 die Punktmenge des
Residuums Y p( 1), welcher mit einem partiellen affinen Raum A in A =
AG(K ,J) mittels R(1,z) — x identifiziert wird. Analog identifizieren wir

2112/(0/ 1y it einem partiellen affinen Raum A’ in A’ = AG(K',.J"). Daher ist
die Abbildung a = v|,(r ) R(0,1) — > R(01) nach 5.3.5 ein Morphismus

partieller affiner Raume A — A’
Das Gleiche gilt auch fiir 3 = | D R(1,0) — f];%,(l, o) indem man

die Residuen E und E’ mit den glelchen partlellen affinen Ridumen A bzw.
A’ mittels R(x,1) — x identifiziert.

Im Weiteren wird schrittweise bewiesen, dass (a, 5) : J — J' ein Homo-
topismus ist. Als erster Schritt zeigen wir, dass a und / Homomorphismen
affiner Raume A — A’ sind. Dafiir untersuchen wir das Verhalten eines nicht
trivialen Morphismus A — A’ der partiellen affinen Radume eingeschrankt auf
eine regulidre Ebene, die eine singuldre Gerade enthélt.

Wir verschaffen uns zunéchst eine Bedingung, welche die Existenz von
mindestens einer regulédren Ebene durch jede singulidre Gerade in A gewahr-

leistet. Hierbei beachten wir die folgende Bemerkung:

Bemerkung 5.3.6. Sei ay + Ka eine beliebige singuldre Gerade in A =
AG(K,J), also ay € J,a € J\(J*U{0}). Dann existiert gemafl 3.3.4 ein
be Kla] C J,sodass a+ b € J* fiir alle A € K* gilt. Ist auch b invertierbar,
dann hat die Ebene ag+ Ka+ Kb genau | K| regulidre Richtungen, und sonst
K| — 1.

Da wir uns aber i.Allg. nicht sicher sein kénnen, dass b € J* ist, setzen

wir im Weiteren |K| > 3 voraus. Zusammenfassend gilt (vgl. [42, 3.5.5]):

Bemerkung 5.3.7. Sei A = AG(K,J) und |K| > 3. Dann existiert durch
jede singuldre Gerade in A mindestens eine reguldre Ebene, welche hochstens

zwei singuldre Richtungen enthélt.

Haben wir gezeigt, dass a und [ nicht triviale Homomorphismen affiner
Réume sind, dann liefert die Bedingung |K| > 3 zusammen mit 5.3.3 die
Semilinearitédt der beiden Abbildungen.
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Bevor wir beweisen, dass o (und analog auch () tatséchlich ein Homo-
morphismus affiner Rdume ist, zeigen wir zunéchst, dass jeder nicht triviale
Morphismus partieller affiner Raume reguldre Ebenen entweder surjektiv in

regulére Geraden oder bijektiv in reguldre Ebenen abbildet.

Lemma 5.3.8. Sei i : A — A ein nicht trivialer Morphismus partieller
affiner Raume mit ord A > 3 und &£ eine requldre Ebene in A. Dann ist E"

eine requldre Gerade in A oder € wird durch r bijektiv in eine requlire Ebene
in A" abgebildet.

Beweis: Seien G und G5 zwei reguldre Geraden, welche £ aufspannen. Ins-
besondere ist also G1 N Gy # 0. Im Fall G§f = G¥ ist offenbar £" = GY eine
regulidre Gerade in A/. Nun setzen wir voraus, dass GY # GY ist. Dann folgt
zunéchst £ C &' wobei £’ die durch GY und G4 aufgespannte Ebene in A’
ist (siche Beweis von 3.3 in [10]). Wir zeigen nun, dass k|¢ : € — &’ sogar
bijektiv ist.

Zur Injektivitdt: Seien p,q € & zwei verschiedene Punkte. Ist ihre Verbin-
dungsgerade G = pq regulér, dann gilt sofort p* # ¢", denn k|g : G — G" ist
geméf 5.3.4 bijektiv. Wir nehmen daher an, dass G singulér mit p® = ¢" ist.

Wir machen eine Fallunterscheidung:

(1) Seien zunéchst p,q € G U Gy. Offenbar gilt G # Gy sowie G # Gb.
Wegen G} # G% muss nach unserer Annahme p* = ¢" = GYyNGY gelten.
Daraus folgt aber G; N Gy = p = ¢, was ein Widerspruch ist. Daher
erhalten wir p" # ¢".

(2) OBdA seinun p € Gy und ¢ ¢ (G1UGy). Seien Gy = {q||G1} und Gy =
{q||G2} die zu G bzw. G9 parallelen Geraden durch ¢. Dann schneidet
@1 die Gerade G5 und @2 die Gerade G;. Wir setzen v := G1 N @2 und
w = @1 N G5. Offenbar ist w # p, da sonst @1 = (1 ware und damit
q € G1. Da @2 = vq regulér ist, kann v = p auch nicht eintreten. Nach
Voraussetzung gibt es in &£ eine dritte regulére Richtung. Sei also G
eine weitere reguldre Gerade in £ durch den Punkt G1NG5. Die Parallele
zu G5 durch p schneidet G5 in einem Punkt. Sei also G := {p||Gs} und
2= G3N Gy ¢ {v,q} der Schnittpunkt.
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Ist p = G1 N Gs, dann gilt Gy = G (siche Abbildung 5.1(links)). Da

alle reguldaren Geraden geméaf 5.3.4 durch « bijektiv in reguldre Geraden
abgebildet werden, gilt einerseits

ag _ (pz)“ =t = g = (qz)n _ g

= (qv)" = ¢"v" = p"" = (pv)" = G

und andererseits mit u := G3 N @1

G5 = (pu)" = pru® = ¢"u" = (qu)* = Gf

K K., K K K __ /YK
)

= (qu)" = ¢"w" = p"w" = (pw)" =

was unserer Voraussetzung G5 # G4 widerspricht.

G11 Gl

Gs = Gs

Abbildung 5.1: Die Fille p = G; N Gy (links) und p € G;1\G2 (rechts)

Sei nun p € G1\Gy (siehe Abbildung 5.1 (rechts); auf der Abbildung
sind die Punkte Gy N @3, @1 N @3 und w paarweise verschieden, was
aber nicht unbedingt der Fall ist. Es kann auch w = Gy N @3 = @1 N
@3 gelten.). Die Geraden @3 und G5 schneiden sich in diesem Fall in
einem von G; N Gy verschiedenen Punkt. Deshalb folgt nach unserer
Voraussetzung @g # GY. AuBlerdem gilt nach unserer Annahme G} =
(pv)* = pv* = ¢"v" = (qu)* = G5. Insgesamt erhalten wir G5 # Gf
und das impliziert 2% = (G3NGa)" = GENGE = GENGE = (G5NGy )~ =
p", was ein Widerspruch ist, da pz = CA}’g regulér ist. Folglich ist unsere
Annahme falsch und es gilt p" # ¢".
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(3) Seien schlieBlich p,q € E\(Gy U Gy). Wir definieren G, := {¢||G;} und
Gy = {p||G2} die zu G; bzw. G, parallelen Geraden durch ¢ bzw. p
und v := G N @2, w = @1 NGy und u = él N @2 die entsprechenden
Schnittpunkte, wobei u # p,q ist. Nach unserer Annahme gilt @g =
piut = q"u" = @’f Insbesondere gilt nach Voraussetzung v # w”
(sonst wire v = w" = Gy NG5 und damit G NGy = v = w =
@1 N @2 = u, so dass @ = @G fir ¢ € {1,2} und deshalb p,q € G; UG>
gelten wiirde). Daraus folgt, dass es einen von w verschiedenen Punkt
z € @1 gibt, fiir den 2" = 0" gilt. Wegen v € G; und z € E\(G1 U Gy)

ist das ein Widerspruch zu dem oben Gezeigten.

Damit ist s injektiv.

Zur Surjektivitat: Seien G, G zwei verschiedene reguldre Geraden in £, die
sich in einem Punkt schneiden. Wegen der Injektivitidt von x sind dann auch
Gf fiir ¢ € {1,2} in & verschieden und haben einen gemeinsamen Punkt. Sei
p e &'\ (G} UGYE). Wir suchen das Urbild von p’ in £. Dafiir definieren wir
1= {p||GY} und setzen v' := G5 N G}. Dann gibt es v € G, so dass v/ = v"
gilt. Nun definieren wir Gy := {v||G1}. Wir zeigen, dass G = G ist.
Angenommen, es gilt Gf # G. Dann ist Gf N G, = v/ und es gilt G* I GY.
Damit existiert ein ¢’ € GYNGY und folglich ein ¢ € G1 NGy mit ¢" = ¢'. Das
ist aber ein Widerspruch zur Parallelitéit von CN?l und G4. Deshalb ist unsere
Annahme falsch und es gilt G = G. Wegen p/ € G| = G ist p/ = p* fiir ein
peG.
Insgesamt folgern wir die Bijektivitit von kle : € — &' Somit gilt €% =
E'. Insbesondere werden damit auch parallele Geraden in parallele Geraden
abgebildet. ]

Nun mochten wir nicht triviale Morphismen partieller affiner Rdume in
affinen Raumen AG(K,J) bzw. AG(K',J') iiber Kérpern genauer untersu-
chen. Ab sofort seien A = AG(K,J), A’ = AG(K',J') und |K| > 3. Wir
zeigen, dass jeder nicht triviale Morphismus partieller affiner Rdume in A
bzw. A’ ein Homomorphismus A — A’ und wegen 5.3.3 semilinear ist. Dafiir

brauchen wir das folgende Lemma:
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Lemma 5.3.9. Sei r : A — A’ ein nicht trivialer Morphismus partieller
affiner Raume mit ord A > 3 und G eine singuldre Gerade in A mit G* C G’
fiir eine Gerade G' in A'. Ist k|q : G — G' injektiv, dann auch bijektiv.

Beweis: Sei £ = G + H eine geméafl 5.3.7 existierende regulidre Ebene in A
mit hochstens zwei singuldren Richtungen, wobei H eine regulédre Gerade ist.
Nach 5.3.8 ist dann £" = G’ oder es gibt eine Ebene £ in A, die die Gerade
G’ enthélt, so dass die Abbildung kl¢ : € — &£’ bijektiv ist. Wir definieren
kg = Klg : G — G'und kg := k|g : H — H', wobei H' eine Gerade in A
und kg nach 5.3.4 bijektiv ist, und betrachten die beiden Falle:

(1) Sei zundchst £ = G’. Insbesondere ist dann G’ regulidr. Weiter sei
L C & eine von H verschiedene reguldre Gerade durch den Punkt z :=
G N H. Dann ist ¢, : G — H : x — {z||L} N H eine Bijektion,
genannt Parallelperspektivitit mit Richtung L (siehe [14, 2.5]), so dass
die Abbildung ¢y o kg : G — G' : x — xPL"H ebenso bijektiv ist.
Insbesondere ist die Verbindungsgerade von x und x¥* fiir alle x €
G\{z} regulér, so dass "¢ = g/ £ g¥Lr = g¥PLhu gilt,

Wegen der Bijektivitit von ¢ o kg gibt es zu jedem v € G’ genau
ein x € (G, so dass x¥:"# = yp ist. Daraus folgt, dass fiir alle x €
G\{z} ein T € G mit z"¢ = F¥LAH existiert, wobei T # x nach der
obigen Argumentation sein muss. Auflerdem ist  # z, denn sonst wiére
xhe = Z¥IRH = ZFH = 2F¢ yund damit hatten wir einen Widerspruch
zur Injektivitdt von kg. Allgemein kann die Gleichheit ¢ = g¥rru
(& 2" = z¥%) nur dann erfiillt sein, wenn die Punkte z € G und
¥t € H nicht distant sind. Gibt es in £ nur eine singuldre Richtung,
namlich die Parallelklasse von G, dann gibt es zu jedem = € G\{z}
keinen Punkt auf H aufler z, der zu x nicht distant ist. Daher kann
dieser Fall unter den gegebenen Voraussetzungen nicht eintreten.

Sei also N die zweite singuldre Gerade durch z und ¢y : G — H die
entsprechende Parallelperspektivitdt mit Richtung N. Dann gibt es zu
jedem x € G\{z} genau einen Punkt auf H\{z}, der zu x nicht distant
ist, und zwar x¥V. Das impliziert 292 = %N und damit z"¢ = g¥L"H =

xPveE fir alle x € G\{z}. Wegen 2"¢ = 21 = 2¥~%1 folgt daraus die
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Gleichheit der Abbildungen kg = ¢y o ky. Da oy ok : G — G’ :
x — xPN"E als Verkettung bijektiver Abbildungen auch bijektiv ist,
folgt daraus die Bijektivitdt von k.

(2) Sei nun klg : &€ — &' bijektiv, dann insbesondere injektiv, d.h. H"* =
H' # G' und damit &' = G’ + H'. Weiter sei L C £ wieder eine von
H verschiedene reguldre Gerade durch den Punkt z := G N H mit
L= L' C& L'#+G H, und ¢ : G — H die Parallelperspektivitat
mit Richtung L. Analog definieren wir ¢ : G' — H' die Parallelper-
spektivitiat mit Richtung L'. Geméafl 5.3.8 bildet s parallele Geraden
in parallele Geraden ab. Da die Gerade xz#* fiir jedes x € G\{z} als
Parallele zu L regulér ist, folgt daraus (zx¥L)" = gFa¥Lh = ghogeLhn
mit 29 = ({z||L} N H)" = {z"||L"} N H" = {x"¢||L'} N H' = x"eer,
Wegen der Bijektivitdt von (7, erhalten wir "¢ = 2PEREeL fiir alle
z € G\{z}. Fiir z € G ist die Gleichheit 2%¢ = 2?2571 trivial. Damit
sind die Abbildungen xk¢ und ¢r o ko ;) G — G x s aPLRH e
identisch. Folglich ist kg bijektiv. [l

Satz 5.3.10. Seien A = AG(K,J), A" = AG(K',J'") affine Riume dber
Korpern K bzw. K" mit |K| > 3. Auflerdem sei k : A — A" ein nicht trivialer
Morphismus von partiellen affinen Riumen in A bzw. A’. Dann ist k ein

Homomorphismus der affinen Rdume A — A’ und damit semilinear.

Beweis: Es ist zunédchst zu zeigen, dass x singuldre Geraden in Punkte oder
Geraden abbildet. Im Weiteren sei m > 3 die Méchtigkeit von K, wobei

m = oo nicht ausgeschlossen wird.

Sei a € J\(J*U{0}) und damit die Gerade ay+ Ka fiir jedes ag € J singulér.
Wegen J C K, ,, hat a héchstens n verschiedene Eigenwerte und einer davon
ist Null. Nach 5.3.7 existiert mindestens eine reguldre Ebene, die durch ag +
Ka geht und hochstens zwei singulédre Richtungen hat. Sei £ = ag+ Ka+ Kb
eine solche Ebene mit r > 3 regulidren Richtingen, wobei r = m — 1 im Fall
b € J\J* und sonst r = m ist. Unter Beriicksichtigung von 5.3.8 betrachten
wir das Bild von £. Dabei setzen wir oBdA ag = 0 (fiir ag # 0 gibt es eine
Translation 7,, : Ka+ Kb — ayg+ Ka + Kb, welche sowohl reguldre, als auch
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singuléire Geraden erhilt, so dass man in der gleichen Situation bleibt).

(1)

Sei zunichst £% = K'c eine regulire Gerade in A/. Wir nehmen an,
dass (Ka)" weder ein Punkt, noch eine Gerade ist, d.h. die Abbildung
Klka 1 Ka — K'c sei nicht surjektiv. Dann folgt nach 5.3.9, dass k|x,
auch nicht injektiv ist, d.h. es existieren verschiedene Koérperelemente
A€ K mit (Aa)® = (pa)® € K'e, wobei (Ka)® # (Aa)" ist. Daher
muss ein v € K\{\, u} existieren, fiir das (va)" # (Aa)" gilt.

Wir wissen, dass durch va mindestens m—1 reguldare Geraden gehen. Sei
H eine davon. Da jede regulire Gerade bijektiv auf K'c abgebildet wird,
gibt es auf H einen Punkt p # va mit p* = (Aa)" = (ua)® € K'c. Ins-
besondere gilt p # Aa, pa. Somit miissen die Geraden p(Aa) und p(pa)
in & singuldr sein. Auflerdem ist die Gerade {p||Ka} # p(Aa),p(na)
singulér, so dass wir durch p mindestens drei singulére Geraden haben,
was aber ein Widerspruch zu unserer Wahl der Ebene & ist. Damit ist
unsere Annahme falsch und es gilt die Behauptung, d.h. (Ka)" = 0"
oder (Ka)" = K'c.

Sei nun €% = &’ eine reguldre Ebene in A’ und kl¢ : € — &' bijektiv.
Damit ist auch k|, injektiv. In diesem Fall kann (Ka)" C £ entweder
eine Gerade sein oder die Bilder der Punkte von Ka sind in £ nicht
kollinear (den Fall (Ka)® & G fiir eine Gerade G’ in £ schlieBen wir
wegen 5.3.9 wieder aus). Angenommen, es gilt das Letzte, d.h. es gibt
ein A € K*\{1} mit (Aa)” ¢ 0%a”.

Aus der Bijektivitdt von k|¢ folgt unmittelbar, dass fiir jede reguldre
Gerade G C & die Abbildung x| : [G] = [G"] bijektiv ist, wobei [G]
und [G"] die Parallelklassen von G bzw. G" bezeichnen. Dariiber hinaus
wissen wir, dass es durch jeden Punkt in £ héchstens zwei singulédre Ge-
raden gibt. Wir zeigen zunichst, dass auch £ hochstens zwei singulére
Richtungen besitzt.

Sei ' € &£ ein beliebiger Punkt. Wegen der Bijektivitéit von k|¢ gibt es
einen Punkt z € £ mit 2" = 2’. Nun sei H C £\{z} eine regulire Ge-
rade, welche z nicht enthélt. Dann ist H" C £"\{z"} auch reguldr. Die
Menge aller Geraden durch z* ist {z"w | w € H"} U {z"| H"}, wobei
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die Gerade {z"||H"} € [H"] auch regulér ist und die regulidre Gerade
{z||H} C &£ als Urbild hat. Wegen der Bijektivitdt von |y : H — H"
gibt es fiir jeden Punkt w € H" genau ein v € H, so dass w = v"
ist. Wir nehmen an, dass die Menge {z"w | w € H"} drei singuldre
Geraden enthéilt, sagen wir x"w; fir w; € H", i € {1,2,3}. Seien
v; € H, i € {1,2,3}, mit w; = vf. Dann kénnen die Verbindungs-
geraden xv; C & nicht regulédr sein, denn sonst wéren ihre Bilder auch
in £ regular. Damit gibt es durch x mehr als zwei singuldre Geraden.
Unsere Annahme liefert also einen Widerspruch. Daraus folgt, dass &’
hochstens zwei singuldre Richtungen hat. Mit anderen Worten kann es
durch jeden Punkt in £ hochstens zwei Geraden geben, deren Urbilder
keine regulidre Geraden in £ sind.

Wir nehmen zusétzlich an, dass 0%(A\a)" regulédr ist. Sei G’ die Parallele
zu 0%(Aa)" durch den Punkt a”, dann ist auch G’ regulér. Gibt es eine
regulire Gerade G C £ mit G" = G', dann muss wegen 0%(\a)" € [G"]
auch die Gerade 0(Aa) = Ka, d.h. das Urbild von 0%(Aa)", regulér sein.
Nach unserer Voraussetzung ist aber Ka singuldr. Damit hat G’ keine
regulére Gerade in £ als Urbild.

Nach den obigen Uberlegungen gibt es durch a® hochstens eine weite-
re Gerade, welche kein Bild einer reguldren Gerade von & ist. Daraus
folgt, dass mindestens eine Gerade von 0%a" und a”(\a)" eine regulére
Gerade in £ als Urbild hat, ndmlich 0a = Ka = a(Aa). In beiden Fillen
fithrt unsere zusétzliche Annahme zu einem Widerspruch. Deshalb muss
0%(Aa)" singulér sein.

Analog zeigt man, dass auch die Geraden 0%a”, a"(Aa)" singulér sind, so
dass £ mindestens drei singulére Richtungen enthélt. Dadurch erhalten

wir wieder einen Widerspruch. Nach 5.3.9 ist daher (Ka)" eine Gerade
in &'

Insgesamt folgern wir, dass x : A — A’ ein nicht trivialer Homomorphismus

affiner Raume und nach 5.3.3 semilinear ist. []

Wir stellen jetzt ein Beispiel fiir einen Morphismus von einem partiellen

affinen Raum {iber einem Korper mit der Méchtigkeit 3 auf sich selbst vor,
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welcher aber nicht (semi)linear ist. Damit méchten wir zeigen, dass die Be-
dingung fiir die Méchtigkeit des Korpers |K| > 3 zumindest fiir den obigen
Satz berechtigt ist.

Beispiel 5.3.11. Sei J = {(§ %U 12) | u,v,w,r € K} mit K ~ GF(3). Dann
ist J ein Jordan-abgeschlossenes Jordan-System, das geméfl 3.3.6(1) sogar
stabil in R ist. Laut 3.2.15 gilt daher P(J) = P(J).

Das Residuum iR(O,l) wird wieder mit dem partiellen affinen Raum A=

(@,26, |) mit & = J identifiziert.

(a) Wir zeigen zunéchst, dass es eine nicht lineare Abbildung f J—=J
gibt, welche aber ein Morphismus partieller affiner Radume A — A ist.

r

Sei a = (8%)15) € J\(J*U{0}) und & eine Ebene, die durch die
singuldre Gerade Ka und eine Gerade Kb aufgespannt ist. Dann gibt
es die folgenden Moglichkeiten fiir £:

(i) Sei u = v = 0. Ist Kb regulér, dann ist auch & regular mit genau
drei reguldren Richtungen. Fiir b ¢ J* sind alle Richtungen in &

stets singular.

(ii) Gilt u # 0 oder v # 0, dann ist £ stets nicht regulér. Die Ebene
& enthélt genau zwei reguldare Richtungen, falls b € J* oder b =
(%15 L) ¢ J* mit v' # 0 (fiir w # 0) bzw. v’ # 0 (fir v # 0) ist,

0.0
und so%st sind alle Richtungen in & singular.

Fiir uns sind insbesondere nicht reguldre Ebenen interessant. Da fiir
alle a ¢ J* aus (i) stets eine regulidre Ebene durch Ka existiert, kann
man genau so wie im Beweis von 5.3.10 zeigen, dass solche Ka entwe-
der in einen Punkt oder in eine regulidre Gerade abgebildet wird (die
Behauptung von 5.3.9 ist fiir solche Ka wegen der endlichen Méchtig-
keit des Korpers trivial). Daher betrachten wir ein a ¢ J* aus (ii) und
eine Ebene durch Ka mit genau zwei reguldren Richtungen. Sei also
a = <§ é (1)) € J\J" und £ = K + Ka. Die reguldren Richtungen in &
sind K und K(1 + a).
0w r

Wir definieren die Menge J = {(8 8 w) | w,r € K} C J, dann ist

J=E®J,dh. firalle he J gibt es eindeutig bestimmte k,[ € K und
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z € j, so dass h = k + la + z ist. Nun zeigen wir, dass

fid—=Jik+la+ze (k+1la) +2
mit
f::f]g:€—>J:k+lal—>k+)\kllzf

fiir ein festes 2y € J und At =k + 20+ 1 im Fall z¢ # 0 nicht additiv,
aber ein Morphismus partieller affiner Rdume ist (im Fall zy = 0 ist f

offenbar semilinear).

Zunichst betrachten wir f. Alle reguliren Geraden in €& werden unter
f bijektiv in reguliire Geraden in & := K + K (1+ z;) abgebildet, wobei

aber parallele Geraden in sich schneidende Geraden iibergehen:

K! = K, denn k/ = k fiir alle k € K,
(a+ K) ={d, (a+ 1), (a+2)}

={0,14+ 27, 2(1 + 2f)} = K(1+ z¢),
2a+ K) = {(2a), 2a + 1), (2a + 2)}

= {27, 1,21+ 2f)} =14+ K(2+ zy),
{0/, (a+ 1), (2a + 2)}
{0, 14 27, 2(1 4+ 2p) } = K(1 + 2¢),
{1/, (a+2)/, (20)/}
{1,2(1+ 2p), 27} = 1+ K(2+ zy),
{27.a!, (2a+ 1)} = {2,0,1} = K,

K(a+1)7

(1+ K(a+1))

2+ K(a+1))7

wobei 1 + z¢,2 4+ z¢ € J* gilt. Das impliziert, dass f die ersten beiden
Bedingungen der Definition 5.3.2 erfiillt. Da aber semilineare Abbildun-
gen die Parallelitit von Geraden erhalten, kann f und damit auch f
nicht semilinear sein. Man merkt auch ganz schnell, dass weder f noch
f additiv ist. Es gilt tatséchlich:

201+ zp) = (20 + 2)f = (2a+2)7 # (20) +2/ = (20)) + 27 = z; + 2.
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Nichtsdestotrotz ist f ein Morphismus partieller affiner Rdume. Wir

zeigen, dass auch f die ersten beiden Bedingungen von 5.3.2 erfiillt:

(1) Fiir zwei beliebige Punkte p = pg + 2, € J mit pe = k+1la € &

und ¢ = gg + 2, € J mit gg = s+ ta € £ gilt

PAGEpe+ 2+ 2(qs + 29) = (P +2qe) + (2p+ 22y € J”
S pe+2qe € J°
< pe A gg.

Analog gilt auch fiir die Bilder von p und ¢:

PP ad e plta+2Ad+2) e T

@pé+2q£€J*

(:)pg Aqg.

Da aber f distante Punkte in distante Punkte abbildet, folgt ins-
gesamt daraus

PAGEpeAge=plaglep o,

d.h. f ist ein A-Morphismus.

Sind nun p, g, r paarweise verschieden und kollinear in A mit p =
pe + 2z, und ¢ = gg¢ + 2, dann ist ihre Verbindungsgerade G' :=
p+ K(q + 2p) und daher gilt » = p+ 2(q + 2p) = 2(p+ q) =
2(pe+qs)+2(2p+2,) = re+2. Da pg, qg, rg in .@ auch verschieden
sind und auf einer Gerade liegen, folgt daraus rg = 2(p£ —I—qg ). Das
impliziert 7/ = rl + 2, = 2(pL + ¢1) + 2(2, + z,) = 2(p’ + ¢/) und

P

daher gilt G/ € .Z.

(b) Man kann sogar zeigen, dass jeder nicht triviale Morphismus x : A— A

partieller affiner Rdume mit k" = k fiir alle £ € K und a” = 0 fiir ein
a € J\J* aus (ii) mit a + 1 € J* die Eigenschaft k|¢ = f|¢ fiir ein f wie
oben und £ = K + Ka hat.
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Da die Gerade {2, a,2a+ 1} regulér ist, folgt sofort nach Voraussetzung
(2a+1)" = 1. Die regulére Gerade K (a+1) wird in eine reguldare Gerade
durch 0 abgebildet. Deswegen kénnen wir (a + 1)* =: ¢ fiir ein ¢ € J*
setzen und damit gilt (2a 4+ 2)"* = 2¢ = 2(a + 1)". Analog gilt fiir die
regulire Gerade a + K = {a,a + 1,a 4+ 2}: mit a" = 0,(a + 1)" = ¢
ist (a 4+ 2)" = 2¢ = (2a + 2)". Die regulidre Gerade 1 + K(a + 1) =
{1,2a, a+2} wird in eine regulére Gerade durch 1* = 1 und (a+2)" = 2¢
abgebildet, so dass (2a)" € 1 + K(c+ 1) und daher (2a)" = ¢ 4 2 sein

1muss.

Daraus ergibt sich fiir die Funktion x|¢

Ri=klg: &= J:k+la— (k+2X\gl) + Alc
mit

Mo =k+20+1fir k[l € K.

Aber nicht fiir jedes ¢ € J* ist k ein A-Morphismus. Wir betrachten die
distanten Punkte 1,a+ 2 € J. Im Fall ¢ = 2 werden die beiden Punkte
auf einen Punkt (a + 2)" = 1 = 17 abgebildet, so dass die Bedingung
(1) von 5.3.2 verletzt wird.

Fiir c = a+1 € J* sind ihre Bilder 1" = 1 und (a+2)" = 2¢ = 2(a+1)
verschieden, aber wegen 1+ 2(2a 4+ 2) = a + 2 ¢ J* nicht distant. Das
Gleiche gilt auch fiir c =2(a+1) € J*: (a+2)" =2c=a+ 141. Also
ist auf jeden Fall ¢ ¢ K(a+ 1)U {2}.

Analoges gilt auch fiir ¢ € (K + K*a+ J)NJ* = K*(a+ 1) + J, denn
fir je zwei Punkte p = pe + 2,,¢ = q¢ + 2, € J mit pg,qe € £ und
2 2g € J gilt (vgl. Teil(a)(1))

PAq=pe A qge.

Damit muss ¢ € (K* +.J)\{2} sein. OBdA setzt man ¢ = 1+ z; fiir ein
2 € J, so dass die Eigenschaft s|g = f|e erfiillt ist. Im Fall zp =0 ist
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insbesondere k : £ — K : k4 la — k, so dass alle singulédren Geraden
in £ bijektiv in K abgebildet werden.

Die Abbildung x (und analog auch f) kann aber i.Allg. auf die schon
bekannte Art und Weise nicht zu einem Morphismus der Kettengeome-
trien ¢ : R(1,0)E(T) — R(1,0)E(T") fortgesetzt werden (vgl. 5.1.5,
5.1.11). Man kann zeigen, dass ¢ fiir zy # 0 sogar nicht wohldefiniert
ist: Ist a € J\J* wie oben, dann gilt fiir den Punkt R(a + 1,1) =
R(1,0)E(2,a) = R(1,0)E(a + 1) einerseites

(R(1,0)E(2,a))? = R(1,0)E(2", a")
= R(1,0)E(2,0) = R(1,1)

und andererseits

(R(1,0)E(a + 1)) = R(1,0)E((a + 1)")
= R(1, O)E<Zf +1) = R(Zf +1,1).

Nun brauchen wir eine Bedingung, unter welcher die oben definierten
Abbildungen « und S nicht triviale Morphismen zwischen den entsprechenden
partiellen affinen Rdumen sind, so dass wir auf a und 8 den Satz 5.3.10
anwenden konnen. Ab sofort setzen wir |K| > n + 1 fiir n > 2 voraus. Dabei
wird der Fall |K| = 3 fiir n = 2 ausgeschlossen, damit die Voraussetzungen
von 5.3.10 erfiillt sind. Gem&f 3.3.5 ist dann J stabil in R und nach 3.3.7 gilt
dann insbesondere P(J) = P(J).

In den folgenden Lemmata beweisen wir, dass fiir solche J die Abbil-
dungen «, 3 sicher nicht trivial sind. Wir erinnern, dass wir uns J als eine
Teilmenge der Matrizenalgebra K, ,, vorstellen. Deshalb kénnen wir fiir un-

sere Beweise und Rechnungen Eigenwerte der Elemente von J heranziehen.

Lemma 5.3.12. Seip € fD(J) ein beliebiger Punkt. Dann existiert eine Kette
C € &(K,R,J) durch p, welche mindestens drei Punkte in A(oo) enthdlt.

Beweis: Sei p = R(1 + ab,a) ein beliebiger Punkt in P(J) mit « € J und
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be J (gemif 3.3.2). Ist p € A(00), dann gibt es eine Kette C' € €(K, R, J)
durch p und R(1,0). Nach Voraussetzung enthélt C' mindestens 5 Punkte, so
dass mindestens vier davon zu R(1,0) distant sind.

Sei nun p& R(1,0), d.h. a ¢ J*. Wir betrachten die folgenden zwei Félle:

(a) Angenommen, a besitzt hochstens n — 1 Eigenwerte (und einer davon
ist Null). Wegen |K| > n + 1 gibt es dann A\, u € K* mit A # p,
so dass a + A\, a+ p € J* sind. Dann ist die Matrix (_(ljfi’)b Can) =
(¢ _(aOH) ) (1% ¢) € GLy(R) und damit sind die Punkte ¢ = R(b, 1), =

R(b— X1, 1) € A(oo) und p wegen

— R(1 + ab,a) = R(1,0) bab “ = R(1,0)°
B R G TN A sy Y
_rpy—roD | TP ) Ry

’ O\ =@+ N —(a+ N o
_Rp-rtn=ran| T ) ZRray

—(a+A)b —(a+ )

in P(J ) paarweise distant, wobei 6 € PGLy(R) die durch die obige
Matrix induzierte Abbildung ist (vgl. 1.1.20).

Nach 3.4.4 liegt die Kette C := (pgr) = P(K)® ganz in P(J) C P(R).
Nun zeigen wir, dass C' noch einen dritten Punkt aufler ¢ und r hat,
welcher zu R(1,0) distant ist.

Fiir k:=1— Mgt € K* (mit k # 0,1 wegen X # u sowie A, u # 0) gilt
tatsachlich

14+ ab a
—(a+MN)b —(a+\)
R(k+ ((k—1)a— \)b, (k — L)a— \)
R(1 =M+ (=dpta— MN)b, = uta — )
R(1+(1=X"w) a+mb, (1= A"'p) a+p) € CCP(J)

= R(k, 1)
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mit s € A(c0).

Sei nun a ¢ J* mit n verschiedenen Eigenwerten \,...,\,. Dann ist
a zu einer n x n-Diagonalmatrix a = diag(Ay, ..., A,) dhnlich, d.h. es
existiert ein v € R* mit @ = v 'au. OBdA sei \; = 0.

Nach 3.3.1 gibt es in K[a] C u~'Ju =: J fiir jedes i € {2,...,n} eine
Diagonalmatrix e;, deren (,7)-Eintrag 1 ist und die anderen Diagonal-
elemente Null sind. Folglich ist auch ey =1 —3"" ,¢; € K[a]. Sei | €
K*\{1} und zu jedem i € {1,...,n} wihle ein p; € K*\{—=X\;, =(7\;},
d.h. p; + A # 0 und lu; + Ay # 0 (da der Korper im kleinsten Fall
vier Elemente enthélt, finden wir stets solche p;). Weiter setze man
] = Zglzl,uiei € J*und & = l¢; € J*. Dann sind a + ¢ € J*,
i € {1,2}. Daraus folgt a + ¢; € J* fiir ¢; := ucu™! € J* mit ¢y = ley.

Nach dem gerade Gezeigten ist die Matrix (_(l;jracﬁ)b atey)) € GLa(R).

Sei 0 € PGLy(R) die durch diese Matrix induzierte Abbildung. Dann
sind die Punkte ¢ = R(b,1), r = R(b —c¢;',1) € A(c0) und p wegen
¢ = R(0,1)°, 7 = R(1,1)° und p = R(1,0)? in P(J) paarweise distant.
Wir betrachten wieder die Kette €' := (pgr) = P(K)® C P(J). Setze
man k= 1—1[1"1 € K*\{1}, dann ist

1+ab a
—(a+c1)b —(a+ )
R(k(1+ab) — (a+ c1)b, ka — (a + c1))
R(k —cib+ (k —1)ab, (k — 1)a — ¢1)
=R(1+(1—=0""(ley +a)b, (1 = 1) (a+lc1))
RI+(1 -0 a+c)b (1 =0 a+cy)) € C N Aa(co)

s:=R(k,1)° = R(k,1)

und C' hat deswegen mindestens drei Punkte in A(00). O

Korollar 5.3.13. Seien p,q € @(J) zwes beliebige Punkte. Dann existiert
eine Kette C € (K, R,J) durch p, welche mindestens drei Punkte in A(q)
enthdlt.



5.3 Algebraische Beschreibung der Morphismen von Ketten-
geometrien iiber Jordan-abgeschlossenen Jordan-Systemen 225

Beweis: Fiir p A q ist die Aussage trivial. Sei daher pA'q und ¢ = R(1,0)
fiir ein 0 € PFEs(J). Nach 5.3.12 gibt es dann durch p” ' € P(J)\ A (o0
eine Kette C' := (xyz) € €(K, R, J) mit z,y,z € A(c0). Daher ist p € C7 =
(x7y727) mit 27,97, 27 € A(q).

[]

Lemma 5.3.14. Ist vy : > — X ein nicht trivialer Morphismus, dann st
jeder induzierte Morphismus vy, : X, — E;W partieller affiner Rdume nicht

trivial.

~

Beweis: Sei v, = Y[ap) 1 Xp — i;m trivial, d.h. es existiert eine Gerade
G' € €, so dass (A(p))” = G ist. Weiter sei ¢ € P(J)\ A(p). Nach 5.3.13
gibt es eine Kette C' € €(K, R, J) durch ¢, welche mindestens drei Punkte
in A (p) besitzt, sagen wir u,v und w. Fiir diese Punkte gilt insbesondere
u =y, v’ =0 und W’ = w? mit w0, WP € G'. Da v Ketten bijektiv
auf Ketten abbildet, folgt daraus C7 = (uvv w?) = (urvrwh) = C' := G U
{p"} € €(K', R, J") und daher ist ¢7 € C’. Insgesamt ergibt sich P(J)? = ",
d.h. v muss trivial sein, was unserer Voraussetzung widerspricht. Folglich ist

unsere Annahme falsch und damit ist «y, nicht trivial. ]

Damit haben wir gezeigt, dass unter der Voraussetzung |K| > n + 1 fiir
n > 3 und |K| > 4 fiir n = 2 die Abbildungen a : J — J und g : J — J'
stets nicht triviale Morphismen partieller affiner Rdume sind. Insbesondere
ist deshalb dimgJ* > 2 bzw. dimgJ? > 2. Nach dem Satz 5.3.10 folgern

WIT':

Korollar 5.3.15. Sei der Morphismus -y : > — Y nicht trivial. Dann sind

die assoziierten Abbildungen o und B semilinear mit dimp J®, dimg J? > 2.

Insbesondere gilt die folgende Bemerkung;:

Bemerkung 5.3.16. Ist der Morphismus 7 : 5 — 3 nicht trivial, dann sind
die Korper K und K’ isomorph.

Beweis: Wir betrachten die mit v assoziierte Abbildung «. Nach 5.3.15 ist «
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semilinear. Setze man 1% =: d € J', dann ist die Abbildung
alg K — K'd: k— k% = (k1)* = k%1 = k%

bijektiv, denn K ist regulir, wobei @ : K — K’ : k — k% der zugehorige
Korpermonomorphismus ist. Wir zeigen, dass @ sogar ein Korperisomorphis-
mus ist.

Sei k' € K’ beliebig. Dann hat der Punkt k'd € K'd ein o-Urbild k € K,
d.h. ¥'d = k* = k%. Insbesondere ist auch K* = K'd regulir und daher
gilt d € J™. Das impliziert ¥ = k®. Deshalb ist & surjektiv und damit
bijektiv. ]

Unser néchstes Ziel ist es zu zeigen, dass das Paar («, 3) sogar ein Ho-
motopismus zwischen den entsprechenden Jordan-Systemen ist. Die folgende

Aussage gilt gemafl Lemma 3.1.10 in [26]:

Bemerkung 5.3.17. Sei R ein Ring und a,b € R* mit a —b € R*. Dann ist
auch ¢! — b~! € R*, und es gilt die Hua-Identitiit:

(a'=bvHt=a—ala—0b)"a.

Die nachfolgende Bemerkung wurde in [11], Lemma 3.6, bereits fiir starke
Jordan-Systeme bewiesen. Wir fithren den Beweis noch einmal aus, um zu

zeigen, dass er auch in unserem Fall giiltig ist:

Bemerkung 5.3.18. Seiy : > — Y ein Morphismus von Kettengeometrien.
Dann bilden die induzierten Abbildungen oo und 8 Einheiten in Einheiten ab
und es ist (u 1) = (u”)7! fiir alle u € J*. Ist 7 ein starker Morphismus,
dann bilden o und  Nichteinheiten in Nichteinheiten ab.

Ist ~ nicht trivial, dann gilt stets fiir a (und analog fiir 3):
Va,b€ J*mita—be J*: ((a'+(b—a)) H*=((a")'+ (" —a*) H .

Beweis: Die ersten Aussagen lassen sich ganz einfach herleiten:
Es ist u € J* genau dann, wenn R(u,1) A R(0,1) bzw. R(1,u) A R(1,0) gilt.
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Damit erhalten wir (R(u,1))” = R'(u”,1) A R'(0/,1") sowie (R(1,u))”
R'(1,u®) A R'(1',0') und das liefert u®, u” € J*. AuBerdem gilt R(u,1
R(1,u ') und deshalb R'(1/, (u=1)%) = (R(1,u 1)) = (R(u,1))” = R'(v"
R'(1, (u”)1). Daraus folgt (u1)* = (u”)~! fiir alle u € J*.

Ist + nicht trivial, dann sind o und 3 nach 5.3.15 semilinear. Seien a,b € J*
mit a — b € J*, dann ist nach 5.3.17 auch a™! + (b — a)~! € J*. Nach dem
gerade Gezeigten gilt dann

):
1) =

wie gewiinscht. H

Bevor wir unser nédchstes Hauptresultat beweisen, mochten wir noch ein

paar Eigenschaften eines Korpers erwéhnen:

Bemerkung 5.3.19. Sei K ein Kérper mit |K| > 3. Dann gilt:

(a) Es gibt stets ein k € K*, das nicht selbstinvers ist, d.h. k% # 1.

(b) Ist K endlich mit CharK = 2, dann gibt es stets ein k € K*\{1} und
eine Primzahl p # 2 mit k? = 1, d.h. p ist die Ordnung von k.

Beweis:  (a) Sei k € K mit k* = 1. Dann gilt
F=10=kK-1=(k+1)(k—1) =k=1oder k= —

Deshalb kann es in jedem beliebigen Korper hochstens zwei Elemente
geben, die die obere Gleichheit erfiillen. Unsere Voraussetzung |K| > 3
liefert damit sofort die Existenz von mindestens einem k € K* mit
k% £ 1.

(b) Sei K endlich mit CharK = 2. Dann ist die multiplikative Gruppe
von K zyklisch, d.h. es gibt ein a € K* mit K* = (a). Aulerdem gilt



228 Homotopismen und Morphismen von Kettenrdumen

| K| = 2" fiir ein n € N und damit |[K*| = 2" —1 = m = ord(K"). Sei p
ein Primteiler von m, d.h. m = pg mit ¢ € N. Offenbar ist p # 2 und es
gilt @™ = (a?)? = 1. Wegen ¢ < m ist insbesondere k := a? # 1. Damit
ist k das gesuchte Korperelement. ]

Nun sind wir in der Lage, die schon oben angekiindigte Behauptung zu

beweisen:

Satz 5.3.20. Sei v : S — Y ein nicht trivialer Morphismus, dann ist das
induzierte Paar (o, ) = (o, By) ein Homotopismus zwischen den zugrunde

liegenden Jordan-Systemen.

Beweis: (vgl. Beweis von 3.7 in [11]) Wegen 5.3.15, 5.3.16 und 5.3.18 bleibt

Zu zeigen:
Ya,b e J: (aba)® = a“b’a®. (5.7)

Wir beweisen (5.7) in mehreren Schritten:

Schritt 1: Seien a,b € J* mit a — b~! € J*, dann ist nach Bemerkung 5.3.17
auch a™t — (a — b7')~t € J* und die Anwendung der Hua-Identitéit liefert
(! —(a— b))t = a — aba. Benutzen wir 5.3.18 und dann wieder die

Hua-Identitat, dann erhalten wir

und damit gilt
Va,be J* a—b' e J : (aba)® = a“b’a”. (5.8)

Schritt 2: Analog wie im Beweis von 3.7 in [11] zeigt man fiir die mit o und
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B assoziierten Korperisomorphismen a bzw. 3 (vgl. 5.3.16) die Gleichheit
a=B. (5.9)
Schritt 3: Als néchsten Schritt zeigen wir:
Vb e J:b* =110, (5.10)

Sei zunéchst b € J*. Wir machen eine Fallunterscheidung:

(1) Hat b und damit auch b~! hochstens n — 1 verschiedene Eigenwerte,
dann existiert ein A € K*, so dass b=! — X\ € J* und deshalb auch
1 — (\b)~! € J* ist. Nach Semilinearitit von o und 8 sowie (5.8) und
(5.9) gilt dann einerseits

(1-Xb- 1) = (Ab)Y = A
und andererseits
(1-Ab- 1) = 19(\b)P1% = 1°A771° = AF19%°1°,

so dass insgesamt b® = 1°6°1 folgt, da \* € K'* ist.
Das Gleiche gilt auch fiir b mit n verschiedenen Eigenwerten, falls | K| >
n+ 2 (fir n > 2) ist.

(2) Es bleibt der Fall zu betrachten, wenn b und b~! jeweils genau n ver-
schiedene Eigenwerte besitzen und |K| = n+1 (fiir n > 3) ist. In diesem
Fall sind also b und b~! diagonalisierbar. Damit existiert ein v € R* mit
ulbu = diag(\i,...,\) = b € u'Ju =: J, wobei \i,...,\, € K*
paarweise verschieden sind. Die inverse Matrix b~! = ub~'u~! ist dann
zu b=' = diag(\[', ..., A1) dhnlich. Weiter sei oBdA A\ = A\[' =1
und damit \; # 1 fiir alle ¢ # 1.

Gemafl 3.3.1 sind die Matrizen e; mit 1 in der i-ten Zeile und i-ten
Spalte und sonst Nullen in K[b] C J fiir alle i € {1,...,n} enthalten,
so dass K[b] ~ K x ... x K ist. Dann ist auch @ := \je; + > 1 ,¢; =

n—mal
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diag(\;,1,...,1) € K[b]* fiir ein j # 1 mit Aj # 1 (so ein \; existiert
gemif 5.3.19) und es gilt a —b~! = diag(\; — 1,1 = X\;", ..., 1=\, 1) €
K[b]* C J*. Daraus folgt

a:=uau ' €uJut = J*
sowie
a—blt=vauv ' —ublut =u(@—b Hut cuJut = J%.

Insbesondere haben a und aba = diag(A3, s, ..., Ay) € K[b] C J we-
niger als n verschiedene Eigenwerte, denn wegen A7 # 1 und |K*| = n

I und

muss A} = \; fiir ein ¢ € {2,...,n} sein. Damit haben auch a, a”
aba € J hochstens n — 1 verschiedene Eigenwerte, so dass nach dem im

Schritt 3(1) Gezeigten gilt dann wegen (1%)~! = 17 (gemiB 5.3.18):

= 141" & 19" = 1% = ¢°1° = 197,

a”
(@) = 171 o 1) — (@)1 (@)1 = 12y
sowle

a*pPac &) (aba)® Sbrilt 31 ja (aba)ﬁlo‘( Y 10afheaP1e,

Insgesamt erhalten wir

= (a”)1(1") ta e (1) (a”) !
"2 (a7 1 %a b a1 (a7t
1%(a™")%a""a"(a™") 1"

8 1a(aa)—1aabﬁaa(aa>—11a

= 17071,

II“

5.

w
—_

Damit ist der Fall b € J* erledigt.

Ist nun b € J\J*, dann liefert die Voraussetzung an die Méachtigkeit des
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Korpers die Existenz von mindestens einem A € K* mit b+ A € J*, so dass

nach dem oben Gezeigten gilt:
DY+ A% = (b4 N = 19b + A)71% = 1971% + 190°1% = 19071 4+ A\~

Das liefert b = 19671 und damit ist (5.10) gezeigt.

Schritt 4: Nun beweisen wir, dass
Va € J: (a®)* = a“17a”. (5.11)
Wir machen wieder eine Fallunterscheidung:

(1) Wir nehmen zuerst an, dass a hochstens n — 1 verschiedene Eigenwerte
hat, so dass es also ein A € K* gibt mit a — A € J*. Ist a invertierbar,
dann folgt sofort aus (5.8) und (5.9)

O = 0 = (@ X - = e

Sonst betrache man o' := a — A € J*, wobei d’ die gleiche Anzahl von
Eigenwerten wie a hat, d.h. 3 € K* mit o/ — u € J*. Nach dem oben
Gezeigten folgt dann (a)® = a/*1°a/®. Das liefert

(a®)® — A% — a®A% + (A2 = (a® — Xa — a\ + \2)°
= ((a=NH)" = (a = 1" (a - A"
= a"1%a® — X170 — a®1° 0 4+ \*17)\°
= a“1%a® — \21°1%0" — ¢*171°\°
+ Y1919\ e
= a®1%a® — X% — a“A% + (A\2)%1°

und wegen (A\?)@1% = (A?)* gilt dann (a?)* = a®1%a”.

(2) Fiir a mit n verschiedenen Eigenwerten bei |K| > n+ 2 und n > 2 gilt
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die Behauptung analog wie in (1).

Sei nun a mit n verschiedenen Eigenwerten und |K| = n+ 1 mit n > 3.
Wir gehen analog wie im Schritt 3(2) vor.

Sei u € R* mit a := v tau = diag(\y,...,\,) € v Ju = J mit
paarweise verschiedenen A{,...,\, € K. Dann gibt es fiir jedes ¢ €
{1,...,n} ein ¢; € K[a] C J wie oben und damit ist a = Zf LAie; (ist
ac J\J* und oBdA ), = 0, dann ist auch e, =1 — 37" '¢; € K[a]).
Offenbar gilt e;e; = 0 fiir alle i # j und deshalb ist a* = (Y., Mie;)? =
S (Niei)? Setzen wir nun b; = ue;u! € uJut = J fiir jedes i €
{1,...,n}, dann folgt daraus b;b; = ue;u™'ue;u™ = ue;eju~! = 0 fiir
alle i # j und es gilt @ = vau™ = Y1 Nue;u™' = S Nib; bzw.
a? = ua*u~t = Y7 (\ib;)?. Dajedes b; genau 2 < n Eigenwerte besitzt,
gilt nach dem in (1) Gezeigten (b?)* = b¥1°b¢ fiir alle i € {1,...,n}.
Wir zeigen zunéchst, dass b?bf + b?‘bf = (' fiir alle i # j ist.

Fiir jedes i # j hat b; + b; = u(e; + ¢;)u~! ebenso genau zwei verschie-
dene Eigenwerte (und einer davon ist 0), so dass es (mindestens zwei)
verschiedene pu1, o € K* gibt mit b; +b; + py, € J* fiir k € {1,2}. Setzt
man v := (u; — po) L, dann gilt (b; +b; + ) — v = b+ bj + s € J*
und mit (5.8) folgt daraus einerseits:

((bs + bj 4 p1)v(bs + bj + pa))”
= V(07 4 bibj + by + byby + b3 + b + pub; + pb; + pd)”
= V(0 + bipa + b7 + b + puabi + pabj + )
= V(61" + (bap)™ + (03)* + (bjp)* + (pabi)® + (paby)™ + (u])")
und andererseits
((bi +bj + p1)v(b; + b + pa))"
= (bl + bj + ,ul)al/ﬁ(bi + bj + ,ul)o‘

— B0 100 4+ 001005 + B 4 00100 4+ 091709 + 6017
+ 1B+ 100+ 1)
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P((02) + b21PHS + p§ b 171 4+ 021550 + (b2)°
P11 + pf 101768 + 19170 + (p3)7191°1%)
V(7)) + 001765 + (pabi)® + bF17B + (05) + (paby)®

+ (pabi)® + (paby)™ + (1)),

—Q)

_|_

Aus (5.9), (5.10) und 1* € J™* folgt schliefllich

0 = 01707 + 1o P e 1P1ep 010 4 P11

_ rapfBia arfB1a _ (1a1fB arfBy1a
= BT 4 10 = (B0 + b00)1
& beb +b5b) =0

Das liefert:

ao‘aﬂ = ()\1[)1 + ...+ Anbn)a()\lbl + ...+ )\nbn)ﬁ
= DD AT L+ A

i Vi G JViN i

= SN+ ST OPENTH 4+ AT
1=1

1<j

= SN+ ST AN (50 + 020
i=1 ~ d

i<j 0
n ~
= AN B
1=1

Insgesamt folgt daraus:

(a*)* = (Mb1)? + ...+ (Anbn)*)*

((A1b)®)* 4+ (b))
W 00 1P (A1) + .- 4+ bn) 18 (Anbi)®
20 1) (Ab1)P1% + .+ (Mabn)® (Anbi) P10

= (MD)Nib)? + . 4 (Mabn)* (Anby)?) 1

—~

1=
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(Z A%fb;“bf) = q2af1° P2 01840

=1

Damit ist (5.11) bewiesen.
Schritt 5: Aus (5.11) folgt direkt

Va,b e J: (ab+ ba)® = a®196" + b*17a", (5.12)
denn es gilt

a®1%a® + (ab+ ba)® + b*1°b* = (a®)* + (ab + ba)® + (b*)°
= (a® + ab + ba + b*)"

= ((a+0)*)"

= (a4 b)*1°(a + b)°

= a“1%a® + a“1°p™ + b*1Pa™ + b*17p°.
Schritt 6: Als vorletzten Schritt beweisen wir, dass
Ya € J,be J: (aba)® = a®b’a”. (5.13)

Wir betrachten wieder zundchst den Fall, wenn a invertierbar ist. Gilt auch

a— bt € J*, dann sind wir gem#f (5.8) fertig. Wir nehmen also an, dass
a—b"te J\J ist, d.h. ab—1 € R\R*.

(1) Hat ab € R* hochstens n — 1 Eigenwerte, dann gibt es ein p € K*\{1}
mit ab — u € R*. In diesem Fall ist a — pb~! € J* und mit (5.8) und
(5.9) folgt dann das Gewiinschte:

() (aba)® = (a- b+ a)® = a®(p'b) a® = (u~") a’b’a”
& (aba)® = a“Va®.

(2) Ist ab diagonalisierbar mit n verschiedenen Eigenwerten und |K| >

n + 2, dann gilt die Aussage analog wie in (a).

(3) Sei nun |K| = n+ 1 mit n > 3 und ab € R* diagonalisierbar. Fiir
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alle p; € K*, i € {1,...,n}, gilt dabei ab — p; ¢ R* und damit ist

a — pib~t ¢ J*. Daraus folgt, dass fiir jedes y; ein \; € K* existiert, so

dass a — p;b~t — \; € J* ist. Wir betrachten mehrere Félle:

(3i) Es existieren 4,5 € {1,...,n} mit ¢ # j, so dass \; = A; fiir
verschiedene p;, p1; gilt, d.h. a—p;b™ ' =\, € J*und a—p;b =\ €
J*. Setzt man o' :=a— ;b= — X\, und ¥ == vbmit v = (p; — ;)" ?,
dann erhalten wir @/ =0 ' =a—pb ' =N —v 0 =a—pb 7t —
\; € J*. Mit (5.8) folgt daraus (a'b'a’)* = a’“b'?a’®, wobei gilt

aba = (a— bt —=N)-vb-(a—pb ' —N)
= vaba — vu;a — v\;ab — p;va + ufubil + v A; — \ivba
+ \ivp; + )\?z/b
= vaba — 2vpa — \iv(ab + ba) + pivb ™t 4+ Nvb 4 2\

Damit ist (der Fall 2 = 0 wird dabei nicht ausgeschlossen)

(a'b'a)® = v¥(aba)® — 2 (pv)%a® — (N\v)® (ab + ba)®
+ () (07 + ()b + 2 (mdw)”.

Andererseits gilt

a°YPa = (@ = pf (b = N) VY (@ — (0 = )
= (a® = ()71 = AT1) - 7 - (@ — () = AT
Yab’ a® Vo‘,uf‘ > — Va)\iaao‘bﬁla ,u;u a®
+ ()P (O + AT = AT 1 e
+ N80 4 ()\Z-a)%alabﬂla
= 1% a® — 2 (vp;)%a® — (M\v)® (a“196* + b21%a®)
+ () (07 + 2 (mdw) + (Av) b,

Wegen (a't'a')® = a’*b'Pa’®, v® € K™ und (5.12) gilt dann (aba)® =
a“b’a”.
(3ii) Fiir alle 7 # j und damit p; # p; sind auch A; # A;. AuBerdem
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(3iii)

sei a mit hochstens n — 1 verschiedenen Eigenwerten. Dann gibt
esein T € K* mit a—7 € J*. Da alle \; € K* verschieden
sind, finden wir stets ein j € {1,...,n}, so dass \; = 7 ist. Setzt
man a' == a — ;b= —X\; € J* und V' := —,uj_lb € J*, dann gilt
d —V ' =a—X\ =a—71 € J. Analog wie in (3i) zeigt man

(aba)® = a“b’a”.

Es gelte wieder \; # \; fiir alle ¢ # j. Wir nehmen nun an, dass
a genau n verschiedene Eigenwerte rq,...,r, € K* besitzt. Dann
gibt es ein v € R* mit a := v tau = diag(r1,...,7,) € u ' Ju =:
J. OBdA seir; = 1. GeméB 3.3.1 definiere man ein ¢ = Z?:l rie; €
K[a]* mit hochstens n — 1 verschiedenen Eigenwerten r;, so dass
a+c¢ € Kla]* C J* ist und ebenso hochstens n — 1 verschiedene
Eigenwerte hat. So ein ¢ existiert stets: Wegen |K| = n + 1 und
n > 3 gibteseini € {2,...,n} mit r; # —1. Fir r} =r; # —1
und 7, = 1 sind mindestens zwei Eigenwerte von a + ¢ gleich:
ritri=r+1=r]+r #0.

Setzt man nun ¢ := uéu~!' € J*, dann haben c und a+c¢ = vau'+
ucu™t = u(a+c)u~! € J* die gleiche Anzahl der Eigenwerte wie ¢
bzw. a + c.

Betrachtet man nun a + ¢ € J* und ¢ € J* statt a, dann erfiillen
a+c,b e J bzw. c,b € J* die Bedingungen eines der obigen
Fille. Daraus folgt (a + ¢)*0°(a + ¢)® = ((a + ¢)b(a + ¢))® und

(cbe)® = c*bc® und deshalb gilt

a“b’a® + (a“b’c” + b’ a®) + b
= (a+ )V (a+¢)* = ((a + c)bla + ¢))°
= (aba)® + (abc + cba)® + (cbc)®
= (aba)® 4 (abc + cba)® + b’ c”. (5.14)

Es bleibt zu zeigen

(abe + cba)® = a“V’c® + b a”.
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Wir unterscheiden zwischen zwei Fallen:

(3iiia) Sei zunichst ¢ tab+bac™t € J*. Insbesondere gilt stets ¢ la =

ac™t € Kla] ~ K x ... x K. Nun erfiillen ¢,c tab + bac™! €
J* wieder die Bedingungen eines der oben betrachteten Félle
(1), (3i) bzw. (3ii), da ¢ nach Konstruktion héchstens n — 1

Eigenwerte besitzt. Damit erhalten wir
(abe -+ cba) = (c(cab+ bac™)e)" = ¢* (e ab+ bac ™) "

(3iiib) Sei nun ¢ 'ab + bac™! € J\J*, dann gibt es ein p € K* mit
ctab+ bac™t + p € J*. Es ist dann

(abc + cba)® + (pc*)* = (abc + cba + pc*)”
= (c(ctab + bac™ ' + p)e)”
= (¢ tab + bac™ 4 p)Pc°
= (¢ tab 4+ bac M) e + 2 pPc?

(5.11) (¢ tab + bac 1) e + (pc®)”.

Damit gilt stets
(abc + cba)® = (¢ rab + bac™ )
0.2 ((c1a)’1°° + b71%(ac™1)?) .

Auflerdem ist

(P17 + a”1%(c™ )" 0L (c'a+ac™t)’

= (2ca)? = 2(cta)?

_ ae)? (5.15)

Im Fall Char K = CharK' # 2 folgt aus (5.10):

(abe + cba)® = (¢ ta)’ 10" + °1%(ac™1)") e
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0L (27 (e HP1%” + a1 (717187

((c” )

+ 0719271 (¢ HP1%” 4 a”1%(¢ 1)) e

=271 (((eHP1%” + a1 (7 H)P)1”
+071%((¢HP1%a” 4+ a”1%(c7H)P)) ™

PR e (¢ 119 1 + P10 () T Y + 6710 () M 1%
+ v71%a71%(¢*) ) e
= 2711971V ¢ + ¢®aP19(c*) 11D e + b1 () 1P e
+ *b71%6°1%)

218 o L1919 ¢ + ¢®aP1° ()17 ¢ + P19 H)P 1% @
+ *b71%6°1%)

(5. 10) 2/ 1( abﬂca+caaﬁ< )abﬁca_i_cabﬁ( )a I6] a+cabﬁ a)

Wegen 2 # 0 kann man ¢ = diag(1,—1,...,—1) = ¢ ! setzen und
damit ist a + ¢ = diag(2,r2 — 1,...,7, — 1) € J*, da r; # 1 fiir
alle i € {2,...,n} sind. Da ¢a und damit auch ca genau n — 1

Eigenwerte hat (es gibt ein ¢ € {2,...,n} mit r; = —1 und damit
kommt der Eigenwert 1 doppelt vor), gilt fiir ¢,a € J* nach Fall

(1):
a’ (e = (e = ¥’ = (cac)® = (cca)® = a®
und daher

(abe + cba)™ = 2'_1(a0‘b500‘ + Caaﬂ( )abﬁCa + Cabﬂ( )a P
+ *ba®)
= 2 (Ve 4 a®b e 4 Pba” + b a®)
= a"bc + ba”,

was zu zeigen war.

Ist nun CharK = 2, dann gilt insbesondere ¢ 'a + ac™! = 0 sowie



5.3 Algebraische Beschreibung der Morphismen von Ketten-
geometrien iiber Jordan-abgeschlossenen Jordan-Systemen 239

ca + ac = 0. Aus (5.10) folgt dann

017 =0° = (¢ ta+act)’

"2 (1% + af10 (e

P 4 et (e

= () + (e

und das liefert (c71)%? + a®(c™1)? = 0/, also gilt (¢ 1)%" =

a®(c™1)%. Analog zeigt man
a’ = a“c’. (5.16)

Wegen |K| =n+1 < oo gibt es nach 5.3.19(b) ein p € K*\{1},
dessen Ordnung eine Primzahl p > 2 ist. Damit ist p ungera-
de. Setze man ¢ = diag(p,1,...,1), dann ist die Matrix a + ¢ =
diag(1+pu,ro+1,...,r,+1) € J* wegen p+1 # 0 mit genau n—1
verschiedenen Eigenwerten. Die Matrix a4+ c € J* hat die gleichen
Eigenschaften. Dann ist ¢ = uéPu™! = 1 und damit ¢! = /!

mit p — 1 gerade.

Die Matrizen c, c*act € J* erfiillen fiir jedes k < 2+ (= k < p) die

Bedingungen des Falls (1), denn wegen der Kommutativitét von

a und c ist ¢ - cfac® = A la zu Ala = diag(p* T ry, . 1y)

mit p?**! = 1 und damit p?**! = r; fiir ein i € {2,...,n} dhnlich.
Daraus folgt (c - cfac® - ¢)® = ¢* - (Fack)? - ¢* und entsprechend
(c-crack-c)? = - (Fach)® - .

Analoges gilt fiir ¢,c’ € J* fiir alle { € N, denn ¢ - ¢! = ¢! ist zu

cd*t = diag(pu!1,1,. .., 1) konjugiert. Insgesamt ergibt sich

N — (¢l = (P =(c-...-coa-c... -c)f
(ac ) =(ca)’ =("""a)’ =(¢-...-ca-¢-...-¢)
pT_lmal pT_lmal
gcﬂ(c-...-c-a-c-...-c)o‘cﬁ
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Ao B dP e B P fiirp%lEQN
. P AP ar P e P sonst
5.16
(:)CB~CO‘ - al
= 1710 6P
(
(5,1o)<cﬂ-...-cﬂ-ca-lﬂ-ca-cﬁ-...-cﬂ-lo‘-aﬂ fiirp%lEQN
Ao B 1 PP 12 6P sonst
\
(
Ao ()PPl fiir B e 2N
(5.11)
= 9 (A e P 1o dP sonst
L (cc‘;c)a
Ao (e PP 1 dP fiir B e 2N
=9 (A e 1Y d? sonst
(cce)?

Daraus folgt

(abe + cba)® = ¢*((¢ ta)’ 190" + b°1%(ac™1)") e
= (¢ 119671 + v°1%(c 1) 1% %) ™
)

cHPa + bPa® ()7 e
— Ca((ca)—laabﬂ + bﬁaa<ca)—1)ca
= a®b’Pc + bPal.

Aus (5.14) folgt dann schlieBlich (aba)® = a®b’a®.

Damit ist der Fall a € J* erledigt. Es bleibt nun der Fall a € J\J* zu
behandeln. Man setze dabei o' := a + o € J* fiir ein ¢ € K* und stellt
zunichst die Giiltigkeit der Aussage fiir o’ und b fest, d.h. (a’ba’)® = a’“b%a’®.
Das impliziert dann (5.13).
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Schritt 7: Aus (5.13) folgert man dann schliellich
Va,b € J: (aba)® = a®b’a”,

denn: Ist b € J nicht invertierbar, dann betrachte man zuerst ¢’ := b+ X € J*
fiir ein A € K*. Es gilt ndmlich

(aba)® + (Aa®)® = (a(b + N)a)* = a®(b+ \)"a®
— a®b’a® + a®Na®
G g go + (Aa?)®

Damit ist der Satz bewiesen. []

Nach dem gerade bewiesenen Satz induziert jeder nicht triviale fast-funda-
mentale Morphismus v der Kettengeometrien einen nicht trivialen Homoto-
pismus (a, 8) = (o, ), wihrend nach 5.3.1 jeder Homotopismus (¢, 3) :
J — J' einen Morphismus 7, 3 der zugehérigen Kettengeometrien induziert.
Wird zunéchst 7 = 7, 5 durch einen Homotopismus (c, 3) induziert, dann
liefert v offensichtlich das gleiche Paar von Abbildungen (o, 8) = (ay, ;)
zuriick. Ob dieser Prozess auch umgekehrt durchgefiihrt werden kann, er-
scheint nicht so trivial zu sein. Deswegen ist unser letztes Ziel in diesem
Abschnitt zu zeigen, dass jeder durch einen nicht trivialen Morphismus ~
induzierte Homotopismus (a, §) = (a5, 8,) wieder den gleichen Morphismus

Y = Y(a,p) induziert. Dafiir brauchen wir das folgende Lemma.

Lemma 5.3.21. Sei p € IF’(J) Gilt p? # ples  dann gibt es eine Kette
CelK,R,J)mitpe C undp’ € C"=P(K)".

Beweis: OBdA sei p = R(1+ab,a)X R(1,0), R(0,1) mit b € J* (gemé&sB 3.3.2),
dh. 1+ ab¢ R und a ¢ J*. Setze man x := —b — bab € J\J* und y := b},
dann ist p = R(z, 1 + zy) (vgl. 3.3.3). Analog wie in 5.3.12 machen wir fiir a

eine Fallunterscheidung;:

(1a) Sei a ¢ J* mit hochstens n — 1 verschiedenen Eigenwerten. Dann gibt
es verschiedene A\, € K* mit a + A\,a + p € J*. Damit haben wir
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drei paarweise distante Punkte py = R(b,1), p1 = R(b — A1, 1),py =
R(b— 1 1) € A(o0), welche auch zu p distant sind.

(2a) Wir betrachten nun den Fall, wenn a ¢ J* genau n verschiedene Ei-
genwerte Aq,...,\, mit oBdA A\ = 0 besitzt. Weiter seien ¢, cy € J*
wie im Beweis von 5.3.12, Teil (b) konstruiert mit ¢ = l¢; fiir ein
I € K\{1} und a + ¢; € J*, i € {1,2}. Dann ist auch ¢;' — ¢;' =
c;'(1 — 171 € J*. Damit sind py = R(b,1), py = R(b —¢;',1) und
po = R(b— ¢;', 1) paarweise und zu p distante Punkte in P(.J).

Fiir x gibt es die gleichen Fille:

(1x) Hat = ¢ J* hochstens n — 1 verschiedene Eigenwerte, dann findet
man analog wie in (la) drei paarweise und zu p distante Punkte pj =
R(17y> - R(b7 1) = Do, pll - R(17y o )\/_1),]9/2 - R(17y T /’Ll_l) S A<0)
mit x + N,z +p € J und N,y € K*, N #£ 4.

(2x) Seinun x ¢ J* diagonalisierbar mit genau n verschiedenen Eigenwerten,
dann gibt es analog wie in (2a) ¢|,c¢, € J* mit ¢, = I'c} fir ein I' €
K*\{1}, so dass x + ¢, € J* und ;' — &' € J* gilt. Deshalb sind
die Punkte py = R(1,y) = R(b,1) = po, p = R(L,y —¢i') und p) =
R(1,y — cy!) in P(J) paarweise und zu p distant.

Nun untersuchen wir die Ketten C' := (pop1p2), C' := (pipips), Ci == (ppopi)
und C] = (ppyp;) mit @ € {1,2}. Alle diese Ketten haben nach Definition
bzw. laut dem Beweis von 5.3.12 mindestens drei Punkte in A (co) U A(0).
Insbesondere stimmen die Bilder dieser Punkte unter v und 7, g) iiberein.
Da jede Kette durch drei Punkte eindeutig bestimmt ist, sind auch die Bilder
der entsprechenden Ketten unter v und v, 5 gleich. Gilt nun C} # 0;7 fiir
mindestens ein Paar (i,7) mit ¢, j € {1,2}, dann folgt daraus

Ve, /FYa, o Y,
{p,pi} =C/n C’;.” =C"7 N C, 8 — {ples play

und wegen p) = pg(a’ﬁ ' ergibt sich dann p? = ple#. Analoges gilt, wenn

C] # CF oder C # C) ist.
Im Fall p? # p¥@» muss daher stets die Gleichheit C] = CJ = C] = Cy
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gelten. Damit liegen die Punkte pJ,p], p;’ fiir alle i € {1,2} auf einer Kette
und es ist folglich €7 = C" = (.

Kombinieren wir die oben betrachteten Félle fiir ¢ und x, dann erhalten wir

fiir C' und C" insgesamt vier Moglichkeiten:

(lalx) In diesem Fall hat die Kette C' die Gestalt C' = P(K)? = {R(1,0)} U
{R(b+v,1) | v e K} mit 0 € PEy(J), welches durch By (b) induziert
wird, denn es gilt

10
po = R(b,1) = R(0,1) :
b1

10
p=Rb-X11)=R(-111) ,

b1

10
pp=ROb—p 1) =R(—u " 1) -

Analog ist ¢ = {R(0,1)} U{R(l,y +v) | v € K}. Da aber v und
Y(a,p) fast-fundamental sind und insbesondere R(1,0)7 = R(1,0)%«» =
R'(1',0") und R(0,1)" = R(0,1)%en = R'(0',1") gilt, muss es wegen
C7 = C" ein vy € K geben, so dass R'((b+15)”,1") = R'(0, 1) ist. Das
impliziert 0/ = b° + uoﬁ ,also b7 = —Vg € K' und folglich ist p? € C] =
C"={R1,0N}U{R((v—w)",1) | v € K} = P(K)". Daher ist O}
die gesuchte Kette durch p mit C] = P(K)".

(la2x) Fiir die Kette C' gilt wie im Fall (lalx). Die Kette ¢’ kann man nun
als P(K)° = {R(0,1)} U{R(1,y + ve[") | v € K} darstellen, wobei
0 € PGLs(R) durch die Matrix

=1 — 1) ("1 = 1) 0 ("' =1) 0 -1
( )er ( )y _ ( )l € GLa(R)
—c] 1—cly -1 —c 1y

induziert wird. Hierbei gilt pj, = R(1,y) = R(1,0)°, p} = R(1,y—c; ') =
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R(0,1)°, pb = R(1,y — I'"'¢h) = R(I';1)? und fiir &’ # I’ haben wir

(= 1)¢; (7 = 1)y

R(K',1)
—c} 1 -y
= R(E'(I"™" - ) — KT =Dy +1 = cy)
= R((K'(I"" = 1) - 1)01, (K™ =1) =Dy +1)
R(l,y +vd ) e, fallsk' # ("1 —-1)7}
)ye sonst,
wobei v = (K'(I'"! — )l e K* ist.

Analog wie in (lalx) glbt es wegen C7 = (O ein vy € K, so dass
R'((b+1p)°,1") = R(0/,1") und damit b® = — ist. Folglich erhalten
wir p? € C] = C7 =P(K)".

(2alx) Nun ist €' wie im Fall (1alx) und C hat die Gestalt C = P(K)? =
{R(b+ve;' 1) | ve KYU{R(1,0)} mit 0 € PGLy(R), wobei o durch

IV = Deyd (= 1)e 0 '=1e 10
( Jerd ( Jer | _ ( )ei € GLy(R)
1— 01b —C1 1 —C1 b1
induziert wird. Es gilt py = R(b,1) = R(1,0)?, p1 = R(b— ¢!, 1) =

R(0,1)7, po = R(b—1"'¢;', 1) = R(I,1)7 und fiir k: # | ist

(It —=1)eh (17— 1)
1—c1b —C1
= R(k(I™' = Derb+ 1 — b k(17 = 1)ey — 1)
=R =1) = Db+ k(I —1) = 1)
R(b+vet 1) e O, fallsk# (171 —1)7!
R(1,0) e C sonst

R(k,1)

mit v = (k(I"' = 1) - 1)t € K*.
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Mit der gleichen Argumentation wie in (la2x) findet man ein vy € K
mit R'(1',0") = R(U, (y + 19)*). Also ist y* = —1 und damit haben
wirp? € C] = C" ={R(0,1)}U{R'(1',(v —w)*) | v € K} = P(K)".

(2a2x) SchlieBlich ist der Fall C = P(K)? und C' = P(K)° mit o € PG Ly(R)

wie in (2alx) und § € PG Ly(R) wie in (1a2x) zu betrachten. Analog wie
oben gibt es ein vy € K mit R'(0',1") = R'((b + we; )P, 1), d.h. b7 =
—(ve; M) = — g (c;h)P. Wir zeigen nun, dass es ein Korperelement
p € K gibt, so dass b’ = p” ist.
Dazu definieren wir eine weitere Kette, und zwar wie folgt: Fiir a bzw.
a = utau = diag(\i,...,\,) € J = v ' Ju mit u € R* und A\; = 0
existiert wegen |K| > n+ 1 ein 7 € K* so dass a +7 € J* bzw.
a+7 € J gilt. Weiter setzen wir d := diag(fi1, ..., ji,) € Kla]* C J*
mit f1; € K*\{—\;, 7} fiir jedes i € {1,...,n} (vgl. 3.3.1). Dann haben
wir @ +d € J* und deshalb gilt a +d € J* fiir d := udu™' € K[a]* C J*
sowie d —7,d~t — 771 € J*. Damit sind py = R(b,1), py = R(b—d ', 1)
und py = R(b— 771, 1) paarweise und zu p distante Punkte in IAEB(J), SO
dass C' := (pyp1p2) eine Kette in P(J) ist. Diese Kette kann man als
P(K)? darstellen, wobei ¢ € PGLy(R) durch die Matrix

(d—71)bd—71 0d—r 10
= EGLQ(R)
1—-db —d 1 —d b1

induziert wird. Fiir die Punkte pg, p1, po gilt ndmlich py = R(b, 1)
R(1,0)7, p1 = R(b—d1,1) = R(0,1)?, po = R(b—771,1) = R(1,1)
und fiir £ € K*\{1} haben wir

Qv

(d—7)bd—T1

1—db —d
R(k(d—71)b+ (1 —db),k(d — 1) — d)
R(1+ ((k—1)d — k7)b,(k — 1)d — k7).

R(k,1)7 = R(k, 1)

Alsoist C' = {R(b, )}U{R(1+ ((k—1)d—k7)b, (k—1)d—k7) | k € K}.
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Da C' mindestens drei Punkte in A(co) U A(0) enthélt, gilt C7 = Ce,
Im néchsten Schritt wollen wir feststellen, ob C7 = C7 ist, d.h. ob die
Punkte p{, pg auf C7 liegen. Dafiir untersuchen wir zusitzlich jeweils
eine Kette durch p; bzw. p,.

Zunichst betrachten wir die Kette Cy := (ppop1). Analog wie im Teil
(b) des Beweises von 5.3.12 bestimmt man die weiteren Punkte auf

dieser Kette. Dabei erhalten wir

Ci ={RA+ kY ((k—1Da—d)bk((k—1a—d) | ke K\{1}}U
{p.po. P1}-
Fiir jedes k € K*\{1} setzen wir dy := k™ }((k — 1)a —d) € K[a] C J

a,8) g Ve,B)
oder g, # g,

gelten kann. Bevor wir eine geeignete Fallunterscheidung formulieren,

sowie qp = R(1 4 dib,dy), wobei jeweils ¢ = q,"

mochten wir die Matrix d noch etwas genauer definieren.

Wegen 7 # —\; fiir alle i € {2,...,n} gibt es ein ky € K*\{1}, so
dass 7 = (kg — 1)A; fiir ein j € {2,...,n} ist. Nach unserer Wahl
von d gilt auBerdem fi; # 7 fiir alle ¢ € {1,...,n}. Somit kénnen wir
fn = fi; — 7 =ji; — (ko — 1)A\; ¢ {0, 7} setzen. Nun betrachten wir die
folgenden zwei Félle:

(i) Wir nehmen zuerst an, dass ¢} # ¢,“” fiir alle k € K*\{1} gilt.
Das bedeutet insbesondere, dass d; und 1 + d;.b nicht invertierbar
sind. Betrachtet man die Matrix (kg—1)a—d € J\J*, so kann man
leicht nachrechnen, dass diese den Eigenwert 7 — [i; mindestens
doppelt hat, so dass dy, hochstens n—1 Eigenwerte besitzt. Analog
wie im Fall (lalx) bzw. (1a2x) zeigt man dann fiir den Punkt g,
sofort das Gewiinschte, d.h. dass b’ = p” fiir ein p € K ist.

(ii)) Nun sei angenommen, dass ein k € K*\{1} existiert, fiir welches
¢, = ¢” ist. Dann gilt C] = C]”. In diesem Fall folgern wir
die Gleichheit C] = C7, denn sonst wire {p?,pJ} = C] N C] =
CleP N = {pren p) P was zum Widerspruch p) = ples

fithren wiirde. Dadurch erhalten wir p; € C7.
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Im Weiteren sei also der Fall (ii) giiltig. Wir mochten jetzt eine Kette
durch py definieren, deren Bilder unter v und 7, ebenfalls gleich
sind. Dazu erinnern wir uns, wie ¢; genau definiert wurde (siehe Beweis
von 5.3.12, Teil (b)). Fiir ¢ = wau™! mit u € R* und a wie oben
ist ¢ = weyu™t mit ¢ = Y0 we; = diag(pa, ..., ), wobel u; €
K\{=Xi, =I7t\;}, i € {1,...,n}, fiir ein fest gewihltes [ € K*\{1}
sind. Sei nun ¢ € K*\{1,1—1"'}, dann kénnen wir oBdA p; = (£—1))\;
fir alle i € {2,...,n} setzen. Wegen A\; = 0 kann u; # 0 beliebig
gewahlt werden, dieses werden wir im Laufe des Beweises noch etwas
prazisieren.

Nun betrachten wir einen Punkt auf C; = (ppop1), welcher von den
Punkten p, pg, p1 verschieden ist. Geméafi dem Beweis von 5.3.12 (Teil
(b)) hat jeder von p, py, p1 verschiedene Punkt die Gestalt

ROA+k((k—1a—c)b,k (k- 1)a—c1)) =: s

mit k € K*\{1}. Wir konzentrieren uns auf den Punkt s¢, d.h. k = &.
Weiter setzen wir a¢ := £1((¢ — 1)a — ¢1) € J. Nach der obigen Wahl

von g, ..., ty ist dann a¢ dhnlich zu der Diagonalmatrix

g_ldiag<_ﬂla (5 - 1))‘2 — M2, -, (g - 1))‘n - ,Un)
= diag(—€¢ 1,0, ...,0).

Fordern wir zusétzlich py # £7, dann haben wir
ag + 7 =~ diag(t — & g, T, .., T)
und somit gilt a¢ + 7 € J*. Das liefert

se = R(1 +agh,a¢) = R(1 + 7 'ag — 7 'ag + agh, a¢)
= R(1+ 7'_1(15 + CLg(b — 7'_1), ag)
= R(1+ (1+ 7 "ag)lag(b—771), (1 + 7 "ag) ae),

so dass s¢ A py ist. Deshalb sind die Punkte p,s¢ und p, paarweise
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distant.

Gilt s/ # 3% @ dann erhalten wir sofort nach (lalx) bzw. (la2x)

v = pf fiir ein p € K, denn die Matrix (1 + 7 1a¢) tac hat wegen

( +7 ag)
~ dzag(( 15_1/'L1)_17 17 SR 1) ’ dmg(_f_l,ub 07 SR O)
~ diag(—(1 — 772 ) ¢ g, 0,...,0)

genau 2 Eigenwerte (man beachte, dass wir im Fall n = 2 wegen |K| > 4

den Fall (1a) anwenden konnen).

Es gelte nun sg = sz(“’ﬁ ' In diesem Fall untersuchen wir die Kette Cy :=

(psep2). Diese kann man als P(K)" darstellen, wobei n € PGLy(R)
durch die Matrix

1+(1+7 ) ab—71 (1+71a)ta
r(b—771) r

10\ [(1+(0+7"a) alb—71) (1+7ta)!
_ (I+7"a) " alb—7"") ( T 'a)"la € GLy(R)
0r b— 711 1

mit

r=0+71"a) ac — (1+7"a)'a

~ diag(—(1 — 7' ¢ ) 7,0, 0)
—diag(1, (1 +7 X)) o (L+770) 7Y - diag(0, Mg, ..., \y)
= diag(—(1 = 7'¢ ) 7, —(L+ 77" X) M hg,

— (1 +77N) ) € T

also r € J*, induziert wird. Es gilt ndmlich:

R(1,0O)'=R(1+ (1+7ta)a(b =771, (1 4+7a) "a)
=R(l+7'a+alb—7"),a)
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= R(1+ ab,a) = p,
RO, 1)" = R(r(b—7"1),r)
=R(b—7""1) = Py,
RL,D)'=RA+1+7ta) tab—7Y+rb—71,1+7"ta) ta+7)
=R(1+ (1+7 tag) tag(b— 771, (1 + 7 ag) tag) = s¢.

Jeder weitere Punkt auf C’g hat die Form

Rk, 1)"=RA1+((1+7a) a+k ) b—71, 0 +7"a) a+ k1)
= R(1+ap(b—717"),a)

mit a; == (1 +7'a)la+ k™ 'r € Jund k € K*\{1} und es gilt

kay = k(1 +7 ') ta+r
=k-1D)1+7"a) " a+ (1+71a) tae
~ (k— Ddiag(0, (1 +7 X)) Ay, .., (17710071
+diag(—(1 — 7€ pn) 7€, 0, 0)
= (k= Ddiag((1 = k)" (1 =77 ) 7 i, (TH 771 00) 7 g,
(1+772) ).

Daraus folgt a5 € J* und damit gilt R(k,1)" A R(1,0) fir alle k €
K*\{1}. Das impliziert (R(k,1)")" = (R(k,1)")V5 so dass schlielich
Cy = CJ“? ist.

Wegen (1+ 7 M)N " = N+ 71 £ X+ 770 = (T+ 7700
fiir alle 7,5 € {2,...,n} mit i # j ist insbesondere a; ¢ K*, so dass
R(k,1)" # R(b,1) = py und somit Cy # C} gilt.

Nach gleicher Argumentation wie oben folgern wir Cg = (] und somit
gilt py € CY.

Also haben wir ], p) € C] = €, was sofort C" = C7 impliziert. Fiir
den Punkt §, € C folgt daraus py = R(b—7"1,1)Y = R((b—7"1)%,1") €
C7 und wegen py A po und somit R'((b — 7717, 1) # R'(b°,1') so-
wie R'((b —771)%,1") # R'(1',0') muss es ein 7 € K* geben, fiir wel-
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ches R'((b— 7717, 1") = R'((b+ pc;')?, 1) gilt. Das liefert —(771)% =
(7e;h)? € K'*. Deshalb erhalten wir (¢;')? = (-~ 17717 ¢ K’* Das
1mphzlert v = —Vg(cl )P = (v tr 1P = pf fiir p:= o177t € K.

Insgesamt folgern wir

peCl=C"={R1,0)VU{R(b+ve") 1) |ve K}
= (R, 0V U{R (W + (ve;1), 1) | v e K}
— (R, 00V U{R (p—vi 't 1) 1) | v e K}
= {R' (1,0 U{R ((vy —v)o v Y1) | v e K}
= P(K).

Damit sind alle Falle erledigt und das Lemma ist bewiesen. ]

Satz 5.3.22. Sei y: S — Y ein fast-fundamentaler nicht trivialer Morphis-
mus. Dann ist der Morphismus v, ), der durch den assoziierten Homotopis-
mus (o, B) = (o, By) induziert ist, zu vy identisch.

Jeder nicht triviale Morphismus o : > — Y hat die Gestalt o = Y(a,8) 00, wWo-
beid € PEy(J') und (o) durch einen Homotopismus (a, 3) mit dimg: J* > 2
induziert wird. Umgekehrt ist jede Abbildung dieses Typs ein nicht trivialer

Morphismus.

Beweis: Im folgenden Beweis beachten wir, dass jede Kette in €(K, R, J)
mindestens fiinf Punkte enthélt, denn nach Voraussetzung hat der Kérper K
im kleinsten Fall 4 Elemente.

Unser Ziel ist zu zeigen, dass fiir alle p € I?P;(J ) die Gleichheit p? = pYen gilt.
Sei also p € P(J) ein beliebiger Punkt. Gilt C7 # P(K)" fiir jede Kette C €
¢(K, R, J) durch p, dann folgt sofort nach Lemma 5.3.21 die Behauptung.
Daher betrachten wir einen Punkt p und eine Kette C' durch p mit C7 =
P(K)7 und zeigen p? = ples).

Da ~ nicht trivial ist, gibt es cinen Punkt ¢ € P(J) mit ¢7 ¢ P(K)?. Nach
5.3.21 folgt dann ¢” = ¢"@#. GeméaB 5.3.13 gibt es durch jeden Punkt von
P(.J) eine Kette, welche mindestens drei zu p distante Punkte enthlt. Wire
{p"} U A(p)” = P(K)?, dann wiirden alle diese Ketten und damit auch alle
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Punkte von P(J) unter v auf P(K) abgebildet, was aber ein Widerspruch
zur Nichttrivialitdt von « ist (vgl. 5.3.14). Daher kénnen wir oBdA ¢ € A(p)

wahlen.

Wir zeigen nun, dass es noch mindestens einen Punkt auf C' gibt, welcher zu

q distant ist.

Die projektive lineare Gruppe PG Ly(R) operiert 3-A-transitiv auf P(R), da-
her gibt es ein 0 € PG Lo(R), welches p auf R(1,0) und zwei weitere Punkte
von C' auf R(0,1) bzw. R(1,1) abbildet. Damit ist C” = P(K). Wegen g A p
ist dann ¢” = R(a, 1) fiir ein a € R.

Da a hochstens n verschiedene Eigenwerte hat, gibt es wegen |K| > n + 1
mindestens ein k € K mit a — k € R*, so dass ¢° zu R(1,0) und R(k,1) auf
C7 = P(K) distant ist. Setze man p' := R(k,1)° € C, so gilt ¢ A p/ wegen
PGLy(R) < Aut(P(R), A). Im Weiteren sei C" := (ppq).

Laut 3.4.3 gibt es ein n € PEy(J) mit p? = R(1,0) und p" = R(0,1),
d.h. es gilt C" = {R(1,0)} U{R(Mh,1) | A € K} fiir ein h € J*. Wegen
g A pund ¢ A p muss dann ¢7 die Gestalt R(x,1) mit einem x € J*
haben, wobei x und h wegen ¢" ¢ C" linear unabhéngig sind. Nun ist H :=
{R(1,0)} U{R(z — A, 1) | A € K} = P(K)("9) # C" eine Kette in P(J)
durch p" = R(1,0) und ¢7 = R(x,1). Insbesondere ist p"" ¢ H und damit
H # C". Fiir jedes A € K* definieren wir ¢, := R(z — Ah, 1)”71, dann ist
H = {p",¢"}U{(qx)" | A € K*} und damit C, := {p, q}U{qr | A € K*} = H"'
cine Kette in P(J).

Jeder Punkt (¢))" = R(x—Ah,1) € H = (C,)" ist zu mindestens einem Punkt
auf C"\{R(1,0)} distant, ndmlich (g\)” A R(—Ah,1). Damit ist jeder Punkt
gr € A(p) N C, zu mindestens einem Punkt py := R(—\h,1)" " auf C\{p}
distant, wobei py # p’ fiir alle A € K* gilt. Weiter setze man C) := (q\pap)
fiir jedes A € K* (siehe Abbildung 5.2).

Wegen ¢7 ¢ P(K)7 gilt C" # P(K)” und C] # P(K)7. Das bedeutet, dass
es hochstens zwei Punkte auf C, gibt, welche unter v in P(K)” abgebildet
werden, und einer davon ist p. Mit anderen Worten finden wir (mindestens
zwei) verschiedene Ay, Ay € K* mit ¢, ¢ P(K)” und daher muss die Gleichheit
q, = qzio"ﬁ "fiir i € {1, 2} erfiillt sein. Das liefert analog wie oben Oy, # P(K)".
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Abbildung 5.2

Insbesondere gilt C" = C"# sowie O = C;j“’ﬁ " fiir i € {1,2}.

Gilt ¢ = () fiir ein i € {1,2}, dann ist p; € C” und damit C" =
(p"py.p?) = C7 = P(K)7, was ein Widerspruch ist. Das impliziert C"7 # C.
fiir alle i € {1,2}. Haben C" und C} nur einen Punkt gemeinsam, dann ist
dieser Punkt p” und dann folgt sofort {p’} = C"' N C) = Ce» N C’;ﬁ“’ﬁ ) =
{plen} = p¥ = plen. Gibt es im Schnitt C N Czi noch einen weiteren
Punkt auler p?, dann kann dieser Punkt weder p" noch pzi sein, denn sonst
wire Oy = P(K)? bzw. C" = P(K)?. Sei also C""' N C = {v7,p"} fiir ein
ve (C"UC)\{p,?',px}, dann ist v7 ¢ P(K)” und daher v = v"@#. Daraus
folgt {p?,v7} = C"NCY = Cen N sza’ﬁ) = {plen vY@s} und deshalb ist
p? = pls . Damit ist die Behauptung bewiesen. ]



Kapitel 6

Beweilse der Hilfssatze

In diesem Kapitel beweisen wir Hilfsétze, welche im Abschnitt 2.2 angewendet
werden. Im Weiteren sei stets K ein Koérper mit CharK # 2 und R = K3 3.

6.1 Hilfssatz 1

Fiir den ersten Hilfsatz bendtigen wir das folgende Lemma:

Lemma 6.1.1. Sei J C R ein Jordan-System. Seien weiter €,0 € J mit
e2 =62 =0 und ) = —de, dann gilt €5 = de = 0.

Beweis: Wegen €? = 0 ist € zu einer Matrix &’ = ( %) mit u, v, w € K
dhnlich, d.h. es gibt ein p € GL3(K) mit ¢ = p~'ep. Wir beweisen die
Behauptung zunéchst fiir ¢ und ¢’ := p~'6p. Insbesondere gilt nach Voraus-

—LOOoO
oo

setzung €'6' = p~lepptop = pledp = p1(—de)p = '’ sowie e =% =0.
Wegen 0 = £/ = §§u§]> gilt dann © = 0 oder w = 0.

mi1 Miz M3

Sei §' = (m21 M2 Ma3 ) Dann erhalten wir
mga1 M32 1M33

UM91 + VM31 UMoo + UMs3o UM93 + VM33
! </
g = wmsq wWMmso wWmss

0 0 0
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0 mii M1V + mipw

!/
= — | 0 mou mov + mow | = —0¢.

0 ms1 M31vV + M3o2W
Wir machen die folgende Fallunterscheidung fiir v und w:

(i) Seien u = w = 0. Ist auch v = 0, dann ist &’ = 0 und damit gilt sofort
die Behauptung. Sei also v # 0, dann haben wir:

V31 UMsz U133 00 mi1v
=1 0 0 0 |=—=]00mgv |=-0¢
0 0 0 00 ms1v
und somit ergibt sich ms; = mgo = mo; = 0 und my; = —mgz. Daher

ist & =

mi1 M1z M3 /2 mip ok .
( 0 may mas ) und wegen 0 = 0" = ( 0 m3y * ) gilt dann

0 0 —mn 0 0 m?
11
—mg33 = mq; = M = 0. Folglich erhalten wir /6’ = 0 = d'¢’.

(ii)) Seien u =0, w # 0 und v beliebig. Es gilt dann

vVms1 UMMge UI33 00 mi11vV + mpw
I3V o,
£ = wms1 WMz W33 =—1 00 mov+ mow = —0¢€.
0 0 0 0 0 m31v + mgaw

. .. . myy Mmiz Mi3
Das impliziert ms; = mgo = 0. Daher ist §' = (mom ma> %2?)) und wegen
33

0=2¢%= (I - ) ist auch ms3 = 0. Das liefert sofort /6’ =0 = §'¢’.
3

*
00 m3
(iii) Seien u # 0, w = 0 und v beliebig. Dann haben wir
UMa1 + VM3l UM + VIM3y UMg3 + UM33

£ = 0 0 0
0 0 0
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0 miiu 1Mm11v
1/
=—1 0 moyu mov =—0¢

0 msiu MmM3z1v

mi1 mi2 Mi3

und damit gilt me; = msg; = 0. Daraus folgt ¢’ = < 8 Mo m23> und

m32 M33

m2, % *
wegen 0 = 5% = < 0« *> ist dann mq; = 0. Somit ergibt sich ¢'e’ =
0 * *
0=¢£d.
Insgesamt folgt daraus €0 = de = 0. ]

Jetzt kann der erste angekiindigte Hilfsatz bewiesen werden:

Hilfssatz 6.1.2. Sei J = K + Ke + K6 C R mit €2 = 6> = 0. Dann ist J
genau dann ein Jordan-System, wenn €6 = de = 0 gilt. Folglich ist J eine

kommutative K-Algebra.

Beweis: 7<" Sei J wie oben mit €0 = de = 0. Offenbar gilt 1 € J. Wir
zeigen, dass fiir jedes ¢ € J* auch ¢! € J gilt (vgl. 1.1.27(1)). Sei also
ci=k+le+sde J mit k,[,s € K. Esist k € K*, denn im Fall £k = 0 wére
c = le + s wegen (le + s6)* = 1?e? + Is(ed + d¢) + s%6* = 0 nilpotent und
damit nicht invertierbar. Folglich ist ¢t = k! — k72le — k=25, denn es gilt:

cc V= (k+1le+s8) (k" = k2le — k2s0)
= kk '+ (kR4 B e 4 (kb2 + kls)0 — [k 2528 — klsée
=1+ (kM +k e+ (—kts+k1s)d—Ek%s (6 + o) = 1.
g g AN s

A\ A

0 -0 =0

Also gilt ¢! € J fiir jedes ¢ € J*. Daraus folgt, dass .J ein Jordan-System
ist.

=" Sei nun J = K + Ke + K¢ ein Jordan-System mit €2 = §*> = 0. Wir
beweisen die Giiltigkeit der Gleichheit €6 = de = 0. Dafiir setzen wir ¢ :=
kE+le+sé€J und ¢t =k +1l'e+ 50 mit k,k' € K* und [,s,I',s' € K.
Gilt | = 0, dann ist ¢ = k + s6 € KJ[J] fur alle s € K invertiebar mit
¢t = k' — k%6 € K[§]. Somit ist dann auch I’ = 0. Es gilt sogar die
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Aquivalenz | = 0 < I’ = 0. Analog gilt auch s =0 < §' = 0.

Nun nehmen wir an, dass s € K* (und damit s’ € K*) ist. Wir zeigen
zunéchst, dass es mindestens ein [ # 0 gibt, so dass ¢ invertierbar ist. In

diesem Fall ist dann nach dem oben Gezeigten auch I’ # 0.

Nach Voraussetzung ist € zu einer Matrix &’ := <§ § %) dghnlich, d.h. es ist
e = plep fiir ein p € GL3(K). Wegen ¢ = 0 gilt hierbei uw = 0 und
damit u = 0 oder w = 0 (vgl. Beweis von 6.1.1). Weiter untersuchen wir
das zu J konjugierte Jordan-System J' := plJp = K + Ke' + K¢ mit

miyp Mi2 M3

§ = plop = (m21 Mgy m23> und ¢ = plep = k + 1l + 58 € J'. Zuerst

m31 M32 33

betrachten wir das Produkt £'6’c’. Es gilt

0 u(umay + vmgy) v(umsoy + vmgy) + w(umey + vmgs)

g'd’e = | 0 wmsiu w(vmgy + wmss)
0 0 0
/0 u(umar + vmar) v(umar + vmgr + wmsz)
=10 0 w(vmgy + wmss)
\ 0 0 0
( (8 8 Zmiﬁﬂiﬁ) = (vmg1 + wmss)e’, falls u = 0,
- 1 <§ 8(um21§r8m31) U(ummérvm?’l)) = (umoy +vmgy)e’, falls w = 0.

Daraus folgt, dass es stets ein 7 € K gibt, so dass £'d'e’ = 7¢’ € J’ ist.

Mit (k + s0')™t = k=t — k=250’ € J' erhalten wir
k' =k 2s8") = (k+ 1 + 50 ) (k' —k%s0") = 1+ k' (1 — k1sd).
Definiert man d := /(1 — k~'s§') € R, dann gilt

d2 — (61 . k_185/5/)2
= —klse'§e + k252 §E

= k7 lstel + k2% = — k7 lsrd.
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Ist 7 = 0, dann ist d nilpotent. In diesem Fall gilt dann ¢/(k™! — k~2s8") =
1+k~'d € R* und damit ist ¢ € J™ fiir alle [ € K. Das impliziert unmittelbar
ce J fiurallel € K.

Seinun 7 € K*, dann ist —ks~ 17 !d idempotent, denn es gilt (—ks 1771d)? =
K s72772d* = k?s 21 %(—k 's7)d = —ks '771d. Insbesondere hat —ks~1771d
die Eigenwerte 0 und 1. Wegen |K| > 3 gibt es mindestens ein v € K* mit
1 + vks~'t7'd € R*. Setzen wir | := vk?s '77! € K* dann ergibt sich
(k1 —k2s8) =1+ k7lld =1+ vks~'t71d € R*. Daher ist ¢ € J* und
somit ¢ € J* fiir mindestens ein [ € K*.

Weiter gilt

ccl = (k4 1le + 88 (K +U'e + 50)
=kk'+ (K" + K'D)e + (ks' + K's)d + 1s'ed + 'sbe =1 € J.

Wegen kk' + (k' + K'l)e + (ks' + k's)d € J ist auch [0 + I'sde € J, wobei
[,s,l')s € K* sind. Daher existieren z,y,z € K, so dass [s'ed + l'sde =
x 4+ ye + z6 ist. Wir machen die folgende Fallunterscheidung:

(i) Seien z = y = 2z = 0, dann ist auch ls'ed + I'sdc = 0. Mit k' = k1,

I'! = —k72] und s’ = —k~2s erhalten wir

ed = —(1s") " 1'sde
= (—1lk 2s) 'k ?lsée
= —(Is) 'K’k *1s6e = —0¢

(vgl. 7<=”). Nach Lemma 6.1.1 folgt dann sofort ¢ = de = 0, wie

gewiinscht.

(ii) Seien x = y = 0, z # 0, dann ist [s'ed 4+ I'sde = z0. Das impliziert
(Is'e — 2)d = —I'sée und somit gilt (Is'e — 2)de = 0 wegen £ = 0.
Offenbar ist [s'e — 2z € Kle| invertierbar. Daraus folgt de = 0. Damit
erhalten wir [s'ed = z0. Multiplizieren wir beide Seiten dieser Gleichung
von links mit e, dann ergibt sich 0 = zed und wegen z # 0 ist somit
auch €6 = 0.
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(iii) Seien x = 2z =0, y # 0. Dann gilt €6 = de = 0 analog wie in (ii).
(iv) Seien x,y,z # 0. Wir haben die Gleichung (s'cd + I'sde = = + ye + 20.

e Multiplizieren wir beide Seiten der obigen Gleichung von rechts

mit e, dann gilt

[s'ede = we + zde
& ls'ede — z0e = x¢
& (Is'e — 2)0e = ae
& 0 = (Is'e — 2) tae,

weil [s'e — z € K[e]* ist. Damit ist de € K|e].

e Multiplizieren wir beide Seiten derselben Gleichung von links mit
9, dann erhalten wir analog wie oben de € K|[J]. Daraus folgt
de € Kle| N K[6] = K und wegen det(de) = 0 gilt de = 0.

e Wir betrachten wieder die Ausgangsgleichung [s'ed + l'sde = x +
ye + z0. Multiplizieren wir beide Seiten zunéchst von rechts mit ¢
und dann von links mit e, dann ergibt sich 0 = I'seded = xed und
somit ist €6 = 0.

(v) Seien x = 0 und y, z # 0, dann gilt 1s'ed + I'sde = ye + z0. Fithren wir

die ersten beiden Schritte aus dem Fall (iv) durch, so erhalten wir:

o [s'cde = 20e & (Is'e — 2)de = 0 < de = 0, weil Is'e — z € K|e|*

1st.

o 'stcd =yed =0 (I'sd—y)ed =0 < &6 = 0, weil I'séd—y € K[0]*
1st.

(vi) Seien © # 0, z = 0 und y € K beliebig. Dann gilt [s'e§ + 'sde =
x + ye. Multiplizieren wir beide Seiten dieser Gleichung von rechts mit
g, dann erhalten wir ze = [s’ede. Multiplikation derselben Gleichung

mit e von links liefert xe = ['sede. Das impliziert (Is' — 's)ede = 0.
Wegen z # 0 ist hierbei ede = x(Is')"'e # 0. Deshalb muss Is' = I's
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gelten. Insgesamt erhalten wir [s'(ed + de) = = + ye und somit ist
ed + de = (Is)'w + (Is')"lye € Kle]*. Insbesondere gilt dann auch
g + 0 = (Is)tw + (Is)tye € K[)* fiir €, & € J' wie oben.
Genauer ist
UM + VM3l UM + UM3o + UM ] UM93 + VM33 + UM + WMo
wmsy wWmss + umasy wmss + vmay + wWimas
0 umsyy vMmsq + wms9
_ 616/+6/ I _ (l8/>_1:13—|— (ZSI)_lygl
(1Y to (1) tyu (1s")Lyv
= 0 (1) (1s") tyw
0 0 (Is) o

Damit ist der (2, 2)-Eintrag wmss +ums, = (Is') 'z € K*, d.h. der Fall
u = w = 0 kann dabei nicht eintreten. Also muss unbedingt entweder
u # 0 oder w # 0 sein. Aus wmg; = umg; = 0 folgt damit mg; = 0.
Somit erhalten wir ums; = (Is') "tz € K* sowie wmsy = (Is') 1w € K*,
d.h. u,w # 0. Das ist aber ein Widerspruch zu 2 = 0. Also kann dieser
Fall nicht eintreten, d.h. es gilt [s'ed + I'sde # = + ye fiir alle x € K*.

(vii) Analog wie in (vi) erhalten wir ls'ed + l'sée # x + 26 fir alle x € K*.

Damit sind alle Fille erledigt. Schliellich konnen wir die Gleichheit €d =
de = 0 folgern.

Die verbleibende Behauptung ist klar. ]

6.2 Hilfssatz 2

Fiir den zweiten Hilfssatz ist das folgende Lemma niitzlich:

Lemma 6.2.1. Sei J C R ein Jordan-System der Gestalt

(a) J = K+ Ke+ Ke mit e =0, ¢ = e, dann ist ee € J genau dann,
wenn ec € J gilt.
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(b) J =K+ Ke + Kd mit € = e,d> = d, dann ist ed € J genau dann,
wenn de € J gilt.

Beweis: Wir betrachten die beiden definierten Jordan-Systeme:

(a) Sei J = K + Ke + Ke ein Jordan-System. Um die Behauptung zu
beweisen, zeigen wir zunéchst, dass es mindestens ein k € K* existiert,

sodass a:=1-+ ke +e € J* ist.

Da e nach Voraussetzung nilpotent ist, konnen wir oBdA ¢ = <§ § %)
mit uw = 0 und damit © = 0 oder w = 0 setzen (vgl. Beweis von 6.1.1
bzw. 6.1.2). Analog wie im Beweis von 6.1.2 kann man zeigen, dass es

stets ein 7 € K existiert, so dass eec = 7¢ ist.

Offenbar ist 1+ e € J* mit (1 +¢e)"t =1 —2"te. Es gilt
a(l—27"e)=(1+ke+e)(l—2""e)=1+ke(l—-2""e).

Definiert man d := ¢(1 — 27 'e) € R, dann ist

d* = (e —27'ee)? = —27'eec + 27 %cece = —27're(1 — 271e) = =271 7d.

Im Fall 7 = 0 ist d mit d*> = 0 nilpotent, so dass a(l —27le) = 1+ kd €
R* fiir alle k € K ist. Somit ist dann auch a € J* fiir alle k € K.

Sei nun 7 € K*, dann ist —27'd wegen (=27 'd)? = 2’7 2d® =
22772(—=2717d) = —2771d idempotent. Nach gleicher Argumentation

wie im Beweis von 6.1.2 ist a fiir mindestens ein k € K™ invertierbar.

Seinun @ ! := [+ s +re € J, dann sind s,7 # 0, denn sonst wiire a !

und damit auch a ein Element von K [¢] bzw. Ke], was ein Widerspruch

zur Definition von a ist. Es gilt nun:

aa”' = (14 ke + e)(l + se +re)
=1+ (kl+s)e+ (I+2r)e+ kree+ see =1 € J. (6.1)

Daraus folgt kree 4+ see € J. Wegen k,r,s # 0 gilt sofort ec € J <

ce € J, was zu zeigen war.
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(b) Sei J = K + Ke + Kd ein Jordan-System in R mit ¢* = ¢, d> = d. Da
e idempotent ist, sind die Eigenwerte von e nur 1 und 0. Daher kann e

bis auf Konjugation nur eine der Gestalten haben (siehe [32, S. 260]):

[eslenlan)

° elz(ég )undesgilte%:el(:)u:O.

100 .
° 62:(888) undesgllte%:@(:)u:Q

Es reicht fiir e nur die zweite Variante zu betrachten, da e; zu 1 — eg

dhnlich ist.

Sei nun d = (%ﬁ M35 mby ) Wegen v = 0 gilt dann ede = m;je. Zunéchst
m31 M32 M33

zeigen wir wieder, dass a := 1 + ke + d € J fiir mindestens ein k € K*

invertierbar ist. Mit (1 +d)™! = 1 — 27'd € J* ist insbesondere a =

(1+ ke(1 —27d))(1 +d).

Weiter setzen wir b := e(1 — 271d) € R. Im Fall my; = 2 ist b wegen
v> = (1 — 27 my)b nilpotent und damit ist a = (1 + kb)(1 + d) € J*
fiir alle k € K. Sonst ist (1 — 27 mq;)7tb wegen ((1 — 27 mq;)71b)? =
(1 — 271my1)71b idempotent und somit gilt @ = (1 + kb)(1 + d) =
(1 + k(1 — 27 myp)(1 — 27 my)7'0)(1 + d) € J* fiir mindestens ein
ke K~ ist.

Weiter verlduft der Beweis analog wie in (a). O

Hilfssatz 6.2.2. Se: J C R ein Jordan-System der Gestalt

(a) J = K+ Ke + Ke mit e =0, € = e, dann ist J stets eine (nicht

notwendigerweise kommutative) K-Algebra.

(b)) J = K+ Ke+ Kd mit e = e, d* = d, dann ist J stets eine (nicht

notwendigerweise kommutative) K-Algebra.

Beweis:  (a) Sei J = K + Ke + Ke ein Jordan-System mit ¢? = ¢ und
e2 = 0. Aufgrund von 6.2.1 reicht es, entweder ce € J oder es € J

. . . Ouw .
zu zeigen. OBdA setzen wir wieder ¢ = (8 0 1(1))) mit vw = 0 und
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mip Miz2 Mi3
e =
m31 M3z 1M33

Mol Moz M23 ) Dann ist

0w v mi1 Mo M3
ce= 00w M1 Mag M3
0 0 0 ms1 M3o 133

UMeo1 + VM3l UM + VIM3y UMa3 + UM33

— wmnsy w3 w33
0 0 0
und
mi1 19 Mi3 Owu v 0 mi1u M1V + miaW
€ee = mo1 Moo Mg 00w = 0 moru mao1v + Mmoow
msgy1 M3 133 000 0 ms31u M3V + M3aW

Wegen (6.1) gibt es ein A € K*, so dass ee + \ee € J ist, d.h. ee +
Aege = x + ye + ze fiir bestimmte x,y, z € K. Wir machen die folgende

Fallunterscheidung:
(i) Seien u = 0 und w # 0, dann erhalten wir

vmsar vMmsy vmasg + A(mq1v + miaw)

ge+ Xee = | wms; wmss wmgzs + A(ma1v + maow)
0 0 )\(mgl’U + m32’w)
mi1 M2 M3 00w

=T+Y| mog mog mog | 2| 00 w

ms1 M3o 133 O 0 0

Im Fall y # 0 folgt daraus mgz; = mgs = 0 und damit ist ee =
Masc € J.

Ist y = 0, dann folgern wir zunéchst wmg; = 0 und somit mg; = 0,
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weil w # 0 ist. Wegen © = wmgs = vmg; = 0 gilt dann mgo = 0

2

und damit ist ce = mg3e € J. Wegen e = e gilt hierbei stets

m§3 = mgs3, d.h. m33 € {0, 1}

(ii)) Im Fall w = 0 und u # 0 folgt analog mo; = mg; = 0 und damit
ist ee = mqy1e € J mit mq; € {O, 1}

(iii) Seien nun v = w = 0. Dann ist v # 0, da € # 0 ist. In diesem Fall
erhalt man mo; = mg; = mgs = 0 und daher gilt ce = mg3e € J
und es = mqie € J mit myy, mg3 € {0,1}.

Schliellich konnen wir folgern, dass J eine nicht notwendigerweise kom-
mutative K-Algebra in R ist.

Sei J = K+ Ke+ Kd ein Jordan-System mit e? = e, d* = d. Analog wie
im Beweis von 6.2.1(b) konnen wir oBdA e = (é § §> setzen. Weiter sei

mi1 Miz 1M13

d= (m21 My Mo ) Geméfl dem Beweis von 6.2.1(b) gibt es ein 7 € K*

m31 MmM32 1M33

und z,y, z € K, so dass ed + 7de = x + ye + zd € J ist, d.h. es gilt

(7’ + 1)m11 mi2 M3 x + Yy + ZMmi1 VALIAD) ZMm13
TMmo21 0 0 — 21921 T+ z2moo ADR
Tmsi 0 0 VARSI ANRY: T -+ 2mss

Aufgrund von 6.2.1(b) reicht es wieder, entweder ed € J oder de € J zu

beweisen. Dafiir unterscheiden wir zwischen den folgenden zwei Féllen:

(i) Sei z = 0, dann ergibt sich sofort myy = mi3 = mo; = mg = 0.
Deshalb ist ed = de = mqie € J, wobei my; € {0, 1} wegen 4> =d
gilt. In diesem Fall ist J eine kommutative K-Algebra.

(ii) Sei nun z # 0. Dann folgt ma3 = mgy = 0 und mge = ms3. Somit
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haben wir:

9
mi; + Mi2May + M13Mm31 M11Mi2 + M12Mo2 M11M 3 + 1M131M22
2
Mo1M11 + MooMay M911M12 + Mo mM9o11M13

9
mg1mi1 + MaaMmsy m311mi2 mg1mig + mso

mip Mz M3
72 g
=d"=d=| mg mo 0

mg1 0 Mmoo

Daraus folgt

mao1miz = 0 A mzimiz = 0 A maymia = maima3
= (m21 =0Vm3 = O) A (m31 =0V mq = 0) N\ MM = M31M13
= Mmaoimiz = mzimyz =0
= m%l =mi N m%z = M9y

& My, Meon € {0, 1}

Im Fall mis = mo; = my3 = mg; = 0 ist d = diag(mqy, mag, ma2),
wobei der Fall d = 0 ausgeschlossen wird. Da 1,e,d linear un-
abhingig sind, konnen die Falle my; = moy = 1 und my; =
1,m99 = 0 nicht eintreten. Daher gibt es die einzige Moglichkeit
fiir d, ndmlich d = diag(0,1,1). Damit ist ed = de = 0 € J, so
dass J eine kommutative K-Algebra ist.

Sei nun mis # 0 oder my3 # 0. Dann sind mo; = mg; = 0 und
mi1 mi2 Mi3

damit ist d = ( 8 Mz 0 ) Folglich ist dann de = mqie € J mit

ma2

mi1 mi2 M13
0 0

mi1 € {0, 1}. Insbesondere kann J dabei wegen ed = ( 0 00

und somit ed # de nicht kommutativ sein.

Analog gilt mqos = my3 = 0 im Fall mgy; # 0 oder mg; # 0, so dass
ed = myie € J mit my; € {0, 1} ist. In diesem Fall ist J auch nicht

kommutativ.
Mit 6.2.1(b) gilt insgesamt die Behauptung. O
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Zusammenfassung

Jordan-Systeme sind gewisse Teilstrukturen von K-Algebren. Bisher wurden
die projektive Gerade P(J) iiber einem Jordan-System J sowie die zugehori-
ge Kettengeometrie nur fiir sogenannte starke J definiert und untersucht.
Dementsprechend wurde auch die algebraische Beschreibung der Morphismen
von Kettengeometrien nur im starken Fall behandelt. Das Ziel der vorliegen-
den Dissertation ist es, bei unserer Untersuchung all dieser Gegensténde auf
die Voraussetzung , stark® zu verzichten.

Im Kapitel 1 werden vorbereitend die grundlegenden Begriffe, Aspekte und
Zusammenhange aus der Thematik Distanzrdume und Kettengeometrien er-
klart und durch Beispiele unterstiitzt.

In den Kapiteln 2 und 3 befassen wir uns mit der Frage von Definition
der projektiven Gerade iiber J im nicht starken Fall. Zur Einfithrung und
Motivation werden im Kapitel 2 alle zwei- und dreidimensionalen Jordan-
Systeme im 3 x 3-Matrizenring K33 iiber einem Korper K mit CharK # 2
studiert und klassifiziert. Hierbei wird anhand eines Beispiels gezeigt, dass
die iibliche Definition der projektiven Gerade im nicht starken Fall nicht die
gewiinschten Eigenschaften hat. Deshalb fithren wir im Kapitel 3 die neue
Definition der projektiven Gerade iiber einem nicht notwendigerweise star-
ken Jordan-System .J ein und bezeichnen sie mit ﬁ’(J ). Die neue Definition
umfasst die iibliche fiir starke J. Weiter untersuchen wir, wann die beiden
Mengen P(J) und P(J) gleich sind. Dazu fithren wir den Begriff des stabi-
len Jordan-Systems in einer K-Algebra R ein und beweisen, dass im Fall
von Jordan-abgeschlossenen Jordan-Systemen die Gleichheit P(J) = P(J)
genau dann gilt, wenn J in R stabil ist. Insbesondere wird gezeigt, dass je-

des Jordan-abgeschlossene Jordan-System in R = K, , mit n > 2 stabil
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ist, falls [K| > n 4+ 1 gilt. Dieses Kapitel abschliefend beweisen wir: Ist
J Jordan-abgeschlossen, dann ist IAEB(J ) ein Unterraum der Kettengeometrie
iiber der Algebra (K, R). Diesen Unterraum nennen wir die Kettengeometrie
iiber (K, R,J) und bezeichnen mit (K, R, .J). Insbesondere stimmt diese
Kettengeometrie mit der {iblichen fiir starke J iiberein.

In den Kapiteln 4 und 5 werden Morphismen von Kettengeometrien der Form
Y(K, R, J) auf algebraische Beschreibung untersucht. Dafiir werden zunéchst
im Kapitel 4 Jordan-Homomorphismen zwischen Matrizenalgebren gleicher
Ordnung sowie von einem Jordan-System hermitescher Matrizen in eine Ma-
trizenalgebra gleicher Ordnung - als eine Beispielklasse solcher Abbildun-
gen - naher studiert und algebraisch beschrieben. Wir zeigen, dass Jordan-
Homomorphismen in beiden genannten Féllen Morphismen der entsprechen-
den Distanzraume induzieren, welche sowohl die Distanzrelation als auch die
Adjazenzrelation (im Sinne der Theorie der Grafmann-Réume) in beiden
Richtungen invariant lassen. Zum Schluss dieses Kapitels geben wir geome-
trische Interpretationen dieser Morphismen, indem wir die entsprechenden
projektiven Geraden in projektiven Raumen iiber Korpern darstellen und
zur Theorie der Grafmann-Réume {ibergehen.

Im Kapitel 5 verallgemeinern wir einige Resultate aus dem Kapitel 4: Wir zei-
gen, dass jeder Jordan-Homomorphismus zwischen zwei Jordan-abgeschlosse-
nen Jordan-Systemen stets einen Morphismus der entsprechenden Distanzrau-
me induziert. Zusédtzlich wird bewiesen, dass dieser Morphismus sogar ein
Morphismus der zugehorigen Kettengeometrien ist. Dieses Ergebnis verallge-
meinern wir weiter auf Homotopismen von Jordan-abgeschlossenen Jordan-
Systemen. Im letzten Abschnitt zeigen wir auch (unter zusétzlichen Voraus-
setzungen) die Umkehrung: Sei R = K,,,, mit n > 2 und |K| > n + 1 und
sei R’ eine beliebige Algebra iiber einem Korper K. Aulerdem seien J und
J" Jordan-abgeschlossene Jordan-Systeme in R bzw. R’. Dann ldsst sich je-
der nicht triviale Morphismus der entsprechenden Kettengeometrien durch
einen Homotopismus J — J’' beschreiben. Man beachte, dass unter diesen

Voraussetzungen .J in R stabil ist.



Summary

Jordan systems are certain substructures of K-algebras. So far, the projective
line P(J) over a Jordan system J and the associated chain geometry have
been defined and investigated only for so-called strong Jordan systems J. Ac-
cordingly, the algebraic description of the morphisms of chain geometries has
been treated only under the assumption of the strongness of J. The aim of
this thesis is to abandon the condition ,strong® in our investigation of all
these subjects.

In the first chapter we explain the basic notions, aspects and correlations
on the subject of distant spaces and chain geometries and support them by
examples.

In the chapters 2 and 3 we consider the question of definition of the projective
line over a not necessarily strong Jordan system J. As an introduction and
motivation we study and classify in the second chapter all two- and threedi-
mensional Jordan systems in the ring K33 of 3 X 3 matrices over some field
K with Char K # 2. Based on an example, we show that the usual definition
of the projective line over J does not have the desired properties, if J is not
strong. Therefore we introduce in the third chapter a new definition of the
projective line over a not necessarily strong Jordan system .J and denote it by
ﬁ(J ). The new definition includes the usual one for strong Jordan systems.
Further, we consider the question, when the sets P(J) and P(.J) are equal.
For this purpose we introduce the notion of the stable Jordan system in a K-
algebra R and prove for Jordan closed Jordan systems .J, that the equality
P(J) = P(J) is equivalent to the stability of J in R. In particular, we show
that every Jordan closed Jordan system in R = K, with n > 2 is stable,
when |K| > n + 1 holds. Concluding this chapter we prove the following: If
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J is Jordan closed, then @(J ) is a subspace of the chain geometry over the
algebra (K, R). We call this subspace the chain geometry over (K, R, J) and
denote it by (K, R, J). In particular, this chain geometry coincides with the
usual one in the case, when J is strong.

In the chapters 4 and 5 we examine morphisms of chain geometries of the
form (K, R,J) for algebraic description. For this purpose, firstly Jordan
homomorphisms between matrix algebras of the same order as well as of a
Jordan system of hermitian matrices into a matrix algebra of the same order
- as an example class of such mappings - are studied and described algebrai-
cally in the fourth chapter. We prove that Jordan homomorphisms in both
cases mentioned above induce morphisms of the respective distant spaces,
which preserve both the distant relation and the adjacency relation (in terms
of the theory of the Grassmann spaces) in both directions. Finally we give
geometric interpretations of these morphisms by representing the respective
projective lines in projective spaces over some fields, so that we can use the
theory of the Grassmann spaces.

In the fifth chapter we generalize some results from the chapter 4: We show
that every Jordan homomorphism between two Jordan closed Jordan systems
induces a morphism of the respective distant spaces. Moreover, we prove that
this morphism is even a morphism of the associated chain geometries. This
result is further generalized to homotopisms of Jordan closed Jordan systems.
In the last section we prove that under additional assumptions the reversed
statement is true as well, i.e.: Let R be a matrix ring R = K, ,, with n > 2
and | K| > n+1 and let R’ be an arbitrary algebra over some field K’. Futher-
more, let J and J' be Jordan closed Jordan systems in R and R’ respectively.
Then every nontrivial morphism of the associated chain geometries can be
described by a homotopism J — J’. Note that under these assumptions J is
stable in R.



