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Einleitung

Kettengeometrien sind geometrische Strukturen, die einige klassische Kreis-

geometrien verallgemeinern. In ihrer üblichen (algebraischen) Darstellung las-

sen sich Kettengeometrien im Kontext der projektiven Geometrie über Rin-

gen finden (siehe z. B. [5], [26], [42], [65], [66]). Beide Begriffe stehen in einem

engen Zusammenhang (vgl. [42, S. 783]): Ist K ein Körperi und R eine K-

Algebra, so findet man auf der projektiven Gerade PG(1, R) eine Inzidenz-

struktur (P ,B), deren Punktmenge P die projektive Gerade selbst ist und

die Menge B der Blöcke aus allen K-Untergeraden besteht. Diese Inzidenz-

struktur ist genau die Kettengeometrie über (K,R), welche mit Σ(K,R)

bezeichnet wird. Die Blöcke werden Ketten genannt. Mit P(R) und C(K,R)

bezeichnet man die Punktmenge bzw. Kettenmenge von Σ(K,R).

Der Begriff der Kettengeometrie entstand beim Versuch, drei wesentlich

verschiedene Geometrien, nämlich die Möbius-Geometrie, die Laguerre-

Geometrie und die pseudo-euklidische (Minkowski) Geometrie, sys-

tematisch zu untersuchen und einheitlich darzustellen. Alle drei Geometrien

sind schon seit langer Zeit bekannt und wurden zunächst mit reellen Alge-

bren beschrieben und später etwas allgemeiner, aber immer noch getrennt

untersucht, bevor Walter Benz ihre gemeinsame Struktur erkannt und axio-

matisch beschrieben hat. Im Fall von zweidimensionalen Algebren kann man

die Möbius-, die Laguerre- bzw. die Minkowski-Geometrie grob interpretie-

ren als Geometrie derjenigen ebenen Schnitte einer Kugel, eines Kegels bzw.

eines einschaligen Hyperboloids, welche mehr als einen Punkt, aber keine

Geraden enthalten (vgl. [6]). Nach W. Benz werden sie auch
”
Benzebenen“

iIm Weiteren seiK stets ein kommutativer Körper. Sonst wird explizit ausgewiesen, wenn
Kommutativität nicht vorausgesetzt wird.
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genannt. Um uns eine bessere Vorstellung über Kettengeometrien zu schaf-

fen, beschreiben wir kurz alle drei zweidimensionalen Geometrienii im reellen

Fall:

(1) Die Punktmenge der reellen ebenen Möbius-Geometrie (Möbius-Ebene),

auch Geometrie der Kreise genannt, kann als die Menge aller Punkte der

Einheitskugel im Anschauungsraum R3 dargestellt werden. In diesem

Fall besteht die Menge der Ketten aus allen Kreisen auf der Einheits-

kugel. Formal kann man die Möbius-Ebene mittels der Quadrik QM im

dreidimensionalen reellen projektiven Raum zur quadratischen Form

Q : (x1, x2, x3, x4) 7→ x21 + x22 + x23 − x24 beschreiben. Diese Quadrik be-

steht nur aus Punkten der Form R(x1, x2, x3, 1) und entspricht daher

der Einheitskugel im R3 (siehe [26, 5.1.4(1)]). Die Menge aller ebenen

Schnitte von QM , die mehr als einen Punkt enthalten, entspricht also

der Menge aller Kreise auf der Einheitskugel.

Eine andere Darstellung der reellen Möbius-Geometrie erhält man mit-

tels der sogenannten stereographischen Projektion der Einheitsku-

gel auf eine Ebene E0 (siehe Abbildung 1). Hierbei wird der Nordpol n

der Einheitskugel auf den Punkt ∞ projiziert. Die Kreise durch n ge-

hen auf sogenannte erweiterte Geraden G∪{∞} über, wobei G ⊆ E0
eine euklidische Gerade ist. Die Projektionsbilder aller weiteren Kreise

sind gewöhnliche euklidische Kreise in E0. Die Punktmenge dieses Mo-

dells der reellen Möbius-Geometrie ist also E0 ∪ {∞}. Hierbei kann die

Ebene E0 mit der Menge C der komplexen Zahlen identifiziert werden,

so dass die Punktmenge der Möbius-Ebene als die projektive Gerade

P(C) := C ∪ {∞} mit ∞ := 1
0 algebraisch beschrieben werden kann

(siehe [34, 1.6]). Mehr dazu findet man auch in Kapitel 0 des Buchs

[26].

(2) Die reelle ebene Laguerre-Geometrie (Laguerre-Ebene) kennt man auch

als die Geometrie von Speeren und Zykeln: Ist eine euklidische Ebene

iiIn [61] findet man Kettengeometrien über dreidimensionalen kommutativen R-Algebren.
Die dreidimensionale reelle Laguerre-Geometrie und ihre Visualisierung wird ausführlich in
[38] behandelt.



7

Abbildung 1: Stereographische Projektion

E gegeben, dann versteht man unter einem Speer (in E) eine orientierte

Gerade in E und unter einem Zykel (in E) einen orientierten Kreis bzw.

einen Punkt (als Kreis vom Radius 0) von E (siehe [5, S. 11]). Hierbei

kann man jeden Zykel z auch als eine Speermenge auffassen, und zwar

in dem Sinne, dass z aus solchen Speeren S besteht, welche diesen Zykel

berühren (in Zeichen S − z), d.h. (siehe Abbildung 2):

– Ist z ein orientierter Kreis, dann gilt S− z, wenn die dem Speer S

zugrunde liegende Gerade (die Trägergerade von S) Tangente des

dem Zykel z zugrunde liegenden Kreises (des Trägerkreises von

z) ist, und die Orientierungen von S und z im Berührungspunkt

übereinstimmen;

– Ist z ein Punkt, dann gilt S− z, wenn z auf der Trägergerade von

S liegt.

Für jeden Zykel z schreibt man also z = {S | S − z} (siehe [5, S. 12]).

z

z

S S

Abbildung 2: Die Berührung von Speer S und Zykel z

Insbesondere gibt es für zwei verschiedene Speere S und T genau dann

keinen Zykel z mit S, T ∈ z, wenn ihre Trägergeraden parallel sind und
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die Orientierungen von S und T übereinstimmen. In diesem Fall nennt

man S und T parallel (in Zeichen S||T ) (siehe [5, Satz 1.1]).

Die Menge aller Speere einer euklidischen Ebene stellt die Punktmenge

der Laguerre-Ebene dar. Die Menge aller Zykel ist die Kettenmenge der

Laguerre-Ebene und die Berührung von Speer und Zykel beschreibt die

Inzidenzrelation.

L. J. Smid und B. L. van der Waerden haben in [63, S. 774] eine Ab-

bildung konstruiert, welche die Speere eindeutig auf die von der Spitze

verschiedenen Punkte eines quadratischen Kegels abbildet. Die Zykel

gehen dabei auf die nicht-entarteten ebenen Schnitte über, d.h. solche

Schnitte des Kegels mit Ebenen, welche die Spitze nicht enthalten (vgl.

auch [15]). Also liegt der Laguerre-Ebene die Quadrik QL in PG(3,R)
zur quadratischen Form Q : (x1, x2, x3, x4) 7→ x21+x

2
2−x

2
3 zugrunde (sie-

he [26, 5.1.4(2)]). Hierbei ist QL ein Kegel mit Spitze s = R(0, 0, 0, 1).
Daher ist QL\{s} die Punktmenge der Laguerre-Ebene.

Mittels einer geeigneten stereographischen Projektion des Kegels erhält

man das isotrope Modell der Laguerre-Ebene: Hierbei gehen die

Punkte des Kegels (ohne die Spitze) auf die Elemente von E ∪ R über,

wobei E die reelle euklidische xy-Ebene ist. Die Elemente von E und R
nennt man eigentliche bzw. uneigentliche isotrope Punkte. Die Laguerre-

Kreise werden analog isotrope Kreise genannt. Hierbei wird ein isotro-

per Kreis als eine Menge {(x, y) | y + αx2 + βx + γ = 0} ∪ {α} mit

α, β, γ ∈ R dargestellt und kann also auf zweierlei Art beschrieben

werden (siehe [5, S. 19]):

– als die Menge der Punkte einer Parabel in E , deren Achse pa-

rallel zur y-Achse ist, zusammen mit einem uneigentlichen Punkt,

welcher sich in eindeutiger Weise aus dem Parameter der Parabel

ergibt, oder

– als die Menge einer Gerade, welche nicht parallel zur y-Achse ist,

zusammen mit dem uneigentlichen Punkt 0.

Man kann zeigen, dass die Menge E ∪R aller isotropen Punkte mit der

projektiven Gerade P(R[ε]) := R[ε]∪
{

1
yε
| y ∈ R

}
über der R-Algebra
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der dualen Zahlen R[ε] = R + Rε mit ε /∈ R, ε2 = 0, identifiziert

werden kann. Dabei entspricht R[ε] der Menge aller eigentlichen isotro-
pen Punkte und

{
1
yε
| y ∈ R

}
beschreibt alle uneigentlichen isotropen

Punkte der Geometrie (siehe [5, S. 26-28]).

In [5] findet man auch weitere Modelle der Laguerre-Ebene.

(3) Die ebene Minkowski-Geometrie (Minkowski-Ebene) kann man ebenso

mit Hilfe einer Quadrik darstellen, nämlich mittels der hyperbolischen

Quadrik QA in PG(3,R) zur quadratischen Form Q : (x1, x2, x3, x4) 7→

x21 − x22 + x23 − x24. Wählen wir x4 = 0 als Fernebene, so erhalten wir

im Affinen das einschalige Hyperboloid (siehe [5, S. 49]). Die Punk-

te der hyperbolischen Quadrik bilden die Punktmenge der Minkowski-

Geometrie. Die Kreismenge besteht aus allen ebenen Schnitten von QA,

die keine Geraden enthalten. Daher kann es durch zwei verschiedene

Punkte einen Kreis aus der Kreismenge der Minkowski-Ebene nur dann

geben, wenn ihre Verbindungsgerade eine Sekante ist. Bekanntlich ge-

hen durch jeden Punkt von QA genau zwei Geraden. Jede solche Gerade

ist in einer der beiden Familien R1 und R2 von paarweise windschiefen

Geraden enthalten. Hierbei überdeckt jede dieser Familien jeweils die

hyperbolische Quadrik (vgl. [15, 2.30]).

Üblich ist aber das klassische Modell der Minkowski-Ebene, nämlich

das Hyperbel-Modell: In der reellen Anschauungsebene stellt jedes

geordnete Paar (a, b) aus der Menge R × R einen Punkt dar, den

man in diesem Zusammenhang einen eigentlichen pseudo-euklidischen

Punkt nennt. Zu uneigentlichen pseudo-euklidischen Punkten gehören

das Symbol ∞ sowie alle zu y = x und y = −x parallelen Geraden.

Erweitert man alle weiteren Geraden der Anschauungsebene mit dem

Punkt ∞, so erhält man (einige) pseudo-euklidische Kreise. Zum zwei-

ten Typ von pseudo-euklidischen Kreisen zählen alle Hyperbeln der

Gleichung (x + α)2 + (y + β)2 = γ 6= 0, wobei die Asymptoten als

uneigentliche Punkte stets dazu genommen werden (siehe [6, §2]). Die-

se Darstellung ist der obigen Geometrie der ebenen Schnitte isomorph

(siehe [6, 3.3, 3.4]).
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Allgemein liegt der Minkowski-Ebene die zweidimensionale reelle Al-

gebra der anormal-komplexen Zahlen zugrunde, welche zu dem di-

rekten Produkt R× R isomorph ist. Bei der algebraischen Darstellung

der Minkowski-Ebene über R×R wird die projektive Gerade P(R×R)
mit dem direkten Produkt P(R)× P(R) = (R ∪∞)× (R ∪∞) identifi-

ziert (vgl. 1.1.13). Für weitere Details dieser Darstellung sowie weitere

Modelle verweisen wir auf [5, §4].

Durch aufmerksame Betrachtung aller drei Geometrien kann man merken,

dass die Punkte, die in Ketten zusammengefasst werden, stets zueinander

in einer bestimmten Relation stehen. Im Fall der Möbius-Ebene ist das die

Relation
”
verschieden“: durch je zwei verschiedene Punkte der Einheitskugel

gibt es trivialerweise mindestens einen Kreis. In der Laguerre-Ebene ist das

die Relation
”
nicht parallel“, wenn man das Modell von Speeren und Zykeln

zugrunde legt. Für Minkowski-Geometrie kann man diese Relation dadurch

beschreiben, dass die Punkte verschieden sind und ihre Verbindungsgerade

weder in R1 noch in R2 enthalten ist (solche Punkte heißen ”
nicht benach-

bart“). Alle drei Relationen sind symmetrisch und antireflexiv, wie man sich

leicht überlegen kann. Allgemein nennt man diese Relation distant (in Zei-

chen △) und es gilt: Ist R eine K-Algebra, so geht durch je drei paarweise

distante Punkte von Σ(K,R) genau eine Kette aus C(K,R). Eine detaillierte

Einführung in die Thematik Distanzräume und Kettengeometrien geben wir

in Kapitel 1 dieser Arbeit.

Obwohl Kettengeometrie eines der heute aktiven Teilgebiete der Inzidenz-

geometrie ist, gibt es jedoch noch viele offene Fragen. In der vorliegenden Ar-

beit befassen wir uns mit den zwei klassischen Fragestellungen (siehe unten).

Über welchen algebraischen Strukturen eine Kettengeometrie definiert

werden kann, scheint die allererste Frage zu sein. Die projektive Gerade kann

man über jedem beliebigen Ring R definieren (siehe Abschnitt 1.1 sowie [17],

[19]). Auf übliche Art und Weise (siehe 1.2.1) definiert man die Kettengeome-

trie Σ(S,R), wenn R eine Algebra über einem Unterring S ≤ R ist. Ist nun

R ein Ring, der einen nicht notwendigerweise kommutativen Unterkörper F

mit 1 ∈ F enthält, so dass R keine F -Algebra ist, so erhalten wir die verall-
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gemeinerte Kettengeometrie Σ(F,R), welche sich dadurch auszeichnet, dass

je drei paarweise distante Punkte auf mehr als einer Kette liegen können (sie-

he 1.2.3). Die schönsten Kettengeometrien liefern Algebren über Körpern. In

diesem Fall sind sie sogar Kettenräume, d.h. Kettengeometrien, welche be-

stimmte Axiome erfüllen (siehe 1.2.4). Beispiele für Kettenräume findet man

z. B. in [42] und [43]. Zusätzliche Eigenschaften, die sich in vielen Beweisen

als hilfreich erwiesen haben (siehe z. B. [11]), besitzen Kettengeometrien über

stabilen und starken K-Algebren (siehe 1.1.21, 1.1.25).

Außer Kettengeometrien über K-Algebren werden auch Unterräume (sie-

he 1.2.9) von diesen Kettengeometrien und diesen Unterräumen zugrunde lie-

gende Unterstrukturen von K-Algebren studiert (siehe z. B. [11], [26], [24]).

In [43] werden von A. Herzer alle nichttrivialen zusammenhängenden Un-

terräume von Kettengeometrien über starken K-Algebren beschrieben. Dort

wird gezeigt, dass allen solchen Unterräumen ein sogenanntes starkes Jordan-

Systemiii zugrunde liegt (siehe [43, Theorem 2]). Später führt A. Blunck in

[26] Kettengeometrien über Unteralgebren und starken Jordan-Systemen in

K-Algebren allgemein ein, wobei die projektive Gerade über einem starken

Jordan-System J entsprechend mit P(J) bezeichnet wird (siehe 1.1.26, 1.1.27
und 1.1.29). Einige Beispiele für Kettengeometrien über Jordan-Systemen fin-

det man auch in [66]: Dort werden von Z.-X. Wan Kettengeometrien über Ma-

trizenringen sowie Jordan-Systemen hermitescher bzw. symmetrischer Matri-

zen im Kontext der
”
Geometrie der Matrizen“ beschrieben.

Wie man die projektive Gerade bzw. Kettengeometrie über nicht starken

Jordan-Systemen allgemein definieren kann, wurde bisher nicht untersucht.

In diesem Zusammenhang setzen wir uns das erste Ziel dieser Arbeit: Studi-

um bzw. Definition der projektiven Gerade und Kettengeometrien über nicht

notwendigerweise starken Jordan-Systemen. Man beachte, dass ein Jordan-

System stets in einer Algebra über einem Körper enthalten gedacht wird.

Es stellt sich zunächst die Frage, ob die schon bekannte Definition der

iiiIm Vergleich zu Jordan-Systemen werden Jordan-Algebren viel öfter in unterschiedlichen
Kontexten untersucht. Diese beiden Begriffe gehören aber zusammen: Ist J ein Jordan-
System in einer K-Algebra mit CharK 6= 2, so wird J zu einer speziellen Jordan-Algebra,
wenn man dem Jordan-System J die so genannte Jordanmultiplikation a ◦ b := 1

2
(ab + ba)

zuordnet.



12 Einleitung

projektiven Gerade über einem starken Jordan-System (siehe 1.1.29) auch

für nicht starke Jordan-Systeme im Kontext von Kettengeometrien allgemein

geeignet ist, d.h. ob die projektive Gerade über einem nicht starken Jordan-

System die Punktmenge einer Kettengeometrie ist. Um diese Frage zu beant-

worten, untersuchen wir in Kapitel 2 die Beispielklasse aller zwei- und dreidi-

mensionalen Jordan-Systeme in der Matrizenalgebra K3,3 aller 3×3-Matrizen

mit Einträgen aus einem Körper K von Charakteristik 6= 2. Als Folgerung

geben wir ein Beispiel eines (weder starken noch Jordan-abgeschlossenen)

Jordan-Systems, über dem die projektive Gerade eine der Eigenschaften ei-

nes Unterraums verletzt (siehe 2.4.7), so dass wir auf die oben gestellte Frage

sofort negativ antworten können. Als Nebenergebnis geben wir eine Klas-

sifikation aller zwei- und dreidimensionalen Jordan-Systeme in K3,3 (siehe

Abschnitt 2.1 bzw. Abschnitt 2.2) und formulieren zwei Struktursätze (siehe

2.3.3, 2.3.5), welche alle Jordan-Systeme in K3,3 allgemein beschreiben.

Auf Grund der in Kapitel 2 erreichten Resultate folgt die Notwendigkeit,

eine neue (besser geeignete) Definition der projektiven Gerade über einem

nicht notwendigerweise starken Jordan-System in einer K-Algebra zu formu-

lieren. Diese führen wir in Anlehnung an [19] in Kapitel 3 ein (siehe 3.2.4):

Ist J ein Jordan-System, so bezeichnen wir nun die (neue) projektive Gerade

über J mit P̃(J). Die neue Definition erweist sich sofort als geeigneter als

die übliche (1.1.29): Das oben erwähnte Beispiel liefert mit der Punktmenge

P̃(J) eine Kettengeometrie, was natürlich zur weiteren Untersuchung in die-
ser Richtung motiviert. Außerdem stimmt die neu eingeführte Definition für

starke Jordan-Systeme mit der üblichen Definition überein, so dass in diesem

Fall alle schon bekannten Ergebnisse auch für P̃(J) gelten.

Die gleiche Frage wird auch allgemein behandelt, d.h. unter welchen Vor-

aussetzungen die beiden Mengen P(J) und P̃(J) gleich sind. Dafür führen

wir analog zu der Definition eines stabilen Ringes den Begriff des stabilen

Jordan-Systems in R ein (siehe 3.2.7) und zeigen, dass im Fall von Jordan-

abgeschlossenen Jordan-Systemen J die Gleichheit P(J) = P̃(J) dazu äqui-

valent ist, dass J stabil in R ist (siehe 3.2.15). Diese Tatsache erweckt das

Interesse dafür, wann ein Jordan-System in der entsprechenden Algebra stabil

ist.
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In Abschnitt 3.3 studieren wir in diesem Kontext endlichdimensionale

Jordan-Systeme J in der Matrizenalgebra R = Kn,n über einem KörperK. Es

wird bewiesen, dass im Fall |K| ≥ n+1 mit n ≥ 2 alle Jordan-abgeschlossenen

Jordan-Systeme in R stabil sind. Ob auch die Umkehrung gilt, ist leider

immer noch unklar.

Zum Abschluss des Kapitels 3 zeigen wir, dass die von uns eingeführte

projektive Gerade P̃(J) tatsächlich ermöglicht, eine Kettengeometrie über

J zu definieren, und zwar im Fall, dass J Jordan-abgeschlossen ist (siehe

3.4.5). Somit können wir auf die bisher in der Literatur stets verwendete

Voraussetzung
”
stark“ verzichten. In folgenden Kapiteln konzentrieren wir

uns auf Jordan-abgeschlossene Jordan-Systeme.

Die zweite klassische Fragestellung im Kontext von Kettengeometrien ist

die algebraische Beschreibung der Morphismen von Kettengeometrien, d.h.

solcher Abbildungen, welche Ketten auf Ketten überführen (siehe Abschnitt

1.3). Ein relevanter Aspekt dabei ist, über welchen Algebren bzw. anderen al-

gebraischen Strukturen die jeweiligen Kettengeometrien definiert sind. Bisher

wurden Morphismen von Kettengeometrien hauptsächlich über starken Alge-

bren über Körpern sowie über in diesen Algebren enthaltenen starken Jordan-

Systemen studiert. A. Blunck hat in [11] bewiesen, dass alle Morphismen von

Kettengeometrien über starken Jordan-Systemen durch Homotopismen der

zugrunde liegenden Jordan-Systeme algebraisch beschreibbar sind (siehe [11,

3.10]). Als Folgerung gilt eine analoge Aussage für Morphismen von Ketten-

geometrien über starken Algebren: in diesem Fall kann jeder Morphismus von

Kettengeometrien durch Jordan-Homomorphismen der Algebren beschrieben

werden (siehe [11, 3.13]).

Die Umkehrung dieses Problems, nämlich welche Abbildungen Morphis-

men von Kettengeometrien sowie die Distanzrelation erhaltende Abbildun-

gen (auch △-Morphismen genannt, siehe 1.1.9) induzieren, ist nicht weniger

interessant. A. Blunck hat in [11] ebenso gezeigt, dass jeder Homotopismus

von starken Jordan-Systemen einen Morphismus von Kettengeometrien indu-

ziert. Einige Jahre später haben A. Blunck und H. Havlicek in [20] bewiesen,

dass jeder Jordan-Homomorphismus R → R′ zwischen zwei beliebigen Rin-

gen R,R′ eine Abbildung P(R)→ P(R′) induziert, welche distante Punkte in
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distante Punkte überführt. Besitzen R,R′ jeweils einen (nicht notwendiger-

weise kommutativen) Unterkörper, so ist die induzierte Abbildung unter einer

bestimmten Voraussetzung ein Morphismus von Kettengeometrien (siehe [20,

Theorem 5.2]). Der Fall von nicht starken Jordan-Systemen wurde bisher aber

auch in diesem Kontext noch nicht studiert. Daher lautet das zweite Ziel der

vorliegenden Arbeit wie folgt: Untersuchung und algebraische Beschreibung

der Morphismen von Kettengeometrien über nicht notwendigerweise starken

Jordan-Systemen.

Analog wie oben stellt sich dabei die Frage, ob die schon bekannten Ergeb-

nisse im Bezug auf Morphismen von Kettengeometrien über starken Algebren

und Jordan-Systemen auf solche auch im nicht starken Fall übertragbar sind.

Auf Grund der Tatsache, dass alle Morphismen von Kettengeometrien über

starken Algebren durch Jordan-Homomorphismen induziert werden, betrach-

ten wir Jordan-Homomorphismen etwas genauer. Zunächst studieren wir die-

se in Kapitel 4 am Beispiel von Matrizenalgebren gleicher Ordnung n ≥ 2

über beliebigen Körpern. Wir zeigen, dass jeder Jordan-Homomorphismus in

diesem Fall entweder ein Homomorphismus oder ein Anti-Homomorphismus

ist (siehe 4.1.5). Zusätzlich geben wir eine algebraische Beschreibung aller Ho-

momorphismen bzw. Anti-Homomorphismen von Matrizenalgebren an (siehe

4.1.6). Danach untersuchen wir Jordan-Homomorphismen von einem Jordan-

System Hn(K) hermitescher (und als Spezialfall symmetrischer) Matrizen

in einen Matrizenring gleicher Ordnung über einem Körper K ′, wobei nun

CharK, CharK ′ 6= 2 vorausgesetzt wird (siehe Abschnitte 4.1, 4.2). Um

die algebraische Beschreibung aller solchen Jordan-Homomorphismen zu be-

stimmen, beweisen wir, dass jeder solche Jordan-Homomorphismus sich zu

einem Homomorphismus und einem Anti-Homomorphismus der entsprechen-

den Matrizenalgebren eindeutig erweitern lässt (siehe 4.2.5, 4.2.6). Außerdem

formulieren wir eine Bedingung, welche dazu äquivalent ist, dass hermitesche

Matrizen unter einem Jordan-Homomorphismus wieder in hermitesche Ma-

trizen abgebildet werden (siehe 4.2.7), wobei die gleiche Frage im bijektiven

Fall schon von Z.-X. Wan in [66] untersucht wurde. Anschließend schauen

wir uns die projektive Geometrie von Kn,n sowie Hn(K) genauer an: Für die

oben beschriebenen Abbildungen beweisen wir, dass diese stets Morphismen
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der entsprechenden Distanzräume induzieren, welche sowohl die Distanzre-

lation als auch die Adjazenzrelation (siehe 1.1.14, Abschnitt 1.4) auf den

entsprechenden projektiven Geraden in beiden Richtungen invariant lassen.

Zum Abschluss dieses Kapitels stellen wir eine geometrische Interpretation

von den durch Jordan-Homomorphismen induzierten △- und ∼-erhaltenden

Morphismen vor (siehe 1.1.7, 1.1.9). Dafür wird die Punktmenge der jewei-

ligen Kettengeometrie projektiv dargestellt und somit mit der Punktmenge

G eines Graßmann-Raumes (im Fall von Matrizenalgebren) bzw. mit einer

gewissen Teilmenge von G (im Fall von Jordan-Systemen hermitescher Ma-

trizen) identifiziert (siehe Abschnitt 1.4). Das gibt uns die Möglichkeit, zur

Theorie der Graßmann-Räume überzugehen.

Durch die Resultate aus Kapitel 4 inspiriert und in Anlehnung an [20]

zeigen wir in Kapitel 5, dass jeder Jordan-Homomorphismus zwischen zwei

Jordan-abgeschlossenen Jordan-Systemen stets einen Morphismus von Ket-

tengeometrien induziert (siehe 5.1.12). Die gleiche Aussage wird auch für

Homotopismen zwischen Jordan-abgeschlossenen Jordan-Systemen bewiesen

(siehe 5.2.8). Im letzten Abschnitt des Kapitels 5 werden alle Morphismen

von Kettengeometrien über Jordan-abgeschlossenen Jordan-Systemen J, J ′ in

Algebren (K,R) bzw. (K ′, R′) algebraisch beschrieben, wobei vorausgesetzt

wird, dass (K,R) endlichdimensional und damit in die Matrizenalgebra Kn,n

mit n ≥ 2 eingebettet werden kann und es gilt |K| ≥ n + 1 (siehe 5.3.22).

Insbesondere ist J unter diesen Voraussetzungen in R stabil (siehe 3.3.5).

In Kapitel 6 haben wir einige Lemmata und Sätze gesammelt, welche im

Abschnitt 2.2 angewendet werden.

Alle Abbildungen aus der vorliegenden Arbeit wurden selbst mit Hilfe

der folgenden Programme erstellt: Autodesk 3ds Max Design 2014, Chaos

Group V-Ray 3.0, Blackmagic Design Fusion 7.7 und Adobe Photoshop CS6.

Die Abbildungen aus Kapitel 1 wurden in Anlehnung an die Webseite der

Technischen Universität Wieniv angefertigt.

ivhttp://www.geometrie.tuwien.ac.at/fg3/chaingeom.html
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Kapitel 1

Grundlagen

In diesem Kapitel werden die grundlegenden Definitionen, Sätze und Be-

zeichnungen vorgestellt, die unter anderem in Artikeln [11], [12], [16], [17],

[18] sowie im Buch [26] und im Handbook of Incidence Geometry [42] zu

finden sind.

1.1 Projektive Geraden über Ringen und Jordan-Syste-

men

Im Verlauf der vorliegenden Arbeit sei R stets ein assoziativer Ring mit 1 6= 0.

Mit R∗ und Z(R) seien die Gruppe aller invertierbaren Elemente in R bzw.

das Zentrum von R bezeichnet. Die Elemente von R∗ nennt man Einheiten

und die Elemente von R\R∗ werden Nichteinheiten genannt. Bevor wir die

projektive Gerade über R definieren können, stellen wir einige Grundbegriffe

über Moduln vor (siehe [26, S. 10-15], [50, S. 187-195]).

Definition 1.1.1. Sei R ein Ring und M ein R-Linksmodul.

(1) Eine Teilmenge {xi | i ∈ I} von Elementen vonM heißt eine Basis von

M , falls die lineare Abbildung R(I) = ⊕i∈IRi →M : (ai)i∈I 7→
∑

i∈I aixi

mit Ri = R für alle i ∈ I bijektiv ist.

(2) Besitzt M eine Basis {x1, . . . , xn}, dann heißt M frei vom Rang n.

(3) Ein Untermodul U von M heißt zyklisch, wenn es ein m ∈M gibt, so

dass U = Rm = {rm | r ∈ R} ist.



18 Grundlagen

Im Unterschied zu zwei Basen eines endlichdimensionalen Vektorraumsi

über einem Körper enthalten verschiedene Basen eines freien Moduls über

einem beliebigen Ring nicht unbedingt gleich viele Elemente (siehe Beispiel

4.2 in [50, S. 194]). Man beachte, dass manche Autoren den Rang eines freien

Moduls definieren als die Kardinalität einer Basis dieses Moduls unter der

Voraussetzung, dass diese Kardinalität für je zwei Basen stets gleich ist (siehe

z. B. Definition 4.4 in [50, S. 195]). In der obigen Definition wird das aber

nicht gefordert. Beispiele für solche Moduln mit gleichmächtigen Basen sind

Moduln über kommutativen Ringen ungleich dem Nullring (siehe Satz 4.3 in

[50, S. 194]).

Für uns sind insbesondere freie R-Linksmoduln M vom Rang 2 relevant.

Ist {u, v} eine feste Basis von M , dann kann M mittels eines R-Modul-

Isomorphismus R2 → M : (x, y) 7→ xu + yv mit dem Linksmodul R2 identi-

fiziert werden, wie wir das im Weiteren auch stets machen werden (vgl. [26,

1.2.6(1)]).

Aus der klassischen projektiven Geometrie übernommen, definiert man

die Punkte der projektiven Gerade über R als gewisse freie Untermoduln von

R2 vom Rang 1. Nicht jedes Paar (a, b) ∈ R2 wird aber als ein Repräsentant

eines Punktes der projektiven Gerade gewählt: Ein (zyklischer) Untermodul

R(a, b) ⊆ R2 ist ein Punkt, wenn (a, b) ∈ R2 ein Element einer zweielemen-

tigen Basis von R2 ist (wie oben erwähnt, kann R2 i.Allg. auch Basen mit

einer Mächtigkeit 6= 2 besitzen) (siehe [35, 3.2.6]).

Analog wie im Fall von Vektorräumen über Körpern operiert die Gruppe

GL2(R) der invertierbaren 2×2-Matrizen mit Einträgen aus R in natürlicher

Weise von rechts auf der Menge aller zyklischen Untermoduln von R2 und

ist zu der Automorphismengruppe von R2 isomorph (siehe [26, 1.2.7]). Hier-

bei ist eine Matrix
(
x y
z w

)
mit x, y, z, w ∈ R genau dann invertierbar, wenn

{(x, y), (z, w)} eine Basis von R2 ist. Damit wird die projektive Gerade über

R wie folgt definiertii:

iIn der vorliegenden Arbeit ist unter einem Vektorraum stets ein Linksvektorraum ge-
meint.

iiIm Weiteren verwenden wir stets die Exponentialschreibweise für Abbildungen, d.h. aα

bezeichnet das Bild von a unter der Abbildung α.
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Definition 1.1.2. Die projektive Gerade über einem Ring R, die mit

P(R) bezeichnet wird, ist die Bahn des freien zyklischen Untermoduls R(1, 0)

unter der Operation von GL2(R):

P(R) = {R(1, 0)γ | γ ∈ GL2(R)}.

Die Elemente von P(R) werden Punkte genannt.

Mit anderen Worten ist R(a, b) ∈ P(R) genau dann, wenn eine Matrix in
GL2(R) existiert, welche das Paar (a, b) als erste Zeile hat

iii. Das liefert die

folgende Bemerkung (vgl. [35, 3.2.9]):

Bemerkung 1.1.3. Zwei Punkte R(a, b), R(c, d) ∈ P(R) sind genau dann

gleich, wenn es ein r ∈ R∗ gibt, so dass (a, b) = r(c, d) ist.

Daraus folgt unmittelbar die Existenz von u, v ∈ R mit au+ bv = 1. Wir

benötigen noch eine Definition (vgl. [26, 1.4.4]):

Definition 1.1.4. Sei M ein R-Linksmodul. Das Element m ∈ M heißt

unimodular, falls es eine Linearform λ von M gibt mit mλ = 1.

Ist m = (a, b) ∈ R2, so ist m genau dann unimodular, wenn x, y ∈ R existie-

ren, so dass ax+ by = 1 ist.

Zusammenfassend gilt stets die folgende Bemerkung (vgl. [26, 1.4.5]):

Bemerkung 1.1.5. Sei R ein Ring. Ist p ∈ P(R), dann gibt es ein unimo-
dulares (a, b) ∈ R2 mit p = R(a, b).

Im Fall von kommutativen Ringen R gilt sogar die Umkehrung (vgl. [26,

1.4.7]):

Bemerkung 1.1.6. Sei R ein kommutativer Ring, dann gilt R(a, b) ∈ P(R)
genau dann, wenn (a, b) ∈ R2 unimodular ist.

iiiI.Allg. kann man die Punkte von P(R) auch mittels solcher Paare (a, b) ∈ R2 darstellen,
für welche keine Matrix

(
a b
∗ ∗

)
∈ GL2(R) existiert (siehe [17], [35, 3.2.8]). Solche Repräsen-

tante möchten wir aber hier ausschließen.
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Für weitere Beschreibung der projektiven Gerade P(R) brauchen wir den
Begriff des (abstrakten) Distanzraums (vgl. [26, 1.1.1]):

Definition 1.1.7. Sei P eine nichtleere Menge und △ ⊆ P×P eine Relation

auf P. Dann heißt das Paar (P,△) genau dann ein Distanzraum, wenn △

die folgenden Eigenschaften besitzt:

(1) △ ist symmetrisch, d.h. p △ q impliziert stets q △ p,

(2) △ ist antireflexiv, d.h. p 6△ p für jedes p ∈ P (mit 6△ wird dabei die

Negation von △ bezeichnet).

Die Elemente von P heißen Punkte, die Relation △ wird Distanzrelation

genannt. Gilt p △ q, dann heißen die Punkte distant.

Dank der in 1.1.6 aufgezählten Eigenschaften der Distanzrelation △ können

Distanzräume auch als (ungerichtete) Graphen aufgefasst werden. Die Punk-

te von P sind dabei die Knoten und die ungeordneten Paare distanter Punkte
sind die Kanten des zugehörigen Distanzgraphen. In der nächsten Defini-

tion stellen wir noch einige Grundbegriffe vor (vgl. [26, 1.1.3]):

Definition 1.1.8. Sei (P,△) ein Distanzraum. Dann heißt (P,△)

(1) nichttrivial, wenn P drei paarweise distante Punkte enthält,

(2) stabil, wenn es zu beliebigen Punkten p, q ∈ P stets einen Punkt r ∈ P
gibt, so dass p △ r △ q gilt,

(3) zusammenhängend, wenn es zu beliebigen Punkten p, q ∈ P stets

ein n ∈ N ∪ {0} und die Punkte p0, . . . , pn gibt mit p0 = p, pn = q und

pi−1 △ pi für alle i ∈ {1, . . . , n} (d.h. wenn der zugehörige Distanzgraph

zusammenhängend im Sinne der Graphentheorie ist).

Im Kontext von Distanzräumen muss man noch den Begriff des Morphis-

mus zwischen Distanzräumen erwähnen (siehe [26, 1.1.4]):

Definition 1.1.9. Seien (P,△) und (P′,△′) Distanzräume. Eine Abbildung

ϕ : (P,△)→ (P′,△′)
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nennt manMorphismus von Distanzräumen (kurz △-Morphismus), wenn

ϕ die Distanzrelation invariant lässt, d.h. für p, q ∈ P mit p △ q auch pϕ △
′ qϕ

gilt.

Ist der Morphismus ϕ : (P,△)→ (P′,△′) bijektiv, dann heißt ϕ Isomorphis-

mus von Distanzräumen, wenn auch ϕ−1 : (P′,△′)→ (P,△) ein Morphismus

von Distanzräumen ist.

Existiert ein Isomorphismus ϕ : (P,△)→ (P′,△′), so heißen die Distanzräume

(P,△) und (P′,△′) isomorph.

Ein Isomorphismus ϕ : (P,△) → (P,△) heißt Automorphismus des Dis-

tanzraums (P,△). Die Menge aller Automorphismen von (P,△) bildet bzgl.

der Hintereinanderausführung von Abbildungen eine Gruppe, welche man mit

Aut(P,△) bezeichnet.

Wir möchten wieder die projektive Gerade über einem Ring ins Zentrum

unserer Betrachtung zurückgeben. Die projektive Gerade P(R) ist mit einer
Distanzrelation △ versehen, welche wie folgt definiert wird (siehe z. B. [16,

S. 120-121]):

Definition 1.1.10. Zwei Punkte p = R(a, b) und q = R(c, d) ∈ P(R) heißen
distant, wenn sie zueinander komplementär als Untermoduln von R2 sind,

d.h. wenn
(
a b
c d

)
∈ GL2(R) gilt.

Nach Satz 1.4.1 in [26] gilt insbesondere:

Bemerkung 1.1.11. Die Relation △ stimmt genau dann mit der Relation

6= überein, wenn R ein Körper ist.

Offensichtlich ist die in 1.1.10 definierte Distanzrelation △ auf P(R) wirk-
lich symmetrisch und antireflexiv, so dass (P(R),△) ein Distanzraum ist. Auf

den Fall der projektiven Gerade P(K) über einem Körper möchten wir noch

kurz eingehen.
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Bemerkung 1.1.12. Sei K ein Körper, dann ist die projektive Gerade

P(K) = {K(λ, µ) | λ, µ ∈ K, (λ, µ) 6= (0, 0)}

= {K(k, 1) | k ∈ K} ∪ {R(1, 0)}.

Betrachtet man die AbbildungK → P(K) : k 7→ K(k, 1), dann ist sie offenbar

injektiv und ihr Bild ist {K(k, 1) | k ∈ K}. Definiert man zusätzlich ∞ :=

R(1, 0), so kann die projektive Gerade P(K) mitK∪{∞} identifiziert werden.

Als Beispiel betrachten wir die projektive Gerade über einem speziellen

endlichen Ring:

Beispiel 1.1.13. Sei K = GF (2) und R = K × K. Gemäß 1.1.6 haben

die Punkte von P(R) die Form R(a, b) mit ax + by = (1, 1) für x, y ∈

R. Deshalb besteht P(R) aus den folgenden neun Punkten: R((1, 1), (0, 0)),

R((1, 1), (1, 0)),R((1, 1), (0, 1)),R((1, 1), (1, 1)),R((1, 0), (0, 1)),R((0, 1), (1, 0)),

R((1, 0), (1, 1)), R((0, 1), (1, 1)), R((0, 0), (1, 1)).

Aufgrund von 1.1.12 lässt sich die projektive Gerade P(R) als direktes Pro-
dukt

P(R) = P(K)× P(K) = (K ∪ {∞})× (K ∪ {∞})

darstellen, wobei für direktes Produkt der entsprechenden Distanzräume gilt

(vgl. 1.1.11):

(P(K), 6=)× (P(K), 6=) := (P(K)× P(K),△)

mit

(p1, p2) △ (q1, q2) :⇔ p1 6= q1 und p2 6= q2. (1.1)

Den zugehörigen Distanzgraphen kann man daher wie folgt hinzeichnen (die

schattierten Dreiecke dienen zur besseren Visualisierung):
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Abbildung 1.1: Distanzgraph von P(R)
für R = GF (2)×GF (2)

Man sieht direkt, dass der Distanzgraph von (P(R),△) nichttrivial, stabil und
zusammenhängend ist.

Die Relation 6△ auf P(R) ist gemäß 2.2.11 in [26] die Vereinigung der Äqui-

valenzrelationen ||1 und ||2, welche durch R(a, b) ||i R(c, d) :⇔ det
(
a b
c d

)
∈ Ii,

i ∈ {1, 2}, definiert werden, wobei I1 = K × {0} und I2 = {0} ×K die (ein-

zigen) maximalen Ideale von R sind (siehe [26, 2.2.2]). Insbesondere gilt für

zwei Punkte p, q ∈ P(R):

p 6△ q ⇔ p ||1 q oder p ||2 q bzw. p △ q ⇔ p 6 ||1q und p 6 ||2q.

Man kann nachrechnen, dass diese Definition der Distanzrelation auf P(R)
zu der in (1.1) definierten Distanzrelation auf P(K)× P(K) äquivalent ist.

Die Distanzrelation auf P(R) liefert zwei weitere binäre Relationen, nämlich
die Parallelitätsrelation und die Adjazenzrelation, welche folgenderma-

ßen definiert werden (siehe [22, 3.1, 3.2], [21]):

Definition 1.1.14. Sei R ein Ring. Zwei Punkte p, q ∈ P(R) heißen

(1) parallel (in Zeichen p ‖ q), wenn x △ p ⇒ x △ q für alle x ∈ P(R)
gilt. Die Relation ‖ ist eine Äquivalenzrelation auf P(R), so dass folglich

p ‖ q ⇔ △(p) = △(q) gilt, wobei △(p) und △(q) die Mengen aller zu p

bzw. q distanten Punkte in P(R) bezeichnen (siehe [21, Corollary 2.3]).

(2) adjazent (in Zeichen p ∼ q), wenn ein r ∈ P(R) existiert, so dass
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r ∦ p, q und △(r) ⊆ △(p) ∪ △(q) gilt. In dieser Situation sagt man auch,

dass p adjazent zu q via r ist. Die Relation ∼ ist ebenso symmetrisch

und antireflexiv.

Alle drei Relationen auf P(R) stehen in einem Zusammenhang mitein-

ander, es gilt nämlich p ∼ q ⇒ p ∦ q sowie p ‖ q ⇒ p 6△ q. Insbesondere

gilt p ‖ q ⇔ p 6△ q für alle p, q ∈ P(R) genau dann, wenn R lokal ist. In der

projektiven Gerade P(R) über einem lokalen Ring R haben wir außerdem

p △ q ⇔ p ∼ q für alle p, q ∈ P(R) (siehe [21, 3.2, 3.5]).

Analog zu △-Morphismen definiert man Abbildungen, unter welchen die

Adjazenzrelation bzw. die Parallelitätsrelation erhalten bleibt (siehe [21, 2.2,

4.1]):

Definition 1.1.15. Seien R,R′ Ringe und ϕ : P(R)→ P(R′) eine Abbildung.
Dann heißt ϕ

(i) Adjazenz-Morphismus (kurz ∼-Morphismus), wenn für alle p, q ∈

P(R) aus p ∼ q stets pϕ ∼′ qϕ folgt.

(ii) Parallelität-Morphismus (kurz ‖-Morphismus), wenn für alle p, q ∈

P(R) aus p ‖ q stets pϕ ‖′ qϕ folgt.

Hierbei stehen ∼′ und ‖′ für die Adjazenzrelation bzw. die Parallelitätsrelation

auf P(R′).

Entsprechend werden ∼-Iso-, ∼-Automorphismen sowie ‖-Iso-, ‖-Automor-

phismen definiert (vgl. 1.1.9).

Insbesondere gilt nach [21, 4.1, 5.2] das Folgende:

Bemerkung 1.1.16. Seien R und R′ Ringe und ϕ : P(R) → P(R′) eine
Abbildung. Dann haben wir:

(1) Ist ϕ ein Isomorphismus von Distanzräumen, dann auch ein ∼- und

‖-Isomorphismus. Die Umkehrung gilt aber i.Allg. nicht.

(2) Sind R = EndK(U) und R′ = EndK ′(U
′) Endomorphismenringe von

Vektorräumen U und U ′ über (nicht notwendigerweise kommutativen)
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Körpern K bzw. K ′ mit Dimensionen 1 ≤ dimKU, dimK ′U
′ <∞, dann

ist ϕ genau dann ein △-Isomorphismus, wenn ϕ ein ∼-Isomorphismus

ist.

Beispiele für △-Isomorphismen sind solche Abbildungen P(R) → P(R′),
welche durch Isomorphismen von Ringen R→ R′ induziert sind. Es gilt sogar

(siehe [22, 2.4(b)]):

Beispiel 1.1.17. Seien R,R′ Ringe und α : R → R′ ein Ringhomomorphis-

mus. Dann ist die Abbildung ᾱ : P(R) → P(R′) : R(a, b) 7→ R′(aα, bα) ein

△-Morphismus. Ist α bijektiv, so ist ᾱ ein △-Isomorphismus.

Von allen drei Relationen auf der projektiven Gerade steht die Distanz-

relation in der vorliegenden Arbeit im Zentrum unserer Betrachtung. Zu der

Adjazenzrelation werden wir noch kurz im Abschnitt 1.4 und im Kapitel 4

zurückkehren. Jetzt behandeln wir aber wieder den Distanzraum (P(R),△).

Nach Satz 1.3.4 in [26] gilt das Folgende:

Bemerkung 1.1.18. Die Gruppe GL2(R) operiert auf P(R) und lässt die

Distanzrelation invariant. Deshalb induziert GL2(R) eine Untergruppe von

Aut(P(R),△), welche die projektive Gruppe von R heißt und mit PGL2(R)

bezeichnet wird. Der Kern der Operation von GL2(R) auf P(R) ist Z(R)∗E,
so dass PGL2(R) isomorph zur Faktorgruppe GL2(R)/Z(R)

∗E ist. Mit E

wird dabei die 2× 2-Einheitsmatrix bezeichnet.

Bevor wir fortsetzen, über die projektive Gerade zu sprechen, möchten wir

noch eine relevante Eigenschaft der projektiven Gruppe erwähnen. Zunächst

erläutern wir einige Bezeichnungen (vgl. [26, 1.3.6]):

Definition 1.1.19. Sei (P,△) ein Distanzraum und Γ ≤ Aut(P,△). Dann
operiert Γ auf (P,△)

(1) 2-△-transitiv, wenn es zu je zwei Paaren distanter Punkte (p, q) und

(p′, q′) ein γ ∈ Γ gibt, so dass p′ = pγ und q′ = qγ ist.

(2) 3-△-transitiv, wenn es zu je zwei Tripeln (p, q, r) und (p′, q′, r′) dis-

tanter Punkte ein γ ∈ Γ mit p′ = pγ, q′ = qγ, r′ = rγ gibt.
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Für die projektive Gruppe gilt gemäß 1.3.8 in [26]:

Satz 1.1.20. Sei R ein Ring. Dann operiert die projektive Gruppe PGL2(R)

3-△-transitiv auf (P(R),△).

In der Theorie der projektiven Gerade sind stabile Ringe und starke Alge-

bren über einem Körperiv K (kurz K-Algebren) von besonderer Bedeutung

(siehe z. B. [26], [65]):

Definition 1.1.21. Der Ring R heißt stabil, wenn für jedes unimodulare

(x, y) ∈ R2 ein c ∈ R existiert, so dass xc+ y ∈ R∗ ist.

Die stabilen Ringe werden in der Geometrie häufig auch Ringe
”
vom stabi-

len Rang 2“ genannt, während sie in anderen Kontexten
”
vom stabilen Rang

1“ heißen (siehe z. B. [28]).

Analog zu dem Fall der projektiven Gerade über einem kommutativen

Ring gilt für die projektive Gerade über einem stabilen Ring das Folgende

(vgl. 1.1.6, [26, 1.4.18]):

Bemerkung 1.1.22. Sei R ein stabiler Ring, dann gilt R(a, b) ∈ P(R) genau
dann, wenn (a, b) ∈ R2 unimodular ist.

Daher kann man die projektive Gerade P(R) über einem stabilen Ring

R als Menge aller durch unimodulare m ∈ R2 erzeugten Untermoduln Rm

beschreiben. Außerdem gilt die folgende Bemerkung (vgl. [26, 1.4.19]):

Bemerkung 1.1.23. Für jeden Ring R vom stabilen Rang 2 sind äquivalent:

(1) p ∈ P(R)

(2) p = R(a, 1 + ab) für a, b ∈ R

(3) p = R(1 + cd, c) für c, d ∈ R

Die Eigenschaft der Stabilität eines Ringes überträgt sich auf den zu-

gehörigen Distanzraum (vgl. [26, 1.4.20]):

ivWir erinnern, dass in der vorliegenden Arbeit mit Körper stets kommutativer Körper
gemeint ist.
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Bemerkung 1.1.24. Ist R ein stabiler Ring, dann ist der Distanzraum

(P(R),△) stabil.

Beispiele für stabile Ringe sind lokale Ringe, n × n-Matrizenringe Kn,n

aller n × n-Matrizen mit Einträgen aus einem Körper K, direkte Produkte

R×R bzgl. eines stabilen Ringes R sowie alle starken Algebren.

Definition 1.1.25. Sei K ein Körper und sei R eine K-Algebra, d.h. ein

Ring mit K ⊆ Z(R), 1K = 1R =: 1.

(1) Für x ∈ R setze man e(x) := {k ∈ K | x+ k ∈ R∗}

(2) Die K-Algebra R heißt stark, wenn für alle x ∈ R die Bedingung

|e(x)| > |K\e(x)| gilt.

Die Ungleichung in (2) bedeutet, dass auf der affinen Geraden x+K mehr

Einheiten als Nichteinheiten liegen. Insbesondere werden auch unendliche

Kardinalzahlen zugelassen.

Beispiele für starke Algebren sind alle lokalen K-Algebren über einem

Körper K mit der Mächtigkeit |K| > 2, direkte Produkte K×K mit |K| > 4

und n× n-Matrizenringe Kn,n mit |K| > 2n (siehe [26, 2.4.5, 2.4.6]).

Projektive Geraden werden nicht nur über Ringen und Algebren studiert,

sondern auch über ihren algebraischen Unterstrukturen. Sei S ≤ R ein belie-

biger Unterring, dann kann man P(S) analog wie P(R) definieren. Nach Satz
1.5.1 in [26] ist dann die Abbildung

ι : P(S)→ P(R) : S(a, b) 7→ R(a, b)

ein injektiver Morphismus von Distanzräumen (P(S),△S)→ (P(R),△R), d.h.

ι bildet distante Punkte in P(S) auf distante Punkte in P(R) ab. Deshalb
kann P(S) als Teilmenge von P(R) aufgefasst werden. Betrachtet man die

Abbildung ι : P(S) → P(S)ι ⊆ P(R) (diese ist bijektiv), dann ist sie ein

Isomorphismus von Distanzräumen, wenn nichtdistante Punkte unter ι auf

ebensolche abgebildet werden, was zu S∗ = R∗ ∩ S äquivalent ist. In diesem

Fall stimmen die Relationen △R und △S auf P(S) überein und man sagt, dass
P(S) vermöge ι in P(R) eingebettet wird (siehe [26, 1.5.2]).
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Analog definiert man die projektive Gerade über einer Unteralgebra S ≤

R, wobei es bei der Definition einer Unteralgebra zusätzlich gefordert wird,

dass S bzgl. Inversenbildung abgeschlossen ist (vgl. [26, 3.1.2]):

Definition 1.1.26. Unter einer Unteralgebra S einer K-Algebra R ver-

steht man hier einen Untervektorraum S ≤ R, für den gilt:

(1) 1 ∈ S

(2) a, b ∈ S ⇒ ab ∈ S

(3) a ∈ S ∩R∗ ⇒ a−1 ∈ S, d.h. es gilt S ∩R∗ = S∗.

Etwas komplizierter ist die projektive Gerade über sogenannten Jordan-

Systemen allgemein zu definieren. Unter einem Jordan-Systemv versteht man

eine algebraische Unterstruktur, welche den Begriff der Unteralgebra verall-

gemeinert (vgl. [26, 3.1.5]):

Definition 1.1.27. Sei R eine K-Algebra, J ein Untervektorraum des K-

Vektorraums R mit 1 ∈ J . Dann heißt J

(1) Jordan-System in R, wenn für jedes b ∈ J∗ = J ∩ R∗ auch b−1 ∈ J

gilt.

(2) Jordan-abgeschlossen in R, wenn für alle a, b ∈ J auch aba ∈ J ist.

vWie schon in der Einleitung erwähnt, werden in der Literatur hauptsächlich (spezielle)
Jordan-Algebren bzw. spezielle Jordan-Ringe behandelt (siehe z. B. [46], [47], [49]). Hier-
bei wird eine spezielle Jordan-Algebra als einen K-Untervektorraum einer K-Algebra mit
Charakteristik 6= 2 definiert, welcher unter a ◦ b = 1

2
(ab + ba) (oder auch a ◦ b = ab + ba)

abgeschlossen ist, wobei ab die gewöhnliche assoziative Multiplikation in der K-Algebra ist.
Unter einer Jordan-Algebra versteht man eine K-Algebra mit Charakteristik 6= 2, welche
mit einer Komposition a◦ b versehen ist, für die a◦ b = b ◦a und (a◦a◦ b)◦a = a◦a◦ (b◦a)
gilt (siehe [1], [47]). Nicht jede Jordan-Algebra ist speziell.
Eine ähnliche Definition findet man z. B. in [40]. Dabei wird ein Jordan-Ring als eine

K-Algebra mit dem Produkt a ◦ b = ab+ ba definiert.
Spezielle Jordan-Ringe J werden als additiv abgeschlossene Untergruppen eines Ringes

definiert, wobei für alle a, b ∈ J auch a2, aba ∈ J gilt. Die einfachsten Beispiele für spezielle
Jordan-Ringe sind assoziative Ringe selbst. Ein weiteres wichtiges Beispiel sind Mengen
K = {a ∈ R | a∗ = a} ⊆ R von selbstadjungierten Elementen bzgl. einer Involution a→ a∗

von R, d.h. einer Abbildung, für die gilt (a+ b)∗ = a∗+ b∗, (ab)∗ = b∗a∗ und a∗∗ = a für alle
a, b ∈ R (siehe [49]).
Zu weiteren Jordan-Strukturen siehe z. B. [7].
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(3) stark in R, wenn für alle b ∈ J die Bedingung |e(b)| > |K\e(b)| gilt

(vgl. 1.1.25(2)).

Für starke Jordan-Systeme gilt das Folgende (vgl. [26, S. 62-63]):

Bemerkung 1.1.28. Sei R eineK-Algebra und J ein starkes Jordan-System

in R. Dann ist J auch Jordan-abgeschlossen. Ist R stark, dann sind alle

Jordan-Systeme in R auch stark.

Die projektive Gerade wurde bisher imWesentlichen nur für starke Jordan-

Systeme definiert (siehe z. B. [11], [24], [26]). Basierend auf der Definition der

projektiven Gerade über stabilen Ringen und damit starken Algebren defi-

niert man die projektive Gerade über starken Jordan-Systemen (vgl. 1.1.23):

Definition 1.1.29. Sei J ein starkes Jordan-System in der K-Algebra R.

Man setze

P(J) := {R(1 + ab, a) | a, b ∈ J} (⊆ P(R)).

Wir nennen P(J) die projektive Gerade über J.

Die allgemeinere Definition der projektiven Gerade über nicht notwendi-

gerweise starken Jordan-Systemen wird im Kapitel 3 eingeführt (siehe 3.2.4).

1.2 Kettengeometrien und Kettenräume

Um eine (verallgemeinerte) Kettengeometrie bzw. einen Kettenraum zu de-

finieren, brauchen wir eine Inzidenzstruktur, die aus einer Punktmenge zu-

sammen mit einer Menge von Blöcken (hier
”
Ketten“), gewissen Teilmengen

der Punkmenge, besteht. Wir starten mit dem Begriff der Kettengeometrie

bzw. der verallgemeinerten Kettengeometrie.

Sei zunächst R eine Algebra über einem Unterring S ≤ R (kurz S-Algebra

oder (S,R)), d.h. es gilt S ⊆ Z(R) und damit muss S kommutativ sein. Wir

betrachten die Punktmenge P(R), welche mit der Distanzrelation △R versehen
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ist. Laut dem Abschnitt 1.1 kann P(S) als Teilmenge von P(R) aufgefasst
werden. Offenbar ist auch P(S)γ für jedes γ ∈ PGL2(R) eine Teilmenge von

P(R).

Definition 1.2.1. Sei R eine S-Algebra. Wir definieren

C(S,R) := {P(S)γ | γ ∈ PGL2(R)}

und nennen C(S,R) die Menge aller Ketten P(S)γ in P(R). Die Inzidenz-

struktur

Σ(S,R) := (P(R),C(S,R))

heißt die Kettengeometrie über der Algebra (S,R).

Die Teilmenge P(S) ist genau eine Kette durch die Punkte R(1, 0), R(0, 1)
und R(1, 1), welche die Standardkette genannt wird.

Kettengeometrien Σ(K,R) über einer Algebra R über einem Körper K

wurden von vielen Autoren untersucht (siehe z. B. [5], [26], [42]). In diesem

Fall besitzt Σ(K,R) eine wichtige Eigenschaft, welche auch Kettengeometrien

Σ(S,R) über einer S-Algebra unter einer Zusatzbedingung erfüllen (vgl. [26,

2.1.2]):

Satz 1.2.2. Sei R eine S-Algebra mit R∗ ∩ S = S∗. Dann gilt in Σ(S,R):

Durch je drei paarweise distante Punkte geht genau eine Kette.

Etwas komplizierter ist der Fall, wenn der Körper nicht notwendigerweise

im Zentrum von R liegt und damit R keine K-Algebra sein muss. Dann sind

i.Allg. je drei paarweise distante Punkte durch mehr als eine Kette verbunden.

Definition 1.2.3. Sei R ein Ring und F ein nicht notwendigerweise kom-

mutativer Unterkörper von R mit 1 ∈ F . Die Inzidenzstruktur Σ(F,R) =

(P(R),C(F,R)) mit

C(F,R) := {P(F )γ | γ ∈ PGL2(R)}
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heißt die verallgemeinerte Kettengeometrie über (F,R).

Mehr zu verallgemeinerten Kettengeometrien findet man z. B. in [13], [16],

[18]. In der vorliegenden Arbeit werden sie nicht weiter untersucht.

Nun betrachten wir Inzidenzstrukturen, welche zusätzlich zur Aussage

von 1.2.2 noch weitere Bedingungen erfüllen (vgl. [11]):

Definition 1.2.4. Sei (P,C) eine Inzidenzstruktur mit der Punktmenge P
und der Menge C der ausgezeichneten Teilmengen von P. Die Elemente von

C nennen wir Ketten. Weiter definieren wir die Distanzrelation △ auf P:
Zwei Punkte p, q ∈ P heißen genau dann distant, wenn sie verschieden und

durch eine Kette verbunden sind.

Die Inzidenzstruktur Σ = (P,C) mit der Distanzrelation △ auf P heißt ein

Kettenraum, wenn Σ die folgenden Axiome erfüllt:

K1 Jeder Punkt p ∈ P liegt auf mindestens einer Kette und jede Kette

C ∈ C enthält mindestens drei Punkte.

K2 Je drei paarweise distante Punkte p, q, r ∈ P liegen gemeinsam auf ge-

nau einer Kette C =: (pqr) ∈ C.

K3 Für jeden Punkt p ∈ P seien △ (p) := {q ∈ P | q △ p} und Cp :=

{C\{p} | p ∈ C ∈ C}. Dann ist Σp := (△(p),Cp) (genannt das Resi-

duum von Σ im Punkte p) ein partieller affiner Raum, d.h. eine

Inzidenzstruktur, die aus einem affinen Raum durch Herausnahme von

einigen Parallelklassen von Geraden entsteht.

Jede Kettengeometrie Σ(S,R) erfüllt offenbar die Bedingung K1. Im Fall

S∗ = R∗ ∩ S scheint Σ(S,R) auch K2 zu erfüllen, was aber nicht unbedingt

der Fall ist, da die in 1.1.10 und in 1.2.4 (algebraisch bzw. geometrisch)

definierten Distanzrelationen auf P(R) bzw. P i.Allg. nicht gleich sind: Durch

je zwei Punkte von P(R), die distant im Sinne von Definition 1.1.10 sind,

geht stets eine Kette; die Umkehrung muss aber nicht gelten. In bestimmten

Fällen stimmen die beiden Distanzrelationen auf P(R) doch überein. Genauer
gilt (vgl. [26, 2.1.5]):
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Satz 1.2.5. Sei R eine S-Algebra und Σ(S,R) die Kettengeometrie über

(S,R). Dann sind äquivalent:

(1) Es gilt S∗ = R∗∩S, und zwei verschiedene Punkte von P(R) sind genau

dann distant, wenn sie gemeinsam auf einer Kette liegen.

(2) Der Ring S ist ein Körper.

In diesem Fall ist jede Kettengeometrie sogar ein Kettenraum (vgl. [26,

2.1.15]):

Satz 1.2.6. Sei R eine Algebra über einem Körper K, dann ist die Ketten-

geometrie Σ = Σ(K,R) ein Kettenraum, und je zwei Residuen Σp und Σq

von Σ sind isomorph.

Für starke K-Algebren sind auch die entsprechenden Kettenräume stark.

Abstrakt wird ein starker Kettenraum wie folgt definiert (vgl. [26, 2.4.1]):

Definition 1.2.7. Sei Σ = (P,C) ein Kettenraum. Dann heißt Σ stark,

wenn gilt:

(1) Der Distanzraum (P,△) ist stabil.

(2) Für jeden Punkt p ∈ P und jede Kette C ∈ C gilt C ∩ △(p) = ∅ oder

|C ∩ △(p)| > |C\ △(p)|+ 1.

Es gilt sogar die Äquivalenz (vgl. [26, 2.4.10]):

Satz 1.2.8. Sei R eine K-Algebra. Dann ist der Kettenraum Σ(K,R) genau

dann stark, wenn R stark ist.

Die klassischen Beispiele für Kettenräume sind die sogenannten reellen

”
Benzebenen“, die Kettenräume über zweidimensionalen reellen Algebren,

benannt nach Walter Benz. Eine ausführliche Beschreibung der Beispiele fin-

det man in [5], [26, S. 1-6, 38-43] (siehe auch Einleitung).

Ähnlich wie projektive Geraden werden Kettenräume auch über Unter-

strukturen (Unteralgebren, Jordan-Systemen) behandelt (siehe [11], [12], [24],
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[26]). Für einen Kettenraum Σ = (P,C) wird versucht herauszufinden, wann
eine entsprechende Teilmenge S ⊆ P selbst die Punktmenge eines Ketten-

raums und damit ein Unterraum von Σ ist. Abstrakt wird ein Unterraum

eines Kettenraums wie folgt definiert (vgl. [26, 3.1.1]):

Definition 1.2.9. Sei Σ = (P,C) ein Kettenraum und S ⊆ P. Dann heißt S
ein Unterraum von Σ, wenn S die folgenden Bedingungen erfüllt:

(1) S enthält drei paarweise distante Punkte.

(2) Sind p, q, r ∈ S paarweise distant, so liegt ihre eindeutige Verbindungs-

kette C = (pqr) ganz in S. Die Menge aller dieser Verbindungsketten

wird mit C(S) bezeichnet.

(3) Die Inzidenzstruktur (S,C(S)) ist selbst ein Kettenraum.

Die Teilmenge S ⊆ P heißt ein schwacher Unterraum von Σ, wenn S nur

die Bedingung (2) erfüllt. Erfüllt S zusätzlich die Bedingung (1), dann heißt

S ein nichttrivialer schwacher Unterraum von Σ.

Manchmal nennen wir auch die Inzidenzstruktur (S,C(S)) einen Unter-

raum von Σ.

Es ist bekannt, dass jeder Kettenraum Σ(K,S) über einer beliebigen Un-

teralgebra S ≤ R mit einem Unterraum von Σ(K,R) mittels der entspre-

chenden Einbettung identifiziert werden kann (siehe [26, 3.1.3]). Im Fall von

starken K-Algebren R kann man auch beweisen, dass sich alle nichttrivialen

zusammenhängenden schwachen Unterräume eines Kettenraums Σ(K,R) al-

gebraisch mit Hilfe von starken Jordan-Systemen beschreiben lassen, wobei

ein Unterraum zusammenhängend ist, wenn der entsprechende Distanzraum

zusammenhängend ist (siehe [26, 3.2.4]).

Allgemein ist aber nicht jede projektive Gerade P(J) über einem Jordan-

System J ⊆ R ein Unterraum von Σ(K,R) (vgl. 2.4.7 im Unterabschnitt

2.4.1). Bisher konnte man nur für starke Jordan-Systeme (und einige ein-

zelne Beispielklassen wie hermitesche Matrizen) beweisen, dass P(J) einen
Unterraum von Σ(K,R) liefert.
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Dafür definieren wir die Untergruppe ∆(J) der Gruppe PGL2(R), welche

erzeugt wird von denjenigen Abbildungen, die durch alle Matrizen


 1 0

c 1


 (mit c ∈ J) und


 0 1

1 0




induziert werden.

Gemäß 3.1.16 und 3.1.17 in [26] lässt die Gruppe ∆(J) die Menge P(J)
invariant und operiert auf P(J) 2-△-transitiv. Das ermöglicht die in P(J)
enthaltenen Ketten von Σ(K,R) wie folgt zu beschreiben (vgl. [26, 3.1.19]):

Satz 1.2.10. Sei R eine Algebra über einem Körper K und J ein starkes

Jordan-System in R. Sind p, q, r ∈ P(J) paarweise distant, dann liegt ihre

Verbindungskette ganz in P(J). Jede solche Kette C hat die Gestalt C = (Ch)
δ

mit δ ∈ ∆(J), h ∈ J∗ und Ch := {R(sh, t) | K(s, t) ∈ P(K)}. Umgekehrt ist

für jedes δ ∈ ∆(J) und h ∈ J∗ stets (Ch)
δ ⊆ P(J).

Die Menge aller solchen Ketten C bezeichnet man mit C(K,R, J), so dass

wir den folgenden Unterraum von Σ(K,R) erhalten (vgl. z. B. [11, S. 36-37],

[26, 3.1.20]):

Satz 1.2.11. Sei J ein starkes Jordan-System in R. Dann ist

Σ(K,R, J) = (P(J),C(K,R, J))

mit C(K,R, J) = {(Ch)
δ | h ∈ J∗, δ ∈ ∆(J)} ein Unterraum von Σ(K,R).

Wir nennen Σ(K,R, J) die Kettengeometrie über (K,R, J).

1.3 Morphismen von Kettenräumen

Für zwei beliebige Kettenräume definiert man einen Morphismus dieser Ket-

tenräume wie folgt (vgl. [26, 1.1.4, 2.1.13], [11, 1.9]):

Definition 1.3.1. Seien Σ = (P,C) und Σ′ = (P′,C′) Kettenräume. Eine
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Abbildung

ϕ : P→ P′

heißt Morphismus von Kettenräumen, wenn ϕ ein Morphismus von Dis-

tanzräumen ist und zusätzlich Ketten in P auf Ketten in P′ abbildet, d.h.

Cϕ ∈ C′ für alle C ∈ C gilt.

Ist der Morphismus ϕ bijektiv, dann heißt ϕ Isomorphismus von Ket-

tenräumen, wenn ϕ ein Isomorphismus von Distanzräumen ist und es gilt

C ′ϕ
−1

∈ C für alle C ′ ∈ C′.

Ein Morphismus ϕ : P→ P heißt Endomorphismus von Kettenräumen.

Ein Isomorphismus ϕ : P → P heißt Automorphismus von Kettenräu-

men. Die Menge aller Automorphismen von Kettenräumen bildet eine Grup-

pe, welche mit Aut(Σ) bezeichnet wird.

Ganz wichtig sind auch die folgenden Begriffe (vgl. [11, 3.1]):

Definition 1.3.2. Seien Σ = (P,C) und Σ′ = (P′,C′) Kettenräume und

ϕ : P→ P′ ein Morphismus der Kettenräume. Dann heißt ϕ

(1) stark, wenn für p, q ∈ P mit pϕ △ qϕ auch p △ q gilt.

(2) trivial, wenn es eine Kette C ∈ C′ gibt, so dass Pϕ = C ist.

Zunächst erwähnen wir kurz einige Beispiele für Morphismen von Ketten-

geometrien:

Beispiel 1.3.3. (1) Wie schon im Abschnitt 1.1 erwähnt, ist die projektive

Gruppe PGL2(R) eine Untegruppe von Aut(P(R),△).

(2) Ein weiteres Beispiel sind Morphismen, die durch Ringhomomorphis-

men induziert werden. Seien R und R′ Algebren über Körpern K bzw.

K ′ und ψ : R → R′ ein Ringhomomorphismus mit Kψ = K ′, dann ist

die Abbildung R(a, b)→ R′(aψ, bψ) ein Morphismus von Kettenräumen

Σ(K,R)→ Σ(K ′, R′).
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Im Fall der Morphismen zwischen Kettenräumen über Algebren über

Körpern stehen die sogenannten
”
fundamentalen“ Morphismen im Zentrum:

Definition 1.3.4. Seien R und R′ Algebren über Körpern K bzw. K ′. Au-

ßerdem seien Σ(K,R) = (P(R),C(K,R)) und Σ(K ′, R′) = (P(R′),C(K ′, R′))

Kettenräume und ϕ : P(R) → P(R′) ein Morphismus von Kettenräumen.

Dann heißt ϕ fundamental, wenn ϕ die Punkte ∞ = R(1, 0), R(0, 1) und

R(1, 1) auf ∞′ = R′(1′, 0′), R′(0′, 1′) bzw. R′(1′, 1′) abbildet.

Bemerkung 1.3.5. Seien Σ(K,R) und Σ(K ′, R′) Kettenräume über Alge-

bren (K,R) bzw. (K ′, R′) und sei ϕ : P(R) → P(R′) ein Morphismus von

Kettenräumen. Laut 1.1.20 operiert die Gruppe PGL2(R) 3-△-transitiv auf

(P(R),△), so dass ϕ auf einen fundamentalen Morphismus zurückgeführt wer-
den kann, d.h. es existieren ein fundamentaler Morphismus ϕ̃ : P(R)→ P(R′)
und ein δ ∈ PGL2(R

′), so dass ϕ = ϕ̃ ◦ δ ist.

Für ein weiteres Beispiel brauchen wir die folgende Definition (vgl. [11,

2.1]):

Definition 1.3.6. Seien J und J ′ Jordan-Systeme in Algebren (K,R) bzw.

(K ′, R′). Ein Paar (α, β) von semilinearen Abbildungen J → J ′ (mit den

zugehörigen Körpermonomorphismen α̂ bzw. β̂ : K → K ′) heißt Homoto-

pismus von Jordan-Systemen, falls es die folgenden Bedingungen erfüllt:

(i) 1α ∈ J ′∗,

(ii) (aba)α = aαbβaα für alle a, b ∈ J .

Ein Paar (α, β) von semilinearen Bijektionen, welche die beiden Eigenschaf-

ten erfüllen, nennt man Isotopismus von Jordan-Systemen.

Existiert ein Isotopismus (α, β) : J → J ′, dann heißen die Jordan-Systeme J

und J ′ isotop.

Entsprechend werden Auto- und Endotopismen definiert.

Ist α = β und 1α = 1′, dann heißt α Jordan-Homomorphismusvi.

viManche Autoren betrachten Jordan-Homomorphismen zwischen assoziativen Ringen
und setzen daher statt Semilinearität nur Additivität der Abbildung voraus. Unter solchen
Autoren sind z. B. Bartolone (siehe [3]) und Jacobson & Rickart (siehe [48]).
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Gemäß [20, Theorem 4.4(b)] induziert jeder Jordan-Homomorphismus von

Ringen α : R→ R′ einen △-Morphismus. Es gilt das Folgende:

Beispiel 1.3.7. Sei α : R → R′ ein Jordan-Homomorphismus und R′′ ein

Unterring von R′, der durch Rα erzeugt wird. Außerdem seien C ⊆ P(R)
und C ′′ ⊆ P(R′′) ⊆ P(R′) die Zusammenhangskomponenten von R(1, 0) bzw.
R′′(1′, 0′) (im Sinne der Graphentheorie), d.h. die Distanzräume (C,△) und

(C ′′,△′) sind zusammenhängend. Dann kann man unter Zusatzbedingungen

eine Abbildung ᾱ : C → C ′′ definieren, welche sich zu einem Morphismus

γ : P(R)→ P(R′) von (verallgemeinerten) Kettengeometrien erweitern lässt,
und zwar wie folgt: Für jede von C verschiedene Zusammenhangskomponente

Cµ ⊆ P(R) wählt man eine Matrix aµ ∈ GL2(R), deren erste Zeile einen

Punkt von Cµ darstellt. Ist δaµ ∈ PGL2(R) die von aµ induzierte Abbildung,

dann gilt C
δ−1
aµ
µ = C. Analog wird eine Matrix a′µ ∈ GL2(R

′) gewählt, welche

C ′′ auf eine Zusammenhangskomponente C ′′µ von P(R′) abbildet. Insgesamt

gilt C
δ−1
aµ
ᾱδa′µ

µ = C
ᾱδa′µ = C

′′δa′µ = C ′′µ, wobei δa′µ ∈ PGL2(R
′) durch die Matrix

a′µ induziert ist. Die Komposition aller dieser Abbildungen beschreibt γ.

Bei starken Algebren R ist C = P(R) und ᾱ lässt sich durch ᾱ : R(1+ab, a) 7→
R(1 + aαbα, aα) beschreiben (vgl. [3], [20, 5.2, 5.3]).

Wie schon in der Einleitung angedeutet wurde, ist ein wichtiges Problem

im Zusammenhang mit Morphismen von Kettengeometrien, diese algebraisch

zu beschreiben. Ein relevanter Aspekt dabei ist, über welcher algebraischen

Struktur (Algebra bzw. Jordan-System) die jeweiligen Kettengeometrien de-

finiert sind. Dabei sind Morphismen von Kettengeometrien über starken K-

Algebren R bzw. R′ genau die Morphismen, die durch Jordan-Homomorphis-

men R → R′ sowie Elementen von PGL2(R
′) induziert werden. Das folgt

wegen der 3-△-Transitivität von PGL2(R
′) auf P(R′) aus dem folgenden Satz

(vgl. [11, 3.13]):

Satz 1.3.8. Seien Σ = Σ(K,R) und Σ′ = Σ(K,R′) Kettengeometrien über

starken K-Algebren R und R′, dann sind die nichttrivialen fundamentalen

Morphismen Σ→ Σ′ genau die Morphismen, die durch Jordan-Homomorphis-

men α : R→ R′ mit dimK ′R
α ≥ 2 induziert sind.
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Im Kapitel 5 (siehe 5.3.22) wird dieser Satz verallgemeinert.

1.4 Projektive Darstellungen

Wir machen zuerst einen kurzen Exkurs über Graßmann-Räumevii. Dafür

brauchen wir zunächst Definition eines partiellen linearen Raums (vgl. [8],

[59]):

Definition 1.4.1. Sei (P ,L) eine Inzidenzstruktur. Dann heißt (P ,L) ein

partieller linearer Raum, wenn die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

(1) Für jeden Punkt gibt es eine Gerade, die diesen Punkt enthält, d.h.⋃
G∈L = P.

(2) Jede Gerade enthält mindestens zwei Punkte, d.h. G ∈ L ⇒ |G| ≥ 2.

(3) Durch je zwei verschiedene Punkte gibt es höchstens eine Gerade und

damit gilt G,H ∈ L ⇒ |G ∩H| ≤ 1.

Zwei oder mehrere Punkte, welche auf einer Gerade liegen, heißen kolli-

near.

Definition 1.4.2. Sei Π ein beliebiger projektiver Raum der Dimensionviii

n <∞ix. Für jedes r ∈ {0, . . . , n−1} sei Grn die Menge aller r-dimensionalen

Unterräume von Π und Lrn die Menge aller Büschel, wobei ein Büschel die

Menge aller Elemente von Grn ist, welche in einem gemeinsamen (r + 1)-

dimensionalen Unterraum von Π enthalten sind und einen gemeinsamen

(r − 1)-dimensionalen Unterraum von Π haben. Die Inzidenzstruktur Πr
n =

(Grn,L
r
n) ist ein partieller linearer Raum, welchen man den mit Π assoziierten

Graßmann-Raum vom Index r nennt. Die Elemente von Grn heißen Punkte

von Πr
n und die Elemente von Lrn nennt man Geraden von Πr

n.

viiMehr zu Graßmann-Räume siehe z. B. [8], [9], [44], [59].
viiiHier ist projektive Dimension gemeint.
ixMan kann einen Graßmann-Raum auch im Fall n =∞ definieren (siehe z. B. [23]). Für

die vorliegende Arbeit ist aber nur der endlichdimensionale Fall relevant.
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Es ist klar, dass im Fall r = 0 die Menge G0
n mit der Punktmenge von Π

übereinstimmt. Die Menge Gn−1n ist ein n-dimensionaler projektiver Raum,

genannt der zu Π duale Raum.

Auf einem Graßmann-Raum wird eine binäre Relation definiert, nämlich

die Adjazenzrelation, welche mit ∼ bezeichnet wirdx.

Definition 1.4.3. Sei Πr
n = (Grn,L

r
n) ein Graßmann-Raum. Zwei Punk-

te P,Q ∈ Grn sind genau dann adjazent, wenn dim(P ∩ Q) = r − 1 (⇔

dim(P +Q) = r + 1) ist.

Zwei Punkte in Grn sind also genau dann adjazent, wenn sie kollinear sind.

Wir betrachten nun den Endomorphismenring S = EndK(U) eines Vek-

torraums U über einem Körper K mit endlicher Dimension n. Definiert man

V = U × U und G := Gn−12n−1 = {W ≤ V | W ≃ V/W}, dann kann die

projektive Gerade P(S) mittels einer bijektiven Abbildung mit G identifiziert
werden (siehe [12], [17, S. 292], [22, S. 152]):

Ψ : P(S)→ G : S(a, b) 7→ U (a,b) := {(ua, ub) | u ∈ U} ≤ V, (1.2)

wobei Ψ (nicht)distante Punkte von P(S) auf (nicht)komplementäre Un-

terräume von G abbildet. Dabei ist G die Punktmenge des mit P(K,V ) =
PG(2n − 1, K) assoziierten Graßmann-Raums Πn−1

2n−1, welche aus allen n-

dimensionalen Unterräumen des Vektorraums V (kurz n-Räumen) besteht.

Damit können die Punkte von G mit den entsprechenden Unterräumen in

PG(2n− 1, K) identifiziert werden.

Für die Abbildung Ψ gilt außerdem (siehe [21, Proposition 3.8]):

Bemerkung 1.4.4. Seien S = EndK(U), G und Ψ : P(S) → G wie oben.

Dann gilt für alle p, q ∈ P(S):

p ∼ q ⇔ pΨ ∼ qΨ ⇔ pΨ und qΨ sind verschiedene kollineare Punkte von G.

xMan darf die Adjazenzrelation auf G mit der in 1.1.14 definierten Adjazenzrelation auf
P(R) nicht verwechseln. Die beiden Relationen stehen aber in einem engen Zusammenhang
zueinander, wie wir unten sehen werden, deswegen werden sie gleich bezeichnet.
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Somit kann man die Adjazenzrelation auf P(S) im Sinne von 1.1.14 mit

der Adjazenzrelation auf G identifizieren.

Stellt man nun S = EndK(U) als einen n × n-Matrizenring Kn,n dar,

so kann man die Punkte von P(S) auch anders darstellen (vgl. [42, 4.5(4)]).
Offenbar ist U ein treuer S-Rechtsmodulxi. Sei nun U ′ ein mittels eines S-

Isomorphismus ′ : U → U ′ : u 7→ u′ zu U isomorpher S-Rechtsmodul. Wegen

K ≤ S ist die Abbildung ′ auch K-linear, so dass U ′ ein zu U isomorpher

K-Vektorraum ist. Man setze V ′ = U ⊕ U ′, dann entspricht jedem Punkt

S(a, b) ein K-Unterraum [a, b] = {ua + u′b | u ∈ U} von V ′. Definiert man

PS(U) = {[a, b] | S(a, b) ∈ P(S)}, dann ist die Abbildung

P(S)→ PS(U) : S(a, b) 7→ [a, b] (1.3)

wohldefiniert und bijektiv. Analog wie oben sind dabei zwei Punkte in P(S)
genau dann distant, wenn die entsprechenden n-Räume in PS(U) komple-
mentär sind. Insbesondere ist (a|b)xii eine n×2n-Matrix vom (Zeilen-)Rang n,

welche man eine homogene Koordinate von [a, b] nennt (siehe [66, S. 124]).

Wegen V ≃ V ′ wollen wir im Weiteren die Menge PS(U) mit der Menge G
identifizieren.

Wie man schon erkennen konnte, ist auf G außer der Adjazenzrelation eine

Distanzrelation definiert, wobei zwei Punkte in G genau dann distant sind,

wenn sie als Unterräume von V zueinander komplementär sind. Bezeichnen

wir die Distanzrelation auf G mit △G, dann ist (G,△G) ein Distanzraum und

daher ist die in (1.2) definierte Abbildung Ψ sogar ein Isomorphismus von

Distanzräumen.

Die Menge G mit der Adjazenzrelation liefert den Graßmann-Graphen

mit Knotenmenge G, bei dem zwei Knoten genau dann mit einer Kante ver-

bunden sind, wenn sie zueinander adjazent sind. Sind X, Y zwei beliebige

Punkte in einem Graßmann-Graphen, so kann man Distanz (im Sinne der

Graphentheorie) zwischen diesen Punkten, bezeichnet mit d(X, Y ), nach der

xiD.h. für jedes s ∈ S\{0} gibt es ein u ∈ U mit us 6= 0 (vgl. [26, 1.2.5].)
xiiDiese Bezeichnung steht für die durch Matrix b erweiterte Matrix a für a, b ∈ Kn,n



1.4 Projektive Darstellungen 41

Formel

d(X, Y ) = d⇔ dim((X + Y )/X) = dim((X + Y )/Y ) = d

⇔ dim(X/(X ∩ Y )) = dim(Y/(X ∩ Y )) = d

⇔ dim(X ∩ Y ) = n− d

bestimmenxiii (vgl. [23, 2.3], [44]).

Ist n ≥ 2, dann gilt für Distanz zwischen zwei Punkten in G auch das

Folgende (vgl. [66, S. 89-91,124-127]):

Bemerkung 1.4.5. Seien X, Y ∈ G zwei verschiedene Punkte und die Ma-

trizen (x1|x2), (y1|y2) ihre homogene Koordinaten, dann gilt d(X, Y ) = d⇔

Rang
(
x1 x2
y1 y2

)
= n + d, was zu Rang((x1 − y1)|(x2 − y2)) = d äquivalent ist.

Gilt d = 1, dann sind X, Y adjazent.

Nun möchten wir die Punkte der projektiven Gerade über einer beliebigen

K-Algebra R, welche bestimmte Bedingungen erfüllt, mit gewissen Punkten

von G identifizieren.

Zunächst werden wir R in S (von oben) einbetten. Anschließend kann

dann P(R) in P(S) eingebettet werden. Dazu benötigen wir eine Definition

(vgl. [17, 4.1]):

Definition 1.4.6. Sei K ein (nicht notwendigerweise kommutativer) Körper

und R ein Ring. Ein Vektorraum U über K heißt ein (K,R)-Bimodul, wenn

U ein (unitärer) R-Rechtsmodul ist, so dass für alle k ∈ K, u ∈ U , a ∈ R

die Gleichheit k(u · a) = (ku) · a gilt.

Seien also R eine K-Algebra und U ein treuer R-Rechtsmodul mit der

Skalarmultiplikation · : U × R → U : (u, r) 7→ u · r. Wegen K ≤ R ist U

insbesondere auch ein K-Rechtsmodul. Nun können wir U wegen der Kom-

mutativität von K zu einem K-Vektorraum machen, indem wir ku := u · k

setzen (den Beweis führen wir hier nicht durch). Für alle k ∈ K, u ∈ U ,

xiiiHier ist wieder projektive Dimension gemeint.
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a ∈ R gilt daher:

(ku) · a = (u · k) · a = u · (ka) = u · (ak) = (u · a) · k = k(u · a).

Mit anderen Worten ist die Abbildung ρa : U → U : u 7→ u · a für jedes

a ∈ R K-linear. Gemäß 1.4.6 ist U also ein (K,R)-Bimodul. Dieses Ergebnis

formulieren wir in der folgenden Bemerkung:

Bemerkung 1.4.7. Sei R eine K-Algebra und U ein treuer R-Rechtsmodul.

Dann ist U auch ein (K,R)-Bimodul.

Folglich ist R vermöge der Abbildung

ρ : R→ EndK(U) = S : a 7→ ρa,

durch welche jedem a ∈ R die Rechtsmultiplikation

ρa : U → U : u 7→ u · a = ua

zugeordnet wird, in den Endomorphismenring S einbettbar (man beachte,

dass hier noch nicht gefordert wird, dass U endlichdimensional sein soll).

Den Homomorphismus ρ nennt man auch eine K-lineare Darstellung von

R (vgl. [17, S. 293], [26, 10.3.1]).

Nach dem Satz 3.1 in [17] ist dann die Abbildung

ρ̄ : P(R)→ P(S) : R(a, b) 7→ S(ρa, ρb)

wohldefiniert und injektiv und es gilt

∀p, q ∈ P(R) : p △R q ⇒ pρ̄ △S q
ρ̄,

d.h. ρ̄ lässt die Distanzrelation invariant.

Setzen wir nun zusätzlich voraus, dass dimKU = n < ∞ ist (also S =

EndK(U) wie am Anfang des Abschnitts), so ist dann R auch endlichdimen-

sional und wir erhalten schließlich die folgende projektive Darstellung von
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P(R) (vgl. [17, 4.2, 4.6(2)]):

Satz 1.4.8. Sei R eine endlichdimensionale K-Algebra und U ein treuer

R-Rechtsmodul der K-Dimension n. Dann ist die Abbildung

Φ := ρ̄ ◦Ψ : P(R)→ P(R)Φ ⊆ G : R(a, b) 7→ U (ρa,ρb) = {(ua, ub) | u ∈ U}

bijektiv und bildet (nicht)distante Punkte von P(R) auf (nicht)komplementäre

Unterräume von V ab.

In der Matrixdarstellung gilt analog zu dem obigen Satz (siehe [26, 10.3.2,

10.3.3]):

Satz 1.4.9. Es ist ζ : P(R) → PR(U) : R(a, b) 7→ [a, b] mit PR(U) =

{[a, b] | R(a, b) ∈ P(R)} ⊆ G eine bijektive Abbildung. Genau dann sind

[a, b], [c, d] windschief, wenn R(a, b) und R(c, d) distant sind.

In [17] findet man auch eine Beschreibung projektiver Darstellungen der

projektiven Gerade über einem beliebigen Ring. Zu projektiven Darstellungen

von verallgemeinerten Kettengeometrien siehe z. B. [18].

Im Folgenden möchten wir mit Hilfe von einigen Beispielen bestimmte

projektive Darstellungen, die sogenannten
”
Geradenmodelle“, beschreiben,

welche im Abschnitt 2.4 wieder auftauchen werden (vgl. [26, Abschnitt 10.5]):

Beispiel 1.4.10. Sei stets K = R und V = U × U mit U = R2. Weiter

sei G = G1
3 die Menge aller Geraden des 3-dimensionalen reellen projektiven

Raums PG(3,R).

(1) Sei R = C, dann ist Σ(R,C) eine reelle Möbiusebene (siehe [26, Kapi-
tel 0, 2.2.4]). Identifiziert man C2 mit R4 vermöge C2 → R4 : (a, b) 7→

(a1, a2, b1, b2) für a = a1 + ia2, b = b1 + ib2, so kann man die Punkte

C(a, b) ∈ P(C) als gewisse 2-Räume in R4, also Geraden von PG(3,R)
der Gestalt

R(a1, a2, b1, b2) + R(−a2, a1,−b2, b1)

darstellen. Wir bezeichnen die Menge aller solcher Geradenxiv mit S ⊆
xivDie Menge S ist ein Spread von PG(3,R). Dabei nennt man eine Menge S bestimmter
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G (siehe [15]). Damit entspricht die projektive Gerade P(C) einer Men-
ge lauter windschiefer Geraden von PG(3,R), wobei durch jeden Punkt
von PG(3,R) eine Gerade aus S geht. Diese Menge von Geraden nennt

man elliptische lineare Kongruenz (oder auch elliptische Gera-

denkongruenz) (siehe Abbildung 1.2 (links)). Jede Geradenschar der

dort zu erkennenden einschaligen Hyperboloide entspricht einer Kette

von Σ(R,C)xv.

(2) Sei R = R× R, dann ist Σ(R,R× R) eine Minkowski-Ebene (vgl. [26,
2.2.14]). Vermöge

((a1, a2), (b1, b2)) 7→ (a1, a2, b1, b2)

identifizieren wir die Punkte von P(R) mit Geraden von PG(3,R) der
Form

R(a1, 0, b1, 0) + R(0, a2, 0, b2)

mit (ai, bi) 6= (0, 0) für i ∈ {1, 2}. Jede solche Gerade trifft die bei-

den windschiefen Geraden G1 = R(1, 0, 0, 0) + R(0, 0, 1, 0) und G2 =

R(0, 1, 0, 0) + R(0, 0, 0, 1). Umgekehrt kommt jede Verbindungsgerade
zweier Punkte pi ∈ Gi vor. Eine Menge solcher Geraden nennt man eine

hyperbolische lineare Kongruenz, die abstrakt als eine Menge al-

ler Geraden, welche zwei feste windschiefe Geraden treffen, beschrieben

werden kann (siehe Abbildung 1.2 (rechts)).

(3) Sei R ≃ R[ε] = R + Rε mit ε2 = 0 die Algebra der dualen Zahlen,

dann ist Σ(R,R[ε]) eine Laguerre-Ebene (vgl. [26, 2.2.10]). Die Punkte
von P(R[ε]) werden mittels der Abbildung

(a1 + a2ε, b1 + b2ε) 7→ (a1, a2, b1, b2)

Unterräume eines (Links-)Vektorraums V über einem nicht notwendigerweise kommutativen
Körper K einen Spread, wenn S mindestens drei paarweise komplementäre Unterräume
von V enthält und es gilt V =

⋃
S (siehe z. B. [12]).

xvSolche Scharen in S heißen Reguli. Mehr dazu findet man im Abschnitt 2.4.
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Abbildung 1.2: Elliptische lineare Kongruenz (links);
Hyperbolische lineare Kongruenz (rechts).

als Geraden von PG(3,R) der Form

R(a1, a2, b1, b2) + R(0, a1, 0, b1)

mit (a1, b1) 6= (0, 0) dargestellt. Jede solche Gerade trifft die Gerade

G = R(0, 1, 0, 0) + R(0, 0, 0, 1) in einem Punkt R(0, a1, 0, b1) und liegt
in derjenigen Ebene durch G, welche die Gerade H = R(1, 0, 0, 0) +
R(0, 0, 1, 0) im Punkt R(a1, 0, b1, 0) schneidet. Die Menge aller solcher
Geraden heißt parabolische lineare Kongruenzxvi (siehe Abbildung

1.3 (links)).

Abbildung 1.3: Parabolische lineare Kongruenz (links);
Ausgearteter linearer Komplex (rechts)

Abstrakt kann man eine parabolische lineare Kongruenz wie folgt be-

xviBei manchen Autoren wird die Gerade G immer der parabolischen Kongruenz hinzuge-
rechnet (siehe z. B. [33, S. 232]).
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schreiben: Sei G eine feste Gerade und π eine linear induzierte pro-

jektive Kollineation, welche jeden Punkt auf G auf eine Ebene durch

G abbildet. Sämtliche Geraden, welche die Gerade G in einem Punkt

p ∈ G schneiden und zusätzlich in der Ebene pπ liegen, bilden eine

parabolische Kongruenz.

(4) Sei R die Algebra der Ternionen (der oberen 2× 2-Dreiecksmatrizen)

über R. Dann ist p = R(a, b) mit a =
( a1 a2

0 a3

)
und b =

(
b1 b2
0 b3

)
ein

Punkt in P(R), wenn die erweiterte Matrix (a|b) den Rang 2 hat. Daher
entspricht jeder Punkt in P(R) einer Gerade von PG(3,R) der Gestalt

R(a1, a2, b1, b2) + R(0, a3, 0, b3),

welche die Gerade G = R(0, 1, 0, 0)+R(0, 0, 0, 1) in einem Punkt schnei-

det. Auf diese Weise kann man jede Gerade darstellen, die durch einen

Punkt auf G geht.

Die Menge solcher Geraden heißt ausgearteter (oder auch speziel-

ler) linearer Komplexxvii, den man abstrakt wie folgt beschreibt: Ein

ausgearteter linearer Komplex ist eine Menge sämtlicher Geraden, wel-

che eine feste Gerade G in jeweils einem Punkt treffen, aber von G

verschieden sind (siehe Abbildung 1.3 (rechts)).

xviiAuch beim speziellen linearen Komplex wird die Gerade G oft dazu genommen (siehe
z. B. [33, S. 233], dort nennt man den speziellen linearen Komplex ein Gebüsch oder einen
singulären linearen Komplex und die Gerade G heißt Gebüschachse).



Kapitel 2

Eine Beispielklasse: Jordan-Systeme in

K3,3 und zugehörige projektive Darstel-

lungen

Bevor wir im nächsten Kapitel projektive Geraden über nicht notwendiger-

weise starken Jordan-Systemen untersuchen, sollen in diesem Kapitel als Ein-

stieg und Motivation Jordan-Systeme in K3,3 klassifiziert und zugehörige pro-

jektive Darstellungen ausführlich beschrieben werden. Es wird ein Beispiel ei-

nes weder starken noch Jordan-abgeschlossenen Jordan-Systems vorgestellt,

über welchem kein Kettenraum gemäß der im Kapitel 1 eingeführten Defini-

tion 1.1.29 der projektiven Gerade existiert.

In den ersten Abschnitten dieses Kapitels werden wir alle zwei- und drei-

dimensionalen Jordan-Systeme in K3,3 klassifizieren. Anhand von diesen for-

mulieren und beweisen wir zwei Sätze, welche alle Jordan-Systeme in K3,3

beschreiben. Anschließend stellen wir projektive Darstellungen einiger dieser

Jordan-Systeme dar.

Sei also R = K3,3 eine Matrizenalgebra über einem Körper K mit Charak-

teristik CharK 6= 2, d.h. dimKR = 9. Weiter sei J ⊆ R ein Jordan-System

in R mit dimKJ = m ≤ 9. Gilt m = 1, so ist J isomorph zu K. Im Fall

m = 9 ist J = R. In nachfolgenden Abschnitten betrachten wir ausführlich

die Fälle m = 2 und m = 3. Alle Matrizen werden hierbei mit Kleinbuchsta-

ben bezeichnet.
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2.1 Zweidimensionale Jordan-Systeme in K3,3

Bevor wir die Beschreibung aller zweidimensionalen Jordan-Systeme in R

in einem Satz zusammenfassen, formulieren und beweisen wir das folgende

Lemma:

Lemma 2.1.1. Sei R = Kn,n und K in R via k 7→ diag(k, . . . , k) eingebettet,

so dass K ≤ R ist. Weiter sei L ⊆ R ein Erweiterungskörper von K. Dann

ist R ein L-Vektorraum mit dimLR = n2/[L : K].

Beweis: Wir beweisen zunächst die erste Behauptung. Offenbar ist (R,+) ei-

ne abelsche Gruppe, dennR ist einK-Vektorraum. Damit sind alle Additions-

gesetze eines Vektorraums in R gültig. Mit den Rechenregeln für Matrizen

überzeugt man sich davon, dass R auch die Axiome für Skalarmultiplikation

· : L×R→ R : (l, r) 7→ l · r erfüllt. Damit ist R ein L-Vektorraum.

Nach Satz 1.2 in [50] gilt deshalb dimKR = [L : K] · dimLR mit [L : K] :=

dimKL. Daraus folgt sofort dimLR = n2/[L : K].

Satz 2.1.2. Sei J ein zweidimensionales Jordan-System in R. Dann ist J

von einem der folgenden Typen:

(J1) J ist eine K-Algebra, welche zum Ring der dualen Zahlen über K iso-

morph ist, d.h. J ≃ K[ε] = K +Kε mit ε /∈ K, ε2 = 0.

(J2) J ist eine K-Algebra, welche zum direkten Produkt K ×K ≃ K +Ke

mit e2 = e isomorph ist.

(J3) J ist ein nicht Jordan-abgeschlossenes Jordan-System über K ≃ GF (3)

mit J∗ = K∗ und es gibt eine Basis {1, b}, so dass J = K + Kb ist,

wobei b das Minimalpolynom mb(X) = X(X − 1)(X − 2) hat.

Beweis: Sei {1, b} eine Basis von J , d.h. J = K + Kb. Wir machen eine

Fallunterscheidung nach dem Grad des Minimalpolynoms mb(X) von b. Be-

kanntlich teilt das Minimalpolynommb(X) der Matrix b ihr charakteristisches

Polynom χb(X). Wegen Grad(χb(X)) = 3 hat mb(X) höchstens den Grad 3.

Da 1, b linear unabhängig sind, können nur zwei Fälle auftreten, und zwar:
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(1) Grad(mb(X)) = 2, d.h. 1, b, b2 sind linear abhängig und in diesem Fall

ist J = K +Kb = K[b] ≤ R eine kommutative K-Algebra in R, welche

zu K[X]/Ib isomorph ist, wobei Ib := {p(X) ∈ K[X] | p(b) = 0} =

(mb(X)) das von mb(X) erzeugte Ideal von b im Polynomring K[X] ist

(siehe [32, S. 251,256]). Gemäß 2.2.1 in [26] kommen für diese Algebra

nur drei Typen in Frage:

(a) J ist ein Erweiterungskörper von K mit [J : K] = 2: In unserem

Fall kann J/K keine Körpererweiterung sein, denn sonst wäre J

selbst ein Körper und damit R ein J-Vektorraum, so dass nach

2.1.1 dimJR = 9/2 /∈ N folgen würde. Daher kann in R = K3,3

keine quadratische Körpererweiterung enthalten sein.

(b) J ≃ K[ε] = K +Kε mit ε /∈ K, ε2 = 0, d.h. J ist eine zum Ring

der dualen Zahlen isomorphe K-Algebra (vgl. (J1)).

(c) J = K +Ke ≃ K ×K mit e2 = e (vgl. (J2)).

(2) Grad(mb(X)) = 3, d.h. 1, b, b2 sind linear unabhängig und es giltmb(X) =

X3 + s1X
2 + s2X + s3 mit si ∈ K für alle i ∈ {1, 2, 3}. Wegen b2 /∈ J

kann J weder eine K-Algebra, noch Jordan-abgeschlossen sein.

Wir zeigen zunächst, dass J in diesem Fall genau dann ein Jordan-

System ist, wenn J∗ = K∗ gilt. Es ist klar, dass im Fall J∗ = K∗

ein Jordan-System vorliegt (vgl. 1.1.27). Es bleibt die Hinrichtung zu

beweisen. Sei also J ein Jordan-System. Wir betrachten die Menge aller

invertierbaren Elemente J∗ ⊆ J = {k + lb | k, l ∈ K}. Wir nehmen an,

dass es ein a = k + lb ∈ J∗ mit l 6= 0 existiert, also gilt a /∈ K∗ und

damit J = K + Kb = K + Ka. OBdA setzen wir l = 1. Offenbar ist

Grad(ma(X)) = 3, denn sonst würde 0 = a2 + t1a + t2 = (k + b)2

+t1(k + b) + t2 = b2 + (2k + t1)b + (k2 + t1k + t2) mit t1, t2 ∈ K

gelten, was ein Widerspruch zu der Voraussetzung Grad(mb(X)) = 3

ist. Daher sind 1, a, a2 linear unabhängig und daraus folgt a2 /∈ J . Sei

also ma(X) = X3 + t1X
2 + t2X + t3 mit ti ∈ K, i ∈ {1, 2, 3}, und
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t3 = −det(a) 6= 0. Daher gilt

a3 + t1a
2 + t2a+ t3 = 0

⇔ a2 + t1a+ t2 + t3a
−1 = 0

⇔ a−1 = −t−13 a2 − t−13 t1a− t−13 t2 /∈ J,

weil a2 /∈ J ist. Unsere Annahme liefert also einen Widerspruch. Daraus

folgt die Behauptung J∗ = K∗.

Nun untersuchen wir, wie die Menge J\J∗ aussehen muss, damit die

Gleichheit J∗ = K∗ erfüllt ist und deshalb J ein Jordan-System ist.

Sei also a ∈ J\(J∗ ∪ {0}). Nach gleicher Argumentation wie oben ist

Grad(ma(X)) = 3. Für ma(X) = X3 + t1X
2 + t2X + t3 = χa(X) mit

ti ∈ K gibt es die folgenden Möglichkeiten:

(a) Ist ma(X) irreduzibel in K, dann muss t3 = −det(a) 6= 0 sein, da

sonst hätte ma(X) = X(X2 + t1X + t2) eine Nullstelle X = 0 in

K. In diesem Fall kann also a ∈ J nur invertierbar sein, wobei a

nicht zu K gehört und daher J∗ 6= K∗ gilt.

(b) Sei ma(X) = (X − λ1)
2(X − λ2) ∈ K[X] mit λ1, λ2 ∈ K, λ1 6= λ2.

Dann gilt det(a) = 0 ⇔ λ1 = 0 oder λ2 = 0. Wegen |K| ≥ 3

existiert ein µ ∈ K∗, so dass a′ := µ+ a ∈ J∗ ist. Wegen a /∈ K ist

auch a′ /∈ K. Damit haben wir ein a′ ∈ J∗\K∗ gefunden, so dass

wieder J∗ 6= K∗ ist.

(c) Sei ma(X) = (X −λ)3 ∈ K[X] mit λ ∈ K, dann ist λ3 = det(a) =

0 ⇔ λ = 0. Damit ist a wegen a3 = 0 nilpotent. Das liefert

a+ k ∈ J∗\K∗ für alle k ∈ K∗ und deshalb gilt J∗ 6= K∗.

(d) Sei ma(X) = (X − λ)q(X) ∈ K[X] mit λ ∈ K, wobei q(X) =

X2 + r1X + r2 mit ri ∈ K irreduzibel in K ist, d.h. insbesondere

r2 6= 0. Daher ist a zu der Matrix
(
λ ∗ ∗
0 c11 c12
0 c21 c22

)
ähnlich und es ist

q(X) = mc(X) = (X− c11)(X− c22)− c12c21 = X2− (c11+ c22)X+

(c11c22− c12c21) für c :=
(
c11 c12
c21 c22

)
. Wegen det(c) = c11c22− c12c21 =

r2 6= 0 gilt det(a) = 0 ⇔ λ = 0. Nun bestimmen wir ein µ ∈
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K∗, für welches c′ := µ + c invertierbar ist, d.h. also det(c′) =

(c11 + µ)(c22 + µ) − c12c21 = c11c22 + (c11 + c22)µ + µ2 − c12c21 =

(c11 + c22 + µ)µ+ (c11c22 − c12c21) 6= 0. Wir betrachten zwei Fälle:

(d1) Gilt c11 + c22 6= 0, dann wähle µ = −(c11 + c22) ∈ K∗. In

diesem Fall erhalten wir det(c′) = c11c22 − c12c21 6= 0.

(d2) Gilt c11 + c22 = 0, dann ist q(X) = X2 − (c12c21 − c11c22).

Da q(X) irreduzibel in K ist, existiert kein ν ∈ K, so dass

c12c21 − c11c22 = ν2 ist. Daraus ergibt sich det(c′) = µ2 +

(c11c22 − c12c21) 6= 0 für alle µ ∈ K.

Das impliziert, dass wir stets ein µ ∈ K∗ finden, so dass a′ :=

a+µ ∈ J∗\K∗ ist, denn es gilt det(a′) = µ · det(c′) 6= 0. Insgesamt

folgern wir wieder J∗ 6= K∗.

(e) Sei nun ma(X) = (X−λ1)(X−λ2)(X−λ3) ∈ K[X] mit paarweise

verschiedenen λ1, λ2, λ3 ∈ K. Dann ist a zu der Matrix
(
λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3

)

ähnlich und es ist λ1λ2λ3 = det(a) = 0 ⇔ λ1 = 0 oder λ2 = 0

oder λ3 = 0. Hat K mehr als drei Elemente, dann gibt es stes ein

µ ∈ K∗, für welches a′ := µ+ a /∈ K invertierbar in J ist. Deshalb

ist J in diesem Fall für alle K mit |K| > 3 kein Jordan-System.

Sei also K ≃ GF (3), dann kann man oBdA λ1 = 1, λ2 = 2 und

λ3 = 0 setzen. In diesem Fall kann man einfach nachrechnen, dass

es außerhalb von K∗ keine weitere invertierbare Elemente in J

gibt. Daraus folgt J∗ = K∗ und damit ist J ein Jordan-System

(vgl. (J3)).

Eine Folgerung aus dem Beweis zu dem obigen Satz schreiben wir noch

einmal als Bemerkung auf:

Bemerkung 2.1.3. Sei J ein Jordan-System in R = K3,3 mit dimKJ = 2,

dann ist J kein Erweiterungskörper von K.

Man kann sogar zeigen, dass inK3,3 (in Abhängigkeit vonK) stets Jordan-

Systeme von jedem im Satz 2.1.2 aufgezählten Typ existieren:
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Bemerkung 2.1.4. Sei zunächst K ein beliebiger Körper, dann gibt es in

K3,3 stets jeweils ein Jordan-System vom Typ (J1) bzw. (J2):

(J1) Wähle {1, ε} als Basis von J mit ε =
(

0 0 1
0 0 0
0 0 0

)
, ε2 = 0. Dann ist J =

K +Kε offenbar eine K-Algebra, welche zum Ring der dualen Zahlen

isomorph ist.

(J2) Sei J = K
(

1 0 0
0 0 0
0 0 0

)
+K

(
0 0 0
0 1 0
0 0 1

)
= K +Ke mit e =

(
1 0 0
0 0 0
0 0 0

)
= e2, dann

gilt offensichtlich J ≃ K ×K.

Sei nun K ≃ GF (3), dann existiert in K3,3 ein Jordan-System vom Typ (J3):

(J3) Die Menge J =
{(

k+l 0 0
0 k+2l 0
0 0 k

)∣∣ k, l ∈ GF (3)
}
= K + Ka mit a =(

1 0 0
0 2 0
0 0 0

)
und J∗ = K∗ ist offenbar ein Jordan-System und es giltma(X) =

X(X−1)(X−2). Wegen a2 =
(

1 0 0
0 1 0
0 0 0

)
/∈ J ist J nicht Jordan-abgeschlos-

sen.

Schließlich fassen wir alle zweidimensionalen Jordan-Systeme in K3,3 mit

den zugehörigen Beispielen in einer Tabelle zusammen:

# Allgemeine Darstellung Beispiel Bemerkung

dimKJ = 2

(J1) J ≃ K[ε] = K +Kε, ε2 =

0

{(
x 0 y
0 x 0
0 0 x

)∣∣ x, y ∈ K
}

K-Algebra

(J2) J = K + Ke ≃ K × K,

e2 = e

{(
x 0 0
0 y 0
0 0 y

)∣∣ x, y ∈ K
}

K-Algebra

(J3) J = K +Ka, a2 /∈ J ,

ma(X) = X(X−1)(X−2),

K ≃ GF (3)

{(
x 0 0
0 x+y 0
0 0 x+2y

)∣∣ x, y ∈ K
}
,

K = {0, 1, 2}

Nicht Jordan-

abgeschlossen,

J∗ = K∗

2.2 Dreidimensionale Jordan-Systeme in K3,3

Alle Jordan-Systeme der Dimension 3 in R beschreiben wir wieder in einem

Satz:
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Satz 2.2.1. Sei J ein dreidimensionales Jordan-System in R. Dann gibt es

folgende Möglichkeiten für J :

(J1) J ist ein Erweiterungskörper von K vom Grad [J : K] = 3.

(J2) J ≃ K + Kε + Kd mit ε2 = 0 und d2 = d ist eine K-Algebra, wel-

che genau dann kommutativ ist, wenn εd = dε = 0 gilt. Ist J nicht

kommutativ, dann ist J zu der K-Algebra der Ternionen T isomorph.

(J3) J ≃ K[ε] = K+Kε+Kε2 mit ε3 = 0 ist eine kommutative K-Algebra.

(J4) J ≃ K +Ke+Kd mit e2 = e, d2 = d ist eine K-Algebra, welche genau

dann kommutativ ist, wenn ed = de = 0 gilt. Im nicht kommutativen

Fall ist J ≃ T .

(J5) J ist eine kommutative K-Algebra, welche zum direkten Produkt K×L

isomorph ist, wobei L ein quadratischer Erweiterungskörper von K ist.

(J6) J ≃ K +Kε +Kδ mit ε2 = 0, δ2 = 0 ist eine kommutative K-Algebra

und es gilt stets εδ = δε = 0.

(J7) J ≃ K +Ka+Kb ist ein nicht Jordan-abgeschlossenes Jordan-System

über K ≃ GF (3), wobei mb(X) = X(X − λ1)(X − λ2) mit λ1, λ2 ∈ K
∗,

λ1 6= λ2 ist und a zu b ähnlich ist oder Grad(ma(X)) = 2 gilt.

Beweis: Sei b ∈ J\K und mb(X) das Minimalpolynom von b. Für den Grad

von mb(X) in R gibt es wieder zwei Möglichkeiten:

(1) Sei Grad(mb(X)) = 3, d.h. 1, b, b2 sind linear unabhängig. Im Beweis

von Satz 2.1.2 (Teil (2)) wurden schon alle Möglichkeiten für b kurz

zusammengefasst, wobei dort gezeigt wurde, dass wir in den Fällen

(a)-(d) oBdA b ∈ J∗ annehmen können. In diesen Fällen gilt dann

b2 ∈ J , so dass J = K + Kb + Kb2 = K[b] ≃ K[X]/(mb(X)) ≤ R

eine kommutative K-Algebra in R ist. Im Fall (e) müssen wir hingegen

sowohl b2 ∈ J als auch b2 /∈ J berücksichtigen. Im Folgenden betrachten

wir alle Fälle noch einmal ausführlich:

(a) Seimb(X) ∈ K[X] irreduzibel, dann ist J = K[b] ≃ K[X]/(mb(X))

ein Erweiterungskörper vom Grad 3, also vom Typ (J1) (siehe [51,
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S. 229]). Wegen dimK[b]R = 9/3 = 3 ∈ N haben wir dabei keinen

Widerspruch (siehe 2.1.1).

(b) Sei mb(X) = (X − λ1)
2(X − λ2) ∈ K[X] mit zwei verschiedenen

Nullstellen λ1, λ2 ∈ K
∗. Da mb(X) das Minimalpolynom von b ist,

gibt es kein Polynom p(X) ∈ K[X] vom Grad ≤ 2 mit p(b) = 0.

Insbesondere gilt b− λi 6= 0 für alle i ∈ {1, 2}, (b− λ1)
2 6= 0 sowie

(b− λ1)(b− λ2) 6= 0.

Wir setzen nun ε := (b− λ1)(b− λ2) = b2− (λ1+ λ2)b+ λ1λ2 6= 0.

Es gilt dann ε2 = (b − λ1)
2(b − λ2)(b − λ2) = mb(b)(b − λ2) = 0.

Offenbar gilt ε 6= b2 und 1, b, ε sind linear unabhängig. Damit

erhalten wir schon mal J = K +Kε+Kb mit ε2 = 0.

Weiter setze e := λ1−b
λ1−λ2

∈ K + Kb ⊆ J mit λ1 − λ2 6= 0 nach

Voraussetzung, dann gilt:

e2 =
(λ1 − b)2

(λ1 − λ2)2
=

1

(λ1 − λ2)2
(λ1

2 − 2λ1b+ b2)

=
1

(λ1 − λ2)2
(ε+ λ1

2 − λ1λ2 − 2λ1b+ (λ1 + λ2)b)

=
1

(λ1 − λ2)2
(ε+ λ1(λ1 − λ2)− (λ1 − λ2)b)

=
1

(λ1 − λ2)2
(ε+ (λ1 − λ2)(λ1 − b))

= (λ1 − λ2)
−2ε+

λ1 − b

λ1 − λ2

= (λ1 − λ2)
−2ε+ e = δ−2ε+ e

für δ := λ1 − λ2 ∈ K
∗ und damit ergibt sich

εe = (b− λ1)(b− λ2)
λ1 − b

λ1 − λ2

= −δ−1(b− λ1)
2(b− λ2)

= −δ−1mb(b) = 0 = eε.

Definiere nun d := e2 = δ−2ε + e = δ−2(λ1 − b)2. Nach dem oben
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Gezeigten folgt d2 = (δ−2ε+e)2 = δ−4ε2+2δ−2εe+e2 = e2 = d. Wir

zeigen, dass 1, d, ε linear unabhängig sind. Angenommen, 1, d, ε

sind linear abhängig, d.h. es existieren µ, ν ∈ K, so dass µ+νε = d

gilt. Das impliziert

µ+ νε = d

⇔ µ+ νε = δ−2ε+ e

⇔ µ = (δ−2 − ν)ε+ e

⇔ µ = (b− λ1)((δ
−2 − ν)(b− λ2)− δ−1) /∈ K.

Unsere Annahme liefert also einen Widerspruch. Insgesamt können

wir daraus folgern J = K +Kd+Kε mit d2 = d und ε2 = 0 (vgl.

(J2), kommutativer Fall).

(c) Sei mb(X) = (X − λ)3 ∈ K[X] mit einer dreifachen Nullstelle

λ ∈ K∗. Definiere man ε := b−λ, dann gilt ε2 = (b−λ)2 6= 0 nach

gleicher Argumentation wie oben und ε3 = (b − λ)3 = mb(b) = 0.

Offenbar sind 1, ε, ε2 linear unabhängig, da es sonst µ, ν ∈ K mit

(b− λ)2 = µ(b− λ) + ν geben würden und somit b2 − (2λ+ µ)b+

(λ2 + µλ − ν) = 0 wäre, was ein Widerspruch zur Voraussetzung

Grad(mb(X)) = 3 ist. Daraus folgt J = K + Kε + Kε2 = K[ε]

mit ε3 = 0 (vgl. (J3)).

(d) Sei mb(X) = (X − λ)q(X) ∈ K[X] mit einer einfachen Nulstelle

λ ∈ K∗, wobei q(X) ∈ K[X] ein normiertes und in K irreduzibles

Polynom vom Grad 2 ist, d.h. es gilt q(b) 6= 0. Dann ist b zu

einer Matrix c der Gestalt c =
(
λ x y
0 u v
0 w z

)
mit x, y, u, v, w, z ∈ K

ähnlich, wobei q(X) = ma(X) für a :=
(
u v
w z

)
∈ K2,2 ist und

somit gilt q(a) = 0. Wir studieren die zu J isomorphe K-Algebra

J ′ := K +Kc+Kc2.

Nach dem Satz von Kronecker (siehe [51, S.254]) existiert ein Er-

weiterungskörper L von K mit [L : K] = 2, der eine Wurzel von

q(X) enthält, d.h. es gibt ein t ∈ L mit q(t) = 0 und L = K(t) =

K +Kt ≃ K[X]/(q(X)), so dass dimKK[X]/(q(X)) = 2 ist. Au-
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ßerdem ist die K-Unteralgebra K[a] isomorph zu K[X]/(q(X)).

Damit gilt L ≃ K[a] mit einer Basis {1, a} von K[a].

Betrachtet man ein beliebiges Element aus J ′, so hat dieses die

gleiche Gestalt wie c, wobei im unteren rechten Block stets ein

Element aus K[a] ≃ L steht, denn es gilt J ′ = K + Kc + Kc2

und c2 =

(
λ2 λx+xu+yw λy+xv+yz
0 u2+vw uv+vz
0 wu+zw wv+z2

)
mit

(
u2+vw uv+vz
wu+zw wv+z2

)
= a2 ∈ K[a].

Folglich können wir zwischen den K-Vektorräumen J ′ und L eine

Abbildung definieren, nämlich wie folgt

f : J ′ → L : k1 + k2c+ k3c
2 7→ k1 + k2a+ k3a

2.

Die Abbildung f ist ein Homomorphismus von K-Algebren J ′ und

L mit 1J ′ 7→ 1L, denn es gilt für zwei beliebige Matrizen aus J
′:




λ1 x1 y1

0 u1 v1

0 w1 z1




f 


λ2 x2 y2

0 u2 v2

0 w2 z2




f

=


 u1 v1

w1 z1





 u2 v2

w2 z2




=


 u1u2 + v1w2 u1v2 + v1z2

w1u2 + z1w2 w1v2 + z1z2




=




λ1λ2 λ1x2 + x1u2 + y1w2 λ1y2 + x1v2 + y1z2

0 u1u2 + v1w2 u1v2 + v1z2

0 w1u2 + z1w2 w1v2 + z1z2




f

.

Dabei ist f surjektiv und es gilt offenbar dimKKern f = 1 mit

Kern f = {k1 + k2c+ k3c
2 | k1 + k2a+ k3a

2 = 0} =: Ke,

wobei e =
(

1 e1 e2
0 0 0
0 0 0

)
mit e1, e2 ∈ K ein Basisvektor von Kern f
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ist. Das liefert die Isomorphie von den K-Vektorräumen Kern f

und K.

Nun definieren wir U :=
{(

0 0 0
0 u′ v′

0 w′ z′

) ∣∣
(
u′ v′

w′ z′

)
∈ K +Ka +Ka2

}
,

dann ist U einK-Unterraum von J ′. Folglich ist die Einschränkung

f |U : U → L ein K-Vektorraum-Isomorphismus. Es gilt also J ′ =

Kern f ⊕ U . Nun bestimmen wir den Basisvektor e. Für Kern f

sind die folgenden Fälle denkbar:

(i) Gilt e1 = e2 = 0, dann ist e =
(

1 0 0
0 0 0
0 0 0

)
.

(ii) Seien e1 = 0 und e2 6= 0. Dann haben wir

c =




λ 0 λe2

0 u v

0 w z


 , c2 =




λ2 λe2w λ2e2 + λe2z

0 u2 + vw uv + vz

0 wu+ zw wv + z2


 ∈ J ′

⇔ λe2w = 0⇔ λ = 0 oder w = 0.

Wegen λ ∈ K∗ muss also w = 0 sein. In diesem Fall ist aber c

diagonalisierbar und somit hat das charakteristische Polynom

drei Nullstellen, was ein Widerspruch ist. Dieser Fall tritt also

nie ein.

(iii) Seien e1 6= 0 und e2 = 0. Dann gilt

c =




λ λe1 0

0 u v

0 w z


 , c2 =




λ2 λ2e1 + λe1u λλe1v

0 u2 + vw uv + vz

0 wu+ zw wv + z2


 ∈ J ′

⇔ λe1v ⇔ λ = 0 oder v = 0.

Nach gleicher Argumentation wie in (ii) folgt v = 0 und damit

kann q(X) in K nicht irreduziebel sein. Daher kann dieser Fall

ebenso nicht eintreten.

(iv) Seien nun e1, e2 6= 0. Damit sind x = λe1, y = λe2 ∈ K
∗. Das
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Inverse von c ist dann

c−1 = (λ(uz − vw))−1




uz − vw λe2w − λe1z λe1v − λe2u

0 λz −λv

0 −λw λu




=




λ−1 (uz − vw)−1(e2w − e1z) (uz − vw)−1(e1v − e2u)

0 (uz − vw)−1z −(uz − vw)−1v

0 −(uz − vw)−1w (uz − vw)−1u




und es gilt

c−1 ∈ J ′

⇔ (uz − vw)−1(e2w − e1z) = λ−1e1 und

(uz − vw)−1(e1v − e2u) = λ−1e2

⇔ e−11 e2w − z = (uz − vw)λ−1 und

e−12 e1v − u = (uz − vw)λ−1

⇔ e−12 e1v − u = e−11 e2w − z

⇔ w = e1
2e2

−2v − e1e2
−1u+ e1e2

−1z.

Definiert man e1e2
−1 =: ν ∈ K∗, dann ist a =

(
u v

ν2v−νu+νz z

)
.

Für das Minimalpolynom von a erhalten wir dann q(X) =

(X−u)(X−z)−vν(νv−u+z) = (X−(u−νv))(X−(νv+z)),

so dass q(X) = 0 in K lösbar ist, was wieder ein Widerspruch

zu unserer Voraussetzung ist. Dieser Fall kann also auch nicht

eintreten.

Insgesamt folgern wir: Kern f = Ke mit e =
(

1 0 0
0 0 0
0 0 0

)
und deshalb

erhalten wir U = K(1− e) +Kã mit ã =
(

0 0 0
0 u v
0 w z

)
∈ U . Daher gilt

J ≃ J ′ = Ke+K(1− e) +Kã ≃ K × L vermöge Kern f ⊕ U →

K×L : ke+ l(1− e)+ sã 7→ (k, l+sa) für k, l, s ∈ K und a ∈ K2,2

wie oben mit K[a] ≃ L (vgl. (J5)).
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(e) Sei mb(X) = (X−λ1)(X−λ2)(X−λ3) ∈ K[X] mit drei paarweise

verschiedenen Nullstellen λi ∈ K, i ∈ {1, 2, 3}, insbesondere gilt

somit λi−λj 6= 0 für alle i 6= j. Dann ist b zu einer Diagonalmatrix

c = diag(λ1, λ2, λ3) ähnlich, d.h. es gibt ein s ∈ GL3(K) mit

s−1bs = c. Damit sind auch b2 und c2 ähnlich, denn es gilt s−1b2s =

(s−1bs)(s−1bs) = c2. Wir betrachten zwei Fälle:

(i) Sei b2 ∈ J , so dass J = K[b] eine K-Algebra ist. Da mit

1, b, b2 auch 1, c, c2 linear unabhängig sind, können wir statt

J = K + Kb + Kb2 die zu J isomorphe K-Algebra J ′ :=

K +Kc+Kc2 betrachten.

Nun setzen wir

e := (λ2 − λ1)
−1(λ2 − λ3)

−1(c− λ1)(c− λ3)

= (λ2 − λ1)
−1(λ2 − λ3)

−1
(

0 0 0
0 λ2−λ1 0
0 0 λ3−λ1

)(
λ1−λ3 0 0

0 λ2−λ3 0
0 0 0

)

= (λ2 − λ1)
−1(λ2 − λ3)

−1
(

0 0 0
0 (λ2−λ1)(λ2−λ3) 0
0 0 0

)

=
(

0 0 0
0 1 0
0 0 0

)
∈ J ′.

Damit ist e2 = e. Analog setze man

d := (λ3 − λ1)
−1(λ3 − λ2)

−1(c− λ1)(c− λ2)

= (λ3 − λ1)
−1(λ3 − λ2)

−1
(

0 0 0
0 λ2−λ1 0
0 0 λ3−λ1

)(
λ1−λ2 0 0

0 0 0
0 0 λ3−λ2

)

= (λ3 − λ1)
−1(λ3 − λ2)

−1
(

0 0 0
0 0 0
0 0 (λ3−λ1)(λ3−λ2)

)

=
(

0 0 0
0 0 0
0 0 1

)
∈ J ′,

so dass auch d2 = d gilt. Außerdem erhalten wir ed = 0 = de.

Offenbar sind 1, e, d linear unabhängig. Daraus folgt J ≃ J ′ =

K +Ke+Kd ≃ K ×K ×K vermöge x+ ye+ zd 7→ (x, x+

y, x+ z) (vgl. (J4), kommutativer Fall).

(ii) Sei nun b2 /∈ J . Gemäß des Beweises von Satz 2.1.2 kann

dieser Fall nur für b /∈ J∗ und K ≃ GF (3) eintreten. Es gibt
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also eine Basis {1, a, b} ⊆ J , so dass J = K + Ka + Kb ist.

Insbesondere ist J in diesem Fall nicht Jordan-abgeschlossen

und somit keine K-Algebra.

Definiere man Jb := K + Kb, dann ist Jb nach 2.1.2(J3) ein

nicht Jordan-abgeschlossenes Jordan-System mit J∗b = K∗.

Nun betrachten wir den zweiten Basisvektor a.

Gilt Grad(ma(X)) = 3, dann muss auch a2 /∈ J gelten, denn

sonst wäre J eineK-Algebra. Daher ist Ja := K+Ka ein zwei-

dimensionales nicht Jordan-abgeschlossenes Jordan-System vom

gleichen Typ wie Jb mit J
∗
a = K∗. Daraus folgt, dass a und b

ähnlich sind und somit ein p ∈ GL3(K) mit b = p−1ap exis-

tiert. Das liefert J = K +Ka+Kp−1ap.

Im Fall Grad(ma(X)) = 2 ist Ja = K[a] eine zweidimensionale

K-Algebra in J ⊆ R und laut 2.1.2, Teil (1) gibt es nur 2

Möglichkeiten dafür: Ja ≃ K + Kε mit ε2 = 0 oder Ja ≃

K+Ke mit e2 = e. Ein Beispiel für ein solches Jordan-System

J ist J = K + Kb + Kε mit b =
(

0 0 0
0 1 0
0 0 2

)
, ε =

(
0 0 1
0 0 0
0 0 0

)
und

somit J∗ = K∗ +Kε (vgl. (J7)).

(2) Für alle b ∈ J\K sei Grad(mb(X)) = 2 und damit 1, b, b2 ∈ J linear

abhängig, d.h. K[X]/(mb(X)) ≃ K + Kb = K[b] ≤ R ist für jedes

b ∈ J\K eine zweidimensionaleK-Algebra in R. Damit giltK[b] ≃ K[ε]

mit ε2 = 0 oder K[b] ≃ K ×K, wobei mb(X) = 0 in beiden Fällen in

K lösbar ist (vgl. Beweis von 2.1.2, Teil (1)).

Sei nun {1, a, b} eine Basis von J , so dass J = K + Ka + Kb ist.

Dann gilt offensichtlich K[a] ∩ K[b] = K und damit ist J = K +

Ka + Kb = K + Ka + K + Kb = K[a] + K[b]. Wir betrachten alle

Kombinationsmöglichkeiten von a und b:

(a) Seien λ, µ ∈ K doppelte Nullstellen von ma(X) bzw. mb(X), d.h.

ma(X) = (X − λ)2 und mb(X) = (X − µ)2. Es gilt dann K[a] =

K + Kε mit ε2 = 0 und K[b] = K + Kδ mit δ2 = 0. Mit 1, a, b

sind auch 1, ε, δ linear unabhängig. Daher ist J = K[a] +K[b] =
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K + Kε + Kδ. Nach Hilfssatz 6.1.2 ist J eine kommutative K-

Algebra (vgl. (J6)).

(b) Sei λ ∈ K die doppelte Nullstelle von ma(X) und µ1, µ2 ∈ K

zwei verschiedene Nullstellen von mb(X), d.h. ma(X) = (X − λ)2

und mb(X) = (X − µ1)(X − µ2). Damit gilt K[a] = K + Kε

mit ε2 = 0 und K[b] = K + Ke ≃ K × K mit e2 = e. Daraus

folgt J = K[a] +K[b] = K +Kε+K +Ke = K +Ke+Kε. Wir

zeigen, dass J eine nicht kommutativeK-Algebra ist. Das bedeutet

insbesondere, dass J zu der K-Algebra aus dem Fall (1)(b) des

Beweises nicht isomorph sein kann.

Sei c = ε + e ∈ J . Wir erinnern daran, dass nach Voraussetzung

Grad(mc(X)) = 2 ist. Angenommen, es gilt eε = εe. Laut dem

Beweis von 6.2.2(a) ist dann eε = εe = λε für λ ∈ {0, 1}. Dann

folgt daraus c2 = e+ 2λε und damit sind 1, c, c2 sowohl für λ = 0

als auch für λ = 1 linear unabhängig. Unsere Annahme liefert also

einen Widerspruch. Deshalb gilt schon mal eε 6= εe. Nach 6.2.2(a)

ist J also eine nicht kommutative K-Algebra, welche gemäß [56,

Satz 1] zu der K-Algebra der Ternionen isomorph ist (vgl. (J2),

nicht kommutativer Fall).

(c) Seien λ1, λ2 ∈ K zwei verschiedene Nullstellen von ma(X) und

µ1, µ2 zwei verschiedene Nullstellen von mb(X), d.h. ma(X) =

(X − λ1)(X − λ2), mb(X) = (X − µ1)(X − µ2). Dann gilt K[a] =

K +Ke ≃ K ×K mit e2 = e /∈ K und K[b] = K +Kd ≃ K ×K

mit d2 = d /∈ K.

Offenbar sind 1, e, d linear unabhängig. Daraus folgt J = K[a] +

K[b] = K +Ke+K +Kd = K +Ke+Kd. Gemäß 6.2.2(b) ist J

eine nicht notwendigerweise kommutative K-Algebra. Wir zeigen,

dass J in diesem Fall stets nicht kommutativ ist.

Sei c = k + le + sd ∈ J mit k, l, s ∈ K∗. Wir nehmen an, dass

ed = de gilt. Laut dem Beweis von 6.2.2(b) ist dann ed ∈ {0, e}.
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Das liefert

c2 =




k2 + (2kl + l2)e+ (2ks+ s2)d, falls ed = 0,

k2 + (2kl + l2 + 2ls)e+ (2ks+ s2)d, falls ed = e.

Man kann nachrechnen, dass 1, c, c2 im Fall ed = 0 für l 6= s

linear unabhängig sind, was aber wegen Grad(mc(X)) = 2 ein

Widerspruch ist. Den gleichen Widerspruch erhalten wir im Fall

ed = e für l 6= −s. Daher ist unsere Annahme falsch und es gilt

ed 6= de, so dass J nicht kommutativ ist. Nach [56, Satz 1] ist J

zu der K-Algebra der Ternionen isomorph.

Damit haben wir alle möglichen Fälle untersucht.

In der folgenden Tabelle stellen wir alle möglichen dreidimensionalen

Jordan-Systeme noch einmal dar:

# Allgemeine Darstellung Beispiel Bemerkung

dimKJ = 3

(J1) J ist ein Erweiterungskör-

per von K mit [J : K] = 3

Ein kommutati-

ver Körper

(J2) J = K+Kε+Kd, ε2 = 0,

d2 = d

a)
{(

x+y 0 0
0 x z
0 0 x

)∣∣x, y, z ∈ K
}

b)
{(

x z 0
0 y 0
0 0 y

)∣∣x, y, z ∈ K
}
≃

T =
{(

x z
0 y

)∣∣x, y, z ∈ K
}

Eine K-Alge-

bra, kommuta-

tiv im Fall εd =

dε = 0 (Beispiel

(a)).

(J3) J = K[ε] = K+Kε+Kε2,

ε3 = 0

{( x y z
0 x y
0 0 x

)∣∣x, y, z ∈ K
}

Eine kommuta-

tive K-Algebra

(J4) J = K +Ke+Kd, e2 = e,

d2 = d

{(
x 0 0
0 y 0
0 0 z

)∣∣x, y, z ∈ K
}

≃ K ×K ×K

Eine kommuta-

tive K-Algebra

mit ed = de =

0
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# Allgemeine Darstellung Beispiel Bemerkung

dimKJ = 3

(J5) J = K+Ke+Ki ≃ K×L,

e2 = e, L ≃ Ke+Ki ist ein

Erweiterungskörper mit

[L : K] = 2

{(
λ 0 0
0 x y
0 z w

)∣∣x, y, z, w ∈ K,
(
x y
z w

)
∈ L

} Eine kommuta-

tive K-Algebra

(J6) J = K +Kε+Kδ,

ε2 = 0, δ2 = 0

{(
x y 0
0 x 0
0 z x

)∣∣x, y, z ∈ K
}

Eine kommuta-

tive K-Algebra

mit εδ = δε = 0

(J7) J = K+Ka+Kb, a2 /∈ J ,

ma(X) = X(X−1)(X−2),

K ≃ GF (3)

{(
x 0 z
0 x+y 0
0 0 x+2y

)∣∣x, y, z∈K
}
,

b =
(

0 0 1
0 0 0
0 0 0

)
mit b2 = 0,

J∗ = K∗ +Kb

Ein nicht Jor-

dan-abgeschlos-

senes Jordan-

System;

b ist ähnlich zu

a oder es gilt

Grad(mb(X)) =

2

2.3 Struktursätze über Jordan-Systeme in K3,3

In diesem Abschnitt beschreiben wir in zwei Struktursätzen alle Jordan-

Systeme in K3,3. Zunächst möchten wir uns auf quadratisch abgeschlossene

Jordan-Systeme konzentrieren, d.h. auf solche, welche für jedes a ∈ J auch

dessen Quadrat a2 und damit die zugehörige K-Algebra K[a] enthalten. Für

alle zwei- und dreidimensionalen Jordan-Systeme können wir in den voran-

gehenden Abschnitten das Folgende beobachten:

Bemerkung 2.3.1. Sei J ⊆ K3,3 ein zwei- oder dreidimensionales Jordan-

System mit a2 ∈ J für alle a ∈ J . Dann hat J eine Basis, so dass jeder

Basisvektor entweder nilpotent, oder idempotenti, oder Element eines Erwei-

iIn einem Ring R heißt ein Element e ∈ R idempotent, wenn e2 = e gilt (siehe [50,
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terungskörpers L ⊆ J von K ist.

Im folgenden Satz verallgemeinern wir diese Bemerkung für weitere Di-

mensionen von J . Dazu führen wir einen neuen Begriff ein:

Definition 2.3.2. Sei J ein Jordan-System über einem Körper K und {bi |

i ∈ J} eine Basis von J . Für jedes i ∈ I nennen wir bi geeignet, wenn bi

eine der folgenden Eigenschaften hat:

(i) bi ist nilpotent

(ii) bi ist idempotent

(iii) bi ∈ L, wobei L ⊆ J ein Erweiterungskörper von K ist.

Satz 2.3.3. (Struktursatz 1.) Sei J ein Jordan-System in R = K3,3 mit

dimKJ = s ≤ 9. Für alle a ∈ J sei a2 ∈ J . Dann existiert eine Basis

{1, e1, . . . , es−1}, so dass J = K+Ke1+. . .+Kes−1 ist und jedes Basiselement

ei geeignet ist.

Beweis: Sei dimKJ = s ≤ 9. Die Fälle s ∈ {1, 2, 3} wurden schon in den

ersten Abschnitten dieses Kapitels untersucht. Also betrachten wir zunächst

den Fall s = 4:

Sei also J = K +Kb1+Kb2+Kb3. Wir machen die folgende Fallunterschei-

dung:

(1) Für alle a ∈ J seien 1, a, a2 linear abhängig, d.h. K[bi] = K + Kbi,

i ∈ {1, 2, 3}, sind zweidimensionale K-Algebren. Nach Satz 2.1.2 haben

K[bi] die Gestalt K + Kei, wobei ei geeignet sind. Für i 6= j gilt ins-

besondere K[bi] ∩ K[bj] = K. Damit ist J = K[b1] + K[b2] + K[b3] =

K +Ke1 +Ke2 +Ke3 wie gewünscht.

(2) OBdA seien 1, b1, b
2
1 linear unabhängig, d.h. Grad(mb1(X)) = 3. Dann

ist Jb1 := K+Kb1+Kb
2
1 = K[b1] eine dreidimensionale K-Algebra und

laut 2.3.1 gibt es eine Basis {1, e1, e2} ⊆ Jb1 mit geeigneten Basisele-

menten, so dass Jb1 = K+Ke1+Ke2 ist. Ergänze man {1, e1, e2} mit c

zu einer neuen Basis von J , dann erhalten wir J = K+Ke1+Ke2+Kc.

7.2]).
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(2.1) Sind 1, c, c2 ebenfalls linear unabhängig, dann ist auch Jc := K +

Kc + Kc2 eine dreidimensionale K-Algebra und damit gilt Jc =

K+Kd1+Kd2 mit geeigneten d1, d2. Nach Voraussetzung ist c
2 ∈

J , so dass gilt dimLin{1, e1, e2, d1, d2} = dimLin{1, b1, b
2
1, c, c

2} =

dimLin{1, b1, b
2
1, c} = 4. Daher erhalten wir J = K+Ke1+Ke2+

Kd1 mit der Basis {1, e1, e2, d1}, deren Basisvektoren geeignet sind.

(2.2) Sind 1, c, c2 linear abhängig, dann ist K[c] = K +Kc = K +Kd

eine zweidimensionale K-Algebra in J , wobei d geeignet ist. In

diesem Fall gilt dann J = Jb1 +K[c] = K +Ke1 +Ke2 +Kd.

Damit ist der Fall s = 4 erledigt. Sei nun s ≥ 5 und J = K+Ka1+. . .+Kas−1.

(I) Sind 1, a, a2 für alle a ∈ J linear abhängig, dann sindK[ai] = K+Kai =

K + Kei für alle i ∈ {1, . . . , s − 1} zweidimensionale K-Algebren mit

geeigneten ei und K[ai] ∩ K[aj] = K für alle i 6= j. Daher ergibt sich

J = K[a1] + . . .+K[as−1] = K +Ke1 + . . . Kes−1.

(II) Sind 1, ai, a
2
i linear unabhängig für alle i ∈ {1, . . . ,m} für ein m ∈

{1, . . . , s − 1}, dann sind Jai := K[ai] = K + Kai + Ka2i = K +

Kei + Kdi dreidimensionale K-Algebren und alle Basiselemente ei, di

sind geeignet.

Definiere man nun einen Vektorraum U := K[a1] + . . . +K[am]. Nach

Voraussetzung ist U ⊆ J . Damit gilt dimLin{1, e1, d1, . . . , em, dm} =

dimU =: r ∈ {m + 1, . . . , 2m + 1}. Analog wie oben wählen wir r

Vektoren aus {1, e1, d1, . . . , em, dm} als eine Basis von U und bezeichnen

diese mit {1, b1, . . . , br−1}. Gilt s = r, dann sind wir fertig.

Sei also r < s. Dann ergänzen wir die gewählte Basis von U mit s− r

Vektoren c1, . . . , cs−r zu einer Basis von J , wobei 1, ci, c
2
i für alle i ∈

{1, . . . , s − r} linear abhängig sind. Daraus folgern wir, dass K[ci] =

K + Kci = K + Kfi zweidimensionale K-Algebren mit geeigneten fi

sind. Schließlich erhalten wir J = U + K[c1] + . . . + K[cs−r] = K +

Kb1 + . . .+Kbr−1 +Kf1 + . . .+Kfs−r.

Bemerkung 2.3.4. Sei J ⊆ K3,3 ein Jordan-System, dann gilt:
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(a) Ist |K| > 3, dann gilt stets a2 ∈ J für alle a ∈ J .

(b) Ist K ≃ GF (3) und gibt es kein a ∈ J mit ma(X) = X(X − 1)(X − 2),

dann gilt stets a2 ∈ J für alle a ∈ J .

Beweis: Offensichlich gilt a2 ∈ J für alle a ∈ J mit Grad(ma(X)) = 2, denn

a2 ∈ K +Ka ⊆ J ist. Sei also a ∈ J mit Grad(ma(X)) = 3.

(a) Ist a ∈ J∗, dann gibt es k, l ∈ K und s ∈ K∗, so dass a−1 = k+la+sa2 ∈

J gilt. Damit ist auch a2 ∈ J . Im Fall a ∈ J\J∗ findet man stets wegen

|K| > 3 ein µ ∈ K∗, so dass a+µ ∈ J∗ ist. Nach obiger Argumentation

ist dann a2 + 2µa + µ2 = (a + µ)2 ∈ J und daher a2 ∈ J (vgl. Beweis

von 2.1.2, Teil (2)).

(b) Der Beweis verläuft analog zum Teil (a).

Aus Bemerkung 2.3.4 kann man folgern, dass die einzigen Jordan-Systeme,

die die Voraussetzung des ersten Struktursatzes 2.3.3 im Allgemeinen nicht

erfüllen, sind also Jordan-Systeme über K ≃ GF (3), welche mindestens

ein a ∈ J\J∗ besitzen, das drei paarweise verschiedene Eigenwerte hat, für

welches aber a2 /∈ J gilt. Solche Jordan-Systeme können niemals Jordan-

abgeschlossen sein und sind deswegen für Kettenräume von geringerer Be-

deutung. Man kann aber trotzdem diese allgemein beschreiben, indem man

das im Beweis benutzte Prinzip der Konstruktion einer Basis von J zur Hilfe

nimmt.

Jetzt kommen wir zu dem zweiten Struktursatz:

Satz 2.3.5. (Struktursatz 2.) Sei J ⊆ K3,3 ein Jordan-System über K ≃

GF (3) mit dimKJ = s ≤ 9. Sei a ∈ J\J∗ mit a2 /∈ J und ma(X) =

X(X−1)(X−2) sein Minimalpolynom. Dann gibt es eine Basis {1, a, e1, . . . ,

es−2} von J , deren Basiselemente ei geeignet oder ähnlich zu a sind.

Beweis: Sei J = K +Ka+Kb1 + . . .+Kbs−2. Wir betrachten zwei Fälle:

(1) Für alle i ∈ {1, . . . , s − 2} seien 1, bi, b
2
i linear abhängig. Dann sind

K[bi] = K+Kbi zweidimensionaleK-Algebren mitK[bi]∩K[bj] = K für
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alle i 6= j. Daher gibt es Basen {1, ei} von K[bi], so dass alle ei geeignet

sind. Daraus folgt J = Ka+
∑s−2

i=1 K[bi] = K+Ka+Ke1+ . . .+Kes−2

wie gewünscht.

(2) Für ein m ∈ {1, . . . , s − 2} und alle i ∈ {1, . . . ,m} seien 1, bi, b
2
i linear

unabhängig. Gilt außerdem b2i ∈ J , dann erhält man analog zum Beweis

von 2.3.3 (Teil (II)) eine Basis {1, a, e1, . . . , es−2} von J , wobei ei für

alle i ∈ {1, . . . , s− 2} wieder geeignet sind. Gibt es ein k ∈ {1, . . . ,m},

so dass b2i /∈ J für alle i ∈ {1, . . . , k} gilt, dann hat man eine Basis

{1, a, b1, . . . , bk, e1, . . . , es−k−2} mit ei wie oben. Nach 2.3.4 ist bi für

jedes i ∈ {1, . . . , k} ähnlich zu a.

Im Weiteren geben wir einige Beispiele für Jordan-Systeme der Dimension

s = 4 an.

Beispiel 2.3.6. Die folgenden vierdimensionalen Untervektorräume J ⊆

K3,3 sind Jordan-Systeme:

(1) Sei J =
{(

x w 0
0 y 0
0 0 z

)∣∣ x, y, z, w ∈ K
}
= K+Ke+Kd+Kεmit e =

(
0 0 0
0 1 0
0 0 0

)
,

d =
(

0 0 0
0 0 0
0 0 1

)
, ε =

(
0 1 0
0 0 0
0 0 0

)
und e2 = e, d2 = d, ε2 = 0. Dabei gilt für ein

beliebiges a =
(
x w 0
0 y 0
0 0 z

)
∈ J∗: x, y, z 6= 0 und a−1 = 1

xyz

(
yz −zw 0
0 xz 0
0 0 xy

)
∈ J .

Wegen 0 = ed = de = εd = dε = eε 6= εe = ε ∈ J ist J eine nicht

kommutative K-Algebra.

(2) Sei J =
{(

x z w
0 y z
0 0 x

)∣∣ x, y, z, w ∈ K
}
= K + Ke + Kε + Kε2 mit e =(

0 0 0
0 1 0
0 0 0

)
, ε =

(
0 1 0
0 0 1
0 0 0

)
, ε2 =

(
0 0 1
0 0 0
0 0 0

)
und e2 = e, ε3 = 0. Für ein beliebiges

a =
(
x z w
0 y z
0 0 x

)
∈ J∗ gilt: x, y 6= 0 und a−1 = 1

x2y

(
xy −xz z2−yw
0 x2 −xz
0 0 xy

)
∈ J .

Wegen eε =
(

0 0 0
0 0 1
0 0 0

)
/∈ J und eεe = eε2e = ε2eε2 = ε2εε2 = εε2ε = 0,

εeε = ε2 ∈ J ist J keine K-Algebra, aber Jordan-abgeschlossen.

(3) Sei J =
{(

x z 0
0 y 0
0 w x

)∣∣ x, y, z, w ∈ K
}
= K+Ke+Kε+Kδ mit e =

(
0 0 0
0 1 0
0 0 0

)
,

ε =
(

0 1 0
0 0 0
0 0 0

)
, δ =

(
0 0 0
0 0 0
0 1 0

)
und e2 = e, ε2 = δ2 = 0. Dabei gilt für ein

a =
(
x z 0
0 y 0
0 w x

)
∈ J∗: x, y 6= 0 und a−1 = 1

x2y

( xy −xz 0
0 x2 0
0 −xw xy

)
∈ J . Wegen
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eε = 0 6= εe = ε ∈ J , eδ = 0 6= δe = δ ∈ J und εδ = δε = 0 ist J eine

nicht kommutative K-Algebra.

(4) Sei J =
{(

x y z
0 x w
0 0 x

)∣∣ x, y, z, w ∈ K
}
= K + Kε + Kδ + Kη mit ε =(

0 1 0
0 0 0
0 0 0

)
, δ =

(
0 0 1
0 0 0
0 0 0

)
, η =

(
0 0 0
0 0 1
0 0 0

)
und ε2 = δ2 = η2 = 0. Für alle

a =
(
x y z
0 x w
0 0 x

)
∈ J∗ gilt: x 6= 0 und a−1 = 1

x3

(
x2 −xy yw−xz
0 x2 −xw
0 0 x2

)
∈ J . Wegen

εδ = 0 = δε, ηε = 0 6= εη = δ ∈ J und δη = ηδ = 0 ist J eine nicht

kommutative K-Algebra.

(5) Sei J =
{(

x 0 0
0 y z+w
0 −z y

)∣∣ x, y, z, w ∈ R
}
= R + Re + Ri + Rε mit e =

(
1 0 0
0 0 0
0 0 0

)
, i =

(
0 0 0
0 0 1
0 −1 0

)
, ε =

(
0 0 0
0 0 1
0 0 0

)
und e2 = e, ε2 = 0, wobei mi(X) =

X(X2 + 1) gilt und X2 + 1 in R irreduzibel ist. Dabei ist R + Ri ≃{( y z
−z y

)∣∣ y, z ∈ R
}
≃ C. Allgemein gilt für ein a =

(
x 0 0
0 y z+w
0 −z y

)
∈ J∗:

det(a) = x(y2 + z(z + w)) 6= 0 und a−1 = 1
det(a)

(
y2+zw 0 0

0 xy −xw
0 xz xy

)
∈ J .

Wegen εi =
(

0 0 0
0 −1 0
0 0 0

)
/∈ J , εeε = eεe = eie = iei = 0, εiε = −ε ∈ J

und iεi = ε− i ∈ J ist J keine K-Algebra, aber Jordan-abgeschlossen.

Bemerkung 2.3.7. Sei J ein vierdimensionales Jordan-System inK3,3. Dann

gilt

(1) J 6= K +Kε+Kε2 +Kε3 mit ε4 = 0.

(2) J ist kein Erweiterungskörper vom Grad 4.

Beweis: (1) Sei ε ∈ J mit ε4 = 0 und ε3 6= 0. Dann ist ε eine Nullstel-

le des Polynoms g(X) = X4 ∈ K[X]. Nach F16 in [57, S. 213] ist

g(X) durch das Minimalpolynom mε(X) von ε teilbar. Daraus folgt

mε(X) = X i mit i ≤ 4. Wegen ε3 6= 0 kommt nur i = 4 in Frage. Somit

ist mε(X) = X4 und es gibt keine Polynome mit Grad < 4, welche ε

als Nullstelle besitzen. Das ist aber ein Widerspruch, da das charakte-

ristische Polynom von ε wegen ε ∈ K3,3 höchstens den Grad 3 haben

kann. Damit ist die Behauptung bewiesen.

(2) Die Behauptung gilt nach 2.1.1 wegen dimJR = 9/4 /∈ N.
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Für die in 2.3.6 vorgestellten Beispiele kann jeweils eine Basis mit geeig-

neten Basisvektoren direkt auf den ersten Blick angegeben werden. Das ist

natürlich nicht immer der Fall, wie das nächste Beispiel demonstriert.

Beispiel 2.3.8. Sei J =
{(

x z w
z y z
w z x

)∣∣ x, y, z, w ∈ K
}
= K +Ke+Kb1 +Kb2

mit e =
(

0 0 0
0 1 0
0 0 0

)
, b1 =

(
0 1 0
1 0 1
0 1 0

)
und b2 =

(
0 0 1
0 0 0
1 0 0

)
. Offensichtlich ist J ein

Jordan-System, denn für jede Matrix a =
(
x z w
z y z
w z x

)
∈ J∗ ist ihre inverse

Matrix a−1 = 1
det(a)

( xy−z2 zw−xz z2−yw
zw−xz z2−w2 zw−xz
x2−yw zw−xz xy−z2

)
∈ J . Es gilt aber e2 = e, b21 =

(
1 0 1
0 2 0
1 0 1

)

und b22 =
(

1 0 0
0 0 0
0 0 1

)
= 1−e. Allgemein gilt für ein beliebiges n ∈ N: b2n+1

1 = 2nb1,

b2n1 =
(

2n−1 0 2n−1

0 2n 0
2n−1 0 2n−1

)
, b2n2 = 1− e und b2n+1

2 = b2.

Definiert man nun eine neue Basis {1, e, 1− e, 2−1b21}, dann sind alle Ba-

sisvektoren idempotent:

(1− e)2 = 1− 2e+ e2 = 1− e,

(2−1b21)
2 = 2−2b41 = 2−2

(
2 0 2
0 22 0
2 0 2

)
= 2−1b21.

2.4 Geometrische Interpretation von Jordan-Systemen

in K3,3

In diesem Abschnitt studieren wir die im vorherigen Abschnitt vorgestell-

ten zwei- und dreidimensionalen Jordan-Systeme im Rahmen der projektiven

Geometrie: Ist Σ(K,R, J) ein Kettenraum über J , so kann man diesen pro-

jektiv darstellen, indem man die Punkte als n-dimensionale Unterräume in

einem 2n-dimensionalen Raum darstellt (siehe Abschnitt 1.4). Dabei werden

die Ketten durch n-Reguli beschrieben. Im Folgenden führen wir den Begriff

eines n-Regulus und eines Raums von n-Reguli ein (vgl. [26, S. 215-219]).

Dafür wird die projektive Geometrie P(K,V ) für einen K-Vektorraum V mit

der Menge L(V ) aller K-Untervektorräume von V identifiziert (siehe [26,

S. 297]).
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Definition 2.4.1. Sei V ein K-Vektorraum und L(V ) die projektive Geo-

metrie über K. Außerdem sei M ⊆ L(V ). Eine Gerade G heißt Treffgerade

von M, wenn G mit jedem Unterraum aus M genau einen Punkt gemeinsam

hat. Gilt zusätzlich, dass durch jeden Punkt von G genau ein Unterraum aus

M geht, dann heißt G Transversale von M.

Definition 2.4.2. Sei R eine nicht leere Menge, welche aus n-Räumen be-

steht. Dann ist R ein n-Regulus, wenn gilt: Ist X ∈ R, so geht durch jeden

Punkt von X eine Transversale von R.

Das einfachste Beispiel eines n-Regulus ist ein 1-Regulus, welcher aus den

Punkten einer projektiven Gerade besteht.

Man kann zeigen, dass ein n-Regulus einen 2n-Raum aufspannt, wobei alle

n-Räume in R paarweise windschief sind (siehe [26, 10.1.2]). Im Weiteren sei

also dimKV = 2n, dann ist G = Gn−12n−1 ⊆ L(V ) die Menge aller n-Unterräume

von V , d.h. die Punktmenge G des entsprechenden Graßmann-Raums (vgl.

Abschnitt 1.4).

Definition 2.4.3. Sei P ⊆ G. Weiter sei auf P eine Relation △ mit

∀X, Y ∈ P : X △ Y ⇔ X ∩ Y = 0

definiert. Dann ist das Paar (P,△) ein Distanzraum.

Die Menge P heißt abgeschlossen gegenüber n-Reguli-Bildung (oder

Reguli-abgeschlossen, regulär), wenn mit je drei paarweise windschiefen

n-Räumen X, Y, Z ∈ P der n-Regulus R(X, Y, Z) ganz in P liegt.

Definition 2.4.4. Sei P regulär und R die Menge aller in P enthaltenen

n-Reguli. Dann heißt die Inzidenzstruktur (P,R) Raum von n-Reguli.

Nun kehren wir zu Kettenräumen zurück. Sei S = Kn,n bzw. S = EndK(U)

für einen geeigneten Unterraum U von V mit dimK(U) = n. Dann kann man

jeden Punkt aus P(S) mit einem n-Raum aus G identifizieren (siehe (1.3)

bzw. (1.2) in Abschnitt 1.4). Es gilt sogar mehr (siehe [12, 2.8]):
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Satz 2.4.5. Ist V = U × U für einen geeigneten Unterraum U ≤ V und

S = EndK(U), dann bildet die Bijektion

Ψ : P(S)→ G : S(a, b) 7→ U (a,b) = {(ua, ub) | u ∈ U}

die Menge C(K,S) aller Ketten von Σ(K,S) in die Menge R(G) aller Reguli

in P(K,V ) ab. Deshalb sind die Inzidenzstrukturen Σ(K,S) und (G,R(G))

isomorph (über Ψ).

Analoges gilt auch für die Abbildung (1.3) im Fall S = Kn,n.

Sei nun R eine K-Algebra, welche einen treuen R-Rechtsmodul U der K-

Dimension n besitzt. Nach 1.4.7 ist dann U ein (K,R)-Bimodul, so dass R

in S eingebettet werden kann. Dann entspricht jedem Punkt R(a, b) ein K-

Unterraum [a, b] ∈ PR(U) ⊆ PS(U) = G in Matrixdarstellung bzw. U (ρa,ρb) =

{(ua, ub) | u ∈ U} ∈ G (vgl. 1.4.8, 1.4.9). Analog zu 2.4.5 werden die Ketten

von Σ(K,R) in n-Reguli übertragen (siehe [26, 10.3.5]):

Satz 2.4.6. Sei R eine K-Algebra und U ein treuer R-Rechtsmodul mit

dimKU = n. Dann ist der Raum von n-Reguli ΣK(U,R) = (PR(U),RR(U))

zu der Kettengeometrie Σ(K,R) isomorph, wobei RR(U) die Menge aller in

PR(U) enthaltenen n-Reguli bezeichnet.

Bezüglich der Jordan-Systeme kann man zeigen, dass im Fall von einer

starken endlichdimensionalen K-Algebra R mit J ⊆ R die Kettengeometrie

Σ(K,R, J) sich in der Form ΣK(U, J
′) mit geeigneten U und J ′ als Raum

von n-Reguli darstellen lässt (siehe [26, 10.3.6]). Für mehr Information zur

Konstruktion von n-Reguli und Beschreibung von Isomorphismen zwischen

Kettengeometrien bzw. Kettenräumen und Räumen von n-Reguli verweisen

wir auf [12, 3.6] und [26, S. 223-230].

Nun betrachten wir wieder R = K3,3. Fast alle zwei- und dreidimensio-

nalen Jordan-Systeme in R sind K-Algebren, so dass Σ(K, J) ≃ ΣK(U, J) =

(PJ(U),RJ(U)) für einen treuen J-Rechtsmodul U der K-Dimension 3 gilt.

Dabei definieren wir einen Vektorraum V := U ⊕U ′ mit U ′ ≃ U , den wir mit

K6 identifizieren. Nur in zwei Fällen haben wir nicht Jordan-abgeschlossene
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Jordan-Systeme, für welche unklar ist, ob diese einen Kettenraum liefern. Wir

versuchen aber trotzdem, für ein solches J auf bekannte Weise die zugehöri-

ge projektive Gerade zu definieren und zu überprüfen, ob die entsprechende

Menge der n-Räume ein Raum von n-Reguli und damit selbst ein Kettenraum

ist. Wir fangen mit den Jordan-Systemen der Dimension 2 an.

2.4.1 Projektive Darstellungen von zweidimensionalen

Jordan-Systemen

Geometrische Interpretationen von Jordan-Systemen J ≃ K[ε] = K + Kε

mit ε2 = 0 und J ≃ K ×K in K2,2 wurden schon in [26, S. 237] diskutiert.

Im Fall J ≃ K[ε] ist die zugehörige Kettengeometrie Σ(K, J) eine Laguerre-

Ebene und im Fall J ≃ K × K eine Minkowski-Ebene. Nun beschreiben

wir durch ΣK(U, J) die projektive Gerade P(J) über allen drei möglichen

zweidimensionalen Jordan-Systemen in K3,3.

(J1) Sei J =
{(

x 0 y
0 x 0
0 0 x

)∣∣ x, y ∈ K
}
≃ K[ε].

Seien weiter a, b ∈ J mit a :=
(
xa 0 ya
0 xa 0
0 0 xa

)
und b :=

(
xb 0 yb
0 xb 0
0 0 xb

)
, so dass

(a|b) eine 3 × 6-Matrix mit dem Rang 3 ist, d.h. (xa, xb) 6= (0, 0). Wir

studieren das Bild ΣK(U, J) der projektiven Darstellung von P(J), d.h.
die Menge P aller Ebenen E := [a, b] in einem 5-dimensionalen projek-

tiven Raum mit

[a, b] = {(kxa, lxa, kya + sxa, kxb, lxb, kyb + sxb) | (k, l, s) ∈ K
3}

= K(xa, 0, ya, xb, 0, yb) +K(0, xa, 0, 0, xb, 0) +K(0, 0, xa, 0, 0, xb).

Dafür betrachten wir den 3-dimensionalen projektiven Unterraum G⊕

G′ = PG(3, K) von PG(5, K) mitG := K(0, 0, 1, 0, 0, 0)+K(0, 0, 0, 0, 0, 1)

und G′ := K(1, 0, 0, 0, 0, 0) +K(0, 0, 0, 1, 0, 0) und die zu G ⊕ G′ kom-

plementäre Gerade L := K(0, 1, 0, 0, 0, 0) +K(0, 0, 0, 0, 1, 0).

Jede Ebene E schneidet den projektiven Unterraum G⊕G′ ≤ PG(5, K)

in einer Gerade HE := K(xa, 0, ya, xb, 0, yb) + K(0, 0, xa, 0, 0, xb). Jede

solche Gerade HE trifft ihrerseits die Gerade G ≤ PG(3, K) in einem
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Punkt q := K(0, 0, xa, 0, 0, xb) und liegt in derjenigen Ebene durch G,

welche die zu G komplementäre Gerade G′ ≤ PG(3, K) in einem Punkt

K(xa, 0, 0, xb, 0, 0) schneidet. Damit bildet die Menge aller Geraden HE

eine parabolische Kongruenz in G⊕G′, welche der projektiven Darstel-

lung von P(J1) mit J1 = {
(
x y
0 x

)
| x, y ∈ K} ≃ J ≃ K[ε] entspricht (vgl.

1.4.10(3), [26, S. 237-238]).

Außerdem schneidet jede Ebene E die Gerade L in einem Punkt p :=

K(0, xa, 0, 0, xb, 0), d.h. E = HE ⊕ p. Insbesondere ist die Zuordnung

L → G : p 7→ q linear induziert. Die Menge aller solchen Verbin-

dungsgeraden pq bildet also in dem 3-dimensionalen projektiven Raum

G ⊕ L einen Regulus, welcher die projektive Gerade P(J2) mit J2 =
{
(
x 0
0 x

)
| x ∈ K} ≃ K darstellt. Hierbei ist die Abbildung J → J2 :(

x 0 y
0 x 0
0 0 x

)
7→

(
x 0
0 x

)
surjektiv, aber nicht injektiv, so dass jeder Gerade

des Regulus stets mehrere Ebenen aus P entsprechen.

Insgesamt kann man die Menge P wie folgt beschreiben:

Jede Ebene E wird von einer Gerade HE ≤ G ⊕ G′ und einem Punkt

p ≤ L (bzw. von HE und einer Gerade pq des Regulus in G ⊕ L) auf-

gespannt. Durch jede Gerade HE der oben beschriebenen parabolischen

Kongruenz in G⊕G′ geht genau eine Ebene E . Durch jeden Punkt p ge-

hen hingegen mehrere Ebenen aus P, welche die entsprechende Gerade

pq gemeinsam haben (siehe Abbildung 2.1).

(J2) Sei J =
{(

x 0 0
0 y 0
0 0 y

)∣∣ x, y ∈ K
}
≃ K×K. Die projektive Gerade P(K×K)

besteht aus allen Punkten J(u, v) mit u = (u1, u2), v = (v1, v2) ∈ J

und (ui, vi) 6= (0, 0) für i ∈ {1, 2} (gemäß 1.1.6). Daher kann man

P(J) ≃ P(K×K) mit dem direkten Produkt P(K)×P(K) identifizieren
(vgl. 1.1.13).

Nun seien a, b ∈ J mit a :=
( xa 0 0

0 ya 0
0 0 ya

)
, b :=

( xb 0 0
0 yb 0
0 0 yb

)
und (a|b) mit

dem Rang 3, d.h. (xa, xb) 6= (0, 0) und (ya, yb) 6= (0, 0). Wir untersuchen

wieder die Menge P aller Ebenen E := [a, b] in PG(5, K) mit

[a, b] = {(kxa, lya, sya, kxb, lyb, syb) | (k, l, s) ∈ K
3}

= K(xa, 0, 0, xb, 0, 0) +K(0, ya, 0, 0, yb, 0) +K(0, 0, ya, 0, 0, yb).
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Abbildung 2.1: J ≃ K[ε]

Dafür betrachten wir drei paarweise windschiefe Geraden

G1 := K(1, 0, 0, 0, 0, 0) +K(0, 0, 0, 1, 0, 0),

G2 := K(0, 1, 0, 0, 0, 0) +K(0, 0, 0, 0, 1, 0),

G3 := K(0, 0, 1, 0, 0, 0) +K(0, 0, 0, 0, 0, 1),

welche PG(5, K) aufspannen.

Jede Ebene E trifft alle drei Geraden G1, G2 und G3 jeweils in genau

einem Punkt:

p := E ∩G1 = K(xa, 0, 0, xb, 0, 0),

q := E ∩G2 = K(0, ya, 0, 0, yb, 0),

r := E ∩G3 = K(0, 0, ya, 0, 0, yb).

Man betrachte nun die zu jeder Ebene E gehörige Gerade H := pq ≤ E .

Die Menge aller solcher Geraden bildet in dem 3-dimensionalen pro-

jektiven Unterraum G1 ⊕ G2 = PG(3, K) ≤ PG(5, K) eine hyperboli-

sche Kongruenz, wobei jede Verbindungsgerade zweier Punkte p ≤ G1
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und q ≤ G2 in dieser Menge liegt (vgl. 1.4.10(2), [26, S. 238]). Be-

trachtet man die Menge aller Geraden L := pr, so erhält man in

G1 ⊕G3 = PG(3, K) analog die zweite hyperbolische Kongruenz.

Im Unterschied dazu ist die Zuordnung G2 → G3 : q 7→ r linear in-

duziert, so dass die Menge aller Verbindungsgeraden G := qr ≤ E in

G2 ⊕ G3 = PG(3, K) einen Regulus bildet. Dieser stellt die projektive

Gerade P(J1) ≃ P(K) mit J1 = {
(
y 0
0 y

)
| y ∈ K} ≃ K dar. Hierbei ist

die Abbildung J → J1 :
(
x 0 0
0 y 0
0 0 y

)
7→

(
y 0
0 y

)
surjektiv, aber nicht injektiv.

Analog ist die Gerade G1 eine weitere Darstellung von P(K). Wie wir

uns oben überlegt haben, gilt P(J) ≃ P(K) × P(K). Daher kann man
P wie folgt beschreiben:

Jede Ebene E wird durch einen Punkt auf G1 und eine Gerade G des

Regulus in G2 ⊕G3 aufgespannt. Umgekehrt kommt jede Ebene p⊕G

in P vor (siehe Abbildung 2.2).

Abbildung 2.2: J ≃ K ×K

(J3) Sei J =
{(

x+y 0 0
0 x+2y 0
0 0 x

)∣∣ x, y ∈ K
}
≃ K + Ka für ein a ∈ J mit

dem Minimalpolynom ma(X) = X(X − 1)(X − 2) und K ≃ GF (3),

J∗ = K∗. Da J weder eine K-Algebra noch Jordan-abgeschlossen (und
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damit nicht stark) ist, stellt sich die Frage, wie man die projektive

Gerade in diesem Fall definieren sollte. In der weiter unten stehenden

Bemerkung werden wir zeigen, dass die schon bekannte Definition 1.1.29

der projektiven Gerade über diesem Jordan-System kein Kettenraum

ist. In den nächsten Abschnitten werden wir zu diesem Beispiel noch

mehrmals zurückkehren und versuchen, dieses Problem zu lösen. Hier

betrachten wir jedoch die übliche Definition 1.1.29.

Sei also P(J) = {R(1 + ab, a) | a, b ∈ J} ⊆ P(R). Hierbei seien a, b ∈ J

mit a :=
( xa+ya 0 0

0 xa+2ya 0
0 0 xa

)
und b :=

( xb+yb 0 0
0 xb+2yb 0
0 0 xb

)
. Dann hat die

erweiterte Matrix

(1 + ab|a) =

(
1+(xa+ya)(xb+yb) 0 0 xa+ya 0 0

0 1+(xa+2ya)(xb+2yb) 0 0 xa+2ya 0
0 0 1+xaxb 0 0 xa

)

stets den Rang 3. Wir studieren nun die Menge P aller Ebenen E :=

[1 + ab, b] in PG(5, K) mit

[1 + ab, a] = {(k(1 + (xa + ya)(xb + yb)), l(1 + (xa + 2ya)(xb + 2yb)),

s(1 + xaxb), k(xa + ya), l(xa + 2ya), sxa) | (k, l, s) ∈ K
3}

= K(1 + (xa + ya)(xb + yb), 0, 0, xa + ya, 0, 0)

+K(0, 1 + (xa + 2ya)(xb + 2yb), 0, 0, xa + 2ya, 0)

+K(0, 0, 1 + xaxb, 0, 0, xa).

Wir betrachten wiederum drei paarweise windschiefe Geraden G1 =

K(1, 0, 0, 0, 0, 0)+K(0, 0, 0, 1, 0, 0),G2 = K(0, 1, 0, 0, 0, 0)+K(0, 0, 0, 0, 1, 0)

und G3 = K(0, 0, 1, 0, 0, 0) +K(0, 0, 0, 0, 0, 1). Jede Ebene E schneidet

alle drei Geraden jeweils in genau einem Punkt, und zwar:

p := E ∩G1 = K(1 + (xa + ya)(xb + yb), 0, 0, xa + ya, 0, 0),

q := E ∩G2 = K(0, 1 + (xa + 2ya)(xb + 2yb), 0, 0, xa + 2ya, 0),

r := E ∩G3 = K(0, 0, 1 + xaxb, 0, 0, xa).

Dabei gibt es für r insgesamt vier Möglichkeiten:
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• xa = 0⇒ r = K(0, 0, 1, 0, 0, 0)

• xa = 1⇒ r =





K(0, 0, 1, 0, 0, 1), falls xb = 0

K(0, 0, 2, 0, 0, 1), falls xb = 1

K(0, 0, 0, 0, 0, 1), falls xb = 2

• xa = 2⇒ r =





K(0, 0, 1, 0, 0, 2) = K(0, 0, 2, 0, 0, 1), falls xb = 0

K(0, 0, 0, 0, 0, 2) = K(0, 0, 0, 0, 0, 1), falls xb = 1

K(0, 0, 2, 0, 0, 2) = K(0, 0, 1, 0, 0, 1), falls xb = 2

Damit kommen alle vier Punkte der Gerade G3 vor. Analoges gilt auch

für die Punkte p ∈ G1 und q ∈ G2. Nun untersuchen wir genauer die

Ebenen E . Offenbar ist p ⊕ q ⊕ r eine Ebene in PG(5, K). Unser Ziel

ist herauszufinden, welche und wieviel davon in der Menge P enthalten

sind.

(a) Seien p = K(1, 0, 0, 0, 0, 0) und q = K(0, 1, 0, 0, 0, 0), d.h. xa+ya =

xa + 2ya = 0 und xb + yb, xb + 2yb ∈ K sind beliebig. Daraus folgt

ya = 0 und damit ist auch xa = 0. Das liefert r = K(0, 0, 1, 0, 0, 0).

Daher existiert durch die Punkte p = K(1, 0, 0, 0, 0, 0) und q =

K(0, 1, 0, 0, 0, 0) genau eine Ebene E = p ⊕ q ⊕ r ∈ P, nämlich

die Ebene durch den Punkt r = K(0, 0, 1, 0, 0, 0) (siehe Abbildung

2.3(a)).

(b) Seien p = K(1, 0, 0, 0, 0, 0) und q 6= K(0, 1, 0, 0, 0, 0), d.h. es gilt

xa+ya = 0, xa+2ya 6= 0 und xb+yb ∈ K ist beliebig. Sei also xa+

2ya = λ ∈ K∗ (man beachte hierbei, dass jeder Punkt q mit beiden

Werten ausK∗ dargestellt werden kann). Dann folgt daraus ya = λ

und somit ist xa = 2λ ∈ K∗ und q = K(0, 1+λ(xb+2yb), 0, 0, λ, 0).

Da xb + yb ∈ K beliebig ist, können auch alle drei Werte von

xb vorkommen. Das impliziert r = K(0, 0, 1 + 2λxb, 0, 0, 2λ) mit

xb ∈ K. Deshalb spannt jede Gerade pq = K(1, 0, 0, 0, 0, 0) +

K(0, 1+ λ(xb+2yb), 0, 0, λ, 0) jeweils drei Ebenen E = pq⊕ r ∈ P

auf, welche die Gerade G3 in drei von vier verschiedenen Punkten



78
Eine Beispielklasse: Jordan-Systeme in K3,3 und zugehörige

projektive Darstellungen

r 6= K(0, 0, 1, 0, 0, 0) schneiden. Damit erhalten wir in diesem Fall

noch neun Ebenen aus P (siehe Abbildung 2.3(a)).

(c) Der Fall p 6= K(1, 0, 0, 0, 0, 0) und q = K(0, 1, 0, 0, 0, 0) ist analog

zu dem Fall (b) (siehe Abbildung 2.3(b)).

(d) Seien nun p 6= K(1, 0, 0, 0, 0, 0) und q 6= K(0, 1, 0, 0, 0, 0), d.h.

xa+ya = λ und xa+2ya = µ mit λ, µ ∈ K∗. Damit gilt ya = µ+2λ

und folglich xa = λ+ 2ya = λ+ 2(µ+ 2λ) = 2(λ+ µ).

Wir betrachten eine beliebige, aber feste Gerade pq. Dann gibt es

für p und q jeweils zwei Darstellungsmöglichkeiten in Abhängigkeit

von λ bzw. µ. Stellt man p und q mit verschiedenen λ und µ dar,

dann bedeutet das λ = 2µ und es gilt folglich xa = 0. Damit

erhalten wir durch die Gerade pq eine Ebene E ∈ P, welche die

Gerade G3 in dem Punkt r = K(0, 0, 1, 0, 0, 0) trifft.

Sei nun λ = µ. Dann ist ya = 0 und somit xa = λ ∈ K∗. Insbeson-

dere sind p = K(λ+ (xb + yb), 0, 0, 1, 0, 0) und q = K(0, λ+ (xb +

2yb), 0, 0, 1, 0) mit festen xb + yb, xb + 2yb ∈ K, so dass xb ∈ K (in

Anhängigkeit von λ) eindeutig bestimmt werden kann. Wir zei-

gen nun, dass wir für beide Werte von λ stets den gleichen Punkt

r = K(0, 0, 1 + λxb, 0, 0, λ) = K(0, 0, λ + xb, 0, 0, 1) bekommen.

Seien

p = K(1 + xb + yb, 0, 0, 1, 0, 0), q = K(0, 1 + xb + 2yb, 0, 0, 1, 0)

für λ = 1 und

p = K(2 + x′b + y′b, 0, 0, 1, 0, 0), q = K(0, 2 + x′b + 2y′b, 0, 0, 1, 0)

für λ = 2 jeweils zwei Darstellungsmöglichkeiten für feste p und q,

d.h. es gilt

1 + xb + yb = 2 + x′b + y′b,

1 + xb + 2yb = 2 + x′b + 2y′b.
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Daraus ergibt sich yb = y′b und xb = 1 + x′b. Das liefert 1 + xb =

2 + x′b, so dass r = K(0, 0, 1 + xb, 0, 0, 1) = K(0, 0, 2 + x′b, 0, 0, 1)

auch eindeutig ist.

Damit gehen durch jede Gerade pq stets zwei Ebenen E ∈ P. Da es

jeweils drei Möglichkeiten für p und q gibt, ergeben sich in diesem

Fall insgesamt 18 Ebenen (siehe Abbildung 2.3(c)).

(a) Fälle (a) und (b): 10 Ebenen (b) Fall (c): 9 Ebenen

(c) Fall (d): 18 Ebenen (d) Alle 37 Ebenen

Abbildung 2.3: J ≃ K +Ka mit ma(X) = X(X − 1)(X − 2), K ≃ GF (3);
p0 = K(1, 0, 0, 0, 0, 0), q0 = K(0, 1, 0, 0, 0, 0), r0 = K(0, 0, 1, 0, 0, 0)

Zusammengezählt gibt es also inP genau 37 Ebenen E (siehe Abbildung

2.3(d)).
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Bemerkung 2.4.7. Sei J wie in (J3), dann ist P(J) kein (schwacher) Un-

terraum von Σ(K,R).

Beweis: Im Folgenden identifizieren wir P(J) mit der Menge P der oben

beschriebenen Ebenen.

Seien G1, G2, G3 wie oben. Weiter seien E1 = p1 ⊕ q1 ⊕ r1, E2 = p2 ⊕ q2 ⊕ r2

zwei Ebenen aus P(J) mit p1 := Kp1, p2 := Kp2 ∈ G1, q1 := Kq1, q2 :=

Kq2 ∈ G2 und r1 := Kr1, r2 := Kr2 ∈ G3. Zunächst zeigen wir

∀E1, E2 ∈ P(J) : E1 △ E2 ⇔ p1 6= p2, q1 6= q2, r1 6= r2. (2.1)

Die Hinrichtung ist trivial. Wir beweisen also die Rückrichtung der Äquiva-

lenz (2.1).

Seien also p1 6= p2, q1 6= q2, r1 6= r2, d.h. p1,p2 bzw. q1,q2 bzw. r1, r2 sind line-

ar unabhängig, so dass die Geraden Gi, i ∈ {1, 2, 3}, als Verbindungsgeraden

p1⊕p2, q1⊕q2 bzw. r1⊕r2 dargestellt werden können. Da G1, G2, G3 paarweise

windschief sind, ist V = G1⊕G2⊕G3. Daraus folgt, dass {p1,p2,q1,q2, r1, r2}

als eine Basis von V gewählt werden kann.

Weiter sei t := Kt ∈ E1∩E2. Dann existieren λ1, λ2, µ1, µ2, ν1, ν2 ∈ K, so dass

einerseits t = λ1p1 + µ1q1 + ν1r1 und andererseits t = λ2p2 + µ2q2 + ν2r2

ist. Daher gilt:

0 = λ1p1 − λ2p2 + µ1q1 − µ2q2 + ν1r1 − ν2r2

⇒ λ1 = λ2 = µ1 = µ2 = ν1 = ν2 = 0,

weil p1,p2,q1,q2, r1, r2 linear unabhängig sind. D.h. t ist der Nullvektor und

somit haben die Ebenen E1 und E2 keinen gemeinsamen Punkt. Daraus folgt

E1 △ E2 und damit ist (2.1) bewiesen.

Nun zeigen wir, dass P(J) Bedingung (2) der Definition 1.2.9 nicht erfüllt
und damit kein Unterraum von Σ(K,R) ist. Dafür wählen wir Ebenen E =

p⊕ q ⊕ r, E ′ = p′ ⊕ q′ ⊕ r′ und E ′′ = p′′ ⊕ q′′ ⊕ r′′ aus P(J) mit (vgl. Fall (d)



2.4 Geometrische Interpretation von Jordan-Systemen in K3,3 81

auf Seite 59):

p = K(1, 0, 0, 1, 0, 0), q = K(0, 1, 0, 0, 1, 0), r = K(0, 0, 1, 0, 0, 0),

p′ = K(1, 0, 0, 2, 0, 0), q′ = K(0, 1, 0, 0, 2, 0), r′ = K(0, 0, 1, 0, 0, 2),

p′′ = K(0, 0, 0, 1, 0, 0), q′′ = K(0, 0, 0, 0, 1, 0), r′′ = K(0, 0, 0, 0, 0, 1)

und p, p′, p′′ ∈ G1, q, q
′, q′′ ∈ G2, r, r

′, r′′ ∈ G3.

Alle neun Punkte sind paarweise verschieden und damit sind die Ebenen

E , E ′, E ′′ nach (2.1) paarweise distant. Nach Definition eines (schwachen) Ket-

tenraums liegen diese Ebenen gemeinsam auf genau einer Kette C = (EE ′E ′′)

des Kettenraums Σ(K,R). Wegen |K| = 3 enthält jede Kette (bzw. Regulus)

genau vier Ebenen. Damit P(J) ein (schwacher) Unterraum von Σ(K,R) ist,

muss es in P(J) noch eine Ebene Ẽ = p̃⊕ q̃ ⊕ r̃ geben, die auch auf C liegt.

Insbesondere ist Ẽ zu E , E ′, E ′′ distant. Für die Punkte p̃ und q̃ gibt es wegen

(2.1) genau eine Möglichkeit, und zwar:

p̃ = K(1, 0, 0, 0, 0, 0) und q̃ = K(0, 1, 0, 0, 0, 0).

Gemäß (a) auf Seite 58 existiert in P(J) genau eine Ebene Ẽ , nämlich mit

r̃ = K(0, 0, 1, 0, 0, 0). Wegen r̃ = r gilt aber E 6△ Ẽ , so dass C nicht ganz in

P(J) liegt. Daraus folgt die Behauptung.

Die obere Bemerkung zeigt nochmal, dass die übliche Definition 1.1.29 der

projektiven Gerade über einem starken Jordan-System für nicht notwendi-

gerweise starke Jordan-Systeme i.Allg. nicht sinnvoll ist.

2.4.2 Projektive Darstellungen von dreidimensionalen

Jordan-Systemen

Wie schon in der Einleitung kurz erwähnt, wurden alle Kettengeometrien

über dreidimensionalen kommutativen reellen Algebren von H.-J. Samaga in

[61] schon beschrieben. Eine ausführliche Beschreibung der Kettengeometrie

über (J3) (gemäß unserer Klassifikation in 2.2.1) im reellen Fall findet man
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im Artikel [38] von H. Havlicek. Im Folgenden stellen wir alle dreidimen-

sionalen Jordan-abgeschlossenen Jordan-Systeme in K3,3 projektiv dar (vgl.

Abschnitt 2.2). Das nicht Jordan-abgeschlossene Jordan-System (J7) lassen

wir aufgrund des vorherigen Unterabschnitts außer Betrachtung.

(J1) Sei J ein Erweiterungskörper vom Grad 3. Dann ist Σ(K, J) ein Möbi-

usraum, so dass die projektive Gerade über J aus lauter windschiefen

Ebenen des 5-dimensionalen projektiven Raums PG(5, K) besteht (sie-

he [26, S. 237]).

(J2) Sei J = K +Kε+Kd mit ε2 = 0 und d2 = d. In diesem Fall ist J eine

nicht notwendigerweise kommutative K-Algebra.

(a) Sei zunächst J =
{(

x+y 0 0
0 x z
0 0 x

)∣∣ x, y, z ∈ K
}
≃ K + Kε + Kd

kommutativ mit εd = dε = 0. Weiter seien a, b ∈ J mit a :=(
xa+ya 0 0

0 xa za
0 0 xa

)
und b :=

(
xb+yb 0 0

0 xb zb
0 0 xb

)
, so dass (a|b) den Rang 3 hat,

d.h. es gilt (xa, xb) 6= (0, 0) und (xa + ya, xb + yb) 6= (0, 0). Wir

studieren die Menge P aller Ebenen E := [a, b] in PG(5, K) mit

[a, b] = {(k(xa + ya), lxa, lza + sxa, k(xb + yb), lxb, lzb + sxb) |

(k, l, s) ∈ K3}

= K(xa + ya, 0, 0, xb + yb, 0, 0) +K(0, xa, za, 0, xb, zb)

+K(0, 0, xa, 0, 0, xb).

Wir betrachten den durch die Geraden G := K(0, 0, 1, 0, 0, 0) +

K(0, 0, 0, 0, 0, 1) und G′ := K(0, 1, 0, 0, 0, 0)+K(0, 0, 0, 0, 1, 0) auf-

gespannten dreidimensionalen projektiven Unterraum G ⊕ G′ =

PG(3, K) von PG(5, K) und die dazu komplementäre Gerade L :=

K(1, 0, 0, 0, 0, 0) +K(0, 0, 0, 1, 0, 0).

Jede Ebene E schneidet den oben definierten Unterraum G ⊕

G′ von PG(5, K) in einer Gerade H := K(0, xa, za, 0, xb, zb) +

K(0, 0, xa, 0, 0, xb). Jede solche Gerade trifft die Gerade G in einem

Punkt q := K(0, 0, xa, 0, 0, xb) und liegt in einer Ebene durch G,

welche die GeradeG′ ≤ PG(3, K) in einem PunktK(0, xa, 0, 0, xb, 0)
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schneidet. Daher bildet die Menge aller solcher Geraden eine pa-

rabolische Kongruenz in G⊕G′. Diese ist eine projektive Darstel-

lung von der projektiven Gerade P(J1) mit J1 = {
(
x z
0 x

)
| x, z ∈

K} ≃ K[ε] (vgl. 1.4.10(3)). Hierbei ist die Abbildung J → J1 :(
x+y 0 0
0 x z
0 0 x

)
7→

(
x z
0 x

)
surjektiv, aber nicht injektiv.

Jede Ebene E trifft auch L in einem Punkt p :=K(xa+ya, 0, 0, xb+

yb, 0, 0), so dass E = H ⊕ p ist. Die Menge aller Verbindungsgera-

den H ′ := pq bildet offenbar in dem 3-dimensionalen projektiven

Unterraum G ⊕ L von PG(5, K) eine hyperbolische Kongruenz,

welche P(J2) mit J2 = {
(
x+y 0
0 x

)
| x, y ∈ K} ≃ K × K projektiv

darstellt (vgl. 1.4.10(2)).

Nun kann man die Menge P allgemein wie folgt beschreiben:

Jede Ebene E wird von jeweils einer Gerade der oben beschrie-

benen parabolischen und hyperbolischen Kongruenz aufgespannt.

Umgekehrt kommt jede Ebene H +H ′ in P vor (siehe Abbildung

2.4).

Abbildung 2.4: J ≃ K +Kε+Kd, ε2 = 0, d2 = d, εd = dε = 0

(b) Im nicht kommutativen Fall ist J zu der K-Algebra der Ternionen

T isomorph. Daher ist P(J) als ein ausgearteter linearer Komplex
projektiv darstellbar (vgl. 1.4.10, [26, S. 239]).
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Genauer sei J =
{(

x z 0
0 y 0
0 0 y

)∣∣ x, y, z ∈ K
}
. Weiter seien a, b ∈ J mit

a :=
( xa za 0

0 ya 0
0 0 ya

)
und b :=

( xb zb 0
0 yb 0
0 0 yb

)
, so dass (a|b) eine 3× 6-Matrix

vom Rang 3 ist, d.h. (xa, xb) 6= (0, 0) und (ya, yb) 6= (0, 0). Dann

besteht die Menge P aus allen Ebenen E := [a, b] in PG(5, K) mit

[a, b] = {(kxa, kza + lya, sya, kxb, kzb + lyb, syb) | (k, l, s) ∈ K
3}

= K(xa, za, 0, xb, zb, 0) +K(0, ya, 0, 0, yb, 0) +K(0, 0, ya, 0, 0, yb).

Wir betrachten wieder den 3-dimensionalen projektiven Unter-

raumG⊕G′ = PG(3, K) von PG(5, K) mitG := K(0, 1, 0, 0, 0, 0)+

K(0, 0, 0, 0, 1, 0) und G′ := K(1, 0, 0, 0, 0, 0)+K(0, 0, 1, 0, 0, 0) und

die zu G ⊕ G′ komplementäre Gerade L := K(0, 0, 1, 0, 0, 0) +

K(0, 0, 0, 0, 0, 1).

Jede Ebene E schneidet G⊕G′ ≤ PG(5, K) in einer Gerade H :=

K(xa, za, 0, xb, zb, 0)+K(0, ya, 0, 0, yb, 0). Diese trifft die Gerade G

in einem Punkt q := K(0, ya, 0, 0, yb, 0). Umgekehrt geht durch

jeden Punkt von G ⊕ G′ eine Gerade H, so dass die Menge aller

Geraden H in G⊕G′ einen ausgearteten linearen Komplex bildet

(vgl. 1.4.10(4), [26, S. 239]).

Darüber hinaus trifft jede Ebene E die Gerade L in einem Punkt

der Form K(0, 0, ya, 0, 0, yb) =: p. Die Zuordnung G → L : q 7→ p

ist linear induziert, so dass die Menge aller Verbindungsgeraden

H ′ := pq einen Regulus in G⊕ L bildet.

Allgemein kann die Menge P folgendermaßen beschrieben werden:

Jede Ebene E kann man als H +H ′ darstellen, wobei H ∩H ′ = q

ist. Umgekehrt spannt jede Gerade H des ausgearteten linearen

Komplexes mit derjenigen Gerade H ′ des Regulus eine Ebene E

aus P auf, welche die Gerade H in dem Punkt q schneidet (siehe

Abbildung 2.5).

Eine ausführliche Beschreibung dieser Ebenenmenge findet man

auch in [39, Proposition 4] (unter dem Namen GX).
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Abbildung 2.5: J ≃ K +Kε+Kd ≃ T, ε2 = 0, d2 = d, εd 6= dε

In weiteren Fällen seienG1, G2, G3 stets die folgenden drei paarweise wind-

schiefen Geraden in PG(5, K):

G1 := K(1, 0, 0, 0, 0, 0) +K(0, 0, 0, 1, 0, 0),

G2 := K(0, 1, 0, 0, 0, 0) +K(0, 0, 0, 0, 1, 0),

G3 := K(0, 0, 1, 0, 0, 0) +K(0, 0, 0, 0, 0, 1).

(J3) Sei J =
{( x y z

0 x y
0 0 x

)∣∣ x, y, z ∈ K
}
≃ K +Kε+Kε2 = K[ε] mit ε3 = 0.

Man sieht sofort, dass J eine Unteralgebra der K-Algebra der oberen

Dreiecksmatrizen J ′ ist, und somit ist P(J) in P(J ′) einbettbar.

Seien a, b ∈ J mit a :=
( xa ya za

0 xa ya
0 0 xa

)
und b :=

( xb yb zb
0 xb yb
0 0 xb

)
, so dass (a|b) den

Rang 3 hat, d.h. (xa, xb) 6= (0, 0). Dann ist P die Menge aller Ebenen

E := [a, b] in PG(5, K) mit

[a, b] = {(kxa, kya + lxa, kza + lya + sxa, kxb, kyb + lxb, kzb + lyb + sxb) |

(k, l, s) ∈ K3}

= K(xa, ya, za, xb, yb, zb) +K(0, xa, ya, 0, xb, yb) +K(0, 0, xa, 0, 0, xb).
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Nun betrachten wir die lineare Abbildung

f : K6 → K6 : (x1, x2, x3, x4, x5, x6) 7→ (0, x1, x2, 0, x4, x5),

welche mit f 3 = 0 nilpotent ist.

Definiert man den Punkt p := K(xa, ya, za, xb, yb, zb), so kann man die

Ebene E durch p mittels E = p+ pf + pf
2

beschreiben. Außerdem gilt

Kern f = G3, Kern f
2 = G2 ⊕G3, Kern f

3 = K6

und dementsprechend

(K6)f = G2 ⊕G3, (K
6)f

2

= G3, (K
6)f

3

= 0.

Ordnen wir jedem Punkt r := K(0, 0, xa, 0, 0, xb) ≤ G3 sein f -Urbild zu,

so erhalten wir einen 3-dimensionalen Unterraum vonK6 durchG3, wel-

cher in G2⊕G3 liegt. In projektiver Interpretation erhalten wir eine line-

ar induzierte Bijektion α1 der Punkte von G3 auf das Büschel derjenigen

Ebenen durchG3, die im UnterraumG2⊕G3 liegen. Hierbei schneidet je-

de Ebene E durch r die entsprechende Ebene rα1 = K(0, xa, 0, 0, xb, 0)+

G3 in einer Gerade H := K(0, xa, ya, 0, xb, yb) +K(0, 0, xa, 0, 0, xb). Die

Menge aller solcher Geraden H bildet in G2 ⊕ G3 eine parabolische

Kongruenz.

Ordnen wir analog jedem Punkt r von G3 sein f
2-Urbild zu, so erhalten

wir einen 5-dimensionalen Unterraum von K6 durch G2 ⊕ G3. In pro-

jektiver Interpretation erhalten wir eine linear induzierte Bijektion α2

der Punkte von G3 auf das Büschel von Hyperebenen durch G2 ⊕ G3.

Betrachten wir für den Punkt r eine Gerade H = K(0, xa, ya, 0, xb, yb)+

K(0, 0, xa, 0, 0, xb) aus der oben beschriebenen parabolischen Kongru-

enz, so spannt H mit jedem Punkt aus ihrem 4-dimensionalen f -Urbild

Hf−1

= K(xa, ya, 0, xb, yb, 0)+K(0, xa, 0, 0, xb, 0)+G3 ≤ rα2 jeweils eine

Ebene E aus P auf. Umgekert spannt jeder Punkt von rα2, der nicht in

G2 ⊕G3 liegt, mit genau einer Gerade H ≤ rα1 eine Ebene aus P auf,
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d.h. durch jeden Punkt p ≤ rα2\(G2 ⊕ G3) geht genau eine Ebene aus

P.

Damit kann die Menge P wie folgt beschrieben werden ([37]): Die Men-

ge aller Ebenen E ist genau die Menge derjenigen Ebenen, welche die

Gerade G3 in genau einem Punkt r schneiden, mit der Ebene rα1 eine

gemeinsame Gerade H haben und ganz in der Hyperebene rα2 enthal-

ten sind. Hierbei gehen durch jede Gerade H mehrere Ebenen aus P.

Umgekehrt kann man zeigen, dass zwei Ebenen aus P durch zwei ver-

schiedene Geraden H,H ′ ≤ G2 ⊕G3 der parabolischen Kongruenz mit

H∩H ′ = r einen einzelnen Punkt r gemeinsam haben (siehe Abbildung

2.6).

Abbildung 2.6: J ≃ K +Kε+Kε2, ε3 = 0

(J4) Sei J =
{(

x 0 0
0 y 0
0 0 z

)∣∣ x, y, z ∈ K
}
≃ K +Ke+Kd eine kommutative K-

Algebra mit e2 = e, d2 = d und ed = de = 0. Dann ist J ≃ K ×K ×K.

Aus Sicht der Kettengeometrie ist Σ(K, J) ein Minkowski-Raum (siehe

[26, S. 238]). Genauer gilt:

Seien a, b ∈ J mit a :=
(
xa 0 0
0 ya 0
0 0 za

)
und b :=

(
xb 0 0
0 yb 0
0 0 zb

)
, so dass die

Matrix (a|b) den Rang 3 hat, d.h. (xa, xb) 6= (0, 0), (ya, yb) 6= (0, 0)

und (za, zb) 6= (0, 0). Dann ist P die Menge aller Ebenen E := [a, b] in
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PG(5, K) mit

[a, b] = {(kxa, lya, sza, kxb, lyb, szb) | (k, l, s) ∈ K
3}

= K(xa, 0, 0, xb, 0, 0) +K(0, ya, 0, 0, yb, 0) +K(0, 0, za, 0, 0, zb).

Jede solche Ebene E schneidet die Geraden G1, G2 und G3 in jeweils

einem Punkt, nämlich:

E ∩G1 = K(xa, 0, 0, xb, 0, 0) =: p1,

E ∩G2 = K(0, ya, 0, 0, yb, 0) =: p2,

E ∩G3 = K(0, 0, za, 0, 0, zb) =: p3.

Die Menge P besteht also aus allen Ebenen, welche von jeweils drei

Punkten pi ≤ Gi, i ∈ {1, 2, 3}, erzeugt werden (siehe Abbildung 2.7).

Abbildung 2.7: J ≃ K ×K ×K

Hierbei bildet die Menge aller Verbindungsgeraden pipj von Punkten

von jeweils zwei Geraden Gi, Gj, i 6= j, in dem entsprechenden 3-

dimensionalen projektiven Raum Gi⊕Gj eine hyperbolische Kongruenz

(vgl. 1.4.10(2)).

(J5) Sei J =
{(

λ 0 0
0 x y
0 z w

)∣∣ λ, x, y, z, w ∈ K
}
≃ K + Ke + Ki ≃ K × L mit
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e2 = e, wobei L ≃ Ke +Ki ein quadratischer Erweiterungskörper ist.

Außerdem seien a, b ∈ J mit a :=
(
λa 0 0
0 xa ya
0 za wa

)
, b :=

(
λb 0 0
0 xb yb
0 zb wb

)
, so dass

(a|b) den Rang 3 hat, d.h. insbesondere (λa, λb) 6= (0, 0). Die Menge P

besteht also aus allen Ebenen E := [a, b] in PG(5, K) mit

[a, b] = {(kλa, lxa + sza, lya + swa, kλb, lxb + szb, lyb + swb) | (k, l, s) ∈ K
3}

= K(λa, 0, 0, λb, 0, 0) +K(0, xa, ya, 0, xb, yb) +K(0, za, wa, 0, zb, wb).

Wir betrachten den 3-dimensionalen projektiven Unterraum G2 ⊕ G3

von PG(5, K) und die zu G2 ⊕G3 komplementäre Gerade G1.

Jede Ebene E schneidet den Raum G2 ⊕ G3 in einer Gerade H :=

K(0, xa, ya, 0, xb, yb)+K(0, za, wa, 0, zb, wb). Alle solchen GeradenH sind

paarweise windschief. Hierbei geht durch jeden Punkt in G2 ⊕ G3 ei-

ne Gerade H, so dass die Menge aller Geraden H den Raum G2 ⊕ G3

überdeckt. Damit ist die Menge aller solcher Geraden eine elliptische

Geradenkongruenz in G2⊕G3, welche die projektive Gerade P(L) pro-
jektiv darstellt (vgl. 1.4.10(1), [26, S. 237]).

Analog findet sich in PG(5, K) die projektive Darstellung von P(K),
und zwar als die Menge aller Schnittpunkte p := K(λa, 0, 0, λb, 0, 0) von

E mit G1.

Abbildung 2.8: J ≃ K × L, [L : K] = 2
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Damit erhalten wir: Jede Ebene E wird von jeweils einem Punkt p ∈ G1

und einer Gerade H der oben beschriebenen elliptischen Geradenkon-

gruenz in G2 ⊕ G3 aufgespannt. Umgekehrt kommt jede Ebene p ⊕ H

als ein Element von P vor (siehe Abbildung 2.8).

(J6) Sei J =
{(

x y 0
0 x 0
0 z x

)∣∣ x, y, z ∈ K
}
≃ K + Kε + Kδ eine kommutative

K-Algebra mit ε2 = δ2 = 0 und εδ = δε = 0. Weiter seien a, b ∈ J

mit a :=
(
xa ya 0
0 xa 0
0 za xa

)
und b :=

(
xb yb 0
0 xb 0
0 zb xb

)
, so dass (a|b) vom Rang 3 ist,

d.h. (xa, xb) 6= (0, 0). Dann ist P die Menge aller Ebenen E := [a, b] in

PG(5, K) mit

[a, b] = {(kxa, kya + lxa + sza, sxa, kxb, kyb + lxb + szb, sxb) | (k, l, s) ∈ K
3}

= K(xa, yb, 0, xb, yb, 0) +K(0, xa, 0, 0, xb, 0) +K(0, za, xa, 0, zb, xb).

Jede Ebene E schneidet den 3-dimensionalen projektiven Unterraum

G1 ⊕ G2 von PG(5, K) in einer Gerade G := K(xa, yb, 0, xb, yb, 0) +

K(0, xa, 0, 0, xb, 0). Jede solche Gerade trifft die Gerade G2 in einem

Punkt q := K(0, xa, 0, 0, xb, 0) und liegt in derjenigen Ebene durch

G2, welche die Gerade G1 in einem Punkt K(xa, 0, 0, xb, 0, 0) schnei-

det. Somit bildet die Menge aller solcher Geraden G eine parabolische

Kongruenz in G1 ⊕G2.

Außerdem schneidet jede Ebene E den 3-dimensionalen projektiven Un-

terraumG2⊕G3 von PG(5, K) in einer GeradeH := K(0, xa, 0, 0, xb, 0)+

K(0, za, xa, 0, zb, xb). Jede solche Gerade schneidet ebenso die GeradeG2

im Punkt q, liegt aber in derjenigen Ebene durch G2, welche die Gerade

G3 in einem Punkt K(0, 0, xa, 0, 0, xb) trifft. Damit ist die Menge aller

Geraden H eine parabolische Kongruenz in G2 ⊕G3.

Die Menge P kann schließlich wie folgt beschrieben werden: Jede Ebe-

ne E ∈ P wird von jeweils zwei sich in einem Punkt q schneidenden

Geraden G,H aufgespannt. Umgekehrt kommt jede Ebene G +H mit

G ∩H = q in P vor (siehe Abbildung 2.9).
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Abbildung 2.9: J ≃ K +Kε+Kδ, ε2 = δ2 = 0
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Kapitel 3

Projektive Geraden über Jordan-Syste-

men und zugehörige Kettenräume

3.1 Einleitung

In diesem Kapitel behandeln wir Jordan-Systeme J in einer K-Algebra R. Es

wird eine erweiterte Definition der projektiven Gerade über nicht notwendi-

gerweise starken Jordan-Systemen eingeführt und entsprechend die zugehöri-

ge Kettengeometrie definiert.

Im Abschnitt 3.2 führen wir den Begriff der stabilen Jordan-Systeme ein

und definieren die projektive Gerade über nicht notwendigerweise starken

Jordan-Systemen. Die zugehörigen Kettenräume werden im letzten Abschnitt

3.4 untersucht.

Nun möchten wir ausführlicher auf den Abschnitt 3.3 eingehen. In diesem

Abschnitt wird die projektive Gerade über Jordan-Systemen J in einer end-

lichdimensionalen K-Algebra R genauer untersucht. Es werden Bedingungen

formuliert, unter welchen die neu eingeführte Definition der projektiven Ge-

rade über J zu der schon bekannten Definition äquivalent ist. Dabei fassen

wir R und damit auch J als entsprechende Unterstrukturen einer Matrizenal-

gebra auf, und zwar wie folgt:

Sei R eine beliebige K-Algebra, welche einen treuen R-Rechtsmodul U

der K-Dimension n besitzt, und M := Kn,n die n × n-Matrizenalgebra mit

Einträgen aus K. Dann ist M zu dem Endomorphismenring EndK(U) iso-

morph, wobei jede Matrix in M in Bezug auf eine festgewählte Basis von U
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mit einer linearen Abbildung identifiziert werden kann. Gemäß 1.4.7 ist U ein

(K,R)-Bimodul, so dass die Abbildung

ρ : R→M : a 7→ ρa,

die jedes a ∈ R auf die Rechtsmultiplikation

ρa : U → U : u 7→ ua

abbildet, ein injektiver Homomorphismus von K-Algebren mit 1 7→ ρ1 =

id =̂ E ist. Insbesondere gilt dimKR ≤ n2 <∞ (vgl. Abschnitt 1.4).

Wir zeigen nun, dass Rρ sogar eine Unteralgebra vonM im Sinne der Defi-

nition 1.1.26 ist. Die ersten beiden Bedingungen von 1.1.26 sind offensichtlich

erfüllt. Die Bedingung (3) gilt ebenso (vgl. Beweis von 1.5.5 in [26]):

Sei b ∈ (Rρ)∗, dann identifizieren wir b mit einer bijektiven linearen Ab-

bildung ρa für ein a ∈ R. Wir zeigen zunächst, dass a ∈ R∗ und somit

(ρa)
−1 = ρa−1 gilt. Dafür betrachten wir die Abbildung R→ R : x 7→ xa und

beweisen analog wie in [17, 4.6(2)], dass diese injektiv ist: Sei xa = 0 für ein

x 6= 0. Für alle u ∈ U haben wir dann 0 = u0 = u(xa) = (ux)a = (ux)ρa.

Da ρa bijektiv ist, folgt daraus ux = 0 für alle u ∈ U . Somit ist x = 0, denn

U ist treu. Wir haben also einen Widerspruch zu unserer Annahme. Das lie-

fert die Injektivität von R → R : x 7→ xa. Diese Abbildung ist also auch

surjektiv und somit bijektiv, da R endlichdimensional ist. Insbesondere hat

dann 1 ∈ R das Urbild c ∈ R, d.h. es ist ca = 1. Gemäß [26, 2.3.3] ist dann

auch ac = 1 und damit a ∈ R∗ mit c = a−1, wie gewünscht. Das impliziert

b−1 =̂ (ρa)
−1 = ρc = ρa−1 ∈ Rρ.

Insbesondere kann man die Kettengeometrie Σ(K,R) als einen Unterraum

von Σ(K,M) auffassen: Die Kettenräume Σ(K,R) und Σ(K,R)ρ̃ = Σ(K,Rρ)

sind vermöge der von ρ induzierten Abbildung ρ̃ : P(R)→ P(Rρ) : R(x, y) 7→

Rρ(xρ, yρ) isomorph (vgl. [17, 3.1], [22, 2.4(b)]). Darüber hinaus ist nach

3.1.3 in [26] die Abbildung ι : P(Rρ) → P(M) : Rρ(a, b) → M(a, b) ein

injektiver Morphismus von Kettenräumen Σ(K,Rρ) → Σ(K,M). Dabei ist

das Bild Σ(K,Rρ)ι ein Unterraum von Σ(K,M), welcher vermöge ι isomorph
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zu Σ(K,Rρ) ist. Insgesamt folgt daraus, dass Σ(K,R)ρ̃ι = Σ(K,Rρ)ι ein zu

Σ(K,R) isomorpher Unterraum von Σ(K,M) ist (via ρ̃ ◦ ι).

Sei nun J ⊆ R ein Jordan-System in R. Dann ist Jρ ⊆ Rρ ⊆ M ein

Jordan-System in Rρ bzw. M , denn es gilt (vgl. 1.1.27(1)):

(i) 1 =̂ E ∈ Jρ

(ii) Sei b ∈ (Jρ)∗ ⊆ (Rρ)∗. Analog wie oben identifizieren wir b mit ei-

nem ρa ∈ (EndK(U))
∗ für ein a ∈ J und zeigen a ∈ J∗. Das liefert

b−1 =̂ (ρa)
−1 = ρa−1 ∈ Jρ.

Folglich kann man sich bei der Untersuchung von Jordan-Systemen in end-

lichdimensionalenK-Algebren bzw. von projektiven Geraden über diesen und

zugehörigen Kettenräumen auf Jordan-Systeme in einer Matrizenalgebra be-

schränken. Um diese Identifizierung zu betonen, werden alle Matrizen auch

weiterhin mit Kleinbuchstaben bezeichnet. Die Einheitsmatrix bezeichnen wir

mit E, falls unmittelbar mit Matrizen gerechnet wird, und sonst mit 1.

Das gleiche Prinzip wird auch in Kapitel 5 sehr nützlich sein.

3.2 Die Projektive Gerade über einem nicht notwen-

digerweise starken Jordan-System

Bei der Überlegung, wie man allgemein projektive Geraden über Jordan-

Systemen am sinnvollsten definieren sollte, so dass P(J) auch Punktmenge

eines Kettenraums ist, werden die folgenden Aspekte berücksichtigt:

• Behält man Definition 1.1.29 auch für die projektive Gerade über nicht

notwendigerweise starken Jordan-Systemen, dann lässt ∆(J) i. Allg.

die Punktmenge P(J) nicht invariant. Das Problem liegt an der Matrix(
0 1
1 0

)
, die die Punkte R(1 + ab, a) in R(a, 1 + ab) abbildet:

Beispiel 3.2.1. Sei J wie in 2.1.4(J3) mit a =
(

2 0 0
0 0 0
0 0 1

)
und b = 2a ∈ J ,

dann ist R(1+ab, a)
(
0 1
1 0

)
= R(a, 1+ab) /∈ P(J), denn es existiert keine

Matrix u ∈ R∗, so dass u(1 + ab) = u
(

0 0 0
0 1 0
0 0 0

)
∈ J ist.
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• Wie wir im Kapitel 2 gesehen haben, ist Σ(K,R, J) = (P(J),C(K,R, J))
mit P(J) wie in 1.1.29 für ein beliebiges J i. Allg. kein Unterraum von

Σ(K,R).

• Nicht starke Algebren sind nicht notwendigerweise stabil, so dass es für

projektive Geraden über Algebren und allgemein über Ringen manch-

mal falsch ist, die Punkte wie in 1.1.23 zu beschreiben. Betrachtet man

also die projektive Gerade über einem nicht notwendigerweise stabi-

len Ring, so kann der Durchmesser des zugehörigen Distanzgraphen im

Sinne der Graphentheorie im Unterschied zu stabilen Distanzräumen

größer als 2 sein.

Die Beschreibung der Punkte der projektiven Gerade über einem belie-

bigen Ring entnimmt man dem folgenden Satz (vgl. [19, S. 109]):

Satz 3.2.2. Sei R ein Ring und C∞ die Zusammenhangskomponente (bezüglich

der Distanzrelation) des Punktes R(1, 0) ∈ P(R). Dann gilt:

(a) Die Gruppe GL2(R) operiert transitiv auf der Menge von Zusammen-

hangskomponenten von P(R).

(b) Seien t1, t2, . . . , tn ∈ R, n ≥ 0, und setze

(x, y) := (1, 0) · E(tn) · E(tn−1) · . . . · E(t1)

mit E(t) :=
(

t 1
−1 0

)
für ein beliebiges t ∈ R, dann ist R(x, y) ∈ C∞.

Umgekehrt lässt sich jeder Punkt r ∈ C∞ in dieser Form schreiben.

(c) Die Gruppe GE2(R)
i ist der Stabilisator von C∞ in GL2(R).

(d) Die projektive Gerade P(R) ist zusammenhängend genau dann, wenn

R ein GE2-Ring ist, d.h. GE2(R) = GL2(R).

Jedes Produkt (xi, yi) := (1, 0) · E(ti) · E(ti−1) · . . . · E(t1), i ∈ {1, . . . , n},

definiert einen Punkt pi := R(xi, yi), so dass wir mit p0 := R(1, 0) eine Folge

von distanten Punkten pn △ pn−1 △ . . . △ p1 △ p0 erhalten.

iDie Gruppe GE2(R) ≤ GL2(R) wird von der elementaren Untergruppe E2(R) ≤ GL2(R)
und allen invertierbaren Diagonalmatrizen erzeugt. Die elementare Untergruppe E2(R) wird
ihrerseits von allen Matrizen E(t) :=

(
t 1
−1 0

)
mit t ∈ R erzeugt (siehe [19]).
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Durch diesen Satz inspiriert, stellen wir die neue Definition der projekti-

ven Gerade über J vor, welche im Weiteren mit P̃(J) bezeichnet wird, um
zwischen den beiden Definitionen bzw. Mengen zu unterscheiden. Zunächst

brauchen wir eine Untergruppe von GL2(R) über einem Jordan-System J .

Im Weiteren bezeichnen wir mit S(J) die Menge aller endlichen Folgen von

Elementen in J , inklusive der leeren Folge.

Bemerkung 3.2.3. (1) Sei E2(J) die Menge aller Matrizen

E(t1) · . . . · E(tn) =: E(T ),

wobei T := (t1, . . . , tn) ∈ S(J) eine Folge der n ≥ 0 Elemente in J ist.

Dann ist E2(J) eine Untergruppe von GL2(R), denn es gilt:

E(t)−1 =


 0 −1

1 t


 = E(0) · E(−t) · E(0) ∈ E2(J).

Also ist E2(J) die Gruppe, die von allen Matrizen E(t) mit t ∈ J erzeugt

wird. Diese Gruppe nennen wir die elementare Gruppe über J (vgl.

[19, S. 108]).

(2) Die Gruppe E2(J) wird auch von allen Matrizen B12(t) :=
(
1 t
0 1

)
=

E(−t) ·E(0)−1 und B21(t) :=
(
1 0
t 1

)
= E(0)−1 ·E(−t) mit t ∈ J erzeugt,

denn es gilt:

E(t) = B12(1) · B21(−1) · B12(1) · B21(t).

(3) Die Einträge der Matrizen in E2(J) können mittels bestimmter Poly-

nome beschrieben werden. Dazu seien X = (x1, x2, . . .) eine unendliche

Folge der Unbestimmten über Z und Z〈X〉 die freie Z-Algebra aller Po-
lynome in nicht kommutativen Unbestimmten x1, x2, . . . mit Koeffizien-

ten in Z. Ist R eine K-Algebra mit J ⊆ R und (t1, t2, . . .) eine unendli-

che Folge der Elemente in R, dann ist ψ : Z〈X〉 → R : f 7→ f(t1, t2, . . .)

und xi 7→ ti für alle i ∈ N laut der universellen Eigenschaft von Z〈X〉 ein
eindeutiger Homomorphismus. Damit ist auch φ : E2(Z〈X〉)→ E2(R) :
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(fij)i,j∈{1,2} 7→ (fij(t1, t2, . . .))i,j∈{1,2} ein Homomorphismus. Uns interes-

sieren aber nur Matrizen der Gestalt E(x1) · . . . ·E(xn) ∈ E2(Z〈X〉) mit
(x1, . . . , xn) ∈ S(Z〈X〉) und x

ψ
i = ti ∈ J ⊆ R für alle i ∈ {1, . . . , n}.

Die Bilder solcher Matrizen unter φ sind offenbar in E2(J)
ii.

Nun setze man für ein f ∈ Z〈X〉 und T = (t1, . . . , tn) ∈ S(J) mit

n ∈ N0

f(T ) = f(t1, . . . , tn) := f(t1, t2, . . . , tn, 0, 0, . . .). (3.1)

Für ein n ≥ 1 sei eine Folge von Elementen in Z〈X〉 rekursiv definiert:

e(−2) := −1, e(−1) := 0, e(0) := 1,

e(n) := e(n−1)xn − e(n−2)

}
(3.2)

Wegen (3.1) kann man für die in (3.2) definierten Polynome eine kürzere

Notation einführen:

eji := e(j−i+1)(xi, xi+1, . . . , xj), ẽ
j
i := e(j−i+1)(xj, xj−1, . . . , xi) (3.3)

mit i, j ∈ Z und i ≥ 1, j ≥ i− 3. Insbesondere haben wir für n ≥ −2:

en1 = e(n)(x1, x2, . . . , xn) = e(n),

ẽn1 = e(n)(xn, xn−1, . . . , x1).

Ist 1 ≤ i ≤ j, dann gelten nach (3.2) und (3.3) die folgenden Rechen-

regeln, welche im Laufe der vorliegenden Arbeit mehrmals verwendet

werden:

eji = ej−1i xj − ej−2i = xie
j
i+1 − eji+2,

ẽji = ẽji+1xi − ẽji+2 = xj ẽ
j−1
i − ẽj−2i .

(3.4)

Schließlich sei E(T ) ∈ E2(J) eine Matrix mit T = (t1, . . . , tn) ∈ S(J)

iiFür die ausführliche Herleitung der Beschreibung der Matrizen in E2(R) sei auf [20,
S. 113-115] verwiesen.
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für ein n ∈ N0, dann beschreibt man diese nach Lemma 2.5 in [20] wie

folgt:

E(T ) = E(t1) · . . . · E(tn) =


 en1(T ) en−11 (T )

−en2(T ) −e
n−1
2 (T )


 , (3.5)

wobei wir für n = 0 die Einheitsmatrix E() = E erhalten. Analog wird

auch die Umkehrmatrix beschrieben:

E(T )−1 = E(tn)
−1 · . . . · E(t1)

−1 =


−ẽ

n−1
2 (T ) −ẽn−11 (T )

ẽn2(T ) ẽn1(T )


 . (3.6)

Es sind z. B.

E(t2) =


 e11(T ) e01(T )

−e12(T ) e
0
2(T )


 =


 e01(T )t2 − e−11 (T ) 1

−1 0


 =


 t2 1

−1 0




für T = (t2) und

E(t1)E(t2) =


 e21(T ) e11(T )

−e22(T ) e
1
2(T )




(3.4)
=


 e11(T )t2 − e01(T ) e

0
1(T )t1 − e−11 (T )

t2 1




=


 t1t2 − 1 t1

t2 1




für T = (t1, t2).

Nun können wir P̃(J) definieren:

Definition 3.2.4. Sei J ein nicht notwendigerweise starkes Jordan-System

und E2(J) ≤ GL2(R) die elementare Gruppe über J . Dann nennen wir die



100
Projektive Geraden über Jordan-Systemen und zugehörige

Kettenräume

Bahn von R(1, 0) unter E2(J) die projektive Gerade über J :

P̃(J) := {R(1, 0) · E(T ) | E(T ) ∈ E2(J)}.

Nach Definition von P̃(J) folgt direkt, dass E2(J) auf P̃(J) operiert. Insbe-
sondere lässt E2(J) ≤ GL2(R) die Distanzrelation invariant (gemäß 1.1.18).

Der Kern der Operation von E2(J) auf P̃(J) fällt offensichtlich mit dem Zen-

trum H von E2(J) zusammen. Für dieses Zentrum H gilt:

Bemerkung 3.2.5. Sei J ein Jordan-System. Dann ist das Zentrum H von

E2(J) die folgende Menge:

E2(J) ∩ {aE | a ∈ R
∗, at = ta ∀t ∈ J}.

Beweis: Wir zeigen die beiden Inklusionen, aus denen dann die Gleichheit

folgt:

”
⊆“: Sei

(
x y
z w

)
∈ H, dann kommutiert

(
x y
z w

)
mit allen Matrizen aus E2(J).

Für ein beliebiges t ∈ J betrachten wir die Matrix E(t) =
(

t 1
−1 0

)
∈ E2(J).

Es gilt:


 x y

z w





 t 1

−1 0


 =


 t 1

−1 0





 x y

z w




⇔


 xt− y x

zt− w z


 =


 tx+ z ty + w

−x −y


 .

Daraus folgt

xt− y = tx+ z, x = ty + w, zt− w = −x und z = −y.

Daher gilt für jedes t ∈ J

xt = tx und w = zt+ x.
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Setzt man t := 0 und t := 1, dann ergibt sich w = x = z + x. Das impliziert

0 = z = y und somit ist
(
x y
z w

)
=

(
x 0
0 x

)
. Wegen H ≤ E2(J) ≤ GL2(R) muss

x ∈ R∗ sein. Insgesamt folgern wir
(
x y
z w

)
∈ E2(J) ∩ {aE | a ∈ R∗, at =

ta ∀t ∈ J}.

”
⊇“: Nun sei

(
a 0
0 a

)
∈ E2(J) mit a ∈ R∗, wobei at = ta für alle t ∈ J gilt.

Wir zeigen, dass
(
a 0
0 a

)
∈ H ist.

Wir rechnen zunächst, dass
(
a 0
0 a

)
mit allen E(t) ∈ E2(J) kommutiert:


 a 0

0 a





 t 1

−1 0


 =


 at a

−a 0


 =


 ta a

−a 0


 =


 t 1

−1 0





 a 0

0 a


 .

Da E2(J) von allen Matrizen E(t) mit t ∈ J erzeugt wird, gilt somit die

Behauptung.

Bezeichnen wir mit PE2(J) ≤ Aut(P(R),△) die Untergruppe aller Ab-
bildungen, welche von E2(J) induziert wird, dann gilt PE2(J) ≃ E2(J)/H.

Diese Gruppe nennen wir die projektive elementare Gruppe über J.

Ab sofort bezeichnen wir die Teilmenge {R(1+ab, a) | a, b ∈ J} von P̃(J)
stets mit P(J) (auch dann, wenn J nicht stark ist).

Bemerkung 3.2.6. (1) Für ein beliebiges J liegt die Menge P(J) offenbar
ganz in P̃(J), denn jeder Punkt p = R(1 + ab, a) ∈ P(J) ist als p =
R(1, 0) · E(−a) · E(b) mit E(−a), E(b) ∈ E2(J) darstellbar.

(2) Für starke Jordan-Systeme stimmen die beiden Definitionen überein,

d.h. P̃(J) = P(J). Wir wissen, dass im Fall von starken Jordan-Systemen

die Gruppe ∆(J) die projektive Gerade P(J) invariant lässt (siehe Ab-
schnitt 1.2), was i.Allg. nicht unbedingt der Fall ist. Ist also J stark,

so kann man zusätzlich zu (1) zeigen, dass P̃(J) ⊆ P(J) ist. Es gilt
nämlich:

• B21(t) =
(
1 0
t 1

)
induziert eine Abbildung in ∆(J) für alle t ∈ J .

• B12(t) =
(
1 t
0 1

)
=

(
0 1
1 0

)(
1 0
t 1

)(
0 1
1 0

)
induziert eine Abbildung in

∆(J) für alle t ∈ J .
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• Folglich wird von jedem E(t) = B12(1)·B21(−1)·B12(1)·B21(t) eine

Abbildung in ∆(J) induziert. Damit ist PE2(J) eine Untergruppe

von ∆(J), d.h. PE2(J) lässt die Menge P(J) ebenso invariant, so
dass P̃(J) = R(1, 0) · E2(J) ⊆ P(J) ist.

Um uns im Weiteren klar zu machen, ob die Gleichheit P̃(J) = P(J)
auch für nicht starke Jordan-Systeme gilt, führen wir den Begriff der stabi-

len Jordan-Systeme ein. Diese Definition ist eher technisch und ähnelt der

Definition der stabilen Ringe.

Definition 3.2.7. Ein Jordan-System J nennen wir stabil in R, falls für

alle p = R(a, b) ∈ P̃(J) gilt:

∃x ∈ J : a+ bx ∈ R∗.

Im Folgenden möchten wir die neu definierte projektive Gerade P̃(J) ge-
nauer studieren. Das Hauptziel dieses Abschnitts ist zu zeigen, dass die Sta-

bilität von J sowohl hinreichend als auch notwendig dafür ist, dass die beiden

Mengen P̃(J) und P(J) gleich sind. Bevor wir am Ende des Abschnitts diese

Aussage beweisen können, benötigen wir einige Sätze, die auch in weiteren

Abschnitten wichtig sein werden. Für den ersten Satz brauchen wir ein Lem-

ma, das Propositionen 3.3 und 3.4 in [20] aus unserer Sicht repräsentiert:

Lemma 3.2.8. Sei J ein Jordan-System und n ≥ 0. Dann gilt

en1(T )xẽ
n
1(T ) ∈ J und en1(T )ẽ

n−1
1 (T ) ∈ J ⇔ J ist Jordan-abgeschlossen

für alle x ∈ J und T = (t1, . . . , tn) ∈ S(J).

Beweis:
”
⇒“ Mit en1(T )xẽ

n
1(T ) ist insbesondere für beliebige t1, x ∈ J auch

e11(t1)xẽ
1
1(t1) = t1xt1 ∈ J . Damit ist J Jordan-abgeschlossen.

”
⇐“ Sei nun J Jordan-abgeschlossen und T = (t1, . . . , tn) ∈ S(J). Wir be-

weisen die Behauptung mit Hilfe der vollständigen Induktion. Zunächst zei-

gen wir en1(T )xẽ
n
1(T ) ∈ J . Für ein beliebiges x ∈ J gilt wegen der Jordan-
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Abgeschlossenheit von J sicher für n = 0 und n = 1

e01(T )xẽ
0
1(T ) = x ∈ J,

e11(T )xẽ
1
1(T ) = t1xt1 ∈ J.

Nun setzen wir voraus, dass die Aussage bis zu einem bestimmten n gilt.

Erweitern wir die Sequenz T mit einem tn+1 ∈ J , dann ist die Aussage auch

für n+ 1 gültig, wie wir im Folgenden zeigen werden:

en+1
1 (T, tn+1)xẽ

n+1
1 (T, tn+1)

(3.4)
= (en1(T )tn+1 − en−11 (T ))x(tn+1ẽ

n
1(T )− ẽn−11 (T ))

= en1(T )tn+1xtn+1ẽ
n
1(T )︸ ︷︷ ︸

=:x1

+ en−11 (T )xẽn−11 (T )︸ ︷︷ ︸
=:x2

− (en1(T )tn+1xẽ
n−1
1 (T ) + en−11 (T )xtn+1ẽ

n
1(T )),

wobei x1, x2 nach Induktionsvoraussetzung in J sind; im Fall von x1 benutzen

wir hier tn+1xtn+1 ∈ J . Weiter erhalten wir

en1(T )tn+1xẽ
n−1
1 (T ) + en−11 (T )xtn+1ẽ

n
1(T )

(3.4)
= (en−11 (T )tn − en−21 (T ))tn+1xẽ

n−1
1 (T )

+ en−11 (T )xtn+1(tnẽ
n−1
1 (T )− ẽn−21 (T ))

= en−11 (T )tntn+1xẽ
n−1
1 (T )− en−21 (T )tn+1xẽ

n−1
1 (T )

+ en−11 (T )xtn+1tnẽ
n−1
1 (T )− en−11 (T )xtn+1ẽ

n−2
1 (T )

= en−11 (T )(tntn+1x+ xtn+1tn)ẽ
n−1
1 (T )︸ ︷︷ ︸

=:x3

− (en−11 (T )xtn+1ẽ
n−2
1 (T ) + en−21 (T )tn+1xẽ

n−1
1 (T ))

mit x3 ∈ J , da tntn+1x+xtn+1tn = (tn+x)tn+1(tn+x)− tntn+1tn−xtn+1x ∈ J

ist. Wiederholen wir den Vorgang, so kommen wir für n gerade schließlich zu

dem Ausdruck

xn − (e21(T )tn+1xẽ
1
1(T ) + e11(T )xtn+1ẽ

2
1(T ))

= xn − ((t1t2 − 1)tn+1xt1 + t1xtn+1(t2t1 − 1))
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mit xn ∈ J und

(t1t2 − 1)tn+1xt1 + t1xtn+1(t2t1 − 1)

= t1t2tn+1xt1 + t1xtn+1t2t1 − (tn+1xt1 + t1xtn+1)

= t1(t2tn+1x+ xtn+1t2)t1 − (tn+1xt1 + t1xtn+1) ∈ J,

und für n ungerade zu

xn+1 − (e11(T )tn+1xẽ
0
1(T ) + e01(T )xtn+1ẽ

1
1(T )) =xn+1 − (t1tn+1x+ xtn+1t1) ∈ J.

Insgesamt folgt daraus en+1
1 (T )xẽn+1

1 (T ) ∈ J . Damit gilt die Behauptung für

alle n ≥ 0.

Analog beweisen wir die zweite Aussage. Es ist

e01(T )ẽ
−1
1 (T ) = 0 ∈ J,

e11(T )ẽ
0
1(T ) = t1 ∈ J.

Unter der Annahme, dass die Aussage bis zu einem festen n gilt, zeigen wir

mit dem gerade Gezeigten deren Gültigkeit für n+ 1:

en+1
1 (T, tn+1)ẽ

n
1(T, tn+1)

(3.4)
= (en1(T )tn+1 − en−11 (T ))(tnẽ

n−1
1 (T )− ẽn−21 (T ))

= en1(T )tn+1tnẽ
n−1
1 (T )− en1(T )tn+1ẽ

n−2
1 (T )

− en−11 (T )tnẽ
n−1
1 (T )︸ ︷︷ ︸

∈J

+ en−11 (T )ẽn−21 (T )︸ ︷︷ ︸
∈J

,

wobei

en1(T )tn+1tnẽ
n−1
1 (T )− en1(T )tn+1ẽ

n−2
1 (T )

(3.4)
= (en−11 (T )tn − en−21 (T ))tn+1tnẽ

n−1
1 (T )

− (en−11 (T )tn − en−21 (T ))tn+1ẽ
n−2
1 (T )

= en−11 (T )tntn+1tnẽ
n−1
1 (T ) + en−21 (T )tn+1ẽ

n−2
1 (T )

− (en−21 (T )tn+1tnẽ
n−1
1 (T ) + en−11 (T )tntn+1ẽ

n−2
1 (T )) ∈ J
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nach dem Beweis der ersten Aussage gilt. Damit ist auch die zweite Aussage

für alle n ≥ 0 gültig.

Satz 3.2.9. Sei J ein Jordan-abgeschlossenes Jordan-System. Dann gilt:

P̃(J) ∩ △(∞) = {R(h, 1) | h ∈ J}.

Beweis: Offensichtlich gilt die Inklusion {R(h, 1) | h ∈ J} ⊆ P̃(J) ∩ △(∞).

Wir zeigen nun die andere Richtung.

Sei p = R(h, 1) △ R(1, 0) mit h ∈ R (nach 2.1.8 in [26] hat jedes Element

von △(∞) diese Gestalt). Wir zeigen, dass h in J liegt.

Einerseits ist p = R(1, 0)E(h) mit E(h) ∈ E2(R). Wegen p ∈ P̃(J) ist ande-
rerseits p = R(1, 0)E(t1) · . . . · E(tn) = R(1, 0)E(T ) mit T = (t1, . . . , tn) ∈

S(J) für ein n ∈ N und E(T ) =
(

en1 (T ) en−1
1 (T )

−en2 (T ) −e
n−1
2 (T )

)
. Da p △ R(1, 0) ist,

muss en−11 (T ) ∈ R∗ und damit p = R((en−11 (T ))−1 · en1(T ), 1) sein. Daraus

folgt h = (en−11 (T ))−1 · en1(T ) und damit hat die Matrix en−11 (T ) ·
(
h 1
−1 0

)
=(

en1 (T ) en−1
1 (T )

−en−1
1 (T ) 0

)
die gleiche erste Zeile wie E(T ). Nach Lemma 3.1 in [19]

existieren s ∈ R und u ∈ R∗, so dass gilt:

E(t1) · . . . · E(tn) =


 en1(T ) en−11 (T )

−en2(T ) −e
n−1
2 (T )




=


 1 0

s u


 · en−11 (T ) ·


 h 1

−1 0




=


 en1(T ) en−11 (T )

sen1(T )− uen−11 (T ) sen−11 (T )




=


 en−11 (T )h en−11 (T )

sen−11 (T )h− uen−11 (T ) sen−11 (T )




⇔ E(tn) = E(tn−1)
−1 · . . . · E(t1)

−1 ·


 1 0

s u


 · en−11 (T ) ·


 h 1

−1 0



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⇔ E(tn)
(3.6)
=


−ẽ

n−2
2 (T ) −ẽn−21 (T )

ẽn−12 (T ) ẽn−11 (T )


 ·


 en−11 (T )h en−11 (T )

sen−11 (T )h− uen−11 (T ) sen−11 (T )




⇔





tn = −ẽ
n−2
2 (T )en−11 (T )h− ẽn−21 (T )(sen−11 (T )h− uen−11 (T )),

1 = −ẽn−22 (T )en−11 (T )− ẽn−21 (T )sen−11 (T ),

−1 = ẽn−12 (T )en−11 (T )h+ ẽn−11 (T )(sen−11 (T )h− uen−11 (T )),

0 = ẽn−12 (T )en−11 (T ) + ẽn−11 (T )sen−11 (T ).

Mit diesen Gleichungen erhalten wir:

(1) Wegen en−11 (T ) ∈ R∗ ist laut Proposition 2.8 in [20] auch ẽn−11 (T ) ∈ R∗,

so dass gilt:

ẽn−12 (T )en−11 (T ) + ẽn−11 (T )sen−11 (T ) = 0 (3.7)

⇔ s = −(ẽn−11 (T ))−1ẽn−12 (T ) (3.8)

(2) Mit (3.7) erhalten wir:

ẽn−12 (T )en−11 (T )h+ ẽn−11 (T )sen−11 (T )h− ẽn−11 (T )uen−11 (T ) = −1

⇔ (ẽn−12 (T )en−11 (T ) + ẽn−11 (T )sen−11 (T ))︸ ︷︷ ︸
=0

h− ẽn−11 (T )uen−11 (T ) = −1

⇔ ẽn−11 (T )uen−11 (T ) = 1 (3.9)

⇔ u = (ẽn−11 (T ))−1(en−11 (T ))−1

⇔ u−1 = en−11 (T )ẽn−11 (T ).

Nach Lemma 3.2.8 ist u−1 ∈ J . Damit ist auch u ∈ J .

(3) − ẽn−22 (T )en−11 (T )− ẽn−21 (T )sen−11 (T ) = 1 (3.10)

⇔ − ẽn−22 (T )− ẽn−21 (T )s = (en−11 (T ))−1 (3.11)

(4) Schließlich zeigen wir, dass h ∈ J ist:

tn = −ẽ
n−2
2 (T )en−11 (T )h− ẽn−21 (T )sen−11 (T )h+ ẽn−21 (T )uen−11 (T )
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= −(ẽn−22 (T )en−11 (T ) + ẽn−21 (T )sen−11 (T ))︸ ︷︷ ︸
=1 (vgl. (3.10))

h+ ẽn−21 (T )uen−11 (T )

= h+ ẽn−21 (T )uen−11 (T )

⇔ h = tn − ẽn−21 (T )uen−11 (T )

Es bleibt ẽn−21 (T )uen−11 (T ) ∈ J zu beweisen. Dafür betrachten wir den

(1,2)-Eintrag der Einheitsmatrix

(E(t1) · . . . · E(tn−1)) · (E(t1) · . . . · E(tn−1))
−1 = E,

für den gemäß (3.5) und (3.6) gilt (siehe 3.2.3(3)):

− en−11 (T )ẽn−21 (T ) + en−21 (T )ẽn−11 (T ) = 0. (3.12)

Nach (3.12) und Lemma 3.2.8 ist en−21 (T )ẽn−11 (T ) = en−11 (T )ẽn−21 (T ) ∈

J . Folglich ist mit u ∈ J auch uen−21 (T )ẽn−11 (T )u ∈ J , denn J ist Jordan-

abgeschlossen. Mit (3.9) ist (en−11 (T ))−1 = ẽn−11 (T )u, so dass insgesamt

gilt:

ẽn−21 (T )uen−11 (T ) = (en−11 (T ))−1en−21 (T )ẽn−11 (T )uen−11 (T )

= ẽn−11 (T )uen−21 (T )ẽn−11 (T )uen−11 (T ) ∈ J.

Daraus folgt die Behauptung.

Bemerkung 3.2.10. Es ist auch s ∈ J . Es gilt nämlich:

s
(3.8)
= −(ẽn−11 (T ))−1ẽn−12 (T )

(3.9)
= −uen−11 (T )ẽn−12 (T ).

Für den (1,2)-Eintrag der Matrix (E(t1) · . . . ·E(tn))
−1(E(t1) · . . . ·E(tn)) = E

gilt hierbei (vgl. (3.5), (3.6) in 3.2.3(3)):

−ẽn−12 (T )en−11 (T ) + ẽn−11 (T )en−12 (T ) = 0.
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Damit ist ẽn−12 (T ) = ẽn−11 (T )en−12 (T )(en−11 (T ))−1. Das impliziert:

s = −uen−11 (T )ẽn−11 (T )en−12 (T )(en−11 (T ))−1

(3.9)
= −uen−11 (T )ẽn−11 (T )en−12 (T )ẽn−11 (T )u.

Wir zeigen nun, dass ẽn−11 (T )en−12 (T ) ∈ J ist. Setze man T̃ := (tn−1, . . . , t1) ∈

S(J), dann gilt

ẽn−11 (T )en−12 (T ) = ẽn−11 (t1, . . . , tn)e
n−1
2 (t1, . . . , tn)

= ẽn−11 (t1, . . . , tn−1)e
n−2
1 (t2, . . . , tn−1)

= en−11 (tn−1, . . . , t1)ẽ
n−2
1 (tn−1, . . . , t2)

= en−11 (tn−1, . . . , t1)ẽ
n−2
1 (tn−1, . . . , t2, t1)

= en−11 (T̃ )ẽn−21 (T̃ ).

Nach 3.2.8 gilt also ẽn−11 (T )en−12 (T ) ∈ J . Damit ist auch

en−11 (T )ẽn−11 (T )en−12 (T )ẽn−11 (T ) ∈ J.

Wegen u ∈ J folgt daraus s ∈ J , wie gewünscht.

Im Fall, dass J nicht Jordan-abgeschlossen in R ist, kann die Menge

P̃(J) ∩ △(∞) mit J i.Allg. nicht identifiziert werden.

Beispiel 3.2.11. Sei J wie in 2.1.4(J3). Weiter seien t1 =
(

0 0 0
0 2 0
0 0 1

)
, t2 =(

2 0 0
0 1 0
0 0 0

)
, t3 = 1 aus J . Dann ist der Punkt p = R(1, 0)E(t1)E(t2)E(t3) =

R(t3− (t1t2− 1)
−1t1, 1) ∈ P̃(J) ∩ △(∞) mit t3− (t1t2− 1)

−1t1 =
(

1 0 0
0 2 0
0 0 2

)
/∈ J .

In diesem Zusammenhang führen wir den Begriff des Jordan-Abschlusses

von einem Jordan-System ein:

Definition 3.2.12. Sei J ⊆ R ein Jordan-System und Ĵ der kleinste K-

Untervektorraum von R, welcher J enthält (damit ist 1 ∈ Ĵ) und für welchen

gilt:

(1) ∀a ∈ Ĵ∗ := Ĵ ∩R∗ : a−1 ∈ Ĵ∗.
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(2) ∀a, b ∈ Ĵ : aba ∈ Ĵ .

Dann nennen wir Ĵ den Jordan-Abschluss von J . Offenbar ist Ĵ ein Jordan-

abgeschlossenes Jordan-System in R (vgl. 1.1.27). Ist J Jordan-abgeschlossen,

dann gilt insbesondere J = Ĵ .

Bemerkung 3.2.13. Sei J ⊆ R ein Jordan-System. Dann existiert stets ein

eindeutiger Jordan-Abschluss Ĵ ⊆ R von J .

Beweis: Sei {Ji | i ∈ I} die Menge aller Untervektorräume von R, welche

J enthalten und die Bedingungen aus 3.2.12 erfüllen. Offensichtlich ist diese

Menge nicht leer, da R in der Menge liegt.

Wir betrachten nun die Menge
⋂
i∈I Ji 6= ∅. Dann ist diese Schnittmenge

wieder ein Untervektorraum von R, der die Bedingungen aus 3.2.12 erfüllt.

Außerdem ist sie nach Konstruktion minimal. Daraus folgt die Existenz und

Eindeutigkeit des Jordan-Abschlusses von J ([37]).

Für nicht Jordan-abgeschlossene Jordan-Systeme folgt unmittelbar nach

3.2.12 und nach dem Beweis von 3.2.9 die folgende Bemerkung:

Bemerkung 3.2.14. Sei J ein nicht Jordan-abgeschlossenes Jordan-System

und Ĵ sein Jordan-Abschluss. Dann gilt P̃(J) ∩ △(∞) ⊆ {R(h, 1) | h ∈ Ĵ}.

Jetzt können wir herausfinden, wann die beiden Definitionen der projek-

tiven Gerade zumindest für Jordan-abgeschlossene Jordan-Systeme überein-

stimmen.

Satz 3.2.15. Sei J ein Jordan-abgeschlossenes Jordan-System. Es gilt:

P(J) = P̃(J)⇔ J ist stabil in R.

Beweis: ”⇒” Wir nehmen an, dass P(J) = P̃(J) ist. Für ein beliebiges p =
R(1 + ab, a) ∈ P̃(J) (mit a, b ∈ J) und x = −b ∈ J gilt dann 1 + ab + ax =

1 ∈ R∗. Damit ist J stabil in R.

”⇐” Sei nun J stabil in R. Es ist zu zeigen, dass jeder Punkt p ∈ P̃(J)
mit irgendwelchen zwei Parametern a, b ∈ J beschreibbar ist, d.h. dass p =
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R(1 + ab, a) ist. Offenbar gilt das für alle p ∈ P(J) ⊆ P̃(J). Wir zeigen nun,

dass diese Bedingung auch für jedes qn := R(1, 0)E(t1) · . . . · E(tn) ∈ P̃(J)
mit n ≥ 3 und t1, . . . , tn ∈ J gültig ist.

Wir betrachten zunächst den Fall n = 3. Es ist dann q3 = R(1, 0)E(t1)·E(t2)·

E(t3) = R((t1t2 − 1)t3 − t1, t1t2 − 1) ∈ P̃(J). Nach der Voraussetzung gibt es
ein x0 ∈ J , so dass gilt:

(t1t2 − 1)t3 − t1 + (t1t2 − 1)x0 = (t1t2 − 1)(t3 + x0)− t1 =: d0 ∈ R
∗.

Als Zwischenschritt zeigen wir, dass d0
−1(t1t2 − 1) ∈ J ist. Wie in [3, S. 95]

definieren wir für x, y, z ∈ J mit x+ xyz + z ∈ R∗ das Element D(x, y, z) :=

(x+ xyz + z)−1(1 + xy) ∈ R. Es gilt:

d0
−1(t1t2 − 1) = ((t1t2 − 1)(t3 + x0)− t1)

−1(t1t2 − 1)

= (t1t2(t3 + x0)− (t3 + x0)− t1)
−1(t1t2 − 1)

= (t1 − t1t2(t3 + x0) + (t3 + x0))
−1(1− t1t2)

= D(t1,−t2, t3 + x0).

Nach Lemmata 2.2 und 2.3 in [11] ist D(t1,−t2, t3 + x0) ∈ J (obwohl diese

Lemmata für starke Jordan-Systeme bewiesen wurden, gelten zumindest für

unsere Zwecke wichtige Teile der Lemmata auch für Jordan-abgeschlossene

Jordan-Systeme, wie man leicht prüfen kann). Setzt man a0 := d−10 (t1t2−1) ∈

J , dann folgt:

q3 = R((t1t2 − 1)t3 − t1, t1t2 − 1)

= R(d0 − (t1t2 − 1)x0, t1t2 − 1)

= R(d0 − d0a0x0, d0a0)

= R(1− a0x0, a0) ∈ P(J).

Sei nun n > 3. Es gilt:

qn = q3 · E(t4) · . . . · E(tn)
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= R(1− a0x0, a0) · E(t4) · . . . · E(tn)

= R((a0x0 − 1)t4 + a0, a0x0 − 1)E(t5) · . . . · E(tn).

Analog wie oben setzen wir d1 := (a0x0 − 1)(t4 + x1) + a0 ∈ R∗ für ein

x1 ∈ J und a1 := d−11 (a0x0 − 1) = D(−a0, x0, t4 + x1) ∈ J , dann erhalten wir

R((a0x0 − 1)t4 + a0, a0x0 − 1) = R(1 − a1x1, a1). Nach mehreren Schritten

haben wir:

qn = R(1− a1x1, a1)E(t5) · . . . · E(tn)

= R((a1x1 − 1)t5 + a1, a1x1 − 1)E(t6) · . . . · E(tn)

= R(1− a2x2, a2)E(t6) · . . . · E(tn)

= . . . = R(1− an−3xn−3, an−3),

wobei an−i, dn−i für entsprechende xn−i ∈ J und i ∈ {4, . . . , n} wie folgt

definiert werden:

an−i := d−1n−i(an−(i+1)xn−(i+1) − 1) = D(−an−(i+1), xn−(i+1), tn−i+3 + xn−i) ∈ J

dn−i := (an−(i+1)xn−(i+1) − 1)(tn−i+3 + xn−i) + an−(i+1) ∈ R
∗.

Daraus folgt die Behauptung.

Nach dem Beweis des obigen Satzes kann man folgern:

Bemerkung 3.2.16. Sei J ein Jordan-abgeschlossenes Jordan-System. Gibt

es für jeden Punkt p = R(1, 0)E(t1)E(t2)E(t3) ∈ P̃(J) (mit t1, t2, t3 ∈ J) ein
x ∈ J , so dass (t1t2 − 1)(t3 + x)− t1 ∈ R

∗ ist, dann ist J stabil in R.

3.3 Endlichdimensionale Jordan-Systeme

Wie schon in der Einleitung zu diesem Kapitel angekündigt, betrachten wir

nun J in einer endlichdimensionalen K-Algebra R = Kn,n. Wir zeigen, dass

alle Jordan-abgeschlossenen Jordan-Systeme in R unter einer zusätzlichen

Bedingung stabil sind. Dafür beweisen wir das folgende Lemma:
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Lemma 3.3.1. Für ein n ∈ N sei R = Kn,n die Matrizenalgebra über einem

Körper K. Weiterhin sei d ∈ R eine Matrix der Gestalt




λ1Er1 ∗
. . .

0 λkErk




mit paarweise verschiedenen λ1, . . . , λk ∈ K für ein k ≤ n und
∑

i ri = n,

wobei Eri die ri × ri-Einheitsmatrix bezeichnet und der Stern dafür steht,

dass sämtliche Einträge oberhalb der Diagonale beliebig sein können, oder

der Gestalt




λ1Er1

. . . ∗

λkErk

B1

0 . . .

Bl




mit ebenso paarweise verschiedenen λ1, . . . , λk ∈ K und Bj ∈ Lj für alle

j ∈ {1, . . . , l}, l ≤ n−k, wobei L1, . . . , Ll mittels Matrizen über K dargestellte

Erweiterungskörper von K sind und Bj 6= 0 für alle j ∈ {1, . . . , l} gilt. Dann

gibt es für jedes i mit λi 6= 0 eine obere Dreiecksmatrix, welche in der von 1

und d erzeugten K-Algebra K[d] liegt und die folgende Gestalt hat:

ei =




µ1Er1 ∗
. . .

0 µkErk


 mit µj =




1 für j = i,

0 sonst
(3.13)



3.3 Endlichdimensionale Jordan-Systeme 113

bzw.

ei =




µ1Er1

. . . ∗

µkErk

B′1

0 . . .

B′l




mit µj =




1 für j = i,

0 sonst

(3.14)

und B′j ∈ {0, 1} ⊆ Lj für alle j ∈ {1, . . . , l}.

Beweis: Zunächst sei d ∈ R nicht invertierbar. Wir betrachten die beiden im

Satz dargestellten Gestaltsmöglichkeiten für d:

1. Fall: Sei d der Gestalt

d =




λ1Er1 0
. . .

0 λkErk


+m, (3.15)

wobei

m :=




0 ∗
. . .

0 0


 ∈ R (3.16)

nilpotent ist (vgl. [57, S. 219]). Nach unserer Annahme ist 0 ein Eigenwert

von d. OBdA sei λk = 0. Nach Voraussetzung sind dann λ1, . . . , λk−1 von Null

verschieden.

Im Fall k = 1 ist die Behauptung trivial. Ist k = 2, dann ist ebenso trivia-

lerweise e1 = λ−11 d. Sei also k ≥ 3. Wir beweisen e1 ∈ K[d]. Da die Einträge

oberhalb der Diagonale für uns irrelevant sind, betrachten wir im Weiteren
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ausführlich nur den Diagonalanteil der Matrizen. Die zu d zugehörige Diago-

nalmatrix bezeichnen wir mit d̃ := d−m. Es gilt:

Die Matrix d1 := λk−1d− d2 liegt in K[d] und hat die Gestalt




(λk−1λ1 − λ21)Er1 0
. . .

(λk−1λk−2 − λ2k−2)Erk−2

0rk−1

0 0rk




+m1

mit m1 := λk−1m − d̃m − md̃ − m2. Hierbei stehen 0rk−1
und 0rk für die

rk−1 × rk−1- bzw. rk × rk-Nullmatrizen. Offensichtlich hat d1 höchstmöglich

k − 1 Eigenwerte. Außerdem hat m1 wieder die Gestalt (3.16) und ist damit

nilpotent. Für i 6= j gilt wegen λi 6= λj:

λk−1λi − λ2i = λk−1λj − λ2j

⇔ λk−1(λi − λj) = λ2i − λ2j = (λi − λj)(λi + λj)

⇔ λk−1 = λi + λj

Wir machen die folgende Fallunterscheidung:

(1) Hat d1 nur 2 Eigenwerte (0 und λk−1λ1 − λ21), dann sollte d maximal 4

Eigenwerte haben, denn aus λk−1 = λ1 + λi = λ1 + λj für i 6= j folgt

λi = λj, was ein Widerspruch ist, d.h. es gilt

d =




λ1Er1 0

λ2Er2

0 0r3


+m
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oder

d =




λ1Er1 0

λ2Er2

λ3Er3

0 0r4



+m

und damit ist

d1 =


 (λ2λ1 − λ21)Er1 0

0 0r2+r3


+m1

bzw.

d1 =




λ1λ2Er1 0

λ1λ2Er2

0 0r3+r4


+m1,

denn es für λ3 = λ1 + λ2 6= 0 gilt λ3λ1 − λ21 = (λ1 + λ2)λ1 − λ21 = λ1λ2.

Im ersten Fall erhalten wir sofort e1 := λ−11 (λ2− λ1)
−1d1 ∈ K[d]. Für d

mit 4 Eigenwerten setzen wir

e1 := (λ1λ2(λ2 − λ1))
−1(λ2d1 − d1d) =




Er1 0

0r2

0r3

0 0r4



+me1

mit me1 := (λ1λ2(λ2 − λ1))
−1(λ2m1 − d̃1m − m1d̃ − m1m), wobei d̃1

den Diagonalanteil von d1 bezeichnet und me1 eine nilpotente obere

Dreiecksmatrix ist. Offenbar gilt e1 ∈ K[d].

(2) Hat nun d1 mehr als zwei Eigenwerte, dann gibt es (mindestens) ein

i 6= 1, so dass µ1 := λk−1λ1 − λ21 6= λk−1λi − λ2i =: µi ist. Weiter
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betrachten wir d21 ∈ K[d]. Es gibt wieder zwei Fälle:

(a) Hat d21 immer noch mehr als 2 Eigenwerte, dann sei oBdA µ21 6= µ2i .

Setzt man d2 := µid1 − d21, dann ist d2 ein Element von K[d] und

hat die Gestalt




(µiµ1 − µ21)Er1 0
. . .

0ri

0 . . .

0rk−1+rk




+m2

mit m2 := µim1− d̃1m1−m1d̃1−m
2
1. Offensichtlich ist m2 wieder

der Form (3.16) und es gilt µiµ1 − µ21 = (µi − µ1)µ1 6= 0.

(b) Hat d21 genau 2 Eigenwerte, dann multiplizieren wir d21 mit d, so

dass alle von Null und paarweise verschiedenen Eigenwerte von

d21d ∈ K[d] die gleichen Vielfachheiten wie die entsprechenden Ei-

genwerte von d haben. Die Matrix d21d hat aber schon weniger

Eigenwerte als d. Analog wie im Fall (a) erhält man durch geeig-

nete Linearkombination von d21d und d
2
1 eine Matrix in K[d], die

einen Eigenwert weniger als d21d hat. Diese bezeichnen wir wieder

mit d2.

Weiter betrachtet man d2 mit gleicher Fallunterscheidung und rechnet analog

wie oben mit d2, d (im Fall (1)) bzw. d22, d2 (im Fall (2a)) oder d22, d2d (im Fall

(2b)) und bei Bedarf wiederholt den Vorgang so oft, bis alle Diagonalelemente

außer den ersten r1 eliminiert sind. Diese Matrix hat dann bis auf Vielfaches

die gewünschte Gestalt von e1 und liegt offenbar in K[d]. Die anderen Matri-

zen e2, . . . , ek−1 bestimmt man analog, wobei für jede nachfolgende Matrix ei

die Matrix d− λ1e1 − . . .− λi−1ei−1 ∈ K[d] statt d benutzt werden kann.
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2. Fall: Sei nun d der Gestalt

d =




λ1Er1

. . . ∗

λkErk

B1

0 . . .

Bl




mit oBdA λk = 0 und Bj 6= 0 für alle j ∈ {1, . . . , l}. Für jedes j ∈ {1, . . . , l}

sei weiter χBj(X) =
∑nj

i=0 αiX
i das irreduzible charakteristische Polynom

von Bj vom Grad nj ≤ n. Insbesondere muss α0 6= 0 sein, denn sonst hätte

χBj(X) eine Nullstelle in K. Es gilt also [Lj : K] = Grad(χBj(X)) = nj <∞

(vgl. [50, S. 131]).

Analog wie oben berechnet man zunächst für jedes i ∈ {1, . . . , k − 1} die

Matrix êi der Gestalt

êi =




µ1Er1

. . . ∗

µkErk

B̂1i

0 . . .

B̂li




mit µj =




1 für j = i,

0 sonst
und B̂ji ∈ Lj für alle j ∈ {1, . . . , l}. Offenbar liegen

ê1, . . . , êk−1 in K[d]. Nun möchten wir die letzten l Blöcke zu jeweils einer

Null- oder Einheitsmatrix bringen. Wie man das schaffen kann, demonstrieren

wir am Beispiel der Matrix ê1. Wir betrachten zwei Möglichkeiten:

Möglichkeit 1: Wir nehmen zunächst an, dass B̂j1 ∈ K · Enj ⊆ Lj für jedes
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j ∈ {1, . . . , l} ist, wobei Enj für die nj × nj-Einheitsmatrix steht, d.h. es gilt

ê1 :=




Er1

0r2 ∗
. . .

0rk

ν1En1

0 . . .

νlEnl




(3.17)

mit νj ∈ K für alle j ∈ {1, . . . , l}. Sind ν1, . . . , νl ∈ {0, 1}, dann sind wir

fertig, so dass wir sofort e1 := ê1 setzen können.

Sei nun oBdA ν1 ∈ K
∗\{1}, dann liegt die Matrix ê′1 := (ν1− 1)−1(ν1ê1− ê

2
1)

ebenso in K[d] und hat die folgende Gestalt:

ê′1 :=




Er1

0r2 ∗
. . .

0rk

0n1

ν ′2En2

0 . . .

ν ′lEnl




mit ν ′j := (ν1 − 1)−1(ν1νj − ν2j ) ∈ K für alle j ∈ {2, . . . , l}. Durch weiteres

analoges Rechnen erhalten wir die Matrix e1 in K[d] der gewünschten Gestalt
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e1 :=




Er1

0r2 ∗
. . .

0rk

0n1

ν̃2En2

0 . . .

ν̃lEnl




mit ν̃j ∈ {0, 1} für alle j ∈ {2, . . . , l}, wobei ν̃j = ν ′j im Fall ν ′j ∈ {0, 1} gilt.

Möglichkeit 2: Wir betrachten nun den Fall, wenn mindestens ein j ∈ {1, . . . , l}

mit B̂j1 ∈ Lj\(K · Enj) existiert. OBdA sei B̂11 ∈ L1\(K · En1). Wegen

[L1 : K] = n1 sind die n1 + 1 Elemente 1, B̂11, B̂
2
11, . . . , B̂

n1
11 aus L1 linear

abhängig, d.h. es gilt ξ0+ξ1B̂11+ . . .+ξn1B̂
n1
11 = 0 für gewisse ξ0, . . . , ξn1 ∈ K,

die nicht alle gleich 0 sind. Also ist B̂11 6= 0 eine Nullstelle des Polynoms∑n1
i=0 ξiX

i = 0. Wir machen eine Fallunterscheidung:

(i) Sei ξ0 = −(ξ1B̂11 + . . . + ξn1B̂
n1
11 ) 6= 0. Dann gibt es insbesondere min-

destens ein i ∈ {1, . . . , n1} mit ξi 6= 0. Gilt außerdem ξ1 + . . . + ξn1
=:

τ ∈ K∗, dann hat die Matrix ê′1 := τ−1(ξ1ê1 + . . .+ ξn1 ê
n1
1 ) die Form

ê′1 =




Er1

0r2 ∗
. . .

0rk

ν1En1

B̂′21

0 . . .

B̂′l1



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mit ν1 := −ξ0τ
−1 ∈ K∗ und B̂′j1 := τ−1

∑n1
i=1 ξiB̂

i
j1 ∈ Lj für alle j ∈

{2, . . . , l}. Offenbar liegt ê′1 in K[d].

Im Fall ξ1 + . . . + ξn1 = 0 erhalten wir ξ0 + ξ1 + . . . + ξn1 = ξ0 6= 0.

Außerdem gilt ξ0B̂11 + ξ1B̂
2
11 + . . . + ξn1B̂

n1+1
11 = 0, so dass die Matrix

ξ−10 (ξ0ê1 + ξ1ê
2
1 + . . .+ ξn1

ên1+1
1 ) =: ê′1 die Gestalt

ê′1 =




Er1

0r2 ∗
. . .

0rk

0n1

B̂′21

0 . . .

B̂′l1




mit B̂′j1 := ξ−10

∑n1

i=0 ξiB̂
i+1
j1 ∈ Lj für alle j ∈ {2, . . . , l} hat und in K[d]

enthalten ist.

(ii) Sei ξ0 = 0, dann muss ξ1 + ξ2B̂11 + . . . + ξn1
B̂n1−1

11 = 0 wegen B̂11 6= 0

gelten. Ist ξ1 6= 0, dann rechnen wir weiter analog wie im Fall (i).

Sonst ist B̂11 eine Nullstelle des Polynoms
∑n1

i=2 ξiX
i−2 = 0, welches wir

weiter nach dem gleichen Prinzip untersuchen. Da es dann mindestens

ein i ∈ {2, . . . , n1} mit ξi 6= 0 gibt, kommen wir schließlich zu einem

Polynom vom Grad größer als eins, denn es ist B̂11 ∈ L1\(K · En1
),

welches B̂11 als Nullstelle hat und dessen Absolutglied in K∗ liegt. In

diesem Fall erhalten wir wieder eine Matrix ê′1 analog wie in (i).

Nach dem gleichen Prinzip bringen wir für jedes j ∈ {2, . . . , l} den entspre-

chenden Block B̂′j1 zu νjEnj mit νj ∈ K, indem wir weiter mit ê′1 rechnen.

Schließlich erhalten wir eine Matrix der Gestalt (3.17), so dass wir weiter wie

bei der Möglichkeit 1 rechnen können, wodurch es sich die gewünschte Matrix

e1 ergibt.

Die Matrizen e2, . . . , ek−1 erhält man analog. Damit ist der Fall d ∈ R\R∗
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erledigt.

Ist d invertierbar, dann gilt λi 6= 0 und gegebenenfalls Bj 6= 0 für alle i ∈

{1, . . . , k} und j ∈ {1, . . . , l}. Mit λk − d ∈ K[d] erhalten wir eine nicht

invertierbare Matrix wie oben, welche dann die Matrizen e1, . . . , ek−1 liefert.

Die letzte Matrix ek errechnet sich dann durch ek = 1 −
∑k−1

i=1 ei (ist λk − d

wie im Fall 2, dann ist die Matrix ek der Gestalt (3.17), welche wir bei Bedarf

noch in die gewünschte Form überführen müssen).

Jetzt sind wir in der Lage, das erste Hilfsergebnis zu beweisen.

Lemma 3.3.2. Sei J ein Jordan-abgeschlossenes Jordan-System in R =

Kn,n mit n ≥ 2 und |K| ≥ n+ 1. Dann gilt:

∀p ∈ P(J) ∃a ∈ J, b ∈ J∗ : p = R(1 + ab, a).

Beweis: Sei p = R(1 + cd, c) = R(1, 0)E(−c)E(d) ∈ P(J) ⊆ P̃(J) mit c ∈ J
und d ∈ J\J∗. Wir betrachten zwei Fälle:

(1) Sei c ∈ J∗, dann ist p = R(c−1 + d, 1). Ist c−1 + d ∈ J∗, so wähle man

ein λ ∈ K∗\{1} (dieses existiert, denn K enthält nach Voraussetzung

mindestens 3 Elemente). Setzt man a := (1 − λ)−1(c−1 + d)−1 und

b := λ(c−1 + d) ∈ J∗, dann erhalten wir:

p = R(1 + λ− λ, (c−1 + d)−1)

= R((1− λ) + (c−1 + d)−1λ(c−1 + d), (c−1 + d)−1)

= R(1 + (1− λ)−1(c−1 + d)−1λ(c−1 + d), (1− λ)−1(c−1 + d)−1)

= R(1 + ab, a).

Ist c−1 + d /∈ J∗, dann existiert ein µ ∈ K∗, so dass c−1 + d − µ ∈ J∗

istiii. Mit a := µ−1 und b := c−1 + d− µ ∈ J∗ ergibt sich:

p = R(µ+ c−1 + d− µ, 1)

iiiWegen J ⊆ Kn,n hat c
−1 + d maximal n Eigenwerte und mindestens einer davon ist 0,

da c−1 + d nicht invertierbar ist. Die Existenz von µ folgt dann direkt nach Voraussetzung
an die Mächtigkeit des Körpers.
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= R(1 + µ−1(c−1 + d− µ), µ−1)

= R(1 + ab, a).

(2) Sei nun c ∈ J\J∗. Weiter sei χd(X) das charakteristische Polynom von

d. Wir haben zwei Fälle zu betrachten:

1. Fall: Sei χd(X) vollständig in Linearfaktoren zerlegbar, dann ist d zu

einer oberen Dreiecksmatrix d′ wie in (3.15) konjugiert, d.h. es existiert

ein u ∈ R∗ mit d′ = u−1du, also d′ ∈ u−1Ju =: J ′, und es gilt χd(X) =

±(X−λ1)
r1 · . . . ·(X−λk)

rk mit paarweise verschiedenen λ1, . . . , λk ∈ K

und r1, . . . , rk ≥ 1 mit
∑k

i=1 ri = n für ein k ≤ n (vgl. [32, S. 260]).

Offenbar ist 0 ein Eigenwert von d ∈ J\J∗ bzw. d′ ∈ J ′\J ′∗. OBdA sei

λk = 0. Wir betrachten nun d′ ∈ J ′ genauer.

Wegen J ′ = u−1Ju ist J ′ ein Jordan-abgeschlossenes Jordan-System

in R. Damit liegt die K-Algebra K[d′] = K +Kd′ + . . . +Kd′t−1 mit

dimK(K[d
′]) = t ≤ n ganz in J ′. Nach Lemma 3.3.1 gibt es in K[d′] für

jedes i ∈ {1, . . . , k−1} eine obere Dreiecksmatrix ei der Gestalt (3.13).

Setze man nun s′ := 1− (e1 + . . .+ ek−1) ∈ K[d
′], d.h. es ist

s′ =




0 0
. . .

0

0 Erk



+ m̂

mit m̂ wie in (3.16). Dann ist d′ + τs′ ∈ J ′∗ für alle τ ∈ K∗. Setzt man

nun s := us′u−1 ∈ J , dann folgt daraus d + τs = ud′u−1 + τus′u−1 =

u(d′ + τs′)u−1 ∈ uJ ′∗u−1 = J∗ für alle τ ∈ K∗.

Mit c ist auch cs nicht invertierbar, so dass ein l ∈ K∗ mit cs− l ∈ R∗

(⇔ 1− l−1cs ∈ R∗) existiert. Schließlich setze man a := (1− l−1cs)−1c ∈

R und b := l−1s+ d ∈ J∗. Es gilt:

1− l−1cs ∈ K[cs] mit dimKK[cs] = v ≤ n
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⇒ ∃ν1, . . . , νv ∈ K : (1− l−1cs)−1 = ν1 + ν2cs+ . . .+ νv(cs)
v−1

⇒ a = (1− l−1cs)−1c = ν1c+ ν2csc+ . . .+ νv(cs)
v−1c

mit (cs)ic = cs · . . . · cs · c ∈ J für alle i ∈ {1, . . . , v}, da J Jordan-

abgeschlossen ist. Daraus folgt a ∈ J . Insgesamt ergibt sich:

p = R(1 + cd, c)

= R((1− l−1cs)−1(1 + cd), (1− l−1cs)−1c)

= R((1− l−1cs)−1 + (1− l−1cs)−1cd, a)

= R(1 + (1− l−1cs)−1(1− (1− l−1cs)) + (1− l−1cs)−1cd, a)

= R(1 + (1− l−1cs)−1c(l−1s+ d), a)

= R(1 + ab, a).

2. Fall: Sei nun χd(X) nicht vollständig in Linearfaktoren zerlegbar. Im

Fall, dass χd(X) irreduzibel ist, muss d als nicht invertierbares Element

des Erweiterungskörpers K[d] ≃ K[X]/(χd(X)) gleich 0 sein, so dass

für λ ∈ K∗ mit c− λ−1 ∈ J∗ gilt:

p = R(1 + cd, c) = R(1, c) = R(1 + λc− λc, c)

= R(λ(λ−1 − c) + λc, c)

= R(1 + λ−1(λ−1 − c)−1cλ, λ−1(λ−1 − c)−1c)

= R(1 + ab, a)

mit a := λ−1(λ−1 − c)−1c ∈ J und b := λ ∈ K∗ ⊆ J∗.

Sei also χd(X) nicht irreduzibel, d.h. es gilt

d ≈ d′ :=




λ1Er1

. . . ∗

λkErk

B1

0 . . .

Bl



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mit d′ = u−1du ∈ J ′ := u−1Ju für ein u ∈ R∗, wobei B1, . . . , Bl

die Blöcke mit irreduziblen charakteristischen Polynomen χB1
(X), . . . ,

χBl(X) sind, welche χd(X) teilen, d.h. es gilt Bj ∈ Lj ≃ K[X]/(χBj(X))

für jedes j ∈ {1, . . . , l}. Dabei gilt insbesondere Bj 6= 0 für alle j ∈

{1, . . . , l}. Definiert man analog wie oben s′ := 1 −
∑

i ei für ei ∈

K[d′] wie in (3.14), dann hat s′ in der Hauptdiagonale statt der Blöcke

B1, . . . , Bl nur Elemente aus K und sonst Nullen (an der Stelle von

λ1, . . . , λk−1 6= 0) bzw. Einsen (an der Stelle von λk = 0), so dass

d′ + τs′ ∈ J ′∗ und folglich auch d + τs ∈ J∗ mit s = us′u−1 ∈ J für

alle τ ∈ K∗ gilt, denn es ist Bj + τt 6= 0 für alle j ∈ {1, . . . , l} und alle

t ∈ K. Weiter verläuft der Beweis analog zum Beweis von Fall 1.

Bemerkung 3.3.3. Aus dem obigen Lemma zusammen mit Lemma 3.1.15

in [26] folgt P(J) = {R(x, 1 + xy) | x, y ∈ J}.

Im Teil (2) des Beweises von 3.3.2 haben wir insbesondere ein wichti-

ges Ergebnis erhalten, das wir im Weiteren noch benutzen werden. Dieses

Ergebnisiv schreiben wir als Korollar auf:

Korollar 3.3.4. Sei J ein Jordan-abgeschlossenes Jordan-System in R =

Kn,n mit n ≥ 2 und d ∈ J\J∗. Dann existiert ein s ∈ K[d] ⊆ J , so dass

d+ ks ∈ J∗ für alle k ∈ K∗ gilt.

Mit Bemerkung 3.2.16 und Lemma 3.3.2 beweisen wir den folgenden Satz:

Satz 3.3.5. Sei J ein Jordan-abgeschlossenes Jordan-System in R = Kn,n

mit n ≥ 2 und |K| ≥ n+ 1. Dann ist J stabil in R.

Beweis: Nach 3.2.16 reicht es die Punkte der Form p = R(1, 0)E(a)E(b)E(c) ∈

P̃(J) (für a, b, c ∈ J) zu betrachten. Ist a ∈ J∗, so gilt das Gewünschte für

x = −c ∈ J : (ab− 1)(c+ x)− a = (ab− 1)(c− c)− a = −a ∈ J∗.

ivEin ähnliches Ergebnis gilt gemäß Lemma 2.1.1 in [42]: Für jedes d ∈ J existiert nämlich
ein c ∈ K[d]∗, so dass dc− k in K[d] ⊆ J invertierbar für alle k ∈ K\{0, 1} ist. Für unsere
Zwecke ist es aber ganz wichtig, dass der Fall k = 1 zumindest für nicht invertierbare d ∈ J
nicht ausgeschlossen wird.
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Sei nun a ∈ J\J∗. Es ist R(1, 0)E(a)E(b) = R(ab − 1, a) ∈ P(J). Nach
3.3.2 und 3.3.3 gibt es also a′, s, t ∈ J und b′ ∈ J∗, so dass R(ab − 1, a) =

R(1 + a′b′, a′) = R(s, st + 1) mit s = −b′a′b′ − b′ und t = (b′)−1 gemäß dem

Beweis von 3.1.15(2) in [26] ist. Daraus folgt p = R(1, 0)E(a)E(b)E(c) =

R(s, st+1) ·E(c) = R(sc−st−1, s) = R(s(c−t)−1, s). Für x = −(c−t) ∈ J

gilt die Behauptung.

Aus der Stabilität des Jordan-Systems folgt aber seine Jordan-Abgeschlos-

senheit nicht. Es gibt auch Jordan-Systeme über einem Körper mit kleine-

rer Mächtigkeit als in 3.3.5 vorausgesetzt, welche immer noch stabil in R

sind. Wir stellen einige Beispiele für stabile Jordan-Systeme vor, welche die

Voraussetzungen des Satzes 3.3.5 nicht erfüllen:

Beispiel 3.3.6. (1) Sei J die Menge aller Matrizen
(
λ ν τ
0 µ ν
0 0 λ

)
mit λ, µ, ν, τ ∈

K. Dann ist J ein Jordan-abgeschlossenes Jordan-System. Nach 3.3.5

ist J für alle K mit |K| ≥ 4 stabil in R. Wir beweisen, dass J auch für

K ≃ GF (3) stabil ist.

Sei S ≤ K3,3 die K-Algebra der oberen Dreiecksmatrizen und p =

S(a, b) ∈ P̃(J) ⊆ P(S). Wir zeigen, dass ein x =
( x11 x12 x13

0 x22 x12
0 0 x11

)
∈ J

existiert, so dass a+ bx ∈ S∗ gilt.

Wir wissen, dass jede endlichdimensionale K-Algebra stabil ist, d.h.

es gibt ein y ∈ S mit a + by ∈ S∗. Seien a :=
( a11 a12 a13

0 a22 a23
0 0 a33

)
, b :=

(
b11 b12 b13
0 b22 b23
0 0 b33

)
∈ S und y :=

( y11 y12 y13
0 y22 y23
0 0 y33

)
∈ S wie oben. Es ist dann

a+ by =




a11 + b11y11 a12 + b11y12 + b12y22 a13 + b11y13 + b12y23 + b13y33

0 a22 + b22y22 a23 + b22y23 + b23y33

0 0 a33 + b33y33




und es gilt

a+ by ∈ S∗ ⇔ a11 + b11y11 6= 0, a22 + b22y22 6= 0 und a33 + b33y33 6= 0.

Jetzt konstruieren wir das gesuchte x ∈ J .
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Da y12, y23 und y13 auf die Determinante von a + by keine Wirkung

haben, können wir oBdA x12 := y12 und x13 := y13 wählen. Außerdem

setzen wir sofort x22 := y22. Nun betrachten wir drei Fälle:

(a) Sei b11 = 0, dann ist a11 6= 0 und somit gilt a11 + b11x11 6= 0 für

alle x11 ∈ K. Damit auch die Gleichheit a33 + b33x11 6= 0 erfüllt

ist, wählen wir x11 := y33, so dass schließlich a+ bx ∈ S∗ gilt, wie

gewünscht.

(b) Sei b33 = 0. Dann konstruiert man x analog wie in (a).

(c) Seien nun b11, b33 6= 0, dann sind y11 6= −b−111 · a11 und y33 6=

−b−133 ·a33. Wegen |K| = 3 finden wir also stets ein x11 6= −b
−1
11 ·a11,

−b−133 · a33, so dass beide Bedingungen a11 + b11x11 6= 0 und a33 +

b33x11 6= 0 erfüllt sind.

Daraus folgt die Behauptung.

(2) Sei J wie in 2.1.4(J3), also ein nicht Jordan-abgeschlossenes Jordan-

System in K3,3 mit K ≃ GF (3). Wir zeigen, dass J stabil in R ist.

Sei D ≤ K3,3 die K-Algebra aller Diagonalmatrizen. Weiter sei p =

R(a, b) ∈ P̃(J) mit a :=
(
a1 0 0
0 a2 0
0 0 a3

)
und b :=

(
b1 0 0
0 b2 0
0 0 b3

)
∈ D. Wir suchen

ein x :=
( y+z 0 0

0 y+2z 0
0 0 y

)
∈ J ≤ D, für welches die Bedingung a+ bx ∈ D∗

erfüllt ist. Es gilt:

a+ bx =




a1 + b1(y + z) 0 0

0 a2 + b2(y + 2z) 0

0 0 a3 + b3y


 ∈ S∗

⇔ a1 + b1(y + z) 6= 0, a2 + b2(y + 2z) 6= 0 und a3 + b3y 6= 0.

Damit haben wir ein lineares Gleichungssystem

b1z + b1y = u− a1

2b2z + b2y = v − a2

b3y = w − a3
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in den zwei Unbekannten y, z mit geeigneten u, v, w ∈ K∗. Wir suchen

also solche u, v, w ∈ K∗, so dass das Gleichungssystem lösbar ist. Wir

betrachten wieder zwei Fälle:

(a) Sei bi 6= 0 für alle i ∈ {1, 2, 3}. Sind a, b ∈ D∗, dann sind auch

ai 6= 0. In diesem Fall ist die Bedingung a + bx ∈ D∗ für x =

0 erfüllt. Sonst sei oBdA a3 = 0. Dann liefert die 3. Gleichung

sofort y = b−13 w ∈ {b−13 , 2b−13 }. Aus der 1. Gleichung ergibt sich

z = b−11 (u − a1 − b1b
−1
3 w) ∈ {b−11 (k − a1 − b1b

−1
3 l) | k, l ∈ {1, 2}}.

Setzt man w = 1, dann erhalten wir durch Einsetzen von y und z

in die 2. Gleichung mit einem beliebigen v 6= 0:

2b2z + b2y + a2 6= 0

⇔ 2b2b
−1
1 (u− a1 − b1b

−1
3 ) + b2b

−1
3 + a2 6= 0

⇔ 2b2b
−1
1 (u− a1)− b2b

−1
3 + a2 6= 0

⇔ u 6= 2b1b
−1
3 − 2b1b

−1
2 a2 + a1

Wegen |K| = 3 findet man stets ein u ∈ K∗, welches die obige

Aussage erfüllt.

(b) Wir nehmen nun an, dass es mindestens ein i ∈ {1, 2, 3} gibt mit

bi = 0. Sei oBdA b3 = 0, dann muss a3 von 0 verschieden sein, denn

sonst wäre R(a, b) kein Punkt von P̃ (J). Setzt man w = a3 6= 0,

dann kann y ∈ K beliebig gewählt werden, z. B. y = 0. Ist auch

b1 = 0 und damit a1 6= 0, dann setze u = a1 und wähle z ∈ K so,

dass v = 2b2z + a2 6= 0 ist. Im Fall b1 6= 0 ist z = b−11 (u− a1) und

damit gilt für die 2. Gleichung mit einem beliebigen v 6= 0:

2b2z + a2 6= 0

⇔ 2b2b
−1
1 (u− a1) + a2 6= 0

⇔ u 6= a1 − 2b1b
−1
2 a2

Die gleiche Argumentation wie im Fall (a) liefert uns die gesuchten

u, v, w ∈ K∗.
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Obwohl J in R stabil ist, folgt daraus die Gleichheit der Mengen P(J)
und P̃(J) nicht. Genauer wird diese Tatsache im nachfolgenden Ab-

schnitt erklärt. Das zeigt, dass auf die Voraussetzung des Satzes 3.2.15

nicht verzichtet werden kann.

Eine wichtige Folgerung aus 3.3.5 unter Beachtung von 3.2.15 schreiben

wir noch mal als Korollar auf:

Korollar 3.3.7. Sei J ein Jordan-abgeschlossenes Jordan-System in R =

Kn,n mit n ≥ 2 und |K| ≥ n+ 1. Dann ist P̃(J) = P(J).

3.4 Kettenräume über nicht notwendigerweise starken

Jordan-Systemen

In diesem Abschnitt soll klar gemacht werden, inwieweit die im Abschnitt

3.2 eingeführte Definition der projektiven Gerade über nicht notwendiger-

weise starken Jordan-Systemen im Sinne der Kettengeometrie sinnvoll ist.

Bevor diese Frage genauer untersucht wird, möchten wir das Beispiel von

oben weiter ausführen.

Beispiel 3.4.1. Sei J wieder wie in 2.1.4(J3) undD ≤ K3,3 dieK-Algebra al-

ler Diagonalmatrizen mit K ≃ GF (3). Wegen J ⊆ D betrachten wir die pro-

jektive Gerade von J als Teilmenge von P(D). Wie wir in 2.4.7 schon gesehen

haben, ist die gemäß 1.1.29 definierte projektive Gerade P(J) kein Unterraum
von Σ(K,D) und damit nicht die Punktmenge eines Kettenraums, da nicht

alle Verbindungsketten von drei paarweise distanten Punkten ganz in P(J)
sind. Wir betrachten zunächst, ob für die im Fall (J3) des Unterabschnitts

2.4.1 behandelten Punkte die in P(J) fehlende Kette in P̃(J) enthalten ist.

Seien also

h1 := D(1 + a1b1, a1) mit a1 =
(

1 0 0
0 2 0
0 0 0

)
, b1 =

(
0 0 0
0 2 0
0 0 1

)
∈ J,

h2 := D(1 + a2b2, a2) mit a2 = b2 = 1 ∈ J,

h3 := D(1 + a3b3, a3) mit a3 = 2, b3 = 1 ∈ J,
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d.h. es gilt h1 = D
((

1 0 0
0 2 0
0 0 1

)
,
(

1 0 0
0 2 0
0 0 0

))
, h2 = D(2, 1), h3 = D(0, 1). Dann

sind h1, h2, h3 paarweise distante Punkte, die den Ebenen E , E
′ bzw. E ′′ aus

dem Beweis von 2.4.7 entsprechen. Sei Ch := (h1h2h3) die Verbindungs-

kette. Gemäß dem Beweis von 2.4.7 liegt der vierte Punkt von Ch außer-

halb von P(J). Tatsächlich ist der Punkt h4 := D(1, 0)E(a4)E(b4)E(c4) =

D
((

2 0 0
0 1 0
0 0 2

)
,
(

0 0 0
0 0 0
0 0 2

))
∈ P̃(J)\P(J) mit a4 =

(
1 0 0
0 2 0
0 0 0

)
= b4 und c4 =

(
1+z 0 0
0 1+2z 0
0 0 1

)

für ein beliebiges z ∈ K (dieses verschwindet beim Ausrechnen von h4) zu

allen hi, i ∈ {1, 2, 3}, distant und für σ ∈ PGL2(D), welche durch die

Matrix
(
x y
v w

)
∈ GL2(D) mit x :=

(
1 0 0
0 1 0
0 0 2

)
, y :=

(
1 0 0
0 1 0
0 0 0

)
, v :=

(
2 0 0
0 2 0
0 0 1

)
und

w :=
(

0 0 0
0 0 0
0 0 1

)
induziert wird, gilt:

D(1, 0)σ = D(x, y) = D(u1(1 + a1b1), u1a1) = h1, mit u1 =
(

1 0 0
0 2 0
0 0 2

)
∈ D∗,

D(0, 1)σ = D(v, w) = D(u1(a4b4c4 − a4 − c4), u1(a4b4 − 1)) = h4,

D(1, 1)σ = D(x+ v, y + w) = h3,

D(2, 1)σ = D(2x+ v, 2y + w) = D(u2(1 + a2b2), u2a2) = h2, mit

u2 =
(

2 0 0
0 2 0
0 0 1

)
∈ D∗.

Damit ist h4 ∈ Ch = P(K)σ. Insbesondere ist P(J) eine echte Teilmenge von
P̃(J).

Wir können sogar zeigen, dass P̃(J) ein Unterraum von Σ(K,D) ist. Das

bedeutet insbesondere, dass für je drei paarweise distante Punkte in P̃(J)
ihre Verbindungskette ganz in P̃(J) liegt und die Inzidenzstruktur Σ̃ :=

(P̃(J),C(P̃(J))) selbst ein Kettenraum ist. Wir zeigen unter anderem, dass

die Menge aller Ketten in P̃(J) wie folgt aussieht:

C(P̃(J)) = {Cδ | δ ∈ PE2(J), C ∈ C(K,D),∞ ∈ C} =: C(K,D, J). (3.18)

Als Zwischenschritt untersuchen wir die Menge aller zu ∞ distanten Punkte

von P̃(J) und zeigen, dass diese Menge mit der Menge △(∞) = {p ∈ P(D) |
p △ ∞} = {D(h, 1) | h ∈ D} ⊆ P(D) übereinstimmt. Offenbar gilt P̃(J) ∩
△ (∞) ⊆ △ (∞). Wir zeigen nun die andere Inklusion. Sei p = D(h, 1) ∈
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△(∞) mit h ∈ D, d.h. h =
(
k1 0 0
0 k2 0
0 0 k3

)
mit ki ∈ K, i ∈ {1, 2, 3}. Setzt man

a := k1 + 2k3 und b := k2 + 2k3 + a = k1 + k2 + k3, dann erhalten wir

h =




a+ k3 0 0

0 2a+ k3 0

0 0 k3


+




0 0 0

0 b 0

0 0 0


 mit s :=




a+ k3 0 0

0 2a+ k3 0

0 0 k3


 ∈ J.

Ist b = 0, dann ist h = s ∈ J und damit gilt sofort p ∈ P̃(J) ∩ △(∞). Sei

nun b = 1 (für b = 2 gilt analog). Mit t :=
(

2 0 0
0 1 0
0 0 0

)
∈ J und l =

(
0 0 0
0 2 0
0 0 1

)
∈ J

ist
(

0 0 0
0 1 0
0 0 0

)
= 2tlt, so dass h = s+ 2tlt ist. Weiter setze man m := s− t ∈ J .

Wegen tl − 1 =
(

2 0 0
0 1 0
0 0 2

)
= (tl − 1)−1 ∈ D∗ ergibt sich

p = D(h, 1) = D(s+ 2tlt, 1) = D(m− tlt+ t, 1) = D(m− (tl − 1)t, 1)

= D((tl − 1)m− t, tl − 1) = D(1, 0)E(t) · E(l) · E(m) ∈ P̃(J) ∩ △(∞).

Daraus folgt △(∞) ⊆ P̃(J) ∩ △(∞) und damit gilt die Gleichheit △(∞) =

P̃(J) ∩ △(∞).

Betrachtet man die entsprechenden Mengen aller Ketten durch ∞ in P̃(J)
bzw. P(D), so sind sie nach dem gerade Gezeigten auch gleich, d.h. es gilt

C̃(∞) := {C̃ ∈ C(P̃(J)) | ∞ ∈ C̃} = {C ∈ C(K,D) | ∞ ∈ C} =: C(∞).

Wir kommen nun zu dem eigentlichen Beweis der oben angekündigten Be-

hauptungen.

Zunächst zeigen wir, dass für je drei paarweise distante Punkte in P̃(J) ih-
re Verbindungskette ganz in P̃(J) liegt und jede solche Kette C̃ die Gestalt

C̃ = Cδ ∈ C(K,D, J) mit δ ∈ PE2(J) und C ∈ C(∞) hat. Seien also

p, q, r ∈ P̃(J) paarweise distant und p = D(1, 0)E(T ) mit E(T ) ∈ E2(J). Ist

α die durch die Matrix E(T )−1 induzierte Abbildung in PE2(J), dann gilt

pα = D(1, 0) und damit ist (pαqαrα) =: C ∈ C̃(∞) = C(∞) eine Kette durch

∞ in P̃(J). Daher ist (pqr) = Cδ ⊆ P̃(J) für δ = α−1 die Kette durch p, q, r.

Umgekehrt ist für jedes δ ∈ PE2(J) und C ∈ C(∞) stets Cδ ⊆ P̃(J). Damit
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gilt Bedingung (2) der Unterraumdefinition 1.2.9 sowie (3.18). Bedingung (1)

von 1.2.9 ist auch erfüllt, denn P̃(J) enthält sicher die Punkte D(1, 0), D(0, 1)
und D(1, 1).

Schließlich zeigen wir, dass Σ̃ selbst ein Kettenraum ist. Axiome K1 und

K2 sind offensichtlich erfüllt. Wir müssen also zeigen, dass alle Residuen Σ̃p,

p ∈ P̃(J), partielle affine Räume sind. Da E2(J) Ketten aus Σ̃ auf ebensolche

abbildet und transitiv auf P̃(J) operiert, können wir oBdA den Punkt p =∞

betrachten. Nach dem oben Gezeigten gilt △(∞) =△(∞) ∩ P̃(J) und C̃∞ :=

{C\{∞} | C ∈ C̃(∞)} = {C\{∞} | C ∈ C(∞)} =: C∞. Daraus folgt, dass

die Residuen Σ∞ = (△(∞),C∞) und Σ̃∞ = (△(∞)∩ P̃(J), C̃∞) auch identisch
sind. Mit Σ∞ ist also auch Σ̃∞ ein partieller affiner Raum im affinen Raum

A(K,D).

Das obige Beispiel illustriert, inwiefern die neue Definition der projektiven

Gerade über nicht notwendigerweise starken Jordan-Systemen (zumindest für

dieses konkrete Jordan-System) aus Sicht der Kettengeometrie sinnvoll ist.

Natürlich kann man die in diesem Beispiel definierte Kettengeometrie nicht

auf ein beliebiges Jordan-System übertragen: Wenigstens ist die Gleichheit

△ (∞) =△ (∞) ∩ P̃(J) nicht allgemein gültig, so dass sowohl Ketten durch

∞, als auch die entsprechenden Residuen Σ̃∞ allgemein anders aussehen

sollten. Die Idee, alle Ketten mittels der Ketten durch ∞ zu beschreiben,

scheint jedoch nicht verkehrt zu sein. Außerdem haben wir eine Untergruppe

PE2(J) ≤ PGL2(R) zur Verfügung, welche auf dem Distanzraum (P̃(J),△)
operiert. Diese operiert auf P̃(J) sogar 2-△-transitiv. Um das zu beweisen,

brauchen wir zunächst das folgende Lemma:

Lemma 3.4.2. Sei J ein Jordan-System. Dann gilt

PE2(J) ist 2-△-transitiv auf P̃(J)⇔




∀p, q ∈ P̃(J), p △ q ∃α ∈ PE2(J) :

pα = R(1, 0), qα = R(0, 1)

Beweis: Die Rechts-Implikation ist klar. Wir beweisen also nur die Links-

Implikation. Seien (p, q), (p̄, q̄) Paare distanter Punkte in P̃(J). Nach Voraus-
setzung gibt es ein α ∈ PE2(J) mit p

α = R(1, 0) und qα = R(0, 1) und ein
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ᾱ ∈ PE2(J) mit p̄
ᾱ = R(1, 0) und q̄ᾱ = R(0, 1). Setzt man γ := α ◦ ᾱ−1 ∈

PE2(J), dann gilt sofort p̄ = pγ und q̄ = qγ, was zu beweisen war.

Lemma 3.4.3. Sei J ein Jordan-abgeschlossenes Jordan-System. Dann ope-

riert PE2(J) 2-△-transitiv auf P̃(J).

Beweis: Seien p = R(1, 0)E(T ), q = R(1, 0)E(S) ∈ P̃(J) distant mit E(T ),
E(S) ∈ E2(J). Weiter sei α ∈ PE2(J) durch die Matrix E(T )−1 induziert,

dann gilt pα = R(1, 0) und qα = R(1, 0)E(S)E(T )−1 mit pα △ qα. Nach 3.2.9

hat qα die Gestalt qα = R(h, 1) für ein h ∈ J . Damit ist qα = R(1, 0)E(h).

Setze nun β := E(h)−1 ∈ PE2(J), dann gilt (pα)β = R(1, 0) ·
(
0 −1
1 h

)
=

R(0, 1) und (qα)β = R(1, 0). Für γ := α ◦ β ∈ PE2(J) gilt nach 3.4.2 die

Behauptung.

Nun können wir die in P̃(J) enthaltenen Ketten für Jordan-abgeschlossene
Jordan-Systeme in einem Satz beschreiben, welcher den Satz 1.2.10 verallge-

meinert:

Satz 3.4.4. Sei J ein Jordan-abgeschlossenes Jordan-System in R. Für je

drei paarweise distante Punkte p, q, r ∈ P̃(J) liegt ihre Verbindungskette C =

(pqr) ∈ C(K,R) ganz in P̃(J). Jede solche Kette C hat die Gestalt C = (Ch)
δ,

wobei Ch := {R(sh, t) | K(s, t) ∈ P(K)} für ein h ∈ J∗ und δ ∈ PE2(J) ist.

Umgekehrt ist für δ ∈ PE2(J) und h ∈ J
∗ stets (Ch)

δ ⊆ P̃(J).

Beweis: Seien p, q, r ∈ P̃(J) paarweise distant. Nach 3.4.3 gibt es ein δ ∈

PE2(J) mit p
δ = R(1, 0) und qδ = R(0, 1), so dass rδ = R(h, 1) für ein h ∈ J∗

nach 3.2.9 ist. Die Punkte pδ, qδ, rδ liegen auf der Kette P(K)γ, wobei γ ∈
PGL2(R) durch

(
h 0
0 1

)
∈ GL2(R) induziert wird. Offenbar ist aber P(K)γ =

{R(1, 0)} ∪ {R(kh, 1) | k ∈ K} = Ch ⊆ P̃(J). Damit ist die Kette (pqr) =
(Ch)

δ−1

ganz in P̃(J) enthalten.

Sei nun δ ∈ PE2(J) und h ∈ J
∗. Dann ist mit Ch ⊆ P̃(J) auch (Ch)δ ⊆ P̃(J),

denn PE2(J) lässt die Menge aller Punkte der projektiven Gerade über J

sowie die Distanzrelation von P̃(J) invariant.

Im folgenden Satz zeigen wir schließlich, dass P̃(J) ein Unterraum von
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Σ(K,R) ist. Dies stellt eine Verallgemeinerung von Satz 1.2.11 dar:

Satz 3.4.5. Sei J ein Jordan-abgeschlossenes Jordan-System in R. Dann ist

Σ̃ := Σ(K,R, J) := (P̃(J), C̃(K,R, J))

mit C̃(K,R, J) := {(Ch)
δ | h ∈ J∗, δ ∈ PE2(J)} ein Unterraum von Σ(K,R).

Wir nennen Σ(K,R, J) die Kettengeometrie über (K,R, J).

Beweis: Nach 3.4.4 ist Bedingung (2) von 1.2.9 erfüllt. Offenbar gilt wegen

P(K) ⊆ P̃(J) auch Bedingung (1). Wir zeigen also, dass Σ̃ selbst ein Ket-

tenraum ist. Dazu betrachten wir die Residuen Σ̃p für p ∈ P̃(J) und zeigen,
dass diese partielle affine Räume sind. Da PE2(J) auf P̃(J) transitiv ope-

riert und Ketten aus Σ̃ nach 3.4.4 auf ebensolche abbildet, können wir oBdA

den Punkt p = R(1, 0) wählen. Dann ist Σ̃∞ = (△̃(∞), C̃∞) mit △̃(∞) =

△(∞) ∩ P̃(J) = {R(h, 1) | h ∈ J} (gemäß 3.2.9) und C̃∞ = {C\{∞} | ∞ ∈

C ∈ C̃ = C̃(K,R, J)}. Nach 2.1.9 in [26] kann man jede Kette in C̃ ⊆ C(K,R)

durch ∞ als P(K)γ für ein γ ∈ PGL2(R) darstellen, wobei γ durch die Ma-

trix
(
1 0
c d

)
∈ GL2(R) mit c ∈ R, d ∈ R∗ induziert wird. Identifiziert man

R(h, 1) ∈ △̃(∞) mit h ∈ J , dann erhalten wir:

C\{∞} = {R(k, 1)
(
1 0
c d

)
| k ∈ K} = d−1c+Kd−1 ⊆ P̃(J).

Setzen wir nun a := d−1c ∈ J und b := d−1 ∈ J∗, so gilt also C\{∞} = a+Kb.

Somit ist C̃∞ = {a+Kb | a ∈ J, b ∈ J∗}. Folglich ist Σ̃∞ ein partieller affiner

Raum im affinen Raum A(K, J).

Bemerkung 3.4.6. Sei J ein Jordan-abgeschlossenes Jordan-System in R.

Dann gilt:

(1) Die Gruppe ∆(J) lässt die Menge P̃(J) invariant.

(2) Es gilt C̃(K,R, J) = {(Ch)
δ | h ∈ J∗, δ ∈ PE2(J)} = {(Ch)

δ | h ∈

J∗, δ ∈ ∆(J)} = C(K,R, J) mit C(K,R, J) aus Satz 1.2.11 (auch für

nicht starkes J).

(3) Ist J stark, so stimmt Σ̃ mit der Definition der Kettengeometrie über
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(K,R, J) aus Satz 1.2.11 überein.

Beweis: Wir erinnern zunächst, dass die Gruppe ∆(J) eine Untergruppe von

PGL2(R) ist, die von denjenigen Abbildungen erzeugt wird, welche durch

Matrizen
(
1 0
c 1

)
mit c ∈ J und

(
0 1
1 0

)
induziert werden (siehe Abschnitt 1.2,

S. 27). Im Verlauf des Beweises bezeichnen wir diese Abbildungen mit δ1 (für

ein beliebiges c ∈ J) bzw. δ2.

(1) Es ist zu zeigen, dass beide Erzeuger δ1, δ2 von ∆(J) die Menge P̃(J)
invariant lassen. Für die durch

(
1 0
c 1

)
induzierte Abbildung δ1 gilt die

Aussage sofort wegen
(
1 0
c 1

)
= B21(c) = E(0)−1 · E(−c) ∈ E2(J) (siehe

3.2.3(2)).

Wir betrachten nun die Abbildung δ2. Für alle Punkte p = R(1, 0)E(T ) ∈

P̃(J) mit T = (t1, . . . , tn) ∈ S(J) haben wir:

pδ2 = R(1, 0)E(t1) · . . . · E(tn)
(
0 1
1 0

)

= R(1, 0)E(t1) · . . . · E(tn−1)
(
0 1
1 0

)(
0 1
1 0

)
E(tn)

(
0 1
1 0

)

= R(1, 0)E(t1) · . . . · E(tn−1)
(
0 1
1 0

)
E(tn)

−1

= . . . = R(1, 0)
(
0 1
1 0

)
E(t1)

−1 · . . . · E(tn)
−1

= R(1, 0)E(0)−1 · E(t1)
−1 · . . . · E(tn)

−1

= . . . = R(1, 0)E(−t1) · . . . · E(−tn)E(0)
−1 ∈ P̃(J),

weil E(t)−1 = E(0)E(−t)E(0) für alle t ∈ J gilt. Daraus folgt die

Behauptung.

Insbesondere haben wir auch die Gleichheit E(T )
(
0 1
1 0

)
=

(
0 1
1 0

)
E(T̃ )−1

mit T̃ = (tn, . . . , t1) ∈ S(J) gezeigt, d.h. es gilt stets

∀δ ∈ PE2(J) ∃δ̃ ∈ PE2(J) : δ ◦ δ2 = δ2 ◦ δ̃. (3.19)

(2) Gemäß 3.2.6(2) ist PE2(J) ≤ ∆(J). Somit gilt C̃(K,R, J) ⊆ C(K,R, J).

Wir zeigen nun die andere Inklusion. Dazu beweisen wir, dass für jedes

δ ∈ ∆(J) ein δ′ ∈ PE2(J) existiert, so dass (Ch)
δ = (Ch)

δ′ gilt.

Da jede Abbildung aus ∆(J) als Hintereinanderausführung der Ab-

bildungen δ1, δ2 dargestellt werden kann, können wir das Prinzip der
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vollständiger Induktion anwenden, indem wir die Aussage zunächst für

beide Erzeuger von ∆(J) zeigen. Für δ1 ∈ ∆(J) gilt sofort δ′1 = δ1 ∈

PE2(J) mit (Ch)
δ1 = (Ch)

δ′1.

Wir beweisen nun die Aussage für δ2 ∈ ∆(J). Sei δ′2 ∈ PE2(J) die

durch E(0)−1 induzierte Abbildung. Dann erhalten wir nach (1) das

Gewünschte:

(Ch)
δ2 = {R(1, 0)δ2} ∪ {R(λh, 1)δ2 | λ ∈ K}

= {R(0, 1)} ∪ {R(1, λh) | λ ∈ K}

= {R(0,−1)} ∪ {R(1,−λh) | λ ∈ K}

= {R(1, 0)δ
′

2} ∪ {R(λh, 1)δ
′

2 | λ ∈ K} = (Ch)
δ′2.

Jetzt nehmen wir an, dass die Aussage für ein beliebiges δ ∈ ∆(J)

wahr ist und es gilt (Ch)
δ = (Ch)

δ′ für ein δ′ ∈ PE2(J). Es bleibt die

Gültigkeit der Aussage für die Abbildungen δ̄i := δ ◦ δi mit i ∈ {1, 2}

zu zeigen.

Für δ̄1 erhalten wir sofort wegen δ1 ∈ PE2(J) und unserer Annahme:

(Ch)
δ̄1 = (Ch)

δδ1 = ((Ch)
δ)δ1 = ((Ch)

δ′)δ1 = (Ch)
δ′δ1 = (Ch)

δ̄′1

mit δ̄′1 ∈ PE2(J).

Nun betrachten wir δ̄2 ∈ ∆(J). Nach unserer Annahme gilt zunächst

analog wie oben (Ch)
δ̄2 = (Ch)

δδ2 = (Ch)
δ′δ2. Weiter rechnen wir also

mit δ′ ◦ δ2 ∈ ∆(J).

Sei δ′ durch die Matrix E(T ) ∈ E2(J) mit T = (t1, . . . , tn) ∈ S(J)

induziert. Dann folgt aus (3.19) und nach dem oben Gezeigten:

(Ch)
δ′δ2 = (Ch)

δ2δ̃
′

= (Ch)
δ′2δ̃

′

,

wobei δ′2 ∈ PE2(J) wie oben ist und δ̃′ ∈ PE2(J) durch die Matrix

E(T̃ )−1 ∈ E2(J) mit T̃ = (tn, . . . , t1) ∈ S(J) induziert wird.

Insgesamt ergibt sich (Ch)
δ̄2 = (Ch)

δ̄′2 für δ̄′2 := δ′2 ◦ δ̃
′ ∈ PE2(J) wie

gewünscht.
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Daraus folgt C(K,R, J) ⊆ C̃(K,R, J) und daher gilt die Gleichheit

C̃(K,R, J) = C(K,R, J). Folglich kann man die Kettengeometrie Σ̃

über (K,R, J) auch mittels der Gruppe ∆(J) definieren, d.h. es gilt

Σ̃ = (P̃(J),C(K,R, J)).

(3) Die Aussage folgt unmittelbar aus (2) und 3.2.6(2).

Wegen 3.4.6(2) bezeichnen wir im Weiteren die Kettenmenge von Σ̃ stets

mit C(K,R, J).



Kapitel 4

Jordan-Homomorphismen und Mor-

phismen von Distanzräumen

Im diesem Kapitel werfen wir einen schärferen Blick auf den im Kapitel 1

definierten Begriff des Jordan-Homomorphismus. Anhand von bestimmten

Beispielklassen untersuchen wir, wie man solche Abbildungen algebraisch be-

schreiben kann.

Wir konzentrieren uns auf Jordan-Homomorphismen von Matrizenalge-

bren über Körpern und von Jordan-Systemen hermitescher Matrizen. Die

Jordan-Homomorphismen von Matrizenalgebren bzw. Jordan-Systemen her-

mitescher Matrizen werden algebraisch beschrieben. Es wird auch gezeigt,

dass jeder Jordan-Homomorphismus der angegebenen Strukturen eine Abbil-

dung der entsprechenden projektiven Geraden induziert, welche die Distanz-

sowie die Adjazenzrelation invariant lässt.

4.1 Jordan-Homomorphismen von Matrizenalgebren

In diesem Abschnitt benötigen wir die folgende Definition eines Matrizenrin-

ges (vgl. [49, S. 311]):

Definition 4.1.1. Sei U ein Ring mit Einselement. Dann ist U ein Matri-

zenring über S, wenn U eine Menge {eij | i, j = 1, . . . , n} von Matrizen-

einheiten enthält, d.h. Matrizen, welche die Eigenschaften eijesl = δjseil mit
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δjs =




1, falls j = s

0 sonst
für alle i, j, s, l ∈ {1, . . . , n} und

∑n
1 eii = 1 erfüllen.

Dabei ist S der Unterring von U , der mit allen eij kommutiert. Insbesondere

kann jedes Element u ∈ U eindeutig in der Form u =
∑
sijeij mit sij ∈ S

geschrieben werden.

Liegt S ganz im Zentrum von U , dann heißt U eine Matrizenalgebra über

S.

Bemerkung 4.1.2. Sei R ein Ring und M = Rn,n der übliche Matrizen-

ring aller n × n-Matrizen mit Einträgen aus R. Weiter seien eij ∈ M , i, j ∈

{1, . . . , n}, die Standardmatrizeneinheiten, d.h. Matrizen, welche auf der Po-

sition (i, j) eine Eins und sonst Nullen haben, und S ⊆ M die Menge aller

Matrizen in M , welche mit allen eij kommutieren. Dann gilt S = R · E =

{rE | r ∈ R}, wobei E die Einheitsmatrix von M ist. Damit ist M ein Ma-

trizenring über S im Sinne von Definition 4.1.1. Umgekehrt ist U zu dem

Matrizenring Sn,n aller n× n-Matrizen mit Einträgen aus S isomorph.

Beweis: Offenbar gilt R · E ⊆ S. Es bleibt S ⊆ R · E zu zeigen.

Sei also (mij) := (mij)i,j∈{1,...,n} ∈ S. Dann gilt (mij)esl = esl(mij) für je-

de Standardmatrizeneinheit esl mit s, l ∈ {1, . . . , n}. Daraus folgt mis =

mlj = 0 für alle i 6= l und j 6= s. Setzt man s = l, dann erhalten wir

(mij) = diag(m11, . . . ,mnn). Sei nun s = 1 und l ∈ {1, . . . , n} beliebig. Wegen

(mij)e1l = e1l(mij) gilt dann m11 = mll für alle l ∈ {1, . . . , n}. Das impliziert

(mij) = m11E ∈ R · E, so dass folglich S ⊆ R · E gilt. Die verbleibenden

Behauptungen sind klar.

Aufgrund von 4.1.2 gelten alle Ergebnisse über Matrizenringe U im Sinne

von Definition 4.1.1 auch für Matrizenringe Rn,n und umgekehrt. Im Weiteren

fassen wir U stets als den Matrizenring Sn,n auf.

Jordan-Homomorphismen von einemMatrizenring in einen beliebigen Ring

wurden schon von N. Jacobson und C.E. Rickart untersucht. In [48] haben

sie gezeigt, dass jeder solche Jordan-Homomorphismus die Summe von einem

Homomorphismus und einem Anti-Homomorphismus ist (siehe unten).
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Unabhängig davon hat I.N. Herstein in [41, Theorem H] bewiesen, dass

jeder Jordan-Homomorphismus α von einem Ring R in einen Primring R′

von Charakteristik ungleich 2 und 3 entweder ein Homomorphismus oder

ein Anti-Homomorphismus ist. Ein Jahr später hat M.F. Smiley das gleiche

Ergebnis erhalten, aber ohne Voraussetzung, dass die Charakteristik von R′

ungleich 3 sein soll (siehe [62]).

Relativ kürzlich hat H.M. Yao einen Satz bewiesen, nach dem man folgern

kann, dass alle Jordan-Homomorphismen α : Kn,n → Kn,n mit n ≥ 3 und

CharK 6= 2 entweder Homomorphismen oder Anti-Homomorphismen sind

(siehe [67, Theorem 8]). Im Folgenden zeigen wir, dass dieselbe Aussage auch

im Fall von einem Jordan-Homomorphismus zwischen zwei Matrizenringen

(gleicher Ordnung ≥ 2) über beliebigen verschiedenen Körpern gilt (im bi-

jektiven Fall wurde sie schon von Z.-X. Wan in [66, Theorem 3.24] bewiesen,

wobei Jordan-Isomorphismen dort semi-Isomorphismen heißen).

Zunächst stellen wir Lemma 3 von N. Jacobson und C.E. Rickart aus [48]

vor:

Lemma 4.1.3. Seien U = Sn,n mit n ≥ 2 ein Matrizenring (im Sinne von

4.1.1) und U ′ ein beliebiger Ring. Weiter seien α : U → U ′ ein Jordan-

Homomorphismus und E der von dem Bild Uα erzeugte Unterring von U ′.

Dann gibt es zwei n×n-Systeme {gij | i, j = 1, . . . , n}, {hij | i, j = 1, . . . , n}

von Matrizeneinheiten in E, so dass eαij = gij + hij und gijhkl = hklgij = 0

für alle i, j, k, l gilt.

Im Weiteren nennen wir E wie in 4.1.3 auch den einhüllenden Ring von

Uα. Gemäß dem obigen Lemma und Satz 7 in [48] sowie dem Beweis davon

gilt der folgende Satz:

Satz 4.1.4. Jeder Jordan-Homomorphismus α von einem Matrizenring U =

Sn,n, n ≥ 2, in einen beliebigen Ring U ′ ist die Summe von einem Homomor-

phismus ψ : U → E und einem Anti-Homomorphismus ϑ : U → E, wobei E

der einhüllende Ring von Uα ist. D.h. es ist α = ψ+ϑ mit aα = aψ+aϑ für alle

a ∈ U . Sind gij, hij wie in 4.1.3, dann gilt außerdem 1ψU = g :=
∑n

i=1 gii ∈ E,

1ϑU = h :=
∑n

i=1 hii ∈ E sowie g + h = 1U ′, g
2 = g, h2 = h und gh = hg = 0.
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Nun betrachten wir einen Jordan-Homomorphismus α zwischen n × n-

Matrizenalgebren über Körpern. Dann gilt sogar:

Satz 4.1.5. Seien R = Kn,n und R′ = K ′
n,n zwei Matrizenalgebren mit n ≥ 2

und α : R → R′ ein Jordan-Homomorphismus. Dann ist α entweder ein

Homomorphismus oder ein Anti-Homomorphismus.

Beweis: Sei E der einhüllende Ring von Rα. Nach Satz 4.1.4 existieren ein

Ringhomomorphismus ψ : R → E und ein Ring-Antihomomorphismus ϑ :

R → E, so dass α sich als Summe α = ψ + ϑ darstellen lässt und es gilt

1ψR = g und 1ϑR = h mit g + h = 1R′, g
2 = g, h2 = h und gh = hg = 0

für g, h ∈ E wie in 4.1.4. Außerdem gilt nach dem Beweis von Satz 7 in

[48] E = E1 ⊕ E2, wobei E1 = Eg und E2 = Eh zweiseitige Ideale in E mit

Bild ψ ⊆ E1, Bild ϑ ⊆ E2 sind.

Nun möchten wir uns die beiden Ideale E1 und E2 genauer anschauen. Wegen

g2 = g ist g eine Nullstelle des Polynoms q(X) = X2 − X ∈ K ′[X]. Daher

ist q(X) durch das Minimalpolynom mg(X) von g teilbar. Folglich zerfällt

mg(X) vollständig in Linearfaktoren und besitzt nur einfache Nullstellen in

K ′. Nach F18 in [57, S. 215] ist also g diagonalisierbar, d.h. es gibt eine

invertierbare Matrix p ∈ GLn(K
′), so dass p−1gp = diag(1′, . . . , 1′︸ ︷︷ ︸

s-mal

, 0′, . . . , 0′)

mit s = RangK ′g ist (vgl. [27, Lemma 2]). Damit berechnen wir p−1hp =

p−1(1R′ − g)p = 1R′ − p−1gp = diag(0′, . . . , 0′, 1′, . . . , 1′︸ ︷︷ ︸
t-mal

) mit t = n − s =

RangK ′h. Genauer haben wir

p−1gp =


Es,s 0s,t

0t,s 0t,t


 und p−1hp =


 0s,s 0s,t

0t,s Et,t


 , (4.1)

wobei Es,s und Et,t die s×s- bzw. t×t-Einheitsmatrizen sind und 0s,s, 0s,t, 0t,s
und 0t,t die entsprechenden Nullmatrizen bezeichnen. Daraus folgt, dass wir

im Folgenden oBdA statt α die Abbildung α̃ : a 7→ p−1aαp betrachten können

(diese ist offenbar auch ein Jordan-Homomorphismus) und von g, h der Ge-
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stalt (4.1) ausgehen. Dann gilt einerseits

E1 = Eg = {ag | a ∈ E} ⊆
{(

u 0n,t

)
| u ∈ K ′

n,s

}

und andererseits

E1 = gE = {ga | a ∈ E} ⊆






 v

0t,n


 | v ∈ K ′

s,n



 .

Insgesamt ergibt sich

E1 ⊆






 a 0s,t

0t,s 0t,t


 | a ∈ K ′

s,s



 .

Analog erhält man

E2 ⊆






 0s,s 0s,t

0t,s b


 | b ∈ K ′

t,t



 .

Da E = E1 ⊕ E2 ist, erhalten wir

E ≤






 a 0s,t

0t,s b


 | a ∈ K ′

s,s, b ∈ K
′
t,t



 .

Wegen Bild ψ ⊆ E1 können wir ψ als eine Abbildung nach E1 auffassen,

nämlich:

ψ : R→ E1 ≤






 a 0s,t

0t,s 0t,t


 | a ∈ K ′

s,s



 .

Damit ist ψ ein Homomorphismus R → K ′
s,s. Nach Lemma 10 in [53] muss

dann n ein Teiler von s sein. Wegen s ≤ n folgt daraus s = n und folglich t =

0, so dass ϑ die Nullabbildung und α ein Homomorphismus ist, oder s = 0 und

damit t = n, so dass ψ die Nullabbildung und α ein Anti-Homomorphismus
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ist.

Da jeder Anti-Homomorphismus als Hintereinanderausführung von einem

Homomorphismus und dem Transponieren von Matrizen dargestellt werden

kann, reicht es, nur Homomorphismen algebraisch zu beschreiben. Dank Z.-

X.Wan ist die algebraische Beschreibung aller Isomorphismen α : Kn,n →

K ′
n,n schon bekannt (siehe [66, Theorem 3.22]). Wir verweisen auch auf [67,

Corollary 1, Corollary 2] für die algebraische Beschreibung aller Homomor-

phismen bzw. Anti-Homomorphismen Kn,n → Kn,n mit CharK 6= 2 und

n ≥ 3. Diese Resultate werden im folgenden Satz verallgemeinert:

Satz 4.1.6. Seien R = Kn,n und R′ = K ′
n,n zwei Matrizenalgebren und f :

R → R′ ein Homomorphismus. Dann gibt es einen Körperhomomorphismus

ψ : K → K ′ und eine Matrix g ∈ GLn(K
′), so dass für alle a = (aij) ∈ R

gilt a 7→ af = g−1(aψij)g.

Beweis: Wir definieren die Abbildung f̂ : R → Bild f mit af = af̂ für alle

a ∈ R. Es ist bekannt, dass Matrizenalgebren über Körpern einfach sind, d.h.

sie haben keine zweiseitigen Ideale außer {0} und sich selbst. Da der Kern von

f (und damit auch von f̂) ein Ideal von R ist und da f keine Nullabbildung

ist, gilt Kern f = Kern f̂ = {0}. Damit ist f injektiv und f̂ bijektiv, d.h.

es ist R ∼= Bild f .

Nach Korollar 4.4.4 in [30] gibt es einen Ring L mit R′ = Ln,n und einen

Homomorphismus ϕ : K → L, so dass af = (aϕij) für alle a ∈ R gilt. Damit in-

duziert ϕ einen Homomorphismus ϕ̃ : R → Ln,n : a = (aij) 7→ (aij)
f = (aϕij).

Zunächst untersuchen wir die Beziehung, in welcher K ′ und L zueinander

stehen.

Sei ω : Ln,n → R′ ein beliebiger Isomorphismus zwischen Matrizenringen,

dann folgt nach Theorem 3.22 in [66] wegen der Kommutativität von K ′,

dass L und K ′ via eines Körperisomorphismus σ : L → K ′ isomorph sind

und es eine Matrix g ∈ GLn(K
′) gibt, so dass bω = g−1(bσij)g für alle b ∈ Ln,n

gilt.

Nun können wir ω = id setzen, denn es ist aϕ̃ = af für alle a ∈ R. Dann gilt

bω = g−1(bσij)g = b für alle b ∈ K ′
n,n = Ln,n. Damit erhalten wir a = (aij) 7→
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af = (aϕij) = g−1(aϕσij )g = g−1(aψij)g für alle a ∈ R, wobei ψ := ϕ◦σ : K → K ′

ein Körperhomomorphismus ist.

Es ist bekannt, dass jeder Ringhomomorphismus R→ R′ einen Morphis-

mus von Distanzräumen (P(R),△)→ (P(R′),△′) induziert (siehe 1.1.17). Die
gleiche Aussage gilt auch für Anti-Homomorphismen R → R′ von Ringen

(siehe [22, 2.4(c)]). Wir können sogar zeigen, dass jeder durch einen Jordan-

Homomorphismus induzierte Morphismus von Distanzräumen im Fall von

Matrizenalgebren sogar in beiden Richtungen △- sowie ∼-erhaltend ist.

Satz 4.1.7. Seien R = Kn,n und R′ = K ′
n,n. Jeder Jordan-Homomorphismus

f : R → R′ induziert eine Abbildung f̄ : P(R) → P(R′), welche in beiden

Richtungen △- und ∼-erhaltend ist, d.h. für alle p, q ∈ P(R) gilt

p △ q ⇔ pf̄ △′ qf̄ und p ∼ q ⇔ pf̄ ∼′ qf̄ .

Beweis: Laut 4.1.5 ist f entweder ein Homomorphismus oder ein Anti-Homo-

morphismus. Wir betrachten die beiden Fälle:

(1) Sei f ein Homomorphismus. Dann induziert f einen △-Morphismus

f̄ : P(R) → P(R′) : R(a, b) 7→ R′(af , bf). Wir zeigen, dass f̄ in beiden

Richtungen △- und ∼-erhaltend ist. Dafür nehmen wir zu Hilfe den

obigen Satz, wobei alle Bezeichnungen aus seinem Beweis im Folgenden

übernommen werden.

Gemäß dem Beweis von 4.1.6 existiert ein zu K ′ isomorpher Körper L

mit R′ = Ln,n, so dass f sich als Hintereinanderausführung von einem

Ringhomomorphismus R → Ln,n und einem Ringisomorphismus id :

Ln,n → K ′
n,n darstellen lässt. Laut [22, 2.4(b)] induziert jeder Ring-

isomorphismus einen △-Isomorphismus, der nach 1.1.16(1) auch ein ∼-

Isomorphismus ist. Daher können wir im Weiteren oBdA annehmen,

dass L = K ′ gilt und damit ϕ : K → K ′ ein Körperhomomorphismus

ist, welcher unsere Abbildung f = ϕ̃ induziert.

Nun definieren wir K ′′ := Bild ϕ, dann ist K ′′ ⊆ K ′ ein zu K iso-

morpher Körper und damit ein Unterkörper von K ′. Weiter setzen wir
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R′′ := Bild f , dann ist R′′ = K ′′
n,n und es gilt R′′ ≃ R (vgl. Beweis

von 4.1.6). Hierbei induziert der Ringisomorphismus f̂ : R→ R′′ einen

△-Isomorphismus f̂ : P(R) → P(R′′) : R(a, b) 7→ R′′(af , bf), der auch

ein ∼-Isomorphismus ist. D.h. es gilt für alle p, q ∈ P(R):

p △ q ⇔ pf̂ △
′′ qf̂ und p ∼ q ⇔ pf̂ ∼′′ qf̂ ,

wobei △′′ und ∼′′ für die Distanzrelation bzw. Adjazenzrelation auf

P(R′′) stehen. Die projektive Gerade P(R′′) kann ihrerseits vermöge

des injektiven △-Morphismus ι : P(R′′) → P(R′) : R′′(c, d) 7→ R′(c, d)

als Teilmenge von P(R′) aufgefasst werden (vgl. Abschnitt 1.1). Da

f̂ bijektiv ist, gibt es für jeden Punkt R′′(c, d) ∈ P(R′′) einen Punkt

R(a, b) ∈ P(R) mit R′′(c, d) = R(a, b)f̂ = R′′(af , bf). Folglich ist dann

R′′(c, d)ι = R(a, b)f̂ ι = R′′(af , bf)ι = R′(af , bf) = R(a, b)f̄ . Um unsere

Behauptung zu beweisen, reicht es daher, die Äquivalenzen

pf̂ △
′′ qf̂ ⇔ pf̄ △′ qf̄ , (4.2)

pf̂ ∼′′ qf̂ ⇔ pf̄ ∼′ qf̄ (4.3)

zu zeigen, wobei △′ und ∼′ die Distanzrelation bzw. Adjazenzrelation

auf P(R′) bezeichnen.

Zunächst zeigen wir die Gültigkeit von (4.2). Nach Satz 1.5.2 in [26]

ist (4.2) zu R′′∗ = R′∗ ∩ R′′ für R′′∗ = GLn(K
′′) und R′∗ = GLn(K

′)

äquivalent, d.h. dazu, dass R′′ eine Unteralgebra von R′ im Sinne von

Definition 1.1.26 ist. Diese Gleichheit werden wir also gleich beweisen.

Sei v ∈ R′′ invertierbar, dann ist v ∈ GLn(K
′′) ≤ GLn(K

′) auch in R′

invertierbar. Somit gilt schon die Inklusion R′′∗ ⊆ R′∗ ∩R′′.

Sei nun v ∈ R′∗ ∩ R′′, d.h. es ist det(v) ∈ K ′∗. Weiter gibt es ein u =

(uij) ∈ R mit uf = (uϕij) = v und es gilt det(v) = det(uf) = det(uϕij) ∈

K ′′ ≤ K ′. Da ϕ : K → K ′ ein Körperhomomorphismus ist, muss auch

det(u) 6= 0 sein. Wegen K ≃ K ′′ gilt daher det(v) = det(uϕij) ∈ K ′′∗.

Daraus folgt v ∈ R′′∗ und somit gilt die andere Inklusion R′′∗ ⊇ R′∗∩R′′.
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Insgesamt liefert das die Gleichheit R′′∗ = R′∗ ∩R′′, so dass dann auch

die Äquivalenz (4.2) gilt.

Wegen p △ q ⇔ pf̂ △
′′ qf̂ und (4.2) erhalten wir p △ q ⇔ pf̄ △′ qf̄ für

alle p, q ∈ P(R) wie gewünscht.

Es bleibt nun (4.3) zu zeigen. Im Weiteren beachten wir, dass es für

alle a, b, c, d ∈ R das Folgende gilt:

w =


 af bf

cf df


 ∈ R′′2,2 = K ′′

2n,2n ≤ R′2,2 = K ′
2n,2n.

Seien also pf̄ , qf̄ ∈ P(R′) mit pf̄ = R′(af , bf), qf̄ = R′(cf , df) und

pf̂ , qf̂ ∈ P(R′′) mit pf̂ = R′′(af , bf), qf̂ = R′′(cf , df). Zunächst neh-

men wir an, dass pf̄ und qf̄ in P(R′) adjazent sind, d.h. es gilt (vgl.
1.4.4, 1.4.5):

RangK ′w = RangK ′


 af bf

cf df


 = n+ 1.

Das bedeutet, dass die Dimension des Zeilenraums n + 1 ist und jede

Zeile als Linearkombination von n+1 linear unabhängigen Zeilen (Ba-

sisvektoren des Zeilenraums) dargestellt werden kann. Dabei sind die

Koeffizienten der Linearkombination aus K ′′ ≤ K ′, da alle Einträge von

w ∈ K ′′
2n,2n in K

′′ liegen. Das impliziert RangK ′′w = n + 1 und damit

gilt pf̂ ∼′′ qf̂ .

Wegen RangK ′′w = n+ 1⇒ RangK ′w = n+ 1 ist die Umkehrrichtung

pf̂ ∼′′ qf̂ ⇒ pf̄ ∼′ qf̄ trivial.

Analog wie für die Distanzrelation folgern wir schließlich die Äquivalenz

p ∼ q ⇔ pf̄ ∼′ qf̄ , was zu zeigen war.

(2) Sei nun f ein Anti-Homomorphismus. Dann existiert ein Homomorphis-

mus η : R→ R′, so dass f = η ◦ T ist, wobei T das Transponieren von

Matrizen bezeichnet. Nach [22, 2.4(c)] induziert f einen Morphismus

von den zugehörigen Distanzräumen, und zwar wie folgt:
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Sei p = R(a, b) ∈ P(R) ein beliebiger Punkt, dann gibt es c, d ∈ R,

so dass die Matrix M :=
(
a b
c d

)
invertierbar ist. Weiter sei (v, w)T die

zweite Spalte der Matrix M−1, dann ist f̄ : P(R) → P(R′) : R(a, b) 7→
R′(−wf , vf) ein wohldefinierter △-Morphismus.

Analog wird auch durch T eine Abbildung T : P(R′)→ P(R′) : R′(a, b) 7→
R′(−wT , vT ) induziert, welche sogar ein △-Isomorphismus und somit ein

∼-Isomorphismus ist (siehe [22, Theorem 5.4]).

Nach (1) induziert der Homomorphismus η die Abbildung η̄ : P(R) →
P(R′) : R(a, b) 7→ R′(aη, bη), welche in beiden Richtungen △- und ∼-

erhaltend ist.

Es reicht also, die Gleichheit f̄ = η̄◦T zu beweisen. Für einen beliebigen

Punkt p = R(a, b) ∈ P(R) sei M wie oben. Da η ein Homomorphismus

der Ringe ist, gilt (M η)−1 = (M−1)η (mit η eintragsweise angewandt),

so dass (vη, wη)T die zweite Spalte der Matrix (M η)−1 ist. Daraus folgt:

R(a, b)η̄T = R′(aη, bη)T = R′(−wηT , vηT ) = R′(−wf , vf) = R(a, b)f̄ .

Damit gilt die Behauptung.

4.2 Jordan-Homomorphismen von Jordan-Systemen

hermitescher bzw. symmetrischer Matrizen

Sei R = Kn,n eine Matrizenalgebra über einem KörperK mit CharK 6= 2 und

Sn(K) ⊆ R die Menge aller symmetrischen Matrizen in R. Bekanntlich ist

Sn(K) ein Jordan-abgeschlossenes Jordan-System in R. Sei nun ¯ : K → K :

λ 7→ λ̄ ein involutorischer Anti-Automorphismus von K und sei Hn(K) ⊆ R

die Menge aller hermiteschen Matrizen, d.h. es ist Hn(K) = {a ∈ R | ā
T = a}

mit ā = (āij). Wegen der Kommutativität von K ist ¯ sogar ein Automor-

phismus von K. Folglich ist ¯ : R→ R ein Automorphismus der Matrizenal-

gebra mit ab = āb̄ für alle a, b ∈ R. Insgesamt ist ∗ := ¯ ◦ T = T ◦ ¯ ein

involutorischer Anti-Automorphismus von R, denn es für alle a, b ∈ R gilt

(a+ b)∗ = (a+ b)T = āT + b̄T = a∗+ b∗, (ab)∗ = (ab)T = (āb̄)T = b̄T āT = b∗a∗
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und (a∗)∗ = (āT )
T
= (āT )T = ā = a. Im Folgenden nennen wir jede Abbil-

dung ∗ : a → a∗ mit den Eigenschaften (a + b)∗ = a∗ + b∗, (ab)∗ = b∗a∗ und

a∗∗ = a eine Involution (vgl. [49]).

Die Menge Hn(K) erfüllt die wichtigsten Eigenschaften eines Jordan-

abgeschlossenen Jordan-Systems in R, und zwar (vgl. 1.1.27):

(1) Hn(K) ist bzgl. Inversenbildung abgeschlossen: Sei a ∈ Hn(K)∩GLn(K),

dann ist a−1 ∈ GLn(K) und es gilt

aa−1 = 1⇔ (aa−1)∗ = 1∗

⇔ (a−1)∗a∗ = 1⇔ (a−1)∗a = 1

⇔ (a−1)∗ = a−1 ⇔ a−1 ∈ Hn(K).

(2) Hn(K) ist Jordan-abgeschlossen, d.h. für alle a, b ∈ Hn(K) ist auch

aba ∈ Hn(K), denn es ist (aba)
∗ = a∗(ab)∗ = a∗b∗a∗ = aba.

Allerdings ist Hn(K) i.Allg. kein Jordan-System in der K-Algebra R, da

Hn(K) keinK-Untervektorraum vonR ist: Alle hermiteschen Matrizen bilden

in R sicherlich eine additive Gruppe, welche aber bezüglich der Skalarmulti-

plikation nicht abgeschlossen ist. Tatsächlich gilt für alle h ∈ Hn(K), k ∈ K:

kh ∈ Hn(K) ⇔ kh = (kh)
T
= k̄h̄T ⇔ k̄ = k, d.h. Hn(K) ist genau dann ein

Jordan-System in der Algebra (K,R), wenn ¯ = id ist. In diesem Fall stimmt

die MengeHn(K) mit der Menge Sn(K) überein. Definiert man den Fixkörper

F := Fix¯ = {k ∈ K | k̄ = k} ≤ K, dann ist R auch eine F -Algebra und

offenbar ist Hn(K) ein Jordan-System in (F,R).

In der projektiven Geometrie spielen hermitesche Matrizen eine wichtige

Rolle (siehe z. B. [24], [66]). Die Menge Hn(K) ist auch ein Beispiel für einen

speziellen Jordan-Ring von selbstadjungierten Elementen bzgl. der Involution
∗ von R (vgl. Kapitel 1 (S. 23), [49]). Im Weiteren fassen wir die Menge her-

mitescher Matrizen als Verallgemeinerung des Jordan-Systems symmetrischer

Matrizen auf.

Im Folgenden sei J := Hn(K) und analog setzen wir J ′ := Hn(K
′) =

{a ∈ R′ | ā
′T = a} ⊆ R′ = K ′

n,n mit ā
′

= (ā
′

ij), wobei ¯
′

: K ′ → K ′ ein
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Körperautomorphismus und ¯
′

◦ T = T ◦ ¯
′

=: ∗
′

eine Involution von R′ ist.

Hierbei sind die Fälle ¯ = id bzw. ¯
′

= id auch zugelassen. Das Hauptziel

dieses Abschnitts ist es, Jordan-Homomorphismen der Jordan-Systeme her-

mitescher Matrizen algebraisch zu beschreiben. Man muss dabei das Folgende

beachten:

Bemerkung 4.2.1. Da hermitesche Matrizen i.Allg. keinen K-Vektorraum

bilden, können wir im Weiteren die Semilinearität von Jordan-Homomorphis-

men nicht fordern. Deshalb wird in diesem Kapitel unter einem Jordan-

Homomorphismus eine additive Abbildung α mit den Eigenschaften 1α = 1′

und (aba)α = aαbαaα für alle a, b ∈ J = Hn(K) gemeint.

Für unseren Zweck sind die folgenden Lemmata und insbesondere der

Satz von Jacobson & Rickart relevant (siehe Lemma 1, Lemma 2, Satz 4 in

[49]):

Lemma 4.2.2. Sei U = Sn,n (im Sinne von Definition 4.1.1i) und x 7→ x∗

eine Involution, so dass für die Matrizeneinheiten gilt e∗ii = eii, i ∈ {1, . . . , n}.

Dann existiert eine Involution λ 7→ λ̄ von S und selbstadjungierte invertier-

bare Elemente γi ∈ S, d.h. γ̄i = γi, so dass gilt

x∗ =
∑

γi
−1ξ̄ijγieji für x =

∑
ξijeij. (4.4)

Umgekehrt ist jede Abbildung x 7→ x∗ der Form (4.4) eine Involution mit

e∗ii = eii.

Eine Involution der Form (4.4) in einem Matrizenring nennt man kano-

nisch (siehe [49]).

Lemma 4.2.3. Sei U = Sn,n ein Matrizenring über einem Ring S und K die

Menge von selbstadjungierten Elementen von U bzgl. einer Involution ∗, d.h.

iAlso ist S ein Unterring von U , welcher mit allen Matrizeneinheiten von U kommutiert.
Gemäß 4.1.2 wird U mit dem Matrizenring Sn,n aller n × n-Matrizen mit Einträgen aus S
identifiziert. Insbesondere darf man Sn,n mit der Menge symmetrischer n×n-Matrizen Sn(K)
mit Einträgen aus einem Körper K nicht verwechseln.
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K = {x ∈ U | x∗ = x}. Gilt n ≥ 2, dann ist der einhüllende Ring von K der

Matrizenring Sn,n selbst.

Analog wie oben kann man zeigen, dass K eine Untergruppe der addi-

tiven Gruppe U ist, welche sowohl bzgl. Inversenbildung, als auch Jordan-

abgeschlossen ist. Damit ist K ein spezieller Jordan-Ring, d.h. für alle a, b ∈ K

gilt a + b, a2, aba ∈ K (vgl. Kapitel 1 (S. 23)). Ist S ein Körper, so ist K

offenbar ein Jordan-System in der Algebra U über dem Fixkörper Fix¯ =

{s ∈ S | s̄ = s} ≤ S.

Satz 4.2.4. Sei U = Sn,n ein Matrizenring mit einer kanonischen Involu-

tion. Angenommen, es gilt n ≥ 3 und der Jordan-Ring K wie oben ist spur-

wertig, d.h. für alle a ∈ K gibt es ein b ∈ U mit a = b+ b∗. Dann kann jeder

Jordan-Homomorphismus von K in einen beliebigen Ring U ′ zu einem Ring-

homomorphismus U → E eindeutig erweitert werden, wobei E der einhüllende

Ring von Kα in U ′ ist.

Um diesen Satz auf Jordan-Homomorphismen von J anwenden zu können,

stellen wir fest, dass in unserem Fall (also ∗ = ¯ ◦ T ) alle Voraussetzungen

erfüllt sind. Dazu seien eij, i, j ∈ {1, . . . , n}, die Standardmatrizeneinheiten

von R. Für diese gilt offenbar e∗ii = eii und e
∗
ij = eji für i 6= j. Nach Lemma

4.2.2 ist also ∗ kanonisch, wobei γi = 1 für alle i ∈ {1, . . . , n} sind. Es gilt

tatsächlich für jede beliebige Matrix x =
∑
ξijeij ∈ R mit ξij ∈ K (vgl.

4.1.1):

x∗ =
(∑

ξijeij

)∗
=

∑
(ξijeij)

∗ =
∑

ξ̄ije
∗
ij =

∑
ξ̄ijeji.

Hierbei gilt offenbar x ∈ J ⇔ ξij = ξ̄ji für alle i, j ∈ {1, . . . , n}.

Außerdem ist J wegen CharK 6= 2 spurwertig, da jede hermitesche Matrix

h sich in der folgenden Form schreiben lässt:

h =




h11 . . . h1n
... . . . ...

h̄1n . . . hnn


 = a+ a∗ mit a =




2−1h11 . . . h1n
... . . . ...

0 . . . 2−1hnn


 ∈ R.
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Folglich können wir das erste Ergebnis dieses Abschnitts formulieren:

Satz 4.2.5. Seien R = Kn,n, R
′ = K ′

n,n mit n ≥ 3 und J = Hn(K) ⊆ R.

Dann lässt sich jeder beliebige Jordan-Homomorphismus α : J → R′ zu ei-

nem Homomorphismus und einem Anti-Homomorphismus R→ R′ eindeutig

erweitern.

Beweis: Sei E der einhüllende Ring von Jα. Nach Satz 4.2.4 existiert ein

eindeutiger Homomorphismus ϑ : R → E mit ϑ|J = α. Wegen E ≤ R′ ist

γ : R → R′ : a 7→ aϑ ein Homomorphismus und es gilt γ|J = ϑ|J = α. Mit ϑ

ist auch γ eindeutig.

Jetzt definieren wir δ := ∗ ◦ γ : R → R′ : a 7→ a∗γ, dann ist δ ein Anti-

Homomorphismus der Ringe mit δ|J = α, denn es gilt (ab)δ = (ab)∗γ =

(b∗a∗)γ = b∗γa∗γ = bδaδ für alle a, b ∈ R sowie ∗|J = idJ und damit cδ =

(c∗)α = cα für alle c ∈ J . Die Eindeutigkeit von δ folgt daraus, dass R der

einhüllende Ring von J ist (gemäß 4.2.3).

Wird nun die uns schon bekannte algebraische Beschreibung der Homo-

morphismen R → R′ herangezogen (vgl. 4.1.6), dann lässt sich das folgende

Korollar formulieren:

Korollar 4.2.6. Seien R = Kn,n, R
′ = K ′

n,n mit n ≥ 3 und J = Hn(K) ⊆ R.

Weiterhin sei α : J → R′ ein Jordan-Homomorphismus. Dann ist α durch

einen Körperhomomorphismus ψ : K → K ′ und einen inneren Automor-

phismus a 7→ g−1ag von R′ mit g ∈ GLn(K
′) mittels aα = g−1(aψij)g bzw.

aα = (g−1(aψij)g)
T induziert.

Offenbar liegt das α-Bild von J in einem zu J ′ konjugierten Jordan-System

g−1J ′g. Nun stellt sich die Frage, unter welchen Bedingungen hermitesche

Matrizen in R in hermitesche Matrizen in R′ abgebildet werden, d.h. wann

Jα ⊆ J ′ gilt. Nach 4.2.6 folgt der nächste Satz (vgl. [66, S. 355] im bijektiven

Fall):

Satz 4.2.7. Seien R = Kn,n, R
′ = K ′

n,n mit n ≥ 3 und J = Hn(K) ⊆ R.

Weiter sei α : J → R′ ein Jordan-Homomorphismus und g ∈ GLn(K
′) sowie
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ψ : K → K ′ wie in 4.2.6. Dann gilt Jα ⊆ J ′ genau dann, wenn es ein

λ ∈ K ′∗ mit g = λg−1
′T

gibt und ψ ein -̄Homomorphismus ist, d.h. es gilt

¯ ◦ ψ = ψ ◦ ¯
′

.

Beweis:
”
⇒“ Wir setzen zunächst voraus, dass Jα ⊆ J ′ ist.

Sei x ∈ J , dann kann x in der Form x =
∑

i aiieii +
∑

i<j(bijeij + b̄ijeji)

mit aii, bij ∈ K für alle i, j ∈ {1, . . . , n} geschrieben werden, wobei aii =

āii für alle i ∈ {1, . . . , n} gilt und {eij | i, j ∈ {1, . . . , n}} die Menge der

Standardmatrizeneinheiten ist.

Es reicht, den Fall zu betrachten, dass aα = g−1(aψij)g für alle a ∈ J ist (vgl.

4.2.6). Für x ∈ J haben wir dann

xα =
∑

i

g−1(aψiie
′
ii)g +

∑

i<j

g−1(bψije
′
ij + b̄ψije

′
ji)g,

wobei e′ij, i, j ∈ {1, . . . , n}, die Standardmatrizeneinheiten in R
′ sind.

Insbesondere sind aiieii für alle i ∈ {1, . . . , n} und bijeij + b̄ijeji für alle

i, j ∈ {1, . . . , n} mit i 6= j hermitesch, daher müssen ihre Bilder nach unserer

Voraussetzung in J ′ liegen. Daraus folgt:

(i) g−1(aψiie
′
ii)g = ḡ

′T (aψii

′

e′ii)g
−1

′T

für alle i ∈ {1, . . . , n};

(ii) g−1(bψije
′
ij + b̄ψije

′
ji)g = ḡ

′T (bψij

′

e′ji + b̄ψij

′

e′ij)g
−1

′T

für alle i, j ∈ {1, . . . , n}

mit i 6= j.

Wir betrachten den Fall aii = bij = 1 ∈ K für alle i, j ∈ {1, . . . , n} und

g =




g11 . . . g1n
... . . . ...

gn1 . . . gnn


 sowie g−1 =




g̃11 . . . g̃1n
... . . . ...

g̃n1 . . . g̃nn


 .

Dann sind auch aψii = bψij = 1′ ∈ K ′ und es ergibt sich:

(i) g−1e′iig = ḡ
′Te′iig

−1
′T

und somit ist e′ii = gḡ
′Te′iig

−1
′T

g−1 für alle i ∈
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{1, . . . , n}. Für jedes fest gewählte j ∈ {1, . . . , n} gilt daher

e′jj = gḡ
′Te′jjg

−1
′T

g−1

=




∑
i g1iḡ

′

1i . . .
∑

i g1iḡ
′

ni

... . . . ...
∑

i gniḡ
′

1i . . .
∑

i gniḡ
′

ni


 e′jj




∑
i
¯̃g
′

i1g̃i1 . . .
∑

i
¯̃g
′

i1g̃in
... . . . ...

∑
i
¯̃g
′

ing̃i1 . . .
∑

i
¯̃g
′

ing̃in




=




(
∑

i g1iḡ
′

ji)(
∑

i
¯̃g
′

ij g̃i1) . . . (
∑

i g1iḡ
′

ji)(
∑

i
¯̃g
′

ij g̃in)
... . . . ...

(
∑

i gniḡ
′

ji)(
∑

i
¯̃g
′

ij g̃i1) . . . (
∑

i gniḡ
′

ji)(
∑

i
¯̃g
′

ij g̃in)


 .

Somit erhalten wir die Gleichungen (
∑

i gjiḡ
′

ji)(
∑

i
¯̃g
′

ij g̃ij) = 1′ und

(
∑

i gjiḡ
′

ji)(
∑

i
¯̃g
′

ij g̃is) = (
∑

i gsiḡ
′

ji)(
∑

i
¯̃g
′

ij g̃ij) = 0′ für alle s 6= j.

Nun setzen wir
∑

i gjiḡ
′

ji =: λj ∈ K
′\{0′}. Dann ist

∑
i
¯̃g
′

ij g̃ij = λ−1j und

damit gilt
∑

i
¯̃g
′

ij g̃is =
∑

i gsiḡ
′

ji = 0′ für alle s 6= j.

Insgesamt erhalten wir gḡ
′T =

∑
j λje

′
jj und analog g

−1
′T

g−1 =
∑

j λ
−1
j e′jj.

(ii) g−1(e′ij + e′ji)g = ḡ
′T (e′ji + e′ij)g

−1
′T

für jedes fest gewählte Paar (i, j)

mit i, j ∈ {1, . . . , n} und i < j. Das liefert:

e′ij + e′ji = gḡ
′T (e′ji + e′ij)g

−1
′T

g−1

=
(∑

s

λse
′
ss

)(
e′ji + e′ij

)(∑

r

λ−1r e′rr

)

=
(
λie

′
ij + λje

′
ji

)(∑

r

λ−1r e′rr

)

= λiλ
−1
j e′ij + λjλ

−1
i e′ji

= λiλ
−1
i (e′ij + e′ji)

⇔ λiλ
−1
j =λjλ

−1
i = λiλ

−1
i = 1′

⇔ λi = λj.

Daher können wir folgern, dass λi =: λ für alle i ∈ {1, . . . , n} un-
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abhängig von i ist und es gilt gḡ
′T = λER′ und g−1

′T

g−1 = λ−1ER′,

wobei ER′ die Einheitsmatrix R
′ ist. Somit erhalten wir die erste Be-

dingung

∃λ ∈ K ′\{0′} : g = λg−1
′T

.

Sei nun x = µeij + µ̄eji ∈ J mit µ ∈ K. Dann gilt

xα = g−1(µψe′ij + µ̄ψe′ji)g

und nach dem oben Gezeigten haben wir

(xα)∗
′

= ḡ
′T (µψ

′

e′ji + µ̄ψ
′

e′ij)g
−1

′T

= λg−1(µψ
′

e′ji + µ̄ψ
′

e′ij)λ
−1g

= λλ−1g−1(µψ
′

e′ji + µ̄ψ
′

e′ij)g

= g−1(µψ
′

e′ji + µ̄ψ
′

e′ij)g.

Insgesamt folgt nach Voraussetzung:

xα = (xα)∗
′

⇔ g−1(µψe′ij + µ̄ψe′ji)g = g−1(µ̄ψ
′

e′ij + µψ
′

e′ji)g

⇔ µψ = µ̄ψ
′

und µ̄ψ = µψ
′

,

d.h. es muss ¯◦ ψ = ψ ◦¯
′

gelten, da µ ∈ K beliebig gewählt wurde.

”
⇐“ Die Rückrichtung ist einfach nachzurechnen. Sei x =

∑
µijeij ∈ J

hermitesch, d.h. es ist x = x∗ =
∑
µ̄ijeji und damit gilt µij = µ̄ji für alle

i, j ∈ {1, . . . , n}. Wir setzen voraus, dass ψ ein -̄Homomorphismus ist und

es ein λ ∈ K ′\{0′} mit g = λg−1
′T

gibt. Dann gilt:

xα = g−1
(∑

µψije
′
ij

)
g
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= λ−1ḡ
′T
(∑

µψjie
′
ji

)
λg−1

′T

= λ−1λḡ
′T
(∑

µ̄ψije
′
ji

)
g−1

′T

= ḡ
′T
(∑

µψij

′

e′ji

)
g−1

′T

=

(
g−1

(∑
µψije

′
ij

)
g

)∗′

= (xα)∗
′

,

was zu zeigen war.

Die oben erreichte algebraische Beschreibung der Jordan-Homomorphis-

men von J in R′ wurde für n ≥ 3 bewiesen. Im Weiteren möchten wir

den fehlenden Fall n = 2 betrachten. Dieses Problem wurde schon von

W.S.Martindale in [58, S. 240-243] diskutiert. Zunächst möchten wir die Er-

gebnisse aus diesem Artikel auf unseren Fall übertragen.

Sei also R = K2,2 und {eij | i, j ∈ {1, 2}} die Menge der Standardmatri-

zeneinheiten. Wir setzen Rij := eiiRejj für alle i, j ∈ {1, 2}. Man kann leicht

nachrechnen, dass Rij = {keij | k ∈ K} = Keij für alle i, j ∈ {1, 2} gilt.

Insbesondere ist Rii = Keii für jedes i ∈ {1, 2} zu K isomorph. Außerdem

haben wir R =
∑

i,j Rij sowie Rii = RijRji für alle i ∈ {1, 2}. Darüber hinaus

gilt offenbar R∗ij = Rji für alle i, j ∈ {1, 2}. Die Elemente von Rij bezeichnen

wir im Weiteren mit xij := xeij für x ∈ K und wir setzen xji := x∗ij für alle

i 6= j, d.h. es ist xji = x̄eji und es gilt insbesondere xij + xji ∈ J für alle

i, j ∈ {1, 2}.

Nun definieren wir Ji := J ∩ Rii für i ∈ {1, 2}, dann ist Ji = {keii |

k ∈ K, k̄ = k} = Fix ēii, also gilt Ji ≃ F ≤ K. Somit ist Ji ein Unterring

von Rii. Dann gibt es trivialerweise zwei Möglichkeiten:

Ji = Rii oder Ji ⊂ Rii.

Insbesondere gilt die Gleichheit Ji = Rii genau dann, wenn F = K und somit

J = S2(K) ist. Nun setzen wir im Weiteren auch CharK ′ 6= 2 voraus. Dann
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gilt gemäß [58, Theorem 2] das Folgende:

Bemerkung 4.2.8. Seien R = K2,2, R
′ = K ′

2,2 und J = S2(K). Weiter sei

α : J → R′ ein Jordan-Homomorphismus, dann kann α zu einem Homomor-

phismus R→ R′ eindeutig erweitert werden.

I.Allg. ist Ji aber nicht unbedingt ein Unterring von Rii. Bezeichnet man

mit EJi den einhüllenden Ring von Ji in Rii, so ist die Bedingung EJi = Rii

für alle i ∈ {1, 2} erfüllt, wenn der Matrizenring R über seinem Zentrum

Z(R) mehr als 16-dimensional ist (vgl. [58, Corolary 1, S. 242]). In diesem

Fall kann jeder Jordan-Homomorphismus J → R′ nach Korollar 1 aus [58,

S. 242] sogar zu einem Isomorphismus R→ R′ eindeutig erweitert werden.

Im Folgenden möchten wir Bemerkung 4.2.8 verallgemeinern, d.h. wir

zeigen, dass die gleiche Behauptung in unserem Fall allgemein für J = H2(K)

wahr ist. Dazu benötigen wir Lemma 4 aus [58, S. 234], das besagt:

Lemma 4.2.9. Sei R ein Ring mit Involution ∗, der n > 1 von Null verschie-

dene idempotente Elemente e1, . . . , en mit eiej = 0 für alle i 6= j, e∗i = ei für

alle i ∈ {1, . . . , n} und
∑

i ei = 1 besitzt. Weiter sei K = {r ∈ R | r∗ = r} und

Rij für alle i, j ∈ {1, . . . , n} wie oben definiert. Außerdem sei α : K → R′ ein

Jordan-Homomorphismus in einen beliebigen Ring R′. Dann gilt (xij+xji)
α =

u′ij + u′ji für alle i 6= j mit u′ij ∈ e
α
i R

′eαj , u
′
ji ∈ e

α
jR

′eαi .

In unserem Fall, d.h. R = K2,2 mit den Standardmatrizeneinheiten eij,

i, j ∈ {1, 2}, setzen wir im Folgenden R′ij := eαiiR
′eαjj für alle i, j ∈ {1, 2} (vgl.

[58, S. 234]). Laut Lemmata 1 und 2 aus [58] sind eα11, e
α
22 auch idempotent

und es gilt eαiie
α
jj = 0′ für i 6= j. Das liefert R′ijR

′
kl = 0′ für j 6= k (vgl. [58,

S. 234]). Insbesondere gilt auch das Folgende:

Lemma 4.2.10. Seien R = K2,2, R
′ = K ′

2,2 und α : J → R′ ein Jordan-

Homomorphismus. Weiter sei {e′ij | i, j ∈ {1, 2}} die Menge der Standard-

matrizeneinheiten in R′ und Rij, R
′
ij für alle i, j wie oben. Dann gibt es für

alle i 6= j Matrizen dij in R′, so dass {dij | i, j ∈ {1, 2}} mit dii := eαii eine

Menge von Matrizeneinheiten in R′ ist und es gilt R′ij = K ′dij für alle i, j.
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Beweis: Da α additiv ist, gilt zunächst d11 + d22 = eα11 + eα22 = 1′ ∈ R′.

Außerdem sind dii ∈ R
′ idempotent mit diidjj = 0′ für i 6= j (siehe oben) und

somit in R′ nicht invertierbar und verschieden von Null. Nun ist d11 offenbar

zu e′11 ähnlich, d.h. es gibt eine Matrix p ∈ GL2(K
′) mit d11 = p−1e′11p. Das

impliziert d22 = 1′ − d11 = p−1(1′ − e′11)p = p−1e′22p. Setzen wir dij := p−1e′ijp

für i 6= j, so sind dij mit i, j ∈ {1, 2} Matrizeneinheiten von R
′.

Folglich haben wir R′ij = diiR
′djj = p−1e′iipR

′p−1e′jjp = p−1e′iiR
′e′jjp =

p−1K ′e′ijp = K ′p−1e′ijp = K ′dij für alle i, j ∈ {1, 2} wie gewünscht.

Nun beweisen wir die oben angekündigte Behauptung:

Satz 4.2.11. Seien R = K2,2 und R
′ = K ′

2,2 mit CharK,CharK ′ 6= 2. Dann

kann jeder Jordan-Homomorphismus α : J → R′ zu einem Homomorphismus

R → R′ und zu einem Anti-Homomorphismus R → R′ eindeutig erweitert

werden.

Beweis: Seien dij für i, j ∈ {1, 2} wie in 4.2.10, d.h. R
′
ij = diiR

′djj = K ′dij

für i, j ∈ {1, 2}.

Aufgrund von Lemma 4.2.9 definieren wir eine additive Abbildung

ψ :
∑

i 6=j

Rij → R′ : xij 7→ u′ij ∈ R
′
ij, i 6= j,

mit (xij + xji)
α = xψij + x

ψ
ji = u′ij + u

′
ji (vgl. [58, S. 234]). Zunächst zeigen wir

schrittweise, dass es einen Homomorphismus φ : R → R′ mit φ|J = α gibt,

wobei φ mittels ψ beschrieben werden kann:

(1) Behauptung: Für i 6= j gilt (xijyjizij)
ψ = xij

ψyji
ψzψij.

Beweis: Laut der obigen Bezeichnung gilt xij = xeij, yji = ȳeji und

zij = zeij für x, y, z ∈ K. Daraus folgt xijyjizij = xeij ȳejizeij =

xȳz(eijejieij) = zȳx(eijejieij) = zeij ȳejixeij = zijyjixij.

Analog gilt xψijy
ψ
jiz

ψ
ij = zψijy

ψ
jix

ψ
ij, denn es sind x

ψ
ij, y

ψ
ij, z

ψ
ij ∈ R

′
ij mit R

′
ij =

K ′dij (gemäß 4.2.10).

Außerdem haben wir (xijyjizij)
∗ = (xeij ȳejizeij)

T
= (x̄eijyejiz̄eij)

T =

z̄ejiyeijx̄eji = zjiyijxji und analog (zijyjixij)
∗ = xjiyijzji.
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Mit xijyjizij + (xijyjizij)
∗ = zijyjixij + (zijyjixij)

∗ ∈ J und xij + xij
∗ =

xij + xji ∈ J für alle xij ∈ Rij erhalten wir deshalb:

2′(xijyjizij + (xijyjizij)
∗)α = (xijyjizij + (xijyjizij)

∗)α

+ (zijyjixij + (zijyjixij)
∗)α

= (xijyjizij + zjiyijxji + zijyjixij + xjiyijzji)
α

= ((xij + xji)(yij + yji)(zij + zji)

+ (zij + zji)(yij + yji)(xij + xji))
α

= (xij + xji)
α(yij + yji)

α(zij + zji)
α

+ (zij + zji)
α(yij + yji)

α(xij + xji)
α

= (xψij + xψji)(y
ψ
ij + yψji)(z

ψ
ij + zψji)

+ (zψij + zψji)(y
ψ
ij + yψji)(x

ψ
ij + xψji)

= xψijy
ψ
jiz

ψ
ij + xψjiy

ψ
ijz

ψ
ji + zψijy

ψ
jix

ψ
ij + zψjiy

ψ
ijx

ψ
ji

= 2′xψijy
ψ
jiz

ψ
ij + 2′xψjiy

ψ
ijz

ψ
ji.

Somit ergibt sich

(xijyjizij + (xijyjizij)
∗)α = (xijyjizij)

ψ + (xjiyijzji)
ψ

= xψijy
ψ
jiz

ψ
ij + xψjiy

ψ
ijz

ψ
ji.

Offenbar gilt R′ij ∩ R
′
ji = K ′dij ∩ K

′dji = {0′} für alle i 6= j. Daraus

folgt (xijyjizij)
ψ = xψijy

ψ
jiz

ψ
ij ∈ R

′
ij und (xjiyijzji)

ψ = xψjiy
ψ
ijz

ψ
ji ∈ R

′
ji, was

zu zeigen war.

(2) Behauptung: Sei aii =
∑

λ x
λ
ijy

λ
ji ∈ Ji = J ∩Rii

ii, i 6= j, dann gilt

(
aαii −

∑

λ

(xλij)
ψ(yλji)

ψ

)
zψij = 0′ sowie zψji

(
aαii −

∑

λ

(xλij)
ψ(yλji)

ψ

)
= 0′

für alle zij ∈ Rij bzw. zji ∈ Rji.

Beweis: Nach Lemma 7 in [58] (sowie dem Beweis davon) gilt aαiiz
ψ
ij =

iiDabei stehen λ ∈ N für Indizes und nicht für Potenzen. Wegen der eiiejj = 0 für alle
i 6= j sind schon die Quadrate R2

ij = R2
ji = 0.
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(aiizij)
ψ und zψjia

α
ii = (zjiaii)

ψ für alle aii ∈ Ji und zij ∈ Rij, zji ∈ Rji

mit i 6= j. Somit erhalten wir

aαiiz
ψ
ij = (aiizij)

ψ =

(∑

λ

xλijy
λ
jizij

)ψ

=
∑

λ

(xλijy
λ
jizij)

ψ (1)
=

∑

λ

(xλij)
ψ(yλji)

ψzψij

und es gilt deshalb
(
aαii −

∑
λ(x

λ
ij)

ψ(yλji)
ψ
)
zψij = aαiiz

ψ
ij−

∑
λ(x

λ
ij)

ψ(yλji)
ψzψij =

0′, wie gewünscht.

Die zweite Gleichheit zeigt man analog.

(3) Behauptung: Für
∑

λ x
λ
ijy

λ
ji =

∑
λ a

λ
ijb

λ
ji ∈ Rii, i 6= j, gilt

∑
λ(x

λ
ij)

ψ(yλji)
ψ =∑

λ(a
λ
ij)

ψ(bλji)
ψ.

Beweis: Seien cji ∈ Rji und fij ∈ Rij beliebig. Es gilt

(∑

λ

(xλij)
ψ(yλji)

ψ

)
fψij =

∑

λ

(xλij)
ψ(yλji)

ψfψij
(1)
=

∑

λ

(xλijy
λ
jifij)

ψ

=

(∑

λ

xλijy
λ
jifij

)ψ

=

(∑

λ

aλijb
λ
jifij

)ψ

(1)
=

∑

λ

(aλij)
ψ(bλji)

ψfψij =

(∑

λ

(aλij)
ψ(bλji)

ψ

)
fψij

und somit ist cψji
(∑

λ(x
λ
ij)

ψ(yλji)
ψ
)
fψij = cψji

(∑
λ(a

λ
ij)

ψ(bλji)
ψ
)
fψij .

Nun setzen wir z′ii :=
∑

λ(x
λ
ij)

ψ(yλji)
ψ−

∑
λ(a

λ
ij)

ψ(bλji)
ψ ∈ R′ii. Wir zeigen,

dass z′ii = 0′ ist. Nach dem gerade Gezeigten haben wir R′jiz
′
iiR

′
ij = 0′.

Weiter gilt nach Lemma 7 in [58] wegen eii ∈ Ji:

eαiiz
′
iie

α
ii = eαii

(∑

λ

(xλij)
ψ(yλji)

ψ −
∑

λ

(aλij)
ψ(bλji)

ψ

)
eαii

=
∑

λ

(
eαii(x

λ
ij)

ψ(yλji)
ψeαii − eαii(a

λ
ij)

ψ(bλji)
ψeαii

)

=
∑

λ

(
(eiix

λ
ij)

ψ(yλjieii)
ψ − (eiia

λ
ij)

ψ(bλjieii)
ψ
)
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=
∑

λ

(
(xλij)

ψ(yλji)
ψ − (aλij)

ψ(bλji)
ψ
)
= z′ii.

Für eii =
∑

µ n
µ
ijm

µ
ji ∈ Ji haben wir dann

z′ii = eαiiz
′
iie

α
ii

=

(
eαii −

∑

µ

(nµij)
ψ(mµ

ji)
ψ

)
z′iie

α
ii

+
∑

µ

(nµij)
ψ(mµ

ji)
ψz′ii

(
eαii −

∑

µ

(nµij)
ψ(mµ

ji)
ψ

)

+
∑

µ,µ′

(nµij)
ψ(mµ

ji)
ψz′ii(n

µ′

ij )
ψ(mµ′

ji)
ψ.

Hierbei gilt

(
eαii −

∑

µ

(nµij)
ψ(mµ

ji)
ψ

)
z′ii

=

(
eαii −

∑

µ

(nµij)
ψ(mµ

ji)
ψ

)(∑

λ

(xλij)
ψ(yλji)

ψ −
∑

λ

(aλij)
ψ(bλji)

ψ

)

=
∑

λ

(
eαii −

∑

µ

(nµij)
ψ(mµ

ji)
ψ

)
(xλij)

ψ(yλji)
ψ

−
∑

λ

(
eαii −

∑

µ

(nµij)
ψ(mµ

ji)
ψ

)
(aλij)

ψ(bλji)
ψ = 0′

wegen (eαii−
∑

µ(n
µ
ij)

ψ(mµ
ji)

ψ)(xλij)
ψ = (eαii−

∑
µ(n

µ
ij)

ψ(mµ
ji)

ψ)(aλij)
ψ = 0′

gemäß (2) für alle λ ∈ N.

Analog zeigt man die Gleichheit z′ii

(
eαii −

∑
µ(n

µ
ij)

ψ(mµ
ji)

ψ
)
= 0′.

Außerdem haben wir
∑

µ,µ′(n
µ
ij)

ψ(mµ
ji)

ψz′ii(n
µ′

ij )
ψ(mµ′

ji)
ψ = 0′, denn wegen

R′jiz
′
iiR

′
ij = 0′ ist (mµ

ji)
ψz′ii(n

µ′

ij )
ψ = 0′ für alle µ, µ′ ∈ N .

Insgesamt folgern wir z′ii = 0′ und somit gilt die Behauptung.

(4) Nun können wir eine additive Abbildung φ : R → R′ wie folgt definie-
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ren:

φ : R→ R′ : xφij =




xψij ∈ R

′
ij für i 6= j

xφii =
∑

λ(x
λ
ij)

ψ(yλji)
ψ ∈ R′ii sonst,

wobei xii =
∑

λ x
λ
ijy

λ
ji ∈ Rii mit i 6= j ist (man muss dabei beachten,

dass xii nicht unbedingt hermitesch ist). Nach Behauptung (3) ist φ

wohldefiniert.

(5) Behauptung: Die Abbildung φ : R→ R′ ist ein Homomorphismus.

Beweis: Es reicht, die folgenden Fälle zu betrachten:

(a) Für i 6= j gilt (aijbij)
φ = 0φ = 0′ = aψijb

ψ
ij = aφijb

φ
ij.

(b) Für alle aijbji ∈ Rii mit i 6= j gilt nach Definition von φ: (aijbji)
φ =

aψijb
ψ
ji = aφijb

φ
ji.

(c) Für i 6= j gilt mit aii =
∑

λ x
λ
ijy

λ
ji wegen xλijy

λ
jibij ∈ Rij für alle

bij ∈ Rij:

(aiibij)
φ =

(∑

λ

xλijy
λ
jibij

)φ

=
∑

λ

(xλijy
λ
jibij)

φ

=
∑

λ

(xλijy
λ
jibij)

ψ (1)
=

∑

λ

(xλij)
ψ(yλji)

ψbψij

=

(∑

λ

(xλij)
ψ(yλji)

ψ

)
bψij = aφiib

φ
ij.

Analog zeigt man (bjiaii)
φ = bφjia

φ
ii für alle bji ∈ Rji.

(d) Für aii =
∑

λ x
λ
ijy

λ
ji ∈ Rii und bii ∈ Rii ergibt sich:

(aiibii)
φ =

(∑

λ

xλijy
λ
jibii

)φ

=
∑

λ

(xλijy
λ
jibii)

φ

(b)
=

∑

λ

(xλij)
φ(yλjibii)

φ (c)
=

∑

λ

(xλij)
φ(yλji)

φbφii
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(b)
=

∑

λ

(xλijy
λ
ji)

φbφii =

(∑

λ

xλijy
λ
ji

)φ

bφii = aφiib
φ
ii.

Damit ist die Behauptung bewiesen.

(6) Nun bleibt zu zeigen, dass φ tatsächlich Erweiterung von α ist, d.h. für

φ|J : J → R′ gilt φ|J ≡ α. Wir wissen, dass jede hermitesche Matrix

a ∈ J sich in der Form a =
∑

i aii+ x12+ x21 mit aii ∈ Ji und xij ∈ Rij

schreiben lässt. Für φ impliziert das einerseits:

(x12 + x21)
φ = xφ12 + xφ21

(4)
= xψ12 + xψ21 = (x12 + x21)

α.

Andererseits ist aφii = aαii, denn es gilt für aii =
∑

λ x
λ
ijy

λ
ji ∈ Ji mit i 6= j

wegen aii = a∗ii =
∑

λ y
λ
ijx

λ
ji sowie nach Lemma 6 in [58] und (4):

2′aαii =
∑

λ

((xλij)
ψ(yλji)

ψ + (yλij)
ψ(xλji)

ψ)

=
∑

λ

(xλij)
ψ(yλji)

ψ +
∑

λ

(yλij)
ψ(xλji)

ψ

= 2′aφii.

Daraus folgt insgesamt aφ = aα für alle a ∈ J , so dass φ Erweiterung

von α ist. Nach Lemma 4.2.3 ist φ eindeutig.

Analog wie im Beweis von 4.2.5 ist der Anti-Homomorphismus δ : ∗ ◦φ : R→

R′ die eindeutige Erweiterung von α.

Ein 2×2-Matrizenring über einem nicht kommutativen Körper der reellen

Quaternionen liefert uns ein Gegenbeispiel zu dem obigen Satz 4.2.11. Dieses

Beispiel wurde kurz in [58, S. 243] erwähnt. Im Folgenden möchten wir es

aber ausführlicher untersuchen.

Beispiel 4.2.12. Sei H der nicht kommutative Körper der Quaternionen und

R = R′ = H2,2 der 2 × 2-Matrizenring über H. Weiterhin sei ¯ : H → H :

a = a1 + a2i + a3j + a4k 7→ ā = a1 − a2i − a3j − a4k die Konjugation in H.
Offensichtlich ist ∗ =¯◦ T mit R ∋ a =

∑
aijeij →

∑
āijeji eine Involution



162
Jordan-Homomorphismen und Morphismen von

Distanzräumen

in R. Wir bestimmen zunächst die Menge aller hermiteschen Matrizen J =

{x ∈ R | x∗ = x}. Sei x =
(
a b
c d

)
∈ J . Es ist x∗ =

(
a b
c d

)T
=

(
ā c̄
b̄ d̄

)
=

(
a b
c d

)

genau dann, wenn ā = a, c̄ = b, b̄ = c und d̄ = d gilt. Damit haben wir

a = a1 ∈ R, d = d1 ∈ R und b = b1+ b2i+ b3j + b4k = c̄ = c1− c2i− c3j− c4k

mit b1 = c1, b2 = −c2, b3 = −c3, b4 = −c4 ∈ R. Daraus folgt, dass jede
hermitesche Matrix x ∈ J in der folgenden Form dargestellt werden kann:

x =


 a b

c d


 =


 a1 b

b̄ d1




= a1


 1 0

0 0


+ d1


 0 0

0 1


+ b1


 0 1

1 0




+ b2


 0 1

−1 0


 i+ b3


 0 1

−1 0


 j + b4


 0 1

−1 0


 k

= a1e11 + d1e22 + b1(e12 + e21)

+ b2(e12 − e21)i+ b3(e12 − e21)j + b4(e12 − e21)k.

Daher ist dimRJ = 6, wobei die Menge {e11, e22, e12 + e21, (e12 − e21)i, (e12 −

e21)j, (e12 − e21)k} eine Basis von J ist (im Folgenden bezeichnen wir diese

Basiselementen der Reihe nach mit f1, . . . , f6). Dabei gilt offensichtlich EJi 6=

Rii für i ∈ {1, 2}.

Der Matrizenring R ist seinerseits offenbar über seinem Zentrum Z(R) =

{λE | λ ∈ R} ≃ R 16-dimensional, so dass die Voraussetzungen des Korollars

1 in [58, S. 242] nicht erfüllt sind. Deshalb muss schon mal nicht jeder Jordan-

Homomorphismus von J zu einem Automorphismus von R erweiterbar sein.

Wir zeigen, dass es tatsächlich einen Jordan-Homomorphismus J → J gibt,

den man sogar nicht zu einem Endomorphismus von R erweitern kann. Dafür

betrachten wir die eindeutige lineare Abbildung φ : J → J mit

fφ1 = f1, f
φ
2 = f2, f

φ
3 = f3,

fφ4 = f5, f
φ
5 = f4, f

φ
6 = f6.
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Zunächst zeigen wir, dass φ ein Jordan-Automorphismus ist.

Sei a =
(
a1 b

b̄ d1

)
∈ J , dann hat das φ-Bild von a in Matrixdarstellung die

Gestalt aφ =
(
a1 b′

b̄′ d1

)
mit b′ := b1+b3i+b2j+b4k für b = b1+b2i+b3j+b4k ∈ H.

D.h. φ wird durch eine Abbildung ′ : H→ H : b 7→ b′ induziert. Die Abbildung
′ ist ein Anti-Automorphismus von H: Offenbar ist ′ additiv mit ′|R = id und

für b = b1 + b2i+ b3j + b4k und c = c1 + c2i+ c3j + c4k gilt

c′b′ = (c1 + c2i+ c3j + c4k)
′(b1 + b2i+ b3j + b4k)

′

= (c1 + c3i+ c2j + c4k)(b1 + b3i+ b2j + b4k)

= (c1b1 − c3b3 − c2b2 − c4b4) + (c1b3 + c3b1 + c2b4 − c4b2)i

+ (c1b2 − c3b4 + c2b1 + c4b3)j + (c1b4 + c3b2 − c2b3 + c4b1)k

= (b1c1 − c2b2 − c3b3 − c4b4) + (b1c2 + b2c1 + b3c4 − b4c3)j

+ (b1c3 − b2c4 + b3c1 + b4c2)i+ (b1c4 + b2c3 − b3c2 + b4c1)k

= (bc)′.

Hiermit rechnet man nun leicht nach, dass φ ein Jordan-Automorphismus

von J ist.

Nun nehmen wir an, dass eine Erweiterung von φ zu einem Endomorphismus

Φ : R → R existiert. Nach Lemma 9 in [58] ist dann Φ durch φ eindeutig

bestimmt und es gilt für i, j ∈ {1, 2} mit i 6= j:

(i) eΦij = (eii(eij+eji))
Φ = eΦii(eij+eji)

Φ = eφii(eij+eji)
φ = eii(eij+eji) = eij.

(ii) (ieij)
Φ = (eiii(eij − eji))

Φ = eΦii(i(eij − eji))
Φ = eφii(i(eij − eji))

φ =

eiij(eij − eji) = jeij.

(iii) (jeij)
Φ = (eiij(eij − eji))

Φ = eΦii(j(eij − eji))
Φ = eφii(j(eij − eji))

φ =

eiii(eij − eji) = ieij.

(iv) (keij)
Φ = (eiik(eij − eji))

Φ = eΦii(k(eij − eji))
Φ = eφii(k(eij − eji))

φ =

eiik(eij − eji) = keij.

Weiter gilt für i ∈ {1, 2}:

(v) eΦii = eφii = eii.
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(vi) (ieii)
Φ = (ieijeji)

Φ = (ieij)
ΦeΦji = jeijeji = jeii = eijjeji = eΦij(ieji)

Φ.

(vii) Analog zeigt man (jeii)
Φ = ieii und (keii)

Φ = keii.

Das sind also die Bilder aller 16 Basiselemente von R.

Sei nun x = ie11 ∈ R11\EJ1 mit EJ1 = {re11 | r ∈ R} und y = je12 ∈ R12. Es

gilt dann:

(xy)Φ = (ie11je12)
Φ = (ke11e12)

Φ = (ke12)
Φ = ke12,

xΦyΦ = (ie11)
Φ(je12)

Φ = je11ie12 = jie11e12 = −ke12 6= ke12 = (xy)Φ.

Daraus folgt, dass Φ kein Endomorphismus sein kann und unsere Annahme

falsch war.

Insbesondere kann man daraus folgern, dass es keinen Anti-Endomorphismus

Ψ : R → R mit Ψ|J = φ gibt, denn sonst wäre ∗ ◦ Ψ : R → R ein Endomor-

phismus mit (∗ ◦Ψ)|J = φ, d.h. Erweiterung von φ, was dem oben Gezeigten

widerspricht.

Zum Abschluss dieses Abschnittes können wir Bemerkung 4.2.1 ergänzen:

Bemerkung 4.2.13. Seien K,K ′ Körper mit CharK,CharK ′ 6= 2. Dann

ist jeder Jordan-Homomorphismus von Jordan-Systemen der symmetrischen

Matrizen Sn(K)→ Sn(K
′) semilinear.

Beweis: Seien R = Kn,n, R
′ = K ′

n,n und J = Sn(K) ⊆ R, J ′ = Sn(K
′) ⊆ R′.

Weiter sei α : J → J ′ ein Jordan-Homomorphismus. Da α additiv ist, bleibt

zu zeigen: (ka)α = kα̂aα für alle k ∈ K und a ∈ R, wobei α̂ : K → K ′ der

Begleitmonomorphismus ist.

Sei nun α̃ : R → R′ die (gemäß 4.2.5 bzw. 4.2.11 existierende) Erweiterung

von α. Dann ist α̃ ein Homomorphismus (bzw. ein Anti-Homomorphismus)

der Matrizenalgebren. Für alle k ∈ K, a ∈ R mit Notation aus 4.1.6 gilt dann:

(ka)α̃ = (kERa)
α̃ = (kER)

α̃aα̃ = g−1kψER′ga
α̃

= kψg−1gaα̃ = kψaα̃.

Wegen α̃|J ≡ α folgt die Behauptung mit α̂ = ψ.
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4.3 Interpretation der Morphismen von Distanzräu-

men hermitescher bzw. symmetrischer Matrizen in

einem Graßmann-Raum

Sei J = Hn(K) (bzw. Sn(K)) das Jordan-System hermitescheriii (bzw. sym-

metrischer) Matrizen in R = Kn,n. Der projektive Raum von J wird allgemein

folgendermaßen definiert (siehe [66, S. 285-287, 357-358]):

Definition 4.3.1. Sei K ein (nicht notwendigerweise kommutativer) Körper

und P ein m-dimensionaler Unterraum des 2n-dimensionalen Vektorraums

V = K2n, 0 ≤ m ≤ n. Weiter sei M =
(

0 En
−En 0

)
∈ K2n,2n, wobei En für

die n × n-Einheitsmatrix steht, und ¯ : K → K ein involutorischer Anti-

Automorphismus. Definiere P⊥ = {a ∈ K2n | aMP̄ T = 0} ≤ K2n mit P̄ =

(p̄ij). Dann heißt P⊥ der duale Unterraum von P bzgl. M . Gilt P = P⊥,

so heißt P selbstdual.

Bemerkung 4.3.2. SeiW ein n-dimensionaler Unterraum eines 2n-dimensi-

onalen Raums und die Matrix (a|b) eine homogene Koordinate von W (vgl.

Abschnitt 1.4). Im Weiteren identifizieren wir W mit (a|b). Der Unterraum

W ist selbstdual genau dann, wenn ab̄T = bāT gilt. Ist noch a invertierbar,

dann kann manW auch in der Form (En|a
−1b) schreiben, wobei a−1b offenbar

hermitesch ist.

Definition 4.3.3. Die Menge aller selbstdualen Unterräume von V heißt

der projektive Raum von n × n hermiteschen Matrizen (bzw. symmetri-

schen Matrizen im Fall ¯ = id) und wird als PHn(K) (bzw. PSn(K)) be-

zeichnet. Die Unterräume aus dieser Menge heißen die Punkte von PHn(K)

(bzw. PSn(K)).

Nach Proposition 6.39 aus [66, S. 357] (bzw. Proposition 5.40 aus [66,

S. 287] für J = Sn(K)) ist ein Unterraum W genau dann selbstdual, wenn

dimKW = n ist und WMW
T
= 0 gilt. Die Elemente von PHn(K) sind

iiiDabei halten wir im Hinterkopf, dass Hn(K) ein Jordan-System über dem Fixkörper
F = Fix¯≤ K ist.
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daher n-dimensionale Untervektorraüme von V , also Punkte des Graßmann-

Graphen G (vgl. Abschnitt 1.4). Gelegentlich identifizieren wir die Punkte

des Graßmann-Graphen mit den zugehörigen projektiven Teilräumen von

PG(2n − 1, K). Insbesondere ist PHn(K) eine Teilmenge der Menge aller

(n− 1)-dimensionalen projektiven Teilräume von PG(2n− 1, K).

Gemäß der Propositionen 6.43, 6.47 bzw. 5.44, 5.48 in [66] gilt (vgl. 1.4.5):

Bemerkung 4.3.4. Für zwei beliebige Punkte W1 und W2 von PHn(K)

bzw. PSn(K) ist

d(W1,W2) = Rang(W1MW 2
T
) bzw. d(W1,W2) = Rang(W1MW2

T ),

wobei M ∈ K2n,2n wie oben ist. Gilt d(W1,W2) = 1, dann sind W1, W2

adjazent.

Im Folgenden sei K wieder kommutativ mit CharK 6= 2. Wir möchten

zuerst zeigen, dass jeder Jordan-Homomorphismus J → J ′ einen Morphismus

der entsprechenden Distanzräume induziert, der in beiden Richtungen △- und

∼-erhaltend ist. Dafür beweisen wir noch zwei Aussagen. Wir beschränken

uns auf den Fall von hermiteschen Matrizen, da Sn(K) = Hn(K) für ¯ = id

gilt.

Nach Theorem 1 in [24] stimmt die Punktmenge von PHn(K) mit der

projektiven Gerade P(J) = {R(t1t2 − 1, t1) | t1, t2 ∈ J} überein. Es gilt

außerdem die Gleichheit P(J) = P̃(J), wie wir gleich sehen werden, so dass
die Punktmenge von PHn(K) auch die projektive Gerade über J im Sinne

von Definition 3.2.4 darstellt.

Bemerkung 4.3.5. Das Jordan-System J = Hn(K) hermitescher Matrizen

ist stets stabil in R. Folglich gilt P̃(J) = P(J) (gemäß 3.2.15).

Beweis: Da J in R Jordan-abgeschlossen ist, reicht es wegen 3.2.16 zu zeigen,

dass es für jeden Punkt p = R(1, 0)E(t1)E(t2)E(t3) ∈ P̃(J) ein x ∈ J gibt, so
dass (t1t2− 1)(t3+x)− t1 ∈ R

∗ gilt. Ist t1 ∈ J
∗, dann setzen wir x = −t3 ∈ J

und sind damit fertig.
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Sei also t1 ∈ J nicht invertierbar. Wir suchen ein u ∈ J mit (t1t2− 1)u− t1 ∈

R∗, so dass die Behauptung für x := u − t3 ∈ J gilt. Nach Proposition 1.32

in [66, S. 37] (die Voraussetzungen der Proposition sind wegen CharK 6=

2 und der Kommutativität von K erfüllt) ist t1 zu einer Diagonalmatrix

t′1 := diag(a1, . . . , ar, 0, . . . , 0) mit āi = ai 6= 0 für alle i ∈ {1, . . . , r} und

r = Rang(t1) < n kogredient, d.h. es existiert eine Matrix p ∈ GLn(K) mit

t′1 = p̄T t1p. Nun gilt die Äquivalenz

(t1t2 − 1)u− t1 ∈ R
∗

⇔ p̄T ((t1t2 − 1)u− t1)p ∈ R
∗

⇔ (p̄T t1pp
−1t2(p̄

T )−1 − 1)p̄Tup− p̄T t1p ∈ R
∗

⇔ (t′1t
′
2 − 1)u′ − t′1 ∈ R

∗

mit t′2 := p−1t2(p̄
T )−1 = p−1t2(p−1)

T ∈ J und u′ := p̄Tup ∈ J .

Da die Matrix t′2 hermitesch ist, hat sie die Geslalt

t′2 =
n∑

i=1

miieii +
∑

i<j

mijeij +
∑

i>j

m̄ijeji.

Damit erhalten wir

t′1t
′
2 − 1 =




a1 . . . 0 0 . . . 0
...
. . .

...
...
. . .

...

0 . . . ar 0 . . . 0

0 . . . 0 0 . . . 0
...
. . .

...
...
. . .

...

0 . . . 0 0 . . . 0







m11 . . . m1r m1(r+1) . . . m1n

...
. . .

...
...

. . .
...

m̄1r . . . mrr mr(r+1) . . . mrn

m̄1(r+1) . . . m̄r(r+1) m(r+1)(r+1) . . . m(r+1)n

...
. . .

...
...

. . .
...

m̄1n . . . m̄rn m̄(r+1)n . . . mnn




− E

=




a1m11 − 1 . . . a1m1r a1m1(r+1) . . . a1m1n

...
. . .

...
...

. . .
...

arm̄1r . . . armrr − 1 armr(r+1) . . . armrn

0 . . . 0 −1 . . . 0
...

. . .
...

...
. . .

...

0 . . . 0 0 . . . −1




.
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Setzen wir u′ := diag(0, . . . , 0, 1, . . . , 1) ∈ J mit Rang(u′) = n− r, so ist die

Matrix

(t′1t
′
2 − 1)u′ − t′1 =




−a1 . . . 0 a1m1(r+1) . . . a1m1n

... . . . ...
... . . . ...

0 . . . −ar armr(r+1) . . . armrn

0 . . . 0 −1 . . . 0
... . . . ...

... . . . ...

0 . . . 0 0 . . . −1




wegen ai 6= 0 für alle i ∈ {1, . . . , r} invertierbar. Damit ist auch (t1t2− 1)u−

t1 ∈ R
∗ für u = (p−1)Tu′p−1 ∈ J .

Die projektive Gerade P(J) ist eine Teilmenge der projektiven Gerade

über dem Matrizenring R = Kn,n, denn es ist P(R) = {R(ab−1, a) | a, b ∈ R}
gemäß 1.1.23 (vgl. auch [24]). Deshalb stimmt die Distanzrelation △ auf P(J)
mit der Distanzrelation △R auf P(R) überein. Mit dem folgenden Lemma zei-

gen wir, dass auf P(J) auch die Adjazenzrelation ∼=∼R von P(R) vorliegt.
Da es aber i.Allg. nicht klar ist, ob die Adjazenzrelation auf dem projek-

tiven Raum über J mittels der Distanzrelation auf der projektiven Gera-

de P(J) beschrieben werden kann (siehe [24]), können wir die Adjazenzrela-
tion auf PHn(K) mit der Adjazenzrelation auf P(J) im Sinne von Definition

1.1.14 nicht identifizieren. Die Adjazenzrelation im Kontext von Graßmann-

Graphen ist jedoch viel üblicher. Deshalb werden wir im Weiteren stets die

Adjazenzrelation auf der projektiven Gerade P(J) im Sinne von 4.3.4 meinen.

Wir erinnern, dass die Adjazenzrelationen auf P(R) und G gleich sind (siehe

1.4.4).

Lemma 4.3.6. Sei mit ∼ und ∼R die Adjazenzrelation auf P(J) bzw. P(R)
bezeichnet. Dann gilt p ∼ q ⇔ p ∼R q für alle p, q ∈ P(J).

Beweis: Wir betrachten die projektiven Geraden P(J) und P(R) in ihren

projektiven Darstellungen PHn(K) bzw. G (vgl. (1.2) in Abschnitt 1.4). Wie

schon oben erwähnt, ist PHn(K) ⊆ G.
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”
⇒“ Seien W1 = (x|y), W2 = (x′|y′) zwei adjazente Punkte von PHn(K),

d.h. es gilt laut 4.3.4 Rang(W1MW
T

2 ) = 1. Dann können W1 und W2 un-

ter der unitären Gruppeiv U2n(K,M) auf die Punkte A = (En|0) bzw. B =(
01 0 E1 0
0 En−1 0 0n−1

)
abgebildet werden, wobei U2n(K,M) ≤ GL2(R) Distanz zwi-

schen zwei Punkten und insbesondere die Adjazenzrelation invariant lässt,

d.h. wir haben W1 ∼ W2 ⇔ A ∼ B (vgl. Propositionen 6.45, 6.46 in [66]).

Nun sieht man direkt, dass A ∼R B ist, denn es gilt:

Rang


 A

B


 = Rang




E1 0 01 0

0 En−1 0 0n−1

01 0 E1 0

0 En−1 0 0n−1



= n+ 1⇔ A ∼R B.

Daraus folgern wir W1 ∼R W2 (gemäß Proposition 3.31 in [66, S. 126]).

”
⇐“ Seien nun W1 = (x|y), W2 = (x′|y′) zwei Punkte von PHn(K) mit

W1 ∼R W2, d.h. es ist Rang
(
W1
W2

)
= n+ 1.

Weiter sei d(W1,W2) = Rang(W1MW
T

2 ) = r. Wir zeigen, dass r = 1 ist und

somit W1 und W2 auf PHn(K) adjazent sind.

Analog wie oben können die Punkte W1,W2 unter der unitären Gruppe

U2n(K,M) auf die Punkte X = (En|0) bzw. Y =
(

0r 0 Er 0
0 En−r 0 0n−r

)
abgebil-

det werden. Wegen U2n(K,M) ≤ GL2(R) gilt insbesondere X ∼R Y . Damit

haben wir

n+ 1 = Rang


X

Y


 = Rang




Er 0 0r 0

0 En−r 0 0n−r

0r 0 Er 0

0 En−r 0 0n−r



= n+ r ⇔ r = 1,

was zu zeigen war.

Jetzt kommen wir zu unserem ersten Ziel dieses Abschnitts. Wir wissen
ivD.h. Gruppe von unitären 2n× 2n-Matrizen mit Einträgen aus K bzgl. der Matrix M .

Hierbei nennt man eine Matrix N unitär bzgl. M , wenn es gilt N
T
MN =M .
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schon, dass jeder Jordan-Homomorphismus von Ringen α : R→ R′ einen △-

Morphismus induziert (vgl. Abschnitt 1.3, 1.3.7). Ist R ein Ring vom stabilen

Rang 2 (und Matrizenalgebren sind vom stabilen Rang 2), dann gilt P(R) =
{R(ab− 1, a) | a, b ∈ R} und die Abbildung P(R) → P(R′) : R(ab− 1, a) 7→

R′(aαbα − 1′, aα) ist ein △-Morphismus (siehe z. B. [22, S. 149-150]).

Im Fall von starken Jordan-Systemen J, J ′ über Körpern induziert jeder

semilineare Jordan-Homomorphismus α : J → J ′ einen △-Morphismus ᾱ :

P(J) → P(J ′) : R(1 + ab, a) 7→ R′(1′ + aαbα, aα) , der sogar ein Morphismus

von Kettengeometrien ist (siehe [11]).

In unserem Fall sind J = Hn(K), J
′ = Hn(K

′) nicht notwendigerweise

stark sowie Jordan-Homomorphismen i.Allg. nicht semilinear. Jedoch gilt das

Folgende (es sind dabei 4.2.1 und 4.2.13 zu beachten):

Satz 4.3.7. Seien R = Kn,n und R′ = K ′
n,n mit n ≥ 2. Weiter seien J =

Hn(K) ⊆ R, J ′ = Hn(K
′) ⊆ R′. Dann induziert jeder Jordan-Homomorphis-

mus α : J → J ′ eine Abbildung ᾱ : P(J)→ P(J ′), welche in beiden Richtun-

gen △- und ∼-erhaltend ist.

Beweis: Im Abschnitt 4.2 haben wir festgestellt, dass man jeden Jordan-

Homomorphismus J → R′ für n ≥ 2 zu einem Ringhomomorphismus φ : R→

R′ eindeutig erweitern kann (vgl. 4.2.5, 4.2.11). Dieser Ringhomomorphismus

induziert eine Abbildung φ̄ : P(R) → P(R′) : R(x, y) 7→ R′(xφ, yφ), die nach

4.1.7 in beiden Richtungen sowohl △- als auch∼-erhaltend ist. Für die Punkte

von P(J) ⊆ P(R) gilt dann wegen φ|J = α

R(ab− 1, a)φ̄ = R′((ab− 1)φ, aφ) = R′(aφbφ − 1′, aφ) = R′(aαbα − 1′, aα)

und da die △- bzw. ∼-Relation auf P(J) mit derjenige auf P(R) überein-
stimmt, ist auch die Abbildung ᾱ := φ̄|P(J) : P(J) → P(J ′) : R(ab − 1, a) 7→

R′(aαbα − 1′, aα) in beiden Richtungen △- und ∼-erhaltend.

Nun untersuchen wir, wie man die durch Jordan-Homomorphismen indu-

zierten Abbildungen geometrisch interpretieren kann. Im Weiteren seien V

und V ′ Vektorräume über Körpern K bzw. K ′ mit endlicher Dimension 2n
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und V ∗ bezeichne den Dualraum von V , d.h. einen Rechtsvektorraum über

K. Die Menge aller n-dimensionalen Untervektorräume von V und V ′ sei

entsprechend mit G bzw. G ′ bezeichnet.

Gemäß 4.1.5 ist jeder Jordan-Homomorphismus von Matrizenalgebren

des gleichen Formats α : R → R′ entweder ein Homomorphismus oder ein

Anti-Homomorphismus. Jeder solche Jordan-Homomorphismus induziert ei-

ne Abbildung auf den entsprechenden projektiven Geraden P(R) → P(R′),
welche in beiden Richtungen △- und ∼-erhaltend ist (vgl. 4.1.7). Somit in-

duziert jeder Jordan-Homomorphismus von Matrizenalgebren einen △- und

∼-Morphismus auf den entsprechenden Graßmann-Graphen G → G ′ (beachte

(1.2) und 1.4.4). Im bijektiven Fall gilt insbesondere (siehe [23, Theorem 4.2,

4.4]):

Bemerkung 4.3.8. Seien V, V ′ wie oben und ϕ : G → G ′ bijektiv. Dann

ist ϕ genau dann ein Isomorphismus der Graßmann-Graphen, wenn eine der

folgenden Bedingungen erfüllt ist:

(1) dimV = dimV ′ = 0.

(2) dimV = dimV ′ = 2 und |K| = |K ′|.

(3) 4 ≤ dimV = dimV ′ = 2n < ∞ und es gibt eine semilineare Bijektion

f : V → V ′ mit Xϕ = Xf oder eine semilineare Bijektion f : V ∗ → V ′

mit Xϕ = (X⊥)f , wobei X⊥ = {g ∈ V ∗ | ∀x ∈ X : g(x) = 0}

der Annulator von X ist. Mit anderen Worten wird ϕ durch Kol-

lineationen oder Dualitätenv der entsprechenden projektiven Räume

PG(2n− 1, K)→ PG(2n− 1, K ′) induziert.

Der nicht notwendigerweise bijektive Fall wird nun untersucht:

Satz 4.3.9. Seien R = Kn,n, R
′ = K ′

n,n Matrizenalgebren, n ≥ 2, und

f : R → R′ ein Homomorphismus. Der durch f induzierte Morphismus

von Graßmann-Graphen ist durch eine Einbettung von projektiven Räumen

η : PG(2n − 1, K) → PG(2n − 1, K ′) induziert, d.h. durch eine injektive

vKollineationen auf Dualraum, d.h. solche Abbildungen, welche kollineare Punkte auf in
einem Büschel liegende Hyperebenen überführen.
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Abbildung, die die Kollinearität von Punkten invariant lässt. Dabei lässt sich

η durch eine bis auf Multiplikation mit einer Einheit (aus K ′∗) eindeutig

bestimmte injektive semilineare Abbildung induzieren.

Beweis: Nach 4.1.6 gibt es eine Matrix g ∈ GLn(K
′) und einen Körperho-

momorphismus β : K → K ′, so dass af = g−1(aβij)a für alle a ∈ R gilt.

Setze man K ′′ := Bild β, dann ist K ′′ ≤ K ′ und β : K → K ′′ der Körper-

isomorphismus. Weiterhin seien R′′ := K ′′
n,n die Matrizenalgebra über K ′′,

V ′′ := (K ′′)2n ⊆ V ′ = (K ′)2n und G ′′ der mit V ′′ assoziierte Graßmann-

Graph. Die Abbildung f̂ : R → R′′ : a 7→ af = g−1(aβij)g ist ein Ringisomor-

phismus. Dieser induziert einen △-Isomorphismus von projektiven Geraden

f̂ : P(R) → P(R′′) : R(a, b) 7→ R′′(af , bf) und damit einen Isomorphis-

mus von Graßmann-Graphen G → G ′′, der seinerseits durch eine semilinea-

re Bijektion σ : V → V ′′ ≤ V ′ mit Begleitisomorphismus σ̂ : K → K ′′

(vgl. Beweis von Theorem 5.4 in [22]) und somit durch eine Kollineation

η1 : PG(2n− 1, K)→ PG(2n− 1, K ′′) : Ka 7→ K ′′aσ (vgl. Proposition 2.6 in

[31]) induziert wird.

Wir betrachten nun die semilineare injektive Abbildung

τ : V ′′ → V ′ : a 7→ aτ = a

mit Begleitmonomorphismus τ̂ : K ′′ → K ′ : k 7→ kτ̂ = k. Offenbar ist die von

τ induzierte Abbildung

η2 : PG(2n− 1, K ′′)→ PG(2n− 1, K ′) : K ′′a 7→ K ′aτ = K ′a

die kanonische Einbettung von projektiven Räumen. Insbesondere gilt

{K ′′a,K ′′b,K ′′c} kollinear in PG(2n− 1, K ′′)

⇔ {K ′a,K ′b,K ′c} kollinear in PG(2n− 1, K ′).

Da △- und ∼-Relationen auf P(R′′) und P(R′) übereinstimmen (siehe Ab-

schnitt 4.1) und damit dann auf G ′′ und G ′, ist die durch η2 induzierte Ab-

bildung G ′′ → G ′ die kanonische Einbettung von Grassmann-Graphen.
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Insgesamt folgern wir, dass der durch f induzierte Morphismus G → G ′ von

Graßmann-Graphen durch eine injektive Abbildung

η := η1 ◦ η2 : PG(2n− 1, K)→ PG(2n− 1, K ′) : Ka 7→ K ′aστ

induziert wird, wobei η gemäß [31, Proposition 2.7] eine durch die semilineare

Injektion σ ◦ τ : V → V ′ induzierte Einbettung von projektiven Räumen ist.

Nach Theorem 2.9 zusammen mit Proposition 4.1 in [31] ist σ ◦ τ bis auf

Multiplikation mit einer Einheit ε ∈ K ′∗ eindeutig bestimmt (vgl. auch [31,

Corollary 4.4]).

Eine analoge Aussage gilt auch für Morphismen von Graßmann-Graphen,

welche durch Anti-Homomorphismen der Matrizenalgebren induziert werden:

Satz 4.3.10. Sei f : R → R′ ein Anti-Homomorphismus der Matrizenalge-

bren. Dann ist der durch f induzierte Morphismus von Graßmann-Graphen

durch eine Dualität P (2n − 1, K) → PG(2n − 1, K ′) bzw. eine Einbettung

P (V ∗) → PG(2n − 1, K ′) und damit durch eine injektive semilineare Abbil-

dung V ∗ → V ′ induziert.

Beweis: Laut 4.1.6 lässt sich f mittels einer Matrix g ∈ GLn(K
′) und ei-

nes Körperhomomorphismus β : K → K ′ beschreiben, und zwar wie folgt

f : x 7→ xf = g−1(aβji)g. Der Anti-Homomorphismus f induziert eine △- und

∼-erhaltende Abbildung f̄ : P(R) → P(R′) : R(a, b) → R′(−df , cf), wobei

(c, d)T die zweite Spalte einer Matrix M−1 mit M =
(
a b
∗ ∗

)
∈ GLn(K) ist

(vgl. Beweis von 4.1.7(2)). Mit Bezeichnungen wie im Beweis von 4.3.9 er-

halten wir einen △-Isomorphismus von projektiven Geraden P(R)→ P(R′′) :
R(a, b) → R′′(−df , cf). Dementsprechend haben wir einen Isomorphismus

von Graßmann-Graphen ϑ : G → G ′′, der seinerseits durch eine semilineare

Bijektion σ : V ∗ → V ′′ vermöge Xϑ = (X⊥)σ für alle X ∈ G (vgl. wie-

der Beweis von Theorem 5.4 in [22]) und damit durch eine Kollineation

PG(2n − 1, K) =: P (V ∗) → PG(2n − 1, K ′′) induziert wird. Dabei ist

⊥ : G → G∗ bzw. ⊥ : PG(2n − 1, K) = P (V ) → P (V ∗) eine Dualität.

Insgesamt ist P (V ) → PG(2n − 1, K ′′) (als Hintereinanderausführung von
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Dualität und Kollineation) eine Dualität.

Analog wie in 4.3.9 betten wir PG(2n − 1, K ′′) in PG(2n − 1, K ′) ein, so

dass der durch f induzierte Morphismus G → G ′ von Graßmann-Graphen

durch eine Dualität P (V )→ PG(2n− 1, K ′) bzw. eine Einbettung P (V ∗)→

PG(2n− 1, K ′) und damit durch eine injektive semilineare Abbildung V ∗ →

V ′ induziert wird.

Wir betrachten wieder Jordan-Systeme hermitescher Matrizen J = Hn(K),

J ′ = Hn(K
′). Wie wir oben gezeigt haben, induziert jeder Jordan-Homomor-

phismus α : J → J ′ eine Abbildung ᾱ : P(J) → P(J ′), die in beiden Rich-

tungen △- und ∼-erhaltend ist (siehe 4.3.7). Somit haben wir eine △- und

∼-erhaltende Abbildung auf den entsprechenden Teilmengen von Graßmann-

Graphen ζ : PHn(K)→ PHn(K
′).

Außerdem wissen wir schon, dass α sich zu einem Homomorphismus und

einem Anti-Homomorphismus R→ R′ eindeutig erweitern lässt. Daher kann

man ᾱ bzw. ζ zu einem △- und ∼-erhaltenden Morphismus P(R) → P(R′)
bzw. zu einem Morphismus von Graßmann-Graphen G → G ′ fortsetzen, des-

sen Beschreibung in 4.3.9 bzw. 4.3.10 herausgefunden wurde. Diese Tatsache

formulieren wir als das folgende Korollar:

Korollar 4.3.11. Seien J = Hn(K), J
′ = Hn(K

′) mit n ≥ 2. Ist α : J → J ′

ein Jordan-Homomorphismus, dann ist die durch α induzierte △- und ∼-

erhaltende Abbildung PHn(K) → PHn(K
′) durch eine Einbettung von pro-

jektiven Räumen PG(2n−1, K)→ PG(2n−1, K ′), also durch eine injektive

semilineare Abbildung V → V ′ induziert.



Kapitel 5

Homotopismen und Morphismen von

Kettenräumen

In diesem Kapitel beweisen wir die zwei wichtigsten Ergebnisse der vorliegen-

den Arbeit. Es wird zunächst gezeigt, dass jeder Homotopismus von Jordan-

abgeschlossenen und nicht notwendigerweise starken Jordan-Systemen über

Körpern stets einen Morphismus der zugehörigen Kettengeometrien indu-

ziert. Dieses Ergebnis wurde durch den bekannten Satz für Ringe im Fall

von Jordan-Homomorphismen (siehe [20, 5.2]) und durch den Satz für star-

ke Jordan-Systeme im Fall von Homotopismen (siehe [11, 2.6]) motiviert.

Fast alle Zwischenergebnisse aus den beiden ersten Abschnitten, die wir

hauptsächlich als Lemmata formulieren, verallgemeinern einige Lemmata aus

[20] im Fall von Jordan-Homomorphismen zwischen Ringen (ein Verweis auf

die entsprechenden Lemmata aus [20] wird stets zum Vergleich gegeben).

Das zweite Ergebnis verallgemeinert den Darstellungssatz für Morphis-

men von Kettengeometrien über starken Jordan-Systemen, der besagt, dass

alle solche Morphismen durch Homotopismen zwischen den zugrunde liegen-

den Jordan-Systemen beschrieben werden können (siehe [11, 3.10, 3.13] bzw.

1.3.8): Dasselbe gilt unter einer Voraussetzung an die Mächtigkeit des Körpers

auch für Kettengeometrien über Jordan-abgeschlossenen und nicht notwen-

digerweise starken Jordan-Systemen in R = Kn,n.

Beim Vorgehen orientieren wir uns an den genannten Artikeln.
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5.1 Jordan-Homomorphismen von Jordan-abgeschlos-

senen Jordan-Systemen und induzierte Morphis-

men

Seien R und R′ Algebren über Körpern K bzw. K ′. Außerdem seien J und

J ′ Jordan-abgeschlossene Jordan-Systeme in R bzw. R′. In diesem Abschnitt

betrachten wir einen Jordan-Homomorphismus α : J → J ′ mit dem Begleit-

monomorphismus α̂ : K → K ′, d.h. K und K ′ müssen nicht isomorph sein.

Das Bild von J unter α besitzt dabei die folgenden Eigenschaften:

Bemerkung 5.1.1. Für Jα ⊆ J ′ gilt stets:

(1) Jα ist ein K α̂-Vektorraum mit 1′ = 1α ∈ Jα: Wegen der Additivität von

α ist Jα eine Untergruppe von (J ′,+). Für alle k′ ∈ K α̂ und a′ ∈ Jα

gilt außerdem k′a′ ∈ Jα, denn es gibt k ∈ K und a ∈ J , so dass k′ = kα̂

und a′ = aα und damit k′a′ = kα̂aα = (ka)α ∈ Jα ist. Alle weiteren

Eigenschaften eines Vektorraums vererben sich von J ′ auf Jα.

(2) Einheiten werden in Einheiten abgebildet: Sei a ∈ J∗, dann ist 1′ =

(aa−2a)α = aα(a−2)αaα ⇒ aα ∈ Jα∗ und daher aα = (aa−1a)α =

aα(a−1)αaα ⇔ 1′ = aα(a−1)α ⇔ (aα)−1 = (a−1)α.

(3) Für alle a′, b′ ∈ Jα ist auch a′b′a′ ∈ Jα, denn es existieren a, b ∈ J mit

a′ = aα und b′ = bα und daher a′b′a′ = aαbαaα = (aba)α ∈ Jα.

Gilt zusätzlich b′−1 ∈ Jα für alle b′ ∈ Jα∗, dann ist Jα ein Jordan-abgeschlosse-

nes Jordan-System in R′.

Im Weiteren sei R′′ der einhüllende Ring von Jα ⊆ R′, d.h. der kleinste

Unterring von R′, welcher Jα enthält. Die K ′-Algebra R′ ist offensichtlich

auch eine K α̂-Algebra, denn K α̂ ist ein Unterkörper von K ′. Wegen K α̂ ≤ R′′

ist daher auch R′′ eine K α̂-Algebra (wir setzen aber nicht voraus, dass R′′

eine Unteralgebra von R′ im Sinne von Definition 1.1.26 ist). Im Weiteren

nennen wir R′′ die einhüllende K α̂-Algebra von Jα.
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Darüber hinaus sei J ′′ das von Jα erzeugte Jordan-abgeschlossene Jordan-

System in derK α̂-AlgebraR′′, d.h. das kleinste Jordan-abgeschlossene Jordan-

System in R′′, das Jα enthält. Also ist J ′′ der Jordan-Abschluss von Jα im

Sinne von Definition 3.2.12. Offenbar ist R′′ auch der einhüllende Ring von

J ′′, insbesondere kann J ′′ = R′′ gelten. Wegen der Jordan-Abgeschlossenheit

von J ′ und Jα ⊆ J ′ ist J ′′ ganz in J ′ enthalten und es gilt J ′′∗ ⊆ J ′∗. Wir

beweisen das erste Ergebnis dieses Abschnitts (vgl. [20, 3.6]):

Satz 5.1.2. Seien α : J → J ′ ein Jordan-Homomorphismus, R′′ ≤ R′ die

einhüllende K α̂-Algebra von Jα und J ′′ ⊆ J ′ das von Jα erzeugte Jordan-

abgeschlossene Jordan-System in R′′. Außerdem seien H und H ′′ die Zentren

von E2(J) bzw. E2(J
′′). Dann gilt:

(a) Ist E(T ) ∈ H für T ∈ S(J), dann ist auch E(T α) ∈ H ′′.

(b) Die Menge

Nα := {E(T
α) | T ∈ S(J) und E(T ) = E}

ist in H ′′ enthalten.

(c) Nα ist eine normale Untergruppe in E2(J
′′) und die Abbildung

αE : E2(J)→ E2(J
′′)/Nα : E(T ) 7→ Nα · E(T

α)

mit T ∈ S(J) ist ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus.

Beweis: (a) Sei T = (t1, . . . , tn) ∈ S(J) mit E(T ) ∈ H. Dann ist E(T ) =(
en1 (T ) en−1

1 (T )

−en2 (T ) −e
n−1
2 (T )

)
= aE ∈ H für ein a ∈ R∗ mit at = ta für alle t ∈ J

(vgl. 3.2.5). Damit gilt en1(T ) = a ∈ R∗ und en−11 (T ) = 0. Nach Satz 3.5

in [20] folgt sofort en−11 (T α) = 0′.

Außerdem gilt en2(T ) = 0 und −en−12 (T ) = a ∈ R∗. Wegen en2(T, 1) =

en2(T ) = 0 und en−12 (T, 1) = en−12 (T ) = −a ist en+1
2 (T, 1) = en2(T, 1) · 1−

en−12 (T, 1) = a ∈ R∗ und damit folgt analog nach dem gleichen Satz

en2(T
α, 1′) = en2(T

α) = 0′ sowie en+1
2 (T α, 1′) ∈ R′′∗ und somit en−12 (T α) ∈

R′′∗.
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Nun setze man S := (s, T, 0,−s, 0) ∈ S(J) für ein s ∈ J . Aus

E(0α)E((−s)α)E(0α) = E(0′)E(−sα)E(0′) = E(sα)−1

folgt dann

E(S) = E(s)E(T )E(s)−1 = E(T ) = en1(T )E,

E(Sα) = E(sα)E(T α)E(sα)−1

=


−e

n−1
2 (T α) −sαen1(T

α)− en−12 (T α)sα

0′ en1(T
α)


 .

Mit 3.5 in [20] erhalten wir sαen1(T
α) = −en−12 (T α)sα für alle s ∈ J . Für

s = 1 ergibt sich en1(T
α) = −en−12 (T α) ∈ R′′∗, so dass folglich en1(T

α) mit

allen s′ ∈ Jα kommutiert. Um zu zeigen, dass en1(T
α) auch mit allen

t ∈ J ′′ kommutiert, reicht es wegen 5.1.1 nur die Inversen von allen

s′ ∈ Jα∗ zu betrachten. Sei also s′ ∈ Jα∗, dann gilt

en1(T
α)(s′)−1 = (s′(en1(T

α))−1)−1 = (s′en1(T
α)(en1(T

α))−2)−1

= (en1(T
α)s′(en1(T

α))−2)−1 = (en1(T
α))2(s′)−1(en1(T

α))−1

⇔ en1(T
α)(s′)−1en1(T

α) = (en1(T
α))2(s′)−1

⇔ (s′)−1en1(T
α) = en1(T

α)(s′)−1.

Das gleiche Prinzip benutzt man auch beim Zeigen von en1(T
α)t =

ten1(T
α) für alle t ∈ J ′′∗\Jα∗. Daher ist E(T α) ∈ H ′′ = E2(J

′′) ∩

{aE ′ | a ∈ R′′∗, at = ta ∀t ∈ J ′′}.

(b) Sei T ∈ S(J) mit E(T ) = E ∈ H. Teil (a) liefert dann E(T α) ∈ H ′′.

Damit gilt die Behauptung.

(c) Für ein T = (t1, . . . , tn) ∈ S(J), n ∈ N, definieren wir

T̂ := (0,−tn, 0, 0,−tn−1, 0, . . . , 0,−t1, 0) ∈ S(J).

Die Identität E(ti)
−1 = E(0)E(−ti)E(0) für alle i ∈ {1, . . . , n} impli-
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ziert die Gleichheit E(T̂ ) = E(T )−1. Außerdem gilt wegen der Semili-

nearität von α

T̂ α = (0′, (−tn)
α, 0′, 0′, (−tn−1)

α, 0′, . . . , 0′, (−t1)
α, 0′)

= (0′,−tαn, 0
′, 0′,−tαn−1, 0

′, . . . , 0′,−tα1 , 0
′) = T̂ α.

Offensichtlich ist E ′ = E(0′)E(0′)−1 = E(0α)E(0α)−1 ∈ Nα. Wir neh-

men an, dass für ein V ∈ S(J) die Gleichheit E(T ) = E(V ) gilt. Das

ist äquivalent zu E(T )E(V )−1 = E(T )E(V̂ ) = E(T, V̂ ) = E. Damit ist

E(T α, V̂ α) = E(T α, V̂ α) = E(T α)E(V α)−1 ∈ Nα. Daraus können wir

E(T α) ∈ Nα · E(V
α) folgern.

Für zwei beliebige E(T α), E(V α) ∈ Nα gilt dann wegen E(T ) = E(V ) =

E nach dem oben Gezeigten E(T α)E(V α)−1 ∈ Nα. Folglich ist Nα eine

Untergruppe von E2(J
′′), welche gemäß (a) und (b) normal ist.

Insgesamt erhalten wir Nα · E(T
α) ⊆ Nα · E(V

α) für alle T, V ∈ S(J)

mit E(T ) = E(V ). Analog zeigt man Nα ·E(V
α) ⊆ Nα ·E(T

α), indem

man E(V )E(T )−1 = E betrachtet. Die gegenseitige Teilmengenbezie-

hung liefert die Gleichheit Nα · E(T
α) = Nα · E(V

α). Damit ist αE

wohldefiniert und offenbar ein Gruppenhomomorphismus:

E(T1)
αEE(T2)

αE = Nα · E(T
α
1 ) ·Nα︸ ︷︷ ︸

=Nα·E(Tα1 )

·E(T α2 )

= Nα · E(T
α
1 , T

α
2 )

= E(T1, T2)
αE

= (E(T1) · E(T2))
αE .

Aus diesem Satz folgt direkt:

Korollar 5.1.3. Seien alle Voraussetzungen von Satz 5.1.2 erfüllt. Ist Nα

trivial, dann ist die Abbildung

αE : E2(J)→ E2(J
′′) : E(T ) 7→ E(T α)
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mit T ∈ S(J) ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus.

Im nächsten Schritt soll eine Abbildung zwischen den projektiven ele-

mentaren Gruppen PE2(J) ≃ E2(J)/H und PE2(J
′′) ≃ E2(J

′′)/H ′′ defi-

niert werden. Dafür fassen wir die projektive Gerade P̃(J ′′) als Teilmenge
der projektiven Gerade P̃(J ′) auf. Der folgende Satz zeigt, dass eine solche
Identifizierung tatsächlich möglich ist:

Satz 5.1.4. Sei J1 ein Jordan-System in einer K1-Algebra R1 und J2 ⊆ J1

ein Jordan-System in einer Algebra R2 über einem Unterkörper K2 ≤ K1,

wobei R2 ein Unterring von R1 ist. Dann ist

ι : P̃(J2)→ P̃(J1) : R2(1, 0)E(T ) 7→ R1(1, 0)E(T )

mit T ∈ S(J2) ein injektiver Morphismus von Distanzräumen (P̃(J2),△2)→

(P̃(J1),△1).

Beweis: Wegen E2(J2) ≤ E2(J1) ist ι ein wohldefinierter Morphismus von

Distanzräumen. Wir zeigen, dass ι injektiv ist.

Seien R2(1, 0)E(T ), R2(1, 0)E(V ) ∈ P̃(J2) mit R1(1, 0)E(T ) = R1(1, 0)E(V ).

Dann folgt daraus R1(1, 0) = R1(1, 0)E(T )E(V )
−1, d.h. E(T )E(V )−1 ∈

E2(J2) liegt im Stabilisator von R1(1, 0) und damit ist (a, 0) die erste Zeile von

E(T )E(V )−1 mit a ∈ R∗1 ∩ R2. Wegen E2(J2) ≤ GL2(R2) muss auch a ∈ R
∗
2

sein, so dass E(T )E(V )−1 auch im Stabilisator von R2(1, 0) enthalten ist. Das

liefert sofort die gewünschte Gleichheit R2(1, 0)E(T ) = R2(1, 0)E(V ).

Ab sofort identifizieren wir also die Punkte der projektiven Gerade P̃(J ′′)
mit denen von P̃(J ′) vermöge R′′(1′, 0′)E(T ) 7→ R′(1′, 0′)E(T ) für alle T ∈

S(J ′′).

Nun können wir unter Berücksichtigung von Lemma 3.4.3 den nächsten

Satz beweisen (vgl. [20, 4.4]):

Satz 5.1.5. Seien α : J → J ′ ein Jordan-Homomorphismus, R′′ ≤ R′ die

einhüllende K α̂-Algebra von Jα und J ′′ ⊆ J ′ das von Jα erzeugte Jordan-

abgeschlossene Jordan-System in R′′. Dann gilt:
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(a) Die Abbildung

αPE : PE2(J)→ PE2(J
′′) : H · E(T ) 7→ H ′′ · E(T α)

mit T ∈ S(J) ist ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus.

(b) Die Abbildung

ᾱ : P̃(J)→ P̃(J ′′) ⊆ P̃(J ′) : R(1, 0) · E(T ) 7→ R′(1′, 0′) · E(T α)

mit T ∈ S(J) ist wohldefiniert.

(c) Das Paar (αPE, ᾱ) ist ein Homomorphismus von Transformationsgrup-

pen, d.h. für alle p ∈ P̃(J) und alle δ ∈ PE2(J) gilt pδᾱ = pᾱδ
′′

mit

δ′′ = δαPE .

Beweis: (a) SeiNα wie in 5.1.2 definiert, dann istNα ⊆ H ′′. Wir betrachten

den kanonischen Epimorphismus

η : E2(J
′′)/Nα → (E2(J

′′)/Nα)/(H
′′/Nα)

und nach Isomorphiesatz gilt dann (E2(J
′′)/Nα)/(H

′′/Nα) ≃ E2(J
′′)/H ′′.

Die Faktorgruppe E2(J
′′)/H ′′ ist ihrerseits zu der projektiven elemen-

taren Gruppe PE2(J
′′) isomorph, denn H ′′ ist der Kern der Operation

von E2(J
′′) auf P̃(J ′′). Die Komposition von αE und η liefert daher

einen Homomorphismus

αE ◦ η : E2(J)→ PE2(J
′′).

Für alle E(T ) ∈ H mit T ∈ S(J) gilt E(T )αE = Nα · E(T
α) ∈ H ′′/Nα

(gemäß 5.1.2(a)), so dass HαE ⊆ H ′′/Nα = Kern η ist. Daher ist H ⊆

Kern αE ◦ η, so dass die Abbildung

αPE : E2(J)/H ≃ PE2(J)→ PE2(J
′′) : H · E(T ) 7→ H ′′ · E(T α)

nach der universellen Eigenschaft der Faktorgruppen ein durch die Gleich-



182 Homotopismen und Morphismen von Kettenräumen

heit (H · E(T ))αPE = E(T )αEη wohldefinierter Gruppenhomomorphis-

mus ist (siehe [50, S. 20]).

(b) Für S ∈ S(J) sei E(S) eine Matrix, die den Punkt R(1, 0) fixiert, dann

hat die erste Zeile von E(S) die Gestalt (a, 0) mit a ∈ R∗. Nach Satz

3.5 in [20] hat dann E(Sα) die erste Zeile der Form (a′, 0′) mit einem

a′ ∈ R′′∗ ⊆ R′∗, so dass E(Sα) den Punkt R′(1′, 0′) auch invariant lässt

(vgl. Beweis von 5.1.2(a)). Daher geht der Stabilisator von R(1, 0) unter

αPE in den Stabilisator von R′(1′, 0′) über.

Sei nun p ∈ P̃(J) ein beliebiger Punkt. Dann existiert eine Sequenz

T ∈ S(J), so dass p = R(1, 0)E(T ) ist. Weiterhin sei p = R(1, 0)E(V )

eine weitere Darstellung von p mit V ∈ S(J). Dann erhalten wir

R(1, 0)H · E(T ) · E(V )−1 = R(1, 0)E(T )︸ ︷︷ ︸
=p=R(1,0)E(V )

·E(V )−1 = R(1, 0)

und daher ist H · E(T ) · E(V )−1 ∈ PE2(J) im Stabilisator von R(1, 0)

enthalten. Nach dem im ersten Absatz Gezeigten wird dann R′(1′, 0′)

auch durch H ′′ · E(T α) · E(V α)−1 fixiert, d.h.

R′(1′, 0′)H ′′ · E(T α) · E(V α)−1 = R′(1′, 0′)

⇔ R′(1′, 0′)H ′′ · E(T α) = R′(1′, 0′)H ′′ · E(V α).

Daraus folgt die Wohldefiniertheit von ᾱ.

(c) Gemäß (a) und (b) ist das Diagramm

P̃(J)
E(T )

//

ᾱ
��

P̃(J)

ᾱ
��

P̃(J ′′)
E(Tα)

// P̃(J ′′)

(5.1)

für alle T ∈ S(J) kommutativ. Daraus folgt die Behauptung.

Jetzt zeigen wir, dass ᾱ ein △-Morphismus ist.
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Lemma 5.1.6. Seien J und J ′ Jordan-abgeschlossene Jordan-Systeme in R

bzw. R′. Seien außerdem α : J → J ′ und ᾱ : P̃(J) → P̃(J ′′) wie in 5.1.5.

Dann bildet ᾱ distante Punkte in distante Punkte ab.

Beweis: Seien p, q ∈ P̃(J) distant. Gemäß 3.4.3 operiert PE2(J) auf P̃(J)
2-△-transitiv. Daher existiert ein β ∈ PE2(J) mit p

β = R(1, 0) und qβ =

R(0, 1). Identifiziert man β−1 ∈ PE2(J) mit einer Matrix E(T ) ∈ E2(J) für

ein T ∈ S(J), dann können die Bilder von p = R(1, 0)β
−1

= R(1, 0) · E(T )

und q = R(0, 1)β
−1

= R(0, 1) ·E(T ) unter ᾱ bestimmt werden. Es gilt nämlich

pᾱ = R′(1′, 0′) ·E(T α) und qᾱ = R′(0′, 1′) ·E(T α). Da aber PE2(J
′′) auf P̃(J ′′)

ebenso 2-△-transitiv operiert (J ′′ ⊆ J ′ ist Jordan-abgeschlossen in R′′), sind

auch pᾱ und qᾱ in P̃(J ′′) distant.

Wir können sogar beweisen, dass ᾱ eine harmonische Abbildung ist. Um

eine harmonische Abbildung definieren zu können, erinnern wir kurz an den

Begriff des harmonischen Quadrupels (vgl. [42, 1.3.5]):

Definition 5.1.7. Für vier Punkte p1, p2, p3, p4 ∈ P(R) mit paarweise distan-

ten p1, p2, p3 und distanten p1, p4 heißt das Quadrupel (p1p2p3p4) genau dann

harmonisch, wenn es ein γ ∈ PGL2(R) existiert, so dass (pγ1 , p
γ
2 , p

γ
3 , p

γ
4) =

(R(1, 0), R(0, 1), R(1, 1), R(−1, 1)) gilt.

Für ein harmonisches Quadrupel (p1p2p3p4) gilt insbesondere, dass auch

p1, p2, p4 paarweise distant sind. Außerdem sind alle vier Punkte genau dann

paarweise distant, wenn 2 ∈ R∗ ist (vgl. [36, S. 463]).

Eine harmonische Abbildung definiert man wie folgt [20, 4.7]:

Definition 5.1.8. Eine Abbildung P̃(J) → P̃(J ′) heißt harmonisch, wenn

sie harmonische Quadrupel invariant lässt.

Lemma 5.1.9. Seien J und J ′ Jordan-abgeschlossene Jordan-Systeme in R

bzw. R′. Seien außerdem α : J → J ′ und ᾱ : P̃(J) → P̃(J ′′) wie in 5.1.5.

Dann ist ᾱ eine harmonische Abbildung.

Beweis: Seien p1, p2, p3, p4 ∈ P̃(J) ⊆ P(R) und (p1p2p3p4) harmonisch, d.h.

p1, p2, p3 bzw. p1, p2, p4 sind paarweise distant. Wegen 3.4.3 können wir oBdA
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p1 = R(1, 0) und p2 = R(0, 1) setzen. Daher sind p3 = R(a, 1) und p4 =

R(b, 1) mit a, b ∈ J∗.

Nach Definition 5.1.7 existiert ein γ ∈ PGL2(R), so dass

(pγ1 , p
γ
2 , p

γ
3 , p

γ
4) = (R(1, 0)γ, R(0, 1)γ, R(a, 1)γ, R(b, 1)γ)

= (R(1, 0), R(0, 1), R(1, 1), R(−1, 1))

gilt. Man rechnet leicht nach, dass γ durch eine Matrix
(
x 0
0 y

)
mit x, y ∈ R∗

induziert ist. Außerdem gilt

R(a, 1)γ = R(1, 0)
(
x 0
0 y

)
= R(ax, y) = R(y−1ax, 1) = R(1, 1)⇔ a = yx−1,

R(b, 1)γ = R(1, 0)
(
x 0
0 y

)
= R(bx, y) = R(y−1bx, 1) = R(−1, 1)⇔ b = −yx−1.

Daraus ergibt sich p4 = R(−a, 1). Wegen

R(t, 1)ᾱ = (R(1, 0) · E(t))ᾱ = R′(1′, 0′) · E(tα) = R′(tα, 1′)

für alle t ∈ J und nach 5.1.6 ist das Quadrupel

(pᾱ1p
ᾱ
2p

ᾱ
3p

ᾱ
4 ) = (R′(1′, 0′)R′(0′, 1′)R′(aα, 1′)R(−aα, 1′))

mit aα ∈ J ′′∗ harmonisch. Daraus folgt die Behauptung.

Nun sind wir in der Lage unser Hauptergebnis dieses Abschnitts zu be-

weisen.

Satz 5.1.10. Seien α : J → J ′ ein Jordan-Homomorphismus, R′′ ≤ R′ die

einhüllende K α̂-Algebra von Jα und J ′′ ⊆ J ′ das von Jα erzeugte Jordan-

abgeschlossene Jordan-System in R′′. Die Abbildung ᾱ : P̃(J)→ P̃(J ′′) bildet
stets K-Ketten in K ′-Ketten ab.

Beweis: Seien Σ̃ = (P̃(J),C(K,R, J)) und Σ̃′ = (P̃(J ′),C(K ′, R′, J ′)) die Ket-

tengeometrien über (K,R, J) bzw. (K ′, R′, J ′) und C ∈ C(K,R, J) eine Kette

in Σ̃. Dann gibt es laut 3.4.5 ein δ ∈ PE2(J), so dass C die Gestalt C = (Ch)
δ
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für ein h ∈ J∗ mit

Ch = {R(sh, t) | K(s, t) ∈ P(K)} = {R(λh, 1) | λ ∈ K} ∪ {R(1, 0)}

hat. Die Kette durch R′(1′, 0′), R′(0′, 1′) und R′(hα, 1′) kann man analog als

Menge

Chα = {R
′(s′hα, t′) |K ′(s′, t′) ∈ P(K ′)} = {R′(λ′hα, 1′) | λ′ ∈ K ′}∪{R′(1′, 0′)}

darstellen.

Wegen der Semilinearität von α gilt (λh)α = λα̂hα ∈ K α̂hα ⊆ K ′hα für

alle λ ∈ K und h ∈ J und daher (Kh)α ⊆ K ′hα. Identifiziert man nun

δ ∈ PE2(J) mit einer Matrix E(T ) ∈ E2(J), T ∈ S(J), dann folgt daraus

für jeden Punkt R(a, b) ∈ C:

R(a, b)ᾱ = (R(λh, 1) · E(T ))ᾱ = (R(1, 0) · E(λh, T ))ᾱ

= R′(1′, 0′) · E((λh)α, T α) = R′((λh)α, 1′) · E(T α)

= R′(λα̂hα, 1′) · E(T α) ∈ (Chα)
δ′

bzw.

R(a, b)ᾱ = (R(1, 0) · E(T ))ᾱ = R′(1′, 0′) · E(T α) ∈ (Chα)
δ′

mit δ′ ∈ PE2(J
′′), welche durch die Matrix E(T α) ∈ E2(J

′′) ≤ E2(J
′) indu-

ziert wird. Insgesamt ergibt sich daher C ᾱ ⊆ (Chα)
δ′ ∈ C(K ′, R′, J ′).

Es ist klar, dass wir im Fall, dass α̂ : K → K ′ ein Körperisomorphismus

ist, die Gleichheit (Kh)α = K ′hα für alle h ∈ J erhalten, so dass jede K-

Kette auf K ′-Kette durch die in 5.1.10 definierte Abbildung abgebildet wird.

Diese Folgerung formulieren wir im folgenden Korollar:

Korollar 5.1.11. Seien R und R′ Algebren über Körpern K bzw. K ′. Seien

J und J ′ Jordan-abgeschlossene Jordan-Systeme in R bzw. R′. Weiter sei

α : J → J ′ ein Jordan-Homomorphismus mit dem Begleitisomorphismus
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α̂ : K → K ′ und ᾱ wie in 5.1.5. Dann ist die Abbildung

ᾱ : P̃(J)→ P̃(J ′′) ⊆ P̃(J ′)

ein Morphismus von Kettengeometrien.

Bemerkung 5.1.12. Im Fall, dass J stabil ist, erhalten wir wegen der

Gleichheit P̃(J) = P(J) sowie R(1 + ab, a) = R(1, 0)E(−a)E(b) für alle

a, b ∈ J einen Morphismus von Kettengeometrien

ᾱ : P̃(J)→ P̃(J ′′) ⊆ P̃(J ′) : R(1 + ab, a) 7→ R′(1′ + aαbα, aα),

welcher uns schon aus dem Fall von starken Jordan-Systemen bekannt ist

(vgl. [26, 4.2.13]).

5.2 Homotopismen von Jordan-abgeschlossenen Jordan-

Systemen und induzierte Morphismen

Seien wieder R und R′ Algebren über Körpern K bzw. K ′ und J , J ′ Jordan-

abgeschlossene Jordan-Systeme in R bzw. R′. Statt eines Jordan-Homomor-

phismus betrachten wir nun einen Homotopismus (α, β) : J → J ′.

Im Fall von starken Jordan-Systemen J, J ′ wissen wir, dass jeder Homoto-

pismus J → J ′ einen Morphismus von Kettengeometrien induziert. Genauer

gilt der folgende Satz (siehe [11, 2.6]):

Satz 5.2.1. Seien J, J ′ starke Jordan-Systeme in K-Algebren R bzw. R′ und

sei (α, β) : J → J ′ ein Homotopismus. Dann ist die induzierte Abbildung

γ = γ(α,β) : P(J)→ P(J ′) : R(1 + ab, a) 7→ R′(1′ + aαbβ, aα) (5.2)

ein Morphismus der Kettengeometrien. Der Morphismus γ ist genau dann

stark, wenn α (und damit auch β) Nichteinheiten in Nichteinheiten abbildet.

Ist dimKJ
α(= dimKJ

β) ≥ 2, dann ist γ nicht trivial.

Das Ziel dieses Abschnitts ist zu beweisen, dass (α, β) : J → J ′ auf
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ähnliche Art und Weise wie in (5.2) einen Morphismus von Kettengeometrien

Σ̃→ Σ̃′ mit Σ̃ = (P̃(J),C(K,R, J)), Σ̃′ = (P̃(J ′),C(K ′, R′, J ′)) induziert. Und

zwar definieren wir die Abbildung (vgl. 5.1.5(b))

γ = γ(α,β) : P̃(J)→ P̃(J ′) : R(1, 0)E(T ) 7→ R′(1′, 0′)E(T (α,β)) (5.3)

mit

T (α,β) =




(tα1 , t

β
2 , . . . , t

α
n−1, t

β
n), falls n ∈ 2N,

(tβ1 , t
α
2 , . . . , t

α
n−1, t

β
n), falls n ∈ 2N+ 1

für T = (t1, . . . , tn) ∈ S(J), n ≥ 0. (Beweis der Wohldefiniertheit von γ folgt

weiter unten).

Entsprechend definieren wir die durch den Homotopismus (β, α) induzier-

te Abbildung

γ̃ = γ̃(β,α) : P̃(J)→ P̃(J ′) : R(1, 0)E(T ) 7→ R′(1′, 0′)E(T (β,α))

mit

T (β,α) =




(tβ1 , t

α
2 , . . . , t

β
n−1, t

α
n), falls n ∈ 2N,

(tα1 , t
β
2 , . . . , t

β
n−1, t

α
n), falls n ∈ 2N+ 1

für T = (t1, . . . , tn) ∈ S(J), n ≥ 0. Insbesondere gilt für P(J) ⊆ P̃(J) (vgl.
(5.2)):

γ|P(J) : P(J)→ P(J ′) ⊆ P̃(J ′)

R(t1t2 − 1, t1) = R(1, 0)E(t1, t2) 7→ R′(1′, 0′)E(tα1 , t
β
2 ) = R(tα1 t

β
2 − 1′, tα1 )

bzw.

γ̃|P(J) : P(J)→ P(J ′) ⊆ P̃(J ′)

R(t1t2 − 1, t1) 7→ R(tβ1 t
α
2 − 1′, tβ1 ).
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Um das Hauptergebnis dieses Abschnitts erreichen zu können, benötigen

wir die folgenden Lemmata (vgl. [20, 3.3, 3.4, 3.5]; man beachte 3.2.8):

Lemma 5.2.2. Sei R eine Algebra über einem Körper K und J ein Jordan-

abgeschlossenes Jordan-System in R. Dann gilt:

(a) Ist h = en1(T )xẽ
n
1(T ) für ein x ∈ J und T = (t1, . . . , tn) ∈ S(J), n ≥ 0,

dann ist

hα = (en1(T )xẽ
n
1(T ))

α =




en1(T

(α,β))xαẽn1(T
(α,β)), falls n ∈ 2N,

en1(T
(β,α))xβ ẽn1(T

(β,α)), falls n ∈ 2N+ 1.

Eine analoge Aussage gilt auch für hβ.

(b) Ist h = en1(T )ẽ
n−1
1 (T ) für eine Folge T = (t1, . . . , tn) ∈ S(J), n ≥ 0,

dann ist

hα = (en1(T )ẽ
n−1
1 (T ))α =




en1(T

(α,β))ẽn−11 (T (α,β)), falls n ∈ 2N,

en1(T
(β,α))ẽn−11 (T (β,α)), falls n ∈ 2N+ 1.

Eine analoge Aussage gilt auch für hβ.

Beweis: (a) Wir beweisen die Aussage mit Hilfe der vollständigen Induk-

tion. Für n ∈ {0, 1, 2} ist die Behauptung schon mal richtig:

hα = (e01(T )xẽ
0
1(T ))

α = xα = e01(T
(α,β))xαẽ01(T

(α,β))),

hα = (e11(T )xẽ
1
1(T ))

α = (t1xt1)
α = tα1x

βtα1 = e11(T
(β,α))xβ ẽ11(T

(β,α))),

hα = (e21(T )xẽ
2
1(T ))

α = ((t1t2 − 1)x(t2t1 − 1))α

= (t1t2xt2t1 − (t1t2x+ xt2t1) + x)α

= tα1 t
β
2x

αtβ2 t
α
1 − (tα1 t

β
2x

α + xαtβ2 t
α
1 ) + xα

= e21(T
(α,β))xαẽ21(T

(α,β))),

denn es gilt

(t1t2x+ xt2t1)
α = ((t1 + x)t2(t1 + x)− t1t2t1 − xt2x)

α
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= (tα1 + xα)tβ2 (t
α
1 + xα)− tα1 t

β
2 t
α
1 − xαtβ2x

α

= tα1 t
β
2x

α + xαtβ2 t
α
1 .

Nun setzen wir voraus, dass die Aussage bis zu einem bestimmten n

gilt. Wir erweitern die Folge T mit einem tn+1 ∈ J und zeigen, dass

die Aussage auch für n + 1 gültig ist. Wir beweisen nur den Fall, dass

n ∈ 2N ist (für n ∈ 2N+ 1 verläuft der Beweis ganz analog). Dafür be-

trachten wir den Ausdruck h = en+1
1 (T, tn+1)xẽ

n+1
1 (T, tn+1) und wenden

darauf die Regeln (3.4) so oft an, bis wir eine Summe von solchen Aus-

drücken bekommen, so dass beim Anwenden von Eigenschaften eines

Homotopismus bzw. der Induktionsvoraussetzung auf diese eine Summe

von ähnlichen Ausdrücken entsteht, welche aber nun nicht von ti ∈ J

bzw. x ∈ J , sondern von ihren α- bzw. β-Bildern abhängig ist. Beim

rückwärtigen Anwenden von (3.4) werden die erhaltenen Ausdrücke

wieder zusammengefasst, was schließlich das Gewünschte liefert.

Genauer gilt nach 3.2.8 und nach Induktionsvoraussetzung (IV):

hα = (en+1
1 (T, tn+1)xẽ

n+1
1 (T, tn+1))

α

(3.4)
= (en1(T )tn+1xtn+1ẽ

n
1(T ))

α + (en−11 (T )xẽn−11 (T ))α

− (en1(T )tn+1xẽ
n−1
1 (T ) + en−11 (T )xtn+1ẽ

n
1(T ))

α

(IV)
= en1(T

(α,β))tαn+1x
βtαn+1ẽ

n
1(T

(α,β)) + en−11 (T (α,β))xβ ẽn−11 (T (α,β))

− (en1(T )tn+1xẽ
n−1
1 (T ) + en−11 (T )xtn+1ẽ

n
1(T )︸ ︷︷ ︸

=:u0

)α,

denn wegen n− 1 ∈ 2N+ 1 haben wir

(en−11 (T )xẽn−11 (T ))α = (en−11 (t1, . . . , tn−1)xẽ
n−1
1 (t1, . . . , tn−1))

α

= en−11 (tα1 , t
β
2 , . . . , t

α
n−1)x

β ẽn−11 (tα1 , t
β
2 , . . . , t

α
n−1)

= en−11 (tα1 , t
β
2 , . . . , t

α
n−1, t

β
n)x

β ẽn−11 (tα1 , t
β
2 , . . . , t

α
n−1, t

β
n)

= en−11 (T (α,β))xβ ẽn−11 (T (α,β)).

Nun zerlegen wir den Ausdruck u0 und versuchen sein α-Bild zu be-
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stimmen. Es gilt

u0 = en1(T )tn+1xẽ
n−1
1 (T ) + en−11 (T )xtn+1ẽ

n
1(T )

(3.4)
= en−11 (T )tntn+1xẽ

n−1
1 (T )− en−21 (T )tn+1xẽ

n−1
1 (T )

+ en−11 (T )xtn+1tnẽ
n−1
1 (T )− en−11 (T )xtn+1ẽ

n−2
1 (T )

= en−11 (T )(tntn+1x+ xtn+1tn)ẽ
n−1
1 (T )

− (en−21 (T )tn+1xẽ
n−1
1 (T ) + en−11 (T )xtn+1ẽ

n−2
1 (T ))

und damit erhalten wir

uα0 = (en1(T )tn+1xẽ
n−1
1 (T ) + en−11 (T )xtn+1ẽ

n
1(T ))

α

(IV)
= en−11 ((t1, . . . , tn−1)

(β,α))(tntn+1x+ xtn+1tn)
β ẽn−11 ((t1, . . . , tn−1)

(β,α))

− (en−11 (T )xtn+1ẽ
n−2
1 (T ) + en−21 (T )tn+1xẽ

n−1
1 (T )︸ ︷︷ ︸

=:u1

)α,

= en−11 (tα1 , . . . , t
β
n−2, t

α
n−1)(t

β
nt
α
n+1x

β + xβtαn+1t
β
n)ẽ

n−1
1 (tα1 , . . . , t

β
n−2, t

α
n−1)

− uα1

= en−11 (tα1 , . . . , t
α
n−1, t

β
n)(t

β
nt
α
n+1x

β + xβtαn+1t
β
n)ẽ

n−1
1 (tα1 , . . . , t

α
n−1, t

β
n)− uα1

= en−11 (T (α,β))(tβnt
α
n+1x

β + xβtαn+1t
β
n)ẽ

n−1
1 (T (α,β))− uα1 ,

denn es ist

(tntn+1x+ xtn+1tn)
β = ((tn + x)tn+1(tn + x)− tntn+1tn − xtn+1x)

β

= (tβn + xβ)tαn+1(t
β
n + xβ)− tβnt

α
n+1t

β
n − xβtαn+1x

β

= tβnt
α
n+1x

β + xβtαn+1t
β
n.

Hierbei ist der Ausdruck u1 vom gleichen Typ wie u0, so dass wir den

Vorgang wiederholen können. Analog wie oben ergibt sich für u1 wegen

n− 2 ∈ 2N:

uα1 = en−21 (T (α,β))(tαn−1x
βtαn+1 + tαn+1x

βtαn−1)ẽ
n−2
1 (T (α,β))
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− (en−21 (T )tn+1xẽ
n−3
1 (T ) + en−31 (T )xtn+1ẽ

n−2
1 (T )︸ ︷︷ ︸

=:u2

)α,

weil

en−21 ((t1, . . . , tn−2)
(α,β)) = en−21 (tα1 , . . . , t

α
n−3, t

β
n−2)

= en−21 (tα1 , . . . , t
β
n−2, t

α
n−1, t

β
n)

= en−21 (T (α,β))

und entsprechend ẽn−21 ((t1, . . . , tn−2)
(α,β)) = ẽn−21 (T (α,β)) gilt.

Wiederholen wir mehrmals den Vorgang und definieren wir nach jedem

i-ten Schritt den entsprechenden Ausdruck ui, dann ergibt sich für ui

nach Induktionsvoraussetzung

uαi = en−i−11 (T (α,β))(tαn−ix
βtαn+1 + tαn+1x

βtαn−i)ẽ
n−i−1
1 (T (α,β))− uαi+1,

falls i ∈ {1, . . . , n− 1} ungerade und damit n− i− 1 ∈ 2N ist, und

uαi = en−i−11 (T (α,β))(tβn−it
α
n+1x

β + xβtαn+1t
β
n−i)ẽ

n−i−1
1 (T (α,β))− uαi+1

für gerade i ∈ {1, . . . , n− 1}, also n− i− 1 ∈ 2N+ 1. Hierbei soll man

beachten, dass x ∈ J und ti ∈ J für jedes i ∈ {1, . . . , n} stets unter

derselben Abbildung α bzw. β abgebildet wird.

Nach dem letzten Schritt erhalten wir wegen i = n− 1 ∈ 2N+ 1

uαn−1 = e01(T
(α,β))(tα1x

βtαn+1 + tαn+1x
βtα1 )ẽ

0
1(T

(α,β))

− (e01(T )tn+1xẽ
−1
1 (T ) + e−11 (T )xtn+1ẽ

0
1(T ))

α

(3.2)
= e01(T

(α,β))(tα1x
βtαn+1 + tαn+1x

βtα1 )ẽ
0
1(T

(α,β))− 0α

= e01(T
(α,β))(tα1x

βtαn+1 + tαn+1x
βtα1 )ẽ

0
1(T

(α,β))

− (e01(T
(α,β))tαn+1x

β ẽ−11 (T (α,β)) + e−11 (T (α,β))xβtαn+1ẽ
0
1(T

(α,β)))

= (e01(T
(α,β))tα1 − e−11 (T (α,β)))xβtαn+1ẽ

0
1(T

(α,β))

+ e01(T
(α,β))tαn+1x

β(tα1 ẽ
0
1(T

(α,β))− ẽ−11 (T (α,β)))
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(3.4)
= e11(T

(α,β))xβtαn+1ẽ
0
1(T

(α,β)) + e01(T
(α,β))tαn+1x

β ẽ11(T
(α,β)).

Setzen wir nun uαn−1 in u
α
n−2 ein, dann ergibt sich

uαn−2 = e11(T
(α,β))(tβ2 t

α
n+1x

β + xβtαn+1t
β
2 )ẽ

1
1(T

(α,β))− uαn−1

= e11(T
(α,β))(tβ2 t

α
n+1x

β + xβtαn+1t
β
2 )ẽ

1
1(T

(α,β))

− (e11(T
(α,β))xβtαn+1ẽ

0
1(T

(α,β)) + e01(T
(α,β))tαn+1x

β ẽ11(T
(α,β)))

= (e11(T
(α,β))tβ2 − e01(T

(α,β)))tαn+1x
β ẽ11(T

(α,β))

+ e11(T
(α,β))xβtαn+1(t

β
2 ẽ

1
1(T

(α,β))− ẽ01(T
(α,β)))

(3.4)
= e21(T

(α,β))tαn+1x
β ẽ11(T

(α,β)) + e11(T
(α,β))xβtαn+1ẽ

2
1(T

(α,β)).

Fährt man so weiter fort, so kommen wir schließlich zu

uα0 = en−11 (T (α,β))(tβnt
α
n+1x

β + xβtαn+1t
β
n)ẽ

n−1
1 (T (α,β))

− en−11 (T (α,β))xβtαn+1ẽ
n−2
1 (T (α,β)) + en−21 (T (α,β))tαn+1x

β ẽn−11 (T (α,β)).

Das liefert

hα = en+1
1 (T (α,β), tαn+1)x

β ẽn+1
1 (T (α,β), tαn+1)

= en+1
1 ((T, tn+1)

(β,α))xβ ẽn+1
1 ((T, tn+1)

(β,α)),

was zu zeigen war. Damit gilt die Behauptung für alle n ≥ 0.

(b) Die zweite Aussage beweisen wir analog mit Hilfe der vollständigen

Induktion. Für n ∈ {0, 1} ist die Behauptung trivial:

hα = (e01(T )ẽ
−1
1 (T ))α = 0′ = e01(T

(α,β))ẽ−11 (T (α,β)),

hα = (e11(T )ẽ
0
1(T ))

α = tα1 = e11(T
(β,α))ẽ01(T

(β,α)).

Sei nun n ≥ 2. Wir nehmen an, dass die Aussage für ein festes n

gilt (oBdA sei n gerade, die Behauptung für n ungerade beweist man

analog), und zeigen deren Gültigkeit für n+ 1 (vgl. Beweis von 3.2.8).
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Es gilt:

hα = (en+1
1 (T, tn+1)ẽ

n
1(T, tn+1))

α

(3.4)
= (en−11 (T )tntn+1tnẽ

n−1
1 (T ))α + (en−21 (T )tn+1ẽ

n−2
1 (T ))α

− (en−11 (T )tntn+1ẽ
n−2
1 (T ) + en−21 (T )tn+1tnẽ

n−1
1 (T ))α

− (en−11 (T )tnẽ
n−1
1 (T ))α + (en−11 (T )ẽn−21 (T ))α

(a)
= en−11 (T (α,β))tβnt

α
n+1t

β
nẽ

n−1
1 (T (α,β)) + en−21 (T (α,β))tαn+1ẽ

n−2
1 (T (α,β))

− (en−11 (T (α,β))tβnt
α
n+1ẽ

n−2
1 (T (α,β)) + en−21 (T (α,β))tαn+1t

β
nẽ

n−1
1 (T (α,β)))

− en−11 (T (α,β))tβnẽ
n−1
1 (T (α,β)) + en−11 (T (α,β))ẽn−21 (T (α,β)),

denn für n− 1 ∈ 2N+ 1 gilt nach Induktionsvoraussetzung:

(en−11 (T )ẽn−21 (T ))α = (en−11 (t1, . . . , tn)ẽ
n−2
1 (t1, . . . , tn))

α

= (en−11 (t1, . . . , tn−1)ẽ
n−2
1 (t1, . . . , tn−1))

α

= (en−11 (tα1 , t
β
2 , . . . , t

α
n−1)ẽ

n−2
1 (tα1 , t

β
2 , . . . , t

α
n−1)

= (en−11 (tα1 , t
β
2 , . . . , t

α
n−1, t

β
n)ẽ

n−2
1 (tα1 , t

β
2 , . . . , t

α
n−1, t

β
n)

= en−11 (T (α,β))ẽn−21 (T (α,β)).

Daraus folgt, dass auch die zweite Aussage für alle n ≥ 0 wahr ist.

Lemma 5.2.3. Seien J, J ′ Jordan-abgeschlossene Jordan-Systeme in Alge-

bren R bzw. R′ über Körpern K bzw. K ′ und (α, β) : J → J ′ ein Homotopis-

mus. Dann gilt für alle T = (t1, . . . , tn) ∈ S(J):

(a) Ist en1(T ) ∈ R
∗, dann ist auch en1(T

(α,β)) ∈ R′∗.

(b) Gilt en1(T ) ∈ R
∗ und en−11 (T ) = 0, dann folgt daraus en−11 (T (α,β)) = 0′.

Beweis: (a) Sei en1(T ) ∈ R∗, dann ist auch ẽn1(T ) ∈ R′∗ (gemäß [20, 2.8]).

Nach Lemma 3.2.8 gilt h := en1(T )ẽ
n
1(T ) ∈ J∗, so dass hα und hβ in

J ′ auch invertierbar sind, da α und β Einheiten in Einheiten abbilden

(siehe [11, 2.2]).

Sei n ∈ 2N (die Behauptung für n ∈ 2N+1 gilt analog). Dann erhalten
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wir laut 5.2.2(a):

hα = (en1(T )ẽ
n
1(T ))

α = en1(T
(α,β))1αẽn1(T

(α,β)) ∈ J ′∗ ⊆ R′∗.

Daher ist en1(T
(α,β)) rechtsinvertierbar. Sei nun T̃ = (tn, . . . , t1) und

h̃ := ẽn1(T )e
n
1(T ) = en1(T̃ )ẽ

n
1(T̃ ) ∈ J

∗, dann ergibt sich analog

h̃β = (en1(T̃ )ẽ
n
1(T̃ ))

β = en1(T̃
(β,α))1β ẽn1(T̃

(β,α))

= en1(t
β
n, t

α
n−1, . . . , t

α
1 )1

β ẽn1(t
β
n, t

α
n−1, . . . , t

α
1 )

= ẽn1(t
α
1 , t

β
2 , . . . , t

β
n)1

βen1(t
α
1 , t

β
2 , . . . , t

β
n)

= ẽn1(T
(α,β))1βen1(T

(α,β)) ∈ J ′∗ ⊆ R′∗,

so dass en1(T
(α,β)) auch linksinvertierbar ist. Insgesamt folgt daraus

en1(T
(α,β)) ∈ R′∗.

(b) Sei nun en1(T ) ∈ R∗ und en−11 (T ) = 0. Dann ist ẽn1(T ) ∈ R∗ und nach

(a) gilt dann ẽn1(T
(α,β)) ∈ R′∗. Wir betrachten wieder nur den Fall, dass

n gerade ist.

Erweitert man die Folge T ∈ S(J) mit 1, dann ergibt sich

en+1
1 (T, 1) = en1(T, 1) · 1− en−11 (T, 1)

= en1(T )− en−11 (T ) = en1(T ).
(5.4)

Außerdem gilt offenbar ẽn1(T, 1) = ẽn1(T ).

Nun setze man h := en+1
1 (T, 1)ẽn1(T, 1), dann ist h ∈ J (gemäß 3.2.8)

und nach 5.2.2 gilt einerseits

hα = (en+1
1 (T, 1)ẽn1(T, 1))

α = en+1
1 ((T, 1)(β,α))ẽn1((T, 1)

(β,α))

= en+1
1 (T (α,β), 1α)ẽn1(T

(α,β), 1α)

(3.4)
= (en1(T

(α,β)) · 1α − en−11 (T (α,β)))ẽn1(T
(α,β))

= en1(T
(α,β))1αẽn1(T

(α,β))− en−11 (T (α,β))ẽn1(T
(α,β))
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und andererseits

hα
(5.4)
= (en1(T )ẽ

n
1(T ))

α = en1(T
(α,β))1αẽn1(T

(α,β)).

Das liefert en−11 (T (α,β))ẽn1(T
(α,β)) = 0′ und wegen ẽn1(T

(α,β)) ∈ R′∗ folgern

wir die Behauptung en−11 (T (α,β)) = 0′.

Lemma 5.2.4. Seien J, J ′ Jordan-abgeschlossene Jordan-Systeme in Alge-

bren R bzw. R′ über Körpern K bzw. K ′ und (α, β) : J → J ′ ein Homotopis-

mus. Dann gilt für alle T = (t1, . . . , tn) ∈ S(J) mit n ≥ 0:

en1(T
(α,β)) · 1α =




1α · en1(T

(β,α)), falls n ∈ 2N,

1β · en1(T
(β,α)), falls n ∈ 2N+ 1

bzw.

en1(T
(β,α)) · 1β =




1β · en1(T

(α,β)), falls n ∈ 2N,

1α · en1(T
(α,β)), falls n ∈ 2N+ 1.

Beweis: Wir führen einen Induktionsbeweis. Für n = 0 ist die Aussage trivial.

Für n = 1 haben wir wegen tα = 1αtβ1α für alle t ∈ J :

e11(T
(α,β)) · 1α = tβ1 · 1

α = 1β · tα1 = 1β · e11(T
(β,α)).

Nun nehmen wir an, dass die Behauptung bis zu einem beliebigen, aber festen

n ≥ 2 gilt. Wie in den vorhergehenden Beweisen betrachten wir nur den Fall

n ∈ 2N. Dann gilt für n+ 1 ∈ 2N+ 1:

en+1
1 (tβ1 , t

α
2 , . . . , t

α
n, t

β
n+1) · 1

α = (en1(t
β
1 , t

α
2 , . . . , t

α
n, t

β
n+1)t

β
n+1

− en−11 (tβ1 , t
α
2 , . . . , t

α
n, t

β
n+1)) · 1

α

= en1(t
β
1 , t

α
2 , . . . , t

α
n)t

β
n+11

α − en−11 (tβ1 , t
α
2 , . . . , t

β
n−1)1

α

(IV)
= 1βen1(t

α
1 , t

β
2 , . . . , t

β
n)t

α
n+1 − 1βen−11 (tα1 , t

β
2 , . . . , t

α
n−1)
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= 1β(en1(t
α
1 , t

β
2 , . . . , t

β
n, t

α
n+1)t

α
n+1 − en−11 (tα1 , t

β
2 , . . . , t

α
n−1, t

β
n, t

α
n+1))

= 1β · en+1
1 (tα1 , t

β
2 , . . . , t

β
n, t

α
n+1).

Daher gilt die Aussage für alle n ≥ 0.

Nun sind wir bereit, unser Hauptergebnis dieses Abschnitts zu beweisen.

Dafür nehmen wir noch zu Hilfe Bemerkung 4.2.3 aus [26], welche besagt,

dass jeder Homotopismus das Produkt eines Jordan-Homomorphismus und

eines Hauptisotopismus ist. Dabei wird ein Hauptisotopismus folgendermaßen

definiert (vgl. [26, 4.2.2]):

Definition 5.2.5. Seien J1, J2 Jordan-abgeschlossene Jordan-Systeme in der

K-Algebra R mit J2 = J1c für ein c ∈ J∗1 . Der Jordan-Isotopismus (ϕ, ψ) :

J1 → J2 mit xϕ = xc, xψ = c−1x für x ∈ J1 heißt Hauptisotopismus.

Für jeden Hauptisotopismus (ϕ, ψ) : J1 → J2 gilt insbesondere J
ψ
1 = J2 =

Jϕ1 , da wegen der Jordan-Abgeschlossenheit von J1 und c ∈ J
∗
1 die Bedingung

J1 = cJ1c erfüllt ist.

Genauer lässt sich jeder Homotopismus (α, β) : J → J ′ wie folgt darstel-

len:

(α, β) = (σ, σ) ◦ (ϕ, ψ) = (σ ◦ ϕ, σ ◦ ψ),

wobei (ϕ, ψ) : J ′′ → J ′ ein Hauptisotopismus mit J ′′ := J ′c−1 für c = 1α ∈ J ′∗

und σ : J → J ′′ ein Jordan-Homomorphismus ist. Man beachte hierbei, dass

c = c2c−1 ∈ J ′′∗ wegen c2 ∈ J ′∗ gilt. Außerdem ist c = 1α = 1σϕ = 1′ϕ und

analog c−1 = 1β = 1′ψ mit 1′ ∈ J ′′ ∩ J ′. Den Zusammenhang zwischen diesen

Abbildungen können wir mit dem folgenden Diagramm veranschaulichen:

J
(α,β)

//

σ   

J ′

J ′′
(ϕ,ψ)

>>

Wegen der Resultate über Jordan-Homomorphismen in Abschnitt 5.1 reicht

es also, die in (5.3) definierte Abbildung nur für Hauptisotopismen zu unter-

suchen. Im Weiteren betrachten wir deshalb nur den rechten Pfeil des obigen
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Diagramms. Die Null- bzw. die Einselemente von J ′′ und J ′ sind offenbar

gleich, diese bezeichnen wir entsprechend mit 0′ und 1′. Es gilt der folgende

Satz (vgl. 5.1.2):

Satz 5.2.6. Sei R′ eine Algebra über einem Körper K ′ und seien J ′′, J ′

Jordan-abgeschlossene Jordan-Systeme in R′ mit J ′ = J ′′c für ein c ∈ J ′′∗.

Weiter sei (ϕ, ψ) : J ′′ → J ′ der Hauptisotopismus mit xϕ = xc und xψ = c−1x

für x ∈ J ′′. Außerdem seien H ′′, H ′ die Zentren von E2(J
′′) bzw. E2(J

′). Ist

T = (t1, . . . , tn) ∈ S(J
′′) für ein n ≥ 0 mit E(T ) ∈ H ′′, dann gilt:

E(T (ϕ,ψ)) ∈ H ′, falls n ∈ 2N,

E(T (ϕ,ψ)) =


 a′ 0′

0′ ca′c


 mit s′a′ = ca′s′c−1 für alle s′ ∈ J ′, falls n ∈ 2N+ 1.

Beweis: Sei T = (t1, . . . , tn) ∈ S(J
′′) mit E(T ) =

(
en1 (T ) en−1

1 (T )

−en2 (T ) −e
n−1
2 (T )

)
∈ H ′′,

dann hat E(T ) die Gestalt
(
a 0′

0′ a

)
, wobei a = en1(T ) = −en−12 (T ) ∈ R′∗ mit

at = ta für alle t ∈ J ′′ ist (vgl. 3.2.5). Außerdem gilt dann en−11 (T ) = en2(T ) =

0′. Nach 5.2.3 folgt daraus en1(T
(ϕ,ψ)) ∈ R′∗ und en−11 (T (ϕ,ψ)) = 0′.

Wegen en2(T, 1
′) = en2(T ) = 0′ und en−12 (T, 1′) = en−12 (T ) = −a erhalten wir

mit (3.4)

en+1
2 (T, 1′) = en2(T, 1

′) · 1′ − en−12 (T, 1′) = en2(T )− en−12 (T ) = a ∈ R′∗.

Offensichtlich ist (ψ, ϕ) : J ′′ → J ′ ein Homotopismus. Dann folgt wieder nach

Lemma 5.2.3

en+1
2 ((T, 1′)(ψ,ϕ)) = en+1

2 (T (ϕ,ψ), 1′ϕ) ∈ R′∗,

en2(T
(ϕ,ψ), 1′ϕ) = en2(T

(ϕ,ψ)) = 0′.

Das impliziert

en+1
2 (T (ϕ,ψ), 1′ϕ)

(3.4)
= en2(T

(ϕ,ψ), 1′ϕ) · 1′ϕ − en−12 (T (ϕ,ψ), 1′ϕ)

= en2(T
(ϕ,ψ)) · 1′ϕ − en−12 (T (ϕ,ψ)) = −en−12 (T (ϕ,ψ)) ∈ R′∗.
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Insgesamt sieht die Matrix E(T (ϕ,ψ)) wie folgt aus:

E(T (ϕ,ψ)) =


 en1(T

(ϕ,ψ)) 0′

0′ −en−12 (T (ϕ,ψ))


 . (5.5)

Analog zum Beweis von 5.1.2(a) setze man S := (s, T, 0′,−s, 0′) für ein s ∈

J ′′. Es ist dann

E(S(ψ,ϕ)) =




E(sψ, T (ϕ,ψ), 0′,−sψ, 0′), falls n ∈ 2N,

E(sϕ, T (ϕ,ψ), 0′,−sψ, 0′), falls n ∈ 2N+ 1.

Außerdem gilt E(0′)E(−sψ)E(0′) = E(sψ)−1. Daher erhalten wir:

E(S) = E(s)E(T )E(s)−1 = E(T ) =


 a 0′

0′ a


 ,

E(S(ψ,ϕ)) =




E(sψ)E(T (ϕ,ψ))E(sψ)−1, falls n ∈ 2N,

E(sϕ)E(T (ϕ,ψ))E(sψ)−1, falls n ∈ 2N+ 1

mit

E(sψ)E(T (ϕ,ψ))E(sψ)−1 =


−e

n−1
2 (T (ϕ,ψ)) −sψen1(T

(ϕ,ψ))− en−12 (T (ϕ,ψ))sψ

0′ en1(T
(ϕ,ψ))


 ,

E(sϕ)E(T (ϕ,ψ))E(sψ)−1 =


−e

n−1
2 (T (ϕ,ψ)) −sϕen1(T

(ϕ,ψ))− en−12 (T (ϕ,ψ))sψ

0′ en1(T
(ϕ,ψ))


 .

Da E(S) eine Diagonalmatrix ist, muss auch der (1, 2)-Eintrag von E(S(ψ,ϕ))

gemäß 5.2.3(b) Null sein, d.h.




sψen1(T

(ϕ,ψ)) = −en−12 (T (ϕ,ψ))sψ, falls n ∈ 2N,

sϕen1(T
(ϕ,ψ)) = −en−12 (T (ϕ,ψ))sψ, falls n ∈ 2N+ 1.

(5.6)
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Wir betrachten nun die beiden Fälle getrennt. Sei zunächst n ∈ 2N. Da (5.6)
für ein beliebiges s ∈ J ′′ gilt, ist es insbesondere auch für s = c gültig. Damit

ergibt sich wegen cψ = c−1c = 1′:

cψen1(T
(ϕ,ψ)) = −en−12 (T (ϕ,ψ))cψ

⇔ en1(T
(ϕ,ψ)) = −en−12 (T (ϕ,ψ)).

Da ψ : J ′′ → J ′ bijektiv ist, haben alle s′ ∈ J ′ die Form s′ = sψ, so dass

s′en1(T
(ϕ,ψ)) = en1(T

(ϕ,ψ))s′ für alle s′ ∈ J ′ gilt. Damit ist E(T (ϕ,ψ)) ∈ H ′, wie

gewünscht (vgl. (5.5)).

Sei nun n ∈ 2N+ 1. Dann gilt für s = 1′:

1′ϕen1(T
(ϕ,ψ)) = −en−12 (T (ϕ,ψ))1′ψ

⇔ 1′ϕen1(T
(ϕ,ψ))1′ϕ = −en−12 (T (ϕ,ψ))

⇔ E(T (ϕ,ψ)) =


 a′ 0′

0′ ca′c




mit a′ := en1(T
(ϕ,ψ)) und

sϕen1(T
(ϕ,ψ)) = −en−12 (T (ϕ,ψ))sψ

⇔ sϕa′ = ca′c(1′s1′)ψ

⇔ sϕa′ = ca′c1′ψsϕ1′ψ

⇔ sϕa′ = ca′cc−1sϕc−1

⇔ sϕa′ = ca′sϕc−1

für alle sϕ ∈ J ′. Wegen der Bijektivität von ϕ : J ′′ → J ′ gilt s′a′ = ca′s′c−1

für alle s′ ∈ J ′. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Aus diesem Satz folgern wir, dass Homotopismen im Unterschied zu Jordan-

Homomorphismen zumindest auf die bekannte Art und Weise (vgl. 5.1.5(a))

i.Allg. keine Abbildung der projektiven Gruppen PE2(J
′′)→ PE2(J

′) indu-

zieren. Nichtsdestotrotz kann man jedoch zeigen, dass die in (5.3) definierte

Abbildung für jeden beliebigen Homotopismus ein wohldefinierter Morphis-
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mus von Kettengeometrien ist. Im Fall von einem Hauptisotopismus ist die

induzierte Abbildung entsprechend ein Isomorphismus von Kettengeometri-

en.

Satz 5.2.7. Seien J ′′, J ′ und (ϕ, ψ) : J ′′ → J ′ wie in 5.2.6. Dann gilt:

(a) Die Abbildung

γ(ϕ,ψ) : P̃(J
′′)→ P̃(J ′) : R′(1′, 0′)E(T ) 7→ R′(1′, 0′)E(T (ϕ,ψ))

mit T ∈ S(J ′′) ist wohldefiniert.

(b) γ(ϕ,ψ) ist ein △-Isomorphismus.

(c) γ(ϕ,ψ) ist ein Isomorphismus von Kettengeometrien.

Beweis: (a) Seien T = (t1, . . . , tn), V = (v1, . . . , vm) ∈ S(J
′′), n,m ≥ 0,

zwei verschiedene Folgen mit R′(1′, 0′)E(T ) = R′(1′, 0′)E(V ). Wir zei-

gen, dass die Gleichheit R′(1′, 0′)E(T (ϕ,ψ)) = R′(1′, 0′)E(V (ϕ,ψ)) auch

erfüllt ist. Es gilt:

R′(1′, 0′)E(T ) = R′(1′, 0′)E(V )

⇔ R′(1′, 0′)E(T )E(V )−1 = R′(1′, 0′) = R′(1′, 0′)E(V )E(T )−1,

d.h. die Matrizen E(T )E(V )−1 und E(V )E(T )−1 sind im Stabilisator

von R′(1′, 0′) und damit haben die Gestalt
(
u 0′
∗ ∗

)
mit u ∈ R′∗. Wir

machen eine Fallunterscheidung:

(1) Sei m ∈ 2N+1. Dann erhalten wir für die Matrix E(T )E(V )−1 =

E(t1, . . . , tn, 0
′,−vm, 0

′, . . . , 0′,−v1, 0
′) =: E(S) ∈ E2(J

′′):

E(T (ϕ,ψ))E(V (ϕ,ψ))−1

=




E(tϕ1 , . . . , t

ψ
n , 0

′,−vψm, 0
′, . . . , 0′,−vψ1 , 0

′), falls n ∈ 2N,

E(tψ1 , . . . , t
ψ
n , 0

′,−vψm, 0
′, . . . , 0′,−vψ1 , 0

′), falls n ∈ 2N+ 1

=




E(tϕ1 , . . . , t

ψ
n , 0

′ϕ,−vψm, 0
′ϕ, . . . , 0′ϕ,−vψ1 , 0

′ϕ), falls n ∈ 2N,

E(tψ1 , . . . , t
ψ
n , 0

′ϕ,−vψm, 0
′ϕ, . . . , 0′ϕ,−vψ1 , 0

′ϕ), falls n ∈ 2N+ 1,
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d.h. es gilt E(T (ϕ,ψ))E(V (ϕ,ψ))−1 = E(S(ψ,ϕ)). Nach 5.2.3 ist auch

E(S(ψ,ϕ)) vom Typ
(
w 0′
∗ ∗

)
mit w ∈ R′∗, so dass E(T (ϕ,ψ))E(V (ϕ,ψ))−1

ebenso den Punkt R′(1′, 0′) fixiert. Daraus folgt das Gewünschte.

(2) Im Fall m ∈ 2N und n ∈ 2N+1 gilt die Behauptung analog, indem
man statt E(T (ϕ,ψ))E(V (ϕ,ψ))−1 die Matrix E(V (ϕ,ψ))E(T (ϕ,ψ))−1

betrachtet.

(3) Seien nunm,n ∈ 2N, dann hat die Matrix E(−1′,−1′,−1′, T ) eine
ungerade Anzahl von Einträgen. Wegen E(−1′,−1′,−1′) = E ∈

H ′′ istR′(1′, 0′)E(V ) = R′(1′, 0′)E(T ) = R′(1′, 0′)E(−1′,−1′,−1′, T ).

Somit lässt die Matrix E(S) := E(V )E(−1′,−1′,−1′, T )−1 ∈ E2(J
′′)

den Punkt R′(1′, 0′) invariant. Nach dem gleichen Prinzip wie in

(1) erhalten wir

E(V (ϕ,ψ))E((−1′,−1′,−1′, T )(ϕ,ψ))−1 = E(S(ψ,ϕ)),

wobei E(S(ψ,ϕ)) gemäß 5.2.3 wieder im Stabilisator von R′(1′, 0′)

enthalten ist, d.h. es gilt

R′(1′, 0′)E(V (ϕ,ψ)) = R′(1′, 0′)E((−1′,−1′,−1′, T )(ϕ,ψ)).

Außerdem gilt (vgl. 5.2.6)

E((−1′,−1′,−1′)(ϕ,ψ)) = E(−1′ψ,−1′ϕ,−1′ψ)

= E(−c−1,−c,−c−1)

=


 c−1 0′

0′ c


 .

Das impliziert

R′(1′, 0′)E((−1′,−1′,−1′, T )(ϕ,ψ))

= R′(1′, 0′)E(−1′ψ,−1′ϕ,−1′ψ, tϕ1 , . . . , t
ψ
n)

= R′(1′, 0′)E(−1′ψ,−1′ϕ,−1′ψ)E(tϕ1 , . . . , t
ψ
n)
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= R′(1′, 0′)


 c−1 0′

0′ c


E(T (ϕ,ψ))

= R′(1′, 0′)E(T (ϕ,ψ)).

Insgesamt erhalten wir

R′(1′, 0′)E(V (ϕ,ψ)) = R′(1′, 0′)E(T (ϕ,ψ)).

Somit gilt die Wohldefiniertheit von γ(ϕ,ψ).

(b) Die Abbildung γ(ϕ,ψ) ist bijektiv: Mit (ϕ, ψ) : J
′′ → J ′ ist auch (ϕ−1, ψ−1) :

J ′ → J ′′ ein Hauptisotopismus. Damit kann man die Injektivität von

γ(ϕ,ψ) ganz einfach zeigen, indem man für T (ϕ,ψ), V (ϕ,ψ) ∈ S(J ′) die

Gleichheit R′(1′, 0′)E(T (ϕ,ψ)) = R′(1′, 0′)E(V (ϕ,ψ)) annimmt und auf

die beiden Punkte die (gemäß (a) wohldefinierte) Abbildung γ(ϕ−1,ψ−1) :

P̃(J ′)→ P̃(J ′′) anwendet:

R′(1′, 0′)E(T (ϕ,ψ)) = R′(1′, 0′)E(V (ϕ,ψ))

⇒
(
R′(1′, 0′)E(T (ϕ,ψ))

)γ(ϕ−1,ψ−1)

=
(
R′(1′, 0′)E(V (ϕ,ψ))

)γ(ϕ−1,ψ−1)

⇒ R′(1′, 0′)E((T (ϕ,ψ))(ϕ
−1,ψ−1)) = R′(1′, 0′)E((V (ϕ,ψ))(ϕ

−1,ψ−1))

⇒ R′(1′, 0′)E(T ) = R′(1′, 0′)E(V ).

Die Surjektivität von γ(ϕ,ψ) folgt direkt aus der Surjektivität von (ϕ, ψ).

Nun zeigen wir, dass γ(ϕ,ψ) die Distanzrelation invariant lässt. Seien

T = (t1, . . . , tn), V = (v1, . . . , vm) ∈ S(J
′′) und p = R′(1′, 0′)E(T ), q =

R′(1′, 0′)E(V ) ∈ P̃(J ′′) distant. Nach 3.4.3 existiert ein ρ ∈ PE2(J
′′)

mit pρ = R′(1′, 0′) und qρ = R′(0′, 1′), und gemäß (a) gilt

pργ(ϕ,ψ) = R′(1′, 0′)γ(ϕ,ψ)

= (R′(1′, 0′)E(−1′,−1′,−1′))γ(ϕ,ψ)

= R′(1′, 0′)E(−c−1,−c,−c−1)
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= R′(1′, 0′)


 c−1 0′

0′ c




= R′(1′, 0′)

sowie

qργ(ϕ,ψ) = R′(0′, 1′)γ(ϕ,ψ)

= (R′(1′, 0′)E(1′)−1)γ(ϕ,ψ)

= (R′(1′, 0′)E(0′,−1′, 0′))γ(ϕ,ψ)

= R′(1′, 0′)E(0′,−c, 0′)

= R′(1′, 0′)E(c)−1

= R′(0′, 1′).

Damit sind pργ(ϕ,ψ) und qργ(ϕ,ψ) in P̃(J ′) distant.

Weiter sei E(S) ∈ E2(J
′′) mit S = (s1, . . . , sr) die Matrix, die ρ indu-

ziert. Genauer gilt dann

R′(1′, 0′)E(T )E(S) = pρ = R′(1′, 0′),

R′(1′, 0′)E(V )E(S) = qρ = R′(0′, 1′).

Daraus folgt

R′(1′, 0′)E((T, S)(ϕ,ψ)) = pργ(ϕ,ψ) = R′(1′, 0′),

R′(1′, 0′)E((V, S)(ϕ,ψ)) = qργ(ϕ,ψ) = R′(0′, 1′).

Wir machen wieder eine Fallunterscheidung:

(1) Sei zunächst r ∈ 2N, dann gilt offensichtlich

E((T, S)(ϕ,ψ)) = E(T (ϕ,ψ), S(ϕ,ψ)),

E((V, S)(ϕ,ψ)) = E(V (ϕ,ψ), S(ϕ,ψ)).
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Das liefert

pργ(ϕ,ψ) = R′(1′, 0′)E((T, S)(ϕ,ψ))

= R′(1′, 0′)E(T (ϕ,ψ))E(S(ϕ,ψ))

= R′(1′, 0′)

und deshalb ist pγ(ϕ,ψ) = R′(1′, 0′)E(T (ϕ,ψ)) = R′(1′, 0′)E(S(ϕ,ψ))−1

mit E(S(ϕ,ψ)) ∈ E2(J
′). Analog gilt qγ(ϕ,ψ) = R′(0′, 1′)E(S(ϕ,ψ))−1.

Da J ′ Jordan-abgeschlossen ist, folgt daraus pγ(ϕ,ψ) △ qγ(ϕ,ψ) (gemäß

3.4.3).

(2) Nun sei r ∈ 2N+ 1. In diesem Fall gilt

E((T, S)(ψ,ϕ)) =




E(tϕ1 , . . . , t

ψ
n , s

ϕ
1 , . . . , s

ϕ
r ), falls n ∈ 2N,

E(tψ1 , . . . , t
ψ
n , s

ϕ
1 , . . . , s

ϕ
r ), falls n ∈ 2N+ 1

= E(T (ϕ,ψ), S(ψ,ϕ))

bzw.

E((V, S)(ψ,ϕ)) = E(V (ϕ,ψ), S(ψ,ϕ)).

Betrachtet man noch zusätzlich die entsprechend definierte Abbil-

dung γ(ψ,ϕ), dann ergibt sich

pργ(ψ,ϕ) = R′(1′, 0′)E((T, S)(ψ,ϕ))

= R′(1′, 0′)E(T (ϕ,ψ))E(S(ψ,ϕ)),

wobei man analog nachrechnen kann, dass pργ(ψ,ϕ) = R′(1′, 0′) ist.

Damit gilt pγ(ϕ,ψ) = R′(1′, 0′)E(S(ψ,ϕ))−1 mit E(S(ψ,ϕ)) ∈ E2(J
′).

Analog zeigt man, dass qγ(ϕ,ψ) = R′(0′, 1′)E(S(ψ,ϕ))−1 ist. Nach glei-

cher Argumentation wie in (1) folgt daraus pγ(ϕ,ψ) △ qγ(ϕ,ψ).

Da (ϕ−1, ψ−1) : J ′ → J ′′ auch ein Hauptisotopismus ist, gilt entspre-
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chend für p, q ∈ P̃(J ′′):

pγ(ϕ,ψ) △ qγ(ϕ,ψ) ⇒ pγ(ϕ,ψ)γ(ϕ−1,ψ−1) △ qγ(ϕ,ψ)γ(ϕ−1,ψ−1)

⇔ p △ q.

Daraus folgt die Behauptung.

(c) Wir betrachten die Kettengeometrien Σ̃′′ := Σ(K ′, R′, J ′′) = (P̃(J ′′),
C(K ′, R′, J ′′)) und Σ̃′ := Σ(K ′, R′, J ′) = (P̃(J ′),C(K ′, R′, J ′)). Wegen

(b) bleibt zu zeigen, dass γ(ϕ,ψ) K
′-Ketten in P̃(J ′′) auf K ′-Ketten in

P̃(J ′) abbildet.

Gemäß 3.4.4 existieren für jede Kette C ∈ C(K ′, R′, J ′′) ein δ ∈ PE2(J
′′)

und ein h ∈ J ′′∗ mit C = (Ch)
δ, wobei Ch = {R

′(1′, 0′)} ∪ {R′(λh, 1′) |

λ ∈ K ′} eine Kette durch R′(1′, 0′), R′(0′, 1′) und R′(h, 1′) ist.

Die Ketten durch R′(1′, 0′), R′(0′, 1′) und R′(hψ, 1′) sind entsprechend

die Mengen

Chψ = {R
′(1′, 0′)} ∪ {R′(µhψ, 1′) | µ ∈ K ′}.

Da ψ semilinear (mit Begleitautomorphismus ψ̂ : K ′ → K ′) ist, haben

wir (λh)ψ = λψ̂hψ ∈ K ′ψ̂hψ = K ′hψ für alle λ ∈ K ′, h ∈ J ′′ und deshalb

ist (K ′h)ψ = K ′hψ.

Sei δ durch die Matrix E(S) ∈ E2(J
′′) mit S = (s1, . . . , sn) induziert.

Wir betrachten wieder zwei Fälle:

(1) Sei n ∈ 2N. Dann ergibt sich für alle R(a, b) ∈ C:

R(a, b)γ(ϕ,ψ) = (R′(λh, 1′)E(S))γ(ϕ,ψ)

= (R′(1′, 0′)E(λh, S))γ(ϕ,ψ)

= R′(1′, 0′)E((λh)ψ, sϕ1 , . . . , s
ψ
n)

= R′(λψ̂hψ, 1′)E(S(ϕ,ψ)) ∈ (Chψ)
δ′
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bzw.

R(a, b)γ(ϕ,ψ) = (R′(1′, 0′)E(S))γ(ϕ,ψ)

= R′(1′, 0′)E(S(ϕ,ψ)) ∈ (Chψ)
δ′,

wobei δ′ ∈ PE2(J
′) durch die Matrix E(S(ϕ,ψ)) induziert wird.

Das impliziert Cγ(ϕ,ψ) ⊆ (Chψ)
δ′ ∈ C(K ′, R′, J ′). Da aber die beiden

Ketten C und (Chψ)
δ′ Ketten von Σ(K ′, R′) sind und γ(ϕ,ψ) bijektiv

ist, gilt sogar Cγ(ϕ,ψ) = (Chψ)
δ′.

(2) Für n ∈ 2N+ 1 zeigt man analog Cγ(ϕ,ψ) = (Chϕ)
δ′ ∈ C(K ′, R′, J ′).

Anhand der Sätze 5.1.10, 5.1.11 und 5.2.7 können wir schließlich Satz 5.2.1

für Jordan-abgeschlossene und nicht notwendigerweise starke Jordan-Systeme

verallgemeinern:

Korollar 5.2.8. Seien R und R′ Algebren über Körpern K bzw. K ′. Seien

J und J ′ Jordan-abgeschlossene Jordan-Systeme in R bzw. R′. Weiter sei

(α, β) : J → J ′ ein Homotopismus mit den Begleitmonomorphismen α̂, β̂ :

K → K ′. Dann bildet die Abbildung

γ = γ(α,β) : P̃(J)→ P̃(J ′) : R(1, 0)E(T ) 7→ R′(1′, 0′)E(T (α,β))

K-Ketten in K ′-Ketten ab.

Sind α̂, β̂ bijektiv, dann ist γ ein Morphismus von Kettengeometrien.

5.3 Algebraische Beschreibung der Morphismen von

Kettengeometrien über Jordan-abgeschlossenen

Jordan-Systemen

In diesem Abschnitt beschreiben wir alle Morphismen der Kettengeometri-

en über Jordan-abgeschlossenen Jordan-Systemen, wobei das der Ausgangs-

punktmenge zugrunde liegende Jordan-System in einer endlichdimensionalen
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Algebra enthalten ist. Aufgrund unserer Überlegungen im Abschnitt 3.1 wer-

den wir uns dieses Jordan-System in einer Matrizenalgebra vorstellen.

Im vorangehenden Abschnitt haben wir gezeigt, dass jeder Homotopismus

von (endlich- sowie unendlichdimensionalen) Jordan-abgeschlossenen Jordan-

Systemen stets einen Morphismus von entsprechenden Kettengeometrien in-

duziert (siehe 5.2.8). Ist das Jordan-System, welches der Ausgangspunktmen-

ge zugrunde liegt, stabil, dann sehen solche Morphismen ähnlich zu denen

über starken Jordan-Systemen aus. Als Spezialfall von 5.2.8 bzw. Verallge-

meinerung von 2.6 in [11] gilt der folgende Satz:

Satz 5.3.1. Seien R,R′ Algebren über Körpern K bzw. K ′ und J, J ′ Jordan-

abgeschlossene Jordan-Systeme in R bzw. R′, wobei J stabil in R ist. Außer-

dem sei (α, β) : J → J ′ ein Homotopismus mit den Begleitisomorphismen

α̂, β̂ : K → K ′. Dann ist die induzierte Abbildung γ = γ(α,β) : P̃(J)→ P̃(J ′) :
R(1 + ab, a) 7→ R′(1′ + aαbβ, aα) ein Morphismus von Kettengeometrien. Der

Morphismus γ ist genau dann stark, wenn α (und damit auch β) Nichtein-

heiten in Nichteinheiten abbildet.

Gilt dimK ′J
α(= dimK ′J

β) ≥ 2, dann ist γ nicht trivial.

Beweis: Den zweiten Teil des Satzes folgert man wegen 3.4.5 und 3.4.6 analog

wie im Beweis von 2.6 in [11].

Unser Hauptziel ist zu zeigen, dass der im obigen Satz beschriebene Pro-

zess der Induzierung unter einer Zusatzbedingung umkehrbar ist.

In diesem Abschnitt seien also J, J ′ stets Jordan-abgeschlossene Jordan-

Systeme über Körpern K bzw. K ′ in den Algebren (K,R) bzw. (K ′, R′),

wobei R = Kn,n mit n ≥ 2 ist. Insbesondere ist auch J endlichdimensional.

Entsprechend seien Σ̃ = (P̃(J),C(K,R, J)) und Σ̃′ = (P̃(J ′),C(K ′, R′, J ′))

die Kettengeometrien über (K,R, J) bzw. (K ′, R′, J ′). Außerdem sei γ : Σ̃→

Σ̃′ ein Morphismus von Kettengeometrien. Dabei können wir uns auf sol-

che Morphismen konzentrieren, welche die Punkte R(1, 0) und R(0, 1) auf

R′(1′, 0′) bzw. R′(0′, 1′) abbilden, denn die Gruppe PE2(J
′) operiert 2-△-

transitiv auf der Menge P̃(J ′) (siehe 3.4.3). Im Unterschied zu fundamen-

talen Morphismen wird nicht vorausgesetzt, dass γ auch den Punkt R(1, 1)



208 Homotopismen und Morphismen von Kettenräumen

in R′(1′, 1′) überführt. Im Folgenden nennen wir solche Morphismen γ fast-

fundamental.

Zunächst möchten wir den Morphismus auf Residuen einschränken, welche

bekanntlich partielle affine Räume sind. Hierbei nennen wir zwei Punkte in

einem partiellen affinen Raum distant, wenn sie verschieden und durch eine

Gerade verbunden sind (vgl. 1.2.4, 1.2.5). Diese Distanzrelation bezeichnen

wir wieder mit △. Im Weiteren benötigen wir noch die folgende Definition

(vgl. [11, 3.1]):

Definition 5.3.2. Seien A = (P,L ,∈, ‖) und A′ = (P ′,L ′,∈, ‖) affine

Räume und Ã = (P, L̃ ,∈, ‖), Ã′ = (P ′, L̃ ′,∈, ‖) partielle affine Räume,

welche aus A, A′ entstehen. Eine Abbildung κ : P → P ′ heißt ein Mor-

phismus partieller affiner Räume, falls die folgenden Bedingungen erfüllt

sind:

(1) ∀p, q ∈ P : p △ q ⇒ pκ △ qκ.

(2) ∀G ∈ L̃ : Gκ ∈ L̃ ′.

Der Morphismus κ heißt stark, falls gilt zusätzlich

(3) ∀p, q ∈ P : pκ △ qκ ⇒ p △ q,

und trivial, falls

(4) ∃G′ ∈ L̃ ′ : Pκ = G′.

Die Abbildung κ heißt ein Homomorphismus affiner Räume A → A′,
wenn

(5) ∀G ∈ L : Gκ ∈ P ′ ∪L ′.

Sind A und A′ affine Räume über Körpern, dann gilt für jeden Homomor-
phismus A→ A′ sogar das Folgende (vgl. [64, 1.4]):

Bemerkung 5.3.3. Seien A = AG(K,V ), A′ = AG(K ′, V ′) affine Koordi-

natenräume mit |K| ≥ 3 und χ : AG(K,V ) → AG(K ′, V ′) ein Homomor-

phismus mit χ(0) = 0′. Ist χ nicht trivial, d.h. dimK ′χ(V ) ≥ 2, dann ist χ

eine semilineare Abbildung von Vektorräumen V → V ′.
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Seien A, A′ wieder beliebig und Ã, Ã′ partielle affine Räume, welche aus
A, A′ entstehen. Die Geraden von A und A′ heißen regulär, wenn sie in

Ã bzw. Ã′ enthalten sind, und sonst singulär. Ist E eine Ebene in A bzw.

A′, dann nennen wir E regulär, falls sie mindestens drei reguläre Richtungen

enthält. Dabei versteht man unter einer regulären Richtung eine Parallelklas-

se regulärer Geraden in einer Ebene.

Aus den ersten beiden Bedingungen der obigen Definition folgt:

Bemerkung 5.3.4. Seien A,A′ sowie Ã, Ã′ wie in 5.3.2 und sei κ : P → P ′

ein Morphismus partieller affiner Räume. Dann ist die Abbildung κ|G : G→

Gκ für alle G ∈ L̃ bijektiv, d.h. reguläre Geraden werden durch κ bijektiv in

reguläre Geraden abgebildet. Das impliziert, dass die Ordnungeni der beiden

affinen Räume gleich sind, d.h. gilt ord A = ord A′.

Wir kehren zu unserer Ausgangssituation zurück. Wie schon oben ange-

deutet, ist unser Ziel alle Morphismen γ : P̃(J) → P̃(J ′) zu beschreiben.

Dafür betrachten wir zunächst die Einschränkungen von γ auf Residuen. An-

gesichts der Definition des Residuums wird klar, dass jede Einschränkung von

γ auf ein Residuum die ersten beiden Bedingungen von 5.3.2 erfüllt. Hierbei

beachte man, dass die in einem partiellen affinen Raum definierte Distanzre-

lation mit der auf P̃(J) bzw. P̃(J ′) übereinstimmt (siehe 1.2.5). Genauer gilt
(vgl. 1.2.4, [11, 3.2]):

Lemma 5.3.5. Ein Morphismus γ : Σ̃→ Σ̃′ der Kettengeometrien induziert

für jeden Punkt p ∈ P̃(J) einen Morphismus γp := γ|△(p) : Σ̃p → Σ̃′pγ partieller

affiner Räume.

Ab sofort sei γ : P̃(J) → P̃(J ′) ein fast-fundamentaler Morphismus. Da

γ die Distanzrelation invariant lässt, werden die Punkte R(x, 1) bzw. R(1, x)

für alle x ∈ J in ebensolche abgebildet. Daher kann man ein Paar von Abbil-

dungen (α, β) mit α, β : J → J ′ definieren, für welche R(x, 1)γ = R′(xβ, 1′)

und R(1, x)γ = R′(1′, xα) gilt.

iIst A = (P,L ,∈, ‖) ein affiner Raum und G ∈ L , dann heißt |G| Ordnung von A,
bezeichnet mit ord A. Insbesondere ist ord A unabhängig von der Wahl von G.
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Alle Punkte R(1, x) mit x ∈ J bilden gemäß 3.2.9 die Punktmenge des

Residuums Σ̃R(0,1), welcher mit einem partiellen affinen Raum Ã in A =

AG(K, J) mittels R(1, x) 7→ x identifiziert wird. Analog identifizieren wir

Σ̃′R′(0′,1′) mit einem partiellen affinen Raum Ã′ in A′ = AG(K ′, J ′). Daher ist

die Abbildung α = γ|△(R(0,1)) : Σ̃R(0,1) → Σ̃′R′(0′,1′) nach 5.3.5 ein Morphismus

partieller affiner Räume Ã→ Ã′.

Das Gleiche gilt auch für β = γ|△(R(1,0)) : Σ̃R(1,0) → Σ̃′R′(1′,0′), indem man

die Residuen Σ̃∞ und Σ̃′∞ mit den gleichen partiellen affinen Räumen Ã bzw.

Ã′ mittels R(x, 1) 7→ x identifiziert.

Im Weiteren wird schrittweise bewiesen, dass (α, β) : J → J ′ ein Homo-

topismus ist. Als erster Schritt zeigen wir, dass α und β Homomorphismen

affiner Räume A→ A′ sind. Dafür untersuchen wir das Verhalten eines nicht
trivialen Morphismus Ã→ Ã′ der partiellen affinen Räume eingeschränkt auf
eine reguläre Ebene, die eine singuläre Gerade enthält.

Wir verschaffen uns zunächst eine Bedingung, welche die Existenz von

mindestens einer regulären Ebene durch jede singuläre Gerade in Ã gewähr-

leistet. Hierbei beachten wir die folgende Bemerkung:

Bemerkung 5.3.6. Sei a0 + Ka eine beliebige singuläre Gerade in A =

AG(K, J), also a0 ∈ J, a ∈ J\(J∗ ∪ {0}). Dann existiert gemäß 3.3.4 ein

b ∈ K[a] ⊆ J , so dass a+λb ∈ J∗ für alle λ ∈ K∗ gilt. Ist auch b invertierbar,

dann hat die Ebene a0+Ka+Kb genau |K| reguläre Richtungen, und sonst

|K| − 1.

Da wir uns aber i.Allg. nicht sicher sein können, dass b ∈ J∗ ist, setzen

wir im Weiteren |K| > 3 voraus. Zusammenfassend gilt (vgl. [42, 3.5.5]):

Bemerkung 5.3.7. Sei A = AG(K, J) und |K| > 3. Dann existiert durch

jede singuläre Gerade in A mindestens eine reguläre Ebene, welche höchstens

zwei singuläre Richtungen enthält.

Haben wir gezeigt, dass α und β nicht triviale Homomorphismen affiner

Räume sind, dann liefert die Bedingung |K| > 3 zusammen mit 5.3.3 die

Semilinearität der beiden Abbildungen.
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Bevor wir beweisen, dass α (und analog auch β) tatsächlich ein Homo-

morphismus affiner Räume ist, zeigen wir zunächst, dass jeder nicht triviale

Morphismus partieller affiner Räume reguläre Ebenen entweder surjektiv in

reguläre Geraden oder bijektiv in reguläre Ebenen abbildet.

Lemma 5.3.8. Sei κ : Ã → Ã′ ein nicht trivialer Morphismus partieller

affiner Räume mit ord A ≥ 3 und E eine reguläre Ebene in A. Dann ist Eκ

eine reguläre Gerade in Ã′ oder E wird durch κ bijektiv in eine reguläre Ebene

in A′ abgebildet.

Beweis: Seien G1 und G2 zwei reguläre Geraden, welche E aufspannen. Ins-

besondere ist also G1 ∩ G2 6= ∅. Im Fall Gκ
1 = Gκ

2 ist offenbar E
κ = Gκ

1 eine

reguläre Gerade in Ã′. Nun setzen wir voraus, dass Gκ
1 6= Gκ

2 ist. Dann folgt

zunächst Eκ ⊆ E ′, wobei E ′ die durch Gκ
1 und G

κ
2 aufgespannte Ebene in A′

ist (siehe Beweis von 3.3 in [10]). Wir zeigen nun, dass κ|E : E → E ′ sogar

bijektiv ist.

Zur Injektivität: Seien p, q ∈ E zwei verschiedene Punkte. Ist ihre Verbin-

dungsgerade G = pq regulär, dann gilt sofort pκ 6= qκ, denn κ|G : G→ Gκ ist

gemäß 5.3.4 bijektiv. Wir nehmen daher an, dass G singulär mit pκ = qκ ist.

Wir machen eine Fallunterscheidung:

(1) Seien zunächst p, q ∈ G1 ∪ G2. Offenbar gilt G 6= G1 sowie G 6= G2.

Wegen Gκ
1 6= Gκ

2 muss nach unserer Annahme p
κ = qκ = Gκ

1∩G
κ
2 gelten.

Daraus folgt aber G1 ∩ G2 = p = q, was ein Widerspruch ist. Daher

erhalten wir pκ 6= qκ.

(2) OBdA sei nun p ∈ G1 und q /∈ (G1∪G2). Seien Ĝ1 := {q‖G1} und Ĝ2 :=

{q‖G2} die zu G1 bzw. G2 parallelen Geraden durch q. Dann schneidet

Ĝ1 die Gerade G2 und Ĝ2 die Gerade G1. Wir setzen v := G1 ∩ Ĝ2 und

w := Ĝ1 ∩ G2. Offenbar ist w 6= p, da sonst Ĝ1 = G1 wäre und damit

q ∈ G1. Da Ĝ2 = vq regulär ist, kann v = p auch nicht eintreten. Nach

Voraussetzung gibt es in E eine dritte reguläre Richtung. Sei also G3

eine weitere reguläre Gerade in E durch den PunktG1∩G2. Die Parallele

zu G3 durch p schneidet Ĝ2 in einem Punkt. Sei also Ĝ3 := {p‖G3} und

z := Ĝ3 ∩ Ĝ2 /∈ {v, q} der Schnittpunkt.



212 Homotopismen und Morphismen von Kettenräumen

Ist p = G1 ∩ G2, dann gilt G3 = Ĝ3 (siehe Abbildung 5.1(links)). Da

alle regulären Geraden gemäß 5.3.4 durch κ bijektiv in reguläre Geraden

abgebildet werden, gilt einerseits

Ĝκ
3 = (pz)κ = pκzκ = qκzκ = (qz)κ = Ĝκ

2

= (qv)κ = qκvκ = pκvκ = (pv)κ = Gκ
1

und andererseits mit u := G3 ∩ Ĝ1

Ĝκ
3 = (pu)κ = pκuκ = qκuκ = (qu)κ = Ĝκ

1

= (qw)κ = qκwκ = pκwκ = (pw)κ = Gκ
2 ,

was unserer Voraussetzung Gκ
1 6= Gκ

2 widerspricht.

p

q

z
v

w

u

G1

G2

G3 = Ĝ3

Ĝ1

Ĝ2

p

q

z v
w

u

G1

G2

G3

Ĝ1

Ĝ2

Ĝ3

Abbildung 5.1: Die Fälle p = G1 ∩G2 (links) und p ∈ G1\G2 (rechts)

Sei nun p ∈ G1\G2 (siehe Abbildung 5.1 (rechts); auf der Abbildung

sind die Punkte G2 ∩ Ĝ3, Ĝ1 ∩ Ĝ3 und w paarweise verschieden, was

aber nicht unbedingt der Fall ist. Es kann auch w = G2 ∩ Ĝ3 = Ĝ1 ∩

Ĝ3 gelten.). Die Geraden Ĝ3 und G2 schneiden sich in diesem Fall in

einem von G1 ∩ G2 verschiedenen Punkt. Deshalb folgt nach unserer

Voraussetzung Ĝκ
3 6= Gκ

1 . Außerdem gilt nach unserer Annahme Gκ
1 =

(pv)κ = pκvκ = qκvκ = (qv)κ = Ĝκ
2 . Insgesamt erhalten wir Ĝκ

3 6= Ĝκ
2

und das impliziert zκ = (Ĝ3∩Ĝ2)
κ = Ĝκ

3∩Ĝ
κ
2 = Ĝκ

3∩G
κ
1 = (Ĝ3∩G1)

κ =

pκ, was ein Widerspruch ist, da pz = Ĝ3 regulär ist. Folglich ist unsere

Annahme falsch und es gilt pκ 6= qκ.
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(3) Seien schließlich p, q ∈ E\(G1 ∪G2). Wir definieren Ĝ1 := {q‖G1} und

Ĝ2 := {p‖G2} die zu G1 bzw. G2 parallelen Geraden durch q bzw. p

und v := G1 ∩ Ĝ2, w := Ĝ1 ∩G2 und u := Ĝ1 ∩ Ĝ2 die entsprechenden

Schnittpunkte, wobei u 6= p, q ist. Nach unserer Annahme gilt Ĝκ
2 =

pκuκ = qκuκ = Ĝκ
1 . Insbesondere gilt nach Voraussetzung vκ 6= wκ

(sonst wäre vκ = wκ = Gκ
1 ∩ G

κ
2 und damit G1 ∩ G2 = v = w =

Ĝ1 ∩ Ĝ2 = u, so dass Ĝi = Gi für i ∈ {1, 2} und deshalb p, q ∈ G1 ∪G2

gelten würde). Daraus folgt, dass es einen von w verschiedenen Punkt

z ∈ Ĝ1 gibt, für den z
κ = vκ gilt. Wegen v ∈ G1 und z ∈ E\(G1 ∪ G2)

ist das ein Widerspruch zu dem oben Gezeigten.

Damit ist κ injektiv.

Zur Surjektivität: Seien G1, G2 zwei verschiedene reguläre Geraden in E , die

sich in einem Punkt schneiden. Wegen der Injektivität von κ sind dann auch

Gκ
i für i ∈ {1, 2} in E

′ verschieden und haben einen gemeinsamen Punkt. Sei

p′ ∈ E ′\(Gκ
1 ∪ G

κ
2). Wir suchen das Urbild von p′ in E . Dafür definieren wir

G′1 := {p‖G
κ
1} und setzen v

′ := Gκ
2 ∩G

′
1. Dann gibt es v ∈ G2, so dass v

′ = vκ

gilt. Nun definieren wir G̃1 := {v‖G1}. Wir zeigen, dass G̃κ
1 = G′1 ist.

Angenommen, es gilt G̃κ
1 6= G′1. Dann ist G̃

κ
1 ∩ G

′
1 = v′ und es gilt G̃κ

1 ∦ Gκ
1 .

Damit existiert ein q′ ∈ G̃κ
1 ∩G

κ
1 und folglich ein q ∈ G̃1∩G1 mit q

κ = q′. Das

ist aber ein Widerspruch zur Parallelität von G̃1 und G1. Deshalb ist unsere

Annahme falsch und es gilt G̃κ
1 = G′1. Wegen p′ ∈ G′1 = G̃κ

1 ist p
′ = pκ für ein

p ∈ G̃1.

Insgesamt folgern wir die Bijektivität von κ|E : E → E ′. Somit gilt Eκ =

E ′. Insbesondere werden damit auch parallele Geraden in parallele Geraden

abgebildet.

Nun möchten wir nicht triviale Morphismen partieller affiner Räume in

affinen Räumen AG(K, J) bzw. AG(K ′, J ′) über Körpern genauer untersu-

chen. Ab sofort seien A = AG(K, J), A′ = AG(K ′, J ′) und |K| > 3. Wir

zeigen, dass jeder nicht triviale Morphismus partieller affiner Räume in A
bzw. A′ ein Homomorphismus A→ A′ und wegen 5.3.3 semilinear ist. Dafür
brauchen wir das folgende Lemma:
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Lemma 5.3.9. Sei κ : Ã → Ã′ ein nicht trivialer Morphismus partieller

affiner Räume mit ord A > 3 und G eine singuläre Gerade in A mit Gκ ⊆ G′

für eine Gerade G′ in A′. Ist κ|G : G→ G′ injektiv, dann auch bijektiv.

Beweis: Sei E = G + H eine gemäß 5.3.7 existierende reguläre Ebene in A
mit höchstens zwei singulären Richtungen, wobei H eine reguläre Gerade ist.

Nach 5.3.8 ist dann Eκ = G′ oder es gibt eine Ebene E ′ in A′, die die Gerade
G′ enthält, so dass die Abbildung κ|E : E → E ′ bijektiv ist. Wir definieren

κG := κ|G : G → G′ und κH := κ|H : H → H ′, wobei H ′ eine Gerade in Ã′

und κH nach 5.3.4 bijektiv ist, und betrachten die beiden Fälle:

(1) Sei zunächst Eκ = G′. Insbesondere ist dann G′ regulär. Weiter sei

L ⊆ E eine von H verschiedene reguläre Gerade durch den Punkt z :=

G ∩ H. Dann ist ϕL : G → H : x 7→ {x‖L} ∩ H eine Bijektion,

genannt Parallelperspektivität mit Richtung L (siehe [14, 2.5]), so dass

die Abbildung ϕL ◦ κH : G → G′ : x 7→ xϕLκH ebenso bijektiv ist.

Insbesondere ist die Verbindungsgerade von x und xϕL für alle x ∈

G\{z} regulär, so dass xκG = xκ 6= xϕLκ = xϕLκH gilt.

Wegen der Bijektivität von ϕL ◦ κH gibt es zu jedem v ∈ G′ genau

ein x ∈ G, so dass xϕLκH = v ist. Daraus folgt, dass für alle x ∈

G\{z} ein x̃ ∈ G mit xκG = x̃ϕLκH existiert, wobei x̃ 6= x nach der

obigen Argumentation sein muss. Außerdem ist x̃ 6= z, denn sonst wäre

xκG = zϕLκH = zκH = zκG und damit hätten wir einen Widerspruch

zur Injektivität von κG. Allgemein kann die Gleichheit xκG = x̃ϕLκH

(⇔ xκ = x̃ϕLκ) nur dann erfüllt sein, wenn die Punkte x ∈ G und

x̃ϕL ∈ H nicht distant sind. Gibt es in E nur eine singuläre Richtung,

nämlich die Parallelklasse von G, dann gibt es zu jedem x ∈ G\{z}

keinen Punkt auf H außer z, der zu x nicht distant ist. Daher kann

dieser Fall unter den gegebenen Voraussetzungen nicht eintreten.

Sei also N die zweite singuläre Gerade durch z und ϕN : G → H die

entsprechende Parallelperspektivität mit Richtung N . Dann gibt es zu

jedem x ∈ G\{z} genau einen Punkt auf H\{z}, der zu x nicht distant

ist, und zwar xϕN . Das impliziert x̃ϕL = xϕN und damit xκG = x̃ϕLκH =

xϕNκH für alle x ∈ G\{z}. Wegen zκG = zκH = zϕNκH folgt daraus die
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Gleichheit der Abbildungen κG = ϕN ◦ κH . Da ϕN ◦ κH : G → G′ :

x 7→ xϕNκH als Verkettung bijektiver Abbildungen auch bijektiv ist,

folgt daraus die Bijektivität von κG.

(2) Sei nun κ|E : E → E ′ bijektiv, dann insbesondere injektiv, d.h. Hκ =

H ′ 6= G′ und damit E ′ = G′ + H ′. Weiter sei L ⊆ E wieder eine von

H verschiedene reguläre Gerade durch den Punkt z := G ∩ H mit

Lκ =: L′ ⊆ E ′, L′ 6= G′, H ′, und ϕL : G→ H die Parallelperspektivität

mit Richtung L. Analog definieren wir ϕL′ : G
′ → H ′ die Parallelper-

spektivität mit Richtung L′. Gemäß 5.3.8 bildet κ parallele Geraden

in parallele Geraden ab. Da die Gerade xxϕL für jedes x ∈ G\{z} als

Parallele zu L regulär ist, folgt daraus (xxϕL)κ = xκxϕLκ = xκGxϕLκH

mit xϕLκH = ({x‖L} ∩H)κ = {xκ‖Lκ} ∩Hκ = {xκG‖L′} ∩H ′ = xκGϕL′ .

Wegen der Bijektivität von ϕL′ erhalten wir xκG = xϕLκHϕ
−1
L′ für alle

x ∈ G\{z}. Für z ∈ G ist die Gleichheit zκG = zϕLκHϕ
−1
L′ trivial. Damit

sind die Abbildungen κG und ϕL ◦ κH ◦ ϕ
−1
L′ : G → G′ : x 7→ xϕLκHϕ

−1
L′

identisch. Folglich ist κG bijektiv.

Satz 5.3.10. Seien A = AG(K, J), A′ = AG(K ′, J ′) affine Räume über

Körpern K bzw. K ′ mit |K| > 3. Außerdem sei κ : Ã→ Ã′ ein nicht trivialer

Morphismus von partiellen affinen Räumen in A bzw. A′. Dann ist κ ein

Homomorphismus der affinen Räume A→ A′ und damit semilinear.

Beweis: Es ist zunächst zu zeigen, dass κ singuläre Geraden in Punkte oder

Geraden abbildet. Im Weiteren sei m > 3 die Mächtigkeit von K, wobei

m =∞ nicht ausgeschlossen wird.

Sei a ∈ J\(J∗∪{0}) und damit die Gerade a0+Ka für jedes a0 ∈ J singulär.

Wegen J ⊆ Kn,n hat a höchstens n verschiedene Eigenwerte und einer davon

ist Null. Nach 5.3.7 existiert mindestens eine reguläre Ebene, die durch a0 +

Ka geht und höchstens zwei singuläre Richtungen hat. Sei E = a0+Ka+Kb

eine solche Ebene mit r ≥ 3 regulären Richtingen, wobei r = m − 1 im Fall

b ∈ J\J∗ und sonst r = m ist. Unter Berücksichtigung von 5.3.8 betrachten

wir das Bild von E . Dabei setzen wir oBdA a0 = 0 (für a0 6= 0 gibt es eine

Translation τa0 : Ka+Kb→ a0+Ka+Kb, welche sowohl reguläre, als auch
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singuläre Geraden erhält, so dass man in der gleichen Situation bleibt).

(i) Sei zunächst Eκ = K ′c eine reguläre Gerade in Ã′. Wir nehmen an,

dass (Ka)κ weder ein Punkt, noch eine Gerade ist, d.h. die Abbildung

κ|Ka : Ka → K ′c sei nicht surjektiv. Dann folgt nach 5.3.9, dass κ|Ka
auch nicht injektiv ist, d.h. es existieren verschiedene Körperelemente

λ, µ ∈ K mit (λa)κ = (µa)κ ∈ K ′c, wobei (Ka)κ 6= (λa)κ ist. Daher

muss ein ν ∈ K\{λ, µ} existieren, für das (νa)κ 6= (λa)κ gilt.

Wir wissen, dass durch νamindestensm−1 reguläre Geraden gehen. Sei

H eine davon. Da jede reguläre Gerade bijektiv aufK ′c abgebildet wird,

gibt es auf H einen Punkt p 6= νa mit pκ = (λa)κ = (µa)κ ∈ K ′c. Ins-

besondere gilt p 6= λa, µa. Somit müssen die Geraden p(λa) und p(µa)

in E singulär sein. Außerdem ist die Gerade {p||Ka} 6= p(λa), p(µa)

singulär, so dass wir durch p mindestens drei singuläre Geraden haben,

was aber ein Widerspruch zu unserer Wahl der Ebene E ist. Damit ist

unsere Annahme falsch und es gilt die Behauptung, d.h. (Ka)κ = 0κ

oder (Ka)κ = K ′c.

(ii) Sei nun Eκ = E ′ eine reguläre Ebene in A′ und κ|E : E → E ′ bijektiv.

Damit ist auch κ|Ka injektiv. In diesem Fall kann (Ka)κ ⊆ E ′ entweder

eine Gerade sein oder die Bilder der Punkte von Ka sind in E ′ nicht

kollinear (den Fall (Ka)κ $ G′ für eine Gerade G′ in E ′ schließen wir

wegen 5.3.9 wieder aus). Angenommen, es gilt das Letzte, d.h. es gibt

ein λ ∈ K∗\{1} mit (λa)κ /∈ 0κaκ.

Aus der Bijektivität von κ|E folgt unmittelbar, dass für jede reguläre

Gerade G ⊆ E die Abbildung κ|[G] : [G] → [Gκ] bijektiv ist, wobei [G]

und [Gκ] die Parallelklassen von G bzw. Gκ bezeichnen. Darüber hinaus

wissen wir, dass es durch jeden Punkt in E höchstens zwei singuläre Ge-

raden gibt. Wir zeigen zunächst, dass auch E ′ höchstens zwei singuläre

Richtungen besitzt.

Sei x′ ∈ E ′ ein beliebiger Punkt. Wegen der Bijektivität von κ|E gibt es

einen Punkt x ∈ E mit xκ = x′. Nun sei H ⊆ E\{x} eine reguläre Ge-

rade, welche x nicht enthält. Dann ist Hκ ⊆ E ′\{xκ} auch regulär. Die

Menge aller Geraden durch xκ ist {xκw | w ∈ Hκ} ∪ {xκ‖Hκ}, wobei
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die Gerade {xκ‖Hκ} ∈ [Hκ] auch regulär ist und die reguläre Gerade

{x‖H} ⊆ E als Urbild hat. Wegen der Bijektivität von κ|H : H → Hκ

gibt es für jeden Punkt w ∈ Hκ genau ein v ∈ H, so dass w = vκ

ist. Wir nehmen an, dass die Menge {xκw | w ∈ Hκ} drei singuläre

Geraden enthält, sagen wir xκwi für wi ∈ Hκ, i ∈ {1, 2, 3}. Seien

vi ∈ H, i ∈ {1, 2, 3}, mit wi = vκi . Dann können die Verbindungs-

geraden xvi ⊆ E nicht regulär sein, denn sonst wären ihre Bilder auch

in E ′ regulär. Damit gibt es durch x mehr als zwei singuläre Geraden.

Unsere Annahme liefert also einen Widerspruch. Daraus folgt, dass E ′

höchstens zwei singuläre Richtungen hat. Mit anderen Worten kann es

durch jeden Punkt in E ′ höchstens zwei Geraden geben, deren Urbilder

keine reguläre Geraden in E sind.

Wir nehmen zusätzlich an, dass 0κ(λa)κ regulär ist. Sei G′ die Parallele

zu 0κ(λa)κ durch den Punkt aκ, dann ist auch G′ regulär. Gibt es eine

reguläre Gerade G ⊆ E mit Gκ = G′, dann muss wegen 0κ(λa)κ ∈ [Gκ]

auch die Gerade 0(λa) = Ka, d.h. das Urbild von 0κ(λa)κ, regulär sein.

Nach unserer Voraussetzung ist aber Ka singulär. Damit hat G′ keine

reguläre Gerade in E als Urbild.

Nach den obigen Überlegungen gibt es durch aκ höchstens eine weite-

re Gerade, welche kein Bild einer regulären Gerade von E ist. Daraus

folgt, dass mindestens eine Gerade von 0κaκ und aκ(λa)κ eine reguläre

Gerade in E als Urbild hat, nämlich 0a = Ka = a(λa). In beiden Fällen

führt unsere zusätzliche Annahme zu einemWiderspruch. Deshalb muss

0κ(λa)κ singulär sein.

Analog zeigt man, dass auch die Geraden 0κaκ, aκ(λa)κ singulär sind, so

dass E ′ mindestens drei singuläre Richtungen enthält. Dadurch erhalten

wir wieder einen Widerspruch. Nach 5.3.9 ist daher (Ka)κ eine Gerade

in E ′.

Insgesamt folgern wir, dass κ : A → A′ ein nicht trivialer Homomorphismus
affiner Räume und nach 5.3.3 semilinear ist.

Wir stellen jetzt ein Beispiel für einen Morphismus von einem partiellen

affinen Raum über einem Körper mit der Mächtigkeit 3 auf sich selbst vor,
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welcher aber nicht (semi)linear ist. Damit möchten wir zeigen, dass die Be-

dingung für die Mächtigkeit des Körpers |K| > 3 zumindest für den obigen

Satz berechtigt ist.

Beispiel 5.3.11. Sei J =
{(

u w r
0 v w
0 0 u

)
| u, v, w, r ∈ K

}
mit K ≃ GF (3). Dann

ist J ein Jordan-abgeschlossenes Jordan-System, das gemäß 3.3.6(1) sogar

stabil in R ist. Laut 3.2.15 gilt daher P̃(J) = P(J).

Das Residuum Σ̃R(0,1) wird wieder mit dem partiellen affinen Raum Ã =

(P, L̃ ,∈, ||) mit P = J identifiziert.

(a) Wir zeigen zunächst, dass es eine nicht lineare Abbildung f : J → J

gibt, welche aber ein Morphismus partieller affiner Räume Ã → Ã ist.

Sei a =
(
u w r
0 v w
0 0 u

)
∈ J\(J∗ ∪ {0}) und E eine Ebene, die durch die

singuläre Gerade Ka und eine Gerade Kb aufgespannt ist. Dann gibt

es die folgenden Möglichkeiten für E :

(i) Sei u = v = 0. Ist Kb regulär, dann ist auch E regulär mit genau

drei regulären Richtungen. Für b /∈ J∗ sind alle Richtungen in E

stets singulär.

(ii) Gilt u 6= 0 oder v 6= 0, dann ist E stets nicht regulär. Die Ebene

E enthält genau zwei reguläre Richtungen, falls b ∈ J∗ oder b =(
u′ w′ r′

0 v′ w′

0 0 u′

)
/∈ J∗ mit v′ 6= 0 (für u 6= 0) bzw. u′ 6= 0 (für v 6= 0) ist,

und sonst sind alle Richtungen in E singulär.

Für uns sind insbesondere nicht reguläre Ebenen interessant. Da für

alle a /∈ J∗ aus (i) stets eine reguläre Ebene durch Ka existiert, kann

man genau so wie im Beweis von 5.3.10 zeigen, dass solche Ka entwe-

der in einen Punkt oder in eine reguläre Gerade abgebildet wird (die

Behauptung von 5.3.9 ist für solche Ka wegen der endlichen Mächtig-

keit des Körpers trivial). Daher betrachten wir ein a /∈ J∗ aus (ii) und

eine Ebene durch Ka mit genau zwei regulären Richtungen. Sei also

a =
(

0 1 0
0 1 1
0 0 0

)
∈ J\J∗ und E = K +Ka. Die regulären Richtungen in E

sind K und K(1 + a).

Wir definieren die Menge Ĵ :=
{(

0 w r
0 0 w
0 0 0

)
| w, r ∈ K

}
⊆ J , dann ist

J = E ⊕ Ĵ , d.h. für alle h ∈ J gibt es eindeutig bestimmte k, l ∈ K und
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z ∈ Ĵ , so dass h = k + la+ z ist. Nun zeigen wir, dass

f : J → J : k + la+ z 7→ (k + la)f̄ + z

mit

f̄ := f |E : E → J : k + la 7→ k + λkllzf

für ein festes zf ∈ Ĵ und λkl = k + 2l + 1 im Fall zf 6= 0 nicht additiv,

aber ein Morphismus partieller affiner Räume ist (im Fall zf = 0 ist f

offenbar semilinear).

Zunächst betrachten wir f̄ . Alle regulären Geraden in E werden unter

f̄ bijektiv in reguläre Geraden in E ′ := K+K(1+zf) abgebildet, wobei

aber parallele Geraden in sich schneidende Geraden übergehen:

K f̄ = K, denn kf̄ = k für alle k ∈ K,

(a+K)f̄ = {af̄ , (a+ 1)f̄ , (a+ 2)f̄}

= {0, 1 + zf , 2(1 + zf)} = K(1 + zf),

(2a+K)f̄ = {(2a)f̄ , (2a+ 1)f̄ , (2a+ 2)f̄}

= {zf , 1, 2(1 + zf)} = 1 +K(2 + zf),

K(a+ 1)f̄ = {0f̄ , (a+ 1)f̄ , (2a+ 2)f̄}

= {0, 1 + zf , 2(1 + zf)} = K(1 + zf),

(1 +K(a+ 1))f̄ = {1f̄ , (a+ 2)f̄ , (2a)f̄}

= {1, 2(1 + zf), zf} = 1 +K(2 + zf),

(2 +K(a+ 1))f̄ = {2f̄ , af̄ , (2a+ 1)f̄} = {2, 0, 1} = K,

wobei 1 + zf , 2 + zf ∈ J
∗ gilt. Das impliziert, dass f̄ die ersten beiden

Bedingungen der Definition 5.3.2 erfüllt. Da aber semilineare Abbildun-

gen die Parallelität von Geraden erhalten, kann f̄ und damit auch f

nicht semilinear sein. Man merkt auch ganz schnell, dass weder f̄ noch

f additiv ist. Es gilt tatsächlich:

2(1 + zf) = (2a+ 2)f̄ = (2a+ 2)f 6= (2a)f + 2f = (2a)f̄ + 2f̄ = zf + 2.
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Nichtsdestotrotz ist f ein Morphismus partieller affiner Räume. Wir

zeigen, dass auch f die ersten beiden Bedingungen von 5.3.2 erfüllt:

(1) Für zwei beliebige Punkte p = pE + zp ∈ J mit pE = k + la ∈ E

und q = qE + zq ∈ J mit qE = s+ ta ∈ E gilt

p △ q ⇔ pE + zp + 2(qE + zq) = (pE + 2qE) + (zp + 2zq) ∈ J
∗

⇔ pE + 2qE ∈ J
∗

⇔ pE △ qE .

Analog gilt auch für die Bilder von p und q:

pf △ qf ⇔ pf̄E + zp + 2(qf̄E + zq) ∈ J
∗

⇔ pf̄E + 2qf̄E ∈ J
∗

⇔ pf̄E △ qf̄E .

Da aber f̄ distante Punkte in distante Punkte abbildet, folgt ins-

gesamt daraus

p △ q ⇔ pE △ qE ⇒ pf̄E △ qf̄E ⇔ pf △ qf ,

d.h. f ist ein △-Morphismus.

(2) Sind nun p, q, r paarweise verschieden und kollinear in Ã mit p =

pE + zp und q = qE + zq, dann ist ihre Verbindungsgerade G :=

p + K(q + 2p) und daher gilt r = p + 2(q + 2p) = 2(p + q) =

2(pE+qE)+2(zp+zq) =: rE+zr. Da p
f̄
E , q

f̄
E , r

f̄
E in Ã auch verschieden

sind und auf einer Gerade liegen, folgt daraus rf̄E = 2(pf̄E+q
f̄
E ). Das

impliziert rf = rf̄E + zr = 2(pf̄E + qf̄E ) + 2(zp + zq) = 2(pf + qf) und

daher gilt Gf ∈ L̃ .

(b) Man kann sogar zeigen, dass jeder nicht triviale Morphismus κ : Ã→ Ã
partieller affiner Räume mit kκ = k für alle k ∈ K und aκ = 0 für ein

a ∈ J\J∗ aus (ii) mit a+1 ∈ J∗ die Eigenschaft κ|E = f |E für ein f wie

oben und E = K +Ka hat.
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Da die Gerade {2, a, 2a+1} regulär ist, folgt sofort nach Voraussetzung

(2a+1)κ = 1. Die reguläre GeradeK(a+1) wird in eine reguläre Gerade

durch 0 abgebildet. Deswegen können wir (a + 1)κ =: c für ein c ∈ J∗

setzen und damit gilt (2a + 2)κ = 2c = 2(a + 1)κ. Analog gilt für die

reguläre Gerade a + K = {a, a + 1, a + 2}: mit aκ = 0, (a + 1)κ = c

ist (a + 2)κ = 2c = (2a + 2)κ. Die reguläre Gerade 1 + K(a + 1) =

{1, 2a, a+2} wird in eine reguläre Gerade durch 1κ = 1 und (a+2)κ = 2c

abgebildet, so dass (2a)κ ∈ 1 +K(c + 1) und daher (2a)κ = c + 2 sein

muss.

Daraus ergibt sich für die Funktion κ|E

κ̄ := κ|E : E → J : k + la 7→ (k + 2λkll) + λkllc

mit

λkl = k + 2l + 1 für k, l ∈ K.

Aber nicht für jedes c ∈ J∗ ist κ ein △-Morphismus. Wir betrachten die

distanten Punkte 1, a+2 ∈ J . Im Fall c = 2 werden die beiden Punkte

auf einen Punkt (a + 2)κ = 1 = 1κ abgebildet, so dass die Bedingung

(1) von 5.3.2 verletzt wird.

Für c = a+1 ∈ J∗ sind ihre Bilder 1κ = 1 und (a+2)κ = 2c = 2(a+1)

verschieden, aber wegen 1 + 2(2a + 2) = a + 2 /∈ J∗ nicht distant. Das

Gleiche gilt auch für c = 2(a+ 1) ∈ J∗: (a+ 2)κ = 2c = a+ 1 6△ 1. Also

ist auf jeden Fall c /∈ K(a+ 1) ∪ {2}.

Analoges gilt auch für c ∈ (K +K∗a+ Ĵ) ∩ J∗ = K∗(a+ 1) + Ĵ , denn

für je zwei Punkte p = pE + zp, q = qE + zq ∈ J mit pE , qE ∈ E und

zp, zq ∈ Ĵ gilt (vgl. Teil(a)(1))

p △ q ⇔ pE △ qE .

Damit muss c ∈ (K∗+ Ĵ)\{2} sein. OBdA setzt man c = 1+ zf für ein

zf ∈ Ĵ , so dass die Eigenschaft κ|E = f |E erfüllt ist. Im Fall zf = 0 ist



222 Homotopismen und Morphismen von Kettenräumen

insbesondere κ̄ : E → K : k + la 7→ k, so dass alle singulären Geraden

in E bijektiv in K abgebildet werden.

Die Abbildung κ (und analog auch f) kann aber i.Allg. auf die schon

bekannte Art und Weise nicht zu einem Morphismus der Kettengeome-

trien ϕ : R(1, 0)E(T ) 7→ R(1, 0)E(T κ) fortgesetzt werden (vgl. 5.1.5,

5.1.11). Man kann zeigen, dass ϕ für zf 6= 0 sogar nicht wohldefiniert

ist: Ist a ∈ J\J∗ wie oben, dann gilt für den Punkt R(a + 1, 1) =

R(1, 0)E(2, a) = R(1, 0)E(a+ 1) einerseites

(R(1, 0)E(2, a))ϕ = R(1, 0)E(2κ, aκ)

= R(1, 0)E(2, 0) = R(1, 1)

und andererseits

(R(1, 0)E(a+ 1))ϕ = R(1, 0)E((a+ 1)κ)

= R(1, 0)E(zf + 1) = R(zf + 1, 1).

Nun brauchen wir eine Bedingung, unter welcher die oben definierten

Abbildungen α und β nicht triviale Morphismen zwischen den entsprechenden

partiellen affinen Räumen sind, so dass wir auf α und β den Satz 5.3.10

anwenden können. Ab sofort setzen wir |K| ≥ n+ 1 für n ≥ 2 voraus. Dabei

wird der Fall |K| = 3 für n = 2 ausgeschlossen, damit die Voraussetzungen

von 5.3.10 erfüllt sind. Gemäß 3.3.5 ist dann J stabil in R und nach 3.3.7 gilt

dann insbesondere P̃(J) = P(J).

In den folgenden Lemmata beweisen wir, dass für solche J die Abbil-

dungen α, β sicher nicht trivial sind. Wir erinnern, dass wir uns J als eine

Teilmenge der Matrizenalgebra Kn,n vorstellen. Deshalb können wir für un-

sere Beweise und Rechnungen Eigenwerte der Elemente von J heranziehen.

Lemma 5.3.12. Sei p ∈ P̃(J) ein beliebiger Punkt. Dann existiert eine Kette

C ∈ C(K,R, J) durch p, welche mindestens drei Punkte in △(∞) enthält.

Beweis: Sei p = R(1 + ab, a) ein beliebiger Punkt in P̃(J) mit a ∈ J und
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b ∈ J∗ (gemäß 3.3.2). Ist p ∈ △(∞), dann gibt es eine Kette C ∈ C(K,R, J)

durch p und R(1, 0). Nach Voraussetzung enthält C mindestens 5 Punkte, so

dass mindestens vier davon zu R(1, 0) distant sind.

Sei nun p 6△R(1, 0), d.h. a /∈ J∗. Wir betrachten die folgenden zwei Fälle:

(a) Angenommen, a besitzt höchstens n − 1 Eigenwerte (und einer davon

ist Null). Wegen |K| ≥ n + 1 gibt es dann λ, µ ∈ K∗ mit λ 6= µ,

so dass a + λ, a + µ ∈ J∗ sind. Dann ist die Matrix
(

1+ab a
−(a+λ)b −(a+λ)

)
=(

1 0
0 −(a+λ)

)(
1+ab a
b 1

)
∈ GL2(R) und damit sind die Punkte q = R(b, 1), r =

R(b− λ−1, 1) ∈ △(∞) und p wegen

p = R(1 + ab, a) = R(1, 0)


 1 + ab a

−(a+ λ)b −(a+ λ)


 = R(1, 0)δ,

q = R(b, 1) = R(0, 1)


 1 + ab a

−(a+ λ)b −(a+ λ)


 = R(0, 1)δ,

r = R(b− λ−1, 1) = R(1, 1)


 1 + ab a

−(a+ λ)b −(a+ λ)


 = R(1, 1)δ

in P̃(J) paarweise distant, wobei δ ∈ PGL2(R) die durch die obige

Matrix induzierte Abbildung ist (vgl. 1.1.20).

Nach 3.4.4 liegt die Kette C := (pqr) = P(K)δ ganz in P̃(J) ⊆ P(R).
Nun zeigen wir, dass C noch einen dritten Punkt außer q und r hat,

welcher zu R(1, 0) distant ist.

Für k := 1− λµ−1 ∈ K∗ (mit k 6= 0, 1 wegen λ 6= µ sowie λ, µ 6= 0) gilt

tatsächlich

s : = R(k, 1)


 1 + ab a

−(a+ λ)b −(a+ λ)




= R(k + ((k − 1)a− λ)b, (k − 1)a− λ)

= R(1− λµ−1 + (−λµ−1a− λ)b,−λµ−1a− λ)

= R(1 + (1− λ−1µ)−1(a+ µ)b, (1− λ−1µ)−1(a+ µ)) ∈ C ⊆ P̃(J)
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mit s ∈ △(∞).

(b) Sei nun a /∈ J∗ mit n verschiedenen Eigenwerten λ1, . . . , λn. Dann ist

a zu einer n × n-Diagonalmatrix ā = diag(λ1, . . . , λn) ähnlich, d.h. es

existiert ein u ∈ R∗ mit ā = u−1au. OBdA sei λ1 = 0.

Nach 3.3.1 gibt es in K[ā] ⊆ u−1Ju =: J̄ für jedes i ∈ {2, . . . , n} eine

Diagonalmatrix ei, deren (i, i)-Eintrag 1 ist und die anderen Diagonal-

elemente Null sind. Folglich ist auch e1 = 1 −
∑n

i=2 ei ∈ K[ā]. Sei l ∈

K∗\{1} und zu jedem i ∈ {1, . . . , n} wähle ein µi ∈ K
∗\{−λi,−l

−1λi},

d.h. µi + λi 6= 0 und lµi + λi 6= 0 (da der Körper im kleinsten Fall

vier Elemente enthält, finden wir stets solche µi). Weiter setze man

c̄1 :=
∑n

i=1 µiei ∈ J̄∗ und c̄2 := lc̄1 ∈ J̄∗. Dann sind ā + c̄i ∈ J̄∗,

i ∈ {1, 2}. Daraus folgt a+ ci ∈ J
∗ für ci := uc̄iu

−1 ∈ J∗ mit c2 = lc1.

Nach dem gerade Gezeigten ist die Matrix
(

1+ab a
−(a+c1)b −(a+c1)

)
∈ GL2(R).

Sei δ ∈ PGL2(R) die durch diese Matrix induzierte Abbildung. Dann

sind die Punkte q = R(b, 1), r = R(b − c−11 , 1) ∈ △(∞) und p wegen

q = R(0, 1)δ, r = R(1, 1)δ und p = R(1, 0)δ in P̃(J) paarweise distant.
Wir betrachten wieder die Kette C := (pqr) = P(K)δ ⊆ P̃(J). Setze
man k = 1− l−1 ∈ K∗\{1}, dann ist

s : = R(k, 1)δ = R(k, 1)


 1 + ab a

−(a+ c1)b −(a+ c1)




= R(k(1 + ab)− (a+ c1)b, ka− (a+ c1))

= R(k − c1b+ (k − 1)ab, (k − 1)a− c1)

= R(1 + (1− l)−1(lc1 + a)b, (1− l)−1(a+ lc1))

= R(1 + (1− l)−1(a+ c2)b, (1− l)−1(a+ c2)) ∈ C ∩ △(∞)

und C hat deswegen mindestens drei Punkte in △(∞).

Korollar 5.3.13. Seien p, q ∈ P̃(J) zwei beliebige Punkte. Dann existiert

eine Kette C ∈ C(K,R, J) durch p, welche mindestens drei Punkte in △(q)

enthält.
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Beweis: Für p △ q ist die Aussage trivial. Sei daher p 6△ q und q = R(1, 0)σ

für ein σ ∈ PE2(J). Nach 5.3.12 gibt es dann durch pσ
−1

∈ P̃(J)\ △ (∞)

eine Kette C := (xyz) ∈ C(K,R, J) mit x, y, z ∈ △(∞). Daher ist p ∈ Cσ =

(xσyσzσ) mit xσ, yσ, zσ ∈ △(q).

Lemma 5.3.14. Ist γ : Σ̃ → Σ̃′ ein nicht trivialer Morphismus, dann ist

jeder induzierte Morphismus γp : Σ̃p → Σ̃′pγ partieller affiner Räume nicht

trivial.

Beweis: Sei γp = γ|△(p) : Σ̃p → Σ̃′pγ trivial, d.h. es existiert eine Gerade

G′ ∈ C′pγ , so dass (△(p))
γp = G′ ist. Weiter sei q ∈ P̃(J)\ △(p). Nach 5.3.13

gibt es eine Kette C ∈ C(K,R, J) durch q, welche mindestens drei Punkte

in △ (p) besitzt, sagen wir u, v und w. Für diese Punkte gilt insbesondere

uγ = uγp, vγ = vγp und wγ = wγp mit uγp, vγp, wγp ∈ G′. Da γ Ketten bijektiv

auf Ketten abbildet, folgt daraus Cγ = (uγvγwγ) = (uγpvγpwγp) = C ′ := G′ ∪

{pγ} ∈ C(K ′, R′, J ′) und daher ist qγ ∈ C ′. Insgesamt ergibt sich P̃(J)γ = C ′,

d.h. γ muss trivial sein, was unserer Voraussetzung widerspricht. Folglich ist

unsere Annahme falsch und damit ist γp nicht trivial.

Damit haben wir gezeigt, dass unter der Voraussetzung |K| ≥ n + 1 für

n ≥ 3 und |K| ≥ 4 für n = 2 die Abbildungen α : J → J ′ und β : J → J ′

stets nicht triviale Morphismen partieller affiner Räume sind. Insbesondere

ist deshalb dimK ′J
α ≥ 2 bzw. dimK ′J

β ≥ 2. Nach dem Satz 5.3.10 folgern

wir:

Korollar 5.3.15. Sei der Morphismus γ : Σ̃ → Σ̃′ nicht trivial. Dann sind

die assoziierten Abbildungen α und β semilinear mit dimK ′J
α, dimK ′J

β ≥ 2.

Insbesondere gilt die folgende Bemerkung:

Bemerkung 5.3.16. Ist der Morphismus γ : Σ̃→ Σ̃′ nicht trivial, dann sind

die Körper K und K ′ isomorph.

Beweis: Wir betrachten die mit γ assoziierte Abbildung α. Nach 5.3.15 ist α
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semilinear. Setze man 1α =: d ∈ J ′, dann ist die Abbildung

α|K : K → K ′d : k 7→ kα = (k1)α = kα̂1α = kα̂d

bijektiv, denn K ist regulär, wobei α̂ : K → K ′ : k 7→ kα̂ der zugehörige

Körpermonomorphismus ist. Wir zeigen, dass α̂ sogar ein Körperisomorphis-

mus ist.

Sei k′ ∈ K ′ beliebig. Dann hat der Punkt k′d ∈ K ′d ein α-Urbild k ∈ K,

d.h. k′d = kα = kα̂d. Insbesondere ist auch Kα = K ′d regulär und daher

gilt d ∈ J ′∗. Das impliziert k′ = kα̂. Deshalb ist α̂ surjektiv und damit

bijektiv.

Unser nächstes Ziel ist es zu zeigen, dass das Paar (α, β) sogar ein Ho-

motopismus zwischen den entsprechenden Jordan-Systemen ist. Die folgende

Aussage gilt gemäß Lemma 3.1.10 in [26]:

Bemerkung 5.3.17. Sei R ein Ring und a, b ∈ R∗ mit a− b ∈ R∗. Dann ist

auch a−1 − b−1 ∈ R∗, und es gilt die Hua-Identität:

(a−1 − b−1)−1 = a− a(a− b)−1a.

Die nachfolgende Bemerkung wurde in [11], Lemma 3.6, bereits für starke

Jordan-Systeme bewiesen. Wir führen den Beweis noch einmal aus, um zu

zeigen, dass er auch in unserem Fall gültig ist:

Bemerkung 5.3.18. Sei γ : Σ̃→ Σ̃′ ein Morphismus von Kettengeometrien.

Dann bilden die induzierten Abbildungen α und β Einheiten in Einheiten ab

und es ist (u−1)α = (uβ)−1 für alle u ∈ J∗. Ist γ ein starker Morphismus,

dann bilden α und β Nichteinheiten in Nichteinheiten ab.

Ist γ nicht trivial, dann gilt stets für α (und analog für β):

∀a, b ∈ J∗ mit a− b ∈ J∗ : ((a−1 + (b− a)−1)−1)α = ((aα)−1 + (bα − aα)−1)−1.

Beweis: Die ersten Aussagen lassen sich ganz einfach herleiten:

Es ist u ∈ J∗ genau dann, wenn R(u, 1) △ R(0, 1) bzw. R(1, u) △ R(1, 0) gilt.
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Damit erhalten wir (R(u, 1))γ = R′(uβ, 1′) △ R′(0′, 1′) sowie (R(1, u))γ =

R′(1′, uα) △ R′(1′, 0′) und das liefert uα, uβ ∈ J ′∗. Außerdem gilt R(u, 1) =

R(1, u−1) und deshalbR′(1′, (u−1)α) = (R(1, u−1))γ = (R(u, 1))γ = R′(uβ, 1′) =

R′(1′, (uβ)−1). Daraus folgt (u−1)α = (uβ)−1 für alle u ∈ J∗.

Ist γ nicht trivial, dann sind α und β nach 5.3.15 semilinear. Seien a, b ∈ J∗

mit a − b ∈ J∗, dann ist nach 5.3.17 auch a−1 + (b − a)−1 ∈ J∗. Nach dem

gerade Gezeigten gilt dann

((a−1 + (b− a)−1)−1)α = ((a−1 + (b− a)−1)β)−1

= ((a−1)β + ((b− a)−1)β)−1

= ((aα)−1 + ((b− a)α)−1)−1

= ((aα)−1 + (bα − aα)−1)−1,

wie gewünscht.

Bevor wir unser nächstes Hauptresultat beweisen, möchten wir noch ein

paar Eigenschaften eines Körpers erwähnen:

Bemerkung 5.3.19. Sei K ein Körper mit |K| > 3. Dann gilt:

(a) Es gibt stets ein k ∈ K∗, das nicht selbstinvers ist, d.h. k2 6= 1.

(b) Ist K endlich mit CharK = 2, dann gibt es stets ein k ∈ K∗\{1} und

eine Primzahl p 6= 2 mit kp = 1, d.h. p ist die Ordnung von k.

Beweis: (a) Sei k ∈ K mit k2 = 1. Dann gilt

k2 = 1 ⇔ 0 = k2 − 1 = (k + 1)(k − 1) ⇒ k = 1 oder k = −1.

Deshalb kann es in jedem beliebigen Körper höchstens zwei Elemente

geben, die die obere Gleichheit erfüllen. Unsere Voraussetzung |K| > 3

liefert damit sofort die Existenz von mindestens einem k ∈ K∗ mit

k2 6= 1.

(b) Sei K endlich mit CharK = 2. Dann ist die multiplikative Gruppe

von K zyklisch, d.h. es gibt ein a ∈ K∗ mit K∗ = 〈a〉. Außerdem gilt



228 Homotopismen und Morphismen von Kettenräumen

|K| = 2n für ein n ∈ N und damit |K∗| = 2n− 1 =: m = ord(K∗). Sei p

ein Primteiler von m, d.h. m = pq mit q ∈ N. Offenbar ist p 6= 2 und es

gilt am = (aq)p = 1. Wegen q < m ist insbesondere k := aq 6= 1. Damit

ist k das gesuchte Körperelement.

Nun sind wir in der Lage, die schon oben angekündigte Behauptung zu

beweisen:

Satz 5.3.20. Sei γ : Σ̃ → Σ̃′ ein nicht trivialer Morphismus, dann ist das

induzierte Paar (α, β) = (αγ, βγ) ein Homotopismus zwischen den zugrunde

liegenden Jordan-Systemen.

Beweis: (vgl. Beweis von 3.7 in [11]) Wegen 5.3.15, 5.3.16 und 5.3.18 bleibt

zu zeigen:

∀a, b ∈ J : (aba)α = aαbβaα. (5.7)

Wir beweisen (5.7) in mehreren Schritten:

Schritt 1: Seien a, b ∈ J∗ mit a− b−1 ∈ J∗, dann ist nach Bemerkung 5.3.17

auch a−1 − (a − b−1)−1 ∈ J∗ und die Anwendung der Hua-Identität liefert

(a−1 − (a − b−1)−1)−1 = a − aba. Benutzen wir 5.3.18 und dann wieder die

Hua-Identität, dann erhalten wir

aα − (aba)α = (a− aba)α

= ((a−1 + (b−1 − a)−1)−1)α

= (aα)−1 + ((b−1)α − aα)−1)−1

= (aα)−1 + ((bβ)−1 − aα)−1)−1

= aα − aαbβaα

und damit gilt

∀a, b ∈ J∗, a− b−1 ∈ J∗ : (aba)α = aαbβaα. (5.8)

Schritt 2: Analog wie im Beweis von 3.7 in [11] zeigt man für die mit α und
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β assoziierten Körperisomorphismen α̂ bzw. β̂ (vgl. 5.3.16) die Gleichheit

α̂ = β̂. (5.9)

Schritt 3: Als nächsten Schritt zeigen wir:

∀b ∈ J : bα = 1αbβ1α. (5.10)

Sei zunächst b ∈ J∗. Wir machen eine Fallunterscheidung:

(1) Hat b und damit auch b−1 höchstens n − 1 verschiedene Eigenwerte,

dann existiert ein λ ∈ K∗, so dass b−1 − λ ∈ J∗ und deshalb auch

1 − (λb)−1 ∈ J∗ ist. Nach Semilinearität von α und β sowie (5.8) und

(5.9) gilt dann einerseits

(1 · λb · 1)α = (λb)α = λα̂bα

und andererseits

(1 · λb · 1)α = 1α(λb)β1α = 1αλβ̂bβ1α = λα̂1αbβ1α,

so dass insgesamt bα = 1αbβ1α folgt, da λα̂ ∈ K ′∗ ist.

Das Gleiche gilt auch für b mit n verschiedenen Eigenwerten, falls |K| ≥

n+ 2 (für n ≥ 2) ist.

(2) Es bleibt der Fall zu betrachten, wenn b und b−1 jeweils genau n ver-

schiedene Eigenwerte besitzen und |K| = n+1 (für n ≥ 3) ist. In diesem

Fall sind also b und b−1 diagonalisierbar. Damit existiert ein u ∈ R∗ mit

u−1bu = diag(λ1, . . . , λn) =: b̄ ∈ u−1Ju =: J̄ , wobei λ1, . . . , λn ∈ K∗

paarweise verschieden sind. Die inverse Matrix b−1 = ub̄−1u−1 ist dann

zu b̄−1 = diag(λ−11 , . . . , λ−1n ) ähnlich. Weiter sei oBdA λ1 = λ−11 = 1

und damit λi 6= 1 für alle i 6= 1.

Gemäß 3.3.1 sind die Matrizen ei mit 1 in der i-ten Zeile und i-ten

Spalte und sonst Nullen in K[b̄] ⊆ J̄ für alle i ∈ {1, . . . , n} enthalten,

so dass K[b̄] ≃ K × . . .×K︸ ︷︷ ︸
n−mal

ist. Dann ist auch ā := λje1 +
∑n

i=2 ei =
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diag(λj, 1, . . . , 1) ∈ K[b̄]∗ für ein j 6= 1 mit λ2j 6= 1 (so ein λj existiert

gemäß 5.3.19) und es gilt ā− b̄−1 = diag(λj − 1, 1−λ
−1
2 , . . . , 1−λ−1n ) ∈

K[b̄]∗ ⊆ J̄∗. Daraus folgt

a := uāu−1 ∈ uJ̄∗u−1 = J∗

sowie

a− b−1 = uāu−1 − ub̄−1u−1 = u(ā− b̄−1)u−1 ∈ uJ̄∗u−1 = J∗.

Insbesondere haben ā und āb̄ā = diag(λ2j , λ2, . . . , λn) ∈ K[b̄] ⊆ J̄ we-

niger als n verschiedene Eigenwerte, denn wegen λ2j 6= 1 und |K∗| = n

muss λ2j = λi für ein i ∈ {2, . . . , n} sein. Damit haben auch a, a
−1 und

aba ∈ J höchstens n− 1 verschiedene Eigenwerte, so dass nach dem im

Schritt 3(1) Gezeigten gilt dann wegen (1α)−1 = 1β (gemäß 5.3.18):

aα = 1αaβ1α ⇔ 1βaα = aβ1α ⇔ aα1β = 1αaβ,

(a−1)α = 1α(a−1)β1α ⇔ 1β(a−1)α = (a−1)β1α ⇔ (a−1)α1β = 1α(a−1)β

sowie

aαbβaα
(5.8)
= (aba)α

Schritt 3(1)
= 1α(aba)β1α

(5.8)
= 1αaβbαaβ1α.

Insgesamt erhalten wir

bα = (aβ)−1(1α)−1aαbβaα(1α)−1(aβ)−1

5.3.18
= (a−1)α1βaαbβaα1β(a−1)α

= 1α(a−1)βaαbβaα(a−1)β1α

5.3.18
= 1α(aα)−1aαbβaα(aα)−11α

= 1αbβ1α.

Damit ist der Fall b ∈ J∗ erledigt.

Ist nun b ∈ J\J∗, dann liefert die Voraussetzung an die Mächtigkeit des
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Körpers die Existenz von mindestens einem λ ∈ K∗ mit b + λ ∈ J∗, so dass

nach dem oben Gezeigten gilt:

bα + λα = (b+ λ)α = 1α(b+ λ)β1α = 1αbβ1α + 1αλβ1α = 1αbβ1α + λα.

Das liefert bα = 1αbβ1α und damit ist (5.10) gezeigt.

Schritt 4: Nun beweisen wir, dass

∀a ∈ J : (a2)α = aα1βaα. (5.11)

Wir machen wieder eine Fallunterscheidung:

(1) Wir nehmen zuerst an, dass a höchstens n− 1 verschiedene Eigenwerte

hat, so dass es also ein λ ∈ K∗ gibt mit a− λ ∈ J∗. Ist a invertierbar,

dann folgt sofort aus (5.8) und (5.9)

(λ−1)α̂(a2)α = (λ−1a2)α = (a · λ−1 · a)α = aα(λ−1)βaα

= aα(λ−1)β̂1βaα = (λ−1)α̂(aα1βaα)

⇔ (a2)α = aα1βaα.

Sonst betrache man a′ := a − λ ∈ J∗, wobei a′ die gleiche Anzahl von

Eigenwerten wie a hat, d.h. ∃µ ∈ K∗ mit a′ − µ ∈ J∗. Nach dem oben

Gezeigten folgt dann (a′2)α = a′α1βa′α. Das liefert

(a2)α − λα̂aα − aαλα̂ + (λ2)α = (a2 − λa− aλ+ λ2)α

= ((a− λ)2)α = (a− λ)α1β(a− λ)α

= aα1βaα − λα1βaα − aα1βλα + λα1βλα

= aα1βaα − λα̂1α1βaα − aα1β1αλα̂

+ λα̂1α1βλα̂1α

= aα1βaα − λα̂aα − aαλα̂ + (λ2)α̂1α

und wegen (λ2)α̂1α = (λ2)α gilt dann (a2)α = aα1βaα.

(2) Für a mit n verschiedenen Eigenwerten bei |K| ≥ n+ 2 und n ≥ 2 gilt
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die Behauptung analog wie in (1).

(3) Sei nun a mit n verschiedenen Eigenwerten und |K| = n+1 mit n ≥ 3.

Wir gehen analog wie im Schritt 3(2) vor.

Sei u ∈ R∗ mit ā := u−1au = diag(λ1, . . . , λn) ∈ u−1Ju =: J̄ mit

paarweise verschiedenen λ1, . . . , λn ∈ K. Dann gibt es für jedes i ∈

{1, . . . , n} ein ei ∈ K[ā] ⊆ J̄ wie oben und damit ist ā =
∑n

i=1 λiei (ist

ā ∈ J̄\J̄∗ und oBdA λn = 0, dann ist auch en = 1−
∑n−1

i=1 ei ∈ K[ā]).

Offenbar gilt eiej = 0 für alle i 6= j und deshalb ist ā2 = (
∑n

i=1 λiei)
2 =∑n

i=1(λiei)
2. Setzen wir nun bi := ueiu

−1 ∈ uJ̄u−1 = J für jedes i ∈

{1, . . . , n}, dann folgt daraus bibj = ueiu
−1ueju

−1 = ueieju
−1 = 0 für

alle i 6= j und es gilt a = uāu−1 =
∑n

i=1 λiueiu
−1 =

∑n
i=1 λibi bzw.

a2 = uā2u−1 =
∑n

i=1(λibi)
2. Da jedes bi genau 2 < n Eigenwerte besitzt,

gilt nach dem in (1) Gezeigten (b2i )
α = bαi 1

βbαi für alle i ∈ {1, . . . , n}.

Wir zeigen zunächst, dass bαi b
β
j + bαj b

β
i = 0′ für alle i 6= j ist.

Für jedes i 6= j hat bi + bj = u(ei + ej)u
−1 ebenso genau zwei verschie-

dene Eigenwerte (und einer davon ist 0), so dass es (mindestens zwei)

verschiedene µ1, µ2 ∈ K
∗ gibt mit bi+ bj +µk ∈ J

∗ für k ∈ {1, 2}. Setzt

man ν := (µ1− µ2)
−1, dann gilt (bi+ bj + µ1)− ν

−1 = bi+ bj + µ2 ∈ J
∗

und mit (5.8) folgt daraus einerseits:

((bi + bj + µ1)ν(bi + bj + µ1))
α

= να̂(b2i + bibj + biµ1 + bjbi + b2j + bjµ1 + µ1bi + µ1bj + µ21)
α

= να̂(b2i + biµ1 + b2j + bjµ1 + µ1bi + µ1bj + µ21)
α

= να̂((b2i )
α + (biµ1)

α + (b2j)
α + (bjµ1)

α + (µ1bi)
α + (µ1bj)

α + (µ21)
α)

und andererseits

((bi + bj + µ1)ν(bi + bj + µ1))
α

= (bi + bj + µ1)
ανβ(bi + bj + µ1)

α

= ν β̂(bαi 1
βbαi + bαi 1

βbαj + bαi 1
βµα1 + bαj 1

βbαi + bαj 1
βbαj + bαj 1

βµα1

+ µα11
βbαi + µα11

βbαj + µα11
βµα1 )
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= ν β̂((b2i )
α + bαi 1

βbαj + µα̂1 b
α
i 1

β1α + bαj 1
βbαi + (b2j)

α

+ µα̂1 b
α
j 1

β1α + µα̂11
α1βbαi + µα̂11

α1βbαj + (µ21)
α̂1α1β1α)

= ν β̂((b2i )
α + bαi 1

βbαj + (µ1bi)
α + bαj 1

βbαi + (b2j)
α + (µ1bj)

α

+ (µ1bi)
α + (µ1bj)

α + (µ21)
α).

Aus (5.9), (5.10) und 1α ∈ J ′∗ folgt schließlich

0′ = bαi 1
βbαj + bαj 1

βbαi
(5.10)
= bαi 1

β1αbβj 1
α + bαj 1

β1αbβi 1
α

= bαi b
β
j 1

α + bαj b
β
i 1

α = (bαi b
β
j + bαj b

β
i )1

α

⇔ bαi b
β
j + bαj b

β
i = 0′.

Das liefert:

aαaβ = (λ1b1 + . . .+ λnbn)
α(λ1b1 + . . .+ λnbn)

β

= (λα̂1 b
α
1 + . . .+ λα̂nb

α
n)(λ

β̂
1b
β
1 + . . .+ λβ̂nb

β
n)

=
n∑

i=1

λα̂i λ
β̂
i b
α
i b
β
i +

∑

i<j

(λα̂i b
α
i λ

β̂
j b
β
j + λα̂j b

α
j λ

β̂
i b
β
i )

=
n∑

i=1

λα̂i λ
β̂
i b
α
i b
β
i +

∑

i<j

λα̂i λ
α̂
j (b

α
i b
β
j + bαj b

β
i )︸ ︷︷ ︸

=0′

=
n∑

i=1

λα̂i λ
β̂
i b
α
i b
β
i .

Insgesamt folgt daraus:

(a2)α = ((λ1b1)
2 + . . .+ (λnbn)

2)α

= ((λ1b1)
2)α + . . .+ ((λnbn)

2)α

(1)
= (λ1b1)

α1β(λ1b1)
α + . . .+ (λnbn)

α1β(λnbn)
α

(5.10)
= (λ1b1)

α(λ1b1)
β1α + . . .+ (λnbn)

α(λnbn)
β1α

= ((λ1b1)
α(λ1b1)

β + . . .+ (λnbn)
α(λnbn)

β)1α
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=

(
n∑

i=1

λα̂i λ
β̂
i b
α
i b
β
i

)
1α = aαaβ1α

(5.10)
= aα1βaα.

Damit ist (5.11) bewiesen.

Schritt 5: Aus (5.11) folgt direkt

∀a, b ∈ J : (ab+ ba)α = aα1βbα + bα1βaα, (5.12)

denn es gilt

aα1βaα + (ab+ ba)α + bα1βbα = (a2)α + (ab+ ba)α + (b2)α

= (a2 + ab+ ba+ b2)α

= ((a+ b)2)α

= (a+ b)α1β(a+ b)α

= aα1βaα + aα1βbα + bα1βaα + bα1βbα.

Schritt 6: Als vorletzten Schritt beweisen wir, dass

∀a ∈ J, b ∈ J∗ : (aba)α = aαbβaα. (5.13)

Wir betrachten wieder zunächst den Fall, wenn a invertierbar ist. Gilt auch

a − b−1 ∈ J∗, dann sind wir gemäß (5.8) fertig. Wir nehmen also an, dass

a− b−1 ∈ J\J∗ ist, d.h. ab− 1 ∈ R\R∗.

(1) Hat ab ∈ R∗ höchstens n− 1 Eigenwerte, dann gibt es ein µ ∈ K∗\{1}

mit ab − µ ∈ R∗. In diesem Fall ist a − µb−1 ∈ J∗ und mit (5.8) und

(5.9) folgt dann das Gewünschte:

(µ−1)α̂(aba)α = (a · µ−1b · a)α = aα(µ−1b)βaα = (µ−1)β̂aαbβaα

⇔ (aba)α = aαbβaα.

(2) Ist ab diagonalisierbar mit n verschiedenen Eigenwerten und |K| ≥

n+ 2, dann gilt die Aussage analog wie in (a).

(3) Sei nun |K| = n + 1 mit n ≥ 3 und ab ∈ R∗ diagonalisierbar. Für
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alle µi ∈ K∗, i ∈ {1, . . . , n}, gilt dabei ab − µi /∈ R∗ und damit ist

a− µib
−1 /∈ J∗. Daraus folgt, dass für jedes µi ein λi ∈ K

∗ existiert, so

dass a− µib
−1 − λi ∈ J

∗ ist. Wir betrachten mehrere Fälle:

(3i) Es existieren i, j ∈ {1, . . . , n} mit i 6= j, so dass λi = λj für

verschiedene µi, µj gilt, d.h. a−µib
−1−λi ∈ J

∗ und a−µjb
−1−λi ∈

J∗. Setzt man a′ := a−µib
−1−λi und b

′ := νb mit ν = (µj−µi)
−1,

dann erhalten wir a′− b′−1 = a−µib
−1−λi−ν

−1b−1 = a−µjb
−1−

λi ∈ J
∗. Mit (5.8) folgt daraus (a′b′a′)α = a′αb′βa′α, wobei gilt

a′b′a′ = (a− µib
−1 − λi) · νb · (a− µib

−1 − λi)

= νaba− νµia− νλiab− µiνa+ µ2iνb
−1 + µiνλi − λiνba

+ λiνµi + λ2iνb

= νaba− 2νµia− λiν(ab+ ba) + µ2iνb
−1 + λ2iνb+ 2µiλiν.

Damit ist (der Fall 2 = 0 wird dabei nicht ausgeschlossen)

(a′b′a′)α = να̂(aba)α − 2′(µiν)
α̂aα − (λiν)

α̂(ab+ ba)α

+ (µ2iν)
α̂(b−1)α + (λ2iν)

α̂bα + 2′(µiλiν)
α.

Andererseits gilt

a′αb′βa′α = (aα − µα̂i (b
−1)α − λαi ) · ν

β̂bβ · (aα − µα̂i (b
−1)α − λαi )

= (aα − µα̂i (b
β)−1 − λα̂i 1

α) · να̂bβ · (aα − µα̂i (b
β)−1 − λα̂i 1

α)

= να̂aαbβaα − να̂µα̂i a
α − να̂λα̂i a

αbβ1α − µα̂i ν
α̂aα

+ (µα̂i )
2να̂(b−1)α + µα̂i ν

α̂λα̂i 1
α − λα̂i ν

α̂1αbβaα

+ λα̂i ν
α̂µα̂i 1

α + (λα̂i )
2να̂1αbβ1α

= να̂aαbβaα − 2′(νµi)
α̂aα − (λiν)

α̂(aα1βbα + bα1βaα)

+ (µ2iν)
α̂(b−1)α + 2′(µiλiν)

α + (λ2iν)
α̂bα.

Wegen (a′b′a′)α = a′αb′βa′α, να̂ ∈ K ′∗ und (5.12) gilt dann (aba)α =

aαbβaα.

(3ii) Für alle i 6= j und damit µi 6= µj sind auch λi 6= λj. Außerdem
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sei a mit höchstens n − 1 verschiedenen Eigenwerten. Dann gibt

es ein τ ∈ K∗ mit a − τ ∈ J∗. Da alle λi ∈ K∗ verschieden

sind, finden wir stets ein j ∈ {1, . . . , n}, so dass λj = τ ist. Setzt

man a′ := a − µjb
−1 − λj ∈ J∗ und b′ := −µ−1j b ∈ J∗, dann gilt

a′ − b′−1 = a − λj = a − τ ∈ J∗. Analog wie in (3i) zeigt man

(aba)α = aαbβaα.

(3iii) Es gelte wieder λi 6= λj für alle i 6= j. Wir nehmen nun an, dass

a genau n verschiedene Eigenwerte r1, . . . , rn ∈ K
∗ besitzt. Dann

gibt es ein u ∈ R∗ mit ā := u−1au = diag(r1, . . . , rn) ∈ u
−1Ju =:

J̄ . OBdA sei r1 = 1. Gemäß 3.3.1 definiere man ein c̄ =
∑n

i=1 r
′
iei ∈

K[ā]∗ mit höchstens n − 1 verschiedenen Eigenwerten r′i, so dass

ā + c̄ ∈ K[ā]∗ ⊆ J̄∗ ist und ebenso höchstens n − 1 verschiedene

Eigenwerte hat. So ein c̄ existiert stets: Wegen |K| = n + 1 und

n ≥ 3 gibt es ein i ∈ {2, . . . , n} mit ri 6= −1. Für r′1 = ri 6= −1

und r′i = 1 sind mindestens zwei Eigenwerte von ā + c̄ gleich:

ri + r′i = ri + 1 = r′1 + r1 6= 0.

Setzt man nun c := uc̄u−1 ∈ J∗, dann haben c und a+c = uāu−1+

uc̄u−1 = u(ā+ c̄)u−1 ∈ J∗ die gleiche Anzahl der Eigenwerte wie c̄

bzw. ā+ c̄.

Betrachtet man nun a + c ∈ J∗ und c ∈ J∗ statt a, dann erfüllen

a + c, b ∈ J∗ bzw. c, b ∈ J∗ die Bedingungen eines der obigen

Fälle. Daraus folgt (a + c)αbβ(a + c)α = ((a + c)b(a + c))α und

(cbc)α = cαbβcα und deshalb gilt

aαbβaα + (aαbβcα + cαbβaα) + cαbβcα

= (a+ c)αbβ(a+ c)α = ((a+ c)b(a+ c))α

= (aba)α + (abc+ cba)α + (cbc)α

= (aba)α + (abc+ cba)α + cαbβcα. (5.14)

Es bleibt zu zeigen

(abc+ cba)α = aαbβcα + cαbβaα.
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Wir unterscheiden zwischen zwei Fällen:

(3iiia) Sei zunächst c−1ab+bac−1 ∈ J∗. Insbesondere gilt stets c−1a =

ac−1 ∈ K[a] ≃ K × . . . ×K. Nun erfüllen c, c−1ab + bac−1 ∈

J∗ wieder die Bedingungen eines der oben betrachteten Fälle

(1), (3i) bzw. (3ii), da c nach Konstruktion höchstens n − 1

Eigenwerte besitzt. Damit erhalten wir

(abc+ cba)α = (c(c−1ab+ bac−1)c)α = cα(c−1ab+ bac−1)βcα.

(3iiib) Sei nun c−1ab + bac−1 ∈ J\J∗, dann gibt es ein ρ ∈ K∗ mit

c−1ab+ bac−1 + ρ ∈ J∗. Es ist dann

(abc+ cba)α + (ρc2)α = (abc+ cba+ ρc2)α

= (c(c−1ab+ bac−1 + ρ)c)α

= cα(c−1ab+ bac−1 + ρ)βcα

= cα(c−1ab+ bac−1)βcα + cαρβcα

(5.11)
= cα(c−1ab+ bac−1)βcα + (ρc2)α.

Damit gilt stets

(abc+ cba)α = cα(c−1ab+ bac−1)βcα

(5.12)
= cα((c−1a)β1αbβ + bβ1α(ac−1)β)cα.

Außerdem ist

(c−1)β1αaβ + aβ1α(c−1)β
(5.12)
= (c−1a+ ac−1)β

= (2c−1a)β = 2′(c−1a)β

= 2′(ac−1)β.
(5.15)

Im Fall CharK = CharK ′ 6= 2 folgt aus (5.10):

(abc+ cba)α = cα((c−1a)β1αbβ + bβ1α(ac−1)β)cα
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(5.15)
= cα(2′−1((c−1)β1αaβ + aβ1α(c−1)β)1αbβ

+ bβ1α2′−1((c−1)β1αaβ + aβ1α(c−1)β))cα

= 2′−1cα(((c−1)β1αaβ + aβ1α(c−1)β)1αbβ

+ bβ1α((c−1)β1αaβ + aβ1α(c−1)β))cα

5.3.18
= 2′−1cα((cα)−11αaβ1αbβ + aβ1α(cα)−11αbβ + bβ1α(cα)−11αaβ

+ bβ1αaβ1α(cα)−1)cα

= 2′−1(1αaβ1αbβcα + cαaβ1α(cα)−11αbβcα + cαbβ1α(cα)−11αaβcα

+ cαbβ1αaβ1α)
5.3.18
= 2′−1(1αaβ1αbβcα + cαaβ1α(c−1)β1αbβcα + cαbβ1α(c−1)β1αaβcα

+ cαbβ1αaβ1α)

(5.10)
= 2′−1(aαbβcα + cαaβ(c−1)αbβcα + cαbβ(c−1)αaβcα + cαbβaα).

Wegen 2 6= 0 kann man c̄ = diag(1,−1, . . . ,−1) = c̄−1 setzen und

damit ist ā + c̄ = diag(2, r2 − 1, . . . , rn − 1) ∈ J∗, da ri 6= 1 für

alle i ∈ {2, . . . , n} sind. Da c̄ā und damit auch ca genau n − 1

Eigenwerte hat (es gibt ein i ∈ {2, . . . , n} mit ri = −1 und damit

kommt der Eigenwert 1 doppelt vor), gilt für c, a ∈ J∗ nach Fall

(1):

cαaβ(c−1)α = (c−1)αaβcα = cαaβcα = (cac)α = (cca)α = aα

und daher

(abc+ cba)α = 2′−1(aαbβcα + cαaβ(c−1)αbβcα + cαbβ(c−1)αaβcα

+ cαbβaα)

= 2′−1(aαbβcα + aαbβcα + cαbβaα + cαbβaα)

= aαbβcα + cαbβaα,

was zu zeigen war.

Ist nun CharK = 2, dann gilt insbesondere c−1a+ ac−1 = 0 sowie
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ca+ ac = 0. Aus (5.10) folgt dann

0′1β = 0β = (c−1a+ ac−1)β

(5.12)
= (c−1)β1αaβ + aβ1α(c−1)β

(5.10)
= 1β(c−1)αaβ + 1βaα(c−1)β

= 1β((c−1)αaβ + aα(c−1)β)

und das liefert (c−1)αaβ + aα(c−1)β = 0′, also gilt (c−1)αaβ =

aα(c−1)β. Analog zeigt man

cαaβ = aαcβ. (5.16)

Wegen |K| = n + 1 < ∞ gibt es nach 5.3.19(b) ein µ ∈ K∗\{1},

dessen Ordnung eine Primzahl p > 2 ist. Damit ist p ungera-

de. Setze man c̄ = diag(µ, 1, . . . , 1), dann ist die Matrix ā + c̄ =

diag(1+µ, r2+1, . . . , rn+1) ∈ J̄
∗ wegen µ+1 6= 0 mit genau n−1

verschiedenen Eigenwerten. Die Matrix a+ c ∈ J∗ hat die gleichen

Eigenschaften. Dann ist cp = uc̄pu−1 = 1 und damit c−1 = cp−1

mit p− 1 gerade.

Die Matrizen c, ckack ∈ J∗ erfüllen für jedes k < p−1
2 (⇒ k < p) die

Bedingungen des Falls (1), denn wegen der Kommutativität von

a und c ist c · ckack = c2k+1a zu c̄2k+1ā = diag(µ2k+1, r2, . . . , rn)

mit µ2k+1 6= 1 und damit µ2k+1 = ri für ein i ∈ {2, . . . , n} ähnlich.

Daraus folgt (c · ckack · c)α = cα · (ckack)β · cα und entsprechend

(c · ckack · c)β = cβ · (ckack)α · cβ.

Analoges gilt für c, cl ∈ J∗ für alle l ∈ N, denn c · cl = cl+1 ist zu

c̄l+1 = diag(µl+1, 1, . . . , 1) konjugiert. Insgesamt ergibt sich

(ac−1)β = (c−1a)β = (cp−1a)β = (c · . . . · c︸ ︷︷ ︸
p−1
2 mal

·a · c · . . . · c︸ ︷︷ ︸
p−1
2 mal

)β

(1)
= cβ(c · . . . · c︸ ︷︷ ︸

p−1
2 −1 mal

·a · c · . . . · c︸ ︷︷ ︸
p−1
2 −1 mal

)αcβ
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= . . . =




cβ · . . . · cβ · cα · aβ · cα · cβ · . . . · cβ für p−1

2 ∈ 2N

cβ · cα · . . . · cβ · aα · cβ · . . . · cα · cβ sonst

(5.16)
= cβ · cα · . . . · cα · aβ

= cβ · cα · . . . · cα · 1β · 1α · aβ

(5.10)
=




cβ · . . . · cβ · cα · 1β · cα · cβ · . . . · cβ · 1α · aβ für p−1

2 ∈ 2N

cβ · cα · . . . · cβ · 1α · cβ · . . . · cα · cβ · 1α · aβ sonst

(5.11)
=





cβ · . . . · cα · cβ · (c2)α · cβ · cα · . . . · cβ · 1α · aβ für p−1
2 ∈ 2N

cβ · cα · . . . · cα · (c2)β · cα︸ ︷︷ ︸
(cc2c)α

· . . . · cα · cβ · 1α · aβ sonst

=





cβ · . . . · cβ · cα · (c4)β · cα · cβ · . . . · cβ · 1α · aβ für p−1
2 ∈ 2N

cβ · cα · . . . · cβ · (c4)α · cβ︸ ︷︷ ︸
(cc4c)β

· . . . · cα · cβ · 1α · aβ sonst

= . . . = (cp−1)β1αaβ = (c−1)β1αaβ.

Daraus folgt

(abc+ cba)α = cα((c−1a)β1αbβ + bβ1α(ac−1)β)cα

= cα((c−1)β1αaβ1αbβ + bβ1α(c−1)β1αaβ)cα

(5.10)
= cα((c−1)βaαbβ + bβ(c−1)αaβ)cα

(5.16)
= cα((c−1)βaαbβ + bβaα(c−1)β)cα

= cα((cα)−1aαbβ + bβaα(cα)−1)cα

= aαbβcα + cαbβaα.

Aus (5.14) folgt dann schließlich (aba)α = aαbβaα.

Damit ist der Fall a ∈ J∗ erledigt. Es bleibt nun der Fall a ∈ J\J∗ zu

behandeln. Man setze dabei a′ := a + σ ∈ J∗ für ein σ ∈ K∗ und stellt

zunächst die Gültigkeit der Aussage für a′ und b fest, d.h. (a′ba′)α = a′αbβa′α.

Das impliziert dann (5.13).
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Schritt 7: Aus (5.13) folgert man dann schließlich

∀a, b ∈ J : (aba)α = aαbβaα,

denn: Ist b ∈ J nicht invertierbar, dann betrachte man zuerst b′ := b+λ ∈ J∗

für ein λ ∈ K∗. Es gilt nämlich

(aba)α + (λa2)α = (a(b+ λ)a)α = aα(b+ λ)βaα

= aαbβaα + aαλβaα

(5.11)
= aαbβaα + (λa2)α

Damit ist der Satz bewiesen.

Nach dem gerade bewiesenen Satz induziert jeder nicht triviale fast-funda-

mentale Morphismus γ der Kettengeometrien einen nicht trivialen Homoto-

pismus (α, β) = (αγ, βγ), während nach 5.3.1 jeder Homotopismus (α, β) :

J → J ′ einen Morphismus γ(α,β) der zugehörigen Kettengeometrien induziert.

Wird zunächst γ = γ(α,β) durch einen Homotopismus (α, β) induziert, dann

liefert γ offensichtlich das gleiche Paar von Abbildungen (α, β) = (αγ, βγ)

zurück. Ob dieser Prozess auch umgekehrt durchgeführt werden kann, er-

scheint nicht so trivial zu sein. Deswegen ist unser letztes Ziel in diesem

Abschnitt zu zeigen, dass jeder durch einen nicht trivialen Morphismus γ

induzierte Homotopismus (α, β) = (αγ, βγ) wieder den gleichen Morphismus

γ = γ(α,β) induziert. Dafür brauchen wir das folgende Lemma.

Lemma 5.3.21. Sei p ∈ P̃(J). Gilt pγ 6= pγ(α,β), dann gibt es eine Kette

C ∈ C(K,R, J) mit p ∈ C und pγ ∈ Cγ = P(K)γ.

Beweis: OBdA sei p = R(1+ab, a) 6△R(1, 0), R(0, 1) mit b ∈ J∗ (gemäß 3.3.2),

d.h. 1 + ab /∈ R∗ und a /∈ J∗. Setze man x := −b− bab ∈ J\J∗ und y := b−1,

dann ist p = R(x, 1 + xy) (vgl. 3.3.3). Analog wie in 5.3.12 machen wir für a

eine Fallunterscheidung:

(1a) Sei a /∈ J∗ mit höchstens n − 1 verschiedenen Eigenwerten. Dann gibt

es verschiedene λ, µ ∈ K∗ mit a + λ, a + µ ∈ J∗. Damit haben wir
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drei paarweise distante Punkte p0 = R(b, 1), p1 = R(b − λ−1, 1), p2 =

R(b− µ−1, 1) ∈ △(∞), welche auch zu p distant sind.

(2a) Wir betrachten nun den Fall, wenn a /∈ J∗ genau n verschiedene Ei-

genwerte λ1, . . . , λn mit oBdA λ1 = 0 besitzt. Weiter seien c1, c2 ∈ J∗

wie im Beweis von 5.3.12, Teil (b) konstruiert mit c2 = lc1 für ein

l ∈ K∗\{1} und a + ci ∈ J∗, i ∈ {1, 2}. Dann ist auch c−11 − c−12 =

c−11 (1 − l−1) ∈ J∗. Damit sind p0 = R(b, 1), p1 = R(b − c−11 , 1) und

p2 = R(b− c−12 , 1) paarweise und zu p distante Punkte in P̃(J).

Für x gibt es die gleichen Fälle:

(1x) Hat x /∈ J∗ höchstens n − 1 verschiedene Eigenwerte, dann findet

man analog wie in (1a) drei paarweise und zu p distante Punkte p′0 =

R(1, y) = R(b, 1) = p0, p
′
1 = R(1, y − λ′−1), p′2 = R(1, y − µ′−1) ∈ △(0)

mit x+ λ′, x+ µ′ ∈ J∗ und λ′, µ′ ∈ K∗, λ′ 6= µ′.

(2x) Sei nun x /∈ J∗ diagonalisierbar mit genau n verschiedenen Eigenwerten,

dann gibt es analog wie in (2a) c′1, c
′
2 ∈ J∗ mit c′2 = l′c′1 für ein l′ ∈

K∗\{1}, so dass x + c′i ∈ J∗ und c′−11 − c′−12 ∈ J∗ gilt. Deshalb sind

die Punkte p′0 = R(1, y) = R(b, 1) = p0, p
′
1 = R(1, y − c′−11 ) und p′2 =

R(1, y − c′−12 ) in P̃(J) paarweise und zu p distant.

Nun untersuchen wir die Ketten C := (p0p1p2), C
′ := (p′0p

′
1p
′
2), Ci := (pp0pi)

und C ′i := (pp′0p
′
i) mit i ∈ {1, 2}. Alle diese Ketten haben nach Definition

bzw. laut dem Beweis von 5.3.12 mindestens drei Punkte in △(∞) ∪ △(0).

Insbesondere stimmen die Bilder dieser Punkte unter γ und γ(α,β) überein.

Da jede Kette durch drei Punkte eindeutig bestimmt ist, sind auch die Bilder

der entsprechenden Ketten unter γ und γ(α,β) gleich. Gilt nun C
γ
i 6= C ′γj für

mindestens ein Paar (i, j) mit i, j ∈ {1, 2}, dann folgt daraus

{pγ, pγ0} = Cγ
i ∩ C

′γ
j = C

γ(α,β)
i ∩ C

′γ(α,β)
j = {pγ(α,β), p

γ(α,β)
0 }

und wegen pγ0 = p
γ(α,β)
0 ergibt sich dann pγ = pγ(α,β). Analoges gilt, wenn

Cγ
1 6= Cγ

2 oder C
′γ
1 6= C ′γ2 ist.

Im Fall pγ 6= pγ(α,β) muss daher stets die Gleichheit Cγ
1 = Cγ

2 = C ′γ1 = C ′γ2
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gelten. Damit liegen die Punkte pγ0 , p
γ
i , p

′γ
i für alle i ∈ {1, 2} auf einer Kette

und es ist folglich Cγ = C ′γ = Cγ
1 .

Kombinieren wir die oben betrachteten Fälle für a und x, dann erhalten wir

für C und C ′ insgesamt vier Möglichkeiten:

(1a1x) In diesem Fall hat die Kette C die Gestalt C = P(K)σ = {R(1, 0)} ∪
{R(b + ν, 1) | ν ∈ K} mit σ ∈ PE2(J), welches durch B21(b) induziert

wird, denn es gilt

p0 = R(b, 1) = R(0, 1)


 1 0

b 1


 ,

p1 = R(b− λ−1, 1) = R(−λ−1, 1)


 1 0

b 1


 ,

p2 = R(b− µ−1, 1) = R(−µ−1, 1)


 1 0

b 1


 .

Analog ist C ′ = {R(0, 1)} ∪ {R(1, y + ν) | ν ∈ K}. Da aber γ und

γ(α,β) fast-fundamental sind und insbesondere R(1, 0)
γ = R(1, 0)γ(α,β) =

R′(1′, 0′) und R(0, 1)γ = R(0, 1)γ(α,β) = R′(0′, 1′) gilt, muss es wegen

Cγ = C ′γ ein ν0 ∈ K geben, so dass R′((b+ν0)
β, 1′) = R′(0′, 1′) ist. Das

impliziert 0′ = bβ + νβ0 , also b
β = −νβ0 ∈ K

′ und folglich ist pγ ∈ Cγ
1 =

Cγ = {R′(1′, 0′)} ∪ {R′((ν − ν0)
β, 1′) | ν ∈ K} = P(K)γ. Daher ist C1

die gesuchte Kette durch p mit Cγ
1 = P(K)γ.

(1a2x) Für die Kette C gilt wie im Fall (1a1x). Die Kette C ′ kann man nun

als P(K)δ = {R(0, 1)} ∪ {R(1, y + νc′−11 ) | ν ∈ K} darstellen, wobei

δ ∈ PGL2(R) durch die Matrix


 (l′−1 − 1)c′1 (l

′−1 − 1)c′1y

−c′1 1− c′1y


 =


 0 (l′−1 − 1)c′1

−1 −c′1





 0 −1

1 y


 ∈ GL2(R)

induziert wird. Hierbei gilt p′0 = R(1, y) = R(1, 0)δ, p′1 = R(1, y−c′−11 ) =
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R(0, 1)δ, p′2 = R(1, y − l′−1c′−11 ) = R(l′, 1)δ und für k′ 6= l′ haben wir

R(k′, 1)


 (l′−1 − 1)c′1 (l

′−1 − 1)c′1y

−c′1 1− c′1y




= R(k′(l′−1 − 1)c′1 − c′1, k
′(l′−1 − 1)c′1y + 1− c′1y)

= R((k′(l′−1 − 1)− 1)c′1, (k
′(l′−1 − 1)− 1)c′1y + 1)

=




R(1, y + νc′−11 ) ∈ C ′, falls k′ 6= (l′−1 − 1)−1,

R(0, 1) ∈ C ′ sonst,

wobei ν = (k′(l′−1 − 1)− 1)−1 ∈ K∗ ist.

Analog wie in (1a1x) gibt es wegen Cγ = C ′γ ein ν0 ∈ K, so dass

R′((b + ν0)
β, 1′) = R′(0′, 1′) und damit bβ = −νβ0 ist. Folglich erhalten

wir pγ ∈ Cγ
1 = Cγ = P(K)γ.

(2a1x) Nun ist C ′ wie im Fall (1a1x) und C hat die Gestalt C = P(K)σ =

{R(b+ νc−11 , 1) | ν ∈ K} ∪ {R(1, 0)} mit σ ∈ PGL2(R), wobei σ durch


 (l−1 − 1)c1b (l

−1 − 1)c1

1− c1b −c1


 =


 0 (l−1 − 1)c1

1 −c1





 1 0

b 1


 ∈ GL2(R)

induziert wird. Es gilt p0 = R(b, 1) = R(1, 0)σ, p1 = R(b − c−11 , 1) =

R(0, 1)σ, p2 = R(b− l−1c−11 , 1) = R(l, 1)σ und für k 6= l ist

R(k, 1)


 (l−1 − 1)c1b (l

−1 − 1)c1

1− c1b −c1




= R(k(l−1 − 1)c1b+ 1− c1b, k(l
−1 − 1)c1 − c1)

= R((k(l−1 − 1)− 1)b+ c−11 , k(l−1 − 1)− 1)

=




R(b+ νc−11 , 1) ∈ C, falls k 6= (l−1 − 1)−1,

R(1, 0) ∈ C sonst

mit ν = (k(l−1 − 1)− 1)−1 ∈ K∗.
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Mit der gleichen Argumentation wie in (1a2x) findet man ein ν0 ∈ K

mit R′(1′, 0′) = R′(1′, (y + ν0)
α). Also ist yα = −να0 und damit haben

wir pγ ∈ Cγ
1 = C ′γ = {R′(0′, 1′)}∪ {R′(1′, (ν− ν0)

α) | ν ∈ K} = P(K)γ.

(2a2x) Schließlich ist der Fall C = P(K)σ und C ′ = P(K)δ mit σ ∈ PGL2(R)

wie in (2a1x) und δ ∈ PGL2(R) wie in (1a2x) zu betrachten. Analog wie

oben gibt es ein ν0 ∈ K mit R′(0′, 1′) = R′((b + ν0c
−1
1 )β, 1′), d.h. bβ =

−(ν0c
−1
1 )β = −ν β̂0 (c

−1
1 )β. Wir zeigen nun, dass es ein Körperelement

ρ ∈ K gibt, so dass bβ = ρβ ist.

Dazu definieren wir eine weitere Kette, und zwar wie folgt: Für a bzw.

ā = u−1au = diag(λ1, . . . , λn) ∈ J̄ = u−1Ju mit u ∈ R∗ und λ1 = 0

existiert wegen |K| ≥ n + 1 ein τ ∈ K∗, so dass a + τ ∈ J∗ bzw.

ā + τ ∈ J̄∗ gilt. Weiter setzen wir d̄ := diag(µ̃1, . . . , µ̃n) ∈ K[ā]∗ ⊆ J̄∗

mit µ̃i ∈ K
∗\{−λi, τ} für jedes i ∈ {1, . . . , n} (vgl. 3.3.1). Dann haben

wir ā+ d̄ ∈ J̄∗ und deshalb gilt a+ d ∈ J∗ für d := ud̄u−1 ∈ K[a]∗ ⊆ J∗

sowie d− τ, d−1− τ−1 ∈ J∗. Damit sind p0 = R(b, 1), p̃1 = R(b− d−1, 1)

und p̃2 = R(b− τ−1, 1) paarweise und zu p distante Punkte in P̃(J), so
dass C̃ := (p0p̃1p̃2) eine Kette in P̃(J) ist. Diese Kette kann man als

P(K)σ̃ darstellen, wobei σ̃ ∈ PGL2(R) durch die Matrix


 (d− τ)b d− τ

1− db −d


 =


 0 d− τ

1 −d





 1 0

b 1


 ∈ GL2(R)

induziert wird. Für die Punkte p0, p̃1, p̃2 gilt nämlich p0 = R(b, 1) =

R(1, 0)σ̃, p̃1 = R(b − d−1, 1) = R(0, 1)σ̃, p̃2 = R(b − τ−1, 1) = R(1, 1)σ̃

und für k ∈ K∗\{1} haben wir

R(k, 1)σ̃ = R(k, 1)


 (d− τ)b d− τ

1− db −d




= R(k(d− τ)b+ (1− db), k(d− τ)− d)

= R(1 + ((k − 1)d− kτ)b, (k − 1)d− kτ).

Also ist C̃ = {R(b, 1)}∪{R(1+((k−1)d−kτ)b, (k−1)d−kτ) | k ∈ K}.
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Da C̃ mindestens drei Punkte in △(∞) ∪ △(0) enthält, gilt C̃γ = C̃γ(α,β).

Im nächsten Schritt wollen wir feststellen, ob C̃γ = Cγ ist, d.h. ob die

Punkte p̃γ1 , p̃
γ
2 auf C

γ liegen. Dafür untersuchen wir zusätzlich jeweils

eine Kette durch p̃1 bzw. p̃2.

Zunächst betrachten wir die Kette C̃1 := (pp0p̃1). Analog wie im Teil

(b) des Beweises von 5.3.12 bestimmt man die weiteren Punkte auf

dieser Kette. Dabei erhalten wir

C̃1 ={R(1 + k−1((k − 1)a− d)b, k−1((k − 1)a− d)) | k ∈ K∗\{1}}∪

{p, p0, p̃1}.

Für jedes k ∈ K∗\{1} setzen wir dk := k−1((k − 1)a − d) ∈ K[a] ⊆ J

sowie qk := R(1 + dkb, dk), wobei jeweils q
γ
k = q

γ(α,β)
k oder qγk 6= q

γ(α,β)
k

gelten kann. Bevor wir eine geeignete Fallunterscheidung formulieren,

möchten wir die Matrix d noch etwas genauer definieren.

Wegen τ 6= −λi für alle i ∈ {2, . . . , n} gibt es ein k0 ∈ K∗\{1}, so

dass τ = (k0 − 1)λj für ein j ∈ {2, . . . , n} ist. Nach unserer Wahl

von d gilt außerdem µ̃i 6= τ für alle i ∈ {1, . . . , n}. Somit können wir

µ̃1 = µ̃j − τ = µ̃j − (k0 − 1)λj /∈ {0, τ} setzen. Nun betrachten wir die

folgenden zwei Fälle:

(i) Wir nehmen zuerst an, dass qγk 6= q
γ(α,β)
k für alle k ∈ K∗\{1} gilt.

Das bedeutet insbesondere, dass dk und 1 + dkb nicht invertierbar

sind. Betrachtet man die Matrix (k0−1)a−d ∈ J\J
∗, so kann man

leicht nachrechnen, dass diese den Eigenwert τ − µ̃j mindestens

doppelt hat, so dass dk0 höchstens n−1 Eigenwerte besitzt. Analog

wie im Fall (1a1x) bzw. (1a2x) zeigt man dann für den Punkt qk0
sofort das Gewünschte, d.h. dass bβ = ρβ für ein ρ ∈ K ist.

(ii) Nun sei angenommen, dass ein k ∈ K∗\{1} existiert, für welches

qγk = q
γ(α,β)
k ist. Dann gilt C̃γ

1 = C̃
γ(α,β)
1 . In diesem Fall folgern wir

die Gleichheit C̃γ
1 = Cγ

1 , denn sonst wäre {pγ, pγ0} = C̃γ
1 ∩ C

γ
1 =

C̃
γ(α,β)
1 ∩C

γ(α,β)
1 = {pγ(α,β), p

γ(α,β)
0 }, was zum Widerspruch pγ = pγ(α,β)

führen würde. Dadurch erhalten wir p̃1 ∈ C
γ
1 .
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Im Weiteren sei also der Fall (ii) gültig. Wir möchten jetzt eine Kette

durch p̃2 definieren, deren Bilder unter γ und γ(α,β) ebenfalls gleich

sind. Dazu erinnern wir uns, wie c1 genau definiert wurde (siehe Beweis

von 5.3.12, Teil (b)). Für a = uāu−1 mit u ∈ R∗ und ā wie oben

ist c1 = uc̄1u
−1 mit c̄1 =

∑n
i=1 µiei = diag(µ1, . . . , µn), wobei µi ∈

K∗\{−λi,−l
−1λi}, i ∈ {1, . . . , n}, für ein fest gewähltes l ∈ K∗\{1}

sind. Sei nun ξ ∈ K∗\{1, 1− l−1}, dann können wir oBdA µi = (ξ−1)λi
für alle i ∈ {2, . . . , n} setzen. Wegen λ1 = 0 kann µ1 6= 0 beliebig

gewählt werden, dieses werden wir im Laufe des Beweises noch etwas

präzisieren.

Nun betrachten wir einen Punkt auf C1 = (pp0p1), welcher von den

Punkten p, p0, p1 verschieden ist. Gemäß dem Beweis von 5.3.12 (Teil

(b)) hat jeder von p, p0, p1 verschiedene Punkt die Gestalt

R(1 + k−1((k − 1)a− c1)b, k
−1((k − 1)a− c1)) =: sk

mit k ∈ K∗\{1}. Wir konzentrieren uns auf den Punkt sξ, d.h. k = ξ.

Weiter setzen wir aξ := ξ−1((ξ − 1)a − c1) ∈ J . Nach der obigen Wahl

von µ2, . . . , µn ist dann aξ ähnlich zu der Diagonalmatrix

ξ−1diag(−µ1, (ξ − 1)λ2 − µ2, . . . , (ξ − 1)λn − µn)

= diag(−ξ−1µ1, 0, . . . , 0).

Fordern wir zusätzlich µ1 6= ξτ , dann haben wir

aξ + τ ≈ diag(τ − ξ−1µ1, τ, . . . , τ)

und somit gilt aξ + τ ∈ J∗. Das liefert

sξ = R(1 + aξb, aξ) = R(1 + τ−1aξ − τ−1aξ + aξb, aξ)

= R(1 + τ−1aξ + aξ(b− τ−1), aξ)

= R(1 + (1 + τ−1aξ)
−1aξ(b− τ−1), (1 + τ−1aξ)

−1aξ),

so dass sξ △ p̃2 ist. Deshalb sind die Punkte p, sξ und p̃2 paarweise
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distant.

Gilt sγξ 6= s
γ(α,β)
ξ , dann erhalten wir sofort nach (1a1x) bzw. (1a2x)

bβ = ρβ für ein ρ ∈ K, denn die Matrix (1 + τ−1aξ)
−1aξ hat wegen

(1 + τ−1aξ)
−1aξ

≈ diag((1− τ−1ξ−1µ1)
−1, 1, . . . , 1) · diag(−ξ−1µ1, 0, . . . , 0)

≈ diag(−(1− τ−1ξ−1µ1)
−1ξ−1µ1, 0, . . . , 0)

genau 2 Eigenwerte (man beachte, dass wir im Fall n = 2 wegen |K| ≥ 4

den Fall (1a) anwenden können).

Es gelte nun sγξ = s
γ(α,β)
ξ . In diesem Fall untersuchen wir die Kette C̃2 :=

(psξp̃2). Diese kann man als P(K)η darstellen, wobei η ∈ PGL2(R)

durch die Matrix


 1 + (1 + τ−1a)−1a(b− τ−1) (1 + τ−1a)−1a

r(b− τ−1) r




=


 1 0

0 r





 1 + (1 + τ−1a)−1a(b− τ−1) (1 + τ−1a)−1a

b− τ−1 1


 ∈ GL2(R)

mit

r = (1 + τ−1aξ)
−1aξ − (1 + τ−1a)−1a

≈ diag(−(1− τ−1ξ−1µ1)
−1ξ−1µ1, 0, . . . , 0)

− diag(1, (1 + τ−1λ2)
−1, . . . , (1 + τ−1λn)

−1) · diag(0, λ2, . . . , λn)

= diag(−(1− τ−1ξ−1µ1)
−1ξ−1µ1,−(1 + τ−1λ2)

−1λ2, . . . ,

− (1 + τ−1λn)
−1λn) ∈ J̄

∗,

also r ∈ J∗, induziert wird. Es gilt nämlich:

R(1, 0)η = R(1 + (1 + τ−1a)−1a(b− τ−1), (1 + τ−1a)−1a)

= R(1 + τ−1a+ a(b− τ−1), a)
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= R(1 + ab, a) = p,

R(0, 1)η = R(r(b− τ−1), r)

= R(b− τ−1, 1) = p̃2,

R(1, 1)η = R(1 + (1 + τ−1a)−1a(b− τ−1) + r(b− τ−1), (1 + τ−1a)−1a+ r)

= R(1 + (1 + τ−1aξ)
−1aξ(b− τ−1), (1 + τ−1aξ)

−1aξ) = sξ.

Jeder weitere Punkt auf C̃2 hat die Form

R(k, 1)η = R(1 + ((1 + τ−1a)−1a+ k−1r)(b− τ−1), (1 + τ−1a)−1a+ k−1r)

= R(1 + ãk(b− τ−1), ãk)

mit ãk := (1 + τ−1a)−1a+ k−1r ∈ J und k ∈ K∗\{1} und es gilt

kãk = k(1 + τ−1a)−1a+ r

= (k − 1)(1 + τ−1a)−1a+ (1 + τ−1aξ)
−1aξ

≈ (k − 1)diag(0, (1 + τ−1λ2)
−1λ2, . . . , (1 + τ−1λn)

−1λn)

+ diag(−(1− τ−1ξ−1µ1)
−1ξ−1µ1, 0, . . . , 0)

= (k − 1)diag((1− k)−1(1− τ−1ξ−1µ1)
−1ξ−1µ1, (1 + τ−1λ2)

−1λ2, . . . ,

(1 + τ−1λn)
−1λn).

Daraus folgt ãk ∈ J∗ und damit gilt R(k, 1)η △ R(1, 0) für alle k ∈

K∗\{1}. Das impliziert (R(k, 1)η)γ = (R(k, 1)η)γ(α,β), so dass schließlich

C̃γ
2 = C̃

γ(α,β)
2 ist.

Wegen (1 + τ−1λi)λ
−1
i = λ−1i + τ−1 6= λ−1j + τ−1 = (1 + τ−1λj)λ

−1
j

für alle i, j ∈ {2, . . . , n} mit i 6= j ist insbesondere ãk /∈ K∗, so dass

R(k, 1)η 6= R(b, 1) = p0 und somit C̃2 6= C1 gilt.

Nach gleicher Argumentation wie oben folgern wir C̃γ
2 = Cγ

1 und somit

gilt p̃γ2 ∈ C
γ
1 .

Also haben wir p̃γ1 , p̃
γ
2 ∈ C

γ
1 = Cγ, was sofort C̃γ = Cγ impliziert. Für

den Punkt p̃2 ∈ C̃ folgt daraus p̃γ2 = R(b−τ−1, 1)γ = R′((b−τ−1)β, 1′) ∈

Cγ und wegen p̃2 △ p0 und somit R′((b − τ−1)β, 1′) 6= R′(bβ, 1′) so-

wie R′((b − τ−1)β, 1′) 6= R′(1′, 0′) muss es ein ν̃ ∈ K∗ geben, für wel-
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ches R′((b − τ−1)β, 1′) = R′((b + ν̃c−11 )β, 1′) gilt. Das liefert −(τ−1)β =

(ν̃c−11 )β ∈ K ′∗. Deshalb erhalten wir (c−11 )β = (−ν̃−1τ−1)β ∈ K ′∗. Das

impliziert bβ = −ν β̂0 (c
−1
1 )β = (ν0ν̃

−1τ−1)β = ρβ für ρ := ν0ν̃
−1τ−1 ∈ K.

Insgesamt folgern wir

pγ ∈ Cγ
1 = Cγ = {R′(1′, 0′)} ∪ {R′((b+ νc−11 )β, 1′) | ν ∈ K}

= {R′(1′, 0′)} ∪ {R′(bβ + (νc−11 )β, 1′) | ν ∈ K}

= {R′(1′, 0′)} ∪ {R′(ρ− νν̃−1τ−1)β, 1′) | ν ∈ K}

= {R′(1′, 0′)} ∪ {R′((ν0 − ν)ν̃−1τ−1)β, 1′) | ν ∈ K}

= P(K)γ.

Damit sind alle Fälle erledigt und das Lemma ist bewiesen.

Satz 5.3.22. Sei γ : Σ̃→ Σ̃′ ein fast-fundamentaler nicht trivialer Morphis-

mus. Dann ist der Morphismus γ(α,β), der durch den assoziierten Homotopis-

mus (α, β) = (αγ, βγ) induziert ist, zu γ identisch.

Jeder nicht triviale Morphismus σ : Σ̃→ Σ̃′ hat die Gestalt σ = γ(α,β) ◦δ, wo-

bei δ ∈ PE2(J
′) und γ(α,β) durch einen Homotopismus (α, β) mit dimK ′J

α ≥ 2

induziert wird. Umgekehrt ist jede Abbildung dieses Typs ein nicht trivialer

Morphismus.

Beweis: Im folgenden Beweis beachten wir, dass jede Kette in C(K,R, J)

mindestens fünf Punkte enthält, denn nach Voraussetzung hat der Körper K

im kleinsten Fall 4 Elemente.

Unser Ziel ist zu zeigen, dass für alle p ∈ P̃(J) die Gleichheit pγ = pγ(α,β) gilt.

Sei also p ∈ P̃(J) ein beliebiger Punkt. Gilt Cγ 6= P(K)γ für jede Kette C ∈
C(K,R, J) durch p, dann folgt sofort nach Lemma 5.3.21 die Behauptung.

Daher betrachten wir einen Punkt p und eine Kette C durch p mit Cγ =

P(K)γ und zeigen pγ = pγ(α,β).

Da γ nicht trivial ist, gibt es einen Punkt q ∈ P̃(J) mit qγ /∈ P(K)γ. Nach
5.3.21 folgt dann qγ = qγ(α,β). Gemäß 5.3.13 gibt es durch jeden Punkt von

P̃(J) eine Kette, welche mindestens drei zu p distante Punkte enthält. Wäre

{pγ} ∪ △(p)γ = P(K)γ, dann würden alle diese Ketten und damit auch alle
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Punkte von P̃(J) unter γ auf P(K) abgebildet, was aber ein Widerspruch

zur Nichttrivialität von γ ist (vgl. 5.3.14). Daher können wir oBdA q ∈ △(p)

wählen.

Wir zeigen nun, dass es noch mindestens einen Punkt auf C gibt, welcher zu

q distant ist.

Die projektive lineare Gruppe PGL2(R) operiert 3-△-transitiv auf P(R), da-
her gibt es ein σ ∈ PGL2(R), welches p auf R(1, 0) und zwei weitere Punkte

von C auf R(0, 1) bzw. R(1, 1) abbildet. Damit ist Cσ = P(K). Wegen q △ p

ist dann qσ = R(a, 1) für ein a ∈ R.

Da a höchstens n verschiedene Eigenwerte hat, gibt es wegen |K| ≥ n + 1

mindestens ein k ∈ K mit a− k ∈ R∗, so dass qσ zu R(1, 0) und R(k, 1) auf

Cσ = P(K) distant ist. Setze man p′ := R(k, 1)σ
−1

∈ C, so gilt q △ p′ wegen

PGL2(R) ≤ Aut(P(R),△). Im Weiteren sei C ′ := (pp′q).

Laut 3.4.3 gibt es ein η ∈ PE2(J) mit p
η = R(1, 0) und p′η = R(0, 1),

d.h. es gilt Cη = {R(1, 0)} ∪ {R(λh, 1) | λ ∈ K} für ein h ∈ J∗. Wegen

q △ p und q △ p′ muss dann qη die Gestalt R(x, 1) mit einem x ∈ J∗

haben, wobei x und h wegen qη /∈ Cη linear unabhängig sind. Nun ist H :=

{R(1, 0)} ∪ {R(x − λh, 1) | λ ∈ K} = P(K)
(
−h 0
x 1

)
6= Cη eine Kette in P̃(J)

durch pη = R(1, 0) und qη = R(x, 1). Insbesondere ist p′η /∈ H und damit

H 6= C ′η. Für jedes λ ∈ K∗ definieren wir qλ := R(x − λh, 1)η
−1

, dann ist

H = {pη, qη}∪{(qλ)
η | λ ∈ K∗} und damit Cq := {p, q}∪{qλ | λ ∈ K

∗} = Hη−1

eine Kette in P̃(J).

Jeder Punkt (qλ)
η = R(x−λh, 1) ∈ H = (Cq)

η ist zu mindestens einem Punkt

auf Cη\{R(1, 0)} distant, nämlich (qλ)
η
△ R(−λh, 1). Damit ist jeder Punkt

qλ ∈ △(p) ∩ Cq zu mindestens einem Punkt pλ := R(−λh, 1)η
−1

auf C\{p}

distant, wobei pλ 6= p′ für alle λ ∈ K∗ gilt. Weiter setze man Cλ := (qλpλp)

für jedes λ ∈ K∗ (siehe Abbildung 5.2).

Wegen qγ /∈ P(K)γ gilt C ′γ 6= P(K)γ und Cγ
q 6= P(K)γ. Das bedeutet, dass

es höchstens zwei Punkte auf Cq gibt, welche unter γ in P(K)γ abgebildet
werden, und einer davon ist p. Mit anderen Worten finden wir (mindestens

zwei) verschiedene λ1, λ2 ∈ K
∗ mit qγλi /∈ P(K)γ und daher muss die Gleichheit

qγλi = q
γ(α,β)
λi

für i ∈ {1, 2} erfüllt sein. Das liefert analog wie oben Cγ
λi
6= P(K)γ.
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C

Cq
C ′ Cλ

p

p′

q

pλ

qλ

Abbildung 5.2

Insbesondere gilt C ′γ = C ′γ(α,β) sowie Cγ
λi
= C

γ(α,β)
λi

für i ∈ {1, 2}.

Gilt C ′γ = Cγ
λi
für ein i ∈ {1, 2}, dann ist pγλi ∈ C ′γ und damit C ′γ =

(p′γpγλip
γ) = Cγ = P(K)γ, was ein Widerspruch ist. Das impliziert C ′γ 6= Cγ

λi

für alle i ∈ {1, 2}. Haben C ′γ und Cγ
λi
nur einen Punkt gemeinsam, dann ist

dieser Punkt pγ und dann folgt sofort {pγ} = C ′γ ∩ Cγ
λi
= C ′γ(α,β) ∩ C

γ(α,β)
λi

=

{pγ(α,β)} ⇒ pγ = pγ(α,β). Gibt es im Schnitt C ′γ ∩ Cγ
λi
noch einen weiteren

Punkt außer pγ, dann kann dieser Punkt weder p′γ noch pγλi sein, denn sonst

wäre Cγ
λi
= P(K)γ bzw. C ′γ = P(K)γ. Sei also C ′γ ∩ Cγ

λi
= {vγ, pγ} für ein

v ∈ (C ′∪Cλi)\{p, p
′, pλi}, dann ist v

γ /∈ P(K)γ und daher vγ = vγ(α,β). Daraus

folgt {pγ, vγ} = C ′γ ∩ Cγ
λi
= C ′γ(α,β) ∩ C

γ(α,β)
λi

= {pγ(α,β), vγ(α,β)} und deshalb ist

pγ = pγ(α,β). Damit ist die Behauptung bewiesen.



Kapitel 6

Beweise der Hilfssätze

In diesem Kapitel beweisen wir Hilfsätze, welche im Abschnitt 2.2 angewendet

werden. Im Weiteren sei stets K ein Körper mit CharK 6= 2 und R = K3,3.

6.1 Hilfssatz 1

Für den ersten Hilfsatz benötigen wir das folgende Lemma:

Lemma 6.1.1. Sei J ⊆ R ein Jordan-System. Seien weiter ε, δ ∈ J mit

ε2 = δ2 = 0 und εδ = −δε, dann gilt εδ = δε = 0.

Beweis: Wegen ε2 = 0 ist ε zu einer Matrix ε′ :=
(

0 u v
0 0 w
0 0 0

)
mit u, v, w ∈ K

ähnlich, d.h. es gibt ein p ∈ GL3(K) mit ε
′ = p−1εp. Wir beweisen die

Behauptung zunächst für ε′ und δ′ := p−1δp. Insbesondere gilt nach Voraus-

setzung ε′δ′ = p−1εpp−1δp = p−1εδp = p−1(−δε)p = −δ′ε′ sowie ε′2 = δ′2 = 0.

Wegen 0 = ε′2 =
(

0 0 uw
0 0 0
0 0 0

)
gilt dann u = 0 oder w = 0.

Sei δ′ =
(
m11 m12 m13
m21 m22 m23
m31 m32 m33

)
. Dann erhalten wir

ε′δ′ =




um21 + vm31 um22 + vm32 um23 + vm33

wm31 wm32 wm33

0 0 0



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= −




0 m11u m11v +m12w

0 m21u m21v +m22w

0 m31u m31v +m32w


 = −δ′ε′.

Wir machen die folgende Fallunterscheidung für u und w:

(i) Seien u = w = 0. Ist auch v = 0, dann ist ε′ = 0 und damit gilt sofort

die Behauptung. Sei also v 6= 0, dann haben wir:

ε′δ′ =




vm31 vm32 vm33

0 0 0

0 0 0


 = −




0 0 m11v

0 0 m21v

0 0 m31v


 = −δ′ε′

und somit ergibt sich m31 = m32 = m21 = 0 und m11 = −m33. Daher

ist δ′ =
(m11 m12 m13

0 m22 m23
0 0 −m11

)
und wegen 0 = δ′2 =

(m2
11 ∗ ∗
0 m2

22 ∗
0 0 m2

11

)
gilt dann

−m33 = m11 = m22 = 0. Folglich erhalten wir ε′δ′ = 0 = δ′ε′.

(ii) Seien u = 0, w 6= 0 und v beliebig. Es gilt dann

ε′δ′ =




vm31 vm32 vm33

wm31 wm32 wm33

0 0 0


 = −




0 0 m11v +m12w

0 0 m21v +m22w

0 0 m31v +m32w


 = −δ′ε′.

Das impliziert m31 = m32 = 0. Daher ist δ′ =
(
m11 m12 m13
m21 m22 m23
0 0 m33

)
und wegen

0 = δ′2 =
( ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
0 0 m2

33

)
ist auch m33 = 0. Das liefert sofort ε′δ′ = 0 = δ′ε′.

(iii) Seien u 6= 0, w = 0 und v beliebig. Dann haben wir

ε′δ′ =




um21 + vm31 um22 + vm32 um23 + vm33

0 0 0

0 0 0



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= −




0 m11u m11v

0 m21u m21v

0 m31u m31v


 = −δ′ε′

und damit gilt m21 = m31 = 0. Daraus folgt δ′ =
(m11 m12 m13

0 m22 m23
0 m32 m33

)
und

wegen 0 = δ′2 =
(
m2

11 ∗ ∗
0 ∗ ∗
0 ∗ ∗

)
ist dann m11 = 0. Somit ergibt sich δ′ε′ =

0 = ε′δ′.

Insgesamt folgt daraus εδ = δε = 0.

Jetzt kann der erste angekündigte Hilfsatz bewiesen werden:

Hilfssatz 6.1.2. Sei J = K +Kε +Kδ ⊆ R mit ε2 = δ2 = 0. Dann ist J

genau dann ein Jordan-System, wenn εδ = δε = 0 gilt. Folglich ist J eine

kommutative K-Algebra.

Beweis: ”⇐” Sei J wie oben mit εδ = δε = 0. Offenbar gilt 1 ∈ J . Wir

zeigen, dass für jedes c ∈ J∗ auch c−1 ∈ J gilt (vgl. 1.1.27(1)). Sei also

c := k + lε+ sδ ∈ J∗ mit k, l, s ∈ K. Es ist k ∈ K∗, denn im Fall k = 0 wäre

c = lε + sδ wegen (lε + sδ)2 = l2ε2 + ls(εδ + δε) + s2δ2 = 0 nilpotent und

damit nicht invertierbar. Folglich ist c−1 = k−1− k−2lε− k−2sδ, denn es gilt:

cc−1 = (k + lε+ sδ)(k−1 − k−2lε− k−2sδ)

= kk−1 + (−kk−2l + k−1l)ε+ (−kk−2s+ k−1s)δ − lk−2sεδ − k−2lsδε

= 1 + (−k−1l + k−1l)︸ ︷︷ ︸
=0

ε+ (−k−1s+ k−1s)︸ ︷︷ ︸
=0

δ − k−2ls (εδ + δε)︸ ︷︷ ︸
=0

= 1.

Also gilt c−1 ∈ J für jedes c ∈ J∗. Daraus folgt, dass J ein Jordan-System

ist.

”⇒” Sei nun J = K + Kε + Kδ ein Jordan-System mit ε2 = δ2 = 0. Wir

beweisen die Gültigkeit der Gleichheit εδ = δε = 0. Dafür setzen wir c :=

k + lε + sδ ∈ J∗ und c−1 := k′ + l′ε + s′δ mit k, k′ ∈ K∗ und l, s, l′, s′ ∈ K.

Gilt l = 0, dann ist c = k + sδ ∈ K[δ] für alle s ∈ K invertiebar mit

c−1 = k−1 − k−2sδ ∈ K[δ]. Somit ist dann auch l′ = 0. Es gilt sogar die
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Äquivalenz l = 0⇔ l′ = 0. Analog gilt auch s = 0⇔ s′ = 0.

Nun nehmen wir an, dass s ∈ K∗ (und damit s′ ∈ K∗) ist. Wir zeigen

zunächst, dass es mindestens ein l 6= 0 gibt, so dass c invertierbar ist. In

diesem Fall ist dann nach dem oben Gezeigten auch l′ 6= 0.

Nach Voraussetzung ist ε zu einer Matrix ε′ :=
(

0 u v
0 0 w
0 0 0

)
ähnlich, d.h. es ist

ε′ = p−1εp für ein p ∈ GL3(K). Wegen ε′2 = 0 gilt hierbei uw = 0 und

damit u = 0 oder w = 0 (vgl. Beweis von 6.1.1). Weiter untersuchen wir

das zu J konjugierte Jordan-System J ′ := p−1Jp = K + Kε′ + Kδ′ mit

δ′ := p−1δp =
(
m11 m12 m13
m21 m22 m23
m31 m32 m33

)
und c′ := p−1cp = k + lε′ + sδ′ ∈ J ′. Zuerst

betrachten wir das Produkt ε′δ′ε′. Es gilt

ε′δ′ε′ =




0 u(um21 + vm31) v(um21 + vm31) + w(um22 + vm32)

0 wm31u w(vm31 + wm32)

0 0 0




=




0 u(um21 + vm31) v(um21 + vm31 + wm32)

0 0 w(vm31 + wm32)

0 0 0




=





( 0 0 v(vm31+wm32)
0 0 w(vm31+wm32)
0 0 0

)
= (vm31 + wm32)ε

′, falls u = 0,
(

0 u(um21+vm31) v(um21+vm31)
0 0 0
0 0 0

)
= (um21 + vm31)ε

′, falls w = 0.

Daraus folgt, dass es stets ein τ ∈ K gibt, so dass ε′δ′ε′ = τε′ ∈ J ′ ist.

Mit (k + sδ′)−1 = k−1 − k−2sδ′ ∈ J ′ erhalten wir

c′(k−1 − k−2sδ′) = (k + lε′ + sδ′)(k−1 − k−2sδ′) = 1 + k−1lε′(1− k−1sδ′).

Definiert man d := ε′(1− k−1sδ′) ∈ R, dann gilt

d2 = (ε′ − k−1sε′δ′)2

= −k−1sε′δ′ε′ + k−2s2ε′δ′ε′δ′

= −k−1sτε′ + k−2s2τε′δ′ = −k−1sτd.
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Ist τ = 0, dann ist d nilpotent. In diesem Fall gilt dann c′(k−1 − k−2sδ′) =

1+k−1ld ∈ R∗ und damit ist c′ ∈ J ′∗ für alle l ∈ K. Das impliziert unmittelbar

c ∈ J∗ für alle l ∈ K.

Sei nun τ ∈ K∗, dann ist −ks−1τ−1d idempotent, denn es gilt (−ks−1τ−1d)2 =

k2s−2τ−2d2 = k2s−2τ−2(−k−1sτ)d = −ks−1τ−1d. Insbesondere hat−ks−1τ−1d

die Eigenwerte 0 und 1. Wegen |K| ≥ 3 gibt es mindestens ein ν ∈ K∗ mit

1 + νks−1τ−1d ∈ R∗. Setzen wir l := νk2s−1τ−1 ∈ K∗, dann ergibt sich

c′(k−1 − k−2sδ′) = 1 + k−1ld = 1 + νks−1τ−1d ∈ R∗. Daher ist c′ ∈ J ′∗ und

somit c ∈ J∗ für mindestens ein l ∈ K∗.

Weiter gilt

cc−1 = (k + lε+ sδ)(k′ + l′ε+ s′δ)

= kk′ + (kl′ + k′l)ε+ (ks′ + k′s)δ + ls′εδ + l′sδε = 1 ∈ J.

Wegen kk′ + (kl′ + k′l)ε + (ks′ + k′s)δ ∈ J ist auch ls′εδ + l′sδε ∈ J , wobei

l, s, l′, s′ ∈ K∗ sind. Daher existieren x, y, z ∈ K, so dass ls′εδ + l′sδε =

x+ yε+ zδ ist. Wir machen die folgende Fallunterscheidung:

(i) Seien x = y = z = 0, dann ist auch ls′εδ + l′sδε = 0. Mit k′ = k−1,

l′ = −k−2l und s′ = −k−2s erhalten wir

εδ = −(ls′)−1l′sδε

= (−lk−2s)−1k−2lsδε

= −(ls)−1k2k−2lsδε = −δε

(vgl. ”⇐”). Nach Lemma 6.1.1 folgt dann sofort εδ = δε = 0, wie

gewünscht.

(ii) Seien x = y = 0, z 6= 0, dann ist ls′εδ + l′sδε = zδ. Das impliziert

(ls′ε − z)δ = −l′sδε und somit gilt (ls′ε − z)δε = 0 wegen ε2 = 0.

Offenbar ist ls′ε − z ∈ K[ε] invertierbar. Daraus folgt δε = 0. Damit

erhalten wir ls′εδ = zδ. Multiplizieren wir beide Seiten dieser Gleichung

von links mit ε, dann ergibt sich 0 = zεδ und wegen z 6= 0 ist somit

auch εδ = 0.



258 Beweise der Hilfssätze

(iii) Seien x = z = 0, y 6= 0. Dann gilt εδ = δε = 0 analog wie in (ii).

(iv) Seien x, y, z 6= 0. Wir haben die Gleichung ls′εδ + l′sδε = x+ yε+ zδ.

• Multiplizieren wir beide Seiten der obigen Gleichung von rechts

mit ε, dann gilt

ls′εδε = xε+ zδε

⇔ ls′εδε− zδε = xε

⇔ (ls′ε− z)δε = xε

⇔ δε = (ls′ε− z)−1xε,

weil ls′ε− z ∈ K[ε]∗ ist. Damit ist δε ∈ K[ε].

• Multiplizieren wir beide Seiten derselben Gleichung von links mit

δ, dann erhalten wir analog wie oben δε ∈ K[δ]. Daraus folgt

δε ∈ K[ε] ∩K[δ] = K und wegen det(δε) = 0 gilt δε = 0.

• Wir betrachten wieder die Ausgangsgleichung ls′εδ + l′sδε = x +

yε+ zδ. Multiplizieren wir beide Seiten zunächst von rechts mit δ

und dann von links mit ε, dann ergibt sich 0 = l′sεδεδ = xεδ und

somit ist εδ = 0.

(v) Seien x = 0 und y, z 6= 0, dann gilt ls′εδ + l′sδε = yε+ zδ. Führen wir

die ersten beiden Schritte aus dem Fall (iv) durch, so erhalten wir:

• ls′εδε = zδε ⇔ (ls′ε − z)δε = 0 ⇔ δε = 0, weil ls′ε − z ∈ K[ε]∗

ist.

• l′sδεδ = yεδ = 0⇔ (l′sδ−y)εδ = 0⇔ εδ = 0, weil l′sδ−y ∈ K[δ]∗

ist.

(vi) Seien x 6= 0, z = 0 und y ∈ K beliebig. Dann gilt ls′εδ + l′sδε =

x+ yε. Multiplizieren wir beide Seiten dieser Gleichung von rechts mit

ε, dann erhalten wir xε = ls′εδε. Multiplikation derselben Gleichung

mit ε von links liefert xε = l′sεδε. Das impliziert (ls′ − l′s)εδε = 0.

Wegen x 6= 0 ist hierbei εδε = x(ls′)−1ε 6= 0. Deshalb muss ls′ = l′s
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gelten. Insgesamt erhalten wir ls′(εδ + δε) = x + yε und somit ist

εδ + δε = (ls′)−1x + (ls′)−1yε ∈ K[ε]∗. Insbesondere gilt dann auch

ε′δ′ + δ′ε′ = (ls′)−1x + (ls′)−1yε′ ∈ K[ε′]∗ für ε′, δ′ ∈ J ′ wie oben.

Genauer ist




um21 + vm31 um22 + vm32 + um11 um23 + vm33 + vm11 + wm12

wm31 wm32 + um21 wm33 + vm21 + wm22

0 um31 vm31 + wm32




= ε′δ′ + δ′ε′ = (ls′)−1x+ (ls′)−1yε′

=




(ls′)−1x (ls′)−1yu (ls′)−1yv

0 (ls′)−1x (ls′)−1yw

0 0 (ls′)−1x


 .

Damit ist der (2, 2)-Eintrag wm32+um21 = (ls′)−1x ∈ K∗, d.h. der Fall

u = w = 0 kann dabei nicht eintreten. Also muss unbedingt entweder

u 6= 0 oder w 6= 0 sein. Aus wm31 = um31 = 0 folgt damit m31 = 0.

Somit erhalten wir um21 = (ls′)−1x ∈ K∗ sowie wm32 = (ls′)−1x ∈ K∗,

d.h. u, w 6= 0. Das ist aber ein Widerspruch zu ε′2 = 0. Also kann dieser

Fall nicht eintreten, d.h. es gilt ls′εδ + l′sδε 6= x+ yε für alle x ∈ K∗.

(vii) Analog wie in (vi) erhalten wir ls′εδ + l′sδε 6= x+ zδ für alle x ∈ K∗.

Damit sind alle Fälle erledigt. Schließlich können wir die Gleichheit εδ =

δε = 0 folgern.

Die verbleibende Behauptung ist klar.

6.2 Hilfssatz 2

Für den zweiten Hilfssatz ist das folgende Lemma nützlich:

Lemma 6.2.1. Sei J ⊆ R ein Jordan-System der Gestalt

(a) J = K + Kε + Ke mit ε2 = 0, e2 = e, dann ist εe ∈ J genau dann,

wenn eε ∈ J gilt.



260 Beweise der Hilfssätze

(b) J = K + Ke + Kd mit e2 = e, d2 = d, dann ist ed ∈ J genau dann,

wenn de ∈ J gilt.

Beweis: Wir betrachten die beiden definierten Jordan-Systeme:

(a) Sei J = K + Kε + Ke ein Jordan-System. Um die Behauptung zu

beweisen, zeigen wir zunächst, dass es mindestens ein k ∈ K∗ existiert,

so dass a := 1 + kε+ e ∈ J∗ ist.

Da ε nach Voraussetzung nilpotent ist, können wir oBdA ε =
(

0 u v
0 0 w
0 0 0

)

mit uw = 0 und damit u = 0 oder w = 0 setzen (vgl. Beweis von 6.1.1

bzw. 6.1.2). Analog wie im Beweis von 6.1.2 kann man zeigen, dass es

stets ein τ ∈ K existiert, so dass εeε = τε ist.

Offenbar ist 1 + e ∈ J∗ mit (1 + e)−1 = 1− 2−1e. Es gilt

a(1− 2−1e) = (1 + kε+ e)(1− 2−1e) = 1 + kε(1− 2−1e).

Definiert man d := ε(1− 2−1e) ∈ R, dann ist

d2 = (ε− 2−1εe)2 = −2−1εeε+ 2−2εeεe = −2−1τε(1− 2−1e) = −2−1τd.

Im Fall τ = 0 ist d mit d2 = 0 nilpotent, so dass a(1− 2−1e) = 1+ kd ∈

R∗ für alle k ∈ K ist. Somit ist dann auch a ∈ J∗ für alle k ∈ K.

Sei nun τ ∈ K∗, dann ist −2τ−1d wegen (−2τ−1d)2 = 22τ−2d2 =

22τ−2(−2−1τd) = −2τ−1d idempotent. Nach gleicher Argumentation

wie im Beweis von 6.1.2 ist a für mindestens ein k ∈ K∗ invertierbar.

Sei nun a−1 := l+ sε+ re ∈ J , dann sind s, r 6= 0, denn sonst wäre a−1

und damit auch a ein Element vonK[ε] bzw.K[e], was ein Widerspruch

zur Definition von a ist. Es gilt nun:

aa−1 = (1 + kε+ e)(l + sε+ re)

= l + (kl + s)ε+ (l + 2r)e+ krεe+ seε = 1 ∈ J. (6.1)

Daraus folgt krεe + seε ∈ J . Wegen k, r, s 6= 0 gilt sofort eε ∈ J ⇔

εe ∈ J , was zu zeigen war.
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(b) Sei J = K +Ke +Kd ein Jordan-System in R mit e2 = e, d2 = d. Da

e idempotent ist, sind die Eigenwerte von e nur 1 und 0. Daher kann e

bis auf Konjugation nur eine der Gestalten haben (siehe [32, S. 260]):

• e1 =
(

1 u 0
0 1 0
0 0 0

)
und es gilt e21 = e1 ⇔ u = 0.

• e2 =
(

1 0 0
0 0 u
0 0 0

)
und es gilt e22 = e2 ⇔ u = 0.

Es reicht für e nur die zweite Variante zu betrachten, da e1 zu 1 − e2

ähnlich ist.

Sei nun d =
(
m11 m12 m13
m21 m22 m23
m31 m32 m33

)
. Wegen u = 0 gilt dann ede = m11e. Zunächst

zeigen wir wieder, dass a := 1 + ke+ d ∈ J für mindestens ein k ∈ K∗

invertierbar ist. Mit (1 + d)−1 = 1 − 2−1d ∈ J∗ ist insbesondere a =

(1 + ke(1− 2−1d))(1 + d).

Weiter setzen wir b := e(1 − 2−1d) ∈ R. Im Fall m11 = 2 ist b wegen

b2 = (1 − 2−1m11)b nilpotent und damit ist a = (1 + kb)(1 + d) ∈ J∗

für alle k ∈ K. Sonst ist (1 − 2−1m11)
−1b wegen ((1 − 2−1m11)

−1b)2 =

(1 − 2−1m11)
−1b idempotent und somit gilt a = (1 + kb)(1 + d) =

(1 + k(1 − 2−1m11)(1 − 2−1m11)
−1b)(1 + d) ∈ J∗ für mindestens ein

k ∈ K∗ ist.

Weiter verläuft der Beweis analog wie in (a).

Hilfssatz 6.2.2. Sei J ⊆ R ein Jordan-System der Gestalt

(a) J = K + Kε + Ke mit ε2 = 0, e2 = e, dann ist J stets eine (nicht

notwendigerweise kommutative) K-Algebra.

(b) J = K + Ke + Kd mit e2 = e, d2 = d, dann ist J stets eine (nicht

notwendigerweise kommutative) K-Algebra.

Beweis: (a) Sei J = K + Kε + Ke ein Jordan-System mit e2 = e und

ε2 = 0. Aufgrund von 6.2.1 reicht es, entweder εe ∈ J oder eε ∈ J

zu zeigen. OBdA setzen wir wieder ε =
(

0 u v
0 0 w
0 0 0

)
mit uw = 0 und
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e =
(
m11 m12 m13
m21 m22 m23
m31 m32 m33

)
. Dann ist

εe =




0 u v

0 0 w

0 0 0







m11 m12 m13

m21 m22 m23

m31 m32 m33




=




um21 + vm31 um22 + vm32 um23 + vm33

wm31 wm32 wm33

0 0 0




und

eε =




m11 m12 m13

m21 m22 m23

m31 m32 m33







0 u v

0 0 w

0 0 0


 =




0 m11u m11v +m12w

0 m21u m21v +m22w

0 m31u m31v +m32w


 .

Wegen (6.1) gibt es ein λ ∈ K∗, so dass εe + λeε ∈ J ist, d.h. εe +

λeε = x+ ye+ zε für bestimmte x, y, z ∈ K. Wir machen die folgende

Fallunterscheidung:

(i) Seien u = 0 und w 6= 0, dann erhalten wir

εe+ λeε =




vm31 vm32 vm33 + λ(m11v +m12w)

wm31 wm32 wm33 + λ(m21v +m22w)

0 0 λ(m31v +m32w)




= x+ y




m11 m12 m13

m21 m22 m23

m31 m32 m33


+ z




0 0 v

0 0 w

0 0 0


 .

Im Fall y 6= 0 folgt daraus m31 = m32 = 0 und damit ist εe =

m33ε ∈ J .

Ist y = 0, dann folgern wir zunächst wm31 = 0 und somit m31 = 0,
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weil w 6= 0 ist. Wegen x = wm32 = vm31 = 0 gilt dann m32 = 0

und damit ist εe = m33ε ∈ J . Wegen e2 = e gilt hierbei stets

m2
33 = m33, d.h. m33 ∈ {0, 1}.

(ii) Im Fall w = 0 und u 6= 0 folgt analog m21 = m31 = 0 und damit

ist eε = m11ε ∈ J mit m11 ∈ {0, 1}.

(iii) Seien nun u = w = 0. Dann ist v 6= 0, da ε 6= 0 ist. In diesem Fall

erhält man m21 = m31 = m32 = 0 und daher gilt εe = m33ε ∈ J

und eε = m11ε ∈ J mit m11,m33 ∈ {0, 1}.

Schließlich können wir folgern, dass J eine nicht notwendigerweise kom-

mutative K-Algebra in R ist.

(b) Sei J = K+Ke+Kd ein Jordan-System mit e2 = e, d2 = d. Analog wie

im Beweis von 6.2.1(b) können wir oBdA e =
(

1 0 0
0 0 0
0 0 0

)
setzen. Weiter sei

d =
(
m11 m12 m13
m21 m22 m23
m31 m32 m33

)
. Gemäß dem Beweis von 6.2.1(b) gibt es ein τ ∈ K∗

und x, y, z ∈ K, so dass ed+ τde = x+ ye+ zd ∈ J ist, d.h. es gilt




(τ + 1)m11 m12 m13

τm21 0 0

τm31 0 0


 =




x+ y + zm11 zm12 zm13

zm21 x+ zm22 zm23

zm31 zm32 x+ zm33


 .

Aufgrund von 6.2.1(b) reicht es wieder, entweder ed ∈ J oder de ∈ J zu

beweisen. Dafür unterscheiden wir zwischen den folgenden zwei Fällen:

(i) Sei z = 0, dann ergibt sich sofort m12 = m13 = m21 = m31 = 0.

Deshalb ist ed = de = m11e ∈ J , wobei m11 ∈ {0, 1} wegen d
2 = d

gilt. In diesem Fall ist J eine kommutative K-Algebra.

(ii) Sei nun z 6= 0. Dann folgt m23 = m32 = 0 und m22 = m33. Somit
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haben wir:




m2
11 +m12m21 +m13m31 m11m12 +m12m22 m11m13 +m13m22

m21m11 +m22m21 m21m12 +m2
22 m21m13

m31m11 +m22m31 m31m12 m31m13 +m2
22




= d2 = d =




m11 m12 m13

m21 m22 0

m31 0 m22


 .

Daraus folgt

m21m13 = 0 ∧m31m12 = 0 ∧m21m12 = m31m13

⇔ (m21 = 0 ∨m13 = 0) ∧ (m31 = 0 ∨m12 = 0) ∧m21m12 = m31m13

⇒ m21m12 = m31m13 = 0

⇒ m2
11 = m11 ∧m

2
22 = m22

⇔ m11,m22 ∈ {0, 1}.

Im Fall m12 = m21 = m13 = m31 = 0 ist d = diag(m11,m22,m22),

wobei der Fall d = 0 ausgeschlossen wird. Da 1, e, d linear un-

abhängig sind, können die Fälle m11 = m22 = 1 und m11 =

1,m22 = 0 nicht eintreten. Daher gibt es die einzige Möglichkeit

für d, nämlich d = diag(0, 1, 1). Damit ist ed = de = 0 ∈ J , so

dass J eine kommutative K-Algebra ist.

Sei nun m12 6= 0 oder m13 6= 0. Dann sind m21 = m31 = 0 und

damit ist d =
(m11 m12 m13

0 m22 0
0 0 m22

)
. Folglich ist dann de = m11e ∈ J mit

m11 ∈ {0, 1}. Insbesondere kann J dabei wegen ed =
(
m11 m12 m13
0 0 0
0 0 0

)

und somit ed 6= de nicht kommutativ sein.

Analog gilt m12 = m13 = 0 im Fall m21 6= 0 oder m31 6= 0, so dass

ed = m11e ∈ J mit m11 ∈ {0, 1} ist. In diesem Fall ist J auch nicht

kommutativ.

Mit 6.2.1(b) gilt insgesamt die Behauptung.
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lag, 2005

[27] C.-G. Cao, X. Zhang, Linear preservers between matrix modules over

connected commutative rings. Linear Algebra Appl. 397 (2005), 355-366

[28] H. Chen, Rings related to stable range conditions. Series in Algebra

Vol. 11, World Sci. Publ., Singapore, 2011



267

[29] W.-L. Chow, On the geometry of algebraic homogeneous spaces. Ann.

of Math. 50(1) (1949), 32-67

[30] P. M. Cohn, Basic algebra: Groups, rings and fields. Springer, 2005

[31] C.-A. Faure, Morphisms of projective spaces over rings. Adv. Geom. 4

(2004), 19-31

[32] G. Fischer, Lineare Algebra: Eine Einführung für Studienanfänger.
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Zusammenfassung

Jordan-Systeme sind gewisse Teilstrukturen von K-Algebren. Bisher wurden

die projektive Gerade P(J) über einem Jordan-System J sowie die zugehöri-

ge Kettengeometrie nur für sogenannte starke J definiert und untersucht.

Dementsprechend wurde auch die algebraische Beschreibung der Morphismen

von Kettengeometrien nur im starken Fall behandelt. Das Ziel der vorliegen-

den Dissertation ist es, bei unserer Untersuchung all dieser Gegenstände auf

die Voraussetzung
”
stark“ zu verzichten.

Im Kapitel 1 werden vorbereitend die grundlegenden Begriffe, Aspekte und

Zusammenhänge aus der Thematik Distanzräume und Kettengeometrien er-

klärt und durch Beispiele unterstützt.

In den Kapiteln 2 und 3 befassen wir uns mit der Frage von Definition

der projektiven Gerade über J im nicht starken Fall. Zur Einführung und

Motivation werden im Kapitel 2 alle zwei- und dreidimensionalen Jordan-

Systeme im 3 × 3-Matrizenring K3,3 über einem Körper K mit CharK 6= 2

studiert und klassifiziert. Hierbei wird anhand eines Beispiels gezeigt, dass

die übliche Definition der projektiven Gerade im nicht starken Fall nicht die

gewünschten Eigenschaften hat. Deshalb führen wir im Kapitel 3 die neue

Definition der projektiven Gerade über einem nicht notwendigerweise star-

ken Jordan-System J ein und bezeichnen sie mit P̃(J). Die neue Definition
umfasst die übliche für starke J . Weiter untersuchen wir, wann die beiden

Mengen P̃(J) und P(J) gleich sind. Dazu führen wir den Begriff des stabi-

len Jordan-Systems in einer K-Algebra R ein und beweisen, dass im Fall

von Jordan-abgeschlossenen Jordan-Systemen die Gleichheit P̃(J) = P(J)
genau dann gilt, wenn J in R stabil ist. Insbesondere wird gezeigt, dass je-

des Jordan-abgeschlossene Jordan-System in R = Kn,n mit n ≥ 2 stabil
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ist, falls |K| ≥ n + 1 gilt. Dieses Kapitel abschließend beweisen wir: Ist

J Jordan-abgeschlossen, dann ist P̃(J) ein Unterraum der Kettengeometrie

über der Algebra (K,R). Diesen Unterraum nennen wir die Kettengeometrie

über (K,R, J) und bezeichnen mit Σ(K,R, J). Insbesondere stimmt diese

Kettengeometrie mit der üblichen für starke J überein.

In den Kapiteln 4 und 5 werden Morphismen von Kettengeometrien der Form

Σ(K,R, J) auf algebraische Beschreibung untersucht. Dafür werden zunächst

im Kapitel 4 Jordan-Homomorphismen zwischen Matrizenalgebren gleicher

Ordnung sowie von einem Jordan-System hermitescher Matrizen in eine Ma-

trizenalgebra gleicher Ordnung - als eine Beispielklasse solcher Abbildun-

gen - näher studiert und algebraisch beschrieben. Wir zeigen, dass Jordan-

Homomorphismen in beiden genannten Fällen Morphismen der entsprechen-

den Distanzräume induzieren, welche sowohl die Distanzrelation als auch die

Adjazenzrelation (im Sinne der Theorie der Graßmann-Räume) in beiden

Richtungen invariant lassen. Zum Schluss dieses Kapitels geben wir geome-

trische Interpretationen dieser Morphismen, indem wir die entsprechenden

projektiven Geraden in projektiven Räumen über Körpern darstellen und

zur Theorie der Graßmann-Räume übergehen.

Im Kapitel 5 verallgemeinern wir einige Resultate aus dem Kapitel 4: Wir zei-

gen, dass jeder Jordan-Homomorphismus zwischen zwei Jordan-abgeschlosse-

nen Jordan-Systemen stets einen Morphismus der entsprechenden Distanzräu-

me induziert. Zusätzlich wird bewiesen, dass dieser Morphismus sogar ein

Morphismus der zugehörigen Kettengeometrien ist. Dieses Ergebnis verallge-

meinern wir weiter auf Homotopismen von Jordan-abgeschlossenen Jordan-

Systemen. Im letzten Abschnitt zeigen wir auch (unter zusätzlichen Voraus-

setzungen) die Umkehrung: Sei R = Kn,n mit n ≥ 2 und |K| ≥ n + 1 und

sei R′ eine beliebige Algebra über einem Körper K ′. Außerdem seien J und

J ′ Jordan-abgeschlossene Jordan-Systeme in R bzw. R′. Dann lässt sich je-

der nicht triviale Morphismus der entsprechenden Kettengeometrien durch

einen Homotopismus J → J ′ beschreiben. Man beachte, dass unter diesen

Voraussetzungen J in R stabil ist.



Summary

Jordan systems are certain substructures ofK-algebras. So far, the projective

line P(J) over a Jordan system J and the associated chain geometry have

been defined and investigated only for so-called strong Jordan systems J . Ac-

cordingly, the algebraic description of the morphisms of chain geometries has

been treated only under the assumption of the strongness of J . The aim of

this thesis is to abandon the condition
”
strong“ in our investigation of all

these subjects.

In the first chapter we explain the basic notions, aspects and correlations

on the subject of distant spaces and chain geometries and support them by

examples.

In the chapters 2 and 3 we consider the question of definition of the projective

line over a not necessarily strong Jordan system J . As an introduction and

motivation we study and classify in the second chapter all two- and threedi-

mensional Jordan systems in the ring K3,3 of 3 × 3 matrices over some field

K with CharK 6= 2. Based on an example, we show that the usual definition

of the projective line over J does not have the desired properties, if J is not

strong. Therefore we introduce in the third chapter a new definition of the

projective line over a not necessarily strong Jordan system J and denote it by

P̃(J). The new definition includes the usual one for strong Jordan systems.

Further, we consider the question, when the sets P̃(J) and P(J) are equal.
For this purpose we introduce the notion of the stable Jordan system in a K-

algebra R and prove for Jordan closed Jordan systems J , that the equality

P̃(J) = P(J) is equivalent to the stability of J in R. In particular, we show

that every Jordan closed Jordan system in R = Kn,n with n ≥ 2 is stable,

when |K| ≥ n + 1 holds. Concluding this chapter we prove the following: If
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J is Jordan closed, then P̃(J) is a subspace of the chain geometry over the

algebra (K,R). We call this subspace the chain geometry over (K,R, J) and

denote it by Σ(K,R, J). In particular, this chain geometry coincides with the

usual one in the case, when J is strong.

In the chapters 4 and 5 we examine morphisms of chain geometries of the

form Σ(K,R, J) for algebraic description. For this purpose, firstly Jordan

homomorphisms between matrix algebras of the same order as well as of a

Jordan system of hermitian matrices into a matrix algebra of the same order

- as an example class of such mappings - are studied and described algebrai-

cally in the fourth chapter. We prove that Jordan homomorphisms in both

cases mentioned above induce morphisms of the respective distant spaces,

which preserve both the distant relation and the adjacency relation (in terms

of the theory of the Grassmann spaces) in both directions. Finally we give

geometric interpretations of these morphisms by representing the respective

projective lines in projective spaces over some fields, so that we can use the

theory of the Grassmann spaces.

In the fifth chapter we generalize some results from the chapter 4: We show

that every Jordan homomorphism between two Jordan closed Jordan systems

induces a morphism of the respective distant spaces. Moreover, we prove that

this morphism is even a morphism of the associated chain geometries. This

result is further generalized to homotopisms of Jordan closed Jordan systems.

In the last section we prove that under additional assumptions the reversed

statement is true as well, i.e.: Let R be a matrix ring R = Kn,n with n ≥ 2

and |K| ≥ n+1 and let R′ be an arbitrary algebra over some field K ′. Futher-

more, let J and J ′ be Jordan closed Jordan systems in R and R′ respectively.

Then every nontrivial morphism of the associated chain geometries can be

described by a homotopism J → J ′. Note that under these assumptions J is

stable in R.


