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Einfiihrung

Die Losungen vieler zahlentheoretischer Probleme korrespondieren zu ratio-
nalen Punkten auf algebraischen Kurven oder bestimmen selber interessante
algebraische Kurven. Diese rationalen Punkte werden am besten mit Hohen
studiert und von besonderem Interesse sind hierbei Vermutungen, die Héhe und
Arakelov Schnittzahlen in Verbindung setzen (siche [La]). Da im Allgemeinen
nicht viel iiber diese arithmetischen Schnittzahlen bekannt ist, untersuchen
wir in dieser Arbeit fiir eine konkrete Familie von superelliptischen Kurven

das Verhalten der arithmetischen Selbstschnittzahl w?.

Um eine algebraische Kurve zu untersuchen, betrachtet man diese zusammen
mit ihren Reduktionen modulo eines Primideals. Dies fiihrt zu dem Konzept ei-
ner arithmetischen Fliche. Die Arakelov Theorie liefert eine Schnitttheorie auf
arithmetischen Flidchen, welche es erlaubt Schnittzahlen von arithmetischen
Divisoren zu berechnen. Hierbei ist insbesondere die arithmetische Selbst-
schnittzahl @? der relativ dualisierenden Garbe, ausgestattet mit der Arakelov
Metrik, von Interesse (siche [Sz|, [Ul] und [Zh1]). Ab Geschlecht g > 1 ist
die explizite Berechnung dieser Selbstschnittzahl nach wie vor unbekannt und
auch iiber Schranken fiir diese Zahlen ist nur wenig bekannt.

Parshin zeigte, dass eine spezielle obere Schranke fiir @w? fiir gewisse Familien
von Morphismen von arithmetischen Flichen eine effektive Version von Mor-
dell’s Vermutung liefern wiirden (siche [Pal, [Vo|) und somit Aussagen iiber
die rationalen Punkte auf Kurven gemacht werden kénnten. Allerdings gibt es
nur wenige Resultate fiir derartige obere Schranken.

Es gibt explizite Berechnungen bzw. gewisse Abschiitzungen von w? fiir hy-
perelliptische Kurven (sieche [BMMB] und [Ka]) und fiir die Modulkurven
Xo(N) (siehe [AU]). Desweiteren gibt es polynomiale obere Schranken in Ab-

bt



6 Einfithrung

héngigkeit vom Belyi Grad einer Kurve (siche [Ja]). Wir befassen uns in dieser
Arbeit mit oberen Schranken fiir ©? nach Kiihn (siehe [Kii]). Diese Theorie
ist fiir reguldre Modelle von Kurven mit gewissen Eigenschaften anwendbar.
Bislang wurden obere Schranken nach Kiihn fiir Modulkurven mit gewissen
Level Strukturen und Fermatkurven mit quadratfreien Exponenten berechnet
(weitere Beispiele siehe [CM],[CK]). Ein Ziel dieser Arbeit ist es, diese Liste

um eine weitere Beispielklasse von Kurven zu ergénzen.

Auf der anderen Seite sind untere Schranken fiir @? im Zusammenhang mit
der Bogomolov Vermutung von Interesse (siche [Sz], [Ul] und [Zh1]). Im Fall
von Funktionenkorpern gibt es bereits eine effektive Version der Bogomolov
Vermutung (siehe [Zh2] und [Ci2]), wéhrend dies fiir Zahlkorper nach wie vor
ein offenes Problem ist. In [KM| geben Kiihn und Miiller eine Theorie an, mit
der man ebenfalls fiir eine grofle Klasse von arithmetischen Flachen untere
Schranken von @? berechnen kann. Diese Theorie ist in Situationen anwend-
bar, in denen [ZhI] nicht funktioniert. Bis heute wurden untere Schranken nach
Kithn und Miiller [KM] ebenfalls fiir Modul- und Fermatkurven berechnet (sie-
he [CM],[CK]).

In dieser Arbeit betrachten wir obere und untere Schranken von w? fiir die

Familie von superelliptischen Kurven bestimmt durch die affine Gleichung
C,:yf =a° -,

wobei p > 5 eine Primzahl ist. Die Kurve ist so gewahlt, dass die Konstruktion

von geeigneten reguldren Modellen fiir jedes Mitglied der Familie moglich ist.

Das erste zentrale Ergebnis der Arbeit ist die Konstruktion eines reguléren
semistabilen Modelles fiir jede Kurve der oben genannten Familie von supe-
relliptischen Kurven C),. Dazu bestimmen wir fiir alle p > 5 ein semistabiles

Modell von C, welches wir mit C;S bezeichnen.

Theorem. (siche Theorem ) Set K = Q (Cp, Y2,V/3, 2(”‘%)/—]7) mit pri-
mitiver p-ter Einheitswurzel ¢,. Dann gibt es ein semistabiles Modell C;* von

C, diber Spec Ok, fiir das folgendes gilt:

i.) Fiir alle Primstellen m von Ok die nicht iber (2) oder (p) liegen ist die
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Reduktion glatt und gegeben durch

Com = Cp X k(m).

i.) Sei q ein Primideal welches (2) C Oy teilt. Dann hat C%, folgende Kon-

figuration

I I

Sq

wobei pa(T)) = pa(T'3,) = 25+

ii1.) Seip ein Primideal welches (p) C Ok teilt. Dann hat C5, folgende Kon-

figuration

To

FOL

Sp

F—Oﬁ

Sp

wobei p,(Th) = 0, pa(Fg‘p) =pa(I';) = el
Die einzigen singuldren Punkte sind die Schnittpunkte der Komponenten.

Wir nutzen dieses Resultat, um daraus ein regulires Modell der Kurvenfamilie
mit Hilfe bekannter Theorie zu konstruieren. Dabei nutzen wir die Eigenschaft
des semistabilen Modelles aus, dass nur Doppelpunkte als Singularitaten (al-
so die potentiell nicht reguldren Punkte) auftreten konnen und bekannt ist,
wie diese aufgelost werden konnen (siehe Proposition . Diese Auflésung
héngt von der lokalen Beschaffenheit der singuldren Punkte ab und tritt im
néchsten Ergebnis in der Form auf, dass diese lokale Beschaffenheit die Anzahl
der Komponenten bestimmt (daher die Zahlen s, und s,). Wir erhalten das

folgende regulire semistabile Modell, welches wir mit C;* bezeichnen.

Proposition. (siehe Proposition D Sei K =Q (Cp, Y2,/3, 2<P*1\)/—p) mit
primiativer p-ter FEinheitswurzel C,. Dann gibt es ein requldres semistabiles Mo-
dell C;*& von C, iber Spec Ok, fir das folgendes gilt:
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i.) Fir alle Primstellen m von Ok die nicht iber (2) oder (p) liegen ist die

Reduktion glatt und gegeben durch

CI8 = C, x k(m).

i.) Sei q ein Primideal welches (2) C O teilt. Dann hat C;% folgende Kon-

figuration

I

Es gilt pa(I'5) = pa(1},) = el und po(T9) = 0 fiiri=1,2,...,s — 1.

ii.) Seip ein Primideal welches (p) C Of teilt. Dann hat C,y5 folgende Kon-

figuration
I
IS
5 IS, 2
Iy I's o F?pfs F?pfl
e
—a FQ_Q —a —« FS_IJOLQ —a
Iy I's I D |

Auferdem gilt p,(Th) = 0, pa(F?p) =pa(I';%) = ’%1 und po(TF*) = 0 fiir
i=1,2,.. 5 —1.

(Fiir mehr Details siehe Proposition [2.5.9).

Dieses Ergebnis nutzen wir um obere und untere Schranken von w?, mit Me-
thoden von [Kii] fiir die oberen und [KM] fiir die unteren Schranken, in dieser
Kurvenfamilie auszurechnen. Fiir die oberen Schranken erhalten wir folgendes

Ergebnis.
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Theorem. (siehe Theorem {4.1.8)) Sei C;°® das regulire semistabile Modell aus
Proposition tiber K = Q (Cp, Y2,4/3, 2=/ —p). Dann gilt fiir die arith-

metische Selbstschnittzahl w? der dualisierenden Garbe zusammen mit der Ara-
kelov Metrik

< (29-2) ([K Qs oglp) + 50~ - 2) (52 gt + R, o)) )

wobeil K1, ko € RY positive Konstanten unabhingig von p sind und

Ro= Y sy f@2), Ro= > s fplp)

aNZ=(2) pNZ=(p)
mit Tragheitsgrad f (siehe Bemerkung|4.1.9).

Da die Selbstschnittzahl @w? positiv ist, liefert dieses Ergebnis auflerdem eine
Schranke fiir die Grée der Zahlen R, bzw. R, (fiir Details siehe Bemerkung
4.1.9). Fiir die unteren Schranken fiir w? erhalten wir folgendes Ergebnis.

Theorem. (siche Theorem {.1.23) Sei C;® das regulire semistabile Modell
aus Proposition tber K = Q (Cp, Y2./3, 2<P*1\)/—p). Dann gilt fir den

Selbstschnitt wW? der dualisierenden Garbe
W > (p—2) (Rq log(2) + 2R, log(p)),
wobei Ry und R, wie oben sind.

Die unteren Schranken liefern zusammen mit den Oberen noch eine leicht
stéarkere Schranke fiir die Grofie der Zahlen Ry bzw. R,. (fiir Details siehe
Bemerkung |4.1.24))

Insgesamt konnen wir sagen, dass das semistabile Modell C3* und die Arith-
metik des Zahlkorpers K stark miteinander verflochten sind. Daher ist es ein
interessantes Problem die Zahlen Ry bzw. R, explizit zu bestimmen. In die-
ser Dissertation konnen jedoch keine konkreten Aussagen iiber diese Zahlen

gemacht werden.
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Inhalt der Arbeit

1. Kapitel ”Geometrie von Kurven”: Im ersten Kapitel wiederholen wir bereits
bekannte Theorie iiber semistabile und reguldre Modelle von Kurven sowie der
dazu benotigten Grundlagen. Besonderes Augenmerk liegt dabei auf Abschnitt
und iber die semistabile Reduktion von superelliptischen Kurven un-
ter gewissen Einschrénkungen. Insbesondere Abschnitt (nach [BW2]) und
Abschnitt (1.5 (nach [Lel) iiber die semistabile Reduktion von superelliptischen

Kurven ist hier von Interesse.

2. Kapitel "Die Familie von Kurve {Cp}p>5prim - Im zweiten Kapitel betrach-
ten wir die genannte Familie von Kurven und konstruieren fiir jedes p > 5 ein
reguléires semistabiles Modell C;%. Dabei beginnen wir in Abschnitt mit
allgemeinen Eigenschaften der Kurvenfamilie und konstruieren dann in Ab-
schnitt 2.2 ein semistabiles Model. In Abschnitt 2.3] berechnen wir aus dem

semistabilen Modell ein reguléres Modell.

3. Kapitel ”Arakelov Invarianten von Kurven”: In diesem Kapitel fassen wir
die notige Arakelov Theorie zusammen. Wir beginnen in Abschnitt mit all-
gemeiner Theorie und kommen dann in Abschnitt zu den oberen Schranken
fiir @* nach [Kii]. In Abschnitt|3.3|stellen wir dann noch die unteren Schranken

fiir w? nach [KM] vor.

4. Kapitel ”Obere und untere Schranken fiir ©* auf {Cp} %5 i - In diesem
Kapitel beginnen wir in Abschnitt mit der Berechnung eines kanonischen
Divisors auf der Familie C;®. In Abschnitt berechnen wir dann mit Hilfe
der Theorie aus Kapitel 3 (iiber Arakelov Invarianten von Kurven) die oberen

und unteren Schranken fiir w? auf C;eg.



Einfithrung 11

Danksagung

Als erstes mochte ich mich ganz herzlich bei meinem Doktorvater Prof. Dr.
Ulf Kithn bedanken. Ich bin ihm sehr dankbar fiir die Vergabe des spannen-
den Themas dieser Dissertation und fiir die stindige Unterstiitzung in den
letzten Jahren. Grofler Dank gilt auch Prof. Dr. Jan Steffen Miiller der mich

ebenfalls in den letzten Jahren immer wieder und sehr intensiv unterstiitzt hat.

AuBlerdem mochte ich meiner Arbeitsgruppe ”Arithmetische Geometrie und
Zahlentheorie” fiir die tolle Zeit und das sehr gute Arbeitsklima danken. Ins-
besondere Henrik Bachmann, Benjamin Gébel, Nils Matthes und Raphael Za-
yadeh mochte ich fiir mathematische und nicht-mathematische Unterstiitzung

wahrend der letzten Jahre danken.



12

Einfiithrung




Kapitel 1
Geometrie von Kurven

In diesem Kapitel werden wir bekannte Methoden aus der arithmetischen Geo-
metrie zusammenstellen. Wir konzentrieren uns hierbei insbesondere auf die
Konstruktion von semistabilen und regulédren Modellen und die dafiir benétigte
Theorie. Mit Hilfe dieser Theorie werden wir in Kapitel 2| konkret ein semista-
biles reguldres Modell einer superelliptischen Familie von Kurven iiber einem
Zahlkorper K konstruieren.

In den Abschnitten [I.2) und [1.3] ist unsere Hauptreferenz das Buch ”Algebraic
Geometry and Arithmetic Curves” von Q. Liu [Lil].

Fiir die Abschnitte [1.4) und iber die semistabile Reduktion verwenden wir
in einem Fall die Ergebnisse von I. Bouw und S. Wewers [BW2] und im anderen
die Resultate von C. Lehr [Le].

1.1 Algebraische Kurven

Definition 1.1.1. Sei K ein Korper. Eine algebraische Kurve ist eine alge-

braische Varietéit deren irreduzible Komponenten Dimension 1 haben.

Wenn wir in dieser Arbeit von einer Kurve iiber einem Korper K sprechen,
meinen wir in der Regel eine Kurve im Sinne der néchsten Definition. Falls

eine dieser Eigenschaften nicht erfiillt ist, weisen wir darauf hin.

Definition 1.1.2. Eine projektive, glatte und geometrisch zusammenhéngende
algebraische Kurve X iiber K heifit allgemein Kurve iber K und wird mit X /K
notiert. Glatt bedeutet dabei, dass es keine singuldren Punkte auf X iiber dem
algebraischen Abschluss K von K gibt.

13



14 1.1. Algebraische Kurven

In dieser Arbeit werden wir uns hauptséichlich mit der folgenden Klasse von

Kurven beschéftigen.

Definition 1.1.3. Eine superelliptische Kurve ist eine Kurve iiber einem Korper
K der Charakteristik 0, die durch eine affine Gleichung der Form

bestimmt ist, wobei f(z) € K[z] und n € N mit n > 2.

Die Kurve im folgenden Beispiel wird uns in der gesamten Arbeit begleiten.

Wir zeigen in dem Beispiel, dass die gewiihlte Kurve glatt iiber Q ist.

Beispiel 1.1.4. Sei p > 5 eine Primzahl und C,, die affine Kurve

Cp:yf = 2 -
iitber Q. Die Kurve ist singulér in den Punkten, in denen alle partiellen Ablei-
tungen verschwinden. Wir setzen f(x,y) = y* — 2® + z und erhalten fiir die

partiellen Ableitungen

8f — 1 0f _ 9.2
ay(ﬁw)—py : am(x’y)_ 322 4 1.

Diese verschwinden fiir Paare (z,y) der Form (z,y) = (+1/1/3,0). Da es keine
Punkte auf C, gibt, die dieses erfiillen, ist die Kurve glatt {iber Q.

Der projektive Abschluss von C, ist gegeben durch Y? = X373 — X771
und es gibt nur einen Punkt P, = (1 :0:0) mit Z = 0. Allerdings ist dieser
Punkt singulér, so dass der projektive Abschluss nicht glatt ist.

Jedoch konnen wir eine weitere affine Karte so wéhlen, dass der Punkt im
Unendlichen nicht mehr singulér ist. Wahle a,b € N so, dass 3b — pa = 1
gilt, was wegen ged(3,p) = 1 immer moglich ist. Nach [Tol, §1] induziert die
Koordinatenabbildung

einen Morphismus ¢ : C, — ép, wobei

Criv=1- u?P?,

Wenn weder u noch v Null sind, befinden wir uns auf der urspriinglichen affi-

nen Karte C,. Es gibt keine Punkte mit v = 0 auf é’p und genau einen Punkt
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P = (u,v) = (0,1) falls u = 0. Dieser Punkt ist nicht singuldr. Die Umkehr-

abbildung
_y

u = ==
3

xa
_b7 v

Y
induziert einen Morphismus ) : C'p — Cp und es gilt o) = idép sowie Yo p =
id¢,, so dass die Abbildung birational und damit eine zuléssige Verklebung der

beiden Karten ist.

1.2 Gefaserte und arithmetische Fliachen

1.2.1. Im folgenden sei R ein diskreter Bewertungsring mit Quotientenkorper
K. Weiter sei S das Dedekind Schema S = Spec(R) der Dimension 1.

Bemerkung 1.2.2. Wir betrachten in dieser Arbeit hauptséchlich Zahlkorper
K mit zugehorigem Ganzheitsring R = Og oder nicht-archimedische lokale

Korper K, mit diskreten Bewertungsring R = R,,.

Definition 1.2.3. Sei S wie in Ein integrales, projektives und flaches
S-Schema f : X — S der Dimension 2 heiflt gefaserte Fliche tiber S. Der

generische Punkt von S wird mit n notiert und
X =X XgSpec K

bezeichnet die generische Faser von X. Ist s € S, s # n ein abgeschlossener
Punkt und k = k(s) der Restklassenkorper von s, so heift

Xs = X xg Speck(s)

spezielle Faser tiber s von X und wird mit & oder auch X = X, notiert,

falls klar ist iiber welchem abgeschlossenen Punkt wir uns befinden.

Bemerkung 1.2.4. Die Flachheit von f ist dquivalent zur Surjektivitdt von
f und sorgt dafiir, dass "stetig” iiber alle Fasern variiert wird (siehe z.B. [Si|
Seite 311]). Dass das Schema integral ist, ist gleichbedeutend damit, dass X

irreduzibel und reduziert ist.

Proposition 1.2.5. Sei S wie in|1.2.1] mit generischem Punktn und f : X —
S eine gefaserte Fldiche. Dann ist die generische Faser Xk eine projektive
integrale Kurve tiber K(S) und die spezielle Faser X ist fir alle s € S eine
projektive Kurve tber k(s).



16 1.2. Gefaserte und arithmetische Flachen

Beweis. Siehe [Lill, Lemma 8.3.3]. O

1.2.1 Regularitdt und Aufblasungen

Proposition 1.2.6. Sei A ein noetherscher lokaler Ring mit maximalem Ideal

m. Dann gilt
dim(A4) < dimg/m(m/m?), (1.1)

wober dim(A) die Krulldimension von A und dimym(m/m?) die Dimension
des A/m-Vektorraumes m/m? ist.

Beweis. Siehe [Lill, Corollary 2.5.14.b]. O

Definition 1.2.7. Einen noetherschen lokalen Ring A mit maximalem Ideal
m, fiir den dim(A) = dima/m(m/m?) gilt, nennen wir reguldr. Dies ist genau

dann der Fall, wenn m von dim(A) Elementen erzeugt wird.

Definition 1.2.8. Ein lokal noethersches Schema X heifit requlir an x € X,
wenn Ox , ein reguldrer Ring ist. Das Schema X heifit reguldr, falls es regulér
in allen Punkten x € X ist. Ein Punkt auf X der nicht regulédr ist, heift

singuldr. Ein Schema, welches nicht regulér ist, heift singuldr.

Wollen wir Komponenten oder Punkte eines Schemas auf Regularitét iiber-
priifen, ist es oft sinnvoll dim 4/, (m/m?) zu betrachten. Wir geben eine weitere

Methode zum Uberpriifen auf Regularitét an.

Proposition 1.2.9. Sei (A, m) ein reguldrer, lokaler, noetherscher Ring und
fem\{0}. Dann ist A/fA genau dann requlir, wenn f ¢ m?.

Beweis. Siehe [Lill, Proposition 4.2.12]. ]

Die néchste Proposition macht diese Methode anwendbar. Das heifit, dass wir
mit Hilfe der Proposition den lokalen Ring Ox , in die gewiinschte Form brin-
gen konnen. Die Proposition besagt, dass Quotientenbildung und Lokalisierung

kommutieren.

Proposition 1.2.10. Sei A ein Ring, B C A eine multiplikative Teilmenge,
I C A ein Ideal und B das Bild von B in B/I. Dann gilt

(A/1) ) = A/ TAs).
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Beweis. Siehe [Ma, Theorem 4.2]. O

Definition 1.2.11. Sei p > 5 eine Primzahl. Dann definieren wir C, 7 als die

gefaserte Fliche gegeben durch die Verklebung der beiden affinen Schemata
Uy = Spec (Zlz, y]/(4” — 2 + 1))

und
U, = Spec (Z[u,v]/(v — 1 + u*v™)),

. . 1 _ 1 . . . .
wobel # = =y = — und a, b wie in Beispiel [1.1.4]

Die folgende Proposition sagt uns, warum die Glattheit der generischen Faser

wichtig ist.
Proposition 1.2.12. Sei S wie in und f: X — S eine gefaserte Fliche

mit glatter generischer Faser Xi. Dann gibt es eine nicht leere offene Teil-
menge V wvon S, so dass f~H(V) — V glatt ist. Das heifit, die spezielle Faser
X ist glatt bis auf endlich viele s € S.

Beweis. Siehe [Lill, Proposition 8.3.11]. O

Beispiel 1.2.13. Sei C,, ; die gefaserte Fléche aus Definition[I.2.11} In Beispiel
haben wir gesehen, dass die generische Faser Cgp glatt ist. Nach Propo-
sition [1.2.12] gibt es daher nur endlich viele Fasern die nicht glatt sind. Wir
betrachten zuerst die affine Karte U; von C), 7 (siehe Definition und
tiberpriifen die Fasern iiber allen Primstellen (7) auf Regularitdt. Wir setzen
f(x,y) = y? — 2% + z und erhalten fiir die partiellen Ableitungen

of

dy

Wir unterscheiden die folgenden Fille:

0
(z,y) = py’~! und a—i(a:,y) =327 — 1. (1.2)

7 = 2: Betrachten wir die Faser C() mit Hilfe von Proposition (1.2.9und|1.2.10}
Nach (1.2)) ist hochstens der Punkt P = V ((z+1,y, 7)) korrespondierend

zu dem maximalen Ideal m = (x + 1, y, 7) nicht regulér. Es gilt

Ox.p = Oklz,ylu/(y" — 2° + 2).

Nach Proposition ist O¢ p genau dann regulir, wenn f ¢ m?, wobei
f die Reduktion modulo 7 von f ist. Es gilt

fx,y) =9y -y —(@+1)? a+n(r+1) -z €m’

also ist die spezielle Faser C(y) im Punkt P nicht regulér.
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m = p: Diesen Fall betrachten wir spéter in Proposition [2.1.5]

7 # 2,p: Uber allen Fasern, die nicht iiber (2) und (p) liegen, folgt aus
dass y = 0 fiir einen nicht reguldren Punkt (z,y) gelten muss. Die
einzigen Punkte der Form (z,0), welche auf der Kurve liegen, miissen
r = 1,0,—1 mod(m) erfiillen. Jedoch verschwindet die partielle Ablei-
tung nach z (iiber keiner von (2) und (p) verschiedenen Primstelle) an

keinem dieser Punkte.

Bleibt noch der Punkt im Unendlichen. Wir setzen g(u,v) = v — 1 + u?v?

und erhalten fiir die partielle Ableitung nach v

0
a—i(u, v) = 1+ 2bu*P®
Im Punkt P, = (0,1) gilt sofort
dg
—(0,1)=1=#0
Yoy=120,

so dass die Reduktion des Punktes im Unendlichen iiber allen Primstellen

regulér ist.

Definition 1.2.14. Sei S wie in|1.2.1] Eine regulére gefaserte Flache f : X —
S heilit arithmetische Fliche. Wir nehmen an, dass die generische Faser Xg

von [ geometrisch irreduzibel ist.

Kommen wir nun zu Aufblasungen und Eigenschaften von Aufblasungen. Sei
A ein noetherscher Ring, I C A ein Ideal und A die graduierte A-Algebra

A=D1, wobei I°:= A
>0
Sei hq, ..., h, ein Erzeugendensystem von I. Weiter sei t; € I = A, das Ele-
ment h; aufgefasst als homogenes Element vom Grad 1. Dann gibt es einen

surjektiven Homomorphismus von graduierten A-Algebren
b ATy, ..., T, — A,

gegeben durch ¢(T;) = t;. Ist P(T) € A[T4, ..., T,] ein homogenes Polynom, so
gilt
P(tl,,tn):() =4 P(hl,,hn) :0
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Definition 1.2.15. Sei X = Spec(A) ein affines noethersches Schema, I C A
ein Ideal und X = Proj(A). Dann nennt man den kanonischen Morphismus
X — X Aufblasung von X entlang V(I) = Spec(A/I).

Eine Aufblasung hat die folgenden Eigenschaften.
Lemma 1.2.16. Sei A ein noetherscher Ring und I C A ein Ideal.

i.) Der Ring A ist ganz (bzw. reduziert) genau dann, wenn A ganz (bzw.

reduziert) ist.

ii.) Sei S; = T;)Th € O(D4(T1)), wobei D (Ty) die offene Menge zu dem
homogenen Element Ty ist . Dann ist (Ker ¢),) gegeben durch

{P(S) € A[S,,....,S,] | 3d >0, hiP € (h1Sy — ha,...,h1Sp — hy)}

und fl(tl) ist isomorph zur A-Unteralgebra von Ay, erzeugt von den Ele-
menten hy/hy, ..., h,/hy.

iii.) Sei J = (hT; — hiT;)1<ij<n. Dann ist J C Ker ¢. Angenommen die h;
definieren ein minimales Erzeugendensystem und das abgeschlossene Un-
terschema Z =V, (J) vom P! ist integral, dann ist die abgeschlossene
Immersion « : Proj A — Z ein Isomorphismus, wobei Vi(J) die Menge
der Ideale ist, die J enthalten.

Beweis. Siehe [Lill, Lemma 8.1.2]. O

Das folgende Lemma gibt uns eine konstruktive Methode zum Aufblasen von

Punkten auf einem Schema.

Lemma 1.2.17. Sei X — X = Spec(A) die Aufblasung eines noetherschen,
integralen, affinen Schemas entlang des abgeschlossenen Unterschemas V (I).
Sei I = (hy,...,hy), wobei hy # O fir alle i. Dann ist X die Vereinigung
der offenen affinen Unterschema Spec(4;), wobei A; die A-Unteralgebra von
Quot(A), erzeugt von h;h; ' € Quot(A) mit 1 < j < n, ist.

Beweis. Siehe [Lil, Lemma 8.1.4]. O
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1.2.2 Schnitttheorie arithmetischer Flachen
Sei f: X — S eine arithmetische Flache wie in Definition [1.2.14

Bemerkung 1.2.18. i) Da S noethersch und f von endlichem Typ ist,
folgt dass auch X noethersch ist.

ii.) Da X ein reguldres noethersches integrales Schema (und damit normal,
sieche [Lill Theorem 4.2.16]) ist, ist C1(X) isomorph zur Picard Gruppe
Pic(X) (siehe [Lill Korollar 7.1.19 und Proposition 7.2.16]). Mit Ox (D)

notieren wir die invertierbare Garbe zu einem Divisor D.

Definition 1.2.19. Wir setzen Cl(X)g = Cl(X) ®z Q. Dann ist Cl(X)q wie-
der eine Gruppe und wir konnen mit Divisoren mit rationalen Koeffizienten

arbeiten.

Lemma 1.2.20. Sei f : X — S eine arithmetische Fliche und s € S ein

abgeschlossener Punkt. Dann gilt
X, = Ldiv(n)
s = —div
m
in C1(X)q, wobei Xy = f*s, h € K(X) und m € Z.
Beweis. Siehe [Cul, Lemma 1.3.16]. O

Definition 1.2.21. Seien D, & effektive Divisoren ohne gemeinsame Kompo-
nente, z € X ein abgeschlossener Punkt und f, g Reprédsentanten im lokalen
Ring Oy, von D und £. Dann ist die Schnittzahl i,(D,€) im Punkt z als
die Lénge von Ox./(f,g) aufgefasst als Oy ,-Modul definiert. Das Symbol
i.(D,E) ist bilinear und die Schnittzahl kann auf alle Divisoren von X oh-
ne gemeinsame Komponente fortgesetzt werden (schreibe D als D, — D_ mit
D, und D_ effektiv und definiere i, (D, €E) := i,(Dy,E) —i,(D_,E)). Nun sei
s € S ein abgeschlossener Punkt. Die Schnittzahl von D und &£ tiber s ist dann
definiert durch
i(D, &) = > in(D, E)[k(x) : k(s)],
z€X,

wobei x alle abgeschlossenen Punkte von X durchlauft und k(x), k(s) die
Restklassenkorper von z und s sind. Wir notieren die Schnittzahl is(D, £) von
zwei Divisoren D und £ auch mit D.E wenn klar ist, welches s € S gemeint

1st.
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Proposition 1.2.22. Sei f : X — S eine arithmetische Fliche und s € S ein

abgeschlossener Punkt.
i.) Es gilt T.X; = 0 fir jede irreduzible Komponente I' von Xj.

ii.) Seien I'y,...,I', die irreduziblen Komponenten von Xs mit Vielfachheiten
di,...,d.. Dann gilt
1
rf=—— > dT; T,
s

fur alle i < r.
Beweis. Siehe [Lill, Proposition 9.1.21]. O

Definition 1.2.23. Sei s € S ein abgeschlossener Punkt und £ ein vertikaler
Divisor in der speziellen Faser X;. Nach dem "Moving Lemma” (siche [Lill
Korollar 9.1.10]) existiert ein Hauptdivisor (f), so dass D := £ + (f) und &
keine gemeinsame Komponente haben. Nach [La, Theorem 3.1, Seite 58] gilt
(f).€ = 0 und die Selbstschnittzahl von & ist definiert als

E2.=DE.

1.2.3 Kanonische Divisoren auf arithmetischen Fliachen

Sei f : X — S eine arithmetische Fliache wie in Definition[I.2.14] Da f ein lokal
vollstédndiger Durchschnitt (siche [Lill Beispiel 6.3.18]) ist, kann die kanonische
Garbe wy/g von f: X — S definiert werden (siehe [Lill, Definition 6.4.7]).

Da S lokal noethersch und f ein projektiver, flacher und lokal vollstéandiger

Durchschnitt der relativen Dimension 1 ist, ist die kanonische Garbe isomorph
zur 1-dualisierenden Garbe (siche [Lill Theorem 6.4.32]).

Definition 1.2.24. Ein Divisor K von X mit Ox(K) = wy /s heiBt kanonischer
Divisor. Nach Bemerkung [1.2.18| existiert dieser immer.

Bemerkung 1.2.25. Sei s € S. Zu jeder Faser X; — Speck(s) gibt es eine

kanonische Garbe wyx,/speck(s) und es gilt die Relation wy,/speck(s) = wa/s|x,
(siche [Lill Theorem 6.4.9]). Falls s der generische Punkt ist, so kann analog
zur Definition fir arithmetische Flachen ein kanonischer Divisor K von X =

X Xg Spec K definiert werden. Es gilt |y, = K.
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Sei nun £ ein vertikaler Divisor der speziellen Faser X, und K ein kano-
nischer Divisor auf X. Da kanonische Divisoren eindeutig bis auf rationale
Aquivalenz sind, hingt die Schnittzahl K - € nur von wy /s und nicht von dem

Repréasentanten IC ab. Es gilt das folgende wichtige Theorem.

Theorem 1.2.26. (Adjunktionsformel) Sei f : X — S eine arithmetische
Fldche, s € S ein abgeschlossener Punkt und & ein vertikaler Divisor der

speziellen Faser Xs. Dann gilt

20,(E) —2=E"+K.E, (1.3)
wobei p,(E) das arithmetische Geschlecht von & ist.
Beweis. Siehe [Lill, Theorem 9.3.7]. O

In spéteren Rechnungen wollen wir konkret einen kanonischen Divisor auf einer
arithmetischen Fldche bestimmen. Die néchste Proposition wird uns dabei
helfen.

Proposition 1.2.27. Sei f : X — S eine arithmetische Fliche und IC €
Clg(X) ein Divisor auf X, der die Adjunktionsformel (1.3) erfillt und dessen
FEinschrdinkung auf die generische Faser Xk ein kanonischer Divisor von Xk

ist. Dann ist IC ein kanonischer Divisor auf X.
Beweis. Siehe [CKl Proposition 2.5]. O

Bemerkung 1.2.28. Nach Lemma [1.2.20] gilt in Cl(X)q fir spezielle Fasern
X, = %div(h). Das heifit, dass die speziellen Fasern Divisoren sind, die von
Funktionen kommen, und dass der kanonische Divisor eindeutig bis auf ein

rationales Vielfaches ist.

1.3 Modelle von Kurven

In diesem Abschnitt wiederholen wir die notige Theorie iiber Normalisierun-
gen und Modelle von Kurven. Unsere Referenz fiir die Abschnitte [1.3.1H1.3.3
ist [Lil]. Fiir Abschnitt verwenden wir [BLR] und [Cu] sowie [Sc] fiir
Abschnitt [L.3.5]
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1.3.1 Normalisierungen

Ein Integrititsring A heifit normal, falls A ganz abgeschlossen in Frac(A) ist
(d.h. a € Frac(A) ganz iiber A impliziert a € A).

Definition 1.3.1. Sei X ein Schema. Dann heif3t X normal an x € X, falls der
lokale Ring Ox , normal ist. Das Schema X heifit normal, falls X irreduzibel

und normal fiir alle z € X ist.

Definition 1.3.2. Sei X ein integrales Schema. Ein Morphismus 7 : X’ — X
heiit Normalisierungsmorphismus, falls X’ normal ist und jeder dominante

Morphismus f : X — Y, mit Y normal, eindeutig durch 7 faktorisiert wird:

y 1. x

| A

X/

Definition 1.3.3. Ein Morphismus f : X' — X heifit integral, falls fiir alle
offenen affinen Teilmengen U von X, f~}(U) affin ist und die Ringabbildung
Ox(U) = Ox:/(f~1(U)) integral istT]

Proposition 1.3.4. Sei X ein integrales Schema. Dann existiert ein, bis auf
Isomorphie, eindeutiger Normalisierungsmorphismus 7 : X' — X. Auferdem
ist ein Morphismus [ : X' — X der Normalisierungsmorphismus genau dann,

wenn Y normal, und f birational und integral ist.

Beweis. Siehe |Lill Proposition 4.1.22]. O

Die Normalisierung eines Schemas konnen wir wie folgt verallgemeinern.

Definition 1.3.5. Sei X ein integrales Schema und L eine algebraische Erwei-
terung des Funktionenkorpers K (X ). Dann definieren wir die Normalisierung
von X in L als integralen Morphismus 7 : X’ — X, wobei X’ normal ist,
K(X') = L und 7 den kanonischen Morphismus Spec L — X fortsetzt. Wir

notieren die Normalisierung auch mit N (X, L).

!Eine Ringabbildung A — B ist integral, falls alle Elemente aus B Nullstelle eines nor-

mierten Polynoms mit Koeffizienten aus A sind.
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Bemerkung 1.3.6. Analog zu Proposition [1.3.4] gilt auch hier, dass die Nor-
malisierung 7 : X’ — X von X in L existiert und eindeutig ist. Auflerdem
ist 771(U) fiir jede affine Teilmenge U C X affin und Ox/ (7= }(U)) ist der
integrale Abschluss von Ox (U) in L. Die Normalisierung von X in K (X), also
N(X, K(X)), ist nichts anderes als die Normalisierung wie sie oben definiert

1st.

1.3.2 Regulire Modelle

Definition 1.3.7. Sei S wie in und X eine Kurve iiber K. Ein Modell
X von X ist eine normale gefaserte Fliche f : X — S, so dass die generische
Faser Xx = X x g Spec K isomorph zu X/K ist.

Bemerkung 1.3.8. Die Normalitét ist gleichbedeutend damit, dass wir eine
Schnitttheorie auf der Flache haben (siche z.B. [Bd]).

Definition 1.3.9. 1i.) Sei X eine Kurve iiber K. Ein Modell X von X heifit

requldr, falls X regulér ist.

ii.) Ein regulidres Modell X von X heifit relativ minimal, falls jeder birationale
Morphismus f : X — X’ auf ein anderes regulires Modell X’ von X
ein Isomorphismus ist. Falls alle relativ minimalen regulédren Modelle in
derselben birationalen Aquivalenzklasse von X isomorph sind, heifit X

minimales requldres Modell von X.

Bemerkung 1.3.10. Sei X ein reguldres Modell von X iiber K. Ein irre-
duzibler vertikaler Divisor D € Div(X) heifit exzeptionell, falls D = P} und
D? = —1. Aus Castelnuovo’s Kriterium (siehe [Lill, Theorem 9.3.8]) folgt, dass
X minimal ist, genau dann wenn das Modell keine exzeptionellen Komponen-
ten hat.

Unter welchen Bedingungen kann aus einer gefaserten Fliche mit generischer
Faser X = X ein regulires Modell (also eine arithmetische Fléache) konstruiert

werden?

Definition 1.3.11. Sei X ein lokal noethersches Schema. Ein eigentlicher bi-
rationaler Morphismus 7 : X' — X, wobei X' regular ist, heiit Desingulari-

sierung von X.
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Theorem 1.3.12. Sei S wie in und f: X — S eine gefaserte Fliche
mat glatter generischer Faser Xi. Dann gibt es eine Desingularisierung von

X.

Beweis. Siehe [Lill, Korollar 8.3.51]. O

1.3.3 Semistabile Modelle

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit der Semistabilitdt von Kurven
und gefaserten Flédchen. Eine semistabile Kurve ist eine Kurve die nur die ”ein-
fachsten” Singularititen, sogenannte Doppelpunkte (siehe Definition ,
zulésst. Diese Kurven wurden zuerst im Zusammenhang mit Modulrdumen von
glatten Kurven von Deligne und Mumford [DM] studiert. Fir die folgenden

beiden Definitionen verwenden wir als Referenz [Lil].

Im folgenden seien K, R und S wie in [1.2.1]

Definition 1.3.13. 1i.) Sei X eine reduzierte Kurve tiber einem Koérper K
und 7 : X’ — X der Normalisierungsmorphismus (siehe Deﬁnition.
Ein abgeschlossener Punkt x € X heifit gewdhnlicher Doppelpunkt (oder
Knoten), falls §, = 1, wobei §, die d-Invariante (siehe [Lill, Seite 304,
Formel (5.18)]) zu einem singuldren Punkte € X ist. Ein gewohnlicher

Doppelpunkt heifit split, falls die Punkte 7~!(x) iiber K rational sind.

ii.) Eine Kurve X iiber K heifit semistabil, falls die Kurve reduziert ist und

nur gewohnliche Doppelpunkte als Singularitdten hat.

iii.) Ein Modell X von X iiber Ok heifit semistabil, falls jede Faser von f :
X — S semistabil ist. Existiert ein derartiges Modell, so sagen wir, dass
X semistabile Reduktion iiber K hat.

iv.) Ein semistabiles Modell heiit stabil, falls zusétzlich gilt:

i.) X ist zusammenhéingend, projektiv und p,(X) > 2,
ii.) Eine irreduzible Komponente I' mit I" & PL- schneidet alle anderen

Komponenten in mindestens 3 Punkten.

Bemerkung 1.3.14. Die Definition der Semistabilitédt ist in der Literatur

unterschiedlich. Z.B. ist in [Lal] ein semistabiles Modell bereits regulér.
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Definition 1.3.15. Sei X — S eine gefaserte Fléche, s € S ein abgeschlossener
Punkt und X, semistabil. Dann kann der speziellen Faser X wie folgt ein Graph

zugeordnet werden:

e Die Ecken sind gegeben durch die irreduziblen Komponenten der spezi-

ellen Faser X.

e Zwei Ecken sind mit einer Kante verbunden, falls die korrespondierenden
irreduziblen Komponenten sich schneiden. Wenn 2 Komponenten sich n-

mal schneiden, so sind sie auch mit n Kanten verbunden.

e Wenn sich eine Komponente selber schneidet, also einen Doppelpunkt

hat, so wird der korrespondierenden Ecke ein Kreis zugeordnet.

Dieser Graph heif3t Dualgraph der speziellen Faser X;. Die spezielle Faser ist
ein Baum, falls der Dualgraph ein Baumf] ist.

Beispiel 1.3.16. In Kapitel 2| dieser Arbeit werden wir konkret ein semistabi-
les Modell der Kurve aus Definition [1.2.11| konstruieren. Eine spezielle Faser,

die dort auftreten wird, hat 3 Komponenten in folgender Konfiguration

mit Dualgraph

Wir motivieren das nichste Theorem mit dem folgenden Standardbeispiel.

Beispiel 1.3.17. Wir betrachten fiir eine Primzahl p > 5 die elliptische Kurve
E :y? = 23 + p iiber Q. Diese ist iiber Q nicht singulér, reduziert sich modulo
p aber zu der singuliiren Kurve E, : y? = z3 mit Spitze im Punkt P = (z,y) =

(0,0), welche nicht semistabil ist. Wir erweitern jetzt den Grundkérper zu

2Im Sinne der Graphentheorie, also ein zusammenhingender kreisfreier Graph.
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Q($/p) und machen eine Koordinatentransformation (z,y) — (§/px1,/py1)-
Dann erhalten wir fiir F die Gleichung 37 = 23 + 1 welche modulo p gute
Reduktion hat.

Theorem 1.3.18. (Deligne-Mumford) Sei K ein Zahlkirper und X eine Kur-
ve tiber K. Dann existiert eine endliche separable Kdrpererweiterung L von K,
so dass es ein semistabiles Modell X diber Or von X/L gibt.

Beweis. Siehe [DM| Korollar 2.7]. O

Bemerkung 1.3.19. Der Beweis von Theorem von Deligne und Mum-
ford ist konstruktiv. Jedoch ist es in der Praxis sehr schwierig derartige Modelle
oder auch nur eine geeignete Korpererweiterung wie im Theorem anzugeben.
So wird zum Beispiel in [Ar] von S. Wewers und K. Arzdorf ein alternativer
Beweis angegeben, der es erméglicht, iiber einen Algorithmus die semistabile

Reduktion von Kurven, zumindest in Spezialféllen, zu berechnen.
Fiir spétere Zwecke brauchen wir die folgenden beiden Propositionen.

Proposition 1.3.20. Sei S wie in und f: X — S, S eine semistabile
gefaserte Fliche mit glatter generischer Faser Xx. Sei x ein singuldrer Punkt
der speziellen Faser X, tber s € S. Dann gibt es ein S'-Schema, endlich,

unverzweigt und flach tiber S, sowie einen Basiswechsel

X =X xgS —=X

| |

S —S

so dass jeder Punkt von X' der iber x (und in der Faser X{,) liegt ein gewdhnlicher

split Doppelpunkt tiber k(s') ist. Auferdem gibt es einen Isomorphismus
Ot = O o [u, v]]/ (uv — ¢) (1.4)

fiir ein ¢ € my. Die Bewertung von ¢ nennen wir Stirke von x in X.

Beweis. Siehe [Lill, Corollary 10.3.22]. O

Proposition 1.3.21. Sei S wie in [1.2.1 und f : X — S eine semistabi-
le gefaserte Fliche mit glatter generischer Faser Xik. Seim : X' — X die
minimale Desingularisierung (siehe [Lil, Definition 9.3.81]) und x € X ein



28 1.3. Modelle von Kurven

gewohnlicher split Doppelpunkt der Stirke e (siehe Proposition . Dann
ist 71 (z) eine Kette von e—1 projektiven Geraden iiber k(s), die sich transver-
sal in rationalen Punkten schneiden. Diese Geraden haben haben Vielfachheit
1 in X! und Selbstschnitt —2 in X’.

Beweis. Siehe [Lill Korollar 10.3.25]. O

1.3.4 Abstieg

In diesem Abschnitt wollen wir einige Anwendungen aus der Abstiegstheo-
rie wiederholen. Die Theorie erlaubt uns die faserweise Konstruktion eines
reguldren Modelles, die man dann durch Verklebung der Fasern zu einem glo-

balen Modell zusammensetzen kann. Eine Zusammenfassung findet sich in [Cu,
Abschnitt 2.3]. Fiir mehr Details siche [BLR], Kapitel 6].

Sei K ein Zahlkérper mit Ganzheitsring R = Of. Zur € R sei Ry = O[r™!]
die Lokalisierung von R bzgl. {1,r,r% ...}. Seien py, ..., p, die Primideale von
R mit r € p;. Weiter sei R; die Lokalisierung von R an p; fir 1 < ¢ < s.
Auflerdem sei § = Spec R und §; = Spec R;. Dann gilt das folgende Theorem.

Theorem 1.3.22. Sei X ein Spec K-Schema und fir alle 1 < i < s sei
X, = Spec A; ein affines S;-Schema, wobei X und X; X, Spec K zueinander
Spec K—isomorph sind. Dann existiert ein S-Schema X mit X xsS; = X fiir
1 <7 <s.

Beweis. Siehe [Cul, Theorem 2.3.4]. O

Das Theorem [1.3.22] kann jetzt auf den Fall reguldarer Modelle angewendet

werden.

Korollar 1.3.23. Sei X eine Kurve tiber K und X; ein requlires Modell von
X diber S; = Spec R; fiir alle i. Dann existiert ein requldres Modell X tber R
mit X xg.5; 2 X; firl <i<s.

Beweis. Siehe [Cul, Korollar 2.3.5]. O
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1.3.5 Modelle vom P

In diesem Abschnitt stellen wir die nétige Theorie iiber Modelle vom P! zu-
sammen und verwenden als Referenz [Sc|. Es sei R ein vollstéindig diskreter
Bewertungsring gemischter Charakteristik mit Quotientenkorper K, uniformi-

sierendem Element 7 und algebraisch abgeschlossenem Restklassenkorper k.

Definition 1.3.24. Ein Gitter von K? ist ein freier R-Untermodul vom Rank
2. Zwei Gitter My, M, sind dquivalent, falls es ein a € K* gibt, so dass M; =
aM, gilt und mit [M] notieren wir die Aquivalenzklasse eines Gitters M. Zu
je zwei Gittern M, M, existiert eine Basis u, v von My, n € N und ein a
wie oben, so dass au, an™v eine Basis von M, ist. Die Zahl n € N héangt nur
von den Aquivalenzklassen von M; und M, ab und heifit Abstand der beiden
Gitter. Wir definieren nun den Baum T von PGLy(K) wie folgt:

e Ecken(T) = {[M] | M C K? Gitter},

e Zwei Ecken sind genau dann miteinander verbunden, falls ihr Abstand 1

1st.
Nach [Sc, Seite 111-112] definiert dies wirklich einen Baum.
Bemerkung 1.3.25. (Modelle vom P%.)

i.) Nach [Sc| steht die Menge der Ecken von T in Bijektion zur Menge der
glatten Modelle vom PL iiber Spec(R), also

Ecken(T) = {[M] | M C K? Gitter}
>~ {Glatte Schemata iiber Spec R mit generischer Faser P} }.

Die Ecken von PGLy(K) kénnen mit PGLy(K)/PGLy(R) identifiziert
werden. Sei Pk, = Proj(R|[xo, 1)) mit x = z1/x fiir ein transzendentes
z € K(PL). Dann korrespondiert eine PGLy(R)-Aquivalenzklasse einer

projektiven linearen Transformation

x—>x’—a$+b
cx+d

zu einem Modell P = Proj(R[z(, z}]) mit 2’ = x| /.
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ii.) Seien s; und s, zwei verschiedene Ecken von T. Dann kénnen Représentan-

ten M; und M, gewahlt werden, so dass

u,v Basis von M7 = au,an"v Basis von M,
(siehe Definition [1.3.24)).
Nach [Sd, Seite 113] ist die Vereinigung P(M;, M) von P(M;) und P(M;)

dann gegeben durch den Abschluss von
YoXi — 7" XoY1 =0 in Proj(R[YoXo, X1Y0, Yo X1, X1Y1].

Damit ist P(M;, M5) ein normales Schema iiber Spec R, mit reduzierter
spezieller Faser, zwei irreduziblen Komponenten isomorph zu P(M; ), und
P(My)y, die sich transversal in einem Punkt schneiden. Der lokale Ring von
P(M;, Ms) im Schnittpunkt ist die Lokalisierung von R[Ty, To]/(T\To—7")

im Ursprung.
Bemerkung [1.3.25|1i.) wie folgt verallgemeinert werden.

Proposition 1.3.26. Sei T ein lokal endlicher Teilbaum von T definiert durch
die Ecken s; = [M,], firi=1,...,n und sei P(T) die Vereinigung der P(M;).
Dann hat das Schema P(T) folgende Eigenschaften:

i.) P(T) ist lokal von endlichem Typ, normal und flach diber Spec R mit

generischer Faser isomorph zu Pk-.

ii.) Die spezielle Faser P(T)y ist reduziert, zusammenhdngend, hat Dimension
1 und nur gewohnliche Doppelpunkte als Singularititen. Alle Komponen-

ten sind isomorph zum Pj}.

ii1.) Der Graph der speziellen Faser P(T)y kann kanonisch mit T identifiziert

werden.

Beweis. Siehe [Sc, Proposition 1.2]. O

1.4 Semistabile Modelle von superelliptischen

Kurven - der zahme Fall

In diesem Abschnitt betrachten wir die semistabile Reduktion von superellip-
tischen Kurven. Wir folgen dabei den Resultaten von Irene Bouw und Stefan
Wewers [BW2] und [BW1].
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1.4.1 Superelliptische Kurven

Sei p eine Primzahl Q, der Kérper der p-adischen Zahlen. Wir betrachten die
Uberlagerung ¢ : X — Y = I%p von Kurven birational gegeben durch

Xy = f(a), (15)

wobel f € Q,[x] nicht konstant und ¢(z,y) = .
Sei Lo der Zerfallungskérper von f und S C Ly die Nullstellenmenge von f.

Dann kann f geschrieben werden als

fx)=c]]z—a)m,

a€esS

wobei ¢ € Q) und m, € N die Vielfachheit der jeweiligen Nullstelle ist.
Annahme 1.4.1. Die Kurve sei so gewdhlt, dass folgendes gilt.
i.) Es gilt ggT(n,my) =1 fir alle a € S.
ii.) Der Ezponent n > 2 ist teilerfremd zu p.
iii.) Es gilt g(X) > 1.

Bemerkung 1.4.2. a.) Wegen Annahme i.) ist X absolut irreduzibel.
Das Geschlecht von X ist gegeben durch

und Annahmen ii.) und iii.) implizieren deg(f) > 3. Das heifit,

¢ verzweigt an mindestens 3 Punkten. E|

b.) Die affine Kurve y™ = f(x) iiber Ly ist singulér an = = «, genau dann wenn
mg > 1. Das Urbild ¢! («) hat gg'T(n, m,,) Punkte iiber dem algebraischen
Abschluss Q, und fiir den Verzweigungsindex gilt

. n
ggT(n,my)

€q und ey =

n
ggT(n, ", ma)

3Die Menge der Verzweigungspunkte auf X heifit Verzweigungsort und die Bilder dieser
Punkte auf Y heiflen kritische Werte von ¢.
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c.) Die Primstellen schlechter Reduktion von X liegen in

S :={p € K prim | p teilt n-c- A(f)},
wobei ¢ der Leitkoeffizient von f und f = f/ggT(f, f') ist.

Annahme 1.4.3. Sei K, eine endliche Erweiterung von Q, mit den folgenden

Figenschaften.

i.) Der Zerfallungskiorper Ly von f liegt in K,.

ii.) Die p-te Wurzel des uniformisierenden Elementes 7, € Lo liegt in K,.
iii.) Eine primitive p-te Einheitswurzel ¢, liegt in K, .

w.) Die Erweiterung K, /Q, ist eine Galoiserweiterunyg.

Nun sei D C Y der Verzweigungsdivisor von ¢. Dann zerféllt Dk, := D®q, K,
(d.h. Dk, hat d = deg(Dk,) verschiedene K, -rationale Punkte im Support)
und es gilt

S, falls 3 cgmMa =0 mod n,
SU{oo}, sonst.

Dy, =

v

Definition 1.4.4. Sei X eine Kurve iiber Q,, K, eine Galoiserweiterung von
Q, tiber der X semistabile Reduktion hat und G := Gal(K,/Q,). Weiter sei
R der diskrete Bewertungsring von K, mit maximalen Ideal m, und Rest-
klassenkérper k. Ein semistabiles R-Modell & von Xk, = X ®q, K, heifit
quasi-stabil, falls sich die tautologische Gruppenwirkung von G auf X, zu

einer Gruppenwirkung auf X fortsetzen lasst.

Proposition 1.4.5. Sei X dber K, eine superelliptische Kurve, fiir die Annah-
me gilt und K,/Q, eine endliche Korpererweiterung, fir die Annahme
gilt. Dann hat Xk, quasi-stabile (also insbesondere semistabile) Reduk-
tion.

Beweis. Siehe [BW2, Corollary 4.6]. O

Die Konstruktion des quasi-stabilen Modelles X von X, erfolgt in 2 Schritten.
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Schritt 1: Zuerst wird ein semistabiles Modell Y von Yy, = IP’}<U konstruiert,
so dass sich die Verzweigungspunkte von ¢ zu paarweise verschiedenen

glatten Punkten der speziellen Faser ). spezialisieren.

Schritt 2: Die Normalisierung von ) im Funktionenkérper K(Xk, ) ist quasi-
stabil.

In den folgenden beiden Abschnitten werden die beiden Schritte explizit be-

schrieben.

1.4.2 Schritt 1: Modelle der projektiven Gerade

In diesem Abschnitt konstruieren wir ein stabil markiertes Modell (), D) von
(Yk,, Dk, ) nach [BW2].

Definition 1.4.6. 1i.) Sei S ein Dedekind Schema, X — S eine semistabile
Kurve und sy, ...,s, : S — A®" disjunkte Schnitte mit Support in den
glatten Punkten von X — S. Sei D C X der Divisor, der durch die Bilder
der Schnitte s; erzeugt wird. Dann heifit (X, D) markierte semistabile
Kurve und der Divisor D heifit Markierung von X/S.

ii.) Sei K, ein nicht-archimedischer lokaler Koérper und X eine glatte Kurve
iitber K,. Sei D C X ein effektiver Divisor vom Grad d iiber Spec K,,.
Eine markierte Kurve (X, D) hat semistabile Reduktion, falls D zerfallt
und (X, D) sich zu einer markierten semistabilen Kurve (X', D) iiber R,
fortsetzen ldsst. Dann heifit (X, D) semistabiles Modell von (X, D).

iii.) Angenommen es gilt 2g(X) — 2 + d > 0. Dann gibt es nach [BW2, Pro-
position 3.2] ein eindeutiges minimales semistabiles Modell (X, D) von
(X, D). Dieses Modell heifit, stabiles Modell von (X, D).

Sei A = Ay, = (V(A), E(A)) der Graph der speziellen Faser ), (siche Defi-
nition |1.3.15)).

Definition 1.4.7. Eine Koordinate auf Yy, ist ein K, -linearer Isomorphis-
mus z : Y, — Pj . Dann kann Yy, mit P} durch die gewéhlte Koordinate
identifiziert werden und jede Koordinate durch ein Element aus PGLy(K),)
repriasentiert werden. Zwei Koordinaten x;, x; heiflen dquivalent, falls der Au-
tomorphismus z; o 2! : P — Pk sich zu einem Automorphismus auf P,

fortsetzen lésst, also zu einem Element in PGLy(R) korrespondiert.



34 1.4. Semistabile Modelle von superelliptischen Kurven - der zahme Fall

Sei T' die Menge der Tripel ¢t = (a, b, ¢) von paarweise verschiedenen Elementen
des Verzweigungsdivisors Dk, . Zut = (a, b, ¢) sei x; die eindeutige Koordinate,
so dass

xi(a) =0, z(b) =1, z4(c) =00 (1.6)

gilt, also
b—c z—a

It(x)zb—a r—c

Proposition 1.4.8. Sei (Y, D) das stabile Modell von (Yx,, Dx,).

i.) Fir alle t € T setzt sich die Abbildung x, zu einem eigentlichen R-
Morphismus z; : Y — Pk fort. Die Einschrinkung auf die spezielle Faser

= 1
xtyk%]P)k

kontrahiert alle Komponenten von Yy bis auf eine zu einem abgeschlos-

senem Punkt.

ii.) Fir alle Komponenten I' € Yy, existiert eint € T, so dass die Abbildung
Z; die Komponente I' nicht kontrahiert. Das heifst, T, induziert einen

Isomorphismus T = Py

ii1.) Die Aquivalenzklasse der Koordinate x, aus 4i.) ist eindeutig bestimmi

durch die Komponente Vi und wir erhalten eine Bijektion
V(A) =T/ ~

zwischen den irreduziblen Komponenten von Yy, und der Menge der Aqui-

valenzklassen von Koordinaten.
Beweis. Siehe [BW2, Proposition 4.2]. O

Bemerkung 1.4.9. Die Konfiguration der speziellen Faser ) von ) ist ein
endlicher, ungerichteter Baum. Das kommt wie folgt zustande. Gibt es in der
speziellen Faser Verzweigungspunkte die zusammenfallen, so konnen wir die-
se mit einer Aufblasung in diesem glatten Punkt voneinander trennen. Wir
erhalten eine weitere Komponente vom Geschlecht 0 die unsere Ursprungs-
komponente in diesem Punkt schneidet. Nun kann es sein, dass auf der neuen
Komponente weiterhin Verzweigungspunkte zusammenfallen und wir diesen
Prozess wiederholen miissen. Da auf diese Art keine Kreise entstehen, ergibt
sich als Konfiguration ein Baum und da es nur endlich viele Verzweigungs-

punkte gibt, ist dieser Baum endlich.
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1.4.3 Schritt 2: Normalisierung

In diesem Abschnitt wird die Normalisierung X von ) im Funktionenkorper
von Xp, beschriebenﬂ

Das Modell X kann wie folgt berechnet werden: Sei i € V(A) und z; die
korrespondierende Koordinate. Weiter sei 7; die Gaufl-Bewertung des Funk-
tionenkorpers L(z;) von X, (die Fortsetzung der Bewertung von K),). Die

Bewertung auf K, wird durch v(p) = 1 normalisiert.

Definition 1.4.10. Sei 7k, ein uniformisierendes Element von R. Fiir alle
i€ V(A) sei

o ni(f)
N ni(7x,)

Die Definition von N; stellt sicher, dass ng/ " aus Gleichung ([1.5]), geschrie-

ben in den neuen Parametern z; und y;, von X, gekiirzt werden kann. Dies

7N7; e *Ni
5 fl = ﬂ_KV f7 Y, = 7TKV /ny

definiert die Komponenten
Xy = fi(x)
der speziellen Faser von X}, und es gilt folgendes Lemma.
Lemma 1.4.11. Die Kurve X; ist semistabil.
Beweis. Siehe [BW2l Proposition 4.5.1] ]

Bemerkung 1.4.12. Die Kurve &] iiber £ ist im allgemeinen nicht irreduzibel.

Das liegt daran, dass die Einschriankung
¢i = ¢

weniger Verzweigungspunkte als ¢ haben kann und die analoge Voraussetzung
zu [1.4.1]1.) fiir absolute Irreduzibilitat nicht erfiillt sein muss.

r;: Xz — Fz

1.5 Semistabile Modelle p-zyklischer Uberla-

gerungen - der wilde Fall

In diesem Abschnitt betrachten wir die semistabile Reduktion einer p-zyklischen

Uberlagerung und folgen dabei den Resultaten von C. Lehr [Le].

4Im Allgemeinen ist es schwer die Normalisierung zu berechnen. In unserem Fall geben
[BW2] eine konkrete Beschreibung an.
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1.5.1 p-zyklische Uberlagerungen

Sei p eine Primzahl, @, der Kérper der p-adischen Zahlen und ¢ : X — Y :=

]P’}Qp eine Uberlagerung von Kurven birational gegeben durch die Gleichung

y' = f(2), (1.7)

wobel f € Q,[x] normiert und ¢(z,y) = .

Eine solche Uberlagerung heiit p-zyklisch, da die Erweiterung der Funktio-
nenkorper K(Y)/K(X) Galois mit p-zyklischer Galoisgruppe G ist. Es gilt
Y = X/G.

Annahme 1.5.1. Die Kurve (1.7) sei so gewdhlt, dass folgendes gilt.
i.) Es gilt ggT(d,p) =1, wobei d =deg(f).

i.) Die Anzahlm der verschiedenen Nullstellen von f(x) und f(x) tiber ihren

jeweiligen Zerfillungskdrpern ist gleich und es gilt m < p.
i) Es gilt g(X) > 1.
Die folgende Definition wird in Annahme benotigt.

Definition 1.5.2. Sei £ eine Nullstelle von f’(x), die keine Nullstelle von
f(z) ist. Weiter seien &, ..., §,(5 diejenigen Nullstellen von f'(z) die sich zu £
reduzieren. Fiir 1 <i < o(£) sei b; € Q, so gewiihlt, dass

;o\ o
o(b:) :m{ ((fj(&)) ) 2<;< a(&)ﬂ},

wobei 7 = (—p)71 und Bewertung v wie in Annahme m

Annahme 1.5.3. Sei K, eine endliche Erweiterung von Q, in der folgende

Elemente liegen.
i.) Eine p-te Einheitswurzel ¢, und (—p)ﬁ.

i.) f(&)Y? und b; (siehe Definition , wobei & diber alle Nullstellen von
f'(x)/ggT(f' (), f(x)) liuft.

iii.) (b; — b;)VP fiir alle Paare (i,7) mit 1 < i, j < o(£), i # j und b;,b;
korrespondierend zu &, &;, so dass & = Ej = &, Wieder liuft & iber alle
Nullstellen von f'(z)/ggT(f'(z), f(z)).
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Weiter set R der diskrete Bewertungsring von K, mit mazximalen Ideal m,,,
Restklassenkdrper k und uniformisierendem Element w. Die Bewertung v auf

K, sei normalisiert durch v(mw) = 1.

Theorem 1.5.4. Sei X eine Kurve tiber K, fir die Annahme gilt und
K,/Q, eine Korpererweiterung, fir die Annahme m gilt. Dann hat X se-
mastabile Reduktion tber K, .

Beweis. Siehe [Lel, Theorem 2 und Korollar 3. O

Die Konstruktion eines semistabilen Modelles X von Xk, erfolgt in 2 Schritten.

Schritt 1: Zuerst wird mit Hilfe von [1.3.26| ein semistabiles Modell des P}

konstruiert, welches wir mit P(7") bezeichnen.

Schritt 2: Die Normalisierung von P(7") im Funktionenkérper K(Xg,) ist se-

mistabil.

In den folgenden beiden Abschnitten werden die beiden Schritte explizit be-

schrieben.

1.5.2 Schritt 1: Semistabile Modelle der projektiven Ge-
rade
Genau wie in Abschnitt werden auch hier zuerst Koordinaten definiert.

Definition 1.5.5. Sei £ eine Nullstelle von f'(z) die keine Nullstelle von f(x)

ist und seien (&;, b;) alle Paare zu allen € (siehe Definition [1.5.2)). Dann definiert
bi

=&

Tgi =
zu jedem dieser Paare eine Koordinate.

Das folgende Lemma sagt uns, wann zwei Koordinaten in derselben Aquivalenz-
klasse von PGLy (K, )/PGL2(R) liegen.

Lemma 1.5.6. Zwei Matrizen

R I € PGLy(K,)
1 —d)’\1 -«

mit Eintragen aus R sind PGLy(R)-dquivalent, genau dann wenn v(b) = v(b')
und v(d — d') > v(b).
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Beweis. Siehe [Lel Lemma 5]. O

Es wird nun ein semistabiles Modell des Py ~konstruiert. Dabei werden die
Nullstellen von f'(z) betrachtet, die keine Nullstellen von f(x) sind. Es werden

2 Typen von Nullstellen wie folgt unterschieden.

Definition 1.5.7. Sei ¢ eine Nullstelle von f’(x), die keine Nullstelle von f(x)

1st.

i.) Dann werden 2 Typen von Nullstellen unterschieden:

Typ 1: Es gilt 0(§) > 2. Das heifit, es gibt o(§) verschiedene Nullstellen

&1y - &y von f'(x) die sich auf € spezialisieren.

Typ 2: Es gilt O’(E/> = 1. Das heifit, es gibt nur eine Nullstelle & von

f'(z) die sich auf E/ spezialisiert.

ii.) Sei (€, f(£)'/?) der zu £ korrespondierende Punkt auf der Kurve X. Mit P;
wird das Bild von (€, f(£)"/?) unter der Uberlagerung ¢ auf der speziellen
Faser bezeichnet (nach Voraussetzung kénnen verschiedene Py auf der

speziellen Faser P;. des P nicht zusammen fallen).

In der folgenden Bemerkung wird ein bestimmtes semistabiles Modell des ]P’}(V

konstruiert.

Bemerkung 1.5.8. Sei ¢ eine Typ 1 Nullstelle, & eine Typ 2 Nullstelle und
Pg bzw. Pg die korrespondierenden Bilder unter ¢ auf der speziellen Faser P}
(siehe Definition [1.5.7]).

]P’ll€ * °
Pz Pg/
Bilder einer Typ 1 und Typ 2 Nullstelle unter ¢

Die Punkte F¢ und PE' werden jetzt aufgeblasen und es sind die beiden Kon-

figurationen moglich:

Typ 1: Es gilt 0(£) > 2. Dann gibt es iiber dieser Nullstelle o(§) + 1 Kompo-

nenten 7} § , Tf, - Tf 3 die wie im néchsten Bild angeordnet sind.

(

Typ 2: Es gilt a(g) = 1. Dann gibt es iiber dieser Nullstelle genau eine Kom-

ponente Tf, die wie im néchsten Bild angeordnet ist.
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T I LG T e
g '
— T . T

— T
TO ..
P: Py To

Die beiden moglichen Konfigurationen zu den beiden Nullstellentypen

(links die spezielle Faser P, und rechts der zugehérige Dualgraph T')

Definition 1.5.9. Das oben konstruierte semistabile Modell des P~ wird mit

IP(T") bezeichnet. Dieses Modell korrespondiert zu dem semistabilen Modell aus

Proposition [1.3.26]

1.5.3 Schritt 2: Normalisierung

Theorem 1.5.10. Sei P(T) das semistabile Modell aus Definition und
Xy die Normalisierung von P(T) in K(Xk,). Dann ist Xy semistabil und hat
folgende Eigenschaften:

e Die spezielle Faser Xy von Xy ist ein Baum (siche Definition :

e Nur die Komponenten am Ende des Baumes haben Geschlecht grifser

Null und sind separabel.
o Alle anderen Komponenten haben Geschlecht Null.

Beweis. Siehe [Lel, Theorem 2]. O

Die folgende Bemerkung beschreibt die spezielle Faser X von Xy.

Bemerkung 1.5.11. Sei £ eine Nullstelle von f'(x) die keine Nullstelle von
f(z) ist. Jede solche Nullstelle korrespondiert zu einem Punkt Py = (&, f(E)VP)
auf der speziellen Faser A}.. Dann werden analog zu Definition die 2 Typen

von Nullstellen unterschieden:
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Typ 1: Es gilt 0(§) > 2. Das heifit, es gibt o(&) verschiedene Nullstellen
&15-, &, von f'(z) die sich auf ¢ spezialisieren. Dann gibt es iiber die-

ser Nullstelle o(£)+ 1 Komponenten Xog, Xf, LAt

_. die wie im nachsten
a(§)

Bild angeordnet sind.

Typ 2: Es gilt O'(E,) = 1. Das heifit, es gibt nur eine Nullstelle & von f'(x) die
sich auf EI spezialisiert. Dann gibt es iiber dieser Nullstelle genau eine

Komponente Xf, die wie im néchsten Bild angeordnet ist.

Sei also & eine Typ 1 Nullstelle und El eine Typ 2 Nullstelle. Dann entsteht

durch Aufblasen von Punkten iiber diesen Nullstellen die folgende Konfigura-

tion:
X5 Xf XA Xy
e X5
[ N Xlﬁ
I x5
X, o 0
L €
o)
X, e s
Pg Pg/ 0
Konfiguration der speziellen Faser iiber Dualgraph der speziellen Faser
den beiden moglichen Nullstellentypen
Es gilt:

i.) Nur die Komponenten am Ende des Baumes haben positives Geschlecht.
Alle anderen Komponenten haben arithmetisches Geschlecht Null. Die
Komponenten mit positiven arithmetischen Geschlecht sind jeweils Artin-

Schreier Uberlagerungen, die konkret angegeben werden kénnen:

e Sei € eine Nullstelle von f’(x), die keine Nullstelle von f(z) ist. Fiir
alle Paare (&;,b;) (siche Definition [1.5.2) sei

¢ xN = f(k) 52 N—
fénbz‘)(x) - = mf(bz/m +&) = kz_% (l{:'—jg(&))) bfft k

FE), o TP s s T
L5 e P 4 ——ba?
&)’ Tare)’ "t Tt ie™

::L‘ps—f—
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wobei N = ps > deg(f) minimal, so dass p | N.

e Mit obiger Definition gibt es fiir alle Paare (&;, b;) die Komponente

N __
Xis TP T + (.T f(ﬁz,bz)(x)) _ O, (18)

N

wobei der Ausdruck in der Klammer ein Polynom in x7! ist.

ii.) Die Summe der Geschlechter iiber einer Nullstelle & haben Geschlecht

a(€)(p — 1)/2. Die Summe der Geschlechter iiber alle diese Paare ist das
Geschlecht der generischen Faser.
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Kapitel 2

Die Familie von Kurven

{Cp : yp — SCS — x}pZSprim

In diesem Kapitel betrachten wir die diskrete Familie {C),},>5prim der Kurven
Cp:yf =z(x—1)(x+1)

vom Geschlecht ¢ = p — 1 definiert iiber einem Zahlkérper K, wobei p > 5
eine Primzahl ist. Das Ziel ist es ein reguldres semistabiles Modell der Kurve
zu konstruieren.

Die Kurve C,, ist so gewihlt, dass wir die Theorie iiber semistabile Reduktion
aus den Abschnitten und anwenden konnen. Das heifit insbesondere,
dass Annahmen [1.4.1] und [L.5.1] erfiillt sind.

Wir beginnen in Abschnitt mit allgemeinen Eigenschaften der obigen Kur-
venfamilie und berechnen dann in Abschnitt ein semistabiles Modell fiir
die Kurven mit p > 5 in dieser Familie. In Abschnitt konstruieren wir aus

dem semistabilen Modell ein reguléres Model.

2.1 Eigenschaften der Kurvenfamilie {C)}},>5prim

Im Folgenden verwenden wir durchgehend die folgende Annahme (bzw. Nota-

tion).
Annahme 2.1.1. Sei p > 5 eine Primzahl.

43
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o Mit C,, bezeichnen wir fir fizierte Primzahl p > 5 die projektive Kurve
gegeben durch die affinen Karten

Cp: ¥ =2(x—1)(z+1)

und

Cp:v=1—u*v?

tiber Q, wobei x = Ublup, Yy = # (siehe Beispiel .

e Die Kurvenfamilie {C,},>5prim definieren wir als

{Cp}p25prim = {Op ‘ P Z 5 Primzahl}.

o Wir setzen f(z) =z(z —1)(z +1) =2 — .

In Abschnitt haben wir bereits gesehen, dass die affinen Kurven gegeben
durch C), und C'p regulér sind. In Definition |1.2.11] haben wir die gefaserte
Flache C,  fiir fixiertes p > 5 als Verklebung der beiden affinen Schemata

Uy = Spec(Z[z, y]/(y" — 2° + x))

und
Us = Spec(Z[u,v]/(1 — u*Pv? — v))

definiert. Dabei waren a,b € N so gewéhlt, dass 3b — pa = 1 gilt, was wegen
ggT(3,p) =1 (siehe Annahme [2.1.1]) immer moglich ist.

Definition 2.1.2. Sei K ein Zahlkorper und Oy der zugehorige Ganzheitsring.

Dann notieren wir den Basiswechsel C}, 7 Xgpecz Spec O mit C), o .

Lemma 2.1.3. Die einzigen nicht semistabilen Fasern der Fliche Cp gz sind
die Fasern tber den Primstellen (2) und (p). Insbesondere sind nach dem Ba-
siswechsel zu Ok die Fasern von Cy, o, tber den Primstellen q | (2) und p | (p)

nicht semistabil.

Bewers. In Beispiel [1.2.13] haben wir bereits gesehen, dass alle Fasern iiber
Primstellen m mit m # (2), (p) glatt sind. In Abschnitt [1.4] wird klar, dass die
Faser iiber (2) nicht semistabil ist und diese Theorie angewendet werden kann

um ein semistabiles Modell iiber (2) zu konstruieren.
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Analog ist nach Abschnitt [1.5| die Faser {iber der Primstelle (p) nicht semista-
bil und Theorem kann angewendet werden um eine semistabiles Modell
iiber der Primstelle (p) zu konstruieren.

Da Semistabilitét invariant unter Basiswechsel ist (siehe [Lill Proposition

10.3.15]), andert sich dieses auch nach einem Basiswechsel nicht. ]
Fiir die semistabile Reduktion haben wir folgendes Ergebnis.

Proposition 2.1.4. Die gefaserte Fliche aus Definiton hat iber dem
Korper

K =Q (G, ¥2,V3, *y/=p)

semistabile Reduktion.

Beweis. Die Behauptung folgt aus Annahme und Theorem [1.5.10] Wei-
tere Details werden in Theorem 2.2.5] klar. O

Die folgende Proposition sagt uns welche Fasern von C), 7 nicht reguldr sind.

Proposition 2.1.5. Sei C, 7 die gefaserte Fliche aus Definition|1.2.11. Dann
sind nur die Fasern iber den Primstellen (2) und (p) nicht requldr und die

nicht requldren Punkte sind folgendermaflen:
i.) Die Faser C(y hat genau einen nicht requldren Punkt P = (1,0) auf Uy.
i.) Die Faser Cy,) hat genau die beiden nicht reguliren Punkte
P, = (Oz,f(a)l/p) , P_,= (—a, _f(a)l/p)
auf Uy, wobei o = (1/3)/% und f(x) = 23 — .
Insbesondere ist der Punkt im Unendlichen in allen Fasern requldr.

Beweis. In Beispiel haben wir bereits gesehen, dass alle Fasern die nicht
iiber (2) und (p) liegen reguldr sind und dass der Punkt im Unendlichen in
allen Fasern regulér ist. Den Beweis fiir Aussage i.) haben wir in dem Beispiel
ebenfalls ausgefiihrt. Bleibt also noch die Faser tiber (p).

Die partiellen Ableitungen von U; verschwinden modulo p an den Punkten

Po = (a, f(@)'?), P_o=(—a, f(—a)'?),
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wobei a = (1/3)Y/2 und f(z) = 2° — =.

Wir iiberpriifen mit Hilfe von Proposition [1.2.9 und [1.2.10| den Punkt P, auf
Regularitét (P_, ist analog). Sei also m = (z —a,y — 3, p), wobei 3 = f(a)'/?.
Wir betrachten die Summe

pi(')ﬁl (y— B — ((z — a)® + 3a(z — a)?) € m%.

1=

Wegen

I
—

p

(;) By — By =yP —B°

Il
=)

%

erhalten wir

S(x,y) =" — 6" = ((z — @)’ + 3a(z — )?)
—yp—ﬂp—m3+3a2x—2a3
:yp_I3+x7

da 3a? = 1 und
B +2a® = fla)+20* = a(3a* — 1) = 0.

Insgesamt also

3

yP — (2% — 2) € m?

und der Punkt P, ist somit nicht regulér. O]

Das heifit, iber unsere gefaserte Flache C), 7 haben wir bis jetzt folgende In-
formationen.

nicht semistabil gute

nicht semistabil nicht regulir Reduktion

nicht regulér
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Betrachten wir jetzt die Situation iiber K = Q (Cp, Y2./3, 2“"%V—p), also
die gefaserte Flache C), 0,,. Dann gibt es ein semistabiles Modell mit folgen-

der Konfiguration, wobei die markierten Punkte potentiell nicht reguldr sein

konnen.
gute
\/ Reduktion
4
pl(2) plp) m #p,q (0)

Um letztendlich Regularitét zu erhalten, also eine arithmetische Flache, nut-
zen wir Proposition [1.3.21] um die potentiell nicht reguldren Punkte wie folgt

aufzulosen.

Dabei erhalten wir n Komponenten vom Geschlecht 0 mit Selbstschnitt —2
die den Punkt auseinander ziehen (siehe Proposition [1.3.21)). Die Anzahl der

Komponenten hiangt von der lokalen Beschaffenheit des Punktes sowie dem

Verzweigungsgrad der jeweiligen Primstelle ab.

2.2 Ein semistabiles Modell C;S von C),

In diesem Abschnitt konstruieren wir zu fixierter Primzahl p > 5 ein semista-
biles Modell C;S unserer Kurve C),. Wir betrachten die Primstellen schlechter

Reduktion und unterscheiden dabei die Falle:
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1. Fall q | (2): Die Methode aus Abschnitt[1.4] von I. Bouw und S. Wewers, fiir
superelliptische Kurven ist anwendbar da q 1 (p) gilt. Die Bedingungen
an die Kurve sind in Annahme gelistet.

2. Fall p | (p): Die Methode aus den Abschnitt [1.5]ist anwendbar. Diese wurde
von C. Lehr [Le] in seiner Dissertation entwickelt. Die Resultate sind fiir
p-zyklische Uberlagerungen unter den Bedingungen anwendbar.

2.2.1 Ein semistabiles Modell im Fall q | (2)

Wir betrachten die Kurve C), aus Abschnitt iiber dem lokalen Koérper Qs.

Der Zerfallungskorper von f ist Q und wir schreiben
f(2) = 2(e + 1)(x — 1) € Qula].
Die Kurve erfiillt die Voraussetzung [1.4.1] und fiir die Erweiterung
K, = Q2 (6, ¥2)
ist Annahme erfiillt. Jetzt betrachten wir die Uberlagerung
¢:Cp—=Y =Py, (z,y)—

Der Verzweigungsdivisor D C Y von ¢ hat Support in den kritischen Werten
—1,0,1,00 (siehe Abschnitt [1.4.1). Sei 7" die Menge der Tripel ¢t = (a,b,¢)
von paarweise verschiedenen Elementen des Verzweigungsdivisors D. Zu t =

(a, b, c) sei x; die eindeutige Koordinate, so dass
zi(a) =0, z(b) =1, a4(c) =00 (2.1)

gilt, d.h.
B b—c z—a

() = b—a x—c
Wir erhalten folgende Koordinaten.

Lemma 2.2.1. Es sei D der Verzweigungsdivisor von ¢ : C, — P}{V und K,
wie oben. Dann gilt fiir die Menge T

T = {to = (O, 1,00),t1 = (—1,0, OO),tQ = (—1, 1,00),t3 = (—1, 1,0)},

wobet tg ~ tg, t1 ~ t3 und ty = t1.
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Beweis. Es gilt D =S U {oo}, wobei S = {—1,0, 1}. Damit erhalten wir nach
(1.6 folgende Tripel

T ={to=(0,1,00),t; = (—=1,0,00),ts = (—=1,1,00),t3 = (—1,1,0)}.
Die korrespondierenden Koordinaten z;, « = 1, 2, 3, 4 sind gegeben durch
to = (0,1,00): zo(x) =z,
t1 = (—1,1,00): z1(z) == mit 27" (z) =22 — 1,

ty=(—1,0,00): 2o(x) =2+ 1 mit ;" (z) =2 — 1,

ts = (—1,1,0): x3(x) = 2—21 mit xgl(x) = 2;71.

Fiir die Aquivalenzklassen gilt

zooxy (z)=x—1  (}7') € PGLy(R),

_ x
riomwyt(z) = 5o 1 ¢ (3 %) € PGLs(R)
und
zooxy (z) =22 —1 « (27') ¢ PGLay(R).
Das heifit, wir haben ty ~ t9, t; ~ t3 und ty = t;. O

Sei (Y, D) das markierte stabile Modell von (Y, , Dk, ) und (Yy, Dy) die spe-
zielle Faser von (), D). Nach Abschnitt erhalten wir 2 Koordinatenab-
bildungen x; : Y, — IP’}(V, 1 = 0,1 gegeben durch

ozt

zo(z) =2 und z(z) = 5

Sei T; C Y}, die irreduzible Komponente zu z; (bzw. t;). Fiir die Spezialisierung

der Verzweigungspunkte = erhalten wir




50 2.2. Ein semistabiles Modell C;* von C,

Hier konnen wir bereits die Konfiguration der beiden Komponenten ablesen.
Nach Bemerkung haben wir den Punkt auf 7, aufgeblasen, in dem 1
und —1 zusammenfallen. Das heifit, die Verzweigungspunkte 0 und oo bleiben
(getrennt) auf der Komponente T und die Punkte 1 und —1 trennen sich auf
T. Der Schnittpunkt der beiden Komponenten ist nach der obigen Tabelle der
Punkt mit Koordinate 1 auf Ty und oo auf 7;.

Nun sei X die Normalisierung von ) im Funktionenkérper von X;. Wir ver-

wenden Abschnitt um diese Normalisierung zu berechnen und die spezielle
Faser &), zu beschreiben.

Proposition 2.2.2. Se: K, = Q, (Cp, \’75) und p > 5 eine Primzahl. Dann
hat C,, iber K, semistabile Reduktion. Die spezielle Faser besteht dabei aus 2
Komponenten I'g, I's, vom arithmetischen Geschlecht p%l, die sich transversal

in einem Punkt schnez’deTE. Der einzige singuldre Punkt ist der Schnittpunkt.

F0 Fs

q

Beweis. Nach Abschnitt miissen fiir unsere beiden Koordinaten x, x»
aus Lemma die folgenden Werte und Funktionen berechnen

n:(f)
ni(7r, )

Fir unsere Kurve erhalten wir

7Ni . *Ni
) fz = WKV f7 Yi = 7TKV /py

i':

'Wir nennen die zweite Komponente I', , statt I'1. In Proposition wird klar warum.
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! i ﬁ Yi
0 (0,1,00) l’o(l’) =z ]?0 :l’g—f‘.??o 0 Yo =y
(—1,1L,00) | m(x) =54 | fi=ai+a | 2 |y =27y

.

Die spezielle Faser hat die beiden Komponenten

Lo :yh = fo = x4 + o,

Iy, =T iyf:f1:$%+$1>
vom arithmetischen Geschlecht p,(I'g) = pa(I'1) = (p—1)/2. Die Komponenten
schneiden sich in genau dem einen Punkt mit Zyo = 1 und Z; = oo. Da das
Modell nach Lemma semistabil ist, sind die Komponenten reduziert und

der Schnittpunkt transversal. Aulerdem sind die Komponenten nicht singulér.
O

2.2.2 Ein semistabiles Modell im Fall p | (p)

In diesem Abschnitt betrachten wir die Kurve C,, iiber dem lokalen Kérper
Qp. Nach Abschnitt miissen wir zuerst die b; aus Definition und
die Transformationen aus [L.5.5 berechnen. Dann koénnen wir eine endliche
Kérpererweiterung K, von @QQ, wie in Annahme angeben, iiber der C,
semistabile Reduktion hat.

Die Ableitung f (z) hat die beiden Nullstellen o := /1/3 und —a := —/1/3
die keine Nullstellen von f(x) sind. Es spezialisiert sich jeweils nur eine Null-
stelle von f(z) auf die Nullstellen von f (z) (d.h. o(a) = o(—a) = 1), so dass

wir nur zwei Elemente b, ; und b_,; berechnen miissen.

Lemma 2.2.3. i) Fir
ba,l = b—a,l = \/F
sind die Bedingungen aus Definition erfillt, wobei T = (—p)ﬁ.

Damit erhalten wir zwei Koordinaten

ii.) Die Kurve C, hat iber dem Kérper

K, =@, (G V3, 2 ¥/=p)

semistabile Reduktion.
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Beweis. Wir benétigen folgende Informationen iiber f(x) := 23 — a:

i | [Y() fO(2) =0 fDa) | fP(-a)
0| flz)=a®>—2x |-1,0,1 — 2 2

1| fl(z)=322—-1| a,—« 0 0

2| f"(x) =6x 0 (et —6a

3| f"(z) =6 6 6

i.) Nach Definition suchen wir b, 1 und b_, 1, so dass

U<ba,l>_v((¢%)“) und v(b_) = (- ;ﬁ)“)

gilt, also zum Beispiel b, 1 = b_n1 = /7, dap > 5.

Damit konnen wir jetzt die Koordinaten aus Definition [1.5.5[angeben und

erhalten

ii.) Nach Annahme miissen wir folgende Elemente zu Q, adjungieren:
o [(e)'r=—(4/20)', f(=a)'/P = (4/27)'/2,
® Dot =b_gy =T = (—p)7oT.

Das konnen wir auf die Elemente v/3, VA = (—p)Q(pl—U reduzieren und

erhalten

Ky =@, (G V3, % ¥/=p)
O

Nach Abschnitt sieht die Konfiguration der speziellen Faser des semi-
stabilen Modelles des P} ~wie folgt aus, wobei die markierten Punkte die

Verzweigungspunkte sind und bei der Konstruktion keinen Einfluss nehmen.

T
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Wir betrachten jetzt den minimalen Teilbaum 7" von T, der die Ecken korre-
spondierend zu P}, und den Transformationen z, 1, ¥_,1 enthilt. Nach Theo-
rem [1.5.10] ist die semistabile Reduktion gegeben durch die Normalisierung
des semistabilen Modelles P(T") von P} im Funktionenkérper von Xy, . Wir
verwenden Abschnitt um diese Normalisierung zu berechnen und die spe-

zielle Faser X zu beschreiben. Wir erhalten folgendes Ergebnis.

Proposition 2.2.4. Sei K, = Q, (Cp, V3, 2(1’—%)/—}7) und p > 5 eine Primzahl.
Dann hat C, diber K, semistabile Reduktion. Die spezielle Faser besteht dabei
aus 8 Komponenten T}, I, und I an folgender Konﬁgumtimﬂ

ro

e
s,

Ffa

Sp

mit arithmetischen Geschlecht p,(TG) = 0 und pa(T'S) = pa(T5*) = -1 Die
Komponenten sind reduziert und die Schnittpunkte transversal. Die einzigen

singuldren Punkte sind die beiden Schnittpunkte der Komponenten.

Beweis. Nach Bemerkung [1.5.11] wissen wir bereits wie die Konfiguration der

speziellen Faser aussieht. Wir haben eine Komponente I’} vom Geschlecht Null

—Q

und 2 Komponenten I'Y, I'T® (die wir IS, IS, nennen) iiber den Nullstellen

von ?l(:c)

o —
re Iy

FP
10 1 oo °

Da die Verzweigungspunkte nicht mit den Nullstellen zusammenfallen haben
diese keinen Einfluss auf die Konstruktion des semistabilen Modelles. Um

die Gleichungen fiir die Komponenten anzugeben (siehe Bemerkung [1.5.11)

2Wir nennen die beiden Komponenten IS und I'* statt I'? und I'y . In Proposition

wird klar warum.
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miissen wir zuerst die folgenden Funktionen berechnen

9 3
flaap ) = 2P = Sra?™? = S22,
9 3
oo (@) =a” = gral ™t 4 Shrhar

Damit erhalten wir die beiden I'Y" und I';“:

e Die erste irreduzible Komponente I'{ korrespondiert zu der Transforma-
tion £ und hat die Artin-Schreier Gleichung (siehe Formel (1.8))

Q:W—T:gm”.
b 2

e Die zweite irreduzible Komponente I'_* korrespondiert zu der Transfor-

mation x% und hat genau dieselbe Gleichung

9
L1 -7 = “rr2.
P 2

Beide Komponenten haben arithmetisches Geschlecht (p — 1)/2 und sind als
Kurve reguldar. Da das Modell nach Theorem [1.5.10] semistabil ist, sind die
beiden Schnittpunkte transversal und alle Komponenten reduziert. O

2.2.3 Ein globales semistabiles Modell C;® von C,

Wir fassen die letzten beiden Abschnitte zusammen und erhalten insgesamt
folgendes Ergebnis.

Theorem 2.2.5. Sei K =Q (Cp, Y2,1/3, 201 —p) mat primitiver p-ter Ein-
heitswurzel ¢, Dann gibt es ein semistabiles Modell C3* von C,, diber Spec Ok,

fir das folgendes gilt:

i.) Fir alle Primstellen m von Ok die nicht iber (2) oder (p) liegen ist die
Reduktion glatt und gegeben durch

C% = Cp x k(m),

i.) Sei q ein Primideal welches (2) C Oy teilt. Dann hat C%, folgende Kon-

figuration
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I I

wobei po(I'g) = pa(T'3) = 55~

ii.) Seip ein Primideal welches (p) C Ok teilt. Dann hat C5, folgende Kon-

figuration

TG

FO(

Sp

I—‘fa

Sp

wobei po(Th) = 0, pa(L5) = pa(T5) = %1

Sp

Die einzigen singuldren Punkte sind die Schnittpunkte der Komponenten.

Beweis. Die lokalen Konstruktionen haben wir bereits in Proposition [2.2.2|und
Proposition durchgefiihrt. Da Semistabilitdt invariant unter Basiswechsel
ist (siehe [Lill Proposition 10.3.15]), kénnen wir das Modell iiber

K =Q (G, ¥2.V3, *y=p)
zu einem globalen Modell verkleben. O]

Bemerkung 2.2.6. Aulerdem kénnen die lokalen Modelle des P! zu einem
globalen semistabilen Modell verklebt werden, welches wir mit Y bezeichnen.

Die speziellen Fasern sind durch

Vr,, = spezielle Faser des P! aus Abschnitt 22,7 falls q | (2),
YVr, = spezielle Faser des P! aus Abschnitt 2.2.2] falls p | (p),
Vrm =P, falls m { (2), (p)

gegeben. Die Uberlagerung C, — P! ldsst sich zu einem Z/pZ-Morphismus
C;‘S — V7 fortsetzen.
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2.3 Ein reguldres Modell C;*® von (),

In diesem Abschnitt wollen wir aus dem semistabilen Modell C;* (siehe Theo-
rem ein reguléres Modell konstruieren. Da wir wissen, dass die potentiell
nicht reguldren Punkte nur Doppelpunkte sein kénnen, ist es moglich diese mit
Hilfe von Proposition aufzulosen.

Definition 2.3.1. Sei C;° das semistabile Modell aus Theorem m

i.) Die Stérke (siche Proposition|1.3.20]) des Schnittpunktes der beiden Kom-
ponenten I'] und Ty, in der speziellen Faser iiber q | (2) bezeichnen wir

mit Sq-

ii.) Die Stérke der Schnittpunkte der Komponente '} mit I'g, und I, in der

speziellen Faser iiber p | (p) bezeichnen wir beide mit s,.
(Fiir mehr Details zu dieser Definition siehe Beweis von Proposition [2.3.2)).
Wir erhalten folgendes Ergebnis.

Proposition 2.3.2. Sei K = Q (Cp, Y2,/3, 2(P‘%)/—p) mat primitiver p-ter
Ewnheitswurzel C,. Dann gibt es ein regulires semistabiles Modell C)*® von C,

tiber Spec O, fir das folgendes gilt:

i.) Fiir alle Primstellen m von Ok die nicht iber (2) oder (p) liegen ist die
Reduktion glatt und gegeben durch

CI8 = C, x k(m).

i.) Seiq ein Primideal welches (2) C Ok teilt. Dann hat C)% folgende Kon-

figuration

I

T T
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und Schnittmatriz

-1 1 0
1 -2 1
1 -2 1 )
1 -2 1
0 1 -1
wobei die Komponenten nach T3, T1,..., I3 angeordnet sind. Es gilt

Pa(I5) = pa(l},) = 2L und po(T9) = 0 firi=1,2,...,s4 — 1.

ii.) Seip ein Primideal welches (p) C O teilt. Dann hat C,yy folgende Kon-

figuration
ro
s,
'y IS, 2
Iy g IS -3 TG
I
g rse g B | R )
1—‘1 F3 FSp—S FSp—l
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und Schnittmatriz

-2 1 0 ... o1 0 ... 0
1 -2 1 .0
o1 -2 1
0
: 1 =2 1
010 1 -1 ,
-2 1 0
0 1 -2 1
0
: 1 -2 1
0 0 ... 1 -1

wobei die Komponenten nach T, T'¢,..., T TT® I';* angeordnet sind.
p P

Auferdem gilt p,(T}F) = 0, pa(l's) = pa(T5) = 1%1 und po(TF™) =0 fiir
i=1,2,...,s,— L
Beweis. Wir betrachten das semistabile Modell aus Theorem [2.2.5] Die poten-
tiell einzigen nicht reguldren (bzw. singuldren) Punkte sind die Schnittpunkte

der Komponenten

o ' und T iiber den Primstellen q | (2),

e 'y und I'Y bzw. T und T';* iiber den Primstellen q | (p).

Nach Proposition hat so ein Schnittpunkt lokal die Form uv — ¢ (siehe
Gleichung , wobei die Bewertung von c die jeweiligen Stirken s, bzw. s,
definiert. Nach Proposition kénnen diese Singularitdten mit Hilfe von
sq — 1 bzw. s, — 1 Komponenten, die sich transversal schneiden, Vielfachheit
1, arithmetisches Geschlecht 0 und Selbstschnitt -2 haben, aufgelost werden.

Damit erhalten wir genau die behauptete Konfiguration. O]
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Korollar 2.3.3. Das Modell aus Theorem [2.3.2 ist minimal.

Beweis. Nach Bemerkung|[1.3.10]ist C minimal, da das Modell keine exzeptio-

nellen Komponenten hat. O

Bemerkung 2.3.4. Der Morphismus C;* — Yr (siche Bemerkung [2.2.6) in-
duziert einen Z/pZ-Morphismus C,® — Yr von arithmetischen Fléchen, da

C;eg nur durch Aufblasen von Punkten aus C;S konstruiert wurde.
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Kapitel 3

Arakelov Invarianten von

Kurven

In diesem Kapitel, iiber Arakelov Invarianten von Kurven, stellen wir obere
und untere Schranken fiir den Selbstschnitt der relativ dualisierenden Garbe
vor. In Abschnitt stellen wir die nétige einfiihrende Theorie zusammen

)

und nutzen als Referenz ”Géométrie d’Arakelov des surfaces arithmétiques’
von C. Soulé [So]. Fiir die oberen Schranken in Abschnitt [3.2] wiederholen wir
die Ergebnisse von U. Kiihn [Kii] und fiir die unteren Schranken in Abschnitt
3.3 wiederholen wir die Ergebnisse von U. Kiithn zusammen mit J. S. Miiller

3.1 Arithmetische Schnittzahlen hermitischer
Geradenbiindel

Es sei K ein Zahlkorper mit Ganzheitsring Ox und f : X — Spec Ok eine
arithmetische Fliche wie in Definition Mit X, notieren wir die kom-
plexwertigen Punkte X' (C). Dies ist eine kompakte, 1-dimensionale, komplexe
Mannigfaltigkeit, welche verschiedene zusammenhéngende Komponenten ha-

ben kann. Es gibt die Zerlegung

Xo= ][] %),

o:K—C

61
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wobei X, (C) die Menge der komplexwertigen Punkte der Kurve
XO’ =X XSpec K, SpeC(C
und o : K — C eine Einbettung ist.

Definition 3.1.1. Ein hermitisches Geradenbiindel £ = (L, h) ist ein Gera-
denbiindel £ auf X zusammen mit einer glatten hermitischen Metrik h auf
dem induzierten holomorphen Geradenbiindel £, = £ ®7 C auf X,,. Mit || - ||
notieren wir die dazugehorige Norm. Zwei hermitische Geradenbiindel £, M

auf X heiflen isomorph, falls
— Y |
LOM =(Oxl-),

wobei | - | der Absolutbetrag ist. Die arithmetische Picard Gruppe ISI\C(X ) ist
die Gruppe der Isomorphieklassen von hermitischen Geradenbiindels £ auf X,

wobei die Gruppenstruktur durch das Tensorprodukt gegeben ist.

Definition 3.1.2. Seien £, M zwei hermitische Geradenbiindel auf X und [, m
nicht triviale, globale Schnitte, deren induzierte Divisoren div(l) und div(m)
auf X keine gemeinsamen horizontalen Anteil haben. Dann ist die Schnittzahl

an den endlichen Stellen (I.m)g, von | und m definiert durch

(I.m)gin Zlogﬂ (Ox o/ (L, my)) sz (div(l), div(m)) log |k(z)|
— Z <Z i (div(l), div(m))[k(z) : k(s)]) log |k(s)]| ,

wobei [, und m, lokale Gleichungen von [ und m am Punkt x € X sind. Die
Summe lauft iiber alle abgeschlossenen Punkte x von X.
Die Schnitte [ und m induzieren globale Schnitte auf £, und M, welche
ebenfalls mit [ und m notiert werden. Sei div(l) = ), paFo mit p, € Z,
P, e X, und

(log [|m||)[div(l Zpa log [[m(Fa)]] -

Die Schnittzahl an den unendlichen Stellen (I.m)s von [ und m ist gegeben
durch

(I.m)oo := —(log [[m]|])[div(1)] —/X log [[I]| - ex(M) ,
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wobei ¢;(M) € H" (X, R) die erste Chern Form von M ist und auBerhalb
des Divisors div(l) auf X, gegeben ist durch

c1i(M) = dd*(=log Im(-)[|*) -

Die Funktion log ||m(-)||? ist auf X, lokal integrierbar, so dass die Schnittzahl
im Unendlichen wohldefiniert ist. Die arithmetische Schnittzahl £L.M von L
und M ist definiert durch

LM = (I.m)gn + (1.7) oo - (3.1)
Die arithmetische Selbstschnittzahl von L ist gegeben durch £.L.

Theorem 3.1.3. (Arakelov, Deligne et al.) Formel (3.1)) induziert eine bili-

neare, symmetrische Paarung
Pic(X) x Pic(X) —» R.
Beweis. Siehe z.B. [Sol. O

Bemerkung 3.1.4. Theorem |3.1.3] ist eine Verallgemeinerung der arithme-
tischen Schnittpaarung von Arakelov, in der nur hermitische Geradenbiindel,

deren Chern Formen Vielfache einer Volumenform sind, betrachtet werden.

Wenn das Geschlecht von X' grofler als 1 ist, gibt es fiir jedes o auf X, (C) die

kanonische Volumenform
o _ Z o2 -
Vcan(z> - E Ej ‘f] | dz A dZ,

wobei f7(z)dz, ... fJ(z)dz eine Orthonormalbasis von H°(X,(C), Q") zusam-
men mit dem natiirlichen Skalarprodukt ist. Wir schreiben v, fiir die indu-

zierte Volumenform auf X, und setzen

O(D) = O(D)

Vcan *

Die Norm des Schnittes 1p von O(D) ist gegeben durch ||1p]] = g(D, -) wobei
g die kanonische Green Funktion ist (siehe z.B. [La]). Nach Arakelov gibt es
eine eindeutige Metrik || - ||ar auf wy /o, , so dass fiir alle Schnitte P von X’ die

Adjunktionsformel
w.0(P)+ O(P)* =0, (3.2)

gilt, wobei W 1= Wx /0, = (Wx/o. | - [|ar)-
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Bemerkung 3.1.5. Sei f : X — Spec Ok eine arithmetische Fliache. Anstelle
von wy /o, kann man auch mit der relativ dualisierenden Garbe wy /7, ebenfalls

ausgestattet mit der Arakelov Metrik, arbeiten. Es gilt

*
Wxz = Wxjox @ [ Wspec Ok /z

und damit
Wy /z = Wx /o, + (29 — 2)10g(|Akgl)?,

wobei A g die Diskriminante des Zahlkérpers K ist. Damit lassen sich Schran-

ken fiir wy o, in Schranken fiir wy 7 iibersetzen und umgekehrt.

3.2 Obere Schranken fiir 2

Sei Y — Spec Ok eine arithmetische Flache mit generischer Faser Y. Wéahle
00, Pi,..., P, € Y(K), so dass Y \ {o0, Py, ..., P} hyperbolisch ist. Sei X —
Spec Ok eine beliebige arithmetische Flédche zusammen mit einem Morphismus
£ : X — Y von arithmetischen Flichen, so dass der induzierte Morphismus
f : Xkg — Yk von algebraischen Kurven iiber K unverzweigt iiber Y (K) \
{o0, Py, ..., P} ist. Sei g > 2 das Geschlecht von X und d = deg(f). Setze
foo =Y b;S; und byax = max;{b;}. Die Punkte S; heilen markierte Punkte.
Ein Divisor auf X mit Support in den markierten Punkten von Grad 0 heifit
markiert. Ein Primideal p heif3t schlecht, falls die Faser von X iiber p reduzibel

1st.

Theorem 3.2.1. Sei 3 : X — Y wie oben ein Morphismus von arithmetischen
Fldchen. Wir nehmen an, dass alle markierten Punkte K-rational sind und
dass alle markierten Divisoren Torsionsdivisoren sind. Dann gilt fiir die arith-

metische Selbstschnittzahl der dualisierenden Garbe auf X die Ungleichung
W < (29 — 2) ([K : Q] (K110 bunax + 2) + > _ ay log Nm(p)> . (33)
p bad

wobei k1, ke € R positive Konstanten sind, die nur von Y und den Punkten
00, Py, ..., P, abhingen. Die Koeffizienten a, € Q sind gegeben durch lokale
Schnittzahlen (siehe Formel ({3.6) weiter unten).

Beweis. Folgt aus [Kil, Theorem I] und Bemerkung O
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Sei §; der Zariski-Abschluss eines markierten Punktes S; auf X'. Sei K ein
kanonischer Divisor auf X', dann gibt es fiir jeden markierten Punkt S; einen

vertikalen Q-Divisor F;, so dass

1
(Sj LAy 2’C) ar=o &4
fiir alle irreduziblen Komponenten Cl(p) der Faser f~(p) iiber p € Spec O.

Analog gibt es fiir jeden markierten Punkt \S; einen Divisor G;, so dass fiir alle
Cl(p) gilt

(sj +G;+ édiv(s)) c® =, (3.5)

wobei s ein Schnitt von f*£ und £ = O(P) € Pic(Y) ist. Die Divisoren F;
und G; existieren unter den gegebenen Voraussetzungen immer (siehe [Cul Be-
merkung 3.2.6]). Dann sind die rationalen Zahlen a, aus dem Theorem durch
folgende arithmetische Schnittzahlen von trivial metrisierten hermitischen Ge-

radenbiindeln gegeben

> wlogNu(p) =~ 370,006, + S 0FR (0)

p bad

3.3 Untere Schranken fiir &’
Sei K ein Zahlkorper und Ok der Ganzheitsring von K. Sei X/ K eine projekti-
ve, glatte und geometrisch zusammenhingende Kurve iiber K vom Geschlecht

g > 1. Weiter sei X ein reguldres Modell von X iiber Ok.

Nach [KM, Korollar 2.3] gibt es zu jeder irreduziblen vertikalen Komponente

I' von X, einen vertikalen Q-Divisor Vi, so dass

1
29 —2

(V4.C) (—C? + 2p,(C) — 2) — X€ (3.7)

fiir alle irreduziblen Komponenten C von X die in derselben speziellen Faser
wie I liegen. Dabei ist br die Vielfachheit der irreduziblen Komponente I und
0 das Kronecker Delta auf der Menge der irreduziblen Komponenten von X.

Sei D € Divg(X) ein Q-Divisor vom Grad 1, so dass (29 —2)D ein kanonischer

Q-Divisor auf X ist. Dann gibt es einen vertikalen Divisor Vp, so dass
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ein kanonischer Q-Divisor auf X ist, wobei Dy der Zariski-Abschluss von D

ist. AuBerdem sei ein weiterer Divisor Up definiert durch

Up =Y br(2(V.Vp) = V¥)T, (3.9)

wobei I' die irreduziblen Komponenten von X durchlduft. Zu jedem Q-Divisor
D € Divg(X) vom Grad 1 gibt es ein hermitisches Geradenbiindel £p, welches
wie folgt definiert ist.

Definition 3.3.1. Das hermitische Geradenbiindel £, auf X ist definiert
durch
Lp=0®0(2Dx)® OUp)™! @ O(—aXy,),

wobei a = O(Dy)? — O(Vy)? € R. Dabei ist O(Dy)? der Selbstschnitt von
O(Dy) ausgestattet mit der Arakelov Metrik und O(—aXy) = (Ou, | - |e?).

Definition 3.3.2. Sei D € Divg(X) ein Q-Divisor vom Grad 1. Dann sei fp
definiert durch

51) . O(QVD —+ UD)2 + Q(EO(UD)), (310)

T 292
wobei die vertikalen Geradenbiindel mit der trivialen Metrik ausgestattet sind.

Bemerkung 3.3.3. Die Berechnung von (p ist lokal {iber allen Primstellen
p von Ok moglich. Das heiffit insbesondere, dass auch die Divisoren Vp und
Up lokal berechnet werden kénnen. Um die expliziten Rechnungen in Kapitel
ibersichtlich zu halten, setzen wir

VD,p ="Vp |X,,, UD,p =Up |Xp

wobei A, die spezielle Faser von X iiber einer Primstelle p von O ist. Weiter

sel
1

e 9y
(vgl. Formel . Dann gilt fp = Zp B,y

Lemma 3.3.4. Angenommen das requldre Modell X ist minimal und die spe-
zielle Faser von X ist reduziert. Dann ist (K.Up) > 0 und damit Bp > 0.

O©2Vpy + Upy)? + 2(@.0(Up,))

Beweis. Siehe [KM), Lemma 2.17 und Korollar 2.18]. O
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Sei F' eine endliche Erweiterung von K und ¢p = pr; o mp : X — X, wobei
7r : X' — X ® Op die minimale Desingularisierung ist. Nach [Li2] gibt es
eine endliche Erweiterung Iy von K, so dass X — Spec Of semistabil fiir jede
Erweiterung F von Fj ist. Sei X1 die Menge der glatten Punkte von X*® und

Exc(¢p,) die Ausnahmepunkte von pg,. Dann sei
T(X) = o, (X\X0) UExc(pr,)) -
Bemerkung 3.3.5. Wenn X’ semistabil ist, gilt T'(X) = X'\ Xy

Definition 3.3.6. Ein hermitisches Geradenbiindel heifit relativ semipositiv,

falls der Schnitt mit allen vertikalen Komponenten nicht negativ ist.

Theorem 3.3.7. Sei D € Divg(X) ein Q-Divisor vom Grad 1, so dass (2g —
2)D ein kanonischer Q-Divisor auf X ist und Dy N T(X) = 0. Falls das

hermitische Geradenbiindel Lp relativ semipositiv ist, gilt
w® > fBp.
Beweis. Siehe [KM|, Theorem 1.3]. O

Theorem 3.3.8. Angenommen X ist minimal und die spezielle Faser von X

ist reduziert. Dann gilt:
i.) Lp ist relativ semipositiv fiir jeden Divisor D € Divg(X) vom Grad 1,
ii.) B := Bp ist unabhingig von der Wahl von D,

iii.) B > 0, mit Gleichheit genau dann wenn alle Fasern von X irreduzibel

sind.
Beweis. Siehe [KM|, Theorem 1.4]. O

Sei p eine Primstelle von Og. Im Fall, dass die spezielle Faser X, von X
reduziert ist, héngt 8, = Bp, nicht mehr von D ab. Auflerdem gibt es dann
eine konkrete Formel fiir §,. Dabei sei M = (m;;);; definiert als die negative
Schnittmatrix der speziellen Faser &, von X und M* = (n;;);; die Moore-

Penrose Pseudoinverse von M (siche |Cill §3]).
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Lemma 3.3.9. Angenommen die spezielle Faser X, von X ist reduziert, dann

héngt 8, = Bp,p nicht von D ab und es gilt

Ag—1) g—1 ~w 2(9 — 1) « ISy
By = (9 )+gg Zzniin‘jjmi‘j—i_%zainii_;Zza’iajnij’
i=1

r
g i=1 j=1 =1 j=1

wobei v die Anzahl der irreduziblen Komponenten I'y,...,I'; von X, ist und
a; ‘= —Ff + 2pa(FZ) — 2.

Beweis. Siehe [KM|, Lemma 2.19]. O



Kapitel 4

Obere und untere Schranken fiir
o° auf Czl;eg

reg
p>5 prim

mistabilen Modellen (siehe Kapitel [2)) obere und untere Schranken fiir den
Selbstschnitt der dualisierenden Garbe berechnen.

Wir beginnen in den Abschnitten mit der Berechnung einer oberen
Schranke fiir @? nach der Theorie aus Abschnitt [3.2] In den Abschnitten [4.1.4
berechnen wir untere Schranken fiir @? nach der Theorie aus Abschnitt
3.3l

In diesem Kapitel wollen wir fiir die Familie {C,} von regulédren se-

Wir treffen in diesem Kapitel die folgenden Annahmen (bzw. Notationen).
Annahme 4.0.10. Sei p > 5 eine Primzahl.

o Die Kurve C, aus Annahme definiert iber Q, fassen wir in diesem
Kapitel als Kurve tiber dem Zahlkorper

K =Q (G, V2. V3, y=p)
auf und notieren diese ebenfalls mit C,.
o Sei q ein Primideal welches (2) C Ok teilt.
e Seip ein Primideal welches (p) C Ok teilt.

o MitC, 'y bezeichnen wir die generische Faser von C;*8. Die spezielle Faser

iber q bzw. p bezeichnen wir mit C;% bzw. Cpyy.

69
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o Seien I}, i = 0,1, ..., 84, die Komponenten der speziellen Faser iber q,

wobei sq die Stirke aus Proposition ist.

o Seien Iy, T, I';*, fiiri = 1,2,...,sy, die Komponenten der speziellen

Faser iiber yp, wobei s, die Stirke aus Proposition [2.5.9 ist.

o Wenn wir in einem Abschnitt die Primstellen q oder p einzeln betrachten,
lassen wir bei den Komponenten I'Y, T das q bzw. p weg (was im Fall p
nur Th = Ty bedeutet).

4.1 Arakelov Invarianten von C;eg

In diesem Abschnitt wollen wir die oberen und unteren Schranken nach Theo-
rem (3.2.1| und 3.3.7| fiir unsere arithmetische Fliche C;°, die wir in Abschnitt
konstruiert haben, bestimmen.

4.1.1. Wir betrachten die Kurve C),, zusammen mit dem Morphismus
B:C,— P!

definiert durch (x,y) + (). Dies ist eine Uberlagerung vom Grad p mit Ver-
zweigungsort {—1,0,1,00}. Diesen Morphismus setzen wir zu einem Z/pZ-
Morphismus

51— Yy
von arithmetischen Fléchen fort (sieche Bemerkung [2.3.4). Es gibt nur einen
markierten Punkt S; = P.. Dieser ist rational und wir konnen Theorem [3.2.1

anwenden.

4.1.1 Beitrige zu einer oberen Schranke iiber q | (2)

In diesem Abschnitt berechnen wir die lokalen Beitréige zu einer oberen Schran-

ke iiber den Primstellen q | (2). Wir verwenden dabei die Notationen aus

Annahme 010
Proposition 4.1.2. Die Divisoren G = 0 und

Fq:_Z(%k>Fk7

k=1
erfiillen tiber den Primstellen q | (2) die Formeln (3.4]) bzw. (3.5)).
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Beweis. Nach Abschnitt miissen wir fiir jeden markierten Punkt S; einen
Divisor F; nach Formel berechnen. Da es nur einen markierten Punkt
S1 = P, gibt, konnen wir 7 = 1 setzen und erhalten fiir jede Primstelle q mit
qNZ = (2) einen Divisor F;. Das heifit, wir haben

S 1
(Poo +./T"q - 2g—_21C) Fk = O, k = 0, 1, -y Sq
wobel C ein kanonischer Divisor auf C;eg ist und wihlen den Ansatz

JT"q = CL()FO + a1I‘1 + ...+ asq_lf‘sq_l + CLSqFSq.

Wir berechnen zuerst mit Hilfe der Adjunktionsformel ((1.3) die folgenden
Schnittzahlen

(KI}) =0, k=1,..,5— 1,
(KIY)=p-—2.
Damit gilt
p—2
1— — =0
a'O—I—al 2p_4 )
0+ ap—1 —2ar, + a1 —0=0, k=1,...,5,—1,
p—2
O+a5q_1—asq—2p_4:0

und wir erhalten insgesamt das Gleichungssystem

—ap+a; = —1/2,
Ap—1 — 2Clk + Ap+1 = 0, k= 1,2, <oy Sq T 1,

Ugg—1 — As, = 1/2

und konnen a; = —g, k=0,1,..., 54 als Losung wéhlen.

Da ooy, nur die Komponente Iy trifft, gilt deg(£) |r,= 1 und deg(L) |r,= 0
fiir £ > 0. Damit ist p-oo¢res der Divisor des auf C,°® zuriickgezogenen Schnittes
1y, von L. Daraus folgt G, = 0. O

Lemma 4.1.3. Es gilt (F;)? = —1sq und (Gq)? = 0.
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Beweis. Wenn wir F; mit einer Komponente I'y, fiir £ =1, ..., s, — 1 schneiden,
gilt
1
(FoT'y) = -5 ((k—1)—2k+ (k+1))=0.

Das heifit, es bleibt nur

1 1 1
‘qu:<§5q'F5q)']:q:Z'5q'((Sq_l)_5q>:_Z'Sq-

Lemma 4.1.4. Es gilt

wobei Ry = quZ:(g) Sq - f(al2).

Beweis. Sei q ein Primideal mit q N Z = (2) und Trégheitsgrad f(q|2). Dann

gilt
1
O(Fq)* = Fq -log Nm(q) = =7 - s~ f(q]2) - log(2)
und damit
, 1 1
> OFEP =1 Y s fal2)-log(2) = — - By -log(2),
9NZ=(2) aNZ=(2)
wobel wir Rq =3 7 ) Sq - f(q]2) gesetzt haben. O

4.1.2 Beitrige zu einer oberen Schranke iiber p | (p)

In diesem Abschnitt berechnen wir die lokalen Beitriage zu einer oberen Schran-
ke iiber den Primstellen p | (p).

Proposition 4.1.5. Die Divisoren G, = 0 und
F=(2) r0+s§ (S” _ k) oy (S” — k) ;e
2 =\ 2 2 F
erfiillen baw. (3.5)).
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Beweis. Mit Hilfe der Adjunktionsformel (1.3]) berechnen wir die Schnittzahlen

(KeI'Y) =0, fiir i =1, ..., s, (4.1)
(KeI'7%) =0, firi=1,..., sp.

Analog zu Proposition 4.1.2] wiahlen wir den Ansatz

Sp Sp
Fo=bolo+ Y 0iTh + > b Ty
k=1 k=1

und erhalten folgendes Gleichungssystem

—1 = —2by + by + b7, fiir '},
0=0by_, —2by +0byy,, fiir I}, k=1,2,...,8, — 1,
1/2=05 _; —b;, fir 'y,

0=0,% —20,%+0b, 7, fiir I')% k=1,2,..5 —1,
1/2=0.%, = b, fiir I )%

Wir wéhlen
S
bO = Ep?
(e —o Sp s
by =b," = 5 fir k=1,2,...,s, — 1,
by =b."=0
P P
als Losung.

Mit demselben Argument wie im Beweis von Proposition ist G, =0. O
Lemma 4.1.6. Es gilt (F,)? = —1s, und (G,)* = 0.
Beweis. Analog zum Beweis von Lemma [4.1.3 gilt
1
(Fp-L'k) 25'(Sp_(k—l)—2<5p_k)"‘sp_(k"‘l)):o

fir k=1,...,s, — 1 und damit

1 1
f§:2'<1'3p'(_3p+(8p_1))>:_§'Sp-
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Lemma 4.1.7. Es gilt

wobei Ry, = mezz(p) sy - f(plp)-

Beweis. Folgt analog zu Lemma [4.1.4] O]

4.1.3 Obere Schranken fiir @2 auf C;eg

Theorem 4.1.8. SeiC;* das regulire semistabile Modell aus Proposition[2.3.
tiber K = Q (Cp, V2,43, 2‘f"%)/—p). Dann gqilt fiir die arithmetische Selbst-

schnittzahl @2 der dualisierenden Garbe zusammen mit der Arakelov Metrik
—_92 RCI
w° < (29 = 2){ [K = Ql(k1 log(p) +k2) — (p = 2) { 7 log(2) + Ry log(p) | |,

wobet k1, ke € RT positive Konstanten unabhdngig von p und Ry, R, wie in

Lemma bzw. sind.

Beweis. Nach gilt deg(8) = p und *00 = p- Py, also by = by = p. Mit
Lemma und Lemma wird aus Formel (3.6

> aqlog(Nm(q))+ > a, log(Nm(p))

aNZ=(2) pNZ=(p)

292

Y hOF)+ D hO(FR)

qNZ=(2) pNZ=(p)
1 1
=(29=2) | =7 - Bq-log(2) — 5 - By - log(p)
1
= ~(p=2)- (3 lout2) + B, lox(p) )
Damit folgt aus Formel (3.3) die Behauptung. n

Bemerkung 4.1.9. Nach [Sz], [Ul] und [Zh1] gilt @? > 0. Das heift, es muss

(p—2) (% log(2) + R, log(p)) < [K : Q|(k1 log(p) + K2) (4.2)
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gelten. Wir betrachten die grobere Ungleichung

(p —2) (Ry log(p)) < [K : Q](k1 log(p) + Ka)

und es folgt, dass
(p—2)R, < s [K: Q] (4.3)

gelten muss. Nach der Fundamentalgleichung der Bewertungstheoridﬂ gilt

[K:Ql= > ¢-f(lp)

pNZ=(p)

und wegen
Ry = Z sp - f(plp)
pNZ=(p)

konnen wir die Ungleichung (4.3]) schreiben als

r | D> e flp) | == D s folp)
pNZ=(p) pNZ=(p)
Das heifit, die Arithmetik des Zahlkorpers K liefert eine obere Schranke fiir

die gewichtete Summe der Stéarken der Singularitéten.

4.1.4 Kanonische Divisoren auf C;eg

Bevor wir zu den unteren Schranken kommen, geben wir eine explizite Be-
schreibung eines kanonischen Divisors auf C;*. Diesen verwenden wir dann bei
der Berechnung einer unteren Schranke fiir @?. Wir bestimmen zuerst einen
kanonischen Divisor K¢, auf der generischen Faser C;% von C;*®, um dann
Proposition anzuwenden und diesen zu einem kanonischen Divisor K¢

auf der Flache fortzusetzen.

1 Sei K ein Zahlkorper mit zugehorigem Ganzheitsring O und (p) C Z ein maximales
Primideal. Dann gibt es eine eindeutige Zerlegung pOp = pgel) <o pt) von (p) in Prim-
ideale p; C Ok, wobei e; der Verzweigungsindex des jeweiligen Primideals p; ist. Weiter sei
f(pi | (p) =[Ok /pi : Z/(p)] der Trégheitsgrad von p; iiber (p). Dann gilt die Fundamen-

talgleichung der Bewertungstheorie
D e fpi | (p) =[K: Q)
i=1

(siehe [Nel, Proposition 1.8.2]).
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Proposition 4.1.10. Der Divisor
Key=(p—-2)(Pi+P+P)—(p—2)Ps

ist fiir alle Primzahlen p > 5 ein kanonischer Divisor auf der generischen
Faser C.°% von C:°¢, wobei P, = (0,0), P, = (1,0), Py = (—1,0) und Py, der

P, p
Punkt im Unendlichen ist.

Beweis. Wir betrachten die rationale 1-Form w = ‘L—’: auf der affinen Kurve

y? = f(x). Das Polynom f hat die Nullstellen a; =0, iy = 1 und a3 = —1.

Fall 1: Fiir yy # 0 ist z — xg eine lokale Koordinate und w hat keine Nullstellen
oder Pole.

Fall 2: Fiir yo = 0ist x = «;. Im Punkt P, = (o, 0) ist y eine lokale Koordinate

und wir haben

_ dr  pyP2dy
P=1ay = (322 — 1)d — = .
py’ T dy = 3z = 1)dz & R T

Also hat w Nullstellen der Ordnung p — 2 in P, P, und Ps.

Das Geschlecht von y? = 23—z ist ¢ = p— 1, also ist der Grad des kanonischen

Divisors 2p—4. Da es nur einen Punkt im Unendlichen gibt (siehel.2.11]), muss
KCO = (p—2)<P1+P2+P3)—(p—2)POO
ein kanonischer Divisor sein. O]

Nach Proposition [1.2.27) ist ein Divisor K € CI(C;*)q, der die Adjunktions-
formel (L.3)) erfiillt und deren Einschréinkung auf die generische Faser C, % ein

kanonischer Divisor auf C**% ist, ein kanonischer Divisor auf C*°e.
p, K ’ p

Proposition 4.1.11. Sei C,°® das regulire semistabile Modell aus Proposition
q ein Ideal welches (2) C O teilt und p ein Ideal welches (p) C Ok

teilt. Dann st
Ke=Ke,+ > Vot DV,
)

qNZ=(2 pNZ=(p)
fiir alle Primzahlen p > 5 ein kanonischer Diwvisor auf C;*®, wober

Vo= k(p— 2T}

k=1
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und
sp—1 sp—1
V= sp(p — 2)T + Z(Sp —k)(p—2)I7} + Z(Sp —k)(p—2)I°
k=1 k=1

in Abhdngigkeit der Stirken sq und s,.

Beweis. Nach Proposition ist
Key=p—2)(Pi+ P+ P;) —(p—2)Px

ein kanonischer Divisor auf der generischen Faser C,%. Um diesen Divisor auf
die Flache fortzusetzen, berechnen wir die folgenden Schnittzahlen iiber der

Primstelle q

(Ke,.IT) =0,
(Ke, T =0, firi=1,..,5,— 1, (4.4)
(K¢, TY,) =2(p — 2)

und p

(Ke, T'¢) =0, fiiri =1, ..., s, (4.5)
(K, I;®) =0, fiiri =1, ..., s,

wobei K¢, der Zariski-Abschluss von K¢, ist. Wir kénnen folgenden Ansatz
Ke = K¢y, + Vg +Vy
fiir den kanonischen Divisor auf C;*® wéhlen, wobei
Vo= aol'g+ail'] + ...+ asq_ngq_l + asquq

und
Sq Sq
V, =0ol% + ) 0pTR + > b T
k=1 k=1
iiber den Primstellen schlechter Reduktion q und p liegen. Es miissen nun die a;

und b; bestimmen werden, wobei wir dabei wiederholt die Adjunktionsformel

20a(Tk) =2 =T + Kcy T + Vo T + VoI, k=0,1,..., 5,
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(siehe Formel ([1.3])) verwenden. Die Berechnungen kénnen lokal durchgefiihrt
werden und wir starten iiber der Primstelle . Zusammen mit (4.4)) gilt

-1
2(%)—2:—1—1—0—@04—@1,

0-2=-24+0+ap—1 —2ap +ar1, k=1,2,...,8,—1,

1
2(%) —2=—1+2(p—2) + as1 — as,.

Insgesamt erhalten wir also folgendes Gleichungssystem

P — 2= —ap + ag, fiir Fg,
0= Qp—1 — Qak + g1, fir FZ, k= 1,2, cy Sq T 1,

—(p—2)= Ag,—1 — G, fir ng,
und konnen
ap =k(p—2) fir k=0,1,..., s,

als Losung in Abhéngigkeit von der Starke s, wihlen.

Analog erhalten wir iiber p das Gleichungssystem

—(2p—4) = =2by + b + b7, fiir [,
0 =b =202 +0by,, L furD, k=1,2,..,8 —1,

p—2 =by 4 — b , fur I'
0 =b,% =20, +b. 7 ,fir 'Y kE=1,2,...,8, — 1,
p—2=b"—b." , i I
und koénnen
b() = Sp(p - 2)a
by =b."= (s, —k)(p—2), firk=1,2,...,s, — 1,
by =b,"=0
P P
als Losung wéhlen. Wir setzen b, := by = b, und konnen die Lésung auch

kompakt schreiben als
b, = (SP - k)<p - 2)7

wobei k= 0,1, ..., 5,. O]
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4.1.5 Beitrige zu einer unteren Schranke iiber q | (2)

In diesem Abschnitt berechnen wir die lokalen Beitrége zu einer unteren Schran-
ke nach Abschnitt tiber den Primstellen q | (2). Nach Bemerkung [3.3.3
konnen die Berechnungen lokal durchgefiithrt werden und wir bestimmen zu-

erst die Q-Divisoren V; (siehe Formel (3.7))).

Lemma 4.1.12. Die Divisoren V;, i = 0,1, ...sq kdnnen wie folgt gewdhlt wer-

den
sq k
L VE) = - }ngl §Fk7

o V=301, (5=55) D = 200 (55) T
firi=1, vy 8q — 1,

o Vi, = Vo=, 5Ly
Beweis. Wir wihlen fiir alle ¢ = 0,1, ...s; den Ansatz
‘/i :a0F0+a1F1 + ...+a5q,11—‘5q,1 +(zsqFSq. (46)

Nach (3.7)) miissen die Q-Divisoren V;

m(l';)

1

fur alle j = 0,1,...sq erfiillen, wobei m(I';) die Vielfachheit der jeweiligen
Komponente ist. Da alle Komponenten reduziert sind, ist m(I';) = 1 fiir alle j

und wir erhalten
1
(V;FJ) = —51']', furj = 1,2, ...,Sq — 1,

(Vi-Ls,)

— 0ij.
Mit unserem Ansatz (4.6)) muss ebenfalls gelten

(V;FO) = —Qo + ai,
‘/;F = Aj—1 — 2CLZ‘ + A1, furj = 1,2, ey Sqg — 1,
J q
(‘/;-qu) = Qgq—1 — Qgy-
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Der aufwendigste Fall ist der fiir Divisoren V; mit ¢ € {1,...,s — 1}. Wir

erhalten folgendes lineares Gleichungssystem

-1 1 0 ao 1/2
1 -2 1 : ay 0

1 -2 1 a; =1 -1
: 1 -2 1 Asy—1 0
0 ... 1 -1 s, 1/2

Wir behaupten, dass

%(k—i—i—l) Jalls 0 < k<
ap =
(k—i—1) ,fallsi+1<Fk<s,

1
2
eine Losung ist, wobei insbesondere a;_; = a;417 = 0 gilt. Wir zeigen, dass die

so gewahlten ay’s das Gleichungssystem l6sen. Es gilt
1 1 1
— =—(—i+1)+=(1—-i+1)==
ap + ay 2( t+ )+2( i+1) 5’

1 . 1 .
ak,1—2&k+&k+1:5(k—i)—(/€—2—|—1)+§<k—2+2):0,

fir 1<k<i—1,
ai,1—2ai+ai+1:()—1+0:—1,
1 1

a; — 2ai+1 -+ Aj12 = 5(1) +0— 5(1) =0

1 1
a1 = 2+ s = =5 (k=i =2+ (k=i — 1) = 5(k =) =0,

fir 1 +2 <k <sy—1,

1 : 1 , 1

Usy—1 — U, :—§(sq—z—2)+§(sq—z—1) =3
und die Behauptung folgt. Analog erhalten wir durch Losen linearer Glei-
chungssysteme die iibrigen im Lemma behaupteten Divisoren. O

Lemma 4.1.13. Fiir die Divisoren

1 1 Lk
D=—-(P+P+P)— —=(Py), Vp,= I
2(1+ h + ) 2( ) D.g ;21@
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und

1 sp—1 L sp—1 L
Sp — Sp —
Vo= it 2 (5 i 32 () e
k=1 k=1
ist (29 — 2)(Dx + Vp,q + Vp,) € Divg(Cy®) ein kanonischer Divisor auf Cy%.

Beweis. Nach Proposition ist
D YR o
aNZ=(2) pNZ=(p)

ein kanonischer Divisor auf C;*¢, wobei K¢, = (p—2)(P1+ P2+ Ps) +(2—p) P

und V,, V, wie in Proposition |4.1.11} Nach (3.8]) muss nun
(2]? - 4)D = KCm (2]7 - 4)VD,q = an (2]? - 4)VD,p = Vp
gelten. Die im Lemma behaupteten Divisoren erfiillen genau dies. O]

Korollar 4.1.14. Es qilt

Beweis. Nach (3.9) gilt

iel
da b; = 1 fiir alle 7. Wir verwenden die Notation der a; aus dem Beweis von
Lemma [4.1.12| und berechnen zuerst (V;)? fiir i = 1,...s, — 1, also

(Vi)? = (aolo + a1l + .. + @maTimy + @ Digr + oo+ Usg—10ls,—1 + asqrsq)Q

i1
=ap(—ap+a1) + Z ag(ag—1 — 2ax + ag11) + a;(—2a;)

k=1
sq—1
+ > ar(aror — 20k + apg) + ag (a5,-1 — ag,).
k=i+2

Aufgrund der Definition der a; verschwinden die beiden Summen und wir

erhalten

(‘/1)2 = CLO(_CLO + al) + ai(_2ai) + Qs, <a5q_1 - asq)

1 1. 1+ 1+1, 1 1
=l-—=-1] — = -+ -1 — =8, | = ——54.
4 4 2 4 4 47 471
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AuBlerdem gilt

1
(V0)2 = (Vsq)Q = _qu
und

1
VoVpg = é_lsq’

1 1
Vi'VD,q = ZLSq - §i, 1= 1, vy Sq — 1

1

‘/sq'VD,q = —ZSq.

Uber der Primstelle q gilt dann

Upa= Y (2ViVpg) = VITk
ke{0,1,...,sq}

sq—1

3 3 1
— (qu) Ty + kz:; (qu — k‘) I'y — (qu) Iy,

O

Bemerkung 4.1.15. Da das Modell C;eg nach Korollar minimal und
reduziert ist, folgt aus Theorem [3.3.8] dass das hermitische Geradenbiindel £,

relativ semipositiv ist und wir Theorem |3.3.7| anwenden kénnen.

Proposition 4.1.16. Fir den lokalen Beitrag Bp 4 tiber einer Primstelle q | (2)
qgilt

Bpq = $q(p — 2) log Nm(q).
Beweis. Nach Theorem [3.3.7 und Bemerkung [3.3.3| miissen wir

1 _
Bpg = Tgowp,q + Upo)? + 2@.0Upy))

berechnen. Wir beginnen mit 2Vp , + Up 4, also

Sq

k (3
2Vpq+Upg =2 (Z §Fk> T Z (qu - k) Iy
k=1 k=0

Sq 3
= (k + Z_qu — k’) Fk
k=0
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und damit )
Sq 3
(2VD7q + UD,q>2 = (Z (qu) Fk> = 0.
k=0
Bleibt noch (Up 4.K) zu berechnen und wir erhalten
Sq
Up.q-K ( —sq — k rk> . (KCO +) k(p - 2)1})
k=1
Sq(p — 2
( Fk) (Ke,) = %7
=0
da

=~ w

(5 (- o)r) (Sx0-am) o

Insgesamt ergibt sich
Bpq =2(Upq.K) = sq(p — 2) log Nm(q).
O

Bemerkung 4.1.17. Mit Hilfe von Lemma koénnen wir fiir konkretes s,
und p unsere Ergebnisse {iber der Primstelle q verifizieren. So erhalten wir mit
Hilfe der mathematischen Software Sage [Sa] zum Beispiel fir sq = 4,7,8 das

gewiinschte Ergebnis.

4.1.6 Beitrige zu einer unteren Schranke iiber p | (p)

In diesem Abschnitt berechnen wir die lokalen Beitrige (siehe Bemerkung
3.3.3) zu einer unteren Schranke iiber den Primstellen p | (p). Wir bestim-
men zuerst die Q-Divisoren V; (siehe Formel (3.7)).

Lemma 4.1.18. Die Divisoren V; kénnen wie folgt gewdhlt werden
o Vo= () i+ i () o

o V= o () Ty i (2 ) e+ A (2
firi=1,..s —1,

o s sp+k «a sp—1 [ sp—k —a
.« Vo= ,;:0<P+)F + (PQ)Fk,

i
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e ()

firi=1,.. s —1,

o V=V
p

Sp

sp—1

v (2 Ter i

Beweis. Wir wahlen fiir alle V; den Ansatz

Vi = ol + BT + o+ 02 T2 4+ b7OTT + o+ b0

Analog zu Lemma [4.1.12] erhalten wir folgendes Gleichungssystem

—0;; = —2by + b + b7
_5iaj = bgfl - 253 + ngrl
1/2 — (5% = b‘;p_l — bg“p

O = bt = 2b b

1/2 = 0,;"=b.% — b,

—Q

k+1

bl

fiir T'),

Jur Iy, E=1,2, .., 5, —

Y

)

. Ta
fir TG,

. Ta
fir I'%,

Cir 'y, B =1,2,..., 5, —

1

sp—2i—k

)1

?

wobei 07, = 1 falls ¢ der Index der Komponente I'{ ist. In Matrix Notation

sieht das Gleichungssystem dann wie folgt aus

211 0 1 0 0
1 | =2
0o/ 1 -2 1
0
: 1 -2 1
010 1 -1
1 -2 1 0
0 1 -2 1
0
: 1 =2 1
0 0 1 -1

bo
by

b()é

Sp

by

b—Oé

Sp

—00
fo!
_6i1

_6192511—1)
=1 1/2—62

18p
—Q
_51'1

—

_5i(sp—1)

1/2 — 6%

isp

Der komplizierteste Fall ist der fiir Divisoren V; korrespondierend zu Ffw‘,
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i # 0, sp. Im Fall I konnen wir

S
1;025p
2 falls 1<k <
b = +2i—k
2= fallsi+1<k<s,—1
—k
b,;azs"Q L k=1,..5,

als Losung wihlen.
Durch Einsetzen kann man zeigen, dass alle im Lemma gelisteten Divisoren

das Gleichungssystem fiir die jeweiligen Indizes 16sen. m

Bemerkung 4.1.19. In Lemma |4.1.13| hatten wir bereits gesehen, dass (2g —
2)(Dx + Vp,q+ Vpy) € Divg(C;®) ein kanonischer Divisor auf C;® ist, wobei

1 1 Lk
D=—-(PL+P+P)——=(Py), Vpg= I
2(1+ s + P3) 2( ), Vb ;2k

und
1

Sp—1 S
1 > Sy, — k s Sy, — k
VD,p:§sprg+§j<"2 >Fg+§j<”2 )rka.
k=1

k=1

Korollar 4.1.20. Es gilt

1 Z 1 ~ 1
UD,p = —§SPF0 + Z (k — §Sp> F% + (k — §Sp) F];a_
1

k=1 k=
Beweis. Nach (3.9) gilt
Upp =D (2Vi-Vpy) = V)T,
da b; = 1 fiir alle 7. Analog zum Beweis von [4.1.14] kann man zeigen, dass
1

(Vo) = (V)2 = (V) = (V)" = —55
und
9 1
VoVpp = (Vo) = T 9%
ViV = - _23‘“, i=1,..5—1

VEVpy =V Vp, = 0.
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gilt. Insgesamt erhalten wir

Upp= . (2(ViVpy) — VAL
ke{0,1,...,sp}

1 i 1 " 1 .
:—ESPFO+Z k= os | TR+ k=g | T
k=1 k=1
O
Proposition 4.1.21. Fiir den lokalen Beitrag Bp, iber einer Primstellep | (p)
gilt
Ppp = 25p(p — 2) log Nm(p).
Beweis. Nach Theorem [3.3.7] und Bemerkung |3.3.3| miissen wir

1 _
Bp, = TgO(sz,p + Up,)? + 2@.0(Up,))

berechnen. Fiir 2Vp , + Up , gilt

sp—1 sp—1
Wpp+ Up, = <spro ) (s = BTR+ ) (s, — k)r,;a)
k=1 k=1

Sp Sp
Sp 1 o 1 a
+ (—EFO + ; (k — isp) re+ 2 (k —~ §sp> r; )

s s
= %spfo + ; %sng + kz:; %SPFI;Q
und damit
(2Vpy + Upy)® = 0.
Bleibt noch (Up,.K) zu berechnen und wir erhalten
UppK=Upp.Kcy+UpypVy
= —5p(p = 2) + 25p(p — 2)
= sp(p — 2).
Insgesamt ergibt sich
Bpp = 2(Up,y.K) log Nm(p) = 2s,(p — 2) log Nm(p).
[

Bemerkung 4.1.22. Auch iiber der Primstelle p kénnen wir mit Hilfe von
Lemma fiir konkretes s, und p unsere Ergebnisse {iberpriifen. So erhalten
wir wie in Bemerkung fur s, = 4,7, 8 das gewiinschte Ergebnis.
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4.1.7 TUntere Schranken fiir ©? auf Cye

Theorem 4.1.23. Sei C;* das regulire semistabile Modell aus Proposition

tber K = Q (Cp, Y2,/3, 2(1"%)/—])). Dann gilt fiir den Selbstschnitt w*

der dualisierenden Garbe
@w* > (p—2) (Rq log(2) 4 2R, log(p)),

wobei Ry und Ry, wie in Lemma bzw. sind.

Beweis. Nach Theorem und Bemerkung gilt
1—
> Bp = TgO(ZVD +Up)? + 2@.OUp)).
Nach Bemerkung |3.3.3] gilt

BD: Z BDq'f’ Z ﬁDp

qNZ=(2) pNZ=(p)
= ) s(p—2)-log Nm(q) + Y 2sy(p—2)-log Nm(p)
qNZ=(2) pNZ=(p)

=(p—2) Z 54 log Nm(q) + 2 Z sy log Nm(p)

qNZ= pNZ=(p)

=(p-2)| D sqf@l2)log(2)+2 > s, f(plp) log(p)

anzZ=(2) pNZ=(p)
= (p = 2) (Rq log(2) + 2R, log(p)) -

Im letzten Schritt haben wir analog zu Lemma [4.1.4] und 4.1.7]

Ry= Y s4-f(a2) und Ry= Y s,- f(plp)

qNZ=(2) pNZ=(p)

gesetzt. n

Bemerkung 4.1.24. Nach Theorem ist eine obere Schranke fiir @w? ge-
geben durch

02 < (29 —2) ([K : Q)(k1 log(p) + Kk2) — (p — 2) (% log(2) + R, log(p)) ),
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wobei k1, ko € RT positive Konstanten unabhéngig von p sind. Zusammen mit

Theorem [.1.23] erhalten wir
0 < (p—2)(Rq log(2) + 2R, log(p))
R
< (2g-2 ([K Qs og(p) + ) — (0~ 2) (52 0g(2) + By ot ) .

Wegen 2g — 2 = 2(p — 2) konnen wir dieses schreiben als

R,

5 log(2) + Ry log(p) | < [K : Q](k1 log(p) + K2)

Ry
—(p—2){ 5 log(2) + R, log(p)
und erhalten die im Vergleich zu Ungleichung leicht stiirkere Ungleichung
Ry
(p=1) (= log(2) + Ry log(p) ) < [K : QJ(k1 log(p) + #2).

Insgesamt erhalten wir also starke Bedingungen an R, bzw. R, und es ist
demnach es ein interessantes Problem diese Zahlen explizit zu bestimmen. In
dieser Dissertation konnen jedoch keine konkreten Aussagen iiber diese Zahlen

gemacht werden.
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Zusammenfassung

In dieser Arbeit untersuchen wir die Arithmetik und Geometrie der Familie
von superelliptischen Kurven

{Cp:yp:w3—x}

p>5 prim”

Das erste zentrale Ergebnis der Arbeit ist die Konstruktion eines regulédren
semistabilen Modelles C;° fiir die obige Familie von superellitptischen Kurven.
Dazu bestimmen wir zuerst fiir alle p > 5 ein semistabiles Modell C;* von C,

welches {iber dem Zahlkorper

K =Q (¢, V2,V3, *y/=p)

definiert ist. Dieses Ergebnis verwenden wir, um daraus ein reguldres Modell
mit Hilfe bekannter Theorie zu konstruieren. Dabei nutzen wir die Eigenschaft
des semistabilen Modelles aus, dass nur Doppelpunkte als Singularitéiten auf-
treten konnen und bekannt ist, wie diese aufgelost werden. Diese Auflésung
héngt von der lokalen Beschaffenheit dieser Doppelpunkte ab und tritt im re-
guldaren Modell in der Form auf, dass diese lokale Beschaffenheit die Anzahl
der Komponenten bestimmt.

Desweiteren betrachten wir als Anwendung in der Arakelov Theorie obere
und untere Schranken der arithmetischen Selbstschnittzahl w? fiir diese Fa-
milie von Modellen. Dabei verwenden wir Methoden von Kiihn fiir die oberen
und Kiithn und Miiller fiir die unteren Schranken. Die berechneten Schranken
héngen ebenfalls von der lokalen Beschaffenheit der Doppelpunkte des semi-
stabilen Modelles sowie dem Verzweigungsgrad der jeweiligen Primstelle ab.
Insgesamt konnen wir folgern, dass die Geometrie des semistabilen Modelles
und die Arithmetik des Zahlkorpers K in diesen Schranken stark miteinander

verflochten sind.






Abstract

In this thesis, we consider the arithmetic and geometry of the family of supe-

relliptic curves
CaP — 3
{Cp : yp =T - x}pzf)prirn'
The first main result is the construction of a regular semistable model C;°® for

this family of superellitptic curves. To do this, we first determine a semistable
model C* of C), for all p > 5, which is defined over the number field

K =Q (G V2.v3, 2 y/=p).

We use this result to construct a regular model using known theory. Here, we
use the property of semistable models that only double points can occur as
singularities and it is known how these are resolved. This resolution depends
on the local nature of these double points and occurs in the regular model in
the form that this local property determines the number of components.

Furthermore, as an application in the Arakelov theory, we consider upper and
lower bounds of the arithmetic self-intersection number @? for this family of
models. We use methods developed by Kiihn for the upper and Kiihn and
Miiller for the lower bounds. The calculated bounds also depend on the local
nature of the double points of the semistable model as well as the ramification
degree of the respective prime ideal. Overall, we can conclude that the geometry
of the semistable model and the arithmetic of the number field K are strongly

related with each other in these bounds.
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