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Kurzfassung

In der vorliegenden Arbeit werden das Streufeld und die Streufeldwechselwirkung po-
larisierter (magnetisierter) Teilchen potentialtheoretisch behandelt. Ein wesentlicher
Gesichtspunkt ist dabei das finden optimaler Geometrien periodischer Anordnun-
gen, welche das Streufeld bzw. die Streufeldmodulation maximieren. Strukturen mit
optimierten Streufeldern sind in der Grundlagenforschung, z. B. als Niifétlen in

der Quantenoptik oder zum Erzeugen eines modulierten Potentials in der Halbleiter-
physik, von gro3er Bedeutung. Es werden ein- und zweidimensionale Gitter mit unter-
schiedlichen Teilchenformen und Magnetisierungsrichtungen untersucht. Dabei wer-
den beispielhaft Geometrien undd@&enordnungen behandelt, die experimentell rele-
vant sind oder es in naher Zukunft vermutlich werden. Da in dichtgepackten Syste-
men auch die Wechselwirkung der Teilchen untereinander von Bedeutung ist, wird ein
Formalismus entwickelt, welcher die analytische Multipolentwicklung und somit die
Reihenentwicklung der Streufeldwechselwirkung einer grof3en Klasse von Formen po-
larisierter Korper erndglicht. Die Wechselwirkung unterschiedlicher Modellmultipole
wird systematisch auf periodischen und quasiperiodischen zweidimensionalen Gittern
mittels Monte Carlo-Methoden untersucht. Multipolmomente hoher Ordnung zeigen in
der Wechselwirkung eine starke Winkeldiplgigkeit der Energie béglich der Orien-
tierung im Raum. Da unterschiedliche Momente jeweils andere relative Ausrichtungen
beginstigen, kann diese Wechselwirkung genutzt werden, um Selbstorganisationspro-
zesse zu kontrollieren. Diese multipolbedingten Ordnungspimene werden ebenso

wie multipolinduzierte Anisotropie berechnet. Selbstorganisationsprozesse liefern wie-
derum eine Mglichkeit grof3fachige, periodische Strukturen zu erzeugen und sind so-
mit von grol3er Bedeutungif die Herstellung eines periodischen Potentials, das im er-
sten Teil der Arbeit behandelt wird. Die Ergebnisse zu den Ordnuigsphenen sind

in Ubereinstimmung mit experimentellen Befundenimgich Molekilladsorbaten auf
Oberfichen ebenso wie superparamagnetischen Phasen in Systemen streufeldgekop-
pelter magnetischer TeilchenuiFdie unbesitigten Rechnungen zu streufeldinduzier-

ter Anisotropie werden Experimente vorgeschlagen, die den magneto-optischen Kerr
Effekt nutzen.
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Abstract

Potential theory is utilised to calculate the stray field and the stray field interaction of
polarised (magnetised) particles. One aim is the optimisation of the geometry of peri-
odic arrays to maximise the stray field and accordingly the stray field modulation. Pat-
terned media with optimised stray field or stray field modulation are of general interest
in basic researcle.g.to create molecule-traps or a periodic potential used in quan-
tum optics or semiconductor physics, respectively. Féietent particle geometries

and magnetisation directions one and two-dimensional lattices are investigated. Speci-
al attention is paid to geometries and length scales that are or will be experimentally
relevant. As the interparticle interaction in dense packed systems cannot be neglected
a formalism is developed that enables the analytical calculation of multipole moments
and, therefore, the series expansion of the stray field interaction for a large class of par-
ticle shapes. The interaction of various multipole moments on two dimensional periodic
and quasi periodic lattices is studied systematically by means of Monte Carlo methods.
Apart from the Monopole moment the interaction of multipole moments shows a strong
dependency on the orientation in space. Aedent moments prefer fiierent relative
orientations, this interaction may influence self-assembly of interacting particles. The
multipole induced order phenomena and anisotropies are studied systematically. Self-
organised particles play an important role in the fabrication of large periodic structures
and, therefore, periodic potentials, which are discussed in the first part of this thesis.
The calculated order phenomena are in agreement with experimental findings concer-
ning molecule adsorbents on surfaces as well as superferromagnetic states in systems of
stray field coupled ferromagnetic particles. To prove the so far unconfirmed stray field
induced anisotropy calculations, experiments utilising the magneto-optic fect are
suggested.
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Kapitel 1
Einleitung

Seit der Entdeckung des Magnetit und der Erfindung der Kompaf3nadel ca. 200 v. Chr.
in China ist die Wirkung von Magnetismus eirastliger Begleiter im Alltag, obwohl

das Plnomen des Ferromagnetismus erst durch die Quantentheorie zweitausend Jah-
re spater erklrt werden konnte. Heutzutage existierenahiige Anwendungen, vom
Haftmagneten bis zu magnetischen Speichermedien. War er bis vor kurzem noch ein
Arbeitsgebiet fir eine kleine Gruppe von Spezialisten, findet Ferromagnetismus in der
modernen Forschung vielseitige Anwendungen bis hin zur Biophysik][ Eine der
aktuellen Verwendungen von Ferromagneten ist die Erzeugung permanenter periodi-
scher Potentiale:

In der Halbleiterphysik werden Mikromagnete auf die Olaeiffle eines Halbleiters
aufgebracht. Dicht unter der Obérthe befindet sich ein zweidimensionales Elektro-
nengas, das vom Streufeld der Magnete durchdrungen wird. In Transportmessungen
als Funktion eines z@szlichenaulReren, homogenen Magnetfeldes zeigen sich Wider-
standsmodulationen als Folge der Kommensurabidier Wellenfunktion der Elektro-
nen mit dem periodischen Potentid&, ]. Das Spektrum der quantenmechanischen
Operatoren zeigt dann den sqdofstadter-Schmetterling”, der fraktale &tomene
der Natur enthllt [ 5]. Als Molekulfalle werden Mikromagnete in der Quantenoptik be-
nutzt [6]. Es ist mbglich, analog zur Photonenoptik eine Atom-Optik zu konstruieren.
Mit Hilfe von Permanentmagneterdknen Wellenleiter, welche die de Broglie-Welle
des Atoms @ihren, konstruiert werder’]. Die periodische Anordnung im Gitter kann
in der Atom-Optik als Spiegel oder taishlich als Interferenzgitter verwendet werden
[8]. Bose-Einstein Kondensate in periodischen Fallen zeigeibéahinaus angeregte
Zust@inde p-11]. Derart wechselwirkende Ziustde bilden die Grundlagéif Quan-
tenalgorithmen und bieten somit einellichkeit einen Quantencomputer zu realisie-
ren[12, 13]. In diesem vergleichsweise jungen Forschungsbereich sind bei weitem noch
nicht alle Moglichkeiten erkannt. Inwieweit strukturierte magnetische Materialen bei
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der Entwicklung eines Quantencomputers eine Rolle spielen, wird die Zukunft zeigen.
Nicht zuletzt ist es ein Ziel, die Speichertechnologie mittels strukturierter, magnetischer
Materialien zu verbesserri4]. Technisch bleibt jedoch das Problem der Herstellung
gro3fchiger, periodischer Nanostrukturen. EinédWichkeit bietet die Nanolithogra-
phie in Kombination mit Selbstorganisationsprozessés. [[nteressant dabei ist eine
kontrollierbare Wechselwirkung der Teilchen untereinander, welche die Selbstorgani-
sation beeinflul3t oder gar erst @gilicht [16, 17].

In Anwendungen handelt es sich meist um Systeme mit einer grol3en Anzahl ma-
gnetischer Teilchen. Es ist somit nicht nur wichtig, die Physik des Einzelteilchens genau
zu verstehen und diese zu kontrollieren, dsssen daiber hinaus auch das Verhalten
des Kollektivs beschrieben und dessen Eigenschaften manipuliert werden. Zwei wich-
tige Fragestellungen beffen dabei zum einen die Form undafte des Streufeldes
von Gittern aus polarisierter Materie, zum anderen die Wechselwirkung polarisierter
Teilchen untereinander.

Die Berechnung von Form und&ke des Streufeldes ist ein klassisches Problem
der Potentialtheorie. dsungen iir quasi eindimensionale elektrisch geladene Gitter
sind bereits von Maxwell selbst berechnet wordEs).[Fur klassische Dipole auf zwei-
dimensionalen Gittern unterschiedlicher Symmetrie existieren Ergebhi&sEiir ma-
gnetische Krper mit endlicher Ausdehnung ist die Rechnung aufwendig. Das Poten-
tial eines rechteckigen &tpers wurde von Rhodes und Rowlands berechz@t flie
Ergebnisse lassen sich jedoch nur schwer oder gar nicht auf andere Geometrien an-
wenden. In unendlich ausgedehnten Gittern erlauben Fourier-Methoden die Berechnun-
gen fr alle Korper, deren Anordnung periodisch ist und deren Form eine analytische
Fourier-Transformation zal3t. Far die theoretische Berechnung der Selbstenergie ma-
gnetischer Filme mit periodischen Damen gibt es systematische Herleitung2i-{

24). Diese Methoden lassen sich jedoch schlecht oder gar nicht auf das externe Streu-
feld verallgemeinern. i das externe Streufeld sind nur Aze zu einer vollgindigen
Herleitung 5, 26] oder Losungeniiir spezielle Geometrie2f] veroffentlicht. Die be-
kannten lbsungen werden teilweise genutzt, um die Streufelder experimenteller Struk-
turen zu berechnerzf]. Eine systematische Untersuchung unterschiedlicher Geometri-
en fehlt jedoch; die experimentell verwendeten Geometrien zum Erzeugen eines modu-
lierten Potentials sind zum Teil nicht optim&ld]; zum Teil scheint die Bedeutung des
Verhaltnisses von TeilchengRe zu Gitterperiodeamzlich vernacldssigt zu werden

und nur die Gitterperiode wird betrachté].[Eine allumfassende Theorie zum Streu-
feld periodischer, magnetischer Strukturen, die alighchen Geometrien behandelt,
kann auch im Rahmen dieser Arbeit nicht gegeben werden, doch werden die meisten,
experimentell relevanten Geometrien systematisch untersucht.

Ebenso wie ifir die Streufelder sind auctlinf die Wechselwirkung magnetischer



Teilchen untereinander nurdkungen iir spezielle Geometrien \@tentlicht. Die
Ergebnisse von Rhodes und Rowlands erlauben es, die Wechselwirkung homogen
magnetisierter, rechteckigeroiper exakt zu berechnen. Andere Geometriénrien

i. A. jedoch nicht ausgewertet werden. Um die Wechselwirkungsenergie magnetischer
Teilchen in periodischen Anordnungen zu berechnen, wird die Wechselwirkung oft
in der Dipolraherung behandelt, auch wenn das ¥riis von Teilchenausdehnung

zu Teilchenabstand eine derartigahi¢rung fragwirdig erscheinenalld3t P9]. Nur fur
wenige, spezielle Geometrien wurden Korrekturen zur Dipol-Dipol-Wechselwirkung
berechnet30-32]. Aus diesem Grund wurdeif die vorliegende Arbeit eine Methode
entwickelt, die esiir eine Vielzahl von Teilchenformen erlaubt, Korrekturterme bis zu
beliebigen Ordnungen analytisch zu berechnen. Mittels dieser Multipolkorrekiden |
sich sowohl das Feld eines einzelnen Teilchens als auch die Wechselwirkung zwischen
Teilchen berechnen. Diegizise Kenntnis der Wechselwirkungsenergie ist erforderlich,
um die thermische Stabidt von strukturierten, magnetischen Speichéef) ind auch

dicht gepackten MRAM-Bauelemente®3 berechnen zuénnen. Der Energiebeitrag
durch die Multipolmomente ist dabei i. A. anisotrop, d. h. er istéigig von der
raumlichen Lage der Teilchen zueinander, ebenso wie von der Magnetisierungsrich-
tung des einzelnen Teilchens. Diese Winkebaidigkeit beeinflul3t die Ordnung des
Grundzustandes wechselwirkender Teilchen und kann eine Anisotropie induzieren.
Der Grundzustand dipolar gekoppelter Teilchen ist @udich untersucht 34-36].
Ordnungsphnomene, die mit den Korrekturtermeaherer Ordnung verkipft sind,
wurden jedoch nur anhand spezieller Probleme in der Chemie untersive®d].

Eine Anisotropie als Folge der Korrekturterme ist zum Teil vermuté}, [zum Teil

an speziellen Geometrien, angeordnet auf einem Rechteckgitter, untersucht worden
[32, 41]. Eine geschlossene Behandlung der auftretendeémdétene fehlt jedoch
bisher; diese wird in der vorliegenden Arbeit gegeben.

Die Berechnung der Streufelder polarisierter Teilchen und Teilchenanordnungen
wird in der Potentialtheorie behandelt. Eine Einfung in diese Thematik gibt Ka-
pitel 2. Zunachst werden die notwendigen Herleitungen zur Berechnung des Streu-
feldes einzelner Teilchen einggifrt (Kap.2.1). Um das Potential eines unendlich
ausgedehnten Gitters zu berechnen, werden in Kagitldie dazu notwendigen
Fourier-Methoden behandelt. Befinden sich die wechselwirkenden Teilchen in grofer
Entfernung voneinander, so ist praktisch nur die Dipol-Dipol-Wechselwirkung zu
bericksichtigen. Dieses gilt nicht mehr, wenn der Abstand der Teilchen klein gegen
ihre Ausdehnung ist und die Form oder deazise magnetische Zustand relevant wer-
den. Aus diesem Grund wird in Kapit2l3 auf das Konzept der Fernfeldentwicklung
eingegangen.
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In Kapitel 3 werden Streufelder polarisierter Gitter hinsichtlich einer maxi-
malen Feldmodulation untersucht. Eine optimale Feldmodulation verbessert die
Moglichkeiten Kommensurabilitsdéfekte in Magnetotransportmessungen zu beobach-
ten ebenso wie die fEektivitat atom-optischer Elemente gesteigert wird. Es werden
sowohl eindimensionale wie auch zweidimensionale Gitter mit unterschiedlichen Sym-
metrien behandelt. Das Hauptaugenmerk liegt dabei auf Symmetrien, die experimentell
einfach zu realisieren sind.

Um die Wechselwirkung von Teilchen untereinander zu studieren, wird in Kapi-
tel 4 eine Methode zur Berechnung von Multipolmomenten axial magnetisierter, pris-
menfrmiger Teilchen entwickelt undberpiift, inwieweit hbhere Multipolwechsel-
wirkungen zuatzlich zur Dipol-Dipol-Wechselwirkung zu hiécksichtigen sind.

In Kapitel 5 werden Ordnungsg@momene untersucht, die ihren Ursprung in Multi-
polmomenten haben. Die Berechnung der Wechselwirkungsenergie von Multipolen in
Kapitel 4 zeigt eine starke Aldmgigkeit der Energie von der relativen Ausrichtung der
Multipole. Diesesal3t bereits vermuten, dal3 die Ordnung in Selbstorganisationsprozes-
sen durch die Wechselwirkung unterschiedlicher Multipolmomente beeinflu3t werden
kann. Wegen der Vielzahl andgglichen Multipolmomenten und denkbaren Gittersym-
metrien besclémken sich die Rechnungen auf axiale Multipole und das Quadrat- und
Dreieckagitter.

Die multipolinduzierte Ordnung zeigt bereits, dafd @tdig von der zugrunde lie-
genden Gittersymmetrie, multipolbedingte Anisotropie auftritt. Um das Zusammen-
spiel zwischen der Symmetrie des Multipolmoments und der Symmetrie des Gitters
zu untersuchen, wird in Kapité die anisotrope Energie von Momenten bis zu hoher
Ordnung auf periodischen und quasiperiodischen Gittern berechnet.

Die Ergebnisse der Rechnungen zur multipolinduzierten Anisotropie lassen vermu-
ten, dafl? diesefiekte auch mel3bar sind. Aus diesem Grund wird in Kagitalf einen
moglichen Nachweis mittels des magneto-optischen Ké&ekies (MOKE) eingegan-
gen. Die theoretischen dfjlichkeiten werden értert und simuliert. Darber hinaus
wird auf einige Voruntersuchungen eingegangen, die Eidstungen, aber auch neue
MelRnmbglichkeiten des MOKE aufgezeigt haben.



Kapitel 2
Theoretische Grundlagen

Die Wechselwirkung zwischen magnetischen, makroskopiscliepetn wird im Rah-

men der Magnetostatik, welche ein Spezialfall der Elektrodynamik ist, behaddglt [
Sofern ein Magnetfeld seinen Ursprung nicht in freierdBteni” sondern in der per-
manenten Magnetisierung eines Ferromagneten hat, kann das{Reid das dazu-
gelhdrige Potential mit den Methoden der Magnetostatik behandelt weréén ho-
mogen magnetisierte dfper ist die Divergenz der Magnetisierung an der Oblehi

von Null verschieden, wenn der Normalenvektor eine Komponente parallel zur Magne-
tisierung hat. Diese Divergenz ist die Quelle eines Feldes und kann als magnetische
Oberfhchenladung interpretiert werderiirinhomogen magnetisierte Materie ist die
Divergenz auch im Volumen von Null verschieden. Die Folge sind Volumenladungen,
die ebenfalls Quellen von Feldern sind. Der Zusammenhang zwischen den Quellen und
den Potentialen bzw. Feldern wird dabei durch die Maxwell-Gleichungen beschrieben
[43].

VxH = Jﬁ+6t5

VxE = -9B

V-B = P

V-B = (2.1)

Auf der linken Seite der Gleichungen befinden sich die vektoriellen Ableitungen der
Felder, des Magnetfeldé% und des elektrischen FeldEsowie der Felder in Materie,
der Verschiebungsstromdichieund der magnetischen FluRdictBeAuf der rechten

Wenn die freien Stime die Topologie des Raumes niélnidern, d. h. jeder geschlossene Weg ohne
die Stromverteilung durchdringen zuissen auf einen Punkt zusammengezogen werden kann, ist eine
Formulierung des Magnetfeldes als Gradient eines skalaren Potenfiglism
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Seite der Gleichung.1befinden sich die Quellen, die Stromdicktend die Ladungs-
dichtep, sowie der EinfluR zeitlich vé&nderter Felder (Induktion). Daber lassen sich

fur die Felder (fir Magnetfelder zumindest lokal) skalare Potentiale finden, so dal3 sich
die Felder als negativer Gradient der Potentiale bestimmen lassen. In diesem Sinne de-
finieren die Diferentialgleichungen2(1), wie aus den Quellen Potentiale und damit
Felder zu berechnen sind.

2.1 Potential und Streufeld eines magnetisierten
Korpers
Die Magnetisierung endlich ausgedehnté@rger fihrt bis auf Ausnahmérzu magne-

tischen Oberfichen- und Volumenladungen. Die Obactienladungs und die Volu-
menladungy sind dabei definiert als

Mofl - M
—1oV - M. (2.2)

Ps

Pv

Mit der Einfuhrung der magnetischen Ladungen lassen sich die potentialtheoretischen
GrofRen der Magnetostatik analog zur Elektrostatik bestimmen (s. Anbarmas Po-
tential einer Ladungsverteilungr) berechnet sich mittels der Greenfunktion

1 1

X, X)=— : 2.
G X) = 7o (23)
Mit dieser Definition ist das Potential einer beliebigen Ladungsverteilung
O(F) = f arr 2 p(r ) G (2.4)

Mathematisch besteht das wesentliche Problem in der Integrisien 1. Die ersten
Arbeiten an rechteckigendtpern gehen auf P. Rhodes und G. Rowlarid} zuriick.

Fur Ladungsverteilungen, die in kartesischen Koordinaten adten parallel zu den
Koordinatenachsen konstant sind, vereinfacht sich das Problem. Es bleibt nur, alle In-
tegrale der Funktion™! zu bestimmen. Definiert man den Integraloperator

Dik(f) = fdxidyjdzkf, (2.5)

2Als Gegenbeispiel sei der magnetisierte Torus genannt.
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so sind mit

1
F =
000 r

Fijk D'*(Foo0) (2.6)

die Losungen gegeben. Eine Liste der Funktiofgp findet man in Ref. 44]3. Ne-

ben der planparallelen Ladungsverteilung setzt die Anwendbarkeit der Funktionen in
Ref. [44] unabtangige Integralgrenzen vordus-olglich lassen sich rechteckige La-
dungsverteilungen einfach berechen, ki@isfige (hier sind die Integralgrenzen nicht-
linear voneinander aldmgig) jedoch nicht. Das Potential einer Ladungsverteilung
erhalt man durch eine dreifache Integratioratwend @r die Wechselwirkung zweier
Ladungsverteilungen ein Sechsfachintegral erforderlich ist. DasHeldr Ladungs-
verteilung ergibt sich aus dem Gradienten des PoterttialBas Feld eines homogen
magnetisieren Quaders kann einfach berechnet werden.

2.1.1 Exakte Formeln zur Berechnung des Streufeldes eines homo-
gen magnetisierten Quaders

Gegeben sei ein Quader mit den Kanégena, b undd je- —
weils in x, y and z-Richtung (s. Abb2.1). Die Magnetisie-
rung zeige inx-Richtung, parallel zur Seite deahgea. Um

das FeldH zu bestimmen, fisssen zuachst die Integrale aus
Ref. [44] sowie deren Gradienten berechnet werden. Das sehr
unubersichtliche Ergebnis kann stark vereinfacht werden; da-
zu wird zuréchst

b

Abbildung 2.1: Skiz-

&= a+(-1)2x ze zum magnetisierten
Ui = b+ (=1)2x Quader.
G= d+(-1)2x, 2.7)

kombiniert, miti € {0, 1}. Zusatzlich zu diesen Vereinfachungen mit,k € {0, 1}

definiert man
Mk = 21[§|2+(/112+§f (28)

K =& U - k. (2.9)

3 In der vorliegenden ersten Ausgabefish o nicht korrekt angegeben; es muR heiBgpg = XLy—r.
4Es ist zumindest erforderlich, daR eine lineare Koordinatentransformation existiert, welche zu un-
abhangigen Koordinaterithrt.

und
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Weiterhin ist es sinnvoll

2
Yij

2
Tij

3
Kijk

Fijk

= E+yi+ L,
= & +vuf,

= +&,

= ¢i-

(2.10)

einzufuhren. Diese Gif3en erlauben es, die Feldkomponenten in Einheiten der

Sattigungsmagnetisierungs zu schreiben:

~(H)x = (FO) =

1 1
MS Z rlzjk(_2+a_2

i,j.ke{0,1} ik ij
&+ ijk Fizjk
Y 2 + arctan—2
& T + Tk i
_(H)y = (ﬁq))y:
= Ms Z Vij -artanhi
. Mk
i,j,ke{0,1}
_(l'T)z = (3(1))2:
v
= Mg Vi - artanh—.
Z | Fijk

i,j,ke{0,1}

(2.11)

(2.12)

(2.13)

Dabei ist fir vij = (-=1)*) zu setzen ist. Felder eines Quaders mit einer Magnetisierung
in y- oderz-Richtung ergeben sich mittels einer Koordinatentransformation.

2.1.2 Exakte Formeln zur Berechnung des Streufeldes eines homo-
gen magnetisierten Streifens mit rechteckigem Querschnitt

Neben Quadern endlicher Ausdehnung lassen sich analog auch die Felder von Streifen
berechnen, die in einer Raumrichtung unendlich ausgedehnt sind und einen rechtecki-

gen Querschnitt aufweisen.
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Gegeben sei ein Streifen mit rechteckigem Querschnitt, unendlich ausgedehnt in
die y-Richtung. Die Kanterdngen des Querschnitts senndd, jeweils inx und z-
Richtung. Die Magnetisierung zeigezrRichtung. Mit den Definitionen aus Kap.1.1
berechnen sich die Feldkomponenten mittels

_(H)x = (6®)x:
= Ms Y Zlin+ (2.14)

i,je{0,1)

~(H), = (Fo),=

1 &i
= Ms — arctan=. (2.15)
i j%l} 2n ‘]

Im Feld spiegelt sich der logarithmische Charakter des Potentials einer unendlich aus-
gedehnten Linienladung wider. Die logarithmischen Divergenzen gestatten es nicht, das
Potential im Unendlichen Null zu setzen. Ebenso divergiert das Potential logarithmisch
am Ort der Ladung. Diese Divergenz bedarf in konsistenten Theorien einer besonderen
Beachtung im Falle einer Reihenentwicklung des Potentials, da in diesem Fall oft

lim @) = 0 (2.16)

(IA|—e0

herangezogen wird, um die Konvergenz einer Reihenentwicklung zahgisten.

2.2 Reihenentwicklung eines periodischen Potentials

Ist das Potential eines einzelnen magnetischen Teilchens bekannt, so ergibt sich das
Potential mehrerer Teilchen als Superposition; dieses gilt ebé&nsbef Felder. Han-

delt es sich jedoch um unendlich viele Teilchen, die in einer unendlich ausgedehnten
Ebene angeordnet sind, ist die Berechnung des Potentials schwierig, da die Summe der
Potentiale sowie der Felder i. A. sehr schlecht konvergiert. Sind die Teilchen jedoch
periodisch angeordnet, so kann das Potential in einer Fourier-Reihe entwickelt und das
Problem der schlechten Konvergenz in vieleéill&h vermieden werden. Die Fourier-
Entwicklung eines periodischen Potentials findet unter anderem Anwendung in Physik,
Geologie und Ozeanographigg].

Die Fourier-Transformation einer Funktiof(X) sowie ihre Inverse ist gegeben
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durclp

FER)K = (K = f mf(x)e-zﬂik"*dz (2.17)

FLIR)R) = f(X) = f ) f(R)eZ*Xdk. (2.18)

Mit diesen Definitionen wird als Grundlag@rfalle periodischen magnetischen Poten-
tiale das Potential eines einzelnen Dipols mit dem Momént

Qgip = —7——

4 (2.19)

- (e IIﬂI
transformiert. Der Inde® kennzeichnet dabei die Ableitung in bezug auf den P&hkt

in Abb. 2.2 Das magnetische Moment hat die Einhé#m, analog zum elektrischen
Dipol als Produkt aus Ladung und WedDas Potential hat demnach die Einhait

Die zu erfillende Aufgabe ist analog zur Bestimmung der Fourier-Transformation von
f(IIN)) = |IN~*. Dieses folgt aus der Eigenschaft der Fourier-Transformatioagheh
Differentiation £5] (vgl. AnhangE). Die Entwicklung von||f||~* in der Ebene, did
entralt, ist

. Y _ 1 N
Paiplk t6:2) 3= Pap(2) = =70 F (Mg, + My, + Me IIﬂI)(q)
= ——(271 kxmx?'(lﬂl)(q 2 + 27T”<ymﬂ"(”a”)(q) 2)
+mzaz7"(”_1|)(q Z))
- (2 M@
rrmzaz?(lml)(a 2) (2.20)

und unabBngig vonz. Dieses erlaubt das Ausklammern deffBientiation nactz im
letzten Term (siehe Anharff). Der Vektorm, ist dabei die zweidimensionale Projekti-
on des magnetischen Momentes aufxtgEbene der Entwicklungny = (my, m,). Es

SEs gibt mehrere Nglichkeiten die Fourier-Transformation zu definieren. Die unterschiedlichen De-
finitionen unterscheiden sich nur geritigfg. Der Vorteil dieser Definition ist insbesondere die Symme-
trie von Transformation und inverser Transformation.

®Das Moment unterscheidet sich damit um die Einheitenpgron deriiblichen Lehrbuchdefinition
mit den EinheiterAm?, geméR einem Ringstrom, dessen Moment sich aus dem Produkt von Strom und
umschlossener &the ergibt; vgl. auch Anhar@



2.2. REIHENENTWICKLUNG EINES PERIODISCHEN POTENTIALS 11

v,~f°ﬁl

=y

—

Z

Abbildung 2.2: Skizze zur Geometrie bei der Fourier-Entwicklung eines Punktdipols am Ort
Zo. Die zweidimensionale Entwicklung gilt in der Ebene, in der sich auch der ARimkit
P — Zp = Pbefindet.

verbleibt die Berechnung der Fourier-Transformation

gy
||rﬂ1|)(q 2= )Y s

QZHII\ﬂI~II<1|COS@—l7) 291
f f IR+ Z 221

wobeig = (x,y). Die Integration ist in Polarkoordinatemberfihrt. In diesen Koordi-
naten haben die Vektorghund g die Azimutalwinkely bzw. . Mit einer mbglichen
Definition der Besselfunktion (vergleiche AnhaRp

(=

Jo(@ = = f dge12e0s0) (2.22)

wird die Fourier-Transformation, nach der Aukfung der Integratiofibery, in eine
Hankel-Transformatiofiberfihrt

_ Jo(2lIoll - llql)
T =2 [ W o (2.23)
deren Losung in Ref.45] zu finden ist. Damit ist{ < 0)
e2rldiz
(llﬂl)(q 2) = T (2.24)
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und folglich mit

_ Iz
(IHI)(q) = 21
~ || |z
dap(d?) = —%( - m o m2re
iq-my Idiz.
47T,Uo T ™ (2.29)

Letztendlich wird noch die Fourier-Entwicklunby, eines Liniendipols ire-Richtung
am Ort{ bestimmt. Hierzu wirdiber diez-Koordinate integriert:

2 gy m,) e dzeliesd

Oin(4,2 = _47T,uo 9l 2
1 iq-my sInn@IIAIN) - zrqin
LA (220

Dabei tiagt —|2 dem oben verlangten < 0 Rechnung. Somit gilt die @dsungen iir
Ebenen oberhalb und unterhalb der Liniendipole (siehe A#. Der Ubergang vomm
zunY bedeutet, dal3 von nun an das Moment des Liniendipols angegeben wird. Dieses
erfordert die Division durch die &angeh im Nenner des letzten Bruchs. Da die hy-
perbolische Funktion in GR.26 ebenfalls exponentiell mit den Argumenteratst,
ist eine Konvergenz béglich g nur fur h < |z moglich. Mit der Fourier-Entwicklung
eines Liniendipols lassen sich beliebige laterale Verteilungen fester Dicke und Magne-
tisierungsrichtung berechnen. Wenn sich die laterale Verteilung durch eine Funktion
¥'(x, y) mit den Periodem, und py, beschreiberélt und¥(q) = F(¥(x, y))(g) ist, dann
lalt sich die Fourier-Transformation des Gesamtpotentials mittels des Faltungssatzes
berechnen zu 1

Dyges = Dy - @R (2.27)
Die Oberfache des einzelnen TeilchensAstMit der Normierung 1Aist in @iy, FUr mv
das Moment des Volumenteilchens anzugeben, und es ist

e2ri(Gxx+ayy)

xyD= ), buddd— o—. (2.28)
ny, I']2€Z X

q (px px)

wobei die Verwandtschaft von Fourier-Entwicklung und Fourier-Reihe ausgenutzt
wird. Die Koeffizienten der Fourier-Reihe sind durch die Fourier-Entwicklung, ausge-
wertet am entsprechendkiWert, gegeben. Dieseimsen zuitzlich durch die Periode



2.2. REIHENENTWICKLUNG EINES PERIODISCHEN POTENTIALS 13

dividiert werden, da die Kd&zienten der Reihe auf die Intervallbreite zu normieren
sind.

Als Beispiel sei das Potentig, von quadratischen unda von kreisbrmigen
Teilchen der Kantedingea, bzw. des Radius, angetihrt. Die Unterseite der Teilchen
liegt beiz = —h/2, die Oberseite ba= h/2. Sind die magnetischendfper auf einem
Quadratgitter der Periodeangeordnet, so ist

1 gm

SINh@IAN) - oriqiz
2uo - ||d]l

BoleyD= ), - 7l

n1,NeZ
_ (ML M2
4= 2)

my)

sinzq, sinzag, ez”‘(qx;“qyy) _ % ’ (2.29)
ﬂ'CIx ﬂqy p ah

sowie mit der Besselfunktiod; (AnhangF), die in der Fourier-Transformation der
Kreischeibe auftritt

1 jgm

SINh@IAIN)  oriqz
2uo ||d]l

Polx%D= Q- i

N1,MeZ
_ (M1 N2
4= 2)

my)

rJy(2rrliql) | ey 1
Itel PP arth

(2.30)

Fur diese Formeln sei daran erinnert, dalflas Moment der magnetischen Teilchen
ist. Dieses Moment skaliert mit der Ausdehnung der Teilcl2&h Eine derartige An-
gabe der Reihe ist oft nicht praktikabélblich ist die Vorgabe der Magnetisierud
der Teilchen. Da in der GR.28 bereits implizit das magnetische Moment pro Volu-
menm/V angegeben ist, kann dieses einfach durch die Magnetisiq:mﬁg: m/V
ersetzt werden. Ein weiterer Vorteil dieser Darstellung ist, dal? die oben @nrtgi
Normierungen entfallen und diglichen Integraleiir die Hohe der Teilchen und die
Transformation der lateralen Struktur benutzt werdénrien. Die Beispielformeln er-
geben sich dann zu

Oo(xy,2)= Y - % 'q”q” Iy MZ)S'”:%‘?”W . g2z

ni,MeZ

a=(3. %)

sinragy sinrag, e (@+ay)
O« 7y P?

, (2.31)
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sowie fur die kreisbrmigen Teilchen

. ,M
Doty = Y, - F

Ny,eZ
— (ML N2
G=("%,72)

SINh@IAIN) oz

M:) il

r - Jy(2xr||ql) e2ri(axx+ayy)
el P

Es sindM; und M, analog zu®, undm, definiert.

In der Praxis ist noch zu bedenken, dal3 die Herleitung der Fokmel<£ O erfolgte.

Als Konsequenz mull, in —M, tlbergehen, wenn> 0 ist. Dieses spiegelt die Inver-
sionssymmetrie wider. Wird diese Vorzeichenkonvention ver@asijt,andern sich

die qualitativen Aussagen nicht; quantitativ kehrt sich z. B. bei Feldberechnungen die
z-Komponente des Feldes um.

(2.32)

2.3 Wechselwirkung von Ladungsverteilungen in Fern-
feldnaherung

Fur eine beliebige Ladungsverteilung, die sich auf ein endliches Vol\rierschankt,
verschwindet der Einflu3 der inneren Struktur auf daBere Feldifr gro3e Entfer-
nung. Existiert ein Ladung®erschul3, so entspricht das Feld in grof3en dixtn dem
einer Punktladung. Je kleiner der Abstand zu Ladungsverteilung ist, déftergst der
Einflul3 der inneren Struktur. Diese Tatsache macht man sich bei der Multipolentwick-
lung zunutze. Das Feld wird im AuRenraum in eine Reihe zerlegt. Die Komataet
Reihenelemente nimmt zu,akrend ihr Einflul3 in gro3en Aldstden abnimmt, so daf3

oft nur die ersten Elemente zu ldeksichtigen sind. Die Multipol-Reihe konvergiertim
Aulenraum der Ladungsverteilung gegen die exaktihg des Potentials.

2.3.1 Die Multipolentwicklung einer Ladungsverteilung

Die Multipolentwicklung kann in beliebigen Koordinatensystemen durditgéfver-

den; die laufigsten sind dabei kartesische und Kugelkoordinaten. Der Vorteil der karte-
sischen Entwicklung ist dabei die Besahkung auf reelle Zahlen. Der Entwicklungs-
term I-ter Ordnung ist ein Tensdrter Stufe. Die Anzahl unal@mgiger Eintage in
einem dreidimensionalen Tendeter Stufe ist proportiondf. Rechnungen mit einer
Ordnung mitn > 2 sind damit sehr aufwendig und iilmersichtlich. In Kugelkoordi-
naten wird nach Kugelichenfunktionen46] entwickelt. Man nutzt die Tatsache, dal3
sich die Greenfunktion GR.3 nach Kugelfhchenfunktionen entwickel@Bt 47]. Die
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Kugelflachenfunktionen sind komplexe Tensoteler Ordnung in Kugelkoordinaten,
und die Anzahl der unal@mgigen Eintage ist nur proportiondl Aus diesem Grund
wird in dieser Arbeit die Entwicklung in Kugelkoordinaten verwandt.

Das Multipolmomen®Q, ,, einer Ladungsverteilung(r) in Kugelkoordinaten ist defi-
niert durch f8]

Qm= f Vde(F)R.m(F), (2.33)

wobei die Integratioruber das VolumeW, dasp(r) einschliel3t, auszihren ist. Das
Integral ist gewichtet mit der normierten KugélhenfunktionR ., [48] (siehe auch
Gl. 2.3

4
20+1

Die KugelflachenfunktionerY, (0, ¢) sind ein vollsandiger Satz orthogonaler Funk-
tionen auf der Einheitssine [46]. Der Index| gibt die Ordnung an. Mitm, der
sog. magnetischen Quantenzahl, werden die uradigen Komponenten des Tensors
(-1 < m<1) numeriert.

Das Potential einer Ladungsverteilung mit den MultipolmomeQghist [48]

Rim(P) = r'Yim(6, ). (2.34)

1 S < .
™) = 7o % n; in(P) Qs (2.35)

mit der zweiten normierten Kugedthenfunktion

4 Yim(6, ¢)
20 +1 i+t

lim(F) =

(2.36)

Q,, ist die konjugiert komplexe @f3e vonQ,,. Der Einflul3 einer Multipolordnung
fallt somit in der Entfernung zur PoterZl + 1). Das Fernfeld ergibt sich dann aus dem
negativen Gradienten des Potentigls: —7 .

Um die Eindeutigkeit der Entwicklung zu géhrleisten, legt man den Koordinatenur-
sprung der Entwicklung in den Ladungsschwerpunkt

Py = J VT 160 l. (2.37)
L avie® |

Es ist folglichrs = 0. Die verbleibenden Rotationsfreiheitsgerade werden durch
die Tensortransformationseigenschaften der Kuigghnfunktionen erfal3t (siehe
Kap.2.3.3.
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2.3.2 Die Reihenentwicklung der Wechselwirkung zweier La-
dungsverteilungen

Gegeben seien zwei Ladungsverteilungemnd B, deren Ladungsschwerpunkte durch
den VektorRag verbunden wird. Die Multipolentwicklung basiert auf der Entwicklung
des TermgiP - ||* nach Kugelfachenfunktionen und ergikifif die Ladungsverteilun-
gen die Multipolmoment&”, bzw. QB. Ist die Wechselwirkung dieser Ladungsvertei-
lungen zu bestimmen, ist die Entwicklung aufwendiger, da der Wechselwirkungsterm
durch||li5AB — (Pa — Te)|I"* bestimmt wird, wobei’s die Lage der Ladungen der Ver-
teilung A auf den Ladungsschwerpunkt vénangibt (analogiir B). Eine nbgliche
Entwicklung ist in Ref. 9] zu finden. Die angegebenen Methoden erlauben sogar die
Entwicklung von sich durchdringenden Ladungsverteilungen. Nachteilig ist, daR die
Koordinatenachse als parallel Rus vorausgesetzt wird. Eine aufwendigere, aber vom
Koordinatensystem unabhgige, Methode wird in Ref50] benutzt. Die Wechselwir-
kungsenergie berechnet sich zu

1

Er = o= D, Tidamans(Rae) Qi Qg (2.38)

lalgmamg

mit dem geometrischen Tensbi{4g]

_ “la (2|A+2|B+1)|
TlAleAmB(ﬁAB) = (_1) ! \/ (2|A)|(2|B)|
( R P )
X
may Mg _(mA + mB)

X I|A+IB —(mA+mB)(R)AB)- (239)

Der Faktor in Klammern ist ein Wigner;&ymbol [46]. Diese Faktoren treten bei der
Kopplung von Drehimpulsen in der Quantenmechanik auf und sind in der expliziten
Form oft sehr kompliziert. Der oben auftretende Spezialfall ist jedosbdr §6], und

der Tensor kann vereinfacht werden:

Tisemmes(Rag) = (_1)_IBII*A+IBmA+mB(ﬁAB)
(Ia+1g = may—mg)!
(Ia = ma)!(lg — mg)!

\/(|A+ |B+ My + mB)I

(Ia + ma)!(Ig + mg)!” (2.40)

Auf diese Weise kann schrittweise die Wechselwirkung zweier beliebiger Ladungsver-
teilungen approximiert werden.
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2.3.3 Tensortransformation von Kugelfachenfunktionen fur Dre-
hungen des Koordinatensystems

Sind die Multipolmomente einer Ladungsverteilung zu berechnen, so existiert meist ein
lokales Koordinatensystem, in dem die fisénden Integrale besonders einfach sind.
Ist die Ladungsverteilung im lokalen Koordinatensystem symmetrisohnén auch
einige Momente identisch Null sein. Weicht das lokale Koordinatensystem vom globa-
len ab, so sind die Momente und damit die Kugalflenfunktionen zu transformieren.

Da es sich bei den Kugedithenfunktionen um ein volehdiges Orthonormalsystem
von Tensoren in Kugelkoordinaten handedti3t sich die Transformationseigenschaft
aus der Projektion eines Basisvektpfig,) auf die rotierte BasiY,,) bestimmen, wo-

bei hier der Klarheit halber die in der Quantenmechaibkche Dirac-Schreibweise
benutzt wird. Gesucht werden die KeientenD!. , fiir die gilt

nm

M) = > ¥i)I¥inl¥im) = " Dhyl¥in). (2.41)

Bei der Transformation bleibt die Ordnuhgles Tensors erhalteB.,, = D! (a,5,7)

ist dabei eine Funktion der Drehwinkel der Koordinatentransformation. Die Drehun-
gen werdeniblicherweise in EulerwinkelnS[l] (a,8,y) angegeben. Di&Vigner-D
Funktion D! (a,,y) berechnet sich in Anlehnung an die Quantenmechanik mittels
der quantenmechanischen Drehoperatoren, die Funktionen der Drehimpulsoperatoren
Ji beziglich der Koordinatenachssind [52], genan

Din(@.8.7) = (Yinl i)
= (Yile e e i oYy
= e MY e Y
= e M ™Md (B). (2.42)

Hierbei wurde ausgenutzt, dal? die Kugiadthenfunktionen Eigenfunktionen zum Ope-
rator JAZ sind. Dieses istifr den Operatorfy nicht der Fall, und der verbleibende Term
d!(3) ergibt sich nach Ref4fg] zu

(COSI_;)Zk—m—n X (Sin§)2I+m+n—2k
KT+ m—K)!(I + n— K!(k—m—n)!

(B = > (-1F
k

(=) + m)(E = m)!(1 + n)I(l = n)!, (2.43)

wobei die Summéberk derart zu viahlen ist, dal3 kein Argument einer Falatlhegativ
wird. Eine Umsetzung dieser Funktion &sRoutinebefindet sich im Anhan.6. Es
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sind zwei Spezia#flle derwigner-D-Funktion zu nennen.

Dim(0.0.0) = 6nm
Dhn(0.7,0) = (-1)""6n_m, (2.44)

dabei ist das Kroneckei¢; j = 1 furi = jundg;; = O fari # j.
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Kapitel 3

Der Einfluld der Geometrie auf das
Streufeld periodisch angeordneter
polarisierter Teilchen

Neben der Grundlagenforschung an der Herstellung und den Eigenschaften magneti-
scher (oder ferroelektrischer) Teilchen, die sich allein durch Neugieilbdgn lassen
sollte, finden magnetische Strukturen beispielsweise Anwendung in Spin-Elektronik-
Bauelementeng3-55] oder als Molekilfallen in der Quantenoptik7]. Magnetische

und elektrische Strukturen werden genutzt, um den Einflul? eines periodischen Poten-
tials auf den Magnetotransport innerhalb von zweidimensionalen Elektronengasen in
Halbleitern zu untersuche3,[56]. In den beiden letzterendfen ist es fundamental,
starke magnetische oder elektrische Felder zu erzeugen, um zum Beispiel im Halbleiter
Hofstadter-Schmetterlingeé [ 57] beobachten zu dnnen. Eine typische Aufgabe, in
bezug auf die magnetischen Teilchen, ist dabei die Berechnung des Streufeldes einer
bekannten Anordnung von Teilcheiq. Da die Frage, obifr eine feste Gi3e und
Geometrie eine ideale Anordnung oder bei fester Anordnung eine idedlke®Gesteht,

noch nicht systematisch untersucht wurde, soll diese Fragestellung in diesem Kapitel,
mit einem Schwerpunkt auf experimentell relevanten Strukturen, behandelt werden.
Ebenso werdenir die Beispielrechnungendngenskalen geihlt, die typischen
experimentellen Bngenskalen entsprecheiirfie rechteckigen Anordnungen ist eine
Lange von 200 nm angenommen. Dieses entspricht der Waaligaleines ArF-Lasers,

der in der Ultraviolett-Lithographie verwendet wir8g). Im Gegensatz dazu werden

die Perioden der sech#igen Gitter zu ca. 40 nm géhlt. Dieses sind Abande,

die sich z. B. bei Selbstorganisationsprozessen mit Block-Kopolymeren einstellen
[59]. Die Wahl von Langenskalen, die sich stark an experimentelle@f¥&nordnungen
orientieren, geht dabei auf Kosten des direkten Vergleichs von vier und sédigen
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Anordnungen. Alle angegebeneiddungen sind jedoch skaleninvariant, d. h. daf3 sich
die Feldsarke nichtandert, wenn alle &ngen (die KanteAhgen der magnetischen
Struktur und der Abstand, in dem das Feld bestimmt wird) in gleichem Mal3e skaliert
werden.

Ist die Materie eines Fegikpers polarisiert, zum Beispiel durch Ferromagnetismus
oder Ferroelektrizét, so ruft die Polarisation i. A. Felder hervor. Diese elektrischen
oder magnetischen Felder werden aul3erhalb desdfpstis als Streufeld, innerhalb
als entpolarisierendes Féldezeichnet. Das Feld hat innerhalb de&iers im Mittel
keine Komponente in Polarisationsrichtur@]. Im Falle der homogen magnetisier-
ten Kugel ist es sogar volindig antiparallel. Das entpolarisierende Fellgkann die
Selbstenergi€ eines Korpers nur vergif3ern. Der Beitrag zur Gesamtenergie durch
das FeldH eines Korpers mit der Magnetisierurld ist

_ Mo _ Mo
Ea=" ﬁ-ﬁdv_—EfVM-ﬁddv, (3.1)

R3

dabei ist in dem Feld{ das Streufeld und das entmagnetisierende Feld zusammenge-
fal3t. Um die Selbstenergie zu minimieren, ist es erforderlich dasHreldminimieren.

Die Ursache des Feldes sind Quellen, die durch die Magnetisierung entstehen, da im
AIIgemeinenﬁ M # 0 gilt. Auf diese Weise entstehen Obadhen- und Volumenla-
dungen. Die Energie wird geif? Gl.3.1 minimal, wenn die Ladungen verschwinden,
alsoV-M =0 gilt. Dieses ist das sogenanmelvermeidungsprinzipcl]. Das Pol-
vermeidungsprinzip ist die Ursachiérfdas Auftreten magnetischer (oder ferroelektri-
scher) Domanen. Die Magnetisierung ist eine Funktion des Ortes, welche im Idealfall
Quellenfreiheit gewhrleistet. Ein Konkurrenzterm zur Entmagnetisierungsenergie ist
die Austauschenergig;. Diese Energie hat ihren Ursprung in der quantenmechani-
schen Vielteilchenwechselwirkung der Elektronen eines Bgséks p2, 63]. Sind die
polarisierten Teilchen hinreichend klein, liegen diese in einem eiddoyen Zustand
oder, abhngig von der Geometrie, sogar homogen magnetisiertodr [

3.1 Streufeldmaximierung in Magnetisierungsrichtung
fur ein einzelnes Teilchen

Betrachtet man den sehr einfachen Fall eines ferromagnetischen Teilchenshaer H
h mit quadratischer Grundfthe der KanteAhgea und der Magnetisierung senkrecht
auf dieser Rdche, so ist dennoch nicht von vornherein klar, wie diadgea zu wahlen

1Im Magnetismus wird diesemntmagnetisierendes Fetgtnannt.
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Abbildung 3.1: Das Streufeld eines Teilchens (grau@dfe) mit quadratischer Grunéithe
der Kanteringea und Hoheh = a/4. Die Magnetisierung veilft nach oben, entlang der
Zz-Richtung. Die quantitativen Feldwerte siri fie qualitativen Aussagen ohne Bedeutung.

ist, um in einem Abstand Uber dem Teilchen ein maximales Streufeld zu erhalten.
Das Feld konvergiertféensichtlich gegen Null, wermverschwindet. Bra = O ist kein
magnetisches Material vorhanden. Vé@igert man anderersedsso divergiert das Feld
nicht. Im Kontinuummodell macht sich die Polarisation der Materie in Form geladener
Oberfichen bemerkbar. Betrachtet man den &al oo, so ergeben sich zwei planpar-
allele FAchen mit homogener aber entgegengesetzter @bleeihladungsdichte. Aus

den Stetigkeitsbedingungen der Maxwell-Gleichungen folgt, daf? eine unendlich aus-
gedehnte FEchenladung ein homogenes Feld parallel zéackénnormalen erzeugt.

Die Felder beider Richen addieren sich dabei im AuRenraum zu Null. Das Analogon
der Elektrostatik ist der unendlich ausgedehnte Plattenkondensator, der kein Streufeld
aufweist. Da in beiden Greridten kein Streufeld existiert, muf3 das Feld éine end-

liche Ausdehnung des Teilchens maximal werden. Das kel@ridlichesa lal3t sich

mit den GIn.2.11-2.13berechnen. Die Feldverteilungrfein einzelnes Teilchen ist im
Querschnitt in Abb3.1 als Vektorfeld gezeigt. Es ist deutlich zu erkennen, daf3 das
Streufeld kleiner als das entmagnetisierende Feld ist. Letzteres nimmt zum seitlichen
Rand der Probe ab; gleichzeitig steigt das Streufeld diblet der Probe zum Rand

hin an. Diese Korrelation beruht auf der Tatsache, daf} die Normalenkomponente des
Feldes an der geladenen Greagzfie um den Betrag deaigungsmagnetisierung der
Probe springen mul3. srend direkiiber der Oberéiche der Probe das Feld im Zen-
trum kleiner als am seitlichen Rand ist, gilt diesés grol3ere Absinde nicht mehr.
Dicht Uber der Mitte der Obedkhe zeigt die-Komponente des Magnetfeldes ein lo-
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Abbildung 3.2: Charakteristischer Abstared fur das Auftreten von Kanteffekten bei ei-
ner quadratischen Struktur mit senkrechter Magnetisierung. Der Abzigré) und die Kan-
tenlangea sind in Einheiten der Bheh angegeben. Der Verlauf deitKomponente des Feldes
ist fur z =z zs als Graph eingéifgt. Naherung vores fur a > 5h durchzs/h = 0.27a/h — 0.50

(== =)

kales Minimunt, wahrend in groRen Abahden das globale Maximum mittig zu fin-
den ist. Es existiert folglich ein Abstand, in dem di&€omponente des Magnetfeldes
einen Sattelpunkt aufweist. Die Lage dieses Sattelpunktes ist in AbR.2 als Funk-
tion der lateralen Ausdehnurayberechnet. &r z < zs befinden sich am Rand der
Struktur Uberschwinger in dez-Komponente des Magnetfeldes (s. eiriggé Gra-
phen Abb.3.2). Diese sind ifir z > zs verschwunden. & a > 5h kann der Abstand
Zs des Sattelpunktes gut durch die Funktizih = 0.27a/h — 0.50 beschrieben wer-
den. Rechnungeriif einen senkrecht magnetisierten Streif@mén zu fast identischen
Ergebnissen, nur ist hier die Steigung déhdérungsfunktion.@9. Die relative Feldver-
teilung in einer Ebene parallel zur Obédhe l&angt von der Entfernung dieser Ebene
zur Oberféche ab. Dieses bedeutet, dal? die ideale Ausdehawayon abAngt, in
welcher Entfernung von der Oberfiche das Feld maximiert werden soll. Im Folgen-
den wird das Feld entlang deRichtungiber dem Zentrum des Teilchens untersucht.
Auf dieser Linie ist aus Symmetriggnden nur die-Komponente des Feldes von Null
verschieden. Entlang dieser Achse vereinfacht sicl2 Gllzu

arctan

a2 a2
+ arctan
H (h—22) \/2a2+(h-22)2 (h+22) \/2a2+(h+22)?
z—= —

T

(3.2)

2Die Angabe,lokal* (wie im Folgenden auchglobal') bezieht sich dabei auf die 2dim. Ebene par-
allel zur Oberfache der magnetischen Struktur. Im 3dim. Raum handelt es sich nicht um ein Minimum.
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Die anderen Feldkomponenten sind identisch Nulk. #> d ist das Argument der er-
sten Arkustangensfunktion negativ. Pa 22! > |h+22~! ist, dominiert der erste Term
und das Feld ist positiv. Die unterschiedlichen Vorzeichen beider Teihreri eben-
falls dazu, daR im Fernfeld die niedrigste Ordnungihverschwindet und das Feld,
als Dipolraherung, proportionat ist. Fur kleine Kanteringena wachst das Feld
quadratisch mig, da die Ladung der Bthe mita? steigt. Der Vorfaktor der Parabel
ist dabei, wie in Abb3.3, eine Funktion der Bheh der magnetischen Struktur sowie
vom Abstandz tiber der Ober#iche, in dem das Feld bestimmt wird. Das asymptotische
Verhalten fir grof3e Kanter@ingena ist dagegen unaldimgig vonz und verkuft propor-
tionala™!. Die optimale Ausdehnung ist abihgig von der Entfernung in der das Feld
maximiert werden soll. Je dichter der zu optimierende Punkt an der Probe liegt, je Klei-
ner alsoz, desto kleiner die ideale Probeige und desto sélfer ist das Maximum.

Ist der Quader mit quadratischer Gruiddthe in der Ebene magnetisiert, ergeben sich
praktisch die gleichen Kurven, jedoch mit geringeren Feldwerten.

\ ‘
14 ¢ —z = 20 nm
N —z =30 nm
12 ¢ ,' \ —z =40 nm
! \ 2 2
10 + . H”Js(ﬂ-(hib)2 - W(hiQZ)Z); z > % 1
= 8!l \-—Js%; h=6A
£
©
R 6}
4 L
2 L
0 50 100 150 200 250
a[nm)]

Abbildung 3.3: Das Streufeld eines Kobaltteilchens mit quadratischer Gracké der Kan-
tenfngea und der Dickeh = 6 A senkrechtiber dem Teilchenifr drei verschiedene Alistde

d (Kobalt weist bei 6 A in C¢Pt Mehrfachschichten eine senkrechte Magnetisierunggaiif [

Nur diez-Komponente des Feldes ist von Null verschieden. Gigi@ungsmagnetisierung von
Kobalt als dreidimensionaler Feétiper ist bei 20 C ugMs = 1.78 T[66]; bei 6 A dicken Fil-

men sind bereitéiber 90% dieses Wertes erreicht, wobei die genauen Zahlen vom Substrat
abhangen p7-69].
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3.2 Streufeldmaximierung fir homogen magnetisierte
Streifen

Quasi eindimensionale Strukturen sind eine einfacliglihkeit ein periodisches Po-
tential zu erzeugen. Im Falle eines elektrischen Potentials lassen sich Streifen besonders
leicht am Rand kontaktieren. Magnetische Strukturen lassen sich ebenfalls in Form von
Streifen herstellen (lithographisch oder durch Maskentechniken).

Das Koordinatensystem, in dem diese Geometrie beschrieben wird, liege derart,
daR die Streifen ig-Richtung unendlich ausgedehnt sindrEie Magnetisierung ver-
bleiben die zwei anderen Raumrichtungen als nicht-triviale Orientierung. Dares f
ein moduliertes Potential im Falle des Magnetotransportes ausschlief3lich aaf die
Komponente des Feldes ankommt, werden die weiteren Komponenten im Folgenden
aul3er acht gelassen. DygkKomponente istiir diese Geometrie identisch Null. Das
Feld eines einzelnen Streifens kann exakt berechnet werden. Um das Feld einer peri-
odischen Anordnung von Streifen zu berechnen, bedient man sich Fourier-Methoden
analog zu Kap2.2

3.2.1 Das Streufeld von Liniengittern mit homogener Quermagne-
tisierung in der Ebene

2B E\E B Bereits ohne Rechnung ist die optimale Anordnung
i ,,,,,,, - ii ,,,,,,,, i ,,,,,,,,,, von Streifen mit rechteckigem Querschnitt und ei-
E lllllll 1 pi=oa 1 ner Magnetisierung in der Ebene klar, wenn die
bgi et z-Komponente des Feldes maximiert werden soll.
— —1—,  Ohne das magnetische Material an sich zu be-
| h: ,,,,,, i trachten, reduziere man das Problem auf abwech-
I

selnd positiv und negativ geladene senkrecht ste-
Abbildung 3.4: Geometrie hende Platten. Sind die Streifen genauso breit wie
der Streifengitter. Die magne- die Abstinde zwischen ihnen, so sind alle Plat-
tischen Strukturen sind senk- ten aquidistant angeordnet. Diese Geometrie be-
recht zur Zeichenebene unend- sitzt zwei unterschiedliche Spiegelsymmetrieebe-
lich ausgedehnt. Die Eben&i  nen. Die erste EbenE; (Abb. 3.4), in der auch
undEz sind Symmetrieebenen.  die magnetische Obeéfthenladung liegt, weist ei-
ne positive Pardét beziglich der Ladung auf. Eine
Spiegelung an der Ebeii® hat negative Pagt. Diey-z-Ebene in der Mitte eines Strei-
fens €5, Abb. 3.4) ist dannaquivalent zu dey-z-Ebene, die sich mittig zwischen zwei
Streifen befindetE,, Abb. 3.4). Mit einem Vorzeichenwechsel in der Magnetisierung
sind auch die Ebenef;, und E; aquivalent. Folglich befindet sich innerhalb der ersten
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Abbildung 3.5: z-Komponente des Feldes einer periodischen Streifenanordnung. Die Periode
der Anordnung be#igtb = 200 nm. Die Mitte der Streifen liegt jeweils bri= kb (k € Z).

Die Magnetisierung liegt in der Ebene. Die Werie B, gelten fir Kobalt-Streifen der Dicke

5 nm in einem Abstand von 30 nm. Die maximale Feldmodulatioalerhan fir 2a = b. Wenn

die Streifenbreite von dieser idealen Konfiguration abweicht, sind die resultierenden Kurven
bei gleicher Abnahme wie Zunahme der Bréifguivalent (ot und griin sowie dunkelrotund
dunkelblag.

Symmetrieebene ein Nulldurchgang ddfomponente des Feldesawrend sich in der
zweiten die Extrema befindenissen. In diesem Bild ist eéxjuivalent, ob die Strei-
fen oder die Zwische@ume verbreitert werden. Das Resultat ist in jedem Fall, daf3
zwei entgegengesetzt geladene Platten einander ahgernwerden. Das Feld dieser
Platten kompensiert sich und der extremale Feldwert mul3 zwaufgsldem Betrage
nach sinken. Die ideale Geometrie ist also gegeben, wenn die Pbritsiestreifen die
zweifache Streifenbreita ist. Dieser und weiteredfe mitb # 2 - asind in Abb.3.5
berechnet. Die ideale Geometrig Streifen mit Magnetisierung in der Ebene ifen-
sichtlichb = 2a. Es verbleibt die Frage nach der optimalen Period@ie Feldmodu-
lation in einem festen Abstar@variiert mit der Periodé derart, daf3 die Modulation
AB; = B, max—Bzmin Streng monoton mib steigt, bei festem Veditnisb = 2a. Je gbRer
die Periode ge@ahlt wird, desto gil3er ist die Feldmodulation. Wie in AbB.6deutlich
wird, ist der Zusammenhang nicht linear: In einem festen Abstaidllt die Modu-
lation exponentiell, wenn die Periode eine charakteristiscegkby, mit by < 27,
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Abbildung 3.6: FeldmodulatiomB; = Bzmax— Bzmin fr h = 5 nm hohe Streifen als Funktion
der Breitea = b/2 fur drei verschiedene Alitdez (links). Rechts ist die Modulation als
Funktion der Streifentihe fir drei verschiedene Breiten= b/2 aufgetragenz= 10 nm).

unterschreitet. & sehr kleine Perioden sind altelerart grof3, dal? das Feld durch das
Fernfeld des Streifengitters gegeben idir Eine Magnetisierung in der Ebene ver-
schwindet das Fernfeld des Gitters und somit auch die Modulation aG&bh 2.26

und Gl. 2.28fallt die n-te Ordnung der Entwicklung im AuBenraum i oc e
und, = 2rn/Ky,. Die charakteristischednge ist also durch die Periode der Streifen
gegeben. &r grol3e Perioden konvergiert das Feld gegen disuhg eines einzelnen
Streifens. Beiiglich der Hbhe steigt die Modulation zé@chst linear undatigt dann.

Die Sattigung setzt genau dann ein, wenn die Entfernung zwischen dem Ort der Modu-
lation und der Rckseite der Streifen die Gi8enordnung der charakteristischeinge
erreicht, alsz+ h > a.

Ist es Ziel, durch Streifen mit einer Magnetisierung in der Ebene in einem festen
Abstandz eine noglichst starke Feldmodulation zu erzeugen, so sind zusammenfassend
folgende drei Dinge zu beachten, bzw. zu bemerken. Die Baaltr Streifen ist derart
zu wahlen, dal3 sie der &lfte der Periode des Gitters entspricht. Die Peribdies
Gitters darf nicht wesentlich kleiner sein als der Abstanddm die Modulation zu
steigern, kann die he h der Streifen vergif3ert werden, jedoch lieferndten, die
deutlich gbRRer als die Breite sind, maximal also ein quadratischer Querschnitt, kaum
Verbesserungen.
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3.2.2 Das Streufeld von Liniengittern mit senkrechter, homogener
Magnetisierung

Im Gegensatz zu einer Magnetisierung in der Ebene lassen sich die Eigenschaften bei
senkrechter Magnetisierung nicht voflatig durch Symmetrigberlegungen herleiten.
Analog ist jedoch, wie zuvor, dig-z-Ebene, welche durch die Mitte eines Streifens
verlauft, sowie die Ebene mittig zwischen zwei Streifen, eine Symmetrieebene. Die
Magnetisierung zeigt béglich beider Ebenen positive Patt Innerhalb dieser Ebe-
nen liegt also gewil3 ein Extremum der Feldke. Dieses Extremum ist jedoch nicht
notwendig das globale Extremum. Verdeutlicht wird diese Tatsache in Z&@blst

also die maximale FeldamplitudeB,/2 gesucht, so mul3 hscksichtigt werden, daf3

die Lage der globalen Extrema mit dem Abstaebm Gitter, der Kbhe h der Strei-

fen und dem Veréltnis Breite zu Perioda/b variiert. Rir eine 5 nm dicke Kobalt-
probe sind @fensichtlichUberschwinger irB, im Nahfeld zu beobachten. Zwar wird
der Feldsarkenverlauf symmetrischif b = 2a, doch weicht die Lage der globalen
Extrema fir kleinez von den Symmetriepunkten ab. Es ist nicht notwendig, dal? die

40 50
10 nm 100

50nm {80 =
100 nm =]
g

-100 -50 0 50 100
x[nm]

Abbildung 3.7: Die zKomponente des Feldédber 5 nm dicken 100 nm breiten Streifen mit
einer Periode von 200 nm. Das Feld wurde ¢inen Abstand von 7 nm berechnet. Die quanti-
tativen Angaben gelteriif Kobalt. Am Rand treten deutliche Féloertbhungen auf, die bereits

in Abb. 3.1zu erkennen sind. Die globalen Feldextrema liegen nicht in einer Symmetrie-Ebene
(s. Text). Die Lage der Extrema ist vom Abstandn dem das Feld bestimmt wird, adgig.

Die PositionXmin und Xmax des Minimums und Maximums sind in den rechten Graphen als
Funktion des Abstandediir unterschiedliche Streifenbreitarbei gleicher Periodb aufgetra-

gen (die Werte, welche zum linken Graphen@eim, sind als«) markiert). Alle Streifen haben

eine Hbhe von 5 nm.



KAPITEL 3. MAXIMIERUNG DES STREUFELDES POLARISIERTER
28 TEILCHEN

symmetrische &#lung des Gitters eine maximale Feldmodulation ergibt. Dieser Sach-
verhalt ist in Abb.3.8 dargestellt. Wenn im Fernfeld digberschwinger verschwun-

den sind, ergibt das symmetrische Gitter die maximale Amplitude. Je dichter jedoch
am Gitter liegt, desto kleiner ist die optimale Streifenbreite. Die Modulation wird im
Nahfeldbereich durch den Feldsprung an der Kante des Streifens bestimmt. Je kleiner
der EinfluR benachbarter Streifen, destofgr ist die Modulation. Dieses hiaugstigt
moglichst schmale Streifen. Dem entgegen wirkt die Tatsache, dal3 ein Streifen der
Breitea = 0 nm kein Feld erzeugt. Im Grenzwert vbr-> O sollte aber auch — 0 lau-

fen. In diesem Fall liegen Minimum und Maximum des Feldes sehr dicht beieinander.
Die Frequenzen aus der Fourier-Entwicklung, welche zu der steilen Flanke zwischen
den Extremadiihren (vgl. Abb.3.7links), sind deutlich gif3er als die Grundfrequenz,

die durch die Periode des Gitters bestimmt ist. In diesem Sinne handelt es sich um ei-
ne hochfrequente Modulation. DEbberschwinger ist eine Folge der anders geladenen
Ruckseite des Streifens. In der Mitte kompensiert das Feld deks$eite das vordersei-

tige Feld maximal. Am Rand nimmt der Einfluf? deii¢dkseite aus Symmetridégrden

ab. Je kleiner die bhe der Streifen ist, destodsker wird das Feld kompensiert. Wie
bereits an Abb3.2 zu erkennen ist, nimmt diedhe des Feldberschwingers ab, wenn

die Hohe der Streifen zunimmt. Aus dem gleichen Grunachst mit der l8he der
Streifen ebenfalls die Feldskelber den Streifen und somit auch die Feldmodulation.
Wie bereits in Kap3.2.1gezeigt wurde, fallen die Feldske und damit auch die Mo-
dulation exponentiell mit der Entfernung. Die charakteristischade des Abfalls ist

—2z=5nm /\ 1 200

1150

— 2z =10nm
F 1 100
— 2z =30 nm
F 1 50
; —_—z= 5() nm x

0

AB,[mT]

120 200

a [nm]

Abbildung 3.8: Maximale FeldmodulationB; als der Funktion Streifenbreite Die Periode
betiagtb = 200 nm, die Khe der Streifen idh = 5 nm. Im Fernfeld ergibt sich die maximale
Modulation fir die symmetrische Anordnunlyg = 2a. Im Nahfeld werden kleinere Breiten
bedinstigt. Dieses ist eine Folge der Féteribhung am Rand der Streifetirfkleine Absénde

z
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durch die Gitterperiode gegeben.

Bei der Streufeldmaximierung senkrecht magnetisierter Streifen ist der Parameter-
raum goler als @ir Streifen mit einer Magnetisierung in der Ebene. Gemein ist beiden
Systemen, dal3 sowohl die Fel@idte als auch die Modulation mit der Streifendicke zu-
nimmt, wobei sich die &lle im Sttigungsverhalten voneinander unterscheiden. Die
charakteristische Abklinghge des Feldes ist jeweils durch die Gitterperiode gege-
ben. Rir senkrecht magnetisierte Streifen tretéimerschwinger in dez-Komponente
des Feldes auf, so daf? dieb§tnibgliche Feldmodulation nicht notwendig durch ein
hochsymmetrisches Gitter erzeugt wird. Durch die Wahl der Entferaudge Hohe
der Streifenh sowie das Verdltnis von Breite zu Periode hat man Einfluld auf die
Uberschwinger und kann somit gezielt den Beitrag hochfrequenter Terme in der Feld-
modulation steuern.

3.3 Streufeldmaximierung fir homogen magnetisierte
Teilchen in zweidimensionalen Gittern

Erganzt man die eindimensionale Strukturierung aus dem vorherigen Abschnitt um ei-
ne weitere Dimension, so vefgert sich der Parameterraum. Die Periodizkann

in x-Richtung p,) und iny-Richtung fy) unterschiedlich sein. Ebenso kann sich der
Flllfaktor in beiden Richtungen, also die Ausdehnung der Teilchemnd a, relativ

zur jeweiligen Periode, unterscheiden. Die Teilchénren verschiedene Formen auf-
weisen, zum Beispiel rechteckig oder zylindrisch sein. Des weiteren gibt es mehrere
periodische Anordnungen. Die bekanntesten sind die einfache und die zentrierte qua-
dratische sowie die dreieckige Anordnung (siehe Ab#). Das einfache Quadratgitter

geht fira, — by in ein Streifengittetiber. Die Periode des zentrierten Gitters ist derart
definiert, daf3 ediir by = by = 2a, = 2a, in ein Schachbrettmustébergeht. Das Qua-
dratgitter Af3t sich sehr einfach herstellen. Eine Herstellungsmethode ist das Metallbe-
dampfen eines Substrates durch ein Gitter. Es ergibt sich ebenfalls ein Quadratgitter,
wenn zwei 90 gegeneinander gedrehte Streifenmuster in eine magnetische Schicht ge-
schrieben werden. Das Streifenmuster kann mittels optischer Interferenzlithographie,
ein sog. paralleles Verfahren, realisiert werden. Mit Hilfe eines fokussierten lonen-
strahls, ein serielles Verfahren, lassen sich beliebige Strukturen schreibgni]. Mit

beiden Methoden lassen sich Schachbrettmuster und Dreieckgitter herstellen. Dreieck-
gitter lassen sich daber hinaus auch mittels Selbstorganisierter Strukturen erzeugen
[15, 72]. In vielen Rallen ordnen sich dabei kugélimige Teilchen auf einer Obeifthe

in sechsahliger, dichtester Packung an.

3FIB focused ion beam
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Abbildung 3.9: Skizze von zweidimensio-
HEBR nalen Gittern. Das Rechteckgitter links, das
EEBE Schachbrettmuster (zentriertes Rechteckgit-
ter) in der Mitte sowie die hexagonale Anord-
nung rechts.

Obwohl deutlich mehr Parameter zu beksichtigen sind als bei Streifen, gelten die
grundsitzlichenUberlegungen aus den vorherigen Abschnitten aiickheidimensio-
nale Anordnungen. So lassen sich z. @. fechteckige Teilchen mit einer Magnetisie-
rung in der Ebene die gleichen Symmaeiiberlegungen wie bei Streifen d@miren und
eine symmetrische Anordnung in Richtung der Magnetisierung maximiert das Streu-
feld. Fir senkrecht magnetisierte Teilchen tritt, wie auch bei den Streifen, eine Kan-
tenibertohung in der Feldarke auf, wenn die laterale Ausdehnung deutliahl3gr als
die Hohe der Teilchen ist. Ebenso gelten die Arguméiiter die ideale StrukturgRe,
die sich auf das Fernfeld des Gitters hegten. kir zweidimensionale Anordnung ist
aber die zuatzliche Periodizit in der zweiten Raumrichtung zu bieksichtigen. Die-
ses soll im Folgenderuf das Rechteckgitter, das zentrierte Gitter sowie verschiedene
Gitter mit dreizahliger Symmetrie diskutiert werden. Wie bereits bei den Liniengittern
wird auch im Folgenden dizKomponente des Feldes maximiert, da nur diese in Ma-
gnetotransportmessungen von Bedeutung ist.

3.3.1 Streufeld des Quadratgitters mit homogener Magnetisierung
in der Ebene

Bei dem in diesem Abschnitt betrachteten Gitter soll die Magnetisierung immer in
der Ebene entlang de¢Richtung liegen. In diesem Fall (und im analogen Fall mit
der Magnetisierung ig-Richtung) zeigt die Magnetisierung zuraghsten Nachbarn.
Beziglich der Streufeldkopplung ergibt sich so in einer Reihe ein energetiswdtiger
Zustand. Wie in Kap5 gezeigt wird, ist eine parallel ausgerichtete Nachbarkette im
Falle von Dipol-Dipol-Wechselwirkung mit Korrekturen durch Oktopolkomponenten
im Quadratgitter allerdings nur metastabil. Antiparallele Kettémem energetisch am
gunstigstef. Die zKomponente des Felde&rf Quadratgitter ist in Abb3.10 darge-
stellt. Die strkste Modulation findet maiaber den Teilchen entlang d&fRichtung,
parallel zur Magnetisierung. Die FeldmodulationytiRichtung ist deutlich schacher.
Auf den Geraden mit der Bedingumg= kb, bzw.y = (k+1/2)b, mitk € Z ist die Mo-

4Antiparallele Ketten lassen sich mit der zugrundeliegenden Theorie und den verwendeten Algorith-
men als Superposition zweier entgegengesetzt magnetisierter Rechteckitter berechnen.
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Abbildung 3.10: zKomponente des Magnetfeldes quadratischer Teilchen der Kangml
a = 100 nm und der BHheh = 5 nm. Die Teilchen sind auf einem Quadratgitter der Periode
b = 200 nm angeordnet. Die Magnetisierung @eit in der Ebene ix-Richtung. Die maximale
z-Komponente in einem Abstand von 20 nm befindet sich an der Géeheflder Einzelstruktur.

dulation Null. Die Modulation irx-Richtung auf der Geradgn= 0 nm ist vergleichbar
zu derjenigen bei den Streifen. Obwohl die Modulatiog-iRichtung schvcher als in
x-Richtung ist, ergibt die symmetrische quadratische Anordnung das Maximum (die

=—qa, = 150 nm, b, = 300 nm
50 nm, b, = 100 nm
150 nm, b, = 200 nm
100 nm, b, = 200 nm
50 nm, b, = 200 nm

==y
==y

(],

—dy
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Abbildung 3.11: zKomponente des Magnetfeldedrfein Rechteckgitter entlang der
Richtung mit der Magnetisierung ir-Richtung. Das Feld wirdiir den Abstandz = 20 nm
berechnet. Die 5 nm dicken Kobaltteilchen haben eine Kaatg vonay = 100 nm. Die
Kantenhngeay sowie die Periodd, wird variiert. by betiagt 200 nm. Die Werte wurden auf
der Geradenx = 50 nm berechnet.
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rote Kurve in Abb.3.11). Abgesehen von der blauen Kurve in ABBbl1verringern alle
Variationen vona, und b, die Modulationsamplitude. Im zuletzt genannten Fall wird
gleichermalemn, undby vergd3ert. Dieses Vorgehen widerspricht der Zielsetzung der
Feldmaximierung bei kleiner bzw. fest vorgegebener Periode. Der maximale Feldwert
ist dabei im Grenzwert diedsung des Einzelteichens. Zwischen zwei Teilclédihdas

Feld auf Null ab. Im AuRenraun@fit das Feld und somit auch die Modulation expo-
nentiell. Wie in Abb.3.12zu sehen ist, nimmt die Modulation entlang geRichtung

dabei schneller ab, als diejenigexrRichtung. Mit zunehmender ¢he der Teilchen
wachst die Modulation. Sieastigt analog zu den Rechnungdir Streifen, wenn die
Hohe in die GolRenordnung der lateralen Ausdehnung gelangt, also nur noch Fernfeld-
korrekturen hinzukommen.

—az-Richtung 500

— —y-Richtung
= lgg ( g 300 >
B 200 k>

N 15 —=
R 10 100 —2z-Richtung EH
< 5 —y-Richtung | —

20 40 60 80 100 10 1520 30 5070100150

z[nm] h[nm)]

Abbildung 3.12: Maximale Feldmodulation im Quadratgitter iaRichtung =) und iny-
Richtung ¢=). Es istay = a, = 100 nm undox = by = 200 nm. Im linken Graph beigt die
Hohe der Kobaltteilcheh = 5 nm. Der Abstand im rechten Graph zs¢ 20 nm.

3.3.2 Das Streufeld des Schachbrettgitters mit homogener Magne-
tisierung in der Ebene

Das ideale zentrierte Gitter igiffeine Magnetisierung ir-Richtung durch das Schach-
brettmuster mit 2 = b gegeben. Dieses Muster hatiwie iny-Richtung nicht nur die
gleiche Periodizit, sondern auch die gleiche Feldmodulaticir. freringe Absindez
von der Probe ist der Feldverlauf in die beiden senkrechten Raumrichtungen unter-
schiedlich. Dieser Unterschied verschwindet aliergioRere Absinde, da der Feld-
verlauf zunehmend sinoidal witd

Komplizierter ist das Ergebnis, wenn die Teilchen diagonal in der Ebene, in Rich-
tung des achsten Nachbarn, magnetisiert sind. In diesem Fall bietet es sich an, ein
gedrehtes Koordinatensystem zu verwendenémit(x + y)/ V2 undn = (y — x)/ V2.

SEs sei daran erinnert, daR? der EinfluR einer Fourier-komponente mit dem Alastarsh schneller
fallt, je groRer der Betrag des Wellenvektaysst.



3.3. STREUFELDMAXIMIERUNG FUR HOMOGEN MAGNETISIERTE

TEILCHEN IN ZWEIDIMENSIONALEN GITTERN 33
56
70

54 a b 60 £~ c ’_\ 150

= S0 ¢ >

ERG 40 &

£ 50 08 100 |

46 L1210 50

50 100 150 200 25 50 75 100125 25 50 75 100125
z[nm]| a[nm)] a[nm]

Abbildung 3.13:

(a): Lage des Extremums derKomponente des Feldesirf 5 nm hohe Kobaltquadrate der
KantenBngea = 84.25 nm in zentrierter quadratischer Anordnung. Die Gitterperiodeéagetr

b = 200v2 nm (damit ist die magnetische Periode identisch mit derjenigen bei Magnetisierung
in x-Richtung undb = 200 nm). Im Grenzwert kleinezliegt das Extremum bei = 59.6 nm

(s. Text), im Grenzwert gro3erbei & = 50 nm.

(b): Position der extremale,-Komponente als Funktion der Kantéangea fiir z= 20 nm. Die
anderen Parameter sind gleich zu denen ausBs zuag = 128 nm liegt das Extremum auf

der Geraden = 0. Fira > ag treten zwei Extrema auf deren beider Lage durch den blauen und
den roten Kurvenast gegeben sind. Die Position der Extrema ergibt sich, wenn zu einem festen
Werta die Werte vom blauen und roten Kurvenast zu einem Raay kombiniert werden. Das
zweite Extremum liegt symmetrisch ZvAchse, hat also negativeWerte.

(c): Maximale Feldmodulation als Funktion der Kantemdjea in einem Abstand = 20 nm.

Ist die Periode grofl3 im Vergleich zur Ausdehnung der Teilchen, so liegt die extremale
z-Komponente des Feldearfkleine Abséndez direkt iber der Ecke der Einzelstruk-

tur. Fir grol3ere Absinde gattet sich die Feldverteilung und die Extrema verlagern
sich derart, dal3 schlie3lich eine symmetrische Verteilung entsteht. Dieses Verhalten
ist in Abb. 3.13 (a) berechnet. Das Extremum liegt aus Symmetiiagen auf der
Gerademn; = 0. Mit steigendem Abstanziwandern die Positionen der Extrema derart,
dal3 sich im Grenzwert grof3er ABsde ein symmetrisches Verhalten einstellt: die
Abstande zwischen den Extrema werden gleich §r@®ziglich der Ausdehnung der
Struktur sei noch erahnt, daf3 dieses einzelne Extremum nicht bis zum Grenzfall
2a = b existiert. Die diagonale Magnetisierung kann als Superposition zweier
Losungen mit einer Magnetisierung entlang der Achsen aufgefal3t werden. Das ideale
Schachbrettmuster mit einer Magnetisierung entlang der Hauptachse hat das Extre-
mum der B,-Komponente aus Symmetriégrden mittigiber der Seitendiche. Die
Superposition zweier Gitter mit senkrecht zueinander stehender Magnetisierdend

SFir einen einzelnen Dipol ir-Richtung liegt die extremaleKomponente des Feldes im Fernfeld
auf der Gerader = +2zbeiy = 0. Die Lage divergiert mir.



KAPITEL 3. MAXIMIERUNG DES STREUFELDES POLARISIERTER
34 TEILCHEN

100
95
90
85
80
75
70

Qopt [N

0O 20 40 60 80 100
z[nm] z[nm]

Abbildung 3.14: Die optimale StrukturgifReaop flr quadratische Strukturen in einem zen-
trierten Gitter mitb = 200V2 als Funktion des Abstandegiir diagonale Magnetisierung in
der Ebene (links). Rechts als Funktion des Abstaass Vergleich der Modulation einer dia-
gonal magnetisierten Struktur optimaler Kantarde mit der Modulation des idealen Schach-
brettmusters mit Magnetisierung iaRichtung und einer Periode= 200 nm; damit betragen
die magnetische Perioden in beide@lEn 200 nm. Die Bhe der Teilchen ish = 5 nm. Die
Feldmodulation des idealen Schachbrettmusters mit Magnetisierxrgichtung ist fir kleine
Abstandez groRer, &llt aber fir groRe Werte voa schneller mitz.

nichts an der Lage der zwei Extrema. Dies bedeutet, daleihen festen Abstand
7y eine StrukturgbRea, existiert, fir die das Extremum zu einem Sattelpunkt wird
und sich fir a > ay zwei Extrema bilden, die sich mit wachsendarm Richtung der
Seitenfachenmitten verlagern.iUF die Parameter aus AbB.13 betfagt die kritische
Grolie etwaay = 128 nm. In Abb3.13(b) weicht von diesem Punkt an die Kurvigrf;
von Null ab.

Strukturen mit diagonaler Magnetisierung zeigen ein komplexes Verhalten. Sicher
ist jedoch, dal3 zu einem festen Abstandeine Kanterdngea, existiert, fir die
eine Feldmodulation der Period® V2 vorliegt (Abb. 3.14 links). In diesem Fall
ist die Feldmodulation auf der Geraden= kb/ V2, mit k € Z, hochsymmetrisch.
Gleichzeitig findet man senkrecht auf der Gerader= b/ V8(k + 1/2) nm eine
symmetrische Modulation mit gleicher Periodigiaber nur etwa halber Amplitude.
Die Gerade¢ = b/ 8k ist frei von Modulation. Diese Geraden sind als Linien
konstanter Strke in Abb.3.15 (a) zu erkennen. In der GraphiB.15 (b) ist zum
Vergleich das maximal gafite Schachbrett dargestellt. Die Extrema liegen mittig auf
den Kanten der Strukturen. Die Modulationsperiode ist identizciber der Hub ist
mit AB, = 1624 mT kleiner als im Fall Abb3.15(a) mit AB, = 1888 mT. Diagonale
Ketten sind als Folge der Streufeldwechselwirkung energetisciinséigt und lassen
sich mit gro3er Stabilétt durch Aufmagnetisieren realisieren. Eine Schachbrettfigur
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mit einer Magnetisierung irx-Richtung kann zum Beispiel durch die Kristallani-
sotropie des magnetischen Materials stabilisiert werden. Ebenso kann ein externes
Feld in der Ebene angelegt werden, um diese Ausrichtung der Magnetisierung zu
unterstitzen. In Abb.3.14 (rechts) ist zu erkennen, dafrfkleine Abséndez das
ideale Schachbrett mit einer MagnetisierungxiRichtung eine gif3ere Modulation
aufweist als Strukturen mit diagonaler Magnetisierung &iRichtung). Da iir die
gleiche magnetische Periode eine kleinere Gitterperiode erforderlich ist, nimmt das
Feld im AufRenraum schneller mit dem Abstand ab. In einem Abstand von 10 nm,
mit den Strukturparametern aus At$hl14 wird allerdings eine gifdere Modulation
(120%) erreicht. Darber hinaus ist bei einer Magnetisierungx#iRichtung inx- wie

in y-Richtung dieselbe Feldmodulation zu finden.
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Abbildung 3.15: Quadratische Teilchen deidHeh = 5 nm in zentrierter Anordnung mit einer
Periode vorb = 200V2 nm. Die Magnetisierung liegt ig-Richtung. In @) ist die optimale
StrukturgbRe vora = 84.25 nm in p) a = 100V2 nm geviahlt. Diez-Komponente des Feldes

ist in einem Abstand = 20 nm berechnet. Die blauen Rechtecke kennzeichnen die Lage der
magnetischen Struktur, die roten Punkte die Lage der Extrema.

3.3.3 \Vergleich der Streufelder von quadratischen Teilchen in
Schachbrett- und Quadratanordnung bei homogen senkrech-
ter Magnetisierung

Wie bereits zuvor erahnt, ist fir flache Teilchen mit senkrechter Magnetisierung eine

Kanteruiberfohung der Feldéirke zu beobachten. Der Einfachheit halber sei deshalb im

Folgenden die Teilcheriiheh oder der Abstand derart grol3, dal3 keine Kantetekte
auftreten bzw. diese sehr klein sind.
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Abbildung 3.16: Quadratische Teilchen derdHeh = 10 nm in einfacher und zentrierter
quadratischer Anordnung. DieKomponente des Feldes, welches seinen Ursprung in einer
senkrechten Magnetisierung hat, ist in einem Abstard20 nm berechnet. Die Periode des
Quadratgitters igh = V2-100 nm, die des Schachbrettgitters 200 nm. Fir diese Gitterperi-
oden ist die Periodizitt der maximalen Feldmodulation, gekennzeichnet durch die gelbe Linie,
in beiden Rllen 200 nm.

Um das Schachbrett und das Quadratgitter miteinander vergleichémaetk wird
die Strukturperiodé jeweils derart ge@hlt, daf? die resultierende magnetische Periode
identisch ist. Dieser Fall ist in Abl3.16dargestellt. Die maximale Modulatiofiifdas
zentrierte Gitter ergibt sich, wenn died€he zu 50% gétlt und das ideale Schach-
brettmuster realisiert ist. Im Gegensatz zum zentrierten Gitter, @dskens eine halbe
Fullung erlaubt, kann die iHlung beim Quadratgitter zwischen 0% und 100% variie-
ren, wobei in beiden Extrerafien das Streufeld identisch Null ist. Die optimai@leng
hangt von der Bheh und dem Abstandab. Diese AbAngigkeit und ein Vergleich mit
dem Schachbrett sind in AbB.17berechnet. Im Fall voh = 5 nm undz = 20 nm sind
bereits Einflisse der Kantéiberldhung zu erkennen. Die ideale Struktudi@e wird
durch die ginen Graphen {r die beiden lBhenh), welche die Position der Maxima
als Funktion des Abstandesn den Kurvenscharen von AbB.17angeben, angezeigt.
Unabtangig von der Bhe strebt gegen den gleichen Grenzwarts 92 nm. Daiiber
hinaus gilt tir alle Periodero und Hohenh, sofern Kantenekte ausgeschlossen wer-
den lonnen, dal die optimale &theniillung etwa 39 betiagt 0 ~ 3- a). (Abb. 3.17
(a)). Abweichungen von diesem Grenzwert finden sich nur, wenn bereits eine Kan-
teniberlohung derB,-Komponente auftritt. So ist in Abl8.16a = 83 nm, entspre-
chend dem Schnittpunkt derigren und der blauen Kurve in AbB.17(a). Es ist deut-
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lich, dal’ das zentrierte Quadratgitter, bei gleicher Peri@dizitderB,-Komponente,
eine gblere Feldmodulation aufweist. Im obigen Beispiel handelt es sich fast um einen
Faktor zwei.
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Abbildung 3.17: Maximale Modulation deB,-Komponente senkrecht magnetisierter, quadra-
tischer Kobaltteilchen im einfachea)(und im zentriertenlf) Quadratgitter als Funktion der
Kantenkngea. Die roten Kurven beziehen sich auf Teilchen déhidh = 5 nm, die blauen auf

h = 10 nm. Das Feld wurdeif z = 20nm z=30nm z = 40 nm(z = 20 nm z = 30 nm

Zz = 40 nm) bestimmt. Die Periodeb sind analog zu Abb3.16 Die Lage der Extrema als
Funktion der Hbhe wird durch den Verlauf der igimen Graphen angezeigt.

3.3.4 Streufelder von Teilchenanordnungen mit dreiahliger Sym-
metrie

Gitter mit dreiZAhliger Symmetrie sind von besonderem Interesse, da in selbstorgani-
sierten Strukturen von z. B. Diblock-Kopolymerelb] oder pobsem Aluminiumoxid

[72] eine dichteste Richenpackung realisiert wird. Die Methode der Herstellung be-
wirkt dabei, daR die Teilchen im Gitter kreismig sind. Wieder gilt fur senkrecht
magnetisierte Teilchen, daRirfkleine Hbhenh eine Kanteidbertohung auftritt, die

aber fir grof3eh oderz verschwindet. In diesendflen kann die optimale Btheniillung
einfach berechnet werden. Ist in einem dabitlgen Gitter der Abstand zunaohsten
Nachbarnb, so ist der go3tmbgliche Radiugmax = b/2. In diesem Grenzfall beigt

die Ficheniillung 7/ V12 ~ 90%. Die Maxima dez-Komponente des Magnetfel-
des liegen mittigiber den magnetischen Scheiben. Wie in Ahfh8befinden sich die
Minima mittig zwischen je drei Scheiben. Es ist zu erkennen, dal3 die optimale Struk-
turgrof3e in diesem Beispiel als Funktion des Abstandes schnell gegéa 0305 nm

’Nutzt man die selbstorganisierten Strukturen als Maske zum Bedampfen, entsteht ein Lochmuster.
Das Streufeld eines solchen Antigitters wird analog zum Gitter beschrieben.
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Abbildung 3.18: AB, senkrecht magnetisierter, kredsiniger Teichen in einem drdihligen
Gitter als Funktion des Teilchenradius. Di@lhe isth = 10 nm. Der Abstand zuméathsten
Nachbarn betigtb = 40 nm. Die Feldstrken wurden in den Abdhdenz = 5 nm, z = 10 nm

z =15 nmundz = 20 nmberechnet. Zu#zlich ist die Lage der Maxima durch dieigre Kurve
gekennzeichnet.iF z = 5 nm undr = 124 nm ist dieB,-Komponente als Funktion des Ortes
dargestellt.

konvergiert. Mit zunehmender Teilcheitteh ist die Konvergenz noch deutlicher. Der
Grenzwert des optimalen Radiug; bleibt derselbe, und es gil,: ~ b/3, so dal3 die
Flacheniillung im optimalen Fall 2/ V3% ~ 40% ergibt.

Sind die Kreisscheiben in der Ebene magnetisiert, so kann als Folge der Streufeld-
wechselwirkung davon ausgegangen werden, dal3 die Magnetisierung parallele Ketten
entlang der Gitterachsen ausbildet. Ansonstenaledich das System analog zum dia-
gonal magnetisierten Schachbrettmustém Keine Radierr liegen die Feldextrema
auf der Kristallachsg = x/ V3, wobei die genaue Lage der Extrema eine Funktion des
Abstandes ist. Im Bereichr < b/2 und fr kleine Abséndez tritt eine Bifurkation
auf und jede Kreisscheibe weist vier Extrema auf. Mit wachsendem Abgtianden
diese Extrema aber schnell wieder zusammen. Die Bifurkation istimkiéinez zu
beobachten. Analog zum diagonal magnetisierten Schachbrettmuster existietiirauch f
das Dreieckgitter zu jedemein optimales(2), so daf der Abstand zwischen den Ex-
trema gerade die &lfte des Abstandes zun&dchsten Nachbarn ist. Die Periodéiter
Feldmodulation entlang dieser Achse ist dann gleich der Gitterperiadidenkrecht
dazu ergibt sich eine Modulation derselben Amplitude. Die Periode ist jedoch um den
Faktor V3 groRer. Damit sind die beiden Perioden inkommensurabel und die Struk-
tur ist zur Erzeugung von Kommensurald@tgdfekten in Transportmessungen schlecht
geeignet.

Im Unterschied zum diagonal magnetisierten Quadratert sich bei der Kreis-
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Abbildung 3.19: Kreisformige Kobaltteilchen der éheh = 10 nm in zentrierter Anordnung
mit einem Nachsten-Nachbar-Abstand vin= 40 nm. Die Magnetisierung liegt parallel der
Geradery = x/ V3. In () ist die optimale Strukturg3er = 111 nm fir den Abstand =

20 nm. In ) ist der Beiihrradiusr = 20 nm geviahlt. Die blauen Kreise zeigen die Lage der
magnetischen Teilchen, die roten Punkte die Lage der Feldextrema.

scheibe die magnetische Obadhenladungsdichte mit dem Azimutalwinkel. Der
Flufd tritt Gberwiegend an einem Punkt aus. Diesiésrf dazu, dal3 das Extremum

fur alle Radierr sehr dicht am Rand liegt. Folglich variiert der optimale Radiss

nur geringfigig mit der Dicke und dem Abstand und ist praktisgh > b/2 fur alle

z Darber hinaus tritt im Grenzfall sich b@mrender Scheiben fast kein Flul®3 aus,
weil der austretende Flul3 sehr konzentriert auf den Kontaktpunkt ist (vgl. 7Ab8.

(b)). Auch bei quadratischen Teilchen kann es vorkommen, dal3 der Flul3 konzentriert
an einem Punkt austritt. Dies geschieht, wenn diagonal magnetisierte, quadratische
Teilchen nicht vollsindig homogen magnetisiert sind, sondern eiiied&lung der
Magnetisierung zu den Ecken hin, einen sogenaniibarer statd 73], aufweisen.

Zusatzlich zu dem hexagonalen Gitter existieren noch zwei weitere bekannte Gitter
mit dreizahliger Symmetrie; das sind das Honigwaben- und das Kagome-Gitter. Expe-
rimentell &Rt sich zumindest das Honigwabengitter realisieren. Hierzu wird eine Lage
aus hexagonal angeordneten Kugeln auf der Claghvél als Aufdampfmaskadnos-
phere lithography 74]) benutzt. Dadurch entstehen Aahst dreieckige Strukturen mit
konkaven Seiten. Je nach Materiéhken sich diese Dreiecke bei hohen Temperaturen
in energetisch @gnstigere Formen (Scheiben, Halbellipsoide) umwandé&h Sowohl
das Honigwaben- als auch das Kagome-Gitter gehen aus dem einfach hexagonalen her-
vor. Das erste ist ein hexagonales Gitter mit zweiatomiger Basis. Sind die Basisvektoren
d = ap(1,0) undd, = ag(1/2, V3/2), so ist in der Einheitszelle ein weiterer Punkt bei
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Abbildung 3.20: B,-Komponente kreigfrmiger Kobaltteilchen der heh = 10 nm, ange-
ordnet auf einem Honigwabengittem)(und ()) sowie einem Kagome-Gitterk} und )).

Der Abstand zwischen zwei globalen Minima @ggr 40 nm. Die Scheiben hérren einander.

Die Lage einiger Scheiben ist exemplarisch durch einen roten Punkt gekennzeichnet. Das Feld
wurde firz= 4 nm (@) und )) sowie tirz= 15 nm (€) und (d)) berechnet.

d, = ao(1/2,— V3/6) zu setzen. Das Kagome-Gitter ki¢igt eine dreiatomige Basis

a,, = 1/24, und d,, = 1/2(8; + &,). Beide Gitter kbnnen aber auch erzeugt werden,
indem aus dem hexagonalen Gitter ein hexagonales Untergitter dffemr Periode
entfernt wird. Im Honigwabengitter hat dieses die Periade= V3a,, im Kagome-
Gitter ax = 2ay. Das Kagome-Gitter ist dichter gepackt. Editf3/4 des hexagonalen
Gitters; das Honigwabengitteilft nur 2/3. Die z-Komponente des Feldéber diesen
beiden Gittern wurde in Abl8.20fur kleine und grol3e Abahdez berechnet. Beide

Gitter zeigen eine Sechseckstruktur, die sich aber in Details voneinander unterschei-
det. Rir kleine Absaindez finden sich beim Kagome-Gitter lokale Minima zwischen

drei aneinandergrenzenden Scheiben. Das Honigwabengitter zeigt zwischen aneinan-
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dergrenzenden Scheiben einen Sattelpunkt, istealfe Abstindez erhalten bleibt, je-
doch mit wachsendemausflacht. Das globale Maximum ist stétser den Scheiben.

Fur das Kagome-Gitter findet maiarfgrof3ez das globale Maximum zwischen drei be-
nachbarten Scheiben, dort wirfkleine Abséinde ein lokales Minimum zu finden ist.
Uber den Scheiben isiif kleinez das globale Maximum iir groRez eine Sattelfiche.

Die Modulation beider Gitter ist maximal, wenn sich die magnetischen Kreisscheiben
berihren.

Um alle Gitter mit dreiahliger Symmetrie miteinander vergleichen zonken,
mussen die Gitterperioden derart gevt werden, dal3 die magnetischen Perioden ver-
gleichbar sind. Dieses ist der Fall, wenn die Alrate zwischen zwei globalen Minima
im Honigwaben- und im Kagome-Gitter gleich dem Abstand zweier globaler Maxima
im hexagonalen Gitter sind. Die maximale Feldmodulation dieser Gitter ist in3\Bb.
als Funktion des Abstandesufgetragen. Hierzu wurde nicht nur das hexagonale Git-
ter mit 90% Facheniillung berechnet sondern auch die optimaiglung fur jeden
Abstand beicksichtigt. Das optimierte Gitter hat mit der geringsteadheniillung
von 40% die gol3te Feldmodulation, unterscheidet sich aber kaum vom Honigwaben-
gitter mit einer Fillung von ca. 60%. Das Honigwabengitter ist fast das Antigitter des
optimierten hexagonalen Gitters. DiedaEhe ist zu 40% nicht gélit. Das Kagome-
Gitter zeigt ebenfalls ein@hnlichkeit zum hexagonalen Antigitter, weist aber mit ei-

200 | 3
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Abbildung 3.21: Maximale Modulation deB,-Komponente kreigfrmiger Kobaltteilchen der
Hoheh = 10 nm, angeordnet auf einem Honigwabengitter ), Kagome-Gitter £=), dem
maximal gefiliten hexagonalen Gitteis@) sowie einem jeweils optimal giliten hexagonalen
Gitter (==). Abgesehen vom optimierten hexagonalen Gitteilben die Scheiben einander.
Die Gitterperioden sind derart géiit, daR iir alle Gitter die magnetische Periode 40 nm ist (s.
Text). Unterhalb vorz = 10 nmandert sich die Lage der globalen Extrema.
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ner FAcheniillung von ca. 65% eine geringigig (15%) schlechtere Feldmodulation
auf. Eine Facheniillung von 50% ist wegen der Gittersymmetrie nicht die optimale
Losung. lar das zentrierte Quadratgitter ergibt eine halblurag, das Schachbrettmu-
ster, die maximale Feldmodulation. Jarker die Facheniillung vom Verlaltnis 60 zu

40 abweicht, desto geringer ist die Feldmodulation. Das @ltlig geiilllte hexagona-

le Gitter mit einer Rllung von 90% ist um mehr als einen Faktor drei schlechter als das
optimierte Gitter.

Entsteht das hexagonale Gitter durch Selbstorganisation von z. B. Mizellen, so kann
der Rillgrad oder die Dicke des organischen Mantels beeinflul3t werden. Auf diese Wei-
se lieBen sich durch Selbstorganisation hexagonale Gitter mit optimatdreariiillung
herstellen.
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Kapitel 4

Fernfeldentwicklung der
Streufeldwechselwirkung

Miniaturisierung spielt in Physik und Chemie eine wichtige Rolle, da auf diese Weise
der Zugang zu neuen Bhomenen eriiglicht wird. Diese neuen Rimomene &nnen
wiederum Grundlage neuer technischer Anwendungen sein. Mit dem Ziel die Dich-
te von magnetischen Speichern oder Quantenpunkten fhemhz. B. durch Mas-

ken selbstorganisierter Mizellen, ist zwarigsdig eine Miniaturisierung verbunden. Im
Falle von dicht angeordneten, polarisierten (magnetischen oder ferroelektrischen) Teil-
chen ist die Wechselwirkung der Teilchen untereinanderdie Gesamtenergie und

die Eigenschaften des Systems von grof3er Bedeutung und erfordert eiiner kst
Betrachtung.

Magnetische Festkper endlicher Ausdehnung erzeugen bis auf wenige Ausnah-
men, in denetV - M =0 gilt, ein Streufeld im AuBenraumDie Felder haben eine un-
endliche Reichweite, d. h. sie fallen im Unendlichen nicht schneller als mit einer Potenz
des Abstands. In einer Anordnung magnetischer Teilchen werden diese durch ihr Streu-
feld miteinander wechselwirken. Ist das Gesamtsystem der magnetischen Teilchen sehr
grol3, so ist der Beitrag zur Wechselwirkung einzelner, weit entfernter Teilchen zwar
gering, kann in der Summe, als Folge des oberaanten Abstandverhaltens, jedoch
wesentlich zur Gesamtenergie beitragen. Je geringer die Potenz mit der das Feld, bzw.
das Potential mit der Entfernunglkt, desto gol3er ist der Beitrag zur Wechselwirkung.
Dieser Tatsache wird bei der Entwicklung des Potentials nach Potenzen des reziproken
Abstands, der Multipolwechselwirkung, Rechnung getragen. Ciek8tder Wechsel-
wirkung zwischen den Teilchen nimmt mit kleiner werdendem Teilchenabstand zu. Ei-

IFur Korper mit unendlicher Ausdehnung in mindestens eine Raumrichtung, wie zum Beispiel dem
unendlich ausgedehntetimhen Film, istV - M = 0 nicht notwendig ifir das Verschwinden des Feldes
im Auf3enraum.



KAPITEL 4. FERNFELDENTWICKLUNG DER
44 STREUFELDWECHSELWIRKUNG

ne Eintihrung in die Fernfeldentwicklung der Streufeldwechselwirkung findet man in
Lehrbichern 9.

Der Energiebeitrag durch die Wechselwirkung der Momeriieeher Ordnung
wird jedoch gegenwartig nur in der physikalischen Chemie betrachtet. In der
Festlorperphysik und der Wechselwirkung polarisierter Materie (magnetische und fer-
roelektrische Gitter, Kolloide usw.) ist es allgeméiiplich, den Einfluf3 von Multipol-
momenten, die in der Reihenentwickluiiger das Dipolmoment hinausgehen, zu ver-
nachbissigen oderiir eine geringe Korrektur zu haltef(, 31]. Aus diesem Grund ist
der Einflul? ldherer Multipolmomente noch nicht systematisch untersucht worden.

Die allgemeine Formulierung der Multipolentwicklung ist in KapRe3.1beschrie-
ben. Kir spezielle Teilchengeometrien lassen sich analytiséisehgen angeben. Eine
Klasse dieser Geometrien sind prisnianfige axiale Teilchen mib-facher Rotati-
onssymmetrie,ifr n > 2. In diese Klasse fallen rechteckige und als Spezialfall auch
guadratische Teilchen. Gleichseitige Dreiecke sind enthalten, ebenso wie alle anderen
n-Ecke bis zum Grenzfall des Zylinders.

Die Theorie, welche es efiglicht die Multipolmomente senkrecht magnetisierter,
prismenbrmiger Teilchen zu berechnen, kannigaer hinaus auf weitere Geometrien
verallgemeinert werden.

4.1 Multipolmomente prismenformiger Teilchen

Gegeben sei ein polarisiertes Teilchen mitacher Rotationssymmetrie in dery-
Ebene undh > 2. Die Rotationsachse sei parallel zur Polarisation, welckdRichtung

weist (Abb.4.1). Als Folge der Polarisation ist die Obéthe durch die unkompensier-

ten Dipole positiv geladen. Die Ladungsverteilung an der Unterseite ist das negative
Spiegelbild der Ladung an der Oberseite. Um die Z583 zu integrieren, wird die
Oberflache inn identische Dreiecke zerlegt (Ab#.1). Dann berechnen sich di@ .,

als Summeiber die Dreiecke (& j < n- 1), jeweils auf der Ober- und Unterseite, zu

n-1
Q= ;(fdvmwnam(r)—fdvm(rnRm(m) @)

j-tes Dreieck (oben) j-tes Dreieck (unten)

Als Folge der Symmetrieeigenschaften der Kugelilenfunktionen
Yim(6, ¢) = (=1)"™Yim(7 - 6,¢) (4.2)

laRt sich die Summelber die unteren Dreiecke durch den Summanden
(-1)+™* pericksichtigen. Die azimutale Symmetrié,(6,¢) « €™ erlaubt es
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n-1
Qn=y [+ 2™ 1p(0) | R
=0

j-tes Dreieck (oben)

f V(L + (1)) | p(7) |

ein Dreieck

. . . n-1
Abbl|.dL.mg 4.1: §k|zze elne§ % Rm(f')zeim%j
polarisierten  Teilchens  mit =
funffacher Rotationssymmetrie.
Die Ober- und Unterseite kann
jeweils in funf aquivalente, fdv(1+(_1)|+m+1) | p() |
gleichseitige Dreiecke mit der

Kantenknge o zerlegt werden. ein Dreteck
Das Teilchen ist inzRichtung

polarisiert.

X Rm()-n- 00,mod(mn) (4.3)

zu schreiben, wobei das Kroneckenur 1 ist, falls
nimoderm = 0 gilt?. Die Uberfihrung der Summe in das KroneckilaRt sich geome-
trisch beginden: Unter der Summe befindet sich eine Exponentialfunktion, die Werte
sind somit Punkte auf dem Einheitskreis in der komplexen Ebene. Die Punkte sind
aquidistant auf dem Einheitskreis mit dem Winkgl= im%”j fur denj-ten Punkt. In
Abb. 4.2ist zu erkennen, dal3 die Sumiiniger alle Punkte einen geschlossenen Ketten-
zug ergibt und somit Null ist. Bis auf zwei Ausnahmémdert sich hieran nichts, wenn
m wachst. Alle Winkel vervielfachen sich um, wobei die Reihenfolge der Punkte
permutiert und deaquidistante Abstand erhalten bleibt. Die einzigen Ausnahmen sind
m = 0 odermist Vielfaches vom. In diesen Rllen ist das Argument der Exponential-
funktion Null oder ein Vielfaches vornv2 und die Exponentialfunktion ergibt eins. Aus
einer anderen Sicht hat man in dieseédlén, bis auf Vielfache von/2ein gemeinsames
Vielfaches aller Winkel. Es wird alspo mal Uber eins summiert.i¥ njm oderm = 0
ergibt die Summe folglicim. In allen anderen&len ergibt sie Null.

Die Symmetrie der Gl4.3 erlaubt mehrere Schluf3folgerungen. Multipolmomente
mit geradzahligenh existieren nurifir n > 3. Innerhalb der untersuchten Symmetrie-
klasse sind keine Quadrupolmomerite (2) erlaubt. Ist Amlichl geradzahlig, so muf3
mungeradzahlig sein. Ist dieses nicht der Fall, ist der Tesn-11)*™* Null. Das vom
Betrag kleinstridglichem ist m = 0. Null zahlt hier als gerade Zahl. Das Kronecker-

2 Dabei bedeutatjm, daRn Teiler vonmist.
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Abbildung 4.2: Werte der Exponentialfunktion aus Gl.3 fiir den Falln = 5 auf dem Ein-
heitskreis [z = 1) angeordnet (links). Der Punkiiif j = O liegt immer auf der reellen Achse.
Die Benennung der anderen Punkte variiert mitDie Punkte liegeraquidistant, fallsn # 0
undm nicht Vielfaches vom ist. Die Summe aller Punkte ergibt dann in der komplexen Ebene
einen geschlossen Kettenzug (rechts), ein regBlgesn-Eck. Die Summe ist Null.

erzwingt, dal’ dasachstgdl3erem gerade ein Vielfaches vamist. Im einfachsten Fall

ist alson = m. Das kleinstmgliche Multipolmoment mit geradzahligehbei einem
dreieckigen Prisma ist somit, (n) = (4, 3). Es istn = mund| ist geradzahlig. &r ein
Prisma mit tinfzahliger Rotationssymmetrie ist das kleinsigliche Multipolmoment

mit geradzahligenh aus den eben genannteni@den [, m) = (6,5). Datiber hinaus

laf3t sich sagen, dal? Prismen mit geradzahliger Symmetrie nur geradrahlitessen

und damit niemals ungeradzahlige Multipolmomente aufweisen. In diesem speziellen
Fall kann noch die Paitseigenschaft der Kugeifthenfunktionen ausgenutzt werden.

PYim(0,¢) := Yim(r = 0,7 + ¢) = (=1)™im(6, ¢). (4.4)

Da die Oberfhichenladungsverteilung eine negative Rarfp(-r) = —p(F)) aufweist,
vereinfacht sich die Berechnung der Multipolmomente von Prismen mit geradzahligem
nzu

Qun =[ AV 15| R+ (1)) 1 B (45)

ein Dreick

undl muR, wie am Term % (-1)*! zu sehen ist, ungeradzahlig seiiir€in Teilchen
mit quadratischer Grundfthe der Kantehgea (bei einem Quadrat somit= a/ V2)
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und der Hhheh mit homogener Polarisation entlang @eRichtung lautet das Integral

Qn =[x dypo (1= D)y 7@ O+ O (D)

|
h2
X 4 / X2 +y2+ 1 Yim(arcco

Abbildung 4.3: Aquipotentialfiche
zum Dotriakontapolmoment eineszn

Richtung polarisierten \istfels. Die ro-
ten und giinen Fachen regisentieren
vom Betrage her gleiche &hen von
entgegengesetztem Vorzeicheoi Qo-

sitiv, grin negativ).

h
s—2 ___ arctan). (4.6)
X2 +y2+ 2 X

Dieses Integral kann direkt ausgewertet wer-
den und ist bis zu sehr hohen Ordnungen
analytisch dsbar. Da Drehsymmetrien mit
n > 1 betrachtet werden, ist das Auftreten
einer Unstetigkeit der Arkustangensfunkti-
on innerhalb der Integrationsgrenzen ausge-
schlossen. Die @isungenfir die ersten Ord-
nungen 1< | < 7 sind in Tabellet.1 zusam-
mengefaldt. In der ersten Zeile der Tabelle
ist abzulesen, dal? der erste Term, das Dipol-
moment, proportional zur Obedtthe &2 =
20%) und somit zur Oberfichenladung so-
wie der Hbheh des Teilchens ist. Dieses ent-
spricht der Definition eines Dipolmomentes
P = gr, wennr der Vektor von einer negati-
ven zu einer positiven Punktladung mit den
Ladungen-qundqist.

Da die Drehsymmetrie vie&hlig ist, tre-
ten keine geradzahligdnauf. Dakiber hin-
aus verschwindet das Oktopolmomeht(

3) im Falle vonh? = 20? = a2. Der Wurfel
hat somit kein Oktopolmoment7f]. Die

nachstldohere Korrektur zum Dipolmoment istif den Wirfel somit das Dotriakon-
tapolmoment (2= 32). Der Dotriakontapol ist in Abl#.3 dargestellt. Die Obefiche
kann alsAquipotentialfiche interpretiert werden. Hierbei ist als positive, der ma-
gnetische Nordpolyriinvom Betrage her gleich aber negativ, der magnetischipé§,
zu betrachten. In positiverRichtung schwcht der Dotriakontapol den Dipolaarend

er in Richtung der Ecken veggkend wir

kt. Sollte die Ausrichtung der Polarisation im

Prisma zwar homogen, nicht aber parallel zdxchse sein, so sind auch Multipolmo-

mente durch die geladenen Seitanfien

zu bercksichtigen. Dieser Fall erfordert aber

keine neue Rechnung, da er bereits valtslig durch die obige Methode erfaldt wird.
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Tabelle 4.1: Die MultipolmomenteQ, (in Einheiten der Oberfichenladungsdichte) bis zur
Ordnungl = 7 eines Teilchens mit vie&hliger Symmetriem ist also Null oder ein Vielfa-
ches von vier. AlleQ,, mit geradzahligem verschwinden. Aus der Symmetrie der Kugel-
flachenfunktionen ergeben sich die Momente mit negativesnsQ, _, = (-1)"Q},,. Im Falle
des Wirfelsh = V2o gilt Q3¢ = 0.

m=0 m=4
=1 | 2ho?
— 2(h? 2
=3 | ho(5 —¢)
| =5 | Md_ s’ T _ Jind
- 8 6 12 10 4
| =7 h’o? _ 7h%o* + 49h308 _ 3ho® 3_3h(__)8 _ 7_7h3g6
- 32 16 48 8 14 8 6 16

Jede Prismenseite ist ein Rechteck und die Berechnung des Multipolmoments kann auf
die eines Rechtecks Ziokgefihrt werden, wobei die-Achse als Oberfichennormale
der Seitenthiche angenommen wird. Ist die Anzahl der Eckegerade, so sind nur
die Momente eines Quaders mit zwagitiger Symmetrie zu berechnen. Die Momente
missen dann mittels d&¥igner-D-Funktion (Kap.2.3.3 in das urspingliche Koor-
dinatensysteniiberihrt werden. Diese Vorgehensweise ist &lle Paare von Seiten-
flachen, iir die eine Projektion der Polarisation auf die Ol#afflennormale existiert,
zu wiederholen. Ist die Anzahl der Ecken ungerade, fehlen einige Symmetrieargumen-
te, welche zur Herleitung verwendet wurden. In diesem Fall sind kompliziertere For-
meln mit weniger Symmetrieeigenschaften zu verwenden. Dsuhgswegndert sich
prinzipiell jedoch nicht. Die Multipolmomente des Prismas ergeben sich dann als Su-
perposition.

Die bisherigen Rechnungen erfassen noch nicht den Grenzfall eines Zylinders als
Prisma mit unendlich vielen Ecken. Um diesen zu berechnen wird id.&hicht iber
Dreiecke summiert. Stattdessen wird das Integral in Zylinderkoordinaten ausgewertet.

< 2 Ar
— . — — I
Q=[x [ do- (1= (1) 5
|
2
Xpo /K2 + hz \ﬁm(arctan%l(, ®) 4.7)

Dieses Integral ist analytisclégbar. Es treten nur ungerabdauf und nurm = O ist
erlaubt. Die Symmetrie des Problems legt eine so geartietarig nahe, mathematisch
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begfindet es sich in dep-Abhangigkeit der Kugelfichenfunktion,
Yim(6, ) o< €™ = cosfry) — i sin(my). (4.8)

Damganzzahlig ist, ergibt das Integiiabery auf dem Intervall [027] Null. Die Mul-
tipolmomente dir den axial polarisierten Zylinder sind in Tabefl& bis zur Ordnung
| = 7 aufgefihrt.

Tabelle 4.2: Die MultipolmomenteQ,m, (in Einheiten der Oberdichenladungsdichte) eines
Teilchens mit zylindrischer Symmetrie und senkrechter Magnetisierung bis zur Ortieung
Alle Qim mit geradzahligenhverschwinden. Aus Symmetriggrden muf$n = 0 gelten.

m=0

rho?

zho?(h? - 30%)

Zho?(h — 10°? + 100°)

Zho?(h® — 21h%0? + 70h?p* — 35¢°)

Il Il
~N~N o0 Wk

Zusatzlich zu den Multipolmomentenif eine axiale Magnetisierung lassen sich,
wie auch bei den Prismen, die Multipolmomeniie éine Magnetisierung in der Ebene
berechnen. Der allgemeine Fall ist wieder als Superposition der Sg@gdieiakii berech-
nen. Die Ladungsdichte auf der Zylinderwand gghfiir eine homogene Magnetisie-
rung einer Kosinusverteilung in Aingigkeit vom Azimutalwinkep. Das Integral zur
Berechnung der Momente hat dann die Form

2 " 4
P = d dy - po - cod
Qm ) ZL@sopo Y\ 31
I z
XAZ2 + 02 -Y|m(g — arctan-, ¢). (4.9)
o

Da das Integral mit cdsp gewichtet ist, erlaubt die-Abhangigkeit der Kugel-
flachenfunktion im Falle homogener Magnetisieruqgy £ 1) genal3 Gl. 4.8 nur
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m e {-1, 1}, da die trigonometrischen Funktionen der Orthonorratdiieziehung

1 21

—f desinngsinmp = dnm

T Jo

1 27

- f dpcosnpcosmy = Onm

T Jo

1 27

—f dp cosngsinmp = 0 (4.10)
T Jo

geriigen, mith,m e Z.

Die Funktionen aus Tabelke 2 sind in Abb.4.4 dargestellt. Die Multipolmomente
sind auf das Dipolmoment normiert und als Funktion der Zylindeehaufgetragen.
Die Auftragung gegeh/o lal3t vermuten, dal3 die Multipolmomente einfach skalieren
und die Wahl vorp beliebig ist. Dieses ist jedoch nicht der Fall. Die Skaleninvarianz
trifft fur das Potential zu, welches mittels der Multipolmomente entwickelt wird. Die
Berechnung des Potentials im Abstanist also skaleninvariant bei Verwendung der
obigen Multipole, wenrr in Einheiten vono gemessen wird. Da das Potential zum
I-ten Multipolmoment aber mit="+Y mit dem Abstand illt, skalieren die Momente
mit o'*1. Um eine skaleninvariante Darstellung der Multipolmomente in Ab%.zu
erhalten, viaren die Multipolmomente mit~'"-* zu multiplizieren.

0 05 1 15 2
h/o

Abbildung 4.4: Die Multipolmomente einer senkrecht magnetisierten Kreisscheibe in Einhei-
ten des Dipolmomentes als Funktion desttéh in Einheiten des Radiys= 1.
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Tabelle 4.3: Die MultipolmomenteQ,, (in Einheiten der Oberfichenladungsdichte) eines
Teilchens mit zylindrischer Symmetrie und Magnetisierung in der Ebene bis zur Ortdeung
Angegeben sind die Momen@ _; = (-1)"Q},. Die geradzahligen Momente verschwinden.

m=-1
- nho?
=1 =%
=3 | 2% (h? - 307

=5 lg’;“%(h‘* 10h%0? + 100%)

(h6 21h*? + 70n?p* — 350°)

32\/71

Des weiterendl3t sich die bisher entwickelte Mathematik auch benutzen, um die
Multipolmomente einer Kreisscheibe mit einer beliebigen Obehiénladungsdichte
auf dem Rand zu berechnen. Da sich eine beliebige @Gisbdhladungsdichte nach
Sinus- und Kosinusfunktionen entwickel3t, beitigt man zuatzlich zu Gl.4.9 ein
zweites Integral, in dem c®% durch sirf ¢ ersetzt ist. Dieses Integral ist aber ebenfalls
analytisch dsbar. Die Gl4.9kann fur ungerade Paat noch vereinfacht werden zu

h/2
& = [ e[ et a-cana- a5

Xpo COS /72 + 92 Y|m(§ - arctané, 0). (4.11)

Dieses Integral istifr alle ungeradzahligep e IN |osbar. Eine Verteilung, welche diese
Parititseigenschaften besitzt, ist z. B. @grion-state]77]. Als Folge der Orthogona-

litat der trigonometrischen Funktionen (@l10), kdnnen nur Momente mitm| < p
auftreten, @ir p = 1 somit nurm = +1. Die Multipolmomente mitn = 1 fur verschie-

dene Ordnungeh(p = 1) sind in Tabelle4.3 angegeben. i die Momenttepm mit
unterschiedlichenp gilt Q7,/Q, = 3/4 undQ?,/Q}", = 5/8. Teilt man die Integration

aus Gl.4.9in zwei Integrale auf, einedif 0 < ¢ < 7 und einesir 0 > ¢ > -,

und versieht diese mit unterschiedlichem Vorzeichen, ergeben sich sofort die leicht zu
berechnenden Multipolmomente einer zweidmgen Kreisscheibe, die in Tabellet
angegeben sind.
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Tabelle 4.4: Die MultipolmomenteQ,, (in Einheiten der Oberfichenladungsdichte) eines
zweidomanigen Teilchens mit zylindrischer Symmetrie und Magnetisierung in der Ebene bis
zur Ordnung = 6. Angegeben sind die Momen@my = (-1)"Q;_,, mit|m > 0 . Die ungerad-
zahligen Momente verschwinden.

=2 \/§h93
=4 | i 2he( - 207 | i |/ Bhe?

— i ho®(h*-20?) r195(5h2 60%) | 3ho’
=61 \/%T f ' \/§ 20

m=4 m=6

4.2 Wechselwirkungsenergie zwischen beliebigen Mul-
tipolmomenten

Die Entwicklung zur Wechselwirkung zweier Ladungsverteilungen ist in Kap.2
eingefihrt worden. Im vorherigen Abschnitt1 wurde gezeigt, dafd sich die Multipol-
momente aller rotationssymmetrischen Prismen sowie die der Zylinder analytisch be-
rechnen lassen. In diesem Abschnitt wird gezeigt, dal3 Multipolmoméierér Ord-
nung eine wichtige Rolle spielerbknen. Im Falle strukturierter idnschichtsysteme
konnen lohere Korrekturen von gleicher &enordnung wie das Dipolmoment sein.
Dariiber hinausiibersteigen Momentetherer Ordnung die 8tke des Dipolmo-
ments fir gestreckte Krper, wie zum Beispiel mit magnetischem Material (ks
Kohlenstdf-Nano-Rdhrchen 78]. Im Folgenden soll am Beispiel eines homogen ma-
gnetisierten Quaders untersucht werden, ob die Multipolmomente>mit merkliche
Korrekturen zur Dipol-Dipol-Wechselwirkung liefern.

Gegeben seien zwei QuadArund B mit quadratischer Grundfthe der Kan-
teningea = V2o und der Hhe h. Die Kanten der Quader seien parallel zu den
Koordinatenachsen ausgerichtet und der Verbindungsv&ierischen den Ladungs-
schwerpunkten sei parallel zurAchse. Beide Quader sind parallel zAchse, also
entlangh homogen magnetisiert. Die Multipolmomente tliesen Fall sind Tald.1zu
entnehmen. Die Wechselwirkungsenergie kann &e&i@l.2.38 leicht berechnet wer-
den. Die Beitage der verschiedenen Ordnungen sind indlalzusammengefalit.

Die Wechselwirkungsenergie als Funktion des Achserlarisses/a = h/(V20)

im Fall R = 1.2a findet sich Abb.4.5. Im Grenzfall dinner Schichtemh <« a tragt
die Oktopol-Dipol-Energie zu@gzlich zur Dipol-Dipol-Energie weitere 26% bei. Die
Oktopol-Oktopol-Energie ergibt weitere 19% und auch aldbdren Beitage liefern
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Tabelle 4.5: Wechselwirkungsenergie der Multipolmomente (in Einheiten der quadratischen
Oberflachenladungsdichte?/(4rug)) zweier Teilchen mit vierdhliger Rotationssymmetrie.

Die Ausrichtung der Teilchen sowie ihre Lage zueinander ist im Text beschrieben. Jeder Ein-
trag der Tabelle repisentiert die Wechselwirkung des Momer@?\s mit Q|BB- Der Indexm st
ausgelassen, da die Summatidrerm ausgefihrt wurde. Da die Tabelle symmetrisch ist, sind
doppelte Eintage zur Klarheit freigelassen.

A
Q | & Qt
B || 4h%0* |  3n%o*(hP-20%) | hZp*(15h*-100h%p?+280%)
1 Re 2R6 32R7
QB 250*(h3—2ho?)? _ Th?0*(105h°-91(h*?+1692h?p*-58405)
3 16R’ 768R0
QB 7h20* (56 Th8—756(h%0%+287761%0*—2384(h205+9328°)
5 4096R11

noch merkliche Korrekturen. Wie bereits bei den Multipolmomenten, so sind auch die
Wechselwirkungsenergien nicht skaleninvariant. Da aber die Multipolmon@anied

Qg mit o'**! bzw. o'+ skalieren und der geometrische Wechselwirkungstensor aus
Gl. 2.38 mit o~ (a*'s+1) skaliert, variieren alle Energien gleich. Der Quotient zweier
Energien ist somit skaleninvariant.

Die Gesamtenergie der Multipol-Multipol-Wechselwirkung zweier Teilchen mit der
Geometrie aus AbBl.5ist in Abb. 4.6 berechnet; die Teilchen haben dabei eine feste
Hohe vonh = 0.4a. Variiert wird der AbstandR zwischen den Teilchen. Es zeigt sich,
dal3 die Dipol-Dipol-Wechselwirkungif den Teilchenabstand = 2a nur 80% der
gesamten Wechselwirkungsenergie ausmachtRbgi 2a sollte mindestens das Ok-
topolmoment in der Wechselwirkung lieksichtigt werden. & R < 1.2a kommen

0.25 Abbildung 4.5: Die Wechselwir-
kungsenergie der Multipolmomente
zweier Teilchen mit quadratischer
Grundfiiche der Kanteahge a im
AbstandR = 1.2a als Funktion der
Hoheh. Die Kanten der Teilchen sind
parallel zu den Koordinatenachsen.
Die Magnetisierung ist parallelz
der Verbindungsvektor zwischen den
Quadern parallek. Die Energien sind
0 1 auf die Dipol-Dipol-Wechselwirkung

h/a normiert.
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Abbildung 4.6: Die Summe der Wechselwirkungsenergien bis zu den Ordnuhgeh 3,5
normiert auf die totale Energlg;, die mittels der exaktendsungenifir das Potential berechnet
ist, als Funktion des TeilchenabstantR®as Achsenveiditnis betagth/a = 0.4.

wichtige Korrekturen durch das Dotriakontapolmoment hinzu.

Der Einflud Idherer Multipolkomponenten auf die Gesamtenergie ist zu
bericksichtigen, wenn der Abstand zwischen zwei wechselwirkenden Teilchen von der
gleichen GoRRenordnung wie ihr Durchmesser ist. Es ist aber darauf zu achten, dal3
die Winkelabkangigkeit mit zunehmender Multipolordnung immer komplexer wird. So
konnte der Betrag eines Multipolmoments zur Gesamtenergie in einer bestimmten Geo-
metrie verschwinden, selbst wenn dieses Moment die Wechselwirkung dominiert. Bei
einem Vergleich der Wechselwirkungsenergien unterschiedlicher Multipolmomente ist
folglich die Wahl der Wechselwirkungsgeometrie zu tlmsichtigen, bzw. eine den
Momenten angemessene Geometrie Ahken. Ist andererseits die Wechselwirkung
isotrop bexnglich der relativen Lage der Momente, so wird die Ordnung nicht beein-
fludt, selbst wenn die Wechselwirkung deid@ren Beitrag zur Gesamtenergie liefert.

In diesem Fall werden Momente wichtig, die eine Winkekafgigkeit und eine damit
verbundene Anisotropie aufweisen.
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Kapitel 5

Multipolinduzierte Ordnung in
zweidimensionalen Gittern

In den vorherigen Kapiteln ist bereits gezeigt, daf3 sich die Multipolmomente homogen
magnetisierter Teilchen axialer Symmetrie sowie spezieller anderer Geometrien ein-
fach berechnen lassen. In einem System wechselwirkender Teilchen ist die einfachste
Ordnung, eine homogene Ausrichtung der Momente, im Allgemeinen nicht der ener-
getische Grundzustand. Dieses wird bereits aus der Zweiteilchen-Wechselwirkung Klar.
Fur zwei Dipole ist die axiale und damit parallele Ausrichtung mit der niedrigsten Ener-
gie verbunden. Quadrupole haben dagegen die geringste Paarwechselwirkungsenergie
bei rechtwinkliger Ausrichtung. Betrachtet man iglaer hinaus vier Teilchen auf den
Ecken eines Quadrates, so iffiemsichtlich fir Dipole zwar eine parallele, nicht jedoch

eine axiale Ausrichtung dglich. Abhangig von den Multipolmomenten und der Sym-
metrie des Gitters auf dem diese angeordnet sind, weist der energetische Grundzustand
eine andere Ordnung auf. Diese multipolinduzierten Ordnurégsphene &nnten ge-

zielt genutzt werden, um Prozesse der Selbstorganisation und somit die finale Ordnung
zu beeinflussen.

Gegenstand dieses Kapitels ist die Vorhersage von Ordnung, die sich in einem Sy-
stem multipolar wechselwirkender Teilchen einstellt. Um den EinfldiReher Multi-
polmomente auf die Ordnung in Systemen aus wechselwirkenden Teilchen systema-
tisch zu untersuchen ist es sinnvoll, Zehst nur Teilchen zu betrachten, welche nur
ein einziges Multipolment (Dipol, Quadrupol bis hin zum Dotriakontapol) aufweisen.
Derartig idealisierte Teilchen werden im Folgenden als Multipole bezeichnet.
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5.1 Monte Carlo-Simulation

Um den Grundzustand eines Systems wechselwirkender Multipole zu bestimmen sind
austihrliche Monte Carlo-Rechnungen durchgjaft worden. Zu diesem Zweck wur-

de ein Programm-Code entwickelt, der die Berechnung beliebiger Multipole auf be-
liebigen Gittern erriaglicht. Wichtige Aspekte des entwickelten Programms sind im
AnhangG angegeben.

5.1.1 Die Funktionsweise des Simulationsprogramms

Das entwickelte Programm ist von der Struktur (s. Anh@&)gin klassisches Monte
Carlo-Programm. Zuichst werden aus externen Dateien alle Basisdaten gelesen; dazu
gelort ein Satz von Gitterpunkten in drei Dimensionen, die Anzahl der atibreiden
Iterationen sowie die virtuelle Temperatur des Systems (siehe unten) undglictmes
Abkuhlen oder auf@rmen. Ebenso irssen die Multipolmomente, die &er mitein-
ander wechselwirken sollen, eingelesen werden. Die Datenstruktur erlaubt es dabei
gleichzeitig eine beliebige Anzahl von Multipolmomenten unterschiedlicher Ordnung
zu beiicksichtigen. Nachdem alle Daten geladen und das Programm initialisiert wurde,
fuhrt das Programm eine Monte Carlo-Simulation aus.dten Zustand wahlt das
Programm einen neuen ZustaBdaus und mufd dann entscheiden, ob dieser Zustand
tatsachlich angenommen wird. Ein Algorithmus, der physikalisch sinnvolle Ergebnisse
liefern soll, muf3 dabei die Bedingung des detaillierten Gleichgerichilenf[79]. Fur

die zwei ZusdndeA und B gilt dann

P(A)P(A — B) = P(B)P(B — A). (5.1)

Die Besetzungswahrscheinlichkeit des Zustantlést P(A), die vonB ist P(B). Die
Ubergangswahrscheinlichkeit von ZustaAdzu B ist P(A — B), und analog ist
P(B — A) die Ubergangswahrscheinlichkeit vadizu A. Die Bedingung des detail-
lierten Gleichgewichts wird z. B. vom Metropolis-Algorithm&] erfullt, der in dem
verwendeten Monte Carlo-Programm realisiert ist. In einem Monte Carlo-Schritt wird
nacheinandertir jedes Multipolmoment des Gitters eine neue Orientierungapéw

Fur die neue Orientierung wird die neue Gesamtenergie des Systems berechnet. Ist die
neu berechnete Energig,, kleiner als die bisherige Energke,y, so wird der neue
Zustand akzeptiert. Ist die Energie des neuen Zustadkerhwird dieser nicht sofort
verworfen und der alte Zustand nicht sofort wieder hergestellt. Es wirdchst eine
weitere Zufallszahl & a < 1 erzeugt. Gilt

_ Eait—Eneu

a<e kT | (5.2)
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Abbildung 5.1: Neun streufeldgekoppelte Di-
pole in quasi antiferromagnetischer Anord-
nung auf einem Quadratgitter. Die Dipole neh-
men zu den Hauptachsen des Gitters einen
Winkel a ein. Der Winkel ist abwechselnd po-
sitiv und negativ (gegen und im Uhrzeiger-
sinn). Der Winkelw ist fur vier Dipole einge-
zeichnet, die restlichen ergeben sich analog. Ist
a ein Vielfaches vomr/2, so ergeben sich quasi
antiferromagnetische Ketten. Die Gesamtener-
gie des Systems ist unadnigig vona.

wobei kg die Boltzmann-Konstante undl eine vorher festgelegte Temperatur ist,
so wird der neue Zustand trotz debheren Energie akzeptiert. Nimmt man eine
Boltzmann-Statistik iir die Besetzung der ZusideA und B an, so zeigt man leicht,
dal3 der Metropolis Algorithmus das detaillierte GleichgewichtilérfDas bedeu-

tet, dal3 der Metropolis-Algorithmus die Zastde unterschiedlicher Energie nach der
Boltzmann-Statistik besetzt. Mit einer vorher festgelegten Periode wird der momen-
tane Zustand des Systems sowie dessen Energie abgespeichiéberranaus ist es
moglich, samtliche Paarwechselwirkungsenergien zu speichern, da jegliche Energien
im Speicher abgelegt werden. Dieses ist zwar speicherintensbhteaber deutlich die
Effizienz des Algorithmus. Die Simulationen wurdem tinterschiedliche Gittersym-
metrien und unterschiedliche Multipolmomente durcki¢et.

5.1.2 Simulation dipolgekoppelter Teilchen

Die Dipol-Dipol-Wechselwirkung ist die niedrigste Ordnung der Wechselwirkung, die
fur polarisierte Materie auftritt. Da sie das Verhalten magnetischer oder ferroelek-
trischer Korper maf3geblich beeinflussen kann, ist sie Gegenstar@hliger Expe-
rimente. Dipolgekoppelte Systeme bieten damit diéglthkeit den Monte Carlo-
Algorithmus zu testen und mit bekannten Ergebnissen zu vergleichen. Andererseits
werden die Ordnungs@ginomene durch die Dipolwechselwirkung falsch interpretiert,
insbesondere wenn Dipole in Kombination mit Oktopolen auftre@dh Aus diesem
Grund wird im folgenden Abschnitt auf die dipolinduzierte Ordnung eingegangen.

Der Grundzustand von Dipolen auf einem zweidimensionalen Quadratgitter zeigt
guasi antiferromagnetische Ordnung. Dieser Zustand kann zum Beispiel durch antipar-
allele Ketten realisiert sein. Eine weitereilichkeit ist eine Anordnung von Wirbeln
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Abbildung 5.2: Die quasi antiferromagnetische Ordnung von Dipolen auf einem Quadratgitter
als Ergebnis einer Monte Carlo-Simulation (links). Wenn man die Daten aus dem linken Bild
der Transformation aus (.3 unterzieht, ergeben sich die Daten im rechten Bild.

und Antiwirbeln. Dieser Zustand ist in Abb.1realisiert. In diesem Fall ist = 45°.
Parallele Ketten ergeben sidirtx = 0°.

Offene Randbedingungeiilren dazu, dal3 die Konfiguration am Rand einen ge-
schlossenen Kettenzug ausbildet, der das Streufeld minimiert BA9)bDie Ketten am
Rand pflanzen sich in abwechselnd antiparalleler Anordnung in das Innere der Probe
fort. Es entstehen Doamen. ImUbergangsbereich der Démen wird oft die Wirbel-
Antiwirbel-Konfiguration realisiert, da zwischen zwei Ketten in Richturfigudd 90
aus Symmetriegmden am einfachsten ein Dipol in4Grientierung liegt. Da die Ener-
gie fur beide Zusinde gleich ist, &nnen auch Wirbel-Antiwirbel-Bereiche D@men
ausbilden. Die quasi antiferromagnetische Ordnung, die sich in dem dipolgekoppel-
ten System einstellt, ist in Abi.2 (links) dargestellt. Das rechte Vektorfeld ist eine
Eichtransformation, die geaf® De’'Bell et al. 4] ausgetihrt wurde. Die Transforma-

tion erfolgt genafd
SX (_1)ny SX
( Sy )—> ( 1™ Sy ), (.3)

wobein, undny die ganzzahligen Koordinaten (also in Einheiten der Gitterkonstanten)
der Dipole auf dem Quadratgitter sind. Die Eichtransformatiberiihrt eine ferro-
magnetische in eine antiferromagnetische Ordnung (und umgekehrt), watakiadn
Betrachter leichter zu erkennen ist.

In der unendlich ausgedehnten Ebene sind alle Winkgleichberechtigt, da die
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Energie unabiingig vonu ist [34]. Dieses Verhalten tritt bereits bei der Anordnung aus
Abb. 5.1 zutage, da gleichviele Wirbel wie Antiwirbel in symmetrischer Anordnung
auftreten. Betrachtet man nur vier Dipole auf den Ecken eines Quadrates, so ist die
Energie nicht mehr unaldingig vom Winkela. Der Wirbel ist der Zustand mit der
niedrigsten Energie. Die Enerdig(«) als Funktion des Winkels ist

Es(@) = ¢y Sin 2y — ¢y, (5.4)

wobeic; undc, positive Konstanten sind.Uff @ = O liegen horizontaleifr « = 90°
vertikale Ketten vor. Der Antiwirbel wirdifr @« = 45° sowiea = 225 realisiert. Bei

a = 135 unda = 315 nimmt das System den Wirbelzustand ein. Bei einer Koordi-
natentransformation um 45die dem Wirbelzustand den Winkel zuweist, geht die
Funktion sin 2 aus GI.5.4in cos 2’ Uiber. Es kann cos2 in cos o’ Uberfihrt wer-
den. Der Antiwirbelzustand ist um 90erschoben, so dal3 die Energie des Antiwirbels
proportional sife’ ist. Mit sin’ o’ + co€ o’ = 1 ist die Summe der Energie aus Wirbel
und Antiwirbel unabBngig vone’. Eine weitere Eigenschatft, welche die Isotropie des
Systems widerspiegelt, ist die Tatsache, daf’ eine Auslenkung des zentralen Dipols in
Abb. 5.1 aus der Lage mit dem Winkel um einen Winkekpy fur alle Winkel« die
Gesamtenergie in gleicher Weigadert.

Sind die Dipole auf einem zweidimensionalen Dreieckgitter angeordnet, so sind an-
tiparallele Ketten als Folge der Gittersymmetrie energetisch nichtighstmste Konfi-
guration. Der energetische Grundzustand besteht aus Wirbeln, diég=clviele Git-
terkonstanten erstreckerdhnen. Es entstehend$ere Bereiche, in denen eine quasi
ferromagnetische Ordnung zu beobachtendst. [

5.1.3 Simulation quadrupolar gekoppelter Teilchen

Der Quadrupol ist ein Tensor zweiter Stufe und erlaubt damit deutlich mehr Variatio-
nen als der Dipol. In Kapited.1 wurde gezeigt, dal? homogen polarisierte Teilchen
kein Quadrupolmoment besitzen. Zweidémge Teilchen &nnen jedoch ein Quadru-
polmoment aufweiserdfl]. In Ref. [41] wird eine in der Ebene magnetisierte Kreis-
scheibe mit einer uniaxialen Anisotropie angenommen. Die Anisotropie erzwingt zwei
180 Domanen, die jeweils einen Halbkreis einnehmen. Eine derartige Konfiguration
hat kein Dipolmoment. & eine Kreisscheibe derdte h mit dem Radiug berech-

net sich das Quadrupolmoment @4, = Q; , =i \/§Q3h. Neben magnetischen oder
ferroelektrischen Krpern finden sich in der Natur viele Beispiel@ {Systeme, die
guadrupolar wechselwirken. Diesesten unter anderem GN,, H,-Molekille oder
elektrisch geladene elliptische Kolloide sein; in allen diesélheR ist das Quadrupol-
moment ausschliel3lich durc, , gegeben. Ist das Quadrupolmoment das niedrigste
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Abbildung 5.3: Monte Carlo-Simulation von
axialen Quadrupolen auf einem Quadratgit-
ter. Nachste Nachbarn nehmen zueinander
einen Winkel von 90 ein, die dinstigste An-
ordnung der Zwei-Teilchen Wechselwirkung.
Uberrachste Nachbarn bilden einen Winkel
von 45. Dieses ist energetisch immer noch
sehr ginstig. Die Folge ist ein energetisch
sehr stabiler Grundzustand.

nicht verschwindende Multipolmoment, wird dieses die Ordnung des Systems bestim-
men.

Im folgenden Abschnitt wird die Wechselwirkung von Quadrupolen mit dem Mo-
ment Q, o untersucht. Klt man sich das C&OMolekul als Beispiel vor Augen, so
ist klar, daf3 eine axiale Anordnung energetisch iunggig ist, dieses ist sogar die
unginstigste Anordnung4f]. Die Ladung ist axial angeordnet. An den Enden (Ort
der Sauerstmolekille) befindet sich jeweils eine negative Ladun@hwend die Mit-
te (Ort des Kohlensttatoms) die doppelte positive Ladun@gt. Um die Energie von
zwei wechselwirkenden Moléken A und B zu minimieren, sollte die negative Ladung
von TeilchenA auf die positive von TeilcheB weisen. Dieses ist der Fall, wenn die
Teilchen zueinander einen rechten Winkel einnehmen ungreipilden. Es ist nahelie-
gend, dal? sich eine derartige Konfiguration auf einem Quadratgitter leicht realisieren
laldt. Die Energie dieser Anordnung ist deraiinhgtig, dafld sie sich in Monte Carlo-
Simulationen sehr schnell einstellt und wie in AbIB kaum Unordnung aufweist.

Im Gegensatz zum zweidimensionalen Quadratgitter zeigen Quadrupole auf ei-
nem ebenen Dreieckgitter starke Frustration. Ordnurigsmpmene von Nund H,
Molekilen sind im Bereich der Physikalischen Chemie vielfach untersucht worden
[37, 38, 82, 83, sowie die Zitate darin]. Die Ergebnisse des Monte Carlo-Algorithmus
kdnnen mit den fiheren Resultaten atdean FieldMethoden 82] und Monte Carlo-
Rechnungendg] verglichen werden. Die Ordnung, die sich aus den Monte Carlo-
Rechnungen ergib8[], stimmt gut mit den bereits bekanntéberein. Sind die Qua-
drupole frei in drei Dimensionen drehbar, so stellt sich eMéndradkonfiguration®
ein. Als Zentrum stellt sich ein Quadrupol senkrecht zur Eberéhrand die sechs
nachsten Nachbarn in der Ebene liegen (ABHM). Jeder Multipol in der Ebene hat
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Abbildung 5.4. Monte Carlo-Simulation
N von axialen Quadrupolen auf einem Drei-

¥ a9 eckgitter. Es ist keine langreichweitige Ord-
; i\x‘;‘ ix .1 nung noglich, bei der achste Nachbarn
%‘h ﬁ I ’

|| @ Gl ® ) beZiglich der Verbindungsline einen Winkel
‘ " ?ﬁ@i&?‘i%?’ von 90 einnehmen. Die ignstigste Konfi-

guration besteht aysVindradern®. Die blau

?in?ﬁ%ms‘?‘é | o eingefirbten Quadrupole bilden die Achse,

Y &') e Q 7 \‘,\ die rot eingefrbten die Rlgel des,Wind-
%x% ‘%‘p%ﬁ%‘ké | rades’. Die Einfrbung wird durch die qua-
Sfe % ® ﬁ 1 dratischez-Komponente bestimmt. It der
T AL

Yook

%&b‘ | . Polarwinkel des axialen Quadrupols, so wird
0 cog6 = 0rot, co¥d = 1 blau eingefirbt

' [81].

zwei senkrechte Nachbarn und vier Nachbarn in der Ebene. Exagelsomit vier
Quadrupole zu einer Einheitszelle, von denen einer senkrecht zur Ebene ausgerich-
tet ist. Betrachtet man nur die Wechselwirkung mit dem zentralen Moment, sollten die
aul3eren radial nach innen zeigen, um jeweils giffe-Konfiguration zu bilden. Da

aber die Wechselwirkung der radial ausgerichteten Quadrupolmomente untereinander
unglinstig ist, versuchen diese ihrerseits eiffeKonfiguration einzunehmen und dre-

hen deshalb kollektiv aus der radialen Ausrichtung. Die niedrigste Energie als Funktion
des Drehwinkels kann analytisch berechnet werden. Ein Vergleich dieser Rechnung mit
der Winkelstatistik aus der Monte Carlo-Simulation zeigt Ablh Berechnet wurde

die Nachste-Nachbar-Wechselwirkung in einer Einheitszelle. Der senkrechte Quadru-
pol in der Mitte der,Windradkonfiguration® ist starr. Aus Symmetriégiden wurdeiir

die Rechnung angenommen, dal3 sichédiBeren Quadrupole um den gleichen Winkel

¢ drehen; nur dann bleibt die Nahordnung erhalteir. &~ = 0° sind die Quadrupo-

le radial ausgerichtet. In diesem Fall ist die Wechselwirkung mit dem Zentralquadru-
pol am ginstigsten. Die Bchste-Nachbar-Wechselwirkung @ef3eren Quadrupole ist

fur ¢ = 429° ideal. Die Gesamtenergie wird durch die Wechselwirkung in der Ebe-
ne bestimmt und istiir ¢ = 388° minimal. In der Simulation findet man Winkel,

die geringfigig goRRer als der berechnete sind (ABG rechts). Da in Abb5.4 zwei
Domanen mit unterschiedlichem Drehsinn existieren, entsteht in der Winkelstatistik ein
weiterer Haufungspunkt bep = 22° = 60° — 38°.

Unerwahntin den fiheren Arbeiten sind die Daimenvande, welche in diesem Sy-
stem zu beobachten sind. Dieses liegt zum Teil daran, daf3 vergleichsweise kleine Syste-
me im Bereich von X 3 Einheitszellen untersucht wurden. Da in R&8][periodische
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Abbildung 5.5: Vergleich des analytisch berechneten idealen Winkels\Wandradkonfigura-
tion* (links) mit der Winkelstatistik aus der Monte Carlo-Simulation (rechts). In einer Einheits-
zelle wurde analytisch die &thste-Nachbar-Wechselwirkung als Funktion des Drehwinkels
berechnet: Die Wechselwirkung mit dem zentralen Quadrued| flie ebenen Quadrupole un-
tereinander==) und die Gesamtenergie=). Der theoretisch optimale Winkel igt = 38.8°.

Die Monte Carlo-Simulation zeigt eineréldfungspunkt bei einem etwag@eren Winkel. Eine
zweite Donane tihrt zu einem weiteren &bfungspunkt bep = 22° (vgl. Text).

Randbedingungen eingesetzt wurdeanmen sich Doranenvande nur schwer oder
gar nicht ausbilden. DidMean FieldRechnungen aus Ref37] lassen grundszlich
keine Donanen zu. Im Gegensatz zum Quadratgitter bilden sich im Dreieckgitter sehr
leicht Domainen. Dieses liegt zum einen an den vieledglithkeiten dig, Windradkon-
figuration“ auf dem Dreieckgitter zu realisieren, zum anderen an der energetisch sehr
gunstigen Doranenwand. Der senkrechte Quadrupol kann jeden der vardter
Einheitszelle besetzen. Des weiteren gibt es zu jeder PositionatgidVikeit eines po-
sitiven oder negativen Drehsinngrfdie Quadrupole in der Ebene. Insgesamt ergeben
sich acht Myglichkeiten, im Gegensatz zu zweidglichkeiten auf dem Quadratgitter.
Die Domanenwand ist in Abb5.4 deutlich zu erkennen. Sie vadft von links oben
nach rechts unten und teilt die Probe in zwei halbkéeisige Donénen. Die Wand
selbst ist eine Kette aug™-Konfigurationen, unter Vernachssigung der angrenzen-
den Don@nen die gnstigste Anordnung. Wie in der Skizze von AB6 zu erkennen

ist, wird die,,Windradkonfiguration* an der Doamenwand nur geringfjig gesbrt, so

dafl3 der Energieverlust pro Waadbe sehr gering ist.

Neben frei im Raum drehbaren Quadrupolen, wie sie zum Beispiel h&dHind
N, Kristallen auftreten37, 38, 84-86], kann die Rotation auch auf zwei Dimensionen
eingeschiinkt sein. Zu den Systemen, die in einem ebetémModel behandelt werden
konnen, ahlen unter anderem in der Ebene magnetisierte, zweidma Kreisschei-
ben @1] aber auch Oberichenadsorbate grof3er, organischer MaleKkl6]. Planare,
guadrupolare Systeme wurden ebenfalls miftédsn FieldMethoden $2] untersucht,
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Abbildung 5.6: Skizze zweier Dorénen von
Quadrupolen auf dem Dreieckgittere( und
== sowie ¢ und ==) in der ,Windradkon-
figuration" mit entgegengesetztem Drehsinn.
Die Domanen werden durch eine sehr schma-
le Wand getrennt, welche die energetisch
gunstige, T*-Konfiguration realisiert4=). Die
Winkelabweichungen der Quadrupole inner-
halb der Wand im Vergleich zur Anordnung in
der Donéne sind sehr gering, und die Wand ist
AVAY A sehr stabil.

so daf3 auch hier ein Vergleich mit den Monte Carlo-Rechnungéglioh ist. Eine
mogliche Konfiguration planarer Quadrupole zeigt ABLY. Es stellt sich die vorher-
gesagte Ordnun@p] mit einem sog, Fischgatenmuster ein. Die Quadrupole nehmen
zueinander Winkel von 9@&in. Der Lagewinkel zum Gitter bétgt 15, so dal die Qua-
drupole nicht direkt aufeinander zuweisen. Im Gegensatvlean FieldRechnungen
erlauben Monte Carlo-Rechnungen das Auftreten mehéshager Zusinde. Im,Fisch-
gratenmuster* sind sechs verschiedene Roan ndglich. Von diesen sechs Dd@men
sind in Abb.5.7 drei realisiert. Als Doranenwand findet sich zum einen die typische
,T* Struktur wieder, zum anderen tritt eine | <“-Figur auf. DerUbergang von der
Domane zur Wand ist energetisch nicht sigtig, wie in der, Windradkonfiguration®.

Der Vergleich dieser theoretischen Ergebnisse mit den experimentellen Befun-
den aus Ref. 6] zeigt, dal3 die Molelle im Experiment entlang der Achsen des
dreizahligen Gitters verlaufen und folglich keinen Winkel vorf @nnehmen. Simu-
lationen mit planaren Quadrupolen, welche der Geometrie der Midelus Ref. 6]
entsprechen, zeigen die gleiche planare Ordnung wie axiale Quadrupole, wobei die
zweidimensionale Struktur angenommen wird, auch wennzik@mponente nicht ex-
plizit ausgeschlossen wird. Die Abweichung der Mdlleinordnung von der rein qua-
drupolaren Ordnungdante ihre Ursache in Multipolmomenteitrerer Ordnung oder
in einer durch das Substrat induzierten Anisotropie haben. DiedBsichtigung einer
Anisotropie ist im Monte Carlo-Algorithmus problemlosdglich. Sicher ist jedoch,
daR sich die experimentellen Daten aus REd] hicht nur durch ein Quadrupolmoment
erklaren lassen. Die Abweichungen geben Anlal3 zu weéiteeihden Rechnungen.
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5.1.4 Simulation oktopolar gekoppelter Teilchen

Im Falle rotationssymmetrischer, polarisierter Teilchen, die eine Polarisationskonfigu-
ration mit Inversionszentrum aufweisen, ist das Oktopolmomentatibst lbhere Kor-

rektur zum Dipolmoment Klassische Systeme mit oktopolarer Wechselwirkung sind
die Modelle aus Abb5.8. Diese bestehen aus Kompal3nadeln, die drehbar gelagert
sind. Derartige Modelle werden in Schulen und an Univatsit benutzt, um den Fer-
romagnetismus und die Entstehung von Weil3schen Bezirken auf atomarer Ebene zu
veranschaulichen. Die ferromagnetische Ordnung ist ein quantenmechanischer Vielteil-
chendfekt, der kein klassischdsguivalent besitzt. Folglich muR die Interpretation der
makroskopischen Ordnung der Kompal3nadeln als ferromagnetische Ordnung falsch
sein. Die Kompaf3nadeln wechselwirken nur aufgrund ihres Magnetfeldes miteinander,
nicht mittels einer quantenmechanischen Austauschwechselwirkung. Die Ordnung, die
sich als Folge der Magnetisierung einstellt, kann, wie ein Vergleich mit &ap2

zeigt, nicht ausschlief3lich durch die Dipolwechselwirkung hervorgerufen werden. So-
wohl auf dem Dreieckgitter als auch auf dem Quadratgitter ordnen sich die Nadeln
in Ketten an, die entlang den Gitterachsen verlaufen. Auf dem Dreieckgitter sind die
Ketten meist parallel, @hrend sich auf dem Quadratgitter antiparallele Ketten ausbil-
den. Monte Carlo-Simulationen mit Oktopolen zeigéndiese Gittersymmetrien ein
vergleichbares Verhalten. Es stellen sich Ketten ein, die auf dem Dreieckgitter parallel
und auf dem Quadratgitter antiparallel verlaufen. Die Wirbel-Antiwirbel-Konfiguration
der Dipolwechselwirkung wird weder in der Simulation noch im Modell beobachtet.
In den obigen Modellen ist die Ausdehnung der Nadeln im Vergleich zum Gitterab-
stand so grof3, daf’ die Ordnung durch Multipolmomeni&egr als das Dipolmoment

1Eine Ausnahme ist der Wfels, bei dem auch der Oktopol verschwindet.
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Abbildung 5.8: Photographien zweier KompaRnadel-Modelle. Die KompaRnadeln sind be-
weglich gelagert und in der Ebene drehbar. Links sind sie auf einem Dreieckgitter, rechts auf
einem Quadratgitter angeordnet.

bestimmt wird, wobei auch Momente jenseits des Oktopolmoments, die jedoch in Be-
zug auf Ordnungsg@nomene in dieser Arbeit nur qualitativ (s. Kd&p2) untersucht
wurden, eine Rolle spielen. Ist das Valtmis von AbstandR der Nadeln zu ihrer Aus-
dehnungh etwaR/h ~ 1.3 und wird die Form durch einen Zylinder g#rert, so ist
der dominante Energieterm in der Paarwechselwirkung immer noch die Dipol-Dipol-
Wechselwirkung. Die Energie ist aber unablyig von der quasi antiferromagnetischen
Anordnung (vgl. Kap5.1.2. Durch das zu#zliche Oktopolmoment wird die Energie
der Kette um ca. 50% abgesenkt. Die Energie der anderen Anordnandert sich nur
geringlugig. Dieses Verhalten wird durch das Dotriakontapolmomenibetgt, wel-
ches die Energie der Kette um weitere 10% absenkt. EntscheitiedafOrdnung im
Kompafinadel-Modell ist somit nicht nur die Wechselwirkungsenergie der Multipolmo-
mente, sondern auch das anisotrope Verhalten der Wechselwirkung. Einéglehen
Konfigurationen der Dipol-Dipol-Wechselwirkung wird durch die Momenidérer
Ordnung selektiert.

Da das Oktopolmoment in vielenaken die rachstldhere Korrektur zur dipola-
ren Wechselwirkung ist, wird die oktopolare Wechselwirkung herangezogen, um su-
perparamagnetische und superferromagnetiscli@dthene §7-90] zu erklaren, die
sich nicht auf die ausgiebig studierte dipolare Wechselwirkungckiiihren lassen

2 Verbesserte, mechanische Modelle, die KompaRnadeln mit Ausdehnungen deutlich kleiner als
der Gitterabstand benutzen, zeigen auch diedie Dipol-Dipol-Wechselwirkung typische Wirbel-
Antiwirbel-Konfiguration.
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Abbildung 5.9: Monte Carlo-Simulation von Oktopolen auf einem Dreieckgitter (links) sowie
einem Quadratgitter (rechtsd]]. Es stellt sich eine Ordnung ein, die vergleichbar zu der in den
Modellen aus Abb5.8ist.

[34-36, 40]. In Ref. [40] wird Uber den EinfluR von Momenterdherer Ordnung spe-
kuliert, die dann aber ohne Beégrdung in Form einer Anisotropie behandelt wer-
den. Dieses Vorgehen wird nichtgaise bedindet, ist aber insofern berechtigt, als

in der Abb. 5.8 Domanen zu erkennen sind, welche Vorzugsrichtungen aufweisen.
Diese Symmetriebrechung ist als Anisotropie zu interpretieren. Auf die durch Ok-
topolmomente induzierte Anisotropie wird in Ka.eingegangen. In einigenallen
werden Oktopolkorrekturen behandd&lo] 31, 91]. Die Rechnungen besdmmken sich
dabei auf sehr spezielle Teilchengeometrien (quasi zweidimensionale Qudatdiate [
oder quasi zweidimensionale Kreisscheib&# ). Insbesondere sind quadratische Git-
ter untersuchtj2]. Die vorliegenden systematischen Untersuchungen konnten zeigen,
daR ein zuatzliches Oktopolmoment die Kettenbildung in dipoldominierten Systemen
bedinstigt und somit auf einem Quadratgitter superantiferromagnetische, auf einem
Dreieckgitter superferromagnetische Ordnung hervorrufen kann.

5.1.5 Simulation hexadekapolar gekoppelter Teilchen

Der Vergleich von Dipol- und Oktopolmoment zeigt, daf3 beide ein &khliches Ver-
halten aufweisen. Der Grundzustand der oktopolaren Ordnung ist, bezogen auf sei-

3 Es sei darauf hingewiesen, dafR in der Literatur oft die Rede von Quadrupolkorrekturen ist, auch
wenn Quadrupole aus Symmetriggden verboten sin®[L, 91]. Gemeint sind Quadrupole von Dipolen;
das sind Oktopolel[g]



5.1. MONTE CARLO-SIMULATION 67

Abbildung 5.10: Monte Carlo-Simulation von Hexadekapolen auf einem Quadratgitter (links)
sowie einem Dreieckgitter (rechts). Auf dem Quadratgitter ergibt sich ,alveb”-Struktur.

Die Achsen der Momente stehen senkrecht aufeinander. Auf dem Dreieckgitter zeigt sich ein
»Fischgétenmuster‘ §1].

ne Symmetrie, eine Teilmenge debglichen Dipolkonfigurationen. Dieses liegt dar-
an, dal3 alle Momente mit ungerader Rdrgine Kettenbildung eraglichen. Wie an

den Multipolmomenten in Tatb.1 zu erkennen ist, nimmt die axiale Streckung der
Aquipotentialfaiche mit der Ordnung der Momente zu. $ér also die Ordnung ist,
desto ginstiger ist die Kettenbildungif Momente mit ungerader Paxit Fir Momen-

te mit gerader Pait ist die Wechselwirkung komplizierter. Auchrfdiese gilt, dafd

die Streckung defquipotentialfbiche zunimmt. Dieses bedeutet aber, daR eine Ketten-
bildung energetisch immer uiigstiger wird. Damit ist aber noch keine Aussddper

den energetischigstigsten Zustand, selbsirfdie Zwei-Teilchen Wechselwirkung,
moglich. Zwar ist fir den axialen Quadrupol did*-Konfiguration die ginstigste, die-

ses gilt aber nichtifr den axialen Hexadekapol, der nach dem Quadrupolmoment das
nachste Moment mit gerader Paititst, da in der Spiegelebene des Potentials (senkrecht
auf der Achse des Moments) das gleiche Vorzeichen wie in axialer Richtung zu finden
ist. Die,, T“-Konfiguration ist damit sogar ausgesprocheniumgfig. Die Ordnung, die

sich im Falle der hexadekapolaren Wechselwirkung auf dem Quadrat- und dem Drei-
eckgitter einstellt, ist in Abb5.10berechnet. &r beide Gittertypen liegt die Struktur

in der Ebene, obwohl eine 3D-Anordnung zugelassen ist. Auf dem Quadratgitter bildet
sich eine,Web"-Struktur, die auch als Wirbel-Antiwirbel-Konfiguration aufgefal3t wer-
den kann. Die Achsen benachbarter Momente nehmen dabei zueinander einen Winkel
von 90 ein. Auf dem Dreieckgitter bildet sich eifFischgatenmuster* aus, und der
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Winkel zwischen den Achsen der Momente bBgtr4X. Fur beide Gitter stimmen die
Winkel der Momente gut mit analytisch berechneitdrerein. Auf dem Quadratgitter
betragt der Winkel zwischen der Achse des Moments und der GitterrichtuBg, 22f
dem Dreieckgitter %°.

Durch Kombination von Hexadekapol- und Quadrupolmoment kann somit der Win-
kel zwischen den Momenten variiert werden. Die charakteristische OrdpWedy"-
und, Fischgatenmuster”, bleibt dabei erhalten.

5.2 Allgemeine Aussagen zu Ordnungsgmnomenen in
multipolar gekoppelten Systemen

Es Rt sich zusammenfassend sagen, dal} in streufeldgekoppelten Systemen Muster
zu beobachten sind. Die sich einstellenden Muster sind stark von der Symmetrie auf-
tretender Multipolmomente, den Rotationsfreiheitsgraden und der Symmetrie des zu-
grundeliegenden Gitters abihgig. Je bher die Multipolordnung ist, desto geringer ist
die Reichweite der Wechselwirkungjrfhohe Ordnungen muf3 praktisch nur noch die
Nachste-Nachbar-Wechselwirkung beksichtigt werden. Das bedeutet aber auch, dafl3
es fur Systeme mitiberwiegend hohen Multipolkomponenten keine langreichweiti-
ge Wechselwirkung gibt, welche die Dé@menausbildung unteigrt, wie es @ir die
dipolare Wechselwirkung der Fall ist. Durch Ausbildung von Rown wird in ei-
nem System mit kurzreichweitiger Wechselwirkung die innere Energie des Systems
nur geringfigig abgesenkt. Die Energiezunahme durch die Breenwand kann so-
gar Uberwiegen. Thermodynamisch ist dann ein mehi@ager Zustand nur durch
die Zunahme der Entropie biggstigt. Mit zunehmender Multipolordnung wird so-
mit die Wahrscheinlichkeitifr einen mehrdo@nigen Zustand fallen.(F Momente
mit ungerader Pa@ét wird dieses durch die Tatsache untézt dal’ die Kettenbil-
dung mit zunehmender Multipolordnung immaeiirgstiger wird. Im Gegensatz dazu
ist eine axiale Ausrichtung der Multipole mit gerader Rartunehmend verboten. Die
Aquipotentialfiche senkrecht zur Achse wird dabei immer komplexer und weist immer
weitere Extrema auf. Wenn in axialer Richtung ein positives Extremum (vgl. b
vorliegt, so ist das angrenzende negative Extremum das vom Betrageofiée gnit
umgekehrtem Vorzeichen. Obwohl also eine axiale Ausrichtung energetisch verboten
ist, wird diese dennoch im Grenzwert hoher Multipolordnungen bei axialen Multipolen
angenommen. Ist das Auftreten bestimmter Multipolmomente sowie deaekeSje-
zielt beeinflul3bar, kann eine Ordnung erzwungen und im Detail sogar der auftretende
Winkel manipuliert werden.

Insgesamt sollte in dichtgepackten Anordnungen polarisierter Materie der Einfluf3



5.2. ALLGEMEINE AUSSAGEN ZU ORDNUNGSPHANOMENEN IN
MULTIPOLAR GEKOPPELTEN SYSTEMEN 69

hoherer Multipolmomente zu beobachten sein. Der Einfluf3 wird sich einerseits in der
Ordnung der Systeme bemerkbar machen. Die sich einstellende Ordnung kann mit orts-
auflosenden Methoden wie der Rasterelektronenmikroskopie mit Polarisationsanalyse,
magnetischer bzw. elektrischer Rasterkraftmikroskopie oder spinpolarisierter Raster-
tunnelmikroskopie untersucht werden. Andererseits wird der Einflufd unterschiedlicher
Multipolmomente auch in thermodynamischendoGen wie der Suszeptibiit oder
Warmekapazit nachweisbar sein. Dal3 oktopolare Systeme temperaturgigheinen
Phaseiibergang zweiter Ordnung ausweisen, konnte mittels Monte Carlo-Rechnungen
bereits gezeigt werde9, 81]. Darliber hinaus werden die Multipole unterschiedlicher
Ordnung zu einer Anisotropie in ABingigkeit von der Gittersymmetriéliren. Dieses

wird in Kap. 6 untersucht.
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Tabelle 5.1:Axiale Multipole der Ordnundj = 1 bis| = 5. Dargestellt sind die Potentiale, die den Kugellenfunktionery, o entsprechen.
Die Oberfliche der Kugelfichenfunktionen kann alsquipotentialfiche des Multipols angesehen werderacRenroter Einfarbung ent-
sprechen positivem Potential, also einem magnetischen NordporDiecingefirbten Fachen sind vom Betrag her gleich, aber negativ,
gefhdren also zu einem magnetischdidfol.

Dipol | Quadrupol | Oktopol | Hexadekapol | Dotriakontapol

OHO Omo Owo OAO Omo
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Kapitel 6

Multipolinduzierte Anisotropie in
zweidimensionalen Gittern

Die Geometrie und der Polarisationszustand beeinflussen die Eigenschaften des Streu-
feldes magnetischer oder ferroelektrischer Teilchen. In einer Multipolentwicklung
kann sich zeigen, dal3 das Dipolmoment von gleichai3nordnung wie dhere
Momente sein karn Im Falle der zweidornigen Kreisscheibe (Kagb.1.3 ist

das Dipolmoment sogar Null, und die niedrigste, nicht verschwindende Ordnung ist
das Quadrupolmomentt]]. Die Wechselwirkung therer Ordnung besitzt eine an-
dere Winkelabhngigkeit beiglich der relativen Orientierung als die Dipol-Dipol-
Wechselwirkung. Als Folge erzwingen diéleren Momente im Grundzustand un-
terschiedliche Ordnungen auf verschiedenen Gittersymmetrien. In diesem Kapitel soll
dariber hinaus gezeigt werden, dafl3 Multipolmomente eine Anisotropie induzieren. Die
innere Energie des Systems ist von der Lage der Multipolmomente relativ zu den Gitter-
achsen abdingig. Die magnetostatische Anisotropie soll dabei analog zur magnetischen
Anisotropié definiert werden als didnderung der Energie homogen ausgerichteter
Multipole, angeordnet auf einem Gitter, als Funktion ihrer Orientierung. Anisotropie
kann dabei einen ferromagnetischen Phébergang verschieben oder déhergang

gar erst erriglichen. So zeigten Mermin und Wagnéi]92], daf3 in einem ein- oder
zweidimensionalen isotropen Heisenbergmodell mit einer Wechselwirkung endlicher
Reichweite kein (Anti-) Ferromagnetismus existiert. Eine geringe Anisotrémikert
dieses. Da eine Anisotropie die Ordnung in einem System wechselwirkender Teilchen,
aber auch ragliche ferromagnetische oder superparamagnetisehe9p, 94] Pha-
seruberdgange beeinflussen kann, wird der Monte Carlo Algorithmus leicht aaigrt
genutzt, um die Anisotropie verschiedener Multipole auf unterschiedlichen Gittersym-

1Ein Beispiel istQqg ~ Q.
2Als magnetische Anisotropie kann z. B. die magnetokristalline Anisotropie genannt werden.
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metrien zu berechnen. Der Einfachheit halber besdken sich diese Rechnungen auf
axiale Multipole vom TypQ, 0. Zwar sind die axialen Multipole eine spezielle Klasse
mit einer sehr speziellen Geometrie, doch weisen sie die Charakteristika der Multi-
polordnung, die Vorzeichenwechsel im Potential, auf. So ist der Grundzustand axialer
Quadrupole und derjenige der Quadrupole einer zwe#ovgen Kreisscheibe auf ei-
nem Quadratgitter geometrisch identisch. Axiale Multipole geben als Spezialfall des
allgemeinen Multipols die Nglichkeit, Vorhersageiiber eine zu erwartende Aniso-
tropie zu machen.

6.1 Anisotrope Energie axialer Multipole

Die Anisotropie wurdeiir die ersteniinf axialen Multipole berechnet. Die Multipole
vom Dipol bis zu Dotriakontapol sind in Tab.1 aufgelistet. Diese Multipole werden

in der Ebene auf zweidimensionalen Gittern endlicher Ausdehnung angeordnet. Die
Momente werden kddrent von 0 bis 90 gedreht und die Gesamtenergie des Systems
berechnet. Die Rechnungen sirig &lle funf Multipole aus Tab5.1 fir funf Gitter-
symmetrien ausgahrt. Die untersuchten Gittersymmetrien sind

1. Rechteckgitter

2. Quadratgitter

3. Dreieckgitter

4. Ammann-Beenker-Gitte9p]
5. Penrose-Gitterdq]

Die ersten drei Gittertypen sind Bravais-Gitter, welche die Ebene periodisch parkettie-
ren. Die beiden letzteren Gitter sind nichtperiodische Parkettierungen der Ebene. Aus-
schnitte dieser Parkettierungen sind in ABHL gezeigt. Die Reihenfolge, in der die
Gitter angefihrt sind, ergibt sich nach der Anzahl dequivalenten Spiegelachsen. Ein
Rechteck hat zwei Spiegelachsen. Das Rechteck istglielh der Spiegelachsen nicht
identisch. Das bedeutet, dal3 sich das Rechteck nicht s@dbstleckt, wenn man die

eine Spiegelachse durch Rotation in die zwéibteriihrt. Diese Eigenschaft éifen
paarweise zwei der vier Spiegelachsen des Quadrates, weshalb es an Position zwei auf-
gefuhrt ist. In der oktagonalen Parkettierung finden sich Achtecke. Diese haben zwar
acht Spiegelachsen, von denen aber nur paarweiségigvalent sind. Ein &infeck

weist nur finf Spiegelachsen auf. Diese sind aber afjeivalent. Es gibt noch weitere
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Abbildung 6.1: Nichtperiodische Parkettierungen: links oktagonal nach Ammann-Beenker
[97], rechts pentagonal nach PenroSg|]

nichtperiodische Parkettierungedherer Symmetrie die im Folgenden jedoch nicht
untersucht werden.

Die berechneten winkelaBhgigen Energien lassen sich als Reihenentwicklung
schreiben. Eine wgliche Entwicklung erfolgt nach Sinusfunktionen

E(¢) = Emin + i Ck SI? kep. (6.1)
k=1

Die Multipole nehmen dabei den Winkelzur x-Achse ein. Die Anisotropie des Sy-
stems spiegelt sich in nicht verschwindenden Entwicklung$izoentenc, wider. Rir

alle regelnaBigen Gitter zeigt sich, dafd bereits sehr wenige Punkte ausreichen, um die-
jenigen Entwicklungskd&zienten zu bestimmen, die von Null verschieden sind. Mit
den vier Eckpunkten eines Quadrat&Btlisich zeigen, dal’ Dipole auf einem Quadrat-
gitter keine Anisotropie besitzen. Dieses gilt eben&oDipole, die auf einem Drei-
eckgitter angeordnet sind. Betrachtet man die winkelalgige Energie von Hexadeka-
polen auf einem Quadratgitter, wie in Abh2, sind nur zwei Koéfizienten von Null
verschieden. Alle weiteren Kéi&zienten sind Null im Rahmen der Rechengenauigkeit,

d. h. Anzahl der Punktdl multipliziert mit der Maschinengenauigkeit (£6).

3 Weitere nichtperiodische Parkettierungen sind didbifiger Dreiecksparkettierungiipingen tri-
angle tiling ttt) mit zehnfacher Symmetrie, die Blizahlige ShieldParkettierung oder die Danzer-
Parkettierung mit vierzeh@hliger Symmetrie.
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Abbildung 6.2: Winkelablangige Gesamtenergie von parallelen Hexadekapolen auf einem
Quadratgitter, dividiert durch die AnzaN der Momente und die Wechselwirkungseneigje
zweier Hexadekapole m@@4 o = 1, die entlang dex-Achse im Abstand = 1 angeordnet sind.

Der berechnete Datensa®) (ARt sich durctE(p) = NE;(4.61— 2.30sirf 2p — 5.81 sirf 4¢)
anpassen.

Fur aperiodische Gitter ist die Rechnung aufwendiger. Lokairlen im Penrose-
Gitter wie auch im Ammann-Beenker-Gitter diaahsten Nachbarn asymmetrisch an-
geordnet sein. Zagzlich variiert der Abstand der Nachbarn, so dalR insbesondere bei
Multipolen hoher Ordnung, die mit einer hohen Potenz auf Abstamsrungen rea-
gieren, eine starke Fluktuation in der lokalen Energie auftritt. Die Energie pro Moment
ist also fir jedes Moment eine andere und diesaren sehr stark voneinander abwei-
chen. Die mittlere Energie des Zustandes in ABR. entspricht etwa dem 15-fachen
der Paarwechselwirkunig, zweier entlang paralleler Hexadekapole, die entlang der
x-Richtungr = 1 voneinander entfernt sind. Lokal schwankt die Energie jedoch von
—148E, bis 29(,. Die Schwankungen sind also deutlicto8er als die mittlere Ener-
gie. Diese lokale Asymmetrie erzeugt in kleinen Systemen eiréligg Anisotropie.

Fur groRe Stichproben mittelt sich die lokale Unordnung zu Null, und das anisotro-
pe Verhalten der Hexadekapole verschwindet. Die Anisotropie winde €isbrmige
Ausschnitte aus dem Penrose-Gitter berechnet und in Bldbaufgetragen. Da die
mittlere Energie subtrahiert wurde, schwanken alle Kurven um Null. Die Schwankun-
gen sind nahezu periodisch und spiegeln digZahlige Symmetrie des Gitters wider.
Die Lage der Nulldurch@nge schwankt. Dieses ist zum Teil auf den untersuchten Win-
kelbereich zuiickzufihren; da nur ein Winkelbereichi & ¢ < 90° untersucht wurde,
kann die mittlere Energie, welche von den Daten subtrahiert wurde, von der mittleren
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Abbildung 6.3: 219 Hexadekapol®, ¢ auf einem Penrose-Gitter angeordnet. Die Momente
sind in die Ebene gedreht und nehmen zuxchse einen Winkel vop = 40° ein. Die Energie
pro Spin in Einheiten voi; (s. Text zu Abb6.2) variiert von—148E; bis 29(E;.

Energie aus Rechnungen mit @ ¢ < 360 abweichen. Das Vorzeichen der periodi-
schen Schwankungeindert sich mit der Stichproberifde; fir einen festen Winkel

ist die Energie, je nach Stichprobe, positiv oder negativ. Mit steigender Stichproben-
grol3e erkennt man die Tendenz einer abnehmenden Amplitude. Dieses Verhalten ist in
Abb. 6.5 gezeigt. Der Trend abnehmender Energieschwankungereigt dabei eine
deutliche Abweichungifr N = 1406 Hexadekapole. In diesem Fall ist eine Stichpro-
bengblRe gewvahlt, bei der sich zdllig alle lokalen Unordnungen nahezu aufheben.
Um aufzuzeigen, dafd die Anisotropieenergie pro MultipolmoménHexadekapole

auf einem Penrose-Gitter gegen Null konvergiert, sind also mehrere Rechnungen erfor-
derlich. Dies gilt fir alle Multipole von der Ordnunig< 4. Ein vergleichbares Verhalten
zeigt sich fir Multipolmomente mit < 3 auf dem Ammann-Beenker-Gitter.

Im Gegensatz zu dem aufwendigen Nachweis des Verschwindens der Anisotropie
von Multipolmomenten hoher Ordnungzeigt sich schnell der dominante Term, so-
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Abbildung 6.4: Winkelablangige Energie von Hexadekapolen, angeordnet auf einem Penrose-
Gitter fur verschieden grof3e Stichproben. Von den Daten ist die mittlere Energie subtrahiert.
Das Ergebnis ist normiert auf die AnzaKlder beteiligten Momente sowie die Paarwechsel-
wirkung E;; zweier Hexadekapole m@4 o = 1, die entlang dex-Achse in einem Abstand von

r = 1 angeordnet sind.

bald eine Anisotropie vorliegt. ¥ den Hexadekapol und den Dotriakontapol ist der
bestimmende Beitrag zur Anisotrofi#y) — Emin = C4 Sirf 4¢. Bereits bei 857 Punk-
ten sind alle weiteren Entwicklungskigientenc, um 4 Gid3enordnungen kleiner als
c4. Diese gilt ebenfallsifr cs und den Dotriakontapol auf dem Penrose-Gitter bei 1406
Punkten, obwonhliir diese Probengdfie zu bedenken ist, daf? sich die lokale Unordnung
global unerwartet gut kompensiert (vgl. Ald5).

6.2 Symmetrieeigenschaften multipolinduzierter Ani-
sotropie in zweidimensionalen Gittern

Die Ergebnisse aller Rechnungen sind in Tabéllezusammengefalit. Die Angaben
zu den nichtperiodischen Gittern sind rot hervorgehoben, um zu verdeutlichen, daf? die
Resultate nur im Grenzwert grof3er StichprobeiitiGkeit haben.

Fur den Dipol zeigt sich eine uniaxiale Anisotropie auf dem Rechteckgitter. Auf
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Abbildung 6.5: Winkelablangige Energieschwankuad: von Hexadekapolen, angeordnet auf
einem Penrose-Gitter, als Funktion der Stichprob&RgN. Die Normierung der Energie er-

folgt analog zu Abb6.5. Da die Wechselwirkungsenergie zwischen Hexadekapolen sehr emp-
findlich auf Variationen des Abstandes reagidif,( o r~°), filhrt die Unordnung im Penro-
segitter zu Fluktuationen der Energie, wie bei der Stichprobe mit 1406 Hexadekapolen. Abge-
sehen von dieser Ausnahme ist der Trend zu einem isotropen Verhalten mit wachsender Stich-
probengolRe, verdeutlicht durch die lineare Anpassuag) (ohne den Wert bdl = 1406), zu
erkennen.

dem Quadratgitter und dem Dreieckgitter verhalten sich Dipole isotrop. Dieses ent-
spricht der Erwartung. Déaber hinaus zeigt der Dipol auf Gittervlherer Symmetrie
ebenfalls isotropes Verhalten. Mit Zunahme der Prob&ggrzeigt sich nicht nur die
Abnahme der Energiefluktuationen als Funktion des Winkels, die FluktuatiaBen
sind selbstiir eine kleine Probe mit 219 Punkten um einen Faktor 100 kleiner als die
Anisotropie des Dipols auf dem Rechteckgitter mit dem Seiterienils 1/2. Verhalt

sich der Dipol isotrop auf dem Quadratgitter, so zeigt der Quadrupol einéaliieye
Anisotropie 1], ist jedoch auf Gittern bherer Symmetrie isotrop. Auf der Diagonalen
der Tabelle6.1ist die Funktion zur Beschreibung der Anisotropie besonders einfach.
Fur Multipole der Ordnund auf einem Gitter mits = | aquivalenten Spiegelachsen
ist der einzige nicht verschwindende Entwicklunggkaeent c,. Weiterhin treten im
Rechteckgitterg¢ = 1) alle Entwicklungskofizientenc, bis zur Ordnung = k auf,
wobeil die Ordnung des Multipols ist. Diese spezielleill& lassen sich zu folgenden
Aussagen verallgemeinern:

e Multipole der Ordnungd kdnnen bchstens zu Anisotropiebeigen der Ordnung
k = [ fuhren.
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e Es sind nur diejenigen Entwicklungsk@ieientenc, von Null verschieden,ur
die gilt, daf¥k ein Vielfaches der Gittersymmetrgst (alsogk).

Diese Aussagen sind gleichbedeutend mit der Tatsache, ida $ Kk isotropes
Verhalten vorliegt; dies entspricht dem rechten oberen Dreieck der T&bklle

In einem Gitter aus polarisiertentpern ARt sich somit aus reinen Symme-
trieliberlegungen das qualitative Verhalten vorhersagen. Aus der SymmetriémgberK
konnen die von Null verschiedenen Multipolmomente abgeleitet werden. Sind diese
Momente bekannt, sadkinen mittels der Symmetrie der Gitteranordnung die zur Ani-
sotropie beitragenden Terme angegeben werden.

Fur Bravais-Gitter sollte es a@glich sein, die Anisotropie unendlich vieler, wechsel-
wirkender Teilchen analytisch anzugebeiir Multipolmomente hoher Ordnung sind
dazu jedoch komplizierte Doppelsummen @sdn. Mittels Ewald-Summation konnten
bereits losungen bis zum Quadrupolmoment angegeben webda(qJ.
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Tabelle 6.1:Die Anisotropie axialer Multipol&), o der Ordnund = 1 bisl = 5 auf Gittern mit
s = 1 (Rechteckgitter mit dem Seitenvéaitiis 2 zu 1) biss = 5 (Penrose-Gitterdquivalenten
Spiegelachsen. Die Tabellenete beinhalten die Entwicklungsfunktionen gghGl.6.1 so-
wie die als Polardiagramm aufgetragenen Enef@péinE (¢) — Enin. Die Energiefhchen, wel-
che fir nichtperiodische Gitter berechnet wurden, siateingefirbt, da die Ergebnisse im
Grenzwert grof3er Stichproben (siehe Textltig sind.
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Kapitel 7
Anisotropiemessungen mittels MOKE

Eine Anisotropie, wie sie in Kapit& beschrieben wurde, resultiert aus der Wechselwir-
kung des gesamten Teilchenensembles. Insbesorigtat@fAnisotropie magnetischer
Teilchen, angeordnet auf quasiperiodischen Gittern, ist das Richtungsverhalten, wel-
ches die Gittersymmetrie widerspiegelt, nur zu beobachten, \iitbaneinen grof3en
Probenausschnitt gemittelt wird. Nicht zuletzt deswegen bietet es sich an, eine lateral
integrierende Mel3methode zu verwenden,ider Fachen, grol3 gegen die Einheits-
zelle des Gitters, mittelt. Eine MeRmethode, welche diesen Anforderungégtgerd

die es erlaubt die Anisotropie zu bestimmen, ist die Ellipsomeifid][unter Ausnut-

zung des magneto-optischen Keffdkts (MOKE) [L02, 103. Eine detaillierte,Elek-
tronentheorie des magnetischen Kefirekts* wurde von Voigt 104] gegeben. In mo-
dernen Theorien wird der Einflul} der Magnetisierung eines bgstks auf die Refle-
xionseigenschaften auf einen atdichen Term im Dielektrizétstensor

1 -iQ, —iQy
€ =€l -iQ, 1 iQ |+0[QQ] (7.1)
iQy —iQy 1

zuriickgefihrt [105 106]. Dabei istd der sog. Voigt-Vektor, ein empirischer Parameter,
der abkangig von der Welle@inge fir magnetische Materialien experimentell bestimmt
wird. Die Dielektrizitatskonstante im Fall verschwindender Magnetisierung.istir
optische Frequenzen (¥Hz-10'"° Hz) kann der EinfluR des Permealiititensor§y’
vernachéssigt werdenl07]. Fur den Fall, dal3 die Materiéif verschwindende Magne-
tisierung optisch isotrop ist, zeigt der Voigt-Vektor in Richtung der MagnetisieNing
und es kanrQ = Q&y geschrieben werden, wob&y, der Einheitsvektor in Richtung
von M ist. Die Voigt-Konstante) ist eine komplexe Zahl. Ist der Betrag der Konstanten
klein, so muf3 von GI7.1 nur der lineare Term backsichtigt werden. Der magneto-
optische Kerr Hekt kann grundétzlich ausgenutzt werden, um die mittlere Richtung
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und Sarke der Magnetisierung im Beobachtungsvolumen zu bestimmen. Legt man an
die zu untersuchende Probe @im3eres Magnetfeld an, so kann das Verhalten der Ma-
gnetisierung als Funktion des angelegten Feldes in Form einer Hysteresekurve aufge-
zeichnet werden. Die Form der Hysteresekurve kann quantitativen Aufsighérftlie
Anisotropie geben. Déber hinaus ist es aglich, mittels des magneto-optischen Kerr
Effektes den Suszeptib#itstensor zu vermessen und zwar sowohl im Nullfeld als auch

in von Null verschiedenen Feldern. Diese Messungen erlauben die Bestimmung der
Anisotropiefliche, die in Kap6 diskutiert werden.

7.1 Reflexionseigenschaften magnetischer Obeitihen

Wird Licht an der Oberfiche eines Festkpers reflektiert, der einen Halbraum ein-
nimmt, so &Rt sich die Reflexion durch die Fresnel-Gleichungétj, [die sich aus

den Stetigkeitsbedingungen der Maxwell-Gleichungen an Giateh herleiten las-

sen, beschreiben. Das einfallende Licht kann in lineare, senkrecht zueinander stehende
Polarisationsrichtungen zerlegt werden. Die Richtung der Polarisation ist durch den
elektrischen Feldvektor der elektromagnetischen Welle vorgegeben. Das Light ist
polarisiert, wenn der Feldvektor in der Einfallsebene liegt, die durch den einfallenden
und ausfallenden Strahl aufgespannt wird. Steht er senkrecht auf dieser Ebene spricht
man vons-polarisiertem Licht. Es iStE = (Es, Ep), und der Feldvektor nach der Refle-

xion E’ berechnet sich aus dem Vektor vor der Reflexiamittels der Reflexionsmatrix

(E%):(fss f)(E) (7.2)
E, rps Tpp Ep

Diese Gleichung definiert die Reflexionsiidgentenrss undr . Fir optisch isotrope
Materialien sind die Nebendiagonalelememtg (ndr ) identisch Null. Ist das einge-

strahlte Licht vollshndig s-polarisiert, so gilt dies auchif das reflektierte (analogjf
p-Polarisation). Die Reflexionské&ienten sind

N; COSa; — Nt COSar ¢
N; COSa; + Nt COSar ¢

rSS -

Nf COSa; — N COSa ¢
fpp = : (7.3)
N¢ COSa; + N; COSa ¢

Dabei istn der komplexe Brechungsindex. Die Indizesnd f beziehen sich auf das
Medium, in dem sich der einfallende Stralivie auch der reflektierte), bzw. der ge-

1n allen optisch isotropen Medien steht der elektrische Feldvektor immer senkrecht auf der Ausbrei-
tungsrichtung der Welle.
2typischerweise Vakuum
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brochene Strahl fortpflanzen. Der Winkel im brechenden Medium ergibt sich nach
dem Gesetz von Snelliud(§g|.

Ist die reflektierende Obeé&the magnetisch, so ist das Medium i. A. optisch aniso-
trop und die Nebendiagonalelemente der Reflexionsmatrix sind von Null verschieden.
Der allgemeinste Fall beliebig dicker Mehrfachschichten, die auch eine Magnetisierung
in beliebiger Richtung aufweiserbknen, erfordert eine aufwendige mathematische
Behandlung, die in Ref.109 zu finden ist. Die Gleichungen, welche die Reflexion
beschreiben,dnnen in einigen &llen vereinfacht werden. Dazuirssen die magneti-
schen Schichteniohner als die Eindringtiefe des Lichtes und das Substrat, auf dem die
Schichten aufgebracht sind, deutlich dicker sein. Die Vereinfachung ist in R&. |
beschrieben. Es ist

lps = —%ﬂ (cowfdmnzsz —nen, sinaidey)
y N COSq;
(nj cosa; + ng cosat) (N COSa; + Nj COSa't)
an 5 .
rsp = 7 (cosmdmanZ + NneNy smaidey)

% N; COSq;
(n; cosa; + ns cosas)(Ns COSer + N COSa)

(7.4)

Die Grof3en mit Indexm beziehen sich auf das magnetische Material der Digkend
dem Voigt-VektorQ. Die Wellenkinge des Lichtes ist. Das Koordinatensystem, auf
das sich die Indizes, y undz des Voigt-Vektors beziehen, liegt derart, dasarallel zur
Flachennormale der Reflexionsebene yimlder Reflexions- und in der Einfallsebene
liegt. Die GIn. 7.3 und 7.4 gelten nur, wenn die Magnetisierung in dem angegebe-
nen Koordinatensystem innerhalb dez-Ebene liegt oder das Licht des einfallenden
Strahlss-polarisiert ist. Der Fall inner, magnetischer Schichten mit einer Magnetisie-
rung innerhalb dek-y-Ebene wird in Ref. 110 als weiterer Spezialfall der Rechnun-
gen aus Ref.]09 untersucht.

Strahlt man auf die magnetische Obé&ctie linear polarisiertes Licht ein, so ist
das reflektierte Licht elliptisch polarisiert. Der Polarisationszustand kann durch zwei
Winkel, 6 und €, auf der Poinca-Kugel [LO1] angegeben werden. Die Verkippung
der grol3en Halbachse gt der Arkustangens aus dem Halbachsergédnis e. Diese
beiden Winkel werden zu dem komplexen Kerr-Winfg| = 6 + ie zusammengefal3t,
und es gilt daiiber hinaus

s _ grqles
¢ = R
e = 3 (7.5)

rSS
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Die GroRe6® wird Kerr-Rotation,e® Kerr-Elliptizitatswinkef genannt. Der Indexs
weist darauf hin, dal’ das eingestrahlte Ligipolarisiert war. Es ist ebenfallsaglich,
p-polarisiertes Licht zu nutzen. Der Nenngg in den GIn.7.5 ist dann durchr,
zu ersetzen. Der Reflexionskbeientr,, magnetischer Obe&then weicht um einen
zusatzlichen Term von der Definition Gf..3ab [L1{. Im folgenden wird ausschliel3-
lich eingestrahltes Licht mi-Polarisation behandelt, weshalb der Indeausgelassen
wird.

7.2 Funktionsweise des statischen, photometrischen EI-
lipsometers

Zu Beginn einer Messung mit einem photometrischen Ellipsometers sollte die Probe
optisch isotrop sein. Dieses kann erreicht werden, indem sie entmagnetisiert wird, z. B.
durch ein oszillierendes Feld abnehmender Amplitude. In diesem Fallkania =

0 rad angenommen werden. Der Analysator (undjdsPlattchen, sofern es sich im
Strahlengang befindet) wird derart ausgerichtet, daf3 die Ind¢m@sitder Photodiode

Null wird. Danach wird der Analysator um den Wink&{Analysatorwinkel) verdreht,
wobei die Intensit| hinter dem Analysator, von der Photodiode gemessenaiem

| = losir?d (7.6)

zunimmt, wenrl, die eingestrahlte Intenéitist.Andern sich die Reflexionseigenschaf-
ten der Oberfiche und isb # € # O rad, scandert sich die Intengit, welche von der
Photodiode gemessen wird. Der Einflu3 des Analysators und/deRBlattchens kann
im Muller-Formalismus 101], in Form von 4x 4-Matrizen, behandelt werden. Rech-
nungen ergeben ohmg4-Plattchen

| 2-c0os(2(0 + € — 1)) — coS(2(-6 + € + 1))

— 7.7
lo 4 (7.7)
wahrend sich die Intengit mit 1/4-Plattchen geral
I 1-cos? cosZx cos2? —4cose cos? sine sind
_ = (7.8)
lo 2
berechnet. Gilt zuszlich
Z } <<, (7.9)

Soder kurz Rotation und Elliptizitt
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so konnen die allgemeinen Interdisgleichungen GInZ.7 und 7.8 gerahert und um-
geformt werden zur linearisierten Interigggleichung 106

0 Al 9
b=t (7.10)

6 wird bestimmt, wenn sich dak/4-Plattchen nicht im Strahlengang befindet. Modu-
liert man das von aul3en angelegte Raydum AH (alsoH = Hy+ AH), so variiertd (e)

um A6 (Ae) und die Suszeptibilit y kann gemessen werdehl[l]. Befindet sich das
A/4-Plattchen nicht im Strahlengang, undédsiie Rotation in &ttigung, so ergibt sich
die Suszeptibilét genafd

Mg A6 _ Ms Al

YT 70 2AH |, 6 1oAH

9
= (7.11)

Mit 1/4-Plattchen gilt diese Gleichung analog, woBelurche zu ersetzen ist.

Messungen zum KerrfEekt sind EllipsometriemessungetOfl]. Es wird Licht ei-
ner definierten Polarisation auf eine Ob&ctie gestrahlt und die Polarisation des re-
flektierten Lichtes, bisweilen in Al#ngigkeitaulRerer Parameter (z. B. Magnetfeld),
untersucht. Die vorgestellten Methoden lassen sich mit unterschiedlichen Ellipsome-
trieaufbauten realisieren, die gezeigten experimentellen Daten wurden dabei alle mit
einem statischen, photometrischen Ellipsonfeterfgezeichnet. Dieses zeichnet sich
durch sehr groR3e Signal-zu-Rausch-\#thisse aus. Eine Skizze des verwendeten
Kerr-Experiments ist in Abb7.1 zu sehen. Das einfallende Laser-Licht ist i. A. s-
polarisiert, obwohl auch Messungen mit p-polarisiertem Licbghch sind. Nach der
Reflexion mit dem Einfallswinkeat; wird der Polarisationszustand des Lichtes mittels
einesl/4-Plattchens (optional) und eines zweiten Polarisators (Analysator) bestimmt.
Die Intensitt des transmittierten Lichtes wird mittels einer Photodiode bestimmt. Der
Aufbau erniglicht sowohl Messungen an Luft als auch im Vakuum.

Sofern die MeR3gi3en, die beiden Kerr-Winkel, mehrere Grad betragen bzw. va-
riieren, kbnnen diese mittels Verdrehen von Analysator uid-Plattchen bestimmt
werden. Messungen ariidnen, magnetischen Schichten zeigen jedoch oft Winkel
(0,€) < 1 mrad. In diesem Fall bietet sich ein statisches Ellipsometer, wie in Alb.
dargestellt, an.

4Statisch, photometrisch bedeutet, daR die MéRgrdie Lichtintensitt ist und daR @hrend einer
Messung die optischen Komponenten des Aufbaus @amaert bleiben]01].
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Probe

A/4-Plattchen

Analysatol _ _
Qi Abbildung 7.1: Skizze des ver-
_ wendeten statischen Ellipsometers
Polarisato [117). Die Feldspulen, welche ein
. Feld in der Probenebene erzeugen,
Laser Photodiode g

sind nicht eingezeichnet.

7.3 Anisotropiebestimmung aus Hysteresekurven

Sind an der Wechselwirkung in einem System magnetischer Teilchen Multipolmomente
unterschiedlicher Ordnung beteiligt, so zeigt sich diesesaffelap.6 in der magne-
tischen Anisotropie des Systems. Der magneto-optische KéektEerlaubt es unter
gewissen Umsinden die Anisotropiekonstanten aus Hysteresekurven zu bestimmen.
Dieses gilt, wenn das zu untersuchende System eine uniaxiale magnetische Anisotro-
pie besitzt. Es existiert genau eine ausgezeichnete Richtung, so dal3 die Selbstenergie
des magnetischen Systems minimal wird, wenn die Magnetisierung parallel (oder anti-
parallel) zu dieser Achse, der sog. leichten Richtung, ausgerichtet ist. Weist die Ener-
gie als Funktion des Winkels der Magnetisierung neben dem globalen Minimum, der
leichten Richtung, noch weitere lokale Minima in anderen Richtungen auf, so muf3
gewahrleistet sein, daf3 die Lage in diesen lokalen Minima nicht stabil ist. Die Magneti-
sierung muR ohnauReres Feld parallel zur leichten Richtung ausgerichtet ssinlie

leichte Richtung senkrecht zur Einfallsebene orientiert, ergibt sicls-polarisiertes

Licht ein Kerr-Winkel®x = 0O rad. Lenkt man die Magnetisierung durch aunl3eres

Feld in der Probenebene und der Einfallsebene aus, so dreht die Magnetisierung um
den Winkely aus der leichten Richtung. Als Fol@adert sich der Kerr-Winkel des
reflektierten Lichtes und die gemessene Intétsidas System wird die Energie

E(p) = ) Gesintkp — poMsH sing (7.12)
K o
R Zeeman-Term
Anisotropie
minimieren, so dafd
E
8_(90) =0 (7.13)
Op

SDieses kann, fallsdtig, durch eirBias-Feld erreicht werden.
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zu setzen ist. & die Steigung der Hysteresekurve im Urspiugdt im Grenzwert
¢ — 0 und somit sirky — ke und cokp — 1 mit dp o df

N ,UoMé
H=0 22k ck?’

oM

oM Ms o0
oH

heo 6 OH

(7.14)

wennd die Kerr-Rotation bei paralleler Ausrichtung der Magnetisierung zum Feld ist.

Auf diese Weise kann nur die Summe der Anisotropid¢kpienten bestimmt wer-
den. Es ist damit nicht dyglich, die Beitdge von Multipolmomenten unterschiedli-
cher Ordnungen aus einer Messung zu bestimmen. DidliK@mten einzelner Ord-
nungen knnen jedoch mittels der Theorie aus K&perechnet werden. Es ist weiter-
hin bekannt, dal3 die Wechselwirkung der Momente der OrdhumgAbstandr mit
r~@+1) fallt. Folglich verhalten sich die Anisotropiebéitre unterschiedlicher Ordnun-
gen ebenso. Ist das zu untersuchende System eine Gitteranordnung streufeldgekoppel-
ter Teilchen, so erdglichen wiederholte Messungen mit variablem Gitterabstand die
Trennung der Beittge unterschiedlicher Ordnungen durch eine einfache polynomiale
Anpassung.

7.4 Anisotropieberechnung aus winkelabhngiger Sus-

zeptibilit at
Wahrend die Messung von Hysteresekurven
M den Zugrif auf die Anisotropiekonstanten
q ermoglicht, wenn eine magnetisch schwere
6/)) H, 0 Richtung existiert, kann mittels der Suszep-
£, o0 tibilitat die Anisotropiefiche E(¢o) wech-
&%.. be abor fex selwirkender, magnetischer Teilchen auf ei-

nem Gitter vermessen werdeilfj. Der
Azimutalwinkelyg bezieht sich dabei auf ei-
Abbildung 7.2: Feldgeometrie zum Sus- ne beliebige aber feste Richtung der Probe
zeptibilitatsexperiment. Der Winkepo  (vgl. Abb. 7.2). Um die Suszeptibildt zu
des FeIdesi-To bezieht sich auf eine be- messen, wird ein Feldﬂo in Richtung von
liebige aber feste Richtung. Das Modula- - angelegt. Die Einfallsebene des Lichtes
fionsfeld H, steht senkrecht adfound i so gevahlt, dafH, senkrecht auf dieser
lenkt die Magnetisierund/t um o aus. steht. &ttigt das Feld die Magnetisierung,
steht diese somit ebenfalls senkrecht auf der

®Es sei daran erinnert, daR ohne Feld kein Signal zu messen ist und die Hysteresekurve folglich durch
den Ursprung veduft.
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Einfallsebene, und es wirdif s-polarisiertes Licht kein magnetisches Signal gemessen.
Weicht die Lage der Magnetisierung von einer parallelen Ausrichtung um den Winkel

¢ ab, ist ein magneto-optisches Signal mel3bar und die Energie des Systems ergibt sich
zu

Eges= E(¢ + ¢0) — oM - H, (7.15)
wobei sie im Gleichgewicht minimal ist und
0E 0
2= = ——(E(p + o) — oM - Ho) = 0 (7.16)
dp  Op

gilt. Legt man nun senkrecht zd,, also in der Einfallsebene, ein Modulationsfeld

H, mit ||I—Tl|| < ||I—To|| an, so wird die Magnetisierung leicht ausgelenkir kleine
Modulationsfrequenzen, mit Zeitskalen d@nger als die Relaxationszeiten sind und
die Magnetisierung somit quasistatisch folgen kann, ist die Gesamtenergie weiterhin
minimal. Da die Winkeinderungen der Magnetisierung, hervorgerufen dtfchnur

klein sind und die Lage nur geriniggig von der parallelen Ausrichtung Hy abweicht,

kann Gl.7.16umformuliert werden zu

0 = ;(E(cp + o) — oM - (Ho + HL))
@

= %(E(cp + ¢0) — ol MIl - (IHoll cose + IH., l| sing))

= E'(¢ + o) + uolMIl - (IFoll sing — [IH..|| cosy)

E'(¢ + @o) + olMIl - (IHolle — I1HL1). (7.17)

Der Fall grol3er Winkel zwischeM undH, wird im nachsten Abschnitt behandelt. Das
Modulationsfeld erzeugt eine geringe Magnetisierungskomporinta der Einfall-
sebene, die sich mittels Lock-In-Technikl{] als Suszeptibilit y, detektierendft.
Die Suszeptibiliat ist mit||M|| = Ms und||H. || ersetzt durch GI7.17, nach||H, | auf-
gelost

Q

AM,
X1 =
AlH, |
3 Asing Ap 1
- MSAq NMSAQ = Ms S
[GA GH AIFL |
1 1
= ST S5 = S ;
LAIHLL 7 EA(IHollp + B
1
¥ Ms———F—- = x.(00) (7.18)
IHoll + E-eoly

H#oMs
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Die zweite Ableitung der Anisotropieenergie kann folglich aus der Suszejitttid-
rechnet werden 1
1 2 1 lIHoll

E”(¢o) = 'UOMS(XL o) Ms
Die Anisotropieenergiediche ergibt sich aus der zweifachen Integratiber GI1.7.19
Der lineare Termc o) der Integration mul’d wegen der Anschlu3bedingBg,) =
E(po + 271) verschwinden. Der konstante Term kann Null gesetzt werden, da dieser
keine WinkelabBngigkeit besitzt und somit keine Anisotropieb&ge liefert. An die
Anisotropieenergiefiche lassen sich die trigonometrischen Funktionenade@®i.6.1
anpassen und somit die Entwicklungskagenten bestimmen. Wieder ist es auf diese
Weise nicht naglich, die Beithge unterschiedlicher Multipolordnungen zu trennen.
Es mul3 analog zu Abschnit3 vorgegangen und die Gitterahatle zwischen den
magnetischen Teilchen variiert werden.

). (7.19)

7.4.1 Iterationsverfahren zur Anisotropieberechnung €ir grof3e
Anisotropieenergien

Fur den Fall einer beliebigen und zZachst unbekannten Anisotropieenergiefie kann
nicht davon ausgegangen werden, dald in einem beliebigen Wigkaie Magneti-
sierung parallel zWtH, liegt. Abweichungen werderiif groRe FeldeH, nur kleine
Korrekturen beitragen. Sollten die Abweichungen jedoch grol3 seirgraaek die not-
wendigen Korrekturen zu GT..19selbstkonsistent vorgenommen werden.

In nullter Naherung wird eine parallele Ausrichtung angenommen und die Aniso-
tropieenergieiche berechnet. Ist diese bekannt, &t sich die Lage der Magnetisie-
rung in erster lherung mittels einer Energieminimierung nach GL6 berechnen.
Der Winkel zwischen der Lage der Magnetisierung und der parallelen Ausrichtung zu
H, sei Aypo. Dabei istApy eine Funktion vony, (s. Abb. 7.3 (c)). Diese Rechnung
ist in jedem Fall erforderlich, um die Annahme einer parallelen AusrichtungMon
und Hy zu beshtigen oder zu widerlegen. Im Fall groBer Abweichungen wurde die
Energieféiche folglich nichtiir oo sonderniir ¢ + Apy berechnet. Transformiert man
den Datensatzgg,E” (¢0)) zU (po + Ago,E”(¢0)), kann die Anisotropieenergiétthe
neu berechnet werden. Das Ergebnis ist eine Anisotra@giedl, die weniger von der
tatsachlichen abweicht. Dieser Vorgang muld wiederholt werden, bis die Korrekturen
vernachéssigbar sind. Das Verfahren wird in Abb.3 demonstriert. Das senkrecht
angelegte Feld betgt in der Simulatior|Hy|| = 100 mT. Die Anisotropiefiche ist
als E(go) = 10%(sirf ¢o + 0.8 sirf 2¢) J/m® angenommen. Die Form der Anisotro-
pieflache, die in Abb7.3 (a) zu sehen ist, wurde dabei willklich gewahlt. Der Vor-
faktor von 13 J/m? ist in der Dipolwechselwirkung zweier Kreisscheiben aus Kobalt
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Abbildung 7.3: Simulation des Suszeptib#itsexperiments mit einer Anisotropi&(¢g) =
10%(sir? go + 0.8 sirf 2¢0) J/mS. Die simulierte Suszeptibikit als Funktion des Winkels ist in
(a) dargestellt. Die Anisotropieenergiafihe ist als Polarplot klein eindejt. Fir die Rech-
nung wurde ein Feld voifiHoll = 100 mT, einem ModulationsfelgH.|| = 20 uT und
,uOHMH = 1.72 T angenommen. Die ge&fd Gl.7.19 berechnete Anisotropie=g) und nach
einem lterationsschritt=&). Bereits nach sechs Schritteas] stimmt das Ergebnis mi(yg) ~
10%(1.1 - sir? ¢ + 0.7 sirf 2p) J/m® gut mit dem wahren Verlauf=) iberein b), obwohl der
Winkel Ago zwischenM und Ho, in (c) als Funktion vongo berechnet, bis zu 2betragt.

mit einer Hbhe und einem Radius von 5 nm in einem Abstand von 30 nmibegt.

Um die Anisotropie zu bestimmen, muf3 die Wechselwirkungsenergie durch ein Be-
zugsvolumen dividiert werden. Dieses Volumen wurde als Produkt aus quadratischem
Scheibenabstand unddHe der Struktur ge@ahlt. Damit ergibt sich eine Energiedichte
von der GbRenordnung ¥0J/m3. Die aus der simulierten SuszeptitilitAbb.7.3 (a)
berechnete Anisotropie in AbB.3 (b) weicht deutlich vom wahren Verlauf ab. Es sind
mehrere Iterationsschritte erforderlich, um den uispglichen Verlauf zu reproduzie-

ren. Nach sechs Iterationen ist niifpo) ~ 10%(1.1sirf ¢ + 0.7 sirf 2p) J/m? bereits

eine guteUbereinstimmung festzustellen. Es ist jedoch nicht zu erwarten, daR diese
Methode in diesem extremen Beispiel genauere Ergebnisse erzielen wird, da die Win-
kel zwischen angelegtem Feld und Magnetisierung bis Zibg&#agen (Abb7.3(c)).

Die Voraussetzung\ﬂ | I—TO) fur die Verwendung der Methode ist somit nicht mehr ge-
geben. lar sehr groRe Abweichungeniassen Korrekturen der Bestimmungsgleichung
fur die Energiefiche vorgenommen werden, welche dieauhtst unbekannte erste Ab-
leitung der Anisotropieenergi@ithe beinhalten. Die Iterationsschritte werden dadurch
deutlich aufwendiger. Dennoch zeigen die Ergebnisse in Alddal mittels der Ite-
ration aus Gl7.19selbst bei Winkelfehlern von fast 2@kzeptable Ergebnisse erzielt
werden knnen, obwohl bei der zugrundeliegenden Rechnung die Anisotropieenergie
mehr als 10% der Zeeman-Energie hgtr
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7.5 Berechnung derz-Komponente der Magnetisierung

Die Berechnung der Anisotropie und somit der Wechselwirkungsigstverschiede-

ner Multipolordnungen ist mit den Methoden aus den vorigen beiden Kapititich.
Beide setzen aber voraus, dal3 die wesentlichen magnetischen Eigenschaften der Probe
bekannt sind. Insbesondere mul3 gaweistet sein, dal’3 die Magnetisierung der Pro-
be durch die angelegten Felder gt werden kann. Dieses vereinfacht zum einen
die Rechnungen aus Kap.4, zum anderen ist es erforderlich, um die MelRwerte in
Sl-Einheiten umzurechnen. Ein Problem bei der Bestimmung dtig8ng tritt auf,
wenn ein Anisotropiebeitrag parallel zu Probennormalen wirkt und die Magnetisierung
einen Winkel zwischen®Qund 90 zur Reflexionsebene einnimmt. In diesem Fall ist es
notwendig den Winkel aus Hysteresekurven zu berechief [16. Die Messungen

und Rechnungen, die notwendig sind, um die Eisske del- und derz-Komponente

der Magnetisierung zu trennen, werden in diesem Abschnitt behandelt.

Weist die Magnetisierung einer Probe als Folge eines senkrechten Anisotropiebei-
trages eing-Komponente der Magnetisierung auf, so wird die maximale Rotation (El-
liptizitat) des reflektierten Lichtes davon beeinfluf3t. Da die senkrechte Magnetisierung
gemal’ den GIn7.4 mit dem Kosinus des Einfallswinkels eingeht, die Komponente in
der Ebene jedoch mit dem Sinugrgt das gemessene Signal vom Vorzeichen des Ein-
fallswinkels ab; die Rotation bei positivem Einfallswinke(a, ) unterscheidet sich von
derjenigen bei negativem Winkel(«_). Diese Abtangigkeit kann ausgenutzt werden,
um die Beitadge derz-Komponente zu trennei 5. Das Magnetfeld wird fest in Mel3-
richtung (-Richtung) angelegt. Die extremalen Feldwerte sind derart &lem, dafd
die Magnetisierung in dey-z-Ebene liegt; diex-Komponente verschwindetiF eine
zweite Messung wird der Laser mit dem Detektor aus Abbvertauscht. Damit wird
das Vorzeichen des Einfallswinkelsagalert. Die Trennung des symmetrischen Anteils
(Index S) einer Hysteresekurve, die Folge der oben&@mten Kosinusaldmgigkeit
und des antisymmetrischen Anteils (Ind&x aus der Sinusaldmgigkeit, erfolgt aus
den zwei Messungen der Rotation (Ellipt&it mit positiven und negativen Einfalls-
winkel nach

0, +6_
O =
S 2
o= Ot _ i (7.20)

und analog kann auch die Elliptiaitbestimmt werden. Diese Hysteresekurvénren

mit den Gleichungen aus Refl(q ausgewertet werden. Die Genauigkeit dieses Ver-
fahrens lngt im wesentlichen von der Genauigkeit des empirischen Voigt-Vektors ab.
Um die Genauigkeitifr dinne magnetische Schichten zudran, bietet es sich an, den
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Quotienterg auszuwerten, deiif die Elliptizitat als

L& S(VES/QS)
qe - 6__ —_— m (7-21)

definiert ist. Fir @ wird der Realteil verwendet. Der Quotient kann nichtigiek werden
und erfordert eine aufwendige Berechnung. Das Ergebni$isf [

w/K(A%—1)+C%+D
~ w/k (AfE+1)+ClE-D’

Oe (7.22)

Der komplexe Wert des Voigt-Vektors igt+ iw, SO dard = (k + iw)8y gilt, wennéy,
der Einheitsvektor in Richtung der MagnetisierungAsC, D sind Materialkonstanten,
definiert als

a d
A=r, C:i= D= . (7.23)

¢

b’

Die Grol3ena, b, c undd berechnen sich aus den optischen Konstanten zu
a = cosa(cosar)* (cosm‘R[(l — (N)AHNZ] — R[n¢(n)? cosm])

+cog o; R[N N2 cosa] (7.24)

b = sinai(cosm%[(l—(n?)z)nf(COSOJf)*]

+n¢n; (cos a; — R[cos af])) (7.25)
c = cosas(cosai)* (cosmii[(l — (N)AHN2] + J[n¢(n;)? cosm])

+cog a; I[N n2 cosas] (7.26)
d = -sinai(cosaiR[(1 - (nf)*)ny(coserr)’]

+nin; 3[cos’ a]) (7.27)

Der komplexe Einfallswinkel im Substrat; ergibt sich wieder aus dem Gesetz von
Snellius, und es ist

CoSas =y + 10 (7.28)
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mit
1 R[E| ([ )’ R[nf]
o \5(\(1 S a1 o)z f)Z) +(S'”2“‘mf—rf;>2] ( S f)z] )
(7.29)
L ORMY (. 9y R[n?]
0 = \é(\[l—smzaim) +(S|n2a’im] —( S|n2a’|( nn f)z) )
(7.30)

Der QuotientM,/My in Gl. 7.22 kann durch den Winkel der Magnetisieruagzur
Oberflche ersetzt werden. MM,/M, = tand, kann nach dem Winkel aufgidt wer-
den zu

3 w/k—-D 1+0
6, = arcta AojriC 1- qe). (7.31)
Gilt auBerdemw/«| < |C/A| und|w/k| < |D|, so istd, naherungsweise
D g+ d g+1
0, ~ arctar(E . 6 1) arcta r(c 6 1) (7.32)

In diese Approximation geht der Voigt-Vektor nicht ein. Sie ist exakt#, = 0° und

0, = 90°. Fur andere Winkeliihrt die Naherung zu Fehlern, derend@R®e vom Mate-
rialsystem abéngt. Fir Kobalt auf Kupfer betigt der maximale Fehlexd, = 3°, fur

0, = 435°. Mit dieser Methode kann somit einegaise Vektoranalyse der Magneti-
sierung vorgenommen werden (sofern die Beding@rg< ¢ < 1 erfullt ist). Die
Gleichungen, dieifr den Quotienten. hergeleitet wurden, lassen sich ebenfalisd,
berechnen. Das Ergebnis hat die gleiche mathematische Struktur mit andefgriKoe
entenA, B und D. Mit dieser Information ist die Messung der Anisotropie und somit
die Bestimmung der Multipolmomentedyglich.

Es ist jedoch problematisch, weline < ¥ < 1 als Voraussetzung zur Lineari-
sierung der allgemeinen Interiisgleichungen (GIr.7 und 7.8) nicht mehr gegeben
ist. Die vielfaltigen Besonderheiten, die unter diesen Bedingungen auftreten, werden
im folgenden Abschnitt diskutiert.

7.6 Besonderheiten des statischen Ellipsometers an Bei-
spielen

In den meisten &llen ist die linearisierte Intensgitsgleichung (Gl.7.10 eine gute
Naherung bei der Berechnung magneto-optischer Signale. BieeNng versagt je-
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doch, wenn die Bedingung e < 9 < 1 (Gl. 7.9 nicht mehr erillt ist. Dieses
kann aus verschiedenenifaiden der Fall sein. Zum einen kann der Analysatorwinkel
9 bewul3t klein gewhlt werden, um das Signal-zu-Rausch-\&this zu verbessern.
Das magneto-optische Signal ist in der linearisierten Intatsgjteichung (GI17.10
proportional zu?, wahrend die Gesamtinterdgitund somit auch das Rauschen, mit
| = losint® (Gl. 7.6) anrihernd proportional zum Quadrat venist. Das Signal-
Rausch-VerAltnis fallt daher mit 1. Zum anderen ist esglich, dal3 eine der beiden
Mel3gibl3en, Elliptiziht oder Rotation, bedeutendfger als die jeweils andere ist. Wird
die kleinere der beiden gemessen, wird sich der Einflu3 der zweiten als Folge der nicht-
linearen, allgemeinen Intendisgleichungen (GIZ.7 und GI.7.8) bemerkbar machen.
Leider lassen sich diese beiden Gleichungen i. A. nicht invertieren, womit die Lineari-
sierung der Intensitsgleichungen zur Auswertung praktisch notwendig ist. Es stellen
sich somit zwei Fragen. Kann man an der Form einer Hysteresekurve erkennen, daf3 die
Bedingung zur linearen Auswertung nicht mehr gegeben ist, und was ist in diesem Fall
Zu tun?

Die Verwendung der linearen Gleichung aufRerhalb ihrégl¢igkeitsbereichesihrt
durch den Prozel3 der Auswertung zu einer Verzerrung der Mel3signale. In diesem Ab-
schnitt werden zuichst die mglichen Ursacheriir Nichtlinearititen getrennt vonein-
ander und dann in ihrddberlagerung untersucht. Die Nichtlineati&n werdenifr vier
unterschiedliche MelRaufbauten berechnet und mit simulierten und realen Messungen
verglichen. Im Anschluf® wird gezeigt, daf} diese vier u@gagigen Messungen dazu
dienen bnnen, die Verzerrungen iterativ zu korrigieren. Zu diesem Zweck wird ein
Algorithmus vorgeschlagen, dessen Funktionsweise an eiri8i-Peobe demonstriert
wird und der es mit vier unaldmgigen Messungen edglicht, auch stark verzerrte
Hysteresekurven auszuwerten.

7.6.1 Kerr-Messungen bei gleicher Gb3enordnung von Elliptizitat
und Analysatorwinkel (e < ¢ und 6 = 0)

Fur den Fall, daf3 die Elliptizit von gleicher GiRenordnung (aber kleiner) als der Ana-
lysatorwinkel# ist, ist eine Linearisierung der Interdisgleichungen nicht zagsig.

Fur gro3e Kerr-Winkel kann die Sinusfunktion aus @b als lineare Verstrkerkurve
angesehen werdeniiFgrol3e Winkel macht sich jedoch der parabolische Charakter
der Intensifit als Funktion des Analysatorwinkels bemerkbar. Die gleiche Problematik
gilt analog fir die Rotation{ < 9 unde = 0). Wird die Hysteresekurve dennoch mit
Gl. 7.10 ausgewertet, so erscheint die Hysteresekurve verzerrt. Kleinere |atensit
werden unterdrckt, wahrend golRere hervorgehoben werden. Die resultierende Ver-
zerrung ist, aul3er bei rechteckigen Hysteresekurven, immer zu beobachtef.4bb.
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Abbildung 7.4: Der erste Quadrant experimenteller Dateh€iner Hysteresekurve, welche
mit dem Aufbau aus Abb7.1 (mit 1/4-Plattchen) aufgenommen wurde. Die Probe ist eine
24 ML dicke Kobaltschicht auf einem Kupfer (1 1 13) Einkristall. Die Kurve in magnetisch
schwerer Richtung zeigt eine feldgetriebene Spinreorientierlihd.[Die ungesbrte Kurve ist
als== gezeigt, durch den Ursprung verlaufend, wie es von der Thearidid¢ Hysteresekurve in
schwerer Richtung erwartet wird. Von dieser Kurve ausgehend lassen sich die Nichtiegarit
der Optik simulieren. Das Ergebnis ist eine zweite Kukve @), die gut mit dem Experiment
tibereinstimmt.

zeigt ein Beispiel. Es handelt sich um eine Messung an 24 Monolagen (ML) Kobalt auf
einem Kupfer (11 13) Einkristall, die mit der linearisierten Gleichung (GLO aus-
gewertet wurde. Die Elliptizitt dieser Messung béit etwae ~ 530 urad und damit
etwa 10% des Analysatorwinkels veh= 6.28 mrad. Eine Verzerrung der Kurve ist

zu beobachten; obwohl es sich um eine magnetisch schwere Richtung handalift verl
die Kurve nicht durch den Koordinatenursprung, der durch die Theorie definiert ist als
H = 0 mT und €max + €min) = O rad.

7.6.2 Der Einflul3 einer grofl3en Rotation auf die Messung der El-
liptizit at (e < P und 6 < )

Wenn die Elliptizitit gemessen werden soll, wobei die Rotation nur geligigfklei-
ner als der Analysatorwinkel ist, so zeigt die Hysteresekurve nach der Auswertung
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mit der linearisierten GI7.10 Verzerrungen, die auf eine Mischung von Elliptiit

und Rotation zuickzufihren sind. Die Elliptiziat in Sattigung wird unterscitzt. In

Abb. 7.5 zeigt eine Simulation, bei der optische Elemente des MeRaufbaudiitarM
Formalismus J01] beschrieben werden, einddberschwinger nahe der Koerzitiv-
feldstrke. Rir diese Feldwertébersteigt die Elliptizé&it vom Betrage her denjenigen
Wert, der in &ttigung angenommen wird. Je geringer der Unterschied zwischen Kerr-
Rotation und Analysatorwinkel destoafer ist detUberschwinger. Die Verzerrung
wie auch derfUberschwinger treten unafihgig vom Vorzeichen von Elliptizit und
Rotation.

Bemerkenswert ist, dal? die Verzerrung in ABb5 leicht mit einer Verschie-
bung der Hysteresekurve hiedich der Abszisse verwechselt werden kann, die dann
moglicherweise als Einflul3 ein&sas-Feldes mil3interpretiert wird. Auchif e <« 6 <
9 wird eine Verzerrungaquivalent zu derjenigen aus Kap6.1, gefunden.

60 | — — Eingabedaten Abbildung 7.5: Simulation der

Kerr-Elliptizitat. Die Elliptizitat

(—) als Funktion des ange-
legten Feldes und die Rotati-
on (nicht dargestellt) besitzen
die gleiche Symmetrie; die letz-
tere ist aber deutlich gfier

(800 urad) und von entgegen-
gesetztem Vorzeichen. Die Si-
mulation der Messung und die
anschlieRende Auswertung der
simulierten Daten mit GI7.10

-4 -2 0 2 4 zeigt die Nichtlineariten (- - -)
poH [mT] auf.

— — — Simulation

e[prad]

7.6.3 AllgemeineUberlegungen zu Verzerrungen von Hysterese-
kurven

Bei Untersuchungen von neuen Materialien oder Materialkombinationen mit unbe-
kannten magnetischen Eigenschaften ist die Elligtizind Rotation in &ttigung
zurachst unbekannt, was zu Problemehren kann, wenn sich die GBenordnung die-

ser beiden stark unterscheiden. Otar hinaus kann es vorkommen, dal3 das magneto-
optische Signal Bei&ge beinhaltet, die ihren Ursprung in einer senkrechten Kompo-
nente der Magnetisierung haben (vgl. K&m®). Die Folgen dieser senkrechten Ma-
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Abbildung  7.6: Kerr-
Elliptizitat einer 76 nm dicken
- 100 Eisenschicht —auf  Silizium
(001). Die Schicht wurde mit
60 keV Argonionen mit einer
- 10 -5 0 5 10 Dichte von 1841 beschossen
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gnetisierungskomponente werderasy diskutiert. Eine Messung, bei der alle bisher
genannten Hekte auftreten, ist in Abb7.6 zu sehen. Bei der Probe handelt es sich
um eine 76 nm dicke Eisenschicht die mittels Elektronenstrahlverdampfen auf einen
Si(0 0 1)-Wafer aufgebracht wurde.ahrend eiraul3eres Magnetfeld in der Ebene an-
gelegt wurde, ist die Obe#the mit 60 keV Argonionen beschossen worden. Die Be-
strahlungsdichte betrug ca.lfg:—;. Die Hysteresekurve in Ab@.6erscheint irregur.
Auf den ersten Blick scheint diese Messung keine sinnvolle Auskiogt das magne-
tische Verhalten der Probe zuzulassen.

Wie im Folgenden gezeigt wird, kann das Verhalten der Probe mit wenigen An-
nahmen erkdrt werden. Um die genauen Vé@ngge aufzuzeigen sind jedoch weitere
Messungen erforderlich.

7.6.4 Interpretation der Messung an F¢Si(001)

Um das magnetische Verhalten der Probe aus Alfiiverstehen zudnnen, ist es er-
forderlich den symmetrischen und den antisymmetrischen Teil der Hysteresekurve zu
trennen. Zu diesem Zweck werden Laser und Detektor in einer weiteren Messung ver-
tauscht. Wenn die Bedingurfje < ¢ < 1 erfullt ist, erlaubt diese Methode direkt

die Beittage einez-Komponente der Magnetisierung zu erfassgrt], sowohl fur die
Rotation als auchiir die Elliptizitat. Die Verzerrungen (wie z. B. in Abl@.4) haben

ihren Ursprung in den optischen Komponenten und in der Analysemethode und sind so-
mit unablangig vom Einfallswinkel. Als Konsequenz verschwinden die nichtlinearen
Fehler fast vollsindig in der Diferenz aus zwei Messungen mit entgegengesetztem
Einfallswinkel. Die Form der zugrundeliegenden Hysteresekurve wird mit nur gerin-
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Abbildung 7.7: Simulation von Messungen in gespiegelter Geometrie. Der Einfallswinkel
ist +a in (a), —« in (b). Die angenommene Elliptit ist 2000urad (beid = 6.28 mrad).

In beiden Rllen @), (b) ist die Elliptizitat nach der Simulation der optischen Elemente und
Auswertung der Daten mit GI..10geringfigig kleiner als der Eingabewert. Die Hysteresekurve
wird verzerrt. In €) reproduziert die halbe Berenz ausd) und @) die urspiingliche Form der
Ausgangsdaten. Ird§, der halben Summe der Daten aa} (nd (), finden sich sehr starke
Verzerrungen.

gen Fehlern reproduziert. Im Gegensatz dazu finden sich im symmetrischen Signal, der
Summe der beiden Messungen, praktisch alle Verzerrungen. Ein Beispiéir gt

die Simulation in Abbz7.7. Die Messungen mit positivem und negativem Einfallswin-

kel fur die Rotation und die Elliptizétt der F¢Si(001) Probe sind in Abl¥.8 (a) und

(b) gezeigt. Die antisymmetrische Kurve zeigt eine Rotation von 1#2@d. Die El-
liptizitat von ca. 15Qrrad betagt nur etwa ein Achtel der Rotation (Abb.8 (c) und

(d)). Die verzerrungsfreien antisymmetrischen Komponenten in Rotation und Ellipti-
zitat weisen, bis auf eine Spiegelung, die gleiche Form @ufn( Abb. 7.8 (c) und €*

in Abb. 7.8 (d)). Es ist daher anzunehmen, daf} dieses die wahre Form der Hysterese-
kurve ist, welche das magnetische Verhalten der Probe in der Probenebene zeigt. Eine
zusatzlichez-Komponente der Magnetisierungave im symmetrische Teil zu finden.

Der Vergleich von Abb7.7(d) undé® in Abb. 7.8(c) zeigt, daR dieser Teil praktisch nur

aus Artefakten der linearisierten Analyse besteht. Beide Kurven weisepSshenet-
terlingsform” auf. Die Elliptizitt zeigt ein anderes Verhalten. In einer Feldrichtung ist
ein Uberschwinger zu beobachten (Abb8 (d)). Die symmetrische Komponente der
Elliptizitat ist deutlich gol3er als die antisymmetrische.
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Abbildung 7.8: Kerr-Messungen an der Eisenprobe aus AhB.(a), (b) sowie die berech-
neten symmetrischen und antisymmetrischen Komponegjeid]. In (a) ist die Rotationd
aufgetragen; zum einen mit dem Einfallswinkei (s. Abb.7.1) und zum anderen in gespiegel-
ter Geometrie{a); d. h. die Position von Laser und Detektor sind vertauschtb)rsind die
analogen Messungen za)( jedoch miti1/4-Plattchen, vorgenommen und somit die Elliptit
gemessen worden. Die Graphen gnd d) zeigen die berechneten symmetrischen (Index S)
und antisymmetrischen (Index A) Komponenté,= %<2« ynd¢* = %= in (c), und
analog fir e in (d).

Diese optischen und magnetischen Eigenschaften lassen sich direkt aus den vier
gemessenen Hysteresekurven herleiten, ohne daf3 Annahitignmaren. Dennoch
lassen sich die Hysteresekurven aus AbBmittels Simulationen nicht exakt reprodu-
zieren. Drei weitere Annahmen, motiviert durch die Form der KurvengvamdeS in
Abb. 7.8, sind erforderlich, um eine gutdbereinstimmung zwischen Simulation und
Messung zu erreichen.

e Eine von Null verschiedeneKomponente der Magnetisierung liegt &dklich
vor. Dieses knnte die irreguire Form der Elliptizit in Fig.7.8(b) erklaren.

e Die symmetrische Komponente der Kerr-Rotation ist klein im Vergleich zur
antisymmetrischen. Im Gegensatz dazu sollen die symmetrische und antisym-
metrische Komponente der Elliptiait von gleicher GiRenordnung sein. Bei-
de Annahmen begnden sich in den Intengitsvertaltnissen im Experiment
(Fig. 7.8). Der Winkel der Magnetisierung, der zzKomponenteiihrt, soll kon-
stant sein. Dann ist die Form der symmetrischen und antisymmetrischen Kompo-
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nente gleich.

e Wahrend des Ummagnetisierungsvorgangs tritt eiratalishes Signal in der
symmetrischen Komponente auf, die anzeigt, daf} die Ummagnetisiéherg
eine senkrechte Magnetisierung vollzogen wird. In diesem Fall gibt es Abwei-
chungen von der Annahme, di&Kkomponente der Magnetisierung sei konstant.

In Simulationen, welche die oben genannten Annahmeiidisichtigen, wird eine
deutlicheUbereinstimmung mit den experimentellen Kurven aus AbB.gefunden.
Um die wahre Form der Hysteresekurven zu erhaltdissan Hysteresekurven an die
MeRRdaten angepaldt werden. Dieses geschieht mittels eines iterativen Algorithmus, ba-
sierend auf einer nichtlinearen Optimierung nach den kleinsten Fehlerquadragen |
Der Algorithmus sucht diejenigen Kurven, also Ellipt&#iund Rotation als Funktion
des angelegten Feldes, welche nach der Simulation des optischen Aufbaus und Auswer-
tung mit GI.7.10die Kurven in Abb.7.8 (a) und () reproduzieren. Entsprechend der
drei obigen Annahmen, sind die symmetrische und antisymmetrische Kerr-Elfiptizit
(Abb. 7.8(d)) gute Ausgangswertéif den iterativen Prozel3. Die Anpassung erfolgt an
die Mel3daten, also an Interéien. Die gemessene Inteidsitangt gemal3 den GIn7.7
und 7.8 von der eingestrahlten Interditly ab. Da die vier Messungen aus Abb8
nicht gleichzeitig durchgé&hrt wurden, unterscheiden sich die Inteatghl,. Eine gu-
te Sclatzung dieser Intensgiten ist erforderlich, da nichtlineare iterative Algorithmen
divergieren oder schwingerdknen, wenn die Anfangswerte stark von den wahren Wer-
ten abweichen. Die Annahme, dal3 die symmetrischen bzw. antisymmetrischen Kurven
jeweils die gleiche Form haben, ist leicht zuidién: Es werden Skalenfaktoren ein-
gefuhrt, die den Faktor zwischen symmetrischer bzw. antisymmetrischer Rotation und
Elliptizitat angeben. Die Startwerte der Skalenfaktoren werden zu G-&mgwahlt,
motiviert durch die Kurven in Abbz.8.

Zunachst verbessert der Algorithmus jeden Punkt der Hysteresekurven. Im
nachsten Schritt werden die eben besprochenen Skalenfaktoren sowie diedtgansit
lo neu berechnet. Diese Schritte werden wiederholt bis die Rechnung konvergiert. Da
der Algorithmus den Fehler aller Punkte der Hysteresekurve @majidp voneinander
verbessert, mul3 das Ergebnis weder kontinuierlich noch symmetriséigliobzder
mittleren Intensit sein.

Der berechnete Skalenfaktairfdie antisymmetrische Elliptizit und Rotation ist
—6.75, fur die symmetrischen Kurven0.13. Die simulierte Hysteresekurvérfe,,,
nach der Auswertung mit GF.10 wird in Abb. 7.9 mit der gemessenen Kurve vergli-
chen. Die Abweichungen zwischen Anpassung und Messung der weiteren Kurven aus
Fig. 7.8 (a) und () ist derart klein, dal3 diese nicht gezeigt werden.
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Die Anpassung liefert die eigentliche, nicht gemischte Kerr-Rotation und Ellipti-
zitat. In Abb.7.10sind diese mit den Mel3daten, welche mit GlLOausgewertet wur-
den, verglichen. Dieser Vergleich zeigt nur geringe Unterschiede zwischen der gemes-
senen, linear ausgewerteten und angepal3ten symmetrischen Kurv& (Kiib)). Im
Gegensatz dazu sind starke Unterschigtedfe antisymmetrischen Kurven zu beob-
achten. Die Abweichungen treten insbesondere im Bereich der Ummagnetisierung auf
(Abb. 7.10(a)). Der angepalite Datensatr den symmetrischen Teil der Elliptiait
erscheint jedoch immer noch irregnl Die grol3e Amplitude zeigt aber, daf? &tslich
M, # 0 insbesondere &hrend des Ummagnetisierungsvorganges gilt. Wird angenom-
men, dafl} sich die Magnetisierung in einer Ebene dreht, die einen festen Winkel zur
Probenoberéiche hat und nur Abweichungeraiwend des Ummagnetisierens auftre-
ten, so sollte die symmetrische und die antisymmetrische Hysteresekurve die gleiche
Form aufweisen. Um die za&liche zKomponente durch den Ummagnetisierungs-
prozeld zu separieren, wird deshalb eine Hysteresekurve mit der Form analog zu der-
jenigen aus Abb7.10 (b) subtrahiert. Der Subtrahend wird derart skaliert, dal3 das
Ergebnis eine iidglichst hohe Symmetrie aufweist. Nachdem diese Kurve subtrahiert
wurde, verbleibt derjenige Teil, der seinen Ursprung in deétalishenz-Komponente
der Magnetisierung beim Ummagnetisieren hat. Diese Kurve zeigt zwei deutliche Aus-
schihge wahrend der Ummagnetisierung, welche aber das gleiche Vorzeichen aufweli-
sen (Abb.7.11). Die zzKomponente zeigt somitif beide Ummagnetisierungsvémge
in die gleiche Richtung. Diese®knte die Ursache in einem kleinen Restfeld oder einer
Feldinhomogenit am Ort der Probe haben. Eine zweitefflligkeit ist das deutlich
negative Signalifr H = 0 mT. Dieses ist korreliert mit der gBten Abweichung zwi-
schen den beiden Kurven in Abh9. Derartige Fehler treten auf, wenn die Messungen
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Abbildung 7.10: Vergleich der symmetrischem)(und antisymmetrischerb) Komponente
der Elliptizitat: aus den Messungen und mit Gl10ausgewertet (- - -); iterativ angepaldt (—)
unter Verwendung der G¥.8 und GI.7.7. Die antisymmetrischen Kurven zeigen nur geringe
Unterschiede, @whrend der symmetrische Teil starke Korrekturen erfordert.

nicht gleichzeitig durchgéhrt werden. Eine geringe Verschiebung entlang der Abszis-
se ihrt insbesondere an steilen Flanken zu grof3en Fehlern. Der genannte Fefiier geh
ebenfalls zu einer ansteigenden Flanke in AbB.

Mit all den hier diskutierten Informationen kann prinzipiell das magnetische und
magneto-optische Verhalten der Eisenprobe beschrieben werden. Das Ummagneti-
sierungsverhalten sowie Elliptiat und Rotation in &ttigung lonnen erfal3t werden.

Die Probe weist eine antisymmetrische Kerr-Rotation auf, die deutliéRegrals

die antisymmetrische Kerr-Elliptizit ist. Eine zKomponente der Magnetisierung

ist vorhanden. Die daraus resultierende symmetrische Rotation ist jedoch sehr klein,
wahrend die symmetrische Elliptiaitebenso grold wie die antisymmetrische ist. Die
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.40 Abbildung 7.11: Der symme-
trische Anteil der angepalf3ten
- 60 Elliptizitat, wenn eine Hystere-
sekurve mit der Form des an-
- 10 - 0 5 10 tisymmetrischen Signals subtra-

hiert wird.
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symmetrische Elliptizit zeigt daiiber hinausJbertbhungen vithrend der Ummagne-
tisierung. Aus diesem Verhalten kann auf eine Ummagnetisidibegeine senkrechte
Magnetisierung geschlossen werden.

Der in diesem Abschnitt vorgestellté@sungsweg erfordert Annahmen, die sehr all-
gemein formuliert wurden, so dal} érrfeine Vielzahl von Problemen anwendbar ist.
Die Magnetisierung sollte jedoch@jstenteils in der Ebene liegen. Ebenso ist es vor-
teilhaft, wenn die Formen der symmetrischen und antisymmetrischen Hysteresekurven
nicht allzusehr voneinander abweichen. Bei starken Unterschieden ist zu erwarten, daf3
der iterative Algorithmus versagt. Dieses wird definitiv geschehen, wenn es ausschliel3-
lich einez-Komponente der Magnetisierung gibt.

Des weiteren ist die Berechnung der Ellip@iund Rotation nur kglich, wenn
alle vier Messungen aus AbfB.8 zur Verfugung stehen. i in-situ Messungen im
Vakuum ist, als Folge von doppelbrechenden Fensterny girPlattchen unvermeid-
lich. Es kann also nur die Elliptizt, mit einer Beimischung der Rotation, gemessen
werden. Dennoch erlauben zwei Messungen in gespiegelter Geometrie zumindest die
unverzerrte Elliptiziit zu bestimmen. Ein #kschlul3 auf eing-Komponente der
Magnetisierung ist auf diese Weise jedoch nicliighch.

Es konnte in diesem Abschnitt gezeigt werden, dal® die magnetische Information
in Hysteresekurven, bei denen sich Ellipiiund Rotation stark mischen, dennoch
zuganglich ist. Des weiteren kann die Nichtlineatitles Analysators in Kauf genom-
men werden, um das Signal-Rausch-\&tis zu verbessern.
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Zusammenfassung und Ausblick

Um ein umfassendes theoretisches \@rdhis der Streufelder und der Streufeld-
wechselwirkung polarisierter (magnetischer) Nanostrukturen zu erhalten, die z. B. in
der Halbleiterphysik oder der Quantenoptik von Bedeutung sind, wurden in dieser
Arbeit Teilchen der unterschiedlichsten Formen und Magnetisierungsrichtungen auf
periodischen und quasiperiodischen Gittern unterschiedlicher Symmetrie untersucht.
Als Beispiel wurden Systeme, die experimentell in der Grundlagenforschung rele-
vant oder zumindest mit bekannten Technikeniberptifen sind, untersucht. Die
Ergebnisse sind aber skalierbar. Dazahlen Magneto-Transport im periodischen
Potential, atom-optische Elemente (Quantenoptik), strukturierte Speichermedien
und Molekiladsorbate. Drei wesentliche Aspekte wurden bearbeitet: Streufelder
polarisierter Teilchen, angeordnet auf periodischen Gittern, Ordnuagepiene
durch Streufeldwechselwirkung und streufeldinduzierte Anisotropie in periodischen
und quasiperiodischen Gitteranordnungen.

Zunachst wurde das Streufeld polarisierter eindimensionaler und zweidimensio-
naler Gitter untersucht. Mittels klassischer Potentialtheorie sowie Fourier-Methoden
sind die geh#uchlichsten, d.h. vergleichsweise einfach herzustellenden Gitter, syste-
matisch untersucht worden. Hierzu geén unter anderem das Rechteck-, das zentrier-
te Rechteck-, das Dreieck- und, als Symmetrieunterklasse, das Honigwabengitter. Aus
den Rechnungen folgen allgemeine Aussageer Symmetrien, Strukturen und Struk-
turgrofRen regelralRig angeordneter magnetischer Teilchen. Das Ziel bei der Herstel-
lung polarisierter Nanostrukturen igblicherweise eine dyglichst grofl3e Feldmodula-
tion in einem festen Abstand. Werden Strukturperioden und Strukturdicken angestrebt,
die kleiner sind als der Abstand, in dem die Modulation erzeugt werden soll, so wird
nur das Fernfeld des magnetischen Gitters genutzt, das exponentiell mit dem Abstand
fallt. In den meisten &llen ist die Feldkomponente senkrecht zur Ebene des Gitters
ausschlaggebend. Wenn die polarisierten Strukturen hinreichend dick sind, erzeugt eine
senkrechte Polarisation meist das(@ere Feld. Ist die Dicke zu gering, kompensieren
sich die Felder von Vorder- undiRkseite der magnetischen Struktur. Ein Vergleich
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von einfachem und zentriertem Gitter, die beide lithographisch herstellbar sind, ergibt,
dald das zentrierte Gitter stet®fere Modulationen erzeugt. Ddper hinaus ist die op-
timale Strukturgdl3e der magnetischen Teilchen im einfachen Gitter von dem Abstand,
in dem die Modulation optimiert werden soll, abigig. Im Gegensatz dazu liefert das
zentrierte Gitter immer bei halber &theniillung, dem Schachbrettmuster, optimale
Ergebnisse.

Auf sehr kleinen langenskalen wird in naher Zukunft die Strukturierung durch
Selbstorganisation stattfinden. Aus diesem Grund sind ebenfalls Gitter méhlrger
Symmetrie untersucht worden. Von besonderer Bedeutung sind dabei das einfach
dreizhlige und das Honigwabengitter. Beide Gitter lassen sich durch Selbstorgani-
sation, Diblock-Kopolymere odemano sphere lithographyherstellen und erzeugen
im optimalen Fall nahezu identische Feldmodulatione@hvgnd aber das Honigwa-
bengitter die maximale Struktu@Be erfordert, ist die ideale GBe fir das einfache
Dreieckagitter, wie beim einfachen Rechteckgitter vom Abstanéafiy. Da Mizellen
aus Diblock-Kopolymeren eine Kontrolle desaEhenilllfaktors zulassen, wird in na-
her Zukunft eine experimentelle Umsetzung der theoretischen Ergebnisse dieser Arbeit
moglich sein.

Die Fourier-Entwicklung kann auf unregeifdige Strukturen ausgeweitet werden,
um z. B. Kantenrauhigkeiten oder uneinheitliche Dicken Tnopfenformen* zu er-
fassen. Die Ergebnisse mikromagnetischer Rechnungendn dazu dienen, die ma-
gnetische Ladungsverteilung inhomogen magnetisierter Teilchen zu bestimmen. Alle
Verteilungen, die eine Spiegelsymmetrie aufweis@mrien mit den Theorien der vor-
liegenden Arbeit behandelt werden.

Eine wesentliche Aufgabe bestand darin, optimale Geometiiereihe maxi-
male Feldmodulation zu finden. In diesem Zusammenhang kann eirdé¢zirclse
weichmagnetische Schicht, den Flu3 magnetischer Struktureinckfiihren (das
Prinzip der Spiegelladungen) und so die Feldmodulation in einer Ebene zwischen
der weichmagnetischen Schicht und den magnetischen StrukturéneerhUm den
quantitativen Einfluld zu bestimmen, sind ebenfalls mikromagnetische Rechnungen
erforderlich.

Zusatzlich zu der Berechnung der optimalen Geometiiegin maximales Streu-
feld wurde die Streufeldwechselwirkung der Strukturen behandalteife grol3e geo-
metrische Klasse polarisierterdiper konnte eine Methode zur analytischen Berech-
nung der Multipolmomente entwickelt werden. In vieledlEn sind Vorhersageiber
die Multipolmomente, basierend auf der Teilchensymmetriéglioh. In der vorlie-
genden Arbeit konnte gezeigt werden, daR $sehr hohe Strukturdichten, also gerin-
ge Teilchenabginde, mehr als nur die Dipoldtherung der Multipolentwicklung zu
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bericksichtigen ist und dal? diesheren Ordnungen merkliche Béigge zur magneto-
statischen Wechselwirkung liefern. Diese aizdiche Wechselwirkungsenergie gab den
Anlal3 Ordnungspimomene und Anisotropie, die ihren Ursprung in Multipolmomenten
haben, zu berechnen. Dabei begetken sich die Ordnungsghomene fast ausschliel3-

lich auf axiale Multipole. Die Vielzahl der Kombinationen un@égiichen Symmetrien

fur Multipole hoher Ordnung macht eine systematische Behandlung aller Kombina-
tionen nahezu uniaglich. Im Gegensatz dazu hat aber z. B. der Vergleich von axia-
len und planaren Quadrupolen gezeigt, dafl? die rotationssymmetrischen Multipole den
Charakter der Wechselwirkung der entsprechenden Ordnung hinreichend beschreiben.
Um die Ordnungspiinomene zu berechnen, wurde ein Monte Carlo-Programm ent-
wickelt, mit dem sich prinzipiell beliebige Multipolwechselwirkungen auf beliebigen
Gittern berechnen lassen. In dieser Arbeit befcken sich die Rechnungen lglich

der Ordnungspinomene jedoch auf das zweidimensionale Quadrat- und das Dreieck-
gitter. Beide Systeme spielen eine grof3e Rolle in der Gidr@inphysik und -chemie

von Adsorbaten, sowie der Selbstorganisation von z. B. geladenen oder polarisierten
elliptischen Teilchen, Mizellen oder Kolloiden.

Fur die Momente bis zum Oktopolmoment konnteilhiere Monte Carlo- sowie
Mean Field-Rechnungen bedtigt und ergnzt werden. So konntefirf quadrupolare
Systeme auf einem Dreieckgitter Damenvéande vorhergesagt werden, die aus tech-
nischen Gianden in den fiheren Rechnungen nicht gefunden werden konnten. Die
systematische Untersuchung axialer Multipole erlaubt dabei allgemeine Vorhersagen
Uber die Ordnung im Grundzustand. Axiale Multipole ungerader Ordnung bilden auf
beiden Gittertypen Ketten, die auf dem Dreieckgitter parallel auf dem Quadratgitter an-
tiparallel verlaufen. In beidendHen bilden sich Doranen mit langreichweitiger Ord-
nung aus. Genau diese langreichweitige Ordnung wird in Systemen streufeldgekoppel-
ter, magnetischer Teilchen gefunden. Je nachdem ob es sich um eine quasi ferroma-
gnetische oder quasi antiferromagnetische Ordnung handelt, wird diese jedoch als Su-
perferromagnetismus bzw. Superantiferromagnetismus bezeichnet. Die Ursache dieser
Ordnungsphnomene ist noch nicht voléstdig gekart. Der Einflu3 von Oktopolmo-
menten als Folge der endlichen Ausdehnung der Teilchen bietet einen theoretischen
Ansatz. Auch kann aufgrund der Ausrichtung von Coman in bezug auf die Achsen
des Gitters, auf dem die Momente angeordnet sind, auf eine Anisotropie geschlossen
werden. Momente gerader Ordnung zeigen auf dem Quadratgitter Rechteckmuster, wo-
bei die Winkel zum Gitter mit der Ordnung variieren. Auf dem Quadratgitter finden sich
»Fischgatenmuster*, wobei der Winkel in der Struktur von der Ordnungaaigh Alle
Ordnungen liegen in der Ebene. Die einzige Ausnahme ist der Quadrupol auf dem Drei-
eckgitter, der vomFischgatenmuster* abweicht und eip@/indradkonfiguration®, die
eine Vielzahl von Doranen zuhl3t, zeigt. Bei genauer Betrachtung der Symmetrie ist
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aber die enge Verwandtschaft von ‘Windradkonfiguration* ykrtéschgatenmuster

zu erkennen. Grundszlich wird die Nachste-Nachbar-Wechselwirkung mit steigen-
der Multipolordnung immer bedeutender, und mehrédoige Zusinde, die energetisch
nahe am Grundzustand liegen, verschwinden. Mittels der durghdgeh Rechnungen
konnten mehrere experimentelle Befunde &gt werden, darunter die quadrupolare
Ordnung von H-Molekilladsorbaten sowie die oktagonale Ordnung von Kompalf3na-
delmodellen. Andere Arbeiten, welche die beobachteten Ordnuéageptene auf ein-
zelne Multipolordnungen zickgefihrt hatten, konnten widerlegt werden.

Die Vielzahl von Anordnungen und Winkeln, die bereits Multipolmomente
bis zum Oktopolmoment zu beobachten sind, lassefiehp daR man derartige
Ordnungsphnomene nutzen kann, um Selbstorganisationsprozesse zu litatarst
oder gar erst zu erzwingen.

In Zukunft gilt es, den Monte Carlo-Algorithmus zu optimieren, um die Ord-
nungspnomene gezielt zu untersuchen. Interessant sind hierbei insbesondere
Phaseilbergainge. So lieRe sich mittels Monte Carlo-Rechnungen der Einflul3 ver-
schiedener Multipolkomponenten auf kritischeaRbmene in Systemen untersuchen,
die z. B. als Speichermedien in Frage kommen.afzlech zu der Vielzahl an Variati-
onsnoglichkeiten und Fragestellungen in zwei Dimensionen, verbleilttsarhinaus
der Bereich dreidimensionaler Gitter.

Neben Ordnungdiekten macht sich die Wechselwirkung verschiedener Multipol-
momente in streufeldgekoppelten Systemen auch durch eine Anisotropie bemerkbar.
Die Wechselwirkungsenergie einer koknten Ausrichtung der Multipole ist adotgig
vom Winkel der Ausrichtung, der Ordnung der Multipole und der Symmetrie des Git-
ters, auf dem die Multipole angeordnet sind. Diese Anisotropie sollte, zuatgpsig
der theoretischen Ergebnisse, leicht mel3bar sein. Aus diesem Grund Wuedéale
Multipole die Anisotropie systematischirf Gitter unterschiedlicher Symmetrie unter-
sucht. Es wurde numerisch gezeigt, daf3 Multipolmomente nur eine Anisotropie zulas-
sen, deren Symmetrie kleiner oder gleich der Ordnung des Momentes ist. Die Entwick-
lungsterme der Anisotropie lassen sich dabei nach Drehsymmetrien klassifizieren. Es
sind nur diejenigen von Null verschieden, die ein Vielfaches der Anaghivalenter
Spiegelachsen des zugrundeliegenden Gitters sind.

Um die multipolinduzierte Anisotropie zu vermessen, wurden dighthkeiten,
welche der magneto-optische Kerfiékt bietet, untersucht. Die Anisotropi&(dt sich
sowohl mittels Hysteresekurven als auch durch Suszepdifsititessungen bestimmen.
Bekannte Verfahren wurden erweitert, um di@®&sion der Messung zu drhen. Die
Anwendbarkeit der Verfahren wurde an Simulationen getestetid@ahinaus besteht
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die Moglichkeit die Methoden weiter zu verbessern, inderhdre Ordnungen in der
Naherung des Iterationsverfahrensilgsichtigt werden.

Insgesamt konnte die Theorie der Streufelder, der Streufeldwechselwirkung und ei-
ne Vielzahl daraus resultierendeffékte untersucht werdeniF konkrete Beispiele
konnten optimale Geometrien zur Erzeugung maximaler Feldmodulationen gefunden
werden. Da die Theorie skaleninvariant ist, lassen sich die Ergebnisse leicht verall-
gemeinern. Die Ordnungsghomene der Monte Carlo-Rechnungen @mh Anord-
nungen von Molelladsorbaten ebenso wie superferromagnetischen (superantiferro-
magnetische) Phasen in streufeldgekoppelten Systemen magnetischer Teilchen. Die
vorhergesagte multipolinduzierte Anisotropét sich im Prinzip leicht experimentell
uberpiifen. Hierzu wurde ein Experiment, welches den magneto-optischen Kekt E
ausnutzt, vorgeschlagen, so dal3 auf eine baldige experimenteléigasy zu hen
ist.
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Anhang A

Abklrzungen

Abb. Abbildung

bel. beliebig

bzw. beziehungsweise

ca. circa

dim. dimensional (-e,-en)

Gl. Gleichung

GIn. Gleichungen

I A. im Allgemeinen

Kap. Kapitel

Laser Light amplification by stimulated emission of radiation
(Lichtverstirkung durch stimulierte Emission von Strahlung)

ML Monolagen

MOKE magneto-optischer Kerrfiekt

MRAM Magnetoresistive Random Access Memory

S. siehe

sog. sogenannte (-n)

Tab. Tabelle

USW. und so weiter

v. Chr. vor Christi Geburt

vgl. vergleiche

willk. Einh. willk Uirliche Einheiten
z.B. zum Beispiel
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Anhang B

Liste der verwendeten Formelzeichen

|- Ist Teiler von
|- Betrag einer komplexen Zahl
-1l L,-Norm eines Vektors

) Konjugiert komplexe Gilie
\Y Nabla-Operator
a Laterale Ausdehnung einer magnetischen Struktum{in
Optische Konstante
A Flache (inm?)
Optische Konstantea(d)
a Azimutalwinkel
Eulerwinkel
Einfallswinkel
b Periode eines Gitters (im)

Laterale Ausdehnung einer magnetischen Struktum{in
Optische Konstante

Optische Konstante(d)

Magnetische Fluf3dichte (if)

Eulerwinkel

Optische Konstante

Integrationskonstante

Entwicklungsko#izient

Optische Konstantec(d)

Suszeptibiliat

Partielle Ableitung nach deften Ortskoordinate

O ™ m W

X< OP



il

d Dicke (inm)
Laterale Ausdehnung einer magnetischen Struktum{in
Optische Konstante
D Verschiebungsstromdichte (f$)
D'Ik()  Integraloperator
D' Wigner-DFunktion
0 Reelle Zahl § € R)
0i, Kronecker-Symbolg; ; = 1 furi = j, 6;; = 0 fari # |
E Energie (inJ)
E Elektrischer Feldvektor
€ Kerr-Elliptizitat
Dielektrizitatskonstante

€ Dielektrizitatstensor

F() Fourier-Transformation

F1) Inverse Fourier-Transformation

F Feld, negativer Gradient eines skalaren Potentials

Fijk Integral des Coulomb-Potentials

G(,-) Greenfunktion

y Eulerwinkel
Reelle Zahl{ € R)

h Hohe einer magnetischen Struktur (m)

Hn (") Hankel-Transformation-ter Ordnung

H Magnetfeld (inA/m)

i Ganze Zahli(e IN)

I Intensitt

lim Normierte Kugelfachenfunktion

I Strom (inA)

JC) Imagirarteil einer komplexen Zahl

] Ganze Zahl{ € IN)

J Magnetische Polarisation (iﬁ)
Stromdichte (in%;)

J Drehimpulsoperator

Jij Austauschkonstante (i)

k Ganze ZahlK € Z)

K Wellenvektor (in ¥m)

Kg Boltzmann-Konstante (3807- 1072 J/K)
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X

=T 22333~ 7

(7]

=] tlg

Vij

™ T T

K

m

OL Qo &E e 6s O

Reelle Zahl ¢ € R)
Lange (inm)
Ordnung eines Tensors in Kugelkoordinaten

Wellenlange (innm)

Magnetische Quantenzahl eines Tensors in Kugelkoordinaten
Magnetisches Moment (Msm)

Projektion vonm in die x-y-Ebene (zweidimensionaler Vektor)
Magnetisierung (irt)

Projektion vonM in die x-y-Ebene (zweidimensionaler Vektor)
Sattigungsmagnetisierung (KobgligMs = 1.78 T [66])

Vakuumpermeabilét (47 - 1077 Y2

Am
Suszeptibiliatstensor

Ganze Zahlif € IN)

Ordnung einer Reihenentwicklung

Magnetische Quantenzahl eines Tensors in Kugelkoordinaten
Komplexer BrechungsindexE C)

Normalenvektor auf einer Obedfthe
Vorzeichenfunktiony; = (—1')))

Reelle Zahl { € R)

Periodizitit eines Gitters oder einer Ladungsverteilung
Ganze Zahlp € IN)

Elektrisches Dipolmoment (iAsm)

Wahrscheinlichkeit

Ortsvektor

Elektrische Polarisation (i)

Paritatsoperatori{ — —r)

Azimutalwinkel

Potential

Komplexer Kerrwinkel

Fourier-Transformierte des Potentials
Zweidimensionale Gitterfunktion
Fourier-Transformierte der zweidimensionalen Gitterfunktion
Ladung (inAs, elektrisch odels, magnetisch)
Wellenvektor (zweidimensional)

Quotient der Elliptiziaten zweier Kerrmessungen
Voigt-Konstante



— Ty

TIAmAI BMB

D

m

N << X <

Multipolmoment

\oigt-Vektor

Radius (inm)

Reflexionsko#izient miti, j € {s, p}
Ortsvektor (dreidimensional)
Normierte Kugelfachenfunktion
Ortsvektor

Realteil einer komplexen Zahl
Ladungsdichte (irt3, elektrisch odefs, magnetisch)
Ortskoordinate

Radius (inm)

Ortsvektor (zweidimensional)
Temperatur (irK)

Geometrischer Wechselwirkungstensor
Polarwinkel

Kerr-Rotation

Azimutalwinkel

Volumen (inm?)

Ortskoordinate

Ortskoordinate
Kugelflachenfunktion
Ortskoordinate

Komplexe Zahl g € C)
Ortskoordinate
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Anhang C

Aquivalenz von Elektro- und
Magnetostatik

magnetisch elektrisch
AD = —/%Op Poisson-Gleichung AD =-2p
= -V Definition des Feldes E=-Vd
B = eH + J'= uo(H + M) Felder in Materie D=egE+P
oy=-V-J Volumenladung durch Polarisation py = -V - P
ps=n-J Oberfiichenladung durch Polarisatiops = fi - P
= o [ e, Wechselwirkungsenergie = & [ A gep, o,
[to] = m Vakuumkonstante [eo] = W
[@] = Potential [@] =
[ov] = 5 Volumenladungsdichte [ov] = 2%
[os] = 5 Flachenladungsdichte [os] = &8
[J] = Polarisation [P] = &
[M] = Vsm Moment [P] = Asm
= (Am?) Lehrbuchdefinition /o)




VII

Anhang D

Mechanisches Modell zum
Ferromagnetismus

Das Planomen des Ferromagnetismus kann klassisch nichiareskerden. Ferroma-
gnetische Ordnung ist ein quantenmechanischer Vielteil¢fekie Dennoch werden

in Schulen und Universiten Kompaf3nadelmodelle zur Verdeutlichung ferromagneti-
scher Ordnung herangezogen. Wie in Kagezeigt wurde, ist die Ordnung dieser Mo-
delle vollséindig auf multipolare Wechselwirkungen aakzufihren. Diese Modelle
haben keimAquivalent zur quantenmechanischen Austauschwechselwirkung. Es stellt
sich somit die Frage, ob ein Modellaglich ist, das die Austauschwechselwirkung
zumindest approximiert. Die Antwort auf diese Frage i$t pa die Austauschwech-
selwirkung fir kleine Auslenkungen proportional zum Winkel der Auslenkung ist, liegt
es nahe, eine Konstruktion mit Federn unter Ausnutzung des Hookschen Gesetzes zu
verwenden. Dieses ist in AbD. 1 skizziert. In diesem Modell sitzen die Kompal3nadeln
nicht, wie bei den kommerziellen Modellémlich, drehend gelagert auf einer Stange
(Nadel). Sie sind fest auf der Stange, welche die Form einer Kurbelwelle aufweist, fi-
xiert und die Welle selbst ist an der Basis drehbar gelagert. Zwei benachbarte Wellen
sind elastisch mit einer Feder miteinander verbunden. In der Aufsicht in[ABlwird
deutlich, welche geometrischen@®en das System bestimmen. Die Magnete (Spins)
befinden sich in einem Abstarid voneinander. Die Welle hat einen RadiusDie
Konstruktion erlaubt eine beliebige Drehung um den WinkeSolange zwei Spins
koharent drehenandert sich die Bnge der Feder nicht. Dreht sich der zweite Spin je-
doch zugtzlich um einen Winkeb, so andert sich die Ange der Feder voR zu .
Durch einfache geometrisctigberlegungen kann leicht gezeigt werden, daR folgende

1 Das in diesem Anhang beschriebene Modell wurde von N. Mikuszeit, Dr.dRatér und Dr. E. .
Vedmedenko entwickelt.
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\

Abbildung D.1: Skizze zur mechanischen Austauschwechselwirkung. Die Spins sitzen als
Magnete (ot ) auf der Spitze einerKurbelwelle” und wechselwirken durch ihr Streufeld
miteinander. Zwei benachbarte Spins sind durch eine Fétki) (verbunden.

Beziehung gilt

= §+4sinzg—4$singsin(9+g). (D.1)
Alle Langen knnen in Einheiten vom angegeben werden, weshalb im Folgenden
r = 1 gesetzt wird. Die BngenderungAR = R-p = L(R 6,¢) ist vom Win-

kel 6 abhangig. Durch Taylor-Entwicklung zeigt sich leicht, dai$ # = 9C° in erster
Naherund-(R, 90, ¢) ~ ¢ qilt. Es ergibt sich ein lineares Kraftgeset#ird = 0° ergibt

eine Naherung abel (R, 0°, ) ~ F;;ngoz. Dieses ist ein quadratisches Kraftgesetz.

——— =~ Q ==
// ((// \\ R // 90 \\
\ \
/ AR / AN
| + -

Abbildung D.2: 2D Skizze zur mechanischen Austauschwechselwirkung, sowie die wichtigen
geometrischen @i3en.

Das Problem des nichtlinearen Kraftgesetzes wird dadurdsgelal’ die Welle um
eine weitere Ausbuchtung &gzt wird, die zur ersten einen Winkel von°@nnimmt
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(Abb. D.3). Mit der Lange@nderung

_p_ |m 2P in? o b
L(R6,) = R \/R +4sirf 4RS|n23|n(9+2) (D.2)

ist die Energie
E o (L3R, 6, ) + L3R 90C° + 6, ¢)). (D.3)

Entwickelt man diese @isung fir grof3eR, so ist der funktionale Zusammenhang zwi-
schen der Energie und dem Winkein niedrigster Ordnung

E o« 2(1-cosy)
= _2Jij§i -§j +C (D4)

mit J;; = 1 undc = 2. Fir ein kontinuierliches Vektorfeld der Magnetisierung kann so-
mit mechanisch die Austauschwechselwirkung approximiert werden. Fehler treten erst
fur sehr groRe Winkep ~ 180 auf. Die Naherung wird mit wachsendem Veéilinis

R/r sowie mit der Anzahl symmetrisch angeordneter Federn besser.

Abbildung D.3: 3D Skizze zur mechanischen Austauschwechselwirkung. Sind die Magnete
klein gegefiber dem Abstand zweigKurbelwellen®, so approximiert dieses Modell die beiden
fundamentalen Wechselwirkungen in in einem Ferromagneten: die dipolare und die Austausch-
wechselwirkung.
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Anhang E

Eigenschaften der
Fourier-Transformation

Die Fourier-Transformation wurde in Q.18definiert. Bexiglich der Symmetrie der
zu transformierenden Funktionen sind einige Eigenschaften zu nennen. Durch Einset-
zen in die Definition zeigt man

f(-k) = f* () fur f(x) = f*(). (E.1)

Wenn daiiber hinaus noch gilt
f(x) = f(=x) ist f(k) = f*(K) (E.2)

und falls

f(x) = —f(-x) ist f(k)=—-f*(K. (E.3)
Eine reelle achsensymmetrische Funktion hat folglich eine rein reelle, eine reelle punkt-
symmetrische Funktion eine rein imagne Fourier-Transformierte.

Ist f(k) die Fourier-Transformierte vofi(x), so kann durch Substitution leicht ge-

zeigt werden, dafl3 eine lineare Transformation, bexderax+ b tibergeht, sich geaid

riad -k

F(f(ax+ b)) (k) = 3 f(a) (E.4)

transformiert.

Wichtig ist das Verhalten béglich Differentiation. Man zeigt mittels partieller In-
tegration, daf gilt
F (00" F(¥))(K) = (2rik)"F (f () (K). (E.5)
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Die Faltungu zweier Funktionerf undg ist definiert als

u(x) = (f =g)(x) = Ldrf(x— 7)g(7). (E.6)
Beziglich der Fourier-Transformation gilt der Faltungssatz

F U)K = F(F(K) - F(9(X))(K). (E.7)

Diese Beziehung gilt sowohl beitdbergang vom Real- zum Frequenzraum als auch
umgekehrt.
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Anhang F

BesselfunktionenJ, und
Hankel-Transformationen Hp

Eine nobgliche Definition der Besselfunktion ganzzahliger Ordnung ist nach Abramo-
witz [12Q

In(2) = ; fo " doezcos cosfp). (F.1)

Fur n = 0 vereinfacht sich diese Gleichung zu

Jo(2) }T j; dpeizeos?

= }f dd cosfcoso) + i sin(zcosh)
T Jo

_ 1t f do cos@cos), (F2)
T Jo

da der Kosinus auf dem Intervall ,[@] punktsymmetrisch zur/2 ist und somit das
Integraliiber den Sinusterm Null ergibt. Diese Definition stimmt, da der Kosinus ach-
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sensymmetrisch zéi = r ist, mit der folgenden Definitioiiberein

Y
Bl doezc°
znfo ©
1 " —izcosd o —izcosd
= Z( doe + doe )
0 bid
1 g —izcosh
= (2 0 dgeizcost

— }fﬂdee—izcose
T Jo

= %f dé cosgcosh) — isin(zcoso)
0

Jo(2)

= 1 f dé cosfcoso), (F.3)
T Jo

aus den oben angdirten Symmetrigberlegungen.
Die Besselfunktion der Ordnung Eins althman neben der allgemeinen Definiti-
onF.1lauch als Integral der Funktion mit der Ordnung Null g

Ji(2) = %foz sh(s)ds. (F.4)

Die Besselfunktioner, sind die Integralkerne der Hankel-Transformatiaz J]
und definiert als

Ho(F(2)(K) = fo " ax VRXF(9dn(k) (0 < k < o0). (F.5)

Hankel-Transformationen tretérblicherweise auf, wenn eine Fourier-Transformation
von kartesischen zu Polarkoordinaigmerfihrt wird.
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Anhang G

Wesentliche Subroutinen des Monte
Carlo-Programms

Fur viele Rechnungen in dieser Arbeit war es erforderlich auf numerische Metho-
den zuiickzugreifen. Dies sind zum einen die Monte Carlo-Methoden Kap .wel-

che per Definition numerisch sind, zum anderen die Fourier-Berechnungen, welche
zur Streufeldoptimierung (Kap3) erforderlich sind. Es ist nicht zweckifig die
vollstandigen Programme abzudrucken, da sich die Grundkonzepte z. B. von Monte
Carlo-Rechnungen imméihneln (siehe AblG.1). Die Wechselwirkung éherer Mo-
mente erfordert im Detail spezielleédsungen. Diese Konzepte und der jeweilig dazu-
gelbrige Ausschnitt aus dem Programm sollen im Folgenden aufgelistet werden.
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Abbildung G.1. Strukturdiagramm des C-Programms. Esnken sowohl Monte
Rechnungen als auch Anisotropieberechnungen durghgeferden.
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G.1 Konstanten und Variablentypen

Im Programm wird immer wieder die Zahl sowie die Umrechnung von Grad in
Radiant beitigt. Zur Vereinfachung werden die dazatigen Konstanten am Anfang
definiert. Das Speichern der Multipolmomente erfordert in einer allgemeinen Program-
mierung, die flexibel jede Kombination von Multipolmomentenafitl eine komplexe
Listenstruktur. Zuachst wird einem Multipol eine Liste mit allen vorkommenden
OrdnungenL zugewiesen NIULTIPOLES. Diese wird dann wiederum in Sublisten
unterteilt, welche die einzelnen Momentenf), sprich komplexe Zahlen, erih (QL).

#define OK 1
#define DEGREE 0.017453292519943296
#define PI 3.1415926535897932

/NMektoren mit drei Komponenten
typedef struct _vec3D{
double x;
double y;
double z;
JVEC3D;

Jein Moment (I,m), verweist auf nachstes Moment gleicher Ordnung
typedef struct _gl{

int 1;

int m;

double _Complex qlm;

struct _gl *next;

QL;

/das Moment der Ordnung |. enthalt alle glm und verweist auf weitere Ordnun-
gen
typedef struct multipoles{
int 1;
QL *moments;
struct multipoles *next;
JMULTIPOLES;
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G.2 Erstellen der Momente aus eingelesenen Daten

Die Daten der Multipole sind in einer Datei abgelegt. Diese werden von einer Funktion
eingelesen und als Listarfay) ubergeben. Die Daten sollen in dem MultigtdnHndlI
abgelegt werden.

void addMultipol (MULTIPOLES **mHndl, int 1, double* array)
{

MULTIPOLES *newPntr;

MULTIPOLES *tmpPntr;

newPntr=*mHndl;
/falls schon eintrage existieren, suche den letzten.
if (C*mHnd1) !=NULL)

{
tmpPntr=*mHndl) ->next;

while (tmpPntr!=NULL)
{
hewPntr=tmpPntr;
tmpPntr=tmpPntr->next;
}
}

tmpPntr=newPntr;

/erzeuge neues Moment der Ordnung |
newPntr= calloc(1,sizeofl MULTIPOLES ));
newPntr->1=1;
/die Werte zu den einzelnen magnetischen Quantenzahlen
/werden extern zugewiesen
createMoments (& (newPntr->moments),l, array);
newPntr->next=NULL;

/falls noch keiner existiert zeigt mHndl auf den erzeugten.
if ((*mHnd1)==NULL)
{

(*mHndl)=newPntr;
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}

else /der bisher letztemulR auf den neuenverweisen

{

tmpPntr->next=newPntr;

}

return ;

SRR R R
//speicher die komplexen Zahlen aus array in glm

void createMoments(QL **mHndl,int 1, double* array)

{

QL *newPntr;

QL *tmpPntr=NULL;

int m;

double _Complex qlm=0;
double c;

double r;

J/schleife lauft rickwarts-pointer auf next ist einfach!
for (m=1;m>=-1;m--)
{
newPntr= calloc(1,sizeof(QL));
newPntr->1=1;
newPntr->m=m;

/lese Real- und Imaginarteil aus dem array und schreibe in glm.
r=array[2*(1+m)];
c=array[2*(1+m)+1];
glm.re=r;
glm.im=c;

/das neue Moment glm verweist auf das letzte.
newPntr->gqlm=qlm;
newPntr->next=tmpPntr;
tmpPntr=newPntr;

/das Moment (alle m) das diese Funktion aufgerufen hat,
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/Jverweist auf den Anfang der Liste.
*mHndl=newPntr;
return ;
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G.3 Rotieren von Multipolen in der vorgegebenen Da-
tenstruktur

Das Multipolmoment, welchedif die gesamte Rechnung und jeden Gitterplatz gilt,
ist in masterabgelegt. Mit den Eulerwinkeln iwinkel wird diese Vorlage gedreht
und das Ergebnis idHndl gespeichert. Zum Rotieren wird die FunktismgnerD aus
AnhangG.6 berbtigt.

J/das Quellmoment ist immer "master”
void copyRotateMultipol (MULTIPOLES **dHndl,VEC3D *winkel) {
MULTIPOLES *sTmpPntr,*dTmpPntr;
QL *fixedQl, *sTmpQl, *dTmpQl;
int 1,m,n;
double _Complex qValue,wD;

sTmpPntr=master;
dTmpPntr=*dHndl;

while (sTmpPntr!=NULL)/fur alle Ordnungen L in source
{
1=sTmpPntr->1;
dTmpQl=dTmpPntr->moments;
fixedQl=sTmpPntr->moments;

Jfur alle magnetischen Quantenzahlen n der Ordnung L
while (dTmpQ1 ! =NULL)
{
gValue=0;
n=dTmpQl->m;
sTmpQl=fixedQl;
/fur alle magnetischen Quantenzahlen m der Ordnung L
while (sTmpQ1 ! =NULL)
{
m=sTmpQl->m;
wD=wignerD(l,m,n,winkel);
wD*=(sTmpQl->qlm) ;
gValue=(qValue+wD) ;
/qValue ist detUberlapp von g1(l,n) mit allen g2(I,m)
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STmpQl=sTmpQl->next;
}
dTmpQl->qlm=gValue;
/der Uberlapp ist der Wert des gedrehten Tensors
dTmpQl=dTmpQl->next;
}
sTmpPntr=sTmpPntr->next;
dTmpPntr=dTmpPntr->next;
/endet wenn nextNULL
}

return ;
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G.4 Paarwechselwirkungsenergie

Diese Funktion berechnet die Wechselwirkungsenergie zweier Multipbledl und
bHnNdI. Der Verbindungsvektor zwischen den Momenten wirdrsec Ubergeben. Die
Energie ergibt sich gea® Gl.2.38 Interessant ist, wie die Wechselwirkung bei der
vorgegebenen Datenstruktur berechnet wird.

double pairEnergy (MULTIPOLES **aHndl, MULTIPOLES **bHndl,VEC3D
*rVec)

{

double energy=0;

double _Complex eSum=0;
MULTIPOLES *aTmpPntr, *bTmpPntr;
QL *aTmpQ, *bTmpQ;

int 11,12,ml1,m2;

double _Complex aQ,bQ;

double scale,rPow;

double _Complex Y;

aTmpPntr=*aHndl;

xyz_To_RThetaPhi (rVec);
JTransformiert den Abstandsvektor in Kugelkoordinaten

while (aTmpPntr!=NULL) /fur alle Ordnungen des ersten Moments
{
aTmpQ=aTmpPntr->moments;
Jfur alle magnetischen Quantenzahlen des ersten Moments
while (aTmpQ!=NULL)
{
11=aTmpQ->1;
ml=aTmpQ->m;
aQ=conj(aTmpQ->qlm);

bTmpPntr=*bHndl;
while (bTmpPntr!=NULL) /fur alle Ordnungen des zweiten Moments

{
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}

}

bTmpQ=bTmpPntr->moments;
Jfur alle magnetischen Quantenzahlen des zweiten Moments
while (bTmpQ!=NULL)

{

}

12=bTmpQ->1;

m2=bTmpQ->m;

bQ=conj (bTmpQ->qlm) ;
scale=scaleFun(11,12,ml1,m2); /berechne Normierungsfaktor
rPow=pow(rVec->x,11+12+1);

/berechne Energie, y und z sind theta und phi
Y=yIm(11+12,-m1-m2, rVec->y,rVec->z);
Y/=rPow;

Y*=scale;

eSum=(eSum+(Y*aQ*bQ)) ;
bTmpQ=bTmpQ->next;

J//schrittweise alle einen weiter setzen

bTmpPntr=bTmpPntr->next;

aTmpQ=aTmpQ->next;

aTmpPntr=aTmpPntr->next;

}

energy=creal (eSum) ;
return energy;



ANHANG G. WESENTLICHE SUBROUTINEN DES MONTE
XXIV CARLO-PROGRAMMS

G.5 Berechnung der Gesamtenergie

Andert in einer Monte Carlo-Rechnung ein Moment seine Lage, isssen die Paar-
wechselwirkungsenergien mit allen anderen Momenten berechnet werden. Im Falle von
Dipolen reicht es, das Feld am Ort aller Momente zu vermerken, diéRr@étung zu
berechnen und daraus die Enedgiderung abzuleiten. Dieses Vorgehen ist bei Mo-
menten kbherer Ordnung nicht dglich. Da tbhere Momente mit dheren Ableitun-

gen des Potentials wechselwirkenj®ten alle Kombinationen der Ableitungen bis zur
Ordnung der Momente vermerkt werden.

Die Paarwechselwirkungsenergien sind virtuell in einer unteren Dreiecksmatrix
abgelegt (das Feldnergie$. Bei N Momenten hat das Feldnergies N- (N — 1)/2
Eintrage. Hier steht jeweils die Wechselwirkung von Momemit Moment j. Die
Funktion calcEnergiesberechnet die Gesamtenergie, wenn sich @&s Moment
geandert hat. Um zu Beginn die Gesamtenergie festzulegen wird diese Funktion
einmal r alle mbglichenj aufgerufen, so dal3 alledgglichen Paarwechselwirkungen
berechnet und gespeichert werden. Hierbei wird sowohl die Wechselwirkungwion
j als auch umgekehrt berechnet. Der Mehraufwand ist jedoch veassafibar klein,
sofern es sich um Monte Carlo-Rechnungen handéit.die Anisotropierechnungen,
bei denen ausschliel3lich, mehrfach die Gesamtenergie zu berechnen ist, wurde der
Programm-Code modifiziert und diderflissige Summation entfernt.

/geandert wurde j(in der Numerierung 1...N)
void calcEnergies(int j, double *energy)
{
/¥energy ist ein pointer auf locE (temporare Energie) in monteCarlo
int k;
unsigned long int position,nul;
double e=0;
VEC3D *rl,*r2,deltaR;
r1=&(coordinates[j-1][0]);
/rotiere Moment j
copyRotateMultipol (&mpl,&(coordinates[j-1]1[1]));

/Wechselwirkung der Momente i miji

/in der unteren Dreiecksmatrix stehen diese in einer Zeile
Jdie Lange der Zeile ist abhangig von j

for (k=0;k<(j-1) ;k++)

{
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position= nu(cLength,k)+(unsigned long int) (j-k-2);
//die Position von (Zeile,Spalte) mul3 in die Position der
Jeindimensionalen Liste energies umgerechnet werden
energiesTmp[k]=energies[position];

/merke die alte Energie

(*energy) -=energiesTmp[k];

/entferne aus der alten energie die alte Paarwechselwirkung;
/berechng erzeuge den i-ten Multipol

/bestimme den Abstand zwischen i und j und berechne die Wechselwirkung
r2=&(coordinates[k] [0]);

copyRotateMultipol (&mp2,&(coordinates[k][1]));
rDiff(rl, r2, &deltaR);

e=pairEnergy(&mpl, &mp2, &deltaR);

*energy+=e;

/addiere die neue Paarwechselwirkung
energies[position]=e;

/schreibe die neue Energie in die Paarwechselwirkungsliste.

}

nul=nu(cLength,j-1);

/Wechselwirkung der Momente i miji(nie j-j, immer il=j)

//in der unteren Dreiecksmatrix stehen diese in einer Spalte
//sonst wie oben

for (k=(j-1) ;k<(cLength-1) ;k++)

{

position= nuJ+(unsigned long int) (k-j+1);

energiesTmp[k]=energies[position];
*energy-=energiesTmp[k];
r2=&(coordinates[k+1][0]);
copyRotateMultipol (&mp2,&(coordinates[k+1]1[1]1));
rDiff(rl, r2, &deltaR);
e=pairEnergy(&mp1l, &mp2, &deltaR);
*energy+=e;
energies[position]=e;

}

return ;
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JUmrechnung von (Zeile,Spalte) der unteren Dreiecksmatrix in die Position der
Jeindimensionalen Liste energies

unsigned long int nu(int n, int k)
{
unsigned long int out;
out=(2*n-k-1);
out*=(unsigned long int)k;
out/=2;
return Cout) ;
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G.6 Wigner-D-Funktion

Die FunktionwignerD dreht einen Tensor in Kugelkoordinaten um die Eulerwinkel
a, B undvy, die im struct winkel ibergeben werden. Die Drehungen um digchse
lassen sich als Exponentialfunktionen schreiben.
double _Complex wignerD(int 1, int m,int n,VEC3D *winkel)
{

double _Complex myOut=0;

double mySum=0;

int 1i;

myOut.im-=(winkel->x*(double)m+winkel->z*(double)n);
Jdamit ist es aquivalent zu (-1)*(...)
myOut=cexp (myOut) ;

for (1=0;i<=(1+n) ;i++) mySum+=wignerd(l,m,n,winkel->y,1i);
return (myOut*mySum) ;

Fur die Drehung um dig-Achse wird die Funktiorwignerdaufgerufen. Die Funktion
erhalt als Werte die Ordnung@des Tensors sowie die magnetischen Quantenzahlen
und n der Tensoren, deredberlapp zu berechnen ist (s. @.42). Das Ergebnis ist,
bis auf die eni@hnten Exponentialfunktionen, délberlapp. Innerhalb der Funktion
werden die Routinerfac, die einfache Fakudtt undsqrtfag die Quadratwurzel der
Fakul@ét, aufgerufen.

double wignerd(int j,int m,int n,double beta,int k)
{

long sig;

double N[5];

double D[5];

long test, cpow, spow;

double num_den=1;

int 1i;

sig = j + m + k;
N[1] = sqrtfac((long)(j + n));
N[2] = sqrtfac((long)(j - n));
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N[3] = sqrtfac((long)(j + m));
N[4] = sqrtfac((long)(j - m));
D[1] = j + m - k;
D[2] = k;
D[3] = j + n - k;
D[4] =k - n - m;
if C
(D[1] < 0.) || (D[2] < 0.) || (D[3] < 0.) || (D[4] < 0.)
Jtest=1;
else test=0;

/d1 testet ob kmamin(j+m,j+n)*)
/d2 testet ob k=0 ist redundant*)
/d3 testet ob k=j+n ist redundant*)
//d4 testet ob kmiamax(0,m-n)*)

if (test==1)return (0);

D[1] = fac(D[1D);
D[2] = fac(D[2]);
D[3] = fac(D[3D);
D[4] = fac(D[4]);

for (i=1;i<5;i++)num.den *= (N[i]/D[i]);
spow = 2*%j - 2*k + n + m;
cpow = 2*k - n - m;

if ( (fabs(beta)<l.e-15)&&(spow==0))Iif (n==m)return (1);
else return (0);
if ( (fabs(beta-180.*DEGREE)<1.e-15)&&(cpow==0))
if (n+m==0) return (pow(-1.,j+m)); else return (0);
// es ist zu berechnenkjm’|exp(betaJy)jm>*)
/ wenn beta0 dann ist<jm’[1]jm> = <jm’[jm> = delta(m,m’)*)
/ wenn beta=180C,djmn(180)=(-1)"(j+m)delta(m,-n)*)
// dies ist zu testen, um 0°0 zu vermeidé&p!
/ falls n = m arbeitet der Algorithmus dennoch.*)
return (pow(-1,sig)*num_den*pow(cos(beta/2.),cpow) *pow(
sin(beta/2.),spow) );
}
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