Verallgemeinerte Newton-Trajektorien in der
globalen Optimierung

Dissertation
zur Erlangung des Doktorgrades
des Fachbereichs Mathematik

der Universitdt Hamburg

vorgelegt von
Leszek Bajorski
aus Jaroslaw

Hamburg
2000



Als Dissertation angenommen vom Fachbereich
Mathematik der Universitat Hamburg

auf Grund der Gutachten von Prof. Dr. Klaus Glashoff
und Prof. Dr. Carl Geiger

Hamburg, den 26.04.2000
Prof. Dr. Ulrich Eckhardt
Dekan des Fachbereiches Mathematik



i



Inhaltsverzeichnis

Einfiihrung

1 Trajektorien in der Optimierung
1.1 Problemstellung . . . . . . .. .. ... ... ... ..
1.2 Trajektorien . . . . . . . . ...
1.2.1  Motivation und theoretischer Ansatz . . . . ... ...
1.2.2  Figenschaften und Charakterisierung . . . . . . . . ..
1.2.3  Numerische Anséitze . . . . . .. ... ... ... ...
1.3 Klassische Newton-Trajektorie . . . . . . . ... ... .. ...
1.3.1 Zugang iiber eine Differentialgleichung . . . . . . . ..
1.3.2  Zugang {iber ein nichtlineares Gleichungssystem . . . .
1.3.3 Zugang iiber eine vorgegebene Richtung . . . . . . ..
1.4 Richtungsfeld-Trajektorie . . . . . .. .. ... ... ... ...
1.4.1 Zugang tiber ein Richtungsfeld . . . . . .. .. .. ...
1.4.2  Zugang iiber ein nichtlineares Gleichungssystem . . . .

1.4.3  Richtungsfeld-Trajektorie
mit mehreren vorgegebenen Startpunkten. . . . . . . .

1.4.4  Richtungsfeld-Trajektorie

fiir restringierte Probleme . . . . . . ... .. ... ..

2 Suche nach den Trajektorienkomponenten
2.1 Rekursive Konstruktion des Verfahrens . . . . . . .. .. ...
2.1.1 Newton-Blatter . . . . .. ... ... ... .. .....
2.1.2  Rekursive Konstruktion fiir klassische
Newton-Trajektorien . . . . . .. .. ... ... ....
2.1.3 Rekursive Konstruktion fiir
Richtungsfeld-Trajektorien . . . . . . . ... ... ...
2.2 Strategien zur Bestimmung der Gitterpunkte . . . . . . . . ..
2.2.1 Strategie der Berithrungspunkte . . . . . . .. .. ...
2.2.2  Strategie des dquidistanten Netzes . . . . . . . . . . ..
2.2.3 Strategie des indquidistanten Netzes . . . . . .. . ..

111

ix



v

INHALTSVERZEICHNIS

2.2.4  Vergleich der Gitterpunktstrategien . . . . . . . . . ..
2.3 Graphentheoretische Betrachtung . . . . . . .. .. ... ...
2.4 Rekursionsalgorithmus . . . . . .. .. ... 0000
2.4.1 BFS Algorithmus (breadth first search) . . . . . .. ..
2.4.2  DFS Algorithmus (depth first search) . . . . . ... ..
2.4.3  Vergleich der vorgestellten Algorithmen . . . . . . . . .

Ausgewiihlte Verfahren

3.1 Prinzip des Pradiktor-Korrektor-
Verfahrens . . . . . . . . ... L o
3.1.1 Pradiktormethode . . . . . . .. ... o000
3.1.2  Korrektormethode . . . .. . ... ... ... ..

3.2  Kontinuerliches Newton-Verfahren (KNV) . .. ... ... ..
3.2.1 Korrektor . . .. ... o o
3.2.2  Schrittlingensteuerung . . . . . ... ..o L.

3.3 Kontinuierliches Quasi-Newton-Verfahren (KQNV) . . . . ..
3.3.1 Broyden Aufdatierungsformel . . .. ... ... .. ..
3.3.2  Broyden Aufdatierungsformel

bei der Trajektorienrekonstruktion . . . . . .. .. ..

3.3.3 Fehlerkontrolle der aufdatierten Matrizen . . . . . . . .
3.3.4 QR-Aufdatierung . . . . ... ...

3.4  Ableitungsfreies Surrogate-Verfahren . . . . . . .. ... ...
3.41 Modellbildung . . . . .. ..o oo
3.4.2 Modellanpassung . . . . .. ..o

Numerische Ergebnisse
4.1 'Testprobleme ohne Restriktionen . . . . .. .. ... ... ..
4.1.1 Zweidimensionale Testfunktionen . . . . .. .. .. ..
4.1.2 Mehrdimensionale Testfunktionen . . . . .. .. .. ..
4.2 Trajektorien . . . . . . . .. ... o
4.3 Gitterpunkt-Strategien . . . . . .. ..o
4.4 Verfahren . . . .. . . . .. ...
4.5 'lTestprobleme mit Restriktionen . . . . . . . .. ... ... ..
4.5.1 Zweidimensionale Testfunktionen . . . . .. .. .. ..
4.5.2 Mehrdimensionale Testfunktionen . . . . . . .. .. ..
4.6 Restringierte Optimierung . . . . . . . .. . .. .. ... ...

Zusammenfassung und Ausblick

Literaturverzeichnis

93

93
94
95
96
96
99
101
102

103
106
106
109
110
123

129
130
130
135
140
142
144
145
145
150
152

155

157



Abbildungsverzeichnis

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9

1.10

1.11

1.12

1.13

1.14

2.1

2.2
2.3
2.4

Beispieltrajektorien T}, 75 und T3 fiir die Funktion f, . . . . . 10
Beispieltrajektorie T} fiir die Zielfunktion f, . . . . . .. ... 12
Beispieltrajektorie T5 fiir die Zielfunktion f, . . . . . . .. .. 13
Beispieltrajektorien T} und T5 im Gradientenfeld der Testfunk-

tion fo o . . o e 24
Richtungsfeld fiir die Richtungsfeld-Trajektorie mit zwei Start-
punkten . . . ... L 33
Richtungsfeld fiir die Richtungsfeld-Trajektorie mit drei Start-
punkten . . . ... L 34
Richtungsfeld-Trajektorie mit zwei vorgegebenen Punkten 2

und 27 im Konturplot der Zielfunktion f,. . .. ... ... .. 42
Richtungsfeld-Trajektorie mit drei vorgegebenen Punkten 2z,

z1 und z9 im Konturplot der Zielfunktion f,. . . . . . . . . .. 43
Richtungsfeld variablen Spiegelung mit drei vorgegebenen Punk-

ten zp, 21 und 2y und die Zielfunktion f,. . . . . . . ... ... 45
Richtungsfeld-Trajektorie variablen Spiegelung mit drei vorge-

gebenen Punkten zg, 21 und 29 im Konturplot der Zielfunktion

7 45
Richtungsfeld fiir ein restringiertes Optimierungsproblem mit
kreisférmigem Zuldssigkeitsbereich . . . . . . .. .00 . 49
Richtungsfeld-Trajektorie fiir das restringierte Optimierungs-
problem mit kreisformigem Zuldssigkeitsbereich . . . . . . .. 50
Richtungsfeld fiir ein Optimierungsproblem mit dreieckigem
Zuldassigkeitsbereich . . . .. ..o 00000 52
Richtungsfeld-Trajektorie fiir das restringierte Optimierungs-
problem mit dreieckigem Zuléssigkeitsbereich . . . . . . . . .. 54

Beriihrungspunkte (¢!, t* ¢%) einer Trajektorie bzgl. der
Richtung g. t* ist kein Berithrungspunkt der Trajektorie T (f). 71

Suche nach einem Berithrungspunkt . . . . . . .. .. .. ... 71
Trajektoriennetz zur Strategie der Beriihrungspunkte . . . . . 73
Trajektoriennetz zur Strategie des dquidistanten Netzes . . . . 76



vi

2.5
2.6
2.7

2.8
2.9
2.10
2.11
2.12

2.13

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4.8

4.9
4.10

4.11
4.12

ABBILDUNGSVERZEICHNIS

Trajektoriennetz zur Strategie des indquidistanten Netzes . . . 78
Digraph des rekursiv konstruierten Trajektoriennetzes . . . . . 80
Digraph Ggp fiir das nach Beispiel der Strategie der Beriih-
rungspunkte erzeugte Irajektoriennetz . . . . . . . ... .. 81
Erzeugender Baum Bgp (K°) der von der Komponente K°

mittels der Verbindungstrajektorien erreichbaren Komponenten 82
Die Komponente K! wird durch mehrere Verbindungstrajek-

torien geschnitten, besitzt aber keine Bertthrpunkte. . . . . . 83
Baum Bgp (K 2) der von der Komponente K? mittels der Ver-

bindungstrajektorien erreichbaren Komponenten. . . . . . .. 83
Baum Bgp (K 3) der von der Komponente K3 mittels der Ver-

bindungstrajektorien erreichbaren Komponenten. . . . . . .. 83
Ungerichteter Graph fiir das nach Beispiel der Strategie des

dquidistanten Netzes erzeugtes Trajektoriennetz . . . . . . . . &4
Klassendiagramm mit der UML-Notation . . . . . . .. . ... &7
Pradiktor-Korrektor-Schritt . . . . . .. .. .. .00 96
Winkeltest bei der Rekonstruktion einer Trajektorie . . . . . . 100
Spriinge bei der Rekonstruktion einer Trajektorie . . . . . .. 101
Reguldrer Simplex S mit dem Mittelpunkt z = (0, O)T L. 124

Bestimmung der Interpolationspunkte fiir die Surrogate-Funktion 127

3-Punkte-Beispieltrajektorie fiir die Testfunktion f,;

Startpunkte: {{—0.4,0.9},{—-0.7,—1.3},{0.8,—-1.3}} . .. .. 131
2-Punkte-Beispieltrajektorie fiir die Testfunktion f.;

Startpunkte: {{0.6,1.},{0.5,—1.}} . ... .. ... 132
Beispieltrajektorie fiir die Testfunktion f;;

Startpunkt: {0.49,0.25} . . .. ... 134
1-Punkt-Beispieltrajektorie fiir die Testfunktion f;;

Startpunkt: {0.6,1.0} . . . . .. ..o 134
Stammfunktion des Tschebyscheff-Polynomes T . . . . . . . . 139
Laguerre-Polynom L, . . . . . . . . .. ... L. 140
Restriktionsmenge fiir das zweidimensionale Testproblem 1 . . 147
Beispieltrajektorie fiir die Testfunktion fi;

Startpunkt: {3.0,1.5} . . .. .. ... 147
Restriktionsmenge fiir das zweidimensionale Testproblem 2 . . 149
Beispieltrajektorie fiir die Testfunktion fs;

Startpunkt: {3.0,1.5} . . .. .. ... 149
Restriktionsmenge fiir das zweidimensionale Testproblem 3 . . 151
Beispieltrajektorie fiir die Testfunktion f3;

Startpunkt: {1.2,1.8} . . . . .. ... 151



Tabellenverzeichnis

4.1

4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4.8

Vergleich der Trajektorien (Anzahl der gefundenen kritischen

Punkte) . . . .. .. 141
Vergleich der Trajektorien / Anzahl der Komponenten . . . . 141
Mehrpunkttrajektorien fiir die Testfunktion f, . . . . . . .. 141
Vergleich der Gitterpunkt-Strategien . . . . ... .. .. ... 143
Vergleich der Gitterpunkt-Strategien . . . . ... .. .. ... 144
Notwendige Berechnungen der vorgestellten Verfahren . . . . . 144
Gegeniiberstellung von KNV und AFSV . . . . ... .. ... 145
Trefferquote fiir die restringierten Probleme . . . . . . . . .. 153

Vil



viil TABELLENVERZEICHNIS



Einfiihrung

Newton - der Name eines der beriithmtesten Wissenschaftler aller Zeiten ist
unter anderen mit der Newton-Methode zur Losung von nichtlinearen Glei-
chungssystemen verbunden. Besonders interessant - wegen ihrer globalen
schnellen Konvergenz - ist die geddmpfte Form der Newton-Methode.

Wird die geddmpfte Newton-Methode fiir eine zweimal stetig differenzier-
bare Funktion f : R" — IR auf das Gleichungssystem

Vi(x)=0

angewandt, so fiihrt dies (vgl. Abschnitt 1.3) zur Euler-Diskretisierung der
Losungskurve x («) folgender implizieter Differentialgleichung;

0

v/ (x(@)=-Vf(x(@) [ x(0)= 2’

Fiir die Losungskurve x (o) kénnen unter anderem folgende Figenschalten
bewiesen werden:

1. Die Richtung des Gradienten V f (z) bleibt entlang der Kurve konstant,

2. Die Kurve x () fithrt vom Startpunkt z° zu einem kritischen Punkt

x* der Funktion f (Vf (z*) = 0).

Die Eigenschaften der Newtonschen Losungskurve wurden von Branin in
[6] zum Anlafl genommen, eine erweiterte Newton-Trajektorie (auch Branin-
Trajektorie genannt) zu definieren, die alle Lésungen des Gleichungssystems

Vf (z) =0 enthalt:

T(f):={zeR" 3, g VSf(x)=AVf(")}.

Die Rekonstruktion der Trajektorie T (f) wird demnach nicht nach der
Entdeckung eines kritischen Punktes abgebrochen, sondern weiter fortgesetzt

X
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(Stichwort: Kontinuitédtsmethoden), bis, nach Mdglichkeit, alle Kandidaten
fiir gesuchte globale Extrema gefunden wurden.

Die geometrische Beschaffenheit der Trajektorie kann sehr kompliziert
sein (vgl. Abschnitt 1.2.3). Die Trajektorie kann z.B. Verzweigungspunkte
enthalten und/oder aus mehreren Komponenten bestehen. Die vollstéindige
Rekonstruktion der Trajektorie ist deshalb oft mit Schwierigkeiten verbun-
den.

Von Diener und Schaback wurde in [15] eine Methode vorgeschlagen,
verschiedene Trajektorienkomponenten mit Hilfe von rekursiv konstruierten
Hilfstrajektorien zu verbinden. In der Diplomarbeit [3] wurde diese Me-
thode implementiert und ausfiihrlich getestet. Es wurde dabei festgestellt,
daB, trotz guter theoretischer Resultate [18], die untersuchte Methode in
nicht wenigen Féllen versagt (vgl. Beispiel 96). In der vorliegenden Ar-
beit wurden deshalb folgende Verbesserungs- und Frgénzungsmoglichkeiten
vorgestellt und getestet:

1. Trajektorien mit mehreren Startpunkten (vgl. Abschnitt 1.4.3),

2. Verallgemeinerte rekursive Konstruktion der Hilfstrajektorien (vgl. Ab-

schnitt 2.1.3),

3. Neue Strategien zur Bestimmung der Gitterpunkte (Startpunkte fiir
die Hilfstrajektorien, vgl. Abschnitt 2.2).

Die beschriebene Trajektorie mit mehreren Startpunkten kann als Verall-
gemeinerung der Newton-Trajektorie aufgefafit und als Richtungsfeld-Trajek-
torie dargestellt werden. Die Richtung des Gradienten entlang der Trajek-
torie ist in diesem Fall also nicht mehr konstant, sondern stimmt mit einem
vorgegebenen Richtungsfeld {iberein. Die Richtungsfeld-Trajektorien enthal-
ten natiirlich alle kritischen Punkte der Zielfunktion f und kénnen ohne
Finschrinkung zur Lésung unrestringierter Optimierungsprobleme eingesetzt
werden.

Dies gilt im allgemeinen nicht fiir Optimierungsprobleme mit Restriktio-
nen. Die klassische Newton-Trajektorie und auch die eingefiihrte Trajektorie
mit mehreren Startpunkten enthalten in der Regel nicht die Randpunkte der
Restriktionsmenge, die die notwendige Optimalitdtsbedingung 1. Ordnung
erfiillen und als Losungen des gestellten Problems in Frage kommen.

Fiir restringierte Optimierungsprobleme wurde deshalb eine Richtungsfeld-
Trajektorie definiert, die auler den kritischen Punkten der Zielfunktion auch
die interessanten Randpunkte enthélt (vgl. Abschnitt 1.4.4).

Fiir die Rekonstruktion der Trajektorien wurde aufler dem klassischen
kontinuierlichen Newton-Verfahren (KNV) und dem kontinuierlichen Quasi-
Newton-Verfahren (KQNV) auch ein neues ableitungsfreies Surrogate-Verfahren
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(vgl. Abschnitt 3.4) beschrieben, implementiert und getestet. Der Einsatz
des Surrogate-Verfahrens ermoglicht die Lésung von Optimierungsproblemen
mit einer komplizierten Zielfunktion, bei deren die Berechnung bzw. Aus-
wertung des Gradienten mit viel Aufwand verbunden oder sogar unmdoglich
ist. Anhand von einigen Funktionswerten in geeignet gewihlten Interpolati-
onspunkten wird anstelle der Zielfunktion eine quadratische Modellfunktion
berechnet und eine lokale Ndherung der gesuchten Trajektorie konstruiert.
Die Modellfunktion wird dann entlang der Trajektorie von Schritt zu Schritt
neu angepaft.

Die Arbeit wurde durch viele Beispiele ergédnzt, die einerseits Schwierig-
keiten der Trajektorien-Verfahren aufzeigen und die Eigenschaften der einge-
fithrten Trajektorien veranschaulichen sollten. Anderseits sollte dadurch dem
Leser erleichtert werden, die vorgestellten Verfahren zu implementieren und
zu testen. Die rekursive Konstruktion, als schwierigster und aufwendigster
Teil des Verfahrens, wurde deshalb detailliert beschrieben und objektorien-
tiert modelliert.

Ich mochte mich ganz herzlich bei Prof. Dr. Klaus Glashoff fiir die Be-
treuung dieser Arbeit bedanken.

AuBBerdem mochte ich meiner Frau Jola von ganzen Herzen fiir das Ver-
stdndnis und die Liebe danken, mit der sie jede Phase dieser Arbeit mitge-
tragen hat.
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Kapitel 1

Trajektorien in der globalen
Optimierung

1.1 Problemstellung
Gegenstand dieser Arbeit ist das folgende Problem:

Problem 1 (Unrestringiertes Optimierungsproblem,)
Gegeben sei eine stetig differenzierbare Zielfunktion f € C1 (IR")

f:R" — .
Gesucht ist ein Punkt x* € R", so daf$ fir alle x € IR" gilt:
far) < f ().

Viele Probleme aus der Technik, Physik, Okonomie, Medizin und ande-
ren Wissenschaften lassen sich als solche Probleme formulieren. Oft treten
zusitzliche Beschrinkungen an die Variablen und/oder Relationen zwischen

solchen auf, so dafy die Zielfunktion nur in einem bestimmten Bereich definiert
bzw. betrachtet wird.

Problem 2 (Restringiertes Optimierungsproblem)
Gegeben seien:
- eine stetig differenzierbare Funktion ¢ € C' (IR")

c:IR"— R,
- die Menge der zuldssigen Punkte M C IR"
M={zeR" c(z)>0}
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und eine stetig differenzierbare Zielfunktion f € C* (M) .
Gesucht ist ein zuldssiger Punkt x* € M, so daf fir alle x € R" gilt:

fam) < f(x).

Es werden hier Probleme mit einer Ungleichheitrestriktion betrachtet.
Die vorgestellten Methoden kénnen leicht auf Probleme mit mehreren Re-
striktionen iibertragen werden (s. Abschnitt 1.4.4).

Die Behandlung dieser klassischen Optimierungsprobleme ist theoretisch
gut ausgearbeitet. Es gibt fiir Praktiker eine Reihe von Verfahren, die leicht
implementierbar und auf entsprechend formulierte Aufgaben anwendbar sind.
Fiir die unrestringierten Aufgaben (Problem 1) zdhlen hierzu vor allem das
Newton-Verfahren, die Quasi-Newton-Verfahren und die Verfahren der kon-
jugierten Richtungen. Fiir die restringierten Verfahren (Problem 2) kommt
z.B. die SQP-Methode (Sequentiel Quadratic Programming) zum Ansatz.
Zur Losung des Optimierungsproblems mit Hilfe der oben genannten Me-
thoden verwendet werden die notwendigen und hinreichenden Bedingungen
fiir die lokale Optimalitét der gesuchten Losung. Fiir unsere Betrachtungs-
weise ist lediglich die notwendige Bedingung 1. Ordnung von Bedeutung.
Fiir weitere Bedingungen wird auf klassische Handbiicher und Skripte zur
nichtlinearen Optimierung hingewiesen [20] [23][26].

Zuerst wird das unrestringierte Optimierungsproblem 1 untersucht.

Satz 3 (notwendige Bedingung 1. Ordnung).
Ist x* lokales Minimum von f € C* (IR"), so gilt:

VS (z*) =0. (1.1)

Definition 4 Ist die notwendige Bedingung 1. Ordnung fiir eine Funktion f
und einen Punkt x* erfillt, so ist x* ein kritischer oder stationdrer Punkt
von f.

Die Menge der kritischen Punkte der Funktion f wird im weiteren mit
Krit (f) bezeichnet.

Die notwendige Bedingung 1. Ordnung fiir unrestringierte Probleme
schlieBt die Existenz einer Abstiegsrichtung s (d.h. Vf (a:*)T $ < 0) in Punkt
x* aus. Bel einem restringierten Problem (2) wire die Forderung (1.1) fiir
die Randpunkte z. € M des zuléssigen Bereiches M zu stark. In einem
solchen Fall mufl lediglich sichergestellt werden, daf3 die Menge der bzgl. der
zuldssigen Menge M zuldssigen Richtungen keine Abstiegsrichtung enthilt.

Definition 5 z* € M heifit reguldrer Punkt von M, wenn Ve (x*) # 0.
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Definition 6 s € R" heifit zuldssige Abstiegsrichtung fir f in einem
reqularen Punkt x* bzgl. der zuldssigen Menge M, wenn

Vi@E)'s < 0 (1.2)
Ve(z)'s > 0.

Fiir restringierte Optimierungsprobleme kann folgende notwendige Be-
dingung 1. Ordnung aufgestellt werden, die die Existenz einer zuldssigen
Abstiegsrichtung s in einem vermeintlichen Minimum x* ausschlief3t:

Satz 7 (notw. Bedingung 1. Ordnung fir restr. Optimierungsprobleme).
Ist x* € OM lokales Minimum von [ auf M und ist x* ein requldrer Punkt
von M, so gibt es eine Zahl A\, so dafS gilt

Vf(z")— AVe(z") = 0. (1.4)

Der Lagrange-Ansatz bietet einen anderen Zugang zu moglichen optima-
len Punkten, die auf dem Rand OM der zuldssigen Menge M liegen. Die
Lagrange-Funktion wird hierbei als Summe der Zielfunktion f (z) und der
mit dem variablen Lagrange-Faktor A multiplizierten Restriktion ¢ () gebil-
det:

L(z,X) = f(x) — Ae(x). (1.5)

Ein Randpunkt x* € OM, der die notwendige Bedingung 1. Ordnung fiir die
restringierte Optimierungsprobleme erfiillt, kann dann im Paar mit dem ent-
sprechenden Lagrange-Parameter A* € IR als kritischer Punkt der Lagrange-
Funktion aufgefaf3t werden.

Satz 8 (Lagrange Charakterisierung)

Ser x* ein requldrer Punkt von M.

Fin Paar (x*, \*) ist genau dann ein kritischer Punkt der Lagrange-Funktion
L(z,\), wenn z* ein Randpunkt der zuldssigen Menge M ist, der die notwen-
dige Bedingung 1. Ordnung fir restringierte Optimierungsprobleme erfillt.

Beweis. Der Gradient der Lagrange-Funktion 148t sich wie folgt berech-
nen:
¢ (%)
Die Bedingung VL (z*, A*) = 0 ist dann dquivalent mit
Vi(z")—AVe(z") =0Az" € IM.
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1.2 Trajektorien

1.2.1 Motivation und theoretischer Ansatz

Die globale Optimalitét eines gefundenen kritischen Punktes x* ist im all-
gemeinen nur bei den zusitzlichen (sehr starken) Voraussetzungen fiir das
Problem wie z.B. Konvexitit der Zielfunktion sichergestellt.

Gibt es mehrere, moglicherweise viele kritische Punkte, so miissen Wege ge-
sucht werden, um nicht nur eine lokale, sondern die global beste Losung des
Optimierungsproblems zu finden.

Moglich ist es, die Suche immer wieder von verschiedenen, nach einem Zu-
fallsprinzip ausgesuchten Startpunkten zu wiederholen. (s. Monte-Carlo-
Methoden) oder wihrend der Suche ab und zu einen Zufallsschritt auszu-
fithren, um eventuell aus einer vermeintlichen Gasse herauszukommen (s.
genetische Verfahren, Stichwort: Mutationen).

Bei beiden Methoden mufl letztendlich der Zufall entscheiden, ob die richtige
globale Losung gefunden wird. Eine richtige Parameterwahl fiir das ausge-
wihlte Verfahren sichert allerdings grofle statistische Zuverlissigkeit.

In dieser Arbeit wurde ein anderer Ansatz gew#hlt. Um moglichst alle ver-
meintlichen Kandidaten fiir das globale Optimum zu finden, wird eine Ver-
bindung (Pfad, Trajektorie) zwischen den einzelnen kritischen Punkten kon-
struiert. Die Trajektorie wird hier allgemein mit einer Hilfsfunktion H cha-
rakterisiert, die folgende Voraussetzungen erfiillen soll:

Definition 9 FEine Funktion H : R" — IR" ' heifit eine bzgl. der Funk-
tion [ trajektorieninduzierende Hilfsfunktion falls

(i) die Funktion H stetig differenzierbar ist und

(i1) alle kritischen Punkte der Zielfunktion f von der Funktion H in den
Nullvektor abgebildet werden:

Ve xri(ryH (2) = 0 (1.6)

Die induzierte Trajektorie Ty (f) wird als die Nullmenge der Funktion H
definiert:

Definition 10 Fiir eine stetig differenzierbare Zielfunktion f € C' (M) und
eine Hilfsfunktion H, die die Bedingungen (i) und (ii) erfallt, wird die Tra-
jektorie Ty (f) definiert als:

Ty (f) = {z € R"| H(x)=0}.
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Bemerkung 11 Aus der Bedingung (1.6) folgt direkt, daf$ die eingefihrte
Trajektorie Ty (f) alle kritischen Punkte der Zielfunktion enthdlt.

Bei einer restringierten Aufgabe kommen aufler den kritischen Punkten
auch lokal optimalen Randpunkte als mogliche Optimallssung in Frage. Um
die optimalen Randpunkte zu finden, kénnte eine entsprechende Trajektorie
fiir die Lagrange-Funktion konstruiert werden. Fin anderer Weg mit einer
geeignet (s. Bedingung 1.6) definierten Hilfsfunktion H (z), die aufer den
kritischen Punkten auch lokal optimalen Randpunkte in den Nullvektor ab-
bildet, wird im Abschnitt 1.4.4 vorgeschlagen und untersucht. In den iibrigen
Teilen der Arbeit wird der unrestringierte Fall betrachtet.

1.2.2 Eigenschaften und Charakterisierung

Die lokalen Eigenschaften der Trajektorie Ty (f) in einem Punkt x € Ty (f)
sind vom Rang der Jacobi-Matrix DH (z) der Funktion H in diesem Punkt
abhéngig. Aus diesem Grund werden die Begriffe eines reguléren bzw. sin-
guldren Punktes und Wertes fiir die Funktion H eingefiihrt.

Definition 12 Sei H : R" — R" ! eine stetig differenzierbare Funktion.
Ein Punkt x € M heifit ein reguldrer Punkt von H, wenn die Jacobi-Matriz
DH (x) existiert und den mazimalen Rang hat:

Rang (DH (x)) =n — 1.
Fin Punkt y € R" 1 heifst ein requldrer Wert von H, wenn alle Urbilder
von y requldre Punkte von H sind:
Vien-1@yRang (DH (2)) =n — 1.
Punkte und Werte heifien singuldr, wenn sie nicht reguldr sind.

Unter bestimmten Voraussetzungen kann dann bewiesen werden, dafl die
Trajektorie Ty (f) lokal einer eindimensionalen Lsungskurve einer bestimm-
ten Differentialgleichung entspricht. Aus dem Satz iiber implizite Funktionen
folgt:

Satz 13 Ist 2° € Ty (f) ein regulirer Punkt von H, so existiert ein offenes
Intervall J = (—6,6), 6 > 0 und eine differenzierbare parametrisierte Kurve
z(a): J —R", so dafs fiir alle o € J gilt:
z(0) = 2a°
H (z ()
Rang (DH (z (o)) = n—1
)

(
% (o

© o ~1
N’ S N S
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Fiir den Tangentenvektor & (o) der Kurve x («) gilt auflerdem:
DH (z () & () = 0. (1.11)

Beweis. Da die Jacobi-Matrix DH (z°) im reguliren Punkt z° den vollen
Rang hat, gibt es einen Index i € {1,...,n} so dal diec Untermatrix D; der
Matrix DH (z°), die durch Weglassen der i-ten Spalte entsteht, nichtsingulér
ist:

D, = <8H(a:0) OH (z°) OH (z°) 8[—](330))‘

8371 Y 8371‘,1 ’ 8&7i+1 Y 8&7n

Wie folgt wird eine Erweiterung H (x, «) der Funktion H (z) konstruiert:

(2 a) — < 1 () >

Ty — X, —

Die Jacobi-Matrix DH (2°) der erweiterten Funktion H (z,«) ist dann gege-
ben durch:

pitet) = (P57 2 ) = (MU ).

Aus der Nichtsingularitdt der Matrix D; folgt dann die Nichtsingularitit

der Matrix %j—oz. Das Funktionensystem I (z,a) = 0 kann also nach x
aufgelost werden. In dieser Weise entsteht eine parametrisierte Kurve x (o),
die alle Bedingungen (1.7) bis (1.10) erfiillt.
Die Gleichung (1.11) folgt direkt durch die Differenzierung der Gleichung
(1.8). m

Die Differentialgleichung (1.11) wird hier als verallgemeinerte Newton-
Gleichung und die Lésungskurve z (o) als verallgemeinerte Newton-Kurve
bezeichnet. Fiir weitere Ausfithrungen ist es hierbei bequem, die Lésungs-

kurve nach der Bogenléinge s zu parametriesieren [24]:

=

wobel mit x; die j-te Komponente von x bezeichnet.

Bemerkung 14 Nach der Gleichung (1.11) liegt der Tangentenvektor & (s)
entlang der reparametrisierten Kurve z (s) immer im Kern der Jacobi-Matrix
DH (2(s)),

% (s) € ker (DH (z(s))).
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Aufgrund der Bogenlingeparametrisierung gilt:
4 (s)]| = 1.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann weiterhin eine positive Orientie-
rung angenommen werden

det<DH<x<s)) > > 0.

i(s)"

Diese Eigenschaft berechtigt folgende Definition, die speziell bei der nu-
merischen Rekonstruktion der theoretisch definierten Trajektorien ihre An-
wendung findet.

Lemma 15 Fiir jede n— 1 xn Matriz A vollen Ranges existiert ein eindeu-
tiger Vektor t (A) mit folgenden Eigenschaften:

At(A) = 0

le(Al = 1

det < t(ﬁ)T > > 0.

Der Vektor t (A) heifit der von der Matriz A induzierte Tangenten-
vektor.

Korollar 16 Die Kurve x (s) kann als eine lokale Lésung der folgenden An-
fangswertaufgabe definiert werden (vgl. [1]):

z(s) =t(DH (z(s))) ] z (0) = 2°. (1.12)

Die rechte Seite der aufgestellten Differentialgleichung (1.12) ist genau
dann richtig definiert, wenn die Jacobi-Matrix DH (z) den vollen Rang hat:

Rang (DH (x)) =n — 1. (1.13)

Die Bedingung (1.13) gilt nur fiir reguléire Punkte der Funktion H und ist
nicht direkt von der Eigenschaften der Funktion f oder deren Gradienten V f
abhéingig. In der Arbeit [1] wurden folgende geometrische Eigenschaften der
Losungskurve z (s) bewiesen.

Satz 17 Wenn 0 ein requlirer Wert von H ist, dann ist die Kurve x ()
definiert auf dem ganzen IR und erfillt genau eine von folgenden zwei Be-
dingungen:
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(i) die Kurve x (s) ist diffeomorph zu einem Kreis

(11) die Kurve x (s) ist diffeomorph zu einer Gerade.

Die Trajektorie Ty (f) kann als Erweiterung der Losungskurve z (s) fiir
die nicht reguldren Punkte der Hilfsfunktion H aufgefaf3t werden und wird
als verallgemeinerte Newton-Trajektorie bezeichnet.

Bemerkung 18 Fulls O ein regulirer Wert von H ist, stellt die Kurve x (s)
eine Komponente der Trajektorie Ty (f).

Korollar 19 Die Trajektorie Ty (f) ist auch fir die Punkte der Nullmenge
von H definiert, wo die Jacobi-Matriz DH (x) singuldr ist und die Kurve
x (o) nicht mehr definiert ist. In einem solchen Punkt ist die Trajektorie
Ty (f) nicht mehr lokal eindimensional.

1.2.3 Numerische Ansitze

Auf der Suche nach den kritischen Punkten der Zielfunktion f wird also eine
verallgemeinerte Newton-Trajektorie Ty (f) konstruiert. Um ausgehend von
einem Anfangspunkt z° der Trajektorie T (f) folgend zu kritischen Punkten
zu gelangen, mufl die Trajektorie numerisch rekonstruiert werden.

Fine einfache Realisierung dieser Aufgabe wire, die Differentialgleichung
(1.12) mit einem erprobtem aus einer Programmbibliothek stammenden Ver-
fahren numerisch zu integrieren. Da allerdings aufler der Jacobi-Matrix DH
die Hilfsfunktion H zur Verfiigung steht, ist der im Kapitel 3 beschriebene
Pradiktor-Korrektor Ansatz zur Lésung des nichtlinearen Gleichungssystem
H (z) = 0 besser fiir die Rekonstruktion der Trajektorie Ty (f) geeignet [25].
Der Zugang zur Trajektorie Ty (f) iiber das nichtlineare Gleichungssystem
H (z) = 0 ist daher, aus numerischer Sicht, dem Zugang tiber die Differenti-
algleichung (1.12) vorzuziehen (vgl. Abschnitte 1.3 und 1.4).

Im folgenden Beispiel werden weitere mogliche Schwierigkeiten, die bei
der numerischen Rekonstruktion einer verallgemeinerten Newton-Trajektorie
auftreten konnen, angedeutet. Fiir eine einfache Testfunktion werden hierzu
einige typische Strukturen klassischer Newton-Trajektorien aufgezeigt.

Beispiel 20 Sei die folgende Zielfunktion f, :R? — IR mit der Variablen
2= (x,y)" €R? gegeben:

(a:3—y3)—a:—|—y.

Wl

fal2) =



1.2. TRAJEKTORIEN 9

Der Gradient der Funktion f, und damit auch die kritischen Punkte kénnen
leicht berechnet werden:

V()= (2" —1,1—¢).
Die Funktion besitzt also vier kritische Punkte:

= (£, £1)", i=1,..4.

g ooy

Mit Hilfe der Hesse-Matriz D?f, (x),

rre=(% 5, ).

kann der Charakter der kritischen Punkte z} festgestellt werden. Durch Un-
tersuchung des Vorzeichens der Eigenwerte der Matriz D?f, (z) erweisen
sich der Punkt 25 = (1,—1)" als lokales Minimum, der Punkt 25 = (—1,1)"
als lokales Mazimum und die Punkte 2t = (1,1)" und 2 = (=1,-1)" als
2wet Sattelpunkte.

Abhiingig von dem Ausgangspunkt zo = (o, yO)T kann die Hilfsfunktion H (x)
wie folgt konstruiert werden:

1) = Yelzo) (o gy Qelio) oy,

Ay o

Die Bedingungen aus der Definition 9 sind hier trivialerweise erfillt. Fiir
den Ausgangspunkt zo gilt dann aufferdem

Auf diese Weise wird sichergestellt, daff aufler den kritischen Punkten auch
der Ausgangspunkt zo der Trajektorie gehdrt. Die klassische Newton-Trajektorie
ist dann (vgl. Abschnitt 1.3 und insbesonders Beispiel 29) definiert durch:

T(far20) = Tu (fa) -

Es kdnnen beispielweise, abhdngig vom Punkt zy, folgende Newton-Trajektorien
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konstruiert werden:

= (1.2,0.6)
Ty =T (fa,25) = {# € R’| H;(2) = 0.642% + 0.44y> — 1.08 = 0}
22 =(0.4,0.6)
Ty =T (fa,25) = {z €R?| Hy(2) :=0.642% — 0.84y> + 0.2 =0}
= (1.0,0.0)
Tyi=T(fa2) = {z € R’| Hy(z) =2~ 1=0}
z4 =(0.2,0.2)
Ty = T(fa,zo {z €R? Hy(z):=0.962% —0.96y> = 0}
g (0.21,0.2)

T (faszg) = {7 € R’| Hs(z) :=0.962* — 0.9559y* — 0.0041 =0} .

Die Newton- Trajektorie T ( fo, 20) kann also eine Ellipse (T} ), eine Hyperbel
mit waagerecht (Ty) oder senkrecht (Ts) verlaufenden Fligel, zwei parallele
(13) oder orthogonalen (1) Geraden werden.

Die Trajektorien Ty, Ty und T3 werden in der Abbildung (1.1) dargestellt.
Die Trajektorien Ty und Ts werden in den Bildern (1.2) und (1.3) getrennt

gezeigl.

2l IT(F02)

(=]

’T( faiz%))

Abbildung 1.1: Beispieltrajektorien 17,75 und T3 fiir die Funktion f,
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Die vorgestellten Trajektorien beinhalten natiirlich auch alle kritischen
Punkte der Funktion f,. Die geometrische Beschaffenheit der Trajektorien
ist aber durchaus unterschiedlich.

Trajektorienkomponenten

Wihrend die Trajektorien 77 und T zusammenh#ngend sind, bestehen die
Trajektorien 75,15 und T5 aus zwei getrennten Komponenten. Es ist bei
einem praktischen Optimierungsproblem oft schwer vorherzusehen, wieviele
Komponenten die definierte Trajektorie bilden. Die Suche nach den Tra-
jektorienkomponente ist fiir ein numerisches Rekonstruktionsverfahren ein
schwieriges Problem.

Im Kapitel 2 werden Methoden vorgestellt, die es ermoglichen, mittels re-
kursiv konstruierten Verbindungstrajektorien die Komponenten der Haupt-
trajektorie zu finden. Im Abschnitt 1.4.3 wird aulerdem eine neue Trajek-
torienklasse eingefiihrt, die mehrere vorgegebenen Startpunkte enthilt. Auf
diese Weise ist es dann in der Regel moglich, einige (und nicht nur eine!)
Trajektorienkomponenten bereits beim ersten Anlauf zu rekonstruieren.

Zyklische und nicht zyklische Komponenten

Die einzelnen Trajektorienkomponenten sind unter bestimmten Vorausset-
zungen entweder zu einem Kreis (Trajektorie T1) oder einer Gerade (Trajek-
torien 15,73 und T) diffeomorph (s. Satz 17).

Die numerische Behandlung der zyklischen Komponenten erfordert einen
Zyklustest, der mit Hilfe charakteristischer Punkte erkennt, ob die Kom-
ponente vollstdndig rekonstruiert wurde. Die nichtzyklische Komponenten
kénnen anderseits, wegen ihrer unendlichen Lénge, nicht vollstéindig rekon-
struiert werden. Aus diesem Grunde wird die Suche auf einen Bereich B
beschrénkt, in dem alle kritische Punkte vermutet werden. Besitzt die Ziel-
funktion nur endlich viele kritische Punkte, so existiert ein konvexer Bereich

B C R", fiir den gilt:

Krit(f) C B.

Singulire Punkte und Spriinge zwischen den Komponenten

Fin anderes Problem stellen Verzweigungspunkte dar. Wie an dem Bei-
spiel der Trajektorie Ty zu erkennen ist (vgl. Abbildung 1.2), kénnen solche
Punkte dann auftreten, wenn ein Trajektorienpunkt ein singuléres Punkt der
Hilfsfunktion H (z) ist. Fiir die Trajektorie T; und den Trajektorienpunkt
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%=(0,0)" gilt hier

DH, (%) = (1.92%,1.925) = (0,0),
so daf3 der Rang der Matrix DHy (%) gleich Null ist. Fir die anderen Tra-
jektorien kann man zeigen, dafl der Punkt Z = (O,O)T auch ein singulérer

Punkt der Hilfsfunktion H ist. Da Z aber dann nicht zur Trajektorie gehort,
stellt dies in diesen Fille keine Schwierigkeit dar.

o

2+

-2 -1 0 1 2

Abbildung 1.2: Beispieltrajektorie T} fiir die Zielfunktion f,

Um Verzweigungspunkte bel einer numerisch berechneten Trajektorie zu

vermeiden, reicht es, im allgemeinen den Ausgangspunkt ein wenig zu stéren
(s. Abbildung 1.3). Die auf diese Weise neu definierte Trajektorie hat keine
Verzweigungspunkte mehr.
Demnach gibt es problematische Stellen, an denen verschiedene Trajekto-
rienkomponenten nahe beieinander verlaufen. Es besteht dann die Gefahr,
dafl das Rekonstruktionsverfahren filschlicherweise von einer Komponente
aul die andere springt. Dank einer geeigneten Schrittlingesteuerung (vgl.
Abschnitt 3.2.2) kann dies vermieden werden. Das Verfahren ist allerdings
deutlich langsamer.

Ist es fiir eine definierte Trajektorie moglich, sie abzufahren, so kénnen
alle kritischen Punkte fiir das Problem gefunden werden. Durch den ein-
fachen Vergleich der Funktionswerte kann dann der global optimale Punkt
bestimmt werden.



1.3. KLASSISCHE NEWTON-TRAJEKTORIE 13

N

(=]
T

-1r z 2

T(fo, )

-2 -1 0 1 2

Abbildung 1.3: Beispieltrajektorie Ty fir die Zielfunktion f,

Die kritischen Punkte werden mit Hilfe eines Trajektorienverfahrens im
allgemeinen nur sehr ungenau bestimmt. FEs geht in diesem Fall vielmehr
darum, sich einen Gesamtiiberblick iiber die Figenschaften der Zielfunktion
zu verschaffen und die Struktur des Problems zu erkennen. Die gefundenen
kritischen Punkte konnen dann als ”gute” Startpunkte fiir die klassischen
lokal konvergenten Optimierungsverfahren genommen werden.

1.3 Klassische Newton-Trajektorie

1.3.1 Zugang iiber eine Differentialgleichung

Der Name der im folgenden konstruierten Trajektorie kommt von der be-
kannten Methode, die in Form einer im weiteren angegebenen Iterationsfor-
mel (1.14) zur Losung des Gleichungssystems (1.1) angewandt werden kann.
Sei f eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f : R" — IR mit den
Gradienten Vf und der Hessematrix D?f. Die Newton-Iterationsformel ist
dann gegeben durch:

Der durch die Punkte {x;} i—0,1,.. bestimmte Polygonzug kann als eine Fuler-

yooo

Diskretisierung mit der Schrittlinge p; der durch folgende Anfangswertauf-
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gabe definierten Kurve x (o) angesehen werden:
i(a) = —Df(x(a)) 'V (z() | z(0)=2". (1.15)

Es ist in diesem Kontext iiblich, an Stelle der Differentialgleichung 1.15 fol-
gende Aufgabe zu betrachten (vgl. [16]):

i(0)= —adiD?f () V/(@(@) | 2@ =2  (L16)

Mit adjD? f wird die Adjungierte der Hesse-Matrix D? f bezeichnet, die auch
fiir diejenige Punkte existiert, fiir die die Hesse-Matrix singulir und damit
nicht invertierbar ist. Ist anderseits die Hesse-Matrix D? f regulir, so kann
die Inverse (D*f )71 wie folgt dargestellt werden:

- 1
D) = djD*f.
(D) = FadiD"f

Fiir die Hilfsfunktion H(z) := GTVf (x), mit einer beliebigen vorgege-
benen n x n — 1 Matrix G vollen Ranges, wurde in [3] gezeigt, daf} der
Tangentenvektor ¢ (DH (x)) der Jacobi-Matrix DH (), wie folgt dargestellt

werden kann:

12
(D () = 0 SID (@) Y ()
ladj D2 (2 () V f (2 ()
Wird die Kurve x () nach der Bogenlinge s parametrisiert, so kann die

Anfangswertaufgabe (1.16) auf die Differentialgleichung (1.12) zuriickgefiihrt
werden.

o= *1.

Die impliziete Form der Differentialgleichung 1.16 mit den entsprechenden
Anfangswertbedingung

0

oV @(@)==-Vf@) | z0)=2"

fithrt dann zu folgenden Eigenschaften der Lésungskurve x (a) (vgl. [18)]):

Satz 21 Fir die Losungskurve x (o) der Newtonschen Differentialgleichung
1.15 gilt:

(1) die Richtung des Gradienten Vf (z (o)) bleibt entlang der Kurve un-
verdndert:

Ya(@ex@ VS (@ (@) =V [ (2%) e,
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(ii) mit o« — oo fihrt die Kurve x(a) von dem Startpunkt 1° zu einem
kritischen Punkt der Funktion f.

Der Pfad, der entlang der Losungskurve x (a) von dem Startpunkt z° zu
einem kritischen Punkt z* der Funktion f fithrt, wird als Newton-Kurve be-
zeichnet. In den niichsten Absétzen werden die genannten Eigenschaften der
Newton-Kurve genutzt, um die klassische Newton-Trajektorie zu definieren,

die alle kritische Punkte enthalt (s. [19]).

1.3.2 Zugang iiber ein nichtlineares Gleichungssystem

Die Menge der kritischen Punkte der Zielfunktion f :IR™ —IR wird durch die
Abschwiichung des notwendigen Optimalitétskriteriums (vgl. Satz 3) erwei-
tert. Hierzu werden die n Gleichungen des nichtlinearen Gleichungssytems
(1.1) durch n — 1 linear unabh#ngige Gleichungskombinationen ersetzt:

giV/f(z)=0

ggflvf‘(%) =0

Das Gleichungssystem (1.17) kann mit Hilfe einer beliebigen n x n—1 Matrix
GG vollen Ranges

Vi)=0— (1.17)

G == (gl,...,gnfl)
Rang (G) = n—1

oder der entsprechend definierten Hilfsfunktion H : IR" — IR™ ' kurz ge-
schrieben werden:

H(z) :=GTVf(z)=0. (1.18)

Die Lésungsmenge Tg (f) des auf diese Weise abgeschwéichten Gleichungssy-
stem (1.17) enthélt natiirlich alle kritischen Punkte der Zielfunktion f:

Krit(f) CTe (f) == {z € R"| H(xz)=0}. (1.19)
Definition 22 Fiir eine n x n — 1 Matriz G mit
Rang (G) =n—1
ist die durch die Matrixz G induzierte Trajektorie gegeben mit:
Te(f):={zeR" H(z):=G"V[(x)=0}. (1.20)
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Bemerkung 23 Die Bedingung GT'V f (z) = 0 ist zur Aussage dquivalent,
daf der Gradient V f (x) im Kern der Matriz G liegt. Die Trajektorie Tg (f)
st durch den eindimensionalen Kern der Matrix G eindeutig bestimmt. Fiir
alle n X n — 1 Matrizen G vollen Ranges mit dem gleichen Kern sind auch
die durch diese Matrizen induzierten Trajektorien gleich!

Der aufgrund der Rangbedingung eindimensionale Kern ist aber durch
einem beliebigen Vektor

0 # g € ker (G)
eindeutig festgelegt. Diese Eigenschaft begriindet folgende Definition:

Definition 24 Fir einen Vektor g € R" und einer Matriz G mit

Rang (G) = n—1
g € kerG',

15t die durch den Vektor g induzierte Trajektorie gegeben durch:

Ty (f) = Ta ([)- (1.21)

g wird im Weileren ein induzierender Vektor genannt.

Als induzierender Vektor g € IR" kann der Gradient der Funktion f in
einem nichtkritischen Punkt o (V f (29) # 0) genommen werden:

g :=Vf(xo). (1.22)

Der Punkt zy kann dann als Startpunkt fiir das Rekonstruktionsverfahren
benutzt werden (vgl. Beispiel 20). In diesem Fall ist die Trajektorie T (f)
durch den Vektor g oder dquivalent durch den Startpunkt zy eindeutig be-
stimmt und wird daher weiter mit T (f) bzw. mit T (f,x¢) bezeichnet.

Satz 25 Sei g := Vf(xg) # 0 und [ eine zweimal stetig differenzierbare
Funktion f € C?(R"). Fir die durch den Vektor g induzierte Trajektorie
T, (f) konnen dann folgende Figenschaften bewiesen werden:

(i) Die Richtung des Gradienten V[ ist fir alle Punkte der Trajektorie
T, (f) gleich der Richtung des induzierenden Vektors g:

vmeTg(f)El)\e]va (a:) = )\g
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(i1) Ist der Gradient V f der Funktion f in einem Punkt x linear abhdngig
von g, so gehort x damit zur Trajektorie T, (f)

3 RrVS ()= g=2 €T, (f).

(i1i) Die Trajektorie T, (f) ist eine Frweiterung der im vorigen Abschnitt
definierten Newton-Kurve x (¢):

x (o) C T, (f).

Beweis. Die Aussagen (i) und (ii) folgen direkt aus der Bemerkung (23).
Nach dem Satz 21 bleibt die Richtung des Gradienten V f () der Zielfunktion
f entlang der Kurve x () unverdndert. Da der Gradient V f (zg) im Start-
punkt zy als induzierender Vektor g gewihlt wurde, folgt fiir alle Punkte x
der Losungskurve x («):

VeexiwBh RV (2) = AV (30) = Ag
und mit (ii) dann auch
Vaex(ayr € Ty (f) .
|
Definition 26 Die Trajektorie T, (f),
Ty (f) ={zeR"| Vf(zx) parallel zu g},

wird als klassische Newton-Trajektorie bezeichnet und ist mit der durch
Vektor g induzierten Trajektorie identisch (vgl. Definition 24).

Im Abschnitt 1.4 wird eine andere erweiterte Familie der Newton-Trajektorien
eingefiihrt.

Konstruktion des Gleichungssystems

Im folgenden wird fiir einem vorgegebenen Vektor g = V f (x¢) eine n xn —1
Matrix GG bestimmt fiir die gilt:

ker G = span{g}.

Diese Bedingung sichert die Zugehérigkeit des Ausgangspunktes xg zur Tra-
jektorie Te (f).
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Direkte Konstruktion Ist ein induzierender Vektor g € IR"™ und eine
Orthonormalbasis Q := {q, ..., §n} mit g7 ¢, # 0 gegeben, so kann ein Glei-
chungssystem (1.17) auf folgende Weise konstruiert werden:

(6" @) 65 = (676n) 47V f (2)) =0

G'V [ (x) =
(07 Gn-1) 47 — (97) 4% 1,V (2)) = 0

(1.23)

Die Spalten g;, i = 1,...,n — 1 der Matrix G konnen also nach folgender
Vorschrift bestimmt werden:

gi = <9T@i> qn — <9an> 4s- (1.24)

Die konstruierte Matrix G hat die in der Definition (24) geforderte Eigen-
schaften:

Lemma 27 Die Matriz G hat den vollen Rang und 1st orthogonal zum in-
duzierenden Veklor g:

Rcmg(@) = n—1
GTg = 0

Beweis. Indirekt wird hier angenommen, daf3 die Matrix G nicht vollen
Ranges ist

Rang (G) < n—1.

Dann gibt es eine Linearkombination der Spalten g;, i = 1,...,n — 1 mit den
reellen Koeffizienten o; € R, i = 1,...,n — 1, die nicht alle gleichzeitig gleich
Null sind, fiir die folgende Bedingung gilt:

n—1 n—1
>oeidi = D ai((676) b — (9" ) )
=1 =1

n—1

n—1
= Y (0"@) 4 — Y i (97dn) 4 =0
=1

=1

Da die Spalten ¢; der Matrix () linear unabhingig sind und g% ¢, # 0 gefordert
wurde, miissen alle Koeffizienten «;, i = 1,...,n — 1 gleichzeitig verschwin-
den. Dies ist aber dquivalent der linearen Unabhéngigkeit der Vektoren g;
und widerspricht der indirekten Annahme.
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Fiir die Spalten g;, 1 = 1,...,n — 1 gilt dann auflerdem:

aig=1(9"a) (a1 g9) — (¢"d) (¢ g) = 0.

Korollar 28 Fiir die Trajektorie
To(f) = {2 R GTVf (@) =0},
qilt dann:
xo € Ts (f).
Beweis. Fiir den vorgegebenen Punkt xq gilt:
GIVf (20) = GTg = 0.

Beispiel 29 Fiir eine zweidimensionale Zielfunktion [ :IR? — IR, eine Ma-
triz Q = Iy und einen Vektor g .= YV f (z0) ist dann die Trajektorie T, (f, zo)
(vgl. Beispiel 20) gegeben mit:

_ 2 Of(2)0f (2)  0f(2)0f(2) _
T(f,zo)—{ZE]R] o or  or oy —0}.

(1.25)

Aus der Gleichung (1.25) folgt fir jeden Trajektorienpunkt z

oy o (220, 2 7 o

so dafl mat

iy = <3f8(y30) 7 _5f8(;0)>T

der Gradient V f (2) orthogonal zum Vektor g, und damit parallel zum Gra-
dienten V f (z0) liegt.
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Beispiel 30 Fiir eine dreidimensionale Zielfunktion [ :IR® — R mit der
Variablen z = (u, v, w)T, einer Matriz Q = I3 und einem Vektor g := V f (z)
ist dann die Trajektorie Ty (f, z0) gegeben mit:

5 3f(z0) 3f(2)  3f(20) 2f(2)
T(f 20) = ¢z € R oflo) 08y o) 78 | =0 (1.26)
dw v v dw

Aus der Gleichung (1.26) folgt fir jeden Trajektorienpunkt z

. 9f(z0) 0 _ 9f(z0)
G'Vf(x):= 86” 8F(#0) _8f8(go) Vi{z)=0
dw v

so dafl mit

P <3f (20) , _0f (ZO)>T

ow ou
[ 0f () Of (z0)\T
g2 _<0’ ow = Ov >

der Gradient V f (2) orthogonal zu Vektoren g, bzw. §o liegt.
Aus der in der Vorschrift (1.23) aufgestellten Forderung

V() 4 =9"4. #0
folgt dann
0f (20)

ow

£0.

Die Vektoren g1 und go sind linear unabhdingig. Ir den Rang der Matrix G
qilt also

Rang (G) = 2.

Der Gradient V f (2), der im eindimensionalen Kern der Matriz G liegt, ist
also parallel zum Gradienten V f (z0) (vgl. Bemerkung 23).
Fiir die Vektoren g1 und go ¢ilt auflerdem:

. O0f (20) 9f (20)
91 G2 = ou o

Das Skalarprodukt g1 g ist in der Regel ungleich Null; d.h. Vektoren ¢, und
Go sind nicht orthogonal!
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Konstruktion mittels Spiegelung In manchen Fillen ist es von Vorteil,
wenn die Matrix G = (g1, ..., gn—1) orthonormal ist. Die Spalten g1, ..., gn_1
miissen also so konstruiert werden, daf3 die folgende Bedingung erfiillt ist:

_J 0, J#k
gjgk—{ 1, j=k -
Dies ist bei der Matrix G nicht immer der Fall (s. Beispiel 30). Die Kon-
struktion einer orthogonalen Matrix G ist aufwendiger und kann z.B. mit-
tels einer Orthogonaltransformation S einer beliebigen orthonormalen Basis
Q = {q,...,qn} durchgefithrt werden. Wird der Basisvektor g, auf den

normierten induzierenden Vektor g := H!;TH abgebildet

so stellen die Abbilder der anderen Basisvektoren ¢, ..., ¢, 1 die Spalten der
gesuchten orthonormalen Matrix

G = (g1:=9q1, ., Gn1:= SGn1)-

Ist zufilligerweise ¢, = ¢, so ist keine Transformation der Basisvektoren
q1; -, @n_1 notwendig. Die Matrix (¢ ist dann definiert durch G := (gy, ..., gn_1)-
Ist ¢, # g, so kann als Transformation S die Householder-Spiegelung I,, —
2ww? an der zu einem Einheitsvektor w (|jw|| = 1) orthogonalen Hyperebe-
ne w' genommen werden. Aus der geforderten Bedingung (1.27) kann der
Vektor w abgeleitet werden (vgl. [2]):

Lemma 31 Ist ein normierter Vektor g und eine orthonormale Basis () :=

{q1, .-, qn} mit g, # § gegeben, so existiert mit w = Hg:Z”H eine eindeutige

Spiegelung S := I — 2wwT mit der Eigenschaft (1.27).

Fiir die mit Hilfe der Spiegelung S konstruierte Matrix (7 kénnen folgende
Eigenschaften nachgewiesen werden:

Korollar 32 Ist ein normierter induzierender Vektor g und eine orthonor-
male Basis Q := {qi, ..., qn} gegeben und wird eine Spicgelung S := I —2ww?,
die die Bedingung (1.27) erfillt, konstruiert, so gilt fir die Matriz

G:= (gl = SQM ---;gnfl = ‘§an1)

GTG = I,
éTg = 0.
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_ Beweis. Da S eine Orthonormaltransformation ist, folgt fiir die Matrix
(G und den induzierenden Vektoren g:

- N\T /- - \T /-~ o
(G.9) (G9) = (5@) (5Q) =Q"5"3Q = Q"Q = L.
|
Das Gleichungssystem (1.17) kann also wie folgt aufgestellt werden:

<§q1,Vf (a:)> =0
(1.28)

GIVf (z) =
(Sau 1.9/ (@) =0
Korollar 33 Fiir die Trajektorie
To(f)i={peR| G'Vf (@) =0},
qilt dann:
zo € Te (f) .-
Beweis. Fiir den vorgegebenen Punkt z¢ gilt:
GTVf (x) = GTg = 0.
]

Beispiel 34 Sei f :IR® — IR cine dreidimensionale Zielfunktion mit der
Variablen 2z = (u,v,w)T und die Matrix QQ = I3 gegeben. Seien weiterhin
Vektoren g und g definiert durch:

9 = (Gu:9v,9w) =V (20)
g = (gmgvavw) =V/f (ZO)/HVf (ZO)H

Der die gesuchte Spiegelung S induzierende Vektor w ist dann gegeben mat:
S T S
w:<gu, v, gw_l) /H(gm v, gw_l)H-

Die Matriz S der entsprechenden Housholder-Spiegelung kann wie folgt be-
rechnet werden:

9 gg gugv gu (gw - 1)
e - <~

,§':]3_
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Ist der Gradient V f (20) der Zielfunktion f im Punkt xq beispielsweise gleich
Vi(z)=(a, a, O)T, 0#£a€clR

so kinnen der Vektor w und die Matriz S explizit angegeben werden

oSl e
ko =

Fir die Trajektorie T, (f, z) induzierende Matriz

N |=
N [

1
2

N Iﬁ Ql

G = (§€1,§62) = ( ) ;

_1
2
sind die geforderten Bedingungen trivial erfillt:
G'G = b
GTVf (Z()) = 0.
Die Trajektorie T, (f, z0) ist dann gegeben mit:
s 10/() _ 12/() 4 V20/(z)
T(f 20) =42 €R 8 _l_ng})(z) +§Qg1f(z) =07.

2 Ou 2 v 2 ow

Bemerkung 35 Die entsprechende Bedingung g*'g, # 0 ist hierbei nicht
mehr relevant. Die orthonormale Basis Q) == {q,...,q,} kann also beliebig
gewdhlt werden.

1.3.3 Zugang iiber eine vorgegebene Richtung

Die Trajektorie T; (f) kann auch als die Menge der Punkte angesehen werden,
in denen die Richtung des Gradienten der Zielfunktion f mit der vorgegebe-
nen Richtung iibereinstimmt (s. Satz 25):

T,(f)={zeR" 3, .RgVS(z)=Xg}. (1.29)
Da der Gradient Vf (z) der Zielfunktion f in kritischen Punkten der Null-

vektor ist, gehéren auch diese Punkte (man wéhle A = 0) zu der auf solche
Art und Weise definierten Menge (s. Abbildung 1.4, vgl. Beispiel 20).

Anderseits kann leicht gezeigt werden, daf3 jeder nichtkritische Punkt ei-
ner klassischen Newton-Trajektorie eindeutig zugeordnet werden kann.
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Abbildung 1.4: Beispieltrajektorien 77 und T3 im Gradientenfeld der Test-
funktion f,

Korollar 36 Die Schnittmenge zwei verschiedener klassischen Newton-Trajek-
torien ist mit der Menge der kritischen Punkte der Zielfunktion [ identisch:

(T, (f) # Ty, (1)) = Krit (f) =Ty, (/) N Ty, (f) -

Beweis. Aus (1.19) folgt direkt Krit (f) C Ty, (f) N'T,, (f).
Existiert ein Punkt x € T,, (f) N'T,, (f) mit Vf (z) # 0, so gilt

Mg =V[f (37) = A

und mit A; Ay # 0 folgt

91”92-

Die klassischen Newton-Trajektorien Ty, (f) und T,, (f) sind aber genau dann
verschieden, wenn g # go. Dies fithrt zum Wiederspruch. m

Bemerkung 37 Weil die induzierende Funktion H fiir die verallgemeiner-
ten Newton-Trajektorien Ty (f) (s. Definition 10) mit unterschiedlichen An-
sitzen (vgl. Abschnitte 1.4.3 oder 1.4.4) gewdhlt werden kann, gilt die Be-
hauptung aus dem Korollar 36 nur fir die klassischen Newton-Trajektorien
und nicht fir die verallgemeinerte Newton-Trajektorien Ty (f).
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Die vorgegebene Richtung g ist vor allem dann von direkter Bedeutung,
wenn ein Ausgangspunkt fiir die Rekonstruktion der Trajektorie bestimmt
werden muf (vgl. 1.22). Auch ein bekannter oder mittels klassischen Opti-
mierung berechneter kritischer Punkt kann als Ausgangspunkt fiir das Re-
konstruktionsverfahren genutzt werden (vgl. [33]).

1.4 Richtungsfeld-Trajektorie

Die Richtungs des Gradienten der Zielfunktion f bleibt entlang der klassi-
schen Newton-Trajektorie konstant (vgl.26). Unter Umstdnden kann auch
eine variable Richtung ¢ (x) zugelassen werden. Diese Betrachtungsweise
wird hier als Anlaf3 zur Definition und Untersuchung durch ein Richtungs-
feld induzierten Trajektorien genommen.

1.4.1 Zugang iiber ein Richtungsfeld

Indem die konstante Richtung g durch ein vorgebenes Richtungsfeld r : R" —
R" ersetzt wird, wird hier eine neue Trajektorie T, (f) als die Menge der
Punkte definiert, in denen die Richtung des Gradienten der Zielfunktion f
mit dem Richtungsfeld r tibereinstimmt.

Definition 38 Sei r cine stetige Abbildung r : R" — IR", die keine Null-
stellen hat:

r=1(0) = 0. (1.30)

Die durch das Richtungsfeldr (x) induzierte Trajektorie T? (f) (kurz Richtungs-
feld-Trajektorie) ist definiert als:

T2 (f) := {a: €R" 3,,RrV/S (@) =A(z)r (a:)} :

Die neu definierte Trajektorie T (f) enthélt alle kritischen Punkte der

Zielfunktion f (z). Im Falle eines konstanten Richtungsfeldes r (z) = g ent-
spricht die Trajektorie T)? (f) der durch Vektor g induzierten klassischen
Newton-Trajektorie T, (f).
Es ist nicht immer moglich ein Richtungsfeld zu konstruieren, das gewiinschte
Figenschaften (vgl. Abschnitte 1.4.3 und 1.4.4) und gleichzeitig keine Null-
stellen hat. Mit einer Umformulierung der Definition 38 werden deshalb die
Nullstellen des Richtungsfeldes zugelassen und in die Trajektorie mitaufge-
nommen:
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Definition 39 Seir eine stetige Abbildung r : R" — IR" (mit Nullstellen).
Die durch das Richtungsfeld r (x) induzierte Trajektorie T, (f) ist
definiert als:

L) = {re R 3, mY/ @ Ir@I=A@r@}). 130

Die Nullstellen der Funktion 7 (x) sind hier in der Trajektorie T, (f) ent-
halten. Ein Richtungsfeld mit unendlich vielen Nullstellen ist deshalb, fiir
den praktischen Ansatz, wenig sinnvoll. Besitzt das Richtungsfeld nur end-
lich viele Nullstellen, so kénnen diese, isolierte Ein-Punkt-Komponenten der
Trajektorie bilden. Solche Komponenten sind aber fiir unsere Anwendung
uninteressant und koénnen deshalb vernachldssigt werden. Im Zusammen-
hang mit der Richtungsfeld-Trajektorie wird im weiteren stets die erweiterte
Definition 39 gemeint.

Im folgenden Lemma wird gezeigt, dafl der Parameter A(z) als Norm des
Gradienten V f (x) berechnet werden kann.

Lemma 40 Sei eine stetige Abbildung v : R" — IR"™ und eine durch r (x)
induzierte Trajektorie T, (f) gegeben, dann gilt:

Krit(f) < T, (f)
Voer(n VS (@) | (@) = £V (@)]r ().
Beweis. Betrachtet werden die kritischen Punkte der Zielfunktion f, die
Nullstellen des Richtungsfeldes r und die iibrigen Trajektorienpunkte.
Fiir jeden kritischen Punkt 2* ist die Bedingung (1.31) mit A (z*) := |V f (z*)|| =
0 trivialerweise erfiillt:
VI (@) |lr (@)l =0 = A(z") r (z7).

Fiir eine Nullstelle 2" des Richtungsfeldes ist die Wahl des Parameters A (z")
nicht relevant. Insbesondere kann also auch die Norm des Gradienten ange-
nommen werden:

Az") = IVS ()]

Ist allerdings fiir ein Trajektorienpunkt z € T, (f) der Wert des Richtungs-
feldes ungleich Null, so folgt:

Vi) r()
A@) @l

Fiir den Parameter A (z) gilt dann:
M) =£[|Vf (@)
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1.4.2 Zugang iiber ein nichtlineares Gleichungssystem

Auch die modifizierte Trajektorie kann als Lésungsmenge eines nichtlinea-
ren Gleichungssystems bzw. als Nullmenge einer bestimmten Hilfsfunktion
H,:R" — R" ! dargestellt werden. Hierzu wird im weiteren (s. Abschnitt
Konstruktion des Gleichungssystems) eine variable Matrix G, (z) mit folgen-
den Eigenschaften konstruiert:

V.j" r(z) € kerG](z) (1.32)
V..r* Rang(G,(r)) = n—1 (1.33)

Das Gleichungssystem (1.17) kann mit Hilfe der Matrix G, (z) allgemeiner
dargestellt werden:

GT () Vf (z) =0. (1.34)
Die Hilfsfunktion H, (x) wird dann wie folgt definiert (vgl. Vorschrift 1.18):

Die mégliche Unstetigkeitsstellen der Funktion H, (z) in den (endlich vielen)
Nullstellen des Richtungsfeldes r (z) konnen von der Trajektorie T (f) iso-
liert werden und sind deshalb fiir unsere Betrachtung uninteressant.

Die als Nullmenge der Funktion H, (x) definierte, verallgemeinerte Newton-
Trajektorie Ty, (f) (vgl. Definition 10) stimmt mit der durch das Richtungs-
feld r (x) induzierten Trajektorie T, (f) tiberein.

Satz 41 Fir ein Richtungsfeldr : R" — IR" und die mit Hilfe der Vorschrift
(1.85) aufgestellte Funktion H,, gilt:

T (f) =Tu. (f)-

Beweis. Da die Nullstellen der Abbildung r (x) trivialerweise zu beiden
Trajektorien T, (f) und Ty, (f) gehoren, wird im weiteren r (z) # 0 voraus-
gesetzt.

Fiir jeden Punkt z € Ty, (f) ist die Bedingung

H, (v) =Gy (2) Vf () =0

mit der Aussage dquivalent, dafl der Gradient Vf (z) im Kern der variablen
Matrix G, (x) liegt:

VS (x) € ker G (z).
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Der entsprechende Richtungsvektor r (z) liegt ebenfalls im Kern von G, (z)
(s. Bedingung 1.32). Da der Kern der Matrix G, (z) iiberall eindimensional
sein soll (s. Bedingung 1.33) und r (z) # 0, ist der Gradient Vf (x) linear
abhingig von 7 (x), so dal z € T, (f) folgt.

Andererseits gilt fiir jeden x € T, (f) mit r (z) # 0 auch

6t @) vf ) = Eller @y ) o

so daf} H, (z) = 0 und damit = € Ty, (f) folgt. =

Konstruktion des Gleichungssystems

Um eine variable Matrix G, (z) und damit auch eine Funktion H, fiir ein
Richtungsfeld r : R" — IR" zu konstruieren, wird zuerst eine beliebige or-
thonormale Basis Q = {q1, ..., gn } von R" ausgesucht. Die Richtungsfunktion
r (z) wird dann bzgl. der Basis @) in n Koordinatenfunktionen r; : R" — R
zerlegt :

n

re) = ) ri(@)g

r(@) = q'r(s).

Die Konstruktionsmethoden aus dem Abschnitt (13) konnen dann leicht
tibertragen werden.

Direkte Konstruktion Das nichtlineare Gleichungssystem (1.23) wird
umgeschrieben in:

(r1(x) gf —rp (x) ],V f(x)) =0
. (1.36)

(rac1 (2) g7 — o (2) g7 1.V (2)) = 0.

Fiir die entsprechend definierte Matrix,

~

Gr(@) = (@) g —rn (@) @1 (2) @y — 7 (2) G y),
liegt die Richtung r (z) stets im Kern der Matrix G, (z).

Lemma 42 Dic Matriz G, (x) ist iberall orthogonal zu r (x)
G, (z) 7 (z) =0,
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Beweis. Sei §; () die I-te Spalte der Matrix G, (x), dann gilt:

T = (@ —r@a) Yor@a
= r(x)r, (z) —rp (z)r () =0.

|
Mt der variablen Matrix G, (x) ist dann eine entsprechende Hilfsfunktion
H, gegeben durch:

H, (z):=GT () Vf(z) =0. (1.37)

Es soll hier beachtet werden, dafl fiir die Nullstellen des Richtungsieldes ()
die Bedingung H, (z) = 0 mit G, () = 0,1 natiirlicherweise erfiillt ist.

Bemerkung 43 Die folgende Bedingung
ro () = (r (z),2) #0,

kann leider im allgemeinen nicht fir jeden Punkt x € B gesichert werden, so
dafy die Matrix G, (x) nicht notwendigerweise iberall vollen Rang hat. Das
kann zu numerischen Instabilititen des Rekonstruktionsverfahren fihren (vgl.
Abschnitt 3.1).

Konstruktion mittels Spiegelung Die hier vorgestellte Konstruktions-
prozedur basiert auf einer variablen Householder-Spiegelung

Sy (z,p) : R™" — R".

Ist das Richtungsfeld r : R" — IR" in einem Punkt z € IR" ungleich Null,
so kann ein normierter Richtungsvektor 7 (z) konstruiert werden:

o
"= T

Mit dem variablen Vektor w (z),

f(‘x) — gn

20 = ) gl

wird die Spiegelung S, (x,p) wie folgt definiert:

S, (z,p) = I, — 2w (x) w” (z).
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Wie im Lemma 31 bereits gezeigt wurde, wird dabei der Basis-Vektor g, auf
7 (z) gespiegelt:

S (x,q,) =7 (x).
Die Bilder der anderen Basisvektoren stellen dann die Spalten der gesuchten
variablen orthonormalen Matrix G, (z),

G, (x) = (S(z,q1) .., S (2, qn_1))- (1.38)
Lemma 44 Sei r : R" — R" ein Richtungsfeld und Q = {q1,...,qn} eine
orthonormale Basis von R". Fiir die entsprechend der Vorschrift (1.38)
konstruierte variable Matriz G, (x) gilt tberall:

é{(m)ér(a:) = I,
GI(z)r(z) = 0.

Beweis. Fiir jeden einzelnen Punkt = kann der Beweis des Lemmas (31)
direkt tibertragen werden. ®
Das nichtlineare Gleichungssystem (1.28) wird umgeschrieben in:

(8(@.4).Vf (@) =0

Gl (2) V] (z) = (1.39)

<§ (a:,qn,l)‘,”Vf (a:)> =0

1.4.3 Richtungsfeld-Trajektorie
mit mehreren vorgegebenen Startpunkten

Wie im Beispiel 20 gezeigt wurde, kann eine verallgemeinerte Newton-Trajek-
torie Ty (f) aus mehreren Komponenten bestehen. Der in Kapitel 2 vorge-
stellte rekursive Rekonstruktionsalgorithmus fithrt nicht immer zu allen Tra-
jektorienkomponenten. In einem solchen Fall werden moglicherweise nicht
alle kritischen Punkte der Zielfunktion f (x) gefunden. Insbesondere kann es
passieren, dafl die Trajektorie nur in einer kleinen Region des Bereichs, der
durchsucht werden soll, steckenbleibt.

Um diese Situation weitgehend auszuschlieflend, wird hier eine Richtungsfeld-
Trajektorie definiert, die aufler den gesuchten kritischen Punkten bis zu n+1
vorgegebene Punkte x5, k = 0,...,m < n enthilt. Die vorgegebenen Punkte
2, konnen als Startpunkte fiir mehrere Komponenten der Trajektorie genutzt
werden. Die Punkte x;, sollten als Fcken eines m-dimensionalen Polyeders in
IR" gew#hlt werden (s. Bemerkung 51). Werden die Punkte den Vorkennt-
nissen und Wiinschen entsprechend verteilt, so wird damit sichergestellt, dafl
die Trajektorie Ty (f) mit den Punkten z; auch besonders interessante Re-
gionen, wo die kritischen Punkte vermutet werden, erreicht.
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Richtungsfeld

Konvexe Kombination vorgegebener Richtungen Sollen die Punkte
g, k = 0,....,m < n der Trajektorie angehoren, so wird ein Richtungsfeld
7 (x) als konvexe Kombination der Gradienten V f (z3) der Zielfunktion f in
den vorgegebenen Punkten z; bestimmt:

m

P() = 3 (2) VI ().

k=0

Die Bestimmung der Koeffizienten p () und damit der Richtung 7 (z) in
einem Punkt z €IR™ kann in zwei Schritten erfolgen:

1. Der Punkt x wird mit Hilfe einer orthogonalen Abbildung P auf die
durch die Punkte z; aufgespannte lineare Mannigfaltigkeit My, 4,
projiziert:

2. Der projizierte Punkt P (z) wird dann als konvexe Kombination der
vorgegebenen Punkte x; dargestellt:

P(x):= Zuk (x) x. (1.40)

Dies fiihrt zum folgenden Approximationsproblem:

Problem 45 Fiir m + 1 vorgegebene Punkte xg,...,x,, € IR", m <n
werden konveze Koeffizienten g, ..., g € R, Y7 o pir, = 1 gesucht,
fir die gilt:

m
x — E y, () x| — min.
k=0
Mit v;, i = 1,...,m werden im weiteren die Differenzenvektoren x; — xg
und mit Gy, ., die Gramsche Matrix G, ., bezeichnet:
T T
Ul Ul e Ul Um
le ..... Vm
vUp vl o,
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Die Parameter i (), ..., tt,,, (z) kdnnen als Losung des folgenden linearen
Gleichungssystems bestimmt werden:

Bemerkung 46 Sind die Vektoren vy, ...,v,, lnear unabhingig, so ist die
Gramsche Matriz G, reguldr, und die Parameter py (), ..., fy, () sind
eindeutig bestimmbar.

~~~~~ Um

Unter der Regularitétsvoraussetzung der Matrix G, . ,,, stimmt das Rich-
tungsfeld 7 (z) in den vorgegebenen Punkten z; mit der Richtung der Gra-
dienten Vf (z3) der Funktion f tiberein (vgl. Satz 49).

Beispiel 47 Fiir die zweidimensionale Zielfunktion f, :IR? — IR aus dem
Beispiel 20

(#* —y’) —z+y,

wl|

fa(2) =

werden zwei beliebige Punkte zy, z € R? ausgesucht. Fir die in diesen
Punkten vorgegebene Richlungen gilt:

g =Vf(z)= (2l -1,1-y), i=0,1.

Mit dem Vektor v := 2z — 29 und der 1 x 1 Matriz G, = v? kénnen die
Koeffizienten p, (z) und pg (2) leicht bestimmt werden durch:

v (2 = 2)
m(2) = T
v (21 — 2)
o (2) = 1—M1(Z)=T
Das Richtungsfeld ist dann gegeben mit:
. vl (2 — 2) v (2 = 2)
r (Z) - Ty Jo + oo q1-
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Fir die Punkte zo := (=2, —1)" und 2z == (1, —2)" ergibt sich dann

v=(3,-1)" G, = (10)
o=+ (G-3x+y) go=(3,0"
p =15 (—5—3x+y) ¢ =(0,-3).

Das in der Abbildung 1.5 dargestellte Richtungsfeld 7 (x) ist dann gegeben

durch:
3 5—3r+y
ST < —5—3x+y>‘
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Abbildung 1.5: Richtungsfeld fiir die Richtungsfeld-Trajektorie mit zwei
Startpunkten

Beispiel 48 Fiir dic zweidimensionale Zielfunktion f, :IR? — IR aus dem
Beispiel 20
foz) == (#* —¢°) —z +y,
werden hier drei Punkte zo, 21, 29 € IR" vorgegeben:
0 = <_27 _1>T
21 (17 _2>T
z = (0,1)7.
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Fir die Vektoren vy, vy und die Gramsche Matriz G, ., ergibt sich dann:

v = (37_1)T Vg = (272>T

10 4
o (94,

Die Koeffizienten p,; (x) und die Richtungsvektoren g; kinnen dann leicht
berechnet werden:

o =3(1-32—19) go= (3,07
u1=%(5+$+3y) g1 = (0, 3)
po=731+xz—y) ga=(-1,0).

Das in der Abbildung 1.6 dargestellte Richtungsfeld 7 (x) ist dann gegeben
mat:
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Abbildung 1.6: Richtungsfeld fiir die Richtungsfeld-Trajektorie mit drei
Startpunkten

Im Satz 49 wird bewiesen, daf3 die durch das Richtungsfeld 7 (z) induzierte
Trajektorie T5 (f) auBer den kritischen Punkte der Zielfunktion f auch die
vorgegebenen Punkte x; enthilt .
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Satz 49 Fir die vorgegebenen Punkte xg, x1, ..., .y, set die Gramsche Matriz
requldr. Fir die Trajektorie

(f) = {e € R 3, jYS @7 (@) = A @)7 (2)],
qilt dann:

(i) Die Trajektorie enthdlt alle kritischen Punkte:
Krit (f) C 15 (f).

(i1) Die Trajektorie enthdlt alle vorgebenen Punkte:

Beweis. Die Behauptung (i) folgt direkt aus dem Lemma 40.
Um die Behauptung (ii) zu beweisen, werden zuerst die variablen Koeffizien-
ten g (), g (), vy fhoy, () bestimmt.
Fiir den Ausgangspunkt zy ist die rechte Seite des Gleichungssystems (1.41)

gleich Null, so daf3 aufgrund der Regularitidt der Matrix Gy, . ., die Parame-

.....

ter gy (), ...,y () verschwinden miissen. Der Parameter p (x9) ist dann
gleich 1:
(o) = 0, k=1,...m
el =91 k=0

Fiir einen vorgebenen Punkt z; (5 € {1,2,...,m}) nimmt das Gleichungs-
system (1.41) folgende Form an

oy oo o\ [ (@) o () — o) ol
oy e o )\ i @) T (2 — o) oo,

Die j-te Spalte der Gramschen Matrix Gy, ., stimmt dann mit der rechten

Seite des Gleichungssystems iiberein, so dafy mit

0, k4

I

die eindeutige Losung des Systems gefunden wurde.
Fiir jeden vorgegebenen Punkt z; (5 € {0,1,...,m}) gilt also:

Pr) = () VS (22) = V (2))

und der Punkt gehért damit der Trajektorie 75 (f). ®
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Effiziente Konstruktion des Richtungsfeldes Die Losung eines linea-
ren Gleichungssystem (1.41) in jedem Punkt z kann sehr umsténdlich sein.
Da sich die Koeflizienten des Systems nicht dndern, ist es naheliegend, das Sy-
stem in eine einfachere Form zu bringen. Mittels Gram-Schmidt-Orthogonali-

sierung der Vektoren v; wird also zunéchst ein Orthonormalsystem {wy, ..., wp, }
konstruiert. Die vorgegebenen Punkte x4, ..., x,, kénnen dann mit ¢ und den
Basisvektoren wy, ..., Wy, wie folgt dargestellt werden:

m/

_ T
xr; = To + V; WrWr.

k=0

Die Richtungsvektoren gy, ..., g, miissen dabel in die neue Basisdarstellung

tibertragen werden:

3

T
12

9 = go+ Uy Wi Gk,

o
Il
=]

Algorithm 50 Konstruktion eines Orthonormalsystems.

fork=12..m

| DPr ~— G — Yo;
m «— m;
Wy m3
; i
9T ]
forj =23 .m
wj —v;— S, vl waw;
if (lu;]l == 0)
then | schliefie Punkt x; aus
- m/; ‘
else | w; +— —L;
J g |
. i1 .
g (py = XL oTwigi) / llusl);

Bemerkung 51 Sind die Differenzenvektoren vy, ..., vy, linear abhingig, so
ist die Anzahl m! der auf beschricbene Art und Weise konstruierten orthogo-
nalen Basisvektoren wy, ..., Wy, kleiner als m.

In einem solchen Fall kann es unter Umstinden geschehen, daf$ nicht alle
vorgegebenen Punkte mit der Trajektorie erreicht werden.

Die lineare Mannigfaltigkeit My », . . wird mit Hilfe des gewonnenen
Orthonormalsystems wy, ..., Wy, wie folgt beschrieben (vgl. Lemma 52). Es



1.4. RICHTUNGSFELD-TRAJEKTORIE 37

sel:

Lemma 52 Die Mannigfaltigkeiten My, 5,
tisch:

.....

Beweis. Jeder Vektor wy, 1af3t sich als lineare Kombination der Vektoren

U1, ..., Uy darstellen. Fiir jeden beliebigen Punkt x € My, w,,....w., gilt also:

.....

mil m m
T = T —I—Z'yk (x) wy, :ato—l—Zozk () vy = a:O—I—Zozk (z) (xr, — x0) -
k=1 k=1 k=1

Mit den Parametern

, k=1..m

wo={, o oL

folgt dann direkt:

m m
3722/%(37)3%/\ p = L.
k=0 k=0
Da die Vektoren wy, ..., wy, ebenfalls eine Basis fiir das Vektorensystem vy, ..., vy,

bilden, 148t sich auch jeder Vektor vy als Lineare Kombination der Vektoren
Wy, ..., Wny darstellen. Fiir jeden beliebigen Punkt x € My, 4, . 4, 148t sich
die Zugehorigkeit @ zu Myg 1.0, auf dem gleichen Weg zeigen. m

Die Orthogonalprojektion P (z) (vgl. 1.40) kann mit dem Ausgangspunkt
2o und den Basis-Vektoren wny, ..., wy, einfacher dargestellt werden:

P2) =m0+ Y 7 (@) wy.

Die Koeflizienten v, () , ..., 7V, () konnen auf folgende Weise direkt berech-
net werden:

Ve () = (2 = m0) " wy.

Die Losung eines linearen Gleichungssystems ist hier nicht mehr erforderlich!



3 KAPITEL 1. TRAJEKTORIEN IN DER OPTIMIERUNG

Der neue Ansatz fithrt zum folgenden Richtungsfeld 7 : R" — IR"

mil
r)=go+ > v (%) G
k=1

Fiir die Punkte #; := xo + w;, i = 1,...,m' kann leicht folgendes gezeigt
werden:
1, 1=k
T.) = T e ’
7k<$l) w; Wy { 0, 27&]{; :
Die neuen Richtungsvektoren ¢;,7 = 1, ..., m' entsprechen also den vom Rich-

tungsfeld 7 (z) in den Punkten #; vorgegebenen Richtungen 7 (#;). Das auf
diese Weise konstruierte Richtungsfeld 7 (z) stimmt mit dem urspriinglichen
Richtungsfeld 7 (x) tiberein.

Satz 53 Die Richtungsfelder 7 (z) und 7 (x) sind identisch

Beweis. Es wurde bereits bewiesen (s. Lemma 52), dafl die Mengen
und My w,.....wm, gleich sind.

Die Orthogonalprojektion eines beliebigen Punktes x € IR" auf die jewei-
lige Menge bildet den Punkt x auf den gleichen Punkt - € Mo, a0m)-

7 (x)

~~~~~ Tm

ooy, DLW Vg ...,

.....

m/ m m
= a:O—I—Z’yk () wy, = x9 + Zak (z) vy, = x0 —I—Zozk (x) (2, — x0) -
k=1 k=1 k=1

Da die Vektoren gy, ..., g, mit Hilfe der gleichen Transformationen aus py, ..., p,,
entstanden sind wie wy, ..., Wy, aus vy, ..., U, gilt dann auch entsprechend:

m/ m

27k<$)gkzz T) gr = %o + Zoék ) (9% — 90) -

k=1 k=1

Durch den Richtungsfeld 7 (z) wird in z folgende Richtung gesetzt:

—90+Z’Yk gk—go—l-ZOék (9% — 90) -
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Mit den Parametern

(2) = g, k=1..m
P = 01" o, k=0

folgt dann direkt

Beispiel 54 Fiir die zweidimensionale Zielfunktion f, :IR? — R und drei
Punkte 29, 21,29 € R" aus dem Beispiel /8

fa<z) = <x3_y3> —r+y,

Wl =

2y = <_27 _1>T
21 = (17_2>T
Zy = (071)T )

sind die Vektoren vy, v und die orthogonalen Basisvektoren wy und we ge-
geben mit:

v = (37 _1>T Vg = (27 2)T
wy =103 )Ty = X0 (1 3T
Die Koeffizienten v, (x) und die Richtungsvektoren §; kénnen dann leicht
berechnet werden:
N = POy a=—gEI"
vy (z) = 3% G+x+3y) go= —3% (3.5,—1.5)" .

Fiir das Richtungsfeld 7 (x) ergibt sich:
1 1
Flz) = (3,00 — 5 G+32-9) (3, 3" — 75 G+ 7 +3y) (35, -1.5)"
1/ -1-52-3y
T4\ -3-3x+3y /-’

Wie erwartet, stimmt das Richtungsfeld 7 (z) mit dem Richtungsfeld 7 (x)
aus dem Beispiel 48 tberein.
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Konstruktion des Gleichungssystem

Die Konstruktion des Gleichungssystems (1.34) fiir die Richtungsfeld-Trajek-
torien mit mehreren Startpunkten kann etwas vereinfacht werden.

Bei der direkten Konstruktion der Matrix G (z) wird sie durch konvexe Kom-
bination der konstanten Matrizen G (zx), k = 0,...,m ersetzt. Das Rich-
tungsfeld 7 (x) und damit auch die Trajektorie 75 (f) bleiben unveréndert.
Da eine konvexe Kombination der orthogonalen Matrizen nicht notwendiger-
weise orthogonal bleibt, ist der gleiche Weg bei der Konstruktion der Matrix
G () nicht mdglich. In diesem Fall kann lediglich der Vektor w (z) durch
normierte konvexe Kombination der Vektoren w (zy), k = 0,...,m ersetzt
werden.

Direkte Konstruktion Die in den vorgegebenen Punkten berechneten
Gradienten Vf (z) werden hier als lincare Kombination der Basisvektoren
{q1,...,qn} dargestellt:

V[ (x) :ZqiTVf (z1) @, k=0,..,m.
i—1

Die Richtungsfunktion 7 wird bzgl. der Basis ) in n Koordinatenfunk-
tionen 7; : R" — R' zerlegt:

Fa) =3 (@) g

k=0

Die Funktionen 7; (z) kénnen wie folgt bestimmt werden:

F@) = Y om @V (@) =D m (@)Y 6V (@) a
= > (Z e (2) ¢V f (%k)) ¢
Damit ergibt sich:
@) = (@) g VI ().

Das nichtlineare Gleichungssystem (1.36) wird umgeschrieben in:

G ()" Vf(x)= (Z e (@) G) V/(z)=o0. (1.42)
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Das Gleichungssystem (1.42) wird hier durch konvexe Kombination der kon-
stanten Matrizen G bestimmt, die den vorgegebenen Punkten zj zugeord-
neten werden koénnen

GV f(xr)al — @V () qf

q} \Vf(zx) gl — @tV f (z) qh_y

AT .
GT =

Lemma 55 Dic Matriz G (x) ist dberall orthogonal zu 7 (1) :

~

G (x)" 7 (z) = 0.

Beweis. Sel gy die I-te Spalte der Matrix Gy und §; (z) die I-te Spalte
der Matrix (7 (z), dann gilt:

[+

gt () = (V@) g = VI(m) g ) ) 7ilz)e

=1

= @/ V(@) (@) — ¢ V.S () 7 (2)

und es folgt

Bemerkung 56 Durch geeignete Wahl der Basisvektoren {qi,...,q,} kann
gewdhrleistet werden, daf$ die Bedingung

Vk:o,l,...,anvf (ﬂUk) 7é 0
erfiullt ist und damit die Matrizen Gy, vollen Rang haben (s. 27). Dies gilt
aber nicht fiir jede konvere Kombination der Matrizen G und somit auch

nicht tiberall fiir die Matriz G (x).

Beispiel 57 Fiir die zweidimensionale Zielfunktion f, :IR? — IR aus dem
Beispiel 20

(2° —y*) —z+y,

Wl =

fa(2) =
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und zwei vorgegebene Punkte zo = (—2, —1)T und z; = (1, —2)T wurde in
Beispiel 47 folgendes Richtungsfeld aufgestellt:

3 5—3r+y
T<$)_E<—5—3a¢+y>'

Die entsprechende Trajektorie T (f) lapt sich hierbei mittels einer variablen
1 x 2 Matriz G (x)

R 3

wie folgl beschreiben:
T(f,70,m) = {2 € R G (@) Vf(z) =0}
Fiir die in der Abbildung 1.7 dargestellte Trajektorie T (f, z0, 21) gilt also:

G+3z—y) (2®—1)+B6-3z+y) (1-9*) =0

&

(=]

T(faz0,2)
> % /
T //
-2 -1 0 1 2

Abbildung 1.7: Richtungsfeld-Trajektorie mit zwei vorgegebenen Punkten zg
und 27 im Konturplot der Zielfunktion f,.
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Beispiel 58 Fiir dic zweidimensionale Ziclfunktion f, :IR? — IR aus dem
Beispiel 20

fa<z) = <x3_y3> —r+y,

Wl =

und drei vorgegebene Punkte zo = (—2,—1)", 21 = (1, =2)" und 2z, = (0,1)"
wurde in Beispiel 48 folgendes Richtungsfeld aufgestellt:

v 1 —=1-5x—3y
@) =1 < ~3— 3z 43y >
Fiir die in der Abbildung dargestellte Trajektorie T (f, 20,21, 20) gilt also:

(3+32—3y) (2" —1) - (1+52x+3y) (1-y*) =0

|

-2+

N

[y

(=]

——— ¢

-2 -1 0 1 2

Abbildung 1.8: Richtungsfeld-Trajektorie mit drei vorgegebenen Punkten z,
z1 und zy im Konturplot der Zielfunktion f,.

Konstruktion mittels Spiegelung Fiir die vorgegebenen Punkte x; und
normierten Richtungen g werden die konstanten Vektoren wy konstruiert:

§k—%

Wy i —m /.
1r — @l
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Mit dem variablen Vektor

wird dann die Spiegelung S, (x,p) definiert durch:
Sy (z,p) == I, — 2w (z) w” (x).
Die folgende Figenschaft der Spiegelung S, (z,p)

_ Vi (zx)
IV f (zi)|l’

ist trivialerweise erfiillt. Dies erlaubt die Konstruktion der orthogonalen

S (zx, qn)

variablen Matrix G (x) durch die Spiegelung der Basisvektoren qq, ..., gn—1
G (x) = Sp (&, q1) e S (%, G0-1))-

Das Richtungsfeld 7(x) ist zwar nicht mehr orthogonal zur konstruierten
Matrix G (z). Ein neues Richtungsfeld 7 (z) kann aber wie folgt konstruiert
werden:

7 (z) = S, (z,qn).

Das neue Richtungsfeld 7 (z) stimmt in den vorgegebenen Punkten zy, k =
0,...,m mit dem urspriinglichen Feld 7 (x) tiberein. Die neue Trajektorie
T (f) enthélt somit die Punkte xy.

Beispiel 59 Fiir die zweidimensionale Zielfunktion f, :IR? — IR und drei
vorgegebene Punkte zy, 21 und 2o aus dem Beispiel 48 wurde das nach dem
Prinzip der variablen Spiegelung aufgestellte Richtungsfeld 7 () in Abbildung
1.9 dargestellt.

Die entsprechende Trajektorie T (f, zo, 21, 22) ist in der Abbildung 1.10 skiz-
ziert. Obwohl die konstruierte Trajektorie T (f, 20, 21, 22) die Punkte g, 21, 2o
enthdlt, stimmt sie nicht mit der Trajektorie aus Beispiel 58 tberein (vgl. Ab-
bildung 1.8).

1.4.4 Richtungsfeld-Trajektorie
fiir restringierte Probleme
Bei einem restringierten Problem miissen die Randpunkte des Zuldssigkeits-

bereiches besonderes berticksichtigt werden. Die notwendige Optimalitéits-
bedingung 1. Ordnung fiir restringierte Probleme (s. Abschnitt 1.1) kann
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Abbildung 1.9: Richtungsfeld variablen Spiegelung mit drei vorgegebenen
Punkten 2y, z; und 29 und die Zielfunktion f,.

e

_l,

_2,

Abbildung 1.10: Richtungsfeld-Trajektorie variablen Spiegelung mit drei vor-
gegebenen Punkten 2y, 21 und 29 im Konturplot der Zielfunktion f,.
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als eine Richtungsbedingung fiir den Gradienten V f (x) der Zielfunktion f
aufgefafit werden:

3, .RV/S (#) = A\Ve (2).

In diesem Abschnitt wird eine Trajektorie definiert, die auler den kritischen
Punkte der Zielfunktion auch die Randpunkte des Zuldssigkeitsbereiches ent-
hilt, die notwendige Optimalitdtsbedingung erfiillen.

Richtungsfeld

Um in einer Trajektorie T, (f) die aus Sicht der Optimierungsaufgabe inter-
essanten Randpunkte zu erfassen, wird ein trajektorieninduzierendes Rich-
tungsfeld r. (z) wie folgt definiert:

Definition 60 Seien eine restringierte Optimierungsaufgabe 2 mit der Ziel-
funktion f(xz) und der Restriktion c(x) sowie ein Anfangspunkt xo € R"
gegeben.

Fin Richtungsfeld r, (xo) heifit fir die gestellte Optimierungsaufgabe trajek-
torieninduzierend falls folgendes gilt:

1. Die Richtung r. (zo) stimmt mit der Richtung des Gradienten V f (zo)
der Funktion [ im Punkl xq tdberein:

3, RV S (o) = Are (z0) .

2. Die Richtung r. (x.) stimmt mit der Richtung des Gradienten Ve (z.)
der Restriktion ¢ fiir alle Randpunkte x. tberein:

Vaecom3, R VE () = Are () .

Das Richtungsfeld r, (z) kann als nichtlineare Kombination des Gradien-
ten Vf (x9) der Zielfunktion f in dem vorgegebenen Ausgangspunkt zp €
M\ OM und des Gradienten Ve (z) der Randfunktion ¢ (x) in Punkt x kon-

struiert werden:
re (x) == c(x) Vf (z0) + (c(x0) — c(z)) Ve (x). (1.43)

Die Koeflizienten ¢ (x) und (¢ (x0) — ¢(x)) sind hierbei vom Wert der Rand-
funktion ¢ (x) abhingig.
Es sind auch andere Ansitze moglich, beispielsweise:

Top () :=c ()" V[ (20) + (¢ (o)’ — c(x)’) Ve(x), peRy. (1.44)

Im weiteren wird der Einfachheit halber stets die Vorschrift 1.43 einge-
setzt.
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Bemerkung 61 Der Ausgangspunkt xo darf nicht auf dem Rand licgen. Gilt
namlich xo € OM und damit c(xo) = 0, so ist das Richtungsfeld r. (z) auf
dem gesamten Rand OM gleich Null.

Probleme mit mehreren Restriktionen

Fiir die Probleme mit mehreren aber endlich vielen Restriktionen ¢ () , ..., ¢, ()
und den entsprechenden Zulldssigkeitsbereich:

M={z R Yjep.m c¢(2) >0},

kann leicht eine Funktion ¢ (z) konstruiert werden, deren Gradient Ve (x) in
den reguliren Randpunkten z. € M orthogonal zum Rand dM der Menge
M liegt. Dies gilt dann, wenn die Funktion ¢(z) in der Umgebung von z.
auf dem Rand OM konstant ist. Fiir das Produkt der Restriktionsfunktionen
¢y (2) ..., em () ist diese Bedingung beispielsweise erfiillt. Auf der Grundlage
einer solchen Funktion kann dann ein geeignetes Richtungsfeld r. (x) anhand
der Vorschrift (1.43) bzw. (1.44) konstruiert werden.

Bemerkung 62 Die Nullmenge der Funktion c(xz) mufS hierbei nicht mit
dem Rand des Zullissigkeilsbereiches tibereinstimmen sondern lediglich die
requldren Randpunkte x. enthalten. Die Zullissigkeit eines Kandidates fiir
die globale Lésung des Optimierungsproblems mufs in jedem Fall anhand der
Restriktionen ¢; (x) > 0, j € {1,....,m} geprift werden. Die Bedingung
c(x) > 0 ist im algemeinen Fall weder ausreichend noch notwendig!

Trajektorie fiir restrinigertes Optimierungsproblem

Die entsprechend durch das Richtungsfeld . (x) induzierte Trajektorie T, (f)
enthilt den Startpunkt xy und alle Punkte aus dem Zulissigkeitsbereich, die
die notwendige Optimalititsbedingung der restringierten Aufgabe erfiillen.

Satz 63 Sei r. (x) das fir das restringierte Optimierungsproblem 2 konstru-
ierte Richtungsfeld. Fir die Trajektorie T,, (f) gilt dann:

(i) Die Trajektorie enthdlt den Ausgangspunkt xo.

(i1) Die Trajektorie enthdlt alle Randpunkte z*, fir die die Optimalitditsbe-
dingung (1.4) erfillt ist:

(i1i) Die Trajektorie enthdll alle kritischen Punkte:

Krit (f) €T, (f).-
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Beweis.

(1) Fir z = zo folgt:

(i)

7e (z0) = ¢ (x0) V[ (w0) + (¢ (z0) — ¢ (w0)) Ve (x0) = ¢ (20) V f (20)

und die Trajektorienzugehorigkeitsbedingung (1.31) ist trivialerweise
erfiillt.
Fiir jeden Randpunkt z. gilt (wegen ¢ (z.) = 0):

re (x.) == c(x.) V[ (xg) + (¢ (x0) — ¢ (x,)) Ve (x,) = ¢ (x) Ve (z.) .

Fiir die gesuchten Randpunkte 2% gilt auBlerdem (vgl. Bedingung 1.4)
V(@) — AVe(a?) = 0,
so daf3 mit
¢ (w0) Vf (27) = ¢ (x0) AVe (a7) = Are (27)
die Bedingung (1.31) erfiillt ist.

Die kritischen Punkte der Zielfunktion gehéren nach dem TLemma 40
zur durch 7, (z) induzierten Trajektorie.

Die praktische Anwendung der Richtungsfeld-Trajektorien fiir restringier-
te Probleme wird hier am Beispiel zweier einfacher Randfunktionen vorge-
stellt ist aber im Prinzip auf andere Optimierungsprobleme mit einer belie-
bigen Restriktion ¢ (z) iibertragbar (vgl. Abschnitt 4.5).

Beispiel 64 (n-dimensionale Kugel)
Mit der Randfunktion

oy (@) 1= P — (2 — 5’

laft sich eine kugelférmige Zuldssigkeitsmenge mit dem Mittelpunkt s und
dem Radius p beschreiben. Das entsprechende Richtungsfeld kann wie folgt
berechnet werden:

r. (z

)= <p2 —(x — s)2> Vf (a:o) — 2<(a:— 3)2 — (20 — 3)2) (x —s).
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Fiir die zweidimensionale Zielfunktion f, aus dem Beispiel 20, den Ausgangs-
punkt zp = (0, O)T und die Randfunktion

k(002 =4~ 28—y, (1.45)
wurde das entsprechende Richtungsfeld

re(z) == (4— 2 — o) < _11 > —2 (2 4 ¢?) < y > (1.46)

in der Abbildung 1.11 dargestellt. Fiir das restringierte Problem gibt es auffer
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SNNNNNNNANNNN b b A A A S A S S S S
b XONONNNNNXNNN YA SRR AAAR RS
OOV T !/>%//////////
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Abbildung 1.11: Richtungsfeld fiir ein restringiertes Optimierungsproblem
mit kreisformigem Zulédssigkeitsbereich

den vier kritischen Punkten

= (£1,£1)", i=1,..4

g eeey 5

noch sechs weitere Randpunkle 2}, 1 =15,...,10,
T
Z;,Q = (:':\/57 :l:\/§)
T
2o = <i\/2 — V3, i\/2 + ¢§>
T
2y = <i\/2+ \/§,i\/2— ¢§> ,
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die als Kandidaten fiir das globale Minimum bzw. das globale Mazximum in
Betracht kommen. Die Kandidalenpunkte konnen durch Lésung des folgen-

den Gleichungssystems (vgl. Lagrange-Charakterisierung - Satz 8) berechnet
werden:

y(1-a) (1) =
4_a,;2_y2 —

Fiir die in der Abbildung 1.12 dargestellte, durch das Richtungsfeld r. (x)
induzierte Trajektorie T,, (f,) gilt hier:

(4—a72—y2—|—2a:<a72—|—y2)) (1—332)— (4—a:2—y2—2y<a:2—|—y2)) (1—y2) = 0.

Die Trajektorie T,, (f,) enthdlt alle méglichen Kandidatenpunkte zf, 1 =
1,...,10. Der Vergleich der Funktionswerte in den gefundenen zuldssigen

Abbildung 1.12: Richtungsfeld-Trajektorie fiir das restringierte Optimie-
rungsproblem mit kreisformigem Zuldssigkeitsbereich

Punkten 2}, fihrt zur folgenden Erkenninis tber die globalen Minima und
Maxima fiir das aufgestellte restringierte Problem:

1. Globales Minimum:

4
zy, mit dem Funktionswert f, (z3) = —=

3
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2. Globales Maximum

zy mit dem Funktionswert f, (z3) =

Beispiel 65 Fin n-dimensionaler Simplex
Der Rand eines n-dimensionaler Simplex in R" kann mit Hilfe von n + 1
Hyperebenen

Nasb; = {,17 € Rn’ a’zT (aj — bz) — 0}

als Teilmenge der Nullmenge folgender Funktion (vgl. Bemerkung 62) be-
stimmt werden:

ﬁaZT x —b;)

=0

Die Vektoren a; sind dabei als normale (orthogonale) Vektoren der Hyperebe-
nen 1, ,,, die in das Innere des Simplex zeigen, zu wihlen. Als Vektoren b;
konnen beliebige Punkte der Hyperebenen n,. ;. gewdhil werden. Die Rand-
funktion cp (z) ist ein n-dimensionaler Polynom n + 1-ten Grades.

Fiir einen Randpunkt x. des zuldssigen Bereiches ist die Richtung r. (x) durch
folgende Bedingung bestimmi:

r(2) = Qi T E Mg, NTE Mg, pys JF0
0, QTEHaiAa?Enaj’bj’ ]%Z .

Fiir die zweidimensionale Zielfunktion f, aus dem Beispiel 20, den Ausgangs-
punkt zo = (0, O)T und die durch Vektoren

ar=(0,1" b =(0,-2"
=(2,-1)" b =(-1,00"
az = (—=2,-1)" by =(1,0)",

induzierte Randfunktion
cp(x)=2r4+y—2)2z—y+2) (y+2), (1.47)

wurde das entsprechende Richtungsfeld r. (x) in der Abbildung 1.11 darge-
stellt. Fiir das restringierte Problem gibt es aufer den vier kritischen Punk-
ten

= (£1,£1)", i=1,...4,
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Abbildung 1.13: Richtungsfeld fiir ein Optimierungsproblem mit dreieckigem
Zulissigkeitsbereich

noch sechs weitere Randpunkte 27, i = 5,...,10 sowie drei Simplexecken
z2f, 1 =11,...,13, die als Kandidaten fir das globale Minimum bzw. das
globale Maximum in Betracht kommen.

Die Punkte =z, i =05,...,10 kénnen, abhdngig von dem Rand, auf dem sie
liegen, durch Lisung eines der folgenden Gleichungssysteme (vgl. Lagrange-
Charakterisierung - Satz 8) berechnet werden.

Fiir die Randpunkte der Hyperebene n,, , gl die Forderung:
1—22=0
{ yt2=0 (1.48)
Die Bedingung 1.48 fiihrt zum folgenden Kandidatenpunkten:

Z; = <_27_1)T
Z; = <_271)T

Fiir die Randpunkte der Hyperebene n,,,, gilt die Forderung:

(o
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Die Bedingung 1.49 fihrt zu folgenden Kandidatenpunkten:
. 1 2 4
o=z (—8 + \/15) = (—1 + \/15) .

Fiir die Randpunkte der Hyperebene n,, ,. gilt die Forderung:

e

Die Bedingung 1.50 fiihrt zu folgenden Kandidatenpunkten:

= (367 v) 3 (V)

T

Die Eckpunkte 2}, i =11,...,13 sind gegeben durch

Zikl = (072>T7

ZikQ = (27_2)T7

Zik?z = <_27_2)T
Die durch das Richtungsfeld r. (x) induzierte Trajektorie T, (fo) enthdlt alle
moglichen Kandidatenpunkte (vgl. Abbildung 1.14).

Der Vergleich der Funktionswerte in den gefundenen zuldssigen Punk-
ten z¥, 1=2,3,5,...,13 (2% und z; sind nicht zuldssig) fihrt 2u folgenden
Erkenninis tber die globalen Minima und Maxima fir das aufgestellte re-
stringierte Problem:

1. Globales Minimum:

4
2y, mit dem Funktionswert f, (z3) = —=

3
2. Globale Mazxima

4
25 und 2}, mit dem Funktionswert fg (z5) = 3
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-2 -1 0 1 2

Abbildung 1.14: Richtungsfeld-Trajektorie fiir das restringierte Optimie-
rungsproblem mit dreieckigem Zul#ssigkeitsbereich



Kapitel 2

Suche nach den
Trajektorienkomponenten

2.1 Rekursive Konstruktion des Verfahrens

Wie bereits erwdhnt wurde, sind die vorgestellten Trajektorien nicht immer
zusammenhédngend und bestehen deshalb moglicherweise aus mehreren Kom-
ponenten. FEine mogliche Strategie, Verbindungstrajektorien zwischen den
Trajektorienkomponenten zu konstruieren, wurde in [15] vorgestellt. Die to-
pologische und geometrische Figenschaften der Verbindungstrajektorien wur-
den in [17] theoretisch untersucht.

Die Grundidee dieser Methode ist, die speziellen Unterprobleme aufzustellen,
deren Dimension um eins niedriger ist als die Dimension des Hauptproblems.
Fiir die Unterprobleme werden Hilfstrajektorien konstruiert, die dann die ur-
spriinglichen Trajektorienkomponenten miteinander verbinden.

Da die Verbindungstrajektorien selber auch aus mehreren Komponenten be-
stehen konnen, wird ein Netz aus den rekursiv konstruierten Trajektorien
gebaut. Auf diese Weise wird der Versuch unternommen, alle Komponenten
der Haupttrajektorie und damit auch alle im Sinn der Optimierungsaufgabe
interessanten Punkte zu erreichen.

2.1.1 Newton-Blatter

Mit @ = (qu, ..., gn) wird eine beliebige orthogonale n x n Matrix (QTQ =1 )
eingefithrt und mit Q := (g1, ..., ;) die auf I-Spalten reduzierte n x I Teilma-
trix der Matrix @ bezeichnet. Ausgehend vom Gleichungssystem (1.17) fiir
klassische Newton-Trajektorie werden die Eigenschaften der Losungsmenge

%5)
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des folgenden Gleichungssystems
Q/Vf(x)=0 (2.1)

untersucht.

Definition 66 Se: f € C' (R",R") und Q eine orthogonale n x n Matriz.
Die Losungsmenge des Gleichungssystems (2.1) mitl =n—k, (k=0,....,n — 1)

Folf) = {z €| QIV/ (&) =0}

wird als k- Newton-Blatt der Zielfunktion [ bzgl. der Matrix () be-
zeichnet.

Mit der QR-Zerlegung einer reguliren n x n Matrix A € IR"*"
A=0QR,

kann die Definition 66 auf regulire Matrizen erweitert werden. Die orthogo-
nale Matrix () und obere Dreiecksmatrix R (mit positiven Diagonaleintrégen)
sind hierbei eindeutig bestimmt [27].

Definition 67 Se: f € C' (R",R") und A = QR eine regulire Malriz.
Die Lésungsmenge des Gleichungssystems (2.1) mitl = n—k, (k=0,...,n— 1)

Falf k)= {a: eR" Q) ,V/f(z)= 0}

wird als k- Newton-Blatt der Zielfunktion f bzgl. der Matriz A (k =0, ...
bezeichnet.

Es konnen dann folgende Beziehungen nachgewiesen werden.

Korollar 68 Die Menge der kritischen Punkte der Funktion f ist ein 0-
Newton-Blatt bzgl. jeder reguldrer Matriv A = QR:

Falf,0)= Krit (f).

Beweis. Die Bedingung Q7Vf (z) = 0 ist genau dann erfiillt, wenn
Vi(z)=0. m

Korollar 69 Seien eine nxn—1 Matriz G vollen Ranges (Rang (G) = n—1)
und ein Vektor 0 # g € ker GT gegeben.

Die durch die Funktion H (z) := G'V [ (z) induzierte klassische Newton-
Tragektorie Ty (f) ist ein 1-Newton-Blatt der Funktion f bzgl. A= (G, g):

Falf;1) =Tu(f).
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Beweis. Mit der QR-Zerlegung der Matrix A kann die Matrix G wie
folgt dargestellt werden:

G=QRn 1

Mit R, | wird hier n x n — 1 Matrix bezeichnet, die durch Weglassen der
letzten Spalte aus der Matrix R entsteht. Da die letzte Zeile der reduzierten
Matrix R, | aus lauter Nullen besteht, kann auch diese weggelassen werden

(Rn-1 — Rnp_1n-1). Fiir die Matrix G gilt dann:
G = anananfl.

Mit der Matrix R ist auch die reduzierte Matrix R,,_;,_1 reguldr, so daf
folgt:

T Vfx)=0<G'Vf (x)=0.
|

Beispiel 70 Fiir eine zweidimensionale Zielfunktion f :IR? — IR und einen
Vektor g := ¥ f (20) (vgl. Beispiel 29) ist die die klassische Newton-Trajektorie
T (f, z0) induzierende Matriz A gegeben durch:

8fa(z(1)) Bfa(zé)

_ dy ox
A_ 8fa<zé) 8fa<z(1))
T oz dy

Mit der orthogonalen Matriz () und der diagonalen Matriz R :

1
= A
IV fa (20)

ist dann die QR-Zerlegung der Matriz A gegeben.
Fiir den 1-Newton-Blatt Fa (f,1) der Funktion f bzgl. der Matriz A ergibt
sich dann (vgl. Formel 1.25):

Falf,1) = {zeR"| QiVf(z)=0}
_ {a: € R 9f (z0) Of (2) _of (20) 91 (2) _ 0}

Q und B =|Vfi ()|l L2

oy ox ox oy
= T <f7 ZO) .

Unter der Voraussetzung lokaler Regularitidt der Abbildung H, _j (z) :=
Z:,ka (aj) ’

Rang (DH,_y (x)) = Rang (QF_.D*f (z)) =n—k,
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kann gezeigt werden (vgl. Abschnitt 1.2.2), daBl das k-Newton-Blatt Fa (f, k)
der Funktion f eine lokal k-dimensionale nichtlineare Mannigfaltigkeit dar-
stellt. Mit Hilfe der orthogonalen Matrizen (), werden anderseits gleichzei-
tig auch lineare Mannigfaltigkeiten der Dimension I = n — k in IR" definiert:

My (t k) ={zeR"| z=t+Q¢}.

Bemerkung 71 Der Punktt wird als Ausgangspunkt fir eine Verbindungs-
trajektorie benutzt und wird weiter als Gitterpunkt bezeichnet. Die Git-
terpunkte werden wdihrend der Rekonstruktion einer Trajeklorie nach einer
bestimmten Strategie (vgl. Abschnitt 2.2) bestimmd.

Die Menge der kritischen Punkte der eingeschréankten Funktion f|a,r) ()
kann als Schnitt der Mannigfaltigkeit M4 (¢, k) mit dem entsprechenden k-
Newton-Blatt F4 (f, k) dargestellt werden.

Lemma 72 Seien eine Funktion f € C' (R",R") und eine orthogonale Ma-
triz Q € R™" gegeben.
Fiir die Funktion ¢} (&) :== flamaary (@) = [t + Qni&), £ € R gill:

V¢i<§>=0
aj:t—l_ankSEMA<t7k>ﬂfA<fuk)

Beweis. Nach der Kettenregel kann man den Gradientenvektor V! (€)
der eingeschriankten Funktion ¢i als Projektion des Gradienten Vf (x) der
Zielfunktion f darstellen:

Vo, (&) =QI \Vf(x).

Die Stationaritiitsbedingung V¢l (€) = 0 ist also genau dann erfiillt, wenn
der Gradient Vf () der Zielfunktion f im Kern der Matrix @, 5 liegt. m

2.1.2 Rekursive Konstruktion fiir klassische
Newton-Trajektorien

Die klassische Newton-Trajektorie aus dem Abschnitt 1.3 wurde auf drei
dquivalenten Wegen konstruiert:

1. Mit Hilfe einer Matrix G = (g1,...,Gn_1)

Te(f) ={zeR" G'Vf(x)=0}
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2. Mit Hilfe eines Vektors 0 # g € ker GT
T (f)={zeR" 3, RVf(z)=)Ig]
3. Mit Hilfe einer Funktion H (z)
Ty (f):={z € R"| H(z)=0}.

Konstruktion der Unterprobleme

Sei g € IR" ein von Null verschiedener Vektor aus dem Kern der Matrix G.
Mit 7, (t) wird die zum Vektor g normale Hyperebene, die den Gitterpunkt
t enthélt, bezeichnet:

n, (1) :={zeR" g¢"(x—1)=0}. (2.2)

Lemma 73 Fir die Matrizv A = (G,g) entspricht die Hyperebene Mg (t) der
Mannigfaltigkeit My (t,n — 1)

Ny () = Ma(t,n—1). (2.3)

Beweis. Mit der QR-Zerlegung der Matrix A, kann die Matrix G als

lineare Kombination der Spaltenvektoren ¢y, ..., ¢, 1 der Matrix () dargestellt
werden (vgl. Korollar 69):

G = anananfl.

Daraus folgt, daf3 der Spaltenvektor ¢, zusammen mit dem Vektor g im Kern

der Matrix G liegt und deshalb sich wie folgt darstellen 14f3t:

g
qn:O'm, UE{—l,l}.

Die Aquivalenz der beiden Mengen n, (t) und My (t,n — 1) folgt dann trivial.
|

Aus dem Lemma (72) folgt, daB die Trajektorie T, (f) und die Hyperebene
n, (t) sich genau in den kritischen Punkten der auf die Hyperebene 7, (t)
eingeschrinkten Zielfunktion f ’ng(t) (x) schneiden. Gelingt es, diese Punkte
zu finden, so konnten sie als Startpunkte fiir die neuen Komponenten der
Trajektorie T, (f) benutzt werden. Dies fithrt zum folgenden Hilfsproblem:

Problem 74 Sei ¢, : R" ' — R gegeben durch:

60 (€) = Flyy (8) = F (t+ GE).
Gesucht sind die kritischen Punkte der Funktion ¢,:

Vo, (5) = 0.
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Beispiel 75 Fiir die zweidimensionale Zielfunktion f, :IR? — IR und den
Startpunkt z§ aus dem Beispiel 20

7 = (1.2,0.6)
fol2) = %(at3—y3)—aﬁ+y,

ist der induzierende Vektor g = V f (z3) gegeben durch:
g=1(0.44,0.64)" .
Eine geignete 2 X 1 Matrix G kann hier direkt angegeben werden:
G = (0.64,—0.44)" .

Fiir einen Gitterpunkt t = (t1,ts) kann die Hilfsfunktion ¢, (§) aus dem Pro-
blem 74 wie folgt berechnet werden:

((t1 + 0.64)° — (to — 0.44€)° — (t1 + 0.64€) + (1, — 0.44€)) .

(ORI

0N (5) =

Fiir die kritischen Punkte £ der Funktion ¢, (§) gilt:
@ (€7) = 0.64 (t; + 0.64)% + 0.44 (1, — 0.44¢%)” — 1.08 = 0.

Das Hilfsproblem hat also abhdngig vom Punktt zwei, eine oder keine Losung.
Das bedeutet, daf$ die Hyperebene n, (t), die in diesem Fall einer Gerade
entspricht, und die Trajektorie T, (f) sich entsprechend in 2wei, einem oder
keinem Punkt schneiden.

Fiir das Hilfsproblem 74 wird eine klassische Newton-Trajektorie T (¢;)
konstruiert. Die Trajektorie T (¢,) enthélt alle kritischen Punkte der Funkti-
on ¢, und verbindet deshalb alle Komponenten der Haupttrajektorie Ty, ( f),
die die Hyperebene 7, (t) schneiden. Die Verbindungstrajektorie T (¢,) ist
allerdings selber nicht notwendigerweise zusammenhédngend.

Die Spalten g1, ..., g, 1 der Matrix G wurden bis jetzt als schlicht linear
unabhéngig gew#hlt. Um die entsprechenden Hilfsprobleme fiir die rekursiv
definierte Verbindungstrajektorien aufzustellen, wird im weiteren eine ortho-
normale Basis Q@ ={q, ..., ¢, } mit der Figenschaft ¢, = H!;_H konstruiert. Die
Basis Q kann mittels des Gram-Schmidt-Orthogonalisierungsverfahrens oder
dquivalent durch QR-Zerlegung der Matrix A = ((G,g) gewonnen werden
(vgl. Korollar 69 und Lemma 73).
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Die lineare Mannigfaltigkeit M4 (¢, k) kann dann als Schnittmenge der zu
den Vektoren ¢, x41, ..., qn normalen Hyperebenen dargestellt werden:

n

Mtk = () 1, ). (24)

=n—k+1

Fiir die auf dem Niveau n —k, (0 < k < n — 1) gesuchte Verbindungstrajek-
torie T4 ¥ (f,t) wird auf folgende Weise ein Hilfsproblem definiert

Problem 76 Hilfsproblem auf dem Rekursionsniveaul =n — k.
Fiir die requldre Matriz A = (G, g) und einen Gitterpunkt t € R" seien die
Mannigfaltigkeit M4 (t,k) und die Hilfsfunktion R — R,

G (&) == flmar () = F (E+Q[€), (2.5)
gegeben.
Gesucht sind die kritischen Punkte der Funktion ¢|.:
Vi (€) = 0.

Rekursionsschema fiir klassische Newton-Trajektorien

Das Lemma 72 zeigt auf, wie ein Trajektoriennetz der Haupt- und Verbin-
dungstrajektorien rekursiv aufgebaut werden kann. Im weiteren fithren wir
folgende Bezeichnungen ein:

T% (f,t)-die auf dem Rekursionsniveau k ausgehend vom Gitterpunkt ¢ re-
konstruierte Verbindungstrajektorie

P (Tk (f, t))—die Menge der auf der Trajektorie T% (f,t) gefundenen Gitter-
punkte

C (Tk (f, t))—die Menge der auf der Trajektorie T% (f,t) gefundenen kriti-

schen Punkte
Das Rekursionschema kann dann wie folgt aufgebaut werden:
Rekursionsschema 77 (fir klassische Newton-Trajektorien)

1. Ausgehend von dem Ausgangspunkt x° wird eine Komponente der ge-
suchten Trajektorie T (f) rekonstruiert und die auf der Komponente
liegenden kritischen Punkte der Zielfunktion identifiziert. Nach ei-
ner bestimmten Stralegie werden gleichzeitig Gitterpunkte fir die neu-
en auf dem Rekursionsniveau n — 1 liegenden Verbindungstrajektorien
T Y(f,t) bestimmt und gespeichert.
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2. Ausgehend von dem jeweiligen Glitlerpunkt t werden die Verbindungs-
trajekorien T" 1 (f,t) rekonstruiert. Die gefundenen kritischen Punkte
C(T™ 1 (f,t)) konnen dann als Startpunkte fir die Rekonstruktion der
neuen Komponenten der Haupttrajektorie T (f) benutzt werden.

3. Die Verbindungstrajektorien T" 1 (f,t) enthalten natiirlich neue Git-
terpunkte P (T"1(f,t)), die als Startpunkte fir die auf dem Rekursi-
onsniveau n — 2 liegenden Verbindungstrajektorien T™ 2 (f,t) benutzt
werden kénnen.

4. Wird allgemein eine Verbindungstrajektorie T* (f,t) auf dem Rekursi-
onsniveau k rekonstruiert, so werden die gefundenen kritischen Punkte
C (Tk (f, t)) als Startpunkte fiir die Verbindungstrajektorien auf dem
Rekursionsniveau k+1 (vgl. Lemma 72) und die Gitterpunkte P (T* (f,t))
als Startpunkte fir die Verbindungstrajektorien auf dem Rekursionsni-
veau k — 1 benutzt.

Verbindungstrajektorien

Das Problem 76 impliziert folgende Trajektorie T} (f,¢):
Te(f,t) ={zeMa(t,k)| Q. V[ (x)=0}. (2.6)

Lemma 78 Die Trajektorie T, (f,t) ist die Lisungsmenge des folgenden
Gleichungssystems von k linearen und | — 1 nichtlinearen Gleichungen:

{ (@11, qn)T (x—1) =0
(@1, q1) VI (2) =0

und enthilt alle kritischen Punkte von ¢, (&) bzw. flamqry ().

Beweis. Die k lineare Gleichungen sind dquivalent zu der Zugehorigkeit
jedes Trajektorienpunktes & der Schnittmenge My (¢, k):

€ My (k) = (qi1...q0)" (& —1) =0,

Die [ — 1 nichtlinearen Gleichungen folgen direkt aus der Definition der Tra-
jektorie T%, (f,1).

Da die Funktion f|a, @) () nur fir & =t + & aus My (¢, k) definiert ist,
gilt fiir den kritischen Punkt z*:

P =o€ My (L)
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Andererseits gilt fiir einen kritischen Punkt £* der Funktion ¢f auch:

0=V, () =Q/V/(2") = Q V[ (z)=0.

Der Punkt z* gehort also zu der Trajektorie T (f,¢). m

Die folgende Figenschaft sichert, dafl das rekursive Verfahren auf dem
Niveau [ = 1 abgeschlossen werden kann und nicht in eine endlosschleife
geriet.

Korollar 79 Die Trajektorie T (f,t) ist eine durch das Gleichungssystem

definierte Gerade und besteht deshalb aus einer Komponente.

Beispiel 80 Fiir das im Beispiel 75 definierte Hilfsproblem ist die entspre-
chende Hilfstrajektorie T}, (fo,t) definiert durch:

044 (z —t1) + 0.64 (y — t5) = 0.
oder dquivalent durch:
(z,y) = (t1 + 0.64&, ty — 0.44E) .

Fiir die Punkte der Trajektorie TS (fa,t) kann die Ableitung ¢, (£) der Funk-
tion ¢, (§) wie folgt dargestelll werden:

¢, (&) = 0.642° + 0.447% — 1.08.

Die kritischen Punkte der Hilfsfunktion ¢, (§) gehdren also gleichzeitig der
Hilfstrajektorie T}, (fo,t) und der Hauptirajektorie T (f,,z}) Die Hilfstrajek-
torie T} (fo,t) ist in diesem Fall eine Gerade und entspricht der Hyperbene
n, (t) (vgl. Beispiel 20).

Die bei der Rekonstruktion der Trajektorie T}, (f,t) entdeckten kritischen
Punkte der Funktion ¢i kénnen als Startpunkte fiir neue Komponenten der
Verbindungstrajektorie Tgfl (f,t) benutzt werden.

Satz 81 Fiir ecinen belicbigen Punkt t € R™ und die rekursiv definierten
Trajektorien TL (f,t) und TS (f,1) gilt:

¥ =1+ BE € Mg (t,k) T (f,1)

0
Vy (€7) = 0.
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Beweis. Aus dem Lemma (78) folgt:

x* € Mg (6, k) NTA *HL(f 1)

{ <ank+1,...,qn)T (x—1)=0
(@1, s Gnr—1)" Vf(x)=0.
T
Vg, (€)= 0.

2.1.3 Rekursive Konstruktion fiir
Richtungsfeld-Trajektorien

Die Richtungsfeld—Trajektorie aus dem Abschnitt (1.4) wurde ebenfalls auf
drei dquivalenten Wegen konstruiert:

1. Mit Hilfe des Richtungsfeldes r (z)
T.(f)={zeR" 3, RgVS(z)=N(2)}

2. Mit Hilfe einer variablen, zum Richtungsfeld r (z) orthogonalen Matrix
G (a:) = (gl (aj) e Gn—1 (aj))v G (aj)TT (a:) =0

Te (f) == {a: eR" G Vf(x)= 0}

3. Mit Hilfe einer Funktion H (z)

Ty (f) :={z € R"| H(z)=0}.

Konstruktion der Unterprobleme

Die variable Matrix G (z) kann hier nicht zur Konstruktion der Hilfsproble-
me benutzt werden. Stattdessen wird eine orthogonale Matrix () eingesetzt:

Q = (ql;---;qn>
Q'Q = QQ" =1

Die Matrix ) ist von der Matrix G (z) nicht abhéngig. In jedem Punkt
z € R kann aber der Richtungsvektor r (z) € IR™ und die variable n x n — 1
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Matrix G (x) als Linearkombination der Spalten ¢y, ..., g, der orthogonalen
Matrix () dargestellt werden:

(G (@) ,r () =Q"C ().

Die Koeffizientenmatrix C (z) = (¢4, ...,%,,) kénnen leicht berechnet werden:

b Q0@ =1t
a Qr(x) i =n.
Fiir den Vektor ¢ := ¢, und einen Punkt ¢ € IR" wird jetzt die auf die

Hyperebene 7, (t) eingeschrénkte Zielfunktion ¢, (§) := f ’nq(t) (x) betrachtet
und ein entsprechendes Optimierungsproblem definiert:

Problem 82 Fiir die Ziclfunktion f sei ¢, : IR" ' — R gegeben durch:

¢t (5) =f (t + QZ&Q .
Glesucht sind die kritischen Punkte der Funktion ¢,:

Vo, (5) = 0.

Fiir das Hilfsproblem 82 kénnen Trajektorien konstruiert werden, die al-
le kritischen Punkte der Funktion ¢, enthalten. Der Gradient Vf (z) der
Zielfunktion liegt dann im Kern der Matrix QF

n—1°
Ve (§) =06 Q, V[ () =0

Bemerkung 83 Da die variable Richtung r (x) im allgemeinen nicht im
Kern der Matriz QT | liegt, gehdren die kritischen Punkte der Funktion ¢,
nicht automatisch zu der Haupttrajektorie T, (f).

Das Lemvma 72 findet hier also keine Anwendung!

Beispiel 84 Fiir die zweidimensionale Zielfunktion f, : R* — IR und den
Startpunkt zy aus dem 20

2 = (1.2,0.6)
1

fa(z) = 3 (z® —y*) —z+y,

wird hier die orthogonale Matrixz () = Iy gewdhlt. Fiir einen Gitterpunkt
t = (ty,ty) kann die auf die Hyperebene g 1y = {(x,y) € IR?| y—ty =0}
eingeschrinkte Hilfsfunktion ¢, (€) wie folgt berechnet werden:

1

¢, (€) Zg((tlJr ) =1’ = (L + &)+ 1)
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Fiir die kritischen Punkte £ der Funktion ¢, (§) gilt:
G (€)=t +&) —1=0.

Daraus folgl fir die gefundenen kritischen Punkte (z*,y*) der Funktion fa|y ., @ (%)

(2", y%) = (b + &, 12) = (£1, 1) .
Fallsty # +1 gehdren die Punkte (x*,y*) nicht der Hauptirajektorie T (fq, 23)-

Die Konstruktion der Hilfsprobleme fiir die klassischen Newton-Trajektorien
(vgl. Problem 76) kann hier nicht direkt iibertragen werden. Es muf also
eine geeignete Verbindungstrajektorie 771 ( f) konstruiert werden, die aufler
den kritischen Punkten des Hilfsproblems auch noch die Schnittpunkte der
Trajektorie T, (f) und der Hyperebene n, (t) enthélt.

Dies gilt fiir eine Richtungsfeld-Trajektorie 771 ( f,¢) des Hilfsproblems dann,
wenn das Richtungsfeld r (z) auf die Hyperebene M, (t) projiziert wird:

T () = {ren, 0] 3mmVe () =A@ QL ()}

Diese Vorgehensweise kann auf alle Rekursionsniveaus verallgemeinert wer-
den. Mit der bereits eingefithrten Bezeichnungen der Schnittmenge My (¢, k)
(vgl. 2.4) und der eingeschriankten Funktion o (&) (vgl. 2.5) fithrt dies zu
folgenden Definition 85 (vgl. auch 2.6).

Definition 85 Die Verbindungstrajektorie T! (f) auf dem Rekursionsniveau
Il =n—k wird allgemein definiert durch:

THf ) = {a e Ma(LR)] 3,0V = A @) QT (@) .
Gilt in einer Umgebung U () C IR" des Punktes t € IR™:

v:z:eU(t) qlTT (aj) 7é 07 (27>

so kann der Parameter A (z) und die Trajektorie T! (f,t) wie folgt dargestellt
werden (vgl. 2.6):

@ - e
T(ft) + ={zeMa(tk)] Q,Vf(z)=A()Q ()}

In diesem Fall kann das Lemma 78 dierekt itibertragen werden:
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Lemma 86 Die Trajektorie T! (f,t) ist die Losungsmenge des folgenden Glei-
chungssystems von k linearen und l — 1 nichtlinearen Gleichungen:

{ <QZ+1 ..... ) ( ) 0
(@1, @) VI (@ )Z M) (g1, 1) 7 (2)

und enthilt alle kritischen Punkte von ¢, (€) bzw. flamawr (7).
Beweis. Vgl. 78. =

Bemerkung 87 Die Bedingung (2.7) muf allerdings fir jedes Rekursions-
niveau | geprift werden. Dieser Aufwand kann reduziert werden, in dem die
Bedingung (2.7) durch folgende ersetzt wird:

Vocow qir(z) #0. (2.8)

Die Trajektorie T! (f,t) ist dann die Losungsmenge des folgenden Gleichungs-
systems:

{ <QZ+1 ..... ) (x—1t)=0 .
(Q2,---7QZ) f(x ):)‘( ) (g2, - @) 7 ()

Fiir die neudefinierten Richtungsfeld-Verbindungstrajektorien kénnen dann
die gewiinschten Eigenschaften bewiesen werden:

Satz 88 Fir die Verbindungstrajektorien T! (f,t), (1 <1< n) gilt:

(i) die Trajektorie T" 1 (f) enthidlt alle kritischen Punkte der eingeschrink-
ten Zielfunktion ¢, aus dem Problem 82:

(Vo (§) =0) = (z=1t+Q, £ €T (/)

(ii) alle Schnittpunkte der Trajektorie T, (f) und der Hyperebene n, (t) ge-
héren zu der Trajektorie T™ 1 (f):

(ze T (f)Nn, ) =2 €T (f)

(ii1) alle Schnittpunkte der Trajektorie T/ (f) und zu der Hyperebene n,, (t)
gehéren der Trajektorie T (f)

(a:ETf“ (f,t) N, (t)) =zeT (f).

Beweis.
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(1) Mit der Wahl A = 0 ist die Behauptung trivial bewiesen.

(ii) Fiir jeden Trajektorienpunkt = :=t + QF & € T, (f) N7, (t), gibt es
eine Zahl A (z), so daf gilt:

Vo, (&) = Qn VS if) = A(z) wl (z)
zeTr1(f).

(iii) Fir die Punkte der Trajektorie T/ (f,¢) gilt:

QL VS (@) = V™ (&) = M (2) Qi (2).

Insbesondere fiir die Schnittpunkte der Trajektorie T (f,¢) und der
Hyperebene 7, (t) gilt also:

Vi () =QVf(x) =XA(z)Qr ().

|

Die bei der Rekonstruktion der Trajektorie T? (f,t) gefundenen Schnitt-
punkte von T (f¢) und N, (t) kénnen als Startpunkte auf der Suche nach
neuen Komponenten der Trajektorie T (f,t) benutzt werden.

Bemerkung 89 Die Trajektorie T ' (f) verbindet alle Komponenten der
Haupttrajektorie T, (f), die die Hyperebene up (t) schneiden und rekursiv:
Die Trajektorie T (f,t) verbindet alle Komponenten der Trajektorie T (f¢),
die die Hyperebene 1, (t) schneiden.

Rekursionsschema fiir Richtungsfeld-Trajektorien

Auf der Grundlage des Satzes 88 kann ein allgemeines Rekursionsschema fiir
Richtungsfeld-Trajektorien formuliert werden:

Rekursionsschema 90 (fir Richtungsfeld-Trajektorien)

1. Ausgehend von dem Ausgangspunkt 1° wird eine Komponente der ge-
suchten Trajektorie T, (f) rekonstruiert und die auf der Komponen-
te liegenden kritischen Punkte der Zielfunktion identifiziert. Nach ei-
ner bestimmten Strategie werden gleichzeitig Gitterpunkte fir die neu-
en auf dem Rekursionsniveau n — 1 liegenden Verbindungstrajektorien
T 1(f,t) bestimmt und gespeichert.
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2. Ausgehend von dem jewetligen Gitterpunkt t werden die Verbindungs-
trajekorien T 1 (f,t) rekonstruiert. Die Schnittpunkte der Verbin-
dungstrajektorie mit der Haupttrajektorie T, (f) werden erkannt und als
Startpunkte fir die Rekonstruktion der neuen Komponenten benutzt.

3. Die Verbindungstrajektorien TP 1 (f t) enthalten natirlich neue Git-
terpunkte, die als Startpunkte fir die auf dem Rekursionsniveau n — 2
liegenden Verbindungstrajektorien T2 (f,t) benutzt werden kinnen.

4. Wird allgemein eine Verbindungstrajektorie TF (f,t) auf dem Rekursi-
onsniveau k rekonstruiert, so werden die Schnittpunkte mit der Trajek-
torie TF (f,t) gesucht und als Startpunkte fiir die Verbindungstrajek-
torien auf dem Rekursionsniveau k 4+ 1 benutzt.

Die auf der Trajektorie TF (f,t) gefundenen Gitterpunkte dienen als

Startpunkte fir die Verbindungstrajektorien auf dem Rekursionsniveau
kE—1.

Erkennung der Schnittpunkte

Die Schnittpunkte von T (f, ) und My, (t) sind hier keine kritischen Punkte
der Hilfsfunktion ¢ (£), kénnen aber mit Hilfe des Faktors A (x) (vgl. Defini-

tion 85) charakterisiert werden. Bei der Rekonstruktion der Trajektorie der
Trajektorie T' (f,t) kann der Faktor A (x) (vgl. Bedingungen 2.7 bzw. 2.8)
mit wenig Aufwand mitbestimmt werden. Um die Frkennung der gesuchten
Schnittpunkte zu ermdglichen wird hier eine Abtastfunktion 7; (z) : R" — R
eingefiihrt:

T (z) = qujrlvf (z) — A(z) qlﬂﬂ" (z).

Satz 91 Ist fir einen Trajektorienpunkt © € T.(f,t) die Abtastfunktion
7, (x) gleich Null, so gehort der Punkt auch zu der Trajektorie T (ft):

(@) =0 =21, (f).
Beweis. Fiir jeden Trajektorienpunkt z € T! (f,t) gilt:
T (f,t)=xen (t)=zent ()

QI VS (2) =A(z)Qir ().
Mit der Bedingung 7; (z) = 0 folgt dann auch:
Vo (€) = QL) = (Quan) VS (2)
= (QIVf (2).¢/\ VI @) = (A=) Qr (@), A (@) gfyyr ()"
= A=) Qi (z).
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2.2 Strategien zur Bestimmung der Gitter-
punkte

Fine wichtige Rolle im vorgestellten Rekursionsschema spielt die Strategie der
Bestimmung der Ausgangspunkten fiir die Verbindungstrajektorien. In [15]
wurde die Strategie der Beriihrungspunkte vorgeschlagen. Auch die Kon-
struktion eines dquidistanten bzw. angepafiten indquidistanten Netzes ist
moglich. Dies wird mit Hilfe der entsprechend definierten Gitterpunkte in
den Abschnitten 2.2.2 und 2.2.3 vorgefithrt. Die Strategien werden im wei-
teren an einem Beispielproblem diskutiert.

Fiir die Konstruktion des Trajektoriennetzes werden Hyperebenen benotigt,
die zu einer bestimmten Richtung g orthogonal liegen. Hierzu werden zu-
niichst folgende Bezeichnungen eingefiihrt.

Definition 92 Sei H, = {n,(t)| t€R"} der Raum der zu einem Vektor
q orthogonalen Hypercbenen. Der Raum H, ist mil folgenden Homdomor-
phismus ¢ : H, — R homdoomorph zu IR

¢ (n, (1)) — ¢'t

Mit 9¢ (n) wird die Menge der Randpunkte der Bildmenge ¢ (n) C R bezeich-
net.
Mit 7 (t) = n, (t) ist weiter eine stetige Abbildung von IR" in H, gegeben .

2.2.1 Strategie der Beriihrungspunkte

Ein Bertihrungspunkt ¢ der Trajektorie T'(f) bzgl. der Richtung g wird wie
folgt charakterisiert.

Definition 93 FEin Trajektorienpunkt t € T (f) heifit Berdhrungspunkt
von T (f) beziiglich der Richtung q, wenn folgende Bedingung erfillt ist:

el @) =t €D x U B NT ().

Mit n, (t) ist die beriihrende Hyperebene der Familic H, bzgl. der Trajek-
torie T (f) gegeben.

Es gibt also eine offene Umgebung U (t) C IR™ von ¢, so daf3 die Hyperebe-
ne 7, (t) ein Randpunkt der in H, abgebildeten Schnittmenge U (t) N1 (f)
ist (s. Abbildung 2.1).
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Abbildung 2.1: Berithrungspunkte (t',¢% ¢*,t°) einer Trajektorie bzgl. der
Richtung q. ¢? ist kein Berithrungspunkt der Trajektorie T (f).

Da die Bertthrungspunkte gleichzeitig auch Trajektorienpunkte sind, kon-
nen sie wihrend der Rekonstruktion der Trajektorie mit wenig Aufwand mit-
bestimmt werden. Folgt man der Trajektorie 7' (f) in der Néhe eines Beriih-
rungspunktes ¢, so nédhert man sich der bertihrenden Hyperebene 7, (t). Man
erreicht sie dann im Punkt ¢ und entfernt sich dann wieder von ihr (s. Ab-
bildung 2.2). Man bleibt vorerst auf der gleichen Seite der Hyperebene. Die
Hyperebene wird nicht im Beriihrungspunkt ¢ von der Trajektorie T'(f) ge-
schnitten (vgl. Abbildung 2.1).

Abbildung 2.2: Suche nach einem Beriihrungspunkt
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Um die Bertihrungspunkte wihrend der Rekonstruktion der Trajektorie
zu erkennen, werden hier Abtastfunktionen ¢, 7, : 1" (f) — IR definiert. Die
Bertithrungspunkte sind dann entsprechend Extrema oder Nullstellen dieser
Funktionen.

Lemma 94 Seit* € T'(f) ein Trajektorienpunkt und x (a) , © (0) = t* eine
lokale Parametrisierung der Trajektorie T (f) im Punkt t*. Seien weiter die
Abtastfunktionen gegeben durch:

¢ (z () = =z(a)' g
7@ (@) : =i(a) ¢

Der Punkt t* ist ein Berihrungspunkt der Trajektorie T (f) beztglich der
Richtung q genau dann, wenn

(1) die Abtastfunktion ¢, in t* ein lokales Fxtremum annimmt:
Tes0Vocace (6, (17) = &, (@(a))) (¢4 (1) = ¢, (v (=a))) <0,
(it) wenn die Abtastfunktion T, in t* ihr Vorzeichen wechselt:
3e>0Y0cac. g (# () 74 (2 (=a)) < 0.

Beweis. (i) Die Hyperebenen up (t) sind gleichzeitig auch Niveaumenge
der Hilfsfunktion ¢,

ry € n,(t)=>
by (x) = 2Tg=a"qg+(t—2) g+ -1 q=y"qg=¢,(z).

Da die Trajektorie T'(f) die Hyperebene up (t*) im Punkt ¢* erreicht, aber
nicht schneidet, mufl die Hilfsfunktion ¢, (z (a)) in t* ihren lokalen Fixtre-
malwert annehmen.

(i) Die Behauptung folgt durch Ableitung direkt aus (i).

Das Vorzeichen der Hilfsfunktion 7, ist vom Cosinus-Wert des Winkels zwi-
schen dem Tangentialvektor 4 (o) und dem vorgegebenen Vektor ¢ abhéngig.
Die beiden Vektoren sind im Punkt ¢* orthogonal. Auf der einen Seite des
Punktes t* ist der Winkel spitz und auf der anderen stumpf, so dafl das
Vorzeichen der Funktion 7, (z (o)) sich in ¢* dndern mufl. m

Bemerkung 95 Sei P, (T (f)) die Menge der Berihrungspunkte von T (f)
beziiglich der Richtung q. Unter bestimmien Voraussetzungen kann fiir einen
beschrankten Bereich B C IR" bewiesen werden [15], daf$ die Hyperebenen
T (Py (T (f))) alle Komponenten der Trajektorie T (f) verbinden. Aufgrund
dieses Ergebnisses ist es naheliegend, die Berihrungspunkte als Startpunkte
fir die Hilfsprobleme zu wdihlen.
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Im weiteren wird die rekursive Konstruktion anhand eines zweidimensio-
nalen Beispiels noch einmal erklédrt. Zuerst werden einige weitere Bezeich-
nungen eingefiihrt:

¢t - kritische Punkte der Zielfunktion,
7 - Beriihrungspunkte der Trajektorie Ty (f) beziiglich der Richtung g,

T7 - entsprechend fiir den Berfihrungspunkt ¢/ konstruierte Verbindungs-
trajektorie

s* - mittels der Verbindungstrajektorien gefundene Ausgangspunkte zur Re-

konstruktion der neuen Komponenten der Haupttrajektorie 7' (f),

K* - entsprechend vom Ausgangspunkt s* konstruierte Komponente der

Trajektorie T (f)

Abbildung 2.3: Trajektoriennetz zur Strategie der Berithrungspunkte

Beispiel 96 Beispiel zur Strategie der Berihrungspunkte
Die Trajektorie T (f) besteht aus vier Komponenten, die mit Hilfe sechs ein-
dimensionaler Hilfstrajektorien verbunden sind (vgl. Abbildung 2.3). Die
Rekonstruktion der Trajektorie nahm folgenden Verlauf :
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1. Ausgehend vom Startpunkt xs wurde die zyklische Komponente K° re-
konstruiert. Dabei wurden zwei kritische Punkte ¢! und ¢ sowie zwei
Beriihrungspunkte t' und t? gefunden.

2. Fir die gefundenen Bertihrungspunkte wurden dann entsprechende Hilfs-
probleme aufgestellt und die Verbindungstrajektorien T' und T? kon-
struiert. Sechs neue Ausgangspunkte wurden dabei entdeckt.

3. Ausgehend von den Punkten s und s* konnten zwei neue Komponenten
K'Y und K? der Haupttrajektorie gefunden werden. Die anderen Punkie
fiihrten nicht zu neuen Komponenten.

4. Die Komponente K' ist im untersuchten Bereich nicht zyklisch und
enthdll einen neuen kritischen Punkt ¢, aber keinen Beriihrungspunkt.

5. Die Komponente K? ist zyklisch und enthilt vier neve kritische Punkte
et ....c" und zwei Beriihrungspunkte 12 und t*. Fir die neuen Beriih-
rungspunkte wurden die Verbindungstrajektorien T? und T* konstruiert

und drei neue Ausgangspunkte entdeckt.

6. Ausgehend vom Punkt s* konnte dann dic letzte Komponente K3 der
Haupltrajektorie gefunden werden, die die restlichen kritischen Punkte
& und & der Zielfunktion sowie zwei weilere Bertihrungspunkte t° und
18 enthill.

7. Im weiteren Verlauf des Verfahrens wurden noch die Verbindungstrajek-
torien T° und T® konstruiert und vier neue Ausgangspunkle entdeckt,
die aber nicht mehr zu einer neuen Komponente der Trajektorie T (f)
ftihrten.

Bemerkung 97 Zum Verlauf des Verfahrens und zur dargestellten Trajek-
torie lafst sich folgendes anmerken:

a) Eine Trajektorie T (f) kann zyklische und/oder nichtzyklische Kompo-
nenten enthalten.

b) Jede zyklische Komponente enthdlt mindestens zwei Berihrungspunkte
beztiglich jeder beliebigen Richtung q.

¢) Mit Hilfe der kritischen Punkte und Berihrungspunkte kann leicht ge-
prift werden, ob eine Komponente zyklisch ist. Der erste wdahrend der
Rekonstruktion der Komponente gefundene kritische Punkt bzw. Beriih-
rungspunkt sollte mit den neu entdeckten Punkten verglichen werden.
Wird eine Ubereinstimmung festgestellt, so kann die Rekonstruktion der
Komponente abgeschlossen werden.
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d) Wird der erste wihrend der Rekonstruktion der Komponente gefunde-
ne kritische Punkt bzw. Bertihrungspunkt mit allen bisher entdeckten
verglichen, so kann die wiederholte Rekonstruktion einer bereits gefun-
denen und rekonstruierten Komponente sofort gestoppt werden.

e) Obwohl das gesamte Trajektoriennetz, d.h. die Haupttrajektorie T (f)
gemeinsam mit dem Verbindungstrajektorien T, ..., T, zusammenhdn-
gend ist, werden nicht immer alle Komponenten der Hauptirajektorie
gefunden.

Wenn als Startpunkt fir das Verfahren beispielweise ein Punkt aus der
Komponente K? ausgesucht wird, so werden die anderen Komponenten
nicht entdeckt. Die Komponente K? enthdlt nimlich keine Beriihrungs-
punkte.

Selbst wenn als Startpunkt ein Punkt aus der Komponente K' oder K3
gewdhlt wird, kann die Komponente K° nicht erreicht werden, weil die
Verbindungstrajektorien T? ..., TS sie nicht treffen.

2.2.2 Strategie des dquidistanten Netzes

Da die Strategie der Berithrungspunkte nicht immer zum Erfolg fithrt (vgl.
Bemerkung 97), kann diese durch die dquidistante Netzbildung ersetzt oder
ergidnzt werden. Mit der vorgegebenen Gitterbreite 6 werden die Gitterpunk-
te wie folgt bestimmt.

Definition 98 FEin Trajektorienpunkt t € T (f) heifft Gitterpunkt von
T (f) beziiglich der Richtung q und der Gitterbreite 6, falls der Wert
der Funklion ¢, (vgl. Lemma 94) sich als ganzzahlige Vielfaches m von 6
darstellen lafst:

b, (t) = mé.

Wie Beriihrungspunkte kénnen auch die Gitterpunkte leicht wihrend der
Rekonstruktion der Trajektorie T'(f) erkannt werden.

Beispiel 99 Beispiel zur Strategie des dquidistanten Netzes

Das dquidistante Netz fir die Trajektorie T (f) aus dem Beispiel 96 wurde
hier mit der Gitterbreite 6 = 1.5 bestimmt. Die Rekonstruktion der Trajek-
torie T (f) nahm diesmal folgenden Verlauf:

1. Ausgehend vom Startpunkt x4 wurde die zyklische Komponente K° re-
konstruiert. Dabei wurden zwei kritische Punkte ¢! und ¢? sowie vier
Gitterpunkte t* und t'* sowie 12 und t?° gefunden.
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2. Die Gitterpunkte t* und t'* sowie die Punkte t? und t*° fiihren zu Ver-
bindungstrajektorien TY und T?. Auf den Trajektorien T und T? wur-
den sechs neue Ausgangspunkte entdeckt.

3. Ausgehend von den Punkten s und s* konnten zwei neue Komponenten
K' und K? gefunden werden. Die anderen Punkte fihrten nicht zu
neuen Komponenten.

4. Die Komponente K' ist in dem unlersuchten Bereich nicht zyklisch,
enthdlt aber finf weitere Gitterpunkte t2,...,17 sowie einen kritischen
Punkt c3.

5. Die Komponente K? ist zyklisch und enthdlt vier neue kritische Punk-
te ¢, ....c" sowie weitere Gitterpunkte, die aber nicht mehr zu neuen
Verbindungstrajektorien fiihren.

6. Mit Hilfe der Verbindungstrajektorie T° konnte dann auch die lelzte
Komponente K? erreicht werden, die die restlichen kritischen Punkie
& und dann & der Zielfunktion enthdlt.

_2,7

Abbildung 2.4: Trajektoriennetz zur Strategie des dquidistanten Netzes

Bemerkung 100 Zum Verlauf des Verfahrens und zur dargestellten Trajek-
torie lGfst sich folgendes anmerken:
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a) Die Schnittpunkte der Haupttrajektorie T (f) mit einer Verbindungstra-
jektorie sind gleichzeitig auch die Gitterpunkte von T (f) beziiglich der
Richtung q und der Gitterbreite 6. Die Verbindungstrajektorie kann al-
so von jeder schneidenden Komponente der Trajektorie T (f) gefunden
werden.

b) Schneidet eine Verbindungstrajektorie zwei verschiedene Komponenten,
so0 kann immer die eine Komponente von der anderen aus erreicht wer-
den. Ist das Trajektoriennetz zusammenhdngend, so kann als Start-
punkt fiir das Rekonstruktionsverfahren ein beliebiger Trajektorienpunkt
genommen werden.

2.2.3 Strategie des indquidistanten Netzes

Werden kritische Punkte in bestimmten Regionen des vorgegebenen Berei-
ches vermutet, so kann ein geeignetes Raster als endliche Teilmenge der Punk-
te aus B definiert werden:

X={z;€B| j=12.J}.

Das Netz der Verbindungstrajektorien wird dann so konstruiert, dafl es in
den interessanten Regionen dichter und auflerhalb gréber ist.

Definition 101 Fin Trajektorienpunkt t € T (f) heifst Gitterpunkt von
T (f) beziiglich des Rasters X, falls der Wert der Funktion ¢, dem Wert
in einem der Punkte des Raslers gleich ist:

3113]‘6)(’ ¢q (t) =¢ (ajj) :

Das Rekonstruktionsverfahren verlduft hier &hnlich wie im vorherigen Bei-
spiel 99 (s. Abbildung 2.5). Ausgehend von der Komponente K° werden
zuerst vier Verbindungstrajektorien und dann die Komponenten K! und K?
gefunden. Gitterpunkte fiir weitere Verbindungstrajektorien werden auf der
Komponente K'! entdeckt. Eine weitere Verbindungstrajektorie fiihrt dann
zur Komponente K3. Die Aussagen der Bemerkung 100 sind auch hier giiltig.

Bemerkung 102 Die Punkte des Rasters X konnen im allgemeinen nicht
als Startpunkte fiir die Verbindungstrajektorien eingesetzt werden. Nur auf
dem niedrigsten Rekursionsniveau | = 1 gehoren sie zu den Verbindungstra-
jektorien.
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Abbildung 2.5: Trajektoriennetz zur Strategie des indquidistanten Netzes

2.2.4 Vergleich der Gitterpunktstrategien

In diesem Absatz werden die Vor- und Nachteile verschiedener Gitterpunkt-
Strategien diskutiert. Zun#chst werden folgende Bezeichnungen eingefiihrt:

B-Strategie Strategie der Beriihrungspunkte
A-Strategie Strategie des dquidistanten Netzes
c-Strategie Strategien des indquidistanten Netzes,

M-Strategie mixed Strategie (BA oder BC)

1. Zussamenhédngigkeit des gesamten Netzes.
Fiir die B-Strategie kann unter bestimmten Voraussetzungen bewiesen
werden (vgl. [15]), dafl das Netz zusammenhéngend ist. Dies gilt dann
natiirlich auch fiir die M-Strategie. Fiir die Strategie A und c gibt es
keine entsprechenden Aussagen.

2. FErreichbarkeit der Komponenten.
Wie im Beispiel 96 gezeigt wurde, konnen nicht immer und von jedem
Startpunkt alle Komponenten der Haupttrajektorie erreicht werden.
Dies gilt auch dann, wenn das Netz zusammenhéingend ist. Im Ab-
schnitt 2.2.2 wurde gezeigt, dafl diese Gefahr bei einem dichten a-Netz
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bzw. c-Netz zwar unwahrscheinlich gemacht, aber nicht ausgeschlossen
werden kann.

3. Schmale (bzgl. einer bestimmten Richtung) Komponenten.
Die Dichte des B-Netzes kann nicht beeinfluf3t und auch nicht abge-
schitzt werden. Die Position der Berithrungspunkte hingt alleine von
der Gestalt der Trajektorie ab. Es kann immer passieren, dafl zwischen
den Verbindungstrajektorien grof3e Bereiche frei bleiben und nicht durch-
sucht werden.
Die Dichte eines a- bzw.- c-Netzes kann dagegen frei vorgegeben wer-
den. Trotzdem kann es passieren, dafl die Trajektorie in der Fcke des
vorgegebenen Bereiches, der durchsucht werden sollte, steckenbleibt.

4. Die Anzahl der Verbindungstrajektorien.
Da die Gitterbreite in der a-Strategie iiblicherweise nicht sehr grof3
gewdhlt wird, fiihrt diese Strategie meistens zur gréfleren Anzahl der
Verbindungstrajektorien.
Bei hoherdimensionalen Problemen, insbesondere wenn das Rekursi-
onsschema weit nach unten abgearbeitet werden soll, wichst die Anzahl
der Probleme sehr schnell.
Der Aufwand zur Erstellung eines A-Netzes ist im allgemeinen deutlich
hoher, als dafl bei der B-Strategie der Fall wiire. Im Fall der c-Strategie
ist der Aufwand nicht mehr so grof3. Auch die m-Strategie mit einem
groben A- bzw. ¢-Netz kann in diesem Bezug empfohlen werden.

5. Das Problem, der nah beieinander liegenden Verbindungstrajektorien.
Im Fall der B-Strategie passiert es nicht selten, daf3 verschiedene Beriih-
rungspunkte (die vielleicht sogar auf verschiedenen Komponenten der
Maupttrajektorie liegen) nah beicinander liegende Verbindungstrajek-
torien induzieren. Die aufwendige Rekonstruktion solcher Trajektorien
fithrt in meisten Féllen nicht mehr zu neuen Komponenten der Haupt-
trajektorie.

Im Fall der B- bzw. c-Strategie sind die Verbindungstrajektorien ent-
weder identisch oder mindestens auf die Gitterbreite 6 entfernt. Der
zusitzliche Aufwand braucht hier nicht befiirchtet werden.

2.3 Graphentheoretische Betrachtung

In diesem Abschnitt wird das rekursiv konstruierte Trajektoriennetz als ein
Digraph (gerichteter Graph) dargestellt. Anhand der Beispicle werden Ei-
genschaften der Graphen untersucht. Anschliefend wird das Problem der
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Rekonstruktion des Trajektoriennetzes als Problem der Konstruktion eines
erzeugendes Baumes dargestellt. Dies wird im n#chsten Abschnitt erlauben,
geeignete Algorithmen zur Rekonstruktion des Trajektoriennetzes zu finden.
Es werden hier einige Begriffe der Graphentheorie verwendet, die aber nicht
explizit eingefiihrt werden. Der Leser wird auf das Handbuch [28] verwiesen.
Ist ein Trajektoriennetz gegeben, so wird auf folgende Wiese ein Digraph
generiert.

1. Jede Komponente der einzelnen Trajektorien ist eine Graphecke (Graph-
knoten).

2. Die Komponenten, die zur gleichen Trajektorie gehdren, werden in Kno-
tengruppen zusammengefalt (s. Abbildung 2.6).

3. Die Gruppen sind, abhéngig vom Rekursionsniveau der entsprechenden
Trajektorien, entweder unter- oder nebeneinander angeordnet.

4. Die nach unten verlaufenden Bogen (gerichteten Kanten) fithren vom

Knoten a! zum Knoten aéfl, wenn auf der entsprechenden Komponente

K} ein Gitterpunkt liegt, der als Ausgangspunkt der Komponente K]lfl
benutzt werden kann.

5. Die nach oben verlaufenden Bogen fithren vom Knoten a! zum Knoten

aé-“ , wenn die Komponenten K! und Kéfl sich schneiden. FEs be-

steht dann ein Ubergang von der Komponente Kéfl der Verbindungs-
trajektorie auf dem Rekursionsniveau [ — 1 zur Komponente K! der
urspriinglichen Trajektorie auf dem Rekursionsniveau .

Abbildung 2.6: Digraph des rekursiv konstruierten Trajektoriennetzes
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Bemerkung 103 FEs ist zu beachten, daf$ die auf dem gleichen Rekursion-
niveau konstruierten Komponenten nicht unbedingt zur gleichen Trajektorie
gehoren. Jeder Gitterpunkt kann zu einem neuen Hilfsproblem und damit
auch zu einer neuen Verbindungstrajektorie fihren.

Die Knoten, die gemeinsame Nachfolger haben, entsprechen den Komponen-
ten einer Trajektorie; die Nachfolgerknoten entsprechen dann Verbidungstra-
jektorien.

Die anderen Knolen kénnen unler Umstdinden verschiedenen Trajeklorien
angehoren, auch wenn sie auf dem gleichen Rekursionsniveau liegen.

Strategie der Beriihrungspunkte

Fiir das Trajektoriennetz aus dem Beispiel 96 entsteht dann folgender Di-
graph Gpp (s. Abbildung 2.7):

KO Kl K2 K3

Tl T2 T3 T4 f5 T6

Abbildung 2.7: Digraph G gp fiir das nach Beispiel der Strategie der Beriih-

rungspunkte erzeugte Trajektoriennetz

Die vier Knoten in der oberen Reihe entsprechen den vier Komponenten
der Haupttrajektorie. Die sechs Knoten der unteren Reihe stellen die sechs
Verbindungstrajektorien dar. Die nach unten verlaufenden Boégen zeigen,
wie die Verbindungstrajektorien ausgehend von den Beriihrungspunkten der
entsprechenden Komponenten der Haupttrajektorie konstruiert wurden. Die
nach oben verlaufenden Bogen zeigen, welche Komponenten der Haupttra-
jektorie sich mit entsprechenden Verbindungstrajektorien schneiden.

Fin Verfahren kann das Trajektoriennetz nur iibereinstimmend mit dem ent-
sprechenden Digraph rekonstruieren. Ein moglicher Verlauf der Rekonstruk-
tion, ausgehend von der Komponente K°, wurde hier dargestellt. Die Bégen,
die zu bereits rekonstruierten Komponenten fithren, wurden hier weggelassen.

Auf diese Weise wurde fiir den Digraphen Gpp ein erzeugender Baum

Bpp (K°) konstruiert (s. Abbildung 2.8). Ein erzeugender Baum enthilt



82KAPITEL 2. SUCHE NACH DEN TRAJEKTORIENKOMPONENTEN

Abbildung 2.8: Frzeugender Baum Bpgp (K°) der von der Komponente K°

mittels der Verbindungstrajektorien erreichbaren Komponenten

alle Knoten des urspriinglichen Graphen und zeigt, daf3 das rekonstruierte
Trajektoriennetz alle Komponenten der gesuchten Trajektorie enthélt.

Die Frage, ob fiir einen gegebenen Digraphen ein erzeugender Baum itera-
tiv (ausgehend von einer gewéhlten Fcke) konstruierbar ist, ist also der Frage
nach der Erreichbarkeit aller Trajektorienkomponenten dquivalent. Um diese
Fragestellung zu untersuchen, werden hier weitere graphentheoretische Be-
griffe eingefiihrt.

Definition 104 Wenn wir jeden Bégen eines Digraphen durch eine unge-
richtete Kante ersetzen, so erhalten wir den zugehdrigen Mutligraphen.
Ein Digraph heifit zusammenhdngend, wenn der zugehdrige Mulligraph zu-
sammenhdngend ist. Ein Digraph heifit stark zusammenhdngend, wenn
jeder Knoten von jedem anderen aus in Ubereinstimmung mit der Orientie-
rung der Kanten erreichbar ist.

Es kann leicht gepriift werden, daf3 der Digraph Ggp zwar zusammen-
hingend, aber nicht stark zusammenhingend ist. Der Knoten K' kann zwar
von jeden anderen Graphecke aus erreicht werden, der Weg von dem Knoten
aus ist aber nicht moglich (s. Abbildung 2.9). Die anderen Knoten werden
nicht erreicht.

Ausgehend von einem der Knoten K? oder K? kann der Knoten K nicht
erreicht werden. Die konstruierten Baume Bgp (K 2) (s. Abbildung 2.10) und
Bpp (K?) (s. Abbildung 2.11) enthalten nicht alle Knoten des Digraphen
GBP-

Bemerkung 105 Im Fall der Richtungsfeld- Trajektorie mit mehreren Start-
punkten (vgl. Abschnitt 1.4.3) stehen mehrere Ausgangspunkte zur Verfi-
gung. Das rekonstruierte Trajekloriennelz entspricht dann der Vereinigung
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Tl T2 '?3 '|,4 T5 T6

Abbildung 2.9: Die Komponente K! wird durch mehrere Verbindungstrajek-
torien geschnitten, besitzt aber keine Bertihrpunkte.

Abbildung 2.10: Baum Bgp (K?) der von der Komponente K? mittels der
Verbindungstrajektorien erreichbaren Komponenten.

KO Kl K2 K3
[ )

y

'Fl '|,2 TS T4 '|;5 T6

Abbildung 2.11: Baum Bgp (K3) der von der Komponente K3 mittels der
Verbindungstrajektorien erreichbaren Komponenten.
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der Netze, die ausgehend von einzelnen Punkten rekonstruiert werden.
Durch gecignete Wahl der Ausgangspunkte kann zwar gesichert werden, dafs
die rekonstruierte Trajektorie bestimmte Regionen und damit wahrscheinlich
auch dort plazierte kritische Punkte erreicht. Dies impliziert allerdings nicht,
daf$ wirklich alle Komponenten der Trajektorie und alle kritischen Punkte der
Zielfunktion gefunden werden.

Strategie des dquidistanten bzw. indquidistanten Netzes

Es wurde bereits angesprochen (vgl. Bemerkung 100), dafl die Gitterpunk-
te eines dquidistanten bzw. indquidistanten Netzes gleichzeitig auch die
Schnittpunkte der Trajektorie mit den entsprechenden Verbindungstrajekto-
rien sind. Jede Verbindungstrajektorie kann also von beliebigen sie schnei-
denden Komponenten erreichbar werden. Der Digraph G 4n des Trajektori-
ennetzes aus dem Beispiel 99 kann deshalb durch einen zugehérigen unge-
richteten Multigraphen M4y (s. Abbildung 2.12) ersetzt werden.

KO 3
TL T2 T8 T4 1 16 T/

Abbildung 2.12: Ungerichteter Graph fiir das nach Beispiel der Strategie des
dquidistanten Netzes erzeugtes Trajektoriennetz

Die Begriffe zusammenhéingend und stark zusammenhéingend sind
dann dquivalent, so daf3 der erzeugender Baum von jedem Knoten aus kon-
struiert werden kann!

AbschlieBBende Bemerkungen

Die graphentheoretische Betrachtunsweise ermoglichte eine klare Vorstellung
der Abldufe der rekursiven Konstruktion des Trajektoriennetzes. Es ist da-
bei ersichtlich geworden, wann und warum das Trajektoriennetz nicht rekon-
struiert werden kann. Es konnte untersucht werden, welche Rolle dabei die
Strategie der Gitterpunkte spielt.
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Anderseits aber gibt diese Betrachtungsweise auch Aufschliisse iiber die Struk-
tur des Problems. Die aus der Graphentheorie bekannten Datenstrukturen,

wie Inzidenzlisten, Adjazenzlisten oder Adjazenzmatrizen [28], konnen dann

leicht tibertragen werden.

Die effizienten Algorithmen der Graphentheorie, wie BFS (breadth first search)
oder DF'S (depth first search) kénnen angewandt werden.

2.4 Rekursionsalgorithmus

In diesem Abschnitt werden zwei mogliche Algorithmen zur Rekonstruktion
des Trajektoriennetzes beschrieben. Die Algorithmen werden mittels der Mo-
dellierungssprache UML (unified modelling language) objektorientiert dar-
gestellt (vgl. [4][22]). Hierzu werden die wichtigen Klassen Komponente,
Punktliste und Schicht skizziert. Die Bezichungen (Assoziationen und Ag-
gregationen) zwischen den Klassen werden in Klassendiagrammen graphisch
dargestellt. Das entsprechende Hauptprogramm wird anschliefend ausfiihr-
lich beschrieben.

2.4.1 BFS Algorithmus (breadth first search)

Auf der Basis des breadth first search Algorithmus zur Bestimmung kiir-
zester Wege in einem Graph wird hier ein Verfahren zur Rekonstruktion des
Trajektoriennetzes aufgebaut. Abhédngig vom Rekursionsniveau der Trajek-
torie werden deren Komponenten entsprechenden Schichten zugeordnet. Die
Schichten, die Listen von Ausgangspunkten der Trajektorienkomponenten
enthalten, werden dann nach der absteigenden Ordnung bearbeitet.

Klassen

Zun#chst werden Objekte der Klasse Punkt als Vektoren der vorgegebenen
Lange n definiert und entsprechende Operationen (Addition, Multiplikation
mit einem Skalar, Skalarprodukt usw. implementiert).

Die Klasse PunktListe stellt dann fiir ein n-dimensionales Problem verket-
tete Listen von n-dimensionalen Punkten zur Verfiigung. Aufler der Abfrage,
ob die Liste leer ist, stehen noch die Operation der Riickgabe getPunkt(), das
Loschen delPunkt() und Hinzufiigen des ersten Elements addPunkt(Punkt )

sowie das Hinzufiigen einer anderen Liste addList(PunktListe) zur Verfii-
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gung.

PunktListe

Punkt b

PunktListe Rest;

PunktListe();

Boolean IstLeer();

Punkt getPunkt();
delPunkt();
addPunkt(Punkt);
addList(PunktListe);

Die Objekte der Klasse Komponente sind die Bausteine des Rekonstruk-
tionsverfahrens. Identifiziert durch den Ausgangspunkt, entsprechen sie den
Knoten des Rekursionsgraphen. Der Attribut Rekursionsniveau zeigt, wo
sich das Objekt in der Schichtstruktur des Graphen befindet, und die Listen
Rauf und Runter entsprechen den Adjazenzlisten mit den Nachbarn, die auf
den hoher oder niedriger gesetzten Schicht liegen. Mit Hilfe der Methode
IstNeu(PunktListe); kann anhand der Liste KontrollPunkte; gepriift werden,
ob die Komponente bereits rekonstruiert wurde.

Komponente
Punkt Ausgangspunkt;
int Rekursionsniveau;

Punktliste Rauf;

PunktListe Runter;
Komponente(Punkt));
~ Komponente();

Boolean IstNeu(PunktListe);

PunktListe getRauf ();

PunktListe getRunter();

In einem Objekt der Klasse Schicht werden die Komponentenobjekte zu-
sammengefafit, die dem gleichen Rekursionsniveau entsprechen. Die Punkt-
Liste KontrollPunkte enthilt die Ausgangpunkte der Komponenten, die be-
reits bearbeitet wurden. In der Liste Start Punkte werden die Ausgangspunk-
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te gespeichert, die noch nicht bearbeitet wurden.

Schicht
int Rekursionsniveau;
PunktListe KontrollPunkte;
Punktliste StartPunkte;
Schicht();
Reset();
Boolean IstAbgearbeitet();
PunktListe getKontrollPunkte();
addKontrollPunkt(Punkt)
Punkt getStartPunkt();
addStartPunkt();
delStartPunkt()

Die Assoziationen und Aggregationen der definierten Klassen wurden mit

UMI-iiblicher Notation in der Abbildung 2.13 graphisch dargestellt.

* 1.3
Punkt <> Punktliste
* 2 2
1 o1 (o.1
K omponente Schicht

Abbildung 2.13: Klassendiagramm mit der UML-Notation

Assoziationen:

Komponente/Punkt
Von einem Punkt wird genau eine Komponente rekonstruiert.
Jede Komponente kann von mehreren Punkten aus erreicht wer-

den.
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Komponente/Schicht
Einer Schicht kénnen mehrere Komponente zugeordnet werden.
Jede Komponente liegt in einer bestimmten Schicht.

Aggregationen (Teil-von-Bezichung):

Punkt/Punktliste
Punktliste kann mehrere Punkte enthalten.
Fin Punkt kann zu einer bis drei Listen gehoéren:
Schicht—Start Punkte oder KontrollPunkte
Komponente—rauf oder runter
und auch zu der Liste KritischePunkte.

Punktliste/Komponente
Jede Komponente enthélt zwel Punktlisten.
Jede Punktliste gehort zu héchstens einer Komponente.

Punktliste/Schicht
Jede Schicht enthélt zwei Punktlisten.
Jede Punktliste gehort zu hochstens einer Schicht.

Algorithmus

Mit der gegebenen Dimension des Problems n kann der Verlauf des Algorith-
mus wie folgt beschrieben werden.

(1-3) Zu Anfang wird eine PunktTiste KritischePunkte sowie n Objekte S|i,
i =0,...,n—1 der Klasse Schicht initialisiert. In die Liste Start Punkte
des Objektes S[n — 1] wird ein (bzw. mehrere) vorgegebener Punkt xq
aufgenommen.

(4) Der Ablauf des Verfahrens wird dann mit Hilfe der Niveauzahl ! gesteu-
ert. Diese Zahl zeigt auf die héchstgelegene Schicht S[I], die zu diesem
Zeitpunkt eine nichtleere Liste Start Punkte enthilt.

(5—18) Nach und nach werden alle Start Punkte-listen bearbeitet.

(6-9) Fiir jeden neuen Punkt der Listen wird eine Komponente konstruiert
und der Ausgangspunkt aus der Liste StartPunkte entfernt und der
Liste KontrollPunkte hinzugefiigt.

(10-16) Es wird kontrolliert, ob die Komponente bereits bearbeitet wurde.
Wenn dies nicht der Fall ist, werden die Listen Rauf und Runter bei
entsprechenden Schichten den StartPunkte Listen hinzugefiigt.
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(17-18) AnschlieBend wird die Komponente wieder gelsscht und der neue Wert
der Niveauzahl [ vor dem neuen Durchlauf ermittelt. Der Vorgang wird
solange wiederholt bis die Niveauzahl [ das minimale Rekursionsniveau
unterschreitet.

Algorithm 106 BF'S-Rekonstruktion des Trajektoriennetzes

Imitialisierung

Punktliste KritischePunkte;
Schicht S[[=new Schicht[n];
S[n/.addStartPunkt(x,);

int [=n;

while (1 >0)

Punkt  x=S[l].getStartPunkt();
Komponente K=Komponente(x);
SL]. delStartPunkt();

SlL]. addK ontrollPunkt(z);

10| | PunktListe — KontrollPunkte=S[l].getKontrollPunkte();
11 if (K.IstNeu(KontrollPunkte))

© o D Gt o o~

12| | then | if (1>0)

13 then | S[l —