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Symbole und Notation

In der gesamten Arbeit sind vektorielle Groflen sowie Matrizen fett gedruckt,
wobei Vektoren durch kleine und Matrizen durch grofie Buchstaben représen-
tiert werden. Die folgenden Listen geben die hdufig benutzten Symbole und
Notationen in alphabetischer Reihenfolge zusammen mit einer stichwortarti-
gen Erlduterung wieder:

Symbole
A

o
£

o O

*

X = 2
£

numerische Flufunktion der Korrekturfliisse (Abschnitt
3.3.2, S. 49)

FluBkorrekturfunktion (Abschnitt 3.1.3, S. 33)
Schallgeschwindigkeit (Abschnitt 2, S. 5)
modifizierte Schallgeschwindigkeit (Abschnitt 3.1.1, S. 22)

Totalenergie
Flu8 der Euler-Gleichungen (Abschnitt 2, S. 6)

Isotropenexponent (Abschnitt 2, S. 6)

numerische Fluifunktion des homogenen Systems (Abschnitt
3.3.1, S. 47)

Enthalpie (Abschnitt 2, S. 6)
modifizierte Enthalpie (Abschnitt 3.1.1, S. 20)
homogene Flufifunktion (Abschnitt 3.1.1, S. 20)

Indexmenge der Kontrollvolumina innerhalb des Zerlegungs-
algorithmus (Abschnitt 4.2)

Indexmengen der Teilgebiete (Abschnitt 4.2)
Kostenfunktion (Abschnitt 4.2, S. 90)

Minimale Wellenlidnge der Funktion f (Abschnitt 4.2, S. 91)
Entwicklungsparameter (Abschnitt 4.1)

lokale Mach-Zahl (Abschnitt 2, S. 6)

Indikatoren zur Bestimmung des Entwicklungsparameters
(Abschnitt 4.1, S. 79, sowie Abschnitt 4.2, S. 94)

Impuls (Abschnitt 2, S. 6)
Anzahl der Kontrollvolumina
Beschranktes Gebiet im IR.



Q; konvexes oder konkaves Teilgebiet von € (Abschnitt 4.2, S.
88)
Verfahrensfunktion (Abschnitt 3.1.3, S. 27)

P Druck (Abschnitt 2, S. 7)

P Druckkomponenten (Abschnitt 3.3.2.1, S. 51)

PNL nicht-lokale Druckkomponente (Abschnitt 3.1.1, S. 20)

P Dichte

o; Kontrollvolumen

S Entropie (Abschnitt 3.1.2, S. 24)

S* modifizierte Entropie (Abschnitt 3.1.2, S. 25)

T Abkiirzung, 7 = (y — 1)M?

At Zeitschrittweite

u Vektor der konservativen Variablen (Abschnitt 2, S. 6)

v Geschwindigkeit

w Satz der charakteristischen Variablen

= Menge aller Kontrollvolumina (Abschnitt 3.2)

Notationen

% dimensionsbehaftete Grofie

Dref Referenzgrofie

[ langwelliger Anteil (Abschnitt 4.2)

¢’ kurzwelliger Anteil (Abschnitt 4.2)

T Koordinate des Schwerpunktes der Box o;

Tigl Koordinaten der Rénder eines Kontrollvolumens

Az; Durchmesser des Kontrollvolumens o; (Abschnitt 3.2)

Az Abstand benachbarter Schwerpunkte (Abschnitt 3.2)

Piyl Werte der Funktion am Zellrand (Abschnitt 3.3.2, S. 49)

(Ve)iss Kompakte Diskretisierung der Ableitung von ¢ am Zellrand
(Abschnitt 3.3.2, S. 49)

(V30);41 Diskretisierung der dritten Ableitung von ¢ am Zellrand (Ab-
schnitt 3.3.3, S. 70)

|- |2 Euklidische Norm

|- loo Supremumsnorm

vi



In der Arbeit werden die folgenden Ordnungssymbole verwendet, deren Be-
deutung hier nochmals kurz erldutert werden:

Es seien die Funktionen f und g gegeben, die von einem Parameter M
abhdngen mdgen. Dann gilt:

f=o(9), M—0 & lim (i)—>0,

M—=0\ g
_ (]
f=0(g), M—=0 & 1\1/}3(;)—>C<oo,
_ (]
f=049), M—=0 & 1\1/{13)(;)%0

mit 0 < C < oo.
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1. Einleitung

Im Bereich der Strémungsmechanik existieren bereits seit einigen Jahren effi-
ziente und hochauflésende numerische Verfahren zur Simulation unterschied-
lichster reibungsfreier, reibungsbehafteter und turbulenter Stromungsfelder
(2, 3, 4, 21, 25]. Der Anwendungsbereich vieler Methoden beschrinkt sich dabei
jedoch zumeist auf rein inkompressible oder rein kompressible Stromungsfel-
der. Eine Berechnung instationdrer Strémungen mit zeitlich sehr unterschiedli-
chen Mach—Zahlen Ma, wie sie zum Beispiel bei Verbrennungsvorgéngen beim
Ubergang von einer Deflagration mit Ma € [10~%,107%] zur Detonation mit
Ma € [5,10] auftreten, kénnen demzufolge von derartigen numerischen Algo-
rithmen nicht geeignet durchgefiihrt werden. Die Erweiterung der Giiltigkeit
eines kompressiblen Verfahrens in den inkompressiblen Bereich oder umgekehrt
bietet folglich eine wichtige und interessante Zukunftsaufgabe in der numeri-
schen Stréomungsmechanik.

In Hinblick auf den im Bereich kleiner Mach—Zahlen verstirkt hyperbo-
lisch/elliptischen Charakter der Euler-Gleichungen und die Notwendigkeit
auch Stromungen mit groflen Dichtefluktuationen, wie sie bei Mehrphasen-
stromungen auftreten, berechnen zu konnen, sollte ein Verfahren die folgenden
Eigenschaften aufweisen:

1. Auch fiir kleine Mach—Zahlen diirfen keine Restriktionen an die Dichte-
verteilung gestellt werden.

2. Nach einer Abspaltung der steifen elliptischen Flufiterme diirfen die hy-
perbolischen Flufiterme nur Informationsausbreitungsgeschwindigkeiten
der Groflenordnung O(1) aufweisen, wéihrend die implizit zu diskreti-
sierenden elliptischen Terme Signalausbreitungsgeschwindigkeiten in der
Groflenordnung der Mach—Zahl besitzen miissen.

3. In dem Verfahren miissen verschiedene Druckkomponenten definiert
werden, welche die unterschiedlichen physikalischen Eigenschaften des
Druckes widerspiegeln.

4. Der Algorithmus soll langwellige akustische Phénomene in der Grofen-
ordnung der Mach-Zahl auflésen und ihre Evolution beschreiben.

Um eine gezielte Weiterentwicklung bestehender numerischer Verfahren in Hin-
blick auf die oben genannten Forderungen zu erreichen, miissen aus den be-
trachteten partiellen Differentialgleichungen neben den mathematischen die



2 1. Einleitung

wesentlichen physikalischen Eigenschaften der zu untersuchenden Strémungs-
felder analysiert werden.

Ein geeignetes analytisches Hilfsmittel fiir die Untersuchung von Strémungen
kleiner Mach-Zahlen stellen asymptotische Entwicklungen dar. Basierend auf
der in [10, 20] préisentierten asymptotischen Ein- und Mehrskalenanalyse der
Euler—Gleichungen wird in dieser Arbeit ein numerisches Verfahren vorgestellt,
welches sich zur Simulation von Strémungen in allen Mach—Zahlbereichen eig-
net und in natiirlicher Weise den oben genannten Anforderungen geniigt. Das
Verfahren entspricht im Bereich kompressibler Strémungen einem herkémm-
lichen Upwind—Verfahren und beriicksichtigt im Fall kleiner Mach—Zahlen die
Ergebnisse der angesprochenen Studien. Neben einem neuartigen Zerlegungs-
algorithmus zur Bestimmung der unterschiedlichen Druckkomponenten ist in
dem Verfahren eine zeitlich angepafite Entdimensionalisierung der Variablen
enthalten, wodurch ermdglicht wird, den Ubergang von einem schwach kom-
pressiblen zu einem rein kompressiblen Regime zu berechnen. Somit stellt das
hier vorgestellte numerische Verfahren eine echte Erweiterung an den in [10]
dargelegten Algorithmus dar.

Die vorliegende Arbeit ist in fiinf Kapitel unterteilt. Nach dieser kurzen
Einfiihrung werden im zweiten Kapitel die fundamentalen Eigenschaften der
Euler—Gleichungen und den daraus resultierenden Schwierigkeiten bei der Um-
setzung in ein numerisches Verfahren beschrieben. Im Anschlufl an eine speziel-
le Entdimensionalisierung, durch welche ein Parameter M von der Gréfenord-
nung der maximalen Mach—Zahl in die Gleichungen eingefiigt wird, wird eine
Eigenwertanalyse dieses Systems partieller Differentialgleichungen ausgefiihrt
und hierdurch eine wesentliche Problematik numerischer Verfahren im Bereich
kleiner Mach—Zahlen herausgearbeitet.

Im dritten Kapitel wird eine detailierte Herleitung des numerischen Verfah-
rens vorgenommen. Hierzu wird zunéichst die konvektive FluBfunktion f(u)
der Euler—Gleichungen

oa+ 0,f(u) =0

in einer Form f(u) = h(u) + a(u) aufgespalten, dafi die charakteristischen
Ausbreitungsgeschwindigkeiten A;, ¢ = 1, 2,3 des Systems

Ou+ 0;h(u) =0 (1.1)

stets A\; = O(1), M — 0 erfiillen und der verbleibende Fluflanteil a(u) der
Bedingung limy;,; a(u) = 0 geniigt. Zur Diskretisierung des homogenen Sy-
stems (1.1) wird eine modifizierte Variante des bekannten Roe-Riemannlésers
vorgestellt, die eine lineare Rekonstruktion mit MUSCL—-Ansatz in den charak-
teristischen Variablen verwendet und eine Methode zweiter Ordnung in Raum



und Zeit darstellt. Durch die Diskretisierung des homogenen Systems ist si-
chergestellt, dal im Fall M — 1 ein stetiger Ubergang zur Diskretisierung des
rein kompressiblen Upwind—Verfahren erzielt wird.

Der verbleibende asymptotische FluBlanteil a(u) der konvektiven Flufifunktion
f(u) beinhaltet in natiirlicher Weise alle Informationsausbreitungsgeschwin-
digkeiten der Groflenordnung O (ﬁ), M — 0. Dieser Anteil wird iiber einen
zentralen Ansatz derart diskretisiert, daf3

e das resultierende Gesamtverfahren eine zeitlich und raumlich konsistente
Approximation zweiter Ordnung der Euler—Gleichungen représentiert,

e iiber die Einfiihrung einer Druckzerlegung der Form

eine gezielte Beriicksichtigung der Druckverteilung auf der Grundlage der
asymptotischen Analyse vorgenommen und

e im Grenzfall einer verschwindenden Mach—Zahl eine divergenzfreie dis-
krete Geschwindigkeitsverteilung erzielt wird.

Im Hinblick auf eine zuverléssige und stabile Simulation instationérer Strémun-
gen unterschiedlichster Mach—Zahlbereiche mittels einer derartigen asympto-
tisch basierten Methode ergibt sich eine wesentliche Forderung in der zeitlichen
Evolution des Referenzparameters M und einer gleichzeitigen physikalisch sinn-
vollen Zerlegung der Zustandsvariablen des Druckes und des Impulses. Hierzu
wird im Kapitel 4 ein neuartiger, aus der digitalen Bildverarbeitung stam-
mender Zerlegungsalgorithmus vorgestellt, welcher im Vergleich zu klassischen
Ansiétzen viele Vorziige besitzt. Der Algorithmus ist parameterfrei, unabhéngig
von der Art der Diskretisierung, vollstéindig lokal und besitzt eine numerische
Komplexitédt der Ordnung O(N log(N)), wenn N die Anzahl der Diskretisie-
rungspunkte beschreibt.

Im abschlielenden fiinften Kapitel werden mehrere Beispiele unterschiedlicher
Stromungsfelder zur Validierung des numerischen Verfahrens genutzt. Hierbei
wird unter anderem eine Strémung im Ubergangsbereich vom schwach kom-
pressiblen zum kompressiblen Regime und eine Simulation eines im Bereich
kleiner Mach-Zahlen befindlichen Stromungsfeldes betrachtet.
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2. Die Euler—Gleichungen

Die Euler-Gleichungen beschreiben reibungsfreie Stromungen im Giiltigkeits-
bereich der Kontinuumsannahme. Sie beinhalten mit den Erhaltungsgleichun-
gen der Masse, des Impulses und der Energie drei fundamentale Prinzipien der
Physik und stellen ein hyperbolisches System partieller Differentialgleichungen
erster Ordnung dar.

Zur Entdimensionalisierung der Stromungsgréfien werden die in Tabelle 2.1
dargestellten Bezugsgroflen verwendet.

Physikalische Bezugsgrofle | Dimensionslose
Grofle Grofle
- z
Lénge lres T ==
lre I
l R ~
Zeit A"_ef } = tlli're f
Upef lre f
v
Geschwindigkeit Uyef v=—
Uref
~ : _ b
Dichte Pref p=—
Pref
. _ P
Druck Dref b=
Dref
Totalenergie @ E = E’@
Pref Dref
Lokale Schallgeschwindigkeit | ¢.; = Bref 1 o= ([42, [Lret
Pref P\ DPref

Tabelle 2.1: BezugsgroBen und dimensionslose Variablen.

Das Superskript ~ kennzeichnet dimensionsbehaftete Groflen, der Index ,.;
beschreibt charakteristische Bezugsgrofien, die den Anfangs- und Randbedin-
gungen respektive den aktuellen Stromungsverhéltnissen entnommen werden.
Dabei sollten die charakteristischen Bezugsgréfien so gewahlt werden, dafl ins-
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S
Isotropenexponent v=—=
Cy
v
Lokale Mach—Zahl Ma = u
¢
() )
Entwicklungsparameter | M = —<L = ¢/
Cref ﬁre f
ﬁre f

Tabelle 2.2: Dimensionslose Kennzahlen.

besondere die entdimensionalisierten Stromungsgrofien (p, v, p) und damit auch
(E, c¢) in einer Groflenordnung vorliegen. Tabelle 2.2 beinhaltet die dimensions-
losen Kennzahlen der Stromung, wobei der auftretende Isentropenexponent vy
das Verhéltnis der spezifischen Wéarmen bei konstantem Druck ¢, und bei kon-
stantem Volumen c, repréisentiert, so daf fiir Luft v = 1.4 gilt.

Bezeichnen wir mit m = pv den Impuls und fassen die Erhaltungsgréfien im
Vektor der konservativen Variablen

P
u=| m
pE

zusammen, so lassen sich die Euler-Gleichungen unter Verwendung der En-
thalpie pro Masseneinheit H = E'+p/p als System von Erhaltungsgleichungen
in der Form

ou+ 0,f(u) =0in R x Ry (2.1)
schreiben, wobei
fo(u) m
flu)=| fu(w) [=]| mo+M7p |,
feom) (u) Hm

die konvektive Fluifunktion représentiert und 0;, 0, die partiellen Ableitungen
nach der Zeit- beziehungsweise nach der Ortskoordinate bezeichnen. Die ein-
dimensionalen Euler—Gleichungen stellen somit ein System von 3 Gleichungen
fiir die 4 Unbekannten p, m, pE und p dar, so dal das System erst durch Hin-
zunahme der algebraisch gegebenen Zustandsgleichung geschlossen wird. Diese
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ergibt sich unter Beriicksichtigung der beschriebenen Entdimensionalisierung
in der Form

p=(n-1)p (E - M;vz) = (v —1) pe, (2.2)

wobei e die innere Energie des Systems darstellt.

2.1 Anfangs- und Randbedingungen

Fiir beschrinkte Gebiete 2 C IR miissen zur Schliefung des Systems (2.1) ne-
ben der Vorgabe sinnvoller Anfangsbedingungen geeignete Randbedingungen
definiert werden. Wir betrachten periodische Randbedingungen, sowie Ein-
strom-, Ausstrom- und Korperrander.

Bei periodischen Randbedingungen setzen wir voraus, dafl das Stromungsfeld
fiir alle physikalischen Gréflen ¢ ein periodisches Verhalten aufweist. Hierbei
fordern wir zudem, daf} die Lénge |2| des betrachteten Strémungsgebietes ein
Vielfaches der Frequenz jeder physikalischen Grofle ¢ darstellt, so daf3 stets

o (z,t) = ¢ (z+ Q)
fiir alle Zeiten ¢ € Ry gilt.

Der Korperrand stellt vereinbarungsgeméf eine feste Wand dar, die vom Fluid
nicht durchstrémt wird, wodurch fiir die Geschwindigkeit

v(z,t) =0
fiir alle Wandpunkte z und alle Zeiten ¢ € IR folgt.

Fiir Ein- und Ausstromridnder betrachten wir eindimensionale Riemann-—
Probleme normal zum Rand, wodurch der Charakteristikentheorie Informatio-
nen entnommen werden konnen, die eine geeignete Extrapolation beziehungs-
weise Interpolation der charakteristischen Variablen vorgeben. Eine explizite
Beschreibung dieser Vorgehensweise wird im Rahmen der Herleitung des nu-
merischen Verfahrens vorgenommen.

2.2 Analytisches und numerisches Verhalten der Euler—
Gleichungen in Stromungsbereichen kleiner Mach—
Zahlen

Werden die charakteristischen Bezugsgréfien aus Tabelle 2.1 geeignet gewihlt,
so dafl die entdimensionalisierten Strémungsgréfien (p, v, p) in der Grofienord-
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nung O(1) liegen, dann koénnen Strémungen unterschiedlicher Mach—Zahlen
iiber die Grofle des Entwicklungsparameters M charakterisiert und beschrie-
ben werden, denn es gilt

max(Ma) = O;(M), M — 0.

e

Fiir Stromungsfelder kleiner Mach—Zahlen weisen die entdimensionalisierten
Euler—-Gleichungen (2.1) neben der fiir M — 0 singuléir werdenen Impulsglei-
chung weitere Schwierigkeiten auf, die bei einer Umsetzung in ein numeri-
sches Verfahren mit Giiltigkeit in allen Mach—Zahlbereichen beachtet werden
miissen. Zur Verdeutlichung dieses Sachverhaltes fiihren wir eine Eigenwert-
analyse der Euler—Gleichungen durch.

Die Ableitung des Fluivektors f(u),
m
m? -1 m?
fw=| =i (er- ) |
m 1nf2 m?
S(PE+ (v —1) (PE— sM 7)

nach den konservativen Variablen u = (p, m, pE)? liefert die Jakobimatrix
f'(u) der Form

0 1
f'(u) = (5 = 1)v? B=7)v =
—vH + Z2M%0® H — (y — 1)M%0? v

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms x ergeben die gesuchten Ei-
genwerte,

M2 2
-1 -1
IYMQ vH + ’YTU?’ +03 0.
Man erkennt sofort, dal A\g = v einen Eigenwert darstellt. Faktorisierung des
charakteristischen Polynoms mit (A—wv) liefert die beiden restlichen Eigenwerte

x(A) = det(f'(u) — A\I) = —A3+3UA2+<7_1H —”‘102_31)2),\

1
-1 y—1 2
e = v (222 2 7 2 H
+ v (v v 5 U+M2

= viﬁ((fy—l) (H—M;«ﬂ));

= vt
UM
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Die durchgefiihrte charakteristische Analyse der Euler—Gleichungen zeigt deut-
lich das unterschiedliche Losungsverhalten bei variierendem Entwicklungspara-
meter M. Zwar liegt fiir alle M > 0 ein hyperbolisches Differentialgleichungssy-
stem vor, jedoch belegen die vorliegenden Informationsausbreitungsgeschwin-
digkeiten, dafl im Fall einer sehr kleinen Mach-Zahl ein zunehmend ellipti-
scher Charakter der Losung zu erwarten ist, da das Abhéngigkeitsgebiet ei-
nes jeden Punktes mit kleiner werdenen Werten von M anwichst und sich
Informationen in der vorliegenden dimensionslosen Form mit nahezu unend-
licher Geschwindigkeit ausbreiten. Im Rahmen eines numerischen Verfahrens
auf der Basis eines expliziten Zeitschrittverfahrens liegt folglich fiir kleine M
eine derart restriktive Zeitschrittbeschrinkung aufgrund der CFL-Stabilitéts-
bedingung [1] vor, so daf eine direkte Anwendung aus zwei Griinden nicht sinn-
voll ist. Erstens weist die benotigte Rechenzeit T' eine Gréflenordnung Og (ﬁ)
auf, wodurch bei M <« 1 eine unpraktibel hohe Rechenzeit vorliegt, die zudem
bei kleinen Verdnderungen des zeitabhéngigen Entwicklungsparameters grofien
Schwankungen ausgesetzt ist. Bei der sinnvollen Anpassung des Entwicklungs-
parameters wihrend der numerischen Simulation konnen die bendtigten CPU-
Zeiten oftmals nicht abgeschitzt werden. Zweitens ergibt sich durch den fiir
M « 1 immensen Unterschied innerhalb der Ausbreitungsgeschwindigkeiten
die Problematik, da3 die bei den an den Kontrollvolumensgrenzen betrach-
teten Riemann—Problemen auftretenden Kontaktunstetigkeiten sich innerhalb
eines Zeitschritts nur in der GroBenordnung MAz bewegen. Folglich ist durch
die im Finite-Volumen—Verfahren inhirent enthaltene Mittelung eine starke
Verschmierung der Information zu befiirchten.

Bei einer impliziten Zeitdiskretisierung umfaflt der numerische stets den physi-
kalischen Abhéangigkeitsbereich, wodurch die zulédssige Zeitschrittweite keiner
Begrenzung aufgrund der CFL-Bedingung unterliegt. Die verwendete Lineari-
sierung auf der Basis einer Taylorentwicklung fiihrt jedoch auf ein lineares Glei-
chungssystem, das bei derart unterschiedlichen Ausbreitungsgeschwindigkeiten
sehr schlecht konditioniert ist und folglich einen steifen Charakter aufweist.

Eine Untersuchung von Volpe [27] betreffend des numerischen Verhaltens von
klassischen Finite-Volumen—Verfahren der Euler-Gleichungen im Fall kleiner
Mach—Zahlen lieferte bei den untersuchten Beispielen eine Abhingigkeit der
Genauigkeit der Verfahren von der Giite der Diskretisierung. Dies ist nicht
weiter verwunderlich, da bei einem Standardverfahren in Strémungsbereichen
mit sehr kleinen Mach—Zahlen, insbesondere in der Impulsgleichung, einzelne
Variablen und Fluiterme in die Gréflenordnung der Approximationsgiite des
numerischen Verfahrens geraten, wodurch keine sinnvolle Diskretisierung fiir
die Euler—Gleichungen vorliegt.

Desweiteren konnte Sesterhenn [24] iiber eine Fehleranalyse direkt zeigen, daf
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Ausléschungseffekte bei der Fluflberechnung fiir das Versagen der iiblichen
Riemann-Loser in Stréomungsbereichen kleiner Mach-Zahlen verantwortlich
sind.

2.3 Asymptotische Mehrskalenentwicklung

Eine weitere Moglichkeit, das Verhalten der Euler—Gleichungen im Fall klei-
ner Mach-Zahlen zu untersuchen, stellen asymptotische Entwicklungen dar.
Die Durchfiihrbarkeit und der Erfolg einer asymptotischen Entwicklung héngt
stark von der Wahl der asymptotischen Folge und den zu untersuchenden Ska-
len in Raum und Zeit ab. Dabei ist sowohl die Wahl der Folge als auch die der
Skalen Problem gebunden und abhéngig von den zu untersuchenden Gleichun-
gen. Anhand einfacher Beispiele 148t sich zeigen, dafl asymptotische Einska-
lenentwicklungen nicht sinnvoll durchgefiihrt werden konnen, falls Phinomene
auf unterschiedlichen Skalen innerhalb der zu analysierenden Beispiele auftre-
ten. R. Klein [10] fithrte erstmals eine einskalig zeitliche, mehrskalig rdumliche
asymptotische Entwicklung fiir die Euler-Gleichungen aus, um das Verhalten
von Stromungen kleiner Mach—Zahlen zu untersuchen. Ein besonderes Au-
genmerk wurde hierbei auf die mit der Gesamtstromung wechselwirkenden
Einfliisse akustischer langwelliger Phénomene gelegt. Die Ergebnisse sind in
[20] von A. Meister mathematisch fundiert und einer Einskalenentwicklung in
Raum und Zeit gegeniibergestellt.

Im folgenden werden wir die fiir diese Arbeit relevanten Ergebnisse der asym-
ptotischen Entwicklungen aus [10] und [20] skizzieren. Fiir die Beweise der
zitierten Séitze und ausfiihrlichere Erlduterungen sei auf [20] verwiesen.

Es sei das Gebiet © C IR? gegeben, welches der folgenden Ordnungs-
abschétzung

lref

(dmin(Q)) ™ = (£> ‘M — 0, (2.3)
mit

pin () = klrllind lzg|, Vx = (z4,... ,xd)t € 09,

geniigt. Das Gebiet (2 ist so gewéhlt, dal langwellige Phinomene, die auf
einer rdumlichen Skala ¢ = Mx basieren, noch dargestellt werden konnen.

Die Annahme (2.3) impliziert, daf§ es sich bei  um ein im Grenzfall M = 0
unbeschrianktes Gebiet handelt. Desweiteren moge es eine positive Zahl M’
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geben, so dafl

n () e

fiir alle M < M’ erfiillt ist. Um einen rdumlich mehrskaligen Ansatz zu reali-
sieren, fithren wir die Abbildung

1
||X||2 < M} C Q

g: R'x RS x (0,M) — IR*x IR}
(x,t; M) s (x, Mx, 1)

ein und definieren den Raum i?m der vektorwertigen Funktion u iiber den
Losungen der Euler—Gleichungen, deren physikalische Gréflen w in Q x IRy
iiber eine asymptotische Mehrskalenentwicklung

J
w(x, ;M) =Y M w® (g(x, ;M) +0 (M), M= 0, j=0,1,2
=0

entwickelt werden kénnen. Hierbei sind die asymptotischen Funktionen

w®: R'xR‘'xRf — IR,i=0,1,2
w®

(n,&,t) — w® (n, 1)

gleichméBig giiltig auBlerhalb einer beliebig vorgegebenen Kugel By (s), s €
IR*. Mit n bezeichnen wir die kurzwellige Raumskala, mit £ die langwellige.

Einsetzen der asymptotischen Entwicklungen in die Euler-Gleichungen liefert
ein System von Gleichungen, welches auf der Untermannigfaltigkeit

D= {(n,&t) € R* x R{ |(n,&,t) = g(x,;M), (x,t) € @ x IR }

definiert ist. Da die Untermannigfaltigkeit D von dem Entwicklungsparame-
ter M abhéngig ist, konnen innerhalb der so entwickelten Gleichungen Terme
gleicher Ordnung in M nicht miteinander identifiziert werden, und das System
vereinfachter asymptotischer Gleichungen kann nicht aufgestellt werden. Um
diese Schwierigkeit zu umgehen, wird der Teilraum U, C U, iiber der Menge

D= {(n& ) e B x BY & <My, j=1,...,d}

eingefiihrt, auf der eine Funktion u € U,, die entwickelten Euler-Gleichungen
erfiillen mufl. Auflerdem miissen die zu u € U, assoziierten asymptotischen



12 2. Die Euler—Gleichungen

Funktionen w®, w" und w® einer verallgemeinerten sublinearen Wachstums-
bedingung geniigen:

1
w® (n,&,t) = o(In|*), n € OB, (M) , M =0
fiir alle @ > 0 und
: 1
w® (n,&,t) =o(ln|), n € 0B, (M) M —0,i=1,2

Die verallgemeinerten Wachstumsbedingungen stellen eine direkte Ubertra-
gung der aus der gleichméfligen Giiltigkeit entwickelbaren Abschitzungen fiir
die asymptotischen Funktionen w® in D auf die Funktionen in D dar.

Jetzt sind die asymptotischen Funktionen w(® von M unabhiingig, wodurch
Terme gleicher Ordnung in M miteinander identifiziert werden kénnen. Un-
ter den hier dargelegten Voraussetzungen erhélt man schliefflich das folgende
System vereinfachter Gleichungen fiir die asymptotischen Funktionen,

3”0(0) +V, m® = o

AptY) + v, m® = —Ve - m(®
9,p + v, - m® = ~Ve - m®
Vnp(o) =0
Vnp(l) — —Vgp(O)
om©® + v, (m(O) ® V(0)) + Vnp(2) - —Vgp(l)

0 (pE)® +V, - (pHv)” = 0
% (pE)Y + V- (pHV)'Y = —V¢ - (pHv)”
% (pE)? + V- (pHV)®) = —V¢ - (pHv)V

in D. Hierbei stellen m® und v die asymptotischen Funktionen des d-
dimensionalen Impuls- beziehungsweise Geschwindigkeitsfeldes dar.

Die nachfolgenden Sétze geben einige fundamentale FEigenschaften der
Stromungsgrofen im Fall verschwindender Mach-Zahlen wieder und erlauben
so ein tiefer gehendes Verstdndnis iiber das Grenzwertverhalten von Losungen
der Euler-Gleichungen im Fall M — 0.

Satz 2.3.1 FEs seiu € U,,. Dann folgt

PO =p0(t) und p® =pW(E, ).
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Der Satz 2.3.1 belegt, daB der fiihrende Druckterm p{® ein grundsitzlich ande-
res Verhalten als die Druckkomponente erster Ordnung aufweist. Wéahrend in
p© nur Variationen in der Zeit zugelassen sind, weist p!) zusétzlich Anderun-
gen auf der langwelligen Skala auf. Im Gegensatz zu einer Einskalenentwicklung
miissen deshalb die Komponenten p(® und p() gesondert betrachtet werden.

Die zeitliche Entwicklung des filhrenden Druckterms wird iiber die folgende
Gleichung beschrieben.

Satz 2.3.2 Seiu € U,,. Dann gilt

v .0 1 Y
K yp© dt

Desweiteren kann unter den genannten Voraussetzungen an das Gebiet 2 im
Grenzfall M — 0 die Divergenzfreiheit der Strémung nachgewiesen werden,
wodurch sich ein rdumlich und zeitlich konstanter Hintergrunddruck p(® ergibt.

Satz 2.3.3 Fs sei u € U,,. Dann gilt im Grenzfall M — 0
lim Vy - v(x,t; M) =0
M—0

und

p(O) = const.

Es sei angemerkt, dafi die Gleichung fiir die Divergenzfreiheit aus der fithren-
den Energiegleichung hergeleitet und nicht von auflen iiber die Kontinuitéts-
gleichung in das System der Euler—Gleichungen eingebracht wird.

Fiir beschrinkte Gebiete folgt aus einer zu Satz 2.3.2 dquivalenten Aussage aus
der Einskalenentwicklung, daf} eine zeitliche Variation des Hintergrunddruckes
p© nur durch Kompression iiber den Rand des Gebietes erfolgen kann,

1 dp® 1 ()
T - -n ds. 24
0 " di |sz|f" e 24
o

Um Gleichungen fiir die rdumlich zeitliche Variation der rdumlich langwelligen
Druckkomponente pt!) in vereinfachter Notation angeben zu kénnen, fithren
wir einen Mittelungsoperator

1
w(&,t) == lim ——— ,6,1) d
w(E,t) ] / w(n,&,t) dn

Bl

ein.
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Satz 2.3.4 Es sei u € Uy,. Dann gilt
om©® + V) =0 (2.5)
und

Die Gleichungen (2.5) und (2.6) beschreiben die Ausbreitung akustischer Wel-
len. Um das System aus Satz 2.3.4 zu schlieflen, nehmen wir an, dafl die Dichte
in fiihrender Ordnung nur Informationen auf der langwelligen Skala besitzt.
Dann kann die gemittelte Impulsgleichung (2.5) wie folgt abgedndert werden.

Satz 2.3.5 Sei u € U, und gelte

PO =p% (¢,1).

Dann folgt

und es gilt

= 1
atV(O) + WVgp(l) =0. (27)

Unter der Voraussetzung, dafl die asymptotischen Funktionen hinreichend glatt
sind, um die Grenzwertprozesse der Mittelungsoperatoren mit denen der Ab-
leitungsoperatoren zu vertauschen, 148t sich Gleichung (2.7) in der Form

— 1
V. =
Opv(®) + po Vet =0 (2.8)
schreiben und wir erhalten eine Wellengleichung fiir den Druck p(*),
2pt) — Ve (C(O)Vgp(l)) =0

mit der Schallgeschwindigkeit

o _ 1"
C = .
O

Unter den vereinfachten Annahmen an die Dichte und an die Glattheit der
asymptotischen Funktionen weist der Druckterm p(*) Wellencharakter auf. Die
zeitliche Entwicklung dieser akustischen Druckkomponente kann numerisch
iiber eine einfache Diskretisierung des akustischen Systems, bestehend aus den
Gleichungen (2.6) und (2.8), erreicht werden.
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3. Das numerische Verfahren

Basierend auf den Ergebnissen der Arbeiten [10, 19] wird in diesem Abschnitt
ein semi—explizites Finite-Volumen—Verfahren zur Losung der instationéren
Euler-Gleichungen vorgestellt.

Um eine geeignete Integration der aus der Mehrskalenanalyse gewonnen Kennt-
nisse aus Abschnitt 2.3 zu gewéhrleisten, stellen wir die folgenden grundlegen-
den Forderungen an die numerische Methode: Fiir Stromungsfelder, die einen
Entwicklungsparameter M > 1 aufweisen, soll eine Ubereinstimmung des nu-
merischen Verfahrens mit einer klassischen Godunov—Methode erzielt werden,
wihrend fiir Werte des Entwicklungsparameters aus den Bereich M € (0, 1) die
Ergebnisse der asymptotischen Analyse beriicksichtigt werden sollen. Hierbei
wird vorausgesetzt, daff zum einen ein hinreichend glatter Ubergang fiir M = 1
vorliegt und zum anderen, im Grenzfall eines verschwindenden Entwicklungs-
parameters, die in [10, 19] nachgewiesenen Eigenschaften der Strémungsgréfien
erzielt werden.

3.1 Flulikorrekturansatz

Aufgrund der in Abschnitt 2.2 dargestellten Probleme bei der direkten nu-
merischen Umsetzung der Euler—Gleichungen in ein Verfahren zur Simulati-
on von Stromungen kleiner Mach—-Zahlen, werden wir eine additive Zerlegung
der FluBifunktion vornehmen, bei der zum einen ein hyperbolisches System
vorliegt, das ausschliefflich Ausbreitungsgeschwindigkeiten in der Gréflenord-
nung O(1), M — 0, aufweist und zum anderen ein System auftritt, welches
fiir M = 1 identisch verschwindet und fiir kleine Werte des Entwicklungspa-
rameters einen zunehmend dominierenderen Einflu} gewinnt. Das hierdurch
vorliegende hyperbolische System kann mit Hilfe eines expliziten Verfahrens
auf der Grundlage einer Godunov-Methode gelost werden. Die so ermittelte
numerische Flufifunktion wird anschlielend durch die verbleibenden Flufian-
teile unter Beriicksichtigung der in [10, 19, 20] ausgefiihrten asymptotischen
Mehrskalenanalyse mittels einer impliziten Methode korrigiert. Hierzu wird
unter anderem eine Druckzerlegung

eingefiihrt, wodurch bei geeigneter Entdimensionalisierung und Bestimmung
des Entwicklungsparameters M erreicht wird, daf alle physikalischen Gréfien
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von der Ordnung O(1) sind.

An dieser Stelle sei betont, dal der resultierende Gesamtalgorithmus keinen
Splitting—Ansatz beinhaltet, sondern lediglich eine numerischen Flufiberech-
nung fiir das Gesamtsystem unter gezielter Beriicksichtigung der vorliegenden
physikalischen Phinomene vorgenommen wird.

3.1.1 Additive Zerlegung der FlufSfunktion

In diesem Abschnitt wird eine Zerlegung der Fluifunktion f(u) der Euler—
Gleichungen (2.1) der Form

f(u) = h(u) + a(u) (3.1)
mit
h,(u) a,(u)
h(u) = hm(u) und a(u) = am(u)
e (u) a(pm)(u)
vorgestellt, derart, dal das System
ou+ 9;h(u) =0 (3.2)

hyperbolisch ist und den folgenden Bedingungen geniigt:

1. Die Geschwindigkeit v = A; stellt einen Eigenwert der Funktionalmatrix
h'(u) des quasilinearen Systems der Differentialgleichungen (3.2) dar.

2. Die zwei weiteren Eigenwerte Ao 3 der Matrix h'(u) sind symmetrisch um
v angeordnet, das heifit

A2 — 0| = |As — v
und es gilt die Ordnungsrelation

)\2,3 = 0(1), M — 0.

3. Fir M — 1 geht das System (3.2) stetig in das System der Euler-
Gleichungen (2.1) iiber, das heifit

lim (f(u) — h(u)) = 0,

M—1

beziehungsweise

1\1/11211 a(u)=0.
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Die Bedingungen sind so gewéhlt, dafl eine méglichst enge qualitative Korrela-
tion der charakteristischen Ausbreitungsgeschwindigkeiten des homogenen Sy-
stems zu den der Euler-Gleichungen besteht, um eine den Euler-Gleichungen
entlehnte numerische Flufiberechnung vornehmen zu kénnen.

Die charakteristische Analyse der Euler-Gleichungen (2.1) in Abschnitt 2.2
hat gezeigt, dafl eine Ursache fiir die auftretenden charakteristischen Ausbrei-
tungsgeschwindigkeiten der Groflenordnung O (ﬁ) in dem fiir M — 0 singulér
werdenen Druckterm innerhalb der Impulsgleichung begriindet liegt. Dieser
Anteil wird daher in der Form

(M? - 1)

(9tm + hm(U) = e

mit
hm(u) =mv+p

aufgespalten. Aufgrund der Koppelung der Impuls- und der Energiegleichung
durch die Zustandsgleichung ist zu erwarten, dal auch der Fluf} innerhalb der
Energiegleichung aufgespalten werden muf}; um die aufgestellten Bedingungen
an die Eigenwerte erfiillen zu kénnen. Aufschluff dariiber liefert die folgende
charakteristische Analyse. Wir betrachten hierzu das modifizierte System der
Euler—Gleichungen

dmu+ 0;h(u) =0 (3.4)
mit
h,(u) m
h(u)=| hp(w) | = mv+p |, (3.5)
h(,E) (u) H*m

das ebenfalls durch die Zustandsgleichung

p= (7—1)p(E—M72lv\2)

geschlossen wird. Die in der Energiegleichung auftretende Enthalphieform H*
wird durch

_pE+1I
p

H* :

(3.6)

mittels eines verallgemeinerten Druckterms II definiert. Durch Anwendung der
Bedingungen 1 — 3 auf Seite 16 an das System (3.4) werden im folgenden



18 3. Das numerische Verfahren

hinreichende Bedingungen an den Druckterm II hergeleitet, die eine gezielte
Definition dieses Terms ermoglichen.

Aus der dritten Forderung erhalten wir lim H* = H und folglich lim II = p,
M—1 M—1
das heifit

O=p+o(l), M = 1L (3.7)

Fiir die Ausfithrung der Charakteristikenanalyse wird IT zunéchst als Funktion
der konservativen Variablen angesetzt. Die Jakobimatrix des Flufivektors h
lautet demnach

0 1 0
h'(u) = —v2 + 0,p 20 + Opmp v—1
—vH* + 00,11 H* +v0,I1 v+ v9,p1l

Unter Beriicksichtigung von

1 1
Op = 5(7 —1)M?v? = 571)2,
Omp = —(y—1)M?*v = —7v,

mit 7 := (v — 1)M?, ergibt sich das charakteristische Polynom x zu

x(A) = det(h'(u) — AI)
= N+ (3 — 7')1))\2 + Ua(pE)H)\2

3
+ (—31}2 + 57'1)2 — (2= 1) 0,m) L+ (7 — 1) 0011 + (y — 1)H*> A

1 1
+0® — 57'1)3 + 120 ,m) 1 — ETvsa(pE)H — (v = DvH" + (v — 1)vo,IL

Aus der ersten Forderung, dafl die Geschwindigkeit v einen Eigenwert der Ma-
trix h'(u) darstellt, erhalten wir die Bedingung

1
709 pm) Il — 571)3(9(,)E)H + (7 = Dv(v0, 11 + 0,II) = 0.

Da die Gleichung fiir alle Geschwindigkeiten v gelten soll, kann o. E. d. A.
v # 0 angenommen werden, wodurch sich die dquivalente Gleichung

1
§M2’l)28(pE)H + v0,,I1 + apH =0 (38)
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ergibt. Fiir die zwei verbleibenden Eigenwerte machen wir den Ansatz

A=A, =v+c", M3:=A_ =v—" (3.9)
mit einer noch zu bestimmenden verallgemeinerten Schallgeschwindigkeit c*.
Durch diese Darstellung ist unmittelbar die Symmetrieforderung der Eigenwer-
te Ay s erfiillt. Die Ordnungsrelation iibertrégt sich wegen v = O(1), M — 0,
dquivalent auf

c"=0(1), M= 0. (3.10)

Weiterhin erhalten wir aus der dritten Forderung

c"=c+o(l), M — 1. (3.11)

Nach Faktorisierung des charakteristische Polynom mit (A — v) ergeben sich
fiir die beiden Eigenwerte A1 die Darstellungen

A = 2—T+28<,,E)Hvi((2—r+48(pE)H)2U2

(VI

1
+(1 = D)v*0,m) 1 + (7 — 1) 00,11 — v* + 571)2 + (v — 1)H*)
Ansatz (3.9) liefert
Oppl =71 =(y—1)M? (3.12)

und folglich die Linearitéit des Druckterms II in der Totalenergie pro Einheits-
volumen pFE. Zudem ergibt sich fiir die Schallgeschwindigkeit ¢* die Darstellung

1
(") = (71— D)1v* + (v — 1)vd,I0 + 57'1)2 +(y—-1)H* (3.13)
und eine hinreichende Bedingung fiir die Forderung (3.10) gemésf
1
vORII+ -1 =0(1), M — 0. (3.14)
p
Unter Beriicksichtigung der Gleichung (3.7) folgt mit

1
= 'y% und (pFE) = % + Eszvz
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die Gleichung

1 1 1
(7—1)H*——7'v2 = (’y—l)—(pE+H)——T1]2
2 p 2
1 1
= %+(’y—1)—+57v2—5m2
P 11
= ~+0-1)—
p p
G P o), M s 1,
p

und wir erhalten aus (3.13) die Darstellung
0*2—02=('y—1)v{( — 1)M* + 8,11} + 0o(1), M — 1.

Damit ergibt sich die fiir (3.11) hinreichende und notwendige Bedingung an
0,11 in der Form

Opll = —(y — 1)M*v +0(1), M — 1. (3.15)

Lemma 3.1.1
Sei die FlufSfunktion des Differentialgleichungssystems (3.2)

m
h(u)=| mv+p
H*m
mit
pE + pxi + M?p
p

H* =

und dem nicht—lokalen Druckterm

PNL 1—M2 / z,t =0)d

Q

gegeben, dann ist das System (3.2) hyperbolisch und erfiillt die auf Seite 16
aufgefiihrten Bedingungen 1 — 3.

Beweis:

Fiir IT = pni + M?p liegen mit (3.8) eine hinreichende Bedingung fiir die er-
ste Forderung, mit (3.12) und (3.14) hinreichende Bedingungen fiir die zweite
Forderung und mit (3.7) und (3.15) hinreichende Bedingungen fiir die dritte
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Forderung vor. Die Hyperbolizitit ergibt sich als direkte Folgerung der Forde-
rungen 1 und 2.

Direktes Nachrechnen zeigt, daf

OpIl = —(y —1)Mo,
oIl = (y—1)M?

und

1 1
apH = 5(’}/ — 1)M4U2 = _§M2’U28(pE)H — ’Uam].—.[

gilt, wodurch der Nachweis der Bedingungen (3.8), (3.12) und (3.15) erbracht
ist. Mit

paL =0(1), M — 1 und pnp, = O(1), M — 0,
folgen mit p = O(1), M — 0, die Ordnungsrelationen
O=p+o(l), M—>1und I=0(1), M — 0,
wodurch die verbleibenden Gleichungen (3.7) und (3.14) erfiillt sind. 0

Bemerkung: Die Festlegung der Integrationskonstanten pxy, # 0 erfolgt unter
der Zielsetzung, den Einfluff des Korrekturflufianteiles a(,gy(u) der Energie-
gleichung fiir kleine Werte von M mdglichst gering zu halten. Mit der ange-
sprochenen Zerlegung des Druckes

und einer geeigneten Wahl von p@ als
pOt) = [ plait)da
9/

gilt fiir die Anfangsverteilung

a(,r) (u) = —(M? —1)pv — pnrv
= —(M2 - 1)(Mp® + M*pPyy = O(M), M — 0.
Andert sich die Druckkomponente p® in der Zeit kaum, so sind nur geringe

Anderungen in der Grofe von a(,gy(u) zu erwarten. Der Einfluff von a(u) ist
damit fast vollstindig iber den singuldren Impulsanteil gegeben.
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Zusammenfassend erhalten wir die gesuchte Zerlegung der Flufunktion f(u)
in der Form

m 0
fluy=| mv+p |+ —&;l)p
H*m —(M2 — 1]\)4])1) — pNLY
h(u) := ) a(l;)r:: ’

mit
_ pE+pa + M?p
P

H*

1
und pnp, = (1 — M?) o] /p(x,t = 0)dz.
Q

Die Euler-Gleichungen (2.1) lassen sich somit dquivalent in der Form
oyu + 9;h(u) = —0,a(u) (3.16)
schreiben und wir bezeichnen das hyperbolische System
opu + 0;h(u) =0 (3.17)

als homogenes System. Fiir die gem#fi (3.9) innerhalb der charakteristi-
schen Ausbreitungsgeschwindigkeiten des hyperbolischen Systems auftretende
Schallgeschwindigkeit ¢* erhalten wir mit (3.13)

-1 M2 1 -1
P P
Die theoretischen Uberlegungen iiber das homogene System werden mit einigen

Betrachtungen zur Formulierung der Gleichungen (3.17) in den charakteristi-
schen Variablen abgeschlossen.

3.1.2 Charakteristische Formulierung des homogenen
Systems

Es sei das homogene System (3.17) gegeben. Die Rechtseigenvektoren der Ja-
kobimatrix h'(u) der FluBfunktion h(u) lauten

1 1
ry = v , To= v+ c* und r3 = v—c
1 M2y? H* + M?yc* H* — M?vc*

*
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mit den dazugehorigen Eigenwerten
Al =v, Ay =v+c" sowie \3 = v —c".
Fassen wir die Eigenvektoren r; zur Matrix R(u) zusammen,

1 1 1
R(u)=(r;yryr3) = v v+c v—c* ,
IM2y? H* +M2we* H* — M2uc*

so ergibt sich mit

T v? v 1
o 50*2 70*2 _(’y - 1)0*2
Rlw)=| v 7¢ 1 Tv y-11
2c  4c¢¥2 2ct 2c¢*? 2 c*?
v T v 1 T y—11
2c*  4c*2 2c*  2c¢*2 2 c*2

und
A = diag(A1, A2, A3)
die Matrixgleichung
R'h R=A.
Zur besseren Ubersicht haben wir analog zum Abschnitt 3.1.1 die Hilfsvariable
7 := (v — 1)M? genutzt.

Um zu einer Beschreibung des homogenen Systems (3.17) in charakteristischen
Variablen zu gelangen, fithren wir die Differentation der Flufifunktion h aus:

dyu+ h'(u)o,u = 0. (3.19)

Multiplikation der Gleichung (3.19) mit der inversen Matrix R!(u) von links
liefert

R '9u+R'h'(u)(R R Ho,u=0.

Uber eine mégliche Definition der charakteristische Variablen in Differantial-
form
1
0
(c*)2 P
1
Ow := DR™!(u)ou = Op + Ov

C*
,01

pc*

dp —

Op — Ov
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mit

2c*
D=

erhalten wir eine charakteristische Formulierung des homogenen Systems in
der Form

8tW + AawW = 0,

beziehungsweise
1 1
- — ——0p) = 2
(Osp (C*)zatp) + v (Owp (C*)zawp) 0, (3-20)
1 o1 B
(pc* (9tp + (9{0) + (’U +c ) (E D+ (9551)) = 0, (321)
1 o1 B
<pc* O — Ow) + (v —¢¥) (pc* Oxp — 0,v) = 0. (3.22)

Numerisch koénnen die charakteristischen Variablen in Differentialform Ow
nicht direkt eingesetzt werden. Stattdessen wird eine lokal linearisierte Form

1
w = —p+v (3.23)
il

pc*

pP—v

verwendet, wobei (p, c¢*) lokal als konstant angenommen werden.

Eine weitere Darstellung der Euler—Gleichungen in charakteristischer Form
ergibt sich aus einer Formulierung der linearisierten Riemann—Invarianten mit
Hilfe der Variablen (v, ¢, S),

(%S + (% awS =0,
2 2
8t(v+7_1c)+(v+c)8m(v—|—7_10) =0, (3.24)
2
Os(v — 7_1c)+(v—c)8w(v— o 1c) =0,
wobei fiir die Entropie S,
1 p
S —’y 1 In (E),
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gilt. Um zu einer zu den Euler-Gleichungen &quivalenten Formulierung der
charakteristischen Gleichungen des homogenen Systems zu gelangen, ben6tigen
wir zunéchst eine geeignete Definition einer modifizierten Entropie S*.

Lemma 3.1.2 FEs sei das homogene System (3.17) gegeben. Dann stellt

1

1 + 2L
§* = —=1n (p 1+TpNL) (3.25)

v — p1+T
mit T = (y — 1)M? eine Entropie fiir das System (3.17) dar, das heifit,

0pS™ + 00,5 =0 (3.26)
und es gilt

. . o 1 ¥
lim 5 _5_7_11n(p7).

(3.27)
Beweis: Aus der Definition (3.18) der modifizierten Schallgeschwindigkeit c*,

(I1+7)p+ (y=1pne

(C*)2 —

p
folgt
5 [P T\ ApptT — (p+ ) (L4 7)p7 0rp
t Pt - p2(1+7)
op O 1+7)p+ (v — Dpxe
p1—|—7' p1+7' P
atp _ *2 atp

pl—i—r ¢ p1+’T .

Mit p > 0, Vx € Q, ergibt sich Gleichung (3.26) direkt aus der charakteristi-
schen Gleichung (3.20). Weiterhin ist mit

. o I _
1\1/[12117- 7v—1 und MlinﬂpNL 0

auch der Grenzwert aus Gleichung (3.27) erfiillt. O

Bemerkung: Fiir M = 0 stellt die modifizierte Schallgeschwindigkeit c* eine
Entropie fiir das homogene System dar, denn

* _ 1 p+(’7_1)pNL _ 1 *\2
SM:0—7_11n< p —7_1ln((c)).
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Folglich ist eine zu (3.24) dquivalente Darstellung der charakteristischen Glei-
chungen durch (v, c*, S*) im Grenzfall M = 0 nicht mdglich.

Fiir M # 0 wird die Entropie S* in den folgenden Umformungen lokal als
konstant aufgefa3t. Somit kann die Dichte p als Funktion des Druckes und des
Parameterwertes C' = exp((1 — v)S*) definiert werden:

—1 1
PNL) T (3.28)

1 v
= 1C) =Ctr
p:=g»C) +(p+1+T

Fiir die modifizierte Schallgeschwindigkeit erhalten wir hiermit

-1 1

I1+7)p+(y—1
( )+ (v )pNL TpNL) re=

O™ (p+ Trrpse) ™

—C (L +7)(p+ ~

(c*)2: 1+

iTr
Dann gilt
a(c") = 21:*0—1%7(1 - ﬁ)a +7)(p + ?;ipm)—lir Owp
Loy
2c*p
beziehungsweise

1
c*p

2
atp = ;(Z(C*)

Die iibrigen charakteristischen Gleichungen ergeben sich aus (3.21) und (3.22)
zu

2 2
O (v + ;c*) + (v £ )0, <1} + ;c*) = 0. (3.29)

Fir M — 1 gehen die Gleichungen (3.29) stetig in die Gleichungen (3.24)
iiber, wihrend sie fiir M — 0 singuldr werden. Innerhalb eines numerischen
Verfahrens zur Berechnung von Strémungen aller Mach—Zahlbereiche sollten
die Gleichungen (3.29) deshalb nicht verwendet werden, da sie bei kleinen
Werten von M das Auftreten von Ausloschungseffekten und Rundungsfehlern
begiinstigen.

3.1.3 Zeitdiskretisierung

In den folgenden Abschnitten werden wir eine rdumlich und zeitlich konsistente
Diskretisierung hoherer Ordnung fiir das zu den Euler—Gleichungen dquivalen-
te System (3.16) herleiten. Aufgrund des stetigen Ubergangs des homogenen
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Systems (3.17) in das der Euler—Gleichungen im Fall M — 1 erscheint es
sinnvoll, zunéchst eine Diskretisierung hoherer Ordnung des homogenen Sy-
stems vorzunehmen und die in (3.16) enthaltene Flufifunktion a(u) als Kor-
rektur der homogenen Fliisse h(u) im Fall M < 1 anzusehen. Im Kontext
eines Verfahrens, welches eine Zeitdiskretisierung hoherer Ordnung beinhaltet,
miissen daher die innerhalb des Gesamtzeitschrittes auftretenden Korrelatio-
nen zwischen den homogenen und den Fluflanteilen aus a(u) geeignet innerhalb
der FluBkorrekturen beriicksichtigt werden und zu einer noch zu definierenden
asymptotischen Flulkorrektur a(u) ergénzt werden.

Definition 3.1.3
Sei u(-,t) die exakte Losung der Differentialgleichung

onu(x,t) = —0,g(u(z,t)), (z,t) € Q x R (3.30)

zum Zeitpunkt t. Dann heifst eine auf der Verfahrensfunktion ® basierende
Methode

u"t(z) = u"(z) + At® (u"(z), At; g) (3.31)

zur zeitlichen Ewolution der Differentialgleichung (3.30) konsistent von der
Ordnung p am Ort x € Q, falls bei hinreichend glatter Lésung u und Abbildung

9,8
u(z, ") — u(z, ") — At® (u(z,t"), At;g) = O (APH) (3.32)

mit At = t"t1 — " gilt. Die Methode heifit konsistent von der Ordnung p, falls
(3.32) fiir alle x € Q gilt.

Lemma 3.1.4
Die Zeitintegration

u"(z) = u(zx,t")
At _

"ia) = u'(e) — 5 (0g(u"(2) + (1 - ©)d:g(u” () (3.33)
uwtl(z) = u(z) - Atd.g(u™t(z))

stellt fir alle ® € IR und m,m € [n,n + 1] ein konsistentes Verfahren von
zweiter Ordnung in der Zeit fir die Differentialgleichung (3.30) dar.
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Bewelis:
Mit

u(z, tn+%) - u”+%(x)

= u(e, ) —ule ) + 2 (00,8007 @) + (1 - ©)2,g(u" (x)))
- /tt 2 dyu(z,t) dt + % (0:g(u"(x)) + O (A?))

= - [ ol de+ 5 @l @) + 0 (A1)

= 0(aP)

erhalten wir den Nachweis der Konsistenzordnung unmittelbar aus

11(33, tn+1) _ un+1($)
t"’+1

= /;n owu(z,t) dt + At (awg (un+%($)))

= —Atd.g (ule, %)) + At (9. (u(z, t75) + 0 (A£)) ) + 0 (AF)
= 0 (A¥). O

Fiir die Verfahrensfunktionen ® und ® zweier zur Differentialgleichung (3.30)
konsistenter Methoden zweiter Ordnung gilt stets

@ (u"(z), At; g) — @ (u(z), At;g) = O (AL) .

Folglich ist bei der Herleitung einer konsistenten Zeitdiskretisierung zweiter
Ordnung fiir das Gesamtsystem (3.16) auf der Basis einer konsistenten Zeit-
diskretisierung zweiter Ordnung des homogenen Systems (3.17) die explizite
Beriicksichtigung der Diskretisierung des homogenen Systems nicht notwendig.
Ausgehend von einer beliebigen konsistenten Diskretisierung zweiter Ordnung
des homogenen Systems werden wir im folgenden eine gezielte Untersuchung
der benétigten asymptotischen Korrekturfliissse a(u) durchfiihren, die auf der
Basis der Fliisse des homogenen Systems ein konsistentes Gesamtverfahren
zweiter Ordnung definieren. Betrachten wir die Diskretisierung des homogenen
Systems in der Form (3.33), so wird unmittelbar deutlich, daf§ innerhalb des
Verfahrens Approximationen an die physikalische Losung des homogenen Sy-
stems zum Zeitpunkt "+3 verwendet werden. Der hierdurch berechnete Mas-
senfluB zum Zeitpunkt "2 weist keinen EinfluB des Impulsflusses a,,(u) auf.
Somit stellt die im Rahmen der Diskretisierung des homogenen Systems er-
mittelte Dichte p"*! voraussichtlich keine Approximation zweiter Ordnung an
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die Dichte des Gesamtsystems dar, wodurch eine asymptotische Korrektur des
Massenflusses trotz a,(u) = 0 zu erwarten ist. Diese einfachen Uberlegungen
zeigen bereits, dafl eine direkte numerischen Approximation des Fluflanteils
a(u) mittels eines Zeitintegrationsverfahrens zweiter Ordnung in der Regel
keine konsistente Methode zweiter Ordnung fiir das Gesamtsystem der Euler—
Gleichungen liefert.

Im Sinne der Ubersichtlichkeit vernachlissigen wir im weiteren die explizite
Angabe der Ortsvariablen. Sei

u” = u(t") (3.34)

und

eine Verfahrensfunktion einer zur Differentialgleichung (3.17) konsistenten Me-
thode zweiter Ordnung, dann schreiben wir

uptt = u" — Atdy,(u"),

wobei wir zur Kennzeichnung der numerischen Lésung des homogenen Systems
den Index j verwenden. Somit gilt

utl = u” — Atd,h(up ?) + O(AH) (3.35)
mit
n+l At
up 2 =u"— 78xh(u”). (3.36)
Analog sei

n n 1
1 Qf’p(u U +21) 1
Op(w,uth) = | Bp(un ) | =@ (uuntE AL )
1
(Df,(pE) (u”, u”+5)

eine Verfahrensfunktion einer zu den Euler—Gleichungen (2.1) konsistenten Me-
thode zweiter Ordnung. Dann schreiben wir

™t =y — Atdg(u”, u"te)
und es gilt
u"t = u" — Atd,f(u"2) + O(AL) (3.37)
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O,m"

1 At M2 —1
n—i—z o = n 1

B (H*m)"™ — (M2 — 1)8,(pv)"*2 — 9, (pxpv)" 2
(3.38)

Der Einfluf} der fiir M — 0 singuldren Anteile der Impulsgleichung liefert zum

Zeitpunkt "tz die Differenz zwischen dem Impuls des homogenen Systems
1
mﬁ+2 und dem Impuls des Gesamtsystems m"™ 2 in der Form

n+l n+%_AtM2—]_

n4+1
m° 2 —my TWamp ta2, (339)

Fiir die Kontinuititsgleichung ergibt sich auf der Basis dieser Darstellung
P = st (o)

(327) P — Atd, (mn—l—%) + O(At?’)

G390 _ A, (mff“l’ + %M;ﬂ; 13xp"+%> +0(Ar)
= 0" = Ak () - ATﬁM;/[; a0
G- At (u7) - Atds, (uH) + O(AF) (3.40)
mit
85, (u+2) = %Mj\/{; Lozprtd (3.41)
und

p(tn+1) _ pn+1 — O(At?’).
Fiir die Impulsgleichung erhalten wir
: At
mtt O3 Aty (u" - 78whm(u")> + O(A#)

= = &, (o + ) ) +O(AR),
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1 1
wobei (mv + p), * die Kurzschreibweise von (m?f vz+2 N ) darstellt.
Unter Beriicksichtigung von

1
P = ppt (3.42)
folgt
ne L mnts (3.30),(3.42) My, At M2—1(9 il
p 2 h 2 p 2
n+i At M? -1 gl
h 2+2pn+% s 3 (3.43)
und somit
nal (3.43) n+l AtM2—1 a1 n+l At M2 -1 a1
(mo)"T2 U= (mh Tt e 0P 2 ) vy 2"‘% vz 0P 2
1,2
(3.42) +1 M? =1 nyl L1 (At 2(M2 = 1)2 (O,p""2
=7 (mw), 2+ At——— " vy 20" +(4)( M4)(pﬂ+%)
(3.43) ntl AtM? -1 +1 " a1
= (m ) +7W( + v +a )&Ep t3 (344)

Die Diskretisierung der Impulsgleichung 148t sich folglich in der Form
m”+1 m" — Atq)f’m <un+%)

M2 — )
m" — Atd,(mv + p)"tz + At e 0:p" 2 + O(AP)
: n A2 M? — 1
G20 — At (mo + p)iTe

. M2 —
— Atd,(p—pn)" 2 + At

Waxpw“? + O(Ats)
(3.35) n nil 3
= — At®y, 1 (") — Atdz (0" F2) + O(AL®) (3.45)
mit
1 M2 -1 1
Q3. (un+§) Tawp”ﬂ + 0p(p— pn)" "2
AtM? —1

0, ((vp 2 + " 2) 9t (3.46)
2 M2 h
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= O(AP)

und
m(tn—i—l) _ mn—|—1 —

schreiben. Abschlieflend betrachten wir die Energiegleichung. Aufgrund der

Definition der Enthalphieform
M2
H — E+ PN + M7p
P

ergibt sich
(PE)n +2 +pNL ht M?p n+2

(pH')p'* =
und
() 2 oy — 28 (0, m)" — (M2~ 1)2. (o)™ — By psae)™ )
2L (0 = D)oo+ D)™ ). (347)

Der nicht— lokale Druckterm pny, unterliegt keiner zeitlichen Evolution, wodurch
= pyy, folgt, und wir erhalten die Darstellungen

nty _
Pnin = pNL
el
H*nts — (pE)n—l—% "'pNI2 + Mt
B pn-l-%
(3.42),(347) o xmtl | At 1 2 ntl ntl
R (M2 = 1)u(pv)" 3 + 0u(prr)" )
1 n+1 n+3
+M2pn+; (p T2 —p )
sowie
w i (3:39) « \n+3 AtM? —1 *,M+
(et O (gt S
At
+5 ((M2 1)8,(pv)"tz + 0, (pNLv)”+2) i
+ M2 (pn—l—% pz+2) "3
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Fiir die Energiegleichung der Euler-Gleichungen ergibt sich daher
(PB)"™* = (pE)" — Aty pp) ()

= (pE)" — Atd,(H*m)"*2

FALM? = 1)0, ()" + Atdy (parv)™ 2 + O(AL)

O (pEY — Atd, (H*'m)}

FAHM? — 1)8,(pv)" 7 + Atd, (pxpv)" "
CAPM? -1
YE
At?
2

*,n+ 1 n+i
am(Hh, +2a$pn+%) _ AtM2a$ ((pn—i—% _ph+2)vn+%)

1 1 At M2 —1
2 n+§ +2 n+§ _ *’n+2 n+§
+M20, (( P W) 4 S0, (H R0, )
At 2 n+3 n+ n+5
+50: <<(M — 1) 8,y (pv)™3 + O, (parw) ) v ) (3.50)

und
(PE) (") — (pE)™™ = O(AF).

Zusammenfassend 148t sich die bei einer Zeitdiskretisierung zweiter Ordnung
zu beriicksichtigende Flulkorrektur iiber die FluBlkorrekturfunktion
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mit
ntl At M? — 1 ntl
R e VERR A A (3.51)
~ 1 M2—1 nal n 1
G ('2) = T (0 )
Ath—]. n—|—l n+1 n+1
AM Lt oty (3.52)
- el ntl ntl
Apm (") = —(M?—1)(pv)""2 — (pnpv)" 2
1 n+3\ pt+l Ath—l *,nl n+1
_+_M2(p’n+2 D +2) +3 7 e Hh +28wp +3
At 2 n+i n+i n+i
— ((M — 1)8, (pv)"* 3 + O, (parw) 2)1} P (3.53)
in der Form
(pﬁ,p(uTH_%)
x(u't2) = | @z (uty) | =@ (" ALE) = 9,E(u) + O(AR)
Pz,(pm) (U""2)
(3.54)

schreiben. Wir bezeichnen die FluBkorrekturfunktion a(u”*z) als asymptoti-
sche Fluifunktion, entsprechend sprechen wir von einer asymptotischen Fluf-
korrektur.

Innerhalb der asymptotischen Anteile aller Fliisse kénnen sdmtliche mit der
Zeitschrittweite At multiplizierten Terme durch eine Approximation erster
Ordnung ersetzt werden, ohne einen Ordnungsverlust im Rahmen des Ge-
samtverfahrens zu bewirken. Innerhalb der Impulsfliisse kann daher die Ge-

. . . nta .. . 1
schwindigkeit v, 2 beispielsweise durch v", v"*2 oder v ersetzt werden.

Da zudem p™! = pnta + O(At) = p" + O(At) gilt, kann der asymptotische
ImpulsfluBanteil

M2 —1 pyt! M2 -1
Wv? 29,p"t?  beziehungsweise : :

in der Form

M2 -1
M2

m m
V' Ozp
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mit m,m € [n,n + 1] variiert werden. Auf analoge Weise ergibt sich eine
Modifikation des asymptotischen MassenfluBanteils und wir erhalten fiir die
Energiegleichung die Variationsmoglichkeiten

M2 —1

Ve H*™9,p™, (M2 - 1)pﬁbvm und pﬁLvm

mit m, m € [n,n + 1] fiir die Terme

M2 -1

*,7 L i ?
R0, (M — 1)(pu)"* respektive (pyzo) .

Desweiteren zeigt sich bei der gewdhlten Formulierung sehr deutlich, dafl bei
einer konsistenten Zeitintegration erster Ordnung eine direkte Diskretisierung
der Fluifunktionen h(u) und a(u) ohne Beriicksichtigung etwaiger Korrelatio-
nen moglich ist. Diese Aussage begriindet sich auf der Tatsache, dafl mit

1
P -yt = 0(A)

alle im Vergleich zu einer separaten Diskretisierung erster Ordnung der Fluf-
funktionen zusétzlich auftretenden Terme innerhalb der asymptotischen Fluf-
korrektur ®z(u"*2) von der GréSenordnung O(At) sind. Bezogen auf die Fluf-
funktionen a(u) und a(u) 148t sich diese Eigenschaft in der Form

a(u) —a(u) = O(At)

ausdriicken. Die asymptotischen Flulfunktionen weisen eine signifikant unter-
schiedliche Struktur auf. Wir wollen daher zum Abschluf} dieses Abschnitts die
fiir das numerische Verfahren grundlegende Bedingung

A(u) = o(1), M — 1 (3.55)

nachweisen. Zuniichst konnen die mit dem Faktor (M? — 1) multiplizierten
Anteile vernachlassigt werden. Zudem gilt aufgrund der Definition des nicht—
lokalen Drucks stets px, = 0(1), M — 1, so daf} lediglich der in der Impuls-
und Energiegleichung auftretende Term

untersucht werden muf. Hierfiir erhalten wir mit (3.36) und (3.38) das benétig-
te Abfallverhalten unmittelbar aus

L At
wt — g =B, () — ) = o), M 1

—o(1), M — 1
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und folglich die Eigenschaft (3.55).

Analog zu den bereits erlduterten Variationsmoglichkeiten innerhalb der asym-
ptotischen Korrekturfliisse, werden wir nun auch eine Modifikation des Terms

p”+% — pz vorstellen. Im Gegensatz zu den vorangegangenen Modifikatio-
nen wird dieser Term nicht mit dem Faktor At multipliziert, wodurch zum
Erhalt einer Zeitdiskretisierung zweiter Ordnung ausschliellich Variationen in
der zeitlichen Ordnung O(At?) vorgenommen werden diirfen. Aus den Euler—
Gleichungen (2.1) 148t sich unter Beriicksichtigung der Zustandsgleichung (2.2)
die Druck—Evolutionsgleichung

+3

Oip + Ox(pv) + (v — 1)pOyv =0
herleiten. Analog erhalten wir fiir das homogene System (3.4) die Darstellung
Oipn + 0x(pv)n + (v — 1)0; (pxrvn) + (7 — 1)M2ppd,vn = 0.

Nutzen wir ausgehend von p"™ = pf und v™ = v ein Zeitschrittverfahren erster
Ordnung, so folgen

1 At
pitr =t — > <8m(p'u)" + (v - 1)p”(9mv"> +0(At?)
und
n—|—% n At n n 2. n n 2
N Ox(pv)" + (v — 1)0z (papv)” + (v — )M p 00" | + O(AL?).

Hierdurch ergibt sich

2

= (y- 1)% ((M2 —1)p" 0 v™ + Oy (pNLU)m> + O(A%)

(p - ph)n—i—% = (7 - 1)g ((M2 - 1)pnamvn + aac (pNLv)n> + O(At2)

mit m € [n,n + 1].

3.1.4 Implizites Zeitschrittverfahren

Im Fall einer kleinen Mach—Zahl beinhalten die asymptotischen Korrektur-
fliisse alle auftretenden Informationsausbreitungen mit einer Geschwindigkeit
in der Groflenordnung O (ﬁ) Daher erweist sich eine implizite Evolutions-
vorschrift als sinnvoll, damit das Verfahren keiner restriktiven CFL-Bedingung
aufgrund dieser Terme unterliegt.
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Wir werden daher zunéchst ein vollstindig implizites Zeitschrittverfahren zwei-
ter Ordnung fiir die asymptotischen Korrekturterme herleiten und anschlie-
Bend die Vorgehensweise fiir das Gesamtverfahren erldutern.

Lemma 3.1.5
Die Zeitintegration

u'(z) = (e,
W) = (o) - M), (3.50)
wi(n) = () - 5 (G (@) - B (),

ut(z) = un(m)—%(a@g( M(z)) + Org(u"(z)))

stellt ein konsistentes Verfahren zweiter Ordnung in der Zeit fir die Differen-
tialgleichung (3.30) dar, wenn die Losung u(zx,t) der Differentialgleichung und
die FluBfunktion g(u) hinreichend glatt sind.

Beweis:

Fiir die Losung u(z,-) € C*(IRT,IR?) der Differentialgleichung (3.30) und
g(u(-,-)) € C*(Q x R*, R?) erhalten wir mit Hilfe einer Taylorentwicklung
nach dem zweiten Argument

u(z, ") = u(z,t") + Atou(z, ") — ATtZ(?fu(a:,t”H) +0(A%)
= u(z,t") — Atd,g(u(z, t")
220, (dglutr, 7)) +0(a8)
= (33 t” — Atd,g(u(z, "))
( z, ") ng(u(x,tnﬂ))) + O(AP).
(3.57)
Aus Griinden der Ubersichtlichkeit fiihren wir die Abkiirzung
G(z, ") = O,g(u(z, t"*))
ein. Folglich kann die Gleichung (3.57) in der Form
u(z, ") = u(z,t") — AtG(z, t")

-5, (Bt )G ) +olar) (359)
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geschrieben werden. Desweiteren wird im folgenden die Ortsvariable x ver-
nachléssigt.

Zunichst werden wir zeigen, dafl eine implizite Formulierung eines Runge-
Kutta—Verfahrens ein konsistentes Verfahren zweiter Ordnung in der Zeit fiir
die Differentialgleichung (3.30) darstellt. Der Vergleich beider Zeitschrittver-
fahren liefert dann die Aussage des Lemmas.

Es sei u, die Lésung beziehungsweise die Zwischenlésung des Runge-Kutta—
Verfahrens. Unter Ausnutzung der Abkiirzung

Gri = 0:8(uky).
besitzt die implizite Formulierung die Darstellung
uh = upl + AtGRE, (3.59)
u = ; (ufi + ufg) + %GZK. (3.60)
Die obige Vorgehensweise 148t sich dquivalent in der Form

- At

Upg = u"— ) (Ghx — GRi) (3.61)
upl = u" - At (G%K + G (3.62)
schreiben. Hiermit erhalten wir
A R (e el
= - %GE;

=50 (stutd) + 55 ) (ul — i)
+ 0 <|uZK u’};}g ) )
B2y - ArgnEl - %ﬁam (33( “+1)Gz};1) +0 (A%)
€2 a4 0 (At3) (3.63)

Nutzen wir entsprechend G* = 9,g(u’), so ergibt sich mit dem erste Ordnung
impliziten Zeitschrittverfahren (3 56)s die Darstellung

TR R T e L
u(t"™) + 0 (AP). (3.64)
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Unter Verwendung der Gleichung (3.63) folgt
ut = uptl +0 (Atz) .

Hierdurch erhalten wir mit

uﬁ =—u" - g (Gﬁ Gn—|—1>
2
wegen
wioule = -5 (G- G - GR + GRY)

—~
Q
h

— Ghy) + 0 (A¥)

w

D

)
M‘DM‘DL\D‘D
~ ~ S~

(O (0" —uly)) + O (AF)
die Darstellung

u” —uf, =0 (AP).
Abschlieflend ergibt sich

At o, s "
't —upl = 9 (Gn G" — GRy — GE(I)
A
= 7’5 (G™ =GR + O (ArY)

At
= 20— ugd) +0 (ar),

wodurch

u"tt = uft + 0 (A) = u(t™) + O (AFP)
folgt. Die Nachweise der Giiltigkeit der Abschéitzungen

G’ — G%K = O(ui - uZﬁK)

39

(3.65)

(3.66)

(3.67)

(3.68)

in (3.66) und (3.67) ergeben sich direkt aus Taylorentwicklungen nach u. O

Im Gegensatz zu einem expliziten Runge-Kutta—Verfahren kann aufgrund der
starken Kopplung der Gleichungen (3.62) und (3.61) keine sukzessive Berech-
nung der Einzelschritte vorgenommen werden. Hier liegt die Notwendigkeit des
diskutierten Zeitschrittverfahrens begriindet, welches als ein iteratives Verfah-
ren zur Losung der Gleichungen (3.62) und (3.61) angesehen werden kann.
Durch die Vorgabe des Startwertes {iber das implizite erste Ordnung Verfahren
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(3.56)2 wird die gewiinschte Genauigkeit in der Gréfie der Verfahrensordnung
schon nach einem Iterationsschritt erreicht.

Fiir die Euler-Gleichungen verwenden wir zusammenfassend das Zeitintegra-
tionsverfahren in der Form

ue) = u(e) — Aty (0" (@) — Adx(uT (x)),
u'(z) = w'(z) = 7 (Ea(u"(2) + a(u’ ()

W) = ) - 5 (@) + B (2))
2 (@ () + s ()
= u"(z) — Atdy (0" (2)) — % (®a(u"(2)) + @x(u"*(2))),

(3.69)

wobei @5 und ®5 noch zu bestimmende Verfahrensfunktionen darstellen. Ist
das numerische Verfahren basierend auf der Verfahrensfunktion ®;, zur Losung
des homogenen Systems konsistent von der Ordnung zwei und approximiert
die Verfahrensfunktion ®z die Fluifunktion a im Raum von zweiter Ordnung,
dann stellt das obige Verfahren ein konsistentes Verfahren der Ordnung zwei
an die Euler-Gleichungen (3.16) dar.

3.2 Diskretisierung des Stromungsgebietes

Bei der folgenden Beschreibung des numerischen Verfahrens betrachten wir
stets endliche Intervalle 2 = (a,b) C IR. Die Grundidee der Finite—Volumen—
Verfahren basiert auf der Einfiihrung von Kontrollvolumina sowie der Betrach-
tung schwacher Losungen der zugrundeliegenden Gleichungen. Als Kontrollvo-
lumen (2 bezeichnen wir im Fall des eindimensionalen rdumlichen Gebietes
jedes offene Teilintervall Q = (&, b) mit & < b. Eine Funktion

u: QXR(}L — IR
(z,1) = u(z,t),

die beziiglich der Zeit von beschrinkter Variation ist und die sich fiir jedes
feste t € IR im Raum (L N L) (Q; IR?) befindet, heifit schwache Losung der
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Gleichung (2.1) in Q, falls

/(%u(x, t) dr + /f(u(x, t))-nds=0 (3.70)

a0

fiir alle Kontrollvolumina Qcn gilt, wobei n die &uflere Einheitsnormale an
0N darstellt.

Zur numerischen Losung der Gleichung (3.70) diskretisieren wir den rdumlichen
Anteil mittels einer Unterteilung {a = Ty,... ,Z5 = b} in N Teilintervalle. Die
Unterteilung ist nicht notwendigerweise als dquidistant zu wihlen.

Im Falle einer dquidistanten Unterteilung werden die Teilintervalle o;, welche
im folgenden als Kontrollvolumina respektive Boxen bezeichnet werden, iiber
g; = [gi—l,ii], 1= 1, e ,N bestimmt.

Im Fall einer nicht dquidistanten Aufteilung nutzen wir das eindimensionale
Pendant zur Sekundéirnetzmethode, um aus den Knotenpunkten z; die Kon-
trollvolumina o; zu berechnen. Dazu werden zunéchst die Koordinaten x; 1
der Rénder einer jeden Box bestimmt,

1. .
‘,EH-% = §($Z +$i+1)7 = Oa s 7(N - 1)a

sowie

r1=Tound T, s =Tg-
2

SIS

Tl =1, (N +1).

Die Schwerpunkte der Boxen o; werden mit x; bezeichnet. Ihr Abstand zuein-
ander berechnet sich aus

Die Boxen ergeben sich dann iiber o; = [z;_1

1
Al’i+% = Ti41 — X = i(A"T" + Azig),

wobei Az; = |o;| den Durchmesser der Boxen angibt. Desweiteren bezeichnen
wir mit = die Menge aller Kontrollvolumina oy, ... ,oy. Hierbei gibt N = #=
die Anzahl der Kontrollvolumina an.

Schlielich wird mit

AZpi, = min|o;| und Az, = max |o;
0;,€E 0;€EE

1

den Durchmesser der kleinsten respektive grofiten Box der Diskretisierung be-
zeichnet.
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3.3 Die Ortsdiskretisierung

Basierend auf der in Abschnitt 3.2 beschriebenen rdumlichen Diskretisierung
des Stromungsgebietes {2 werden wir im folgenden ein numerisches Verfahren
zur approximativen Losung der Euler—Gleichungen vorstellen.

Sei 0 C IR ein beschrénktes Gebiet und ¢ eine beliebige physikalische Grofie,
dann stellt

(Mog) (1) = ﬁ / oy, t)dy (3.71)

den Mittelungsoperator iiber o dar, so dafl der hierdurch definierte Mittelwert
ortsunabhiingig ist und mit

0o (t) == (M) (t) (3.72)

bezeichnet wird.

Wir verwenden ein Finite-Volumen—Verfahren hoherer Ordnung und betrach-
ten daher stets die Evolution der Zellmittelwerte

u;(t) == (Mg;u) (¢)
gemif
—u(t) = —(My0,£(u))(t)
= —(Maiamh(u))(t) - (Maﬁma(u))(t)
fiir alle o; € =, wobei die Initialisierung der stiickweise konstanten Funktionen
u,, (z,t) =w(t), = € o;

durch Anwendung des Zellmittelungsoperators (M,,-) auf die Anfangsvertei-
lung gemif

u,, (z,0) :== (M,,u) (0), z € 0;

definiert wird. Eine zeitliche Integration liefert die Darstellung der Gleichung
(3.16) in Integralform

t"+1

w (") = w(t") - {/tn (M,,0:h(u))(¢) dt +/

t"+1

t’I’L

(M, 0,a(u)) (t) dt}
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fiir + = 1,..., N. Die folgenden Abschnitte beschreiben eine mégliche Vorge-
hensweise zur Definition zweier numerischer Flufifunktionen

H:R'xR'— R, A: R*x R* - R
derart, daff unter Ausnutzung des impliziten Zeitschrittverfahrens (3.69) sich
das numerische Verfahren als
At

W= 2 g ) - H )
2

AT ) - A

7 n At n .7 7 7
U = W _QAxi{A(uiaui+1)_A(ui17ui)
— AT ) + A
wit = e { A u) ()|
At

- 9AT; {A(ui 7ui+1) - A(u? ,u)

A w) - Al it ),

(3.73)

mit Az; = |o;| schreiben 148t. Hierzu werden wir zunéchst eine Diskretisierung
héherer Ordnung fiir das homogene System vornehmen und anschlieffend die
numerische Approximation der asymptotischen Korrekturfliissse basierend auf
der im Abschnitt 3.1.3 durchgefiihrten Analyse entwickeln.

3.3.1 Diskretisierung des homogenen Systems

Das homogene System (3.17) hat in Integralform die Darstellung

tn+1
wn(t") = (t") - / (M,,0,h(u))(¢) dt.
tn

Mit Hilfe des Gaufischen Integralsatzes wird das Ortsintegral (M, d,h(u)) (¢)
in eine Formulierung mit Randfliissen iiberfiihrt. Das zeitliche Integral der
Randfliisse kann mit einem modifizierten Riemannl6ser, linearer Rekonstruk-
tion der Daten sowie einem MUSCL-Ansatz in zweiter Ordnung in Raum und
Zeit gelost werden.
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Mit der noch genauer zu bestimmenden FluBfunktion A zur Approximation
der Randintegrale lautet die vollsténdige Diskretisierung

Wit = uf = S LA ) — H ) ). (374
T
Wir werden dazu den approximativen Roe-Riemann—Léser mit Entropiefix
an das homogene System anpassen. Die Rekonstruktion der Daten erfolgt in
den charakteristischen Variablen (3.23), wobei fiir die v—Charakteristik je nach
Testbeispiel auch die in Abschnitt 3.1.2 hergeleitete verallgemeinerte Entropie
genutzt wird.

Die Verwendung eines MUSCL-Ansatzes in der Zeit ist in einer Raumdimen-
sion effizienter als Runge-Kutta—Verfahren von héherer Ordnung, da der An-
satz im Verfahren direkt innerhalb der rdumlichen Rekonstruktion implemen-
tiert werden kann und so ein mehrfaches Losen der Riemann—Probleme an den
Réndern der Kontrollvolumina vermieden wird.

3.3.1.1 Lineare Rekonstruktion mit MUSCL—Ansatz in charakteri-
stischen Variablen

Es wird die charakteristische Groéfle w; betrachtet, die der charakteristischen
Gleichung

atwj + )\jawwj =0 (375)

geniigt. Die Grofle w; ist als Zellmittelwert auf jedem Kontrollvolumen o; der
Grofle Az; = |o;| gegeben. Der Wert von (w;); zum Zeitschritt ¢ sei mit (w;)?
n+
i

bezeichnet. Gesucht ist eine lineare Rekonstruktion ((w;);  ?)r,r der Daten am

linken und rechten Rand der Box ¢; zum Zwischenzeitpunkt 3,

Zunidchst berechnen wir die Steigungen d(w;);, und d(w;);  mittels der Wer-

te von (w;)! und dem Funktionswert seines linken beziehungsweise rechten
Nachbarn

(w;)7 = (w;)i 4 d(w;)" = ()71 — (wy)7?

dlw\?, = A
(wJ)Z,L AiL‘-_ ’ iR AiL‘H_%

7

N[=

Es wird mit Az, 1 wiederum der Abstand der Schwerpunkte der Boxen o;,1
und o; beziehungsweise o; und o;_; zueinander bezeichnet. Damit das Ge-
samtverfahren die TVD-Bedingung erfiillt, limitieren wir die Steigungen mit
einem in der Literatur iiblichen Steigungslimiter. In den meisten numerischen
Testbeispielen nutzen wir den bekannten Superbee-Limiter [17]

d(w;); := superbee((d(w;);)r, (d(w;);)r)
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mit
. x . (z
superbee(z, y) := max {0; min (1; 2—) ;min (—; 2) } .
Yy Yy

((wj)N)r,r = (w;)} F d(w;)7} A;i

Uber

(3.76)

berechnen sich die Randdaten zum Zeitpunkt ¢". Dabei ist das negative Vor-
zeichen fiir die Berechnung des linken Randwertes zu verwenden.

Um zu einem Verfahren hoherer Ordnung in der Zeit zu gelangen, verwen-
den wir einen MUSCL-Ansatz. Dazu wird eine Evolution der rekonstruierten
Randdaten um einen halben Zeitschritt vorgenommen. Die verwendete Evolu-
tion muf} nicht in konservativer Form geschehen, so dafl wir in diesem Schritt
die charakteristische Gleichung (3.75) nutzen kénnen. In der Diskretisierung
der Ortsableitung ist wiederum die limitierte Steigung d(w,)" einzusetzen. Fiir
den linken Rand ergibt sich mit t**2 = ¢" + 1At die Darstellung

() ) = () = A5 dlw)}-

Zusammenfassend folgt mit (3.76)

((w))i )z = ()7 = dlwg)7 = = N d(wy);
1 At
= (wy)i — 5 (1 + /\jA—m)d(wj)iA%

und entsprechend fiir den rechten Rand

n+l a1 At "
((wj)i+2)R = (wy)i’ + B (1 - AjA—m)d(wj)i Az;.

3.3.1.2 Ein modifizierter Roe-Riemannléser fiir das homogene Sy-
stem

Die Idee des approximativen Roe-Riemannldsers besteht darin, die Jakobima-
trix h’(u) durch eine konstante Matrix h'(11), die sogenannten Roe-Matrix, zu
ersetzen und das linearisierte Riemannproblem exakt zu 16sen. Dabei hat die
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Roe-Matrix in Abhéngigkeit von der Wahl von u als Funktion der Daten des
linken und rechten Zustandes,

a: R*x R — IR,
(uL,uR) — fl(uL,uR),

die folgenden drei Eigenschaften aufzuweisen:

1. Hyperbolizitdt des linearisierten Systems,

2. Konsistenz mit der exakten Jakobimatrix im Fall G = @(u, u):
b' (@) = 1’ (u),
3. Konservativitit an Unstetigkeitsstellen:
h (1)) — h((w)r) = 0" (&) (wi1)r — (W) -

Im Einklang mit den Eigenschaften der Roe-Matrix nutzen wir den Roe—Pike—
Ansatz um die gemittelten Werte W := (#, H*, ¢)7, die Eigenvektoren T,
Eigenwerte ;\j und Wellenstérken &; des homogenen Systems zu bestimmen.
Bei diesem Ansatz umgeht man das explizite Erstellen der Roe-Matrix, da
diese im Losungsalgorithmus nicht benotigt wird.

Wir iiberspringen den Linearisierungsschritt zur Bestimmung vereinfachter
analytischer Ausdriicke der Wellenstérken und 16sen direkt das algebraische
Problem bestehend aus den zwei Gleichungssystemen

3
n l n l ~ o~
Aujipy = (ui)p—(uf Hp=Y df, (3.77)
j=1
n.'_l n—|—l 3 ~ Y ~
by = (@) ~h((@)e) =D ahE,  (378)
i=j

indem wir die analytischen Ausdriicke fiir A; und r; als Funktionen der ge-
suchten Mittelwerte W ansetzen:

/\1:@—5*, )\2:17, )\3:17+5*,
1 1 1
i;]._ ﬁ_c* 3 f.2_ /17 ) f.3: ﬁ—'—é*
H* — M?5¢* M2 H* 4+ M?v¢*
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Zur Bestimmung der sechs Mittelwerte stehen jedoch nur fiinf Gleichungen
zur Verfiigung, da die zweite Gleichung des ersten Systems mit der ersten Glei-
chung des zweiten Systems identisch ist. Zur Schlieflung des algebraischen Pro-
blems fordern wir, daf fiir die gemittelten Werte auch die Zustandsgleichung
erfiillt sei. In einer Formulierung fiir die verallgemeinerte Schallgeschwindigkeit
mufl demnach

@) = (y ~ DA — M (3.79)

gelten. Fiir die Ausfiihrung der Berechnungen sei auf [5] verwiesen. Bei bekann-
ten Mittelwerten W erhélt man die Koeffizienten &; aus dem Gleichungssystem
(3.77) in der Form

N 1 U o~

i = oo [Ap[i7i+1] (0+¢") — Amyjjipq) — Eas|, (3.80)
- -1 = - -

Qo = ’zé*)2 [Ap[z’,i—i—l] (H* — M2’1)2) + M2T)Am[i7i+1] — A(pE)[Z Z+1 (381)

g = Ap[i,H-l] — 5&1 — 662. (382)

Die zwei fehlenden Mittelwerte ergeben sich nun aus dem Gleichungssystem
(3.78) zu

§ o YPLULE VPRUR (3.83)
VPL + /PR

und

- VPL+ /PR .

Da linearisierte Riemannprobleme nur Losungen mit Sté8en zulassen, konnen
Verdiinnungswellen, welche einen stetigen Charakter besitzen, nicht richtig
wiedergegeben werden. Eine Approximation mittels eines linearisierten Rie-
mannlosers kann daher nicht zu guten numerischen Losungen fiithren. In der
praktischen Umsetzung fiihrt dies aber nur fiir sonische und transsonische
Verdiinnungswellen zu einem signifikanten Fehler. In diesen Fillen kénnen un-
physikalische, entropieverletzende Schockwellen auftreten.

Durch die Einfiihrung eines Entropie-fix nach Harten-Hyman werden diese
Probleme beseitigt. Dazu werden in den kritischen Fillen die Eigenwerte A;
geeignet gedndert. Eine ausfiihrliche Beschreibung findet sich in [25].

Schliefllich berechnet sich die Fluifunktion H(u},uf,,) zu

H(u?, ul,,) ._h( ) ) 3 @i, (3.85)

;<0
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3.3.2 Kompakte Diskretisierung der asymptotischen
Flu3korrekturanteile

In diesem Abschnitt definieren wir eine numerische Flufifunktion fiir die asym-
ptotischen Fluflkorrekturterme, welche auf einer kompakten Diskretisierung
der rdumlichen Ableitungsoperatoren beruht, so dafl das numerische Zeit-
schrittverfahren (3.69) auf der Basis der in Paragraph 3.3.1 hergeleiteten raum-
lichen und zeitlichen Approximation zweiter Ordnung des homogenen Systems
zu einem Gesamtverfahren von zweiter Ordnung in Raum und Zeit fiir die
Euler—Gleichungen erweitert wird.

Unter Ausnutzung der in Abschnitt 3.1.3 angegebenen Variationsmdoglichkeiten
zur Festlegung der asymptotischen Korrekturfliissse schreiben wir

ap(u’)

a(u’) = (us) (3.86)
g (u’)
gemif
o AtM2—1
aﬂ(u ) = 7 M2 aa:p
M= —1 At
Up(u®) = — YE p° + 7(7 —1) (M? = 1)p°0,v° + px1.Oyv")
M2 -1
+At Ve v°0,p°,
apr)(U°) = —(M? = 1)(pv)® — (pnrv)’
At 2.8 2 S s s
+7(7 — DM?p* (M? = 1)p*0,0° + px1.0pv°)
AtM?—1
At ) . .
t v* (M? = 1), (pv)°® + 0x(px1v)°®) -

Fiir das Kontrollvolumen ¢; = [x;, 1, %;_1] erhalten wir unter Verwendung der
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Gleichung (3.54) die Darstellung

/ Bs(u'(z)) dz = / (08w () + O(AR)) d

g; g;

= a(u’(z;11)) — 5(113(371'7%)) +0 (A7)

2

D) +0 (M), (3.87)

= aw(z,y)) —A(w(n

2

Wir fordern daher von der numerischen FluBfunktion A : R* x IR* — IR* die
Approximationsgiite

Auf,ufyy) =a(u’(z,,1)) + O(Az?),
wodurch sich unter Verwendung des Zeitschrittverfahrens (3.69) ein Gesamt-

verfahren zweiter Ordnung in Raum und Zeit ergibt.

Fiir den Zellmittelwert ¢; der physikalischen Gréfle ¢ auf der Box ¢; mit dem
Schwerpunkt z; gilt

@i = p(;) + O(Az?),
womit iiber einen zentralen Ansatz

Az + Az _ Azipin + ATigap;

) — A 2 A 2
::;:}.%
(3.88)

folgt. Desweiteren werden die in @ auftretenden Ortsableitungen gemaf

Azipit1 + Axiy1di Qiv1 — i

&v ) — 1Y+ 1+1%1 Vit [
(¢ (P) (‘,EH-%) 2A-’Ei+l Axi+l
2 2

—_———
=(Ve)i 1

+0(Ax?), (3.89)

diskretisiert. Hiermit konnen wir die numerische Fluifunktion in der Form
Ay(aj, uj,,)
A(uf, i) = A (i, uf, ) (3.90)
Apr) (uf, i ;)
mit
AtM? —1

TW(V‘D)S (3.91)

Ap(ug’ui—kl) = i+%’
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-Am(u?a u;+1)

M? -1
= T Pl
At 2 s s S
+5- (7= 1) (M2 = 1)l 4 (V0)3, 1 + P (V) )
M? 1 s s

und

A(pE)(ufa uf+1)

= —(M2 — ].)(p’l));:_% —pNL'U;_'_%

At 5 ) , ,
+ 5 (7= M2 (M2 = D(po);, 5 (Vo)
+ pNvaJr% (V’U);:_%)
AtM?2 -1 ,
7w (V)i
At \ ) )
+t 5 Vi ((M = D(V(pv)),s +pNL(Vv),.+%) (3.93)

zusammenfassen. Die Verwendung der Darstellung (3.87) innerhalb der Glei-
chung (3.54) ermdoglicht eine vollstédndige Berechnung der zeitlichen Variation
der Zellmittelwerte auf der Basis des Zeitschrittverfahrens (3.69) durch Nut-
zung der Approximationen (3.91), (3.92) und (3.93) in Kombination mit ei-
ner einfachen Linearisierung der implizit gegebenen asymptotischen Flufifunk-
tionen und einer anschlieffenden iterativen Losung der resultierenden linea-
ren Gleichungssysteme. Diese Vorgehensweise beriicksichtigt zwar die unter-
schiedlichen Informationsausbreitungsgeschwindigkeiten vernachléssigt jedoch
die aus der asymptotischen Analyse gewonnenen Erkenntnisse beziiglich der
Eigenschaften des Drucks. Wir werden daher eine Diskretisierung der asym-
ptotischen Flufanteile innerhalb der Gleichung (3.73) auf der Basis der nume-
rischen Flufunktion (3.90) derart durchfiihren, dafl sowohl die unterschiedli-
chen Ausbreitungsgeschwindigkeiten beriicksichtigt als auch die Resultate der
asymptotischen Mehrskalenanalyse aus Abschnitt 2.3 einbezogen werden. Hier-
zu zerlegen wir den Druckterm in qualitativer Ubereinstimmung mit der asym-
ptotischen Druckentwicklung in der Form p = p(® + Mp®™ + M?p(®. Anschlie-
Bend nehmen wir eine gezielte Berechnung des fithrenden Druckterms p(® und
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des langwelligen Druckanteils p(*) auf der Grundlage einer Druckkorrektur-
gleichung respektive einer Wellengleichung vor. Einsetzen der Druckzerlegung
in die Energiegleichung liefert unter Verwendung der ermittelten Druckterme
p(©+ und pM)* ein lineares Gleichungssystem zur Bestimmung des Druckanteils
p@* bei der jedoch weitere physikalische Gréflen zum Zeitpunkt ¢° benétigt
werden. Wir fiithren daher eine Fixpunktiteration durch, bei der zunéchst p-*»
auf der Grundlage bekannter Werte ermittelt und anschlieend zur Korrektur
der homogenen Fliisse gemafl der asymptotischen Fluflanteile verwendet wird.
Die hierdurch erzielte Variation aller physikalischer Gréflen nutzen wir dar-
aufhin zur Modifikation des so linearisierten Gleichungssystems, wodurch eine
verbesserte Berechnung des hochfrequenten Druckanteils erzielt wird. In den
folgenden Abschnitten geben wir eine exakte Beschreibung aller hier im Sinne
der Verstindlichkeit des Gesamtkontextes bereits im Vorfeld kurz erlduterten
Vorgehensweise.

3.3.2.1 Druckzerlegung

Im numerischen Verfahren wird eine Zerlegung des Druckes p der Form
p=p® + Mp® + M?p? (3.94)

vorgenommen, um die aus der asymptotischen Mehrskalenanalyse der Euler—
Gleichungen gewonnenen Resultate innerhalb der im numerischen Verfahren
implizit diskretisierten asymptotischen Anteile nutzen zu kénnen. Damit tritt
im Gegensatz zur durchgefithrten theoretischen Analyse kein Restterm der
GréBenordnung o (M?) auf und folglich liegt keine exakte Ubereinstimmung
der auftretenden Druckterme mit den im Bereich der Mehrskalenanalyse ge-
nutzten asymptotischen Funktionen vor. Die Wirkung der Zerlegung begriindet
sich nicht in einer quantitativen Identitéit, sondern beruht auf einem qualitativ
gleichen Verhalten der auftretenden Druckterme. Basierend auf den Ergeb-
nissen der asymptotischen Analyse fordern wir deshalb fiir einen hinreichend
kleinen Entwicklungsparameter M einen riumlich konstanten Druckterm p(®.
Zudem setzen wir voraus, da p(Y) die langwelligen akustischen Phinomene
der Strémung reprisentiert und p(® die hochfrequenten Restanteile beinhal-
tet. Analog zum asymptotischen Mehrskalenansatz gelte desweiteren

p=pY+0(1), M—=0 (3.95)
sowie

p=p9 +Mp® +0M), M—0, (3.96)
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woraus sich die Bedingungen
p=0(M1), M—0, i=12 (3.97)
ergeben.

Auf die genauen Berechnungsvorschriften der einzelnen Druckkomponenten
p® werden wir erst im Kapitel 4 eingehen, da sie mit der Bestimmung des
Entwicklungsparameters M einhergehen.

3.3.2.2 Evolution des fiihrenden Druckterms

Gemaf} der asymptotischen Mehrskalenanalyse wird die Evolution des fiihren-
den Druckterms p(® durch die Druckkompressionsgleichung

1 dp©® 1 0
[2/9)

beschrieben, wobei n die duflere Einheitsnormale an 02 darstellt. Hierdurch
wird deutlich, daf die zeitliche Entwicklung des Drucks p(® durch Expansion
respektive Kompression iiber den Rand des Stromungsgebietes festgelegt und
folglich durch die Vorgabe der Randbedingungen bestimmt wird. Bei periodi-
schen Rindern oder undurchléssigen Wénden verschwindet die rechte Seite der
Gleichung (3.98) identisch und wir erhalten einen zeitlich invarianten Druck-
term p{®. Bei Ein- und Ausstrémrindern approximieren wir die Gleichung
(3.98) fiir Q = (a,b) in der Form

. . At .

o7 =gl = 5 A (oo 67 (3.99)
mit

A© (vz", vf,p§°)’") = ypi" (v} —op) (3.100)

wobei vf',. die am linken beziehungsweise rechten Rand des Gebietes §2 vorlie-
gende Stromungsgeschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ représentieren.

3.3.2.3 System der langwelligen Akustik

Die zeitliche Entwicklung des langwelligen akustischen Druckterms p(!) ist der
zugrundeliegenden asymptotischen Analyse [10, 19, 20] folgend durch eine Wel-
lengleichung festgelegt. Diese Differentialgleichung 148t sich als System parti-
eller Differentialgleichungen erster Ordnung in der Form

OV + 0,g(v) =0 (3.101)
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mit

schreiben, mit

¥ =4/ /pq,

wobei

palt) = |16| / p(z,1) da

gilt und (p*), M) den rein langwelligen Anteil der Drucks, beziehungsweise des
Impulses beschreibt. Fiir die Bestimmung der langwelligen Anteile verweisen
wir auf Kapitel 4, in dem der diskrete Zerlegungsoperator der physikalischen
Variablen in ihre einzelnen Komponenten beschrieben wird. Desweiteren re-
prisentiert p(® den fithrenden Druckterm.

Aus der quasilinearen Form des Systems (3.101) 148t sich direkt ablesen, daf§
das System

0 ! 0 ! 0 0 3.102
v+ M (C(O))Z 0 zV = ( : )

hyperbolisch ist und die charakteristischen Ausbreitungsgeschwindigkeiten

)

)\1,2 = j:ﬁ
aufweist. Somit ergibt sich im Fall M < 1 eine sehr schnelle Informations-
ausbreitung, die zu einer starken Restriktion der Zeitschrittweite aufgrund der
CFL-Bedingung fiihrt. Dieser Zeitschritt liegt fiir kleine Werte des Entwick-
lungsparameters M weit unterhalb der zulédssigen Zeitschrittweite des verwen-
deten Verfahrens zur Losung des homogenen Systems, so dafi zum Beispiel die
large time step method von LeVeque [16], ein Mehrgitterverfahren oder eine
implizite Methode genutzt werden sollte. Wir werden uns im folgenden auf
den impliziten Ansatz konzentrieren. Analog zu der im Abschnitt 3.1.2 vorge-
stellten charakteristischen Formulierung der modifizierten Euler-Gleichungen
betrachten wir zur Berechnung der charakteristischen Variablen des Systems
(3.101) die in Gleichung (3.102) auftretende Funktionalmatrix in einer lokal li-
nearisierten Form. In dem vorliegenden Fall betrachten wir daher ¢{°) innerhalb
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der charakteristischen Analyse als zeitlich konstant. Die zu den Eigenwerten
A1,2 gehorenden Eigenvektoren lauten

1 ; 1
ry = und ro = .
! ) 2 — 0

Fassen wir die Eigenvektoren in der Matrix

" 11
0 _0

zusammen, so ergibt sich mit

die charakteristische Form des Systems gemé&f

(0)
O Tw

Hierbei lautet der Vektor der charakteristischen Variablen

~ m + Lp(l)
§= ( . ) —9R v = cl?)

1
— L
m= P

Analog zu den Euler-Gleichungen betrachten wir schwache Losungen des Sy-
stems (3.101). Unter Verwendung des Zellmittelwertes

vilt) = (Mov) (1)

auf dem Kontrollvolumen o; lafit sich das numerische Verfahren durch
Einfiihrung einer numerischen Flufunktion A® in der Form

d 1

{AD (v;(t), vira(t) — AD(vi(8), vi(t) }

i
schreiben. Integrieren wir die Gleichung iiber das Zeitintervall [t",¢"*!], so
ergibt sich mittels des linearen Einschrittverfahrens

tn+1

[ 80 de= S (s + 50M) + 0 (a8)

n
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die Darstellung
At

Vit =V = 3aa {A(l) (vith Vi) = AW (Vi vt
1

+AD (vrvr ) — AD (v v }(3.104)

Fiir jede Kontrollvolumengrenze, die sich im Inneren des Intervalls (2 befindet,
betrachten wir die Komponenten des in Gleichung (3.103) gegebenen Vektors
v, die auch als Riemannsche Invarianten bezeichnet werden. Da die Groéfien
(9;); in der (z,t)-Ebene auf der Geraden mit der Steigung ()\j’l)i konstant
sind, berechnet sich der auf der gemeinsamen Grenze der Kontrollvolumina o;

und o;4, vorliegende Wert v* = (m*, p(l)’*)T aus den Gleichungen

1 1
4 — W — (1)
m + C(O) D = m; + C(O) b;
1 1
r (1), 77 (1)
m C(O) P mz—|—1 C(O) p,H_l .
Folglich ergibt sich
i 1 (0 o
= 3 <p§1) +pfl+)1) + —— (M —Mjp1)
., 1 L (o _
mo= 3 (M +Mig1) + 5¢0) (Pz' - pi+1) :

Hierdurch definieren wir die numerische Flufifunktion vermoge

AD (vivi) = g(v) = 1 ( pL) )
. M\ ()27
1 ¢ (vi1 — vig11) + (Vio + Vig12)
- 2M ( (C(O))z (vig + Vig1,1) + 0 (Vig — Vit1,2) ) '
(3.105)

Mit (3.104) liegt ein implizites Verfahren vor, so dafl zur approximativen Er-
mittlung des numerischen Flusses zur Zeit "™ eine Linearisierung der Fluf-
funktion vorgenommen wird. Wir nutzen hierzu die Taylorentwicklung

AW (v, i)

2AD (vi,v1,.)
8VZ'

= AD (vi, Vi) + (vt — D)

=:Av;
dAM (v?, V?H)

+
Vit

(vith' = vita) +O (IAvill*) + O (|AVisl) -
N————

=:Aviq1
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Die auftretenden Funktionalmatrizen weisen die Gestalt

OAW (vi,viy) 1 ( @ 1 )

ov; T2M | (@2 O
und
aA(l)(vi’le):L( () 1 )
Ovi 2M \ ()2 )
auf.
Randbedingungen

Bei den betrachteten Stromungsfeldern unterscheiden wir periodische Rénder,
undurchléssige Wénde, sowie Ein- und Ausstromrénder.

In Fall periodischer Rénder hatten wir in Abschnitt 2.1 vorausgesetzt, daf} alle
im Strémungsfeld auftretenden physikalischen Gréflen ein periodisches Verhal-

ten mit einer Frequenz k = @ mit m € IN aufweisen. Somit kénnen wir die
Randfliisse gemaf

A (VN, V1) = A® (v, v1)
und
AW (Vo, Vl) =AW (VN7 Vl)

definieren, wodurch sowohl die explizite Bestimmung der Fliisse als auch der
zugehorigen Funktionalmatrizen analog zu den inneren Kontrollvolumengren-
zen verlauft.

Ein Korperrand stellt vereinbarungsgeméf eine feste Wand dar, die vom Fluid
nicht durchstromt wird. Damit verschwindet die Geschwindigkeitskomponente
in Wandnormalenrichtung, wodurch m = pv = 0 an der Wand gilt und sich
die Komponenten des Zustandsvektors v* im betrachteten Fall einer an der
rechten Grenze des Intervalls {2 befindlichen Wand

m*_{_i (1)* My 4+ —
a0 P N T oy PN

m- = 0

ergeben. Der numerische Fluf} stellt daher im Fall einer festen Wand ausschlie3-
lich eine Funktion der Stromungsgroflen des Randkontrollvolumens dar und
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148t sich in der Form

AWM ( ) 1 ( ps\l,) + 0 my ) 1 ( Unz2 + ¢ UN,1 >
VN, VN41) = ¢ =
M 0 M 0

schreiben, so daf} fiir eine implizite Formulierung lediglich die Funktionalmatrix

OAY (v, Vi1) 1 ( 0 1 )

8vN B M 0 0

beriicksichtigt werden muf}. Fiir die linke Grenze des Intervalls erhalten wir

analog
" 1 [ P = O my 1 viz—c® vy
A (VOa Vl) = 17 = 17
M 0 M 0

0AD (vo,vi) _ 1 [ =¥ 1
0 0/

und

8v1 M

Betrachten wir den qualitativen Verlauf der Charakteristiken, so ergibt sich
aufgrund der Vorzeichenstruktur der Eigenwerte A\; = —\,, dafl am Ein- und
Ausstromrand eine Grofle aus dem Stromungsfeld extrapoliert und die zweite
Grdéfle von auflen vorgegeben werden muf.

Fiir den Fall des Einstromrandes geben wir hierbei den Impuls m, als Funktion
der Zeit vor, wodurch sich im Fall eines linksseitigen Einstrémrandes fiir den
Zustandsvektor v* die Gleichungen

1 1
G € § P N ¢ )
C(O) p = m C(O) Dy

ergeben. Hieraus folgt

1) _ (o)
1 c
A (vo,v) = M<p1
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Analog zur festen Wand muf lediglich die Funktionalmatrix

amwwyg_i(—w>1)

8V1 N M 0 0

bestimmt werden, da der Impuls explizit gegeben ist. Am Ausstrémrand wird
im Gegensatz zum Einstrémrand der Druck p,(gl) anstelle des Impulses vorgege-
ben, so dafl wir fiir einen rechtsseitigen Ausstromrand unter Beriicksichtigung
von

1 1
—x (W) 1)
m + C(O) P = mpy -+ C(O) Dy

den Fluflvektor

A(l) (VN; VN+1) =

1
Y [ 1
M (C(O))z Un,1 + 0 (UN,z - pgl))]

und die Funktionalmatrix

ONWwwmn_i( 0 o)

N (c)2 (O

8VN M

erhalten.

Lineare Gleichungssystemloser

Die Diskretisierung des Systems der langwelligen Akustik auf der Basis eines
impliziten Zeitschrittverfahrens fiihrt bei der beschriebenen Linearisierung der
numerischen Flufifunktion auf ein lineares Gleichungssystem zur Bestimmung
der zeitlichen Verianderung des Druckterms p(*). Die Matrix A des Gleichungs-
systems weist im Kontext der gewdhlten Diskretisierung des Stromungsgebie-
tes eine Block—Tridiagonalgestalt auf, wobei im Fall periodischer Randbedin-
gungen zudem die Matrixkomponenten A; y und Ay, von Null verschieden
sind. Zur Losung grofler schwachbesetzter Gleichungssysteme stellen prékon-
ditionierte Krylov—Unterraum—Verfahren ein effektives Mittel dar. Wir nutzen
hierbei den von van der Vorst entwickelten BICGSTAB-Algorithmus [26], wo-
bei das lineare Gleichungssystem zunéchst mittels einer unvollstdndigen LU
Zerlegung der Matrix A geeignet vorkonditionert wird.
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3.3.2.4 Die Energie-Poisson—Gleichungen

Zur Evolution des hochfrequenten Druckanteils p(® ersetzen wir innerhalb je-
der Gleichung des Zeitintegrationsverfahrens (3.73) die auf der linken Seite
auftretende Totalenergie pro Einheitsvolumen (pE)’ unter Verwendung der
Zustandsgleichung durch

(pE)* =

Einsetzen der Druckkomposition
p=p + Mp® + M2p®

liefert fiir die Energiegleichung innerhalb (3.73); die Darstellung

(2)7n+1 (0),72——]'41 p§1)5n+1 M2 i 2
M = (o)) = P M = S ()

t n
xi{%(pE)<u uly) — Hir) (ui bui)}

o { A (I ) = A (0T .
(3.106)

Auf der Basis der Druckkompressionsgleichung und der Wellengleichung
konnen p(° )’"+1 und p("+1 bestimmt und als Approximation fiir den Hinter-
grunddruck p(® und p(1 innerhalb der Gleichungen (3.73); und (3.73)3 genutzt
werden. Die Grofle u™ kann hingegen als eine Variation von u™ auf dem Zeit-
niveau ¢" aufgefafit werden, weshalb stets p(®7 = p@n ynd pM7 = p)n
verwendet wird. In der Bestimmungsgleichung (3.106) und den aus (3.73)23
durch entsprechendes Vorgehen gewonnenen Gleichungen fiir die hochfrequen-
ten Druckanteile p®+* sind die physikalischen Gréflen p*, v* und H** auf der
rechten Seite noch unbekannt. Wir werden deshalb p(®»* zusammen mit den
Variablen (p°, m®, (pE)®) iiber eine Fixpunktiteration bestimmen und verse-
hen hierzu alle Variablen in Gleichung (3.106) mit dem Iterationsindex ¥. Zur
Initialisierung der innerhalb der Iteration benotigten Variablen nutzen wir die
zur Verfiigung stehende Approximation des homogenen Systems geméifl

n+1

n+1,0 _ ,n+l grxn+1,0 _ prentl n+1,0
v ,H = H, und p = py

fiir (3.73)1, sowie die Daten zum Zeitpunkt ¢"
,UFL,O — ,Un H*,ﬁ,O = g*" und pﬁ,O — pn
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fiir (3.73)2 und schlieflich die Losung des Systems (3.73)1

,Un—|—1,0 n+1 H* ,n+1,0 H* n—|—1 und pn—|—1 0 p

fiir (3.73)3.

Spalten wir diejenigen Summanden innerhalb der asymptotischen Flufifunk-
tion A(,z) aus Gleichung (3.73); ab, die als Faktor die hochfrequente Druck-
komponente p@"+t1¥ gufweisen, dann erhalten wir fiir den asymptotischen

Energieflulanteil gemif (3.93) die Darstellung

A(pE ( n—|—11/ u;:kll,u)

= Appy (i, ulf)
2 _ 2 () n+l,w
—(M" = )M (p0) 1y
A DMAM2 — 1) (pP ) (Vo)
9 it3 it3
At iy
F2H e e, (V)T
At o 2, n+lp (2), \\n 1,
+7(M —1)M Vi1 (V(p ’U))H_% (3.107)
mit
A(pE ( n—l—lu u;zjll,u)
— _(M2_1)((p(0),n+1+Mp(1),n+1)vm,u> » _pNL,UZn_:—lu
T3
At 2 2 (0);n+1 1)ty il nFiw
£ (= DM (O = 1) (O M) ()
+ pNLanrl V(VU):L:l U)
AtM? — 1
i *,8 (0),n+1 (1)n+1
+g e 1 (VOO - ))H%
At i, 2 (0),n+1 (1),n+1Y, n¥ly
+—v (M —1)(V((p M4+ MpY M e ))
2 it3 i+l
+pNL<VU)n+1 1/) )

(3.108)
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Folglich ergibt sich zur Berechnung von p{”™™” i = 1,... N ein lineares

Gleichungssystem der Form

ALY @ty _ oty (3.109)
mit
DALY pri
1
p(2),n+1,v — : und einer rechten Seite b"T1Y = :
(2)n+1,v niiv
N bN

Die Komponenten von prtiv ergeben sich aus der Kombination der Gleichun-
gen (3.106), (3.107) und (3.108) zu

— (0),n+1 (1),n+1 2 P 2
v } p; M 1,v +1,v
iy — (o — P — M= ——“’(7’)
K3 (p )Z ,y _ 1 ,_y _ 1 2 pl 7
At
_Ax~ {H(PE) (u?’ uzn+1) - H(pE) (u?ﬂa u?)}
7
At [+ i afiey | § iy i
_Ax.{"él(pE)(u?Jr Yo = Ay (0w )}
(2

(3.110)

Fiir die nicht verschwindenen Matrixkomponenten erhalten wir unter Beriick-
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sichtigung von Az; = |o;| die Darstellung

A?’j_:li,, _ At(M? — 1) M2 Az; Uﬁ’y‘i' g 1 Hf”{:l’”
’ Az; 2Az; 1 2 Ag;_1 2
At 1 i
_M2 TL-}—].,I/ Tl—}—].,l/
At Az; 1., i
- M = g e,y
=3
An’Il,u . M? Az An’ﬁ,u Az n+l,v
i = v -1 - Az, @il - Az, il
M2
CAYM? 1) [M? Az Az LY
Az; 2 \Azin Az )
*,nF—T—Jl,I/ *,rm,y
n At Hz’—|—% n Hi—%
n¥ly ntly
Aty (Zitg iy ) e
2
2 AxH_% sz 1
At —
- IM4(7 — Lot
A./L"+1 1.y A./L"_l R
(82w - 222w, ) |
2 =3
. At(M? —1 Az, At 1 e
AZ;:_ll, — ( ){ - M2 Z; v;z,_:-ll,u =y H._;nl—}—l,u
Ax; QA.TH_% 2 A.’EH_% T3
Aty o 1 T atie

At 4 A.T)Z ’;l—:ﬁ.,lj ,;{_T__’]_ v
+ 7M (v — 1)2A$i+;”i+1 (Vo )i+% :
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Die Verwendung des ermittelten hochfrequenten Druckterms p(2)’"j:1”’
ermdoglicht nun eine vollstindige Bestimmung der asymptotischen Korrektu-
ranteile iiber

=, VAN n n
W _Axi{’l-[(u uy,) — H(ui—lauz’)}

At
A.’IJZ'

{A(u;m’”, i) - A, ul-m’”)}- (3.111)

Die iterative Vorgehensweise liefert eine Folge von Druckanteilen {p(z)’m’”}kzo
durch die Losung des linearen Gleichungssystems (3.109) sowie Folgen
{pr vk {mr vk und {(pE)" T}k iiber die FluBkorrekturgleichung
(3.111). Als Abbruchkriterium der lepunktlteratlon verwenden wir die dis-
krete L;-Norm der FluBlkorrekturidnderung mittels

n+1u m,u)_A( m,u m,u)

i+l w4

H |Q‘ =1 . _ . —
(A(u?+1,u—1’u?:11,u—1) B A(u?jll,u—lju’(b+1,u—l)) ‘H <e

1 (3.112)

mit einer extern vorgegebenen Genauigkeitsschranke ¢. Zur Losung des auf-
tretenden linearen Gleichungssystems kann in Sinne einer Erweiterung auf
mehrere Raumdimensionen analog zum System der langwelligen Akustik ei-
ne ILU-Vorkonditionierung in Kombination mit einem BiCGSTAB-Verfahren
verwendet werden. Im rdumlich eindimensionalen Fall bietet sich jedoch eine
direkte Ausfiihrung der LU-Zerlegung der Tridiagonalmatrix A"t an. Die
Algorithmen fiir den periodischen wie auch nicht periodischen Fall lassen sich
aus [23] entnehmen.

Analog verfahren wir fiir die zwei verbleibenden Gleichungen (3.73)s und
(3.73)3, wobei stets ein Gleichungssystem

AP p(2 My — [ (3.113)
respektive

ALY p(2),n+1,v — prtir (3.114)

gelost werden muf}, bei dem die jeweils auftretende Matrix eine zu AntLy aqui-
valente Struktur aufweist und die Komponenten der entsprechenden rechten
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Seite die Darstellung

i ( ( M2 ./ - N2
o = ey - B BT e ()

At W T,V W W
_2Ax,-{A(pE)(ui s uil) — Ape) (0, u)")

— Ay (W7 u) + Asy(u ?ﬁl,uf*vl)} (3.115)

beziehungsweise
R S T )
—AA;{%(/)E)(UTL uz—}—l) %(pE)(u?—pu?)}
_2iii {.Z(,;E)(U?H’U, u?_:—ll,u) A(pE ( n+l, u7 u;z+1,U)
+ App)(uf uly) = Appy (af y,u)} (3116)
besitzen.

Entsprechend der Vorschrift (3.111) zur iterativen Losung der Gleichung
(3.73)1 wird auch fiir die Gleichungen (3.73), und (3.73)3 eine derartige Itera-
tion durchgefiihrt und der Iterationsabbruch jeweils analog zu (3.112) vorge-
nommen.

3.3.3 Exakte Projektion im Fall sehr kleiner Entwick-
lungsparameter

Aufgrund der in Abschnitt 3.3.2 gewéhlten kompakten Operatoren zur Diskre-
tisierung der Ortsableitungen liegt im Grenzfall M — 0 bei verschwindender
Kompression von auflen keine exakte Projektion des Geschwindigkeitsfeldes auf
seinen divergenzfreien Anteil vor. Die Diskretisierung der zweiten Ableitungen
innerhalb der Energie-Poisson—Gleichungen 148t sich nicht als Hintereinander-
ausfithrung des verwendeten diskreten Divergenzoperators auf den diskreten
Operator des Gradienten darstellen, wodurch keine exakte Projektion reali-
siert werden kann.
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Um den Sachverhalt der diskreten Operatorwahl zu verdeutlichen, nutzen wir
zur Anschauung eine einfache inkompressible Modellgleichung. Es sei das Sy-
stem

ov+v-Vv = Vo,
V-v = 0,

mit dem Geschwindigkeitsvektor v : IR? x IRf — IR? und einer skalaren
Funktion ¢ : R? x IRf — IR gegeben.

Es bezeichne mit V,(-) den nicht n&her bestimmten diskreten Operator des
Gradienten, wihrend der diskrete Divergenzoperator im folgenden mit V- (+)
bezeichnet wird. Die Zeitableitung sei wie folgt diskretisiert:

vl =v" — At (v- Vv — Vggb)n+% :

Um sicher zu stellen, dal unter der Voraussetzung V- v"* = 0 die berechnete
Geschwindigkeit zum Zeitschritt n + 1 die Divergenzbedingung

Vd . VTL—}—]. — O
exakt erfiillt, wird Vggé”“L% iiber ein Poissonproblem
AP =V, - (vng%) =V (v Vv)"te (3.117)

bestimmt. Dann gilt:

D=

Vi vt =V vt — AtV - (v- Vv = V,6)" 2 = 0.
Werden die Diskretisierungen fiir den Divergenzoperator V- (-) und den Ope-
rator V,(-) nicht konsistent zur Wahl des diskreten Laplaceoperators in (3.117)
gewdhlt, so liegt keine exakte Projektion vor und im Falle der kompakten Dis-
kretisierungen aus 3.3.2 gilt bestenfalls

V- v = O(AtAZ?) = O(Az®).

Im folgenden beschreiben wir eine Vorgehensweise, bei der im Fall M — 0
eine exakte Projektion der Geschwindigkeit auf ihren divergenzfreien Anteil
vorliegt, falls keine Kompression iiber den Rand des Gebietes erfolgt. Im Fall
M # 0 liefert die diskrete Projektion Exaktheit im Sinne einer Projektion auf
ein Geschwindigkeitsfeld mit vorgeschriebener Divergenz.

Die Idee, gleichzeitig die Godunovfliisse des homogenen Systems nutzen zu
konnen und insbesondere im Fall M < 1 diskret eine exakte Projektion zu
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realisieren, beruht auf der Tatsache, dafl wir im nahezu inkompressiblen Fall
nicht auf die bisher verwendete Ortsdiskretisierung zur Herleitung des Pois-
sonproblems angewiesen sind [22].

Wir werden das im Abschnitt 3.3.2 beschriebene Verfahren nutzen, um die
Evolution eines Zeitschrittes auszufiihren. Liegt der Wert des Entwicklungspa-
rameters M oberhalb eines zu wihlenden Schwellenwertes, so ist keine exakte
Projektion nétig und die Berechnung des Zeitschrittes abgeschlossen. Erst fiir
Werte von M unterhalb des Schwellenwertes miissen die Impulse eine weitere
Korrektur erfahren, damit eine exakte Projektion gewéhrleistet wird.

Wir dndern die Notation des vollstindig impliziten Zeitschrittverfahrens (3.73)
wie folgt ab,

n+1

u; = u? sz {H z—l-l) /H<u?—1’u?)
+ AU, uffll) — AL U:m)} ,
u? = 'I.l;-1 2sz {A z—l—l) A(u?—la U?)
AT ) + A u ]
1,% n n n
u;H— = uz' sz {H ’L—I—l) - H(ui—l7 ui )}
QAJ:@ {‘A 2+1) ‘A(u?—l’ u?)
FA T u) = A w )
mit
pn+1 _ pn+1’* und (pE)n+1 (pE)n+1 ¥

Fiir die Impulse setzen wir zunéchst

At
wx _ n+lx 2 (2),n+1,x (2),n+1,x
mi = = Ry M) (pi+% Py ) !

und schlief$lich

mn"'l = m** -+ At

z Pt o (MP-1) (p@);”+1 - p<2);"+1) . (3.118)

i+3 =3

Um die Impulse zum neuen Zeitschritt berechnen zu kénnen, muff p®mt!
erneut iiber die Losung eines Poissonproblems bestimmt werden. Wir wéhlen
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dazu eine Diskretisierung der Energiegleichung 0;(pE)+0,(pHv) = 0 der Form

(PE);* — (pE)7}

= S (oH0 4 (oY) (3i,)

_2A.’IJZ
— ((pH)"* + (pHV)") (1) }

(3.118) At ntlf,  wx At o (2),n+1
- T 2Aw, {(H (m" + S 08 = 10p™") ) a1

_ (Hn+1 (m** + %(M2 _ ]_)amp@),n—l—l)) (xz_%)}

_22; {(pH“)n(%%) - (PHU)”(%%)} (3.119)

Die in (3.119) auftretenden inneren Ableitungsoperatoren werden nun wie folgt
diskretisiert, um eine zu der verwendeten zentralen dufleren Diskretisierung
der Ableitung der Flufifunktion konsistente innere Diskretisierung zu gewéhr-
leisten,

Pit1 Axiyq Az;
@00 011) = ga (TR s~ )+ Aot~ )
2
+0(Ax?)
= i+2 — A Pt
4A$i+% A.Z'H% A:UH%
Aziyy Az 2
(99— L o A

(3.120)

In Gleichung (3.119) sind alle Variablen bis auf p®™"*! bekannt. Um zu einem
numerisch stabilen Verfahren zu gelangen, muf} (pE)™ " iiber die Zustandsglei-
chung durch

(DB = (o 1+ Mp® 4+ M@yt 4 g2
pE)" = (b p P M

ersetzt werden. Innerhalb der kinetischen Energie konnen die Impulse durch die
mit * gekennzeichnete Zwischenlésung approximiert werden, da der Einfluf der
kinetischen Energie auf die Gesamtenergie (pE)"** fiir M — 0 verschwindet.
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Die vollsténdig diskrete Form der Energiegleichung lautet somit

1 0),n+1 1),n+1 Nmtly 1 (m?H’*)2 n
T MU M) 4 OMBEE S — ()]
v Pi
At
- _ 2A {(Hn—l—lm**)i_'_l _ (Hn+1m**)i_l}
xl 2 2
n+1
_ A2 (M2 B 1) Hi+% A-Tz p(2)’n+1 L (2- A.’L‘, (2),n+1
4Az; AAz; 1 | Aziys i+ Az s i
_[9_ Az (2)n+1 _ Az p(z),n+1
A:UZ_% E Al‘l_% i1
n+1
At? H Az;_q Azx;_
M2 1 2 i (2),n—|—1 9 _ i—1 (2),n—|—1
1A v {Am;pm T\ Be )P
Az; (2),n+1 Ax; (2),n+1
- (2 - Az, s )pi—l - 7A$i,gpi_2
At n n
~oAs {(,)HU)H% - (pHv)F%} . (3.121)

Hieraus erhalten wir ein lineares Gleichungssystem zur Bestimmung von
(2),n+1
)

p
p§2),n—|—1
AT p@nt B i p@at = |
pgg),nﬂ
und Eintriagen im Vektor der rechten Seite
i1 1 1 (mg)n+1,*
b; = (pE)} — ﬁ(p(o) + Mp(l))zthl - §M2%
2
At
+1 k% +1 k%
“aag, (Hiymisy - HYm,)
At

T 9Az; ((pH”)ﬁ% - (pHU)?*%) '

Die Matrix A"" stellt eine schwach gekoppelte Bandmatrix dar, deren nicht
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verschwindenden Matrixkomponenten sich wie folgt berechnen,

—n+1 At2

A, = M? — 1)H" !
62 16A.’1717%A.’1717% ( ) =3 ’
—n+1 At2AZL‘i+1 2
A, = — M? — 1)H"'}
bi-1 16A1‘Z~_%AIZ~AIEH% ( ) it+3

At? Ax;
2 (9 z)1\/12—1H."+1,
+16Axi_%Axi ( Az;_s ( ) i-3
—n+1 M2 AtQ A.’L’i_{_]_ 2 1
A = - (2- ) (2 - 7,
e v—1 16A:UZ-AxZ-+% Aacifé ( ) i+3
At2 Aﬂf'_l
= 2— L) (M2 — 1) H
16Ax-1Ax,-( Az, 1 ( ) i—y’
L ity
—n+1 At? Ax;
Al = (2- =)o -
bt 16Az;Az; 1 Az, s ( ) ity
2 2
At2Al",1
— : M2 — 1)H™}
16A.’L‘Z~_%A.’I;Z'Axi+% ( ) i—3’
—n At?
A = M? — 1)H™ L.

Liegt eine rdumlich konstante Dichteverteilung vor, so ergibt sich im Grenz-
fall M = 0 eine ebenfalls rdumlich konstante Enthalpie H, wodurch bei einer
dquidistanten Unterteilung
A:l;tll = A;l;:ll =0

folgt. Hierdurch ergibt sich eine reduzible Matrix und eine Entkoppelung des
Druckterms p(®"*1. Deshalb sind auch bei nicht dquidistanten Diskretisierun-
gen und einer rdumlich leicht variierenden Enthalpie im Fall M — 0 verstirkt
numerische Ausloschungseffekte zu erwarten. Zur Vermeidung derartiger nume-
rischer Phénomene werden hiufig sogenannte Staggered-Grid-Techniken ver-
wendet. Wir nutzen eine in [2] vorgestellte Vorgehensweise, bei der, iibertragen
auf den vorliegenden Fall, zur Stabilisierung des Verfahrens eine Addition des
Terms

_ At? (M2 B 1) {A.T,‘Z'A.T/'i+1

T (HTH (@ — gip ) ) (3 4)

BT (s gyt gyt ) o, ) )

(3.122)
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innerhalb des Poissonproblems vorgenommen wird und p®™*! nun iterativ
bestimmt werden mufl. Ergibt sich eine hinsichtlich des Iterationsindizes v
auskonvergierte Druckverteilung, so verschwinden die Zusatzterme, wodurch
sichergestellt ist, dafl im Grenzfall die urspriinglichen Gleichungen gelost wer-
den. Hinsichtlich des betrachteten Gleichungssystems fiihrt dieser Term auf
eine stets irreduzible Gesamtmatrix, wodurch die Druckentkopplung vermie-
den wird. Die auftretenden Ableitungen werden geméfl

biy1 Az; Azx;
3 . = 2 ! ; - 2 ! ]
(¢ 02¢) ($z+%) AziAz,, 1 AT | Atys Pi+2 + Az . | Pitt

i+3
Az, Az
* (2+ Afﬂ) v Ai i 1} +0(Az?)
= $i11(VP9)ir1 + O(A2?) (3.123)

diskretisiert und zur Initialisierung

(2),n+1,—-1 (2),n+1,%

p =p

verwendet. Die durch den Stabilisierungsterm (3.122) unter Nutzung der Dis-
kretisierung (3.123) auftretenden zusétzlichen Matrixeintrige lauten folglich

—Zn+1 At? 5
A = _ M2 — 1)H™ 1}
1,172 ].GA./L‘,L_gA./L‘l_% ( ) 1/7% ’
—Zn+1 A2 Az
A = : M? — 1)H"™}
bi—1 16A$Z~7%AxiAx. 1( ) i+3
At?
Hn+11
KZ,'IL—F]. — _ At2 ( A.’Ez+1 ) Hn+1
o 16Az; Az, 1
At2 A.’E 1
_ 92 i— ) Hn+11,
16Axi_;Aa:z( *
—Zn+1 At? A.%‘Z
AL - —(2 )M2—1 H™l
bt 16Az;Ax; 1 * Az; s ( ) i+3
2 2
At2A$',1
’ M2 — 1)H™}
+ 16A$Z71AxZA$2+l ( ) li% ’
2 2
—Zn At?
AL = - (W - 1)H
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Hiermit erhalten wir das Gleichungssystem
An—|—1p(2),n+1,u — bl/*l (3124)
mit der vom Iterationsindex unabhingigen Matrix A"+,
A= AT AT

Die Matrix A™"! weist im Gegensatz zu A" eine kompakte Bandstruktur
auf. Die nicht verschwindenden Matrixelemente lauten

AL = A7’52(1\/12 - 1)H"
bt LAY 1 Ax; i—3
AL = vl\i N 4Aa:iAfa:i " )
)
Ag‘,;:_ll = ﬁ(M2 — 1)HZ,“++%1.

Da fiir die Entrophie H stets H > 0 gilt, ist die Matrix A™*! fiir alle M > 0
diagonaldominant und das System (3.124) kann mit einem der in Abschnitt
3.3.2.4 angesprochenen Verfahren gelost werden.

Fiir die iterationsabhiingige rechte Seite b¥~! gilt entsprechend

1 O L
bl./f]. — B\ — (0) M (1)yn+1 _ _M227
At n+1, *xx n+1, *x
At i .
~ A ((pHv)H% — (pHU)i_%>
At2 2 n+1 3 (2),’!’1,—}—11/*1
~fonz M = 1) (Azdaia BN (V' )it}

—Aazi_lAa:in_J’%l(V?’p@)’nﬂ"_l)i_%) '
Als Abbruchkriterium verwenden wir die diskrete Maximumsnorm der Diffe-
renz zweier aufeinander folgender Iterierten pm+1¥ ynd p@n+iv=1,
(2),n+1,v (2),n+1r—1

AN
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mit vorgegebener Genauigkeitsschranke . Um zu einer numerisch exakten Pro-
jektion zu gelangen, muf} die Schranke im Bereich der fiir die Funktionen vor-
gegebenen Genauigkeit angesetzt werden.

Nach der Iteration zur Bestimmung von p®7+! ergibt sich der Impuls zum
neuen Zeitschritt aus Gleichung (3.118) zu

At .
m@-}-l — m;k* + (M2 _ 1)(p(2), +1 p(2),n+l)‘

T .1
! 2Az; i+3 i-3

Lemma 3.3.1 FEs sei der Wert des Entwicklungsparameters so klein vorgege-
ben, daff unter der gewdhlten numerischen Genauigkeit € an die Variablen

M = O,(Ve) (3.125)

gilt. Weiterhin sei angenommen, dafl das Strémungsfeld zum Zeitschritt n di-
vergenzfrei sei, der Hintergrunddruck p® eine homogene Verteilung im Raum
aufweise und keine Kompression tiber den Rand des betrachteten Gebietes er-
folge, d. h.

plOntt — O — ot (3.126)
und daf8 die akustische Druckkomponente pV) identisch verschwinde.

Dann ist die Gesamtenergie (pE)" zum neuen Zeitschritt homogen in Raum

und Zeit und die neue Geschwindigkeit ist divergenzfres.

Beweis:

Aufgrund der in Kapitel 4 vorgestellten Entdimensionalisierung weisen alle
entdimensionalisierten Stromungsgrofien ¢ eine Grofienordnung von O(1) auf.
Mit (3.125) gilt

1+Mo=1+0M? =1+-¢, (3.127)

so da im folgenden o0.E.d.A. M = 0 gesetzt werden kann. Dann lautet die
Zustandsgleichung unter Einbezug der Druckzerlegung (3.94) und (3.127)

1
E)y = ——pOm,
(PE) e

Fiir die Enthalpie H, beziehungsweise H*, gilt entsprechend

n *,70 ) (0),n
.H —_ H —_ .
(:0 ) (ﬂ ) 1p
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Die Poissonprobleme (3.109), (3.113), (3.114) des Zeitschrittverfahrens (3.73)
sind so konstruiert, dafl die Gesamtenergie zum neuen Zeitschritt im Fall eines
verschwindenden Entwicklungsparameters

1
E n+l _ (0),n+1
(pE) po—

erfiillt, da die homogenen Fliisse innerhalb der Energiegleichung im Fall M = 0
identisch verschwinden. Es folgt aus Voraussetzung (3.125) die Homogenitét
in Zeit und Raum fiir pF und pH.

Da fiir den Hintergrunddruck p(@, p® > 0 gilt, 148t sich die Divergenzfreiheit
aus der Bestimmungsgleichung (3.118) und der Diskretisierung der Energieglei-
chung (3.119) herleiten. Der Ubersichtlichkeit verzichten wir auf die vollstindi-
ge Diskretisierung entsprechend Gleichung (3.121). Es gilt:

(piiz):l (”nﬂ(xzvr%) - vnﬂ(xi—%))
_ Alxi (o) (@,13) = (pH) " (2,4))

_ Alwi ((Hm)nH(IH%) _ (Hm)nﬂ(xi_;))

2

2

(3_2_8) { (Hn+1 (m** + %(MZ o 1)a$p(2)an+1)) (.’E,H_l)

(o + S0 = 90 ) )

Folglich ist die Stromung zum neuen Zeitpunkt divergenzfrei. O

3.4 Das Gesamtverfahren

Die in den vorausgegangenen Abschnitten beschriebenen Zeit- und Ortsdiskre-
tisierungen ermoglichen eine zusammenfassende Darstellung des Gesamtver-
fahrens. Hierbei stellt u™ = (u?,...,u’%)" die gegebenen Zellmittelwerte der
physikalischen Gréflen auf den Boxen oy, ..., 0y zur Zeit t" dar. Gesucht ist
eine Approximation u™*! der Strémungsgréfen zum Zeitpunkt t"t1 = t" 4+ At.
Das hierzu verwendete Zeitschrittverfahren 148t sich in folgender schematischer
Form darstellen:



74 3. Das numerische Verfahren

Darstellung eines Zeitschrittes —

Berechne die zulédssige Zeitschrittweite At bezogen auf die explizite Losung des
homogenen Systems

Berechne die Losung uf*! des homogenen Systems (3.17) mittels der

Approximation (3.74)

Berechne p(®"+! durch Lésen der Druckkorrekturgleichung (3.99)

Berechne p®™+! mittels des Systems der langwelligen Akustik (3.101)

e e . —— —— 1 —
Initialisiere v"*1:0 = pp 1 10 = o+t ynd prtl0 = prtt

v=>0

Wiederhole

Lose das Gleichungssystem NG p(2)’m”’ = prtiv

Ermittle u"*1+! iiber die FluBkorrekturgleichung (3.111)

v L;-Norm der Flulkorrekturinderung < e

um:um,u+l v=v+1

STOP
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Fortsetzung —

Initialisiere v™° = v, H*™0 = H*" und p™° = p"

v=20

Wiederhole

Lose das Gleichungssystem A™Y p(2av = b

Ermittle u™ ! durch eine aus (3.73), resultierende Fluikorrekturgleichung

entsprechend der Form (3.111)

Ly-Norm der FluBkorrekturénderung < ¢

uﬁ:uﬁ,U—I—l y:y+1

STOP

Initialisiere p"T1*0 = g+l F*ntlx0 — frentl ypd prtls0 = pntl

v=20

Wiederhole

Lose das Gleichungssystem Amth p@hntlsy — pndlsy

Ermittle u****1 durch eine aus (3.73)3 resultierende Flukorrekturgleichung

entsprechend der Form (3.111)

v Ly-Norm der FluBkorrekturénderung < e N

un+1,* — un+1,*,u+1 v=vrv-+ 1

STOP
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Fortsetzung —

pn—l—l — pn—|—1,* und (pE)n—H — (pE)n—H,*

M < ey, exakte Projektion notwendig?

Initialisiere pn+h—1 = p2)n+1x

v=20

Wiederhole

Lose das Gleichungssystem Amtl pntlv — pr-1

v ||p(2),n+1,u o p(2),n+1,u71||oo < &p

mn+1 = v=v-+ 1
m** + %(MQ _ 1)Vp(2),n+1,1/

STOP

mn—|—1 — mn+1,*
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4. Referenzparameter und Datenzerlegung

Das in den vorangehenden Abschnitten beschriebene numerische Verfahren
basiert grundlegend auf der Festlegung eines geeigneten Referenzparameters
und der Zerlegung der physikalischen Groflen in Anteile unterschiedlicher, vom
Referenzparameter abhéangiger Frequenzen.

Mit der Bestimmung eines geeigneten Zerlegungsalgorithmus wie auch mit der
hiermit verbundenen Berechnung des Referenzparameters werden wir uns in
diesem Kapitel beschéftigen.

In den folgenden Abschnitten sind alle Variablen, falls nicht ausdriicklich ver-
merkt, dimensionsbehaftet. Wir werden aber, um eine bessere Ubersichtlich-
keit zu gewéhrleisten, das Superskript " zur Bezeichnung der dimensionsbehaf-
teten Form an allen Stellen, wo es zu keiner Verwechselung kommen kann,
vernachléssigen.

4.1 Entdimensionalisierung und Bestimmung des
asymptotischen Entwicklungsparameters M

Um eine sinnvolle Entdimensionalisierung der physikalischen Werte gemifi Ta-
belle 2.1 durchfiihren zu kénnen, miissen die benétigten Referenzwerte auf
geeignete Weise aus den im Stromungsgebiet 2 C IR gegebenen Werten be-
stimmt werden. Ublicherweise wird die Entdimensionalisierung durch die Fest-
legung der Referenz der Lénge Lre #, der Dichte p,.; und der Geschwindigkeit
Ures zu Beginn der Modellierung unabhéngig von der Art des zu modellie-
renden Stromungsfeldes, ob kompressibel oder inkompressibel, gegeben. Die-
se Modellierungen basieren auf der Annahme, dafl der globale Charakter des
Stromungsfeldes sich wihrend der Rechenzeit nicht dndert. Somit ist eine Fest-
legung der Referenzen zu Beginn der Rechnung gerechtfertigt. Treten jedoch
bei Stromungen Anderungen in ihrem globalen Charakter von inkompressibel
zu kompressibel oder umgekehrt auf, so ist es notwendig, eine zeitabhéngige
Entdimensionalisierung einzufiihren.

Durch die Hinzunahme einer unabhéngigen Druckreferenz p,.; weisen die di-
mensionslosen Euler—Gleichungen den Parameter

Uref

ﬁre[
ﬁref

M := (4.1)
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auf. Dieser kann bei der folgenden Wahl der zugrundeliegenden Referenzwerte
sowohl als Ma$ fiir die Inkompressibilitit des vorliegenden Stromungsfeldes als
auch als Maf fiir die Langwelligkeit von akustischen Wellen im Stréomungsge-
biet verwendet werden. Daher dient der Entwicklungsparameter zur Gewich-
tung der Einfliisse der asymptotischen Korrekturfliissse innerhalb des numeri-
schen Verfahrens.

Die Referenzlénge Lre 7 ist eine durch das Problem vorgegebene Léngenskala,
welche die zu untersuchenden Anderungen im Geschwindigkeits-, Dichte- und
Druckfeld geniigend scharf auflost oder welche eine charakteristische Grofle
eines umstromten Objektes bezeichnet. Sie kann zum Beispiel bei Tragfliige-
lumstromungen als maximale Tragfliigeldicke, Spannweite oder Tragfliigeltiefe
gewidhlt werden. Bei Kanalstromungen wird in der Regel der Kanaldurchmes-
ser verwendet. Die Wahl von [, 7 sollte demnach die grobste Diskretisierung
des Gebietes O vorgeben.

Aus Mittelungen iiber das gesamte Gebiet 0 ergeben sich die Referenzen fiir
die Dichte und den Druck zu

. . 1 .
pros = bres(®) = = [ o)
Al

und

ﬁref = ﬁref(t) = = ﬁ(l’,t)dl’

Als direkte Folgerung aus der Kontinuumsannahme fordern wir eine zeitlich
globale positive untere Schranke fiir die Druck- und Dichtereferenz. Deswei-
teren sei angenommen, dafl die Referenzen auch zeitlich global nach oben be-
schrankt seien,

—
2~

0<Cy
0<C3

Pres(t) < C2 < o0,

<
S ﬁref(t) S C’4 < 00,

Vt € [0,T], T € IR} beliebig. Aus diesen Referenzen bestimmt sich die Refe-
renz der globalen Schallgeschwindigkeit vermoge

61'ef = éref(t) = ~ N

Die Beschrédnktheitsannahmen von p,.; und p,.s iibertragen sich direkt auf
ér'ef )

0<Cs5 < éGeg(t) <Cg <00, Vte|0,T].



4.1 Entdimensionalisierung 79

Durch die Bestimmung der Geschwindigkeitsreferenz ¢,.; und der Berechnung
des Entwicklungsparameters M nach (4.1) kénnte der Vorgang der Entdimen-
sionalisierung abgeschlossen werden. Da der Entwicklungsparameter jedoch
nicht nur in der Gréfenordnung der lokalen Mach-Zahlen anzusetzen ist, son-
dern auch den Grad der Kompressibilitéit wie auch die Langwelligkeit vorhan-
dener akustischer Wellen messen soll, ist es sinnvoller, M aus dem Strémungs-
feld zu bestimmen und fiir M # 0

@ref = Méref (4.2)

zu setzen. Aufgrund der Beschrdnkheitsannahmen an ¢,.¢ folgt aus dem for-
malen Grenziibergang M — 0 sofort 9, — 0. Damit die dimensionslosen
Geschwindigkeiten aber nicht unbeschrinkt anwachsen, mufl ||| — 0 im
Falle M — 0 gefordert werden. Das heifit, der formale Ubergang vom schwach
kompressiblen Strémungsfeld in ein rein inkompressibles ist wegen des asym-
ptotischen Ansatzes und den natiirlich erscheinenden Beschrinktheitsannah-
men nur fiir die triviale Losung moglich. Aufgrund von Rundungsfehlern und
Ausloschungseffekten wird ein divergenzfreies Stromungsfeld jedoch schon fiir
Werte von M? in der GréBenordnung der Rechengenauigkeit erreicht, so daf
auch nicht triviale inkompressible Stromungsfelder simuliert werden konnen.

Natiirliche Forderungen an die dimensionsbehafteten Groflen, um ein in die-
sem Sinne schwach kompressibles, beziehungsweise ein eher inkompressibles
Stromungsfeld zu charakterisieren, sind durch ein anndhernd divergenzfreies
Geschwindigkeitsfeld und ein nahezu konstantes Druckfeld gegeben. An die
Dichteverteilung werden keine Forderungen gestellt, so da} Stromungen mit
Dichteunstetigkeiten, wie sie bei Vermischungen von unterschiedlichen Medien
auftreten, simuliert werden konnen. Typischen Vertreter fiir schwach kompres-
sible Stromungsfelder, in denen grofle Dichteunstetigkeiten vorkommen, das
Druckfeld nahezu konstant ist und die Geschwindigkeiten klein gegen eins sind,
stellen Verbrennungsvorginge dar.

Wir fithren drei Indikatoren ein, um die verschiedenen Eigenschaften eines
schwach kompressiblen Stromungsfeldes zu messen. Die beiden ersten Indika-
toren charakterisieren die Eigenschaften des Geschwindigkeitsfeldes,

max, g |0

M, := C, (4.3)

Cref

und

max._g |V - 9|l
Maiv = Cdz'v\/ xEQé| - | L. (4.4)
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Man beachte, dal My;, aufgrund der dimensionsbehafteten Divergenzbildung
eine dimensionsunabhéngige Kennzahl ist.

Der andere Indikator ist an die Druckzerlegung gekoppelt und trégt akustische
Langeninformation des Druckfeldes. Fiir die Definition des mit M; bezeichne-
ten Indikators verweisen wir auf Abschnitt 4.2, in dem die Bestimmung des
Indikators zusammen mit der Zerlegung des Druckes wie auch des Impulses
beschrieben wird.

Formal kann nun der Entwicklungsparameter M definiert werden. Um sicher zu
stellen, daf3 ein kompressibles Standardverfahren in den Fillen genutzt wird, in
denen einer der Indikatoren gréfler oder gleich einem kritischen Wert o, o < 1,
ist, definieren wir einen Hilfsparameter

M := min {a, max(M,, Mgz, M;)} € (0, a

und eine Funktion g : (0,a] 3 M+ g(M) € [2,1),

~ 1-
g(M) =1+ &——M>, (4.5)
Hieraus ergibt sich der Entwicklungsparameter zu
M :=g(M)M, M € (0,ql.

Uber den kritischen Wert o und die Funktion g wird das Umschalten von dem
asymptotischen Korrekturverfahren auf das kompressible Standardverfahren
gesteuert. Ein kleiner Wert o bewirkt einen friihzeitigen Wechsel zum kom-
pressiblen Verfahren schon fiir relativ kleine lokale Mach—Zahlen. Abbildung
4.1 verdeutlicht den Einflufl der Funktion g bei unterschiedlich gewé&hlten Wer-
ten von .

a=0.12 a=02 /

Abbildung 4.1: Einflul der Funktion g auf den Referenzparameter
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Dabei ist die Funktion g so gewihlt, daf M = O,(M), M — 0 gilt, da

M(M L1
lim (~ ) _ lim (1+ a—2M2> =1,
M—o0 M M—0 o

M(M M
lim M@A) = —— = lim g(M)™! = 1.
M—0 M g(M)M M—0

Unter Vernachldssigung der Indikatoren My;, und M; ergibt sich hieraus das
in Abschnitt 2.2 geforderte Abfallverhalten

max(Ma) = O,(M), M — 0.

TEQ
Desweiteren kann aus M = O, (M) gefolgert werden, daf
My, Mgiy, My = O(M)a M — 0, (46)

gilt, da aus M — 0, M — 0 und schlieBlich M,, My, M; — 0 folgen. Wegen
M = O4(M) geht mindestens eine der Grofien M,,, My;, oder M; genauso schnell
gegen Null wie der Entwicklungsparameter selbst.

Es ist offensichtlich, daf kleiner werdende Werte des Entwicklungsparameters
M stets mit einem dimensionsbehafteten Stromungsfeld gekoppelt sind, welches
ein in unserem Sinne zunehmend inkompressiblen Charakter aufweist.

Die Geschwindigkeitsreferenz ergibt sich nun wie in (4.2) beschrieben aus
Ure f= Mc;. f-

Aufgrund der Indikatoren M, und My;, ist das dimensionslose Geschwindig-
keitsfeld beschrénkt,

max |v| = maXsca [9] wy 1 —;C’<oo M — 0,
TEQ Uref C M

und die Divergenzfreiheit im Fall einer verschwindenden Mach—Zahl garantiert,

; il 1 M2
max |V -v| = maXz€QA|V Oflres &) ——dw 49 0, M — 0.
zeQd Uref Cdzv M

Der Vorgang der Entdimensionalisierung wird durch die Bestimmung der cha-
rakteristischen Zeitskala abgeschlossen, welche sich mit der durch (4.2) vorlie-
genden Referenzgeschwindigkeit ¥,.5 zu

A I
tref = ﬁ
re
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ergibt. Damit scheint die Anzahl der Iterationen von Lye s abzuhéngen. Da die
Zeitschrittweite jedoch iiber die CFL-Bedingung des homogenen Systems mit-
tels

At:(CFLZahl)min( i )

sicg \ |v;| + ¢

gesteuert wird, kiirzt sich der Einflufl der Entdimensionalisierung gerade wie-
der heraus. Man beachte, dafl in der zugehérigen dimensionsbehafteten CFL—
Bedingung des homogenen Systems

1

. . Ak
At = At tref = (CFL*Z&hl) glelIEI ﬁtref
ﬁref é7‘ef

— (CFL-Zahl) min (

G;€E

im Vergleich zu der dimensionsbehafteten CFL-Bedingung der Euler—
Gleichungen der Schallterm mit dem Faktor M multipliziert werden mu$.

4.2 Identifikation eines asymptotischen Regimes

Die Identifikation eines asymptotischen, das heifit schwach kompressiblen, Re-
gimes geht einher mit der Bestimmung des Entwicklungsparameters M € (0, 1]
und den fiir die Ansétze aus der Mehrskalenanalyse benotigten additiven Zer-
legungen des Impulses als auch des Druckes. Die Voraussetzungen der konti-
nuierlichen Mehrskalenanalyse an die Funktionen iibertragen sich wie folgt in
den diskreten Kontext:

i. Der Impuls 7 soll additiv in einem langwelligen Anteil m und einen
kurzwelligen Rest m’ zerfallen,

A

m=m+m'.

ii. Im Rahmen des in den vorangegangenen Kapiteln vorgestellten numeri-
schen Verfahrens, welches auf den aus der asymptotischen Mehrskalen-
analyse der Euler-Gleichungen gewonnenen Resultaten aufbaut, wurde
eine Komposition des Druckes der Form

p =90+ Mp" + M) (4.7)



4.2 Identifikation eines asymptotischen Regimes 83

verwendet. Wie schon in Abschnitt 3.3.2.1 angemerkt, besitzt diese Zer-
legung keinen Abschneidefehler der Ordnung o(M?), so daf§ keine exakte
Ubereinstimmung der Druckterme p(@, p und p® mit den aus der
Theorie der Mehrskalenanalyse genutzten kontinuierlichen Funktionen
vorliegt. In der numerischen Umsetzung ist es jedoch vollkommen aus-
reichend, daf} die einzelnen Druckterme ein qualitativ gleiches Verhalten
wie ihre kontinuierlichen Gegenspieler aufweisen.

Dementsprechend fordern wir fiir hinreichend kleine Entwicklungspara-
meter M einen riumlich konstanten Druckterm p{*). Zudem fordern wir,
daB8 p™V) die rein langwelligen akustischen Phénomene der Strémung re-
prasentiert und p® die hauptsichlich kurzwelligen Restanteile beinhal-
tet. Aufgrund der exakten Zerlegung 1i8t sich p® allein aus der Kenntnis
von p, P9 und p) bestimmen.

Im Gegensatz zur Theorie der asymptotischen Entwicklungen sind wir
nicht ausschliefflich am Verhalten der Druckterme im Grenzwert ei-
nes verschwindenden Entwicklungsparameters interessiert, sondern an
Abschétzungen, die fiir alle Werte von M Giiltigkeit besitzen. Die Ord-
nungsrelationen (3.95) und (3.97) werden zu p) = O(1), i = 0,1,2,
abgeschwicht und in dem Verfahren numerisch wie folgt realisiert,

1 |oo < CpiBres, i =10,1,2. (4.8)

Diese Ungleichungen miissen durch den Zerlegungsalgorithmus erfiillt
werden. Dabei sind die Konstanten C),, zunéchst frei, aber natiirlich un-
abhéngig von M, wéhlbar.

Aus der Formel der Druckzerlegung (4.7) und den Abschitzungen (4.8) wird er-
sichtlich, daf} eine Zerlegungsroutine im Einklang mit der Bestimmung des Ent-
wicklungsparameters stehen und numerisch simultan umgesetzt werden muf.

Ist keine Zerlegung, welche die Bedingungen (4.8) erfiillen, moglich, so ist M
identisch eins zu wahlen. Man befindet sich dann in einem rein kompressiblen
Regime, in dem die Annahmen der Mehrskalenasymptotik keine Giiltigkeit
mehr besitzen.

In demAFall, dal M im Bezug auf den maximalen Durchmesser d,,,, des Ge-
bietes €2 so klein wird, dafl keine langwellige Akustik mehr aufgelost werden
kann,

1 dpaa(Q)
e — QX = dmax Q 5

T ()
degeneriert, der Mehrskalenansatz zu einem Einskalenansatz. Die Berechnun-
gen des langwelligen Anteils des Impulses m als auch die Bestimmung der
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akustischen Druckkomponente p{!) entfallen, da sie im numerischen Verfahren
nicht mehr bendétigt werden.

Der Grenzfall M = 0 eines rein inkompressiblen Regimes stellt einen Sonderfall
dar, auf den in [22] explizit eingegangen wird.

Setzen wir

A . 1 [
p(O) (t) = pref(t) = —= p(x,t)dac,

D)\

so erfiillt der fiihrende Druckterm p(© fiir alle M € (0, 1] die an ihn gestellten
Forderungen. Desweiteren 148t sich die Druckzerlegung (4.7) entsprechend zur
Impulszerlegung auch schreiben als

b=¢+¢,
mit
é:=p—p9, ¢:=Mp" und ¢ := M?p?.
Das Ziel des Zerlegungsalgorithmus 148t sich nun wie folgt beschreiben:

Es bezeichne I die Indexmenge der Diskretisierung. Arbeite aus ei-
nem beliebig vorgegebenen Signal (f;)icr einer Funktion f die lang-
welligen Strukturen so heraus, daf8 (fi)icr additiv in einen rein lang-

welligen Anteil (f;)icr und einen Rest (f})icr zerfallt,
fi=fi+fl, Viel

Der Restanteil (f!)icr enthdlt alle kurzwelligen Anteile und soll
beztiglich der Maximumsnorm klein in Bezug auf die Norm des

langwelligen Anteils (f;)icr bleiben,
1(fierlloo > I1(fierlloo-

Ein fiir diese Zielvorstellung optimaler Zerlegungsalgorithmus sollte die folgen-
den Eigenschaften aufweisen:

A. Die Zerlegung als auch die Bestimmung von M miissen simultan erfolgen.

B. Der Entwicklungsparameter M soll stetig von den Daten abhingen und
darf nicht a-priori auf eine kleine Menge diskrete Werte festgelegt wer-
den.
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C. Der Algorithmus soll weitestgehend parameterfrei sein und mufl automa-
tisch terminieren.

D. Das Verfahren soll sich lokal an die Daten anpassen, das heifit in Teil-
gebieten, die ein rein langwelliges Verhalten aufweisen, soll keine weitere
Zerlegung stattfinden.

E. Der Algorithmus mufl unabhéngig von der Art und der Feinheit der Dis-
kretisierung sein. Auflerdem sollte er robust gegeniiber numerisches Rau-
schen sein. In diesem Sinne ist der Nachweis der Stetigkeit der unter
Umstédnden nichtlinearen Zerlegungsoperatoren erstrebenswert.

F. Schlieflich muf3 die Zerlegung eine gute numerische Performance auf-
weisen, da die Daten in jedem Zeitschritt erneut in ihren Komponenten
aufgespalten werden miissen. Der Algorithmus darf héchstens eine nu-
merische Komplexitéit der Ordnung O(N log N) aufweisen, wenn N die
Anzahl der Diskretisierungspunkte bzw. Kontrollvolumina bezeichnet.

Aufgrund der Forderung (F) kommen einfache Mittelungsoperatoren, welche
auf Faltungen mit einer Boxfunktion oder eines Gauflkerns beruhen, als Zer-
legungsoperatoren nicht in Betracht, obwohl man mit geeigneten a-—priori—
Abschitzungen zur Bestimmung von M alle Forderungen an die Zerlegungen
erfiilllen kann [6][7]. Hierzu wird neben den Indikatoren M, und Mg, des Ge-
schwindigkeitsfeldes ein primitiver Indikator des Druckfeldes M, eingefiihrt,
der die Variation der Druckfluktuationen mifit,

M, = <maanc§ﬁ_min&icﬁﬁ)U? vy € [1 1)
g ﬁref ’ P 2’

Eine Lingeninformation aus dem Druckfeld geht bei dieser Betrachtung nicht
mit in die Bestimmung des Entwicklungsparameters M ein. Auch aus diesem
Grund sollten Zerlegungsoperatoren auf Basis von Faltungen nicht verwendet
werden.

Von einer Verwendung eines Filters, der auf einer Fourierzerlegung des Signals
basiert und die hohen Frequenzen geeignet manipuliert, haben wir abgesehen,
da es nicht abzuschétzen ist, welche Auswirkungen das Verdndern einzelner
Frequenzbénder fiir das Gesamtsignal hat. Dies gilt insbesondere im unstruk-
turierten Fall, indem die Frequenzbénder zunéchst {iber eine Faltung gewonnen
werden miissen. Desweiteren ist der Ansatz nicht lokal.

Wavelets haben lokale Eigenschaften in Raum und Zeit. Ein Grofiteil der Wa-
velets, insbesondere diejenigen mit verschwindenden Momenten héherer Ord-
nung, sind jedoch an dquidistante strukturiere Gitter gebunden, was sie im
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Zusammenhang mit Punkt (E) zu unflexibel macht. Weiterhin soll der Indi-
kator M; des Referenzparameters M fiir kleine Werte genau bestimmt wer-
den. Dies ist aber durch eine einzelne Waveletanalyse nicht moglich. Inner-
halb der von Mallat [18] eingefiihrten schnellen Wavelet—Transformation wird
in jedem Zerlegungsschritt der derzeitig langwellige Anteil des Signals mit
Hilfe von Faltungen und Sub—Sampling weiter in einen hochfrequenten und
einen niederfrequenten Anteil aufgespalten. Dabei wichst die Wellenlidnge des
langwelligen Anteils pro Zerlegungsschritt um den Faktor zwei. Durch wei-
tere Waveletzerlegungen der jeweiligen hochfrequenten Anteile, die bei einer
einzelnen Wavelet—Transformation nicht weiter bearbeitet werden, kénnen al-
le numerischen Frequenzen einer Funktion bestimmt werden. Dies fiihrt aber
zwangsldufig zu dem Verlust der Multiskaleneigenschaft und der Ordnung des
Algorithmus von O(N).

Eine Ubersicht iiber scale-space evoultion Algorithmen, welche auf paraboli-
schen Differentialgleichungen aufbauen, ist in [28] gegeben. Neben den Vortei-
len eines Kurvenevolutionsalgorithmus basierend auf linearen Diffusionsglei-
chungen, treten jedoch gravierende Probleme auf (Weickert [28], p. 6):

a. "Gaussian smoothing does not only reduce noise, but also blurs import-
ant features such as edges and, thus, makes them harder to identify. Since
Gaussian scale-space is designed to be completly uncommitted, it cannot
take into account any a—priori information on structures which are worth
being preserved (or even enhanced).

b. Linear diffusion filtering dislocates edges when moving from finer to coar-
ser scales. So structures which are identified at a coarse scale do not give
the right location and have to be traced back to the original image]..].
In practice, relating dislocated information obtained at different scales
is difficult and bifurcations may give rise to instabilities. These coarse—-
to—fine tracking difficulties are generally denoted as the correspondence
problem.”

Um diese Problem zu iiberwinden, werden anisotrope und nichtlineare Dif-
fusionsprozesse oder auch Reaktions—Diffusionsprozesse betrachtet. Diese Al-
gorithmen sind jedoch nicht parameterfrei und die Steuerung des Abbruch-
kriteriums stellt ein offenes Problem dar. Desweiteren steigt der numerische
Aufwand im Vergleich zu den linearen Diffusionsprozessen stark an. Diese be-
sitzen jedoch schon einem numerischen Aufwand in der Groflenordnung der
Faltungsoperatoren, so daf§ die komplizierteren Algorithmen bei der von uns
gestellten Aufgabe nicht sinnvoll anwendbar sind.



4.2 Identifikation eines asymptotischen Regimes 87

Wir verwenden als Zerlegungsoperator einen aus der diskreten Datenanalyse
stammenden neuen Evolutionsalgorithmus diskreter Strukturen [14]. In diesem
Teilgebiet der diskreten Datenanalyse werden polygonal berandete Strukturen
untersucht, die geeignet vereinfacht werden sollen, um die wichtigen visuellen
Anteile herauszuarbeiten, ohne die Grobstruktur der Struktur zu verdndern
und ohne die visuell wichtigen Punkte zu verschieben.

In jedem Evolutionsschritt werden gewisse, aufeinander folgende Kanten durch
jeweils eine ersetzt, welche die dufleren Eckpunkte eines Kantenpaares verbin-
det. Der Schliissel zum Erfolg dieses sehr einfachen Algorithmus liegt in der
Reihenfolge der Ersetzungen. Dazu wird jedem Kantenpaar in jedem Evoluti-
onsschritt iiber ein Relevanzmaf ein Kostenwert zugeordnet, der die Signifikanz
der Kontur, welche durch das Kantenpaar erzeugt wird, in Bezug auf die ande-
ren Konturen widerspiegelt. Ist der Kostenwert klein, das heifit, die Struktur,
die durch das Paar hervorgerufen wird, ist unbedeutend, so wird diese durch
eine einzelne Kante ersetzt.

Die durch das Relevanzmafl erzwungene Reihenfolge der Ersetzungen bewirkt
eine Hierarchie der einzelnen Konturen, so daf sich in der Evolution zwei ge-
trennte Phasen bemerkbar machen. In der ersten Phase kommt es zum Ent-
rauschen der Kontur des Objektes, ohne dafl sich deren Gestalt nennenswert
dndert. Erst in der nachfolgenden zweiten Phase treten sukzessive Vereinfa-
chungen an der Gestalt der Kontur auf.

Ubertragen auf unsere Zielvorstellung ist zu einer diskreten Punkteverteilung
der Funktion f ein geeignetes Relevanzmafl zu finden, welches es ermoglicht,
diejenigen Punkte zu bestimmen, die nicht durch f repriisentiert werden und
dann diese in einem zweiten Schritt durch andere Werte zu ersetzen, so dafl die
Punkteverteilung von f eine gewisse diskrete ”Glattheit” besitzt. Die Werte
von f' ergeben sich dann aus der Differenz von f und f.

Zunéchst benotigen wir eine in unserem Kontext geeignete Definition der Wel-
lenldnge, um die Begriffe von lang- und kurzwelligen Strukturen gegeneinander
abgrenzen zu koénnen.

Im Gegensatz zum Fourieransatz bezeichnen wir jede Funktion als langwel-
lig, deren Wendepunkte einen geniigend groflen Abstand voneinander haben.
Durch diese Festlegung hat eine Sinusfunktion und jede beliebige andere Funk-
tion mit denselben Wendepunkten die gleiche Wellenlénge.

Diese Definition der Wellenlénge besitzt den Nachteil, daf} sich nach dem Fou-
rieransatz kurzwellige Anteile auch in Gebieten, welche nach der obigen Fest-
legung als langwellig gelten, verstecken kénnen, wie dies zum Beispiel bei einer
sich zu einem Stof§ aufsteilenden Welle der Fall ist. In diesem Beispiel wachsen
die kurzwelligen Anteile nach Fourier stetig an und es entstehen sogar immer
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kurzwelligere Anteile, wihrend der Abstand benachbarter Wendepunkte bis
zur StoBbildung sogar konstant bleiben kann. Nach der obigen Definition blie-
be damit auch die Wellenlénge konstant. Es konnte deshalb niitzlich sein nach
der Zerlegung eine Fourier- oder Waveletanalyse durchzufiihren, um die Liicke
der beiden Definitionen zu schlieflen.

In Gebieten mit kurzwelligen Anteilen treten gehduft Wendepunkte auf,
wahrend in Gebieten mit langwelligen Anteilen kaum Wendepunkte vorhanden
sind. Diese Eigenschaft der Langwelligkeit werden wir uns bei der Definition
einer Kostenfunktion zur Bestimmung des Relevanzmafles zunutze machen.

4.2.1 Diskreter Evolutionsalgorithmus

Zu einer gegebenen disjunkten Zerlegung des Gebietes €2 in Kontrollvolumina
(0i)ic 1, I sei eine Indexmenge mit N := #1, betrachten wir die Zellmittelwerte
(fi)ier einer Funktion f lokalisiert in den Schwerpunkten der Kontrollvolumi-
na. Eine lineare Rekonstruktion der so lokalisierten Zellmittelwerte fithrt direkt
auf eine stiickweise lineare Funktion vergleichbar mit den polygonal berande-
ten Konturen aus [15]. Wir bezeichnen eine Kante, die die Zellmittelwerte f;
und fiy verbindet mit ;1. Desweiteren bezeichnen wir den von dem Kanten-
paar (ki_%, k; +%) eingeschlossenen Winkel, ausgehend von der Kante k;_1, als
Wendewinkel «; der Zelle g;. Abbildung 4.2 verdeutlicht das beschriebene Vor-
gehen. Uber die Vorzeichenverteilung des Wendewinkels «; 148t sich das Gebiet

f
i ,
Fi-g N ki
i—1 i i+1 v

Abbildung 4.2: Bezeichnungen innerhalb des Zerlegungsalgorithmus

(2 in sich iiberlappende konvexe und konkave Teilgebiete €25, 7 € J unterteilen.
Die Menge J bezeichnet hierbei die Indexmenge der Teilgebiete. Dabei reicht
jedes Teilgebiet bis einschliellich der Schwerpunkte der Kontrollvolumina, in
denen sich das Vorzeichen des Wendewinkels dndert. Somit stellt jeder Eck-
punkt eines Teilgebietes einen diskreten Wendepunkt der Funktion f dar. Man
beachte, dafl diskrete Wendepunkte immer paarweise auftreten. Zwischen ei-
nem solchen Wendepunktepaar liegen hochstens Punkte, deren Wendewinkel
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identisch verschwinden.

f
diskretes
Wendepunktepaar diskretes
\\ ‘ /\Wendepunktepaar
[ : 2
— Q.
Q=7 & Qi

Abbildung 4.3: Teilgebiete Q; und diskrete Wendewinkel

Eine diskrete Kurvenevolution einer Funktion f erzeugt eine Folge von Funk-
tionen {f° = f,..., f™} und eine Folge von Indexmengen {I° = I,... ™}
mit #1741 < #I' und #1™ < 2. Hierbei bezeichnen die Indexmengen I' die-
jenigen Zellmittelwerte f; der Funktion f, die zum Zeitpunkt des /-ten Evolu-
tionsschrittes unverédndert geblieben sind. Um diejenigen Indizes zu bestim-
men, deren assoziierte Zellmittelwerte unverindert aus dem [-ten Evolutions-
schritt hervorgehen, wird jedem Index i € I' iiber das noch niher zu bestim-
mende Relevanzmaf ein Kostenwert k(i, I') € IR{ zugeordnet. Es sei

Epmin(I') == min{k(i, I') : i € I'}.

Die Menge I (1 l) bezeichne die Menge der Indizes minimaler Kosten zum
[-ten Evolutionsschritt,

Lnin(I) = {i € I': k(i, I') = kpin (1N}
Der Evolutionsalgorithmus entfernt nun die Menge I,,,;,(I') aus I,

Il+1 — Il \ ]mzn(-ll)

4.2.2 Das Relevanzmafl

Das Relevanzmaf} gibt die Signifikanz jeder Einzelstruktur in Bezug auf alle
anderen Strukturen wieder und steuert so die Abfolge der Evolution. In die-
sem Fall soll das Relevanzmafl ein Maf fiir die Langwelligkeit darstellen. Da
wir den Begriff der Wellenlénge iiber den Abstand der Wendepunkte zuein-
ander festgelegt haben, ist fiir die Definition der Kostenfunktion, die jedem
Index eines Kontrollvolumens einen Wert zuordnet, die Summe der Abstédnde
des Schwerpunktes zu den benachbarten Wendepunkten von entscheidender
Bedeutung. Dagegen ist die relative Lage zwischen den Wendepunkten oder
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auch lokale Eigenschaften eines Punktes, wie sein Kriimmungsverhalten, von
nur untergeordnete Bedeutung. Da alle Wendepunkte diskret als Wendepunk-
tepaare auftreten, ist im diskreten Kontext der Abstand zu denjenigen Wen-
depunkten gemeint, die in der Kriimmung ein anderes Vorzeichen aufweisen
als das der Punkte, die zwischen ihnen liegen. Die Summe der Abstdnde zu
den benachbarten Wendepunkten entspricht also gerade der Lénge der konka-
ven oder konvexen Teilgebiete |€2;|, projiziert auf die z-Achse (vergleiche Abb.
4.3). Jeder Zelle konnen also bis zu drei unterschiedliche Léngen konkaver oder
konvexer Teilgebiete zugeordnet werden. Um Eindeutigkeit zu gewihrleisten,
wahlen wir jeweils das Minimum der zugeordneten Lingen aus.

Da sich wihrend der Evolution die Anzahl der Teilgebiete dndert, fiihren wir
eine Folge von Indexmengen der Teilgebiete {J° = J,... , J™} ein.

Wir definieren die Kostenfunktion &,
k:I'sits k(5 1Y) € IRY,
iiber

k(i I') == min Q| —min ||| - |oy|, Viel 4.9
(4; 1) je{ﬂ:amjﬂ}\ 3| = min Q5] - o (4.9)
Hierdurch wird erreicht, dafl innerhalb eines jeden Evolutionsschrittes neben
Indizes i € I', mit fy_1, fuzi, frs1 sind kollinear angeordnet, alle Indizes des
zur Zeit kleinsten Teilgebietes entfernt werden.

Indizes von Randpunkten werden, sofern es sich nicht um periodische Rander
handelt, gesondert behandelt. Hierzu wird dem zum Randpunkt zugehérigen
Index der Kostenwert unendlich zugeordnet. Die Indizes bleiben wéihrend der
gesamten Kurvenevolution fixiert und konnen nicht herausgenommen werden.

Um die Stetigkeit des Evolutionsverfahrens nach [13] nachweisen zu konnen,
miissen die folgenden drei notwendigen Voraussetzungen durch die Kosten-
funktion £ erfiillt werden:

1. Die Kostenfunktion k ist stetig beziiglich der Hausdorff-Norm im IR2.
2. Es sei i € I' gegeben. Dann gilt:

k(1Y =0 < fi1, fri, frs1 sind kollinear angeordnet.

3. Es bezeichne mit d(fi—i, fr_1frs1), ¢ € I', den Wert der Projektion des
Punktes fr—; auf die Kante, welche die Punkte f;_; und fi,; verbindet.
Dann gilt

A fr=i, fe-1fes1) — 0 & k(i;Il) — 0.
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Die in (4.9) definierte Kostenfunktion erfiillt die Bedingungen 2 und 3, jedoch
nicht 1, da iiber die Lénge der Teilgebiete nicht lokale Informationen der Funk-

tion f! beno6tigt werden. Ein Nachweis der Stetigkeit der Kurvenevolution nach
[13] ist deshalb nicht moglich.

Lemma 4.2.1 Wihrend eines jeden Kurvenevolutionsschrittes kann die An-
zahl der Teilgebiete §); nicht zunehmen, das heifit,

#Jl+1 < #Jl

Beweis:
Es bezeichne mit 27 das zum [-ten Evolutionsschritt kleinste Teilgebiet,

*| : .
(5] = min [,

O.E.d.A. gibt es nur ein minimales Teilgebiet. Durch das Entfernen aller Indizes
i € I' mit 0; N # 0 wird die Anzahl der Teilgebiete zunéichst um ein bis fiinf
Teilgebiete reduziert. Jedoch miissen zwei Wendewinkel neu bestimmt werden.
Somit kénnen maximal zwei neue Teilgebiete an Stelle von Q7 entstehen und
wir miissen die zwei folgenden Fille unterscheiden.

In dem Fall, in dem mehrere Teilgebiete entfernt wurden, kann die Anzahl
#J1 nicht grofer als #.J' werden.

Im Fall, in dem genau ein Teilgebiet entfernt wurde, weisen die ehemals zu
7 benachbarten Teilgebiete ein gleiches Vorzeichen in ihrer Wendewinkel-
verteilung auf, so da} durch die Neubestimmung der Wendewinkel der jetzt
benachbarten Schwerpunkte hichstens ein neues Teilgebiet entstehen kann.

Das Entfernen der Indizes ¢ € I', mit fy_1, fi—i, fr+1 sind kollinear angeord-
net, das heifit, die Funktionswerte fr_1, fr—i, fr+1 liegen auf einer Geraden,
verdndert weder die Anzahl der Teilgebiete noch miissen Wendewinkel anderer
Indizes neu bestimmt werden. O

Definition 4.2.2 (Minimale Wellenlinge einer Funktion f)

FEs seien die Zellmittelwerte (f;)icr einer Funktion f lokalisiert in den Schwer-
punkten der disjunkten Kontrollvolumina (0;);c 1 des Gebietes Q) gegeben. Uber
die Vorzeichenverteilung des Wendewinkels o; wird das Gebiet §2 in sich tiber-
lappende konvexe und konkave Teilgebiete €2, 5 € J unterteilt. Die Mengen I,
J bezeichnen die Indexmengen der Kontrollvolumina respektive der Teilgebiete.

Die minimale Wellenlinge der so diskretisierten Funktion f wird tiber den
minimalen Abstand zweier benachbarter Teilgebiete Q; und Qj4q, {4, j+1} C J
definiert,

)‘mm(f) = min (‘Q]‘ + ‘Qj+1| - |Qj N Qj—|—1|)-

{5.3+1}cJ
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Bermerkung: Im Fall periodischer Randbedingungen ist ((j+1) mod (#J))
zu betrachten.

Lemma 4.2.3 Es sei eine auf der Kostenfunktion (4.9) basierende Kurvene-
volution einer Funktion f gegeben. Dann gilt weder

min [€;| < min [Q;], 0<I<I+1<m,

jeJt jeJitt
noch

)\min(fl) S)\min(fl—i—l), O§l<l+1 <m
notwendigerweise.
Beweis:

Wir betrachten den folgenden Ausschnitt einer diskretisierten Funktion f. Die
Abbildung gibt nur die qualitative Anordnung der Punkte in Bezug auf ihren
Wendewinkel wieder. Die Abstédnde Az, 1 der Schwerpunkte f; zueinander,

f

4 7l+1
f ~_

=01 234567 8

die Lingen der Teilgebiete €25, 7 € J!, im weiteren mit Qé bezeichnet, und die

Abstande zweier benachbarter Teilgebiete )\é-’j 415

! ! ! ! !
Ajj1 = (|Q]‘ + [ = 1250 Qj+1|),
sind aus Tabelle 4.1 zu entnehmen. Da wir uns nur fiir den skizzierten Aus-
schnitt der Funktion f interessieren, haben wir den Lingen der Teilgebiete €2
und 25 den Wert unendlich zugewiesen. Der Wert des Parameters ¢ ist aus
dem Intervall (0, £) frei wihlbar.

Im [-ten Evolutionsschritt weist die Kostenfunktion den Indizes 4, 5, 6 den
Wert Null zu und sie werden aus der Indexmenge entfernt. Es ergibt sich eine
neue Kante, die die Punkte f; und f; verbindet. Um die Numerierung der
Punkte nicht zu verédndern, wird der Abstand der Punkte f; und f; weiterhin
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J| Az G| Ay
0|1—3e 00 00
111—-3 |2—-6e|2+¢
2| ¢ 144 | 24¢
3| 4e 1—¢ 2
4| 2¢ 2—-2 | o
51 1—3e 00

6|¢

71

Tabelle 4.1: Groflen zum [-ten Evolutionsschritt.

mit Azs, 1 = x7 — x3 bezeichnet. Die sich hieraus ergebenen neuen Absténde
2

der verbliebenen Schwerpunkte, Lingen der Teilgebiete Qé-“ und Abstédnde
AL | sind in Tabelle 4.2 zusammengefaft.

Aus den Tabellen ist zu entnehmen, daf [Q5™] < [Q4] und ALY < AL 4 gilt und
somit sowohl

?é{]rll Q| > jg}iz?l Q] als auch  Apin (fY) > Ain (F711)
folgt. Weder die Evolution des kleinsten Teilgebietes noch die der minimalen
Wellenlénge sind monoton wachsend. O

Dennoch ist

zu erwarten, da die Anzahl der Teilgebiete nach Lemma 4.2.1 wéihrend der
Kurvenevolution nicht zunehmen kann. Terminiert die Evolution erst mit
#I < 2 und erfiillt die Ausgangsfunktion A, (f°) # [Q|, so gilt die obigen
Abschétzung mit echt kleiner. Wir kénnen im Durchschnitt davon ausgehen,
dafl die minimale Wellenlédnge wéihrend des Evolutionsalgorithmus zunehmen
wird, obwohl der Prozel nach Lemma 4.2.3 nicht notwendigerweise monoton
sein mufl.

Zum Abschlufl dieses Abschnittes konnen wir nun den Indikator M; fiir den
Entwicklungsparameter M, basierend auf der Wellenlingeninformation des
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J| AT 957 | Al
01—3e 00 00
111—-3¢ |2—6¢|2—5¢
2| ¢ 1—2e|242¢
3| 144 | 1+5e | 2+ 5¢
4 2+ 4¢ 00
5 00

6

711

Tabelle 4.2: Grofien zum (I + 1)-ten Evolutionsschritt.

Druckfeldes, definieren,

My(f') = min {m 1}. (4.10)

4.2.3 Zerlegungsalgorithmus

Der in den vorangegangenen Abschnitten beschriebene Zerlegungsalgorithmus
kann wie folgt in einer allgemeinen Form zusammengefafit werden:

1. Setze [ =0, f,=fi, fl=0,Viel’=1.

2. Unterteile {2 in sich iiberlappende konkave und konvexe Teilgebiete €;,
j € J', der Funktion f,, Vi € I'.

3. Uberpriife die Giiltigkeit einer von der Aufgabenstellung abhingigen Ab-
bruchbedingung sowie das allgemeine Abbruchkriterium #1I' > 2. Ist ei-
ne dieser Bedingungen nicht erfiillt, gehe zu 10. . Ansonsten fahre mit 4.
fort.

4. Ordne jedem Index i € I' iiber das Relevanzmafl (4.9) einen Kostenwert,
k(i, I') zu.

5. Bestimme I,,;, = {i € I': k(i, I') = 0}.
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6. Reduziere die Indexmenge der unverédnderten Funktionswerte,

I =T\ Lyin(1Y).

7. Berechne die lineare Rekonstruktion f;, i € I°\ I""™" aus den Daten
fi, i € I'*! und bestimme f! = f; — f;, i € I°\ I'*1.

8. Erhohe den Evolutionsindex, [ =1+ 1.

9. Gehe zu 2. .

10. Berechne geglittete Daten f;, i € I°\ I™ aus den Daten f;, i € I™.
Hierbei bezeichnet m den Wert des Evolutionsindex nach Beendigung
der Schleife 2. - 9. .

11. Bestimme f/ = f; — f;, i € I°\ I"™.

Im Falle der Druckzerlegung ist das Abbruchkriterium iiber die Abschétzungen
(4.8) gegeben. Dabei geht aufgrund der auszufiihrenden Zerlegung von ¢ =
P — P mit ¢ = Mp® und ¢’ = M?H® der Wert des Entwicklungsparameters
direkt in die Uberpriifung der Abschitzungen

[Blloo = M[[HM||oo < CpyMpre (4.11)
und
16/ loo = M2[[5?||oo < Cp,M?pyey (4.12)

ein. Im numerischen Verfahren gehen wir wie folgt vor. Basierend auf den
Informationen aus dem Geschwindigkeitsfeld wird iiber

M’ := min (a, max(M,, Mdiv)) <M
eine vorlaufige Naherung M’ an den Entwicklungsparameter bestimmt,
M = (V)T

mit M' < M, da ¢ eine monoton wachsende Funktion darstellt. Wir verschérfen
die im Abbruchkriterium zu iiberpriifenden Ungleichungen (4.11) und (4.12)
7u

||$||00 S Olelﬁref (413)
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und

16110 < Cpy (M) By (4.14)

Wird im Laufe der Kurvenevolution eine der Ungleichungen (4.13) oder (4.14)
nicht erfiillt, so miissen im weiteren Verlauf die entsprechenden Ungleichungen
(4.11) respektive (4.12) iiberpriift werden. Dazu ist in jedem weiteren Evoluti-
onsschritt iiber den Lingenskalenindikator M; der Entwicklungsparameter M
zu bestimmen.

Zur Uberpriifung der Ungleichungen (4.11) und (4.12) beziehungsweise (4.13)
und (4.14) benétigen wir schnell zu berechnende obere Schranken an ||¢|| und
|¢']| o, um eine gute Performance des Zerlegungsalgorithmus zu garantieren.
Zunichst gilt

— —l-1 —0
[# 10 < M@ Moo < (| [loo-

Folglich muf} die Giiltigkeit der Abschétzung (4.13) nur zu Beginn der Kurve-
nevolution iiberpriift werden. Die entsprechende Abschéitzung (4.11) hingegen
mufl in jedem Evolutionsschritt ausgewertet werden, in dem sich M &ndert.
Dies fiihrt im ungiinstigsten Fall auf einen Algorithmus der Ordnung O(N?),
so daf} anstelle von (4.11) im numerischen Verfahren mit der Abschitzung

o ! A
16 lloo < CpMprey (4.15)

gearbeitet wird. Aufgrund des zu erwartenden GroBenverhiltnisses von ¢ zu ¢’
stellt die Abschitzung (4.15) keine starke Einschrankung an die urspriingliche
Ungleichung (4.11) dar.

Um eine obere Schranke an ||¢'||» herzuleiten, welche sich ausschliefllich aus
Werten der Ausgangsfunktion ¢ berechnen 148t, miissen insbesondere die Bo-
xen o; mit 1 € I°\ I' geeignet zu Teilgebieten zusammengefaflt werden. Dazu
definieren wir fiir jede Kante, welche die Punkte ¢; und ¢;im, 7 € I' und

m > 0, verbindet ein Teilgebiet ﬁi iiber
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) i . — . . i
und fassen die Indizes j zur Indexmenge J zusammen. Desweiteren fithren wir
die folgenden Bezeichnungen ein:

(¢)é’,mam = ma)% ¢ia

0iCQ;
(¢).l7vmln = mllll ¢i7
O'iCQj
=l
(¢)§',L = ¢, x; < T, Vo, mp € Qj,
=l
(¢)§',R = ¢, T > Tp, Vi, Tp € Qj,
Dann gilt
1) oo < (6):pro
mit

(egprar = max (max {(6)] e = (82 (82 = (8)} i
jeJ
(@m0 = (85> () = ()bmin })

(4.16)
und (¢')%,pror st €ine schnell zu berechnende obere Schranke an [|(¢')||. Die
Abschétzung (4.12) wird zu

(¢,)£1pprox S CP2M2ﬁT€f (417)
beziehungsweise die Abschitzung (4.14) zu
((ﬁl)iwprow S CP2 (MI)QﬁTEf (418)

abgeschwécht.

Die Impulszerlegung kann erst nach der Zerlegung des Druckes erfolgen, da das
Abbruchkriterium iiber die Wellenldngeninformation des Druckfeldes gesteuert
wird. Ist die minimale Wellenldnge des Druckfeldes kleiner als die der Impulse,
so wird die Kurvenevolution gestoppt.

Um in jedem Evolutionsschritt die Indizes mit minimalen Kosten numerisch
sinnvoll zu bestimmen, miissen die Indizes nach der Grofle ihrer Kosten auf-
steigend angeordnet werden und nur die Indizes, deren Kosten sich durch das
Herausnehmen der Indizes minimaler Kosten dndern, in die geordnete Liste
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neu einsortiert werden. Dazu verwenden wir eine Kostenfunktion, welche ei-
ne zur Kostenfunktion (4.9) dquivalente Anordnung der Indizes bewirkt, sich
jedoch numerisch mit geringerem Aufwand umsetzen l&8t. Zunichst werden
alle Indizes 2 € I° mit oy = 0 entfernt. In einem zweiten Schritt werden al-
le Indizes mit o; N Q; # 0, j € J° fest, zu einem Cluster zusammengefaft
und die Cluster nach der Lénge der zugehdrigen Teilgebiete (2; aufsteigend
sortiert. Die Bestimmung der minimalen Teilgebietsldnge entféllt. Innerhalb
der Cluster werden die Indizes in absteigender Reihenfolge nach der Gréfie des
Betrages ihrer Wendewinkel sortiert. Dies wird bei der glatten Rekonstruktion
der diskreten rein langwelligen Funktion f aus den unverindert gebliebenen
Daten benétigt.

In jedem Evolutionsschritt wird nun neben dem Cluster des zur Zeit kleinsten
Teilgebietes mogliche Indizes mit verschwindendem Wendewinkel, die nach
dem Eliminationsschritt bei der anschlieenden linearen Rekonstruktion ent-
standen sein konnen, herausgenommen. So wird garantiert, dafl innerhalb der
Kurvenevolution keine Indizes mit verschwindenden Wendewinkel auftreten
und bis auf die diskreten Wendepunkte keine mehrfachen Zuordnungen von
Indizes zu unterschiedlichen Clustern bestehen. Die herauszunehmenden In-
dizes werden in jedem Evolutionsschritt in absteigender Reihenfolge nach der
Grofle des Betrages ihrer Wendewinkel in einem Stack gespeichert.

Satz 4.2.4 Die Anzahl der Kontrollvolumina zu Beginn der Kurvenevolution
sei mit N = #I° bezeichnet. Dann betrigt die formale Ordnung des Zerle-
gungsalgorithmus O(N log N), falls an Stelle von (4.11) und (4.12) innerhalb
des Abbruchkriteriums die Abschdtzungen (4.13), (4.15), (4.17) und (4.18) ver-
wendet werden.

Beweis:

Es bezeichne mit N = #.J° die Anzahl der konvexen und konkaven Teilgebiete
(2; zu Beginn der Kurvenevolution. Da jedes Teilgebiet aus mindestens einem
Kontrollvolumen besteht, gilt N < N.

Das Anordnen der Cluster sowie der Indizes innerhalb eines jeden Clusters kann
mit Sortieralgorithmen wie QUICKSORT oder HEAPSORT mit O(N log N)
Operationen ausgefiihrt werden. Innerhalb eines jeden Evolutionsschrittes wer-
den durch das Herausnehmen eines Clusters maximal sieben Teilgebiete in ihrer
Grdéfe verdndert. Die dazugehorigen Cluster miissen entweder aus der geordne-
ten Liste entfernt oder neu eingeordnet werden. Dies kann mit O(log N) Ope-
rationen ausgefiihrt werden. Werden zwei Cluster zusammengefafit, so miissen
die angeordneten Indexlisten der beiden Cluster zu einer geordneten Liste zu-
sammengefafit werden. In Abhingigkeit der Grofle der Listen, hier mit my
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und ms bezeichnet, kann dieser Vorgang iiber MERGESORT mit O(m; + my)
Operationen im Fall etwa gleich grofler Listen oder iiber direktes Einsortieren
der einzelnen Indizes der kleineren Liste in die geordnete gréflere Liste mit
O(min(my, my) log(max(my,ms))) Operationen ausgefiihrt werden.

Hierbei entspricht das Zusammenfassen von Indizes zu einem Cluster formal
dem Entfernen dieser Indizes aus der Liste der Indizes mit unveréndert ge-
bliebenen Funktionswerten, da sie iiber die Liste der Cluster nur durch einen
Cluster repréasentiert werden.

Zur Uberpriifung der Abschitzungen (4.13) und (4.15) innerhalb des Ab-
bruchkriteriums werden zu Beginn der Evolution O(N) Operationen benétigt
und jeweils O(1) Operationen in jedem Evolutionsschritt. Die Berechnung von
()} maz beziehungsweise (¢')} ;. kann wihrend der gesamten Kurvenevolu-
tion mit O(N) Operationen durchgefiihrt werden. Schliefilich kénnen die nu-
merischen Kosten zur Bestimmung von (¢’ )épp'ro:c innerhalb der Ungleichungen

(4.17) und (4.18) durch O(log(N)) Operationen in jedem Evolutionsschritt
nach oben abgeschétzt werden.

Da die Evolution nach N < N Schritten terminiert und fiir jeden herausgenom-
menen Index O(log N) Operationen bendtigt werden, so betrdgt die Ordnung
des Zerlegungsalgorithmus O(N log ).

Eine Beschreibung der genannten Sortieralgorithmen entnehme man [12]. O

Aufgrund der frei wihlbaren Konstanten C,, und (), innerhalb der
Abschitzungen (4.8) sowie der Konstanten C, und Cy;, in den Definitionen
der Indikatoren des Geschwindigkeitsfeldes als auch der Wahl des Umschalt-
parameters « ist der Zerlegungsalgorithmus formal nicht parameterfrei. Da alle
Konstanten bis auf « iiber die numerische Umsetzung des Ordnungsbegriffes
O(-) in das Verfahren aufgenommen werden mufiten, kénnen diese geeignet fiir
alle zu rechnenden numerischen Beispiele fest vorgewihlt werden. Der Wert des
Umschaltparameters « ist hingegen aus Performancegriinden und Griinden zur
Vermeidung von Ausléschungseffekten zu wihlen, so dafl man bei dem Zerle-
gungsalgorithmus von einem parameterfreien Algorithmus sprechen kann.

Zum Abschluf} dieses Abschnittes wollen wir noch einige Anmerkungen betref-
fend der Rekonstruktion der diskreten rein langwelligen Funktion f aus den
unverdndert gebliebenen Daten machen. Die im Zerlegungsalgorithmus enthal-
tene lineare Rekonstruktion stellt nicht in allen Fillen eine glatte und damit
sinnvolle Interpolation an die unbekannte langwellige Funktion f dar. Insbe-
sondere in dem Fall, in dem sehr viele Punkte entfernt worden sind und die
Absténde der unverdndert aus der Kurvenevolution hervorgegangenen Punkte
zueinander sehr grof sind, ist zu erwarten, dafi die Interpolation an f einen
relativ groBen Fehler aufweist und groBe Spriinge in den Ableitungen von f zu
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erwarten sind.

Wir versuchen deshalb herausgenommene Zellmittelwerte von f in f wieder
einzufiigen, ohne dabei neue Wendepunkte zu erzeugen. Hierzu durchlaufen wir
den Stack der durch die Kurvenevolution herausgenommenen Indizes I°\ I™ in
umgekehrter Reihenfolge und priifen fiir jeden Index ¢, ob durch das Einfiigen
des Punktes f; in f sich die Anzahl der Teilgebiete #J™ vergrofert. Ist dies
nicht der Fall, so wird der Index in die Menge I™ aufgenommen. Durch die
Reihenfolge der im Stack gespeicherten Indizes wird erreicht, da} zunéchst
versucht wird die Indizes, welche zu langwelligeren Anteilen der Funktion f
gehorten, einzufiigen. Innerhalb der herausgenommenen Cluster werden dabei
iiber den Betrag des Wendewinkels zuerst die Indizes, die aus glatten Bereichen
des zugehorigen Teilgebietes stammten, ausgewihlt. Der Gesamtalgorithmus
der Zerlegung liefert nun schon im Fall linearer Interpolation sehr gute Ergeb-
nisse.

Eine weitere Moglichkeit, um eine glattere Interpolation zu erreichen, besteht
darin die lineare Rekonstruktion durch einen nichtlinearen Rekonstruktionsal-
gorithmus zu ersetzen. Hier bieten sich neben quadratischen Rekonstruktionen
all jene Rekonstruktionsalgorithmen an, die sicherstellen, dafi keine weiteren
Wendepunkte durch den Algorithmus in f eingefiigt werden. Eine Rekonstruk-
tion durch kubische Splines kann deshalb in diesem Zusammenhang nicht ver-
wendet werden.

Die unterschiedlichen Rekonstruktionsarten sind in Abschnitt 4.2.5 einander
gegeniibergestellt.

4.2.4 Eigenschaften des Zerlegungsalgorithmus

In [15] sind die Eigenschaften des diskreten Evolutionsalgorithmus aufgefiihrt,
die von der Wahl des Relevanzmafies unabhingig sind. Wir fassen diese Ei-
genschaften in diesem Abschnitt kurz zusammen und ergénzen sie durch die
Eigenschaften, welche charakteristisch fiir das von uns verwendete Relevanz-
maf sind:

1. Die Zerlegung des Druckes als auch die Bestimmung von M erfolgen
simultan.

2. Die Genauigkeit der Bestimmung des Indikators M; hingt ausschliefilich
von der Feinheit der Diskretisierung ab.

3. Der Algorithmus lduft parameterfrei und terminiert automatisch. Gilt
beim Abbruch #I™ < 2, so ergibt sich als Kurve eine Gerade.
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4. Das Verfahren pafit sich lokal den Daten an. Aufgrund des gewihlten
Relevanzmafles werden nur Teilgebiete, in denen kurzwellige Phinome-
ne auftreten, wihrend eines Evolutionsschrittes bearbeitet. Alle anderen
bleiben davon unberiihrt. Dabei kann davon ausgegangen werden, dafl
die Funktion im Laufe der Evolution immer langwelliger wird.

5. Es treten keine Abrundungseffekte oder Verschiebungen von relevanten
Konturen auf, da die iibrigen Zellmittel ihren Wert nicht dndern.

6. Ein Nachweis der Stetigkeit des Zerlegungsoperators ist nicht méglich, da
die gewdhlte Kostenfunktion unstetig ist. Trotzdem scheinen die nume-
rischen Resultate aus dem folgenden Abschnitt 4.2.5 zu belegen, daf} die
Zerlegung von der Feinheit der Diskretisierung annidhernd unabhéngig
ist, da immer einzelne Teilgebiete als Ganzes gleichzeitig bearbeitet wer-
den. Weiterhin ist ein Entrauschen der Funktionen zu Beginn der Evolu-
tion festzustellen, da numerisches Rauschen ein kurzwelliges Phinomen
darstellt.

7. Der Algorithmus besitzt die numerische Komplexitdt der Ordnung
O(NlogN), wenn N die Anzahl der Kontrollvolumina bezeichnet.

4.2.5 Validitit des Zerlegungsalgorithmus

Anhand von drei Testbeispielen werden wir die verschiedenen Eigenschaften
des Zerlegungsalgorithmus demonstrieren und die Interpolationen der unter-
schiedlichen Rekonstruktionsarten miteinander vergleichen. Das Rechengebiet
) = [-51,51] aller Testfunktionen ist im dquidistanten Fall in 1020, im un-
strukturierten Fall in 1021 Kontrollvolumina unterteilt. Die Kontrollvolumina
des unstrukturierten Falles werden entsprechend der Vorschrift aus Abschnitt
3.2 aus den Kanten der dquidistanten Unterteilung gewonnen, wobei die Lage
der Kanten iiber eine Zufallsverteilung um maximal %Aaz variieren konnen.

Zunéchst betrachten wir einen langwelligen Druckimpuls (M; = 13), der eine

regelméBige hochfrequente Stérung iiberlagert ist. Die exakte Funktion lautet
p=p@ + Mp + M?ﬁ@)

mit Pres = Mi?% und

= 1,

p(l) = 27(1 4 cos(27M;z),
PP = 2ysin(80mM,z).
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Abbildung 4.4: Langwelliger Druck- Abbildung 4.5: Kurzwellige Druck-

anteil fluktuationen
2750.0
2700.0
2650.0 -
2600.0 L L L L
-51.0 -31.0 -11.0 9.0 29.0 49.0

Abbildung 4.6: Druckverteilung des Gesamtsignals p
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Abbildung 4.7: Gefilterter langwelli-
ger Anteil Abbildung 4.8: Restanteil

Abbildungen 4.4 und 4.5 zeigen den langwelligen beziehungsweise kurzwelli-
gen Anteil der Druckwelle p, deren Gesamtverteilung nach Addition beider
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Komponenten in Abbildung 4.6 dargestellt ist. Die Abbildungen 4.7 und 4.8
geben die entsprechenden Anteile nach der Zerlegung bei einer dquidistanten
Unterteilung des Rechengebietes wieder. Das langwellige Signal ist sehr gut
wiederhergestellt und von dem kurzwelligen Anteil getrennt worden.

Im zweiten Beispiel betrachten wir eine zum ersten Beispiel vergleichbare Si-
tuation, jedoch ist der Ausgangsfunktion

b(z,t=0)=~(1+ cos(2M7rm))%

ein numerischen Rauschen {iiberlagert worden. Zur Diskretisierung wurde ein
unstrukturiertes Gitter verwendet.

25

0.07
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Abbildung 4.9: Langwellige Ge- Abbildung 4.10: Kurzwelliges Rau-
schwindigkeitsverteilung schen

In Abbildung 4.9 ist das gestorte Signal iiber die gestrichelte Linie angedeutet
und zusammen mit der rekonstruierten langwelligen Funktion geplottet. Die
nebenstehende Abbildung zeigt die Differenz beider Funktionen. Die mit Hilfe
der in Abschnitt 4.2.3 beschriebenen Einfiigeroutine und quadratischer Inter-
polation rekonstruierte langwellige Funktion stellt eine sowohl qualitativ als
auch quantitativ sehr gute langwellige Interpolation an die verrauschte Aus-
gangsverteilung dar.

Abbildungen 4.11 und 4.12 zeigen die anderen Rekonstruktionsarten im Ver-
gleich. Dabei ist zu erkennen, daf} insbesondere durch die Einfiigeroutine die In-
terpolation des langwelligen Signals erheblich verbessert wird, wihrend der in
Abbildung 4.12 dokumentierte Unterschied der Interpolationsarten nach dem
Einfiigen von Punkten bei diesem Beispiel nur eine qualitative Verbesserung
des langwelligen Signals in Bezug auf seine Glattheit darstellt.

Das letzte Beispiel ist einer Berechnung aus Kapitel 5 entnommen, in der eine
kurzwellige Dichtefluktuation in einem langwelligen akustischen Strémungs-
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Abbildung 4.11: Lineare Rekon- Abbildung 4.12: Lineare und qua-
struktion mit/ohne Einfiigeroutine dratische Interpolation

feld transportiert wird. Die Anfangsverteilung, welche wiederum auf einem
unstrukturierten Gitter diskretisiert wird, lautet

1 k
plz,t =0) = 1+ 2M(1+ cos(2M;mz)) + @(a:)§ sin(SOMlmc)—gg,
m

o(@,t=0) = (1 + cos(2Mmz))—,
S
p(z,t=0) = A (1 +2yM;(1 + cos(2rM ))N

mit

B(z) = 1(1 = cos(10M;7rz)), if0<z < %Mz
0 sonst.

und M; = ﬁ. Alle folgenden Abbildungen zeigen das gefilterte Dichtesignal

zum Zeitpunkt 7" = 5,071s.

Anhand dieses Beispiels konnen die hervorragenden lokalen Eigenschaften
des Zerlegungsalgorithmus gezeigt werden. Die Zerlegung wird adaptiv fast
vollstindig auf den Teilbereich eingeschrinkt, in dem sich die kurzwelligen
Dichteoszillationen befinden. Vernachléssigt man numerisches Rauschen der
GroBenordnung 107%, so entsprechen sich in den anderen Teilbereichen die
Ausgangsfunktion und die gefilterte langwellige Funktion identisch. Es treten
keine globalen Abrundungseffekte auf. In Abbildung 4.14 ist nochmals der
Unterschied zwischen der linearen und der quadratischen Interpolation aufge-
zeigt, der sich in der Abbildung der kurzwelligen Oszillationen jedoch nicht
bemerkbar macht.



4.3 Zeitliche Adaption des Entwicklungsparameter M 105

15

13

1.1

0.9 r

0.7 r

0.5 I I I I I
-51.0 -31.0 -11.0 9.0 29.0 49.0

Abbildung 4.13: Dichteverteilung
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Abbildung 4.14: Gefilterter langwel- Abbildung 4.15: Kurzwellige Oszil-
liger Anteil lationen

4.3 Zeitliche Adaption des Entwicklungsparameter M

Eine zeitliche Anpassung von M ist bei einem sich zeitlich in seinem Charakter
andernen Stromungsfeldes von grofler Bedeutung, da der Entwicklungspara-
meter M allein aus den Werten des Strémungsfeldes gewonnen wird.

Eine zeitliche Adaption kann leicht durch ein einfaches Reskalieren nach jedem
Zeitschritt erreicht werden. Da die Zerlegung der Variablen in jedem Zeitschritt
ausgefiihrt werden muf, ist eine Berechnung der Indikatoren als auch der Mit-
telwerte im Vergleich dazu nicht sehr zeitintensiv. Zusétzlich ist es moglich,
den Rechenaufwand weiter zu reduzieren und ein Reskalieren der Dichte und
des Druckes zu vermeiden, falls sich ihre Durchschnittswerte wihrend der Re-
chenzeit nicht wesentlich d&ndern. Dann muf} nur noch das Geschwindigkeitsfeld
in jedem Zeitschritt neu reskaliert werden, um die Einfliisse eines sich &ndernen
Entwicklungsparameters auf das Stréomungsfeld zu beriicksichtigen.
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Bestimmung des Referenzparameters M —

Bestimme die Indikatoren M,, und My;, aus den Daten des Geschwindigkeitsfeldes.

Berechne den vorldufigen Entwicklungsparameter M’ ohne Informationen aus dem
Druckfeld zu nutzen.

Entwicklungsparameter M’ < 1

N

Fiihre die Zerlegung des Druckes entsprechend Abschnitt | flag = GODUNOV
4.2.3 durch. Innerhalb der Zerlegungsroutine wird M,
simultan mitbestimmt.
Berechne den endgiiltigen Wert des Entwicklungspara-
meters M.

Entwicklungsparameter M < 1 N
Zerlege den Impuls in seine | flag = GODUNOV
langwelligen und kurzwel-
ligen Anteile unter Beriick-
sichtigung der Wellen-
langeninformation der
Druckzerlegung.
flag = ASYMPTOTIC
Entdimensionalisierung aller Datensétze.

flag == ASYMPTOTIC N
Berechne einen Zeitschritt mit dem Berechne einen Zeitschritt mit einem
vorgestellten Verfahren entsprechend klassischen Verfahren zur Lésung
Abschnitt 3.4. kompressibler Stromungen.

Redimensionalisierung der Strémungsdaten.
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Zur Validierung des vorgestellten numerischen Verfahrens betrachten wir drei
Testbeispiele aus unterschiedlichen Stromungsbereichen, wobei die Eigenschaf-
ten des Algorithmus sowohl im schwach kompressiblen Regime als auch im
Ubergangsbereich vom schwach kompressiblen zum kompressiblen Regime un-
tersucht werden. Die ersten beiden Testbeispiele sind aus [10] entnommen,
um die Performance des vorgestellten Verfahrens mit der einer vorhandenen
Methode zur Berechnung von Stromungen kleiner Mach—Zahlen vergleichen
zu konnen. Der Algorithmus aus [10] beruht auf einem Splitting—Ansatz der
Euler—Gleichungen und enthilt keine zeitangepafite Adaption des Entwick-
lungsparameters.

Alle Testbeispiele behandeln die Evolution reibungsfreier idealer Gase. In
Beispiel I werden zwei kollidierende akustische Druckimpulse eines schwach
kompressiblen Stromungsfeldes, max,cq Ma(z) ~ 0.1, betrachtet. Neben der
schwach nicht linearen Wellendeformation wird die zeitangepafite Adaption
des Entwicklungsparameters genauer untersucht. Beispiel 11 zeigt die Advekti-
on eines kurzwelligen stark oszillierenden Wellenzuges in der Dichteverteilung
innerhalb eines akustischen Stromungsfeldes mit max,cq Ma(z) ~ 0.02. Das
vorgestellte Zeitschrittverfahren erweist sich als &uflert stabil und zeigt nur eine
geringe Dissipation in den Amplituden der Dichteoszillationen. In Beispiel 111
wird schliefllich der vollstindige Ubergang eines schwach kompressiblen in ein
kompressibles Regime anhand einer sich zu einem Stof} aufsteilender Welle si-
muliert. Anhand dieses Beispiels kann die Notwendigkeit einer zeitangepafiten
Adaption des Entwicklungsparameters aufgezeigt werden.

Die Parameter und freien Konstanten innerhalb des Zerlegungsalgorithmus
und der Bestimmungsroutine des Entwicklungsparameters werden in allen
Testbeispielen entsprechend Tabelle 5.1 gesetzt. Als Steigungslimiter inner-
halb der Rekonstruktion zur Bestimmung der Fliisse des homogenen Systems
wurde der Superbee-Limiter verwendet. Die Anfangsdaten der Beispiele sind
in dimensionsbehafteter Form gegeben. Dabei konnen die hier gewéhlten Ein-
heiten (%, =, %) durch Reskalieren durch beliebige andere Einheiten ersetzt
werden, sofern sich die Groflenverhéltnisse der einzelnen Variablen zueinander
nicht verdndern.

Die Referenz der Lange ist in allen Beispielen auf [Tef =1 m festgelegt und z
sowie t stellen im weiteren die gemé&fl Tabelle 2.1 ermittelten dimensionslosen
Orts- und Zeitvariablen dar.
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a |012
C, |05
Cain | 0.5
C, |2
C,, | 4

Tabelle 5.1: Parameter und freie Konstanten.

Beispiel I: Die Anfangsdaten dieses Testbeispiels sind durch

pla,t=0) = (0.995+ La- cos( 7)) )

(sign(—az)ﬁ(l - cos(%))) —

112(1 +

T N
% (1 — cos(—))) —

kg

m3’
m

L
11

11
87

11 m2

in Q = [—22,22] geben, wobei 2 in 220 dquidistante Kontrollvolumina un-
terteilt wurde. An den Réndern des Gebietes wurden Wandrandbedingun-
gen vorgeschrieben, welche im vorliegenden Fall auch iiber eine periodische
Randbehandlung realisiert werden kann. Die folgenden Abbildungen zeigen
die Stromungsgréflen zum Zeitpunkt 7' = 1.63s.

1.15

1.05

0.95
-22 -11 0 11

Abbildung 5.1: Dichteverteilung

22
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130

120 = ‘ ‘ ‘ \
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Abbildung 5.2: Druckverteilung

In den Abbildungen 5.1 bis 5.3 werden die L&sungen des hier beschriebe-
nen Verfahrens, durchgezogene Linien, mit den eines klassischen Upwind—
Verfahren, gestrichelt dargestellt, verglichen. Im Gegensatz zu [10] kénnen
fast keine Unterschiede in den physikalischen Grofien festgestellt werden. Die
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Abbildung 5.3: Geschwindigkeits- Abbildung 5.4: Zeitliche Entwick-
verteilung lung von M, M,, und M,

schwach nicht lineare Wellendeformation wird aufgrund der zeitlich adaptiven
Anpassung des Entwicklungsparameters M richtig wiedergegeben.

Abbildung 5.4 zeigt die zeitlichen Verldufe des Entwicklungsparameters sowie
der modifizierten Indikatoren M, und My,

M—v = g(MU)M’U und Mdiv = g(Mdiv)Mdi’Ua

um einen direkten Vergleich mit dem Entwicklungsparameter zu ermoglichen.
Uber die durchgezogene Linie ist der Verlauf des Entwicklungsparameters dar-
gestellt, der Verlauf des Indikators M, iiber die gepunktete und der von My,
iiber die gestrichelte. Die zeitliche Entwicklung von M wird in diesem Beispiel
fast ausschliefllich iiber den Divergenzindikator gesteuert. Nur so kann das
Aufsteilen der Wellen aufgrund der nicht linearen Deformation erkannt werden,
da sich die Wellenléinge im Grunde nicht dndert und es auch zu keinem Anstei-
gen der Geschwindigkeiten kommt. Das Absinken der Werte der Indikatoren
zur Hélfte der Berechnung ist auf die Kollision der Wellen zuriickzufiihren,
die ein fast vollstdndiges Ausloschen der Geschwindigkeiten bewirken. Dieses
spiegelt sich in den Indikatoren wider und bewirkt eine erneute Berechnung
der Evolution der Stromung durch das erweiterte Verfahren.

Beispiel II: Betrachten wir nun den schwach kompressiblen Fall eines langwel-
ligen akustischen Strémungsfeldes. Die Dichteverteilung weist einen kurzwelli-
gen stark oszillierenden Wellenzug auf, welcher langsam innerhalb des akusti-
schen Feldes bewegt wird. Dabei sind die Amplituden der kurzwelligen Oszilla-
tionen in der gleichen Groéflenordnung wie der Mittelwert der Dichteverteilung
gewdhlt.

Das Rechengebiet 2 = [—51, 51] wird sowohl dquidistant in 1020 Zellen als auch
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nicht dquidistant in entsprechend 1021 Boxen unterteilt. Im unstrukturierten
Fall variieren die Knoten z; zur Berechnung der Kontrollvolumina iiber eine
Zufallsverteilung um i%Aw im Vergleich zu der dquidistanten Verteilung. Wir
betrachten periodische Randbedingungen, wodurch numerische Einfliisse der
Rénder auf das Innere des Stromungsgebietes ausgeschlossen werden konnen.
Die Anfangsbedingungen lauten:

A _ - 1 2w 1 . 80m \\ kg
A 21 m

iz, t=0) = \/f_y(l +cos(mx)>;,

ot =0 = 512(1+ L 2r Y

pa,t=0) = 51 (1+51(1+Cos(102x)))m2

mit

B(z) = (1 —cos(3zz)) , falls 0 <z < 2%
@ =17
, sonst.

Abbildung 5.5 zeigt die Dichteverteilung zum Ende der Berechnung (7' =
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Abbildung 5.5: Dichteverteilung Abbildung 5.6: Druckverteilung

5.071s) fiir den strukturierten wie auch den unstrukturierten Fall. Die Am-
plituden der kurzwelligen Oszillationen sind im Vergleich zu denen aus der
Anfangsverteilung fast vollstindig erhalten. Bei der gewé#hlten Genauigkeit
sind die Amplituden noch sehr stark von dem verwendeten Limiter innerhalb
der Berechnung der Riemannfliisse abhingig. Erst bei Verfeinerung der Dis-
kretisierung nimmt der Einflufl der Limiter auf die Giite der Lésung ab.

Der Druck weifit im Gegensatz zur glatten Anfangswertverteilung Oszillatio-
nen geringer Amplituden in dem Bereich auf, in dem die Dichteoszillationen
auftreten. Diese Oszillationen geben den Einflul des Druckanteils p® wieder,
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Abbildung 5.7: Druckanteil M?p(®)
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Abbildung 5.8: Ausschnitt aus der
Druckverteilung

welcher in Abbildung 5.7 dokumentiert ist und sich wiederum auf den Bereich
des Wellenzuges der Dichte beschriinkt. Die Verteilung von p® liefert aufgrund
der nichtlinearen Zerlegung keinen direkten Aufschluf iiber die Gesamtvertei-
lung des Druckes wie die Ausschnittsvergréfierung 5.8 zeigt. Die Verteilung der
Geschwindigkeit ist glatt, obgleich die Vergleichslésung des expliziten Upwind-—-
Verfahrens auch in der Geschwindigkeitsverteilung leichte Oszillationen zeigt.
Aufgrund der stiarkeren Dissipation des verwendeten Zeitschrittverfahrens zur
Stabilisierung des Gesamtverfahrens kénnen diese Oszillationen bei der ver-
wendeten Diskretisierung nicht wiedergegeben werden.
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Abbildung 5.9: Zeitabhéngige Anpassung von M

Der Verlauf der zeitabhingigen Anpassung des Entwicklungsparameters M ist
in Abb. 5.9 aufgezeigt. Die regelméafligen Schwankungen in den Werten von M
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im ersten Teil der Berechnung basieren auf der Tatsache, dafl sich die akusti-
sche Welle schneller als die Dichtestérung bewegt. Damit verdndert sich die
relative Lage der Dichteoszillationen zu den Extrema der langwelligen Anteile
der Stromung. Dies wird von dem Indikator M, erkannt, der die Entwicklung
des Entwicklungsparameters zu Beginn der Berechnung steuert. Zum Ende der
Evolution hat sich die akustische Welle langsam immer stirker aufgesteilt, so
dafl hier der Indikator My, die weitere Entwicklung von M {ibernimmt. Der
Wellenlédngenindikator des Druckfeldes besitzt wihrend der gesamten Berech-
nung den Wert M; = ﬁ.

Beispiel III: Im letzten Beispiel betrachten wir eine s.i'ch zu einem Stof} aufs-
teilende Welle. Es handelt sich hierbei also um den Ubergang eines schwach
kompressiblen Stromungsfeldes in ein rein kompressibles.

1.20 T T T T T T 1.10

0.90 I I I I I I 0.60 I I I
-22.0 -120 -2.0 8.0 18.0 28.0 38.0 0.0 10.0 20.0 30.0

Abbildung 5.10: Dichteverteilung Abbildung 5.11: Verlauf der adapti-
zum Zeitpunkt 7' = 33s ven Anpassung von M

Wir verwenden eine auf demselben Zufallsprinzip wie in Beispiel II beruhende
unstrukturierte Unterteilung des Rechengebietes Q0 = [—22,44] in 331 Zellen
und geben periodische Randbedingungen vor. Die Anfangsverteilung lautet:

R B B 1 T kg
plz,t=0) = (0.955 + = (1 — cos( ))

) e
b(z,t =0) = g(l—cos(%)) n

S
o t—0) — 1( _ E))E
ot =0) = (2r+ 17 (1-cos(3y) m?’
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fiir z < 0 sowie

. kg
iz,t=0 = 02,
S

im Fall z > 0.

Abbildung 5.10 zeigt die Dichteverteilung mit und ohne zeitliche Anpassung
des Referenzparameters zum Ende der Berechnung, 7" = 33s. In der nebenste-
henden Abbildung 5.11 ist der zeitliche Verlauf der Werte von M dokumentiert.

Der Vergleich der numerischen Ergebnisse mit und ohne zeitliche Anpassung
des Entwicklungsparameters verdeutlicht dieses Beispiel die Notwendigkeit ei-
ner zeitlichen Adaption von M und damit verbunden einer steten Re- und
Entdimensionalisierung des betrachteten Stromungsfeldes im Fall einer sich
von schwach kompressibel zu kompressibel &ndernden Stromung. Obwohl sich
die Losungen in den glatten Bereichen annidhernd iiberdecken, wird der Stof
nur bei dem adaptiven Ansatz richtig und ohne Uberschwingen der Lésung auf-
gelost. Dies ist nicht weiter verwunderlich, da die asymptotischen Korrekturen
a(u) iiber einen zentralen Ansatz diskretisiert worden sind.
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Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit ist eine Erweiterung eines Finite—Volumen—
Verfahrens der Euler-Gleichungen fiir den Bereich kleiner Mach—Zahlen vor-
gestellt worden, so daf} sich der Giiltigkeitsbereich des Gesamtverfahrens vom
inkompressiblen Regime bis zu Uberschallstromungen erstreckt.

Hierzu wurde in Hinblick auf die in der Einleitung formulierten Forderungen
eine gezielte Integration der aus der asymptotischen Analyse [10, 20] gewon-
nenen Erkenntnisse vorgenommen. Die erzielte Methode entspricht fiir trans-
sonische und supersonische Stromungsfelder einem herkémmlichen Upwind—
Verfahren, wihrend im Bereich kleiner Mach—Zahlen eine Aufteilung der kon-
vektiven Fluflifunktion eine angepafite Vorgehensweise im asymptotischen Sinne
ermoglicht.

Durch die physikalisch gesteuerte Anpassung des Referenzparameters und der
damit verbundenen Entdimensionalisierung des Stromungsfeldes liegt ein Algo-
rithmus vor, der seine Diskretisierungsart selbstindig dem zugrundeliegenden
Stromungsfeld anpafit. Die hierbei notwendige Zerlegung der physikalischen
Groflen in ihre langwelligen und kurzwelligen Anteile wurde iiber einen neu-
artigen Zerlegungsalgorithmus vorgenommen, dessen Eigenschaften mit Hilfe
einiger Beispiele wirkungsvoll demonstriert werden konnten.

Zudem ergibt sich durch die gewihlte Vorgehensweise im Grenzfall einer ver-

schwindenden Mach—Zahl ein stets divergenzfreies diskretes Geschwindigkeits-
feld.

Anhand der ausgefiihrten Testrechnungen ist nachgewiesen worden, dafl mit
dem entwickelten Algorithmus eine selbstadaptive und rdumlich wie zeit-
lich hochauflésende Methode vorliegt, die eine zuverlissige Berechnung insta-
tiondrer Stromungen in unterschiedlichsten Mach-Zahlbereichen ermoglicht.
Insbesondere im Ubergangsbereich eines schwach kompressiblen in ein rein
kompresibles Regime besitzt das entwickelte Verfahren Vorziige gegeniiber
herkémmlicher Methoden zur Berechnung von Stromungen kleiner Mach—
Zahlen.

Einen zukiinftigen Entwicklungsschritt stellt die Erweiterung des Verfahrens
auf mehrere Raumdimensionen dar, wobei in diesem Rahmen auch eine Beriick-
sichtigung von Reibungseffekten und Quelltermen vorgenommen werden sollte.
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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit ist eine Erweiterung eines Finite—Volumen—
Verfahrens der Euler-Gleichungen fiir den Bereich kleiner Mach—Zahlen vor-
gestellt worden, so daf} sich der Giiltigkeitsbereich des Gesamtverfahrens vom
inkompressiblen Regime bis zu Uberschallstrémungen erstreckt.

Hierzu wurde in Hinblick auf die in der Einleitung formulierten Forderungen
eine gezielte Integration der aus der asymptotischen Analyse [10, 20] gewon-
nenen Erkenntnisse vorgenommen. Die erzielte Methode entspricht fiir trans-
sonische und supersonische Stromungsfelder einem herkémmlichen Upwind—
Verfahren, wihrend im Bereich kleiner Mach—Zahlen eine Aufteilung der kon-
vektiven Fluflfunktion eine angepafite Vorgehensweise im asymptotischen Sinne
ermoglicht.

Durch die physikalisch gesteuerte Anpassung des Referenzparameters und der
damit verbundenen Entdimensionalisierung des Stromungsfeldes liegt ein Algo-
rithmus vor, der seine Diskretisierungsart selbstindig dem zugrundeliegenden
Stromungsfeld anpafit. Die hierbei notwendige Zerlegung der physikalischen
GroBen in ihre langwelligen und kurzwelligen Anteile wurde {iber einen neu-
artigen Zerlegungsalgorithmus vorgenommen, dessen Eigenschaften mit Hilfe
einiger Beispiele wirkungsvoll demonstriert werden konnten.

Zudem ergibt sich durch die gewihlte Vorgehensweise im Grenzfall einer ver-
schwindenden Mach—Zahl ein stets divergenzfreies diskretes Geschwindigkeits-
feld.

Anhand der ausgefiihrten Testrechnungen ist nachgewiesen worden, dafl mit
dem entwickelten Algorithmus eine selbstadaptive und rdumlich wie zeit-
lich hochauflésende Methode vorliegt, die eine zuverlissige Berechnung insta-
tiondrer Stromungen in unterschiedlichsten Mach—Zahlbereichen ermoglicht.
Insbesondere im Ubergangsbereich eines schwach kompressiblen in ein rein
kompresibles Regime besitzt das entwickelte Verfahren Vorziige gegeniiber
herkémmlicher Methoden zur Berechnung von Stromungen kleiner Mach—
Zahlen.
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