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Zusammenfassung

Im Bereich der Risiko- und Extremwerttheorie gilt es u.a., einer Risikoverteilung mittels ei-
nes geeigneten Risikomafes p einen Wert zuzuordnen. Ist X zum Beispiel eine Gewinn- bzw.
Verlustposition eines Anlageportfolios mit Verteilung F'y, so ist es fiir ein Unternehmen oft
wichtig, dariiber in Kenntnis zu sein, wie viel Sicherheitskapital p (Fy) es zuriicklegen muss, um
beispielsweise auch im Extremfall solvent zu bleiben. Auf Grundlage dieses Werts konnen also
wichtige Investitions- und Finanzierungsentscheidungen seitens des Risikomanagements unter-
stiitzt werden. Nun ist F'y im Allgemeinen unbekannt, weshalb p (Fx) geschitzt werden muss. In
dieser Doktorarbeit liegt das Hauptaugenmerk auf Risikomafen, welche nur vom Tail der Vertei-
lung abhingen, d.h. von extremen Bereichen der Verteilung. Inshesondere werden die Bedingten
Tail-Momente (BTM) nach Methni et. al. [MGG14| (Kapitel 3) und das Expektil nach Newey
und Powell [NP87| (Kapitel 4) als Risikomafe zum Gegenstand der Untersuchung gemacht. Sie

konnen als Funktional der sogenannten Tail-Quantilfunktion (TQ) geschrieben werden.

In dieser Dissertation werden Zeitreihen (X;);eny mit einer schwachen Abhéngigkeitsstruktur
betrachtet, d.h. die Zeitreihen sind S-mischend und erfiillen weitere Abhingigkeitsbedingungen
(siche Grundmodell 1.1.3). Von Interesse sind die Giite der Schitzer und die Verteilung der
relativen Schétzfehler. Fiir eine feste Stichprobengréfe n € N sind aufgrund der Komplexitét
des Modells keine Verteilungsaussagen moglich, sodass man dazu iibergeht, das asymptotische
Verhalten des Schétzers zu betrachten. Dabei wird fiir jedes n € N das Phéinomen, dass es
nur wenige oder auch gar keine Beobachtungen im interessierenden Extrembereich gibt, bei
der asymptotischen Schéitzung im Rahmen der stochastischen Modellierung mit beriicksichtigt.
Es wird dafiir angenommen, dass das stochastische Verhalten in den extremen Bereichen ein
Regularitatsverhalten aufweist. Diese Regularitit wird dann genutzt, um von dem beobachteten
stochastischen Verhalten der Daten, die dem interessierenden Bereich am néchsten liegen (z.B.
die k,, grokten Beobachtungen), in ebendiesen extremen Bereich zu extrapolieren. Der Rest der
Daten wird zur statistischen Analyse nicht herangezogen, um die Schiatzung nicht zu verzerren,
da diese Daten zu weit weg vom extremen Bereich liegen und das stochastische Verhalten in
diesem somit nicht valide beschreiben kénnen. Dabei darf k, nicht zu klein sein, um eine zu
grofe Varianz des Schétzfehlers auszuschliefen. Allerdings fiihrt ein zu grofes k,, wie zuvor
beschrieben, zu einer systematischen Verzerrung. Daher wird eine intermediéire Folge (k,)nen

gewahlt.



Als Schétzer fiir die BTM wird das Funktional der empirischen TQ gewahlt, wobei bekannte
Resultate der empirischen TQ als Schétzer fiir die TQ ausgenutzt werden. Eine wichtige Gro-
e, die den Tail einer Verteilung beschreibt, ist der Extremwertindex ~v > 0, dessen Schétzer
Y, n € N, ebenfalls als Funktional der empirischen TQ aufgefasst werden kann. Als Beispiel
sei hier der in der Extremwerttheorie bedeutende Hill-Schétzer genannt. Mit Hilfe bestimmter
Glattheits- und Regularititseigenschaften des Funktionals wird die asymptotische Normalitét
des relativen Schéatzfehlers in Kapitel 3 nachgewiesen. Hierfiir wird zum einen die Hadamard-
Differenzierbarkeit und zum anderen eine alternative Glattheitseigenschaft hergeleitet und dis-
kutiert.

In Kapitel 4 werden das Expektil und der Expektilschitzer als Nullstelle einer Funktion bzw.
einer zufilligen Funktion definiert, wobei v € (0, 1) vorausgesetzt wird. Fiir die Verwendung des
Expektilschiatzers werden zwei mogliche Erwartungswertschétzer und deren Asymptotik vorge-
stellt: das Arithmetische Mittel und das in dieser Dissertation so genannte entzerrte Mittel. Im
néichsten Schritt werden die asymptotische Normalitéit des relativen Expektilschatzfehlers nach-
gewiesen und die Ergebnisse zusammengefasst. Auferdem werden verschiedene Moglichkeiten
und Empfehlungen zur Wahl des Expektilschétzers im Hinblick auf den Erwartungswertschét-
zer herausgestellt. In einem Literaturvergleich werden die Ergebnisse mit denen von Daouia
et al. [DGS18| verglichen, die einen alternativen Zugang zum Schétzen der Expektile gewéhlt
haben. Schlieflich wird eine Simulationsstudie fiir unabhéngige Daten und Zeitreihen mit schwa-
cher Abhéngigkeitsstruktur durchgefiihrt, um die asymptotischen Resultate auch fiir endliche
Stichprobenumfinge zu unterstiitzen. Diese Ergebnisse werden ebenfalls mit denen von [DGS18]
verglichen. Hierbei stellt sich heraus, dass der in dieser Dissertation motivierte Expektilschétzer

am zuverldssigsten performt.



Abstract

In the area of risk and extreme value theory one of the main tasks is to assign a value to
a certain given risk distribution using a risk measure p. Say for instance X is a profit or loss
position of an investment portfolio with distribution function F'x. Then, a company is often
interested in the amount of solvency capital p (Fx) it has to reserve to ensure its solvency in
extreme scenarios. Important investment and financing decisions in risk management can thus
be based on such values. In general, the distribution function Fx is unknown and therefore the
quantity p(Fx) has to be estimated. In this thesis, risk measures that only depend on the tail
of the distribution, i.e. of extreme values will be considered. In particular, the focus will be set
on the conditional tail moments (BTM) first introduced by Methni et. al. [MGG14| (Chapter
3) and the expectile first considered by Newey and Powell [NP87| (Chapter 4). They both can

be expressed as a functional of the so called tail quantile (TQ) function.

In this thesis, a weakly dependent time series (X;);en will be considered. In particular, it
will be assumed to be [-mixing fulfilling further conditions on the dependency (cf. the basic
model in 1.1.3). The performance of the estimators as well as the distribution of the relative
estimation error will be of interest. Due to the complexity of the model the distribution of the
estimator is not known for fixed sample size n € N. Alternatively, the limiting distribution will
be used, where it is particularly important to take into consideration that there are only a few or
even none observations in extreme regions. To this end, specific regularity assumptions on the
data in these extreme regions will be made. Tt will particularly allow for an extrapolation of the
probabilistic behavior of the observed data that are closest to the extreme regions (for instance
the k,-th largest observations) to the actual extreme regions. The remaining observations will
not be used for the statistical analysis as they lie far away from the extreme regions. Hence,
they cannot be used to explain the probabilistic behavior in these extreme regions. The choice
of k, plays a crucial role. If it is too small, on the one hand, the variance of the estimation error
will be large. On the other hand, k, being too large causes a systematic bias. As a solution to

this issue, an intermediate sequence (k;,),en Will be chosen.

To estimate the BTM, the given functional evaluated at the empirical TQ will be used. Due
to this procedure known results for the empirical TQ can be used. The extreme value index
v > 0 is an important quantity to describe the tail of a distribution. It turns out that the
statistic 4,, n € N that will be used to estimate + can again be expressed as a functional of the
empirical TQ. An important example is the Hill estimator that is well known in extreme value

theory. Under certain smoothness and regularity assumptions on the functional the asymptotic



normal distribution of the relative estimation error will be proven in Chapter 3. In order to do
so Hadamard differentiability as well as an alternative smoothness property will be established
and discussed.

In Chapter 4, the expectile and an estimator for it will be defined as roots of a function
and a random function respectively. A main assumption here is v € (0,1). The estimator
of the expectile requires some mean estimator. Here, two different estimators, namely the
arithmetic mean and a modified version of it, and their asymptotic behavior will be introduced
and discussed. Furthermore, the asymptotic normal distribution of the relative estimation error
of the estimator for the expectile will be proven. Moreover, different choices for an estimator
for the expectile will be discussed with respect to mean estimation. In a literature review
the results will be compared with those of Daouia et al. [DGS18], who used an alternative
procedure to estimate the expectile. Finally, a simulation study including independent and
weakly dependent time series data is conducted for finite sample sizes to support the theoretical
asymptotic results. These results are additionally compared with those of [DGS18]. It turns out
that the new estimator for the expectile motivated in this thesis is most reliable in comparison
with the estimators considered by [DGS18].
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Einfiuhrung

Im Bereich der Risiko- und Extremwerttheorie gilt es u.a., einer Verteilung F'x eines Risikos
X mittels eines geeigneten Risikomafes p einen Wert p(Fx) zuzuordnen. Ist X zum Beispiel
eine Gewinn- bzw. Verlustposition eines Anlageportfolios mit Verteilung Fx, so ist es fiir ein
Unternehmen wie eine Versicherung oft wichtig, dariiber in Kenntnis zu sein, wie viel Sicher-
heitskapital p (F'x) es zuriicklegen muss, um auch nach extremen Ereignissen wie zum Beispiel
Naturkatastrophen oder Finanzkrisen mit einer zuvor festgelegten Wahrscheinlichkeit solvent
zu bleiben. Auf Grundlage dieses Werts kdnnen also wichtige Investitions- und Finanzierungs-
entscheidungen seitens des Risikomanagements unterstiitzt werden. Nun ist F'x im Allgemei-
nen unbekannt, weshalb p(Fx) geschitzt werden muss. In diesem Dissertationsprojekt liegt das
Hauptaugenmerk auf Risikomafen, welche hauptséichlich von extremen Bereichen der Verteilung

abhingen.

Insbesondere werden im ersten Teil der Arbeit die Bedingten Tail-Momente nach Methni
et. al. [MGG14] als solche Risikomafe zum Gegenstand der Untersuchung gemacht. Sie kénnen
als Funktional der Tail-Quantilfunktion geschrieben werden. Als Schitzer wird das Funktional
der empirischen Tail-Quantilfunktion gewéhlt, wobei bekannte Resultate der empirischen Tail-
Quantilfunktion als Schétzer der Tail-Quantilfunktion ausgenutzt werden. Die Analyse dieses
Schitzers bedarf einer Auseinandersetzung mit Glattheits- und Regularititseigenschaften des
Funktionals. Es wird z.B. gezeigt, dass das zugehorige Funktional Hadamard-differenzierbar ist.

Zudem wird eine alternative Glattheitseigenschaft hergeleitet.

Im zweiten Teil wird das Expektil als Risikomafs betrachtet und ein Expektilschitzer mo-
tiviert. Das Expektil ist eine Verallgemeinerung des Quantilbegriffs nach Newey und Powell
[NP87] und ist als Minimierer einer asymmetrischen quadratischen Verlustfunktion ein weiterer
Lageparamenter von Verteilungen. Es eignet sich zur stochastischen Modellierung und statisti-

schen Analyse zufilliger extremer Ereignisse.

In beiden Situationen sind die Giite der Schitzer und deren Verteilung von Interesse. Die sta-

tistische Analyse der relativen Schitzfehler wird auf Grundlage der Beobachtungen X1, ..., X,,,

X1



n € N, mit unbekannter Randverteilungsfunktion Fx durchgefiihrt. Fiir festes n € N sind
aufgrund der Komplexitit des Modells keine Verteilungsaussagen moglich, sodass man dazu
iibergeht, das asymptotische Verhalten des Schitzers zu betrachten. Dabei wird fiir jedes n € N
das Phénomen, dass es nur wenige oder auch gar keine Beobachtungen im interessierenden
Extrembereich gibt, bei der asymptotischen Schitzung im Rahmen der stochastischen Modellie-
rung mit beriicksichtigt. Man nimmt dafiir an, dass das stochastische Verhalten in den extremen
Bereichen ein Regularitidtsverhalten aufweist. Diese Regularitéit wird dann genutzt, um von dem
beobachteten stochastischen Verhalten der Daten, die dem interessierenden Bereich am néichsten
liegen (z.B. die k, grokten Beobachtungen), in ebendiesen extremen Bereich zu extrapolieren.
Der Rest der Daten wird zur statistischen Analyse nicht herangezogen, um die Schitzung nicht
zu verzerren, da diese Daten zu weit weg vom extremen Bereich liegen und das stochastische
Verhalten in diesem somit nicht valide beschreiben kénnen. Dabei darf k, nicht zu klein sein,
um eine zu grofe Varianz des Schitzfehlers auszuschlieffen. Allerdings fiihrt ein zu grofes k,,
wie zuvor beschrieben, zu einer systematischen Verzerrung. Die Folge (k,)nen wird daher als

intermedidre Folge festgelegt, d.h. es gilt
k

k, — oo A - 0, n — oo.
n

In der Praxis spielt die Wahl von k,, in Abhéngigkeit der Anzahl der Beobachtungen eine ent-
scheidende Rolle.

Anwendungsgebiete

Die Extremwerttheorie findet ihre Anwendung zur Beschreibung seltener extremer Ereignisse.

Hier sollen einige Beispiele solcher Ereignisse gegeben werden:

e Naturkatastrophen: Solche Katastrophen sind zum Gliick selten, aber wenn sie einmal
eintreten, so konnen sie erheblichen Schaden anrichten. Z.B. gilt dies fiir die Landwirtschaft
im Fall einer Diirreperiode oder fiir viele Einwohner von Hafenstddten wie Hamburg im
Fall von Uberflutungen. Im letztgenannten Szenario konnte eine Fragestellung sein, wie
hoch der schiitzende Damm gebaut werden muss, damit mit einer zuvor festgelegten hohen
Wahrscheinlichkeit der Wasserpegel den Damm nicht iiberschreitet. Oft hat man in den
letzten Jahrzehnten keine oder zumindest nur wenige Flutkatastrophen beobachtet, sodass
man nur auf die Pegelstdnde der letzten Jahre zuriickgreifen kann, sofern man sie auch

aufgezeichnet hat, um die Frage zu beantworten.
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e Finanzkrisen: Die letzte grofse Finanzkrise als Teil der Weltwirtschaftskrise ereignete sich in
den Jahren um 2008, sodass auch in diesem Bereich das Interesse von Finanzdienstleistungs-
und Versicherungsunternehmen an der Extremwerttheorie anwuchs und der Fokus der ak-
tuellen Forschung zur Ursachenbeschreibung und zur Absicherung gegen weitere solcher

Krisen gelenkt wurde.

o Luftschadstoffe: Um die Gesundheit des Menschen nicht zu gefihrden, sollten gewisse
Konzentrationswerte von Schadstoffen nicht iiberschritten werden. Es kann passieren, dass
zwei verschiedene Schadstoffe sich gegenseitig im negativen Sinne beeinflussen. Gefahrlich
wird es dann, wenn sich diese Einfliisse gegenseitig begiinstigen. Diese Abhéngigkeit gilt

es zu studieren und ggf. nach Abhilfe zu suchen.

Aufbau der Dissertation

Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut. In Kapitel 1 wird das grundlegende Modell beschrieben. Dabei
werden die fiir die Extremwerttheorie bedeutenden Begriffe der reguldren Variation, der Bedin-
gung zweiter Ordnung und des Extremwertindexes eingefiihrt. Die Beschreibung der Abhéngig-
keitsstruktur und der Mischungsbedingungen sind ebenfalls Teil dieses Kapitels. Auferdem wer-
den wichtige Notationen und verkiirzte Schreibweisen wie die Landau-Symbole oder die asymp-
totische Aquivalenz erklirt. Im zweiten Kapitel werden die empirische Tail-Quantilfunktion
definiert und wichtige Resultate zusammengestellt. Auferdem werden mogliche Schitzer des
Extremwertindexes wie z.B. der Hill-Schitzer vorgestellt. Die Bedingten Tail-Momente wer-
den im dritten Kapitel im Hinblick auf die Motivation, der Hadamard-Differenzierbarkeit des
zugrundeliegenden Funktionals und der Analyse des relativen Schétzfehlers behandelt. Im an-
schliefenden Kapitel 4 wird das Expektil als Tail-abhéngiges Risikomaf untersucht und ein
Expektilschatzer motiviert. Hierfiir werden zwei Schitzer fiir den Erwartungswert und deren
Asymptotik vorgestellt: das Arithmetische Mittel und das in dieser Dissertation so genannte
entzerrte Mittel. Nach der Analyse des relativen Expektilschitzfehlers werden die Ergebnisse
mit bekannten Resultaten des Zugangs von Daouia et al. [DGS18| verglichen. Es schlieft sich
eine Simulationsstudie der betrachteten Schitzer an. Die wichtigen Beweise der Dissertation
findet man gesammelt in Kapitel 5. Nach dem Anhang wird die Dissertation mit einem kurzen

Ausblick zur moglichen weiterfiihrenden Forschung abgeschlossen.
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Kapitel 1
Grundlagen

In diesem Kapitel soll das grundlegende Modell beschrieben werden, in welchem sich die Arbeit
bewegen wird. Unter anderem wird dazu der fiir die extremwerttheoretischen Betrachtungen
bedeutende Begriff der reguléren Variation eingefiihrt. Des Weiteren werden diverse Notationen

und vereinfachende Schreibweisen wie die Landau-Symbole erklart.

1.1 Grundmodell

Es sei X: Q — R eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P), welche im
konvexen Raum X := {X : (2, 4) — (R, B)} aller moglichen Risiken liege. Hierbei sei B die
Borel-o-Algebra iiber R und allgemeiner B,; die Borel-o-Algebra iiber einen metrischen Raum
M. Positive Werte von X mit zugehoriger stetiger Verteilungsfunktion F'x kénnen zum Beispiel
als Verlust und negative als Gewinn interpretiert werden. Alle weiteren Zufallsvariablen seien
ebenfalls auf (2, A, P) definiert.
Die stetige Verteilungsfunktion Fy liege im Anziehungsbereich einer verallgemeinerten Ex-
tremwertverteilung mit Index v > 0, d.h.
lim Fi (1=t

Ix UmtA) 4 1.1.1
b P = YA >0, (1.1.1)

wobei F§ die zu F'x gehorige Quantilfunktion bzw. verallgemeinerte Inverse bezeichne, d.h.
F{(t) :==inf{z € R|Fx(z) >t} vt € [0, 1].
Die Quantilfunktion ist im folgenden Sinne regulir variierend in 1:

Definition 1.1.1. Eine Funktion r : (a,b) — R mit a,b € R und a < b heifst regulér variierend

1



Kapitel 1. Grundlagen

in a bzw. b, falls ein ( € R existiert mit

r(a+ At)

im =\ YA >0
tNO 7(a+t)
bzw.
T Gl O Y S V)
™No 7(b—1t)

Zur Notation: r € RV{ bzw. r € RV,
Eine Funktion r : (a,00) — R mit a € R heifst regulér variierend (in oco), falls ein ¢ € R
existiert mit

Mt
lim r(M)

e ()

=X YA>0.

Zur Notation: » € RV,.
Ist ¢ = 0, so nennt man r auch langsam variierend in a bzw. b. Schreibe in diesem Fall
r €LY, bazw. r € LV’ Ist a = 0, setze LV = LY.

Demnach wird F € RVl7 gefordert. Diese Bedingung ist #quivalent zu Fy := 1 — Fx €
RV_1/y. Einen Nachweis hierfiir kann man in [DHF06, Theorem 1.2.1, Seite 19] finden. Diese
Annahme ist ein extremwerttheoretischer Ansatz, wonach davon ausgegangen wird, dass das
stochastische Verhalten in extremen Bereichen der Verteilung ein Regularititsverhalten auf-
weist. Dieses Regularitdtsverhalten lasst sich ausnutzen, um von den Beobachtungen, die dem
interessierenden extremen Bereich am néchsten liegen, zu extrapolieren.

Mehr noch kann fiir F'y neben der geforderten reguldren Variation die sogenannte Bedingung

zweiter Ordnung hilfreich sein:

Bedingung zweiter Ordnung. Es existieren messbare, lokal beschréankte Funktionen
a,A: (0,1) > R" und G: Rt — R, sodass

Fy(1—-X)—-Fx(1—-t) Xx7-1
a(t) Y
fiir alle t € (0,1) und A > 0. Dabei sei A — G(X\)/(A~" — 1) nicht konstant, A(t) = o(1) und
L(t,\) = o(A(t)) fiir alle A > 0 und ¢ 0.
Man kann zeigen, dass dann ¢ € RV_, und dass ein p > 0 existiert mit A € RV, (siehe
[DHFO06, Theorem 2.3.3, Seite 44; Theorem B.2.19, Seite 383 ff.|). Man schreibe fiir die Bedin-
gung zweiter Ordnung kurz Bs (7, p, a, A).

+ ADGO) + L(t, \) (1.1.2)
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1.1. Grundmodell

Oftmals ist es fiir den in dieser Dissertation betrachteten Fall v > 0 zweckméfig, die Funktion
a(t) :=vyF5 (1 —1t),t € (0,1), zu wihlen. Dann vereinfacht sich (1.1.2) zu
F(1-An)
iy X0

0 A(t)

= G(N). (1.1.3)

Mit A ist also die Konvergenzrate in (1.1.1) gegeben. Bei dieser Wahl von a schreibe man kurz

BQ(V? P, A)

Die Bedingung zweiter Ordnung ist z.B. erforderlich, um aussagekréftige Konvergenzraten
von Schétzern zu erhalten, die in dieser Arbeit untersucht werden. Insbesondere sei hier der
Expektilschitzer (vgl. Kapitel 4) genannt. Naheres zur Bedingung zweiter Ordnung findet man
in den Abschnitten 2.3 und B.3 aus [DHF06].

Wie in der Einfithrung motiviert, sei die reellwertige Folge (k,)nen ein intermediéire Folge,
d.h. es gelte

K
kpn —00 A — —0 (1.1.4)
n

fiir n — o0o. Des Weiteren gelte die Konvergenzeigenschaft

limsup v/ k, A <@) < 0. (1.1.5)
n

n—oo

Die Konvergenzeigenschaft sichert fiir den in Kapitel 4 behandelten Expektilschatzer die Domi-
nanz des stochastischen Schitzfehlers gegeniiber den systematischen (vgl. Abschnitt 5.10.2.5).
Weiter sei (X;);en eine strikt stationére, (5 := [y )-mischende Zeitreihe, d.h. es gelte

B(k) :=supE ( sup  |P(C|B}) — P(C)‘) — 0, k— o0,

leN  \CeBy, .,

wobei mit B} und BfY, ., die durch (X;)1<;<; baw. (X;)iik41<icoo €rzeugten o-Algebren bezeich-
net seien. Grob gesprochen bedeutet das, dass zwei Beobachtungen, die zeitlich weit auseinan-
derliegen, als nahezu unabhéingig angesehen werden konnen. Die Zeitreihe (X;);cny habe die oben
genannte stetige Randverteilungsfunktion Fx, welche im Anziehungsbereich einer verallgemei-
nerten Extremwertverteilung liegt. Die Abhangigkeitsstruktur der Beobachtungen sei wie folgt
modelliert.

Die strikt stationére, S-mischende Zeitreihe (X;);en erfiille die folgenden Bedingungen: Es
existiert ein € > 0, eine Folge (I,,)nen mit [, — oo und eine Funktion r, sodass

(B1)
lim (%n + 1k 2 1og2(k:n)) =0,

n—oo n
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(B2) VO < s,t < 1+e¢:

nliool ko (ZH{X >Fx (1= (kn/n)s) }’;E{X >Fi (1 (kn/nm}) =r(s,1),
(B3)3C >0:V0<s<t<l+eneN:

4
(Z L =k /myt )<X¢SF§(1(kn/n)s)}) <Ot —s).

Hierbei bezeichne 1+ die Indikatorfunktion der Menge C'. Nun ist U; := Fx(X;) fiir jedes

i € N eine aus [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariable und (U;);ey ist eine stationére, S-mischende

Zeitreihe, welche die folgenden Bedingungen erfiillt: Es existiert eine Folge (I,,)neny mit I, — 00,
sodass
(B1)

lim (W")n + 1k 12 1og2(k;n)> =0,

n—o00 ln

(B2) Y0 < s,t < 1:

ln In
nﬁool k: <Z]1{U >1—(kn/n) S}az]l{U >1—(kn /n)t}) = r(s t)

i=1

(B3)3C >0:V0<s<t<1necN:

In 4
n
T E (E :]1{1<kn/n>t><vis1(kn/ms)}) <Ot —s).

Eine Begriindung hierfiir findet sich in [Dre00, Seite 1282, Rem. 2].

Bemerkung 1.1.2. Der p-Koeffizient bzw. der Koeffizient der absoluten Regularitit beschreibt
den Einfluss der Vergangenheit der Zeitreihe auf die Zukunft. Die Bedingung (B1) legt demnach
fest, wie schnell dieser Einfluss gemessen am zeitlichen Abstand der Zufallsvariablen abklingt.
Unter schwachen Zusatzannahmen sind Beispiele fiir geometrisch abfallende [-Koeffizienten
die Autoregressive Moving Average (ARMA)-, Autoregressive Conditional Heteroscdasticity
(ARCH)- und Generalized ARCH (GARCH)-Zeitreihen. Néheres hierzu findet man in [Dou94,
Section 2.3|.
Die Bedingung (B2) stellt sicher, dass der Prozess

€n = <kn1/2 Z (]I{Ui>1_(kn/n)t})>
te(0,1]

i=1



1.2. Asymptotisches Verhalten und Landau-Symbole

gegen einen Gaufiprozess e konvergiert mit Kovarianzfunktion r. Vgl. mit [Ro095, Theorem 2.1,
Seite 5|. Hier werden hinreichende Bedingungen fiir die genannte Konvergenz gegeben. Man
kann mit Hilfe von (B2) zeigen, dass gilt

n

1i
”1_>H°1° lnkn

ln
Var (Z ]1{1—(kn/n)t<UiSl—(kn/n)s}) = T(t, t) - 27‘(5, t) + 7’(8, S),
1=1

wobei die rechte Seite beschrinkt werden kann durch ein Vielfaches von t — s, falls r in beiden
Komponenten Lipschitz-stetig ist.
Unter Bedingung (BS) gilt diese Beschranktheit sogar gleichmifig fiir alle 0 < s < ¢t < 1.

Fiir Details sei ebenfalls auf [Roo95| verwiesen.

Ein weiterer Parameter zur Beschreibung der Abhéngigkeit der Zeitreihe (X;);en ist der

Mischungskoeffizient  := ax. Es sei BY die durch (X;);encn erzeugte o-Algebra. Definiere
o (B, BM) := sup {P(C)P(D) —P(CnD)|CceBY De BM}
und

a(k) := sup sup {a (BN, BM) ‘ IN| <u, M| <vunda<b+k fallsa € N,be M} .
u,v>0

Die Zeitreihe heift dann a-mischend.

Bemerkung. Ist eine Zeitreihe (X;);en S-mischend, so ist sie auch a-mischend (siehe z.B. [Dou94,

Proposition 1, Seite 4]).

Grundmodell 1.1.3. Die in diesem Abschnitt 1.1 beschriebene Situation, dass die stationére
und [S-mischende Zeitreihe (X;);en die Bedingungen (B1)-(B3) erfiillt mit stetiger Randvertei-
lung Fy € RV_,, die der Bedingung zweiter Ordnung Bs (7, p, a, A) geniigt, werde im Folgenden

als Grundmodell bezeichnet.

1.2 Asymptotisches Verhalten und Landau-Symbole
Regular variierende Funktionen konvergieren in folgendem Sinne sogar gleichméfig.

Satz 1.2.1. Es sei r € RV, fir ein p € R. Ist p > 0, so sei r zusditzlich auf jedem Intervall
[c,00), ¢ > 0, beschrinkt. Dann gilt

r(At)

r(t)

sup P

Aler

— 0, t N0
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mil
[aa b]’ falls p =0,
I'=4(0,b], falls p <0,
[a,00), falls p >0

fir alle b > a > 0.
Beweis. Diese Aussage wird zum Beispiel in [BGT89, Theorem 1.5.2, Seite 22 f.| bewiesen. [

Verhalten sich zwei Funktionen asymptotisch gleich, so spricht man von asymptotischer Aqui-

valenz.

Definition 1.2.2. Sind f und g reellwertige Funktionen auf R, so schreibe f(t)~g(t) fir t —

T € R, falls
lim @ =1.
t—T g(t)
Die Funktionen f und g heiffen dann asymptotisch dquivalent.

Existiert eine Konstante ¢ > 0, sodass f und cg asymptotisch dquivalent sind, so schreibe
ft)=g(t) fiirt — T € R.

Ein héufig verwendeter Satz iiber das asymptotische Verhalten des Integrals reguldr variie-

render Funktionen ist der Satz von Karamata.

Satz 1.2.3 (Satz von Karamata). Fir ein b > 0 seir: (0,b] — R eine auf von 0 weg beschrink-
ten Mengen beschrinkte Funktion, d.h. supgey7(s) < oo fir alle § € (0,b). Dann gilt fir
p<—1

re RV — 1imlr(¢:—p—1
P t\«oft r(s)ds

und fir p > —1

t
1
r e RVS = / r(s)ds ~ r(t)t  firt N\ 0.
0 p+1
Beweis. Einen Beweis liefert [BGT89, Prop. 1.5.8, 1.5.10, Seite 26 f.]. ]
Lemma 1.2.4. Seil € LV. Dann gilt fir alle § > 0

lim 2°l(z) =0 wnd lim 27°l(z) = co.
N0 \0



1.2. Asymptotisches Verhalten und Landau-Symbole

Beweis. Nach dem Darstellungssatz von Karamata [BGT89, Theorem 1.3.1, Seite 12 f.| hat die
Funktion [(z) := I(1/x) die Form

I(2) = () exp ( / ' #du) YV > a,

wobei a > 0, ¢(z) — ¢ € (0,00) und x(x) — 0 fiir  — oco. Es sei a > 0 so gewahlt, dass ¢(z) > 0
und |k(z)| < 9§ — ¢ fiir ein € > 0 und fiir alle x > «a gilt. Es folgt

a

i) = o (59 [ 1) <t (6 9 (2)

= ac(x)z™" — 0

und analog

Pl(z) > 2e(x)exp ((6 i /af’? ldu) = 2%¢(z) exp ((z—: —0)In (f))

U a
= a’Fe(z)r — o0
fiir x — oco. Dies ist gleichbedeutend mit
lim 2°l(z) =0 und lim27°l(z) = co.
N0 \0

]

Lemma 1.2.5 (Potter-Schranken). Es ist r € RV, genau dann, wenn fir beliebige e1,e2 > 0
ein A\g > 0 existiert, sodass fir alle t,tA < A\ gilt

At
(I —e)A " min (A%, X%) < T((t>> < (1+e1)A P max (A2, A%2) .
r
Beweis. Ein Beweis wird z.B. in [DHF06, Proposition B.1.9, Seite 366 ff.| erbracht. m

Eine hilfreiche Schreibweise fiir das asymptotische Verhalten von Funktionen sind die soge-

nannten Landau-Symbole O, 0 bzw. O 4,04 fiir eine beliebige Menge A.

Definition 1.2.6. Es seien (a,)nen, (bn)nen Folgen reeller Zahlen. Existiert ein C' > 0 und ein
N € N, sodass
Qp,

2 <C Vn>N,

so schreibe a,, = O(b,) fiir n — oo.

Schreibe a,, = o(b,) fiir n — oo, falls

bn
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Sind (fy)nen, (gn)nen Folgen reellwertiger Funktionen auf A C R, so schreibe f,,(t) = Oa(gn (1))

fiir n — oo, falls

fa(t) ‘
S =0(1).
| =W
Entsprechend schreibe f,(t) = 04(g,(t)) fiir n — oo, falls
fu(D) ‘
su =o(1).
g

Handelt es sich um Zufallsvariablen bzw. um ganze Folgen stochastischer Prozesse, so wird dies
durch die Schreibweisen Op, 0p bzw. Op 4, 0p 4 deutlich gemacht:
Es seien (X, )nen, (Yn)nen Folgen von reellwertigen Zufallsvariablen. Schreibe X,, = Op(Y,,)

fiir n — oo, falls zu jedem € > 0 ein C' > 0 und N € N existieren, sodass gilt:

X
P
(15

n

§C)>1—5.

Gilt
Xn P

—0
Y, ’

so schreibe X,, = op(Y,,) fiir n — oo, wobei mit -, die stochastische Konvergenz gemeint sei.
Dariiber hinaus werde mit — die Verteilungskonvergenz bzw. schwache Konvergenz bezeichnet.

Es seien A C T C R und ((V,.(t))ter)nens (Wa(t))ier)nen Folgen von stochastischen Prozes-
sen. Dann schreibe V,,(t) = Opa(W,(t)) fiir n — oo, falls gilt:

V)|
Sup Wnos)“OP(”'
Gilt
vt |
igmmJ—”m’

so schreibe schlieflich V,,(t) = opa(W,(t)) fiir n — oo.

Lemma 1.2.7. Im Grundmodell 1.1.3 existieren Konstanten ¢ > 0 und | € R, sodass Fy bzw.

Fx dargestellt werden kénnen durch
Fy(l—t)=ct™ (1 +~vA(t) +1 vVt € (0,1)

bzw. fiir x — oo

e = (220) T e ema ) <ofa @)

falls die Hilfsfunktion a in der Bedingung zweiter Ordnung Ba(vy, p,a, A) durch a(t) = eyt™,
t € (0,1), gegeben ist.
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1.2. Asymptotisches Verhalten und Landau-Symbole

Beweis. Aus [DHF06, Theorem B.3.6, Seite 388] erhilt man eine weitere Darstellung von F§,

namlich

77 -1 ~

Fr(l—t)=¢ +x)+1 Vte(0,1)

fiir ein & > 0, [ € R und eine reguliir variierende Funktion y: (0,1) — R mit Index p — v, fiir

welche eine Funktion b: (0,1) — R™ existiert, sodass gilt:

K‘%W YA > 0.

Es existieren also ¢ > 0 und [ € R, sodass
Fy(1—-t)=c 7" +x(t)+1 Vte(0,1).

Nun gilt fiir die Hilfsfunktion a wegen der Bedingung zweiter Ordnung (1.1.3)

Fy(L=M)—=Fx(1—=t)  cM)™ +x (M) —ct™ = x(t)
a(t) B eyt
_ AT =1 x00—x()
Y eyt
il -
L0 (),
ot ey \ x(t)
—AP=7—1=G())
Es folgt
x(t)
A(t) = 17222 t 1
W=7 Ve )
und somit

Fe(—t)=ca "+ xt)+l=ct 7 (1+~A@R)+1  Vte(0,1).

Um die Darstellung fiir Fly nachzuweisen, zeige man, dass F' (1 — t) fiir

o
t:= (az ) (1+ A (x_l/v) (1+e))

c
schlieflich kleiner bzw. groRer als x ist. Daraus folgt dann sofort die Behauptung t = Fx(z). In

der Tat gilt wegen

YO8 = ¥y () (1 +0(1))  YA>0

ez (1+cA () (1£6)) = <1 - i)_w (14 cA(a71) (1£e)) — 1

T

fiir n — oo gerade
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Fy(1—1)

(z =) (1+cMA(x V) (1+e)

+ X ((%) (L+ YA (z77) (1 £ g))) +1

(=0 (1+ A7) 1 xe))  + Py (27Y7) (14 0(1)) +1
(@—1)[1 =y A (27 7) (1 £ ) + (AZ( -17))]

ez A (V) (1+ o(1)) +

x+yc Mz A () (1= (1£e) +o(zA (277))

4 ey Mz A (z77) + o0 (zA (z717))

fiir x — oo. Die rechte Seite ist somit je nach Vorzeichen von e grober oder kleiner gleich x. Es

folgt die Behauptung.

10
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Kapitel 2

Empirische Tail-Quantilfunktion und

Extremwertindex

Im ersten Teil dieses Abschnitts wird die sogenannte empirische Tail-Quantilfunktion @, als
grundlegende Grofse fiir die in dieser Arbeit auftauchenden Schitzer eingefiihrt. Anschliefend
werden einige niitzliche Resultate fiir @), bereitgestellt und diskutiert. Im zweiten Teil wird
der Hill-Schétzer 4, n € N, als hdufig verwendeter Schitzer des Extremwertindexes v > 0
vorgestellt. Danach wird eine Klasse von Schitzern des Extremwertindexes motiviert und deren

Asymptotik prisentiert.

2.1 Empirische Tail-Quantilfunktion

Im Grundmodell 1.1.3 seien X1, ..., X,,, n € N, Beobachtungen mit zugehoriger Ordnungsstatis-
tik (Xi:n>ie{1 .....
Xl:n S S Xn:na

welche die beobachteten Daten der Grofe nach sortiert.

Definition 2.1.1. Fiir jedes n € N heifst der stochastische Prozess (Qn(t))ic(01] bzgl. einer

intermedidren Folge (k,)nen mit

Qn(t) = antkntjzn , t e (07 1]7
empirische Tail-Quantilfunktion. Hierbei steht | -] fiir die untere Gaufklammer.

11



Kapitel 2. Empirische Tail-Quantilfunktion und Eztremwertindez

Man setze

F)‘(_(l—x)\)_l

R(:E,)\) = Xym )

(2.1.1)

wobei dieser Term fiir x N\, 0 wegen (1.1.1) fiir alle A > 0 gegen 0 konvergiert. Man kann
zeigen, dass ), (geeignet standardisiert) und auf Grundlage unabhéngiger Beobachtungen, was
ein Spezialfall des Grundmodells 1.1.3 darstellt (8 = 0), stochastisch gegen eine Version der
Brown’schen Bewegung (W (t))c (0.1 konvergiert. Setze W, (¢) := vt~ 0tDW (¢), t € (0, 1].

Satz 2.1.2. Im Grundmodell 1.1.3 gelte fiir eine intermedidre Folge k,, — oo, ein v > 0 und
e€(0,1/2)
R (k:n/n, t) = 0[0’1+l,] (t_ek,;l/2) .

Dann existieren Versionen von @, und einer zentrierten Brown’schen Bewequng W, sodass

1 Qn<t> — P
sup t772 7 (\/k, ( —t77) = W,(t)| — 0. 2.1.2
tG(O,l] F;(_ (]. — kn/n) ’Y( ) n—o0 ( )
Beweis. Ein Beweis findet sich in [Dre98b, Seiten 191 und 202 f., Theorem 2.1]. ]

Bemerkung. Es sei D(0,1] der Skorohod-Raum der rechtsstetigen Funktionen auf (0, 1] mit

existierenden linken Limiten. Die Konvergenz in (2.1.2) kann man mit
2 () ==t
auffassen als schwache Konvergenz

Y, = /kn (F)? (1Q_”kn/n) - zy) 2w, (2.1.3)

im Funktionenraum
D, = {z :10,1] — R‘z|(071} € D(0,1], P\I“%tw%ﬂz(tﬂ = 0} (2.1.4)
versehen mit der Seminorm |||, durch

1ie
Iell, = sup #74 2(0)].

Fiir den Grenzprozess in (2.1.3) gilt sogar
W, € {z € D,|z ist stetig} =: C, P-fs.

Vgl. mit [Dre98b, Seite 192, Corollary 2.1]. Dies legt unter der Voraussetzung (1.1.1) nahe, die

empirische Tail-Quantilfunktion @, als Schitzer von F (1 — (k,/n) -) zu wihlen.

12



2.1. Empirische Tail-Quantilfunktion

Allgemein, d.h. es gilt nicht notwendigerweise 5 = 0, erhélt man einen d&hnlichen Konvergenz-
satz wie in Satz 2.1.2 fiir schwach abhéngige Beobachtungen. Fiir einen Gaufprozess (e(t))c(o,1]

setze e, ==yt~ 0*te(t), t € (0,1].
Satz 2.1.3. Im Grundmodell 1.1.3 gelte fiir ein v >0
R(kn/n7 t) = 0[071-&-1/} (k)q;lﬂt_(’y—‘rl)qa)) )

wobei q: [0,1] — [0,00) eine Gewichtungsfunktion sei mit den Eigenschaften limypq(t) = 0,
limp o 7 /q(t) = 0, infiep 17 ¢(t) > 0 fiir alle ty > 0 und

t* [log(t)|" = O(q(t))

fir ein v € 10,1/2), 1> 0 und t (0. Dann existieren Versionen von @Q,, und eines zentrierten

Gaufiprozesses e, sodass

tv—&-l
sup ——~

P
— 0. 2.1.5
te(0,1] Q(t> ( )

n—oo

Q.(0)
Vi (s = (0) — e

Beweis. Einen Nachweis findet man in [Dre00, Theorem 3.1, Seite 1281 f. und 1296-1298]. [

Bemerkung 2.1.4. Die Konvergenz in (2.1.5) kann ebenfalls aufgefasst werden als schwache

Konvergenz
Y, = \/E< @ - Zv) &m7 (2.1.6)
Fy (k) 1) o
im Funktionenraum
N Zf’H_l ) t’y+1
D, = {y :(0,1] = R <Ey(t))te(07” € D(0,1], ll\r‘%@]y(tﬂ = 0}

versehen mit der Seminorm |||z durch
B O Jete)
zZ||lp. = sup —— |z(?)].
Dy te(0,1] q(t)

Fiir den Grenzprozess in (2.1.6) gilt sogar
e, € {z € D,|z ist stetig} =: C, P-fs.

Der folgende Satz zeigt, dass @, (geeignet standardisiert) unter gewissen Bedingungen P-

stochastisch beschrankt ist.

13
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Satz 2.1.5. Im Grundmodell 1.1.3 gelte fir ein v > 0 und € € (0,1/2)
R (kn/n,t) = 0,144 (t‘%;l/?) (2.1.7)
fiir n — oo. Unter den Bedingungen
MUkt +1:m = Op[1/(2ka)1)(knt)  und  knt = Opjo1)(nUjk,141:0) (2.1.8)

fiir n — oo gilt dann:

(Z) t’y% = Opj[oﬂ(l) und

Fi (1=kn/n
L P (ka/n)
(i) 7= = Oprpyek)u(l):
Beweis. Der Beweis wird im Abschnitt 5.1 erbracht. O

Sind die Beobachtungen der Zeitreihe (X;);cy unabhéngig, so folgt nach [SW86, Seite 415 f.,
inequality 2]

Uk, g41:m = Opi) k)] (knt) und  knt = Opjo1)(nUpk,q+1:n)

fiir n — oo, also gerade (2.1.8).
Die Bedingungen aus (2.1.8) sind auch im Grundmodell 1.1.3 fiir abhéngige Daten erfiillt,

wie das Lemma 2.1.6 zeigt.

Lemma 2.1.6. Im Grundmodell 1.1.8 gilt fiir die stationdre, f-mischende Zeitreihe (U;);en auf

[0, 1] geichverteilter Zufallsvariablen

nU[kntHl:n = OP,[l/kn,l](knt)

und

knt = Opo,1)(nUpk,+1:m)-
Beweis. Einen Beweis findet man in [Dre00, Seite 1279 f., Lemma 3.1]. O
Korollar 2.1.7. Im Grundmodell 1.1.3 gelte (2.1.7) fir ein v > 0 und € € (0,1/2). Dann gilt

(i) tvﬁygnfﬁ/mzop,m,uu) und

.. _~FF(1—=kn/n

(ii) 7B = Oppyar,u (L):
Beweis. Die Aussage folgt aus Satz 2.1.5, wobei die Bedingungen (2.1.8) wegen Lemma 2.1.6
gesichert sind. O]

14



2.2. Wahl des Extremwertindezschdtzers

2.2 Wahl des Extremwertindexschatzers

2.2.1 Hill-Schatzer

Eine in der Extremwerttheorie iibliche Wahl des Extremwertindexschitzers ist der sogenannte
Hill-Schétzer. In diesem Abschnitt wird eine grobe Idee zur Motivation dieses Schétzers vorge-
stellt. Genaueres zum Hill-Schétzer findet man z.B. in [DHF06, Abschnitt 3.2, Seiten 69-83].

Nehme aufgrund der reguliren Variation der zugrundeliegenden Verteilung F'x vereinfachend
an, dass die standardisierten Exzedenten Y7, ...,Y) iiber eine gewisse Schranke exakt Pareto-
verteilt sind mit Lebesgue-Dichte h.(z) := (1—271/7)1jj o) (). Der zugehdrige Extremwertindex
~v werde durch den ML-Schétzer

k k
1
arg maxlog (H ) =7 5 log(Y;
= i=1

~v€(0,00)

geschétzt. Ersetze Y; durch X;/X, k., > 1, ¢ € {1,...,n}, fiir die Beobachtungen Xj, ..., X,,.
Dann gibt es also k Exzedenten (iiber X, ;.,), wenn alle Beobachtungen als unterschiedlich

angenommen werden. Der Hill-Schétzer ist dann fiir eine intermediére Folge (k,)nen durch

()

n kn:m

gegeben.
Der Hill-Schétzer ist offenbar nur abhingig von den k,, + 1 groften Zufallsvariablen.

2.2.2 Allgemeiner Schatzer des Extremwertindexes

Der unbekannte Extremwertindex v € (0, 1) werde im Folgenden durch 4, := S(Q,,) geschétzt.
Fiir D,, aus Bemerkung 2.1.4 sei S: D., — R hierbei ein (Bﬁw B)—messbares Funktional, welches
im Sinne der folgenden Definition von [Gil89, Seite 102] Hadamard-differenzierbar sei in z,(t) :=

t~7 tangential zu C, := {z € D,z stetig} mit den Eigenschaften
(S1) S(az)=S8(z) Vze€D,, a>0
(52)  S(x)=1.

Definition 2.2.1. Seien (7, ||.|| ;) und (W, ||.||;,;) normierte Vektorrdume. Dann heift ein Funk-
tional T': Z — W in z € Z Hadamard-differenzierbar tangential zu V' C Z, falls eine stetige
lineare Abbildung 7. : V — W existiert, sodass

T(z+ hpv,) —T(2)

I;
11m hn

n—o0

15



Kapitel 2. Empirische Tail-Quantilfunktion und Eztremwertindez

fiir alle Tripel (v, (vn),en > (An)pey) mit v € V, v, € Z, limy, o |05, — v]|, = 0 und h,, N\ 0 fiir
n — oo. Dabei heift 7, Hadamard-Ableitung von T in z € Z.

In der Tat gilt dann wegen Satz 2.1.3 fiir ein hinreichend grofes n € N

Qn
Fy (1= ka/n)

NZ,Y

und somit
(52)

) (1) @n
n — S n) — S ~ S =)
da S stetig in z, ist. Da S in z, Hadamard-differenzierbar ist, lisst sich die Hadamard-Ableitung

SZV nach dem Riesz’schen Darstellungssatz schreiben als Integral bzgl. eines signierten Mafses
vy auf B 1y, d.h.

8. (v) = /(O (@) e Dy (2.2.1)

wobei v, = v — v und v Make auf B, sind mit
| oy <
(0,1]

Bemerkung 2.2.2. Der Hill-Schétzer ldsst sich iiber ein solches Funktional S mit den oben

und ¢ aus Satz 2.1.3.

genannten Eigenschaften schreiben: Das Funktional S: D., — R mit

S(z) = /01 log (%) dt

ist in z, tangential zu C, Hadamard-differenzierbar (vgl. [Dre98a, Example 3.1, Seite 103 f.])
mit Hadamard-Ableitung

S.,(v) = /Olt%(t) —o(1)dt YuveC,.

Offenbar gilt Bedingung (S1) und wegen

S(z,) = /0 1 log (:((?)) dt = /0 1 log(t™")dt = — /0 1 log(t)dt =

ist auch Bedingung (S2) giiltig. Schlieflich gilt

K3

- Ll L) kz/klog<xn teae)s

_ k” TL An—itln n An—itln

was tatsichlich der Hlll—Schatzer ist.
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2.2. Wahl des Extremwertindezschdtzers

Satz 2.2.3. Im Grundmodell 1.1.3 gilt fiir den oben genannten Schitzer 4, = S(Qn), n € N,
V kn ( XTZZ": ! ) 2 N2 (0,%) (2.2.2)
Fi (1—kn/n) -

fiir n — oo, wobei

die zugehorige Kovarianzmatriz ist mit

0% = 72/ (st)’("**l)r(s,t)yz(d(s,t)),
(0,1]2
o2 =~*(1,1) und

osT = 72/ t_(7+1)r(1, t)v,(dt)
(0,1]

fiir die Kovarianzfunktion r eines zentrierten Gaufprozesses (e(t)),c ) aus Satz 2.1.5.

Ist 4,, n € N, der Hill-Schdtzer, so gilt (2.2.2) mit og = or.
Beweis. Der Beweis wird in Abschnitt 5.2 erbracht. O

Bemerkung 2.2.4. Das T in der Kovarianzmatrix rithrt daher, dass auch X,,_y, ., = @Q,(1) iiber
ein Funktional 7" der empirischen Tail-Quantilfunktion (), geschrieben werden kann, namlich
mit 7'(z) := z(1) fiir alle z € D(0, 1]. Das Funktional T ist in z, Hadamard-differenzierbar mit
Hadamard-Ableitung 7:7 (v) = v(1), denn fiir alle Tripel (v, (vy),en > (An),en) Mit v € D(0, 1],
vn € D(0, 1], limy, o0 [0 — [ p(g ) = 0 und Ay, N\, 0 gilt

T (2y + hovn) = T (2,) _ 2y(1) + hpvn(1) — 2,(1)
hn hn

— v(1)

fiir n — oo. Weiterhin lésst sich die Hadamard-Ableitung 7 darstellen als

T.,(v) =v(l) = /(0 , v(t)o(dt) Vv € D(0,1],

wobei mit J,, das Dirac-MaR in w € R bezeichnet sei.

Unter den Bedingungen des Satzes 2.2.3 gilt die Konvergenz
. D
Vkn (G —7) — N (0,0%) .
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Es sei [: R — R eine in « differenzierbare Funktion. Aufgrund der Delta-Methode (siehe z.B.
[Vaa98, Theorem 3.1, Seite 26]) ergibt sich die schwache Konvergenz

Vi (1 Ga) =1(0) = N (0.0 () 05)°) (2:23)
und somit
L(3n) =1(7) + O (k,'?). (2.2.4)

Die Funktion /: R — R mit

ist in v differenzierbar. Daher folgt mit der Delta-Methode gerade

Vi (£ -1 = viaan -1y 2 a (0.3). 2.25)

Y Y ol

Es existiert also eine Zufallsvariable Ny ., ~ N (0,0%/9%), sodass

~

11
7:;+MWMw+@®- (2.2.6)
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Kapitel 3

Bedingte Tail-Momente (BTM)

Es liege im Folgenden das in Abschnitt 1.1 beschriebene Grundmodell 1.1.3 vor, u.a. sei (X;);en
also eine stationére, S-mischende Zeitreihe mit den Eigenschaften (B1)-(B3) und regulér vari-
ierender Randverteilungsfunktion F'y € RV_;/,, v > 0. Zunéchst werden die Bedingten Tail-
Momente (BTM) definiert, welche sich als Funktional der Quantilfunktion schreiben lassen.
Dann werden Schéitzer dieser Grofen motiviert. Mit Hilfe bestimmter Glattheitseigenschaften
des Funktionals, wie z.B. die Hadamard-Differenzierbarkeit, wird die asymptotische Normali-
tat des relativen Schétzfehlers nachgewiesen. Verwandte Ergebnisse werden im abschlieffenden
Abschnitt dargestellt.

3.1 Motivation eines BTM-Schatzers

Methni et. al [MGG14| definieren zu einem Risiko X eine ganze Klasse von Risikomafen. Sie

werden als Bedingte Tail-Momente bezeichnet.

Definition 3.1.1. Eine Abbildung m,, : X; — R mit
mT,Q(X) =E(X"|X>Fy (1-0))

heifst Bedingtes Tail-Moment (BTM) von X zum Moment 7 > 1 und Niveau p € (0, 1). Hierbei
bezeichne X, = {X € X |E(|X|") < oo} die Menge der Risiken mit existierendem Moment
bzgl. 7.

Von besonderer Bedeutung sind Schéitzer der BTM, da sich viele in der Praxis gebréuchliche
Risikomafe als Bild der BTM unter einer bestimmten Abbildung schreiben lassen. Beispiele

sind u.a.:
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e Conditional Tail Expectation [ADEH99]:

CTE,(X) == E(X|X > F{ (1 - 0)) = my (X)

e Conditional Tail Variance [Val05]:

CTV,(X):=E ((X — CTE,(X))*|X > Fy (1 - 0))

e Conditional Value at Risk (CVaR) [RU00|, Stop-Loss Premium (SP) [CTO07], ...

Im Folgenden werden solche BTM untersucht, fiir die o, klein® ist, d.h. die Schranke F'{ (1—0)
ist ,,grofs“. Von Interesse sind die Giite des BTM-Schétzers mw(gn) und dessen Verteilung, wobei
S, ein beliebiger Schitzer der tatsdchlichen, aber unbekannten Verteilung Fxy auf Grundlage
der Beobachtungen Xi,..., X,,, n € N, sei. Fiir festes n € N sind aufgrund der Komplexitit
des Modells keine Verteilungsaussagen moglich, sodass man dazu iibergeht, das asymptotische
Verhalten des Schitzers zu betrachten. Hierfiir bettet man die gegebene Situation mit fester
Beobachtungszahl in eine Folge dhnlich gelagerter Probleme ein, bei der der Stichprobenumfang
gegen unendlich konvergiert. Dabei sollte fiir jedes n € N das Phinomen, dass es nur wenige
Beobachtungen im interessierenden Extrembereich gibt, bei der asymptotischen Schéitzung auf
Grundlage der Beobachtungen Xi, ..., X, flir n — oo bei der Modellierung mit berticksichtigt
werden. Dies erreicht man, indem man die Schranke F5 (1 — o) in der Definition der BTM von
der Beobachtungsanzahl n € N abhéngig macht. Hierzu sei (g, )nen eine Folge von reellen Zahlen
on € (0, 1), die die Konvergenzeigenschaften

kn K
On =0 (E) und log (H_Qn) =0 <\/k:_n> (3.1.1)
erfiille. Dies hat zur Konsequenz, dass Glattheits- bzw. Differenzierbarkeitsaussagen des nun
von n abhingigen Risikomales m,, nicht oder hochstens schwerlich iiber gewohnliche Diffe-
rentiationsbegriffe abgeleitet werden konnen. Ein erster Ansatz dieser Dissertation ist, zu den
von n abhingigen BTM und zu einer noch zu spezifizierenden Menge von Funktionen D eine
Abbildung T : Dy — R zu finden, fiir welche

Mer o, (X) = T(Fx (1= 0n-))

gilt.

Da F§ linksstetig ist, ist F'5 (1 — o) fiir jedes p € (0, 1) rechtsstetig mit existierenden linken
Limiten. Diese Funktionen werden im sogenannten Skorohod-Raum D(0,1] O Dy zusammen-
gefasst.

Der nachfolgende Darstellungssatz gibt ein solches Funktional 7' fiir die BTM an.
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Satz 3.1.2. Firt > 1, o € (0,1) sei das Bedingte Tail-Moment m., , vorgegeben. Weiter sei
T : Dr — R eine Abbildung mit F5 (1 — o) € Dy C D(0,1] und

Dann gilt

T(2) = /0 1 ()7 dt.

mro(X) =T (Fx (1-¢)),

sofern Fx im Punkt Fy (1 — o) stetig ist.

Beweis. Fiir o € (0,1) gilt fiir die stetige Gleichverteilung Ujg ;) auf [0, 1]

M o(X)

E (X Lixorpoo})
P(X >F¢(1-0)

E(XT[X>Fy (1-0)) =

1
X1 - P
1— Fx (FF (1-0) / {x>rga-0}?
1

- / T (Fi (1-g).00) () P (d)
0 Jr

P

2" L(rg (1-0),00) (2) Uy (d)

F ()L (7 (1-0),00) (Fx () Ujo,1)(du)

S

Ll

F () L (e (1-g),00) (Fx () du

RIRP, R~ IR,
(=

S— S—

1 1
P ) Lama(a)du =5 [ Fi(u)du
1-o

(I1=ot)idt=T(Fx(1-0-)),

h
7

sofern Fx im Punkt F§ (1 — o) stetig ist. O

Mit Hilfe des voranstehenden Darstellungssatzes ldsst sich ein BTM-Schétzer 1, ,, motivie-

ren: Wegen F € RV!_ gilt approximativ
g X ¥ g

und somit

Fe(1—Ep) 7 ks
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= T(F5(1—ky/n ) (”k—i“) o

Wahle also

s = 7@ (H2) (31.2)

als Schétzer fiir m,,, (X). Hierbei ist 4, = S(Q,), n € N, ein Schitzer fiir v, wobei S
Regularitits- und Differenzierbarkeitsbedingungen, wie in Abschnitt 2.2.2 beschrieben, erfiil-

le, welche beispielsweise fiir den Hill-Schétzer gelten.

3.2 Asymptotik des BTM-Schatzers

3.2.1 Hadamard-Differenzierbarkeit

Eine Analyse des Funktionals T" auf Glattheitseigenschaften wird zeigen, dass T unter zusitzli-
chen Bedingungen Hadamard-differenzierbar im Sinne der Definition 2.2.1 ist.

Wegen F5 (1) = oo ist Fx (1 —p9-) € Dr, 0 € (0,1), offenbar unbeschrénkt. Die Supre-
mumsnorm ist in diesem Fall also nicht hilfreich, um Abstédnde auf dem Raum der Verteilungen
zu quantifizieren. Dies und die Sensitivitdtsanalyse fiir 7" machen daher eine andere Wahl der
Metrik und Norm auf Dy erforderlich. Hier soll speziell eine gewichtete Supremumsnorm mit ge-
eigneter Gewichtungsfunktion w: (0, 1] — [0, 00) zugrundegelegt werden, welche die kritischen

Bereiche der Funktionen herabgewichtet.

Definition 3.2.1. Sei U C D(0, 1] ein Untervektorraum und w: (0,1] — R eine stetige Ge-
wichtungsfunktion mit 0 < infi>. w(t) < sup;s, w(t) < oo fiir alle ¢ > 0. Dann heift ||-[|,,
mit
2], == sup w(t)|z(t)| VzeU
te(0,1]
gewichtete Supremumsnorm auf U.

Unter einer Integrierbarkeitsbedingung der Gewichtungsfunktion w kann die Hadamard-

Differenzierbarkeit von T" nachgewiesen werden.

Satz 3.2.2. Sei V := {ve D(0,1]|||v|, <oo}. Das Funktional T: Dy — R mit Dy =
{2 € D(0,1] |z > 0 und ||z]|, < oo} sei fir ein 7> 1 durch

T(2) = /0 eyt
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gegeben. Die Gewichtungsfunktion w erfille zusdtzlich die Integrierbarkeitsbedingung

f01 w ()7 dt < oco. Dann ist T beziiglich der gewichteten Supremumsnorm in z € Dy Hadamard-

differenzierbar tangential zu V' mit Hadamard-Ableitung

7. (v) = 7'/1 2(t)" o (t)dt
0
fir allev € V.
Beweis. Der Beweis wird in Abschnitt 5.3 erbracht. O]
Fiir die Asymptotik von T(Q,,) ergibt sich folgendes Korollar.

Korollar 3.2.3. Unter den Voraussetzungen von Satz 2.1.3 und Satz 3.2.2 gilt im Grundmodell

1.1.3 fiir die Kovarianzfunktion r des Gaufiprozesses e die schwache Konvergenz

Vkn (T (F; (1Q_"kn/n)) —T(zﬁ,)) 2N (0, (77)2/01 /Ol(st)W“)r(s,t)dsdt) :

sofern das Integral o2 := [ fol(st)_(W“)r(s,t)dsdt existiert.

Gilt sogar B =0, so folgt unter den Voraussetzungen von Satz 2.1.2

Vkn (T (F;? (1%11%/72)) N T(zﬂ) =N (0’ (1- iggl—_wlro)(gﬂg2§f>((73712 277)) |

falls Tv < 1/2.
Beweis. Der Beweis wird in Abschnitt 5.4 erbracht. O

Bemerkung. Man beachte, dass der Term

4(y7)* = 10(y7)? + 8(v7)?
(1 =) (2 —77)(1 = 297)(3 — 297)

endlich und positiv ist. Dies ist der Fall, da 7y € (0,1/2) und das Polynom 4z* — 102°® + 82>

strikt positiv ist fiir alle x > 0.

Es stellt sich leider heraus, dass die Integrierbarkeitsbedingung fol w(t)"7dt < oo fir die
Zwecke dieser Forschungsarbeit im Allgemeinen nicht erfiillt ist. Betrachtet man nédmlich die
aus Satz 2.1.2 bekannte Gewichtungsfunktion w(t) := ¢7+2*¢ fiir ein e > 0 und alle ¢ € (0, 1], so
folgt

1 1
/w(t)Tdt:/ 03T < oo
0 0
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Kapitel 3. Bedingte Tail-Momente (BTM)

1
= —<’V—|‘§+E)T>—1

= T17< — 1 -
Y+s5+e€
Demnach miisste also 1 < 7 < 2 gelten. Fiir die interessanten Félle 7 > 2 wére die obige

Bedingung an die Gewichtungsfunktion w nicht mehr erfiillt. Daher wird im folgenden Abschnitt

eine alternative Glattheitseigenschaft fiir das Funktional T hergeleitet.

3.2.2 Alternative Glattheitseigenschaft

Es seien T': Dy C D(0,1] — R ein Funktional dhnlich zu dem aus Satz 3.2.2 mit
1
T(2) = / (tydt Ve Dy
0

und (Dr, ||| p,) ein normierter Raum mit Dy C {z € D(0,1]| fol 2(t)7dt < oo}

Um Bedingungen zu finden, unter denen eine dhnliche Glattheitseigenschaft mit gleichem
Grenzwert T, (©) aus Satz 3.2.2 gilt, betrachte man nur solche Tripel (7, (@), cy (B )nen) mit
v € D(0,1], 0, € Drp, lim, o |0, — 17||DT = 0 und h, N, 0, sodass fiir die empirische Tail-
Quantilfunktion auf Basis von zunéchst unabhingigen Daten X1, ..., X,,, n € N, im Grundmodell
1.1.3 gilt:

s O
T T (T hafn)

i+ h
Setze
By = k;l/Q.

Dann gilt wegen Satz 2.1.2 und anschliefender Bemerkung

~ Qn Dy ~
Un:\/g<m—27> —>W7:ZU

n

und

Fe (1

571::@”—5:@(@—”_&)—2,,)—%.

Mit dem gleichen Argument aus dem Beweis von Satz 2.2.3 gilt obige Konvergenz fiir geeignete
Versionen von @), und e sogar P-f.s. in D.,. Es sei n € [1/2,3/4) und 6 > 0. Dies liefert
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3.2. Asymptotik des BTM-Schditzers

lim sup 7710, (1)

N0 1e(0,1]
. Qn(t)
= lim sup 7" |k, | ——t— — 2 (t) | = W, (¢
Jim sup 170 i | gy = (0|~ W0
=0 Pfs. (3.2.1)
Auferdem gilt fiir n — oo
~ -3-% Qn<t)
sup ALt |9, (t = sup kn? 0k, | —rnt— — 2. (t
t€(0,1] 9.1 t€(0,1] Fy (1—1%) (1)
_e& n(t
= kp? sup t”L)k -1
e Fy (1—5)
_e n t _e
< kp? sup t” Q<>k + k2
ey Y (1-1%)
2.1.7() O, (kng)
= op(1). (3.2.2)
Ferner gilt
sup £ |5(t) =y sup 73 [ (1)
t€(0,1] t€(0,1]
<y sup W(L) +y sup W ()]
te(0,1/e) te[l/e]
! Wit
< sup tH0/Blog[logD) sup ——— Dy sup 1H (o)
te(0,1/e) te(0,1/¢) v/ 2t log(|log(t)|) te[1/e,1]
<oo Pfs, (3.2.3)

denn es gilt sowohl

lim 720 /21og(| log()]) = 0,

N
da /2log(]log(t)|) eine langsam variierende Funktion in 0 ist und n — 1/2 + 6 > 0, als auch

nach dem Satz des iterierten Logarithmus

lim sup W)l
o /2t log(|log(t)])

Es seien 7 > 1 und v > 0 mit der Voraussetzung

=1 P-As.

1
(V) Ty<1l A 7(7—1—5)21
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Kapitel 3. Bedingte Tail-Momente (BTM)

gegeben. Andernfalls wiirde zum einen 7' (z,) und damit das zugehorige Risikomaf den Wert
oo annehmen und zum anderen wire die Hadamard-Differenzierbarkeit aus Satz 3.2.2 gegeben.

Die Eigenschaften (3.2.1), (3.2.2) und (3.2.3) motivieren die Bedingungen des folgenden Satzes.

Satz 3.2.4. Fs sei T: Dy — R ein Funktional mit Dy = {z € D(0, 1]| fol z(t)7dt < oo} und

T(z) = /0 iyt

Weiter seien n € [1/2,3/4), v € D(0,1] und unter der Voraussetzung (V) gelte die Bedingung
YT + 21 < 3/2. Fir eine reellwertige Folge (hy)nen mit hy, N\ 0 erfille v, :=v+¢e,, n € N, mit
2y + hnvn, € Dy fiir ein Paar (£,0) € R? mit

<0, min (3_2(;’_7;2"), 1_2W>> . falls > 2,
€€

T (3.2.4)
(O, 1_22””) , sonst
und
(0, min (1 — T —m, 3_2(77+22)_€(T_2)>> , falls > 2,
)€ (3.2.5)
(0, min <1 — T — 1, %TH”») ) sonst
die Figenschaften
En(t) = 0(0’1] (t_V_U_5)7 Un(t) = 0(071] (t_’yhgl_a) fUT n— oo
und sup 777 |u(t)| < oo,
te(0,1]
Dann gilt
T ho,v,) =T . .
lim LG+ ) =) / 1Dy (t)dt = T, (v) € R.
n—00 hn 0 v
Beweis. Der Beweis wird in Abschnitt 5.5 erbracht. O

Fiir die Asymptotik von 7'(Q,,) ergibt sich unter der alternativen Glattheitseigenschaft aus
dem Satz 3.2.4 folgendes Korollar.

Korollar 3.2.5. Unter den Voraussetzungen von Satz 2.1.3 und Satz 3.2.4 mit der zusdtzlichen
Forderung limp ot~ Y/?%3q(t) = 0 fiir ein 6 > 0, welches (3.2.5) erfiillt, gilt im Grundmodell

1.1.3 fir die Kovarianzfunktion r des Gauflprozesses e die schwache Konvergenz

Vi (7 (Fe 2 )~ T6)) 2 X 0.077%2).
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3.8. Asymptotik des relativen Schatzfehlers

sofern das Inlegral o2 = fol fol(st)_(”“)r(s,t)dsdt existiert.
Gilt sogar B =0, so folgt unter den Voraussetzungen von Satz 2.1.2

Vkan (T (F;? (1%11%/71)) - T(zﬂ) SN (0’ (1- i(:)g__%o)(gf;ﬂs)(éﬂ_? 277)) ’

falls Ty < 1/2.

Beweis. Der Beweis wird in Abschnitt 5.6 erbracht. O

Bemerkung. Auch unter der alternativen Glattheitseigenschaft erhélt man demnach unter mo-

difizierten Annahmen die gleichen Konvergenzaussagen wie in Korollar 3.2.3.

3.3 Asymptotik des relativen Schatzfehlers

Im Grundmodell 1.1.3 gilt der nachfolgende Satz zur Asymptotik des relativen Schitzfehlers
von 1, . Zur Erinnerung: Das Restglied R ist durch (2.1.1)
v Fi(1—a))

R(z, ) : P (= 2)

—1 Ve,A>0
gegeben.

Satz 3.3.1. Unter den Voraussetzungen von Korollar 3.2.5 gilt im Grundmodell 1.1.83 unter der

kn n _ kn
RS o (e (52))

fiir n — oo die schwache Konvergenz

T .
" log ( ’ ) 25 N(0,7202).
log (—:gﬂ) Mz, (X)

Beweis. Der Beweis wird in Abschnitt 5.7 erbracht. O

zusdtzlichen Annahme

3.4 Verwandte Ergebnisse

Methni et. al. [MGG14] fithren, wie bereits erwéhnt, die BTM (vgl. Definition 3.1.1) ein. An-
ders als in dieser Dissertation machen sie die zugrundeliegende Zeitreihe von einer Kovaria-
blen abhingig und untersuchen die Asymptotik einer modifizierten Version der Bedingten Tail-
Momente, némlich die Regressiven Bedingten Tail-Momente (RBTM). Ihre Schétzmethode ver-
bindet nichtparametrische Kernschiatzermethoden mit der Extremwertstatistik. Sie wenden ihr

Schitzverfahren auf Beobachtungen des tédglichen Niederschlags an.
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Kapitel 3. Bedingte Tail-Momente (BTM)

In [Hogl8| wird ebenfalls ein extremwerttheoretischer Zugang zum Schétzen der BTM fiir
schwach abhingige Beobachtungen gewihlt, deren Abhangigkeitsstruktur sich aber deutlich zur
Struktur einer S-mischenden Zeitreihe, die die Bedingungen (B1)-(B3) erfiillt, unterscheidet.
Hier wird unter Verwendung eines Kernschétzers ein mehrdimensionaler zentraler Grenzwertsatz
speziell fiir die Wahl des Hill-Schétzers hergeleitet. Dieses Schitzverfahren wird auf log-Renditen
der Volkswagen AG angewandst.
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Kapitel 4

Expektil

Dem Kapitel 4 liege das Grundmodell 1.1.3 mit v € (0, 1) zugrunde. Zu Beginn wird das Expek-
til definiert und ein Expektilschitzer motiviert. Anschliekend werden fiir die Verwendung des
Expektilschatzers zwei mogliche Erwartungswertschitzer und deren Asymptotik vorgestellt: das
Arithmetische Mittel und das in dieser Dissertation so genannte entzerrte Mittel. Im néchsten
Schritt wird die Asymptotik des relativen Schitzfehlers untersucht und die Ergebnisse zusam-
mengefasst. Aufserdem werden verschiedene Moglichkeiten und Empfehlungen zur Wahl des
Expektilschatzers im Hinblick auf den Erwartungswertschétzer diskutiert. Schliefslich wird eine
Simulationsstudie fiir unabhingige Daten und Zeitreihen mit schwacher Abhingigkeitsstruk-
tur durchgefiihrt, um die asymptotischen Resultate auch fiir endliche Stichprobenumfinge zu

unterstiitzen. Diese Ergebnisse werden ebenfalls mit denen von [DGS18] verglichen.

4.1 Grundlagen und Motivation eines Expektilschitzers

Bellini et al. [BKMG14] fiihrten die sogenannten verallgemeinerten Quantile ein und zeigten,
dass das Expektil das einzige verallgemeinerte Quantil ist, welches ein kohirentes Risikomaf
darstellt. Die Kohérenz wird in der Praxis hiufig gefordert, um u.a. gewohnliche Diversifikati-
onseffekte mehrerer Risiken beriicksichtigen zu kénnen. Mehr dazu findet sich in der Arbeit von
[ADEH99]. Dariiber hinaus ist das Expektil das einzige kohirente Risikomaf, welches elizitierbar
(engl. elicitable) ist. Ein Risikomak heifst elizitierbar, wenn es als Minimierer einer geeigneten
erwarteten Score-Funktion geschrieben werden kann [LPS08]. Die Elizitierbarkeit ist eine wiin-
schenswerte Eigenschaft fiir Rechenalgorithmen, Vorhersagen und Backtesting-Methoden. Aus
diesen Griinden wurde das Expektil in den letzten Jahren vermehrt zum Gegenstand der Un-

tersuchung gemacht.
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Kapitel . Expektil

Definition 4.1.1. Das Expektil &, := £,(X) zu einem Risiko X und Niveau o € (0,1) ist
definiert als Losung der Gleichung

20 — 1
1 -«

£y = E((X -&)7) +EX), (4.1.1)

wobei mit X := max(0, X) der Positivteil von X gemeint sei.

Bemerkung 4.1.2. Das Expektil £, kann auch als Minimierer einer asymmetrischen quadrati-
schen Verlustfunktion, ndmlich
&, = argminE (a[(X —u) "+ (1 — a)[(X —w) %),
u€R

definiert werden, wobei mit X~ := max(0, —X) der Negativteil von X gemeint sei. Das Mi-
nimierungsproblem fiithrt dann ebenfalls zur notwendigen Bedingung erster Ordnung (4.1.1).
Diese Gleichung hat eine eindeutige Losung, wenn E(|.X|) < oo. Ein Nachweis hierfiir wird in
[BKMG14, Proposition 1, Seite 42 f.| gegeben. Da das Minimierungsproblem bei nicht existie-
render Varianz nicht wohldefiniert ist, was zum Beispiel fiir v > 1/2 der Fall ist, ist Definition

4.1.1 dieser jedoch vorzuziehen.

Das Expektil £,, soll geschitzt werden, wobei das Verhalten des Schitzers fiir o, 1 und

der intermedifren Folge (k,),eny mit den Konvergenzbedingungen

1—am,=o (%) . log (ﬁ) —0 <\/k_n> (4.1.2)

und
VA (%) = 0(1) (4.1.3)

untersucht wird, um wieder, wie in Kapitel 3 beschrieben, die Prisenz weniger Beobachtungen
zu beriicksichtigen. Das bedeutet, dass «,, hinreichend schnell, aber nicht zu schnell gegen 1
konvergiert. Das Expektil £,, ist gerade die Nullstelle der Funktion

200, — 1
1 —a,

E((X —u,)") +E(X).

fan(un) = —Up T+

Mit dem Satz von Karamata 1.2.3 zeigt man

- unFX<un) X n
E (X —un)") :/ Fx(t)dt ~ === = T
' ! _1 ! _1
I — kn Un K kn Up 7
~ 1_1 - 1_q ’
Y Y
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4.1. Grundlagen und Motivation eines Expektilschdtzers

da Fy e RV_, /v- Dies fiihrt auf die Funktion g,, mit

_1
Un, v
20, — 1k, Un (Fg(kkn/n))
« n) = —Up - E X,

welche f,, approximiert. Die Nullstelle von g,,, also das approximative Expektil, sei mit e,,,
bezeichnet. Es liegt nahe, einen Expektilschitzer fan als Nullstelle der zufilligen Funktion

1

£ kn [ foan ) 7
2an—1&mn<QMD> s
1—a, % -1 Hn:

! “ ~ ~
0= Gan, (504”) = _fan +

zu wahlen, wobei 4,, n € N, ein geeigneter Schiitzer des Extremwertindexes v € (0,1), fi,
ein Schitzer des Erwartungswerts E(X) und @, die in Kapitel 2 eingefithrte empirische Tail-
Quantilfunktion auf Basis einer stationdren, S-mischenden Zeitreihe (X;);en, welche die Bedin-
gungen (B1)-(B3) erfiille, seien.

4.1.1 Wahl des Erwartungswertschatzers

Eine Wahl von [, n € N, als Schitzer des Erwartungswerts E(X) konnte zum Beispiel das
arithmetische Mittel

_ 1 <&
;&:E;;&

sein.
Fiir die asymptotischen Aussagen des folgenden Abschnitts wird das nichste Hilfsresultat fiir
das arithmetische Mittel X,,, n € N, ben&tigt. Dazu erfiille die Zeitreihe (X;);cy neben den im

Grundmodell 1.1.3 beschriebenen Voraussetzungen die zuséitzlichen Bedingungen

P(X| > \z)

lim — 1= 7\ 4.1.4
oo P (X[ > ) (4.1.4)
und
. P(X >a) . P(X<-2)
lim ————— = lim ——2 =1 — 4.1.
B T R T T R (4.15)
mit p € [0, 1].

Fiir v € (0,1/2) sei r(y) € (0,1) der Schwellenwert, fiir den gerade noch
E(X["") <00 Ve e (0,7(7))
gilt.
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Kapitel . Expektil

Satz 4.1.3. FEs liege das Grundmodell 1.1.3 vor. Ist v € (0,1/2), so gilt fir das arithmetische
Mittel X,,, n € N, unter der Mischungsbedingung

(M) 3d e (0, 6_:#) : > (i+ D*a(i)! < oo
die Gleichung
X, =E(X)+0p (n'?). (4.1.6)

Ist v € (1/2,1), so gilt fiir das arithmetische Mittel X,,, n € N, unter (4.1.4) und (4.1.5) sowie
unter geeigneten Zusatzbedingungen (z.B. (3.1) und (3.2) in [DH95, Theorem 3.1, Seite 895])
die schwache Konvergenz
n
Fy (1=p/n)

wobet Y eine stabile Verteilung besitzt.

(X, —E(X)) =, (4.1.7)

Auferdem gilt in diesem Fall fiir eine geeignete Version von X, und Y, :=p~ Y

. F (1—1/n)

Fr(l1—-1
X, = E(X)+ yp+0P<M)
n n
Fy(l—-1
= E(X)+Op (M) =E(X)+op (n'") Ve>0. (4.1.8)
n
Beweis. Der Beweis wird in Abschnitt 5.8 erbracht. ]

Bemerkung 4.1.4. Ein Nachweis von (4.1.7) wird unter den Bedingungen (3.1) und (3.2) in
[DH95, Theorem 3.1, Seiten 895-898| erbracht. Gegebenenfalls kann es erforderlich sein, das
Grundmodell 1.1.3 auf geeignete Weise anzupassen, damit die genannten Bedingungen im Kon-

text dieser Dissertation tatsachlich erfiillt werden. Die stabile Verteilung von Y ist dann durch
(3.3) in [DH95, Theorem 3.1, Seite 895| charakterisiert.

Die Konvergenzrate des arithmetischen Mittels wird immer ,schlechter”, je grofer der Ex-
tremwertindex v € (0, 1) ist. Dies ist eine direkte Konsequenz aus der Tatsache, dass die Kon-
vergenzrate F (1 — 1/n)/n reguldr variierend ist mit Index v — 1 (vgl. (5.8.1)). Besonders
langsam wird die Konvergenzrate, wenn v ~ 1. Es wird sich zeigen, dass es sich lohnen kann,
einen weiteren Schitzer fi, fiir den Erwartungswert E(X) heranzuziehen, um  bessere Aussa-
gen iiber den relativen Schétzfehler des Expektilschitzers zu gewinnen (siche Abschnitt 5.10.2).
BEs wird nun ein solcher Schiitzer motiviert: Es gilt wegen Fx € RV_1/y und des Satzes von

Karamata 1.2.3
E(X) = E ((X —Fy (1- kn/n))+) + E (min (X, Fy (1 — k,/n)))
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4.1. Grundlagen und Motivation eines Expektilschdtzers

_ /OO Fx(t)dt +E (min (X, F5 (1 — ko/n)))

F (1=kn/n)

g kn/n>§;i(1F§ 0= Ea/m) | g (min (X, Fi (1= /)

1 1%1:; (1 —kn/n) +E (min (X, FZ (1 — k,/n))).

1_
5

Einen Schétzer fiir den Erwartungswert erhélt man, indem man die Grofen v und F5 (1 — &, /n)
durch geeignete Schitzer 4, bzw. Q,(1) = X,,_, . ersetzt und den zweiten Summanden, in dem
grofere Werte als F'5 (1 — k,/n) ausgeschlossen sind, durch das arithmetische Mittel schitzt.

Man wéhlt also als alternativen Schétzer des Erwartungswerts

. 1 ky I~ .
Trn = AL — 1?ankn:n + E Z min (Xi:na ankn:n)
Tn =1
n—=k
1 kn <
= T ket (ZXW+ Z K- kn)
Tn i=n—kn+1
n—=k,
1 k 1 J k
= —_an—‘ m T T Xim _an— mn
%_171 kn‘+nz '+n o
n—k
1 k&, .
= —An—kn,n in
[ ) Z

Die Idee bei der Motivation dieses Schitzers ist, das arithmetische Mittel nur zu nutzen, wenn
besonders grofe Werte von X, d.h. groker als F (1 — k,/n), ausgeschlossen werden. Dann
besteht namlich die Hoffnung, dass das arithmetische Mittel schneller gegen den Erwartungswert
konvergiert, da es nicht durch grofe Ausreifser verzerrt werden kann. Der Schéitzer Tr, wird

daher im Folgenden als entzerrtes Mittel und der Term

als auf die n — k kleinsten Beobachtungen getrimmtes Mittel bezeichnet.

Bemerkung 4.1.5. Fiir gewisse Verteilungen, die auch auf der negativen Achse einen schweren
Tail besitzen, ist es sinnvoll, auch die Werte, die kleiner sind als F'§{ (k,/n) aus dem Erwar-
tungswert zu extrahieren. Die Verteilungsfunktion Fy ist nach Annahme (4.1.4) fir x — —o0

reguldr variierend mit Index —1/~. Daher folgt wieder mit dem Satz von Karamata 1.2.3

E(X) = E((X - Fx (1—ka/n)") —E((X = F{ (ka/n))7)
+ Fx (1= ko/n) Fx(Fx (1= kn/n)) + FX (kn/n) Fx (FX (kn/n))
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+ E (XN pg (k m)<X<Fi (1—kn/m)})
00 3 F§ (kn/n) kn
_ / Fy(t)dt + / Fe@)dt + ™ (F (1= /) + FE (ko /n))
Fi (1—kn/n) —c0 n
+ E (XU pg (k my<X<Fi (1—kn/m)})
Fy (1= kn/n) Fx (FX (1= ky/n)) F“(k /”)FX( X (kn/n))

| i1
Y Y
ky,
+ (FX (1= kn/n) 4+ Fx (kn/n)) + B (X1 (5 (b /m)y<x<Fi 1—kn/n)})
1 k, 1 k,
= EEFX (1 —kn/n) + ﬁ_FX (kn /1) 4+ B (X1 {pe (hy/m)<X<FE (1=kn/n)}) -

Dies lasst sich entsprechend schéitzen durch

n—k
- 1 &k, 1k, 1 \
T’f’n = N _Xn—kn:n+ = _an—i—lzn—i_ - Z Xi:TM
11— n 11—, n n, =,

wobei 7, ein Schitzer des Extremwertindexes v auf Basis der k,, kleinsten Beobachtungen sei.

Es sei angenommen, dass die dem Grundmodell 1.1.3 zugrundeliegenden Beobachtungen un-
abhéngig und nichtnegativ sind, d.h. F5 (0) > 0. Aus [CHM86, Theorem 3 (1.7), Seite 5] folgt

dann
k
1 & 1
- E in = op (n’y_lL (_)) )
n i1 n

wobei L € LV. Dies zeigt, dass der zweite Summand der Darstellung

n—=kn

Z Xim + = ZXW

i=kn+1

auf der rechten Seite tatsichlich schneller konvergiert als mit der Rate einer regular variierenden
Funktion mit Index v — 1. Da in diesem Term die k,, kleinsten Beobachtungen einfliefen und
diese vom extremen Bereich der Verteilung somit weit entfernt liegen, rechtfertigt dies, der

Einfachheit halber die Zusatzannahme

(Z) %ixi:n:op(\/f P (1—krn/n)> A ko= 0p (Fg (1—ky/n))

zu treffen. Fiir das entzerrte Mittel gilt schliefslich folgender Konvergenzsatz fiir unabhéngige,

nichtnegative Beobachtungen im Grundmodell 1.1.3.
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Satz 4.1.6. Im Grundmodell 1.1.3 seien die Beobachtungen (X;)ien stochastisch unabhingig
und nichtnegativ, d.h. F5(0) > 0. Ist v € (1/2,1), so gilt unter (Z) fir das entzerrte Mittel
Trn, n €N,

Vkn

n

Tr, =E(X) + Op ( Fi(1— kn/n)) .

Beweis. Der Beweis wird in Abschnitt 5.9 erbracht. O

Bemerkung 4.1.7. Der Satz 4.1.6 lasst sich im Grundmodell 1.1.3 unter zuséitzlichen Mischungs-
bedingungen aus [HKS87| auch fiir schwach abhéngige Beobachtungen zeigen. Dies soll an dieser
Stelle ausgeklammert werden, da die Wahl des entzerrten Mittels ohnehin nur fiir Extremwer-
tindizes nahe 1 sinnvoll ist. Fiir die anschliefende Simulationsstudie in Abschnitt 4.4 ist die

Aussage fiir unabhéngige Daten ausreichend.
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4.2 Asymptotik des relativen Schatzfehlers und Zusammen-

fassung der Ergebnisse

Es liege das Grundmodell 1.1.3 vor. Gegenstand der Untersuchung fiir eine intermediére Folge
(kn)nen und fiir das Niveau (o, )neny mit o, 7 1 fiir n — oo sind wie im vorigen Abschnitt
motiviert die tatsichliche Funktion

200, — 1
1—a,

fon, (Un) == —u, + E ((X — un)+) + E(X)

mit dem tatséchlichen Expektil £, als Nullstelle, die Approximation

_1
Up v
200, — 1 @“n (F;(—(pkn/n))

l—a, n L1
¥

o (Un) = —Un + +E(X)

von f,, mit dem approximativen Expektil e, als Nullstelle und die zufillige Funktion

1

Up, T An
20, — 1k, Un (Xn_k .,,)
— - [y, 4.2.1
1—a, n Vi —1 T ( )

gan (un) = —Up +

welche g, schatzt, mit dem Expektilschéitzer fan als zufillige Nullstelle. Hierbei sei fiir ein

weR
Up, = Bty + W Vn € N

angesetzt und definiere

(4.2.2)

und
F,g; =Fy (1=Fk,/n).

Man setze die Konvergenzbedingungen

(K) 1—an=0 (%) . log (%) —0 <\/k—n> und  /kn A (%) —0(1)

1 —ay)
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4.2. Asymptotik des relativen Schdtzfehlers und Zusammenfassung der Ergebnisse

voraus.

Zur Formulierung des zentralen Satzes dieser Dissertation werden fiir

n(l—ay,)
die folgenden Bedingungen

e (K1) limsup,,_,., fnzn < 00 mit
- liminf,,_,o 8,2, > 0 oder
- liminf, o Bnzn = 0 und (i, — E(X))5, " = o(z,)
e (K2) limsup,,_, ., fBnzn, < 00 mit
- liminf, 4o Brze =0, v € (1/2,1), 2, = 0 (" 1(1 — a,)?) und fi, := X,
e (K3) lim, o Bz, = 00
betrachtet, deren Motivation sich aus Kapitel 5 ergibt.

Satz 4.2.1. Im Grundmodell 1.1.3 gelte (K1) oder (K3). Dann gilt unter (K)

(e 2
log (n(Tnan)) On

Ist 4, der Hill-Schitzer, so gilt 0% = v*r(1,1), wobei r die Kovarianzfunktion des Gaufprozesses

e aus Satz 2.1.3 sei.
Gilt (K2) im Grundmodell 1.1.3, dann konvergiert

= ([,
(1 - anw <§an B 1>

unter (K) schwach gegen eine stabile Verteilung.

Beweis. Der Beweis wird in Abschnitt 5.10 erbracht.

Korollar 4.2.2. Im Grundmodell 1.1.3 gelte unter (K)

limsup 8,2z, < oo wund liminf 3,2z, = 0.
n—oo n—oo

Dann gilt unter den Voraussetzungen von Satz 4.1.3 und 4.1.6

M (5‘“ - 1) 2N .02,
log (m) §an

falls eine der Bedingungen
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(1) fin = X, mit v € (0,1/2) oder v € (1/2,1) und n""*(1 — ay,)” = o(zn)
(ii) fin, = T, mit v € (1/2,1).
erfillt ist, wobei in (ii) unabhdngige Beobachtungen vorausgesetzt seien, d.h. 5 = 0.
Beweis. Der Beweis wird in Abschnitt 5.11 erbracht. O

In der Tabelle 4.1 werden alle moglichen Konvergenzraten und Typen der Grenzverteilun-
gen des relativen stochastischen Schitzfehlers (€., — eq,)/€q, unter den sich im Beweis (vgl.
Abschnitt 5.10) ergebenden Bedingungen und unter den Wahlmoglichkeiten des Erwartungs-

wertschétzers fi,, zusammengestellt. Dabei werde unterschieden zwischen

(F1) lim sup 3,2, < o0 und
n—oo
(F2) Bnzn — 00, n — 0o
und
e
(G1) BnA (—) =0(1) und
n
-~ (k,
(G2) 5nA (E) — 00, n — Q.
Der Einfachheit halber werden die moglichen Spezialfille
limsup 8,2z, =00 A Bz, - 00, n — 00
n—o0

und

n—oo

- (k -~ (k
lim sup 5, A (—n) =0 A [,A (—n> -+ 00, N — 00
n n

aufser Acht gelassen.
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Setze A(t) := A(t) + %t” mit dem ¢ > 0 aus Lemma 1.2.7. Mehr zur Motivation von A (vgl.
(5.10.18)) findet sich in Kapitel 5.

(F1) limsup,,_, . Bnzn < 00
fhn Bedingungen Rel. stoch. Fehler &‘Zﬂ Typ der Grenzvert.

an

liminf, o Bnz, > 0

liminf, o Bnz, =0

(ftn — E(X))B;" = o(zn)

liminf,, , Bnz, =0,
- OP (Zn) N(Ov O_g’)
v €(0,1/2)
liminf, o 8,2z, =0,
_ e (1/2,1),
0 - X, v e (1/2,1)
1 —a,) =o0(z,)
liminf, . Bnz, =0,
Fi(1-1/n) : .
v e (1/2,1), Op (=5 — stabile Verteilung
Zn =01 - )7
. liminf, . Bnz, =0,
o= T, o O (=) N (0.02)
v e (1/2,1)
(F2) limy, 00 fnzn = 00
fbn, Bedingungen Rel. stoch. Fehler f“e% Typ der Grenzvert.
lim,, o0 Bn2n = 00 Op (zn) N (0,0%)
(G1) limsup,, .. B.A (52) <
Bedingungen Rel. syst. Fehler ea%a;ﬁa Grenzwert
52 = oA () 0(4(%)) 7
B A (B) = 0(5,%) 0 (6;°) kA
(G2) lim, o B, A (E2) = 00
Bedingungen Rel. syst. Fehler e‘ga;ga Grenzwert
limy, o B A (52) = 00 0 (A(%)) .

Tabelle 4.1 — Zusammenstellung der méglichen Konvergenzraten und Grenzverteilungen des rela-

tiven stochastischen Fehlers (€., —€q, )/€q, unter der Fallunterscheidung des Konvergenzverhaltens

von fBnzn bzw. BuA(ky,/n) und der Wahl von fi,.
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4.2.1 Zusammenstellung der Kombinationsmoglichkeiten mit Wahl-

empfehlungen

Um die in der Tabelle 4.1 aufgelisteten Bedingungen in den Fillen (F1) und (F2) nach k,,

n € N, aufzuschliisseln, sei angenommen, dass die Folge (a,,)nen vorgegeben ist. Im Fall (F1)

gilt

b 1og () =0/(5,) = 0((1 - ),

n(l— )

Es folgt kn/? = 0((1 — a,)"), d.h.

() o )

und zum anderen folgt aus

auch

o () =0 (e (=)

Nun ist (F1) wegen (4.2.4) insbesondere erfiillt, wenn gilt

b og () =010 - ),

n

d.h.

log? (1 — ay,)
(1 —a,)®

= O(ky).

Gilt aufserdem liminf,_, 5,2, > 0, so muss

(1-0,) =0 (’fﬁ V*log (ﬁ))

erfiillt sein. Dies ist wegen (4.2.3) erst recht der Fall, wenn

(1—ay)’=0 (k,;lﬂ log (WJ)) ,
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4.2. Asymptotik des relativen Schdtzfehlers und Zusammenfassung der Ergebnisse

d.h.

o (20

k=0 0=

(4.2.5)

Gilt aber liminf,,_, 8,2, = 0 und 7 € (0,1/2), so darf (4.2.5) gerade nicht erfiillt sein. Dies ist
der Fall, wenn gilt

log? <—(17a”3l_2w_1>
(1 —a,)®

= o(ky).

Ist v € (1/2,1) und gilt n"" (1 — a,)? = 0(2,), so ist dies wegen (4.2.3) insbesondere erfiillt,

W1 - a,) =0 (k,;”? log (—(1 — &?’;)_Qw_l))

n21=7) ) (1 _ Oén)—Q'y—l
oo (e (25))

Ist fiir v € (1/2,1) dagegen 2, = o(n?"}(1 — «,,)?) erfiillt, so ist dies wegen (4.2.4) erst recht

wenn

gilt, d.h.

richtig, wenn gilt

1
k1% 1og (1 ) =o(n" M (1-ay)),

n

d.h.

n2(1_7)

m log? (1 — ) =o(ky).

Im Fall (F2) gilt 8, = o(z,). Dies ist insbesondere dann erfiillt, wenn (1 — a,)? = o (k;1/2>,
d.h.

1
= — ] . 4.2.
ky, 0((1_(%)%) (4.2.6)
Damit der systematische Fehler O(A(k,/n)) vernachléssigbar ist, muss dariiber hinaus immer
- (k
kAl — ) =0(1
Vi (%) o

gelten (vgl. Abschnitt 5.10.2.5). Aufgrund der Forderung 1 — «,, = o(k,/n) ist dies unter der
Mafkgabe

k= O (A—? (1- an)>
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giiltig.

Diese an (k,)nen gestellten Bedingungen werden in der nachfolgenden Tabelle 4.2 fiir vor-
gegebenes v € (0,1) und «,, € (0,1), n € N, zusammengefasst. Dabei bedeute a, < b, fiir
beliebige Folgen (a,)nen und (by,)nen, dass (ay,)nen nicht schneller gegen unendlich konvergiert
als (by)nen fiir n — oo. Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass dies nur heuristisch

zu interpretieren ist und keine formal korrekte Schreibweise ist. Hierfiir sei wieder an die obige

Tabelle 4.1 verwiesen. Setze fiir ein gegebenes a, € (0,1), n € N,

11— n —2r-1 1 kn
= log % Ay, =log A k;l/Q log | —— ] .

Mit &, sei die exakte Konvergenzrate von fi, gegen den Erwartungswert E(X) bezeichnet.

Auferdem gelte zur Vernachléssigbarkeit des systematischen Fehlers stets

ko < A72(1 — o).

il fin Bedingung Rel. stoch. Fehler —éa%f@"

_Yn e
S (07 1/2) — (I1—an)* = k _<2 2 (1—an)?Y OP (Zn)
lELn = n kn >' _ )2’\/ OP (Zn)

y2 22
(H 7 = k < T Op (2)
_< k' 2(1 ’Y)J} O (Z )
< (1/27 1) /ln = _n (l_an)%f n;l(lf’v)élQ_a")z’y _Ii n
Fin = (—an)® Op (711 — ay,)?)
0 a 2

:Un = Trn k: >‘ (1 an)2-/ OP (Zn)

Tabelle 4.2 — Zusammenstellung der Kombinationsméglichkeiten von i, und k,, fiir gegebenes v
und ay, im Fall (F1), die zur in der rechten Spalte gelisteten Konvergenzrate des relativen Schétz-

fehlers (£a,, — a,,)/€a, fiihren. In hellgriin ist die jeweils schnellste Konvergenzrate markiert.

In Tabelle 4.2 sind fiir gegebenes v und «,, Kombinationsmoglichkeiten von fi,, und k,, im Fall
(F1) mit zugehériger Konvergenzrate des relativen Schitzfehlers (€, — £, )/Ea, ZuSammenge-
fasst. In hellgriin ist die jeweils schnellste Konvergenzrate markiert. Die Kombination von i,
und k, links neben einem hellgriinen Feld kann als jeweilige Wahlempfehlung fiir v € (0,1/2)
bzw. v € (1/2,1) aufgefasst werden. Unter dieser Wahl konvergiert der relative stochastische

Fehler also am schnellsten gegen 0, denn zum einen gilt

zp =0 (1-ay,)")
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und zum anderen gilt fiir eine weitere intermediére Folge (k),cn mit denselben Bedingungen

wie fiir (k,,)nen und k, = o (k)

w—1/2 Ky . . log(n(1—an)
Kk log <n(1—an)> _ K 1210g (k)1 - oglog(ki)

= 0(1)
— ~1/2 log(n(l—omn ’
ko' Plog (rtes) o () 1 55

da die Abbildung t — ¢t~/ log(t) monoton fallend gegen 0 konvergiert und da log(n(1 — ay,)) <
log(ky) bzw. log(n(1—ay,)) < log(k*) ab einem hinreichend groken n € N wegen 1—a,, = o(k,/n)
bzw. 1 — oy, = o(k* /n) gilt. Das bedeutet

k k
12 n — 01 SN
no (n<1—an>> ( Flnll=a)))
falls k, = o (k).

Im Fall (F2) sei fiir einen beliebigen Schitzer fi,, ein mdoglichst groRes k, < (1 — a,)™>7
gewéhlt, um eine optimale Konvergenzrate des relativen Schatzfehlers von éan zu erhalten (vgl.
(4.2.6)).
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4.3 Literaturvergleich

In diesem Teil des Kapitels soll der in dieser Arbeit beschriebene Zugang zur Schitzung des

Expektils &,, mit dem bereits bekannten Ansatz von Daouia et. al. [DGS18| verglichen werden.

4.3.1 Expektilschiatzung nach Daouia et. al. [DGS18]

Daouia et. al. [DGS18| benutzen in ihrem Artikel Expektile, um alternative Risikomafe zum
Value at Risk (VaR), Expected Shortfall (ES), etc. zu schitzen. Sie diskutieren zwei Situationen
zum Schatzen von Expektilen £, und &,, zu den hohen Niveaus al,a, /1. Eine Situation
ist die so genannte intermedidre* Expektilschitzung mit n(1 — a/,) — oo und die andere die
sextreme” Expektilschatzung mit n(1 — a,,) — d fiir eine Konstante d > 0. Im zweiten Fall

konvergiert «,, also deutlich schneller gegen 1. Dies ist gerade ein Spezialfall der in dieser Dis-

()
l—a,=0| —].
n

4.3.1.1 Intermediire Expektilschitzung

sertation gestellten Forderung

Es seien X1, X, ..., X,,, n € N, unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit streng
monoton wachsender Verteilungsfunktion F.
Daouia et. al. [DGS18] motivieren zwei Expektilschitzer zum Niveau o/, /1 mit n(1—al,) —
00.
Der erste Schétzer, der sogenannte intermedifre indirekte Expektilschitzer, basiert auf dem
Quantil F (o)) zum Niveau o/
. 1 Tn
B 1= (% — 1) Xn—|n(1=al)]:n- (4.3.1)
Hierbei sei 7,,, n € N| ein geeigneter Schétzer fiir den Extremwertindex ~y. Offenbar setzt diese

Definition des Expektilschatzers 4,, < 1 voraus.

Motiviert wurde dieser Schitzer {iber die Darstellung

P

mit
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fir 1. Hier wird also insbesondere fiir Verteilungen mit grofem Erwartungswert E(X)

in Relation zum wahren FExpektil ein hoher systematischer Fehler in Kauf genommen. Der
Fehler kann auch bei ungiinstiger Kombination von v und F% («) aufgrund des Vorfaktors
v(1/y —=1)" JF{ (a) stark ins Gewicht fallen. Dieses Phéinomen zeigt sich in der Simulations-

studie in Abschnitt 4.4.
Es wird gezeigt, dass der intermedidre Expektilschatzer é;; bei der Wahl des Hill-Schétzers
fiir 4,, und unter den folgenden Bedingungen mit der Rate Op <(n(1 - a;))_1/2> schwach gegen

eine Normalverteilung konvergiert.

Satz 4.3.1. Es gelte By(vy, p, A) mit v € (0,1). Wenn
M ER A \/knA<k£) — M ER,

Vkn

Fy (1= kn/n)
dann qilt
n(l—al) (?: — 1) 2N (ng}& = A(), (7))
mat
A() =7 G 1)7153()()A + Ei; _>7 <; _ p) - A2,
= yse(i)
und
v(y) =2 (1+m?*(v)) .
]

Beweis. Siehe [DGS18, Korollar 2, Seite 269].
Der zweite Schitzer, der sogenannte intermediére direkte Expektilschétzer, ldsst sich aus dem

empirischen Gegenstiick zur Definition des Expektils aus Bemerkung 4.1.2 motivieren:
) |of, vz

~ 1
=F = argmin— Z (X; —

—

—an
n
u€eR i=1

Fiir diesen erhilt man die nachfolgende Konvergenzaussage.
Satz 4.3.2. Es seiy € (0,1/2) und es ezistiere ein 6 > 0, sodass E (]X‘\2+5> < 00. Dann gilt

0 )
) —>N( ’1—27)

o

n(l—al) (5

Beweis. Siehe [DGS18, Theorem 2, Seite 270 f.].
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4.3.1.2 Extreme Expektilschitzung

Die Grundidee der Autoren ist nun, die mittlere Expektilschitzung zum Niveau o/, mit n(1 —
al) — oo auf das extreme Niveau «, mit n(l — «a,) — d zu extrapolieren. Sie motivieren je

n

nach mittlerem Expektilschitzer die beiden extremen Expektilschatzer

) 1—a,\ ™ -
2, :_( “ ) o (4.3.2)

P
1—al

bzw.

. 1—a,\ ™=
2, = ( a ) S (4.3.3)

1—a n

Zur besseren Unterscheidbarkeit werde éan als indirekter und Z,, als direkter Expektilschéitzer
bezeichnet. Wieder wird gezeigt, dass diese Schéitzer unter geeigneten Bedingungen schwach

gegen eine Normalverteilung konvergieren.

Satz 4.3.3. Fs gelte By(~, p, A) mit v € (0,1) und p > 0. Wenn

NS k T—a
__ Vo — M ER, \/knA(—">—>)\QER und M—f“”)—mo,
Fiy (1 —k,/n) n 10g(1:g">

dann gilt die schwache Konvergenz

n(l—a) o D Ao 5
n _1 =
log (=0 ( o >—>N(1+P’7)
og (=28 \ &

[1]>

Iy

1—

fiir n — oo.
Gilt zusdtzlich v € (0,1/2) und E <]X_\2+6> < oo fiir ein 6 > 0, dann gilt auch

n(l—a.) [ Za, A
0 (2 ().
10g< n) Qn p

1—an

Beweis. Siehe [DGS18, Korollar 3 und 4, Seite 273 f.]. O

4.3.2 Vergleich der Konvergenzraten und Grenzverteilungen

Unter den im vorigen Abschnitt beschriebenen Bedingungen soll die Konvergenzrate der Schitzer

Za, und =, , ndmlich

0 O (1 - e iog (1),

1—q,
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mit den moglichen Konvergenzraten des Expektilschitzers éan, welcher in Abschnitt 4.1 moti-
viert wurde, verglichen werden. In den Féllen (F1) und (F2) sind insgesamt zwei verschiedene

Konvergenzraten des relativen Schétzfehlers moglich (vgl. Abschnitt 4.2):

(i) O () sovie
(i7) Op (—FX (7115_,11/”)) .

Gilt k,/n = o(1 — &), so folgt
(n(1 = a}))" 2 log (1=22) Vi log (12
“n \/ n(l — OZ;L) 10g <ﬁ)

fiir n — oo, da der Quotient der Argumente der Logarithmen gerade der Kehrwert von k,, /(n(1—

— 0

al)) ist und der Quotient der Logarithmen dadurch langsamer gegen unendlich konvergiert als

jede positive Potenz von k,/(n(l — o)) gegen 0. In dem Fall konvergiert die Rate aus (x) also
schneller gegen 0 als die aus (7). Andernfalls, d.h. wenn 1 — o/, = O(k,,/n) gilt, konvergiert die
Rate aus (i) mindestens genauso schnell gegen 0.

Klassischerweise wird in der Extremwerttheorie

kn,
a;:zl——
n

vorausgesetzt. Ein Vergleich von (x) und (i) ergibt dann
(n(1 = a}) 2 log (152)  ka ' log ()

d.h. die beiden Raten sind in diesem Fall sogar gleich. Im Fall unabhéngiger Beobachtungen ist

=1,

der Gaufsprozess e aus Satz 2.2.3 eine Brown’sche Bewegung W, d.h. ein zentrierter Gaufspro-
zess mit Kovarianzfunktion r(s,t) = min(s,t) fiir alle (s,t) € (0,1]2. Unter den in Satz 2.2.3
genannten Bedingungen sind dann auch die Grenzverteilungen der konkurrierenden Schétzer
gleich, falls Ay = 0, ndmlich normalverteilt mit Erwartungswert 0 und Varianz v* = +?r(1,1).
Der Fall (i) kann unter der Bedingung n(1 — a,,) — d > 0 nicht eintreten. Fiir v € (1/2,1)

folgte namlich wegen 1 — o, ~ d/n und Lemma 1.2.7

(5)" Py (1= ka/n), k c
_ n n —-1/2 n ~ V12
ﬁnzn - (1 — Ofn)’y kn log (n(l — Oé_n)> dvn kn log(kn)

- S5 1
= on ”kn log(k,) — o0

fiir n — oo. Ein Vergleich mit der Rate aus (i7), fiir die liminf,,_, ., 8,2, = 0 vorausgesetzt wird,
ist daher entbehrlich.
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4.3.3 Vergleich der Voraussetzungen und des Berechnungsaufwands

In diesem Abschnitt werden die einzelnen vorausgesetzten Annahmen miteinander verglichen.
Zunéchst ist fiir die Indizes v € (0,1) und p > 0 festzustellen, dass die natiirlichen Bedingun-
gen der reguldren Variation und Bedingung zweiter Ordnung Bs(7y, p, A) mit der Hilfsfunktion
zweiter Ordnung A Grundlage beider Schiatzmethoden sind.

Ein erster Unterschied zeigt sich in der Abhéngigkeitsstruktur der zugrundeliegenden Zeitrei-
hen. Daouia et. al. [DGS18] betrachten unabhéngige Zufallsvariablen, wohingegen in dieser
Dissertation zusétzlich eine schwach abhéngige Zeitreihe zugelassen ist, was die Realitdt in der
Regel etwas genauer beschreiben kann.

Ferner wurden in dieser Dissertation fiir die intermediére Folge (k,)nen die Eigenschaften

1—an:0(%) und  log (ﬁ) :o<\/k_n>

sowie
) kn
lim sup /k, A <—> < 00
n—00 n

gefordert. Diese Bedingungen finden sich im Wesentlichen auch in [DGS18| wieder. Hier gilt
etwas spezieller /k, A(k,/n) — Xy € R. Allerdings wird auferdem die Annahme getroffen, dass

VEn
Fy (1= ka/n)

— M €ER (4.3.4)

gilt, was die Wahlméglichkeiten von (k,),en weiter einschrinkt. Es miisste ndmlich wegen Lem-
ma 1.2.7

Vn
c(f) (A (R)) +

o))

kp = O (nf) (4.3.5)

—>)\1

gelten, was wegen A (%") —0

bzw.

fiir n — oo zur Folge hat. Die Bedingung zweiter Ordnung By(7, p, A) fiihrt auf die Bedingung
k= O (nfil> . (4.3.6)
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Vergleiche hierfiir die Diskussion nach Bemerkung 3.2.7 in [DHF06, Seite 76 f.]. Im Fall v < p
wiirde (4.3.5) eine echte Verschirfung der Bedingung (4.3.6) bedeuten. Es liegt die Vermutung
nahe, dass das Theorem 3 in [DGS18, Theorem 3, Seite 273] auch ohne (4.3.4) auskommt. In
diesem Fall wére eine Schwiche in der Beweisfiihrung des Theorems 3 von Daouia et. al. zu

erwarten.

Ein Nachteil der Verwendung des Expektilschitzers dieser Dissertation ist der Aufwand der
Berechnung. Der Expektilschétzer éan ergibt sich namlich als Nullstelle einer nicht linearen
Abbildung, welche sich unter Umsténden nur numerisch bestimmen lisst. Die Bestimmung des
indirekten Expektilschitzers éan in [DGS18| gestaltet sich aufgrund der expliziten Darstellung
des Schétzers einfacher. Dagegen ist der direkte FExpektilschétzer éan ebenfalls nur {iber eine

Nullstelle zu bestimmen. Die zugrundeliegende Funktion ist aber im Wesentlichen quadratisch.

4.3.4 Zusammenhang zum indirekten Expektilschitzer

In der Simulationsstudie in Abschnitt 4.4 stellte sich heraus, dass sich die Expektilschétzer
éan und éan bei gleichem k, unter der Wahl o/, := 1 — k;,/n nur wenig unterscheiden und bei
direkter Gegeniiberstellung in einem Plot sogar auf einer Geraden liegen (sieche Abbildung 4.4.21
auf Seite 70). Hierfiir soll im Folgenden ein Erklarungsansatz gegeben werden.

Wenn man in der Darstellung des Schitzers

A . 1 - n —’AYn il LI, 1 _'3/"
o (432) < o} ) 2, (4.3.1) ((T _ 1) kﬂ(l _ an)) Xo—kon (4.3.7)

1—aol Yn "

tiberall 4,, durch v und X,,_ ., durch F'{ (1 — k,,/n) ersetzt, ist erkennbar, dass sich gerade der

fiihrende Term 3,v, des Schétzers

~

gan = an'y + OP(ﬂn)

ergibt.

Als eine erste Naherung fiir die Nullstelle von g,, ergibt sich
(2an - 1>%Léan + ﬁ/nﬂn

In der Tat gilt ndmlich

1

Ran—1)"MEq, \  n
. s (4.2.1) 200, — 1 kp, ( X kbnem ) A .
o (20, — 1) 2, = — -1\ 2q, —1)"=, n
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5 Sanm 1) (204, — 1) "2y, + fin

und

l—a, n +=—1 Yo ) 200, — 1
ky, L 1—a, 1 -L
L o mlman) (1) e
n(l—an) n—kn:n kn An n—kn:n
B 1
Yn

und daher approximativ

gan((Qan - ]‘),3%304” + /j/n/:\[”l’b) ~ gan((Qan - ]‘)ﬁ/nEan) + ’/j/n/lng:)tn((Qan - 1)’3/'”30/”)
= 0.

Falls die Schétzer 4, und fi, ,genau® sind und E(X)  klein“ in Relation zum wahren Expektil
ist, so sollten die Punkte (Z,,,&,, ) auf der Geraden z — (20, — 1)z + yE(X) liegen. Es ist zu

beachten, dass 4, selbst von éan abhéangt, denn fiir eine Funktion

e - (et (09 (1)) e

(g () e

n- (4.3.8)

folgt

|
(11>

Um diesem Problem zu begegnen, betrachte man

B () = (—log (”“k;n“”) G - 1)) 1 ! x) ()
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und

- (o2 ) i (o
(F () e

Nach dem Satz von Taylor existiert eine Zufallsvariable ©.,, € (0,1), n € N, sodass

h/ri(fy + @’Y,n(:)/n - 7))

(=) (4.3.9)

hn(n) = hn(7) + Ry (7) (B — ) +

/T2 TL(l - Oén) ]_ ]_ 2 —
= —1 — —1 —
hn(@%n) < 0og < kn (@7 >) + 1— @’y’n> hn(@’)’vn)
+

52
: Y
= Op (log2 (n(lk;nan> hn(© 0 )
gilt mit
ha(©5) B exp (—C:)%n log <”(1k_f‘") <@i,n — 1))) Xk
O Cn (1 (1) » e (e (e ()

exp <_(:)77n log <n(1k;na”)> _|_ ,Y]-Og 7’1(1—0(71) >

exp (<015 =)o (52)))
~log ("0 (1 1))
— Op <1og‘1 (Mlk;na”)» !

O, (n — ) log (n“k;na")) = Op (knm log (Mlk;na”))) = op(1).

Das bedeutet

1461 = O (1087 (") (01,0 = O (10 ("0 ) ).

da
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Insgesamt folgt damit wegen (4.3.9)

o) = o)+ 1,0) G =) + O (15t (22220 ) 1))

und somit

) ho(Fn) = P () (438) Za — hn(7)
Yn — 7Y~ i = — 07
R, () R, ()

Dies fiihrt zur Approximation der Nullstelle von g, durch

S éa ‘_'hn(V) N ( 5 fn, ) ( hn(V)) N
200, — 1) 2, + +— | in = | (205, — 1) + o T LY+ -
2n =) (7 w0 > = B =T ) T )

Eine genauere Nidherung der Geraden, auf der die Punkte (éan,éan) liegen sollten, ist demnach
durch

[1]>

E(X)

(e )

1

N 1 n(l—an) (1
ot~ log (M (1 1))

gegeben, wenn die Schétzer durch die entsprechenden wahren Grofen ersetzt werden. Die nach-

T

E(X) (4.3.10)

folgende Simulationsstudie wird unter anderem zeigen, dass dies in den meisten Féllen auch der
Fall ist.

4.4 Simulationsstudie

Nach der theoretischen Auseinandersetzung mit der Asymptotik des relativen Schitzfehlers,
soll in diesem Abschnitt das Ziel sein, das Verhalten des entwickelten Expektilschatzers éan fiir
endliche Datensitze X, ..., X,,, n € N, unabhéngiger Zufallsvariablen mit Hilfe einer Simulati-
onsstudie zu untersuchen. Dies wird im direkten Vergleich zu den Expektilschétzern von Dauia
et. al. [DGS18| fiir o, := 1 — k/n durchgefiihrt. Hierbei sei k € {1,...,n — 1}. Die zugehérigen
Expektilschitzer aus (4.3.2) bzw. (4.3.3) sind dann entsprechend durch

)= (2 1) 20-a) Kok

(der indirekte Expektilschitzer) bzw.

[1]>

n ~in L1
an (k) = (E(l — an)) arg min— Z (X; — u)? ‘]I{XDU} —

n
u€R i1

[1]:

k
n
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(der direkte Expektilschétzer) gegeben.

Fiir die Simulation werde der in dieser Dissertation motivierte Expektilschétzer fan fiir 1, =
X, und fi,, = Trn betrachtet. Um die beiden Versionen des Expektilschitzers unterscheiden zu
konnen, sei entsprechend die Notation éan bzw. ég:" verwendet.

Der Extremwertindex v werde in der Simulation durch den Hill-Schéitzer 4, geschitzt. Ver-

wendet wurden die folgenden drei Verteilungen:
o po(z) = (1—277) L0 (2) (Pareto-Verteilung),
o T(x) = (2t1)y(x) — 1)1 (0,00) () (positive Student-t-Verteilung),
o D (7) =" T go0(2) (Fréchet-Verteilung),

wobei mit ¢, die Verteilungsfunktion der Student-t-Verteilung mit s > 0 Freiheitsgraden und
Dichte

bezeichnet sei. Dabei ist

die Gamma-Funktion.
Auferdem wurden in der Simulationsstudie die Zeitreihenmodelle GARCH(1,1) und MA(1)
untersucht (siehe Abschnitt 4.4.2 bzw. 4.4.3).

4.4.1 Simulation unabhingiger Daten

Die nachfolgenden Ergebnisse beruhen fiir n = 100 und n = 1000 und zugehoérigem Niveau
a, = 0.995 bzw. a,, = 0.9977 auf m = 9999 (aus Speicherplatzgriinden) bzw. m = 2500
Replikationen von Datensiitzen der Linge n. Die Werte fiir o, wurden so gewéhlt, dass F (£,
von der Ordnung 1/n ist. Dies stellt sicher, dass mit sehr hoher Wahrscheinlichkeit X,, ¢, ., < &,
gilt.

In Tabelle 4.3 sind der empirische Root Mean Squared Error (RMSE) und der empirische
Bias der normierten Expektilschitzer unter der Fréchet-Verteilung ®., mit v € {1/10,1/3,1/2}
fiir das k,, gegeben, welches den jeweiligen empirischen RMSE minimiert. Der Einfachheit halber

werde im Folgenden kurz RMSE und Bias geschrieben, gemeint sind aber stets die empirischen
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Versionen. In den Tabellen 4.4 und 4.5 sind die entsprechenden Werte fiir die Pareto-Verteilung

py bzw. fiir die positive Student-t-Verteilung 7', zusammengetragen.

@, n =100, a, = 0.995

RMSE (kn) Bias
Y ‘ Ean éan /&an, ‘ EAZZW /an ‘ éan /a, ‘ éan /a, éan /an, ‘ ég::n /€an ‘ éan [an, ‘ éan /an
1/10 | 1.5342 || 0.0728 (35) 0.0729 (35) 0.0595 (79) 0.1548 (8) 0.0259 0.0260 0.0088  0.0773
1/3 | 51221 || 0.4571 (33) 0.4586 (33)  0.4096 (36) 0.7171 (25) || 0.1822 0.1836 0.0962 0.4180
1/2 14.9801 1.8247 (39)  1.8342 (39)  1.8006 (39) 0.7051 (2) 0.7247 0.7301 0.6657 -0.1016
&, n = 1000, ay, = 0.9977
RMSE (kn) Bias
v | tan fonfCon | EXfean | Ban/fan | Zan/on || Ean/Can | ELE /€an | Ban/fan | Ban/Ean
1/10 1.6371 0.0306 (205)  0.0306 (205) 0.0211 (716)  0.0475 (2) 0.0129 0.0129 -0.0019 -0.0043
1/3 6.4892 0.1605 (167)  0.1607 (167) 0.1323 (270)  0.2470 (2) 0.0617 0.0619 0.0319 -0.0249
1/2 | 217048 || 0.3435 (188) 0.3440 (185) 0.3228 (188) 0.3865 (2) || 0.1621 0.1602 01211  -0.1547

Tabelle 4.3 — Monte-Carlo Ergebnisse fiir den RMSE und Bias der normierten Expektilschitzer un-

ter der Verwendung des jeweils RMSE minimierenden k,,’s (in Klammern) fiir die Fréchet-Verteilung
¢, mit v € {1/10,1/3,1/2}.

P, n = 100, o, = 0.995

RMSE (kn) Bias
v [ g fon/Con | E7/ean | Bap/bon | Zan/Can || Eon/Con | €07 fean | Ean/fan | Zoan/Ean
1/10 1.5463 0.0502 (80) 0.0502 (80) 0.1228 (80) 0.1563 (16) 0.0023 0.0024 -0.1159 0.1039
1/3 5.1839 0.2317 (80) 0.2319 (80) 0.2298 (80) 0.4709 (80) 0.0281 0.0284 -0.0769 0.3586
1/2 | 15.1068 || 0.5071 (80) 0.5072 (80)  0.4874 (80) 0.6153 (80) 0.0989 0.0994 0.0346 0.3342
P, m = 1000, o, = 0.9977
RMSE (kn) Bias
v | éan fonfbon | €0 /ean | Ban/fan | Ban/fon || Eanl/Gon | Eoim/Ean | Ban/Con | Ean/an
1/10 | 1.6478 || 0.0172 (900)  0.0172 (900)  0.1065 (900)  0.0485 (2) 0.0002 0.0002 -0.1055 -0.0047
1/3 6.5476 0.0723 (900) 0.0723 (900) 0.1055 (900) 0.2516 (2) 0.0018 0.0018 -0.0798 -0.0261
1/2 21.8275 0.1335 (900) 0.1336 (900) 0.1354 (900) 0.2555 (900) 0.0093 0.0094 -0.0354 0.2149

Tabelle 4.4 — Monte-Carlo Ergebnisse fiir den RMSE und Bias der relativen Expektilschitzer

unter der Verwendung des k,’s (in Klammern), welches den jeweiligen RMSE minimiert, fiir die
Pareto-Verteilung p, mit v € {1/10,1/3,1/2}.
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Ty, n =100, o, = 0.995

RMSE (kn) Bias
v [ g fonfCon | G0 fean | Ban/fon | Ean/bon || Eon/on | EL0m fean | Ban/fan | Zan/Ean
1/10 2.8663 0.3293 (4) 0.3212 (4) 0.2885 (4) 0.3005 (2) 0.0731 0.0735 0.0025 0.0401
1/3 | 6.3257 || 1.5752 (15)  1.5840 (15)  1.5427 (15)  0.7437 (2) 0.5960 0.5999 0.5228 0.0916
1/2 | 14.7801 || 17.4714 (23) 17.5638 (23) 17.6305 (23) 0.7108 (2) 2.3708 2.3860 2.3367 -0.1075
T, n = 1000, a,, = 0.9977
RMSE (kn) Bias
v | éan bon/Con | €L /o | Ban/fan | Zan/Con || Eanl/Eon | Eoim [Ean | Zan/Con | Zan/Ean
1/10 | 3.2389 || 0.0822 (8)  0.0823 (8)  0.0808 (33) 0.0750 (2) 0.0087 0.0088 -0.0119 0.0010
1/3 8.1308 0.2781 (47) 0.2784 (47) 0.2568 (47) 0.2533 (2) 0.1037 0.2422 0.0527 -0.0307
1/2 21.5113 0.5046 (90) 0.5051 (90) 0.4862 (90) 0.3972 (2) 0.2416 0.0129 0.2085 -0.1513

Tabelle 4.5 — Monte-Carlo Ergebnisse fiir den RMSE und Bias der relativen Expektilschatzer
unter der Verwendung des k,’s (in Klammern), welches den jeweiligen RMSE minimiert, fiir die

positive Student-t-Verteilung 7, mit v € {1/10,1/3,1/2}.

Wie man den Tabellen 4.3-4.5 entnehmen kann, unterscheiden sich die RMSE der Expek-
tilschatzer éan und ég: bis auf wenige Ausnahmen erst ab der dritten Nachkommastelle. Die
zugehorigen optimalen k,,’s sind bis auf eine Ausnahme stets gleich. Aus diesem Grund wird
der Expektilschatzer ég::n in den nachfolgenden Abbildungen vernachléssigt. Nur in Abbildung
4.4.19 wird ein direkter Vergleich der genannten Schétzer in Form von QQ-Plots und der em-
pirischen Verteilungsfunktionen fiir die Pareto-Verteilung mit v = 3/4, n = 100000, «,, = 0.79,
k, = 10000 und m = 850 angestellt. Hier zeigt sich auch in der Simulation die asymptotische
Uberlegenheit des Schitzers fg:n gegeniiber éa Dies scheint jedoch fiir realistische Stichprobe-
numfinge in der Regel nicht zum Tragen zu kommen.

Die Abbildung 4.4.1 zeigt fiir die Fréchet-Verteilung @, mit v = 1/10 und n = 100 sowie
a, = 0.995 den RMSE, die Standardabweichung und den Bias der normierten Expektilschitzer
o (k) /Ens Bay (k) /Eq, und 2, (k) /€., als Funktion von k im direkten Vergleich. Die zugeho-
rigen QQ-Plots von log(&a, /€a, ), 108(Za, /Ea, ) und log(Z,, /€., ) gegen die Standardnormalver-
teilung NV(0, 1) fiir das jeweils optimale k,, sind in Abbildung 4.4.2 zu finden. Entsprechendes
zeigen die Abbildungen 4.4.3 bzw. 4.4.4 fiir n = 1000 mit «,, = 0.9977.

Fiir v = {1/3,1/2} sind die entsprechenden Graphen des RMSE und die QQ-Plots in den
Abbildungen 4.4.5-4.4.12 zu finden.

Fiir v = 1/10 ist der Expektilschétzer éan den extremen Expektilschidtzern éan und =,
beziiglich des RMSE iiberlegen. Zwar ist der minimale RMSE des indirekten Expektilschitzers

éan kleiner als der des Expektilschétzers éan, allerdings ist das der Tatsache geschuldet, dass
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der Bias des indirekten Expektilschitzers éan erst fiir grofker werdende k,, verschwindet. Ein so
grofses k, im Vergleich zu n widerspricht der Forderung an (k,),cn, eine intermediéire Folge zu
sein. Dieses RMSE minimierende k,, liegt demnach weit auferhalb des Tails der Verteilung. Dass
der indirekte Schatzer éan ein grundsétzliches Bias-Problem fiir v = 1/10 hat, zeigt sich deutlich
in den Abbildungen 4.4.13-4.4.16 fiir die Pareto-Verteilung p;,10. Ansonsten besitzen der Ex-
pektilschatzer éan und der indirekte Expektilschétzer éan einen sehr dhnlichen Graphenverlauf
des RMSE.

Die entsprechenden Graphen der QQ-Plots weisen Verschiebungen der Punkte weg vom Ur-
sprung nach oben (z.B. der direkte Expektilschitzer =,, im Fall 4 = 1/10 und n = 100) oder
nach unten (z.B. der indirekte Expektilschiitzer Z,, im Fall v = 1/10 und n = 100) (beide Ab-
bildung 4.4.2) auf. Das bedeutet, dass der Median der relativen Schitzfehler grofer bzw. kleiner
0 ist, was bei der Wahl von k,, die die jeweiligen RMSE minimieren, aufgrund des Minimie-
rungsproblems der Gegenldufigkeit der Standardabweichung und des Bias zu erwarten ist. Fiir
kleine k,, sollte dieser Effekt nicht beobachtbar sein. Als Beispiel sei hier der Expektilschétzer
éan fir k, = 50 und die Verteilung ®,/,9 im Vergleich zum RMSE minimierenden &, = 205 in
Abbildung 4.4.20 genannt. Fiir k,, = 50 liegen die Punkte des Expektilschitzers éan dafiir weiter

weg von der Ausgleichsgeraden als fiir das RMSE minimierende k,, = 205.

Weiterhin fillt in den QQ-Plots fiir n = 100 auf, dass die Punkte aller Expektilschitzer im
Tail der Standardnormalverteilung tendenziell oberhalb der Ausgleichsgeraden liegen, welche
das 25%-Quantil und das 75%-Quantil verbindet. Die Punkte des direkten Expektilschitzers
éan weichen im extremen Bereich hdufig am meisten von der Ausgleichsgeraden ab, was die
Konstruktion eines passablen Konfidenzintervalls nicht begiinstigt. Im Fall n = 1000 liegen die
Punkte der Expektilschitzer éan und éan viel ndher an der Ausgleichsgeraden, was die Ergeb-
nisse des theoretischen asymptotischen Verhaltens dieser beiden Schétzer unterstiitzt. Dagegen
liegen die Punkte des direkten Expektilschitzers =, nicht auf einer Geraden. Die Schiitzwerte
des direkten Expektilschiatzers éan sind somit nicht anndhernd normalverteilt bei einem Stich-
probenumfang von n = 1000. In diesem Sinne ist der direkte Expektilschitzer éan auch hier als

schwichster Schatzer identifiziert.

Fiir die positive Student-t-Verteilung zeigt sich ein sehr untypischer Verlauf der Standardab-
weichung (siehe Abbildung 4.4.17). Hier steigt die Abweichung mit steigendem k. Eine Erklarung
hierfiir konnte im Rahmen dieser Dissertation nicht gefunden werden. Den zugehorigen QQ-Plots
in Abbildung 4.4.18 ist zu entnehmen, dass sich die Punkte der Expektilschitzer éan und 2,
ndher an der Ausgleichsgeraden befinden als fiir den Expektilschatzer éan. Im Anhang A sind

erginzend weitere Abbildungen fiir die Pareto- und positive Student-t-Verteilung zu finden.
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Auffillig ist, dass bei gleichem k,, die Punkte des Expektilschéatzers éan scheinbar bis auf eine
Verschiebung um eine Konstante die gleichen Punkte sind wie die des indirekten Expektilschét-
zers 2, . Dieses Phinomen wurde im Abschnitt 4.3.4 beschrieben. In Abbildung 4.4.21 erkennt
man fiir die Fréchet-Verteilung, dass die Punkte (Zq,, &y, ) der jeweiligen Simulation tatsichlich
bis auf den Fall v = 1/10 auf der in (4.3.10) bestimmten Geraden

E(X)

(e (1))

T o ! E(X) (4.4.1)

1 n(l—an) (1
s~ log (M5 (1 -1))

liegen. Zur Demonstration dieses Effekts wurde das k,,, welches den RMSE von éan minimiert,
auch fiir éan gewdhlt. Gleiches zeigt sich auch fiir die Pareto- und positive Student-t-Verteilung
(vgl. Abbildungen 4.4.22 bzw. 4.4.23). Fiir die Pareto- und Fréchet-Verteilung stimmen im Fall
7 = 1/10 zumindest die Steigungen niaherungsweise iiberein. Fiir einen Erklarungsansatz im
Fall v = 1/10 sind weitere Untersuchungen notwendig, die in dieser Dissertation nicht weiter

verfolgt werden.

Fiir grofsere Werte von v, z.B. v € {2/3,3/4}, sind die zugehorigen Graphen der RMSE auf-
grund ihres nicht glatten Verlaufs nur schwer zu interpretieren. Dies liegt daran, dass der RMSE
sensitiv auf Ausreifser reagiert. Um geeignete Werte der jeweiligen k,’s zu finden, betrachte man
in der Situation mit n = 1000, a,, = 0.9977 und m = 2500 die folgende Modifikation des RMSE:

3 2
1o ([ anll)
E Z < ga" ]l{éan(l)/gangs} + S]l{éan(l)/gan>5} — ]_>

=1

fiir eine Schranke $>0. Hierbei sei &,, (1) der Expektilschitzwert der I-ten Simulation. Die Vari-
ante des RMSE werde als getrimmter empirischer RMSE (TRMSE) bezeichnet. Die Tabelle 4.6
fasst die wahren Expektile und die TRMSE-Schitzwerte fiir die k,’s, welche die entsprechenden
TRMSE minimieren, die Schranke S = 10 und die Verteilung ®, mit v € {2/3,3/4} zusammen.
Wihlt man S grofer, so wiren auch hier die Graphen der TRMSE nicht glatt.
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&, n = 1000, ap, = 0.9977, S =10

TRMSE (kn)

a2 ‘ San éan /Ean ‘ éan /Ear, ‘ éan /Ean
2/3 92.6100 0.8417 (189) 0.8333 (189) 0.5317 (2)
3/4 | 219.0060 1.6406 (165)  1.6398 (165) 0.6221 (6)

Tabelle 4.6 — Wahre Expektile und Monte-Carlo Ergebnisse der relativen Expektilschétzer fiir
den TRMSE und die k,’s (in Klammern), die den jeweiligen TRMSE minimieren, fir die Fréchet-
Verteilung ®., mit v € {2/3,3/4}.

Fir v € {2/3,3/4}, n = 1000, a,, = 0.9977 und m = 2500 sind in den Abbildungen 4.4.24-
4.4.26 die Graphen der TRMSE und die empirischen Verteilungsfunktionen der relativen Ex-
pektilschitzer im direkten Vergleich fiir die jeweils optimalen k,’s geméfs des TRMSE von éan
bzw. Z,, und fiir den Mittelwert dieser k,’s unter der Fréchet-Verteilung ®., dargestellt (z.B.
fiir k, = 189, k, = 2 und k,, = 95 im Fall v = 2/3). Entsprechende Tabellen und Graphen fiir
py und 7, findet man im Anhang A in den Tabellen A.1 bzw. A.2 und Abbildungen A.15-A.20.
Diese werden hier nicht weiter erdrtert, da diese im Wesentlichen zur gleichen Schlussfolgerung
fiihren wie im Fall der Fréchet-Verteilung.

Die empirischen Verteilungsfunktionen der relativen Schétzfehler in den Abbildungen 4.4.25
und 4.4.26 mit den optimalen k,’s geméf des TRMSE (vgl. Tabelle 4.6) zeigen, dass der direkte
Expektilschétzer =,, seinen Konkurrenten iiberlegen ist. Allerdings iiber- oder unterschiitzen
alle Expektilschitzer den wahren Wert deutlich. So unterschétzt der direkte Expektilschétzer
=, den wahren Wert fiir v = 2/3 unter dem RMSE-minimierenden k, = 2 in etwa 90% der
Falle. Expektile mit dem Niveau «, = 0.9977 fiir n = 1000 konnen demnach nicht valide
geschéitzt werden. Daher werde in den Fillen v = 2/3 und v = 3/4 das Niveau angepasst auf
ay, = 0.8, sodass noch mit hoher Wahrscheinlichkeit X,,_j ., < &,, sichergestellt ist. Eine erneute
Simulation fiihrt zur folgenden RMSE-Tabelle 4.7 und zu den Abbildungen 4.4.27-4.4.29.

®.,, n = 1000, a, = 0.8

RMSE (kn) Bias
Y ‘ Ean éan /Ean ‘ éan /an ‘ éan [Ean é@n [Ean ‘ éan /Ean ‘ éan /Ean
2/3 | 5.2668 0.2993 (187)  0.2380 (196) 0.4356 (7) 0.0758 -0.0107 -0.1525
3/4 | 8.0828 || 0.5100 (218) 0.6507 (218)  0.4641 (10) || 0.2088 0.2726 -0.2556

Tabelle 4.7 — Monte-Carlo Ergebnisse fiir den RMSE und Bias der normierten Expektilschitzer un-
ter der Verwendung des jeweils RMSE minimierenden k,,’s (in Klammern) fiir die Fréchet-Verteilung
¢, mit v € {2/3,3/4}.

Im Fall v = 3/4 zeigen die Simulationsergebnisse fiir das niedrigere Niveau «,, = 0.8, dass
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alle Schiitzer ein Bias-Problem aufweisen. Die RMSE-Kurven der Expektilschiitzer &, und 2,
sind nicht glatt, sodass die Schiitzer sehr anfillig auf eine suboptimale Wahl von £k, reagieren.
Die QQ-Plots bilden im Wesentlichen keine Gerade. Fiir v = 2/3 ist dies nur fiir den direkten
Expektilschitzer =, wenigstens annihernd der Fall.

Insgesamt ist festzuhalten, dass die untersuchten Expektilschitzer im Fall v € {2/3,3/4}

nicht brauchbar sind.
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@110, 1 = 100, a, = 0.995

RMSE

k
Standardabweichung Bias
04
015

Abbildung 4.4.1 — RMSE, Standardabweichung und Bias der normierten Expektilschétzer
€, (k) /€a, (griine Linie), 2, (k)/Ea, (gestrichelte rote Linie) und 2, (k)/Ea, (blaue Linie) fiir
n = 100 Beobachtungen der Fréchet-Verteilung ®/y.

@y /10, n = 100, o, = 0.995
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Abbildung 4.4.2 — QQ-Plots von log(&,,, /£a,, ) (griin), 10g(Za, /£a,) (rot) und log(Za,, /Ea, ) (blau)
gegen die Standardnormalverteilung A/(0,1) fiir das RMSE minimierende k,, und n = 100 Beob-

achtungen der Fréchet-Verteilung @y /1.
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@y /10, n = 1000, v, = 0.9977

RMSE

Standardabweichung Bias

Abbildung 4.4.3 — RMSE, Standardabweichung und Bias der normierten FExpektilschéitzer

€a, (k) /&, (griine Linie), 24, (k)/Ea, (gestrichelte rote Linie) und Z,, (k)/&q, (blaue Linie) fiir
n = 1000 Beobachtungen der Fréchet-Verteilung /9.

O, /10, n = 1000, v, = 0.9977
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Abbildung 4.4.4 - QQ-Plots von log (£, /€4, ) (griin), 1og(Za,, /£a, ) (rot) und log(Zy, /€, ) (blau)

gegen die Standardnormalverteilung A(0, 1) fiir das RMSE minimierende k,, und n = 1000 Beob-
achtungen der Fréchet-Verteilung ®1,1¢.
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®y /5, n = 100, o, = 0.995
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Abbildung 4.4.5 — RMSE, Standardabweichung und Bias der normierten Expektilschétzer

€, (k) /€a, (griine Linie), 2, (k)/Ea, (gestrichelte rote Linie) und 2, (k)/Ea, (blaue Linie) fiir
n = 100 Beobachtungen der Fréchet-Verteilung @ /3.

®y /3, n = 100, o, = 0.995
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Abbildung 4.4.6 — QQ-Plots von log(&,,, /a,,) (griin), 10g(Za, /£a,) (rot) und log(Za,, /Ea, ) (blau)
gegen die Standardnormalverteilung A/(0,1) fiir das RMSE minimierende k,, und n = 100 Beob-
achtungen der Fréchet-Verteilung @4 /3.
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®y/3, n = 1000, o, = 0.9977
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Abbildung 4.4.7 — RMSE, Standardabweichung und Bias der normierten Expektilschétzer
€a, (k) /Eq, (griine Linie), 2y, (k)/Eq, (gestrichelte rote Linie) und Eq, (k)/&a, (blaue Linie) fiir
n = 1000 Beobachtungen der Fréchet-Verteilung @4 /3.

®y/3, n = 1000, o, = 0.9977
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Abbildung 4.4.8 - QQ-Plots von log (£, /€4, ) (griin), 1og(Za,, /£a, ) (rot) und log(Za, /€, ) (blau)
gegen die Standardnormalverteilung A(0, 1) fiir das RMSE minimierende k,, und n = 1000 Beob-
achtungen der Fréchet-Verteilung @4 3.
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D49, n = 100, a, = 0.995
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Abbildung 4.4.9 — RMSE, Standardabweichung und Bias der normierten Expektilschétzer
€, (k) /€a, (griine Linie), 2, (k)/Ea, (gestrichelte rote Linie) und 2, (k)/Ea, (blaue Linie) fiir

n = 100 Beobachtungen der Fréchet-Verteilung @ /5.

@y /5, n =100, o, = 0.995
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Abbildung 4.4.10 — QQ-Plots von log(&a, /&a,) (griin), 10g(Za, /£a,) (rot) und log(Ea, /Ea,)
(blau) gegen die Standardnormalverteilung N (0,1) fiir das RMSE minimierende k, und n = 100

Beobachtungen der Fréchet-Verteilung @ /5.
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@y /5, n = 1000, o, = 0.9977
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Abbildung 4.4.11 - RMSE, Standardabweichung und Bias der normierten Expektilschétzer
€a, (k) /Eq, (griine Linie), 2y, (k)/Eq, (gestrichelte rote Linie) und Eq, (k)/&a, (blaue Linie) fiir
n = 1000 Beobachtungen der Fréchet-Verteilung @4 /5.

@y /5, n = 1000, o, = 0.9977
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Abbildung 4.4.12 - QQ-Plots von log(&a, /€a,) (griin), log(Ea, /€a,) (rot) und log(Ea, /éa,)
(blau) gegen die Standardnormalverteilung A(0, 1) fiir das RMSE minimierende k,, und n = 1000
Beobachtungen der Fréchet-Verteilung @, /5.
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P1/10, 1 = 100, o, = 0.995

RMSE

Abbildung 4.4.13 — RMSE, Standardabweichung und Bias der normierten Expektilschétzer

€, (k) /€a, (griine Linie), 2, (k)/Ea, (gestrichelte rote Linie) und 2, (k)/Ea, (blaue Linie) fiir
n = 100 Beobachtungen der Pareto-Verteilung py /10

P1/10, n = 100, a;, = 0.995
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Abbildung 4.4.14 — QQ-Plots von log(&a, /&a,) (griin), 10g(Za, /£a,) (rot) und log(Ea, /Ea,)
(blau) gegen die Standardnormalverteilung N (0,1) fiir das RMSE minimierende k, und n = 100
Beobachtungen der Pareto-Verteilung py /1¢.
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P1/10, N = 1000, o, = 0.9977
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Abbildung 4.4.15 — RMSE, Standardabweichung und Bias der normierten Expektilschitzer

€a, (k) /&, (griine Linie), 24, (k)/Ea, (gestrichelte rote Linie) und 24, (k)/&q, (blaue Linie) fiir
n = 1000 Beobachtungen der Pareto-Verteilung py /10

P1/10, n = 1000, o, = 0.9977
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Abbildung 4.4.16 — QQ-Plots von log(&a, /&a,) (griin), 10g(Za, /a,) (rot) und log(Za, /Ea,)

(blau) gegen die Standardnormalverteilung A(0, 1) fiir das RMSE minimierende k,, und n = 1000
Beobachtungen der Pareto-Verteilung py/1¢.
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Tl/lO; n = 1000, oy = 0.9977
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Abbildung 4.4.17 — RMSE, Standardabweichung und Bias der normierten Expektilschétzer

€, (k)/Eq, (griine Linie), E,, (k)/Ea, (gestrichelte rote Linie) und Zq, (k)/&, (blaue Linie) fiir
n = 1000 Beobachtungen der positiven Student-t-Verteilung 7' -

T} /10, n = 1000, v, = 0.9977
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Abbildung 4.4.18 — QQ-Plots von log(£a, /€a,) (griin), log(Ea, /£a,) (rot) und log(Za, /fa,)
(blau) gegen die Standardnormalverteilung A(0, 1) fiir das RMSE minimierende k,, und n = 1000
Beobachtungen der positiven Student-t-Verteilung 77 /1¢.
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p3/4, m = 100000, o, = 0.79, k,, = 10000
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Abbildung 4.4.19 — Oben: QQ-Plots von log(&,, /&a,) (dunkelgriin) und log(AZZ"/fan) (hell-
griin) gegen AN(0,1). Unten: Empirische Quantilfunktion von log(€a, /€a,) (dunkelgriin) und
log(éoT::“ /§a,,) (hellgriin) fiir n = 100000 Beobachtungen der Pareto-Verteilung ps /4.

(1)1/10, n = 1000, Qp = 0.9977
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Abbildung 4.4.20 - QQ-Plot von log(&, /&a, ) gegen die Standardnormalverteilung A(0,1) fiir
das RMSE minimierende k,, = 205 (links) im Vergleich zu k,, = 50 (rechts) fiir n = 1000 Beobach-
tungen der Fréchet-Verteilung @y /1¢.
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@, n = 1000, o, = 0.9977
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Abbildung 4.4.21 - Plot der Punkte (Z,, ,&,,) (blau) und der Geraden G aus (4.4.1) (rote Linie)
fiir n = 1000 Beobachtungen der Fréchet-Verteilung ®, mit v € {1/10,1/3,1/2,2/3,3/4}.

Dy, 1= 1000, o, = 0.9977
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Abbildung 4.4.22 — Plot der Punkte (Za, , &, ) (blau) und der Geraden G aus (4.4.1) (rote Linie)
fiir n = 1000 Beobachtungen der Pareto-Verteilung p, mit v € {1/10,1/3,1/2,2/3,3/4}.
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T, n = 1000, o, = 0.9977
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Abbildung 4.4.23 - Plot der Punkte (Z,,,&,) (blau) und der Geraden G aus (4.4.1)
(rote Linie) fiir n» = 1000 Beobachtungen der positiven Student-t-Verteilung 7%, mit v €
{1/10,1/3,1/2,2/3,3/4}.

., n = 1000, a;, = 0.9977
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Abbildung 4.4.24 — TRMSE der normierten Expektilschitzer &, (k)/€, (griine Linie),
Za, (k) /€, (gestrichelte rote Linie) und Zq, (k)/&a, (blaue Linie) fiir n = 1000 Beobachtungen
der Fréchet-Verteilungen ®,/3 (links) und @3/, (rechts).
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®y/3, n = 1000, o, = 0.9977
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Abbildung 4.4.25 — Empirische Verteilungsfunktionen von &, /€a, (griine Linie), Zq,, /&a, (ge-
strichelte rote Linie) und Zq,, /&, (blaue Linie) fiir verschiedene k,, und n = 1000 Beobachtungen

der Fréchet-Verteilung @y 3.

@3/47 n = 1000, Ay = 0.9977

Empirische Verteilungsfunktion, k,, = 165 Empirische Verteilungsfunktion, k, = 6
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Abbildung 4.4.26 — Empirische Verteilungsfunktionen von &, /&, (griine Linie), Z, /€q, (ge-
strichelte rote Linie) und Zq, /&, (blaue Linie) fiir verschiedene k,, und n = 1000 Beobachtungen

der Fréchet-Verteilung @3 /.
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., n = 1000, a, = 0.8

Abbildung 4.4.27 - RMSE der normierten Expektilschitzer &, (k) /£, (griine Linie), 24, (k) /£,

(gestrichelte rote Linie) und Z,, (k)/&q, (blaue Linie) fiir n = 1000 Beobachtungen der Fréchet-
Verteilungen @, /3 (links) und @34 (rechts).
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Abbildung 4.4.28 — QQ-Plots von log(&a, /€a,) (griin), log(Ea, /£a,) (rot) und log(Ea, /éa,)
(blau) gegen die Standardnormalverteilung A(0, 1) fiir das RMSE minimierende k,, und n = 1000
Beobachtungen der Fréchet-Verteilung ®5/3.
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(1)3/4, n = 1000, oy = 0.8
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Abbildung 4.4.29 — QQ-Plots von log(&a, /€a,) (griin), log(Za, /&a,) (rot) und log(Za, /&a, )
(blau) gegen die Standardnormalverteilung N(0,1) fiir das RMSE minimierende k;,, und n = 1000
Beobachtungen der Fréchet-Verteilung ®3 /4.
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4.4.2 GARCH(1,1)-Zeitreihe

Die Simulationsstudie soll auch fiir n = 1000 abhéngige Beobachtungen mit m = 2500 Simu-
lationen zum Niveau «,, = 0.9 durchgefiihrt werden. Dazu betrachte man das GARCH(1,1)-
Modell (Generalized Autoregressive Conditional Heteroscedasticity), d.h. eine Zeitreihe (X})iez

als stationdre Losung der Gleichungen
X = 044 VteZ (4.4.2)
und
op =no+mX7 , +mop mo > 0,m > 0,m2 >0,

wobei ¢, von o, und (X;_;, 0y_;);en unabhéingige standardnormalverteilte Innovationen seien.

Erzeugt werden n = 1000 Beobachtungen iiber die sogenannte ,,Burn-in“-Methode. D.h. man
setzt z.B. X := g9 und generiert zunéchst deutlich mehr als n Zufallszahlen. Daraus wahlt man
dann die letzten n als Beobachtungen aus. Damit ist sichergestellt, dass die Beobachtungen sich
anndhernd stationdr verhalten. Sie geniigen unter geeigneter Parameterwahl somit tatséchlich
einem stationdren GARCH(1,1)-Modell. Man kann fiir alle x > 0 zeigen (vgl. [BDM02, Theorem
3.1 und Bemerkung 3.4, Seite 106 ff.]), dass v = 1/(2k), falls

E ((me; +m)") = 1.

In der Tabelle 4.8 sind alle untersuchten Konstellationen zusammengefasst.

T [ lwln] =
1/10 5 0.1 0.1 0.839055
1/3 3/2 0.1 0.1 0.895251
1/2 1 0.1 0.1 0.9

2/3 3/4 0.1 0.1 0.902194
3/4 2/3 0.1 0.1 0.9029

Tabelle 4.8 — Parameterkonstellationen der GARCH(1,1)-Zeitreihe.

Der Erwartungswert E(X7) ist im Fall v € (0,1) bekanntermafen 0. Um das tatséchliche
Expektil bestimmen zu kénnen, ist E((X; — u)*), u > 0, zu berechnen. Da die Verteilung von
X, aber unbekannt ist, muss auch diese Groke geschiitzt werden. Dazu werden geméifs (4.4.2)
weitere Zufallsvariablen X1, ..., X fiir n = 100.000.000 erzeugt. Das arithmetische Mittel

1< .
= Z(Xj — u)
J=1

)
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wird schlieflich als Approximation dieser Grofe verwendet. Dies wurde jeweils (n = 10)-mal

durchgefiihrt. Als approximiertes Expektil {;? wurde das arithmetische Mittel der # geschétz-

ten Expektile gewéhlt. Die approximierten Expektile 5P und deren zugehorigen empirischen

Standardabweichungen &, lassen sich in der Tabelle 4.9 ablesen.

GARCH(1,1), 74 = 10

v €k | 6n | ase
1/10 1.0964  0.0001 0.01%
1/3 3.51 0.0017 0.04%
1/2 6.34  0.0204 0.32%
2/3 12.56  0.1409 1.12%
3/4 24.61  3.5590 14.46%

Tabelle 4.9 — Approximiertes Expektil €57 und zugehorige empirische Standardabweichung 65
sowie das Verhiltnis 6; /&b fiir die GARCH(1,1)-Zeitreihe mit A(0, 1)-Innovationen.

Bis auf den Fall v = 3/4 sind die approximierten Expektile aufgrund der in Relation da-

zu kleinen empirischen Standardabweichungen akzeptabel. Fiir v = 3/4 miisste ein erheblich

grofseres n gewdhlt werden, was nicht in angemessener Zeit zu simulieren ist. Daher wurde in
dieser Dissertation darauf verzichtet. Die Graphen des RMSE fiir v € {1/2,2/3,3/4} sind we-

gen ihres stark volatilen Verlaufs nicht zu interpretieren, sodass dieser Fall ebenfalls nicht weiter

untersucht wird.

Es ergeben sich fiir n = 1000 analog zum Fall unabhéngiger Beobachtungen folgende Tabelle
4.10 sowie die Abbildungen 4.4.30-4.4.33.

GARCH(1,1) mit N (0, 1)-Innovationen, n = 1000, ap, = 0.9

RMSE (kn) Bias
v | tam bon | Ban | Ea, fan | Zay | Za
1/10 | 1.0964 [[ 0.0951 (124) 0.1621 (113)  0.0729 (101) || -0.0572 0.1425 -0.0010
1/3 3.51 0.4515 (56) 0.5520 (52) 0.3313 (300) 0.1416  0.2149  -0.1380

Tabelle 4.10 — Monte-Carlo Ergebnisse fiir den RMSE und Bias unter der Verwendung des k,’s
(in Klammern), welches den jeweiligen RMSE minimiert, fiir die GARCH(1,1)-Zeitreihe.
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4.4. Simulationsstudie

GARCH(1,1) mit N(0, 1)-Innovationen, v = 1/10, n = 1000, a,, = 0.9

RMSE

0 50 100 150 200 250 300
k

Standardabweichung Bias

0 50 100 150 200 250 300 o 50 100 150 200 250 300
k k

Abbildung 4.4.30 — RMSE, Standardabweichung und Bias der normierten Expektilschétzer
€a, (k) /&, (griine Linie), 24, (k)/Ea, (gestrichelte rote Linie) und 24, (k)/£q, (blaue Linie) fiir

n = 1000 Beobachtungen der GARCH(1,1)-Zeitreihe mit v = 1/10.

GARCH(1,1) mit N(0, 1)-Innovationen, v = 1/10, n = 1000, a,, = 0.9
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Abbildung 4.4.31 — QQ-Plots von log(&a, /&a,) (griin), 10g(Za, /a,) (rot) und log(Za, /Ea,)
(blau) gegen die Standardnormalverteilung A(0, 1) fiir das RMSE minimierende k,, und n = 1000

Beobachtungen der GARCH(1,1)-Zeitreihe mit v = 1/10.

7



Kapitel . Expektil

GARCH(1,1) mit A/ (0, 1)-Innovationen, v = 1/3, n = 1000, «,, = 0.9

RMSE

2

12

Bias

-0.2
0

20 40 60 80 100 120

Abbildung 4.4.32 - RMSE, Standardabweichung und Bias der normierten Expektilschitzer
€, (k) /€a, (griine Linie), 24, (k)/Ea, (gestrichelte rote Linie) und 2y, (k)/Ea, (blaue Linie) fiir
n = 1000 Beobachtungen der GARCH(1,1)-Zeitreihe mit v = 1/3.

GARCH(1,1) mit N(0, 1)-Innovationen, v = 1/3, n = 1000, «,, = 0.9
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Abbildung 4‘4'33 - QQ_PIOtS von log(éan/g()érL) (grun)7 log(éan/§a7z) (rOt) und log(éan/gan)
(blau) gegen die Standardnormalverteilung N (0, 1) fiir das RMSE minimierende &, und n = 1000
Beobachtungen der GARCH(1,1)-Zeitreihe mit v = 1/3.
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4.4. Simulationsstudie

Es fallt auf, dass sich die Graphenverldufe der Schétzer beziiglich des RMSE, der Standard-
abweichung und des Bias unterscheiden. Dabei liegt die RMSE-Kurve des Expektilschitzers éan
stets unter der des indirekten Expektilschétzers éan.

Im Fall v = 1/10 liegen die Punkte der QQ-Plots nédherungsweise auf einer Geraden durch den
Ursprung, was fiir den direkten Expektilschatzer éan eine bemerkenswerte Ausnahme darstellt.
Die Gerade des indirekten Expektilschitzers éan ist deutlich weiter weg vom Ursprung nach
oben verschoben als die des Expektilschitzers fan. Dies deutet auf eine erhebliche Verschiebung
des Medians der Schéitzfehler hin.

Insgesamt ist die Performance aller Schétzer im Fall v € {1/10,1/3} fiir das GARCH(1,1)-
Modell zufriedenstellend. Man beachte, dass «,, = 0.9 deutlich niedriger gew&hlt wurde als in
Abschnitt 4.4.1, um obige einigermafen passablen QQ-Plots zu erhalten.

Die Bias-Kurven weisen einen eigentiimlichen Verlauf auf. Sie beginnen stets in der N&he
der 1 und fallen, ehe sie dann wieder steigen mit steigendem k. Hier ist unter Umsténden zu
hinterfragen, ob der wahre Wert iiberhaupt richtig berechnet wurde. Dieser Effekt konnte im
Rahmen dieser Dissertation nicht aufgeklart werden.

An dieser Stelle sei angemerkt, dass die relativen Expektilschétzer auf Basis linearer Modelle

besser performen (siche Abschnitt 4.4.3).
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4.4.3 MA(1)-Zeitreihe

Die Simulationsstudie soll auch fiir n = 1000 abhéngige Beobachtungen mit a,, = 0.9977 und
m = 2500 Simulationen durchgefiihrt werden. Dazu betrachte man das Moving Average (MA)-
Modell mit
1
Xt =&+ 58,5,1 YVt € Z, (443)
wobei (¢;)e7 eine Folge unabhéngiger und identisch verteilter Innovationen sei mit Verteilungs-
funktion p, und v € {1/10,1/3,1/2,2/3,3/4}. Die Randverteilungsfunktion der Zeitreihe ist
dann regulir variierend mit Extremwertindex ~ (vgl. [DM98, Lemma 5.2, Seite 350]).
Der Erwartungswert ist bekannt und ist gegeben durch
1 3 3 1
E(X;)=E —E -~k —2_-
(X1) (61)+2 (€0) 5 (€0) 21—~
Um das tatséchliche Expektil bestimmen zu kénnen, ist E((X; —u)™), u > 0, zu berechnen. Da
die Verteilung von X; aber unbekannt ist, muss auch diese Grofe geschitzt werden. Dazu werden

geméalk (4.4.3) weitere Zufallsvariablen X7, ..., X; fiir n = 100.000.000 erzeugt. Das arithmetische
Mittel

wird schlieflich als Approximation dieser Grofe verwendet. Dies wurde jeweils (n = 10)-mal
durchgefiihrt. Als approximiertes Expektil {;? wurde das arithmetische Mittel der 7 geschétz-
ten Expektile gewahlt. Die approximierten Expektile {57 und deren zugehorigen empirischen

Standardabweichungen &; lassen sich in der Tabelle 4.11 ablesen.

MA(1) mit py-Innovationen, » = 10

v [ & ] 6a | 6a/e8
1/10 2.2217 0.0001 0.003%
1/3 7.63 0.0024 0.03%

1/2 25.37 0.0410 0.16%
2/3 116.02 1.2613 1.09%
3/4 290.14 16.1325 5.56%

Tabelle 4.11 — Approximiertes Expektil £57 und zugehérige empirische Standardabweichung 65

sowie das Verhéltnis 6,/&a0 fiir die MA(1)-Zeitreihe mit p,-Innovationen.

Die approximierten Expektile sind aufgrund der in Relation dazu kleinen empirischen Stan-
dardabweichungen akzeptabel. Die Graphen des RMSE fiir v € {2/3,3/4} sind wegen ihres

stark volatilen Verlaufs nicht zu interpretieren, sodass dieser Fall nicht weiter untersucht wird.
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4.4. Simulationsstudie

Es ergeben sich fiir n = 1000 analog zum Fall unabhéngiger Beobachtungen folgende Tabelle
4.12 sowie die Abbildungen 4.4.34-4.4.39.

MA(1) mit p,-Innovationen, n = 1000, ap, = 0.9977

RMSE (kn) Bias
L] e €a, /€O Za, /€D Ean /68 || €an/E8R | Ban/e | Ean /S
10 2.2217 0.0194 (418) 0.0561 (900) 0.0387 (2) 0.0042 0.0530 0.0040
3 7.6274 0.0768 (690) 0.0779 (857) 0.2379 (154) -0.0007 0.0886 -0.0599
2 25.3665 0.1484 (756) 0.1522 (818) 0.2954 (455) -0.0230 0.0337 -0.1426

Tabelle 4.12 — Monte-Carlo Ergebnisse fiir den RMSE und Bias unter der Verwendung des k,’s (in

Klammern), welches den jeweiligen RMSE minimiert, fiir die MA(1)-Zeitreihe mit p,-Innovationen.
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MA(1) mit p;/10-Innovationen, n = 1000, o, = 0.9977

RMSE

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
k

Standardabweichung Bias

Abbildung 4.4.34 — RMSE, Standardabweichung und Bias der normierten Expektilschétzer

€a, (k) /€a, (griine Linie), 2, (k)/Ea, (gestrichelte rote Linie) und 2, (k)/Ea, (blaue Linie) fiir
n = 1000 Beobachtungen der MA(1)-Zeitreihe mit p; /;o-Innovationen.

MA(1) mit p; 10-Innovationen, n = 1000, o, = 0.9977
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Abbildung 4.4.35 — QQ-Plots von log(£a, /€a,) (griin), log(Ea, /£a,) (rot) und log(Za, /fa,)
(blau) gegen die Standardnormalverteilung A(0, 1) fiir das RMSE minimierende k,, und n = 1000
Beobachtungen der MA(1)-Zeitreihe mit p; /;o-Innovationen.
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MA(1) mit p;/3-Innovationen, n = 1000, a,, = 0.9977

RMSE
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k
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Abbildung 4.4.36 — RMSE, Standardabweichung und Bias der normierten FExpektilschitzer

€a, (k) /&, (griine Linie), 24, (k)/Ea, (gestrichelte rote Linie) und 24, (k)/&q, (blaue Linie) fiir
n = 1000 Beobachtungen der MA(1)-Zeitreihe mit p, /3-Innovationen.

MA(1) mit p;/3-Innovationen, n = 1000, a,, = 0.9977
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Abbildung 4.4.37 - QQ-Plots von log(&a, /€a,) (griin), log(Ea, /a,) (rot) und log(Ea, /éa,)
(blau) gegen die Standardnormalverteilung A(0, 1) fiir das RMSE minimierende k,, und n = 1000
Beobachtungen der MA(1)-Zeitreihe mit p; /3-Innovationen.
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MA(1) mit p;o-Innovationen, n = 1000, a,, = 0.9977

RMSE
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Abbildung 4.4.38 — RMSE, Standardabweichung und Bias der normierten Expektilschétzer
€a, (k) /€a, (griine Linie), 2, (k)/Ea, (gestrichelte rote Linie) und 2, (k)/Ea, (blaue Linie) fiir
n = 1000 Beobachtungen der MA(1)-Zeitreihe mit p; /o-Innovationen.

MA(1) mit p;o-Innovationen, n = 1000, a,, = 0.9977
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Abbildung 4.4.39 — QQ-Plots von log(&a, /€a,) (griin), 10g(Za, /£a,) (rot) und log(Ea, /Ea,)
(blau) gegen die Standardnormalverteilung N (0, 1) fiir das RMSE minimierende &, und n = 1000

Beobachtungen der MA(1)-Zeitreihe mit p; /o-Innovationen.
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Die RMSE-Kurve des Expektilschitzers éan ist fiir geeignete k,, die kleiner sind als n/2, stets
unterhalb der RMSE-Kurven der Konkurrenten, sodass éan diesbeziiglich der beste Schitzer ist.
Fiir v = 1/10 weist der indirekte Expektilschétzer éan abermals ein starkes Bias-Problem auf.
In den QQ-Plots liegen die Schitzwerte der Expektilschitzer fan und éan annahernd auf der
Ausgleichsgeraden. Die Ausgleichsgerade des Expektilschatzers fan verlauft im Gegensatz zu

den anderen Schéatzern zumindest anndherungsweise durch den Ursprung.

4.4.4 Fazit

Aus den Simulationsergebnissen geht hervor, dass alle untersuchten Expektilschitzer fiir v >
1/2 weitestgehend unbrauchbar sind. Fiir v < 1/2 performt der direkte Expektilschitzer =,
erheblich schlechter als die anderen Schétzer. Dariiber hinaus ist festzustellen, dass die RMSE-
Kurve fiir den Expektilschétzer éan wesentlich stabiler ist als die der Konkurrenten. Dies macht
den Schitzer robuster gegeniiber einer ungiinstigen Wahl von £,. In den QQ-Plots zeigt sich,
dass die Punkte des Expektilschitzers éa tendenziell am néchsten an der Ausgleichsgeraden
liegen, welche am ehesten durch den Ursprung verlauft.

Insgesamt ist daher davon auszugehen, dass der Expektilschatzer éan bei zugrundeliegender
unbekannter Verteilung und Abhéngigkeitsstruktur am zuverléssigsten performt. Das bedeutet,
dass sich fiir diesen Schéitzer auf Basis der in dieser Dissertation postulierten theoretischen
asymptotischen Aussagen im Regelfall ein geeignetes Konfidenzintervall konstruieren lasst. Der

Expektilschitzer éan ist somit fiir die Anwendung zu empfehlen.

85



Kapitel . Expektil

86



Kapitel 5

Bewelse

5.1 Beweis von Satz 2.1.5

Beweis. Der Beweis wird dhnlich zu [DFHO04, Lemma 3.2, Seite 1188 ff.] durchgefiihrt. Da Fx
stetig ist und Fx monoton fillt, gilt wegen U; 2 Fx(X;) und somit wegen Uy 1., 2 Fx(Xn_im),

. D
i € N, gerade (Qn(t))te[m] = (X”*[’fnt]m)te[o,l] = (F)}_ (1 — U[knt]ﬂm))te[o’l]. Betrachte den Term

F;(_ (1 - U[k; t]+1:n) n 7 k?n n
- (20 ) (1R (5 0 g ) )
F;(_ (1 _ %) kn [knt]+1: + n ]Cn [knt]+1:

Hierbei gilt n/k,Up,g+1:n < 1 + v mit gegen 1 konvergierender Wahrscheinlichkeit, was sich
direkt aus [Dre00, Korollar 3.1, Seite 1280] folgern lédsst. Es folgt nach Voraussetzung (2.1.7)

F)? (1 - U[k’nt}—i-l:n)
Fe(1=1%2)

—y
n
= (k_U[kntHlin) (1 + 0p7[071+y](t_6k;1/2)) ) (5.1.1)

Offenbar gilt die Gleichung auch dann, wenn man das Supremum auf [1/(2k,,), 1] einschrinkt.

Somit folgt

Qn(t) D F)? (1 - U[k t}+1:n) ( k’nt )7 1 —1/2
) D " (=" ) (140 N el
F)? (1 B %) F)(? (]‘ - %) nU[knt]Jrl:n ( Bll/ @k )’1]( ))
(2.1.8) o
=" Oppo (1) (1 + 0p ekt k"))
= Orp/er)n(l) (5.1.2)

fiir n — oo, da
op1/2kn) (tkn %) = opyer,).n(1) (5.1.3)
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fiir n — oo gilt. Wegen e € (0, 1/2) gilt namlich fiir jede zufillige Funktion f,(£) = 0p.1 /2.1 (t—fk;;l/ 2)
fir n — o

0=lim sup °k/?[fu(t)] >27° lim sup kY*7°|fu(t)] > 27° lim sup |f,(1)],
N0 te[1/(2kn),1] N0 ¢c(0,1] N0 ¢c(0,1]

d.h. fn(t) = opi/(2k,),1(1) fiir n — co. Es folgt der erste Teil der Behauptung:

@nlt) sup Kin + sup t7 @nlt)

P NS T
epr) F(1-12) /) v (1—=2)  tepyery Fx (11— %)
1Y\ Xun (t
= ( ) ——~ + sup tV—Q()k
2kn ) FX (1 - 7") te1/(2kn)1] Py (1 — Fn)
(e
< 2 sup ﬂf?—()k7
te[l/ 2k F (1— )

5.1.2
(5.1.2) Op(1),
da Q,(t) = X,,.,, fiir alle t € [0,1/(2k,)).
Auferdem folgt aus (5.1.1) und (5.1.3) (n € N ausreichend grof)

nlt
inf tWL)k
te[l/(2ka),] Fg (1 — )

n

. < knt
inf _
te[l/(zkn)vl} nU[k‘nt}Jrln

-
nU[knt]—i-l:n ( . )
= sup E—— 1+ inf op, n), 1
(tG[l/(?kn),l] knt te[1/(2kn),1] B/ (@ka )1 ( )

nU| -
— ( sup %) (1+ o0p(1))
te[1/(2kn) 1] nt

Y
) (1+0pp/@r)n(1))

der zweite Teil der Behauptung:

-1
Fe(l—tfo ¢
sup t7 2 n/ ( 2) = inf t”’—Qn( )k = Op(1).
te(1/(2kn) 1 Qn (1) et/ k)] Fi (1— k)

5.2 Beweis von Satz 2.2.3

Beweis. Der Beweis wird dhnlich zum Beweis von [Dre03, Theorem 2.2, Seite 626 f.| gefiihrt.
Der metrische Raum der stetigen Funktionen C[0, 1] auf [0, 1] ist separabel, was aus dem Ap-

proximationssatz von Weierstrals und aus der Tatsache folgt, dass die Menge der Polynome auf
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[0, 1] mit rationalen Koeffizienten dicht in der Menge aller Polynome auf [0, 1] liegt. Damit ist
@7 C C[0, 1] aus Bemerkung 2.1.4 als Teilmenge eines separablen metrischen Raumes separabel.
Daher gibt es Versionen von @, und des zentrierten Gaufiprozesses e mit e (t) := vt~ Ve(t),

t € (0,1], sodass die Konvergenz in (2.1.6) sogar P-f.s. in D, gilt:

Qu b
Vkn (F)}_ 0= hjn) 2y | — e, €C, P-fs. (5.2.1)
Zusammen mit der Hadamard-Differenzierbarkeit von S in z, folgt mit Wahrscheinlichkeit 1
~ (8D Qn -1/2
. = S =S k 1
; (e i) =S (o 2 e o)

= S(z)+ k'S, (ey) +o0(k,'?)

= 7+ knl/Q”y/ t= ety (dt) + o (k, '),
(0,1]
d.h.

Vi Gu=) =7 [ 0t Pts

(0,1]

fiir n — 0o. Des Weiteren erhélt man wegen (5.2.1) die fast sichere Konvergenz

Vi Y Vi (i pym ) — e =) P

Insgesamt gilt demnach fiir die oben gewéhlten Versionen von @, und e sowie fiir ¢;(dt) :=
=Dy (dt) und o (dt) := 4t~ Y5, (dt)

\/k—n< ijn:v 1) . ( fou t—(“/+1)€(t)1/7(dt)) B ( f(o,”e(t)@bl(dt)) -

Febuym) — e(1) Jioy et (dt)

und somit in Verteilung fiir die urspriinglichen Prozesse @),, und e. Allgemein ldsst sich zeigen,
dass fiir einen zentrierten Gaufprozess e mit Kovarianzfunktion r und fiir signierte Mafe 1, 1o
die Integrale | 0.1] e(t);(dt), i = 1,2, sofern sie definiert und endlich sind, gemeinsam zentriert

und normalverteilt sind mit Kovarianzmatrix

( /(] /H (s, sy )

Siehe hierzu z.B. [Ad190, Seite 26]. Mit obiger Wahl von ¢, und ¢, folgt

i,j7€{1,2}

ol = r(s, t)3(d(s, 1)) =2 st) "0t (s 02 (d(s
b= w0 =5 [ 6070 O s, )

(0,12
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o2 = / F(s, D (d(s, 1)) = / (st) "V (s, )53(d(s,
(0,1]2

(0,12

aST_// 7 (s, t)ha(ds )iy (dt) = //st ~OFy
(0,11 J(0,1] 0,1] J(0,1]

— [ O o (a),
(0,1]

Ist 4, der Hill-Schétzer, so ist das signierte Maf v, durch

und

vy (dt) = t7dt — §,(dt)
gegeben [Dre03, Seite 625|. Es folgt

U—”% = st) "0t p (s )2 (d(s
/(01 (st) "+ V(s )2 (d(s. )

,72

:/(1

t)) = 727“(1, 1)

(s,t)01(ds)v(dt)

— /(01 VO 51O (s, t)ds—/(071](315)—(7*1)70(5,t)él(ds)] v, (dt)

1
/ s~ 0t r(s, t)ds —t_('”l)r(l,t)} vy (dt)
0

1
— / / (st)"'r(s,t)dsdt — / / s 1O (s, 1)dsoy (dt)
0 (0,1]

/ t (1, t)dt+/ t= 0D (1, )5, (dt)
(0.1]

1
= // (st)” stdsdt—Q/t1r(1,t)dt+r(1,1),
0

da r(s,t) = r(t, s) fiir alle (s,t) € (0,1]?. Die Behauptung og = o7 folgt dann mit dem Satz von

Fubini und der Substitution s = [t aus

// (st)"r(s,t)dsdt = //st stdsdt+// (st)~

/ / (st)""r(s,t) dsdt+/ / Liay(s)(st) " r(s, t)dsdt
= //st stdsdt+// (st)”
// (st)~ stdsdt+// (ts)~

(s,t)dsdt

(s,t)dtds

r(t, s)dtds

= //st stdsdt—Q// ()~ tr(It, t)tdldt
— //ll lldldt—z/ll(ll)dl

da r(s,t) = r(t,s) und r(As, A\t) = Ar(s, ) fiir alle (s,¢) € (0,1]* und A > 0. O
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5.8. Beweis von Satz 5.2.2

5.3 Beweis von Satz 3.2.2

Beweis. Unter den gegebenen Voraussetzungen gilt fiir alle Tripel (v, (vn),,cn > (An)pey) Mit

veV, v, € Dy, lim,_, ||v, — ||, =0 und h, 0 fiir n — oo:

‘T (z + hn::) —T(x) /01 z(t)Tlv(t)dt’

1 T T
— / (Z(t) + hnvn(t)) Z<t) _ TZ(Zf)TlU(t)dt‘
0 ha

< [/t -t
—Jo hyvn (t)

Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein 6,,, € (0, 1), sodass fiir 2,,(t) := 2(t) + 0, +h,v,(t) gilt

/1 (2(t) + hnon(t))” — 2(t)"

0

hnvn(t)
= i ‘Tzn(t)T_lvn(t) — Tz(t)T_lv(t)‘ dt

v (t) — Tz(t)”v(t)‘ dt.

v (t) — Tz(t)T_lv(t)‘ dt

=7/ |20 ()7 0 () — 2(8)70(8)] dt.

Da ||.||,, eine Seminorm ist, folgt aus lim,_,. ||v, — v[|,, = 0 und der umgekehrten Dreiecksun-

gleichung die Existenz eines hinreichend grofien m € N, sodass
[onll, = lloll, < llon =vll, <1 VR =m

gilt, d.h. ||v,||,, < [Jv]],, + 1 fiir alle n > m. Daraus folgt aber auch

lim ||z, — 2|, = lim sup w(t)|z,(t) — 2(t)]
n—oo n—oo tG(O,l}
— Jim sup w(t) st (1)
N0 1e(0,1)
< lim Ay, sup w(t) |v,(%)]

N 4e(0,1]

IN

nh_{Eo hy, anHw

-0 (5.3.1)

und mit dem gleichen Argument wie zuvor |z, < ||z||,, + 1 fiir alle n > m. Auferdem folgt
aus (5.3.1) auch lim,, o 2,(t) = z(t) fiir alle ¢t € (0, 1], da

0= lim sup w(s)|z,(s) — 2(s)| > T}Lrgow(t) |zn(t) — 2(t)| > 0 Vt e (0,1]

N0 5¢(0,1]

und somit w(t) lim, .« |2,(t) — 2(¢)| = 0 fiir alle ¢ € (0, 1].
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Fs folgt
0 < lm ‘T(”h"'”")_T(Z) — 7 /0 1z(t)7_1v(t)dt‘
< Tglrgo/l|zn(t)7_1vn(t)—z(t)T_lv(t)‘dt
- rlm / o 0n(t) — n (D=0 + (020" — () 0(0)] e
- Tnlggo/ [0n (8) (20 ()7 = 2(0)1) + (va(t) — v(t) 2(t)7 | dt
< im0 ][O0 - =0 i
+7 lim 01 w(t)Tw(t) [on(t) — ()] (w(t) |2(t)])" " di
< i [ el w00 — @@= d
bl [ o Jim ) = v,
< 7ol +1) lim / w0z 0)" — (w)a) i

<IIZH +1 <llzll,,

1
——dt li —o(t
bl [ o Jim ) = o1,

= (el +1) [ o

1
1
wrlell [ et lim o) = 0,
= 0.

dt

(uw() 1im zn(t))T1 (w2t

n—oo

Die letzten beiden Gleichheiten resultieren aus der majorisierten Konvergenz und der Integrier-

barkeitsbedingung fo )~ "dt < oo. Es folgt die Behauptung

T. (v) = 7'/0 z(t)" o(t)dt.

5.4 Beweis von Korollar 3.2.3

Beweis. Wie im Beweis von Satz 2.2.3 im Abschnitt 5.2 zeigt man, dass es Versionen von (), und

des zentrierten Gaufiprozesses e mit e, (t) := vt~ (+e(t), t € (0, 1], gibt, sodass die Konvergenz
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5.4. Beweis von Korollar 3.2.3

in (2.1.6) sogar P-f.s. in D, gilt:

Qn D, 5
v ky, (F;(_ 1= o) zy) —r e, €Cy P-As.

Zusammen mit der Hadamard-Differenzierbarkeit von 7" in 2z, geméf Satz 3.2.2 folgt mit Wahr-
scheinlichkeit 1:

Vi (T (o0 im) - T - V(T (o 512 e 4 o1) = TGr)

T-,(ey) +o(1)

1
= ’}/T/ t=0m e(t)dt + o(1),
0

d.h. fiir die oben genannten Versionen von @), und e

Vkn (T ( e (1% o /n)) - T(zv)) — T /0 1 =0 Ve(t)dt  P-fs.

und somit in Verteilung fiir die urspriinglichen Prozesse @,, und e. Man kann zeigen (siehe z.B.
[Ad190, Seite 20]), dass f; t=07+Ve(t)dt normalverteilt ist mit Erwartungswert 0 und Varianz
fol fol(st)_””l)r(s,t)dsdt. Dies liefert die erste Behauptung.

Sind die Beobachtungen stochastisch unabhéngig, d.h. gilt 5 = 0, so folgt analog

Vkn (T ( e (16%1 © /n)) - T(zv)) 2 yr / 1 = OTEOW () dt.

0

Die Brown’sche Bewegung hat die Kovarianzfunktion r(s,t) = min(s,t), s,t € (0, 1]. Wie zuvor

ist f01 t=OT+ DWW (t)dt normalverteilt mit Erwartungswert 0 und Varianz

1 1 1 t 1
/ / (st)” O™ D min(s, t)dsdt = / {t_(w“)/ s ds + t‘”/ s_(”_l)ds] dt
o Jo 0 0 i

1
_ / 1 t—2’yT + 1 T ;tQ(l_’yT)dt
0

I -7 2—nT1 2—nT1
B 1 N 1
(1=A7)(1=297) (1 —77)(2—~T)
1

(2 =97)(3 = 277)
4(y7)? — 10yT + 8
(1 =97)(2 = 7)1 = 297)(3 — 297)’

falls y7 < 1/2. Somit folgt auch der zweite Teil des Korollars. ]
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5.5 Beweis von Satz 3.2.4

Beweis. Ein derartiges Paar (g,0) € R? welches (3.2.4) und (3.2.5) erfiillt, existiert: Es gilt
nédmlich nach Voraussetzung 3 — 2(y7 +2n) > 0 und 1 — 2y7 > 1 — 2(3/2 — 2n) > 0 bzw.
l—yr—n=1—(y+2n)+n>n—-1/2>0.

Man iiberzeugt sich davon, dass die Funktion ¢ — ¢t=7"~Vy(t) auf (0, 1) endlich integrierbar
ist: Es gilt

1
/ t—'y(T 1) ()dt‘ < sup S'y-&-n—i-é ’U ’/ *y7'+17+6
0

s€(0,1]

= sup 7Ty < 00, 5.5.1
se(ou | ()|1—(77+77+5) ( )

da v7+n+ 0 < 1. Im néchsten Schritt zerlegt man die Differenz
1 1
T(z+ hyv,) —T(z) = / (t7 + hav(t))" =t 7dt = / t7 (1 + hot v, (1)) — 1] dt
0 0
1
— / D (1)t
¥
+ / (1 + bt 0, (8))" — 1 = Thyt v, (t)] dt
0
in die Summanden
1
Tip i= Thy, / t Ny, (t)dt
0
und
1
Ty, = / (1 4 hpt 0, (t) — 1 — Thut v, (t)] dt.
0

Es gilt

1 h2 1
ol =7 / t Dy, () dt + 7 / t= 70Dy, (t)dt.
n 0 h

2
n

Fiir den ersten der beiden Summanden auf der rechten Seite ergibt sich fiir n — oo nach

betragsmaifigem Abschétzen die Konvergenzaussage

h2 h2
7'/ D () dt < sup §7 |va(s)] 7'/ t777dt = sup s |v,(s)] Lhiﬂw
0 5€(0,1] 0 5€(0,1] I—~r1

= o (h;1 R T) = o (ALPTE) = o(1),
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5.5. Beweis von Satz 3.2./

da e < (1 —2y7)/7 <1 —27v7. Fiir den zweiten Summanden erhélt man wegen (5.5.1)

1 1 ! '
T/ 90D, (1) dt :T/ t—v(T—%(t)dtJrT/ 0 e, (t)dt — 7'/ Vo (t)dt,
h

2 2 2 n—oo
n hn hn 0

denn es gilt

1 1 1
T / H“Uan(t)dt‘ < 7 / 1D | (0] dt < 7 osup sTTET e, (s))] / Ty
h h h

2 2 s€(0,1] Z
—_———
1
n:;o 1—77—%—6 6(0700)
— 0,
n—oo

dayr+1/246<~y7+n+d<1.
Zur Untersuchung des asymptotischen Verhaltens von 75, sei zundchst 7 > 2 angenommen.

Es existiert nach dem Satz von Taylor eine Funktion u — 9, € (0, 1), sodass

(T —1)

flu)=01+u)"—1—7u= 5

(14 D,t)" 20>,

Entsprechend gibt es fiir alle n € N eine Funktion ¢ — 9;,, € (0,1), sodass

1
Ty = / (1 + bt 0, (1) — 1 — Thyt v, (t)] dt
0

o 1
_ % / £ (14 Dot 0, (8) 72 (Rt v, (1))
0

-1 1
== (72 2 / 2 (L Dyt 0, ()7 02 (1) dt
0

Daraus folgt wegen 9;,, <1

1
— T,
h, >

< T(r—1)
- 2
T(r—1)

?
-2 (h" / T (U bt [on (D) v (D)t
0

1
h"/ D (1 4 bt Joa(£)])7 2 02 (8)dt
0

1
+ hy, / t7 D (1 4 bt |un (1)) vi(t)dt) .
h

2
n

Zum einen erhalt man fir n — oo

h2

T—2
h, / D (Lt o (D)2 02 ()t < Dy, (1+hn sup 37|vn(s)|>
0

s€(0,1]

2 p2
| sup s7v,(s) / t7Tdt
5€(0,1] 0
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— 0 (hnh;5(772) h72725h272'y7')

n

= 0 (hrll—Q'yT—eT)
= o(l),

dae < (1—297)/7.
Es gilt v,(t) = Oy (t~0F7%) fiir n — oo, was direkt aus

sup [v, (7] < sup o) £ 4 sup e, (1)] £
te(0,1] te(0,1] te(0,1]

/ . /

€[0,00) — 0

nach Voraussetzung folgt. Hieraus erhilt man zum anderen

1
’“/ D (1 4 bt Joa(8)])7 2 02(8)dt
h

2
<h,(1+h, s 7o, +=(7=2) o) t_2(7+77+5)dt
R ( Sup 87 foa(s ) / P )

2
hn | 14 hy, sup s |v,(s) sup 7 |y, (s)] / §T=2=25 gy
5€(0,1] s€(0,1] h2

—0 (h h—5(7—2 ( h2 2(y1+2n+26)
—O(hl e(t—2) —|—h3 2(yr+2n)—e( 46))

= o(1),

IN

dae<(1—=2y7)/Tr<1/(t—=2)und e < (3—2(y7+2n))/(T — 2) sowie § < (3 —2(yT + 2n) —
e(r—2))/4, falls 7 > 2, und 6 < (3 —2(y7 +2n))/4, falls 7 = 2.

Daher erhilt man fiir n — oo
—Tgm = 0(1)

Um abschliefend den Fall 7 € [1,2) behandeln zu kénnen, wird eine genauere Abschitzung
fir die Funktion f(u) = (14+u)" =1 —7u = @ (14 9,u)" > u?® nahe u = —1 bendtigt, denn
der Exponent 7 — 2 ist negativ. Aus

f(u)

u2

0< <4((1+u)"+7u—1)<6 Yue(-1,-1/2]

folgt
|f(u)] < 6u* Yue (—1,-1/2]. (5.5.2)
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5.5. Beweis von Satz 3.2./

Es ist die Asymptotik von 715, erneut zu untersuchen:

1
_TQ,n

1 1
T, < o / 7 (14 b0 () — 1 — tht o ()] dt
n 0

hi,

IR
== / T (Pt "0 ()] Lnpirontye(—1,-1/23dt
n JO

1o
e /0 T (Bt 0 ()] B o3y

Es existiert wieder fiir jedes n € N eine Funktion ¢ — ¥, sodass die beiden Abschitzungen

1 1 (552) ¢ [1 ;
= / S Rt 0 (O Lpaprone-1-/pdt <0 5= / £ (hntTn(t))” dt
n J0O n J0
1
= 6h, / t2mT2 (1) dt
0

und

| -
h_n/() T (Rt o) Ly 15— 11 0

7_(7__1) ! 2—1 T2 2
= Thn/o e 11+ Oy nhint v, ()] Un(t)]l{hntvvn(tbf%}dt

1
<r(r—1)2""h, / HETI2 ()it
0

gelten. Es folgt

1
_T2,n

1
- <(6+7(r—1)2'") n/ tE=02 () dt
n 0

1

h
h?L
— (6 +7 (7‘ — 1) 21_7) [hn/ t(Q_T)Vvi(t)dt + hn /
0

t(Q—T”vi(t)dt] .
n3

Nun gilt einerseits fiir n — oo

hn/ t(Q_T)Vvi(t)dt < h, ( sup s7 |vn(s)|) / t77dt = o (hnh;Q_Qahi_QW)
0 0

s€(0,1]

= o (B77) = o{1),

da ¢ < (1 — 2v7)/2. Andererseits folgt aus der zuvor nachgewiesenen Eigenschaft v, (t) =

O(o,1) (=079 fiir n — oo und ein hinreichend kleines § > 0

1 2 4
hn/ tE=12 ()dt < hy, ( sup s7TIT0 |Un<5)’> / H2=T) =20y +0+6) gy
h h

2 s€(0,1]

2
n n
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1
o(h, / T2 g
h2

(h ( _h2—2’y'r—477—45))
(h —|—h3 2(yT+2n)— 46) 0(1>,

O
O

da nach Voraussetzung § < (3 — 2(y7 + 2n))/4. Dies liefert auch fiir 7 € [1,2)
—T5,, =o(1), n — oo.

Ingesamt ist der Beweis durch

1 1 1 !
lim —7, = lim —73, + lim —T5, = 7'/ t= 7T Dy(t)dt.
0

n—>ooh n—)ooh n— ooh

fiir alle 7 > 1 erbracht. O

5.6 Beweis von Korollar 3.2.5

Beweis. Ziel ist, Satz 3.2.4 auf z, + h,v, = Q,/F (1 — k,/n) anzuwenden. Setze h,, := ka2
dann gilt wegen Satz 2.1.3

Up = \/E (% — Zpy> n;—o)o €y =17 (561)

n

und

5nzvn—v:m<%—zﬂy)—ev.

Fe(1-
Mit dem gleichen Argument wie im Beweis aus Satz 2.2.3 gilt obige Konvergenz (5.6.1) fiir
geeignete Versionen von @, und e sogar P-f.s. in D.,. Es sein € [1/2,3/4) und ein Paar (¢, ) € R?
erfiille die Bedingungen (3.2.4) und (3.2.5). Mit Hilfe von Satz 2.1.3 zeigt man, dass ¢, die

gewiinschte Bedingung erfiillt: Es existiert wegen der Annahme limp ¢~ /2*¢(t) = 0 ein C > 0

mit
146 PR Ak
sup 70 e, (t = sup t"T7q(t)— |en(t C sup En
te(0,1] ’ ( )‘ te(0,1] ( )Q(t) ’ ( )‘ te(0,1] Q(t) ’ ( )‘
t’y—i—l Qn(t)
= C sup kp | ————— — 2,(t) | —e,(t
b | <F; (1% )7l
— 0 P-s. (5.6.2)

n—o0
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5.6. Beweis von Korollar 3.2.5

Auferdem gilt analog zu (3.2.2) fiir n — oo

sup Lt [ua(t)] = op (1)
te(0,1]

Demnach existiert zu jeder Teilfolge (1;)ien eine Teilfolge (n;)jen, sodass gilt

sup hy 7 (v, (1) — 0 P-fs.
te(0,1] g J j—oo
Ferner existiert wieder ein C' > 0, sodass
1 tr+l
sup 77 |u(t)| = sup 707 q(t)—— |es(t)] < C sup —— |e,(t)].
t€(0,1] t€(0,1] q(t) te(0.1] q(t)

Da der Raum der beschrinkten Funktionen auf (0, 1] versehen mit der Supremumsnorm ein
Banachraum ist, ist die rechte Seite wegen (5.6.2) P-f.s. endlich, denn aus der Forderung
t“ log(t)[" = O(q(t)) fiir ¢« € [0,1/2), p > 0 in Satz 2.1.3 folgt t/q(t) — 0 fiir ¢ N\, 0 und

somit fiir alle n € N die Beschranktheit von

t’H—l Qn (t) " Qn (t)
sup ——\V kn | ———— — 2,(t)| = k, sup t! -1
PO e ey Bt B e ] ey ey
t Qn(t) 2.1.7(3)
< Vky sup 7 +1] < oo
te(0.1] 4(1) ( F (1 — ’“n—") )

Fiir jede Teilfolge (n;)ien existiert demnach eine Teilfolge (ny,);en, sodass die Bedingungen des
Satzes 3.2.4 P-f.s. fiir die Teilfolge (n;;);en erfiillt sind. Es folgt fiir jede dieser Teilfolgen

Fong, | T On, —T(z)| = \/El? <T (zﬁ, + k';li/%nzj) -T (zy)>

Fi <1 = Fny, /m,-)
= o, (T (34 K220 4 0(1) = T (2,)

= To,(v) +o(1) =7 /Olt”(“”e%t)dtﬂ(l)

1
- / 0T e()dt + o(1)  Ps,
0

fiir 7 — oo. Das ist gleichbedeutend mit
Vkn (T ( En > - T(zﬁ) L 'yr/lt_(w“)e(t)dt
F (L= kn/n) 0
fiir n — oo. Somit gilt obige Konvergenz in Verteilung fiir die urspriinglichen Prozesse (),, und
e. Wieder kann man kann zeigen (siehe z.B. [Ad190, Seite 20]), dass fol t=7* Ve (t)dt normal-

verteilt ist mit Erwartungswert 0 und Varianz fol fol(st)_(wﬂ)r(s,t)dsdt. Dies liefert die erste

Behauptung.
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Die Bedingungen des Satzes 3.2.4 fiir unabhéngige Beobachtungen, d.h. § = 0, werden im
Sinne der Eigenschaften (3.2.1), (3.2.2) und (3.2.3) mit dem Teilfolgenargument P-f.s. erfiillt.
Analog zum Fall schwach abhingiger Beobachtungen folgt

Vn (T ( e (1Q_“ P /n>> - T(z7)> Ly 7 /0 1 OO (4)dt.

Nun ist fo ~OmDW (t)dt normalverteilt mit Erwartungswert 0 und Varianz

4(y7)? = 10yT + 8
(1 =77)(2 =7)(1 = 297)(3 = 297)’

falls y7 < 1/2 (vgl. Beweis zu Korollar 3.2.3). Es folgt der zweite Teil des Korollars. O

5.7 Beweis von Satz 3.3.1

Beweis. Der relative Schatzfehler von m., ,, ist gegeben durch

= log

~ 1 F)((— 1—kn/n) T % -7 % (Y=An)T
- B\ e Fn b

(FE (1 0) T(=) T(Q.) )
1

T(Fx(1=0n)) T(z)(Fx (1= ka/n))

v —
—— )1 fn
7 log ( b ) Fo (=) + 7(n — ) log o,

(T(F;?(l - Qn'g/F;(_(l — On ))) +log ( (@n/Fx (1 - k‘n/n)))

T(z,) T(z,)
— —riog (M) Ao
x (

Fo ) + 7(n — ) log (nkgn)
ey <F<_11—Qn ) d) (L)
+7(

n1/2N + op 1/2)) log <ﬁ>

non

_log (T (1%) /0 g R(gn,t))Tdt)

_179 N7 _
+ log (1 + kYt op(knl/Q)) , (5.7.1)
T(z)
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5.7. Beweis von Satz 3.3.1

wobei N, ~ N(0,0%) und Ny ~ N(0,02) gemik Satz 2.2.3 und Korollar 3.2.5 geeignet gewihlt
seien.

Es sei zunéchst 7 € [1,2). Aufgrund des Satzes von Taylor gibt es ein 6,,; € (0, 1), sodass gilt
(14 R(0n,t))" =147 (14 60,,:R(0n,t))" " R(0n, 1).
Auferdem gilt

sup t° |R(on,t)| = o (k,/?)
t€(0,1]

fiir alle € > 0, da g, = o(k,/n). Es folgt fiir alle e >0 mit 1 —y7 —e7 >0

1 1
/ £ (14 Rlom 8)7dt = T(2)+7 / 7 (14 B R(0m, 1)) R(on, £)dt
0 0

5€(0,1] s€(0,1]

1
: / I
0

— T(z) +o (k).

T—1
< T(zy)+7 (1 + sup $°|R(on, 3)\) sup s°|R(0on, s)|

Fiir 7 > 2 gibt es wegen des Satzes von Taylor ein 6,,;, € (0, 1), sodass gilt

(T —1)

(14 R(0n,1))" =1+ 7R(0n,t) + (14 0, R(0n, t))T_2 R*(0n,1).

Abermals folgt
1 1
/ t7 7 (1 4+ R(on,t))"dt = T(z,)+ ’T/ 7" R(on, t)dt
0 0

-1 1
+% / 7 (1 + 6, R(0on, t))T_2 R*(o,, t)dt
0

< T(zy)+7 sup s°|R(on,s \/ e
s€(0,1]

2
T(r —1
—l—g 1+ sup S€|R(Qn,8)| sup s°|R(on,s)]
2 s€(0,1] s€(0,1]

1
: / I
0

= T(z) 4o (k1)

Fiir den relativen Schitzfehler ergibt sich damit wegen log(1 + z) = = + O(x?) fiir z — 0

Mer o0 (5.7.1) k, non _1/9 k.,
log [ —tmen =V rlog(1+R —=r k-V2log [ — | N.
o (i) e (e () ) okt (1)
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+op (k 12]0g (:@n )) log (1 + op (k%))

].+]{7 1/2 P(kjgl/Q))

+ log

)

k, k
= —71R ( ngn) <R2 (—", %)) + 7k 2 log <ﬁ) N,
1/2 -1/2 -1/2_ YT Nr
+op log + o0 (k') + k, +Op (k1)

T(z)
= —TR Kn ngn) + 7k, 2 10g ( n )N7
n n

no
+op (R(k ngn)+k 1/210g(k >)

Unter der zusétzlichen Annahme R (k,/n,no,/k,) = op <k;1/2 log (k:n/(ngn))> erhilt man die

folgende Entwicklung des relativen Schétzfehlers von m. , :

M. k, ky,
log <—m oon ) =Tk, 1/2 log ( ) N, +op (k 1/2 log (—)) .
Moy, (X) n0n noy

Es folgt die Behauptung

5.8 Beweis von Satz 4.1.3

Beweis. Es sei zundchst v € (0,1/2) und es gelte (M) fiir ein geeignetes d € (0,7()/(6 +
r(7))). Fiir den Beweis von (4.1.6) betrachte man die Differenz X, — E(X) = 23" (X, —
E(X;)) =: =37, Y;. Dann sind Y;, i € {1, ..., n}, zentriert und es gilt fiir & := 6d/(1—d) < r(y)

2+f§)

nach Voraussetzung E (|V;| < o0. Es existiert unter (M) wegen der Momentenungleichung

[Dou94, Theorem 2, Seite 26| ein C' > 0, sodass nach Anwendung der Markov- und der Jensen-

Ungleichung auf die konkave Funktion z — z%/Z*#) gilt
P <
=1
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5.9. Beweis von Satz 4.1.6

fiir K — co. Somit existiert zu jedem ¢ > 0 ein K > 0 und ein N € N, sodass

P <n1/2 Zn:Y;

i=1
n

d v

=1

2

2
<r)z1- RV s

Das bedeutet

n_1/2 = Op(l) < Xn = ]E(X) + Op (n_l/Q) .

Zum Beweis von (4.1.7) sei auf Bemerkung 4.1.4 verwiesen.
Die ersten beiden Gleichheiten in (4.1.8) folgen direkt aus (4.1.7) und

Fe(l—p/n)
Fr(—1/n) "

bzw.

n n n

Fx (L=p/n)  Fx (1- 1/n)p7+O<F§(1— 1/n))

fiir n — oo, da F € RVL .
Es bleibt
Fy (1-1/n)

- = op (rﬂ_HE) Ve >0

zu verifizieren. Nun ist F5 (1 — 1/n) /n reguldr variierend mit Index v — 1, denn es gilt fiir
n — 0o

Fx (1=1/(An))

n 1 Fy (1—-1/(Mn)) 1 (1

-
= — | = _ v—1 1
FEOCT % Fe (oL A A) XL YA >0, (5.8.1)

da Fy~ € RV . Somit ist f(1/n) := F (1 —1/n) /n” langsam variierend in 0 und es gilt wegen
Lemma 1.2.4 fiir alle ¢ > 0 und n — oo

Fy (1—1/n)

— 0.

Dies war die Behauptung. O]

5.9 Beweis von Satz 4.1.6

Beweis. Man betrachte fiir
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zuerst den ersten Summanden. Es gilt

——An—kpn T = F<— — ky,
TR T o (R R
. ky,
= f Gy Xotuin/ Fx (1= ka/0)) —Fx (1= ka/1),
wobei
9y

eine in € (0,1) und y € R stetig partiell differenzierbare Abbildung ist. Man zeigt mit der
Delta-Methode, dass unter Beriicksichtigung von Satz 2.2.3 gilt

F Gins X on ) Fie (1= ken/m)) = ﬁ - Op (712

Es folgt
L = F G Xt/ F (1 b)) 2 (1= b /)
1 _ ,A}/n n n—knpn < — Tn n—knp:n X n n X n
1 k, vV,

Man betrachte fiir den zweiten Summanden von 7', die Darstellung

n—=kn

Z Xim + = ZXM

i=kn+1

Der zweite Summand auf der rechten Seite ist nach Annahme (Z) von der Ordnung

op (\/k_n/nF; (1— kn/n)> .

Da F € RV! | existiert eine Funktion L € LV, sodass gilt

—y

FS(l—t) =tL(1). (5.9.2)

Aus [CHMS86, Theorem 1, Seite 3| erhélt man die schwache Konvergenzaussage

n—knp 1—kn
( S Xm—/ F;(u)du> 25 N(0,1)
=kp+1 b

fiir n — oo, wobei v(k,,/n) wegen [CHMS86, Lemma 1 (3.1), Seite 6| fiir ein C., > 0 asymptotisch

dquivalent zu
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5.9. Beweis von Satz 4.1.6

ist. Wegen
PR (k) ()7L 1

folgt damit

1—kn

Sp(kn) = ﬁ F(u)du + Op (U (if/nﬁ/n))
nl 1 kn
n U (kn/n)
/0 v (u)du /1—’“: Y (u)du /0 Y (u)du + Op ( NG )

kn kn

_ E(X)_/O” F;u_u)du—/" FE (u)du

0

0[5 () 1 (3)

(5.9.2) o i <, /K,

Hierbei gilt wegen (Z) und F (0) >0

Ekn
fon F (u)du < %" _
Vi pe (1 —k,/n) ~ Yape (1 —k,/n)  Fx (1—ka/n)

n n

fiir n — oo, d.h.

kn

Sp(kn) = E(X) — /0 " FE (1= u)du+ Op (\/HF)? (1— kn/n)> . (5.9.3)

n

Die Bedingung zweiter Ordnung Bs(7, p, A) aus (1.1.3) gilt auf (0, 1) sogar gleichméfig, denn
wegen [Dre98b, Lemma 2.1, Seite 190] gilt fiir alle € > 0 und ¢ \, 0

FE(=x)  \_
Peaen A

sup \7te —G(A)| =o0(1),
Sup A W) = oll)
d.h.
e
< _t _ c
X A0) G(A) = o) (A7079)

Es folgt fiir A € (0,1) und ¢ \, 0
Fy(1=Xt) = Fy(1—1) [\ + A(t) (GA) + 00y (A 079))] .
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Also gilt fiir A :=u/t mit u <t und t \ 0

FE(l—u) = FE(1—1) {(%)_7 +A() (G (5) + o0 ((

und insbesondere fiir ¢ := k,/n

7)

)

F(l—u) = F(1— ku/n) [(%) v (%) (G (kzﬁ“) ooy (“_W (%>)>]

fiir n — oo. Integration auf beiden Seiten liefert

En

/ " P — w)du

0

S AR YD

0

L FE(1 =y /n)A (@

n

v+e bn
ﬁ) 0 (/ ' u(7+€)du)
n 0

= — Pyl —ky/n)+ A (%) i

+o <A (%) %F; (1- kn/n))

1—7? n
kn kn
+o0 (x/k:nA (ﬁ) \/n_F)}_ (1 —kn/n))
s 1 ko Vhn
L :EFX (l—kn/n)—l—Op( - Fy (1—ky/n) ).
Eingesetzt in (5.9.3) ergibt sich
1 k Vkn
— E(X)— —pe— n
Sulhn) = E(X) - 1 2 F (L hof) +Op (V)
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5.10. Beweis von Satz 4.2.1

Insgesamt folgt hiermit und mit (5.9.1) die Behauptung

Tr, = ﬁ%FX (1 —ky,/n)+ Op <\/7]:_" “(l—kn/n))JrSn(kn)

— E(X)+Op (\/:_" (- k:n/n)) .

5.10 Beweis von Satz 4.2.1

Zum Beweis von Satz 4.2.1 miissen einige Vorbereitungen getroffen werden.

5.10.1 Asymptotik des Expektils und des Expektilschiatzers

Es gelten die Bezeichnungen und Bedingungen aus Abschnitt 4.2. Im ersten Schritt wird die

Asymptotik von g,, bzw. des approximativen Expektils e, als Nullstelle von g,, untersucht.

5.10.1.1 Analyse des approximativen Expektils

Ziel ist, eine Entwicklung des approximativen Expektils e,, zu bestimmen. Es existiert ein

Ouwn € (0,1), sodass

1
_1k un( <—> i
e n) — E(X = —Un o
o (1) — E(X) u+1_ann -
1
-1k, 4 w o\ 7
— on /'VF%l/'y Uy (1 -1
tn 1—ozn n (Buoy)™ ( +anv> )
(k_n)'ypw— % w f%
= 2, —1) | 2l —tn 1y (14 2 ]
e ><<1_W) (1)
_1
(4.2.2) w g
=7 wy, (20%—1)(4— ) -1
By

w 1+~ w?
= nl 20, —1)1 1 —
! (( * )< B 2P R

143y + 292 w \ 77w
Sl e B [ O —1). (5101
673 + ) ﬁn/U'y 22}3 ( )
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Es sei M > 0 und n € N so grok, dass M/(B,v,) < 1 — ¢ fiir ein beliebiges 6 € (0, 1). Nun gilt
fiir alle |w| < M

_1_3
w ¥
14 ewn—> ?
( " By

Daher folgt weiter (vgl. Definition 1.2.6)

w \ 3 M\
S (1 + Hw,n_) M3 S (1 - ew,n_) M3
Brvy By

< (1= Opn(1—0)) 7P M3 <577 *M3 < .

1 2
Jo, (un) —E(X) = u, ((2an —1) (1 — wqjﬁn + ;;27 U";”ﬁ + O mg (5;3)> — 1)

1+ vy w?u,
27* 2 B}

w Uy

= 2u,(a, —1)— 20, — 1)—— +
(00 = 1) = (20, = 1) 222

(20, — 1)

+ O (877)

= 20,0, (a, — 1) +2w(a, — 1) — (200, — 1)% (vy + ﬁﬂ)

1+ vwz Uy w _9
20 — 1) ———— | =~ + = _
l—v2a,—-1 , ( 2an—1)
= w”+ | 2(a,, — 1) — w
27%vy B ( ) gl
—+ QUVﬁn(Oén — 1) —+ O[—M,M] (ﬁ;2>
= a,w?+byw + ¢, + Oparag (8,7) (5.10.2)
wobei
1 1 1—7
a, =0(B,"), b, = —; + QT(l —a,) <0 und ¢, =0(6,(1—-a,)) (5.10.3)

fiir n — oo. Eine Idee ist, die tatsidchliche Nullstelle w = w,, von
Gan (Un) = anw® + byw + ¢, + E(X) + O (8,7)
durch die Nullstelle w = w, o der Funktion
9ol (uy) = anw? + byw + ¢, + E(X)

zu approximieren. Da der Ausdruck

(cn +E(X))an (5.10.3)
b2 B

Ny
gegen 0 konvergiert fiir n — oo, ist eine Nullstelle w,, o mit

d. = (Cn ""E(X))ZBnan _ '7('7 - 1>E2
" b2 20,

(X) + O (Bu(l —ay))
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5.10. Beweis von Satz 4.2.1

gegeben durch
b \/ ( by )2 e FEX) by |l 4(en +E(X))an
W = —o — - — Dl hy

an 2a, 2a, b2

by by, 14(c, +E(X))a, 1 [(4(co +E(X))a,\’ -
N _E+E<l_§ 02 _é( B2 ) +O(6”3)>
e t+EX) (e +E(X))*ay N
I b +0(65)
o+ E(X)

= = .8, +0(87)

= AE(X) +27(1 = NEX)(1 — an) + e+ 29(1 = 7)cn(1 — an) — dn B,
(VE(X) +29(1 = y)E(X)(1 — a,)) by, + E(X)
bn
(Yen +29(1 = ¥)en(l — an)) by + ¢y 2
- » +0(8,%)
= YE(X) +29(1 = NEX)(1 — o) + 76n +27(1 — 7)en(l — an) — dnf3,"
41 =y)PEX)(1 = an)® 401 —7)%c(l — ap)?

- b - b +0(5%)

= YEX) +29(1 = MEX)(1 — an) + 76 +27(1 = 7)ea(l — an) — duf3, !
+0 (8,7)

= AE(X) — 270 Ba(1 — ) + 2y(1 = NEX)(1 = ) — 4y(1 = 1), 801 — )’
—d. B, +0(8,7). (5.10.4)

Fiir die Rechenschritte wurde (5.10.3) benutzt. Nun ist 52 (ga, (un) — 9% (u,)) lokal gleichméifig
in w beschrankt: Fiir jedes M > 0 gilt

sup BrQL |gan (ﬁn'U'y + w) - QZIZ (5717)7 + w)|

|w|<M

= sup B2 |anw2 + bpw + ¢ + E(X) + O (ﬁf) — (anw2 + bw + ¢, + ]E(X))|
|w|<M
| <M

In einem néchsten Schritt der Analyse iiberzeugt man sich davon, dass die Abbildung g,, : R, —

R fiir jedes hinreichend grofse n € N streng monoton fallend ist, denn es gilt

1

~

2, — 1k, U (%)

o (w) = —u+ Tl +E(X) = —u+ Ku'™7 + E(X)
" ¥
mit
1
anzzan—lﬁf”gw 0
1—a, noo =
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und somit fiir die Ableitung

1 1
g, (u) = -1+ K, (1 — —) ur <=1 VYu>0. (5.10.6)
g

Da w, o = O(1), gilt wegen (5.10.5)

Ga, (5nv'y + wn,O) = o, (ﬁnv'y + wn,O) - ggﬁ (an'y + wn,O) =0 (6772) .

Es existiert also ein L > 0, sodass fiir ein hinreichend grofes n € N
—LB," < Goy (Buvy + wno) < LB,

gilt. Es folgt sowohl

als auch

O > gan (an'y + wn,O) - Lﬂ;2 > gan (an'y + wn,O + L6;2>7

da die Steigung von g,, auf R, kleiner ist als —1. Da g,, auf R, stetig und streng monoton
fallend ist, existiert nach dem Zwischenwertsatz genau eine Nullstelle w,, von g, (8,v, + ), fiir
die

Wy — LB, 2 < wy < wno+ LB,
gilt, d.h.

W, = wpo+O0(6,7) =VE(X) — 270, 8,(1 — ) +29(1 = VE(X)(1 — )
—4y(1 —y)v,Bu(1 — an)® —d,B;' + 0 (6772) )

Das Expektil e, ist dann durch

Con = [PnUy+ Wy = Brvy +VE(X) — 290,58, (1 — ay) + 27(1 — 7)E(X)(1 — )
—4y(1 = )0y Bu(1 — an)® — B, + O (552)

charakterisiert.
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5.10. Beweis von Satz 4.2.1

5.10.1.2 Analyse des tatsichlichen Expektils

In diesem Abschnitt wird der deterministische Fehler

fon (Un) = Ga, (Un) = 21an = E ((X - UN)+) -

n
1
— n ;—1

(5.10.7)

untersucht und daraus eine Entwicklung des tatséchlichen Expektils &, hergeleitet. Hierfiir
bedarf es zunichst einer priziseren Betrachtung von E ((X — un)+) In der Bedingung zweiter
Ordnung 82(77 P a, A)

Fi (1-Mt)—F% (1-t) A1
a(t) v
— G(A tN\0, VYA>0
A(t) ( )7 \l ) )

wahle man
a(t) :=dt™ (5.10.8)

fiir ein noch nicht weiter festgelegtes d > 0. Sei ¢ > 0, sodass v + ¢ < 1. Dann gilt wegen
|[Dre98b, Lemma 2.1, Seite 190] sogar

fiir ¢ (0. Somit gilt fiir ¢ \, 0
AT =1
g
Mit der Wahl X\ := u/Fx(u,) <1 und t := Fx(u,) folgt die Darstellung

FE(l— M) =FF(1—1)+

a(t) + G(\)a(t)A®t) + o) (A a(t)A(t)) .

Fe(l—uw) = un+a<Fx<un>>F§(“">j_”1+G( u )a@X(un))A(wan»

Es folgt

_ FX(un) _
E((X - un)?) = E(XLpxouy) — tnFx (i) = /0 FE(1 = w)du — w, Fy (u,)

7 B 1] Fx (un) _
= U, Fx(up) — unFx(uy) + = | F¥(uy) / w du — Fx(uy)| a(Fx(uy))
g 0

. /0 flen) G (F;(Lun)) du a( Fx (un)) A(Fx (1))
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Fx(un) - )
s [ o (FE ()l P 1) AP ()= +9) du
0

1 -

A
Qj

(un)a(Fx(un)H/o G(u)du Fx (un)a(Fx (un)) A(Fx (un))

- P (un)
s 0 pu (PR (un)a(Fx () A(Fx (n)) / w0 du
a€(0,Fx (un)) ]

- ﬁFX(un)a(FX(un))—l—/o G(u)du Fx (uy)a(Fx (u,))A(Fx (uy))

+ 0 (Fy (un)a(Fx (un))A(Fx (uy))) - (5.10.9)

Es ist eine Auseinandersetzung mit Fy (u,) notig.
Man unterscheide im Folgenden zwischen p > ~ und p < 7. Der Fall p = v wird aus

technischen Griinden nicht weiter verfolgt.
Der Fall p > v

Fiir ein geeignetes ¢ > 0 und [ # 0 aus dem Lemma 1.2.7 setze d := ¢y in (5.10.8), d.h.
a(t) = cyt™7. Mit Lemma 1.2.7 folgt fiir den ersten Summanden in (5.10.9)

Uy — 1

1—1
Fx(un)a(Fx(u)) = eyFy " (un) =y ( ) (14 e A () + o (A (u, )
= e (uy, — l)1*% (1+(1- v)eP/T A (u;lm) +0(A (u;lm)))
= vy, (u, — l)_% — e (u,, — l)_%
£ = )P =5 A () o (= )7 A (7))

= ey, (uy, — l)_% — v (uy, — l)_% +o0 <(un — l)_%> . (5.10.10)

Dabei folgt die letzte Gleichheit aus der Tatsache, dass

li ¢A(E7) = T s A(s) = lim 757 A(s) 240,
t—o0 8\‘0 8\0

Fiir den fiihrenden Summanden zeigt man weiter mit Hilfe des Lemmas 1.2.7

1y Ny = 1y TEe(1— —1/y
1 (e~ )F = e un(Ffl_k/ )R-k

(i) () (o))
- Vgn (F;( __]jn/n)>” (1+7A (%>+é(%)v)_

2|
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= (e kln/m)_i

(= () == () (G- (3))
= e (e /j/m)

(i) ()1 (%))

vo (e (i) (Ba(2)+ (%))
= e (i lfln/n))_i

- U ke (R
i Fg (1 —ky/n) T n

_.I_
1
(s,
i 1
U v
= — n - 1 ! n n
" Fo (= ) ( +'yun+0(u” ))—l—r + o)
kn, Up -3 o+ o()
= —Un Tn n
T\ FE (1= ku/n) o
Die letzte Gleichheit folgt aus
o)
n \ Fx (1=kn/n)
— = — 0
T un (A (%) + (%))

fiir n — oo, da wegen Lemma 1.2.7 und Bedingung (4.1.2)

(5] o (5] - WS
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fiir n — oo gilt. Es folgt

Fx(up)a(Fx(u,)) = yun% ( tn /n))7 + 7+ o(T,) — 701/“/1 (uy — l)_%

+ 17, + 0(7y), (5.10.12)

da dhnlich wie zuvor

(up — 1) 1

) Fr 0= k) (1= L) (A () + (5))

fiir n — oo gilt. Eingesetzt in (5.10.9) ergibt sich

1 ky

"o Up, o 1 _
E(X—-u,") = % 1U"E(F§(1—kn/n)) +mrn+0(rn)

+ / G(u)du Fy(up)a(Fx () A(Fx (1))

+ 0 (Fx (un)a(Fx (1)) A(Fx (1))

B 1 k, U, - n + o(7)
N %—1u"n Fg (1 —ky/n) 1—7rn O\n)-
Fiir die letzte Gleichheit wurde
Fx (un)a(Fx (un))A(Fx (un))

Tn

1

(5.10.12) 7“”%" (W) T A(Fx (un)) + rA(Fx (un)) 40 (an(FX(Un)))

AlFx(un) 2 A(Fx () + 0 (A(Fx () — 0

A+ By

n

fiir n — oo ausgenutzt, was wegen r, = O(7,) und

Fx(uy) & n (“" — Z)_W (1+0(1)) = (u” (B)" —1 (%)7> ! (14 o(1)) (31041)

n
kn kn Cc C
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aus Lemma 1.2.1

A(Fy(u))  AGE

_ (%Fx(un)>p +0o(1) — 0 (5.10.13)

At A%
fir n — oo folgt. Dies wiederum eingesetzt in (5.10.7) liefert
200, — 1
fan(tn) = G (tn) = 7= (la + 0(ln)) (5.10.14)

wobei

, 1 Uy 1k, LA AN
n = Ty = —Up — A — — :
1—v F (1 =k, /n) —1n n c(1—=7)\n

Die Entwicklung in (5.10.14) bleibt auch im Fall [ = 0 richtig. Allerdings miissen obige Rech-

nungen fiir den Nachweis leicht modifiziert werden. Eine erneute Auseinandersetzung mit dem

ersten Term in (5.10.9) ergibt

_1
Fx(uy)a(Fx(un)) = eyFy " (un) = ¢y (u—cn>1 T+ A (u) + 0 (A (u;l”)))l_7
= Vcl/wu}@_lh (1 +(1— y)cp/VA (u;lm) +o (A (U;I/v)))
= MUY (1= )yl 4 (ugl/v) +o0 (urlfl/"*A (ugl/v)) .

Fiir den ersten Summanden folgt

_ U, B _
e 7C%”<w<1_k /n)> = hafmy 0

) () (o))

- 1/
2 (e

- T Fy 1—k:/
n/m)

) (eal3)
(e H/n) ( A(k)“(f‘l(%”l)))
- b () -

*0(“"(@?( o) (%»
Somit gilt

Fx(up)a(Fx(uy)) = V%Un <F§ <1u_n k,n/n))i — (F; (1u—n kn/n))i %A <%)

115




Kapitel 5. Beweise

+o (un <F§; (1“_" kn/n)>_i %A (%)) , (5.10.15)

da wegen Satz 1.2.1 und Lemma 1.2.7

uqll—l/W’A (u;Ll/“I) 1 A (ur_zl/v)
“ -3 - ke )Y _ v Ak
o VA (k)" P (L= k)] AGH)
_ p
- 1 A () (20 o (4 ()
¢ (1+7A (L)) A(%)

gilt. Da nun wieder

(5.10.13)
—

fiir n — oo gilt, folgt durch Einsetzen in (5.10.9)

—_
w
3
£
S
N———
I
2=

E((X—w)") = g—unr Fi (1= ko /n)

i (ot Y Ty (e
%—1” Fg (1 —ky/n) n n

e <u (F; <1u—n k:n/n))_i %A (%>)

-1-/0 G(u)du Fx (u,)a(Fx (u,))A(Fx (uy))

e (u (F; <1u—n zcn/n))_i %A (%>)
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und damit die Behauptung fiir [ = 0:
20, — 1 1 u Tk, [k
a n) — Ya n = = - n i —nA o
fan (tn) = Gou, (ttn) 1—an< - (F;u—kn/n)) n (n>

+0 (u (F)? (1u—n kn/n))_i %A <%>> )

Der Fall p < v

In diesem Fall gilt anders als zuvor

lim LA(1/7) = lim s~ A(s) = lim 575 A(s) 2" oc.

t—00 s\0 EAN)
Dies bedeutet fiir den ersten Summanden in (5.10.9)

Fy(u)a(Px(un)) CZ ey, (uy — 1) = e (u — 1)

(1= 1) A ()
o (0" 4 (7))

= vy, (u, — [)*% + (1 — ) (u,, — l)lf% A (Ur_zl/v)
to (tn - 0" A ().

Nun gilt aber auch in dieser Situation fiir n — oo

(uy, — l)lf% A <u;1/7> B 1 A (Ugl/v)
i () By (1= k)] A )+ (5)

5 — 0.

Dies zeigt man mit einer analogen Rechnung wie in (5.10.16). Da alle weiteren Rechnungen von
der Fallunterscheidung p > v bzw. p < 7 unberiihrt bleiben, folgt auch hier fiir alle [ € R die
Entwicklung (5.10.14).

Bis auf den Fall p = v ist daher fiir [ = 0 gezeigt, dass

1 2, —1 w, ‘%knA k.
%—1 1—oznun Fiy (1 —ky/n) n n

+o (1 f"% (F)? (17“6_” kn/n))_i %A (%)) . (5.10.17)
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Fiir ein M > 0 gilt

o (e kn/m)_i = (Bt w) (F;?fﬁkf/m)?

= (Bavy +w)———(1 - an)
1 1+ B
(1= S S+ O ()
(=) _ (1—7)27%
- 230, k—n(l—an)ﬁnleQ— ~2 k_n(l_a”)w

Fo () = ga (i) — (20 — ) ( >w2+(2an—1)1; A(’;)w

B o
— <a (20, — 1)2 Tp-14 (%)) 2+ (bn + (204, — 1)1_7714 (%)) w

1—
Y2y
ko _
+ n — (20 — 1)1, 8, A (g) +E(X) + O (8.7) -

-2
e

Eingesetzt in (5.10.17) ergibt sich

Im Fall [ = 0 kann man also wie im vorigen Abschnitt mit der Nullstellenbestimmung fort-
fahren. Ist [ # 0, so kann man durch die Wahl

A(t) == A(t) + %ﬂ (5.10.18)

kiinstlich erreichen, dass die additive Konstante [ wegféllt, denn dann gilt
Fr(1—0) "2 et (14 yA®) +1 =t (1 + 7A(1))

und A bleibt im Fall p < ~ reguliir variierend mit Index p:

fl(/\t) A(Xt) + %()‘15)7 A((t)) + %t v,jl(t) P
_ = ] = — A ,
A(t) A(t) + 7_ct’y L+ 'yct ’YA( )

da A regulér variierend ist mit Index p und

lim ¢ 7A(t) = lim t* ¢ P A(t) ' co.

t—o00 t—o00
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Ist p > 7, so gilt A(t) ~ 1/(yc)t?, denn

lim LotV A() = lim 24 TA(E) + 1 = L lim PP A() + 1 = 1.
N [ tN\O [ [ N0

Insgesamt ist damit fiir alle [ € R gezeigt, dass f,, die Darstellung

fon (un) = an2 T W + Ky + O[—M»M] (67:2)

mit
1— o+ (kn\ 5102 1 —v2q, — 1 1— _ k.,
G = an = (20, = ) A (B ) O 120 e
Y2, n 272, By 2v%v, n
1—7v2a, -1 ~ [k
= u I-A(=))=0(B5"
s (A ()) o

v n
und
= Gy — (20 — 1)v, A <ljj:) +E(X)
LD 9y Bu(an — 1) — (245 — 1)v, B A k”) +E(X)
= —u,f, (2(1 — ap) + (20, — 1)A (—")) + E(X)
- 0 (1 + B, A (%)) (5.10.19)
besitzt.

Zur Nullstellenbestimmung von f,, betrachte man wieder eine Approximation
52 (un) = anQ + MW + Ky,

bestimmt hiervon eine Nullstelle w = &, o und beweist analog zur Nullstellenbestimmung von

o, fiir die Nullstelle &, der urspriinglichen Funktion f,, (8,0, + )

€n = &no + 0 (677),
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falls &, o beschrankt ist. Hierfiir beachte man, dass auch f,, stetig und streng monoton fallend

ist mit
2a 1 d 20, — 1 d -
£ () R (X - w)) = -1 T [ R
20, — 1
= —-1-=—= Fx(up, —1. 5.10.20
0 () < (5.10.20)
Eine Nullstelle von f(8,v, + -) ist durch
PSP Sy (U3 R U /1 B PR )
" 2(n 2Gn Cn 2Gn QCn Uh
Tin 14’@1@71 1 4’in<n 3 73
ool 8<m% oG
K2 k.,
L R (5 + 3,4 < )) (5.10.21)
T]TL ,r]n n

gegeben, da k,(, = O(B;" 4+ A(k,/n)). Man unterscheide zwischen

(G1) B,A (%) =0O(1) und

(G2) 5nf~1 (%) — 00, n — 00.

Der Einfachheit halber wird der mogliche Spezialfall

~ kn 1 kn
lim sup 5, A (ﬁ) = A [,A (?) -+ 00, N — 00

n—oo

aufser Acht gelassen.

Entwicklung des tatsdchlichen Expektils im Fall (G1)

Es gelte also die Bedingung (G1). Fiir den ersten Summanden in (5.10.21) folgt

Fon Uy B (2(1 —ap) + (20, — 1A (& )) — E(X)
i —§+1‘T”(2(1—an)+21(%))+O<(1—an)~(’€—n))
20,8, (1 — a) + v, B A (E2) — 20,8,(1 — a,) A (X
+ 5200 -an) + A (%)) + 0 (1= an)
)

= YE(X) = 290,84(1 — ) + 29(1 = ME(X)(1 = an) — 4y(1 = 7)1, 8,(1 — a,)?

:|:
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~ k;n
- 'W)vﬁnA (?)

+O(1) | [-7E(X) + 270, 8n (1 — )| e — E(X) + 2”7/371(1 —ay)

t o, B4 <’“—) T+ v B A (’“—) +0 <5n(1 —an)A (’“—))
n n n

+ [29(1 = NEX)(1 = an) + 49(1 = 7)1 8,(1 — )] nn]

= YE(X) = 270, 8,(1 — an) + 29(1 = NE(X)(1 — an) = 4v(1 = 7)1, 8a(1 — a,)?
()
— (1 —7)E(X) (2(1 —a,)+ A <%))
kn

o)
cofsnan(3)- e (2)

2(1 — VEX)(1 — ) — 4(1 — )0, 8 (1 — a)?

( o)+ (1—ay)A (%) 4 B0l — o) + Bl — )24 <%)>]
X)(

)
YE(X) — 290, 8, (1 — o) + 29(1 — E(X)(1 — a) — 49(1 — )0, 5, (1 — an)?

(3 03 (8) o).

Damit ist &, o beschrdankt und es folgt fiir das exakte Expektil £,, zum Niveau a,,

+O(1)

éan = 5nv'y+€n

2
n nCn —
K__/i:') +O(6n2)

n n

= Bty +7E(X) = 290,60 (1 — an) + 29(1 = 7)E(X)(1 — )
=) - () - el o (g (B)),

n n

= 5711}7 -
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Entwicklung des approximativen und tatsichlichen Expektils im Fall (G2)

Im Fall (G2) folgt

ng =
Mo Mo

ofsa(s)). -t

und 7, = —1/y+o0(1) gilt. Man erkennt, dass &, o nicht beschrinkt ist. Damit dies kein Problem

da wegen (5.10.19)

darstellt, wird in diesem Fall der modifizierte Ansatz

~ (k

Up = an'y + 67114 (_> w
n
gemacht. Es wird nun nachgewiesen, dass f,, (4, ) fiir jedes M > 0 folgende Darstellung aufweist
~ 2 "’2 kn ~9 e kn ~ "’3 k
fan( ) = Cn/B A E w* + nanA E w + Ky + O[_J\/LM] BnA E . (51023)
Wie bereits in (5.10.17) bewiesen, gilt unabhingig vom gewéhlten Ansatz von u, = O(,)
1
1 2q,—-1 U Tk, s (K
an(ln) = an (Un) — . Up = —A=
Y (ﬁ» . (5.10.24)
n

o (1 —ﬁnan (F; (1&—71 k:n/n))

Ahnlich zu (5.10.1) gibt es fiir jede Paramterisierung

= Bvy + B mit 0 < v, = o(1)

ein B, € (0,1), sodass

4\»—‘

12 (7).
%

o (i) —B(X) = —i, -

o (Un) — E(X) u+1—ann
2a,, — 1 k,, 1

_ (1_an ; 1/’7Fe1/7(ﬂnvv+ﬁnyn ) w—l)

~ 4, ((2% —1) (1 + ”;jf’)_i - 1)
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1 2,52
= qy, ((zan - 1) (1 S +27 V”ZU
YUy 2y vy

1
1+ 3y + 292 - v\ 7 R
_+’V—3+7(1+9w7nﬂ> PR
6y Uy v

Fiir ein M > 0 sei n € N so grok, dass v, M /v, < 1— ¢ fiir ein beliebiges § € (0,1). Nun gilt fiir
alle |[0] < M

N\ —1-2
~ vy
|O+amﬁﬂ) o

Uy

Es folgt

N . voaw 1+ ugfuNJQ
o, (@) —E(X) = i ((2an —1) (1 - + 27 — + O (vi’)) - 1)
Uy 2% vy

= 2ap — Vin — (20, — )22

~n 2n_1
'VUWU + (2 ) 272 02

+ O-n, (5nV2)

= 2(an — 1)Bnvy + 2(an — 1)Bpry® — (200, — 1)

U2 1+~ 6,12
B2 4 (20, — 1) B2 0 ()
YUy 2y vy

1- 2v(ap, — 1) — 200, + 1
= (20— )i e 20n D 20
272v,
+ viﬁn(an — 1) + O[—M,M] (ﬁnV{Z’)
= anBove” + b BVt + cn + Oy (Buv) - (5.10.25)

- (2a,, — 1)

Bnvpw

Eine Nullstelle w = €, ist gegeben durch

s b be ' e+ EX)
mo = 20, B p 20, Bnln a, P22

bo bl \/1_4(cn+E(X))an

2Bt 2anBnln b2

_ b, b (1_ 2(c, + E(X))a, +0(5—2)>

2Bt 20 Bnn b2 "
Cn + E(X) —2. 1
b OV
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Da

-1, -3 _
Sup /Bn Vn ’gan (Un - gan un ‘
@] <M

gilt wegen é,0 = O(1)
G By + Ban€no) = Ga, (Buty + Bunno) — 9o (Buvy + Batnéng) = O (Bavy) |
d.h. es existiert ein L > 0, sodass
Ga,, (Bnvy + Buln€no) > —Lﬁnyfz
und
Gan (BuVy + Butnéno) < +LBuv,

gilt. Aufgrund der Tatsache, dass g,, auf R, streng monoton fallend mit einer kleineren Steigung
als —1 ist (siehe (5.10.6)), folgt sowohl

0 < o, (571@7 + ﬁnynén,l)) + Lﬁnl/i’ < Yan, (ﬁnv’y + Bnynén,[) - Lﬁnyg)
o G+ ot (- 1)

als auch

0> o, (anw + /BnVnén,()) - LBnVS > Ga, (/an’y + Bnynén,o + Lﬁnyz)
= oy, (ﬁnv'y + Buln (én,o + LV?L)) .

Da g,, auf R, stetig und streng monoton fallend ist, existiert nach dem Zwischenwertsatz genau

eine Nullstelle €, von g, (8,vy + Bnvy-), fiir die
€ O—Ll/z < €, <én70+LV72L
gilt, d.h.
€n=€n0+0 (V).
Fiir das approximative Expektil folgt

o, = ﬁnv'y + Bnnén = anfy + ﬁnVnén,O + 0 (@LVE)

= G = B2 0 (54 )
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= P = 1;— v 1 2l —an) + E(X)) + O By + Bavy)

= Buvy +VE(X) + O (Ba(1 — ) + 87" + Bat?) .

Setzt man v, := A(k,/n) > 0, so folgt daher wegen A(k,/n) = o(1) mit den Bezeichnungen
aus (5.10.2)

oo (@) B0 2 2 (%) T2+ b, B, A (%) B+ e+ E(X) + O_aran (5n 1 (%))

sowie

an = DBavy +7E(X) + (ﬁn( —ap) + B, + B, AP (%)) :

Des Weiteren gilt

~ an _% A
w(rraenm) - (e

n
v ky

—_
\Q

—(1— ) + O niag (kﬁn(l — ) B, A (@D .

n

Setzt man dies und g,, (@,) in (5.10.24) ein, so erhilt man wie in (5.10.23) behauptet

i = (g (5)) ()
(b + 77(2% —1A (%)) 8,A (%) W
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~ [k, s

+c, + ]E(X) — U7(204n — 1)ﬂnA (g) + O[—M,M] <6n143 <E))
(5.10.19) ~ k
n

=" (upRA? <%> W2 + 1,5, A (%) W+ i + O ar] (/BnA3 (_”>) '

Eine Losung @ = &, von

FP (i) = o2 A2 (k ) B+ B (’“—) @+ ko
n n

1st
2
50 _ nn . < 77@ ) Kn
" 26,84 (k=) 2C, B A (52 (afB2A2 (Kn)
2Cn6n (;”) 20,3, A (7”
S L — = O
200 A (;“)(277” 8<n )+ < <))>
_ 1 _@_Mn i3 ( Fn
M(%)( oA (n)))
mit
n t kn
_I;_n (022 - vaﬂnA (?) + O( )
und

Offenbar ist én,o beschrankt. Wegen

s 570 (B o, 3 = 122 5)| = 000

fozn (ﬁnv’y - 57%21 (@) gn,0> = fan </an’y - 571/1 (ﬁ) gn,0>
n n
126
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- fgi) (5nv'y - BnA (ﬁ> gn,(])
n

o).
n
d.h. es existiert ein L > 0, sodass
fozn (ﬁnvv - BnA (_) gn,O) > _LﬁnA?) (_)
n n

fan (ﬂnv'y - ﬁnA (&> gn,O) < +Lﬁn1213 (@)
n n

gilt. Aufgrund der Tatsache, dass f,, auf R, streng monoton fallend mit einer kleineren Steigung
als —1 (siehe (5.10.20)) ist, folgt sowohl

und

als auch

i (5) 20 ()
n n

Da f,, auf R, stetig und streng monoton fallend ist, existiert nach dem Zwischenwertsatz genau
cine Nullstelle &, von ga, (Bnvy — B Ak, /k)-), fiir die

én,O - LAZ (E) < én < én,O + LA2 (E)
n n
gilt, d.h.
L - [k,
£ =00t O (A? (5)) — v, +o(L).

Fiir das tatséchliche Expektil &, erhélt man schliefslich die gewiinschte Entwicklung

gan - an'y + anl <@) gn - an'y o ’Vv’yﬁnj (ﬂ) + o0 (ﬁnzz1 (@>) .
n n n

127



Kapitel 5. Beweise

5.10.1.3 Analyse des Expektilschiitzers

Abschliefsend soll auch fiir den Expektilschétzer éan eine Entwicklung gefunden werden. Fiir g,,,

ergibt sich

1

un T
~ ( ) A 205% - 1 kn Un (Xn—kn:n)
o\ Un) — Un = Un, -
Jen H l1—a, n ,Yi —1
1
200, — 1 k 1/4m 1/4 1 w T An
— . n _n - nX Tn . 1/’Yn 1 _1
u ( 1 — o, N U’Yn n—kn:n(ﬁ U’Y) + anw
1/ g 1/4m
Vg, \ ™ (#)’YF% —1/4 n—kn:n
Uy (1 o Oén) Fkn
_ 1
w n
1+ ) .
( Bnvy )
L 1/5n L
Vg, \ ™ an nin —1/4 w Tn
= u, <(2an —1) <UL) F{_—]f/vﬂrl/fy Hom (1+ o ) — 1>.
v P nUy

Eine Analyse der Asymptotik von

1/9n 1/3n
Ay = D Mﬁl/w—l/%
zeigt
1/'AYn 1
V4 Xn—k ‘n n . 3 .
An = (ﬂ) < n ) F]jl/’)/n l/yﬁrl/’y 1/4m
Uy FE n
= 9 () f s X/ i) B 710 B4
mit
f(x,y) = yl/x
und

Uy

g(x) :

()"

Uy

e log(%—l)e—% log(vy) )

Die Funktion ¢ ist auf (0, 1) differenzierbar mit Ableitung

1
— 22

128

N<0,(g’ (7) as)2> =N <0,(

1
+ log (v7)> Vz e (0,1).

1

¥ — 2

+ ﬁlog

(5.10.26)
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5.10. Beweis von Satz 4.2.1

und daher
9 () = g(7) + Op(k;'?) = 14 Op(k, /).

Auferdem ist die Funktion f(z,y) = y'/* in beiden Komponenten fiir alle z € (0,1) und
y € R stetig partiell differenzierbar. Daher folgt aus Satz 2.2.3 und der Delta-Methode [Vaa98,
Theorem 3.1, Seite 26| gerade

Ve (F G X/ FE) = 1) = Vb (F Gy X/ ) = f (1, 1)
25 N (097 0y Vs i) = ¥ (0.7F)),

wobei V f den Vektor der partiellen Ableitungen von f bezeichne:

~1 3 log(y)
Vf<:c,y>:< : Og”j )

‘?/
Man folgert daraus

Eine Fortsetzung der Analyse von A, ergibt

(5.10.26) . . o o
A, = Q(Vn)f (Vn,Xn_kn:n/Fk:) F};:l/vn 1/7671/y 1/%n

= (14 0p (K7YV?2)) F V=11 g1/
e (52))
B
e e
— (1 + Op (k: 1/2)) <1 + (7— — 5) log ( ;:) + Op (k;;llog2 ( 6’:’)))
(k:
) k
F Fe
= 1+ Nk, ﬂlog(é“ﬂ) ( 1/210g(6n))
= 1 — YNy +op (7)), (5.10.27)

— (1400 (k7)) exp ((_ !
F Fe
= 1+<i—1>10g( kn)+op 1/2+k 110g ( kn))
An Br Bn
k 1 F
Zp = k‘;l/Q lo (—n ) = ——k;l/g lo (ﬁ)
P\l o)~ 7 5\ B,

! ]
Tn Y
1
- 1+\/_<———> 1/21g(];%)+0 (k 12 1 k1og? (?))

1
—1/2 1/2 1 1
./~ log +Op | kY2 + K log? 5"

= 1+(N1/7+0P

wobei
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und Ny, ~ N (0,0%/9%) aus (2.2.6). Man beachte, dass wegen der Forderung (4.1.2)
k
=k ?log [ —2— ) =o(1
o= I g () o)

gilt. Aufserdem existiert eine Zufallsvariable ©,,,, mit Werten in (0, 1), sodass

1 1

Tan 1+4, w1434, + 242 53 8
(o) ot e e (e )
/anﬂ/ ’anvﬁn 2771 U'y/Bn 6771 an'y n/Ury

gilt. Fiir ein beliebiges 0 € (0,1) sei M > 0 und n € N so grok, dass M/(8,v,) < 1 — 9. Nun
gilt fiir alle |w| < M

1

7,\773
w Tn
| +@wn_> w?
‘( " By

L _3 —= -3

T An M n
§<1+@w,nw) M3§<1—@ ) M?

Brvy " B,

<(1—Oun(l—08) W M3 <6 W M <00  P-ts.

Daher gilt insgesamt

o (Un) = fln = Un ((2% - 1A, (1 +— )_ - 1) (5.10.28)

w 1—"’3/77, w2 -3
= u, [ (20, —1)A, (1 — = - Op|- —1
U (( o ) ( ’YnU'an Q,VTQL U%ﬂ% + P,[—M,M] (Bn )
(200 — 1)An — 1) — (20, — 1) Ay — 2
= Up Oy — n — \aQp — na R
Any B
1+ A, w?u, _
+ (20 — DA L Op g (877)

PR

1—4, 20, — 1 1

- AQ’Y @ A,w? + ((20%—1)7 _ An—l)w
27504 B Tn
+ ﬁnvw ((2an - ]-)An - 1) + OR[—M,M} (B;Q)

= Rw*+ S,w+T, + Op—m,m (5{2) ;

wobei wegen (5.10.27)

Rn = OP (ﬁ;l) )

S, =(14+2(a, — 1)) (%1 + Op (k;1/2)) A, —1

1 1— 1
== —; -+ QT’y(l — Oén) + (1 — ’}/)Nl/A/Zn + op (Zn) = —; -+ Op (1 — Qi —+ Zn)
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und

T, = Buvy (2(n = 1) = YN1jy 20 + 0p (22))
= 20,8, (0 — 1) — YUy N1y Bnzn + 0p (Bnzn) (5.10.29)

gilt. Wegen

(Tn + fin) Ry (5

e I C

ist eine Nullstelle w = W,, o der zufélligen Abbildung

9o (Bpvy +w) = Row? 4+ Spw + Ty, + fin

mit
T, + jin(X))* BuRn
D, i= PR P 01
gegeben durch
W S (SN Tatie _ Su 1Sal [, AUTat fin)Ra
m0 T 9R, 2R, R, 2R, 2R, S2

= 73R, T2R, \ 72 S2 8 R? "
T+ fin (T + jin)” Ry o
- - - 0
s, s o)
Tn A7"L — —
_ ;“ — DB+ 0 (872 (5.10.30)

Man stellt fest, dass g,, : R. — R fiir ein hinreichend grofses n € N P-fast sicher streng monoton

fallend ist, denn es gilt

w T An
l—a, n L1
n

o (1) = —u + F iy = —u o

mit

200, — Ly X"\ .
Ty = 10‘ Snlnchwn o0 Pfs,
—Qy N :y__

n
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und Ableitung

1
o, () = =14 J, (1 - 7> win < -1  Pfs. Vu>0 (5.10.31)

Tn

Offenbar ist 52 (ga, (un) — G2 (u,)) stochastisch lokal gleichm#fig beschriinkt. Es gilt nimlich
fiir alle M > 0

Sup B2 |G, (Bavy + w) — G2 (Bavy + )]

lw|<M

= sup ﬁi |Rnw2 + Snw + Tn + ﬂn + OP,[—M,M} (5722) - (Rnw2 + Snw + Tn + ,an) ‘
lw|<M

= sup Op,[_MyM] (1) = Op(l) (51032)
|w|<M

Es wird wieder gezeigt, dass es genau eine Nullstelle W, der zufélligen Abbildung ga,, (8,0, +-)
mit 5,0, + W, > 0 gibt, die durch W,, o bis auf einen Term der Ordnung Op (3, ?) approximiert

wird, sofern W,, ¢ stochastisch beschrankt ist.

Lemma 5.10.1. Ist die Nullstelle W, der zufilligen Abbildung g3¥ (B,vy + -) stochastisch be-
schrinkt, dann gibt es genau eine Nullstelle W, der zufilligen Abbildung Ga, (Bnvy + ) mit
Brvy + Wy, >0 und es gilt

Wn = Wn,[) + OP (5722) .
Beweis. Es gelte W, o = Op(1). Dann gilt wegen (5.10.32)
gan (ﬁnv'y + Wn,O) = gan (5nv'y + Wn,O) - flgi (5nv'y + Wn,O) = OP (6;2) .

Sei ¢ > 0. Es existiert demnach ein L > 0, sodass fiir ein hinreichend grofes n € N mit
Wahrscheinlichkeit > 1 — ¢

—LB3;% < o (Bavy + W) < LB

gilt. Es folgt sowohl

0 < o, (Bry + Wio) + LB < Ga, (Buvy + Wi — LB;?)

als auch
0> ga, (ﬁnvv + Wn,O) - Lﬁ;Q > Jan, (/anv + Who+ Lﬁgz)
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mit Wahrscheinlichkeit > 1—¢, da die Steigung von g,,, kleiner ist als —1 (siehe (5.10.31)). Da g,,,
auf R, stetig und P-fast sicher streng monoton fallend ist, existiert nach dem Zwischenwertsatz

genau eine Nullstelle W,, von g, (8,v, + -), fiir die mit Wahrscheinlichkeit > 1 — ¢
Who—LB,2 < W, < W0+ LB,2
gilt, d.h.
W, =W,o+O0p(5,7).
Dies war zu zeigen. [
Es wird im Folgenden unterschieden zwischen
(F1) limsup 5,2, < oo und
n—o0
(F2) Bnzn — 00, n — 00.
Der Einfachheit halber wird der mogliche Spezialfall
limsup 8,2, =00 A Bpzp - 00, N — 00

n—oo

aulker Acht gelassen.
Zunichst wird der Fall (F1) diskutiert.

Der Fall (F1)

Fiir den moglichen Fall
Bnzn — 0, n — 0o,
setze man voraus, dass dieser Term hichstens so schnell gegen 0 konvergiert, dass noch
B2 = op (2n) (5.10.33)

n

seine Giiltigkeit besitzt. Andernfalls miisste fiir W, o eine genauere Entwicklung angegeben

werden, denn die Abschiitzung des Restglieds von W, o durch Op (3,?) wire wegen
ann - OP (67:2)
zu grob. Ansonsten gilt (5.10.33) ohnehin.
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In der Situation (F1) ist W, o stochastisch beschrinkt, denn es gilt dann

und somit

Aus Lemma 5.10.1 folgt die Existenz einer eindeutigen Nullstelle W,, von g, (8,v, +

(5.10.29

T, = ) 20, Bn (0, — 1) — YUy N1y Brzn + 0p (Bnzn) = Op(1)

(5.10.30) T + fin

W,
0 S

— DuB,t +0p (8,%) = 0p(1),

Bnvy + W, >0 und

W,

_ Tn + An _ _
Wao + Op(8;%) = === = D5 + 0p (8,)

YE(X) + 7 (fin — E(X)) + 29(1 = »)E(X)(1 — o) +7°(1 = ) N1jy B(X) 2
+ 9T, + 27(1 — V) Tn(1 — ) + 72 (1 = VN1 Trzn — Dy, + Op (8,,2)

(i 4 29(1 = VEX) (L = an) + 921 = 9N E(X)20) Si + fin

Sn
(VT 2901 = N1 = an) + 921 = )Ny Taza) S+ T,
Sn

VE(X) + 7 (fin — E(X)) +29(1 = »)EX)(1 = an) +7°(1 = ) N1jy B(X) 2,
+ 9T, +27(1 = NNT0(1 — an) + 721 = VN1 Tz — DB+ Op (8,2)
C2(1 =) (A — E(X))(1 = an) + (1 =) (fn — E(X))2n

Sn

+op ((fin — E(X))(1 — an + 2,)) + 0p (Bu(1 — an)(1 — an + 2,))

VE(X) + 7 (fin — E(X)) +29(1 = NEX)(1 — ap) +7*(1 = 7) N/, E(X)z,
+ T+ 29(1 = N To(1 — ) + 721 = )Ny Tozn — Dol

+O0p (B2 + (fin — E(X))(1 — i + 2,))

YE(X) +7 (fin — E(X)) +29(1 = ME(X)(1 — an)

— 2905 B (1 = ) — Y0, N1y Bz — 49 (1 = )03 80 (1 — n)? + 0p(Bnzn) —
+O0p (8,2 + (fun — E(X))(1 = ay + 2))

VE(X) = 290, 8, (1 — ) + 29(1 = Y)E(X)(1 — an) — 47(1 = ), 8u(1 — @)

o 72U’YN1/7ﬁnzn +7 (ﬂn - E<X>> - Dnﬁgl +op (ﬁnzn + ﬂn - E(X>) :

Eine Entwicklung des Expektilschitzers éan ist dann gerade

€
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5.10. Beweis von Satz 4.2.1

— Y20, N1y Brzn + 7 (ftn — E(X)) — DnfB

Der Fall (F2)

In diesem Fall (F2) ist W, o nicht stochastisch beschrinkt. Lemma 5.10.1 ist daher nicht

anwendbar. Man betrachte im Folgenden eine neue Parametrisierung ,, mit

Uy, = Brvy — YBnznw. (5.10.34)

Abermals gibt es fiir diese Parametrisierung eine Zufallsvariable ©,,,, mit Werten in (0, 1),

sodass

1

. \
A~ ~ 2 _1]{; u ( nknn>

gan(ﬂn)_un = —Up 1_an %_1

200 — 1ky n x 1/ o
= ( 1/7 :/A;Cn n (ﬁnv'y Vﬁnznw) mo— 1)

l—a, n Yin

L
= ( 200, — 1 — lznw) R 1)
Uy

2
1
= (2%—1 (le_ PR e T

U’V /VTL 2U2 ’Yn

3 1435, + 252 - 5
"‘f}/_ ki f}:3+ Tn (1_@w,nlznw) W Z’zw?’ -1

3
6v; 0/ Uy

gilt. Fiir ein beliebiges 6 € (0,1) sei M > 0 und n € N so grok, dass vz, M /v, < 1 — ¢ gilt. Es
folgt fiir alle |w| < M

~L_3
~ In
‘ (1 — @w,nlznw> w?

Uy

Weiter gilt

N ~ ~ ~ n 1+ n
gan(un)_Un = Up ((204”—1)14 (1+lz_ +’y_ AQ,Y 72L +OP[ MM]( ))_1)

Uy Yn 202

= ((2an — DA, — 1)y + L (200 — 1) A2 i,

Uy n
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’ L+9n o -
+ %(20@ — 1)An AQ’Y 2U)2Un + Op[ M, M| (671 )
v? 72
= (20, — 1A, — 1) 8oy — v ((2a, — 1)A, — 1) Brzpw + (205, — 1) A, 5n2’n
Yn

1 An n 2
Buz Lw? + (20, — 1)An¥? Z”wz
InUy 2% YUy

+ Op—m,m <6n22)
2 1—A4, Y, — 1
- ;E(Qan - 1A, %7 anin + 7 (1 - (2, — 1)An7 - ) B znw

+ U'yﬁn (2(0511 - 1)An - 1) + OP,[—M,M] (ﬁnzg)
= Ran + Snw + Tn + OP,[fM,M] (5nzi) )

— v (20, — 1) A,

wobei
=O0p (8,22), Sn=0p (Buzn)
und
T = =70, N1 sy Bz + 20,80 (1 — @) + 0p (Bazn) = =703 N1 3 Bnzn + 0p (Buzn)

da (,z, — oo fiir n — o0o. Da der Ausdruck

= = OP (Zn)

stochastisch gegen Null konvergiert, ist eine Nullstelle w = Wn,o der approximierenden zufalligen

Funktion von ¢,,,
9P () := Ryw® + Spw + T,

gegeben durch

~ ~ 2 ~ ~ I = P
- T Tt S O | AT+ )R,
~7L n 2 Tn An Nn
= op o (1 A 0p ()
2R, 2R, 2
Tn A'ﬂ - N n<n n<n An
- it +Op (2,) = — 703/ +0P(Aﬁz)+'u + Op (z,)
Sn Y (1 - (2an - 1)An%%;1) ﬁnzn
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Offenbar ist Wn,o stochastisch beschriankt. Sei e > 0. Wegen

sup B, "2 % |Gan () — 927 ()| = Op(1)
|lwl<M

folgt daher
Gar (Buvy = VB2 Won) = Gan Bty = 100z Wao ) = G52 (Buvs = 1BuzaWao ) = Op (Buzh)
d.h. es existiert ein L > 0, sodass mit einer Wahrscheinlichkeit > 1 — ¢
Go (Buvy = VBuzaWno) > ~Lf 5
und
Jo, </an7 — 75nann,o> < +LBu2

gilt. Aufgrund der Tatsache, dass g,, auf R, fast sicher streng monoton fallend mit einer

kleineren Steigung als —1 (siehe (5.10.31)) ist, folgt mit Wahrscheinlichkeit > 1 — ¢ sowohl
0 < Ga, (ﬂnu, — 75nZan,o) + L/anf’l < Ga, (ﬂnu, — VBnZan,o — Lﬁ,ﬁi)
= Gou (Buty = 1Buzn (W — L22) )
als auch

0 > gan (571@7 - fYBnZan,O) - Lﬁnzg > gan (anfy - Vﬁnann,O + Lﬁnfzi)

= Jan, (@n% — YBnzn (Wn,o + in)) .

Da g,, auf R, P-f.s. stetig und streng monoton fallend ist, existiert nach dem Zwischenwertsatz

genau eine Nullstelle W, von Ga, (Bnvy — YBnzn-), fiir die
Who — Lz2 < W, < Wy + L22
mit Wahrscheinlichkeit > 1 — ¢ gilt, d.h.
W, = Wn,o + Op (zg) .
Eine Entwicklung des Expektilschitzers fan ist dann

éan = an'y - Vﬂnann = ﬁnv'y - Vﬂnann,O + OP (ﬂn?«’z)
= an’y - ’yﬂnzn (/VU’YNI/W + OP(l)) + OP (@ng)
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= 671@7 - ’YQ'U'YNl/’anZn + OP (ﬁnzi) .

Im niichsten Abschnitt 5.10.2 soll der relative Schiitzfehler (€., — &, )/Ea, ndher beleuch-
tet werden. Dafiir muss im Fall (F2) unter der Parametrisierung (5.10.34) das Verhalten des

approximativen Expektils e,, erneut untersucht werden.
Ahnlich zu (5.10.1) gibt es fiir die Paramterisierung (5.10.34) ein 6,,,, € (0,1), sodass

amminin(E)
1—ann ——1

200, — 1 kn _1
P $/7F<_1/” (ﬂn% — VBpzaw) T — 1)

2=

1
1+ 3y + 292 . T Bwd
a4y (I S AR TR L
6 Ty v3

gilt. Fiir ein beliebiges § € (0,1) sei M > 0 und n € N so grok, dass vz, M /v, < 1 — 4. Nun gilt
fir alle |w| < M

Es folgt
- N 1+ z
Ga, (W) —E(X) = a, <(2an -1) <1 + v Lw + T,Y 2 + O— (%%)) — 1)
v
1
= 2(a, — D, + v;l(Qan — 1)z, wi, + ;—27(2@” 1) 22w,
v
H

+ O an (Bnzn)
= 2(an — 1)Brvy — 29(ay, — 1) Brzpw + (204, — 1) B zpw

1+
- Ul(Qan - 1) 2w2 + TF}/(QO./” — l)ﬁnzin + O[fM,M] (anf’l)
v Y
1 —
= @0 DB + (29(1 - o) + 200 — 1) Bz
Uy

+ viﬂn(an - 1) + O[—M,M] (5nzfz)
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= G’ + byw + &, + O= (ﬁnz,‘i) ,
wobei
an =0 (8,22), by=0(Buzy) und & =0 (Bu(l—an)).

Da der Ausdruck

(0 + E(X))
b2

n

=0(5,")
gegen Null konvergiert, ist eine Nullstelle w = w,, o gegeben durch

i b,
Wnp, - T = —
0 2a,,

by N by (1_ 2(&, + E(X))ay,

b

an, 2a, 2a,

<B_n>2_5n+1a(x> b B_n\/1_4(6n+EE(X))&n

= —~5— +0 (8% .

sup B, 2,° | gan (Un) — 922 ()| = O(1),
|lw|<M

gilt wegen w0, o = O(1)
Gan (Buty = VBnzntlin0) = Gan (Bu¥y = VBn2nWn0) — 9o (Buvy — YBn2ntbn0) = O (Bazy)
d.h. es existiert ein L > 0, sodass
Jon (BnVy = VBnzniing) > —Lbnz,
und
G (Bnty — ¥Bnznlng) < + LB,z

gilt. Aufgrund der Tatsache, dass g,, auf R, streng monoton fallend mit einer kleineren Steigung
als —1 ist (siehe (5.10.6)), folgt sowohl

0 < o, (ﬁnv'y _ P)/ﬁnznwn,o) + Lﬂnzg < Yo, (57/07 - Vﬁnznwn,o - Lﬂn'zi)
= Yo, (5711}7 - ,YB”Z" (w"vo o LZ”QZ))
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als auch

O > gan (ﬁnv'y - ’Vﬂnznwn,o) - Lﬂnzi > gan (an'y - ’yﬁnznwn,o + Lﬁnzi)
= Yan (ﬁnv’y — YBn2n (wn,O + ng)) .

Da g,, auf R, stetig und streng monoton fallend ist, existiert nach dem Zwischenwertsatz genau

eine Nullstelle @,, von g, (8,vy — YBnzn-), fiir die
Wp0 — in < Wy, < Wy + in
gilt, d.h.
Wy, = W0 + O (zi) )
Fiir das approximative Expektil folgt

Cq,, = ﬁnv'y - Vﬁnznwn = an'y - ’)//annwn,o + O (57122)

= ﬁnv'y + 7671 n%ﬂm +0 (ﬁ;l + 67122)
= Pt 3o an>7+ 57 (20,801 — @) + E(X)) + 0 (8, + B.2))
Buvy + VE(X) + O (Bu(l — o) + B, + Bu2l) .

Nun kann mit der Untersuchung des relativen Schéatzfehlers begonnen werden.

5.10.2 Asymptotik des relativen Schatzfehlers
In diesem Teil der Arbeit wird der relative Schatzfehler

gan B éan — ga'n, B ean % + ean — gan
éan ean §an éan

untersucht, welcher sich, wie obige Darstellung zeigt, aus einem stochastischen und einem sys-

tematischen Fehleranteil zusammensetzt.

5.10.2.1 Relativer systematischer Fehler im Fall (G1)

In den Abschnitten 5.10.1.1 und 5.10.1.2 wurden die Entwicklungen des approximativen Expek-
tils e,, und des tatsichlichen Expektils &,, fiir den Fall (G1) hergeleitet:

ban = DBnvy FYE(X) — 290,86, (1 — ap) + 29(1 — y)E(X)(1 — )
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1 kn > n — 1 kn
—4y(1 = )0y Bu(1 — a)? — Y0, 8,4 <E> - ﬁ:}—g +0 (ﬁn2 +A (?))

n

bzw.

Can = [Bnty +YE(X) = 290,8,(1 — ay) + 29(1 — y)E(X)(1 — ovy)
49 (1= )1 — )7 - 2B 500y

b
Es gilt (vel. (5.10.2) und (5.10.19))
mign (et %LX))Q% = PR2C +Ren + B(X))2an + %{1,{%%
B 731)2; 1( E(X)Ya,

Der relative systematische Fehler ist damit gegeben durch

o — b TBA(E) O (B2 4+ A (%))

gozn ﬁnvv + O(l)

fiir n — oo. Gilt nun 3,% =0 <6nfl (%")), so folgt

T 1 BA(E) 40 (B2 + A(S))
/Nl (%) gan A (k") ﬁnvv + O(l)

n
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Yoy + 0 (8047 (5) + 5,7

= —
vy, +0 (81 !
fiir n — oo. Andererseits gilt
€a,, — 504 O (572) -3
n n — n — O » ,
o ooy + o)~ 0 )

falls 8,4 (&) = 0 (8;2).

n

5.10.2.2 Relativer systematischer Fehler im Fall (G2)

Im Abschnitt 5.10.1.2 wurden die Entwicklungen des tatséchlichen Expektils &,, bzw. des
approximativen Expektils e, fiir den Fall (G2) hergeleitet:

-~ (k ~(k
gan = ﬁnv'y - /VU'yﬁnA (_n) +o (ﬁnA <_n))
n n

Can = Bavy+7E(X)+0 (ﬁn(l — ) + 8,1+ B A (%)) = Bnvy +o <WN‘ (%» '

bzw.

Der relative systematische Fehler ist damit durch

U ew =t 1 BA() 1o (8A (%))
A(%)  La ACE) By + 0 (BaA (2))
Yuy + o(1)

v, +0(A(%)) 7

fiir n — oo charakterisiert.

5.10.2.3 Relativer stochastischer Fehler im Fall (F1)

Wie in Abschnitt 5.10.1 gesehen, waren die Entwicklungen des approximativen Expektils e,,,
und des Expektilschiitzers &, im Fall (F1) fiir

(T + in(X))* RufBn . Fon
D, = = /2]
n o5 und z,:=k, /"log (= o)

n

(cn +E(X))* anB

d, = "

gegeben durch
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ean = By +YE(X) = 270,6,(1 — ) +27(1 — v)E(X)(1 — )
—4y(1 =)0y Ba(1 = an)® = dnfB + O (8,7)

bzw.

éan = Bovy +YE(X) — 290, 8, (1 — o) + 29(1 — E(X)(1 — o) — 49(1 — 7)v, (1 — an)?
- ’VQUWNl/WBnZn +7 (:[Ln - E(X)) - Dnﬁrjl +op (ﬁnzn + fin — ]E(X)) :

Eine Entwicklung fiir den relativen stochastischen Schiatzfehler ist folglich

éan —€a, _'YZU'YNl/’Vann + 7 (fin — E(X)) + (d, — Dn)@;l
B B, + O(1)
+ op (20 + (fin — E(X))B,) .

€a

n

Hierbei gilt (vgl. (5.10.2) und (5.10.29))

4 (o +E(X) an  (Tn+jin)’ Ry

= YEXX)(R, — an) + Y (T2R, — Ea,) + 27°E(X) (T, R, — cpan)

(PEA(X) +7°ch + 29°E(X)ea) b + ¢ + 2B(X)en + B2(X)
by

(PEX(X) +7°T7 + 29°E(X)T5) Sy + T3t + 2T + i
S3 "
= YE*(X)(R, — a,) + Y (T2R, — ay) + 2v°E(X) (TR, — cpay)
fiz — E*(X) + 2T, (ji, — E(X)) + Op (5,)

+

n

+0p (8,%) — 3 R,
= YEXX)(R, — an) + Y (T2R, — 2a,) + 27°E(X) (T, R, — cpan)
+0p (8,2 + (i — E(X))B,7) - (5.10.35)
Nun ist
o 20, By (an, — 1) 1 (1 + op(1))

T, - 20y B (otn — 1) = Y0y N1y B2 + 0p (Bn2n) Tt Zky +op (1)

mit Z := yNy;,/2 und K, = z,/(1 — o) stochastisch beschrénkt fiir n — oo, wobei dies wie

folgt zu beweisen ist: Fiir ein € > 0 und 0 > 0 seien D > 0 und M > 2 so gewahlt, dass

143



Kapitel 5. Beweise

und
2

g
_Z < 2
DMiEIEfZ(x)— 2’

wobei fz die Dichte von Z bezeichne, gilt. Dies ist méglich, da Z ~ N(0,05/(49?)) normalver-
teilt ist (vgl. (2.2.6)) und fz somit beschrénkt ist. Dann existiert ein m € N, sodass fiir alle

n>m

1
P > M
1+ Zk, +0p (1)

=P (Z/fn € {—1 —~ % +op(1), =1+ % + 0p(1)])

1 1
:]3<mn<:D,Zmn€ {—1—-—u+op(0,—14———4-m414)

M M
+P > D, Zk, € |—1 1+ u)1+1+ (1)
kn > D, Zk, € |—1— —+o0p(l),-14+ —+o0
M P M P
—1—- 1L 1
§P<mn<D,Z< ar + ol ))
Ko
+Plk,>D.Z¢c —/ﬁ_l—L—FO (k1) —%_1+L+0 (k")
n bl n DM P n ) n DM P n
<P(z<-L _5) 42 qup frla)
—_— — Su X
= 2D DM 2R 12
<e

gilt, was ¢,/T,, = Op(1) zur Folge hat. Man beachte fiir die vorletzte Ungleichung, dass die
beiden op-Terme im zweiten Summanden die gleiche Funktion beschreiben.

Nun folgt damit aus

Cn

CnQ ( Tn

) = Op(1)(Ry — Op(1)ar) = Op (R — ay)
und
T?R, — c2a, = Op (R, — ay)
fiir n — oo, was analog zu zeigen ist, wegen (5.10.35) die Eigenschaft
(dn — Dn)By" = Op (B — an + B8, + (i — E(X))8,) .

Ferner erhilt man

R —a — 1—%2an—1A 1—72an—1_(1—&n 1—7)20%—1

042 B, " w2 By 2y ) 20,6,
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(2.2.4)

=7 0p (k18,1

Daher ergibt sich

(5.1

(do— DB = Op (k287" + 877 + (i —E(X))BY) "2 0p (Buza + (jin — B(X)))

und folglich

éa — €q _’VQFU’YNI/’VZTL + f}/(ﬂn - E( ))ﬁ;l ~ -1
3% Om n n—E
- T o(l) o +op (20 + (fin — E(X))5,7)
— 9 Nijpa+ (i — E(X)8;"
y

+op (20 + (i — E(X))B, ) - (5.10.36)
Fiir den Fall
¢ := liminf £,2z, > 0
n—oo

bedeutet dies

|fin, — E(X)] 1 ) 1
< n— E(X)| = 1 1) = 1), 5.10.37
S e Ve B0 = (7 o) op() = 0p(1), (5.1037)
also
Z;lganeﬂ = _72N1/7+0P (1), (51038)

d.h. wegen (2.2.6)

Ca

o (fan - 1) 2N (0.02).

n

Gilt andererseits

liminf 3,2, =0,
n—oo

so bedarf es einer genaueren Auseinandersetzung mit der Konvergenzrate von ji, gegen den
Erwartungswert E(X). Man betrachte dafiir die in Abschnitt 4.1.1 diskutierten Schitzer X,

und T'r,, fiir den Erwartungswert.
Der Fall ji,, = X,
Nach Satz 4.1.3 gilt im Fall v € (0,1/2)
X, = E(X) + Op (n~1/2) .
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Dann ist z, in (5.10.36) der dominierende Term, denn es gilt

n-1/2-1 ke 1
St Y e =o(1 5.10.39
- Vo 5n10g< - ) o(1) ( )

n(l—amn)

fiir n — oco. Daher folgt wieder (5.10.38).

In Satz 4.1.3 wurde ebenso gezeigt, dass das arithmetische Mittel X,, unter den gegebenen
Bedingungen im Fall v € (1/2,1) mit der Rate F (1 —1/n)/n gegen den Erwartungswert
E(X) konvergiert, d.h.

_ Fy(1-1
X, = E(X) + Op (M) |

n

In (5.10.36) sind also die Raten z, und F% (1 —1/n)/(nfB,) miteinander zu vergleichen. Da
Fiy(1—-) € RV_,, folgt aus Satz 1.2.1 fiir ein geeignetes b > 0 mit &, ' < b

v (1 — Fy(1—A
Fe (1=1/n) rteo | Fx (1 —1/n)
fiir n — oo, d.h.
Fy (1—=k,/n)~Ek7Fy (1—1/n). (5.10.40)
Daher gilt
Fe(-1n) _ Fg(-1n)  (-o) Fe(=tfm) o
= kn\7 e T e n (1 - an)
npBy n (2)"Fg (1= ko/n)  kalx (1= ky/n)
~ N1 —ay). (5.10.41)

Bei vorgegebenem 7 € (1/2,1) und bekannter Folge (o, )nen sei (kn)nen so gewéhlt, dass
N1 —a,)” = 0(z,)

gilt. Unter diesen Umsténden folgt fiir den relativen Schétzfehler abermals (5.10.38).

Gilt andererseits
Zn = 0 (n”‘l(l — an)'y) ,

d.h.

zn:o(Eggéiu@), (5.10.42)
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5.10. Beweis von Satz 4.2.1

dann stellt sich die Entwicklung des relativen Schétzfehlers wegen (5.10.36) und Satz 4.1.3 wie
folgt dar:

nﬁn éan — €a, . y n B
FeO—1/n) em o Fra—ijmn BE)+orl)
- UlY”P(l)’ (5.10.43)
Y

wobei Y geméf Satz 4.1.3 und somit auch %Y eine stabile Verteilung besitzt.

Der seltene Fall, in dem sowohl

o (Bt

als auch

Fy (1-1/n)
"B

gilt, wird in dieser Arbeit aus technischen Griinden ausgeklammert.

=0 (zn)

Der Fall ji, = Tr,
Nach Satz 4.1.6 gilt fiir alle v € (1/2,1)
Vkn

n

Tr, =E(X) + Op ( F(1— kn/n)) .

Interessant ist die Untersuchung von Tr, nur dann, wenn im Fall i, = X,, der Term
(ftn, — E(X))B, in (5.10.36) der dominierende ist, d.h. wenn v € (1/2,1) und

o (01

bzw.
2o =0 (N1 —a,))

gilt. Dann ist das entzerrte Mittel 7, dem arithmetischen Mittel X, wegen (5.10.40) und

SaFe (L= k/n)  —F§ (1—ko/n) 10
lFec(1—-1/n) \/_"F;;(l—l/n) - B

vorzuziehen. Nun ist der Term z, in (5.10.36) abermals der dominierende, denn es gilt
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VERFiT (1—kn /n)

e ko Fi (1= ko /n) B (kn>1_” (1—ay)”
Zn 50 )T i (1= /) Y \n ( ko )
( >(1fo¢n)7 1 (n(llian)) log n(1—an)

n
— 0 (5.10.44)

fiir n — co. Es folgt (5.10.38). Die Wahl von /i, = T, sichert demnach, dass der Fehleranteil,
der durch die Schitzung des Erwartungswerts zustande kommt, asymptotisch vernachlassigbar
ist.

Die Situation, dass sowohl

s (Y

n

FE (1= ho/n) )

als auch

Vkn

n

Fx (1= kn/n) B," = O (2n)
gilt, wird erneut aus oben genanntem Grund ausgelassen.

5.10.2.4 Relativer stochastischer Fehler im Fall (F2)

Die Entwicklungen des approximativen Expektils e, und des Expektilschitzers fan im Fall (F2)

waren fir

k
=k, log | —
S Ty

gegeben durch

Ca,, = an'y + VE(X) + O (ﬁn(l - Oén) + Bgl + ﬂ”’zfz)

bzw.

éan = ﬁnv'y - ’VQU'le/'yﬁnZn +Op (5n2’f’1) .

Somit ist eine Entwicklung des relativen Schétzfehlers gerade

gozn — €q, _ _72U7N1/75nzn - ’VE(X) + OP (Bn(l - Oén) + 5;1 + ﬁnzg)
Can Buvy +YE(X) + O (Bu(1 — an) + Bt + Bnz)
=70y N1z + Op (B + 23)

_ — 2Ny 2, + O -1 3
'U»Y‘i_OP (ﬁ;l) 7 1/’}/2 + P(ﬁn +Zn)
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5.10. Beweis von Satz 4.2.1

= —*Ni/y2, + 0p(zn). (5.10.45)
Demnach folgt

_ éan - ean
ane— = —y2]\71/7 + op(1),

n

d.h. wegen (2.2.6)

Ca

n

o (fan - 1) Dy N (0,02) .

5.10.2.5 Ratenvergleich des stochastischen und deterministischen relativen Fehlers

Es wurde in den Passagen zuvor gezeigt, dass in den meisten Fallen

~

Ean Can  an Ean n

gilt. Der stochastische Fehler dominiert den systematischen Fehler, denn aus (1.1.5), d.h.

Vi (%) ~oq)

folgt
As)  VRACG
fir n — oo.

Die Dominanz des stochastischen Fehlers ergibt sich auch dann, wenn im Fall fi,, = X,, der
Term (ji,, — E(X))B,' = Op (Fi (1 —1/n) /(nfB,)) in (5.10.36) der dominierende ist. Dies ist

der Tatsache geschuldet, dass schon z, den systematischen Fehler dominiert.

5.10.3 Beweis von Satz 4.2.1

Beweis. In den Abschnitten 5.10.2.1 und 5.10.2.2 wurde gezeigt, dass der systematische Anteil

des relativen Schétzfehlers, d.h. der zweite Summand der Darstellung

~

gan - gan _ gan — €q, % + €a, — fan
504 n Ca n 504 n 504 n ’

in den meisten Fillen von der Ordnung O <f~1 (kn/n)> ist. Lediglich im Fall A(k,/n) = O(5;?)
ist der systematische Fehler von anderer Ordnung, nimlich O(S,?). Es folgt

Con ~ _
{140 (A (/) + 8,2 (5.10.46)
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Gemih (5.10.36) gilt im Fall (K1) wegen (5.10.37) bzw. (fi, — E(X))8,! = o(zy)

Son ZCon 2y D — B(X))BS + 0p (2 (i — E(X))557)

eozn UW

= _VQNI/')/Zn +op (Zn)
fiir eine Zufallsvariable Ny, ~ N (0,0%/4*). Im Fall (K3) gilt nach (5.10.45) ebenfalls

Aan - ean
56— = —*Nijy 20+ 0p (20).

n

Unter der Bedingung (K) dominiert der stochastische Fehler den systematischen Fehler, denn

es gilt

A (ka fen A (En k
- i o (i ()~
n log (n(l—nozn)> n
bzw. nach Voraussetzung (5.10.33)
-3
— —0
Zn
fiir n — oo. Insgesamt folgt unter (K1) oder (K3)
gan - fan (5-1246) gan - ean + OP <A (%) + 6;3>

€an €an

= —72]\71/72” +op (2,) ,

d.h.

P (Sﬂ — 1) i}N(0,0’%).

n

Ist 4., n € N, der Hill-Schitzer, so folgt mit Satz 2.2.3 die Gleichheit o% = 7?r(1,1).
Nach (5.10.40) gilt fiir n — oo

Py (1 —=1/n)
nfn

Zusammen mit (5.10.43) ergibt sich unter (K2)

~ 'L = ).

n'—" éa — €a Y
nCon Ty op(l
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5.11. Beweis von Korollar 4.2.2

wobei Y geméf Satz 4.1.3 und somit auch %Y eine stabile Verteilung besitzt. Unter (K) ist,

wie zuvor nachgewiesen, der relative stochastische Fehler der dominierende Term, was

nliw éoz B goc (5.10.46) nlify éa — €a i
n n — n n 1 — _Y 1
(1 —an)’ &, (1- O‘n)7 Cap ror ( ) Uy " OP( )

zur Folge hat, d.h.

' Lo, — &a, N
(I—an)  &a, Uy

Dies war zu zeigen. [

5.11 Beweis von Korollar 4.2.2

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass unter (i) bzw. (ii) die Bedingung (fi, — E(X))3;! = o(z,)
erfiillt ist. Dann folgt die Behauptung direkt aus (K1) und Satz 4.2.1. Sei zuniichst fi,, = X,,.
Ist v € (0,1/2), so gilt nach Satz 4.1.3

5.10.39)

(fin —E(X))B7" = 0 (n728;1) T2 o(z,).

Gilt dagegen v € (1/2,1), so folgt mit Satz 4.1.3 und n"~1(1 — a,)? = o(2,)

Fy (1=1/n)

(i - B =0 (U

)P0 (1 - a,)7) = o)

Ist fin = Ty, so gilt schlieRlich fiir unabhiingige Beobachtungen und ~ € (1/2,1) nach Satz
4.1.6

VEFY (1 - kn/n)) CLD 5(2).

A
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Anhang A
Anhang zu Kapitel 4

In diesem Abschnitt werden Abbildungen und sonstige Bemerkungen zu Kapitel 4 angehéngt.
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Anhang A. Anhang zu Kapitel 4

A.1 Pareto- und positive Student-t-Verteilung

p1/3, n =100, a, = 0.995

RMSE

0 10 20 30 40 50 60 70 80

Standardabweichung Bias

Abbildung A.1 - RMSE, Standardabweichung und Bias der normierten Expektilschitzer
€, (k) /€a, (griine Linie), 2, (k)/Eq, (gestrichelte rote Linie) und Z,, (k)/Ea, (blaue Linie) fiir

n = 100 Beobachtungen der Pareto-Verteilung py /3.

p1/3, n =100, o, = 0.995

QQ-Plot von log(é,, /€,,) gegen N'(0,1) QQ-Plot von log(Z,, /&,,) gegen N'(0,1)
<o e *
5 05f o~ of 05f -
g g
g 5 ~
4 s
= = /
g -05p = 05t -
IS ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ L& ol ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Quantile von A(0,1) Quantile von N(0,1)
QQ-Plot von log(Z,, /&,,) gegen N(0,1)
~ 150
ﬁ et ¥
i o’
2 os-
§ 0 /
o M
E -osp
]
=
S . . . . ,
=4 -3 -2 2 3 4

R
Quantile von N (0,1)

Abbildung A.2 — QQ-Plots von log(&, /€a,) (griin), 10g(Ea,, /a, ) (rot) und log(Za, /£a, ) (blau)
gegen die Standardnormalverteilung A/(0,1) fiir das RMSE minimierende k,, und n = 100 Beob-

achtungen der Pareto-Verteilung py 3.
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A.1. Pareto- und positive Student-t-Verteilung

p1/2, n =100, a;, = 0.995

RMSE

w » o
—

~

N

10 20 30 40 50 60 70 80
k

Standardabweichung

Bias
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4 v 4
3 3
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1
1

0

0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 10 20 30 40 50 60 70 80
k k

Abbildung A.3 - RMSE, Standardabweichung und Bias der normierten FExpektilschitzer

€a, (k) /&, (griine Linie), 24, (k)/Ea, (gestrichelte rote Linie) und 24, (k)/&q, (blaue Linie) fiir
n = 100 Beobachtungen der Pareto-Verteilung py /5.

P12, n =100, o, = 0.995

QQ-Plot von log(,, /€,,) gegen N(0,1) QQ-Plot von log(Z,, /€,,) gegen N(0,1)
2
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¥ o1s 15t £
i 1 al b -

o0 =0 -

2 osf é 05f

= g
e o0 S 0
s =
< -ost S -0sf /

+ =1 -
= = . e
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2 -1 0 1
Quantile von N (0,1)

Abbildung A.4 — QQ-Plots von log(£, /€a,,) (griin), 108(Ea,, /a, ) (rot) und log(Za, /£a, ) (blau)
gegen die Standardnormalverteilung A(0, 1) fiir das RMSE minimierende k;, und n = 100 Beob-

achtungen der Pareto-Verteilung py /5.
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Pi/3, N = 1000, o, = 0.9977

RMSE

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
k

Standardabweichung Bias

Abbildung A.5 — RMSE, Standardabweichung und Bias der normierten FExpektilschétzer

€, (k) /€a, (griine Linie), 2, (k)/Ea, (gestrichelte rote Linie) und 2, (k)/Ea, (blaue Linie) fiir
n = 1000 Beobachtungen der Pareto-Verteilung p; 3.

p1/3, n = 1000, oy, = 0.9977

QQ-Plot von log(é,, /&) gegen N'(0,1) QQ-Plot von log(Z,, /&a,) gegen N'(0,1)
—~ 03 —~ o03f
g 02} st 8 o2f
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Abbildung A.6 — QQ-Plots von log(£, /€a,) (griin), 108(Ea,, /a, ) (rot) und log(Za, /£a, ) (blau)
gegen die Standardnormalverteilung A/(0,1) fiir das RMSE minimierende k;,, und n = 1000 Beob-
achtungen der Pareto-Verteilung py 3.
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P1/2, N = 1000, o, = 0.9977

RMSE

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
k

Standardabweichung
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Abbildung A.7 — RMSE, Standardabweichung und Bias der normierten FExpektilschitzer

€a, (k) /&, (griine Linie), 24, (k)/Ea, (gestrichelte rote Linie) und 24, (k)/&q, (blaue Linie) fiir

n = 1000 Beobachtungen der Pareto-Verteilung p; /o.

p1/2, n = 1000, o, = 0.9977

QQ-Plot von log(,, /€,,) gegen N'(0,1)

QQ-Plot von log(ét,” /&a,) gegen N(0,1)
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Abbildung A.8 — QQ-Plots von log(£, /€a,,) (griin), 108(Ea,, /a, ) (rot) und log(Za, /£a, ) (blau)
gegen die Standardnormalverteilung A(0, 1) fiir das RMSE minimierende k,, und n = 1000 Beob-

achtungen der Pareto-Verteilung py /5.
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T /10, n = 100, a, = 0.995

RMSE
2
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Abbildung A.9 — RMSE, Standardabweichung und Bias der normierten Expektilschétzer

€, (k) /€a, (griine Linie), 2, (k)/Ea, (gestrichelte rote Linie) und 2, (k)/Ea, (blaue Linie) fiir
n = 100 Beobachtungen der positiven Student-t-Verteilung 7' /1¢-

11 /10, n =100, a;, = 0.995

QQ-Plot von log (€., /&a,) gegen N'(0,1) QQ-Plot von log(Z,,, /&,,) gegen N(0,1)
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Abbildung A.10 — QQ-Plots von log(a,, /a, ) (griin), 10g(Za, /£a, ) (rot) und log(Za,, /Ea, ) (blau)
gegen die Standardnormalverteilung A/(0,1) fiir das RMSE minimierende k,, und n = 100 Beob-

achtungen der positiven Student-t-Verteilung 77 /1¢.
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T1/3, n = 1000, ay = 0.9977

RMSE

. . . . . ,
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Standardabweichung Bias
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Abbildung A.11 — RMSE, Standardabweichung und Bias der normierten Expektilschétzer
o, (k)/Eq, (griine Linie), 2y, (k)/Eq, (gestrichelte rote Linie) und Eq, (k)/&a, (blaue Linie) fiir

n = 1000 Beobachtungen der positiven Student-t-Verteilung 7' /3.

Ty/3, n = 1000, o, = 0.9977

QQ-Plot von log(é,, /£,,) gegen N(0,1) QQ-Plot von log(Z,, /&,,) gegen N(0,1)
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Abbildung A.12 — QQ-Plots von log(a,, /a,, ) (griin), 10g(Za, /£a,) (rot) und log(Za,, /Ea, ) (blau)

gegen die Standardnormalverteilung A/(0, 1) fiir das RMSE minimierende k,
achtungen der positiven Student-t-Verteilung 77 /3.

und n = 1000 Beob-
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T1/2; n = 1000, Qy = 0.9977

RMSE
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Abbildung A.13 — RMSE, Standardabweichung und Bias der normierten Expektilschétzer

€, (k)/Eq, (griine Linie), E,, (k)/Eq, (gestrichelte rote Linie) und Zq, (k)/&a, (blaue Linie) fiir
n = 1000 Beobachtungen der positiven Student-t-Verteilung T /5.

112, n = 1000, o, = 0.9977
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Abbildung A.14 — QQ-Plots von log(£a,, /a, ) (griin), 10g(Za, /£a, ) (rot) und log(Zs,, /Ea, ) (blau)
gegen die Standardnormalverteilung A/(0,1) fiir das RMSE minimierende k;,, und n = 1000 Beob-

achtungen der positiven Student-t-Verteilung 77 /.
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A.1. Pareto- und positive Student-t-Verteilung

Py, n = 1000, oy, = 0.9977, S = 10
TRMSE (kr,)
v | tan fon/€on | EBan/€an | San/fan
2/3 | 92.8348 || 0.2244 (900) 0.2213 (900)  0.1789 (900)
219.3003 || 0.3001 (900)  0.2982 (900) 0.3164 (864)

3/4
Tabelle A.1 — Wahre Expektile und Monte-Carlo Ergebnisse der relativen Expektilschatzer fiir

den TRMSE und die k,’s (in Klammern), die den jeweiligen TRMSE minimieren, fiir die Pareto-

Verteilung p, mit v € {2/3,3/4}.

Ty, n = 1000, apn = 0.9977, S = 10
TRMSE (kn)
v ‘ om é&n/éa‘n, ‘ é&n [Ean ‘ éan [Ean
2/3 76.6188 1.0059 (143)  0.9990 (134) 0.5271 (4)
167.9593 1.5685 (178)  1.5676 (178)  0.6195 (4)

3/4
Tabelle A.2 — Wahre Expektile und Monte-Carlo Ergebnisse der relativen Expektilschitzer fiir

den TRMSE und die k;,’s (in Klammern), die den jeweiligen TRMSE minimieren, fiir die positive

Student-t-Verteilung T, mit v € {2/3,3/4}.

py, n = 1000, o, = 0.9977
TRMSE, v = 2/3 . TRMSE, v = 3/4

800 900

600 700

1
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700 800 900 100 200 300 400 500
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0 100 200 300 400 500 600
k

Abbildung A.15 - TRMSE der normierten Expektilschiitzer £y, (k) /&, (griine Linie), Z,,, (k) /£a,,
(gestrichelte rote Linie) und Zq, (k)/&, (blaue Linie) fiir n = 1000 Beobachtungen der Pareto-

Verteilungen py /3 (links) und p3/4 (rechts).
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P2/3, N = 1000, o, = 0.9977

Empirische Verteilungsfunktion, k, = 900 Empirische Verteilungsfunktion, k, = 500
1

0.8r
0.6r

0.4r

0.2

Empirische Verteilungsfunktion, k, = 50

0.81

Abbildung A.16 — Empirische Verteilungsfunktionen von £, /€, (griine Linie), 2, /£a, (gestri-
chelte rote Linie) und =, /€a, (blaue Linie) fiir verschiedene k, und n = 1000 Beobachtungen der

Pareto-Verteilung pj /3.

p3/4, n = 1000, a,, = 0.9977

Empirische Verteilungsfunktion, k, = 900 Empirische Verteilungsfunktion, k, = 864
1

Abbildung A.17 - Empirische Verteilungsfunktionen von £, /€, (griine Linie), 2, /€a, (gestri-
chelte rote Linie) und =, /€s, (blaue Linie) fiir verschiedene k, und n = 1000 Beobachtungen der

Pareto-Verteilung ps 4.
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A.1. Pareto- und positive Student-t-Verteilung

T, n = 1000, o, = 0.9977

TRMSE, v = 2/3 TRMSE, v = 3/4
100 10r

sl
6L
4l

/_,,;«_//’/‘AM

L L L L L ‘ 0
0 100 200 300 400 500 600 0

100 200 300 400 500 600

Abbildung A.18 - TRMSE der normierten Expektilschiitzer &4, (k) /&, (griine Linie), 24, (k) /£a,

(gestrichelte rote Linie) und Z,,, (k)/&a, (blaue Linie) fiir n = 1000 Beobachtungen der positiven
Student-t-Verteilungen T /3 (links) und T3/, (rechts).

T5/3, n = 1000, o, = 0.9977

Empirische Verteilungsfunktion, k, = 143

Empirische Verteilungsfunktion, k, = 134

Abbildung A.19 - Empirische Verteilungsfunktionen von &, /£, (griine Linie), 2y, /Ea, (gestri-

3 =—Qn
chelte rote Linie) und =, /€, (blaue Linie) fiir verschiedene k, und n = 1000 Beobachtungen der
positiven Student-t-Verteilung 15 /3.
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T3/4, n = 1000, o, = 0.9977

Empirische Verteilungsfunktion, &, = 178 Empirische Verteilungsfunktion, k, = 4

Abbildung A.20 - Empirische Verteilungsfunktionen von &,, /£, (griine Linie), 2y, /Ea,, (gestri-
chelte rote Linie) und =, /€, (blaue Linie) fiir verschiedene k, und n = 1000 Beobachtungen der

positiven Student-t-Verteilung T3 4.
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Ausblick

Dynamische Risikomalie

Bislang wurden Risikomafe betrachtet, die zu einem gewissen Zeitpunkt ausgewertet werden.
Ublicherweise gewinnt man mit der Zeit immer mehr Informationen, die in die Risikomessung
moglichst mit einfliefsen sollten. Man geht also dazu iiber, die Risikomafse von der Zeit abhingig
zu machen.

Fiir die endliche Indexmenge 7' := {0,...,n}, n € N, sei (2, (F;)ser, P) ein filtrierter Wahr-
scheinlichkeitsraum und M, (R), t € T, der Raum der F;-messbaren reellwertigen Funktionen.

Die Familie (p;)ier von Abbildungen
;Ot: Mn(R) — Mt(R)

heifst dynamisches Risikomaf, falls p, fiir jedes t € T' gewisse Monotonie- und Translationsinva-
rianzeigenschaften erfiillt (vgl. [KW12, Def. 2.15, Seiten 56 f.|). Es gibt dynamische Risikomafe,
die nur vom Tail der Verteilung (Extrembereich der Verteilung) abhéngen. Beispiele sind der
dynamische Value at Risk (dVaR) [KW12, Def. 2.17, Theorem 2.6, Seiten 57 f.] und der dyna-
mische Expected Shortfall (dES) [KW12, Def. 2.18, Theorem 2.7, Seite 59 f.|.

Es ist zu beachten, dass die Neubewertung des Risikos in einem gewissen Sinne zeitkonsistent
geschehen sollte. Das bedeutet vereinfacht gesagt, dass wenn ein Risiko X zu einem zukiinftigen
Zeitpunkt grofer bewertet wird als ein Risiko Y, dass dies auch in der Zwischenzeit der Fall
sein sollte. Eine exakte Definition der Zeitkonsistenz findet man in [ADET07]. Kriele und Wolf
[KW12, Bsp. 2.8, Theorem 2.9, Seiten 62 f.| zeigten, dass der dES im Gegensatz zum dVaR

tatsichlich zeitkonsistent ist.

Mogliche Fragestellungen

Da man im Zeitverlauf auf immer mehr Informationen zuriickgreifen kann, basieren die verschie-

denen Risikomafe p;, t € T', im Regelfall nicht auf der gleichen Anzahl an Beobachtungen. Daher
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kann nicht davon ausgegangen werden, dass sich das in Kapitel 3 beschriebene Verfahren mittels
empirischer Schitzer ohne Modifikation zeitkonsistent iibertragen lasst. Eine Fragestellung ist,
ob das einfache Ignorieren neu hinzukommender Daten zur Zeitkonsistenz fiihrt. Denkbar ist
auch, sich einem schwicheren Begriff der Zeitkonsistenz zu bedienen, wonach die Bedingung nur
noch mit grofser Wahrscheinlichkeit erfiillt sein muss. Eine wichtige Frage ist dann, inwiefern
das Schitzverfahren angepasst werden miisste, damit zumindest die schwache Zeitkonsistenz

resultiert.
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