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Zusammenfassung

Ein wichtiger Aspekt fiir den Umgang mit extremen zeitabhéingigen Zufallsereignissen ist die
Kenntnis iiber deren Abhéngigkeitsstruktur in den Extrembereichen. Die extremale Abhéngig-
keitsstruktur von strikt stationédren regulér variierenden Zeitreihen kann durch den sogenannten
Spektralprozess beschrieben werden. Davis et al. (2018) haben zwei Schétzer fiir die eindimensio-
nalen Marginalverteilungen dieses Prozesses vorgeschlagen, welche hauptséchlich auf Beobach-
tungen beruhen, die eine hohe deterministische Schranke tiberschreiten, und deren asymptotisches
Verhalten analysiert. Die Hohe dieser deterministischen Schranken ist von der eindimensionalen
Marginalverteilung der zugrunde liegenden Zeitreihe abhingig, die in der Praxis iiblicherwei-
se unbekannt ist. Aus diesem Grund werden zufillige Schranken verwendet, die sich anhand
der zugrunde liegenden Stichprobe bestimmen lassen wie beispielsweise Ordnungsstatistiken. Im
zweiten Kapitel dieser Dissertation wurde gezeigt, dass das asymptotische Verhalten der beiden
Schétzer sich nicht veréndert, wenn zufillige Schranken anstelle von deterministischen Schran-
ken verwendet werden. Dieser Zusammenhang wird insbesondere in einer Simulationsstudie bei
endlichem Stichprobenumfang bestétigt, wobei die Versionen der beiden Schétzer, die zufallige
Schranken verwenden, etwas besser abschneiden.

Im Hinblick auf die Konstruktion geeigneter Konfidenzbereiche fiir die Verteilungsfunktion der
eindimensionalen Marginalverteilung des Spektralprozesses haben Davis et al. (2018) spezielle
Bootstrap-Versionen dieser Schétzer herangezogen und deren Konsistenz bei Verwendung von
deterministischen Schranken bewiesen. Im dritten Kapitel dieser Dissertation wurde nachgewie-
sen, dass ebenjene Bootstrap-Versionen der Schétzer, die zuféllige Schranken verwenden, dasselbe
asymptotische Verhalten aufweisen.

Im Fall der asymptotischen Unabhéngigkeit der zugrunde liegenden Zeitreihe ist der Spektral-
prozess wenig informativ. Das stochastische Verhalten der zweidimensionalen Marginalverteilun-
gen in den Extrembereichen kann jedoch mit Hilfe eines speziellen Mafles, das aus einer Regulari-
tdtsannahme in diesen Extrembereichen hervorgeht, erfasst werden. Dieser Ansatz wurde in die-
ser Dissertation im Kontext von bivariaten strikt stationéren Zeitreihen statistisch untersuchen.
Nach Konstruktion eines geeigneten Schétzers fiir das Grenzmafs konnte dessen asymptotische
Normalitat im sechsten Kapitel gezeigt werden.

Im Gegensatz zum Spektralprozess hilt das Grenzmafs neben dem extremalen Abhéngigkeits-
verhalten insbesondere das stochastischen Verhalten der eindimensionalen Marginalverteilungen
jener zweidimensionalen Zufallsvektoren (auch Tailverhalten genannt) fest. Werden diese Zufalls-
vektoren zunéchst mit Hilfe ihrer eindimensionalen Marginalverteilungen geeignet standardisiert,
erfasst das zugehorige Grenzmaf das extremale Abhéngigkeitsverhalten losgelost vom Tailverhal-

ten. Da in der Praxis die eindimensionalen Marginalverteilungen fiir gewohnlich unbekannt sind,
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wird eine empirische Variante dieser Marginalstandardisierung fiir die zugrunde liegenden Beob-
achtungen angewandt, die eine Rangtransformation darstellt. Dieses Vorgehen verursacht jedoch
beim Schétzen des Grenzmafes einen zusédtzlichen Schétzfehler. Im siebten Kapitel dieser Disser-
tation wurde gezeigt, dass der Schéitzer flir das Grenzmafs angewandt auf die rangtransformierten
Beobachtungen asymptotisch normal ist, wobei der Schétzfehler, der durch die Verwendung von
rangtransformierten Beobachtungen entsteht, nur im Fall der asymptotischen Abhéngigkeit in
die Grenzverteilung eingeht.

Die Regularitdtsannahme in den Extrembereichen der Verteilung der zweidimensionalen Zu-
fallsvektoren erméglicht insbesondere die Konstruktion von Schétzern fiir Uberschreitungswahr-
scheinlichkeiten, in denen beide Koordinaten des Zufallsvektoren jeweils eine hohe Schranke iiber-
schreiten. Diese Schétzer setzen sich dann unter anderem aus Schétzern fiir die Verteilungsfunk-
tionen der eindimensionalen Marginalverteilungen zusammen. Dabei ist die Schétzmethode im
Fall der asymptotischen Unabhéangigkeit deutlich aufwendiger, da eine zusétzliche Parameter-
schitzung erforderlich ist. Im achten Kapitel wurde das asymptotische Verhalten der Schétzer
fiir Uberschreitungswahrscheinlichkeiten unter Beriicksichtigung des asymptotischen Verhaltens

jener Schétzer, die fiir die Schétzung herangezogen werden, bestimmt.



Abstract

An important aspect for dealing with extreme events of stochastic processes is the knowledge
of their dependence structure in extreme regions. The extremal dependence structure of strictly
stationary regularly varying time series can be described by the so-called spectral tail process.
Davis et al. (2018) have proposed two estimators for the one-dimensional marginal distributions of
this process, which are mainly based on observations that exceed a high deterministic threshold,
and analyzed their asymptotic behavior. However, in order to choose deterministic thresholds
appropriately, knowledge about the one-dimensional marginal distribution of the underlying time
series is needed. Since those marginal distributions are usually unknown in practice, versions of
these estimators are applied which use random thresholds like intermediate order statistics. In
the second chapter of this thesis, it is shown that the asymptotic behavior of the two estimators
does not change if random thresholds are used instead of deterministic ones. This relationship is
also corroborated in a simulation study, but the modified estimators which use random thresholds
often perform a bit better for finite samples.

In order to construct suitable confidence regions for the distribution functions of the spectral
tail process, Davis et al. (2018) proved the consistency of certain bootstrap versions of these two
estimators using deterministic thresholds. In the third chapter of this thesis, it is shown that
the bootstrap versions of the estimators that use random thresholds have the same asymptotic
behavior.

In the case of asymptotic independence of the underlying time series, the spectral tail process
is not informative at all. However, in extreme regions, the stochastic behavior of two-dimensional
marginal distributions of the underlying time series can be captured by a certain measure that
results from a regularity assumption in these extreme regions. This approach was investigated
in this thesis in the framework of bivariate strictly stationary time series. After constructing a
suitable estimator for the corresponding limit measure, its asymptotic normality is shown in the
sixth chapter.

In contrast to the spectral process, the limit measure captures also the stochastic behavior
of the one-dimensional marginal distributions of those two-dimensional random vectors in its
extreme regions (also called tail behavior). If these random vectors are first appropriately stan-
dardized with the aid of their one-dimensional marginal distributions, then the corresponding
limit measure captures the extremal dependence behavior without its tail behavior. Since one-
dimensional marginal distributions are usually unknown in practice, an empirical version of this
marginal standardization is used for the underlying observations. This procedure causes an ad-
ditional estimation error. In the seventh chapter of this thesis, it is shown that the estimator of

the limit measure applied to the empirically standardized observations is asymptotically normal,
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whereby the estimation error, which arises from the use of empirically standardized observations,
only occurs in the case of asymptotic dependence.

The assumption of regularity in extreme regions also enables the construction of estimators for
probabilities of extreme events, where both coordinates of the two-dimensional random vectors
exceed a high threshold. These estimators include also estimators for the distribution functions of
the one-dimensional marginal distributions. In addition, in the case of asymptotic independence,
the estimation method is more complex since an additional parameter estimation is needed. In
the eighth chapter, the asymptotic behavior of the estimators for probabilities of extreme events
is determined taking into account the possible asymptotic behavior of those estimators which

are used in addition for the estimation.
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Einleitung

In der Literatur zur Extremwerttheorie und -statistik ist die statistische Analyse des sogenann-
ten Tailverhaltens von strikt stationédren Zeitreihen bereits fest etabliert. Hierbei wird mit Hilfe
von extremwerttheoretischen Methoden das stochastische Verhalten der eindimensionalen Mar-
ginalverteilungen in den Extrembereichen statistisch untersucht. In vielen Situationen ist es je-
doch genauso wichtig, Abhingigkeiten zwischen extremen Beobachtungen zu verstehen. Besteht
namlich zwischen Exzedenten eine Abhéngigkeit, so treten solche extremen Beobachtungen ten-
denziell gehauft auf - in sogenannten Clustern. Diese Clusterbildung von extremen Ereignissen
kann etwa an Finanzmaérkten oder in der Hydrologie besonders problematisch sein. Beispielsweise
stellen grofle Verluste von Finanzinvestitionen ein ernsthaftes Risiko dar, wenn diese innerhalb
einer kurzen Zeitspanne auftreten. Ebenso konnen mehrere aufeinanderfolgende Tage mit star-
kem Niederschlag eher zu einem Erdrutsch oder zu einer groferen Uberschwemmung fithren als
ein einzelner Tag mit Starkregen, selbst wenn letzterer extremer ist. Trotz der praktischen Be-
deutung sind deutlich weniger statistische Resultate iiber die Abhéngigkeitsstruktur zwischen
extremen Beobachtungen vorhanden als fiir die statistische Analyse des Tailverhaltens.

Um Abhéngigkeitsstrukturen in extremen Regionen genau beschreiben zu kénnen, fithrten Bas-
rak und Segers (2009) den sogenannten Tail- und Spektralprozess fiir strikt stationére Zeitreihen
ein. Diese Prozesse existieren genau dann, wenn die endlich-dimensionalen Marginalverteilungen
der zugrunde liegenden Zeitreihe (X;):cz ein bestimmtes regulires Verhalten in den Extrembe-
reichen aufweisen, welches als reguldre Variation bezeichnet wird. Der Tailprozess (Y;)iez einer
zugrunde liegenden univariaten Zeitreihe (X¢);ez ist dann definiert durch die schwachen Konver-

genzen
Lu N Xs, ..., X)) | | Xo] >u) =3 L(Y,,...,Y)), s<0<t,

wobei L£(X) die Verteilung von X und £(X | B) die bedingte Verteilung von X gegeben das
Ereignis B bezeichnet. Dieser Prozess beschreibt also, inwieweit eine extreme Beobachtung das
stochastische Verhalten der vergangenen und kiinftigen Realisationen innerhalb der Extrembe-
reiche beeinflusst. Dabei erfasst der Tailprozess sowohl das stochastische Verhalten der eindi-
mensionalen Marginalverteilungen als auch das Abhingigkeitsverhalten in den Extrembereichen
der zugrunde liegenden Zeitreihe (Xy)iez. Wird der Tailprozess (Y;)iez mit Hilfe von |Yp| nor-
miert, so ergibt sich der Spektralprozess (©;)iez = (Y;/|Y0|)tez, welcher einen Eindruck iiber
das extremale Abhéngigkeitsverhalten von (Xy);ez liefert.

Davis et al. (2018) konstruierten zwei Schétzer fiir die Verteilungsfunktionen der eindimen-

sionalen Marginalverteilungen des Spektralprozesses - die sogenannten Forward- und Backward-
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Schitzer. (Dabei geht der urspriingliche Ansatz zur Konstruktion ebenjener Schétzer auf die
Arbeit von Drees et al. (2015) fiir Markov-Ketten zuriick.) Beide Schéitzer gehoren zur Fa-
milie der Peak-over-Threshold-Schitzer. Das sind Schétzer, die hauptséchlich Beobachtungen
beriicksichtigen, die eine gewisse Schranke wu, liberschreiten. Der Forward-Schétzer stellt eine
empirische Version der zu schétzenden Verteilungsfunktion dar, wihrend der Backward-Schéatzer
anhand der sogenannten Time-Change-Formula konstruiert wurde. Die Time-Change-Formula
beschreibt dabei die spezielle Struktur der Verteilung des Spektralprozesses, mit deren Hilfe die
Verteilungsfunktion von ©; als Grenzwert einer weiteren Folge aufgefasst werden kann.

Davis et al. (2018) haben unter geeigneten Annahmen gezeigt, dass beide Schétzer asympto-
tisch normal sind, wenn die deterministische Schranke u, mit einer geeigneten Rate, die von
der zugrunde liegenden eindimensionalen Marginalverteilung abhéngt, ansteigt. Da tiblicherwei-
se Marginalverteilungen unbekannt sind, werden in der Praxis zuféllige Schranken w,, wie bei-
spielsweise Ordnungsstatistiken (das sind der Grofe nach sortierte Beobachtungen) verwendet,
die asymptotisch dquivalent zu wu,, sind, das heifst a,,/u, "% 1 in Wahrscheinlichkeit erfiil-
len. Beispielsweise wurden in den Simulationsstudien von Drees et al. (2015) und Davis et al.
(2018) zum Performancevergleich der beiden Schétzer jeweils Ordnungsstatistiken als Schranken
gewéhlt. Des Weiteren haben Davis et al. (2018) fiir die Konstruktion entsprechender Konfidenz-
bereiche sogenannte Multiplier-Block- Bootstrap- Versionen der Forward- und Backward-Schétzer
herangezogen. Auch in diesem Zusammenhang wurde Konsistenz dieser Bootstrap-Versionen nur
bei Verwendung von deterministischen Schranken nachgewiesen, wihrend in den Simulationsstu-
dien Ordnungsstatistiken als Schranken verwendet wurden. Dies zeigt, dass eine Liicke zwischen
der mathematischen Analyse von Davis et al. (2018) und dem in der Praxis iiblichen Verfahren
zur Anwendung der Forward- und Backward-Schétzer existiert.

Im ersten Teil dieser Dissertation wird diese Liicke geschlossen. Wahrend es plausibel ist, dass
eine enge Beziehung zwischen der Verteilungen der unterschiedlichen Versionen der beiden Schét-
zer (bei Verwendung von deterministischen oder zufélligen Schranken) existiert, ist a priori nicht
abzusehen, ob diese Versionen dieselbe Grenzverteilung besitzen. In einer vergleichbaren Situati-
on haben Drees et al. (2004) das asymptotische Verhalten der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir
einen Skalenparameter und fiir den Extremwertindex in einem verallgemeinerten Pareto-Modell
bei Verwendung von Ordnungsstatistik als Schranken untersucht. Diese Maximum-Likelihood-
Schétzer wurden zuvor von Smith (1987) bei Verwendung deterministischer Schranken statistisch
analysiert. Es hat sich herausgestellt, dass die Verwendung von Ordnungsstatistiken anstelle
ebenjener deterministischen Schranken das asymptotische Verhalten des Schéitzers des Extrem-
wertindex nicht beeinflusst, die Grenzverteilungen des Schétzers fiir den Skalenparameter in

beiden Ansétzen jedoch unterschiedlich sind.

Ein Sonderfall im Hinblick auf die statistische Analyse der extremalen Abhéngigkeitsstruktur
der Zeitreihe (X3)scz ist der Fall der asymptotischen Unabhéngigkeit. Der zugehorige Spektral-
prozess (04)scz ist dann von trivialer Form, die zur Folge hat, dass Uberschreitungen von extrem
hohen Schranken wu, mit gegen 1 strebender Wahrscheinlichkeit vereinzelt auftreten. Fiir ein ver-

tieftes Verstédndnis der Abhéngigkeitsstruktur von (Xy);ez ist es jedoch wichtig zu analysieren,



wie schnell die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von Clustern von extremen Uberschreitungen
abnimmt. Ledford und Tawn (1996, 1997, 1998) haben diese Fragestellung durch die Konstruk-
tion eines geeigneten Modells fiir unabhéngig und identisch verteilte bivariate Zufallsvektoren
erstmals untersucht.

Hierzu wird gefordert, dass die Zeitreihe (X};):cz ein weiteres reguléres Verhalten aufweist: Zu
jedem h # 0 existiert ein nicht-entartetes Maf I/éh) auf ((0,00)%,B((0,0)?)), so dass

i P{u='(Xo,X,) € B} ()
im - =1
u—oo P{min{ Xy, Xp,} > u}

(B) < 00 (1)

fiir alle Borelmengen B € B((0,00)?) gilt, die von {(z1,72) € [0,00)? | min{zy, 22} = 0} weg
beschrankt sind und U(()h)(aB ) = 0 erfiillen. Dabei heifst ein Mafs entartet, wenn dessen gesamte
Masse in einem Punkt konzentriert ist. Der Zufallsvektor (Xo, X) heift dann reguldr variie-
rend auf (0,00)2. Das Grenzmaf I/(()h) beschreibt das stochastische Verhalten von (X, X3) in
Extrembereichen, in denen beide Komponenten des Zufallsvektors (Xo, X};) extrem sind. Im
Gegensatz zum Spektralprozess (Oy):cz ist das Grenzmaf Véh) jedoch in der Lage, auch im Fall
der asymptotischen Unabhéngigkeit mit steigender Schranke u abnehmende Abhéngigkeiten zwi-
schen Exzedenten iiber u, die h Zeitpunkte auseinander liegen, zu erfassen. Aus diesem Grund
werden im zweiten Teil dieser Dissertation geeignete Schétzer fiir dieses Grenzmaf entwickelt
und statistisch analysiert.

In einem anderen Ansatz haben Kulik und Soulier (2015) und Bilayi-Biakana et al. (2020)
eine Verallgemeinerung der multivariaten reguldren Variation betrachtet, die auch im Fall der
asymptotischen Unabhéngigkeit die Definition eines nicht-trivialen Tailprozesses (Yi)en, fur
nichtnegative Lags erlaubt. Wahrend dabei folglich die Prognose des zukiinftigen Verhaltens
der Zeitreihe (X;);ez nach einem bereits beobachteten extremen Wert im Vordergrund steht,
fokussiert sich der durch das Modell von Ledford und Tawn motivierte Ansatz in Gleichung (1)
auf die Analyse von gemeinsamen extremen Beobachtungen.

Allgemeiner kann auch eine bivariate strikt stationére Zeitreihe (Vt(l), Vt(Q))teZ betrachtet wer-
den, fiir die der Zufallsvektor (Vo(l), 0(2)) regulir variierend auf dem Kegel (0, 00)? mit Grenzmaf
v ist. Ein Spezialfall ist dann (Vt(l), Vt(Z)) = (Xy, X¢yp) mit Grenzmak vy = I/éh). Das Grenzmafs
vg erfasst neben dem extremalen Abhéngigkeitsverhalten des Zufallsvektors (Vo(l), 0(2)) auch das
stochastische Verhalten seiner eindimensionalen Randverteilungen in den Extrembereichen. Wie

bei Copula-Modellen kann die extremale Abhéngigkeitsstruktur von (Vo(l),VO(Q)) losgelost von

dem Tailverhalten untersucht werden. Zu diesem Zweck wird die Zeitreihe (Vt(l), Vt(Q))th mit
Hilfe ihrer Marginalverteilungen transformiert:
1 1
UASER AR = ( : ) tez, 2)
) = R T Re®

wobei F; mit ¢ € {1,2} die Verteilungsfunktion von Vt(i) bezeichnet. Ist der bivariate Zufalls-
vektor (Vo(l), VO(Q)) regulér variierend auf (0,00)2, so unter schwachen Annahmen, die im Spe-

zialfall (Vo(l), 0(2)) = (Xo, X},) trivialerweise erfiillt sind, auch (VO(*’U,VO(*’Q)). Umgekehrt kann
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der marginaltransformierte Zufallsvektor (VO(*’I), VO(*’Q)) auch dann regulir variierend auf (0, 00)?
sein, wenn dies auf (Vo(l), VO(Z)) nicht zutrifft. Die Standardisierung der eindimensionalen Rand-
verteilungen erweitert daher die betrachtete Modellklasse und ermdoglicht so Anwendungen auf
beispielsweise Umweltdaten, die in der Regel keine regulér variierenden Tails aufweisen. Aus der

reguléren Variation des marginaltransformierten Zufallsvektors (Vo(*’l), VO(*’Q))

auf (0, 00)? lassen
sich dann geeignete Schétzer fiir das entsprechende Grenzmafl konstruieren.

Im praxisrelevanten Fall, in dem F; und F5 unbekannt sind, wird eine empirische Variante der
Marginaltransformation in (2) verwendet, die auf den Réngen der zugrunde liegenden Stichpro-
be basiert. Dieses Vorgehen verursacht jedoch einen zusétzlichen Schétzfehler, der in den beiden
Fillen asymptotischen Abhéngigkeit und asymptotischen Unabhéngigkeit unterschiedlich bertick-
sichtigt werden muss. Des Weiteren beeinflusst diese Herangehensweise die statistische Analyse
des Schétzers erheblich. Klassische Mischungsannahmen, die fordern, dass zeitlich weit ausein-
anderliegende Beobachtungen als nahezu unabhéngig angesehen werden konnen, sind ndmlich
fiir rangtransformierte Daten nicht erfiillt, da die Rdnge von der gesamten Stichprobe abhéngen.
Im zweiten Teil dieser Dissertation wird das asymptotische Verhalten der Schétzstatistik fiir die
entsprechenden Grenzmafe jeweils basierend auf den originalen, marginaltransformierten und
rangtransformierten Beobachtungen bestimmt.

Draisma et al. (2004) haben den Ansatz von Ledford und Tawn genutzt, um Schitzer fiir Uber-
schreitungswahrscheinlichkeiten zu entwickeln, in denen beide Komponenten des Zufallsvektors
(Vo(l), 0(2)) jeweils eine hohe Schranke iiberschreiten. Bei der stochastischen Modellierung dieser
Schéatzmethode wird der Umstand beriicksichtigt, dass bei hoher Schrankenwahl fiir gewohn-
lich nur wenige bis gar keine Beobachtungen diese Schranken iiberschreiten. Die zentrale Idee
des Schéatzverfahrens ist, das Regularitétsverhalten in den Extrembereichen der Verteilung von
(VO(I), VO(Q)) auszunutzen, um die jeweilige Schranken derart herabzusetzen, dass fiir die Schét-
zung zusatzliche Beobachtungen verwendet werden kénnen. Hierflir werden Schéatzer fiir die Mar-

Vo(l), 0(2)) sowie im Fall der asymptotischen Unabhingigkeit ein

ginalverteilungsfunktionen von (
Parameterschétzer fiir den sogenannten Koeffizienten der Tail-Abhdngigkeit bendtigt. Draisma
et al. (2004) haben bei Verwendung von unabhéngig und identisch verteilten Beobachtungen
gezeigt, dass die Schitzer fiir Uberschreitungswahrscheinlichkeiten konsistent sind. Mit demsel-
ben Ansatz haben Drees und Miiller (2008) einen weiteren Schitzer fiir jene Uberschreitungs-
wahrscheinlichkeiten konstruiert, der auf rangtransformierten Beobachtungen basiert, und dessen
asymptotische Normalitdt nachgewiesen. Im zweiten Teil dieser Dissertation wird im Rahmen von
bivariaten strikt stationéren Zeitreihen das asymptotische Verhalten der entsprechenden Schétzer
fiir Uberschreitungswahrscheinlichkeiten unter Beriicksichtigung des asymptotischen Verhaltens

jener Schétzer, die fiir die Schéitzung herangezogen werden, bestimmt.

Die Arbeit ist in zwei Teile untergliedert. Im ersten Teil werden die Peak-over-Threshold-
Schétzer von Davis et al. (2018) bei Verwendung von zufélligen Schranken statistisch untersucht.
Im zweiten Teil wird eine bivariate Tail-Schatzung von strikt stationdren Zeitreihen unternom-
men, um insbesondere den Fall der asymptotischen Unabhéngigkeit statistisch bewerten zu koén-

nen. Deren Aufbau wird jeweils mit Beginn der Teile prasentiert. Im Anhang ist neben ergénzen-



dem Material wie technischen Annahmen, Tabellen und Diagrammen auch grundlegende Theorie
zu empirischen Prozessen von sogenannten Cluster-Funktionalen dargestellt, die die theoretische
Grundlage fiir die Nachweise der nachfolgenden Grenzwertresultate bildet. Nach dem Anhang
wird die Dissertation mit einem Ausblick zu einer méglichen Fortfithrung dieser Forschungsarbeit

abgeschlossen.

Wenn im Folgenden nicht explizit genannt, sind Zufallsgrofen stets auf dem Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, A, P) definiert. Die Borel-o-Algebra iiber einen topologischen Raum M ist mit
B(M) gekennzeichnet. Fiir eine Teilmenge B C M bezeichnet 1 die Indikatorfunktion von B
und B¢ = M \ B die zugehérige Komplementmenge. Wenn eine oder beide o-Algebren zu einer
messbaren Abbildung nicht vorher genannt wurden, ist Messbarkeit beziiglich den entsprechen-
den Borel-o-Algebren gemeint. Die Ziffer 0 bezeichnet neben der Zahl auch den Nullvektor fiir

beliebige Dimensionen. Alle auftretenden Schétzer werden mit einem Dach ~ gekennzeichnet.






Teil 1.

Peak-over-T hreshold-Schatzer fur

Spektralprozesse






Aufbau von Teil |

Im ersten Kapitel wird das Konzept der reguldren Variation fiir Funktionen, Zufallsvariablen und
-vektoren sowie Zeitreihen eingefiihrt. Mit Hilfe dieses Begriffs werden die Tail- und Spektralpro-
zesse von Basrak und Segers (2009) fiir strikt stationdre Zeitreihen hergeleitet und strukturelle
Eigenschaften wie die Time-Change-Formula diskutiert.

Im zweiten Kapitel werden modifizierte Forward- und Backward-Schétzer fir die Verteilungs-
funktionen der eindimensionalen Marginalverteilungen des Spektralprozesses konstruiert, die
zuféllige Schranken verwenden. Dabei wird fiir die Konstruktion des modifizierten Backward-
Schétzers zwischen den Féllen, in denen der Index der reguldren Variation o € (0,00) be-
kannt oder unbekannt ist, unterschieden. Wir werden sehen, dass unter geeigneten Annahmen
die Grenzverteilung der Forward- und Backward-Schétzer sich nicht verdndert, wenn zufalli-
ge Schranken anstelle von deterministischen Schranken verwendet werden. Jedoch erfordert die
Verwendung von zufélligen Schranken etwas restriktivere Annahmen als diejenigen, die in Davis
et al. (2018) verwendet werden. Diese restriktiveren Annahmen werden im Beispiel von Losungen
von stochastischen Rekurrenzgleichungen verifiziert. Die Beweise jener Resultate sind im letzten
Abschnitt des Kapitels aufgefiihrt.

Im dritten Kapitel werden Muliplier-Block-Bootstrap-Versionen der modifizierten Forward-
und Backward-Schéatzer definiert. Wir werden nachweisen, dass diese dasselbe asymptotische
Verhalten besitzen wie jene Versionen von Davis et al. (2018), die deterministische Schranken ver-
wenden. In diesem Zusammenhang werden dann anhand der modifizierten Bootstrap-Versionen
Konfidenzbereiche fiir die Verteilungsfunktion der eindimensionalen Marginalverteilungen des
Spektralprozesses konstruiert. Auch in diesem Kapitel sind die Beweise jener Resultate im letz-
ten Abschnitt angegeben.

Im vierten Kapitel wird in einer kleinen Simulationsstudie gezeigt, dass sich die unterschied-
lichen Versionen der Forward- und Backward-Schétzer (bei Verwendung von deterministischen
oder zufélligen Schranken) dhnlich verhalten, wenn der Stichprobenumfang endlich ist. Die Ver-
sionen, die zufillige Schranken verwenden, schneiden jedoch haufig etwas besser ab. In Anhang
B sind Tabellen zu jener Simulationsstudie angegeben. Weitere Simulationsergebnisse, die im
Wesentlichen die Effekte aus Kapitel 4 bestétigen, sind in Anhang C aufgefiihrt.

Ein Zusammenschnitt dieses Teils der Arbeit ist in Zusammenarbeit mit Holger Drees im Ar-
tikel ,,Peak-over-threshold estimatiors for spectral tail processes: random vs deterministic thres-
holds“ (Drees und KneZevié, 2020) verdffentlicht.
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Kapitel 1.
Tail- und Spektralprozess

In diesem Kapitel wird zunéchst der Begriff der requldren Variation eingefiihrt. Mit Hilfe dieser
Grundlage werden der Tail- und Spektralprozess von Basrak und Segers (2009) definiert und
wichtige strukturelle Eigenschaften wie die sogenannte Time-Change-Formula festgehalten. Des
Weiteren werden in diesem Zusammenhang auch Hilfsresultate hergeleitet, die fiir die nachfol-

genden Kapitel benotigt werden.

Ausgangspunkt ist die reguldren Variation reellwertiger Funktionen.

Definition 1.1. Sei f : (zg,21) — R eine Borel-messbare Funktion mit zg,7;1 € R := RU
{—00,00}. Die Abbildung f heifst dann

1. regulér variierend (in 21 = 00), falls ein p € R existiert mit

m ) =A% firalle A >0, und
3 F ()

2. regulér variierend in x; € R, falls ein p € R existiert mit

lim 7]’"(3:1 — M)

= \¢ fir alle A > 0.
tlo f(z1 —1t)

Der Parameter o € R wird Index oder Ezponent der reguldaren Variation genannt. Im Fall o = 0

heilkt f langsam reguldr variierend. <&

Regulér variierende Funktionen verhalten sich ndherungsweise wie Potenzfunktionen: Nach
Theorem 1.4.1 von Bingham et al. (1987) existiert fiir jede regulér variierende Funktion f > 0

mit Index ¢ € R eine langsam variierende Funktion [, so dass
flz) =aCl(x) fiir alle z € (zg, 1)
gilt. Abhéngig vom Vorzeichen des Indexes ¢ € R gilt dann

) 0, wenn o < 0,
lim f(u)=

U0 0o, wenn o > 0.

11



12 Kapitel 1. Tail- und Spektralprozess

Ferner erfiillen langsam variierende Funktionen [ fiir alle € > 0

lim v “l(u) =0 wund lim u®l(u) =00
U— 00 U— 00

(siehe Bingham et al., 1987, Proposition 1.3.6). Demzufolge gilt fiir alle € > 0

lim =@ f(u) =0 und  lim w9 f(u) = co.
U—00 uU—00

Nach Theorem 1.5.2 von Bingham et al. (1987) gilt die Konvergenz der reguldren Variation im

folgenden Sinn sogar gleichméfig: Es gilt

f()\’d) o
/\EII) f(u) A

U—0

— 0

mit

[a, b], falls o = 0,
I'=<(0,0], falls o > 0,
[a,00), falls p <0

fiir alle b > a > 0, wobei im Fall p > 0 zusétzlich sichergestellt sein muss, dass f auf jedem
Intervall (0,c] mit ¢ > 0 definiert und beschriankt ist. Weitere grundlegende Resultate iiber
reguldr variierende Funktionen lassen sich beispielsweise im Buch von Bingham et al. (1987)
finden.

Sei nun X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F'. Die zugehdrige wverallgemeinerte

Inverse F< (auch Quantilfunktion genannt) ist definiert als

inf{zr e R | F(z) > t}, fallste(0,1],
sup{z € R | F(z) =0}, fallst=0,

F(t) :=

wobei inf @ := 0o und sup & := —oo. Eine nach unten beschrinkte Zufallsvariable X beziehungs-
weise ihre Verteilung £(X) heikt dann regulir variierend, wenn ihre Survivalfunktion F :=1—F
regulér variierend (in co) ist. In dieser Arbeit werden hauptséchlich reguldr variierende Zufalls-
variablen betrachten, die einen negativen Index p besitzen. Nach Korollar 1.2.10 von de Haan
und Ferreira (2006) gilt: Die Zufallsvariable X ist genau dann regulér variierend mit Index g < 0,
wenn ihre Quantilfunktion F* regulér variierend in 1 mit Index —1/p > 0 ist. Wenn X nicht-
negativ ist, gilt fir alle 51 € [0, |o|) und alle B2 > |g|

E[X"] <00 und E[X™] =0

(siehe bspw. Kulik und Soulier, 2020, Proposition 1.4.6).
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Mit Hilfe der sogenannten multivariaten requldren Variation lasst sich ein Regularitatsver-
halten fir Zufallsvektoren (Xi,...,Xy), d € N, formalisieren. Bezeichne im Folgenden 0B den
topologischen Rand einer Menge B und ¢B := {cz | x € B} fiir alle ¢ € R. Ferner nennen wir
ein Maf p auf (M,B(M)) mit M C R%, d € N, nicht-entartet, falls p({z}¢) > 0 fiir alle z € M
gilt.

Definition 1.2. Ein R%-wertiger Zufallsvektor (X1, ..., X ) bezichungsweise dessen Verteilung
L(X1,...,Xg) heit multivariat reguldr variierend, falls ein nicht-entartetes Mafl u auf (R?\
{0}, B(R%\ {0})) existieren, so dass fiir eine Norm || - || auf R?

oy PUXL. Xg) €uBY

umoo P(X1, .., Xa)|| > u} = n(B) (1.1)

fiir alle Borelmengen B € B(RY \ {0}) gilt, die 4(0B) = 0 und inf,ep ||z|| > 0 erfiillen. &

Die multivariate regulire Variation ist nicht von der Wahl der Norm auf R? abhingig. Es lasst
sich zeigen: Wenn die Konvergenz (1.1) fiir eine Norm auf R? gilt, so gilt diese fiir jede andere
Norm auf R?. Die zugehérigen Grenzmafe unterscheiden sich fiir verschiedene Normen dann nur
um einen konstanten positiven Faktor.

Das Grenzmalfs der multivariaten reguléren Variation p erfasst das stochastische Verhalten des
Zufallsvektors (X1, ..., Xy) in den Extrembereichen. Mit Hilfe der sogenannten Homogenitit des
Grenzmafes p wird der Zusammenhang zum Regularitatsverhalten aus Definition 1.1 deutlich.
Aus der obigen Definition 1.2 ergibt sich u(By) = 1 fiir By := {z € R? | ||z|| > 1}. Bezeichne
q: R — [0, 1] die Normierungsfunktion aus (1.1), also

q(u) := P{||(X1,..., Xg)|| > u}, ueR.

Dann gilt fiir alle A\j, A2 > 0 die (multiplikative) Cauchy’sche Funktionalgleichung

p(AideBi) = lim (W = lim q;/(\j\jz?) qé?iq;) = u(A1B1)pu(A2By).

Nach Theorem 1.1.9 von Bingham et al. (1987) und der Ungleichung p(AB) > pu(A2B), die fir
alle A1 < Ay gilt, existiert ein a € (0,00), so dass pu(AB) = A~ fiir alle A > 0 gilt. Demzufolge

ist die Normierungsfunktion ¢ reguldr variierend mit Index —«a < 0. Daraus ergibt sich

_ lim P{(X1,...,Xq) € (Au)B} q(Au)

= A""u(B)

fiir alle p-randlosen Borelmengen B € B(R?\ {0}), die von 0 weg beschriinkt sind. Ein Maf u,
das die Gleichung p(AB) = A™%u(B) fiir alle A > 0 erfiillt, heifst homogen vom Grad —a. Wir
bezeichnen dann « € (0,00) als den Index des Grenzmafes p beziehungsweise der multivaria-
ten reguldren Variation von (X7,...,Xy). Die Survivalfunktion der Zufallsvariable X; ist dann
reguliir variierend mit Index —a, wenn p(R™1 x (1,00) x R%%) > 0 gilt. Man beachte, dass

die multivariate regulére Variation im Fall d = 1 restriktiver ist als die reguldre Variation einer
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Zufallsvariable im eigentlichen Sinn, das heifst, fiir die die zugehorige Survivalfunktion regular
variierend ist. Bei der multivariaten regulédren Variation wird nadmlich sowohl im positiven als
auch im negativen Tail ein reguléres Verhalten gefordert.

Die Homogenitdt des Grenzmafies i liefert, dass sich das Grenzmafs nach Polartransformation
als Produktmaft zweier Mafle darstellen lasst: Fir den multivariat regulér variierenden Zufalls-
vektor X = (X1,...,Xy) gilt

. 1X] X ‘ -
lim P< €(r,o0),—— €A || X]| >u|=r"*U(A) (1.2)
umoe \u 1X1]

fiir alle 7 > 0 und alle A € B({z € R? |||z|| = 1}), die ¥(0A) = 0 erfiillen, wobei

U(A) := ,u{:r € R?

ol > 1,2 e A}
El

das sogenannte Spektralmaff von X bezeichnet. Das Spektralmaf ¥ ist wegen p(B1) = 1 ein
Wahrscheinlichkeitsmaf auf (S9=1,B(S971)), wobei S9! := {x € R? | ||z|| > 1,z/||z| = 1}.
Dieses gibt die extremale Abhingigkeitsstruktur des Zufallsvektors X an. Ferner wird durch
Vo ((r,00)) := r~ ein eindeutiges Mak auf ((0,00),B((0,00))) definiert, das einen Einblick iiber
das stochastische Verhalten von ||X|| gegeben || X| > u fiir u — oo liefert. Grob gesprochen,
besagt also die obige Darstellung (1.2), dass sich das stochastische Verhalten des Zufallsvek-
tors X in den Extrembereichen durch das Tail- und das extremale Abhéngigkeitsverhalten des
Zufallsvektors X getrennt beschreiben lasst.

Im Ubrigen beschreibt nach dem Portmanteau-Theorem von Hult und Lindskog (2006, Theo-
rem 2.4) die obige Konvergenz in Gleichung (1.1) die sogenannte My-Konvergenz der Make
pn = P{uz Y (X1,...,Xq) € -}/q(un), n € N, gegen das Grenzmaf p, wobei uy,, n € N, eine

beliebige Folge ist, die lim,,_,, u, = oo erfiillt: Es gilt

lim £ din = / f du
n—o0 JRA\{0} R4\ {0}

fiir alle beschriinkten und stetigen Funktionen f : R\ {0} — R, die auf einer Umgebung um 0
verschwinden.

Im folgenden Theorem wird festgehalten, welche Borelmengen B die Bedingung aus Definition
1.2 in jedem Fall erfiillen. Bezeichne hierfiir #A die Méachtigkeit einer Menge A.

Theorem 1.3. Sei y ein homogenes Maf auf (R?\ {0}, B(R%\ {0})), das auf {x € R? | ||lz| > 1}
endlich ist. Fiir jede von 0 weg beschrinkte Menge B € B(RY\{0}), die #(0BN{rxz | r > 0}) =1
fiir alle x € OB erfillt, gilt n(0B) = 0.

Bemerkung 1.4. Es seien Cy, i € {1,...,m}, m € N, Mengen des Typs
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mit Ci(j) = {l'gj)}, I‘Z(j) > 0, fiir mindestens ein j € {1,...,d} und Ci(k) = [:L‘Sk),oo) fiir xﬁk) >0
sonst. Offensichtlich gilt dann #(C; N {rz | r > 0}) =1 fiir alle z € C;. Wir werden in den nach-
folgenden Kapitel haufig von 0 weg beschrénkte Borelmengen B betrachten, deren topologischer
Rand sich als Vereinigung von Mengen obigen Typs C; zusammensetzt, das heifst 0B = UJ*,C;.
Nach Theorem 1.3 und der Subadditivitdt des Grenzmafes p folgt dann

m
woB) <Y pu(Ci) =0,
i=1
so dass ebenjene Mengen B die Konvergenz in (1.1) erfiillen. <&

Beweis von Theorem 1.3. Der topologische Rand einer von 0 weg beschrinkte Menge B ist
ebenfalls von 0 weg beschrankt. Folglich existiert eine Konstante ¢ > 0, so dass 0B C {z €
RY | ||z]| > c}. Die Existenz einer solchen Konstanten ¢ zieht nach sich, dass fiir alle Konstanten
t > 1 die Inklusion tdB C {x € R? | ||z|| > ¢} gilt. Aufgrund von #(0B N {rz | r > 0}) = 1
fir alle z € OB sind die Mengen t;,0B8 und ¢;0B fiir ungleiche Konstanten ¢; # ¢; disjunkt.
Demzufolge gilt fiir alle t; € (1,2), i € N, mit t; # ¢; fiir ¢ # j die Ungleichung

oo > p(fr € B | [z > 13) = c*u({z € R | 2] > c})

oo
> cau< tﬁB)
i=1

=c Z w(t;0B)

=1

= c"u(9B) it?",
=1

o0

wobei —a den Grad der Homogenitét von p bezeichnet. Da "2, t¢ > >, 2% = oo gilt, kann

1=1"
0B keine Masse beziiglich p haben. O
Wir erweitern nun den Begriff der reguléren Variation auf strikt stationére Zeitreihen (X)sez,

wobeil wir im ersten Teil dieser Dissertation ausschliefflich univariate Zeitreihe betrachten.

Definition 1.5. Eine strikt stationdre Zeitreihe (X¢)icz heift reguldr variierend mit Index
a € (0,00), falls ihre endlich-dimensionalen Randverteilungen multivariat regulér variierend mit

Index « sind. <&

Tatséchlich sind eine Vielzahl von Zeitreihenmodelle unter geeigneten Annahmen regulér va-
riierend wie beispielsweise Losungen von stochastischen Rekurrenzgleichungen (siehe Beispiel
2.2).

Basrak und Segers (2009) haben gezeigt, dass eine strikt stationdre Zeitreihe (X;)icz genau
dann reguldr variierend ist, wenn ein sogenannter Tailprozess von (Xi)icz existiert. Bezeichne

im Folgenden £(X | B) die bedingte Verteilung von X unter dem Ereignis B.
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Theorem und Definition 1.6. Eine strikt stationdre univariate Zeitreihe (X;);ez ist genau
dann regulir variierend mit Index o € (0,00), wenn ein Prozess (Y;)icz mit P{|Yy| > y} = y~©

fiir alle y > 1 existiert, so dass fiir alle s < 0 < ¢ die schwache Konvergenz

U—0

L™ (X, Xy) | [Xo| > u) =5 L(Ys, ..., V)

gilt. Der Prozess (Y})iez heifst Tailprozess von (Xi)iez. &
Beweis. Siehe Beweis von Theorem 2.1 von Basrak und Segers (2009).

Der Tailprozess (Y;)iez von (X¢)iez beschreibt also das stochastische Verhalten der normierten
strikt stationéren Zeitreihe (X;/u)¢cz unter der Bedingung | Xo| > u fiir v — 0o. Theorem 2.1
von Basrak und Segers (2009) liefert insbesondere, dass die Existenz des Forward-Tailprozesses
(Y2)ien, die Existenz des gesamten Tailprozesses (Y;)iez sicherstellt. Mehr noch legen sich die
Verteilungen des Forward-Tailprozesses (Y:)ien, und Backward-Tailprozesses (Y_)en, wechsel-
seitig eindeutig fest, wie wir im Nachfolgenden sehen werden. Mit Hilfe des Tailprozesses lassen
sich auch andere wichtige Grofen fiir die Bewertung der extremalen Abhéngigkeitsstruktur von
Zeitreihen ausdriicken, wie zum Beispiel der tail dependence coefficient von Sibuya (1960), der
extremal index von Leadbetter (1983) und das Eztremogram von Davis und Mikosch (2009).

Wird der Tailprozess mit Hilfe der Pareto-verteilt Zufallsvariablen |Yy| normiert, ergibt sich

der sogenannte Spektralprozess von (Xi)iez.

Theorem und Definition 1.7. Sei (X;)icz regulér variierend mit Tailprozess (Y;)iez. Der

Spektralprozess (©)icz von (Xy)iez ist definiert durch

Y;
@t’ t

=— teLZ.
Yol

Fiir alle s < 0 < t gilt die schwache Konvergenz

X Xt n—oo
Ll ==, = | |X >x>—>£@,...,@ :
(e |1 (OO
<&
Beweis. Siche Beweis von Korollar 3.2 von Basrak und Segers (2009). O

Nach Theorem 3.1 von Basrak und Segers (2009) sind |Yp| und (©;);ez stochastisch unabhén-
gig. Withrend die Zufallsvariable |Y| die Grofe der extremen Uberschreitungen erfasst, beschreibt
der Spektralprozess (0):cz von (X;)tcz unabhingig vom Tailverhalten von | Xg| die serielle Ab-
héngigkeitsstruktur der Zeitreihe (X;);ez in den Extrembereichen, wenn zum Zeitpunkt 0 eine

betragsmifig extreme Uberschreitung vorliegt. Die Darstellung
}/t = D/(]|@t7 te Z)

wird deshalb auch Spektralzerlegung oder -darstellung von (Y;)icz genannt. Man beachte jedoch,
dass die Zufallsvariablen Oy, t % 0, im Allgemeinen reellwertig sind und nicht ausschlieflich
Werte in SY := {z € R | || = 1} annehmen.
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Wegen der besonderen Rolle von | Xy| wird der Spektralprozess (0;)ez im Allgemeinen nicht
wie die zugrunde liegenden Zeitreihe (X¢);ez strikt stationédr sein. Die strikte Stationaritét von

(Xt)tez impliziert jedoch eine spezielle Struktur der Verteilung von (0y):cz.

Theorem 1.8. Sei (©y)icz der Spektralprozess einer Zeitreihe (Xy)iez. Fir alle i,s,t € Z, mit
s < 0 < t, und alle messbaren Funktionen f : R=5t1 — R die f(ys,...,y) = 0 fiir yo = 0
erfillen, gilt

ElfOuiv....00 ) = E [f (&,g‘*,) i0°1{0; 0}] , (1.3)

sofern die Erwartungswerte existieren.

Bemerkung 1.9. Die obige Gleichung (1.3) wird Time-Change-Formula genannt. Diese ist in
Theorem 3.1 von Basrak und Segers (2009) fiir stetig und beschrankte Funktionen f formuliert,
die f(ys,...,y) = 0 fiir yo = 0 erfiillen. (In diesem Fall ist die Existenz der entsprechenden Er-
wartungswerte in (1.3) garantiert.) Aus der Time-Change-Formula l4sst sich aber mit klassischen

maftheoretischen Argumenten bereits die Gleichheit
@s @t o
ﬁ(@sfi,...,@t,i)(B) = 1 — ..., — | €B ‘@z‘ ]l{@l#()} dpP (1.4)
Q CH 6]

fiir alle Borelmengen B € B(R; ) folgern, wobei Ry ; := R x (R\{0}) xR" (vergleiche Janfen und
Segers, 2014, Proposition 3.2). Mit anderen Worten: Wenn Q¢ das Maf auf (R, ¢, B(Rs ¢)) bezeich-
net, das die P-Dichte |©;|*1{|0;| # 0} besitzt, bedeutet Gleichung (1.4) gerade, dass die Vertei-
lung von (O, ..., 0;—;) auf (Ry ¢, B(Rs ¢)) mit dem Bildmaf von Q% unter (©,/|0;],...,0:/]0;|)
iibereinstimmt. Damit folgt dann trivialerweise die Time-Change-Formula fiir alle messbaren
Funktionen f : Rt — R, die f(ys,...,y:) = 0 fiir yo = 0 erfiillen, sofern die entsprechenden

Erwartungswerte existieren. &
Beweis von Theorem 1.8. Siche Beweis von Theorem 3.1 von Basrak und Segers (2009). O

In den Arbeiten von Planini¢ und Soulier (2018) und Janfen (2019) wurde gezeigt, dass die
Time-Change-Formula (1.3) gerade die Menge aller moglichen Tail- beziehungsweise Spektral-
prozesse charakterisiert. Wir werden im darauffolgenden Kapitel die Time-Change-Formula (1.3)
dazu nutzen, den sogenannte Backward-Schétzer fiir die Verteilungsfunktion von ©; zu konstru-
ieren.

Abschliefsend halten wir noch das folgende Hilfsresultat fest, das im nachfolgenden Kapitel zur

Anwendung kommt.

Lemma 1.10. Sei Xo > 0 reguldr variierend mit Index —a fiir a € (0,00) und (up)nen eine
Folge, die lim,,_ oo up, = o0 erfillt. Fir jede stetige Funktion g : [0,00) — R, die 0 < g(x) <
ax” + b fir gewisse a,b >0, 7 € (0, ) erfillt, gilt

n—oo

Elg(uy"Xo) | Xo > un] = Elg(Yo)], (1.5)

wobei Yy eine Pareto-verteilte Zufallsvariable mit Index « ist.
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Beweis. Aus der regulédren Variation von Xy mit Index « folgt die schwache Konvergenz
Lu™ Xy | Xo > u) =5 L(Yp).

Des Weiteren gilt wegen Proposition 1.4.6 von Kulik und Soulier (2020) stets E[g(Yy)] < aE[Y{ ]+
b < oo fiir alle 7 € (0, ). Aufgrund des Continuous-Mapping-Theorems folgt dann

Lg(u"Xo) | Xo > u) =3 L(g(Yp)).

Nun liefert die Potter-Schranke (Bingham et al., 1987, Theorem 1.5.6), dass zu jedem § > 0 und

jedem z* > 0 ein derart grofes N € N gewdhlt werden kann, so dass

P{Xy > zup}

< —Q - 1
P{Xo > u} (14 6)z”*max{z™°, 2°}

fir alle n > N und alle x € (z*, 00) gilt. Seien d,£ > 0 derart klein gewahlt, dass a—3d > 7(1+¢)
gilt. In Verbindung mit (z+y)'*¢ < 21+&(21 T8 +¢1*¢) fiir alle z, y > 0 lassen sich fiir hinreichend
groftes N € N auch die bedingten Erwartungswerte

E[|a(u,'Xo)" + b‘H_& | Xo > uy]
(2a)" S E[(u, ' Xo)™HO) | Xo > up] + (20)F¢

00 u=l T(1+E) S 4
- (2“)1+£(1 T e d“””) + @)

< (2a)1+5<1 +(1+ 5)/ g~ (@=9)/(r(1+£)) dx) + (2b)'¢
1

EHQ(U;IXO)‘I% | Xo > un) <
<

< 00,

n > N, beschréinken. Folglich gilt sup,,> x E[|g(u,* Xo)['™* | Xo > up] < oo fiir ein £ > 0. Nach
Billingsley (1995, Seite 218) ist demnach die Familie {Z,, },>n mit £(Z,) = L(g(u,*Xo) | Xo >
uy) gleichgradig integrierbar. Ferner existieren geméfs dem Darstellungssatz von Skorokhod Ver-
sionen von Z,, n > N, und Y, so dass die Konvergenz Z, e g(Yp) fast sicher gilt. Anhand
dieser Versionen ldsst sich mit Anwendung des zum Theorem 16.14 gehorigen Korollars von

Billingsley (1995) die Konvergenz
Elg(u,"' Xo) | Xo > un] =3 E[g(Yp)]

folgern. O



Kapitel 2.

Modifizierte Forward- und

Backward-Schatzer

In diesem Kapitel werden die von Drees et al. (2015) eingefiithrten Forward- und Backward-
Schitzer fiir die Verteilungsfunktionen der eindimensionalen Randverteilungen des Spektralpro-
zesses (O¢)iez von (Xi)iez heuristisch motiviert. Fiir eine praxistaugliche Anwendung modifi-
zieren wir beide Schétzer dahingehend um, dass anstelle von deterministischen Schranken nun
zuféllige Schranken verwendet werden. Dieses Vorgehen wird durch den Nachweis der asympto-

tischen Normalitit der modifizierten Schétzer statistisch gerechtfertigt.

Bezeichne F(®) die Verteilungsfunktion von Oy, ¢t € Z, und Xi_f--., X, 7 eine Stichprobe
der Lange n + 2t mit n,f € N. Der Parameter ¢ € N ist im Folgenden fest gewihlt und steht
fiir den maximalen zeitlichen Lag, an dem wir interessiert sind. Das heifst, wir betrachten fortan
ausschlieflich Lags t € {—#,...,t}\{0}. Wenn = € R eine Stetigkeitsstelle der Verteilungsfunktion

von O ist, folgt aus Theorem 1.7

X
F®) () = lim P(t <z

|X0| > u>

Diese Konvergenz motiviert fiir hinreichend grofse u,, die Approximation

Xy
<z

F(@t) x %P(\
(@) | Xo

| Xo| > un> (2.1)

Wird nun die bedingte Wahrscheinlichkeit auf der rechten Seite von (2.1) durch ihr empirisches
Gegenstlick ersetzt, ergibt sich der Forward-Schditzer fiir F(ef)(x):

5100 Doy WX/ |1 Xi| < 2, |X5] > up}
=1 7 n

Der Backward-Schitzer fiir F(©9)(z) wird mit Hilfe der Time-Change-Formula aus Theorem 1.8
hergeleitet. Durch Anwendung ebenjenes Theorems fiir f(9) := 1{¢ < z} — 1{z > 0} mit
(s,h,1) = (0,0, —t) folgt in Kombination mit Theorem 1.7

1 — E[|0_¢*1{00/|0_¢| > z}], wenn z >0,

FO) () =
E[|0_¢|*1{0y/|0_¢| < x}], wenn x < 0,

19
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1 = limy—oo E[| Xt/ Xo0|*1{X0/|X_¢| > x} | [ Xo| > u|, wenn z >0,
limy o0 B[ X—¢/Xo|*1{Xo/|X_¢| < 2} | [Xo| > u], wenn z < 0,

sofern z eine Stetigkeitsstelle von F(®%) ist (vergleiche Davis et al., 2018, Lemma 2.1). Hierbei
bezeichnet o € (0, 00) den Index der reguléren Variation von (Xy)sez. Dies liefert fiir hinreichend

grofte u, die Approximation

1— E[|X_¢/Xo|“1{X0o/|X~¢| > z} | | Xo| > un], wennz >0,

FO®)(z) ~
E[|X_¢/Xo|*1{X0/|X | <z} | | Xo| > un], wenn x < 0.

(2.3)

Ersetzt man nun die bedingten Erwartungswerte auf der rechten Seite von (2.3) ebenfalls durch

ihre empirischen Gegenstiicke, ergibt sich der Backward-Schitzer fir F(©0)(z):

X
Yo et X 1 Xt > 2, | Xa] > un}
1-— d wenn z > 0,

; i L{IXi| > un} ’
F(b,@,g)(x) = ‘ Zz_l t n (24)
" S SR X < 2, X > )

2ic HIXG| > un} ’

Drees et al. (2015) und Davis et al. (2018) haben gezeigt, dass unter geeigneten Annahmen

wenn r < 0.

der Prozess bestehend aus dem Forward- und Backward-Schétzer in (2.2) und (2.4) asymptotisch
normal ist, wenn geeignete deterministische Schranken u,, n € N, verwendet werden. Typischer-
weise liefert der Backward-Schiétzer genauere Schitzwerte fiir (1) (z) als der Forward-Schétzer,
sofern |x| nicht zu klein ist. Drees et al. (2015) haben in diesem Zusammenhang in Bemerkung 4.3
nachgewiesen, dass die asymptotische Varianz des Backward-Schétzers fiir x| > 1 stets kleiner
ist, wenn « bekannt ist, der Tailprozess (Y;)¢cz markov’sch und die Schranke u,, als ein Quantil
der Form F&|(1 — ty) gewahlt wird, wobei F&‘ die Quantilfunktion von | Xg| und ¢,, n € N, eine
geeignete Folge mit ¢, | 0 fiir n — oo bezeichnen. Bei beiden Schéitzern bestimmt jedoch die
konkrete Wahl der Schranke u,,, die von der Marginalverteilungsfunktion abhéngt, die Giite der

Schétzung. Hier gilt es zwei entgegengesetzte Mechanismen zu beachten:

e Die Approximationen in (2.1) und (2.3) sind umso zuverléssiger, je grofer die Schranke u,

gewahlt wird.

e Der stochastische Anteil des Schétzfehlers wird umso geringer, je kleiner die Schranke w,

gewahlt wird.

Fiir den Forward- und Backward-Schétzer heifst das, dass mit steigender Schranke u,, der sys-
tematische Schétzfehler abnimmt, wahrend der zuféllige Anteil des Schétzfehlers zunimmt, und
vice versa. Optimalerweise wird deshalb die Schranke w,, in einem dazwischen liegenden Bereich
gewahlt, in dem die Summe des systematischen und zufélligen Schétzfehlers minimal ist.

Nun ist iiblicherweise die Marginalverteilungsfunktion der zugrunde liegenden strikt statio-
néren Zeitreihe (X¢)iez unbekannt. Aus diesem Grund werden in der Praxis zuféllige Schranken

Uy, wie beispielsweise Ordnungsstatistiken verwendet, die asymptotisch dquivalent zu w, sind,
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das heift

Sp 1= Un n=%  in Wahrscheinlichkeit (2.5)

Un,

erfiillen. Wir bezeichnen diese modifizierten Forward- und Backward-Schétzer mit

FU00 (= 2im MK/ Xi S 2 X3 > i}
i 2 WX > i} ’

r €R,

und

| EL X X > @ |X] > )

ﬁ'(bl(%z)(:v) — . Z?:l ]1{‘Xz’ > ﬁn} ’
o Dt St X /| Xa| <, | X > i}

2imy KX > i} ’

Wie bereits in der Einleitung hervorgehoben, ist a priori nicht ersichtlich, inwieweit die Ver-

wenn x > 0,

wenn x < 0.

wendung von zufélligen Schranken das asymptotische Verhalten dieser beiden Schétzer beein-
flusst. So verdndert sich beispielsweise die Grenzverteilung des Maximum-Likelihood-Schétzers
fiir einen Skalenparameter in einem verallgemeinerten Pareto-Modell bei Verwendung von zufél-
ligen Schranken, wihrend die Grenzverteilung des Maximum-Likelihood-Schéatzers fiir den Ex-
tremwertindex dieselbe bleibt (siehe Smith, 1987; Drees et al., 2004).

Wir bestimmen im Nachfolgenden das gemeinsame asymptotische Verhalten des modifizier-
ten Forward- und Backward-Schétzers. Um die Prisentation moglichst iibersichtlich zu halten,
nehmen wir an, dass ausschlieblich nicht-negative Beobachtungen X, ;,..., X, ;7 vorliegen. In
diesem Kontext werden die beiden Schétzer nur fiir nicht-negative Argumente x > 0 ange-
wandt. Die zugehorigen modifizierten Forward- und Backward-Schétzer fiir die Survivalfunktion

F®)(g) :=1 — F©®9)(z) bezeichnen wir mit

Z?:l ]I{Xi—I—t/Xi > x,X,- > Tln}
Z?:l ]l{Xi > an}

ﬁv(ﬁ@t)(x) —1_ F(ﬁ@t)(x) _

n,Un, n,Unp,

und

Z?:l (X)Zt) ]l{Xl/Xzft > .’E,Xi > un}

(0,0¢) i(b,0¢)
F z):=1—F . T) = m =
(2) (2) ST, > i)

n,ﬁn n,Un

Des Weiteren ist der obige modifizierte Backward-Schitzer fiir den Fall ausgelegt, in dem
der Index der reguldren Variation o € (0,00) bekannt ist. Ist dies jedoch nicht der Fall, so
gibt es unterschiedliche Konzepte, mit denen dann gearbeitet werden kann. Eine Moglichkeit
ist beispielsweise, den unbekannten Parameter o im Backward-Schétzer durch einen geeigneten

Schétzer &, zu ersetzen. Dieser Ansatz wird in Abschnitt 2.1.1 genauer diskutiert.
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2.1. Asymptotisches Verhalten der modifizierten Schatzer

Als technische Grundlage fiir die Analyse des asymptotischen Verhaltens der modifizierten For-
ward- und Backward-Schétzer ist die Arbeit von Drees und Rootzén (2010) préadestiniert. (Ein
Zusammenschnitt jener Grenzwertresultate, die im Folgenden verwendet werden, ist in Anhang
A angegeben.) Folgt man namlich dem Ansatz von Davis et al. (2018), so lassen sich die mo-
difizierten Forward- und Backward-Schétzer mittels spezieller empirischer Prozesse darstellen,
sogenannten (verallgemeinerten) standardisierten Tail-Array-Sums. Hierbei muss jedoch nun der
Umstand beriicksichtigt werden, dass zuféllige Schranken ,, n € N, fiir die Schétzung herange-
zogen werden.

Diese Prozesse werden durch die folgenden Funktionen induziert. Definiere fiir z,y, s € [0, 00)
die Abbildungen ¢; s, ¢ e o s 0, oo)2":Jrl — [0,00) mit den Abbildungsvorschriften

P1,s(2) == 1{z0 > s}, (2.6)
Ghas(2) = 1{ 7 > 20> 5}, 2.7)
gbé,y,s(z) = (Q) 11{270 >Y, Z—t > 0 20 > 3} (28)
20 Z—¢
wobei z = (z_z,...,2;) € [0, 00)2+1 Der Funktionswert 9% ,,.s(2) ist wegen des multiplikativen

Faktors (z_¢/z0)® fiir Argumente z € [0, 00)2+ mit z_; = 0 stets gleich 0. Damit ist die BEin-
schriankung z_; > 0 innerhalb der Indikatorfunktion von qbg,% s redundant. Wir werden deshalb,
wenn es die Ubersichtlichkeit in gewissen Rechnungen erfordert, diese Einschrénkung nicht mit
auffassen. Ferner werden die Parameter x und y fiir die Argumente stehen, an denen die Ver-
teilungsfunktion F(©) ausgewertet wird, wohingegen mit Hilfe des Parameters s die zuféllige
Schrankenwahl beriicksichtigt wird.

Nach Gleichung (2.5) gilt fiir jedes € € (0, 1): Fiir jedes 6 € (0,1) kann n € N hinreichend grofs
gewahlt werden, so dass die Zufallsvariable S,, mit einer Wahrscheinlichkeit grofer als 1 — ¢ im
Intervall [1 —e,1 + ¢] liegt. Sei im Folgenden ¢ € (0,1) fest gewéhlt. Definiere dann
X =u, (X g X ) I{XG > (L= 2)un ), 1<i<n (2.9)
Der Term X, ; beschreibt also entweder den Nullvektor oder den durch w,, normierten Zufallsvek-
tor (X;_z,..., X; 7), sofern die Zufallsvariable X; die herabgesetzte Schranke (1—¢)u, iibersteigt.
Demnach gilt fiir alle z,y € [0, 00)

(f’et)(a;) _ Yo WXt/ X > 2, X5 > Spup}y >t Db s, (Xni)

n — 2.10
ST LK, > Sy ST 15, (Xnd) (2.10)

und

A0,y _ D1 D55, (Xni)
in >ic1 01,8, (Xnyi)

mit einer Wahrscheinlichkeit grofer als 1 — ¢ fiir hinreichend grofe n € N.

(2.11)



2.1. Asymptotisches Verhalten der modifizierten Schétzer 23

Neben den oben angefiihrten Funktionen ¢ g, gi)g@’s und ¢ wird fiir den Fall, in dem der

t
3,9,8
Index der reguldren Variation o unbekannt ist, eine weitere Klasse von Funktionen benotigt.
Diese Klasse hangt von der Wahl des Schéatzers &, fir o ab. Fiir den im spéteren Verlauf von

uns gewéhlten Schiitzer fiir o benétigen wir die Funktionen ¢ s : [0, 00)21 — [0, 00) mit

0,s(7) = log™ (?) = log (?) 1{zo > s} (2.12)

fir s € [1 —e,1+¢]. Die genaue Herleitung dieser Funktionenklasse wird dann an entsprechender
Stelle in Abschnitt 2.1.1 erbracht.

Im Nachfolgenden werden nun sédmtliche Voraussetzungen festgehalten, die zur Bestimmung
des asymptotischen Verhaltens der modifizierten Forward- und Backward-Schitzern verwendet

werden.

Voraussetzungen

Um Konsistenz der modifizierten Forward- und Backward-Schétzer gewéahrleisten zu koénnen,

muss die Folge der Schranken u,, derart gegen unendlich streben, dass zum einen
VUn 1= P{X(] > un}

gegen 0 konvergiert und zum anderen die erwartete Anzahl an Exzedenten iiber u,, also nv,,
gegen unendlich strebt. Dariiber hinaus miissen wir sicherstellen, dass die Beobachtungen, welche
zeitlich hinreichend weit voneinander entfernt sind, sich nahezu stochastisch unabhéngig verhal-
ten. Die Stérke der zeitlichen Abhéngigkeit zwischen den Zufallsvektoren X, 1, ..., X}, ,, wird mit
Hilfe des 3-Mischungskoeffizienten (auch als der Koeffizient der absoluten Regularitdt bezeichnet)

Buk:= sup E| sup [P(B|BL,)—P(B)
I<iSn—k—1 LBeBR .,

ausgedriickt, wobei BZ”- die o-Algebra o((Xp,)i<i<j) bezeichnet.
Um diese Uberlegungen in unser Setting mit aufzunehmen, fordern wir nun, dass zwei Folgen
(In)nen und (ry)pen mit Iy, 7, — oo fiir n — oo und ein xy > 0 existieren, so dass zu demselben

e € (0,1) wie in (2.9) die folgenden Voraussetzungen gelten:
(A(z0)) Die Verteilungsfunktionen F(®9) ¢t € {—£,... £} \ {0}, sind stetig auf [z¢, c0).
(B) Fiir n — oo gilt I, = o(ry), 7 = o((nvy,)?), rpv, — 0 und By, n/ry — 0.
(C) Fiir alle k € {0,...,r,} existieren Konstanten
sn(k) = P(Xp > (1 —¢e)u, | Xo> (1 —¢e)uy),

die limy 00 D 4y Sn(k) = D peq Seo(k) < 00 mit Soo(k) 1= limy, o0 Sn (k) erfiillen.
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(C’) Fiir alle k € {0, ...,r,} existieren Konstanten

s (k)= E [max { log (&),n{xo >(1— s)un}} (2.13)

X max{log (u;)(:)un),]l{Xk > (1— 5)un}} ‘ Xo>(1- 8)%1];

die limy o0 Y pq Sh(k) = D pey sho (k) < oo mit sl (k) := limy, o0 s, (k) erfiillen. Dartiber

hinaus existiert ein § > 0, so dass

5 (s (e () (2%5))

1/(149)
Xo> (1 e)unD = 0(1)

k=1
(2.14)
fiir n — oo, wobei im Folgenden log™ (z) := log(z)1{z > 1}.
(D) Es existiert ein 6 > 0, so dass
Tn 246
E[(Z 1{X,,; # 0}) ] = O(rpvy), n — 0.

i=1

&

Die beiden Folgen (I),)nen und (7,)nen sind die Grundelemente der sogenannten ,,big blocks,
small blocks“-Technik. Dazu werden die Zufallsvektoren X, ;, 1 < 7 < n, zunéchst in grofe
Blocke der Lénge 7, eingeteilt. Die kleinen Blocke stellen dann die letzten [, Zufallsvektoren
eines jeden grofien Blocks dar. Diese werden dazu verwendet, um die groken Blocke in den
Beweisen voneinander zu separieren. In Verbindung mit entsprechenden Mischungsannahmen
verhalten sich diese Blocke dann nahezu stochastisch unabhéngig.

Mit Hilfe der Time-Change-Formula ldsst sich zeigen, dass Voraussetzung (A(zg)) insbesondere
die Stetigkeit von F(®) auf (0,x;"'] sicherstellt. Demzufolge ist unter (A(zq)) die Verteilungs-
funktion F(®4) stetig auf (0,00), wenn z < 1 gilt. Ferner kann ohne Voraussetzung (A(z()) im
Allgemeinen keine gleichméfige Konvergenz der Schétzer erwartet werden.

Aus rpv, — 0 fiir n — oo in Voraussetzung (B), folgt die Konvergenz v,, — 0 fiir n — oo.
Demzufolge sind die Ereignisse, die von 0 verschiedenen Werte von X,,; betrachten, seltene
Ereignisse. Dariiber hinaus ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen grofen Block von 0 verschieden
zu sein kleiner oder gleich r,v,, so dass diese Wahrscheinlichkeit ebenfalls gegen 0 strebt fiir
n — oo.

Haufig fallt der S-Mischungskoeffizient fiir konkrete Zeitreihenmodelle geometrisch (exponen-
tiell) ab, das heift 8, = O(n*) fiir ein n € (0,1). Unter schwachen Annahmen sind das bei-
spielsweise rekurrente Markov-Ketten (siehe Doukhan, 1994, Abschnitt 2.4). W&hlt man dann
I, = O(logn), so folgt Voraussetzung (B) fiir eine geeignete Folge r,, wenn (log®n)/n = o(v,)
und v, = o(1/(logn)) gelten.

Offensichtlich folgt aus Voraussetzung (C’) insbesondere Voraussetzung (C). Fiir den Nachweis

von Voraussetzung (C’) bietet sich die folgende Herangehensweise an. Bezeichne der Ubersicht-
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lichkeit halber u,. := (1 — €)u, die herabgesetzte Schranke. Die rechte Seite von (2.13) in
Voraussetzung (C’) ist durch
E [logJr ( X
u

Xo
O)log ’X0>un5]+E[log (
n,e Un,e U
Xk
+E[log+<
u

n,e
n,e

>]l{Xk > Upe} ‘ Xo > une] (2.15)

)]I{XQ > uns} ‘ Xo > un5:| +P(Xk > Upe ’ Xo > una)
nach oben beschrankt. Mit dem Satz von Fubini ergibt sich die Darstellung
X X
+ 0 + k
E[log (uns> log (un)]
Xo X
= log* (s)log™(t) £ =2, =2 ) (d(s, ¢t
J e gt ) £( % ) o)
51 t1 Xo X
= —d —dv ) L d(s,t
/1 . ([1 u) ([ tar) G (L)
Xo X
1
-] /100 a0 n() £( % ) (dls, 1) du do
1 X
/ / > U, LEES v} du dv.
una U, e

Mit dhnlicher Rechnung folgt insbesondere

X 1 X X
E[log+ (u 0 )]l{Xk > uns}] :/ Ep{u 0 >0, " LEES 1} do.
n,e 1 n,e

n,e

Demnach lasst sich die obige Summe in (2.15) schreiben als

! P{min{Xy, Xo} > }+/001/OO1P{X°> X }dd (2.16)
- min , U - - u, vy dudo (2.
P{Xo > upc} k)20 e 1 v ou luy, Un,e

>*1 X X X X
+/ (P{ 0 5 o, k>1}+P{ s, °>1}>dv]
1 v Un,e Un,e Un.e Unp,e

Auf &hnliche Weise lésst sich die linke Seite von (2.14) durch

T (1+ (5 (log(u log )) X
Z (P{Xo > Up e} / / P{una > U, — > v} du dv (2.17)

k=1

nach oben abschétzen (siehe Davis et al., 2018). In Drees (2000, 2003) sind Techniken heraus-
gearbeitet, mit denen sich Wahrscheinlichkeiten wie ebenjene in (2.16) und (2.17) fiir Zeitrei-
henmodellen wie Losungen von stochastischen Rekurrenzgleichungen oder linearen Zeitreihen
mit heavy-tailed Innovationen nach oben abschétzen lassen. Mit Hilfe dieser Techniken wur-
de beispielsweise Bedingung (C) unter schwachen Annahmen fiir Losungen von stochastischen
Rekurrenzgleichungen in Beispiel A.3 von Drees et al. (2015) nachgewiesen.

In der Regel ist es schwierig, Voraussetzung (D) direkt nachzupriifen. Diese Voraussetzung kann

durch die folgende restriktivere aber oft leichter zu {iberpriifenden Bedingung ersetzt werden:
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(E) Fiir alle j,k € {0,...,7r,} mit j < k existieren Konstanten
Sp(J k) = P(X; > (1 —e)up, Xk > (1 —)uy | Xo > (1 —¢e)uy),

die limy, o0 Zlgjgk;grn 5n(j, k) = Zlgj<k<oo oo (J, k) < comit 8o (j, k) = limy, 00 81 (7, k)
erfiillen.

Offensichtlich impliziert Bedingung (E) insbesondere Voraussetzung (C). Ein Nachweis dieses
Zusammenhangs zwischen den Voraussetzungen (C), (D) und (E) ist im Abschnitt 2.3 (Lemma
2.9) erbracht. Des Weiteren werden wir in Abschnitt 2.2 sehen, dass Voraussetzung (C’) und (E)
unter schwachen Zusatzannahmen fiir Losungen von stochastischen Rekurrenzgleichungen erfiillt

sind.
Seien nun

Q. = {QSLS } sel—¢g1 +5]},

@5@075 = {¢t2,x,s ‘ se[l—g,1+elund z € [a:o,oo)} und

(I)g,yo,s = {‘z’g,y,s ‘ s€[l—e1+4¢fund y € [yo,00)}.

Die (verallgemeinerten) standardisierten Tail-Array-Sums Z, (1)) aus Drees und Rootzén (2010)

sind in diesem Kontext dann definiert als

Zn(¥) = (nvn) "2 " (1(Xni) — E[(Xna)]) (2.18)
i=1

mit

w € (1)5796072/0 = (I)l,a U U ((Fé,mo,s U (bg,yo,s)‘ (2'19)
te{—1,...,i\{0}

Mit Hilfe der Gleichungen (2.10) und (2.11) folgen also

ﬁ(f,@t)( . (nvn)1/2Zn( g,x,sn) + nE| é,x,s(Xn,l)”s:Sn
ot (nvn)l/QZn((;Sl,Sn) +nE[¢1,s(Xn1)]]s=5,

und

FO00 () (nvn)l/QZ@(qﬁQ,y,sn) +nE[¢, (Xn1)]ls=s,
(nvn)l/QZn(¢1,Sn) + nE[¢1,8(Xn,1)]|S=Sn

n,Un,

mit einer Wahrscheinlichkeit grofer als 1 — ¢ fiir hinreichend grofse n € N.
In der nachfolgenden Proposition wird unter den vorangegangenen Voraussetzungen die asym-

ptotische Normalitét der Prozesse der standardisierten Tail-Array-Sums (Z,,(¢))yes. ,, ,, festge-

halten. Des Weiteren greifen wir auch die Funktionenklasse auf, in der o durch einen geeigneten
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Schétzer, der im Abschnitt 2.1.1 eingefiihrt wird, ersetzt wird:

(I)Oﬁ = {QSO,S ’ S € [1 —e.l Jr&]}

Sei dann

qD(E)xmyo = Qo U Peg o (2.20)

Proposition 2.1. Sei (Xi)iez eine strikt stationdre Zeitreihe, die requldr variierend mit Index
a € (0,00) ist. Ferner bezeichne (Yy)iez den zugehorigen Tailprozess. Falls die Voraussetzungen
(A(xo)), (B), (C) und (D) fir ein xo > 0 und ein € € (0,1) erfillt sind, folgt fir alle yo €
[0, 00) N (0,00) die schwache Konvergenz in 1°°(Pg 4,.4,) vON (Zn(¢))we¢g,x0,y0z n € N, gegen

einen zentrierten Gaufprozess (Z(V))ypeo. .,,, mit Kovarianzstruktur

Cov(Z(tn), Z(1a)) = (1— &) (Ewu — £)o)t((1 - £)Yo) (2:21)
+ 37 (Bl = )F0) (1 = &)F)] + Bln (1 - ) Vi)wa((1 - e)Yon))
k=1
= (1= > Elin((1 - )o)a((1 — 9)Yi)]
k=—o00

fd’f ¢171/12 S ®a,$07y07 wobei
Y= (Yk—fv T 7Yk+f)]1{yk > 1}.

Gilt dberdies Voraussetzung (C’), so folgt die obige Aussage insbesondere fiir die Folge der
Prozesse der standardisierten Tail-Array-Sums (Zn(i/)))¢6¢,

£,2(, yo

Addendum 2.2. Der technische Parameter ¢ € (0,1) verschwindet in Gleichung (2.21), wenn
Yi(z_g,...,2;) =0 fir zo < 1 miat i € {1,2} gilt:

Cov(Z (1), Z(2)) = Elr (Yo)ba(Yo)] + 3 (Eln (Fo) ()] + Elt (Vihwa(¥o)) )
k=1

Z E[y1(Yo)v2(Yr)]-

k=—o0

Dies ist immer dann der Fall, wenn der Indexparameter s € [1 —e,1+4¢] der Funktionen 1,19 €

0
€,20,Y0

grofier oder gleich 1 ist.

Unter den obigen Voraussetzungen kann das (gemeinsame) asymptotische Verhalten des For-
ward- und Backward-Schétzer von F(©*) nachgewiesen werden. Um sicherzustellen, dass deren
Bias asymptotisch vernachléssigbar ist, werden zwei zusétzliche Bedingungen gefordert: Fiir alle

t € {—t,...,t}\ {0} und alle Folgen (s,)nen mit s, € [1 —&,1 + ¢], die lim,, o s, = 1 erfiillen,
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gelten
sup ‘P <§? >z | Xo > snun> — FO)(2)| = o((nvp)~Y?), (2.22)
T€[x0,00) 0
X_\“ _
WP‘EKt)1MWXt>wlxp”w4—F@mﬂ=dmwrW> (2.23)
Y€[yo,00) Xo
fiir n — oo.

Bemerkung 2.3. 1. Tatséchlich konvergieren die linken Seiten von (2.22) und (2.23) unter
Voraussetzung (A(xp)) in jedem Fall gegen 0. Nach Theorem 1.7 gilt ndmlich wegen (A(z))

die punktweise Konvergenz

Xy
Pl =
(3 >e

Nun lésst sich leicht zeigen, dass wegen Voraussetzung (A(xg)) und der Monotonie der

Xo > snun> 2 FOO(2)  fiir alle 2 € [0, 00).

obigen bedingte Wahrscheinlichkeit in z € [z, 00) die obige Konvergenz gleichméfig fiir
x € [z, 00) gilt, das heifst, die linke Seite von (2.22) gegen 0 konvergiert. Ferner gilt nach
Lemma 2.1 von Davis et al. (2018) beziehungsweise durch Anwendung der Time-Change-

Formula
FO)(y) = B[02,1{1/6_; > y}] = E[f,(0_4)]

fir f, : [0,00) — [0,00) mit fy(z) = 2*1{1/z > y}. Offensichtlich ist f, eine beschrénkte
Funktion, die nur im Punkt y unstetig ist. Wegen (A(xg)) hat diese Unstetigkeitsstelle

keine Masse beziiglich £(©_;), so dass nach Theorem 1.7 die punktweise Konvergenz

a
E [<)§(c)t> W Xo/X_t >y} ‘ Xo > snun} 2 FOD () fiir alle y € [yo, 00)
gilt. Da der obige bedingte Erwartungswert ebenfalls monoton fallend in y € [yg, 00) ist,
lasst sich in Verbindung mit (A(z¢)) zeigen, dass die linke Seite von (2.23) gegen 0 konver-
giert. Demnach wird durch die Bias-Bedingungen (2.22) und (2.23) also lediglich festgelegt,
dass die linken Seiten von (2.22) und (2.23) schneller gegen 0 konvergieren als (nw,,)~"/2
fiir n — oo. Dies tritt beispielsweise dann ein, wenn die Schranke (1 — &)u,, hinreichend

schnell gegen unendlich strebt.

2. Anstatt das obige Folgenkriterium fiir (sp)nen in (2.22) und (2.23) zu fordern, kann auch
schlicht Gleichméfigkeit in der Komponente s € [1 —¢, 1+¢] verlangt werden, das bedeutet
dann exemplarisch fiir die Bias-Bedingung (2.22):

Xy
Pt
sup sup )’ ( X

s€[l—e,1+€] z€[x0,00

<z | Xo> sun> — FO) ()| = o((nw,)~?). (2.24)

0

Die Gleichméfigkeit in der s-Komponente weist hierbei eine deutlich schwécher Charakte-
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ristik als die GleichméRigkeit in der Komponente x € [z, 00) auf. Dies hat zwei Griinde:

a) Der Parameter s € [1 —¢, 1+ ¢] geht lediglich tiber die Bedingung ,, Xy > su," einher.
Der Grenzwert F(©)(z) ist also unabhéngig von s. Demnach wird die durch s erzeugte
Fluktuation in (2.24) vollstdndig durch P(X;/ Xy < x | Xo > su,) verursacht.

) — FO)(x)

Diese gleichméfige Konvergenz kann auch als Konvergenz der Funktion D : [0, 00) —

b) Aus Voraussetzung (A(zg)) folgt

U—0

— 0.

X
D(u) := Tup )'P <X(t)
xeE|To,00

R zu ihrem rechten Grenzwert aufgefasst werden. Demnach gilt insbesondere

D*(u) := sup D(v) =3 0.

VE [u,00)

Folglich ergibt sich die obige Konvergenz in (2.24) bereits durch die Anforderung

D*((1 = €)un) = o((nvn)~Y?), n — oo.

Unter der Zuhilfenahme von Lemma 2.1 von Davis et al. (2018) ergibt sich diese Besonder-
heit auch fiir die Bias-Bedingung (2.23). Wir werden dieser Erkenntnisse ungeachtet mit
den Bedingungen (2.22) und (2.23) arbeiten.

<&

Bevor wir nun das Grenzverhalten der modifizierten Forward- und Backward-Schétzer konkret
bestimmen, halten wir noch fest, dass aufgrund der regularen Variation des Prozesses (X}):cz

die gleichmafige Konvergenz

Un

lim  sup -5 =0 (2.25)

n—00 s€[l—e,1+¢] m

erfiillt ist (siehe Bingham et al., 1987, Theorem 1.5.2).

Theorem 2.4. Sei (X;)icz eine strikt stationdre Zeitreihe, die reguldr variierend mit Index
a € (0,00) ist. Falls die Voraussetzungen (2.5), (A(xo)), (B), (C), (D), (2.22) und (2.23) fiir
ein xg = 0 und yo € [x9,00) N (0,00) erfillt sind, folgt die schwache Konvergenz

(nvn)l/2< ( néizt)(xo F(@t (z ))xte[mm ) )
(F ' (yt) — ( ))yte [y0,00) t|e{1,...,.t}
n < (Z ¢2 51 et)( )Z(¢1 1))11156[1’0700) >
(Z (bt’yt’ (®t)(yt)Z(él,l))yte[yopo) It|e{1, ’}’

wobei (Z(Y))ypes. ., ,, der zentrierte Gaufiprozess aus Proposition 2.1 ist. Die explizite Kovari-

anzstruktur des Grenzprozesses ist in Gleichung (2.68) und den nachfolgenden gegeben.
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Ublicherweise werden die deterministischen Schranken u,,, n € N, mit Hilfe der Quantilfunktion
von Xy dargestellt, wie beispielsweise u,, = F* (1 — k,/n), wobei k,, n € N, eine sogenannte

intermedidre Folge ist, das heifst, fiir n — oo gilt
kn, — oo und ky/n — 0.

Mit dieser Wahl von w,, stellt dann die Ordnungsstatistik X,,_j, .., das ist die (k, + 1)-grofite
Beobachtung der Stichprobe X1, ..., X,, eine zufillige Schranke dar, die ein konsistenter Schétzer
ebendieser theoretischen Quantile F< (1 — k,,/n) ist.

Lemma 2.5. Sei (Xy)iez eine strikt stationdre Zeitreihe, die requldr variierend mit Index o €
(0,00) ist. Unter den Voraussetzungen (B) und (C) gilt, dann
Xn—kn:n n—00

m — 1 in Wahrscheinlichkeit.

Demnach ist es asymptotisch gerechtfertigt, Ordnungsstatistiken als Schranken fiir den Forward

und Backward-Schétzer zu verwenden.

2.1.1. Der praxisrelevante Fall: unbekanntes o

Wir studieren nun den praxisrelevanteren Fall, in dem der Index der reguldren Variation «

unbekannt ist. Bislang héngt der Backward-Schétzer E T(Lb%t(jt) vom wahren Parameter a ab, so dass
fiir die Situation, in der o unbekannt ist, eine Modifikation des Backward-Schétzers notwendig

ist. Drees et al. (2015) schlagen dazu zwei unterschiedliche Herangehensweisen vor:

1. Der Index a wird separat geschéitzt, wie beispielsweise durch den Hill-Schétzer

A Z?:l ]I{Xi > 7:’%}

ST og (X ) 1L, >

Der Schétzer &, wird dann fiir o in den Backward-Schétzer eingesetzt, das heiftt, wir

betrachten

Z?:l (X)Zt>an ]I{Xi/Xi_t >z, X; > ﬁn}
Z?:l L{X; > dn} ,

F(E’@t)(x) =1

N7 x € [z9,00).

2. Die zugrunde liegende Zeitreihe (X;)iez wird geméf Lemma 2.1 von Drees et al. (2015)
derart transformiert, dass die transformierte Zeitreihe regulér variierend mit Index av = 1
ist:

1

Xf=——
1 - F(Xy)

teZ.

Diese Transformation hiingt von der Survivalfunktion F' ab, welche ebenfalls iiblicherweise
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unbekannt ist. Diese kann beispielsweise durch

Fp(z)=1-—

1 n
n+1;]1{Xi<x}

geschéitzt werden. Die transformierten Zufallsvariablen lautet dann

. 1
Xf=—.
Fo(X))

Wir beschrianken uns fortan auf die erste Herangehensweise. Tatséchlich fiihren die konzeptio-
nellen Unterschiede beider Herangehensweisen im Allgemeinen auch zu unterschiedlichen Er-
gebnissen. Dariiber hinaus unterscheiden sich beide Herangehensweisen in ihrer Anwendbarkeit.
Beispielsweise kann die transformierte Zeitreihe (X;);ez regulér variierend sein, wihrend die
urspringliche Zeitreihe es nicht ist, womit diese per se keinen Tail- beziehungsweise Spektralpro-
zess besitzt. Demzufolge ist der Anwendungsbereich der zweiten Herangehensweise ein grofserer.
Jedoch stellt ebendiese Herangehensweise im Vorfeld auch eine technisch aufwendigere und an-
spruchsvollere Herausforderung dar, wenn die Survivalfunktion F unbekannt ist. Dies liegt unter
anderem daran, dass die Mischungseigenschaft in Voraussetzung (B) fiir die transformierten
Stichproben X 5 )A(:; im Allgemeinen nicht gegeben ist. Jener zweiter Ansatz wird im zweiten
Teil dieser Dissertation aufgegriffen, um das extremale Abhéngigkeitsverhalten von Zufallspaaren
im Rahmen von bivariaten strikt stationéren Zeitreihen zu untersuchen (siehe Kapitel 7).

Ziel ist es nun, auch fiir den modifizierten Backward-Schétzer £

b,0:) 5. .
., die asymptotische Nor-

malitét zu iberpriifen. Dazu wird Bedingung (C’) benétigt. Des Weiteren benétigen wir, dass der
Bias des Hill-Schétzers &, asymptotisch vernachlédssigbar ist. Dazu fordern wir fiir alle Folgen

(Sn)nen mit s, € [1 — e, 1+ ¢], die limy,,~ sy, = 1 erfiillen, dass
Elog(Xo/(snun)) | Xo > sptn] — 1/a) = o((nv,) %), n — oo, (2.26)

gilt.

Bemerkung 2.6. Die linke Seite von (2.26) konvergiert in jedem Fall gegen 0. Durch Anwendung
von Lemma 1.10 fiir g = log™ folgt némlich

n—oo

Elog(Xo/(spun)) | Xo > spun] — E[log(Yp)].
Ferner gilt fiir die Pareto-verteilte Zufallsvariable Yj
& 1
Ellog(¥0)] = [ ogly)ay~ ) dy = [~y (alogty) +1)] =

&

Mit Hilfe der Bias-Bedingungen kann das asymptotische Verhalten des Hill-Schétzers spezifi-

ziert werden.
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Lemma 2.7. Wenn die Voraussetzungen (2.5), (A(xo)), (B), (C°), (D) und (2.26) erfiillt sind,
gilt

(Twn)l/Z(a —a) =8 (aZn(@,gn) — 042Zn(¢075n) + 0p(1)>7 n — 0o,

und damit die schwache Konvergenz
(nvn)'? (4 — @) =5 aZ(¢1,1) — *Z(¢0,1),

wobei Z derselbe zentrierte Gauflprozess wie in Theorem 2.4 ist.

Theorem 2.8. Sei (X;)icz eine strikt stationdre Zeitreihe, die regulir variierend mit Index
a € (0,00) ist. Falls die Voraussetzungen (2.5), (A(xo)), (B), (C’), (D), (2.22), (2.23) und
(2.26) fiir ein xy = 0 und yo € [xg,00) N (0,00) erfillt sind, folgt die schwache Konvergenz

S}
(nv )1/2 ( (Fifunt)(xt) F et)(xt))iﬂte[mo, )
n 5(500)
(Fn,ﬁnt (yt) F(@t (yt))yte[yo, |t‘€{1, ’}

n%oo( (Z(¢§,zt,1) Fet)( ) ((;51 1))1156[360,00) )
(2( tle{L, .3}

i
Z(¢h 1) — FO) () Z(¢11) + Zat () ey 00)

mit
Zay(yr) == (a?Z(¢0,1) — aZ(¢1,1)) E[log(©4)1{O; > y;}],

wobei Z derselbe zentrierte Gaufprozess wie in Theorem 2.4 ist. Die explizite Kovarianzstruktur

des Grenzprozesses ist in Gleichung (2.95) und den nachfolgenden gegeben.

Bei einem direkten Vergleich von Theorem 3.2 von Davis et al. (2018) und obigen Theo-
rem 2.8 féllt auf, dass die asymptotische Verteilung sowohl des Forward-Schétzers als auch des
Backward-Schétzers unverandert bleibt, wenn anstelle der deterministischen Schranken w, zu-
fallige Schrankenhohen 4, verwendet werden, die iy, /u, "% 1 in Wahrscheinlichkeit erfiillen.
In Verbindung mit Lemma 2.5 ist es also retrospektiv gerechtfertigt, dass in den Simulationsstu-
dien von Drees et al. (2015) und Davis et al. (2018) Ordnungsstatistiken X,,_j ., als zuféllige

Schranke fiir u,, = F*< (1 — ky,/n) verwendet wurden.

2.2. Beispiel: Stochastische Rekurrenzgleichungen

In diesem Abschnitt betrachten wir fiir unabhiingig und identisch verteilte [0, co)2-wertige Zu-

fallsvektoren (Cy, Dy), t € Z, die stochastische Rekurrenzgleichung
Xy =C Xy 1+ Dy, teZ. (2.27)

Nach Korollar 2.2 von Basrak et al. (2002) existiert eine strikt stationdre Losung (X;);ecz dieser
Rekurrenzgleichung, wenn Eflog(C4)] < 0 und E[logt(D1)] < oo gilt. Wir nehmen zusétzlich
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noch an, dass die Verteilung von C] nicht auf einem Gitter konzentriert ist und ein a > 0 existiert,
so dass E[C{] = 1, E[C{log™ (C1)] < oo und E[D$] < oo gilt. Nach Bemerkung 2.5 und Korollar
2.6 von Basrak et al. (2002) ist dann die stationére Losung (X;)iez reguldr variierend mit Index
a. Der zugehorigen Tailprozess wird wie gewohnt mit (Y;);ez bezeichnet.

Drees et al. (2015) haben gezeigt, dass Voraussetzung (B) bei geeigneter Wahl von r,, giiltig ist,
wenn log®(n)/n = o(v,) und v, = o(1/log(n)) fiir n — oo gelten, genauso wie die Giiltigkeit von
Voraussetzung (C). Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass insbesondere Voraussetzung (C’) und
Bedingung (E), die gerade Voraussetzung (D) impliziert, erfiillt sind. Fiir den Nachweis von (C”)
wird die schwache Zusatzbedingung rnvrl/ (1+9) _ O(1) fiir ein § > 0 angenommen. Tatséchlich
kann Ungleichung (2.13) aus Voraussetzung (C’) durch Anwendung von Resultaten fiir allgemei-
ne Markov-Ketten nachgewiesen werden, wenn zusétzlich angenommen wird, dass die Zeitreihe
(Xt)tez aperiodisch und irreduzibel ist (siehe Drees und Knezevi¢, 2020). Nach Buraczewski et
al. (2016, Proposition 2.2.1 und Lemma 2.2.2) folgt die Irreduzibilitidt und Aperiodizitdt der
Zeitreihe (X;)iez bereits unter der schwachen Annahme, dass (C1, D;) absolut stetig sind. Des-
sen ungeachtet werden wir den Nachweis von (2.13) mittels direkter Rechnungen durchfiihren,
die keine zusétzlichen Annahmen voraussetzen.

Sei IL; j := HLZ Cpund V;; = Z{:Z Iy 41D, fiir 4,5 € Z. Dann folgt durch Iteration der
Gleichung (2.27) die Darstellung

X = Hj1 6 X5 + Vigrk-

Bezeichne der Ubersichtlichkeit halber Une = P{X0 > tupc} mit up . = (1 —€)uy.
Wir halten nun einige niitzliche Ungleichungen fest. Die Potter-Schranken (Bingham et al.,
1987, Theorem 1.5.6) liefern: Zu jedem § > 0 und z* > 0 kann n € N derart grof gewéhlt

werden, so dass

P{Xo > zun} —a 5 6
- 'K .
P{Xo > un} S (14 6)z*max{z™°, z°} (2.28)

fir alle z € (z*, 00) gilt. Da C keine Konstante beschreibt, gilt nach der Jensenschen Ungleichung
0 := E[C%] < (E[C?])$/* = 1 fiir alle ¢ € (0, ). Ferner ergibt sich nach Lemma 1.10, dass jede
stetige Funktion g : [0,00) — R, die 0 < g(x) < ax” + b fiir gewisse a,b > 0, 7 € (0, «) erfiillt,
insbesondere

E[g(jii)]l{Xo > cun}} < 2B[g(Yo)|P{Xo > cun} (2.29)

fiir ¢ > 0 und ein hinreichend grofes n € N erfiillt. Folglich gilt nach der verallgemeinerten

Markov-Ungleichung und der stochastischen Unabhéngigkeit der Cj,

e o \¢ o NE
P{lp > 2 b < B, ) () =0t () gt >o. (2.30)

2t Up,e Unp,e

Aus der Potter-Schranke (2.28) und V j, < X}, folgt fiir hinreichend kleine 6 > 0

P{Vig > tne/2} < P{Xp > une/2} < (14 6)20F 00, < 2%, . (2.31)

)
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Aus Ungleichung (2.29) folgt

E[( Xo )511{)(0 > un,€/2}] < 2E((Yo/2)§|P{X0 > tn./2)}

Un,e
14 6)2' 498y, EIYf]

< (
<2, E[Yy] (2.32)

fiir hinreichend kleine 6 € (0,&). Des Weiteren existiert nach Beispiel A.3 von Drees et al. (2015)
eine Konstante ¢ > 0, so dass

cP{Xo > u}(P{Xo > u} + o), (2.33)
2+ R EIYEIP{ X0 > u} (2.34)

P{min{ Xy, Xx} > u
P{Hl,kXO > U/Q,Xo > U

NN

}
}
fiir alle kK € N und hinreichend grofse u gilt.

Nachweis von Bedingung (E): Aus der stochastischen Unabhéngigkeit von (Vji1 1111 ) und
(X0, Xj), (2.30), (2.31) und (2.33) folgt

P{min{Xo, X;, X;.} > up.}
< P{min{Xo, X} > une, Vit1k > une/2} + P{min{Xo, X;} > un e, 111X > un e /2}

= P{min{Xg, Xj} > un,a}P{Vj—O—l,k > un78/2}
e[ P> B 200, ) (s 1)
(tn.2,00)2 2t
14a, 2 j k—jot Xj\¢ :
<2y, (vne+ o)+ 0772 EKT) 1{min{Xo, X;} > up}|.
n,e
Mit Hilfe der Ungleichungen Xf < 25((T1y; X0) + Vl&u')’ Vi; < X; und der stochastischen
Unabhéngigkeit von (V ;I1; ;) und X ergibt sich

E[( X; )511{mm{xo,xj} > un,s}]

n,e

T X0\ & Viné
< 2%[(1’”0) 1{Xo > tne} + (ﬁ) 1{Xo > tne, Vij > tne/2}

Un,e n,e

Vii\¢
+ <ﬁ) ]l{XO > Unp,e, VYLJ < Un’e/Q,Hl,jXO > Un,E/Q}:|

Unp e

< 96 (yE[(ﬁE)gn{Xo > upe/2}] + vnﬁE[(iii)g]l{Xj > un,€/2}}

+ Q—EP{XO > unﬁ,HLon > un,e})

< 25((19] + 'Un,a)21+avn,sED/0£] + 2ijn,EED/(]£])v

wobei im letzten Schritt die Ungleichungen (2.32) und (2.34) angewandt wurden. Demzufolge
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gilt

P{min{Xo, X;, X} > un.}
< 021"'&11,%75(1)”75 + Q]) + Qk_j22§((gj + Un75)21+avnygE[YO£] + 2,z_)jvn7gE[YO£])
AR (e + o) + I B0 (27 + 1) + 2.

N

Damit erhalten wir
P(min{Xjan} > Unpe ‘ Xo > Un,e) < C(v?z,s + Un,a(Qj + Qkij) + Qk) = §n(]v k)
fiir ein hinreichend grofses C' > 0. Nun gilt fir alle k > j > 0

lim 3, (j, k) = Co* =: 50004, k),

n—oo
so dass wegen r,v, . — 0o die Konvergenz

Tn rp—1

. -~ . . Tn("”n + 1) 2 . ; l
nh_}rr;o Z Sn(d k) = nll_)nrolc)C'(#vn’6 + Up e Z(Tn —J+ 1) + v, Z o' (rn —1)
1<J<k‘<rn ]:1 =0
+ Z k‘Qk>
k=1
.
k=1
= ) Geljik) < o0

1<j<k<o0

folgt. Demnach ist Bedingung (E) erfiillt.

Nachweis von Voraussetzung (C’): Mit Hilfe der Ungleichung log™ (a+b) < log™*(2a)+log™(2b)
fiir alle a,b > 0 folgt

Xo ) max { log™ (;LXIC ),]I{Xk > una}H

Unp e n,e

E[log+ (

X
< E[log+ ( 0

Unp e

) max { log™ (S;’iﬁ)aﬂ{ﬂlﬂo > Upe /Q}H (2.35)

) max { log™t (u}i’%),]l{VLk > un,8/2}}].

—FE{logJr ( Xo

Un, e

Aufgrund der Unabhéngigkeit von (Vi g, 111 ;) und Xo, Vi < X, (2.29) und (2.30) ldsst sich

der zweite Summand obiger Gleichung (2.35) wie folgt nach oben abschétzen:

E[logJr (iii) max { log™ (u}ij),]l{VLk > ung/Q}H

< E[log+ < Xo )} (E[long (ﬁ)} + P{X} > un76/2}>

Un,e un7a/2

< 27" Ellog(Yo)] (E[log(Yo)] + 1)v;

n,e*
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Derweil gilt wegen log™ (a) = log™ (ab)/b < a®1{a > 1}/b fiir alle a,b > 0, der Unabhingigkeit
von Xo und II; j sowie (2.29)

g (B0)] < L (50 (B, )

Un,e Un,a/2 - Ff Un e Un,a/2
1 X \ B+¢ .
- &EKUH) 1{Xo > un,c}| E[(2M1)¢]

9¢+1
< TgE[YE)B-Fg]QkUn,E

fir alle 8 € (a — £) und hinreichend grofse n € N. In Kombination mit Ungleichung (2.30) folgt

E[log+ (

dann mit derselben Argumentation

’ )P{HM > “2’;} £(Xo)(dz)

n,e

£[10g* ( Xo VLI X0 > g c/2)] = / T logt (

n,e 0

<2t | Thogt (<) () £(xo)an)

Un,e Un.e
2 Xo \B+E
<2 (50 1 > )
B ne
92§+1
g 7E[}/})ﬁ+§]gkvn7€

Demzufolge ist der erste Summand der rechten Seite von (2.30) nach oben durch
(1 + 5_1)5_12§+1ED/0B+£] kan7€

beschrankt. Demnach gilt also

Xo ) max{log+ (Xk ),]I{X;g > unE}H

Un,e n,e

E[log+ (
< (1+ &8 2 BV ob o, . + 2943 Bllog(Yo)| (E[log(Yo)] + 1)v2 ., (2.36)

flir hinreichend grofe n € N. Mit den obigen Argumenten ergibt sich auf analoge Weise

E[]I{Xo > un,z_;}manx{log;Jr (i(k ),H{Xk > unz—:}}]

n,e

< (1+ €2 BV oF v e + 2072 (Bllog(Yo)] + 1)v2 . (2.37)

fiir ein hinreichend groftes n € N.
Aus den vorangegangenen Gleichungen (2.36) und (2.37) folgt also, dass eine Konstante C' > 0

existiert, so dass

X X
E[max{log+ (u 0 ),IL{XO > unys}}max{long (u k ),]I{Xk > uns}} ’ Xo > ums}

n,e n,e
< C(Qk + Un,s)
=: s (k)

n
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fiir alle £ € N und hinreichend grofte n € N gilt. Folglich gilt

lim s/, (k) = Co* =: s/ (k) und

n—o0 >
Tn Tn 0
. / IERT k _ k
Jin, 3 oh8) = Jin, Cravne + O3 "= 0 ot <o,

so dass Bedingung (2.13) erfiillt ist.

Mit Hilfe der bisher verwendeten Abschétzungen fiir log™, den Ungleichungen V; , < X, (2.27)
und der stochastischen Unabhiingigkeit von Xy und (I x, V4 1) ergibt sich wegen (a + b)1*° <
2149 (g1 49 4 p1+9) fiir a,b > 0 und 6 > 0

X X\ 146
| (o™ (22 )1os” (5))
U, e Unp, e

. (1;(5>H6EK(ii)B/(lJré)]l{Xo S un,e}(103+ (%’) + log™T (UZZ,;Q))>1+T

. <(1 ;£5)2>1+6E [(u)ii)ﬁﬂ{Xo > e} (<1;[L:’,j(;)§/(1+6) N (u}ij)g/(Ha)) 1+5}

<) (G G oo ]

. E[< X, )61{)(0 g un}]E{( Vik )fn{vl,k > un,a/2}D

n,e un75/2

1+9
) <2§+1E[Y0ﬂ+§]gkvmg + 204+3E[Y06]E[Yb§]v%75>

< <2(1 +9)?

BE

< é(gkvn,E + U?I,z—:)

fir alle k& € N und hinreichend grofe n € N, wobei C' > 0 eine geeignete Konstante ist. Unter
der Annahme v/ 19 = O(1) ergibt sich damit
] ) 1/(146)

Xo > (1—¢e)uy,

(o (25 ) e ()

< CV/(149) zn:(gk 0 ) D)

(-

k=1

k=1

< (20)1/(1+6) <rnv}/€(1+5) + ank/(1+6)>
7 k=1

= O(l)v n — oo,

so dass Bedingung (2.14) und damit Voraussetzung (C’) erfiillt ist. &
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2.3. Beweise

Im diesem Unterkapitel werden sdmtliche Resultate aus Abschnitt 2.1 nachgewiesen. Zunéchst
wird jedoch der behauptete Zusammenhang zwischen den Voraussetzungen (C), (D) und (E)

nachgewiesen.
Lemma 2.9. Aus Bedingung (E) folgen die Voraussetzungen (C) und (D).

Beweis. Aus der strikten Stationaritdt und reguldren Variation von (X;);cz sowie Bedingung
(E) resultiert

Tn

E{(in{){m #0})3] = Y P{min{X;, X;, X;;} > (1 - ¢)un}

ivg k=1
rn—1 k k
< Ty + 67y, Z Z (1 - —)P{mm{Xg, X, X} > (1 —¢e)uy,}
k=1 j=1
rn—1 k
< rpvp, + 6r,v, Z ZP(min{Xj,Xk} > (1 —e)uy | Xo > (1 —e)uy)
k=1 j=1

< rpUy + 61Uy Z Sn(ja k)

1<j<k<rn—1

= O(rpv,), n — oo.

g
2.3.1. Beweis von Proposition 2.1
Fiir den Nachweis von Proposition 2.1 wird zunichst eine Semimetrik auf ®% z0,yo definiert, die
die Funktionenklasse ®2 20,0 totalbeschrankt.
Lemma und Definition 2.10. Die Abbildung pg : ®2 o X 0 v — [0,00) mit
po(¥1,12), wenn Y1, 92 € o,
P1 (w17w2)7 wenn 1/}15 ¢2 S (I)l,au
pa(Y1,%2) = palth1, 1), wenn 1, hp € 4 (fiir ein t € {—t,...,t}\ {0}),
p3(1h1,9), wenn 91,45 € @4 (fiir ein t € {—t,...,t}\ {0}),
| max {2,1og(1—f§)} sonst,
(2.38)
wobei
po(o,s, Po5) := |log(s) —log(s)],
p1(¢1s, d15) = (1 =€) [s7* =577
P2 000 S 5.5) = |FO) (@) = FON @) + (1 —e)*[s7 =57,
P3(Bh g0 $5.5.5) = [FO(1/y) = FOD (/) + (1 — ) [s7* = 577
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fiir , % € [x0,00), 4,7 € [yo,00) und s,5 € [1 —¢,1 + €], definiert eine Semimetrik auf ®?

€,20,Y0°

die die Funktionenklasse ®9 totalbeschrankt. &

&,20,Y0

Beweis. 1. Nachweis, dass py eine Semimetrik definiert: Die Abbildung pg beschreibt im We-
sentlichen eine transformierte Betragsmetrik: Die Indizes der Funktionen ¢g, und ¢o s werden
mittels des Logarithmus transformiert und dann mit Hilfe der Betragsmetrik verrechnet. Das-
selbe gilt fiir die Abbildung p;, wobei hier mit Hilfe der Potenzfunktion s +— s™% die jeweiligen
Indizes der Funktionen ¢; s und ¢ 3 monoton transformiert werden. Folglich beschreiben pp und
p1 Metriken auf ®q . und @ .

Die Abbildungen ps und p3 setzen sich jeweils additiv aus zwei Termen zusammen. Der zweite
Summand stimmt in beiden Abbildungen iiberein und besitzt dieselbe Struktur wie die Metrik
p1, so dass dieser Term die Metrik-Eigenschaften erfiillt. Fiir den ersten Summanden werden
die Indizes x und Z beziehungsweise y und § im Wesentlichen mit Hilfe der Verteilungsfunkti-
on F(®1) bezichungsweise F(©-*) monoton transformiert und dann mit Hilfe der Betragsmetrik
ausgewertet. Bis auf Definitheit bleiben die Metrik-Eigenschaften der Betragsmetrik fiir p2 und
ps erhalten. Folglich sind py und p3 Semimetriken auf den jeweiligen Definitionsbereichen.

Nun nimmt pg auf dem sonstigen Teil des Definitionsbereichs stets den Wert max{2, log( 1+€)}
an, so dass auf diesem Teil des Definitionsbereichs die Symmetrie und die Dreiecksungleichungs-
eigenschaft trivialerweise erfiillt ist. Folglich muss nur noch fiir je zwei Abbildungen in ®Y

€,20,Y0
die Dreiecksungleichung iiberpriift werden.

e Sei wl,wg e C fur C € {(I)O,Ev(bl,syq)t

2,x0,8° 3 Y0,E

|t € {—t,...,t} \ {0}}. Wenn 3 € C
gilt, dann ist die Dreiecksungleichung

p(V1,2) < p(¥1,93) + p(¥3,12)

eine direkte Folgerung aus der entsprechenden Semimetrik p;, ¢ € {0,1,2,3}. Anderer-
seits folgt fiir ¢3 € @Y

€,20,Y0
2 max{2, log(HE)} ist, womit die Dreiecksungleichung in dieser Situation ebenfalls giiltig

ist. Man beachte, dass p(11,12) < max{2, log(1+€)} fiir alle 11,1 € P°

\ C, dass die rechte Seite der Dreiecksungleichung gleich

, &ilt.

£,40,Y

e Sci¢yy € Cund ¢y € ®2,  \ C. Dann ist p(¢1,03) = max{2,log(1£)} oder p(ys,2) =

max{2,log(11)}, so dass die Dreiecksungleichung stets erfiillt ist.
Demzufolge definiert pg ein Semimetrik auf @2 Z0.0"
2. Nachweis der Totalbeschrinktheit von ®2 zo.yo beziglich py: Offensichtlich ist die Funktio-
nenklasse ®Y z0.yo Semau dann totalbeschrénkt beziiglich der Semimetrik pg, wenn Pq., P,
P} z0,c und P wo,e totalbeschriankt beziiglich po, p1, p2 und p3 sind. Daraus ergibt sich dann

trivialerweise auch die Totalbeschrénktheit von @, 4 4, beziiglich pols.
Definiere fo, f1 : [1 —¢,14¢] — R mit

Yo ”

fols) =log(s) ~ und f1(8):< : )_a.

1—c¢
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Da die Differentiale f}(s) = 1/s und f(s) = —a(1 — &)~*s~(@+1) sowohl beschriinkt als auch
von 0 weg beschrinkt sind, sind die Abbildungen p, p7 : [1 —&,1 + €] — [0, 00) mit

po(s,8) = |fo(s) = fo(3)|  und  pi(s, ) = [fi(s) = f1(5)]

Metriken auf [1—¢, 1+¢], die dquivalent zur Betragsmetrik auf [1—¢, 1+¢] sind. Das bedeutet, die
von py und pj] erzeugten Topologien entsprechen gerade der kanonischen Topologie. Kompakte
Mengen wie die Indexmenge [1 — €, 1 + €] sind stets totalbeschriankt beziiglich der kanonischen

Topologie, womit wegen der Identitaten

po(Po.s: ®0,5) = po(s,5) und  p1(o1s, d1.5) = pi(s,3)

die Funktionenklassen ®q . und @1 . totalbeschriankt beziiglich pg und p; sind.

Als Nichstes weisen wir die totale Beschranktheit des &%

5.1, Peztglich ps nach. Der erste

Summand der Semimetrik py ist stets kleiner oder gleich 1 (wie auch der zweite Summand).

O4)

Hinzu kommt, dass nach Voraussetzung (A(zp)) die Verteilungsfunktion F(®1) stetig auf [zq, c0)

ist. Demzufolge kénnen fiir

m = [1/6]

geeignete x1,..., Ty € [T, 00) gewdhlt werden, so dass

FO)(g;1)— FO)(2) <6/2 Vie{0,1,...,m —1} und
1—FO®)(z,,) < 6/2

gilt. Fiir den zweiten Summanden konnen, wie im Fall ®; . nachgewiesen, geeignete sq,..., s,

gewahlt werden, so dass

f(s5) = f(sj41) <6/2

fir alle 7 € {0,1,...,n} gilt, wobei sg:=1—¢, s, :== 1+ ¢ und

o= [3(- (297

Demzufolge iiberdecken die Teilmengen

A= {w e @b,

p2(th, G ,s) <0

i€ {l,....,m}, 5 € {1,...,n}, die Funktionenklasse ®! vollstandig. Mit vollig analoger

2,x0,6
t
3,90,€

auf die explizite Ausfithrung verzichten. Hier gilt es lediglich zu beachten, dass F
(0,1/yo] ist. Mit Anwendung der Time-Change-Formula aus Theorem 1.8 fiir (i, s,t) = (—t,0,0)

Argumentation erhalt man die totale Beschranktheit von ® beziiglich ps3, weshalb wir hier

©1) stetig auf



2.3. Beweise 41

folgt namlich

FOO(/2) = B1{0, < 1/o}] = BlO-1{1/0- < 1/s}] = [ 9 FO-)(a0)

Nach Voraussetzung (A(zg)) ist damit F(®%) stetig auf (0,1/zo] fiir alle |t| € {1,...,%}. O

Beweis von Proposition 6.1. Wir zeigen im Folgenden anhand des Theorems A.2 (Drees und

Rootzén, 2010, Korollar 3.6 und 3.9), dass fiir ® € {®. 4 4, ®° } die Folge der Prozesse

€,20,Y0

Zoe@) = (2" 20), wew,

Une

schwach gegen einen zentrierten Gaufiprozess (Z(v))yco konvergiert, wobei
Une = P{Xp1# 0} = P{Xo > (1 —¢)up}.

In Kombination mit der Konvergenz vy, /vy, gty — (1 —¢)?, die sich aus der reguléren Variation

von X ergibt, folgt dann die schwache Konvergenz

(Zn(¥)pea =5 (Z())yea,

wobei Z () = (1—£)~*/2Z.(¢)). Die zugehérige Kovarianzstruktur des Grenzprozesses (Z(¢))yea
lasst sich dann mit Hilfe der Gleichung

Cov(Z(y1), Z(¢2)) = (1 =€) “Cov(Zc(¢1), Ze(¥2)), 1,92 € @,

bestimmen.
Der Beweis ist in Konvergenz der endlich-dimensionalen Randverteilungen und asymptotische
Gleichstetigkeit von (Zy,«(1))gece unterteilt. Nach Theorem 2.1 von Kosorok (2008) folgt dann

die schwache Prozesskonvergenz.

Konvergenz der endlich-dimensionalen Randverteilungen

Um mit Hilfe des Theorems A.2 die schwache Konvergenz der endlich-dimensionalen Randvertei-
lungen von (Zn@(ib))weqje%’yo und (Zp. (w))weﬁ,zo,yo zu folgern, verifizieren wir die Bedingungen
(C1), (C2) und (C3) aus Anhang A.1.

Nachweis von (C1) und (C2) [unter (A(xo)), (B), (C) (bzw. (D)) und (C’)]: Die (minimale)
Einhiillende einer Funktionenklasse F ist definiert als fymax = supjcz |f|. Die Funktionenklassen

Do, i, @g’zo’s und @g’yms besitzen die Einhiillenden

$0,1-c(2) = log (1 )ll{zo >1—¢},
P11-c(2) = 1{z0 > 1 — &},

gbé’m’l_s(z) = ]l{Z—0 > 20,20 > 1 — 5} und
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Zt\ ¢ 20
¢§’y071_6(2) = (7(]) ]I{Z > yO,Z_t > O,ZO > ]. — 5},
wobel z = (z_j,..., %) € [0, 00)2+1 Wegen der Definition von Q. 2oy i (2.19) ist also die

Abbildung max : [0, 00)2tH [0, 00) mit

«
Ymax(z) = max {]l{zo >1—¢}, max (ﬁ) ]l{z—O > g, 2t > 0,20 >1— 6}}
[t|e{1,...,t} \ 20 Z—t
die Einhiillende von ®. ;, ,,. Diese Funktion ist offensichtlich messbar und wegen der Abschat-

zung
PYmax < max{l,y,*} < oo

insbesondere beschrankt. Ferner gilt nach Voraussetzung (D) und der reguldren Variation von
n—oo

Xo, die vy /vpe — (1 —e)® liefert,

E[(:XT;]I{XM + O}> 2+5] = O(rpvpe), n— o0,

fir ein 6 > 0, so dass Bedingung (A.2) aus Theorem A.2 fiir ®.,,,, ist. Tatséchlich kann
die Momenten-Bedingung (A.2) auch mit Hilfe von Voraussetzung (C) anhand einer einfachen
Rechnung nachgewiesen werden.

Die restlichen Bedingungen in Theorem A.2, um Bedingung (C1) und (C2) fiir die Funktio-
nenklasse ®. ;, 4, zu folgern, sind wegen Voraussetzung (B) in unserem Kontext bereits gegeben,
so dass Bedingung (C1) und (C2) erfiillt sind. Im Ubrigen sind nach Theorem A.2 dann auch die
Bedingungen (D1), (D2) und (D2’) fiir @ 4, ,, erfiillt.

Die Funktionenklasse ®? = D, 19,50 UPo e besitzt als minimale Einhiillende die Abbildung

. £,20,Y0
Gmax : [0,00)2FE — [0, 00) mit

Pmax(2) = max {¢071_€(z), wmax(z)}
= max { max {1, log (%) }]l{zo >1—¢},

2\ [ %
max _ (—t> IL{—O > Yo, 2—t > 0,29 > 1 —e}},
[tle{1,..,t} \ 20 Z—t

die ebenfalls messbar ist. Diese lasst sich wie folgt abschétzen:

Omax(2) < max {1,log (17 ) }1{z0 > 1 — e},
—€
(0%
4+ max <ﬁ> ]l{ﬁ > Yo, 2—¢ > 0,20 > 1 —5}
[tle{1,....t} \ 20 -t

Z
_06) + (1 +yg™){z0 > 1 — ¢}

< log" (1
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Aus der Ungleichung (a + b)? < 2(a? + b?) fiir a,b > 0 folgt dann

(S ol S (0 25)]
+2(14y5%) [(in{xmzéo}) ]

Der zweite Summand der rechten Seite von (2.39) ist wegen Voraussetzung (D) nicht von groferer

Ordnung als nvy, .. Fiir den ersten Summanden gilt nach Voraussetzung (C’)

Kzl‘)g (= >>]

-y E[10g+( X) n>log+ ((1_)(;)%)]

i=1 j=1
rp—1
: X, L X0
Tnvng Z E|: <1—7€)un> 10g <(]_T ‘ X() > (1 - E) :|
Tn—l
< TnUne Z an(k)
k=0
= O(rpvpe), n— oo. (2.40)

Folglich gilt

E iquax(Xn,i) 2 = O(rptne), 1 — oo
(S ometo) |

Nach Addendum A.3 folgen schlieflich die Bedingungen (C1) und (C2) fiir die Funktionenklassen
<I>g7m07y0, wenn die Bedingungen (D1) und (D2’) erfiillt sind. Der Nachweis von (D1) und (D2’)

wird im Abschnitt zum Nachweis der asymptotischen Gleichstetigkeit von (Zn76(¢))¢6¢0

I3 ZO ’yO
erbracht.

Nachweis von (C3) [unter (A(xo)), (B), (C) und (C’)]: Mit Hilfe der Tatsache, dass fiir alle
Funktionen v € ®° die Gleichheit

£,20,Y0
$(2) 1z > 1 — ¢} = ¥(2)

erfiillt ist, kann unter Verwendung der strikten Stationaritét von (X)ez die folgende Identitét

fiir alle 1)1, € ®Y gefolgert werden:

£,20,Y0

. ECOU(Z 1 (X, Z o (X > (2.41)

i=1

T TUne <zn: Zn: E[1(Xni)Y2(Xn, )] — TZEWH(Xn,o)]EWQ(Xn,o)])

i=1 j=1
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rn—1
- (1 - rﬁ) (E[wl(xn,o)%(xn,k) | Xo > (1 — &)up] (2.42)

+ 1 (X )t2(Xno0) | Xo > (1 - 2)un])
+ E[1(Xn,0)92(Xno) | Xo > (1 —€)uy]
— rpUn e Bl (Xn0) | Xo > (1 —e)un|E[Y2(Xnp) | Xo > (1 —e)up).

Wir bestimmen nun das Grenzverhalten der einzelnen Summanden der rechte Seite von (2.42).
Fiir Funktionen 11,12 € ®. 4,4, ist der letzte Summand stets von nicht héherer Ordnung als

TnUn,e, da 0 < ¢ < max{1,y,“} und damit insbesondere
0 < E[Y(Xno) | Xo > (1 —e)un] < max{l,y,“}

gilt. Fir die anderen Summanden der rechten Seite von (2.42) ist es erforderlich, das Grenz-
verhalten der bedingten Verteilung von X, ; gegeben Xy > (1 — €)u,, zu bestimmen. Nach der

Definition des Tailprozesses (Y;)icz von (X;)iez gilt die schwache Konvergenz
L(Xnp | Xo>(1—e)uy) =3 L((1 - e)Yy), (2.43)
wobei

Yk = (Yk—f7 . 7Yk+{)]1{yk > 1}

0
€,20,Y0

mafe L£((1 — €)Yy), k € Np, kann unter Anwendung des Continuous-Mapping-Theorems die

Besitzen nun die Unstetigkeitsstellen der Funktionen in ® keine Masse beziiglich der Grenz-

schwache Konvergenz
LEA(Xnp) | Xo > (1= )un) =5 L((1 - )Yi)) (2.44)

fiir alle ¢ € ®Y und alle k& € Ny gefolgert werden. Sei dazu s € [1 — e, 1+ €] beliebig gewé&hlt.

£,20,Y0
Die Funktionenklasse ®q . enthélt offensichtlich nur stetige Funktionen. Die Funktion ¢ 5 € @1,

besitzt die Unstetigkeitsstellen
Bi(s) := {(z_g, S, 2f) € [(),00)2{'"1 ‘ 20 = s}.
Unter Anwendung der Spektralzerlegung Yi = Y0y, resultiert fiir alle k € Ny die Identitét
L((1—¢)Y)(Bi(s)) = P{(1 — &)V 1{Y; > 1} = s}
- /[O T {wkn{mk >1} = 1_5} £()(d0y)
=0,

da Yp eine Pareto-verteilte Zufallsvariable ist. Demnach besitzen alle Funktionen in ®; . und ®¢
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keine Masse beziiglich der GrenzmaRe L£((1 — €)Y}), k € Ng. Des Weiteren umfasst die Menge

2t 2t
— =ux,zg>soder —>x,20 =S5

By(s,x) := {z = (z_t~7 .. .,zt~) S [0,oo)2£+1
20 20

beziehungsweise

20 20
— =y,zg >soder — >y,zg =5
Z_t Z_t

Bs(s,y) = {z =(z_f,...,2}) € [0,00)2£+1

alle Unstetigkeitsstellen der Funktion ¢}, s € Db e bemehungswelse ¢3y s € D4 o,er da die
Funktion 2 ~— (z_¢/20)% stetig auf [0,00)! x (0,00) x [0, 00)! ist und demnach lediglich die
Indikatorfunktion von d)é’yys dessen Unstetigkeitsstellen vorgibt. Auch diese Unstetigkeitsstellen
Bs(s,z) und Bs(s,y) besitzen beziiglich der Mafe L£((1 —€)Y}), k € Ny, keine Masse. Dies ldsst

sich anhand folgender Rechnung erkennen:

L((1—¢)Y3)(Ba(s,z))

Y,
{ k+t]l{Yk > 1) =2, Vil {Vp > 1} > %_E

Y;
oder fjt]l{Yk >1} > 2,V 1{Yr > 1} = : 5 }
k J—

Y,
<P{ Yy s 1 =2, ViV > 1) > — L PAVIY > 1) =
Yk 1—¢ 1—¢

Yitt
<P =z,Y,>1
{Yk otk }

B 1 Xptt
_nh_g)lo P{Xo > un}P{ X, =z, X > Up, Xo > Uy

1

X

Xy
< lim P
im (X

n—oo 0

g‘P{(% Zix}
:()7

wobei der dritte Schritt aus der vorangegangenen Erkenntnis £(Y})(B1(s/(1 —¢€))) = 0 und der
letzte Schritt wegen Voraussetzung (A(zp)) folgt. Mit dhnlicher Argumentation ergibt sich
L((1 - e)Yk)(Bs(s,y))

Y,
- P{ E Y, > 1) =y, V(Y > 1) > i
Y% t — &

Y
oder —E1{Y}, > 1} > ¢, Vi1 {V; > 1} = — }
Yk, — &

Y:
<P{Y ]l{Yk>1}—y,Yk]l{Yk>1}>}—I—P{Yk]l{yk>1}— SE}
k—t
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wobei die letzte Gleichheit analog zur vorangegangenen Rechnung zeigt werden kann. Demzufolge
ist die schwache Konvergenz in (2.44) erfiillt.

Die reguldre Variation von (X;)¢cz garantiert nach Theorem 1.6 die schwache Konvergenz

n—oo

L(u N (X, Xe) | Xo > (1—e)uy) =3 (1 —e)L(Y},...,Yy)

n

fiir alle j, k € Z. Sei zu je zwei Funktionen 1)1, 5 € ® eine Abbildung gy, 4, : [0, co)k 2L

€,20,%0
R mit

Gr e ey zpgd) =01 (- 2) {20 > L= eV ((Zhps - - - Zppd) M2k > 1 — €})

definiert. Seien (s,x,y),(5,Z,7) € [1 —¢&,1 + €] X [x0,00) X [yo,00) zwei Tripel, die die entspre-

0
£,20,Y0

91 4, sind dann in jeden Fall eine Teilmenge von

chenden Parameter der Funktionen p,%y € ® bezeichnen. Die Unstetigkeitsstellen von

A 2:{(2—57 T Zk—f—f) € [07 Oo)k+2£+1 ‘ (Z_g, e ’Zf) € B (S) Y BQ(S’ x) Y Bg(S, y)}

U {(z,g, o 2eg) € [0, 00)k 2 ‘ (%5 -+ 247) € B1(5) U Ba(3, &) U Bs(3, g)},
so dass

L(A=e)(Y g, Yy )(A) < L(Yo)(Bi(s) U Ba(s,x) U Bs(s,y))
+ L(Yy)(B1(3) U Ba(5, &) U B3(5, 7))
~0

fiir alle £ € Ny gilt. Demzufolge erhalten wir durch erneuter Anwendung des Continuous-

Mapping-Theorems die schwache Konvergenz

L(1h1(Xn0)2(Xng) | Xo> (1= )un) = LGy (un (X g Xpsd) | Xo> (1= e)uy)

n—oo

= L9y (=) (Y ..., Yiy)
= L(W1((1 —e)Yo)2((1 — &) Yz))

fiir alle 91,19 € (I)g,xo,yo und alle k € Ny.

Ferner folgt aus Voraussetzung (C’) fiir ein 6 > 0 die Beschrénktheit von

sup B (11 (X 0)2 (X ) 172 | Xo > (1= 2)un | < o0
neNg

fiir alle 41,1y € ®Y und alle k € Ny. Nach dem Korollar zu Theorem 25.12 von Billingsley

£,20,Y0

(1995) ergibt sich schlieflich die Konvergenz der einzelnen Summanden auf der rechten Seite von
(2.42).
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Unter Voraussetzung (C) gilt fiir ¢, 12 € ®¢ 44, die Abschétzung

(1= ) Bl ()2 (Xi) | Xo > (1= )]
max{1,yy 2*}P(Xp > (1 — &)uy | Xo > (1 —€)uy)

<
< max{1,yy **}sn (k)

und fiir i1, € @27%% gilt unter Voraussetzung (C’)

(1 o 7) [¢1( )¢2(Xn,k) | Xo > (1 — 5)un]

Tn

< max(1,5 %) o { o (24 ) 10X > (1= 2}

X max{log <(1—X§)%z)71{Xk > (1-— e)un}} ‘ Xo>(1— s)un]

< max{1, y5 **} s, (k),

so dass mit Hilfe des Satzes von Pratt (1960) die Konvergenz der rechte Seite von (2.42) gegen

den Term

Ep1((1 - )Yo)va((1 — €)Yo)]

o0

+ 3 (Bl (1= &)¥o)ua((1 — )] + Bl (1 - &) ¥i)ua((1 - £)Y0)])
k=1

fir beide Funktionenklassen ®; ., und @27x07y0 gewahrleistet ist. Demzufolge ist Bedingung
(C3) erfiillt. Des Weiteren folgt aus der strikten Stationaritét

Elp1((1 = e)Yi)va((1 - €)Yp)] = Jim EWl( K)a(Xno) | Xo > (1 —&)uy]
= lim v, LB (Xng)th2(Xn0)]
= n]gn Uy, [ (Xn,O)w ( )]

= lim E[wl( 0)¥2(Xn, k) | Xo> (1 -¢)]
Elp1((1 - e)¥o)a((1 — e)Yp)],
so dass nach Theorem A.2 (beziehungsweise Theorem 2.3 von Drees und Rootzén (2010)) die
endlich-dimensionalen Randverteilungen des Prozesses (Zn,g(w))we‘ba,xo’yo beziehungsweise

(Zn,e(@b))wecbg ro schwach gegen die endlich-dimensionalen Randverteilungen eines Gaufpro-

zesses (Ze(Y))yea. 4, ., Pezichungsweise (Za(q/’))wecbgmyo mit Kovarianzen

Cov(Z:(V1), Z:(12))
— Bln((L— &) Fo)a((1 - £)T0)

Z (Bl (1= £)¥0)ia((1 = )V)] + Ea((1 - £)¥iwal(1 - £)¥0)])
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[e.9]

= > E[n((1 - e)Yo)en((1 - e)¥)]

k=—o00

konvergiert.

Asymptotische Gleichstetigkeit

Hier weisen wir die asymptotische (stochastische) Gleichstetigkeit des Prozesses (vag(w))d,e@g o

beziiglich der Semimetrik pg aus (2.38) nach. Zu diesem Zweck definieren wir fiir beliebige Funk-

tionenklassen H C <I>87x07y0 und 6 >0
Dn(H,0) = sup | Zne(¥n) = Zne(t2)]-
Y1.¥2€H,
Pep (Y1,92)<d

Bezeichne des Weiteren P*(A) = {P(B) | A C B,B € A} die aufere Wahrscheinlichkeit ei-
ner Menge A C . Dann ist (Zn,6(¢))we¢g rom0 asymptotisch gleichstetig beziiglich pg, falls zu
beliebigen £, > 0 ein § > 0 derart gewéhlt werden kann, dass
limsup P*{ Dy (92, ,.,6) > &} <7 (2.45)
n—oo
gilt.
Da die Semimetrik pg durch die Zahl max{2,log(1¥£)} beschrinkt wird, kann die Wahl von
d > 0 a priori durch diese Schranke beschrankt werden. Fiir solche ¢ € (0, max{2, log(%)}] gilt

dann

Dp(®° . 8) =max{ Dp(Poe,d), Dp(P1.,8), max D,(®L . .. 6), max D,(®L. _ 8)}.
( £,20,Y0 ) { ( 0,e ) ( le )|t\€{1,...,f} ( 2,20,& )\t|6{1,...,t~} ( 3,50, )}

Mit Blick auf die Subadditivitdt von P* heift das, dass der Prozess (Zn(¢))ypeca0 row, SCDAT

dann asymptotisch gleichstetig ist, wenn (Z, ¢ (¢))yea fiir alle ® € {®q ., D1 ¢, Db per P |t e

3,Y0,€
{—t,...,}\ {0}} asymptotisch gleichstetig ist. Daraus ergibt sich dann trivialerweise auch, dass
(Zn,g(@b))weq%@myO asymptotisch gleichstetig beziiglich pols. , ,, ist.

Wir verifizieren im Folgenden dazu die Bedingungen (D1), (D2’), (D3), (D5) und (D6) aus

Anhang A.1 beziehungsweise Drees und Rootzén (2010).
Nachweis von (D1) und (D2°) [unter (A(xg)), (B), (C) und (C’)]: Im Beweis zur schwachen

Konvergenz der endlich-dimensionalen Randverteilungen der Prozesse (Znﬁ(q/’))tbé%yxo,yo und
(ng(w))weq,g’wo’yo hatten wir mittels Anwendung von Theorem A.2 gezeigt, dass neben den
Bedingungen (C1) und (C2) insbesondere die Bedingungen (D1), (D2) und (D2’) fiir ®¢ 4,4,
erfiillt sind. Diese Bedingungen sind dann trivialerweise auch fiir ®; ., <I>"/27JL,076 und @57%5, |t| €
{1,...,t}, erfiillt.

Wir folgern nun (D1) und (D2’) fiir die Funktionenklasse ®q .. Dies liefert dann, dass (D1)
und (D2’) insbesondere fiir ®2 erfiillt ist. Offensichtlich gilt wegen Voraussetzung (C’) fiir

£,20,Y0
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alles €[l —¢,14+¢]und allen € N

E{:zn;qﬁo,s(Xm] ZE{log <1e)un)]

= rnvn,eE[log‘*‘ ( ‘ Xo>(1—=¢e)u ]

(1—¢e)u
< rpUnesy(0) < oo.

Da die minimale Einhiillende ¢g 1. von ®g . endlich ist, ist Bedingung (D1) fiir ®¢ . erfiillt.

Um Bedingung (D2’) nachzuweisen, halten wir zunéchst fest, dass mittels der Markov-Un-
gleichung und Gleichung (2.40)

Pt (1 255) > et < (St (250)) |
~ o)

ZO(%>, n — 00,

folgt. Ferner existiert nach Voraussetzung (C’) ein § > 0, so dass

5[ (ot (25 o (25))
In Kombination mit der Holder-Ungleichung und Voraussetzung (B) ergibt sich fiir alle & > 0
Bl () o o () > et
=323 et (2 e () S (25 > o)
<33 (e[ (o () e () |
[ Stor (2 > emnna) )
<2 (] (o () (5)) |
S e L

} 1/(1+6)

Xo > (1—¢e)uy,

1/(1+9)
} =0(1), n— occ.

Tn

<ot (o (b (2 e (25%5))

k=1
8/(1+96)
(e (255) > 2o} )

X > (1 — 5)un
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()(r vlﬂl+6)<::>5/ﬂ+ﬂ)>

- 0frne(22)"")

Un.e

= o(rpvpe), n — oo.

Demzufolge ist insbesondere Bedingung (D2’) fiir ®¢ . erfiillt.

Nachweis von (D6) Junter (C°) und (D)]: Sei hierzu [0,00)y = Uen]0, 00)! 1) die Menge
aller Vektoren mit nicht-negativen Eintrdgen und beliebiger Lénge. Diese Menge versehen wir
mit A, jener o-Algebra, die von dem Mengensystem UjenyB([0, oo)l(QtNH)) erzeugt wird. Fiir die

Bedingung (D6) benétigen wir die Uberdeckungszahlen der Funktionenklassen

Foi={fos |s€-c 144},
Fii={fis|sen-e1+e},
Fyi={fhos | 7 € [00,00), 5 € 1= 2,1+ 2]},
Foi={fiye|velooc)scl—c1+6]}

hinsichtlich einer im Nachfolgenden definierten zufilligen Semimetrik d,,, wobei die Ausdriicke

fo.ss frs: f3 260 f3y.s  [0,00)u — R Abbildungen mit der Abbildungsvorschrift
l
fOs Z¢Os Zz fls Z¢1s Zz fé,a:,s(z) = Z(ﬁg,x,s(zi)a
i=1
f?f,y s Z ¢>3 Y, s

fir z = (z1,...,2) € [0, oo)l(%ﬂ) und [ € N sind. Die Riume Fy, F, F5 und F& beinhalten also
beliebig lange Summen, wobei deren Summanden Funktionen in <I>075,<I>1’€,<I>'§735078 und P} o
sind. Die zufillige Semimetrik d,, auf Fo, F1, Fs und F§ wird wie folgt definiert:

dn(f,9) = ( LSt () - g(Ts,j>)2)l/2
e 2

fiir f,g € Fi, i € {0,1,2,3}, wobei T)} ; := (X}, ;) j—1)r, +1<i<jr, Unabhingige Kopien der Blocke
Thj = (Xni)(j—1)rn+1<i<jr, Pezeichnen und my, := [n/r,] = max{j € No | j < n/r,}. Die
Semimetrik d,, beschreibt gerade die Lo-Semimetrik hinsichtlich des diskreten Mafes

wobei e7+  das Dirac- Maf im (zufilligen) Punkt 7}y ; bezeichnet. Bezeichne des Weiteren fiir ein
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Wahrscheinlichkeitsmaf @ auf (X, B(X)) und eine messbare Abbildung f: X — R

Ifllar = ( [ 11 Q)"

die L,-Norm von f hinsichtlich @, falls das Integral endlich ist.

Die Funktionenklasse ®. ist linear geordnet. Das bedeutet, dass zu je zwei Funktionen

P1,P2 € P
Y1 <o oder hp <y

gilt. Diese lineare Ordnung bleibt trivialerweise auch fiir die Funktionen f; ; € F7 bestehen. Nun

iibertrégt sich diese Struktur auch auf die Klasse der zugehorigen Subgraphen,
My, | = {()\, 2) € R x [0,00), ) A< fl,s(z)} ,
dabei erfolgt die Ordnung fiir diese hinsichtlich Inklusion: Fiir alle § < s gilt
My, , € My, ..

Nach Beispiel 2.6.1 von van der Vaart und Wellner (1996) stellen solche Mengensysteme stets
VC-Klassen mit VC-Index 2 dar.
Zur Erinnerung: Ein Mengensystem M von Teilmengen in X heifit VC-Klasse, falls

V(M)::inf{nEN‘ max #{CﬁACEM}<2”}
AeX ,#A=n
endlich ist. In dem Fall bezeichnet V(M) den VC-Index von M. Man sagt dann fiir eine n-
elementige Teilmenge A C X, mit der Eigenschaft #{C N A | C € M} < 2", dass diese von M
nicht zerschlagen wird.

Die Funktionenklasse ®q . ist ebenfalls linear geordnet, so dass mit der obigen Erkenntnis die
Funktionenklasse Fy auch eine VC-Klasse mit VC-Index 2 ist. Nach Theorem A.1 (van der Vaart
und Wellner, 1996, Theorem 2.6.7) beziehungsweise Gleichung (A.1) gilt deswegen

N(eo, Fiydn) < Ki<€7°)_2

| fin—cllg, .2
= Kig,? / 2. dQy
[O’oo)rn(2t+1)
1 &
-2 2
- Kz 0 Zfi,lfe(Trt,j)
n,e =1

fir alle g € (0,1), ¢ € {0,1} und hinreichend grofe Konstanten Ky, K7 > 0. Sei nun a,,
n € N, eine beliebige Folge, die gegen unendlich strebt. Ferner gilt nach Voraussetzung (D) und
Gleichung (2.40)

E[ 3 ( " )] = O(rnvn,a)y 1€ {1,2}, n — 0.

i,1—e\*n,l
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In Kombination mit der Markov-Ungleichung folgt also

m m
n » 1 n »
P{ Z fz%l—a(Tn,j) > annvn,g} < E[Z fz%l—a(Tn,j):|
j=1 j=1

ANy ¢

mn

= E[lefe( ’;Lk,l)]

ApMUp ¢

- O(W)

ApNVp ¢

-o(,.)

=o(l), n—oo.

Fiir jedes be (0,1) kann also n € N hinreichend groft gewéhlt werden, so dass
N(go, Fidn) < anKiey? (2.46)

mit einer Wahrscheinlichkeit groRer als 1— ¢ gilt. Tatséchlich kann Theorem A.2 fiir die Funktio-
nenklassen Fy und F; auch dann angewandt werden, wenn Bedingung (D6) durch die Bedingung

ersetzt wird, dass fir alle Folgen 6, n € N, mit 6, | 0 fiir n — oo und alle 7 > 0

On
limsupP*{/ (log(N (0, Fi, dn)))"* deg > T} =0, ie{0,1}, (2.47)
0

n—oo
gilt (vergleiche van der Vaart und Wellner, 1996, Theorem 2.11.1). Wird nun beispielsweise
an = 0,1 gewihlt, dann gilt
on

n—oo

On
/ log(anKieaQ) deg = [50<log(anKi€52) + 2)] = 6n<log(Ki(5;3) + 2) 0.
0

0
Demzufolge ist wegen (2.46) Bedingung (2.47) erfiillt.

Die Funktionenklassen <I>§ w0

Klassen F} und F% keine lineare Ordnung vorliegen kann. Es ldsst sich aber zeigen, dass die

und <I>§7y075 sind nicht linear geordnet, so dass auch fir die

Funktionenklassen
]-"2(7"” = { Q(Txts ‘ x € [xg,00),s €[l —¢,1 —i—s]},
]__ér,t) = { ég’g ‘ Y € [yo,0),s € [1—¢,1 —I—E]},
mit den Abbildungen fz(j‘x’t’l, ézl : [0, oo)”(%“) — R,

fQ(Z?S(z) = Z (bg,x,s(zi)? figj"g;f?s(z) = Z ¢é7y,s(zi)’
i=1 i=1

fir alle r € N VC-Klassen darstellen. Wir orientieren uns hierzu an Drees (2015), in dem die Be-

dingung (D6) in einem strukturell &hnlichem Sachverhalten nachgewiesen wird. Dazu bezeichnen
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wir die Menge, auf der ¢§7z7$ gleich 1 ist, mit

VZt,x,s = {(1‘{, .. 7${) c [07 OO)2t+1 -

Tt
— >x,x0> S,

und die Menge, auf der ¢}, y,s von 0 verschieden ist, mit

Viys = {(»’U_f, .., m7) € [0,00)%H

=0 > Y, Ty >0,1:0>s}.
Tt

Damit lassen sich die Funktionen f2 2,5 und f3 schreiben als

92) Zn{zlevm} wnd ) = 30 (T0) e € V)

2
i1 3,0

wobei die Elemente z; € [0,00)%+! stets in der Darstellung z; = (2; _f,---+2;7) interpretiert

werden. Die Subgraphen von fQ(;’j)s und fégi sind dann die Mengen

MY = {0z z) € R x 0,00 D [ X < (02 )
:U(—OO,].)X{(Zl,...,ZT)e[ T(2t+1)‘f Zla"'7z7’):j}a
=0
und
M(jﬂyf) {()\ Rlyee- 727") € R x [0700)1“(2t~+1) ‘ )‘ < férytl(zlv e 727‘)} .
Sei nun A = {(A® xﬁ”,...,xﬁ”) |1 <1< m} C R x[0,00) 2+ eine beliebige Menge,

bestehende aus m Punkten. Enthélt nun die symmetrische Differenz Vi SAVQ'S@E keinen dieser
Punkte :Jcl(-l), 1<t <r, 1<l < m, dann gilt die Identitat

(T,t) (xgl)a s ax(l)) = fé?ﬁ%ﬁfé('xgl)? ttt x(l))

2,x,s

fiir alle 1 <1 < m, womit sich die Gleichheit

M A A =M A

2,x,s 2,x,8

ergibt. Analoges gilt auch fiir den Fall, dass x; ® ¢ Vi , SAV3 iz firallel <i<r, 1<l <mgilt.
Das bedeutet, dass dann fiir alle 1 <[ < m die Identitét

T, l r, l
fipal el = i, a)
erfiillt ist. Folglich gilt auch die Gleichheit

Mé’”ytl NA= Mé’";)g N A.
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Wir {iberpriifen nun fiir welche Indizes (z, s), (Z, 3) € [xg,00) X [1 —¢&,14¢] und (y, s), (7, §) €
[Y0,00) X [1 —¢,1 + €] die Einschréankung xl@ & Vs, JAVy ;- und wl(-l) EVi, AVs e 1<i<r,
1 <1 < m, erfiillt ist. Dazu betrachten wir fir 1 <7 <7 und 1 <! < m die Geraden

l
{(“ )
l )
=0

in [0,00)2. Diese Geraden zerlegen die Indexmenge [z, c0) X [1 —¢&, 1 +¢] in hdchstens (mr + 1)2

)

)

l
56[1—6,1+5]} und {(x,x£3

x € [:Uo,oo)}

Rechteckmengen. Wenn nun zwei Punkte (z,s), (Z,5) € [rg,00) x [1 —¢,1 + €] in derselben

Rechteckmenge liegen, das heift fiir gewisse (1,1), (k,7) € {1,...,m} x {1,...,r} gilt

(af aly) O (k) (afy oy O (k)
(z,s) € (71)’&)) X [:ci’o,xjvo) — (Z,3) € (})7 &)) X [xi70,xj70>,
LTi0 Tj0 LLi0 L50
r (k) r (k)
it R . Tt _
(x,s) € |zo, x(k)> X [1 s,xm) — (%, 5) € |xo, 0 X [1 5,30].70)
J,0 L 7,0

oder

O]
) xT:
o) el s e | B [t 14
7 xi,O

dann enthélt die symmetrische Differenz Vix’SAV;i’g offensichtlich keinen der Punkte xl(l), 1<
1 <r, 1 <l < m. Demzufolge wird in jeder dieser Rechteckmengen R die Identitét

)N A

s

(rit 12
My A= My

2,x,s

fir alle (x, s), (%, §) € R erfiillt. Folglich bilden die Subgraphen (M2(T:z’72)$2x0,86[1—671+6} hochstens

(mr+1)2 verschiedene Teilmengen von A, so dass A nicht von (MQ(TJ)S) w>w0,s€[1—e,1+¢] Zerschlagen

werden kann, wenn

(mr +1)% < 2™

T7t)

gilt. Analog erhalten wir, dass A nicht von (M§7y7 4

)y>yo7s€[1_671+g] zerschlagen werden kann, wenn
ebendiese Ungleichung gilt.
Um nun zu einem festen r € N ein geeignetes m € N derart zu wéihlen, dass die obigen

Ungleichung gilt, schitzen wir die Anzahl der Rechteckmengen durch
(mr +1)% < (2mr)? = 4m?r?
ab. Es gilt die Aquivalenz

1
4m2r? < 2™ = m(ﬂog(m) + log(4r%)) < m. (2.48)
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Sei m > 4log(r) und r € N derart grof, so dass 2log(4log(r))/log(2) < log(r) gilt. Dann gilt

einerseits

log(m) > 4log(r) — log(41log(r)) > 3log(r)

2 2
log(2) log(2)

und andererseits fiir hinreichend grofies r € N

1
log(2)

log(4r2) = 2(1 + Eégi) < 3log(r).

Demzufolge zerschlagt weder das Mengensystem (MQ( xt)s)$>$0’se[1 e,1+¢] Doch (M. ?Eryf) )y>yo,s€[1—e,1+¢]

eine m-elementige Menge A € R x [0, oo)r(2£+1), wenn die Ungleichung
m > 4log(r)

gilt.

,x,s)IQmo,se[lfs,lJrs] und (M?Eryl)yZyo,se[lfs,lJre]
VC-Klassen von Menge dar, so dass per Definition die urspriinglichen Funktionenklassen fQ(T’t)
und Fj (") V(. Klassen sind. Die zugehorigen VC-Indizes V(]—"Q(r’t) ) und V(]—"?Er’t)) nehmen dann
hochstens den Wert 4 log(r) an

Bezeichne fiir z € [0, OO)T(25+1)

Folglich stellen die beiden Mengensysteme (MQ(r’t)

Hém)( ) == f2(rxz,1 (2) = Z]l{jo zip > 1 —5} und
i=1 ‘
(Tt)( ) ?Ejny?,l 5(Z) = Z <z;_0t>a]l{;i . > Yo, zi0 > 1 _5}
i=1 7" g

die minimalen Einhiillenden der Funktionenklassen .7:2(T’t) und }"?Er’t). Nach Theorem A.1 sind
die Uberdeckungszahlen der Funktionenklassen ]_-27’,7&) und ]-"ér’t) fiir hinreichend grofes r € N

beschranken durch

t (r t) €0 72(V(Fi(7‘,t))71)
N(zo, F™, Lo(Q)) < KV (F) (16¢) 7 )<t>
1E g2

—C'log(r)
Kl <(ft0)> (2.49)
1H; " (@2

fiir alle e € (0, 1), alle Wahrscheinlichkeitsmake Q auf [0, 00)" 21 | die f[o 00) T(Q,H)( (r) )2 d@ >
0 erfiillen, ¢ € {2,3}, und geeignete Konstanten K, Ko, K3, K5,C > 0. Im letzten Schritt der
obigen Ungleichungskette wurde unter anderem die Abschétzung log(r)(16e)*'°8(") < 716 die aus
16e < e folgt, ausgenutzt.
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Sei nun H Y”) : [0, oo)rn@fﬂ) — Np eine Abbildung mit der Abbildungsvorschrift

Tn
:Z]l{zip > 1—8}.
=1

und -
_ ]; 1 {H{T")(T;,j) < r} ,

eine Zufallsvariable, wobel 77 ; unabhéngige Kopien von T, j = (Xn,i)(j=1)rn+1<i<jr, Seien. Die
Zufallsvariable N, gibt die Anzahl von grofsen Blécken mit hochstens r Eintrdgen wieder, die
von 0 verschiedenen sind. Wir betrachten nun all die Indizes ¢ € I; C {(j — 1)r,, + 1,...,j7rn},

fiir die der Zufallsvektor X7 ; von 0 verschieden ist, in dem Fall also
X > (1 =¢e)u,

gilt. Besitzt ein Block T} ; genau r Vektoren, die von 0 verschieden sind (H (T")(T;’ j) =r), dann
reduzieren wir den Block auf genau diese Vektoren, das heikt, wir betrachten den Block (X7 ;)ier,
mit der Lange 7. Fiir den Fall, dass HY”)(T;L“J) < r gilt, fiillen wir den Block (X}, ;)iez; mit Null-
vektoren auf, bis dieser Block die Léinge r besitzt, das heiftt, wir wihlen T:; = (X} PRREREP. ¢4 Zr)
mit {i1,...,17 )}—I und X, = 0 fiir allelE{HY”)(T;J)—FL...,T}.

) H(TTL) T* n

Sei schheféhch .
]‘ ~ n *
Qn,r = ﬁ § ]I{HY )(Tn,j) < T’}&f«:j
T ]:1 ’

ein zufélliges Wahrscheinlichkeitsmak auf ([0, 00)™ 241 B([0, 00)"(2+1))) | wobei wir das Ereignis
{N, = 0} aufer Acht lassen, da dieses mit einer gegen 1 konvergierenden Wahrscheinlichkeit
nicht eintritt: Es gilt namlich

P{H{™(T;,) > 1}

P{1{X; >1—¢} >r/r, fir mind. einie€{1,...,r,}}

7HZTLP{]I{X* >1—c}>r/r}

P{N, =0} <
<

n—qo
< TnUn,e > 0.

Da das Integral

o, (B 005 3 (0 ) 0 5 <)

i € {2,3}, mit einer gegen 1 konvergierenden Wahrscheinlichkeit positiv ist, kann es fiir Theorem
A.1 verwendet werden.

Bedingung (D6) bezieht sich auf Uberdeckungszahlen hinsichtlich der zufélligen Semimetrik
dy,. Die Distanz zweier Funktionen gz.(’“”),g(“) IS Fi(r"’t), i € {2, 3}, hinsichtlich d,, kann wie folgt

)
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abgeschétzt werden:

20 (rn) ~(rn) L QR () 2T )
(ra) glm)y — 1 T T
a2 (g 3) ng( (L) =3 (T)
NT T ~\T 2
= : (g§)—9§ )) dQn.r
NUnp e [O’OO)T'(2t+1)
LA )y 5T 2 () o
ng(g (L) =3 (T)) HH(T) > 1)
N, P ()2
N
NUnp e [OVOO)T(2t+l)
LA ) i N2 0 g () s
n;(H (T;,)) WH(T; ) > )

fiir alle r,, € N. Insbesondere gilt dann auch die Schranke

Ng . _ ) 2 2
2 (7"”) ~(T7L) < Rn,z,so < (Rn,zso) o ~€Rn,z,50)> 570
dnl9:"9:) < NVp.e /[Ooo)Rniso(sz) Ji Ji AQn. Ry 2
fir
1 Mn 2 82
Ryizo := min {r eN S (HET")(T;:’]-)) WHI (T ) > ) < 0}.
MUne <23 2
Gilt nun
(Rnyieq) _ ~(Rn,i,50)>2 NUnp e )
/[O’Oo)Rn,i,EO(2E+1) (g@ g’L dQn’Rn’i7go < 2NRn’Z_’SO 50 ==. 517
so folgt
d%(gfrn)@frn)) <e?
Mit anderen Worten, wenn zwei Funktionen fZ xz ireo-t) und fl 17; irco>!) in einem e;-Ball in ]:(R" et

und (bﬁ 4510 dem ent-

hinsichtlich La(Qp, R 50) enthalten sind, dann liegen die Funktionen ¢!

1,T,8

sprechenden ep-Ball in ‘Fi( %) hinsichtlich der zufilligen Lo-Distanz d,,. Fiir die Uberdenkungs-

zahlen bedeutet das, dann
(Tn,t) (Rn,i,507t)
N (50,]-"i ,dn) <N (sl,fi ,LQ(Qn,RM,EO)) . (2.50)
Nun bezieht sich die zuféllige Semimetrik d,, auf Blocke der Léange r,, so dass die Identitat
N (g0, FL,dy) = <50, Flrmb), dn>

gilt. Demzufolge sind die Uberdeckungszahl mit Radius g von F%und F% hinsichtlich d,, ebenfalls
durch die rechte Seite von (2.50) beschrankt. Diese Schranke kann mit Hilfe der Ungleichung
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(2.49) sowie der Tatsache, dass

2 R 1)\ 2
- i <Hz( e )) dQn Ry ie
Qn,R,, ; < 2 [O’Oo)Rn,i,so(%H’l) findeq

1 i’i (HZ(Rn,i,so,t) (T;Z’j)>2 1 {HY”)(T;J) < Rn,i@o}

n,i,e( j:1

(Rn,i,eo 7t)
|

Ngr
R2 ) Mn

< max{1,yg 0 S H(T) > 0}
mn,1,€(0 j:1

gilt, weiter abgeschétzt werden: Es gilt

* —1 Rn,i,s 7t
(KZ R,}.ﬁz‘ﬁo) N (617‘F1,( 0 )?LQ(QH’Rn,'L,eo))

(Rn i, 7t) 2
< SThE0 )
= </[0 OO)Rn,i,Eo(25+l) (HZ dQn,Rn,%go

) — % Clog(Rn,i,eq)

_]_/2 7010g(Rn,'L,60)

( Ny, €2
2max{1,yy 22} R2 . S L{H{™ (T2 ) > 0}

<

_1/2 _Clog(Rn,i,eo)
mn

> UT;; #0)
1

2max{l,y; “}Rn,ico \ 2NUne i

&0 1

Die Summe innerhalb der Wurzelfunktion,

1

2nUp ¢

7=1

ist mit einer gegen 1 konvergierenden Wahrscheinlichkeit kleiner als 1. Es gilt ndmlich mit Hilfe

der Tschebyscheff-Ungleichung

ez

P{ S Ty, #0}> 2nvn7€} <P
j=1

<P

{ > (T # 0y — P{T;; # 0}) = 2nvp. — mnrnvw}
j=1

>

j=1

{ {T;,j # 0} — P{T;:,j #0}) > m}ma}

maVar(1{T2, #0})
(npe)?
mnP{T;,l # 0}

(nvn’€)2
mnTn

N

N

N

2
N%Un,e

1 "2,

N

NUp, ¢
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da P{T;; # 0} < mpvn. gilt. Demzufolge ergibt sich mit der Ungleichung (2.50) und den

vorangegangene Erkenntnissen die Schranke

o )Clog(Rn,iYEO)

N(eo, 7", dy) < KR}, (
(g0, F; ) v 2max{1,yy “} Rnico

n,%,€0

(2.51)

mit einer Wahrscheinlichkeit, die gegen 1 konvergiert.

Wir zeigen nun, dass die Zufallsvariable R, ;., nicht zu schnell anwéchst, wenn ¢y gegen 0
strebt. Nach Bedingung (D) kénnen zu § > 0 Konstanten M, T > 0 derart gewahlt werden, dass
fiir jedes beliebige n > 0 die Ungleichung

P{l % <Hz'(rn)(T;,j)>2 1 {Hl(rn)(T;,]) > Me (2+T)/5} > 82(2) fiir ein 0 < g¢ < 1}

LA () e 1) 2 N T 9o-2041)
:P{szz:l(Hi( )(Tn,j)) ﬂ{H{ (17 ) > M2l )/6}>7fur emleNo}
(L35 (i ) (o e )
< () s (s > e >

S () s \\2 g f () oo ,
<Z2QZ+3E[H%Z<HT (T .)) 11{5{1 (T3 ;) > M2+ W}]

21+3
_ 2 [( HO( ) H{Hl(rn)(T;’l)>M2;(2+T)/5H
l:
2143 2(146/2 2/(2496) 6/(2+9)
2 mn<E[ Hrn) ) (1+6/ )D (P {Hyn)(T:J) > M21(2+T)/5}>
= n
o 92143 Tn) 2468 2/(2+9)
<3 (e () )

o 278 —(245) (ra) 244 z =
o « Tn * (2+47)/6
_ lz; o mnmax{Lyy ) (1)) ](M2 )
A0 Z o—ir
=0
<n (2.52)

gilt, wobei fiir die Ungleichungskette sowohl die Holder’sche Ungleichung als auch die allgemeine
Markov-Ungleichung angewandt wurden. Der Term C in der obigen Rechnung reprisentiert dabei
eine geeignete positive Konstante. Schlussendlich ist Ry, ; ., < Mey G/ iy alle i € {2,3} und
alle g9 € (0, 1] mit einer Wahrscheinlichkeit grofer als 1 — 2n erfiillt. Mit Hilfe dieser Erkenntnis
kann nun Bedingung (D6) fiir die beiden Félle ¢ € {2, 3} nachgepriift werden.
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Nach Ungleichung (2.51) gilt fiir ¢ € {2,3} und hinreichend kleines ¢y € (0, 1) die folgende
Schranke:

- log(Rn,i,EO)
, €
logN(eo,]-"( ) ydp) log( n,z,so (Zmax{l yU TR ) )
o N,1,E0
_Clo —(2471)/6
< log ( —(247) /5) < €0 5(2+r)/6> Clog(Me )
2max{l,y, “}M 0
log < K5 logso)
K6 log

mit einer Wahrscheinlichkeit grofser als 1 — i fiir hinreichend grofse n € N, wobei Ky, K5, Kg > 0

geeignete Konstanten sind. Damit ergibt sich

. 1/2 ¢
/ (logN(eo,J-"( ”d)) dep < K2 / | log(e0)| deg
0

0

= Ké/Q [|5o(log(5o) - 1)”?)

2o

mit einer Wahrscheinlichkeit gréfier als 1 — n fiir hinreichend grofte n € N. Demzufolge ergibt
sich fir 7 € {2,3} mit n — 0

3 1/2
lim lim sup P* { / (1og(N(eo,f}’”’”,dn))) " e > T} —0

10 n—oo 0

fiir alle 7 > 0, so dass Bedingung (D6) auch fiir die Funktionenklassen fQ(T’t) und fér’t) gilt.

Nachweis von (D5) [unter (A(zo)): Jede Funktion in ®2,
meter s € [1—¢,1+¢], x € [zg,00) oder y € [yo € o0) festgelegt. Demnach konvergiert eine Folge

ist eindeutig durch ihre Para-

von Funktionen in ® € {®¢., Py ., P} | [t| € {1,...,%}}, wenn die entsprechenden

2,x0,8° 3 Y0,E
Parameter konvergieren. Beispielsweise folgt fiir x, — « und s,, — s die Konvergenz

(D 5 Dr0,6) = |F O () = FO) (@) 4 (1= 2)]s,* — 57 =57 0.

Demzufolge ist

(I)Q = {¢0787¢1,87¢§,m,57¢3,y,s | s € [1 —&l1+ 6] naQ,
z € [19,00) NQ,y € [yo,00) NQ, [t] € {1,...,1}}

eine abzéhlbare und dichte Teilmenge von ®? hinsichtlich der von pg erzeugten Topologie,

€,20,Y0

so dass @Y 20,0 Separabel ist. Damit erhdlt man auch fir die Funktionenklasse

F=FRuRu | (BuUF)
te{—i,...,i\{0}
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eine abzéhlbare und dichte Teilmenge G, indem man die Indexmengen der Funktionenklasse F
auf deren rationalen Anteil einschrinkt. Die entsprechende Semimetrik ist dann die Abbildung

pr: F x F —[0,00) mit

pr(fo,s: fo,s0) = p(do,s, Po,s*), PF(f1,s: f1,50) = p(d1,s, P1,5%),
p]-—(fé,x,m fé,x*,s*) = p(gbg,x,m qsg,a:*,s*)v pf(fé,y,sv f;,y*,s*) = P(¢§,y,sa Q%,y*,s*)

und pr(f,g) = max{2,log($=£)} fiir alle anderen Funktionen f,g € F.

Nun ist die Abbildung

[ /2]
L(f,9) = Y ei(f(Tn;) —9(Tr;)"

j=1

fiir alle n € N, (€;)1<i<|mn/2] € {=1,0,1}™n/2) und k € {1,2} messbar. Mit Hilfe der Tat-
sache, dass das Supremum von abz&hlbar viele messbaren Abbildungen messbar ist, folgt die

Messbarkeit von

sup L(f,g) = sup L(f,g),
f,9eF f,9€9

womit Bedingung (D5) erfiillt ist.

Nachweis von (D3) [unter (A(xg)), (C), (C’)]: Bedingung (D3) lautet in unserem Kontext

limlimsup  sup
MO n—oo gy aed;, TnlUn

Tn 2
E <Z(7¢’1(Xn7i) - 1/’2(Xn,i))> =0, (2.53)
pi(P1,42)<8

i=1
wobei

®;., fallsie{0,1},
;= <I>§7x07€, falls ¢ = 2,

<I>§7y075, falls i = 3.

Wir weisen nun die obige Grenzaussage fiir i € {0, 1,2, 3} nach. Dabei ist die Herangehensweise in
allen vier Féllen dieselbe. Wir zerlegen zunéchst den auftretenden Erwartungswert in Gleichung
(2.53) additiv, um diesen im Anschluss fiir alle vier Fille i € {0,1,2,3} separat abzuschéitzen.
Es gilt

i=1

. 2
E (Z(%(Xn,i) - ¢2(Xn,i))>

Tn Tn

=33 B[($1(Xns) — ¢2( X)) (¢1(Xn ) — ¢2(Xn )]

i=1 j=1
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rp—1 k

=20 >~ (1= =) BI(01(X0) = ¥2(X0)) (41(Xn0) = ¥2(Xr0))]

k=1 "
B[ (1 (Xn0) — ¥2(Xn0))]
= Sﬁ?m (¢17 ?,Z)Q),

wobei fiir alle m € Nund i € {0,1,2,3}

m—1 k

57(7?,”(%, ) =21y Z (1 - E>E[(¢1 (Xnk) = V2(Xn k) (¥1(Xn0) — ¥2(Xn0))]

+ B[ (¢1(Xn0) — Y2(Xn0))"].

Wir nehmen fiir die Féllen i € {0, 1} ohne Einschrankung der Allgemeinheit an, dass § < s fiir
s,5 € [1 —e,1+¢] gilt. Beginnend mit i = 0 mdchten wir zunéchst den Ausdruck Sﬁg),n(gbo,g, ®0,s)
nach oben beschranken, indem wir die einzelnen Summanden nach oben abschétzen. Dafiir wer-

den zwei unterschiedliche Abschétzungen gewéhlt. Einerseits gilt

E[(¢0,5(Xnx) = ¢0,5(Xn)) ($0,5(Xn0) = $0,s(Xn0))]
- E[(log (f(’f )n{ff: € (3, s]} + (log(s) — log(3))1{X}, > sun})

Suy,

X <log (3(—0)]1{& € (8, s]} + (log(s) — log(8))1{Xo > sun}ﬂ

Sup, Unp,

(log(s) — log(3))?E[1{X} > su,}1{Xo > 5u,}]

wobei im zweiten Schritt die Ungleichung log(Xy/(sun))1{Xr/un € (3,s]} < log(s) — log(s)
angewandt wurde. Andererseits kann unter der Zuhilfenahme von Voraussetzung (C’) die Ab-

schéitzung

E[(¢05(Xnk) — d0,s(Xnk)) (¢0,5(Xn0) — 0,5(Xn0))] < E[¢0,5(Xnk)00,5(Xn0)]

sh (k)vn.e

NN

gefolgert werden. Mit Hilfe diesen beiden Abschitzungen kann das Grenzverhalten in (2.53)
bestimmt werden. Fiir jedes feste M > 0 und po(¢o.s, ¢o5) < 0 gilt

1
lim sup 75'](\9[?”(%75, bo.s) < 8M (log(s) — log(3))* < 8M4°. (2.54)

n—oo T'nUnge
Fiir die restlichen Summanden ergibt sich mit Hilfe der zweiten Abschétzung
rp—1

(59005, 60.) = 57, (605, d0,5)) <Timsup2 Y s/, (k)
k=M

n—oo

lim sup
n—oo T'nUnge

— o /
=2 Z nILH;o sp(k) < oo.
k=M
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Mit Hilfe der obigen Beschranktheit kann demzufolge der Grenzwert der Differenz Sﬁg)n — SJ(\E)[)n
beliebig klein gewéhlt werden, indem man M hinreichend grofs wihlt. Andererseits wird nach
(2.54) die Summe 5’5\(/}?“ beliebig klein fiir 6 — 0. Folglich ist das Grenzverhalten in (2.53) fiir
i = 0 erfiillt.

Wir betrachten nun den Fall 7 = 1. Anhand der expliziten Darstellung der Funktionen ¢ 4

und ¢ 5 kann der Erwartungswert in (2.53) wie folgt nach oben abgeschétzt werden:

rn—1
n k, X X
Sﬁyll),n(¢1,57¢1,s*) — 27“”1]”75 E <1 — ) P <k € (3*,8], 0 € (S*,S]

T U (2
=1 n n n

Xo>(1—- 5)un>

X
+ rn'Un,sP (u(] € (5*7 5]

< 2Tnvn,ag(1)

Tn,M?

wobei fur alle m € N

m—1

=P (e e

u
k=0 n

Xo > (1-— s)un) .

Werden von der obigen Summe Sﬁi)n nur die ersten M Summanden aufsummiert, wobei M > 0

fest gewahlt sei, kann diese Summe wie folgt beschranken:

) un

~ X
S](Vl[)n <MP (0 € (s, 9]

Xo > (1— E)un>

=00 M(F(Yo)(liig> _F(YO)(lsijE)) < My, (2.55)

da Y{ Pareto-verteilt ist. Der Grenzwert der restlichen Summanden kann aufgrund von Voraus-

setzung (C) beschrankt werden durch

rn—1
lim sup (Sﬁ?n — 5'](\})”) < limsup Z P (Xk € (s* 5]

Xo > (1— E)un>

n—o00 n—oo ST Unp,
rpn—1
< limsup Z sn (k)
n—oo ST

= E lim s, (k) < oo.
n—oo
k=M

Das Grenzverhalten in (2.53) fiir ¢ = 1 folgt dann mit analogem Vorgehen wie fiir den Fall ¢ = 0.
Mit genau derselben Herangehensweise und Argumentation folgern wir nun fiir ¢ € {2,3} die
Gleichung (2.53). Sei hierfiir ohne Einschriankung der Allgemeinheit < x.

Fiir den Fall § < s ist die Differenz der Funktionen innerhalb der Erwartungswerte von
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S\ (dh o @bz 5) gleich

Xyt o o Xk Xyt - Xk
0 5(Xa) = () = 1 {5 € (3101, T > 50t 5 5.5k € | (250)
fir alle k € {0, ...,r, — 1}. Andererseits kann fiir den Fall § > s der Betrag dieser Differenz wie

folgt abgeschéitzt werden:

X 5 X - X . X
qbg’g;’g(Xn’k) — ¢§’27S(Xn,k)‘ <1 { ktt o (Z, ], 2k 5 5 oder )’;ﬂ s 7 2k o (s, ]}

X Up, k " U
fur alle k € {0,...,r, — 1}. Die obigen zwei Indikatorfunktionen unterscheiden sich nur um das
Intervall, in denen Xy /u,, liegt, das heifit entweder im Intervall (3, s] fiir den Fall § < s oder in
(s, 8] fiir den Fall § > s. Wir fithren an dieser Stelle sdmtliche Rechnungen nur fiir den Fall § < s

durch, da die Umformungen im Fall 5§ > s vollstdndig analog verlaufen.
Mit Hilfe der Identitét (2.56) ergibt sich

rn, (¢2xs’¢2xs)
rn—1
n k Xeve . o Xe Xt o Xn
:27‘nz<1—>P<{ X, € (z,z], — > § oder X > T € (8, ]

=1 T'n Un k Un
X X X X
ﬂ{X;E(:i,x],u:>§0derX;>i,u:€(§,s]}>
Xy - Xo . Xy . Xo .
P 20 - Foder 2F > 7,20
+ 7y {Xoe(x,:c],un>so erX0>$, ne(s,s]

< 2 5P

wobei fur alle m € N

m—1
Xt N D . € - Xo
52— P( + ,T], — > 8, T,x],— >5| Xo>(1—¢)u )
S (P (R e@a a g e @al o5 | X
Xkth - Xk ~Xt XO
P € (z,12], e €
cp (Tt e @l s gt > a0 e
Xirt . - Xi . . Xy -, Xo
P >i e = D5 Xo> (-
* (Xk: v n ( ]Xo ( ]un 5| %o eJu

. . 5(2 . .
Werden nur die ersten M Summanden der obige Summen Sr(’n),n aufsummiert werden, wobei

M > 0 fest gewdhlt sei, dann kann aufgrund Voraussetzung (A(zg)) das folgende Grenzverhalten

gefolgert werden:
(1— s)un) )

0 (1—c)u )+P<fn (5,5]

37, < 2M<P (? € (#,]
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% 2M<(F<9t>(x) — FO(3)) + (F<Y0> (i) _ p00) (3))) <2Ms  (2.57)

1—¢ 1—=¢

fir alle s > §. Fur die Summe der restlichen Summanden kann wegen Voraussetzung (C) deren

1- e)un>

Grenzwert beschrankt werden durch

rn—1
lim sup (Sﬁ%)n - S( ) ) 4 1im sup Z P <i(

n—oo n—o0

rnl

< 4lim sup Z sn(k

=4 Z lim s, (k) < oc. (2.58)

n—o0

Die rechte Seite von (2.58) kann nun beliebig klein gewéhlt werden, indem man M hinreichend
grof wihlt. Mit hinreichend kleiner Wahl von 0, kann die rechte Seite von (2.57) ebenfalls beliebig
klein gewahlt werden, so dass Gleichung (2.53) auch fiir ¢ = 2 erfiillt ist.

Folglich bleibt noch das Grenzverhalten fiir i = 3 nachzuweisen. Sei dafiir ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit § < y und s,§ € [1 — €, 1 + €] beliebig gewéhlt.

Fiir den Fall § < s ergibt sich fiir die Differenz

qbg,g},:é(X’ﬂ,k) - ¢g,y,s(Xn7k‘) (259)
ch—t>a { Xk, . ¢ Xk . Xk . g7 Xk, }
= 1 € (y,vy), > 0,— > 5 oder > 9, >0,— €
( Xk kat (y y] Un Un, kat Y Un, Un, ( ]
fir alle k € {0,...,r, — 1}. Fiir den Fall § > s kann wiederum der Betrag dieser Differenz wie

folgt abgeschétzt werden:

’¢é7g,§(Xn,k) - (bg,y,s (Xn,k) ‘

Xk—t)a { X o Xt Xi X Xt X ~}
< 1 € (y,y], > (0,— > 5 oder >y, >0,— € (s,8
< X Xi—t (y y] Un Un Xp—t Y Un Un, ( ]

fir alle k € {0,...,r, — 1}. Nun ergibt sich ein &hnlicher Zusammenhang wie im Fall i = 2.
Es féllt ndmlich auf, dass die obigen beiden Indikatorfunktionen sich lediglich um das Intervall,
in denen X} /u,, liegt, unterscheiden, das heifst um die Intervalle (3, s] und (s, §]. Da sdmtliche
Rechnungen fiir die beiden Fille § < s und § > s analog verlaufen, fiilhren wir diese Rechnung
lediglich fiir den Fall § < s durch. Bevor wir fortfahren, legen wir der Ubersichtlichkeit halber

folgende Bezeichnungen fest:

X oy Xkt Xk
Ay = > Yl 0, —
k {th € (9,9 v S0 S}

. ¢ Xk
By, = > 9, >0, — €
= {00 > 0.2 e (s

fur alle k € {0,...,ry, — 1}.
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Die additive Zerlegung Sﬁi)n( é,y,s@é@g) kann nun mit Hilfe der obigen Darstellung (2.59)

weiter abgeschéitzt werden:

3 t t
Sﬁn),n((ﬁ&y,sv ¢3,g,5)
rn—1

2 k 1
—55"n Z (1 — f)P((Akm U Bk,n) N (AO,n U BO,n)) + %TnP(A(Ln U BO,n)
Yo el n Yo

N

2 ~
3
g 20¢ Tnvn,6sq€n)7n7

Yo

wobei fur alle m € N

S® = [P (A,w N Ao, Xo>(1- E)un)

Xo > (1 — E)un) + P<Ak,n N B()’n

Xo > (1-— 8)un>] .

+ P<Bk7n N AO,n Xo > (1 — e)un> + P(Bk,n N Bgm

Die ersten M Summanden der Summe Sﬁi)m lassen sich wie folgt abschétzen:
- X X
S\, <2Mm <P (XO € (G,y] | Xo> (1— s)un> P <u° € (5,5 | Xo>(1— 5)un>>
9 7t n
n—oo ©-0(1 /) — F(©-0) Vo) (5 ) _ plvo) (%
(4 )+ (R () - P (E))) o

< 2M6,

wobei der Grenzwert wegen Voraussetzung (A(xg)) existiert. Der Grenzwert der restlichen Sum-

manden von Sﬁi)n kann wegen Voraussetzung (C) beschrankt werden durch

Xo>(1- a)un>

n—o0 n—oo n

rn—1
_ _ n X
lim sup <S§i)n - S](\f’[)n) < 4limsup g P <0 > 5
b 3 U
k=M

rn—1

< 4limsup Z sn (k)

o0
=4 Z nhﬁ\ngo sp(k) < oo.
k=M

Mit analoger Argumentation wie fiir den Fall i = 0 ergibt sich fiir ¢ = 3 die Gleichung (2.53).
Insgesamt ergibt sich also die Konvergenz in Gleichung (2.53) fiir die vier Félle i € {0, 1,2, 3},
so dass nach Theorem A.2 die Prozesse (an))we%,gv (Zn(¢)>we¢1,ev (Zn(w))wecbt und

2,z(,e

(Zn(z/z))¢6¢g asymptotisch gleichstetig beziiglich pg sind. Mit der asymptotischen Gleichste-
sY0,€

tigkeit dieser einzelnen Prozesse geht nun mit der vorangegangen Diskussion auch die asymptoti-

sche Gleichstetigkeit des gesamten Prozesses (Z,(¢))yes. ., ,, beziehungsweise (Z, (1)) yea0

£,20,90
einher. O
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2.3.2. Beweis von Addendum 2.2

Da Yy Pareto-verteilt ist, gilt fir alle z € [1,00)

P((1—e)Yo>a | (1—e)Yy>1) = ﬁ% :32 > ﬁ _ (‘Zﬁ :i)))_a — 2 = PYy > a}.

Demnach gilt £(Yy) = L((1—¢)Yo | {(1 —¢)Yp > 1}). In Kombination mit der Spektralzerlegung
Y = YpOpr, k € N, der Tatsache, dass Yy und O, k € Z, stochastisch unabhéngig sind, und
Yi(z_g,...,2;) =0 fiir 29 <1 und ¢ € {1,2} gilt, folgt wegen ©g =1

(1) "B ((1 - )Yo) v ((1 ~ ©)¥i)]
= (1= &) B i1 (1~ £)¥0(00) i) ¥ (1~ ©)Yo(Ors1)p<i)
— (1—2)P{(1 - )Yy > 1}
% B[ (1= €)¥0(00)7) 2 (1= £)¥o(Ohsa) ) | (1= Y0 > 1
=E {@01 (Yo(@t)|t|<£) V2 <Y()(@k+t)|t|<£>]

= E[¢1(Yo)va(Ya)].
Aus dieser Gleichung ergibt sich die behauptete Darstellung der Kovarianzen des Grenzprozesses
(Z()seas.., . .

2.3.3. Beweis von Theorem 2.4

Wir definieren zunichst der Ubersichtlichkeit halber

r.i t Xn 7 n
Zzénl @b;,z,S(()( ’)) und Fé?ﬁ?g (y) ==
i=1 175 TL,i

Z?:l q%,y,s (Xn7i)

E59) (7)) .= - .
2 izt P15 (Xnji)

N,Un,S

Ferner gilt nach Annahme (2.5) die stochastische Konvergenz

Up, n—s
Sp=—""51

Un

Folglich kann zu jedem 7 > 0 ein hinreichend grofes n € N derart gewdhlt werden, dass der
Quotient S, mit einer Wahrscheinlichkeit grofer als 1 — 7 in dem Intervall [1 — e,1 + €] liegt.

Demnach erfiillen die modifizierten Schatzer die Gleichheiten

F(f@t)(x) _ F(ﬁ@t) (z) und ﬁv(b@z)(y) _ lj—v(b@t) ().

7,1y, U, ,Spy 1y, N, Up, ,Sh,

mit einer Wahrscheinlichkeit grofer als 1 — ¢ fiir hinreichend grofe n € N.

Ferner ergibt sich aus Bemerkung 2.3 wegen Voraussetzung (A(z))

:O’

X
lim sup sup ‘P (t >
) X

N0 se[l—e,1+¢] 2€[zo,00 0

Xo > sun> — F®)(g)
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X_ X _
lim  sup sup ‘E [( t) 1 {0 > y} ‘ Xo > sun] — F(x)
N0 se[1—e,14¢] y€[yo,o0) Xo X

=0.

In Kombination mit (2.25) und Proposition 6.1 folgt daraus die schwache Konvergenz der sto-

Xo > sun)>

¢2 nyi) 1 X,
(nvy) 1/2 Li- 1 xs P{ >x, X >sun}
z 1¢1s nz) P{XO>5un} 0
1/2(
1

chastischen Prozesse

X
Vi(s, ) := (nwy)"/? nu ))—P(X(t)>x

nE ¢2 x s )] =+ (nvn)l/QZ (é?x s) 1 t
”H%>WM+WMWZWM)_m%>wﬁﬂ%w@mﬂ
(nvy) noy, -
_ nP{Xo > sun} nE[ 4 (Xno0)] + mzn((bg,x,s)
N (nwvyp) /2 _
1+ mzn(¢l,s)
1/2
- %Ekﬁg,x,s(}(ﬂﬁ)}
5 nUn X, Xo _
. mzn( t2,x7s) - nP{XO N sun}QP{)(O >z, a > S} Zn((z)l,s)
- (nvp)'/?
L+ mzn(¢l,8)
Un 7 Un X _
— mzn((bg’x’S) mf’ < ) Zn<¢1,s)
) 1 " N\
1+ (”P{XO > sty })l/? <P{X0 > sun}> Zn(915)

Aus denselben Griinden ergibt sich des Weiteren die schwache Prozesskonvergenz
X \“ X
21— F®O) )Y — B L) 1{ =28 X
(nvn) <( n,Un, s(y)) |:( XO ) X—t >y 0 > SUp

D1 By s(Xni) 1 X_y Xo Xo
_ 1/2 =173y, _ 20
B (”Un) ( Z?:l ﬁblzis(Xn,i) P{XO > Sun}E [( XO > 1 {X ” v Un, ~ S}:|>

nE[(bg 5<Xn70)} + (nvn)1/2Z ( 2,z s) 1
— (nu /2 v, - t
= (nvn) ( nP{Xo > sup} + (nvn)Y2Zp(¢1,)  P{Xo > Sun}E [qﬁg,y’S(XnvO)])

B TLP{XO N sun}n [ 3,y,s( ,0)] + HP{XO > sun} (¢37y75)
(nvn)V? 4
L+ nP{Xy > sun}Zn(d)l’s)
(nvp) /2

S S Y A— A X X,
P{XO N sun} [ 3,y,s( ,0)]
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_ m (95 - nP{X:)w>n a2 Kf{j)aﬂ {;i >V, f: > SH Zn(¢1,)

_ L+ MZ (¢1.4)

_ mméw - P{XOUZ sun) [();ot)a]l {;)((Ot > y} ‘ Xo > Sun} (é1.5)
e i sun )12 ( Py XOUZ Sun}> v Zn(¢1,s)

5 (2064, — FOI)Z(61)) 262)

Anhand der schwachen Konvergenzen in (2.61) und (2.62) lasst sich nun auch die asymptotische
Normalitdt der Schétzer FT(LJ;’S ) und F (.6 ) folgern. Dazu definieren wir der Ubersicht halber

V(s ) i= 5% (Z(dhzs) = FO(2)Z(¢1,5))
fir (s,z) € T:=[1 —e,14 €] X [x9,00) und schreiben

Vi = (Vu(s,z)) sowie V= (V(s,x))

(s,x)eT (s,x)eT"

Nach dem Lemma von Slutsky (Kosorok, 2008, Theorem 7.15) gilt wegen (2.5) und (2.61) die
schwache Konvergenz

Vi, Sp) =37 (V,1). (2.63)

Nach dem allgemeinen Darstellungssatz von Skorokhod (van der Vaart und Wellner, 1996, Theo-
rem 1.10.4) existieren demnach Versionen von (V;,,S,), n € N, und (V1) auf einem geeigneten
Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P), so dass die obige Konvergenz (2.63) P-fast sicher gilt. Der
Einfachheit halber unterscheiden wir an dieser Stelle die Bezeichnungen fiir die unterschiedlichen

Versionen und Wahrscheinlichkeitsraume nicht. Die Konvergenz

(V”(S"’x>)xe[mo,oo) oo (v(1,x))x€[mom) (2.64)

ist genau dann fiir die Skorokhod-Versionen erfiillt, wenn

n—oo

Va(S, @) = V(1,2)| =3

sup 0 fast sicher (2.65)

z€[z0,00)

gilt. Fiir jedes 7 > 0 kann ein hinreichend groffes n € N derart gewahlt werden, so dass die

folgende Abschétzung mit einer Wahrscheinlichkeit grofer als 1 — 7 gilt:

sup (VS 2) = V(1,)]
T€E[z0,00)
< sup Vi (Sh,x) — V(Sn,x)’ + sup ’V(Sn,w) — V(l,x)‘
z€[z0,00) T€E[z0,00)
< sup Va(s,z) = V(s,z)| + sup V (Sp,x) — V(l,x)‘. (2.66)
s€[l1—e,14¢€],x€[z0,00) T€[x0,00
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Der erste Summand der rechten Seite von (2.66) ist wegen der fast sicheren Konvergenz V,, i

V' asymptotisch vernachléssigbar.

Der zweite Summand der rechten Seite von (2.66) konvergiert ebenfalls fast sicher gegen 0,
wie folgende Argumentation zeigt. Die Grenzprozesse (Z(¢1,s))se(i—c,14¢] Und (Z(92,2,5)) (s,2)eT
sind nach Theorem 2.1 von Kosorok (2008) straff. Demzufolge ist der Prozess V' ebenfalls straff,
da dieser sich additiv aus ebendiesen Prozessen und einer stetigen Funktionen zusammensetzt.

Ferner beschrénkt die Semimetrik py : 7' x T — [0, 00) mit

ﬁQ((S’x)’ (g’j)) = p2(¢§,:}c,sv qsg,fcﬁ)v (S’I)’ (5’ ia) € T7

die Indexmenge T total, da CIJS,xO,yO totalbeschrankt beziiglich pg aus (2.38) ist. Aufgrund der
fast sicheren Konvergenz V,, "—% V ist nach Theorem 2.1 von Kosorok (2008) der Prozess V,,
asymptotisch gleichstetig hinsichtlich der Semimetrik py. Nach Theorem 7.19 von Kosorok (2008)

ist das dquivalent dazu, dass fast alle Pfade von V' gleichméfig stetig beziiglich po sind, das heifst

lim sup ‘V(sw) —V(s,z)| =0 fast sicher.
640 s,8€|1—e,1+¢], z,2€[z0,00),
ﬁ2((s7x)7(§7j))<6

Fiir jede konvergente Folge (s, )nen mit lim, o s, = 1 wird die gleichméfige Konvergenz
n—oo
s

52((871735)’(171‘)) = (1_5>a’$;a_1‘ 0

fir alle x € [z, 00) erzielt. Daraus ergibt sich also die fast sichere Konvergenz

sup ’V(Sn,x) —V(1,z)| =X 0,

z€[z0,00)

womit der zweite Summand ebenfalls fast sicher gegen 0 konvergiert. Folglich ist die schwache
Konvergenz (2.64) belegt.
Aus der fast sicheren Konvergenz (2.65) und Bias-Bedingung (2.22) folgt dann

sup | (nun) 2 (EL2 (@) = FO) (@) - V(1))

M,Un ,Sn
z€[x0,00)
< sup ‘Vn(Sn,:U) - V(l,x)‘
x€[z0,00)
1/2 Xi (©1)
+ (nvy,) sup |P| — <z | Xo > sup — F'P(x)
T€[z0,00) XO s=S,
"%, fast sicher.

Die Konvergenz des zweiten Prozesses in der Behauptung folgt mit analoger Argumentation,
wobei hier Bias-Bedingung (2.23) verwendet werden muss. Wir verzichten an dieser Stelle auf

die explizite Ausfiihrung.
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Kovarianzstruktur der Grenzprozesse

Wir bestimmen zunéchst mit Hilfe des Addendums 2.2 diejenigen Varianzen und Kovarianzen
von (Z (1/1))¢€q>ayzoyy0, die in den entsprechende Kovarianzen der beiden Grenzprozesse

Z(gbé,an,l) - 7(®t)($)Z(¢171>7 T e [.’Bo, 00)7 und
Z

(¢3 y71) F(et)(y)z(¢1,1)7 Y€ [yo,OO),

)

auftreten. Mit Hilfe der Gleichung P{Yy > 1} = 1, der Spektralzerlegung Y}, = YO, k € Z, und
der Gleichung F(®9)(y;) = E[©%,1{1/0_; > y}], die aus Lemma 2.1 von Davis et al. (2018)
folgt, ergibt sich dann fiir z, % € [z9, ), ¥, 7 € [yo,00) und t1,ts € {—£,...,t}\ {0}

Var(Z(¢11)) =1+2)  P{Yy0, > 1}, (2.67)
k=1
Cov(Z(é1.1), Z(8h,1)) = FOI @) + 3 (P{@t > 2, YO > 1)
k=1

+P{@k+t > 2,Y0, > 1})
O

oz, 206400 = PO + 32 (] () 1{ar, > wrin > 1))

+ E[0%,1{1/6_¢ >y, Y0y, > 1}}),

Cov(Z(¢5 1), Z(¢35,)) = P{Oy, > z,0,, > &} —1—2 ( {@t1 >z, ®g+t2 > 7, Y0 > 1}
k
k=1

P{@t2 > 7, Okra 7, Yo0 > 1}),
O

CoulZ(@a): 2(05y.)) = [@atzﬂ {1/6-1, >y, 61, > =}]
+Z < [<@k t2> 1 {@(;)Z? >y, 0y > 2, Y00, > 1}]

1 @k‘thl
Ele%, 1 Y 1
+ [G_tz {@_t2 >y, o >z, Yp0y >

und

COU(Z(QSgl,y,l) (¢3y1)) [(@ t18 t2 ]l{l/@ tp > Y, 1/@ ty > y}]
O @ S}
S R E .

Okt “ Oy, 1 _
E _ 1 Y, 1
* K o ) {@k_tl ZUg,, YOk H)
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Daraus folgt

COU(th( ), vatz(ip))
= Cov(Z(¢4,.1), Z(855,)) — F O ()Cov(Z(85, 1), Z(¢1,1))

= FO (@)Cou(Z(é11), Z(¢5,1)) + F O (@) PO (2)Var(Z(61,1))

= P{Oy, > z,0,, > &} — FOu)(z)F®n)(3) <1 — 2ZP{Y0@k > 1}> (2.68)
k=1
ad 0 0
+) <P{@t1 >z, —t2 S Y0 > 1} +P{@t2 > 7, S 2 Y0y > 1})
P O O

_ F(GH)({L') Z <P{@t2 > T, Yy0p > 1} + P{ ®k+t2 > T, Yy0p > 1})
k=1 Ok
@t2 Z

©
(P{@t1 > z,Y0, > 1} +P{ (]i;tl > 7, Y0 > 1})
k
=1

Cov(Zy 1, (Y), Zb 1, (9)
= Cov(Z(8,1): Z(45,)) — FO2)(§)Cov(Z(¢4,1), Z(61,1))
— FO) (y)Cov(Z(p1,1), Z(925,)) + F O (y) FO2) (g)Var(Z(41,1))

=E[(0-4,0-1,)1 {07} >y, @:}2 > g} ] — FOu)(y)FOn) () (1 - 22 P{Y,0; > 1})
k=1

+ O_ 1 >, —— >y, Y90, > 1
;( |:< @ — @kﬁ to 4 ®7t1 Y 10Tk
O_, ]1 >, >, Y90, > 1
< Or_t, Yy 0., Y, YoOg
— F®u) () (E[(Gk tl) ]l{ Ok >y,Y0@k>1H
f O Ok—t,

E[0%, 1{1/0_1, >y, YO > 1}])

_ > Okt \* e
yACEY (E[( k t2) ]1{ oS §,Y,0 >1H
(y)z O Or_s, Y, Yo%

B0, 1{1/0_, >y, YoOr > 1}]>,

und

Cov(Z1,(x), Zb,1,(y))
= Cov(Z(¢4.41), Z(85,1)) = F1O) (y)Cov(Z(85,.1), Z(61,1))

)
— FO)(2)Cou(Z(¢11), Z(9%,1)) + FO (@) FO) (y)Var(Z(41,))

= B[0%,1{07}, > y,0y, > a}] - FO)(2) F)(y) (1 —2) P{YoO > 1})
k=1
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[o¢] (6%
Ok—t O
+Z< [< 2) H{Qk_t2>y,®tl>x,Yo@k>1H

k=1
1 Okt
E|(0% 17— Y 1
+ [®t2 {@t2 >y, o > x,Yy0, >

- ©
© k+t
— F(®n) ?:1: (P{®t1>:cY0@k>1}+P{ @kl >x,Y0@k>1}>

> €] €]
FOD @)y ’”2> ]1{ kS Y,0 >1H
k:1< [( Ot Y, Y0Pk

L B[O7,1{07) > 1, Y0y > 1}])

2.3.4. Beweis von Lemma 2.5

Aufgrund der strikten Stationaritidt von (X;)iez und Voraussetzung (C) gilt

o(Ermeo)]

Tn Tn
>3 P{min{X;, Xo} > (1 —)un}
i=1 j=1

rn—1

=r,v, + 2 Z — k)P{min{ Xy, Xo} > (1 — €)u,}

,
n k

= rpUp + QTnUnZ <1 — T—)P(Xk > (1—=e)uy | Xo> (1 —¢e)uy)
k=1 "

Tn

< 2rpvn Z sn (k)

k=0
= O(rpvn), n — o0. (2.69)

Bei Durchsicht des Beweises von Proposition 2.1 zur schwachen Konvergenz der endlich-dimensi-
onalen Randverteilungen von (Zn(¢1,s)) sel—e,14¢ fallt auf, dass diese bereits aus Voraussetzung
(B), (C) und der obigen Ordnung (2.69) folgt. Tatséchlich folgt unter diesen Bedingungen sogar
die schwache Konvergenz des Prozesses (Zn(¢1,s))se[1—e,1+a}-

Sei § € (0,¢) beliebig gewihlt und af € (0,1 — (14 6)~*) und a; € (0, (1 —§)~® — 1). Dann
folgt aus der reguldren Variation der Quantilfunktion F*

(L+8)FT(1 —kn/n) nooo o
F(1—(1—ai)ka/n) (1+0)(1—af)t/*>1,

(1_5)F<_(1_ n/n) n—oo /o
Fo—(ra g G700 <L

Demzufolge gilt fiir hinreichend grofie n € N

(1+8)F (1 —kn/n) > F~(1— (1 —af)kn/n),
(1= 08)F (1 —kn/n) < F(1 — (1 + aj )kn/n),
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so dass

STl

(L4 0)F (1 — kyo/n)) < (1 — af )kn/n, (2.70)
(1= 8)F=(1 — ky/n)) > (1+ ay kn/n (2.71)

STl

gilt. Nach Theorem 1.5.12 von Bingham et al. (1987) gilt wegen der reguliiren Variation von F'
die Entwicklung v, = F(F* (1 —k,/n)) = kn/n+ R, wobei R,, = o(k,/n). Mit Hilfe von (2.70)
und (2.71) folgt damit

Xn—k n
P —— " 1
{F*<1—kn/n>> ”}

=P Zn:n{x >(1+8)F (1 —kn/n)} > k:n}

($1145) > (i +nRn)~ 1/2(kn—n(1—a5+)kn/n))}

!

{Z (f1,148) > ( )71/2(]‘% - ”P{XO > (1 +8)F (1 - k”/n)})}
<p{z
Ul

n (Z)11+5 > (kp +nRy)~ 1/2kna;))}

)
)
)
)

Il
“U"U“U"U

Zn(P1,145) > a k‘l/2 1+nR,/k,) /2L "= 0.
5

Auf analoge Weise ergibt sich

ankn:n 5 1/2 —1/2 | n—=eo
_ — — > — .
P{Fﬁ(l s> 5} > P{Zn(qﬁu_(;) ay kY2 (14 nRy, k) } iy

Die Behauptung folgt dann fiir § | 0. O

2.3.5. Beweis von Lemma 2.7

Bevor wir den Beweis von Lemma 2.7 durchfiihren, halten wir das folgenden Hilfsresultat fest,

welches insbesondere fiir den Nachweise von Theorem 2.8 herangezogen wird.

Proposition 2.11. FEs seien die Voraussetzungen aus Proposition 2.1. Wenn (2.5) gilt, folgt die

schwache Konvergenz

(Zn(¢0,5n)a Zn(¢1,sn)7 (Zn(qbé,mt,sn))xte[xo,oo)v (Zn(¢g,yt,5n))yt6[yo,m)> et .0}

—00
— (Z(Qbo,l)’ Z(¢1,1)7 (Zn(d)g,a:t,l))zte[mo,oo)a (Zn(qsg,yt,l))yte[wO,OO)) \tle{l,...,f}‘ (2'72)

Beweis. Nach Proposition 2.1, Gleichung (2.5) und dem Lemma von Slutsky (Kosorok, 2008,
Theorem 7.15) gilt die schwache Konvergenz

(Za(¥))peao .+ Sn) =5 ((Z(%D))wecbmo "o’ 1), (2.73)

£,Z(0, yO

Nach dem allgemeinen Darstellungssatz von Skorokhod (van der Vaart und Wellner, 1996, Theo-
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rem 1.10.4) existieren Versionen von ((Z, (w))w€q)(s) rom0’ ,Sn), n € N, und ((Z(@Z)))we@g’zo’yo, 1) auf
einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P), so dass die obige Konvergenz (2.73) fast
sicher gilt. Der Einfachheit halber unterscheiden wir an dieser Stelle die Bezeichnungen fiir die
unterschiedlichen Versionen und Wahrscheinlichkeitsraume nicht.

Ferner hatten wir in Proposition 2.1 gesehen, dass die Folge der Prozess der Tail-Array-Sums
(Zn (d’))we@gL " asymptotisch gleichstetig beziiglich der Semimetrik pg aus (2.38) ist, welche
die Funktionenklasse o0 20,50 totalbeschrénkt. Nach Theorem 7.19 von Kosorok (2008) sind dann

alle Pfade des Grenzprozesses (Z (w))weﬁg rov0 fast sicher gleichméfig stetig beziiglich pg, das
heifst

lim sup |Z (1) — Z(p2)| =0 fast sicher.
N0 ) pped?,
pa(h1,h2)<é

Nun gilt fiir alle Folgen (sp,)nen mit limy, 500 s, =1

n—oo

pa(P0,s, > P0,1) = |log(sp)| — 0,

(¢15n7¢1 1) (1_8) ‘5 _1’7"0—>00
sup p¢(¢2xsn7¢2xl> (1_€) ‘8 _1’”_>00
T€[z0,00)
al — n—)oo
sup p@(¢3ysna¢3y1) (1_5) | _1|
Y€[yo,00)

so dass die fast sichere Konvergenz

|Z(¢0,5,) — Z(d0.1)| + | Z($1,5,) — Z(d11)| + sup | Z(dh,s,) — Z(dh4r)]

z€[z0,00)

+ sup |Z(¢h,.) — Z(dh,1)] =50 (2.74)
y€[yo,00)

gilt.
Wir zeigen nun, dass fiir die entsprechenden Skorokhod-Versionen die Konvergenz in (2.72)

fast sicher gilt. Dies ist dann der Fall, wenn die folgende fast sichere Konvergenz gilt:

= |Zu(do,5,) = Z(d0.0)| + | Zn(br,8,) — Z(d11)| + sup  |Zu(dh,s,) — Z(h.1)|

T€[z0,00)
+ sup ‘Zn(qbg,yvsn) - Z(¢g,y71)‘ = o.
Y€[yo0,00)

Aus (2.73) folgt: Zu jedem § € (0,1) kann n € N hinreichend grof gewahlt werden, so dass
Sp € [1—¢,14¢] mit einer Wahrscheinlichkeit grofer als 1—0 gilt. Demnach gilt fiir hinreichende
grofe n € N

A< Zn(do,5,) — Z($0.5,)| + | Z(0,5,) — Z(¢0,1)]
+ 1 Zn(d1,8,) — Z(P1,5.)| + | Z(¢1,5,) — Z(d1,1)]
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+ sup |Zu(dhas,) — Z(Shas, )|+ sup |Z(h.s,) — Z(dhan)l

TE€[z0,00) T€[x0,00)

+ sup ‘Zn(ng,y,Sn) - Z(ng,y,sn)‘ + sup ’Z(¢g,y,sn) - Z( é,y,l)‘
Y€[yo,00) y€[yo,00)

< sup }Zn(¢0,s) - Z(¢0,s)| + sup ‘Zn((ﬁl,s) - Z((bl,s)‘ (2-75)
s€[1—e,1+¢] s€[l—e,1+¢]

+ sSup sSup |Zn(¢§,z,s) - Z(ng,a:,s)’ + Sup sup ‘Zn(ng,y,s) - Z(gbg,y,s)‘
s€[l—¢,14€] x€lwo,00) s€[1—e,1+e] y€[yo,00)

+|Z(¢0,5,) = Z(o1)| + |Z(¢1,5,) = Z(d11)| + sup | Z(d54,5,) = Z(dh41)]

T€[x0,00)

+ sup |Z(d5,5,) = Z(¢5 )]
Y€[yo,00)
mit einer Wahrscheinlichkeit grofer als 1 — §. Die ersten vier Summanden der rechten Seite von
(2.75) konvergieren wegen (2.73) fast sicher gegen 0. Die letzten vier Summanden der rechte Seite
von (2.75) konvergieren nach (2.74) ebenfalls fast sicher gegen 0. Demzufolge gilt die Konvergenz
in (2.72) fast sicher, so dass die Behauptung folgt. O

Beweis von Lemma 2.7. Nach dem allgemeinen Darstellungssatz von Skorokhod (van der
Vaart und Wellner, 1996, Theorem 1.10.4) existieren Versionen von ((Z"(w))d)@bg,zo,yo’s")’ n e
N, und ((Z w))tﬂe@g,zo,yov 1), so dass die Konvergenz in (2.72) fast sicher gilt. Der Einfachheit
halber unterscheiden wir an dieser Stelle die Bezeichnungen fiir die unterschiedlichen Versionen
und Wahrscheinlichkeitsrdume nicht.

Definiere der Ubersicht halber fiir s € [1 —¢,1 + ¢]

1 _ iy P1s(Xni)

Qp.s = und Gy = Sh .
T Elog(Xo/(sun)) | Xo > sun] T 2imn P0.s(Xn)

Mit Hilfe der Definitionen in (2.6), (2.12) und (2.18) folgt

Z #1,5(Xn,i) = nP{Xo > sup} + (nvn)l/QZn(qus), (2.76)
i=1

Z $0.s(Xn,i) = nE[log(Xo/(sun))1{Xo > sun}] + (nv,)? Zy(do.s)

i=1

B nP{XO > Sup} .

(nvn)? Z (¢0,5)- (2.77)

Qnp s
In Verbindung mit (2.25) und Bemerkung 2.6 ergibt sich

nP{Xo > Snun} + (nvn)l/QZn(d)l,sn)
p Do > snun} ()2 2, (o, )

Qn s,

s, (nP{Xo > Spln )+ (m)n)l/?Zn(gbl,Sn)) N
= - n,8n

nP{Xo > spun} + On, sy (nvn)l/ZZn(ﬁf)O,sn)

A
Qn s, — On.s, =

— Qn.s,
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Qn s, Zn(¢1,sn) - 04727,73712n(¢0,8n)
nP{Xo > spun} + an,sn(nvn)l/QZn(%,Sn)
an,ann(d)l,sn) - a%,sn Zn(¢0,8n)

P{Xy > -
M + s, (00) Y2 Z0 (0.,

Un
—1/2 Un, Oén,ann(ngl,sn) - a'rzz,ann(gbO,Sn)

P{Xy > spun}q Un ~1/27
+ ans, P{X(] > Snun} (nvn) n(¢0,sn)

S (nvn)_l/ng (aZn(qbl,sn) — 042Zn(<;5073n)> <1 + Op(l)), n — oo. (2.78)

= (nvn)1/2

— (nvn)71/2

= (nvy,)

Mit Hilfe der Dreiecksungleichung folgt

|Sn

—

aZn($1,5,) = @ Zn(P0,5,)) — (aZ(d11) — a*Z(¢01))]

a’SSZn(le,Sn) — Z(¢11)| + 02‘53271(%,5”) — Z(¢o,1)]

aSy | Za(d1,5,) — Z(¢1,0)| + 1Z(91,0)[1S,* = 1] + @*S5 | Za(0,5,) — Z(¢0,1)]
+1Z(do)[|5,* = 1| (2.79)

NN

Die rechte Seite von (2.79) konvergiert wegen Proposition 2.11 und Gleichung (2.5) fast sicher
gegen 0. In Kombination mit der Entwicklung in (2.78) folgt also

|(n0)' 2 (s, — an,s,) = (@Z(¢11) = @*Z(¢o,1))| = op(1).
Nun liefert liefert die Bias-Bedingung (2.26)

(nvn)l/z(é‘msn —a)= (nvn)l/z(é‘n,sn - an,Sn) + (nvn)lﬂ(&n,sn - )

= (nvn)l/Z(OA[Wan - anysn) + 0(1)7

so dass wegen &y, = &, g, mit einer Wahrscheinlichkeit gréfser als 1 — § fiir hinreichende grofse
n € N die Behauptung folgt. O

2.3.6. Beweis von Theorem 2.8

Seien z € (0,y,'] und aj,as € (0,00), mit 0 < a3 < a < as. Nach Lemma 2.7 kann fiir
jedes § € (0,1) ein n € N derart grofs gewahlt werden, so dass der Hill-Schétzer &, mit einer
Wahrscheinlichkeit grofer als 1 — 6 in dem Intervall (aq, a9) liegt. Eine Taylorentwicklung der

Funktionen ¢ — z! im Punkt « liefert die Darstellung
X 1 X
2 — 2% = 2%log(2) (G — ) + §z°‘+>‘(a”*a) log?(2) (G — )?,

wobei A\ eine geeignete Zufallsvariable mit Werten in (0, 1) sei, die in Abhéngigkeit von z und &,

zu withlen ist. Man beachte, dass der Term 2z%log?(z) beschrankt fiir alle & € (o, az) und alle
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z € (0, yal] ist. Aus Lemma 2.7 ist insbesondere

ap —a = (nvn)_l/zss (aZn(le,Sn) - a2Zn(¢0,Sn) + OP(l))v n — 00,

bekannt. Sei nun z = X;_;/X; gewéhlt. Mit Hilfe der vorangegangenen Identitéten ergibt sich
fiir ein hinreichend grofes n € N auf dem Ereignis {X;_¢/X; € (0,y; ']} die Ungleichung

(rvn) V2 ();t)“ log (X;(it)sg (aZu(é1,5,) — 0*Zu(0.s,) +op(1))
(GG

e (5 .-
2 ( X, ) og” (& )(@n =)
< C(OA‘TL - a)Q’
wobei C > 0 eine Konstante ist, die lediglich von «, yo und € abhangt. Mit Hilfe dieser Schranke

und Lemma 2.7 folgt

(nvy) L2 EZ; <(

o) S l008) 5 () e (O 20 )

)" () N > x> )

Xi—t
Xi Xi Xi—t

nuv
n i=1

+op ((nvn)_1 Xn: 1{Xi > Sn“n}>

i=1

_ aZn(dr,s,) — QQZn(éf)O,Sn)Sg En: (X)Zt>a log (X)Zt>]l{X)it >y, X; > Snun} (2.80)

nv
n i=1

+op(1)

fiir n — oo, wobei die letzte Gleichung aus der schwachen Konvergenz von Zn(¢171_5) folgt.

Es lasst sich nun mit Hilfe derselben Techniken wie im Beweis zu Proposition 2.1 zeigen, dass

die Folge der stochastischen Prozesse

((nvn)1/2 z": <()§i('t>alog (X;('t>]l{X)'(it >y, X; > sun}
i=1 : ¢ =

= B[(52) 1o (G )1 { 55 > v X sw}}))ﬂl_@
Yyc|yo,o0

(2.81)

n € N, schwach gegen einen zentrierten Gaufs-Prozess konvergiert. Dariiber hinaus kann dhn-

lich wie im Beweis zu Theorem 2.4 gezeigt werden, dass dieser Gauk-Prozess gleichméfig stetig

hinsichtlich der Semimetrik g3 : [1 — &, 1+ €] X [yo,00) — [0, 00) mit

ﬁ3<(87 y): (ga g)) - p3(¢g,y7s? ¢§,gj,§)
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ist. Anhand dieser gleichméfsigen Stetigkeit ldsst sich die schwache Konvergenz des obigen sto-
chastischen Prozesses mit s = S,, folgern. Tatséchlich wird fiir den weiteren Beweis lediglich die
Konsistenz dieser stochastischen Prozesse benotigt.

Mit der obigen asymptotischen Normalitdt und der gleichméfigen ps-Stetigkeit des Grenzpro-

zesses erhalten wir

"X\« X X;
-1 i—t 1—t 7
(nvy,) ;(X7,> og X, Xi_t>y > S,u
P{Xo > (1 — E)’U,n} X_ 4\« X_ Xo
o X, og X, X, >y, Xo > su 0> (1—¢)u s,
+op(1) (2.82)

gleichméfig in y € [yo,00). Der bedingte Erwartungswert

Dy (s,y) == E[(?{,_Ot)alog ()jg)]l{;;_o >y, Xo > sun} ‘ Xo > (1—¢e)uy,

ist monoton fallend in s € [1 —¢,1+¢]. Sei ¢ > 0 beliebig. Dann gilt fir hinreichend grofe n € N

Dp(1+¢,y) < Dn(s,y)ls=s, < Dn(1—=¢,y)

mit einer Wahrscheinlichkeit 1 — §. Daraus folgt

sup ‘Dn(s, Y)ls=s, — Dn(1, y)‘

Y€[Yo,00)
< s (1Du(1 =€) = Dall)] +[Du(L) = Dul1+C.0)]
:y;ylg)oo (‘E[(XO ) log <)§(ot>]l{;((0t >y, i(: e(l-¢, 1]} ’ Xo>(1 —E)Un]
+’E[<X0t>alog (%)n{)‘f_o >y, ‘fn (1, 1+g} ‘ Xy > (1—6)un} )
- }E[(X‘O ) log ())((‘0)]1{;((0 > yo,f: c(1-¢1 } ‘ Xo > (1 —6)un” (2.83)
‘E[( X, ) log ())((0)]1{;((01& >yo,f— € (1, 1+C} ‘ Xo > (1—5)un}

mit einer Wahrscheinlichkeit grofer als 1 — § fiir hinreichend grofse n € N. Lésst man ¢ gegen
0 streben, so konvergiert die rechte Seite der obigen Gleichung (2.83) gegen 0. Folglich gilt die

stochastische Konvergenz

n—oo

sup | Dyn(s,y)|s=s, — Dn(1,y)| = 0. (2.84)
y€[yo,00)

Ferner folgt aus der stochastischen Unabhéngigkeit von Yy und ©_; und der Tatsache, dass Yj



80 Kapitel 2. Modifizierte Forward- und Backward-Schétzer

Pareto-verteilt ist,

E[0%1og(0_)1{1/0_4 >y, Yy > (1—¢)'}]
=P{Yy>(1-¢) "}E [0%1og(0_1)1{1/0_; > y}]
= (1-¢)*E [0%log(0_)1{1/6_; > y}].

Nun ist die Abbildung
1/y
v B0 1og(O- )1 {1/0- > y)] = [ 0" log(9) £(©-1)(a0)
0

wegen Voraussetzung (A(zg)), die die Stetigkeit von F(©-t) auf (0,1/y] impliziert, stetig auf

[y0,00). Mit dem Ansatz von Bemerkung 2.3 ldsst sich dann leicht zeigen, dass

s |B[(57) 0w (31 {52 > o} | Xo> w)

y€[yo,00) Xo Xo Xt
— E[0%10g(0_1)1{1/6_; > y}] | =30
gilt. In Verbindung mit der Gleichheit
Un, X_ i\« X_y Xo
Dy(1,y) = E log (2=4)1{ 20 ‘ Xo >
LY) = 5% > (0= [(XO) Og(XO) {X,t>y} °>“}

und der reguliren Variation von Xg, die v,/P{Xo > (1 —&)u,} =3 (1 —)® liefert, ergibt sich

dann
sup  |Du(L,y) — (1 —)*E[0%log(©-)1{1/0¢ > y}] |

Y€[yo,o0)

U X\« Xt Xo

< swp |B[(524) tog (S20)1{ % > w1} | Xo > wl
P{Xo > (1 — 5)un} yG[on,)OO) ‘ Xo & Xo X_4 Y 0

— E[0%1og(0_1)1{1/0_; > y}] ‘

Un

P{Xo>(1—¢)}

| (6%, og(6_)1 {1/6_, > y}] \‘ (-

n—oo
—

0.
In Kombination mit (2.84) folgt demnach die stochastische Konvergenz

sup ‘Dn(s,y)|s:gn —(1—¢)"E [0, log(0_1)1 {1/0_; > y}] ]

Y€[Yo,00)
< sup |Dn(3a Y)|s=s, — Dn(1, y)‘
Y€ [Y0,00)
+ sup [Du(l,y) —(1—¢)*E [0%log(0_)1{1/0_; > y}] |
Y€[yo,00)
n—oo

3. (2.85)
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Aus der reguléren Variation von Xy und den Gleichungen (2.82) und (2.85) folgt also die

stochastische Konvergenz

LN X\ @ Xy X;
n 1 1 > 7Xi > Sn n
yes[;)?w) (ren) ;< Xi > og( Xi ) {Xi—t Y " }
—~E[0%1log(0_)1{1/0_; > y}] | =3 0. (2.86)

Durch Anwendung der Time-Change-Formula (1.3) fiir die Indizes (i,s,t) = (—t,0,0) und die
Funktion f(z) = —log(z)1{x > y} erhilt man die Gleichheit

—E[log(@t)ﬂ{@t > y}] = E[f(64)]
=E[f(1/0-)0%,]
= E [0%1og(0_)1{1/6_; > y}]. (2.87)

Aus (2.5), (2.80), (2.86), (2.87), Proposition 2.11 (aus Abschnitt 2.3.5) und dem Lemma von
Slutsky (Kosorok, 2008, Theorem 7.15) folgt somit die schwache Konvergenz der stochastischen

Prozesse

(nvn)—1/2 En: ((X)Z—_,t>dn]l{XXit >y, X; > Snun} — E[¢§7y75(Xn7i)]]55n>
i=1 v ke

_ (nvn)fl/2z ((X)?t>&n _ (X)zft)OC)]l{X)‘(it >y, X; > Snun} + Zn(¢§,y75n)
i=1 K] (2 11—
= (aZn(¢1,Sn) - O‘2Zn(¢0,3n))‘5’7ozé
<y (et
i=1 v

X Z(dh 1) — (aZ(d1,1) — 0 Z(¢0,1)) Ellog(©4)1{0; > y}]. (2.88)

o X X -
) g (S ) 155 > w, X > St |+ Zu(@h.5,) + 0p(1)
X Xi ¢

Nun gilt die Gleichheit

nr X\ On X
Z( t) 1 >y,Xi>Snun

(TLU )1/2 i=1 Xi Xi—t

" E?:l ]I{Xi > Snun}

no X g\ (X,
_ (m;n)l/2< 1:21 ( X;) ]l{Xi_t >y Xi> Snun} E[¢57y7s(X'rL,0)”SSn>

nP{Xq > suntses, + (n0n) 22, (d1.5,)  P{Xo > sun}|s=s,

- E[Qz%,y,s(Xn,O) | Xo > Sun”s:Sn)

S Xi—t\0n X;
I >y, Xi > Sptn b — E[¢h, o(Xni)]oe n>

= (nv )1/2 g:l << Xi ) {Xi—t } N[ 3,y,s( Nls=s
n nP{Xy > sun}|s=s, + (”Un)l/zzn(¢1,sn)

~ E (bt s Xm s=Sn
(nvn)l/QZn(ﬁbl,Sn) p[{)g(Z>( SU:?L:; )

 nP{Xo > sun}|s=s, + (00)2Z,(d1.5,)
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no X\ X
(nvy) 12 Zl << X»t> ]I{X’—t >y, X; > Snun} - E[¢>§7y75(Xn7i)]\SSn>
P{Xy > sup}|s=s

=+ (”'Un)_l/zzn(d)l,sn)

Up
. E[¢5 ,, s(Xn0)lls=s,
P{X nJ|s= ~
{ 0 >Usu }‘ Sn +(nvn)_1/2Zn(¢l,Sn)
n Xi )\ on X
((nvn)1/2 5 << ) HEo >0 Xi> S - E[ng,y’S(Xn,i)HS:gn)
= = . = - (2.89)
1+ (nvy,)~1/2 v n(¢1,Sn)

P{Xo > sup}|s=s,
Un

_ P{Xy > sup}|s=s,
1+ (o) 172

Un
P{Xo > sup}|s=s,

~n((f’l,Sn) [ 3,y,s(Xn,0) | Xo > Sun”s:Sn)

Un ~
7
P{Xo > suntlg, 2n(01m)

Aus (2.5) und (2.25) ergibt sich die stochastische Konvergenz

'Un n—oo

1. 2.90
P{Xo > sunllocs, (2.90)

In Verbindung mit Proposition 2.11 und Voraussetzung (B), die nv, — oo fiir n — oo liefert,
konvergiert der Nenner innerhalb der Klammer der rechten Seite von (2.89) in Wahrscheinlichkeit
gegen 1:

Un 5 n—qo

1 )~ 1/2 Zn 1.
+(nv ) P{XO > Sun}‘szsn (¢17Sn) —>

Der bedingte Erwartungswert C(s,y) := E[#5, (Xno) | Xo > (1 — €)uy] ist monoton fallend
in s € [1 —¢,1+ ¢]. Fiir ein beliebiges ¢ > 0 gilt also

Cn(1+¢,y) < Cu(s,9)]s=s, < Cn(1—¢,y)

mit einer Wahrscheinlichkeit grofer als 1 — ¢ fiir hinreichend grofte n € N. Daraus folgt

sSup ‘Cn(say)’szsn - Cn(lay)‘

yElyo.o0)
<y€T;1?)<{C (1= ¢ y) = Ca(1,9)] +[Cu(1,) — n(1+<,y)\)
= o (Bl s =i ea-cu} x> a-au)
+‘E[( 0) ]1{?2 >, f:e(l,wc]} ‘ X0>(1—e)un} )
el 2 < [0 0] o

’EK X0> n{)‘;(z)>yo,ile(1 1—|—C}‘X0>(1—5)un}
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mit einer Wahrscheinlichkeit grofer als 1 — § fiir hinreichend grofe n € N. Die rechte Seite von
(2.91) konvergiert fiir ¢ | 0 gegen 0. Folglich gilt die stochastische Konvergenz

sup  |Cn(s,9)|s=s, — Cn(1,9)| =20. (2.92)
Y€[yo,00)

Aus Bemerkung 2.6, der reguléren Variation von Xg und SUPy € [yg,00) ¢§7y71 < gy, @ folgt die gleich-

maéfige Konvergenz

sup  |Cp(1,y) — (1 —e)*E[0%,1{1/6_; > y}]|
Y€([yo,00)

= o |t B[ () RS > v} 0> )

—(1—-¢)E[0%,1{1/60_; > y}]‘

< (p{XO ;8 —unl (1 —E)O‘> y;;l,aoo)EK);)a]l{)i > y} ’ X > un}

+(1—¢e)" y;;g)oo) E{(%)aﬂ{ﬁ > y} ‘ Xo > un] — E[0%,1{1/6_; > y}]

Un

< (P{Xo S0 —aug U ")t

+(1-¢e)" yeif,)oo) E[(f;)a]l{;i > y} ‘ Xo > un] — E[0%,1{1/6_; > y}]

0. (2.93)

n—oo

In Kombination mit der Dreiecksungleichung folgt also die stochastische Konvergenz

sup | Cu(s,y)]s=s, — (1 —)*E[0%,1{1/0_; > y}]]

Y€[Yo,00)
< sup |Cu(s,9)lsms, — Call,y)| + sup |Cu(ly) — (1 — &) E[O%,1{1/0_; > y}]|
Y€[yo,00) Y€[yo,00)
n—oo

0. (2.94)
Aus (2.90), (2.92) und (2.93) ergibt sich also die stochastische Konvergenz

sup | E[¢h y o(Xno)lls=s, — E[0%,1{1/6_ > y}]]

Y€[Yo,00)

P{Xo > (1 —¢)uy}

= sup Cn(8,Y)|s=s, — E[O0,1{1/0_; >y

N s o e 0] ©°,1{1/61 > y})

U P{Xo > (1—¢c)u,} _

< —(1—¢)7% sup Cn(s,9)|s=s,

P{Xo > sup}|s=s, Un, Y€[y0,00) )
+ (=) sup |Culs,p)lzs, — (1 - ) E[O%,1{1/6_; > y}]
Y€[yo,00)
=30
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In Verbindung mit (2.88) und Proposition 2.11 folgt somit aus (2.89) die schwache Konvergenz

der stochastischen Prozesse

no X\ X,
" ;( X, ) ]l{X,-_t >y, Xi > S”“"} .
(nvn) Zn—l ]l{XZ‘ > Snun} - E[¢3,y,s(Xn,O) ’ XO > Sun”SZSn
3 Z(h 1) — FOY () Z(¢11) + (02 Z(do1) — aZ(¢11)) E[log(0:)1{6; > y}].

Nach Bias-Bedingung (2.23) gilt damit auch die schwache Konvergenz der stochastischen Prozesse

X\ X,
Z( t) ]1{ >y7Xi>Snun}
=1\ X Xi—t =
(no)'/? | = — F©®)(y)
! > i H{Xi > Spua}

X Z(dh 1) — FOY ) Z(11) + (0®Z(¢0,1) — aZ(61,1)) Ellog(0,)1{O; > y}].

Kovarianzstruktur des Grenzprozesses

Bezeichne fiir x € [xg,00), y € [y, 00) und t € {—¢,...,t} \ {0}

11(2) = Z(¢h 51) — FO) (@) Z(h1),

Zy(y) = Z(8h 1) — F O () Z(¢1,),

at(y) = (2 Z(¢01) — aZ(¢1,1)) Ellog(0,)1{6; > y}], und
5.0W) = Zp1(y) + Zan(y)

= Z(¢h 1) — FOY () Z(¢1,1) + (a®Z(¢o,1) — aZ(¢1,1)) Elog(0,)1{O, > y}].

Mit Hilfe des Addendums 2.2 gilt

Var(Z(¢o1)) = 2072 +2)  Ellog(Yp) log™ (YoO4)],

=1
Cov(Z(¢1,1), Z(¢o1)) = a™ ' + Z [log(Yo)1{YoOy, > 1}] + Ellog™ (YoOy))),
Cov(Z(¢0,), Z(¢h 1)) = a ' FO)(x) + (E[10g+(Y09k)]1{@t > 1,Yo0y, > 1}]
k=1

—i—E[log(Yo)]l{e(;—H > 2, Y0, > 1}])
Cov(Z(¢o1), Z(#5,,1)) = o B[O, 1{0_; < y~'}]

+Z( E[0%,log" (Y00,)1{0_; < y~, Y40y, > 1}]

]G oo

i),
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wobei hierfiir die Gleichheiten
Ellog(Yo)]=a™! und Eflog?(Yy)] = 202

ausgenutzt wurden. Demzufolge gilt mit den Gleichungen in (2.67) fir z,Z € [xg, ), y,¥ €
[y0,00) und t1,ty € {—t,...,1}\ {0}

Cov(Zaty (), Zayts (7))
= Ellog(6,,)1{64, > y}]Ellog(01,)1{64, > 7}]
% (a'Var(Z(60,)) - 20*Cov(Z(601), Z(611)) + 0*Var(Z(61,1)))
= Ellog(6,,)1{6y, > y}]Ellog(61,)1{6y, > 7}]

x (2@2 1204 Ellog(Yp) log* (YoOy)]
k=1

— 202 — 203 Z log(Yo)1{Y0x > 1}] + Eflogt (Yo04)])

+a? + 207 Z P{Y,0;, > 1})
k=1

= 20" E[log(0y,)1{Oy, > y}]Ellog(0r,)1{Oy, > 7}]

1
(2+a2ZElog Yl log* (¥00)] — o > (Ellog(Ya) 1 (% > 1}] + Ellog? (¥i0,)
k=1

+ ZP{Yo@k > 1}),

k=1
Cov(Zs, (), Zau,(y))
= Bllos(©0,)1{Or, > u)](0*Cov(Z(6},.1). Z(90.1)) — aCov(Z(65,1). Z(d1,))
— F®u)(g) (azCov(Z(% 1), Z(¢1,1)) — aVar(Z(¢1,1)))>

= Elog(04,)1{6, > y}] <aF(9t1) + a? Z ( [log™ (YoO)1{O4, >z, YOy > 1}]

+E[log(Y0)]l{®g:1 > 2, YO > 1}])

_ e S Ok-+t
aF©n) aZ;(P{@tl>xm@k>1}+P{ ot > Yo@k>1})

— F®n)(g) <a2 (E log(Yo)1{YoO > 1}] + E[log™ (YoO4)] > - ZQZP{Yo@k > 1}))
k=1 k=1

= Elog(04,)1{6, > y}] <a22< [log™ (YoO)1{O4, > x, YOy > 1}]
k=1

E[log(YO) {@(’j):“ > 2, YO0 > 1}])
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[e.9]

—a) (P{@tl > 2,Y00, > 1} +P{ @g];“ > 7, Y00, > 1})
k=1
_ Few) () (a2 S (Bllog(vo)1{¥e®% > 1}] + Ellog" (¥o04)]) — 20y P{¥o0y > 1})>,
k=1 k=1

Cov(Zyp1,(Y), Za,t, (7))
= Ellog(©1,)1{Or, > 7)) (0*Cov(Z(d},1). Z(d0.1)) — aCov(Z(64,1). Z(61.0)
— F@)(y) (a*Cov(Z(do.1), Z(b1.1)) — aVar(Z(¢1,1)))>

= Eflog(©4,)1{6:, > }] <04E[@‘1t111{9t1 <y

+a2 ) (B0, log" (%0 1{0 <y, o0y > 1}
k=1

5] (%) i O <t vaon 1))

_ aF©n)(y) — ai (E{(e’“‘tl)an{@(jil >y, Y00 > 1}]

+ E[0%, 1{1/0_, >y, YoOy > 1}])

— FOu)(y) (a2 i (Blog(v)1{Yo0x > 1}] + Ellog* (¥y04)]) - 2a i P{YoOr > 1}>> :
k=1 k=1

Die Kovarianzstruktur des Grenzprozesses ist dann von folgender Form:

COU(Zf,tl (.T}), ZZA),tg (y>)
= COU(Zf,tl (x)ﬂ Zb,tz (y)) + COU(Zf,tl (x)7 ZOé,tQ (y))

B[O, 1{67], > 1,0, > a}] - FO)(2)F®x)(y (1—2ip{mek>1}) (2.95)

k=1
5 (E](%52) {2, > e > e »1)

. 1 O
+E[@_t21{@_t2 >, @Ztl

w0 = 1)))

— p(em)(y)i (p{@t >z, Y0, > 1} +P{ @@k” >z, Yp0y > 1})
k

e () gy, > v e 1)]

E[0%,1{0Z; > y,Y)0) > 1}])

Ellog(©¢,)1{Oy, > y}] <a22( [log™ (YoO)1{O, > x, YOy > 1}]
k=1
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+E[log(%)ﬂ{9&h >z, Y00 > 1}])

. ai (P{@tl > 2,Y00, > 1} +P{ @g:l > 7, Y00, > 1})
k=1

FO®u) () (a2 i (E[log(Yo)]l{Yo@k > 1} + E[10g+(Y0@k)]> - 2aiP{Yb@k > 1}>>

k=1 k=1

und

CO’U(ZI;,M (y)7 Z{; t2 (g))
= Cov(Zpt, (Y): Zbt,(9)) + Cov(Zvt, (y)s Zats (9)) + Cov(Za, (¥), Zo,t, ()
+ COU( a,t1 (y)a Za,tQ (g))

= E[(0_4,0_4,)°1 {07}, > 4,07}, >} ] — FO1)(y)FOu)(p) (1 — 2ZP{Y0@k > 1})

k=1
+§ (7 [(@g tz@_tl)"n{@fl >3, @fh > 1.%05 > 1}]
l

( k= tl@ tQ)Q]I{ Ok >y, L >gj,Yo@k>1}D

Okt O_t,
S (] (S {2 )

E[0%,1{1/6_1, > ,%:0) > 1}])

- S (B[ (%) 12 > e 1)

E[0°, 1{1/0 4, > §,YoO) > 1}])
Eflog(©¢,)1{6¢, > 7}] (aE[@‘itlﬂ{@—tl <y '}

+a2z( 02, logt (YoOu)1{O_; < 5, Y40y > 1}]

+157[(@(’;;'51)OZlog(Yo)]l{G(’j)j1 <y ' YO > 1”))

a0 a3 (5] %) g v 1)

+ B[O, 1{1/0_4, >y, YOy > 1}])

@n) <a2 io: ( log Y[) ]l{}/()@k > 1}] + E[log (Y()@k)D - 2Q§:P{%@k > 1}>>

k=1 k=1

Ellog(01,)1{0, > y}] (aE[Ga—tg]l{(_)tz <y '}
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o0
+a2 Y (Bl02, log* (Yo0R) 1{Os; < 571, YeO% > 1}
k=1

£ (%) moon{ % < o> 1}])

o o3 (%52 ) 1 g2 > svien 1]
k=1 -

_l’_

+ B[O, 1{1/0_4, > §, Yy > 1}])

— F®u) () (Oﬂ > (E[log(YO)]l{Yo@k > 1} + E[log+(Y0@k)]> - 2a§:P{Yo@k > 1}>>

k=1 k=1
+20°Ellog(0,)1{0y, > y}|Elog(©y,)1{O, > 7}]

(1+a22Elog (¥o) log* (Y580)) — @'Y (Ellog(Vo 1{¥8. > 1}] + Ellog* (¥s4))
k=1

+ ZP{YOQk > 1}),

k=1

wobei die Kovarianz Cov(Zfy, (x), Z54,(Z)) in Gleichung (2.68) angegeben ist. O



Kapitel 3.
Multiplier-Block-Bootstrap

In Theorem 2.8 haben wir festgestellt, dass die modifizierten Forward- und Backward-Schéatzer
fiir F(®1) asymptotisch normal sind. Insbesondere ergab sich, dass sich deren asymptotisches Ver-
halten nicht von den originalen Forward- und Backward-Schéitzern von Davis et al. (2018) unter-
scheidet. Das Verwenden stochastischer Schranken 4,, an Stelle von deterministischen Schranken
u, spielt also asymptotisch betrachtet keine Rolle, sofern i, /uy, "Z%° 1 in Wahrscheinlichkeit
gilt. Mit Blick auf die Konstruktion von geeigneten Konfidenzintervallen stellt man jedoch fest,
dass die Grenzverteilungen in dem Sinn zu komplex sind, als dass diese die gesamte serielle
Abhéngigkeitsstruktur beinhalten. Die entsprechenden asymptotischen Varianzen und Kovari-
anzen jener Schatzer setzen sich nédmlich aus Reihen von unbekannten Groéfsen zusammen, die
wiederum von £(©p) abhingen und iiber alle Zeitlags h € Z eingehen (siehe Kovarianzstruktur
in (2.95)). Diese unbekannten Grofen miissten dann ebenfalls geschétzt werden. Doch ist dieses
Unterfangen wenig vielversprechend und statistisch kaum zu rechtfertigen, da Theorem 2.8 die
gemeinsame Konvergenz der Schiitzer nur bis zu einem maximalen Lag ¢ € N liefert. Davis et al.
(2018) schlagen deshalb fiir die Konstruktion von Konfidenzintervallen zwei Bootstrap-Verfahren
vor - den sogenannten stationdren Bootstrap verwendet in Davis et al. (2012) und den Multiplier-
Block-Bootstrap beschrieben in Drees (2015). Letzterer weist in allen Simulationsbeispielen von
Davis et al. (2018) eine bessere Performance auf, so dass wir uns auf diesen beschridnken.

In diesem Kapitel zeigen wir, dass die entsprechende Multiplier-Block-Bootstrap-Versionen der
Forward- und Backward-Schétzer erweitert um zuféllige Schranken 4, ebenfalls asymptotisch
normal sind. Des Weiteren sind diese Versionen bedingt auf den zugrunde liegenden Beobach-

tungen konsistent hinsichtlich der Bounded-Lipschitz-Metrik.

3.1. Asymptotische Resultate

Fiir Tail-Array-Sums ist der Multiplier-Block-Bootstrap-Prozess Z, ¢ definiert als

mn

Zne(W) i= (nvn) 26 (9(Xng) — E[p(Xns)]), ¢ €9,
7j=1

= ’iEIj

mit m,, = [n/ry] :=max{j € No | j <n/rp}und I; ={(j —1)rp,+1,...,j7}, wobei §;, j € N,
unabhéngig und identisch verteilte Zufallsvariablen mit E[{;] = 0 und Var(§;) = 1 sind, die

unabhéingig von (X, ;)1<i<n, nen sind. Aus der schwachen Konvergenz von (Zy, (1)) pea0 row kann

89
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mit Hilfe der Resultate in Drees (2015) auch die schwache Konvergenz von (Zy ¢())ypeao vom0
gefolgert werden. Wir erweitern an dieser Stelle der Vollstédndigkeit halber die Funktionenklasse
<I>g7$ oo U jene Funktionen, die ebenfalls fiir die schwache Konvergenz in Theorem 2.8 bendtigt

werden (siehe Gleichung (2.81)). Sei fiir y, s € [0,00) und t € T := {—#,...,#}\{0} die Abbildung
gbiy,s : [0, 00)2’5~+1 — [0, 00) mit

Ol ys(2) = (ﬁylog <@)1{270 >,z > 0,29 > s}

20 20 2.t
definiert, wobei z = (z_z,...,2;) € [0,00)%T!. Wir definieren dann

(I)i,yg,a = {¢i7y,s | s € [1 - & 1+ 6] und y € [yOa OO)}

und

— &0 t
¢* T ¢61$01y0 U ( U ¢47y015>’
teT

wobei ®? in Gleichung (2.20) (in Verbund mit (2.19)) definiert ist. Bezeichne im Folgenden

&,20,Y0

E¢ die bedingte Erwartung gegeben (X, ;)1<i<n, das heift dann beispielsweise

Ee[9((Zng@))pea=)] = E[g((Zne(¥))yea) | (Xni)1<icn)-
Ferner definieren wir fiir eine beliebige Menge F

BL{(F) :={g:1™(F) =R | sup |g(2)] <1,
z€l>(F)

9(2) —g(B)| < lz — 2|7 := ;ug|2(f) — 2(f)| V2,2 € I(F)}.
€
als die Menge aller betragsméifig durch 1 beschrinkten reellwertigen Lipschitz-Funktionen mit

Lipschitz-Konstante 1. Wir werden im Folgenden mit F =T X [z, 00) oder F = ®* arbeiten.

Proposition 3.1. Sei (X;)iez eine strikt stationdre Zeitreihe, die requldr variierend mit Index
a € (0,00) ist. Seien des Weiteren &, j € N, unabhdingig und identisch verteilte beschrinkte
Zufallsvariablen mit E[¢;] = 0 und Var(§;) = 1, die unabhingig von Xy, t € Z, sind. Fulls die
Voraussetzungen (A(xo)), (B), (C°) und (D) fir ein xog > 0 und ein e € (0,1) erfillt sind, folgt
fiir alle yo € [x9,00) N (0,00) die schwache Konvergenz in 1°°(®*) der Prozesse (Zy¢(1))pea*,
n €N, gegen den Gaufprozess (Z()))yca aus Proposition 2.1. Des Weiteren gilt

n—oo

sup — 0 (3.1)

gEBL1(2*)

Ee[9((Zne())pear)] — E[g((Z(¥))pear)]

in duferer Wahrscheinlichkeit.
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Die Multiplier-Block-Bootstrap-Versionen der modifizierten Forward- und Backward-Schétzer

sind
000 () o 2=t 89) Loier, Wi/ 13l S . [Xi] > o)
' ' ST+ &) Ser, Xl > i} !
S (4 &) S, |52 X /| X > 2, | Xa| > i}
o , wenn x > 0,
Fr(000) () .= > <1 +£J>Zlg L{1X:] > i}

Z;nznl(l"'fj) Zzel X X/ | Xie] < | XG] > i}
2 (L +65) D ier, Xl > din} ,

wenn x < 0,

mit der Multiplier-Block-Bootstrap-Version des Hill-Schétzers

« >+ &) Zielj 1{| X;| > tn}
mT ST A &) ey, Yo(IXil /) LI X > )

&

Bezeichne dann fiir alle z € [z, 00), ¥ € [yo,00) und t € T := {—¢,...,t}\ {0}

Dt x) = () V2 (B0 (2) — ELOV (),

Ot y) == (o) V2 (B 090 (y) — B0 (),
V() = Z(¢h 1) - F ©(2)Z(1,41),

VO(t,y) = Z(Q%,y, ) — FO) () Z(d11) + (0> Z (o) — aZ($1,1)) E[log(0:)1{O; > y}].

Im folgenden Theorem wird festgehalten, dass die Prozesse Vn( ) und V¢ g) gemeinsam schwach

konvergieren und asymptotisch normal sind.

Theorem 3.2. Seien {;, j € N, unabhdngig und identisch verteilte beschrinkte Zufallsvariablen
mit E[¢;] = 0 und Var(&;) =1, die unabhingig von Xy, t € Z, sind. Wenn die Voraussetzungen
aus Theorem 2.8 erfillt sind, folgt in I1°°(T X [z, 00)) x I°°(T X [y, 0)) die schwache Konvergenz

(Vi Vo) =5 (v, v o), (32)

(b)

Mit Hilfe der schwachen Konvergenz von Vé? und V, ¢ lésst sich die Konsistenz dieser Multiplier-
Block-Bootstrap-Versionen der modifizierten Forward- und Backward-Schitzer bedingt auf die

zugrunde liegende Stichprobe folgern.

Theorem 3.3. Seien ;, j € N, unabhdingig und identisch verteilte beschrinkte Zufallsvariablen
mit E[¢;] = 0 und Var(&;) =1, die unabhingig von Xy, t € Z, sind. Wenn die Voraussetzungen
aus Theorem 2.8 erfillt sind, folgt

sup [Belg(VD)] - Blo(v )| =¥ o, (3.3)
gEBL1 (T X [x0,00))

sup ‘Es[g(Véf}))] — Elg(V®))| =% 0 (3.4)
gGBLl(TX[yo,OO))

in duferer Wahrscheinlichkeit.
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Bemerkung 3.4. Tatséchlich lasst sich mit Proposition 3.1 und Theorem 3.2 auch gemeinsa-
me Konsistenz von (Vn(];) , Vn(bf)) gegeben der zugrunde liegenden Beobachtungen hinsichtlich der
Bounded-Lipschitz-Metrik erzielen, also

sup Eelg(VE VD) — Elg(v), v ) =% 0
gEBL1 ((TX[z0,00)) X (T % [yo,00))

in auBerer Wahrscheinlichkeit. Damit lassen sich mit Hilfe von VTE? und Vrfbg) Konfidenzbereiche

konstruieren, die gemeinsam eine approximative Uberdeckungswahrscheinlichkeit von 1 — 7 €
(0,1) bieten. O

3.2. Konfidenzbereiche fiir F(©

Anhand von Theorem 3.3 lassen sich nun Konfidenzbereiche mit approximativer Uberdeckungs-
wahrscheinlichkeit fiir den gesamten Prozess (F (Qf)(x))(t,m)eTX[xOm) konstruieren. Wir beschran-
ken uns auf Konfidenzbereiche D € D C [*°(T x [z, 0)), deren topologischen Rénder unter dem

Grenzprozess V() keine Wahrscheinlichkeitsmasse besitzen, das heifit

sup P{VY) e Us(dD)} 2%
DeD
mit Us(A) := {z € [*°(T X [x9,00)) | da(z) :=infzca ||z — Z||loo < 0} fiir A € [°°(T X [0, 0)).
Jede Indikatorfunktion 1p, D € D, lésst sich sowohl von oben als auch von unten gleichméfig

durch Funktionen der Form gs5 4 := (1 — d4/d)" approximieren:

lim sup [1p(2) — gs,.4,(2)] =0,

00 L e1%0 (T x [20,00))
wobei d, | 0, lim,, yo0 Ay = D mit A, C A,y1 oder A,11 C Ay, n € N. Aus der umgekehrten
Dreiecksungleichung folgt dann, dass die Distanzfunktion zu A, d 4, eine Lipschitz-Funktion mit
Lipschitz-Konstante 1 ist. Damit lasst sich leicht zeigen, dass auch 6gs 4 € BL1 (T X [z, 00)) gilt.
Nach (3.2) folgt also unmittelbar

sup [P{V\") € D} — P{VD) € D} "% 0
DeD ’

in dukerer Wahrscheinlichkeit, wobei P; das bedingte Wahrscheinlichkeitsmak P gegeben der
zugrunde liegenden Beobachtungen bezeichnet.

Ist nun D; eine Mengen in [*°(T x [z, 00)), die

Pﬁ{(ﬁ:zk(f’et)(x> - F(ﬁ@t)(w))(t,x)GTX[xo,oo) € DT} =1-7

n,Un,

mit einer gegen 1 konvergierenden Wahrscheinlichkeit erfiillt, so gilt

P{(EY99 (@) = FO) (1)) s ayernimone) € Dr} ~ 1 — 1.

n,Un
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Das heifit, D; ist ein Konfidenzbereich fiir (F (Qt)(iﬂ))(t,x)e:rx[a;o,oo) mit approximativer Uberde-
ckungswahrscheinlichkeit 1 — 7.

Analog kann man entsprechende Konfidenzbereiche anhand der Backward-Variante konstru-
ieren, wenn der Parameterraum auf 7' X [yp, 00) eingeschrankt wird. Jene Konfidenzbereiche
werden dann so gewéhlt, dass ihre topologischen Rénder keine Wahrscheinlichkeitsmasse unter
den entsprechenden Grenzprozess V®) besitzen.

Um nun eine solche Menge D, konkret zu bestimmen, kann man wie folgt vorgehen. Zu

einer Stichprobe X, _;,..., X, ,; berechnet man (Féfﬁ(jt)(@)(t,:c)eTx[:co,oo) und generiert dazu
K € N unabhéngige Multiplier-Versionen (Fz(gz(f’et)(x))(t,x)eTx[xo,oo), 1 < k < K. Im néchs-

ten Schritt wahlt man eine (noch zu skalierende) feste Menge D C 1°°(T X [z, 00)), die die
Struktur beziehungsweise Form des Konfidenzbereiches festlegt. Man erhélt dann ein Konfidenz-
bereich fiir (F (et)(x))(ta;)eTX[ajO’OO) mit approximativer Uberdeckungswahrscheinlichkeit 1 — 7,

wenn D, = A.D mit

K
: 1 [k t 7 y It
Ar = inf {)‘ S [0,00) ‘ K E ]l{(Fn(k)(ﬁ@ )(.’E) B F?Efﬂi) )(l‘))(t,z)GTX[xo,oo) € AD} >1- T}
k=1

gewahlt wird. Dabei sollte die Menge D von folgender Form sein: Aus z € D folgt Az € D fiir alle
A € [0,1]. Beispielsweise kann D = {z € I°°(T" x [20,00)) | SUD(; 2)erx[wo,00) [2(t, ) /At 2)] <
1} gewahlt werden, wobei h : T x [z*,00) — [0,00) dann die Abbildung ist, die die Form
des Konfidenzbereiches bestimmt. In diesem Fall wird dann A als der [mr]-grofste Wert von
di, ... dg mit dy, == SUp (g ) erfagoo) | (EnD VO (@) — ESOY(2)) /h(t, 2)| gewilhlt.

n,Un

3.3. Beweise

3.3.1. Beweis von Proposition 3.1

Im Beweis von Proposition 2.1 haben wir die Bedingungen (C1), (C2), (C3), (D1), (D2’), (D3),
(D5) und (D6) nachgewiesen. Wie bereits im Beweis von Theorem 2.8 erwdhnt, kann mit densel-
ben Techniken wie im Beweis von Proposition 2.1 gezeigt, dass diese Bedingungen auch fiir die
Funktionenklasse ®* giiltig sind. Nach Theorem 2.1 und Proposition 2.5 von Drees (2015) folgt
die schwache Konvergenz (Z, ¢())pea — (Z())ypea+ fiir n — oo, wenn zusétzlich Bedingung
(D5’) aus Drees (2015) erfiillt ist:

(D5’) Fiir alle 6 > 0, n € N, (€;)1<j<|mn /2] € {—1,0,1}™/2) und k € {1,2} ist die Abbildung

Lmn /2] .
w oI ; e <§j lezlj <¢1 (Xn,i(w)) — ng(Xm.(w))))

pa* (Y1,1h2)<8

messbar, wobei pg+ eine geeignete Semimetrik auf ®* bezeichnet, die ®* totalbeschrinkt,
und (X:L,i)(jfl)rnﬂéiéjrn unabhéingige Kopien der Zufallsblocke (X i)(j—1)r,+1<i<jrn> J €
{1,..., |mn/2]}, sind. &
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Wahlt man fiir y, 3 € [yg, ), 5,5 € [1 —e,1+ €]

Pa(Ph g, Pags) = P3(D5 .0 D5.5.5),

so wird wegen Lemma und Definition 2.10 und der Bijektion f : @Z’yw — q)g,yo,s mit f(qbiy’s) =
¢§’y78 durch

po(Y1,12), wenn 1, Yz € Po

p1(t1,12), wenn 1, g € P1 ¢

p2(t1,12), wenn 1,4y € B, (fiir ein ¢ € {—f,..., £} \ {0}),
pa- (1, 2) = s .

p3(11, 1), wenn 11, 1y € q)g,yo,a (fiir ein t € {—t,...,t} \ {0}),

pa(t1,12), wenn 1,1y € (I)fl,yo,e (fiir ein t € {—t,...,t} \ {0}),

max {2,log(1££)}  sonst,

eine Semimetrik auf ®* definiert, die ®* totalbeschriankt. Bedingung (D5’) ergibt sich dann mit
derselben Argumentation wie beim Nachweis von (D5). Aus Theorem 2.3 von Drees (2015) folgt

insbesondere dann die Konvergenz in (3.1). O

3.3.2. Beweis von Theorem 3.2

Bevor wir den Beweis von Theorem 3.2 durchfiihren, halten wir zunéchst folgendes Analogon

von Proposition 2.11 fiir den Multiplier-Block-Bootstrap-Prozess (Z, ¢())ycao- fest.

Proposition 3.5. Es seien die Voraussetzungen aus Proposition 2.11. Wenn (2.5) gilt, folgt die

schwache Konvergenz

Zne(d0,5,) Z(¢o,1)

Zng($1,8,) Z(¢1,1)
(Zng(Dh 4, 5,))zi€wo,00) = (Z(¢5.2,1))wr€lz0,00) (3.5)
(Zn,£(¢§,yt,sn))yte[yo,oo) (Z(¢§,yt,1))yte[yo,oo)
(Zn,£(¢i,yt,sn))yte[ymOO) tle{l,....i} (Z(Qsﬁ,yt@))yte[yo,oo) [tle{1,...,t}

Beweis. Der Beweis folgt mit analoger Argumentation wie in Proposition 2.11 fiir den Prozess

(Zn(¢))we¢g row, EET Verwendung von Proposition 3.1. O

(f)

Beweis von Theorem 3.2. Wir zeigen im Folgenden, dass die Multiplier-Prozesse V. ¢ und

n,
Vrf,bg) einzeln asymptotisch normal. In Verbindung mit Proposition 3.1, der Tatsache, dass sich Vrf?
und Vrf,bg) mit Hilfe des Multiplier-Block-Bootstrap-Prozesses (Z, ¢(1))yco+ beschreiben lassen,
und dem Lemma von Slutsky (Kosorok, 2008, Theorem 7.15) folgt dann unmittelbar die schwache
Konvergenz in (3.2).

Man beachte, dass nach den Proposition 2.1 und 3.1, Gleichung (2.5) und dem Lemma von
Slutsky (Kosorok, 2008, Theorem 7.15) fiir jede Folge a,, n € N, die lim,,—,o, a,, = 0 erfiillt, die
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schwache Konvergenz

((Zn,§ (¢))¢6<I>*v (%Zn(ﬁj))we@*, Sn) TbiD)O ((Z(w))web* s 0, 1) (3'6)

gilt. Nach dem allgemeinen Darstellungssatz von Skorokhod (van der Vaart und Wellner, 1996,
Theorem 1.10.4) existieren Versionen der Prozesse ((Zn, ¢(1))peass (anZn(¥))peds, Sn), n € N,
und ((Z(9))yea=,0,1), so dass die obige Konvergenz (3.6) fast sicher gilt. Der Einfachheit halber

unterscheiden wir in diesem Beweis die Bezeichnungen fiir die unterschiedlichen Versionen nicht.

Schwache Konvergenz von v

n};): Wir wenden den modifizierten Forward-Schatzer auf die Be-

obachtungen Xi_¢,..., X, mit h, := my,r, an:

N hn
}%(f,e)t,hn)(x) o S U X/ X > 2, Xy > G} _ Doty Db v, (Xni)
e 2?21 ]l{Xi > ﬂn} 2221 d’l,Sn (Xn,i)

wobei die letzte Gleichung mit einer gegen 1 strebender Wahrscheinlichkeit fiir n — oo gilt. Um
nachzuweisen, dass diese Einschrankung keinen Einfluss auf das asymptotische Verhalten von
F (fft) hat, halten wir zunéchst folgendes Verhalten fest. Die bedingte Wahrscheinlichkeit

n

X,
B, (s,x) = P(t >, Xg > suy
Xo

Xo>(1- 5)un>

ist monoton fallend in s € [1 —¢,1+¢]. Wegen der Konvergenz (2.5) gilt also: Fiir jedes ¢ € (0,¢)
und jedes 7 € (0,1) kann n € N hinreichend grof gewahlt werden, so dass

Bn(l + Cv‘r) < Bn(S, $)|s:Sn < Bn(l - CaSU)
mit einer Wahrscheinlichkeit grofser als 1 — 7 gilt. Daraus folgt

sup | By (s,7)]s=s, — Bn(l,2)]

2€[20,00)
< s |Bu(1 = C,2) — Bu(1,2)| + | Ba(1,2) — Ba(1+ g,x)\)
€lzo,00
= sup <P<Xt >x,& €(1-¢,1) ‘ Xo > (1—€)un)
2€[z0,00) Xo n
+P<))§; >x,fi) €(L,1+¢ | Xo> (1—6)un>>
:P<§§; >xg,f: e (1-C¢1] ' X0>(1—5)un>

X X
+P<t>xo,0€(1,1+C] ‘ X0>(1—£)un>
X() U,

mit einer Wahrscheinlichkeit grofter als 1 — 7 fiir hinreichend grofse n € N. Lésst man ¢ gegen 0

streben, so konvergiert die rechte Seite obiger Gleichung gegen 0. Folglich gilt die stochastische
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Konvergenz

sup  |Bu(s,2)|s=s, — Bn(l,2)| 200, (3.7)

x€[x0,00)

Aus Bemerkung 2.3 und der reguldren Variation von X folgt die gleichméfige Konvergenz

sup | Bp(L,z) — (1 —&)*F©) ()|

z€[x0,00)

sup
z€[x0,00)

'P{Xo >1271 - a)un}P<))§; - ’ Xo > un) — (1 —)*F®)(z)

Un

S (P{XO >(1—¢

Yt (1 —6)“) sup P(% > ‘ Xo > un)

z€[z0,00) 0

Xt — @)
+(1—¢e)* sup ’P>az Xo > u, ) — FOI(2)
[P > o | X0 m)

n—oo

— 0.

In Kombination mit (3.7) ergibt sich also die stochastische Konvergenz

Sup | Bu(s,2)los, — (1= FO) @) < sup [Buls,a)lss, — Ba(L,)]
z€[z0,00) xE€[z0,00)
+ sup |Bup(lz) — (1 -e)*F®)(z)|
x€[z0,00)

n—aoo

=30 0. (3.8)

Im Ubrigen gilt nach (3.6) und (2.25) die fast sichere Konvergenz

P{XO > Sun}’s:Sn nﬂo 1 (3.9)

Un,

und nach Theorem A.2

sup [ Z,(4) = Zi (0) = op((nwn) ™V2), = oo, (3.10)
YeED*

wobei

hn
D) (1) o= (nv) 2D ($(Xni) — B[(Xny)]), ¥ € @,
k=1

Aus n — hy, = (n/ry, — my)r, < r, und (3.9) folgt

(hp —n)P{Xo > sup}|s=s, = Op(rnvn) = op(1). (3.11)
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In Verbindung mit (3.10) und (3.8) folgt dann

Y b18.(Xni) = (000) 2 (Za(1,s,) = Z) (61,5,)) + (hn — 1) P{X0 > sun}ls=s,

i=hn+1
= op(1), (3.12)
s Ohas (Xni) = s () A Za(hs,) — 28 (05,5,))
T€[x0,00) i=hn+1 TE[z0,00)

+ (=) P{Xo > (1= 2)un} B(s, 2)|s=s, )
= op(1). (3.13)

Ferner gilt nach den Gleichungen (3.6), (3.9) und Proposition 2.11 die fast sichere Konvergenz

P{Xo > sun}|s=5, n¥Qo
Un

TLUn Z¢1S” n,i _( ) 1/22 (¢,n)+

1. (3.14)
Wegen
<Z¢s ey <h2¢s (X)) - <hz¢s (%)) <Z¢s %0
(% cz»é,w,sn(Xn,i))(hznm,sn(Xn,@-))—(igsg,x,snocn,i))( > ons (%00

i=hn+1 i=1 i=1 i=hn+1

und

hn
Zi:l (bg,z,sn (Xn,i>
sup T <
w€lzo,00) iy 91,8, (Xni)

folgt derweil fiir hinreichend grofe n € N

2 (.0 O¢.,hn
sup  [F5O) (2) — EUO0M) ()]

T€[x0,00)

s | O, () X b s, (Xn)
T€[x0,00) Zi:1¢1zsn( nvl) Z;L;Ll ¢1,Sn(Xn,i)

(Zhi1 5, (X)) (02 01,5, (X))
= sup
relroco) | (S0 éu,s, (X)) (22 61,5, (X))
(s, (X)) (S 1 6150 () |
(Zis 15, (X)) (25-21 01,5, <Xn,z->)

n hn t
> ¢3,z,sn<xn,i>—(zz ;j;( m)> Z o1, (X

i=hn+1 i=hp+1
n
Sip D B, 3 ¢1,sn<xn,i>)
i=hnp+1

2€[20,00) j—p,, 11

1
= sup

Z?:l P15, (Xn,l) z€[z0,00)

1
Sy ¢17sn<xn,i><
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mit einer Wahrscheinlichkeit grofer als 1 — 7. In Verbindung mit (3.12), (3.13) und (3.14) ergibt

sich also

O¢) O¢,hn
sup (nvy) 1/2|an 2 () — Fqgfunt )( )| = op(1). (3.15)
T€E[z0,00)
Wird also der modifizierte Forward-Schéatzer auf die verkleinerte Stichprobe Xi_¢, ..., X}, ange-

wandt, verdndert sich dessen asymptotische Verhalten nicht. Dieser Zusammenhang erleichtert
die folgenden Rechnungen.
Aus der Gleichheit

Fr(quC;)hhn) ZZ]}‘{X > Snun} Z¢2m$n nZ)

j=1liel;
ergibt sich

FyU00 (@) — B0 ()

mn = 76 7hn mn
ST (L4 &) Sier; B o5, (Xna) = Byl (@) S (14 &) Yier, {Xi > Spun)
Zj:l(l + 5]) Zz’elj 1{X; > Spun}
mn - 79t7 n Mn
S & Sier, 05 (Xna) = FALE ™) (@) S0 &5 iy, 14X > Suun)

B T 7 . 3.16
2 (L&) Yier, T{Xi > Snun} (3.16)

aZTz’a & = Op(mn/ ) gilt, folgt

ij Z ]I{Xi > Snun} = (nvn)l/Qng(Cf)l,Sn) + ’l“nP{Xo > sun}|s:5n Z £j

j=1 el j=1
= (nvn)l/QZn,£(¢1,Sn) + OP((nUn)l/Q(TnUn)l/Q)
= (000)Y2(Zng(61.5,) + or (D). (3.17)

Des Weiteren folgt aus Gleichung (3.6), die an(Zn(¥))yea — 0 fast sicher fiir jeden Folgen
an, — 0, n — o0, liefert, und Proposition 2.11

()2 Zo(is,) = Op((nw,)V/?)  fiir i € {0,1}. (3.18)

Demzufolge gilt in Verbindung mit (3.10)

ZZﬂ{X > Sptin} = (0,) 225 (61.5.) + haP{X0 > sun}|ss,
Jj=1li€el;

= hnyP{X0 > sun}|s=s, + (n0,)Y*(Zn(¢1.5,) + 0p(1))
= hyP{Xo > sun}|s=s, + Op((nv,)'?).
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Damit ergibt sich fiir den Nenner der rechten Seite von (3.16) das asymptotische Verhalten

Z(l +&5) Z 1{X; > Spun}t = hpyP{Xo > sunp}|s=s, + Op((nvn)1/2), n — 00. (3.19)
j:1 ielj

Des Weiteren gilt

ngz%xs (Twn)l/ Zn§(¢2x5 +Z£JZE¢230$ Xn,i)lls=s,

j=1 i€l 7j=1 1€l

= (nvn)l/2Zn,£(¢§,;c,Sn) +rnP{Xo > (1 — €)un} Bn(s, 7)|s=s, Z &

j=1
Aus (3.8) und
rP{Xo>(1-¢ un}Z§] Op((rnvn)?(nv,)Y?) = op((nv,)?)
j=1
folgt dann
sup ZSJ D b, (Xni) = (n00) 2 Z, (8h 5.5,) | = op((nvn)?). (3.20)
x€[z0,00) j=1 i€l

Mit den Gleichungen (3.9), (3.16), (3.17), (3.19) und (3.20) ergibt sich folglich

sup | (nua) /2(F; 000 (@) = B0 (@)

N,
z€[x0,00)

(0) Y2 Z (Y o ) — (nvg) 2ELOU M) () 7 (61,5,) + op((nv,)/2)
= sup |(nvy)"/? ~ o S%on ftin SRl
zE€[z0,00) nP{XO > sun}|S:Sn + OP((nUn)l/Q)
g [ Brelhas) — BRI @) Zne(015,) + 0p<1>‘
T€[w0,00) P{Xo > sup}|s=s,/vn + Op((nv,)~1/2)

= sup | Zng(0has,) — B0 (@) Zye(01,5,)| + op(1). (3.21)

xE€[z0,00)

Ferner gilt wegen Proposition 3.5, Theorem 2.8 und (3.15)

n ,0¢,hn n t
SUp | Zne(Sha5,) — ELO) (2) 2, 6(1,5,) — (Z(h ) — FO (@) Z(611))]

T€|z0,00)
< 30 (|Z0e(has,) — 26| + [0 @) Znelors,) - FOI@)Z(0n0)])
TE|[x0,00
< | Zne(850.5,) — Z(0,0.)| + FA20") (20)| Zn(61,5,) — Z(61)]
x€|To,00

+1Z(@11)] sup |ELEYM (2) — FOD (z)]

n,tn
T€[x0,00

= Op(l).
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100

In Kombination mit den Gleichungen (3.15) und (3.21) folgt also
~ B0 @) = (2(0,00) = FO @) Z(61,0))]

()2 (000 () — L
(0)) = (Z(¢h 1) = FO@)Z(61,))]

sup
x€[x0,00)
< sup ‘(nvn)I/Q (B30 () — pUOun)
z€[z0,00) »Un
+sup ) (RS @)~ BLT @)
$€[$07OO) um sUn
= op(1).
() 2% (),
®) herzuleiten, wird

Folglich gilt die schwache Konvergenz Vn§ —
Um das asymptotische Verhalten von V, ¢

Schwache Konvergenz von &;:
zunéchst das asymptotische Verhalten der Multiplier-Block-Bootstrap-Version des Hill-Schétzers

bestimmt.
Setze
Qps = Mn, ! , nE N.
T U+ 6) Sovey, 108X/ (sun)) (X > stin}
Zusatzlich definieren wir
1
On,s ‘=
T Ellog(Xo/(sun)) | Xo > sun)
F— S W{XG > sup}
T Tog (X / (sun) ) I{X; > sun}
hn '
(347(1}‘;) = — >y H{X; > sup} und
7 >ty log (X /(sun))1{X; > sun}

S X > )

alhn) .= ’
> iy log(Xi /i) 1{X; > Gy }
ist asymptotisch vernachlédssigbar: Aus (3.9), (3.10),

(hn)

n,Sn

Die Differenz zwischen &, g, und &
(3.11), (3.18) der Bias-Bedingung (2.26) und Proposition 2.11 folgt ndmlich

D i log™ (X;/(Snun))

Z?;Ll long(Xi/(Snun))
(nvn)l/QZn((bO,Sn) + nE[QbO,s(Xn,O)”s:Sn

(n0a) 228" (d0,5,) + hnEldo,s(Xn0)]ls=s,
(nvn)l/ZZn(d)O,Sn) +nP{Xo > sun}’s:Sna;}s’s:Sn

() 228 ($o.5,) + haP{X0 > stin }s—s, o L]szs,
(o) Y2(Zy(bo,5,) — 2" (b0,5,)) + (0 = h) P{X0 > st }sms, ks,

(o) 22 (0.5,.) + hnP{X0 > stn}|szs, O bls=s,

=1+

— 1+ op((nv,) ™)
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und

S X > St} (002) V228 (f1,5,) + haP{Xo > stn}|e=s,

Yo I{X; > Spun} (nvn)l/QZn(¢1,Sn) +nP{Xy > sup}|s=s,

(nva) V224" (61,5,) = Zn(91,5,)) + (hn — n)P{X0 > sun}|s=s,
(nvn)l/QZn((ﬁl,Sn) + nP{Xo > sup}|s=s,

=1+ op((nv,)™"). (3.22)

)

=1+

Folglich gilt

An,sn 4 _ <Z?1 log™ (Xi/(Sntn)) 1> <Zf”1 1{Xi > Spun} 1)

al'y) S log ™ (Xi/(Sutin) ST I{X, > Spun}
iy logt (Xi/(Snun)) | Xt X > Suun}
S togt (X / (Snun)) S I{X; > Spun)
= op((nvn) ™) (3.23)
wodurch sich
A A n A n dn, n —
Gns, = 0% = Ay (S5 —1) = op((ne) ™) (3.24)
n,Sn

)

ergibt. Wegen Lemma 2.7 gilt also die stochastische Konvergenz dflhgn
wegen den Gleichungen (2.76) und (2.77)

"% «. Des Weiteren gilt

) nP{Xo > stn}ss, + (n00)2Zn(¢1.5,)

Qn, S, - P = (ZS |
»on X > +
" { 0 SUn}|S Sn (nvn)l/QZn( O,Sn)

Qnp s ‘s:Sn

so dass wegen Proposition 2.11, (3.9) und (3.18)

Gns, L nP{Xo > sun}|s=s, + (n0,)?Z,(¢1.5,)

Q. s|s=5,, N nP{Xo > sup}|s=s, + ans|s=s, (nvn)1/2Zn(¢0,Sn)
(nvn)Y2(Zn($1,5,) — Onsls=8, Zn(d0,5,))

nP{Xo > sup}s=s, + nsls=s, ()2 Z,(¢0,s,)

= OP((nvn)_l/Q)

gilt. In Kombination mit (3.23) folgt

d(hg) d(hg) b g b s @(hg)
n,0n 1= An7 n 1) ( n,0n o 1) + n,0n -1 4 An7 n_ 1= OP((’I’L’Un)il/Q)
an,s|s:Sn Qn S, an,s’s:Sn Qn s|s=9, Qn S,

(3.25)
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Aus der Gleichheit

hn,
nSn Zlog (Xi/(Spup)) = Z]I{Xi > Spun}
i=1

Jj=1liel;
ergibt sich

Ak A (hn)
an’sn - aTL,Sn

S+ &) Ty, H{Xo > Sy} — 645 S (14 &) Ty, log™ (Xi/ (Snun)
Z;‘n:nl(l +&5) Zielj log™ (Xi/(Snun))
ST & Sier, M{Xi > Spun} — ') ST €5, log ™t (Xi/ (Spun))

Nun gilt fiir Zahler der rechten Seite von (3.26) wegen (3.6), (3.9), (3.25), Proposition 3.5,
Z L& = Op(m 1/ 2), dihgi "%« in Wahrscheinlichkeit und r,v, — 0 die stochastische
Konvergenz

) V(S S > Syd 608 D06 o (XS

j=1 icl; j=1 iel;

= Zne(dr,s,) — &) Z, e(d0,s,) + (o) 2N raP{Xo > sun}lses,

j=1
+ () 268 N € Bllog (Xo/ (sun))] 5=,
j=1
. e am)
= Zng(61,5,) — A% Zngl0:5,) + (00n) 2 P{Xo > sunbloms, 3 & (1+ P )
j=1 n,s|s=5n
Zne(drs,) —al "i Zne(d0,5,)
~(hn
1/2 (hn P{ X0 > sun}|s=s, m\/? 0‘1(1 Si
+ (rnP{Xo > sun}|s:sn) ( - ) ny( )

n—>oo

Z(p1,1) — aZ(o,1)

da Eflog®(Xo/(sun))]/P{Xo > sun} = a,L. Fiir den Nenner der rechten Seite von (3.26)
gilt wegen den Gleichungen (3.6), (3.9), Proposition 3.5 und den stochastischen Konvergenzen

— — _ _ n—oo . .
apLls=s, =3 o~ und m;;! > & — El&] = 0 die stochastische Konvergenz

Mn

(noa) ™'Y (1 4&) Y log™ (Xi/ (Snun))

j=1 icl;

= ()2 (2 (0.5,) + Znel00,5,)) + ()™ Bllog (Xo (s acs, (ha+ D €572

j=1
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()12 ( () hn P{X0 > sun}ls=s, 1 Zm" |
= (7’L’Un) (Zn (¢015’n) + Zn,§(¢0,sn)) + no an,s|S:Sn 1+ my, g]
n =

n—oo 1]
—r

In Verbindung mit (3.24) und (3.26) gilt dann die stochastische Konvergenz

(nvn) V(& 5 — ns,)
o ~(hn ~(hn ~
= (nv) Y2855, — G4'5)) + (nva) Y2 — G s,)
_ Mn ~ (hn Mn
(non) V2 (E7 & Cier, T{X > Suun} — al'g) S0 & e, log™ (Xi/ (Saun))
(nvp)~t Z;‘nznl(l + &) Zie]j log™ (Xi/(Snun))
+ (o)) — ans,)
_ ()
= an,s‘s:Sn (Zn,§(¢1,5n) 04n7gnZn,§(¢0,Sn) + OP(l)

nj)o OéZ(¢171) — OJQZ((ﬁo’l). (3.27)

Des Weiteren ergibt sich mit Hilfe des Lemmas 2.7 dann die stochastische Konvergenz

(nvn)I/Q(@Z,Sn —a)= (nvn)I/Q(dz,Sn - dn,Sn) + (nvn)l/Q(dn,Sn —a)

" 2(aZ(d11) — a?Z(¢o,1)). (3.28)

Da &;, = &;, ¢ mit einer gegen 1 konvergierenden Wahrscheinlichkeit gilt, bleiben die stochasti-
schen Konvergenzen in den obigen Gleichungen (3.27) und (3.28) auch dann giiltig, wenn &;,

durch & ersetzt wird.

Schwache Konvergenz von Vrfbg : Wir wenden den modifizieren Backward-Schéitzer auf die Be-

obachtungen Xj_¢,..., X}, an:
Zhn Xy &n]l{X'/X' >y, Xi >}
FOOu) )y =LK i/ Xiot >y, Xi > Uy,
n,Un L .

S X > G}

Auch hier bleibt das asymptotische Verhalten des Schétzers unverdndert, wenn nur die ersten

hn + t Beobachtungen verwendet werden. Wegen der Gleichung
<zn: (Xz‘ft)d"]l{ X; >y, X; > S’nun}> <§:]I{Xi > Snun}>
=N X Xi—t P
- <hzn (Xi_t>&n]1{ X >y, X; > Spu }) <i]l{X- > Spu })
Xi Xiy T P oo

i=1

— <_Z (X)z;t)@n]l{X)it >y, X > Snun}> (gﬂ{Xi > Snun}>
(X

=1

n

)@"]1{X)fit >y, X; > Snun}> < 31X > Snun})

i=hnp+1
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gilt namlich fir hinreichend grofe n € N

sup (nvn)?[ES (9) = B ()

n,ln n,Un,
y€[yo,00)
N, X N 6 X,
( : t)a ]l{ - >ani>Snun}
— sup (nwg)V/?|i= Xi Xit
Y€[Yo,00) ! > H{Xi > Shun}

=\ X Xit
S 1{X; > S}

n Xi—t\o_( X;
Z ( t) ]1{ >y7Xi>Snun}

3 (B 1 Ky x> s

i=hmt1 N Xi Xi—t
Z?:l ]l{XZ > Snun}

;;an (Xi*t)&n]l{ Xi >y, X; > Snun} i 1{X; > Spun}

< sup (nvp) 12
Y€[yo0,00)

+ sup (nw,)Y/? X Xit i=hntl
n
y€[yo,00) Z?Ql 1{X; > Spun} Yo {X; > Spun}
n Xift)d" X
]1{ > Yo, X; > S, }
'=hZ 1 ( Xi Xit Yo, i ntin
= (nuy,) /2| =t (3.29)
Z?:l 1{X; > Spun}
hn X 4\ Gn X n
Z ( ! t) ]1{ ! > y(),XZ‘ > Snun} Z ]I{Xi > Snun}
() /2|21 Xi Xit i=ht 1
" SV 1{X; > Spun) S 1{X; > Spun)

mit einer Wahrscheinlichkeit grofer als 1 — 7.

Die rechte Seite obiger Gleichung (3.29) konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen 0, wie wir
im Nachfolgenden sehen werden. Man beachte hierfiir, dass fiir hinreichend grofse n € N die
Gleichungen &) = 64:;7 S, und &, = Gy,g, mit einer Wahrscheinlichkeit 1 — 7 gelten. Aus dem
Beweis von Theorem 2.8 lésst sich entnehmen, dass auf dem Ereignis {X;_;/X; € (0,yy 1} mit
einer Wahrscheinlichkeit grofser als 1 — 7 die Ungleichung

Xi—t Gn,Sp Xi—t @ Xi—t « Xi—t R R 9
‘( X, ) ( X, ) ( X, ) 5\ X, (n.5, = @)| < Clan,s, — ) (3.30)

fiir eine Konstante C' > 0 gilt, die lediglich von «, yp und € abhéngt. Mit den Bezeichnungen

X_\@ X
Cn(s,y) :E[<7t> ]I{X—O >y, Xo >sun} ’ Xo > (1—6)un} und
0 —t
X_t a X_t Xo
Dutsn) = B () low (S) {55, > 0 Xo > s} | X0 > (1= 9
(s,v) X, og X, X, >y, Xo > su 0> (1—e)u

folgt dann fiir den Zahler von ﬁ’(b’et)(y)

n,Un

n

Xift)é‘”vsn X;
]1{ >y, X; > S }
;( X, X, Y, Aq nUn
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Zﬂ; (( ) (X)Zt)alog (X;(:t) (G, — a))]l{X)it >y, X; > Snun} + Rn(y)

= ()2 (Za(h .5,) + (Gns, — ) Zn(@h5,) ) (3.31)
+nP{Xo > (1 = &)un}(Dn(s,y) + Cnls, y))ls=s, + Ruly)

mit

s [Ra(u)] < Clans, —aP S t{

Y€[yo0,00) i=1

X;> 8 un} — Op(1),

wobei sich die stochastische Beschrénktheit des Terms sup,cyo o) [£2n(y)| wie folgt erklért: Nach
Lemma 2.7 gilt (dn.s, — a)? = Op((nv,)™t). Des Weiteren kann zu jedem § > 0 ein M > 0

derart gewahlt werden, dass fiir hinreichend grofes n € N

P{zn;]l{X)fit > yo, Xi > Snun} > Mm)n} Mm [Zn{x > (1 —5)un}}

_ P{Xo > (1—¢e)u,}

Moy,
< 0. (3.32)
Auf analoge Weise erhélt man
b X \oms [ X
i—t ) % Sn i
3 () 3 o v s
= (non) (20 (68 .5,) + (G, — )28 (Bhy5,)) (3.33)
+ hn P{Xo > (1 = £)un}(Dn(s,9) + Cn(s,9))|s=s, + RS (y)
und

n

X\ %50 X
3 ( — ) ]1{XH >y, X; >Snun}

()

i=hn+1
= (nvn)1/2 (Zn(gbg,y,sn) - Zv(mhn)( g,y,Sn) + (dn,Sn - a) (Zn(gi)i,y,sn) - Zr(bhn)(gi)iy,sn)))
(3.34)
+ (n - hn)P{XO > (1 - E)un}(Dn(Say) + Cn(S, y))’SZS’n + Rn(y)
mit
(hn) A 2 . X _
sup R ()] < Clan,s, — ) 3 1{ =5 > 5, Xi > Syun | = Op(1),
y€lyo,0) = X

sup ‘Rn(yﬂ < Clby,s, — a)? Z ]l{

X; > Snun} = Op(rp/n) =op(1),
Y€[yo0,00) i=hn+1
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da sich mit analogen Rechnungen wie in (3.32)

n

X.
1 “> 9, X > Spun ¢ = Op(ravy)
ihznzﬂ {X- } P

11—t

ergibt.
Nach (2.85) und (2.94) sind die fast sicheren Konvergenzen

sup  |Cu(s,y)|s=s, — (1 — €)*E[O%,1{1/6_, > y}]| =30, (3.35)
Y€[yo,00)
?m)]DA&y>ssn—(l—eWEWGZAmﬂGﬁﬂ{v®t>yﬂ =30 (3.36)
Y€[Yo,00

n—oo

erfiillt. In Kombination mit (3.34), (3.10) und r,v, — 0 folgt also

n

Xi_t\Gn.5n X;
sup Z < . t) * ]l{ . >y,XZ->S’nunH:0p(1).
Y€[yo,00) i=hn41 Xi Xi—t

Ferner gilt wegen Proposition 2.11, (3.9) und Z,(¢1.5,) = Op(1)

P{Xy > sup}|s=s,
Un

(nvyp) /2 Z 1{Xo > Spun} = Zyn(or,s,) + ( )1/2(nP{X0 > sun }szsg, )12

i=1
= Op((nva)'"?)

so dass der erste Summand der rechten Seite von (3.29) gleich op((nv,)~'/?) ist.
Nach Gleichung (3.22) gilt

1/2 2izhy 1 1H{Xo > Spun} = (nv )1/2 <1 _ Z?;Ll 1{Xo > Spun}

Yo 1{Xo > Spun} S Xy > Snun}) = OP((nvn)’l/Q).

(nvy,)

Da nach Gleichung (3.33)

hn

Xi—t\on_ [ X
]1{ X, > 8 } -0
; ( X, ) X, > Yo i > Opln P(nvn)

und nach Proposition 2.11, (3.6) und (3.9) die fast sichere Konvergenz

nuy,

hn
(nvn) ™ Z H{X; > Spup} = (nv,) 220" (41,5,) 1

=1

gelten, ergibt sich

Xit
i

hn dn X’L
Z ( ) ]1{ > y07Xi > Snun}
-1\ X

Xt
S 1{X; > Sy}

= 0p(1).
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Demzufolge ist der zweite Summand der rechte Seite von (3.29) gleich op((nv,)~/?). Folglich
gilt

sup  (no) 2| E8O0 () — FOO ()] = op (1), (3.37)
y€[yo,00)

so dass

(n) V2 (F8O0) (y) — B0 ()} = (nv,) V2 (FC) () — F20O0 () 4 0p(1)

n,Un n,Un

gleichméfig in y € [yo, 00) gilt. Wird also der modifizierte Backward-Schétzer auf die verkleiner-
te Stichprobe Xi_¢,..., X}, angewandt, verdndert sich dessen asymptotisches Verhalten nicht.
Dieser Zusammenhang erleichtert die nachfolgenden Rechnungen.

Fiir hinreichend grofe n € N folgt nun

(o) V2 (B 090(y) - Sy

= ()12 {iu re) Y () 25 sy x> S ) (3.38)
j=1 iel; : ot
nbucjt, Z 1+&) 1{X; > Snun}}/[(m;n) Z 1+&)) 1{X; > Snun}]
j=1 i€l; J=1 i€l

mit einer Wahrscheinlichkeit grofer als 1 — 7. Der Nenner der rechten Seite obiger Gleichung

(3.38) erfiillt wegen (3.19) und der fast sicheren Konvergenz in (3.9)

(nvy) i(l +&5) Z 1{X; > Spun} = 1+ Op((nv,)~/?). (3.39)
j=1 i€l

Mit Hilfe der Gleichheit

nbuft,hn Z]l{X > Spun} = Z(

An,Sn
) X/ Xi—e >y, X; > Spun}

lasst sich der Zahler der rechten Seite von (3.38) schreiben als

)= )13 () (B Y5 > > s
v)_l/ZZSjZ(

j=1 i€l

() ESE I () 35 6 X, > S,,).

j=1 1€l

i—t\ %n,5n X
]1{ >y, X; > 8 }
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Analog zu (3.30) kann auf derselben Ereignismenge {X;_¢/X; € (0,y; ']} die Ungleichung

Xi—t\ s, X\ @ X\ @ Xii\ . ) )
(5 (5 (s o <t -

mit einer Wahrscheinlichkeit grofer als 1 —7 fiir hinreichend grofie n € N gefolgert werden. Damit
folgt

An(y) = (nw,) "2 i (%)alog (X)i,_‘t)(ézz,sn — olmsn)ﬂ{XXZ >y, X; > Snun} (3.40)
i=1 ! !

i—t
00306 3 () (5 o8 (B @, — 0s)
j=1 i€l ‘ ‘ '

>

X ]l{Xi ; >y, X; > Snun}

— () VI () S5 6 S K > Syun) + Falo)

j=1 i€l

mit

h
z . n Xz
sup (R < () 2O, — s D15 > 0 X > S

y€lyo,00) ’ i—t
X, > S un}D

=1

+C(ah g, —a) ‘Z@Z {

j=1 i€l

= Op((nvy)~'/%),

wobei sich die stochastische Ordnung von supyey, o) |]-:€n(y)| wie folgt erklart: Nach den Glei-
chungen (3.27) und (3.28) gilt stets (d;, 5 — Gns,)? = Op((nv,)™1) und (G5, — a)? =
Op((nv,)™1). In (3.32) hatten wir festgestellt, dass

hn

Z]I{XX; > yo, X; > Snun} = Op(nvy,)

i=1

gilt. Des Weiteren kann zu jedem § > 0 ein M > 0 derart gewdhlt werden, dass

P ey

j=1 1€l

an “ZQZ]I{X > 1—5)%}]
j=1 1€l

mprn P{Xo > (1 — )uy,}
< Vo, Ef|&1]

X; > 5 un}‘ > Mm)n}

<0

fiir hinreichend groftes n € N gilt.
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Ferner ist aus dem Beweis von Theorem 2.8 die stochastische Konvergenz (2.86) bekannt:

n X\ @ Xi_ X;
("””)Az:( Xt) log( X-t)]l{X- LUk S”“”}
i=1 (2 K3 11—

sup
Y€[yo,00)

n—oo
0

— E[0%1log(®_)1{1/0_; > y}]

In Kombination mit (3.27) ergibt sich fiir den ersten Summanden der rechten Seite von (3.40)

sup
Y€[Y0,00)

h
- Xi— @ Xi— A% A X7'
(nvn)—l/2 Z ( X.t) log ( X~t> (Oén,Sn — an,Sn)]l{X_ 5 >y, X; > Snun}
i—1 7 7 i—

+ Ellog(0,)1{0; > y}](nv,) /(4 5, — én,s,)

= op(1). (3.41)

Des Weiteren gilt

Z@Z(

7=1 1€l

Xy X;
log (S ) 1{ 5 > 95 > S}
z> 0og X; Xz'—t>y i > Onln

= (n0n)"? Zng(Bh 4 5,) + aP{Xo > (1= )un} Y &D(5,y)]s=s,.
Jj=1

Aus der reguléren Variation von Xo, der stochastischen Konvergenz (3.36), >, {5 = Op(m Y 2)
und r,v, — 0 fiir n — oo folgt

rmP{Xo>(1—¢ un}Zg] 5, 9)|s=s, | = Op((nvp) 2 (ravn)'/?) = op((nun)'/?).

7j=1

sup
Y€[yo,00)

Demzufolge gilt

Z@Z(

i€l

sup
Y€[yo,00)

) R > e S - 00 )

= op((nva)?)

und wegen &, g — Gn,s, = Op((nv,)~1/?) also

sup
y€[yo,00

Z@ 5 () o (51 (@05, — dns )1 5 > X > Syua)

Jj=1 i€l; Z

— (nva)Y2 (a5, & s, — On5,) Zng(dhys,)| = op(1).

Ferner gilt

o X
]1{ Ly X > S }
X, ) X, > Y, Xi > Onln

Z@Z(

= i€l
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mn
= (nUn)1/22n7£(¢§,y,sn) +rnP{Xo > (1 —€)un} Z{jC(s, Y)ls=5,-
j=1

Aus reguldren Variation von Xp, der stochastischen Konvergenz (3.35), >0 §; = Op(m 1/2)
und r,v, — 0 flir n — oo folgt dann

sup |rpP{Xo > (1 —¢) Un}Z§] (8, Y)|s=s5. OP((nUn)l/Q(Tnvn)l/2) = OP((Twn)l/z)-
Y€[yo,00) j=1
Demnach gilt also
Mn XZ
w1363 (B 0 > 0.0 > Suwn s — (000)' P 2 (6.5, | = 0p((00)'12)
YE[yo,00 j=1 icl; Z i—t
Damit erhalten wir fiir den zweiten Summanden der rechten Seite von (3.40)
S Xio\@ | (Xic\@,  (Xi
—-1/2 ) i—t i—t i—t\ /A% A 49
oS (5 () (s -as) 0

7j=1 ’ie.[j

X
< 1{ =5 >y, X > Suttn | = Zug(6hys5,)| = or (D).
i—t

Fiir den dritten Summanden der rechten Seite von (3.40) folgt aus (3.17)

sup (nvn)_l/Qﬁ’r(:it’h" Z@Z]l{X > Spun} — Fnbu(jt’h"( )Zn.e(91,5,)
y€[Yo,00) j=1 ielj
= Fe ™ o) sup ()26 DT UG > Suwn} — Zue(ds,)
Y€[yo,00) j=1 i€l;
=op(1). (3.43)

Aus Proposition 3.5, den Gleichungen (3.27), (3.37), (3.38), (3.40), (3.41), (3.42), (3.43) und

(3.39) folgt dann insgesamt die stochastische Konvergenz

sup | (nva) (B0 (y) — B 099 ()

Y€[y0,00) o
- (Z(¢g,y,1) — FO) () Z(¢11) + (0®Z(¢o,1) — aZ($1,1)) E[log(©,)1{O; > ?JH)'
< sup (o) 2(EST) = B0 )|
Y€E(yo,00) o "
+ sup|(nvg) 2 (B0 (y) - B899 ()
y€[yo,00)
- (Z(¢§,y,1) — FOY ) Z(¢r1) + (*Z(¢o,1) — aZ(h1,1))Ellog(0,)1{O; > yH)‘
200. (3.44)

a
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3.3.3. Beweis von Theorem 3.3
Sei B, die Menge aller [0, 1]-wertigen Abbildungen auf 7' x [a, 00).

Nachweis der Konvergenz in (3.3): Sei g € BL1(T X [zg,00)) und h € By, beliebig gewéhlt.
Sei des Weiteren gj, : [°(®*) — R eine Abbildung mit der Abbildungsvorschrift

31(2) = 50((=(65.0) = b6, 2)2(61.0) 16000

Die Abbildung g, ist wegen g € BL1(T X [z, 00)) betragsméfig durch 1 beschréankt. Ferner folgt
aus der Lipschitz-Stetigkeit von ¢

sup [gn(2) — gn(2)|
hEBwO

1
<5 o 1(2($5,0,1) = 2($5,2,1) — Rt 2)(2(1,1) = 2(61,1))) (t2)r0.00) 1T [0.00)

1
2 (H( <¢2x 1 (‘bg,x,l))(t,x)ETX[zo,oo)HT><[xo,oo)

+ [[(h(t, ) (2(d1,1) — 2(61,1))) (t,0)Tx [w0,00) | T x [0,00) )
(”( (¢§,x,1) (¢2w 1)) t,x)ET X [x0,00 ||T><[3:0,oo)
+ [1((2(¢1,1) = 2(61,1))) (t,0)Tx [w0,00) | Tx [0,00) )

M\»ﬂ

fir alle z,z € [*°(®*), so dass g, € BL1(®*) fir alle h € By, gilt. In Verbindung mit der

Konvergenz in (3.1) und h, (Féfui)t)( 7)) (t2)eT x[wo,00) € B, fast sicher folgt damit
Eelg((Zpe(dh, 1) — FV9Y ()2, _ Elg(v®
gGBLl(SIl“lS[mO,oo))| 5[!](( 7§(¢27 ,1) n,ln (CC) a§(¢171))(t,x)eTX[mo,oo))] [g( )H
= swp|2B¢[Gn, (Zng)] - Ela(VI)|
gEBLl(TX[xO,oo))
< sw ([2E[5u,(2)] - Blo(VU)]| + 2| Be[gn, (Zn)] — ElGn, (2)]])
gEBLl(TX[xQ,oo))
< Elg((2(¢} ) — F\9 _ Elg(v®
gEBLl(Sil"lf[mo,oo))‘ [9((Z(¢5,0.1) = Fola. " (@) Z(611)) oy e ag o)) ) — Elg(VI]]
+ sup 2|Be[gn, (Zng)] — Elgn.(2)]]
gEBLl(TX[xD,oo))
= OP(I)v

wobei im letzten Schritt die Beschréanktheit und gleichméafige Stetigkeit von g ausgenutzt wurde,

die sich aus der Lipschitz-Stetigkeit ergibt:

(f O¢)
QGBL1(STI}>E)[1‘O,QO))} [ (( (¢2z1) nun ( )Z(¢1’1))(tyiU)ETX[ﬂ),oo))] —E[g(V(f))H

= sup |E[g((2(¢h,.1) — (F©O)(x) + 0p(1))Z (01,1)) (1 2yetx 000 ))]—E[Q(V(f))]\

gEBL1 (T X [z0,00))

=op(1).
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Die stochastische Konvergenz (3.3) folgt nun, wenn

Ee[9((Zne(dhpr) — ELO (@) 2, — Ecfg(VID)]| = op(1
gGBLl(STElf[zo,oo))| 5[9(( ,£(¢2, ,1) nun ( ) vf(¢171))(t,x)eTX[mg,oo))} dg( n,& )H OP( )

gilt. Nach (3.15) und (3.21) gilt

0
sup [V (t,2) = Zne(h,5,) + F0D (2) Zog(615,)] = op(1).
(t,x)eT X [x0,00)

In Kombination mit Proposition 3.5 folgt dann insbesondere

,©
sup \v(f) ) = Zng (0 0) + ESO) (@) Zo e (61,)]
(t,x)eT X 20,00

e
< sup V() Zog(dh,s,) + 0 (@) Zoe(ns,)]
(t,x)eT X [20,00)

2 7@
+ o osup | Zue(@has,) — Zne(dh ) = B0V (@) (Zue(b1.5,) — Zug(d11))]
(t,x)eT X [x0,00)

< swp V(L) Zug(dhas,) + FLO (@) Zog(dr,s,)]
(t,x) €T X [20,00)

@
+ o osup | Zng(@has,) = Zng(dhpn)| + FO) (20)| Zog(61,5,) — Zng(61)]
(t,x)eT X [x0,00)

= 0p<1).

Demnach gilt

sup |Ee[9((Zng(dh,01) — ﬁrgfé?t)(x)Zn,g(cbm))(tﬁw)eTX[xO’oo))] - Eg[g(vn(’l?)”
gEBL1 (T x[0,00))

< E} s Zne(dhy 1) — FVO) (27, e }

g[geBLl(;fmm))‘g(( £(@501) = Fla () Zne(01,1)) 1y e g 00)) — 9 mg)‘

< E { sup
(t,2)eT X [20,00)

2 79
Zug(har) = F @) Zug(d10) = Vo2 x))]
= OP(I)v

wobei Eg die dufere bedingte Erwartung gegeben (X, ;)1<i<n bezeichnet. Insgesamt ergibt sich

also

sup | Belg(V)) — Elg(vD)]| "= 0
gEBLl(TX[IQ,OO))

in auBerer Wahrscheinlichkeit.

Nachweis der Konvergenz in (3.4): Sei g € BL1(T X [yp,00)) und h € By, beliebig. Sei des
Weiteren fiir z € [°°(9*)

Ru(2) = (2(h 1) — h(t.2)2(611) — Ellog(@)1{8¢ > y}](0z(d1.1) — ®2(00.1))) (107c(00.00)-
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Wir definieren dann zu g und h die Abbildung gy : 1°°(®*) — R mit

1

gn(2) == gg(Rn,h(z)),

wobei d := 2 + (o + a?)M und M := maxer |E[log(©:)1{0; > yo}]|. Da g € BL1(T X [yo,0))
gilt, ist |gn| < 1. Aus der Lipschitz-Stetigkeit von g folgt

sup |gn(z) — gn(2)|

heBy,
< sup ||Rn7h(2) - Rn h( )||T>< [y0,00)
hEByo
g Seup (H( ¢3y, ¢5y, )) ty)eTx[yo,OO)HTX[yo@O)
By,
+ || (h(t, y)(2(d1,1) — Z(¢1, 1))) (t.y)ET X [yo,00 HTX[ym )
4 H(aE 10g(01)1{O¢ > y}](2(61,1) = Z(61,1))) (1yyerx o 00) 1T o 00)
+ H (a2E [log(©)1{0; > y}|(2 (¢0,1) — Z(¢o, 1))) (t,y)ET X [yo,00) HTX[y(), ))
2(2 + (a+ a®)M)
= llz = Zlle-

fiir alle 2,2 € [°°(®*), so dass gn, € BL(®*) fiir alle h € By, gilt. Des Weiteren gilt h,, =

(ﬁ;gb;;jt)(y))(t,y)ETX[yopo) € By, fast sicher. Mit Anwendung von (3.1) ergibt sich damit
sup | Eelg(R,y 1, (Zne))] = Elg(V))|
9€BL1(TX[y0,00))
= sup 12E¢ g5, (Zne)] = Elg(V®))|
9EBL1(Tx[yo,00))
< sw o (12B[5,(2)] - ElgVO)]| + 2| Be (g, (Zn)] - Elg, (D))

gEBL1(T'%[yo,00))

S sup 1E[g((Z(¢54,1) — T(Lbu(jt)( )Z(¢1,1)
geBLl(TX[yo,OO))

~ Ellog(©)1{6: > y})(@Z(#1.1) = a*Z($0.))) )erx an.00))] ~ B9V

+ sup 2| E¢ [, (Zng)] — Elg5,(2)]|
9€BL1(T x[yo,00))

= OP(l)v

wobei im letzten Schritt die Beschranktheit und gleichméfige Stetigkeit der Funktionen g €
BLi(T x [yo,00)) ausgenutzt wurde. Aus der Gleichung (3.27) ergibt sich

(nvn )1/2( Qn s, — n,s,) = aZn,§(¢1,Sn) - azzn,ﬁ(ébo,sn) +op(1).
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In Kombination mit (3.40), (3.41), (3.42) und (3.43) ergibt sich dann

b =(b,0¢
sup VUt y) — Zug(Shy5.) + EV00 (4) Zne(1,5,)
(t,y) €T X [y0,00)

— E[log(0)1{6; > y})(aZn¢(d1,5,) — a*Zne(do5.))| = op(1).

Bezeichne fiir (¢,y) € T X [yo, 00)

VUt y) = Zne(hy1) — FOo? () Zng(10)
Elog(0)1{0 > y}|(aZne(d11) — o* Zng(do,1))-

Durch Anwendung von Proposition 3.5 folgt insbesondere

sup [V (t,y) — VOt
(t,y) €T % [yo0,00)

< sup o (VO y) — Zue(@hys.) — V) (4) Zog(01,)

(t.y) €T x[yo,00)

+ Ellog(0)1{6: > y}](@Zne(1,5,) — 0*Zng(dv.s,)
b @t)

+ sup Zne(95y5,) — Zne(@sy1) — Ffwn Y) (Zne(d1,5,) = Zne(d1,1))

(ty) €T x[yo,00)

+ Ellog(0)1{0: > y}](a(Zne(61.5,) = Zne(@11) = 0*(Zne(605,) = Zne(0.))))|
(

b =(b,©
VOt y) = Zug(hys,) — FO) () Zoe(d1.5,)

< sup
(t,y) €T X [yo,00)

+ Ellog(0)1{O: > y}](aZne(@1,s,) — a*Zng(do.s,)

b,0+)
+ sup Zn,£(¢§,y,3n) - Zn,é(Q%,y,l) + F( ) yO)‘Zn,£(¢1,Sn) - Zn,£(¢1,1)|

(t:y)E€T X [yo,00)
+ E[log(0)1{8: > yo}] (0l Zne(é1.5,) = Zne(@10)] + 0% Zng(90.5,) = Zne(0.)])

=op(1).

Demnach gilt also

s Bl - Bl < Be| s o) - g(vﬁgm]
gGBLl(TX[mo,OO)) gGBLl(TX[I(),OO))
< Eg[ sup ‘V(b ~n(b£) (¢, y)‘]
(tzy)eTX[y():
=op(1).



Kapitel 4.
Simulationen

In diesem Kapitel wird in einer Simulationsstudie untersucht, inwieweit sich die Forward- bezie-
hungsweise Backward-Schéitzer beim Einsetzen von Ordnungsstatistiken gegeniiber dem Einset-
zen von theoretischen Quantilen als Schranken unterscheiden. Geschétzt wird hierbei mit Hilfe
des Survival-Forward-Schétzers (SFS)

1 W Xy /| X5| > ) | XG| > u}
> i W Xi| > u} ’

und des Survival-Backward-Schétzers (SBS)

r €R,

R (@) = =

S X [ X > 2| X > )

> {1 Xi| > u} ’
SBR[ X < 2] X > )
o | XG| > u} ’

wenn x > 0,

E0 (@) =

1— wenn z < 0,

mit n
A Y iy H{IXi] > u}

Qp = n )
i log (| Xl /u) 1{| X > u}
die Wahrscheinlichkeit P{©; > =z} fiir verschiedene Lags ¢ € N und verschiedene Argumente

x € R, wobei fiir die Schranke u theoretische Quantile der Form F&|(1 — k/n) und die entspre-
chenden Ordnungsstatistiken | X|,,_g., verwendet werden. (Hierbei bezeichnet F&| die Quantil-
funktion von |Xo| und |X|,—g. die (k + 1)-grofte Ordnungsstatistik von |Xi],...,|X,|.) Das
Hauptaugenmerk dieser Untersuchung liegt auf dem statistischen Vergleich der Schrankenwahl -
theoretisches Quantil versus Ordnungsstatistik - fiir die einzelnen Schétzer. Ein ausfiihrlicher Ver-
gleich zur Performance der Forward- und Backward-Schétzer wird in Davis et al. (2018) erbracht.
Um die Présentation iibersichtlich zu halten, prasentieren wir in diesem Abschnitt lediglich die
Simulationsergebnisse zum Lag ¢ = 1 und Argument = € {1/2,1}. Weitere Simulationsergebnisse,

die insbesondere hohere Lags aufgreifen, sind im Anhang C angegeben.

4.1. Zeitreihenmodelle

Wir betrachten im Folgenden zwei Zeitreihenmodelle, die vor allem bei der Modellierung von
Finanzzeitreihen beliebt sind. Da Finanzdaten wie beispielsweise Renditen von Kapitalanlagen

insbesondere negative Werte umfassen, sind die verwendeten Zeitreihenmodelle reellwertig.

115
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Das erste Modell ist das sogenannte GARCH(1,1)-Modell, welches aufgrund der geringen An-
zahl an benotigten Parametern in der Praxis hdufig Anwendung findet. Hierbei steht das Akro-

nym GARCH fiir generalized autoregressive conditional heteroscedasticity.

4.1.1. GARCH(1,1)-Modell

Eine strikt stationére Zeitreihe (X¢)iez heibt GARCH(1,1)-Zeitreihe, falls fiir gewisse Parameter
Qp, 01 € (0,00), /81 € [0700)

X; =04 und 0? = qp + Blag_l + oletQ_l = qag + 0,52_1(51 + 0416%_1), teZ,

gilt, wobei ¢, t € Z, unabhéngig und identisch verteilte Residuen sind, die stochastisch unab-
hingig von (X;—;, 0¢—;)ien sind. Die Existenz einer strikt stationdren Losung und ihre regulére
Variation wird in Theorem 3.1 von Basrak et al. (2002) unter geeigneten Bedingungen sicherge-
stellt. Nach Theorem 8 von Lindner (2009) (urspriinglich Boussama, 1998, Théoréme 3.4.2) sind
GARCH(1,1)-Zeitreihen unter schwachen Bedingungen an £(e;) insbesondere S-mischend.

In den nachfolgenden Simulationen setzen wir oy = 0,1, a; = 0,14 und pB; = 0,84. Ein
Wert von «; + (1 nahe 1 ist sehr hdufig bei GARCH(1,1)-Modellen zu beobachten, die sich aus
einer Modellanpassung fiir reale log-Renditen ergeben, und geht in der Regel mit schweren Tails
einher. Wir werden zwischen standardnormalverteilten Residuen und standardisierten t-verteilten
Residuen mit 4 Freiheitsgraden unterscheiden. Im ersten Fall sprechen wir dann vom nGARCH-
Modell und im zweiten Fall vom tGARCH-Modell. Die regulér variierende GARCH(1,1)-Zeitreihe
(X1)tez besitzt mit dieser Parameterwahl einen numerisch bestimmten Index von nédherungsweise
£ =4,02 im nGARCH-Modell und £ = 2,6 im tGARCH-Modell.

Die eindimensionalen Randverteilungen des Spektralprozesses (0, )z lassen sich mit Hilfe des
Abschnitts 5.3 in Ehlert (2010) konkretisieren. Nach Ehlert (2010, Seite 93) gilt im Fall von

standardnormalverteilten Residuen ¢, t € Z, die Darstellung

ot
L(©y) =L (éé [Tt + ﬁ1)1/2> (4.1)
i=1

fiir alle t € N, wobei die Zufallsvariablen &;, ¢t € Ny, stochastisch unabhéngig sind und bis auf
€y dieselbe Verteilung wie €1 besitzen. Ein Vergleich mit Janfen (2010, Kapitel 3) zeigt, dass
Darstellung (4.1) auch fiir allgemeinere Residuen ¢, t € Z, giiltig ist, die eine positive, stetige und
symmetrische Dichte besitzen. Die Zufallsvariable £y ist symmetrisch um 0 verteilt und besitzt
nach Lemma 6.1 von Ehlert et al. (2015) die Dichte h : R — [0, 00) mit

hla) = gla) ok
z) = g(x) =%,
P Blleof]
wobei g die Dichte von £; bezeichnet und & der Index der reguléren Variation von (Xj)sez ist.

Ein konzeptioneller unterschiedlicher Ansatz zur Modellierung einer Zeitreihe ist es, die ein-

dimensionalen Randverteilungen und die Abhéngigkeitsstruktur ebenjener Zeitreihe selbst vor-
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zugeben. Wir schrinken uns dabei auf die Konstruktion von strikt stationdren Markov-Ketten
(Xt)ten ein, da deren Abhéngigkeitsstruktur vollstdandig durch £(Xy, X1) festgelegt wird. Die
Abhéngigkeitsstruktur zwischen Xy und X; wird im Folgenden anhand von sogenannten Copu-

las vorgegeben.

4.1.2. Copula-Markov-Modell

Eine Copula C' beschreibt eine multivariate Verteilungsfunktion, deren eindimensionalen Margi-
nalverteilungen der Gleichverteilung auf dem Intervall [0, 1] entsprechen. Nach Sklars Theorem
(Riischendorf, 2013, Theorem 2.1) existiert zu jeder Verteilung £(Xo, X1) eine eindeutig be-

stimmte Copula C', so dass
FEoX0) (g0 21) = C(FX0) (20), F¥) (21)), (20, 71) € R?,

gilt. Wir bezeichnen dann die durch die Marginalverteilung £(Xp) und die bivariate Copula
C festgelegte Markov-Kette (Xy)iez als Copula-Markov-Zeitreihe. Eine solche Copula-Markov-

Zeitreihe ist reguldr variierend, wenn

e die eindimensionale Marginalverteilung £(Xy) absolut stetig, regulér variierend sowie die

sogenannte Tail-Balance-Bedingung

P{X
lim {0>u}_

——~=p¢c (0,1
U—>00 P{’Xo’ > u} b ( )

erfiillt, und

e die Copula von £(Xy, X1) gewisse Regularitétsbedingungen in den Ecken des Definitions-
bereiches [0, 1)? erfiillt (vergleiche Drees et al., 2015, Theorem 5.1).

Der Forward-Spektralprozess (©;)icn beschreibt dann eine geometrische Irrfahrt, die durch die
Copula von £(Xp, X1), dem Index der reguldren Variation von £(Xp) und dem Tail-Balance-
Index p festgelegt ist.

In den nachfolgenden Simulationen betrachtet wir studentsche t-Copulas mit v = 4 Freiheits-

graden und Kovarianzfaktor p € {0,25;0,5;0, 75}, das sind Copulas Cf,y , der Form

F(w) pFS(v) 1 22 — 2pry + y2 —(v+2)/2
t
== —_— 1 e —
CVW(U’ v) /—oo /—oo 27T(1 - 02)1/2 ( " V(l - P2) > dr dy’

und Gumbel-Hougaard-Copulas mit Parameter 6 € {1,2;1,5;2}, das sind Copulas C§j*“" der

Form

€™ (u,v) = exp (~[(~ log(w))’ + (~ log(v))"]/*)

fiir u,v € [0, 1]. Hierbei bezeichnet F;, die Quantilfunktion einer ¢-Verteilung mit v Freiheitsgra-

den. Die eindimensionalen Randverteilungen von (X;):cz wéhlen wir ebenfalls als t-Verteilung
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mit 4 Freiheitsgraden. Diese sind dann gerade regulér variierend mit Index 4. Je nach Copulawahl
sprechen wir vom tCopula- oder gumCopula-Modell.

Nach Proposition 5.1 von Drees et al. (2015) ist (X;):ecz wegen obiger Modellwahl stets regular
variierend zum Index & = 4. Nach Theorem 2.1 von Chen et al. (2009) sind Markov-Ketten, die auf
einer Gumbel-Hougaard-Copula oder auf einer ¢-Copula mit Freiheitsgrad v € (2,00) basieren,
stets ergodisch und B-mischend. Des Weiteren ergibt sich aus Beispielen A.1 und A.2 von Drees
et al. (2015) im tCopula-Modell

H(zx) — H(—x)

1

wobei

H(z) = Fiy ((sign(x)\x!“” - p) (1y_+/;12>1/2>,

und im gumCopula-Modell

1 1 1/6—1
P{O; <z} = 3 + 3 sign(z) <1 + |x\_59) , x€R.

4.2. Simulationsergebnisse

Um die Performance der Forward- und Backward-Schétzer gegeniiber den modifizierten Forward-
und Backward-Schétzern im nGARCH- und tGARCH-Modell zu untersuchen, generieren wir je-
weils 1.000 GARCH(1,1)-Zeitreihen der Liange n = 2.000. Fiir diese Schétzer wiahlen wir dann
als Schranke u,, die theoretische Quantile F&'(ﬁ) von |Xp| zum Niveau 5 € {0,9;0,95} und
die entsprechenden Ordnungsstatistiken. Da keine geschlossene Form der eindimensionalen Ver-
teilungsfunktion von |Xo| in den GARCH-Modellen existiert, berechnen wir die theoretischen
Quantile von | Xo| mittels Monte-Carlo-Simulationen. Hierfiir werden die theoretischen Quantile
F&|(5) anhand der |mf3|-gréften Ordnungsstatistik von |Xi|,...,|X,,| mit m = 10® approxi-
miert und via 100 Monte-Carlo-Simulationen gemittelt. Wird die empirische Standardabweichung
dieser 100 Monte-Carlo-Realisationen dann durch v/100 geteilt, stellt diese einen Schétzer fiir die
Standardabweichung dieser Approximation der wahren theoretischen Quantile F&l (B) dar (siehe
Tabelle B.3).

Die wahren Wahrscheinlichkeiten P{©; > z} lassen sich mit Hilfe von Gleichung (4.1) numme-
risch bestimmen und sind in Tabelle B.1 zu finden. Zusétzlich sind in Tabelle B.2 die sogenannten

praasymptotischen Werte

ps(z) - P(Xl >

| Xol
X1

1Xo| > F|§|(B)> ,

1/ag

LX) > 2) | 130l > 756
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mit

as 1= | log F;‘g’m) %ol > B (9)]
fir z € {1/2,1} und 8 € {0,9;0,95} angegeben. Der Forward-, Backward- und Hill-Schétzer mit
Schrankenwahl u, = F(B) stellt jeweils das empirische Gegenstiick von pg(z), es(x) und ag
dar. Man konnte daher erwarten, dass sich jene Schatzwerte der Forward- und Backward-Schéatzer
eher auf die entsprechenden préaasymptotischen Werte pg(x) und eg(x) als auf die tatséchliche
Grenzwahrscheinlichkeit P{©; > =} konzentrieren. Diese prdasymptotischen Werte lassen sich
in den Copula-Markov-Modellen nummerisch berechnen, wohingegen sie in den GARCH(1,1)-
Modellen erneut mit Hilfe von Monte-Carlo-Simulationen approximiert werden kénnen. Diese
Approximationen sind in Tabelle B.3 angegeben, wobei fiir die Berechnung dasselbe Design wie
fiir die Approximation der wahren theoretischen Quantilen (jedoch mit Zeitreihen der Lénge
m = 107) verwendet wurde.

Die nachfolgenden Abbildungen setzen sich stets aus vier Diagrammen zusammen. Dabei bleibt
die Anordnung ohne Ausnahme dieselbe. Die oberen zwei Diagramme beziehen sich auf die
Forward-Schéitzwerte mit theoretischen Quantilen (TQ) und Ordnungsstatistiken (OS). Links
wird das 90%- und rechts das 95%-Niveau betrachtet. Die unteren zwei Diagramme beschreiben

denselben Sachverhalt fiir die Backward-Schéatzwerte.

0.2 90%-Quantil vs. k = 200 0.2 95%-Quantile vs. k = 100
. r _ - . r _ -
~ -
015} e 0.15} i
— " o’ — 't
c o c l/‘
= | V = | v
— 0.1 ] — 0.1 v
N v 3] ¥
= N = A
0.05] P 0.05} v
PN 1 T
P | A
0 L L L It 0 L L L It
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0 0.05 0.1 0.15 0.2
SFS(0S) SFS(0S)
0.2 90%-Quantil vs. k = 200 0.2 95%-Quantil vs. k = 100
. r _ - . r _ -
- ~
~ ~
0.15 - 0.15 -
— ~“ — ~
«2 o -
2 01l 2 0af
19%) %) 7
o] o)
n n
0.05F 0.05
" -
T —
0 " " " . 0 Ll L L L i
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0 0.05 0.1 0.15 0.2
SBS(0S) SBS(0S)

Abbildung 4.1. QQ-Plot der Forward- (oben) bzw. Backward-Schitzwerte (unten) fiir P{©; > 1} im
nGARCH-Modell bei Verwendung von OS (x-Achse) versus TQ (y-Achse) als Schranke. Links wird das
90%- und rechts das 95%-Niveau betrachtet. Die gestrichelte rote Linie entspricht der Hauptdiagonalen.

In Abbildung 4.1 werden vier QQ-Plots im nGARCH-Modell dargestellt. In jedem QQ-Plot

werden die Schitzwerte basierend auf Ordnungsstatistiken den Schatzwerten basierend auf theo-
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retischen Quantilen gegeniibergestellt. Geschitzt wurde die Wahrscheinlichkeit P{©; > 1} =~
0,0549. Folgende Auffalligkeiten lassen sich in Abbildung 4.1 erkennen:

1. Die Punkte der QQ-Plots liegen im Grofen und Ganzen dicht an der Hauptdiagonalen.

2. Bei niedrigeren Werten sind diese Punkte leicht unterhalb der Hauptdiagonalen.

3. Beim 95%-Niveau treten vereinzelt Punkte auf der x-Achse auf.

4. Die Graphen der oberen zwei Diagramme sind auf wenige Werte der x-Achse konzentriert.

Die erste Auffalligkeit bestétigt im Wesentlichen unsere asymptotischen Resultate aus Theorem
2.8. Aus der zweiten Auffilligkeit ergibt sich, dass die Schétzer basierend auf Exzedenten ober-
halb von theoretischen Quantilen eher dazu tendieren, die wahre Wahrscheinlichkeit starker zu
unterschétzen. Bei genauerer Betrachtung der simulierten Daten lasst sich erkennen, dass dieser
Effekt hauptséchlich dann auftritt, wenn nur von wenigen Beobachtungen der absolute Wert das
Quantil iiberschreiten. Wiahrend die Anzahl an Uberschreitungen bei den Schitzern basierend
auf Ordnungsstatistiken festgelegt ist, fithrt dies zu einer unzuverléssigen Schétzung ebenjener
Schétzer basierend auf theoretischen Quantilen. Dies erklart dann insbesondere die dritte Auf-
falligkeit, in der bei einigen Simulationen zum 95%-Niveau die TQ-Versionen der Schitzer sehr
nahe an oder auf der z-Achse liegen. Die diskrete Struktur der z-Werte der Punkte in den oberen
zwei Diagrammen geht auf die Tatsache zuriick, dass der Forward-Schéitzer basierend auf Exze-
denten oberhalb von |X|,,—., nur Werte in {i/k | 0 < ¢ < k} annechmen kann. Dies wird auch
bei Betrachtung der zugehorigen empirischen Verteilungsfunktionen in Abbildung 4.2 ersichtlich.

Zur Orientierung sind in Abbildung 4.2 zusétzlich jeweils zwei vertikale Linien in jedes Dia-
gramm eingezeichnet. Die durchgezogene schwarze vertikale Linie gibt die tatsdchliche Wahr-
scheinlichkeit P{©; > 1} ~ 0,0549 an (siche Tabelle B.1). Die gestrichelte schwarze vertikale
Linie gibt die praasymptotischen Werte pg(1) (fiir den Forward-Schétzer) beziehungsweise eg(1)
(fiir den Backward-Schétzer) an. Wie erwartet sind die empirischen Verteilungsfunktionen in
etwa um die entsprechenden praasymptotischen Werte zentriert. Des Weiteren zeigen diese Gra-
fiken erneut auf, dass die Schétzer, die auf theoretischen Quantilen basieren, den wahren Wert
haufiger unterschitzen. Aufgrund der Differenz zwischen dem praasymptotischen Wert und dem
tatsachlichen Grenzwert iiberschéitzen jedoch alle Schitzer normalerweise die Wahrscheinlichkeit
P{©; > 1}. Ferner ldsst sich aus dem flacheren Kurvenverlauf der empirischen Verteilungsfunk-
tionen in den oberen zwei Graphiken gegeniiber den unteren beiden Graphiken die von Davis et
al. (2018) bereits festgestellte Charakteristik schliefen, dass der Backward-Schétzer eine bessere
Performance als der Forward-Schétzer beim Schétzen von P{©; > 1} besitzt.

Abbildung 4.3 zeigt vier QQ-Plots der Forward- und Backward-Schatzwerte fiir die Wahr-
scheinlichkeit P{©; > 1/2} ~ 0,2022 im nGARCH-Modell. Im Wesentlichen treten dieselben
Effekte wie in Abbildung 4.1 auf, wobei die zweite Auffalligkeit zum Teil stéirker ausgepragt ist.
Zusétzlich macht sich eine weitere Besonderheit bemerkbar. In einigen Féllen tiberschétzen die
TQ-Versionen des Backward-Schétzers die wahre Wahrscheinlichkeit deutlich - in einer Simulati-

on mit S = 0,95 tritt sogar ein Schiatzwert grofter als 1 auf. Dies ist wiederum hauptséchlich auf
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Abbildung 4.2. Empirische Verteilungsfunktionen der Forward- (oben) bzw. Backward-Schitzwerte
(unten) fir P{®©; > 1} im nGARCH-Modell bei Verwendung von OS (x-Achse) versus TQ (y-Achse)
als Schranke. Die durchgezogene blaue bzw. gestrichelte rote Linie beschreibt die jeweiligen Schétzer
basierend auf OS bzw. TQ. Die durchgezogene schwarze vertikale Linie gibt P{©; > 1} an, wihrend die
gestrichelte schwarze vertikale Linie in den oberen zwei Plots den Wert pg(1) und in den unteren zwei
Plots den Wert eg(1) aus Tabelle B.2 angibt.

Simulationen zuriickzufiihren, bei denen relativ wenige Beobachtungen das theoretische Quantil
betragsméfig iiberschreiten. Im Gegensatz zur Schiatzung von P{©; > 1} ist im Fall 2 = 1/2
nun der Forward-Schétzer im nGARCH-Modell vorzuziehen.

Die Ergebnisse im tGARCH-Modell und fiir héhere Lags ¢ = 5 sind qualitativ dieselben.
Eine entsprechende Diskussion der Simulationsergebnisse und die zugehorigen Graphiken sind in
Anhang C zu finden.

Als néichstes untersuchen wir die Forward- und Backward-Schéatzer fiir P{©; > 1/2} ~ 0,1831
im tCopula-Modell mit p = 0, 25. Dabei ist das Studiendesign dasselbe wie im nGARCH-Modelle.
Das heiftt, der Stichprobenumfang, die Anzahl an Simulationen und die Aufmachung der Graphi-
ken, die die nachfolgenden QQ-Plots beinhalten, bleiben unveréndert. In Abbildung 4.4 werden
die entsprechenden QQ-Plots der Forward- und Backward-Schétzer basierend auf theoretischen
Quantilen und Ordnungsstatistiken gegeniibergestellt. Aufféllig ist, dass die Punkte noch dichter
an der Hauptdiagonalen als im nGARCH(1,1)-Modell sind, mit nur minimalen Schwankungen
um die Hauptdiagonalen fiir grofie Werte des Backward-Schitzer. Gingige Tests wie Kolmogorov-
Smirnov-, Cramer-von-Mises- und Anderson-Darling-Zweistichprobentest lehnen die Nullhypo-
these, dass die Forward- beziehungsweise Backward-Schéatzwerte basierend auf Ordnungsstatis-
tiken und theoretischen Quantilen dieselbe Verteilung besitzen, zum Signifikanzniveau von 0, 05
nicht ab.
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Abbildung 4.3. QQ-Plot der Forward- (oben) bzw. Backward-Schitzwerte (unten) fir P{0©; > 1/2}
im nGARCH-Modell bei Verwendung von OS (x-Achse) versus TQ (y-Achse) als Schranke. Links wird das
90%- und rechts das 95%-Niveau betrachtet. Die gestrichelte rote Linie entspricht der Hauptdiagonalen.

Ein ahnliches Bild zeichnet sich insbesondere im tCopula-Modell mit héheren Lags ¢t = 5,
unterschiedlichen Parametern p € {0,5;0,75} und beim Schéitzen von P{©; > 1} ab. Eben-
so verhdlt es sich auch im gumCopula-Modell. Eine kurze Diskussion iiber die entsprechenden
Graphiken ist in Anhang C angegeben.

Bisweilen haben wir nur die Verteilungen der unterschiedlichen Versionen der Forward- bezie-
hungsweise Backward-Schétzern miteinander verglichen, die nach Theorem 2.8 dasselbe asympto-
tische Verhalten besitzen. Abgesehen von einigen Abweichungen in den Tails, sind die Verteilun-
gen insbesondere bei endlichem Stichprobenumfang eng miteinander verbunden. Daher empfiehlt
es sich zu untersuchen, ob zwischen beiden Versionen der Schéitzer ein engerer Zusammenhang
besteht.

In Abbildung 4.5 sind die Schétzwerte der Forward- und Backward-Schétzer basierend auf
Exzedenten oberhalb von theoretischen Quantilen den Schatzwerte basierend auf Exzedenten
oberhalb der entsprechenden Ordnungsstatistiken im vorher betrachteten tCopula-Modell mit
p = 0,25 gegeniibergestellt. Wenngleich der Zusammenhang zwischen beiden Versionen nicht
ganz so stark ausfillt, wie der Zusammenhang zwischen den Verteilungen in Abbildung 4.4, sind
die OS-Versionen der Schétzer ein relativ zuverléssiger Préadiktor fiir die TQ-Versionen ebenjener
Schétzer. Dies macht sich auch in den entsprechenden Varianzen bemerkbar. Die Varianzen der
Differenz beider Versionen sind von der Grofenordnung her blof im Bereich von 6,5% (beim
Forward-Schétzer zum 90%-Niveau) bis 11,4% (beim Backward-Schiatzer zum 95%-Niveau) der

entsprechenden Varianzen der TQ-Versionen.
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Abbildung 4.4. QQ-Plot der Forward- (oben) bzw. Backward-Schitzwerte (unten) fir P{0©; > 1/2}
im tCopula-Modell mit p = 0,25 bei Verwendung von OS (x-Achse) versus TQ (y-Achse) als Schranke.
Links wird das 90%- und rechts das 95%-Niveau betrachtet. Die gestrichelte rote Linie entspricht der

Hauptdiagonalen.
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Vergleich der Forward- (oben) bzw. Backward-Schétzwerte (unten) fiir P{©; > 1/2}

im tCopula-Modell mit p = 0,25 bei Verwendung von OS (x-Achse) versus TQ (y-Achse) als Schranke.
Links wird das 90%- und rechts das 95%-Niveau betrachtet. Die gestrichelte rote Linie entspricht der

Hauptdiagonalen.
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Teil 11,

Bivariate Tail-Schatzung fiir

Zeitreihen






Aufbau von Teil Il

Beginnend mit dem fiinften Kapitel wird die regulére Variation von d-dimensionalen Zufalls-
vektoren auf offenen Kegeln (0,00)?% eingefiihrt und zentrale Eigenschaften festgehalten. Dabei
werden wesentliche Unterschiede zur multivariaten reguléren Variation insbesondere mit Blick
auf die asymptotische Unabhéngigkeit oder asymptotische Abhéngigkeit der Koordinaten des
Zufallsvektors besprochen.

Im Kontext von bivariaten strikt stationdren Zeitreihen (Vt(l) , V;(Q) )tez wird im sechsten Kapi-
tel ein Schétzer fiir das Grenzmaf der regulédren Variation von (VO(I), 0(2)) auf (0, 00)? konstruiert
und gezeigt, dass dieser asymptotisch normal ist. Dabei wird insbesondere die Anwendung dieser
Resultate fiir univariate regulér variierende Zeitreihe (X;):cz diskutiert. Am Beispiel von uni-
variaten SV-Modellen mit reguldr variierenden Volatilitdten wird gezeigt, dass unter geeigneten
Annahmen die Konstruktion von Konfidenzintervallen moglich ist. Die Beweise jener Resultate
sind hier und in den nachfolgenden Kapiteln jeweils im letzten Abschnitt eines Kapitels dargelegt.

Im siebten Kapitel wird ein Schétzer fiir das Grenzmaf der reguléren Variation des marginal-
transformierten Zufallsvektors (VO(*’l), 0(*’2)) auf (0,00)? konstruiert, der auf marginaltransfor-
mierten Beobachtungen basiert, wenn die Marginalverteilungen bekannt sind, und sonst rang-
transformierte Beobachtungen verwendet. Die asymptotische Normalitit des Schétzers basierend
auf marginaltransformierte Beobachtungen wird anhand der Resultate des sechsten Kapitels be-
stimmt. Die asymptotische Normalitdt des Schétzer bei Verwendung von rangtransformierten
Beobachtungen wird ebenfalls festgehalten, wobei bei der Analyse des Grenzwertverhaltens zwi-
schen den Fallen asymptotische Unabhéingigkeit und asymptotische Abhéngigkeit unterschieden

wird. Des Weiteren wird ein Zusammenhang zu marginaltransformierten univariaten Zeitreihen

hergestellt.
Im achten Kapitel werden Schiitzer fiir gemeinsame Uberschreitungswahrscheinlichkeiten her-
geleitet, in denen die Komponenten des Zufallsvektors (Vo(l), 0(2)) jeweils eine hohe Schranke

iiberschreiten. Diese Schétzer setzen sich aus einem Schétzer fiir den Koeffizienten der Tail-
Abhéngigkeit und zwei Schéatzern filir die Verteilungsfunktionen der eindimensionalen Randver-
teilungen von (Vo(l) ) V0(2) ) zusammen. Das asymptotische Verhalten des Schitzers fiir gemeinsame
Uberschreitungswahrscheinlichkeiten wird dann in Abhingigkeit des asymptotischen Verhaltens
des Parameterschétzers, der Schétzer fiir die Marginalverteilungsfunktionen und dem Abhén-
gigkeitsverhalten des Zufallsvektor (Vo(l), VO(Z)), wenn also asymptotische Unabhéngigkeit oder
asymptotische Abhéngigkeit vorliegt, bestimmt. Des Weiteren wird mit Hilfe eines graphischen
Verfahrens die richtige Anwendung des Schétzers dargelegt. Insbesondere wird die Anwendung
ebenjenes Schitzers fiir univariate Zeitreihen (X;):cz besprochen und geeignete Konfidenzberei-

che am Beispiel der SV-Modelle aus dem sechsten Kapitel konstruiert.
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Kapitel 5.
Regulire Variation auf (0, 0o)?

In diesem Kapitel fithren wir den Begriff der reguléren Variation von Zufallsvektoren auf offenen
Kegeln (0, 00)? mit d > 2 ein. Des Weiteren werden essenzielle Eigenschaften dieser reguliren Va-
riation festgehalten, sowie Gemeinsamkeiten, Unterschiede und Zusammenhénge zur klassischen
multivariaten reguldren Variation erortert.

Wir schreiben min{z} := min{x1, ..., zq} fiir z = (z1,...,24) € [0,00)%

Definition 5.1. Ein Zufallsvektor (Xi,..., X4) heift regulir variierend auf (0,00)%, falls ein
nicht-entartetes Maf v auf ((0,00)%, B((0, 00)?)) existiert, so dass

P{(Xl,...,Xd) S UB} U300
Plmin{ Xy, .., X} > uj VB <o (5.1)

fiir alle v-randlosen Borelmengen B € B((0,00)?) gilt, die von {z € [0,00)? | min{z} = 0} weg
beschrankt sind. <&

Nach obiger Definition 5.1 unterscheidet sich der Regularitéatsbegriff der reguldren Variation auf
(0,00)% in den folgenden zwei Aspekten von der (klassischen) multivariaten reguldren Variation

aus Definition 1.2:

1. Mit der Einschrinkung des Grundraums auf (0,00)¢ (von urspriinglich R%\ {0}) werden
nun nur noch Borelmengen B mit v(0B) = 0 betrachtet, die B C (&, 00)? fiir ein € > 0
erfiillen, das heift min{x} > ¢ fiir alle x € B. Die multivariate regulére Variation eines
Zufallsvektors wird hingegen fiir Borelmengen B € B(R?\ {0}) definiert, die ebenfalls
randlos beziiglich des entsprechendem Grenzmafes sind, jedoch max{|x1|,...,|zq4|} > € fiir

alle (z1,...,z4) € B erfiillen.

2. Die Wahrscheinlichkeit P{(X1,...,X4) € uB}, die im Zahler der linken Seite von (5.1)

auftritt, wird nun mit Hilfe von
q(u) := P{min{ Xy, ..., X4} > u}

normiert. Bei der multivariaten reguldren Variation geschieht die Normierung durch die
Wahrscheinlichkeit P{||(X1, ..., Xg)|| > u}, wobei || - || eine beliebige Norm auf R¢ bezeich-

net.
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Tatséchlich beschreibt die obige Konvergenz in (5.1) die sogenannte M*-Konvergenz von Mafen
auf dem offenen Kegel (0, 00)¢ (siehe Das et al., 2013, Lindskog et al., 2014). Wenn M*((0, c0)?)
den Raum aller Mafe auf ((0,00)?,B((0,00)%)) bezeichnet, die auf von {x € [0,00)? | min{z} =
0} weg beschriinkten Mengen endlich sind, gilt nimlich: Die MaRe v, konvergieren in M*((0, c0)?)
gegen v, falls

Jim v, (B) = v(B)
fiir alle B € B((0,00)%) gilt, die #(0B) = 0 erfiillen und von {z € [0,00)% | min{z} = 0} weg
beschrénkt sind. Charakterisierungen der M*-Konvergenz lassen sich in einem entsprechendem
Portmanteau-Theorem von Lindskog et al. (2014, Theorem 2.1) finden.

Eine unmittelbare Folgerung aus Gleichung (5.1) ist v((1,00)?) = 1. Des Weiteren gilt fiir alle
A1, A2 > 0 die Gleichung

y(MAa(1,00)) = lim g(MAgu) ~ lim q(A1dou) g(A2u)

=v 00)d)v 00)%).
U—00 q(u) U—00 Q()\QU) q(u) - ()‘1(1’ )) ()\Q(L ))

Nach Theorem 1.1.9 von Bingham et al. (1987) zusammen mit der Ungleichung v(\1(1,00)4) >
v(Xa(1,00)%), die fiir alle Ay < Ag gilt, existiert ein o € (0,00), so dass v(A(1,00)%) = A\~ fiir alle
A > 0 gilt. Demzufolge ist die Normierungsfunktion ¢ regulér variierend mit Index —a. Daraus

ergibt sich insbesondere

— lim P{u=Y(X1,...,Xy) € AB} q(\u
v(AB) = ul_)oo oO) a(w)

fiir alle v-randlosen Borelmengen B € B((0,00)9), die von {z € [0,00)? | min{z} = 0} weg
beschréankt sind. Demnach ist ¥ homogen vom Grad —a. Wir bezeichnen deshalb « € (0, 00)
als den Indexr des Grenzmafes v beziehungsweise der reguldren Variation von (X7,...,Xy) auf
(0,00)¢.

Analog zum Theorem 1.3 lasst sich die folgende Aussage fiir Grenzmafse der reguldren Variation

auf (0, 00)? folgern.

Lemma 5.2. Sei v ein homogenes Maf auf ((0,00)%,B((0,00)%))), das auf (1,00)¢ endlich ist.
Fiir alle von {x € [0,00)¢ | min{x} = 0} weg beschrinkten Mengen B € B((0,00)?)), die
#OBN{rx | r>0}) =1 fir alle x € OB erfillen, gilt v(0B) = 0.

Beweis. Der Nachweis kann vollkommen analog zum Beweis von Theorem 1.3 gefiihrt werden,
indem man die Menge {z € R? | ||z|| > 1} durch (1, 00)? ersetzt. O

Bemerkung 5.3. Intervalle der Form (z,00) := (z1,00) X -+ X (24,00) mit = (z1,...,24) €
(0,00)% sind stets randlos beziiglich homogener Mafe auf ((0,00)?, B((0,00)?)), die endlich auf

(1,00)? sind. Das Intervall (x,00) besitzt namlich den topologischen Rand

0(z,00) = ({xl} X [x9,00) X -+ X [a:d,oo)> U---u ([zl,oo) X - X [g_1,00) X {xd}>
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Nun erfiillen die Mengen A, (i), i € {1,...,n}, offensichtlich
#(A, ()N {rz | r>0}) =1 fiir alle z € A,(i),

so dass nach Lemma 5.2 und wegen der Subadditivitiat des Mafes v

v(0(x,00)) < Z v(Az(i)) =0

=1
gilt. &

Nach Lemma 6.1 von Resnick (2007) folgt die Konvergenz (1.1) der multivariaten reguldren
Variation genau dann, wenn diese auf Komplementen von abgeschlossenen Rechteckmengen, die
die 0 enthalten, gilt. In Anlehnung dazu gilt die folgende Aussagen fiir die reguldre Variation auf

offenen Kegeln (0, 00)?.

Lemma 5.4. Ein Zufallsvektor (X1,. .., Xq) ist genau dann requlir variierend auf (0,00)% mit

Grenzmafl v, wenn

P{X1 > ziu,...,Xq > xqu} u—soo
P{min{X;,..., X4} > u} v((z1,00) x X (x4,00)) (5.2)

fiir alle x = (x1,...,2q) € (0,00)%, die min{z} > ¢ fiir ein e > 0 erfiillen.

Beweis. Da das Grenzmaf v homogen ist und die Gleichheit v((1,00)¢) = 1 gilt, folgt aus
Bemerkung 5.3 die Identitiit v(9(x, 00)) = 0 fiir alle x € (0, 00)%. Demnach impliziert die regulire
Variation von (X1,..., Xg) auf (0,00)¢ die Konvergenz in (5.2).

Sei also nun (5.2) erfiillt. Nach Beispiel 2.3 von Billingsley (1999) ist die Menge der mehrdi-
mensionalen Intervallen {(—00,b] | b € R?} in RY ein konvergenzbestimmendes Mengensystem
hinsichtlich der schwachen Konvergenz. Folglich ist fiir beschréinkte Mafse insbesondere das Men-
gensystem {(a,o0) | @ € R?} bestehend aus den jeweiligen Komplementmengen konvergenzbe-
stimmend in R? hinsichtlich der schwachen Konvergenz. Da fiir alle ¢ > 0 die eingeschrinkten
Mafe /| o) durch e~ beschriinkt sind, folgt wegen (5.2) die schwache Konvergenz

n—00
Vn|(a,oo) — V|(e,oo)

fiir alle € > 0, wobei

y () B P{U_l(Xl,... ,Xd) € }
" P{min{Xy,..., X4} > un}

< 00

und u,, n € N, eine Folge ist, die lim,, oo u, = oo erfiillt. Nach dem Portmanteau-Theorem von

Lindskog et al. (2014, Theorem 2.1) ist die obige Konvergenz dquivalent zur M*-Konvergenz von
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Un, n € N, in M*((0,00)%) gegen v. Folglich ist der Zufallsvektor (X1, ..., X4) regulir variierend

auf (0,00)¢ mit Grenzmaf v. O

Nach Lemma 5.4 ist es also ausreichend, das Konvergenzverhalten in (5.2) zu tiberpriifen, um
reguliire Variation eines Zufallsvektors (X1, ..., Xg) auf (0,00)¢ zu folgern. Tatséchlich gilt die

obige Konvergenz in (5.2) sogar gleichmifig auf [a, 00)? fiir alle a > 0.
Theorem 5.5. Sei (X1,...,Xy) requlir variierend auf (0,00)* mit Grenzmaf v. Fiir alle a €
(0,00) gilt dann

U—0

P{X;| > e, Xg >
sup X0 > 2w, X xdu}—V((ml,oo)x---x(xd,oo)) — 0.

z€la,00)? P{min{Xl, R ,Xd} > u}

Beweis. Sei € > 0 beliebig. Bezeichne der Ubersichtlichkeit halber

_ _ P{Xy1>mu,..., X3 > zqu}

Fu(z) := P{min{Xy,...,Xq} >u} ’ d

z € (0,00)%

Aufgrund der Homogenitéit von v gilt v((a,00)?) = a=?v((1,00)%) = a=* < oo fiir ein a > 0.

Aus Lemma 5.2 beziehungsweise Bemerkung 5.3 folgt, dass die Abbildung = — v((z,00)) auf

(0,00)¢ stetig ist. Folglich existieren Konstanten z1, ..., 2z, € (a,00)?%, m € N, mit
a=:20; <215 << Zmj < Zm+1,j ‘= 00, j € {1, . ,d},
wobei z; = (2i1, ..., %,m), so dass fiir alle : € {0,...,m}
€
v((2i,00)) = v((2i41,00)) < 5
gilt. Ferner folgt aus Lemma 5.4 fiir hinreichend grofie u
_ €
Fu(en) — vl(ioo))| <
fir alle ¢ € {0,...,m}. Definiere nun die disjunkten Mengen A; := (z;,00) \ (2i41,00), @ €
{0,...,m}, die eine Partition des Intervalls (a,c0)? darstellen. Dann gilt

sSup |Fu(x) _V(('T’OO)”

z€(a,00)d

= max sup ’Fu(QU) —v((x,00))]
i€{0,....m} zc A;

< max max{Fu(zi)—y((ziﬂ,oo)),u((zi,oo))—Fu(ziﬂ)}

1€{0,...,m}
I = 3
< e max { Fu(zi) = w((z1,00)), ((zis1,00)) = Fuleien) | + 5

< e [Fu(z) = v((zis00))| 4

<e€

fiir hinreichend grofe u. Lésst man e gegen 0 streben, ergibt sich die Behauptung. O
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Bemerkung 5.6. Auf analoge Weise wie im Beweis von Theorem 5.5 lasst sich zeigen: Wenn
der Zufallsvektor (Xi,...,Xy) multivariat regulér variierend mit Grenzmak p ist, gilt fiir alle
a € (0,00)

n—oo

P{X e X
sup X1 >my, ..., d>$du}—M((ﬁlaoo)x"’x(xd’oo)) — 0

z€[a,00)? P{||X177Xd|| > u}

&

Der konzeptionelle Unterschied der Regularitdtsannahmen multivariate requldre Variation und
regulire Variation auf (0,00)% wird mit Hilfe des Begriffs der asymptotische Unabhingigkeit

zweler Zufallsvariablen besonders deutlich.

Definition 5.7. Zwei Zufallsvariablen X7 und Xy mit zugehoérigen Quantilfunktionen F ;(_1 und

P, heiken asymptotisch unabhingig (in Zeichen: Xy L X5), falls
li%lP(Xg > Fx,(s) | X1 > Fx,(s)) =0, (5.3)
S

und asymptotisch abhdngig, falls

lim P(Xz > F, (s) | X1 > Ff; () = X (5.4)

fiir ein A > 0. O

Man beachte, dass asymptotische Abhéngigkeit nicht das Gegenteil der asymptotische Unab-
héngigkeit darstellt.

Wenn die Zufallsvariablen X; und Xo gemeinsam multivariat regulér variierend sind, kann
die obige Definition der asymptotischen Unabhéngigkeit mit Hilfe des zugehorigen Grenzmafes

charakterisiert werden.

Theorem 5.8. Sei (X1, Xo) multivariat requlér variierend mit Grenzmap u, das p{x € R? | x; >
1} > 0 fir alle i € {1,2} erfillt. Dann sind folgenden zwei Aussagen dquivalent:

1. X1 und X9 sind asymptotisch unabhdngig.
2. Es gilt 1((0,00)%) = 0.

Beweis. Sei i € {1,2}. Bezeichne F; die Verteilungsfunktionen von X; und Fiyax die Verteilungs-
funktion von max{| X[, |X2|}. Aufgrund der multivariaten reguldren Variation von (X7, X2),
Theorem 1.3 und Bemerkung 1.4 gilt fiir A; = (1,00) X R und A2 =R x (1, 00)

- Py _ PO (X0 Xo) €A e
T Fone(w) ~ P{I(X0, K)o 5w A =0 (5.5)

wobei || - || die Supremumsnorm auf [0, 00)? bezeichnet. Da p ein nicht-entartetes homogenes
Grenzmabk ist, gilt in jedem Fall a; > 0. Ferner ist die Survivalfunktion 1 — F},,, regulér variierend

mit einem Index —a < 0. Wegen pu{r € R? | z; > 1} > 0 folgt daraus insbesondere, dass 1 — F,
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reguldr variierend mit Index —a ist. Demnach sind die zugehorigen Inversen ¢ — F )‘(_L (1—1¢) und
t — Ff. (1 —1t) regulér variierend in 0 mit Index 1/a. Wegen 1 — F, (u) ~ a;(1 — Fiax(u)) fiir

max

u — oo folgt

F(1—t) ~ FS (1—1) ~alPFS (1—1), t]0.

max max
a;

Ferner gilt nach Bemerkung 5.6

U—00

p((z, 00) x (y,00))| — 0.

sup P{Xq > zu, Xo > yu}
z,y€(a,00) P{H(X17X2)HOO > U}

Folglich gilt

P{X1>F5,(1—-1),Xa> F5,(1=0)} 1o, 1/a e
P{[(X1,X2) oo > Fisc(1 —1)} — p((ay"™, 00) x (ay' ™, 00)).

max

In Kombination mit (5.5) gilt also

lim P(Xp > F,(1—1) | X1 > Fi, (1-4)) =0

genau dann, wenn u((a}/a

1/

,00) X (ay’ ¥, 00)) = 0 gilt. Dies ist gerade dquivalent zu pu((0, 00)?) = 0,

da wegen der Homogenitat von p

1l/a 1/«
1/« 1/« 1/ 1/ max{a , 4 }a
pl(ar*,00) x (ay'®,00)) > pl(max{ay/®, ay/*},00)%) = (FH 22 ) (e, 00)?)
fiir alle € > 0 gilt. O
Auf analoge Weise lasst sich fiir multivariat regulér variierende Zufallsvektoren (X7i,..., Xy)

mit Grenzmaf u, die u{z € R? | 2; > 1} > 0 fiir alle i € {1,...,d} erfiillen, folgendes zeigen: Es

ist
p{r € R | min{z;,z;} >0} =0 firallel <i<j<d

genau dann erfiillt, wenn die entsprechenden Zufallsvariablen X;, 1 < i < d, paarweise asympto-
tisch unabhéangig sind.

Nun gilt unabhéngig vom asymptotischen Abhéngigkeitsverhalten der Zufallsvariablen X;, 1 <
i < d, stets die Gleichheit v((1,00)%) = 1, wenn diese gemeinsam reguliir variierend auf (0, 00)?
sind. Mit Blick auf den zweidimensionalen Fall bedeutet das: Wenn X; und X5 asymptotisch
unabhiingig sind, wird das extremale Abhingigkeitsverhalten von (X1, Xo) auf (u, 00)? fiir u — oo
nur vom Grenzmaf der reguliren Variation auf (0,00)? erfasst und nicht vom Grenzmaf der
multivariaten regulédren Variation, da dieses nach Theorem 5.8 stets gleich 0 ist.

Fiir zwei asymptotisch abhéngige Zufallsvariablen X; und Xs, die gemeinsam multivariat

reguldr variierend mit Grenzmafs p sind, kann ein Zusammenhang zur reguldren Variation auf
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dem offenen Kegel (0, 00)? geschlossen werden: Es gilt

P{u=(Xy,Xy) € B}  P{u'(X1,X3) € B} P{||(X1,X2)|loc >u}
P{min{Xy, Xo} > u}  P{||(X1,X2)|leo > u} P{u—1(X1, X5) € (1,00)2}
n—+0 n(B)
p((1,00)?)

fiir alle B € B((0,00)%) mit u(dB) = 0, die von {x € [0,00)? | min{z} = 0} weg beschriinkt
sind, wobei wegen der Homogenitit von p und Theorem 5.8 die Ungleichung pu((1,00)%) > 0

garantiert ist. Demnach ist (X7, X3) regulir variierend auf (0, 00)? mit Grenzmaf

_ H1(0,00)2
1((1,00)2)"

Im Fall der asymptotischen Unabhéngigkeit von X; und X5 gilt wegen Theorem 5.8 die Gleichheit
u((1,00)%) < u((0,00)?) = 0. Demnach kann v nicht anhand von u bestimmt werden. Diese
Konstellation von asymptotischer Unabhéngigkeit zweier Zufallsvariablen, die sowohl regulére
variierend auf dem Kegel (0,00)? als auch multivariate regulir variierend sind, beschreibt die
von Resnick (2002) eingefiihrte hidden regular variation.

Mit Blick auf den univariaten Fall, in dem eine regulér variierende Zeitreihe (X ) ez betrachtet
wird, liefert der Fall der asymptotischen Unabhéngigkeit der Zufallspaare (Xo, X}), h # 0, einen

trivialen Spektralprozess (©;)icz:

1, wenn h = 0,
O] =
0 sonst.

In diesem Fall heiftt die Zeitreihe (X;)icz asymptotisch unabhéngig.
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Kapitel 6.
Schatzer fiir vy((x, 00) X (y, 00))

In diesem Kapitel betrachten wir eine strikt stationédre Zeitreihe (V;f(l), ‘/;(2))1562. Wir sind dann
am extremalen Abhéngigkeitsverhalten des Zufallsvektors (Vo(l), 0(2)) auf (u,00)? fiir u — oo
interessiert. Aus diesem Grund wird angenommen, dass ebenjener Zufallsvektor regulér variierend

auf (0, 00)? mit einem GrenzmaR vq ist. Nach Lemma 5.4 ist dies dquivalent dazu, dass

1 2
lim P{VO( ) > au, VO( ) > yu}

iV 5y ) e (6.1)

fiir alle z,y > 0 gilt.

Ein Schétzer fiir vy ((z, 00) X (y, 00)) basierend auf einer Stichprobe (Vl(l), 1(2)), o ,51), ,52))

)

n € N, ergibt sich nun durch die folgende Heuristik: Die obige Konvergenz (6.1) motiviert

(1) (2)
P{V;" > zuy, Vi~ > yuy,
"o s (%) Yun} ~ 1p((z,00) x (y,00)) (6.2)
P{min{Vy"/, V;"} > u,}

fiir hinreichend grofse u,. Werden also die Wahrscheinlichkeiten auf der linken Seite von (6.2)

durch ihre empirischen Gegenstiicke ersetzt, ergibt sich

S VY > pun, VP > yun )

(6.3)
S min{ VYV > w,)

Un((2,00) X (y,00)) =

als ein Schétzer fiir vy((x, 00) X (y,00)). Dessen asymptotisches Verhalten ldsst sich mit Hilfe der

Grenzwertresultate von Drees und Rootzén (2010) bestimmen.

6.1. Asymptotische Resultate
Definiere die Funktionen ¢, , : [0,00)% — [0, 00) mit
Guy(21,22) == 1{21 > 2,20 > y}

fir alle z,y € [z, 00), wobei z* € (0, 1]. Bezeichne ® = {¢, 4, | 1,22 € [x*,00)} die zugehorige

Funktionenklasse. Sei des Weiteren

Voii=u ! (V-(l), Vi(Q))]l{ min {Vi(l), Vi(z)} > a:*un}, 1<i<n, (6.4)

) n 1

137



138 Kapitel 6. Schétzer fiir vy((x,00) X (y,00))

und
Up g i= P{min{Vo(l), VO(Q)} > zupt, T € [z¥,00).
Im Gegensatz zu Kapitel 2 schreiben wir nun
Up 1= Up g+ = P{V1 # 0}

Der Term V;,; bezeichnet also den durch u, normierten Zufallsvektor (Vi(l), VZ@) ), wenn beide
Eintrage die Schranke z*u,, iiberschreiten, und ist sonst gleich 0.
Die zugehorigen standardisierten Tail-Array-Sums, die zur Analyse des asymptotischen Ver-

haltens von (2, ((,00) X (y,00)))sye[e*,0c) bendtigt werden, sind dann definiert durch
Zn(¢x,y) = (mjn,l)il/2 Z(Qb:c,y(vmi) = El¢2,y(Vn,i)])
=1
= (nvn,) 2V > 2y, VO > yun} = PIVEY > 2un, V2 > yun}),  (6.5)
i=1

Damit lésst sich der Schétzer o, ((z,00) X (y,00)) wie folgt darstellen:

(nvn71)1/2Zn(¢x,y) + nP{Vo(l) > TUp, ‘/[)(2) > yup }

~ 6.6
(nvn,1>1/2Zn(¢1,1) + NUn,1 ( )

Un((2,00) X (y,00)) =

Voraussetzungen
Bezeichne
Bog:= sup E| sup |P(B|B,,)— P(B)
I<i<n—k—1 “BeBR .,

den B-Mischungskoeffizienten zu ((V,i)1<i<n)neN, wobei Bfm = 0((Va1)i<i<j)- Wir fordern nun,
dass zwei Folgen (I, )pen und (7, )nen mit 1, 7, — oo fiir n — oo existieren, so dass zu demselben

z* € (0,1] wie in (6.4) die folgenden Voraussetzungen gelten:
(A1) Fiir n — oo gilt I, = o(ry), rn = o((nvn)'/?), rpvy, — 0 und By, n/ry — 0.

(A2) Fiir alle k € {0,...,r,} existieren Konstanten
sn(k) > P(min{Vk(l),Vk(z)} > z*u, ‘ min {VO(I), VO(Q)} > x*un),
die limy, o0 D17 Sn(k) = Y 5oy Soo(k) < 00 mit Soo(k) 1= limy, 00 Sn (k) erfiillen.

(A3) Es existiert ein 6 > 0, so dass

E K:f;n{vm £ m)m} = O(ravn), 1 — 0. (6.7)
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(A4) Zu jedem t € N existiert ein Maf v; auf ((1,00)* B((1,00)*)), so dass

P{u‘l(%(l),%@),1/;(1),1/;(2)) € B o

v(B) < 00
Plon (0P

fiir alle v4-randlosen Borelmengen B € B((1,00)?) gilt. <&

Voraussetzung (A1) stellt technische Anforderungen an das Tailverhalten von (V;(l), W(Z))tez,
die eine erfolgreiche Anwendung der ,,big blocks, small blocks“-Technik ermoglicht. So wird bei-
spielsweise durch rpv, —3 0 sichergestellt, dass die erwartete Anzahl der Uberschreitungen in-
nerhalb eines grofsen Blocks der Lénge r, gegen 0 konvergiert, und Bedingung £, ,n/r, 30
bewirkt, dass zeitlich weit auseinander liegende Zufallsvektoren, deren Koordinaten die Schranke
x*u,, iberschreiten, sich nahezu stochastisch unabhéngig verhalten.

Mit Hilfe von Voraussetzung (A2) kann die Konvergenz der Kovarianzen des Prozesses der Tail-
Array-Sums (Zy,(¢z.y)) o,yee*,00) Sichergestellt werden. Dies wird fiir die schwache Konvergenz der
endlich-dimensionalen Randverteilungen von (Z,,(¢z,y))z ye[a* 00) Denotigt.

Voraussetzung (A3) dient dazu, die zufillige Anzahl an Uberschreitungen innerhalb eines
Blocks der Lénge 7, zu beschrinken. Da diese in der Regel schwierig nachzupriifen ist, kann

sie durch die folgende restriktivere Bedingung ersetzt werden:

(A5) Fiir alle j,k € {0,...,r,} existieren Konstanten
3G, k) = Poin{VY v v vy s et | min{ vy, ViP) > atuy),

die lim,,—s00 Zlgjgkgrn Sn(j, k) = Zl<j<k<oo S00(7, k) < comit Soo (4, k) 1= limy 500 85 (7, k)
erfiillen.
Bedingung (A5) impliziert offensichtlich auch Voraussetzung (A2). In Abschnitt 6.3 wird in
Lemma 6.6 gezeigt, dass Bedingung (A5) auch Voraussetzung (A3) impliziert.
Das extremale Abhéngigkeitsverhalten zwischen den Zufallspaaren (Vb(l), 0(2)) und (V;f(l), 1/;(2))
wird mit Hilfe des Grenzmafes v4, t € N, aus Voraussetzung (A4) erfasst. Da die Survivalfunktion

des Minimums min{Vo(l), VO(Q)} regulér variierend ist, sind die Grenzmafe v; homogen.
Wir untersuchen nun das asymptotische Verhalten von (Zn(¢x,y))x,ye[m*,m)-

Proposition 6.1. Sei (‘/;5(1)7‘/;5(2))t62 emne strikt stationdre Zeitreithe und die entsprechenden
Zufallspaare (V}/(I),VQ(Z)), t € 7, requlir variierend auf (0,00)% mit Grenzmaf vo. Unter den
Voraussetzungen (A1), (A2), (A3) und (A4) konvergiert die Folge der Prozesse der Tail-Array-
Sums (Zn(1))yes, n € N, in 1°°(®) schwach gegen einen zentrierten Gaufprozess (Z(¥))peca

mit Kovarianzstruktur

Cov(Z(¢ry), Z(Pz3))
= 1p((max{z, 7}, 00) x (max{y,§}, o)) (6.8)

+ > (e, 50) x (y.00) x (&,50) x (5 50)) + ((&,50) x (7,50)  (x,00)  (y,0)))
t=1
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f’d{r x?:y?i'?g G [x*7oo)'

Mit Hilfe von Proposition 6.1 kann nun das asymptotische Verhalten des Schétzers o, ((z, 00) x
(y,00)) bestimmt werden, wenn zusétzlich gefordert wird, dass der Bias asymptotisch vernach-

lassigbar ist:

(1) (2)
P ns n
sup Vo > aup, Vi~ > yup} B

vo((,00) X (y,00))| = o((nvn1)~"?) (6.9)
syelrto0) | P{min{V\), VP} > u,}

fir n — oo.

Theorem 6.2. Se: (\/;(1),‘/;(2))%2 eine strikt stationdre Zeitreihe und die entsprechenden Zu-
fallspaare (Vt(l),Vt@)), t € Z, regulir variierend auf (0,00)? mit Grenzmaf vo. Falls die Vor-
aussetzungen (A1), (A2), (A3), (A4) und Bias-Bedingung (6.9) erfillt sind, folgt die schwache

Konvergenz

(m}n,1)1/2 (ﬁn((m,oo) X (y,00)) — vo((x,0) X (y, OO)))x,ye[a:*,oo)

n—oo

= (Z(bry) — 10((2,00) X (4,00))Z(¢11)) , e o+ o0):

wobei (Z(pzy))ayelz+,00) derselbe Gaufiprozess wie in Proposition 6.1 ist. Die Kovarianzstruktur

des Grenzprozesses ist in Gleichung (6.22) angegeben.

Das obige Resultat aus Theorem 6.2 lasst sich mit Hilfe der Herangehensweise aus Kapitel 2
auch fiir die modifizierte Version des Schétzers 7, folgern, die zufillige Schranken 4, anstelle

deterministischer Schranken u,, verwendet, sofern 1, /u,, "% 1 in Wahrscheinlichkeit gilt.

Im folgenden Abschnitt betrachten wir den Spezialfall, dass eine univariate Zeitreihe (Xy)iez
zugrunde liegt. Wir sind dann am extremalen Abhéngigkeitsverhalten von (Xo, X}) fiir ein Lag

h € N interessiert.

6.2. Der Spezialfall: (VO(I),VO(Z)) = (X0, Xp)

Sei (X¢)tez eine strikt stationdre univariate Zeitreihe, die regulér variierend mit Tail- und Spek-
tralprozess (Y;)iez und (©y)icz ist. Wir nehmen im Folgenden an, dass der zugehorige Zufalls-
vektor (Xo, Xp,) fiir h € N reguliir variierend auf dem Kegel (0, 00)? mit Grenzmaf I/(gh) ist. Nach
Kapitel 5 ist dies bereits dann erfiillt, wenn Xy und X} asymptotisch abhéngig sind und der Zu-
fallsvektor (Xo, X},) multivariat regulér variierend ist, wobei Letzteres gerade aus der reguléren
Variation von (X;);ez folgt (siehe Diskussion auf Seite 135).

Im Fall der asymptotischen Abhéngigkeit von Xy und X} lassen sich der zugehorige Parameter

A und das Grenzmafs Véh) mit Hilfe des Spektralprozesses (©;);cz ausdriicken: Es gilt

. P{min{Xo,Xh} > u} T o
)\—uh_{glo P{Xo > u] _UIL%OP(X}L>U‘XO>U)_P{Yh>1}
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und

e - s D
_ lim P(Xp > yu | Xo > zu) P{Xo > zu}
u—oo P(Xp >u| Xo>u) P{Xy>u}
_ P{Yp>y/x}
e P{Y, > 1}’

Aus der Spektralzerlegung Y, = Y0y und dem Satz von Fubini folgt

P{Y, > 2} = P{YoOp > x}

_ / 1{s9 > x} L(Yo,O)(d(s,0))
(1,00)%[0,00)

_ /[0 P{Yo > [0} £(64)(d0)

_ /(m) 1 £(64)(dd) + /[0 ) (5) " £

= P{O, >z} + %E[@%ﬂ{@h <z}
Daraus ergibt sich also

A= P{O, > 1} + E[071{0) < 1}]
und

A (@.00) x (1.0)) = 1 (52 POn > w/a} + BOF1O, <y/al]).  (610)

Im Fall der asymptotischen Unabhéngigkeit von Xy und X}, ist es wegen P{©; = 0} = 1 nicht
moglich, das Grenzmaf l/((]h) mittels des Spektralprozesses zu beschreiben.
Mit der Darstellung (Vt(l), Vt(2)) = (X4, Xiyp), t € Z, gilt dann nach Theorem 6.2 unter den

Voraussetzungen (Al)-(A4) und der Bias-Bedingung (6.9), dass der Schétzer

B Yoy T{Xe > zup, Xoyn > yun}

o) (2, 00) x (y,00)) := Yoy T{min{ Xy, Xypp} > upn}

(h)

asymptotisch normal fiir v ((z, 00) x (y, 00)) ist. Die Grenzmafe aus Voraussetzung (A4) lassen
sich ebenfalls mit Hilfe des Spektralprozesses (©;);cz ausdriicken, wenn Xy und X, asymptotisch
abhingig sind. Wir bezeichnen diese der Einheitlichkeit halber mit l/t(h), t € N. Es gilt dann fiir
x,Y, &,y € [z*,00)
v (@, 00) x (3, 00) x (&, 00) x (,00))
~ im P{Xy > zu, X}, > yu, Xy > Tu, Xpyp > gu}
u—00 P{min{Xo, X5} > u}
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P(Xp > yu, Xy > Tu, Xppn > gu | Xo > zu) P{Xy > zu}

— 1
uggo P(Xh>u|X0>u) P{X()>U}
_ P{Yh > y/x,Y} > .f/x,YiJrh > gj/x}
xaP{Yh > 1} '
Bezeichne nun B(z,y,z) := (z,00) X (y,00) X (z,00) fiir ,y,z € [x*,00). Durch das erneute

Ausnutzen der Spektralzerlegung Y; = YOy, t € Z, und dem Satz von Fubini folgt dann

P{Yh >.’E,Yt >y7Yt+h > Z}
= P{Yo0, > 2,Y00; >y, Y504y > 2}

B /( )x[0,00)? Usin > @, 500 >y, s9e1n > 2} LYo, On, Or, Or1n)(d(s, I, It V)
1,00) x[0,00

_ Yy =
— /[0700)3 P{YE) > max{ﬁh’ ﬁt7 19t+h}} £(®h7®t7@t+h)(d(19h719t719t+h))

- / 1 £(Oh. 01, Ope)(d(Wy, 01 0r4n)
B(z,y,2)

T Yy oz —o
—_— =, — d(Fy, V4,9
+/[0’OO)S\B(xjy’Z) <max{79h7'l9t719t+h }) L(C—)h7@t7@t+h)( ( hy Uty t+h))

= P{Op > 2,0; > y,041p > 2}

+ E[(max{@ih, %t, @Z-h}>a]l{(®h’ O, 0.41) € [0,00)% \ B(z, y, z)}}

Daraus ergibt sich also

M ((w, 00) X (y,00) X (F,00) % (§,00))
= i<$1ap{@h >y/x,0p > T/x, 0 > 7/}

# ({5 ary ) H{@nen0u < oo B(2 1)) )

Im nachfolgenden Abschnitt betrachten wir den Fall, in dem die zugrunde liegende univariate
Zeitreihe (X¢)iez eine Losung eines stochastischen Volatilitdtsmodells (SV-Modells) mit Gamma-
Typ-verteilten Log-Volatilitdten beschreibt. Unter geeigneten Bedingungen ist dann Vorausset-
zung (A4) fir (X;)iez trivial.

6.2.1. SV-Modelle mit Gamma-Typ-verteilten Log-Volatilitiaten

Wir betrachten im Folgenden das in Definition 3.1 von Janssen und Drees (2016) verwendete
SV-Modell mit Gamma-Typ-verteilten Log-Volatilitaten.

Definition 6.3. Sei
Xy =08, teL,

mit unabhingig und identisch verteilten &, t € Z, die P{eg > 0} > 0 und E[|go|'*°] < oo fiir
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ein 6 > 0 erfiillen. Sei des Weiteren
o0
log oy = Zﬂmtﬂ', tez,
=0

mit
1. Koeffizienten m; € [0,1], ¢ € Ny, die max;en, 7 = 1 und m; = O(i7%) fiir i — oo fiir ein

0 > 1 erfiillen,

2. unabhéngig und identisch verteilte Innovationen 7, t € Z, die unabhéngig von (&;);ez mit
E[n3] < oo sind und
P{no > u} ~ Kule ™, u— oo,

fiir reelle Konstanten 8 # —1 und K > 0 erfiillen.
Die Zeitreihe (X, 0¢)tez heifst dann SV-Modell mit Gamma-Typ-verteilten Log- Volatilititen. <

Nach Theorem 3.2 von Janssen und Drees (2016) existiert fiir das obige SV-Modell eine strikt
stationdre Losung (Xi,o0¢)iez, so dass Xo und o( regulér variierend mit Index —1 sind. Der
Zufallsvektor (X, Xp,), h € N, ist dann nach Theorem 5.1 ebenjenes Artikels regulér variierend
auf (0,00)?, wenn die folgende Bedingung gilt:

(O) Es existiert eine eindeutige Losung des linearen Optimierungsproblems:

o0
Finde k; > 0,7 € Ny, mit Z k; — min! unter den Nebenbedingungen
i=0

[o@) (0@
Zﬂmi >1, Zm_hm >1 und E[(sﬁ{)zzo "“"+5] < oo fiir ein § > 0,
i=0 i=h

wobei g := max{eg, 0}. &

Die optimale Losung (x;)ien, hat dann hochstens zwei positive Eintrdge und ist sonst gleich

0 (vergleiche Janssen und Drees, 2016, Theorem 4.2). Das zugehorige Grenzmaf V[()h) ist dann

homogen vom Grad — ;7 k; und von folgender Form:
v (,00) X (y, 00)) = (&g o) VBT TR,
wenn k;, k; > 0 fiir 7 # j, und

E[rrlirl{sc_186r Hj}h,j;éi eTi—hMh—j y_léz HjeNo\{i} eﬂ'jnh—j}l/ﬂi]

E[min{eq [Tjop jz € &5 [jenp\ iy €77 1/

v ((w,00) x (y,0)) =

I

wenn k; > 0 fiir genau ein ¢ € Ny und sonst x; = 0 gilt.

Theorem 6.4. Sei (X, 04)iez eine strikt stationdre Losung des SV-Modells aus Definition 6.3,
die Bedingung (O) mit festem h € N fiir k;,, ki, > 0 und k; = 0 fir alle i € No \ {i1,i2} erfillt.
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Angenommen das folgende lineare Optimierungsproblem hat fiir t € N eine optimale Lisung:

[e. 9]

Finde £; 20,i€ Ny, mit Z F; — min! unter den Nebenbedingungen (6.11)
=0
o o o0 o
Zmﬁli > 1727%'7117% > 17Z7Tz'—tf~ﬂi 2 1, Z Ti—(t+h)ki = 1.
=0 i=h 1=t i=t+h

Sei dann E[(sé)zzﬁo Ri+5] < 0o fiir ein & > 0 erfillt und die Zufallsvariable ng fast sicher nach

unten beschrdankt. Es gilt dann

I/t(h) =0,

wenn eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:

1. Es gilt

00 )
Zﬂi—t"ﬁ <1 oder Z Ti—(t4h) i < 1. (6.12)
1=t i=t+h

2. Das lineare Optimierungsproblem (6.11) besitzt firt # h eine eindeutige Losung mit genau
vier positiven Eintrigen i;,, i € {1,...,4}, und es gilt B # 0 oder ki, + ki, < Z?Zl Rj, -
Im Fall t = h existieren genau drei positive Eintrdge, die die obige Bedingung erfillen.
Ferner gilt im Fall 8 =0 mit ki, + kiy = Sy Fjs

E[Vt(h’o)((ealxl,oo) X (5}:13:2,00) X (5;11:3, 00) X (5;:h:1:4, oo))}

ST v < 7o)

(6.13)

fiir x € (0,00)%, wobei I/éh’a) in (6.23), z/t(h’g) in (6.24) und D > 0 in (6.27) definiert sind.
Addendum 6.5. Da die optimale Losung (k;)ien des Optimierungsproblems in (O) gerade k; = 0
fir alle i € No \ {i1,12} erfillt, gilt Bedingung (6.12) trivialerweise fir alle t > max{iy,ia} — h.

Nach Definition 6.3 gilt 7 =1 fiir ein k € No. Wahlt man Ry, = Fg—p = Rk—t = Rp—(44n) = 1
und R; = 0 fir alle i € N\ {h,t,t + h}, so stellt dies eine zulissige Losung des Optimierungs-
problems (6.11) dar. Demzufolge gilt fir eine optimale Losung von (6.11) stets Y ooy ki < 4.
Damit ist die Momentenbedingung E[(e )= ’;”ﬁg] < 00 fiir ein & > 0 bereits dann erfiillt, wenn
E[(e$)**] < oo fiir ein § > 0 gilt.

Theorem 6.4 zeigt, dass unter geeigneten Bedingungen die Grenzmafse I/t(h), t € N, aus Vor-

aussetzung (A4) stets das Nullmafs beschreiben. Die Kovarianzstruktur des Grenzprozesses

V= (Z(ny) — 8" ((z,00) x (4:00)) Z(611)) ;. yefae o0)
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aus Theorem 6.2 vereinfacht sich in diesem Fall immens. Nach Gleichung (6.22) (aus dem nach-
folgenden Abschnitt 6.3) gilt ndmlich

Cov(V(z,y),V(Z,9))

— " (max{e, 2}, 00) x (max{y. 7}, 00)) + " ((2,00) x (5, 50))"((Z,50) x (§,0))
— " (2, 00) x (3,00))") ((maxc{, 1}, 00) x (max{f, 1},00))
— 15" (& 00)  (§,00))r((max{x, 1}, 00) x (max{y, 1},00)).

In diesem Fall lassen sich dann asymptotische Konfidenzintervalle fiir uéh)((a:, 00) X (y,00)) zum

approximativen Niveau 1 — 7 € (0, 1) konstruieren.

Tatséchlich folgt I/t(h) =0, ¢t € N, im Fall von streng monoton fallenden Koeffizienten m;, i € Ng,
auch unter schwécheren Bedingungen. Nach Korollar 5.3 von Janssen und Drees (2016) ist die
eindeutige Losung des linearen Optimierungsproblems in (O) durch kg = 1 — m, £, = 1 und
ki = 0 fiir alle i € N\ {h} gegeben. Ist dann E[(g])? ™n+%] < 0o mit Typs 1= infrey 7y fiir ein
§ > 0 erfiillt, sind die Zufallsvektoren (Xg, X3,), h € N, jeweils reguliir variierend auf (0, 00)? mit
Grenzmals

(h)

vy ((x,00) x (y,00)) = a™

y
Offensichtlich ist Véh) damit homogen mit Index 7, —2 € [—2, —1), wodurch die Survivalfunktion
von min{ Xy, X} regulér variierend mit ebenjenen Index ist. Da w1, —2 < 7, — 2 fiir alle t € N

gilt, ergibt sich

P{min{ Xy, Xp, X¢, X¢an} > u} < P{min{ Xy, X¢+n} > u} u=co ) (6.14)
P{min{Xo, X5} > u} = P{min{Xo, Xp,} > u} ' '

Demzufolge gilt I/t(h)((l, o0)4) = 0 fiir alle t € N.

Konfidenzintervalle fiir v\ ((z,50) x (y, 00))

Die Grenzzufallsvariable V' (z,y) ist unter den Annahmen von Theorem 6.2 zentriert normalver-

teilt mit Varianz

h h
ot =" ((,00) x (y,00)) (1 + 115" (s, 00) x (3, 50)))
— 205" (2, 00) x (y,00))v" (max{z, 1}, 00) x (max{y, 1}, 00)).
Wird das in der Varianz 0‘2/ auftretende Grenzmafs yéh) durch den Schétzer 191(1h) ersetzt, also
ooy =0 (2, 00) % (y,00)) (1 + 2 ((,00) x (y,00)))
— 208 ((x,00) x (y,00))2") (max{z, 1},00) x (max{y, 1}, 00))
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betrachtet, so konvergiert nach Theorem 6.2 der Schétzer 62‘/ stochastisch gegen 0‘2/. Nach

Theorem 6.2 und Lemma von Slutsky gilt dann die schwache Konvergenz

(n6n71)1/2

o (AP (2, 00) % (3,00)) = 1" ((,00) x (3,00))) "5 8 (6.15)

fiir z,y € [v*,00) mit S ~ N(0,1), wobei ¥, := P{min{Xo, X3} > u,}. Wird die Uber-
schreitungswahrscheinlichkeit 0,1 in der obigen Gleichung (6.15) durch einen Schétzer 221,%1, der
1:),1’1 /n 1 "% 1 in Wahrscheinlichkeit erfillt, bleibt die Konvergenzaussage (6.15) weiterhin

giiltig. Aus der Konvergenz

. (0, )2 ) (1) _
Jim P{ = by S04 (@00) % (,00) = 4 (@00) X (5:000) S brjap =1 -7

ergibt sich das asymptotische Konfidenzintervall

~(h) . &n,V ~(h) a'n,V 1
(0,00 5 (1,060 = b 8 A (0,00 x (06 b T (60)

fiir I/éh)((:n, 00) % (y,00)) zum Niveau 1 — 7, wobei b, /5 := (1 —7/2) und ¢! die Inverse der

Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung bezeichnet.
6.3. Beweise

In diesem Abschnitt werden die Resultate aus den Abschnitten 6.1 und 6.2 nachgewiesen. An

erster Stelle weisen wir jedoch den behaupteten Zusammenhang zwischen Voraussetzungen (A2),
(A3) und (A5) nach.

Lemma 6.6. Aus Voraussetzung (A5) folgen die Voraussetzungen (A2) und (A3).

Beweis. Aus Voraussetzung (A5) folgt

E[(;ann{vn,i v o})j

— Z P{mln{‘/;(l), ‘/;(2)’ V(l) V(2) k(l)’ Vk(Q)} > x*un}

Jj g0
ij,k=1
rn—1 k k
v+ 6 Y > (1 _ T—)P{min{vo(l), V2 v v v vy s g,
k=1 j=1 n
rn—1 k
< rpvp + 610, Z Z P(min{V}(l), V}(Z), Vk(l), Vk(2)} > z¥uy,
k=1 j=1

| min{VO(l), V0(2)} >zt uy,)
< Uy + 61Uy Z gn(]a k)

1<j<k<oc0

= O0(rpvn), N — 00,
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so dass (A3) fir § = 1 erfiillt ist. Ferner gilt
Sn(k, k) > P(min{Vk(l), Vk(Q)} > Uy, | min{VO(l), V0(2)} > ¥ uy,)

und limy, 00 Y 17 Sp(k, k) = > 50 Soo(k, k) < 00, so dass auch (A2) erfillt ist. 0

6.3.1. Beweis von Proposition 6.1

Wir zeigen im Folgenden anhand von Theorem A.2 (Drees und Rootzén, 2010, Korollar 3.6),

dass die Folge der Prozesse

T (@) = (22) " 2060

Un

= (nvn) %> (uy (Vi) = Elday (V)]
=1

= (nv,) /2 Z (]l{Vi(l) > Tp, ‘/;(2) > yun} — P{VO(I) > TlUp, VO(Q) > yup}),
i=1

z,y € [z¥,00), schwach gegen einen zentrierten Gaukprozess (Zi+(¢zy))zyelz* 00) KONVergiert.

)

Die aus der reguléren Variation der Survivalfunktion von min{Vo(1 ,‘/0(2)} resultierende Konver-

genz vy 1 /v, =3 (2*)* liefert dann wegen Z(¢y.y) = (2*)%?Zy (¢4.,,) die asymptotische Nor-
malitdt des Prozesses (Zn(¢m7y))x7ye[x*7oo). Dessen Kovarianzstruktur ist dann durch die Gleich-

heit
Cov(Z(¢ay), Z(¢z,5)) = (a) " Cov(Za (day), Za+(¢2,5))

festgelegt.
Der Beweis ist in Konvergenz der endlich-dimensionalen Randverteilungen und asymptotische

Gleichstetigkeit von (Zn 2+ (¢zy))z,yefer,00) Unterteilt.

Konvergenz der endlich-dimensionalen Randverteilungen

Nachweis von (C1) und (C2) [unter (A1) und (A3) (bzw. (A2))]: Die minimale Einhiillende ¢z« 4+
der Familie ® ist sowohl messbar als auch beschrinkt. Ferner stellt die Abbildung p : ®2 — [0, 00)
mit der Abbildungsvorschrift

PPy, Pz.5) (6.17)
_ VO((min{x,i:}’ max{x,gz}] . (1,oo)> +V0<(1,OO) . <min{y,g}’ max{y,g}D

x* x* x* x*

eine Semimetrik auf ® dar. Die Semidefinitheit und Symmetrie folgen direkt und die Dreiecks-

ungleichung ergibt sich aus der Subadditivitdt des Makes vy. Fiir z,y, %, 7, 21, 22 € [2*,00) gilt
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namlich
PGy Pi.5)
. V0<(min{a;,*5c, a} max{i;i‘, zl}] ) (17000
+ ((1,00) " <min{y7*?3722}’ maX{y;ﬂ,Zz}D
< VO<<minii,Z1}7maXi:f,Z1}] y (l,oo)> HO((mm{ﬁ,zl}7maxiiz,zl}] y (17OO)>
o ((1,00) y <min{xgi, zz}7 maxig:,Zz}D N 1/0<(1,oo) y <ming, ZQ}’ maxigz, zz}D

= P(¢x,y= thZQ) + p(¢217227p3~67?3)'

Man beachte, dass p(¢zy,pz5) < 2v0((1,00)%) = 2 fiir alle z,y,%,7 € [2*,00) gilt. Ferner
ist die Abbildung (z,y) — vo((x,0) X (y,00)) nach Theorem 5.5 stetig. Demzufolge kénnen zu
jedem £ > 0 Konstanten z1,...,2,, € [x*,00) mit 1 < -+ < zp, und Z1,..., &y, € [x*,00) mit

Ty < -+ < &y und m = [2/e| gewdhlt werden, so dass

max{uo((j;i, 33;1} X (l,oo)),l/()((%,oo) X (l,oo)),
Vo((l,oo) X <%, j;ilb,ygal,oo) X (?,oo))} <e/2

fir alle ¢ € {0,1,...,m — 1} gilt, wobei xy = Ty = *. Demzufolge tiberdecken die Teilmengen

Aii={p € ® | p(t, u, 5,) <}, i€{0,1,....,m},

die Funktionenklasse ® vollstindig, so dass @ totalbeschrankt beziiglich p ist.
Aus der Annahme (A3) folgt

E{(;n{vn y 0})2] — Olryvn), 1 — 0.

Nach Theorem A.2 folgen damit die Bedingungen (C1), (D1), (D2’) und (C2).

Nachweis von (C3) [unter (A1), (A2) und (A4)]: Aus der strikten Stationaritét des Prozesses
(V. Ve folgs

1 S S
o Cov ( ; Gz (Vi) ]zz:l ¢é‘r,zj(Vn,j)>

- r lv (Zn Zn E[¢x,y(Vn,i)¢j7g(Vn7]~)] - r?zE[d)x,y(Vn,o)]EWj,g(Vn,g)])
nen =1 j=1

= 1 |:Tn Z (1 — E) (P{Vk(l) > xun,Vk(2) > yun,VO(l) > iun,VO(Q) > gjun}

Tn
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+ P{Vo(l) > Ty, VO(Z) > Yy, Vk(l) > Ty, Vk(z) > gjun}>
+ T‘nP{VO(l) > max{x, Z }un, V0(2) > max{y,gj}un}
— riP{VO(l) > U, VO(Q) > yun}P{VO(I) > Ty, VO(Z) > ﬂun}}

= Z (1 )( @,y 5,79) + py )(f,ﬂ,x,y)) (6.18)
=1

()( ()(

2,9, %, §) — rvaps” (2, y, 2, 9)pS" (7, 5, §),

wobei
(@, y, 7,9)
= P(Vk(l) > Ty, Vk@) > YUy, Vo(l) > Ty, VO(Q) > jup | min {Vo(l), Vo(z)} > 2 uy,)

fir alle z,y,2,y € [z*,00) und k € {0,...,r, — 1}.

Wir untersuchen nun das asymptotische Verhalten von p,gn) (z,y,Z,7), um damit die Konver-
genz der Kovarianzen in (6.18) zu bestimmen. Nach Lemma 5.2 besitzen topologische Réander
von Mengen des Typs (z,00) X (y,00) keine Masse beziiglich des Grenzmafses 1. Dasselbe gilt
auch fiir topologische Rénder von Mengen des Typs (z,00) X (y,00) X (&,00) X (g,00) beziig-
lich der Grenzmafse 14, t € N. Nach der reguldren Variation von (VO(D,VO(Q)) auf (0,00)? und
Voraussetzung (A4) gilt also

p( )(95 Y, 7,7) =3 V0<<M,OO) X (M,oo)) und

T* ¥
o0 2,0) "5 w((S00) % (Loo) % (H00) x (L,00)).

Ferner liefert Voraussetzung (A2) die Beschranktheit

3

3
8

e (@, 7,9) < P(min{Vi, Vi) > atuy | min{VgY, ViP} > w*un) < sk),

so dass nach dem Lemma von Pratt (1960) die Konvergenz

lim

n%wrnanOU(Z%y nyi Z¢x,y nz)
(5 () x (B ¢ ()
o (v00) % (o) x (5000) = (F6:0))

N VO((max{x, z} ’ oo> " (max{y, g} 7 oo))

x* x*

gilt. Demzufolge ist Bedingung (C3) erfiillt, so dass nach Theorem 2.3 von Drees und Rootzén
(2010) die endlich-dimensionalen Randverteilungen von (Z,, 4+ (s, y))ayelz*,00) Schwach gegen die

endlich-dimensionalen Randverteilungen eines Gaufsprozesses (Zu«(dx,y))z,ye[z*,00) konvergieren.
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Wegen der Homogenitat der Grenzmafse vy, k € Ny, ergibt sich dann

Cov(Zy (buy)s Zor (bi5))

= (2*)* |vo((max{z, 7}, 00) x (max{y, 7}, 00)) + Y (vk((z,00) x (y,00) x (&, 00) x (§,00))
k=1

+ vk ((Z,00) X (g,00) X (x,00) X (y,oo))) .

Asymptotische Gleichstetigkeit

Nachweis von (D1) und (D2’) [unter (A1) und (A2)]: Siche Abschnitt zum Nachweis von (C1)
und (C2).

Nachweis von (D3) [unter (A2)]: Aus der strikten Stationaritét von (Vt(l), Vt(2))t€Z folgt

B[(30nsVe) ~ 025020)) ]

=1
rpn—1

=9 3 (1= ) Bl(bay (Vi) — 62,5V Dy (Vo) — 62,5(Vi0))]
k=1 "

+ TnE[(¢x,y(Vn,0) - ¢i7ﬂ(Vn,0))]'

Sei nun ohne Einschrinkung der Allgemeinheit z < . Dann gilt im Fall y < ¢ die Gleichheit

G2y (Vi) — 03.5(Vak)
= ]l{qule(l) € (m,iﬁ],uflle@) >y oder u;lv,jl) > @,u;lv,f) € (y,gj]}

und im Fall y > y die Ungleichung

}¢m,y(Vn,k) - ¢:i,g(Vn,k)‘
< n{uglvk(” € (x,aﬁ],u;le(Q) >y oder u,;lv,j” > ic,u,:le@) € (7,9}

Offensichtlich unterscheiden sich die obigen beiden Indikatorfunktionen nur um das Intervall, in
denen u,; IVk(z) liegt. Wir fiihren deshalb sdmtliche Rechnungen nur fiir einen Fall durch.

Sei y < g. Dann gilt

U B0y (Vak) = 62,5 (Vak)) (82,5 (Vino) = 05,5(Vi))]
= v;lP({ugle(l) € (x,i],u;le@) >y oder u;le(l) > :Z,u;le@) € (y,g]]}
N {u, VY € (2,8, u, VP >y oder uy VY > & u VP € (y,9]))
<ot (P{u;lvk(l) € (x,@],uglvf) > y,u;lVo(l) € (a:,i],u;lvo(z) >y}
+ P{u;lvk(l) € (x,:%],u;le(Q) > y,u;lvo(l) > i,u;l%(z) € (y,9]}
+ P{u;lvk(l) > ﬁv,u;lvk(g) € (y, yj],u;lvo(l) € (ac,ic],u;lVO(Q) >y}

+ PLug ViV > 3,0,V € (.9 0 VY > 0 VD € () ).
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Die rechte Seite der obigen Ungleichung ist einerseits von oben beschrénkt durch 4s, (k) (nach

Voraussetzung (A2)) und andererseits durch

Q(P(uglvb(l) € (z,7] | min{%(l),%(z)} > z*uy)

+ P(U;IVO(Q) € (y,7] ’ min {‘/0(1),‘/0(2)} > a:*un)>

Sei nun M € N und é > 0. Dann gilt wegen Theorem 5.5

M—-1

v Y El(bry(Vik) = 02,5 (Vak)) (625 (Va0) — ¢2.5(Vao))]

k=0
< 2M(P(u;1V0(1) € (x,7] | min{Vo(l),VO(z)} > a:*un)

+ P(u;lvo@) € (y,9] ‘ min{VO(l),VO(2)} > x*un)>

= a5 ] x ) 100+ (4 2])

= 2Mp(bay, G3.5)
< 2M§6 (6.19)

fur alle z,y, 2,7 € [2*,00), die p(¢zy, ¢55) < 0 erfiillen. Ferner gilt nach Voraussetzung (A2)

rpn—1

thUPU ! Z E ¢m,y( nk) ¢ ( n,k))(¢x,y(vn,0)_¢5:,Q(Vn,0))]

<4 ) lim sy(k) < o (6.20)
k=M

Die rechte Seite von (6.20) kann beliebig klein gewéhlt werden, indem man M hinreichend grofs
wihlt. Mit hinreichend kleiner Wahl von ¢ > 0 kann die rechte Seite von (6.19) dann ebenfalls

beliebig klein gewéhlt werden, so dass

Tn

E [( > (Gny (Vi) - ¢@,g<vn,i>>)2} —0

=1

lim lim sup sup
00 nooo z,y,&,§€[r*,00), TnUn
P<¢z,yy¢57g><5

gilt.

Nachwezs von (D5): Definiere fiir x,y € [z*,00) die Abbildungen fxT") : [0,00)%™ — [0, 00)
mit fz,y (2) = >i) bay(zi), wobel z = (z1...,2,). Sel dann F,, := {fgf”) | (z,y) € T} die
zugehorige Funktionenklasse und pr : (F., )% — [0,00) mit p]:(fxfﬁ), ~T?)) PGz, P3.5) eine

entsprechende Semimetrik.
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Nun ist jede Funktion in pr eindeutig durch ihre Parameter z,y € [z*, 00) festgelegt. Folglich
konvergiert eine Folge von Funktionen in F,, genau dann, wenn die entsprechenden Parameter
konvergieren. Demnach ist Fgp = { fxT") | 2,y € [2*,00) N Q?} eine abzihlbare und dichte

Teilmenge von F, hinsichtlich der von pr erzeugten Topologie, so dass F,,, separabel ist.
Unterdessen ist die Abbildung L(f,g) : 2 — R mit

Lmn/%
L(f.9)w) = D e(f(T;(w) = g(T ;)

j=1
fiir alle n € N, (€i)1<i<|mn/2] € {—1,0, 1}mn/2) und k € {1,2} messbar, wobei my, := [n/r,]

und 7}, ; unabhéngige Kopien von T}, ;j := (Vi) (j—1)r, +1<i<jr, Seien. Aus der Identitét

sup L(f,g9) = sup L(f.,9)

fvgej:’l‘nvp]:(f7g)<6 f7ge}-(@7/7}'(f79)<5

folgt schlieflich Bedingung (D5).

Nachweis von (D6) [unter (A3)]: Bedingung (D6) lasst sich auf analoge Weise wie im Beweis
von Proposition 2.1 aus Kapitel 2 beweisen.

Definiere die Menge [0,00)y = ;ey[0,00)% mit o-Algebra A, = o(U;cy B([0, 00)%). Sei
F=A{fay |,y € [27,00)} mit foy:[0,00)u = No,

fz,y Z¢xy Zz

wobei z = (z1,...,2) € [0,00)% mit I € N, und F") = {fxy | z,y € [x*,00)} mit fry :
[0, 00)%" — Ny, fi@(z) = fry(2) fiir z € [0,00)?". Sei des Weiteren

Mn 1/2
dn(fa g) = <ml}n Z (f(T;,]) - g(T;J))2>

=1

cine zufillige Semimetrik auf F (bzw. F('»)), wobei m,, = |n/ry,] und Ty i = (Vo) G-1)rnt1<i<jrn:
1 < j < my, stochastisch unabhéngige Kopien der Blocke T, j := (Viui) (j—1)rp+1<i<jrn> 1 < J <
my,, beschreiben. Mit anderen Worten ist d,, die Lo-Semimetrik auf F hinsichtlich des diskreten

Mafes
m.
oy
= — E*
nu, 4 Tn]’
J=1

wobei Ty das Dirac-Mafs im Punkt T* beschreibt.
Bezelchne Bzy = {(21,22) € [0,00)? | 21 > z, 20 > y} fiir 7,y € [2*, 00), s0 dass die Darstellung
férg(z) =i 1{z € By} gilt. Die Menge

={(\ 21,0, 2z) €Rx [0,00)7 | A< fiN)(2)}

U x {z € [0,00)*" | fi0)(2) =1}
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beschreibt den Subgraphen von fg(f; Sei nun A {(\¢ agl), . aTl)) |1<I<m} CRx[0,00)%
eine beliebige m- elementlge Menge Wenn a §Z B, yAB; g firalle 1 <4 <

ergibt sich die Gleichheit fgﬂ,y(a1 ey ﬁl)) = férg( gl), e 7(«)) fir allel € {1,...,m}. In diesem
Fall gilt also M{) N A =M)A.

Die Indexmenge [x*,00)? wird durch die Geraden

r,1 <1 < m vorliegt,

{(a),y) |y € z*,00)} wnd {(z,aly) |z € [¢%,00)},

1 <i<r, 1< < m,in hochstens (mr + 1)? Rechteckmengen zerlegt. Ferner gilt fiir die

symmetrische Differenz

= (Buy N BS;) U (Bzy N By,
:({z€[0,00)2|21>5L’,22>y}ﬂ{26[0,oo)2|zléﬂ?,zz>00derzl>0,22<g})

U({z€10,00)? | 21 > %, 20>} N{z €[0,00)% | 21 < z,20 > 0 oder 21 > 0,2 < y})
={2€10,00)? | 21 € (z,%], 22 >y oder z; >z, 2 € (y, 7]

oder z1 € (Z,x],22 > g oder z1 > %, 22 € (§,y]}

Wenn also az(q ¢ (z,2) U (Z,z] und %2 ¢ (y,9) U (9, y] gilt, dann ist agl) ¢ By yABjz . Damit
enthdlt B, ,ABj;j; keinen der Punkte a() 1 <i<r, 1<1l<m wenn (z,y) und (Z,9)
in derselben Rechteckmenge liegen. Das bedeutet, dass in jeder Rechteckmenge die Identitét
MQET; NA=M i(rg N A gilt. Die Menge A wird also nicht zerschlagen, wenn (mr + 1) < 2™ gilt.
Aus dem Beweis von Proposition 2.1 folgt, dass der VC-Index dann héchstens 4logr ist. Nach
Theorem A.1 gilt dann

1/2
N<5< / (f;,(;f)x*ﬁ dQ> . F, Lg(Q)) < yri6e—Kalogr
[0,00)2" ’

fiir alle € € (0,1) und alle Wahrscheinlichkeitsmake Q auf ([0, 00)?", B([0, 00)?")), die die Unglei-
chung f[o 00)2 (f(':?x )2 d@ > 0 erfiillen, wobei K7, Ko > 0 geeignete Konstanten bezeichnen.

xT

Definiere N, == 377" 1{f, (r" (T ;) <r}und

* :L‘*
1 &
=5 ST {1 < rieq.
j=1

wobei T* ; ein Zufallsvektor der Lénge r ist, der alle von 0 verschiedene Eintrage von T;, ; umfasst,
und sonst mit 0 gefiillt ist. Der Form halber wird im Fall, dass T| J mehr als r von 0 verschiedene
Eintréige enthélt, auf die ersten r von 0 verschiedenen Eintrdge reduziert. Es gilt

P{N, =0} = P{f Flom) ) > fiir alle j € {1,...,7,}}

x* w*

< P{]l{mm{Vi , i } > z*up} > r/ry, fiir mind. eini e {1,...,r}}
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< Z P{ﬂ{min{Vi(l), ‘/;(2)} >z up} > r/rp}
=1

N

TnUn

3

=200.

Die Distanz zwischen g, h € F hinsichtlich d,, kann wie folgt abgeschéitzt werden:

* 2
d2 g’ T%Z T,] n ))

j=1

N'r' 1 Mn o . 2 . .
o Jo o @7 Qur 3 (RTMTL)) HED (T > 1)
n ,00)4T" n ]:1

fiir alle 7, € N. Definiere

. R (rn) % ('rn g
Rpe = mln{reN n—WZ(fI*’x*(Tn’jD L{fye e (T, )>7~}<2}

j=1

fir e € (0,1). Dann gilt

Ng g2
(g, h) < —=2= —h)?d —.
n(g’ ) nuy, /[OOO)QRne (g ) Qn,Rn,E + 9
Gilt nun
nv
/[0700)21271,5 (g ) Qn’Rn’E 2NRn,s < En?
so folgt
d(9,h) < €.
Damit gilt

N (e0, Fd) < N (60, F La(@n sy -

Ferner gilt

/[0 oyl (fif’;f))z dQn,R,. = N; Z (£, ))2 1{FET ) < R

€ j=1

=SS > 0)

NRM =
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Wir erhalten damit

N (&0, F, L2(Qn.r,.))

) 12
<KiRY (¢, (/%) aQu.n
n,e 0,00)27n.c x*,x Rn,e
1

no 62 —7K2 log(Rn 5)
< K1RIS <2R2 s n{fn”) s 0}>
n,e T*,x*
. 1/2 —Kslog(Rn,e)
16 *
S Kty <2Rn£ (2m} Z]I{Tnj a O}> >

Mit Hilfe der Tschebyscheff-Ungleichung folgt

—Kalog(Rn,e)

P{ S uqr, £0) > mn} < P{ SOU{TE, £ 0) - PUTL, £0}) > 200, m}
i=1 i=1
maVar(1{T5, #0})
(nvy, )?
mn P{T,; | # 0}

(nvy)?
M,

<

<

<

n2vy,

1 n—oo
< — — 0,
no,

da P{T,, | # 0} < rpvy gilt. Damit gilt

€
2R, ¢

—K>log(Rn,e)
N(e,F,dn) < KiR)". < >

mit einer Wahrscheinlichkeit, die gegen 1 konvergiert.
Analog zu den Rechnung in (2.52) lésst sich nun zeigen, dass die Zufallsvariable R, . nicht
zu schnell anwéchst, wenn ¢ gegen 0 strebt. Nach Bedingung (A3) konnen zu jedem 1 > 0

Konstanten M, 7 > 0 gewahlt werden, so dass

PSS (R @)Y {3 > Me ) 5 2 i cin0 < 2 <1

=1

1 mn 272([4»1)

= POy (2 (1)) 1) > a2

nv
n j=1

fiir ein | € Ny

1 Mn 2 2—2(l+1)

<> PL LS () 1 k) > wzerore) 5 2200
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T * 2 Tn * T
(fgg 7:12* (Tn,])) 1 {fgg*,z)* (Tn,j) > M2l(2+ )/5}:|
. 2(146/2) 1\ 2/(2+9)
s ) ) <P ) > 22000} )
-6

)| (areeo)

5/(249)

oo 22l+3

Jj=
221+3
) Z " <E[

< mnE[

1=0
o0

< KsM™ Z o-lr
1=0

<n

gilt, wobei fiir die Ungleichungskette sowohl die Holder’sche Ungleichung als auch die allgemeine

Markov-Ungleichung angewandt wurden, und K3 > 0 eine geeignete Konstante ist. Es folgt, dass

Rpe < Me=C+0)/3 figr alle € € (0, 1] mit einer Wahrscheinlichkeit groRer als 1 — 7 erfiillt ist.
Demnach gilt fiir hinreichend kleines € € (0, 1)

log N(e, F,dy) < 1og( R’l“i(z];s)& log(Rn,e>)

_ —(2+7)/7
< log (Kl(Mg_(Q'*‘T)/(S)lG<;M5(2+7)/6> Kz log(Me™(+ >>

< log (K3€K4 10g5>
< Kslog?(e)

mit einer Wahrscheinlichkeit gréfer als 1 — i fiir hinreichend grofse n € N, wobei K3, K4, K5 > 0

geeignete Konstanten sind. Damit ergibt sich

13 13
/ (log N (g0, F, d)) /2 deo < K1/* / | log(c0)| deo
0 0

= K22 [|eollog(z0) — D))

SN

mit einer Wahrscheinlichkeit grofser als 1 — n fiir hinreichend grofte n € N. Demzufolge ergibt
sich fiir n — 0

¢
lim lim sup P* {/ (log(N (e, F,dx)))*? de > T} —0
0

0 n—oo

fiir alle 7 > 0, so dass Bedingung (D6) gilt. O
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6.3.2. Beweis von Theorem 6.2

Bezeichne

pn(x,y) == P{Vo(l) > Ty, VO(Q) > yup },
Vi(z,y) := Z(¢a,y) — vo((x,00) x (y,00))Z($1,1)

und « > 0 der Grad der Homogenitét von vy. Mit Hilfe von Gleichung (6.6) und Proposition 6.1
gilt dann die Entwicklung

(nvn,1) Y2 (0 ((, 00) x (y,00)) — vo((2,00) % (y,00)))

— (nv 1/2 (nvn,l)l/gzn(qu,y) + npn(a:,y) — (. 00) X 50

(nn, 1) g (@) x ))
)1/2 (nvn,l)l/QZn(ﬁbfc,y) + npn(z,y) — vo((z, 00) x ~<y> 00))[nvn1 + (nvn71>1/2Z~n(¢1,1)]
U1 + (nun1)Y2 2, (h11)
Zn(ay) — vo((7,00) X (y,00)) Zn($1,1) + (n,1)"/? (pnij,ly) — vo((x, 00) x (y, OO)))
Nun,1 + (nvn,1)1/22n(¢1,1)

Zu(6) = o((,50) % (3,00 Zal1.1) + ()12 (220 i 00) ¢ (5.00)))

Un,1

1+ (nvy1) Y22, (411)

= (nvp1

= NUn,1

= Vo(z,y) + op(1),

wobei

Vo(z,y) :== Zn(‘ﬁm,y) —vp((x,00) x (v, OO))Zn<¢1,1)

+ ()2 (P22 (2, 00) % (4:59)).

Nun gilt wegen sup, cfg+ o0) Y0 ((#,00) X (y,00)) = ()~ und der Dreiecksungleichung

sup  |Va(z,y) — V(z,y)|

w?ye[x*7oo)

< sup ‘Zn(@cy) - Z(¢$y)| + (x*)ia}Zn@bl,I) - Z(¢1,1)‘ (6.21)

x7y€ [x* ?Oo)

b osup )2 (P (a,00) x (y.00)) ).
z,y€E|z*,00) Un,1

Nach dem allgemeinen Darstellungssatz von Skorokhod (van der Vaart und Wellner, 1996, Theo-
rem 1.10.4) existieren Versionen von (Zn(¢m’y))x7ye[l,*7oo), n € N, und (Z(dzy))z ez 00); SO dass
(Zn(gb%y))m’ye[w*m) e (Z(P2y))z,yela*,00) fast sicher gilt. Demzufolge konvergieren die ersten
beiden Summanden der rechten Seite von (6.21) fiir diese Skorokhod-Versionen fast sicher ge-

gen 0. In Verbindung mit der Bias-Bedingung (6.9) folgt also, dass die rechte Seite von (6.21)
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asymptotisch vernachlassigbar ist. Insgesamt ergibt sich demnach die schwache Konvergenz

(nvn,l)l/2 (ﬁn((x’ OO) X (yv OO)) - VO((xv OO) X (ya oo)))x,ye[a:*,oo) nj)o (V(x’y))z,ye[x*,oo)-

Kovarianzstruktur

Die Kovarianzstruktur des Grenzprozesses (V (7, ¥))s ye[z* 0c) kann dann anhand der Gleichung
(6.8) bestimmt werden. Es gilt

Cov(V(z,y), V(Z,9)
= Cov(Z(bay), Z(¢z,5)) — vo((Z,00) X (§,00))Cov(Z(¢ay), Z(d1,1))
= vo((@,00) x (y,00))Cov(Z(¢z,5), Z(d1,1))
+ 10((Z, 00) X (g, 00))vo((x, 00) % (y,00))Var(Z(¢1,1))
= vo((max{z, },00) x (max{y,y},o0)) (6.22)

+Z(m (2,00)  (y,00) x (7 00) X (7, 00)) + v4((#, 50) X (§,00) % (w,00) x (y,0)))
— vo((#00) @,oo))[uo((max{m, 1},00) x (max{y, 1},00))

+Z m(,00) % (3,00) X (1,00)%) + 14((1,00)% x (,50) X (3,0))]
~ wol(, 00) <y,oo>>[uo<<max{az, 1},00) x (max{7, 1}, o))

+Z v((#,00) x (7, 00) x (1,00)2) + va((1,00)? x (&,00)  (§, )]

+ (2, 00) X (31,00) (&, 00) X (7,00)) (1423 mi((1,00)1) )
t=1

6.3.3. Beweis von Theorem 6.4

Wir halten zunéchst fest, dass die Volatilitdten oy, t € Ny, sich als sogenannte (unendlich-

dimensionale) Potenzprodukte schreiben lassen:

o
o1 = exp (Zﬂmm) HeXp i)™ = HeXp )Tt
i=0
wobei im letzten Schritt m; := 0 fiir j < 0 angewandt wurde. Die zugehérige Basis exp(n—;) ist

dann wegen Definition 6.3 regulér variierend mit Index —1:

lim P{exp(no) > \u} _ lim P{ng > log(Au)}
u=oo Plexp(no) >u}  u=oo P{ng > log(u)}

i log? (Au) exp(— log(Au))
u=oe log”(u) exp(—log(u))
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N log(A)\#
=1 1

uggo)\ ( * log(u)>
=)'

fiir alle A > 0. Wir werden im Folgenden Resultate aus Janfen und Drees (2018; 2016) verwenden.
Dabei ist zu beachten, dass jene Resultate aus Janfen und Drees (2018) fiir Potenzprodukten
mit endlich vielen Faktoren formuliert sind. Jedoch weisen die Autoren darauf hin, dass sich mit
dhnlicher Diskussion wie in Teil 2 des Beweises von Theorem 4.2 in Janssen und Drees (2016)
diese auch auf Potenzprodukten mit unendlich vielen Faktoren erweitern lassen.

Der nachfolgende Beweis betrachtet den Fall i1 # i5. Der Nachweis im Fall i1 = iy ergibt sich

mit analoger Argumentation.

Nachweis von Vt(h) = 0 unter der 1. Bedingung: Nach Bemerkung 3.2 von Janfen und Drees
(2018) folgt aus der reguliren Variation von exp(no) mit Index —1 stets Efexp(no)' %] < oo fiir
alle 0 € (0,1). Des Weiteren gilt P{exp(ng) > ¢} = 1 fiir ein ¢ > 0, da 7o fast sicher nach unten
beschrankt ist. Aus Theorem 3.1(b) von Janfsen und Drees (2018) folgt dann fiir alle € > 0

P{min{og, op, 01, 014p} > u} = o(ugfzfio Ri), U — 00,

wobeli (%;);en, eine optimale Losung des Optimierungsproblems in (6.11) bezeichnet. Ferner folgt

aus der Jensenungleichung und der Annahme E[(])2i=o ’%”'S] < 00

13
ki—é)

P2 Ri—€ I i
B[(e)=F ) < <E[(a§)2i_1ni+aD A _
fiir hinreichend kleine £ > 0. Fiir hinreichend grofses K1 > 0 ergibt sich also

P{min{ X, Xpn, X¢, X¢1n} > u} P{ max{sar,sz,ezr,azg_h}min{ao,ah,at,Ut+h} > u}

<
< 4P{€ar min{og, op, o¢, Oprp} > u}

< 4K, / (E>€_Zizo " L(g0)(dx)
[0,00)

x
= 4K1u572£0 Ki | [(63)220 mfé}
=0 (uéfzz?io "’”i) .

Nun stimmen die ersten beiden Nebenbedingungen aus (6.11) mit den Nebenbedingungen in
(O) tberein, so dass (R;)ien, eine zuldssige Losung des linearen Optimierungsproblems in (O)
ist. Derweil ist die eindeutige Losung (k;)icn, des linearen Optimierungsproblems in (O) mit

Kiy s Ki; > 0 und k; = 0 fiir alle 7 € Ng \ {i1, 42} keine Losung von (6.11), da

oo oo
Zﬂ'i—t/‘ﬂi <1 oder Z Ti—(t+h) i <1
i=t i=t+h

gilt. Somit stimmen (&;);en, und (k;);en, nicht iiberein. Aufgrund der Eindeutigkeit von (x;)ien,
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als optimale Losung des linearen Optimierungsproblems in (O) folgt also

(o]
Kip + Kiy < E Kj.
=0

Nach Theorem 5.1 von Janssen und Drees (2016) ist das Zufallspaar (X, X},) regulér variierend

auf (0,00)% mit Index —(k;, + Ki,), so dass fiir alle € > 0
u~Fi )= — o(P{min{Xo, X;,} > u}), u— oo,

gilt. Wird nun ¢,é > 0 derart klein gewahlt, dass

o
/ii1+/£i2+€—zl‘~ii+§<0
=0

gilt, ergibt sich

P{min{ X, Xpn, X¢, X¢4n} > u} _ 0( u— 2iso RitE

= 1 .
P{min{X07Xh} > u} u—(ﬁil-‘er)—s) o(1), u—o0

Das liefert also Vt(h)(<1, o0)4) = 0.

Nachweis von vy = 0 unter der 2. Bedingung sowie Gleichung (6.13): Definiere zunéchst A=

4x4 s
(aij)ijeq1,2,3,4) € R¥ mit
Qi1 = T4,y QA2 = T4,—h, A3 ‘= Tj,—¢ und Aj4 = 7Tji—(t+h)-

Die Matrix A ist nach Theorem 3.3 von Janfen und Drees (2018) invertierbar. Die zugehorige
Inverse wird mit A~' bezeichnet. Definiere des Weiteren 7(1) := 0, 7(2) := h, 7(3) := t und
7(4) := t + h. Nach Bemerkung 3.5(a) von Janfen und Drees (2018) impliziert die reguldren
Variation von exp(rnp) mit Index —1 zusammen mit der Tatsache, dass exp(n) fast sicher von 0

weg beschrinkt ist, stets: Es existiert ein € > 0, so dass fiir alle k € Ng \ {j1,...,74}
E[@Xp(??o)z?ﬂ':lAf_ilwk—m)*6 < oo und E[egxp(no)zia':lAa'_il”’f—ﬂ“‘E < 00
gilt. Nach Theorem 3.3 von Janfen und Drees (2018) gilt damit
fim P{u=Y(oo,0n,01,0¢11) € (v,00)}

umoo [T Plexp(no) > ui}
o AL

4 _
Al— = 'rZ Z.l._ ~,7_17'( e
— ’ det A’ 1 H 1 1 24 Afl H E [exp(nO)Z'L,]fl A],L k T(l):|
=1 j=1*"j1 kENo\{jl,...,j4}
h,o
= 1" ((z,00)) (6.23)

fiir alle 2 € (0,00)*, wobei det A die Determinante von A bezeichnet. Aus obiger Konvergenz
(6.23) ergibt sich also, dass der Zufallsvektor (o0, oy, 0, 041 p) regulir variierend auf (0, 00)* mit
Index — 37 121;11 =— Z?:l Kj, ist.

1,7=1
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Ferner ergibt sich nach Theorem 4.2 von Janssen und Drees (2016) wegen Annahme (O)

- P{u"(00,0n) € (,00)}
u=oo Plexp(no) > u™ }P{exp(no) > u™2}
oy A A (A As)

(A + A7 (AR + A5

= |det A|™?

H E [ exp(ﬁo)zijzl Aﬁlﬂk—w)]
kGNo\{il ,ig}

= 3" (2, 00)) (6.24)

A= Ty Ti1—h ‘
Ty  Tiy—h

Demzufolge ist (o9, 07,) reguldr variierend auf (0, 00)2.
Wegen E[(gf )1 T%2%°] < oo und E[(e?{)zﬁ:l’%jﬁé} < oo fiir jeweils ein § > 0 und & > 0 gilt

nach dem Breiman-Resultat von Janssen und Drees (2016, Theorem 2.3)

fiir alle x € (0, 00)?, wobei

. P{(Xo,Xp) €EuBsy} (h.o) (33 -1 -1
ulggo Plmin{og, on} > u] E[VO (diag(eg ', e )Bg)] < oo und (6.25)

lim P{(Xo, Xn, Xt, Xi4n) € uBy} _
u—oo P{min{og, op, 01,001} > u}

E[Vt(h’a) (diag(eytse, ey 1,6;+1h)B4)} <oo  (6.26)

fiir alle By € B((0,00)2) und alle By € B((0,00)%), die By C (,00)? und By C (g, 00)* fiir ein
e > 0 sowie E[Véa)(adiag(sgl,5,;1)32)] = 0 und E[Véa)(adiag(sal,5,:1,5[1,5;3,1)B4)] =0 er-
filllen, wobei diag(by, ..., b,) die entsprechende Diagonalmatrix mit Diagonaleintragen by, ..., by

bezeichnet. Ferner folgt aus der Definition 6.3

- [Ty P{exp(mo) > u™i}
u=oo P{exp(ip) > w1} P{exp(no) > w2}
. [T}y P{mo > i log(u)}
w00 P{igo > iy log(u) } P{1o > i, log(u)}
. [Tiy (K (5j, log(u))” exp(—Fj, log(w))
-+ umvoe (K (ki log(u))P exp(—rs, log(u))) (K (i, log(u))? exp(—ri, log(u)))
<H?1 > Plog"(w) u” Xt F

Kiy Kio log?? (u) u~ (i Hiz)

= lim K?

U— 00

H4 P B 4 -
_ K2< i=1 Ji> lim ]ogQﬁ(u)uml +"W2_Zz‘:1 Kj;

,‘ﬂ}il /{,Z‘2 U—00

O7 wenn /8 & (—OO7 —1) @] (_1,0) oder Riy + Kig < Z’?:l /‘%‘717
= K2, wenn 8 = 0 und k;, + Ki, = Z?:l Kjy s

4 ~
oo, wenn 3> 0und ki, + ki, = Y ;4 Rji-
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Da jedoch nach (6.23) und (6.24) eine Konstante Ko > 0 existiert, so dass

[T5, P{exp(ng) > i} P{min{co, oh, 01, 00 pn} > u}

lim sup K. = limsu - <1
i 2P{eXp(no) > w1} P{exp(no) > u™2} i P{min{og,on} > u}
gilt, kann k;, + K, = Z?Zl kKj, nicht eintreten, wenn 3 > 0 ist.
Mit der Erweiterung
P{U_I(X()a Xh? Xt7 Xt+h) € ($7 OO)}
P{min{Xo, X5} > u}
_ P{u=Y(Xo, Xpn, X¢, X¢yn) € (w,00)} P{min{oq, op, 01,0011} > u}
P{min{og, on, 01, 0¢4p} > u} H?Zl P{exp(no) > ufi}
L IIL, Plesplm) > w4} Plexp(m) > u™ ) Plexp(m) > u™)
P{exp(no) > u™1 }P{exp(no) > ui2} P{min{og, op} > u}
P{min{og, 04} > u}
P{min{ Xy, X5} > u}
und den Gleichungen (6.23)—(6.26) folgt also fiir alle z € (0, c0)*
u—00 P{min{ Xy, Xp,} > u} ’
wenn 3 # 0 oder ki, + ki < S5 Ry gilt, und
lim P{U_l(Xo, Xh, Xt, Xt+h) € (l‘, OO)}
u—00 P{min{ Xy, Xp,} > u}
e /) ((1,00)%) E[Vt(h’g)((ealxl, 00) X (g}, w3, 00) X (g7 "ws, 00) X (g1, 24, oo))]
- h,o o _ _ ’
v (1, 00)2) E[V(()h’ )((801371,00) X (ehlx%oo))}

wenn =0 und k;; + Kj, = Z?‘Zl kj,. Daraus ergibt sich z/t(h) =0, wenn 8 # 0 oder K, + ki, <
Z?Zl Rj, gilt, und

E[Vt(h’a)((salwl,oo) X (5;11'2, o0) X (st_lxg,oo) X (E;rlhm,oo))}

E[uéh"’)((salxl, 00) X (g, 1xz,oo>)}

mit
h,o
b g2t (000
’ h,o
(1, 00)2)
4 . Ailﬂ' (i
_ [det A(AT + 451 (A5 + Az Tkerg\(goaoay B [ex0(10) %501 i 7o)
N A 4 4 A-1 2 —1ln )
’ det A’ Hi=1 ijl A]Z HkENQ\{il,ig} E[exp(n0)21,]=1 A]z k—T(’L)]

. (6.27)

4 -
wenn =0 und ki, + ki, = D ;1 Kj,. O
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Das Grenzmak vy erfasst neben der extremalen Abhéngigkeitsstruktur auch das stochastische

Verhalten der eindimensionalen Randverteilungen von (Vb(l), 0(2)) in den Extrembereichen. Tat-

séchlich kann das extremale Abhéngigkeitsverhalten von (Vo(l), 0(2)

) auch losgelost vom Tailver-
halten untersucht werden. Hierfiir standardisiert bezichungsweise transformiert man die zugrunde

liegende Zeitreihe (V;(l), V;(z))tez mit Hilfe ihrer Marginalverteilungen:

D) = , ) 7.)
P 1RV 1-RWv®)

wobei F} und F5 die Verteilungsfunktionen von Vb(l) und VO(Q) bezeichnen. Die marginaltrans-

formierten Zufallsvariablen Vt(*’l) und Vt(*’Q) sind dann Standard-Pareto-verteilt, wenn Fj und
Fy stetig sind. In diesem Fall ist dann die Abhéngigkeitsstruktur von (Vo(l), VO(Q)) um die obige

Marginaltransformation (7.1) veréndert, das bedeutet

P =P — T ()
Vo' > 2,V >y} {VO o 1_F1(a:)’V0 g 1—F2(y)}

fir z,y € [0, 00).
Wir nehmen in diesem Kapitel an, dass der marginaltransformierte Zufallsvektor (Vb(*’l), 0(*’2))
regulir variierend auf (0,00)? mit Grenzmaf v ist. Das Grenzmaf v erfasst dann das extrema-

(2)

le Abhéingigkeitsverhalten von (Vo(l), 5 /) unabhéngig vom urspriinglichem Tailverhalten. Des

Weiteren wird angenommen, dass F; und F» streng monoton steigend und stetig auf [ug, 00)
fiir ein ug > 0 sind, so dass sich die marginaltransformierten Zufallsvariablen VO(*’l) und VO(*’Q)
im Tail ihrer Verteilung wie Standard-Pareto-verteilte Zufallsvariablen verhalten: Fiir j € {1, 2}

und alle x > 0, die F;™(1 — 1/x) > o erfiillen, gilt
PV s 2y = PV > FE(1 = 1/2)} =1 - F(Ff (1 - 1/x)) = 1/. (7.2)

Nun fiithrt die Marginaltransformation in (7.1) im Allgemeinen dazu, dass der Grad der Homo-
genitat des Grenzmafes 1; kleiner oder gleich —1 ist: Nach Kapitel 5 entspricht dieser ndmlich
dem Index der reguldren Variation von min{VO(*’l), VO(*’Q)}. Ferner liefert Gleichung (7.2), dass

VO(*’l) regulér variierend mit Index —1 ist. Folglich existiert wegen min{Vo(*’l), VO(*’Z)} < VO(*’l)

163
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ein n € (0,1], so dass
/i(sB) = s~/ (B)

fir alle s > 0 und alle vj-randlosen Borelmengen B C (¢, )2, e > 0, gilt.

Der Parameter n wird erstmals in den Arbeiten von Ledford und Tawn (1996, 1997, 1998)
untersucht und als Koeffizient der Tail-Abhdngigkeit (engl.: coefficient of tail dependence) ein-
gefithrt. Dieser stellt folgende Beziehung zwischen dem Abhéngigkeitsverhalten zwischen VO(*’I)

und ‘/[](*’2) im Extrembereich her:
e Wenn 7 € (0,1) gilt, dann sind VO(*’l) und Vb(*’?) asymptotisch unabhéingig.
e Wenn VO(*’l) und %(*’2) asymptotisch abhéangig sind, dann ist n = 1.

Eine Umkehrung dieser Aussagen gilt im Allgemeinen nicht. Das heifit, es kann weder aus der
asymptotischen Unabhéngigkeit von VO(*’U und VO(*’Z) gefolgert werden, dass n € (0, 1) gilt, noch,
dass aus 7 = 1 deren asymptotische Abhéngigkeit folgt. Sind jedoch die marginaltransformierten

Zufallsvariablen VO(*’I) und %(*’2) (exakt) stochastisch unabhéngig, dann ist wegen
Plmin{Vy"Y, Vi) > u} = w2

fiir u > wp der Koeffizient n = 1/2. Der Fall € (0,1/2) beziehungsweise € (1/2,1) beschreibt
dann die asymptotische Unabhingigkeit von VO(*’l) und 1/0(*’2), in der eine negative beziehungs-
weise positive asymptotisch schwindende Abhéngigkeit vorliegt.

Der Koeffizient der Tail-Abhéngigkeit n wird fiir das Schitzen von gemeinsamen Uberschrei-
tungswahrscheinlichkeiten eine bedeutende Rolle einnehmen (siehe Kapitel 8). Fiir die hier vorge-
sehene Schétzung des Grenzmafies v ist festzuhalten, dass das Grenzmafs v homogen zum Grad
—1 ist, wenn VO(*’I) und Vb(*’?) asymptotisch abhéngig sind, und zum Grad —1/7¢ fir n € (0, 1],
wenn VO(*’I) und VD(*’Q) asymptotisch unabhéngig sind.

Im folgendem Lemma wird festgehalten, unter welchen Bedingungen das marginaltransformier-
te Zufallspaar (Vo(*’l), VO(*’Q)) regulér variierend auf (0, 00)? ist, wenn (Vb(l), 0(2)) bereits regulér

variierend auf (0, 00)? ist.

Lemma 7.1. Se: (Vo(l), 0(2)) regulér variierend auf (0,00)% mit Grenzmaf vy und Index o > 0.
Des Weiteren seien die Survivalfunktionen 1 — Fy und 1 — Fy streng monoton fallend und stetig
auf [ug, 00) fir ein ug > 0. Wenn 1 — Fy und 1 — Fy regular variierend mit Index —§ < 0 sind
und die zugehorigen Quantilfunktionen Fy~ und Fy~ die Tail-Balance-Bedingung

Fy(1—1/u)

lim ~2 L g .
utroo FE (1 — 1/u) (7.3)

0(*’2)) requldr

fiir ein d > 0 erfillen, dann ist das marginaltransformierte Zufallspaar (VO(*’l),

variierend auf (0,00)? mit einem Grenzmaf v, das homogen zum Grad —1/n mitn = £/a € (0,1]
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ist. Es gilt dann fiir alle z,y € (0, 00)

VO((x1/§7OO) X (dy1/£7oo))
VO((LOO) X (dv OO))

v ((w,00) x (y,00)) = (7.4)
Bemerkung 7.2. Die obige Tail-Balance-Bedingung (7.3) ist dquivalent dazu, dass F} und Fj
fiir ein positives Vielfaches Tail-dquivalent (engl. tail equivalent) sind: Es existiert ein d>0, so
dass
. 1-F 1 (’LL) ~

lim ———< =d

u1—>Hc}o 1— F2 (u)
gilt (siehe Resnick, 1971). In Kapitel 8 wird eine Bedingung dieser Form zur Schitzung von
gemeinsamen Uberschreitungswahrscheinlichkeiten von hohen Schranken einen essentiellen Be-
standteil darstellen. &

Wenn also die eindimensionalen Randverteilungen des auf (0, 00)? reguliir variierenden Zufalls-

vektors (Vo(l), 0(2)) die Tail-Balance-Bedingung (7.3) erfiillen und regulér variierend sind, dann

ist der zugehorige marginaltransformierte Zufallsvektor (‘/'0(*71), 1/0(*’2)) auch regulér variierend

(*’1)’ Vt(*’2))teZ kann dann die in Kapitel

auf (0, 00)2. Fiir die marginaltransformierte Zeitreihe (V,
6 ausgearbeitete Methodologie genutzt werden. Unter den Voraussetzungen aus Theorem 6.2,
angewandt auf die Zeitreihe (Vt(*’l), ‘/;(*’2))1;6% stellt dann die Statistik

S WY > wun, VO > yun)

S Hmin{ VY, VDY > )

Uy ((z,00) X (y,00)) :=

einen geeigneten Schétzer fiir v5((z,00) X (y,00)) basierend auf den marginaltransformierten
Beobachtungen (Vl(*’l), Vl(*’Q)), e (V,S*’l), Vé*’Q)) dar. Wahrenddessen liefert Lemma 7.1 bezie-
hungsweise Gleichung (7.4) eine weitere Moglichkeit zur Schétzung von v ((x, 00) x (y, 00)). Wenn
& und d bekannt sind, beschreibt unter den Voraussetzungen aus Theorem 6.2 fiir die originale
Zeitreihe (V") V,?)),cz, die Statistik

S IL{V;(I) > a2, Vi(z) > dy'/fu,}
S 1Y > un, VP > dug)

(V" V).
(2))

Ungeachtet des Zusammenhangs zwischen der reguldren Variation der Zufallspaare (Vo(l), f
und (VO(*’I), VO(*’2)) ist die Analyse des marginaltransformierten Zufallsvektors (VO(*’I), VO(*’Q)) im
Allgemeinen auch dann sinnvoll, wenn die Annahmen aus Lemma 7.1 nicht garantiert sind. So

kann der marginaltransformierte Zufallsvektor (VO(*’I), 0(*’2)) regulér variierend auf dem Kegel

einen geeigneten Schétzer fiir v ((z, 00) X (y, 00)) basierend auf (Vl(l), Vl(Q)), cee

(0,00)? sein, auch wenn es der zugrunde liegende bivariate Zufallsvektor nicht ist. Damit wird
die Anwendung auf beispielsweise Umweltdaten ermdoglicht, die oft keine regulér variierende Tails
aufweisen. Ein weiterer Vorteil der Marginaltransformation (7.1) ist, dass geeignete Schiatzmetho-
den zur Schiitzung von gemeinsamen Uberschreitungswahrscheinlichkeiten von hohen Schranken

auch bei unterschiedlich schweren Tails von Vo(l) und VO(Q) konstruiert werden konnen. Mehr noch
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konnen Zufallspaare (VO(I), 1/0(2)) in Betracht gezogen werden, fiir deren Marginalverteilungsfunk-
tionen F;~ (1) # F5 (1) gilt.

7.1. Asymptotische Resultate im praxisrelevanten Fall

In der Praxis sind F; und F5 fiir gewShnlich unbekannt, weshalb die Marginaltransformation
in (7.1) nicht durchgefithrt werden kann. Stattdessen wird eine empirische Variante ebenjener

Transformation herangezogen:

(V(nvl) V(m?)) .: n+1 n+1 75)
S ' n—i—l—R(l)’n%—l—RﬁZ 7 '

n

wobei RZ(]TZ den Rang von V;(j ) in Vl(j ), cey VY9 figr j € {1,2} bezeichnet. Hierbei wurden im
Wesentlichen die Marginalverteilungsfunktionen F} und F5 durch ihrer empirischen Versionen
ersetzt. Um Division durch 0 zu vermeiden, wurde zusétzlich jeweils im Z&hler und Nenner einer
Koordinate eine 1 hinzu addiert. Im praxisrelevanten Fall von unbekannten Marginalverteilungs-
funktionen F; und Fy wird also die Statistik

S VY > wun VO > yun)

S Hmin{ VY VP > w,)

~tr

Uy ((2,00) X (y,00)) =

(7.6)

als Schétzer fiir v§((x, 00) x (y,00)) verwendet, die auf den rangtransformierten Beobachtungen
(Vl(n’l), 1(n’2)), ol (Vn(”’l), Vn(n’Q)) basiert.

Die Tatsache, dass nun die zugrunde liegenden Beobachtungen (Vl(l),Vl(Q)), cee (Vn(l), 71(2))
statt mit den wahren Marginalverteilungsfunktionen F; und F5 mit einer empirischen Variante
standardisiert werden, hat einen Einfluss auf das Schétzen von /5 ((z, 00) X (y, 00)). Dieser Einfluss
unterscheidet sich im Fall der asymptotischen Abhéngigkeit beziehungsweise asymptotischen
Unabhéangigkeit von VO(*’l) und VO(*’z). Ferner wird die Analyse des asymptotischen Verhaltens

von DY ((x,00) x (y,00)) durch die rangtransformierten Daten merklich erschwert. Dies liegt im

V("vz)

Wesentlichen daran, dass jede rangtransformierte Beobachtung (Vi(n’l)7 f

Stichprobe (Vl(l), V1(2)), ce( 751), 752)) abhangt. Damit sind klassische Mischungsannahme, wie
sie in Kapitel 6 getroffen wurden (siehe Voraussetzung (A1l)), fiir die rangtransformierten Daten
nicht erfiillt.

Als zentraler Ausgangspunkt zur Analyse des asymptotischen Verhaltens des auf rangtransfor-

) von der gesamten

mierten Beobachtungen basierenden Schitzers 0% ((z,00) X (y,00)) dient folgender Zusammen-

hang: Wenn die Marginalverteilungsfunktionen F; und F5 streng monoton steigend und stetig

auf [ug, 00) fiir ein ug > 0 sind, dann gilt fiir hinreichend grofe n € N und j € {1,2}

VI > uy 4= RY) > (n+1)(1 = 1/(zun))

0 oy
= Vi > Vi -1/ @un)) i

(*,7) (#,4)
— V; > VL(n+1)(171/(xun))J:n (77)
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mit Wahrscheinlichkeit 1. Die Stetigkeit der Marginalverteilungsfunktion F; auf [ug, 0o) bewirkt
dann gerade, dass entsprechende Realisationen von Fj, die die Schranke wug iibersteigen, sich
P-fast sicher unterscheiden.

Bezeichne nun fiir z,y € (0, 00)

Su(w,y) = S 1V > 2wy VD > yu), (7.8)
=1

S*(x,y) Z]I{V( B xun,V( S Yun},
bnj(@) = “_1VL(<41)1)<1 eum I €AL2)
Wegen (7.7) gilt dann fiir hinreichend grofe n € N

Sn(x,y) = Sk (tn1(x), tna(y)) P-fast sicher. (7.9)

Damit ldsst sich 2% ((z,00) x (y, 00)) fiir hinreichend grofe n € N schreiben als

Dy ((,00) % (y,00)) =

P-fast sicher. Das heifit, das asymptotische Verhalten von 2 ((z,00) X (y,00)) kann mit Hilfe
des asymptotischen Verhaltens der gemeinsamen Verteilung von (2, ((Z,00) X (7,00)))z je(0,00)
(beziehungsweise (S;;(Z,¥))z je(0,00)) Und der Zufallsvariablen t,,1(1), t5,2(1), t51(x) und ¢, 2(y)
bestimmt werden. Wir werden im Folgenden sehen, dass die Zufallsvariablen ¢, 1 (z) und t, 2(y)
in Wahrscheinlichkeit gegen = und y konvergieren. Die normierten Ordnungsstatistiken ¢, 1(z)
und £, 2(y) liegen also mit einer gegen 1 konvergierenden Wahrscheinlichkeit in einer offenen
Umgebung von x und y. Demnach reicht es aus, das asymptotische Verhalten des Prozesses
(3 ((Z,00) % (g,00)))z,ger lediglich fiir eine Indexmenge I C (0,00) zu bestimmen, die offene

Umgebungen von 1, x und y enthalt.

Die weitere Analyse des asymptotischen Verhaltens des Schiitzers 0t ((x, 00) x (y, o)) bedarf
unterschiedlicher Herangehensweisen, wenn VO( D und Vo( 2) asymptotisch abhéngig oder asym-
ptotisch unabhéngig sind. Im nachfolgenden Abschnitt wird das asymptotische Verhalten des
Schiitzers D% ((z, 00) X (y,00)) im Fall der asymptotischen Unabhéngigkeit von Vo(*’l) und VO(*’g)

untersucht.

7.1.1. Asymptotische Unabhingigkeit von V" und V*?

Wir betrachten in diesem Abschnitt den Fall, in dem VO(*’l) und VO(*’Q) asymptotisch unabhéngig
sind. Unter der Annahme, dass die Marginalverteilungsfunktionen F; und Fj streng monoton

wachsenden und stetig auf [ug, 00) sind, bedeutet die asymptotische Unabhéngigkeit aus Defini-
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tion 5.1

P{min{VO(*’l)7 VO(*’Z)} > u}
P{VO(*’I) > u}

= uP{min{V,"V, V") > 0} = 0. (7.10)

Definiere fiir ein z* € (0,1] und alle i € {1,...,n}, n € N,

VTEE’U) _ ufl(V-(*’l) V(*’Q))]l{min{V.(*’l),Vi(*’z)} > z*u,} und (7.11)
VTEZJ) — uflv *5J ]1{V(*’]) > z*u,}, je{l,2}.

Der Term VTE;’U) bezeichnet also den durch u, normierten Zufallsvektor (VZ-(*J), Vi(*’Q)), wenn

beide Eintrage die Schranke x*u, iiberschreitet, und ist anderenfalls gleich 0. Ebenso bezeichnet

Vé;’j ) die durch uy, normierte Zufallsvariable VZ-(*J ), wenn diese die Schranke z*u,, iiberschreitet,

und ist sonst gleich 0. Sei nun
(* U) .= P{mln{VO(* D 0(*’2)} > zun}, € [z%,00),

so dass v = (U {V(BU) # 0} gilt.

n:c* -
Mit Hilfe der Funktionenklasse ® = {¢,, | z,y € [2*,00)}, die die Funktionen ¢, : [0,00)? —
{0,1} mit

Guy(2) = 1{z1 > 2,20 > y} (7.12)

enthilt, lassen sich die Indikatorfunktionen innerhalb des Schétzers i ((x, 00) X (y, 00)) schreiben

als
(*,2) ()
]l{V ) > L, V; > yun} = (;Sxy(V ).
Die zugehorigen standardisierten Tail-Array-Sums Zé*’U)(QSx,y), die zur Analyse des asympto-

tischen Verhaltens von (7, ((z,00) X (y¥,00)))sye[z*,00) Verwendet werden, sind dann definiert
durch

Do) = 1/22 (Gay (V5) = Elday (V)

U))_1/2 Z(]I{Vi(*’l) > Ty, 1/;(*’2) > yup} (7.13)
— P{VO(*’l) > Ty, VO(*’Z) > yup}).

Definiere des Weiteren fiir j € {1,2} den Prozess
e (z) := (m)( 1 ) 1/2(“7121{‘/( DS zuy, }——) x € [z¥,00),

der fiir die Analyse des asymptotischen Verhaltens von t,, j(x) herangezogen wird.
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Voraussetzungen

Bezeichne
Bfl*kU) sup K sup  |P(B ‘B(IU) P(B)|
' 1<I<n—k—1 BeBmzfiu

den (-Mischungskoeffizienten von ((V(*fU))KKn)neN, wobei BSZU) = a((Vrf;’U))igKh). Wir for-

n,i
dern nun, dass zwei Folgen (I,,)nen und (ry,)pen mit I, 7, — oo fiir n — oo existieren, so dass

zu demselben z* € (0,1] wie in (7.11) die folgenden Voraussetzungen gelten:
(A1*) Fiir n — oo gilt I,, = o(ry), r = 0((nv7(1*’U))1/2) ravs??) 0, ,B n/rn — 0.

(A2*) Fiir alle k € {0,...,r,} existieren Konstanten
sy (k) > P(min{Vk(*’l), Vk(*’z)} > xtuy, | min{\/b(*’l),VO(*’Q)} > z*uy),

die limy, 00 D 4y S (k) = > pey sk (k) < oo mit sk (k) := lim, o0 55 (k) erfiillen.

(A3*) Es existiert ein § > 0, so dass
Tn 246
E [(Z H{Vn(,*{U) # 0}> ] = O(r,wlY), n— 0. (7.14)
i=1

(A4*) Zu jedem t € N existiert ein Mak v} auf ((1,00)%, B((1,00)?)), so dass

Plu 71(V( 1) VO(*2) Vt( 1) V(*Q)) € B} g
P{ mln{VO VO(*2 }>u}

vi(B) < o0

fiir alle v}-randlosen Borelmengen B € B((1,00)*) gilt.

(A5*) Es gilt

E[(ién{vgﬂ # 0})2] = O(rn/un), j€{1,2},

fir n — oo. O

Die Voraussetzungen (A1*)—-(A4*) sind die Analoga der Voraussetzungen (Al)-(A4) ange-
wandt auf die marginaltransformierte Zeitreihe (‘/;(*’1),‘/;(*’2)),562. Voraussetzung (A5*) stellt
sicher, dass auch fiir die univariaten Zeitreihen (Vt(*’l))tez und (Vt(*’z))tez die Varianzen der
zufilligen Anzahl an Uberschreitungen innerhalb eines Clusters geniigend schnell gegen 0 stre-
ben. Alternativ zu den Voraussetzungen (A3*) und (A5*) kann auch die folgende Bedingung

verwendet werden, die zwar restriktiver jedoch leichter zu iiberpriifen ist:

(A6%*) Fiir alle j, k € {0,...,r,} existieren Konstanten

55 (k) > max{P(Vk(*’l) > 2 uy, ! VO(*’I) > x*un),P(Vk(*’z) >z u, ‘ VO(*’Q) > a:*un)},
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5200 POminV1 D2 VD) > [V > ),

die limy, o0 D37y Sk (k) = Y 5oy 85 (k) < oo mit 8% (k) := limy, 00 85 (k) und
hmn—>00 Zlgjgkérn g;(% k) = Zl<j<k<oo §:<>o(.77 k) < 00 mit §zo (]7 k) = hmn—>oo g;kz(]a k)
erfiillen.

Bedingung (A6*) impliziert dann offensichtlich auch Voraussetzung (A2*). Ein Nachweis dieses
Zusammenhangs zwischen den Voraussetzungen (A2%*), (A3*), (A5*) und (A6*) ist im Abschnitt
7.3 (Lemma 7.12) erbracht.

Im Ubrigen besteht zwischen den Grenzmaken v}, t € N, aus Voraussetzung (A4*) und den
Grenzmafken vy, t € N, aus Voraussetzung (A4) ein dhnliche Zusammenhang, wie er fiir die

Grenzmafse 15 und 1 in Lemma 7.1 formuliert ist.

Lemma 7.3. Wenn die Voraussetzungen aus Lemma 7.1 sowie Voraussetzung (A4) erfillt sind,
ist insbesondere Voraussetzung (A4%*) giltig. Die zugehdrigen Grenzmafle vf, t € N, sind dann
homogen vom Grad —1/n mit n = §/a € (0,1] und erfillen fir x,y,z,3 € (0,00)

vi((2'/4, 00) X (dy'/t,00) x (&%, 00) x (d§'/¢, 00))

Vi (@0 x (y,50)  (,50) x (7,50)) = ) ,

wobei v, t € N, die Grenzmafe aus (A4) mit Index o > 0, d > 0 den Tail-Balance-Parameter
aus (7.3), und & den Index der requldren Variation der Survivalfunktionen von Vo(l) und VO(Q)

bezeichnen.

Anhand der Voraussetzungen (A1*), (A2*), (A3*), (A4*) und (A5*) kann das gemeinsame
asymptotische Verhalten der stochastischen Prozesse (Z(l*’U) (Dr,y))zyelz*,00)s (eg)(x))me[x*’oo)

(2)

und (er,” () pefz+,00) Destimmt werden.

Proposition 7.4. Se: (Vt(l),Vt(Z))tez eine strikt stationdre Zeitrethe mit Marginalverteilungs-
funktionen Fy und F, die stetig und streng monoton wachsend auf [ug, c0) fir ein ug > 0 sind.
Sei des Weiteren (VO(*’l), VO(*’Z)) reguldr variierend auf dem Kegel (0,00)% mit Grenzmaf v und
Index 1/n fir einn € (0,1]. Unter den Voraussetzungen (A1%), (A2%), (A3%), (A4*) und (A5%)

gilt die schwache Konvergenz

((27(1*7(]) (w))wecbv (enl)(x))xe[z*,oo)v (67(12) (w))me[x*,oo)) nﬂf} ((Z(*7U) (Tﬁ))wecba 0, 0)

in 1%°(®) x (1°°([x*, 00)))2, wobei (ZHV) (1)) ypea einen zentrierten Gaufprozess mit Kovarianz-

struktur
Cov(Z" (¢4 ), 25V (¢5.5))

= 15 (max{x, 2}, 00) x (max{y,y},o0)) (7.15)

+ Z (v (,00) x (3, 00) x (,00) x (5,50)) + v} ((F, 50) x (§,00) x (w,00) X (3, %))

fir x,y,z,7 € [x*,00) bezeichnet.
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Offensichtlich stimmt die obige Kovarianzstruktur (7.15) mit der Kovarianzstruktur (6.8) aus
Proposition 6.1 iiberein, wenn die Grenzmafse v durch 14, t € Ny, ersetzt werden.
Wegen der aus Gleichung (7.13) resultierenden Gleichheit

Si(x,y) = (oSN ZE0 () + 1Elbey (V)]

kann mittels Proposition 7.4 das asymptotische Verhalten des Prozesses (S, (7, y))s yefe*,00) ana-
lysiert werden. Das asymptotische Verhalten der normierten Ordnungsstatistik ¢, j(x) ldsst sich

mit Hilfe der schwachen Konvergenz von (e(j ) (7)) z€fe*,00) herleiten.

Lemma 7.5. Sei (Vt(l), Vt(Q))teZ eine strikt stationdre Zeitreihe mit Marginalverteilungsfunktio-
nen Fy und Fy, die stetig und streng monoton wachsend auf [ug, 00) fir ein uy > 0 sind. Sei
a € [z*,00) beliebig gewdhit. Die schwache Konvergenz (eg)(x))xe[z*m "0 gilt fir j € {1,2}
genau dann, wenn
#U)\ —
Sup_ [t () = 2] = op (o) 7).
x€[z*,al

Bemerkung 7.6. Die obige Konvergenzaussage in Lemma 7.5 kann nicht gleichméfig auf [x*, 00)
erzielt werden, da fiir alle € [(n + 1) /up, 00)

(+,5) — (*,9) *,7
Vi) (-1 o = XV VDY

gilt und deshalb

sup |tnj(z) — x| > sup ;! maX{Vl*’j),...,V,g*’j)} —z| =00
z€lz*,00) TE[(n+1) /un,00)
fiir alle n € N folgt. O

Aus Proposition 7.4 und Lemma 7.5 ldsst sich nun die schwache Konvergenz von 05 ((x, 00) x

(y,0)) folgern. Wir fordern dazu folgende Bias-Bedingung: Es existiert ein a € (z*,00), so dass

(%,1) (%,2)
P V >$un,v > uTL * *, -
Yo 0 Y }—VO«x,oo)x (y.00))| = o((no{{))~V2). (7.16)

su

x,y€lz*,a] P{min{VO(*’l), VO(*Q)} > un}

Theorem 7.7. Unter den Voraussetzungen von Proposition 7.4 sowie der Bedingung (7.16) gilt

fir beliebiges € € (0, (a — z*)/2) die schwache Konvergenz

(nvg:iU))l/Z(A;r((a:,oo) X (y,00)) — v5((z, 00) X (y, oo»)x,ye[z*-‘re,a—a}
(20 () — v (@,00) X (4,00 25 (010)), L cpeseaey (71T

wobei (Z(*’U)(¢m,y))z7ye[x*7oo) der zentrierte Gauflprozess aus Proposition 7.4 ist. Die Kovarianz-

struktur des Grenzprozesses ist in Gleichung (7.50) angegeben.

Bemerkung 7.8. Man beachte, dass unter den Voraussetzungen des obigen Theorems 7.7 die

Konvergenz in (7.17) auch dann gilt, wenn 22 durch 2 ersetzt wird (siehe Theorem 6.2).
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Das bedeutet also, dass das Verwenden von rangtransformierten Beobachtungen an Stelle von
marginaltransformierten keinen Einfluss auf das asymptotische Verhalten des Schétzverfahrens
hat. Mit anderen Worten: Asymptotisch betrachtet macht es keinen Unterschied, ob mittels
% ((z,00) % (y,00)) oder D5 ((x, 00) x (y,00)) das GrenzmaR v ((x,00) X (y,0)) geschiitzt wird,
wenn VO(*’I) und VO(*’2) asymptotisch unabhéngig sind.

Jedoch fiithrt die Verwendung von rangtransformierten Beobachtungen anstelle von marginal-

transformierten Beobachtungen zu zwei Ergebnis-technischen Einschrénkungen:

1. Die obige Prozesskonvergenz (7.17) kann nur auf Indexmengen [z* + €,a — ¢] mit ¢ €
(0, (a — x*)/2) erzielt werden, obwohl die Bias-Bedingung (7.16) gleichméfig auf [z*, a]
gilt.

2. Selbst wenn die Bias-Bedingung (7.16) gleichméfig auf [2*,00) erfiillt ist, kann wegen
Lemma 7.5 die obige Prozesskonvergenz (7.17) nur auf abgeschlossenen Intervallen gefolgert
werden, die in (z*, 00) liegen.

Im Gegensatz dazu gilt nach Theorem 6.2 die schwache Konvergenz
(U)

(nopi )2 (25 ((r, 00) % (y,00)) = 15 (2, 00) X (4,90))) . yepoe )

n—oo

- (Z(*’U) (¢x,y) - Vak(($7 OO) X (y7 OO))Z(*’U) (¢171))x,y€[z*,m)’

wenn die Bias-Bedingung (7.16) gleichméfig auf [z*, 00) gilt. &

7.1.2. Asymptotische Abhingigkeit von V" und V*?

Wir betrachten in diesem Abschnitt den Fall, in dem VE)(*’I) und VO(*’2) asymptotisch abhéngig
sind. Nach Definition 5.7 und unter der Annahme, dass die Marginalverteilungsfunktionen F}

und F5 streng monoton wachsend und stetig auf [ug, c0) sind, bedeutet das dann

P{min{VO(*’l), VO(*’2)} > u}

= wP{min{V"V V) > ) 230 (7.18)
P{VEY > ) v
fiir ein A > 0.
Definiere fiir ein z* € (0,1] und alle ¢ € {1,...,n}
VTE;’A) = ugl(Vi(*’l), VZ.(*’Q))]l{max{‘/'i(*’l), 1/;(*’2)} > ¥ up (7.19)

Der Term Vn(*i’A)

mindestens ein Eintrag die Schranke x*u,, iiberschreitet, und ist sonst gleich 0. In diesem Ab-
(*71) V(*12))
?

beschreibt also den durch w, normierten Zufallsvektor (V;(*’l),Vi(*’Z)), wenn

schnitt werden also marginaltransformierte Zufallsvektoren (V, fiir die statistische

(2
Untersuchung verwendet, wenn bereits ein Koordinate die Schranke z*u,, {iberschreitet. Sei des
Weiteren

o) = P{max{%(*’l),vo(*’2)} > xun}, € [z¥,00).

n,x
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() ()

Dann gilt vy, = P{Vn(j‘O’A) # 0}. Man beachte, dass wegen (7.2)

ol = 2(aun) = o)

fiir hinreichend grofe n € N gilt. Aus (7.18) ergibt sich damit

(*,A)

2
xunv( A =9 xunv(* V)29 A und U?;IU) = X — 1= o 1
Un,x TURUn 2

2)

Wir erhalten also im Fall der asymptotischen Abhéngigkeit von VO(*’I) und VO(*’ folgende asym-

ptotische Beziehung:

oA ~ (207 = 1)

b
n,T

(U)o (2 = M) (@un) ™!, n— . (7.20)

n,T
Im Ubrigen folgt dann aus der reguliiren Variation von u — P{Vb(*’l) > u}

el zezt,00).

S

3
8
3
8
!

A

Ferner betrachten wir die Funktionenklasse ®(") := {qb(or | (x,y) € T}, wobei T := [2*,00]%\

{00, 00} und

¢ (2) = 1{z1 > x oder z > y} (7.21)

fiir 2 = (21,22) € [0,00)%. Man beachte, dass ¢ Or)( ) = 1{z1 > 2z} und ¢<(£T?)J(z) = 1{z > y}

gilt. Damit lassen sich die Funktionen ¢, , aus (7.12) mittels der Funktionen aus ®(°7) darstellen:

Guy(2) = SR(2) + S (2) = 67 (2).

Die entsprechenden Tail-Array-Sums Z (gi)moz ) sind definiert durch

Z506) = N Z V) = Bloly) (v )
= (rwq(;j’lA))_l/2 Z (]l{Vi(*’l) > zuy, oder Vi(*’Q) > yup } (7.22)
i=1

— P{VO(*’l) > xuy, oder VO(*’Q) > Yy }).

Voraussetzungen

Bezeichne

*,A lA
= sup E| swp  |P(B]|B!Y) - P(B)
1<l<n—k—1 (n,A)
= Bezgn,l’«kk«l»l
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den -Mischungskoeffizienten von ((V(f7A))1<i<n)neN7 wobei BSZTA) = a((V(*’A)

n,t n,l

)i<i<n). Wir for-
dern nun, dass zwei Folgen (I,,)nen und (ry,)peny mit I, 7, — oo fiir n — oo existieren, so dass

zu demselben z* € (0,1] wie in (7.19) die folgenden Voraussetzungen gelten:
(A1**) Fir n — oo gilt 1, = o(ry,), m, = o((nv,(f’A))l/z), ravs ™ 0, 5 n/rn — 0.
(A2**) Fir alle k € {0,...,r,} existieren Konstanten

1 * * . * *
sy (k) = mmaX{P{min{Vk( ’1),V0( ’1)} > x*un},P{mm{Vk( 2 Vi ( 2 } > x*uy, },

P{mln{V VO* 2)} > x*up}, P{mln{V(* 2 VO* 1)} > z*upt},
die limy, o0 D4ty S5 (k) = > poy s52(k) < oo mit s55(k) = limy, 00 5557 (k) erfiillen.
(A3**) Es existiert ein § > 0, so dass

S i (+,4) ,
E[(;]l{vm 750}) } O(rpvy,), n— o0

(A4**) Zu jedem t € N existiert ein Maf v;* auf ([0,00)*\ {0},B(]0,00)* \ {0})), so dass

P —1 (*71) (*72) (*71) ( B
{U (V V(*l ‘/;*2 ‘/t )E }UHOOV:*(B)<OO
P{ min{V Vb } > u}

fiir alle v;*-randlosen Borelmengen B € B([0,00)* \ {0}) gilt, die von 0 weg beschriinkt

sind.

(PD) Die Abbildung (z,y) — 15 ((x, 00) x (y,00)) ist stetig partiell differenzierbar auf [x*, 00)?.
&

Voraussetzung (A1**) stellt grundlegende Anforderung an die Zeitreihe ((Vn(?A))lgign)neN,

wie sie Voraussetzung (A1*) fiir ((V(*.’U))KKH)HEN fordert. Wir rekapitulieren dabei, dass der

n,i
normierte Zufallsvektor Vn(Z’A)

(Vi(*’l),Vi(*’m) die Schranke z*u,, iiberschreitet. Wéahrenddessen ist Vn(:ki’U) nur dann ungleich
(*71) V(*’2))

von 0 verschieden ist, wenn mindestens eine Koordinate von

0, wenn eine gemeinsame Uberschreitung der Koordinaten von vV vorliegt. Damit
impliziert Voraussetzung (A1**) im Fall der asymptotischen Abhéngigkeit von VO(*’l) und VO(*’Q)
Voraussetzung (A1%).

Aus diesem Zusammenhang heraus ergibt sich, dass Voraussetzung (A2**) eine Erweiterung
von Bedingung (A2*) darstellt, die alle Kombinationen an méglichen Uberschreitungen der Zu-
fallsvektoren (VO(*’l), 1/0(*’2)) und (Vk(*’l) V(* 2)) k € N, berticksichtigt.

In Voraussetzung (A3**) wird die Uberlegung aus Voraussetzung (A3*) und (A5*) aufgegrif-
fen, dass die zufillige Anzahl an Uberschreitungen innerhalb eines Clusters der Linge r, be-
schrinkt sein soll. Aus technischen Griinden wird jedoch die Anforderung an Uberschreitungen,

die explizit durch eine Koordinate verursacht werden, restriktiver formuliert als in Voraussetzung
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(A5*). Indessen lasst sich ahnlich wie Voraussetzung (A3*) auch Voraussetzung (A3**) durch

eine restriktivere Bedingung ersetzen:

(A6**) Fiir alle j,k € {0,...,7,} existieren Konstanten

550G k) = P(max{VD, VD) > atu, max (VD V) > ot

| max{V{"Y VY > atuy),

die limy,,— o0 lejskgrn 54, k) = Zl<j<k<oo 524, k) < comit §52(7, k) := limy, 00 557(7, k)
erfiillen.

Aus Bedingung (A6**) folgt dann insbesondere Voraussetzung (A2**). Ein Nachweis dieses Zu-
sammenhangs zwischen den Voraussetzungen (A2**), (A3**) und (A6™*) ist im Abschnitt 7.3
(Lemma 7.13) erbracht.

Das Grenzmaf v;* aus (A4**) erfasst das zeitliche Abhéangigkeitsverhalten von (VO(*’D, VE)(*’Q))
und (Vt(*’l), Vt(*’2)) auf einem Extrembereich, welcher auch koordinatenweise Uberschreitungen
der Zufallsvektoren (VO(*’l), 1/0(*’2)) und (V;(*’l), 1/;(*’2)) beriicksichtigt. Damit impliziert Voraus-
setzung (A4**) auch Bedingung (A4*), wenn VO(*’l) und ‘/0(*’2) asymptotisch abhingig sind.

Mittels der Voraussetzungen (A1**), (A2**), (A3**) und (A4**) kann nun das asymptotische
Verhalten von (Z(Z*’A)( 53‘33))(%)67, bestimmt werden.

Proposition 7.9. Se: (Vt(l)7 Vt(2)) eine strikt stationdre Zeitrethe mit Marginalverteilungsfunk-
tionen Fy und Fy, die stetig und streng monoton wachsend auf [ug,o0) fir ein ug > 0 sind.
Sei des Weiteren (‘/0(*’1), VO(*’2)) reguldr variierend auf dem Kegel (0,00)% mit Grenzmaf v und
Index 1. Unter den Voraussetzungen (A1**), (A2*%*), (A3**) und (A4**) konvergiert die Folge
der Tail-Array-Sums (Zr(L*’A) (V) yeaen, n € N, in 19°(®©) schwach gegen einen zentrierten
Gaupfprozess (Z*4) (V) pepon mit Kovarianzstruktur

Con(ZM (o), 24D (87)

T,y
[ a) + 3 (Bl 0) B Rn)] (723)
k=1

mit

Dy(z,y,2,9) = ((max{x,fn},oo) x [0, oo)) U ((a;,oo) X (gj,oo)) U ((i,oo) X (y,oo))
U (10,00) x (max{y, §},50))
B(z,y, &, §) = ((i’,oo) % [0,00) X (x,00) X [o,oo)) U ((i,oo) % [0,00) x [0,00) x (y,oo))
U ([o,oo) % (§,00) x (2, 00) x [0, oo)) U ([o,oo) % (g, 00) x [0, 00) x (y,oo))
fir (z,y), (z,9) € T.

FEine genau Spezifikation (hinsichtlich aller moglichen Indexkombinationen (x,y),(Z,9) € T)

dieser Kovarianzen ist in den Gleichungen (7.63)—(7.71) angegeben.
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Mit Hilfe des asymptotischen Verhaltens von (Z(l*’A)( (z?;)))(x,y)eT lasst sich das asymptoti-

sche Verhalten von (t, j(7))ee+,q fiir beliebiges a € [z, 00) herleiten, wenn VO(*’I) und VO(*’Q)

asymptotisch abhéngig sind.

Lemma 7.10. Sei (‘/;(1),‘/;(2))1562 eine strikt stationdre Zeitrethe mit Marginalverteilungsfunk-
tionen Fy und Fy, die stetig und streng monoton wachsenden auf [ug,00) fir ein uy > 0 sind.
Sei a € [x*,00) beliebig gewdhlt. Dann gilt unter den Voraussetzungen von Proposition 7.9 die

schwache Konvergenz

(Z5 65, e o0 (2D 4 et o)
(n/un) 2 (g (@) = 2) peppe | =5 | (2= NV22220D6E) e (7.24)
(/)2 (n 2(8) = V) o (2= N"22Z2CY680)) e
Des Weiteren gilt
(Z8 D) 4 yetero0 (ZEDGEN), e oo
) (o ™ Sy |25 | (- =z @) L | 2

1 1

(nfun) 2 (s = =

(= @2=N"2Z0N(;
tn1(y) y> y€[z*,a]

))ye[:c*,a,}

schwach.

Unter der Zuhilfenahme der Bias-Bedingung (7.16) ergibt sich nun mittels Proposition 7.9
und Lemma 7.10 das asymptotische Verhalten des Schitzer 0 ((x,00) X (y,00)) im Fall der

asymptotischen Abhéngigkeit von VO(*’l) und VO(*’Q).

Theorem 7.11. Unter den Voraussetzungen von Proposition 7.9 sowie Voraussetzung (PD) und

Bias-Bedingung (7.16) gilt fir beliebiges € € (0, (a — x*)/2) die schwache Konvergenz

()2 (985 (,00) X (3, 00)) = v (,50) % (y,)))

)

z,yE€[z*+e,a—]
2 (22 (04 A ) 20 G + (14 Dey () 202 (62)

— 20N () — e, y) [(1+ Aea(1, 1)) 20D (GT)) + (14 Aey(1,1) 20D (617))
=2, s

wobei c(x, y) = v§((w,00) % (y,00)), ¢z 1= D, y) [0, ¢ = de(w,) /Dy und (2D (6% et
derselbe Gauflprozess wie in Proposition 7.9 ist. Die Kovarianzstruktur des Grenzprozesses ist in

Gleichung (7.97) angegeben.

Sowohl im Fall der asymptotischen Unabhéngigkeit als auch im Fall der asymptotischen Ab-

héngigkeit von VO(*’I) und %(*’2) ist die Verteilung des Grenzprozesses von

(o) 2 (58 (,00) x (9,00)) = ¥ ((,00) x (3,0%)) )

)

z,yE€[x*+e,a—¢]
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durch die Verteilung des Grenzprozesses der Tail-Array-Sums, dem Grenzmafs der reguliren
Variation von (VO(*’l), %(*’2)) auf (0,00)? und den Grenzmafken, die die zeitliche (extremale) Ab-
hangigkeitsstruktur der Zufallsvektoren (VO(*’l), 0(*’2)) und (V;(*’l),Vt(*z)), t € N, festhalten,
bestimmt. Im Fall der asymptotischen Abhéngigkeit von VO(*’l) und VO(*’2) ist jedoch die Ver-
teilung des Grenzprozesses aus Theorem 7.11 zusétzlich noch vom unbekannten Parameter der
asymptotischen Abhéngigkeit A und den partiellen Ableitungen ersten Ordnung ¢, und ¢, ab-
héngig. Damit stellt der Grenzprozess aus Theorem 7.11 den fiir statistische Untersuchungen

anspruchsvolleren Prozess dar.

7.2. Der Spezialfall: (V"" V") = (Xz, X7)

In diesem Abschnitt betrachten wir wie in Abschnitt 6.2 den Spezialfall, dass eine univariate
strikt stationdren Zeitreihe (X;);cz zugrunde liegt. Wir sind dann fiir einen festen Lag h € N
an dem extremalen Abhéngigkeitsverhalten des Zufallsvektors (Xg, X},) interessiert. Dieses wird
nun anhand der Methodologie aus Abschnitt 7.1 untersucht.

Bezeichne dazu (X[ )iez die zu (Xy)iez gehorige marginaltransformierte Zeitreihe, das heiftt

1
X/

-1 ez 7.26
1 — Fx(Xy) (7.26)

wobei Fx die Verteilungsfunktion von X bezeichnet. Nach Lemma 2.1 von Drees et al. (2015)
ist die marginaltransformierte Zeitreihe (X} );ez regulér variierend, wenn die zugrunde liegende
Zeitreihe (X})iez regulér variierend ist. Der Index der reguldren Variation von (X;)ez ist dann
stets gleich 1. Wir nehmen im Folgenden fiir die zugrunde liegende Zeitreihe (X;)iez an, dass
nach entsprechender Marginaltransformation (X;):cz regulér variierend mit Index 1 ist. Die
zugehorigen Tail- und Spektralprozesse bezeichnen wir mit (Y;*);ez und (05 )iez.

Um nun das extremale Abhéngigkeitsverhalten von Xy und X}, losgelést vom Tailverhalten zu
analysieren, fordern wir, dass der marginaltransformierte Zufallsvektor (X, X;) reguldr variie-
(*,h)

rend auf dem Kegel (0, 00)? mit einem Grenzmaf v " ist. Zur Erinnerung: Nach Lemma 7.12 ist
dies bereits dann erfiillt, wenn die strikt stationére Zeitreihe (X;);ez regulér variierend ist und
der zugehérige Zufallsvektor (Xo, X3,) regulir variierend auf (0,00)2. In diesem Fall sind nim-
lich die Tail-Balance-Bedingung in (7.3) und die reguldre Variation der Survivalfunktion 1 — Fx
trivial. Ferner ist nach Diskussion auf Seite 135 der Zufallsvektor (X§, X)) insbesondere dann

2

reguldr variierend auf (0, 00), wenn X und X; asymptotisch abhéngig sind und der Zufallsvek-

tor (X, X;) multivariat regulér variierend ist. Mit analogen Rechnungen wie in Abschnitt 6.2
kann dann gefolgert werden, dass sich der Parameter der asymptotischen Abhéngigkeit A und
das Grenzmafs Vé*’h) wie folgt mittels des Spektralprozesses (O ):cz darstellen lassen:
A=P{0; > 1} + E[0;1{0] <1}] und (7.27)
(+,h) 1

A (,00) % (y,00)) = 5 (2 P16} > w/a} + LEOI{O; <uy/a)).  (7.29)
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In Anbetracht des praxisrelevanten Falls, dass die Marginalverteilungsfunktion F’x unbekannt

ist, verwenden wir eine empirische Variante der Marginaltransformation in (7.26): Zu einer Stich-

probe X1, ..., X, 4+ konstruieren wir die rangtransformierten Zufallsvariablen
(ry,_  ntl (R, ntl
Xz - 7(1) und X] - 7(2)7
n+1—-R,, n+1-R;;

1<i<n,1+h<j< n+h, wobei RZ(Q den Rang von X; in Xi,...,X,, und R( ) den Rang von
Xjin Xq4p,..., Xpu4n bezeichnet. Nach Theorem 7.7 beziehungsweise Theorem 7.11 ist dann der

Schétzer

n (R,1) (R,2)
Yo X, > Ty, XtJrh > yup } (7.20)

n . R,
thl]l{mln{Xt( Y t+h }> Up }

unter den Annahmen (A1*)—(A5*) beziehungsweise (A1**)—(A4**) und (PD) asymptotisch nor-
mal fiir 1§ ((z, 00) X (y, 00)), wenn die Bias-Bedingung (7.16) erfiillt ist. Die jeweiligen Grenzpro-

oM ((x, 00) x (y, 00)) =

zess aus Theorem 7.7 und Theorem 7.11 unterscheiden sich jedoch hinsichtlich ihrer Komplexitét
merklich.

Im Fall der asymptotischen Abhéngigkeit von X§ und X ist der Grenzprozess aus Theorem
7.11 unter anderem noch von den partiellen Ableitungen c, und ¢, abhéngig. Diese lassen sich,
wie bereits fiir den Parameter der asymptotischen Abhéngigkeit A in Gleichung (7.27) geschehen,
anhand des Spektralprozesses (07 )icz ausdriicken: Mit Hilfe von Gleichung (7.28) folgt

exl,9) = 5o (2,00) % (3,00)

= 3 ({6 > y/a) + L E(O}1(6] < y/a)))

=3 (= Ptei > w/o) + 2 (5 P61 > viab) - El6i1(6; <yl

+y2(§ [@;n{@;<y/x}])>
i(i — p{e; >y/x})+£{2(§ E[0;1{6} < y/x}]) SE[@zn{@zéy/x}D

2 (00 X (3,50))

und
cy(@,y) = ;lyt()*yh)((%oo) X (y,00))
i;( P{e} >y/x}+ E[@h]l{@h y/a:}])

—;(1 5. P19 >y/x})+%E[ ;1{@z<y/x}]+xy2(£/ [0:1{6; < y/w}]))

X
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7.3. Beweise

In diesem Abschnitt werden sdmtliche Nachweise der Ergebnisse in Abschnitt 7.1 erbracht. An
erster Stelle weisen wir den behaupteten Zusammenhang zwischen Voraussetzungen (A2*), (A3*),

(A5*) und (A6*) sowie (A2**), (A3**) und (A6**) nach.
Lemma 7.12. Aus Voraussetzung (A6*) folgen die Voraussetzungen (A2%), (A3*) und (A5%).

Beweis. Ersetzt man im Beweis von Lemma 6.6 die Zufallsvektoren (Vi(l), Vi(Q)), i € N, durch die
marginaltransformierten Zufallsvektoren (Vi(*’l), Vi(*’2)), i € N, und die Konstante 5,(j, k) durch
5%(j, k), so ergeben sich wegen Voraussetzung (A6*) die Voraussetzungen (A2*) und (A3*).

Des Weiteren folgt aus Voraussetzung (A6*) zusammen mit (7.2) fur j € {1,2}

P [(gn{VA;’j> #0))’]

=33 Plmin{v,"? v > atu,)
i=1 k=1
— *, ) * S k 3 *,, ) *,, ) *
= rnP{VO( > afup} —i—rn; (1 - E)P{mm{%( J ,Vk( > 2t}
Tn T'n

z": (1 - i)az*unP{min{Vé*’j), Vk,(*’j)} > x¥uy }

r*u, U,

r*u,  T*un,

TT‘L . .
<4 iZP(Vk(*’]) > ¥ uy, | VO(*’]) > ¥ up,)
k=1

T o
e IAL
X 4 ¥ n
U U
T'n
_o(™), noe
Un,
so dass (A5*) erfiillt ist. O

Lemma 7.13. Aus Voraussetzung (A6**) folgen die Voraussetzungen (A2%**) und (A3**).

Beweis. Aus Voraussetzung (A6**) folgt

(0 #0)]

= Z P{ min { maX{Vi(*’l), Vi(*’Q)}, maX{Vj(*’l), Vj(*’2)}, max{Vk(*’l), Vk(*g)}} > x*un}
ij.k=1
rn—1 k k
* . *,1 *,2 *,1 *,2
< oA+ 6ry, Z Z (1 - r—)P{ min { max{VO( ),VO( )},max{Vj( ),Vj( )},
k=1 j=1 n

max{Vk(*’l), Vk(*’g)}} > :r*un}
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rn—1 k
< ol 4 60l Z Z P(min { max{\/}(*’l), Vj(*’2)}, max{Vk,(*’l), Vk(*’Z)}} > Uy,
k=1 j=1

| max{Vy" V") > )

< rnvﬁb*’A) + 6rnv7(1*’A) Z 5 (4, k)

1<j<k<oo
= O(rpvl ), n— oo,

so dass (A3**) erfiillt ist. Ferner gilt

57 (k. k) > Plinas (VD V) >y | max (VD V) > atuy)

1 * * * * *
> ——— max {P{max{Vk( ’1),VO( ’1)} > a:*un},P{max{Vk( ’2),V0( ’2)} >zt up},

UT(L*,A)
P{maX{Vk(*’l), VO(*’2)} > x*uy, }, P{max{Vk(*’2), VO(*’I)} > a:*un}}
und limy, o0 Y 1y 555 (k, k) =D 50 §55(k, k) < 0o, so dass auch (A2*¥) erfiillt ist. 0

7.3.1. Beweis von Lemma 7.1

Es gilt
VI s u e 1fu> 1= F(VY) <= VP > B (1 - 1/u) =: Uj(u)

fir alle u € [up,00) und j € {1,2}. Nach Voraussetzung ist die Survivalfunktion 1 — Fj regulér
variierend mit einem Index —¢§ < 0. Demnach ist die Funktion U; regulér variierend mit Index
1/&€ > 0. Folglich existiert zu jedem x € (0,00) eine Funktion 7, : (0,00) = R mit 7;,(u) =

o(Uj;(u)) fiir u — oo, so dass
Uj(zu) = 24U, (u) + 52 (u)

fiir alle u € (0, 00) gilt.
Des Weiteren gilt nach Theorem 5.5 fiir alle € > 0

. P{Vb(l) > zu, %(2) > yu}
lim  sup DR
U7 gye(e,00) | P{min{Vy "/, V' } > u}

— vo((x,00) x (y,00))| = 0.

In Verbindung mit lim,, o Us(u)/U1(u) = d folgt also

lim P{VO(*’l) > xu, VO(*’Q) > yu}
uU—+00 P{min{VO(*’l), ‘/'()(*72)} > U}
— fim P{Vo(l) > Ul(:cu),VO(Q) > Us(yu)}
= PR > Uy (u), Vi) > Us(u)}
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P{RY > (o B, i > (31 + ) Pl )
Us(u)

P v > )

= lim
U— 00

vo((x'/¢, 00) x (dy'/¢, 0))
VO((LOO) X (d,OO))

=: 13 ((,00) X (y,00))

fir alle z,y € (0, 00), da v9(9((21,00) X (22,00))) = 0 fur alle z1, 22 € (0,00), v5((1, 00) % (d, 0)) =
vo((max{1,d},o0)?) = (max{1,d})~® > 0 und

2.4 (uw) Uz (u }
UQ(U) Ul(u)

~—

r1z(w)
Ul(u) ’

fiir hinreichend grofe u von 0 weg beschrénkt ist.
Nach Lemma 5.4 ist damit v} eindeutig bestimmt. Aus der Homogenitét von vy zum Grad —a

folgt dann, dass 15 homogen zum Grad —1/n:= —1/(&/a) ist. Ferner folgt aus min{Vo(l), ‘/0(2)} <

Vo(j) die Ungleichung ¢ < a, so dass 1/n € [1,00) gilt. O

7.3.2. Beweis von Lemma 7.3

Dem Beweis von Lemma 7.1 l&sst sich entnehmen, dass
VO s ue= VY > B - 1/u) = Uj(u)

fir alle u € [ug, 00) gilt, U; regulér variierend mit Index 1/£ > 0 ist und zu jedem z € (0, c0)

eine Funktion 7, : (0,00) = R mit 7 ,(u) = o(Uj(u)) existiert, so dass
Uj(au) = 28U (u) + 1 (u)

fir alle u € (0, 00) gilt.

Nach Lemma 5.2 ist die Abbildung (z,y, Z, ) — v((z, 00) X (y,00) X (Z,00) X (7, 00)) in jedem
Fall stetig, da v4(9((x,00) X (y,00) X (Z,00) X (g,00))) = 0 fir alle z,y,z,7 € (0,00) gilt. Mit
analoger Argumentation wie im Beweis von Theorem 5.5 ldsst sich dann zeigen, dass fiir alle
e>0

) P{VO(I) > zu, V0(2) > yu, Vt(l) > Tu, Vt(2) > gu}
lim sup D @
U0 4,85 (2,00) P{min{Vy 7, V™) > u}

- Vt((xa OO) X (y,OO) X ('%7 OO) X (y,oo)) =0
gilt. In Verbindung mit lim,_o Us(u) /U (u) = d folgt also

lim P{Vo(*’l) > zu, 1/0(*’2) > yu, Vt(*’l) > Tu, Vt(*’2) > gu}
U—00 P{min{VO(*’l), ‘/'0(*72)} > u}
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PV > Uy (zu), V2 > Us(yu), ViV > Uy (3u), V) > Us(ju)}

=% P{V(” > Uy (w), VP > Uy(u)}
_ 7’ z( () (u) Us(u)
= lim PV > (645 )U( W= (0 T Ug( ))U?(U)Ul(m’
(1) T @) r ,y Uz (u)
p >( 1/£Jr 1 ) Vtz gue 4 1 )Uj(u)Ul(u)}

vi((x1/%, 00) x (y'/¢, 00) x (&/¢ OO) ( 1/5 ,0))
VO((LOO) (d, OO))
= (25, 00) x (y'/¢,00) x (&%, 00) x (5%, 00))

x(P{Vé’>U1<>va”

fir alle z,y, Z, 7 € (0,00), da v(9((21,00) X (22, 00) X (23, 00) X (24, 00))) = 0 fiir alle 21, 29, 23, 24 €
(0,0), vo((1,00) x (d,0)) = vp((max{1,d},00)?) = (max{1,d})~® > 0 und

min /e o M@ 1ge 2y (W Ua(u) yje ma(w) cyge r2g(u) Uz(u)
{z/e+ 0wl T nwt T e T Ul(u)}

fiir hinreichend grofte u von 0 weg beschrénkt ist. |

7.3.3. Beweis von Proposition 7.4

Sei j € {1,2} fest gewahlt. Wir zeigen zuerst, dass der Prozess e = (e,(ij) (7)) z€[a*,00) SChwach
gegen 0 konvergiert.

Sei m} := |n/r,|. Man beachte, dass das asymptotische Verhalten des Prozesses e'?) sich nicht
andert, wenn nur die ersten m *rn Beobachtungen verwendet werden, da nach Annahme (A1%*)

und wegen nv( Y < P{V( > up } = n/uy, fiir hinreichend grofe n € N

*
myTn

sup_[e)(@) = (ol )2 (237 AV > v - |

z€[z*,00) i=1

n
_ () 1/20n —
sup (nv, ") - Z V. > zu,}

i=mkrn+1

= w7 Z V) > pru,)

fast sicher gilt. Im Ubrigen folgt aus m%r,/n "= 1 und m}( U< nP{VO ) > Up} = n/uy, fir
hinreichend grofte n € N

(%U)\1/2
(nvml ) / ( no m;rn> 1 N — My nsoo 0
n/un Tu,  xuy (nvfl*»lU))l/Q LUy, ’
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Sei nun Tj, = (Vrf;j))(k—l)rnﬂgigkrn und definiere die Abbildung f, : [0,00)™ — [0,00) mit
Jo(z1, ooy 2n,) = >0 1{z > 2} fir @ € [z, 00). Dann gilt fiir hinreichend grofe n € N

* T'n
E[fx(Tn,k)] = TnP{VO( 1) > xun} = E
Fir z € [z*, 00) ergibt sich also
, . Uy MaTn iy 1
e (@) = (i )2 (2D 1V > wun} = =) +op(1)
i=1
(”717(11 ))1/2 e (*,7) myry
_n/un(lz;]l{vZ > @un} = :cun>+0P(1)
(U)\1/2 m},
nov
= O LS (o) ~ BT + or ().
" k=1

Seien nun T}, = (Vn(?j))(k—l)rn—i-lgigkrn unabhéngige Kopien von T}, fir 1 < k < m,, und

(nopi )V
= fo( ;,k)v T € [$*,OO),

ke {l,...,m}}, stochastische Prozesse. Wir zeigen nun, dass der Prozess

lmy/2) »
W= (Y (2@ - B2 @)

st ze[ac*,oo)’

welcher sich nur auf Blécke T77 . bezieht, die einen geraden Index k besitzen, schwach gegen 0

konvergiert. Definiere dazu die zuféllige Semimetrik

[y, /2] 1/2
)= (2 (@ten) - 20 w2)))
k=1
auf [*, 00). Sei des Weiteren p : [2*, 00)? — [0, 00) eine Abbildung mit p(z1, 2) = 2*|z7 ' —z5 1.
Diese beschreibt offensichtlich eine Metrik auf [z*, 00) und es lésst sich leicht zeigen, dass p den
Parameterraum [2*, 00) totalbeschrinkt (vergleiche Lemma 2.10).
Wir weisen nun die Eigenschaft (i)—(iv) aus Theorem A.4 (van der Vaart und Wellner, 1996,

Theorem 2.11.1) nach, um die asymptotische Gleichstetigkeit des Prozesses Wr(Lj ) Zu folgern:

(i) Fiir alle n € N, s € {1,2} und alle Vektoren (a1, ...,a|m:/2]) € {—1,0,1}ma/2) ist die
Abbildung sup ooy z) s, ‘Z,EZT/QJ ai(Z é%k( 1) — Zé{%k(.fl?Q))s‘ messbar.

z1,x9€[x*, 00
(ii) Fiir jedes 7 > 0 gilt ZLm"/zj E* [HZn]%kHQ ]I{HZ(J%HOO > 7} 7.

(iii) Fiir jede Folge 6, | 0 gilt SUP yay.a0 <50, Sop7 3/ E[(Z g;k(;ﬂl) Zﬁ{%k(m))Z] i N

z1,x0€[x*,00)
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(iv) Fir jede Folge 6, | 0 gilt fO(S" V1og N (e, [2*,00),dy,) de "% 0 in aukerer Wahrscheinlich-
keit.

Nachweis von (i): Die Abbildung L 4 (1, %2) : w — | ZLm"/Q i(Z ,sj;k(xl, )— Zq(f%k(a:g,w))ﬂ
ist offensichtlich fiir alle x1, x5 € [2%,00), s € {1,2}, n € N und alle Vektoren (a1, ...,a|n: 2]) €
{=1,0,1}™2/2) messbar. Derweil ist QN [z*, c0) eine dichte Teilmenge von [z*, oc), die bekann-
termafsen abzahlbar ist. Folglich ist auch die Abbildung

sup Ls,a(xla $2) = sup Ls7a (xlu 562)
p(z1,22)<0, p(zy,22)<,
x1,w9E[x*,00) x1,29€QN[2z*,00)

messbar, so dass Eigenschaft (i) gilt.

Nachweis von (ii): Aus nUf:iU) < nP{VO(*’l) > up} = n/u, fur hinreichend groke n € N und

(A1%) folgt

(5U)\1/2 (5U)\1/2
nv nv
( n,l ) fx( ;72k)<( n,1 ) < *7”?] ni))oo
n/un n/uy (m}éi )y1/2
fast sicher. Demzufolge gilt
Lm7./2] (
S B Z R 2D e o) > 7]
k=1
(*, U) (U)\1/2
o (me)
= * 12| E* 2 T, : x* y
/2| T { T e () > 7

=0

fiir hinreichend grofse n € N.

Nachweis von (i1i): Nach Voraussetzung (A5*), P{VO(*’I) > up} = 1/uy, fiir hinreichend grofe
n € N und Gleichung (7.10) gilt

gl () 5(7) 2
sup E: E[(an,%(xl) an,2k($2)) ]
P(zla162[>f5ny> k=1
z1,r9€[T*,00

S T oI () ST )
_ "n, sup E ]l{an“i’J c ($1un,$2un]}
()’ ﬁ?;ﬂ%’) k=1 i=(2k—1)rp+1
nv(* U) Tn ( ) )
_ .
a (n/un) { n/QJ p(a:l,sé[l))jan,) E[(;]I{VZ € (xlun;.TQUn]}) ]
z1,x9€[x*, 00
v(*’lU)u2
= [}, /2]O(rn /un)
o0
—0(————) o

PVEY s )
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Nachweis von (iv): Setze WT(Lj,i(f) = (nUfLT’IU))1/2f(T;7k)/(n/un) fir f:1]0,00)™ — [0,00). Es
gilt dann Wéj w(fz) = njll( ) fiir alle x € [x*, 00). Mit der zufélligen Semimetrik

my /2]

) 1/2
(facufa:z —< Z (W fx1 _Wyg?%k(fxz))2>

auf Fp- :={f; | = € [2*,00)} folgt also

N(e,[z*,00),dp) = N(g, Fpx,dy)

fiir alle € > 0. Die Funktionenklasse F,« ist linear geordnet, so dass nach Beispiel 2.6.1 von van
der Vaart und Wellner (1996) diese eine VC-Klasse mit Index V (F,+) = 2 ist. Ferner beschreibt
d,, die Lo-Metrik hinsichtlich des zufalligen Mafes

o) L2

> e

so dass nach Theorem 2.6.7 von van der Vaart und Wellner (1996)

n

@n

n/un

N(e, Fy=,dpn) = N(g, Fp=, L2(Qp))

~ 1
< KV(fx*)(IGe)V(fz*)<€< /[0 ) 2. dQ,

— Ke? /[0 |2 dQn

|, ) a2

= Z fo(Tr on) (7.30)

n/un

>1/2) 2(V(Fpx)—1)

fiir eine hinreichend groke Konstante K > 0 gilt, wobei K := 2K (16¢)2. Man beachte, dass im
Fall f[o,oo)rn f2. dQ, = 0 die Uberdeckungszahl gerade gleich 1 ist. Die obere Schranke (7.30)
konvergiert fiir festes € > 0 stochastisch gegen 0, denn es gilt mit der Markov-Ungleichung, (A5*),
P{Vo(*’l) > u,} = 1/uy, fir hinreichend grofe n € N und Gleichung (7.10)

n (=U) [my /2] (xU) |m; /2]
{n/un Z f2 (T on) }gi [n/un Z fae( an]
oU)

= ;L )2L /2JEKZ]1{V*1 >xuﬂ})]

v( U) w2
= L {my /2|O(rn/un)

S0

:0( Tl )”i°>°o

P{VO(* = Un}
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fir ¢ > 0. Fir jedes § € (0,1) kann also n € N hinreichend groff gewé#hlt werden, so dass
N (e, Fpr,dn) < Ke2 mit einer Wahrscheinlichkeit groker als 1 — ¢ gilt. Damit ergibt sich fiir
hinreichend grofses n € N

on On
/ (log N (e, Fyx, d, ))1/2 de < / log(K) — 2log(e) de
0 0
on n—oo
- [log(K)e — 22(log(e) — 1)]0 =0,

Nach Theorem A.4 ist also der Prozess ﬁj ) asymptotisch gleichstetig beziiglich p.

Ferner gilt fiir alle z € [z*, 00)

[m7./2]
Var( > 2ol () = ;. /2 Var(Z @)

< |\m /2 B[(Z8) (2))?)

L /2 nol?) o

- (g > )]
n i=1

* (*7[') 2
my /2 v u
L n/ J n,1 nO(Tn/Un)

n

—

(U)
n,l1

O(P{VO(*’l)

v n—aoo

— 0,

> un})

so dass W )(:L") "% 0 schwach fiir alle z € [2*, 00) gilt. Daraus ergibt sich dann insbesondere,
dass die endlich-dimensionalen Randverteilung von W,(l] ) in Wahrscheinlichkeit gegen 0 konver-

gieren: Fiir alle 7 > 0, d € Nund z1,...,z4 € [2%,00) gilt

d
Plmax{|WP (@)l,... WP (o)} > 7} <Y P{AWY (2:)] > 7} =50
=1

Die Kombination dieser beiden Resultate liefert nach Theorem 2.1 von Kosorok (2008) die Pro-

zesskonvergenz W(] )2,
n—

Wir folgern nun mittels der schwachen Konvergenz von W,sj ) 2% ) die Prozesskonvergenz des

()

Teils des Prozesses ey;’, der sich auf Blocke mit geraden Index bezieht, das heifst

| (o) /2 i 2]

k=1

Bezeichne hierfiir 67(117,2:7') die von (Vn(j;j ))ighgl erzeugte o-Algebra. Da Bs”f) - BglU ) gilt, folgt

durch Anwendung des totalen Erwartungswerts, der Dreiecksungleichung und der Turmeigen-
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schaft des bedingten Erwartungswerts

B| sw  |P(B|B)-PB)|>E| sw E[PB]|BL)-POB) ‘Bu,j)]]

(n,U) L (n,U)
BEB, i BEB, |1kt

>E| swp |P(B|BMY)- P(B)@.

-B GBS}[QICH

Demnach ist die Zeitreihe ((Vn(j] ))1<l<n)neN (B-mischend mit Koeffizienten ﬂf:k] ) < ﬁi*,’gU). Nun
sind die Blocke Ty, o1, k € {1,..., |m},/2]|}, um jeweils 7, Beobachtungen separiert, so dass sich
nach Lemma 2 von Eberlein (1984), (A1*) und ﬂfl*l’i]) < ,B(*’U)

N die Konvergenz

(%,U) n—qo

LT 26) 1<k (s /2)) — LT ) 1<h<ma 2 v < [mih /20850 < [my /218,77 =50
(7.31)

ergibt, wobei ||pu1 — polTv = sup e |11 (A) — p2(A)| den Totalvariationsabstand zwischen zwei
Mafen p; und po auf (E, A) beschreibt.
Bezeichne nun g : B(1°°([z*, 00))) — B(([0, 0c0)™)L™2/2]) eine Abbildung mit

m)?(;:,1U))1/2 [m7, /2]

n/uny

o) = {= € (oot | (1 (1020 - Bl ) eaf.

k=1

wobei g wegen der Messbarkeit von f, wohldefiniert ist. Nach (7.31) gilt dann

1LY — L(WD)|rv
= sup [LED)A) - LoV (A)
AeB(l°°([x*,00)))

= sup |L((Th20)1<k< 2 2))(9(A)) = LUT5: op)1<k< me /21) (9(A)))|
ACB(I>® ([2*,00)))

<NL((Th2k) 1<k< mz 21) — LUT 2k )1<k<|mz s2)) I TV

n—oo

— 0,

so dass é,(lj ) W,gj ) 2% 0 in (&uferer) Wahrscheinlichkeit folgt. Nach dem Lemma von Slutsky
(Kosorok, 2008, Theorem 7.15) ergibt sich also

e 230

in (dukerer) Wahrscheinlichkeit. Auf analoge Weise folgt, dass der Teil des Prozesse el ), der
sich auf Blocke mit ungeraden Index bezieht, schwach gegen 0 konvergiert. Nach dem Lemma
von Slutsky (Kosorok, 2008, Theorem 7.15) folgt dann, dass der gesamte Prozess egf ) gegen 0

konvergiert.
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Nach Proposition 6.1 folgt mit den Annahmen (A1*)—(A4%*) die schwache Konvergenz der Tail-
Array-Sums ( (qﬁx y))eyelz+,00) gegen einen zentrierten Gaukprozess (Z(*’U)<¢x,y))x,ye[m*,oo)
mit Kovarianzstrukur wie in (6.9) unmittelbar, wobei die Grenzmafe v; durch v}, t € Ny, ersetzt

werden. Die Semimetrik in (6.17) wird dann zu

P by, Di.5)
:: VE)k<<mim{az,a§}7 max{:c,i:}} " (1,00)) L <(1’ 20) X <min{y,g}, max{y,gj}D (7.52)

x* x* x* x*

modifiziert wird. Mit erneuter Anwendung des Lemmas von Slutsky (Kosorok, 2008, Theorem

7.15) folgt dann die schwache Konvergenz der gemeinsamen Verteilung der stochastischen Pro-

(U 1) nd . -

zesse (Zy" (qﬁxy))m ye[e*,00), en’ und e

7.3.4. Beweis von Lemma 7.5

Sei j € {1,2} beliebig und n € N derart grofs, so dass nach Gleichung (7.2) die Gleichheit
P{V, |/ARRESS r*up} = 1/(z*uy,) gilt. Sei des Weiteren a. := a + € fiir ein beliebiges ¢ > 0.

Angenommen die schwache Konvergenz
(+,U) 1/2(% Y ﬂ{V(*’j) 1 }— ) [y 7.33
R CORIUEEE T ED I )

gilt. Nun ist die Abbildung G, (-,w) : [0, 00) — [0, 00), mit

Gp(0,w):=0 und Gu(s,w):= % ZH{V(*’j)(w) > éun} fir s > 0,

7
i=1
offensichtlich monoton steigend in s € [0, 00). Ferner besitzt Gy, (-, w) die verallgemeinerte Inverse

G (s,w) :=inf {7’ € [0,00) ’ 2ZLZn:]l{‘/;(*’j)(w) > %un} > s}

J -1
_Jun (Véi%gn/un)swzn(w)) fir s > 0,
0 sonst.
Nach Theorem 1 von Vervaat (1972) gilt die schwache Konvergenz (7.33) genau dann, wenn

n—oo

(no )2 (1 (V) =30 (7.34)

—1
7[(n/un)s—|:n) 8)36[1/(1571/:5*}

schwach gilt.
Nun sind die Pfade

*,7 -1
5 Un (Vrgf%()n/un)s]n(w))

P-fast sicher Element von D := {g € [*°([1/a.,1/2z*]) | g > 0}. Sei f : D — [*°([1/ac, 1/z*]) mit
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f(g) = 1/g und bezeichne Id die Identitétsabbildung auf [1/a.,1/x*]. Fiir alle Folgen t,, "—% 0,
hp =3 h mit t, € [0,00), h,hyp € 1°([1/ac,1/2*]), die Id + t,h, € D fiir alle n € N erfiillen,
folgt

fId+tohy) — f(Id) 1 1
tn Tt dd+2h,  t,Id
B tnhn
~ Id(tnId + 2hy)
n—oo h
-

Demzufolge ist das Differential von f in Id, geschrieben als f],, eine lineare und stetige Abbil-
dung, so dass f Hadamard-differenzierbar in Id tangential zu D ist.
Nach der funktionellen Delta-Methode (Kosorok, 2008, Theorem 2.8) gilt dann wegen (7.34)

die schwache Konvergenz

(xU)\1/2 (+.9) -1 _ n—0o
(nvn71 ) (f<<un(vn—|—(n/un)s-‘n) )SE[I/Gg,l/CE*]) f(Id)> — f[d(0)7
das heifst

(xUN1/2 () —17,(%:) 1
(m}ml ) (un Vn—[(n/un)s]n S>s€[1/a571/z*}

Die obige Konvergenz ist gerade gleichbedeutend zu

_ *, ] *,U _
Sup |un1Vr£—?7)L/(xun)]n o $} = OP((nv'r(l,l )) 1/2)‘ (735)

TE€[x*,a.]

Wir zeigen nun, dass sich Vn(ifgl J(zun)]in in Gleichung (7.35) durch VL({;’QI) (11 (un)) | CTSCtZED

lasst, wenn a. durch a ersetzt wird. Man beachte dafir, dass |[(n + 1)(1 — (1/(zuy,)))| = n +
1—[(n+1)/(xuy)] fir alle x € [z*,a.] gilt. Wird n € N hinreichend groft gewéhlt, so ist
fir alle x € [z*,a.] die Gaulklammer [(n + 1)/(zu,)] entweder gleich [n/(zuy)] oder gleich
[n/(xun)] + 1. Fiir 6,5 := (271 — u,,/n) 1 — x gilt dann

[(H;)ﬂ = Wi—iﬂ = o =l -1

Des Weiteren ist der Term 6, , wegen 96, /0z = (1 — xu,/n)~2 — 1 > 0 (fiir hinreichend grofe
n € N) monoton steigend in x. Folglich gilt fiir hinreichend grofe n € N die Ungleichung

SUp Opg < Opg < €. (7.36)
T€[x*,a]
Damit folgt dann
(xU)y1/2 —1y/ () —1y/ (%)
(nvn,l ) / Sup |’U,n Vn—?n/(mun)]n = Up Vn—i—i—]'n/(run)]n‘

x€[z*,a]
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(+,U)\1/2 11 -(%,5) _1 ()
= () o Voot Vo (@t mayun)ind
< s [ ) o
ZEE[.T*,O,] 1 n ’—n/(xun).l n
*,U _ %1 v
+ Ies[lml}‘)a} |<77/U7(171 ))1/2( anTE_ |—T)L/((m+5n 2un)lm (3’: + 571,3;))} -+ x:;‘;?a](nvé, ))1/25

Der erste Summand der rechten Seite von (7.37) konvergiert wegen (7.35) in (duferer) Wahr-

scheinlichkeit gegen 0. Wegen (7.36) gilt fiir hinreichend grofte n € N

*,U —
e ]|(””n,1 VR VL i ten — (2 n2))
< (nv’f:iU))lﬂ Sup ‘uglvrfi?r)z/(iunﬂn - :Z."

%E[x*,as]

so dass wegen (7.35) die rechte Seite von (7.37) in Wahrscheinlichkeit gegen 0 konvergiert. Eine
Taylorapproximation der Funktion f,(t) := (z7!1 —¢)"! — 2 in 0 liefert fx( ) = —z2%t + O(¢?).
Daraus folgt 6, » = fo(un/n) = O(u,/n), so dass wegen u,, = 1/P{V0 ) > Up} < 1/U(* ) und
(A1*) auch der letzte Summand der rechten Seite von (7.37) gegen 0 konvergiert:

sup (nv )20, 0 < ({3728, 0 = (m0{37) 20 (un ) = o (nel))7H2) =0,

z€[z*,al '

7.3.5. Beweis von Theorem 7.7

Fiir den Nachweis von Theorem 7.7 weisen wir zunéchst folgendes Hilfsresultat nach.

Lemma 7.14. Es sei v ein Maf$ auf ((0,00)%,B((0,0)?)), das homogen vom Grad —1/n fiir
ein n € (0,1] ist. Bezeichne c(x,y) = vj((x,00) X (y,00)). Dann existiert zu jedem € € (0,z*)

eine Konstante K. > 0, so dass fir alle s,r € (—¢,¢)

sup  |e(x + s,y + 1) — c(z,y)| < Ke(|s| +|r]) (7.38)
z,y€Elz*,00)

gilt.

Beweis. Wir zeigen im Folgenden anhand einer Fallunterscheidung, dass Ungleichung (7.38) gilt.
Bevor wir damit beginnen, definieren wir f : (—¢,¢) — R mit f(s) = s (1 — (1 4 s/2*)~ /7).
Die Funktion f erfiillt

tim £(s) = tim 2~ 2 (14 ) i L2 L o)

50 s=08 S x* 5208 8 na* x*’

wobei in der zweiten Gleichheit eine Taylorapproximation der Funktion s +— (1 4+ s/z*)~Y/7 in 0
angewandt wurde. Demnach ist f stetig und beschrankt.
1. Fall: s,r > 0: Fiir s,7 > 0 und m,, = max{(z + s)/z,(y + r)/y} gilt (mayx,00) X

(myyy,o0) C (x+s,00) X (y+r,00). In der folgenden Rechnung wird ausgenutzt, dass ¢ homogen
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vom Grad —1/n ist, die Abbildung « + 1 — (1 + s/z)~'/7 monoton fallend auf [2*, c0) ist, und
eine Konstante C' > 0 existiert, so dass |f| < C gilt. Es folgt dann

sup ‘c(m +s,y+7r)— c(m,y)‘

z,YE[x*,00)

< sup (1—mgy/Me(z,y)

x,Yy€E[z*,00)

< c(e”,2")  sup ) <1 B min{<x f— 8>1/n’ <yir>1/n})

z,y€E|z*,00
s\ —1/n r\—1/n
= () Y/"max{ sup 1- (14> , sup 1— (14—
{xe[w*,oo) ( .’E) ye[a:*,oo) ( y) }
= ()" max{sf(s),rf(r)}
< C(*) V(s + 7). (7.39)

2. Fall: s, < 0: Im Fall s,7 < 0 ergibt sich mit m,, = min{(z+s)/z, (y+7)/y} die Inklusion
(x+s5,00) X (y+7r,00) C (Mg yx,00) X (My 4y, 00). In folgender Rechnung wird erneut ausgenutzt,
dass ¢ homogen vom Grad —1/7 ist, die Abbildung  +— (1 + s/z)~ /7 — 1 monoton fallend auf
[2*, 00) ist, und eine Konstante C' > 0 existiert, so dass |f| < C gilt. Es folgt

sup ‘c(m +s,y+7r)— c(m,y)‘

x’ye [I* 700)

< sup (mgy/" = 1e(x,y)

z,yE€x*,00)

=c(z*,2*) sup (max{(xj_s)l/n,(yiry/n}—1)

z,y€E|z*,00)

— (%) max{ sup ) (1 + i)l/n 1 sup (1 n ﬁ)*l/n B 1}

z€[z*,00 YyE[z*,00) Yy

(%)~ " max{—sf(s), —rf(r)}
C(x™) (|| + |r). (7.40)

NN

3. Fall: s < 0 < r: Mit Hilfe der Dreiecksungleichung, (7.39) und (7.40) ergibt sich

sup |c(x +s,y+r)— c(x,y)|

z,yE€x*,00)

< sup ’c(:v+ S, y+r)— C(:L’,y+7‘)} + sup ’c(:v,y +7r)— c(m,y)‘

z,yElz*,00) z,y€Elz*,00)
< C(*)7Y(|s| + 7).

Auf analoge Weise folgt dann im Fall » < 0 < s

sup [e(@ + s,y +7) = ez,y)] < O(a) V(s + |r]).

z,yEx*,00)

Insgesamt folgt also Ungleichung (7.38). O
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Beweis von Theorem 7.7. Sei z,y € [z*,a] und 7 € (0,1) beliebig klein. Setze der Ubersicht-
lichkeit halber

c(x,y) = v5((z,00) x (y,00)),
pn(x,y) = P{VO(*’D > a:un,VO(*’2) > yu,} und
dn(x,y) = P{VE)(*J) > SUp, Vo(*g) > tun}’(s,t)z(tn,1(:r:),tn,2(y))'

Nach Lemma 7.5 gilt

sup |t () — 2| = op((no()) 1) (7.41)

xz€[x*,a]

Zu jedem § > 0 kann also n € N derart groft gewéhlt werden, so dass
tnj(x) € [x — 0,2+ 0]

mit einer Wahrscheinlichkeit grofer als 1 — 7 gilt. Damit lasst sich d,,(z, y) mit einer Wahrschein-

lichkeit grofser als 1 — 7 wie folgt abschéatzen:
Po(z+ 0,y +0) < dn(z,y) < pu(z — 6,y —9).

Aus der Stetigkeit von = — c¢(z,1) auf (0,00), die sich aus Theorem 5.5 ergibt, folgt dann: Zu
beliebigen £1 > 0 kann § > 0 derart gew&hlt werden kann, so dass

c(x+8,y+0) (y+o\-Vne((x+6)/(y+9),1) _
c(z,y) _( y ) c(z/y,1) Zloe

clx—6,y—0) (y—0o\—Yne((x—20)/(y—9),1)
Tl Gy Gl e

Aus der regulédren Variation von (Vo(*’l), VO(*’Q)) auf (0, 00)? folgt demnach fiir hinreichend grofie
neN

Pn(x + 06,y +0) “1-e und pn(T — 6,y —0)
Pn(z,y) pn(2,y)

Daraus resultiert

dn(337 ) n—oo
< _ _
P (@ 1) > 1 —1—51} < P{d,(z,y) > pp(z — 6,y —0)} — 0,
dn 9 n O
P ) Ei )>1—51}>P{dn(:v,y)>pn(a:+5,y+6)} s

Es ergibt sich also

d
n(2,y) "% 1 in Wahrscheinlichkeit. (7.42)
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Mit der reguldren Variation von (VO(*’I), V(* 2)) folgt dann

dn 9 dn 9 n 9 n—oo . . . .
(. 9) = (2, 9) Pn(2,y) =g c(z,y) in Wahrscheinlichkeit. (7.43)
1)7(1*’1 ) pn(x,y) ’ngi )

n—oo

Mittels Proposition 7.4 und t,;(1) — 1 in Wahrscheinlichkeit lésst sich zeigen, dass die
Zufallsvariable Z (qStn L(1),tn.2(1)) Schwach gegen A U)(QSM) konvergiert. Wir weisen dies zu
einem spéteren Zeitpunkt des Beweises nach (siehe Gleichung (7.49)). Mit Hilfe der schwachen

n—oo

Konvergenz Z(z*’U)(¢tm(1),tn,2(1)) % 726U (1), (7.43) und (7.9) folgt dann

1 B 1 - TL(17 1)
—ey (1) =~ (St (1) taa(1)) = ndu(1,1)) + =235
o M n,l

U172 5 dn(1,1
= (n%(hiU)) 1/227(1 ’U)((ﬁtn,l(l),tn,z(l)) - %
n,1
T e(1,1) =1

t

in Wahrscheinlichkeit. Damit lésst sich der Schétzer 7, wie folgt entwickeln:

(no{ N2 (08 (2, 00) % (y,00)) — e(x, y))

—(n (*U>)1/25 n(@,y) — c(@,y)Sn(1,1)
Sn(1,1)

(nv(*iU))l/ZS:;(tn,l(x)at (Z/ ) (x7y>§:;<tn,l<1)7tn,2(1))

= [ (ol T2 (S (1 (), a2 (y)) — ndn(,y) — e(@,y) (S (b1 (1), tn2(1)) — nda(1,1)))

)

+ (oS 20 (dn (2, y) = e, y)da(1,1)] /[ 0l)18,(1,1)]
= (¢tn1 )stn,2( y))—c(m y)Z( U)(¢tn1(1 Ystn,2(1 )) (7.44)
il >>1/2(Z§f1;])) - c(w)dz((}i;j)) +op(1).

Wir zeigen im ersten Schritt, dass der dritte Summand der rechten Seite von (7.44) asympto-
tisch vernachléssigbar ist. Nach Gleichung (7.41) kann n € N derart grof gewahlt werden, so

dass

sup |tn j(z) —z| <e (7.45)

z€[z*,a]

mit einer Wahrscheinlichkeit grofer als 1 — 7 gilt. Dann ist fiir hinreichend grofse n € N

du(z, PV > wun, Vi > yun

sup (z,9) —c(tn1(z),tn2(y))| < sup i ’ i} —clz,y)
* _ (*7U) * (*7U)

z,yE€[x*+e,a—¢] Up 1 z,y€(z*,a] n,1
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mit einer Wahrscheinlichkeit grofer als 1 — 7 erfiillt. Folglich gilt

sup (nv
z,y€lr*+e,a—e]

. dn(x,y dn(1,1
7(1,’1U))1/2 (* ) —C(Z‘,y) (*U )
(U) (,U)

Un,l Un,l

< aup ]<nvgﬁU>>1/2\c<tn,1<x>,tn,2<y>>—c<x,y)c(tn,1<1>,tn,2<1>>\ (7.46)
T,y€|x*+e,a—¢

(%,1) (,2)
P{V > TUp, V, > YUy
{ 0 (*VU)O } —C(.Z',y)

n,l1

*,U
+ osup (1+ ez, ) (ol )2

x?ye ["E* 7(]'}

(%

mit einer Wahrscheinlichkeit gréffer als 1 — 7 fiir hinreichend groffe n € N. Nach der Bias-
Bedingung (7.16) ist der zweite Summand der rechten Seite von (7.46) wegen sup,, ¢z« o) ¢(2,y) =
(z*)~1/" asymptotisch vernachlissighar. Fiir den ersten Summand der rechten Seite von (7.46)

halten wir zunéchst fest, dass wegen der Monotonie des Grenzmafies v, (7.45) und Lemma 7.14

sup ‘C(tn,l(l‘)atn@(y)) - C(:Z:vy)|
z,y€Elr*+e,a—¢]

<max{ sip el t s L@ -alyt  sw o a@ - dl) - cley)

)

z,yE€[x*+e,a—¢] TE[x*+e,a—¢] JE[z*+e,a—e]
o (o s @ ey sw 160 - ) - e
z,y€x*+e,a—¢] Z€[z*+e,a—¢] yE[z*+e,a—e]

<K( swp o Jaa@-al+ s Jtaa(d) — )
ZE|z* +e,a—€] gEx*+e,a—¢]
mit einer Wahrscheinlichkeit grofer als 1 — 7 fiir hinreichend grofse n € N gilt, wobei K > 0 eine

geeignete Konstante bezeichnet. Es ergibt sich also wegen ¢(1,1) =1

sup (o) Y2 et (@), b2 (y) — ez, y)e(tna (1), ta2(1))]
z,y€[r*+e,a—€]

< s ()2 ([eltn (), b)) — el )] + el )| eltar (1), (1) — 1])
z,yE[x*+e,a—¢]

* el 7U
<K+ @+ Mol (0 sup (@) el + sup Jtea(y) - o))
z€[z*+e,a—¢) yElz*+e,a—e]
mit einer Wahrscheinlichkeit grofer als 1 — 7 flir hinreichend grofse n € N. Nach Lemma 7.5
ist die rechte Seite obiger Ungleichung asymptotisch vernachléssigbar und somit auch der dritte
Summand der rechten Seite von (7.44).

Wir bestimmen nun das asymptotische Verhalten der restlichen Summanden der rechten Seite
von (7.44). Setze dazu

Wn = (Wn((xa Y, z, g7 ‘%7 g)))x,y,f,g,:i,ge[x*,oo) und W := (W((.’L‘, Y, x, g) £7 g)))w,y,i,y,i,ge[x*,oo)

mit

Wn(x7 y7 'i'7 ga i‘v g) = ZT(I*7U) (¢w,y) - C('f7 Q)Zn*’U) (¢577?])7
W(z,y,%,5,4,9) == 25" (¢ry) — c(@,9) 25 (¢2.5)
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Nach dem Lemma von Slutsky (Kosorok, 2008, Theorem 7.15) gilt wegen Theorem 5.5, Propo-

sition 7.4 und Lemma 7.5 die Prozesskonvergenz

(Wa, (tn1(2)zefe.aps tn2@))yeesa]) — (W, (%) sefea)s (W) yeles.a])-

Nach dem allgemeinen Darstellungssatz von Skorokhod (van der Vaart und Wellner, 1996, Theo-
rem 1.10.4) existieren Versionen der Prozesse (Wp, (tn,1(7))ze[z* a)s (tn,2(¥))yelz*.q))s 7 € N, und
(W, (2) 2l a)» (V)yela,q))> SO dass die obige Konvergenz fast sicher gilt. Der Ubersichtlichkeit

halber unterscheiden wir zwischen den Bezeichnungen dieser Versionen nicht. Die Konvergenz

n—oo

(Wn(tn,l(x)v tn,2<y)a z,Y, tn,l(l)a tn,Q(l))m,ye[x*ﬂ-:,afs] — (W(x7 Y, z, 9,1, 1))m,y€[az*+s,a75}

ist genau dann fiir die Skorokhod-Versionen erfiillt, wenn

sup ‘Wn(tnﬁl(x),tng(y),x,y,tml(l),tn,g(l)) —W(z,y,x,y,1, 1)‘ "2 0 fast sicher
x7ye[x*+57a_€]
gilt. Nun gilt die folgende Abschétzung mit einer Wahrscheinlichkeit grofer als 1 — 7 fiir hinrei-
chend grofte n € N:

sup }Wn(tml (@), tn2(y), z,y, tn1 (1), tn2(1)) — W(z,y,x,y,1, 1)‘
z,yE€x*+e,a—¢]

< sup ‘Wn(tn,l(x)ﬂtnﬂ(y)vxﬂy7tn,1(1)vtn72(1))
x7y€[x*+€7a7€]

= W(tn1(2), tn2(y), 2, Y, tn,1 (1), tn,2(1))]

2
+ sup [W (tn1(2), tn2(y), 2, 4, tn1 (1), tn2(1)) = Wz, y,2,y,1,1)|
z,y€E|z*+e,a—¢]

< sup |Wn(x7y)j7g7j}7g)_W(xuyaj)g7j7g)‘ (747)
,y,2,9,%,g€[x* ,a]

+ sup |W(tn71(x)7tn72(y)7m:yvtn,l(l)vtnﬂ(l)) - W(x7y7x7y7171)‘-
z,y€x*+e,a—¢]

Der erste Summand der rechte Seite von (7.47) ist wegen der fast sicheren Konvergenz W, = w
asymptotisch vernachlissigbar. Nach Theorem 7.19 von Kosorok (2008) besitzt der Grenzprozess
(z=U) (D2,y))zyelr+,00) fast sicher gleichmiRig stetige Pfade beziiglich der Semimetrik p* aus
(7.32). Ferner gilt: Zu jedem ¢ € (0,1) kann n € N hinreichend grof gewéhlt werden, so dass

max{ sup [ha()—al, s [tealy) —yl} <<
zE€[z*+¢e,a—¢] yE[z*4e,a—e]

mit einer Wahrscheinlichkeit grofier als 1—4 gilt. Nach Lemma 7.14 ergibt sich also fiir hinreichend
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groke n € N

sup P (Dr, 1 (@) tno(y) Pry)
z,YElz*+¢e,a—¢]

=z" sup (VS (min{tn,1 (z), 2}, max{tn,1(z), z}] x (2%, 00))
z,y€|z*+e,a—¢]

+ v (2", 00) X (min{tna(y), v}, max{tn2(v),v}]) )

=z* sup (c(min{tml(a:), x},x%) — c(max{ty 1(x), x}, %)
z,y€x*+e,a—¢]

+ e, min{tn2(y), y}) - o@*, max{tn(y), v}))

c(v=  swp Jtaa(@) - l.27) - (2,2

Z€[z*+e,a—¢]

(m + sup [tn1(Z) — Z|, x*) —c(x,z")
ZE€[z*+¢e,a—¢]
(m

<zt ( sup

x€[z*+e,a—¢]

z€[z*+¢e,a—¢]

+ sup c
c

+  sup Ly—  osup o [tna(F) - ﬂl) - C(fc*,y)‘
yElz*+e,a—e] gE[z*+e,a—e]

+  sup fe(@ty+ osup o [tna(9) — ?JI) - C(:v*,y)D
yElz*+e,a—e] gElz*+e,a—¢]

<20°K( s (@) -3+ s [ta(d) — )

Z€[z*+e,a—¢) JE[z*+¢€,a—€]

mit einer Wahrscheinlichkeit grofler als 1 — §, wobei K > 0 eine geeignete Konstante beschreibt.
n—oo

Aus der fast sicheren Konvergenz ((tml(x))me[m*’a], (tng(y))ye[m*’a]) - ((x)me[m*’a], (y)ye[m*ﬂ})

folgt demnach

SUp P (Dt (@), tn2(y)s Pry) = 0p(1).
z,y€lz*+e,a—¢]

Demzufolge gilt

sup | Z5Y(y,  @)taw) — 25 (dey)| = 0p(1), n— oo (7.48)
z,YElr*+¢e,a—¢]

Man beachte, dass fiir hinreichend grofe n € N insbesondere

sup |Z7(z*7U)(¢tn,1(z),tn,2(y)) - Z(*7U)(¢x,y)‘
z,y€lz*+e,a—¢]

< sup |25 (Gu @) tnst) — 25 (Dt ) )]
z,yE€r*+e,a—¢]

z,YE[x*+e,a—¢]

< sup ‘Zr(z*ﬂ)(?bw,y) - Z(*’U)(wa,y)‘ + sup }Z(*7U)(¢tn,1(1’)7tn,2(y)) - Z(*7U)(¢x,y)‘
z,y€lz*,a] z,y€lz*+e,a—¢]

mit einer Wahrscheinlichkeit grofer als 1 — 7. Nach Proposition 7.4 und Gleichung (7.48) gilt
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also stets

sup |28 (04,1 @t a) — 20 (G0 = 0P(1), 1 00, (7.49)
z,yElz*+¢e,a—¢]

Ferner folgt aus Gleichung (7.48), dass auch der zweite Summand asymptotisch vernachléssig-

bar ist:

sup ’W(tn,l(m)a tn,Q(y)v x,Y, tn,l(l)a tn,Q(l)) - W(l‘, Yy,T,Y, 1a 1)‘
x7ye[x*+€7a_a]

< Sup ‘Z(*?U) ((btn,l(x)’tn](y)) - Z(*’U) (gi)xvy)‘
z,yE[x*+e,a—¢]

+ (@) Y25 (1)) — 25D (61))]

=op(l), n— occ.
Insgesamt folgt also die schwache Konvergenz

(no )2 (78 (,00) % (:00)) = e(@,9)) 1 yetor o) —3 (W@ 02,8, 1,1), e oy

’

Kovarianzstruktur des Grenzprozesses

Die Kovarianzen des Grenzprozesses (W (x,y,x,y,1,1))s ye[z o0) lassen sich mit Hilfe von Glei-
chung (7.15) bestimmen. Der Ubersichtlichkeit halber setzen wir c;(x,y,%,79) = v;((x,00) X
(y,00) X (Z,00) X (y,00)) fir z,y, &,y € [x*,00). Dann gilt

Cov(W(z,y,z,y,1,1),W(z,9,2,9,1,1))
= Cov(Z"D (¢ y), 25D (¢35)) — c(a,y)Cov(Z5Y) (¢4), 2V (¢1,1))
— o(&,§)Cov(Z5 (¢11), 25U ($2.5)) + ez, y)e(F, §)Var(Z5D) (¢11))

= c¢(max{z, 2}, max{y, §}) + Z(Ct((ﬂ, Y, T, 9) + (T, 9, x,y))

t=1
—c(z,y) [c(max{:c, 1}, max{y,1}) + Z(ct(x, y,1,1) + (1,1, 2, y))}
t=1
—c(Z,9) [c(max{:i‘, 1}, max{g,1}) + Z(Ct(;i, 7,1,1) + (1,1, 7, g))}
t=1

+c(z,y)e(z, g) {1 +2 Z c(1,1,1, 1)}
=1

= c(max{z, 2}, max{y, y}) + c(z,y)c(Z, y) (7.50)
— c(z,y)e(max{z, 1}, max{y, 1}) — c¢(Z, §)c(max{z, 1}, max{y, 1})

Z |:ct $ y,ﬂ? y +Ct(x y,l' y) +2C(LU y) (‘rvg)ct(Ll)l)l)

—c(z,y) (ct(:v,y, 1,1) + e (1,1, , y)) —c(Z,7) (Ct(:i‘,g, 1,1) + e (1, 1,:%,@))} )
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7.3.6. Beweis von Proposition 7.9
Wir zeigen im Folgenden anhand von Theorem A.2, dass die Folge der Prozesse

(*,4)
* or Un,1 —1/2 - * or * (or or *, A
2o = () A = i) 1/22 D) = Bl (V).

n

(z,y) € T, schwach gegen einen zentrierten Gaufsprozess (Zii’A)(qbg(fZ)))(x,y)eT mit Kovarianz-

struktur in (7.55) konvergiert. Aus der reguléren Variation von max{VO(*’l), VO(*’Q)} folgt dann
(Zr(z*7A)(¢§no,;)))(x,y)6T nﬂo (Z(* A)(QS(OT))) (z,y)eT

schwach, wobei Z (*»A>(¢§;f§)) = (z*)"V ZZit’A)(gb;(;f;)). Die Kovarianzstruktur des Grenzprozesses
(Z(*’A)(gbg(gg)))(x’y)eT ist in den Gleichung (7.63)—(7.71) angegeben.

Konvergenz der endlich-dimensionalen Randverteilungen

Nachweis von (C1) und (C2) [unter (A1**) und (A3**) (bzw. (A2%%*))]: Die minimale Einhiil-
lende qbg;fl* von ®(°7) ist sowohl messbar als auch beschrinkt. Ferner beschreibt die Abbildung
pO) : ()2 - [0, 00) mit

A

T T

A

P (¢, ¢l =

(7.51)

Y 4

offensichtlich eine Metrik auf ®(°"). Des Weiteren lassen sich zu beliebigen § > 0 Konstanten

Tl,..., Ty € [2¥,00) mit n = [1/] und z¢ := 2* < x1 < --- <z, derart wihlen, dass
x* x* 0 A
— — <= und — <=
€Ty Ti+1 2 Ip 2

fiir alle 4 € {0,...,n — 1} gilt. Demzufolge iiberdecken A; ; := {¢p € ®7) | plor)(y), qu(:?;]) < 4},
i,jeA{l,... ,n}, die Funktionenklasse &) vollsténdig, so dass ") durch p(‘”) totalbeschrankt
wird.

Aus Voraussetzung (A3**) folgt derweil

E[(i]l{v #0}) } O(rpv>™),  n — oo,
i=1

so dass aus Voraussetzung (A1**) und Theorem A.2 die Bedingungen (C1), (D1), (D2’) und (C2)
folgen. Tatsédchlich lésst sich leicht zeigen, dass die obige Ordnung auch wegen Voraussetzung
(A2*%*) gilt.
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Nachweis von (C3) [unter (A1%*%),(A2%%) (A4**)]: Aus der strikten Stationaritidt des margi-
naltransformierten Prozesses (Vt(*’l), Vt(*’g))tez folgt

con( Y- ot vsy” Zcb Vi)
=1

Tn Tn

= 3> By (Ve (Vi = Bl (VN Bl (V5]
i=1 j=1

= k or * or *

=1 Y. (1— BB e Vi + B e v (s2)
k=1

nBl0) (Vg )885 (Vag ™)l = Bl (Vs I Blesy (Vi ™))

rn—1 k . .

=y ; (1 - E> [P({Vk( D> zu, oder VP > yu,} (7.53)

N {VO ) > Gu, oder V( 2> Jun})
+ P({VO > xuy, oder V( 2 s Yup} N {V ) > Gu, oder V( 2 s yun})}

2)

+ rnP({VO*’ > zu, oder VO(*’ ) > Yup N {VO( DS Tu, oder VO( > g]un})

- ’I",,%P{Vb(*’l) > zuy, oder VO(*’ ) > yun}P{Vb ) > Guy, oder VO( 2> Y }-
Definiere fir (x,y), (2,9) € T
B(z,y, 7, §) = ((gz, 50) % [0,00) % (x,00) X [0, oo)> U ((;z,oo) % [0, 00) % [0, 00) % (y,oo))
U (I0,50) % (5,00) x (,00) x [0,50) ) U (10, 00) x (5, 00) x [0, 0) x (y,0) ),
Dy(z,y,7,7) == ((max{a;,a?},oo) x [o,oo)) U ((x,oo) X (g,oo)) U ((i“,oo) % (y, oo))
U (10,00) x (max{y, 7},00)).
Ds(z,y) = ((m, 00) X [0,00)) U ([O,oo) X (y,oo)).

Gleichung (7.53) liefert dann

e 1 07’ &
Cn(2,y,2,9) = (A)COU<Z ¢, ). > el >
=1

T'nUn =1

@1“3

Z( )*MP{ Y v D v vy € Bey,7,9)) (7.54)

+ Pl (v v v vy e Bz g a,y))

+ Pl (VD v € Di(a,y, 7,§)}

v(* )

— s Pl (Y V) € Do, ) bPLug (Y, Vi) € Do, ).
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Man beachte, dass wegen P{u;l(VO( 2 VO(* 2)) € Dy(z,y)} < o5 und (A1**) der letzte Sum-
mand der rechten Seite von (7.54) in jedem Fall asymptotisch vernachléssigbar ist.

Da die topologischen Réander der Menge D1 (x,y,Z,y) und Dy(z,y) fir (z,y),(Z,g) € T sich
stets als Vereinigung von kartesischen Produktmengen zusammensetzen, die mindestens eine Ein-
punktmenge beinhalten, folgt nach Lemma 5.2 die Identitét v (0D1 (z, y, %, 7)) = v5(0D2(x,y)) =
0 (vergleiche Bemerkung 5.3). Auf analoge Weise lasst sich zeigen, dass die topologischen Réander
der Mengen B(z,y,Z,y) keine Masse beziiglich v}, t € N, besitzen. Wegen der reguldren Varia-
tion von (VO(*’l),VO(*’Q)) auf (0,00)2, Voraussetzung (A4**) und Gleichung (7.20) ergeben sich

deshalb die folgenden Konvergenzen:

x*

(*A o Pl (G VL VIR V) € By, @, )} T v (Ble,y.2.9)),

x*

(*A oy Pl (0 ) € Diey 2,9)) 25 o (D@, y,8,9),

*

1 * * n—,oo T *
o P (57 Vo) € Do)} " g (el )

fir alle (x,y),(Z,9) € T und alle ¢t € N. Unterdessen liefert Annahme (A2**) die Abschétzung
k *,1 *,2 *,1 *,2 ~ o~
(1_7> (*A)P{ ( ( )’VE)( )7Vk( )7V]<;( ))GB(x,y,x,y)}

< (P{mm{Vb(* D V } > zfup b+ P{mm{VO* , k(*’g)} >z uy, }

1
Wi
+ P{min{VO*’m, Vk(*’l)} > z*up} + P{min{VO(*’Q), Vk(*’2)} > z*up})
< sy (k)

so dass wegen (7.54) und des Satzes von Pratt (1960) die Konvergenz

*
n—0o X

Cnlar9) "= g [0 w2 + 3 (vi(B(@,v,3,9)) + vi(B(@,5,2,9))|

(7.55)

fur alle (z,y), (z,9) € T gilt.

Asymptotische Gleichstetigkeit

Nachweis von (D1) und (D2°) [unter (A1**) und (A3**) (bzw. (A2%*))]: Siehe Abschnitt zum
Nachweis von (C1) und (C2).

Nachweis von (D3) [unter (A2**)]: Seien (x,y), (Z,y) € T. Analog zu Gleichung (7.52) folgt

Tn

B[( 6 i) — o i) ]

i=1
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rn—1

—2r Y (1= ) BUER 0 - o SN ) - 6 )
k=1
Bl (V) - ol (V)2

Sei nun ohne Einschrénkung der Allgemeinheit < z. Dann gilt fiir y < g

d)g(rc:r)( (Or)) . ¢(~?7§)(V(Ol:))
= 1{u; 'V € (0,7, u, VP < g oder ur VY <30 VP € (n,5]). (7.56)

Im Fall y > g gilt

|6 (Vast) = 65 (Vi)
< n{u,;lv,f*’” € (x,i:],u;lvlf*’Q) <y oder 1V(* V<, uflv(* 2 ¢ (g,y]}. (7.57)

Offensichtlich unterscheiden sich die Indikatorfunktionen auf der rechten Seite von (7.56) und

(7.57) konzeptionell nicht. Sei deshalb fortan y < g. Dann gilt

() (V™) = o5 Vi N @) 5™ — ol (Vi)
= P({u;lvk(*’l) € (m,i],u;lv(*’Q) <y oder 1V(* Vg _1V( 2 ¢ € (y,9]}
N {u;l‘/b(*’l) € (z,],u, V(* 2) <y oder uglv(f ' ) < gz,uglvo(*’” c (y,g]]})
< Plug Vi € (o] Vi < o VoY € (] VY < )

n

+P{ :le(*vl) (.TJ ZZ'] 71V( > ) g g,uglv( > ) < ~ *1‘/’0(*2) (y,g]}
+ PLug VY < 2,0, VY € (g u VY € (e 8 uy VY < )
+ PLug VI <30 VY € (.0 un VY <5V € (ngl). (7.58)

Die rechte Seite der obigen Ungleichung (7.58) ist sowohl durch den Term

P{mm{V(* b VO* NS atu ) + P{mln{V VO* > 2*u, )
+ P{min{V,"? VDY > a7 u, ) + P{min{V*? VDY > 2,
< 4wV st (k) (7.59)

nach oben beschrankt (wegen Annahme (A2**)) als auch durch den Term
2(P{u Vo™V € (@21} + PLuy Ve € (u,]))-

Man beachte, dass nach Gleichung (7.2) fiir hinreichend grofe n € N die Gleichung P{u,, 1V0(*’1) €
(z,Z]} = 1/(zun) — 1/(Zuy,) gilt. Fiir fest gewahltes M € N und 6 > 0 folgt dann

M-—1
(* - Z E[( or) VTE:;{;A ) — <b(or (V! (x, A)))(@(ﬁ y)(v(* A) ) — ¢(0,;)( nBA)))]
k=0

Un
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<m*un>1<PWunlva&” € (.8} | Plug" Vg™ il

<2M
(. 4) (2% un) L (2%un) L
T e A T A
—oy ) (T T T
oA (x z + Yy y)
<o EH) " or) ylon) oy
S 2ME A O 0
n—o00 2M or or or
o 20 oo ol
2M

fiir alle (z,y), (£,7) € T, die p(°") (gf)xo; ,qS(Or ) < 0 erfiillen. Ferner gilt mit der Ungleichung (7.59)
und mit Annahme (A2*¥)

rp—1

1 * or * * or
limsup 5 >~ BI85 (Vi) = ol (VN 6l Vi) — o7 (v 5]

n—oo Un k=M

rn—1

<4 sii(k) < oo. (7.61)

Die rechte Seite von (7.61) kann also beliebig klein gewéhlt werden, indem man M hinreichend
grof wahlt. Mit hinreichend kleiner Wahl von § > 0 kann die rechte Seite von (7.60) dann

ebenfalls beliebig klein gewahlt werden, so dass

T 1 - *,A) (or) JA) 2
lim lim su su —F (or) ( =0
540 n—)oop (x,m,(azg)eT, r v,(@*’A) [( ;(% ! Vo) - %, ( ))> }

p(4107) ((z,9),(2.9)) <6

gilt, wobei p(*’or)((u’ﬂ, Y),(z,9)) = P(OT)( gco,zT/)v (?;))

Nachweis von (D5): Definiere fir (z,y) € T die Abbildungen fxT”’OT) [0, oo)z”” — [0, 00)
mit £y (2) = S5y 6% (), wobei z = (21...,%,). Sei dann ;;Zr) = {fxr”’or | (z,y) €
T} die zugehorige Funktionsklasse und pgf-w) : (]:T(ZT)) — [0, 00) mit p]_- ( fmr”’or , f(rn’or))
p("")(¢§f;), ¢§EO§)) eine entsprechende Semimetrik.

Nun ist jede Funktion in pgf-)r) eindeutig durch ihre Parameter (z,y) € T festgelegt. Folglich

konvergiert eine Folge von Funktionen in Jp. (o) genau dann, wenn die entsprechenden Parameter

konvergieren. Demnach ist .F(OT) = {f;,;r"’or) | (x,y) € TN (QU {oc})?} eine abziihlbare und

dichte Teilmenge von ]-"5 ") hinsichtlich der von pgfr) erzeugten Topologie, so dass .F;OT) separabel

n n

ist.
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Unterdessen ist die Abbildung L(f,g) : 2 — R mit

Lmn /2]
L(f.9)w) = Y e(f(T;;(w)) = g(Ty ()"

J=1

fiir alle n € N, (€:)1<i<|mz/2) € {~1,0, 13ma/2) und k € {1,2} messbar, wobei m’ := [n/r,]
und T* unabhéngige Kopien von T}, ; := (V(*’A)

ni)G—Drati<i<jr, Seien. Aus der Identitét

sup L(f,g) = sup L(f,9)
F.9eF p) (f,9)<s F9€FS", 087 (£.9)<8

folgt schlieflich Bedingung (D5).

Nachweis von (D6) [unter (A1**) und (A3**)]: Der Beweis von Bedingung (D6) kann im
Wesentlich analog zum Beweis von Bedingung (D6) fiir Proposition 6.1 gefiihrt werden, da die
verwendet Beweistechnik auch fiir die Funktionenklasse ®(°") anwendbar ist.

Definiere die Menge [0,00)y = [J;ey[0,00)% mit o-Algebra Ay = o(|J;ey B([0, 00)%). Sei
FEO = (£ | (x,y) € T} mit 1%+ [0,00)u — N,

[
@) = el (=
=1

wobei z = (z1,...,2) € [0,00)% mit [ € N, und Flr) = {fé”’” | (z,y) € T} mit fmTyOT
[0, 00)%" — Ny, fé’;j”")(z) (or)( ) fiir 2 € [0,00)% und 7 € N. Sei des Weiteren

dn(f,9) (mn

eine zufillige Semimetrik auf f&or) (bzw. J-ZEZT)), wobei my, := [n/r,| und die Terme T, ; =
(‘775?14))(3‘—1)%4—1@‘@%, 1 < j < my, stochastisch unabhéngige Kopien der Blocke T),; :=

(Vé?A))(j—l)ranigjma 1 < j < my, beschreiben. Mit anderen Worten: d,, ist die La-Semimetrik

S () -atri))

j=1

auf ]-"L(JOT) hinsichtlich des diskreten Mafes

*
My

wobei T das Dirac-Maf im Punkt T* beschreibt.
Bezelchne Byy = {(21,22) € [0,00)% | 21 > x oder 2 > y} fiir (z,y) € T, so dass die Gleichung
féff’") (z) =>i_, 1{z; € B, ,} gilt. Die Menge

m)n

={(\z1,...,2) € Rx|0, oo)QT])\<fx’"°’”( )}

U x {2 €10,00)"" | f137(2) = j}
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beschreibt den Subgraphen von fmy . Sei nun A = {(\W, a() (l)) | 1<l<m}CRx
[0, 00)%" eine beliebige m-elementige Menge mit a( ) = (a gi, Z(%) Wenn a Q_f B, yABw g fiir alle
1 <i<r 1< < mvorliegt, dann gilt die Gleichheit f( )( g), e (l)) = fgyz(agl), . (l)) fiir

alle [ € {1,...,m}. Daraus folgt also Mggg,), NA= Még N A.
Die Indexmenge T wird durch die Geraden

{(al,y) |y € [e*,00]} und {(z,a{}) | « € [2*,00]},

1y

1 <i<r 1< < m,in hochstens (mr + 1)? Rechteckmengen zerlegt. Ferner gilt fiir die

symmetrische Differenz

By yABzg={z€[0,00)% | (21 >z oder zg > y) und (21 < Z und 2 < §)}
U{z €[0,00)? | (21 > # oder z > §) und ( <zund 23 < y)}

(¥, 9]

={2€10,00)? | 21 € (z,%], 20 < § oder 21 < T, 25 €

oder 21 € (Z,x],22 <y oder z1 < x,29 € (7,y]}.
Wenn also az(-g ¢ (z,z) U (Z,z] und ag% ¢ (y,9) U (9,y] gilt, dann ist az(l) ¢ By y/ABj . Damit
enthélt B, ,AB;; keinen der Punkte agl), 1<i<r 1<l < m, wenn (z,y) und (Z,7)
in derselben Rechteckmenge liegen. Das bedeutet, dass in jeder Rechteckmenge die Identitét
Mgﬁ’;} NA=M ;;2 N A erfiillt ist. Die Menge A wird also nicht zerschlagen, wenn (mr + 1)% < 2™
gilt. Aus dem Beweis von Proposition 2.1 folgt, dass der VC-Index dann héchstens 4 logr ist.
Nach Theorem A.1 gilt dann

1/2
N(E(/ (fx: (:ET*) dQ) ,f, LQ(Q)) < K1T16€7K2 logr
[0700)27‘

fiir alle e € (0,1) und alle Wahrscheinlichkeitsmake @ auf ([0, 00)?", B([0, 00)?")), die die Unglei-
chung f[O,oo)QT (fir (;T ) d@ > 0 erfiillen, wobei K7, K2 > 0 geeignete Konstanten seien.

Bedingung (D6) kann von nun an unter Verwendung von Annahme (A1**) und (A3**) voll-
kommen analog zu dem Beweis von Bedingung (D6) in Proposition 6.1 nachgewiesen werden.
Der Vollsténdigkeit halber ist der restliche Beweise von Bedingung (D6) angegeben.

Definiere N, := 377" 1{f, (Tn’or (T ;) <r}und
72]1{ rn,or) T* ) T}E—?T;’j,

wobei T;{’Z ein Zufallsvektor der Lange r ist, der alle von 0 verschiedene Eintriage von T, ; umfasst,
und sonst mit 0 gefiillt ist. Der Form halber wird im Fall, dass T7; ; mehr als 7 von 0 verschiedene

Eintrige enthélt, dieser auf die ersten r von 0 verschiedenen Eintrige reduziert. Nach Annahme
(AT**) gilt

P{N, =0} = P{fxr"fT (T, ;) > rfiralle j € {1,...,7,}}
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< P{]l{max{Vi(l), Vi(g)} > z*up} > r/ry, fiir mind. eini € {1,...,r}}

<> P{u{max (V" V) > atun) > v/ra)
=1

rnvg* A)

0.

N

OO

Die Distanz zwischen g, h € F hinsichtlich d,, kann wie folgt abgeschéitzt werden:

*

1 & % . )2
d?z(ga h) = T A Z (g(Tn,j) - h(Tn,j))
Un j=1
J(\iTA) (9= h)* dQus + (*A %( T ) {2 ) > )
nuy 7 J[0,00)2" j=1

fir alle r,, € N. Definiere

m

RS

. 1 T'n,0T * rn,or * 52
R, . := min {r eN A (f;i*,:v* )(Tn,j)) ]l{fw ot )(T ) >r}< 2}
Ny j=1
fir e € (0,1). Dann gilt
Blom< e [ g aQua, + 5
n 9 X - n7Rn,s 5
nUS/L*vA) [0700)2Rn,5 2
Gilt nun
/ (9—h)* dQ o, &
[0’00)2R7L,5 g o Rn.e \ 2NRn,5 o
so folgt
dn(g,h) < €%
Damit gilt
N (20, 757 ) <N (60, FS L2(Quirscy)) -
Ferner gilt
(Rn,e,0r) 2 _ L (Rn,e,07) /i (Tn,or) %
[, 05) 40, = jZl (#een @) 1 {f (1) < Ra )
R (
NR Z { x* nx* > 0}'

€ j=1
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Wir erhalten damit

<£m-7:uor L2 Qn Rns))

< KRS (5( — () dQn,Rn,e>

—=Kslog(Rp.e
K\ RS, ( ol e ) 2 loBlline)
(Tr,07) (%
22 S (T ) > 0}

~1/2 —Kslog(Rn,e)

71/2 > —Ks ]og(Rn,s)

Mmn

1 *
Rlﬁ 2R ( Z ]l{ij # 0}
n,e

Un 7j=1

Mit Hilfe der Tschebyscheff-Ungleichung und Annahme (A1**) folgt

P { > T #0) > 2nv§:<*‘>}
j=1

P{Z(MTSJ#O}—P{TSJ#O})>2n ) mrnv<*A>}
j=1

_ maVar(L{T;, #0)

(nol A>>
_ miP{T, # 0}
T (ol A>>
mnrn
h nzvé*’A)
1 n—oo
< A 0,

nuy,

da P{T;, #0} < rnvn A) gilt. Damit gilt

c —K> log(Rn,EO)
N(e. FS, dy) < Ky RIS ( )

2Rn75
mit einer Wahrscheinlichkeit, die gegen 1 konvergiert.
Wir zeigen nun, dass die Zufallsvariable R,, . nicht zu schnell anwéchst, wenn € gegen 0 strebt.

Nach Bedingung (A3**) konnen zu jedem 1 > 0 Konstanten M, 7 > 0 gewahlt werden, so dass

T*,T* T*,T*

{Tw Zl( rn,or) T* )2]1 {f(rn’or)(T* ) > M€*(2+T)/5} > 522 fiir ein 0 < € < 1}
n =

2—2(l+1)

_ { 5 ( rn,or )2 1 {féztgzr) (T;,j) > M2l(2+7)/5} > 5

A% j=1

fir ein [ € NO}
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00 1 (rn,0m) /s (rr,07) /s 1(24+7)/6 9—2(l+1)
< P{ P (fx (T )) 1l 1y ) > M2 [

< 222l+3E (:L 5 J; ( 357;7;37“) T* ) {fiznﬁr)< ) > M21(2+‘r)/5}]

o0 22l+3 . (ms0T) o 2(1+6/2) 2/(2+9)
< Z nU(*’A) my, <E|: (fx*,z* ( n,l)) :|>
=0 n

T*,T

5/(249)
% (P {f(rn,or)(T ) > M2l(2+7‘)/5})

< i 22;:1) m*E[ (f:g:?aégr)( :{71))2+6:| (M21(2+7')/6) -

1=0 NUn

< K3M76 Z 2flT
=0

<n (7.62)

gilt, wobei fiir die Ungleichungskette sowohl die Holder’sche Ungleichung als auch die allgemeine
Markov-Ungleichung angewandt wurden, und K3 > 0 eine geeignete Konstante ist. Es folgt, dass
Ry < Me=(C+7)/% fiir alle ¢ € (0, 1] mit einer Wahrscheinlichkeit grofer als 1 — 7 erfiillt. Nach
dem Beweis von Proposition 6.1 ergibt sich daraus, dass Bedingung (D6) erfiillt ist.

Kovarianzen von (Z(*’A)(d)x,y))(m,y)ET

Nach Gleichung (7.55) besitzt der Grenzprozess (Z*4)(¢,.,)) 7 also die Kovarianzstruktur

(zy)€

Cou(ZM (657)), 259 (677)

T,y

Y
= ()" Con(ZV(6l)), 25V (675)

= o [ + 3 (B . 0) + (B ) |

Im Nachfolgenden sind die Kovarianzen Cov(Z <*»A>(¢§;j;)), Z (*’A)(QZ)(OT))) fiir sémtlich Indexkom-

€T
binationen (z,y), (Z,7) € T = [z*,00]% \ {o0, 00} angegeben.
Fir z,y,2,9 € [z*,00):

W%[uo(m (z,y,,7)) +§:( B(z,y,,7)) +1/Z(B(a~c,g],x,y))>]. (7.63)
k=1

Fir z,2 € [z*,00) und y = § = 00

S 2 (4 00) x [0,00) x (1, 00) x [0,50)) + v ((, 00) x [0, 00) x (,00) x [0, )))
k=1
- - (7.64)

2 — Amax{z, 7}
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Fir y, & € [x*,00) und = § = oc:

NE

o7 [ 0 (M@ 00) % [0,00) x [0, 00) x (3,00) + ([0, ) X (3, 00) x (&,50) X [0,00)))

1
+ v5((@ 00) x (y,00)). (7.65)

x>

Fiir y, 2,y € [z*,00) und & = oo gilt

o0

7| 2 (W00 x [0,50) x 0,00)  (3,00) U0, 00) x (7,00) x [0, ) x (3,00))
k=1

+ v ([0,00) X (y,00) x (&,00) x [0,00) U[0,00) X (y,00) x [0,00) x (g],oo)))

+ 15 ((,00) x (max{y, 7}, 00))] (7.66)

Fiir y, g € [2*,00) und z = & = oo gilt

st O (10, 50) x (7,50 x [0,50) x (,50)) + ([0, ) x (3, 50) x [0,06) x (7, 0)))
k=1
SR (7.67)

2 — Amax{y, g}

Fiir 2,7 € [2*,00) und y = & = oo gilt

+ v ((2,00) x (§,50))]. (7.68)

Fiir z,z,9 € [z*,00) und y = oo gilt

o0

2)\71 — [Z (VZ((:E,OO) X [0,00) X (z,00) % [0,00) U [0,00) X (g,00) X (z,00) X [0,00))
k=1

+ v ((z,00) % [0,00) x (&,00) x [0,00) U (z,00) x [0,00) x [0,00) x (g,oo)))

+ v (max{e, &}, 50) x (§,50)|. (7.69)

Fir z,y,7 € [x*,00) und Z = oo gilt

o0

2)\*}— - (vi(10,00) x (5,00)  (2,00) x [0,00) U[0,50) x (,00) x [0,00)  (y,50))
k=1

+ v ((x,00) x [0,00) % [0,00) X (§,00) U[0,00) X (y,00) x [0,00) X (g,oo))>

+ 15 ((z, 00) x (max{y,g]},oo))] (7.70)
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Fir z,y,2 € [2*,00) und § = oo gilt

o0

ot | 2 (W((,00) x0,00) x (,00) x [0,00) U (#,00) x [0,00) x [0, 00) x (5, 00))
k=1
+ v ((w,00) X [0,00) x (7,50) x [0,00) U[0,50) x (y,50) x (Z,050) x [0,0)) )
+ v (max{e, 7}, 50) x (y,50)|. (7.71)

a

7.3.7. Beweis von Lemma 7.10

Sei j € {1,2} beliebig und n € N derart grofs, so dass nach Gleichung (7.2) die Gleichheit
P{VO(*’] ) > xup} = 1/(zuy,) gilt. In Verbindung mit Proposition 7.9 und Gleichung (7.20) ergibt

sich deshalb die schwache Konvergenz

(/222 S AVED 5 ) = 1) = () 23D (1D > - )
=1

U
= i=1 n

_ (”SiA) ) 1/227(L*,A) (6l

1/un x,00

U (2 Y220 (6)

gleichméfig auf = € [x*, 00). Daraus folgt dann unter anderem die schwache Prozesskonvergenz

. wA) (4lor)
== NP2 ) o o)

1=

} B 8) s€[l/ae,1/z*]
(7.72)

wobei a. := a + ¢ fiir ein beliebiges € > 0 bezeichnet.
Die Abbildung Gy, (-, w) : [0,00) — [0, 00), mit

* 1 .
Gn(0,w):=0 und Gp(s,w):= ;Z]I{V( ’1)(w) > gun} fir s > 0,

ist offensichtlich monoton steigend in s € [0,00). Ferner besitzt G, (-,w) die verallgemeinerte

Inverse

Gy (s,w) :=inf {7“ € [0, 00) ‘ %gn{m(*’”(w) > %un} > s}

*,1 -1 .
_ Jun (Véi[()n/un)s]m(w)) fir s >0

0 sonst.
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Nach Theorem 1 von Vervaat (1972) gilt die schwache Konvergenz (7.72) genau dann, wenn

1/2 (1) -1 n—qe 1/2 r7(%,A) ¢ . (or)
(n/un) / (un (Vn— ’—(TL/Um)S-\n) o S)sé[l/as,l/x*] — ( B (2 )\) / Z (¢1/3 OO))SG[l/aE,l/mﬂ
(7.73)

gilt.

Auf analoge Weise erhélt man die schwache Konvergenz

(- 2= NP2 G i/s))se[l/ag,l/z*]'

(7.74)

1/2 (*,2) -1
(n/un) ( (V [(n/un)s] ) S) SE[l/CLE,l/Z‘*}

Aus Proposition 7.9 folgt die schwache Konvergenz

(2N et ey (2O sty (2 GZD) i)
ni)o (( (* A)((ﬁ( 7y))>:c7y€[ac*,oo)’ (Z(*jA) (gbgc?g))me[x*’ae]? (Z(* A) ((b( )))ye[x a ]) (775)

in [°°([z*,00)2) x I%°([z*, ac]) x I®°([z*, as]). Da

(7.73) <= (7.72) <= (2 (¢

T OO))xE[z*,aE]

n—eo (Z(*,A) (pler)

33700))336[:2* o] schwach

n—oo

und (7.74) dquivalent zur schwachen Konvergenz (Z(l*’A)( ggf;))ye[m* o] (Z(*’A>(¢£‘;’2,))y€[x* ae]

ist, folgt aus der obigen Konvergenz (7.75) die schwache Konvergenz

(25 @) el o)
(%,1) _ _
(n/ ) (un Vn [n/ Tun)]: n) t-a 1)m€[x*,a5}

(
( _ _
(n/ ) (un(vn "n/ yun)] 'n,> 't Y 1)y€[ac*,ag}
* (or)
(25 a7)) 4 el o)
nj)o ( _ (2 _ )\)1/22(*"4)((25(10,2))&:
(- @- N2

€lz*,a¢]

))ye[x*vag]

Man beachte, dass die Pfade

5 Un (Vrgi’;()n/un)s]n(w)) -

P-fast sicher Element von D := {g € [*°([1/as,1/2*]) | ¢ > 0} sind. Sei nun f : D —
[>°([1/az, 1/x0]) mit f(g) = 1/g und bezeichne Id die Identitétsabbildung auf [1/a,1/x¢]. Fir
alle Folgen t, =% 0, hp, =% h mit , € [0,00), h, hy € 1°([1/a,1/x0)), die Id + t,h, € D fiir
alle n € N erfiillen, folgt

fId+ tahy) — f(Id) 1 1
tn Tt Id+2h,  t,ld
tnhn

Id(t,Id + t2hy,)
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nsoo Mo
Id?
Demzufolge ist das Differential von f in Id, geschrieben als f7,, eine lineare und stetige Abbil-

dung, so dass f Hadamard-differenzierbar in Id tangential zu D ist.
Nach der funktionellen Delta-Methode (Kosorok, 2008, Theorem 2.8) gilt dann wegen (7.73)

(*, -
(n/un)'/? (f((un(vnﬁgn/un)s]m) 1>se[1/a5,1/x*}> — f([d)>

ni)o f}d(( - (2 - A)1/22(*714)((bg?;),oo))se[l/ag,l/x*])’

das heiflt

(n/un)1/2< —IV( 1)

n—gqo 1/2 =2 7(%,A) (or)
it =) ey (27 VTN

1/s, oo))se[l/aal/m*].
(7.76)

Wir zeigen nun, dass sich V( F}l J(eun) ] Gleichung (7.76) und (7.73) durch die Ordnungs-

statistik VL((n _31) (1=1/(zun)) | in ersetzen lasst, wenn a. durch a in jenen Gleichungen ersetzt wird.
Die Herangehensweise ist dabei dieselbe wie im Beweis von Lemma 7.5. Es gilt [(n 4+ 1)(1 —
(1/(zuy)))] =n+1—[(n+1)/(zuy,)] fir alle z € [z*, a.]. Wird n € N hinreichend grof gewéhlt,
so ist fiir alle z € [z*, a.] die Gaufkklammer [(n + 1)/(zu,)]| entweder gleich [n/(zuy)] oder
gleich [n/(zuy,)] + 1. Fiir 8,4 := (27! — u,/n)~! — 2 gilt dann

[Ml = W(i—iﬂ = o =l -1

Der Term &y, ist wegen 96, ,/0x = (1 — zu,/n)~2 —1 > 0 (fiir hinreichend grofe n € N)
monoton steigend fiir = € [x*, a]. Folglich gilt fiir hinreichend grofse n € N die Ungleichung

SUp Opg < Ong < €. (7.77)
z€[z*,a]
Damit folgt dann fiir
1/2 (1) u-ty D
(n/un) / res[liga] ’u v, n—[n/(zup)n Vn-l—l [n/(zun)]: n‘
_ 1/2 —17,(x1) =1y (1)
= (n/un) x:{‘;‘}:a] |, Vo i/ @un)lin ~ Un Vo [n/((o+0n.0) un)]:n|
< s [(nfun) 2 VD = ) = (2= VY2220 ()| (7.78)
TE[x*,a
" et [0/ n) 2V o — (0 )
— (2= N)"2(@ + 002220 (0 ); )]
L@ A)ers[gpa} 22D (G) — (@ + 80,0)2Z0D ()5 )|

+@2=NY2 sup (/)20

x€[x*,a]
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Der erste Summand der rechten Seite von (7.78) konvergieren wegen (7.76) in (dufserer) Wahr-

scheinlichkeit gegen 0. Wegen (7.77) gilt fir hinreichend grofte n € N die Ungleichung

z:ﬁ;?a] ‘(n/un)l/Q( —1v(* F,)l/((ﬁan e —(z+0nz))
N P2,
< ) S[up | ’(n/un)lﬂ( _IVTE—(?)%/(:cun)] - :Z») _ (2 _ )\)1/25;22(*7 )(gbgjg){’
TE|T*,ae

so dass wegen (7.76) auch der zweite Summand der rechten Seite von (7.78) gegen 0 in Wahr-
scheinlichkeit konvergiert.

Der dritte Summand ebenjener Ungleichung lésst sich wegen (7.77) nach oben abschétzen:

sup |x2Z(* A)(qﬁg(g o%) (z + 5n,m)22(*’A)(‘z’giﬁén,x)m)‘

z€[z*,a]
< swp (|20~ 20V, )|+ @abua + 80125005, ) )
TE|T*,a 7 ’
=d? s[up | |z (gler)) — 2 A)<¢EZ~25M )| (7.79)
TE[T*,a
+ (2000 +02,) sup |20 (L)),

TE[z*,ae]

Der zweite Summand obiger Ungleichung (7.79) konvergiert wegen dy q "3 0 sowie der sto-
chastischen Beschrinktheit von supzeiy« o112 (,4) ((ﬁg(zogﬂ in Wahrscheinlichkeit gegen 0. Nach
Theorem 7.19 von Kosorok (2008) sind wegen Proposition 7.9 P-fast sicher alle Pfade von Z(4)
gleichméfig stetig beziiglich p(°) (definiert in (7.51)). Da

T* T* N
por)((ﬁxoo,qjg;ianz ): 703 n—=o
n,T

fir alle z € [z*,a] gilt, ergibt sich, dass die rechte Seite von (7.79) in Wahrscheinlichkeit gegen
0 konvergiert. Folglich konvergiert auch der dritte Summand der rechten Seite von (7.78) in
Wahrscheinlichkeit gegen 0.

Eine Taylorapproximation der Funktion f;(t) := (z='—t)"!—z in 0 liefert f,(t) = —2%t+O(¢?).
Daraus folgt 0, = fo(un/n) = O(u,/n), so dass auch der letzte Summand der rechten Seite

von (7.78) gegen 0 konvergiert:

sup  (n/un) 2002 < (0/tn)Y?0n.0 = (n/un)/>0(un/n) = o(1).

z€[z*,a

In Verbindung mit der obigen Konvergenz (7.76) ergibt sich daraus

1/2(, —1y,(*,1) n—gqo 1/2,.2 r7(%,A or
(n/un) ( Vimsna- 1/(mun))Jn_x)x€[z q (2= )22 )(¢§:,og))$€[a;*7a] (7.80)

schwach.
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Mit den vorangegangenen Uberlegungen kann nun auf analoge Weise die schwache Konvergenz
(7.25) gefolgert werden. Es gilt

() e [n (Vo st ond ™ = Vit o apon) ™|
=(n/ “’1)1/295:[21’(4 (Vw0 in)
< sup [(n/un)! P un(Vr i) - = ) 2= N2ZED )| (7.81)
¥ el [0/ 1) (V" e i)™ = (0 On) ™)
+ (2= N2 )
+(2— )7 sup |20 (o)) = 20D ()5 ) )]
+(2-N)2 s[up7 ](n/un)l/z‘afl — (x4 6na) -
z€[z*,a

Der erste Summand der rechten Seite von (7.81) konvergieren wegen der Prozesskonvergenz in
(7.73) in Wahrscheinlichkeit gegen 0. Wegen (7.77) gilt fiir hinreichend grofe n € N

sup |(n/un)/ (un (V) o i) @+ Ona) ™)

z€[z*,a]
+ (2= N)Y2Zz54 ((758:57” )l
*,1 — ~— * or
< sup [(n/un) A (un (V50 ) )+ 2NV Z0N @),

ie[ﬁ?*,as}

so dass wegen (7.73) auch der zweite Summand der rechten von (7.81) gegen 0 in Wahrscheinlich-
keit konvergiert. Wir haben bereits gezeigt, dass der erste Summand von (7.79) in Wahrschein-
lichkeit gegen 0 konvergiert. Damit konvergiert der dritte Summand der rechten Seite von (7.81)
in Wahrscheinlichkeit gegen 0.

Definiere nun fiir z > 0 die Funktion g, (t) := 7' + (z +t)~!, ¢t € R. Der Funktionswert g, (t)
wird wegen g, (t)/0x = —x =2+ (z+t)~2 < 0 fiir ¢ > 0 kleiner, wenn x ansteigt, und wird wegen
99 (t)/ /0t = (z + )72 > 0 groRer, wenn ¢ ansteigt. In Verbindung mit 8, , < 6,4 fiir 2/ >

folgt daraus dann fiir den letzten Summanden der rechten Seite von (7.81)

sup (n/un)l/Q‘x_l — (m+5n7z)_1‘ = sup (n/un)1/2‘gw(5n7$)‘

z€[z*,a) z€[z*,al

1/2

< sup (n/un)"?|ga(6n.a)

z€[z*,a]

(n/un)1/2 ’gx* (5n,a) ‘

N

Eine Taylorapproximation der Funktion g, in 0 liefert g,(t) = 72t + O(t?), so dass wegen
Onae = O(up/n)

(7/1n)"?|ga* (On.a)| = (n/1n) O (8p0) = 0(1)
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folgt. Folglich konvergiert die rechte Seite von (7.81) in Wahrscheinlichkeit gegen 0. In Kombi-

nation mit der Konvergenz (7.73) ergibt sich daraus die schwache Konvergenz
1/2 (1) -1 -1 n—Qqo 1/2 r7(x,A or
(/)" (un (Vi a1y pon) >xe[m,a] = (- @= V2GR i

Auf analoge Weise erhélt man die schwache Konvergenzen

1/2(, —17,(%,2) - n—Qq0 — W\\1/2, 2 7 (%,A) ( i (or)
(n/un) (“n V1) (1=1/ (yun)) Jom y) velora (2 =22y 25 6L0) el ap
1/2 (*,2) -1_ -1 R0 (9 _ \\/2 (% A) (4lor)

(n/un) (“"(Vt<n+1)(1—1/(yunm:n) y )yG[x*7a] — (= @=N"Z2"6L)) e
Insgesamt folgt also die schwachen Konvergenzen in (7.24) und (7.25). O
7.3.8. Beweis von Theorem 7.11
Wir greifen auf die Notation aus dem Beweis von Theorem 7.7 zuriick: Seien

c(z,y) == 1y((w,00) X (y,00)),
pn(x7y) = P{VE](*’I) > ZUnp, VE)(*’Q) > yun}a
dn(z,y) = P{Vb(*’l) > Sy, %*,2) > tun}|S:tn71(1‘),t:tn,2(y)’
p,(fr) (z,y) = P{Vb(*’l) > xu, oder 1/0(*’2) > yup},
d,(f’") (x,y) = P{Vb(*’l) > su, oder VO(*’Q) > tun}|8:tn11(x)7t:tn,2(y)
fir z,y € [z, 00). Nach Gleichung (7.2) gilt fiir hinreichend grofe n € N
pal@,y) = (zun) ™" + (yua) ™" = o7 (2, y). (7.82)

In Kombination mit Lemma 7.10 gilt dann: Zu jedem § > 0 kann n € N hinreichend grofs gewéhlt

werden, so dass
dn(z,y) = uy 't} (@) + vy b (y) — A7) (2,) (7.83)
mit einer Wahrscheinlichkeit grofser als 1 — ¢ gilt. Daraus ergibt sich
A (@, y) — p (z,y) = uy (8,1 (@) — 27) +uy (5 () — v 1Y) — (dnl@,y) — pa(2,)).

Mit Lemma 7.10, Gleichung (7.42), pT(lOT) (x,y) > P{VO(*’U > z*up} = 1/(z*uy,) fiir hinreichend
(or)

grofe n € N und py, ’(x,y) = pn(x,y) ergibt sich dann
di" (2, y)
" (@)

n

) 1‘ . ‘E(tn}l(x) ~a )|+ \M(tné(y) —y)
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i _ 1, _ dn(,y)
< V1) — =t () et (y) — o) YY)
( ) ‘ n,l( ) } ( ) ‘ n,Q(y) Y ‘ pn(x,y)
30
in Wahrscheinlichkeit. Wir erhalten also
(or)
dn_(@,9) nog g (7.84)
(or)
pn(2,9)
in Wahrscheinlichkeit.
Nach Definition von #&" und S,, (in (7.6) und (7.8)) und Gleichung (7.9) gilt
<nv£:’U>>1/2(ﬁt ((z,00) x < )) — c(x,y))
1/2<S~ n,Z(y)) —c(x,y))
S tn,2(1))
( ~ ~
nv,, S tn tn —c(x,y)Sp(ty tna(l
)5 o) =l s D s

n”r(n )) 1S(

1(1); tn2(1))

Wir analysieren nun den Zéhler und Nenner der rechten Seite von (7.85) separat. Bezeichne dafiir

S5 (@, y) = T, 1y

> zu, oder 1/;(*’2)

> yuy} fiir (z,y) € T = [z%,00]% \ {—00,00}.

Man beachte, dass wegen [(n+1)(1 —1/(zu,))| =n+1—[(n+1)/(zu,)]| die Gleichheit

1{y) >y = |22 1, Ge{n2 .
; {V V\_( +1)(1-1/(zun))]: n} ’V Uy, , J € { ) }7 (7 86)
gilt. Demnach gilt

~ n+1 n+1 ~

n\ln n = -2 - (or) n n . .

Su(tna(@tna) = | 4 | -2 S @) ). (78T
Derweil ergibt sich aus (7.22)

Q(or *,A 7 (* or or

St (@), ta2(w) = (ST PZED O )+ nd @) (188)

Mit Hilfe von (7. 2) (7.20), (7.84), (7.87), (7.88), v

*,A) or nzee
vergenz Z( (¢,§n 1(D)tn 2(1)) —

(siche Gleichung (7.96)), folgt

7St (1)t (1)

nu,

- (]

u
’I’Lvml n

(* A) (OT)(l 1) und der schwachen Kon-

Z A)(QS( )) die smh im spéteren Verlauf des Beweises ergibt

1) = 5 (11 (1), (1)

= (I*,U) (2({n+ 1} _ 1) — (! (*, A))l/QZ(* A)(ngzrl 5 tm(l)) B ndﬁf’”(l, 1)>
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o Yun [(n41)/un] — <v Y )12 g )i (1, 1)
o0 n/uy (=U) n,1 tn 1(1)5tn,2(1) o), (4)
n,1 n 1 n,1 n 1
o 2t -1 =1 (7.89)

in Wahrscheinlichkeit.
Mit Hilfe von (7.83), (7.87) und (7.88) ergibt sich dann fiir den Z&hler der rechten Seiten von

(7.85)

(gn(tn,l(x)a tn2(y)) — c(, y)gn(tn,1(1)> tn,1 (1)))

(i)
1 n+17 n+1
= —2— Sln, tn

)

~clen) 2[5 1) = 5 (1) taa(1)] )

B 1 n+17 m+1 (%,A)\1/2 5(%,4) 1 4 (or) (or)
N <’V + -‘ = 2= (v, ) 2y ((btn,l(x)’tn,Z(y)) = nd (@, y)

(nvfl*’lU))lﬂ LUn Yun v

= e(z,y) :2(‘n+1

. 1 TL+1' n n+1 n (*7A) 1/2~(*,A) (O’I")
= 0172 U Tawl T { W = s~ 2 (o ) 2D ) b a )

t'nl

*,A (% or or
1) - (nv7(1,1 ))1/227(1 (‘75( tn,z(l)) —nd" (1, 1)])

(m}( 1 TUn TUn Yunp Unp,
no-1 -1 no-1 —1
B Un, (tn 1( ) ) - U, (tn,Q(y) -y ) +ndn(x7y)
+ 1 % or
—cla,y) [2([ =] = - = 1) = el )220V )

_ uﬁ(t;}l@) +1,5(1) = 2) + ndn (1, 1)D

(x,4)
Und \Y2[ L Say o (e, A) (o (0r)

:( *7(])) [ Z )((Z)tnl tn’g(y))—i_c(x?y)zf,g’ )(¢t"’1(1)7tn’2(1)) (7.90)
n,1l

_ ( 1(/::))1/2(n/un)1/2(t;11($) _ x_l) B ( 1(/5;1))1/2(n/un)1/2(t;}2(y) _ y—l)
Un,l Un,l

et (25) 0+ 500 - 2)

n,1

(012 (dn(@y) dn(1,1)
+ (nv, 1) ( v(*’lU) c(x,y) oD >+0(1)

gleichmafig fiir x,y € [z*,a]. Um das gemeinsame Grenzverhalten der obigen Summanden zu
bestimmen, untersuchen wir zunéchst das asymptotische Verhalten des vorletzten Summanden
obiger Gleichung (7.90). Nach Lemma 7.10 gilt: Fiir jedes 6 > 0 kann n € N derart grofs gewahlt

werden, so dass

dn(x, z,y -
sup (z,3) - c(tn,1(x),tn,2(y))‘ < sup (& 4) (z,7)
X _ (=U) . (xU)
z,yE€x*+e,a—¢] ’Um1 Z,g€[x*,a] Un,l
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mit einer Wahrscheinlichkeit grofer als 1 — § gilt. Die rechte Seite obiger Ungleichung ist wegen

der Bias-Bedingung (7.16) von kleiner Ordnung als (nvf:’lU))_l/ 2. Demnach ergibt sich wegen
c(1,1)=1
(UN1/2 (dn(@y) dn(1,1)
(nvn,l ) ( 'U(*’U) C(.I‘, ) 'U*’U) )
= (o )2 (el (@), b2 (9) = el y)eltna (1), tua(1)) + op(1)
= (i) (eltn (@), () — el y) (7.91)

— (Y e, ) (e(taa (1), tn2(1)) — e(1,1)) + op(1)

gleichmafig fir =,y € [* 4+ ¢,a — ¢]. Nach Annahme (PD) ist ¢ stetig partiell differenzierbar.

Unter Beriicksichtigung von Lemma 7.10 gilt dann die Taylorapproximation

ctn1 (%), ta2(y)) = ez, y) + ca(@,y) (b1 (2) — @) + ¢y (2, y) (tn2(y) — y) + op((n/ua)~/?).

Mit Hilfe von (7.91), ¢(1,1) = 1, Lemma 7.10 und (7.20) folgt also die schwache Konvergenz

*,U dn(l‘ay) dn(lal)
({2 (S — o, y) )

Un, Un,l

(n/un)"? (cal@, ) (tna (@) — @) + ¢ (@,9) (tn2(y) — )

(*,0)
ni )1/2<n/un>1/2 (c2(1, 1) (b1 (1) = 1) + ¢y (L, D (tn2(1) — 1)

+op(1)
A2 = N2 (e, )22 20D (G0R) + ey (@, y)yP 2 (9)

= (e y) (e (1, DZEN(G7) + ¢,(1,1) 25 (60)))

gleichmafig fiir z,y € [z* +¢,a — ¢].
Bezeichne nun
Wn($, y) = Gn(tn,l ($), tn,2(y)a z,Y, tn,l(l)a tn,2(1))

- (LY ) (750) -7 + 17500 )

n,1

— e, y) (5310 = 1) + (2501) = 1))
v *,U) v(*,U)
() () ) (et ) (@) =) + ) tna(0) ~ )

)

= efw,y)[en(1, D (taa (1) = 1) + (1, 1) (tna(1) = 1)])
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und

W(w,y) == Glz,y,2,y,1,1) + 25D (@) + 25D ()
— el y)(ZEV %) + 20N (0)
A (el a2 20D (@R + o (@ y)y? 2N (6)

— e, y) [ea (1, 1) 2D (O(T) + 6,1, 1) 2D 6],

wobei
— =~ o~ 7 (x,A T — =\ 7(%,A (or)
G2y, 5,5, 2,9) == —Z5 (@) + (@, 7) 25 (657),
— =~ o~ *,A ' — = *,A (or)
G(x,y,7,5.2,7) == —ZD (@) + ¢(7,5) 2 (657)

fir z,y,z,9,%,7 € [2*,a]. Wegen (7.90) und (7.91) gilt dann

vr(l*’A) 1/2
oy (51 @) 12 @) = o) Saltna (0, s () = ( fi’U’) Wa(w,y) + or(1)

gleichméfig fiir z,y € [z* 4+ €,a — ¢].
Nach dem Lemma von Slutsky (Kosorok, 2008, Theorem 7.15) gilt wegen der Stetigkeit von c,

Proposition 7.9 und Lemma 7.10 die schwache Konvergenz

(Gna (tn,l(x)):ce[x*,a]a (tn,2(y))y6[x*,a]) nﬂ)o (G7 (x)xe[a:*,a]v (y)ye[x*,a])'
Nach dem allgemeinen Darstellungssatz von Skorokhod (van der Vaart und Wellner, 1996, Theo-
rem 1.10.4) existieren Versionen von (Gy, (tn,1(2))zefe* 0> (tn2(¥))yeiz=a)), » € N, und
(G, (T)zelz*a]s (Y)yelz=,a]), SO dass die obige Konvergenz fast sicher gilt. Der Ubersichtlichkeit

halber unterscheiden wir zwischen den Bezeichnungen dieser Versionen nicht. Die Konvergenz

n—oo

(Wn(x7y))x,y€[ﬂc*+a,a—5] — (W(m.vy))x,ye[:c*—}-a,a—a]
ist genau dann fiir die entsprechenden Skorokhod-Versionen erfiillt, wenn

sup ‘Wn(fc,y) - W(:U,y)‘ "2 0 fast sicher
x,ye[cc*—i—a,a—a]

gilt. Fiir jedes § > 0 kann n € N hinreichend grof gewéhlt werden, so dass die folgende Abschét-
zung mit einer Wahrscheinlichkeit grofer als 1 — ¢ gilt:

sup | Wy(z,y) — W(z,y)|

z,y€Elz*+e,a—¢]

< sup
z,yE[x*+e,a—¢]

Gn(tn,l(aj)) tn,?(y)a x,Y, tn,l(l)a tn,Q(l)) - G(I) Yy, T, Y, 17 1) (793)
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1/up, 1/2 — — * or
b s (LY ) 2 @) - ) - 2ol
z€[r*+e,a—¢] Um’l
1 Unp, 1/2 — — * or
b s [(LY a2 ) - ) - 269 02))]
yElz*+e,a—e] ' v, ]

+  sup <z, y)‘( L/ )1/2(n/un)1/2(f1 (1) — 1) — Z2tA) (¢(or))‘

z,y€Elz*+e,a—e] U7(:71A) n,1 1,00
! tn 1/2 - * or
| ((5) i) 40 - 1) - 206l
z,y€lz* +e,a—e] v

z,yE€x*+e,a—¢]

£ s |cm<x,y>r](“% )”2(1/%)”2 (/) (1 () — ) = a2 (607
(5

( 1
LG )/2(1/%) (/) 2(t020) — ) = W2 G2))

z,yEx*+e,a—¢]

U) U)

o o
1/2 1/2
+ osup elay)le(1, ]| (2 ” (/)2 (tn1 (1) = 1)
x,ye[:v“rs,a E] ’( 57/1 > ( / )

~AZEN))|
WD)

+ sup c(z,y)|cy(1,1) |‘( (*A
z,y€Elr*+e,a—¢]

1/2 ’U(* U)

l/un

)0/ 2101~ 1)
Az ).

Der erste Summand der rechten Seite obiger Ungleichung (7.93) lasst sich mit Hilfe folgender
Tatsache weiter nach oben beschranken: Fiir jedes § € (0,1) kann n € N hinreichend grof gewahlt
werden, so dass SUP,c(z+ qte] [tn,j(2) — 2| < € fiir j € {1,2} mit einer Wahrscheinlichkeit gréfer
als 1 — ¢ gilt. Deshalb gilt

sup
z,YE[x*+¢e,a—¢]

Gn(tn,l(x)a t’n,?(:‘/)v x,Y, t’n,l(l)v tn,?(l)) - G([B, Y,T,Y, 17 1)

< sup
z,yE€x*+e,a—¢]

Gn(tn,l (1')7 tn,2(y)7 z,Yy, tn,l (1)7 tn,2(1>)

- G(tn,l(x)a tn,?(y)a z,Y, tn,l(l)v tn,Q(l))’

Gt (2), b2 (1), 7, s 1 (1), (1) = Gy, 2,3, 1,1)|

+ sup
z,y€lx*+e,a—¢]

< Sup Gn(x, y7j7g7j’g) - G(m?y’j’g7 j? g) (794)
z,y,2,9,%,9€[x* a]

+ sup

G(tn,l(x)7 tn,2(y)a z,Y, tn,l(l)a tn,?(l)) - G(l‘, y,x,y, 17 1)‘
z,y€|z*+e,a—¢]

mit einer Wahrscheinlichkeit grofer als 1 — §. Der erste Summand der rechten Seite von (7.94)
konvergiert wegen der fast sicheren Konvergenz G, "—3 G fast sicher gegen 0. Nach Theorem
7.19 von Kosorok (2008) besitzt der Grenzprozess (Z*4)( 555)))(w)g fast sicher gleichméfig
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stetige Pfade beziiglich p(°") (definiert in (7.51)). Ferner gilt

. or (OT) or
bup p( )((btn,l(l‘),tn,Q(y)’qb:(my))
iU,yE[l‘*,a]
1 1 1 1N nooo .
=z* sup — —‘ + — f’ — 0 fast sicher.
z,ye[x*,a] ( tn,l(x) €T tn,Z(y) Yy )
Demzufolge gilt die fast sichere Konvergenz
sup | Z0NGT ) — ZCV @) S0 (7.95)
z,yE€lr*+e,a—e] ’
Man beachte, dass fiir hinreichend grofse n € N
sup }Zr(z*yA)(gbth(a:),tn’z(y)) - Z(*jA)((ﬁz,y)‘
z,yE€x*+e,a—¢]
< sup ’27(1*714)(gbtn,l(m),tn,z(y)) - Z(*7A)(¢tn,1(x),tn,2(y))‘
z,y€lr*+e,a—¢]
+ s |20y @) taw) — 20 (00)]
z,YElz*+e,a—¢]
< sup ‘Zr(z*’A)((b:ay) - Z(*7A)(¢x,y)‘ + sup }Z(*’A)((ﬁtn,l(:p),tn’g(g)) - Z(*A)(st,y)‘
z,y€[x*,a] z,yE€x*+e,a—¢]

mit einer Wahrscheinlichkeit grofer als 1 — 7. Nach Proposition 7.9 und Gleichung (7.95) gilt

also stets
sup |25 (P @) tnat) — 25D (bry)| = 0p(1), 1= oo (7.96)
z,Y€E[x*+¢e,a—¢]

Ferner ist nach Gleichung (7.95) auch der zweite Summand der rechten Seite von (7.94) asym-

ptotisch vernachlassigbar:

G(tn,l(l‘)a tn,Q(y)a x,Y, tn,l(l)a tn,2(1)) - G(SE, Y, x,y, 17 1)’

sup
z,y€Elz*+e,a—¢]

*, A (or) #,A or

< s (Z0NGT 0 ) 2068

z,y€r*+e,a—¢]
+ @) 2N GT ) aw) — 2V

"0 fast sicher.

Aus Lemma 7.10, der Ungleichung sup, ye(ze e q ¢(@,y) < (z*)7! und der Tatsache, dass
die partiellen Ableitungen ¢, und ¢, als stetige Funktionen beschrankt sind auf kompakten

Intervallen, folgt, dass auch die restlichen Summanden der rechten Seite von (7.93) fast sicher
gegen ( konvergieren. Es ergibt sich also
|Wa(z,y) — W(z,y)| "0 fast sicher.

sup
Y€ [r*+e,a—¢]
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i j)” W) - (52) Wi

Nach Gleichung (7.20) gilt damit
sup

(U
z,y€Elr*+e,a—¢]
(x,4)
v, /2
<(em) oo, W) = e

z, Y€z +e,a—¢|
(%,
+ (U”

( b
n 1

A

( b
n 1

5" - ()"

sup  [W(z,y)|
z,y€lr*+e,a—¢]

"0 fast sicher.

In Verbindung mit der stochastischen Konvergenz (7.89) und den Gleichungen (7.85) und (7.92)

erhélt man die Prozesskonvergenz

(no{ Y2 (58 (2, 00) % (y,00)) — 5((w,00) X (y,00)))
n—oo 2_)\ 1/2 * or * or * or
=5 (352) 200ty + 200tz - 200 0)
— () [ZEV(G) + 26N (L) — 2D (6]

00,1

Aol a2 (GR) + ¢y (e, y)y? 20D (62)
— o, ) [ex (LD ZED (G + ¢, (1, 1>z<*vA><¢é‘;fi>])]

2 A\ 1/2
- (33 [(1 A (@,1)a?) 20D (L) + (1+ Aey (2, 9)y?) 2D (012) — 202 (6(7)

1,00 00,1

— (@, ) [(1+ A1, 1) ZEN () + (1 + Aey(1,1) 20D (07]) — 24 5?1“’)]]

= W(z,y)
fir z,y € [2* +¢e,a —¢].

Kovarianzstruktur des Grenzprozesses

Die Kovarianzen des Grenzprozesses (W (, Y))z,yele*+e,a—e) 1assen sich mit Hilfe der Gleichungen
(7.63)—(7.71) bestimmen. Bezeichne dafir C(x,y,Z,7) := I(z) x I(y) x () xI(g) und D(z,y) :=
I(x) x I(y) fir

(x,00), falls z >0,
I(z) :=
[0,00), fallsz=0

und ¢(z,y,2,9) = v (C(x,y,2,79)) fir z,y,Z,5 € [0,00). Dann gilt fiir alle z,y, 2,7 € [z* +

g,a — g
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Cov(W(az, Y), VNV(j, 7))
2— A

=" ((1 + Aea(w,9)2”) | (1 -+ Aea(@,5)7)Cov(20 (94R), 20 (6072))
(14 Ao (7 9)7) Cov( 20D (601, 20 (6)) = Cov(20N (9(e1)), 20D (67)))
— o(@,9)((1+ Aea(1, 1) Cov(20D (812)), 2 (67))

(14 Aey(1,1))Cov(20A (9(em)), 20D (677))) = Cov (2 (6), 20D (7)) )|
(L4 Aea (@, ) [ (L+ Aen(@,9)7) Coo( 20 (842)), 20D (6071))
+ (14 Aex(, )52 Cov(Z20D (627), 20D (@) — Cov(2:D (62), 20D (97)))
— o(@,7) (1 + Aes(1,1)) Cov(20-D(62)), 2D (67)
+ (14 Acy(1,1))Con(Z5D (&), Z<*7A><¢E;’"’>> — Cou(2N(9), 20N (67)) )|
+ | = (U4 2@ 53 Cov(209(85)), 20D (7))
— (1+ Acal, §)72) Cov(20:D (), Z *7A><¢<‘”“>~>>+Cov<z<*vA><¢§:;>>,Z<*7A><¢;‘j:5,’>>
o, ) (14 Aea(1, 1) Coo(Z0 D (015)), 2 (6{7)))
(14 Aey(1,1))Cov(204(6(5)), 2 (62)) = Cov( 24 (6(5)), 20 (6(7)) )|
e, y) (1 + Aer(1,1)) | = (1+ Aea (@, 7)3%) Cov (22 (6(7)), 264 (67))
= (14 A (@,§)7°) Cov (2D (917)), 20N (6)) + Con(Z0N (7)), 2 (67)))
+ (@ 3) (1 + Aea(1, ))Var(24 D (6(7)))
(14 Ay (1,1)Con(Z (67, 20D (60)) = Co(2D (67)), 2V (6{7)) )|
+ e(@,y) (1 + Aey(L,1) | = (14 Acw (@, )32 Cov(20D(677), 20 (67))
— (14 Aex (& §))Cov(25 N (9, <*A< g>>+cov< D, 25 (657
+e(@,9) (1 + Aeal(1,1))Cov( 20D (), 25 (67))
<<z><‘”” ), 20N (6{7)))]
+ ofa,y) | (L4 Aol 5)3%) Cov( 20 (8(77), 20 (371)))
+ (14 A (2,§)57) Cov (2D (617)), 2 *A>< ‘””)) cov<z<**‘><<z>§?{>>,Z<*’A><¢§~;?;’>>
— (@, ) (14 Aex(1,1)Cou (2D (97, 2

+ (14 Acy (1, 1)Var(25D (¢77)) — Cou(2(

x*

(cp(2,0,2,0) + ck(x,0,2,0)) + *m)

(7.97)

—(1+Acyu,1>>Gov<z<*vA><¢§?I>>,Z<*’A><¢<°”>>+Var<z<**‘> o))
1
A

L

= (14 Aca(a)a) (14 dea(2.5)2°)

B
Il

1
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o0
(1 A (@, 9)7) (0 (ex(0,5,2,0) + e (,0,0,7)) + el 7))
k=1

(i C(&,0,,0) UC(0,§,,0) + v (C(x,0, 0) UC(x,0,0,7)))
k=1

+ c(max{x, z}, ;&))

o0
1 *
—c(@,g)(HAcxn (chIOxO +ep(2,0,1,0)) + ‘”7)
k=1

Amax{z, 1}
+(1+ Ay (1, 1))(2(%(07 1,2,0) + cn(x,0,0,1)) + C(:L’,gj))
k=1
(i C(1,0,2,0) UC(0,1,2,0)) + v (C(z,0,1,0) U C(z,0,0,1)))
k=1

+ e(max{z, 1}, 1)))]

+ (1 + Aex(z,y)y )[(1 + Aeg(Z,9)T (Z ck(2,0,0,y) + cx(0,y,2,0)) + (x,y))
k=1

*

> 1 T
)\I 7av~ N (. ~
+ (14 Aea(Z,9)F (I;CkOyOy (OyOy))JrAmaX{y’y})

(Z C(#,0,0,5) UC(0,7,0,y)) + v(C(0,y, % 0) UC(0,,0,7)))
k=1
+ (@, max{y, 7}))
- C('i‘v Zj) ((1 + )\Cac(la 1)) ( Z(Ck(L 07 0> y) + Ck(ov Y, 1a 0)) + C(lv y))

k=1

o0 *

+(1 +)\cy(1,1))(2(6k(0 1,0,y) +cx(0,y,0,1)) + 13:7)

— Amax{y, 7}

(i C(1,0,0,4) U C(0,1,0,y)) + v:(C(0,y,1,0) UC(0,4,0,1)))
k=1

+ ¢(1, max{y, 1})))]
+ [ — (1+ Aeo(&,9)7%) ( i(w’é(c@, 0,2,0)UC(Z,0,0,))
k=1

+ U (C(2,0,7,0) UC(0,y, 7,0))) + c(max{z, &}, y))

Nk

— (L4 Aol )77 ( Y ((C(0.5,,0) U €(0,5,0,9)

b
I

1
+ Vi (C(@,0,0,7) U C(0,,0,9)) + el max{y, 7}) )

@g

C(z,0,2,0)UC(2,0,0,y) UC(0,7,2,0) UC(0,7,0,y))
k::l
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0))

+v;(C(x,0,2,0) U C(x,0,0,7) UC(0,y,2,0) U C(0,y,0,7)))
+ v (D(max{z, 7},0) U D(z,5) U D(#,) U D(0, max{y, 7})))

o0

+ (4, )<1+/\cx11<z C(1,0,2,0)UC(1,0,0,y))

k=1
+ v (C(2,0,1,0) U C(0,y,1,0))) +c(max{x,1},y))

—i—)\cyll(z C(0,1,2,0) UC(0,1,0,))
k=1

+ v (C(,0,0,1) U C(0,,0,1))) + e(, max{y, 1}))

(i C(1,0,2,0) UC(1,0,0,y) UC(0,1,2,0)UC(0,1,0,y))
k=1
+ i (C(2,0,1,0) U C(x,0,0,1) UC(0,y,1,0) U C(0,3,0,1)))
+ v (D(max{z,1},0) U D(z,1) U D(1, ) U D(0, max{y, 1})))

o0

+ c(x,y) (1 + Aex(1,1)) [ — (14 Mew(7,9)72) < Z(ck(:ﬁ, 0,1,0) + ¢x(1,0,,0))
k=1

*

ploo )
Amax{l,z}

— (U Ao )72 (D (er(0,5,1,0) + ex(1,0,0,9)) + (1,7))
k=1

(X

C(#,0,1,0) U C(0,7,1,0)) + v (C(1,0,70) UC(1,0,0,7))

Mg

k=1
+ c¢(max{1, z}, g))

o *

+ c(z, )((1+Acx11<2zck1010 A)

k=1
+(1—i—)\cy(l,l))(i(ck(o,l,l,())—i—ck(l,0,0,l))—i-l)
k=1
(i C(1,0,1,0)UC(0,1,1,0)) + (C’(l,O,l,O)UC’(l,0,0,l)))+1>)]
k=1

+ e(z,y)(1 —I—)\cy(l,l))[ (1 4+ Xeg(2,9)2 (Z ck(2,0,0,1) + (0,1, 2,0)) + ¢(Z, 1))

=1

— (L Ao @ )77 (D2 (er(0,5:0,1) + €40, 1,0,5)) + imaxgc{ly}>
k=1 ’

(vi(C(2,0,0,1)UC(0,7,0,1)) + v;:(C(0,1,2,0) UC(0,1,0,7)))

Nk

i

e
Il

1
+ (7, max{1, g}))
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+ (3, )<1+)\cx11 <ick1001 ) +ex(0,1,1,0)) + )
k=1

+ (14 Acy(1,1) (ch0101 A)

(i C(1,0,0,1) UC(0,1,0,1)) + v:(C(0,1,1,0) U C(0,1,0, 1)))+1)>]
k=1
—i—c(m,y)[(l—i—)\cgcacy (i C(%,0,1,0) U C(%,0,0,1))
k=1
+(C(1,0,%,0) U C(0,1,4,0))) +c(max{1,g:~},1))

(v£(C(0,9,1,0)UC(0,3,0,1))

NE

(14 Ao (2 7)7)

b
Il

1
+U(C(1,0,0,5) UC(0,1,0,9))) + (1, max{1, g}))

(i C(#,0,1,0) UC(,0,0,1) UC(0,7,1,0) U C(0,7,0,1))

+ 15 (C(1,0,,0) U C(1,0,0,5) UC(0,1,7,0)UC(0,1,0,7)))
+ g (D(max{1,7},0) U D(1,§) U D(#,1) U D(0, max{1, y})))

e )(1+)\cx11<2 C(1,0,1,0) U C(1,0,0,1))
k=1
+(C(1,0,1,00U C(0,1,1,0)) + 1)
(1+ Acy(1,1)) (Z C(0,1,1,0) U C(0,1,0,1))

k=1
+5(C(1,0,0,1)UC(0,1,0,1))) + 1)

(2Zu (1,0,1,0) U C(1,0,0,1) U C(0,1,1,0) U C(0,1,0,1))
k=1

+ 5 (D(1,0) U D(1,1) U D(0, 1))))] :
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Kapitel 8.

Schatzer fiir
Uberschreitungswahrscheinlichkeiten von

hohen Schranken

In diesem Kapitel werden wir ausgehend von zwei hohen Schranken x,, und y,, Wahrscheinlich-

keiten des Typs

P{Vo(l) > x, und Vo(z) > Yn}

(*72))

schéitzen. Dafiir nehmen wir an, dass der marginaltransformierte Zufallsvektor (Vo(*’l), 0

1)7 Vo(*’g)} regulér variierend

reguliir variierend auf (0,00)? ist. Dann ist das Minimum min{%(*’
mit Index —1, wenn VO(*’l) und ‘/0(*’2) asymptotisch abhéngig sind, und mit Index —1/n fur

n € (0,1], wenn VO(*’l) und VO(*’Q) asymptotisch unabhéngig sind. Folglich gilt

lim P{(V’O(*,l)"/o(*ﬂ)) c SUB} B 571/777 wenn V—O(*,l) % ‘/.0(*72)7

* . (8.1)
Um0 P{(VO( 2 0( 2y € uB} st sonst

fiir alle s > 0 und alle B € B((0,00)2) mit v§(B) > 0 und 1;5(9B) = 0, wobei X A Y dafiir
steht, dass X und Y asymptotisch unabhéngig sind (siehe Definition 5.7). Anhand der regulé-
ren Variation in (8.1) kann nun die Wahrscheinlichkeit, dass (VO(*’l), 0(*’2)) in einer extremen
Menge uB liegt, mit Hilfe der Wahrscheinlichkeit, dass (VO(*’I), VO(*’Q)) in einer weniger extremen
Menge (u/t)B liegt, approximiert werden: Fiir grofe u > 0 ergibt sich aus Gleichung (8.1) die

Approximation

= P{VY vy € (w/t)BY,  wenn VIOV Ly,

P{(V(*’l), V(*’
o 1P{(VY vy € (u/H)BY  sonst.

) € uB} ~ (8.2)

Die Wahl von ¢ > 1 ist dabei mafigebend fiir die Giite der obigen Approximation. In der Regel
ist diese Approximation ndmlich umso schlechter, je kleiner der Skalierungsfaktor (u/t) wird.
Aus statistischer Sicht ist man jedoch daran interessiert, dass moglichst viele Beobachtungen in

der Menge (u/t)B liegen, so dass die Wahrscheinlichkeit P{(VO(*’I), 0(*’2)) € (u/t)B} gut durch

die zugehorige relative Haufigkeit geschitzt werden kann. Wahrend im Fall der asymptotischen
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Abhiéngigkeit von V™" und V") lediglich die Wahrscheinlichkeit P{(V\"", Vi"?) € (u/t)B}
geschétzt werden muss, tritt im Fall der asymptotischen Unabhéngigkeit von VO(*’l) und VO(*’Q)
zusétzlich der unbekannte Parameter n auf. Diesen unbekannten Parameter gilt es dann ebenfalls
zu schitzen. Damit stellt auf theoretischer Ebene der Fall der asymptotischen Unabhéngigkeit
von VO(*’I) und VO(*’2) den statistisch aufwéndigeren Fall dar. In der Praxis ist jedoch tiblicherweise
unbekannt, ob VO(*’l) und 1/0(*’2) asymptotisch abhangig oder unabhangig sind. Demnach muss
zwangslaufig der Index der reguldren Variation von min{VO(*’l), 1/0(*’2)} geschétzt werden.

Seien nun z, und y, Schranken, die gegen den rechten Endpunkt der Trager der Randver-
teilungen F; und Fy konvergieren, also lim, ooz, = FY (1) und lim, oo yn = F5 (1) er-
fiillen. Mit steigendem Stichprobenumfang n € N betrachten wir demnach immer extremere
Ausfallmengen (z,,00) X (yn,00), die P{VO(I) > :Bn,VO(Q) > ypt =3 0 erfiillen. Sei nun fiir
Fi(z):=1/(1 - Fj(z)), z € R, j € {1,2}, die Menge

(T (2n), 00) X (F5 (yn), 00),

die mittels F; und F» marginaltransformierte Ausfallmenge von (z,,00) X (yn,00), so dass un-
ter der Annahme, dass F; und F» streng monoton steigend und stetig auf [uél),Fl‘_ (1)) und

[u(()2), F5 (1)) fiir u(()l),u(()Q) > 0 sind,
PV > 20, VP > o} = PV > Fi(20), Vi > F (ya))

fiir hinreichend grofe n € N gilt. In der Praxis sind iiblicherweise Marginalverteilungsfunktionen
unbekannt. Der bisher verwendete Ansatz, dass dann empirische Verteilungsfunktionen le und
FnQ anstelle von F; und F5, verwendet werden, ist zur Schatzung von P{VO(*’I) > Ff(zp), 0(*’2) >
F3(yn)} wenig hilfreich, da bei moderaten Stichprobenumféingen in der Regel keine Beobachtun-
gen in der Ausfallmenge (x,,00) X (yn,00) vorliegen, wenn diese sehr extrem ist. Wir fordern
deshalb im weiteren Verlauf, dass die Survivalfunktionen F} und F» regulir variierend mit Index
—1/71 beziehungsweise —1 /v sind. Um die Présentation der nachfolgenden Ergebnisse moglichst
iibersichtlich zu halten, betrachten wir ausschlieflich die Félle, in denen ; und -2 positiv sind.

Aus der univariaten Extremwerttheorie ist bekannt, dass die reguldre Variation von Fj mit

Index —1/7; < 0 eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die folgende Konvergenz ist:

() _
lim P<V0u <z

/A u) = Hy(x) = (1= (14 72) V) L gu (@), j € {1,2}.

Daraus ergibt sich fiir hinreichend grofte u die Approximation

Fi(z) ~ Fj(u)(1 ~H, (x%_u“)) - F}-(u)(g) s (8.3)

Wird nun « in (8.3) durch Véi)kn i ersetzt, wobei k,, j, n € N, eine intermediére Folge beschreibt,
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dann ergibt sich fiir hinreichend grofse n € N

. —1/; .
_ — X
F](:E) ~ Fj(Vn(j,)knJ n) (V(j)> , x> V?“E]f)kn,j:n'

~1- fznhj(‘/é])k

7 nj:n) = ky,j/n gilt, erhalten wir die Approximation

B Ky : T —1/7;
Fj(z) = j<V(j)> ; $>V()

n—ky jn

njn

Wird nun v; durch einen geeigneten Schétzer 4, ;, wie zum Beispiel den Hill-Schétzer, ersetzt,
dann stellt

(Gn,l(‘rn)v OO) X (én,Q(yn)v OO)

1/%n,
~ n xr
Gn,j(x) = m (V(J) )

—kn,jin

mit

einen Schétzer fiir die marginaltransformierte Ausfallmenge (Fy(xy,),00) X (F5(yn),00) dar.
Mit der folgenden Heuristik lasst sich nun ein Schétzer fiir P{Vb(l) > T, VO(Q) > yp, } motivieren:

Fiir eine geeignete Folge ¢, n € N, mit ¢, — oo, und hinreichend grofse n € N gilt

PUVY > 20, Vi > o} = POV > B (2), V) > F (ya))
zcrfll/np{%(*l) Fi(@n) VD s Fé‘(yn)}

Cn Cn
_1/’7”P{V(* 1) > 5 V(* 2) > i}
0 cn 1 (5,)=(Gn1(@n), G 2 (yn))
e 1 G (zn) Gn2(yn)
~ 1/77717 (nvl) ’1 (7’L72)
c n;ﬂ{vl > o > = }, (8.4)

wobei 7, ein geeigneter Schéitzer fiir n sei. Der Skalierungsfaktor c, legt dann fest, wie viele
der transformierten Beobachtungen (Vi(n’l), 1/;(”’2)), die in (7.5) definiert wurden, zusétzlich zur
Schitzung der Ausfallwahrscheinlichkeit P{Vb(l) > xn,Vb@) > y,} herangezogen werden. Die
skalierte Ausfallmenge (G, 1(2n)/¢n, 00) X (G2(Yn)/n, 00) soll dann zum einen méglichst viele
dieser transformierten Beobachtungen umfassen, damit das Schitzen mit einem geringeren Fehler
stochastischer Art mdglich ist, aber zum anderen nicht zu viele transformierte Beobachtungen
umfassen, die gegebenenfalls das Abhéngigkeitsverhalten in den Tails ungenau oder {iberhaupt

nicht wiedergeben.
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Wenn bekannt ist, dass VO(*’l) und 1/0(*’2) asymptotisch abhéangig sind, dann ergibt sich mit
analogen Uberlegungen wegen 7 = 1

PIVO V) e o) %cglﬁZ]l{V-( Dy Gnal@n) o) o Gnaly )}'

3 K3
C C
i=1 " "

Bezeichne
pn(l'vy) = P{‘/E)(l) > TUn, 1, VQ(Q) > yun,2}

die zu schétzende Ausfallwahrscheinlichkeit, wobei u; 1 und w, 2 Schranken sind, die gegen oo

streben. In dem nachfolgenden Abschnitt wird dann das asymptotische Verhalten des Schétzers

. iy 1 =P
Pn i (I‘, y) = Cp l/nnﬁ Z ]l{v;(ml) > Cann,l(xun,l)a ‘/i(ng) > Cann,2(yun,2)}
i=1

fir p,(z,y) untersucht.

Alternativ ldsst sich aus der obigen Heuristik ein weiterer Schétzer motivieren. Anstatt die
marginaltransformierten Zufallsvariablen Vo(*’l) und %(*’2) im letzten Schritt von (8.4) durch
ihre empirischen Varianten Vi(n’l) und Vi(n’Z) zu ersetzen, kann man alternativ (wegen VO(*’j ) =

F ]f"(VO(j ))) erneut die verallgemeinerte Paretoapproximation anwenden. Dann ergibt sich

~

1 . . .
et Zl 1{Cna (V) > 6 Gt (@un), Gu (Vi) > 1 Gp (g 2) |

als ein weiterer Schétzer fir p,(x,y).

8.1. Asymptotisches Verhalten von p, ;

Im Folgenden wird angenommen, dass die Schranken u, 1 und w, 2, welche festlegen, wie ex-
trem die zu schitzenden Ausfallwahrscheinlichkeiten p,(z,y) sind, eine sogenannte Tail-Balance-

Bedingung erfiillen: Es gelte

1—F1(Un1) FQ*(UTLQ) n—0o
= = =R g 8.5
1-— F2(Un72) Fl*(un,l) ( )

fiir ein d > 0, wobei F(z) := 1/(1 — Fj(z)) fiir z € R und j € {1,2}. Diese Bedingung an uy,1

und uy, 2 soll also sicherstellen, dass die Geschwindigkeit, mit der Fj(uy,1) gegen 1 konvergiert,

nicht die Geschwindigkeit, mit der F(uy2) gegen 1 konvergiert, dominiert, und vice versa.
Seien des Weiteren

*

Vn(*;,U,Cn) — Cz (Vi(*’l)’ ‘/;(*,2))]1{ min{Vi(*’l), ‘/;(*,2)} > x* Un }’ (8.6)
' uk Cn
(*,j;cn) F— Cn (*7]) (*»J) *u;; -

Vi = 1{v9) > o o bojefn2) (8.7)
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vt = 2D vEN L maxv Y, vy > gr 2t (8.8)
fiir ein 2* > 0, u’ := Fj(un1) und alle i € {1,...,n}. Der Skalierungsfaktor ¢, "3 oo wird

derart gewahlt, dass ¢, = o(u}) gilt. Bezeichne

oflen) = Plmin{Vy ™Y Vi) > aufen) und
o) s= Plmax{ V™Y Vi) > a e}

fir x € [2*,00). Die zur Funktionenklasse ® = {¢,, | =,y € [z*,00)} mit ¢y ,(2) = 1{z; >
x, 29 > y} fiir 2 = (21, 20) € [0,00)? zugehdrigen standardisierten Tail-Array-Sums sind dann
definiert durch

Z'r(z*7U70n)(¢x,y) — ( (% Ucn -1/2 Z Cbx v V(* U,cn) ) [st,y( (*, UCn))])

— (nw (*Ucn 1/QZ<{ D) m?,m(*’2)>yu—;} (8.9)

Cn

*

- P{vi > xZ‘ Vi > y%:})

Ebenso sind die zur Funktionenklasse ®(°") = {qﬁ | z,y € [z¥,00)} mit (b(or (z2) = 1{z1 >
x oder 23 > y} fiir z = (21, 22) € [0,00)? zugehorigen standardisierten Tail-Array-Sums definiert
durch

Z e (9l5)) = (g ) 1/22 (0 (Vo ™)) = Eloley) (Vi M)

z,Y z,y
= (o)) Z ( {V<* 1) Z: oder V") > yZ:’} (8.10)
— P{VO(*’I) > xiéi oder 1/0(*’2) > yﬁ})

Definiere des Weiteren fiir j € {1, 2}

elion) () == (nvf:’lU’C” 1/2<nc Z { 7*1} — %), x € [z¥,00).
n Cn

Die obigen Ausdriicke V(*’U’c") V( Jren) und V( *Asen) sowie v% ;,;U en) und vé xA en) unterscheiden
sich von Vn(:-’U), Vn( Z’J ) und V( A4) beziehungsweise v,(wU) und vr(l,xA) aus Kapitel 7 nur durch die

Schrankenwahl u /c, anstelle von u,. Fir die Anwendung der entsprechenden Resultate aus
diesem Kapitel reicht es also aus, in den Voraussetzungen (A1%)-(A5*) und (A1**)-(A4**) die
oben angesprochenen Objekte zu ersetzen. Jene modifizierten Versionen (A1*(c,)), (A2*(cy)),
(A3*(cy)) und (A5*(cp)) sowie (A1**(cy)), (A2%*(c,)) und (A3**(c,)) der Voraussetzungen
(AT*), (A2%), (A3*), (A5*), (A1**¥), (A2**) und (A3**) sind im Anhang A.2 angegeben.
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Fiir das nachfolgende Theorem wird beno6tigt, dass die folgenden zwei Bias-Bedingungen gelten:

Es existiert ein a € (z*,00), so dass fiir n — oo

P{VO(*’I) > xu;‘l/cn,%(*’2) > yul /en}

* _ (+,U,cn)\—1/2
i SR — V5 ((@,50) x (y,50))| = ol (mo} )77,
z,y€lr*,al P{min{VO( ’1),VO( ’2)} > uk fen} ’ :
(8.11)
P{VO(*,I) > zuy, 0(*,2) > yul} « (#,Usen)y—1/2
Sup . (*,1) (*,2) — ((LIZ, OO) X (y7 OO))‘ = 0((7’“}%1 ) ) (812)
zyelz*,a] | P{min{Vy"", V;""} > ui}
Dariiber hinaus wird eine Bedingung an die Rate der reguldren Variation von min{VO(*’l), 0(*’2)}

gefordert: Es existiert eine regulér variierende Funktion ¢; mit Index 7 < 0, so dass fiir alle
x € [1,00)

P{min{VO(*’l), ‘/0(*’2)} > zu}
P{min{Vy"", V" ?} > u}

xil/”‘ =0(q1(u)), u— oo, (8.13)

gilt. Wir bezeichnen fiir ein beliebiges € € (0, z*/2) mit

0= (x :l; s)% und by = (a I s)%

die Schranke des Intervalls [a;, b;], wobei j € {1,2} und d; =1 und dy = d.

Theorem 8.1. Sei (Vt(l), Vt(Q))teZ eine strikt stationdre Zeitreithe mit Marginalverteilungsfunk-
tionen Fy und Fy, die stetig und streng monoton wachsend auf [ug,00) fir ein ug > 0 sind.
Sei des Weiteren (V;(*’l), Vt(*’Q))teZ regulir variierend auf dem Kegel (0,00)% mit Grenzmafi v,
welches Voraussetzung (PD) erfillt und homogen vom Grad —1/n mit n € (0,1] ist. Es gelten

die Voraussetzungen
o (A1%(cn)), (A2%(cn)), (A3%(cn)), (A47) und (A5%(cy)), wenn Vo(l) 4 ‘/0(2), und
o (A1*%(cy)), (A2%%(cyn)), (A3%H(cyn)) und (A47**) sonst.

A st Fol N, mit mi noee
NGeENOMMEN es eristieren olgen My, My 1, Mp 2, N € N, M1 mln{mn,mn71,mn72} — 00, S0

dass die schwache Konvergenz

1/2 (Gna(zun1) _ 1/ N0
(AFT(Un,l) v %qal,bﬂ =T (@) acarm (8.14)
1/2 Gn,Q(yun,Q) _ 1/

My 2 ( F (un,2) Yy 72>y€[a2,b2] (62(9))ye[a2,bg]

und die gleichmdfige Konvergenz

su G (wttn,y) _ 1/
p " x
zelayby] | S (Ung)

_1‘/2

) (8.15)

=o(m
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gelten, wobei (X, (€1(Z))zefarbr]> (€2(Y))yelaz,bs)) €inen Grenzprozess in Rx1%([a1, b1]) x1°°([az, ba])
bezeichnet. Ferner sei angenommen, dass die Gleichungen (8.5), (8.11), (8.12) und (8.13) erfillt
sind, und ¢, = o(u}) und q1(u}/cn) = 0((nv(* Uc”)) 1/2) fiir n — oo gelten.

Sei 3, := min{n*m, log=%(c,), M1, Mp,2, NV, UC”)} und A = [a1,b1] X [ag, ba]. Dann gilt in

den nachfolgenden drei Faillen die schwache Kom;ergenz

n—oo

51/2<10 ZM — (Z(l‘ay))(a:,y)eA:

pn(ac y) )(m,y)eA

1. Fall: mylog=2(c,) = o(min{mnyl,mnyg,nvﬁz’lU’C”)}) mit
Z(z,y) = X.

2. Fall: min{m,, 1,my 2} = o(min{m, log™2(c,), nv( IUC")}) mit
a)
Cy (xl/'yl , dyl/’m)

Z(Cl?,y) - c(xl/’Yl,dyl/?Q) €1

wenn My, 1 = o(my2) gilt,
b)
cy (xl/'h , dyl/’YQ)

Z(l’ay) = c(xl/Vl,dyl/'yz)

dea(y),
wenn My,2 = o(mp1) gilt, und
c)

Cy (xl/’Yl , dyl/'YQ)
C(xl/’Yl,dyl/’Yz)

ey (M dyt/)

Z(‘/Ea y) = K1 (l) c(:cl/‘Yl,dyl/’YQ) de?(y)a

e1(x) + ra(l)

wenn My, 1 = Imy2(1+0(1)) fir ein 1 > 0 gilt, wobei r1 (1) :== 1{l > 1} +1711{l < 1}
und k(1) :==11{l > 1} + 1{l < 1}.

3. Fall: m)(* Uien) = = o(min{my, 1, M 2, My log™%(c,)}) mit

a)
Z(*’U)((stl/ﬂ ,dyl/vz)
c(wl/’Yl’ dyl/’h) ’

Z($,y) =

wenn V( ) und VO(Q) asymptotisch unabhdngig sind, und

b)
2)\_1 _ 1 1/2 * or
Z(x,y) = M([l — Aep (@ dyt/ )] 204 (qﬁi 1/)717()0)
+ [1 _ )\Cy(xl/’n’dyl/’y2)d2y2/'yz] *, A)((z)(()zrdyl/w) _ z(x4) ((ﬁiolv;)ﬂ 7dy1/72)>’

wenn Vo(l) und V0(2) asymptotisch abhdngig sind.
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Hierbei bezeichnen A > 0 den Parameter aus (7.18), Z&U) den zentrierten Gaufprozess aus

(+,4)

Proposition 7.4 und Z den zentrierten Gaufiprozess aus Proposition 7.9.

Bemerkung 8.2. 1. Bei Betrachtung des Grenzprozesses (Z(z,y))(z)ca fillt auf, dass des-

(z.y
sen Verteilung in den ersten beiden Féllen vollstdndig durch die Verteilung der postu-
lierten Grenzzufallsvariable und -prozesse X, (€1(%))zefar,b,] Und (€2(Y))yelas,bs) aUS (8.14)
festgelegt wird. Im dritten Fall ist die Verteilung des Grenzprozesses durch die Vertei-
lung von (Z(*’U)(d)x,y))(x’y)eA, wenn Vo(l) und VO(Q) asymptotisch unabhingig sind, be-
ziehungsweise durch die Verteilung von (Z(*’A)(¢é?§)))(x7y)eA, (Z(*’A)(gzb;?g))xe[ahbl] und
(ZA)( g‘;’j;))ye[%bﬂ, wenn Vo(l) und VO(Q) asymptotisch abhéngig sind, bestimmt. Im drit-
ten Fall ist also der Grenzprozess ein zentrierter Gaufsprozess. Nach Gleichung (6.8) gilt

fiir diesen

Cov(Z(z,y),Z(Z,7))
1

— /v z1/m /v2 51/
@ dg )i dgie) c(max{z"/", #/7}, dmax{y'/"?,§'/?})  (8.16)

+ i (Ct(.ﬁl/’h, dyl/’Yz’ i.l/’Yl’dgl/’m) + e (i.l/’h,dgl/vg’xl/'yl’dyl/'yz)>:| ’
t=1

wenn Vo(l) und V0(2) asymptotisch unabhéngig sind, wobei ¢;(z) = v/ ((z1,00) X (22, 00) X
(23,00) X (24,00)) fiir 2 = (21,...,24) € (0,00)%.

Im Fall der asymptotischen Abhéngigkeit von Vo(l) und Vb(Z) kann die Kovarianzstruktur des
(zy)eA mit Hilfe der Gleichungen in (7.63)—(7.71) bestimmt wer-

den. Diese ist in Gleichung (8.47) angegeben. Erwahnenswert ist hierzu, dass der multiplika-

Grenzprozesses (Z(z,y))

tive Vorfaktor (2A~! —1)/2 des Grenzprozesses (Z(z, Y)) (z,y)ea Wegen (7.20) verschwindet,
wenn log(pn 5, (2,y)/pn(,y)) mit nvf:’lU’c")/(nvSf’lA’c"))1/2 anstelle von B5/? multipliziert

wird.

2. Die Félle 1-3 in Theorem 8.1 betrachten jeweils Situationen, in denen genau ein Schéatzfeh-

ler, entweder ausgelost durch 7,,, CA}'ml(xunJ), GAn,Q(yumg) oder der Schitzmethode, die rest-
lichen Schéatzfehler dominiert. Dabei ist der Schétzfehler der Schatzmethode gerade jener,
der nicht durch das Schétzen von 7 oder der marginaltransformierten Verteilungsfunktionen
verursacht wird. Dieser Schitzfehler ist im Wesentlich auf den Schétzer D1 ((x, 00) X (y, 00))

fiir 1§ ((x, 00) % (y,00)) zuriickzufiihren.

Der erste Fall in Theorem 8.1 beschreibt dann gerade die Situation, in der 7),, den asympto-
tisch grofiten Schétzfehler verursacht, welcher von stochastischer Ordnung m;/ 2 log_l(cn)
ist. Im zweiten Fall wird die Situation betrachtet, in der das Schétzen von Fj(xup 1)
beziehungsweise F5(yuy2) asymptotisch den gréfiten Einfluss auf den Schétzfehler von
Pns, (,y) besitzt. Dieser ist dann von stochastischer Ordnung min{m}l{ 12 ,m:l{ 12 }+. Dabei

unterscheidet sich der Grenzprozess je nach asymptotischer Ordnung zwischen m,; und
(*’U7Cn)

MY = o(min{my, 1, M2, mylog %(c,)}) wird im dritten Fall die Situa-

mp2. Mit nv

tion betrachtet, dass der Schétzfehler von 7, éng(l’ung) und Gn72(yun72) asymptotisch
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vernachléssigbar gegeniiber dem Schéatzfehler der Schatzmethode ist. Dieser ist von stochas-

tischer Ordnung (nv(*,lU,cn)

n, )1/ 2. Hierbei unterscheidet sich der zugehorige Grenzprozess im

Fall der asymptotischen Unabhéngigkeit bezichungsweise Abhéngigkeit von Vo(l) und V0(2).

Im Beweis von Theorem 8.1 wird gezeigt, dass

ﬁn,ﬁn (.T, y)

log
Pn(z,y)

=T + T2 (z,y) + T (x,y) + 0((nv7(:le,cn))—1/2)

fiir geeignete Summanden gilt (siehe Gleichung (8.21)). Die entsprechenden Grenzprozesse
von T,(ll), T, T(LQ) und Tng) beschreiben dann gerade den Grenzprozess Z im Fall 1, 2 und 3.
Nun sind nach Annahme (8.14) die Schéatzer 7, G’n,l(xun’l) und @nyg(yun,g) gemeinsam
(schwach) konvergent. Wenn also die Raten der Summanden TT(Ll) und T7(L2) asymptotisch

) und (711)(*’(]’6”))1/2 sind,

. . . . . 3
iibereinstimmen und von kleinerer Ordnung als die Raten von T7(l 1

dann setzt sich der Grenzprozess von Brl/ 2 log(Pn 5, (7,y)/Pn(x,y)) wegen obiger Zerlegung

additiv aus den Grenzprozessen von Tél) und 7, 7(12) zusammen. Das bedeutet dann beispiels-

weise im Fall m,, 1 = o(min{m,, 2, nvr(:’lU’C”)}) mit m}l/f = my/? log ™ (cn) (1 + o(1))

ﬁn,ﬁn (ZL‘, y) )
pu(T,y) /(zy)ea

s oo ( N cz(;pl/w’dyl/vz)

1/2
B <log - c(xt/n, dyt/) e )(a:,y)EA

schwach.
O

Bemerkung 8.3. 1. Mit den Bedingungen (8.11), (8.12), (8.13) und der Annahme ¢ (u}; /¢,,) =
o((nvg’lU’C”))_l/ 2) wird vorausgesetzt, dass der systematische Fehler, welcher durch die

Approximation in (8.2) entsteht, von kleiner Ordnung als (nv(*’lU’C"))*l/ 2 ist. Diese Rate

n,

entspricht gerade der stochastischen Ordnung des zufilligen Schiitzfehlers von 2% ((z, c0) x

(y,00)) fir v ((x, 00) X (y, 00)). Tatséchlich bleibt Theorem 8.1 unter Annahme ¢ (u);, /¢y,) =
o((nvg’lU’C”))_l/Q) auch dann bestehen, wenn die Bedingungen (8.11), (8.12) und (8.13)
durch die folgende Bedingung ersetzt werden: Es existiert eine regulér variierenden Funk-

tion ¢; mit Index 7 < 0, so dass

P{Vo*’l) > zu, VO(*’2) > yu}
P{min{Vy", V") > u}

—vp((w,00) X (y,00))| = Olqu(w)), u— o0,

fir alle z,y € [z*,00) und gleichméfig fiir (z,y) € A. Dabei folgt (8.12) gerade aus der
reguldren Variation von ¢, die g1 (u*) = o(q1(u*/cn)) wegen ¢, —3 oo impliziert. Diese
Annahme beschreibt eine Bedingung an die Rate der regulédre Variation von (VO(*’l) , VO(*’Q))
auf (0, 00)2.

2. Durch eine moderate Wahl des Skalierungsfaktors ¢, ldsst sich sicherstellen, dass die An-

(*7U7CTL)
n,1l

q1(u} /) wegen des negativen Indexes der reguldren Variation von ¢; umso kleiner, je gro-

nahme q; (v} /cn) = o((nv )~1/2) gilt. Fiir ein festes n € N wird namlich der Term

fser der Quotient u /¢, wird. Derweil bewirkt ein steigender Quotient u} /¢, insbesondere,
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dass (nvﬁ:f’lU’c”))*l/ 2 grofer wird. Dieses Zusammenspiel fiihrt also dazu, dass bei hinrei-
chend kleiner Wahl von ¢,, n € N, die Annahme ¢ (u};,/c,) = 0((nv7(:’1U’c"))_1/ 2) erfiillt

ist.

3. Die Tail-Balance-Bedingung (8.5) spielt im Hinblick auf die regulédre Variation des margi-
naltransformierten Zufallsvektors (VO(*’l), O(*,z)) auf (0,00)? eine entscheidende Rolle. Die
marginaltransformierte Ausfallmenge (F} (zup 1), 00) X (F5(yun,2),00) ist nach geeigneter
Normierung im Fall n — oo genau dann eine nicht leere Menge, die von beiden Achsen
weg beschrinkt ist, wenn die Tail-Balance-Bedingung (8.5) erfiillt ist. Nach Definition 5.1
ist die reguliire Variation auf (0,00)? nur fiir Mengen zulissig, die von beiden Achsen weg

beschrankt sind.

4. Bei Betrachtung des Grenzprozesses (Z(7,9))(z,)ca im zweiten Fall wird ersichtlich, dass
das Grenzmaf der reguléren Variation von (Vo(l), 0(2)) auf (0,00)? unabhiingig von der
(asymptotischen) Abhangigkeitsbeziehung zwischen Vo(l) und VO(Q) die Annahme (PD) er-
fiillen muss. Im zweiten Fall setzt sich ndmlich der Grenzprozess unter anderem aus den

partiellen Ableitungen c, und ¢, zusammen.

5. Die Annahme (8.15) beschreibt neben (8.11) und (8.12) eine weitere Bias-Bedingung. Diese
soll sicherstellen, dass GA—'n,j(:vun,j) einen geeigneten Schétzer fiir die marginaltransformierte
Schranke F}'(zuy,;) darstellt.

&

8.2. Wahl von ¢,

Die Wahl eines geeigneten Skalierungsfaktors ¢, fiir p, 5, («,y) kann mit Hilfe eines graphischen
Verfahrens bewerkstelligt werden. Dabei ist der Vorgang derselbe wie in Abschnitt 3.3.2 von
Miiller (2008).

Fiir j € {1,...,n} definieren wir

n ~ ~

Z ]l{v(n,l) > Gn,l(xun,l) ’ V(n,2) > Gn,2(ifun,2)} > ]}

cn(j) == inf {c >0
i=1

Mit der Wahl ¢, = ¢,(j) gilt dann p, 4, (z,y) = (cu(s))"/™j/n. Das heift, die Zahl j €
{1,...,n} gibt gerade die Anzahl an Beobachtungen an, die vom Schétzer py, 5, (z,y) (unabhéngig
von 7),) gewichtet werden. Um nun ein geeignetes ¢,(j), 1 < j < n, auszuwéhlen, werden die
Punkte

(@) sg), <<, (5.17)

in einem Plot visualisiert. In der Extremwerttheorie bezeichnet man Plots dieser Form als Hill-
Plot.
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Nun kommt folgende Heuristik zu tragen: Typischerweise ist der Verlauf der Punkte in (8.17)
mit starken Schwankungen verbunden, wenn die Anzahl an Beobachtungen, die gewichtet wer-
den, gering ist. In dieser Situation macht sich der stochastische Anteil des Schéatzfehlers von
Pn,s, (€, y) bemerkbar. Diese Schwankung wird mit zunehmender Anzahl an Beobachtungen ge-
ringer, jedoch nimmt dann der Anteil des systematischen Schétzfehlers zu. Im Plot wird das durch
einen relativ schwankungsfreien monotonen Anstieg oder Abstieg der Punktkurve sichtbar. Der
Skalierungsfaktor ¢, (j) respektive j wird deshalb in einem dazwischenliegenden Bereich gewéhlt,
in dem sich die Punktkurve stabil verhélt. In diesem Bereich wird die Summe des systematischen

und zufilligen Schétzfehlers minimal.

8.3. Der Spezialfall: (VO(I),VO(Q)) = (Xo, X»n)

Sei (X¢)tez eine univariate strikt stationdre Zeitreihe, die reguldr variierend ist. Wir nehmen
nun wie im Unterkapitel 7.2 an, dass fiir ein beliebigen Lag h € N der marginaltransformierte
Zufallsvektor (X§, X}) regulér variierend auf dem Kegel (0, 00)? mit Index —1/n < —1 ist. Man
beachte, dass wegen der strikten Stationaritét der marginaltransformierte Zeitreihe (X;)icz die
Tail-Balance-Bedingung (8.5) fiir uy, := uy,,1 = uy 2 trivial ist. Der Tail-Balance-Koeffizient d ist
dann gleich 1. Ferner wird auch hier der Fall beriicksichtigt, in dem die Marginalverteilungsfunk-
tion Fx, unbekannt ist. Damit werden also fiir das Schétzen der gemeinsamen Uberschreitungs-
wahrscheinlichkeit p;’” (x,y) = P{Xo > zup, Xy > yu,} rangtransformierte Beobachtungen
basierend auf der Stichprobe X, ..., X,,1, herangezogen (anstelle von marginaltransformierten

Zufallsvariablen). Wir bezeichnen die rangtransformierten Beobachtungen mit

(R, _ ntl (R2),_ _ ntl
[T e B
n jn
1<i<n, 1+h<j<n+ h, wobei Rl(lg den Rang von X; in Xy,...,X,, und Rff; den Rang

von X; in Xy4p,..., X, bezeichnet.

Sei des Weiteren 7, ein geeigneter Schitzer fiir den unbekannten Parameter n. Da X und X,
dasselbe Tailverhalten besitzen, kénnen die marginaltransformierten Schranken 1/(1— Fx, (zu,))
beziehungsweise 1/(1 — Fx,(yu,)) mit Hilfe desselben Typs von Schétzers geschétzt werden.
Bezeichne Gy, 1(zu,) diesen Schitzer fiir 1/(1 — Fx,(xu,)) basierend auf den Beobachtungen
X1,..., X, und G, 2(yu,) ebenjenen Schitzer fiir 1/(1 — Fx,(yu,)) basierend auf den Beob-
achtungen Xyp,..., Xn4n. Nach Theorem 8.1 kann dann die Uberschreitungswahrscheinlichkeit

(h)

pn (x,y) unter den entsprechenden Annahmen aus ebendiesem Theorem geeignet mit Hilfe von

1 & R R
B @) = e = ST > GG (wun), XD > 6 Grayun) |
t=1
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geschatzt werden. Das heifst, es gilt

~(h)

pn An(x7y) n—oo
5711/2 <log p(hn)(:vy)>( e =3 (Z(h)(xay))(a:,y)eA (8.18)
n bl Z,Y

fiir einen Grenzprozess (Z™ (z, Y))(zy)ea in 1°(A).

Wie in Theorem 8.1 festgehalten, ist die Verteilung des Grenzprozesses (Z( (x, Y))(z,y)cA ZUm
einen davon abhéngig, welcher Schétzfehler asymptotisch den grofiten Einfluss hat, und zum
anderen, in welcher (asymptotischen) Abhéngigkeitsbezichung Xy und X} zueinander stehen,
das heifst, entweder asymptotisch unabhéngig oder asymptotisch abhéngig sind. Dariiber hinaus
ist nur im dritten Fall die exakte Verteilung des Grenzprozesses bestimmt, also in dem Fall, in dem
der durch 7j,, Gp1(x) und G, 2(y) verursachte Schitzfehler asymptotisch vernachlissigbar ist.
Hier setzt sich der Grenzprozess (2 (z, Y))(2,y)ca gerade aus den Gaufiprozessen aus Proposition
7.4 respektive Proposition 7.9 zusammen. Dessen Kovarianzstruktur ist in Bemerkung 8.2 mit
d =1 festgehalten.

8.3.1. Konfidenzbereiche fiir pﬁlh) im SV-Modell

Wenn die zugrunde liegende Zeitreihe (Xi)icz eine Losung des SV-Modells in Definition 6.3
darstellt, vereinfacht sich unter den Bedingungen aus Theorem 6.4 die Kovarianzstruktur des
Grenzprozesses (Z™" (2,9))(2,y)ea im Fall von (nuﬁ:’lU’C")) = o(min{my, 1, mn2, mylog %(c,)})
und der asymptotischen Unabhéngigkeit von Xj und X} entscheidend mit Hinblick auf die Kon-
struktion von punktweisen und globalen Konfidenzbereichen. Unter ebenjenen Bedingungen ist
namlich das Zufallspaar (X, X},) reguldr variierend mit einem Grenzmaf Z/(()h). Ferner sind die
zugehorigen Marginalverteilungsfunktionen, welche wegen der strikten Stationaritét von (Xy)iez
identisch sind, regulér variierend mit einem negativen Index —1/~. Die Tail-Balance-Bedingung
(7.3) ist dann trivialerweise mit d = 1 erfiillt. Unter der Annahme, dass die Marginalverteilungs-
funktion stetig und streng monoton fallend auf [ug, c0) auf ug > 0 ist, folgt dann nach Lemma
7.1, dass der marginaltransformierte Zufallsvektor (X, X;) regulér variierend auf (0,00)? mit

Grenzmafs
vy ((,00) % (y.00)) = 15" (&), 00) x (417, 00)) =: ¢z )
ist. Nach Theorem 6.4 und Gleichung (8.16) gilt dann fiir die Grenzzufallsvariable

Z(*7U) (qul/ﬁ”yl/'}’)
C(h) (xl/’}” yl/’Y)

7MW (z,y) =

die Gleichung

C(h) ( max{:ljl/’Y’ jl/w}’ max{yl/’y’ gl/'Y})

h R~ =\
COU(Z( )(JE,y),Z( )(xvy)) - C(h)(x1/77yl/fy)c(h)(jl/'y’gl/'y)

fir alle (z,y), (Z,y) € A.
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Konfidenzintervalle fiir pﬁf‘) (z,y)

Mit derselben Herangehensweise wie in Abschnitt 6.2 lassen sich nun asymptotische Konfidenzin-
tervalle fiir die gemeinsame Uberschreitungswahrscheinlichkeit p,(lh) (x,y) zum Niveau 1—7 € (0,1)
konstruieren. Die Grenzzufallsvariable Z(") (x,y) ist nach obiger Diskussion zentriert normalver-

teilt mit Varianz 0% (x,y) := 1/c™ (27, 41/7). Nach Theorem 7.7 konvergiert

2 ].

ISR (217, 00) x (517, 00))

stochastisch gegen 0% (z, y), wobei pitrh) iy (7.29) definiert ist. Mit Hilfe des Lemmas von Slutsky
und (8.18) folgt dann die schwache Konvergenz

(xUeny1j2 )
nv
( An,l ) IOg pn:n( y) n—)oos (819)
on,z(2,Y) ( )(x Y)

fir (z,y) € Amit S ~ N (0, 1), wobei v(*lUC") = P{min{X§, X;} > up/c,}. Wird v( e “) in der
obigen Gleichung (8.19) durch einen geeigneten Schétzer 1)7(I n) ersetzt, der v “(c" / o UC") ¥ 1in
Wahrscheinlichkeit erfiillt, bleibt die obige Konvergenzaussage (8.19) weiterhin erhalten. Damit

stellt

e (= 2250 41— 1) o ) e (25D w1 - 12)

(n@£LCn))1/2 (n’[}ﬁbcn))l/2

(h)

ein Konfidenzintervall fiir p,,” (x, ) zum asymptotischen Niveau 1 — 7 dar, wobei ¥~ die Inverse
der Standardnormalverteilungsfunktion bezeichnet.

Globale Konfidenzbereiche fiir (p;’” (7,9))(2,y)eA

Zur Konstruktion eines (globalen) asymptotischen Konfidenzbereiches fiir (ﬁflhr)m (7,9)) (2,y)cA bie-
tet es sich an, a priori Form und Struktur des Konfidenzbereiches je nach Zweckméfkigkeit vor-
zugeben. Sei g : A — [0, 00) eine (beschrankte und stetige) Abbildung, die im Folgenden die ge-
wiinschte Form des entsprechenden Konfidenzbereiches vorgibt. Diese gewichtet dann bestimmte
Abschnitte in A stérker, um in diesen Bereichen eine héhere Genauigkeit des Konfidenzbereiches
zu erzielen.

Nach dem Lemma von Slutsky, Gleichung (8.18) und Theorem 7.7 gilt

5(h) (+,U)
in \"? Z5EN Dy y1/v)
~(cn) 1/2< g(:r,y) 1 pn,nn(x y)> n—o < /7y )
Ny, - 0og — {(9zy
e onz(@,9) 7 p (2, y) / waea ( )(C(h)(l‘l/ VYN ea

*,U. n—oo
schwach, wenn s /v( on) 1S

1 in Wahrscheinlichkeit gilt. Man beachte, dass der obige

Grenzprozess zentriert ist und

Z(*’U)(QZ) 1/ 41/ )
Ty _ 2
VCLT <g($, y) (C(h) (xl/,},’ yl/’Y))l/2> - g ( y)



240 Kapitel 8. Schétzer fiir Uberschreitungswahrscheinlichkeiten von hohen Schranken

gilt. Das Continuous-Mapping-Theorem (Kosorok, 2008, Theorem 7.7) liefert dann

~(h "
)1/2 sup g(:c,y) 1 p’Em)?n(‘T’y) n—oo Z( 7U)(¢zl/’y7y1/'y)

A = sup |g(z,y) (® (17, y1/))12

(n@(C”)
(z,y)EA Un,Z(x’ y) p,(nbh) (x, y) (z,y)€A

n

(8.20)

schwach. Da A separabel ist, beschreibt (8.20) gerade eine Konvergenz in Verteilung. Demzufolge

existiert zu jedem 7 € (0,1) eine Schranke K, > 0, so dass

(h)

5" ()
hm P{(n@,(f”))l/z sup Ag(xvy) 10 pn,}’;zn( y)’ < KT} 2 1— 7
n—00 (@wea Onz(@y) 7 pih(z y)
gilt. Folglich stellt
~(h)
n,n €, KT
{Z:A—)[O,l]‘ sup Ag(:l:,y) lo p’n"( y)‘\ }
(z,y)EA Un,Z(xay) Z(l’,y) (n@gcﬂ))l/z

einen asymptotischen Konfidenzbereich fiir (p%h) (2,9))(2,)ea zum Niveau 1 — 7 dar, wenn K,

eine Stetigkeitsstelle der Verteilungsfunktion der Grenzzufallsvariablen in (8.20) ist.
Da die Verteilung der Grenzzufallsvariable in (8.20) im Allgemeinen unbekannt ist, kann K
nicht direkt bestimmt werden. Jedoch kann mit Hilfe von Resultaten iiber das Supremum von

Gauftprozessen die Wahrscheinlichkeit

Z(*,U) (¢ 1y 1/“/)
P3 sup |g(x,y) a7y < K.
{ (zy)eA ’ (c(W) (1), y1/7))1/2 ‘ }

derart abgeschitzt werden, dass ein geeignetes K, > 0 gewahlt werden kann. Jedoch sind diese
Abschétzungen fiir gewohnlich derart grob, dass die entsprechenden Konfidenzbereiche hoéhe-
re Uberdeckungswahrscheinlichkeiten aufweisen als urspriinglich vorgesehen. Werden hingehen
konkrete Zeitreihenmodelle betrachtet, so kann mit Hilfe von Monte-Carlo-Simulationen K, be-

stimmt werden.

8.4. Beweis von Theorem 8.1

Nach dem Darstellungssatz von Skorokhod (van der Vaart und Wellner, 1996, Theorem 1.10.4)
existieren Versionen von (7, émlén,g), n € N, und (X, e, e2), fiir die (8.14) fast sicher gilt. Wir
betrachten in diesem Beweis die fast sicheren Versionen, wobei wir der Ubersichtlichkeit halber
zwischen den Bezeichnungen nicht unterschieden. Sei dann § > 0 beliebig.

Anhand analoger Rechnung wie in (7.7) ergibt sich

(nd) — A (1) 1) A
Vit > e G (@ung) <= Vi >V 1 e /s (umg) in
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fiir hinreichend grofe n € N und j € {1, 2}. Bezeichne

S o (5.t ):zn:]l{v;(*,l)>suv*l7v( 2) oy n}

i=1 “n “n
* . Sny,(xg)
fng(s) = uk VL(nH)(l—Cn/(Sui))J:n’
- . G’m i(zun ;) Cn ¢ (%,9)
tnjj(x) = tn’] (4] J ) — 7‘/ J

ur wr L) (1=cn /G s (wun )

Mit der obigen Aquivalenz folgt also

ﬁn,ﬁn (a:,y)
_a™ S {v(* Do D) YD o ) }
T & L) (1 /G s 1)) o L(n41) (1= /G 2 (yun2)) i

c_l/nn

= Ot e (Faa(0), T 1)

Damit ergibt sich

Pn(,y) N i wun1) /b, By (yun2) /uh)
n=tSy . (& (96)7522(2/)) )
)

C(Gn 1(.%"&” 1)/un7 n 2<Z/Un 2 /U

log Priin (T:Y) _ (1 1 )log(cn)+10g( (G; l1533%1)/%7Gn2(yun2)/u )>

+log ( 00
Un,l

+log( D F (2un ) ul, Fy (yun ) /us, )Uf“U)
" (2, y)
= TW + TP (2 ) + TG (z,y) + TW (2, y). (8.21)

Asymptotik von 7Y Mit der Annahme (8.14) folgt

T =072 (i — ) log(ea) (1 + 0p(1)) = 0~ 2my, "/ log(ca) X (1 + 0p(1)).

Im Fall my, ; = o(my, log™2(c,)) <= mp /? log(cn) = o(m,, ;/7) gilt dann

T) = Op(m;;/*1og(cn)) = op(m;, /), j € {1,2}.

n,j

Asymptotik von (TéQ)(x,y))(Ly)eA: Eine Taylorentwicklung der Funktion z +— 1/z im Punkt

21/ liefert zuniichst

F(ung) 1 _ 11 <Fj*(xun,j)_xlm)(HO(l))
Ff(zung)  Fj(zung)/Ff(ung) 2t/ 2276\ F}(un,;)
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gleichméfig fiir « € [a;,b;]. In Verbindung mit Annahme (8.15) gilt also

sup 7Fj (1) —a Y| = sup L | Ff () — g
x€aj,bj] F (xunj) xz€[a;,bj] a2/ F*(un j)
Js ” 395 J K
Ff(zuy, ;
—max{a 2/7; b 2/'7]} sup M_xl/’)’j
z€laj,b;] ' Ly (un,5)
—-1/2
= o(m, /). (8.22)

Demnach gilt wegen der Annahme (8.14) und dem Lemma von Slutsky

1/2 ( Gn,j (i 5) 12 Gng(@Ung) 1/, 1/2
2 (g W Tng) g g V2 (e ) -1
(G 1) (G 1)

_ 12 Gngleung)
=m, <./L'1/’YjF;<(Un,j) 1) +op(1)

o ej(x)

A (8.23)

gleichmaéfig fiir « € [a;,b;] und j € {1,2}.
Eine Taylorentwicklung der Funktion (x,y) — c(z,y) im Punkt (F}(zun1)/u), Fy(yun2)/u))

liefert des Weiteren

. ( G’ml (xunvl) Gn,g (yunz) >

)

Uy, Uz,
:C<F1*(wun,1) F2 yin2) )+ (F zun,1) By (yuw))(év‘n,l(wun,l) - Ff(xun,1)>
up (0 Uy, Uy,

+cy(Fl*(a:un1 Fz yunQ )( n,2 yun2 Fz*(yun2)> +op( max m_ L2 )
w wk je{rzy ™

:c(Fl*(xunJ) F2 yung ) (F TUp,1) F2 (yung))(éml(xun,l) B 1) Fi(zup 1)

up, U, FY (zun,1) Uy,
N Ff‘(xun,l) Fz (yun,2) Gn,z(yuw) _ ) (un2) F (yuna) ( ~1/2)
v wq o u F(yun.2) wt Fy(up2) or mzlué g
n n 2 \YUn,2 n 2 \Un,2 je{1,2}

gleichmafig fiir (z,y) € A. Folglich gilt

Co(FY (2un1) /up, F5 (yun2)/u,) (Gn,l(xun,l) _ 1) F{ (zun,1)
c(FY (wun 1) /ugy, F5 (yun,2) fuy,) \ FY (2un,1) ur,
¢y (FT (wun,1) /g, F5 (yun,2)/uy,) (sz(yun,z) B 1) Fy (un,2) F3 (yun,2)
c(FY (wun 1) /ufy, B3 (yun2) /uz,) \ F5 (yun,2) up B (un2)
12

+0p(]ga§}m I )>
_ ca(@/ (1 + 0(1)),dy* /(1 + 0(1))) (G (@uns) N 1y,
= log (1 @ (1 + o(1)), dy (1 + o(1))) (F Fr () 1)a 1+ op(1)
cy(a!/71 (1 +0(1)), dy' /(1 + (1)))< Gup(yung)
c(zt/71 (1 +o(1)),dy' (14 o(1))) \ F5 (yun2)

10 s 1+

1)@”%(1 +op(1))
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~1/2
+ 0p(jg?§} m, ))

~

_ co (/M dyt/2) (Gn’l(xun,l) B 1>x1/71
(@1, dy772) \ F (@un,)

ey (2!, dy'/2) (Gn,z(yun,2)
c(xl/"ﬂ’dyl/’m) F;(yumz)

(8.24)

_ 1/72 _1./2
l)dy + OP(jgflié} m, ;")

gleichméfig fiir (x,y) € A. Wegen (8.14) gilt also

~

ca(z/ 1, dy't?) <Gn,1(wun,1)

(2) =
Tn ($, y) c<m1/’y1 , dyl/WQ) Fl*(xun,l)

— 1>x1/71 + OP(TI’L;J/Q)

gleichmafig fiir (z,y) € A, wenn m,, 1 = o(my, 2) erfillt ist,

~

ey (@', dy'/2) (Gn,2(yun,2)
c(gjl/’Yl7 dyl/'YZ) F;(yung)

T\ (z,y) = - 1) dy*/? + op(my, §*)
gleichmafig fiir (z,y) € A, wenn my, 2 = o(my1) erfiillt ist, und im Fall m,, 2 = Im, 1 (1 + o(1))
fiir ein [ > 0 bleibt die Entwicklung von 7% (x,y) in (8.24) unveréndert.

Asymptotik von (T7(l3) (%,9)) (2,)ea” Wir betrachten zunéchst den Fall, in dem VO(*’I) und VO(*’2)
asymptotisch unabhéngig sind. Nach Proposition 7.4 gilt dann unter den Annahmen (A1*(c,)),
(A2*%(cp)), (A3*(cy)), (A4*) und (A5*(cy)), dass (Z(l*’U’c")(¢$,y))x7ye[$*7oo) schwach gegen einen
zentrierten Gaufprozess (Z (*’U)(¢x7y))m7y€[x*,oo) mit Kovarianzstruktur in (6.8) konvergiert. Fer-

ner folgt aus Gleichung (8.9)
* e e *,U,cn ~(x,U,cn *
Sn,cn (tn,1($)’ tn,2(y)) = (nvé,l ))I/QZ’r(L v )(qbf:‘%l(x),f;g(y)) + ndn(x7 y)a
wobei

R A e

Cn Cn

(5.)=(F5 1 (@), 5 (1)

Daraus ergibt sich

*U,cn))l/Q( (1 @) o) _C<Gn71(1‘un’1) Gn,g(yumg)))

#,U,cn) Sn,cn n,1 n,2

5(+,U,c *,U,cn dy(z,y Gn, TUn,1) Gn2(Yun,
= Z7(z U, n)(gble(z)f (y)) + (nv( ))1/2( (*(7U’Cn2 _ C( 1( 1) 2( 2))>‘ (8.25)
Un,l

Um das asymptotische Verhalten der rechten Seite von (8.25) zu bestimmen, analysieren wir

zunéichst das Grenzverhalten von (G, (TUn,j)/up)ecla; bi]s (tn.i () ecla; by und (f;’j(w))me[%bﬂ,
J € {1,2}. Nun folgt aus (8.5) und (8.14)

~

Sup } Gnv.] (xunvj) _ djxl/’y]'

*
z€la;,b;] Un
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< sup 5 (Tin]) Gn’f(xun’j) — 2+ sup !/ £ (tng) (an) —d;
z€laj,bj] Up, Fj (un,j) z€laj,b;] Up,
=op(1). (8.26)
Demnach gilt fiir hinreichend grofe n € N
sup ]gu £) € [alja]l-hJ — €,djb;/,h +e]l=[z"+¢e,a— ¢ (8.27)
x€[a;,bj] n

mit einer Wahrscheinlichkeit grofer als 1 — 4.
Lemma 7.5 liefert wegen der Annahmen (A1*(c,,)), (A2*(c,)), (A3*(cn)), (A4*) und (A5*(cy,))

sup [t5 (%) — &| = op((nul ) 12). (8.28)

- 2
Z€[z*,al

Derweil gilt wegen (8.27) die folgende Abschétzung mit einer Wahrscheinlichkeit grofer als
1 — ¢ fiir hinreichend grofe n € N:

sup |t (x) — djxl/w‘

nh]
xe[a]‘,bﬂ

< suwp |8 (a )_M + sup ‘%*U"»J)_djxl/w
x€aj,bj] ’ x€laj,bj] Un

< sup |t (@) — &+ sup ‘"j(aium) — djzt/i]. (8.29)
Z€[z* +e,a—¢] ’ x€laj,bj] U,

In Kombination mit (8.26) und (8.28) gilt also
sup |£, ;( djxl/'yﬂ" =op(1). (8.30)

x€laj,bj]

Mit derselben Herangehensweise wie in Theorem 7.7 bestimmen wir nun das asymptotische
Verhalten des ersten Summanden der rechten Seite von (8.25). Nach dem Lemma von Slutsky
(Kosorok, 2008, Theorem 7.15) gilt die schwache Konvergenz

((ZEY D) )iyeter oy Bt (@acion o) Fra 0yl )

n—>00 <(Z(* 0 (¢SC y)):r:,ye[x*,oo)7 (xl/’n)xe[al,bl]v (dyl/’Y2>y€[a27b2]> . (8'31)

Ferner gilt nach dem allgemeinen Darstellungssatz von Skorokhod (van der Vaart und Well-
ner, 1996, Theorem 1.10.4), dass Versionen von (Zfl*UC”)(qu ), tn 1 (), 6 5(y)), n € N, und
(Z5U) (g y), 2/, dy!/72) existieren, so dass die obige Konvergenz (8.31) fast sicher gilt. Der
Ubersichtlichkeit halber unterscheiden wir zwischen den Bezeichnungen dieser Versionen nicht.
Da (fz7l(x),ff172(y)) mit einer gegen 1 konvergierenden Wahrscheinlichkeit in [21/7 — ¢, 21/7 +

e] x [dy/ " —e, dy/ "2 +¢] liegt, kann n € N hinreichend grof gewiihlt werden, so dass die folgende
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Abschétzung mit einer Wahrscheinlichkeit grofier als 1 — § gilt:

sup |ZT(L*7U,C") (gb{;: (@), Q(y)) - Z(*’U) ((;521/71 Jdyt/72 )}
(z,y)€A ' '

x,U,cn) U N ~
< sup ‘Z (¢t (@) 2(y)) Z( )(¢t;1(a:),t;;2(y))}
(z,y)€A ’ '

+ sup |Z2*Y)( ¢t* 2 w) ~ Z(*7U)(¢x1/vl,dy1/w2)‘
(z,y)eA

S Sup |Zn*7U’Cn)(¢x,y) - Z(*’U)((bx,y){ (8.32)

z,y€z*+e,a—¢|

+ sup |Z Nl (@bt* ), B 2(y)) Z(*U)(d)xl/n’dyl/vz)"
(z,y)eA
Der erste Summand der rechten Seite von (8.32) konvergiert wegen (8.31) fast sicher gegen 0.
Nach Theorem 7.19 von Kosorok (2008) besitzt der Grenzprozess Z (*U) fast sicher gleichméRig
stetig Pfade beziiglich p* (definiert in (7.32)). Ferner gilt wegen (8.30): Zu jedem § > 0 kann

n € N hinreichend grofs gewahlt werden, so dass

sup |, ;(x) — djzt/i| < e
me[a]-,bj] ’
mit einer Wahrscheinlichkeit grofer als 1 — § gilt. Nach Lemma 7.14 gilt dann fiir hinreichend
groke n € N

sup " (0r,
(z,y)€A

=" sup (v ((min{E;, (@), 2"/}, max{fy, (@), 21/} x (2%, o0))
(z,y)€A

t 2 (y) qul/ﬂ dyt/ 72 )

+ 15 (2%, 00) x (min{, 5(y), dy'/"* }, max{t} 5 (y), dy"/ 72}]))

— ot sup (c(min{fy, ()2 7),0) — clmasx({F} y(2), 2/, 2%)
(z,y)EA

+ o min{E o(y), dy' 7)) — (@ max{f; o (y), dy' ) )

<x*< sup c(a:l/"“— sup |t~j‘11(j)—jl/"ﬂ|,m*)_C(:El/m’x*)
z€lar,b1] i€lar,bi]
+  sup c( Um 4 sup |f:;71(:i*)_ ~1/’Yl|,x*) —c(:cl/“,x*)
z€[a1,bi] z€la,bi1]
+ s [e(at gt~ sup (7 5(5) — it ?)) — ela”, dy'/?)
y€(az,bo] j€[az,b2]
+ swp Je(at g4 swp i (@) — dpt ) — efat,dyt/n))

y€laz,b2] y€Elaz,b2]

<2x*K< sup ]f;';,l( )—x1/71|—|— sup |tn2( ) — dy1/72|)
i‘e[alvbl] yE[a27bQ]

mit einer Wahrscheinlichkeit grofer als 1 — 0, wobei K > 0 eine geeignete Konstante bezeichnet.
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In Kombination mit (8.30) gilt also

sup P*(QZ)E:L NN OE Py1/m 7clyl/“/z) = op(1),
(z,y)eA ’ ’

so dass der zweite Summand der rechten Seite von (8.32) stochastisch vernachléssigbar ist.

Wegen (8.27) gilt die folgende Abschiatzung mit einer Wahrscheinlichkeit grofer als 1 — ¢ fiir
hinreichend groffe n € N:

d:;(l‘, y) . C<én,1($un,l) Gn,2(yun,2)) ’

sup - , *
(z,y)€A UELTiU’Cn) Unp, Up,
dn(Z, 7 Lo
< sup ?*(Uc 2 - C(w,y)‘
z,y€x* +e,a—€] Un,i "
< dn(i'7g) * ~ * ~ * ~ * ~ ~ ~
=X sup (+,U,cn) - C( n,l(‘r)v n,2(y)) + sup ’C(tn,l(x)7tn,2(y)) - C(xvy) )
Z,j€[x*+e,a—e] vn,i ) Z,j€r* +¢,a—¢]
(8.33)
wobei
dn (2, y) = P{V(*’l) NP TAS S t%} .
(@) 0 0 cn I (.=t 1 (@85 ,@))
Aus (8.28) folgt fiir hinreichend grofe n € N
sup [ty ;(z) —x| <e (8.34)
welz*,a]

mit einer Wahrscheinlichkeit grofser als 1 — 4. Folglich gilt fiir hinreichend grofse n € N

d (:’E’ g) * ~ ~
swp MBI @), 0,)
Z,§€[z* +e,a—€] Uﬂ,i ’
PV > zufen, Vi > quijen)
S sup (,U,cn) - C(l‘, y)
z,g€z*,a] Un,i n

mit einer Wahrscheinlichkeit grofser als 1 — §, wobei die rechte Seite obiger Ungleichung wegen
der Bias-Bedingung (8.11) von kleiner Ordnung als (nvq(;’lU’c"))_l/ 2 ist. Des Weiteren folgt fiir

hinreichend grofe n € N aus der Monotonie des Grenzmafes v§ und den Ungleichungen (8.34)

und (7.38)

sup |e(ty 1 (%), 62(9)) — (%, 7)]

z,g€x* +e,a—€]

)

c(z+ sw  [G,@ 35+ s |6am) - 5l) - o@ )
ZE€[x*+e,a—¢] JE[z*+e,a—e]

< max { sup
Z,9€x*+e,a—¢]

(3= s lGa@-ali- w60 -al) -t}
ZE€[z*+e,a—¢] gE[x*+e,a—¢]

sup
Z,J€[x*+e,a—¢]
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<K (s @ -al+ swo (6@ - 3)
Z€[z*+e,a—¢] gElx*+e,a—¢]
mit einer Wahrscheinlichkeit grofler als 1 — 3, wobei K. > 0 eine geeignete Konstante bezeichnet.
Nach Gleichung (8.28) ist die rechte Seite obiger Ungleichung stochastisch von kleinerer Ordnung
als (an(:’IU’C”))_l/2. Wegen (8.33) ist damit auch der zweite Summand der rechten Seite von (8.25)

asymptotisch vernachléssigbar, das heift

~ ~

sup (nvi )1/ dﬁ(?ayz - c(Gn’l(giun’l), G"’2(‘Zun’2))‘ = op(1). (8.35)
(CE,y)GA ’Unqi o un un

Nun liefert die gleichméfige Stetigkeit von ¢ auf Kompakta in Verbindung mit Annahme (8.14)

sup.[oCntttnt) CnalWina)y _ooaim gy = op(1) (8.36)
(w,y)eA u'n« un
Mit dem Lemma von Slutsky ergibt sich also
—1 gx I Tk
(m](*,U,cn))lﬂ n Sn,cn(tn,l(ﬂf)atn,z(y)) 1
n,1 ’U(*’U’Cn)c(é ( N é N
n,1 n,1 xun,l)/una n,Q(yun,Q)/un) (zy)eA

n—00 Z(*,U) (¢x1/"/1 7dyl/’Yz)
—
C(xl/'Yl7 dyl/’YQ) (zy)€A

in Wahrscheinlichkeit. Insgesamt erhalten wir dann

73) — oo (1 (x,U,en)y—1/2 Z(*’U)(%l/“ﬂ,dyl/w) 1
N (xy) = 0g< +(nvn71 ) ( c(;z;l/%7dy1/vz) + op( )))

7( U)(¢ ) )
. (*7U7CTL) —1/2 x /’Yl ,dyl/'YQ
= (nvn’l ) ( C(xl/,yl’dyl/,m) + OP(].)),

wenn VO(*’I) und VO(*’Q) asymptotisch unabhéngig sind.

Wir betrachten nun den Fall, in dem VO(*’I) und ‘/0(*’2) asymptotisch abhangig sind. Nach Pro-
position 7.9 gilt dann unter den Annahmen (A1%*(¢c,,)), (A2**(cy,)), (A3**(cy,)) und (A4**), dass
(qu*’A’C") (¥)) peator schwach gegen einen zentrierten Gaufiprozess (Z (+,4) (¥))ypeator konvergiert.

Ferner gilt nach Gleichung (7.86) fiir j € {1,2} und hinreichend grofe n € N

- () — 1 (%) n+1 w
1V >V R = |- | -1
; { t I.(n""l)(l_cn/Gn,j(Iumj))J5n} ’VGnJ(fL'UnJ)/Cn

mit einer Wahrscheinlichkeit grofer als 1 — §. In Verbindung mit (8.10) ergibt sich damit die
Darstellung

S en (b1 (%), 8 2(y))
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_ (+,1) ) (+2) _ 1 (x2)
_g:%/ >V n 1) (1—cn /G (@) Jim” o >WH®WM@MWMMJ

n+1 w+{A nt1 w_z
xun 1 /Cn Gn,?(yun,Z)/cn

_ * 1) % '(*,2) % %
Z i > a2 oder VI > 5 ,) 7" )
1 1
Z[A n L{ nt W—2 (8.37)
Gn,l(xun,l)/cn Gn 2(yun 2)/Cn

(m)(* WA, Cn))1/2Z(* A,en) (¢(O7‘)

(,01)
(@) ) T (@),

wobei

dgb*"”") (x,y) == {Vb(* DS s oder Vb( 2) > t%}

n cn

(s.)=(T5 1 (@).5,, (4))
Gleichung (7.82) liefert fiir hinreichend grofe n € N

1 1
d(*,OT) :Cl _ _
n ) = (t:,1<z> )

n(7,9). (8.38)

Wegen (8.37) und (8.38) gilt also

(n <*Ua»)uz( (1 . () (y))__c<é%4(xun4) G%z(yunz))>

*,U,cn)San n,1 T), n,2 ’

ol nw, uy, uy,
_( T(l*lUcn)) 1/2(’7A n+1 —‘ n ’7A n+1 “ _2_nd7(:<,or)(w7y)>
Gn,l (xun,l)/cn Gn,2 (yun,Q)/Cn
(*vAvc’Vl) ~ A
vn,l 1/2 . 5 (%,A,cn) ( 4 (0T) (,U,cn)\1/2 Gn,l(xun,l) Gn,Q(yun,Q)
o) Zi 0 (g o) T Wad ) C( wi 0 u )

= (nvff’lU’c"))l/zd ol W + [ _ntl 1 —2
' Gn,l(xun,l)/cn Gn,?(yun,Q)/cn

‘”[th(f;,ll<x> ta ) ‘d’W’y)D

2
vﬁ;t,lA,cn) 1/22(*Acn)(¢(or ) (nv(*,U,cn))1/26<Gn,l(xun,l) Gn,Z(Z/Un,Q))
U(*,IU,cn) ().t 5(y) n,1 wr ) wr
#,U,cn )\ — 1
::(nvgfﬁn))]/Q({ _n+ w . n
Gni(zuna)/cn | Gui(zun)/cn
’V n—+1 -‘ B n _ g
Gno(yuns)fen | Gualyuns)/cn
n 1 * 1 * i
- n% |:~* A n + nes A n ] + ndn(xvy)>
Unp, tn,l(x) Gn,l(xun,l) tn,Z(y) Gn,?(yun,2)
(*vAvc’Vl) ~ ~
Up,1 1/2 . = (%, Acn) (1 (0r) (#,Uen)r1/2 Ghni(zun1) Gpa(yun2)
B ( L5 Uen) Zy" (‘75 (@) 5 )) — (v, 1) C( wr 5 ur )

nl
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(x,A,cn)

o Un,1 1/2 - 5 (%,A,¢n) ¢ 1 (0T)
-—( (*IUcm) Zi 0 08w (8:39)
cnful \1/2 1o 1 w) 1 u)
(S ) e fup) A s = e
<Uw(1TiU’Cn) ) [tn,l (z) Gn (xun,l) tn,2 (y) Gnp2 (yun,Q)]
(+,U,cn)\1/2 dy(z,y) . én,l(xun,l) én,Z(yun,2)
+ (m}"’l ) (U(*iU,cn) C( uy ’ uy )) +or(1)

fiir n — oo.

Um das asymptotische Verhalten der rechten Seite von (8.39) zu bestimmen, analysieren wir
zunéichst das Grenzverhalten von (G, (xumj)/ufl)xe[aj,bj], (. (%)) zela; ;) und (t 1i (T))zela; b,
j € {1,2}. Nun ist das asymptotische Verhalten von (G j(zun,j)/u5)ee(a;p;) unabhéngig vom
Abhéngigkeitsverhalten zwischen Vb(*’l) und VO(*’Q). Damit bleiben (8.26) und (8.27) bestehen.
Lemma 7.10 liefert wegen der Annahmen (A1**(c,)), (A2%*(c,)), (A3**(c,)) und (A4**) die
schwache Konvergenz

(Z(*,A,cn)( (or)

n Yy ))x,ye[x*,oo)

(ncn/uz)l/Z (t;kl,j (1’) B x)me[m*,a}

1 1
*\1/2 B
(nen/u,) (t:,j(w) x>xe[:v*,al

je{1,2}
(Z(*’A)(¢§”?Z)))x,ye[x*,m)
n—qo %, A) (1 (or)
= (2= A)V2a2z0 )(%](x) hQ,j(@))gce[x*,a} , (8.40)

B 1/2 7 (%,A) ( (o)
( (2 )\) Z (¢hl ] hg ](x))) [x ’a] j€{172}

wobei

x wenn ¢ = j
hij(z) =14 g

oo sonst.

Nach dem allgemeinen Darstellungssatz von Skorokhod (van der Vaart und Wellner, 1996, Theo-
rem 1.10.4) existieren Versionen von (ZT(L*’A’C”)( gf;)),t;ibl( ), tho(y)), n € N, und dem Grenz-
prozess (Z*4)( gff;)),xl/ M dy'/1?), so dass die obige Konvergenz (8.40) fast sicher gilt. Der
Ubersichtlichkeit halber unterscheiden wir zwischen den Bezeichnungen dieser Versionen nicht.
Folglich gilt mit analoger Rechnung wie in (8.29)

sup |t (z) — djx1/7f| =op(1).

n,J
7€l by)

Demnach gilt fiir hinreichend grofe n € N

sup 1, i(x) € [djajl./7 £,d;b; . +e]=[2"+¢e,a—¢] (8.41)
x€laj,bj]
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mit einer Wahrscheinlichkeit grofer als 1 — 6. Genauer noch ergibt sich wegen (8.27)

~

B, = sup ‘(ncn/ufl)l/z (f;;}j(m) _ M)

z€[ag,b)] n
G (zun )\ 2
_ (o /2 Eng\TUn,; (%, A) ( plor) R ‘
2-%) ( uk ) Z ((bhl,j(Gn,j(ﬂfun,j)/ua)ﬁz,j(Gn,j(wn,j)/um)
< swp (e /up) (8 (@) = 8) — (2= NP2 @0 L)
Z€[x*+e,a—¢] ' '
und
B, := sup ‘(nc /u*)1/2<~ L _ x o )
:EE[CLj ,bj] " t;kl,j (.T) Gn7] (xunaj)
/2 (6 A)  glor) X ‘
+2-N7"Z (¢h1,j(Gn,j(:cun,j)/u;i),hz,j(Gn,j(wn,j)/%))
< sup (ncn/u2)1/2< 1 _ i) r2- )\)1/22(*,14)((;5201“) — )‘
Z€[z*+e,a—¢] t;,j(x) Z 15(@)sh2,3(®)

mit einer Wahrscheinlichkeit grofer als 1 — 26. In Verbindung mit (8.40) gilt also
max{B,, B,} = op(1). (8.42)

Nach Annahme (PD) ist die Abbildung c stetig partiell differenzierbar. Nach (8.42) gilt dann die

~ A~

folgende Taylorentwicklung von ¢ im Punkt (G 1(zun,1)/u;, Gn2(yun2)/uy,):

0(52,1@)7{2,2@))
_ C(Gn,l(a:uml) Gn,g(yumg)) 4 CI(énJ(mun,l) Gmg(yun,g)) <£* (z) Gn,l(asuml))

) 9 1
ul uk uk u* ™

~ ~

n

b (Cnalttin) Cnalvina)y G ) Cn2Win2)y | o e, ) 1/2)

* *
n n un

Ferner gilt wegen (8.41)

d* (.T, y) res Tk
sup | ST — off (2), B20(0)|
(z,y)eA vm’l ’
PV > ug fen, VP > guifen
S Sup (*,U,cn) - C(‘T7 y)
Z,g€|z*+e,a—¢] n,i e

mit einer Wahrscheinlichkeit grofer als 1—4 fiir hinreichend grofse n € N. Nach der Bias-Annahme
(8.11) gilt also

d:L T,y Tk I *,U,cn )\ —
sup [BEY) _ 3 (@), 85(0)]| = opl(mal Vo)1), (8.44)
wapea vl
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Aus (8.43), (8.44) und der Tatsache, dass die asymptotische Abhéngigkeit von Vo*’l) und ‘/0(*’2)
die Entwicklung v(* Uen) = My, Juy (14 0(1)) impliziert, ergibt sich also fiir den dritten Summan-

den der rechten Selte von (8.39)

A~

(*7U70n))1/2(d2($ay) B C(@n,l(xun,l) Gn,z(yun,2)>)

nv ,
( n1 v(* U,cn) uk u;;
(x U u
_ Ucn) 1/2(C ), 7 o (y C( 1 (1) (Zi n,2))) +op(1)
un
N Ucn) )12 G, UCUn 1) Gn,z(yun,2 ) ( G 1 (Tun, 1))
’ Uy, uy,

~—

( nl(xunl Gn,2(yun2))< ,(y) — W)) +op(1)

+ ¢y

gleichméfig fiir (z,y) € A. Nach Gleichung (8.39) gilt folglich

A~ A~

Gni(zun,1) Gpa(yun?2) ) >

)

*,U,cn 1 * Tk Tk
(0N (— g S (), Tra () —

nv, ;" Uy, u)
(*,A,cn)
Up 1 120 4, or
=—(Twey) 4" ")(¢( (@) (8.45)
n,1
(*,1,¢n)
Un,1 1/2 (%,1,en)\1/2 1 u) ~ ] uk
" (v )2 () = o (o) T
ritien) ’ [ ! Gn,1(wtn,1) ? G Q(yunZ)}
(x,U,en)\1/2 én,l(ﬂln,l) Gn,2(yun,2) % _ Gn,l(xum)
+ (nvml ) <CI< u;"l ) u;’; ) <tn71($) 7,&;; )

gy (Cralrins) Cualvmn)y (y)_@mz@w)) +op(1)

* ’ * n,2 *
Up, Up, Up,

gleichméfig fiir (x,y) € A.
Mit derselben Herangehensweise wie in Theorem 7.11 ldsst sich unter den Voraussetzungen
(A1**(cy)), (A2%*(cy)), (A3**(cy,)), (A4**), (PD) und (8.11) durch Anwendung von Proposition

7.9, Lemma 7.10 und den Gleichungen (8.42) und (8.45) die stochastische Konvergenz

A~ A~

G (zun1) Gn72(yun,2)))

9

*,U,cn 1 * Tk Tk
(02— S (B (0), B o) — o
n

nooo (2 — A 1/2 A or ) » o
— ( A ) ( N Z( ’ )(gb(l/)ﬁ dy1/72) + Z( (gb(l/’Yl ) + Z( ’ )(¢<(>o,2ly1/v2)>

z1/71 0o

CAL2(2 - \)12 <C (@Y, dyt/72) g2 7 A ()

+ cy(xl/'“ ’ dy1/72)d2y2/722(*7A)(¢(07”) ))

oo,dyl/72

2_)\ 1/2 *, A or *A or *. A or
- ( )\ ) <Z( 7 )(gbigl/z/l’oo) + Z <¢(Oo dyl/’YQ) Z( ’ )(¢il/)'yl7dyl/'yg)

—Mealam dyt 2 20N @) ) ey (0 dyt )y 2 (6 >]>

I1/717OO oodyl/’VQ
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=@ - 1)1/2<[1 _ )\cx(xl/m7dyl/vz)xZ/n}Z(*,A)(¢(OT‘) )

zl/Wl ,00

+[1- )\cy(fnl/”ﬂ,dy1/72)d2y2/72]Z(*’A) (¢(07“) ) — Z(*’A)(gZ)(OT) ))

co,dyt/72 /71 dyt/72

=:W(z,y)

gleichméfig fiir (x,y) € A nachweisen. Wir verzichten an dieser Stelle auf die explizite Ausfiih-
rung.

Wegen Gleichung (8.36) folgt dann mit Anwendung des Lemmas von Slutsky die stochastische

Konvergenz
(nv(*:chn))l/Q ”_lsz,cn (g;kz,l(m)a 7?:,2@)) 1
n,1 (*,U,cn) a e N
Un,1 C( n,l(qf‘un,l)/una n,2(yun,2)/un) (z,y)EA
n—oo W(l’,y)
- <c(x1/’71’dy1/'yz) (x,y)eA'
Damit gilt
(3) (2, ) = (s Ueny-1/2(_ W(xy)
7. (z,y) = log (1 + (nv, ;) (c(ml/%,dyl/w) + 0p(1)>>
_ (npleUeny-12( Wiy
(nvn’l ) (c(g;l/%’dyl/’m) ™ 0P(1)>’

wenn VO(*’I) und 1/0(*’2) asymptotisch abhéngig sind.

Asymptotik von (T7$4) (7,9))(@y)ea’ Da F1 und Fj stetig und streng monoton wachsend auf
[ug, 00) sind, gilt fiir hinreichend grofe n € N

pol@,y) = PLVY > Ff (@), VI > F5 (yun )}

Aus (8.12), (8.15) und vgj’lU) = P{min{VO(*’l), VO(*’Q)} > u’} ergibt sich dann

)

pn(,Y) - (F (zun,1) F3(yun2)
(+0) C( )

(w)eal v,y U, Un
p{vy > i:u*,V(*’2) > gu; _ o

< sup { 0 (:LU)O Y n} —C(.%',y)
Z,J€[x*+e,a—¢] vn,i

= of(nv ) 7?),

Es gilt also
Fl*(xun 1) F;(yun 2) ,U’EL*iU) (,U,cn)\—1/2
o FHEmLL, S Tl 1 o (o)) (5.40)

un uTL pn<x7 y) ’

gleichmafig in (x,y) € A.
Nach Theorem 1.4.1 von Bingham et al. (1987) existiert zu u P{min{VO(*’l), VO(*’Q)} > u}
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eine langsam reguldr variierende Funktion [, so dass P{min{VO(*’l), VO(*’Q)} > u} = u” VY (u) gilt.

Somit gilt

o) = ()Y ws) und oS = (ulfen) T o).

nl

Ferner ergibt sich aus der Homogenitét von ¢ und Annahme (8.13) fiir alle x € [1, 00)

=0(qi(u)), u— oo.

) ) 1/U‘P{mm{vo’ vo L) SRy
I(u) P{mln{V(* Dy 2)} > u}

Nun besitzt die Funktion ¢; den oberen Matuszewska-Index 7 (siehe Definition auf Seite 68 von
Bingham et al. (1987)), da ¢; regulér variierend mit Index 7 ist. Nach Definition auf Seite 71 von
Bingham et al. (1987) ist dann wegen 7 < 0 die Funktion ¢; positiv abnehmend (engl.: positive
decrease). Aus dem Vorangegangenen folgt dann nach Korollar 3.12.3 von Bingham et al. (1987)

l(u)=C(1+4+0(q1(u)) ,u— oo,

wobei C' > 0 eine geeignete Konstante ist. Daraus ergibt sich dann

*,U,cn, " N
et Uun/en) 1+ Olgr(uy)
"D ) 1+ O(@(u/en)

In Kombination mit (8.46) und der Annahme q;(u} /cp) = 0((nv2’71U’C")_1/ %) erhalten wir also

*,U,cp, *,U
(+.Uscn) o0

_ Un F*(-Tun 1) F*(yun 2) n
T lo iynnl (11 1) T2 :
(w,y) = log ( Uﬁ:’lU) ( uk uk )pn(m, y))

— 1 +O(q (UZ)) (x,U,en)\—
=18 (7 Oy + A7)

=log(1 + O(q1(u}) + q1 (1} /en)) + o((nv’y ) 71/2))
= ol(nuy ) 1),

wobei im letzten Schritt die aus der reguldren Variation von ¢; folgende Ordnung ¢i(u)) =

o(q1(u}/cy)) fiir n — oo ausgenutzt wurde.

Asymptotik von (10g(Pn, (T,Y)/Pn(2,Y)))(z4)eca: Aus dem Vorangegangenen folgt

log P, (T, Y) 2 _1)/2

o) M log(cn) X (1 + 0p(1))

(*, Ucn)})

gleichmifig fiir (z,y) € A, wenn my, log™2(c,) = o(min{my, 1, My 2, nv,

ﬁn,f]n (xvy) . Cx(xl/’h,dyl/w) (Gn,l(wun,l)

1 =
o8 (T, y) c(zt/ dyt/2) \ Ff(zupq)

_1> U 4 op(m —/)
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gleichmiRig fiir (z,y) € A, wenn m,, 1 = o(min{m,, 2, m, log"*(c,), nv *IUC")})

log

s (1:0) _ 1) (Colins)

- dyt/ "2 1/2
pn(z,y) c(xt/n dyt/2) \ Ff(yun, o) ) Y +op(m, 5 ")

(*, Ucn)})

gleichmiRig fiir (z,y) € A, wenn my, 2 = o(min{m,, 1, m, log 2(c,),n und

Pri (7,Y) _ Cﬂc(xl/717dyl/72) (én,l(xun,l) _ 1>x1/71

pn(x,y) c(at/n, dyl/2) \ Ff(zuy,;)
cy(ml/m,dyl/w) Gn,2(yun,2)
ezt dyt/2) ( F3 (yun,2) B )

log

1/ ~1/2
dy*/2 +0p(Jg?§}m ng )

gleichmiRig fiir (z,y) € A, wenn my, 1 = Imy,2(1 + o(1)) = o(min{m,, log™?(c,,), nvﬁj’lU’C”)}) fiir

ein [ > 0,

Z(*’U)<¢$1/'Yl ,dyl/w)

(m)(*’UC")) 1/2( + OP(I)), wenn V( DL V(* 2),

log P (T, Y) _ 1 e/, dyt/z2)
Pn(,Y) Uen)y—1 W(z,y)
*,U,Cn )\ — /2( ? >
(nv, ;™) @ dyi e +op(1) sonst
gleichméfig fiir (z,y) € A, wenn nvf{f’lU’C") = o(min{my, 1, mp 2, My logfz(cn)}).
Demzufolge gilt im Fall m,, log=2(c,) = o(min{mnvl,mmg,nvﬁ:’lU’c”)}) die schwache Konver-
genz
2my? Py (T, Y) n—s00
log =22 ) (X
log(cn) ( pa(z,y) /(zy)ea Hewes
Aus (8.23) folgt im Fall m,, 1 = o(min{my, 2, m, log™2(cy), nvi:f’lU’c")}) die schwache Konvergenz
ml/? P (2, )

L ot/ 2
(z,y)eA

1 <log Pn(z,y) >(zvy)eA c(at/n, dyl/2)

im Fall m,, 2 = o(min{m,, 1, my, logfz(cn) nv,),

m/2 < log Droin (z,y)

) ni;) <cy(x1/71’dy1/72)
pu(T,y) /(zy)ea

d
c(xl/"n, dyl/’72) e2(y)> (z,y)EA

und im Fall my, 1 = Imy 2(1 + o(1)) = o(min{m,, log~2(cp),n Ucn)})

m,

1/2 ( log Priin (z,y)

n—oo [ Cx (xl/’ﬂ > dyl/W2) Cy (xl/71 ) dyl/’w)
ol pn(z,y) )(a:,y)eA < (

- zt/m, dy'/?) e + c(zt/n, dyt/re) d€2(y)>(x y)GA’
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wenn [ > 1 ist, und

/2 < log D (T, y)) nvoe lcx (xl/vl , dyl/vz) o ¢y (Il/w ’ dyl/w) dea(y)
2 pn(x,y) /(zy)eA I c(at/, dy'/») c(zl/n, dyt/r2) (x,y)eA7
wenn [ < 1 ist. Des Weiteren gilt im Fall nvg’U’c”) = o(min{my 1, mn2, My, log™%(cp)}) die

schwache Konvergenz

(nv<*ucn>)1/z(logw

> n—oo (Z(*7U)(¢xl/71’dy1/72)
™l pn(z,y) / (@y)ea

T\ (@t dyte) )(x,weA’

wenn Vo(l) und VO(Q) asymptotisch unabhéngig sind, und

*,U,cn An,An x,
( (,lU, ))1/2<1ng i < y)

n—00 W(xy y)
nv
™ Pn(x,9) )(z,y)eA (c(

- a1/ dyl/2) ) (z,y)EA

sonst.

Kovarianzstruktur des Grenzprozesses

In diesem Abschnitt bestimmen wir die Kovarianzen des Grenzprozesses (Z(,¥))(z,y)ca, Wenn

der dritte Fall vorliegt und VO(*’l) und Vo(*’?) asymptotisch abhéngig sind:

@At -1l £,A4) ( 4(07)
Z(z,y) = W([l _ )\cx(:pl/“,dyl/W)xw“]Z( ; )(¢x1/71,oo)
(1= ey (@ dyt a2y 26 () )= 266 ).

(Die Kovarianzstruktur des Grenzprozesses (Z(7,9))(z,y)ea im dritten Fall und asymptotischer
Unabhéangigkeit von VO(*’U und VO(*’Q) ist in Bemerkung 8.2 angegeben.) Wir greifen hierzu die
Bezeichnungen aus dem Beweis von Theorem 7.11 auf. Sei C(x,y, Z,9) := I(x) xI(y) xI(Z)x I1(y)
und D(z,y) := I(x) x I(y) fur

(x,00), falls z >0,
[0,00), fallsz=0

I(x) =

und ci(z,y,2,9) = vi(C(z,y,2,9)) fir z,y,Z,7 € [0,00). Mit Hilfe der Gleichungen (7.63)—
(7.71) folgt dann fiir (x,y), (z,9) € A

(C(xl/'ﬂ , dy1/72))2
201 -1
= [1 = derl@ M dy a2 (= Con (26 (g ) 26D G, ) (3.47)

ZL/7 gt/ 2

Cov(Z(z,y), Z(Z,7))

+ (1= Mg (@, dig )3 ] Cov(Z5 D (b1 00)s 25D (D317 0))
+[1- )\cy(i:l/“,d;&l/”)d2§2/'72]COU(Z(*’A)(%U”,OO), Z(*’A)(qs(o’”) )>>

00,djt/ 72
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+[1 = Aey (a1 dy/2) a2y 2] ( — Coo(ZN (b gu12a), 25D (67 )

F#1/7 7dgl/“/z

+ [1 — Ao (E 1/m d~1/72) 2/71]COU(Z(*7A)(¢Qo7dy1/72)7Z(*7A)(¢531/'Yl’oo))
- [1= ey (@7, dg 2 a5 2] Cov (2N (6 gyrina) 250 (0 1)))
+ <COU(Z(*7A)((nggl/n,dyl/w)7 Z(*’A)(¢jl/v1 ,dgl/m))

B [1 - )‘cz(il/’ylﬂdgl/’m)‘%w%]COU(Z(*yA)(d)ﬂ/“ﬂ dyl/’vz) ASS) (¢~1/'yl oo))
- [1 - Acy(‘%l/%’dgl/w)d%f/w}COU(Z(*VA)(Cb 1/m dy1/w2) A A)(QS(OT ))>

0o,djt/ 72
1 o0

= 2)\1—1<[1 — )\Cx(xl/vl’dyl/'y2)x2/71] [(Z (vi(C(z Ym0, Y7 0y U C(0,dg" /2, 24/, 0))
k=1

+ v, (C(z L/m ,0,2 =1/m ,0)UC(x 1/m 0,0, d~1/’72))) +c(max{x1/71 x1/71} d~1/V2))

+ [1—)\6 (& 1/m dyl/’vz ~2/7 <Z (cn(E Fl/m .0, 2/ ,0) + cp(x 1/m .0, Fl/m ,0))
k=1

+1 - )
A max{_xl/% , jl/Vz}

+ [1_)\6 (7 1/m dy1/72 d2 2/’)/2 (Z (0 dyl/w 2/ ,0) + cp(x 1/m 0,0, d~1/’72))
k=1

8

+ c(xl/’h 7 dgl/“rz))}

o0

+ [1 — Aey(z 1/m dyl/w d2 2/72 [(Z 1/71 0,0, dyl/W) U C(0, dyl/w 0 dyl/w))
k=1

+ v;(C(0, dyl/”/z Fl/m ,0) U C(0, dyl/w 0 dyl/w))) + c(:fl/%,dmax{yl/w, 3]1/72}))

+ 1= Aeo(@ U qgtine)z 2/'71 (Z #0,0,dy™?) + ¢ (0, dy' /2, 3V 0))
k=1

+ c(fcl/'“ 7 dyl/%))

8

+ [1 — Aey(Z 1/m dy1/72 d2 ~2/72 (Z Ck: (0, dyl/’m 0, dyl/“/z) + ¢ (0, dyl/’m 0, dy1/72))
k=1

W1 - )
A dmax{yl/w , gl/%}

+ [( > (i@ 0,2V 0) U C@E,0,0,dyt ) U C(0,dgt 7 2 0)
k=1

U C(0,di"2,0,dy"/?))
+ v (C (20,27, 0) U C (21, 0,0,dgt 2) U C(0, dy /2, 51 0)

U (0, dyl/w, 0, dg1/72)))
+ 3 (D(max{z'/ 7, £/}, 0) U D(aY/, dgt/ 2y U D(EY, dy/2)

U D(O, dmax{y'/?,51})))
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o0
—[1 = Aew( U qgtine)z 2/71 (Z C(z'/, 0,247, 0y U C(2/71,0,0, dy'/?))
k=1
+uE(C, 0,87 ,0) U C(0, dyM 2, 7)) —|—c(max{:pl/w,:il/w},dyl/”@))
— [1 = Aey(x 1 dyt /2y g2y 2/’Yz (Z C(0,dg"/ ", 2"/ 0) U C(0,dj /2,0, dy /"))
k=1

+ v (C(z 1m ,0,0, ~1/71) U (0, dyl/w, 0, dyjl/w))) + c(xl/“,max{dyl/w, dﬂl/w}))] )

a
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Anhang

A. Grundlegende Theorie und Bedingungen

In diesem Abschnitt werden grundlegende Begriffe, Bedingungen und Grenzwertsétze fiir em-
pirische Prozesse von sogenannten Cluster-Funktionalen angegeben. Des Weiteren sind hier die

modifizierten Bedingungen fiir Theorem 8.1 definiert.

A.1. Empirische Prozess von Cluster-Funktionalen

Sei E C R? d € N, eine messbare Menge, die den Nullvektor 0 enthilt. Seien Xni, 1 <4< n,

identisch verteilte F-wertige Zufallsgrofien mit n € N, fiir die
vp = P{Xp1 #0} =30

gilt. Der zu (X, ;)1<i<n gehorige -Mischungskoeffizient ist definiert als

Bugi= sw  E| sw [P(B|BL,) - PB)|,
I<iSn—k—1  “BeBr .,

wobei Bf” = 0((Xn,1)i<i<j)- Es seien (In)neny und (7, )nen zwei Folgen, die die folgenden zwei

Bedingungen erfiillen:
(B1) 1, = o(ryn), ln = o0, 7y = 0(n), ryv, — 0 und nr, — oo fiir n — oo.
(B2) Bni,n/rn [

Diese Bedingungen stellen sicher, dass die sogenannte ,,big blocks, small blocks“-Technik ange-
wandt werden kann. Hierbei werden die Zufallsvektoren X, ;, 1 < 7 < n, in groke Blocke der
Léange r, eingeteilt. Durch das Entfernen der letzten [,, Zufallsvektoren in jedem grofsen Block
werden diese Blocke voneinander separiert. In Kombination mit jener Mischungsannahme in (B2)
verhalten sich diese Blocke dann nahezu stochastisch unabhéngig.

Sei nun Ey := (J,cy E' und Ey die durch B(E'), | € N, induziert o-Algebra. Der Kern 2 eines
Vektors z € E', | € N, ist definiert als

z° = (k) <k<k, LH{z # 0}

mit k1 = min{i € {1,...,1} | z; # 0} und kg := max{i € {1,...,1} | z; # 0}. Eine Abbildung
f:(Ey,Ey) — (R,B) heift dann Cluster-Funktional, falls

1. f(x) = f(z°) fiir alle z € Ey und

259
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2. £(0) =0 gilt.

Sei F eine Funktionenklasse bestehend aus Cluster-Funktionalen. Bezeichne fur m,, := [n/r,] =

max{j € Ng | 7 < n/r,}
Yn,j = (Xn,i)(j—1)rn+1<i<jrn, 1 <7 <my.

Der empirische Prozess (Zn(f))ter indiziert mit Cluster-Funktionalen aus F ist dann definiert
durch

Za(f) = ()2 S (f(YVag) - Blf(Vas)l), f€F.
j=1

Bevor wir nun das asymptotische Verhalten von (Z,(f)) ter festhalten, wiederholen wir kurz,
unter welchen Voraussetzungen stochastische Prozesse schwach konvergent sind. Bezeichne M
eine beliebige Menge. Sei dann [*°(M) die Menge aller gleichméfig beschriankten (reellwertigen)
Funktionen auf M, das heift, die Menge aller Abbildungen der Form ¢ : M — R, die

9lloo := sup |g(x)| < o0
xeM

erfiillen. Ferner definiert die Abbildung d : M? — [0,00), mit d(g, f) := ||f — glleo, eine Metrik
auf [*°(M), so dass (I°°(M),d) ein metrischer Raum ist. Zur Erinnerung: Eine Menge M heifst
totalbeschrinkt hinsichtlich einer Semimetrik p, falls zu jedem € > 0 endlich viele x4, ..., x, € M,

n € N, existieren, so dass
n
=1

mit B:(x) :={y € M | p(z,y) < e}, x € M, gilt. Des Weiteren heift ein stochastischer Prozess
(W (x))zem straff in [°°(M), falls zu jedem £ > 0 eine kompakte Menge K C [*°(M) existiert,
so dass P{(W(z))zenmr € K} > 1 — € gilt.

Nach Theorem 2.1 von Kosorok (2008) konvergiert eine Folge von stochastischen Prozessen
(W (z))zem, n € N, in [*°(M) genau dann schwach gegen einen straffen Prozess (W (x))zenm,

wenn die folgenden zwei Bedingungen gelten:

1. Die endlich-dimensionalen Randverteilungen von (W, (x))zen konvergieren schwach gegen

die endlich-dimensionalen Randverteilungen von (W (x))zen-

2. Es existiert eine Semimetrik p auf M, die M totalbeschrénkt, und fiir alle ¢ > 0 gilt

léiinlimsupp*{ sup  [Wa(z) — Wal(y)| > 5} —0.

0 n—oo z,yeM, p(a,y)<s

Der Prozess (W, (z))zenr heifst dann asymptotisch (stochastisch) gleichstetig beztglich p.
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Nach Theorem 7.19 von Kosorok (2008) sind dann fast alle Pfade des Grenzprozesses (W (x))zens
gleichméfig stetig beziiglich der Semimetrik p, das heifst

lim sup |W(z) —W(y)| =0 fast sicher.
MO 2 yeM, p(a,y)<s

Bezeichne nun fiir f € F

An(f) = f(Yn1) — f(Xni)i<i<rn—1,), nEN.

Die folgenden Bedingungen aus Drees und Rootzén (2010) werden zum Nachweis der schwachen

Konvergenz der endlich-dimensionalen Randverteilungen von (Z,(f))rer herangezogen:

(C1) Fiir alle f € F gilt

E[(An(f) = BEIAR(HD* 1{ An(f) — E[A(H]] < (nvp)?}] = o(rnvn),
P{‘An(f) - E[An(f)” > (m)n)l/z} = O(Tn/n)-

(C2) Fiir alle e > 0 und f € F gilt
E[(f(Yan) = EIf (Ya,)D)*1{|f (Ya,1) = ELf (Ya)]| > e(nvn) /23] = o(rpon).
(C3) Fiir alle f,g € F gilt

1 n—oo

Cov(f(Yn1),9(Yn1)) — c(f,9)-

TnUn

Nach Theorem 2.3 von Drees und Rootzén (2010) konvergieren unter den Bedingungen (B1),
(B2), (C1), (C2) und (C3) die endlich-dimensionalen Randverteilungen von (Z,(f)) e schwach
gegen die endlich-dimensionalen Randverteilungen eines Gaukprozesses (Z(f))fer mit Kovari-
anzfunktion c.

Die Uberdeckungszahl N (e, F,p) von F ist die kleinste Anzahl an e-Billen hinsichtlich der

Semimetrik p, die benotigt werden, um F zu iiberdecken:

N(e,]-",p):inf{neN ‘ i, fn € F:FC OBe(fi)}.

=1

Der Logarithmus von N (g, F, p) wird Entropie von F genannt.

Die nachfolgenden Bedingungen aus Drees und Rootzén (2010) werden zum Nachweis der
asymptotischen Gleichstetigkeit von (Z,(f))ser bezliglich einer Semimetrik p herangezogen.
Bezeichne hierfiir P*(A) die d&ukere Wahrscheinlichkeit einer beliebigen Teilmenge A C Q hin-
sichtlich P und E*[f] den #uferen Erwartungswert einen beliebigen Funktion f : Q — R:

P*(A) :=inf {P(B) | AC B € A},
E*[f] :==inf {E[g] | f < g, g:Q — R messbar und E[g] existiert}.
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(D1) Fiir alle n € N und alle f € F gilt E[f(Yy,1)] < oo, und die minimale Einhiillende fiax
von JF ist endlich:

fmax(x) :=sup |f(z)| < oo fiir alle x € Ey.
feF

(D2) Fiir alle ¢ > 0 gilt
E* [ frnax (Y, )1 frnax (Ya1) > e(nva) /23] = o(ra(vn/n)'?).
(D2') Fiir alle £ > 0 gilt
E* [ 2 (Y )1 frnax(Yn1) > e(nvn)/?}] = o(rauy).

(D3) Es existiert eine Semimetrik p auf F, die F totalbeschrankt und

lim lim sup sup

E{(f(Yn1) — g(Yn71))2 =0.
0 n—oco fgeF p(f,g)<s T'nln [ J

(D5) Fiir alle 6 >0, n € N, (&) 1<i<|mn /2 € {—1,0,1}™/2 und k € {1,2} ist die Abbildung

Lmn /2]

* * k
W= sup Z €; (f(Yn,](w)) - g(Yn,](w»)

messbar.

(D6) Fiir alle 7 > 0 gilt

1)
léiinlimsupP*{/ (log N (e, F, dn))l/2 de > T} =0.
0

0 n—oo

Nach Theorem 2.10 von Drees und Rootzén (2010) ist unter den Bedingungen (B1), (B2), (D1),
(D2%), (D3), (D5) und (D6) der Prozess (Z,(f)) ter asymptotisch gleichstetig beziiglich p. Unter

den Bedingungen
e (B1), (B2),
e (C1), (C2), (C3),
e (D1), (D2), (D3), (D5) und (D6)

konvergiert also der Prozess (Z,(f))fer in [°°(F) schwach gegen einen zentrierten Gaufiprozess
(Z(f)) fer mit Kovarianzfunktion ¢ (vergleiche Drees und Rootzén, 2010, Theorem 2.10). Ein
Vergleich mit Theorem 2.11.1 von van der Vaart und Wellner (1996) zeigt, dass das obige Resultat
von Drees und Rootzén (2010, Theorem 2.10) bestehen bleibt, wenn Bedingung (D6) auch durch
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folgende Bedingung ersetzt wird: Fir alle Folgen 4, n € N, mit d,, | 0 fiir n — oo und alle 7 > 0
gilt

on
limsupP*{/ (log(N(e, F, dn)))1/2 de > 7-} =0.
0

n—oQ

Der Nachweis der Entropie-Bedingung (D6) ist technisch héufig sehr anspruchsvoll. Hierfiir
kann die etablierte VC-Theorie, die nach Vapnik und Cervonenkis benannt ist, hilfreich sein. Ein

Mengensystem M von Teilmengen in X heiftt VC-Klasse, falls

V(M) :zlnf{n eN ‘ Acgzniﬁzn#{CﬂA |C e M} <2 }

=%

endlich ist. In diesem Fall wird V(M) als der VC-Index von M bezeichnet. Man sagt, dass
eine n-elementige Teilmenge A C X von dem Mengensystem M nicht zerschlagen wird, wenn
#{CNA|C e M} < 2" gilt. Der Subgraph einer Funktion g : X — R ist definiert als

M(g) == {(z,t) e ¥ xR | t < g(x)}.

Eine Funktionenklasse G bestehend aus reellwertigen Funktionen auf X heifst dann VC-Klasse,

wenn das Mengensystem der Subgraphen der Funktionen in G eine VC-Klasse bildet, das heifst
V(G):=V({Ml(g) | g€} <oo.

Nach Theorem 2.6.7 von van der Vaart und Wellner (1996) lisst sich die Uberdeckungszahl
einer VC-Klasse wie folgt abschétzen. Bezeichne fiir » € N und Wahrscheinlichkeitsmafl ¢ auf
(X, B(X))

L.(Q) = {f : X = R messbar

1 4@ <00} wnd W7o, = ([ 151 )"

Theorem A.1 (van der Vaart und Wellner, 1996, Theorem 2.6.7). Sei G eine VC-Klasse, die
zugehorige Einhiillende gmax messbar und r € N. Dann gilt fiir jedes Wahrscheinlichkeitsmafl Q
auf (X,B(X)), das ||gmax||Q,r > 0 erfiillt, und jedes ¢ € (0, 1)

N (el gmaxll@.rs G, Lr(Q)) < KV(G)(16e)V e~ V(O=D),

wobei K > 0 eine geeignete Konstante ist.

Nach Beispiel 2.6.1 von van der Vaart und Wellner (1996) sind linear geordnete Mengen be-

ziehungsweise Funktionenklassen G stets VC-Klassen mit Index gleich 2. In dem Fall gilt dann

N(5||gmax||ng7Lr(Q)) < Ke™” (A1)

fiir eine hinreichend grofse Konstante K > 0.

Jene Grenzwertresultate fiir empirische Prozesse von Cluster-Funktionalen lassen sich auch auf
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sogenannte verallgemeinerte (standardisierte) Tail-Array-Sums tibertragen, die fiir eine messbare

Funktion ¢ : (E,B(E)) — (R,B(R)) mit ¢(0) = 0 wie folgt definiert sind:
Zn(9) := () V2 Y ($(Xni) — El$(Xni)]).
i=1

Sei ® eine Funktionenklasse, die ausschlieflich Funktionen des Typs ¢ enthilt. Das folgende

Resultat ist eine Zusammenfassung der Korollare 3.6 und 3.9 von Drees und Rootzén (2010).

Theorem A.2 (Drees und Rootzén, 2010, Korollar 3.6 und 3.9). Sei ® totalbeschrankt beziiglich
einer Semimetrik pe und ¢max = SupPyeq ¢ messbar. Sei des Weiteren (B1), (B2) und 1, =

o((nv,)'/?) erfiillt. Angenommen fiir n — oo gilt
n 2
E [( S (X # 0}) ] = O(rnvp), (A.2)
=1

wenn Gmax beschrankt ist, und

Tn

E [( 3 ¢max(xn,i))m] — O(rvn), (A.3)

i=1

fir ein 6 > 0 sonst. Dann sind die Bedingungen (C1), (D1) und (D2’) erfillt und somit insbe-
sondere (C2) und (D2). Des Weiteren gilt

n—oo

SUP | Zn(6) — Zn(96)] =3 0 in duBerer Wahrscheinlichkeit.
ped

Dariiber hinaus ergibt sich:

1. Wenn Bedingung (C3) erfillt ist, konvergieren die endlich-dimensionalen Randverteilungen

von (Zn(9))ecad schwach gegen die endlich-dimensionalen Randverteilung eines Gaufpro-

zesses (Z(P))peca mit Kovarianzfunktion c.

2. Wenn die Bedingungen (D3), (D5) und (D6) erfillt sind, ist (Z,(¢))gco asymptotisch
gleichstetig beziiglich pg .

Unter den Bedingungen aus 1. und 2. konvergiert die Folge der Prozesse der Tail-Array-Sums
(Zn(¢))¢eq>, n € N, schwach gegen (Z(¢))pca-

Beweis. Siche Beweis von Korollare 3.6 und 3.9 in Drees und Rootzén (2010). O

Addendum A.3. Angenommen ¢uayx ist unbeschrankt und die Bedingungen (D1) und (D2’) sind
erfillt. Dann bleibt das Resultat in Theorem A.2 insbesondere dann bestehen, wenn Momenten-
Bedingung (A.3) durch

E [( TZ" ¢maX(Xn7i))2] = O(rpvn), n — 00, (A4)
i=1

ersetzt wird.
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Beweis. Dem Beweis von Korollar 3.9 beziehungsweise 3.6 von Drees und Rootzén (2010) lasst
sich entnehmen, dass die Momenten-Bedingung (A.3) dazu genutzt wird, um zum einen Bedin-
gung (D2’) zu folgern und zum anderen die Momenten-Bedingung (A.4) als Zwischenresultat zu
erhalten. O

Das folgende Resultat von van der Vaart und Wellner (1996, Theorem 2.11.1) zeigt, unter
welchen Bedingungen Summen von stochastisch unabhéngigen Prozessen Z,, 1,...,Zp,, n € N,

schwach konvergent sind.

Theorem A.4 (van der Vaart und Wellner, 1996, Theorem 2.11.1). Es seien Zp 1, ..., Zny, fir
alle n € N und alle b, € N stochastisch unabhdngige Prozesse, die durch einen totalbeschrdnkten

semimetrischen Raum (F,p) indiziert sind. Angenommen die folgenden Figenschaften gelten:

(i) Fiir allen € N, s € {1,2} und alle Vektoren (a1,...,ap,) € {—1,0,1}n ist die Abbildung
SUuP,(f,9)<6 ’ Z?il ai(Zn,i(f) - Zn,i(g))S’ messbar.

n—oo

(ii) Fiir jedes 7> 0 gilt S0y E*[|| Zn | 2 1{|| Znilloo > 7}] =3 0.

.. . 21 n—oo
(i1i) Fir jede Folge 6, | 0 gilt SUDP( f,9) <60 Z?;l E[(Zm(f) — Zn,i(g)) ] =20.

(iv) Fir jede Folge 6, | 0 gilt f06" V0og N(e, F,dy,) de "% 0 in duferer Wahrscheinlichkeit,

wobel

bn

&2(1,9) =3 (Zuif) — Znil9))*

=1
eine zufillige Semimetrik auf F definiert.

Dann ist die Folge der Prozesse (Z?ll(Zn,i(f) — E[Z,i(f)])) fer, n € N, asymptotisch gleich-
stetig beziiglich p. Des Weiteren konvergiert diese Folge in I°°(F) schwach, wenn die Folge der

entsprechenden Kovarianzfunktionen punktweise in F X F konvergiert.

Beweis. Siche Beweis von Theorem 2.11.1 von van der Vaart und Wellner (1996). O

A.2. Voraussetzungen fiir Theorem 8.1

Im Nachfolgenden sind jene Voraussetzung fiir Theorem 8.1 aufgefiihrt, die in Kapitel 8 nur
heuristisch genannt wurden.

Asymptotische Unabhingigkeit von VO(*’I) und VO(*’Q)

Bezeichne
B = sup B[ sup  [P(B|BYY) - P(B)

I<isn—k-1 “peprl, |
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V) icnnen, wobei BEY = o(V5Y)igen). Wi

n,i n,l

den p-Mischungskoeffizienten von ((

fordern nun, dass Folgen (I})nen und (7 )peny mit I, 7 — oo fiir n — oo existieren, so dass zu

demselben z* € (0, 1] wie in (8.6) die folgenden Voraussetzungen gelten:

(A1*(cy,)) Fir n — oo gilt I} = o(r}), v} = 0((nv,(1*’U’c"))1/2), RIS (Usen) _y 0, B *cn) n/ry — 0.

n n n,l¥

(A2*(c,)) Fiir alle k € {0,...,7:} existieren Konstanten

st (k) > P(min{Vk(*’l), Vk(*z)} > g*in min{VO(*’1 (* 2) > Z )7

n Cn

die Timy, oo Y5ty s (k) = 352 8% (k) < oo mit s& (k) = Timy oo 50 ()

erfiillen.

(A3*(c,)) Es existiert ein 6 > 0, so dass
246
KZH{V (e Uien) o4 0}> ] = O(rxv(sUen)) - 0.

A4*) Zu jedem t € N existiert ein Maf v auf ((1,00)%, B((1,00)%)), so dass
t

P{u—l (Vb(*vl) ‘/0(*72)7‘/(*71) V(* 2)) c B} uﬂo
P{ mln{VO VO(* 2 }>ul

v (B) < o0

fiir alle v;-randlosen Borelmengen B € B((1,00)*) gilt.

(A5*(c,)) Fiir j € {1,2} gilt

E[(i]l{‘/i(*’j’cn) > x*un})Q} = O(u*r7c ), n — o0.
i=1 nimn

Asymptotische Abhdngigkeit von VO(*’l) und VO(*’Q)

Bezeichne
**,Cn [,A
Bt i= sw o B[ sw  |P(B|B) - P(B)|
1<l<n—k-—1 BGBZ‘ﬁrk+1

den B-Mischungskoeffizienten von ((V(*’A’C")

n,i

)1<i<n)neN, Wobel Bh’A — o (V) ). Wir

n,l

*)nen mit I — 00 fur n — 00 existieren, so dass

fordern nun, dass Folgen (1*)nen und (7

n7n

zu demselben z* € (0,1] wie in (8.7) und (8.8) die folgenden Voraussetzungen gelten:

(A1**(c,)) Fir n — oo gilt I¥* = o(r}*), r* = o((nvﬁl*’A’C"))l/Q), r;‘l*vé*’A’C") — 0 und
ﬁg;’f”)n/rz* — 0.
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(A2**(c,)) Fir alle k € {0,...,7*} existieren Konstanten

S,SL**’C") (k)
1

> —
Acn
U1(1*, iCn)

max {P{ min{vk(*,l)7 VO(*,I)} > x*u—"}, P{ min{Vk(*’z), VO(*,z)} S x*u—"},
Cn cn
P{ min{Vk(*’l), VO(*,2)} S w*%}’ P{ min{Vk(*’Q), VO(*,l)} S x*un}}’

n (&%
die limoo S50, 517 (k) = 332, 87 (k) < oo mit 5§ (k) 1= limposoo s (k)
erfiillen.

(A3**(c,)) Es existiert ein § > 0, so dass

S (,4,0n) 2RO e (kAsen) '
E[(; HV,, # 0}) } O(ryr vy, ), n— o0

(A4**) Zu jedem t € N existiert ein Maf v;* auf ([0,00)*\ {0},B(]0,00)* \ {0})), so dass

1 (,1) (%,2) (x,1) (%,2)
P{U (VYO "/0 1"/; 2"/t )GB} uﬂszk*(B)<OO
P{ min{VO(*’ ),VO(*’ )} > u}

fiir alle v;*-randlosen Borelmengen B € B([0,00)* \ {0}) gilt, die von 0 weg beschriinkt
sind.

(PD) Die Abbildung (z,y) — 15 ((x,00) x (y,00)) ist stetig partiell differenzierbar auf [x*, 00)?.

&

B. Tabellen zur Simulationsstudie aus Kapitel 4

In diesem Abschnitt sind die in Kapitel 4 genannten Tabellen angegeben.

B
Modell 0,9 0,95

nGARCH | 3,3931 (1,6x10™%) 4,3695 (2,7x10%)
tGARCH | 2,6349 (1,5x10™%) 13,7005 (2,7x107%)
Copula 2,1318 2,7764

Tabelle B.1. Approximierte Quantile F“)_(l (B) fiir B = 90% oder 95% (mit den geschétzten Standardab-
weichungen in Klammern). In den Copula-Markov-Modellen ist F\B_(I (8) vollsténdig durch die t-Verteilung
mit 4 Freiheitsgraden bestimmt.
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Modell P{@l > 1} P{@l > 1/2}
nGARCH 0,0549 0,2022
tGARCH 0,0450 0,1415
tCopula mit p = 0,25 0,0445 0,1831
p = 0,50 0,0662 0,2623
p=0,75 0,1096 0,3929
gumCopula mit 6 =1,2 0,0546 0,2145
0=15 0,1031 0,3756
0 =20 0,1464 0,4688

Tabelle B.2. P{0; > 1} und P{O; > 1/2} in den entsprechenden Modellen.

Modell nGARCH tGARCH

B 0,9 0,95 0,9 0,95
ps(1) SFS mit OS | 0,0763 (3 x 107°)  0,0683 (5 x 10™°) | 0,0663 (3 x 107°)  0,0575 (4 x 10~°)
es(1) SBS mit OS | 0,0740 (3 x 107°)  0,0669 (5 x 107°) | 0,0704 (3 x 10™°)  0,0610 (4 x 107°)
ps(1/2)  SFS mit OS | 0,2283 (4 x 107°)  0,2189 (6 x 107°) | 0,1820 (4 x 107°)  0,1668 (6 x 10~°)
es(1/2)  SBS mit OS | 0,2300 (7 x 107°) 0,2188 (10™%) 0,1842 (5 x 107°)  0,1681 (9 x 10™°)

Tabelle B.3. Approximierte Werte von pg(z) und eg(x) fir z € {1,1/2} (mit den geschétzten Stan-
dardabweichung in Klammern).

C. Weitere Simulationsergebnisse aus Kapitel 4

Wir fithren in diesem Abschnitt die Simulationsstudie aus Kapitel 4 fort, in der die Perfor-
mance der Forward- und Backward-Schétzer fir P{©; > z} bei Verwendung von theoretischen
Quantilen F&‘ (1 —k/n) versus den entsprechenden Ordnungsstatistiken | X|,_x., bei endlichem
Stichprobenumfang miteinander verglichen werden. Betrachtet werden die in Kapitel 4 beschrie-
benen nGARCH-, tGARCH-, gumCopula- (mit 8 € {1,2;1,5;2}) und tCopula-Modell (mit
p €40,25;0,5;0,75}) fiir Lags t € {1,5} und Argumente = € {1/2,1}. Der Stichprobenumfang,
die Anzahl an Simulationen pro Modell und die Aufmachung der Graphiken, die die nachfolgen-
den QQ-Plots beinhalten, bleibt dieselbe wie im Abschnitt 4.2. Die Hauptdiagonale ist wie zuvor
als gestrichelte rote Linie dargestellt.

Die Abbildungen C.1 und C.2 zeigen die QQ-Plots der Forward- und Backward-Schéatzer fiir
P{©5 > 1} bezichungsweise fiir P{O5 > 1/2} im nGARCH-Modell. Diese stellen die Pendants
zu den Abbildungen 4.1 und 4.3 aus Kapitel 4 zum Lag 5 anstelle Lag 1 dar. Die Diagramme
sind dhnlich zu denen in Abbildungen 4.1 und 4.3. Die meisten Punkte liegen ziemlich dicht an
der Hauptdiagonalen. Jedoch schneiden die Versionen der Schétzer, die auf Exzedenten oberhalb
von Ordnungsstatistiken basieren, etwas besser als zuvor ab, da extreme Schétzfehler seltener
auftreten.

Die Abbildungen C.3, C.4, C.5 und C.6 zeigen die QQ-Plots im tGARCH-Modell mit x €
{1/2,1} und t € {1,5}. Die QQ-Plots fallen im Wesentlichen &hnlich zu denen im nGARCH-
Modell aus, wobei starke Abweichungen der T'Q-Version des Backward-Schétzers, die in wenigen
Simulationen im nGARCH-Modell bei hohen Werten beobachtet wurden (siehe Abbildung 4.3),

hier nicht weiter auftreten.
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Die Abbildungen C.7 und C.8 zeigen die QQ-Plots der Schétzer fir P{©5 > 1/2} beziehungs-
weise P{O5 > 1} im tCopula-Modell mit p = 0,25, wihrend die Abbildungen C.8, C.9 und
C.10 die QQ-Plots der Schétzer fiir P{O©5 > 1} im tCopula-Modell mit p = 0,25, p = 0,5
und p = 0,75 anzeigen. Der Parameter p € (—1,1) im tCopula-Modell bestimmt den Grad der
seriellen Abhéngigkeit der Copula-Markov-Zeitreihe, so dass diese Abbildungen einen Einblick
dariiber liefern, welchen Einfluss die serielle Abhéngigkeit bezichungsweise ein hoher Wert von
P{O5 > 1} beim Verteilungsvergleich der beiden Versionen besitzt. Die Punkte der QQ-Plots
liegen in diesen tCopula-Modellen dichter an der Hauptdiagonalen als in den GARCH-Modellen.
Tatséchlich sind fiir den Backward-Schétzer die Stichproben-Verteilungen der beiden Versionen
in allen Féllen fast identisch. Da die OS-Version des Forward-Schétzer nur Werte auf dem Gitter
{i/k |0 < i < k} annehmen, lésst sich dieses Verhalten fiir die Versionen des Forward-Schétzers
nicht erkennen. Die diskrete Struktur der Graphen zu den Forward-Schétzern ist sogar umso aus-
gepragter, je kleiner der Abhéngigkeitsparameter p ist. Das liegt daran, dass die zu schéitzenden
Wabhrscheinlichkeit P{O5 > 1} kleiner wird und es damit weniger Werte gibt, die der Schétzer
in der Nahe der tatséchlichen Wahrscheinlichkeit erreichen kann.

Abschliefsend betrachten wir das gumCopula-Modell. In den Abbildungen C.11, C.12 und C.13
werden fiir die Modellparameter 6 € {1,2;1,5;2} die QQ-Plots der Schitzer fiir P{©; > 1}
angezeigt. Dabei fiihrt ein hoherer Parameter § € [1,00) ebenfalls zu einer hoheren seriellen
Abhéngigkeit der Copula-Markov-Zeitreihe. Die Abbildungen C.14 und C.15 zeigen die QQ-
Plots der Schétzer fir P{©; > 1/2} und P{O5 > 1/2} fiir den Parameter § = 2. Insgesamt
dhneln die QQ-Plots jenen aus den tCopula-Modellen. In wenigen Féllen liegen die Punkte bei
hohen Werten unterhalb der Hauptdiagonalen, so dass der TQ-Versionen etwas besser als die

entsprechenden OS-Versionen performen.
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