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1 Einleitung

Bei der Modellierung von geophysikalischen Prozessen in der Meteorologie und Ozeanographie
wie Bewegungen in der Atmosphére und der Ozeane treten partielle Differentialgleichungen mit
sehr kleinen Parametern auf, die zu singulér-gestérten Problemen fithren kénnen. Aufgrund
dieser Parameter ist eine direkte numerische Realisierung zumeist nicht méglich, da ansonsten
numerische Instabilitdten entstehen oder erwiinschte Rechenzeiten beziehungsweise verfiigbare
Rechenleistungen iiberschritten werden koénnen.

Da des Weiteren fiir solche Probleme im Allgemeinen keine analytischen Loésungen vorliegen,
werden unter Verwendung asymptotischer Methoden numerisch stabile Modelle entwickelt, die
das Verhalten der urspriinglichen Probleme naherungsweise wiedergeben.

Allerdings kénnen bei singulér-gestorten Problemen, dies sind Differentialgleichungen in Abhén-
gigkeit eines kleinen Parameters ¢, die im singuléren Grenzwert € — 0 einen Ordnungsverlust
innerhalb der Differentialgleichung aufweisen, bedingt durch Anfangs- oder Randbedingungen
Prozesse auftreten, die durch verschiedene raumliche oder zeitliche Skalen beschrieben werden.
Infolgedessen koénnen aufgrund der Mehrskaligkeit solcher Probleme keine asymptotischen
Einskalenentwicklungen verwendet werden.

Zudem konnen je nach Problemstellung Prozesse auftreten, die getrennt voneinander oder
gemeinsam wirken. Dabei sind fiir Letzteres beispielsweise zwei Prozesse zu verstehen, die durch
zwei verschiedene Raum- oder Zeitskalen beschrieben werden und miteinander wechselwirken.
Insbesondere erzeugt der Prozess beziiglich der kleinen Skala einen nicht zu vernachléssigen
Einfluss auf den Prozess der grofleren Skala.

Fiir entsprechende Probleme bei gewohnlichen Differentialgleichungen kann im ersten Fall unter
Einsatz von Neuskalierungen die Methode der angepassten asymptotischen Entwicklung und

im zweiten Fall ein Mehrskalenansatz verwendet werden.

Im Gegensatz dazu ist die Verwendung asymptotischer Mehrskalenmethoden im Fall gemeinsam
wirkender Prozesse bei partiellen Differentialgleichungen wie etwa Erhaltungsgleichungen mit
Quelltermen schwieriger, da dann sowohl unterschiedliche rdumliche als auch zeitliche Skalen
auftreten kénnen.

Im Fall der rotierenden Flachwassergleichungen wurden beispielsweise von Embid und Majda
in [EM96], [EM98| und [ME98| asymptotische Einskalenentwicklungen im Raum und Zweiskalen-
entwicklungen in der Zeit verwendet, um das Verhalten der mesoskaligen Lésung im singulédren
Grenzwert € — 0 fiir allgemeine nicht wohl-erstellte Anfangsbedingungen zu bestimmen.

Um allerdings rdumliche Mehrskaligkeit, beispielsweise infolge entsprechender Anfangsbedin-

gungen darstellen zu konnen, ist dieser Ansatz nicht geeignet. Hierfiir miissen Mehrskalenent-
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wicklungen im Raum verwendet werden.

Im Fall der eindimensionalen Euler-Gleichungen fiir hinreichend kleine Mach-Zahlen wurde von
Klein in [Kle95] die rdumliche Zweiskaligkeit mittels einer charakteristischen Analyse gezeigt
und daher eine asymptotische Zweiskalenentwicklung im Raum und Einskalenentwicklung in
der Zeit angewendet. Zudem konnte Klein mit den Ergebnissen der asymptotischen Analyse
und einer entsprechenden diskreten Druckzerlegung ein fiir diesen Fall geeignetes numerisches
Verfahren entwickeln.

AnschlieBend wurde dieser Ansatz in [SBGK99|, [MRKGO03| auf die zweidimensionalen Euler-
Gleichungen fiir verschwindende Mach-Zahlen, in [Hof00], [MeiO1] auf die eindimensionalen
Euler-Gleichungen fiir alle Mach-Zahlen und in [Vat05], [VK09] und [Vat13] auf die zweidimen-

sionalen Flachwassergleichungen fiir verschwindende Froude-Zahlen jeweils weiterentwickelt.

In der vorliegenden Arbeit werden die genannten Probleme bei kleinen Parametern an den rotie-
renden Flachwassergleichungen theoretisch und numerisch mit Mehrskalenmethoden untersucht.
Dabei werden mittels dieser Gleichungen Bewegungen in der Atmosphére und der Ozeane in
den mittleren Breiten anhand der Hohe und der horizontalen Geschwindigkeit sowie den beiden
dimensionslosen Parametern der Froude- und Rossby-Zahl modelliert. Demzufolge stellen diese
Gleichungen im Gegensatz zu anderen Gleichungssystemen der Stromungsmechanik wie den
kompressiblen Euler-Gleichungen ein weniger komplexes System dar und werden nicht zuletzt
deshalb hier verwendet.

Des Weiteren konnen fiir diese Gleichungen verschiedene Langenskalen betrachtet werden, die
bei entsprechenden Geschwindigkeitsskalen aufgrund des aus der Erdrotation folgenden linearen
Quellterms zu Rossby-Zahlen der Ordnung O(1) beziehungsweise O(g) und gemeinsam mit sehr
kleinen Froude-Zahlen infolgedessen zu verschiedenen singuldren Grenzwerten fiithren. Fir die
Mesoskala sind dies die bekannten quasi-geostrophischen Gleichungen |[Cha48|, [Maj03] und fiir
die kleinere Submesoskala ein verschwindender Gradient der Hohe sowie eine divergenzfreie
Geschwindigkeit, sodass hiermit insgesamt unterschiedlich skalierte Prozesse vorliegen.

Um nun den Einfluss der Submesoskala auf die quasi-geostrophischen Gleichungen beziiglich der
Mesoskala zu bestimmen, wird im theoretischen Teil der Arbeit ein Gleichungssystem ermittelt,
das die Gleichungen der beiden Skalen jeweils enthélt, und dieses mit Einskalen- und Mehrska-
lenentwicklungen untersucht. Dabei wird eine Zweiskalenentwicklung in Raum und Zeit zum
Einsatz kommen, da dann das quasi-geostrophische Gleichgewicht durch Mittelungsoperatoren
beziiglich des Raumes und der Zeit hergeleitet werden kann.

Im numerischen Teil der Arbeit ist die Zielsetzung, ein auf Asymptotik basierendes numerisches
Verfahren fiir die rotierenden Flachwassergleichungen bei hinreichend kleinen Froude-Zahlen
sowie beliebigen Rossby-Zahlen der Ordnung O(1) und O(e) herzuleiten. Mit diesem Vorgehen
wird sichergestellt, dass die Gleichungen in den betrachteten Fallen numerisch korrekt wie-
dergegeben werden. Weiterhin wird dieser Algorithmus keine numerischen Instabilitdten wie

unphysikalische Oszillationen und die Konsistenzordnung zwei aufweisen.

Im Einzelnen ist die Arbeit wir folgt aufgebaut:

In Kapitel [2] stellen wir die mathematischen Grundlagen der Arbeit vor. Hierfiir geben wir eine



kurze Einfiihrung zu asymptotischen Entwicklungen und eine Ubersicht mit den unterschiedli-
chen Formen der rotierenden Flachwassergleichungen an.

AnschlieBend betrachten wir im theoretischen Teil der Arbeit asymptotische Einskalen- und
Mehrskalenentwicklungen fiir die rotierenden Flachwassergleichungen in angepasster einfacher
Form. Als Erstes leiten wir in Kapitel [3| ein Gleichungssystem beziiglich der sogenannten
Zwischenvariablen, das die Gleichungen der Mesoskala und der Submesoskala in Abhéngigkeit
eines zuséatzlichen Parameters wiedergibt, her und beweisen die zu den bestehenden Existenz-,
Eindeutigkeits- und Konvergenzaussagen im singulédren Grenzwert beziiglich der Mesoskala
entsprechenden Aussagen beziiglich der Zwischenvariablen und Submesoskala.

Als Zweites wenden wir in Kapitel {4 auf eine Verallgemeinerung dieser Gleichungen eine
Zweiskalenentwicklung in Raum und Zeit an. Anschlieend analysieren wir das resultierende
asymptotische System mithilfe der jeweiligen Mittelungsoperatoren und Wachstumsbedingungen
beziiglich der Submesoskala.

Im numerischen Teil der Arbeit entwickeln wir in Kapitel [ aufbauend auf den Ergebnissen der
asymptotischen Analyse einen vollstandig-impliziten Algorithmus zweiter Ordnung in Raum
und Zeit fiir die rotierenden Flachwassergleichungen in Erhaltungsform bei hinreichend kleinen
Froude-Zahlen sowie beliebigen Rossby-Zahlen der Ordnung O(1) und O(e).

Daraufhin tiberpriifen wir in Kapitel [6] die Giite unseres entwickelten Algorithmus. Dazu testen
wir diesen an zwei klassischen stationdren Losungen sowie zwei nichtlinearen Dynamiken und
stellen die ermittelten numerischen Resultate vor.

Abschliefiend geben wir in Kapitel [7] eine Zusammenfassung der Arbeit sowie einen kurzen
Ausblick an.






2 Mathematische Grundlagen

In diesem Kapitel stellen wir die mathematischen Grundlagen der vorliegenden Arbeit vor.
Wir beginnen in Kapitel mit einer kurzen Einfithrung zu asymptotischen Entwicklungen.
Dazu definieren wir asymptotische Einskalenentwicklungen und geben wichtige Hilfsmittel der
asymptotischen Analyse an. Zudem diskutieren wir an einem Beispiel die Notwendigkeit von
Mehrskalenentwicklungen.

AnschlieSend beschreiben wir in Kapitel unterschiedliche Versionen der rotierenden Flach-
wassergleichungen. Dabei unterscheiden wir zwischen Gleichungen in einfacher Form und in
Erhaltungsform, nichtlinearen und linearen sowie dimensionsbehafteten und entdimensionali-

sierten Gleichungen.

2.1 Asymptotische Entwicklungen

In diesem Unterkapitel geben wir eine kurze Einfiihrung zu asymptotischen Entwicklungen
und wichtige Hilfsmittel der asymptotischen Analyse an. Diese basiert auf den Ausfithrungen
in [Mei99] und [MeiOl]. Fiir eine ausfithrliche Einfithrung mit Anwendungen auf gew6hnli-
che und partielle Differentialgleichungen verweisen wir beispielsweise auf [Sch78|, [Hin91],
[[1i92] und [KC13|. Auch verschiedene Mehrskalenmethoden wie die Methode der angepassten

asymptotischen Entwicklung werden ebenda vorgestellt.

Um die asymptotische Einskalenentwicklung einer Funktion f, die einer nicht notwendigerweise
konvergenten Reihe entspricht, zu definieren, werden im Folgenden mit den Landau-Symbolen

Ordnungsrelationen fiir Funktionen und darauthin asymptotische Folgen definiert.

Definition 2.1.1 (Landau-Symbole)
Sei G ein Gebiet im R und sei ferner € > 0 gegeben.
Dann gilt fiir die Abbildungen f,g:G x (0,8) - R

(i)
f(z;e) = O(g(=;¢)), e = 0,

falls fir jedes x € G ein h(x) € R mit

tim 5 _ ()
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ezistiert. Die Ordnungsrelation heifit gleichmdfig giiltig in G' C G, falls ein k € R mit
|h(x)| < k fiir alle x € G' existiert.

(i)
f(z;¢) = o(g(z;€)), € = 0,

falls fir jedes x € G

iGN

S, g(x;e) -

gilt. Die Ordnungsrelation heifit gleichmdfig giltig in G' C G, falls

fiir jede Abbildung y : (0,8) — G’ gilt.

Definition 2.1.2 (Asymptotische Folge)
Fine Funktionenfolge {¢n }nen, mit ¢n : (0,€) = R, € > 0, heifst asymptotische Folge, falls

bny1(e) = o(@n(e)), € = 0,

fiir alle n € Nqy gilt.

Infolgedessen lasst sich mit diesen beiden Definitionen die asymptotische Einskalenentwicklung

einer Funktion f definieren.

Definition 2.1.3 (Asymptotische Einskalenentwicklung)
Sei {pn}nen, eine asymptotische Folge und sei ferner f : G x (0,€) — R, (x;e) — f(x;¢)
gegeben. Des Weiteren sei { fn}nen, eine Funktionenfolge mit f,, : G — R, dann heifst

N

> 6u(e) fal@)

n=0
eine asymptotische (N + 1)-Term FEinskalenentwicklung von f, falls

N

F@:8) = Y dn(e) ful@) = 0(6n(c)), € = 0, (2.1.1)

n=0

gilt. Die asymptotische Entwicklung heifit gleichmdfSig giiltig in G' C G, falls Gleichung
gleichmdfig in G’ gilt.

Eine erste wichtige Eigenschaft von asymptotischen Entwicklungen ist durch das folgende

Lemma gegeben.
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Lemma 2.1.4 (Satz 1.1.2 aus [Mei0l1))
Sei {¢ntnen, €ine asymptotische Folge und sei ferner fp, : G — R, n=0,..., N, gegeben, sodass

N

> on(e) fal@)

n=0

eine asymptotische (N +1)-Term FEinskalenentwicklung der Funktion f : G x (0,&) — R darstellt.

Dann gilt
k
f(xse) — Zgbn(a)fn(w) = o(¢i(e)) fire -0 und k=0,...,N
n=0
sowie .
F(@i6) = dnle) fal®@) = O(9p41(e)) fiir e — 0 und k=0,...,N — 1.
n=0

Anschlieflend lasst sich hierdurch fiir eine gegebene Funktion f eine eindeutige rekursive Bestim-
mungsvorschrift fiir die einzelnen Glieder der Funktionenfolge { f,, }nen, einer asymptotischen

Einskalenentwicklung herleiten.

Lemma 2.1.5 (Satz 1.1.3 aus [Mei01))
Sei {pn}nen, eine asymptotische Folge und sei ferner f : G x (0,€) — R, (x;e) — f(x;¢)

gegeben. Dann stellt die Summe
N

Z Pn(€) fn(x)

n=0
genau dann eine asymptotische (N + 1)-Term Einskalenentwicklung der Funktion f dar, wenn

fir alle x € G

o S )
fn(m):;% (bn(f‘:) (f(xag)_z¢k(6)fk(w)) firn=0,...,N

gilt.

Allerdings ist diese Bestimmungsvorschrift in vielen Anwendungsfillen wie beispielsweise im
Bereich gewohnlicher Differentialgleichungen ohne Losungen in analytischer Form nicht nutzbar.
Um dennoch in solchen Féllen mit asymptotischen Entwicklungen nédherungsweise Losungen

bestimmen zu koénnen, wird im Allgemeinen die folgende Bestimmungsvorschrift verwendet.

Lemma 2.1.6 (Lemma 3.1 aus [Mei99))
Sei {pn(€) tnen, eine asymptotische Folge und seien ferner L,, n =0,..., N beliebige Terme

unabhdngig von €. Dann gilt die Aussage

genau dann, wenn L, =0, n=0,...,N.
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Dazu wird in eine gewohnliche Differentialgleichung, deren Losung existiert und eindeutig ist,
jedoch keine analytische Form aufweist, zu einer gegebenen asymptotischen Folge {¢y, }nen,

eine asymptotische Einskalenentwicklung der Form

N

F@ie) =" 6u(e) ful@) + 0(6n(0)), £ — 0,

n=0
eingesetzt. Dies wird daraufhin so umgeformt, dass die Differentialgleichung die Form

M

Zzpn(a)Lk(fo, coy fn) = oW (e)), e = 0,

k=0

mit M € Ny und einer asymptotischen Folge {9} }x—o,. a» annimmt. Da die Losungsoperatoren
Ly, k=0,..., M, keine Abhéngigkeit von ¢ aufweisen, bestimmen sich die einzelnen Funktionen
fn, n=0,..., N nach Lemma durch die Differentialgleichungen

Lk(fou"' 7fn) = 0.

Wie das folgende Beispiel zeigt, weist nicht jede Funktion eine asymptotische Einskalenentwick-

lung auf.

Beispiel 2.1.7 (Beispiel und Satz 1.2.1 aus [Mei01])
Die eindeutige Lésung

flz;e) = Sinz + £ cos =
€

der gewdhnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung
e2f"(x;e) + f(a;e) = (1 — ) sina
fiir x € (0,7) und € € (0,&) mit den Anfangsbedingungen
f(0;e) =e, [(0;e) =1

weist keine asymptotische Einskalenentwicklung nach Definition auf, da die Lésung nicht
durch Lemma dargestellt werden kann. Folglich existieren gewdhnliche Differentialglei-

chungen, die nicht mittels asymptotischer Einskalenentwicklungen bearbeitet werden kénnen.

Das in Beispiel [2.1.7] gezeigte Verhalten, liegt fiir gewdhnlich im Fall singulér-gestorter Probleme
vor. Dies sind Problem wie das obige, die im singuldren Grenzwert ¢ — 0 einen Ordnungs-
verlust innerhalb der Differentialgleichung aufweisen. In Abhéngigkeit von Anfangs- oder

Randbedingungen kénnen dann Prozesse auf unterschiedlichen Skalen entstehen.

Um auch in solchen Féllen mit asymptotischen Entwicklungen naherungsweise Losungen

bestimmen zu kénnen, werden asymptotische Mehrskalenentwicklungen definiert.
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Definition 2.1.8 (Asymptotische Mehrskalenentwicklung)
Sei {pn(e) Inen, eine asymptotische Folge und seien ferner f : Gx(0,€) = R und g : Gx(0,&) —
G’ gegeben. Des Weiteren sei { fn}nen, eine Funktionenfolge mit f,, : G’ — R, dann heifit

N

S 6u(@) fulg(ase))

n=0
eine asymptotische (N + 1)-Term Mehrskalenentwicklung von f, falls

N

F@:e) =Y dn(e) fulg(@;2)) = o(én(e)), € = 0, (2.1.2)

n=0

gilt. Die asymptotische Entwicklung heifit gleichmafig giiltig in G' C G, falls Gleichung
gleichmafig in G’ gilt.

Im weiteren Verlauf der Arbeit wenden wir asymptotische Einskalen- und Mehrskalenent-
wicklungen auf die rotierenden Flachwassergleichungen an. Dazu stellen wir zunéchst diese

Gleichungen im folgenden Unterkapitel vor.

2.2 Rotierende Flachwassergleichungen

In diesem Unterkapitel geben wir eine kurze Einfiihrung zu den rotierenden Flachwasserglei-

chungen an. Diese basiert auf den Ausfithrungen in [Maj03].

In der Stréomungsmechanik werden einige wichtige zweidimensionale Bewegungen in der Atmo-

sphére und der Ozeane durch die rotierenden Flachwassergleichungen

(gt +v- v) v+ fol +gVh =0, (2.2.1)
<;+U-V)H+Hdivvzo (2.2.2)
beschrieben. Dabei bezeichnet & = (z,y)? die horizontale Raumkoordinate, ¢ die Zeitko-

ordinate, v = (v1(x,t), va(x,t))” die horizontale Geschwindigkeitskomponente des Fluids,
vt = (—vg,v1)T die ,orthogonale Geschwindigkeit* und h = H + hp die Oberfliche des Fluids,
die aus der Bodenhohe hp und der Gesamttiefe des Fluids H besteht. Zudem ist die Rotations-
frequenz, auch Coriolisparameter genannt, durch f und die Erdbeschleunigung durch g gegeben.
Diese Gleichungen folgen mittels geeigneter Annahmen aus den dreidimensionalen inkompressi-
blen Euler-Gleichungen mit Rotationsterm. Demnach wird ein inkompressibles Fluid betrachtet
und gefordert, dass die Rotationsachse mit der vertikalen Koordinatenachse z {ibereinstimmt.
AuBlerdem wird fiir den Druck p das hydrostatische Gleichgewicht, das heifit dp/0z = —g,
vorausgesetzt. Eine weitere Forderung bezieht sich auf das Groéflenverhéltnis zwischen der

Skala L der horizontalen und der Skala D der vertikalen Bewegung des Fluids, wofiir die
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Flachwasserannahme D/L < 1 verwendet wird. Die vollstdndige Herleitung ist beispielsweise
in [Ped87] zu finden.

Des Weiteren lassen sich die rotierenden Flachwassergleichungen auch in Erhaltungsform

%(Hv)+div(Hv®v)+gV <;H2) = —fHvt — gHVhp (2.2.3)
%H +div (Hv) =0 (2.2.4)

angegeben. Dabei wird, um insbesondere die Gleichung des Impulses (2.2.3]) zu erhalten, die
Gleichung der Geschwindigkeit (2.2.1) mit H multipliziert und dies zu der Gleichung der

Hohe (2.2.2)) addiert.

Als weitere physikalische Variablen fiir die rotierenden Flachwassergleichungen werden neben der
Geschwindigkeit beziehungsweise dem Impuls und der Héhe die Wirbelstérke, auch Vortizitét

genannt,

_ 90 (9 v 90 - divet
w._curlv—axvg 8yv1— <69:( v2)+8yv1>— divo—,

das heiffit die zweidimensionale Rotation der Geschwindigkeit, und die potentielle Vortizitat

_wHf
" H

sowie als weitere Gleichung fiir die rotierenden Flachwassergleichungen

(gtJrv-v) (“;U =0 (2:2.5)

betrachtet. Diese Gleichung der Vortizitat beziehungsweise potentiellen Vortizitat folgt nach
Anwendung des Rotationsoperators auf Gleichung ([2.2.1)) und geeigneter Kombination mit

Gleichung (2.2.2]).

Eine wichtige Vereinfachung des nichtlinearen Gleichungssystems (2.2.1) bis (2.2.2)) mit hg =0

ist durch die linearisierten rotierenden Flachwassergleichungen gegeben. Dazu wird der konstante
Zustand der Form H = Hy = const. # 0 und v = 0 leicht mittels

H = Hy+d0h, v=dv,

fiir 6 < 1, gestort und dies in die rotierenden Flachwassergleichungen eingesetzt. Es folgt fiir
die Terme der Ordnung O(96)

%v+fvl+th:O,

%h—{—HgdiV’v =0,

wodurch sogenannte Poincaré-Wellen und stationére Wellen beschrieben werden, weitere Details

siehe beispielsweise [Maj03].
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Weiterhin werden im Allgemeinen in der Strémungsmechanik, um die Gréflenordnungen der
einzelnen physikalischen Variablen zu beachten und infolgedessen das Verhalten einer Strémung
zu verstehen, dimensionslose Gleichungen hergeleitet. Dazu wird jede physikalische Variable
mit einer dimensionsbehafteten charakteristischen Grofie skaliert.

Fiir die Geschwindigkeit der Stromung ist diese charakteristische Groflie durch die Geschwin-
digkeitsskala U, fiir die Hohe durch die Hintergrundhohe Hy, fiir die Raumkoordinaten durch
die horizontale Léngenskala L und fiir die Zeitkoordinate durch die charakteristische Zeitskala
ty = L/U gegeben.

Mit dieser Wahl der Skalen werden zudem die entdimensionalisierten Variablen

/ T ! t ! v ! H
r=T w U U Hy
und dimensionslosen Parameter
U U
Ro=—, Fr=
Lf gHy

eingefiihrt. Dabei wird durch die Rossby-Zahl Ro das Verhéltnis zwischen der Rotationszeit
tr = 1/f und der Zeitskala ¢y sowie durch die Froude-Zahl Fr das Verhéltnis zwischen der
charakteristischen Geschwindigkeitsskala U und der Geschwindigkeit der Schwerewelle \/gHy
beschrieben.

Anschlieflend transformieren sich unter Verwendung dieser neuen Variablen, wobei aus Griinden

der Ubersichtlichkeit die Prime-Zeichen weggelassen werden, und der beiden dimensionslo-

sen Parameter die Gleichungen ([2.2.3)) bis (2.2.4]) zu den entdimensionalisierten rotierenden

Flachwassergleichungen in Erhaltungsform

0 1 1 1 1 h

— (H iv(H — “H?)=—-—Hvl - —H (B> 2.2.

ot (Hv) +div(Hv @ v) + Fr2v (2 ) Ro' © Fr? v Hy)’ (22.6)
;H+mwﬂm:o (2.2.7)

Da die Eigenwerte der Jacobi-Matrizen dieses quasi-linearen Systems partieller Differentialglei-

chungen erster Ordnung jeweils durch
)\]yj =V — fVH7 )\27]' = vy, )\37j = vy + F v H7

fiir j = 1,2, gegeben sind, liegt fiir die rotierenden Flachwassergleichungen ferner ein hyperboli-

sches System vor.

Eine andere Version der entdimensionalisierten rotierenden Flachwassergleichungen folgt mit

der Hohenskalierung nach [Maj03]. Hierfiir wird
H=Hy+h—-hp

gesetzt und die Hohenvariation h durch die charakteristische Grole Ny, das heifit b’ = h/ Ny,
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skaliert, sodass durch 8 = Ny/Hj ein zusétzlicher dimensionsloser Parameter entsteht.
Daraufhin werden unter Verwendung der obigen Skalierungen mit der neuen Hoéhe, wobei auch

hier aus Griinden der Ubersichtlichkeit die Prime-Zeichen weggelassen werden, und der drei

dimensionslosen Parameter die Gleichungen ({2.2.1)), (2.2.2) und (2.2.5) zu

) 1, o
0 1 hp 1 hp\ . o
1
<a+v'v) _IrRow 3, (2.2.10)
ot 1+©h— 3

Im weiteren Verlauf der Arbeit wenden wir im theoretischen Teil asymptotische Entwicklungen
auf die entdimensionalisierten rotierenden Flachwassergleichungen in einfacher Form (2.2.8)) bis
(2.2.10) an und leiten im numerischen Teil einen vollstdndig-impliziten Algorithmus fiir die

entdimensionalisierten rotierenden Flachwassergleichungen in Erhaltungsform ([2.2.6) bis (2.2.7)
her.




3 Einskalenentwicklungen

In diesem Kapitel betrachten wir die entdimensionalisierten rotierenden Flachwassergleichun-
gen bis fiir drei verschiedene Kombinationen von charakteristischen Gréfien
mit hinreichend kleinen Parametern € und weisen die Konvergenz dieser Gleichungen im sin-
guldren Grenzwert ¢ — 0 gegen die jeweiligen Gleichungen fithrender Ordnung, die mittels

asymptotischer Einskalenentwicklungen entstehen, nach.

Die erste Kombination von charakteristischen Grofien
Ro=¢, Fr= F1/25, O = Fe,

fir e < 1 und F = O(1), beschreibt fiir die genannten Gleichungen nach Charney [Cha48] meso-
skalige Bewegungen in der Atmosphére und der Ozeane in den mittleren Breiten, die Mesoskala
weist in Abhéngigkeit des Fluids die horizontale Lange L = 1000 km beziehungsweise L. = 100 km
auf, und ist durch ein Gleichgewicht zwischen Rotationsterm und Hohengradienten gegeben.
Da hierdurch ein singuldr-gestortes Problem vorliegt, konnen die im asymptotischen Grenzwert
€ — 0 entstehenden Gleichungen aufgrund verschwindender Ableitungsoperatoren den Einfluss
kleinerer Raumskalen auf das Gesamtproblem nicht vollstédndig erfassen. Um diese dennoch
mithilfe der asymptotischen Analyse zu beschreiben, betrachten wir hier in Analogie mit der
Methode der angepassten asymptotischen Entwicklung zwei Neuskalierungen der charakteristi-
schen Groéflen, die kleinere horizontale Langen aufweisen.

Diese stellen wir neben den Gleichungen der Mesoskala in Kapitel [3.1] vor. Zum einen betrachten

wir mit der zweiten Kombination
Ro=1, Fr=F"%, ©=F¢,

fir e < 1 und F = O(1), submesoskalige Bewegungen in der Atmosphére und der Ozeane in
den mittleren Breiten, die Submesoskala weist in Abhéngigkeit des Fluids die horizontale Lénge
L = 100 km beziehungsweise L = 10 km auf, und zum anderen mittels der Zwischenvariablen ein
Gleichungssystem, das in Abhéngigkeit eines zusédtzlichen Parameters die beiden Kombinationen
jeweils wiedergibt.

Allerdings ist es auch moglich andere Neuskalierungen zu betrachten. Zum Beispiel ist ein erster
Ansatz mit asymptotischen Einskalen- und Mehrskalenentwicklungen fiir die Kombination
Ro =1, Fr = F1/%¢, © = Fe?, fiir e < 1 und F = O(1), in [Bacl4] zu finden.

13
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Anschlieflend zeigen wir in Kapitel fiir die Gleichungen der Zwischenvariablen unter geeigne-
ten Voraussetzungen die Existenz, Eindeutigkeit und Konvergenz der Losungen im Fall € — 0.
Dabei verwenden wir die Beweisstrategie nach Klainerman und Majda [KM81], [KM82] fiir
symmetrisch-hyperbolische Systeme, insbesondere haben die Autoren damit in der zitierten
Literatur unter geeigneten Voraussetzungen an die Anfangsbedingungen gezeigt, dass die Lésung
der kompressiblen Euler-Gleichungen im Fall verschwindender Mach-Zahlen gegen die Losung
der inkompressiblen Euler-Gleichungen konvergiert, und passen demzufolge die Ausfithrungen
in [Maj03] fiir die rotierenden Flachwassergleichungen der Mesoskala auf unsere Situation an.
Die weitere Betrachtung einer asymptotischen Approximation der mesoskaligen Losung wie
eine geeignete Summation der drei Losungen fithrender Ordnung in Analogie mit der Methode
der angepassten asymptotischen Entwicklung wird nicht Teil der vorliegenden Arbeit sein und

bleibt somit zukiinftigen Arbeiten vorbehalten.

3.1 Gleichungen beziiglich verschiedener Skalen

In diesem Unterkapitel betrachten wir die entdimensionalisierten rotierenden Flachwasserglei-
chungen bis fiir drei verschiedene Kombinationen von charakteristischen Gréfien
mit hinreichend kleinen dimensionslosen Parametern und geben die jeweiligen asymptotischen
Grenzwerte an. Dabei unterscheiden sich diese Kombinationen durch die gewdhlten Langen-
skalen. Ausgehend von der sogenannten Mesoskala in Kapitel verwenden wir zudem die
kleinere Submesoskala in Kapitel und die intermedidre Zwischenvariable in Kapitel

3.1.1 Mesoskala

Als Erstes betrachten wir mit einer klassischen Kombination von charakteristischen Gréfien
die quasi-geostrophischen Gleichungen. Diese wurden von Charney in [Cha48| entwickelt und
beschreiben mesoskalige Bewegungen der Atmosphére und der Ozeane in den mittleren Breiten.
Dabei erfolgt die mathematische Herleitung dieses Gleichungssystems tiber einen asymptotischen
Grenzwert der entdimensionalisierten rotierenden Flachwassergleichungen und ist beispielsweise
in [MajOo3] zu finden. Die dortigen Ausfithrungen geben wir im Folgenden aus Griinden der

Vollstandigkeit wieder.

Im Allgemeinen sind die charakteristischen Gréen fiir mesoskalige Bewegungen der Atmosphére
durch die Windgeschwindigkeit U = 10ms~, der horizontalen Lingenskala L = 1000 km sowie
der mittleren Hohe Hy = 10km und fiir mesoskalige Bewegungen der Ozeane durch die
Strémungsgeschwindigkeit U = 1ms~!, der horizontalen Lingenskala L = 100km sowie der
mittleren Hohe Hy = 100 m gegeben, wobei in beiden Féllen die verwendete Léngenskala als

jeweilige Mesoskala bezeichnet wird.
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Dann gilt mit der Rotationsfrequenz f = 10~%s™!, die einem mittleren Breitengrad entspricht,

v 0.1, Fr= v

Ro=— =
Lf gHy

~ 0.03,

sodass die Rossby- beziechungsweise Froude-Zahl fiir mesoskalige Bewegungen sehr klein ist.
Hieraus ergeben sich fiir die Herleitung der quasi-geostrophischen Gleichungen mehrere mathe-

matische und geophysikalische Voraussetzungen.

Damit die beiden dimensionslosen Parameter hinreichend klein sind, wird dies fiir die Rossby-
Zahl mit
Ro=¢, ex1

vorausgesetzt und fiir die Froude-Zahl aus der Annahme des geostrophischen Gleichgewichts
mit hinreichend starken Rotationseffekten hergeleitet.
Da der Hohengradient aufgrund des angenommenen Gleichgewichts durch die Rotationseffekte

ausgeglichen wird, gilt fir die entsprechenden Vorfaktoren

e _1
Fr2  Ro
und daher
U? Lf fUL

Ny=H, — .—-L
0T yHy U T g

Auflerdem wird um die Stdrke der Rotationseffekte zu bestimmen unter Verwendung des
Rossby-Radius

definiert als Verhéltnis zwischen Schwerewelle und Rotationsfrequenz,

gesetzt. Dies bedeutet, dass die Langenskala L mit dem Rossby-Radius Lp vergleichbar ist und
infolgedessen Rotationseffekte auftreten.
Schliefflich gilt

<L>2_L2f2_(Lf)2 U2 _FI‘2
Lr) — gHo U) gHy Ro®
und mit dem Parameter ¢
F 2
Fr= FY2Ro = F'/2%, © = - = Fe.
Ro
Dartiber hinaus muss die charakteristische Grofie der Bodenhohe hp mit der charakteristischen

Grofle Ny iibereinstimmen. Somit wird

L]
B—NO
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gesetzt.

Zusammenfassend folgt mit den obigen Gréflenordnungen fiir die entdimensionalisierten rotie-
renden Flachwassergleichungen ([2.2.8]) bis (2.2.10))

0 1, 1
il . Z - = d.1
(8t+v V>v+€v —|—€Vh 0, (3.1.1)
<a+'v V)h—’u Vh +i(1+5Fh—£Fi~z )divv—O (3.1.2)
ot BT R B S o
0 1+ ew
— -V = =0. 3.1.3
(0t+v ><1+5Fh—thB) ( )

Fiir die weitere Herleitung werden anschlielend die asymptotischen Entwicklungen nach Poten-

zen in € der physikalischen Funktionen v, h und w

v(zx,t;e) =vo(x,t) +0(e), €—0,
h(x,t;e) = ho(x,t) +0(e), €—0,

w(x, t;e) =wo(x,t) +o(e), €—0,

wobei wy = curlvg gilt, in die rotierenden Flachwassergleichungen der Mesoskala (3.1.1]) bis
(3.1.3) eingesetzt. Folglich liefert ein Koeffizientenvergleich nach Potenzen in ¢ fiir die asympto-

tischen Funktionen fithrender Ordnung

vp 4+ Vho =0, (3.1.4)

divvg = 0, (3.1.5)

<a+v0-v) (wo = Fho + Fhz) =0. (3.1.6)
ot

Da die Divergenzfreiheit der Geschwindigkeit in fithrender Ordnung v bereits durch Glei-
chung (3.1.4)) gegeben ist, wird zur SchlieBung dieses Gleichungssystems statt der Rotation die

Divergenz auf ebendiese Gleichung angewendet. Es folgt
wo = Aho, (317)

sodass insgesamt mit den Gleichungen (3.1.4), (3.1.6) und (3.1.7) die sogenannten quasi-

geostrophischen Gleichungen vorliegen.

3.1.2 Submesoskala

Als Néchstes bestimmen wir fiir submesoskalige Bewegungen der Atmosphére und der Ozeane
in den mittleren Breiten, die nach [TTMO08| Rossby-Zahlen der Ordnung O(1) aufweisen, aus
den rotierenden Flachwassergleichungen der Mesoskala ein entsprechendes Gleichungssystem
der Submesoskala und betrachten den daraus folgenden asymptotischen Grenzwert. Dabei

beschreibt diese Skala im Gegensatz zu der Mesoskala Lj; aus Kapitel B.1.1] eine kleinere Skala
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und ist mit einem hinreichend kleinen Parameter ¢ durch L = ¢L,; gegeben.
Da ferner das Gleichungssystem aus [TTMO§| aufgrund unterschiedlicher physikalischer Va-
riablen und Raumdimensionen mit unserer zweidimensionalen Darstellung nicht vereinbar ist,

kommt es hier nicht zum Einsatz.

Stattdessen setzen wir fiir das Verhéltnis beider Skalen ¢ = 0.1 und nehmen an, dass dieser
Parameter mit dem aus Kapitel iibereinstimmt. Dann sind die charakteristischen Gréfien
fiir submesoskalige Bewegungen der Atmosphére durch die Windgeschwindigkeit U = 10ms™?,
der horizontalen Léngenskala L = 100km sowie der mittleren Hohe Hy = 10km und fiir
submesoskalige Bewegungen der Ozeane durch die Strémungsgeschwindigkeit U = 1ms™!, der

horizontalen Langenskala L = 10 km sowie der mittleren Hohe Hy = 100 m gegeben.

Dann gilt mit der bekannten Rotationsfrequenz f = 10745~}
U U
Ro=—=1, Fr= ~ 0.03,
Ly 9Ho

woraus sich fir die weitere Herleitung mehrere mathematische und geophysikalische Vorausset-
zungen ergeben.

Um die genannten dimensionslosen Parameter zu erhalten, setzen wir fiir die Rossby-Zahl
Ro=1

und nehmen fiir die Froude-Zahl einen dominierenden Héhengradienten an. Dies bedeutet mit
dem Parameter ¢ und der Konstanten F' = O(1) aus Kapitel

Fr:Fl/Qs, O = Fe.

Dariiber hinaus muss die charakteristische Grofle der Bodenhohe hg mit der charakteristischen

Grofle Ny iibereinstimmen. Somit wird

~ hp
I’LB—FO

gesetzt.

Zusammenfassend erhalten wir mit den obigen Gréflenordnungen fiir die entdimensionalisierten

rotierenden Flachwassergleichungen ([2.2.8]) bis (2.2.10)

) !

<8t+v-v>v+v —I—th—O, (3.1.8)

<a+ -v>h— - Vh +i(1+ Fh—eFhp) divo =0 (3.1.9)

ot v v B °F 9 3 B Vv =U, L.
0 l+w

—+v-V = = 0. 3.1.10

(G %) (e =75 @110

Fiir die weitere Herleitung setzen wir die asymptotischen Entwicklungen nach Potenzen in ¢
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der physikalischen Funktionen v, h und w

v(x,t;e) =vo(x,t) +0(e), €—0,
h(xz,t;e) = ho(x,t) +o0(e), e—0,

w(x,t;e) =wo(x,t) +o(e), €—0,

wobei wy = curl vy gilt, in die rotierenden Flachwassergleichungen der Submesoskala (3.1.8)) bis
(3.1.10)) ein. Folglich liefert ein Koeffizientenvergleich nach Potenzen in € fiir die asymptotischen

Funktionen fiihrender Ordnung

Vho =0, (3.1.11)
div vy = 0, (3.1.12)

0
(at +vo - V) wo = 0. (3.1.13)

Dabei bezeichnen wir dieses Gleichungssystem als Gleichungen fithrender Ordnung der Subme-

soskala.

3.1.3 Zwischenvariable

Abschlielend leiten wir mittels der Zwischenvariablen ein Gleichungssystem her, das in Ab-
héngigkeit eines zusétzlichen Parameters o mit 0 < o < 1 im Fall @ = 0 die rotierenden
Flachwassergleichungen der Mesoskala und im Fall o = 1 die rotierenden Flachwassergleichun-

gen der Submesoskala wiedergibt.

Dazu stellen wir zuerst die direkte Uberfithrung zwischen den Gleichungen der Mesoska-
la (3.1.1)) bis (3.1.3)) und den Gleichungen der Submesoskala (3.1.8) bis (3.1.10)), die Herleitung

erfolgt in der nachstehenden Bemerkung [3.1.1] vor. Dabei bezeichnen wir im Weiteren aus

Griinden der Unterscheidbarkeit alle Gréfien, Koordinaten, Ableitungsoperatoren und physikali-
schen Funktionen beziiglich der Mesoskala aus Kapitel mit der Tiefstellung M, beziiglich
der Submesoskala aus Kapitel [3.1.2] mit der Tiefstellung S und beziiglich der Zwischenvariablen
mit der Tiefstellung c.

Die gesuchte Uberfiihrung ist durch die Koordinatentransformation

1 1
Ts=—Ty, ts=—lm
€ €
mit den Ableitungsoperatoren
0 0
Vs =eVy, — =e—
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und den transformierten physikalischen Funktionen

vs(xs,ts) =vm(Tam,tym),
hs(xs,ts) = har(zar, ta),

hp s(xs,ts) = hp am(Tar, tar)

mit der Vortizitat

wg = curlgvg = ecurlyy vy = cwyr

gegeben. Demzufolge erhalten wir die Gleichungen der Submeso- beziehungsweise Mesoskala,
wenn wir diese Uberfiihrung in die Gleichungen der Meso- beziehungsweise Submesoskala

einsetzen.

Bemerkung 3.1.1
Um die einzelnen e-Skalierungen der obigen Uberfiihrung zwischen den Gleichungen der Meso-

und Submesoskala zu bestimmen, setzen wir den allgemeinen Ansatz

-5 -5 s
xs=¢ "wy, ys=c¢ Pym, ts=¢e “tu,

) -5 -5 = 507
v,s =€ v m, V2,8 =¢ Pva M, hs=c¢ °hy, hps=¢ “"hpwm,

mit 6; >0, j =1,...,7, in die Gleichungen der Mesoskala bis ein.
Daraufhin kénnen wir durch einen Vergleich mit den Gleichungen der Submesoskala bis

3.1.10)) die bendtigten Exponenten der e-Potenzen ermitteln. Es folgt als einzige Mdoglichkeit
=1 =1 d3=1, =0, =0, &=0, 06 =0

in Ubereinstimmung mit der obigen Transformation.

Fiir die drei Exponenten 0, j = 1,2,3, der einzelnen Koordinaten erhalten wir diese Még-
lichkeit bereits aus den beiden Ldngenskalen Ly und Lg der Kapitel|3.1.1| und|3.1.2 mit der
Transformation Lg = eLy;, Us = Upy und

1 1 1 U Um 1
rg = —I = Tr=—-Iuy, tsz—st: t=—tym
LS ELM £ LS ELM 3

unter Verwendung zweier Entdimensionalisierungen beziiglich der dimensionsbehafteten Koordi-

naten (z,t) (siehe Kapitel[2.9).

Weiterhin verallgemeinern wir diese Uberfiithrung mittels der Zwischenvariablen (x4, t,), die

fiir 0 < o <1 durch die Koordinatentransformation

To =c xpy =%y, to =c %ty =T Y%g,
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mit den Ableitungsoperatoren

0

Vo=V =% 1Vg, — =% =¥ 1

wobei &o = (Za,ya)’ und V, = (9/0q,d/0ya)" gilt, gegeben ist, und den transformierten
physikalischen Funktionen

Vo(®a, ta) =vm(Trr, t) =vg(zs,ts),
ha(zouta) - hM(Q?M,tM) = hS(w57tS)7
hB o(®asta) = hp am(Tar,tar) = hp, s(xs, ts)

mit der Vortizitat

1

Wo = curly, vy = e curlyy vy = % curlg vg.

Diesen allgemeinen Ansatz setzen wir sowohl in die Gleichungen der Mesoskala (3.1.1)) bis (3.1.3)
als auch in die Gleichungen der Submesoskala (3.1.8]) bis (3.1.10]) ein. Dann erhalten wir in
beiden Féllen

)
( + Vg - va) Vo + e ot 47V, R, =0, (3.1.14)

Oty
(6+v v>h Vo - Vah +1(1—|—5Fh eFh )d' Vo =0 (3.1.15)
i : —v. - — — iv = 1
Ota a « « « al'B,« oF « B,« aVa )
o 1 11—«
(5 + v V) LS ) _o (3.016)
81:@ 1+5Fha_5FhB7a
das heiflt, fiir @ = 0 entspricht dieses Gleichungssystem den Gleichungen der Mesoska-

la (3.1.1)) bis (3.1.3) und fiir « = 1 den Gleichungen der Submesoskala ((3.1.8)) bis (3.1.10)).

Im Fall 0 < a < 1 setzen wir die asymptotischen Entwicklungen nach Potenzen in ¢ der

physikalischen Funktionen vy, hy und wy

Vo (Ta,ta;€) = Va,0(Ta,ta) +0(), €—0,
ho(Za,ta;€) = ha,0(Ta,ta) +o(e), €—0,

Wa (T ta;€) = Wa,0(Tasta) +0(e), €—0,

wobei wq, 0 = curl, vo, 0 gilt, in die rotierenden Flachwassergleichungen der Zwischenvaria-

blen (3.1.14)) bis (3.1.16)) ein. Folglich liefert ein Koeffizientenvergleich nach Potenzen in ¢ fiir

die asymptotischen Funktionen fiihrender Ordnung
Vaha,o=0, (3.1.17)
divy v4,0 = 0, (3.1.18)

0
a,0" Va a,0 = U. 1.1
<8ta+v ,0 \Y )w ,0 0 (3 9)
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Dabei bezeichnen wir dieses Gleichungssystem als Gleichungen fithrender Ordnung der Zwischen-
variablen. Zudem ist es unter geeigneten Voraussetzungen moglich, die Konvergenz v, — v4,0,
ha — ha,0 und Wy — we,o im singuldren Grenzwert ¢ — 0 mathematisch zu beweisen. Dies

zeigen wir im folgenden Unterkapitel.

3.2 Gleichungen fiihrender Ordnung als singuldrer Grenzwert

Mit der Beweisstrategie nach Klainerman und Majda [KM81|, [KM82] wird in [Maj03| unter
geeigneten Voraussetzungen die Konvergenz der Gleichungen der Mesoskala gegen die quasi-
geostrophischen Gleichungen im singulédren Grenzwert ¢ — 0 bewiesen.

In diesem Unterkapitel zeigen wir dies fiir die Gleichungen der Zwischenvariablen mit v, — v4,0,
ha = ha,o und we — wq,o fiir € = 0. Dazu folgen wir den Ausfithrungen in [Maj03] und pas-
sen die dortigen Vereinfachungen, Definitionen, Lemmata und Sétze auf unsere Situation
an. Insbesondere bedeutet dies, dass wir im Folgenden fiir a = 0 die genannten Ausfithrun-
gen in [MajO3] direkt wiedergeben, wobei bereits in [ME9S8| die Konvergenz im Fall a = 0

beziehungsweise o = 1 kurz diskutiert wurde.

Wir beginnen mit einer Anpassung der rotierenden Flachwassergleichungen der Zwischenvaria-
blen (3.1.14) bis (3.1.16]). Zum einen wird, da ¢ < 1 gilt,

1+ ¢eFhy —eFhp o~ 1

gesetzt und zum anderen die Bodenhéhe durch h Ba=F h B, o neu skaliert.

Dann vereinfachen sich die ersten beiden Gleichungen der Zwischenvariablen zu

0
<8t + Vg - va> Vo + e ot + 7V, h, =0, (3.2.1)
<8(3 + v, - Va> (Fhy) — vg - VOJTLB,& + et divg v, =0, (3.2.2)

woraus mit einer geeigneten Kombination die angepasste Gleichung der Vortizitéit

0 . 0 =
((‘%a + v, - Va> Wa + W divy Vo — ¢ <8ta + v, - Va) (Fha — hBﬂ) =0 (3.2.3)
folgt.

Da wir weiterhin im singuldren Grenzwert ¢ — 0 fiir dieses Gleichungssystem in Abhén-
gigkeit von 0 < a < 1 die jeweiligen Gleichungen fiihrender Ordnung (3.1.4]) bis (3.1.7)),
(3.1.11)) bis (3.1.13]), beziehungsweise (3.1.17)) bis (3.1.19)) erhalten, weisen wir hierfiir die Exis-

tenz, Eindeutigkeit und Konvergenz der Losungen im Fall € — 0 nach.

Anschlieflend betrachten wir zur weiteren Vorbereitung des Konvergenzbeweises die angepassten
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rotierenden Flachwassergleichungen der Zwischenvariablen (3.2.1)) bis (3.2.2) mit Quelltermen

0
<8t + v, - Va> Vo + eo‘_lfvaL +e "W h, = Fo, s (3.2.4)
0 ~
((% + Vg - Va> (Fha) —va - Vahp o + e M divave = Fa,, (3.2.5)

fiir wo = (Va, ha)’ sowie Fy, = (Fo,, Fn,)" , und leiten mit der zu definierenden Energiedichte

die differentiale Form der Energieerhaltung her.

Definition 3.2.1
Die Energiedichte &, beziiglich v, und hg ist durch

1 1
5a:§va-va+§Fhi

gegeben.

Lemma 3.2.2 (Differentiale Form der Energieerhaltung)

Set ug = (Vq, ha)T eine Losung der Gleichungen und . Dann geniigt die Energie-
dichte &, der Differentialgleichung

9E,, _ . 1. -
T Eadivy vo — dive (Eava) — e 1 diva (hava) + haVa - Valip o + Vo - Foo + haFh, -

Beweis:

Der Beweis des Lemmas 4.5 aus [Maj03| ldsst sich direkt auf unsere Situation iibertragen.
Die Behauptung folgt mit den Gleichungen (3.2.4)) und (3.2.5)), da

0&, 0 0
A, — Vo 5,7 Va aa, Fa
ot ~ Ve i Ve T hag~ (Fha)

= vy - (—va - VaUy — saflvi‘ — e Voha + Fva)
+ hq (—'va Vo (Fhq) 4+ vq - VOJLBﬂ — e Mdivy v, + fha)
= V4 Vaa — & 1dive (have) + haVa - Vahp, o + Vo - Fo, + haFn,
= £0 divy Vo — divy (Eava) — e 1 dive (haVa) + haVe - Vahp o + Vo - Foy + haFh, -

gilt. O

Ausgehend von den Gleichungen (3.2.4)) bis (3.2.5) miissen im Fall eines Grenzwerts ¢ — 0 die

Terme mit e-Vorfaktoren kontrolliert werden, da diese die Ordnung O (¢7!) aufweisen. Wie
der Beweis des Lemmas zeigt, verschwindet der Term mit dem Vorfaktor e~ durch ein
orthogonales Produkt und es verbleibt £~! div, (hava) . Letzteres wird nach einer geeigneten
Integration ebenfalls verschwinden.

Hierfiir bestimmen wir als Néchstes die integrale Form der Energieerhaltung. Dazu definieren wir

die Gesamtenergie iiber den zweidimensionalen Torus T? beziiglich der Zwischenvariablen .,
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womit wir im Raum periodische Randbedingungen voraussetzen. Dies ist eine iibliche Annahme,

um im Folgenden Randterme zu vermeiden und die weiteren Ausfithrungen zu vereinfachen.

Definition 3.2.3

Die Gesamtenergie E4(ty) tiber den zweidimensionalen Torus ’]I‘i beziiglich v, und hy ist durch

1

1
Eo(te) = Balults)) = / (va - Fhi) .
m \2 2

gegeben.

Lemma 3.2.4 (Integrale Form der Energieerhaltung)

Sei uy = (Va, ha)T eine Losung der Gleichungen und . Dann geniigt die Gesamit-
energie E,(ty) der Differentialgleichung

dE -
2= Eadivg vy dxy + / hovy - Vohp o dxy + / Vo Fo, Ao + / haFh, dTq.
ditq T2 T2 ’ T2 T2
Beweis:

Der Beweis des Lemmas 4.6 aus [Maj03] lasst sich direkt auf unsere Situation iibertragen.
Die Behauptung folgt mittels Integration der differentialen Form der Energieerhaltung aus Lem-
ma Nach dem Gaufischen Integralsatz verschwinden dabei die Integrale von div, (E4v4)

und et div, (hqve) aufgrund der periodischen Randbedingungen. O

Als direkte Folgerung des vorangegangenen Lemmas erhalten wir mittels einer Differentialun-
gleichung eine Abschéatzung fir die Gesamtenergie, wodurch ein wesentliches Hilfsmittel fiir

den Konvergenzbeweis gegeben ist.

Satz 3.2.5 (Energieabschitzung)

Sei ugy = (Va, ha)T eine Losung der Gleichungen und . Dann geniigt die Gesamit-
energie Ey(ty) der Differentialungleichung

dE,

W v vl Ealta) + Co | Fu ly (Ealta)) + Co [V o Ealte)

wobei || - |2 die L>-Norm, || - ||oo die L>°-Norm und C,, eine positive Konstante unabhdingig von

€ bezeichnet.

Beweis:

Der Beweis der Proposition 4.7 aus [Maj03] lasst sich direkt auf unsere Situation iibertragen.
Die Behauptung folgt mittels der Holder- und Cauchy-Schwarz-Ungleichung sowie der Norm-
aquivalenz zwischen ||uq||2 und (Ey, (uq))"/? . Dabei werden diese Ungleichungen auf die rechte
Seite der integralen Form der Energieerhaltung aus Lemma [3.2.4] in Abhéngigkeit des jeweiligen

Summanden angewendet. O



24 3 Finskalenentwicklungen

Dariiber hinaus sind fiir den Konvergenzbeweis neben der Energieabschitzung aus Satz fiir
die Lésung u,, auch Abschatzungen fiir die hoheren Ableitungen von wu, erforderlich. Dem-
zufolge geben wir im Folgenden die Definition des Sobolev-Raumes sowie den Sobolevschen
Einbettungssatz an. Fiir grundlegende Eigenschaften von Sobolev-Rdumen und ihren An-
wendungen im Bereich partieller Differentialgleichungen verweisen wir beispielsweise auf das
Lehrbuch [Eval0] von Evans.

Definition 3.2.6

Der Sobolev-Raum H*(T?) der periodischen Funktionen diber den d-dimensionalen Torus ist
definiert als Menge aller Funktionen u € L*(T%), sodass die Ableitungen DPu fiir alle |3| < s
in L?(T?) sind.

Weiterhin ist die Sobolev-Norm der Ordnung s definiert als

2 B B
. = E DPu - DPude,
[l s (a) /Td v wax

1BI<s

wobet

D obL Hb2 Hba
Oxy' 0xy>  Oxy?
die abkirzende Schreibweise fiir Ableitungen hoherer Ordnung beziiglich eines Multiindex

B = (B1,P2,...,Bq) darstellt.

Satz 3.2.7 (Sobolevscher Einbettungssatz)
Falls s > g + k, so gilt fiir jede Funktion w € H*(T?%) auch u € C*(T?). Auferdem folgt

max Y |DPu(@)| < Cil|ul ge(ra),

T4
1BI<k

wobei Cy eine positive Konstante in Abhingigkeit von s und T darstellt.

Mithilfe der beiden folgenden Ungleichungen nach Klainerman und Majda [KMS81], [KM82] lassen

sich die spateren Abschitzungen herleiten.

Satz 3.2.8 (Ungleichungen)
Seien f und g zwei Funktionen aus H*(T?) und sei ferner s > g. Dann gelten fir |B| < s die

beiden folgenden Abschdtzungen

|07 (19|, < Co (I1F1o0llglzr=ry + lglocll £l s ry) (3.2.6)
|07 (£9) = D%, < Cs (19 Fllocgll s crey + Igllool fll sy - (3.2.7)

Abschlieflend wird fiir den Konvergenzbeweis noch ein Kompaktheitskriterium fiir eine Folge
{uf} von Funktionen in C([0, T], H*(T%)) benétigt. Dieses Kriterium ist durch den Satz von
Lions-Aubin, eine Verallgemeinerung des Satzes von Arzela-Ascoli fiir Funktionenfolgen in

C([0,T],R%), gegeben und wird beispielsweise in [Tem77] bewiesen.
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Satz 3.2.9 (Lions-Aubin)
Sei {u¢} eine Folge von Funktionen in C([0,T], H*(T%)) mit s > 0, sodass gilt

(i) {u®} ist gleichmdfig beschrinkt in C([0,T], H*(T%)), das heift

g
OT;?SXTHU | s (ray < Mo.

(i) Die Folge der Zeitableitungen {us} ist gleichmdpig beschrankt in C([0,T], H1(T4)), fir
0<q<s, das heifit

£
Olél%XT i | gra(ray < M.

Dann existiert eine Teilfolge von {u®}, die in C([0,T], H"(T%)), fir 0 < r < s, konvergiert.

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir die Konvergenz der angepassten rotierenden Flach-

wassergleichungen ([3.2.1)) bis (3.2.3) in Abhéngigkeit von 0 < a < 1 gegen die jeweiligen
Gleichungen fiihrender Ordnung im Grenzwert ¢ — 0 beweisen.

Dazu setzen wir zur weiteren Vereinfachung der folgenden Ausfithrungen h B,o = 0 und passen
das aus zwei Teilen bestehende Theorem 4.12 aus [Maj03| auf unsere Situation an.

Der erste Teil ist in Satz mit vereinfachten Anfangsbedingungen, eine Erweiterung erfolgt
in der Bemerkung [3:2.11] zu finden und zeigt, dass unter geeigneten Voraussetzungen der Satz
von Lions-Aubin angewendet werden kann. Im anschlieBenden zweiten Teil wird dann mit
Satz der eigentliche Konvergenzbeweis ausgefiihrt.

Satz 3.2.10
Es seien fir uf, = ('vg,ha)T die Gleichungen 4321[) bis 43251) mit BB,Q =0, das heifit
i € . € a—1,.¢1 -1 € _
5 + 5, - Vo |V, +e% v, + e Vuhi, =0, (3.2.8)
(a? + Ve, - va> (Fhe) 4+ e divyvS, = 0, (3.2.9)
a 3 g € : € « 6 15 €
67 + Vg, Va Weo + Wy leOz vV, — ¢ 87 + Vg, - Va (Fha) = 0, (3210)

und den Anfangsbedingungen

V5(Ta,0) = v, 0(®a),  he(®a,0) = b o(Ta),
fiir v8, o, hE, o in H*(T2), gegeben.
Dann folgt fiir jedes feste 0 < a < 1:

(i) Falls s > 3, so existieren die Losungen ug, der Gleichungen bis (3.2.10) auf

einem gemeinsamen Zeitintervall [0,Ty], T, > 0, unabhdingig von & und gentigen der
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gleichmdafligen Abschdatzung

S [ (ta) [ z2) < Co.

wobei Cy, eine positive Konstante unabhdngig von & bezeichnet.

(7i) Falls s > 3 und

2

(3.2.11)

(3.2.12)

gilt, so geniigt die Zeitableitung 0us,/0t, der Losung ui, der gleichmdfigen Abschitzung

0

—u; ta < o3}
5 Ualta)| <C

2

max
0<to<Tu

wobei Cy, eine positive Konstante unabhdngig von € bezeichnet.

Beweis:

(3.2.13)

Der folgende Beweis basiert auf den Beweisschritten 1 und 2 des Theorems 4.12 aus [Maj03].

Um den ersten Teil unserer Behauptung zu zeigen, wenden wir den Ableitungsoperator Dg
beziiglich x,, und dem Multiindex § auf die Gleichungen (3.2.8) sowie (3.2.9) an und erhalten

(5 + v V) (Do) +e (D) "+ <7V (D2IG) = 7.,

(3 + 05,V ) (Dg (Fhi)) + e L div, (ngz) _ ]_—5&7

ot
wobei
Fp, =5 Va (Ddvi) = D2 (0 - Vi)
i = Ve Va (FD) = D2 (v - Y (FR))

gilt. Hieraus folgt fiir £ := E,(D%us) mit Satz

%Eﬁ( t) < [diva v oo E2(ta) + Ca | 72 (Eg(ta))l/2

und demzufolge auch

d

G (B o))" < Calldiva v

il (Bl) " 4 a7,

Dabei werden hier und im Folgenden generische positive Konstanten unabhéingig von € jeweils

durch C, bezeichnet.

Weiterhin erhalten wir fiir die L2-Norm der Quellterme mithilfe der Ungleichung (3.2.7)) aus

Satz [3.2.§

]Z'Ea , < Cq |[|Vaug,| o HUEHHS(’H%) :
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Dies wird nach einer Summation iiber |G| < s sowie unter Verwendung der Norméaquivalenz

zwischen [|ug || s (r2) und (3)5<s EB(ta))'/? zu

> 7L, < vl X (m0)

I8I<s I8I<s

Daraufhin liefert eine Kombination mit der obigen Differentialungleichung
d s 1/2 . 5 1/2
> (Bl) 7 < CallVauglleo Y (BRG))
“ 1BI<s BI<s
woraus schliellich die Integralungleichung
1/2 1/2 ta 1/2
S (Bi) " < 30 (B0) 4 [T CalVauil Y (Bit)
0
|81<s 1B|<s 1BI<s

resultiert.
Infolgedessen erhalten wir unter Verwendung der Norméquivalenz zwischen ||| fs(r2) und
(Z| B|<s E8(t,))"/?, der unabhingig von ¢ gleichmaBigen Beschranktheit der Startwerte und des

Sobolevschen Einbettungssatzes beztiglich ||Voug, ||

to
o)l < Cor Co [ 108t ey e

Anschlieend folgt mit der Bihari-LaSalle-Ungleichung, einer nichtlinearen Verallgemeinerung
des Lemmas von Gronwall, die lokale Existenz einer Lésung sowie deren gleichméflige Beschrankt-
heit. Durch Fortsetzungsmethoden, vergleiche [Maj84], erweitert sich die Existenzaussage auf

ein von e unabhéngiges Intervall [0, T,], T, > 0, und es gilt die gleichméBige Abschétzung
max ||ug(ta)ll gs(r2) < Cas

0<ta<Tq

womit wir den ersten Teil der Behauptung gezeigt haben.

Um den zweiten Teil unserer Behauptung zu zeigen, wenden wir die Zeitableitung 0/0t, auf

die Gleichungen (3.2.8)) sowie (3.2.9)) an und erhalten

a € 8 € a—1 a € + —1 a €
(gt v %) (o) == (gee) =% (55%)
0 € 0 e -1 q: i 15 _ i € €
<8ta + 'Ua . Va) (%Fha) + e lea <6ta 'Ua) = <8ta 'Ua) Vaha.

Hieraus folgt fiir E, (0ué,/0ty) mit Satz

0

d 0 0
€ < dj € € € € )
ai. E, <8ta ua(ta)> < ||dive v5 || o Pa <8ta ua(ta)) + Co ||Vaui, |l o, Ea <8ta ua(ta)>

Somit gilt, da im Intervall [0, T, ] nach Gleichung (3.2.11)) die Terme ||divq v ||, und || Vau

al
alloo
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gleichméBig beschrankt sind,

o (i) s (i)

Anschlieflend folgt mit dem Lemma von Gronwall unter Verwendung der Voraussetzung

< Ca

Jor,

und der Norméquivalenz zwischen (E, (Oug,/ 8ta))1/ 2 und [|0us, /dt,||,

a 3
t < .
0<in T, Oto Ua(ta) 9 Ca
Insgesamt haben wir damit unsere Behauptung gezeigt. O

Bemerkung 3.2.11

Um den Beweis des Satzes maoglichst ibersichtlich zu gestalten, wurde als vereinfachende
Annahme fiir jedes feste 0 < a < 1 die gleichmdjfige Abschdtzung vorausgesetzt.
Nach [Maj03] erfolgt im Fall der Mesoskala eine Abschwéichung dieser Annahme unter Verwen-

dung von asymptotisch-entwickelten Anfangsbedingungen der Form
vy (@1, 0) = var0(@nr) +evn (@), hy(ear,0) = haso(@ar) + ehar 1 (),
fiir var,0,va1,1, har, 0, har,1 in HS(T3,), mit
1 _
M0~ +Vahy,o=0

beziiglich der Anfangsbedingungen in fihrender Ordnung, die damit das geostrophische Gleich-
gewicht erfillen und nach [KM81], (KM82] als wohl-erstellte Anfangsbedingungen bezeichnet
werden. Die initiale gleichmdf$ige Abschdtzung folgt dann direkt aus den Gleichun-

gen bis zum Zeitpunkt tpr = 0.

Ein analoges Vorgehen ist auch fiir die beiden anderen Fille moglich. Hierfiir betrachten wir

die asymptotisch-entwickelten Anfangsbedingungen der Form
V4 (®a,0) = va,0(Za) + €Va,1(Ta), 1o (Ta,0) = ha,0(Ta) + ha,1(a),

fiir jedes feste 0 < a <1 und v4,0,Va,1, ha,0, Pa,1 0 HS(T(%), mit den wohl-erstellten Anfangs-
bedingungen

Vahmo = 0, Va,0 = 0

im Fall der Zwischenvariablen, und mit den wohl-erstellten Anfangsbedingungen
VShS,O = 0, diVS Vs o= 0

im Fall der Submesoskala, vergleiche [ME9S).
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Satz 3.2.12
Es seien die Voraussetzungen aus Satz|3.2.1() gegeben. Dann existiert fir jedes feste 0 < a <1
eine Funktion ud(q,ta) = (vV2(xa,ta), hg(cca,ta))T in C([0,T,], H*(T?)) mit s > 3, sodass

« «

u

max (’

0<to<Tu alla) = Ug(ta)Hoo + HVau‘;(tQ) - Vaug(ta)Hoo) =0 fir €—0

gilt und ul im Fall der Submesoskala, das heifit o = 1, den Gleichungen

Vsh =0, (3.2.14)
divg v = 0, (3.2.15)
d
< + 0% VS> wd =0, (3.2.16)
dts

im Fall der Zwischenvariablen, das heifit 0 < a < 1, den Gleichungen

Vah? =0, (3.2.17)
div, v? =0, (3.2.18)
0 0 0
9 A -0, 2.1
(c‘%a”“ V)wa 0 (3.2.19)

und im Fall der Mesoskala, das heifst « = 0, nach [(Majo3] den Gleichungen

00, "+ Vahl, =0, (3.2.20)
Wl = AnhYy, (3.2.21)
0 0 0 0
Ve ALY (whr = FRS) =0 (3.2.22)
gentgt.
Beweis:

Die Beweisschritte 3 und 4 des Theorems 4.12 aus [Maj03] lassen sich direkt auf unsere Situation
iibertragen.

Nach Satz ist die Folge {uf} gleichmiiflig in C([0,T,], H*(T2)) und die Folge der
Zeitableitungen {0ug,/0t} gleichmiBig in C([0, T,], H°(T?)) beschriinkt. Folglich existiert unter
Verwendung des Satzes von Lions-Aubin eine konvergente Teilfolge, die in C ([0, T,], H"(T?)),
0 <r < s, gegen {ul} konvergiert.

Weiterhin folgt fiir 2 < r < s mit dem Sobolevschen Einbettungssatz

s, (-t ¢ [ -]
. 0 3}
OS%;?(T& u,(ta) u"‘<ta)HHT(Tg) —0 fir £—0,

womit wir die Konvergenz fiir eine Teilfolge gezeigt haben. Die Eindeutigkeit einer glatten

Lésung folgt mithilfe von bekannten Energiemethoden. Infolgedessen konvergiert jede Teilfolge
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gegen denselben Grenzwert und die urspriingliche Folge {ug} muss gegen ul konvergieren.

Im zweiten Teil des Beweises zeigen wir, dass die Funktionen v?, 2% und w? den obigen
Gleichungen geniigen. Wie im vierten Beweisschritt des Theorems 4.12 aus [Maj03| dargelegt
wird, folgen flir & = 0 die quasi-geostrophischen Gleichungen. Diese Ausfithrungen passen wir
im Folgenden auf den Fall 0 < o < 1 an.

Es gilt unter Verwendung der Gleichung (3.2.8) beziehungsweise (i3 mit den gleichmafigen
Abschétzungen (3.2.11)) und (3.2.13)

0
max  ||Vahg|y <& max — + v, Vo |v,| +e% max UZLH < Che + Cpe”
0<to<Tx 0<ta<Ta || \ Oty 9 0<ta<Ta 2
beziehungsweise

< Cpg,
2

0<te T, ldiva vall; = ©02tatTn

0
A, a’ Vo ha
( ot + v, -V, ) o
sodass im Grenzwert € — 0
Voh? =0

beziehungsweise
. 0
divo v, =0

folgt.

Da wir iiber den Grenzwert lim._,o Ous, /0t keine Aussage treffen konnen, miissen wir, um die
fehlende Gleichung der Vortizitdt herzuleiten, mit Distributionen arbeiten. Dazu multiplizieren
wir Gleichung mit Testfunktionen ¢q(xa,ts) aus C§° (T2 x [0,T,]) und integrieren
anschliefend tiber Raum und Zeit.

Dann liefert diese Formulierung mittels Distributionen
o 8 o0
/0 /T 2 (m% 1 divg (%v;)) (W5 — c“FhS) dag dto = /O [ ot div w5 i,

woraufhin wir im Grenzwert € — 0 mit dem Satz von Lebesgue

o 8 o
/ / (cba + divg (%vg)) W dzg dto = / $aw? dive v0 dz, dtg
o Jrz \0t 0o JT2

und folglich die Gleichung

<a(3+'v -V >wg:—wgdivavg:0

erhalten. Insgesamt haben wir damit unsere Behauptung gezeigt. O

Nach Satz 3 weisen fiir 0 < o < 1 die jeweiligen Gleichungssysteme keine Kopplung
beziiglich der Héhe auf und die einzelnen Funktionen kY, v% sowie w? lassen sich demzufolge nicht

eindeutig bestimmen. Allerdings kénnen wir mittels einer zusétzlichen Bedingung an die Hohe
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eine direkte Gleichung fir die Vortizitat, die im Fall der Mesoskala mit Gleichung (3.2.21f) bereits

vorliegt, herleiten. Dies diskutieren wir in der folgenden Bemerkung.

Bemerkung 3.2.13
Es seien die Voraussetzungen aus den Sdtzen|3.2.10) und|3.2.14 gegeben. Ferner fordern wir
fiir 0 < o <1 die zusdtzliche Bedingung Vohi, = 0, die jeweils durch Gleichung (5.2.14) bezie-

hungsweise motiviert wird.
Dann erhalten wir mit der Divergenz beziglich Gleichung

0 0 0
e _ d-«a € : € : €\2 €. el
wg, =¢ <<8ta + v, Va> divy v§, + (diva v5,)” + 2 <3$a 'va> <8yava ))

und kénnen hierfiir mittels Distributionen analog zum Beweis des Satzes den singuldren
Grenzwert ws, — wl fiir ¢ — 0 bestimmen.
Es folgt im Fall der Submesoskala, das heif$t o =1,

0 0 1
0 _ 0) 0
w5_2<3xsv ) (aysvs )

und im Fall der Zwischenvariablen, das heiffit 0 < a < 1,

wgzo.

Insgesamt liegt hiermit ein erster Ansatz vor, um in Analogie mit der Methode der angepassten
asymptotischen Entwicklung den Einfluss der Submesoskala auf die Gleichungen der Mesoskala
zu bestimmen. Dabei kann dieser Einfluss beispielsweise durch entsprechende zweiskalige An-
fangsbedingungen oder Bodenhéhen entstehen.

Mit den Begriffen dieser Methode, die wir hier auch ohne Existenz von Grenzschichten

verwenden, bedeutet dies, dass wir die rotierenden Flachwassergleichungen der Mesoska-

la (3.1.1) bis (3.1.3)) als singulér-gestortes Ausgangsproblem betrachten, dessen Losung mittels

einer asymptotischen Approximation ndherungsweise bestimmt werden soll. Demnach lassen sich
die quasi-geostrophischen Gleichungen (3.1.4)) bis (3.1.7) als fithrende Ordnung einer ,dufleren
Entwicklung“, die Gleichungen fithrender Ordnung der Submesoskala (3.1.11]) bis (3.1.13)) als

fiihrende Ordnung einer ,inneren Entwicklung“ und die Gleichungen fithrender Ordnung der

Zwischenvariablen (3.1.17)) bis (3.1.19) als fithrende Ordnung einer ,gemeinsamen Entwicklung*“

auffassen.

Demnach stellt sich zukiinftig die Frage, inwiefern die Losung u,s der Gleichungen der Me-
0

soskala niherungsweise durch die zusammengesetzte asymptotische Losung ul, + u% —u,,

fiir 0 < a < 1, die aus den Losungen der drei obigen Gleichungssysteme fithrender Ordnung
besteht, bestimmt werden kann. Das heifit, wir konnen uns ebenso fragen, ob in diesem Fall

eine Fehlerabschitzung der Form

o ) < =
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wobei || - || eine geeignete Norm und C' eine positive Konstante unabhéngig von e bezeichnet,
existiert.

Hierfiir sollten wir zudem die jeweiligen wohl-erstellten Anfangsbedingungen aus Bemer-
kung [3:2.11] durch schwéchere Annahmen ersetzen, da ansonsten keine beliebigen Anfangs-
bedingungen betrachtet werden kénnen. Um dies zu zeigen, bietet es sich an das Vorgehen
aus |[Uka86| beziehungsweise [Asa87| auf unseren Fall zu iibertragen. Dabei wurden in den
genannten Arbeiten die Ergebnisse aus [KMS81|, [KM82] beziiglich der Euler-Gleichungen
im singuldren Grenzwert jeweils durch schwéchere Annahmen an die Anfangsbedingungen

verbessert.

Nachdem wir in diesem Kapitel ausschlieflich Einskalenentwicklungen betrachtet haben, wenden
wir im Folgenden asymptotische Mehrskalenentwicklungen auf die rotierenden Flachwasserglei-

chungen an.
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In diesem Kapitel betrachten wir die rotierenden Flachwassergleichungen ohne Bodenhohe der

Form
0 o 1 B
<m+v-v>v+€'v +th—0, (4.0.1)
0 1 .
((%—FU-V)h—l—EF(l%—th)dlvv—O, (4.0.2)
0 1+ 5w
E— . —_— pu— 4. .
(c‘%“’ V) <1+5Fh> 0 (4.03)

fiir die Parameter ¢ < 1 und 6 = (&) # 0 sowie der Konstanten F' = O(1) aus Kapitel [3.1.1] und
wenden hierauf eine asymptotische Zweiskalenentwicklung in Raum und Zeit an. Dabei stellt
dieses Gleichungssystem unter Verwendung von § = £ eine Verallgemeinerung der rotierenden
Flachwassergleichungen der Zwischenvariablen l} bis 1) mit A B,a = 0 dar.

Asymptotische Mehrskalenentwicklungen wurden in der Vergangenheit in einer Reihe von
Arbeiten, einige stellen wir im Folgenden kurz vor, auf die rotierenden Flachwassergleichungen
angewendet. Unter Verwendung einer Zweiskalenentwicklung in der Zeit und Einskalenent-
wicklung im Raum sowie der von Schochet in [Sch94] eingefiihrten Methode zur Mittelung
tiber schnelle Wellen konnten Embid und Majda in [EM96], [EM98] und [ME9§| das Verhalten
der mesoskaligen Losung im singuldren Grenzwert € — 0 fiir allgemeine nicht wohl-erstellte
Anfangsbedingungen bestimmen. Dariiber hinaus zeigten die Autoren in den genannten Arbeiten
das entsprechende Verhalten fiir die rotierenden Boussinesq-Gleichungen.

Auch zusétzliche Annahmen und Beobachtungen aus der Geophysik wurden zur Herleitung
asymptotischer Systeme fiir die rotierenden Flachwassergleichungen eingesetzt, beispielsweise
in |[RZB01] mit einem Zweiskalenansatz in der Zeit und Einskalenansatz im Raum. Anders als
in den genannten Arbeiten wurden die Gleichungen mit einer anderen zeitlichen Skalierung
betrachtet und die physikalischen Funktionen in geostrophische sowie nicht-geostrophische
Terme unterteilt.

Da andere physikalische Dynamiken wie zum Beispiel rdumliche Zweiskalenabhéngigkeit nicht
mit diesen Ansétzen darstellt werden kénnen, sind zu diesem Zweck andere Entwicklungen erfor-
derlich. So verwendete zur Darstellung dieser Skalenabhéngigkeit im Fall der Euler-Gleichungen
im Bereich kleiner Mach-Zahlen Klein in [Kle95] eine Einskalenentwicklung in der Zeit und
Zweiskalenentwicklung im Raum. Dieser Ansatz wurde spater von Meister in [Mei99] streng

mathematisch untersucht.

33
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Um in unserer Situation mit asymptotischen Mehrskalenentwicklungen den Einfluss der Subme-
soskala auf die quasi-geostrophischen Gleichungen zu bestimmen, wenden wir in Kapitel eine
Zweiskalenentwicklung in Raum und Zeit auf die obigen Gleichungen an. Hierfiir wird ins-
besondere die Vortizitéit, da diese physikalische Variable aus der Geschwindigkeit folgt, in
Abhéngigkeit eines geeigneten Vorfaktors entwickelt, damit wir ein konsistentes asymptotisches
System ermitteln kénnen. Zudem bestimmen wir die sublinearen Wachstumsbedingungen und
Mittelungsoperatoren, sowohl im Raum als auch in der Zeit.

Anschlieflend analysieren wir in Kapitel das resultierende asymptotische System unter Ver-
wendung der beiden Mittelungsoperatoren mit dem Ziel wichtige Eigenschaften der rotierenden
Flachwassergleichungen beziiglich mehrerer Skalen zu identifizieren.

Im Gegensatz zu [Kle95] und [Mei99] betrachten wir hier allerdings keine Gleichungen in
Erhaltungsform, dazu verweisen wir auf unsere Ausfithrungen in Kapitel sondern eine
Verallgemeinerung der drei Gleichungssysteme aus Kapitel [3] sodass mit unserer Zweiskalenent-
wicklung eine Erweiterung der Einskalenentwicklung beziiglich der Mesoskala beziehungsweise
Submesoskala vorliegt.

Dessen ungeachtet wird die Existenz der Zweiskaligkeit analog zu [K1e95] motiviert. Da wir nach
einer charakteristischen Analyse unserer Ausgangsgleichungen einen Eigenwert der Gréfienord-
nung O(1) und zwei Eigenwerte der GréBenordnung O(1/e) erhalten, verwenden wir, um beiden
Eigenwerten zu gentiigen, eine entsprechende Zweiskalenentwicklung mit Entwicklungsparameter

€ sowie Raum- und Zeitskalen, die jeweils ein Groflenverhéltnis von € aufweisen.

4.1 Wachstumsbedingungen und asymptotische Gleichungen

In diesem Unterkapitel wenden wir auf die rotierenden Flachwassergleichungen (4.0.1)) bis (4.0.3)

eine asymptotische Zweiskalenentwicklung in Raum und Zeit an. Dazu folgen wir zundchst den
Ausfithrungen in [Mei99] fiir raumliche Zweiskalenentwicklungen und passen diese auf unsere

Situation an.

Um im Allgemeinen eine Zweiskaligkeit in Raum und Zeit zu erreichen, bendtigen wir zwei
verschiedene Skalen (xg,ts) und (xar,tar), die (zar, tar) = e(xs,ts), xar, Ts € RY, ty,ts €
R, € < 1 erfiillen. Damit auf der Skala (z/,%57) auflerdem langwellige Phéinomene auftreten
kénnen, betrachten wir die einzelnen physikalischen Variablen in einem hinreichend grofien
Gebiet G, das folglich durch G' = R? x R{" gegeben ist oder von e abhingt. Zusitzlich fordern

wir die Existenz einer Zahl & > 0, sodass

1 1
n ()« ol co
£ €
fir alle 0 < € < &, wobei Bg(r) = {:c eER?| ||lz|| < r} die d-dimensionale Kugel mit Mittelpunkt

0 € R? und Radius r € R bezeichnet, gilt.

Weiterhin realisieren wir im Allgemeinen die Erweiterung auf zwei Raum- und Zeitskalen mittels
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einer Abbildung
g:RIx R x (0,8) — R x Ry x RY x R

und betrachten fiir die physikalischen Variablen ® eine in R? x R{ giiltige und in G x Gr, fiir

zwei nicht-negative reelle Zahlen s und 7" mit

R\[0,T), fiir T > 0,

a. RN B,(s), fiir s > 0,
. RY, fir T =0,

und Grp =
R, fir s =0,

gleichméfig giiltige asymptotische Mehrskalenentwicklung der Form

k
@(:c,t;e)225j¢j(g(m,t;5))+o(ek>, e—0, k=0,1,2

7=0
mit den asymptotischen Funktionen

P :RIXRI xRIXRS — R, j=0,1,2,

(xs,ts, @y, tym) — @i (xs,ts, Tar, tar) -

Im Fall der rotierenden Flachwassergleichungen (4.0.1]) bis (4.0.3)) bedeutet dies, dass jede

physikalische Variable der obigen asymptotischen Mehrskalenentwicklung fiir d = 2 mit einer

geeigneten Abbildung g gentigt. Die dabei zum Einsatz kommende Abbildung stellen wir im
Folgenden vor. Wie wir spéater sehen werden, erhalten wir dadurch asymptotische Gleichungen,

die vom Vorfaktor § unabhingig sind.

Bemerkung 4.1.1

Fiir die rotierenden Flachwassergleichungen (4.0.1]) bis (4.0.5) betrachten wir eine asymptotische
Mehrskalenentwicklung fir d = 2 mit der Abbildung

gs :RZx R} x (0,8) — R x Ry x R? x Ry,

(z,y,t;6) — (6«%’, éy, ét, dx, oy, 5t> ,
g g g

wobei wir

€ 1
(xyyvt) = 5(335,95,755) — E(J:nyMvtM)

setzen und die Kirzel M beziehungsweise S in der Tiefstellung zur Unterscheidung unterschied-
licher Skalen in Anlehnung an die Meso- beziehungsweise Submesoskala verwenden.

Die Verwendung dieser Bezeichnungen erkldart sich, wenn wir die Zwischenvariable aus Kapi-
tel[3.1.3 betrachten. Fiir 6 = &® und jedem festem 0 < « < 1 ist dann die Erweiterung auf zwei
Skalen durch die Abbildung

g RZx R x (0,8) — R* x R} x R? x R{,

a—1 a

(Taos Yar taj €) — (E Ty € ya, e Mt

o o o
ar € Tay € Yo, € ta)
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gegeben, wobei nach Kapitel[3.1.5
<ma7 yav tOt) = gl_a(x57 Z/S’ tS) - 6_a($M7 yM7 tM)

gilt. Demzufolge bilden wir mittels der angegebenen Mehrskalenentwicklung von der Zwischenva-

riablen auf die kleinere Submesoskala und die grofiere Mesoskala ab.

Als Néachstes stellen wir mit der sogenannten sublinearen Wachstumsbedingung, auch Sékular-
bedingung oder Lésungsbedingung genannt, fiir die asymptotischen Funktionen ein wichtiges
Hilfsmittel der Mehrskalenanalyse vor.

Um die Wichtigkeit dieser Bedingung bei Mehrskalenentwicklungen anschaulich zu erkléren, ver-
gleiche [Sch78| und [Maj03], betrachten wir fiir eine physikalische Variable ® die asymptotische

Mehrskalenentwicklung der Form
D(z,tie) ~ o (@3, ts, Tars tu) + @1 (Ts, s, T, tur)

und nehmen an, dass die asymptotische Funktion ®; linear in den kleinen Variablen wachst,
das heifit @1 ~ |lxzg|| + |ts| fir ||zs| + |ts]| = oo.

Dann weist der Term e®; = ¢ (||zs| + |ts]) = [|xa]| + |tar] die gleiche GroBenordnung wie die
asymptotische Funktion fithrender Ordnung ®¢, im Widerspruch zu e®; < ®¢, auf. Folglich

wird durch die sublineare Wachstumsbedingung fiir die asymptotische Funktion ®;

lim |®1 (s, ts, T tar) |
llzs|+]ts|—oo |zs| + |ts]

das gezeigte Verhalten verhindert und sichergestellt, dass mit ¢ die asymptotische Funktion
fiihrender Ordnung beschrieben wird.

Im Folgenden zeigen wir, wie im Fall einer asymptotischen Zweiskalenentwicklung in Raum
und Zeit mittels der Abbildung g die sublinearen Wachstumsbedingungen fiir die asymptoti-
schen Funktionen ®; und ®, aus den obigen Voraussetzungen hergeleitet werden kénnen. Um
zusatzlich eine Wachstumsbedingung fiir die asymptotische Funktion in fithrender Ordnung ®g
zu erhalten, wird die gleichméflige Beschranktheit der physikalischen Variablen vorausgesetzt,
wobei dies eine geeignete Voraussetzung darstellt, da im Fall der rotierenden Flachwasserglei-
chungen bis die Losungen eindeutig und gleichméfig beschrankt sind.
Insgesamt erweitern wir damit Lemma 3.5 aus [Mei99] auf asymptotische Zweiskalenentwick-

lungen in Raum und Zeit.

Lemma 4.1.2
Sei @ : R x RSF x (0,&) — R eine gleichmdfig beschrinkte Funktion beziglich x,t und €, seien

ferner s und T zwei nicht-negative reelle Zahlen und sei die asymptotische Mehrskalenentwicklung

k

O (x,t;e) = Zsjéj (g (x,t;¢)) + (sk) , €—0,
j=0
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giiltig in RY x Rar und gleichmdjig giltig in G5 x Gp fiir jedes k = 0,1, 2.
Dann gilt fiir die asymptotische Funktion fiihrender Ordnung

Do (g (@, t:0)) = o (] +|t)*), lz|+ll=c", e, (4.1.1)

fiir alle o > 0. Des Weiteren erfiillen die asymptotischen Funktionen erster und zweiter Ordnung

jeweils

®j(g (. tie)) = o(lx +[t), |l +lt=e" =0, j=1.2 (4.1.2)

Beweis:
Wir folgen dem Beweis von Lemma 3.5 aus [Mei99] und passen die einzelnen Schritte auf unsere
Voraussetzungen an.

Da die asymptotische Entwicklung gleichméBig giiltig ist, haben wir
D (g (@.t:e) =0 ("), =0 (4.1.3)

gleichméBig in Gs x Gp fir j = 1,2. Seien {0, }nen und {7, }nen zwei gegebene Nullfolgen.
Zu diesen Folgen definieren wir zwei beliebige Vektorfolgen {x, }nen und {ty}nen mit den
jeweiligen Eigenschaften |z, || = o, und |t,| = 7,; . Zudem setzen wir &, = (o,! + Tgl)_l .

Anschlieflend definieren wir die Nullfolge {5, }ren als Teilfolge von {0, }nen aus Elementen,
die 0 < s < &, ! erfiillen, und die zugehérige Vektorfolge {&, }nen als Teilfolge von {x, }nen

mit ||&,| = &', sowie die Nullfolge {7, }nen als Teilfolge von {7, }nen aus Elementen, die
0 < T < 7! erfiillen, und die zugehérige Vektorfolge {t,}nen als Teilfolge von {t, },en mit
|tn| = 771, Zudem setzen wir &, = (6, + 7, 1) .

Da nun nach dem Majorantenkriterium 0 < min (oy,,7,) < 2&, < max (oy, 7,) auch {&, }ren

eine Nullfolge bildet, folgt mit Gleichung (4.1.3))

n—00 & Cnmee @l il e ] [t

Damit haben wir Gleichung (4.1.2)) gezeigt.
Zum Nachweis der Gleichung (4.1.1) verwenden wir die gleichméfiige Beschranktheit der
Funktion ®, das heifit

O (x,t;e) =0(r"), || +|t|=r, r— o0,
fiir alle o > 0, und die in G5 x G gleichméfig giiltige asymptotische Entwicklung
O (x,t;e) = Po (g (x,t;¢)) + o(1), € —0.
Gemeinsam ergeben die beiden vorangegangenen Gleichungen schliefilich

@0 (g (z,t;6) = @ (w0, 8;6) + o(1) = 0 (e7%) + o(1) = o (= + [t))
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fiir || + || =&~ und € — 0. O

Um des Weiteren Wachstumsbedingungen zu erhalten, die im Gegensatz zum vorangegangenen
Lemma, in welchem das Wachstum der asymptotischen Funktionen gemeinsam durch die
Raum- und Zeitkoordinaten ermittelt wird, nur durch die Raumkoordinaten beziehungsweise
Zeitkoordinate bestimmt werden, setzen wir T' = 0 beziehungsweise s = 0. Im Allgemeinen wird
der erste Fall zusammen mit einer Zweiskalenentwicklung im Raum und Einskalenentwicklung
in der Zeit, das heifit g : R? x Rf — R?? x R{, vergleiche [Mei99], und der zweite Fall
zusammen mit einer Einskalenentwicklung im Raum und Zweiskalenentwicklung in der Zeit,
das heifit g : R% x ]R(J{ — R% x Rg X Rg , verwendet.

Diese beiden wichtigen Spezialfille geben wir im Folgenden als Korollare zu Lemma an.

Korollar 4.1.3 (Lemma 3.5 aus [Mei99|)
Sei @ : R? x ]R(J)r x (0,8) — R eine gleichmaj$ig beschrankte Funktion beziiglich © und e, sei

ferner s eine nicht-negative reelle Zahl und sei die asymptotische Mehrskalenentwicklung

k
O (x,t;¢) ZEJCI)j xta))—l—o(ak), e— 0,
7=0

giiltig in RY x ]Rar und gleichmdf$ig gultig in Gg X ]Rar fir jedes k =0,1,2.
Dann gilt fir die asymptotische Funktion fiihrender Ordnung

o (g (@, t:2) = o(|a|®), =] € 9Bz (7)), =0,

fiir alle o > 0. Des Weiteren erfiillen die asymptotischen Funktionen erster und zweiter Ordnung
jeweils
0 (g (. t;e)) =o(llzl), =] €9Bus(e™!), e—=0, j=1,2.

Korollar 4.1.4
Sei @ : RY x RSF x (0,&) — R eine gleichmdfig beschrankte Funktion beziglich t und e, sei
ferner T eine nicht-negative reelle Zahl und sei die asymptotische Mehrskalenentwicklung

O(x,t;e) E0;(g(x,t;¢)) +o(e¥), €0,

Mx

Jj=0

giiltig in R? x R und gleichmdfig giiltig in R x G fiir jedes k = 0,1, 2.
Dann gilt fiir die asymptotische Funktion fihrender Ordnung

®o (g (@ 1) =o(lt]*), [t|=e"" =0,

fiir alle o > 0. Des Weiteren erfiillen die asymptotischen Funktionen erster und zweiter Ordnung
jeweils
®j(g (. tie)) =o(lt), [t=e", =0 j=12
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Anschlieend betrachten wir fiir die rotierenden Flachwassergleichungen (4.0.1) und (4.0.2) eine
asymptotische Mehrskalenentwicklung mit der Abbildung g5 aus Bemerkung Folglich

erhalten wir gemeinsam mit den aus der Kettenregel folgenden Ableitungen

0 § 0 0
a(‘ﬁj 0gs)(z,y,t;e) = gaftsfbj(ga(w,y,t; £)) + 5%%(95(%%@ £)),

1)
V(®;o0gs)(x,y,t;e) = ngfbj(ga(l‘, y,t;€)) + 0V ®;(gs(z,y, t;€)),

jeweils fiir j = 0, 1,2, wobei Vg = (9/0xg, G/GyS)T beziehungsweise Vy; = (0/0x )y, 6/8yM)T
gilt, fiir die Gleichung der Geschwindigkeit

. (5£ ol (iavj+o<52)) | (jvs+5vM)) (igjvj+o(g2))

§=0 §=0
5[ s 2
e Jay. 2 i Jp. 2
+€(Z€v3+0(5)) +6<€V5+5VM> (Za%—ko(s))
7=0 7=0
1 1 0 n 0
=40 7Vsho+* — +vo - Vs |vo+ vy + Vshy + Vrho | + — 4+ wvg- Vg | v
€ e \\ Otg Ots
0
+ (875 +v1- Vs + g - VM> vy + vi + Vsha + VMhl) + 0(1)> ; (4.1.4)
M

und fiir die Gleichung der Hohe

0= (gafs +585M+ (isjvj+o(52)) . <§Vs+5VM>) (iejhf+0(52>)

j=0 =
) 2
. ELF (1 LR (Z Ejhj To (62))) (i divg +5diVM> (Zgjvj +o0 <52)>
j=0 =0

1 1 1
=0 (82F divg vg + z <<3§s +vg - V5> ho + 7 (divg vy + divas vg) + ho divs ’U())

0 0 1
—{—((—I—’l)o-Vs) hi + (—I—’Ul~VS—|—’Uo-VM> ho + = (divg vg + divas v1)
Otg Oty F

+ho divg v1 + hi divg vg + ho divyy ’Uo) + 0(1)) R (4.1.5)

jeweils fiir ¢ — 0 in

D= {(:cg,ts,:L'M,tM) € R? x Rf x R? x ]Rar’(ms,tsmM,tM) =gs(x,t;¢), (x,t) € R? x R(J{}

mit g = (5,9s)", £y = (xar, yar)? beziehungsweise © = (x,7)7, sodass insbesondere diese

beiden Gleichungen unabhéingig von ¢ sind. Demzufolge ist die d-Abhéngigkeit der Ausgangs-
gleichungen (4.0.1)) bis (4.0.3) nur noch in den betrachteten Skalen und der Gleichung (4.0.3)) zu

finden.

Wie wir in Kapitel [3] gezeigt haben, wird im Allgemeinen die Gleichung der Vortizitit, wobei
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diese aus den anderen beiden Ausgangsgleichungen unter geeigneter Verwendung der Rotation
entsteht, bendtigt, um im Fall eines singuldren Grenzwerts die resultierenden Gleichungen zu
schliefflen. Damit sich diese Eigenschaften moglichst auch auf die asymptotischen Gleichungen
iibertragen, miissen wir Gleichung ebenfalls von der §-Abhéngigkeit 16sen.

Dazu entwickeln wir die Vortizitat geeignet. Da diese der Rotation der Geschwindigkeit ent-
spricht, ist dabei eine direkte Anwendung der obigen Mehrskalenentwicklung aufgrund des
Ableitungsoperators nicht méglich. Stattdessen betrachten wir, unter Verwendung der asymp-

totischen Mehrskalenentwicklung mit der Abbildung g, fiir die Geschwindigkeit,

w(z,y,t;e) = curlv(z, y, t;¢)
)
= ( curlg +4 curlM> (vo +evy + 209 + 0 (52))
€

)
= - (curlg vo + £ curlg vq + e curly v + €2 curlg vo + 2 curly; v1 + o (52)> ,
€
fiir ¢ — 0 in D, welches zudem mit
wo = curlg vy, wi = curlgvy + curly; vy, wo = curlgwvsy + curlys vy

zu
k

%w(:p,y,t;e) = Zoejwj(g(;(x,y,t; g))+o (5k> , £e=>0inD, k=0,1,2
]:

wird. Somit entwickeln wir die Vortizitat nicht direkt asymptotisch, sondern gemeinsam mit
dem Vorfaktor 67!, der im Ubrigen auch Teil der Gleichung ist.

Um nun schlielich diese Gleichung asymptotisch zu entwickeln, stehen uns zwei Moglichkeiten
zur Verfiigung, die wir im Folgenden vorstellen und wie wir spiter sehen werden, zu denselben

asymptotischen Gleichungen fiihren.

Fiir die erste Moglichkeit verwenden wir zusétzlich zu den obigen asymptotischen Mehrskalen-
entwicklungen, da [eF'h| < 1 gilt, die geometrische Reihe fiir den Term 1/ (1 4 ¢Fh), sodass

wir insgesamt fir Gleichung (4.0.3))

o 0 0 2 )
0 (581&5 581& + (E 5v]+0<5 )) <€Vs+5VM>)

§=0
2 00 2 g
(10350 ()35 (o (om0 (2))
j=0 k=0 j=0
:5((1 (£9+v0'Vs)wo+ (aats-l-v()'VS> (w1 — (wo + 1) (Fho))

0
+<+U0‘VM+U1'VS)UJO
Oty

+& (((‘9:3\/[ +vo-Vy +v1 - VS) (w1 — (wo + 1) (Fho))
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+ (afs + o VS) (w2 = (w1 = (wo +1) (Fho)) (Fho) = (wo + 1) (Fh1))

+vy - Vowg + v1 - VMw()) +o0 (6)) , (4.1.6)

fiir e — 0 in D, erhalten.

Fiir die zweite Moglichkeit betrachten wir fiir die potentielle Vortizitét

1+ 5w
=—20_ 4.1.7
1= T ern ( )
Gleichung (4.0.3) wird dadurch zu
<a+v-v) =0 (4.1.8)
5 qg=0, 1.

eine geeignete asymptotische Mehrskalenentwicklung. Dazu nehmen wir an, dass diese durch

k
a(w,y,t:6) = Y _Igi(g5(x,9.6:9) +0 ("), c>0mD, k=012,

J=0

gegeben ist.
Mit den einzelnen Mehrskalenentwicklungen folgt dann fir Gleichung (4.1.7), da 1 +ecFh > 0
gilt,

0=1+ Sw—q(1+eFh)

0
2 2 2
=1+ Z&?jwj +o0 (52) - (Zsjqj +o0 (52)) (1 +eF (Zgjhj 4+ 0 (52))>
o =0 =0
= (L4+wo —qo) + & (w1 — q1 — qo (Fho))
+e% (w2 — g2 — q1 (Fho) — qo (Fh1)) + 0 (62> : (4.1.9)

fiir ¢ — 0 in D, und fiir Gleichung (4.1.8)

) (iai”afﬂﬁ (igfvj+o(gz)) . (gvs+5vM)) (iaw(g))

— =0
1/ 0 0 0
_6<6 <ats+UO'VS>QO‘F (ats_f"UO'vS)le"‘ <at]\/[+’l71‘VS+’vo‘vM)qO
0 0
+5<(6tS+U0'VS> q2 + (atM+’U1'Vs+'vo-VM) q1
+v2 - Vgqo +v1 - VMC]O) +0(€)) , (4.1.10)

fir ¢ — 0 in D, sodass fiir beide Méglichkeiten die Gleichungen unabhingig von & sind.

Demzufolge ist die 6-Abhangigkeit der Ausgangsgleichungen (4.0.1)) bis (4.0.3)) vollstdndig in
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den betrachteten Skalen zu finden.

Im Gegensatz zum Vorgehen bei asymptotischen Einskalenentwicklungen ist es nun nicht direkt
moglich einen Koeffizientenvergleich nach Potenzen in ¢ auszufiithren, da die Mannigfaltigkeit
D aufgrund der Funktion gs vom Parameter ¢ abhéngt, vergleiche [Mei99]. Um dennoch auch
bei asymptotischen Mehrskalenentwicklungen einen Koeffizientenvergleich ausfithren zu kénnen,

werden in unserem Fall die obigen Gleichungen in
D = {(ws,ts,wM,tM) € R? x RS_ x R? x RS_ Ty < Exg, Ym < EyYg, ts < gtM}

anstatt in D betrachtet. Zudem miissen die einzelnen asymptotischen Funktionen ®;,7=0,1,2,

die sublinearen Wachstumsbedingungen im Raum
o (s, ts, @ar,tr) = o (|@sl|”), @5 € OBy (), €0, (4.1.11)
fir alle o > 0, und
®; (s, ts, oar,tar) = o ([s]), @5 € IBag (7)), -0, j=1,2 (4.1.12)
sowie die sublinearen Wachstumsbedingungen in der Zeit
Qg (xg,ts, xpr,tar) =0 (|t5]f3) . tg=¢', =0, (4.1.13)

fir alle 5 > 0, und

D, (rs,ts,xpr,tar) = o(|ts|), ts :6_1, e—0, j57=1,2 (4.1.14)
erfiillen.
Weiterhin definieren wir, wie es in der Stromungsmechanik verbreitet ist (siehe beispielswei-
se |CA89|, [MajO7a], [Majo7b| und [Yanl2]), fiir eine physikalische Variable ® in Abhangigkeit
der beiden Raum- und Zeitskalen, sowohl eine Mittelung im Raum
_ 1

0] (ts, T, tM) = lim

© (st tar) d 411
S B ) S oy ® 50150 t0) s (115)

wobei hier xg,z) € R? gilt und A (Bgg (¢7!)) das Volumen der d-dimensionalen Kugel

Bz (e71) bezeichnet, als auch eine Mittelung in der Zeit

-1

1

€
() (s, xpr,tar) = lim 1/ O (xg,ts, xpr,tar) dis. (4.1.16)
e=0e™" Jo

Da diese linearen und additiven Mittelungsoperatoren konsistent zu den einzelnen Wachstumsbe-

dingungen (4.1.11)) bis (4.1.14]) sind, erfiillen sie die folgenden Aussagen fir gemittelte, beziiglich

der Skala g beziehungsweise tg differenzierte Gréflen. Die Herleitung der Aussagen fiir die

Raummittelung sind in [Mei99] zu finden. Diese geben wir aus Griinden der Ubersichtlichkeit
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in Form von Lemma und Korollar an. Das darauffolgende Lemma, beschreibt

die analoge Aussage fiir die Zeitmittelung. Aulerdem halten wir weitere wichtige Eigenschaften

der beiden Mittelungsoperatoren in den Bemerkungen [4.1.8] bis [£.1.10] fest.

Lemma 4.1.5
Sei

¥R x Rf x RY x Ry — RY,

(zs,ts, ar, tar) — (U1 (Ts,ts, Tarstar) s - - Ya (s, ts, ®ar,tar))”

eine Funktion, deren Komponenten i1, ... 1Y, jeweils der Wachstumsbedingung genti-
gen. Dann gilt
divg ¥ = 0.

Beweis:
Wir setzen r == ¢! und €, :== B (r). Dann erhalten wir nach [Mei99] mit dem GauBschen
Integralsatz und der Wachstumsbedingung (4.1.12))

1 1
divg ¥ (xs,ts, Tar, tyr) dxs = / U (xs,ts, xr,ty) - n(xs)dS
A (QT) Q, A (QT) o0,
=0 (Tﬁd) (@] (Tdfl) o(r), r— o0
=o(l), r— o0,
wobei n(xg) den dufleren Normalenvektor zu 0€2, bezeichnet, unsere Behauptung. O

Die beiden folgenden Aussagen lassen sich mit einer analogen Beweisstrategie nachweisen.

Korollar 4.1.6
Sei 1) : R x Rg x R? x RE{ — R eine Funktion, die der Wachstumsbedingung geniigt.
Dann gilt

Vs = 0.

Lemma 4.1.7
Sei 1) : R x RE{ x R x Rg — R eine Funktion, die der Wachstumsbedingung (4.1.14)) gentigt
und beschrinkte Startwerte 1 (zgs,0,xrr,ty) =0 (e71), e = 0, aufweist.

0
— ) =0.
<3tsw>
Bemerkung 4.1.8

Mit Lemma Korollar[{.1.6 und Lemma haben wir beschrieben, wie sich die beiden

Wachstumsbedingungen und (4.1.14)) beziiglich der asymptotischen Funktionen erster
und zweiter Ordnung verwenden lassen.

Da wir des Weiteren in der Wachstumsbedingung (4.1.11) beziehungsweise beziiglich

Dann gilt
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der asymptotischen Funktion fiihrender Ordnung o = 1 beziehungsweise = 1 setzen kénnen,

erhalten wir auch in diesem Fall die obigen Aussagen

dive¥ =0, Vsip=0 wund <81/J> = 0.
Otg

Bemerkung 4.1.9
Unter Verwendung der Raummittelung ist es im Allgemeinen iblich (siehe beispielsweise [Yanl12])
die Funktionen ¢, : R x ]R(J)r x R x Rg — R mittels

o (xs,ts,xa,tym) = ¢ (ts, xm, tm) + ¢ (Xs,ts, T, tar)

aufzuteilen, sodass aufgrund des Integraloperators

9:0 =, SO’(Z = @17}7 ¢ = 0
gilt.
Mit der Separation

e (zs,ts,zm,ta) = () (Ts, T tur) + @ (s, ts, T tm)
gelten analoge Eigenschaften ebenso fiir die Zeitmittelung.

Bemerkung 4.1.10

In den Wachstumsbedingungen und , der Mittelung , dem Lem-
ma sowie dem Korollar [{.1.6] ist es auch méglich, anstatt der d-dimensionalen Kugel
und der euklidischen Norm, andere zusammengehdrige Mengen und Normen zu betrachten.
Beispielsweise erhalten wir mit dem d-dimensionalen Wiirfel und der Maximumsnorm die

in [Maj07a], [MajO7b] beziehungsweise [Yanl2] verwendete Raummittelung.

Die geforderten Wachstumsbedingungen (4.1.11)) bis (4.1.14]) erhalten wir nach den Korolla-
ren [4.1.3[ und [4.1.4 nur fiir eine in ganz R? x Rar gleichméfig giiltige asymptotische Mehrska-

lenentwicklung, da ansonsten die Voraussetzungen beider Korollare nicht gemeinsam erfiillt
sind. Wie oben ausgefiihrt, werden diese allerdings bendtigt um, sowohl eine von den Zeitskalen
unabhéngige Raummittelung, als auch eine von den Raumskalen unabhéngige Zeitmittelung zu
erhalten.

Im weiteren Verlauf setzen wir innerhalb der Raumskalen d = 2 und fordern, dass die Mit-
telungsoperatoren miteinander sowie jeweils mit allen Ableitungsoperatoren beziiglich x
beziehungsweise t)s vertauschbar sind. Zudem soll die Vertauschung zwischen Raummittelung

0

und 9ig Sowie Zeitmittelung und Vg moglich sein. Diese Bedingungen sind bei hinreichender

Glatte der beteiligten Funktionen, die wir hiermit voraussetzen, erfiillt.

Nach diesen Vorbereitungen erhalten wir fiir die Gleichungen (4.1.4]) bis (4.1.6)) mit einem

Koeffizientenvergleich nach Potenzen in ¢ die folgenden asymptotischen Gleichungen. Diese
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sind fiir die Gleichung der Geschwindigkeit durch

Vsho =0, (4.1.17)

0
(875 +vg - Vs) Vo + ’U(J]' + Vshi + Varhg =0, (4.1.18)
S

0 0
( +vg - Vs> V1 + ( +v1-Vg+vg- VM) Vo + Uf + Vsha + Varhy =0, (4.1.19)
Ots Oty

in D, fiir die Gleichung der Héhe durch

1
7 divswg =0, (4.1.20)

0 1
<6t +vg - Vs) ho + I (divg vy + divys vo) + hodivg vg = 0, (4.1.21)
S

0 0 1
<8ts+’UO'VS) h1+ (atjw—i-vl 'VS""UO'VM) ]’Lo—i—f(diVS’UQ—i—diVM’Ul)
+hodivg v1 4+ hy divg vg + hg divys vy = 0, (4.1.22)

in D, und fiir die Gleichung der Vortizitdt durch
0
— 4+ v Vs )wo =0, (4.1.23)
Otg

0 0
< + v - V5> (w1 — (wo + 1) (Fhy)) + ( + vy Vi +v71 - VS> wo =0, (4.1.24)
Otg Ot

(8‘3 + - vs) (w2 — (w1 — (wo + 1) (Fho)) (Fho) — (wo + 1) (F/))
S

0
+ <8t +vg -V + v - Vs> (w1 — (WO + 1) (Fho)) 4+ v9 - Vswo +v1 - Vyywo =0, (4.1.25)
M

in D, gegeben.

Da des Weiteren ein Koeffizientenvergleich fiir Gleichung (4.1.9))

go =wo + 1, (4.1.26)
q1 = w1 — qo (Fho) = w1 — (wo + 1) (Fho), (4.1.27)
q2 = W2 —(q1 (Fho) —q0 (Fhl) = Wy — (wl — (wo + 1) (Fho)) (Fho) — (LL)(] + 1) (Fhl) , (4128)

in D, ergibt, stimmen die aus Gleichung (4.1.10)) folgenden asymptotischen Gleichungen mit den
Gleichungen (4.1.23)) bis (4.1.25) tberein. Folglich fiihren fiir die Vortizitdt beide Moglichkeiten

zum selben Ergebnis.

Dartiiber hinaus kénnen die asymptotischen Gleichungen der Vortizitdt mittels geeigneter
Anwendung der Ableitungsoperatoren curlg und curly; sowie den Definitionen der einzelnen

asymptotischen Funktionen der Vortizitit w;, j = 0, 1,2, wie beabsichtigt, aus den Gleichun-

gen (4.1.17) bis (4.1.22)) hergeleitet werden. Dabei erhalten wir als alternative Schreibweise
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ohne Verwendung der Hohe fiir Gleichung (4.1.24])

0 0
<ats+'v0'v5>wl+<M+UO'VM+’01'VS>WO

+ (WO + 1) (diVS v + divy 'vo) =0 (4.1.29)
und fiir Gleichung (4.1.25|)

0 0
<+'U0‘VS> wo + <+’UO'VM+'01'VS> w1 + v2 - Vswo
Ots Oty

+vq1 - Vywo + wl(diVS vy +divyy ’Uo) + (wo + 1) (diVS vo + divyy ’01) =0. (4.1.30)

Um nun wichtige Eigenschaften der rotierenden Flachwassergleichungen beziiglich mehrerer

Skalen zu identifizieren, analysieren wir im folgenden Unterkapitel die asymptotischen Glei-

chungen (4.1.17)) bis (4.1.28)), in seiner Gesamtheit auch asymptotisches System genannt, unter

Verwendung der beiden Mittelungsoperatoren.

4.2 Asymptotische Mehrskalenanalyse

In diesem Unterkapitel analysieren wir das asymptotische System (4.1.17)) bis (4.1.28]) unter
Verwendung der beiden Mittelungsoperatoren mit dem Ziel, wichtige Eigenschaften der asymp-

totischen Funktionen und damit der rotierenden Flachwassergleichungen beziiglich mehrerer
Skalen zu identifizieren. Dabei kommen wiederholt die Ergebnisse aus Lemma Korol-
lar Lemma Bemerkung und Bemerkung zum Einsatz.

Zunichst stellen wir fest, dass im Fall der Abbildung g, fiir § = €“ unser asymptotisches
System die jeweiligen Gleichungen der Meso- beziehungsweise Submesoskala wiedergibt und
folglich eine zweiskalige Erweiterung dieser Gleichungen beschreibt.

Um dies zu zeigen, betrachten wir in unserem System die asymptotischen Funktionen ohne
(zar, tar)- beziehungsweise (g, tg)-Abhéngigkeit. Dies entspricht fiir die Gleichungen bis
mit § = e beziehungsweise § = 1 jeweils einer Einskalenentwicklung in Raum und Zeit mit
Entwicklungsparameter €. Infolgedessen stimmt das jeweilige asymptotische System fiithrender
Ordnung im ersten Fall mit den Gleichungen der Submesoskala (3.1.11)) bis (3.1.13)) und im
zweiten Fall, unter Verwendung einer Indexverschiebung mit wy = curlg vg = 0 fiir die asympto-
tischen Funktionen der Vortizitdt, mit den Gleichungen der Mesoskala (3.1.4) bis (3.1.4)) tiber-

ein.

Im weiteren Verlauf der Analyse betrachten wir nun fiir alle asymptotischen Funktionen
eine vollstdndige Skalenabhéngigkeit. Diese beginnen wir mit den Gleichungen fiithrender

Ordnung (4.1.17)), (4.1.20), (4.1.23)) und (4.1.26).
Nach Gleichung (4.1.17)) weist die Hohe in fithrender Ordnung hg keine Abhéngigkeit von der
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Raumskala g auf. Es gilt somit unter Verwendung der Raummittelung
ho(xs,ts, ar, tar) = ho(ts, Tar, tar). (4.2.1)

Weiterhin ist aufgrund von Gleichung die Geschwindigkeit in fithrender Ordnung
vq beziiglich der Skala xg divergenzfrei. Insgesamt erhalten wir mit diesen verschwindenden
Ableitungen fiir diese asymptotischen Funktionen im Vergleich zu Bemerkung starkere
Aussagen.

Bevor wir die anderen beiden Gleichungen betrachten, konnen wir die Vortizitat direkt allgemein
untersuchen. Da jede Komponente der asymptotischen Funktionen vg und v, beziehungsweise vo
die Wachstumsbedingungen und erfiillen, gilt nach Bemerkung und Lem-
ma mit curlg v; = —divg vj-, 7 =0,1,2, auch

curlg v; = —divg vjl =0,

fiir j = 0,1,2. Hierdurch erhalten wir fiir die gemittelten asymptotischen Funktionen der
Vortizitat

wg =0, &1 =curly;vg=curly vy, &y = curly; vy = curly vy,

da nach Annahme die Vertauschbarkeit von Raummittelung und Vj; méglich ist. Demnach
stimmen diese fiir j = 1,2 mit der Rotation beziiglich xj; der gemittelten asymptotischen
Funktionen der Geschwindigkeit ¥;_7 iiberein. In fiihrender Ordnung verschwindet die gemittelte
Vortizitit, sodass wir dariiber hinaus nach Gleichung

Go=wy+1=1

eine konstante gemittelte potentielle Vortizitdt in fithrender Ordnung erhalten.
In Ubereinstimmung mit der Wachstumsbedingung (4.1.11) fiir die Vortizitéit beziehungsweise

potentielle Vortizitat gilt, ohne diese Bedingung direkt zu verwenden, zudem nach einer

Mittelung von Gleichung (4.1.23))

0= 8TOT() + vo - Vswy = vg - Vswp + wo divg v = divg(wovo),
S

unter Verwendung von &gy = 0 und divg vg = 0, beziehungsweise

0= diVs(QQ'vo)

mit einem entsprechenden Vorgehen.

Anschlieflend betrachten wir die Gleichungen erster Ordnung (4.1.18)), (4.1.21)), (4.1.24]) be-
ziehungsweise (4.1.29)) und (4.1.27). Die Anwendung der Raummittelung auf die Gleichun-

gen (4.1.18]) und (4.1.21)) fithrt unter anderem zu der Betrachtung des Terms vg - Vsvg. Aufgrund
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der Wachstumsbedingung (4.1.11)) fiir jede Komponente der asymptotischen Funktion fithrender
Ordnung vy mit a = 1/2 erfiillt jede Komponente des dyadischen Produktes vy ® vg die
Wachstumsbedingung (4.1.12)), sodass zusétzlich mit divgvg = 0 und

vo - Vsvg = vg - Vsvg + vgdivg vg = divg vy ® vg

nach Lemma [4.1.5 ebenfalls

vo - Vsvg = divgvg @ vg =0

gilt. Da des Weiteren h; und die beiden Komponenten von v; jeweils der Wachstumsbedin-

gung (4.1.12)) geniigen, verschwinden nach Korollar und Lemma sowohl Vgh; als
auch divg vy. Gemeinsam mit den Gleichungen fiihrender Ordnung (4.1.17)) und (4.1.20) sowie
der Vertauschbarkeit von Grenzwertprozessen erfiillen die rdumlich gemittelten Gleichungen

erster Ordnung folglich

0 — .
87t5 (Fh()) + divys vg = 0, (4.2.2)
9 _
—Tg + Tg~ + Varho = 0. (4.2.3)
Otg

Als Néchstes betrachten wir die gemittelte Gleichung der Vortizitdt. Um diese zu erhalten,
wenden wir einerseits die rdumliche Mittelung auf Gleichung und andererseits die
Rotation beziiglich x5, auf Gleichung an. Dann folgt im ersten Fall unter Verwendung
von @y = 0, divg vg = 0 sowie divg v; = 0 nach Lemma m

0
Woﬁ + divys Do + divg(wov1) + divg(wivg) + divas (Wovg) = 0 (4.2.4)
S
und im zweiten Fall direkt 5
——@7 + divys 99 = 0. (4.2.5)
Otg

Somit ergibt eine Differenz der Gleichungen (4.2.4)) und (4.2.5)

divs(wov1) + divg(wivg) + diva (@ovo) = 0.
Da unter Verwendung der folgenden Gleichheit
vodivg vé + Ué divsg vg = vé - Vswvg + vg - ng&
zusatzlich

1 1
—5 divs(vy ® vo +vo @ vy) = —5 (’Uo divs vg + vy - Vsvg + vp divs v + vg - Vs’UOL>
= —vgpdivg vé‘ — 'UOL divs vg

= Woo,
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gilt, folgt mittels der rdumlichen Mittelung und der Wachstumsbedingung (4.1.11]) fiir jede Kom-
ponente der asymptotischen Funktion fithrender Ordnung vg mit o = 1/2 nach Lemma m

1
0oy = —idiVs(’Ud‘ ® vy + vy ®vg) =0

und daher auch divg(wov1) + divg(wivg) = 0.
Auflerdem erhalten wir fiir die rdumlich gemittelte Gleichung (4.1.27)) mithilfe von g = 0 und
den Eigenschaften der Raummittelung aus Bemerkung [4.1.9]

g1 = w1 F

o

+ woho = @1 — Fho + @oho = @1 — Fho, (4.2.6)

sodass eine Kombination der Gleichungen (4.2.2) und (4.2.6) in

0 0 —
—q = — (w1 — Fho)=0 4.2.7
dtg a1 Ot (@1 0) ( )
resultiert. Demzufolge ist die gemittelte potentielle Vortizitéit erster Ordnung g7 unabhéngig

von tg.

Insgesamt sind die rdumlich gemittelten Gleichungen (4.2.2)), (4.2.3]), (4.2.5) und (4.2.6]) linear.

Dabei hangen die einzelnen rdumlich gemittelten asymptotischen Funktionen von der raumlichen

Skala xp; und den zeitlichen Skalen tg und ¢,; ab. Da des Weiteren in diesen Gleichungen keine
Ableitungsoperatoren nach tj; auftreten, haben wir demnach in Abhéngigkeit dieser Zeitskala
mehrere Moglichkeiten um mit unserer Analyse fortzufahren.

Bevor wir die zeitliche Mittelung auf diese Gleichungen anwenden werden, stellen wir im
Folgenden zwei Moglichkeiten der Literatur, die danach nicht weiter betrachtet werden, kurz

VOor.

Bemerkung 4.2.1

Die erste Mdéglichkeit, um mit unserer Analyse fortzufahren, folgt mit den Ausfihrungen
in [Kle95] beziehungsweise [Mei99]. Dort wird fir die Euler-Gleichungen nachgewiesen, dass bei
einer Zweiskalenentwicklung im Raum und Einskalenentwicklung in der Zeit die asymptotische
Druckfunktion erster Ordnung den linearisierten Euler-Gleichungen geniigt und infolge durch
eine Wellengleichung bestimmt werden kann.

Dies entspricht in unserem Fall der asymptotischen Hohenfunktion fihrender Ordnung hg, die In-
dezverschiebung erfolgt aufgrund der in Kapitel[2.3 vorgestellten unterschiedlichen Versionen der
rotierenden Flachwassergleichungen (vergleiche Kapz'tel, die den linearisierten rotierenden
Flachwassergleichungen genigt. Mit den Eigenschaften dieser Gleichungen (siehe beispielswei-

se [Maj03)]) liefert eine Anwendung des Ableitungsoperators divy auf Gleichung unter
Finsatz von Gleichung

2

o .. . — 0 —\ —
0= % divys Oy — curly vg + Aprhg = _372% (Fho) — w1 + Aprho,

wobei Apy den Laplace-Operator beziiglich xyr bezeichnet. Zudem erhalten wir mit einer
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Differentiation nach tg und mit Gleichung fiir Oho/0ts die Klein-Gordon Gleichung

9? o — o — o —

— | F | =h F{—ho)—Ay|=ho)=0.

ot ( (é%s °)> i (8ts 0) W (8ts 0)
Die zweite Maglichkeit folgt mit den Ausfihrungen in (EM96|] beziehungsweise [Maj03]. Dort wird
fiir die rotierenden Flachwassergleichungen nachgewiesen, dass bei einer Einskalenentwicklung
im Raum und Zweiskalenentwicklung in der Zeit unter Verwendung der Formel nach Duhamel
iber schnelle Wellen gemittelt werden kann.

Mit dem linearen Operator
g oo™ + Varho
L (Uo, ho) = . o
leM Vo

ist diese Fortsetzung auch in unserem Fall mdéglich, allerdings wird nach einer Integration der
Gleichung tber tg unser gemitteltes asymptotisches System eine xg-Abhdngigkeit, die
in [EM96] nicht vorliegt, aufweisen.

Um schliellich die Gleichungen (4.2.2)) und (4.2.3)) von der tg-Abhéngigkeit zu 16sen, wenden wir

im weiteren Verlauf die zeitliche Mittelung an. Da die beiden Mittelungsoperatoren unabhéngig
voneinander sind, erfiillen die rdumlich gemittelten asymptotischen Funktionen g und hg
ebenfalls die Wachstumsbedingung in der Zeit jeweils mit 5 = 1, sodass wir fiir diese
Gleichungen mittels der zeitlichen Mittelung und der Vertauschbarkeit von Grenzwertprozes-

sen

(@0)" + Vi (o) = 0, (4.2.8)
0 (4.2.9)

erhalten. Folglich liegen die rdumlich und zeitlich gemittelten asymptotischen Funktionen (vg)
und <hT)> im quasi-geostrophischen Gleichgewicht. Weiterhin erhalten wir mit der rdumlich

und zeitlich gemittelten Vortizitdt erster Ordnung
(1) = (curlys Do) = curlys (Tg) = —divy (%)L

aus Gleichung (4.2.8))
(@r) = A (Ro ) - (4.2.10)

Zur Schliefung dieses Gleichungssystems bendtigen wir dariiber hinaus Aussagen iiber

o _
S (@) - F (ko))

wofiir wir die Gleichungen zweiter Ordnung (4.1.19) und (4.1.22) verwenden werden.

Zunéchst betrachten wir unter Verwendung von Vghg = 0 und divgvg = 0 die Differenz
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zwischen den beiden Gleichungen (4.1.21)) und (4.2.2)). Es folgt

divg v1 + divys vg = divyy Do, (4.2.11)

womit Gleichung (4.1.22)) zu

0 0 1 .
8Th1 + Dtar h() + = ja (diVS vo + divpy ’Ul) + divg (hl’vo) +vg - Vasho + hodivyy g =0
S
wird. Dann erhalten wir mittels einer anschlieenden rdumlichen Mittelung unter Verwen-

dung von divgwvs = 0 nach Lemma und den Eigenschaften der Raummittelung aus
Bemerkung [£.1.9]

a?hl -+ aa h() + = leM U1 + divg (hl’vo) + vy - VMho + h() divps vg = 0. (4.2.12)
S

Des Weiteren addieren wir zu Gleichung (4.1.19)) die beiden folgenden Terme

v (divg v1 + divys vg — divas Tg) = 0,

V1 diVS Vo = 0,

die nach Gleichung (4.2.11)) beziehungsweise (4.1.20]) verschwinden, hinzu.
Es folgt

0 0
a— 8 ’Uo—i—'vl +Vsho+Vyrh1+divg vg®v1 +divg v1 Qug+divys vo®vg—vg divys g = 0.
(9%

Demzufolge erhalten wir mittels einer nachfolgenden raumlichen Mittelung unter Ausnutzung
von Vghg = 0 nach Korollar und den Eigenschaften der Raummittelung aus Bemer-

Kkung [T

B _ o
— T + =00 + U1~ + Viarhy + divyy vo ® v — T divay To
Otg Oty

+divg vg ® v1 + divgv1 ® vg = 0. (4.2.13)

Um diese Gleichung zu vereinfachen, verwenden wir die aus Bemerkung bekannte Diffe-

renz
v, = vy — Vo, (4.2.14)

sodass wir

Vo ® vy = Vg ® Vg + Vo @ [, + v @ Vg + v @ v,

erhalten.

Da 170 = 0 nach Bemerkung gilt, folgt hierfiir mittels einer rdumlichen Mittelung

v ® vy = Uy ® U + v(, @ vy,



52 4 Mehrskalenentwicklungen

Daraufhin erhalten wir
divps v ® vg — Vo divyy Vg = diVM’lT()@’lTo—i-diVM’vE)@’Uf) — v divys Uy
= Uy - Vg + divy vj ® vy,.

und Gleichung (4.2.13)) vereinfacht sich zu

0 0 7 Y —
— 01+ —7g + Vo .VMqTO+QT1J‘+VMh1+diVMU6®U6
Otg Ot m

+divg vy ® v1 + divg v ® vg = 0. (4215)

Nach diesen Vorbereitungen sind wir in der Lage, die fehlende Gleichung des raumlich und

zeitlich gemittelten quasi-geostrophischen Gleichgewichts herzuleiten. Dazu setzen wir

No(ts,xar,tar) = divyy ’06 & 1)6 + divg vg ® v1 + divg v ® vg
sowie
o(ts, xpr, tar) = curlyy Ny — Fdivg (h1vo)

und wenden die Rotation beziiglich xj; auf Gleichung (4.2.15)) an. Infolgedessen erhalten wir
gemeinsam mit Gleichung (4.2.12) die Differenz

ais(w—FmMazw(wl—Fho)+vo.vM(w1—Fho)+(wl—Fho)diva+m):0,

die unabhéngig von der rdumlich gemittelten asymptotischen Funktion erster Ordnung v ist.

Da nach Gleichung
@1 = Fho = (@i — Fho) = (@i) = F (ho)

und nach Lemma die réumlich gemittelten asymptotischen Funktionen @ und h; erfiillen
jeweils die Wachstumsbedingung (4.1.14)),

o /__ _
gilt, folgt mit der zeitlichen Mittelung und den entsprechenden Eigenschaften aus Bemer-

kung die fehlende Gleichung

9
Oty

(@)~ F (Ro)) + (@) - Var (@1) — F (o)) + ((@1) — F (o)) divay (w5) + (%) =

Damit ist die Herleitung abgeschlossen und wir erhalten fiir die rdumlich und zeitlich gemittelten

asymptotischen Funktionen <i70>, (D) und (w7) mit divas (g) = 0 insgesamt das nicht-
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geschlossene Gleichungssystem

(w5)" + Vs (ho) = 0, (4.2.16)
(@i) = A (ho), (4.2.17)
824 (@i) = F (o)) + (w5) - Vs ((@1) = F (ho)) + () = 0. (4.2.18)

Folglich bedeutet dies in Abhéangigkeit der Mesoskala (xs,tys) und Submesoskala (xg,ts),
dass die zeitlich verdnderte potentielle Vortizitdt des quasi-geostrophischen Gleichgewichts
beziiglich der Mesoskala im Gegensatz zur bekannten Einskalenentwicklung aus [MajO3] um
den Term (7)) verschoben ist.

Wie die Herleitung gezeigt hat, entsteht dieser Term dabei durch die beiden Mittelungsoperatoren
beziiglich der Submesoskala aufgrund der Nichtlinearitdt der Ausgangsgleichungen. Eine erste

Interpretation des zusétzlichen Terms ist in der folgenden Bemerkung zu finden.

Bemerkung 4.2.2
Um den FEinfluss des Terms () auf das raumlich und zeitlich gemittelte quasi-geostrophische
Gleichgewicht (4.2.16) bis (4.2.18) beziiglich der Mesoskala anschaulich zu beschreiben, nehmen

wir an, dass eine Funktion

<ny> :Rz X ]RJF — R, (CCM,tM) — <ny> (:ZZM,tM)

mit
#5) = o (F (o)) + (w5} Ve (F ()
existiert, woraufhin Gleichung 2U
gty (@)= F (o) + 1 () + ) (1@1) = £ {Jo) + () =0
wird.

Somit kénnen wir die Funktion <hj> im Vergleich zu Gleichung (3.1.6) als artifizielle sich in der

Zeit verdndernde Bodenhdhe auffassen, die das quasi-geostrophische Gleichgewicht verschiebt.
Allerdings verbleibt das Gleichungssystem (4.2.16]) bis (4.2.18) auch mit dieser Darstellung nicht

geschlossen.

Zur Schliefung dieses Systems wird eine weitere Gleichung fiir den zusétzlichen Term ()

benotigt. Diese kann aus dem asymptotischen System (4.1.17)) bis (4.1.28]) hergeleitet werden,

wobei diese Gleichung dann von Termen héherer Ordnung abhéngt. AnschlieBend miissen fiir
diese Terme wiederum neue Gleichungen, die von neuen Termen héherer Ordnung abhéngen,
ermittelt werden, sodass auf diesem Wege keine SchlieBung zu erreichen ist. Eine analoge
Schlussfolgerung ist etwa fiir die Reynolds-Mittelung bei turbulenten Stréomungen, siehe bei-
spielsweise [Hin59] und [CA89], bekannt.

Demnach kénnen nur zusétzliche Annahmen eine SchlieBung des Systems erméglichen. Im Fall
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von Mehrskalenentwicklungen ist eine iibersichtliche Darstellung von bekannten Schliefungsan-
sitzen, die wir fiir unser Gleichungssystem hier nicht verwenden werden, in [Yanl2] und [PY15]
zu finden.

Da die Darstellung des zusitzlichen Terms aus Bemerkung [£.2.2] mit der Gleichung fiihrender
Ordnung beziiglich der Submesoskala beziehungsweise Zwischenvariablen aus Kapitel [3] iberein-
stimmt, sollte zukiinftig theoretisch oder numerisch untersucht werden, inwiefern tatséchlich
ein Zusammenhang existiert.

Zwei weitere mogliche Ansétze zur Schliefung dieses Gleichungssystems, die zukiinftig ebenfalls

genauer betrachtet werden sollten, stellen wir im Folgenden vor.

Mit dem ersten Ansatz zur Schliefung des Gleichungssystems (4.2.16[) bis (4.2.18]) leiten wir
aus unserem asymptotischen System eine Gleichung fiir den zusétzlichen Term her und kénnen
infolgedessen, obwohl hierdurch wie oben beschrieben keine SchlieSung erfolgen kann, einige

Eigenschaften von (%) bestimmen. Dazu betrachten wir zunachst die folgenden Terme

divg (hlvo), divgvg ® v1, divgwv; ® vg
aus den Gleichungen (4.2.12)) und (4.2.15)) genauer.
Beispielsweise gilt fiir den ersten Term mit 7 := ¢~ und €, == By, (r) C R?

1 1
A, = / divg (hivg) deg = / hivg - n(xg)dS
AQy) Ja, (hawo) M) Jaa, (s)

= 0@ HO(r)o(r't), r— oo,

=o(r%), r— oo,

fiir alle a > 0, wobei wir analog zum Beweis des Lemmas den Gauflschen Integralsatz

sowie die Wachstumsbedingungen (4.1.11]) und (4.1.12)) verwendet haben. Ein vergleichbares

Vorgehen ist auch fiir die beiden anderen Terme méglich.
Demzufolge weist der Term A, im Gegensatz zu Lemma ein starkeres Wachstum, das

wir als sublineares Wachstum hoherer Ordnung bezeichnen, auf. Da die Funktionen hg, vg,

hi, ©1 und v} ® v} in den Gleichungen d4.2.12[) und (]4.2.15[) physikalisch sinnvolle Losungen

beschreiben und lim, o A, = divg hivg gilt, miissen wir dieses Wachstum unterbinden. Hierfiir

setzen wir

diVS (hl’vo) = 0, (4219)
divgvg ® v1 =0, (4.2.20)
divgv] ® vg = 0, (4.2.21)

wodurch zusétzliche Bedingungen an die asymptotischen Funktionen hg, h1 und vy gegeben

sind.

Als Néchstes leiten wir die Schliefungsgleichung her. Dazu multiplizieren wir Gleichung (4.1.18])
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mit vg zu

2
und wenden darauthin die rdumliche Mittelung an. Da mit Gleichung (4.2.14)) und Bemer-
kung {T.9]

o /1 1
— (Ug) + v - Vg (U%) 4+ vg - Vshi +vg - Vayshog =0
Ots \ 2

v} =70 + vf
gilt und aus der Wachstumsbedingung (4.1.11)) mit o = 1/3 fiir jede Komponente der asympto-
tischen Funktion fithrender Ordnung vy nach Lemma

1 1 1 1
vo - Vg (2v%> =g Vs (2'03) + <2v%> divg vg = divg ((211%) vo) =0

folgt, erhalten wir

0 1 1—5 [— —
87155 <2U02+ 5’06 ) + vy 'Vshl + g VMh() = 0.

Dies reduziert sich gemeinsam mit Gleichung (4.2.3) zu

10 75 —ea
—— -Vghy = 0.
28t5v0 tvo- Vs

Aufgrund der Unabhéngigkeit der beiden Mittelungsoperatoren erfiillt jede Komponente der
Funktion v{, die Wachstumsbedingung (4.1.13)) in der Zeit mit 5 = 1/2 und wir erhalten folglich

mit einer anschlieBenden zeitlichen Mittelung
0= (o - Vshi ) = (divs (h1vo))
Dies gilt unabhéngig von Gleichung (4.2.19).

Weiterhin folgt aus den Gleichungen (4.1.18)) und (4.2.14)

)
— vl + v - Vvl + vl + Vshy =0,

Otg
das heif3t
i’U(,)A + UOA—véA + 1}037’1}614 — U6B + —h1 =0,
Otg Oxg Oys Oxg
i'u' + iv' +wv iv' + —i—ih =0
(9t5 0B 0A axs 0B 0B 83/5 0B 0A ays 1=

beziiglich der Komponentenschreibweise mit vg = (voa,vo5)’.

Eine Multiplikation dieser Gleichungen jeweils mit v( 4 beziehungsweise v(z resultiert dann in

0 0
U6A8TSUE)A + U(/)AUOA%%A + vpAvoB 87%1}6‘4 — V)aV0p + U()A%hl =0, (4.2.22)

0 0 0 0
’UéAaitSUE)B + ’U(/)AUOA%UéB + ’U6AUOB@U63 + ’U6AU6A + UéA%hl = 0, (4223)
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0
/ / / / / / / / /

Vo =——"Vpa + VoUoA=—"Ugs + VoUoB=—"Yya — VoVon + Vog=—h1 = 0, 4.2.24
0B dts 0A oBvY0A Oz 0A oBY0B dys 0A oBYoB 0B dzs 1 ( )
0 0 0
’UéBiatS'U(/JB + ’UéB’UoAiaxS'U(/)B + UE)BUOBiayS’UE)B + U[I)BU[I)A -+ 'U(/)Biays hl = O (4225)

und die Gleichungen (4.2.23]) und (4.2.24) addieren sich zu

0

0
2 U(,)32 + UéA@hl + U{)B%hl =0. (4.2.26)

0
ots (vh.4v0B) + Vo - Vs (vh4v0B) + Voa

Infolgedessen vereinfachen sich die Gleichungen (4.2.22)), (4.2.25)) und (4.2.26]) nach einer raum-

lichen und zeitlichen Mittelung unter Verwendung der angepassten Wachstumsbedingungen,

sodass

folgt. Da wir fiir den zusétzlichen Term (75) mit den Gleichungen (4.2.19) bis (4.2.21]) zudem

() = curlys <Jvo> = curly (diVM <m>)
_ (;‘M - ij) (Voavhs ) + MfayM ((ebs”) = (v0a”))

erhalten, hangt dieser von der asymptotischen Funktion erster Ordnung h; ab.

Daher kénnen wir nun untersuchen, inwiefern diese Funktion in Abhéngigkeit der Submesoskala
den Term (7p) und somit unsere gemittelten Gleichungen beeinflusst. Dazu betrachten wir die

beiden folgenden Félle.

Im ersten Fall setzen wir Vgh; = 0, das heifit, die Hohe in erster Ordnung h; héngt nicht von

der Skala xg ab. Dann gilt

und im Weiteren
(%) = 0.

Demnach wird unser gemitteltes Gleichungssystem (4.2.16)) bis (4.2.17) in Abhéngigkeit

von (xps,tyr) nicht von der Skala g beeinflusst und stimmt mit dem klassischen quasi-
geostrophischen Gleichgewicht {iberein.

Im zweiten Fall betrachten wir die schwachere Annahme

hi (zs,ts, zar,ty) = o([les||”), s € OBy (5_1) , £—0, (4.2.27)
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fiir alle v > 0, das heifit, die Hohe in erster Ordnung h; erfiillt die sublineare Wachstumsbedin-
gung (4.1.11). Demzufolge erhalten wir mit r == e~! und Q, = By (r) C R?

1 , 1
NG @) /T divg hivgdxs = ) /8m hivp - n(xg) dS

= O0(r 3)O(r)o (r'”o‘) , T — 00,

=o(l), r— o0,

fiir v = o = 1/2, in Ubereinstimmung mit Gleichung (4.2.19)).
Letzteres diskutieren wir in der folgenden Bemerkung zusammen mit einer Verallgemeinerung

dieser Annahme genauer.

Bemerkung 4.2.3

Zundchst zeigen wir im Allgemeinen, wie die Wachstumsbedingung als Erweiterung des
Lemmas formuliert werden kann. Dazu betrachten wir fir eine gleichmdj$ig beschrdnkte
Funktion ® : R? x Rg x (0,&) = R beziiglich x, t und € mit nicht-negativen reellen Zahlen s

und T die asymptotische Mehrskalenentwicklung

a:ta

Mw

e®; (g (z,t;¢)) +o (5’”) , €—0,
7=0

fiir jedes k =0,1,...,n und alle v > 0, die auferdem in R x ]Rar gleichmdfSig giiltig ist.
Dann folgt mit dem Vorgehen aus Lemma sowie Korollar[{.1.3 fir die asymptotische
Funktion fiihrender Ordnung die Wachstumsbedingung

o (g (2, 1) = o(z]|*), fzll=c"", =0,

fiir alle a > 0, und fiir die jeweiligen asymptotischen Funktionen héherer Ordnung die Wachs-

tumsbedingung
®i(g(z,t;e)) =o(|z|"), |z|=¢" e—0, j=12,...,n,
fiir alle v > 0.

Daraufhin kénnen wir diese Wachstumsbedingungen mit den Parametern o und v so wdhlen,
dass analog zu Lemma [{.1.5 beziehungsweise Korollar [[.1.¢] raumlich gemittelte Terme der

Form

m

Vs H Ppijy | =0,
j=1
p(5)€{0,...,n}

fiir beliebige m € Ny und alle Kombinationsmdglichkeiten p, siehe zum Beispiel die Bedingun-
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gen (4.2.19) bis (4.2.21)), unter Verwendung von o = v = m~! verschwinden. Dabei entstehen

derartige Terme im Rahmen der Schlieffungsstrategie, sobald Gleichungen fiir

m—1

0
b .
I 0
8t5 = pu
p(7)€{0,....,n}

ermittelt werden.

Dariiber hinaus gilt v — 0 fiir m — oo, das heifit, die Grifie der Wachstumsparameter hangt
von der Anzahl der asymptotischen Funktionen ab, und es folgt €7 — 1, da € > 0. Damit weist
die hier verwendete Mehrskalenentwicklung keinen kleinen Parameter € mehr auf und kann
infolgedessen die Losung ®(x,t;e) des eigentlichen Problems nicht mehr asymptotisch darstellen.
Stattdessen wird hierdurch die asymptotische Losung des Problems fiir e = 1 beschrieben.
Diese Folgerung stimmt mit einem bekannten Vorgehen der asymptotischen Analyse tberein.
Obwohl die einzelnen Rechenschritte bei der Herleitung asymptotischer Systeme die Existenz
eines kleinen Parameters € voraussetzen, wird nichtsdestotrotz das gleiche System auch im Fall
e = 1 verwendet und der Erfolg dieses Vorgehens insbesondere als Kriterium fiir die Giite einer
asymptotischen Approzimation angesehen, vergleiche [Yan12]. Ein Beispiel hierfir ist nach
Yano in [Yan92] zu finden.

Demnach stellt sich zukiinftig die Frage, inwieweit ein Zusammenhang zwischen der verwendeten
Mehrskalenentwicklung und einer asymptotischen Approzimation im Fall € = 1 theoretisch oder

numerisch nachgewiesen werden kann.

Der zweite Ansatz das Gleichungssystem (4.2.16)) bis (4.2.18) zu schlieBen, besteht darin eine ex-

plizite SchlieBungsgleichung aufzustellen. Dazu suchen wir fiir die GréBen <h70> , (D) , (Lp) sowie
<]v0> beziehungsweise (7p) , die jeweils nur von der Skala (xj,tys) abhéngen, ein Gleichungs-
system in Abhéngigkeit der Grofen <E>E, (), (@0)° sowie <N >8 beziehungsweise (7)°, das
im singuldren Grenzwert ¢ — 0 gegen unsere gemittelten Gleichungen (4.2.16)) bis (4.2.18]) mit
<E>€ — <hT3>, ()¢ — (vg), (@)° — (o) sowie <N>E — <]v0> beziehungsweise (7)° — (7g)
konvergiert und teilweise durch unsere asymptotische Mehrskalenanalyse motiviert wird.

Aufgrund dessen betrachten wir die Gleichungen der Mesoskala (3.2.1)) bis (3.2.2)) mit o = 0.

Dabei erweitern wir die Gleichung der Geschwindigkeit um einen zusétzlichen Term und veran-

dern die Gleichung der Hohe nicht. Dies wird durch unsere asymptotische Mehrskalenanalyse
motiviert, da der dortige zusétzliche Term vor allem aus Geschwindigkeitsanteilen besteht. Das

heif3t, wir betrachten

0 1 1
—v+v-Vo+ N+ -v-+-Vh =0, (4.2.28)
ot € €

0 1 .

ah +v-Vh+ Na dive =0, (4.2.29)

wobei wir hier und im Weiteren aus Griinden der Ubersichtlichkeit die Notation der Mittelungs-

operatoren - sowie (- ), die Hochstellung - und die Tiefstellung - 5 jeweils weglassen.
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Folglich erhalten wir fiir die Gleichung der potentiellen Vortizitéat

gt(w—Fh)—i-'v-V(w—Fh)—H/——wdivv (4.2.30)

mit v = curl N.

Da dieses Gleichungssystem nicht geschlossen ist, benttigen wir eine weitere Gleichung fiir V.

7 diesem Zweck wéahlen wir beispielsweise

;Nﬁm-VN+AF—v:Q (4.2.31)
sodass fiir die Gleichungen bis im Fall des singuldren Grenzwerts ¢ — 0
mittels
Ev=iv-vi Fh’4 N.N
2 2 2
die Beweisstrategie nach Klainerman und Majda [KMS81|, [KM82|, die wir bereits in Kapi-
tel fiir die Gleichungen (3.2.1]) bis (3.2.3) verwendet haben, nutzbar ist.

Demzufolge konvergieren unter geeigneten Voraussetzungen an die Anfangsbedingungen diese

Gleichungen im singuldren Grenzwert ¢ — 0 gegen

vy + Vho =0, (4.2.32)
wo = Ahy, (4.2.33)

0
& (wg — Fh()) +v9-V (WO — Fho) + vy =0, (4.2.34)
QN(] 4+ vg- VNpy + Nd‘ —v9=0 (4.2.35)

ot

fir v — vo, h — hg, w — wp sowie N — Ny beziehungsweise v = curl N — curl Ny = vy.

Somit stimmen die Gleichungen (4.2.32)) bis (4.2.34) mit dem raumlich und zeitlich gemittelten
quasi-geostrophischen Gleichgewicht beziiglich der Mesoskala (4.2.16)) bis (4.2.18]) iiberein.

Allerdings hat dieser Ansatz einen entscheidenden Nachteil. Im Gegensatz zu den Gleichun-

gen (4.2.28)) bis (4.2.30) beziechungsweise (4.2.32) bis (4.2.34]) wird Gleichung (4.2.31)) bezie-
hungsweise (4.2.35)) weder durch unsere asymptotische Mehrskalenanalyse motiviert noch weist

sie eine geophysikalische Interpretation auf. Die obige Wahl der SchlieBungsgleichung erfolgte

nur, um die genannte Beweisstrategie zu ermoglichen.
Wie in Zukunft eine sinnvolle SchlieBungsgleichung konstruiert werden kénnte, diskutieren wir

in der folgenden Bemerkung.

Bemerkung 4.2.4

Zur Konstruktion einer geophysikalisch sinnvollen Schlieffungsgleichung fir die Gleichun-

gen (4.2.16]) bis (4.2.18) kann es gegebenenfalls hilfreich sein die semi-geostrophischen Glei-

chungen aus [Hos75)], siehe beispielsweise auch [TTMOS], zu betrachten.

Diese Gleichungen stellen ein geophysikalisches Modell zur Beschreibung von Prozessen und
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Dynamiken beziiglich der Submesoskala dar und sind in dimensionsbehafteter Form durch

0
(+(uG+uAg)-V>uG+fk:quG—0,

ot

0 0

A

990 0z ’
<a+(u +uaq) V>6’—0
ot G AG =Y,
divuag =0,

f’uG:kXVhCI)

mit k= (0,0,1)", W, = (8/8z,0/8y,0)" sowie V = (8/dx,8/dy,d/0z)" gegeben. Dabei
beschreibt hier uw = ug + uag die dreidimensionale Geschwindigkeit, uwg den geostrophischen
und wac den nicht-geostrophischen Anteil der Geschwindigkeit, 8 die potentielle Temperatur,
® das Geopotential, f den Coriolisparameter, g die Erdbeschleunigung sowie 0y die konstante
potentielle Bezugstemperatur.

Da innerhalb der Modellierung unterschiedliche physikalische Variablen und Raumdimensionen

zum Finsatz kommen, stimmen diese Gleichungen nicht mit den Gleichungen (4.2.16)) bis (4.2.18)

beziehungsweise (4.2.39) bis (4.2.34) aus unserer asymptotischen Mehrskalenanalyse tiberein.

Allerdings beschreiben beide Gleichungssysteme das quasi-geostrophische Gleichgewicht und

weisen unter Verwendung der Rotation mit dem Ansatz
Ny :=usq - Vug + fk X uag

eine dhnliche Struktur auf.

Daher kinnte es gegebenenfalls zielfiihrend sein, eine asymptotische Mehrskalenentwicklung auf
die rotierenden Euler-Gleichungen anzuwenden, um mittels Mittelungsoperatoren sowohl die
quasi- als auch die semi-geostrophischen Gleichungen zu erhalten. Infolgedessen kann unter-
sucht werden, inwiefern die zusdtzlichen physikalischen Variablen in den semi-geostrophischen

Gleichungen zur Schlieffung der Gleichungen (4.2.28) bis (4.2.29) beitragen.

Insgesamt ist damit der theoretische Teil dieser Arbeit abgeschlossen und wir wenden uns dem

numerischen Teil zu.
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In diesem Kapitel leiten wir fiir die entdimensionalisierten rotierenden Flachwassergleichungen

ohne Bodenhohe in Erhaltungsform

%H—I—div (Hv) =0, (5.0.1)
Q(H)er' (Hv®'v)+1HL+1V(1H2>—O (5.0.2)
ot Y v Ro ~ TF2\2 B o

bei hinreichend kleinen Froude-Zahlen sowie beliebigen Rossby-Zahlen der Ordnung O(1)
und O (¢) mit den Ergebnissen der asymptotischen Mehrskalenanalyse aus Kapitel einen
vollstdndig-impliziten Algorithmus zweiter Ordnung in Raum und Zeit her. Dazu diskutieren wir
einleitend Grundsétzliches zu den Schwierigkeiten, dem Vorgehen und der Motivation beziiglich

der numerischen Realisierung dieser Zielsetzung.

Bevor wir dies ausfithren, geben wir jedoch eine Literaturiibersicht mit einigen Arbeiten tiber
numerische Verfahren fiir hyperbolische Systeme, die jeweils mithilfe von asymptotischen
Entwicklungen hergeleitet wurden, an. Im Fall der eindimensionalen Euler-Gleichungen im
Bereich kleiner Mach-Zahlen Ma wurde von Klein in [Kle95] mit einer gezielten Verwendung
der Ergebnisse einer asymptotischen Analyse ein erster Algorithmus entwickelt.

Anschlieflend wurde dieser Ansatz in einer Vielzahl von Arbeiten wie zum Beispiel von Schneider
et al. in [SBGK99|, von Munz et al. in [MRKGO3|, von Hoffmann in [Hof00] und von Meister
in [Mei01] weiterentwickelt. Dabei wurden in [Hof00] und |[MeiO1] mit einer Druckentwicklung
der Form p ~ pg+Map; + Ma? po die eindimensionalen Euler-Gleichungen fiir alle Mach-Zahlen
und in [SBGK99| mit p ~ pg+Ma? py beziehungsweise in [MRKG03] mit p ~ po+Ma p; +Ma? po
die zweidimensionalen FEuler-Gleichungen fiir verschwindende Mach-Zahlen betrachtet. Weitere
Unterschiede existieren in den jeweils verwendeten numerischen Verfahren. Eine iibersichtliche
Darstellung der unterschiedlichen Ansétze ist in [KBST01] zu finden.

Im Fall der zweidimensionalen Flachwassergleichungen im Bereich kleiner Froude-Zahlen und
einer Hohenentwicklung der Form H ~ Hy + Fr? Hy wurde von Vater in [Vat05] sowie Vater
und Klein in [VK09| der Ansatz aus [SBGK99] mit einer Kombination aus Finite-Volumen-
und Finite-Elemente-Verfahren mit bilinearen Ansatzfunktionen weiterentwickelt. Eine weitere
Verbesserung des Verfahrens erreichte Vater mit einem Multilevelverfahren in [Vatl13].

Fiir diese beiden hyperbolischen Gleichungen kénnen asymptotische Methoden auch fiir andere

Klassen numerischer Verfahren verwendet werden. Beispielsweise wurden von Noelle et al.

61
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in [NBA™14] und von Bispen et al. in [BALN14] jeweils asymptotisch erhaltende Verfahren
hergeleitet.

Im Fall der rotierenden Flachwassergleichungen im Bereich kleiner Froude- und Rossby-Zahlen
ist ein erster Ansatz fiir ein auf Asymptotik basierendes numerisches Verfahren in [AKNV11] von
Audusse et al. mit einer asymptotischen Einskalenentwicklung und einer aus der Vortizitét
folgenden Hohenkorrektur zu finden. Da wir hier allerdings asymptotische Mehrskalenentwick-
lungen verwenden, werden wir diesen Ansatz nicht weiter verfolgen.

Im Gegensatz dazu ist es auch in solchen Fallen méglich, ohne asymptotische Entwicklungen
numerische Verfahren herzuleiten. Im Allgemeinen werden dann die dimensionsbehafteten
Gleichungen betrachtet. Beispielsweise wurden von Giorgetta et al. in [GHK™T09] fiir die (modifi-
zierten) regularisierten rotierenden Flachwassergleichungen in dimensionsbehafteter Form unter
Verwendung geophysikalischer Annahmen ein Finite-Differenzen-Verfahren sowie von Bauer
und Gay-Balmaz in [BG17] fiir die rotierenden Flachwassergleichungen in dimensionsbehafteter
Form ein Verfahren mit variationeller Diskretisierung entwickelt.

Auf diese beiden zuletzt genannten Arbeiten werden wir in Kapitel [6] zuriickkommen, wenn
wir unseren vollstdndig-impliziten Algorithmus auf geeignete numerische Testbeispiele wie die

beiden nichtlinearen Dynamiken aus [GHK™09] anwenden.

Bei der numerischen Realisierung unserer obigen Problemstellung miissen einige Schwierigkeiten
behandelt werden, die unter anderem aus der Existenz der beiden dimensionslosen Parameter
resultieren.

Damit im Allgemeinen ein stabiles explizites numerisches Verfahren vorliegt, miissen die diskrete
Zeitschrittweite At und diskreten Gitterweiten Az sowie Ay so bestimmt werden, dass die
CFL-Bedingung nach Courant, Friedrichs und Lewy [CFL28]| erfiillt ist. Fiir die rotierenden
Flachwassergleichungen ist diese Bedingung mit der CFL-Zahl

—1
Ax Ay
cfl .= At [ min , :
( (max{|v1|, vlzl:\l/;—rﬁ} max{|v2|, U2i\grﬁ})>

fiir v = (v1,v2)T, durch 0 < cfl < 1/2 gegeben.

Da innerhalb eines Zeitschrittverfahrens die Zeitschrittweite aus der CFL-Bedingung ermittelt
wird, folgt in diesem Fall At — 0 fiir Fr — 0. Demzufolge fithren sehr kleine Froude-Zahlen zu
hinreichend kleinen Zeitschrittweiten, die in der praktischen Anwendung aufgrund der Vielzahl
von bendtigten Zeitschritten einen sehr hohen Rechenaufwand erzeugen. Dieser geht im Allgemei-
nen iiber die verfiighbare Rechenleistung und erwiinschte Rechenzeit hinaus, weshalb in solchen
Féllen explizite Verfahren nicht geeignet sind und auch nicht zum Einsatz kommen, siche die

genannten Arbeiten im Fall der Euler-Gleichungen beziehungsweise Flachwassergleichungen.

Die zweite Schwierigkeit besteht darin, den Quellterm ohne Ordnungsverlust im Rahmen eines
numerischen Gesamtverfahrens zu diskretisieren. Dabei muss zum einen die Konsistenzordnung
des Verfahrens beziiglich des Quellterms mit der Konsistenzordnung des Verfahrens beziiglich

der Flussanteile iibereinstimmen, vergleiche [TG07], und zum anderen beachtet werden, dass



63

durch die méglichen Rossby-Zahlen der Ordnung O(¢) eine steife Differentialgleichung fiir den
Quellterm vorliegt.

Weiterhin miissen die diskreten physikalischen Variablen fiir die entsprechenden Werte der
dimensionslosen Parameter den Ergebnissen der asymptotischen Analyse aus Kapitel [] wie zum
Beispiel die Divergenzfreiheit der Geschwindigkeit in fithrender Ordnung gentigen. Um diese
Ergebnisse auf die rotierenden Flachwassergleichung in Erhaltungsform anzupassen, wenden
wir in Kapitel eine asymptotische Zweiskalenentwicklung in Raum und Zeit mit einer
Hohenentwicklung der Form H ~ Hy + Fr H; + Fr? Hy auf diese Gleichungen an und fiithren

eine kurze asymptotische Analyse durch.

Als Néchstes stellen wir die einzelnen Schritte der Herleitung des vollstdndig-impliziten Algorith-
mus vor. In Kapitel [5.2| trennen wir zunichst analog zu [Kle95| die Abhéngigkeit der Zeitschritt-
weite von der Froude-Zahl. Hierzu werden die Terme der rotierenden Flachwassergleichungen,
ohne dabei die Struktur der Erhaltungsform zu verlieren, jeweils in parameterunabhingige und
parameterabhéngige Terme aufgeteilt.

Infolgedessen beschreiben die parameterunabhéngigen Terme die rotierenden Flachwasserglei-
chungen fiir Fr = 1 und Ro = 1, die in diesem Zusammenhang als Hilfsproblem bezeichnet
werden. Insbesondere ist die Zeitschrittweite dieses Problems nun von der Froude-Zahl unab-
héngig und folglich fiir eine praktische Anwendung geeignet. Zudem kann dieses Problem mit
klassischen numerischen Verfahren zweiter Ordnung ermittelt werden.

Anschlieflend passen wir den asymptotischen Korrekturansatz mittels eines zweistufigen Runge-
Kutta-Verfahrens zweiter Ordnung aus [Hof00], [Mei01] auf unsere Situation an. Dadurch wird
im Gegensatz zu einer direkten expliziten Diskretisierung der Massenerhaltung sichergestellt,
dass die Hohe zum Zeitpunkt ¢"*! durch die parameterabhingigen Terme der Impulserhaltung
beeinflusst wird.

Um des Weiteren das Verhalten der physikalischen Variablen bei sehr kleinen Froude-Zahlen
korrekt wiederzugeben, ersetzen wir die Hohe durch eine asymptotische Entwicklung der Form
H ~ Hy + Fr H; + Fr? Hy und bestimmen die einzelnen Hohenfunktionen durch die Ergebnisse
der asymptotischen Analyse. Dabei miissen wir aufgrund des Quellterms vor allem die asympto-
tische Funktion erster Ordnung H; durch die linearisierten rotierenden Flachwassergleichungen
sowie diskreten Mittelungsoperatoren bestimmen und koénnen daher keine asymptotische Ent-
wicklung der Form H ~ Hy + Fr? Hy verwenden.

Ferner werden die einzelnen Schritte der Diskretisierung der asymptotischen Korrektur unter
Verwendung von rechteckigen Rechengebieten mit periodischen Randbedingungen in Kapi-
tel vorgestellt. Diese bestehen aus der Diskretisierung des Hilfsproblems in Kapitel
der asymptotischen Funktionen Hp und H; in Kapitel [5.3:2] der rdumlichen Ableitungen in
Kapitel und der zeitlichen Ableitung in Kapitel

Um ein numerisch-stabiles Verfahren zweiter Ordnung zu erhalten, verwenden wir fiir die
rdumlichen Ableitungen aus Stabilitdtsgriinden nach [VKO09| eine Kombination aus Finite-
Volumen- und Finite-Elemente-Verfahren mit bilinearen Ansatzfunktionen und fiir die zeitlichen

Ableitungen, da die asymptotische Korrektur eine starke Kopplung mit einem nicht-linearen Ho-



64 5 Vollstdndig-impliziter Algorithmus

hengradienten aufweist, unter anderem das in [Hof00], [MeiO1] verwendete vollstandig-implizite
Zeitintegrationsverfahren zweiter Ordnung. Dariiber hinaus wird die genaue Diskretisierung des
Quellterms angegeben.

Abschlieend passen wir in Kapitel [5.4] die divergenzfreie Korrektur aus [Hof00], [MeiO1] auf
unsere Situation an, wobei wir hier aus Stabilitdtsgriinden ein versetztes Gitter verwenden.
Mit diesem zusétzlichen Schritt sichert unser Algorithmus dann die Divergenzfreiheit bei
verschwindenden Froude-Zahlen sowohl fiir konstante als auch gegen null konvergierende
Rossby-Zahlen.

Insgesamt erhalten wir mit diesem Vorgehen einen vollstédndig-impliziten Algorithmus zweiter
Ordnung in Raum und Zeit fiir die rotierenden Flachwassergleichungen in Erhaltungsform
bei hinreichend kleinen Froude-Zahlen sowie beliebigen Rossby-Zahlen der Ordnung O(1) und
O(e). Daneben liegt hiermit eine Grundlage vor, um die theoretischen Ergebnisse aus den
vorangegangenen Kapiteln numerisch zu realisieren. Dies bleibt jedoch zukiinftigen Arbeiten

vorbehalten.

5.1 Mehrskalenentwicklungen fiir die Erhaltungsgleichungen

In diesem Unterkapitel wenden wir auf die rotierenden Flachwassergleichungen in Erhaltungs-
form (5.0.1)) und eine asymptotische Zweiskalenentwicklung in Raum und Zeit an. Da
dies eine Erweiterung unserer Ausfithrungen in Kapitel [4 darstellt, stellen wir hier nur die
wichtigsten Schritte der Herleitung und die relevanten Ergebnisse der Mehrskalenanalyse fiir

den vollstdndig-impliziten Algorithmus vor.

Aufgrund der einleitenden charakteristischen Analyse verwenden wir hier die Froude-Zahl
als Entwicklungsparameter der asymptotischen Mehrskalenentwicklung und betrachten die
beiden verschiedenen Skalen (xg,ts) und (xyr,ty) mit (s, ty) = Fr(zs,ts), Ty, s € R?
tu,ts € RY, Fr < 1.

Weiterhin realisieren wir die Erweiterung auf zwei Raum- und Zeitskalen mittels der Abbildung

gro : R2 X RY x (0,Fr) — R? x Ry x R? X R{,

( . F) ( 1 1 . Fr Frt>
. I‘ PR— PR— PR— PR—
T Ro" " Ro Ro" Ro
mit
( ; y ) <1 175 Fr Frt)
T T =|=—x, —t, —x, —
S 15y M M Ro 'Ro 'Ro ’ Ro

und betrachten fiir die physikalischen Variablen der Hohe und Geschwindigkeit eine asymptoti-

sche Mehrskalenentwicklung der Form

k
O (x,t;Fr) = ZFrj ®; (gr, (x,t;Fr)) + 0 (Frk> , Fr—0, k£=0,1,2,
=0
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mit den asymptotischen Funktionen

P R*xRf xR* xRy — R, j=0,1,2,

(Ts,ts,xrr,ty) — P (xs,ts, Tar, tar) -

Anschlieflend setzen wir diese Entwicklungen unter Verwendung der folgenden Ableitungen

0 1 0 Fr 0
& ((I)J 0 gRo) (ZB,t, FI‘) - %%Q)J (gRo (',thv FI‘)) + %%q)] (gRo (CL‘, t,Fr)) s
1 F

Ir
\Y ((I)] o gRo) (:B,t; Fl") = VS(I)j (gRo (.CL',t; FI‘)) + OVM(I)j (gRo (:L‘,t;FI‘)) )

Ro R

fir j =0, 1,2, die Mithilfe der Kettenregel entstehen, in die Gleichungen ({5.0.1)) und (5.0.2) ein,

sodass insbesondere diese Gleichungen unabhéngig von der Rossby-Zahl sind und infolgedessen

die Ro-Abhéngigkeit der Ausgangsgleichungen vollstdndig in den betrachteten Skalen zu finden

ist. Gemeinsam mit den sublinearen Wachstumsbedingungen (4.1.11)) bis (4.1.14) beziiglich der

Froude-Zahl fir die asymptotischen Funktionen erhalten wir mit einem Koeffizientenvergleich
nach Potenzen in Fr die asymptotischen Gleichungen. Diese sind fiir die Gleichung der Hoéhe
durch

0

—Hy +divg (Hovg) =0, (5.1.1)
Otg

0 0
—H) + —Hy + divs (Hovy) + divg (Hyvo) + divys (Hovo) =0,  (5.1.2)
Otg Oty

0

0
Hy + — Hy +divg (Ho’UQ) + divg (Hl'vl) + divg (HQ’UQ)
Otg Oty

+divys (Hovy) + divy (Hivg) =0 (5.1.3)
und fiir die Gleichung des Impulses durch
HoVsHy =0, (5.1.4)
H\VsHy+ HoVsH) + HyVyHyg =0, (5.1.5)
9 (Howo) + divs (Hovo ® vo) + Hovg + HoVsHs + HiVsH, + HyVsHy

Ots
+HoVyHy + HiVy Hg =0 (5.1.6)

gegeben.

Bevor wir mit der asymptotischen Mehrskalenanalyse beginnen, zeigen wir im Folgenden, wie die
beiden asymptotischen Systeme ((5.1.1)) bis (5.1.6) und (4.1.17)) bis (4.1.22]) zusammenhéngen.

Bemerkung 5.1.1

In dieser Bemerkung zeigen wir, dass die beiden asymptotischen Systeme (5.1.1)) bis (5.1.0) und

(4.1.17) bis (4.1.29) iibereinstimmen. Dazu betrachten wir zundchst die jeweiligen Systeme

beziiglich der obigen Mehrskalenentwicklung mit Abbildung ggr, der rotierenden Flachwasserglei-
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chungen in Erhaltungsform und sowie in einfacher Form

%H+v-VH+Hdivv:0,

B 1,1
— . — —VH =0.
8t'v+'v Vv + Rov + Fr2v

Unter Verwendung der asymptotischen Mehrskalenentwicklung fiir den Impuls

k
(Hv) (2, t;Fr) = » Fr/ (Hv); (ggo (@, Fr)) + 0 (Fr) | Fr—0, k=0,1,2,
j=0

mit '

J

(Hv); (gro (. ;F1) = > H; (gg, (.t Fr)) vj_i (g, (2, £ Fr)),

i=0
tibertrégt sich dann auch die Aquivalenz beider Formen auf die jeweiligen asymptotischen
Systeme.
Da ferner in Kapitel[] nicht diese Entwicklung fir die rotierenden Flachwassergleichungen in
einfacher Form, sondern die asymptotische Mehrskalenentwicklung mit Entwicklungsparameter
e und Abbildung gs fir die Gleichungen und betrachtet wurde, miissen wir

auflerdem die dadurch entstehenden Unterschiede beachten.

Aufgrund der in Kapitel [2.9 vorgestellten unterschiedlichen Versionen der rotierenden Flach-
wassergleichungen und der Parameterwahl in Kapitel [3 stimmen die jeweiligen Gleichungen
mittels
- ~ €
H(z,t) =1+ ¢eFh(x,t), v(xt)=12o(zx,t), Fr=eV/F, Ro= 5
wobet wir zur Unterscheidung die physikalischen Variablen aus Kapitel |4 mit zusdtzlichen
Tilde-Zeichen kennzeichnen, tiiberein.

Eine anschlieffende Transformation der Skalen

Ty =5, tg=tg, @y =VFEy, tu=VFiy
und der asymptotischen Funktionen

Hy =1,

1-Fk~

Hi1 (zs,ts,xmta) = VE by (&s, s, &1, Tur)

—k_ -
vi (x5, ts, o tar) = VE o (Zs,ts, . Tr)

fir alle k € Ny, ebenfalls mit zusdtzlichen Tilde-Zeichen fiir die Skalen und asymptotischen
Funktionen aus KapitellZL zeigt schliefllich die Ubereinstimmung der beiden asymptotischen
Systeme bis und bis unter der Voraussetzung, dass aus der
folgenden asymptotischen Mehrskalenanalyse Hy = 1 folgt. Letzteres wird, wie wir gleich sehen

werden, der Fall sein.
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Die fiir unseren Algorithmus relevanten Ergebnisse der asymptotischen Mehrskalenanalyse
folgen bereits aus einer Zweiskalenentwicklung im Raum mit den Skalen &g sowie s und einer
Einskalenentwicklung in der Zeit mit der Skala tg und beziehen sich auf die asymptotischen
Hohenfunktionen Hy und H;.

In [Kle95] beziehungsweise |Mei99] wird fiir die Euler-Gleichungen nachgewiesen, dass bei
einer Zweiskalenentwicklung im Raum und Einskalenentwicklung in der Zeit der Druck in
fithrender Ordnung konstant ist und die asymptotische Druckfunktion erster Ordnung den
linearisierten Euler-Gleichungen geniigt. Die entsprechenden Aussagen fiir die Héhe im Fall der
Flachwassergleichungen sind in [Vat05] zu finden.

Darauf aufbauend wird hier die asymptotische Hohenfunktion fiihrender Ordnung Hy keine
Abhéngigkeit von den Skalen aufweisen und die asymptotische Héhenfunktion erster Ordnung
H, die linearisierten rotierenden Flachwassergleichungen erfiillen. Dabei werden zur Herleitung
dieser Ergebnisse die Mittelungsoperatoren (4.1.15) und (4.1.16)) beziiglich der Froude-Zahl
und wie in Kapitel .2] die Resultate aus Lemma [£.1.5] Korollar [£.1.4] Lemma [£.1.7] und Bemer-
kung [4.1.8 verwendet.

Wir beginnen die Analyse mit den Gleichungen (5.1.4]), (5.1.5) und (5.1.1)). Da nach Voraus-
setzung Hy # 0 gilt, weist die Hohe in fithrender Ordnung Hy nach Gleichung (5.1.4) keine
Abhéangigkeit von der Raumskala xg auf. Infolgedessen wird Gleichung ([5.1.5)) zu

VsH + Vi Hg =0,

sodass eine rdumliche Mittelung dieser Gleichung, unter Verwendung von VgH; = 0 nach
Korollar in VyrHy = 0 beziehungsweise Hy = Hy(ts,tar) und VgH; = 0 resultiert.
Weiterhin folgt, da Hy nur noch von den Zeitskalen abhéngt, fiir Gleichung (5.1.1))
1 0
— ——Hy=di . 5.1.7

Ho, Ots 0 Vs Uo ( )
Mithilfe der Raummittelung fithrt dies, unter Verwendung von divgwvy = 0 nach Bemer-
kung [4.1.8, zu Hy = Ho(tpr) und

divg vy = 0. (5.1.8)

Somit folgt die beziiglich &g divergenzfreie Geschwindigkeit in fithrender Ordnung aus der

asymptotischen Hohenfunktion Hy.

Anschliefend betrachten wir die Gleichungen (5.1.2)) und (5.1.6). Gemeinsam mit den obigen
Ergebnissen erhalten wir fiir die rdumlich gemittelte Gleichung (5.1.2)), unter Verwendung von

divg v; = 0 nach Lemma

0 0
—H ——Hy + Hp di vo = 0.
s 1+8tM o+ Hodivys Vg

Mit einer zusétzlichen Zeitmittelung wird dies, unter Verwendung von (90H;/0ts) = 0 nach
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Lemma zu

Nun bestimmen wir mit Gleichung (5.1.6) ebenfalls divys (g) . Zunéchst erhalten wir mit den
obigen Ergebnissen, sowie unter Verwendung von divgvg ® vg = 0 nach Lemma da

jede Komponente der asymptotischen Funktion fithrender Ordnung vg die Wachstumsbedin-

gung (4.1.11)) mit o = 1/2 erfiillt, und VgHs = 0 nach Korollar

0
— %y + o + VarHy = 0.
Otg

Diese Gleichung wird mit einer zeitlichen Mittelung, unter Verwendung von (Qvg/dts) = 0
nach Bemerkung [£.1.8] zu
(To)™ + Vs (Hy) =0, (5.1.10)

sodass auch
divas (Do) = 0. (5.1.11)

gilt. Zusammen mit Gleichung (5.1.9) folgt hiermit Hy = const. # 0 in Ubereinstimmung mit
Bemerkung [5.1.1
Infolgedessen erhalten wir fiir die rdumlich gemittelten Gleichungen ((5.1.2) und (5.1.6)) die

linearisierten rotierenden Flachwassergleichungen

0
—Hy + Hydivy; g = 0, (5.1.12)
Otg
A
—v9+v9 + VyH =0, (5113)
Otg

wodurch sogenannte Poincaré-Wellen und stationédre Wellen beschrieben werden.

Die weitere Mehrskalenanalyse erfolgt dann analog zu Kapitel

Insgesamt haben wir mit diesen Ausfithrungen die wichtigsten Ergebnisse der Mehrskalenana-
lyse fiir die numerische Realisierung der rotierenden Flachwassergleichungen in Erhaltungs-
form und bei hinreichend kleinen Froude-Zahlen sowie beliebigen Rossby-Zahlen
der Ordnung O(1) und O(e) vorgestellt.

Im folgenden Unterkapitel beginnen wir mit der Herleitung des ersten Schritts unseres vollstandig-

impliziten Algorithmus.

5.2 Asymptotische Korrektur

In diesem Unterkapitel leiten wir die asymptotische Korrektur her. Dazu folgen wir den
Ausfithrungen in [Hof00] und [MeiO1] fiir die eindimensionalen Euler-Gleichungen und passen

diese auf unsere zweidimensionale Situation mit zwei dimensionslosen Parametern an.
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Als Ausgangspunkt der folgenden Herleitung betrachten wir die rotierenden Flachwasserglei-

chungen (5.0.1)) bis (5.0.2)) in der dquivalenten Form

%H + div (Hv) = 0, (5.2.1)

-1 Fr? -1
gt (Hv) + div (Hv ® v) + Hv* + HVH = (R;’{O ) Hot + < EIQ > HVH. (522

Mit den physikalischen Variablen
T
Q = (H,M,N)" = (H,(Hvi), (Hvs))" = (H, (Hv)")

und den Funktionen

F = (Fy,Fy, FN)', Sp=(0,5¢,,5)" ,
A= (0,Ap, AN)",  Sa=1(0,54,,5,)"

in der Darstellung

Fr(Q)= 0,M + 0yN,

Fu(@= 0 (]‘ff ¥ ;m) +o, (Y )s S (@ =N,
Fy (Q) = az(l\i[N>+ay (JI\:;JF;H?) Sy (Q) = M,
Au(Q) = (T Ho. 1. N
Av (@ =~ (T ) HoH, Su (@ == (Fpot ) M
sind diese Gleichungen bis durch
SQTF(Q)+5r(Q) =-A(Q) - 51(Q) (523

gegeben.

Dabei wéhlen wir diese Form, um zwischen den Termen auf beiden Seiten der Gleichung zZu
unterscheiden. Da die Funktionen A und S4 der rechten Seite eine direkte Abhéngigkeit von
der Froude- und Rossby-Zahl besitzen, bezeichnen wir diese als asymptotische Terme. Die
Funktionen der linken Seite F' und Sy hingegen weisen keine Parameterabhéingigkeit auf,
sondern stimmen mit den rotierenden Flachwassergleichungen fiir Fr = 1 sowie Ro = 1 iiberein

und werden somit als klassische Terme bezeichnet.

Des Weiteren definieren wir mit diesen Termen das sogenannte Hilfsproblem (engl. auziliary

problem) durch
%Q +F(Q)+Sr(Q)=0 (5.2.4)
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beziehungsweise

3} :
EH +div (Hv) =0,

gt (Hv) + div (Hv ® v) + (Hv)" + HVH = 0.

Da nun dieses Problem unabhéngig von der Froude- und Rossby-Zahl ist, insbesondere weist die
Zeitschrittweite mittels der zugehorigen CFL-Bedingung keine Abhéngigkeit von der Froude-
Zahl auf, kann es mit bekannten numerischen Verfahren (siehe Kapitel explizit ermittelt
werden. Unter der Bedingung, dass die asymptotischen Terme implizit realisiert werden, stellt
dann diese Zeitschrittweite zudem eine geeignete Wahl innerhalb eines numerischen Verfahrens
fiir das Gesamtproblem dar. Demzufolge bestimmen wir in unserem Algorithmus inner-
halb eines Zeitschritts zunéchst das Hilfsproblem und infolgedessen das Gesamtproblem.
Allerdings ist dieses Vorgehen nur moglich, wenn durch das Hilfsproblem wohl-erstellte (engl. well
prepared) Anfangsbedingungen hochstens linear in der Zeit anwachsen, vergleiche dazu [Dell0]
und [NBA™14] im Fall der Euler-Gleichungen, wobei unter solchen Anfangsbedingungen
nach [KMS81], [KM82| Gleichgewichte, die aus singuldren Grenzwerten resultieren, zu ver-
stehen sind.

Wie im folgenden Lemma fiir die beiden Gleichgewichte aus Kapitel gezeigt wird, geniigt

unser Hilfsproblem dieser Bedingung.

Lemma 5.2.1

(i) Fiir die wohl-erstellte Anfangsbedingung
divv =0, VH =0,
erfillt die Losung des Hilfsproblems zum Zeitpunkt t + At
divo (@t + At) = O(AY),  VH (z,t+ At) = O (AF).
(i) Fir die wohl-erstellte Anfangsbedingung
dive =0, vt+VH=0,
erfillt die Lésung des Hilfsproblems zum Zeitpunkt t + At

divo(x,t + At) = O (At), v(x,t+ At)T + VH(z,t + At) = O (At).

Beweis:
(i) Der Beweis erfolgt analog zu den Ausfithrungen in [Vat05] fir die Flachwassergleichungen
beziehungsweise in [NBA™14] fiir die Euler-Gleichungen, wobei zusitzlich eine Anpassung

hinsichtlich des Quellterms benétigt wird.
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Mit der Taylorentwicklung beziiglich der Zeitkomponente gilt fiir die Geschwindigkeit
v (x,t + At) = v (x, At) + O (At)

und die Hohe

H (.t + At) = H (2,t) + At H(, 1) + O (A
= H (x,1) - Atdiv (H (z,1) v (2,1)) + O (A#2)
= H (z,t) — At (H (2, 1) divo (2,1) + v (2,t) - VH (2,1)) + O (A2)
= H (z,1) + O (A8%).

Die Behauptung folgt unter Verwendung der entsprechenden Ableitungen und Anfangsbedin-
gungen.

(ii) Der Beweis erfolgt analog zum ersten Teil, wobei fiir die Hohe zusétzlich
v(z,t)  VH (x,t) = v (z,t) - (—v (x, 1)) =0

verwendet wird. O

Anschlielend setzen wir die Herleitung unseres Algorithmus fort. Wir beginnen mit geeigneten
Zeitintegrationsverfahren zweiter Ordnung. Dazu bestimmen wir aus den physikalischen Varia-
blen zum Zeitpunkt t” durch einen Zeitentwicklungsschritt t* — t"*! mit der Zeitschrittweite
At aus dem Hilfsproblem unsere physikalischen Variablen zu den Zeitpunkten ¢*11/2 = ¢" 4+ A¢ /2
und " =" + At

Nach |[Hof00] und [Mei01] verwenden wir fiir die beiden Probleme ein zweistufiges Runge-Kutta-
Verfahren zweiter Ordnung, wobei innerhalb der ersten Stufe die klassischen Terme explizit und
die asymptotischen Terme aufgrund der kleinen Parameter implizit realisiert werden. Folglich
ist fir das Hilfsproblem das Verfahren durch

Q2= @ - TP (@) + 5 (Q) (5.2.5)

Quil = Q" — At (F (Quil?) + sk (Quil?)) (5.2.6)
und fiir das Gesamtproblem durch

QU =qQ" - ( (Q") +Sp(Q") + A (QU/2) + 84 (QUH1/2)) (5.2.7)
Q”“ Q" - ( (Q”+1/2)+SF (Qn+1/2)+A(Qn+l/2> 1S4 (Qn+1/2>) (5.2.8)

gegeben.

Um den Einfluss der asymptotischen Terme fiir unser Gesamtproblem, die sogenannte asymp-

totische Korrektur, zu ermitteln, betrachten wir mit dem Vorgehen aus [Hof00] und [MeiO1]
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zunéichst die Differenz zwischen den beiden Gleichungen (5.2.7) und (5.2.5) und geben Q"'/2 in

Abhingigkeit der Hilfswerte Q71/2 an. Daraufhin setzen wir diese in die klassischen Terme der

Gleichung ((5.2.8]) ein und bestimmen infolgedessen die physikalischen Gréfien zum Zeitpunkt

t"*1 {iber eine weitere Trennung zwischen klassische und asymptotische Anteile.

Fiir die Differenz der beiden Probleme gilt

Qn+1/2 _ ZJZ}/Q _ % (A (Qn+1/2) 1S4 (Qn+1/2))

mit den drei Komponenten

H'? = grotl/? (5.2.9)
und
At [ Fr? -1 At /Ro—1
M7L+1/2 — Manl;‘l)’(l/2 + ? ( I].?I_Q ) Hn+1/2aan+1/2 — 7 <ORO) Nn+1/2, (5210)

At (Fr? -1 At /[Ro—1
NTL+1/2 — Nanu—i)_(l/Q + 7 < I:‘FI‘Q ) Hn+1/2ayHn+1/2 + ? ( ](;O )Mn+1/2. (5211)

Demzufolge stimmt H n+1/2 mit dem Hilfswert H;Llf;l/ 2 fiberein und wir verwenden diese Gleich-

heit im Folgenden durchgehend, ohne direkt darauf hinzuweisen.

Weiterhin bilden die beiden Gleichungen (5.2.10) und (5.2.11)) gemeinsam ein lineares Glei-
chungssystem fiir M™*t1/2 und N™t/2 in Abhéngigkeit der Hilfswerte Hg&l/Q, ;&1/2 und
N;I(l/ > DaRo>0 gilt, ist dieses System fiir alle At > 0 16sbar. Darauthin erfiillt der Impuls

zum Zeitpunkt ¢"+1/2

2
Mn+1/2 _ 5R0Mn+1/2 _ ngo (RO—1> Nn+1/2 + ngo <FI' _1> Hn+1/28an+1/2
F

aux 2 RO aux 2 r2
At\? Ro—1\ [Fr?-1
— (=) bgre H"T1/29 gntl/2 5.2.12
(5) o (Nt) (Pt oo, G
2
N2 = o N2 %5&) (R;O—1> M2 %5% <F1];r2—1> Hn+1/2ayHn+1/z
At 2 —1\ [Fr? -1
“(3) o (T )( T )HM%HW? (9:243)
T

mit

5Ro =

1
)

Als Néchstes ermitteln wir die beiden Geschwindigkeitskomponenten zum Zeitpunkt g t1/2)
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indem wir die Gleichungen (5.2.12)) und (5.2.13) jeweils durch H"t1/2 teilen. Folglich gilt

o2 = A;:j//j = Opon"HY/2 — %5&) (RoRo_l) vl 4 %éao <F§r;1) 0, H™ /2

- (A;)Qéao (R;O_1> <Fr;r;1> o, H" /2, (5.2.14)
w12 m St % . (R;()—l ) oy 4 % . <F§r;1> o, 2

+ (A;fém (R;’{O_1> <FrF2r2_1> O H"1/2, (5.2.15)

Bevor wir mit der Herleitung der asymptotischen Korrektur fortfahren, betrachten wir die
Bedeutung des Vorfaktors g, insbesondere fiir die Gleichungen ((5.2.14)) und (5.2.15)), die wir

aus Griinden der Ubersichtlichkeit in der dquivalenten Form

At [ Fr? -1
+1/2 _ +1/2
o™t/ _L(SROvZux/ 2( o

) Ls, VH"1/2 (5.2.16)

mit der Matrix

1 At {Ro—1
L5RO ‘= ORo ( At (Ro—l) 2 (1 Ro ) )

2 Ro

angeben, genauer.

Wie in der folgenden Bemerkung fiir diese semi-diskreten Gleichungen mit Fr = v F Ro, F > 0,
gezeigt wird, sichert dieser Vorfaktor unter der Verwendung einer geeigneten Mehrskalenent-
wicklung im Grenzwert Ro — 0 das semi-diskrete quasi-geostrophische Gleichgewicht. Dies
bedeutet fiir unser numerisches Verfahren, dass es in diesem Fall die sogenannte AP-Eigenschaft
nach [Jin99| erfiillt, das heiit, das Verfahren ist asymptotisch erhaltend (engl. asymptotic
preserving), und folglich ein geeignetes Zeitintegrationsverfahren fiir unser Gesamtproblem
darstellt.

Dabei weist ein numerisches Verfahren diese Eigenschaft auf, wenn eine asymptotische Mehrs-
kalenentwicklung beziiglich der semi-diskreten Gleichungen in fithrender Ordnung mit einer
Semi-Diskretisierung der entsprechenden asymptotischen Gleichungen iibereinstimmt. Beispiels-
weise ist im Fall der Flachwassergleichungen mit einer Trennung von linearen und nichtlinearen
Termen in [BALN14] ein Verfahren mit AP-Eigenschaft zu finden.

Bemerkung 5.2.2

Zum Nachweis der AP-Figenschaft beziiglich des quasi-geostrophischen Gleichgewichts zum
Zeitpunkt t"11/2 ersetzen wir die physikalischen Variablen in der Gleichung mit
Fr = VFRo, F > 0, durch semi-diskrete asymptotische Mehrskalenentwicklungen der Form

) (w7t”+1/2; Fr) — iFrj D, (gRO (a;,t”+1/2; Fr)) to (Frk) . Fr—0, k=0,1,2
j=0
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Es folgt unter der Annahme, dass die asymptotischen Hohenfunktionen HSH/Q

und VSH?H/Q = 0 erfiillen,

= const. # 0

n+1/2+\/>Rovn+l/2+FR 2 n+1/2

_ L(sRO,U;L;ll;(l/Q + 5 (;()) LéRo (VgHQ +1/2 Vi (H1 +1/2 4 \/FRO H2+1/2)) _

Dann erhalten wir fiir Ro — 0

n 0 -1 n n
v0+1/2 — ( X . ) (VSH2+1/2+V H +1/2)

unter Verwendung der folgenden Grenzwerte

00 FRo?-1 0 —Z
lim Ls. = li - Ls — At
Rosyo 0Re — ( 0 0 ) " Roso ( Ro > ORo ( 2 0 > ’

wobei schliefflich eine Raummittelung zum semi-diskreten quasi-geostrophischen Gleichgewicht

Ln+1/2 n+1/2

fiihrt.

Unter bestimmten Voraussetzungen kann allerdings der Vorfaktor dr, auch vernachléssigt

werden. Dies wird im Folgenden dargelegt.

Bemerkung 5.2.3
In dieser Bemerkung beschreiben wir weitere Eigenschaften des Vorfaktors dgre.
Falls

At /Ro—1
— 1 2.1
= ( - >’< (5.2.17)

gilt, erhalten wir unter Verwendung der geometrischen Reihe

o NECICEN]

k
-G GO
N 2 Ro 2 Ro T
und konnen dadurch die Terme in den Gleichungen bis nach Potenzen in At
anordnen. Da nach Gleichung alle Terme mit dem Vorfaktor ér, mit At multipliziert

werden, ist daraufhin ein Verfahren zweiter Ordnung in der Zeit durch dg, = 1 gegeben.
Andererseits wird fir Ro # 0 die Bedingung 2

N

Ro—1|’
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womit At — 0 fiir Ro — 0 gilt. Demzufolge fiihren sehr kleine Rossby-Zahlen zu sehr kleinen
Zeitschrittweiten. Dieser Zusammenhang zwischen dro und At steht allerdings im Gegensatz
zu unserer Zeitschrittweite, die, um sehr kleine Zeitschrittweiten zu verhindern, mittels der
CFL-Bedingung des Hilfsproblems unabhdngig von der Froude-Zahl bestimmt wird. Folglich ist
fiir Ro < 1 die Gleichung nicht erfillt und der Vorfaktor dr, notwendig.

Um die weiteren Ausfithrungen zu vereinfachen und da wir fiir unsere numerischen Testbeispiele
(siehe Kapitel @ nur mit Werten At und Ro arbeiten werden, die Gleichung erfiillen,
setzen wir nach Bemerkung [5.2.3] im weiteren Verlauf der Arbeit dg, = 1 und betrachten
infolgedessen die Gleichungen (5.2.12)) bis (5.2.15|) nur bis einschlieBlich der ersten Ordnung
in At. Die asymptotische Korrektur fiir beliebige dgr,, ist aus Griinden der Vollstdndigkeit in
Anhang [A7T] zu finden.

Nach diesen Vorbereitungen ermitteln wir die physikalischen Funktionen zum Zeitpunkt ¢"+!
in Abhéngigkeit der Hilfswerte H;Lg(l/ 2, ;ﬁf}/ 2 und Nguf(l/ 2 Fiir die Hoéhe H™! bestimmen
wir unter Verwendung der Gleichungen (5.2.12)) und (5.2.13) die Divergenz des Impulses zum
Zeitpunkt ¢"*+1/2 und setzen diese in die erste Komponente der Gleichung ein. Es folgt

H™ = H" — At (9, M"Y/ 4 9,N"1/2) 4 O (A#)
= H" — At (0, MR + 0, NI ?)

aux aux

— At < At (R0_1> (—&cN"H/? + 8yMn+1/2>

2 RO aux aux

2 Fr?
= H" = AtFy (Qub?) — Aty (Quil? H™12) + 0 (At?) (5.2.18)

aux aux

Lo <Fr2_1> div (H;;VWH"“/?)) +0 (ar)

mit
Fr (Q) =0, M+ OyN,

An (Q.H) = % <R101;1) (~0uN +0,51) + % <F§;> div (HVH) .

Folglich bestimmt sich die Hoéhe zum Zeitpunkt t"*! in Ubereinstimmung mit unserer Mehr-
skalenanalyse aus Kapitel unter anderem durch die Vortizitdt. Zudem haben wir eine
Abhéngigkeit von einem gewichteten Laplace-Operator beziiglich der Héhe. Diese entsteht aus
der Nichtlinearitdt des Hohengradienten, die mittels des Doppelarguments dargestellt wird.

Im Gegensatz zum weiteren Vorgehen aus [Hof00] und [MeiO1] verzichten wir aus Griinden
der Ubersichtlichkeit auf eine zusétzliche Aufteilung dieser Funktionen in Flussfunktionen und
bezeichnen daher die Funktion Ay mit einer Anpassung der dortigen Termini als asymptoti-
sche Korrekturfunktion der Hohe. Die Funktion Fgy nennen wir entsprechend die klassische

Korrekturfunktion der Hohe, da sie mit den klassischen Termen {ibereinstimmt.
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Anschliefend ermitteln wir den Impuls zum Zeitpunkt t"*!. Dazu bestimmen wir die Terme
(Ho?)" 12 (Hv3)"Y/2 und (Hvive)™ /2 bis einschlieBlich der ersten Ordnung in At durch
geeignete Multiplikationen der Gleichungen ((5.2.12) bis ([5.2.15)), sodass gilt

N2 i1y2, nt1)2
<HU1) =H / vlaux/ Vlaux 2 aux

n+1/2 ﬁ (R0—1> 2H”+1/2v1;‘$<1/2v n+1/2

N % (FI; 1) QMTH20 {2 L0 (At2>
(va)n-i-lﬂ — T2 /2 /2 % (Rlc;(:l) Q2 11 /2y, nt1/2
+ % (Fr;rg 1) NG 20, H™ 12 4+ 0 (A7),
(Hogws)™H1/2 = FnL/2ynt1/2 ni1/2 % (R0R0—1> 12 (( 2&1/2) (v2g$<1/2)2>
* % (Fiﬂ 1> N;Lutclma H 2 +0 (At2>

Gemeinsam mit den Gleichungen (5.2.12)) und ([5.2.13)) fiir den klassischen Quellterm Sg setzen
wir diese Terme in die zweite beziehungsweise dritte Komponente der Gleichung (/5.2.8)) ein und
lassen die jeweiligen asymptotischen Terme unveréndert.
Es folgt mit der obigen Struktur, wobei wir aus Griinden der Ubersichtlichkeit direkt das
Ergebnis angeben,
M = M AtFar (QUR?) - AtSz, (QiR?)
= AtAw (QuRM? H'?) - AtSy,, (Qul%,Q ) + 0 (AF), (5.219)

N — N _ AtFy (Q"+1/2) — AtSr, (le;jﬂ)

aux

— AtAy (Quil? H™2) — AtSay (QaE2.QMH12) + 0 (AF),  (5.2.20)

aux

mit den klassischen Korrekturfunktionen des Impulses und dem klassischen Quellterm

2
fM<Q>=ax<AI§+§ >+a () s@=-w.

2
Fn (Q) = 0. (Aﬁv)+a (JI\; +;H2>, Sry(Q) = M

sowie den sogenannten asymptotischen Korrekturfunktionen des Impulses
~ Ro -1 MN Fr? -1 ~ Fr? -1\ -
" (Q, H) — _ At (RO> O <H> T At (Fr2> R (M&EH) - (Fﬁ) HO.H

At /Ro—1 M? At [(Fr2 -1 .
el i - = NO,H
+2(Ro >6y<H>+2<Fr2>8y( 0:H)
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S
—
o
|
—

_ % (R0R0—1> 9, <JZI2) + % ( — ) 0y (W10, H ),
(@ = 3 (5o () + 5 (5 o (o)
5 () (%) + 5 () o ()
+ At (RORO_1> d, < ?]) + At (Fi;) o, (No,H) (Firgl) Ho H

Weiterhin beschreibt

Say (@.Q) = 84, (@.Q) + 7, (Q.H)
Sax (@,Q) =84, (@.Q) + 81, (@.H)

den asymptotischen Quellterm des Impulses, der zudem in den Quellanteil
~ At fRo—1\ - Ro—-1
A - =
SAM(QvQ)_ 2 < Ro )M+< Ro )N7
~ At (Ro—1\ - Ro—1
A - _= _
Sy (Q’Q> 9 < Ro )N < Ro >M

und den Gradientenanteil

~ At (Fr2 -1\ -
st (@) -5 (T s

~ At (Fr2 -1\ -
ST, (Q,H): 2( —= >H8xH

aufgespalten wird.

Damit erhalten wir fiir die physikalischen Funktionen zum Zeitpunkt ¢"*! unter Verwendung
der Gleichungen ([5.2.18)), (5.2.19) und (5.2.20) die kompakte Darstellung

Q= Q" - AtF (Qui?) - 5 Qi)
~ ALA QIR HM) - AtSA (QUEY?, Q) 10 (a) (5.2.1)

mit

.F:(.FH,fM,fN)T, S}-:(OvSfMaS]:N)Ta
A: (AHyAMyAN)T) SA = (OaS.AMvS.AN)T'

Um die Herleitung der asymptotischen Korrektur abzuschlieflen, ersetzen wir analog zum
Vorgehen aus [Hof00] und [Mei01] die Hilfswerte Q751/? in den asymptotischen Funktionen A

aux

und 84 mit den Gleichungen (5.2.12) und (5.2.13) fiir g, = 1 jeweils durch Q"+'/2. Dies ist
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innerhalb der Gleichung ohne Ordnungsverlust moglich, da dann alle Hilfswerte dieser
Funktionen mit hinreichend vielen At multipliziert werden.

Infolgedessen édndern wir im asymptotischen Quellterm die Notation und schreiben aufgrund der
Impulsgleichheit im Doppelargument S 4 (Q, H) mit Sf]\/f <Q> und Sj‘N (Q) statt Sy (Q, Q)
mit Sf}\ , (Q, Q) und Sj‘M (Q, Q) . Alle anderen Funktionen verbleiben unveradndert, sodass
nun alle Doppelargumente die Nichtlinearitiat im Hohengradienten kennzeichnen.

Es folgt

Q" = Q" — AtF (Q;;S/Q) _AtSF (Q;‘;;W)
— ALA QU2 HMZ) — AtSA (@2 H?) v 0 (AF), (5.2.22)

wodurch wir schliellich die asymptotische Korrektur bestimmt haben.

Da diese Gleichung neben einer starken Kopplung der drei Komponenten auch noch Anteile des
Mittelpunkt-Verfahrens aufweist, verwenden wir darauf aufbauend ein anderes Zeitintegrations-
verfahren zweiter Ordnung. Dies und alle weiteren Schritte der Diskretisierung zur numerischen
Realisierung der asymptotischen Korrektur, mit dieser Bezeichnung referenzieren wir fortan
Gleichung , diskutieren wir im folgenden Unterkapitel.

5.3 Diskretisierung

In diesem Unterkapitel diskretisieren wir die einzelnen Teilschritte zur numerischen Realisierung
der asymptotischen Korrektur. Diese bestehen aus der Diskretisierung des Hilfsproblems in
Kapitel der asymptotischen Funktionen Hyp und H; in Kapitel der rdumlichen
Ableitungen in Kapitel und der zeitlichen Ableitung in Kapitel Unser Ziel ist es
dabei, ein vollstdndig-implizites Verfahren zweiter Ordnung in Raum und Zeit zu erhalten.
Hierfiir geben wir zunéchst die Diskretisierung der physikalischen Variablen und die Herleitung

der Zeitschrittweite an.

Da wir fiir unseren Algorithmus eine Kombination aus Finite-Volumen- und Finite-Elemente-
Verfahren mit bilinearen Ansatzfunktionen verwenden werden, betrachten wir die zeitliche
Veranderung der physikalischen Variablen zu Zellmittelwerten.

Dazu unterteilen wir das rechteckige Rechengebiet Q = [z, Z¢] X [Ya, ¥e] C R? mit 24,2, € R
und z, < Z, sowie ¥q, Y. € R und y, < 9. in ein dquidistantes Gitter mit A, € N Zellen in
z-Richtung und A, € N Zellen in y-Richtung, womit die Gesamtanzahl der Zellen A, - A,
betrégt.

Mit der Gitterweite Ax = (2. — z4) /A, und den Gitterpunkten x; /9 == T4, T4, 11/2 = Te und
Tiy1/2 = Ti1jp + Az fiiri=1,..., A, in z-Richtung sowie der Gitterweite Ay = (ye — ya) /Ay
und den Gitterpunkten y; /o == ya, Ya,+1/2 = Ye und yj 1/ =Y 12 + Ay fir j=1,..., A,
in y-Richtung sind die einzelnen Zellen durch €; j = [x;_1 /2, ¥i41/2] X [yj—1/2, Yj+1/2] gegeben
und erfiillen = J$; ;.
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Schliefllich erhalten wir die jeweiligen diskreten Anfangswerte ®; ; einer physikalischen Funktion
® mittels eines Zellmittelwertes {iber ® beziiglich der jeweiligen Zelle €); ;. Falls die diskreten
Werte nur an den einzelnen Knotenpunkten (x; 1 /25 Yj+ /2) vorliegen, so lassen sich die Zellmit-
telwerte durch eine geeignete Interpolation bestimmen.

Die numerische Realisierung der Randbedingungen erfolgt iiber Geisterzellen (engl. ghost cells).
Dies sind kiinstlich erzeugte Zellen links, rechts, unterhalb und oberhalb des diskretisierten
Rechengebietes, die in Abhéngigkeit der jeweiligen Randbedingungen aus den Zellen des eigent-

lichen Rechengebietes ermittelt werden (siehe beispielsweise [LeV02]).

Die Zeitschrittweite At unseres Algorithmus bestimmen wir anhand der CFL-Bedingung des

Hilfsproblems. Da dieses Problem den rotierenden Flachwassergleichungen (5.2.1)) bis ([5.2.2)) mit

Ro =1 und Fr = 1 entspricht und folglich nur Eigenwerte der Ordnung O(1) aufweist, kann
At unabhéngig von der Froude-Zahl gewahlt werden. Mit der CFL-Zahl des Hilfsproblems

-1
cfl At i Az Ay
= min ,
o maxi j [vii; + /Hij| " maxi; [vag; + /Hijl

ist diese Bedingung durch 0 < cfly,x < 1/2 gegeben, wobei im Allgemeinen aus Stabilitdtsgriin-
den maximal cfl, x = 0.45 gesetzt wird.

Infolgedessen ist es daher moglich, sowohl das Hilfsproblem tiber ein explizites als auch die phy-
sikalischen Variablen zum Zeitpunkt ¢"*! iiber ein noch zu bestimmendes vollstandig-implizites

Verfahren zu ermitteln.

5.3.1 Diskretisierung des Hilfsproblems

Im Folgenden stellen wir das explizite numerische Verfahren zweiter Ordnung in Raum und Zeit
zur Bestimmung des Hilfsproblems vor. Eine {ibersichtliche Darstellung und mathematische

Herleitung der dabei verwendeten Methoden ist beispielsweise in [Tor09] zu finden.

Um die entsprechende Ordnung zu erhalten, miissen wir insbesondere den Quellterm beachten.
Dazu teilen wir das Hilfsproblem mit dem Splitting-Ansatz nach Strang [Str68] in die beiden
folgenden Anfangswertprobleme auf und zeigen wie die diskreten Hilfsgrofien bestimmt werden.
Fiir das erste Problem betrachten wir die bekannten Flachwassergleichungen

gH—i— div(Hv) =0

ot '

aat(H'v) +div(Hv®v)+ HVH =0

zum Anfangswert (H™, (Hvi)" , (Hvz)")" mit dem Lésungsoperator

WED (", (Hvy)", (Hvs)") = (H™, (Hvy)* , (Hvs)")
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und fiir das zweite Problem den Quellterm als gewohnliche Differentialgleichung

d
5 (Hv) + (Hv): =0

zum Anfangswert ((Hvy)", (Hv2)*)" mit dem Lésungsoperator
RAD ((Hor)*, (Hua)") = ((Hun)™™, (Hup)™ ).

Unter der Voraussetzung, dass die beiden Losungsoperatoren ebenfalls iber Verfahren zweiter
Ordnung bestimmt werden, ist fiir das vollstdndige Hilfsproblem ein entsprechendes Verfahren
durch

(Hn-&-l’ (H1)1>n+1 ’ (HU2>H+1) — R(At/Q)W(At)’R(At/?) (I{n7 (H?Jl)n ’ (va)n)
gegeben. Folglich erhalten wir unsere Hilfswerte aus Kapitel mittels

(H;g(l/Q’ M:utlﬂa N;llj)—(l/2> — R(At/) 1) (AL/2) 15 (At/4) (H™, M",N™).
Abschlielend geben wir die jeweiligen Verfahren zweiter Ordnung fiir die beiden Lésungsopera-
toren an, wobei auch andere Verfahren mit gleichen Eigenschaften eingesetzt werden koénnen.
Den Losungsoperator R(2%) der linearen gewdhnlichen Differentialgleichung bestimmen wir iiber
ein explizites zweistufiges Runge-Kutta-Verfahren zweiter Ordnung mit direkter Anwendung
der Zellmittelwerte.

Fiir den Losungsoperator WA der Flachwassergleichungen beziiglich Zellmittelwerten nutzen
wir das MUSCL-Hancock-Verfahren in zwei Raumdimensionen nach van Leer [Lee79], [Lee84].
Dieses Finite-Volumen-Verfahren zweiter Ordnung ergéinzen wir um Sweby-Limiter [Swe84] mit
B = 1.5 und 16sen die einzelnen Riemann-Probleme durch approximative Riemann-Loser. Dabei
verwenden wir den HLLC-Léser [TSS94], [F'T95] und fiir die auftretenden Wellengeschwindig-
keiten Abschétzungen nach Einfeldt [Ein88].

5.3.2 Diskretisierung der asymptotischen Funktionen H, und H;

Im Folgenden stellen wir die numerischen Verfahren zur Bestimmung der diskreten asymptoti-
schen Hohenfunktionen vor. Da diese auch die in Kapitel gezeigte zweiskalige, asymptotische
Struktur aufweisen sollen, iibertragen wir die entsprechenden Ergebnisse auf den diskreten Fall.
Um dies zu erreichen, betrachten wir fiir die Hohe im Gegensatz zu asymptotischen Entwick-

lungen beliebiger Ordnung die Zerlegung
H = Hy+ Fr H, + Fr’ Hy

mit der Hohe in fithrender Ordnung Hy, den langwelligen Anteilen der Héhe H; bestehend aus

Poincaré- und stationdren Wellen sowie den kurzwelligen Anteilen der Hohe Hs und bestimmen
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diese Funktionen mit den Ergebnissen der Mehrskalenanalyse, wobei wir die Zweiskaligkeit

unter Einsatz von geeigneten Mittelungsoperatoren erhalten.

Mit dem Vorgehen aus [Kle95| ist fiir eine periodische Funktion ® : 2 C R? — R ein zweidi-
mensionaler, lokaler Mittelungsoperator in Abhéngigkeit der Froude-Zahl durch

1 [ytas petae
d(z,y) = om| / / ®(z,y)dzdy (5.3.1)
P

gegeben. Dabei bezeichnet €2, eine Rechteckumgebung zum Mittelpunkt (z,)7 € Q mit
Seitenldngen Az/Fr in z-Richtung und Ay/Fr in y-Richtung, sodass das Mafl der Umgebung
1| = (AzAy) / Fr? betriigt. Folglich hingt der lokale Mittelungsoperator von der riumlichen
Diskretisierung mit den Gitterweiten Az und Ay sowie von der Froude-Zahl ab.

Aufgrund des Transformationssatzes liegt keine Abhéngigkeit von der Rossby-Zahl vor, da mittels
der Skala xg = 2/ Ro, ys = y/ Ro, den zugehorigen Gitterweiten Azg = Ax/ Ro, Ays = Ay/Ro
sowie ®(x,y) = ®(Rozg,Roys) = Pg(zs,ys) die Gleichheiten

(T)( )_ Fr? /y+2AFyr/x+2AF1 (~ ~)d di
z,y _AxAy NPV e T,y)daxay

Ay z Ax
Ro2Fr? [HotamRs [T T3FrRe
— @ B ~ 3 )

AJ}Ay /y Ay /z N (Roaj‘s,Roys) dzg dys

T 2FrRo Ro 2FrRo

Fr2 ys+§§f mSJr%glf“f BelFe 7o) die di
Zg, z
Astys/ " /z ney 25(Es,Us) disdis

?JS* ST 5Fr

= dg(zs,¥s)

gelten. Durch die letzte Gleichheit der obigen Umformungen haben wir zudem gezeigt, dass die
von der Rossby-Zahl unabhéngige, lokale Mittelung ([5.3.1]) im diskreten Fall der kontinuierlichen,

rdumlichen Mittelung (4.1.15)) entspricht.
Weiterhin definieren wir durch

x) dx = const.
- J, 2@

einen zweidimensionalen, globalen Mittelungsoperator.

Da unsere Diskretisierung im Gegensatz zur asymptotischen Mehrskalenentwicklung nicht
beziiglich der Skalen (xg,ts) und (xar, tar), sondern beziiglich der Skala (z,t) erfolgt, miissen
wir die Ergebnisse der Mehrskalenanalyse entsprechend anpassen. Dazu identifizieren wir die

einzelnen Ableitungen mittels

0 0 0 Ro 0 Ro
— =Ro—, —=———=—, Vs=RoV, Vy= —V
ots ot oty  Froe 5T 0 M=
und ersetzen diese in den Gleichungen der asymptotischen Hohenfunktionen. Dieses Vorge-

hen ist moglich, da wir zur Bestimmung der eigentlichen Werte (H, M, N)T zum Zeitpunkt
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t"*+1 nur die asymptotische Struktur der Hohenfunktion benétigen und diese in Kapitel
iiber Fixpunktiterationen bestimmen werden, wofiir wir hiermit geeignete Startwerte ermittelt
haben.

Nach Gleichung ([5.1.7)) gilt fiir die asymptotische Héhenfunktion fiihrender Ordnung Hy mit

angepassten Ableitungsoperatoren und globaler Mittelung

1 0 1 1
ng—/divvodm:— vy - nds,
Hy ot 1 Ja 12| Jaq

wobei n den dufleren Normaleneinheitsvektor zu 9€) bezeichnet. Da das Rechengebiet €2 ein
Rechteck darstellt und wir nur periodische Randbedingungen betrachten, verschwindet das
Oberflachenintegral. Demnach ist die asymptotische Hohenfunktion fithrender Ordnung sowohl
zeit- als auch raumunabhéingig und es gilt Hy = H = const. # 0.

Daraufhin lassen sich nach [Kle95] in Ubereinstimmung mit der asymptotischen Zerlegung
die asymptotischen Hohenfunktionen anhand der Mittelungsoperatoren bestimmen. Diese sind
durch

1

Hy=H, H, =
0 5 lFI'

= 1
(H-H), Hy= g (H — Ho — Fr )

gegeben. Zudem gilt fiir die gemittelte Geschwindigkeit in fiihrender Ordnung vy = v.
Nachdem wir in unserem Algorithmus die Hilfswerte bestimmt haben, ermitteln wir mit
den obigen Ausfiihrungen die asymptotischen Funktionen zum initialen Zeitpunkt ¢". Dabei
werden die diskreten mehrdimensionalen Integrale der Mittelungsoperatoren jeweils mittels der

Trapezregel realisiert.

Anschlieend bestimmen wir mit dem folgenden numerischen Verfahren zweiter Ordnung

die diskrete asymptotische Hohenfunktion erster Ordnung H; zum Zeitpunkt t"*!. Hierfiir

betrachten wir zunéchst die entsprechenden linearen Gleichungen (4.2.2)) bis (4.2.3) beziehungs-

weise (5.1.12]) bis ([5.1.13)) aus der Mehrskalenanalyse. Mit den angepassten Ableitungsoperatoren

werden die Gleichungen fiir (Hy,9)” zu

3} Hy . _

aH1 + o divo =0, (5.3.2)
o 1 1,
—0+ —VH +—v =0. 3.
50 T g VHL + 5ot =0 (5.3.3)

Ferner erhalten wir fiir w := (Hy, )’ mit der gemittelten Geschwindigkeit © = (5.4, v)T, wobei
04 die Geschwindigkeit in x-Richtung und v die Geschwindigkeit in y-Richtung bezeichnet,

und den Matrizen

Lp, = ﬁ 1 0 0 , Lp, = —

= o O
o O O
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die lineare Form
0 + L g + L 4 + L 0
—w —w —w w = 0.
ot F1ox P25y Sr

Da die Eigenwerte der Matrizen Lg, und L, die Ordnung O(1/ Fr) aufweisen, kénnen wir auch
hier aufgrund der zugehoérigen CFL-Bedingung kein explizites Verfahren verwenden. Folglich
bestimmen wir die asymptotische Funktion H; zum Zeitpunkt ¢"*! iiber ein implizites Verfahren
zweiter Ordnung in Raum und Zeit. Eine iibersichtliche Darstellung und mathematische

Herleitung der dabei verwendeten Methoden ist beispielsweise in [Tor09] zu finden.

Analog zum Hilfsproblem teilen wir die lineare Form mit dem Splitting-Ansatz nach Strang
[Str68| in die drei folgenden Anfangswertprobleme auf. Fiir das erste Problem betrachten wir
0 0

OwiLp Law=0
g T W

zum Anfangswert w” mit dem Losungsoperator X3 (w") = w*, fiir das zweite Problem

0 0

zum Anfangswert w* mit dem Lésungsoperator Y(®Y) (w*) = w** und fiir das dritte Problem

0
aw +L5Fw = 0

* n+1

zum Anfangswert w*™* mit dem Losungsoperator S (w**) = w
Unter der Voraussetzung, dass die drei Losungsoperatoren ebenfalls iiber Verfahren zweiter
Ordnung bestimmt werden, ist fiir die vollstdndige lineare Form ein entsprechendes Verfahren

durch
Wl = S(A/2) o (8t/2) (A1) o (A8/2) §(AL/2) ()

gegeben.

Auflerdem ist es durch diesen Ansatz moglich, die Methode der Charakteristiken auf die ersten
beiden Probleme anzuwenden und damit die Linearitdt der Gleichungen auszunutzen. Ohne
Splitting-Ansatz wére dies nicht der Fall (siehe beispielsweise [LeV02]), da die Matrizen Ly,
und L, nicht kommutieren, das heiflt, es gilt Ly, Lp, # LF,LF,, und sich demzufolge nicht
gleichzeitig diagonalisieren lassen.

Abschlieflend geben wir die jeweiligen Verfahren zweiter Ordnung fiir die drei Losungsoperatoren
an, wobei auch andere Verfahren mit gleichen Eigenschaften eingesetzt werden kénnen. Den
Losungsoperator (A% der linearen gewdhnlichen Differentialgleichung bestimmen wir iiber ein
implizites Trapez-Verfahren mit direkter Anwendung der Zellmittelwerte.

Fiir die Losungsoperatoren X2 und V(A der linearen partiellen Differentialgleichungen
beziiglich Zellmittelwerten nutzen wir nach nun moéglichen Diagonalisierungen der einzelnen
Matrizen die Methode der Charakteristiken und fiir die zeitliche Ableitung ein implizites

Trapez-Verfahren. In Kombination mit dem Splitting-Ansatz fiihrt dies dazu, dass das Ldsen
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der linearen diskreten Probleme ohne wesentlichen numerischen Aufwand erfolgt.

Bemerkung 5.3.1

Die bisher verwendete lokale Mittelung weist im diskreten Fall einen entscheidenden
Nachteil auf. Fir festes Ax und Ay sowie hinreichend kleiner Froude-Zahl erhalten wir Q C €,
Infolgedessen beschreibt die lokale eine globale Mittelung und es gilt ®(x,y) = const.

Dies steht allerdings im Widerspruch zu unserer asymptotischen Mehrskalenanalyse, welche fiir
die raumlich und zeitlich gemittelte asymptotische Héhenfunktion Hy nach Gleichung das
quasi-geostrophische Gleichgewicht in Abhdngigkeit der Raumskala xp; vorsieht.

Eine Méglichkeit, um diesen Nachteil zu beheben, besteht darin, einen vom diskreten Raumgitter
unabhdngigen Mittelungsoperator zu verwenden. Im Fall der eindimensionalen Euler-Gleichungen
fiir alle Mach-Zahlen wurde von Hoffmann in [Hof00] eine entsprechende Mittelung mittels
diskreter Datenanalyse entwickelt. Es wdre folglich naheliegend, diesen Ansatz auf unsere
zwetdimensionale Situation zu erweitern.

Aktuell verzichten wir jedoch darauf, da wir fir unsere numerischen Testbeispiele (siehe

Kapitel@ nur mit Werten Az, Ay und Fr arbeiten werden, die nicht zu Hy = const. fiihren.

Damit haben wir gezeigt, wie sich zwei der drei asymptotischen Hohenfunktionen bestimmen
lassen. Die Herleitung der diskreten asymptotischen Hohenfunktion zweiter Ordnung Ho zum

Zeitpunkt t"*! diskutieren wir im Rahmen der Diskretisierung der zeitlichen Ableitung in

Kapitel [5.3.4

5.3.3 Diskretisierung der raumlichen Ableitungen

Als Néchstes ersetzen wir innerhalb der asymptotischen Korrektur die rdumlichen Ableitungen
durch entsprechende diskrete Ableitungsoperatoren der Konsistenzordnung zwei. Hierfiir verwen-
den wir nach [VK09| eine Kombination aus Finite-Volumen- und Finite-Elemente-Verfahren mit
bilinearen Ansatzfunktionen, sodass beispielsweise der Laplace-Operator durch den aus [Siil91]
bekannten 9-Punkte-Stern diskretisiert wird.

Im Gegensatz zu anderen Verfahren weist dieses Vorgehen einige Vorteile auf. So werden etwa
im Fall der Flachwassergleichungen fir Fr — 0 in [VKO09] geeignete Stabilitatseigenschaften
nachgewiesen und deutlich verbesserte Resultate erzielt.

Fiir ein dhnliches Verfahren wird Ersteres auch im Fall von mehrdimensionalen Advektions-
gleichungen in [TF04] gegeniiber einer klassischen Diskretisierung mit Finiten-Differenzen
beschrieben. Dabei stimmt der dort zum Einsatz kommende diskrete Divergenzoperator nach
einer Interpolation mit dem des obigen Verfahrens iiberein.

Die hier verwendeten diskreten rdumlichen Ableitungsoperatoren sind in Anhang zu finden.
Aus Griinden der Ubersichtlichkeit verzichten wir im Weiteren darauf, die Zellmittelwerte der
physikalischen Funktionen anhand von Indizes zu kennzeichnen und neue Symbole fiir die

diskreten rdumlichen Ableitungsoperatoren einzufiihren.
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5.3.4 Diskretisierung der zeitlichen Ableitung

Abschlieflend ersetzen wir innerhalb der asymptotischen Korrektur das Zeitintegrationsverfahren
durch geeignete Verfahren zweiter Ordnung und bestimmen infolgedessen die physikalischen
Variablen zum Zeitpunkt t"*1. Dabei ermitteln wir die asymptotische Héhenfunktion zweiter
Ordnung Hs durch verschiedene Helmholtz-Probleme und beachten die Nichtlinearitat der
Gleichungen mithilfe passender Fixpunktiterationen, sodass insgesamt ein vollstdndig-implizites
Verfahren entsteht.

Zunichst geben wir jedoch fiir hinreichend glatte Funktionen q : R{ — R®,t +— ¢ (¢) und
g:R°* —> R® g+ g(q) mit s € N die hier verwendeten Zeitintegrationsverfahren anhand der

autonomen Differentialgleichung

q,=9(q)

allgemein an.

Als erstes Verfahren betrachten wir das Heun-Verfahren

gV =q" + Atg(q")

P s (o)

welches nach |GS98| das optimale Runge-Kutta-Verfahren zweiter Ordnung mit TVD-Eigen-
schaft ist.
Als zweites Verfahren betrachten wir das aus drei Schritten bestehende vollstdndig-implizite

Verfahren zweiter Ordnung
¢ = q" + Atg (qm)
7 =a"+ 5 (9 (") ~a (7))

" =q"+ % (9(a"")+g(qa")),

wobei ein Nachweis der entsprechenden Konsistenzordnung beispielsweise in [Mei01] zu finden
ist. Wie die einzelnen Hochstellungen bereits andeuten, beschreibt der erste Schritt eine implizite

thrl

Néherung der Werte zum Zeitpunkt , der zweite Schritt eine implizite Korrektur der Werte

zum Zeitpunkt "™ und der abschliefende dritte Schritt ein implizites Trapez-Verfahren.
Als drittes Verfahren betrachten wir das implizite Radau-ITA-Verfahren

5 1
(1 — n 2] 2 g[2]
k g(q +At<12k 12kz )>
3 1
(2] — n by AL I AP
k g(q +At<4k +4k ))
3 1
nt+l _ n 2401 112
q q" + At <4k: +4k: ),

welches ein implizites Runge-Kutta-Verfahren dritter Ordnung ist. Im Fall von steifen Differen-
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tialgleichungen reduziert sich die Konsistenzordnung auf zwei (siche beispielsweise [HW96)).

Nach diesen Vorbereitungen erhalten wir unser eigentliches Verfahren durch eine Kombination
der drei obigen Zeitintegrationsverfahren. Zu gegebenen hinreichend glatten physikalischen
Variablen zum Zeitpunkt t" bestimmen wir mit dem Heun-Verfahren die Variablen zum
Zeitpunkt t" !, wobei innerhalb jedes Schritts die asymptotische Korrektur durch das vollstindig-
implizite Verfahren zweiter Ordnung ermittelt wird.
Hierfir gilt

Qn+1 _AtF Qn+l/2) AtSF (Qn+1/2)

aux aux

Q" “+1) AtSa (@ H™Y) (5.3.4)

At

(
(
Q- -2a(Qhu) -5 Ssa(Q H7)
SAQ
(
(

Q" H"+1) 5S4 (Q"“,H"Tl) (5.3.5)
Q! = Cnir Qui?) - AtSx (Qui?)
_7.4 Q. Hn+1) At (Qn+1 Hn+1)
2
- —A(Q" H”) - g5,4 (Q” H") (5.3.6)

Diese Kombination verwenden wir aus Stabilitédtsgriinden. Der Einsatz des vollsténdig-impliziten
Verfahrens zweiter Ordnung erfolgt zudem aufgrund der Nichtlinearitdt der asymptotischen
Korrekturfunktion und der daraus resultierenden starken Kopplung der Gleichung. Einzeln
betrachtet, wird das Heun-Verfahren beispielsweise in [VK09] als grundlegendes Zeitintegra-
tionsverfahren verwendet. Fiir das vollstandig-implizite Verfahren zweiter Ordnung ist dies
beispielsweise in [Hof00] und [Mei01] der Fall.

Anschlieflend stellen wir die numerische Realisierung der Gleichung im Detail vor. Die
anderen beiden Gleichungen und folgen analog. Wir bestimmen zunéchst die Hilfs-
werte mit Kapitel [5.3.1] und die asymptotischen Hohenfunktionen H; und Hs mit Kapitel [5.3.2]
Weiterhin tibertragen wir die Nichtlinearitdt der Gleichung, welche durch das Doppelargument
der asymptotischen Korrekturfunktion dargestellt wird, mittels einer Fixpunktiteration mit
Iterationsschritt £ — k& + 1 und Startwert Q”+1 [0 = Q"+1/ 2 auf die numerische Situation.

aux

Demzufolge erhalten wir mit der Hohenzerlegung
Hn+1 [k+1] Hn"rl 4 FI' HTL-‘rl 4 F Hn+1 [k+1}

fiir alle £ € Ny, die asymptotische Hohe zweiter Ordnung H, n L[+ durch das Helmholtz-
Problem

Fr2 H;L+1,[k+1} + AtAy (Qﬁ?ﬁ,[k],Frz H2n+1,[k+ﬂ)

= H"— HJT = FrH - AtFy (QUEY?) — AtAg (QUFMM, HE Y 4 Fr HH)

aux
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und bestimmen daraufhin den Impuls durch

ML = 0 AtFy (QRET) - AtSE, (QUE?)
= Aty (QUIHIL M) — Aty (@I L)

NnN+1,[k+1] — N" — AtFy (Qn+1/2) — AtSr, (Qn+1/2)

aux aux

— AtAy (Qm,[k*]’ Hm,mu) _ AtSa, (Qm,[kﬂ]’ Hm,[kﬂ]) ’

mit

i

QL] (Hﬁ?&-/l,[k—i-l]’Mm,[k}’Nm,[k})T

wobei wir fiir den Quellanteil des asymptotischen Quellterms den Splitting-Ansatz mit dem
impliziten Radau-IIA-Verfahren verwenden und die Diskretisierung aller rdumlichen Ableitungen
mit Kapitel [5.3.3] erfolgt. Um unphysikalische Oszillationen zu reduzieren, ersetzen wir in der
Impulsberechnung die Hilfswerte der Hohe zudem durch Hg&l/ 2_ ( H"+ H Tm»[kH]) /2.

Da das lineare Gleichungssystem des Helmholtz-Problems diinnbesetzt ist, bestimmen wir die
Losung numerisch iiber das iterative BICGSTAB-Verfahren nach [Vor92| mit der unvollstdndigen

LU-Zerlegung als Vorkonditionierer.

Bemerkung 5.3.2

In jedem Zeitschritt ist der gréfste numerische Aufwand durch die Berechnung der unvollstindi-
gen LU-Zerlegung gegeben. Da wir diese Matrizen nur als Vorkonditionierer des BiCGSTAB-
Verfahrens bendtigen, ist es durch das folgende Vorgehen mdoglich, den Aufwand erheblich zu
reduzieren.

Wir bestimmen initial einmalig fiir jeden der drei Schritte des vollstindig-impliziten Verfahrens
zweiter Ordnung die jeweilige unvollstindige LU-Zerlegung und verwenden diese in Abhdngigkeit
des jeweiligen Verfahrensschritts fir jeden Zeit- und Iterationsschritt. Infolgedessen erhohen
sich zwar die Iterationsschritte des BiCGSTAB-Verfahrens, allerdings ist dies gegeniiber der

beschriebenen Aufwandsersparnis ohne Bedeutung.

Die Fixpunktiteration endet, sobald das Abbruchkriterium

< TOL

oo

Z?]

nt1,[k+1] n+1,[k]
max @7 - Q]

mit einer Genauigkeit von 107!2, die ebenso innerhalb des BICGSTAB-Verfahrens verwendet
wird, erfillt ist.
Fir Gleichung 1) startet die Fixpunktiteration bei Q™% = Q" mit der Hohenzerlegung

Hfﬁ,[k-l-l] _ H(T)L + Fr H{L + FI‘2 H;ﬁy[kﬂ*ﬂ,
fir alle £ € Ng, und fiir die Gleichung 1) bei Q110 = Qa‘/1 mit der Hohenzerlegung

gLk — H(7)1+1 +Fr H{b+1 + Fr2 Hg+1,[k+1}7
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far alle k € Np.

Insgesamt erhalten wir hiermit unter der Bedingung von hinreichend kleinen Froude-Zahlen ein
vollstdndig-implizites Verfahren zweiter Ordnung in Raum und Zeit, das sowohl fiir Rossby-
Zahlen der Ordnung O(1) als auch O(g) giiltig ist.

Dies folgt insbesondere durch die Verwendung des impliziten Radau-1IA-Verfahrens, da der
Quellanteil des asymptotischen Quellterms durch den Splitting-Ansatz eine steife Differen-
tialgleichung beschreibt und dadurch der Ordnungsverlust von drei auf zwei wirksam wird.
Aufgrund der Linearitdt dieser steifen Differentialgleichung entsteht dabei kein zusétzlicher
numerischer Aufwand.

Wenn jedoch in dieser Situation ein Verfahren zweiter Ordnung wie das Trapez-Verfahren ver-
wendet wird, fithrt die Steifheit zu einem Ordnungsverlust von zwei auf eins mit dem Ergebnis,
dass das Gesamtverfahren die Konsistenzordnung eins im Gegensatz zu unserer Zielsetzung

aufweist.

Damit unser Algorithmus auch fiir hinreichend kleine Froude-Zahlen giiltig ist, miissen wir diesen
noch um die numerische Realisierung der Divergenzfreiheit nach den Gleichungen (5.1.8)) und
(5.1.11)) ergénzen. Dies ist Inhalt des folgenden Unterkapitels.

5.4 Divergenzfreie Korrektur

In diesem Unterkapitel leiten wir die divergenzfreie Korrektur her und stellen die entsprechende
numerische Realisierung vor. Analog zur Sicherstellung der Divergenzfreiheit im Fall der in-
kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen mittels Chorin-Projektion nach Chorin |Cho68] und
Temam |Tem69] iiber ein versetztes Raumgitter, eine tibersichtliche Darstellung der numerischen
Realisierung ist beispielsweise in |[GDN97] zu finden, sichern wir fur hinreichend kleine Froude-
Zahlen die Divergenzfreiheit nach den Gleichungen und (5.1.11)) der asymptotischen
Mehrskalenanalyse durch eine Korrektur der Werte QTT*'\1 = Q"' aus Kapitel IM

In unserem Fall erhalten wir dabei ein weiteres Helmholtz-Problem. Um die Entstehung von

unphysikalischen Oszillationen wie sogenannte Schachbrett-Instabilitdten zu verhindern, be-
stimmen wir die Losung dieses Problems aus Stabilitdtsgrinden iiber ein duales Gitter, da
die physikalischen Variablen Q”/Jr\1 beziiglich Zellmittelwerten vorliegen, und diskretisieren
die rdumlichen Ableitungen nach [VK09| durch eine Kombination aus Finite-Volumen- und
Finite-Elemente-Verfahren mit bilinearen Ansatzfunktionen.

Die entsprechenden diskreten rdumlichen Ableitungsoperatoren sind aus Griinden der Vollstéan-
digkeit in Anhang zu finden und werden wie im Fall der asymptotischen Korrektur aus
Griinden der Ubersichtlichkeit nicht durch neue Symbole gekennzeichnet.

Zur Herleitung der divergenzfreien Korrektur folgen wir zunédchst den Ausfithrungen in [Hof00)
und |[Mei0O1] fir die eindimensionalen Euler-Gleichungen und passen diese auf unsere zweidi-

mensionale Situation an.
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Als Ausgangspunkt der folgenden Herleitung setzen wir fiir den Impuls zum Zeitpunkt ¢**!

o A —1 ntl At (Fr2—1\ —_  —
(Hoy™ = (o)™ = 5 (22 (met)" —t< : )H"vaﬂ

2 Ro 2 Fr?

At (Ro—1 _\n+l At [(Fr? -1
i H = Hn+1 Hn+1
+2<Ro)(v) +2<Fr2> v

beziehungsweise

— n 2 —
(Ho)™ = (Ho) + 2 (RO 1) (Ho*) At (Fr . 1) H™VH™ (5.4.1)

2 2 Fr

mit

-5 At /fRo-1 1l At [Fr?—1 5 5
ok n+l =% — =" n+1 n+1
(Hv)™ = (Hv) 5 ( - )(Hv ) : ( — )H VH"™,

wobei v die gemittelte Geschwindigkeit bezeichnet, und bestimmen die Hohe zum Zeitpunkt
t"*1 durch das Trapez-Verfahren

At
H'™ = H" = = (div (Hv)"" + div (Hv)") . (5.4.2)

Dabei wéhlen wir diese Form der asymptotischen Terme, um unter geeigneten Voraussetzungen
die Divergenzfreiheit der Geschwindigkeit im Grenzwert Fr — 0 zu erhalten. Hierfiir nehmen

wir beziiglich der Hohenzerlegung
H = Hy+FrHy +Fr* Hy

aufgrund der Mehrskalenanalyse an, dass die asymptotische Hohenfunktion Hy = const. # 0
erfiillt und die asymptotische Hohenfunktion H; durch die linearisierten rotierenden Flach-
wassergleichungen bis bestimmt wird, wodurch sich die obigen asymptotischen
Terme unabhéngig von der Rossby-Zahl und in der Form O (Fr) schreiben lassen.

Es folgt

Ro—1 . (Fr?-1
Hv HVH
( Ro > Y +< Fr? ) v

1 Fr? -1
_ (RO )H i+< . )HV(H1+FrH2)
0 r

1
— - — Ho* +FrHVH, — —HVHl + (Fr2 —1) HV H,

1
— Hol+FrHVH, — H (1—; + VHl) + (Fr2 —1) HV H,
Ro Fr

— Hol +FrHVH, + Hgtq‘; T (Fr2 —1) HY Ho,
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sodass hiermit Gleichung (5.4.1)) zu

n n+1
(H’U)n+1 _ (HU)** + % ((HTJL) +1 L Fr Hn—HVH{H—l + Hn+1 (aat,l—]) )

At
+ 5 (22 1) B HE (5.4.3)

wird.
Schliellich erhalten wir die sogenannte divergenzfreie Korrektur durch ein Einsetzen der
Gleichung (5.4.3) in Gleichung (5.4.2]), welches im folgenden Helmholtz-Problem

At\?
2 rn+1 =" 2 : n+1 n+1
Fr? H} +(2> (F2? 1) div (B" 'V HEH)
At At
= H"-H' - FrHP! - = div (Hv)" — = div (Hv)**

- (A;)? div ((Hf#)’”1 +FrH" W' VHP T 4 gt (Z@) nH) (5.4.4)
resultiert.

Demnach héngt dieses semi-diskrete Problem nicht von der Rossby-Zahl ab und ist auch fiir ver-
schwindende Froude-Zahlen giiltig. Dariiber hinaus wird hierdurch die Divergenzfreiheit der Ge-
schwindigkeit im Grenzwert Fr — 0 sicher gestellt. Dies zeigen wir im folgenden Lemma, welches
die zu [Hof00, Lemma 3.3.1] und [Mei0O1, Satz 3.3.4] im Fall der Euler-Gleichungen analoge Aus-
sage darstellt. Zudem konnen wir unser Lemma als Verallgemeinerung zu [Vat05, Lemma 3.1] im

Fall der Flachwassergleichungen verstehen.

Lemma 5.4.1

Sei divo™ = 0 gegeben und sei ferner H = Hy + Fr Hy + Fr? H, eine geeignete Zerlequng der
Héhe mit Hy = const. # 0.

Dann folgt im Grenzwert Fr — 0 fiir das angegebene Verfahren divo™! = 0.

Beweis:
Zuniichst setzen wir die Hohenzerlegung fiir H™*! in die beiden Gleichungen (5.4.3)) und (5.4.4)

ein und betrachten jeweils den Grenzwert Fr — 0. Folglich erhalten wir mit der Voraussetzung

dive™ = 0 fur Gleichung ((5.4.4)

At +1 o _\"
0= —H dive" = div (Hv)™ + =~ div ((HOUL)” + Hyt <at”) - Hg+1VHg+1> :
Anschliefend wenden wir die Divergenz auf die angepasste Gleichung (5.4.3)) im Grenzwert

Fr — 0 an, sodass unter Verwendung der obigen Gleichung die Behauptung mittels

At +1 o _\"
Hy divoe™ = div (Ho)™ + - div ((Hoﬁi)" + Hy (aﬂ) - HSL“VH;L“) =0

folgt. O
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Durch die obigen Ausfithrungen kénnen wir des Weiteren die Gestalt der hier verwendeten
asymptotischen Terme erkliren. Da wir aufgrund der Nichtlinearitdt im Hohengradienten
und der Notwendigkeit der asymptotischen Hohenfunktion H; fiir das quasi-geostrophische
Gleichgewicht eine Hohenzerlegung der Form H = Hy + Fr H; + Fr? Hy benétigen, verhindert
insbesondere der gegebene Quellterm unter Verwendung der linearisierten rotierenden Flach-
wassergleichungen die Entstehung eines Terms der Ordnung O (1/ Fr).

Auflerdem hat dies zur Folge, dass die asymptotische Hohenfunktion Ho auch im Grenzwert
Fr — 0 in Ubereinstimmung mit unserer Mehrskalenanalyse (sieche Bemerkung von der
gemittelten Vortizitdt abhingt und durch die zeitliche Verdnderung der gemittelten Geschwin-
digkeit beeinflusst wird. Zusétzlich kann in diesem Grenzwert Hs als Korrektur der Hohe in
Analogie zur Chorin-Projektion fiir die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen verstanden

werden.

Allerdings kommt diese Darstellung der divergenzfreien Korrektur in unserem Algorithmus aus

mehreren Griinden nicht zum Einsatz. Dies wird im Folgenden dargelegt.

Bemerkung 5.4.2

In der numerischen Realisierung unseres vollstindig-impliziten Algorithmus verwenden wir aus
den beiden folgenden Grinden nicht das Helmholtz-Problem aus Gleichung , sondern set-
zen stattdessen fiir die divergenzfreie Korrektur direkt Gleichung in Gleichung ein.
Dies ermdglicht eine vereinfachte Implementierung, da die neue divergenzfreie Korrektur im
Gegensatz zu Gleichung mit dem BDF(2)-Verfahren fir die zeitliche Ableitung der
gemittelten Geschwindigkeit zum Zeitpunkt 1"+

o \"" 1 /3 .. 1
il ~ (2% — 2p™ Zan—1
(atv) At(QU vy )

keine gemittelten Werte zum Zeitpunkt t"~1 benétigt.

Auferdem ist es aktuell innerhalb unseres Gesamtverfahrens nicht méglich den Grenzwert Fr — 0
beziehungsweise numerisch Fr = 0 zu betrachten. Neben den in Bemerkung genannten
Nachteilen der lokalen Mittelung liegt dies daran, dass durch die Gestalt der asymptotischen
Terme fiir die asymptotische Korrektur beziiglich einer Hohenzerlegung Terme der Ordnung
O (1/ Fr) auftreten.

Somit kénnte es zukiinftig sinnvoll sein, die asymptotische Korrektur in diesem Fall mit der

Geschwindigkeitszerleqgung v = v + v’ anhand der zu den rotierenden Flachwassergleichun-

gen bis dquivalenten Form

0 .
EH + div (Hv) =0,

1 -1 Fr2 1

ot o} r?

zu bestimmen.

Nichtsdestotrotz ist unser vollstindig-impliziter Algorithmus fir die numerischen Testbeispiele
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aus Kapitel [6] anwendbar, da alle Beispiele hinreichend kleine und von Null verschiedene

Froude-Zahlen aufweisen und daher die divergenzfreie Korrektur bendtigen.

Aus den in Bemerkung [5.4.2] genannten Griinden setzen wir fiir die divergenzfreie Korrektur
infolgedessen direkt Gleichung in Gleichung ein und stellen anschliefend die
entsprechende numerische Realisierung vor. Dabei verwenden wir auch hier aufgrund der
Nichtlinearitdt im Hohengradienten eine Fixpunktiteration mit Iterationsschritt & — &k + 1 und
Startwert Q”‘H’[O] = Q"/ﬁ.

Demzufolge erhalten wir mit der Hohenzerlegung

HTZ+1,[/€+1] — HSL/+\1 4 Fr Hln/+\1 + FI'2 H;L-‘rl,[k-‘—ﬂ

)

fiir alle k € Ny, die asymptotische Héhe zweiter Ordnung Hy LY qurch das Helmholtz-

Problem

2
py2 ot <A2t) (Fr2 _1) div (Hn-i-l,[k]VH;L—I—l,[k—I—l])

= H™ — HY — Fr HPH — 2 iy (Hv)" — 2 iy (Hv)™
2 2
At\? /Ro—1\ . L (AN (FYR =1 g T
— (2> < Ro )le (Hv ) — <2) e div (H VH; )

und bestimmen daraufhin den Impuls durch

(Ho)™ S (Fp)™ + % (ROR—1> (Hn+1,[k+1],l—]n+17[k])1_
O

At [ Fr? -1
2 Fr?

> Hn+1,[k+1]VHTL+1,[k+1]

wobei die Diskretisierung aller raumlichen Ableitungen mit Anhang[A.2]erfolgt. Im Gegensatz zur
asymptotischen Korrektur bestimmen wir hier allerdings aus den genannten Stabilitédtsgriinden
Hy HLlE+H] beziiglich Knotenpunktwerten. Folglich wenden wir im Helmholtz-Problem die
diskreten Ableitungsoperatoren direkt an und bilden die anderen Terme des Problems mit
geeigneten Interpolationen auf die Knotenpunktwerte ab.

Weiterhin bestimmen wir mit direkten diskreten Ableitungsoperatoren, wir nutzen aus, dass die
Hohe nach einer geeigneten Interpolation sowohl beziiglich Zellmittelwerten als auch beziiglich
Knotenpunktwerten vorliegt, den Impuls beziiglich Zellmittelwerten.

Da auch hier das lineare Gleichungssystem des Helmholtz-Problems diinnbesetzt ist, bestimmen
wir die Losung numerisch ebenfalls tiber das iterative BICGSTAB-Verfahren nach [Vor92| mit
der unvollstandigen LU-Zerlegung, die initial einmalig ermittelt wird (siehe Bemerkung ,
als Vorkonditionierer.

Die Fixpunktiteration endet, sobald das Abbruchkriterium

ma Qi - Qi < or
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mit einer Genauigkeit von 107!2, die ebenso innerhalb des BICGSTAB-Verfahrens verwendet

wird, erfillt ist.

Insgesamt ist damit die Entwicklung eines vollstdndig-impliziten Algorithmus zweiter Ordnung
in Raum und Zeit fiir die rotierenden Flachwassergleichungen bei hinreichend kleinen Froude-
Zahlen und beliebigen Rossby-Zahlen der Ordnung O(1) und O(e) abgeschlossen. Um diese
Eigenschaften numerisch nachzuweisen, testen wir unseren Algorithmus im folgenden Kapitel

an geeigneten Testbeispielen.






6 Numerische Resultate

In diesem Kapitel testen wir unseren vollstdndig-impliziten Algorithmus aus Kapitel 5] an
ausgewdhlten Testbeispielen und stellen die mit Matlab R2018a ermittelten numerischen Re-
sultate vor. Dazu geben wir hier die einzelnen Beispiele kurz an, weitere Details folgen in den
jeweiligen Unterkapiteln, und diskutieren Grundséatzliches zu der numerischen Simulation sowie

den verwendeten Fehlergrofien.

Insgesamt betrachten wir vier zweidimensionale Testfélle, zwei klassische stationédre Losungen
sowie zwei nichtlineare Dynamiken, jeweils mit hinreichend kleinen Froude-Zahlen, beliebigen
Rossby-Zahlen der Ordnung O(1) und O(g), periodischen Randbedingungen und hinreichend
glatten Anfangsbedingungen. Als stationdre Losungen verwenden wir sowohl eine exakte, sta-
tiondre Losung eines isolierten Wirbels als auch einen See in Ruhe.

Die beiden dimensionsbehafteten nichtlinearen Dynamiken stammen aus [GHK™09]. Sie beschrei-
ben zum einen die Wechselwirkung eines Wirbelpaares und zum anderen die Entwicklung einer
Scherstromung. In beiden Féllen wird als Rechengebiet das Rechteck Q = [0, L] x [0, L, mit
den Lingen L, = 5000 km und L, = 4330 km betrachtet. Zudem wird fiir die Erdbeschleunigung
g =9.81ms~2 und fiir die Rotationsfrequenz f = 6.147 - 1075 s~! gesetzt. Letzteres entspricht
einem Breitengrad von 25°. Weiterhin ist zu beachten, dass sich fiir diese beiden Testbeispiele

unser Algorithmus erst nach einer geeigneten Entdimensionalisierung der Form

xXr =

v T

Az = =
. L’ T T Hy U

T
L’ L’
mit hinreichend kleinen Froude- und Rossby-Zahlen anwenden lédsst. Dabei sind die charakteris-
tischen Skalen der Lénge, der Zeit, der Hohe sowie der Geschwindigkeit durch L, T, Hy sowie
U gegeben und die dimensionslosen Variablen jeweils durch Tilde-Zeichen gekennzeichnet, die

wir im Weiteren aus Griinden der Ubersichtlichkeit weglassen werden.

Fiir die numerischen Ergebnisse ermitteln wir in Abhéngigkeit des Testbeispiels verschiedene
Fehlergrofien, die wir im Folgenden vorstellen werden. Da fiir die exakte, stationire Losung eine
analytische Darstellung vorliegt, konnen wir zu einem vorgegebenen Zeitpunkt experimentelle
Konvergenzordnungen bestimmen.

Allgemein betrachtet ist die experimentelle Konvergenzordnung fiir eine bekannte, p-fach
integrierbare Funktion f : 2 C R? — R beziiglich der LP-Norm || - ||, definiert durch

oot o 80T~ facl) ~1og (IF ~ facpls) 1oz (p25E)
r log (Az) — log (%) log (2) ’

95
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wobei fa, beziehungsweise fa, /o die numerische Approximation von f beziiglich der Gitterweite
Az beziehungsweise Az /2 beschreibt. Weiterhin ist durch ||f — faz||, der absolute und durch
|f — fazllp/|| fllp der relative Fehler gegeben.

Im Fall der exakten, stationdren Losung betrachten wir zum Zeitpunkt ¢ = 1 die experimentellen
Konvergenzordnungen fiir die Hohe EOCﬁ, und den Impuls in z-Richtung EOCISI;UI) beziiglich

p = 2,00 mit den folgenden diskreten Darstellungen der Normen

Az, Ay 2
~ 2 ~
£z ~ (Amy 3 fi,j) C Wl = max| .

1,j=1

Im Gegensatz dazu weisen die beiden nichtlinearen Dynamiken aus [GHK™09] keine analy-
tischen Losungen auf. Um dennoch die Qualitidt von numerischen Ergebnissen beurteilen zu
koénnen, werden erstens diese mit den Ergebnissen der entsprechenden Literatur verglichen und
zweitens die jeweiligen relativen Fehler von mehreren Erhaltungsgréfien zu deren Anfangsgrofien
betrachtet. Je kleiner diese sind, desto besser die numerischen Resultate. Typischerweise werden
als dimensionsbehaftete Erhaltungsgrofien in Abhéngigkeit der Zeit die Gesamtmasse m (t), die
Gesamtenergie F (t), die massengewichtete potentielle Vortizitdt PV (¢) und die potentielle
Enstrophie PE (t) betrachtet. Diese sind mit den jeweiligen diskreten Darstellungen durch

Az, Ay
m(t) = / Hdx ~ AzAy Z H; ;,
@ ij=1
B T 9 _ AxAy o 2 2 2
E(t) = 3 /Q Hvlv + gH?dz ~ 5 2:1 (Hw (Ulz‘,j + ”2133‘) + gHz‘,j) ’
Zh]:
Ax, A,
PV (t) = / qH dx = AxAy Z qi5Hij,
Q ij=1
1 AxAy o=
. 2 . [ray 2 .
PE(t)_Q/Qq Hdx =~ 5 .Zlqi’me’
,)=

gegeben, wobei ¢ = qye1 + f/H die potentielle Vortizitét mit der relativen potentiellen Vortizitét
grel = (curlv) /H bezeichnet und fiir jede physikalische Variable ® = ® (x, t) gilt.

6.1 Erhaltung einer exakten, stationdaren Losung eines isolierten
Wirbels

In diesem Unterkapitel testen wir unseren Algorithmus an einer exakten, stationdren Losung eines
isolierten Wirbels. Unser Ziel ist es dabei, diese numerisch zu erhalten und eine experimentelle
Konvergenzordnung von zwei bei hinreichend kleinen Gitterweiten nachzuweisen.

Fiir die stationaren rotierenden Flachwassergleichungen lassen sich exakte Losungen nach
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einer Transformation von kartesischen Koordinaten (z,y) zu Polarkoordinaten (r, ) herleiten.
Unter den Bedingungen, dass die Hohe H rotationssymmetrisch ist und die Geschwindigkeiten
v1 (2,y,0) = —v, () sin ¢ sowie va (x,y,0) = v, (1) cos ¢ mit einer nur vom Radius abhéngigen
Funktion v, : [0,1] = R, — v, (r) erfiillen, ist eine exakte, stationdre Losung durch

H(r) — Hy = /0 Fr? (f:o”“’ (7) + %vi (%)) d7

gegeben. In vielen Testbeispielen der Literatur fithrt die genaue Wahl der Funktion v, zu
einer Hohe H, die einen isolierten Wirbel représentiert, etwa in [VKO09] und [Vat13| fiir die
Flachwassergleichungen mit der Advektion oder in [AKNV11] und [BG17] fiir die rotierenden

Flachwassergleichungen mit der Erhaltung eines solchen Wirbels.

Fiir unser Testbeispiel wahlen wir nach diesem Muster

2 -1
TT2)4 exp (7",%”—7'2)7 0§7’<T’m,

Umax * S * 2

— i

vy (r) = (
0, rm ST,

mit

1
Umax = &, Tm = 0455 Tvmax — 7\/_7 + 21T7271 + 7\/167”;1” - 67’,% +1

-1
2 2 \* —1
s = (rm — rvmax> | 27, €XD R
m Umax

und r = \/(x —za)* 4 (y — yar)? zum Mittelpunkt (za7,yas) = (1/2,1/2). Die Werte 7y,

und s sind so gewéhlt, dass mit v, (7y,,,.) = Umax das globale Maximum der Funktion gegeben

sowie

ist.

Infolgedessen erhalten wir durch das obige Integral mit den hinreichend glatten Funktionen

Fr? —2 -1
n(r)=— ( 27';1” — 4?"317“2 +2rt 4 27",271 —2r2 4 1) e Umax * S - (rfn — 1"2) exp (M) ,
m

£(r) = — ( 45712 — 27071902 4 675r8 4 — 90078 10 + 675r% 8 — 27012110 + 45012 4 90710
— 45078 12 + 90078 r* — 90012 6 + 45012 r® — 9010 + 9018, — 36078 12 4 54012 4
— 3607275 + 9018 + 6078, — 18072 r2 4 18072, r* — 60r° 4 3012 — 60r2,r% 4 30

1 -6 -2
+12r2, — 1217 + 4) Fria?, s 1 (T,Qn — r2) exp (22)
ri, =T

die Hohe
n(r) —=n(0) +&(r) —€0), 0<7r <rp,
—n(0) — £(0), T < T

AuBlerdem setzen wir Hy =1 und € = 0.1.

H(T‘)HU:{
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Hohe H Impuls in z-Richtung (Hv;)
1 0.1
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Abbildung 6.1: Hohe H (links) und Impuls in z-Richtung (Hwv;) (rechts) fiir die exakte, stationére
Losung eines isolierten Wirbels im Fall Fr = ¢ und Ro = ¢ mit ¢ = 0.1.

1075 T 1073 i
——2. Ordnung ——2. Ordnung R
T 10-6 - —e— L2-Fehler P ) —e— L2-Fehler et
o -e - L>®-Fehler + T 10—4 k{--© - L>®-Fehler : 4
.5 .E E
= 1077 g
& =
8| é.l-? 10—5 L
~ -8 L 8
9 10 o
= =]
o g0 g 10°¢
~ 3 o
=
10~10 * 10~7 1
1074 1073 102 1071 1074 1073 1072 107!
Ax Ax

Abbildung 6.2: L2- und L>-Fehler in H (links) sowie in (Hv;) (rechts) in Abhéingigkeit der Gitterweite
Az zum Zeitpunkt ¢ = 1 fiir die exakte, stationidre Losung eines isolierten Wirbels im Fall Fr = ¢ und
Ro = 1 mit € = 0.1, vergleiche Tabelle

Mit dem kleinen Parameter ¢ werden wir in Anlehnung an Kapitel drei unterschiedliche
Félle fir die Froude- und Rossby-Zahlen betrachten. Im ersten Fall setzen wir Fr = ¢ und
Ro =1, im zweiten Fall Fr = ¢ und Ro = /¢ und im dritten Fall Fr = ¢ und Ro = . Demnach
unterscheiden sich die drei Falle nur durch die Wahl der Rossby-Zahl. In Abbildung [6.1] ist fir
den letzten Fall die exakte, stationdre Losung eines isolierten Wirbels fiir die Hohe H und den
Impuls in z-Richtung (Hv1) zu finden.

Fiir die numerische Simulation betrachten wir das Rechengebiet 2 = [0,1] x [0, 1] mit den
Gitterweiten Az = Ay = 27% im Zeitintervall [0,1] mit den jeweiligen Zeitschrittweiten

At =10071-2°7F fiir k = 5,...,10. Damit erhalten wir fiir die einzelnen Hilfsprobleme in jedem
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107° i 1073 i =
—— 2. Ordnung L —— 2. Ordnung 7
. —o— L2-Fehler 1z ] Sy —e— L2-Fehler o
o 1076 f{ - - L°°-Fehler e E E 10—4 k| -©-- L*>-Fehler E
= , 1 =
g »
z 2
;'* 1077 ¢ € 1077
= 8
= ~
= E
o 1078k = 1076t
~ o
=
1079 * 10—7 1
1074 1073 1072 107! 1074 1073 1072 107!
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Abbildung 6.3: L2- und L>-Fehler in H (links) sowie in (Hwv;) (rechts) in Abhéngigkeit der Gitterweite
Az zum Zeitpunkt ¢ = 1 fiir die exakte, stationdre Losung eines isolierten Wirbels im Fall Fr = ¢ und
Ro = /¢ mit € = 0.1, vergleiche Tabelle [A.2]

107° i - 1072 ;
——2. Ordnung . ——2. Ordnung
= —o— L2-Fehler /.’d IS 10-3 L —e— L2_Fehler /Q |
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Abbildung 6.4: L2- und L>-Fehler in H (links) sowie in (Hv;) (rechts) in Abhéngigkeit der Gitterweite
Az zum Zeitpunkt ¢ = 1 fiir die exakte, stationdre Losung eines isolierten Wirbels im Fall Fr = ¢ und
Ro = ¢ mit € = 0.1, vergleiche Tabelle

Fall die zulassige CFL-Zahl cfl, .« = 0.35.
In allen drei Fillen bestimmen wir fiir die numerischen Losungen die jeweiligen L2- und L°-
Fehler in H, (Hv;) und (Hwvg) mit den zugehdrigen experimentellen Konvergenzordnungen zum

Zeitpunkt t = 1.

Die einzelnen Ergebnisse sind im Fall Fr = ¢ und Ro = 1 in Abbildung im Fall Fr = € und
Ro = /e in Abbildung und im Fall Fr = € und Ro = € in Abbildung zu finden. Fiir die
genauen Zahlenwerte verweisen wir auf den Anhang[A-3] mit den Tabellen [AT] [A-2] und [AZ3]
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Aus Symmetriegriinden stimmen alle Fehlergrofien fiir (Hvz) mit denen fiir (Hv;) tiberein und
sind deshalb nicht mit angegeben.

Insgesamt erhalten wir bei hinreichend kleinen Gitterweiten fiir jeden der drei Félle die erwartete
experimentelle Konvergenzordnung zwei. Im dritten Fall ist dariiber hinaus die Abhéngigkeit
der experimentellen Konvergenzordnung von der Rossby-Zahl und der Gitterweite zu erkennen.
Genauer betrachtet reduziert sich diese fiir den Impuls in z-Richtung von einem Wert zwischen
zwei und drei auf zwei bei kleiner werdenden Gitterweiten.

Dieses Verhalten ist direkt auf die Verwendung des Radau-IIA-Verfahrens mit ihrem Ord-
nungsverlust von drei auf zwei bei steifen Differentialgleichungen fiir den Quellanteil des
asymptotischen Quellterms in unserem Algorithmus zuriickzufiihren, da bekanntlich mit ab-
nehmender Rossby-Zahl der Einfluss des Quellanteils und damit des Radau-ITA-Verfahrens

zunimmt.

6.2 Erhaltung eines Sees in Ruhe

In diesem Unterkapitel testen wir unseren Algorithmus an einem weiteren klassischen Testbei-
spiel, dem See in Ruhe. Unser Ziel ist es dabei, diesen iiber einen langen Zeitraum numerisch zu
erhalten.

Dazu betrachten wir die rotierenden Flachwassergleichungen mit Bodenhshe hp : Q C R? — R,

(x,y) — hp (z,y), hier in der Darstellung analog zu den Gleichungen (5.2.1) und (5.2.2)),

%H + div (Hv) =0,

_ 2 _
9 (Hv) + div (Hv @ v) + Ho: + HY(H + hy) = (R;’{ 1) Ho' + (F; . 1>HV(H +hp).
T

ot 0

In diesem Fall ist die Verwendung unseres Algorithmus erst nach einigen Anpassungen, welche
die Bodenhdhe betreffen, moglich. Diese stellen wir im Folgenden kurz vor. Fiir die asymptotische
Korrektur aus Kapitel ersetzen wir Gleichung ([5.2.22)) durch

QU = Q" — AF QUM HEFY? + hp) — AS 7 (QuA?)
— ALA(QUVR HMYY2 4 ) — AtS (QV2 H'Y2 4 hyp)

mit der klassischen Korrekturfunktion F = (Fg, Far, F, N)T in der Doppelargumentdarstellung
Fiu (Q H) = 0,0 +9,N,
. M? . MN
Fur (QH) — 9, ( = ) + HOH + 0, <H> ,

N MN N2 _
Fv(Q.H) =0, ( 7 > + 9, <H) + Ho,H,
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Bodenhohe hp
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Abbildung 6.5: Bodenhohe hp im Fall der Erhaltung eines Sees in Ruhe.

dem klassischen Quellterm 8 sowie der asymptotischen Korrekturfunktion A und dem asymp-
totischen Quellterm S4 aus Kapitel [5.2] Ein entsprechendes Vorgehen, das heifit ein Ersetzen
von HVH durch HV (H + hp), wenden wir ebenfalls fiir die divergenzfreie Korrektur aus
Kapitel [5.4] an.

Die einzelnen Helmholtz-Probleme fiir Hy erhalten wir mittels der zu [Vat13|] analogen asymp-

totischen Entwicklung der Form
H(],‘, Y, t) + hB(‘T7 y) = HO(xa Y, t) + Fr Hl(xa Y, t) + FIZ HQ(xa Y, t)7

dabei bestimmen wir die asymptotischen Funktionen Hy und H; wie in Kapitel

Eine weitere wichtige Anpassung betrifft die numerische Realisierung des neuen Hilfsproblems.
Aufgrund der Bodenhéhe ist das bisher verwendete Finite-Volumen-Verfahren zweiter Ordnung
mit der MUSCL-Hancock-Methode und dem HLLC-Loser nicht mehr anwendbar. Stattdessen
verwenden wir ein Finite-Volumen-Verfahren erster Ordnung mit dem in [ACU15| entwickelten
approximativen Riemann-Loser. Dieser lisst sich als auf die Bodenhohe angepasster HLL-Loser
auffassen.

Infolge der fehlenden zweiten Ordnung im Hilfsproblem betrachten wir hier etwa keine Testbei-
spiele mit parabolischen Bodenhéhen wie die analytischen Losungen aus [Bal65] und [Tha81],

sondern nur das klassische Testbeispiel vom See in Ruhe.

Fiir unser Testbeispiel wahlen wir die folgende rotationssymmetrische Bodenhohe in Polarkoor-
dinaten nach [Vat13]
X _ 1.2 2y—1
a- S p( Q(T"f L) ), fur r < rp,,
hp(r) =4 erCE)
0, far r > rp,,

mit r,, = 0.3, =0.2und r = \/(:U — acM)2 + (y — yM)2 zum Mittelpunkt (xar, yar) = (1/2,1/2)
(siehe Abbildung [6.5]). Weiterhin sind die Anfangsbedingungen des Sees in Ruhe fiir die Hohe
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Abbildung 6.6: L?- und L>®°-Fehler in H (links) und (Hv;) (rechts) fiir den ruhenden See in den drei
Féllen Fr = ¢ und Ro = 1 (blau), Fr = ¢ und Ro = /¢ (griin) sowie Fr = ¢ und Ro = ¢ (rot) jeweils
mit € = 0.1, Az = Ay = 1/128 und At = 1/400.

durch
H(z,y,0) + hp(x,y) = const. =1

und fiir die Geschwindigkeiten durch
vi(x,y,0) = vo(x,y,0) =0

gegeben.

Wie in Kapitel verwenden wir hier ebenfalls die drei unterschiedlichen Félle fiir die Froude-
und Rossby-Zahlen. Im ersten Fall setzen wir Fr = ¢ und Ro = 1, im zweiten Fall Fr = ¢ und
Ro = /¢ und im dritten Fall Fr = ¢ und Ro = ¢ jeweils mit ¢ = 0.1.

Fiir die numerische Simulation betrachten wir das Rechengebiet € = [0,1] x [0, 1] mit den
Gitterweiten Az = Ay = 1/128 im Zeitintervall [0, 20] mit der Zeitschrittweite At = 1/400.
Damit erhalten wir fiir die einzelnen Hilfsprobleme in jedem Fall die zulédssige CFL-Zahl
cfliux =~ 0.32.

In allen drei Féllen bestimmen wir fiir die numerischen Lésungen nach jedem Zeitschritt die
jeweiligen L2- und L*°-Fehler in H, (Hv1) und (Huvs) .
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Die einzelnen Ergebnisse sind in Abbildung zu finden, dabei ist der Fall Fr =¢ und Ro =1
in Blau, der Fall Fr = ¢ und Ro = /¢ in Griin und der Fall Fr = ¢ und Ro = ¢ in Rot
dargestellt. Auch hier verzichten wir aus Symmetriegriinden darauf die Fehlerwerte fiir (Hwvsg)
mit anzugeben. Allerdings stimmen sie aufgrund von Rundungsfehlern bedingt durch die sehr
kleinen Fehlergrofen nicht mit denen fiir (Hv;) iiberein, sondern weisen nur ein qualitativ
dhnliches Verhalten auf.

Im Folgenden beschreiben wir den zeitlichen Verlauf der einzelnen Fehler. Fiir die Hoéhe
H beziehungsweise den Impuls in z-Richtung (Hwv;) haben wir in jedem der drei Fille ein
vergleichbares Wachstum der L?- sowie L>°-Fehler im Zeitintervall [0, 2]. AnschlieBend wachsen
diese fiir beide physikalischen Variablen weniger stark an, wobei das relative Wachstum fiir H
schwécher als fiir (Hvp) ausféllt. Die entstehenden Fehlergrofien der drei Hohen folgen dabei
aus den jeweiligen Genauigkeiten, mit welchen die einzelnen linearen Gleichungssysteme durch
das BICGSTAB-Verfahren gelost werden.

AuBlerdem stimmen die Fehlergroflen im zeitlichen Verlauf in den ersten beiden Féllen im
Wesentlichen {iberein. Wie im dritten Fall zu erkennen, ist der absolute Fehler in der Regel
am hochsten, wenn der Einfluss des Quellanteils des asymptotischen Quellterms am stéarksten
ist.

Da alle Fehlergrofien sehr klein sind, folgt insgesamt, dass unser Algorithmus den See in Ruhe
erhélt.

6.3 Wechselwirkung eines Wirbelpaares

In diesem Unterkapitel testen wir unseren Algorithmus an einer nichtlinearen Dynamik, der
Wechselwirkung eines Wirbelpaares (engl. vortex pair interaction). Unser Ziel ist es dabei, das
Verhalten dieser Stromung unter Erhaltung der vier eingangs genannten Groéflen numerisch kor-
rekt wiederzugeben. Dazu vergleichen wir unsere Ergebnisse mit denen aus [GHK™09] und [BG17].
Um dies zu ermoglichen, nutzen wir unter anderem fiir unsere Abbildungen die ebenda verwen-

deten Werte fiir die Zeitpunkte und die Héhenlinien.

Die dimensionsbehafteten Anfangsbedingungen sind nach |[GHK™T09| fiir die Hoéhe durch

1 1 dro,o
H(z,y,0) = Hy — H (exp (—2 (a:’f + y12)> + exp (—2 (w’f + yéz)) — szyy>

und fiir die Geschwindigkeiten durch

il 1
oi(z,y,0) = 2 (y’{ exp (— (22 + yf)) + Y5 exp (—

fay
Hl
wwn0) = 2 (aten (=5 (a2 +2) ) + afesn (-

foe

(7 + y’f))) :
(22 + y?))) :

N — DN
N = N =
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mit
:E;»: 75;; sin (17; (m—xC])), y;»:;:fysin (;; (y—ycj)> ,
= Qijx sin (Z (:1: - :ch)> , y; = 271;331 sin (Z (y - ycj>> ,
flir j = 1,2, sowie
Te, = (; - a) Ly, Tey = (; + a) Ly, Oy = %Lm
Yo, = (; — a) Ly, Yoy = (; + a) Ly, oy = %Ly

und @ = 1/10, gegeben. Folglich gilt fv+ +gVH = 0.
Mit den weiteren Erlduterungen aus [GHK 09| erfiillen die charakteristischen Skalen der Lénge,
der Geschwindigkeit und der Zeit

L 1fL?

gH’
L=2(0,+ U=2 === .
(02 +0y), fL” U~ 2gH

Ferner fiithrt die Wahl von Hy = 10000m und H' = 75m zu einer nahezu inkompressiblen

Stromung mit den dimensionslosen Parametern

U U Ro?
Fr = ~ 0.055 Ro = — =~ 0.199 Bu= — & 13.26.
T Vo, T LT R

Da die Froude- und Rossby-Zahlen hinreichend klein sind, ist unser Algorithmus anwendbar.
Die Anfangsbedingungen des Impulses erhalten wir durch M (z,y,0) = H(z,y,0) - v1(z,y,0)
beziehungsweise N(x,y,0) = H(z,y,0) - va(z,y,0) und in Abbildung (links) sind die An-
fangsbedingungen der Héhe H und der relativen potentiellen Vortizitédt g.; zu finden.

Fiir die numerische Simulation betrachten wir das Rechengebiet Q = [0, L,] x [0, L,] mit
Ay = 389 Zellen in z-Richtung und A, = 337 Zellen in y-Richtung im Zeitintervall von 0d bis
10d mit der Zeitschrittweite At = 120s. Damit erhalten wir fiir das Hilfsproblem die zuldssige
CFL-Zahl cfl, .y ~ 0.36.

Weiterhin ist die Anzahl der Zellen so gewéhlt, dass Az ~ Ay mit Az = L, /A, ~ 12.8535 km
sowie Ay = L, /A, ~ 12.8487km gilt und die Gesamtanzahl der Zellen A, - A, = 131093 der
GréBenordnung 2 - 2562 = 131072 entspricht. Dabei werden diese GréBen aus Griinden der
Vergleichbarkeit verwendet, da in [GHK*09] und [BG17] das Rechengebiet jeweils in 2 - 2562
gleichseitige Dreiecke unterteilt wurde.

Fiir die numerischen Losungen bestimmen wir nach jedem Zeitschritt die eingangs genannten
Erhaltungsgrofien und zeigen des Weiteren zu ausgewéhlten Zeitpunkten Abbildungen mit
Hoéhenlinien beziiglich der Hohe und der relativen potentiellen Vortizitéat jeweils in dimensions-
behafteter Form.

Im Folgenden beschreiben wir den zeitlichen Verlauf der Stromung. Zu diesem Zweck ist
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die Héhe H und die relative potentielle Vortizitdt ¢ zum Zeitpunkt ¢ = 3d in Abbil-
dung (rechts), zum Zeitpunkt ¢ = 6d in Abbildung (links) und zum Zeitpunkt ¢ = 10d
in Abbildung (rechts) zu finden.

Wie die relative potentielle Vortizitéit anzeigt, stoflen sich die beiden initialen Wirbel gegenseitig
voneinander ab, sodass der nordliche beziehungsweise siidliche Wirbel Richtung Norden bezie-
hungsweise Stiden stromt. Wéahrenddessen drehen sich beide Wirbel gegen den Uhrzeigersinn
und interagieren iiber die periodische Randbedingung, sobald sie den nérdlichen beziehungsweise
siidlichen Rand erreichen, miteinander.

Ein Vergleich mit den Ergebnissen aus [GHK™09] und [BG17] zum Zeitpunkt ¢ = 10d liefert
fiir die beiden Wirbel eine Ubereinstimmung hinsichtlich ihrer Positionen und ihrer Gréfien.
Auflerdem weisen, da wir fiir die divergenzfreie Korrektur ein versetztes Gitter verwenden,
unsere Ergebnisse keine unphysikalischen Oszillationen auf.

Weitere Unterschiede sind fiir die Héhenlinien zu bemerken. In unserem Fall umschlieffen diese
fiir die Hohe in der Mitte des Rechengebietes einen zusammenhéingenden Bereich und nicht
verschiedene lokale Extrema wie in der zitierten Literatur. Uberdies ist ersichtlich, dass unsere
Hohenlinien glattere Kurven beschreiben. Dies ist auch fir die relative potentielle Vortizitét zu
den Zeitpunkten 0.5,1.5,2 und 4 Tagen (sieche Anhang mit Abbildung im Vergleich
zu |[BG17] zu beobachten.

Als Néchstes diskutieren wir den zeitlichen Verlauf der Erhaltungsgrofien. Fiir den relativen
Fehler der Gesamtmasse m und der massengewichteten potentiellen Vortizitat PV (siehe
Abbildung (Mitte)) liegen die Werte im Bereich der Maschinengenauigkeit. Da der zeitliche
Verlauf fiir die Gesamtmasse stark von der genauen Wahl des Vorkonditionierers abhéngt (siehe
Bemerkung , ist dieser nicht mit angegeben.

Weiterhin haben wir fiir den relativen Fehler der Energie E (sieche Abbildung (links)) einen
periodischen Verlauf mit Werten in der GréBenordnung 10713, Im Vergleich zu der zitierten
Literatur stimmen die jeweiligen Groflenordnungen fiir die ersten beiden Fehler tiberein, fiir
den relativen Fehler der Energie ist unsere Gréflenordnung besser.

Folglich werden diese drei Grofien von unserem Algorithmus erhalten. Dies ist fiir die potentielle
Enstrophie PFE (siche Abbildung (rechts)) nicht der Fall. Im Unterschied zu Werten in der
GrofBenordnung 1076 in [GHKT09] und 10~° in [BG17] erhalten wir hier deutlich schlechtere
Werte. Der relative Fehler fiir die potentielle Enstrophie verlduft streng monoton fallend mit

einem maximalen Fehler in der GréBenordnung 1072,

Die genannten Unterschiede lassen sich wie folgt erklaren. Im Gegensatz zu [BG17] hat unser
Algorithmus zwar nach Kapitel die experimentelle Konvergenzordnung zwei, stellt jedoch
umgekehrt Frequenzspektren bestehend aus Wellenzahlen nicht vollsténdig dar.

Um das Frequenzspektrum zu ermitteln, wird im Allgemeinen ein Testbeispiel mit den An-
fangsbedingungen einer kleinen Stérung um eine konstante Hohe und verschwindender Ge-
schwindigkeiten betrachtet. Anschliefend wird zu einer beliebigen Zelle des Rechengebiets
die zeitliche Veranderung der Hohe bestimmt und diese mittels Fouriertransformation zum

Frequenzspektrum abgebildet.
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Abbildung 6.7: Hohe H (oben, Hohenlinien jeweils zwischen 9.88km und 10.02km im Abstand von
0.01km) und relative potentielle Vortizitit ¢, (unten, Hohenlinien jeweils zwischen —0.45d =1 km~!
und 1.7d ' km~! im Abstand von 0.1d"!km~!) zu den Zeitpunkten 0 (links) und 3 Tagen (rechts)
im Fall der Wechselwirkung eines Wirbelpaares.

Andererseits folgen aus dem Eigenwertproblem der linearisierten rotierenden Flachwasserglei-
chungen die Wellenzahlen der Poincaré-Wellen. Da die obigen Anfangsbedingungen eine lineare
Gestalt haben, miissen diese mit dem numerisch ermittelten Frequenzspektrum iibereinstimmen.
Dies ist allerdings fiir unseren Algorithmus nicht der Fall. Eine Anwendung auf dieses Testbei-
spiel mit den drei Féllen der Froude- und Rossby-Zahlen aus Kapitel ergibt, dass die hohen
Wellenzahlen in jedem der drei Félle herausgefiltert werden.

Demzufolge sollte eine Erweiterung unseres Algorithmus um die oben beschriebene korrekte Dar-

stellung von Frequenzspektren zu verbesserten Ergebnissen insbesondere fiir die Héhenlinien und
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Abbildung 6.8: Hohe H (oben, Hohenlinien jeweils zwischen 9.88km und 10.02km im Abstand von
0.01km) und relative potentielle Vortizitit ¢, (unten, Hohenlinien jeweils zwischen —0.45d =1 km~!
und 1.7d"'km~! im Abstand von 0.1d"'km™1) zu den Zeitpunkten 6 (links) und 10 Tagen (rechts)
im Fall der Wechselwirkung eines Wirbelpaares.

infolgedessen fiir die potentielle Enstrophie fiithren.

Um dies zu erreichen, sollte die bisher in Kapitel [5.3.2] und [5.4] verwendete gitterabhéngige durch
eine gitterunabhéingige Mittelung analog zu und ersetzt werden. Daraufhin sollte
der Algorithmus die hohen Wellenzahlen nicht mehr herausfiltern und sich die Bestimmung der
asymptotischen Funktion H; sowie die divergenzfreie Korrektur verbessern.

Eine andere Moglichkeit, dies zu erreichen, kénnte darin liegen das Multilevelverfahren aus
bestehend aus einer Kombination von Trapez- und BDF(2)-Verfahren fiir die Flachwas-

sergleichungen auf unseren Fall zu iibertragen.
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Abbildung 6.9: Relative Fehler beziiglich der Energie E (links), der massengewichteten potentiellen
Vortizitdt PV (Mitte) und der potentiellen Enstrophie PE (rechts) im Fall der Wechselwirkung eines
Wirbelpaares.

Abschlieflend noch eine Bemerkung zum Testbeispiel der Wechselwirkung eines Wirbelpaares.
Dieses besteht nach [GHK™09] aus drei Féllen mit unterschiedlichen Werten fiir Hy. Die anderen
beiden Falle beschreiben erstens mit Hy = 450 m eine semi-geostrophische und zweitens mit
Hy = 750 m eine quasi-geostrophische Stromung.

Im Gegensatz zum beschriebenen Fall mit Hy = 10000 m werden in den anderen beiden Fallen
die Ergebnisse aus der zitierten Literatur von unserem Algorithmus nicht reproduziert. Aus
diesem Grund sind unsere jeweiligen Ergebnisse nicht mit angegeben.

Die fehlerhaften Resultate entstehen durch die divergenzfreie Korrektur, sodass sich diese
auch hier unter Verwendung einer gitterunabhingigen Mittelung verbessern sollten. Dies wird
ersichtlich, wenn wir fiir diese beiden Félle in unserem Algorithmus die divergenzfreie Korrektur
ignorieren und nur die asymptotische Korrektur betrachten.

Unter dieser Voraussetzung wird der zeitliche Verlauf der einzelnen Wirbel jeweils korrekt
wiedergegeben. Allerdings entstehen dabei starke unphysikalische Oszillationen, die beispielsweise
eine Erhaltung der Gesamtmasse verhindern. Um diese Oszillationen zu reduzieren, kénnte
es zudem hilfreich sein die in Kapitel verwendeten bilinearen Ansatzfunktionen durch

Limiter nach [BJ89] zu ergénzen.

6.4 Entwicklung einer Scherstromung

In diesem Unterkapitel testen wir unseren Algorithmus an einer weiteren nichtlinearen Dynamik,
der Entwicklung einer Scherstromung (engl. shear flow evolution). Unser Ziel ist es dabei, das
Verhalten dieser Stromung unter Erhaltung der vier eingangs genannten Gréflien numerisch
korrekt wiederzugeben. Dazu vergleichen wir wie in Kapitel unsere Ergebnisse mit denen
aus [GHK™09] und [BG17|. Um dies zu ermdglichen, nutzen wir auch hier fiir unsere Abbildungen

die ebenda verwendeten Werte fiir die Zeitpunkte und die Héhenlinien.
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Die dimensionsbehafteten Anfangsbedingungen sind nach [GHK™09] fiir die Hohe durch

yl/ y/Q 1 ( ) (271'.’17/))
H(x,y,0) = Hy— H'Y- ~Loi o)1
(z,9,0) 0 o) exp < 207 + 5 + K sin "

und fiir die Geschwindigkeiten durch

ng yl/2 yl2 1 ( ) (27'('56/ ) )
0) = L L4+ (1
U1 (.T, Y, ) nyLy <C(y) 0_5 exXp 20_32/ + 92 + K sin )\x ’

( 0) gH' 2wk y” Yy N 1 (271'1:’)
vo(x =— “—exp|—== + = | cos
2 Y, fLy Ay oy P 202 2 e )

mit
i_z N L G
JI—Lx, y_ﬂ'Sln<Ly<y 2)),
_ 2m L, P 27r< Ly>
C(y)—COS<Ly (y 2)) Y —2W81H<Ly v

sowie A, = 1/2, 0, = 1/12 und & = 1/10, gegeben. Folglich gilt fv+ + gVH = 0.
Mit den weiteren Erlduterungen aus [GHK 09| erfiillen die charakteristischen Skalen der Lénge,
der Geschwindigkeit und der Zeit

gH' L 1fL?
L:40'yLy, U:6f7L7 _5:69H/

Ferner fiihrt die Wahl von Hy = 1076 m und H' = 30 m zu einer quasi-geostrophischen Stromung

mit den dimensionslosen Parametern

U U Ro?
Fr = ~ 0.194 Ro=— ~0.224 Bu=— ~ 1.34.
T Vel ’ T IL ’ TR

Da die Froude- und Rossby-Zahlen hinreichend klein sind, ist unser Algorithmus anwendbar.
Die Anfangsbedingungen des Impulses erhalten wir durch M (z,y,0) = H(z,y,0) - v1(z,y,0)
beziehungsweise N(z,y,0) = H(z,y,0) - va(z,y,0) und in Abbildung (links) sind die
Anfangsbedingungen der Héhe H und der relativen potentiellen Vortizitit ge zu finden.

Fiir die numerische Simulation betrachten wir das Rechengebiet Q = [0, L] x [0, L,] mit 389
Zellen in z-Richtung und 337 Zellen in y-Richtung im Zeitintervall von 0d bis 10d mit der
Zeitschrittweite At = 108 s. Damit erhalten wir fiir das Hilfsproblem die zuléssige CFL-Zahl
cflaux ~ 0.37.

Genau wie in Kapitel bestimmen wir fiir die numerischen Losungen nach jedem Zeitschritt
die eingangs genannten Erhaltungsgrofien und zeigen des Weiteren zu ausgewéahlten Zeitpunkten
Abbildungen mit Hohenlinien beziiglich der Héhe und der relativen potentiellen Vortizitét

jeweils in dimensionsbehafteter Form.

Im Folgenden beschreiben wir den zeitlichen Verlauf der Strémung. Zu diesem Zweck ist die Hohe
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Abbildung 6.10: Héhe H (oben, Hohenlinien jeweils zwischen 1.016 km und 1.116 km im Abstand von
0.004km) und relative potentielle Vortizitit g, (unten, Hohenlinien jeweils zwischen —11d~!km~!
und 11d~'km™! im Abstand von 2d~!km~?!) zu den Zeitpunkten 0 (links) und 3 Tagen (rechts) im
Fall der Entwicklung einer Scherstrémung.

H und die relative potentielle Vortizitét g zum Zeitpunkt ¢ = 3d in Abbildung (rechts),
zum Zeitpunkt ¢ = 6d in Abbildung (links) und zum Zeitpunkt ¢ = 10d in Abbil-
dung [6.11 (rechts) zu finden.

Initial liegt nach ein instabiles Gleichgewicht bestehend aus einem zonalen Jet in
z-Richtung mit einer iiberlagerten Stérung vor. Wie die relative potentielle Vortizitdt anzeigt,
entwickelt sich diese Stérung im Laufe der Zeit zu zwei Paaren von gegenlédufig rotierenden

Wirbeln, welche wihrenddessen nach Norden stromen.

Ein Vergleich mit den Ergebnissen aus [GHK™09] und [BG17] zu den drei Zeitpunkten liefert
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Abbildung 6.11: Hoéhe H (oben, Hohenlinien jeweils zwischen 1.016 km und 1.116 km im Abstand von
0.004km) und relative potentielle Vortizitit g, (unten, Hohenlinien jeweils zwischen —11d~!km~!
und 11d~km~! im Abstand von 2d~1km~!) zu den Zeitpunkten 6 (links) und 10 Tagen (rechts)
im Fall der Entwicklung einer Scherstrémung.

fiir die beiden Wirbelpaare im Wesentlichen eine Ubereinstimmung hinsichtlich ihrer Positionen
und ihrer Groéfien.

Allerdings nehmen mit zunehmender Zeit Abweichungen insbesondere fiir die Wirbelgrofien zu.
Diese sind anhand der Hohenlinien zu erkennen. Im Gegensatz zu der zitierten Literatur haben
wir in unserem Fall fiir die Hohe zum Zeitpunkt ¢ = 3d keine durchgehende Hohenlinie, die
den nérdlichen Rand durchdringt und aufgrund der Periodizitédt im siidlichen Gebiet erscheint.
Ahnliches ist auch zu den beiden weiteren Zeitpunkten zu beobachten.

Aulerdem gibt es auch Abweichungen beziiglich der Wirbelpositionen. Dies ist am besten fir
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Abbildung 6.12: Relative Fehler beziiglich der Energie E (links), der massengewichteten potentiellen
Vortizitat PV (Mitte) und der potentiellen Enstrophie PE (rechts) im Fall der Entwicklung einer
Scherstrémung.

die relative potentielle Vortizitdt zum Zeitpunkt ¢ = 10d zu erkennen, wobei im Vergleich zu

der zitierten Literatur unser Ergebnis deutlich weniger Rauschen aufweist.

Als Néchstes diskutieren wir den zeitlichen Verlauf der Erhaltungsgréfien. Wie in Kapitel lie-
gen die Werte fiir den relativen Fehler der Gesamtmasse m und der massengewichteten
potentiellen Vortizitit PV (siehe Abbildung[6.12] (Mitte)) im Bereich der Maschinengenauigkeit.
Da auch hier der zeitliche Verlauf fiir die Gesamtmasse stark von der genauen Wahl des
Vorkonditionierers abhéngt (siehe Bemerkung , ist dieser nicht mit angegeben.
Weiterhin haben wir fiir den relativen Fehler der Energie E (siehe Abbildung (links)) einen
periodischen Verlauf mit ansteigender Amplitude und maximalen Fehler in der Grélenordnung
1071, Im Vergleich zu der zitierten Literatur stimmen die jeweiligen GroBenordnungen fiir die
ersten beiden Fehler iiberein, fiir den relativen Fehler der Energie ist unsere Grofenordnung
besser.

Folglich werden diese drei Grofien von unserem Algorithmus erhalten. Dies ist fiir die potentielle
Enstrophie PE (siche Abbildung (rechts)) nicht der Fall. Im Unterschied zu Werten in der
Gréfenordnung 107° in [GHKT09] und 1073 in [BG17] erhalten wir hier deutlich schlechtere
Werte. Der relative Fehler fiir die potentielle Enstrophie verlduft streng monoton fallend mit

einem maximalen Fehler in der GréBenordnung 1071,

Die genannten Unterschiede lassen sich wie in Kapitel [6.3] erklédren. Auch hier sollte eine korrekte
Darstellung von Frequenzspektren zu verbesserten Ergebnissen fiihren. Dariiber hinaus kénnte
es zudem sinnvoll sein, die Froude- und Rossby-Zahlen nach jedem Zeitschritt neu aus der
dimensionsbehafteten Stromung zu ermitteln.

Bekanntlich werden diese aktuell am Anfang aus den charakteristischen Skalen bestimmt und
anschliefend im gesamten zeitlichen Verlauf nicht mehr verdndert. Aufgrund von nichtlinearen
Dynamiken ist es jedoch im Allgemeinen moglich, dass sich diese Zahlen in Abhéngigkeit der
Zeit verdndern konnen.

Fiir dieses Testbeispiel ist ein Anzeichen hierfiir im zeitlichen Verlauf des relativen Fehlers der
Energie zu finden. Je umfassender das gesamte Rechengebiet von den einzelnen Wirbeln besetzt

wird, desto stérker steigt die Amplitude des genannten Fehlers an.
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Um zeitliche Anpassungen fiir die Froude- und Rossby-Zahlen zu erhalten, bietet es sich an das
Verfahren aus [Hof00] und [Mei0O1] fiir die Mach-Zahl der eindimensionalen Euler-Gleichungen
auf unseren Fall zu iibertragen. In Kombination mit der gitterunabhingigen Mittelung erwarten
wir dadurch eine verbesserte asymptotische Zerlegung der Héhe und infolge bessere numerische

Ergebnisse.






7 Zusammenfassung und Ausblick

Die vorliegende Arbeit befasste sich mit der Theorie und Numerik von Mehrskalenmethoden

fiir die entdimensionalisierten rotierenden Flachwassergleichungen.

Im theoretischen Teil der Arbeit wurden, um den Einfluss kleinerer Raumskalen auf die be-
kannten Gleichungen der Mesoskala, die im singulidren Grenzwert das quasi-geostrophische
Gleichgewicht beschreiben, zu bestimmen, fiir die rotierenden Flachwassergleichungen in ange-
passter einfacher Form asymptotische Einskalen- und Mehrskalenentwicklungen betrachtet.
Dazu wurde als Erstes durch die Wahl der dimensionslosen Parameter in Analogie mit der
Methode der angepassten asymptotischen Entwicklung ein Gleichungssystem beziiglich der soge-
nannten Zwischenvariablen, das die Gleichungen der Mesoskala und der kleineren Submesoskala
in Abhéngigkeit eines zusitzlichen Parameters wiedergab, hergeleitet und mit Einskalenent-
wicklungen der entsprechende singuldre Grenzwert untersucht.

Anschlieflend war es fiir diese Gleichungen unter Verwendung der bekannten Beweisstrategie
nach Klainerman und Majda [KM81], [KM8&2] fiir symmetrisch-hyperbolische Systeme mog-
lich, die zu den bekannten Existenz-, Eindeutigkeits- und Konvergenzaussagen beziiglich der
Mesoskala, vergleiche [Maj03|, entsprechenden Aussagen beztiglich der Zwischenvariablen und
Submesoskala zu beweisen.

Als Zweites wurde auf eine Verallgemeinerung dieser Gleichungen eine Zweiskalenentwicklung
in Raum und Zeit angewendet. Hierfiir wurden zunéchst die jeweiligen Mittelungsoperatoren
sowie Wachstumsbedingungen beziiglich der Submesoskala vorgestellt und fiir die Vortizitét
eine geeignete Entwicklung bestimmt.

Daraufthin wurde das resultierende asymptotische System mithilfe dieser Bedingungen analysiert.
Unter anderem war die Geschwindigkeit in fiihrender Ordnung beziiglich der Submesoskala
divergenzfrei und die rdumlich gemittelten Gleichungen erster Ordnung entsprachen den linea-
risierten rotierenden Flachwassergleichungen.

Des Weiteren wurde gezeigt, dass das rdumlich und zeitlich gemittelte quasi-geostrophische
Gleichgewicht im Gegensatz zur bekannten Einskalenentwicklung um einen zusétzlichen Term
in der Gleichung der potentiellen Vortizitdt verschoben war. Da das dabei einstehende Glei-
chungssystem allerdings keine geschlossene Form aufwies, wurden fiir diesen Term mogliche

Ansétze zur Schliefung diskutiert.

Im numerischen Teil der Arbeit wurde aufbauend auf den Ergebnissen der asymptotischen
Analyse ein vollstdndig-impliziter Algorithmus zweiter Ordnung in Raum und Zeit fiir die

rotierenden Flachwassergleichungen in Erhaltungsform bei hinreichend kleinen Froude-Zahlen
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sowie beliebigen Rossby-Zahlen der Ordnung O(1) und O(¢e) entwickelt.

Hierzu wurde der asymptotische Korrekturansatz aus [Hof00], [MeiO1] auf diesen Fall angepasst
und die Hohe durch eine asymptotische Entwicklung zweiter Ordnung H ~ Hy + Fr H; +Fr? Hy
ersetzt. Infolgedessen wurde Hy durch die Hintergrundhohe, H; durch die linearisierten rotie-
renden Flachwassergleichungen und Hs durch ein Helmholtz-Problem ermittelt.

Um des Weiteren einen numerisch-stabilen Algorithmus zweiter Ordnung zu erhalten, wurde
unter anderem ein entsprechendes vollstdndig-implizites Zeitintegrationsverfahren und fiir die
rdumlichen Ableitungsoperatoren nach [VK09] eine Kombination aus Finite-Volumen- und
Finite-Elemente-Verfahren mit bilinearen Ansatzfunktionen verwendet.

Ferner wurde der Quellterm, da hierfiir im Fall kleiner Rossby-Zahlen eine steife Differen-
tialgleichung vorlag, ohne Ordnungsverlust fiir das Gesamtverfahren mittels des geeigneten
Radau-IIA-Verfahrens diskretisiert.

In einem zusétzlichen Schritt sicherte dieser Algorithmus unter Verwendung eines versetz-
ten Gitters, das aus Stabilitdtsgriinden zum Einsatz kam, auflerdem die Divergenzfreiheit
bei verschwindenden Froude-Zahlen sowohl fiir konstante als auch gegen null konvergierende
Rossby-Zahlen.

Anschlieend wurde der entwickelte vollstdndig-implizite Algorithmus an zwei klassischen
stationdren Losungen sowie zwei nichtlinearen Dynamiken tiberpriift und somit die Giite des
Algorithmus bestimmt. Dabei wurden fiir die beiden stationdren Lésungen die drei Félle Fr = ¢
und Ro =1, Fr = ¢ und Ro = /¢ sowie Fr = ¢ und Ro = ¢ jeweils fiir ¢ < 1 betrachtet.

Fiir das erste Testbeispiel, eine exakte, stationdre Losung eines isolierten Wirbels, wurde die
experimentelle Konvergenzordnung ermittelt. Diese stimmte in allen drei betrachteten Fallen
bei jeweils hinreichend kleinen Gitterweiten mit der erwarteten Ordnung zwei {iberein. Dariiber
hinaus war eine Abhéngigkeit der experimentellen Konvergenzordnung von der Rossby-Zahl
und der Gitterweite aufgrund des verwendeten Radau-IIA-Verfahrens fiir den Quellterm zu
erkennen.

Mit dem zweiten Testbeispiel, einem See in Ruhe, konnte gezeigt werden, dass der Algorithmus
diesen fiir alle drei Félle numerisch erhélt. Dazu mussten die einzelnen Schritte des Algorithmus
jeweils auf die Bodenhdhe angepasst werden.

Anhand der beiden nichtlinearen Dynamiken aus [GHK 09|, die zum einen die Wechselwirkung
eines Wirbelpaares und zum anderen die Entwicklung einer Scherstrémung beschreiben, wur-
de iiberpriift, inwieweit der vollstindig-implizite Algorithmus diese Stromungen wiedergeben
konnte. Da hierfiir keine analytischen Losungen vorliegen, mussten Erhaltungsgréfien bestimmt
und die numerischen Resultate mit der entsprechenden Literatur verglichen werden. Insgesamt
konnte der Algorithmus die beiden Stromungen jeweils unter hinreichender Erhaltung der Masse,

der Energie und der massengewichteten Vortizitdt im Wesentlichen wiedergeben.

Abschlielend wird ein kurzer Ausblick fiir zukiinftige Forschungsziele angegeben. Um den
Einfluss kleinerer Raumskalen, die zum Beispiel durch zweiskalige Anfangsbedingungen oder
Bodenhohen entstehen konnten, auf mesoskalige Bewegungen in der Atmosphére und der Ozeane

anhand der rotierenden Flachwassergleichungen weiter zu untersuchen, sollten die theoretischen
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und numerischen Ansétze fortgefithrt werden.

Innerhalb des Konvergenzbeweises fiir die Gleichungen der Zwischenvariablen im singuléren
Grenzwert sollte folglich untersucht werden, inwiefern schwichere Voraussetzungen betrachtet
werden kénnten. Um die wohl-erstellten Anfangsbedingungen durch beliebige Anfangsbedingun-
gen zu ersetzten, wiirde es sich anbieten, das Vorgehen aus [Uka86] beziehungsweise |Asa87] auf
diesen Fall zu {ibertragen.

Zudem sollten Ansédtze zur SchlieBung des rdumlich und zeitlich gemittelten quasi-geostro-
phischen Gleichgewichts untersucht werden. Hierzu kénnten fiir den zusétzlichen Term aufgrund
der Strukturgleichheit die Gleichungen fiihrender Ordnung beziiglich der Submesoskala und der
Zwischenvariablen verwendet werden.

Daneben sollte auch eine numerische Realisierung der theoretischen Ergebnisse in Betracht
gezogen werden. Beispielsweise kénnte es sich als zielfithrend erweisen, den zusétzlichen Term
unter Verwendung des entwickelten vollsténdig-impliziten Algorithmus anhand geeigneter
Testbeispiele und Mittelungsoperatoren nachzuweisen.

Weiterhin sollte es moglich sein, diesen Algorithmus zu verbessern. Dabei sollte zunédchst die
asymptotische Hohenfunktion erster Ordnung statt mittels der bisherigen lokalen Mittelung mit
einem vom diskreten Raumgitter unabhéngigen Mittelungsoperator bestimmt und die Froude-
und Rossby-Zahlen nach jedem Zeitschritt neu aus dimensionsbehafteten Strémungen berechnet
werden.

Um dies zu erreichen, wiirde es sich jeweils anbieten die gitterunabhingige Mittelung unter
Verwendung diskreter Datenanalyse aus [Hof00], [MeiO1] und das Verfahren zur Berechnung
der Mach-Zahl im Fall der eindimensionalen Euler-Gleichungen aus [Hof00], [MeiO1] auf diese
Situation anzupassen. Infolgedessen sollten sich die numerischen Resultate fiir die nichtlinearen
Dynamiken hinsichtlich der Darstellung von Frequenzspektren und der numerischen Erhaltung
der potentiellen Enstrophie verbessern.

Dariiber hinaus wiirde mit diesem gitterunabhéngigen Mittelungsoperator ein erster Schritt zur
Erweiterung des Algorithmus auf den Fall Fr — 0 beziehungsweise numerisch Fr = 0 vorliegen.
In weiteren Schritten miisste unter anderem eine asymptotische Korrektur unabhéngig von
Termen der Ordnung O(1/¢) beispielsweise unter Verwendung einer geeigneten Geschwindig-
keitszerlegung in Analogie mit der divergenzfreien Korrektur ermittelt und fiir die divergenzfreie
Korrektur selbst eine geeignete Implementierung unabhéngig von solchen Termen gewéhlt
werden.

Weniger Aufwand sollte nétig sein, um auch im Fall von Bodenhohen einen Algorithmus zweiter
Ordnung in Raum und Zeit zu erhalten. Hierfiir wiirde es in Anbetracht der bisherigen Realisie-
rung ausreichen, das entsprechende Hilfsproblem mit einem Finite-Volumen-Verfahren zweiter
Ordnung zu bestimmen, wobei dieses durch eine Kombination aus MUSCL-Hancock-Methode
und einer geeigneten Anpassung des in [ACU15| entwickelten approximativen Riemann-Losers

bestehen konnte.






Anhang

A.1 Asymptotische Korrektur beziiglich oy,

Hier geben wir aus Griinden der Vollstandigkeit die asymptotische Korrektur fiir beliebige

ORo : !
Ro -— P
At (Ro—1
1+ (3 (%))
direkt an. Dabei erfolgt der Rechenweg analog zum Vorgehen im Fall dg, = 1 in Kapitel
Aufgrund der Notwendigkeit des Vorfaktors ér, im Grenzwert Ro — 0 beziehungsweise fiir hinrei-

chend kleine Rossby-Zahlen wie wir es in Bemerkung beziehungsweise Bemerkung ge-
zeigt haben, mussen wir allerdings alle Terme in den Gleichungen (5.2.12)) bis (5.2.15)) beachten.

Dann gilt fiir die asymptotische Korrektur beziiglich dg,

Q" = Q" - AL (Qu?) - AtsiEe (QE”)
— At (QUEEN2 H™HIZ) — ASe (QUE2, Q1) (A.L1)

mit der klassischen Korrekturfunktion JFore = (fgf'o,Fgfl‘o,Fjé\f"o)T beziiglich dr,
Fi1* (Q) = Oro0a M + 0ro0y N
A @ =i (U ) o (317) + o (M),
FOro (Q) = 03,0, (Aﬁ[) + ORoOy @;2) + 0 (;H2> 7
dem klassischen Quellterm ng-‘o = (0, S%;,S}S_-PI‘\;’)T beziiglich dgr,
SFe(Q) = —0roN,  SF(Q) = drolM,

T
der asymptotischen Korrekturfunktion A% = (AéRO, AaRO, A‘;\?C') beziiglich 0Rr,

A (@)= S (M50) (o)« Slan (M) an (7).
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o(5) () () o (racn)

(3 (550 () o Grr - )
() (550 (et 2 (o)

-(3) & (55 () o (o)

(3 (55 (55t) o i mr) - () o

und dem asymptotischen Quellterm 6"SRO = (0 Sjlj‘v;’,SaRo) beztiglich dgro

jﬁ; (Q Q) Z\NfRo (Q Q)+ j—MfRo (Q,H) 5Ro (Q Q) A6Ro (Q,Q) +S.f1:;6RO (Q,H) :

der zudem in den Quellanteil beziiglich dr,
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Ro Ro
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AéRo(Q Q>__5Ro< R )N—( o )M

und den Gradientenanteil beziiglich dg,
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aufgespalten wird.
Um mit diesen Formeln die asymptotische Korrektur aus Gleichung (5.2.21)) zu erhalten, setzen
wir 0o = 1 und betrachten Gleichung (A.1.1)) bis einschlieBlich der zweiten Ordnung in At.

A.2 Diskrete Ableitungsoperatoren mittels bilinearer

Ansatzfunktionen

Hier geben wir aus Griinden der Vollstandigkeit die wichtigsten diskreten Ableitungsoperatoren
der Konsistenzordnung zwei, die nach einer Kombination aus Finite-Volumen- und Finite-
Elemente-Verfahren mit bilinearen Ansatzfunktionen entstehen, an. Bis einschliefSlich des
diskreten Divergenzoperators sind sie beispielsweise in [VK09] zu finden. Zusétzlich benétigen wir

aufgrund der Nichtlinearitdt im Hohengradienten den diskreten gewichteten Laplace-Operator.
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Zunachst erweitern wir die Diskretisierung des Raumes aus Kapitel um ein duales dquidi-
stantes Gitter. Dazu bestimmen wir zu jeder Zelle €; j = [7;_1 /2, Tit1/2] X [Yj—1/2, Yj+1/2] die
Zellmittelpunkte (z;,y;) durch ; = (7;41/9 + 2;_1/2)/2 und y; = (yj11/2 + yj—1/2)/2- Anschlie-
Bend erhalten wir mittels €211/ j41/2 = [T, Tir1] X [y, yj+1] fiir alle 4, j die Zellen beziiglich
der Knotenpunkte (x;1/2,9;4+1/2), sodass auch das duale Gitter die konstanten Gitterweiten
Az und Ay aufweist. Analog zur Darstellung von Zellmittelwerten durch die Tiefstellung (i, j)
kennzeichnen wir Knotenpunktwerte durch die Tiefstellung (i + 1/2,j + 1/2).

Dann sind die einzelnen Operatoren erster Ordnung beziiglich der Zellmittelwerte durch Knoten-
punktwerte gegeben. Diese Ableitungsoperatoren geben wir im Folgenden an. Der umgekehrte
Fall folgt mittels einer Verschiebung der Indizes um jeweils 1/2. Diese Ableitungsoperatoren

benétigen wir fiir die numerische Realisierung der Divergenzfreiheit in Kapitel

Fiir eine hinreichend glatte Funktion ¢ : 2 — R bestimmt sich die bilineare Ansatzfunktion
beziiglich der Zelle €2; ; durch

o, y)la,,; = wij+ (@ —2:) Peij+ (Y —Y;) Cyij + (& —2i) (Y = Yj) Pay,ij
mit

1
Pij = (90i+1/2,j+1/2 + Yic1/25+1/2 T Pit1/2,5-1/2 T %—1/2,3'—1/2) ;

1

Pr,ig = 297z (901'-}—1/2,]‘—1-1/2 —Pi—1/2,j+1/2 T Pit1/2,5-1/2 — %‘—1/2,;‘—1/2) )
1

Pyij = m (%’+1/2,j+1/2 T Pi-1/2,5+1/2 — Pit+1/2,j—1/2 — %’—1/2,;’—1/2) )

1
Pay,ij = m (%+1/2,j+1/2 — Pi—1/2,j+1/2 — Pit1/2,j-1/2 T %—1/2,j—1/2) .

Daraufhin ist der diskrete Gradient durch

Poij Y —y;
(Ve)i; = ( o ) + < ! )‘P:cy,i,j
Py,ij L= Xy
und die diskrete Divergenz mit v = (u, v)T sowie den beiden bilinearen Ansatzfunktionen

und v durch

. 1
(div 'U)w = 297z ( Uit 1/2,41/2 — Wi—1/2,j+1/2 T Wit1/2.5-1/2 — ui—1/2,j—1/2>
+ ] (—U i+1/2,5+1/2 T Uy i—1/2 j4+1/2 + Uy i+1/2 5-1/2 = Uy i—1/2 ‘—1/2)
8Ax Y, 5J Y, 5] Y, »J Y, 5J
1
+ 27y ( Vig1/2,5+1/2 T Vie1/2,54+1/2 — Vit1/2,j-1/2 — Ui—1/2,j—1/2)
Ax
+ 8Ay (—vx7i+1/27j+1/2 + Vai-1/2,541/2 T Vzit1/2,5-1/2 ~ Ux,z‘—l/z,j—l/2>
gegeben.

Aus diesen Operatoren lassen sich die diskreten Ableitungsoperatoren héherer Ordnung durch
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geeignete Kombinationen und mittels Verschiebungen der Indizes ermitteln. Zum Beispiel folgt
der diskrete gewichtete Laplace-Operator aus der diskreten Divergenz mit v = aVb sowie den

beiden bilinearen Ansatzfunktionen a und b, sodass gilt

. 1 Ay
(div (aVb)), ; = ( A2 Gitl/2.0+1/2 T [ A2 Quitl/2,5+1/2

1 Az
+ 8Ay2 Ait1/2,5+1/2 — w A it+1/2,5+1/2 ) bit1,j+1

1 Ay
T\ 7 gage Gi+l/2i+1/2 T oA e witl/25+1/2

3 Ax
+ 8A2 i41/2,5+1/2 — 16442 Qg i+1/2,j+1/2
1 Ay

RAZ2 Yi-1/25+1/2 T TeA D Wi-1/2+1/2
3 Az
+ STyQ ai—1/2,5+1/2 T w Agi—1/2,+1/2 ) Dij+1

1 Ay
T\ A2 U-1/241/2 T JgA L2 Wim1/25+1/2

1 Az
tSag2 G122 g e Gei1/2gn/2 ) bimtin

3 Ay
T A2 UH1/2041/2 T TgA L2 Witl/2i+1/2

1 Az
8A2 Qit1/2,5+1/2 T 16Ay2 Qg it1/2,j+1/2

3 y
+ N @iv1/2,5-1/2 + 16AL2 Oy i+1/2,5—1/2

1 Az
BEYNT Ait1/2,5-1/2 + 16442 Agiv1/2,j—1/2 ) Dit1,

3 Ay
+ | = QA2 Yit1/25+1/2 + T6AZ2 Lwit1/25+1/2

3 Ax

o 8Ty2 Qit1/2,4+1/2 T W Ogi+1/2,5+1/2
3 Ay

T A2 Yim1/25+1/2 + T6Az2 Lvi=1/20+1/2
3 Ax

YN ai—1/2,j+1/2 — 16Ay2 Qgi—1/2,j+1/2
3 Ay

YN Qit1/2,5-1/2 — 16A22 Qy i+1/2,j—1/2
3 Ax

o 8Ty2 Qit1/2,j-1/2 T W Qg i+1/2,5—1/2
3 Ay

- m Qj—1/2,j-1/2 — W Ayi—-1/2,j—1/2
3 Ax

o 8Ty2 Ai—1/2,j—-1/2 — W Qg i—1/2,5—1/2 ) bi

3 Ay
+ SA 2 Ai—1/2,5+1/2 — 16A 72 Ay i—1/2,j4+1/2
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1 Az

- STyQ Ai—1/2,j+1/2 — W QAypi—1/2,j+1/2
3 Ay

+ 3AL2 4i-1/25-1/2 + T6Az2 Wi=1/25-1/2

1 Az
8A2 @i—1/2,j-1/2 — 16442 Agi-1/2,j—1/2 | bi-1,;

1 Ay
=+ ( N Aiv1/2,5-1/2 + 16AL2 Oy i+1/2,5—1/2

1 Az
+ SAy? Ait1/2,5-1/2 — 1602 Az iv1/2,j-1/2 ) bit1,5-1

1 Ay
+{ - ’AZ2 Yit1/25-1/2 7 TeA 2 Mitl/2-1/2

3 Ax
+ STyQ Aiy1/2,5-1/2 — mTyQ Az it1/2,j—1/2
1 Ay

3 Ax
+ STyQ aj—1/2.5-1/2 + mTyQ Ari—1/2,j—1/2 bij-1
1 Ay
1 Ax
=+ STyQ aj—1/2.5-1/2 + w Az i—1/2,j—1/2 bi—1,j-1-

Demzufolge wird der Laplace-Operator durch den aus [Stil91] bekannten 9-Punkte-Stern diskre-
tisiert

1 1 1
(A(p)i,j = A2 g Pi-LjH+l = o Pijtl + g Pitlij+l

1
8
3 3 3
+ 1P T P + 7 PitLi
1 1 1
+ 3 Pimli—1 = 7 Pij-1 + 3 PitLi=1 )
1 1 3 1
+A7y2 < 3 Yi—1,j+1 T 1 Yij+1 + 3 Pit1,j+1
1

3 1
TPl TPy T Pl

1 3 1
+ g Yi-1j-1 TPt 3 Pitti-1 |

der sich mit Az = Ay zu

1 1 1 1
(Ap)iy = A2 | g%ttt 5 @i+ 4 PivLgi

1 1
toei-lg —3%i t 5Py

1 1 1
T PiLi-t 5 Pij1t i )

vereinfacht, vergleiche [VKO09].
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A.3 Absolute Fehler und experimentelle Konvergenzordnungen fiir

die exakte, stationare Losung eines isolierten Wirbels

Tabelle A.1: L?- und L®-Fehler in H sowie in (Hwv;) fiir verschiedene Raumgitter mit den jeweiligen
experimentellen Konvergenzordnungen zum Zeitpunkt ¢ = 1 fiir die exakte, stationdre Losung eines
isolierten Wirbels im Fall Fr = ¢ und Ro = 1 mit ¢ = 0.1, vergleiche Abbildung

Raumgitter L?-Fehler in H EOCE, L>-Fehler in H EOCE.
32 x 32 5.5571e-07 1.9232e-06
64 x 64 1.3273e-07 2.0659 5.1023e-07 1.9143
128 x 128 3.5196e-08 1.9150 1.2847e-07 1.9897
256 x 256 8.9516e-09 1.9752 3.4677e-08 1.8894
512 x 512 2.2394e-09 1.9991 8.7445e-09 1.9875
1024 x 1024 5.6866e-10 1.9775 2.1901e-09 1.9974
Raumgitter L2-Fehler in (Hvy) EOC](ZQIW) L*>-Fehler in (Hv;) EOCéi”l)
32 x 32 1.4632e-04 6.1980e-04
64 x 64 3.8474e-05 1.9271 1.7792e-04 1.8006
128 x 128 9.4875e-06 2.0198 4.4914e-05 1.9860
256 x 256 2.3307e-06 2.0253 1.1422e-05 1.9754
512 x 512 5.7725e-07 2.0135 2.8293e-06 2.0133

1024 x 1024 1.4366e-07 2.0065 7.0142e-07 2.0121
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Tabelle A.2: L?- und L®-Fehler in H sowie in (Hwv;) fiir verschiedene Raumgitter mit den jeweiligen
experimentellen Konvergenzordnungen zum Zeitpunkt ¢ = 1 fiir die exakte, stationdre Losung eines
isolierten Wirbels im Fall Fr = £ und Ro = /¢ mit € = 0.1, vergleiche Abbildung

Raumgitter L?-Fehler in H EOCE, L°°-Fehler in H EOCH,
32 x 32 8.5572e-07 3.4183e-06
64 x 64 3.9077e-07 1.1308 1.2806e-06 1.4165
128 x 128 1.1784e-07 1.7295 3.4538e-07 1.8905
256 x 256 3.1119e-08 1.9210 8.7554e-08 1.9799
512 x 512 7.8064e-09 1.9951 2.1126e-08 2.0511
1024 x 1024 1.9010e-09 2.0379 4.8759¢-09 2.1153
Raumgitter L2-Fehler in (Hv;) EoCY™) L>®-Fehler in (Hv)  EOCY™™)
32 x 32 1.5482e-04 7.0522e-04
64 x 64 3.8402e-05 2.0113 1.8564e-04 1.9256
128 x 128 9.4427e-06 2.0239 4.6962e-05 1.9829
256 x 256 2.3254¢-06 2.0217 1.1672e-05 2.0085
512 x 512 5.7708e-07 2.0106 2.8679e-06 2.0250
1024 x 1024 1.4370e-07 2.0057 7.0744e-07 2.0193

Tabelle A.3: L?- und L®-Fehler in H sowie in (Hwv;) fiir verschiedene Raumgitter mit den jeweiligen
experimentellen Konvergenzordnungen zum Zeitpunkt ¢ = 1 fiir die exakte, stationdre Losung eines
isolierten Wirbels im Fall Fr = ¢ und Ro = ¢ mit ¢ = 0.1, vergleiche Abbildung [6.4}

Raumgitter L2-Fehler in H EOCE, L*°-Fehler in H EOCH.,
32 x 32 1.6515¢-06 5.1537¢-06
64 x 64 8.2244¢-07 1.0058 2.8015¢-06 0.8794
128 x 128 3.2724¢-07 1.3296 9.8141¢-07 1.5133
256 x 256 9.5667¢-08 1.7743 2.7670e-07 1.8265
512 x 512 2.5192¢-08 1.9251 7.1009¢-08 1.9622
1024 x 1024 6.3655¢-09 1.9846 1.7549¢-08 2.0166
Raumgitter L2-Fehler in (Hvy) EOCY™  [®_Fehler in (Hv,)  EOCY™™
32 x 32 4.5277e-04 1.7756¢-03
64 x 64 7.3967¢-05 2.6138 3.1665¢-04 2.4874
128 x 128 1.2789¢-05 2.5320 6.5926e-05 2.2639
256 x 256 2.5873¢-06 2.3053 1.3866¢-05 2.2493
512 x 512 5.9661e-07 2.1166 3.1656¢-06 2.1310

1024 x 1024 1.4545e-07 2.0363 7.4371e-07 2.0897
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A.4 Weitere Abbildungen fiir die relative potentielle Vortizitat im

Fall der Wechselwirkung eines Wirbelpaares
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Abbildung A.1: Relative potentielle Vortizitit ¢, (Hohenlinien jeweils zwischen —0.45d~! km~! und
1.7d"'km~! im Abstand von 0.1d~*km™!) zu den Zeitpunkten 0.5 (oben links), 1.5 (oben rechts), 2
(unten links) und 4 Tagen (unten rechts) im Fall der Wechselwirkung eines Wirbelpaares.
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Zusammenfassung

Diese Arbeit befasst sich mit der Theorie und Numerik von Mehrskalenmethoden fiir die
entdimensionalisierten rotierenden Flachwassergleichungen.

Im theoretischen Teil der Arbeit werden fiir diese Gleichungen in angepasster einfacher Form
asymptotische Einskalen- und Mehrskalenentwicklungen betrachtet. Als Erstes wird durch
die Wahl der dimensionslosen Parameter ein Gleichungssystem beziiglich der sogenannten
Zwischenvariablen hergeleitet, das die Gleichungen der Mesoskala und der Submesoskala in
Abhéngigkeit eines zusétzlichen Parameters wiedergibt, und mit Einskalenentwicklungen der
entsprechende singuldre Grenzwert untersucht. Hierfiir ist es moglich, die zu den bestehenden
Existenz-, Eindeutigkeits- und Konvergenzaussagen beziiglich der Mesoskala entsprechenden
Aussagen beziiglich der Zwischenvariablen und Submesoskala zu beweisen.

Als Zweites wird auf eine Verallgemeinerung dieser Gleichungen eine Zweiskalenentwicklung in
Raum und Zeit angewendet und das resultierende asymptotische System mithilfe der jeweiligen
Mittelungsoperatoren und Wachstumsbedingungen beziiglich der Submesoskala analysiert. Mit
diesem Vorgehen wird unter anderem gezeigt, dass das rdumlich und zeitlich gemittelte quasi-
geostrophische Gleichgewicht im Gegensatz zur Einskalenentwicklung um einen zusétzlichen
Term in der Gleichung der potentiellen Vortizitit verschoben ist.

Im numerischen Teil der Arbeit wird basierend auf den Ergebnissen der asymptotischen
Analyse ein vollstdndig-impliziter Algorithmus zweiter Ordnung in Raum und Zeit fiir die
rotierenden Flachwassergleichungen in Erhaltungsform bei hinreichend kleinen Froude-Zahlen
sowie beliebigen Rossby-Zahlen der Ordnung O(1) und O(¢e) entwickelt.

Anschlielend wird die Giite des entwickelten Algorithmus an vier numerischen Testbeispielen
iberpriift. Fiir das erste Testbeispiel, eine exakte, stationdre Losung eines isolierten Wirbels, wird
die experimentelle Konvergenzordnung ermittelt und gezeigt, dass diese in allen drei betrachteten
Féllen Fr = € und Ro = 1, Fr = € und Ro = /¢ sowie Fr = £ und Ro = ¢ jeweils fir ¢ < 1
bei jeweils hinreichend kleinen Gitterweiten mit der erwarteten Ordnung zwei ibereinstimmt.
Weitere Testbeispiele werden durch den See in Ruhe, dessen numerische Erhaltung gezeigt
wird, und zwei nichtlinearen Dynamiken, die im Wesentlichen korrekt wiedergegeben werden,

beschrieben.
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Summary

This thesis deals with the theory and numerics of multiscale methods for the dimensionless
rotating shallow water equations.

In the theoretical part of the thesis, asymptotic single and multiple scale expansions are
considered for these equations in customised primitive form. First, by choosing the dimensionless
parameters, a system of equations with respect to the so-called intermediate variable is derived.
Depending on an additional parameter, this system reproduces the equations of the mesoscale
and the submesoscale. In addition, the corresponding singular limit of a single scale expansion is
examined. For this purpose, it is possible to prove the statements concerning the intermediate
variable and submesoscale which correspond to the existing statements of existence, uniqueness
and convergence concerning the mesoscale.

Second, on a generalisation of these equations, a two-scale expansion in space and time is
applied. The resulting asymptotic system is then analysed by means of the respective averaging
operators and growth conditions with respect to the submesoscale. Using this procedure, one
can show that the spatially and temporally averaged quasi-geostrophic equilibrium, in contrast
to the single-scale expansion, is shifted by an additional term in the potential vorticity equation.
In the numerical part of the thesis, based on the results of the asymptotic analysis, a complete-
implicit algorithm, which is of second-order in space and time, is developed for the rotating
shallow water equations in conservation form with sufficiently small Froude numbers and
arbitrary Rossby numbers of order O(1) and O(¢).

Subsequently, the quality of the developed algorithm is tested on four numerical test examples.
For the first test example, an exact, steady solution of an isolated vortex, the experimental
order of convergence is determined. It is possible to show that in the three cases considered,
Fr = ¢ and Ro = 1, Fr = ¢ and Ro = /¢ such as Fr = ¢ and Ro = ¢ each for ¢ <« 1, for
sufficiently small mesh sizes the respective order of convergence corresponds to the expected
order two. Other test examples are described by the lake at rest, whose numerical preservation

is shown, and two nonlinear dynamics, which are essentially reproduced correctly.
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