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Zusammenfassung

Zur Berechnung der Momente hadronischer Strukturfunktionen benétigt man gewisse
Matrixelemente zusammengesetzter Operatoren, die in der Operator-Produkt-Entwick-
lung von Strom-Matrixelementen auftauchen. Fiir die tief-inelastische Elektron-Proton-
Streuung wird ausfiihrlich dargestellt wie Matrixelemente und Momente (flavour Non-
Singlet Fall) mit Hilfe der QCD auf dem Gitter unter Verwendung von Wilsonfermio-
nen in der quenched-Né&herung berechnet werden. Eine Teilaufgabe ist dabei die Re-
normierung der Operatoren, um endliche Gréflen im Kontinuumslimes zu erhalten. In
dieser Arbeit wird eine nicht-stérungstheoretische Renormierung, angewandt auf bili-
neare Quark-Operatoren, auf dem Gitter untersucht. Verschiedene Verbesserungen der
urspriinglich von Martinelli und anderen eingefithrten Methode werden vorgestellt. Die
7-Faktoren werden bis zu einer Renormierungsskala von 80GeV? berechnet und disku-
tiert; besonderes Augenmerk wird auf die cut-off Effekte durch das Gitter gerichtet. Um
die gewiinschten Momente zu erhalten miissen die renormierten Matrixelemente mit den
entsprechenden Wilson-Koeffizienten multipliziert werden. Da die Wilson-Koeffizienten
iiblicherweise im M S-Schema ausgerechnet werden, werden die Z-Faktoren (renormierten
Operatoren) in dieses Kontinuumsschema umgerechnet. Die Berechnung der Konvertie-
rungsfaktoren wird ausfiithrlich dargestellt. Die umgerechneten Renormierungsfaktoren
werden schliefilich mit Ergebnissen aus der Gitter-Stérungstheorie und der sogenannten
tadpole-verbesserten Stérungstheorie, welche von Lepage und Mackenzie zur Verbesse-
rung der schlechten Konvergenzeigenschaften der Gitter-Stérungstheorie eingefiithrt wur-
de, verglichen. Da die Renormierungskonstanten fiir einen grofien Skalenbereich ausge-
rechnet werden, kann untersaucht werden bei welchen Skalen (wenn iiberhaupt) stérungs-
theoretisches Verhalten einsetzt.






Abstract

In order to compute moments of hadronic structure functions one needs matrix elements
of composite operators appearing in the operator product expansion of appropiate cur-
rents. For deep inelastic electron proton scattering it is shown in detail how the matrix
elements and moments (flavour Non-Singlet case) are calculated in lattice QCD using
Wilson fermions in the quenched approximation. One step in such a calculation is the
renormalisation of the operators to obtain finite answers in the continuum limit. In this
work a non-perturbative renormalisation of operators that are bilinear in the quark fields
is investigated on the lattice. Several improvements of the method that was first introdu-
ced by Martinelli et al. are presented. Z factors up to a scale of 80 GeV? are computed and
discussed, taking special regard of lattice cut-off effects. To yield the desired moments
the renormalised matrix elements have to be multiplied by the corresponding Wilson
coefficients. Since the Wilson coefficients are usually computed in the MS scheme, the Z
factors (renormalised operators) are converted to this continuum scheme. The calculation
of the conversion factors is presented in detail. The converted renormalisation factors are
compared with lattice perturbation theory and the so-called tadpole improved perturba-
tion theory, that was proposed by Lepage and Mackenzie to remedy the poor convergence
properties of lattice perturbation theory. Computing the renormalisation constants for
a large range of scales p? it can be found out at which scales (if at all) perturbative
behaviour sets in.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Strukturfunktionen

1.1.1 Streuexperimente

Hochenergetische Streuexperimente von z.B. Elektronen an Protonen stellen im Grunde
genommen eine Art Mikroskop fiir Protonen dar. Wahrend das Elektron punktférmig zu
sein scheint, ist das Proton aus zwei u-Quarks und einem d-Quark (Valenz-Quarks) und
durch die starke Wechselwirkung aus Gluonen und Quark-Antiquark-Paaren (See) zusam-
mengesetzt. Die ,,Bild-Auflésung® hangt dabei von der Wellenlange bzw. der Energie und
dem Impuls des zwischen Elektron und Proton ausgetauschten Wechselwirkungsquants
ab. Betrachtet man also z.B. die Energie- und Winkelverteilung der gestreuten Elektro-
nen (bei bekanntem kinematischen Anfangszustand von Proton und Elektron), kann man
sich die ,,Struktur® des Protons (z.B. Impulsverteilungen der Quarks und Gluonen) ver-
schieden stark aufgelost ,ansehen“ (Abbildung 1.1). Verallgemeinert dargestellt, streut

eu

) x

Abbildung 1.1: Tiefinelastische Elektron-Proton-Streuung und Muon-Proton-Streuung

en

p

ein Lepton [ (Elektron, Muon, Neutrino,...) an einem Hadron N (Proton, Neutron, Pion,

1



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Rho,...), wobei nur der Endzustand des Leptons I" ausgewertet wird:
[+ N — 1 +X

Die je nach Prozef ausgetauschten elektroschwachen Wechselwirkungsteilchen v, Z° oder
W= (bei geniigend hohen Energien sind auch Higgs-Teilchen zu beriicksichtigen) sol-
len dabei Auskunft iiber den Aufbau des Hadrons aus Quarks und Gluonen geben; im
Gegensatz zur schwer zu fassenden starken Wechselwirkung zwischen den hadronischen
Konstituenten, ist die elektroschwache zwischen Quarks und den gestreuten Leptonen
storungstheoretisch beschreibbar und verhdltnisméafig einfach zu berechnen.

Der im Experiment gemessene inklusive Streuquerschnitt ist dem Quadrat der in
Abbildung 1.1 dargestellten Strenamplitude proportional, wobei iiber alle hadronischen
Endzustidnde X aufsummiert wird; er hat folgende Form:

do

JF deosd ; (TP NYDY (q) P 6™ (pu + g — b))

~ D) DY (q) Laa(l, )W (p, q) (1.1)

Dabei koppelt der leptonische Strom Jiept iiber das ausgetauschte Wechselwirkungsboson,
dessen Propagator D*(q) ist, an den hadronischen Strom J*¢ an. (Die Strome Jiept und
Jhad symbolisieren den fermionischen Teil der Wechselwirkungs-Vertizes der Leptonen I,
I" mit dem Austauschboson bzw. der Quarks (im Streuprozess von N nach X) mit dem
Austauschboson. Allgemein sind diese je nach Wechselwirkungstyp im Streuvorgang aus
skalaren (dann keine Lorentz-Indizes in (1.1)), axialen (~ 7,7vs) oder Vektor-Stromen
(~ ~,) aufgebaut.) Die relevanten kinematischen Variablen sind:

Pus pff = Viererimpuls des Hadrons N, Gesamt-Viererimpuls der Hadronen X,
L, l; = Anfangs- und End-Viererimpuls des Leptons,
E.0 = Energie des gestreuten Leptons, Streuwinkel des Leptons,
g, = l,— l; = Fnergie-Impuls Transfer zum Hadron und
Q' = -4
vo= pla,
r = @Q*/2v = Bjorken-Variable mit
{ Q* < o0, v-—o00, zfest } = tief inelastische Streuung, Bjorken Limes.

Neben dem leicht zu berechnenden leptonischen Tensor L., = (I | JI'(0)" | 'V |
JiP'(0) | 1) kann der hadronische Tensor W, nur in einer allgemeinen, durch sogenannte
Strukturfunktionen parametrisierten Form angegeben werden. Beispielsweise hat man in
der tief inelastischen Elektron-Proton-Streuung bei elektromagnetischer Wechselwirkung
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im Fall unpolarisierter Teilchen:

1 .
W = o= [d'y (| 1) T240) | p) (1:2)

_ quqv Fy qu qv
ey F1 (_gy,y—l_ q2 ) —I_? (pM_V?) (pl/_V?) 5 (13)

und im Fall polarisierter Teilchen:

_ quv Fy qu qv
W;w — Fl(_g;w‘l‘ q2)+7(pu_’/?)(pu_’/?)

: q o 549 5
+ Ze;wpcr;p((gl ‘|‘92)3 —Gg2—p )7 (14)

14

wobei s° der Spinvektor des Protons mit s? = —mz (m, = Protonmasse) ist. Im unpo-

larisierten Fall wird iiber die Spinzustdnde des Protons gemittelt. F}, Fy und ¢y, g5 sind
Strukturfunktionen. Eine Besonderheit, die in der Asymptotischen Freiheit der starken
Wechselwirkung (asymptotisch verschwindende Wechselwirkung fiir Q* — oo) begriindet
ist, ist das Skalenverhalten der Strukturfunktionen (d.h. die Unabhéangigkeit der Struktur-
funktionen von der Skala )*, anschaulich von der Auflssung ~ Q~!') im tief inelastischen
Bereich oder Bjorken Limes:

Fiao(Q%2) 23 Fiafa),
91,2(@2751?) = 91,2(1')7 Q27V—>007 r fest. (1-5)

Im Experiment findet man dies bei grofiem (Q? verwirklicht, wenn der betrachtete Bereich
nicht allzu grof} ist; tatsdchlich liegt eine mehr oder weniger schwache logarithmische
Abhéngigkeit von Q? vor (Skalenverhalten-Verletzung).

1.1.2 Berechnung von Strukturfunktionen

Es existieren folgende zentrale Methoden zur Beschreibung und Berechnung gemessener
Streuquerschnitte und Strukturfunktionen:

A. Das Parton-Modell:

Das Parton-Modell liefert ein einfaches physikalisches Bild und erlaubt eine Interpretati-
on der Strukturfunktionen. Es stellt eine Art nullte Naherung an die Wirklichkeit dar. Es
besagt erstens, daf} ein sehr schnell bewegtes Hadron N aus punktférmigen Konstituenten
(Partonen: Quarks und Gluonen) besteht, deren Energien und Impulse jeweils ndherungs-
weise ein Vielfaches ¢ der Energie und des Impulses des Hadrons ist, und dafl Gréen
wie Massen und Partonimpulse transversal zum Impuls dieses Hadrons zu vernachlassigen
sind. Zweitens wird fiir harte Reaktionen wie die tief inelastische Lepton-Hadron Streuung
die Giiltigkeit der ,Stofinaherung® angenommen, nach der die Wechselwirkung mit dem
Lepton wie ein harter Stofl auf viel kleinerer Raum-Zeit-Skala als die starke Wechselwir-
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kung ablauft, so dafl die Partonen als quasifrei anzusehen sind. Der Streuquerschnitt be-
rechnet sich dann, indem man elastische Lepton Streuung an einzelnen freien, nicht stark
wechselwirkenden Partonen in Born-Néherung ausrechnet und die sich daraus ergebenden
Streuquerschnitte gewichtet mit den jeweiligen Partonverteilungsfunktionen im Hadron
q (&) (inkohirent) iiber alle Partonen i = 1,....,n und 0 < & < 1 aufsummiert. Die Par-
tonverteilungsfunktionen ¢ (&) sind theoretisch unbekannt und an die experimentellen
Streuquerschnitte anzupassen. Durch Vergleich eines so berechneten Streuquerschnitts
mit (1.3) und (1.4) fiir obige Elektron-Proton-Streuung erhalt man Skalenverhalten fiir
die Strukturfunktionen, d.h. (1.5). Die Skalenvariable z = Q?/2v bekommt die anschau-
liche Bedeutung des Longitudinalimpulsanteils §; der Partonen. Im Fall unpolarisierter
Teilchen ergibt sich dabei folgender Zusammenhang zwischen den Strukturfunktionen
Fi(2), Fy(x) und den Parton-Verteilungsfunktionen ¢~ (z) im Hadron:

Fi(x) = %Z Q¢ (x), Fy(x) =22 Fi(x) (Callan-Gross Relation)  (1.6)

(Q; Partonladung). Als Partonen treten nur Quarks u,d, s,c,... und ihre Antiteilchen in
Erscheinung, da Gluonen nicht direkt mit den gestreuten Leptonen wechselwirken.

B. Operator-Produkt-Entwicklung (OPE):

Eine wirkliche Berechnung der Strukturfunktionen erfordert die Anwendung einer Quan-
tenfeldtheorie, der Quantenchromodynamik (QCD), und zu ihrer Losung aufwendige
Renormierungs-Rechenmethoden (sieche Abschnitt 1.2). Anschaulich geht man vom Par-
ton-Modell mit seinen effektiv freien Partonen zu Partonen iiber, die in komplizierter
Weise auf allen Raum-Zeit-Skalen miteinander wechselwirken.

Die hier verwendete Methode ist eine Faktorisierung, wobei jeder Faktor Effekte auf
einer bestimmten Raum-Zeit-Skala beschreibt; es ist so eine Trennung in Phdnomene bei
kleinen und grofien Abstdnden moglich. Eine Form der Faktorisierung fiir die tief in-
elastische Streuung ist die von Wilson stammende Operator-Produkt-Entwicklung. ' Sie
ist formal eine Art Taylorreihe und besagt anschaulich, dafl ein beliebiges Operatorpro-
dukt wie z.B. ein zeitgeordnetes Produkt aus Feldoperatoren ¢ (irgendeiner Theorie) an
den Raum-Zeit-Punkten z bzw. 0 fiir z klein gegeniiber charakteristischen Léngen lokal
aussieht, also nach lokalen Operatoren entwickelt werden kann:

To(z)P(0) ~ ZCo(Z)OR(O) fir 2—0 (1.7)

Dabei sind O%(0) lokale, renormierte, im allgemeinen zusammengesetzte Operatoren; die
sogenannten Wilson-Koeffizienten ¢o(z), im selben Renormierungsschema wie die Opera-
toren berechnet, sind Zahlen und beschreiben — so abfaktorisiert — das kurzreichweitige,

!Eine dquivalente Form ist die Methode der Altarelli-Parisi Gleichungen.
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allgemein singuldre Verhalten bei kleinem z. Betrachtet man (1.7) in beliebigen Greens-
funktion wie G0 = (0 | ®(p1)... T®(2)P(0) ...0(p,n) | 0), wobei @ Fouriertransformierte

von ® mit endlichen, festen Viererimpulsen py, ..., p,, sind, so erhélt man:

Gy ™~ %:co(z)«) | Ci)(pl) (’)R(O) &)(pm) |0) fir z—0 (1.8)

Dabei ist co(z) insofern universell, als es nur von z, Parametern der Theorie (Kopplungs-
konstanten, Massen m u.a.), Renormierungsparametern, z.B. Renormierungspunkt g,
und von Lorentz Indizes und Quantenzahlen der Operatoren T®(z)®(0) und O abhéngt,
wihrend das von z unabhingige Matrixelement (0 | ®(p;)... OF(0) ...®(p,,) | 0) spezielle
Eigenschaften von G,42 beschreibt. co(z) wird fiir kurze Abstande z storungstheore-

tisch berechnet und ist von der Form ~ (Zdim(o)_zdim(q))

x Logarithmen). Damit sind
die dominanten Operatoren in einer Operatorprodukt-Entwicklung bei kleinem z solche
mit kleiner (Massen-) Dimension dim(O). Die Anzahl der Operatoren mit bestimmter
Dimension und kleiner ist in jeder renormierbaren Feldtheorie beschrankt, so dafl ein
Operatorprodukt wie T®(z)®(0) mit beliebiger Genauigkeit durch eine endliche Summe
lokaler Operatoren O angenéhert werden kann. Es kann fiir renormierbare Quantenfeld-
theorien in der Storungstheorie allgemein bewiesen werden, daff die Entwicklung (1.7)

fiir z — 0 asymptotisch konvergent gegen das Operatorprodukt ist [1].

Uber eine solche Entwicklung, angewandt auf das zeitgeordnete Proton-Matrixele-
ment (p | TJ[jad(z)TJf“d(O) | p), kann indirekt das gesuchte physikalische Matrixelement
W, ~ [dize(p | J[j“d(z)TJf“d(O) | p), (1.2), im Bjorken Limes dominant auf dem
Lichtkegel 2* — 0 (auch z # 0), berechnet werden. Letztendlich fiihrt dies auf eine
Operator-Produkt-Entwicklung der Momente der Strukturfunktionen, also z.B. fiir:

M (QY) = /Oldx U (2, Q). (1.9)

Im tief inelastischen Limes gilt in fithrender Ordnung der Operator-Produkt-Entwicklung
fiir unpolarisierte Strukturfunktionen Fy, I, im obigen Fall der Elektron-Proton-Streuung:

2 [Mde TR Q) = X /0% ) o) +001/Q?)

f=u,d,G
/oldm”‘zew,Q?) = > Q% g (w) o) +0(1/Q%)  (1.10)
f=u,d,G

Hier ist n = 2,4,6,...; f = u,d fiir u- bzw. d-Quarks und f = G fiir Gluonen indiziert
die beitragenden Operatoren; p stellt die Skala eines Renormierungsschemas dar, auf der
sowohl die reduzierten Proton Matrixelemente v{/) als auch die Wilson-Koeffizienten cfj;)

berechnet werden. Letztere konnen stérungstheoretisch in der Theorie der starken Wech-
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selwirkung, der Quantenchromodynamik, behandelt werden und hingen von p?/Q? und
der starken Kopplungskonstanten g(y) ab. Die fithrenden Operatoren sind hier die soge-
nannten twist-2 Quark- und Gluon-Operatoren (twist = dim(O) — n; n = Spin(O)); sie
konnen in flavour-Singlet (S) und Multipletts von flavour-Non-Singlet (NS) Operatoren
zerlegt werden:

NS i ; - o
Ot = (2) dyr) i Do D v (1.11)

s Z n—-1 o o
Ofuic.l.fyg = (5) ¢f11f17f27#«1 Dyy - Dy, 77Z)f2 (112)
OGS) = 2T P D D Foes (1.13)

wobei hier 1,1y, mit fi = u,d, fy = u,d fiir u- und d-Quarkfelder und F,z fiir den
Gluon-Feldstérke-Tensor stehen (Spinor-Indizes der Quarkfelder und colour-Indizes auf-
grund der starken Wechselwirkung sind weggelassen); Tr., ist eine Spur im colour-Raum;

BM, Bu sind rechts- bzw. linksseitige kovariante Ableitungen mit BM:BM — Bu? 1 und
7U) stellen eine Basis fiir Operatoren im Quark-flavour Raum, dem Raum der ,Quark-
Sorten®, dar (hier fiir u, d: 2x2-Einheitsmatrix und Pauli-Matrizen). ? Fiir die jeweiligen
reduzierten Proton Matrixelemente v\ () gilt der Zusammenhang

1 = —
5 2 (p SOG4 (1) = Spurenp,5) = 20 (u)(py - pa, — Spuren). (1.14)

Dabei ist die Mittelung iiber den Protonspin s explizit angegeben; |p, §) bezeichnet einen
Proton-Zustand mit Vierer-Impuls p und Spin §und (p, §|(’)ﬁl£{?#n}(u) |p, §) sind Vorwérts-
Matrixelemente renormierter, zusammengesetzter Operatoren der Form (1.11) - (1.13),
wobei diese in den Indizes pq,. .., i, symmetrisiert ({...}) und spurlos gemacht werden.
(Die Operatoren verhalten sich irreduzibel unter Lorentz-Transformationen, haben eine
bestimmte C-Paritét, d.h. Verhalten unter Ladungskonjugation.) Solche Matrixelemen-
te und damit v{/)() sind stérungstheoretisch nicht berechenbar, da Protonen (Hadro-
nen) ausgedehnte, gebundene Teilchenzustande sind und die starke Wechselwirkung, die
die Konstituenten zusammenhalt, bei nicht-kurzen Abstidnden grofl und dann mit Hilfe
storungstheoretischer Methoden nicht behandelbar ist. Traditionell wird v{)(y) an das

Experiment angepafit.

Die hier kurz dargestellte Operator-Produkt-Entwicklung der Momente der Struktur-
funktionen fithrt zu folgendem Ergebnis. Setzt man in (1.10) stérungstheoretisch berech-

(f)

nete Wilson-Koeffizienten ¢,/ unter Ausnutzung Renormierungsgruppen-theoretischer

2Mit dieser Operator-Aufteilung aufgrund der annihernd giiltigen globalen Uy (2) = Uy (1) @ SU(2)y
flavour-Symmetrie der QCD (bei m,, &2 mgy) werden auch die Momente und Strukturfunktionen in flavour-
Singlet und flavour-Non-Singlet eingeteilt. Flavour-Non-Singlet twist-2 Operatoren sind in symmetrisier-
ter und spurloser Form, (1.14), multiplikativ renormierbar. Flavour-Singlet Operatoren ,,mischen®,d.h.
ihre Renormierung ist bei gekoppelten Renormierungsbedingungen entsprechend komplizierter;i.a. gehen
dabei sogar —je nach Renormierung— eichabhingige Geistfeld-Operatoren ein.
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Methoden beispielsweise in fithrender Ordnung in ¢ ein, so erhédlt man im Fall der Non-
Singlet Momente (Non-Singlet Operatoren in der Operator-Produkt-Entwicklung):

[ e w0l = A (G 0+ o/t s

g*(t,A) = 167%/(BoIn(t*/A%))

A ist ein experimenteller, die Kopplungskonstante g fixierender Parameter der QCD; der
Wilson-Koeffizient wird in erster Ordnung Stérungstheorie berechnet; fiir diesen wird die
Renormierungsskala u?/Q* = 1 gesetzt, damit (logarithmische) storungstheoretische Kor-
rekturen in p?/Q? verschwinden. Der Renormierungsgruppen-Faktor (...)%~s rechnet dann
auf die Skala p des reduzierten Proton Matrixelementes v (y) um. Q? ist dabei grof
(tief inelastische Streuung) einerseits fiir die generelle und effiziente Anwendbarkeit der
Operator-Produkt-Entwicklung und somit (1.15) und andererseits damit vernachléssigte
hohere storungstheoretische Korrekturen in ¢g(@, A) klein sind. Eine systematische Ver-
besserung wird durch die Berticksichtigung der nachsten Ordnung Stérungstheorie in ¢

erreicht.

Durch Quotientenbildung von (1.15) bei @* und QF erhilt man eine Berechenbarkeit
der Momente fiir beliebige (? (im Anwendungsbereich von (1.15)), sobald ein Anfangs-
wert MZ%S auf einer Skala QF z.B. experimentell gegeben wird:

cﬁfns(lv 92(Q7 A)) (ln(Qz/Az))_d%s

NS/ 2y _ NS (2
M@ = MO ST g7(Qu ) (@R /)

23

(1.16)

Somit kann die Methode der Operator-Produkt-Entwicklung mit Hilfe von experimentel-
len Startwerten die Momente der Strukturfunktionen beschreiben.

C. Operator-Produkt-Entwicklung und Gitter-Physik:

Eine vollstindige Berechnung der Momente der Strukturfunktionen ohne experimentelle
Anfangsparameter wird tiber die Gitter-Physik erméglicht. Wie werden hier die Matrix-
elemente (p, §|(’)R’(f) (11)]p, ) und somit z.B. die GroBen vl/)(1) berechnet?

{Mlmﬂfn}

Generell bedient man sich dazu der euklidischen, Gitter-regularisierten Funktional-
Integral-Formulierung der QCD:

Eine analytische Fortsetzung zu imagindren Zeiten (setze xg = —ixy) fiihrt vom phy-
sikalischen Minkowski Raum zum FEuklidischen Raum und erlaubt allgemein, beliebige
Funktional-Integrale der QCD, durch welche Greensfunktionen des kanonischen Ope-
ratorformalismus ausgedriickt werden koénnen, wie Zustandsmittelwerte eines Systems
der klassischen Statistischen Mechanik in 4 Dimensionen, z.B. eines Spin-Systems, zu be-
rechnen. Dabei nutzt man Methoden der Statistischen Mechanik: man diskretisiert Raum
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und Zeit in einem endlichen 4-dimensionalen Hyperwiirfel N7 Ny mit geeigneten (allge-
mein periodischen) Randbedingungen und benutzt Monte Carlo Simulationen zur Berech-
nung interessierender Mittelwerte. Dazu setzt man die Parameter , physikalischer Gitter-
punktabstand «“, ,nackte starke Kopplungskonstante go(a)“ und ,nackte Quarkmassen
améf)(a)“ durch Normierung z.B. von auf dem Gitter berechneten Hadronmassen mit ex-
perimentellen Hadronmassen geeignet fest, so dafl ein physikalisches System auf dem Git-
ter niherungsweise simuliert wird. ® (Das damit fixierte physikalische Volumen a*N} Ny
sollte grof genug sein, daf grofle Korrelationslangen, d.h. Compton-Wellenldangen, leichter
Teilchen ~ Masse™ hinein passen; es sollte feinmaschig genug sein, daf kurze Korrela-
tionslangen schwerer Teilchen gut beschrieben werden.) * Alle weiteren Gréflen kénnen
jetzt im Prinzip vorhergesagt werden. Dabei sind Groflen mit nicht direkt physikalischer
Bedeutung wie die gesuchten Matrixelemente auf dem Gitter, z.B. in einem MO M-
Schema, zu renormieren, (sie sind sonst im Kontinuum ultraviolett-divergent). Man
muB schlieBlich einen Kontinuums-Limes bilden (¢ — 0, Gitter-Volumen N} Ny — oo
mit (go(a),améf)(a)) — (0,0) bei Fixierung von (a,go(a),méf)(a)) durch physikalische
Groflen wie z.B. Hadronmassen und bei festem, im Prinzip unendlich groflem physi-
kalischen Raum-Zeit-Volumen). Dabei wird das jeweilige physikalische System in einer
solchen Folge von Simulationen schrittweise immer besser angenédhert. D.h. je ndher man
am Kontinuums-Limes ist, desto unwichtiger sollte die Wahl der physikalischen Gréflen
zur Festlegung der Parameter (a, go(a), méf)(a)) sein und die vorhergesagten Ergebnisse
sollten von a unabhéngig werden (Skalenverhalten auf dem Gitter).

Konkret miissen hier, wie im folgenden gezeigt wird, hadronische Zwei-Punkt und
Drei-Punkt Funktionen auf dem Gitter berechnet werden (Abbildung 1.2). Im kanoni-
schen Hamiltonformalismus hat man mit Hilfe des Zeitentwicklungsoperators im Hei-
senberghbild, B(t) = e#'B(0)e~*'" (H Hamiltonoperator), und unter Ausnutzung der
Translationsinvarianz des Vakuums fiir 0 < 7 < ¢ im Kontinuum

OTBOBON) = ©BO BOWD (1.17)
OITBOO" () BO)I0) = (O] BO)e M OR(0; m)e= M BO)0). (1.18)

Dabei wird zur Zeit 0 ein Hadronfeld B erzeugt und bei ¢ vernichtet; bei 7 liegt ein
Operatorvertex mit auf der Skala g renormierten Operatoren O der Form (1.11) - (1.13)

3Dieses Justieren der Parameter der Theorie QCD (Quarkmassen und starke Kopplungskonstante)
stellt ein physikalisches Renormierungsschema dar. Unsere Wahl auf einem 163x32 Gitter bei go(a) = 1
entspricht etwa am(()u)(a) = améd)(a) ~ 0.09,0.065,0.03, wobei a ~ 0.5GeV ™! ~ 0.1 fm ist [33].

*Es tritt hier eine Komplikation auf: die leichtesten Teilchen, die Pionen, haben im Vergleich zu
anderen Hadronen eine verschwindend kleine Masse und damit eine sehr grofie Korrelationslange; es
kann deswegen gegenwértig nur eine Welt mit unphysikalischen, zu , schweren® Pionen, gleichbedeutend
mit grofien nackten Quarkmassen am(()f)(a) fiir f = u,d, simuliert werden; iiber einen (chiralen) Limes
zu verschwindenden Quarkmassen fiir u, d Quarks (Pionmasse = 0) kann aber ndherungsweise zur realen
Welt mit sehr leichten u,d Quarks und Pionen extrapoliert werden und somit trotzdem ein Kontakt
zwischen physikalischen Grofien und Gittergréfien, z.B. fiir Hadronmassen, hergestellt werden.
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t 0 t 0

Abbildung 1.2: Feynman-Graphen fiir eine Baryon Zwei-Punkt Funktion (Propagator) und Baryon
Drei-Punkt Funktionen (,,verbunden“ und ,unverbunden“ ~ Seequark-Beitrag).

vor. Das Proton (Antiproton) wird z.B. (neben anderen Teilchen mit denselben Quan-
tenzahlen, die man als angeregte Zustande des Protons ansehen kann) dargestellt durch

Ba( = > e e peul () (ub () Cysde(z)) (1.19)
Z,abe
mit Quarkfeldern u, d, Farbindizes a,b,¢ = 1,2,3, einem Spinorindex a = 1,...,4 und

dem Ladungskonjugationsoperator C' = ~472 (sieche Anhang A). Eine analytische Fort-
setzung zu imagindren Zeiten (setze xg = —ix4) erlaubt einerseits, die Greensfunktionen
(1.17), (1.18) wie Korrelationsfunktionen der Statistischen Mechanik zu berechnen und
fithrt andererseits, wenn vollstdndige Satze von Eigenzustanden von H, 3=, |E;)(E;|, ein-
gesetzt werden, und man eine Dominanz des ,,Grundzustands“ Proton (|p, §) mit Energie
E,) bei groBen Zeiten ¢ bzw. t — 7, 7 aufgrund der Faktoren ™" bzw. e~ (=7 und

BiT beriicksichtigt, zu

(Ba(1)Bs(0)) =~ D {0[Ba(0)|p, $)e™""(p, 5185(0)|0) (1.20)

S

(Ba()OM(r3 1) B5(0) ~ 3 _(01Ba(0)lp. 3)e™ (p. 510™(0; ) |p. ') (p. 7 | B5(0)[0). (1.21)

'
5,8

Uber das Verhiltnis In (Ba(l ) 5(0)

) A
B rB0y S P <! (1.22)

kann allgemein die Hadronmasse, hier fiir das Proton aus E, = m, fiir 5 = 0, gewonnen
werden und es ergeben sich die gesuchten Proton Matrixelemente, (1.14), aus dem von
7, t unabhéngigen Verhaltnis

R 3 (p, 51O (W)|p. 5y) , a.B=1
L (Z)Bo(t()é ()0);3(0» ~ L 0<r<t, (1.23)
: ’ <p7 §¢|OR(M)|p7 §¢> > O‘vﬁ =2

wenn § in z-Richtung definiert wird. Die Greensfunktionen (B, (t)Of(7;1)Bs(0)) und
(B, (t)Bs(0)) miissen dabei auf dem Gitter berechnet werden.
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1.2 Renormierung —
Losung eines Skalen-Problems

Hauptthema dieser Arbeit ist die Renormierung hadronischer Matrixelemente. An die-
ser Stelle soll Renormierung allgemein und im Zusammenhang mit der Methode der
Operator-Produkt-Entwicklung diskutiert werden.

Quantenfeldtheoretische Probleme — obwohl es doch eigentlich um sehr einfache Ob-
jekte geht, denn nach heutigem Wissensstand sind Elektronen, Photonen, Quarks, Gluo-
nen usw. echte Punkt-Teilchen — geh6ren zu den kompliziertesten der Physik: sie erfordern
theoretisch die Beriicksichtigung unendlich vieler Gréflenordnungen im Orts-Zeit-Raum
und Energie-Impuls-Raum. Das wird z.B. dadurch deutlich, daf} eine stérungstheoreti-
sche Néherung solcher Theorien ultraviolett divergente Integrale und somit nicht zu ver-
nachldssigende Beitrége von beliebig groflen Energien und Impulsen oder beliebig kleinen
Raum-Zeit-Skalen enthélt. D.h. die absurd erscheinenden Unendlichkeiten sind nur Aus-
druck eines komplizierten Raum-Zeit-Skalen-Problems. Der Grund hierfiir scheint darin
zu liegen, daf solche relativistischen Quantenfeldtheorien Relativitatstheorie und Quan-
tentheorie, lokale Wechselwirkung und in Raum und Zeit ausgedehnte Felder (Dualismus
Teilchen-Welle) in sich vereinigen miissen, was mathematisch anscheinend nur unter auf-
wendigerer Einbeziehung unendlich vieler Gréflenordnungen in einem nur asymptotisch
erreichbaren Limes gleichzeitig realisierbar ist — das Verfahren hierzu lauft unter dem Na-
men Renormierungs-Programm und enthélt die Schritte a.) Regularisierung (Abschnei-
den grofler bzw. kleiner Skalen), b.) Renormierung (Definition einer so regularisierten
Theorie mit physikalischem Kontinuums-Limes, wobei die theoretischen Parameter aus
der Natur entnommen und ohne Erklarung in die Theorie hineingesteckt werden miissen)
und c.) Kontinuums-Limes (Extrapolation zur Theorie mit unendlich vielen Gréfienord-
nungen).

Die Theorie der starken Wechselwirkung, die Quantenchromodynamik (QCD), ist
geradezu ein Musterbeispiel einer renormierbaren Quantenfeldtheorie (streng bewiesen
ist ihre Renormierbarkeit allerdings nur in der Stérungstheorie [1, 2]) — sie ist andererseits
aufgrund der SU(3)-Gruppenstruktur der Wechselwirkung sehr rechenaufwendig und ist
mit Hilfe numerischer Simulationen im Rahmen der Gitter-QCD unter Verwendung von
Hochstleistungs-Parallelrechnern seit Anfang/Mitte der 90er Jahre in ersten Ansédtzen
vollstindig berechenbar.®

In der Gitter-QCD wirkt das raum-zeitliche Gitter sowohl als ultraviolette als auch
infrarote Regularisierung, indem nur diskrete Raum-Zeit-Punkte {a,2a, ..., N ra} bzw.

5 Allgemeine Anmerkung: Im Gegensatz dazu ist die reine Quantenelektrodynamik (QED) aufgrund
der U(1)-Gruppenstruktur der Wechselwirkung nicht rechenintensiv, aber theoretisch problematisch.
Der Kontinuums-Limes ist nicht streng durchfiithrbar — bei zugegebenermafien véllig unrealistisch hohen
Energien bei der Durchfithrung des Kontinuums-Limes gerét sie zumindest bei storungstheoretischer
Behandlung in innere Widerspriiche.
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Impulse {]\3—;1, ]3:&2, - ]\?—;NL} und Energien {]\3; 3, Nz;ra S A?;(NT— 1)} zugelassen
werden® (a = physikalischer Gitterpunktabstand, Nz, Ny = Gitterpunktanzahl in raum-
licher, zeitlicher Richtung). Die so regularisierte QCD, z.B. in der Wilson-Formulierung,
wird festgelegt, indem man bei geniigend kleinem a die nackten Parameter der Theorie
wie Kopplungskonstante und Quarkmassen durch Vergleich einer entsprechenden Anzahl
auf dem Gitter berechneter und experimenteller Daten, z.B. Hadronmassen m, nume-
risch einstellt. Ein solches sogenanntes Hadronisches Schema ist also ein physikalisches
Renormierungs-Schema.” Im Kontinuums-Limes a — 0 (bei fixiertem physikalischen Vo-
lumen a*N} Nr), d.h. in einer Folge von Simulationen mit kleiner werdenden Werten fiir a
(a1 > ay > az > ...), wobei die Parameter der Theorie in Abhéngigkeit vom Regulator a™*
immer wieder neu iiber das Hadronische Schema bestimmt werden, werden die grofien
Energie- und Impuls-Skalen beriicksichtigt, indem tiber die Simulationsergebnisse z.B.
der MefB-Grofle A (A(aq), A(az), A(as),...) zum Limes A(a — 0) (linear oder quadratisch
in a) extrapoliert wird. Dabei begrenzen hier z.B. die niederenergetischen Hadronmassen
m die mogliche Kleinheit von a bzw. Grofle von a™', da sonst durch sehr grofie Gitter
N3 Nr zur Darstellung kleiner m und grofier a=! sowohl Computer-Speicherplatz als auch
-Rechenzeit ins nicht mehr Machbare anwachsen wiirden. Generell ist es ein technisches
Problem, gleichzeitig viele unterschiedliche Skalen auf dem Gitter zu simulieren.

Fiir GroBlen nur eines physikalischen Energiebereiches wie die niederenergetischen
Hadronmassen (hier also: A := m) fiithrt obiges Renormierungs-Programm dabei zu einem
beachtlichen Erfolg. Bei Groflen sehr verschiedener Energie-Skalen stellt sich wie beim
Kontinuums-Limes wieder das Problem ein, gleichzeitig unterschiedliche Skalen auf dem
Gitter zu simulieren. Bei Strukturfunktionen sind das der Energie-Impuls-Transfer auf das
Hadron Q% — oo und Masse und Impuls m, p z.B. des Protons auf der niederenergetischen
Hadron-Skala. Mit Hilfe einer Operator-Produkt-Entwicklung (siehe 1.1 B.) erreicht man
die Zerlegung einer solchen Grofle in zwei Faktoren, wobei jeder der beiden auf den ersten
Blick nur noch von einer physikalischen Skala abhéngt. Fiir die Momente der Proton
Strukturfunktionen ergibt sich im tief-inelastischen Limes so:

M(Q?, Proton) ~ ZCO(QQ,/,L)-U(OR(/,L),Proton) (1.24)

mit Wilson-Koeffizienten co(Q?, 1), reduzierten Matrixelementen v(O (1), Proton), lo-
kalen, zusammengesetzten Operatoren O der Form (1.11) - (1.13) in fithrender Ordnung
und ausgedehnten Protonzustanden. Diese Faktoren sind keine Observablen mehr, so dafl
doch wieder eine weitere Skala, eine Renormierungsskala p, eingefithrt werden muf}. Auf
diese Weise verschiebt man das Problem der unterschiedlichen physikalischen Gréfien-
ordnungen ins Nicht-Beobachtbare und verschaftt sich so zusatzliche Méglichkeiten, aber
auch komplizierte, in der aktuellen Forschung diskutierte Probleme [3].

bei periodischen (antiperiodischen) Randbedingungen in Raum- (Zeit-) Richtung.
"Die an sich unphysikalischen Wellenfunktions-Renormierungskonstanten werden abhingig vom Pro-
blem festgelegt.
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Moéglichkeiten der Operator-Produkt-Entwicklung;:

e Die Operator-Produkt-Entwicklung erlaubt den FEinsatz effizienter, an die jeweilige
Skala angepaBter Rechenmethoden: die Wilson-Koeffizienten ¢, fiir die die Skala Q% — oo
maflgeblich ist, werden aufgrund der hier geltenden Asymptotischen Freiheit der QCD
storungstheoretisch im Kontinuum berechnet, die reduzierten Matrixelemente v kénnen
(miissen) numerisch auf dem Gitter bestimmt werden — ansonsten ist man gezwungen,
sie komplett iber (1.24) bei einem ()¢ aus dem Experiment zu entnehmen. Da hier eine
Operator-Beziehung ausgenutzt wird, die von Teilchen-Zusténden unabhangig ist, kénnen
einfache elementare Quark- und Gluon-Zustinde anstatt komplizierter Hadron-Zusténde
zur Berechnung der Wilson-Koeffizienten und der Operator-Renormierungskonstanten
verwendet werden:

Uber M und v wird so, abhéngig von der gewihlten Eichung und den Quark-Zustinden
(hier: Landau-Eichung, off-shell) ¢ stérungstheoretisch in der Kopplungskonstanten ¢ in
der Kontinuumstheorie berechnet:

M(Q*, Quark(p?)) ~ 3 co(Q* p) - v(O" (), Quark(p*)) (1.25)

v ist aufgrund der Operatoren O divergent und mufl zusatzlich zur Renormierung der
Theorie-Parameter renormiert werden. (M ist abgesehen von den Quark-Zustanden phy-
sikalisch — die Strom-Operatoren miissen nicht extra renormiert werden.) Ublicherweise
wahlt man fiir v dimensionale Regularisierung und ein M .S- oder MO M-Renormierungs-
schema (Minimal Subtraction- bzw. Momentum Subtraction-Schema). Dabei wird in ei-
nem MOM-Schema in definierter Weise das zu v gehorige (amputierte) Matrixelement
(siehe (1.14)) bei starker Wechselwirkung mit dem wechselwirkungsfreien (amputierten)
Matrixelement gleichgesetzt, wobei der Vierer-Impuls der Quark-Zustinde p* = p? ist:

ZoZal* g90q - a0q
a @ q qm g Zdl{q 4& }'1: {q 7}.1

p p p p p p P P

Abbildung 1.3: MOM-Schema zur Renormierung von Quark Drei-Punkt Funktionen und Quark Zwei-
Punkt Funktionen (Propagatoren)

Je nach dem, ob die Divergenzen der verschiedenen Operatoren der Operator-Produkt-
Entwicklung verwickelt sind (sich gegenseitig als Counter-Terme brauchen), fallt die Re-
normierung verschieden kompliziert aus. Im einfachen Fall wie hier der multiplikativen
Renormierbarkeit (bei Non-singlet-Operatoren) kann jeder Operator fiir sich behandelt
werden. Die iiber die Bedingungen in Abbildung 1.3 gewonnenen Renormierungskon-
stanten Zo(u;fr, €) und Zy(u; 7, €) (@, ¢ = Parameter der dimensionalen Regularisierung)
fithren so von der einfach stérungstheoretisch ausgerechneten Grofie v(O(f, €), Quark(p?))
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auf die renormierte:®
o(OF (1), Quark(p?)) = limeo Zo(si 1, ) Zuli s €) - o(O, ), Quark(s2))  (1.26)

Zo(p) und Z, () werden ebenfalls benétigt, um v(OF(u), Proton) zu bestimmen — al-
lerdings wird das unrenormierte (reduzierte) Proton-Matrixelement v(O(«), Proton) auf
dem Gitter, d.h. in Gitter-Regularisierung (Regulator: a=*) und nicht wie oben bei di-
mensionaler Regularisierung (Regulator: €) berechnet, so dafl Zo(p) und Zy (1) ebenfalls
auf dem Gitter tiber die Bedingungen in Abbildung 1.3 festzulegen sind. Man erhélt da-
mit bei expliziter Angabe des Gitter-Regulators fiir das Proton Matrixelement (1.23)
bzw. das reduzierte Matrixelement:

(p.510™(w)|p,5) =limayo  Zo(pa,g) - (p,510(a)lp, ) (1.27)
v(OF(u), Proton) = lim,o Zo(pa,g) - v(O(a), Proton) (1.28)

Konventionell benutzt man fiir die Berechnung von Zo(ua,a) und Z,(pa,a) Gitter-Sto-
rungstheorie (Probleme: Gitterartefakte und schlechte Konvergenz); alternativ dazu wird
in dieser Arbeit eine nicht-stérungstheoretische Simulation der Quark-Bedingungen in
Abbildung 1.3 untersucht. Auf diese Weise hat man sofort alle Ordnungen der Gitter-
Storungstheorie und nicht-stérungstheoretische Beitrage beriicksichtigt.

Probleme:
e Die unphysikalischen Quark- und Gluon-Zustédnde verursachen zwei Probleme:

Einerseits muf} eine Fichung fixiert werden, was — bekannt unter dem Namen Gribov-
Problem — im allgemeinen nicht eindeutig ist. Aufler im Giiltigkeitsbereich der Stérungs-
theorie wird hierdurch im Prinzip ein unkontrollierbarer Fehler verursacht.

Andererseits sind bei Verwendung eichabhéngiger off-shell Quark- und Gluon-Zustan-
de im Fuklidischen zur Berechnung der Wilson-Koeffizienten und Operator-Renormier-
ungskonstanten im allgemeinen (z.B. bei Singlet-Operatoren) sogenannte Geistfeld-Ope-
ratoren in der Operator-Produkt-Enwicklung zu beriicksichtigen. Dagegen gibt es solche
Operator-Beitrdage nicht bei physikalischen Hadron-Zustanden. Wie hier vorzugehen ist,
ist nicht unumstritten [3].

e Die Ubersetzung der Operatoren vom Kontinuum auf das Gitter wird durch den Ver-
lust der Euklidischen Raum-Zeit-Invarianz und der chiralen Symmetrie im allgemeinen
kompliziert. Dies kann eine zusatzliche Mischung von Gitter-Operatoren unter Renor-
mierung mit gleich oder niedriger-dimensionierten Operatoren (letztere divergieren sehr
stark nach einem Potenz-Gesetz ~ a=") zur Folge haben.

e Das Skalen-Problem ist trotz Faktorisierung durch die Operator-Produkt-Entwicklung
durch die zusétzliche Renormierungsskala noch vorhanden. Die Renormierungsskala

8Die Parameter der Theorie g, m miissen ebenfalls renormiert und dabei auf irgendeine Art und Weise
experimentell fixiert werden.
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sollte zum einen groff sein, u? ~ Q?%, damit die Wilson-Koeffizienten bereits in niedri-
gerer Ordnung Stérungstheorie gut angenédhert werden kénnen. Zum anderen sollte sie
auf dem Gitter nicht zu grofl sein, damit dort nicht aufgrund der niederenergetischen
Hadron-Skala durch die zu simulierenden Proton-Matrixelemente und die Hadronische
Renormierung (siehe oben) und durch grofie Renormierungsskalen o zu unterschiedliche
Skalen darzustellen sind. Das Ziel ist es, ein ,Fenster” zu finden, indem p grof§ genug ist,
aber sich trotz des Impuls-Abschneidens durch die Gitter-Regularisierung keine grofien
Gitter-Fehler bemerkbar machen:

2 2 2
W < A < H < 1/@ (1.29)
Der QCD-Parameter A kennzeichnet etwa den Ubergang vom nicht-stérungstheoreti-
schen zum stérungstheoretischen Skalen-Bereich von g, wobei zur Vermeidung grofler
Gitter-Volumen-Effekte die Compton-Wellenldange von A kleiner als die Gitterausdehnung
sein sollte (A™' <« aNp 7). Die obere Grenze leitet sich daraus ab, dafl die Compton-
Wellenlinge von g sehr viel gréfer als der Gitterabstand sein sollte (1= > a), damit
keine starken Diskretisierungsfehler auftreten. Dieses Kriterium ist wichtig, damit ein
moglichst einfacher Kontinuums-Limes ¢ — 0 (linear oder quadratisch in «) z.B. fiir die
renormierte GroBe v(OF(p), Proton), (1.28), durchgefiihrt werden kann (siehe oben). a
wird wegen der Notwendigkeit, Proton-Matrixelemente (allgemein Hadronische Matrix-
elemente aufgrund der Hadronischen Renormierung) auf dem Gitter darstellen zu miissen,
eingeschrankt.

Bei den heute méglichen Gittern, hier 16°x32 (¢™? = 3.8GeV?) und 24°x48 (a2 =
7.0GeV?) und einem A = 230M eV [42], steht man damit an der Schwelle, wo ein solches
Fenster (1.29) zu sehen sein konnte.

Weitere Moglichkeiten der Operator-Produkt-Entwicklung:
e Renormierungsgruppen-Theorie:

Die Bedingungen p? ~ Q? (Q? — oo) und A* < p? konnen mit Hilfe der Renor-
mierungsgruppe entschérft werden. Aus der Unabhéngigkeit der Momente M von der
Skala g und der trivialen Unabhéngigkeit (noch) nicht renormierter Gréflen von der
Renormierungs-Skala p leiten sich Umrechnungsfaktoren zwischen verschiedenen Skalen

(g > > ") ab:
M(Q* Proton) ~ Y co(Q% p) - My(p, p) - Mo, ") - v(OF(p"), Proton)  (1.30)
0
My (e, 4"y wird stérungstheoretisch im Kontinuum berechnet.? My (g, ") wird nicht-sté-

rungstheoretisch in einer Art ,,Zick-Zack-Kurs® zwischen verschiedenen, aufeinander ab-
gestimmten Gittern simuliert [4]; ' liegt im storungstheoretischen Bereich.

ein M{(pt, 1) kann auch dazu dienen co und v in dasselbe Renormierungsschema umzurechnen; siehe

dazu (1.32) und (1.33).
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Probleme:
e Storungstheorie und Renormierungsgruppe:

Eine storungstheoretische Berechnung von co(Q?, ) und M;(u, i) bricht insbeson-
dere wegen der aufwendigen Rechnungen in der QCD bei einer verhéltnisméafig niedrigen
Ordnung in ¢* ab. Dies verursacht — abhingig vom Renormierungsschema und insbe-
sondere bei kleinen Skalen 2, i, i/, & einige GeV? — systematische Fehler; zum anderen
ist eine experimentelle Festlegung der Theorie-Parameter, z.B. A fiir g, im Rahmen der
Storungstheorie so prinzipiell fehlerhaft.

Die Nicht-stérungstheoretische Renormierungsgruppe ist bis jetzt erfolgreich zur Be-
rechnung der ,laufenden® Kopplungskonstanten ¢(@) (und A) und der ,laufenden“ Quark-
masse m(Q)) auf dem Gitter angewandt worden [5]. Sie setzt voraus, dal O(a)-Fehler
gering sind und erfordert umfangreiche Simulationen.

1.3 Uberblick iiber diese Arbeit

Die Berechnung der Strukturfunktionen des Nukleons (also des Protons oder Neutrons),
welche quantitative Aussagen iiber den Aufbau eines Nukleons aus Quarks und Gluo-
nen zulassen, ist ein auferordentlich komplexes Problem. Uber die Methode der Wil-
son Operator-Produkt-Entwicklung (OPE) erlauben storungstheoretische Methoden der
QCD eine Losung; allerdings fithrt man dabei neben den Theorie-Parametern weitere auf
experimentellem Wege oder durch zusitzliche Modell-Uberlegungen, die nicht aus der
QCD folgen, zu fixierende Parameter ein (die reduzierten hadronischen Matrixelemente)
und schopft damit die Vorhersagemoglichkeiten der QCD nicht voll aus. Das QCDSF-
Projekt bei DESY verfolgt zur Zeit unter anderem das Ziel, mit Hilfe sehr leistungsfahiger
Parallel-Grofirechner diese Grofen iiber die Funktionalintegral-Formulierung der QCD
ab initio numerisch zu berechnen. Es gibt hierbei zwei Teilaufgaben: die Berechnung ha-
dronischer Matrixelemente (p, §|Og¢)1...un} — Spuren|p, §) und ihre Renormierung, siehe

(1.14); letzteres ist Hauptgegenstand dieser Arbeit (siehe auch [6]).

Die vorliegende Arbeit besteht aus vier Teilen. Dabei bereiten die ersten 3 auf den ei-
gentlichen Abschnitt ,Renormierung auf dem Gitter® vor:

Grundlagen der Strukturfunktionen

Es werden die allgemein-theoretischen Grundlagen dargestellt, d.h. die QCD in der
Funktional-Integral-Darstellung im Kontinuum und auf einem 4-dimensionalen Gitter mit
endlicher Ausdehnung und periodischen Randbedingungen in der Wilson-Formulierung.
Weiterhin wird beschrieben, wie sich Strukturfunktionen aus tief-inelastischen Streuquer-
schnitten ergeben und sich mit Hilfe des Parton-Modells und der Momente-Entwicklung
und Operator-Produkt-Entwicklung berechnen lassen.
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Gitter und Algorithmen

Wir simulieren hier Standard Wilson Fermionen (r = 1) in der quenched Approximation®
auf den Gittern 16°x32 (a7 = 1.95GeV, 3 = 6.0) und 24°x48 (a™! = 2.65GeV, 3 = 6.2)
mit den rdumlichen Ausdehnungen 1.6 fm bzw. 1.8 fm; dabei werden hopping Parameter
k= 0.155, 0.1530, 0.1515 (k. = 0.157211) bzw. £ = 0.152, 0.1507, 0.1489 (k. = 0.153374)
verwendet [33]'*. Folgende Punkte werden betrachtet:

0

e Die Berechnung von Proton Matrixelementen auf dem Gitter wird erldautert.

e Der mit dem Ubergang vom (euklidischen) Kontinuum zum Gitter verbundene Wech-
sel der Raum-Zeit-Symmetrie von der Gruppe O(4) zur hyperkubischen Gruppe H(4)
verursacht eine gednderte Klassifizierung bilinearer Quark-Operatoren und dadurch eine
im allgemeinen kompliziertere Renormierung solcher Operatoren. Eine geeignete Auswahl
fiir die Operatoren der OPE (Non-Singlet) auf dem Gitter wird angegeben.

e Die fiir die Proton Matrixelemente notwendige Berechnung der 2-pt und 3-pt Greens-
funktionen C3)(¢,0) = (B, (t)B(0)), CO(t,1,0) = (B, (1)O(7)Bs(0)) wird erklirt, siche
(1.19). Die Greensfunktionen kénnen in elementare u- und d-Quark-Propagatoren zer-
legt und {iber Gitter-Dirac-Gleichungen mit geeigneten Quellen (Matrizen-Gleichung)
berechnet werden. Die Algorithmen der Eichfeld-Generierung mittels Monte-Carlo-Me-
thoden und geeignete Quellen-Methoden werden beschrieben.

e Zur Renormierung der hadronischen Matrixelemente (Proton Matrixelemente) werden
2-pt und 3-pt Quark-Greensfunktionen auf dem Gitter simuliert:

S(p) = (q(p)as(p)),  G(p) = (q.(p)O(0)gs(p)) (1.31)

(p = Energie-Impuls des Quarkfeldes ¢). Die generierten Eichfelder miissen dazu zusétz-
lich auf dem Gitter eichfixiert werden (hier: Landau-Eichung). Es werden Algorithmen
zur Eichfixierung und geeignete Quellen-Methoden zur effizienten Berechnung der Quark-
Greensfunktionen dargestellt.

e Der Parallelrechner APE/Quadrics wird beschrieben.

Renormierung im Raum-Zeit-Kontinuum
Fiir einen Wechsel des Renormierungsschemas oder der Renormierungsskala p (zur Re-
normierung der hadronischen Matrixelemente) wird Kontinuums-Stérungstheorie benutzt:

10Beitriige von Fermion-Schleifen werden in der Wirkung vernachlissigt

1 Die Parameter 3, £ hingen mit den nackten Theorie-Parametern, Kopplungskonstante go und Quark-

masse my, iiber 8 = g% und mg ~ % zusammen; eine sogenannte chirale Extrapolation der Simulations-
0

1

ergebnisse in - zum kritischen Wert KL entspricht dem Ubergang zur (Quark-)masselosen QCD. (u- und

d-Quarks sind ndherungsweise masselos.)
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e Dazu werden 2-pt und 3-pt Quark-Greensfunktionen in dimensionaler Regularisierung
(in beliebiger Eichung und 1-Schleifen-Naherung) in der Kontinuums-Stérungstheorie be-
rechnet und nach verschiedenen Schemata vom Typ MOM und M S, MS renormiert;
es werden Umrechnungsformeln von MOM zu den Standard-Schemata der Hochenergie-

physik MS, M S abgeleitet (finite Renormierung):

Z8° = Xiowzyo (132)

e Die Kontinuums-Renormierungsgruppe (hier 1- und 2-Schleifen-Naherungen im M S-
Schema) liefert Umrechnungsformeln fiir einen Wechsel der Renormierungsskala g

Z5() = Rolp, 1) 25 (o) (1.33)

Renormierung auf dem Gitter

Die in dieser Arbeit auf dem Gitter vorgenommene Renormierung der hadronischen Ma-
trixelemente iiber Bedingungen an Quark-Greensfunktionen (1.31) ahmt das MOM-
Schema der Kontinuums-Stérungstheorie nach. Es wird etwas symbolisch gefordert:

Ir(p) = Tboralp)

1.34
p2=p2’ ( 3 )
wobei Lr(p) = Z;'ZoT'(p) die renormierte Vertex Funktion I'(p) = S~ (p)G(p)S~ (p)
und I'gyrn(p) die Baumgraphen-Naherung der Gitter-Storungstheorie ist. Uber eine Pro-

jektion mit I'z! . (p) und Spurbildung im color x spin Raum wird hieraus eine konkrete
Renormierungsbedingung fiir Zo (und 7,):

%tr(Zq‘ YZol(p)IE,(p) = 1 (1.35)

p?=p?

Z, erhdlt man ganz analog tiber (1.34), wobei I'r(p) = Z;7'.S7'(p) der renormierte inver-
se Propagator und I'gyn(p) & 3, sinpyy, die Baumgraphen-N&herung der masselosen
Kontinuumstheorie auf dem Gitter ist.

Es werden lokale bilineare Quark Operatoren und solche mit bis zu drei Ableitungen
(Operatoren der OPE) untersucht (Non-Singlet Operatoren). Der Renormierungspunkt
p? wird auf logarithmischer Skala im Bereich 0.5GeV? < p? < 80GeV? variiert.

e Ergebnisse werden fiir obiges Schema (1.35) fiir die masselose QCD (chiraler Limes
tiber Ergebnisse bei 3 verschiedenen Quarkmassen) und 2 Kopplungen 8 = 6.0 und
B = 6.2 gegeben.

e Ein anderes (ungewohnliches) Gitter-MOM-Schema wird kurz dargestellt.
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e Die MOM-Ergebnisse aus (1.35) werden iiber Gleichung (1.32) ins M S-Schema um-
gerechnet und dann mit Ergebnissen der Gitter-Stérungstheorie der Standard und Tadpole-

verbesserten Version in Kombination mit der Renormierungsgruppen-Verbesserung (1.33)

mit dem Startwert dert"m(/,co = 2.0GeV) verglichen. Das Auffinden eines stérungstheo-

retischen Fensters in p?, indem zumindest die g*-Abhéngigkeit der durch numerische Si-
mulationen gewonnenen Renormierungskonstanten stérungstheoretisch beschrieben wer-
den kann, wird einerseits durch Diskretisierungsfehler (nach (1.29) ab 3.8GeV? (3 = 6.0),
ab 7.0GeV? (8 = 6.2)) und andererseits durch fehlende hohere Ordnungen der Gitter-
und Kontinuums-Storungstheorie erschwert. (Ein solches storungstheoretisches Fenster
ist notwendig, da die Wilson-Koeffizienten ein ,inverses storungstheoretisches Verhalten®
in p? besitzen und somit das Produkt aus Wilson-Koeffizient und Renormierungskon-
stante nur hier y*-unabhéngig und damit physikalisch werden kann.)

o Iis wird das Kontinuumsverhalten der Renormierungskonstanten im Raum der nackten
Parameter, hier 3 bzw. gg, untersucht — d.h. ob die Simulationsergebnisse bei 3 = 6.0
und § = 6.2 iiber eine Renormierungsgruppen-Gleichung in Beziehung stehen, also bereits
Skalen- oder Kontinuumsverhalten zeigen.

e Am Beispiel der Operatoren
& R o 1 Y &
(’3:6(74 Dy —§Z% Di)% und (’3:65(% Da —7a D1)q

=1

wird das zugehorige Moment der unpolarisierten Strukturfunktionen Iy, I, des Nukleons
berechnet.



Kapitel 2

Grundlagen

2.1 QCD und ihre Funktional-Integral-Darstellung

Die Theorie der starken Wechselwirkung zwischen Quarks und Gluonen, die Quanten-
chromodynamik (QCD), ist eine quantisierte SU(3) colour Eichtheorie (colour oder Farbe
ist ein durch die starke Wechselwirkung zusétzlich gegebener Freiheitsgrad).

Die Elemente U der speziellen unitaren Lie Gruppe SU(3) kénnen durch 8 hermitesche
Generatoren T, erzeugt werden:

U =exp{—ig0"T,} (2.1)

mit 8 verallgemeinerten Euler-Winkeln O, (die starke Kopplungskonstante g sei hier als
Faktor hinzugefiigt). Die dazugehorige Lie Algebra der Generatoren

[Tm Tb] =1 abcTc (22)

wird {iber die reellen, antisymmetrischen Struktur-Konstanten f,;. definiert.

In einer Eichtheorie transformieren sich die Materie-Felder, hier die Quark-Felder, die
in colour Tripletts fiir jede Quark-Sorte w,d, s, ... auftreten, lokal mit ©* = ©%(x) nach:

Yla) — Ulx)p(x) , Pla) — (a)U (z) . (2.3)

Um die Forderung nach einer lokal eichinvarianten Wirkung im Kontinuum zu erfiillen,
fiihrt man kovariante Ableitungen ein:

Dy = (9, — igT,A(x)) . (2.4)

19
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Die dabei auftretenden Eichfelder A,(z) = AZ(:L')T“ transformieren sich nach:
Au(x) — Au(e) = T1,0,0%(x) = Ulx) (AM(:L') + é@u) U_l(:z;). (2.5)

Um nun eine Wirkung zu bilden, bendtigt man den aus der Maxwell-Theorie der
Elektrodynamik verallgemeinerten Feld-Starke Tensor, hier Yang-Mills (YM) Feld-Stéarke

Tensor,

F.,=-D,,D)=0,A, —0,A, —ig[A,, A, (2.6)

i
g
so daf} die Eichfeld-Dynamik durch folgende Lagrange-Wirkungsdichte, hier Y M-Lagrange-

Dichte, beschrieben werden kann:
1
'CYM = —§TI’{FM,FM/}. (27)

Damit ergibt sich schliellich eine lokal eichinvariante Lagrange-Dichte fiir Spin 1/2 Materie-
Felder, hier die der QCD fiir Quark-Felder, zu:

n)c _ 1
Locp = Y by (17D, — my) oy — §TI’ {F, "} (2.8)

k=1
ny ist die Quark-flavour Anzahl, d.h. die Anzahl der Quark-Materie-Felder, v = 0,1,2,3

sind Lorentz Indizes. Colour und spinor Indizes sind unterdriickt.

Die Losung der quantisierten Eichtheorie (2.8) besteht in der Berechnung von Greens-
funktionen, die durch Funktional-Integrale ausgedriickt werden konnen (siehe z.B. [1],

[7]):
Fiir eichinvariante Gréfien wie z.B. Proton-Greensfunktionen (4.11) und (4.12) gilt
direkt mit £ = Lgep:

(X0, A)) = [ DO DIDAX (0, Ao [ a4 )] (2.9
und
7 = /Dw;zZDAexp[@'/d‘*x,cw,;zZ,A)} : (2.10)

wobei X (1,1, A) aus Feldern zusammengesetzte Grofen sind, die unter den Transforma-
tionen (2.3) und (2.5) invariant (d.h. eichinvariant) sind.

Fiir eichvariante Groflen wie z.B. Quark-Greensfunktionen (4.64) und (4.65) muf}
zusdtzlich eine Eichung (z.B. zur Landau-Eichung) fixiert werden und es miissen unphy-
sikalische Geistfelder eingefiihrt werden, so daf} die entsprechenden Funktional-Integrale

(2.9) nicht zu Null verschwinden; die Lagrange-Dichte der QCD wird dann um einen
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Eichfixierungsterm £,y und einen Geistfeldausdruck £, erweitert zu:

L=Locp+ Ly + L, (2.11)
mit
r _ 1 Ot A2 2.12
T (0"A%) (2.12)
L, = T0"(0ubab — gfareAS)U" (2.13)

u, u sind Geistfelder, £ ist ein Fichfixierungsparameter (¢ = 0 bei Landau-Eichung); a, b, ¢
sind colour Indizes.

Statt einer Eichinvarianz liegt hier eine allgemeinere, eine sogenannte BRS-Invarianz
der Lagrange-Dichte vor.

Was genau die Funktional-Integrale (2.9) bedeuten, ist kompliziert. Eine allgemeine
Definition ist aber durch folgende Prozedur moglich [1]:

(1) Wick-rotiere zu imaginaren Zeiten: t = —i7, so dafl die Raum-Zeit euklidisch ist. Der
Exponentialfaktor exp[— [ drd®xL g, ] ergibt eine sehr viel bessere Konvergenz fiir grofie
und stark variierende Felder als exp[i [ d*z L] in der Minkowski-Raum-Zeit. Zum Wechsel
der Darstellung der Dirac-Matrizen siehe Anhang A.

(2) Ersetze die euklidische kontinuierliche Raum-Zeit durch ein Raum-Zeit-Gitter; allge-
mein wihlt man ein kubisches Gitter mit einem Gitterpunkt-Abstand a. Die Gitterpunkte
sind #, = n,a mit ganzen Zahlen n, (fiir die Richtungen x,y,z gilt: n, = 1,..., L, in
Zeit-Richtung gilt: ny = 1,...,T). Das Funktional-Integral (2.9) ist nun ein absolut
konvergentes Integral iiber eine endliche Anzahl von Variablen. Bei der Diskretisierung
der Lagrange-Dichte £ besteht eine gewisse Freiheit, sie muf} allerdings bei verschwin-
dendem Gitterpunkt-Abstand a alle (Symmetrie-) Eigenschaften der Lagrange-Dichte im
Kontinuum wiederbekommen. Allgemein {iblich ist die sogenannte Wilson-Formulierung
[8], die im folgenden Unterabschnitt beschrieben wird. @ in physikalischen Einheiten und
die nackten Parameter der Theorie wie Kopplungskonstante und Quarkmassen miissen
durch einen Vergleich einer entsprechenden Anzahl auf dem Gitter berechneter und ex-
perimenteller Daten, z.B. Hadronmassen m, numerisch festgelegt werden. Neben dieser
Renormierung der Theorie-Parameter miissen die in (2.9) enthaltenen Felder und aus
diesen gebildete Operatoren z.B. in einem MOM-Schema auf dem Raum-Zeit-Gitter
renormiert werden.
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(3) Bilde einen Kontinuums-Limes ¢ — 0 bei gentigend groflem (im Prinzip unendli-
chem) Raum-Volumen V' = L? und geniigend grofler (unendlicher) Zeit-Ausdehnung 7'
Dabei ist anzumerken, daf} dies mit storungstheoretischen Methoden (zur Berechnung
eichvarianter Groflen wie z.B. Quark-Greensfunktionen) analytisch méglich ist. Uber
Computer-Simulationen dagegen ist ein Gitter mit @ = 0 numerisch nicht zu verwirk-
lichen, da unendlich viele Gitterpunkte zu berechnen wéren; bei geniigend kleinem «
(Gitter-Skalenbereich) stellen Gitter-Ergebnisse allerdings bereits eine gute Ndherung an
entsprechende Kontinuums-Ergebnisse dar. Im allgemeinen geht man bei numerischen
Simulationen jedoch so vor, dafl man interessierende Kontinuumsgroflen A, entweder
Greensfunktionen X oder daraus abgeleitete Grofen, auf verschieden grofien Gittern mit
Gitterpunkt-Abstdnden a; > ay > as > ... berechnet und schliefilich durch einen linearen
oder quadratischen Fit in a diese GroBlen A(ay), A(az), A(as),... zum Limes A(a — 0)
extrapoliert.

Im Limes a — 0 verschwinden im Falle der QCD auch die nackten Parameter Kopp-
lungskonstante und Quarkmassen; im mathematischen Sinne kann dieser Punkt im Raum
dieser Parameter als Phasen-Ubergangspunkt zweiter Ordnung aus der Thermodynamik
angesehen werden.

(4) Kehre iiber analytische Fortsetzung zur physikalischen Minkowski Raum-Zeit wieder
zuriick. In der Gitter-Physik erleichtert/umgeht man diesen Schritt, indem statische,
zeitunabhingige Endgréfien berechnet werden.

2.2 Formulierung der QCD auf dem Gitter

In der Gitter-Formulierung der QCD wird der vier-dimensionale Raum-Zeit-Vektor «
des Kontinuums durch diskrete Vektoren x, = n,a mit n = (ny,ng2, ns,ny) und einem
Gitterpunkt-Abstand a dargestellt, wobei fiir die Raum-Richtungen ny,ny,n3 =1,..., L
und die Zeit-Richtung ny = 1,...,T gilt. Diskrete Gitter-Gréflen kénnen als Néherung
an die entsprechenden Kontinuumsgréfen in den Elementarzellen a* angesehen werden.
Das Gitter stellt so eine Regularisierung der QCD dar; einerseits werden grofie Energi-
en/Impulse (ultravioletter cut-off) und andererseits kleine Energien/Impulse (infraroter
cut-off) abgeschnitten.

Fiir den gluonischen Teil der Gitter-Wirkung wird aus dem Fichfeld des Kontinuums
A,(x) die SU(3) Matrix

(nti)a . N
Uyln)="P [exp (zg/ ' dl’AM(d/‘))] ~ ¢igadul(nti/2)a) (2.14)

gebildet. P stellt einen Pfadordnungs-Operator dar. U,(n) kann der Verbindungslinie
zwischen den Gitterpunkten n und n + i in Richtung u zugeordnet werden (g ist der
Vierer-Einheitsvektor in u-Richtung). Der Gitter YM Feldstéarke-Tensor F,,(x) sei durch
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das geordnete Produkt von U,(n)-Feldern entlang der Verbindungslinien des kleinsten
Quadrats, einer sogenannten Plakette P, folgenderweise definiert:

U (n) = Up(n)U, (n + i)U (0 + 2)UN(n) = exp (iga®Fu(z)) . (2.15)

Dabei ist @ = (n + [1/2 + ©/2)a; die Spur von U, (n) ist auf diese Weise eichinvariant.
Der diskretisierte YM Feldstarke-Tensor ist dann bis zur Ordnung a gleich dem des
Kontinuums; spurlos gemacht, gilt sogar F,, = F,, — £ TrF,, + O(a?). Nach Wilson [8]
ist schlieBlich der gluonische Teil der Gitter-Wirkung:

1
S =p> {1 — gReTr Uw(n)} = —/d4:1; {,CyM + O(az)} + const.,  (2.16)
n,u>v
wobei iiber alle Gitter-Plaketten P summiert wird. Hierbei ist 3 = 6/¢? mit der nackten
Kopplungskonstanten g.

Bei dem fermionischen Teil der Gitter-Wirkung tritt ein Problem auf. Die einfache Dis-
kretisierung 9, — d, = % [0m.nti — Omn—p) fithrt zu einer Vermehrung der fermionischen
Teilchen im Kontinuum. Der Fermion-Propagator hat im Energie-Impuls-Raum nicht nur
im Nullpunkt, sondern generell zwei Minima in jeder der 4 Lorentz-Richtungen, also insge-
samt 16 Fermion-Teilchen. Durch irgendeinen Mechanismus miissen die 15 zusdtzlichen
unterdriickt oder vom physikalischen Teilchen unterschieden werden; die bekanntesten
Mechanismen sind von Wilson [8] und Kogut-Susskind [9].

Bei Wilson wird eine zweite Ableitung zur einfachen Wirkung dazuaddiert:

4
r " N
_5 Z Z ¢k (Uu(k)(sk+ﬂ7k/ — 25k,k’ + U:E(k — M)(Sk—ﬂ,k’) @/)]y. (217)
k,k! u=1
Diese fithrt dazu, dafl die 15 unphysikalischen Massen im Kontinuumslimes ¢ — 0 unend-
lich schwer werden und so keine frei beweglichen Teilchen mehr darstellen. Die Wilson-
Wirkung auf dem Gitter ist schliellich

S}c/v == Zqz)kMk,k’@bk’ == /d4$ {,Cf + (’)(a)}, (218)
kK

mit der Wilson Fermion-Matrix (r = 1)

My [U) = 1= 5 32 {(r =) V(B + (4 3 )USk = )Fispe}  (219)

und dem sogenannten hopping Parameter , der der nackten Quarkmasse mg(a) ent-
spricht:
/1 1
=—|(—-—=——). 2.20
mo(a) 2a (/4; lic) ( )
k = K. entspricht einer verschwindenden nackten Quarkmasse. Neben der Unterdriickung
der sogenannten Fermion-Verdopplung bricht die Wilson-Formulierung der QCD auf dem
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Gitter allerdings die chirale Symmetrie, sogar im Limes verschwindender nackter Quark-
masse, d.h. im sogenannten chiralen Limes k — k.. In der Stérungstheorie kann jedoch
gezeigt werden, daf} die chiralen Eigenschaften der QCD im Limes @ — 0 wieder restau-
riert werden [10].

Insgesamt lautet die in dieser Arbeit verwendete Wilson-Formulierung der QCD auf
dem Gitter also:

1 _
SCI;VCD == S;/V + SW == 6 Z {1 — gReTI’ Uw(n)} + Z¢kMk,k’¢k’- (221)

n,u>v k k!

Fichinvariante Groflen werden also iiber

(X{eh,0,0)) = [ D DIDU X (6,0, U)expl 58] (2.22)

7 = / DYDYDU exp|—SY ] (2.23)

berechnet.

Fiir eichvariante Gréflen mufl eine Eichung fixiert werden. In der Gitter-Stérungs-
theorie geschieht dies analog zur Kontinuums-Stérungstheorie iiber eine Diskretisierung
von Eichfixierungs- und Geistfeld-Termen (2.12), (2.13). Fiir numerische Simulationen
auf dem Gitter wird diese sogenannte Faddeev-Popov Form durch folgende Funktional-
Integral-Formulierung ersetzt:

(X0, 0) = o [ D DEDU X (1,5, U expl 5] (2.21)

Dabei sind ¢ Eichtransformationen, die U dahingehend umformen, daB U/(9) die Eichfi-
xierungsbedingung f(U¥)) = 0 erfiillen (siche Abschnitt 4.4. und [19]).
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Strukturfunktionen

3.1 Tief-Inelastische Streu-Prozesse und Struktur-
funktionen

Bei einem tief-inelastischen Streu-Prozefl untersucht man die Streung eines Leptons [
(Elektron, Muon, Neutrino,...) an einem Hadron N (Proton, Neutron, Pion, Rho,...),
wobei nur der Endzustand des Leptons {" ausgewertet wird; der hadronische Endzustand
X wird nicht weiter spezifiziert:

I+ N — 1 +X (3.1)

Bei der theoretischen Beschreibung in der ,,Stofndherung® geht man von einer einfachen
Streuung der Leptonen an Quarks (und indirekt Gluonen) in den Hadronen aus. Denn ist
der Energie-Impuls-Ubertrag iiber das ausgetauschte Wechselwirkungsboson (v, Z° oder
W) dabei grof, ist die Wechselwirkungszeit klein. Starke Vorginge an dem gestreuten
Quark (Bildung neuer Hadronteilchen) laufen auf groflerer Zeitskala ab und beeinflussen
die Streuung nicht. Eine denkbare weitere Streuung ist aufgrund der geringen Stérke der
schwachen und elektromagnetischen Wechselwirkung unwahrscheinlich.

Die kinetischen Variablen:

Invariant formuliert sind diese:

Pus pff = Viererimpuls des Hadrons N, Gesamt-Viererimpuls der Hadronen X,

L.l = Anfangs- und End-Viererimpuls des Leptons,

o T

25
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EE'.0 = Energie des Leptons vor und nach der Sreuung, Streuwinkel des Leptons,

g, = 1, — l; = Energie-Impuls Transfer zum Hadron,

Q2 = _q27

<1, Bjorken-Variable.
1 (3.2)

Im Laborsystem (Ruhesystem des Hadrons) gilt beispielsweise mit Bezeichnungen fiir
Elekron-Proton-Streuung:

lu = (Eevﬁe)v l; = (E;7ﬁ{e)7 9 = lu - l;”

.

pZ = (mp,()),
Q* = —¢* = 4E6E; sin?0/2, v=p, q=my(E. — E;),
o= Q*/(2v),
y = v/(pl) = (E.— E)/E.. (3.3)

Die tief-inelastische Streuung oder der Bjorken Limes ist definiert als Q% — oo, v — oo
mit x fest.

Lorentz-Struktur des Streuquerschnitts:
Der differentielle Wirkungsquerschnitt leitet sich aus dem Quadrat der Streu-Amplitude,
graphisch in Abb. 3.1 dargestellt, ab:

do
dE'(2m)d cos 0

~ TR X e NYDY () [P 6D + q — b))
X

~ D™(q)' DY (q) Laa(l, )W, (p, ). (3.4)

Dabei koppelt der leptonische Strom Jiept iiber das ausgetauschte Wechselwirkungsboson,
dessen Propagator D" (q) ist, an den hadronischen Strom J"*¢ an. Die Stréme Jiept und
J? symbolisieren den fermionischen Teil der Wechselwirkungs-Vertizes der Leptonen
[, I' mit dem Austauschboson bzw. der Quarks (im Streuprozess von N nach X) mit
dem Austauschboson. Allgemein sind diese je nach Wechselwirkungstyp im Streuvorgang
aus skalaren, axialen (~ v,75) oder Vektor-Stromen (~ =v,) aufgebaut. Konkret gilt
bei elektromagnetischer Wechselwirkung: Jffpt, J[j“d = >, ©@497.9 mit Bispinoren ¢ fiir
Leptonen bzw. Hadronen (Quarks) und dazugehorigen Ladungen Q,.
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Abbildung 3.1: Feynmangraphen (Streu-Amplitude und Quadrat der Streu-Amplitude) fiir den tiefi-
nelastischen Elektron-Proton- oder Muon-Proton-Streuungquerscnitt

Fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt im Fall elektromagnetischer Wechselwirkung
bei der Streuung von Elektronen oder Myonen an Protonen erhdlt man konkret:

do #\ 1 E ,
= | = ==—=zL"(,1I (P, q). ‘
dE'(2m)d cos 0 (4%) O E 2 (L)W (ps q) (3.5)

Der leptonische Tensor ist dabei fiir unpolarisierte Leptonen:

L = 3 (LE LT T80 5 [ 1 0) | 3)
spins sl,sl/
= AL + 1,0, — gull), (3.6)
und fiir anfanglich polarisierte Leptonen:
L = 3 SO 8570 |1 5)
final spin s;’
= 20,1, + 10, — gl —i€uasg®s)), (3.7)

mit der Normierung <l_),5_}|l_',s_}/> = (QW)SQET(S(Z_)— l_')557 5 und dem Spin s = —mj. Der
hadronische Tensor berechnet sich fiir ein Proton, dessen Polarisation vor der Streuung

durch den Tensor p, s charakterisiert ist, zu:

1 / u u
Wi = =2 o 20 A [ 0)T | XX T0) | p, ) (27) 6 (p + qu — i)
AN X
1 : / a a
= S [ X IR ) 0) | ), (3.8)
A0
mit )\,)\/ = +1/2, wobei gilt: p = % + %(1 + %) mit der Polarisation P (P = 0
keine, P = 1 hundertprozentige Polarisation), dem mittleren Proton-Spin im Proton-
Ruhesystem s = Ps, (|5,| = m,) und dem ,,Pauli-Matrizen-Vektor* &. Dabei kann fiir das
Strom-Produkt J[j“d(y)TJf“d(O) der Kommutator [J[j“d(y)T, J"4(0)] gebildet werden, da

der zusatzliche zweite Term aufgrund der Energie-Impuls-Erhaltung nichts beitrégt. Fine
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Zerlegung von W, geméaf seiner Lorentz-Struktur ergibt unter Ausnutzung von Symme-
trien (Invarianz unter Paritéts-Transformationen und Zeit-Umkehr) und grundlegender
Eigenschaften der starken Wechselwirkung (u.a. Strom-Erhaltung: ¢, W*" = ¢, W* = 0)
[11] fiir unpolarisierte Protonen:

_ quqv Fy qy qv
W;w — Fl (_guu—l' q2 )‘I’?(pu_V?) (pl/_V?)7 (39)

und im Fall polarisierter Protonen:

quqv Fy qu qv
- a8 28
S

+ ieuupa% ((91 + g2)s7 — gz—qu)- (3.10)

14

Fi, F5 und g1, g2 sind Strukturfunktionen. Eine Besonderheit, die in der Asymptotischen
Freiheit der starken Wechselwirkung (asymptotisch verschwindende Wechselwirkung fiir
(Q* — oo) begriindet ist, ist das Skalenverhalten der Strukturfunktionen (d.h. die Un-
abhéngigkeit der Strukturfunktionen von der Skala Q*, anschaulich von der Auflésung
~ Q') im tief inelastischen Bereich oder Bjorken Limes:

F1,2(Q2,51?) ]“Bg F1,2(51?),
9172(622,:1;) B g12(x), Q* v — oo, x fest. (3.11)

Im Experiment findet man dies bei grofiem (Q? verwirklicht, wenn der betrachtete Bereich
nicht allzu grof} ist; tatsdchlich liegt eine mehr oder weniger schwache logarithmische
Abhingigkeit von Q? vor (Skalenverhalten-Verletzung).

Im Laborsystem (siehe (3.3)) ergibt sich beispielsweise fiir den unpolarisierten diffe-
rentiellen Wirkungsquerschnitt (3.5) im Fall der Streuung von Elektronen an Protonen
konkret:

do mpEeE; do
dE'(2m)dcos® T dQ%*dv

2\ 2 1\9 2
1 (E 0 0
— 4(9) (Eo) [F12sin2§+FzL,COSQ§ . (312)

=) Ot m,
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3.2 Das Parton-Modell

Das Parton-Modell® liefert ein einfaches physikalisches Bild fiir die tief-inelastische Streu-
ung. In diesem Modell ist zur Betrachtung z.B. der Elektron-Proton-Streuung das Breit-
Bezugssystem sehr geeignet. Dort ist

q" = (0,0,0,/Q?%), (3.13)
pg = (pgvﬁ) = (\/ mgza +p270707p)7 p= V/ \V Q27 Bjorken—Limes p — o0,
definiert.

Das Parton-Modell besagt erstens, dafl ein sehr schnell bewegtes Hadron N aus
punktférmigen Konstituenten (Partonen: Quarks und Gluonen) besteht, deren Energien
und Impulse jeweils ndherungsweise ein Vielfaches ¢; der FEnergie und des Impulses des
Hadrons ist

o= &p+p, pep =0, 52'2072&21- (3.14)

und dafl Gréflen wie Massen und Partonimpulse transversal zum Impuls dieses Hadrons
zu vernachléssigen sind:

po= e+ m) + ()2 - E@mE

(57 )P = &my), fiir p* > m], (3.15)

R fz’po +
Po26p0

also fiir den 4-Impuls des i-ten Partons gilt:

Zweitens wird fiir harte Reaktionen wie die tief inelastische Lepton-Hadron Streuung die
Giltigkeit der ,,Stondherung® angenommen, nach der die Wechselwirkung mit dem Lep-
ton wie ein harter Stof} auf viel kleinerer Raum-Zeit-Skala als die starke Wechselwirkung
ablauft, so dafl die Partonen als quasifrei anzusehen sind.

Der Streuquerschnitt berechnet sich dann, indem man elastische Lepton Streuung an
einzelnen freien, nicht stark wechselwirkenden Partonen in Born-Nadherung ausrechnet
und die sich daraus ergebenden Streuquerschnitte gewichtet mit den jeweiligen Parton-
verteilungsfunktionen im Hadron ¢ (&) (inkohérent) iiber alle Partonen 7 = 1, ...,n und
0 < & < 1 aufsummiert. Die Partonverteilungsfunktionen ¢ (¢;) sind theoretisch unbe-
kannt und an die experimentellen Streuquerschnitte anzupassen.

! Dieser Unterabschnitt folgt [12]
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Abbildung 3.2: Elektron-Proton-Streuung im Parton-Modell

Beispielsweise berechnet sich der unpolarisierte elastische Elektron-Parton-Streuquer-
schnitt analog zu dem einer ete™-Streuung (siche z.B. [13]) zu

d Ara?Q? 1 2
Ao _ m4¢22 1 (1 i “—2) : (3.17)
dQ e-Parton 1 Q 2

wenn folgende Mandelstam-Variablen verwendet werden:

Q2 = _(pe_p/e)z

K3

si = (et &pp) & ppyEis, 5= (petpy),
U = (pe + gipp)z ~ _§i2pe "Pp = 52 U, U= (pe - pp)27
e); = Ladung des i-ten Partons. (3.18)

Unter der Mandelstam-Bedingung —Q*+s; +u; = 0 (giiltig bei verschwindenden Parton-
Massen) kann folgende d-Funktion benutzt werden, um zu den Variablen s und w {iber-

zugehen:
do dra?Q? 1 u?
= S~ — 1 0(=Q° +si +ui
102, o 2(+53) (—Q*+ si + wi)
4ra?Q? 1

= T3 (1 + Z_j) 3(Q* — &ls + ). (3.19)

SchlieBllich wird der Elektron-Proton-Wirkungsquerschnitt aus den Parton-Verteilungs-
funktionen und den Elektron-Proton-Wirkungsquerschnitten zusammengesetzt:

do 1 v do
a0ty Z}/O dfiQi(fi)MQ&

Ara? u? 1 » , ,
- Q4 (1 + 3_2) Z;/O d&iqf (§)Qi60(Q7 — &i(s + u))
_ dma? 1 (52 + u?
O Q* s+u

) > Qlrgl(x) mit s+u=2v. (3.20)

52
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Dieses Resultat ist mit (3.12), iiber (3.3) mittels s = 2m,F., u = —2m,E., 2v = 54 u,
r=Q%(s+u),sin?0/2 = —Q*m?/(us) = —(u + s)am?/(us) invariant geschrieben, zu
vergleichen:

do 47’ 1 9
0 = o . T (2(u + ) aFy(x) — QUSFQ(J?)) ) (3.21)
Das Parton-Modell ergibt damit Skalenverhalten fiir die Strukturfunktionen, d.h. (3.11).
Die Skalenvariable + = Q?/2r bekommt die anschauliche Bedeutung des Longitudinalim-
pulsanteils &; der Partonen. Und es ergibt sich ein Zusammenhang zwischen den Struk-
turfunktionen Fj(x), F5(x) und den Parton-Verteilungsfunktionen ¢/ (z) im Proton.

1
) = 1Y Q)
Fy(x) = %Z Qixq(z) = 2xFi(x) (Callan-Gross Relation). (3.22)

Partonen sind hier Quarks und Anti-Quarks. Im Fall der polarisierten Strukturfunktionen
ergibt eine entsprechende Rechnung fiir ¢:

al) = 330 Qdso) — o), (323)

Partonen sind hier genauso Quarks und Anti-Quarks mit Spin parallel bzw. antiparallel
zum Proton-Spin.

3.3 Operator-Produkt-Entwicklung und Momente
der Strukturfunktionen

Will man iiber das Parton-Modell hinausgehen? und den hadronischen Tensor bzw. Struk-
turfunktionen ab initio berechnen, geht das nur sehr indirekt. Wesentliche Punkte sollen
hier am Beispiel der unpolarisierten Strukturfunktionen Fy und F, skizziert werden.

Fiir die zeitgeordnete hadronische Greensfunktion
L0 Q%) = [ d'ye™(p| T () J(0) | p) (3.24)

kann eine Operator-Produkt-Entwicklung durchgefithrt werden fiir Q% und v groff und
Q?/v* fest; in diesem Falle geht # — oo und bleibt nicht im physikalischen Bereich
0 <z <1 fixiert. Trotzdem kann man hieriiber indirekt die interessierende hadronische

ZDieser Unterabschnitt folgt [1]; das Problem der Renormierung wird an dieser Stelle nicht behandelt
(siche Abschnitt 1.2).
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Greensfunktion
1 .
W QY) = o= [ dye™(p | L)' I 0) | ) (3.25)

bzw. ihre Strukturfunktionen F; (¢ = 1,2) im Bjorken Limes berechnen.

T, wird dazu wie W,, in einen Ausdruck mit skalaren Strukturfunktionen 73,75
zerlegt. Im oben genannten Limes geht 1/z = 2v/Q* — 0 und ist ein geeigneter Ent-
wicklungsparameter:

T, = iTM(QQ)x_” (3.26)
I/Tg/m; = isz(QQ)x_” (3.27)

Uber eine Dispersionsrelation kann hier eine Verbindung zwischen T, und W, hergestellt
werden; man erhalt

Ti(Q%) = =20[Fia(Q%) + (=1)" Fi(Q%)). (3.28)

fiir die Momente der Strukturfunktionen
1
an(Qz) = / d:z::z;”_lFi(:I;, Qz) (3.29)
0

Es ist a; = 0 und ay = 1; fiir elektromagnetische Streuvorginge gilt dabei F' = F.

T, (v,Q*) mufl nun so entwickelt werden, dafi die Grolen T;,, fiihrende Beitrage in
1/Q? enthalten. Dazu wird T, (v, Q*) wie eine Streuamplitude nach Partialwellen zerlegt
und eine geeignete Operator-Produkt-Entwicklung angewandt. Das Ergebnis ist:

Tl Q) = =2 [dye™ S (p | O, | ) (=) =
J,a

62 62 Jas, 2
X{yul ce y;u( - gwa—yz - 8yM8yU)CI (") (3.30)
0* 0* 0* 0*
_y%‘? e y“] (gﬂlyay2 - ayuayul) . (gp,Qy ayz - ayyayﬂa)cga(yQ)}

Die Operatoren (’)if‘mw sind lokal und haben Spin J; @ unterscheidet Operatoren gleichen
Spins. Nur symmetrische Operatoren sind relevant (Symmetrisierung = {...}) und um
definierten Spin zu besitzen werden sie spurlos gemacht. Im Fall unpolarisierter Hadronen
gilt fiir die (iiber den Protonspin § gemittelten) Matrixelemente

(| ijln.ﬂ,]} — Spuren | p) = 2(p| O’ | p) (pMl N Spuren) (3.31)

mit den sogenannten reduzierten Matrixelementen (p | O/ | p), skalaren Gréfien.



3.3. OPERATOR-PRODUKT-ENTWICKLUNG UND MOMENTE 33

Fiir die Wilson-Koeffizienten gilt

C ~ (yz)_dim(c)xLogarithmen, (3.32)
mit
dim(C) = 2dim(J"!) — dim(O* )+ J (3.33)

Da der obige Limes @* und v groB (und @Q*/v* fest) dem Limes y — 0 &quivalent
ist, sind die fithrenden Operatoren die minimaler Dimension; in der QCD sind dies die
sogenannten twist-2 Quark- und Gluon-Operatoren (twist = dim(QO) — J); sie kénnen
in flavour-Singlet (S) und Multipletts von flavour-Non-Singlet (NS) Operatoren zerlegt
werden:

O(u7d§NSJ) — i I J) () B B ¢ 3.34
1 et g - 2 flel,fQﬁyMl H2otot ny fa ( . )
s\ J—1
w.d: i - & &
OEL17.C.I.75J) = (5) ¢f11f17f27#«1 Dyy - Dy, 77Z)f2 (335)
o o
O3 = T2F Doy oo Diyly Py, (3.36)

wobei hier 1,1y, mit fi = u,d, fy = u,d fiir u- und d-Quarkfelder und F,z fiir den

Gluon-Feldstéarke-Tensor stehen (Spinor-Indizes der Quarkfelder und colour-Indizes auf-
grund der starken Wechselwirkung smd weggelassen) DM, Du sind rechts- bzw. links-

seitige kovariante Ableitungen mit Du:Du — DM, 1) und 7 stellen eine Basis fiir
Operatoren im Quark-flavour Raum, dem Raum der ,Quark-Sorten®, dar (hier fiir u, d:
2x2-Einheitsmatrix und Pauli-Matrizen).

Die Fourier-Transformation von (3.30) ergibt schlielich

Tw(r, Q%) = —2i2<p | 07 | p) x
x{( Guw + C]M]u) —Jéi]a(QZ)
‘|‘%(pu - V%) (pu - V%)xl_Jéija(QZ)} (3.37)

und somit mit Hilfe von (3.28) fiir die Momente der Strukturfunktionen folgende Operator-
Produkt-Entwicklung:

Q)+ (-1)'Fa(Q7) = ZCJ“ N O™ | p)+

By (@) + (=1 Fayr(@1) = 3 CI(@)p | 0% | ) + (3.38)

a

Fir die Giiltigkeit von (3.28) mufl J > 1 sein; es muf offensichtlich J = 2,4,6, ... sein.
Die Korrekturen sind von der Ordnung 1/Q?xLogarithmen. Zusammenfassend ergibt
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sich mit den reduzierten Matrixelementen v{/) = (p | O’ | p) der Operatoren (3.34) ff,
1 o o —
5 Z;<p7 S | Og:)lun} - Spuren | P, ‘§> = 2U7(zf) (pﬂ«l <o Pun — Spuren), (339)

firn = J =2,4,6,... im unpolarisierten Fall:

2 [(de QY = Y QY o+ 00177, (3.40)

f=u,d,G

1

| de Rt = 3 d0@Y) o+ 001/ (3.41)
0 f=u,d,G

(Setze dazu 6’{“(@2) — c(f)(QQ) und éija(Qz) — QC(f)(Qz))-

1,n 2n
Fiir die polarisierten Strukturfunktionen g¢;,¢> kénnen entsprechende Rechnungen
durchgfithrt werden. Die Operatoren dort sind:

wd:NS.i \" - ; o o
OF ) = (5) Pt 7075 Doy - Dy (3.42)
wd: \" - o &
Oc(fit’l’d;i) = (5) ¢f11f17f270'75 Dy - Dy, 77Z)f2 (343)
. I &
G = "EY Dy e Dyt Fagen (3.44)

mit ﬁaﬁ = %eamgFW‘g. Die dazugehorigen reduzierten Matrixelemente sind folgenderma-
Ben definiert:

- - 1
(5,5 | O,y — Spuren | 5,5) = - 1%” (S0Pus - -Pun + - — Spuren),  (3.45)
- - 1
(p, 3| 0[5;{21]...#”} — Spuren | p,5) = n——l—ldglf) (S[Upm] P e — Spuren), (3.46)
wobei {...} Symmetrisierung und [...] Antisymmetrisierung bedeutet; s ist ein Spin-

Vierervektor. Die Momente der polarisierten Strukturfunktionen kénnen dann im tief-
inelastischen Limes fiir n = 0,2,... (¢1) bzw. n = 2,4,... (¢g2) in der Form

2 (e a0 Q) = 5 X 0@ o+ 00/Q2), (3.47)
f=u,d,G
1 1 n
2 [ de a"gu(e.Q?) = BrT 2y, (En(@) A =@ olf) + 00/Q%) (348)

geschrieben werden.

Im Folgenden spielen die reduzierten Matrixelemente (bzw. die dazugehérigen Ope-
ratoren) vy, vy, ag, ag eine Rolle (d,, werden nicht betrachtet). Daneben werden noch un-
geradzahlige reduzierte Matrixelemente auf dem Gitter untersucht, siehe (4.34) ff.



Kapitel 4

Gitter und Algorithmen

4.1 Berechnung von Proton Matrixelementen

Generell gewinnt man wichtige physikalische Informationen einer (Quanten-) Feldtheorie
aus ithren Greensfunktionen. Legt man den Proton-Operator

Bo(t;p) = Y e Feapaut (4, 3)[u (1, 7)Cysde (1, 7))
Z,abc

zugrunde! | wobei u, d Quarkfelder mit Farbindizes a,b,¢ = 1,2,3 sind, « = 1,...,4 ein
Spinorindex, § der Protonimpuls und C' = v47, der Ladungskonjugationsoperator ist, so
enhélt der exponentielle (zeitliche) Zerfall des euklidischen Proton-Propagators (B, (¢, p)
B;s(0,5)) unter der Bedingung 0 < ¢ seine Masse (sieche (1.22)).

[ {Ba(1)Bo(0))
[0 (Ba(t +1)B3(0))

Dabei kann man z.B. mit F/ﬁa = 1/2(v4+1)p, auf den nicht-relativistischen Valenzquark-
Anteil im Proton projizieren.

(7 =0) (4.1)

m, & In

Die hier gesuchten Proton-Matrixelemente (p, 3|O%(u)|p, 5) zur Berechnung der Mo-
mente der Strukturfunktionen sind in den Proton-Greensfunktionen (B, (¢, p) OF(r, u)
Bs(0,p)) enthalten (siehe (1.23)); sieht man zunichst von der Operator-Renormierung
auf der Skala p ab, so gilt mit einem weiteren Projektor I'5, ( 1/2(v4+1) = unpolarisierter
Fall, 1/2(v4 + 1)ivsy2 = polarisierter Fall) fiir das Verhaltnis

Zaﬁ Fﬁa<Ba(tvﬁ)O(i)Bﬁ(Ovﬁ)>
Zaﬁ Fﬁa<Ba(t7ﬁ)Bﬁ(Ovﬁ)>
die allgemeine Darstellung (sie entspricht z.B. (3.39) oder (3.45)):

R(t,7,p,0) (4.2)

! Die Ergebnisse fiir das Neutron ergeben sich aus denen des Protons durch die Ersetzungen: u — d,
d— u.

35
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1 Es
R(t, T, ﬁ, O) = %ﬁF(F, j), fur 0 << T << t, (43)
7 P
mit
1 =
FI,J) = ZTT[FNJN], N =~y —ip/Ez + m,/ Ep. (4.4)

Dabei enthélt J die Lorentz-Struktur von O sowie die (hier noch unrenormierten) redu-
zierten Matrixelemente und ist definiert durch

(7, 5101p,5) = u(p,8)Tu(p,s). (4.5)
Fiir obige Beziehungen wird die Normierung

(0.315.5) = (20)2L58(5 — 7 )s¢ (4.6)
mit Spin s> = —m?2, Proton-Energie Ey und Proton-Masse m,, verwendet. 1/(2x), sie-
he dazu (2.20), ist ein Normierungsfaktor. Die zusammengesetzten Baryon-Felder B, B
enthalten neben dem Grundzustand Proton auch angeregte Zustande, d.h. schwerere
Teilchen mit denselben Quantenzahlen, deren Beitrag aber bei obiger Grenzwertbildung
0 < 7 < t unterdriickt wird; unter Beachtung dieser Bedingung ist das Verhaltnis
R(t,7,p,O) dann von 7 und ¢ unabhéngig (siehe Einleitung c.).

Konkret findet man z.B. fiir die Gitter-Operatoren (4.35), (4.38)
— <~ <~
O, = 0%(n Da+y D1 ). (4.7)
OUQ,b = ¢(’Y4 D4 —357 D1 —3572 D2 =573 Ds )@/J, (4.8)

die hier zur Berechnung des 2. Momentes der Strukturfunktionen Fy, Fy des Protons
verwendet werden

1

R'U2,a = Zﬁplvl(h (49)
1

Ry, = 5 b2 (4.10)

wenn dabei der Gitter-Impuls des Protons zu p'= (p1,0,0) fiir vg, und p'= (0,0,0) fiir
vep gewahlt wird; die Proton-Masse m, auf dem Gitter ergibt sich aus (4.1). Alle GroBen
werden auf dem Gitter unter der Annahme verschwindender u-,d-Quarkmassen, d.h. bei
verschiedenen (nackten) Quarkmassen berechnet und dann zum chiralen Limes (2.20)
extrapoliert.

Im folgenden sollen Baryon 2pt-Greensfunktionen (Propagatoren) und unrenormier-
te 3pt-Greensfunktionen (d.h. ohne Operator-Renormierung) explizit fiir das Proton
berechnet werden; d.h. hier in Ausdriicke mit Quark-Propagatoren verwandelt werden.
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Man kann die so dargestellten Proton-Greensfunktionen in diskretisierter Form auf ei-
nem Raum-Zeit-Gitter definieren und nicht-stérungstheoretisch mit Hilfe von Monte-
Carlo-Simulationen berechnen. Fiir einen sinnvollen Kontinuums-Grenzwert der Proton-
Greensfunktionen ist dann zusitzlich eine Renormierung der Proton-Wellenfunktion und
im Falle der 3pt-Greensfunktionen auflerdem eine Operator-Renormierung (Kapitel 6)
auf dem Gitter notwendig.?

Durch Feynman-Graphen werden die Proton 2pt-Greensfunktionen (Propagatoren) und
unrenormierten Proton 3pt-Greensfunktionen folgendermaflen dargestellt:

T

T
t 0 t 0 t 0
Abbildung 4.1: Feynman-Graphen fiir eine Proton Zwei-Punkt Funktion (Propagator) und Proton
Drei-Punkt Funktionen (,,verbunden“ und ,unverbunden“ ~ Seequark-Beitrag).

7Zu berechnen ist:

CONR) = (Balt.7)Bs(0. 7)) (4.11)
CO 5 d) = (Bult. PO PBs(0, 5+ D) (4.12)
mit O gleich OW) (1) = u-,d- Quarkfelder)
ONr, g = Y L)L) (v, wi 7, B)ih(w), (4.13)
atas

wobei 0" aus lokalen Operatoren und Ableitungsoperatoren gebildet wird. Das Proton
af g g
(Antiproton) wird dargestellt durch

Baltif) = X e Peuut(t, Dlul(t, B)Csd (1, 7] (4.14)
Z,abc
B,(t;p) = Z e"’iﬁfcabc[ci“(t,5)075126@,f)]ﬂ;(t,f) (4.15)
Z,abc
mit Quarkfeldern u, d, Farbindizes a,b,¢ = 1,2,3, einem Spinorindex a = 1,...,4 und

dem Ladungskonjugationsoperator C' = v47,. p ist der Proton Impuls; ¢ ist der Impuls,
der in den Operator hineinfliefit.

?Wenn Quotienten von projizierten Proton-Greensfunktionen wie im Falle der Hadronmassen
und hadronischen Matrixelemente berechnet werden, ist die Renormierungskonstante der Proton-
Wellenfunktion nur eine sich wegkiirzende Rechengrofle.
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4.1.1 Der Proton-Propagator

Im folgenden soll die Greensfunktion Cfﬁ)(t;ﬁ), (4.11), in Quark-Propagatoren zerlegt
dargestellt werden, um so eine numerische Berechnung zu erméglichen. (. ..) symbolisiert
in (4.11) die Quark- und Gluon-Funktional-Integrale. Setzt man hier die zusammenge-
setzten Baryon-Felder B, (t; p), Ba(to; p) fiir das Proton ein und normiert mit Hilfe eines
Raum-Volumen-Faktors 1/V, erhélt man:

1 [
Cézﬁ)(tv th ﬁ) = V Z e—zpace—l—zp CabcCald'c!

(us(t, )’ (8, F) Cysd”(t, 7)] - [d° (to, ) Cysu” (to, P]us (to, §))
(4.16)

Translationsinvarianz erlaubt die Ersetzung —x + y — —x und y — 0, wobei ein Raum-
Volumen-Faktor V' entsteht:

Cézﬁ)(t ﬁ) = Z e_iﬁfeabcéa’b’c’

(i (8, D) (4, 7)Cs (1, 1)) [0 (0)Cs” (O] (0)) - (4.17)
Die Auswertung der u- und d-Quark-Funktional-Integrale, wobei
Gy ey = (L)) (4.18)

mit ¢ = u,d und f = u,d ist, fithrt auf folgende Gleichungskette ({...)y sind Gluon-
Funktional-Integrale; (...),, (...)q sind Quark-Funktional-Integrale):

Cozﬁ t p Ze Z’_‘feabcéa’b’c’(075)W5(075)w’5’

«%W@@me@@m@ (4, &)ug(0)a5 (0)),,
S e P e ppeaniar (O35 (Cys ) s

d)ca’ — u)bb’ - u)ac - u)ab’ - u)be! -
(G (8, 70) - [GA (4, 2 0)GL (1, 70) = L™ (¢, 7 0) G5 (1,3 0)])
(4.19)

Mit der Bezeichnung Gfﬂc“' = (075)W5Ggi),ca/(0’y5)¢5/ und der Umbenennung von Farb-
Summationsindizes gelangt man zu:

Cézﬁ)(t ﬁ) = Z e_iﬁfeabcéa’b’c’
~(d)ec! - u)bb’ — u)aa - u)aa’ - u)bb’ —
(GED (0, 7 0) - [ G (1, 7,0) 6L (1, 7,0) = GL (1, 7,0) G5 (1, 7,00 )
(4.20)

Die Gluon-Funktional-Integrale (...)yy konnen analytisch nicht weiter ausgewertet werden
und miissen numerisch mit Hilfe von Monte-Carlo-Simulationen berechnet werden.
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4.1.2 Proton 3-pt Greensfunktionen mit Operator

Ganz analog zum Proton-Propagator berechnet man die Proton 3-pt Greensfunktionen
Cé?)ﬁ)(t,T;ﬁ,@, (4.12). (...) symbolisiert in (4.12) die Quark- und Gluon-Funktional-
Integrale. Finsetzen der Baryon-Felder B,(t;p), B,(to;p) fiir das Proton, Normierung
mit Hilfe eines Raum-Volumen-Faktors 1/V und Ausnutzen der Translationsinvarianz in
Raum und Zeit fithrt fiir die Operatoren O™ und O@ (siehe (4.13)) zu den Anteilen:

Cé?)ﬁ)(t, 75 ﬁ, (7) == Z e_i*fe_i‘jwcabcca/b/c/ (075)W5(075)7'5'

d2(0)uf, (0)us5 (0)) (4.21)
und

Cé?)ﬁ)(tv T3 ﬁv (7) = Z e_i_‘fe_iq‘_‘éabcﬁa’b’c’ (075)W5(075)W'5'
Z,7,v,w

<
Qo Q
S
81
S’
<
o
S
\’N
81
S’
QL
Oy O
S
\’N
&1
S—’

(
(0)a (0)as (0)) (4.22)

Die etwas umfangreiche Auswertung der u- und d-Quark-Funktional-Integrale fithrt zu
einem verbundenen und einem unverbundenen Anteil (siehe Feynman-Diagramme) je-
weils fiir die u- und d-Quark-Operatoren. Der verbundene Teil fiir die Operatoren O

und O ist:

3 — —inE —idd
Céﬁ)(t77—;p7(7) = _Z e e CabcCaldb’c!

RIRIRYY
([Cys G (1, & 0)Cys ]y -
1G4, 7 0) O (0, w05 7, ) GO (03 0)]0sr G (1,7;.0) —
— (GO, 5 0) O (0, w3 7, GOV (w;0)] 0 GL™ (1, 70) —
—[Ge (1, 7 0) O (0,05 7, PG (w0;0)],5 G (1, 750) +

GO, 25 0) O (0, 0; 7, ) GO (w0;0)],,GU9 (2, 7, 0) 1y

(4.23)

((...)u sind Gluon-Funktional-Integrale)
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und

CRLmRd = 3 e T
Cys GO (L, 7;,0)0 D (v, w; 7, ) GO (w; 0)Cys)sr -
u)bb’ - w)ac - u)ab’ o u)be! -
G (8, 0) G (4,7 0) = GE™ (4, F 0) G (1,7 0)T)
(4.24)

Der unverbundene Anteil der 3-pt Greensfunktionen Cfﬁ)(t, 73 7, ) sieht fiir O und O
folgendermaflen aus (T'rp ist eine Spur iiber Dirac-Indizes):

3 — —inr —idd
Céﬁ)(t,r;p,cf) = — Z e e T Y e o Carpre

(G (1,

0)Cvs)ysr - TTD[G( )fe(w; v)(’)(“)ef(v,w; 7, 9)] -
w)bb’ wu)ac - w)ab’
G (1 7 0)GL (1, 70) — L

JE )G (1, 30)]),,
(4.25)

und

Cfﬁ)(t,r;ﬁ,@ = — Z e PETIT e 1 it

Z,9,v,w
([C9 G (1,0}l - TrolG (s 0) O (0,37, 7]
u)bb’ — u)ac - u)ab’ - u)be! -
(G (4, F0)GE (1.7 0) = GUE (0, # 0) G5 (1, # 0],
(4.26)

Im folgenden wird der verbundene Anteil (der unverbundene Anteil tragt nur zu
Singlet Operatoren bei) weiter betrachtet und soll hier fiir die numerische Auswertung
etwas anders dargestellt werden. (4.23) laBt sich mit ég%ca (C’ﬁ)ng (d)ca’ (Cvs)qrsr in
folgende Form bringen:

Ot ripg) = — Y i
7w
(S0 0079 - (O (w007 GO (03 0)) ],
(4.27)
mit
S (0wt B) = =3 e P e - [[GO (1,75 0) GO (1 7 0)] 1500 +

HTrp GO (1, 5 0)GUM (1, 750)]8500, + GO (1,5 0)GE0 (1,7:0) +
(GO (1,25 0) G (1,71 0)]n b506] - GLY“ (1, 7 0) (4.28)
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Fir (4.24) findet man:

CRmpg = =3 e
Y, v, w
(U000, ) - [OD! (v, 1057, GO (15 0)] ],
(4.29)
mit

Z(ozdﬁ)?/\/’ep’(o; v, t? ﬁ) = - Z e_iﬁfeabcéa’b’c’ . {Gf\%xb/(t, J_/'), O)G(auﬁ)ad(t, J_/'), 0) —

4.2 Zusammengesetzte Operatoren

Zur Berechnung der Momente Hadronischer Strukturfunktionen mit Hilfe Gitter-physika-
lischer Methoden bendtigt man Matrixelemente folgender zusammengesetzter Operatoren

(siehe (4.13)):

I <~ <~

Ouyootn = ¢(7u1 Dy - Dﬂn)¢ (4-31)
— <~ —

O = P(vus Dus oo D)ty 0 =uydys, ... (4.32)

Im physikalischen Kontinuum (Minkowski Raum-Zeit) werden diese nach ihrem Verhalten
unter Lorentz Transformationen und Ladungskonjugation klassifiziert. Bildet man Twist
2 Operatoren aus (4.31) und (4.32) durch Symmetrisierung der Lorentz-Indizes und
Abziehen von Spuren, sind diese aufgrund ihres Transformationsverhaltens besonders
einfach renormierbar und zwar multiplikativ renormierbar (im flavor-Non-Singlet Fall);
sie mischen nicht.

Wechselt man zur Euklidischen Raum-Zeit bleiben die Operatoren multiplikativ re-
normierbar; statt der Lorentz-Gruppe gibt es hier die Orthogonale Gruppe O(4). Eine
groflere Verdanderung bedeutet die Diskretisierung der Raum-Zeit, wobei im Falle von
Wilson-Fermionen die kovarianten Ableitungen des Kontinuums einfach durch Gitter-
Analoga ersetzt werden (siehe (2.14)):

Dy=Dy = Dy Dutol) = 1/2- [Up(@)i(a + ) = Ul — p)ib(a — )]

B(x) Dy = 12+ [z + @)US(x) = Bz — @)Uz — )] (4.33)

Die Hyperkubische Gruppe H(4) auf einem solchen Gitter, eine Untergruppe von O(4),
ist weniger einschrankend als O(4) und die Moglichkeit der Mischung der Operatoren bei
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Renormierung wiachst. LaBt man sich von der H(4) Klassifizierung in [14] leiten, erscheint
folgende Operatorwahl auf dem Gitter giinstig:

Ou = U7 m@/}, (4.34)
Oun. = ¥3 (’71 D4 +74 Dy )%/)7 (4.35)
Oy = W3 (’71 D4 +74 Dy )’75%/), (4.36)

On = ¥3 (’72 D4 +74 D )’75%/), (4.37)

A 1 1 1.,
Ovz,b = ?Z)( —3M1 Dl —372 D2 —373 Ds )@/J, (4.38)
O, = ?Z)( Y4 D4 - ’71 D1 —3572 D2 —373 D3 )’75@/), (4.39)
. — 1 &
O,, = ¢(7{1 D1D4} 27{2 D2Dyy =573 DsDay )l/J, (4.40)
— & 1 &
O,, = Yy D1D4} —5’7{2 D2Dyy —3733 D3Dyy )75@/), (4.41)
&
O., = Yy D1Day 50, (4.42)
@

< =

( &

& & & =
v DiDaDay +g D2DsDsy =11 DiDaDay —vgz DaDaDay ).
(4.43)

Zur Darstellung der Dirac-Matrizen siehe Anhang A.. Die Operatoren werden mit den
Bezeichnungen der dazugehérigen reduzierten Matrixelemente indiziert; {...} bedeutet
Symmetrisierung. ® Zusétzlich werden lokale Operatoren (skalare und pseudoskalare Dich-
te, Vektorstrom- und Axialvektorstrom-Operator) in dieser Arbeit betrachtet:

=lp, Op=v¢ys, Ov =¢yap, O =y,750 (4.44)

Auflerdem spielt der erhaltene Vektorstrom eine Rolle:

Juw) = (@ + @)y + DU @) () + (@) (3, = DU ()0 (e + 1))
(4.45)

mit der Eichfeldmatrix U,(x) € SU(3).

Eine Mischung mit Operatoren gleicher oder sogar niedrigerer Dimension kann auf-
grund der Raum-Zeit-Symmetrie Eigenschaften beziiglich der Gruppe H(4) fiir die ge-
nannten Operatoren aufler fir O,,, O,, und O,, ausgeschlossen werden: Im Fall des
Operators O,, existieren zwei weitere Operatoren mit gleicher Dimension und gleichem
Transformationsverhalten, siehe [6, 14, 15]. Die Operatoren O,, und O,, kénnen sogar
mit Operatoren einer Dimension niedriger und anderen Chiralen Eigenschaften mischen,

und zwar mit ¥ (0,,7s [H)M [H)Mn);/), wobei n = 2 fiir O,, und n =1 fir O,, ist.

3Die Indizes wurden so gewihlt, weil bei der Berechnung der Nukleon-Matrixelemente der Impuls in
1-Richtung und der Spinvektor in 2-Richtung gelegt wurde, so dafl andere Indexkombinationen fiir die
Matrixelemente meistens zum Ergebnis Null fithren wiirden.
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Generell wird in dieser Arbeit aber das Mischungsproblem bei der Renormierung der
Operatoren aufler acht gelassen, d.h. auch die Operatoren O,,, O,, und O,, werden

multiplikativ renormiert.

4.3

Proton Greensfunktionen auf dem Gitter

Kernstiick des Projektes ,,Berechnung von Proton Matrixelementen® ist die Berechnung
des Proton-Propagators (4.20)

Cézﬁ)(t ﬁ) = Z e_iﬁfeabcéa’b’c’

!

=(d)ec! - w)bb’ - w)aa - w)aa - w)bb’ -
(GE2 (4, 70) - |G (1,7 0)GL™ (1,7,0) = G (1,7 0) 6™ (1, 7,0)])

und der Greensfunktionen (4.27) und (4.29)

CRLTig = =3
IRIRT
(20000050, 7) - [0 (0,7, PG (105001
0(3)(t T'ﬁ (7) — _ Z e—’ifj‘g
af A\ T
IRIRT

<Zglﬁ)?;p’(0; vit, p) - [O(d)ef(vv w;T, @G(d)fa/(WQ 0)]p’k’]>U

mit u- und d-Quark-Propagatoren (i, zusammengesetzten u- und d-Propagatoren 3,
(4.28) und (4.30), und den w- und d-Operatoren O, (4.34) - (4.45). Folgende Auf-

gaben sind dabei numerisch mit Hilfe eines Grofi-Parallelrechners zu erledigen, [16]:

Berechnen von Eichfeld-Konfigurationen {U,(z)}, {Uu(z)}2, ..., {Uu(2)}n
tiber Monte-Carlo Simulationen, wobei U,(x) € SU(3) (¢ = 1,2,3,4, = Gitter-
punkt im Raum-Zeit-Wiirfel) die im Kontinuum gebrauchlichen Gluonfelder A, (x)
ersetzen.

Ausrechnen von ¥ und G {iber Gitter-Dirac-Gleichungen mit geeigneten Quell-
termen fiir jede einzelne der N Konfiguration {U,(x)},.

Berechnen der obigen Proton-Propagatoren und Proton-Greensfunktionen fiir jede
einzelne Konfiguration {U,(x)},.

Auswertung (auf einer Workstation), d.h. rechne fiir eine Gréfie X, z.B. den Proton-
Propagator oder die Proton-Greensfunktionen, aus: (X)y = 1/N YN X({U,(2)};)
und fithre eine Fehlerabschédtzung durch; hier wurde das Jackknife-Verfahren ange-

wendet (siehe Anhang A.).
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Berechnen von Eichfeld-Konfigurationen

Nach der (analytischen) Ausintegration der Quark-Funktional-Integrale bleibt die Be-
rechnung der Gluon-Funktional-Integrale. Dies kann nur numerisch geschehen; die Sté-
rungstheorie kann nicht angewendet werden, da die (starke) Kopplungskostante im all-
gemeinen nicht als klein angenommen werden kann und somit kein geeigneter Entwick-
lungsparameter ist. In der sogenannten ,quenched Naherung“ wird der Quark-Gluon-

Wechselwirkungsanteil der QCD

/d4 (yu D, + m)e (4.46)

D, =0, =gl A5, [T, Th) = i fa T

bei der Integration der Gluon-Funktional-Integrale als konstant angenommen und braucht
hier nicht beriicksichtigt zu werden. Es bleibt der numerisch wesentlich einfacher auszu-
wertende rein gluonische Wirkungsanteil

= [dt ZFi”Fi” (4.47)
o= 0,40 — 0,A% + gfacALAS

(Die tibrigen gluonischen Wirkungsanteile zur Eichfixierung miissen nur bei eichvarianten
Quark-Greensfunktionen beriicksichtigt werden; siehe den folgenden Abschnitt ., Quark-
Greensfunktionen auf dem Gitter.)

Auf dem Gitter (dort: A,(x) — U,(x)) ist dann fiir eine Gréfle X, z.B. den Proton-

Propagator oder die Proton-Greensfunktionen, zu berechnen:

Vo = Z/D JeSoV) (4.48)

7 = / D[U]e 5oV (4.49)

Mit Hilfe von Monte-Carlo Methoden erfolgt die Berechnung als Mittelwert iiber ein En-
semble von Eichfeld-Konfigurationen {U,(x)};, welche gerade eine Wahrscheinlichkeits-
verteilung P(U) = 1/Ze~%U) haben:

_ 1 X
= 3 S X)), (1.50)

Fiir grofie N (N — o0) besteht schliefilich der Zusammenhang
(X)u =X +O(1/VN). (4.51)
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Mathematisch erzeugt man ein solches Ensemble tiber einen stochastischen Prozef,
einen sogenannten Markov-Prozef} [17]. Fiir die SU(3) Eichtheorie der QCD wird dieser
durch Metropolis-Algorithmen und Uberrelaxations-Algorithmen realisiert. Die entschei-
dende Grofle ist hier die gluonische Wirkung auf dem Gitter:

S,(U0) =AY (1 %ReTr(Uu)). (4.52)

Dabei ist # = 6/g2 mit der nackten Kopplungskonstanten gy und es wird iiber alle
Plaketten O mit

Ua = Ugla;pv)
= V) + DU (& + YU (2) (4.53)
aufsummiert, wo auf einer Kante [ das Eichfeld U(l) sitzt. Fiir die beiden Monte-Carlo

Algorithmen kann (4.52) geschickter geschrieben werden, indem U(l) aus der Summe
Yo herausgezogen wird:

S,(U(1)) = const. — §R6Tr(U(l) > Un). (4.54)

Man startet nun mit einer beliebigen Ausgangseichfeld-Konfiguration {U,(x)}o und
lauft n-mal durch das gesamte Raum-Zeit-Gitter (genauer: iiber alle Kanten [ im Gitter).
Bei jedem U(l) (= Uui(l)) machen der Metropolis-Algorithmus und der Uberrelaxations-
Algorithmus, in bestimmter Weise mehrfach und kombiniert angewendet, Vorschlage
Uneu(l), die einerseits zuféllige Anteile als auch das alte Eichfeld U, (1) enthalten:

— Metropolis:
Uneu(l) — U/ : Ualt(l) (455)

mit U = { zufillig in wahlbarem ,, Abstand“ um 13,5 gelegene SU(3)-Matrix mit
gleicher Wahrscheinlichkeit fiir U" und U'~'}.

— Uberrelaxation nach Creutz [18]:

Uneu () =U"- U () - U (4.56)

a

mit U’ = { in eine SU(3)-Matrix umgewandelte Matrix (3 Un)~'}.*

Angenommen bzw. verworfen wird der Vorschlag, falls das Verhéltnis e~ %(Uneu) /=59 (Uate)
grofer bzw. kleiner als eine Zufallszahl zwischen 0 und 1 ist. Nach einer gewissen Ther-
malisierungsphase tritt ein Gleichgwichtszustand ein und die Eichfeld-Konfigurationen
haben die richtige Wahrscheinlichkeitsverteilung P(U) = 1/Z¢=5("), Ab dann kénnen
beispielsweise nach jedem fiinfzigsten Gitterdurchlauf (voneinander unabhingig ange-
nommene) Konfigurationen {U,(z)}1, {U.(2)}2, ... fiir die weitere Rechnung gespeichert
werden.

*Nimm dazu die erste und zweite Zeile der Matrix und konstruiere daraus iiber das Vektorprodukt
als dritte Zeile eine SU(3)-Matrix.
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Dirac-Gleichungen auf dem Gitter

Zur Berechnung des Proton-Propagators (4.20)

Cézﬁ)(t ﬁ) = Z e_iﬁfeabcéa’b’c’

-
xr

= (d)ee! — u)bb’ - u)aa - u)aa’ - u)bb’ -
(G (1,2 0) - [GS (1,3, 006U (1,0) = GLY™ (1, 700G (1,7 0)])

und der Greensfunktionen (4.27) und (4.29)

Cfﬁ)(tﬂ—;ﬁv@ = - Z € i
7,
(s (003, 5) - [0V (0,037, PG (w05 0)) 5],
0(3)(t T'ﬁ (7) —_ Z e—’ifj‘g
af A\ T
Fw

<Zglﬁ)?;p’(0; vit, p) - [O(d)ef(vv w;T, @G(d)fa/(WQ 0)]p’k’]>U

benétigt man die Quark-Propagatoren (gleich wegen m,, &~ my)
G (2:0) = G (#;0)

und die verallgemeinerten Quark-Propagatoren (4.28) und (4.30)

2(0325' ,(O,U,t,p) - Zsaﬁ 387y ﬁ) G ( > 7U) (457)
Z(d)a’e (0 vt —’) — Z S —») . G(d)ce(t 7 U) (4 58)
afB;Mp'\Ys Vs Yy ozﬁ /\/ / P ~p! , 5 .
Dabei ist
Sian (1, ﬁ) TP e eeanre - [[GUO (1,7 0) GO (1, 70)]550.- +

+Tm[ Ut 7 0)GOM (1, 7 0)] 50 + GUI (1,5 0) G (1,70) +
G >bb’< 0>G< " (4, 7 0)]andsrg] (4.59)



4.3. PROTON GREENSFUNKTIONEN AUF DEM GITTER 47

und
d)a'e (= 4. —if# ~(u)bb
Sé‘ﬁ)V\/PI(t’ €5 0’ p) = —¢ €abcCalblc! * |:GE\/’)V/ (t x.

—(C9)ap GO0 (8, 750) N (1, 7:0)(Cys)ors|  (4.60)

Fiir die Quark-Propagatoren G gilt die Dirac-Gleichung auf dem Gitter:

ZMGCJ:ZG (2:0) = §"S0pds0 (4.61)

mit der Fermion-Matrix (Wilson-Fermionen) oder dem Dirac-Operator M, wobei x mit

der nackten Quarkmasse zusammenhéngt (mo ~ ) und man iiblicherweise r = 1 wihlt:

ME(2i2) = 0000 +
4

53 (= PasUs (2)8ise — (4 1)apUS (2 = 1), e

pn=1

(4.62)

Zur Berechnung der verallgemeinerten Quark-Propagatoren Y nutzt man ebenfalls die
Gitter-Dirac-Gleichung aus. Es gilt fiir v = u,d (ohne explizite Angabe der Farb- und
Spin-Indizes), wenn man

SO 005t 5) = 3 S, F0;5) - G, T v)

von rechts mit M)(z; 2') multipliziert und iiber z summiert:
S0t M () = 30D SWE 5 0:p) - GOt o) MUY (2 2)
= S(¢)(tvf707ﬁ)526,t

(In der zweiten Zeile wurde auf der rechten Seite die Dirac-Gleichung ausgenutzt.) Bildet
man auf beiden Gleichungsseiten das Hermitesch Konjugierte und benutzt M+¥)(z; 2') =
s M) (25 2)7s, so gelangt man schlieBlich zu einer Dirac-Gleichung mit besonderer Quel-
le:

ZM (=522 (003 1,5) = ST 750;5)8, (4.63)

Aus der Lésung fiir 552 (0; v; ¢, ) wird dann >¥)(0;v;¢, p) rekonstruiert.

Sowohl (4.61) als auch (4.63) sind inhomogene lineare Gleichungssysteme und wer-
den iterativ numerisch, z.B. iiber das Minimal-Residuum Verfahren, gelost [17].
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4.4 Quark Greensfunktionen auf dem Gitter

Zur Operator-Renormierung in den Proton Greensfunktionen (4.12) werden, wenn man
die Kontinuums-QCD nachahmt, Quark 2-pt Greensfunktionen (Propagatoren) und Quark
3-pt Greensfunktionen auf dem Gitter benétigt. Durch Feynman-Graphen werden die
Greensfunktionen folgendermaflen dargestellt:

qOq

p p p p p p

Abbildung 4.2: Feynman-Graphen fiir eine Quark Zwei-Punkt Funktion (Propagator) und Quark
Drei-Punkt Funktionen (,,verbunden“ und ,unverbunden“ ~ Seequark-Beitrag).

Zu berechnen sind hier die Greensfunktionen im Fourier-Raum (normiert mit einem

Raum-Zeit-Volumen-Faktor 1/ VT) :

Sib(p) = Ze P g (@) gh(y)) (4.64)
i) = Z e PG () O(2) g5 () (4.65)

mit
O(z) = Z aﬁ v, w; Z)qﬁ( w), (4.66)

wobei (’)aﬁ(v w; z) aus lokalen Operatoren und Ableitungsoperatoren gebildet wird, siehe

(4.34) - (4.45); der Vierer-Impuls, der in den Operator hineinfliet sei als null angenom-
men. Wegen der annédhernden Massengleichheit der u- und d-Quarks, m, &~ my, braucht
zwischen ihnen hier nicht unterschieden zu werden, so daf§ die Quark-Felder einfach mit
q bezeichnet werden.

Nach Ausintegration des Quark-Funktional-Integrals ergibt sich hier verhédltnismafig
einfach mit Gaﬁ(:p y) = <q;(:1;)cjg(y)>q fiir den Quark Propagator:
SH0) = ppZ e @ (1.67)
und fiir den verbundenen Teil der 3-pt Qt;ark Greensfunktion
) = o 3 TG () O s ) Gl (wie (468)

Der nur fiir Singlet Operatoren interessierende unverbundene Anteil ist:
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1

(g)ed -
Cozﬁ (p) VT

> TG (ary) - Trp[GP (w;0) O™ (v, w: 2)] ) (4.69)
T,Y, 2,0, W
(Trp ist die Dirac-Spur.)

Folgende Aufgaben sind dabei &hnlich wie bei Proton Greensfunktionen numerisch
mit Hilfe eines Grof-Parallelrechners zu erledigen:

— Berechnen von Eichfeld-Konfigurationen {U,(z)}y, {U.(2)}s,...,{U.(2)}n
tiber Monte-Carlo Simulationen, wobei U,(x) € SU(3) (¢ = 1,2,3,4, = Gitter-
punkt im Raum-Zeit-Wiirfel) die im Kontinuum gebrauchlichen Gluonfelder A, (x)
ersetzen. Es gilt: U,(z) = €904(®) mit dem Gitterpunktabstand hier @ = 1 und der
nackten Kopplungskonstanten go.

— Numerische Eichfixierung der Eichfeld-Konfigurationen {U,(x)}; auf dem Gitter
(hier: Landau-Eichung). Wie im Kontinuum ist das notwendig, wenn nicht eichin-
variante Groflen wie Quark Greensfunktionen berechnet werden.

— Ausrechnen von G iiber Gitter-Dirac-Gleichungen fiir jede einzelne der N eich-
fixierten Konfiguration {U,(x)};.

— Berechnen der obigen Quark 3-pt Greensfunktionen fiir jede einzelne eichfixierte

Konfiguration {U,(x)};.

— Auswertung (auf einer Workstation), d.h. rechne fiir eine Groie X, z.B. den Quark
Propagator oder die Quark 3-pt Greensfunktionen, Mittelwerte {iber die eichfixier-
ten Eichfeld-Konfigurationen aus: (X)y = 1/N XN X({U,(x)};) und fithre eine
Fehlerabschétzung durch; hier wurde das Jackknife-Verfahren angewendet (siehe

Anhang A.).

Eichfixierung auf dem Gitter

Numerisch ist die Fixierung einer Eichung wie die Landau-Eichung

ﬁ:V“AM(:p) =0 (4.70)

relativ einfach, wenn auch aufwendig zu realisieren. Der Standardweg auf dem Gitter ist
die Minimierung des Funktionals

Ly = Y ReTr(Uu(z)), (4.71)

wobei immer wieder durch das Gitter laufend Eichtransformationen g(z) mit Uf(x) =
g(x)Uu(x) und Ul(x — 1) = Uy(x — f1)g*(x) (it = Einheitsvektor in die p-te Richtung)
berechnet werden, die Ly lokal bei @ minimieren. Sukzessive wird so Ly (im Idealfall
global) minimiert und aquivalent dazu die Landau-Bedingung auf dem Gitter erfiillt.
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Eine Kontrollgrofie ist neben Ly selbst (es sollte fallend gegen einen festen Wert
konvergieren )

1 1 )
0= ﬁ;e)(x) = W;TT[(VMAM(Q?)) I (4.72)

mit dem Raum-Zeit-Volumen VT'. O geht offensichtlich gegen 0. Auf dem Gitter gilt:

Z_: ViAu(z) = Z_:[Au(x) — Az — )] (4.73)
Auz) ~ “(x)mfgf“ @) o] (4.74)

mit dem Gitterpunktabstand hier ¢ = 1 und spurlos gemachtem A, (z).

Ein verhéltnisméafig einfach zu implementierender Algorithmus zur lokalen Minimie-
rung von L ist der folgende:

g(x) € SU(3) wird tiber SU(2) Untergruppen von SU(3) dargestellt, z.B.:
gu(z) —gir(z) 0
g(z) = ga(z)  gii(z) 0 (4.75)
0 01
mit det g(x) = 1. Man berechnet hiermit die Differenz zwischen eichtransformiertem
und nicht eichtransformiertem Funktional ALy = L, — Ly und minimiert dies mit Hilfe

eines Lagrangeschen Multiplikators A unter der Nebenbedingung det g(x) = 1. Das unter
Variation von g und A zu minimierende Funktional

flg) = ALy + Adetg — 1] (4.76)

fithrt so auf das ¢ festlegende Gleichungssystem:

of of _, 9 _, Of

— 07 - 07 - 2
a911 agﬁ a912 agfz

=0, detg=1. (4.77)

Die betreffenden Eichfelder werden mit diesem g eichtransformiert: Uf(z) = g(x)U,(z)
und Ud(x — 1) = U,(z — f1)g* () fir alle vier Richtungen z. Dieser Vorgang am Gitter-
punkt @ wird n-mal wiederholt, wobei andere Darstellungen (iiber die SU(2) Untergrup-
pen) von SU(3) verwendet werden.
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Wesentlich beschleunigt wird dieser Algorithmus durch folgenden Uberrelaxations-
Mechanismus [19]:

Das Ergebnis des obigen Algorithmus ist eine Gesamt-Eichtransformation §(z) = ¢\ (z)-
g V(x)...gM(x). Statt dieser nimmt man nach [20] :

[wli

i;]z(ﬁ(w)—l)i mit [w]; = &V

M(w+1-—1)

g(“’)(:p) = Z (4.78)

=1

N =4 und w = 1.7 scheinen geeignet. Bevor man also zum néachsten Gitterpunkt geht,
fithrt man bei x insgesamt die folgende Eichtransformation fiir alle vier Richtungen pu

durch:

U3(2) = ¢ @)Uu(x),  Ulx = 1) = Uyle — 0)g“* (2). (1.79)

Ein theoretisches Problem, das sogenannte Gribov-Kopie-Problem auf dem Gitter,
ist, dafl die Eichfixierung vom angewendeten Algorithmus abhéngt und kein eindeuti-
ges Frgebnis liefert. Das Ergebnis ist im allgemeinen nur eines der vielen Nebenminima
vom globalen Minimum. Daraus ergibt sich eine im Prinzip unbekannte Wahrscheinlich-
keitsverteilung der eichfixierten Eichfelder unter den Gluon-Funktional-Integralen (4.67)
und (4.68). Man nimmt allerdings an, dafl insbesondere bei kleinen Eichfeldern, im so-
genannten storungstheoretischen Bereich, diese Problematik praktisch keine so ernsten
Auswirkungen hat.

Eine Analyse der Verteilung der eichfixierten Eichfelder wire wiinschenswert, ist
aber numerisch teuer. Man hétte von jeder thermalisierten Fichfeld-Konfiguration durch
zuféllige Fichtransformationen viele Kopien herzustellen und fiir jede einzelne eine Eich-
fixierung vorzunehmen.

In der vorliegenden Arbeit wurde dies nicht durchgefiihrt, stattdessen wurde eine
Gleichverteilung aller Gribov-Kopien angenommen. Besonders aufféllige eichfixierte Feld-
Konfigurationen konnten allerdings auch nicht beobachtet werden, d.h. die Quark Pro-
pagatoren und Greensfunktionen waren numerisch unabhéangig von irgendeiner Auswahl
von Fichfeld-Konfigurationen. Dafl Fluktuationen durch Gribov-Kopien gering sind, wird
in [21] bestatigt.

Eichfixierungen wurden fiir die Gitter 16°x32 ( = 6.0) und 24°x48 (8 = 6.2) vor-
genommen. 2000 — 3000-mal muf} der iiberrelaxierte Algorithmus im allgemeinen durch
das Gitter laufen (abgesehen von seltenen, schwer zu fixierenden Feld-Konfigurationen),
um fiir die Kontrollgréfle ein ©® < 107!* (Maschinengenauigkeit) zu erreichen. Auf dem
16°x32 Gitter geniigte bei Verwendung des APE-Parallelrechners QH2 fiir eine Eichfixie-
rung eine Zeit von etwa 30 Minuten, auf dem grofilen Gitter von ca. 70 Minuten.
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Dirac-Gleichungen auf dem Gitter
Der allgemein iibliche Standardweg zur Berechnung der Quark Propagatoren (4.67)

c 1 —ip(z—
Sozdﬁ(p) = VT e Plo=y) <Gaﬁ(x y)>
x7y

und der 3-pt Quark Greensfunktion (4.68)

¢ 1 —ip(z— ca
COp) = m X eENGE (5 0) Otk 0, w5 )G s )

x7y7z7v7w

nutzt Translationsinvarianz in Raum und Zeit aus. Frsetze y — 0 im Quark Propagator
und z.B. z — 0 in der 3-pt Quark Greensfunktion. Dann gilt:

Seh(p) = D e PG (w;0))u (4.80)
und
CO%p) = 3 e PTG (230) 0% (v, w; 0) Y (wi y) Yo (4.81)
x,y,v,w

Man berechnet hier einerseits den Quark Propagator G/(x;0) iiber eine Dirac-Gleichung
auf dem Gitter:

ZM“C ri@)G(;0) = §*0apbr0 (4.82)

mit der Fermion-Matrix M , (4.62), fiir jede der N eichfixierten Eichfeld-Konfigurationen.
Und andererseits mufl man fiir die 3-pt Quark Greensfunktion im Falle ausgedehnter
Operatoren O wie Ableitungen (oder sogar Produkte von Ableitungen) zusétzlich Dirac-
Gleichungen mit v # 0 l6sen:

ZM“C (r;x GW(:L' v) = 5“b5a55m (4.83)

Uber die Beziehung G/(w; y) = v5G* (y; w)ys hat man dann ebenfalls Gw(w y)in (4.81)
ausgerechnet.

Diese Methode berechnet eine Quark-Ausbreitung (einen Propagator) von festen
Punkten 0 oder v # 0 (w # 0) zu beliebigen Punkten z (y)- man nennt sie deswegen
Punkt-Quellen Methode.
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Eine simple, aber numerisch wesentlich bessere Alternative dazu berechnet den vollen
Quark Propagator und die volle Quark Greensfunktion ohne Ausnutzung von Translati-
onsinvarianz [22].

Verwendet man ndmlich Impuls-Quellen, d.h. 16st man die folgende Gitter-Dirac-
Gleichung

ZMgs(r;x)(ZGi%(x;y)eipy) = 5%, 5e"", (4.84)

€T Y

so hat man bereits alles Notwendige berechnet. Denn den Quark Propagator (4.67) erhélt
man so liber

Sihp) = g e (X Gl w)e™ ) (4.85)

und die 3-pt Quark Greensfunktion (4.68) mit Hilfe der Relation G(x;v) = vsG*(v;2)vs
7

c ca ipe\ T a 3
Cc(yqﬁ) d(p) = o7 3 <75(2Gaw(v;x)ep ) 75(’%2(1),10;Z)(ZG%(w;y)epy”U

2,0, z Y

(4.86)

Ein Nachteil dieser Methode ist allerdings die Festlegung auf bestimmte Impulse p von
vornherein, wobei die Anzahl der Impulse zu der Anzahl der numerisch aufwendig zu
16senden Dirac-Gleichungen proportional ist. Bei der Punkt-Quellen-Methode wéchst die
Anzahl der zu l6senden Dirac-Gleichungen mit der Ausdehnung der Operatoren, so daf
bei Operatoren mit mehreren Ableitungen die Impuls-Quellen-Methode schnell iiberle-
gen ist. Die Qualitdt der Ergebnisse (das Rauschverhalten) ist auf jeden Fall deutlich
besser bei der Impuls-Quellen-Methode. Dies soll durch folgenden Vergleich in Fig. 4.3
gezeigt werden. Hierzu wird die Renormierungskonstante fiir den axialen Operator 7,75
(gemittelt {iber die 4 Richtungen ) auf einem 16°x32 Gitter (3 = 6.0) berechnet (siehe
Abschnitt 6). Die dazu notwendigen Quark Propagatoren und 3-pt Greensfunktionen wer-
den einmal iiber die Punkt-Quellen-Methode und zum anderen mit der Impuls-Quellen-
Methode ausgerechnet.
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Abbildung 4.3: Z des Axialvektor-Stromes gemittelt iiber Raum- und Zeit-Komponenten mit einer
Impuls-Quellen-Methode (oberes Bild; 20 Eichfeld-Konfigurationen) und einer Punkt-Quellen-Methode
(unteres Bild; 120 Eichfeld-Konfigurationen) berechnet.

In dieser Arbeit werden Wilson-Fermionen (mit » = 1) in der quenched N&herung
verwendet. Die Punkt-Quellen-Methode (Bearbeitung von 120 Eichfeld-Konfigurationen)
und die Impuls-Quellen-Methode (Bearbeitung von 20 Eichfeld-Konfigurationen) wurden
aufl einem 16°x32 Gitter bei 3 = 6.0 und den hopping Parametern x = 0.155,0.153 und
0.1515 angewendet. Auf dem 24°x48 Gitter (Bearbeitung von 4 Feld-Konfigurationen)
wurde bei # = 6.2 und den hopping Parametern £ = 0.152,0.1507 und 0.1489 nur die
Impuls-Quellen-Methode eingesetzt. Die zur Losung der Dirac-Gleichungen notwendige
Invertierung der Fermion-Matrix M wurde z.B. mit Hilfe des Minimal-Residuum Verfah-
rens auf dem Gitter durchgefithrt [17].
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Es wurden systematisch alle 3-pt Quark Greensfunktionen mit bilinearen Quark Ope-

ratoren Oy mit O gleich

V> Vs p=123.1 (4.87)
I,7s (4.88)
7
O = 5[%,%], v =1,2,3,4 (4.89)

und diese in Kombination mit allen méglichen Produkten von bis zu 3 Ableitungen

D,.,D,,D

w3 M1, 2, (3 = 1727374 (490)

K1 K2

berechnet (zur Darstellung der Dirac-Matrizen sieche Anhang A.).

Fiir die Vierer-Impulse wurden 43 bei § = 6.0 und 41 bei § = 6.2 moglichst in
Richtung der Raum-Zeit-Diagonalen (zur Minimierung von Diskretisierungs-Fehlern) aus-
gewahlt.

4.5 APE-Parallelrechner

Der APE Quadrics Parallelrechner ist ein von theoretischen Physikern von INFN ROME
und der Universitiat von Pisa entwickelter Spezial-Rechner. Es handelt sich hierbei um
eine single user SIMD-Maschine (Single Instruction Multi Data), d.h. ein Programm zur
Zeit wird von vielen Prozessor-Einheiten synchron auf verschiedene Daten angewendet.
Ein solcher Rechner ist somit besonders geeignet fiir parallelisierbare homogene lokale
Probleme wie sie z.B. in Gitter-Eichtheorien zu 16sen sind.

Ein physikalisches Raum-Zeit-Gitter (L1, Ly, L3, T') wird auf ein 3-dimensionales Pro-
zessor-Gitter ([, (s, [3) abgebildet, d.h. jedem Prozessor wird ein Raum-Zeit-Untergitter
zugeordnet (siehe Abb.). Da das Prozessor-Gitter 3-dimensional ist, liegt dabei eine
Richtung (bei uns die x-Richtung) komplett auf jedem einzelnen Prozessor; die Raum-
Zeit-Punkte der anderen Richtungen werden dagegen iiber das ganze Prozessor-Gitter
verteilt. Nachste-Nachbar-Kommunikation ist zwischen den Prozessoren in einer solchen
Weise moglich, als ob die Prozessor-Einheiten in einem 3-dimensionalen Torus angeordnet
waren; d.h die Prozessoren der untersten Ebene sind z.B. kommunikationsméfig denen
ganz oben direkt benachbart.
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Von der Hardware her besteht der hier verwendete Rechner QH2 aus 256 Prozes-
sor-Einheiten mit jeweils 16 Mb Arbeitsspeicher, 50 MFlops Prozessor-Rechenleistung
(insgesamt 12.5 GFlops Rechner-Hochstleistung) und einer Néchste-Nachbar-Komuni-
kationsgeschwindigkeit von 12.5 Mb/s. Die Rechengenauigkeit ist single precision. Eine
zentrale Steuereinheit, Z-CPU genannt, fithrt alle integer-Rechnungen aus, rechnet Spei-
cheradressen und Adressen im Prozessor-Gitter aus, steuert den synchronen globalen
Rechenablauf und ist fiir die Komunikation nach auflen verantwortlich. Das Quadrics-
System ist iiber eine Sun-Workstation nach auflen verbunden, d.h. Programme werden
hieriiber abgeschickt und Ergebnisdaten herausgeschrieben.

Abbildung 4.4: Abbildung des physikalischen Raum-Zeit-Gitters auf das Prozessor-Gitter der APE-

Parallelrechner.

Die Programmiersprache TAO ist eine Kombination aus Fortran und C/C++; der
Pré-Prozessor zz erlaubt selbstdefinierte mathematische Objekte zu programmieren. Spe-
zielle integer-Variablen in TAO wie left, right, top, ... erlauben den Zugriff jeder Prozessor-
Einheit auf den Speicherraum der Nachbar-Einheit. Arithmetische Operationen zwischen
geblockten Daten-Strukturen wie 3x3-SU(3)-Matrizen sind hardware-méBig optimiert.

Damit ist ein solcher Hochleistungs-Parallelrechner sehr geeignet, Funktional-Integrale
der QCD, d.h. hier hadronische Greensfunktionen und Quark-Greensfunktionen wie (4.11)
und (4.12) bzw. (4.64) und (4.65) zu berechnen.

Die theoretisch unendliche kontinuierliche Raum-Zeit wird durch ein endliches 4-
dimensionales Raum-Zeit-Gitter, das auf ein 3-dimensionales Prozessor-Gitter abgebildet
wird, dargestellt. Dabei wahlt man periodische Randbedingungen, d.h. z.B. der grofite
Gitterpunkt in y-Richtung ist dem kleinsten (im allgemeinen der Nullpunkt) benachbart.
Die Quark-Propagatoren Gibﬁ(x; 0) oder Gibﬁ(x; p), die Eichfelder Uy (x, 1) und Eichtrans-
formationsfelder g,;(x) werden je nach Raum-Zeit-Punkt x den Prozessor-Einheiten zu-
geordnet (a,b = 1,2,3 sind Farbindizes, o, = 1,2,3,4 Spinindizes, p = 1,2,3,4 ist
ein Lorentzindex und p ein Vierer-Impuls). Die einzelnen Algorithmen fiir die Eichfeld-
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Generierung, zur Losung von Dirac-Gleichungen und fiir die Eichfixierung laufen dann
lokal fiir sich auf den Prozessor-Einheiten ab, wenn innere Punkte x der zugeteilten
Raum-Zeit-Untergitter berechnet werden, erfordern jedoch Informationsaustausch zwi-
schen benachbarten Prozessoren, wenn Randpunkte x der Raum-Zeit-Untergitter behan-
delt werden.



38

KAPITEL 4. GITTER UND ALGORITHMEN



Kapitel 5

Renormierung im
Raum-Zeit-Kontinuum

5.1 Quark Greensfunktionen in der Kontinuums-Sto-
rungstheorie

Die Wirkung der QCD mit Eichfixierungs- und Geisttermen ist im euklidischen Kontinuum:!

1 a a 1 a
s = [d [FF0 0+ 5 20437 -

— T 0040 — gFare AU + (3, D, + )] (5.1)

Dy =0, —igl, A%, [Ta, T3] = ifar T
und
o= 0,40 — 0,A% + gfacALAS

Betrachte im folgenden die zusammengesetzten Operatoren

OF) . = P Dy 0 mit s =0,1
= V(10 - O — g D P4, Vo0 - TuAL .0y, )0
j=2
+ 0(g%) (5.2)

'Es gilt: D, EBN:BN — B;r Anmerkung: Abschnitt 5.1 kann iibersprungen werden.

59
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In den folgenden beiden Abschnitten werden nun 2-pt und 3-pt Quark-Greensfunktionen
iiber dimensionale Regularisierung in 1-Schleifen-N&herung im Kontinuum mit beliebiger
kovarianter Eichung (Feynman-Eichung: ¢ = 1, Landau-Eichung: £ = 0) berechnet [23]:

(a2 os0)) = [ DADEDSDEDY i)y (y)e™ (5.3

o0 () = & [ DADTDODTDY 2O (e (5:)
mit
7 = / DADG DY DTDu ¢S

Die Grundelemente sind dabei die freien Propagatoren; fiir den freien Quark-Propagator

mit color- und spin-Indizes ¢, 7 bzw. a, § gilt:

- [ DODY ()i, (y) e S Toubuditmi
Waile)¥aiW)o = [DGDy e ] P abudutm)va
4
= 8uSrle =l = [ e IS0,
1 —ip +m
- ip+m - p?+m
Fiir den freien Gluon-Propagator mit color- und Lorentz-Indizes a,b bzw. p, v gilt:

[ DAA (2)Ab(y) e 3] PR3 40,0.- 20,004

a b _
<Au($)Ay(y)>0 — f DA 6_% fd4zA,‘i(—5w32+3u3u—%auau)Aﬁ
dp

= G-y = | G TG

it Gyu(p) = (0 — (1= 9 22%) (5:6)

mit  S,s(p) (5.5)

5.1.1 Der Quark-Propagator

Fiir den Fermion-Propagator (5.3) gilt, wenn Wechselwirkungsterme, die keinen Beitrag
in der 1-Schleifen-Né&herung liefern, weggelassen werden:

(us@Tssn) = + [ DADTEDUDTDU )Ty}~
= [ DADEDEDEDY iy (o)

Ntig [ @B D AU ) = L [ daB ) DA )+ )es
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1 B _
— Z/DAD;/;D;/}DHDu Vi) (y) -

{1—%§/dwww(awoﬁ«m»xn»wA%fw@«w»-
(i () (0 rsr (T)imin AL (& Vb (2)) . | €™ (5.7)

= [t (A0 + 0,0, - gmma + T30+ m)

Die Auswertung der Funktional-Integrale in (5.7) fithrt auf folgende Gleichungskette,
wobei nichtzusammenhéngende Beitriage weggelassen werden:

= Sr(r —y)apdij — %z/d4$'d4y' (Vo) (o Jyror (T i (T Yoo -
SPG (2 — ) {SF(:L' — @) an 0iir SP(2" =y )50 0in SE (Y — y) 5150515 +
+5F($ — oo Biin Sy’ — )55 S (@' = y)spdi] +
= Sp(x — y)apdi; — /d4 'ty
-auf—yﬂ@wx—xWﬁwf—yWﬁwy—wL;ﬂﬂm+
+(Sr(e =y ) Sy — a)3Sr(a’ —y)) (L)) + ..
= Sp(x —y)apdi; — gz(TaTa)z'j/d4$'d4y'
G (2" =) (Se(x — ) 7Sw(a’ =y )3 Sy — y))aﬁ +.. (5.8)

Mit (T,1,);; = Cré;; ( Cp = 4/3 ) und der Fourierdarstellung der freien Propagatoren
Sp(x —y) und G, (x — y) (siehe (5.5), (5.6)) erhdlt man:

d4p ip(z—y) &
) -

O [ dadYy / / / / ‘
aCro [ EEdy | ori ) ey ) Gyt ) @y
G () (S (PSR S(p") 1l PR

af
d4p ip(z—y) &
B 5”/(%)4 e S6(p) —

2 d'q ¢ d'p o d g dYD i,
—9Crdi / (27 ) / (27 ) / 2ryt ) (2n)t" '
Gl @) (S5 (P05 (0"))(2m)'8(q = p+p)(2m) 6(—g = '+ p") + ..

= 4
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_ d'p ip(r=y) §
= 2 € Sap(p) —
dq dip . ~ ~ ~ ~
> B ip(z—y) _
gCrss [ 55 | G G @ (S8~ 0 80) -
Dieses Ergebnis gibt man allgemein in der folgenden Form an:
_ PP g : :
Wlaus) = 0 [ 5 e {S) = (S0) 0I50) ) 4. 59)
mit der Selbstenergiegrofle
diq - ~
— 2 _
S0) = 0 [ GGularnSo = ap+ - (5.10)
In der Fourierdarstellung gilt dann:
(Wailp)Psi(p)) = 6i{Sas(p) = (S() L (P)SM)) }+-- (5.11)

Dimensionale Regularisierung (D = 4 — ¢, g* — ¢*u°) fiir die masselose QCD (m = 0,
siehe (5.5), (5.6)) ergibt fiir die Selbstenergie:

Y (p) = QZMECF/ (dD) G (750 — @)y + - ..
= ¢uf F/ qu ( —(1-¢) QMQU)FM(_Z.)%%/ Lo
= e (Anhang A)
- _¢167T20Fzz5(—§)(§ —YE — ln47}:M2 +140(2)) + ... (5.12)

Fiir den Quark-Propagator erhélt man also in der 1-Schleifen-Naherung aus (5.11) und
(5.12) im Fourierraum das Ergebnis:

($ai(p)Ps;(p)) = 9 (—i)}%—(—i)_zz(p)(_i)ﬁz}er

P PR m_i140 1
= zwz[ = Ff(g—’yE—n47TM2—|— + (5))}—% (5.13)

5.1.2 3-pt Quark-Greensfunktionen mit Operator

Die Berechnung der 3-pt Quark-Greensfunktionen (5.4) verlauft entsprechend zu der des
Quark-Propagators im vorigen Abschnitt. Berechne fiir s = 0, 1:

()0, (V) = [ DADTDEDTDU i) O, () (w)e™
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Setzt man fiir O (z) und =¥ Entwicklungen in ¢ ein, bekommt man:
% / DAD® D DT D -
Vo () [P (2) (3 1), - O bri(2) —
—ig ﬁ;%/k(Z)(wl%) w0, (T AL (2) .07 ban(z)+ O(g*)|[Pgi(y) - e™*
e

1 -
_ Z/DAD;/;D;/;DuDu-
Pai () [P () (Y e, - 0 k() —
~ig 3 T o, o (LAl (). 0, 02+ O[T )

[ty [ daba AL '—9—/d%' (P T AL () 4 e

== /d4 (=607 + 0,0, — 20,0)A" +  T(1,0, +m))

¢

Die weitere Auswertung fiithrt schlieilich fiir zusammenhangende Beitrédge ohne Selbst-
energiekorrekturen an dufleren Beinen zu:
d*p diq

(Vi ) o Mn( Wﬁf( ) = 5ij/(27r)4 (2m)*

Soar (P (TE) L (po0) |, Seral@) + . (5.14)

ipr4i(g—p)z—iqy .

mit der Vertexfunktion

IO (@) = Y Vo - G —

d*k
_QZCF/ o )4w5(k)w1755(q P+ E) WGP —k)g—p+k)uy .. (g—p+k), —
, d*k
—9g CF/ (2 )47u175 7# Z Guru %2 . 'qﬂr—lkﬂr-l-l ok, —

N N
_QZCF/ —(%)47#5(’6)7#175 Z Grpu(k =p)kE=p 4+ @y (B =P+ Qs Qs -+ - G
r=2
o (5.15)

Zur weiteren Berechnung kann die Vertexfunktion (iiber eine Zerlegung des freien Gluon-
Propagators G/, (p), (5.6)) in der folgenden Form geschrieben werden:

PO pa) = T8 L (el — (=08, (n9) (5.16)
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Ein allgemeines (implizites) Ergebnis fiir ein beliebiges n erhdlt man, indem man einen
(komplexen) Vektor A mit A? = 0 einfithrt und die beiden Ausdriicke
Ay . A, T (p, q)‘g—o und A, ... A [ (p,q)

Un" vi..Vn Un= vy..Up

berechnet und zu A, ... A, Ffj)yn (p, q) zusammensetzt. Vereinfachend wird zuerst der
Fall s = 0 berechnet und daraus s = 1 fiir ein antikommutierendes v5 abgeleitet. Dimen-
sionale Regularisierung (D = 4 — ¢,¢* — ¢*u°) fiir die masselose QCD (m = 0, siehe

(5.5), (5.6)) ergibt dann schlieflich fiir den hier interessierenden Fall ¢ = p:

2
Ap AT L (pp) = A (AR 4 O K (AT

1672
2 "1 9 p2 9
N4>y ——1 (2 _ -
2 "]
.(_ 3 — S +25n+1) o —42—.(253 — o) — (=61 - Sn_l)} +
2 S
g Y L 2 \
Tz O (A7) 2 | st 5)n} +0(g") (5.17)
j=1J

Durch passende Differentiation nach A, ... A, kann man nun aus diesem Summenaus-
druck (iiber doppelte Indizes wird summiert) in den Lorentz-Indizes symmetrische und
spurfreie Linearkombinationen

re (p) = ¥ (p,p) — Spuren

[ et {u1.pn}

konstruieren.? Auf diese Weise betrachtet man den symmetrischen und spurfreien Anteil
der Operatoren (v, v Dy, ... Dy, )

¢(7{M17§DM2 s Dun})@b - Spuren.

Somit erhdlt man fiir die dimensional regularisierte Vertexfunktion eines symmetri-
sierten und spurlos gemachten zusammengesetzten Operators ¥(7,,v:D,, - - - D, )3 mit
antikommutierendem ~5 und s = 0,1, wobei der Impuls, der in den Operator hinein-
flieit, null ist, und die Vertexfunktion im Fourierraum dann allein vom Fermionimpuls p
abhéngt:

2

re) () = T2 o)+ ¢*[(5- ln% +d(2))TE (D) + Funeon (P)] + Og")(5.18)

2 Alle nicht-symmetrischen Anteile und Spuren (A% = () werden in (5.17) verschluckt.
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mit
[ (0) = (YuPus - - - Puny — Spuren) 3
v = 1252(_ n(n2—|-1) +4§%+1_§)
dle) = 12;2 [(n(n2+ . 4;% —14¢) (g + Infdr) — 35 + O()) + ﬁ |

(= 3= St 4 2] 4 g =42 (285 = Spmi) — (L= (1 = S

n-+1 =
ﬁ s CF 4 2
fm...un(p) = }?75 (pu1 o P — Spuren) = ( - 1 + (1 — 5)5)

Wegen O(e) — 0 fiir ¢ — 0, wird O(e) im folgenden wegegelassen.

5.2 Renormierungs-Schemata wie MOM, MS, M S

Dimensional regularisierte Groéflen:

Es werden im folgenden Vertexfunktionen zusammengesetzter Operatoren O wie z.B.

El@/), 5’75@/& EVM¢7 EVMV5¢7

und E(VMID%‘Q e D), (v s Dy - Dy O

mit zwei aufferen (Quark-) Beinen in der QCD betrachtet. Die Operatoren werden als
multiplikativ renormierbar vorausgesetzt, seien also im Falle der Operatoren der OPE in
den Lorentz-Indizes symmetrisiert und spurfrei. Der Impuls, der in den Operator hinein-
flieit, sei null, so dafl die Vertexfunktionen im Fourierraum nur von dem Quark-Impuls
p abhéangen.

Fiir eine dimensional regularisierte Vertexfunktion liefert die Kontinuums-Stérungs-
theorie dann allgemein (siehe z.B. (5.18)) bis auf Terme, die fiir ¢ — 0 verschwinden:

2

P2 psge) = T2 (0) £ g [(3 Inig + )T () + ()] + O(g") (519)

(Dirac- und gegebenenfalls Lorentz-Indizes sind nicht explizit angegeben worden, g ist die
Kopplungskonstante, p, ¢ sind Parameter der dimensionalen Regularisierung, D =4 — ¢
ist die Raum-Zeit-Dimension).
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Der dimensional regularisierte inverse Quark-Propagator (ohne Masse) hat nach (5.13)
wiederum bis auf Terme, die fiir ¢ — 0 verschwinden, die folgende Struktur:

(Cailp)s;(p)) ™ = 05157 (p)
mit S7p) = B g (o dn ot de())§ + Ol (5.20)

wobei in einer allgemeinen kovarianten Eichung (Feynman-Eichung: ¢ = 1, Landau-
Eichung: ¢ = 0) mit einem freien Gluon-Propagator der Form (5.6) gilt:

1
Y= _167T20F§7
1 2
dp(e) = s CFf(g — g + In(47) + 1).

Renormierte Grofien:

Die renormierte Vertexfunktion und der renormierte inverse Propagator seien dann mit
P (p,u,g,¢) aus (5.19) und S~(p, p,g,¢) = S71(p) aus (5.20):°

M(p,p.g) = ZoZy-TP(pp,g,¢) (5.21)
(S Y popsg) = Zy-STHpopsg€) (5.22)

(Wenn man nur bis zur Ordnung ¢* rechnet, kann man hier die renormierte Kopplungs-
konstante gr mit der nackten ¢ gleichsetzen. Die Renormierungsskala pp in den renor-
mierten Grofen auf der linken Seite wird hier mit der Regularisierungsskala g auf der
rechten Seite identifiziert: up = p.)

Renormierungs-Bedingungen:

¢ MOM -Schema (momentum space subtraction scheme):

Die Renormierungskonstanten werden so gewéhlt, dafl im renormierten (inversen) Quark-
Propagator bzw. in der renormierten Vertexfunktion der Koeffizient des Born-Terms fiir
p? = u? gleich 1 ist. Insofern:

(S5 p) =4 2 (p)

I (p)

(5.23)

R .
p2=pu? p2=p2

e M OM -Schema durch Projektion:

In numerischen Simulationen kann man nicht wie in der Stérungstheorie allein den Born-
Term einer renormierten Grofle herausgreifen und den Koeffizienten gleich 1 setzen. Man
hat ein numerisches Gesamtergebnis aller Terme und kann lediglich auf den Born-Term

3 Allgemeine Renormierungs-Konvention ist: OF = Z,0, ¢ = Z;l/zd). In den numerischen Simu-

lationen haben wir davon abweichend % = Z;/Zﬂ) gesetzt, was natiirlich keine Rolle spielt, wenn man

jeweils konsistent ist.



5.2. RENORMIERUNGS-SCHEMATA WIE MOM, MS, MS 67

projizieren und damit geeignete Renormierungsbedingungen zur Festlegung der Renor-
mierungskonstanten aufstellen. Mit geeigneten Projektionen Py, P, und Spurbildung im
color x spin Raum (bzw. nur spin Raum wegen (5.14) und (5.20)) fordert man:

TrPy - (ST p)=TrP, - p TrPy-TE(p) = TrP, - TP (p) ,- (5.24)

p2=p2’ pP=p
¢ MS - und MS -Schema (minimal subtraction bzw. modified minimal subtraction
scheme):

Die Renormierungskonstanten werden so definiert, daff im renormierten (inversen) Quark-
Propagator bzw. in der renormierten Vertexfunktion allein die Singularitaten (bei dimen-
sionaler Regularisierung: %, 6%, ...) entfernt werden. Im M S-Schema werden zusitzlich

durch die Regularisierung auftretende kiinstliche Konstanten entfernt.

5.2.1 Renormierung der Quark-Wellenfunktion

e MOM -Schema:

Setze fiir die Renormierungskonstante der Quark-Wellenfunktion fiir p? = p?:
Zy = 1-gdp(e)+0(g")

S ) = 2§40 (et @) + 0]

=7 {1 + 9"k - ln% + 0(94)} (5.25)

e M OM -Schema durch Projektion:
Mit dem Projektor Py = y/p* in (5.24) folgt bis zur Ordnung ¢? ebenfalls fiir p* = p*:

Zy = 1-g%dp(e)+0(g") (5.26)

e MS -und MS -Schema:

Setze fiir die Renormierungskonstante der Quark-Wellenfunktion fiir p? = p?:

Zy; = 14 ¢*(dr(e") — dp(e)) + O(g")
mit e = oo fir MS
mit o 2 fir MS
ve — In(4n)
2
_ % p
= (S"7p) = Z;- [ +92(7F-lnﬁ+dF(€))zﬁ+0(94)}

2

= ¥ 1+d(wr zni_Q +dr(=*)) + O(g*)] (5.27)



68 KAPITEL 5. RENORMIERUNG IM RAUM-ZEIT-KONTINUUM

5.2.2 Renormierung der Vertexfunktionen

e MOM -Schema:
Setze fiir p* = pu*:
Z1Zy = 1-gde) +0(g"),
dh. Zi = 14g°(dr(e) = d(c)) + O(g")
= TRp) = Zi2,-{TP(p) + ¢ (5 - me—Q + (NP (p) + F(p)] + O(gh)}

p2

= I'P""(p)+¢° {’NY : lnﬁrBom(}?) + f(p)} +0(g") (5.28)

e M OM -Schema durch Projektion:

In Schema A fordern wir mit einer Dirac-Matrix M und fiir bestimmte Impulse p mit
2 2
P =t

Tr(M - SH(p)TH(p)Sh(p)) = Tr(M-SE(p)IP"(p)Sh(p))
dh.  ZZy Tr(M-SpTP(p)S(p) = Tr(M-SEIP(p)Sp)  (5.29)

(I'P(p) ist die dimensional regularisierte Vertexfunktion (5.19) und S(p) der dimensional
regularisierte Quark-Propagator aus (5.20).) Hieraus folgt:

Bl = A=) =S Ei gy OO,
d.h. Zy = 14+¢*(dr(e) —d(e)) — ¢* TiﬁMﬁfészgfzi;ﬁ) +0(g") o

= TR(p) = Zzzw-{rB%)+g2[<a-anL—Z+d<e>>rB°m<p>+f<p>]+o<g4>}

_ 1Born 2[% nﬁ Born _ Tr(M-pfp)p)
= T (p)—l_g {7 ! MQF (p)—l_f(p) TT(M']%FBOTn(p)ﬁ)}

+ O(g" (5.30)

In Schema B fordern wir fiir bestimmte Impulse p mit p* = p?:

Tr((T5) ™ (p) - T (p)) = Tr((T7)7 (p) - T ()
dh.  ZsZy - Tr((TP7)7(p) - TP(p)) = 4 (5.31)

(I'P(p) ist wiederum die dimensional regularisierte Vertexfunktion (5.19); die Zahl 4
entsteht durch Spurbildung im spin-Raum.)
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Hieraus folgt:

ZiZy = 1= gkdiz) — g Tr(F)TP) 7 () + Old')

b Zy = Lt gde(e) — die)) — gy Tr(FRIP) 7 ) + Ol

2
pP=p?

p?=p?
2

= TR(p) = Zgzw-{rB%)+g2[<a-m%+d<e>>r3m<p>+f<p>]+o<g4>}

4
+ O(¢") (5.32)

= ) g anL—ZrBwn(p) ) = L e (P )]

e MS - und MS -Schema:
Setze fiir p* = pu*:

775 = 1+ g*(de) — d(e)) + 0(g"),
dbh. 7 = 1+ (de") = d(z) — dp(e") + dr(e)) + O(g*)

mit e = o fir MS
2 -
mit & = ——— fir MS
ve — In(4n)
2

= TRp) = Z*Z;,-{rB%)+92[<a-zn%+d<e>>r3°fn<p>+f<p>}+o<g4>}

2

= )+ ¢ [(5- lni—2 +d(=)) TP (p) + f(p)] + Og") (533

5.3 Umrechnung zwischen Schemata

Im vorhergehenden Abschnitt wurden drei Renormierungs-Schemata vom Typ MOM
und die Standard-Schemata der Hochenergiephysik M.S und M S in der Kontinuums-
Storungstheorie (dimensionale Regularisierung) berechnet; die renormierten Vertexfunk-
tionen sind:

ZFR(pvﬂvg) = ZZZw ) FD(p,M,g,€), MOM :1 = 17273
*FR(pvﬂvg) = Z*Z;Z'FD(}?,/,L,Q,@), MSvM—S

(Bis zur stérungstheoretischen Ordnung ¢? gilt, da die nach irgendeinem Schema renor-
mierte Kopplungskonstante gleich der nackten ist: gr = g. Die Renormierungsskala p in
den renormierten Gréflen auf der linken Seite wird hier mit der Regularisierungsskala
auf der rechten Seite identifiziert.)
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Daraus folgen unmittelbar (von der Regularisierung unabhangige) Umrechnungsformeln

von MOM (i =1,2,3) zu den Schemata MS und MS(x):
Tp.p,g) = (2727 (Z27") - THp,u.g) (5.34)

Betrachtet man stattdessen OF = Zp O, so bekommt man fiir die Operator-Renormier-
ungskonstanten, hier fiir das M S-Schema geschrieben (entsprechend fiir M .S):

ZM5 = xMs o ZMOM i XM (zxz7) (5.35)
Dabei ist nach (5.20) und (5.25) - (5.27):
73270 = 14 4¢%dp(e*) + 0(g"), (5.36)
) 1 2
dp(e™) = = Cpf(g—* — g + In(47) + 1)
2 -
= — fir M
€ o = In(dn) ir S
und es ist nach (5.28), (5.30), (5.32), (5.33):
77Z7 = 14 g*(d(e”) — dp () + O(g") (5.37)

+0(g")  (5.38)

77770 = 144 {d(ef*) —dp(e*) — ¢ Tiﬁyﬁ'fé]a{gfz;ﬁ)}ﬁ:ﬁ
777 = Lkl — drl= ) — gt T (RN L+ 0l

(5.39)

pP=p?

5.3.1 Schema-Wechsel fiir lokale Operatoren

Fiir die dimensional regularisierten Vertexfunktionen der lokalen Operatoren

El¢7 E%@ba EVM¢7 EVMV5¢7

ergeben sich in 1-Schleifen-Néherung der Kontinuums-Stérungstheorie die in der folgen-
den Tabelle aufgefiithrten Daten, wobei im weiteren wegen O(e) — 0 fiir ¢ — 0 Terme
der Ordnung O(e) weggelassen werden.

El P VY5t EVM@Z’ E’Yﬂ Y53

[Bern I Vs Yu Yus

:7 1%52(_3 - 5) 1%52(_5)

d(e) | S5 [3+6)(2 — ye + n(dm)) +4 + 2] Ce (2 — yp + In(dm) + 1)

1672 £

f(p) 0 0 %%pu(_%j %%pu%(_%j
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wobei (5.19) gilt:

2

[P(p,p,g,e) = TP (p) + %[ (5 ln% +d(£)) TP (p) + f(p)] + O(g")

Uber (5.36) - (5.39) folgen so im allgemeinen fiir jedes MOM-Schema verschiedene

Umrechnungsformeln X45,,. In der Landau-Eichung, £ = 0, gibt es fiir die obigen 3
MOM-Schemata nur einen einzigen, besonders einfachen Umrechnungsausdruck:

2

Xus 1+1‘6%OF4+0(94) fir DI, Prst (5.40)
X5y = 1+0(g") fiir oy, 00, Vy,v5¢. (5.41)

Im Falle der skalaren und pseudo-skalaren Operatoren ) I¢) und ¢ vys¢» wurden in [24]
2-Schleifen-Né&herungen in der Kontinuums-Stérungstheorie berechnet.

Fiir XM (Schema B bzw. ¢ = 3) findet man dort in der Landau-Eichung (fiir 3 color-
und n; flavor-Zustéande):

VS g 83 g 2 ;
Xiow = 1 g5 Cpt 4 (17748452 — <ong) (1,5) + 0(d").

(5.42)

5.3.2 Schema-Wechsel fiir Operatoren der OPE
Die dimensional regularisierten Vertexfunktionen der Operatoren der OPE
E(’Y{M’YSD;Q . Dun});/) — Spuren mit s=0,1

(symmetrisiert in den Lorentz-Indizes = {p1 ..., } und spurlos gemacht) sind in der
1-Schleifen-Ndherung der Kontinuums-Storungstheorie in Gleichung (5.18) gegeben und
erlauben die Angabe allgemeiner Ergebnisse (5.35) fiir die Umrechnung der 3 MO M-
Schemata i = 1,2,3 nach MS (MS).
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In dieser Arbeit von Interesse sind jedoch nur die MOM-Schemata ¢ = 2 (Schema A)
und ¢ = 3 (Schema B), die Landau-Eichung (¢ = 0) und bestimmte Operatoren:

Ou = VY5
O, = ( 1Dy + ’74D1)
O = TH(1Da+7aD1) st
O, = (72D4 + ’74D2)’Y5¢

’74D4 - ’71D1 - —’72D2

{2D1 D4}’Y5¢

<
I
S S S S g @I S S 2 @l

O,, =

—’71D1 - g’YzDz -

1
2
1
2
1
2
(34D
(
(’7{1D1 D4} ’7{2D2D4} -
(’7{1D1 D4} ’7{2D2D4} -
v
o

%’73D3)¢
3’73D3) Y5

57{3D3D4})@/’
%7{3D3D4})’Y5¢

0 (v D1DsDay + 7(2D2 D3 Day — v Dy Ds Dy — 2Dy Dy Dy ). (5.43)

Die Operatoren auf der linken Seite sind mit den Bezeichnungen der dazugehérigen redu-

zierten Matrixelemente indiziert und nach der Anzahl der Ableitungen geordnet. Hierfiir

sollen FErgebnisse fiir die Umrechnung zu M.S mit ¢* =

£* = 00) angegeben werden:

Schema A (i=2):

m (entsprechend M .S mit

Mit der besonders einfachen ., Projektionsmatrix® M und der Abkiirzung @),

1 010
0000
M = 00 0 0"
0000
erhalt man:
Oy, :
Xiom =1+ 0(g")
O'U2,a7o7’2,a :
= e
X =1
MOM + 167r2
O, :
2
s _ g 8
Xhtow =1+ 167‘[‘20F[_ 3\s

Qu= iTT(M]ﬁVMZﬁ)a

8 /2 31 (-
CF{ 3( : —|—ln(47‘r) —ny) ol 3( Zp3‘|‘p4)p1p4} —I-O(g4)

9 %(Q1p4 + Qap1)

2 31 L(—
(2 + tnfar) — 3p) — 2 — 5( @p3+p4)p2p4} 0"

9 %(Q2p4 + Qap2)
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OUM, Of’zb :
X]\%M =1+ %;CF{ — 2(52_* + In(4m) — ’YE) _ % _
—5(=ips + p4) Qs ]iié_(éf]]f igi;pi)%pg)} +0(g")
Oy, O,y ¢
X]\%M =1+ 12;2017{ - 26_5(52_* + In(4m) —ny) — % _

—L(—ips + p4) pips — 5(Pipa + P3pa) } n
° 5(2Qupips + Qup}) — §(2Qa2p2ps + Qap3) — §(2Qspaps + Qap3)
+ 0(g")
O.,
2
MS g 25,2 107
Xiow = 1+ 7o = T (5 +inl4m) =) — 5 —
2 1 2 2
: — 3 + p3pa)
— L —ips + pipa — 5(Papa 3 L Ol
3( Pt pa) %Q2p1p4 + %Q1p2p4 + %Q4p1p2} (g")
O, :
2
— g 157 , 2 3607
Xyomw =1+ 16?01{ — ﬁ(g_* + In(4m) — ’YE) T
- 2 (—ips + pa) (pipd + pap3 — pipd — pipd) |
3(Qupipd + Qupapt) + 3(Qap2pi + Qspsp3) — 3(Qup1ps + Qspspi) — 3(Qapapi + Qapapi)
+ 0(g") (5.44)
Schema B (i=3):
Man bekommt hier:
Oy,
Xatonr =14 0(g")
O'U2,a7 07’2,(1 :
2 2,2
M5 _ g 82 3L 41 pips 4
Xyom =1+ 167TQCF{_ g(g—* + In(4m) — ’YE) —5 g}?p% —|—pi} O(g")
O, -
W : 82 31 41 pip?
M5 g N R A o 4
Wow =14 1e50r[ = (5 + Inldm) —9z) - 5 3p2p§+pﬁ} 0l7)
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Oy Oryy
2
MsS g 8/2 31
_lipi—%(pfirp%p%)} 0(g")
3p? pi + £(pl + p3 + pd)
Oy, Oy
2
— g 25 , 2 107
_3p_421 (p% - %p% - %p§)2 } + 0(94)
p? (4pT + p3 + p3)pi + (pi — 305 — $p3)?
O, :
2
MS  _ g 252 oy LT
Xifow =1+ 155C0r| = G (Z +ml4m) —72) = 5
. i p%p%pi } + (94)
p? pipi + pipi + pips
O,, :
2
s g 157 , 2 3607
X =1+ e Crl = g (S +intm) =3e) = o =
6 1 (pi + p3)*(pi — p3)°

5| +0(g")
(5.45)
5.4 Umrechnung zwischen Renormierungsskalen

5p2(pF+p3) (P — p2)2 + (P2 + P (p3 — p})

Eine andere Moglichkeit, das Renormierungsschema zu wechseln, ist, z.B. im M S-Schema
zu bleiben, aber die Renormierungsskala pugr zu dndern. Die Physik mufl von dieser Skala
unabhingig sein und fithrt so zu Differentialgleichungen fiir das Anderungsverhalten mit
pr fiir die Theorie-Parameter (in der masselosen Theorie nur ¢) und die Wellenfunktions-
und Operator-Renormierungskonstanten Z, bzw. Zo. Genauso wie zur Umrechnung zwi-
schen Renormierungsschemata startet man z.B. fiir Vertexfunktionen mit

*FR(p7/“L27g(/“L2)) = Z*(/“L27/“L75)Z;Z(/“L27/~575)'FD(pvﬂvgvg)
*FR(p7/“L17g(/“L1)) = Z*(/,Ll,/,b,aS)Z;Z(/,Ll,/,L,@)'FD(p,M,g,€),

wobei hier zwischen Renormierungsskala p1o bzw. @y und Regularisierungsskala p unter-
schieden wird. Die Renormierungskonstanten hingen dann explizit von beiden ab.* Man

4Die M S-/M S-Ergebnisse (5.27) und (5.33), fiir die die Renormierungsskala pg und die Regulari-
sierungsskala p zur Einfachheit identifiziert wurden, miissen dazu verallgemeinert werden. Man findet:

. Lok 2 . Y e 2
setze bel M S: ¢* = EIEIEAE und bei MS: e* = Ye—In(Am)Hn(p?/uZ)




5.4. UMRECHNUNG ZWISCHEN RENORMIERUNGSSKALEN 75

folgert wiederum unmittelbar, wobei zur besseren Ubersicht bei den Renormierungskon-
stanten nur die Abhangigkeit von der jeweiligen Renormierungsskala angegeben wird:

DH(p,p2s g(p2)) = (27 (12) 277 (1)) - (Z5(p2) 2" (pa)) - DR(pypnas g(pn)) (5.46)

Fiir die Operator-Renormierungskonstanten Z(w (betrachte hier OF = Zp O und entfer-
ne dann O) gilt entsprechend:

257 (p2) = (Z7(p2) 27N (m)) - 257 () (5.47)
Dabei seien 7 und Z* aus (5.27) bzw. (5.33) unter Beachtung der Fuinote auf 5.74
mit der Kopplungskonstanten g = g(p) im M S-Schema (siehe (5.51) ff).

Wahlt man pe und gy infintesimal benachbart, findet man dazugehérige Differential-
gleichungen (Renormierungsgruppen-Gleichungen). So ergibt sich z.B. fiir die Operator-
Renormierungskonstanten:

d

Ha 287w = —(g(n) 25" () (5.48)
mit der sogenannten anomalen Dimension
d
— . Z*,—l _Z*
1(g(p)) p QA
2 2 2
9° (1) 9° (1)
. A
70( 1677 ) T ( 62 ) (5.49)
Dabei entnehme man o und ~; der folgenden Tabelle (hier ny = 0) [25, 26]:
DIy st Dt VsY
o =8 3 0 0
v | —134.67 —134.67 0.00 0.00
an O'U2 a 07’2 a Oal OU2 b
o 0 6479 64/9 6479 64/9
" 0.00 96.69 96.69 96.69 96.69
Or2 b OUS OTS Oa2 OU4
o | 64/9 100/9 100/9 100/9 628/45
" 96.69 141.78 141.78 141.78 172.58

Die allgemeine Losung der Renormierungsgruppen-Gleichung ist:

Ro(p, po) := 75%((:0)) = exp {— /u: dM/77(9/FLfL/))} . (5.50)
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Fiir die renormierte Kopplungskonstante g(p) = Z, (1) go (hier im M S-Schema mit
der unrenormierten Kopplungskonstanten go) fithren die gleichen Uberlegungen zu:

/«L%g(u) = Ble(w) (5.51)

mit der S-Funktion

Bol) = —ﬁo(92<”>)g<u>—51(92<’“‘>)2g<m+'.. (552

1672 1672
Dabei ist
2 38

(ns ist die Anzahl der flavour-Zustinde.) Die allgemeine Losung 168t sich wie bei der
Renormierungskonstanten Zo angeben, wird aber meistens nur in eine Reihendarstellung
aufgeldst mit einem experimentell fixierten A-Parameter gegeben.

Mit diesen Teil-Ergebnissen ergibt sich fiir den Skalen-Umrechnungsfaktor Ro(, o)
in 1- bis 3-Schleifen-N&herungen in g(u) explizit:

e In 1-Schleifen-N&herung in g(p):

Rotun) = (45) (554

mit der laufenden Kopplungskonstanten

Q
[}
~
=
o
~—

g* (1) _ !
1672 Boln(p2/A2) (5:55)

e In 2-Schleifen-N&herung in g(p):

((v1/B1)—(0/00))

1
9 0 BLg®(w) \ 2
g (M) 70 1+ Bo 1672
ot = (500 ) (i (5.56)
9% (o) 1+ Gele
mit der laufenden Kopplungskonstanten
# ) 1 B Inln(y2/A%)
—— (5.57)

1672 Boln(p2/A?) B3 In*(u2/A2)
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o Im Falle der skalaren und pseudo-skalaren Operatoren /i) und y5t) existieren 3-
Schleifen-Niherungen [27, 28, 29]:

2857 5033 325

b = g T
_ 404, 40
4432 320 280
= —2498 — = —nk 5.58
e +<27+343)nf+81"f (5.58)

mit (3 & 1.2020569032.

Neu [30] und fiir diese Arbeit interessant sind die 3-Schleifen-N&herungen fiir die
Operatoren der Operator-Produkt-Entwicklung O,, ., O,,,, Ou,, O, , und O,,
1 = 84.03 —(ny—2)-6.33,
v = 2-(859.45 — 13344 - ny — 1.23 - n}) (5.59)
(Allerdings existieren fiir diese Operatoren die zur Umrechnung ins M S-Schema notwen-
digen Daten in der Landau-Eichung z.7. nicht [31].)
Hier ist das Ergebnis fir Ro:

exp F (92(M))

R , = —1267r2 5.60
O(M MO) exp I (gléig)) ( )
mit der Funktion
Yo 50’72 - 52’70 2
Flz) = —Ihna+—"—"—""""1n + B2 + B2
S oy Ut o)

N 2P0l — BBy — Bobiye arctan ( B+ 252 ) (5.61)

28021/450 32 — B V4080032 — B

und mit der laufenden Kopplungskonstanten
g' (1) _ 1 _ Bilnin(p?/A?) 1 '
67  Bol(/A%) B3 WP(a/AT) T (et
(B2 I In(u?/A?) = BYInIn(u?/A?) + BaBo — B}) + . (5.62)
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Kapitel 6

Renormierung auf dem Gitter

6.1 Die Methode

Zur Renormierung von Proton Greensfunktionen mit Operatoren werden in diesem Ab-
schnitt Renormierungskonstanten fiir bilineare Quark Operatoren nicht-stérungstheo-
retisch berechnet. Hierzu werden Renormierungsbedingungen analog zur Kontinuums-
Storungstheorie an off-shell Quark Greensfunktionen, die numerisch auf dem Gitter iiber
Monte-Carlo Simulationen ausgerechnet werden, gestellt [32].

Die untersuchte Methode bietet die Moglichkeit, nicht-stérungstheoretische Beitrage
und alle Ordnungen der QCD Stérungstheorie auf relativ simple Art und Weise zu
beriicksichtigen, im Gegensatz zu dem grofien Aufwand auch nur niedrige Ordnungen mit
storungstheoretischen Methoden zu bekommen. Die Nachteile dieser numerischen Renor-
mierung sind zum einen der notwendige Einsatz von Hochstleistungs-Parallelrechnern
und zum anderen die gegenwértig noch vorhandenen theoretischen Unsicherheiten auf-
grund der sogenannten quenched Naherung (die Quark-Schleifen Beitrage weglafit), durch
Diskretisierungsfehler und aufgrund der Eichfixierung (Gribov-Kopie Problem auf dem
Gitter).

Die Renormierungsmethode ist ein M OM-5Schema, das das Raum-Zeit Gitter als Re-
gulator benutzt mit dem Gitterpunktabstand a als cut-off oder Abschneide-Parameter.
Gitter-Operatoren O(a) und Quark-Felder ¢(a) werden also so renormiert, daf sie nur
noch von einer Renormierungsskala p abhdngen:

O%(p) = Zo((ap)*, g(a))O(a),
() = Z,%((an)?* . g(a))q(a) (6.1)

(g(a) ist die nackte (starke) Kopplungskonstante.)

79
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Uber den Quark Propagator (4.65) und die Quark Greensfunktion mit Operator
(4.64)

1

S = 75 e PV (e (2) b (y)) (6.2)

COMp) = o S eI (O ) (63

x7y7Z

wird die amputierte Vertexfunktion (oder amputierte Greensfunktion) definiert als

L(p) = S (p)CD(p)S~(p). (6.4)

Die renormierte Vertexfunktion ist dann

Tr(p) = Z; ZoT'(p) (6.5)

Um die Renormierungskonstanten Zo zu bestimmen (multiplikative Renormierbarkeit
der Operatoren vorausgesetzt), stellt man die folgende, mehr symbolische Bedingung! auf
der Renormierungsskala p* = p?:

Ir(p) = Tboralp)

(6.6)

pP=p?

Dabei ist die Bornsche Naherung I'g,., (auch Baumgraphen-Naherung) die nullte Ord-
nung der Storungstheorie auf dem Gitter. Mit Hilfe einer Projektion, wobei die Spur
Tr(Pox ...) im Farb-Spin Raum genommen wird, ergibt sich

27 ZoTr(Pox T(p)) = 17(Pox I'poru(p)) (6.7)

pP=p?

Eine optimale (nicht zwingende) Wahl fiir den Projektor ist Po ~ I'z! (p). Man erhilt
dann die allgemein gebrauchliche Bedingungsgleichung:

77 Zo 5T (Daorn(p) ™ % D(p)) = 1

(6.8)

p?=p?

Z, bekommt man ganz entsprechend mit einer Renormierungsbedingung fiir den in-
versen Quark Propagator; dabei projiziert man auf den Energie-Impuls Teil sin(p,a)v,/a
(im Kontinuum: p) des inversen Propagators und erhélt:

!Streng genommen ist diese Bedingung nicht erfiillbar.
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S —1 Z/\ T Sin(p/\a) S—l( /\a)} (69)

Y
! 123, sin®(paa) p2=u?
Anzumerken ist hier, daf} die obigen Renormierungsbedingungen entweder aufgrund
ihrer Definition oder der Operatoren im allgemeinen nicht kovariant sind. Durch einen
Wechsel zu einem kovarianten Renormierungsschema, z.B. M S (siehe Abschnitt 5), kann
dies allerdings erreicht werden.

So ergeben z.B. solche Operatoren aus (4.34) - (4.45) mit mindestens einer Ablei-
tung eine von der Richtung von p abhéngige Spur in der Renormierungsbedingung (6.8).
Diese Bedingung verletzt sogar O(4) Kovarianz im Kontinuum, was jedoch durch eine
geeignete Summation iiber die Operatoren der O(4) Multipletts behoben werden kann.
Auf dem Gitter geht das nur fiir die wenigen Operatoren, die zu einem O(4) Multiplett
gehoren, das auflerdem irreduzibel beziiglich der hyperkubischen Gruppe H(4) ist; Re-
normierungskonstanten fiir Operatoren verschiedener H(4) Multipletts innerhalb eines
O(4) Multipletts sind namlich im allgemeinen verschieden.

Die Renormierungsskala p? sollte idealerweise die Forderungen
1/0* < Nyop < pi* < 1/a? (6.10)

auf dem Gitter mit linearer Ausdehnung L erfiillen. Ob es ein solches Fenster bei den
gegebenen numerischen Einstellungen gibt, mufl untersucht werden. Bei kleineren Skalen
treten komplizierte nicht-stérungstheoretische Effekte auf und es werden héhere Ordnun-
gen der Storungstheorie wichtig, z.B. fiir einen Wechsel des Renormierungsschemas im
Kontinuum oder zu einem Vergleich mit der Gitter-Stérungstheorie. Héhere Ordnungen
der Stérungstheorie stehen aber zur Zeit kaum zur Verfiigung. Bei grofleren Renormie-
rungsskalen kénnen Diskretisierungsfehler die Ergebnisse verfalschen.

Ein Spezialfall: Vektor- und Axialvektor-Strom-Operator

Hier liegt gerade der seltene Fall vor, dal man (auch) auf dem Gitter iiber alle 4
Raum- und Zeit-Richtungen mitteln darf. Man kann auflerdem zwischen longitudinalen
und transversalen Komponenten beziiglich des Vierer-Impulses p unterscheiden und so
(auf dem Gitter) O(4) kovariante Renormierungsbedingungen stellen, die nur longitudi-
nale oder nur transversale Komponenten enthalten.

Fiir den Vektor-Strom hat man (im Kontinuum):

ong\— on p
(Zleme)=t Z e LTy (Zp—g ]éVM(p)) =1, (6.11)
I

(Z;rans)—lz‘t/rans%Tr (Z (fm _ p_g ]5) Vﬂ(p)) =3. (612)

i p
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und fiir den Axialvektor-Strom:

on — on p
(7)1 oy (Z B zwp)) 1, (6.13)

I

ransy— rans p
(Z=) "z Tr (Z (75% - p—;% ]5) Au(p)) =3, (6.14)

I

Ward Identitéten legen die Renormierungskonstanten der Vektor- und Axialvektor-Stréme
fest und erlauben so eine Bestimmung der Quarkfeld-Renormierungskonstanten Z;"“g und
237", Von der Vektor-Strom-Ward Identitét folgt so, dal Z;"** mit Z, aus (6.9) bis auf

Gitter-Artefakte iibereinstimmt; fiir Z;"“g stimmt dies im allgemeinen nicht.

Eine Verallgemeinerung der Renormierungsbedingungen, hier der transversalen Be-
dingung, auf das Gitter fithrt fiir J, =V, A, zu dem Ansatz

(Z;rans)_lell—QTr(ZQjJM )—1Tr(ZQ J(p ) 3, (6.15)

wobei Qj eine geeignete Dirac-Matrix und Jfom(p) den auf dem Gitter berechneten
Born-Term bezeichnet. Naheliegend ist

QF = (1) QL (6.16)

Qll = ism () 3 () ™ sinfapy) (6.17)
A

Der Normierungsfaktor NV folgt dann unmittelbar zu

N=LTr [Z JEOFH sin(ap,) Y (JEOFH)_I sin(apA)] : (6.18)

H A

Der Kontinuumslimes ¢ — 0 und JEOFH — 7y, oder 7,75 ergibt N/a? — p* und fiihrt, wie
es sein sollte, zur Kontinuums-Renormierungsbedingung (6.12).

Fiir den sogenannten erhaltenen Vektor-Strom (4.45) ist auf dem Gitter

JP™(p) = 7, cos(ap,.) + isin(ap,) (6.19)
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und man erhéalt
2
N = (Z sin2(apu)) + > sin’(ap,) — > sin*(ap,) . (6.20)
n n n

Der erhaltene Vektor-Strom erméglicht gerade eine Bestimmung von Z;™" auf dem Git-
ter; und zwar mit Hilfe von Z; = 1 und der Renormierungsbedingung (6.15).

Fir den Vektor-Strom und den Axialvektor-Strom hat man

JPom =, (6.21)
bzw.
T2 = 375 (6.22)
und bekommt in beiden Fallen
N = sin*(ap,). (6.23)
n

Es zeigt sich nun, daf} die transversalen Renormierungskonstanten (von Vektor-Strom
und Axialvektor-Strom) variiert iiber den Renormierungspunkt p* sehr glatt sind, also
hier die Diskretisierungsfehler geringer sind (Fig. 6.3). Bei longitudinalen Renormierungs-
konstanten ist dies weniger deutlich.

6.2 Ergebnisse im MO M-Schema

Im folgenden werden Renormierungskonstanten gegeben, die im M OM-Schema (6.8)
bzw. (6.15) (im Falle des Vektor- und Axialvektor-Stromes) berechnet wurden. Die Er-
gebnisse beruhen auf Rechnungen mit Standard Wilson Fermionen (r = 1) in der quen-
ched Approximation auf den Gittern 16°x32 («™? = 3.8GeV?, 8 = 6.0) und 24°x48
(a=? = 7.0GeV?, 3 = 6.2) mit den raumlichen Ausdehnungen 1.6 fm bzw. 1.8 fm; dabei
werden hopping Parameter k = 0.155, 0.1530, 0.1515 (k. = 0.157211) bzw. k = 0.152,
0.1507, 0.1489 (k. = 0.153374) verwendet [33].
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Abbildung 6.1: Chirale Extrapolation fiir Z von O

fiir u? wurden ausgewihlt.

bei = 6.2. Représentative Werte

V2 a

Zur Darstellung der Renormierungskonstanten wird der dimensionslose Gitter-Renor-
mierungspunkt a®u? in einen physikalischen p?[G'eV?] umgerechnet. Dazu ist eine Kennt-
nis des physikalischen Gitterpunktabstandes =2 in GeV? notwendig. Die Bestimmung
von ™% = 3.8GeV? (3 =6.0) und a™% = 7.0GeV? (3 = 6.2) erfolgte im QCDSF-Projekt
iiber die physikalische Grofle der string-Konstanten [33]. Der Renormierungspunkt g2
wird so auf logarithmischer Skala im Bereich 0.5GeV? < p? < 80GeV? variiert.

Die in den Rechnungen simulierten Quarkmassen sind verhilnismiBig groB. Uber eine
Extrapolation der Ergebnisse (der Renormierungskonstanten) zum sogenannten chiralen
Limes wird zur ndherungsweise giiltigen masselosen Theorie iibergegangen. Dies erfolgt
linear in 1/k. In den meisten Fallen ist die Massenabhéngigkeit relativ schwach, so daf
eine lineare Extrapolation sinnvoll ist, siche Fig. 6.1 am Beispiel des Operators O,,
bei B = 6.2. Diese im allgemeinen nur leichte Abhdngigkeit von der Quarkmasse ist
verniinftig, da die Massenskala nicht von der Quarkmasse, sondern von der typischerweise
viel grofieren Renormierungsskala ;i gesetzt wird.

In den Abbildungen 6.2-6.5 werden nun unmittelbar sich aus dem MOM-Schema
ergebende Renormierungskonstanten (extrapoliert zum chiralen Limes) fiir 5 = 6.00 und
B = 6.20 gezeigt. Die dargestellten Fehler sind rein statistisch und wurden mit Hilfe eines
Jackknife-Verfahrens berechnet.
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Abbildung 6.2: Z im MOM-Schema (6.8) fiir Op, O bei 3 = 6.00 (schwarze Datenpunkte) und
3 = 6.20 (weile Datenpunkte).

In Anhang A werden die Ergebnisse fiir die Renormierungskonstanten im MO M-

Schema (6.8) und (6.15) in Tabellenform gegeben.

An dieser Stelle ist es interessant, die erhaltenen Resultate mit der Literatur zu ver-
gleichen. Fiir die lokalen Operatoren, d.h. ohne Ableitungen (4.44), (O, Op, Oy, O4),
sind Renormierungskonstanten bereits tiber dhnliche nicht-stérungstheoretische Metho-
den berechnet worden. Allerdings wird meistens mit verbesserten Gitterformulierungen
der QCD oder bei anderen 3-Werten gearbeitet, so dafl hier ein direkter Vergleich nicht
moglich ist. In [34] wird dagegen ebenfalls unter anderem mit quenched Wilson-Fermionen

bei 3 = 6.00 und 8 = 6.20, in beiden Fillen allerdings auf 16°x32-Gittern, gerechnet.

Im Falle des lokalen Vektor-Stroms und des Axialvektor-Stroms sieht man eine gute
Ubereinstimmung mit [34], wenn man jeweils die Renormierungskonstanten, gemittelt
iiber alle 4 Komponenten, miteinander vergleicht. Die Renormierungskonstante des loka-
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Abbildung 6.3: Z im MOM-Schema (6.8) fiir @4, Oy (obere Bilder) und im M OM-Schema (6.15)
(untere Bilder) bei § = 6.00 (schwarze Datenpunkte) und 8 = 6.20 (weifile Datenpunkte).
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Abbildung 6.4: Z im MOM-Schema (6.8) fiir Oy24, Ou2p, Oraa, Orap bei B = 6.00 (schwarze Daten-
punkte) und 4 = 6.20 (weifle Datenpunkte).
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5 T T

Abbildung 6.5: Z im MOM-Schema (6.8) fiir O3, O2, Oy3, Oya bei B = 6.00 (schwarze Daten-
punkte) und 4 = 6.20 (weifle Datenpunkte).
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len Vektor-Stroms zeigt eine funktionelle Abhdngigkeit von der Renormierungsskala auf
dem Gitter, was man bei uns etwas deutlicher sieht (Abb. 6.3), insbesondere iiber die Me-
thode der transversalen Projektion nach (6.15). Die Z’s iiber eine solche Projektion sind
dabei jeweils systematisch ein wenig verschoben von denen, die tiber alle 4 Komponenten
gemittelt werden.

Bei der pseudoskalaren Dichte gibt es leichte Unterschiede zu [34]. Unsere Z’s sind
systematisch kleiner bei 5 = 6.00 und grofler bei 3 = 6.20. Dies kénnte mit der chiralen
Extrapolation zusammenhingen, die insbesondere bei kleinen p? nicht mehr ganz linear
in 1/ ist. Genauso wie bei uns ist jedoch die ,anomale Dimension“ auf dem Gitter?
viel zu grof} im Vergleich mit der Kontinuums-Stérungstheorie, siehe Abb. 6.2. Beim
skalaren Operator findet man eine gute Ubereinstimmung, wenn 2 nicht allzu grof ist.
Wie in unseren Daten, ist aufgrund der ungewdhnlich grofien ,anomale Dimension® der
pseudoskalaren Dichte das Verhaltnis Zp/Zg in [34] nicht konstant, auch nicht fiir sehr
groBe Renormierungsskalen p?.

Zur Berechnung der Renormierungskonstanten des lokalen Vektor-Stroms Zy und des
Axialvektor-Stroms Z 4 gibt es einige andere nicht-stérungstheoretische Methoden, deren
Ergebnisse hier zu einem Vergleich zitiert werden sollen:

7Z.B. kann man Zy berechnen, indem man hadronische Greensfunktionen des lo-
kalen Vektor-Stroms und des erhaltenen Vektor-Stroms (die Renormierungskonstante
ist eins) miteinander vergleicht. Einige solche Resultate werden bei 5 = 6.00 in [35]
und [36] gegeben. In [35] wird 0.73 mit Hilfe von 3-pt-Greensfunktionen und 0.57 iiber
2-pt-Greensfunktionen ausgerechnet. Der grofle Unterschied wird mit Diskretisierungs-
Artefakten erklart, worauf die funktionelle Abhéngigkeit von Zy vom Renormierungs-
punkt in Abb. 6.3 bei uns ebenfalls hindeutet (siehe Abschnitt 6.4.2). Die japanische
JLQCD-Arbeitsgruppe hat diese Methode ebenfalls auf Wilson-Fermionen bei g = 5.90,
6.10 und 6.30 angewendet [37]; wenn diese Ergebnisse interpoliert werden [38], erhilt
man 0.57 bei # = 6.00 und 0.62 bei 5 = 6.20.

Der lokale Vektor-Strom und der Axialvektor-Strom kénnen nicht-stérungstheoretisch
auch iiber die sogenannte Ward-Identitdt Methode renormiert werden [39]. In [36] gibt
man fiir Wilson-Fermionen 0.57(2) bei 8 = 6.00 fiir den lokalen Vektor-Strom an. Die-
sen Wert kénnte man bei uns mit 0.68 bei p?a? = 1 aus dem M OM-Schema iiber die
Methode der transversalen Projektion nach (6.15) vergleichen (siehe Tabelle A.2); wie-
derum erklart sich der grofie Unterschied wahrscheinlich durch Diskretisierungsfehler, die
bei verschiedenen Methoden unterschiedlich sind. Die JLQCD-Arbeitsgruppe hat den
Axialvektor-Strom ebenfalls iiber die Ward-Identitdt Methode bei = 5.90,6.10 und
6.30 renormiert [37]; durch Interpolation ergibt sich dann etwa 0.75 bei 3 = 6.0 und 0.77
bei f = 6.2, zu vergleichen mit 0.78 bei § = 6.0 und 0.79 bei § = 6.2 jeweils auf der
Gitter-Renormierungsskala g?a* = 1 bei uns (siehe Tabelle A.2).

?Die Grofe ,anomale Dimension® ist eigentlich nur im Kontinuum definiert.
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6.3 Ein anderes MOM-Schema auf dem Gitter

Es soll hier kurz ein anderes Gitter-MOM-Schema vorgestellt werden [40]. Man geht
wiederum von der allgemeinen, etwas symbolischen (stérungstheoretischen) Bedingung
fiir amputierte Quark Vertexfunktionen bei p? = pu? aus:

Ir(p) = Tboralp)

(6.24)

2
pP=p?

wobei ['g,,,, die nullte Ordnung der Stérungstheorie auf dem Gitter ist, und fordert etwas
unkonventionell fiir bestimmte Impulse p mit p? = p:

Tr(M - Sr(p)Tr(p)Sr(p)) = Tr(M - Sa(p)lue(p)Sr(p))
dh.  ZoZ M- Tr(M-S(pT(p)S(p) = Tr(M-Sp)ue(p)S(p))  (6.25)

Dabei ist T'r(...) eine Spur im Farb-Spin-Raum und Sg(p) der renormierte Quark Pro-
pagator. M ist eine ,,Projektionsmatrix®* und wurde hier konkret zu

1 010
0000
M = 000 0 (6.26)
0000
gewidhlt. Die Quarkfeld Renormierungskonstante ist nach (6.9):
7, =Tr —12 0 sm(pw)g—l(m )Lﬂzﬁ (6.27)

123, sin®(paa)

Ein Vergleich mit dem konventionellen Schema (6.8) in Abb. 6.6 am Beispiel der Ope-
ratoren Oz, und O, zeigt nun erwartungsgemaf eine weitgehende Ubereinstimmung der
beiden MOM-Schemata (Das Schema (6.25) wurde mit einer Punkt-Quellen-Methode

(4.82) und (4.83) berechnet).

Theoretisch gibt es viele Moglichkeiten, ein MO M-Schema auf dem Gitter zu reali-
sieren. Und da man letztendlich doch zum Standard-Schema der Hochenergiephysik, zu
MS, wechselt (hier z.B. iiber (5.44)), stellen die MOM-Schemata fiir sich genommen
uninteressante beliebige Zwischenschritte dar. Praktisch sind alle diese Schemata aller-
dings nicht gleichwertig, da systematische Fehler durch das Gitter und z.B. durch den
Wechsel des Schemas zu M.S vom gewihltem MOM-Schema abhiingig sind.
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Abbildung 6.6: Vergleich des Standard M OM-Schemas (6.8) mit dem unkonventionellen (6.25) fiir
Oyaq und Oyap bei § = 6.00 (schwarze Dreiecke (6.8)) .
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Abbildung 6.7: Z fiir den Operator Oy, bei f = 6.2im MOM-Schema (6.8) (schwarze Datenpunkte)
und im M S-Schema (weifie Datenpunkte).

6.4 Ergebnisse im M S5-Schema im Vergleich mit der
Storungstheorie

Das eigentliche Ziel ist die Berechnung der Momente der Proton Strukturfunktionen
(Non-Singlet) im tief-inelastischen Limes Q* — oo

M(Q* Proton) ~ > CW(QZ, ) - U(Om(u), Proton) (6.28)
0

mit Wilson-Koeffizienten CW(QQ, ) und reduzierten Proton Matrixelementen U(Om(u),
Proton) lokaler, zusammengesetzter Operatoren O, beide z.B. (off-shell) renormiert im
Standard-Schema M S. Dabei wird das reduzierte Proton Matrixelementen auf dem Git-

ter berechnet und renormiert:
U(Om(u), Proton) = lim,_ Z(W(/,La, a) - v(O(a), Proton) (6.29)

Nicht-stérungstheoretisch berechnet man die gesuchten Renormierungskonstanten aus
den MOM-Ergebnissen der Schemata (6.8) bzw. (6.15) iiber Umrechnungsfaktoren aus
der Kontinuumstheorie (5.40), (5.41) (5.42) und (5.45) zu

75 (na, a) = Xypoa - 2o M (pa, a). (6.30)

(Es wird ¢ = g(p) nach (5.57) und (5.62) verwendet.) Dabei verursacht ein solcher
Schemenwechsel (aufler beim Vektor-Strom und Axialvektor-Strom) einen merklichen

Effekt wie Abb. 6.7 zeigt.
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VI Pystp V7 Py

Ap | 12,9524 22.5954 20.6178 15.7963

% 8 8 0 0
v1 | —134.67 —134.67 0.00 0.00
an O'U2,a 07’2,(1 Oal OU2 b
Ap | 15.7963 1.2796 0.3451 0.3451 2.5619
"o 0 64/9 64/9 64/9 64/9
" 0.00 96.69 96.69 96.69 96.69
Or2 b OUS OTS Oa2 OU4

Ao | 0.1674 —12.1274 —12.8589 —12.1171 —27.2296
Yo | 64/9 100/9 100/9 100/9  628/45
v | 96.69 14178 14178 14178 17258

Tabelle 6.1: Finite Anteile und anomale Dimensionen in 1- und 2-Schleifen-Né&herung
(ny =0 flavour-Zustande) der Renormierungskonstanten in der Gitter-Storungstheorie.

Im Vergleich dazu (Siehe Tabelle 6.2, S. 95) liefert die Gitter-Storungstheorie in 1-
Schleifen-Naherung im M S-Schema

9
1672
wobei Ap der finite Anteil und ~o die anomale Dimensionen ist, siche Tabelle 6.1 [15].
Es ist Cp = 4/3 fiir die Eichgruppe SU(3).

Fiir die tadpole verbesserte Gitter-Stérungstheorie wird hier fiir einen Operator O

Z8%(na,a) = 1 — = (yoln(ap) + Crio), (6.31)

mit np kovarianten Ableitungen

*2

25 (na,a) = ug™" |1 - =

(Yo In(ap) + CrAp) (6.32)
verwendet, wobei Ao = Ao + (np — 1)7? und vy = 1 — ¢?/(1672)Cpr? + O(g*) mit
g* =6/0 ist. g* wird iiber ag(1/a) in Tabelle I aus Ref. [41] ermittelt. Konkret haben
wir ¢° = 1.5778 und ug = 0.8778 bei § = 6.00 und ¢* = 1.4931 und uy = 0.8851 bei

3 = 6.20 genommen.”

3In einer heuristischen Herleitung nach [41] schreibt man (6.31) bei u = 1/a fiir einen Operator mit
np Ableitungen:
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Die Renormierungskonstanten der Gitter-Stérungstheorie kénnen mit Hilfe der Re-
normierungsgruppe (der Kontinuumstheorie) weiter verbessert werden. So liefern dann
(6.31) und das tadpole verbesserte Analogon (6.32) Startwerte z.B. bei g = 1/a,
wahrend die p-Abhangigkeit durch den Renormierungsgruppen-Faktor Ro(u, po) der
Kontinuumstheorie (5.50) beschrieben wird.

Z(W(/Maa) = Ro(p, pto) - Z(W(Moa,a) (6.35)

In Abschnitt 5 sind je nach Operator 1- bis 3-Schleifen-Naherungen fiir Ro(u, po) , (5.54)
ff., mit entsprechend renormierten Kopplungskonstanten aufgelistet. Der A Parameter
wird im folgenden zu Agg = 230 MeV gewéhlt. Dieser Wert folgt aus [42], wenn man
beriicksichtigt, da} dort zur Bestimmung des Gitterpunktabstandes @ in physikalischen
Einheiten der Kraft-Parameter rq, im QCDSF-Projekt aber die string-Konstante [33]
verwendet wurde. Aufgrund der quenched-Néherung bei den numerischen Simulationen
wird die Anzahl der flavour-Zustinde ny = 0 gesetzt und damit der Beitrag durch
Quark-Schleifen unterdriickt.

Es stellt sich nun die Frage, ob es einen Skalen-Bereich pu? gibt, in dem die Re-
normierungsskalen p? einerseits grof genug sind, dafi die nicht-stérungstheoretischen
Renormierungskonstanten im MS-Schema (6.30) ein storungstheoretisches Verhalten
zeigen, aber u? zum anderen auch klein genug ist, damit Gitter-Diskretisierungsfehler
gering sind. (Nur dann kann das Produkt des renormierten reduzierten Proton Matri-
xelementes mit dem zugehorigen Wilson-Koeffizienten ein zuverlidssiges p*-unabhingi-
ges physikalisches Moment ergeben.) Um dies zu testen werden zwei Darstellungsarten
gewihlt. Zum einen werden die nicht-stérungstheoretischen Daten im M S-Schema den
verschiedenen Losungen der Storungstheorie (Gitter-Storungstheorie, tadpole verbesserte
Storungstheorie, jeweils mit der Renormierungsgruppe verbessert und in verschiedenen
Schleifen-N&herungen) direkt gegeniibergestellt. Zum anderen werden die nicht-stérungs-
theoretischen Renormierungskonstanten im M S-Schema durch den Renormierungsgrup-
pen-Faktor Ro(u, pto) (in verschiedenen Schleifen-Naherungen) geteilt dargestellt. Wir
setzen p2 =4 GeV?.

2 2
g Uo np-1 g
1-—==CrAp = D 1— A
Torz oo w1 ( T6r2CF O)
*2
Ug g N *4
A 1— CrA (0] 6.33
ugD ( 1671'2 F O) + (g )a ( )
mit )
Ug = <%trUu>% =1- 1§7T2 Cpr? + O(g4) und Ao = Ap + (np — 1)71'2. (6.34)

Hierdurch wird beriicksichtigt, dafl man np Operator tadpole Diagramme hat und eins an den Beinen,
das mit derselben Gréfle, aber umgekehrten Vorzeichen beitragt. Zusitzlich wird statt der nackten Kopp-
lung g als Entwicklungsparameter die auf einer physikalischen Skala renormierte Kopplungskonstante g*
genommen. g* wird iiber agzg(1/a) in Tabelle I aus [41] gewonnen.
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Stérungstheoretische und Nicht-Stérungstheoretische M S-Ergebnisse im Ver-

gleich bei p* = a~

2

9] Zo zZ48 zo Zo zZ4 zo
5 =6.0 5 =62
O, ., 1.1332(29)  0.9731 0.9892 1.0732(19)  0.9759 0.9895
O.,, 1.0836(24)  0.9462 0.9784 1.0426(36) 0.9518 0.9791
O, 1.4973(67)  1.1933 1.1024 1.3458(15) 1.1778 1.0991
O, 2.0042(121) 1.5021 1.2299 1.7497(85)  1.4565 1.2225
O, 1.5409(64)  1.1930 1.1023 1.3962(16) 1.1776 1.0990
O, 1.1615(33)  0.9927 0.9971 1.0956(18)  0.9935 0.9972
O,,, 1.1541(24)  0.9965 0.9986 1.0912(36)  0.9968 0.9986
O,, 1.5292(68)  1.2108 1.1086 1.3628(15) 1.1934 1.1051
Or 0.7718(16)  0.8209 0.8906 0.7897(29) 0.8337 0.8942
Op 0.4934(24)  0.6430 0.8092 0.5888(15) 0.6731 0.8154
Oy 0.6833(8)  0.6795 0.8259 0.7206(3)  0.7060 0.8315
O, 0.7821(9)  0.7684 0.8666 0.7978(4)  0.7864 0.8709

-2

Tabelle 6.2: Renormierungskonstanten im MS-Schema fiir 3 = 6.0 bei p? = a2 =
3.8 GeV? und fiir 3 = 6.2 bei pu? = a2 = 7 GeV? . Die angegebenen Fehler bei
den nicht-stérungstheoretisch berechneten Zp nach (6.30) sind rein statistisch. Z4 sind
nach (6.32) stérungstheoretisch tadpole verbessert und Z5™ sind nach (6.31) einfach

storungstheoretisch berechnet.
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Abbildung 6.8: Z fiir den axialen Vektorstrom bei 3 = 6.20: berechnet nach der Methode der transver-
salen Projektion (6.15) (oberes Bild) und der Standard Methode (6.8) gemittelt tiber alle 4 Richtungen
(unteres Bild). Auflerdem: Ergebnisse der 1-Schleifen-Gitter-Stérungstheorie (6.31) (gestrichelte Linie)
und tadpole verbessert (6.32) (durchgezogen).

6.4.1 A, I und O,

Der Axialvektor-Strom A ist ein besonders einfacher Fall: Die Renormierungskonstante
im MOM-Schema ist (in 1-Schleifen-Niherung) gleichzeitig auch die in M S, siehe (5.41).
Die anomalen Dimensionen sind null im M S-Schema und der Renormierungsgruppen-
Faktor Ro(p, o) ist somit 1. Wie bereits in Abb. 6.3 zu sehen ist, ergibt die Methode
der Projektion auf die transversale Komponente (6.15) ein glatteres Ergebnis als die
Standard Methode (6.8). Abb. 6.8 zeigt beide Methoden zusammen mit den stérungs-
theoretischen Losungen. Die Erwartungen werden hier erfiillt. Um p? = 4 GeV? sieht
man ein ndherungsweise Skalen-unabhangiges nicht-stérungstheoretisches Ergebnis. Die
tadpole verbesserte Stérungstheorie ist in besserer Ubereinstimmung als die 1-Schleifen-
Gitter-Storungstheorie.
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Abbildung 6.9: Z fiir den skalaren Operator bei # = 6.20. Oberes Bild: nicht-stérungstheoretische
Daten im M S-Schema, nach (5.40) umgerechnet, und stérungstheoretische Ergebnisse der Standard
Theorie (gestrichelte Linie) und der tadpole verbesserten Theorie (durchgezogene Linie). Dabei: Gera-
den =1-Schleifen-Gitter-Stérungstheorie (6.31) und (6.32); gekriimmte Kurven = Ro (p4, po) Z (f40) mit
Startwerten (6.31) und (6.32) bei p2 = 4 GeV? und einem Renormierungsgruppen-Faktor Ro(p, po)
hier in 3-Schleifen-Naherung der Kontinuums-Storungstheorie (5.60). Unteres Bild: Z/Ro (i, po) mit
Ro (pt, po) in 1- bis 3-Schleifen-Naherung (Dreiecke= 1-, schwarze Kreise= 2-, weifie Kreise= 3-Schleifen-
Niherung) nach (5.54) ff. (Umrechnung der nicht-stérungstheoretischen Z nach MS entsprechend 0-
bis 2-Schleifen-gendhert (5.40), (5.42)).

Der skalare Operator ist etwas komplizierter und geradezu ein Paradefall. In Abb. 6.9
wird dies demonstriert. Das obere Bild vergleicht die nicht-stérungstheoretischen Z, nach
M S transformiert, mit den Vorhersagen der Gitter-Stérungstheorie mit und ohne tadpole
Verbesserung. Auflerdem wird der Einflul der Renormierungsgruppen-Verbesserung, an-
gewandt bei u3 = 4 GeV?, auf die stérungstheoretischen Ergebnisse gezeigt. Die tadpole
Verbesserung wirkt in die richtige Richtung und die nicht-stérungstheoretischen Daten
folgen sehr gut dem Verlauf der Renormierungsgruppe fiir nicht zu kleine Skalen p2. Im
unteren Bild werden die Daten, geteilt durch den Renormierungsgruppen-Faktor in 1- bis
3-Schleifen-Néherung, dargestellt. Die Stérungstheorie scheint sich den nicht-stérungs-
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Abbﬂdung 6.10: Z fiir Oy bei 3 = 6.20. Oberes Bild: nicht-storungstheoretische Daten im MS-
Schema, nach (5.45) umgerechnet, und stérungstheoretische Ergebnisse der Standard Theorie (gestri-
chelte Linie) und der tadpole verbesserten Theorie (durchgezogene Linie). Dabei: Geraden =1-Schleifen-
Gitter-Storungstheorie (6.31) und (6.32); gekriimmte Kurven = Ro (i, ft0) Z (po) mit Startwerten (6.31)
und (6.32) bei p2 = 4 GeV? und einem Renormierungsgruppen-Faktor Re (p, pto) hier in 2-Schleifen-
Néherung der Kontinuums-Storungstheorie (5.56). Unteres Bild: Z/Ro(p, pto) mit Ro (pt, o) in 1- bis
2-Schleifen-Néaherung (Dreiecke= 1-, schwarze Kreise= 2-Schleifen-N&herung) nach (5.54) ff. (Umrech-
nung der nicht-stérungstheoretischen Z nach M .S entsprechend 0- bis 1-Schleifen-genihert (5.45)).

theoretischen Daten immer mehr anzupassen und so, wie erwartet, ein y?-unabhingiges
Plateau zu bilden.

Ahnliches kann man zu dem Operator der OPE O, in Abb. 6.10 sagen. Die tadpole
Verbesserung scheint jedoch hier keinen wesentlichen Effekt zu haben. Deutlich ist auch
hier im oberen Bild eine stérungstheoretische p?-Abhingigkeit der nicht-stérungstheo-
retisch berechneten Renormierungskonstanten zu erkennen. Entsprechend ist auch hier
im unteren Bild ein Plateau ab ca. u? = 4 GeV? zu sehen, wenn die nicht-stérungstheo-
retischen Z durch den Renormierungsgruppen-Faktor Ro(y, to) geteilt werden. Gitter-
Artefakte (Streuung der Datenpunkte) sind hier jedoch deutlicher zu erkennen.
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Abbildung 6.11: Z fiir den lokalen Vektorstrom (transversale Komponente berechnet nach (6.15)).
Oberes Bild: nicht-stérungstheoretische Daten bei f = 6.20 und stérungstheoretische Ergebnisse der
Standard Theorie (gestrichelte Linie) und der tadpole verbesserten Theorie (durchgezogene Linie). Un-
teres Bild: nicht-stérungstheoretische Daten bei 5 = 6.00 (schwarze Kreise) und 3 = 6.20 (weifie Kreise),
letztere nach der Renormierungsgruppe (6.39) (im Raum der nackten Parameter) auf 3 = 6.00 reskaliert.

6.4.2 Problem-Falle: V und ~;

Der zum Axialvektor-Strom A analoge lokale Vektor-Strom V' (hier die transversale Kom-
ponente berechnet nach (6.15)) ist in Abb.6.11 dargestellt. Auch hier ist die Renormie-
rungskonstante im MO M-Schema (in 1-Schleifen-Niherung) gleichzeitig die in M S, siehe
(5.41). Die anomalen Dimensionen sind zu allen Ordnungen der Stérungstheorie im M S-
Schema null und der Renormierungsgruppen-Faktor Ro(i, f10) ist somit 1. Trotzdem ist
hier kein Anzeichen eines Plateaus zu sehen.

Einen Hinweis auf eine Erklarung hierfiir erkennt man im unteren Bild von Abb.6.11.
Hier werden nicht-stérungstheoretische Daten bei 5 = 6.00 und 8 = 6.20 (8 = 6/¢%),
also verschieden nahe am Kontinuum, miteinander verglichen. Die stérungstheoretische
Renormierungsgruppe (im Raum der nackten Parameter) ergibt einen sehr nahe bei 1
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liegenden und praktisch g*-unabhéngigen Umrechnungsfaktor (6.39) fiir die Renormie-
rungskonstanten der beiden 3-Werte (hohere Ordnungen Stérungstheorie sind dann ver-
mutlich vernachlassigbar). Im unteren Bild von Abb.6.11 sind die Daten bei 5 = 6.20
hiermit auf 3 = 6.00 umgerechnet, um Gitter-Artefakte deutlich zu machen. D.h. wenn
es keine solchen Artefakte gidbe, miifiten die Datenpunkte jetzt aufeinander liegen. Wie
erwartet, zeigen die Renormierungskonstanten kein solches Verhalten, stattdessen ha-
ben die reskalierten § = 6.20 Daten, da sie ndher am Kontinuum liegen, eine geringere
Steigung. Dies zeigt, daf} der lokale Vektorstrom stark von Gitter-Artefakten (z.B. Dis-
kretisierungsfehler oder Brechen der chiralen Symmetrie auf dem Gitter, verursacht durch
die Wilson-Formulierung) beeinfluft wird. Im Falle des lokalen Vektorstroms ergibt die
Wilson-Formulierung der QCD auf dem Gitter also bei den hier gegebenen Gittern kein
Skalen- oder Kontinuums-nahes Verhalten. Damit sind die bekannten Figenschaften des
Kontinuums, z.B. dafl die anomalen Dimensionen beim lokalen Vektorstrom null sind,
nicht mehr mafigebend.

Auch beim pseudoskalaren Operator erkennt man kein stérungstheoretisches Verhal-
ten in der p*-Abhingigkeit, sieche Abb. 6.12. Dies wurde bereits in [32] beobachtet. Einen
Hinweis auf eine Erklarung liefert hier die deutliche Quarkmassen-Abhangigkeit der Re-
normierungskonstanten insbesondere bei kleinen Renormierungsskalen p?. Diese Eigen-
schaft kann mit Hilfe der Dynamik des Brechens der chiralen Symmetrie (im Kontinuum)
erklart werden [32]. Es existiert im Kontinuum eine Ward-Identitat, die die unrenormier-
te pseudoskalare Vertexfunktion bei verschwindendem Impuls-Ubertrag ¢*> = 0 mit dem
Quark Propagator in Beziehung setzt:

—2mol'" (p) = S7H(p)ys + 7557 (p) - (6.36)

mo ist hier die nackte Quarkmasse, die im chiralen Limes gegen null geht. Nach [43]
erzeugt das spontane Brechen der chiralen Symmetrie einen masseartigen Beitrag zu
S~ der mit 5 kommutiert (und nicht antikommutiert) und im chiralen Limes bestehen
bleibt. Deswegen wird die rechte Seite von (6.36) im Limes mo — 0 nicht verschwinden
und der pseudoskalare Vertex muf} divergieren. Damit ist die pseudoskalare Dichte einfach
nicht wohldefiniert, wenn der chirale Limes nach dem Limes ¢* — 0 vorgenommen wird,
was gerade bei unserem Vorgehen so geschieht.

Fiir die Renormierungskonstante des pseudoskalaren Operators fithrt (6.8) mit (6.36)
7

12moZ,(p)
=)

und mit nicht verschwindendem trS™(p) auch im chiralen Limes mufl Zp(p) fiir mqo — 0

(6.37)

verschwinden. Und genau dies ist zumindest fiir kleine p? in den nicht-stérungstheore-
tischen Daten zu sehen. Fiir grofie 42, d.h. im stérungstheoretischen Bereich, sollte das
Verhiltnis Zp/Zs konstant werden, da die Operatoren P and S gleiche anomale Dimen-
sionen haben. Ein Vergleich von Abb. 6.9 mit Abb. 6.12 zeigt keinen solchen Bereich;
vermutlich verfélschen bei groflen Skalen Diskretisierungsfehler das Ergebnis.
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Abbildung 6.12: Z fiir den pseudoskalaren Operator bei 3 = 6.20. Oberes Bild: nicht-stérungstheoreti-
sche Daten im M S-Schema, nach (5.40) umgerechnet, und stérungstheoretische Ergebnisse der Standard
Theorie (gestrichelte Linie) und der tadpole verbesserten Theorie (durchgezogene Linie). Dabei: Gera-
den =1-Schleifen-Gitter-Stérungstheorie (6.31) und (6.32); gekriimmte Kurven = Ro (p4, po) Z (f40) mit
Startwerten (6.31) und (6.32) bei p2 = 4 GeV? und einem Renormierungsgruppen-Faktor Ro(p, po)
hier in 3-Schleifen-Naherung der Kontinuums-Storungstheorie (5.60). Unteres Bild: Z/Ro (i, po) mit
Ro (pt, po) in 1- bis 3-Schleifen-Naherung (Dreiecke= 1-, schwarze Kreise= 2-, weifie Kreise= 3-Schleifen-
Niherung) nach (5.54) ff. (Umrechnung der nicht-stérungstheoretischen Z nach MS entsprechend 0-
bis 2-Schleifen-gendhert (5.40), (5.42)).

6.4.3 Operatoren mit Ableitungen

Im folgenden werden Operatoren mit ein bis drei Ableitungen diskutiert, welche ei-
nige Momente Hadronischer Strukturfunktionen bestimmen. Wiederum wird ein Fen-
ster gesucht, in dem die Renormierungsskalen p? einerseits grofi genug sind, daB die
nicht-stérungstheoretisch berechneten Renormierungskonstanten im MS-Schema (6.30)
storungstheoretisches Verhalten zeigen, aber p* zum anderen auch klein genug ist, damit
Gitter-Diskretisierungsfehler gering sind. Der schon behandelte Operator O,z (Abb. 6.10)
erfilllt diese Erwartungen. Bei den anderen Operatoren mufl man allerdings feststellen,
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dafl storungstheoretisches Verhalten in der Regel erst ab p? = 10GeV? einsetzt, wo
Gitter-Diskretisierungsfehler wahrscheinlich nicht mehr zu vernachlassigen sind.

Es werden wiederum fiir jeden Operator zwei Darstellungen der Renormierungs-
konstanten gegeben. Zum einen werden die nicht-stérungstheoretischen Daten im M S-
Schema den verschiedenen Losungen der Storungstheorie (Gitter-Storungstheorie, tadpo-
le verbesserte Stérungstheorie, jeweils mit und ohne Renormierungsgruppen-Verbesser-
ung) direkt gegentibergestellt. Zum anderen werden die nicht-stérungstheoretischen Re-
normierungskonstanten im M S-Schema, geteilt durch den Renormierungsgruppen-Faktor
Ro(p, o) (5.56), dargestellt, wobei p2 = 4 GeV? ist. Bei letzterem erwartet man einen
p?-Bereich, wo sich ein Plateau ausbildet.

Generell 148t sich sagen, daf} die Ergebnisse &hnlich sind fiir Operatoren mit gleicher
Anzahl der Ableitungen und ansteigen mit der Anzahl der Ableitungen. Dies wird qua-
litativ, wenn auch nicht quantitativ, von der Gitter-Stérungstheorie (und meistens noch
besser bei tadpole-Verbesserung) reproduziert.

In Abb. 6.13 und 6.14 werden Operatoren mit einer Ableitung dargestellt. Wie schon
erwiahnt, zeigen die Operatoren mit Ableitungen in der Regel erst ab p* = 10GeV?
storungstheoretisches Verhalten, wo es unwahrscheinlich ist, dafl Gitter-Diskretisierungs-
fehler vernachlédssighar sind. Nur bei O,y und O,q beginnt eine stérungstheoretische
p?-Abhingigkeit bei etwa 4 oder 5GieV?. Bei einem Vergleich der Operatoren, ist es
interessant anzumerken, dafl die Operator-Paare Oz, Ouop und O,9,, O,9 jeweils die
Eigenschaft haben, zur selben O(4) Darstellung im Kontinuum zu gehoren, sich aber
unterschiedlich unter H(4) auf dem Gitter zu transformieren. Dadurch sind die Renor-
mierungskonstanten im Kontinuum jeweils gleich, auf dem Gitter kénnen sie aber ver-
schieden sein. Die nicht-stérungstheoretisch berechneten Renormierungskonstanten fiir
O,24 liegen nun systematisch iiber denen von O,95, wiahrend bei O,5, und O, kein we-
sentlicher Unterschied festzustellen ist. Die Storungstheorie (Tabelle 6.2, S. 95) sagt dies
tatsachlich ebenfalls voraus, wobei sie jedoch einen geringeren Unterschied zwischen O,
und O, liefert.

In Abb. 6.15 und 6.16 werden Operatoren mit zwei und einer mit drei Ableitungen
(Oy4) dargestellt. Die Renormierungskonstanten sind hier grofier als bei Operatoren mit
einer Ableitung und sie erstrecken sich auch iiber einen grofleren Zahlenbereich. Wie-
derum zeigt sich storungstheoretisches Verhalten im allgemeinen erst ab p? = 10GeV?2.
Die tadpole Verbesserung der Stérungstheorie bringt hier eine deutliche Anndherung der
Standard Stérungstheorie an die nicht-stérungstheoretischen Daten. Bei einer Analyse der
Ergebnisse der Operatoren O,3, O,3 und O, sollte man zusétzlich bedenken, dafl hier
die Mischung mit anderen Operatoren unter Renormierung nicht berticksichtigt worden
ist. Vermutlich ist dies neben dem Umstand, dafl O,4 aufgrund seiner drei Ableitungen
ein sehr ausgedehnter Operator auf dem Gitter ist, der Grund dafiir, dafl man bei diesem
Operator genau genommen iiberhaupt kein stérungstheoretisches Fenster findet.
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Abbﬂdung 6.13: Z fiir Qyop und Oyag bei § = 6.20. Bilder links: nicht-stérungstheoretische Daten
im M S-Schema, nach (5.45) umgerechnet, und stérungstheoretische Ergebnisse der Standard Theorie
(gestrichelte Linie) und der tadpole verbesserten Theorie (durchgezogene Linie). Dabei: Geraden =1-
Schleifen-Gitter-Stérungstheorie  (6.31) und (6.32); gekriimmte Kurven = R (g, pt0)Z(po) mit Start-
werten (6.31) und (6.32) bei p2 = 4 GeV? und einem Renormierungsgruppen-Faktor Ro(p, pto) hier in
2-Schleifen-Néaherung der Kontinuums-Stérungstheorie (5.56). Bilder rechts: Z/Ro (p, po) mit Ro (1, po)

in 2-Schleifen-Niaherung nach (5.54) ff. (Umrechnung der nicht-stérungstheoretischen 7 nach MS 1-

Schleifen-gendhert (5.45)).




104 KAPITEL 6. RENORMIERUNG AUF DEM GITTER

| . 16 T '
[ 1Zr2dZRre
2 % 15 | |
18 |- |
ol ; 1 14 b { & 1
o ° ' .
14 F 28 | all § |
Te : i‘
5]
. ]
12 Ceg | Hr - -
@@e )
- e So,
e, | °w o0
l eeeaeeeﬂeﬁ@@ Ll Tes %o Sogettetete
08 | |
1 ; 1 I I
1 . 1 10
W2 [Gev? u?[Gev?
| . 16 T '
[ 1Zr2v/ZRre
2 % 15 | |
18 |- | }
ol - | 14 | ’ ; |
[)
13 | s 1
12 . s, %= |
* he IS o0
! e .o o® 0':0"....‘_
1 ; 1 I I
1 . 1 10
W2 [Gev? u?[Gev?

Abbﬂdung 6.14: Z fiir O, und O, bei 3 = 6.20. Bilder links: nicht-stérungstheoretische Daten
im M S-Schema, nach (5.45) umgerechnet, und stérungstheoretische Ergebnisse der Standard Theorie
(gestrichelte Linie) und der tadpole verbesserten Theorie (durchgezogene Linie). Dabei: Geraden =1-
Schleifen-Gitter-Stérungstheorie  (6.31) und (6.32); gekriimmte Kurven = R (g, pt0)Z(po) mit Start-
werten (6.31) und (6.32) bei p2 = 4 GeV? und einem Renormierungsgruppen-Faktor Ro(p, pto) hier in
2-Schleifen-Néaherung der Kontinuums-Stérungstheorie (5.56). Bilder rechts: Z/Ro (p, po) mit Ro (1, po)

in 2-Schleifen-Niaherung nach (5.54) ff. (Umrechnung der nicht-stérungstheoretischen 7 nach MS 1-
Schleifen-gendhert (5.45)).



6.4. ERGEBNISSE IM MS-SCHEMA 105

4 T T 24 J I |
7, Zg/Zra
35 % | 22r -
sl 7 2+ } } |
25 F % % | )
18 ® E |
-
2+ °g o | i
o 16 |- - |
"0g o
i [ ]
15 T
/7“/7»_7“::::::::: 77777777 e e eeeeeeee@@ Lar - =t .'........ |
LT B—— n
. ) 12 ! '
: - 1 10
2 [Gev? w2 [Gev?
, . . 24 T !
7, ZeplZpe
35 F | 22r -
3k | 2r E 1
25 ) | i i
) 18 "5t |
il
® L ]
16 F ° |
..o
*°e oo
14 ®® ee © 09000000 ¢g |
. ) 12 ! '
: - 1 10
2 [Gev? w2 [Gev?

Abbﬂdung 6.15: Z fiir 0,3 und Ogobei 3 = 6.20. Bilder links: nicht-stérungstheoretische Daten
im M S-Schema, nach (5.45) umgerechnet, und stérungstheoretische Ergebnisse der Standard Theorie
(gestrichelte Linie) und der tadpole verbesserten Theorie (durchgezogene Linie). Dabei: Geraden =1-
Schleifen-Gitter-Stérungstheorie  (6.31) und (6.32); gekriimmte Kurven = R (g, pt0)Z(po) mit Start-
werten (6.31) und (6.32) bei p2 = 4 GeV? und einem Renormierungsgruppen-Faktor Ro(p, pto) hier in
2-Schleifen-Néaherung der Kontinuums-Stérungstheorie (5.56). Bilder rechts: Z/Ro (i, po) mit Ro (j, po)

in 1- bis 2-Schleifen-Niherung nach (5.54) ff. (Umrechnung der nicht-stérungstheoretischen 7 nach M S
entsprechend 1-Schleifen-gendhert (5.45)).
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Abbﬂdung 6.16: Z fiir O,3 und Q4 bei 8 = 6.20. Bilder links: nicht-storungstheoretische Daten
im M S-Schema, nach (5.45) umgerechnet, und stérungstheoretische Ergebnisse der Standard Theorie
(gestrichelte Linie) und der tadpole verbesserten Theorie (durchgezogene Linie). Dabei: Geraden =1-
Schleifen-Gitter-Stérungstheorie  (6.31) und (6.32); gekriimmte Kurven = R (g, pt0)Z(po) mit Start-
werten (6.31) und (6.32) bei p2 = 4 GeV? und einem Renormierungsgruppen-Faktor Ro(p, pto) hier in
2-Schleifen-Néherung der Kontinuums-Stérungstheorie (5.56). Bilder rechts: Z/Ro (i, po) mit Ro (j, po)
in 1- bis 2-Schleifen-Naherung (Dreiecke= 1-, schwarze Kreise= 2-Schleifen-Naherung) nach (5.54) ff.
(Umrechnung der nicht-stérungstheoretischen Z nach M S entsprechend 1-Schleifen-genihert (5.45)).
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Abbildung 6.17: Oberes Bild: Z/Ro (i, pto) fiir den skalaren Operator bei 8 = 6.00 (schwarze Da-
tenpunkte) und # = 6.20 (weifle Datenpunkte) mit dem Renormierungsgruppen-Faktor Ro (4, o) bei
pi = 4GeV? in 3-Schleifen-Niherung der Kontinuums-Stérungstheorie (5.60) (Umrechnung der nicht-
stérungstheoretischen 7 ins M S-Schema nach (5.42)). Unteres Bild: dasselbe, wobei die 3 = 6.20-Daten
nach der Renormierungsgruppe (6.39) (im Raum der nackten Parameter) auf 8 = 6.00 reskaliert sind.

6.5 Skalenverhalten der Renormierungskonstanten?

In der Einleitung wurde Renormierung in einem gréfleren Zusammenhang beschrieben
(1.1 C und 1.2); dabei wurde betont, daf ein Kontinuumslimes ein fester Bestandteil aller
Rechnungen auf dem Gitter ist. Im allgemeinen benétigt man dazu numerische Daten an
mehreren Punkten im Phasenraum der nackten Parameter (go, mo) bei moglichst verschie-
denen, kleinen physikalischen Gitterpunktabstanden « (und gleichbleibender Grofe des
simulierten physikalischen Raum-Zeit-Volumens auf dem Gitter). Physikalische Grofien
und in einem MOM- oder M S-Schema renormierte GréBen werden dann linear in a iiber
die verschiedenen Datensdtze zum Kontinuumslimes (go, mo) = (0,0) bei ¢ = 0 extra-
poliert. Sehr weit sollte man dabei nicht von diesem Limes entfernt sein, da sonst grofle
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Diskretisierungsfehler auftreten und die Festlegung von « in physikalischen Einheiten
durch andere physikalische Gréflen aufgrund von Diskretisierungsfehlern sehr fehlerhaft
und willkiirlich ist. Ist man sehr nahe am Kontinuumslimes, im sogenannten Bereich
mit Skalen-Verhalten, was von der Gitter-Formulierung der Theorie und den betrach-
teten Groflen abhéngt und zu untersuchen ist, werden physikalische und p-renormierte
Groflen naherungsweise unabhingig von a und es gelten funktionelle Zusammenhénge
der nackten Parameter go(a), mo(a) und der Renormierungskonstanten Z(a) vom Git-
terpunktabstand a (Renormierungsgruppengleichungen).

Die Herleitung der Renormierungsgruppengleichungen erfolgt analog zu Abschnitt 5.4,
nur daf} hier die Renormierungsskala 1 und die renormierten Groflen festgehalten wer-
den und der Gitterabstand « und die nackten Parameter variiert werden. Analog zu

(5.50) erhélt man fiir die Operator-Renormierungskonstanten zweier verschiedener Git-
terpunktabstdnde a oder aufgrund des eindeutigen Zusammenhanges g(a) gleichbedeu-
tend zweier verschiedener nackter Kopplungen g:

Zo {/g 7(80)
— = exp dgo—=
Zo v Blgo)

mit einer anomalen Dimension 4(g) und einer g-Funktion B(g) auf dem Gitter, wobei
hier nach der Gitterkonstanten a differenziert wird. In der 2-Schleifen-Naherung erhalt

} . (6.38)

man

B _g° _%((%/51)—(%/50))
) (6.39)

_ o
ZO_ (92) 2Fo 1+ﬁ_0167r2
- 12
Zéo g/2 1 + %1%%2

Dabei kann man die Tatsache ausnutzen, dafl Gy, (i, und 7 universell sind, so daf}

N N

fBo = Bo, f1 = P und §9 = 7o ist (siehe Abschnitt 5.4). Die anomale Dimension in
1-Schleifen-Naherung 41 dagegen unterscheidet sich von v;; man findet (siehe [44])

A1 =71 + 280CF Ao — 321% 7 (—0.234101 + ny - 0.0034435) (6.40)

fiir die Eichgruppe SU(3). Die Grofien Ao sind in Tabelle 6.1 gegeben; der Koeffizient
von 7o stammt von dem Verhiltnis der A-Parameter auf dem Gitter und im MS-Schema

(siehe z.B. [17]).

Dieser Arbeit zugrunde liegen Daten zur Berechnung von Renormierungskonstanten
bei zwei verschiedenen nackten Kopplungen ¢ (¢ = \/6/7[3 mit 5 = 6.00,6.20), so daBl man
die Giiltigkeit von (6.39) hier untersuchen kann. Da die beiden nackten Kopplungen sich
nicht wesentlich unterscheiden und (6.39) im allgemeinen nicht sehr von 1 verschieden
ist, kann dieser Test allerdings nicht sehr genau sein. Dennoch ist eine Wirkung von

(6.39) zu erkennen. In Abb. 6.17 kann man am Beispiel des skalaren Operators einen

deutlich sichtbaren Effekt einer Reskalierung der 3 = 6.20-Daten auf 5 = 6.00 feststellen.
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In Abb. 6.18 bis 6.20 wird die Reskalierung der 8 = 6.20-Daten auf 6.00 fiir lokale
Operatoren und Operatoren der OPE gezeigt. Die Renormierungskonstanten werden,
durch den Renormierungsgruppen-Faktor Ro(u, o), (5.54) ff., geteilt, dargestellt.*

Generell kann man sagen, dafl die Reskalierung in die richtige Richtung wirkt und z.T.
eine gute Ubereinstimmung der Daten bewirkt, dafl Gitterfehler aber klar zu erkennen
sind.

Bei den lokalen Operatoren zeigt der lokale Vektor-Strom sehr starke Gitter-Artefakte
in Form einer funktionellen Abhangigkeit der Renormierungskonstanten von der Renor-
mierungsskala; hier kann und sollte keine Ubereinstimmung der Daten durch (6.39)
erreicht werden, da die Gitter-Fehler bei den nédher am Kontinuum liegenden 3 = 6.20-
Daten geringer sein sollten. Der Axialvektor-Strom zeigt denselben Effekt wesentlich ge-
ringer; bei diesem und dem skalaren Operator kann man ndaherungsweise Skalen-Verhalten
erkennen. Der skalare Operator weist Gitterfehler durch eine gréflere Streuung der Da-
tenpunkte auf. Allen lokalen Operatoren gemeinsam ist das Ansteigen der Diskrepanz
zwischen den reskalierten § = 6.20-Daten und den Daten bei § = 6.00 auf groflen Re-
normierungsskalen p?. Aufgrund der dort ansteigenden Diskretisierungsfehler ist dies zu
erwarten.

Die Operatoren der OPE weisen eine sehr viel starkere Streuung der Datenpunkte auf,
scheinen aber im Rahmen dieser Genauigkeit durch die Reskalierung der # = 6.20-Daten
zur Deckung gebracht werden zu kénnen, also Skalen-Verhalten zu zeigen. Dies gilt auch
fiir einen p?-Bereich, der stérungstheoretisch nicht zu beschreiben ist und deutet darauf
hin, daf} diese nicht-stérungstheoretischen Resultate moglicherweise physikalisch sind.

4Beim Vektor- und Axialvektor-Strom ist diese GroBe identisch mit der Renormierungskonstanten
allein, da hier Ro(p, po) = 1 ist.
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Abbildung 6.18: Z/Ro(p, pto) fiir den Vektor-Strom und den Axialvektor-Strom (transversale Kom-
ponente nach (6.15) berechnet) und den pseudoskalaren und skalaren Operator bei § = 6.00 (schwarze
Datenpunkte) und 3 = 6.20 (weile Datenpunkte), wobei die 5 = 6.20-Daten nach der Renormierungs-
gruppe (6.39) (im Raum der nackten Parameter) auf 8 = 6.00 reskaliert sind. Fiir den Vektor-Strom
und den Axialvektor-Strom ist der Renormierungsgruppen-Faktor Ro (p, p10) = 1; fiir den pseudoskalaren
und skalaren Operator ist Ro (1, pto) bei p3 = 4GeV? in 3-Schleifen-Néherung der Kontinuums-Stérungs-
theorie nach (5.60) (Umrechnung der nicht-stérungstheoretischen Z ins M S-Schema nach (5.42)).
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Abbildung 6.19: Z/Ro (1, po) fiir Oraa, Orap, Opae und Oyap bei g = 6.00 (schwarze Datenpunkte)
und 4 = 6.20 (weifle Datenpunkte), wobei die § = 6.20-Daten nach der Renormierungsgruppe (6.39)
(im Raum der nackten Parameter) auf 3 = 6.00 reskaliert sind. Der Renormierungsgruppen-Faktor
Ro(p, po) bei p? = 4GeV? ist in 2-Schleifen-Niherung der Kontinuums-Stérungstheorie nach (5.56)
(Umrechnung der nicht-stérungstheoretischen Z ins M S-Schema nach (5.45)).
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Abbildung 6.20: Z/Ro (i, po) fiir Ors, Oua, Oyz und Oy4 bei g = 6.00 (schwarze Datenpunkte) und
3 = 6.20 (weiBe Datenpunkte), wobei die § = 6.20-Daten nach der Renormierungsgruppe (6.39) (im
Raum der nackten Parameter) auf 3 = 6.00 reskaliert sind. Der Renormierungsgruppen-Faktor Re (j, po)
bei pZ = 4GeV? ist in 2-Schleifen-Niherung der Kontinuums-Stérungstheorie nach (5.56) (Umrechnung
der nicht-stérungstheoretischen 7 ins M S-Schema nach (5.45)).



6.6. BERECHNUNG DER NON-SINGLET-MOMENTE VON Fy,F, 113

6.6 Berechnung der Non-Singlet-Momente der Struk-
turfunktionen F,,F, des Nukleons
Im tief inelastischen Limes (Q* — oo, x fest, sieche (3.2)) gilt in fithrender Ordnung der

Operator-Produkt-Entwicklung fiir die Momente der unpolarisierten Strukturfunktionen
Fi, F5 im Fall der Elektron-Proton-Streuung:

2 [Car e QY = X dNQY ) ) + 00/QY), (641

f=u,d,G
/oldl‘ P TR(,QY) = Y dQYut g () vD(p) + 0(1/QF)  (6.42)
f=u,d,G

Esist n = 2,4,6,...; f = u, d indiziert Beitrage von u- bzw. d-Quark-Operatoren (f = G
von Gluonen Operatoren) p stellt die Skala des Renormierungsschemas, hier das M S-
Schema, dar, auf der sowohl die reduzierten Proton Matrixelemente v{/) (genauer: die

(f )

Operatoren darin) als auch die Wilson-Koeflizienten ¢/ berechnet werden. Mit der

Abkiirzung fiir die Momente

My, (Q?) :/01 de "V Fy (2,0, Mo (Q?) :/01 de " 2Fy(2,Q%)  (6.43)

gilt fiir den Non-Singlet-Anteil (experimentell z.B. die Differenz von F, bei Elektron-
Proton- und Elektron-Neutron-Streuung: F;” — F§") dann ndherungsweise:

2My2(Q%) & o (LgM (@) By (6*(Q), Q. ) - vy " (n) (6.44)
My Q%) = e (Lg"(Q) - Ry (g*(Q), Q. p) - vy " (1), (6.45)

wobei fiir das reduzierte Matrixelement v (siehe (3.31) ff., hier mit J = n, und siehe

(4.3)) gilt:
{(p | (’)&’Tif’}j)(u) — Spuren | p) = 20Y%(p) (pu1 e P — Spuren). (6.46)

Mit einem auf dem Gitter multiplikativ renormierbar angenommenen v ® bzw. Operator
OWAENSI) ot dabei:

{u1pe g}
oY) = 2N a) - oY (a) (6.47)
(u,d;NS,j) _ NS (u,d;NS,5)
O{mmw} (/“L) - Z (/”L’a) {m Y ( )
(w,d;N S,5) AN 3) b
OM17~~~7M77, 7 (a) = (5) 77Z)f17—f1 £V DM2 cor Dy, 77Z)f2' (648)

j =1,2,3 zihlt die Pauli-Matrizen durch, fiir j = 3 ist der Operator Q4N (q) 7.B.:

P in
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N o o _ o o
(5) {¢u7p,1 D/J,Q cc Dﬂzn 77Z)’Uz - ¢d7u1 DNQ . .. Dy,n 77Z)d} (649)

Des weiteren gilt fiir die Wilson-Koeffizienten in 2. Ordnung Kontinuumsstérungstheorie
fiir beliebiges n (siehe [23], die Ladungsfaktoren Q\Y)? fiir f = u(d)-Quarks seien hier und
im folgenden gleich 1 gesetzt):

a20.Q) = (1+ Ty ) (6.50
ae@) = 1+ 2y (6.51)
mit
B = 30 E
4§i§;;+n+( i1)+%—9} (6.52)
BYS = ?[1/(7@ +1). (6.53)

Der Umrechnungsfaktor RY* auf die Renormierungsskala p des reduzierten Matrixele-
mentes v)Y® ist nach (5.56)

1
Jo 2(Q) 5((v1/B1)=(v/Bo))
2 1_|_ ﬁl Q2 2
R0 = (LO) T (i 654
anen = (%) (i (654
Die laufende Kopplungskonstante g(¢) ist nach (5.57)
2(t 1 Inln(¢?/A*
g _ _ Bulnln(?/A%) (6.55)

1672 Goln(t2/A2) 33 In*(12/A2)
mit A = Agg = 230 MeV (siehe (6.35) folgendes).

Konkret kann man beispielsweise fiir die zweiten Momente (n = 2) die Operatoren

(4.35) oder (4.38)

— <~ <~

Ov,u = %/)%(’71 D 471 D1 )%/)7 (6.56)
_ o 1 L o

Ovz,b = ¢(’Y4 Da —3m Dl ——’72 D2 —373 Ds )@/J, (6.57)

auf dem Gitter wéhlen und einerseits fiir u- und andererseits fiir d- Quarkfelder reduzierte
Matrixelemente vy o(a) iiber (4.9) bzw. (4.10) ausrechnen. Aus der Differenz der beiden
erhélt man gemaB (6.49) ein reduziertes Non-Singlett Matrixelement v)'5(a).
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Die M S-Renormierungskonstanten ZJ'3 (s, @) kann man storungstheoretisch aus (6.31)
und nicht-stérungstheoretisch aus den iiber (6.30) nach MS umgewandelten MO M-
Schema-Daten (siehe Abb.6.2-6.5 und Tabellen in Anhang A.) entnehmen.

Auf einem 16°x32-Gitter («™' = 1.95GeV, f = 6.0, quenched Daten extrapoliert
zum chiralen Limes) kann man z.B. bei Verwendung der Operatoren O,,, und O,,,
fiir das zweite Moment MQJYQS(QQ) (entsprechend MIJYQS(QZ)) folgende numerischen Er-
gebnisse bekommen (siehe z.B. [45], rekonstruktiere unrenormierte reduzierte Matrixele-
mente aus dort angegebenen M S-Eregbnissen mit Hilfe der stérungstheoretischen M S-
Renormierungskonstanten aus Tabelle 6.2):

of(a) = 0.373(26), iU(a) = 0.171(13), ©}(a) = 0.202(39),

3@ 3@

oi(a) = 0.450(23), i} (a) = 0.191(10), v} (a) = 0.259(33). (6.58)

Die Renormierungskonstanten auf der Skala * = 4GeV? im M S-Schema, nicht-stérungs-
theoretisch [storungstheoretisch] ermittelt, sind:

Zyapa) = 1.1231(28),  [0.9380]
Zyow(p,a) = 1.0651(24), [0.9772]. (6.59)

Damit sind die renormierten reduzierten Matrixelemente auf der Skala p? = 4GeV? im
M S-Schema (gemittelt {iber die beiden Operatoren), nicht-storungstheoretisch [stérungs-
theoretisch] berechnet:

v (1) = 0.25(4), [0.23(4)]. (6.60)

Mit dem Wilson-Koeffizienten c%g(l,gz(Q)) =14 %7%1 - 2 erhilt man schlielich bei

Q% = p? = 4GeV? (dabei RY®(g*(Q), Q, 1) = 1) praktisch unveréndert (bei Verwendung

nicht-stérungstheoretischer [storungstheoretischer] Renormierungskonstanten):
MY(Q%) = 0.25(4), [0.23(4)]. (6.61)

Dies ist zu vergleichen mit den phanomenologischen (experimentellen) Resultaten [46].
Dort hat man durch Messung der Strukturfunktion Fy(z,Q?) bei Q* = 4GeV? ei-
ne Parametrisierung gemafl dem Parton-Modell mit Quark- und Gluon-Verteilungen
(MRS-Parametrisierung) durchgefiihrt. Das zweite Non-Singlet Moment M7 (Q?) er-
gibt sich danach mit den Valenzquark-Verteilungen w, und d, (Callan-Gross Relation,
siehe (3.22)) zu

1 1
MYS(Q?) :/0 d:z;(:z;uv)—/o de(xd,) = 0.282 — 0.109 = 0.17 (Fit D_).  (6.62)

Diese Ergebnisse lassen sich folgendermafien bewerten:
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Die mit den Renormierungskonstanten (6.59) renormierten reduzierten Matrixele-
mente vy, und vy, (6.58) zeigen ndherungsweise konsistente Zahlenwerte. (Dies gilt bei
Verwendung von nicht-stérungstheoretischen und stérungstheoretischen Renormierungs-
konstanten.) Die Unterschiede weisen allerdings auf Diskretisierungsfehler auf dem Gitter

hin.

Aufgrund der Verwendung der quenched Néherung, also dem Weglassen von Quark-
schleifen-Beitragen, d.h. Seequark-Beitragen, ist zu erwarten, dafi Groflen, die vorwie-
gend Valenzquark-Verteilungen beschreiben, physikalischere Resultate liefern als Gréfien,
die im gleichen Mafle Seequark-Anteile enthalten. Und genau dies ist zu sehen - ver-
gleicht man die auf dem Gitter gewonnenen Non-Singlet-Ergebnisse (6.58), renormiert
mit (6.59), mit dem experimentellen Wert (6.62), so erkennt man hier eine bessere
Ubereinstimmung als fiir die darin enthaltenen einzelnen u- und d-Quark-Verteilungen.

Andererseits ist ein Unterschied zwischen quenched Gitter-Resultaten und experi-
mentellen Daten prinzipiell nicht iberraschend. Fiir das reale Proton miissen sich die
mittleren Impulsbeitrage der Valenzquarks (6.62), der Seequarks und der Gluonen zu 1
aufaddieren. Dafl das quenched Ergebnis fiir die Valenzquarks (6.62) grofler als der expe-
rimentelle Mefwert ist, kann danach als Kompensierung des fehlenden Seequark-Anteils
gesehen werden.



Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

Die Berechnung der Strukturfunktionen des Protons (allgemeiner Nukleons), welche quan-
titative Aussagen iiber den Aufbau eines Protons aus Quarks und Gluonen zulassen,
ist ein auBerordentlich komplexes Problem. Uber die Methode der Wilson Operator-
Produkt-Entwicklung (OPE) kann das Problem faktorisiert werden. Die stérungstheo-
retisch berechenbaren Wilson-Koeffizienten beschreiben die funktionelle Abhéngigkeit
vom Energie-Impuls-Transfer Q% bei tief-inelastischer Elektron-Proton-Streuung; die nur
nicht-stérungstheoretisch berechenbaren reduzierten Matrixelemente die Bindung der
Quarks und Gluonen im Proton. Das QCDSF-Projekt bei DESY verfolgt zur Zeit unter
anderem das Ziel, mit Hilfe sehr leistungsfahiger Parallel-Grofirechner letztere Grofien
iiber die Funktionalintegral-Formulierung der QCD ab initio numerisch zu berechnen.
Dazu miissen hadronische Matrixelemente (p, §|Og¢)1...un} — Spuren|p, §) auf einem Raum-
Zeit-Gitter endlicher Ausdehnung numerisch berechnet und renormiert werden. Letzteres

ist Hauptgegenstand dieser Arbeit.

Es wurde ausfiihrlich nicht-stérungstheoretische Renormierung dhnlich zur Vorge-
hensweise im Kontinuum fiir verschiedene bilineare Quark-Operatoren im Rahmen der
Gitter-QCD studiert. D.h. die etwas symbolische (stérungstheoretische) Renormierungs-
bedingung fiir amputierte Quark Vertexfunktionen bei p? = u?,

FR(p) = FBorn(p) (71)

2
pP=p?

wurde auf dem Gitter mit Hilfe numerischer Simulationen nachgeahmt. (I'g,.,, ist die
nullte Ordnung der Storungstheorie auf dem Gitter.)

Insbesondere twist-2 Operatoren in der unpolarisierten (polarisierten) tief-inelastischen
Streuung wurden fiir Spins < 4 (< 3) untersucht. Dabei wurden Standard Wilson Fer-
mionen in der quenched Approximation bei zwei verschiedenen Gitterpunkt-Abstédnden

auf den Gittern 16°x32 (a7 = 1.95GeV, 3 = 6.0) und 24°x48 (a™! = 2.65GeV, 3 = 6.2)

mit den rdumlichen Ausdehnungen 1.6 fm bzw. 1.8 fm verwendet.

117
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Neben einer theoretischen Beschreibung, wie Proton Greensfunktionen und Quark-
Greensfunktionen iiber Dirac-Gleichungen auf dem Gitter zu berechnen sind, wurden
technische Einzelheiten der Eichfixierung auf dem Gitter und einer effektiven Impuls-
Quellen-Methode zur Berechnung von Quark-Greensfunktionen dargestellt. Durch den
Einsatz von Impuls-Quellen konnte eine hohe, sonst nur bei Verwendung einer hohen
Statistik erreichbare Genauigkeit erzielt werden, so daff systematische Fehler (insbeson-
dere cut-off Effekte) klar erkennbar waren.

Um einen Kontakt der nicht-stérungstheoretisch berechneten Renormierungskonstan-
ten zur Storungstheorie zu bekommen (die Renormierungskonstanten sind mit den Wilson-
Koeffizienten zu multiplizieren) wiirde man gern ein Fenster sehen, wo die Renormierungs-
skala p grofl genug ist, so daf man der Stérungstheorie trauen kann, aber auch klein genug
ist, so dafl cut-off Effekte zu vernachléssigen sind. Zu einer solchen Analyse mufiten die
in einem M OM-Schema auf dem Gitter berechneten Renormierungskonstanten mit Hilfe
der Kontinuums-Stérungstheorie ins M S-Schema umgerechnet werden.

Wihrend der axiale Vektorstrom und die skalare Dichte das erwartete (stérungs-
theoretische) Verhalten zeigen, konnte ein solches Fenster bei dem lokalen Vektorstrom
und der pseudoskalaren Dichte nicht gefunden werden. Der lokale Vektorstrom weist auf
dem Gitter ganz deutlich Diskretisierungsfehler in Form einer funktionellen Abhangig-
keit der Renormierungskonstanten von der Renormierungsskala auf (im Kontinuum liegt
aufgrund der verschwindenden anomalen Dimension Unabhéngigkeit von der Renormie-
rungsskala vor), bei der pseudoskalaren Dichte konnte fiir kleine Renormierungsskalen p
gezeigt werden, dafl eine Renormierung bei Impulsiibertrag ¢ = 0 (auf den Operator)
nicht wohldefiniert ist.

Bei den Operatoren der OPE mit einer oder mehreren kovarianten Ableitungen scheint
storungstheoretisches Verhalten erst bei sehr grofien Renormierungsskalen ab p2 ~ 10GeV?
einzusetzen, wo Diskretisierungsfehler einen groflen Einflul haben kénnten. Allerdings
gehorchen die Renormierungskonstanten bei kleineren Skalen p anndhernd der Renor-
mierungsgruppe des nackten Parameters [3; dies kann einerseits nur ein Artefakt auf-
grund der sich nicht stark unterscheidenden 3-Werte sein oder andererseits auf Skalen-
oder Kontinuumsverhalten hindeuten und damit zeigen, dafy die Renormierungskonstan-
ten physikalische Bedeutung haben. Dann kénnten entweder fehlende héhere Ordnungen
der Stérungstheorie nur scheinbar den Eindruck nicht stérungstheoretischen Verhaltens
erwecken oder im Bereich unter ;2 ~ 10GeV? dominieren nicht-stérungstheoretische Ef-
fekte wie Renormalons. Diskretisierungsfehler in Form starker Streuung der Daten sind
allerdings erkennbar. Bis auf Ausnahmen ist es zur Zeit so nicht sinnvoll, die Renormie-
rungskonstanten der Operatoren der OPE bei z.B. p? = 4GeV? mit den dazugehorigen
Wilson-Koeffizienten zu multiplizieren.

Diskretisierungsfehler zeigen sich bei allen Renormierungskonstanten mehr oder we-
niger deutlich, was einfach daran liegt, dal der prinzipiell wichtige Kontinuums-Limes
in dieser Arbeit nicht durchgefithrt wurde. Es scheint daher sinnvoll zu sein, in Zukunft



119

sowohl hadronische Matrixelemente als auch Renormierungskonstanten bei mehreren klei-
neren Gitterpunkt-Abstinden, d.h. héheren § > 6.2, fiir einen Kontinuums-Limes zu be-
rechnen. Das ist numerisch teuer; die Rechner werden jedoch auch immer leistungsfahiger.

Von grofliem Interesse wire die Entwicklung einer verbesserten Formulierung der QCD
auf dem Gitter; fiir off-shell Gréfien wie Quark-Greensfunktionen ist dies allerdings sehr
kompliziert (siehe [47, 48]).

Weitere Verbesserung sollte von der Kontinuums-Stérungstheorie kommen. Ein Ver-
gleich verschieden hoher Ordnungen beim skalaren Operator (0 bis 2-Schleifen-N&herun-
gen fiir den Schemen-Umrechnungsfaktor und jeweils 1 bis 3-Schleifen-Néherungen fiir die
anomale Dimension) zeigt deutliche Effekte. Solche Ergebnisse in der hier verwendeten
Landau-Eichung waren auch fiir die Operatoren der OPE von groflem Interesse.
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Anhang A

A.1 Notationen und Konventionen

A.1.1 ~-Matrizen

euklid. _
€ —

Es werden die folgenden euklidischen v-Matrizen verwendet (es gilt allgemein: ~

,Y%\/[lnkowsk17 ,y]eukhd. _ WMmkowskl _ _Z',Yj,Mmkowskl(j =1,2,3)):
0 0 0 i 0 0 0 1 0 04 0
o 0o qo0 o 0o 10 10 00 —
NEL o 00| T o -1 0o 0| T =io0oo0 o0
— 0 0 0 1 0 0 0 0 2 0
10 0 0 1000 0.0 10
o1 0 o0 o100 o001
V4 = 0 0 —1 0 = 0 01 0 7= 1000
00 0 —1 0001 0100
0 0 10 0 i 0 0 0 10 0
o 0 01 a0 o0 0 -t o0 o0
=L 0 00| ™T oo oo —i| T 0 00 -1
0 —1 0 0 00 —i 0 0 01 0
i 0 0 0
o = 0 0
Y35 = 0 0 —; 0
0 0 0 i
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A.2 Quark-Propagatoren (Kontinuums-Stérungstheo-
rie)
Nach (5.11) gilt fiir den Quark-Propagator im Fourierraum in 1-Schleifen-N&herung:

(il p)Pa,(p)) = 8 Sanlp) = (S(0) DS ()} + - (A1)

Dimensionale Regularisierung (D = 4 — ¢, g* — ¢*u°) fiir die masselose QCD (m = 0,
siehe (5.5), (5.6)) ergibt fiir die Selbstenergie:

dp) = 92/1602(3)/(;)(] G )7 S(p— @)y + ...
. AP Lo Gy B
= gM@UD/@ﬂDf@ (1= 2 (- =T+

Y b R X1 TR L EL RO

q)* (¢?)*(p
(A.2)
Mit!
Wl =) = @-D) —4) (A3)
{6 —d)d = —*% +2pad — 4 (A4)
folgt:
2 e . qu
S0 = PuClR=) [ G
W — ) 2pad ¥+
e E Ui ) S Ll e o
(A.5)

Mit der Feynman-Parametrisierung

1 1 .

folgt fiir den mittleren Summanden von (A.5):

1 (A.4) wegen
qvd

QuPrIYu Vo = QuPr Ve (=77 + 20,0)
—ddP+2p-9fd ==Y +2p-qf



A.2. QUARK-PROPAGATOREN (KONTINUUMS—STOR UNGSTHEORIE) 123

/f/(qu 2pqq _ 2/ drt / pad

2m)P (¢*)*(p — ) (1 —2)p)? + p?x(l — 2)]?
qu pq+ (1—2)p)(d +(1 —=x)p)
2/ dm”/ (> + pPa(l —x))3

pad + (1 —@)pgp + (1 — x)p*q + (1 —x)*p*p
(¢ + el = )] D

Mit
/ g (¢ (MP)NEPIZ DN —n— D/2)T(n + D/2)
(2m)P (¢* + M2)N (4m)P/2L(D/2) ['(N)
(A.8)
/ d°q  qu - qu, _ 27" (4m)"PPPT(N —n/2 — D/2) (M?)P/24n/2-N
(2m)P (¢* + M*)N (n/2)! T(N)
7%; Onay b " Onatnmry iz (A.9)

folgt, wobei I' die Euler-Gamma-Funktion mit I'(1+A) = I'(A)- A und 7 eine Permutation
ist:

p / QPQ(I

['(2—-D/2
= 2/ drxp® {pﬂ%ﬁé)(ﬁx(l — :1;))—2+D/25 v+

2.2 ( D/Q) —3+D/2
1=ty S et -y |

= olan P T = D) D -+ D) +

+3T6 = DG PR B- 1+ Dl D) |

= R PP - Df2) - B(D/2, 14 Df2) - (1/2 42— DJ2).
(A.10)

mit der Euler-Beta-Funktion B(a, 3) = I'(a)I'(5)/T'(a + 3).
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Es ergibt sich mit D = 4 — ¢ und
(N —¢/2) = D(N)(1—¢/2¢(N)+ 0(e?), (A.11)
wobei
Y(N) = Snvo1—7p

N1
SN:Z—,

mit der Euler-Mascheroni Konstanten vz = 0.5772 ist, also konkret mit:

I'(e/2) = /2=y +O0(e) (A.12)
B(N —/2,1—¢/2) = %[1 +eSy = 5w +0(e?) (A.13)
B(N —2/2,2 —¢/2) = mp + gsN_l - % +eSna| + O(e?)  (A.14)

und mit der folgenden Ndherung fiir eine reelle Zahl R:

(R?/? = 1—|—%ln(R2)—|—O(52) (A.15)

. [ dYq 2pqd
v (2m)P (¢)*(p — ¢)°

= Um0 (e f2) - B2 — 22,1 — £/2) - (1/2 4 2/2)

P e, 2 1 . o 1
= 167T2(4W2) PC = +0() 5L +e5 =25 +0(7) 51 +¢)

1 p2 —6/21 2 5

et (1) =+ 0 (14240 (142)

1 e P b 2

= 416%2]%(1 — 2ln47TM2 + O(e7)) - (5 —v5+4+0(e))
112 P

= et Gl

1o A OE) (A.16)

Fir den ersten und letzten Term in (A.5) ist folgendes Integral iiber die Feynman-

Parametrisierung

1 1 1
Pp—q? /0 e [vq* + (1 —2)(p — ¢)*]?

(A.17)

auszurechnen:
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. [ d” 1 1
: /(27T)qu?(p—cz)2 B /dm/ Dlag* + (1 = 2)(p — ¢)*?
1
- /d”‘/ — (- 2)p)? + pla(l—2)
1
= [ | Gy A

Mit (A.8) fir N = 2, n = 0 und einer weiteren Auswertung nach (A.11)- (A.15) folgt
daraus:

A qu 1 B
: /(%)D ¢*p—q)?

- /01 dap (4m) ="/ % (pPa(l = a)) PR

= p(4m) PR PR B(=1 4 Df2, -1+ D/2)

= pAm) AT (f2) - B(L - ¢/2,1 — ¢/2)

1 ( p? )_5/2(2_7E+0( ))'(1+€51—%So+0(52))

1672 Ny
L, p* \-=/2,2
N 1m&Qmp) (Z =8 +0() - (1+e+0()
1 e p b 2
B 16%2(1_2”647”62 +0(e ))'(5_7E+2—|—O(€))
12 pz
= el Iy s t2406) (A.19)

Fiir den ersten und letzten Term in (A.5) ist auBerdem folgendes Integral {iber die
Feynman-Parametrisierung

1 1 1
Pp—q? /0 e [vq> + (1 —2)(p — ¢)*]?

(A.20)

auszurechnen:

Ms/(;lﬂ)qu?(p(j— 0~ M / 27TD “p—aq)?

- ”/ dw’“‘/ DT + ( 1—q3><p—q>212
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= %\/ dxp® / (1) )q;—l-p%(l—x)]?
- o [ [ fﬁﬁﬁ?ﬁ> 2

Mit (A.9) fiir N =2, n = 0,1 und einer weiteren Auswertung nach (A.11)- (A.15) folgt

daraus:

. [ d%q q 3
: /(%)D ¢*p—q)?
(2= D/2)

= 7 /01 dep(1 — :zj)pA(47r)—D/2 . T . (pr(l _ :1;))_2+D/2

= np(An) PPT2 = D/2)pa ()PP B(—1+ D/2,D/2)

= AT Y ()T 2) - B(L - /2,2 — ¢2)

- 1617T2 (47}:;)—6/2];5(3 — 5+ O(e)) - %(1 8= 251+ 0(Y)

N 1622175(47]:; )_6/2%(%_7E+O(5)) (144 0(%)

= %161?17“1 —%lnﬁ; +0(€2))-(§—7E+2+0(5))

N ; 1617r (% e~ l”4p22 +2+0(e)) (A.22)

Setzt man nun die Zwischenergebnisse (A.16), (A.19) und (A.22) in (A.5) ein, erhélt
man schliefllich fiir die Selbstenergie des Quark-Propagators in 1-Schleifen-Naherung das
Ergebnis (5.12):

S0 = iR (2 s g 14 0E) o (A

Fiir den Quark-Propagator im Fourierraum (A.1) ergibt sich damit (5.13):

(Wai( )05 (p)) = Gi{ Ss(p) - (g(p)Z(p)S(p))aﬁ pe



A.3. FEHLERRECHNUNG: JACKKNIFE-VERFAHREN 127

_ s Y 9 2 It O
B N A TR P

(A.24)

Am Beispiel der Selbstenergie des Quark-Propagators wurde ausfiihrlich die Vorgehens-
weise zur Berechnung von Quark-Greensfunktionen der Quantenchromodynamik in der
Kontinuums-Stérungstheorie (Dimensionale Regularisierung) erlautert. Entsprechend wer-
den 3-pt Quark-Greensfunktionen mit Operator berechnet. Die Rechnungen sind umfang-
reich und sollen hier nicht dargestellt werden; Hinweise findet man in [23].

A.3 Fehlerrechnung: Jackknife-Verfahren

Der Jackknife-Algorithmus stellt ein einfaches Verfahren dar, statistische Fehler von Er-
wartungswerten unter Beriicksichtigung von Korrelationen zu bestimmen. Der Fehler
ergibt sich fiir ein Ensemble aus N Konfigurationen aus:

N —n N/n—1 L
= TS (X) - T (A2
=0

Die Grofle (Xi.,) ist das Mittel iiber (N — n) Konfigurationen; dabei werden gerade
n Konfigurationen ab Nummer i xn (: = 0,1,..., N/n — 1) weggelassen. Korrelationen
werden berticksichtigt, wenn man n > 1 wahlt. Ist die Korrelation nicht allzu gro8, strebt
o, mit zunehmendem n (hier: n = 2 gesetzt) gegen einen konstanten Wert. Dieser ist ein
Schiitzwert fiir den Statistischen Fehler vom Mittelwert X aus N Konfigurationen.

A.4 Tabellen: Renormierungskonstanten im MOM-
Schema

In den folgenden Tabellen werden Renormierungskonstanten an ausgewéhlten Gitter-
Renormierungsskalen p*a® gegeben, die im MOM-Schema (6.8) bzw. (6.15) (im Falle
des Vektor- und Axialvektor-Stromes) berechnet wurden. Die Ergebnisse beruhen auf
Rechnungen mit Standard Wilson Fermionen (r = 1) in der quenched Approximation auf
den Gittern 16°x32 (a™% = 3.8GeV?, 3 = 6.0) und 24°x48 (a™? = 7.0GeV?, 3 = 6.2) mit
den rdumlichen Ausdehnungen 1.6 fm bzw. 1.8 fm; dabei werden bei 8 = 6.00 (Tabellen
A.1-A.12) hopping Parameter k5 = 0.1550, k2 = 0.1530, x1 = 0.1515, k. = 0.157211 und
bei § = 6.20 (Tabellen A.13-A.24) k5 = 0.1520, k2 = 0.1507, r; = 0.1489, k. = 0.153374
verwendet [33].
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wra* | Zp(k1) Zp(Ka) Zp(Ks) | Zp (k) ‘
0.1639 0.3533(11) 0.3152(17) 0.2267(22) | 0.1569(34)
0.2410 0.3849(28) 0.3464(16) 0.2653(8) | 0.1869(19)
0.3181 0.4029(12) 0.3673(13) 0.2901(17) | 0.2287(26)
0.3952 0.4263(10) 0.3946(19) 0.3244(32) | 0.2769(44)
0.4723 0.4402(3)  0.4106(22) 0.3446(46) | 0.3066(55)
0.5494 0.4568(7)  0.4299(13) 0.3699(28) | 0.3348(34)
0.5494 0.4623(15) 0.4350(11) 0.3768(14) | 0.3276(24)
0.6265 0.4858(17) 0.4610(9)  0.4045(17) | 0.3596(28)
0.7036 0.4857(8)  0.4627(5)  0.4111(13) | 0.3769(18)
0.7807 0.5043(11) 0.4829(6)  0.4337(15) | 0.3997(23)
0.8578 0.5136(10) 0.4934(8)  0.4474(11) | 0.4107(18)
0.9349 0.5197(8)  0.5009(7)  0.4591(15) | 0.4314(21)
1.0120 0.5284(9)  0.5108(5)  0.4712(10) | 0.4413(16)
1.0120 0.5303(11) 0.5126(7)  0.4732(15) | 0.4443(22)
1.1662 0.5431(4)  0.5270(3)  0.4916(5) | 0.4629(S)
1.3204 0.5590(7)  0.5443(3)  0.5120(7) | 0.4868(12)
1.3976 0.5629(7)  0.5488(4)  0.5184(12) | 0.4989(17)
1.3976 0.5632(6)  0.5488(3)  0.5171(4) | 0.4892()
14747 0.5684(4)  0.5547(5)  0.5246(8) | 0.5033(12)
1.6289 0.5781(5)  0.5655(2)  0.5384(3) | 0.5133(5)
1.8602 0.5916(5)  0.5802(3)  0.5561(4) | 0.5347(7)
1.9373 0.5956(4)  0.5843(2)  0.5605(7) | 0.5453(9)
2.0915 0.6028(4)  0.5922(2)  0.5699(8) | 0.5563(10)
2.3228 0.6134(4)  0.6036(2)  0.5835(5) | 0.5687(3)
2.4770 0.6247(4)  0.6150(2)  0.5951(3) | 0.5772(5)
2.8626 0.6359(3)  0.6272(2)  0.6094(3) | 0.5948(5)
3.1710 0.6485(3)  0.6402(2)  0.6237(2) | 0.6088(4)
3.6336 0.6607(3)  0.6533(2)  0.6386(2) | 0.6248(4)
3.9421 0.6670(3)  0.6597(2)  0.6457(1) | 0.6320(2)
4.1734 0.6741(2)  0.6674(1)  0.6543(2) | 0.6422(3)
1.9444 0.6019(3)  0.6859(1)  0.6744(1) | 0.6635(3)
5.3300 0.7001(2)  0.6944(1)  0.6836(1) | 0.6731(2)
5.7155 0.7060(3)  0.7005(2)  0.6901(2) | 0.6807(4)
6.0239 0.7116(2)  0.7063(2)  0.6964(2) | 0.6870(3)
7.1034 0.7293(2)  0.7246(1)  0.7158(1) | 0.7073(2)
7.7974 0.7339(2)  0.7293(1)  0.7209(1) | 0.7127(2)
8.1829 0.7455(2)  0.7412(1)  0.7335(2) | 0.7264(3)
9.2624 0.7555(2)  0.7516(1)  0.7444(1) | 0.7373(2)
9.5708 0.7595(2)  0.7557(1)  0.7480(2) | 0.7425(3)
10.9587 0.7732(2)  0.7698(1)  0.7637(1) | 0.7576(2)
12.1153 0.7794(2)  0.7763(1)  0.7706(0) | 0.7649(1)
13.1948 0.7972(2)  0.7944(1)  0.7896(1) | 0.7849(2)
14.8912 0.8057(2)  0.8032(1)  0.7988(1) | 0.7943(1)

Tabelle A.1: Z im MOM-Schema (6.8) fiir die Pseudoskalare Dichte Op bei 3 = 6.00.
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‘ pra? ‘ Z1(k1) Z1(K2) Z1(K3) ‘ Z1(Ke) ‘
0.1639 0.7885(58) 0.7492(33) 0.6967(145) | 0.6420(161)
0.2410 0.7392(17) 0.7002(37) 0.6416(89) | 0.5885(103)
0.3181 0.7173(21)  0.6858(36) 0.6463(65) | 0.6022(88)
0.3952 0.7094(18) 0.6806(12) 0.6410(36) 0.6008(46)
0.4723 0.7043(22) 0.6798(25) 0.6482(69) | 0.6137(80)
0.5494 0.7049(14)  0.6822(14) 0.6497(43) | 0.6185(49)
0.5494 0.7124(12) 0.6899(9)  0.6583(22) | 0.6266(30)
0.6265 0.7366(18) 0.7162(9)  0.6869(23) | 0.6577(35)
0.7036 0.7137(9) 0.6961(4) 0.6709(17) 0.6466(22)
0.7807 0.7329(15) 0.7169(5) 0.6968(14) 0.6747(24)
0.8578 0.7344(7) 0.7200(1) 0.7001(7) 0.6795(11)
0.9349 0.7301(8)  0.7169(5)  0.6979(9) | 0.6787(14)
1.0120 0.7349(6)  0.7228(3)  0.7067(7) | 0.6897(11)
1.0120 0.7383(8)  0.7261(3)  0.7095(3) | 0.6919(6)
1.1662 0.7407(5)  0.7302(4)  0.7157(9) | 0.7009(13)
1.3204 0.7528(4)  0.7440(4)  0.7326(11) | 0.7201(13)
1.3976 0.7501(4)  0.7417(4)  0.7303(11) | 0.7186(13)
1.3976 0.7533(5)  0.7451(5)  0.7342(9) | 0.7226(13)
14747 0.7542(3)  0.7466(4)  0.7373(4) | 0.7269(7)
1.6289 0.7567(5)  0.7501(1)  0.7417(4) | 0.7325(7)
1.8602 0.7630(3)  0.7573(4)  0.7499(8) | 0.7419(10)
1.9373 0.7654(3)  0.7600(3)  0.7526(3) | 0.7449(5)
2.0915 0.7674(2) 0.7626(2) 0.7563(3) 0.7495(4)
2.3228 0.7715(2)  0.7674(2)  0.7620(4) | 0.7562(6)
2.4770 0.7896(2)  0.7857(1)  0.7805(3) | 0.7752(4)
2.8626 0.7881(1)  0.7850(1)  0.7809(4) | 0.7766(5)
3.1710 0.8007(2)  0.7979(1)  0.7941(4) | 0.7903(5)
3.6336 0.8011(2)  0.7989(2)  0.7962(4) | 0.7932(6)
3.9421 0.8121(2)  0.8100(1)  0.8072(1) | 0.8041(2)
41734 0.8036(1)  0.8019(2)  0.7998(2) | 0.7974(3)
1.9444 0.8112(1)  0.8098(2)  0.8080(3) | 0.8060(4)
5.3300 0.8145(1)  0.8133(1)  0.8117(1) | 0.8100(2)
5.7155 0.8231(1)  0.8220(1)  0.8205(2) | 0.8190(2)
6.0239 0.8239(1)  0.8229(1)  0.8215(2) | 0.8200(3)
7.1034 0.8346(1)  0.8338(1)  0.8328(1) | 0.8317(2)
7.7974 0.8381(1) 0.8373(1) 0.8363(1) 0.8352(2)
8.1829 0.8441(1)  0.8435(1)  0.8426(1) | 0.8417(2)
9.2624 0.8550(1)  0.8544(1)  0.8537(1) | 0.8529(2)
9.5708 0.8548(1)  0.8542(1)  0.8536(1) | 0.8529(2)
10.9587 0.8652(1)  0.8648(1)  0.8644(2) | 0.8638(2)
12.1153 0.8662(1)  0.8658(1)  0.8653(1) | 0.8643(2)
13.1948 0.8787(1) 0.8785(1) 0.8782(1) 0.8779(2)
14.8912 0.8863(1)  0.8%62(1)  0.8860(1) | 0.8858(2)

Tabelle A.2: Z im MOM-Schema (6.8) fiir die Skalare Dichte O; bei 8 = 6.00.
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pra? ‘ Za(k1) Z4(K2) Za(K3) ‘ Za(Ke) ‘
0.1639 0.8784(42) 0.8802(28) 0.8803(52) | 0.8821(33)
0.2410 0.8349(19) 0.8316(17) 0.8234(31) | 0.8180(46)
0.3181 0.8157(10) 0.8136(10) 0.8117(11) | 0.8092(19)
0.3952 0.7992(6) 0.7967(12) 0.7926(22) | 0.7891(29)
0.4723 0.7931(2) 0.7919(10) 0.7908(16) | 0.7892(21)
0.5494 0.7866(2)  0.7857(5)  0.7852(5) | 0.7841(8)
0.5494 0.7844(5)  0.7834(4)  0.7823(5) | 0.7810(9)
0.6265 0.7801(4)  0.7796(8)  0.7797(13) | 0.7790(18)
0.7036 0.7796(3)  0.7796(5)  0.7810(7) | 0.7813(10)
0.7807 0.7780(2)  0.7786(4)  0.7808(5) | 0.7820(8)
0.8578 0.7767(3)  0.7773(2)  0.7795(5) | 0.7805(7)
0.9349 0.7760(4)  0.7768(5)  0.7788(6) | 0.7803(9)
1.0120 0.7766(2)  0.7776(3)  0.7803(3) | 0.7824(5)
1.0120 0.7755(1)  0.7765(4)  0.7792(6) | 0.7808(8)
1.1662 0.7762(3)  0.7774(2)  0.7802(2) | 0.7826(4)
1.3204 0.7755(2)  0.7768(4)  0.7795(5) | 0.7816(7)
1.3976 0.7762(3)  0.7775(3)  0.7803(5) | 0.7824(7)
1.3976 0.7768(3)  0.7781(2)  0.7806(3) | 0.7829(4)
14747 0.7771(3)  0.7784(2)  0.7812(3) | 0.7835(5)
1.6289 0.7781(2)  0.7795(2)  0.7822(2) | 0.7846(4)
1.8602 0.7793(2)  0.7805(2)  0.7829(3) | 0.7850(4)
1.9373 0.7801(3)  0.7813(3)  0.7838(3) | 0.7860(5)
2.0915 0.7814(2)  0.7827(3)  0.7850(3) | 0.7870(5)
2.3228 0.7831(2)  0.7842(3)  0.7863(3) | 0.7881(4)
2.4770 0.7830(3)  0.7841(2)  0.7860(3) | 0.7878(4)
2.8626 0.7873(2) 0.7882(2) 0.7899(2) 0.7915(4)
3.1710 0.7884(2)  0.7892(2)  0.7907(2) | 0.7920(3)
3.6336 0.7928(2) 0.7935(2) 0.7947(2) 0.7958(4)
3.9421 0.7966(2) 0.7972(1) 0.7984(1) 0.7995(2)
41734 0.7978(2)  0.7983(1)  0.7992(1) | 0.8001(3)
1.9444 0.8045(2)  0.8048(1)  0.8055(2) | 0.8062(3)
5.3300 0.8078(2) 0.8081(1) 0.8088(1) 0.8094(2)
5.7155 0.8099(2)  0.8102(2)  0.8107(2) | 0.8112(3)
6.0239 0.8130(2)  0.8132(1)  0.8137(1) | 0.8142(2)
7.1034 0.8213(2)  0.8214(1)  0.8218(1) | 0.8221(2)
7.7974 0.8262(2)  0.8263(1)  0.8266(1) | 0.8268(2)
8.1829 0.8294(1)  0.8296(1)  0.8209(1) | 0.8301(2)
9.2624 0.8357(1) 0.8358(1) 0.8360(1) 0.8362(1)
9.5708 0.8389(1) 0.8390(1) 0.8392(1) 0.8394(2)
10.9587 0.8481(1)  0.8482(1)  0.8485(1) | 0.8486(2)
12.1153 0.8550(1)  0.8551(1)  0.8553(1) | 0.8555(1)
13.1948 0.8638(1)  0.8640(1)  0.8642(1) | 0.8644(1)
14.8912 0.8726(1)  0.8727(1)  0.8730(1) | 0.8733(1)

Tabelle A.3: 7 fiir den Axialvektor-Strom O4 im MOM-Schema (6.15) bei 5 = 6.00.
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‘ wra* | Zv (1) Zv (Ka) Zv (K3) | Zv (k) |
0.1639 0.6266(9) 0.6246(3) 0.6236(8) | 0.6216(14)
0.2410 0.6370(7) 0.6359(7) 0.6365(7) | 0.6360(12)
0.3181 0.6456(7) 0.6448(8) 0.6456(10) | 0.6452(15)
0.3952 0.6521(8) 0.6518(6) 0.6534(7) | 0.6541(12)
0.4723 0.6536(6) 0.6584(5) 0.6600(6) | 0.6607(10)
0.5494 0.6633(6) 0.6633(5) 0.6652(6) | 0.6661(11)
0.5494 0.6620(7) 0.6620(5) 0.6639(6) | 0.6650(10)
0.6265 0.6634(5) 0.6634(3) 0.6648(3) | 0.6658(6
0.7036 0.6710(6) 0.6711(4) 0.6728(5) | 0.6738(8)
0.7807 0.6721(5) 0.6720(4) 0.6733(4) | 0.6740(7)
0.8578 0.6754(5) 0.6753(5) 0.6764(5) | 0.6770(8)
0.9349 0.6796(6) 0.6795(4) 0.6808(5) | 0.6814(8)
1.0120 0.6822(4) 0.6822(4) 0.6831(4) | 0.6836(6)
1.0120 0.6810(5) 0.6809(4) 0.6818(4) | 0.6822(7)
1.1662 0.6870(5) 0.6868(4) 0.6875(4) | 0.6877(7)
1.3204 0.6804(4) 0.6801(4) 0.6894(4) | 0.6893(7)
1.3976 0.6929(5) 0.6925(3) 0.6928(2) | 0.6927(5)
1.3976 0.6923(4) 0.6919(4) 0.6922(4) | 0.6921(6)
14747 0.6047(4) 0.6942(3) 0.6944(3) | 0.6942(6)
1.6289 0.6991(3) 0.6985(3) 0.6985(3) | 0.6980(5)
1.8602 0.7042(4) 0.7035(3) 0.7031(3) | 0.7024(6)
1.9373 0.7057(4) 0.7049(3) 0.7045(3) | 0.7038(5)
2.0915 0.7096(4) 0.7088(2) 0.7082(2) | 0.7073(4)
2.3228 0.7145(3) 0.7136(2) 0.7127(2) | 0.7117(4)
2.4770 0.7119(4) 0.7108(2) 0.7099(2) | 0.7088(5)
2.8626 0.7215(3) 0.7203(2) 0.7192(2) | 0.7179(4)
3.1710 0.7228(3) 0.7216(2) 0.7203(2) | 0.7187(4)
3.6336 0.7325(3) 0.7312(2) 0.7208(2) | 0.7281(3)
3.9421 0.7332(3) 0.7319(2) 0.7303(2) | 0.7286(3)
41734 0.7424(3) 0.7411(2) 0.7395(1) | 0.7378(3)
1.9444 0.7535(2) 0.7522(2) 0.7505(2) | 0.7437(3)
5.3300 0.7591(2) 0.7577(1) 0.7561(1) | 0.7543(3)
5.7155 0.7593(2) 0.7579(2) 0.7563(2) | 0.7544(3)
6.0239 0.7645(2) 0.7632(1) 0.7616(1) | 0.7598(3)
7.1034 0.7755(2) 0.7742(2) 0.7726(2) | 0.7708(3)
7.7974 0.7806(2) 0.7793(1) 0.7778(1) | 0.7761(3)
8.1829 0.7863(2) 0.7851(1) 0.7835(1) | 0.7819(2)
9.2624 0.7915(2) 0.7904(1) 0.7889(1) | 0.7873(2)
9.5708 0.7966(2) 0.7955(1) 0.7941(1) | 0.7926(2)
10.9587 0.8068(2) 0.8058(1) 0.8045(1) | 0.8031(2)
12.1153 0.8167(2) 0.8158(1) 0.8147(1) | 0.8134(2)
13.1948 0.8270(2) 0.8262(1) 0.8251(1) | 0.8240(2)
14.8912 0.8360(1) 0.8353(1) 0.8344(1) | 0.8335(2)

Tabelle A.4: Z fiir den Vektor-Strom Oy im M OM-Schema (6.15) bei 3 = 6.00.
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‘ ,u2a2 ‘ Zr?a(ml) Zr?a(HZ) Zr?a(HS) ‘ Zr?a(mc) ‘
0.1639 1.6766(92) 1.7391(119) 1.8272(152) | 1.9171(234)
0.2410 1.5333(81) 1.5788(105) 1.6395(130) | 1.7038(202)
0.3181 1.4320(44) 1.4608(43)  1.4983(29) | 1.5387(54)
0.3952 1.4263(47) 1.4564(38)  1.4975(45) | 1.5407(77)
0.4723 1.3252(27) 1.3451(15)  1.3735(17) | 1.4031(32)
0.5494 1.3190(26) 1.3390(28)  1.3665(32) | 1.3952(52)
0.5494 1.3507(26) 1.3725(36)  1.4016(40) | 1.4324(63)
0.6265 1.3212(33) 1.3379(38)  1.3590(48) | 1.3822(75)
0.7036 1.2727(22) 1.2886(30)  1.3106(35) | 1.3334(54)
0.7807 1.2561(26) 1.2691(29)  1.2871(31) | 1.3058(50)
0.8578 1.2315(17) 1.2438(22)  1.2607(24) | 1.2783(38)
0.9349 1.2160(15) 1.2275(20)  1.2430(23) | 1.2593(36)
1.0120 1.2086(18) 1.2193(17)  1.2340(17) | 1.2494(29)
1.0120 1.2146(14) 1.2255(22)  1.2407(25) | 1.2563(38)
1.1662 1.1829(8)  1.1920(10)  1.2046(11) | 1.2176(18)
1.3204 1.1588(10) 1.1667(15)  1.1777(16) | 1.1890(25)
1.3976 1.1540(10) 1.1613(12)  1.1712(14) | 1.1817(22)
1.3976 1.1405(9)  1.1479(12)  1.1583(13) | 1.1689(21)
1.4747 1.1380(8)  1.1449(8) 1.1544(9) 1.1643(15)
1.6289 1.1369(6)  1.1434(5)  1.1525(6) | 1.1619(10)
1.8602 1.1103(6)  1.1153(8)  1.1222(9) | 1.1294(14)
1.9373 1.1055(6)  1.1107(7)  1.1180(8) | 1.1256(12)
2.0915 1.0968(5)  1.1013(6)  1.1076(6) | 1.1141(10)
2.3228 1.0838(4)  1.0876(5)  1.0929(5) | 1.0984(7)
2.4770 1.0994(4)  1.1038(4) 1.1099(4) 1.1162(7)
2.8626 1.0821(3)  1.0856(4)  1.0903(4) | 1.0953(7)
3.1710 1.0976(3)  1.1013(3)  1.1063(3) | 1.1117(5)
3.6336 1.0512(3)  1.0536(3)  1.0570(3) | 1.0606(5)
3.9421 1.0372(3)  1.0394(2)  1.0425(2) | 1.0458(4)
4.1734 1.0369(2)  1.0386(2)  1.0409(2) | 1.0433(3)
4.9444 1.0309(2) 1.0323(2)  1.0342(2) | 1.0361(3)
5.3300 1.0239(1)  1.0250(1)  1.0266(1) | 1.0282(2)
5.7155 1.0380(2)  1.0393(2)  1.0412(2) | 1.0432(3)
6.0239 1.0163(1)  1.0172(1)  1.0185(1) | 1.0199(2)
7.1034 1.0321(1)  1.0331(1)  1.0345(2) | 1.0359(3)
7.7974 1.0275(1)  1.0284(1)  1.0296(2) | 1.0308(2)
8.1829 1.0190(1)  1.0197(1)  1.0207(1) | 1.0217(2)
9.2624 1.0251(1)  1.0259(1) 1.0269(1) 1.0280(2)
9.5708 1.0218(1)  1.0224(1)  1.0233(1) | 1.0242(2)
10.9587 1.0246(1)  1.0252(1)  1.0260(1) | 1.0268(2)
12.1153 1.0146(1) 1.0150(1)  1.0156(1) | 1.0161(1)
13.1948 1.0116(1)  1.0119(1) 1.0123(0) 1.0128(1)
14.8912 1.0133(1)  1.0136(1) 1.0140(1) 1.0144(1)

Tabelle A.5: Z im MOM-Schema (6.8) fiir O,2, bei 3 = 6.00.



A.4. TABELLEN: RENORMIERUNGSKONSTANTEN IM MOM-SCHEMA

,u2a2 ‘ Zrzb 1) 7’26( 2) 7’26( 3) ‘ Zrzb(ﬁc) ‘
0.1639 1.6326(128) 1.6823(134) 1.7438(184) | 1.8124(288)
0.2410 1.5254(75) 1.5613(83) 1.6086(95) 1.6591(154)
0.3181 1.4821(78) 1.5150(70) 1.5577(85) 1.6037(141)
0.3952 1.3592(46) 1.3781(33) 1.4045(42) 1.4318(72)
0.4723 1.4003(67) 1.4244(53) 1.4555(68) 1.4891(115)
0.5494 1.2887(24) 1.3034(26) 1.3240(30) 1.3452(49)
0.5494 1.3011(20) 1.3166(28) 1.3380(32) 1.3602(50)
0.6265 1.3518(62) 1.3697(48) 1.3922(57) 1.4169(98)
0.7036 1.2357(14) 1.2471(22) 1.2632(24) 1.2796(38)
0.7807 1.3059(48) 1.3205(36) 1.3400(40) 1.3607(71)
0.8578 1.2341(25) 1.2443(19) 1.2581(21) 1.2727(37)
0.9349 1.1999(11) 1.2091(15) 1.2217(16) 1.2347(26)
1.0120 1.2086(19) 1.2179(15) 1.2307(13) 1.2442(25)
1.0120 1.1880(15) 1.1962(17) 1.2077(17) 1.2195(29)
1.1662 1.1654(10) 1.1725(9) 1.1823(10) 1.1925(17)
1.3204 1.1816(19) 1.1891(17) 1.1996(18) 1.2106(31)
1.3976 1.1369(8) 1.1428(7) 1.1510(9) 1.1595(14)
1.3976 1.2093(24) 1.2177(19) 1.2291(21) 1.2411(36)
1.4747 1.1674(16) 1.1742(13) 1.1837(14) 1.1935(24)
1.6289 1.1310(9) 1.1365(8) 1.1443(8) 1.1523(14)
1.8602 1.1058(6) 1.1103(5) 1.1165(5) 1.1230(9)
1.9373 1.1393(12) 1.1446(10) 1.1520(11) 1.1597(19)
2.0915 1.1093(9) 1.1138(7) 1.1199(8) 1.1263(14)
2.3228 1.0864(6) 1.0901(5) 1.0952(5) 1.1005(8)
2.4770 1.0909(4) 1.0943(3) 1.0991(3) 1.1040(5)
2.8626 1.0933(6) 1.0967(5) 1.1013(5) 1.1062(9)
3.1710 1.0932(5) 1.0964(4) 1.1008(5) 1.1054(8)
3.6336 1.0804(5) 1.0831(4) 1.0869(4) 1.0908(8)
3.9421 1.0840(6) 1.0867(4) 1.0903(5) 1.0942(8)
4.1734 1.0511(3) 1.0530(2) 1.0556(2) 1.0584(4)
4.9444 1.0444(3) 1.0459(2) 1.0481(2) 1.0504(3)
5.3300 1.0338(2) 1.0351(1) 1.0369(1) 1.0387(3)
5.7155 1.0521(3) 1.0537(2) 1.0558(2) 1.0580(4)
6.0239 1.0420(2) 1.0433(2) 1.0450(2) 1.0469(3)
7.1034 1.0396(2) 1.0407(1) 1.0422(1) 1.0437(3)
7.7974 1.0329(2) 1.0338(1) 1.0350(1) 1.0363(2)
8.1829 1.0374(2) 1.0383(1) 1.0395(1) 1.0408(2)
9.2624 1.0434(2) 1.0443(2) 1.0455(2) 1.0468(3)
9.5708 1.0371(2) 1.0379(1) 1.0389(1) 1.0400(2)
10.9587 1.0373(2) 1.0380(1) 1.0389(1) 1.0398(2)
12.1153 1.0243(1) 1.0247(1) 1.0254(1) 1.0261(1)
13.1948 1.0266(1) 1.0270(1) 1.0276(1) 1.0282(1)
14.8912 1.0276(1) 1.0280(1) 1.0286(1) 1.0292(1)

(

Tabelle A.6: Z im MOM-Schema

6.8) fiir O, bei 5 = 6.00.
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‘ ,u2a2 ‘ Zv?a (Hl) Zv?a (52) Zv?a(HS) ‘ Zv?a (Hc) ‘
0.1639 1.4433(65) 1.5052(89) 1.6029(153) | 1.6919(215)
0.2410 1.4110(68) 1.4622(64) 1.5423(74) | 1.6201(124)
0.3181 1.3304(42)  1.3650(43) 1.4158(48) | 1.4669(80)
0.3952 1.3195(32) 1.3547(34) 1.4068(45) | 1.4584(70)
0.4723 1.2683(27) 1.2018(17) 1.3258(29) | 1.3600(48)
0.5494 1.2530(23) 1.2761(24) 1.3098(31) | 1.3436(49)
0.5494 1.2632(20) 1.2893(28) 1.3274(37) | 1.3653(55)
0.6265 1.2836(21) 1.3026(52) 1.3261(64) | 1.3524(93)
0.7036 1.2127(19)  1.2310(24) 1.2578(31) | 1.2845(47)
0.7807 1.2225(27) 1.2361(24) 1.2546(24) | 1.2742(41)
0.8578 1.1810(12) 1.1958(17) 1.2154(18) | L.2355(28)
0.9349 1.1686(12) 1.1816(17) 1.2000(20) | 1.2188(31)
1.0120 1.1786(17)  1.1896(13) 1.2048(13) | 1.2208(24)
1.0120 1.1752(10) 1.1867(17) 1.2028(20) 1.2192(31)
1.1662 1.1529(6) 1.1622(8) 1.1752(10) 1.1887(15)
1.3204 1.1318(9)  1.1396(14) 1.1504(16) | 1.1615(24)
1.3976 11110(7)  1.1196(9)  1.1319(12) | 1.1442(18)
1.3976 1.1246(9)  1.1311(9)  1.1401(10) | 1.1495(17)
1.4747 1.1166(6)  1.1232(8)  1.1323(9) | 1.1417(14)
1.6289 1.1199(5)  1.1250(4)  1.1342(5) | 1.1429(8)
1.8602 1.0833(4)  1.0891(6)  1.0966(6) | 1.1042(9)
1.9373 1.0935(5)  1.0981(7) 1.1043(8) | 1.1108(12)
2.0915 1.0814(4)  1.0856(6)  1.0915(6) | 1.0975(10)
2.3228 1.0674(3)  1.0711(4)  1.0762(4) | 1.0815(7)
2.4770 1.0858(3)  1.0895(4)  1.0946(5) | 1.0999(7)
2.8626 1.0728(3)  1.0757(4)  1.0796(5) | 1.0837(8)
3.1710 1.0928(4)  1.0956(3)  1.0995(3) | 1.1036(5)
3.6336 1.0458(2)  1.0477(3)  1.0504(3) | 1.0532(5)
3.9421 1.0297(2)  1.0315(2)  1.0340(3) | 1.0366(4)
4.1734 1.0302(2)  1.0317(2)  1.0338(2) | 1.0359(3)
1.9444 1.0281(1)  1.0293(2) 1.0308(2) | 1.0324(3)
5.3300 1.0217(1)  1.0227(1)  1.0240(1) | 1.0254(2)
5.7155 1.0363(2)  1.0374(2)  1.0388(2) | 1.0403(3)
6.0239 1.0160(1)  1.0168(1)  1.0179(1) | 1.0191(2)
7.1034 1.0314(1)  1.0321(1)  1.0331(1) | 1.0341(2)
7.7974 1.0247(1)  1.0253(1)  1.0262(1) | 1.0271(2)
8.1829 1.0202(1)  1.0208(1)  1.0215(1) | 1.0223(2)
9.2624 1.0257(1)  1.0262(1)  1.0270(1) | 1.0277(2)
9.5708 1.0220(1)  1.0224(1)  1.0231(1) | 1.0237(1)
10.9587 1.0242(1)  1.0246(1)  1.0251(1) | 1.0257(1)
12.1153 1.0138(1)  L.O014L(1) LOL44(1) | L.0149(1)
13.1948 1.0136(1)  1.0138(0)  1.0141(0) | 1.0145(1)
14.8912 1.0138(1)  1.0140(0)  1.0143(0) | 1.0146(1)

Tabelle A.7: Z im M OM-Schema (6.8) fiir O,q, bei 5 = 6.00
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‘ ,u2a2 ‘ ZUZb 1) UZb( 2) ZUZb(HS) ‘ Zuzb("fc) ‘
0.1639 1.3373(56) 1.3842(33) 1.4531(32) | 1.5242(61)
0.2410 1.3229(67) 1.3654(64) 1.4297(80) | 1.4930(130)
0.3181 1.2842(61) 1.3204(52) 1.3750(54) | 1.4297(94)
0.3952 1.2337(38)  1.2574(29) 1.2917(38) | 1.3265(63)
0.4723 1.2439(53) 1.2715(38) 1.3128(37) | 1.3548(68)
0.5494 1.1904(25) 1.2078(25) 1.2327(34) | 1.2579(53)
0.5494 1.1954(20) 1.2143(27) 1.2414(32) | 1.2688(51)
0.6265 1.2050(48) 1.2274(43) 1.2606(52) | 1.2938(87)
0.7036 1.1528(14) 1.1657(22) 1.1842(26) | 1.2029(40)
0.7807 1.1803(35) 1.1981(29) 1.2244(36) | 1.2508(60)
0.8578 1.1479(26) 1.1591(19) 1.1745(19) | 1.1906(35)
0.9349 1.1205(9) 1.1306(15) 1.1449(17) | 1.1596(26)
1.0120 1.1310(18) 1.1406(14) 1.1541(15) | 1.1682(26)
1.0120 1.1180(16) 1.1260(17) 1.1371(19) | 1.1486(31)
1.1662 1.1019(10) 1.1086(9) 1.1178(9) 1.1274(16)
1.3204 1.1099(17) 1.1174(14) 1.1281(16) | 1.1392(27)
1.3976 1.0771(7) 1.0823(8) 1.0893(8) 1.0967(14)
1.3976 1.1204(20) 1.1299(16) 1.1437(16) | 1.1578(29)
1.4747 1.1003(15) 1.1068(11) 1.1160(11) | 1.1255(20)
1.6289 1.0771(9) 1.0816(7) 1.0878(8) 1.0942(14)
1.8602 1.0563(7) 1.0596(6) 1.0641(6) 1.0689(10)
1.9373 1.0817(11) 1.0865(9) 1.0934(9) 1.1005(16)
2.0915 1.0625(9) 1.0659(7) 1.0706(8) 1.0754(13)
2.3228 1.0441(6) 1.0465(5) 1.0499(5) 1.0534(8)
2.4770 1.0400(3) 1.0423(3) 1.0454(3) 1.0486(5)
2.8626 1.0517(6) 1.0541(4) 1.0574(4) 1.0609(8)
3.1710 1.0511(5) 1.0534(4) 1.0565(5) 1.0597(8)
3.6336 1.0445(5) 1.0464(4) 1.0490(4) 1.0517(8)
3.9421 1.0458(6) 1.0476(4) 1.0501(4) 1.0527(8)
4.1734 1.0199(3) 1.0208(2) 1.0220(2) 1.0234(4)
4.9444 1.0177(3) 1.0184(2) 1.0194(2) 1.0204(3)
5.3300 1.0076(2) 1.0080(1) 1.0087(1) 1.0094(2)
5.7155 1.0271(3) 1.0280(2) 1.0291(2) 1.0303(4)
6.0239 1.0178(3) 1.0183(2) 1.0191(2) 1.0199(3)
7.1034 1.0179(2) 1.0183(2) 1.0190(2) 1.0197(3)
7.7974 1.0096(2) 1.0099(1) 1.0103(1) 1.0107(2)
8.1829 1.0180(2) 1.0184(2) 1.0189(2) 1.0195(3)
9.2624 1.0245(2) 1.0250(2) 1.0257(2) 1.0264(3)
9.5708 1.0184(2) 1.0187(1) 1.0192(1) 1.0196(2)
10.9587 1.0191(2) 1.0194(1) 1.0198(1) 1.0202(2)
12.1153 1.0050(1) 1.0051(1) 1.0052(1) 1.0054(1)
13.1948 1.0088(1) 1.0089(1) 1.0090(1) 1.0091(1)
14.8912 1.0093(1) 1.0094(1) 1.0095(1) 1.0096(1)

Tabelle A.8: Z im MOM-Schema (6.8) fiir O,q bei 8 = 6.00.
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‘ ,u2a2 ‘ Zr3("€1) Zr3(52) r3(ff3) ‘ Zr3(f€c) ‘
0.1639 3.0780(266) 3.2710(388) 3. 5273(636) 3.7987(898)
0.2410 2.5990(274) 2.7374(288) 2. 9500(368) 3.1565(585)
0.3181 2.2764(167) 2.3442(170) 2. 4288(175) 2.5220(294)
0.3952 2.0401(92) 2.0920(90) 2. 1633(109) 2.2376(178)
0.4723 1.9107(123) 1.9505(159) 2. 0044(175) 2.0610(278)
0.5494 1.8428(70) 1.8765(77) 1. 9226(79) 1.9709(132)
0.5494 1.8711(73) 1.9058(55) 1. 9525(63) 2.0020(110)
0.6265 2.0455(91) 2.0838(74) 2. 1330(86) 2.1864(147)
0.7036 1.7451(53) 1 7703(58) 1. 8041(69) 1.8398(111)
0.7807 1.7819(97) 1.8077(93) 1. 8435(106) 1.8807(176)
0.8578 1.8008(50) 1 8261(45) 1. 8598(50) 1.8956(84)
0.9349 1.6538(39) 1.6724(38) 1. 6974(42) 1.7238(70)
1.0120 1.6731(43) 1.6918(43) 1. 7172(46) 1.7440(77)
1.0120 1.6341(36) 1.6512(35) 1. 6743(40) 1 6986(66)
1.1662 1.6062(28) 1.6214(35) 1. 6419(38) 1 6636(61)
1.3204 1.5800(22) 1.5929(20) 1. 6105(2 ) 1 6290(36)
1.3976 1.5423(24) 1.5543(20) 1. 5706(2 ) 1.5878(37)
1.3976 1.6023(30) 1.6154(17) 1. 6336(19) 1.6527(35)
1.4747 1.5266(20) 1.5374(9) 1. 5520(10) 1.5676(20)
1.6289 1.5443(23) 1.5554(26) 1. 5705(28) 1.5863(45)
1.8602 1.4485(14) 1.4564(11) 1. 4671(12) 1.4784(21)
1.9373 1.4503(14) 1.4581(9) 1. 4686(9) 1.4798(17)
2.0915 1.4278(12) 1.4347(9) 1. 4442(9) 1.4541(17)
2.3228 1.4021(10) 1.4082(9) 1. 4165(9) 1.4252(16)
2.4770 1.4294(12) 1.4360(15) 1. 4451(15) 1.4545(25)
2.8626 1.3887(10) 1 3939(7) 1. 4008(8) 1.4082(14)
3.1710 1.4275(13) 1.4329(12) 1. 4404(12) 1.4482(21)
3.6336 1.3420(7) 1.3456(5) 1. 3504(5) 1.3555(9)
3.9421 1.3186(8) 1.3219(6) 1. 3263(6) 1.3310(10)
4.1734 1.3087(6) 1.3115(4) 1. 3153(4) 1.3193(7)
4.9444 1.2932(5) 1.2954(3) 1. 2985(3) 1.3018(6)
5.3300 1.2794(4) 1.2813(3) 1. 2840(3) 1.2869(6)
5.7155 1.2966(5) 1.2987(3) 1. 3016(3) 1 3046(6)
6.0239 1.2689(4) 1.2706(3) 1. 2729(3) 1.2753(5)
7.1034 1.2737(4) 1.2752(3) 1. 2773(3) 1.2795(5)
7.7974 1.2658(4) 1 2672(3) 1. 2690(3) 1.2710(5)
8.1829 1.2577(4) 1.2588(3) 1. 2604(3) 1.2621(5)
9.2624 1.2662(4) 1.2674(3) 1. 2690(3) 1 2707(5)
9.5708 1.2548(4) 1.2558(2) 1. 2572(2) 1 2587(5)
10.9587 1.2538(4) 1.2548(2) 1. 2560(2) 1 2573(4)
12.1153 1.2348(3) 1.2354(2) 1. 2363(2) 1.2373(4)
13.1948 1.2220(3) 1.2226(2) 1. 2233(2) 1.2240(3)
14.8912 1.2214(3) 1.2218(2) 1. 2224(2) 1 2231(3)
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‘ ,u2a2 ‘ Zaz(fﬁ) Zaz(ffz) ZaQ(HS) ‘ Zaz(ffc) ‘
0.1639 2.7825(432) 2.9682(380) 3.2217(743) | 3.4839(1079)
0.2410 2.4276(147) 2.5355(165) 2.6872(144) | 2.8443(246)
0.3181 2.1849(141) 2.2516(99) 2.3421(98) 2.4378(180)
0.3952 2.1136(136) 2.1767(47) 2.2645(60) 2.3575(120)
0.4723 1.9675(102) 2.0110(62) 2.0698(68) 2.1322(125)
0.5494 1.9415(92) 1.9842(72) 2.0425(84) 2.1037(145)
0.5494 1.9809(87)  2.0266(69) 2.0877(81) 2.1526(139)
0.6265 1.9171(45) 1.9545(68) 2.0039(65) 2.0567(104)
0.7036 1.8302(69) 1.8621(55) 1.9056(62) 1.9514(108)
0.7807 1.7740(56) 1.8000(52) 1.8349(57) 1.8719(97)
0.8578 1.7552(54) 1.7802(33) 1.8135(36) 1.8490(66)
0.9349 1.7125(50) 1.7348(38) 1.7647(42) 1.7964(73)
1.0120 1.6760(40) 1.6961(34) 1.7229(37) 1.7514(63)
1.0120 1.6874(37) 1.7081(40) 1.7357(44) 1.7651(72)
1.1662 1.6411(42) 1.6583(31) 1.6814(32) 1.7059(58)
1.3204 1.5818(31) 1.5962(26) 1.6157(27) 1.6363(48)
1.3976 1.5625(31) 1.5760(17) 1.5942(18) 1.6136(34)
1.3976 1.5538(28) 1.5671(22) 1.5853(24) 1.6045(41)
1.4747 1.5600(32) 1.5729(16) 1.5902(17) 1.6086(33)
1.6289 1.5252(23) 1.5365(18) 1.5516(19) 1.5676(34)
1.8602 1.4706(20) 1.4793(14) 1.4909(15) 1.5032(27)
1.9373 1.4718(20) 1.4808(14) 1.4929(15) 1.5057(27)
2.0915 1.4482(18) 1.4559(12) 1.4662(13) 1.4772(24)
2.3228 1.4192(16) 1.4257(10) 1.4344(11) 1.4437(20)
2.4770 1.4642(20) 1.4720(15) 1.4826(15) 1.4937(28)
2.8626 1.4088(14) 1.4145(9) 1.4223(9) 1.4304(17)
3.1710 1.4018(11) 1.4074(8) 1.4150(8) 1.4230(14)
3.6336 1.3377(9) 1.3415(6) 1.3467(6) 1.3522(11)
3.9421 1.3446(10) 1.3486(6) 1.3540(6) 1.3598(12)
4.1734 1.3232(9) 1.3262(5) 1.3303(5) 1.3346(9)
4.9444 1.2915(6) 1.2936(4) 1.2965(4) 1.2996(7)
5.3300 1.2784(6) 1.2802(3) 1.2826(3) 1.2852(6)
5.7155 1.2794(5) 1.2813(3) 1.2839(3) 1.2867(6)
6.0239 1.2683(5) 1.2699(3) 1.2721(3) 1.2744(6)
7.1034 1.2646(5) 1.2660(3) 1.2679(3) 1.2699(5)
7.7974 1.2720(5) 1.2734(3) 1.2753(3) 1.2773(6)
8.1829 1.2462(4) 1.2472(2) 1.2486(2) 1.2500(5)
9.2624 1.2400(4) 1.2409(3) 1.2422(3) 1.2436(5)
9.5708 1.2458(4) 1.2468(2) 1.2480(2) 1.2494(4)
10.9587 1.2341(4) 1.2349(2) 1.2358(2) 1.2369(4)
12.1153 1.2148(3) 1.2153(2) 1.2159(2) 1.2166(3)
13.1948 1.2115(3) 1.2119(2) 1.2124(2) 1.2129(3)
14.8912 1.2113(3) 1.2117(2) 1.2121(2) 1.2126(3)

Tabelle A.10: Z im MOM-Schema (6.8) fiir O, bei 8 = 6.00.
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‘ ,u2a2 ‘ Zu3(f€1) Zu3(f€2) u3(ff3) ‘ Zu3(f€c) ‘
0.1639 2.6043(203) 2.7763(253) 3.0387(424) | 3.2865(607)
0.2410 2.3684(211) 2.5100(260) 2.7327(316) | 2.9455(495)
0.3181 2.1307(150) 2.2064(164) 2.3110(167) | 2.4199(277)
0.3952 1.9676(69) 2.0241(84)  2.1017(104) | 2.1825(163)
0.4723 1.8604(91) 1.9015(135) 1.9559(151) | 2.0138(236)
0.5494 1.8022(56) 1.8380(75) 1.8865(84) 1.9375(132)
0.5494 1.8192(68) 1.8571(55) 1.9085(66) 1.9626(113)
0.6265 1.9244(77) 1.9644(51)  2.0191(62) 2.0766(109)
0.7036 1.7100(49) 1.7362(56) 1.7713(67) 1.8084(107)
0.7807 1.7143(87) 1.7414(87) 1.7796(99) 1.8188(164)
0.8578 1.7322(38) 1.7601(36) 1.7987(40) 1.8389(67)
0.9349 1.6220(37) 1.6406(37) 1.6653(43) 1.6915(71)
1.0120 1.6343(39) 1.6535(43) 1.6796(46) 1.7069(76)
1.0120 1.6001(33) 1.6176(35) 1.6411(39) 1.6659(64)
1.1662 1.5746(24) 1.5899(33) 1.6105(35) 1.6322(56)
1.3204 1.5480(18) 1.5607(15) 1.5778(16) 1.5960(27)
1.3976 1.5101(21) 1.5226(18) 1.5397(20) 1.5577(34)
1.3976 1.5693(35) 1.5819(20) 1.5990(21) 1.6172(41)
1.4747 1.5014(18) 1.5117(9) 1.5255(9) 1.5403(18)
1.6289 1.5174(21) 1.5287(25) 1.5440(27) 1.5600(43)
1.8602 1.4270(13) 1.4341(11) 1.4437(12) 1.4539(20)
1.9373 1.4321(13) 1.4389(10) 1.4481(11) 1.4578(19)
2.0915 1.4103(12) 1.4163(10) 1.4243(10) 1.4328(18)
2.3228 1.3856(10) 1.3907(9) 1.3976(9) 1.4050(16)
2.4770 1.4067(10) 1.4132(14) 1.4220(14) 1.4312(23)
2.8626 1.3733(9) 1.3776(8) 1.3834(8) 1.3896(14)
3.1710 1.4127(12) 1.4181(12) 1.4256(12) 1.4334(20)
3.6336 1.3271(6) 1.3300(4) 1.3338(4) 1.3379(8)
3.9421 1.3053(7) 1.3083(5) 1.3124(5) 1.3167(9)
4.1734 1.2959(5) 1.2980(4) 1.3009(4) 1.3040(6)
4.9444 1.2828(4) 1.2845(3) 1.2868(3) 1.2892(5)
5.3300 1.2698(4) 1.2712(3) 1.2732(3) 1.2753(5)
5.7155 1.2864(5) 1.2880(3) 1.2902(3) 1.2925(6)
6.0239 1.2589(4) 1.2601(3) 1.2618(3) 1.2635(5)
7.1034 1.2659(4) 1.2671(3) 1.2687(3) 1.2704(5)
7.7974 1.2574(3) 1.2585(2) 1.2599(2) 1.2615(4)
8.1829 1.2493(4) 1.2502(2) 1.2513(2) 1.2526(4)
9.2624 1.2574(4) 1.2583(3) 1.2595(3) 1.2607(5)
9.5708 1.2467(4) 1.2475(2) 1.2485(2) 1.2496(4)
10.9587 1.2459(3) 1.2466(2) 1.2475(2) 1.2485(4)
12.1153 1.2276(3) 1.2281(2) 1.2288(2) 1.2294(3)
13.1948 1.2158(2) 1.2161(1) 1.2166(1) 1.2171(3)
14.8912 1.2149(2) 1.2152(2) 1.2156(2) 1.2160(3)
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‘ ,u2a2 ‘ Zv4 "61) Zu4(f€2) Zu4(f€3) ‘ Zu4(f€c) ‘
0.1639 4.0780(1071) 4.4007(1648) 4.9634(3542) | 5.4076(4476)
0.2410 3.7585(424)  4.0200(530)  4.4279(625) | 4.8204(985)
0.3181 5.4394(6801) 5.5438(6202) 5.6058(8292) | 5.7226(13400)
0.3952 2.9977(250) 3.0999(193)  3.2415(248) | 3.3889(419)
0.4723 2.7856(276) 2.8631(209)  2.9652(283) | 3.0744(474)
0.5494 2.6463(379) 2.7080(343)  2.7845(463) | 2.8694(748)
0.5494 2.7251(164) 2.7901(172)  2.8776(198) | 2.9699(322)
0.6265 2.7092(159) 2.7709(136)  2.8535(140) | 2.9413(244)
0.7036 2.5098(90) 2.5597(270)  2.6348(311) | 2.7079(456)
0.7807 2.5465(142) 2.5943(58) 2.6599(79) 2.7292(151)
0.8578 2.4522(122) 2.4942(115)  2.5508(131) | 2.6106(219)
0.9349 2.3161(58) 2.3486(86) 2.3919(92) 2.4379(145)
1.0120 2.2728(87) 2.3027(76) 2.3428(82) 2.3853(140)
1.0120 2.3314(65) 2.3656(72) 2.4118(77) 2.4606(126)
1.1662 2.2040(109) 2.2292(63) 2.2634(68) 2.2996(127)
1.3204 2.2386(97) 2.2590(106)  2.2861(119) | 2.3149(194)
1.3976 2.1022(51) 2.1222(42) 2.1493(46) 2.1778(79)
1.3976 2.0724(71) 2.0891(45) 2.1112(46) 2.1347(85)
1.4747 2.0875(53) 2.1069(35) 2.1330(37) 2.1607(68)
1.6289 2.0213(51) 2.0366(42) 2.0572(44) 2.0791(77)
1.8602 1.9579(33) 1.9692(24) 1.9844(25) 2.0005(45)
1.9373 1.9418(35) 1.9527(30) 1.9673(31) 1.9829(54)
2.0915 1.9037(37) 1.9132(31) 1.9260(32) 1.9397(57)
2.3228 1.8768(63) 1.8852(45) 1.8967(46) 1.9089(84)
2.4770 1.8430(72) 1.8525(44) 1.8654(44) 1.8790(84)
2.8626 1.7895(23) 1.7960(18) 1.8048(19) 1.8140(33)
3.1710 1.7868(23) 1.7934(18) 1.8025(19) 1.8121(34)
3.6336 1.7561(15) 1.7603(23) 1.7659(23) 1.7719(36)
3.9421 1.6837(14) 1.6881(19) 1.6943(20) 1.7007(31)
4.1734 1.6549(16) 1.6579(17) 1.6619(17) 1.6661(28)
4.9444 1.6244(18) 1.6264(21) 1.6291(21) 1.6318(35)
5.3300 1.6302(67) 1.6318(63) 1.6341(63) 1.6365(108)
5.7155 1.6116(10) 1.6133(12) 1.6155(12) 1.6179(20)
6.0239 1.5503(14) 1.5514(23) 1.5530(23) 1.5545(36)
7.1034 1.4919(12) 1.4923(9) 1.4929(9) 1.4936(16)
7.7974 0.9158(26) 0.9140(13) 0.9119(12) 0.9095(25)
8.1829 1.4944(11) 1.4945(11) 1.4948(11) 1.4950(19)
9.2624 1.5495(8) 1.5500(11) 1.5507(11) 1.5514(17)
9.5708 1.3038(13) 1.3029(8) 1.3017(8) 1.3005(14)
10.9587 1.4053(13) 1.4048(13) 1.4042(13) 1.4035(21)
12.1153 1.7384(1 ) 1.7399(17) 1.7419(17) 1.7440(28)
13.1948 4.9475(1008) 5.0180(540)  5.1125(562) | 5.2131(1082)
14.8912 1.8217(22) 1.8238(13) 1.8265(13) 1.8295(25)

Tabelle A.12: Z im MOM-Schema (6.8) fiir O,4 bei 5 = 6.00.



140 ANHANG A.
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‘ pra? ‘ Zp(K1) Zp(K2) Zp(K3) ‘ Zp(Ke) ‘
0.0728 0.3691(7) 0.2943(12) 0.2000(24) | 0.1602(24)
0.1071 0.3919(22) 0.3244(30) 0.2352(31) | 0.1808(40)
0.1414 0.4115(21) 0.3508(33) 0.2676(55) | 0.2323(60)
0.1756 0.4201(13) 0.3628(14) 0.2828(2) | 0.2210(6)
0.2099 0.4379(36) 0.3862(40) 0.3132(44) | 0.2715(58)
0.2442 0.4518(24)  0.4042(28) 0.3355(30) | 0.2968(40)
0.2442 0.4577(11) 0.4123(17) 0.3482(31) | 0.3249(32)
0.2784 0.4733(13) 0.4301(21) 0.3660(37) | 0.3437(39)
0.3127 0.4761(13) 0.4356(20) 0.3760(39) | 0.3570(39)
0.3812 0.5001(9)  0.4651(12) 0.4127(26) | 0.3985(25)
0.4498 0.5143(9)  0.4840(10) 0.4392(17) | 0.4204(19)
0.5183 0.5247(9)  0.4970(9)  0.4572(11) | 0.4354(14)
0.5369 0.5393(9)  0.5134(14) 0.4748(28) | 0.4627(28)
0.6554 0.5472(9)  0.5244(9)  0.4923(14) | 0.4777(16)
0.6554 0.5460(5)  0.5233(9)  0.4891(17) | 0.4784(17)
0.7239 0.5565(13) 0.5353(17) 0.5056(26) | 0.4922(30)
0.8268 0.5693(7)  0.5503(8)  0.5243(9) | 0.5095(12)
0.9296 0.5786(9)  0.5611(9)  0.5376(10) | 0.5238(14)
1.0324 0.5877(6)  0.5716(5)  0.5504(6) | 0.5372(8)
1.1009 0.5967(4)  0.5809(6)  0.5605(13) | 0.5526(12)
12723 0.6072(7)  0.5930(7)  0.5747(12) | 0.5655(14)
1.4093 0.6180(7)  0.6046(8)  0.5872(13) | 0.5786(15)
1.6149 0.6284(5)  0.6163(5)  0.6015(6) | 0.5919(8)
1.8548 0.6388(3)  0.6277(4)  0.6139(9) | 0.6078(9)
2.1975 0.6532(3)  0.6432(2) 0.6311(4) | 0.6250(5)
2.3689 0.6595(2)  0.6500(2)  0.6390(3) | 0.6328(4)
2.6773 0.6707(2)  0.6619(2)  0.6520(2) | 0.6450(3)
3.1571 0.6851(2)  0.6771(2)  0.6680(2) | 0.6611(2)
3.6368 0.6976(2)  0.6903(2)  0.6822(1) | 0.6759(2)
4.0138 0.7060(1)  0.6992(1)  0.6917(3) | 0.6877(3)
1.0138 0.7066(1)  0.6997(1)  0.6022(4) | 0.6384(3)
4.4250 0.7147(1)  0.7082(1)  0.7012(2) | 0.6966(2)
4.8705 0.7236(1)  0.7175(2)  0.7111(3) | 0.7071(3)
5.3846 0.7311(1)  0.7253(1)  0.7191(1) | 0.7150(1)
5.8644 0.7408(1)  0.7355(1)  0.7300(2) | 0.7262(2)
6.6183 0.7514(1)  0.7465(1)  0.7414(1) | 0.7374(1)
7.3722 0.7615(1)  0.7569(1)  0.7522(1) | 0.7483(1)
7.9205 0.7685(1)  0.7640(1)  0.7595(0) | 0.7556(0)
8.1261 0.7710(1)  0.7667(1)  0.7624(1) | 0.7592(1)
8.9486 0.7819(0)  0.7780(0)  0.7741(1) | 0.7717(1)
9.3256 0.7862(1)  0.7824(1)  0.7788(1) | 0.7760(1)

Tabelle A.13: Z im MOM-Schema (6.8) fiir die Pseudoskalare Dichte Op bei 3 = 6.20.
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‘ pra? ‘ Z1(K1) Z1(K2) Z1(K3) ‘ Z1(Ke) ‘
0.0728 0.7997(88) 0.7247(178) 0.6883(414) | 0.6252(363)
0.1071 0.7542(63) 0.6847(105) 0.6500(270) | 0.5912(224)
0.1414 0.7201(48) 0.6656(83)  0.6244(167) | 0.5763(162)
0.1756 0.7106(33) 0.6530(56)  0.6242(202) | 0.5733(130)
0.2099 0.7060(60) 0.6514(88)  0.6094(163) | 0.5703(169)
0.2442 0.7036(40) 0.6552(56) 0.6220(113) | 0.5860(112)
0.2442 0.7060(26) 0.6559(44)  0.6214(86) | 0.5843(85)
0.2784 0.7145(23) 0.6715(38) 0.6465(98) 0.6121(81)
0.3127 0.7040(21) 0.6635(32)  0.6339(76) | 0.6046(67)
0.3812 0.7142(17)  0.6800(23)  0.6597(61) | 0.6324(50)
0.4498 0.7165(15) 0.6359(24)  0.6644(55) | 0.6418(49)
0.5183 0.7172(19) 0.6906(27)  0.6716(61) | 0.6521(56)
0.5869 0.7287(13) 0.7061(11)  0.6926(5) | 0.6772(9)
0.6554 0.7281(19) 0.7070(23) 0.6908(40) 0.6756(44)
0.6554 0.7293(7) 0.7081(14) 0.6937(35) 0.6779(29)
0.7239 0.7332(14) 0.7143(17)  0.7018(32) | 0.6876(33)
0.8268 0.7399(10) 0.7235(14)  0.7121(24) | 0.7000(26)
0.9296 0.7445(14)  0.7300(16)  0.7201(21) | 0.7094(26)
1.0324 0.7492(10) 0.7360(13)  0.7271(17) | 0.7174(21)
1.1009 0.7599(6)  0.7474(8)  0.7379(19) | 0.7290(18)
1.2723 0.7635(10) 0.7529(14)  0.7457(21) | 0.7378(24)
1.4093 0.7727(8)  0.7632(11)  0.7562(18) | 0.7493(20)
1.6149 0.7765(7)  0.7685(8)  0.7625(15) | 0.7569(16)
1.8548 0.7806(4)  0.7741(5)  0.7693(7) | 0.7646(8)
2.1975 0.7879(4)  0.7827(5)  0.7792(11) | 0.7753(11)
2.3689 0.7908(3)  0.7860(4)  0.7825(7) | 0.7790(7)
2.6773 0.7989(3)  0.7947(3)  0.7915(4) | 0.7884(5)
3.1571 0.8072(2) 0.8039(2) 0.8013(3) 0.7989(4)
3.6368 0.8133(2) 0.8106(1) 0.8088(1) 0.8069(2)
4.0138 0.8158(1)  0.8134(2)  0.8117(4) | 0.8100(4)
1.0138 0.8108(1) 0.8174(2)  0.8159(3) | 0.8142(3)
1.4250 0.8226(1)  0.8205(1)  0.8191(1) | 0.8176(2)
4.8705 0.8204(1)  0.8275(1)  0.8260(1) | 0.8246(1)
5.3846 0.8327(1)  0.8311(1)  0.8300(2) | 0.8289(2)
5.8644 0.8362(1)  0.8348(1)  0.8338(1) | 0.8327(1)
6.6183 0.8436(1)  0.8423(1)  0.8416(0) | 0.8408(1)
7.3722 0.8503(1)  0.8493(1)  0.8486(1) | 0.8478(1)
7.9205 0.8564(1)  0.8555(1)  0.8549(1) | 0.8542(2)
8.1261 0.8566(1) 0.8557(1) 0.8551(1) 0.8545(2)
8.9486 0.8608(0)  0.8601(0)  0.8596(0) | 0.8590(0)
9.3256 0.8635(1) 0.8628(0) 0.8623(0) 0.8618(1)

Tabelle A.14: Z im M OM-Schema (6.8) fiir die Skalare Dichte O; bei 8 = 6.20.
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‘ wra* | Z4(k1) Za(K2) Za(K3) | Za(ke) |
0.0728 0.9304(17) 0.9316(53) 0.9304(172) | 0.9327(117)
0.1071 0.8878(26) 0.8844(33) 0.8831(40) | 0.8806(51)
0.1414 0.8575(25) 0.8483(41) 0.8371(54) | 0.8307(64)
0.1756 0.8449(13) 0.8371(16) 0.8265(21) | 0.8211(26)
0.2099 0.8302(9)  0.8229(10) 0.8176(34) | 0.8123(24)
0.2442 0.8209(6)  0.8141(7)  0.8077(10) | 0.8029(12)
0.2442 0.8183(7)  0.8111(4)  0.8042(10) | 0.7995(11)
0.2784 0.8101(7)  0.8046(9)  0.8003(19) | 0.7963(18)
0.3127 0.8088(5)  0.8039(7)  0.7993(6) | 0.7954(3)
0.3812 0.8010(4)  0.7981(6)  0.7966(15) | 0.7943(13)
0.4498 0.7979(4)  0.7965(4)  0.7963(5) | 0.7954(6)
0.5183 0.7965(2)  0.7957(3)  0.7959(9) | 0.7948(7)
0.5869 0.7945(4)  0.7947(7)  0.7967(11) | 0.7965(12)
0.6554 0.7941(1)  0.7942(2)  0.7952(7) | 0.7947(5)
0.6554 0.7943(2)  0.7947(4)  0.7962(7) | 0.7961(7)
0.7239 0.7940(3)  0.7946(5)  0.7960(9) | 0.7961(10)
0.8268 0.7934(1)  0.7944(1)  0.7963(2) 0.7963(2)
0.9296 0.7941(2)  0.7952(2)  0.7969(4) | 0.7976(4)
1.0324 0.7944(1)  0.7956(1)  0.7972(2) | 0.7979(2)
1.1009 0.7938(1)  0.7950(2)  0.7964(1) 0.7973(2)
1.2723 0.7954(2)  0.7967(3)  0.7983(3) | 0.7994(4)
1.4093 0.7951(2)  0.7964(2)  0.7979(3) 0.7988(4)
1.6149 0.7968(2)  0.7981(2)  0.7995(2) | 0.8005(3)
1.8548 0.7989(2)  0.8001(3)  0.8013(3) 0.8022(4)
2.1975 0.8013(2)  0.8024(2)  0.8034(1) | 0.8043(2)
2.3689 0.8026(1)  0.8035(1)  0.8046(1) 0.8053(2)
2.6773 0.8046(1)  0.8054(1)  0.8063(1) 0.8070(1)
3.1571 0.8079(2)  0.8086(2)  0.8092(2) | 0.8097(3)
3.6368 0.8114(1)  0.8120(1)  0.8126(2) | 0.8130(2)
4.0138 0.8148(1)  0.8153(1)  0.8158(1) | 0.8161(1)
1.0138 0.8136(1) 0.8141(1) 0.8146(1) | 0.8149(2)
4.4250 0.8175(1)  0.8179(1)  0.8183(1) | 0.8186(1)
4.8705 0.8202(1)  0.8204(1)  0.8208(1) | 0.8210(2)
5.3846 0.8247(1)  0.8249(1)  0.8252(1) | 0.8254(1)
5.8644 0.8285(1)  0.8286(1)  0.8289(1) | 0.8291(1)
6.6183 0.8338(1)  0.8339(1)  0.8341(1) | 0.8342(1)
7.3722 0.8390(1)  0.8391(1)  0.8392(0) 0.8393(1)
7.9205 0.8421(1)  0.8422(1)  0.8423(1) | 0.8424(1)
8.1261 0.8441(1)  0.8442(1)  0.8443(1) | 0.8444(1)
8.9486 0.8509(0)  0.8510(0)  0.8511(0) | 0.8512(0)
9.3256 0.8535(1)  0.8536(0)  0.8537(0) | 0.8538(1)

Tabelle A.15: Z fiir den Axialvektor-Strom O4 im M OM-Schema (6.15) bei 5 = 6.20.
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wra* | Zv (k1) Zv (Ka) Zv (K3) | Zv (k) ‘
0.0728 0.6533(4) 0.6570(8) 0.6577(16) | 0.6561(15)
0.1071 0.6658(2) 0.6658(4) 0.6675(8) | 0.6667(7)
0.1414 0.6714(2) 0.6723(4) 0.6751(8) | 0.6748(7)
0.1756 0.6765(3) 0.6774(5) 0.6799(8) | 0.6301(8)
0.2099 0.6805(2) 0.6820(2) 0.6852(4) | 0.6855(4)
0.2442 0.6841(1) 0.6857(2) 0.6888(4) | 0.6894(4)
0.2442 0.6837(2) 0.6855(3) 0.6888(5) | 0.6397(6)
0.2784 0.6846(2) 0.6864(3) 0.6892(5) | 0.6901(6)
0.3127 0.6897(1) 0.6915(2) 0.6944(3) | 0.6951(3)
0.3812 0.6932(2) 0.6950(3) 0.6976(3) | 0.6990(4)
0.4498 0.6075(2) 0.6991(2) 0.7016(3) | 0.7026(3)
0.5183 0.7017(2) 0.7032(2) 0.7054(4) | 0.7063(4)
0.5869 0.7035(2) 0.7047(2) 0.7064(2) | 0.7075(3)
0.6554 0.7073(2) 0.7085(3) 0.7103(4) | 0.7111(5)
0.6554 0.7071(1) 0.7082(2) 0.7100(2) | 0.7109(3)
0.7239 0.7099(1) 0.7109(1) 0.7124(2) | 0.7130(3)
0.8268 0.7132(1) 0.7140(1) 0.7153(2) | 0.7158(2)
0.9296 0.7167(2) 0.7173(2) 0.7184(2) | 0.7189(3)
1.0324 0.7196(2) 0.7200(2) 0.7209(2) | 0.7213(3)
1.1009 0.7193(1) 0.7195(1) 0.7202(1) | 0.7205(1)
1.2723 0.7244(2) 0.7244(2) 0.71250(3) | 0.7251(3)
1.4093 0.7259(1) 0.7257(2) 0.7261(2) | 0.7260(3)
1.6149 0.7309(2) 0.7306(2) 0.7307(3) | 0.7304(3)
1.8548 0.7363(1) 0.7357(1) 0.7356(1) | 0.7352(2)
2.1975 0.7424(1) 0.7416(1) 0.7413(1) | 0.7408(2)
2.3689 0.7454(1)  0.7445(1) 0.7441(1) | 0.7435(1)
2.6773 0.7490(1) 0.7479(1) 0.7474(1) | 0.7467(1)
3.1571 0.7554(1) 0.7542(1) 0.7535(1) | 0.7527(1)
3.6368 0.7618(1) 0.7605(1) 0.7597(1) | 0.7588(1)
4.0138 0.7680(1) 0.7667(1) 0.7659(1) | 0.7649(1)
4.0138 0.7652(1) 0.7638(1) 0.7630(1) | 0.7620(1)
4.4250 0.7713(1) 0.7700(0) 0.7691(0) | 0.7681(0)
4.8705 0.7748(1)  0.7734(1) 0.7725(1) | 0.7715(1)
5.3846 0.7809(1) 0.7795(1) 0.7786(1) | 0.7776(1)
5.8644 0.7876(1) 0.7862(1) 0.7853(1) | 0.7843(1)
6.6183 0.7940(1) 0.7927(1) 0.7917(1) | 0.7907(1)
7.3722 0.8004(0) 0.7991(0) 0.7982(0) | 0.7973(0)
7.9205 0.8036(0) 0.8023(0) 0.8015(0) | 0.8005(0)
8.1261 0.8068(0) 0.8056(0) 0.8047(0) | 0.8038(1)
8.9486 0.8167(0) 0.8155(0) 0.8147(0) | 0.8139(1)
) 0) ( 1)

9.3256 0.8198(0

Tabelle A.16: Z fir den Vektor-Strom Oy im MOM-Schema (6.15) bei 3 = 6.20.



A.4. TABELLEN: RENORMIERUNGSKONSTANTEN IM MOM-SCHEMA

‘ ,u2a2 ‘ Zr?a(ml) Zr?a (52) Zr?a(HS) ‘ Zr?a(mc)
0.0728 1.8276(261) 1.9730(389) 2.0821(535) | 2.1885(632)
0.1071 1.6474(193) 1.7368(290) 1.7985(402) | 1.8643(473)
0.1414 1.5574(64)  1.6205(64)  1.6680(88) | 1.7142(110)
0.1756 1.5493(77)  1.6167(83)  1.6637(83) | 1.7131(114)
0.2099 1.4284(68)  1.4661(83)  1.4917(91) | 1.5192(120)
0.2442 1.4274(59)  1.4675(74)  1.4965(99) | 1.5260(121)
0.2442 1.4671(80)  1.5132(97)  1.5447(106) | 1.5785(140)
0.2784 1.4005(125) 1.4275(142) 1.4386(148) | 1.4574(199)
0.3127 1.3768(42)  1.4099(44)  1.4324(40) | 1.4565(56)
0.3812 1.3190(33)  1.3430(36)  1.3604(34) | 1.3782(48)
0.4498 1.2880(29) 1.3074(33)  1.3206(37) | 1.3348(49)
0.5183 1.2536(25)  1.2710(26)  1.2834(25) | 1.2962(35)
0.5369 1.2269(22)  1.2421(24)  1.2537(25) | 1.2650(34)
0.6554 1.2026(25)  1.2158(28)  1.2258(31) | 1.2355(41)
0.6554 1.2164(13)  1.2303(14)  1.2404(15) | 1.2506(20)
0.7239 1.1952(16)  1.2077(17)  1.2172(19) | 1.2265(25)
0.8268 1.1820(15)  1.1930(16)  1.2011(17) | 1.2093(23)
0.9296 1.1572(14)  1.1668(14)  1.1739(14) | 1.1810(20)
1.0324 1.1456(12)  1.1542(12)  1.1606(12) | 1.1670(17)
1.1009 1.1446(10)  1.1531(10)  1.1595(9) | 1.1659(13)
1.2723 1.1269(10)  1.1342(10)  1.1396(10) | 1.1450(14)
1.4093 1.1271(5) 1.1342(5) 1.1395(5) 1.1447(7)
1.6149 1.0958(8)  1.1015(8)  1.1057(8) | 1.1099(11)
1.8548 1.0827(6)  1.0872(6)  1.0905(6) | 1.0939(9)
2.1975 1.0694(5)  1.0732(5)  1.0760(6) | 1.0788(8)
2.3689 1.0621(4)  1.0654(5)  1.0679(5) | 1.0704(6)
2.6773 1.0514(4)  1.0544(5)  1.0566(5) | 1.0588(6)
3.1571 1.0553(3)  1.0581(3)  1.0601(3) | 1.0622(4)
3.6368 1.0403(3)  1.0424(3)  1.0441(3) | 1.0457(4)
4.0138 1.0316(2)  1.0333(2)  1.0345(2) | 1.0358(3)
1.0138 1.0319(2)  1.0338(2)  1.0353(2) | 1.0363(3)
4.4250 1.0350(2)  1.0367(2)  1.0380(2) | 1.0392(3)
4.8705 1.0373(2)  1.0389(2)  1.0402(2) | 1.0414(2)
5.3846 1.0317(1)  1.0331(1)  1.0341(1) | 1.0351(2)
5.8644 1.0204(2)  1.0215(2)  1.0223(2) | 1.0230(2)
6.6183 1.0216(1)  1.0226(1)  1.0233(1) | 1.0240(2)
7.3722 1.0144(1)  1.0152(1)  1.0158(1) | 1.0163(2)
7.9205 1.0175(1)  1.0183(1)  1.0189(1) | 1.0194(2)
8.1261 1.0156(1) 1.0163(1) 1.0168(1) 1.0173(2)
8.9486 1.0087(1)  1.0091(1)  1.0095(1) | 1.0098(1)
9.3256 1.0065(1)  1.0069(1)  1.0072(1) | 1.0075(1)

Tabelle A.17: Z im MOM-Schema (6.8) fiir Oz, bei 3 = 6.20.
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,u2a2 ‘ Zrzb("ﬁ) Zrzb(ﬁz) ZTZb(HS) ‘ Zrzb(ﬁc)
0.0728 1.7931(245) 1.9289(430) 2.0245(755) | 2.1244(787)
0.1071 1.6439(122) 1.7170(160) 1.7621(217) | 1.8162(262)
0.1414 1.6141(217) 1.6960(276) 1.7615(320) | 1.8221(410)
0.1756 1.4688(63) 1.5094(93) 1.5328(133) | 1.5632(155)
0.2099 1.5061(132) 1.5569(155) 1.5927(161) | 1.6299(215)
0.2442 1.3863(60) 1.4157(71) 1.4351(78) 1.4565(103)
0.2442 1.4038(60) 1.4339(79) 1.4543(98) 1.4764(122)
0.2784 1.4457(93) 1.4832(107) 1.5099(113) | 1.5375(151)
0.3127 1.3274(23) 1.3495(24) 1.3638(23) 1.3797(32)
0.3812 1.3105(69) 1.3306(76) 1.3445(86) 1.3592(113)
0.4498 1.2584(51) 1.2733(60) 1.2840(67) 1.2950(88)
0.5183 1.2315(27) 1.2454(29) 1.2554(34) 1.2656(44)
0.5869 1.2458(53) 1.2601(58) 1.2707(59) 1.2812(80)
0.6554 1.2295(40) 1.2426(43) 1.2517(47) 1.2613(63)
0.6554 1.2022(30) 1.2140(34) 1.2229(36) 1.2316(48)
0.7239 1.1879(26) 1.1985(29) 1.2065(32) 1.2143(43)
0.8268 1.1621(21) 1.1709(22) 1.1775(22) 1.1840(31)
0.9296 1.1615(26) 1.1702(27) 1.1767(28) 1.1831(39)
1.0324 1.1371(18) 1.1445(18) 1.1500(19) 1.1554(26)
1.1009 1.1348(11) 1.1417(12) 1.1468(12) 1.1519(17)
1.2723 1.1372(20) 1.1441(21) 1.1491(22) 1.1541(30)
1.4093 1.1322(17) 1.1386(18) 1.1433(19) 1.1480(26)
1.6149 1.1195(16) 1.1251(16) 1.1293(17) 1.1334(23)
1.8548 1.0870(10) 1.0913(10) 1.0945(10) 1.0977(14)
2.1975 1.0768(8) 1.0805(8) 1.0832(8) 1.0860(12)
2.3689 1.0656(7) 1.0688(7) 1.0713(7) 1.0737(10)
2.6773 1.0694(7) 1.0726(7) 1.0750(7) 1.0773(10)
3.1571 1.0629(6) 1.0657(6) 1.0677(6) 1.0697(8)
3.6368 1.0572(5) 1.0596(5) 1.0613(5) 1.0631(7)
4.0138 1.0413(4) 1.0432(4) 1.0446(4) 1.0460(6)
4.0138 1.0313(3) 1.0329(3) 1.0341(3) 1.0353(4)
4.4250 1.0459(4) 1.0478(4) 1.0491(4) 1.0505(6)
4.8705 1.0495(4) 1.0513(4) 1.0526(4) 1.0539(6)
5.3846 1.0382(3) 1.0396(3) 1.0407(3) 1.0417(4)
5.8644 1.0347(3) 1.0360(3) 1.0369(3) 1.0379(4)
6.6183 1.0338(2) 1.0350(2) 1.0358(2) 1.0366(3)
7.3722 1.0329(2) 1.0339(2) 1.0347(2) 1.0354(3)
7.9205 1.0361(2) 1.0371(2) 1.0379(2) 1.0386(3)
8.1261 1.0321(2) 1.0330(2) 1.0336(2) 1.0343(3)
8.9486 1.0199(2) 1.0206(2) 1.0210(2) 1.0215(2)
9.3256 1.0097(1) 1.0102(1) 1.0105(1) 1.0109(2)

Tabelle A.18: Z im MOM-Schema (6.8) fiir O, bei 3 = 6.20.




A.4. TABELLEN: RENORMIERUNGSKONSTANTEN IM MOM-SCHEMA

‘ ,u2a2 ‘ Zv?a (Hl) v2a( 2) v2a (53) ‘ Zv?a(mc)
0.0728 1.5494(119) 1.6931(220) 1.8128(346) | 1.9149(379)
0.1071 1.4847(151)  1.5771(207)  1.6397(240) | 1.7075(304)
0.1414 1.4225(56)  1.5026(67)  1.5718(108) | 1.6286(123)
0.1756 1.4162(59)  1.4990(77)  1.5637(101) | 1.6243(124)
0.2099 1.3462(66)  1.3992(36)  1.4426(111) | 1.4814(136)
0.2442 1.3408(52)  1.3934(67)  1.4322(97) | 1.4707(114)
0.2442 1.3635(67)  1.4237(87)  1.4698(101) | 1.5142(129)
0.2784 1.3496(96)  1.3876(119) 1.4108(197) | 1.4395(220)
0.3127 1.3007(37)  1.3435(39)  1.3762(35) | 1.4082(50)
0.3812 1.2506(36)  1.2906(39)  1.3143(35) | 1.3374(50)
0.4498 1.2308(28)  1.2649(32)  1.2831(33) | 1.3016(45)
0.5183 1.2130(21)  1.2344(25)  1.2507(29) | 1.2665(38)
0.5369 1.1918(23)  1.2096(25)  1.2229(25) | 1.2361(34)
0.6554 1.1728(25)  1.1878(27)  1.1988(30) | 1.2099(40)
0.6554 1.1761(14)  1.1931(15)  1.2061(16) | 1.2187(22)
0.7239 1.1688(14)  1.1827(15)  1.1932(15) | 1.2034(21)
0.8268 1.1447(14)  1.1581(15)  1.1683(16) | 1.1783(21)
0.9296 1.1321(13)  1.1425(14)  1.1502(15) | 1.1579(20)
1.0324 1.1187(10) 1.1283(11) 1.1356(12) 1.1427(16)
1.1009 1.1254(8)  1.1340(8)  1.1403(8) | 1.1466(11)
1.2723 [1104(9)  L1176(9)  L.1228(10) | L.1281(14)
1.4093 1.1162(5) 1.1226(4) 1.1273(4) 1.1320(6)
1.6149 1.0830(8) 1.0883(9) 1.0921(9) 1.0960(12)
1.8548 1.0661(5)  1.0706(5)  1.0740(5) | 1.0774(7)
2.1975 1.0579(4)  1.0614(4)  1.0641(4) | 1.0667(6)
2.3689 1.0503(3)  1.0535(3)  1.0560(3) | 1.0583(5)
2.6773 1.0425(4)  1.0452(4)  1.0472(4) | 1.0493(5)
3.1571 1.0505(3)  1.0528(3)  1.0544(3) | L.0561(4)
3.6368 1.0372(3)  1.0390(3)  1.0403(3) | L.0417(4)
4.0138 1.0277(2)  1.0292(2)  1.0302(2) | 1.0313(2)
10138 1.0307(2)  1.0323(2)  1.0334(2) | 1.0346(3)
4.4250 1.0326(2)  1.0340(2)  1.0350(2) | 1.0360(3)
4.8705 1.0370(2)  1.0383(2)  1.0392(2) | 1.0402(3)
5.3846 1.0295(1)  1.0306(1)  1.0313(1) | 1.0321(2)
5.8644 1.0206(1)  1.0214(1)  1.0221(1) | 1.0227(2)
6.6183 1.0220(1)  1.0227(1)  1.0233(1) | 1.0238(2)
7.3722 1.0159(1)  1.0165(1)  1.0170(1) | 1.0174(2)
7.9205 1.0195(1)  1.0201(1)  1.0205(1) | 1.0209(2)
8.1261 1.0174(1)  1.0179(1)  1.0183(1) | 1.0187(1)
8.9486 1.0109(1)  1.0113(1)  1.0116(1) | 1.0119(1)
9.3256 1.0092(1)  1.0095(1)  1.0098(0) | LOTOL(L)

Tabelle A.19: Z im MOM-Schema (6.8) fiir O,9, bei 7 = 6.20.
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‘ ,u2a2 ‘ Zuzb(fﬁ) ZUZb(HZ) ZUZb(HS) ‘ Zuzb("fc) ‘
0.0728 1.4844(269) 1.6195(430) 1.7384(676) | 1.8334(749)
0.1071 1.4156(87) 1.5098(124) 1.5929(164) | 1.6613(198)
0.1414 1.3962(154) 1.4816(168) 1.5519(120) | 1.6177(179)
0.1756 1.3271(69) 1.3845(100) 1.4316(135) | 1.4734(161)
0.2099 1.3355(103) 1.3960(151) 1.4418(232) | 1.4859(262)
0.2442 1.2712(50) 1.3109(60) 1.3400(74) 1.3692(94)
0.2442 1.2809(48) 1.3230(57) 1.3546(71) 1.3856(90)
0.2784 1.2918(57) 1.3395(66) 1.3755(89) 1.4105(109)
0.3127 1.2307(20) 1.2605(15) 1.2819(11) 1.3040(17)
0.3812 1.2162(58) 1.2420(66) 1.2606(74) 1.2795(97)
0.4498 1.1823(46) 1.2013(55) 1.2152(66) 1.2292(85)
0.5183 1.1620(27) 1.1780(28) 1.1895(30) 1.2013(40)
0.5869 1.1659(47) 1.1833(52) 1.1966(55) 1.2096(75)
0.6554 1.1539(38) 1.1696(40) 1.1811(40) 1.1927(56)
0.6554 1.1391(31) 1.1518(33) 1.1611(35) 1.1705(47)
0.7239 1.1277(28) 1.1390(29) 1.1472(31) 1.1555(42)
0.8268 1.1072(19) 1.1160(19) 1.1224(19) 1.1289(27)
0.9296 1.1065(25) 1.1152(27) 1.1216(28) 1.1280(39)
1.0324 1.0882(18) 1.0950(18) 1.1000(19) 1.1050(26)
1.1009 1.0828(11) 1.0891(11) 1.0938(12) 1.0985(16)
1.2723 1.0862(21) 1.0927(22) 1.0975(23) 1.1023(31)
1.4093 1.0814(18) 1.0873(19) 1.0918(19) 1.0962(27)
1.6149 1.0722(16) 1.0773(17) 1.0812(18) 1.0850(24)
1.8548 1.0489(11) 1.0521(11) 1.0544(11) 1.0568(16)
2.1975 1.0422(9) 1.0447(10) 1.0466(10) 1.0485(14)
2.3689 1.0324(8) 1.0345(8) 1.0361(8) 1.0376(11)
2.6773 1.0373(8) 1.0394(8) 1.0410(9) 1.0425(12)
3.1571 1.0335(7) 1.0353(7) 1.0366(7) 1.0379(10)
3.6368 1.0304(6) 1.0319(7) 1.0331(7) 1.0342(9)
4.0138 1.0167(5) 1.0176(5) 1.0183(5) 1.0190(7)
4.0138 1.0019(3) 1.0025(3) 1.0030(3) 1.0035(4)
4.4250 1.0224(5) 1.0235(5) 1.0242(5) 1.0250(7)
4.8705 1.0268(5) 1.0279(5) 1.0287(5) 1.0295(7)
5.3846 1.0164(4) 1.0171(4) 1.0176(4) 1.0181(5)
5.8644 1.0154(4) 1.0160(4) 1.0165(4) 1.0169(5)
6.6183 1.0156(3) 1.0161(3) 1.0165(3) 1.0169(5)
7.3722 1.0158(3) 1.0162(3) 1.0166(3) 1.0169(4)
7.9205 1.0198(3) 1.0203(3) 1.0208(3) 1.0211(4)
8.1261 1.0159(3) 1.0164(3) 1.0167(3) 1.0170(4)
8.9486 1.0038(2) 1.0039(2) 1.0040(2) 1.0041(3)
9.3256 0.9929(2) 0.9928(2) 0.9928(2) 0.9928(2)

Tabelle A.20: Z im MOM-Schema (6.8) fiir O,9 bei 3 = 6.20.
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‘ ,u2a2 ‘ Zr3(51) r3(52) r3(ff3) ‘ Zr3(f€c) ‘
0.0728 3.3591(866) 3.7996(1481) 4.0661(2174) | 4.3959(2469)
0.1071 2.7215(708) 2.9632(1110) 3.1400(1556) | 3.3171(1815)
0.1414 2.5373(707) 2.7080(1004) 2.8304(1539) | 2.9556(1748)
0.1756 2.2119(137) 2.3254(148) 2.4163(220) | 2.4987(263)
0.2099 2.1122(378) 2.1992(439) 2.2598(564) | 2.3237(706)
0.2442 1.9994(135) 2.0719(143) 2.1252(135) | 2.1788(189)
0.2442 2.0246(143) 2.0973(155) 2.1489(143) | 2.2023(200)
0.2784 2.1750(126) 2.2475(157) 2.2957(196) | 2.3489(245)
0.3127 1.8800(92) 1.9326(101) 1.9718(104) | 2.0108(141)
0.3812 1.9635(87)  2.0174(96) 2.0552(98) 2.0947(133)
0.4498 1.7529(57) 1.7870(61) 1.8106(64) 1.8356(87)
0.5183 1.7249(35) 1.7567(37) 1.7792(38) 1.8026(53)
0.5869 1.6936(51) 1.7207(56) 1.7404(59) 1.7603(80)
0.6554 1.6284(24) 1.6510(23) 1.6674(22) 1.6840(32)
0.6554 1.6255(13) 1.6484(13) 1.6651(13) 1.6820(18)
0.7239 1.6531(26) 1.6770(28) 1.6942(28) 1.7118(39)
0.8268 1.5437(20) 1.5607(22) 1.5731(24) 1.5856(32)
0.9296 1.5112(11) 1.5263(12) 1.5371(13) 1.5482(17)
1.0324 1.4839(10) 1.4973(11) 1.5070(12) 1.5168(16)
1.1009 1.5170(20) 1.5313(21) 1.5417(22) 1.5523(30)
1.2723 1.4604(5) 1.4717(5) 1.4801(6) 1.4884(8)
1.4093 1.5142(7) 1.5265(7) 1.5354(7) 1.5444(10)
1.6149 1.4032(6) 1.4115(6) 1.4175(6) 1.4236(8)
1.8548 1.3699(4) 1.3768(4) 1.3818(4) 1.3869(5)
2.1975 1.3458(3) 1.3515(3) 1.3558(3) 1.3600(5)
2.3689 1.3324(3) 1.3377(3) 1.3416(3) 1.3455(4)
2.6773 1.3169(4) 1.3214(4) 1.3247(4) 1.3280(5)
3.1571 1.3132(3) 1.3173(3) 1.3203(3) 1.3233(4)
3.6368 1.2891(3) 1.2924(3) 1.2948(3) 1.2972(5)
4.0138 1.2711(2) 1.2739(2) 1.2759(2) 1.2780(3)
4.0138 1.2873(2) 1.2905(3) 1.2929(3) 1.2952(4)
4.4250 1.2718(3) 1.2744(3) 1.2764(3) 1.2783(4)
4.8705 1.2714(3) 1.2738(3) 1.2756(3) 1.2774(4)
5.3846 1.2575(2) 1.2596(2) 1.2611(2) 1.2627(3)
5.8644 1.2438(3) 1.2455(3) 1.2468(3) 1.2480(4)
6.6183 1.2400(3) 1.2415(3) 1.2427(3) 1.2438(4)
7.3722 1.2305(3) 1.2318(3) 1.2327(3) 1.2336(4)
7.9205 1.2340(3) 1.2353(3) 1.2362(3) 1.2372(4)
8.1261 1.2277(2) 1.2289(2) 1.2297(2) 1.2306(3)
8.9486 1.2101(2) 1.2110(2) 1.2116(2) 1.2122(2)
9.3256 1.2028(1) 1.2035(1) 1.2041(1) 1.2047(1)

Tabelle A.21: Z im MOM-Schema (6.8) fiir O,3 bei 7 = 6.20.
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,u2a2 ‘ Zaz(fﬁ) aQ(HZ) aQ(HS) ‘ Zaz(ffc) ‘
0.0728 2.8759(1435) 3.1788(2349) 3.4416(3375) | 3.6585(3883)
0.1071 2.5846(370 2.7942(569) 2.9402(767) 3.0944(911)
0.1414 2.4095(19 2.5581(238) 2.6555(297) 2.7645(374)
0.1756 2.2280(94 2.3390(68) 2.4247(140) 2.5044(157)
0.2099 2.1496(13 2.2442(172) 2.3055(223) 2.3751(276)
0.2442 2.1334(12 2.2290(143) 2.2970(154) 2.3672(204)
0.2442 2.1771(128 2.2796(150) 2.3507(169) 2.4259(221)
0.2784 2.0449(20 2.1121(270) 2.1522(345) 2.2016(426)
0.3127 2.0024(83 2.0730(88) 2.1217(85) 2.1733(118)
0.3812 1.8949(38 1.9474(44) 1.9844(46) 2.0230(61)
0.4498 1.8287(48 1.8719(52) 1.9016(53) 1.9332(72)
0.5183 1.7563(41 1.7919(43) 1.8170(42) 1.8431(58)
0.5869 1.7024(33 1.7326(37) 1.7540(41) 1.7762(54)
0.6554 1.6595(9) 1.6859(12) 1.7043(17) 1.7237(20)
0.6554 1.6475(22 1.6732(26) 1.6917(29) 1.7106(38)
0.7239 1.6307(28 1.6548(30) 1.6721(33) 1.6898(44)
0.8268 1.5932(17 1.6140(18) 1.6287(20) 1.6439(26)
0.9296 1.5511(12 1.5688(12) 1.5814(13) 1.5944(18)
1.0324 1.5222(10 1.5379(11) 1.5491(12) 1.5606(16)
1.1009 1.5293(22 1.5450(23) 1.5564(24) 1.5680(33)
1.2723 1.4834(5) 1.4963(6) 1.5057(6) 1.5152(8)
1.4093 1.4652(6) 1.4771(7) 1.4857(7) 1.4944(10)
1.6149 1.4165(7) 1.4260(7) 1.4330(7) 1.4400(10)
1.8548 1.3930(3) 1.4009(3) 1.4066(3) 1.4124(5)
2.1975 1.3577(3) 1.3640(3) 1.3685(3) 1.3731(4)
2.3689 1.3428(2) 1.3483(2) 1.3524(2) 1.3564(3)
2.6773 1.3268(3) 1.3317(3) 1.3353(3) 1.3390(5)
3.1571 1.3122(2) 1.3164(2) 1.3195(3) 1.3226(3)
3.6368 1.2894(3) 1.2928(3) 1.2953(3) 1.2978(4)
4.0138 1.2716(2) 1.2743(2) 1.2763(2) 1.2782(3)
4.0138 1.2792(3) 1.2823(3) 1.2846(3) 1.2869(4)
4.4250 1.2744(2) 1.2771(2) 1.2791(2) 1.2810(3)
4.8705 1.2653(2) 1.2678(2) 1.2696(2) 1.2714(3)
5.3846 1.2433(2) 1.2452(2) 1.2465(2) 1.2479(3)
5.8644 1.2380(2) 1.2396(2) 1.2408(2) 1.2420(3)
6.6183 1.2366(2) 1.2380(2) 1.2391(2) 1.2402(2)
7.3722 1.2263(2) 1.2275(2) 1.2284(2) 1.2293(3)
7.9205 1.2212(2) 1.2224(2) 1.2232(2) 1.2241(3)
8.1261 1.2169(2) 1.2179(2) 1.2187(2) 1.2195(3)
8.9486 1.2038(1) 1.2046(1) 1.2051(1) 1.2056(2)
9.3256 1.2003(1) 1.2010(1) 1.2014(1) 1.2019(1)

Tabelle A.22: 7 im MOM-Schema (6.8) fiir O, bei 5 = 6.20.
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‘ ,u2a2 ‘ Zu3(f€1) Zu3(f€2) u3(ff3) ‘ Zu3(f€c)
0.0728 2.8076(434) 3.2252(821) 3.5917(1448) | 3.8789(1497)
0.1071 2.4764(585) 2.7348(937) 2.9284(1328) | 3.1170(1540)
0.1414 2.3412(395) 2.5200(522) 2.6458(614) 2.7771(779)
0.1756 2.1180(137) 2.2481(143) 2.3499(157) 2.4467(211)
0.2099 2.0480(255) 2.1535(298) 2.2354(381) 2.3129(478)
0.2442 1.9466(114) 2.0293(112) 2.0914(99) 2.1530(144)
0.2442 1.9627(135) 2.0470(145) 2.1083(133) 2.1706(187)
0.2784 2.0448(103) 2.1270(133) 2.1879(189) 2.2480(224)
0.3127 1.8382(99) 1.8977(108) 1.9402(111) 1.9840(151)
0.3812 1.8795(72) 1.9422(82) 1.9880(84) 2.0342(114)
0.4498 1.7147(53) 1.7528(57) 1.7789(61) 1.8068(82)
0.5183 1.6861(41) 1.7209(42) 1.7449(43) 1.7704(59)
0.5869 1.6576(48) 1.6873(56) 1.7088(64) 1.7306(83)
0.6554 1.5997(18) 1.6235(18) 1.6403(19) 1.6578(26)
0.6554 1.5960(12) 1.6209(12) 1.6389(13) 1.6573(17)
0.7239 1.6157(27) 1.6417(29) 1.6607(30) 1.6799(41)
0.8268 1.5208(22) 1.5383(24) 1.5507(26) 1.5636(35)
0.9296 1.4928(11) 1.5077(11) 1.5182(12) 1.5291(17)
1.0324 1.4661(10) 1.4790(11) 1.4882(12) 1.4977(16)
1.1009 1.4879(20) 1.5034(21) 1.5148(22) 1.5262(31)
1.2723 1.4428(3) 1.4537(4) 1.4616(4) 1.4696(6)
1.4093 1.4881(6) 1.5009(6) 1.5104(7) 1.5198(9)
1.6149 1.3875(6) 1.3951(6) 1.4006(7) 1.4061(9)
1.8548 1.3556(4) 1.3618(4) 1.3663(3) 1.3709(5)
2.1975 1.3337(3) 1.3387(3) 1.3423(3) 1.3460(4)
2.3689 1.3208(3) 1.3253(3) 1.3286(3) 1.3319(4)
2.6773 1.3049(4) 1.3088(4) 1.3116(4) 1.3145(5)
3.1571 1.3039(2) 1.3074(2) 1.3100(2) 1.3126(3)
3.6368 1.2796(4) 1.2822(3) 1.2841(4) 1.2860(5)
4.0138 1.2626(3) 1.2648(3) 1.2664(3) 1.2680(4)
4.0138 1.2795(2) 1.2824(2) 1.2846(2) 1.2867(3)
4.4250 1.2636(3) 1.2656(3) 1.2672(3) 1.2687(4)
4.8705 1.2638(3) 1.2658(3) 1.2673(3) 1.2688(5)
5.3846 1.2502(2) 1.2519(2) 1.2531(2) 1.2543(3)
5.8644 1.2366(3) 1.2380(3) 1.2389(3) 1.2399(4)
6.6183 1.2333(3) 1.2345(3) 1.2353(3) 1.2362(4)
7.3722 1.2236(3) 1.2246(3) 1.2253(3) 1.2260(4)
7.9205 1.2273(3) 1.2282(3) 1.2289(3) 1.2296(5)
8.1261 1.2214(3) 1.2222(3) 1.2229(3) 1.2235(4)
8.9486 1.2049(2) 1.2055(2) 1.2059(2) 1.2064(3)
9.3256 1.1982(1) 1.1987(1) 1.1991(1) 1.1995(1)

Tabelle A.23: 7 im MOM-Schema (6.8) fiir O,3 bei 5 = 6.20.
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‘ ,u2a2 ‘ Zu4(f€1) Zu4(f€2) Zu4(f€3) ‘ Zu4(f€c) ‘
0.0728 5.0789(4269) 6.3813(6573) 8.2069(7995) 9.1627(9853)
0.1071 3.9481(1136) 4.4851(1677) 4.9527(2457) 5.3365(2832)
0.1414 — — — —

0.1756 3.1563(118) 3.3964(110) 3 5995(407) 3.7530(285)
0.2099 2.9706(282) 3.1336(319) 3 2394(420) 3.3593(523)
0.2442 2.7810(262) 2.9010(300) 2 9768(546) 3.0673(588)
0.2442 2.9459(314) 3.0876(357) 3 1752(396) 3.2781(523)
0.2784 2.8941(244) 3.0316(374) 3.1207(540) 3.2227(624)
0.3127 2.7630(298) 2.8734(347) 2.9429(429) 3.0238(544)
0.3812 2.6745(250) 2.7708(276) 2.8412(311) 2.9121(411)
0.4498 2.5070(110) 2.5828(122) 2.6372(130) 2.6930(174)
0.5183 2.3475(56) 2.4003(66) 2.4364(90) 2.4752(110)
0.5869 2.4080(416) 2.4579(408) 2.4918(407) 2.5282(570)
0.6554 2.2301(44) 2.2742(51) 2.3057(59) 2.3381(77)
0.6554 2.2246(26) 2 2672(28) 2 2976(26) 2.3290(37)
0.7239 2.1680(45) 2 2049(50) 2 2309(56) 2.2579(74)
0.8268 2.1014(58) 2.1304(63) 2.1510(68) 2.1723(91)
0.9296 2.0251(35) 2.0493(36) 2.0667(37) 2.0845(51)
1.0324 1.9775(65) 1.9983(68) 2.0129(73) 2 0281(99)
1.1009 1.9769(35) 1.9987(35) 2.0145(37) 2.0305(51)
1.2723 1.9088(20) 1.9255(21) 1.9375(22) 1.9498(30)
1.4093 1.8971(15) 1.9147(16) 1.9274(17) 1.9404(23)
1.6149 1.8297(25) 1.8411(25) 1.8494(26) 1.8578(36)
1.8548 1.7743(23) 1.7843(24) 1.7916(24) 1.7990(33)
2.1975 1.7267(29) 1.7342(29) 1.7396(30) 1.7451(41)
2.3689 1.7185(100) 1.7252(102) 1.7299(104) 1.7349(143)
2.6773 1.6691(23) 1.6750(23) 1.6793(23) 1.6836(32)
3.1571 1.6312(11) 1.6358(11) 1.6391(11) 1.6425(15)
3.6368 1.6090(15) 1.6125(15) 1.6150(15) 1.6176(20)
4.0138 1.5767(49) 1.5794(49) 1.5814(49) 1.5834(69)
4.0138 1.5942(7) 1.5973(7) 1.5995(8) 1.6017(11)
4.4250 1.5465(17) 1.5488(17) 1.5505(17) 1.5522(24)
4.8705 1.5454(8) 1.5475(8) 1.5490(8) 1.5506(12)
5.3846 1.4627(11) 1.4640(11) 1.4649(11) 1.4658(15)
5.8644 1.4994(23) 1.5005(23) 1.5014(23) 1.5022(32)
6.6183 1.4478(17) 1.4483(17) 1.4488(17) 1.4492(23)
7.3722 1.4376(16) 1.4379(16) 1.4381(16) 1.4383(23)
7.9205 1.4619(10) 1.4623(10) 1.4626(10) 1.4629(14)
8.1261 1.4369(15) 1.4370(15) 1.4372(15) 1.4373(21)
8.9486 1.2999(72) 1.2989(72) 1.2982(72) 1.2975(101)
9.3256 1.2285(31) 1.2272(31) 1.2263(31) 1 2254(44)

Tabelle A.24: 7 im MOM-Schema (6.8) fiir O,4 bei 5 = 6.20.
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