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1 Einleitung

Am Ende jedes Geschiftsjahres steht ein Nichtlebensversicherer vor der Situation, dass
die verdiente Primie zwar bekannt, der Gesamtschadenaufwand fiir die eingetretenen
Schiden jedoch unbekannt ist und Riickstellungen fiir die Schadenverpflichtungen aus den
bereits eingetretenen, aber noch nicht vollstidndig abgewickelten Schiden zu bilden sind.
Diese als Schadenreserven bezeichneten Riickstellungen stellen in der Regel den gréften
versicherungstechnischen Posten auf der Passivseite der Bilanz eines Nichtlebensversi-
cherers dar, so dass selbst kleine prozentuale Verdnderungen erhebliche Auswirkungen
auf den Gewinn haben. Die Bestimmung adiquater Schadenreserven sowie die Quanti-
fizierung ihrer Unsicherheit ist daher fiir jeden Nichtlebensversicherer von essentieller
wirtschaftlicher Bedeutung.

Im Laufe der Zeit sind zahlreiche verschiedene Verfahren zur Prognose der zukiinftigen
Schadenzahlungen und damit zur Bestimmung von Schadenreserven entwickelt worden.
Vor allem seit Anfang der 90er Jahre handelt es sich bei diesen Verfahren tiberwiegend
um stochastische Verfahren, die im Gegensatz zu rein heuristischen Verfahren Unsicher-
heit aufgrund von Zufall beriicksichtigen. Neben Unsicherheit aufgrund von Zufall spielt
allerdings auch Unsicherheit aufgrund von Unschirfe eine zentrale Rolle in der Scha-
denreservierung, da subjektive Beurteilungen, Intuition und Erfahrung in diesem Bereich
von erheblicher Bedeutung sind und oftmals bei der Festsetzung von Schadenreserven
beriicksichtigt werden. Unsicherheit, die aus Unschérfe resultiert, kann jedoch weder von
den rein heuristischen noch von den stochastischen Schadenreservierungsverfahren einbe-
zogen werden, sondern hierzu werden Methoden aus dem Bereich der Theorie unscharfer
Mengen benétigt. Solche Methoden ermdoglichen es, subjektive Einschidtzungen formal zu
integrieren und sind daher pridestiniert fiir Anwendungen in der Schadenreservierung.
Die Theorie unscharfer Mengen ist im Jahr 1965 von ZADEH eingefiihrt worden und hat
seitdem eine bestindige Weiterentwicklung erfahren und sich zu einem sehr aktiven For-
schungsgebiet entwickelt. Inzwischen hat sie in den verschiedensten Bereichen Anwen-
dung gefunden. Die erste Anwendung einer unscharfen Methode in der Versicherungswis-
senschaft ist in einem 1982 veroffentlichten Artikel von DE WIT zu finden, in dem eine
unscharfe Methode im Underwriting eingesetzt wird. Bis die erste Anwendung in der
Schadenreservierung publiziert wurde, sind danach jedoch noch iiber 20 Jahre vergangen

und im Hinblick auf Publikationen, die keine unscharfen Methoden verwenden, sind die



Publikationen, in denen unscharfe Methoden Anwendung finden, in ihrer Gesamtanzahl
bisher weniger breit vertreten, was vor allem vor dem Hintergrund verwundert, dass sub-
jektive Beurteilungen in der Schadenreservierung eine gro3e Relevanz besitzen.

Das Ziel dieser Dissertation besteht zum einen darin, einen vollstindigen Uberblick iiber
den aktuellen Forschungsstand in Bezug auf den Einsatz unscharfer Methoden in der
Schadenreservierung zu geben. Hierzu werden die bisher erschienenen Publikationen in
chronologischer Reihenfolge vorgestellt, detailliert erldutert und zudem einer kritischen
Wiirdigung unterzogen. Zum anderen werden in dieser Dissertation drei neue unschar-
fe Schadenreservierungsverfahren entwickelt, die zusitzliche Moglichkeiten bieten, Un-
schirfe bei der Bestimmung von Schadenreserven erfassen und modellieren zu kénnen.
Bei dem ersten der vorgeschlagenen Verfahren handelt es sich um eine unscharfe Ver-
sion des Chain-Ladder-Verfahrens, das sowohl in der Theorie als auch in der Praxis zu
den populérsten Schadenreservierungsverfahren zihlt. In ausnahmslos allen der bisher
verOffentlichten Arbeiten, in denen unscharfe Methoden in der Schadenreservierung an-
gewendet werden, sind als unscharfe Zahlen dreieckférmige unscharfe Zahlen verwen-
det worden. Diese sind arithmetisch leicht handhabbar und intuitiv interpretierbar, al-
lerdings sind in einigen Situationen durchaus unscharfe Zahlen mit einer anderen Form
der Zugehorigkeitsfunktion geeigneter. Aus diesem Grund werden bei dem vorgeschlage-
nen unscharfen Chain-Ladder-Verfahren statt dreieckformigen unscharfen Zahlen quasi-
exponentielle unscharfe Zahlen genutzt, die insbesondere im Fall aussagekriftiger Daten
geeignet sind. Das Verfahren stellt damit die erste Anwendung in der Schadenreservierung
dar, bei der die Zugehorigkeitsfunktion der unscharfen Zahlen nicht dreieckformig ist. Die
quasi-exponentiellen unscharfen Zahlen werden bei dem vorgeschlagenen Verfahren zur
Modellierung der Chain-Ladder-Faktoren verwendet. So wird es ermoglicht, Unsicher-
heit beziiglich der Chain-Ladder-Faktoren einzubeziehen, deren Schitzer in der Praxis
ansonsten des Ofteren von den Aktuaren aufgrund ihrer subjektiven Einschitzung und
personlichen Erfahrung im Nachhinein noch angepasst werden. Wie sich zeigen wird, be-
sitzt die Verwendung von quasi-exponentiellen statt dreieckformigen unscharfen Zahlen
zur Modellierung der Chain-Ladder-Faktoren den Vorteil, dass dies zu einer erheblichen
Reduktion der Prognoseunsicherheit fithren kann und man somit wesentlich aufschluss-
reichere Ergebnisse erhalten kann.

Bei den beiden anderen neu entwickelten Verfahren handelt es sich um unscharfe Ver-



sionen von zwei weiteren populdren Schadenreservierungsverfahren, von dem additiven
Verfahren und dem Cape-Cod-Verfahren. Diese beiden Verfahren haben gemeinsam, dass
bei ihnen zusitzlich Volumenmale verwendet werden, die fiir alle Anfalljahre als bekannt
vorausgesetzt werden. Die VolumenmaBe sind vom Aktuar auszuwéhlen und oftmals
mit Unschirfe behaftet, weshalb sowohl das additive Verfahren als auch das Cape-Cod-
Verfahren priadestiniert dafiir sind, mit der Theorie unscharfer Mengen kombiniert zu wer-
den. In dieser Arbeit werden von dem additiven Verfahren und dem Cape-Cod-Verfahren
unscharfe Versionen vorgeschlagen, bei denen die VolumenmalRle statt als scharfe Zahlen
als unscharfe Zahlen modelliert werden. Dadurch ist es moglich, Unsicherheit beziiglich
der VolumenmalBe abzubilden und bei der Bestimmung von Schadenreserven einzubezie-
hen. Bei dem vorgeschlagenen unscharfen Cape-Cod-Verfahren werden dariiber hinaus
auch die Parameter des Abwicklungsmusters als unscharfe Zahlen modelliert, so dass
bei diesem Verfahren zudem Unsicherheit beziiglich des Abwicklungsmusters, in seiner
in praktischen Anwendungen iiblicherweise verwendeten Form, beriicksichtigt werden
kann.

Der Gang der Untersuchung gestaltet sich in dieser Arbeit wie folgt: Nach einer allgemei-
nen Einfiihrung in das Thema werden in Kapitel 2 Grundlagen der Schadenreservierung
behandelt. In Abschnitt 2.1 wird zunéchst auf den Prozess der Schadenabwicklung und
mogliche Ursachen einer lang andauernden Schadenabwicklung eingegangen, bevor in
Abschnitt 2.2 Abwicklungsdaten und ihre typische Darstellung in Abwicklungsdreiecken
besprochen werden und die verwendete Terminologie und Notation eingefiihrt wird. In
Abschnitt 2.3 werden all diejenigen Schadenreservierungsverfahren vorgestellt, die in An-
wendungen unscharfer Methoden in der Schadenreservierung herangezogen worden sind.
Das darauffolgende dritte Kapitel dient einer Einfithrung in die Theorie unscharfer Men-
gen. Nach der Erliduterung grundlegender Begriffe und Operationen auf unscharfen Men-
gen sowie des Erweiterungsprinzips in Abschnitt 3.1 werden in Abschnitt 3.2 unscharfe
Zahlen und ihre Arithmetik behandelt. In den Abschnitten 3.3 und 3.4 werden populire
MaBe zur Beurteilung der Unschirfe einer Menge sowie Methoden zur Defuzzifikation,
mit denen unscharfe Mengen in scharfe Zahlen transformiert werden konnen, besprochen.
Im Anschluss erfolgt in Abschnitt 3.5 eine Abgrenzung der Theorie unscharfer Mengen
von der Wahrscheinlichkeitstheorie, wobei insbesondere auf die Unterschiedlichkeit von

Unschirfe und Zufall als Ursache von Unsicherheit eingegangen wird. In Abschnitt 3.6



werden unscharfe Regressionsverfahren, die in der Schadenreservierung Anwendung ge-
funden haben, beschrieben.

Das darauffolgende vierte Kapitel bildet den Schwerpunkt dieser Dissertation. In Ab-
schnitt 4.1 werden zunéchst die bisher veroffentlichten Arbeiten zu Anwendungen un-
scharfer Methoden in der Schadenreservierung in chronologischer Reihenfolge vorge-
stellt, detailliert erldutert und zudem diskutiert. In den Abschnitten 4.2, 4.3 und 4.4 wer-
den anschlieend die drei bereits erwihnten neuen unscharfen Schadenreservierungsver-
fahren besprochen. Abschnitt 4.2 hat das unscharfe Chain-Ladder-Verfahren zum Thema,
Abschnitt 4.3 das unscharfe additive Verfahren und Abschnitt 4.4 das unscharfe Cape-
Cod-Verfahren. Die Verfahren werden jeweils motiviert und im Detail erldutert. Bei allen
drei Verfahren werden die ermittelten unscharfen Schadenreserven zudem zum Schluss
defuzzifiziert, um scharfe Zahlen zu erhalten, die in der Bilanz ausgewiesen werden kon-
nen. Des Weiteren wird bei allen drei Verfahren die Prognoseunsicherheit fiir einzelne
und aggregierte Anfalljahre quantifiziert. Dies ist neben der Prognose der ausstehenden
Schadenverpflichtungen von zentralem Interesse, um auch die Genauigkeit der Prognose
beurteilen zu konnen, ist jedoch bei den meisten der bisherigen Publikationen, in denen
unscharfe Methoden in der Schadenreservierung angewendet werden, versiumt worden.
Nach der detaillierten Beschreibung der drei neuen unscharfen Schadenreservierungsver-
fahren werden sie jeweils anhand eines Anwendungsbeispiels veranschaulicht und zudem
einer kritischen Wiirdigung unterzogen. Die Arbeit schliefSt mit einer Schlussbetrachtung
im fiinften Kapitel, in der die wichtigsten Ergebnisse und Zusammenhinge zusammenge-
fasst werden und die zudem einen Ausblick auf mogliche zukiinftige Forschungsfragen

liefert.



2 Grundlagen der Schadenreservierung

2.1 Der Prozess der Schadenabwicklung

Die Differenzierung von Versicherungsprodukten kann nach unterschiedlichen Kriterien
erfolgen, wobei die grobste Kategorisierung durch die EU-Versicherungsmarktregulierung
eine Aufteilung in die Sparten Lebensversicherung und Nichtlebensversicherung vor-
sieht. Diese Differenzierung beruht zum einen auf der Unterschiedlichkeit der Versiche-
rungsprodukte der beiden Sparten. So weichen insbesondere die Vertragsbedingungen, die
Schadenarten sowie die Risikotreiber deutlich voneinander ab. Zum anderen ist eine strik-
te Spartentrennung in vielen Landern, so auch in Deutschland und der Schweiz, gesetzlich
vorgeschrieben. Demnach ist es einem Nichtlebensversicherungsunternehmen untersagt,
Lebensversicherungsprodukte anzubieten und vice versa, weshalb Versicherungskonzer-
ne teilweise verschiedene Gesellschaften griinden, um so Produkte aus beiden Sparten
vertreiben zu konnen. In dieser Arbeit werden im Folgenden ausschlielich Nichtlebens-
versicherungen betrachtet.

In Abbildung 1 ist die typische zeitliche Abfolge der mit der Regulierung eines Schadens

in der Nichtlebensversicherung verbundenen Ereignisse dargestellt.

Schaden-

zahlungen abschluss eroffnung zahlungen abschluss

| I NN I | | |

ABBILDUNG 1: Typischer Abwicklungsprozess

Schaden- ’ ‘ Schaden- ’ ‘ Wieder- ’

Anfalldatum ’ ‘ Schaden- ’

Meldedatum ’

Zu Beginn steht das Anfalldatum, also der Zeitpunkt, an dem ein Schaden entstanden ist.
Im Anschluss ist der Schaden dem Versicherungsunternehmen zu melden. Dies geschieht
jedoch nur mit einer zeitlichen Verzégerung und mitunter kann der Zeitraum zwischen
dem Anfall- und dem Meldedatum mehrere Jahre umfassen. Als Beispiel sind hier etwa
Anspriiche aufgrund von Asbestschiddigungen zu nennen, bei denen der Schaden hiufig
erst lange Zeit nach seiner Verursachung bemerkt und somit dem Versicherungsunter-
nehmen gemeldet wird. Nachdem der Schaden dem Versicherungsunternehmen gemeldet
wurde, leistet dieses erste Schadenzahlungen und bildet eine Einzelfallreserve fiir eventu-
ell erforderliche weitere Zahlungen. Oftmals dauert der Prozess der Schadenabwicklung

aufgrund von Kosten langwieriger Heilbehandlungen und da die Ermittlung der genau-



en Hohe eines Schadens und seiner Folgen sehr zeitintensiv sein kann mehrere Mona-
te oder Jahre. So konnen beispielsweise in der Haftpflichtversicherung Gerichtsprozesse
und zahlreiche Untersuchungen erforderlich sein, um den exakten Haftungsgrad, den Ge-
sundheitszustand der Geschéddigten sowie Folgewirkungen von Verletzungen ermitteln zu
konnen. Erst bei deren vollstindiger Kenntnis kann ein Schaden endgiiltig reguliert wer-
den. Es kann aber auch vorkommen, dass ein bereits geschlossener Schaden aufgrund
unerwarteter neuer Entwicklungen, die weitere Schadenzahlungen erforderlich machen,
wiedererdffnet werden muss. In diesem Fall sind so lange Schadenzahlungen zu leisten,
bis keine weiteren Forderungen mehr zu erwarten sind und der Schaden erneut geschlos-
sen werden kann.

Aus den angefiihrten Griinden kann sich die Abwicklung eines Schadens iiber einen sehr
langen Zeitraum erstrecken. Diese oft lange Dauer des Schadenabwicklungsprozesses ist
ein besonderes Kennzeichen der Nichtlebensversicherung, weist hier jedoch branchenab-
hingig starke Unterschiede auf. Unter den sogenannten short-tail-Branchen versteht man
Branchen, in denen die Schadenabwicklung mit einer Dauer von einigen Monaten relativ
kurz ist. Typische short-tail-Branchen sind etwa die Sach-, die Hausrat- und die Trans-
portversicherung. In long-tail-Branchen, zu denen unter anderem typischerweise die Kfz-
Haftpflichtversicherung, die allgemeine Haftpflichtversicherung und die Unfallversiche-
rung zédhlen, kann der Abwicklungsprozess dagegen durchaus mehrere Jahre oder sogar
Jahrzehnte in Anspruch nehmen.

Da Schiden durch die Versicherungspolice und die Primie gedeckt sind, die zur Zeit der
Schadenentstehung in Kraft waren, hat ein Versicherungsunternehmen fiir Verpflichtun-
gen aus bereits entstandenen, aber noch nicht vollstindig regulierten Schiden Riickstel-
lungen zu bilden. Zum einen sind fiir die sogenannten IBNyR-Schidden (Incurred But Not
yet Reported) IBNyR-Reserven zu bilden. Darunter versteht man die zu bildenden Riick-
stellungen fiir eingetretene, aber dem Versicherungsunternehmen noch nicht gemeldete
Schidden. Zum anderen sind fiir IBNeR-Schidden (Incurred But Not enough Reported)
IBNeR-Reserven zu bilden. Dabei handelt es sich um Riickstellungen fiir schon gemelde-
te Schiden, die jedoch noch nicht abgeschlossen werden kénnen, da weitere Zahlungen in
der Zukunft erwartet werden, die mit der bereits verdienten Primie finanziert werden miis-
sen (vgl. Wiithrich & Merz (2008), S. 3). Die Summe aus IBNyR- und IBNeR-Schiden
wird als IBNS-Schiden (Incurred But Not Settled) oder Spdtschdiiden bezeichnet. Die Pro-



gnose der aus diesen Spitschiden resultierenden noch ausstehenden Schadenverpflich-
tungen sowie die Quantifizierung der Prognoseunsicherheit stellen die beiden klassischen

Aufgaben der Schadenreservierung dar.

2.2 Abwicklungsdreieck und Notation

Die im Laufe der Abwicklung der Schiden eines Bestandes anfallenden Abwicklungs-
daten werden lblicherweise in sogenannten Abwicklungsdreiecken dargestellt. In solch
einem Abwicklungsdreieck wird auf der vertikalen Achse das Anfalljahr i, d.h. das Jahr
des Schadeneintritts, abgetragen, wihrend die horizontale Achse das Abwicklungsjahr j
spezifiziert. Sowohl die Anfall- als auch die Abwicklungsjahre werden dabei in der Re-
gel als relative Jahre in der Form ¢ = 0,...,1 bzw. j = 0,...,J angegeben, d.h. die
Abwicklungsjahre werden als Verzogerungen in Bezug auf die einzelnen Anfalljahre ab-
getragen und die Anfalljahre als Verzogerungen in Bezug auf das erste Anfalljahr. Durch
diese Darstellungsform wird die Notation vereinfacht, zudem entspricht so je eine Dia-
gonale (von links unten nach rechts oben) einem Kalenderjahr. Im betrachteten Fall, dass
die Abwicklungsdaten in Form eines Dreiecks vorliegen, gilt [ = J.

Bei den in einem Abwicklungsdreieck dargestellten Abwicklungsdaten kann es sich bei-
spielsweise um Schadenzahlen (die Zahl der gemeldeten Schiden), Schadenzahlungen
(Paid-Daten) oder Schadenaufwendungen (Incurred-Daten) handeln, wobei der Schaden-
aufwand der Schadenzahlung zuziiglich der Einzelfallreserve entspricht (vgl. Radtke &
Schmidt (2004), S. 7). Im Rahmen dieser Arbeit wird unterstellt, dass es sich bei den
Daten eines Abwicklungsdreiecks stets um Schadenzahlungen handelt. Die im Abwick-
lungsjahr j fiir Schiden aus dem Anfalljahr 7 geleistete Schadenzahlung wird dabei mit
X ; bezeichnet. Diese Zahlung wird auch Schadenzuwachs genannt und erfolgt im (rela-
tiven) Kalenderjahr 7 + j. Die insgesamt im Kalenderjahr < 4+ 7 = k£ mit k£ > 0 geleistete

inkrementelle Schadenzahlung betrigt

Xk

[
™
I

und wird auf der (k + 1)-ten Diagonalen des Abwicklungsdreiecks ausgewiesen. Im Fol-
genden wird angenommen, dass X;; = 0 fiir j > J gilt, d.h. dass alle Schiden (spi-
testens) nach J Jahren vollstindig abgewickelt sind und danach folglich keine weiteren

Zahlungen erfolgen.



Anfall- Abwicklungsjahr j
jahr ¢ 0 1 J_1 J
0 Realisierungen der
Zufallsvariablen X; ;, C; ;
! (i+5<T)
-1 Zu prognostizierende
Zufallsvariablen X ;, C; ;
I (i+j>1)

ABBILDUNG 2: Abwicklungsdreieck

Neben den inkrementellen Schadenzahlungen werden hiufig auch kumulierte Schaden-
zahlungen betrachtet. Die Summe der fiir Schiaden aus dem Anfalljahr ¢ in den Abwick-
lungsjahren 0 bis j geleisteten Schadenzahlungen, der sogenannte Schadenstand im Ab-

wicklungsjahr 7, ist durch

j
Cij =Y Xin
k=0

gegeben. Diese Zahlungen erfolgen in den Kalenderjahren ¢ bis 7+ ;. Mit den eingefiihrten
Bezeichnungen ergibt sich das in Abbildung 2 dargestellte Abwicklungsdreieck.
Wihrend fiir die Zufallsvariablen X; ; bzw. C; ; fiir 7 4+ j < I Realisierungen vorliegen,

sind diese GroBen fiir ¢ + 7 > I nicht beobachtbar. In dem oberen Dreieck

D]:{XZJ’L—F]S]} bzw.

,D]:{CzJZ—i—]SI}

sind demnach die zum Zeitpunkt ¢ = [ bereits vorhandenen Beobachtungen enthalten.



Die nicht beobachtbaren, zukiinftigen Zuwichse bzw. Schadenstinde in dem unteren

Dreieck

Di={Cij:i+j>1}

gilt es zu prognostizieren. Von besonderem Interesse sind dabei die Endschadenstdinde

C;.; sowie die ausstehenden Schadenzahlungen

J
R; = Z Xij=Cis—Cir
j=I—i+1
der Anfalljahre © = 1,..., I. Diese ausstehenden Schadenzahlungen der einzelnen An-

falljahre sowie die gesamte noch ausstehende Schadenverpflichtung

stellen die sogenannten Schadenreserven dar und sind zu prognostizieren. Zudem sollte
auch die Unsicherheit der ermittelten Prognosen quantifiziert werden. Das populirste Ri-
sikomal} in der Praxis zur Quantifizierung dieser Prognoseunsicherheit ist der bedingte
mittlere quadratische Prognosefehler (Mean Squared Error of Prediction (MSEP)), der

wie folgt definiert ist:

Definition 2.1 (Bedingter MSEP) Der bedingte MSEP eines D;-messbaren' Priidiktors
X fiir eine Zufallsvariable X ist durch
~ ~ 2
MSEPxp, (X) = {(X - X) ‘ DI]
~ ~ 2
:Var<X—X’DI> +E [X—X‘DI}

= Var(X|D;) + ()A(—E[XH)I])Q
—_—

. 7

1 1 v
Bedingte Prozessvarianz Bedingter Schatzfehler

gegeben.

Der bedingte MSEP setzt sich demnach additiv aus der bedingten Prozessvarianz und dem
bedingten Schditzfehler zusammen. Die bedingte Prozessvarianz beschreibt die Variation

innerhalb des stochastischen Modells, d.h. den reinen Zufall, der nicht eliminiert werden

'Die Dr-Messbarkeit bedeutet dabei, dass es eine (messbare) Funktion f gibt, so dass X = f(Dy) gilt.
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kann. Sie resultiert aus der Prognose einer zum Zeitpunkt ¢ = [ unbekannten zufilligen
GroBle. Der bedingte Schitzfehler reflektiert dagegen die Unsicherheit in der Schitzung
der Parameter. Er kann mit steigendem Stichprobenumfang reduziert werden. Fiir den
Fall, dass der Pridiktor X mit der bedingten Erwartung I [ X|D;] iibereinstimmt, also
mit dem besten Pridiktor beziiglich des Kriteriums des bedingten mittleren quadratischen

Prognosefehlers, ist der bedingte Schitzfehler 0.

2.3 Verfahren in der Schadenreservierung
2.3.1 Das Chain-Ladder-Verfahren

Das Chain-Ladder-Verfahren (CL-Verfahren) ist das am haufigsten angewandte Scha-
denreservierungsverfahren in der Praxis. Urspriinglich wurde es als rein heuristischer
Algorithmus zur Prognose zukiinftiger Schadenstinde und damit zur Bestimmung von
Schadenreserven eingefiihrt. Um jedoch auch die Genauigkeit der ermittelten Priadikto-
ren quantifizieren zu konnen, wird ein stochastisches Modell benétigt, das dem Verfahren
zugrunde gelegt werden kann. Aus diesem Grund sind mit der Zeit verschiedene stochasti-
sche Modelle entwickelt worden. Das erste stochastische Modell, das zur Begriindung der
CL-Methode vorgeschlagen wurde, ist das verteilungsfreie CL-Modell von Mack (1993).
In diesem Modell wird nicht die komplette Verteilung spezifiziert, sondern es werden le-

diglich Annahmen an die ersten beiden bedingten Momente der Schadensténde getroffen.

Modellannahmen 2.1 (Das verteilungsfreie CL-Modell von MACK (1993))
* Die Schadenstinde C; ; unterschiedlicher Anfalljahre 7 sind stochastisch unabhén-
gig.

* Es existieren Faktoren fy, ..., f;_1 > 0 und Varianzparameter 08, . ,03_1 > 0,

so dass

E[Cij]Cija] = fj1Cij (1)
Var (C;|C; j-1) = %2‘_102‘,3'—1 2)

firalle: =0,...,/undj=1,...,J gilt.

Die CL-Faktoren f;, die auch als Abwicklungsfaktoren oder age-to-age-Faktoren bezeich-

net werden, bilden den Kern des CL-Verfahrens. Sie hidngen nur vom Abwicklungsjahr
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j ab, liber die betrachteten Anfalljahre hinweg sind sie konstant. Es wird beim CL-
Verfahren also ein homogenes Abwicklungsmuster iiber alle Anfalljahre hinweg unter-
stellt (Homogenitdtseigenschaft). Die Schitzung der CL-Faktoren erfolgt fiir jedes Ab-
wicklungsjahr j = 0, ..., J — 1 mittels der zum Zeitpunkt ¢ = I zur Verfiigung stechenden
Beobachtungen D; durch:
tE'::E:fjé:ika+l
Yimo Ci

Diese sogenannten CL-Schditzer konnen auch als gewichtete Mittel der individuellen Ab-

3)

wicklungsfaktoren
Cijt
F;= Co
dargestellt werden:
I—j—1
Z e 1% )
Unter Verwendung der CL-Schitzer konnen die Endschadenstinde der Anfalljahre ¢ =
1,..., I prognostiziert werden. Dabei wird herangezogen, dass unter den Modellannah-
men 2.1 fiir den erwarteten Endschadenstand des Anfalljahres ¢+ = 1,..., I, bedingt ge-
geben Dy,
J—1
E[C,s|D1] = B[Ci|Cisil = Ciui ] 15 (5)
j=I—i

gilt (vgl. Wiithrich & Merz (2008), S. 16f.). Werden in Gleichung (5) die unbekannten
CL-Faktoren f;_;, ..., f;_1 durch die CL-Schitzer f}_i, ceey fAj_l ersetzt, erhélt man den
Pradiktor fiir den bedingten erwarteten Endschadenstand bzw. den CL-Prddiktor fiir den
Endschadenstand des Anfalljahres: = 1,...,I:

Definition 2.2 (CL-Priadiktor des Endschadenstandes) Der CL-Pridiktor fiir den End-
schadenstand C; ; des Anfalljahres ¢ = 1, ..., [ ist durch

J—1
Civ=Ciri [ F 6)

j=I—i

gegeben, wobei fl,i, cee fj,l die CL-Schitzer gemif (3) sind.

11



Allgemein konnen die zukiinftigen, nicht beobachtbaren Schadenstinde C; ; miti+j > I
entsprechend durch

j—1

az’,j = Cir—i H J?l

I=I—i
prognostiziert werden. Zudem konnen mit Hilfe von (6) auch Prognosen fiir die ausste-
henden Schadenverpflichtungen ermittelt werden. Hierzu wird zunichst mit (6) der CL-
Pradiktor des Endschadenstandes C; ; bestimmt. Die Differenz zwischen diesem Wert und
dem letzten beobachtbaren Schadenstand des entsprechenden Anfalljahres, d.h. C; 1,
ergibt den CL-Pradiktor }A%Z fiir die noch ausstehende Schadenverpflichtung R; bzw. die
CL-Reserve des Anfalljahres: = 1,...,1:

Definition 2.3 (CL-Reserve eines Anfalljahres) Der CL-Pridiktor fiir die ausstehende
Schadenverpflichtung R; des Anfalljahres i = 1, ..., I ist durch

J-1
Ri=Ciy—Cisi=Cisr [ fi—Ciaei (7)
j=I—i
gegeben, wobei @ s und ﬁ_i, cey J?J_l durch (6) bzw. (3) gegeben sind.
Werden die CL-Reserven iiber alle Anfalljahre? = 1, ..., I hinweg aggregiert, erhélt man

den CL-Prédiktor fiir die insgesamt noch ausstehende Schadenverpflichtung bzw. die CL-

Gesamtreserve:

Definition 2.4 (CL-Gesamtreserve) Der CL-Pradiktor fiir die insgesamt noch ausste-

hende Schadenverpflichtung R ist durch

gegeben, wobei }AEZ durch (7) gegeben ist.

Der Varianzparameter 032» in (2) kann fiir j = 0,...,J — 2 durch
AQ 1 I—j—1 o
iy | > Cij <Fa - fj) ®)
i=0

geschitzt werden. Fiir diesen Schitzer sowie die in (3) und (6) angegebenen Schitzer bzw.
Préadiktoren konnen unter den Modellannahmen 2.1 wichtige Eigenschaften nachgewie-

sen werden. Dabei wird durch
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der Teil der Beobachtungen D; gekennzeichnet, der bis einschlieBlich des Abwicklungs-
jahres k = 0, ..., J vorliegt, wobei By und D; im Fall von k = J iibereinstimmen, d.h.

es gilt B; = D;. In Abbildung 3 ist das Datenset Bj, grafisch veranschaulicht.

Anfall- Abwicklungsjahr j
Jahr i 0 1 o k Y
0
1
By

ABBILDUNG 3: Das Datenset B3,

In dem folgenden Satz 2.1 sind die Eigenschaften der Schitzer fAj und 3]2- sowie der Pri-

diktoren C}; ; zusammengefasst:

Satz 2.1 (Eigenschaften der Schétzer ]/”; und 8]2- sowie Pradiktoren (Z 7) Unter den

Modellannahmen 2.1 gilt:
a) f] ist, bedingt gegeben B;, ein unverzerrter Schitzer fiir f;.
b) J?] ist (unbedingt) ein unverzerrter Schitzer fiir f;.
¢) Die Schitzer ]?0, cee ]?J,l sind unkorreliert.
d) 6, 7 ist, bedingt gegeben C; ;_;, ein unverzerrter Pridiktor fiir C; ;.
e) @] ist (unbedingt) ein unverzerrter Priadiktor fiir C; ;.
f) o7 ist, bedingt gegeben 13}, ein unverzerrter Schiitzer fiir o3

g) 7 ist (unbedingt) ein unverzerrter Schitzer fiir 3.
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Beweis: Siehe Wiithrich & Merz (2008), S. 19 und 40f. 0

Der in (8) angefiihrte Schitzer erlaubt die Schitzung der Varianzparameter der Perioden
j =0,...,J — 2. Fir das Abwicklungsjahr j = J — 1 kann im Fall von / = J mit
(8) jedoch kein Schitzer bestimmt werden. Ein moglicher Ansatz zur Ermittlung eines
Schitzers fiir 02 ist in diesem Fall eine Extrapolation auf Basis der iiblicherweise ex-

ponentiell abnehmenden Folge
005---,07-3,07-2-

Solch eine Extrapolation kann etwa anhand von log-linearer Regression oder unter Ver-

wendung des oft beobachtbaren Zusammenhangs

—~ o~ /\2
0J-3 ~ 0j-2 ~ -~ 07 _o
= N = S 0j-1 R =<
gj—2 0J-1 0j-3

erfolgen. Mit der zweiten Alternative ergibt sich

54

~2 o . J—2 ~2 ~2

0j—1 = min {—32 >UJ—3>UJ—2}
J-3

als Schitzer fiir 03_1 (vgl. Mack (1993), S. 217).

Das CL-Verfahren weist zahlreiche Vorteile auf. Insbesondere aufgrund seiner einfachen
Anwendbarkeit und Plausibilitdt zdhlt es zu den am weitesten verbreiteten und popu-
larsten Schadenreservierungsverfahren. Weitere Vorteile bestehen darin, dass es vertei-
lungsfrei ist, dass die Modellannahmen leicht iiber Methoden aus der Regressionsanalyse
tiberpriift werden konnen, da das CL-Verfahren einer Folge gewichteter linearer Regres-
sionen ohne Intercept entspricht, und dass zahlreiche Erweiterungen und Modifikationen
des Verfahrens existieren (vgl. u.a. Quarg & Mack (2004), Wiithrich (2018) und Zhang
(2010)).

Allerdings besitzt das CL-Verfahren auch einige Nachteile. So konnen etwa die in der Pra-
xis hiufig auftretenden Kalenderjahreffekte, wie bspw. Inflation, nicht abgebildet werden.
Dies wird durch die Annahme der Unabhiéngigkeit verschiedener Anfalljahre impliziert
(vgl. Wiithrich & Merz (2008), S. 16). Zudem hingen die CL-Reserven sowohl direkt
als auch indirekt (iiber die CL-Schitzer) von den aktuellen Schadenstinden ab. Aus die-
sem Grund weist das CL-Verfahren eine hohe Diagonalsensitivitit auf und ist gegeniiber
Ausreillern auf der letzten beobachtbaren Diagonalen nicht robust. Im Falle von Ausrei-
Bern sind daher manuelle Anpassungen erforderlich, damit es nicht zu Uber- oder Un-

terschiatzungen der erwarteten ausstehenden Schadenverpflichtungen im entsprechenden
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Anfalljahr kommt. Des Weiteren ist in praktischen Anwendungen stets zu iiberpriifen, ob
die Homogenititseigenschaft beziiglich der Anfalljahre erfiillt ist, ob also beispielsweise
keine Trends in den Abwicklungsfaktoren bestehen. Ist die Homogenitét nicht gegeben,
sind die Daten zunichst auf eine geeignete Art und Weise zu transformieren oder das Ab-
wicklungsdreieck ist in Unter-Dreiecke zu unterteilen, so dass jedes Unter-Dreieck die
Homogenititseigenschaft erfiillt, bevor das CL-Verfahren angewendet wird (vgl. Wiith-

rich & Merz (2008), S. 36).

2.3.2 Das BORNHUETTER-FERGUSON-Verfahren

Das 1972 verdffentlichte BORNHUETTER-FERGUSON-Verfahren (BF-Verfahren) gehort
nach dem CL-Verfahren zu den sowohl in der Theorie als auch in der Praxis populérsten
Verfahren in der Schadenreservierung. Es war ebenso wie das CL-Verfahren zunichst aus-
schlielich heuristisch motiviert (vgl. Bornhuetter & Ferguson (1972)), bevor verschie-
dene stochastische Modelle entwickelt wurden, die dem BF-Verfahren zugrunde gelegt
werden konnen. So ist etwa das aus den folgenden Annahmen bestehende stochastische

Modell mit dem BF-Verfahren konsistent:

Modellannahmen 2.2 (Das BORNHUETTER-FERGUSON-Modell)

* Die Schadenstinde C; ; unterschiedlicher Anfalljahre 7 sind stochastisch unabhén-
gig.

* Es existieren Parameter g, ...,y > 0und By, ..., 5; > 0mit 5; = 1, so dass

E [Ci0] = Bopi
E[CijiklCios - - Cijl = Cij + (Bjrr — Bj) i

firalle; =0,...,/,7=0,...,J—1lundk=1,...,J —j gilt.
Diese Modellannahmen implizieren
E[C; ] = i und  E[C; ;] = 1 )
sowie

E[C; s|Ds) = Ciq—i + (1 — Br—i) i (10)
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Bei 41; handelt es sich dabei um den erwarteten Endschadenstand E[C; ;] = p; des An-
falljahres ¢ und bei (1 — f;_;) um den sogenannten still-fo-come-Faktor, welcher den
Anteil am erwarteten Endschadenstand angibt, der dem aktuellen Schadenstand C; ;_; zu
E[C;, ;D] tehlt. Die Folge (5;),—o....; wird als Schadenabwicklungsmuster bezeichnet.
Dieses gibt an, wie die erwartete Gesamtschadenzahlung des Anfalljahres  iiber die Ab-
wicklungsjahre j hinweg ausgezahlt wird, wenn die C;; Schadenzahlungen darstellen,
und ist annahmegemaB fiir alle Anfalljahre identisch.

Um die BF-Pridiktoren der Endschadenstinde berechnen zu kdnnen, gilt es, Schitzer fiir
die unbekannten Parameter pi, . .., gy und o, . . ., 8;_1 zu ermitteln. Gemif3 der Intenti-
on des BF-Verfahrens sollte es sich dabei um a priori Schitzer handeln, die ohne Beriick-
sichtigung der Daten D; des Abwicklungsdreiecks bestimmt werden. Oftmals werden
Expertenmeinungen, Marktstatistiken oder dhnliche Portefeuilles herangezogen. Fiir die
a priori Schitzer der erwarteten Endschadensténde bieten sich zudem insbesondere Plan-
werte strategischer Geschiftsplidne oder Werte aus dem Bereich der Primienkalkulation
an.

Werden in (10) die GroBen 5;_; und p; durch geeignete a priori Schitzer ersetzt, erhilt

man den BF-Prddiktor fiir den Endschadenstand des Anfalljahres i = 1,...,1I:

Definition 2.5 (BF-Priidiktor des Endschadenstandes) Der BF-Pridiktor fiir den End-
schadenstand C; ; des Anfalljahres ¢ = 1, ..., [ ist durch

61’,J =Cir—i + <1 — BI—Z’) i (11)

gegeben, wobei B 1—; ein a priori Schitzer fiir 5;_; und ji; ein a priori Schitzer fiir E[C; ;]

ist.

Analog dazu konnen auch die iibrigen nicht beobachtbaren Schadenstinde C; j miti+75 >

I im BF-Verfahren durch
ai,j =Cir—i + (5]' - 51—i> i (12)

prognostiziert werden. Da die BF-Reserve fiir © = 1,..., [ der Differenz }/%Z = @-J —
C;.1—i zwischen dem prognostizierten Endschadenstand und dem aktuellen Schadenstand
und somit dem zweiten Summanden auf der rechten Seite von (11) entspricht, kann eben-
falls direkt der BF-Pradiktor fiir die noch ausstehende Schadenverpflichtung R; bzw. die

BF-Reserve des Anfalljahres : = 1, ..., [ angegeben werden:
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Definition 2.6 (BF-Reserve eines Anfalljahres) Der BF-Priadiktor fiir die ausstehende

Schadenverpflichtung R; des Anfalljahres 7z = 1,. .., [ ist durch
Ri=Ciy=Cigi= (1= Bra) i (13)
gegeben, wobei @ s durch (11) gegeben ist.

Die BF-Reserve hidngt demnach nur von den a priori Schétzern B 7—; und 71; ab. Durch
Aggregation der Pridiktoren (13) iiber die Anfalljahre 7 = 1,..., [ hinweg ergibt sich
der BF-Pridiktor fiir die insgesamt noch ausstehende Schadenverpflichtung bzw. die BF-

Gesamtreserve:

Definition 2.7 (BF-Gesamtreserve) Der BF-Pridiktor fiir die insgesamt noch ausstehen-

de Schadenverpflichtung R ist durch

gegeben, wobei ]?il durch (13) gegeben ist.

Es wurde bereits angefiihrt, dass die Schitzung des Abwicklungsmusters ebenso wie die
Schitzung der erwarteten Endschadenstidnde nach der urspriinglichen Intention des BF-
Verfahrens a priori erfolgen sollte, d.h. ohne Einfluss der Abwicklungsdaten. In prakti-
schen Anwendungen wird das Abwicklungsmuster jedoch oftmals unter Verwendung der

geschitzten CL-Faktoren und somit aus den Beobachtungen D; durch

J—1
en 1

’ k=j f k
geschitzt, wobei fk der CL-Schitzer gemall Gleichung (3) ist. Dies ist dadurch motiviert,
dass aus den Annahmen des CL-Modells (siche Modellannahmen 2.1)

J-1
E[C;.] = B[Ci] [ ] £
k=j
folgt. Hierdurch wird fiir alle j = 0,...,J
J—1
E[C;;] = E[C] [] £
k=j
impliziert. Vergleicht man diese Gleichung mit der im BF-Verfahren giiltigen Beziehung

E[Ci,] = Bju: und  E[C; 5] = s,
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so ist der Zusammenhang zwischen 3; und H,i;]l I ! unmittelbar zu erkennen. Aus den
CL-Faktoren kann somit das Abwicklungsmuster konstruiert werden und vice versa. Fiir

den BF-Pridiktor des Endschadenstandes des Anfalljahres : = 1, ..., [ resultiert
éﬁjF(CL) =Cir-i+ <1 - A}i”) i (14)

wenn der Schitzer Bff) anstelle des a priori Schitzers 3;_; verwendet wird. Der mit dem

CL-Verfahren bestimmte Priadiktor des Endschadenstandes lésst sich dagegen in der Form
J—1 J-1
CZCJL =Cir— H fi=Cir—i +Cir_ ( H Ii— 1)
j=I—i

j=I—i
&r (H -
=G4 + J_7 H i 1
1
1

=
Hj:Ifi fi

=i+ (1-BEP) CF (15)

darstellen. Durch einen Vergleich der Gleichungen (14) und (15) wird ersichtlich, dass
sich die beiden Schadenreservierungsverfahren nur in der Wahl des Schitzers fiir den er-
warteten Endschadenstand unterscheiden, wenn im BF-Verfahren der Schitzer @CL) fiir
; gewihlt wird. Wihrend beim BF-Verfahren der externe a priori Schitzer fi; herange-
zogen wird, wird beim CL-Verfahren der ausschlieBlich auf den Daten des Abwicklungs-
dreiecks basierende Schitzer @C 'l verwendet. Ein Kritikpunkt an der Schitzung des Ab-
wicklungsmusters aus den geschitzten CL-Faktoren ist, dass dies der dem BF-Verfahren
zugrunde liegenden Idee der Unabhingigkeit zwischen den aktuellen Schadenstinden und
den prognostizierten ausstehenden Verpflichtungen widerspricht (vgl. Mack (2006), S.
115). Dennoch ist dieses Vorgehen gingige Praxis.

Das BF-Verfahren besitzt ebenso wie das CL-Verfahren die Vorteile, dass es einfach, ver-
teilungsfrei und praktikabel ist und dass zudem eine Reihe von Erweiterungen und Mo-
difikationen von ihm existieren (vgl. u.a. Elpidorou et al. (2019), Saluz et al. (2014) und
Taylor (2018)). Allerdings konnen auch bei diesem Verfahren keine Kalenderjahreffekte
abgebildet werden. Des Weiteren kann auch das BF-Verfahren nur sinnvoll angewendet

werden, wenn ein homogenes Abwicklungsmuster iiber alle Anfalljahre hinweg vorliegt,
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weshalb dies vor einer Anwendung des BF-Verfahrens in der Praxis stets gepriift werden
sollte.

Der groBte Unterschied zwischen dem BF- und dem CL-Verfahren besteht in dem Ein-
fluss, den die Daten des Abwicklungsdreiecks auf die Schadenreserve haben. Die CL-
Reserve hingt sowohl direkt als auch indirekt von den Beobachtungen auf der Haupt-
diagonalen ab und reagiert somit besonders empfindlich gegeniiber Ausreiflern auf der
letzten beobachteten Diagonalen. Im BF-Verfahren beeinflussen die aktuellen Schaden-
stande dagegen nur die Prognosen der Endschadensténde, aber nicht die Schadenreserve,
wenn fiir das Abwicklungsmuster a priori Schitzer und keine auf den Abwicklungsdaten
basierenden Schitzer verwendet werden. Aus diesem Grund ist das BF-Verfahren robuster
gegeniiber Ausreilern, allerdings werden so auch in den Beobachtungen enthaltene Infor-
mationen ignoriert, die bei der Prognose der noch ausstehenden Schadenverpflichtungen

hilfreich sein konnen.

2.3.3 Das London-Chain-Ladder-Verfahren

Im Laufe der Zeit sind zahlreiche weitere, sowohl rein heuristische als auch stochastische,
Verfahren vorgeschlagen worden, mit denen die zukiinftigen Schadenzahlungen progno-
stiziert und somit Schadenreserven bestimmt werden konnen. Hier werden im Folgenden
diejenigen Verfahren, die neben dem CL- und dem BF-Verfahren in Anwendungen un-
scharfer Methoden in der Schadenreservierung verwendet worden sind, vorgestellt. Zu-
nichst wird das sogenannte London-Chain-Ladder-Verfahren (LCL-Verfahren) beschrie-
ben, das 1986 von BENJAMIN & EAGLES im Rahmen eines Artikels, der sich mit der
Untersuchung von Schadenreserven im internationalen Versicherungsmarkt Lloyd’s of
London beschiftigt, veroffentlicht wurde.

Das LCL-Verfahren basiert auf der Annahme, dass sich die Entwicklung des Schaden-
standes des Anfalljahres ¢ von Abwicklungsjahr j zu Abwicklungsjahr j + 1 mit j =

0,...,J — 1 durch die folgende lineare Gleichung beschreiben ldsst:
Ci7j+1 = bj + CjCi,j + éj (16)

Dabei ist b; € R der Intercept, ¢c; € R der Steigungskoeffizient und ¢; ein Storterm
mit Erwartungswert 0. Um die ausstehenden Schadenverpflichtungen prognostizieren zu

konnen, gilt es zunichst, Schitzer fiir die unbekannten Parameter b; und ¢; fiir j =
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0,...,J — 1 zu bestimmen. Dies erfolgt bei dem Verfahren von BENJAMIN & EAGLES
mit der Kleinste-Quadrate-Methode (KQ-Methode), d.h. durch Minimierung der Sum-
me der quadrierten Abweichungen zwischen den beobachteten und den prognostizierten

Schadenstinden:

- I—j—1
( /b\] ) = arg min Z (Ci,jJrl — bj — CjCivj)Q
Cj (bj.e)T€R? =g

Mit den erhaltenen Schitzern Ej und ¢; lassen sich die Endschadenstinde der Anfalljahre

1 =1,..., I entsprechend (16) durch

Cig=br1+c;1C -1 =bj_1 +cj

~ — . (17)
X < by F Croive (blfiJrl + Cr—it1 (blfi =+ 51402',14)) )

prognostizieren. Wird von dem prognostizierten Endschadenstand jeweils der letzte beob-
achtbare Schadenstand des entsprechenden Anfalljahres subtrahiert, ergibt sich der LCL-
Pridiktor fiir die noch ausstehende Schadenverpflichtung bzw. die LCL-Reserve des An-
falljahrest =1,...,I:

Ri=C;5—Cir

Durch Aggregation dieser Pridiktoren iiber die Anfalljahre : = 1,..., I hinweg erhilt
man schlieBlich den LCL-Prédiktor fiir die insgesamt noch ausstehende Schadenverpflich-

tung bzw. die LCL-Gesamtreserve:

2.3.4 Der Glittungsansatz von SHERMAN

Ein weiteres Schadenreservierungsverfahren, das spéter mit einer Methode aus dem Be-
reich der Theorie unscharfer Mengen kombiniert wurde, ist der 1984 von SHERMAN vor-
geschlagene Glittungsansatz. Bei diesem Verfahren gilt es als erstes, die individuellen
Abwicklungsfaktoren [ ; der Anfalljahre 7 = 0,...,1 — 7 — 1 und Abwicklungsjahre
j =0,...,J — 1 zu berechnen, die jeweils das Verhiltnis der kumulierten Schadenzah-
lungen des Anfalljahres 2 von Abwicklungsjahr j 4+ 1 zu Abwicklungsjahr j angeben:

Cijt

Fij = C
2y
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Anschlieend wird fiir jedes Abwicklungsjahr j = 0,...,J — 1 ein reprédsentativer, nicht
mehr vom Anfalljahr i abhéingiger Abwicklungsfaktor fF bestimmt. Eine in der aktuariel-
len Praxis verbreitete Vorgehensweise, die auch von SHERMAN empfohlen wird, ist es, f;

wie folgt zu wihlen (vgl. Sherman (1984), S. 133):

Im Gegensatz zum CL-Verfahren, bei dem ein gewichteter Durchschnitt der individuellen
Abwicklungsfaktoren verwendet wird (siehe (4)), wird hier also der ungewichtete Mit-
telwert der individuellen Abwicklungsfaktoren des entsprechenden Abwicklungsjahres
gebildet.

An die Abwicklungsfaktoren f; wird dann im nédchsten Schritt eine Kurve angepasst. DE
ANDRES SANCHEZ weicht dabei in seiner 2006 veroffentlichten unscharfen Version des
Verfahrens von SHERMAN (siehe Abschnitt 4.1.2) leicht von SHERMANS urspriinglichem
Vorgehen ab und unterstellt den folgenden Zusammenhang zwischen dem Abwicklungs-

faktor und dem Abwicklungsjahr (vgl. De Andrés Sanchez (2006), S. 3097):
fi=1+e(G+1) (18)

Dabei sind € Rund b € R unbekannte Parameter, fiir die es Schitzer zu bestimmen gilt.
Hierfiir wird Gleichung (18) zunichst durch Logarithmieren zu einer in den Parametern a
und b linearen Gleichung umgeformt und die rechte Seite der Gleichung zudem um einen
Storterm €; mit Erwartungswert 0 ergénzt (vgl. Sherman (1984), S. 126). So ergibt sich
das folgende lineare Regressionsmodell mit der abhingigen Variable In( 17— 1) und der

unabhéngigen Variable In(j + 1):
In(ff —1)=a+bln(j+1)+¢, j=0,...,J-1 (19)

Die Schitzer fiir die Parameter a und b dieses linearen Regressionsmodells, im Folgenden
mit @ bzw. b bezeichnet, werden bei dem Verfahren von SHERMAN mit der KQ-Methode
bestimmt. Werden sie anschlieend in Gleichung (18) eingesetzt, erhidlt man Schitzer fiir

die Abwicklungsfaktoren der Abwicklungsjahre 7 =0,...,J — 1:
Fr=t14eG+1)

An dieser Stelle hat DE ANDRES SANCHEZ, verglichen mit SHERMAN, noch einen Zwi-

schenschritt eingefiigt und aus den geschitzten Abwicklungsfaktoren Schitzer fiir die
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sogenannten Prognoseraten bestimmt (vgl. De Andrés Sédnchez (2006), S. 3097):

s—1 s—1 R
. =I5 =11 <1 + e (h+ 1)”) (20)
h=j h=j

Die geschiitzte Prognoserate g ; von Abwicklungsjahr j zu Abwicklungsjahr s mit j =
0,...,J —1,s=1,...,Jund 7 < s ergibt sich folglich durch Multiplikation der ge-
schitzten Abwicklungsfaktoren der Abwicklungsjahre h = j bis h = s — 1. Wird dann
der jeweilige letzte beobachtbare Schadenstand mit der entsprechenden geschitzten Pro-
gnoserate multipliziert, erhilt man Préadiktoren fiir die zukiinftigen, nicht beobachtbaren

Schadenstdnde C; j mit i + j > I (vgl. De Andrés Sanchez (2006), S. 3099):
Cig = Citi s, 1)

Im Fall 7 = J liefert (21) den Pridiktor fiir den Endschadenstand des entsprechenden
Anfalljahres. Wird von diesem Wert der jeweilige letzte beobachtbare Schadenstand ab-

gezogen, resultiert die Schadenreserve des Anfalljahres ¢ =1,..., I:
Ri=Ciy=Ciri=Ciriq_;;— Cir

Um schlieBlich den Priadiktor fiir die insgesamt noch ausstehende Schadenverpflichtung
bzw. die Gesamtreserve zu erhalten, sind die einzelnen Schadenreserven iiber die Anfall-

jahre hinweg aufzuaddieren:

2.3.5 Die geometrische Separationsmethode von TAYLOR

Neben dem CL- und dem BF-Verfahren ist unter anderem auch die im Folgenden vor-
gestellte geometrische Separationsmethode von TAYLOR (1977, 1978) spiter zu einem
unscharfen Verfahren zur Bestimmung von Schadenreserven erweitert worden.

Bei der geometrischen Separationsmethode werden zunéchst fiir alle vorliegenden Beob-
achtungen, d.h. fiir alle Anfalljahre  und Abwicklungsjahre j mit ¢ + 5 < I, die durch-
schnittlichen Zahlungen pro Schaden berechnet. Hierfiir ist jeweils der Quotient aus der
inkrementellen Schadenzahlung X;; ;, die fiir Schiiden des Anfalljahres 7 im Abwicklungs-
jahr j geleistet wird, und der Anzahl der Schiden des i-ten Anfalljahres /V; zu bilden:

X

[ ——
7 NZ
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Fiir diese durchschnittlichen Zahlungen pro Schaden wird angenommmen, dass sie sich
in zwei Faktoren zerlegen lassen: in einen Faktor P; mit Z}]:o P; = 1, der den Anteil, den
die Schadenzahlungen des j-ten Abwicklungsjahres an den gesamten Schadenzahlungen
haben, angibt, und in einen Faktor II;, ;, der die Effekte der exogenen Einfliisse, wie z.B.

der Inflation, des Kalenderjahres ¢ + j beinhaltet. Es wird also angenommen, dass
Sij = Pilliy;
bzw. nach Logarithmierung
InS;; =InP;+1Inll;; (22)

gilt (vgl. Taylor (1977), S. 221). Um ein stochastisches Modell zu erhalten, wird zudem
die rechte Seite von Gleichung (22) um einen Storterm ¢; ; mit Erwartungswert 0 ergénzt.

So resultiert das lineare Regressionsmodell
InS;; =InP;+Inlly; +¢;
mit: =0,...,1,7=0,...,Jund 4+ 5 < I bzw. in Matrixschreibweise:
y=X03+e¢€

Dabeiist 3 = (In Py, ..., In P;,InTy, ..., InTl;)T ein Vektor mit den /+.J+2 unbekann-
ten, zu schitzenden Parametern, € = (€0, - - -, €07, €105+, €1.7-1,---,€10)" ein Vektor
mit den Stortermen und y = (In Sy, ...,In Sy 7,InS10,...,InS; 5 1,...,InSro)7 ein
Vektor, welcher die 5(J+1)(.J+2) logarithmierten durchschnittlichen Schadenzahlungen
beinhaltet. Die £ (.J 4 1)(J +2) x (I 4+ J + 2) Designmatrix X ist durch

Linyxsn Ly

Ly 07x1 07x1 Lrxr

Lrivyx—itn) Ou—irnxi Ou—ivnxi Lu—irnyxg—iv1)

Il><1 01><J 01><I I1><1
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gegeben, wobei I, eine Einheitsmatrix mit Rang a bezeichnet und 0. eine Nullmatrix
mit b Zeilen und ¢ Spalten (vgl. Apaydin & Baser (2010), S. 117f.). Wird auf dieses linea-
re Regressionsmodell die KQ-Methode angewendet, tritt allerdings wegen ijo P =1
das Problem auf, dass fiir X7 X eine singulidre Matrix resultiert. Aus diesem Grund ha-
ben GOOVAERTS ET AL. (1990) vorgeschlagen, vor der Anwendung der KQ-Methode
den Wert eines Parameters zu fixieren und die entsprechende Spalte der Designmatrix X
wegzulassen. So konnen fiir die librigen I + J + 1 Parameter eindeutige Schitzer be-
stimmt werden (vgl. Goovaerts et al. (1990), S. 274). Die resultierenden KQ-Schitzer
sowie der vorgegebene Wert werden im Folgenden mit In P, 7=0,...,J,bzw. In ﬁiﬂ-,
1+7=0,...,1,bezeichnet.

Um die zukiinftigen, nicht beobachtbaren Schadenzahlungen prognostizieren und schlie3-
lich die Schadenreserve bestimmen zu konnen, miissen im niachsten Schritt noch Schétzer
fiir die Parameter In II; | ; fiir die zukiinftigen Kalenderjahre, d.h. firi45 = /+1,...,21,
bestimmt werden. Eine Moglichkeit, die von VAN EEGHEN (1981) vorgeschlagen wurde,
ist es, hierfiir zunichst an die schon ermittelten Schétzer In ﬁiﬂ- mit ¢+ 7 < [ eine lineare

Funktion anzupassen:
In ]./__\[iJrj =a-+ b(Z +j)

Fiir die beiden Parameter a und b werden wieder mit Hilfe der KQ-Methode Schitzer
bestimmt und mit dem resultierenden geschétzten Zusammenhang konnen dann Schétzer
fiir die logarithmierten Faktoren der exogenen Einfliisse zukiinftiger Kalenderjahre, d.h.
fiir © + 7 > I, bestimmt werden. Damit liegen alle erforderlichen Schitzer In ﬁj, ] =

0,...,J,und In ﬁiﬂ-, 1+7=0,...,21, vor, um Pridiktoren
In gi,j = hlﬁj + In ﬁi—‘rj

fiir die zukiinftigen logarithmierten durchschnittlichen Zahlungen pro Schaden und damit
auch Pridiktoren fiir die zukiinftigen durchschnittlichen Zahlungen pro Schaden bestim-

men zu konnen:

~

S;j = exp (111]/% + In ﬁiﬂ')

Werden die ermittelten prognostizierten durchschnittlichen Zahlungen pro Schaden an-

schlieBend mit der Schadenanzahl des entsprechenden Anfalljahres multipliziert, resul-
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tieren Pridiktoren fiir die inkrementellen Schadenzahlungen X, ; fiir ¢ + j > I:

)A(z‘,j = §i,jNi
Um die Schadenreserve des Anfalljahres ¢ = 1, ..., [ zu erhalten, sind alle prognostizier-
ten inkrementellen Schadenzahlungen des entsprechenden Anfalljahres aufzuaddieren
A~ J AN
RZ‘ - Z Xi,j
j=I—i+1
und durch Aggregation der Schadenreserven iiber die Anfalljahre hinweg erhilt man

schlieBlich den Pridiktor fiir die insgesamt noch ausstehende Schadenverpflichtung:
~ I ~
R=> R
i=1
2.3.6 Das ANOVA-Schadenreservierungsverfahren von KREMER

Im Jahr 1982 hat KREMER in dem Artikel ,,IBNR-claims and the two-way model of ANO-
VA“ ein Verfahren vorgeschlagen, das die zweifaktorielle Varianzanalyse (Analysis of
Variance (ANOVA)) in Verbindung mit dem Problem der Bestimmung von Schadenre-
serven bringt. Auch dieses Verfahren hat spiter Anwendung im Bereich der unscharfen
Schadenreservierung gefunden und wird daher hier im Folgenden vorgestellt.

Bei dem Verfahren von KREMER wird angenommen, dass fiir die inkrementellen Scha-

denzahlungen
Xij = [iDj"i (23)

gilt, wobei 7, ; eine positive Zufallsvariable mit Erwartungswert 1 ist, ; = E[C; ;] > 0
der erwartete Endschadenstand des Anfalljahres ¢ und p; > 0 mit Z}]:o p; = 1 der
Anteil der erwarteten Schadenzahlungen, der auf das j-te Abwicklungsjahr entfillt. Des
Weiteren wird vorausgesetzt, dass fiir die inkrementellen Schadenzahlungen X;; > 0
firalle? = 0,...,/und 7 = 0,...,I — 1 gilt. Da jedoch, sofern diese Annahme nicht
erfiillt ist, eine Konstante x € R mit z < i,jH?SIXiJ gewihlt und die verschobenen
Schadenzahlungen X ; = X j — x betrachtet werden konnen, stellt diese Annahme keine

Einschrinkung dar (vgl. Kremer (1982), S. 48).

Um eine lineare Struktur zu erhalten, wird Gleichung (23) durch Logarithmierung zu

In Xi,j =a -+ bz + Cj + Gi,j (24)
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mit ¢+ 5 < [ und

I J !
1 1 L >
R | —_— 1 by = In p; — I ’ 2
¢ ]+1Zn“’“+J+1Z“p’“ M 2 e ()
k=0 e =
J
1 Z
Cj = lnpj - J——{—l k=0 In py, €ij = In X (26)

umgeformt (vgl. Kremer (1982), S. 49). Wie bei der zweifaktoriellen ANOVA? wird un-
terstellt, dass es sich bei ¢; ; mit ¢ + j < I um unkorrelierte Zufallsvariablen mit Erwar-
tungswert 0 und konstanter Varianz o € (0, co) handelt. Allerdings sind hier die X; ; fiir
t + 7 > I unbekannt (vgl. Kremer (1982), S. 49).

Damit die zukiinftigen Schadenzahlungen prognostiziert und schlieBlich die Schadenre-
serven bestimmt werden konnen, sind zunichst fiir die Parameter a, b;,, i = 1,...,1,
und c;, 5 = 1,...,J, Schitzer zu bestimmen. Fiir diese Parameter hat KREMER unter
den angegebenen Annahmen mit Hilfe des GauB3-Markov-Theorems Schitzer ermittelt,
die im Folgenden mit a, 61 und ¢; bezeichnet werden (vgl. Kremer (1982), S. 49f.). Mit
diesen Schitzern konnen dann anschlieBend mit (25) und (26) Schitzer fi; und p; fiir y;
bzw. p; bestimmt werden (vgl. Kremer (1982), S. 49ff.), mit denen dann wiederum die

zukiinftigen inkrementellen Schadenzahlungen prognostiziert werden kénnen:
Xij = 1D

Addiert man die prognostizierten inkrementellen Schadenzahlungen eines Anfalljahres

t = 1,..., I auf, erhilt man die Schadenreserve dieses Anfalljahres:
~ J AN
Ri — Z Xz',j
j=I—i+1

Fiir die Gesamtreserve ergibt sich:
I
=Y F
i=1
2.3.7 Ein auf der Hoerl-Kurve basierendes Schadenreservierungsverfahren

Im Jahr 2014 wurde ein Artikel von KiM & KIM veroffentlicht, in dem sowohl ein schar-
fes Verfahren zur Bestimmung von Schadenreserven als auch eine unscharfe Version die-
ses Verfahrens vorgeschlagen werden. Hier wird im Folgenden zunéchst das scharfe Ver-

fahren kurz vorgestellt, das unscharfe Verfahren wird in Abschnitt 4.1.8 behandelt.

’Eine detaillierte Erlduterung der Varianzanalyse ist etwa in LINDER & BERCHTOLD (1982) zu finden.
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Fiir die inkrementellen Schadenzahlungen X; ; wird bei dem scharfen Verfahren von KiM
& K1M das folgende parametrische Modell, die sogenannte Hoerl-Kurve, unterstellt (vgl.

Kim & Kim (2014), S. 349):
Xij=explcta)exp(BIn(j+ 1)+~ +1)), i+j<I 27

Nach Logarithmierung beider Seiten von (27) und Ergidnzung der rechten Seite um einen

Storterm ¢; ; erhilt man das lineare Modell:
nX;,;j=c+a;,+n(G+1)+v(G+1)+e; i+j<1

KIM & KIM haben gezeigt, dass dieses Modell geeignet ist fiir eine Kovarianzanalyse®
(Analysis of Covariance (ANCOVA)), welche die ANOVA und die lineare Regressions-
analyse miteinander verbindet (vgl. Kim & Kim (2014), S. 350). Die Schiitzer, die so fiir
die unbekannten Parameter ¢, «v, . . . , a7, 3 und v resultieren, werden mit ¢, Qy, . . . , Qy, 3
und 7 bezeichnet.

Mit Hilfe der geschitzten Parameter werden dann als niichstes die individuellen Abwick-

lungsfaktoren F; ; geschitzt. Mit der Hoerl-Kurve (siehe (27)) erhélt man:

~

i oo Xax  Sitbexp(@+ @) exp(Bln(k + 1) +F(k + 1))
Coi Y3 X I jexp(@+a;)exp(Bln(k + 1) +7(k + 1))
it exp(Bln(k + 1) + 7(k + 1))
Y pexp(Bln(k +1) + Ak + 1))

Die Schitzer fiir die individuellen Abwicklungsfaktoren sind also unabhéngig von ¢ und

)

7j

werden daher im Folgenden mit 13J bezeichnet. Multipliziert man die geschitzten in-
dividuellen Abwicklungsfaktoren der Abwicklungsjahre h = j bis h = s — 1, ergibt
sich die geschitzte Prognoserate von Abwicklungsjahr j zu Abwicklungsjahr s mit j =
0,....,.J—1,s=1,...,Jund j < s, die ebenfalls nicht von 7 abhingig ist (vgl. Kim &
Kim (2014), S. 351):

s—1
Go=[Fr=
h=j

Die geschitzten Prognoseraten werden dann genutzt, um die zukiinftigen Schadenzahlun-

s _ 22:0 exp(?ln(k +1)+7(k+1))
i w0 xp(BIn(k + 1) +7(k + 1))

(28)

SUESY

gen zu prognostizieren. Den Pridiktor fiir die zukiinftige kumulierte Schadenzahlung C; ;

3Fiir eine ausfiihrliche Erlduterung der Kovarianzanalyse sei etwa auf LINDER & BERCHTOLD (1982)
verwiesen.
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mit ¢ 4+ 5 > [ erhilt man, indem man den jeweiligen letzten beobachtbaren Schadenstand

mit der entsprechenden geschitzten Prognoserate multipliziert:
Cij=Cir-i Qr-i; (29)

Fiir j = J resultiert der Pridiktor fiir den Endschadenstand. Wird von diesem der jeweili-
ge letzte beobachtbare Schadenstand abgezogen, ergibt sich die Reserve des Anfalljahres

1=1,...,1I:

~

Ri=Ci;—Ciroi=Cir—i qr—i.; — Ci 1

Die Gesamtreserve erhilt man als Summe iiber die Reserven der einzelnen Anfalljahre:

~

1 7

(Ci,l—i E]\I—i,J - Ci,[—i)

1
— 1

I
i 1=

2.3.8 Das additive Verfahren

Das additive Verfahren, das auch als Verfahren der anfalljahrunabhéngigen Schadenquo-
tenzuwichse bezeichnet wird, ist ein weiteres populdres Verfahren zur Prognose der aus-
stehenden Schadenverpflichtungen. In Abschnitt 4.3.1 dieser Arbeit wird eine unscharfe
Version des additiven Verfahrens vorgeschlagen. Hier wird im Folgenden zunéchst das
klassische additive Verfahren vorgestellt.

Grundlage des additiven Verfahrens ist das Abwicklungsmuster fiir Schadenquotenzu-
wichse, das wie folgt lautet: Es gibt Parameter &g, ..., &, die sogenannten erwarteten
Schadenquotenzuwichse, so dass

e {Xm} _ E[Xi]

U; U;

=&

firalle: =0,...,/und 7 = 0,...,J gilt. Bei vy, . .., v; handelt es sich dabei um Volu-
menmale der Anfalljahre, die als bekannt vorausgesetzt werden. Mogliche Volumenmale
v; sind etwa die Anzahl der Vertrige, die erwartete Anzahl der Schiden, die Versiche-
rungssumme sowie die gebuchte, verrechnete oder verdiente Pramie des Bestandes im
Anfalljahr 7 = 0, ..., I (vgl. Radtke & Schmidt (2012), S. 295).

Bei dem additiven Verfahren wird dann zunéchst fiir jedes Abwicklungsjahr j =0,...,J
der erwartete Schadenquotenzuwachs &; durch den additiven Schadenquotenzuwachs

£ = > Xig
L
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geschitzt. Dieser Schitzer ldsst sich auch in der Form
I—j

> v Xij
=) =

i—0 2uh=0Vn Ui

darstellen. Der additive Schadenquotenzuwachs ist also das mit den Volumenmalen ge-
wichtete Mittel der beobachtbaren individuellen Schadenquotenzuwichse % des Ab-
wicklungsjahres j. Mit Hilfe der ermittelten additiven Schadenquotenzuwichse werden

die zukiinftigen inkrementellen Schadenzahlungen X; ; mit ¢ + j > I durch
Xij = vi&;

prognostiziert. Dieser Pridiktor basiert auf der Gleichung

die sich aus dem Abwicklungsmuster fiir Schadenquotenzuwéchse ergibt. Addiert man
die prognostizierten inkrementellen Schadenzahlungen eines Anfalljahres ¢+ = 1,...,1

anschlieBend auf, erhilt man die Reserve dieses Anfalljahres:

2.3.9 Das Cape-Cod-Verfahren

Wie bereits in Abschnitt 2.3.1 beschrieben, ist eine Schwiche des CL-Verfahrens, dass
es gegeniiber Ausreiflern auf der letzten beobachteten Diagonalen des Abwicklungsdrei-
ecks, d.h. im aktuellen Kalenderjahr, nicht robust ist, da die CL-Reserven sowohl direkt
als auch indirekt (iiber die geschitzten CL-Faktoren) von den aktuellen Schadenstinden
abhidngen. Eine Moglichkeit, diesem Problem zu begegnen und Ausreier auf der letzten
beobachteten Diagonalen zu glitten, ist, die Beobachtungen auf der Hauptdiagonalen zu
robustifizieren. Ein Verfahren, bei dem dies erfolgt, ist das auf BUHLMANN & STRAUB
(1983) zuriickgehende Cape-Cod-Verfahren (CC-Verfahren). In Abschnitt 4.4.1 dieser
Arbeit wird eine unscharfe Version des CC-Verfahrens vorgeschlagen, weshalb hier im
Folgenden das scharfe CC-Verfahren vorgestellt wird. Dieses beruht auf dem CC-Modell,

dessen Annahmen wie folgt lauten:
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Modellannahmen 2.3 (Das Cape-Cod-Modell)

* Die Schadenstinde C; ; unterschiedlicher Anfalljahre 7 sind stochastisch unabhén-

gig.
¢ Es existieren Parameter x > 0 und [y, ...,5; > 0 mit §; = 1 sowie bekannte
VolumenmalBe v, ..., v; > 0, so dass

E[CZ'J] = K/Uz'ﬁj (31)
firalle: =0,...,/und 5 =0,...,J gilt.

Vergleicht man (31) mit (9) im BF-Verfahren, so ist zu erkennen, dass im CC-Modell
angenommen wird, dass fiir den erwarteten Endschadenstand p; = kwv; gilt. Der Para-
meter x kann als (unbekannte) vom Anfalljahr unabhiingige, globale Endschadenquote
interpretiert werden und bei vy, . . ., v; handelt es sich um Volumenmalle, die ebenso wie
beim additiven Verfahren als bekannt vorausgesetzt werden. Sie werden oftmals als Pri-
mien der einzelnen Anfalljahre interpretiert. Beim additiven Verfahren bezieht sich die
Modellannahme nicht wie hier auf die Schadenstinde, sondern auf die inkrementellen
Schadenzahlungen, und die VolumenmaBe werden daher dort mit dem erwarteten Scha-
denquotenzuwachs des jeweiligen Abwicklungsjahres multipliziert (siehe (30)). Die Para-
meter g, ..., 3y > 01in (31) bilden ein Abwicklungsmuster. Wie beim BF-Verfahren ist
es in praktischen Anwendungen tiblich, fiir das Abwicklungsmuster keine a priori Schiit-
zer zu nutzen, sondern es unter Verwendung der geschitzten CL-Faktoren und somit aus

den Beobachtungen D; durch

J—1
gen 1

’ k=j f k
zu schitzen. fAk. ist dabei der CL-Schitzer gemédll Gleichung (3). Mit Hilfe der Schitzer

//B\j(.CL) kann dann die sogenannte CC-Endschadenquote, d.h. der Schitzer fiir den Parame-

ter s, bestimmt werden:

Zfzo CZ’J*Z' 32
= _ach) (32)
Zz’:o viBr_;

Die zentrale dem CC-Verfahren zugrundeliegende Idee ist es, die geschitzten Parameter

R =

zu nutzen, um den aktuellen Schadenstand C;; ;_; des Anfalljahres ¢ = 1,...,/ in einen

robustifizierten aktuellen Schadenstand, den CC-Schadenstand

CoC, = ru B, (33)

7
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und einen Ausreifiereffekt

Zy = Cigi — Cif

i,I—1

zu zerlegen. Wihrend die CC-Schadenstinde @%C_i nach dem CL-Verfahren in die Zu-
kunft fortgeschrieben werden, wird der Ausreifereffekt, der angibt, wie stark der beob-
achtete aktuelle Schadenstand C; ;_; von dem CC-Schadenstand @Cﬁl abweicht und so-
mit als Ausreiler anzusehen ist, unverdndert additiv mitgefiihrt. Der Pridiktor fiir den
Endschadenstand des Anfalljahres « = 1, ..., I ist im CC-Verfahren demnach durch

J—1
Ciy=Cigei = CL+ 2, TT 5 (34)
j=I—i
gegeben. Mit (33) und
J—1
~CL 1 1
Li) = H

- = 1 =
j=I—i fj Hj:[—i fj
ldsst sich (34) zu

62‘,] =Ciri + (1 — Afj-:)) Kv; (35)

)

umformen. Es handelt sich bei dem mit dem CC-Verfahren ermittelten Pradiktor fiir den
Endschadenstand also um einen Pradiktor vom Typ BF mit modifiziertem a priori Schitzer
kv;, wobei k die CC-Endschadenquote geméB (32) und v; ein als bekannt vorausgesetztes
Volumenmal ist. Allgemein sind die Pradiktoren fiir die nicht beobachtbaren, zukiinftigen

Schadenstdnde C; j mit 7 + j > I im CC-Verfahren analog zu (35) durch

a‘,j =Cir—i + <B\(CL) - Aj(gf)) K (36)

J

gegeben (vgl. auch (12)). Zieht man von dem prognostizierten Endschadenstand des An-
falljahres + = 1,..., I den jeweiligen letzten beobachtbaren Schadenstand ab, erhilt man

die Reserve dieses Anfalljahres
Ro= (1= B0 7o,

und durch Addition der Reserven der einzelnen Anfalljahre die Gesamtreserve:



3 Die Theorie unscharfer Mengen

3.1 Unscharfe Mengen
3.1.1 Grundlegende Begriffe und Operationen auf unscharfen Mengen

Gemill CANTOR, dem Begriinder der Mengenlehre, ist eine Menge wie folgt definiert
(vgl. Cantor (1895), S. 481):

Definition 3.1 (Menge) Eine Menge M ist eine Zusammenfassung bestimmter, wohlun-
terschiedener Objekte unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen. Die

zu einer Menge zusammengefassten Objekte heilen Elemente der Menge.

Die mathematische Beschreibung solch einer Menge, die auch genauer als klassische oder
scharfe Menge bezeichnet wird, kann auf unterschiedliche Art und Weise erfolgen. Eine
Maoglichkeit ist die Aufzdhlung aller Elemente, die zu der Menge gehoren. Eine andere
Moglichkeit ist die Angabe einer Menge in beschreibender Form mit Hilfe einer Eigen-
schaft, welche die Elemente der Menge charakterisiert (vgl. Merz & Wiithrich (2013),
S. 32). Des Weiteren kann eine Menge ebenfalls durch ihre charakteristische Funktion
beschrieben werden. Dabei handelt es sich um eine 0-1-wertige Funktion, die mit dem
Funktionswert 1 die Zugehorigkeit und mit dem Funktionswert O die Nichtzugehdorigkeit
eines Objekts zu der Menge anzeigt (vgl. Bothe (1993), S. 15). Insbesondere an der 0-1-
Wertigkeit der charakteristischen Funktion ist deutlich zu erkennen, dass es in der klassi-
schen Mengenlehre nach CANTOR keine Abstufungen zwischen der vollen Zugehorigkeit
und der Nichtzugehorigkeit gibt. Ein Objekt kann entweder zu einer Menge gehdren oder
nicht zu dieser Menge gehoren.

In der Realitit gibt es jedoch oftmals Mengen, die keine scharfen Begrenzungen aufwei-
sen, welche die Objekte, die zu der Menge gehoren, von den Objekten, die nicht zu der
Menge gehoren, trennen. Ein Beispiel hierfiir ist die Menge derjenigen reellen Zahlen, die
viel groBer als 10 sind. Es gibt Zahlen, die eindeutig viel groBler als 10 sind, und es gibt
Zahlen, die eindeutig nicht viel groBer als 10 sind. Allerdings existieren auch Zahlen, die
weder viel groBer als 10 noch nicht viel groBer als 10 sind und fiir die somit nicht ein-
deutig entschieden werden kann, ob sie zu dieser Menge gehoren oder nicht (vgl. Zadeh
(1965), S. 338). Weitere Beispiele sind etwa Mengen wie ,,groBe Ménner* und ,,blaue Ge-

genstidnde®. Vor dem Hintergrund, dass solche unscharf begrenzten Mengen im mensch-
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lichen Denken und in praktischen Anwendungen eine zentrale Rolle spielen, hat ZADEH
1965 die Theorie unscharfer Mengen (Fuzzy Set Theory (FST)) eingefiihrt. Im Gegensatz
zur klassischen Mengenlehre kann hier ein Objekt nicht nur entweder zu einer Menge ge-
horen oder nicht zu dieser Menge gehoren, es kann auch zu einem bestimmten Grad zu
der Menge gehoren. Somit erlaubt die Theorie unscharfer Mengen die Beschreibung von
Abstufungen zwischen der vollstandigen Zugehorigkeit und der Nichtzugehorigkeit eines
Objekts zu einer Menge.

Um unscharfe Mengen, die zur Abgrenzung gegeniiber klassischen Mengen in dieser Ar-
beit mit einer Tilde gekennzeichnet werden, definieren zu konnen, ist zunédchst noch der
Begriff der Zugehorigkeitsfunktion zu kliren. Die Zugehorigkeitsfunktion p () einer
unscharfen Menge A gibt den Grad der Zugehorigkeit eines Elements x zur unscharfen
Menge A an. Ublicherweise, und ebenfalls im Rahmen dieser Arbeit, wird unterstellt,
dass die Zugehorigkeitsfunktion nur Werte aus dem Intervall [0, 1] annehmen kann. Dabei
bedeutet ein Zugehorigkeitswert von 0, dass das Objekt nicht zur Menge A gehort, ein
Wert von 1 bedeutet dagegen, dass das Objekt vollstindig zu A gehort. Je ndher der Wert
von L 7(x) an 1 liegt, desto groBer ist der Zugehorigkeitsgrad von x zu A. Eine unscharfe

Menge kann damit wie folgt definiert werden:

Definition 3.2 (Unscharfe Menge) Es sei X eine scharfe Menge von Elementen x. Dann
ist die Menge

A={(z,pz(z))|z e X}

eine unscharfe Menge auf X mit der Zugehorigkeitsfunktion 1 (). Die Menge X wird

als Grundbereich oder Grundmenge von A bezeichnet.

Kann die Zugehorigkeitsfunktion nur die beiden Werte 0 und 1 annehmen, stimmt sie mit
der charakteristischen Funktion einer scharfen Menge iiberein. Bei der Zugehorigkeits-
funktion handelt es sich also um eine Verallgemeinerung der charakteristischen Funktion
und bei unscharfen Mengen um eine Verallgemeinerung klassischer Mengen (vgl. Zim-
mermann (1996), S. 12f.).

Im Folgenden werden einige grundlegende Begriffe und Operationen fiir unscharfe Men-
gen definiert. Ein zentraler Begriff ist der des Trdigers einer unscharfen Menge. Da eine
unscharfe Menge auch Elemente beinhalten kann, die einen Grad der Zugehorigkeit von

Null aufweisen, ist es oftmals von Interesse, nur diejenigen Elemente anzugeben, deren
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Zugehorigkeitswert zur unscharfen Menge A groBer als Null ist. Diese werden durch den

Tréager erfasst:

Definition 3.3 (Triger einer unscharfen Menge) Der Triger einer unscharfen Menge

A ist durch die scharfe Menge
T(A) = {z € X|pz(z) >0} (37)
gegeben.

Ein allgemeineres Konzept ist das des a-Schnitts, mit dem diejenigen Elemente x € X
hervorgehoben werden konnen, die mindestens zum Grad « € [0, 1] zur unscharfen Men-

ge A gehoren:

Definition 3.4 (a-Schnitt einer unscharfen Menge) Der a-Schnitt, o € [0, 1], einer un-

scharfen Menge A ist durch die scharfe Menge
Ao ={r € Xluz(x) = o}
gegeben.

Soll der Zugehorigkeitsgrad grofler als « sein, ist der strenge a-Schnitt ﬁm zu betrachten,
der durch die scharfe Menge A, = {z € X|u (@) > a} definiert ist. Fir « = 0
resultiert der Triger von A als spezieller strenger c-Schnitt, d.h. ﬁ>0 =T (Z)

Eine weitere relevante KenngroB3e einer unscharfen Menge ist ithre Hohe, die wie folgt

definiert ist:

Definition 3.5 (Hohe einer unscharfen Menge) Die Hohe einer unscharfen Menge A

ist durch

hgt(A) = sup pz(z)
reX

gegeben.

Eine unscharfe Menge A, fiir die hgt(A) = 1 gilt, wird als normal bezeichnet und die
scharfe Menge derjenigen Elemente x € X, die einen Zugehorigkeitsgrad von Eins auf-
weisen, heiBt Kern K (A) von A, d.h. K(A) = {z € X|pz(x) = 1}. Eine unscharfe Men-

ge A mit nichtleerem Kern ist demnach normal. Ist eine unscharfe Menge nicht normal,
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wird sie subnormal genannt. Allerdings kann jede subnormale unscharfe Menge A nor-
malisiert werden, sofern nicht y 7(x) = 0 gilt, indem die Zugehorigkeitsfunktion y 7(x)
fur alle z € X durch sup, x 4 5(2) dividiert wird. Im Rahmen dieser Arbeit werden stets
normale unscharfe Menge betrachtet, sofern nichts anderes angegeben wird. Die bisher
eingefiihrten Begriffe des Trigers, des a-Schnitts, der Hohe sowie des Kerns einer un-

scharfen Menge sind in Abbildung 4 visualisiert.

wz()

hgt(A) =1

ABBILDUNG 4: Triger T'((A), a-Schnitt A,, Hohe hgt(A) und Kern K (A) einer unscharfen Men-

ge A

In der folgenden Definition wird mit der Konvexitdit einer unscharfen Menge ein weiteres

wichtiges Konzept eingefiihrt:

Definition 3.6 (Konvexitit einer unscharfen Menge) Eine unscharfe Menge A wird als

konvex bezeichnet, wenn
pi(Azy + (L= Nxg) = min{pg(21), pz(2)}, 21,22 € X, A €0, 1]
gilt.

Eine dquivalente Definition der Konvexitit besagt, dass eine unscharfe Menge genau dann
konvex ist, wenn alle ihre a-Schnitte konvexe Mengen sind (vgl. Zimmermann (1996), S.
14). Da es sich bei den a-Schnitten um scharfe Mengen handelt, kommt dabei die Defi-
nition der Konvexitit aus der klassischen Mengenlehre zur Anwendung. In Abbildung 5
sind beispielhaft die Zugehorigkeitsfunktionen einer konvexen unscharfen Menge A so-

wie einer nicht konvexen unscharfen Menge B illustriert.
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p(Azr + (1= N)zo)

114(z) 15(z)

ABBILDUNG 5: Zugehorigkeitsfunktionen einer konvexen unscharfen Menge A (links) und einer

nicht konvexen unscharfen Menge B (rechts)

ZADEH hat bereits 1965 ebenfalls die grundlegenden mengenalgebraischen Operationen

Durchschnitt, Vereinigung und Komplement fiir unscharfe Mengen definiert (vgl. Zadeh

(1965), S. 340f.). Die Definitionen sind im Folgenden angegeben und werden in den Ab-

bildungen 6, 7 und 8 grafisch veranschaulicht.

Definition 3.7 (Elementare Operationen auf unscharfen Mengen)

* Die Zugehorigkeitsfunktion y 55 des Durchschnitts AN B zweier unscharfer Men-

gen Aund Bist fir alle z € X gegeben durch:
ping (@) = min{uz(), py()} (38)

* Die Zugehorigkeitsfunktion y 3,5 der Vereinigung A U B zweier unscharfer Men-

gen Aund B ist fir alle z € X gegeben durch:
paup (@) = max{pz(x), pp(e)} (39)

* Die Zugehorigkeitsfunktion z 7o des Komplements AC einer unscharfen Menge A

mit p 7 : X — [0, 1] ist fiir alle x € X gegeben durch:

prie(r) =1— pz(x)
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0 .. . ., 0 .

ABBILDUNG 6: Zugehorigkeitsfunktionen von zwei unscharfen Mengen Aund B (links) und ih-

rem Durchschnitt A N B (rechts)

() riup(E)

0 = ] T 0 x

ABBILDUNG 7: Zugehorigkeitsfunktionen von zwei unscharfen Mengen Aund B (links) und ih-

rer Vereinigung AU B (rechts)

Bei all diesen Verkniipfungen unscharfer Mengen handelt es sich um Verallgemeine-
rungen der entsprechenden Operatoren fiir klassische Mengen. Sie beinhalten diese also
fiir den Spezialfall, dass die Zugehorigkeitsfunktionen jeweils nur Werte aus der Menge
{0,1} annehmen konnen (vgl. Hanss (2005), S.35). Fiir eine Begriindung der Verwen-
dung des Min- und des Max-Operators bei der Definition der Zugehorigkeitsfunktion des
Durchschnitts und der Vereinigung sei auf BELLMAN & GIERTZ verwiesen (vgl. Bellman
& Giertz (1973), S. 1511f.).

Neben den bereits dargestellten Operationen gibt es noch viele weitere Moglichkeiten,
unscharfe Mengen miteinander zu verkniipfen und in Verbindung zueinander zu setzen.
Von besonderer Bedeutung sind unter anderem das algebraische Produkt sowie die al-

gebraische Summe, deren Zugehorigkeitsfunktionen statt den von ZADEH vorgeschlage-

37



ABBILDUNG 8: Zugehorigkeitsfunktionen einer unscharfen Menge A (links) und ihres Komple-

ments AC (rechts)

nen Zugehorigkeitsfunktionen des Durchschnitts und der Vereinigung zweier unscharfer
Mengen (siehe (38) bzw. (39)) oftmals zur Verallgemeinerung der Durchschnitts- bzw.

Vereinigungsbildung verwendet werden:

Definition 3.8 (Algebraisches Produkt) Die Zugehdrigkeitsfunktion j. 5 5 des algebrai-

schen Produkts A - B zweier unscharfer Mengen A und B ist fir alle z € X durch

pag(®) = pa(e)pg(@) (40)
gegeben.

Definition 3.9 (Algebraische Summe) Die Zugehorigkeitsfunktion (5, 5 der algebrai-

schen Summe A + B zweier unscharfer Mengen A und B ist fiir alle z € X durch

piy () = pz(@) + pgr) — pz(z)pg(e) (41)

gegeben.

3.1.2 Das Erweiterungsprinzip

Eines der fundamentalsten Konzepte der Theorie unscharfer Mengen ist das sogenannte
Erweiterungsprinzip, das bereits 1965 von ZADEH in einer ersten vereinfachten Form
eingefiihrt wurde (vgl. Zadeh (1965), S. 346). Die inzwischen iiblicherweise verwendete
Version wurde 1975 von ZADEH verdffentlicht und lautet wie folgt (vgl. Zadeh (1975a,
1975b, 1975¢)):
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Definition 3.10 (Erweiterungsprinzip) Es seien X, ..., X,,, X Grundmengen und /ZL
unscharfe Mengen auf X; mit den Zugehorigkeitsfunktionen pz (z;) mit x; € X; fur

1 =1,...,n. Ferner sei
f:Xix...xX,—X

eine Funktion, die jedem Element (z1,...,z,) € X; X ... x X,, genau ein Element x =
f(x1,...,2,) € X zuordnet. Dann ist die Zugehdrigkeitsfunktion j5(x) der unscharfen

Menge

B={(z,pz(x)|3(z1,...,2,) € X1 X ... X Xpymitz = f(21,...,2,)}

auf X durch
(
sup  min {pg (21),..., 0z (2n)} falls I(z1,... 2,) € Xix ... x X,
1s(z) = e=f(21,.s2n) mitz = f(z1,...,2,)
0 sonst
\
gegeben.

In Abschnitt 3.2.2 dieser Arbeit wird gezeigt, wie mit Hilfe des Erweiterungsprinzips
mathematische Konzepte fiir scharfe Mengen auf unscharfe Mengen iibertragen werden
konnen, und damit die groBe Relevanz dieses Konzepts verdeutlicht.

Neben dem in Definition 3.10 angegebenen Erweiterungsprinzip wurden noch verschie-
dene Modifikationen in der Literatur betrachtet. So hat etwa JAIN vorgeschlagen, die Su-
premumbildung durch die algebraische Summe (siehe (41)) zu ersetzen (vgl. Jain (1976),
S. 1395). Ein weiterer Vorschlag war, statt min das algebraische Produkt (siehe (40)) zu
nutzen (vgl. Dubois & Prade (1980), S. 38). Die oben angefiihrte Definition des Erweite-
rungsprinzips stellt jedoch die am hiufigsten angewandte dar und wird deshalb ebenfalls

im Rahmen dieser Arbeit verwendet.
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3.2 Unscharfe Zahlen und ihre Arithmetik
3.2.1 Unscharfe Zahlen

Die in Abschnitt 3.1.1 eingefiihrten unscharfen Mengen konnen auf den unterschiedlichs-
ten Grundbereichen definiert werden. Von besonderer Bedeutung sind unscharfe Mengen,
die auf dem Zahlenbereich der reellen Zahlen definiert sind. Dies ist dadurch begriindet,
dass solche unscharfen Mengen als unscharfe Zahlen betrachtet werden konnen, wenn sie
bestimmte zusitzliche Eigenschaften aufweisen. Auf unscharfe Zahlen in Form von un-
genau gegebenen oder ungenau bestimmten Zahlen trifft man in zahlreichen Situationen
in der Wissenschaft und Praxis. So sind beispielsweise Aussagen wie ,,Die Kosten wer-
den sich auf etwa 1000 Euro belaufen* oder ,,Es wird eine Steigerung von ungefihr 6%
erwartet® iiblich. Die Eigenschaften, die eine unscharfe Menge besitzen muss, damit sie
mit den Vorstellungen iiber einen ungenau angegebenen Wert einer Zahl iibereinstimmit,

sind in der folgenden Definition spezifiziert:

Definition 3.11 (Unscharfe Zahl) Eine unscharfe Menge a auf den reellen Zahlen R

wird als unscharfe Zahl bezeichnet, wenn sie die folgenden Bedingungen erfiillt:
1) Es existiert genau eine reelle Zahl x, fiir die pz(xo) = 1 gilt, d.h. K(a) = {zo}.
2) a ist konvex.

3) Die Zugehorigkeitsfunktion pz(x) ist wenigstens stiickweise stetig.

Der Wert 2, € R, bei dem die Zugehorigkeitsfunktion ihr Maximum 1 annimmt, wird
Modalwert, Modus oder auch Mittelwert oder Zentrum der unscharfen Zahl a genannt,
wobei die Bezeichnungen Mittelwert und Zentrum insbesondere bei symmetrischen un-

scharfen Zahlen iblich sind. Die Symmetrie einer unscharfen Zahl a bedeutet dabei, dass
pa(zo +x) = pa(zg —x) Ve eR

gilt. Wenn eine unscharfe Menge A nur die erste der oben angefiihrten Eigenschaften nicht
erfiillt, sondern ihr Kern stattdessen durch ein geschlossenes Intervall [a,b] mit a < b
gegeben ist, d.h. K (A) = [a, b], wird A iiblicherweise unscharfes Intervall genannt. Zwei
weitere wichtige Begriffe sind die der positiven und die der negativen unscharfen Zahl.

Ist

T(a) < (0,00)
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erfiillt, wird die unscharfe Zahl a als positiv bezeichnet. Man schreibt dann a > 0. Gilt

dagegen
T(a) C (—o0,0),

heilt @ negativ und man schreibt a < 0.

Ebenso wie unscharfe Mengen eine Verallgemeinerung klassischer Mengen sind und die-
se als Spezialfall enthalten, konnen auch scharfe Zahlen als spezielle unscharfe Zahlen
aufgefasst werden, da sie alle in der Definition 3.11 angegebenen Eigenschaften besitzen.

Eine reelle Zahl z, kann demnach als unscharfe Zahl a mit der Zugehorigkeitsfunktion

0 firx # xg
pa () =
1 fiirz = xg

aufgefasst werden (siehe Abbildung 9).
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ABBILDUNG 9: Zugehdrigkeitsfunktion einer scharfen Zahl zg

Im Folgenden werden verschiedene gebriuchliche Typen von unscharfen Zahlen einge-
fiihrt. Die Darstellung orientiert sich dabei an HANSS (vgl. Hanss (2005), S. 46ft.). Zu
den am hédufigsten verwendeten unscharfen Zahlen zéhlt die dreieckformige unscharfe
Zahl (siehe Abbildung 10), die sich insbesondere durch ihre einfache Form, ihre intuiti-
ve Interpretierbarkeit sowie ihre einfache arithmetische Handhabbarkeit auszeichnet. Die

Definition einer dreieckformigen unscharfen Zahl lautet wie folgt:
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Definition 3.12 (Dreieckformige unscharfe Zahl) Eine unscharfe Zahl a wird als drei-

eckformige unscharfe Zahl bezeichnet, wenn fiir ihre Zugehorigkeitsfunktion

0 firr < xyp— o
14+E22 firyy—o <z <z

1 -2 fiiryy<x<xy+

0 firx > 29 + o,
mit o € R und oy, o > 0 gilt.

Verkiirzt kann eine dreieckformige unscharfe Zahl in der Form a = (x¢, oy, ) darge-
stellt werden. Die Parameter o; und «,. heillen linke bzw. rechte Spannweite der unschar-
fen Zahl a. Sie geben die groite Abweichung nach links bzw. rechts vom Modalwert z
an. Je grofer die linke und die rechte Spannweite sind, desto breiter ist die Zugehorig-
keitsfunktion und desto unschirfer ist die Zahl. Falls die linke und die rechte Spannweite
ibereinstimmen, handelt es sich um eine symmetrische dreieckférmige unscharfe Zahl.
Der Fall oy = «, = 0 ist zwar in der obigen Definition nicht erfasst, da a dann aber
gerade nicht unscharf ist, handelt es sich um eine scharfe Zahl x, € R. Demnach kann
eine scharfe Zahl in der Form a = (¢, 0,0) ebenfalls als dreieckformige unscharfe Zahl
dargestellt werden.

Soll die Zugehorigkeitsfunktion einer unscharfen Zahl nicht stiickweise linear, sondern

stiickweise quadratisch sein, kommen quadratische unscharfe Zahlen zur Anwendung:

Definition 3.13 (Quadratische unscharfe Zahl) Eine unscharfe Zahl a wird als qua-

dratische unscharfe Zahl bezeichnet, wenn fiir ihre Zugehorigkeitsfunktion

;

0 firz < zy— [

2

1 — (z—x0)

T furxg—ﬁl<$<$0
l

1— (x;;goy fiir zg < o < xo + S,

0 fir x > x¢ + 5,

\

mit g € Rund G, 8, > 0 gilt.
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Dabei ist 2 wieder der Modus der unscharfen Zahl und die Spannweiten 3; und 3, geben
wieder die groffite Abweichung nach links bzw. rechts vom Modalwert an. Die Zuge-
horigkeitsfunktion einer quadratischen unscharfen Zahl ist beispielhaft in Abbildung 10

dargestellt.

Ha () 169
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ABBILDUNG 10: Zugehorigkeitsfunktionen einer dreieckformigen (links) und einer quadrati-

schen (rechts) unscharfen Zahl

Ein weiterer wichtiger Typ von unscharfen Zahlen sind Gauf3sche unscharfe Zahlen, bei

denen die Zugehorigkeitsfunktion durch eine normierte Gaul3-Funktion charakterisiert ist:

Definition 3.14 (GauBsche unscharfe Zahl) Eine unscharfe Zahl a wird als GauB3sche

unscharfe Zahl bezeichnet, wenn fiir ihre Zugehorigkeitsfunktion

(z—10)2

exp (—T) fir r < Zo
pa(w) =

exp <— (x7m0)2> fiir x > ¢

2
202

mit o € Rund 0y, 0, > 0 gilt.

Wihrend xy € R wieder der Modus der unscharfen Zahl ist, ist der Trdger hier im Ge-
gensatz zur dreieckformigen und quadratischen unscharfen Zahl durch ganz R gegeben
und die Parameter o; und o, geben nicht die komplette Abweichung nach links bzw.
rechts vom Modalwert an, sondern sie entsprechen der Standardabweichung einer Gaul3-
Verteilung. Wenn o; und o, iibereinstimmen, handelt es sich um eine symmetrische Gauf3-
sche unscharfe Zahl, ansonsten um eine unsymmetrische. Ein Beispiel fiir die Zugehorig-

keitsfunktion einer Gauf3schen unscharfen Zahl ist in Abbildung 11 visualisiert.
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Insbesondere im Hinblick auf praktische Anwendungen ist es zudem sinnvoll, GauB3sche
unscharfe Zahlen zu definieren, die einen endlichen Triger aufweisen. Bei diesen unschar-
fen Zahlen, die als quasi-Gauf3sche unscharfe Zahlen bezeichnet werden, wird der Zuge-
horigkeitsgrad fiir Abweichungen |z — x| vom Modalwert x(, die mindestens 30; bzw.
30, betragen, gleich Null gesetzt. Dies ist dadurch motiviert, dass die Zugehorigkeits-
grade in diesen Bereichen ansonsten hochstens bei exp (—4,5) ~ 0,01, d.h. hochstens bei
~ 1% des Zugehorigkeitsgrads des Modalwerts, liegen. Die Zugehorigkeitsfunktion einer

quasi-GauBlschen unscharfen Zahl lautet

7

0 fiirx < a9 — 30y

2
exp (—(fogo) > fiir o — 30y < x < 19
l

exp (— (x_x0)2> fiir vp < x < 29 + 30,

202

0 fir x > xy + 30,

mit zop € Rund g;, 0, > 0.
Ein ebenfalls populirer und oftmals verwendeter Typ von unscharfen Zahlen sind expo-

nentielle unscharfe Zahlen, die wie folgt definiert sind:

Definition 3.15 (Exponentielle unscharfe Zahl) Eine unscharfe Zahl a wird als expo-

nentielle unscharfe Zahl bezeichnet, wenn fiir ihre Zugehorigkeitsfunktion

exp (m) fir z < xg

Tl

pa(z) =
exp (—%) fir x > x

mit g € Rund 73, 7, > 0 gilt.

Auch hier kennzeichnet o den Modalwert der unscharfen Zahl, der Triger ist durch ganz
R gegeben und die Parameter 7; und 7,. geben nicht die vollstindige linke bzw. rechte Ab-
weichung von x an. Die Zugehorigkeitsfunktion einer exponentiellen unscharfen Zahl ist
in Abbildung 11 grafisch veranschaulicht.

Wie bei den GauB3schen unscharfen Zahlen ist es auch bei den exponentiellen unscharfen
Zahlen sinnvoll, sogenannte quasi-exponentielle unscharfe Zahlen mit einem endlichen
Tréger zu definieren. Bei diesen unscharfen Zahlen wird der Zugehorigkeitsgrad fiir Ab-

weichungen |z — xy| vom Modalwert x(, die mindestens 4,57; bzw. 4,57, betragen, gleich
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pa(z) pa(x)

T Tr

ABBILDUNG 11: Zugehdrigkeitsfunktionen einer GaufBlschen (links) und einer exponentiellen

(rechts) unscharfen Zahl

Null gesetzt, was vollig analog zu quasi-GauBBschen unscharfen Zahlen motiviert ist. Fiir

die Zugehorigkeitsfunktion einer quasi-exponentiellen unscharfen Zahl gilt

(

0 firx < xy— 4,57

exp ("”‘Tlxo> fiir xg — 4,57 < x < x9
pa(x) =

exp <—x;f°> fir xo < x < x9 + 4,57,

0 fiir x > xqg + 4,57,
\

mit xyg € Rund 7, 7. > 0.

Eine besondere Art der Darstellung von unscharfen Zahlen, die insbesondere fiir das (nu-
merische) Rechnen vorteilhaft ist, ist die 1978 von DUBOIS & PRADE eingefiihrte LR-
Darstellung. Die Idee dabei ist, die Zugehorigkeitsfunktion einer unscharfen Zahl in zwei
Teile aufzuspalten: den Teil links vom Modus und den Teil rechts vom Modus, wobei an
die Verlaufe der Funktionen links und rechts des Modalwerts bestimmte Forderungen ge-
stellt werden, durch die gewdhrleistet wird, dass es sich um eine unscharfe Zahl handelt.
Damit eine unscharfe Zahl in LR-Darstellung definiert werden kann, muss zunéchst der
Begriff einer Referenzfunktion gekliart werden, mit der die Zugehorigkeitsfunktion einer

LR-Zahl beschrieben werden kann:
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Definition 3.16 (Referenzfunktion) Die Funktionen L, R : R, — [0, 1] werden als

Referenzfunktionen bezeichnet, wenn sie die folgenden Bedingungen erfiillen:
1) L(0) = R(0) = 1.

2) L, R sind monoton fallend.

3)
L(1)=0 wenn min L(z)=0
z€[0,00)
lim L(z) =0 wenn L(z) >0 Vz € [0, 00)
T—00
und

R(1)=0 wenn min R(z) =0

z€[0,00)

lim R(z) =0 wenn R(x) >0 Va € [0, 00)

T—00

L kennzeichnet dabei die linke und R die rechte Referenzfunktion. Wéhrend durch die
erste und die zweite Bedingung der obigen Definition sichergestellt wird, dass die un-
scharfe Zahl genau einen Modalwert aufweist und konvex ist, gewéahrleistet die dritte
Bedingung, dass die Zugehorigkeitsfunktion am linken und rechten Rand (zumindest né-
herungsweise) den Wert 0 erreicht. Mit Hilfe der Referenzfunktionen L und R kann eine

unscharfe Zahl vom Typ LR wie folgt definiert werden:

Definition 3.17 (Unscharfe Zahl vom Typ LR) Eine unscharfe Zahl a wird als unschar-
fe Zahl vom Typ LR (LR-Zahl) bezeichnet, wenn es zwei Referenzfunktionen L, R gibt,

so dass fiir ihre Zugehorigkeitsfunktion

L (Io’x> fiir x < xg

R <m—7;0> fir x > x
mit o € R und ¢, ¢, > 0 gilt.

Verkiirzt kann eine LR-Zahl in der Form a = (o, ¢, ¢,) 1 r dargestellt werden. Ob durch

die Parameter ¢; und ¢, dabei die vollstindige linke bzw. rechte Abweichung von dem
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Modalwert zy angegeben wird oder nicht, hiingt von der konkreten Spezifikation der Zu-
gehorigkeitsfunktion ab. Soll die Zugehorigkeitsfunktion unsymmetrisch sein, konnen un-
terschiedlich parametrisierte Funktionen L und R bei x = x( miteinander gekoppelt wer-
den oder auch génzlich verschiedene Funktionentypen. Durch die Wahl unterschiedlicher
Funktionen fiir L und R kann beispielsweise eine moglicherweise vorhandene Asymme-
trie in dem Wissen iiber die Angabe ,,ungefihr x(* zum Ausdruck gebracht werden. Stim-
men die Referenzfunktionen L und R dagegen tiberein, d.h. gilt L(z) = R(x) Vo € Ry,
wird die LR-Zahl als semisymmetrisch bezeichnet. Wenn zusétzlich die Parameter ¢; und
¢, einer semisymmetrischen unscharfen Zahl identisch sind, d.h. wenn ¢; = ¢,. gilt, heilit
die LR-Zahl symmetrisch.

Bei der LR-Darstellung handelt es sich um eine sehr allgemeine Form der Darstellung,
da sich die meisten der iiblicherweise verwendeten Typen von unscharfen Zahlen als LR-
Zahl darstellen lassen, unter anderem auch die in diesem Abschnitt eingefiihrten dreieck-
formigen, quadratischen, GauB3schen und exponentiellen unscharfen Zahlen. So gilt etwa
fiir exponentielle unscharfe Zahlen a = (x¢, ¢;, ¢ ) mit e(u) = exp(—u) = L(u) =
R(u). Die linke und die rechte Referenzfunktion stimmen bei exponentiellen unschar-
fen Zahlen also tiberein. d.h. exponentielle unscharfe Zahlen sind semisymmetrisch (vgl.

Hanss (2005), S. 55).

3.2.2 Unscharfe Arithmetik

Die grole Relevanz des Erweiterungsprinzips (siehe Abschnitt 3.1.2) resultiert daraus,
dass dieses Prinzip es ermdglicht, mathematische Konzepte fiir scharfe Mengen bzw. Zah-
len auf unscharfe Mengen bzw. Zahlen zu iibertragen. Von besonderem Interesse ist es,
ebenso wie fiir scharfe Zahlen auch fiir unscharfe Zahlen elementare Operationen zu de-
finieren. Ist x allgemein eine bindre Operation auf R, die fiir den Bereich der unscharfen
Zahlen zu einer Operation ® erweitert wird, und sind a; und @, unscharfe Zahlen mit
den Zugehorigkeitsfunktionen piz, bzw. pz,, dann ist nach dem Erweiterungsprinzip die
Verkniipfung a; ® as eine unscharfe Menge, deren Zugehorigkeitsfunktion per Definition
durch
sup min {yg, (z), pua,(y)} falls I(z,y) € R2mit z = x x y

Hayea, (2) = ¢ 7

0 sonst
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gegeben ist. Im Folgenden werden die vier bindren Operationen +, —, - und <+ n#her be-
trachtet, d.h. es werden die Grundrechenarten Addition, Subtraktion, Multiplikation und
Division von den reellen Zahlen auf unscharfe Zahlen erweitert. Dadurch wird es ermog-
licht, mit unscharfen Zahlen genauso wie mit reellen Zahlen zu rechnen. Die auf unscharfe
Zahlen erweiterten Grundrechenoperationen umfassen die gewohnlichen Rechenoperatio-
nen fiir reelle Zahlen und stellen somit Verallgemeinerungen dieser Operatoren dar. Sie

werden im Rahmen dieser Arbeit in der Notation
D,0,R¥,0

geschrieben. In Abschnitt 3.2.1 wurde bereits erwéhnt, dass die von DUBOIS & PRADE
1978 eingefiihrten unscharfen Zahlen vom Typ LR fiir das Rechnen besonders geeignet
sind, weil so die Berechnung erheblich vereinfacht und beschleunigt werden kann. Zudem
lasst sich das Rechenergebnis oftmals, eventuell nach einer Approximation des tatsich-
lichen Ergebnisses, wieder als LR-Zahl mit den gleichen Referenzfunktionen darstellen.
Aus diesem Grund werden hier die Grundrechenarten ausschlieBlich fiir LR-Zahlen defi-
niert. Da es sich jedoch um eine sehr allgemeine Form der Darstellung handelt und sich
die meisten der iiblicherweise verwendeten unscharfen Zahlen als LR-Zahl darstellen las-
sen, handelt es sich dabei um keine starke Einschrinkung der Allgemeinheit.

Zunachst wird die Berechnung der Summe zweier unscharfer Zahlen vom gleichen LR-

Typ betrachtet:

Satz 3.1 (Addition von LR-Zahlen) Die Summe von zwei unscharfen Zahlen a; =

(a1,lays7ay)r.r und ay = (ag, lay, ray)r,r vom Typ LR ist durch
al @ 52 — (ala la1 ) Tal)L,R @ (CLQ, laga Tag)L,R == (afl + as, lal + laga Tal + 7naz)L,R (42)

gegeben.

Beweis: Es wird zunichst jeweils der linke Teilast

L (‘“ - xl) bzw. L <a2 - :c2>
Lo, Loy

der LR-Zahlen a1 = (a1,la,,7a, ),z und a2 = (a2, le,, Ta, ) 1,k betrachtet und p* € [0, 1] sei ein

beliebiger, aber fester Zugehorigkeitsgrad von =7 und x3. Dann gilt

* a; —j — * a; — rj * — *
u:L<1 1)(:%1(#):1 te = ar— Lo LT (")

lay la,
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und

* az —x — * az — & * — *
M_L<l2)@L1(M>_ 2 e a3 =az —lo, L7 (1)
a2
und somit:
z=af+ab = a1 +az — (lay +1lo,) L7 Hp") 43)
Fiir den linken Teilast der unscharfen Zahl a; @ a9 ergibt sich demzufolge:
u*:L(a1+a2_z>
la, + la,
Analog resultiert

M* :R <Z— (al +a2))
Tay T Tasy

fiir den rechten Teilast von a1 @ a2 und somit insgesamt

(ab l(l1 s Taq )L,R @ (GQ, l(lg ) Tag)L,R — (al + az, lal + lagv Taq + Tag)L,R

fiir das Additionsergebnis.
O

Die Summe zweier unscharfer Zahlen vom gleichen LR-Typ ist demnach selbst wieder
eine LR-Zahl mit den gleichen Referenzfunktionen L und R, dem Modalwert a; + as
und den Spannweiten [,, + l,, bzw. 7,, + ,,. In Abbildung 12 ist die Addition a; & as
beispielhaft fiir die beiden dreieckformigen unscharfen Zahlen @, = (2,1,2), g und ap =
(3,2,1), g grafisch veranschaulicht.

Sind die unscharfen Zahlen nicht vom gleichen, sondern von unterschiedlichem LR-Typ,

fiihrt eine analoge Beweisfiihrung wie oben zu:

(Gl, lau Tal)L,R ¥ ((12, la2» Tag)L*,R* - (al + ag, ]-7 1)L**,R**

Dabei weichen L** und R** von den urspriinglichen Referenzfunktionen ab und sind ge-

geben durch (vgl. Bothe (1993), S. 74):

L = (ly L + 1, L)

R** — (TalR_l + TGZR*—1>71

Viele, aber nicht alle, der fiir die Grundrechenarten bei reellen Zahlen giiltigen Rechen-

gesetze gelten auch fiir die erweiterten Rechenoperatoren. So ist die erweiterte Addition
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@ ebenfalls kommutativ und assoziativ, das Distributivgesetz gilt im Allgemeinen jedoch
nicht mehr. Das neutrale Element der erweiterten Addition ist die reelle Zahl 0, d.h. es
gilta ® 0 = a (vgl. Bandemer & Gottwald (1993), S. 62).

Um auch eine Formel fiir die Subtraktion angeben zu konnen, wird im Folgenden zu-
nichst das Negative einer LR-Zahl definiert, da die Subtraktion stets als Addition einer
negativen Zahl aufgefasst werden kann. Ist a = (a,l,,7,)r r eine unscharfe Zahl vom

Typ LR, ist das Negative —a durch die RL.-Zahl

—a = _(Cl7 la, Ta)L,R = (_av Ta, la)RvL (44)

definiert. Bei der Negation einer LR-Zahl dndert sich folglich das Vorzeichen des Modal-
werts und die linke und die rechte Spannweite sowie die linke und die rechte Referenz-

funktion werden vertauscht. Es ist
- (51 @52) = (—51) SP) (—52)

erfiillt, allerdings gilt im Gegensatz zu den reellen Zahlen im Allgemeinen a & (—a) # 0,
d.h. fiir @ existiert kein inverses Element und die erweiterte Addition hat damit keine

Gruppenstruktur. Fiir die Differenz einer LR- und einer RL-Zahl ergibt sich:

Satz 3.2 (Subtraktion von LR-Zahlen) Die Differenz zweier unscharfer Zahlen a; =

(a1,lays7ay).rund @y = (a2, lay, ray)r.. Vom Typ LR bzw. RL ist durch

aj @ as = (a’lu laural)L,R 6 (a‘27 laza T(zg)R,L = (al — G2, lal + Ta27 Tal + lag)L,R
gegeben.

Beweis: Mit (42) und (44) erhilt man:

a1 ©az = a1 B (—a2) = (a1,larsTa) ) LR D (—a2,Tay, las ) LR

= (al —a,lay +Tay,Tay + la2)L,R 0

Es ist zu beachten, dass die zu subtrahierenden Zahlen vom entgegengesetzten LR-Typ
sein miissen, um sicherzustellen, dass die Differenz ebenfalls wieder eine LR-Zahl ist,
d.h. wenn der Minuend vom LR-Typ ist, muss der Subtrahend vom RL-Typ sein. Ein Bei-
spiel fiir den Verlauf der Zugehorigkeitsfunktion der Differenz a; © as ist in Abbildung
12 fiir die dreieckformigen unscharfen Zahlen a; = (2,1,2), g und as = (3,2, 1) 1, Vi-

sualisiert.
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ABBILDUNG 12: Summe a1 @ as (links) und Differenz a; © a9 (rechts) zweier unscharfer Zahlen

61 und 52

Auch fiir die Multiplikation einer LR-Zahl mit einem Skalar kann eine einfache Berech-
nungsformel angegeben werden. Das Ergebnis ist dabei abhingig vom Vorzeichen des
Skalars und selbst wieder eine LR- bzw. RL-Zahl (vgl. Bothe (1993), S. 76):

A>0: AR (a,la, 7). = (Aa, N, A7) LR

(45)

A<0:A® (a,la, 7). = (Aa, =Arq, —Alo)R.L
Werden zwei unscharfe LR-Zahlen miteinander multipliziert, besitzt das Ergebnis im All-
gemeinen jedoch keine LR-Darstellung mehr. Hier wird das Produkt von unscharfen Zah-
len des gleichen LR-Typs fiir die Fille, dass beide Zahlen positiv, beide Zahlen negativ
und dass eine der beiden Zahlen positiv bzw. negativ ist, vorgestellt. Zunichst wird der
Fall, dass a1 = (a1, la,, Tay)1,r Und @y = (a2, la,, ray ) 1,k POsitiv sind, behandelt. Entspre-

chend (43) ergibt sich:
2 =117 = a1ag — (ayle, + asly,) L7H(0) + layla, (L’l(u*))2 (46)

Wird diese Gleichung nach L~!(;*) aufgeldst, erhilt man:

L)), = 2
(L7 (u ))1,2 2, Ly 412 12 layla

ai-a2

lay + a2ly, n \/(alla2 + CLQlal)Z _amaz —z
Um auch das Produkt a; ® ay zumindest approximativ wieder als LR-Zahl darstellen zu

konnen, werden oftmals Ndherungen verwendet. Eine Moglichkeit, die sinnvoll ist, sofern

die Spannweiten relativ zu den Modalwerten klein sind, ist, den quadratischen Ausdruck
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(L='(p*))? in (46) zu vernachlissigen. Dies fiihrt fiir den linken Teilast zu:

2~ ajag — (arla, + asly,) L™ (1)

ayag — 2
@M*M(L)

allag + a2la1

Analog lésst sich der rechte Teilast bestimmen. Fiir das Produkt resultiert so die folgende

Approximation:

(a1,0lay s 70y ) Lr ® (a2, lays Tay) L. = (102, a1la, + aslay, @17a, + A2Ta, )R (47)

Diese Niherungsformel wurde 1978 von DUBOIS & PRADE vorgeschlagen (vgl. Du-
bois & Prade (1978), S. 620) und wird als Tangentenapproximation bezeichnet. Wenn die
Spannweiten verglichen mit a; bzw. as nicht vernachlédssigbar sind, sollten andere Nihe-
rungsformeln, etwa die 1980 von DUBOIS & PRADE vorgeschlagene sogenannte Sekan-
tenapproximation (vgl. Dubois & Prade (1980), S. 55), herangezogen werden. Dabei wird
der quadratische Term (L~!(x*))? in (46) durch den linearen Term L~'(u*) ersetzt, da
sich (46) dann eindeutig nach L1 auflosen lisst. Mit diesem Vorgehen ergibt sich fiir den

linken Teilast:

Z = 2129 = ayay — (aylay + asle, ) L) + Loy Loy L7 (10%)

<:>u*%L<

aila — T1T2 >
a/llag + a/2la1 - lal laz

Analog bestimmt man den rechten Teilast und erhilt fiir das Produkt so die Niherung:

(CL17 lau Ta1)L,R X (a27 lag’ Tag)L,R (48)

~ (araz, arly, + asle, — lalay, @170y + G2Tay + TayTay ) LR

Es kann leicht gezeigt werden, dass diese approximierte Zugehorigkeitsfunktion zumin-
dest in den folgenden drei Punkten mit dem tatséchlichen Verlauf von iz, g, Uberein-

stimmt (vgl. Bothe (1993), S. 77):

(a1a3,1), (a1 = lo,) (a2 = loy), L(1)), (a1 + 74, )(a2 + 7a,), B(1))

In Abbildung 13 sind die Tangenten- und die Sekantenapproximation gemeinsam mit der
exakten Zugehorigkeitsfunktion beispielhaft fiir das Produkt a; ® a, der beiden positiven
dreieckformigen unscharfen Zahlen a; = (2, 1,2),, g und ay = (3,2, 1), p dargestellt.

Es ist zu erkennen, dass in diesem Beispiel die Sekantenapproximation und die exakte
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()

a1 ® ao

-10 1

ABBILDUNG 13: Exaktes Produkt a; ® ao (schwarz) und Tangenten- (blau) sowie Sekantenap-

proximation (rot)

Multiplikation zu demselben Triger fithren. Der Triger, der aus der Tangentenapproxi-
mation resultiert, weicht dagegen von dem der exakten Multiplikation ab. Links des Mo-
dalwerts von a; ® ay unterschitzt die Sekantenapproximation die Zugehorigkeitsfunktion
des exakten Produkts aufgrund der Konkavitit der exakten Zugehorigkeitsfunktion etwas,
rechts des Modalwerts verlduft sie dagegen aufgrund der Konvexitit der exakten Zuge-
horigkeitsfunktion etwas oberhalb der Zugehorigkeitsfunktion des exakten Produkts. Bei
der Tangentenapproximation ist dies genau andersherum.

Fiir die Fille, dass a; negativ und as positiv ist bzw. dass beide Zahlen negativ sind, lassen
sich analog zu (47) und (48) Niherungsformeln angeben. Ist a; = (a1, ly,, 7'a, ) r,1, NGtV

und ay = (ag, lay, 74, ) 1.r POSitiv, erhdlt man fiir das Produkt die Tangentenapproximation
(@15 lays Tar)RE ® (2, Loy Tay) 1R R (@102, Golay, — @170y, A2Tay — ailey)RL
und die Sekantenapproximation:

(ala lal ) Tal )R,L ® (CLQ, la27 Tag)L,R

~ (a1ag, asla, — @170y + layTay, G270y — Q1lay — Taylas )R

Sind @y = (a1, 14y, 7a,)r.r und @y = (a9, la,, ray ) £, r NEgativ, ergibt sich die Tangentenap-

proximation

(aly lau ral)L,R X (a27 laza Tag)L,R ~ (a1a27 —Q1Tqy — A2Tqq, _allag - a2la1)R,L
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und die Sekantenapproximation (vgl. Hanss (2005), S. 60):

(a1,laysTay )R @ (a2,lay, Tay) LR
~ (a1a9, —a1Tqy — 2Ty — TayTay, —01lay — Qolay + lalay) BRI
Wie fiir die erweiterte Addition gelten auch fiir die Multiplikation unscharfer Zahlen das
Kommutativ- und das Assoziativgesetz. Zudem ist
(—a1) ®ay = — (a1 ® az)

erfiillt. Das neutrale Element der erweiterten Multiplikation ist durch die reelle Zahl 1
gegeben, d.h.es gilta ® 1 = a.
Um auch eine Formel fiir den Quotienten unscharfer LR-Zahlen angeben zu kdnnen, wird
aufgrund der Identitét

A1 Qay =0y @ ay (49)

zunichst der Kehrwert einer LR-Zahl definiert. Gemif3 des Erweiterungsprinzips gilt fiir
die Zugehorigkeitsfunktion des Kehrwerts a~! einer unscharfen Zahl @ (vgl. Bandemer &

Gottwald (1993), S. 61):

1
pams (1) = i (—) Ve € R\{0} (50)
Fiir das Produkt von einer unscharfen Zahl und ihrem Kehrwert gilt allerdings im Allge-
meinen a®a ' # 1 (vgl. Dubois & Prade (1979), S. 337). Im Folgenden wird beispielhaft

der Kehrwert einer positiven LR-Zahl @ = (a, l,,7,) 1 r néher betrachtet. Entsprechend

(50) erhilt man:

R((l—a)/ra):R(ﬂ> fir z <

T TaT

Q=

pra-1(r) =
L((a=1) /1) =L(%5)  fire>

Bei @' handelt es sich somit um keine LR-Zahl mehr, weshalb Néherungsformeln wie

Q=

etwa

a ' =(alara)pp~ (1/a,rafa’,la/a) (51)
vorgeschlagen wurden. Diese Nidherung ist dadurch motiviert, dass in der Umgebung des

Modalwerts 1/a
l—ar lla—x lla—=x
ToX rox/a - Tq/a?
ar—1 x—1/a x—1/a
L luv/a - lo/a?
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gilt. ! ist also approximativ eine unscharfe Zahl vom Typ RL, wenn a eine positive un-
scharfe Zahl vom Typ LR ist. Sind [, und r, relativ zu a gro8, sollte allerdings eine andere

Néherung verwendet werden. Eine Moglichkeit ist, in diesem Fall die Approximation

a7~ (1a,rafa? (1= 1a/(a+7a))  la/a? (L4 1uf(a = 1))

(52)
zu nutzen, die zumindest in den drei Punkten

(1/a, 1), (1/(a+ra), R(1)), (1/(a = la), L(1))

mit der exakten Losung iibereinstimmt (vgl. Bothe (1993), S. 80). Fiir die positive drei-
eckférmige unscharfe Zahl @ = (2,1, 2), g sind in Abbildung 14 die Approximation nach

(51), die Approximation nach (52) sowie der Verlauf der exakten Zugehorigkeitsfunktion
des Kehrwerts @~ ! illustriert.

w()

NI

ABBILDUNG 14: Exakter Kehrwert a—! (schwarz) und Néherung nach (51) (blau) sowie Nihe-
rung nach (52) (rot)

Fiir den Quotienten zweier unscharfer positiver LR- bzw. RL-Zahlen a, = (a1, la,, 7a,)L.R

und ay = (ag, la,, ra,) g, folgt mit (47), (49) und (51) die Approximation

(ala la1 ) T(JL1)L,R @ (CLQ, laga Tag)R,L

(53)
~ (a1/as, (a17ay + asla,)/a3, (a1la, + agral)/ag)L’R
Alternativ ergibt sich mit (48), (49) und (52) die folgende Niherung:

(Cll, la1 y ra1)L,R %, (a27 lazy Tag)R,L ~ (al/a27 (alrag + a2la1>

(54)
(1 - Taz/(aQ + Ta2))/a’gv(a1la2 + a2ra1)<1 + la2/(a2 - laz))/ag)LR
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Diese beiden Approximationsmoglichkeiten werden zusammen mit der exakten Zugeho-
rigkeitsfunktion in Abbildung 15 fiir den Quotienten as @ a; der beiden positiven dreieck-
formigen unscharfen Zahlen @y = (3,2,1), g und a; = (2,1, 2)g 1, grafisch veranschau-

licht.

w(x)

Q
<

b T S0

T T
-1 00,25 2,75 4

—
3

ABBILDUNG 15: Exakter Quotient as @ a1 (schwarz) und Niherung nach (53) (blau) sowie Ni-

herung nach (54) (rot)

Ahnliche Niherungsformeln fiir die Kehrwertbildung und den Quotienten konnen fiir den
Fall, dass a; und/oder a, negativ sind, bestimmt werden, wobei bei der Kehrwertbildung

fiir @ < 0 die Identitiit

zur Anwendung kommt.

3.3 MabBe der Unschirfe

Die in Abschnitt 3.1.1 eingefiihrte Zugehorigkeitsfunktion einer unscharfen Menge A gibt
fiir jedes Element « der Grundmenge X den Grad der Zugehorigkeit zu der Menge A an
und erlaubt somit die Beurteilung der lokalen Unschirfe einzelner Elemente. In vielen
Fillen ist neben der Unschirfe eines einzelnen Elements aber auch die globale Unschirfe
einer Menge von Interesse. Diese kann mit Hilfe sogenannter Mafe der Unschdirfe be-
urteilt werden. Ein Unschérfemall ermoglicht es, die Unschirfe einer Menge als Ganzes
zu bemessen und so insbesondere unterschiedliche Mengen hinsichtlich ihrer Unschirfe
miteinander zu vergleichen.

Im Allgemeinen handelt es sich bei einem Maf} der Unschirfe um eine Funktion U :
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P(X) — R, wobei P(X) die Menge aller unscharfen Mengen auf X bezeichnet.
Durch die Funktion U wird also jeder unscharfen Menge A € P(X) ein Wert U(A) € R,
zugeordnet, der den Grad der Unschirfe von A beschreibt. GroBere Werte von U (g) ste-
hen dabei fiir eine stirkere Unschirfe der Menge A. Damit die Funktion U die globale
Unschirfe einer Menge geeignet quantifiziert, sollte U gewisse Bedingungen erfiillen. DE
LucA & TERMINI haben die folgenden drei Eigenschaften formuliert, die ein plausibles

Mal der Unschirfe besitzen sollte (vgl. De Luca & Termini (1972), S. 303):
Ey) U(A) = 0 genau dann, wenn pi(z) € {0,1} Vo e X gilt.

E,) U(A) nimmt genau dann seinen Maximalwert an, wenn i(@) =13 Voe X gil.

Ey) U(A) > U(B), wenn pug(x) < pug(x )fur pre) < §und pg(r) > pz(z) fir
pi(x) > 3, dhowenn |pz(z) — 3| < |pp(z) — 3| Ve X, gil.

Demnach soll ein Unschirfemall genau dann den Wert Null annehmen, wenn es sich bei
A um eine scharfe Menge handelt (£;), und es soll diejenige Menge als am unschérfsten
angesehen werden, deren Zugehorigkeitsfunktion fiir alle Elemente z € X den Wert %
annimmt, d.h. bei der fiir jedes Element der Grad der Zugehorigkeit und der Grad der
Nichtzugehorigkeit gleich hoch sind (E»). Die Eigenschaft F/3 besagt, dass das MaB3 der
Unschiirfe U(A) groBer gleich U(B) sein soll, wenn die Menge B mindestens so scharf
wie die Menge A ist. Dabei wird B als mindestens so scharf wie A betrachtet, wenn
die Zugehorigkeitsfunktion fi5(x) fir p3(x) < % stets mindestens so nah an 0 und fiir
pi(x) > % stets mindestens so nah an 1, also mindestens so nah an der Nichtzugehorig-
keit bzw. an der vollen Zugehorigkeit, liegt wie die Zugehorigkeitsfunktion von A.

Im Laufe der Zeit sind zahlreiche verschiedene Maf3e, welche die von DE LUCA & TER-
MINI postulierten Eigenschaften erfiillen, vorgeschlagen worden. Eines der populérsten
und zuerst veroffentlichten Unschirfemalle ist das 1972 von DE LUCA & TERMINI vor-
geschlagene Mal} (vgl. De Luca & Termini (1972), S. 305), das auf dem in der Informa-
tionstheorie verwendeten Entropiebegriff nach SHANNON (vgl. Shannon (1948)) basiert.
Bei diesem Maf3 wird die Unschirfe einer Menge A, die auf einer endlichen Grundmenge
X definiert ist, durch

— K'Y S(uz(e))

zeX

= K3 (uz(e) npaze) + (1 - pi(@) In(1 - ()

zeX

57



quantifiziert, wobei K € R, giltund S(z) = —zIn(z) — (1 — 2) In(1 — z) die SHAN-
NONsche Funktion ist?.
Ein weiterer ebenfalls sehr bekannter Ansatz zur Messung der globalen Unschirfe einer
Menge geht auf YAGER zuriick (vgl. Yager (1979)). Ausgangspunkt seiner Uberlegungen
zur Konstruktion eines Unschidrfemalles war, dass der Zugehorigkeitsgrad eines Elements
sowohl zu einer unscharfen Menge A als auch zu ihrem Komplement AC (siehe Defi-
nition 3.7) groBer als O sein kann, wihrend bei scharfen Mengen stets nur entweder der
Zugehorigkeitsgrad zu einer Menge selbst oder zu ihrem Komplement groBer als O sein
kann. YAGER folgert daraus, dass in der Beziehung zwischen einer Menge und ihrem
Komplement der Kern von Unschirfe liegt und ein geeignetes Unschidrfemal} auf dieser
Beziehung basieren sollte. Je weniger sich A und A€ voneinander unterscheiden, als de-
sto unschirfer betrachtet er die Menge A. Die Unterschiedlichkeit von A und A® wird
dabei im Fall einer endlichen Grundmenge X {iber ihren Abstand gemessen, den YAGER
mit Hilfe der Zugehorigkeitsfunktionen und der Minkowski-Metrik
P
My(A, A9) = (Z |nz(e) = pze ($)|p> (55)
zeX

firp =1,2,3,... bestimmt. Wegen p 5 () = 1—p3(x) lasst sich die Minkowski-Metrik

auch in der Form
1
P
M, (A, A°) = (ZM — (1 = pz(x ) <Z|2“A —1}p)
rzeX zeX
darstellen. Ist p = 1, stimmt M, (A, A°) mit der Hamming-Metrik

M) = 3 [a(0) - e @] = 3 Paata) - 1

zeX rzeX

iberein und fiir p = 2 ergibt sich die euklidische Metrik:

My (A, AC) = (ZW — pge(z )|2) =<Z!2ug(fv)—1l2>

zeX rzeX

D=
[ SIS

Handelt es sich bei A in (55) um eine scharfe Menge, dann resultiert fiir die Minkowski-

Metrik das folgende Ergebnis (vgl. Yager (1979), S. 224f.):

“Die SHANNONsche Funktion hat ihren Ursprung in der Informationstheorie zur Erfassung des Erwartungs-
werts des Informationsgehalts eines Ereignisses. Durch die Wahl des Parameters K kann der Anwender je
nach subjektiver Einschitzung der Unschirfe das Ergebnis beeinflussen.
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Satz 3.3 Fiir eine scharfe Teilmenge A von X und ihr Komplement A gilt
My(A, A®) =nv  firp=1,2,3,...,
wobei n die Anzahl der Elemente von X ist.

Beweis: Wenn A eine scharfe Menge ist, dann ist stets entweder p4(z) = 1 und p4c () = 0 oder

pa(z) =0und pyo(z) = 1 erfillt. Somit gilt

lpa(z) — pye(z)| =1

und

[

M, (A, AC) = (Z 1P> g

zeX
mit | X| = n.
U
Basierend auf der in (55) angegebenen Metrik und Satz 3.3 hat YAGER das folgende Maf}

fiir die Unschiirfe von A definiert (vgl. Yager (1979), S. 225):

Uy(A)=1-— M mitp=1,2,3,...
ne

Durch dieses MaB3 wird die inverse Beziehung zwischen der Distanz und dem Grad der
Unschirfe beriicksichtigt, d.h. je geringer der Abstand zwischen A und A€ ist, desto aro-
Ber ist der Wert von Up(g). Des Weiteren ist das Unschidrfemal auf den Maximalwert 1
normiert, es gilt also U,(A) € [0,1].

Die beiden bisher vorgestellten Unschérfemal3e erfiillen neben den von DE LUCA & TER-
MINTI geforderten Eigenschaften F;) — E3) zudem die Bedingung, dass der Wert des Un-

schirfemaBes von A stets mit dem von A€ iibereinstimmt:
Ey) U(A) = U(A°)

Demnach wird eine unscharfe Menge als genauso unscharf beurteilt wie ihr Komplement,
was eine weitere wiinschenswerte Eigenschaft eines plausiblen Unschédrfemalles darstellt.
Loo (vgl. Loo (1977)) und KNOPFMACHER (vgl. Knopfmacher (1975)) haben fiir den
Fall einer endlichen Grundmenge X gezeigt, dass sich nicht nur einzelne konkrete Ma-
Be, sondern eine Klasse von Unschirfemallen formulieren lisst, welche die Eigenschaften
E4)-Ey) aufweisen. Bei den beiden hier beschriebenen MaBen handelt es sich um popu-

ldare Spezialfille dieser Klasse.
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Im weiteren Verlauf dieser Arbeit ist auch die Unschirfe von unscharfen Zahlen zu beur-
teilen, d.h. von speziellen unscharfen Mengen, die auf den reellen Zahlen definiert sind.
Somit werden noch Unschirfemale benotigt, die im Fall einer iiberabzédhlbar unendlichen
Grundmenge X zur Anwendung kommen konnen. Eine bedeutende Klasse von Unschir-
femaBen fiir unscharfe Mengen, die auf einem Intervall reeller Zahlen definiert sind, ist
die von PAL & BEZDEK eingefiihrte multiplikative kontinuierliche Klasse, deren Defini-

tion wie folgt lautet (vgl. Pal & Bezdek (1994), S. 113):

Definition 3.18 (Multiplikative kontinuierliche Klasse) Es sei f : [0,1] — R, ei-

ne zweifach differenzierbare streng monoton steigende und streng konkave Funktion auf

[0,1], d.h. es gilt f’(¢) > Ound f”(t) < 0Vt € [0, 1], und g sei eine Funktion, die durch
g(t) =g(t) — min g(t) mit

g(t) = fO) f(1 =1)

definiert ist. Ferner sei A eine unscharfe Menge auf X C R. Dann gehort ein Mal U
fiir die Unschiirfe von A zur multiplikativen kontinuierlichen Klasse, wenn es sich in der

Form

Usral3) = K [ gluizla))da
X
mit K € R, darstellen lésst.

PAL & BEZDEK haben gezeigt, dass Malle der Unschirfe, die zu dieser Klasse gehoren,
die vier Bedingungen F,) — E,) erfiillen und zudem auch mit YAGERs Auffassung von

Unschirfe konsistent sind (vgl. Pal & Bezdek (1994), S. 113).

3.4 Methoden zur Defuzzifikation

Die Einbeziehung unscharfer Mengen bzw. die Anwendung unscharfer Methoden bei der
Beschreibung und Losung interessierender Fragestellungen liefert in der Regel als Ergeb-
nis wieder eine unscharfe Menge. In vielen Anwendungen, zum Beispiel in der Kontroll-
theorie und auch in der in dieser Arbeit betrachteten Schadenreservierung, wird jedoch
als Output keine unscharfe Menge, sondern ein scharfer Wert benétigt. So fiihrt etwa in
der Schadenreservierung die Anwendung unscharfer Methoden in der Regel dazu, dass

es sich bei dem ermittelten Préidiktor fiir die ausstehende Schadenverpflichtung, also bei
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der Schadenreserve, um eine unscharfe Zahl handelt. Um die Schadenreserve in der Bi-
lanz ausweisen zu konnen, muss sie allerdings in Form eines einzelnen exakten Wertes
vorliegen. Daher muss die ermittelte unscharfe Schadenreserve noch in eine scharfe Zahl
transformiert werden. Die Transformation einer unscharfen Menge in einen scharfen Wert
erfolgt mit Hilfe sogenannter Methoden zur Defuzzifikation.

Im Allgemeinen wird die Defuzzifikation mit einem Defuzzifikations-Operator
d:P(X) — X, A d(A)

ausgedriickt, d.h. mit einer Funktion, die den unscharfen Mengen A e 75(X ) auf X
Elemente d(ﬁ) der Grundmenge X, also scharfe Zahlen, zuordnet. Die bekanntesten
Defuzzifikations-Operatoren bzw. Methoden zur Defuzzifikation werden im Folgenden
vorgestellt. Eine sehr populidre Defuzzifikationsmethode ist die Centroiden-Methode. Bei
dieser Methode wird der Schwerpunkt der Flidche unterhalb der Zugehorigkeitsfunktion
berechnet und der Abszissenwert des Schwerpunktes als resultierender scharfer Wert her-
angezogen. Es wird also
do(d) Jrin wpale)de

Jr paz)de

als defuzzifizierter Wert verwendet, wobei ' (K) der Triger der unscharfen Menge Aist
(siehe (37)). VAN LEEKWIJCK & KERRE haben gezeigt, dass die Centroiden-Methode ei-
nige wiinschenswerte Eigenschaften besitzt (vgl. Van Leekwijck & Kerre (1999), S. 175).
Zum einen gilt, dass sich die relative Position des defuzzifizierten Werts nicht verdndert,
wenn die Zugehorigkeitsfunktion in Richtung der x-Achse verschoben wird, d.h. fiir eine
unscharfe Menge B mit der Zugehérigkeitsfunktion z 5: X — 0,1,z = pz(r —a)

mit a € R ergibt sich nach der Centroiden-Methode:

dc(B) = dc(A) +a

Der Schwerpunkt verschiebt sich demnach genauso wie die Zugehorigkeitsfunktion. Zum
anderen bleibt die relative Position des defuzzifizierten Werts auch unverindert, wenn
die z-Achse durch Multiplikation der z-Werte mit einem konstanten Faktor b € R\{0}

umskaliert wird. Es gilt also

de(B) = b- de(A)
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mit der Zugehorigkeitsfunktion 15 : X — [0, 1], 2 — pz(z/b) mit b € R\{0}. Dariiber
hinaus ist der Schwerpunkt auch gegeniiber einer Multiplikation der Zugehorigkeitswerte
mit einem konstanten Faktor ¢ € R, \{0} invariant, d.h. fir p5 : X — [0,1],2 —

cp () mit c € Ry \{0} gilt:

dc(B) = dc(A)

Im Fall einer scharfen Zahl stimmt der defuzzifizierte Wert mit dem einzigen Element mit
positivem Grad der Zugehorigkeit iiberein.

Neben der Centroiden-Methode werden oftmals Maxima-Methoden, bei denen ausschlief3-
lich die Elemente mit maximalem Zugehorigkeitswert betrachtet werden, zur Defuzzifi-
kation einer unscharfen Menge verwendet. Alle anderen Elemente und somit die in dem
restlichen Teil der Zugehorigkeitsfunktion enthaltenen Informationen bleiben bei diesem
Vorgehen unberiicksichtigt. Dahinter steht der Gedanke, dass ein hoher Grad der Zuge-
horigkeit fiir eine hohe Eignung des Elements spricht. Gibt es mehrere Elemente mit
maximalem Grad der Zugehorigkeit, muss aus diesen ein defuzzifizierter Wert bestimmt
werden. Dafiir kommen verschiedene Moglichkeiten in Betracht. Die bekannteste und am
hiufigsten angewendete ist die Mean-of-Maxima-Methode, bei welcher der Mittelwert al-
ler Elemente mit maximalem Zugehorigkeitswert berechnet wird. Wenn es dagegen — wie
etwa bei unscharfen Zahlen (siehe Definition 3.11) — nur ein Element gibt, bei dem die
Zugehorigkeitsfunktion maximal ist, wird dieses der Menge als scharfe Zahl zugeordnet.
Eine weitere sehr bekannte Methode, speziell zur Defuzzifikation unscharfer Zahlen, wur-
de 1989 von DE CAMPOS IBANEZ & MUNOZ vorgeschlagen. Bei dieser Methode, die in
zahlreichen Anwendungen unscharfer Methoden in der Schadenreservierung genutzt wird
(sieche De Andrés Sanchez (2006, 2007, 2012), Heberle & Thomas (2014, 2016), Bahrami
& Bahrami (2015), Thomas (2017), Yan, Liu, Q., Dong & Liu, W. (2018), Apollinaire et
al. (2019a, 2019b) sowie die in den Abschnitten 4.2.1, 4.3.1 und 4.4.1 vorgeschlagenen
Verfahren), wird einer unscharfen Zahl a als defuzzifizierter Wert ihr Erwartungswert
Es[a] zugeordnet. Die Definition des Erwartungswerts lautet wie folgt (vgl. De Campos

Ibafez & Mufioz (1989), S. 147):

Definition 3.19 (Erwartungswert einer unscharfen Zahl) Der Erwartungswert Ez[d]

einer unscharfen Zahl @ ist durch

1 1
Bl = (1= 5) | Guda+ 5 [ o (56)
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mit § € [0, 1] definiert, wobei d,, = [ay, G5] Mit a4, az € R der a-Schnitt a,, der unschar-

fen Zahl a ist, der fiir alle « € [0, 1] als kompaktes Intervall vorausgesetzt wird.

Es wird also das Integral iiber die linken Grenzen der a-Schnitte, tiber alle moglichen Gra-
de der Zugehorigkeit o, gebildet und entsprechend das Integral iiber die rechten Grenzen
der a-Schnitte. Diese beiden Integralwerte werden aufaddiert und mit (1 — 5) bzw. 3
gewichtet, wobei 5 € [0, 1] je nach subjektiver Einschitzung vom Anwender festzulegen
ist. Je groer der Wert von 3 gewihlt wird, desto stdrker wird das Integral iiber die rechten
Grenzen der a-Schnitte gewichtet und desto hoher ist dementsprechend der resultierende
defuzzifizierte Wert. Durch den Parameter 5 € [0, 1] wird also die einfache und intuitive
Beriicksichtigung von Risikoaversion ermoglicht, was ein gro3er Vorteil dieser Defuzzi-
fikationsmethode ist. Im Bereich der Schadenreservierung geht eine Wahl von 3 > 0.5
mit Vorsicht bei der Bildung von Schadenreserven einher.

Der Erwartungswert weist wie der Schwerpunkt einige gute Eigenschaften auf (vgl. De
Campos Ibdnez & Muiioz (1989), S. 148f.). So verindert sich die relative Position des
defuzzifizierten Werts auch hier nicht, wenn die Zugehorigkeitsfunktion in Richtung der
x-Achse verschoben wird, d.h. fiir den Erwartungswert einer unscharfen Zahl b mit der
Zugehorigkeitsfunktion 5 : X — [0, 1], 2 — pg(r — a) mita € R gilt:

Eglb] = Egla] + a

Des Weiteren bleibt die relative Position des defuzzifizierten Werts ebenfalls unverindert,
wenn die z-Achse durch Multiplikation der x-Werte mit einem konstanten Faktor b €

R\{0} umskaliert wird. Es gilt folglich

Eglb] = b- Egla]

mit der Zugeharigkeitsfunktion 1 : X — [0, 1],z — pg(2/b) mit b € R\{0}. Fiir den

Erwartungswert einer scharfen Zahl @ € R erhilt man die scharfe Zahl selbst:
Egla] = a

Eine weitere wichtige Defuzzifikationsmethode, die Anwendung in der unscharfen Scha-
denreservierung gefunden hat, stellt die 2001 von CHANG vorgeschlagene gewichtete un-
scharfe Arithmetik, insbesondere in Form der gewichteten unscharfen Addition sowie der
gewichteten unscharfen Subtraktion, dar. Die dabei resultierende scharfe Zahl kann als ei-

ne Art Mittelwert des Ergebnisses einer unscharfen arithmetischen Operation aufgefasst
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werden. Die Methode ist allerdings nur fiir dreieckformige unscharfe Zahlen definiert
worden. Fiir die gewichtete unscharfe Addition von zwei dreieckformigen unscharfen

Zahlen gilt (vgl. Chang (2001), S. 226):

Definition 3.20 (Gewichtete unscharfe Addition) Die gewichtete unscharfe Addition
der dreieckférmigen unscharfen Zahlen a; = (ay, ly,,74,) und as = (as, la,, rq,) mit den
a-Schnitten (a1),, = [(a1), , (@1)4] und (az),, = [(a2), , (a2)5] mit a € [0, 1] ist durch

Jo (@) + (@) )ada + [, (@) + (G2))ada
2 fol ada

- / (@), + (@), )ada + / (@) + (@)s)ada (57)

a1 By ag =

definiert.

Bei der gewichteten unscharfen Addition wird demnach das Integral iiber die Summe der
linken Grenzen der a-Schnitte der beiden unscharfen Zahlen, gewichtet mit dem Grad
der Zugehorigkeit «, gebildet und entsprechend das Integral mit den rechten Grenzen.
Die Summe dieser beiden Integrale wird ins Verhiltnis zu dem doppelten Integralwert

1

aller moglichen Werte von o gesetzt, fiir den 2 fol ada = 2-10?| =23 = 1gil
0

CHANG hat gezeigt, dass sich (57) weiter zu

_ ~ 1
a1 699 a2 = (al + (12) + 6 ((T(ll + raz) - (lal + laz))

vereinfachen ldsst (vgl. Chang (2001), S. 227). Dabei geht ein, dass die a-Schnitte von
dreieckformigen unscharfen Zahlen @, = (a1,ly,,7q,) und ay = (ag,ls,,74,) durch
(a1), = [(a1) 4 (@1)g] = [a1 = (1 = @)la,, a1 + (1 — a)rg, | und (a2),, = [(a2), - (a2)5] =
[as — (1 — a)la,, as + (1 — a)ry,] mit a € [0, 1] gegeben sind. Analog zur gewichteten

unscharfen Addition ist die gewichtete unscharfe Subtraktion wie folgt definiert:

Definition 3.21 (Gewichtete unscharfe Subtraktion) Die gewichtete unscharfe Sub-
traktion der dreieckférmigen unscharfen Zahlen a; = (ay,ly,,74,) und as = (a2, lay, ray)

mit den a-Schnitten (a1), = [(@1),, (a1)4] und (a2), = [(a2), , (@2)5] mit a € [0, 1] ist

o3

durch
(@), — @) )ada+ [5 (@), — (@))ada
a1 Og ag = 1
2 fo ada
- / (@), — (@),)ada + / (@) — (@)s)ada
definiert.

64



Dies lédsst sich weiter zu

~ ~ 1

a; Og az = (al - a2) + 6 ((Tal - TGQ) - (Zal - la2)>
vereinfachen (vgl. Chang (2001), S. 227). Fiir den Fall, dass es sich bei a; und a, um
scharfe Zahlen handelt, stimmen die Ergebnisse gewichteter unscharfer Addition und ge-

wichteter unscharfer Subtraktion mit den Ergebnissen gewohnlicher Arithmetik iiberein.

3.5 Abgrenzung von der Wahrscheinlichkeitstheorie

Die Beziehung zwischen der Theorie unscharfer Mengen und der Wahrscheinlichkeits-
theorie ist bereits seit Einfithrung des Konzepts unscharfer Mengen durch ZADEH im
Jahr 1965 ein vielfach und teilweise kontrovers diskutiertes Thema. Insbesondere die Ge-
meinsamkeit, dass sowohl mit unscharfen Mengen als auch mit Wahrscheinlichkeiten Un-
sicherheit modelliert werden kann, wird oftmals betont und ist Kernpunkt von Diskussio-
nen. Dabei muss allerdings beachtet werden, dass Unschérfe und Zufall zwei vollkommen
verschiedene Ursachen von Unsicherheit darstellen und sich somit die Art der model-
lierten Unsicherheit sowie die zugrunde liegende Theorie in beiden Fillen deutlich von-
einander unterscheiden. Wihrend Zufall Unsicherheit beziiglich der Zugehorigkeit oder
Nichtzugehorigkeit eines Objekts zu einer scharfen Menge betrifft, geht es bei Unschirfe
um Klassen, bei denen es Grade der Zugehorigkeit zwischen der vollen Zugehorigkeit
und der Nichtzugehorigkeit gibt. Ziel der Theorie unscharfer Mengen ist somit nicht die
Modellierung von Unsicherheit aufgrund von Zufall, sondern die Beschreibung von Unsi-
cherheit, die aus dem Fehlen scharfer Begrenzungen resultiert, durch welche die Objekte,
die zu einer Menge gehoren, von den nicht zu der Menge gehdrenden Objekten getrennt
werden. Diese Unterschiede konnen leicht anhand einfacher Beispiele veranschaulicht
werden. So wird etwa mit einer Aussage wie ,,Morgen wird es mit einer Wahrscheinlich-
keit von 70% regnen* Unsicherheit beziiglich der Zugehorigkeit des morgigen Tages zu
der scharfen Menge von Tagen, an denen es regnet, ausgedriickt. Dagegen beinhaltet eine
Aussage wie ,,Morgen wird es leicht regnen* Unsicherheit aufgrund des Begriffs ,,leicht®,
da die Menge der Tage, an denen es leicht regnet, wie zahlreiche weitere Mengen in der
Realitédt unscharf begrenzt ist.

Aufgrund der Unterschiedlichkeit der Ursachen der Unsicherheit sollte die Theorie un-

scharfer Mengen nicht als Alternative zur Wahrscheinlichkeitstheorie betrachtet werden,
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die in Konkurrenz zu dieser steht, sondern vielmehr als Ergéinzung. So gibt es in eini-
gen Anwendungsbereichen auch bereits Ansitze, in denen unscharfe Mengen und Wahr-
scheinlichkeiten gemeinsam verwendet werden. Dabei ist insbesondere das Konzept un-
scharfer Zufallsvariablen von Bedeutung (vgl. Shapiro (2009)). Die in dieser Arbeit vor-
gestellten Methoden sollen folglich auch keine Anwendungen der Wahrscheinlichkeits-
theorie und allgemein der Statistik in der Schadenreservierung ersetzen, sondern stellen
zusitzliche komplementidre Moglichkeiten dar, Unschirfe und die daraus resultierende

Unsicherheit in diesem Bereich zu modellieren.

3.6 Unscharfe Regression
3.6.1 Das Verfahren von TANAKA ET AL. (1982)

Bei der unscharfen Regression handelt es sich, ebenso wie bei der klassischen Regressi-
on, um ein Analyseverfahren, welches das Ziel hat, den Zusammenhang zwischen einer
abhédngigen und einer oder mehreren unabhingigen Variablen zu modellieren. Ein zentra-
ler Unterschied zwischen den beiden Konzepten besteht darin, wie die Ungenauigkeit in
der Beziehung zwischen der abhingigen und den unabhéngigen Variablen erfasst wird.
Wihrend im klassischen linearen Regressionsmodell iiblicherweise angenommen wird,
dass diese Beziehung durch zufillige Fehler, bei denen es sich um Zufallsvariablen mit
Erwartungswert 0 handelt, additiv iiberlagert wird, wird im unscharfen linearen Regressi-
onsmodell unterstellt, dass die Modellstruktur unscharf ist, was durch eine lineare Funk-
tion mit unscharfen Parametern dargestellt wird. Im unscharfen Regressionsmodell wird
demnach angenommen, dass Unschirfe, und nicht wie im klassischen Regressionsmo-
dell Zufall, fiir die Ungenauigkeit verantwortlich ist. Die unscharfe Regression erlaubt es,
diese Unschirfe in der Beziehung zwischen den Variablen zu modellieren. Neben einem
unscharfen Zusammenhang zwischen Variablen konnen mit vielen unscharfen Regressi-
onsverfahren auch unscharfe Daten modelliert werden. Dies besitzt den Vorteil, dass alle
vorliegenden scharfen sowie unscharfen Beobachtungen bei der Anpassung eines Regres-
sionsmodells unverindert verwendet werden konnen, wihrend bei der klassischen Regres-
sion eventuell vorhandene unscharfe Daten zunéchst auf einen einzelnen scharfen Wert
reduziert werden miissen. Dieser mit einer eventuell erforderlichen Reduktion der Beob-
achtungen der abhéngigen und/oder der unabhédngigen Variablen auf eine scharfe Zahl

verbundene Informationsverlust entfillt bei vielen unscharfen Regressionsverfahren.
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Im Laufe der Zeit sind zahlreiche verschiedene unscharfe Regressionsverfahren vorge-
schlagen worden. Fiir eine Ubersicht iiber die populirsten Verfahren sei etwa auf CHANG
& AYYUB (2001) oder SHAPIRO (2004b) verwiesen. Hier werden im Folgenden aus-
schlieBlich diejenigen unscharfen Regressionsverfahren, die im Bereich der Schadenre-
servierung Anwendung gefunden haben, niher beschrieben. Zunédchst wird das Verfahren
von TANAKA ET AL. (1982) vorgestellt. Bei diesem Verfahren, das zu den bekanntesten
und zuerst verdffentlichten unscharfen Regressionsverfahren zihlt, wird angenommen,
dass die beobachteten Input Daten scharf sind. Die Output Daten konnen dagegen un-
scharf sein. Es handelt sich somit um ein Verfahren, mit dem der unscharfe Zusammen-
hang zwischen einer unscharfen abhiingigen und einer oder mehreren scharfen unabhin-
gigen Variablen untersucht wird. TANAKA ET AL. (1982) nehmen an, dass sich die Daten
durch die folgende lineare Gleichung beschreiben lassen® (vgl. Tanaka et al. (1982), S.
904):

Ui=aTn ... @ apry, t=1,...,n (58)

Dabei ist n der Stichprobenumfang, y; = (v;, sy, Sy;) mit ¢ = 1,..., n ist der unscharfe
beobachtete Output und z;; mit7 = 1,...,nund j = 1,...,k ist der ¢-te beobachtete
scharfe Wert der j-ten erkldrenden Variable. Bei a; mit j = 1,..., k handelt es sich um
die unscharfen Koeffizienten, die ebenso wie die beobachteten Output Daten als symme-
trische dreieckformige unscharfe Zahlen unterstellt werden.

Fiir die unbekannten Koeffizienten a; = (a;, Sa;, 54,), j = 1,. .., k, gilt es Schitzer ﬁj =
(ay,%3,,5a,) zu ermitteln. Die Idee des unscharfen Regressionsverfahrens von TANAKA
ET AL. ist es, diese Schitzer so zu bestimmen, dass die gesamte Unschirfe des linearen
Regressionsmodells, definiert als die Summe der Spannweiten der Koeffizienten, mini-
miert wird. Dabei soll fiir alle ¢« = 1,...,n der a-Schnitt des beobachteten unscharfen
Outputs 7; in dem «-Schnitt des jeweiligen geschitzten Outputs é/AVZ enthalten sein, d.h. es

soll
o< () (59)

fir: = 1,...,n gelten. Der geschitzte Output ist dabei entsprechend (58) durch

-~

Y = a1Ti1 D ... D agTi

3In spiteren Publikationen wird diese Gleichung noch um einen unscharfen Intercept @ erginzt.
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gegeben und als Linearkombination symmetrischer dreieckformiger unscharfer Zahlen
51, e ,Ek ebenfalls eine symmetrische dreieckformige unscharfe Zahl. Fiir den Modus
und die Spannweite von i erhilt man mit Hilfe unscharfer Arithmetik (vgl. De Andrés

Sanchez & Terceno Gomez (2003), S. 670):

~

?Ji = (Eilxﬂ + ... —i—akmik,é\al]xﬂ\ + ...+ gak‘xik|,§51’$i1‘ + ... +§ak‘xzk‘)

Da y; ebenso wie y; eine symmetrische dreieckformige unscharfe Zahl ist, handelt es sich

bei dem a-Schnitt (i) genau wie bei (y;), um ein kompaktes Intervall. Fiir die linke
(i) bzw. die rechte (51'), Grenze des a-Schnitts des geschitzten Outputs i erhilt

man:
<271> = 51561‘1 + ... +akl'lk — (1 — CY) (fs\al\xﬂ] + ..+ §ak]g;lk’)
<gz>7 = 51%‘1 + ... +ak:xzk + (1 — OZ) (/S\allflj'i1| + ...+ /S\ak|aj7,k|)

Die linke (¥;),, und die rechte (y;), Grenze des «-Schnitts des beobachteten Outputs y;

sind gegeben durch:

(f’ji)g =Y~ (1 - a)syi

Wi)e = yi + (1 — a)sy,

Damit lésst sich das lineare Programmierungsproblem (LP-Problem), durch dessen Lo-
sung Schitzer fiir die unscharfen Koeffizienten bestimmt werden konnen, wie folgt for-

mulieren
k

min z = E Sa,

a1,--,0k;58aq 5++55a -
1 k =1

unter Bedingung von (vgl. Tanaka et al. (1982), S. 905):

k
alxi1+...+akxik—(1—a)Zsa‘j|xij|Syi—(l—a)syi, i=1,...,n (60)

j=1

k
alxﬂ—|—...+ak:p,~k+(1—a)Zsa‘j|xij|Zyi+(1—oz)syi, i=1,...,n (61)

j=1

Sa, > 0, j=1,...k (62)

Durch die Zielfunktion des LP-Problems wird die Unschirfe des linearen Regressions-
modells minimiert. Die Ungleichungen in (60) und (61) gewihrleisten, dass die Inklu-

sionsrelation (59) erfiillt ist, wiahrend die Nebenbedingungen in (62) sicherstellen, dass
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die Spannweiten der Koeffizienten nicht negativ sind. Es ist zu beachten, dass das un-
scharfe Regressionsmodell durch die Nebenbedingungen (60) und (61) relativ empfind-
lich gegeniiber Ausreiflern ist, so dass eventuell vorhandene Ausreifler im Datensatz dazu
fiihren konnen, dass sich die Spannweiten der geschitzten Output Daten stark erhohen.
Dies ist auch in Abbildung 16 zu erkennen, in der die Beziehung zwischen dem beob-
achteten unscharfen Output y; und dem prognostizierten unscharfen Output ?Z grafisch

veranschaulicht ist.

14

Syi (1—a)sy,

k k
> 8l (1=a)> " 5a, o]

=1 j=1

ABBILDUNG 16: Beziehung zwischen dem beobachteten unscharfen Output y; und dem prognos-

tizierten unscharfen Output y;

Fiir @ € [0, 1] in den Nebenbedingungen (60) und (61) ist vor dem Losen des LP-Problems
ein geeigneter Wert vom Anwender vorzugeben. Da durch diesen die Spannweiten der
geschitzten unscharfen Regressionskoeffizienten beeinflusst werden — diese steigen mit
steigendem o — sollte die Wahl von « sorgfiltig erfolgen. TANAKA & WATADA emp-
fehlen, dass o in Abhéngigkeit davon festgelegt werden sollte, fiir wie aussagekriftig die
verwendeten Daten erachtet werden. In der Regel sollten kleinere Werte von o gewihlt
werden, wenn viele Beobachtungen zur Verfiigung stehen (vgl. Tanaka & Watada (1988),
S. 282). Fiir eine ausfiihrliche Diskussion iiber die Wahl des Wertes von « sei auf MOS-

KOWITZ & KIM (1993) verwiesen.
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In vielen Anwendungen, auch im Bereich der Schadenreservierung, wird nicht das gerade
vorgestellte unscharfe lineare Regressionsverfahren verwendet, sondern ein leicht modi-
fiziertes Verfahren, das 1987 von TANAKA vorgeschlagen wurde. Gegeniiber TANAKA
ET AL. (1982) ist bei diesem Verfahren nur die Zielfunktion verdndert. Statt der Summe
der Spannweiten der Koeffizienten wird die Summe der Spannweiten der Output Da-
ten minimiert. Die Zielfunktion des LP-Problems zur Bestimmung von Schitzern fiir die
symmetrischen dreieckférmigen unscharfen Koeffizienten lautet bei dem Verfahren von

TANAKA (1987) demnach wie folgt (vgl. Tanaka (1987), S. 367):

n k
min z= g E Sa; |Tij]
a1y--,0k,5ay 5--+Say,

' i=1 j=1
Die Nebenbedingungen sind wie bet TANAKA ET AL. (1982) durch (60) - (62) gegeben.

Ein oftmals angefiihrter Kritikpunkt an den unscharfen Regressionsverfahren von TANA-
KA ET AL. (1982) und TANAKA (1987) ist, dass die Regressionskoeffizienten als sym-
metrisch vorausgesetzt werden. Dadurch ist es nicht moglich, eine eventuell vorhande-
ne starke Abweichung in nur eine Richtung zu erfassen, sondern es miissen stets beide
Spannweiten entsprechend grof3 gewihlt werden. Dies kann dazu fiihren, dass die gesam-
te Spannweite deutlich grofer ist als es bei einer individuellen Anpassung der linken und
der rechten Spannweite der Fall wire. Im folgenden Abschnitt wird mit dem Verfahren
von ISHIBUCHI & NII (2001) ein unscharfes Regressionsverfahren vorgestellt, bei dem

die Koeffizienten asymmetrisch sein konnen, und das somit diesen Nachteil vermeidet.

3.6.2 Das Verfahren von ISHIBUCHI & NII (2001)

Ein weiteres populires unscharfes Regressionsverfahren, das Anwendung im Bereich der
Schadenreservierung gefunden hat, wurde 2001 von ISHIBUCHI & NII vorgeschlagen.
Bei diesem Verfahren wird die Methode von TANAKA (1987) mit dem KQ-Prinzip kom-
biniert, es handelt sich somit um eine Erweiterung des unscharfen Regressionsverfahrens
von TANAKA (1987).6

Bei dem von ISHIBUCHI & NII entwickelten Verfahren wird angenommen, dass sowohl
die vorliegenden Beobachtungen der abhingigen Variable, y; mit ¢ = 1, ..., n, als auch

die vorliegenden Beobachtungen der unabhéngigen Variablen, x;; mit¢ = 1,...,n und

®Eine Ubersicht speziell iiber die zahlreichen unscharfen Regressionsverfahren, bei denen es sich um Wei-
terentwicklungen der Verfahren von TANAKA ET AL. (1982) bzw. TANAKA (1987) handelt, ist in HOJATI
ET AL. (2005) zu finden.
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j = 1,...,k, scharfe Zahlen sind. Mit dem Verfahren wird demnach der unscharfe
Zusammenhang zwischen einer scharfen abhingigen und einer oder mehreren scharfen
unabhingigen Variablen untersucht. Die Unschérfe in der Beziehung zwischen den Va-
riablen wird durch unscharfe Koeffizienten ay, .. ., ax, die als dreieckformige unscharfe
Zahlen unterstellt werden, erfasst. Im Gegensatz zu den Verfahren von TANAKA ET AL.
(1982) und TANAKA (1987) konnen diese Koeffizienten asymmetrisch sein, d.h. die linke
und die rechte Spannweite konnen voneinander abweichende Werte annehmen und indi-
viduell angepasst werden.

Werden die Schitzer fiir die unscharfen asymmetrischen Regressionskoeffizienten a; =
(aj,la;,7a,;) mit Ej = (aj,l}j,?aj), j = 0,...,k, bezeichnet, ldsst sich der geschitzte

Output in der Form

~

U, = (Ui lg,,T5,) = G0 @ 12 D ... D T

= (607 laoa?’do) ¥ (ala l?ip??h)mil ®...P (ak’ lak’?ak)xik

mit ¢ = 1,...,n darstellen. Als Linearkombination dreieckféormiger unscharfer Zahlen
ist auch Zz eine dreieckformige unscharfe Zahl. Fiir den Modalwert und die linke sowie

rechte Spannweite von i erhélt man (vgl. Ishibuchi & Nii (2001), S. 278):
k
@\i = EL\() + Zajl’ij
j=1

k k
lg, =1la, + E : lajxij + § : Taj’xijl
j=1 j=1

24520 245<0
k k
Ty, = Ta, + E Ta,;Tij + E laj|35ij|
=1 j=1
z,LJZO zij<0

Im Gegensatz zu den Verfahren von TANAKA ET AL. (1982) und TANAKA (1987), bei
denen sowohl die Schitzer fiir die Modalwerte der Regressionskoeffizienten als auch die
Schitzer fiir die Spannweiten durch Losen eines LP-Problems bestimmt wurden, werden
hier nur die Spannweiten auf diese Weise geschitzt. Die Modalwerte werden mit der KQ-
Methode geschitzt. Die Schitzung der Modalwerte der Regressionskoeffizienten mittels
KQ-Methode stellt den ersten Schritt der Schitzung der unscharfen Parameter dar. An-

schlieBend werden in einem zweiten Schritt Schitzer fiir die linken sowie rechten Spann-
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weiten der Regressionskoeffizienten durch Losen des folgenden LP-Problems bestimmt

n k n k
min z = nly, + nrg, + Z Z la; 75| + Z Z Ta; |41 (63)
k

i=1 j=1 i=1 j=1

unter Bedingung von (vgl. Ishibuchi & Nii (2001), S. 279):

k k k
Qo+ DGy — (1= a) (zm D ot raj|a:ij|) Sy =10 (64)
j=1 j=1 j=1

23520 x5 <0
k k k
o+ Y _dri;+ (1 - a) (rao + > Tt Y lajyg;ijy> >y, i=1,...,n (65)
=1
lojs7ay 20, j=0,....k (66)
Bei ay, . .., a; handelt es sich dabei um die Ergebnisse des ersten Schritts. Die mittels

KQ-Methode bestimmten Schitzer fiir die Modalwerte werden also in dem LP-Problem
eingesetzt. Durch die Zielfunktion wird, wie bei dem Verfahren von TANAKA (1987), die
gesamte Unschirfe, definiert als die Summe der Spannweiten aller geschitzten Output
Daten, minimiert. Die Nebenbedingungen in (64) und (65) stellen analog zu den Nebenbe-
dingungen in (60) und (61) sicher, dass alle beobachteten Output Werte in dem a-Schnitt

des jeweiligen geschitzten Outputs enthalten sind, dass also

e 6),

fiir das vor dem Losen des LP-Problems gewihlte o € [0, 1] fur alle ¢ = 1,...,n gilt,
wihrend es sich bei den Nebenbedingungen in (66) um Nichtnegativititsbedingungen fiir
die linken und die rechten Spannweiten der Regressionskoeffizienten handelt.

Der Wert von « beeinflusst, wie bereits in Abschnitt 3.6.1 erldutert, die Spannweiten der
geschitzten Regressionskoeffizienten. Je kleiner der Wert von o gewihlt wird, desto klei-
ner sind die Spannweiten, weshalb oftmals gefordert wurde, dass unscharfe Regressions-
verfahren die naheliegende Eigenschaft erfiillen sollten, dass die Ergebnisse der unschar-
fen Regression mit den Ergebnissen der klassischen Regression iibereinstimmen, wenn
a den Wert 0 erreicht und alle vorliegenden Beobachtungen scharf sind. Dies ist bei den
bisher vorgestellten unscharfen Regressionsverfahren jedoch nicht der Fall. Die Ursache
hierfiir liegt darin, dass bei diesen Verfahren die Unschirfe der Daten als Ersatz fiir den

in der klassischen Regressionsanalyse unterstellten Zufall in den Daten betrachtet wird
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statt als Erginzung. Es wird somit nur Unsicherheit in Form von Unschérfe beriicksich-
tigt. Dies hat CHANG dazu motiviert, mit dem hybriden unscharfen Kleinste-Quadrate-
Regressionsverfahren ein Verfahren vorzuschlagen, bei dem beide Arten von Unsicherheit
einbezogen werden konnen und welches zu den gleichen Ergebnissen wie die klassische
KQ-Regression fiihrt, wenn es sich bei allen vorliegenden Daten um scharfe Zahlen han-

delt.

3.6.3 Das Verfahren von CHANG (2001)

CHANG hat in dem 2001 veroffentlichten Artikel ,, Hybrid fuzzy least-squares regression
analysis and its reliability measures “ ein bivariates lineares hybrides unscharfes Kleinste-
Quadrate-Regressionsverfahren vorgestellt, das es erlaubt sowohl Unsicherheit in Form
von Zufall als auch Unsicherheit in Form von Unschirfe zu beriicksichtigen und das mit
den Arbeiten von APAYDIN & BASER (2010), BASER & APAYDIN (2010) und YAN,
Liu, Q., Liu, J., Liu, W., L1 & QI (2019) Anwendung im Bereich der Schadenreser-
vierung gefunden hat. Bei dem Verfahren wird angenommen, dass es sich bei den vorlie-
genden Beobachtungen der unabhingigen Variable x; mit < = 1,...,n um scharfe Zah-
len handelt. Die Beobachtungen der abhéngigen Variable konnen dagegen unscharf sein.
Sie werden als asymmetrische dreieckférmige unscharfe Zahlen y; = (y;,1,,,,,) mit
t = 1,...,n unterstellt. Somit wird mit diesem Verfahren der Zusammenhang zwischen
einer unscharfen abhiingigen und einer scharfen unabhingigen Variable untersucht’. Die
Unschirfe in der Beziehung zwischen den beiden Variablen wird durch unscharfe Re-
gressionskoeffizienten in Form von asymmetrischen dreieckférmigen unscharfen Zahlen
Go und @, erfasst. Werden mit ao = (Go, lay , 7, ) und Q) = (@1, la,, 72, ) die Schiitzer fiir
die unscharfen Regressionskoeffizienten bezeichnet, ldsst sich der geschitzte Output fiir

t =1,...,n wie folgt darstellen (vgl. Chang (2001), S. 228):

~ ~

gi = 50 @ Eilxi - (a()a la(n 7/:71\0) @ (ah lala?/a\l)xi
= (a() —+ alxi, lao + lalxi, ??1\0 -+ ’/f’\alxi)
Die Schitzung der Regressionskoeffizienten erfolgt bei dem Ansatz von CHANG durch

Minimierung der Summe der quadrierten Abweichungen zwischen dem geschitzten Out-

7CHANG hat in dem Artikel ,, Hybrid fuzzy least-squares regression analysis and its reliability measures
zusitzlich auch ein multiples lineares hybrides unscharfes Kleinste-Quadrate-Regressionsverfahren vor-
geschlagen. Da jedoch nur das bivariate Verfahren Anwendung im Bereich der Schadenreservierung ge-
funden hat, konzentriert sich die Darstellung auf dieses Verfahren.
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put @ und dem beobachteten Output y;, wobei die Abweichung mit Hilfe gewichteter
unscharfer Arithmetik (siehe Definition 3.21) berechnet wird. Die zu minimierende Sum-
me lautet demnach wie folgt (vgl. Chang (2001), S. 228):
1/~ ~y \2 1(,~ ~\ \?2
e 2 (). @),) ada+ ) (), - (7)) ada
S (o) = e (67)
2 [, ada

i=1 i=1

Die Verwendung gewichteter unscharfer Arithmetik hat CHANG damit begriindet, dass
die Verwendung gewohnlicher unscharfer Arithmetik dazu fithren kann, dass die Spann-
weiten sehr grofl werden, wenn viele arithmetische Operationen durchzufiihren sind (vgl.
Chang (2001), S. 226). Um dies zu vermeiden, hat CHANG die gewichtete unscharfe
Arithmetik eingefiihrt und im Rahmen der Parameterschitzung eingesetzt. Bei (i) . und
(@)7 bzw. (¥i), und (¥;)5 in (67) handelt es sich um die linke und die rechte G;enze
des oza—Schnitts, a € [0, 1], des geschitzten i bzw. des beobachteten Outputs y;. Fiir den

1
Nenner in (67) gilt 2 fol ada =2 - a?| =21 = 1. Des Weiteren erhilt man

/O (6, - ) ada
_ /01 ((a0+ arz:) — (1 = @) (lag + lays) — (g — (1 = @)ly,) ) ada
— /01 ((a0 + a1z — yi) — (1 — @) (lag + lay s — lyi))Qozdoz

1
:/ ((ao + a1 — yi)2 a—20(1 —a) (ag+ a1z — y;) (lag + lay i — 1y,)
0

+ (lag + layxi — lyi)Zoz(l — a)2> da

1 1
= 5 (aO + a1 — yi)2 - g (a() +a1x; — yz) (lao + layri - lyz) + _2<lao + lalxi - lyi)Q

und entsprechend (vgl. Chang (2001), S. 228ff.):

[ (6= @) ada
:/01 ((CLO + a12;) + (1 — ) (rag + 7oy i) — (i + (1 — Oé)ryi) )QO‘dO‘
:/01((a0 +air; —yi) + (1= a)(ra, + 1,70 — 1y,)) ada

1
:/ ((ao + a1z; — ?Jz’)Q a+2a(l —a)(ap + a1z — yi) (Tag + Tay T — 1y;)
0

+ (Tag + Ta, T — ryi)2oc(1 — a)2>da
1 1

1
=3 (ap + ayx; — yi)2 + 3 (ao + a1x; — Yi) (Tag + Tay @i — 1y,) + E(rao + 7o, T — ryi)Q
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Damit ergibt sich fiir die Summe der quadrierten Abweichungen in (67), im Folgenden

als Funktion F' bezeichnet:

3

1
F(CLO, ay, laoa la17Ta07 Ta1) = Z ((CLO + a1; — %)2 + §<a0 + a1T; — yz)

=1

((Tao + T, Ti — Tyi) — (lag + lay 75 — l?/i))
1

+ E((lao + lalxi - lyi)2 + (Tao T Ta, Ti — Ty¢)2)>

Wird diese Funktion partiell nach den sechs Unbekannten ag, a1, (4, la,, Tay, 7o, abgelei-
tet und werden die partiellen Ableitungen von F' gleich Null gesetzt, resultiert ein linea-
res Gleichungssystem mit 6 Gleichungen und 6 Unbekannten. CHANG hat gezeigt, dass
die Schitzer, welche die Funktion F' minimieren, statt durch Losen dieses linearen Glei-
chungssystems auch durch Losen der folgenden drei simultanen linearen Gleichungssys-
teme mit jeweils 2 Gleichungen und 2 Unbekannten bestimmt werden konnen (vgl. Chang

(2001), S. 230ft.). Durch Losen von
nag +(112Ii = Zyz
i=1 i=1
aw) wita ) ol =) ay
i=1 i=1 i=1

konnen Schétzer fiir ag und a; bestimmt werden, mit

oy + 1o, Y 1= 1,
i=1 =1
lag i i + lgy i o i Tily,
=1 =1 =1

erhilt man Schitzer fiir /,, und /,, und mit

n n
Nray + Tay E T, = E Ty,
i=1 i=1
n n n
Z Z 2 Z
Tag T+ Tay T; = LTy,
i=1 i=1 i=1

konnen Schitzer fiir r,, und r,, ermittelt werden. Wenn es sich bei den Regressionskoef-
fizienten um symmetrische dreieckférmige unscharfe Zahlen handelt, vereinfacht sich die
Berechnung und es sind lediglich zwei simultane lineare Gleichungssysteme mit jeweils
2 Gleichungen und 2 Unbekannten zur Bestimmung von Schitzern fiir die Modalwerte

sowie die identischen linken und rechten Spannweiten zu 16sen.
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3.6.4 Das Verfahren von D’URSO & GASTALDI (2001)

Ein weiteres unscharfes Regressionsverfahren, das Anwendung im Bereich der Schaden-
reservierung gefunden hat, ist das im Folgenden vorgestellte Verfahren von D’URSO &
GASTALDI, das 2001 veroffentlicht wurde.

Bei diesem Verfahren wird angenommen, dass die vorliegenden Beobachtungen der er-
kldrenden Variablen x; ; mit ¢ = 1,...,nund j = 1,...,k scharfe Zahlen sind. Die
Beobachtungen der abhéngigen Variable werden dagegen als asymmetrische dreieckfor-
mige unscharfe Zahlen y; = (y;,1,,,7,,) miti = 1,..., n unterstellt. Mit dem Verfahren
wird also der Zusammenhang zwischen einer unscharfen abhingigen Variable und ei-
ner oder mehreren scharfen unabhingigen Variablen untersucht. Das unscharfe lineare
Regressionsmodell, das D’URSO & GASTALDI vorgeschlagen haben, lautet in Matrix-

schreibweise wie folgt (vgl. D’Urso & Gastaldi (2001), S. 259):
y=(lyry) = (XB+€XB0+ 1N+ §XB+ 1u+n) (68)

Dabei ist y ein n x 1 Vektor mit den beobachteten Modalwerten der abhingigen Varia-
ble, 1, ein n x 1 Vektor mit ihren beobachteten linken Spannweiten, ry, ein n x 1 Vektor
mit ihren beobachteten rechten Spannweiten, 1 ein n x 1 Vektor mit Einsen und X eine
n X (k + 1) Matrix, welche den Vektor 1 und die Beobachtungen der % scharfen Inputva-
riablen enthélt. Bei €, £ und 1 handelt es sich um n x 1 Vektoren mit Stortermen, 3 ist ein
(k4 1) x 1 Vektor mit den Regressionsparametern fiir das Regressionsmodell fiir y und
0, A, 0 und p sind die Regressionsparameter der Regressionsmodelle fiir die Spannweiten
1, und ry. Das Modell in (68) setzt sich also aus drei unterschiedlichen Modellen zusam-
men. Wihrend sich das erste Modell auf die Modalwerte bezieht, beruhen die anderen
beiden Modelle auf dem ersten Modell und beziehen sich auf die linken und die rechten
Spannweiten (vgl. D’Urso & Gastaldi (2001), S. 2571f.).

Die Ermittlung von Schitzern fiir die unbekannten Regressionsparameter erfolgt bei dem
Verfahren von D’URSO & GASTALDI durch Minimierung der Summe der quadrierten
Abweichungen zwischen den beobachteten und den geschitzten Werten der Modalwerte
und der linken sowie rechten Spannweiten des Outputs. D’URSO & GASTALDI haben

gezeigt, dass mit geeigneten Startwerten fiir die Parameter 3,6, A, d und x in (68) so die
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folgenden iterativ zu berechnenden KQ-Schitzer resultieren (vgl. D’Urso & Gastaldi

(2001), S. 260):

A= m (X)X (y+ (1y = 13) 0+ (ry — 17)9) )
7= (A"x"xB)  (B'x", - B'X"13)

S % (171, — 3'x"19)

5= (BTXTXB) - (BTXTry — ﬁTXTlﬁ)

= % (1Try - BTXTﬁ)

In einem 2019 erschienenen Artikel von APOLLINAIRE ET AL. (siche Abschnitt 4.1.12)
ist dieses unscharfe Regressionsverfahren im Rahmen der Bestimmung von Schadenre-

serven genutzt worden.
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4 Anwendungen unscharfer Methoden in der Schaden-

reservierung

4.1 Literaturiiberblick

Eine der zentralen Aufgaben eines Nichtlebensversicherungsunternehmens ist es, Riick-
stellungen fiir die Schadenverpflichtungen aus bereits eingetretenen, aber noch nicht voll-
standig abgewickelten Schiden zu bestimmen. Diese Riickstellungen stellen in der Regel
den groBten versicherungstechnischen Passivposten in der Bilanz dar, weshalb es von er-
heblicher Bedeutung ist, dass sie in angemessener Hohe ausgewiesen und weder tiber-
noch unterschitzt werden. Aus diesem Grund sind im Laufe der Zeit zahlreiche verschie-
dene, sowohl rein heuristische als auch stochastische, Verfahren vorgeschlagen worden,
mit denen die zukiinftigen Schadenzahlungen prognostiziert und somit méglichst addqua-
te Schadenreserven bestimmt werden konnen.

In der Bilanz wird in der Regel jedoch nicht unmittelbar das mit Hilfe solch eines statis-
tischen Verfahrens berechnete Ergebnis ausgewiesen, sondern ebenso wie in zahlreichen
weiteren Bereichen der Versicherungswissenschaft sind auch in der Schadenreservierung
subjektive Beurteilungen und Intuition von erheblicher Bedeutung und werden oftmals
bei der Festsetzung von Schadenreserven beriicksichtigt. So werden in der Praxis die er-
haltenen Ergebnisse iiblicherweise noch individuell bewertet und eventuell basierend auf
der subjektiven Einschitzung der zukiinftigen Entwicklung und aufgrund von personli-
chen Erfahrungen, Erwartungen und Annahmen angepasst, weshalb im Laufe der Zeit ar-
gumentiert wurde, dass Aktuare neben den iiblichen Schadenreservierungsverfahren auch
Methoden aus dem Bereich der Theorie unscharfer Mengen verwenden sollten. Diese un-
scharfen Methoden ermoglichen es, unscharfe Informationen einzubeziehen, und stellen
daher insbesondere immer dann eine sinnvolle Ergiinzung dar, wenn subjektive Beurtei-
lungen eine wichtige Rolle spielen.

Die erste Anwendung unscharfer Methoden in der Versicherungswissenschaft ist in dem
1982 veroffentlichten Artikel ,, Underwriting and uncertainty* zu finden (vgl. De Wit
(1982)). In dieser Arbeit hat DE WIT gezeigt, wie die Theorie unscharfer Mengen im
Underwriting eingesetzt werden kann. Seitdem sind zahlreiche Artikel erschienen, die
Anwendungen unscharfer Methoden in der Versicherungswissenschaft zum Thema ha-

ben, und die Theorie unscharfer Mengen ist in den verschiedensten Bereichen, wie etwa
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im Pricing, in der Risikoklassifizierung und in der Asset Allocation, genutzt worden. Eine
Ubersicht iiber verschiedene Anwendungen unscharfer Methoden in der Versicherungs-
wissenschaft ist unter anderem in Shapiro (2004a), Yakoubov & Haberman (1998) oder
Ostaszewski (1993) zu finden. In dem Artikel ,, Applications of fuzzy regression in actua-
rial analysis“ von DE ANDRES SANCHEZ & TERCENO GOMEZ, der 2003 erschienen
ist, hat mit einer unscharfen Regression erstmalig eine unscharfe Methode Anwendung
bei der Bestimmung von Schadenreserven gefunden. In den folgenden Abschnitten wer-
den die Inhalte dieses Artikels sowie die weiteren bisher erschienenen Verodffentlichungen

im Bereich der Schadenreservierung vorgestellt und zusammengefasst.

4.1.1 Der Ansatz von DE ANDRES SANCHEZ & TERCENO GOMEZ (2003)

DE ANDRES SANCHEZ & TERCENO GOMEZ haben 2003 ein Verfahren veroffentlicht,
das ein bekanntes Schadenreservierungsverfahren, das LCL-Verfahren von BENJAMIN
& EAGLES (sieche Abschnitt 2.3.3), mit einem unscharfen Regressionsverfahren kombi-
niert und damit die erste Anwendung unscharfer Methoden in der Schadenreservierung
darstellt. Statt der iiblicherweise im LCL-Verfahren verwendeten KQ-Methode wird bei
diesem Verfahren das unscharfe Regressionsverfahren von TANAKA (1987)% (siehe Ab-
schnitt 3.6.1) genutzt. Als Argument fiir die Ersetzung der KQ-Methode durch ein un-
scharfes Verfahren fithren DE ANDRES SANCHEZ & TERCENO GOMEZ an, dass in ei-
nigen Branchen oftmals nicht ausreichend grof8e Datensitze verwendet werden, um die
KQ-Methode geeignet anwenden zu konnen. Insbesondere in diesen Fillen stellt die Ver-
wendung einer unscharfen Regression bei der Bestimmung der Schadenreserve eine ge-
eignete Alternative dar.

Bei dem Verfahren von DE ANDRES SANCHEZ & TERCENO GOMEZ wird angenommen,
dass sich die Entwicklung der kumulierten Schadenzahlungen des Anfalljahres ¢ von Ab-
wicklungsjahr 5 zu Abwicklungsjahr j+1 mitj = 0, ..., .JJ—1 durch die folgende lineare
Gleichung beschreiben lédsst (vgl. De Andrés Sanchez & Tercefio Gomez (2003), S. 691):

Crir = b, ®5,C,, (69)

8DE ANDRES SANCHEZ & TERCENO GOMEZ verweisen in ihrer Arbeit auf ein unscharfes Regressions-
verfahren von TANAKA & ISHIBUCHI (1992), dieses stimmt jedoch mit dem vorgestellten Verfahren von
TANAKA (1987) iiberein.
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Es wird somit nicht wie im gewo6hnlichen LCL-Verfahren ein durch zufillige Fehler ad-
ditiv iiberlagerter Zusammenhang (siehe (16)), sondern ein unscharfer Zusammenhang
vorausgesetzt. Die Schadensténde 61‘,]’—',—1 werden ebenso wie die Koeffizienten Zj und
¢; als symmetrische dreieckformige unscharfe Zahlen 6i,j+1 = (Cij+1, 8C; i1 5Ci )

Ej = (bj, sp;, 5p;) bzw. ¢; = (cj, 8¢, 5¢,) unterstellt, so dass sich fiir (69)

Ci,j+1 = (Ci,jJrl; SCi,jJrla Soi,jﬂ) = (bja Sij Sbj) S (Cj7 SC]., 80j>0i,j
= (bj + ¢;Ci 5, 5p; + 5¢,Cij, 8, + 8¢,Ci )

ergibt. Um die nicht beobachtbaren Endschadenstinde prognostizieren und die Schaden-
reserven bestimmen zu konnen, gilt es, Schitzer b; = (b;,5; ,5;,) und ¢; = (¢, 5z, 5¢,)
fiir die unbekannten unscharfen Zahlen gj = (bj, s5,,8,) und ¢; = (cj,5c;,5c;) Zu er-
mitteln. Gemil des unscharfen Regressionsverfahrens von TANAKA (1987) ist dafiir das

folgende LP-Problem, durch das die Summe der Spannweiten der geschitzten Output

Daten des entsprechenden Abwicklungsjahres minimiert wird, fiir j = 0,...,J — 1 zu
l6sen
I—j—1
min z = (sb. —1—500”-)
bj,Cj,Sb,Sc; ° ! T
3 i=0

unter Bedingung von:

bj + CjCi,j - (1 - CY)(Sbj + stCi,j) S Ci’jJrl’ 1= 0, Ce ,I —j —1 (70)
b]' + chm- + (1 — Oé)(Sbj + SCjCi,j) 2 Ci,jJrl; 1= 0, Ce ,[ —j —1 (71)
Sty Se; > 0 (72)

Wie bereits in Abschnitt 3.6.1 erldutert, stellen die Nebenbedingungen in (70) und (71)
sicher, dass alle beobachteten Output Werte C; ;1 in dem a-Schnitt, a € [0, 1], des je-
weiligen geschitzten Outputs a’jﬂ enthalten sind, wihrend die Nebenbedingung (72)
gewihrleistet, dass die Spannweiten der geschitzten Koeffizienten nicht negativ sind. Es
ist zu beachten, dass die obige Formulierung des LP-Problems auf der Annahme basiert,

dass alle Schadenstinde C; ; positiv sind.

Mit den durch Losen des LP-Problems bestimmten Schitzern Ej = (Zj,é\gj,é\gj) und
/C’::j = (¢j, 5¢;, 5¢;) fiir Zj und ¢; konnen die Endschadenstinde der Anfalljahre i = 1,...,/

prognostiziert werden. Analog zu (17) im gewohnlichen LCL-Verfahren ergibt sich:

-~ ~

Cig= EJ—I Dcjm1® < . -EI—i+2 D Croito
(73)

lglfiJrl DCrit1 ® 514 S EIfiCi,Ifz)))
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Bei dem resultierenden Priadiktor a s handelt es sich allerdings um keine dreieckformige

unscharfe Zahl mehr. DE ANDRES SANCHEZ & TERCENO GOMEZ schlagen daher vor,

~

C;,; fiir die Berechnung der Schadenreserve durch eine symmetrische dreieckformige un-

~

scharfe Zahl 52 = (6' 75 8¢ E Sg J) ~ (C; ; zu approximieren (vgl. De Andrés Sdnchez

(2
/

& Tercefio Gomez (2003), S. 691). Wird von 6’1 7 der letzte beobachtbare Schadenstand
abgezogen, resultiert fiir die Schadenreserve des Anfalljahres 2 = 1, ..., I ebenfalls eine

dreieckformige unscharfe Zahl:

/\l

Q = ~ ~ = =/ ~ ~
Ri= (Bi,33,53) = Ciy © Curmi = (Cly30r 15, ) © G
=/ ~ ~
= (CZ-,J —Cir-is 8¢ Sa;J)

Die Gesamtreserve erhilt man, wie im scharfen Fall, indem die Schadenreserven der ein-
zelnen Anfalljahre aufaddiert werden. Sie ist somit durch die symmetrische dreieckfor-

mige unscharfe Zahl

gegeben.

10 Jahre nach der Veroffentlichung des gerade vorgestellten Artikels von DE ANDRES
SANCHEZ & TERCENO GOMEZ sind zwei Artikel von KERKEZ erschienen, die sehr nah
an dem Ansatz von DE ANDRES SANCHEZ & TERCENO GOMEZ orientiert sind (vgl.
Kerkez (2013a, 2013b)). So wird in diesen beiden Artikeln auch der in (69) angegebene
Zusammenhang zwischen den kumulierten Schadenzahlungen aufeinander folgender Ab-
wicklungsjahre unterstellt und es wird ebenfalls angenommen, dass es sich bei den Koeffi-
zienten gj und ¢; um symmetrische dreieckformige unscharfe Zahlen handelt. Zur Schiit-
zung dieser unbekannten unscharfen Koeffizienten zieht KERKEZ (2013a, 2013b) statt
dem im Ansatz von DE ANDRES SANCHEZ & TERCENO GOMEZ verwendeten Verfah-
ren von TANAKA (1987) das unscharfe Regressionsverfahren von TANAKA ET AL. (1982)
heran. Dieses Verfahren unterscheidet sich von dem Verfahren von TANAKA (1987) nur
in der Zielfunktion, wobei die bei TANAKA (1987) verwendete Zielfunktion wesentlich
verbreiteter ist (siehe Abschnitt 3.6.1). Mit den resultierenden Schétzern werden dann ge-
nau wie mit (73) die Endschadenstinde der einzelnen Anfalljahre prognostiziert und diese
Pridiktoren werden analog im Anschluss durch symmetrische dreieckférmige unscharfe

Zahlen approximiert, mit denen die Schadenreserven der Anfalljahre 1 = 1,..., [ sowie
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die Gesamtreserve bestimmt werden. Da die Artikel von KERKEZ dabei keine neue Her-
angehensweise und keine neuen Erkenntnisse liefern, werden die einzelnen Schritte hier
nicht ausfiihrlicher besprochen. Neu im Vergleich zu dem Ansatz von DE ANDRES SAN-
CHEZ & TERCENO GOMEZ ist nur, dass das vorgestellte Verfahren zusétzlich im Rahmen
eines Beispiels mit dem CL-Verfahren (sieche Abschnitt 2.3.1) verglichen wird und KER-
KEZ (2013a, 2013b) kurz erwihnt, dass es einen Zusammenhang zwischen den Abwick-
lungsfaktoren im CL-Verfahren und den Koeffizienten eines linearen Regressionsmodells
gibt. Da dies jedoch nicht néher erldutert wird und THOMAS diesen Zusammenhang we-
sentlich ausfiihrlicher thematisiert, wird dies im Rahmen der Vorstellung des Ansatzes

von THOMAS erlautert (siche Abschnitt 4.1.11).

4.1.2 Der Ansatz von DE ANDRES SANCHEZ (2006)

Im Jahr 2006 hat DE ANDRES SANCHEZ einen weiteren Ansatz, bei dem ein unschar-
fes Regressionsverfahren auf ein Schadenreservierungsverfahren angewendet wird, ver-
offentlicht. Bei dem verwendeten unscharfen Regressionsverfahren handelt es sich da-
bei um das Verfahren von ISHIBUCHI & NII (siehe Abschnitt 3.6.2) und als Schaden-
reservierungsverfahren wird der Gléttungsansatz von SHERMAN (sieche Abschnitt 2.3.4)
herangezogen. Die Nutzung eines unscharfen Regressionsverfahrens statt der bei SHER-
MAN verwendeten KQ-Methode begriindet DE ANDRES SANCHEZ wieder damit, dass
die KQ-Methode nur dann verlissliche Schitzer liefert, wenn der verwendete Datensatz
ausreichend grof ist, was in der Schadenreservierung, abhéingig von der Branche, oftmals
nicht der Fall ist. Des Weiteren argumentiert er, dass die der klassischen KQ-Regression
zugrunde liegenden Annahmen in der Praxis hiufig verletzt sind und es mit einem klei-
nen Datensatz zudem schwierig ist zu iiberpriifen, ob die Annahmen erfiillt sind (vgl. De
Andrés Sanchez (2006), S. 3097).
Bei dem Ansatz von DE ANDRES SANCHEZ (2006) gilt es als erstes, wie im urspriing-
lichen Verfahren von SHERMAN, die individuellen Abwicklungsfaktoren F; ; fiir die An-
falljahre = 0, ..., — 7 — 1 und Abwicklungsjahre j = 0,...,J — 1 zu berechnen:
Cijt1

F,; = T]

Anschlieend wird jedoch, abweichend von SHERMAN, nicht der Mittelwert der individu-

ellen Abwicklungsfaktoren eines Abwicklungsjahres gebildet, sondern es wird fiir jedes
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Abwicklungsjahr j =0, ..., J — 1 das Maximum sowie das Minimum der Menge der in-
dividuellen Abwicklungsfaktoren {Fp j, Fy j,..., Fj_;_1;} ermittelt. Mit diesen Werten
wird dann ﬁ;‘ = [F;, Ej] mit

F: =In(max{Fyj, Fij,. .., Frj_1;} — 1)

J

F =In(min{Fo;, F1j,..., Fr_j-1;} —1)

J

fir j = 0,...,J — 1 bestimmt und analog zum scharfen Fall (siehe (19)) ein lineares
Regressionsmodell mit ]:;j* als abhingiger Variable und In(j+1) als unabhéngiger Variable

aufgestellt (vgl. De Andrés Sanchez (2006), S. 3100):
FY =a®bln(j+1) (74)

Die Regressionskoeffizienten a und b werden dabei als asymmetrische dreieckformige

unscharfe Zahlen @ = (a, l,, 7o) und b = (b, Iy, r,) unterstellt, so dass sich fiir (74)

Ej* = (E7*7 ZF;; 7nF;‘) - (CL, la7Ta) ¥ (b7 lb7Tb) h’l(] + 1)

=(a+bn(j+1),lo + b In(j + 1), 74 + rpIn(j + 1))

ergibt. Um Schitzer fiir die unscharfen Koeffizienten a und b dieses Regressionsmodells
zu erhalten, wird bei dem Ansatz von DE ANDRES SANCHEZ (2006) das unscharfe Re-
gressionsverfahren von ISHIBUCHI & NII angewendet. Gemil} dieses Verfahrens werden
zundchst die Modalwerte der Koeffizienten mittels KQ-Methode geschitzt. Anschlieend
werden Schiitzer fiir die linken sowie die rechten Spannweiten von a und b durch Losen
des folgenden LP-Problems bestimmt

J—1 J—1
min 2= Jl, + 0 Y @G+ 1)+ Jrg+1 Y In(j+1)

la,lp,ra,r
astbyTaTh j=0 j=0

unter Bedingung von (vgl. De Andrés Sanchez (2006), S. 3101):
a+bm(+1)—(1—a)lo+ LG+ 1) <F5, j=0,...,J—1
G+bm(+1)+ (1 —a)(ra + G+ 1)) >F;, j=0,...,J—1

la7 lb7 TayTh >0
Dabei ist & € [0, 1] ein vorgegebener Zugehorigkeitsgrad und @ und b sind die zuvor

mittels KQ-Methode geschitzten Modalwerte. Es ist zu beachten, dass bei dem hier ver-

wendeten unscharfen Regressionsverfahren — im Gegensatz zu dem im Ansatz von DE
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ANDRES SANCHEZ & TERCENO GOMEZ (2003) herangezogenen unscharfen Regressi-
onsverfahren von TANAKA (1987) — die Koeffizienten asymmetrisch sein konnen, was
den Vorteil besitzt, dass die linke und die rechte Spannweite individuell angepasst werden
konnen und nicht stets iibereinstimmen miissen.

Mit Hilfe der ermittelten Schitzer a und ﬁ konnen im néchsten Schritt die Abwicklungs-

faktoren der Abwicklungsjahre j = 0, ..., J — 1 geschitzt werden. Hierfiir sind Gund b

in Gleichung (18) einzusetzen:

~k

fi=lod®(y+1)

Bei diesen geschitzten Abwicklungsfaktoren handelt es sich zwar um unscharfe Zah-
len, allerdings sind sie im Allgemeinen nicht mehr dreieckformig, da (18) keine lineare
Funktion in a und b ist (vgl. De Andrés Sanchez (2006), S. 3102). DE ANDRES SAN-
CHEZ verweist an dieser Stelle auf DUBOIS & PRADE (1993), die vorgeschlagen haben,
in solch einem Fall das Ergebnis unter Verwendung einer Taylorentwicklung erster Ord-
nung durch eine dreieckformige unscharfe Zahl zu approximieren. Fiir die geschitzten

~%

Abwicklungsfaktoren f] resultiert unter Beriicksichtigung von g : R? — R, (z,y) —

~x A~k

g(x,y) = 1+ €"(j + 1)¥ so die Approximation fj = (]?]*',Tf%/,?f%/) ~ fj mit (vgl. De
Andrés Sanchez (2006), S. 3102):

_ S
P = ag(@% )?a—kag(;é S (4 1 T+ () + 1P InGj + )7

Da es sich auch bei dem Schitzer

~% ~%

Go=Fi®0f_ = (1@65®(j+1)g) ® - ® (1@e5®(s—1+1)5)
fiir die Prognoserate von Abwicklungsjahr j zu Abwicklungsjahr s mit j =0,...,J — 1,
s =1,...,Jund 7 < s, der sich ergibt, wenn die angepassten unscharfen Parameter
@ und b in (20) eingesetzt werden, im Allgemeinen um keine dreieckformige unscharfe

Zahl mehr handelt, wird 5;,5 ebenfalls unter Verwendung einer Taylorentwicklung erster
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Ordnung durch eine dreieckférmige unscharfe Zahl ;f; s = (@‘-‘Is,l}/ T ) R /q:;  appro-
b I jys j’s b
ximiert. Mit der Funktion & : R? — R, (z,y) — h(z,y) = HZ; (14+e"(h+1)Y)
resultiert hier (vgl. De Andrés Sanchez (2006), S. 3103):

s—1

a. =n@b) =[] (1+en+1)7)
h=j
- oh@h,  oh@bh- (oo v 1O a8 ) 7
lpr = ——=—la + = e k:j(k+1) h:g#k <1+e (h+1)> I
s—1 S—
+ (e (k+1)"In(k + 1) (1 + e%(h + 1)b>> I
k=3 h=j,h+£k
s—1 s—1
= b+ 1) (G + fIn(k + 1)) (1+¢"n+ 1))
k=j h=j,h#k
_ o _on@b) . on@b) . [ o= T a1 | -
T = e+ i e kzj(k—i-l) hgik <1+e (h+1) ) Ta
s—1 s—1
+ Yk + 1 mk+1) ] (1 +el(h+ 1)b>> P
k=j h=j,h#k
s—1 s—1
=S (k+1) (Fa+mm(k+1) ] <1—|—e(h+1)>
k=3 h=j,h+k

Mit Hilfe dieser dreieckformigen Prognoseraten werden dann Prédiktoren fiir die unbe-
kannten Schadenstdnde der Anfalljahre : und Abwicklungsjahre 7 mit ¢+ > [ bestimmt.
Hierfiir ist der jeweilige letzte beobachtbare Schadenstand mit der entsprechenden ge-

schitzten Prognoserate zu multiplizieren:

’

~ ~ ~ ~ i\\_/* /\k/ A~ ~
Cij = (Cz',ja lam.a 7“@].> =Ci1-i®q_;;=Ciri ® (ql,m, o T

r—i;" 91—i,5
= (Oi,]—iQI_i,j7 Cir-ilgy  + Ci1-iTgy ”) (75)
Fiir 7 = J resultiert der Pradiktor fiir den Endschadenstand des entsprechenden Anfall-

jahres. Wird von diesem Pridiktor der jeweilige letzte beobachtbare Schadenstand abge-

zogen, ergibt sich die Schadenreserve des Anfalljahres? = 1,...,1I:
R = Oz 00— = (@J - Ci,]—i,lA@‘J,?ai‘J

Die Gesamtreserve erhilt man schlieBlich, indem die ermittelten Schadenreserven der

einzelnen Anfalljahre aufaddiert werden:

I

~ =2 ~ ~ L. !
R=R ®.. DR = (Z <Ci,J - Ciaf—i) ’Z Ci,y? Z?Aw)
i=1 i=1

=1
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DE ANDRES SANCHEZ fiihrt als Vorteil seines Verfahrens an, dass es sich bei der re-
sultierenden Schadenreserve um eine dreieckformige unscharfe Zahl handelt und somit
mit den Spannweiten unmittelbar auch ein MaB fiir die Variabilitit der Schadenreserve
geliefert wird”. Soll im urspriinglichen Verfahren von SHERMAN eine Aussage iiber die
Variabilitit der Schadenreserve getroffen werden, muss dafiir dagegen eine stochastische
Simulationsmethode herangezogen werden (vgl. De Andrés Sanchez (2006), S. 3106).

Um die Schadenreserve in der Bilanz ausweisen zu konnen, muss sie allerdings in Form
eines einzelnen exakten Wertes und nicht in Form einer unscharfen Zahl vorliegen. Die
ermittelte unscharfe Schadenreserve muss hierfiir also noch mit Hilfe einer Defuzzifika-
tionsmethode (siehe Abschnitt 3.4) in eine scharfe Zahl transformiert werden. Bei dem
Ansatz von DE ANDRES SANCHEZ (2006) wird als Defuzzifikationsmethode der Erwar-
tungswert (siehe (56)) der unscharfen Zahlen El bzw. 1% genutzt, was zu den scharfen

Reserven

o~

1 ~ 1 ~
E RZ - - Rz ad Rl ad
SR = (1 ﬁ>/0< )cHB/O( Jada
1 R R 1 R
= (1 — ﬁ)/ (Ci”] — Ci,Ifi — (1 — Oé)lai’J)dOé + 5/ (CZ‘,J — Ci,Ifi + (1 — Oé)?@i,J)dOé
0 0
1
-0 (G- i) a- (a- 5000,

0
L s ((@J _ C'u—z‘) a+ <oz — %O‘2>?@,J) 1

0

~ 1~ ~ 1
=(1-5) (Cz',J —Cig—i — —lai“]) + B(Ci,J —Cirmi + ?’@.ﬁ,)
- 1~ 1/~ -
bzw.

~ 1~ 1
EglR] =) (Ci,J - Ci,[—i) —52. 0, T35 (
— :

i=1 i=
fihrt (vgl. De Andrés Sanchez (2006), S. 3104). Je hoher der Wert des festzulegenden
Parameters § € [0, 1] dabei gewihlt wird, desto stirker wird die rechte Grenze des a-
Schnitts gewichtet und desto hoher ist die resultierende scharfe Reserve. In der aktua-
riellen Praxis wird iiblicherweise 5 > 0,5 gewihlt (vgl. De Andrés Sanchez (2006), S.
3104).

Hierbei sollte jedoch beachtet werden, dass die Spannweiten der Schadenreserven und somit das von DE
ANDRES SANCHEZ (2006) vorgeschlagene Variabilititsmaf sehr grof3 sind.
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4.1.3 Der Ansatz von DE ANDRES SANCHEZ (2007)

Im Jahr 2007 hat DE ANDRES SANCHEZ ein weiteres unscharfes Verfahren zur Bestim-
mung von Schadenreserven, bei welchem es sich um eine Kombination eines Schaden-
reservierungsverfahrens mit einem unscharfen Regressionsverfahren handelt, veroffent-
licht. Als Schadenreservierungsverfahren wird dabei die geometrische Separationsmetho-
de von TAYLOR (siehe Abschnitt 2.3.5) herangezogen und als unscharfes Regressionsver-
fahren wird das Verfahren von ISHIBUCHI & NII genutzt (siche Abschnitt 3.6.2).

Wie bei der gewohnlichen geometrischen Separationsmethode von TAYLOR werden auch
bei dem Ansatz von DE ANDRES SANCHEZ (2007) zunidchst die durchschnittlichen Zah-
lungen pro Schaden berechnet. Im Gegensatz zu der urspriinglichen geometrischen Sepa-
rationsmethode muss die Anzahl der Schiden des i-ten Anfalljahres dabei allerdings nicht
in Form einer scharfen Zahl vorliegen, sondern kann durch eine asymmetrische dreieck-
formige unscharfe Zahl gegeben sein: N; = (N;, Iy, rn, ). Dadurch ist es moglich, auch
die Riickstellungen fiir eingetretene, aber dem Versicherungsunternehmen noch nicht ge-
meldete Schiden zu ermitteln, wihrend das Verfahren von TAYLOR urspriinglich nur da-
fiir bestimmt war, die Riickstellungen fiir schon gemeldete Schidden, die noch nicht ab-
geschlossen werden konnen, zu bestimmen. Mit der von DE ANDRES SANCHEZ (2007)
vorgeschlagenen Erweiterung der geometrischen Separationsmethode, bei der die Anzahl
der Schiden nicht mehr durch einen exakten Wert gegeben sein muss, konnen also nicht
nur fiir IBNeR-Schiden, sondern auch fiir IBNyR-Schiden Reserven bestimmt werden
(vgl. De Andrés Sanchez (2007), S. 151).

Analog zur urspriinglichen geometrischen Separationsmethode von TAYLOR wird bei
dem Ansatz von DE ANDRES SANCHEZ (2007) angenommen, dass sich die durchschnitt-

lichen Schadenzahlungen

gi,j =X;;0N;

mit 2 + 5 < [ in zwei Faktoren zerlegen lassen: in einen Faktor ]Sj, 7 =20,...,J, der
angibt, welchen Anteil die Schadenzahlungen des j-ten Abwicklungsjahres an den ge-
samten Schadenzahlungen haben, und in einen Faktor ﬁiﬂ, 1+7 =0,...,1, der die
Effekte exogener Einfliisse, wie z.B. Inflation, des Kalenderjahres ¢ + j beinhaltet. Es

wird also angenommen, dass

Sij = ﬁj ® ﬁi+j
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bzw. nach Logarithmierung
ln gi,j = ln ﬁj @ h’l ﬁi+j

gilt. Die Koeffizienten In ]51 und In ﬁiﬂ- werden dabei als asymmetrische dreieckformige
unscharfe Zahlen In ]3] = (ln Pl p,, " pj) bzw. In ﬁiﬂ» = (ln Wiy g, ot Mo +j)
unterstellt, so dass In g, ; ebenfalls durch eine asymmetrische dreieckformige unscharfe

Zahl gegeben ist:

In S; (hl Si,j,llnsi,j,ﬁnsi,j) = (111 PlenPjarlnPj) D (ln Hi+j>llnH¢+j7rlnH¢+j)

== (1n P] + In H’L—}—]; lln P; + lln iy Tn P; + T Hz’+j> (76)

Fiir die unscharfen Koeffizienten In ]3] und In ﬁiﬂ- gilt es Schitzer zu bestimmen. Wie
bereits in Abschnitt 2.3.5 erlautert wurde, sollte vor der Anwendung eines Verfahrens
zur Schitzung der Koeffizienten der Wert eines Koeffizienten fixiert werden, da ansons-
ten keine eindeutigen Schitzer ermittelt werden konnen. Aus diesem Grund wird an-
genommen, dass In By = (0,0,0) gilt, so dass nur noch fiir In ]5],, j=1,...,J,und
In ﬁHj, t+ 7 =0,...,1, Schitzer zu bestimmen sind (vgl. De Andrés Sanchez (2007),
S. 153). Hierfiir wird bei dem Ansatz von DE ANDRES SANCHEZ (2007) das unscharfe
Regressionsverfahren von ISHIBUCHI & NII genutzt. GemaB dieses Verfahrens werden
zunéchst die Modalwerte der Koeffizienten mittels KQ-Methode geschitzt, was zu den
KQ-Schitzern In }A’J und In ﬁiﬂ- fiihrt. AnschlieBend werden Schitzer fiir die Spannwei-

ten der Koeffizienten durch Losung des LP-Problems

J I
llnPj,llnnlging,Tmnkz B ]Zl(l +1=5)(hnp, +rup,) + ko(k +1) (har, + T, )
unter Bedingung von
AV, <InS;, 1=0,...,1 (77)
AV >1nS;, 1=0,...,1 (78)
lnpys lntiy,s " Py T, = 0, j=1,...,k=0,...,1 (79)
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mit

lnﬁl — (1 — Oé)l]npl

In ﬁg — (1 — Oé)llnpz

].Ilﬁj — (1 — Oé)l]an

In ﬁl + (1 — Oé)?“]npl

In ﬁg + (1 —a)rp,

].Ilﬁj + (1 —a)rmp,

vV, = vV =
In ﬁo — (1 — Cv)llnno In ﬁo + (1 — O‘)TlnHo
111 ﬁl — (1 — a)llnl'll 111 ﬁl + (1 — Oé)?“]nnl
lnﬁ]— (1—a)llnnl lnﬁ]—i-(l—a)ﬁnn[
und
(ln Si70)g (ln Si70)5
(111 Sivl)a (ln S@l)a
InS;, = B , InS; =
(ln S@',Ifi)oé (ln Si,]*i)a

bestimmt (vgl. De Andrés Sdnchez (2007), S. 153f.). Der a-Schnitt, mit vorgegebenem
Zugehorigkeitsgrad o € [0, 1], des beobachteten Outputs In §” = In (Xi,j @ NZ> ist
dabei durch

(m8,) = [(m 5) . (m s>]

- {ln (Nz‘ + ()1(11 @)TNi) - (Nz‘ - ()1(2i Of)lN,-)}

gegeben und fiir die Matrix A; gilt

leJ

A, = Or—iv)xi Lr—itn)x@—it1)
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wobei I,,, eine Einheitsmatrix mit Rang a und 0. eine Nullmatrix mit b Zeilen und
c Spalten ist (vgl. De Andrés Sanchez (2007), S. 152f.). Durch die Nebenbedingungen
(77) und (78) des LP-Problems wird, wie durch (64) und (65), sichergestellt, dass der
a-Schnitt aller beobachteten Output Werte in dem «-Schnitt des jeweiligen geschitzten
Outputs enthalten ist. Im Gegensatz zu den bisher betrachteten Verfahren sind die Neben-
bedingungen hier in Matrixschreibweise angegeben. Die Matrix A liefert die Bedingun-
gen fiir die nullte Zeile des Abwicklungsdreiecks, die Matrix A; fiir die erste Zeile und
entsprechend weiter.

Das bisher beschriebene Vorgehen erlaubt es, Schitzer fiir die unscharfen Parameter In ]Sj
undlnﬁiﬂ- firy=1,...,Jundi+75 =0,..., I zu ermitteln. Um 5” auchfiri+7 > 1
prognostizieren und schlieBlich die Schadenreserve bestimmen zu kdnnen, miissen noch
Schitzer fiir In ﬁiﬂ- fiir die Perioden, in denen sie bisher noch nicht angepasst wurden,
dh.firt4+57=1+1,...,21I, bestimmt werden. DE ANDRES SANCHEZ (2007) schligt,
angelehnt an VAN EEGHEN (1981), vor, dafiir zunichst an die bereits ermittelten Schétzer
In ﬁiﬂ- mit ¢ + 5 < [ eine lineare Funktion anzupassen (vgl. De Andrés Sanchez (2007),

S. 154):

Die beiden Koeffizienten @ und b werden als asymmetrische dreieckformige unscharfe

Zahlen unterstellt, so dass sich fiir Gleichung (80)

~

In ﬁi+j = (ln ﬁi+j7 llnﬁi+j7anﬁi+j) = ((l, lav ra) D (b7 lba rb)(i + ])

= (a+b(i+35), 1o+ (i +5),7a +71(i +5))

mit i + j < I ergibt. Zur Schitzung von @ = (a,ly,7,) und b = (b, Iy, ) wird wieder
das unscharfe Regressionsverfahren von ISHIBUCHI & NII herangezogen. Es werden also
zunichst die Modalwerte von G und b mit der KQ-Methode geschitzt. Die resultierenden
Schiitzer werden mit @ bzw. b bezeichnet. AnschlieBend ist das folgende LP-Problem mit
a € [0,1] zu 16sen, um die Spannweiten der unscharfen Koeffizienten anzupassen

I
min z = la+7“a+ §(lb+’l“b)

la,ly,Ta,sme
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unter Bedingung von'® (vgl. De Andrés Sanchez (2007), S. 154f.):

a—lo+(1=a)b—1)(i+j) <y — (1= a)lyg, , i+5=0...,1 @B

At ra+(1=a)b+m)(i+5) > My + (1 - ), ., i+i=0,...,1 (82)

laalbaraarb Z 0 (83)

Mit den erhaltenen Schiitzern a = (a, L, 75) und b = (/b\, Tg, 73) konnen dann fiir i 4+ 5 > 1

durch

o~
~ ~
~

InTliy; = (nThigs, Dy, Prai,,,) = @ (i + )
= @+ + ), T + B0 + 5), P + (i + 7))

die logarithmierten Faktoren der exogenen Einfliisse zukiinftiger Perioden geschitzt wer-
den. DE ANDRES SANCHEZ (2007) weist an dieser Stelle darauf hin, dass die Spannwei-
ten von In ﬁiﬂ' mit steigendem (i + j) zunehmen. Dies sieht er jedoch nicht als Problem,
sondern vielmehr als positive Eigenschaft, da es naheliegend ist, dass Faktoren fiir die Ef-
fekte exogener Einfliisse, die weiter in der Zukunft liegen, also weiter von dem aktuellen
Zeitpunkt entfernt sind, unsicherer sind und somit gro3ere Spannweiten aufweisen (vgl.
De Andrés Sanchez (2007), S. 154).

Werden die Schitzer In ﬁj und In ﬁi+j in Gleichung (76) eingesetzt, erhdlt man die Pra-

diktoren
InS;; = (ln Sigo by ;" §”> =InP; ®Inll;,
_ (ij + 0,005, + B, P, + anﬁm)
fiir die logarithmierten durchschnittlichen Zahlungen pro Schaden fiir i+j > I, mit denen

dann die durchschnittlichen Zahlungen pro Schaden fiir zukiinftige Perioden prognosti-

ziert werden konnen:

-~

gi,j = exp <ln §”> = exp <ln Igj S lnﬁiﬂ-)

= exXp ((lnPJ + 1n H7’+j’ llnﬁj + llnﬁprj’?ln ﬁj + ;a\lnﬁi+j)>

10Wie bereits in THOMAS (2017) herausgestellt wurde, ist es verwunderlich, weshalb in den Nebenbedin-
gungen (81) und (82) nicht die Spannweiten (I, + {,(¢ + j)) und (ro + 75(7 + j)), sondern stattdessen die

Terme (b— 1) (i + j) und (b+ 74)(i + j) mit dem Faktor (1 — o) multipliziert werden. Es sollte in Erwi-
gung gezogen werden, die Nebenbedingungen (81) und (82) durch

a+0(i+7)— (1 =)l +b(i+4) <Inlly; — (1 — )l o i+j=0,...,1

InIl;;°

~

A+ bi+7) + (=) ra+ro(i+7) > Ty + (1 —a)fyq,, . i+5=0,...,1

Zu ersetzen.
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Bei dem resultierenden Prédiktor gw fiir die durchschnittliche Schadenzahlung des An-
falljahres 7 und Abwicklungsjahres j handelt es sich im Allgemeinen um keine dreieck-

formige unscharfe Zahl mehr, weshalb DE ANDRES SANCHEZ (2007) vorschligt, nicht

~

S; ; fiir die weitere Berechnung zu nutzen, sondern, wie auch in dem Ansatz von DE AN-
DRES SANCHEZ (2006), eine Taylorentwicklung erster Ordnung zu verwenden, um eine
Approximation durch eine dreieckformige unscharfe Zahl zu erhalten. Fiir S i,j ergibt sich

unter Beriicksichtigung von g : R — R,z — g(x) = exp(z) so die Approximation

/\/
~

:9;.’]. = (§Z'], l§§,j’?§§,j> ~ gl] mit (vgl. De Andrés Sanchez (2007), S. 155):

§;3 — g(InS;;) = exp(In S; ;) = exp (ln Pi+In ﬁiﬂ-)

~ ogmd,)- - S

lg = g<—A’j)lln§M_ = exp(ln Sij)l, 5, = exp <1nPj +1In Hz‘+j> <l1n13j + llnﬁiﬂ-)
+d Oln S@j ’ ’

n dg(In S; ) PO ~ ~ ~ ~

Ty = g(—A’])Tm@,j = exp(In SiJ)Tln@-j = exp <1n P;+1n Hiﬂ) (rlnﬁj + rlnﬁiﬂ_)
J Oln S@j ' ’

Diese dreieckformigen Priadiktoren fiir die durchschnittlichen Zahlungen pro Schaden
werden dann genutzt, um die inkrementellen Schadenzahlungen )~(” firi+j5 > [ zu

prognostizieren:

Da auch die sich hier ergebende unscharfe Zahl X i,; im Allgemeinen nicht mehr dreieck-

formig ist, wird X ;,; ebenfalls unter Verwendung einer Taylorentwicklung erster Ordnung

-~ ~

g l)?;jar)?zfj) ~ X, ; approximiert.

durch eine dreieckformige unscharfe Zahl X ij = ()A(;

Hier resultiert mit /1 : R? — R, (x,y) — h(x,y) = 2y (vgl. De Andrés Sanchez (2007),
S. 155):

~ (S, N)~  Oh(S,N) e

i v h
R On(S,;, N;) On(S.,, N;) R ~,
XL, T e s, T e e = Mg St

’

Mit Hilfe der dreieckformigen Pradiktoren X ; ; fur die zukiinftigen inkrementellen Scha-
denzahlungen werden dann schlielich die Schadenreserven bestimmt. Addiert man alle

prognostizierten inkrementellen Schadenzahlungen eines Anfalljahres ¢« = 1,..., [ auf,
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erhélt man die Schadenreserve dieses Anfalljahres:

~ -~
~ ~ o~ ~

Ri:( ir Ry ﬁ _Xi,f—zurl@--'@Xi,J
J J
=2 X X Lk X T,
j=I—it1 j=I—i+1l  j=I—i+l
Die Gesamtreserve ergibt sich, wenn die Schadenreserven der einzelnen Anfalljahre auf-

addiert werden:

Um die Schadenreserve in der Bilanz ausweisen zu konnen, muss sie noch in eine schar-
fe Zahl transformiert werden. Wie bei dem Ansatz von DE ANDRES SANCHEZ (2006)
erfolgt dies mit dem Erwartungswert als Defuzzifikationsmethode. Eine analoge Berech-

nung wie in Abschnitt 4.1.2 fiihrt zu der scharfen Reserve

i=I—i+1 j=I—i+l
des Anfalljahres ¢ = 1,...,I mit § € [0, 1] und zu der scharfen Gesamtreserve (vgl. De
Andrés Sanchez (2007), S. 156):

~ J ., 1 1 J N 1 J N
SCE S ST o) SRS Do i)
i=1 j=I—i+1 i=1 j=I—i+1 i=1 j=I—i+1 N
1 J
Y )
i=1 j=I—i+1

Die Idee, die geometrische Separationsmethode von TAYLOR durch die Anwendung eines
unscharfen Regressionsverfahrens zu einem unscharfen Schadenreservierungsverfahren
zu erweitern, wurde von BAHRAMI & BAHRAMI in einem 2015 erschienenen Artikel
noch einmal aufgegriffen. Da es sich bei dem Ansatz von BAHRAMI & BAHRAMI jedoch
im Wesentlichen um eine verkiirzte Version des Ansatzes von DE ANDRES SANCHEZ
(2007) handelt, die keine neuen Herangehensweisen oder Erkenntnisse liefert, wird dieser

Ansatz hier nicht ndher erliutert.

93



4.1.4 Der Ansatz von APAYDIN & BASER (2010)

Die geometrische Separationsmethode von TAYLOR (sieche Abschnitt 2.3.5) hat nicht nur
in den in Abschnitt 4.1.3 besprochenen Ansitzen von DE ANDRES SANCHEZ (2007) und
BAHRAMI & BAHRAMI Anwendung im Bereich der unscharfen Schadenreservierung
gefunden, sondern ist in dem 2010 verdffentlichten Artikel ,, Hybrid fuzzy least-squares
regression analysis in claims reserving with geometric separation method“ von APAYDIN
& BASER ein weiteres Mal als Ausgangspunkt zur Entwicklung eines unscharfen Verfah-
rens zur Bestimmung von Schadenreserven verwendet worden.

Wie bei der urspriinglichen geometrischen Separationsmethode von TAYLOR wird auch
bei dem Ansatz von APAYDIN & BASER angenommen, dass sich die durchschnittlichen

Schadenzahlungen

in einen Faktor P;, der den Anteil der Schadenzahlungen des j-ten Abwicklungsjahres
an den gesamten Schadenzahlungen angibt, und in einen Faktor II,;, der die Effekte

exogener Einfliisse des Kalenderjahres ¢ + j beinhaltet, zerlegen lassen, dass also
Siy = Pl (84)
bzw. nach Logarithmierung
InS;; =InP; +Inll,

gilt. Zudem wird die rechte Seite der Gleichung ebenfalls um einen Fehlerterm ¢; ; er-

ginzt, so dass sich das folgende lineare Regressionsmodell ergibt:
ln Si,j = IHP] —|— hl Hi—‘,—j + Ei,j7 Z —|—] S [ (85)

Die Schitzung der unbekannten Regressionskoeffizienten In P; und InII; ; erfolgt, wie
in Abschnitt 2.3.5 beschrieben, mit der KQ-Methode, wobei der Wert eines Parameters
vor der Anwendung der KQ-Methode zu fixieren ist. Die resultierenden Schitzer so-
wie der vorgegebene Wert werden im Folgenden mit In ]3] Jj=20,...,J,bzw. In ﬁiﬂ-,
1+ 7 =0,...,1, bezeichnet.

Von nun an weichen APAYDIN & BASER von dem Vorgehen von TAYLOR ab und bestim-

men als nichstes Konfidenzintervalle fiir die Regressionskoeffizienten, mit deren Hilfe
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die ermittelten Schitzer In ]3j, J=20,...,J,und In ﬁiﬂ-, t+7=20,...,1, anschlieBend
fuzzifiziert werden. Da die Stichprobenverteilung von
In ]/SJ —In P
6-\ln ﬁj
sowie

In ﬁﬂ_j —In Hi+j

Jln ﬁi+ j
unter der Annahme, dass die Fehlerterme ¢; ; in (85) unabhingig und identisch normal-
verteilt sind, durch eine ¢-Verteilung mit .J — 2 Freiheitsgraden gegeben ist'!, lassen sich

in diesem Fall unmittelbar Konfidenzintervalle fiir die Regressionskoeffizienten angeben:
[ln PJ — t-]_211_%81n ﬁj’ In ]Dj + tJ—Q,l—%aln ’PS]:|
und

[111 Wiy = ty21-30,10,,,, In Tl + tJ—2,1—g01nﬁi+J

~
j 9

Dabei ist (1—+) € (0, 1) das Konfidenzniveau, o, 3 der Standardfehler von In P;, o, fioy,
der Standardfehler von In ﬁiﬂ- und ;5,3 das (1 — 2)-Quantil einer ¢-Verteilung mit
J — 2 Freiheitsgraden. APAYDIN & BASER verwenden die Konfidenzintervalle dann,
um symmetrische dreieckférmige unscharfe Zahlen In Ej und In ﬁiﬂ' zu konstruieren.
Als Modalwert wird jeweils die Mitte des Konfidenzintervalls, die durch den jeweili-
gen KQ-Schitzer gegeben ist, gewihlt und als linke sowie rechte Spannweite der Wert,
der im Konfidenzintervall von dem KQ-Schitzer subtrahiert bzw. auf den KQ-Schitzer
addiert wird, also die Hélfte der Breite des jeweiligen Konfidenzintervalls. Die fuzzifi-

zierten geschitzten Regressionskoeffizienten In ﬁj und In ﬁiﬂ lauten demnach wie folgt

(vgl. Apaydin & Baser (2010), S. 118):

ln Hl+] = ( ln HZ+]? Sln ﬁi-’—j Y Sln ﬁi+j) = < ln H'L"F]? tJ—271_% Uln ﬁi-’—j ’ t‘]_271_% aln ﬁi+.7> (87)

Wie bereits in THOMAS (2017) thematisiert wurde, ist es fraglich, wieso von einer ¢-Verteilung mit J — 2
Freiheitsgraden gesprochen wird. Es liegen %(J +1)(J 4+ 2) Beobachtungen in dem Abwicklungsdreieck
vor und es sind I + J + 1 Parameter zu schitzen, weshalb in Erwidgung gezogen werden sollte, eine ¢-
Verteilung mit 1(J + 1)(J +2) — (I + J + 1) = $(J? + J — 2I) Freiheitsgraden zu nutzen und
die weiteren Schritte entsprechend anzupassen.
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Durch die Wahl des Konfidenzniveaus (1 — ) kann der Anwender, je nach subjektiver
Einschitzung, die Breite des Intervalls und damit auch die Unschirfe beeinflussen.

Um die zukiinftigen, unbekannten Schadenzahlungen prognostizieren zu kdnnen, miissen
zusitzlich zu den Schitzern In ﬁj, j =0,...,J,und In ﬁiﬂ, 1+ 7 = 0,...,1, noch
die logarithmierten Faktoren exogener Einfliisse fiir die zukiinftigen Perioden, d.h. fiir
t+7=1+1,...,21, bestimmt werden. Hierfiir wird, wie auch in dem Ansatz von DE
ANDRES SANCHEZ (2007), zunichst an die bereits ermittelten fuzzifizierten Schitzer
In ﬁiﬂ- mit 7 + j < [ eine lineare Funktion angepasst (vgl. Apaydin & Baser (2010), S.
118):

hl ﬁﬂ,j = Zi EBE(Z + ]) EB €i+j

€i4+; stellt dabei einen Storterm mit Erwartungswert 0 dar und die Koeffizienten a und
b werden als symmetrische dreieckformige unscharfe Zahlen @ = (a, s,, s,) bzw. b=

(b, sp, sp) unterstellt, so dass

InTliy; = (hl ﬁiJFj’:g\lnﬁHj’glnﬁHj) = (50, 50) @ (b, 55, 5) (i + ) B €

= (a+b(i+J) + €irj, Sa+ So(i + §), S0 + sp(i + 7))

resultiert. Zur Schitzung der unbekannten Parameter a und b ziehen APAYDIN & BA-
SER im Gegensatz zu DE ANDRES SANCHEZ (2007) nicht das Verfahren von ISHIBU-
CHI & NII heran, sondern verwenden das hybride unscharfe KQ-Regressionsverfahren
von CHANG (siehe Abschnitt 3.6.3), das es erlaubt, sowohl Unsicherheit in Form von
Zufall als auch Unsicherheit in Form von Unschirfe zu beriicksichtigen. Geméal dieses
Verfahrens sind im Fall symmetrischer Regressionskoeffizienten zwei simultane lineare
Gleichungssysteme mit jeweils 2 Gleichungen und 2 Unbekannten zu 16sen, um Schétzer

fiir die Parameter zu erhalten. Durch Ldsen von

1

(I+Da+b Y (i+5)= Y Inlly,

i+j=0 i+j=0
I I I
a Y (i+5)+b> (i+))°= > (i+j)InTly,
i+5=0 i+5=0 i+5=0
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konnen Schitzer fiir die Modalwerte der unscharfen Koeffizienten ermittelt werden und

mit
I 1
(I+1)Sa+5b Z(Z+j): Z /S\lnﬁi+j
i+j=0 i+j=0
I I !
s D (i+5) +s (1407 = 3 i+ )8,
i+j=0 i+j=0 i+j=0

erhilt man Schitzer fiir die Spannweiten (vgl. Apaydin & Baser (2010), S. 118). Mit den
ermittelten Schiitzern @ = (@, 53, %) und b = (3, 53, 53) erhilt man fiir die logarithmierten
Faktoren exogener Einfliisse fiiri+j = I +1, ..., 2] die symmetrischen dreieckformigen

unscharfen Zahlen
In Hi+j = <1n Hi+j7/8\1nﬁi+j7/8\lnﬁi+j> = (a + b(i + j),ga + :9\3(@ + j), Sz + /S\’I;(Z + ])),

mit deren Hilfe anschlieBend Pridiktoren fiir die logarithmierten durchschnittlichen Zah-

lungen pro Schaden

InS;; = <111 Sijs Sin S Sm §]) =InP; ®Inll;;
— <1n P +1Inlliy 5, B Sfi, S b, T 5 ﬁi+j> (88)

sowie Pridiktoren fiir die durchschnittlichen Zahlungen pro Schaden fiir : 4+ 5 > [ be-

stimmt werden konnen:

Ei’j = exp (ln EZ])

Im Gegensatz zu DE ANDRES SANCHEZ (2007) schlagen APAYDIN & BASER vor, schon
an dieser Stelle eine Defuzzifikationsmethode anzuwenden. Es werden also bereits die
Pridiktoren EU in scharfe Zahlen transformiert und diese scharfen Zahlen werden zur
weiteren Berechnung genutzt, so dass am Ende fiir die Schadenreserven ebenfalls schar-
fe Zahlen resultieren. Zur Defuzzifikation ziehen APAYDIN & BASER gewichtete Funk-
tionen unscharfer Zahlen heran, welche an dem von CHANG vorgeschlagenen Konzept
gewichteter unscharfer Arithmetik (sieche Abschnitt 3.4) orientiert sind. Neben einer all-
gemeinen Definition zeigen APAYDIN & BASER in ihrer Arbeit auch konkret, wie man
in dem Spezialfall, dass eine Exponentialfunktion einer symmetrischen dreieckformigen
unscharfen Zahl betrachtet wird, gemif3 ihrem Konzept eine scharfe Zahl erhilt. Fiir

die prognostizierten zukiinftigen durchschnittlichen Schadenzahlungen resultieren geméf
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diesem Ergebnis die folgenden scharfen Zahlen (vgl. Apaydin & Baser (2010), S. 116ff.):

_ .\ [exp (é]ng) + exp (—’S\ln@,) —2
SZ‘J' = exXp (ln S@j) =
Sln :9\1'7]-

Wird §” dann mit der Schadenanzahl des i-ten Anfalljahres multipliziert, ergibt sich der

Pradiktor

A~

Xij = 5iNi

fiir die inkrementelle Schadenzahlung des Anfalljahres ¢+ und Abwicklungsjahres j mit

t+ j > I und durch Addition der prognostizierten inkrementellen Schadenzahlungen des

Anfalljahres ¢ = 1, ..., I erhélt man die Schadenreserve des entsprechenden Anfalljahres:
~ J AN
Ri — Z Xi,j
j=I—i+1

Um den Prédiktor fiir die insgesamt noch ausstehende Schadenverpflichtung bzw. die
Gesamtreserve zu erhalten, sind zuletzt noch die Schadenreserven iiber die Anfalljahre

hinweg zu aggregieren:

Im Jahr 2019 haben YAN, LIU, Q., L1U, J., L1u, W., L1 & QI in dem Artikel ,, Payments
Per Claim Model of Outstanding Claims Reserve Based on Fuzzy Linear Regression* ein
unscharfes Verfahren zur Bestimmung von Schadenreserven vorgeschlagen, bei dem die
gleiche Zerlegung der durchschnittlichen Schadenzahlungen wie bei APAYDIN & BASER
(siehe (84)) unterstellt und entsprechend auch das gleiche lineare Regressionsmodell wie
in (85) betrachtet wird. Genauso wie APAYDIN & BASER fuzzifizieren YAN, L1U, Q.,
Liu, J., L1iu, W., L1 & QI die Schitzer fiir die Regressionskoeffizienten mit Hilfe von
Konfidenzintervallen, so dass sich die gleichen symmetrischen dreieckférmigen unschar-
fen Zahlen wie in (86) und (87) ergeben. Dariiber hinaus werden auch die logarithmierten
Faktoren exogener Einfliisse fiir die zukiinftigen Perioden genauso wie bei APAYDIN &
BASER bestimmt und die anschliefend ermittelten Pradiktoren fiir die zukiinftigen durch-
schnittlichen Zahlungen pro Schaden werden ebenfalls unter Verwendung des Konzepts
gewichteter Funktionen unscharfer Zahlen defuzzifiziert. Mit den resultierenden scharfen
Zahlen werden dann genauso Prédiktoren fiir die zukiinftigen inkrementellen Schaden-

zahlungen und schlieBlich die Schadenreserven bestimmt. Es handelt sich bei dem von
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YAN, L1u, Q., L1u, J., Liu, W., L1 & QI vorgeschlagenen unscharfen Verfahren also
auch um eine unscharfe Version der geometrischen Separationsmethode von TAYLOR,
die keine neue Herangehensweise und keine neuen Erkenntnisse liefert, weshalb dieses

Verfahren hier nicht weiter behandelt wird.

4.1.5 Der Ansatz von BASER & APAYDIN (2010)

BASER & APAYDIN haben 2010 noch einen weiteren Artikel veroffentlicht, in dem ein
Schadenreservierungsverfahren mit einem unscharfen Verfahren kombiniert wird. Als
Schadenreservierungsverfahren wird in diesem Artikel das LCL-Verfahren von BEN-
JAMIN & EAGLES (siche Abschnitt 2.3.3) genutzt, das bereits 2003 von DE ANDRES
SANCHEZ & TERCENO GOMEZ in der ersten Anwendung unscharfer Methoden in der
Schadenreservierung (siehe Abschnitt 4.1.1) herangezogen wurde. Wie auch DE AN-
DRES SANCHEZ & TERCENO GOMEZ ersetzen BASER & APAYDIN in ihrem Ansatz die
im LCL-Verfahren verwendete KQ-Methode durch ein unscharfes Regressionsverfahren.
Im Gegensatz zu DE ANDRES SANCHEZ & TERCENO GOMEZ verwenden sie jedoch
nicht das Verfahren von TANAKA (1987), sondern das unscharfe Regressionsverfahren
von CHANG (siehe Abschnitt 3.6.3).

Grundlage des Verfahrens von BASER & APAYDIN ist die Annahme, dass sich die Ent-
wicklung der kumulierten Schadenzahlungen des Anfalljahres ¢ von Abwicklungsjahr j

zu Abwicklungsjahr j + 1 mit j =0, ..., J — 1 durch die Gleichung
/CV'Z'J‘_H = Zij @@CM D €ij (89)

beschreiben ldsst. Es wird also angenommen, dass der Zusammenhang zwischen den ku-
mulierten Schadenzahlungen des Abwicklungsjahres j und den kumulierten Schadenzah-
lungen des folgenden Abwicklungsjahres j + 1 sowohl — wie im gewo6hnlichen LCL-
Verfahren (siehe (16)) — durch zufillige Fehler ¢; ; mit Erwartungswert 0 additiv iiberla-
gert wird als auch — wie bei dem Verfahren von DE ANDRES SANCHEZ & TERCENO
GOMEZ (siehe (69)) — unscharf ist. Somit wird sowohl Unsicherheit in Form von Zufall

als auch Unsicherheit in Form von Unschirfe beriicksichtigt.

99



Die Koeffizienten a; und gj werden dabei als symmetrische dreieckformige unscharfe

Zahlen a; = (aj, 54;, S4;) bzw. b; = (b, sp,, ;) unterstellt, so dass fiir (89)

Ci,j+1 = (Cl',j+17 SCi7j+17 Sci,jjq) = (a’j7 Saj7 Saj> S (bj7 Sbj7 Sbj)Ci,j > Ei,j

= (aj -+ bjCiJ -+ €ijs Saj -+ Sbj Cﬁj, Saj -+ sbjCi,j)

resultiert (vgl. Baser & Apaydin (2010), S. 166). Um Schitzer fiir die unbekannten un-
scharfen Zahlen a; und Zj zu ermitteln, ziechen BASER & APAYDIN das hybride unscharfe
KQ-Regressionsverfahren von CHANG heran. Gemif3 diesem Verfahren sind zwei simul-
tane lineare Gleichungssysteme mit jeweils 2 Gleichungen und 2 Unbekannten zu 16sen,
um Schitzer fiir die Modalwerte sowie die identischen linken und rechten Spannweiten
der Koeffizienten zu erhalten. Da fiir die abhiingige Variable jedoch nur Beobachtungen
in Form von scharfen Zahlen, also unscharfe Zahlen mit einer linken und rechten Spann-
weite von 0, vorliegen, resultieren dabei auch fiir alle Koeffizienten geschitzte Spannwei-
ten von 0. Aus diesem Grund schlagen BASER & APAYDIN vor, die Beobachtungen der
abhédngigen Variable nach der ersten Anpassung des hybriden unscharfen Regressions-
modells zu fuzzifizieren. Die Fuzzifizierung erfolgt, wie auch in dem in Abschnitt 4.1.4
vorgestellten Ansatz von APAYDIN & BASER, indem mit Hilfe von Konfidenzintervallen
symmetrische dreieckformige unscharfe Zahlen 8i7j+1 = (@JH, ’s\@_,jﬂ , §@i’j+1) konstru-
iert werden (vgl. Baser & Apaydin (2010), S. 166). Mit diesen unscharfen Zahlen wird
dann das Regressionsmodell erneut angepasst. Die beiden Gleichungssysteme, die fiir
jedes Abwicklungsjahr 5 = 0,...,J — 1 zu l6sen sind, um Schitzer fiir die Regressions-

koeffizienten zu erhalten, lauten wie folgt. Mit

I—j—1 I—j—1
(I —j)a; +b; E Cij = § - Cije
=0 1=0
I—j—1 I—j—1 I—j—1
, .
aj E Cij+b; E Ci; = CiiCij+1
i=0 =0 =0

konnen Schitzer fiir die Modalwerte der unscharfen Koeffizienten bestimmt werden und

durch Losen von

I—j5—1 I—j—1
(I - j)saj + Sbj Z CiJ - Z Séi,j+1
=0 =0
I—j—1 I—j—1 I—j—1
2 f— . -AA
Saj z : CZ?] + Sbj : : C’L,j - C'Lv]SCiﬂj+1
1=0 i=0 =0

100



erhélt man Schitzer fiir die Spannweiten (vgl. Baser & Apaydin (2010), S. 166). Mit den
ermittelten Schitzern gj = (ay,3,,5a,) und Zj = (Ej, §3j7§3j> konnen dann im néchs-
ten Schritt Pridiktoren fiir die Endschadenstidnde der Anfalljahre 7 = 1,..., [ bestimmt

werden. Analog zu (17) im gewdhnlichen LCL-Verfahren ergibt sich:

Cij=a-1@bj1 ® ( S Qr—iy2 Dbr_iyo

® (gl—z‘-i—l @gf—iﬂ & (gl—i @Zl—ici,l—i)) )

Bei dem resultierenden Prédiktor CV*Z s handelt es sich im Allgemeinen allerdings um kei-
ne dreieckformige unscharfe Zahl mehr, weshalb BASER & APAYDIN vorschlagen, nicht

C,; fur die Berechnung der Schadenreserve zu nutzen, sondern C; ; durch eine symme-

/\, ~

. . . . ~ =~ o~ ~ s .
trische dreieckférmige unscharfe Zahl C; ; = (C; ;,55 ,55 ) ~ C; ; zu approximieren
) ) i,J i,J ’

/\/

und diese zu verwenden (vgl. Baser & Apaydin (2010), S. 166). Zieht man von 51 7 den
letzten beobachtbaren Schadenstand ab, ergibt sich die folgende dreieckformige unschar-

fe Zahl fiir die Schadenreserve des Anfalljahres i = 1,. .., I:

—~ /\/

~ ~ ~ ~

R, = (R, 513%.731%1.) = Oi,J © Cir-i = (G, eARE o (,) © Ciri

1y

= (Ciy = CirinSer 53¢ )
Um die Gesamtreserve zu erhalten, sind anschlielend noch die Schadenreserven der ein-
zelnen Anfalljahre aufzuaddieren:
~ I I I
R=(Répsp)=Re. ok = (ZRZ,Z Sho D 8 3)

=1 =1
4.1.6 Der Ansatz von DE ANDRES SANCHEZ (2012)

Die Idee, ein unscharfes Regressionsverfahren auf ein Verfahren zur Bestimmung von
Schadenreserven anzuwenden, ist von DE ANDRES SANCHEZ im Jahr 2012 ein weite-
res Mal umgesetzt worden. Wie auch in seinen 2006 und 2007 veroffentlichten Ansétzen
(siche Abschnitte 4.1.2 und 4.1.3) zieht DE ANDRES SANCHEZ (2012) als unscharfes
Regressionsverfahren das Verfahren von ISHIBUCHI & NI1I (siehe Abschnitt 3.6.2) heran.
Bei dem Schadenreservierungsverfahren, das in diesem Ansatz modifiziert wird, handelt

es sich um das Verfahren von KREMER (sieche Abschnitt 2.3.6).
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DE ANDRES SANCHEZ (2012) nimmt, dhnlich wie KREMER, an, dass sich die inkremen-

tellen Schadenzahlungen in der Form

Xij = Hi ® p;
darstellen lassen, wobei 1i; der erwartete Endschadenstand des Anfalljahres ¢ ist und p;
den Anteil der erwarteten Schadenzahlungen, der auf das Abwicklungsjahr j entfillt, an-
gibt. Wie bei dem Verfahren von KREMER wird dieser multiplikative Zusammenhang
dann im ndchsten Schritt durch Logarithmierung in eine lineare Struktur gebracht. So

resultiert das unscharfe lineare Modell

mit ¢ + 7 < I und (vgl. De Andrés Sdnchez (2012), S. 2437):

_ 1 ~ - 1 - ~
a:I—H(lnuo@...eélnuj)@J—H(lnpo@---@lnpﬂ’

~ 1 - - - ~ 1 ~ ~
bizlnui@m(lnuo@...@lnuf), Cj :lnpj@J—H(lnpOEB...EBlan)

Die Koeffizienten a, E, i =1,...,1,und ¢j, j = 1,...,J, in (90) werden als asym-
metrische dreieckformige unscharfe Zahlen a = (a,l,,7,), g, = (b;,ly;,mp;) und ¢; =
(¢j,le;, 7e;) unterstellt, so dass sich auch fiir In )N(i,j eine asymmetrische dreieckférmige

unscharfe Zahl ergibt:

ln )’52,] - (hl X’i,j; llnXiyj ) rlnXZ"j) = (CL, laa Ta) EB (bl7 lbia Tbi> @ (Cj7 le7TCj)

:(a—l—bi—l—Cj,la—Flbi+lcj,7"a+7"bi+rcj') (91)

Im Gegensatz zum scharfen Verfahren wird bei diesem Ansatz die Ungenauigkeit in der
Beziehung zwischen der abhéngigen und den unabhéngigen Variablen also nicht durch zu-
fillige Fehler, welche die Beziehung additiv iiberlagern (siehe Gleichung (24)), sondern
durch die Unschirfe der Parameter erfasst. Um das Modell anzupassen, werden zunichst
entsprechend des Verfahrens von KREMER Schitzer fiir die Modalwerte von a, E und ¢;
bestimmt. Die resultierenden Schitzer werden mit @, 32 und @ bezeichnet. AnschlieBend
ist gemél des Verfahrens von ISHIBUCHI & NII das folgende LP-Problem mit vorge-

gebenem a € [0, 1] zu 16sen, um Schitzer fiir die linken und rechten Spannweiten der
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unscharfen Koeffizienten zu erhalten

min z = (J+1)(J+2)(la+7ﬂa)+2(<]+1_i)(lbi+Tbi)

laylbi 7lc]- TasTb;sTe; 2

J
+ ) T+ 1= 5)(le, +7e,)
7j=1
unter Bedingung von (vgl. De Andrés Sanchez (2012), S. 2438):

/d+/l)\z+/c\j—(1—()é)(la+lb7+lcj)SIDXZJ, Zzl,,],j:].,,I—Z (92)

G4+ bi+¢+ (0 —a)(rg+ry +7e) > Xy, i=1,...,Lj=1,....1—i (93)

A+ i+ — (o +lp +1e,) >0, i=1,....1,j=1,....]—i (94)
la,lbi,lcj,'f‘a,’rbi,rchO, izla"'7]7j:17"'7*] (95)

Die Zielfunktion des LP-Problems sorgt, wie (63), fiir die Minimierung der Summe der
Spannweiten von In )Q( i,; und die Nebenbedingungen (92), (93) und (95) entsprechen den
Nebenbedingungen (64), (65) und (66). Durch die Ungleichungen in (94) wird dagegen
sichergestellt, dass In )Q( i, nicht negativ ist.

Mit Hilfe der ermittelten Schéitzer 5, /~b\l und /'c:J konnen im Anschluss die zukiinftigen un-
bekannten Schadenzahlungen prognostiziert werden. GemaB (91) sind die Pridiktoren
fiir die logarithmierten inkrementellen Schadenzahlungen durch die dreieckférmigen un-

scharfen Zahlen
InX; = (@+b+3,la+ 1, +1, Fa+ 7, +72,)

mit ¢ + j > [ gegeben. Die zukiinftigen inkrementellen Schadenzahlungen kénnen somit

durch

Xij _ elnXW’ _ 6(a+bi+cg',la+lgi+laj 77“a+rgi+1”aj) (96)

prognostiziert werden. Im néchsten Schritt werden die unscharfen Priadiktoren X i,; dann

unter Verwendung des Erwartungswertes (siehe (56)) in scharfe Zahlen transformiert. Da-

~

fiir ist zunéchst der a-Schnitt <X i, j> von X i,; zu bestimmen. Da es sich bei In X i,j um
eine dreieckformige unscharfe Zahl handelt, resultiert (vgl. De Andrés Sanchez (2012),
S. 2438):

_ |:ea+bi+cj- —(1-a) <la+ b +lgj ) ea-l—bi—i-c]-—i-(l—a) (ra—&-rgi +7‘gj)

?
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Fiir den Erwartungswert von X ;,; ergibt sich damit

~

1 SO 1 R
Eﬁ [Xi,j] _ (1 . 5)/ ea+bi+0j—(1—a)(la—&-lgi—i-laj)da + 6/ ea—i—bi—&-cj—&-(l—a) (ra-i-rgi—&-raj)da
0 0

0

o~ T o~ o~ o~ o~ 1 —~ o~ o~
+ Bt bt (Fat s 47, / o (a5, 47,) 4
0

bt e (lat Ty 41z,

_ _ _ <e/l\a+/l%i +i€j _ 1)
Iz + lgl + lgj

LATbit et (?a+?gi e ) (1 —e <?a+?5¢ e ) )

ra + 1y, g

—(1-5)

+ 8

mit J € [0, 1]. Mit diesen defuzzifizierten Pradiktoren konnen dann die Erwartungswerte
von R; und R, d.h. scharfe Schadenreserven, bestimmt werden. Aufgrund der Eigenschaft,
dass es sich bei dem Erwartungswert einer unscharfen Zahl um ein additives MaB handelt,

erhélt man den Erwartungswert der unscharfen Reserve

~ ~

Ri=Xirip1®... @f(i,J

~

des Anfalljahres i = 1,...,/, indem die bereits ermittelten Erwartungswerte Eg[.X ]
des entsprechenden Anfalljahres aufaddiert werden (vgl. De Andrés Sanchez (2012), S.
2438f.):

Fiir die scharfe Gesamtreserve ergibt sich:

o~

~ ~ I ~
Eg[R] = B[Ry @ ... @ Ry] = Eg[R}]
i=1

4.1.7 Der Ansatz von DE ANDRES SANCHEZ (2014)

Der in Abschnitt 4.1.6 vorgestellte Ansatz von DE ANDRES SANCHEZ (2012), bei dem
das Schadenreservierungsverfahren von KREMER modifiziert wird, ist von DE ANDRES
SANCHEZ in einem 2014 veroffentlichten Artikel erneut aufgegriffen und erweitert wor-
den. In diesem Artikel betrachtet DE ANDRES SANCHEZ das gleiche unscharfe Regres-
sionsmodell wie DE ANDRES SANCHEZ (2012), verwendet ebenfalls das unscharfe Re-

gressionsverfahren von ISHIBUCHI & NII zur Schitzung der unbekannten unscharfen
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Koeffizienten a, E, i=1,...,1,und ¢, j =1,...,J, und kommt somit auf die gleichen
Pradiktoren fiir die zukiinftigen inkrementellen Schadenzahlungen (siehe (96)). Aus die-
sem Grund werden diese Schritte hier nicht erneut angegeben. Von da an weicht DE AN-
DRES SANCHEZ (2014) jedoch von dem Vorgehen von DE ANDRES SANCHEZ (2012) ab
und fiihrt an, dass der Versicherer bis zur Leistung der Schadenzahlungen mit den Riick-
stellungen Ertrage aus Kapitalanlagen erwirtschaften kann und die Riickstellungen daher
entsprechend dieser Kapitalertrdge verringert werden konnen (vgl. De Andrés Sanchez
(2014), S. 830). Dies ist in den zuvor erschienenen Ansétzen nicht beriicksichtigt worden,
DE ANDRES SANCHEZ (2014) ist also der erste im Bereich der unscharfen Schadenre-
servierung, der vorschligt, die Schadenreserve zu diskontieren. Den Zinssatz, der zur Be-
rechnung des Barwerts der zukiinftigen Schadenzahlungen genutzt wird, unterstellt DE
ANDRES SANCHEZ (2014) als iiber den betrachteten Zeitraum konstante, dreieckformi-
ge unscharfe Zahl p = (p,[,,r,) und nimmt zudem, unter Verweis auf das Institute of
Actuaries, an, dass die Schadenzahlungen jeweils zur Jahreshilfte erfolgen, so dass

~ Dis. ~

X.: =Xi;® P +5=(i+))

2y

als Pridiktor fiir die diskontierten zukiinftigen inkrementellen Schadenzahlungen resul-
tiert, wobei )?' i,; der in (96) angegebene Pridiktor ist (vgl. De Andrés Séanchez (2014),
S. 830f.). Im Anschluss werden diese unscharfen Priadiktoren in scharfe Zahlen trans-
formiert. Hierbei erweitert DE ANDRES SANCHEZ (2014) den Ansatz von DE ANDRES
SANCHEZ (2012) in einer weiteren Hinsicht und nutzt nicht den Erwartungswert zur De-
fuzzifikation, sondern das allgemeinere Konzept des Wertes einer unscharfen Zahl, bei
dem die linke sowie die rechte Grenze des a-Schnitts zusitzlich mit einer Gewichtungs-
funktion w(«) multipliziert werden, so dass je nach subjektiver Einschitzung eine un-
terschiedliche Gewichtung in Abhéngigkeit vom Zugehorigkeitsgrad o € [0, 1] erfolgen
kann. Urspriinglich wurde dieses Konzept von DELGADO ET AL. (1998) eingefiihrt, von
DE ANDRES SANCHEZ (2014) ist es allerdings noch dahingehend modifiziert worden,
dass die beiden Summanden zusitzlich mit (1 — ) bzw. 5 gewichtet werden und der
Wert einer unscharfen Zahl somit den Erwartungswert einer unscharfen Zahl (siehe (56))
verallgemeinert.

~ Dis.

Um den Wert der unscharfen Priadiktoren X i ermitteln zu konnen, sind zunichst deren
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a-Schnitte zu bestimmen. Fiir diese erhilt man (vgl. De Andrés Sanchez (2014), S. 831):
~ Dis. ~ Dis. -~ Dis.
0, - [, 65

_ &ﬁ+@+@+pu+%f@+ﬁ)fﬂfax%+%fﬂ§AwAJ+éf@+ﬂD

?

BT AP+ 5= () +(1—a) (Fa+ Ty, +72, _l”(”%_(iﬂ)))}

~ Dis.

Damit ergibt sich fiir den Wert W;3[.X

;; | der diskontierten inkrementellen Schadenzah-

lungen

~ Dis.

WMXM}=<walﬂwm(7? da+5/ Afs<m

1
Q_)/wmwwmwm~wJumww%ww+mm%@

X 5/ a+€i+5j+p(]+%*(i‘l’j))‘l’(l*&)(?@‘l’?@i+?E].7lp(J+%*(i+j)))dOé

mit 5 € [0,1] und i + j > I (vgl. De Andrés Sanchez (2014), S. 831). Wird fir die
Gewichtungsfunktion w(a) = 1 gewibhlt, resultiert der Erwartungswert von )?(/' f);s DE
ANDRES SANCHEZ (2014) schligt jedoch, angelehnt an DELGADO ET AL. (1998), vor,
w(a) = 2« zu wihlen. In diesem Fall erhélt man mittels partieller Integration (vgl. De

Andrés Sanchez (2014), S. 831):

- Dis. (2\6 _|_Z%Z _'_itc\] _ T'p(J + % o (Z +])> o 1)6217+2\Ei+/l\6j*7"p(z]+%7(i+j)) + 1
WB[Xi,j ]=2 2\ /l\ /l\ 1 . 2
(la+ b, + ey —rp(J + 3 — (i +)))

(1- 5)€6+3i+6j+p(f+é—(iﬂ))—(l}ﬁgi+z}j —rp(J+3=(i+1)))
— (Pt 472, — 1 (itj
L= (Fa+ T, +Fa = (T + 5 — (i + ) + D)o T TatTe, ~h(T43=(40)

+ < =< = —
(ra + Ty T — L(J + % —(i+74)))?

y /Bea+i7\i+/c\j+p(J+é—(i+j))+(;‘\a+7"\gi+?gj—lp(J-i‘é—(i'f'j))))

Da es sich bei dem Wert einer unscharfen Zahl ebenso wie bei dem Erwartungswert einer
unscharfen Zahl um ein additives Maf} handelt, erhilt man die diskontierte scharfe Reser-
ve des Anfalljahres = 1, ..., I, indem die diskontierten defuzzifizierten zukiinftigen in-
krementellen Schadenzahlungen des entsprechenden Anfalljahres aufaddiert werden (vgl.
De Andrés Sanchez (2014), S. 832):

~Dis. J ~ Dis.



Die diskontierte scharfe Gesamtreserve ergibt sich entsprechend durch:

4.1.8 Der Ansatz von KIM & KiM (2014)

Im Jahr 2014 haben KIM & KIM ein Verfahren zur Bestimmung von Schadenreserven
verOffentlicht, das eine unscharfe Version des in Abschnitt 2.3.7 vorgestellten Schaden-
reservierungsverfahrens ist. Das scharfe Verfahren wird dabei in zweierlei Hinsicht fuz-
zifiziert: Es wird sowohl eine unscharfe Version der Hoerl-Kurve als auch eine unscharfe
Version der ANCOVA vorgeschlagen.

Die unscharfe Hoerl-Kurve, die bei dem Ansatz von KiM & KIM fiir die logarithmierten

inkrementellen Schadenzahlungen unterstellt wird, lautet

YV, =coqefoh(i+1)a7® (j+1)

mitz+j5 < [ und }7” = In X, ;. KIM & KIM vergleichen dieses Modell mit der im Ansatz
von DE ANDRES SANCHEZ (2006) betrachteten unscharfen Version des Modells von
SHERMAN (siehe (74)) und fiihren an, dass die hier betrachtete unscharfe Hoerl-Kurve
gegeniiber diesem Modell den Vorteil besitzt, dass sie Kalenderjahreffekte beriicksichtigt.
Zudem argumentieren sie, dass sie flexibler ist, da es hier zwei erkldarende Variablen und
nicht wie bei DE ANDRES SANCHEZ (2006) nur eine gibt (vgl. Kim & Kim (2014), S.
349f.).

Die unscharfe Version der ANCOVA, die KiM & KiIM vorgeschlagen haben, basiert auf
dem unscharfen Regressionsverfahren von ISHIBUCHI & NI1 (siehe Abschnitt 3.6.2) und
die Schitzung der unscharfen Parameter lauft, angewendet auf die unscharfe Hoerl-Kurve,
in den folgenden Schritten ab. Als erstes werden die Modalwerte von ¢, ay, . . ., oy, E und
~ mit der KQ-Methode geschitzt. Die resultierenden Schitzer werden mit ¢, Ay, . . . , ay, 3
und 7 bezeichnet und es wird ¢ = ¢ sowie a; = a; fiiri = 0, ..., I gesetzt. Der Intercept
¢ @® a; wird also fiir alle 7 = 0, ..., als scharfe Zahl unterstellt. Die Parameter 5 und
~ werden dagegen als dreieckférmige unscharfe Zahlen unterstellt, so dass noch Schétzer
fur ihre linken und rechten Spannweiten zu bestimmen sind. Hierfiir wird zundchst Y;* =

Yi,j —Cc- &Z und
Y/=Foh(+)e7e(+1) 97)
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gesetzt (vgl. Kim & Kim (2014), S. 353). Entsprechend des unscharfen Regressions-
verfahrens von ISHIBUCHI & NII wird dann zu der Regressionsgleichung (97) ein LP-
Problem (siehe (63)-(66)) aufgestellt, durch dessen Losung Schitzer fiir die Spannweiten
ermittelt werden. Fiir die rechte Seite der (64) entsprechenden Nebenbedingung dieses

LP-Problems wird dabei
gewihlt und fiir die rechte Seite der (65) entsprechenden Nebenbedingung
Kj = H%/!Ll'l {11’1 Xi,j —C— az}

mit: =0,...,7 (vgl. Kim & Kim (2014), S. 353). Die durch Losen des LP-Problems er-
mittelten Schitzer fiir die Spannweiten werden im Folgenden mit ZAB, ?3, Z%, 75 bezeichnet.
Mit ihnen liegen alle erforderlichen Schitzer fiir die Parameter vor, so dass im néchsten
Schritt Schétzer fiir die unscharfen Prognoseraten bestimmt werden konnen. Analog zu

(28) im scharfen Verfahren wird die unscharfe Prognoserate durch
/qis = (exp (E@lnl%—iﬁ\@ 1) @...dexp (g@ln(s—l—l) +y® (s + 1)))
%) (exp (E®In1+§® 1) D ... B exp (E@ln(j+1) +y7® (j+1)))

mitj=0,...,J—1,s=1,...,Jund j < s geschitzt. Da (28) keine lineare Funktion
in B und 7 ist, ist die fiir Ejys resultierende unscharfe Zahl im Allgemeinen nicht mehr
dreieckformig. Wie bei DE ANDRES SANCHEZ (2006) wird ?qvj,s daher unter Verwendung

einer Taylorentwicklung erster Ordnung durch eine dreieckformige unscharfe Zahl ap-

> i—oexp(xIn(k+1)+y(k+1))
ZJ _o exp(z In(k+1)+y(k+1))

proximiert. Mit der Funktion g : R*? — R, (z,y) — g(z,y) =

resultiert fiir ¢; ; so die Approximation g; ; = (E]JJ olg Ty )= q ;s mit (vgl. Kim & Kim
7 k) ’ ij jvs K

(2014), S. 355):

qjs - g(B\ :}\/)

T, 09(B.7 )T dg(B.7) ;
Ge ap A7
o _99BA), | 99B.A),
5T o5 P T 7
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Die partiellen Ableitungen sind dabei durch

= : — 5 s In(k + 1) exp (Eln(k+1)
o ( s_oexp (B1n 1)+75 k—l—l))) ((;

F(k + 1)) )(i In(k +1) + ﬁ(k+1))>—<iexp(gln(k+1)

M)
und

99(8,7) _ 1 (( S (k+1)exp (Bln(k + 1)
o <Zj:0 exp (Bln(k’ +1)+7(k + 1))) kX;

~F(k+1) )(iexp n(k+1)+ :y\(k—l—l)))—(iexp(gln(k%—l)
k=0 k=0

+5(k + 1))) ( (k+1)exp (Bln(k +1) +7(k + 1))) )

dg(B,7) 1

n(k+1) exp(ﬁln(k—k )+/7\(k+1)))>

.

gegeben (vgl. Kim & Kim (2014), S. 353f.). Die dreieckformigen geschétzten Prognose-
raten werden dann zur Prognose der zukiinftigen Schadenzahlungen und zur Bestimmung
der Schadenreserven genutzt, so dass fiir diese Priadiktoren ebenfalls dreieckformige un-
scharfe Zahlen resultieren. Analog zum scharfen Verfahren (siehe (29)), werden die zu-

kiinftigen Schadensténde 6, jmiti+ 5 > I durch

~
-~

~ ~ /\/
Cij = (Cim 61-’].77”@.,].) =Ciri ® qr—i; = Cig—i ® (q[ z]?l’J T )

ar— 1,7
" ~
= (Ci,lfiQIfijvci,Ifilg’ ,_702‘,1 i )
’ I—i,j

ar— i,J

prognostiziert. Fiir j = J resultiert der Pradiktor fiir den Endschadenstand. Wird von die-
sem der jeweilige letzte beobachtbare Schadenstand abgezogen, ergibt sich die unscharfe

Reserve des Anfalljahres i =1, ..., I:
R CZJ oCi—i= (@J - Ci,lfi,lAa”,?@J)

Durch Aggregation der Reserven iiber die Anfalljahre hinweg erhilt man schlieflich die
unscharfe Gesamtreserve:

—~ I

. N ~ 1 I
R=R&.. 3R = (Z <Ci,J - Oi,l—l’) 72 Ci.p Z?Am>
=1 =1

=1
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4.1.9 Der Ansatz von HEBERLE & THOMAS (2014)

Obwohl das CL-Verfahren zu den populérsten Schadenreservierungsverfahren zéhlt, hat
es zundchst recht wenig Aufmerksamkeit im Bereich der unscharfen Schadenreservierung
gefunden. In dem in Abschnitt 4.1.1 beschriebenen Ansatz von DE ANDRES SANCHEZ
& TERCENO GOMEZ ist das CL-Verfahren als Spezialfall enthalten, danach ist es erst
10 Jahre spiter wieder von KERKEZ (2013a, 2013b) mit der Theorie unscharfer Mengen
in Verbindung gebracht worden (sieche Abschnitt 4.1.1). Im Jahr 2014 haben HEBER-
LE & THOMAS ein unscharfes CL-Verfahren veroffentlicht, bei dem die CL-Faktoren
nicht als scharfe Zahlen, sondern stattdessen als dreieckférmige unscharfe Zahlen un-
terstellt werden. HEBERLE & THOMAS (2014) begriinden dies damit, dass die mit dem
CL-Verfahren berechneten Schitzer fiir die CL-Faktoren in der Praxis des Ofteren von
den Aktuaren, basierend auf ihrer subjektiven Einschitzung und personlichen Erfahrung,
abgeindert werden. Bei dem von HEBERLE & THOMAS (2014) vorgeschlagenen unschar-
fen CL-Verfahren konnen die CL-Schitzer als dreieckférmige unscharfe Zahlen Unsicher-
heit erfassen und sind flexibel, auch ohne dass sie im Nachhinein angepasst werden. Die
Modellannahmen des unscharfen CL-Modells lauten wie folgt (vgl. Heberle & Thomas
(2014), S. 99):

Modellannahmen 4.1 (Das unscharfe CL-Modell)

* Es existieren dreieckférmige unscharfe Zahlen ]?] = (fj,1g;,7p,)mitj =0,...,J—

1, so dass

Cijr1=[;®Cy;
firalle: =0,...,/undj =0,...,J — 1 gilt.
* Die inkrementellen Schadenzahlungen X; ;11 = C; j+1 — C; ; sind nicht negativ.

Um die zukiinftigen, nicht beobachtbaren Schadenzahlungen prognostizieren zu konnen,
sind zunéchst Schitzer fiir die dreieckformigen unscharfen CL-Faktoren f] = (fj, 1y, ry,)
fir j = 0,...,J — 1 zu bestimmen. Diese Schitzer sind bei dem Ansatz von HEBERLE
& THOMAS (2014) durch f; = (f;, lfj,?fj) mit

. I=j=1 1 - =ty
fg — ZZZO i,J+1 und L — Zz:O ' i,j+1 (98)

I—j—1 ) i i I—j—1 o
Zi:O Cm Zi:O Cm
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firj = 0,...,J — 1 gegeben. Die unscharfen CL-Schitzer sind also alle symmetrisch,
ihre Modalwerte stimmen mit den klassischen CL-Schitzern (siehe (3)) iiberein und die
Tréiger der unscharfen CL-Schitzer weisen alle eine linke Grenze von 1 auf (vgl. Heberle

& Thomas (2014), S. 100):

I—j— I—j—1 I—j—
T 2o "Cijn Yin T X Yisa (Ciga = Cij + Ciy)
i I—j—1 I—j—1 - I—j—1
DD I &Y >ico Ciy >ico Ciy (99)

=1

~ o~

/i

Durch die Modellannahme, dass die inkrementellen Schadenzahlungen nicht negativ sind,
ist die Nichtnegativitdt der Spannweiten der CL-Schitzer sichergestellt.

Mit Hilfe der ermittelten Schitzer fiir die CL-Faktoren konnen im néchsten Schritt die
nicht beobachtbaren Endschadenstinde (Z smiti = 1,... [ prognostiziert werden. Ana-

log zum scharfen Verfahren lauten die Priadiktoren:

~

Ci=Citi® f1®...® f,_, (100)
Bei C; ;_; handelt es sich dabei um eine scharfe Zahl, da die vorliegenden Beobachtungen
des Abwicklungsdreiecks als scharfe Zahlen unterstellt werden. Zieht man von dem pro-
gnostizierten Endschadenstand den jeweiligen letzten beobachtbaren Schadenstand ab,
erhilt man den Pridiktor fiir die noch ausstehende Schadenverpflichtung des Anfalljahres
1=1,...,1I:

-~ ~

R; = éi,J O0Ci—i=0Cii ® (flz ®...0 fJ—l - 1)

Der Prédiktor fiir die insgesamt noch ausstehende Schadenverpflichtung ist gegeben durch

~

E:é]_@@é[

~

:0171_1®<f11®...®f1]1—1)@...@01,0@9(?0@...@%1—1).

Um diese Priadiktoren berechnen zu konnen, muss das Produkt der dreieckférmigen un-
scharfen CL-Schitzer bestimmt werden, wofiir HEBERLE & THOMAS (2014) die Sekan-
tenapproximation (siehe (48)) heranziehen. Fiir das Produkt der positiven dreieckférmi-

gen unscharfen Zahlen f,_,, ..., fj erhilt man so'?

froe..of=(Fly s ) (101)

2HEBERLE & THOMAS (2014) erldutern an dieser Stelle, dass zur Vereinfachung der Darstellung ein
Gleichheitszeichen verwendet wird, obwohl es sich um eine Approximation handelt.
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ﬁ (2ﬁ - 1) L 102)

k=I—i

T 1 _ o
g ==L =

J
. ~J o i

mit F/ . = kl:[_l fr, J Z_
firs =1,...,7und j = I —4,...,J — 1 (vgl. Heberle & Thomas (2014), S. 101).
Aufgrund der Multiplikation mehrerer unscharfer Zahlen konnen bei dem betrachteten
unscharfen CL-Verfahren schnell sehr gro3e Spannweiten fiir die Reserven resultieren.
Zudem ist zu beachten, dass ein Wert von Null fiir die Reserve moglich ist. Da die Stei-
gung der Zugehorigkeitsfunktion links von dem Modalwert der Reserve jedoch sehr ge-
ring ist, ist der Wert Null zwar moglich, der Zugehorigkeitsgrad ist hier aber klein (vgl.
Heberle & Thomas (2014), S. 101).

Im néchsten Schritt wird die Prognoseunsicherheit fiir einzelne und aggregierte Anfall-
jahre quantifiziert. Dies erfolgt nicht, wie es bei stochastischen Schadenreservierungsver-
fahren hiufig der Fall ist, mit dem bedingten MSEP, sondern als Unschéarfemall Upy»
wird das K-fache, K € R, der Fliache zwischen der Zugehorigkeitsfunktion der pro-
gnostizierten dreieckformigen unscharfen Endschadenstéinde und der x-Achse verwendet.
Dieses Unschirfemall gehort zur multiplikativen kontinuierlichen Klasse (vgl. Thomas
(2017), S. 42). Zunéchst haben HEBERLE & THOMAS (2014) gezeigt, dass unter den
Modellannahmen des unscharfen CL-Modells

~ ~ 1
Upvz(Cij1|Ciy) = SKCiy (I, +75,)

mit K € R, gilt, wenn 5” und E fir alles = 0,...,/und j = 0,...,J — 1 po-
sitive (unscharfe) Zahlen sind (vgl. Heberle & Thomas (2014), S. 99). Die Notation
UDUZ(@-JH |5”) bedeutet dabei, dass 5” = (C;,;,0,0) gilt. Es wird also angenommen,
dass @J eine scharfe Zahl ist, und U DUZ(@,J-H\@J) kann somit als eine Art bedingtes
Unschirfemall aufgefasst werden. Fiir die Unsicherheit des prognostizierten Endschaden-
standes 51 s eines einzelnen Anfalljahres ¢+ = 1,..., [ erhilt man mit (101) und (102)

(vgl. Heberle & Thomas (2014), S. 101):

~

~ 1 ~ "
Upvz(Cis|Pr) = 5K it (lﬁ{J + Tﬁfiﬁ)

Da in den spiteren Anfalljahren mehr unscharfe CL-Schitzer zu multiplizieren sind, um
den Pridiktor fiir den Endschadenstand zu erhalten (siehe (100)), resultieren fiir diese

Jahre hohere Werte des Unschirfemafes. Fir die Unsicherheit der Summe

~ ~ I I I

= = ~7o1 ~ .

CLJ D...D CLJ = ( E Ci,I—iF[_i N E Ci,[—ilﬁif—,la E Ci,]—irﬁi]—_1>
—1 —1

i=1 =1 =1
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der prognostizierten Endschadenstinde der Anfalljahre 7 = 1,..., [ gilt (vgl. Heberle &
Thomas (2014), S. 101):

~ ~ I —~
Ubvz <Cl,J ©...0Cr, )DI) = Z Upuz(Ci ;| Dr)
i1

Man erhiilt sie also, indem man die Werte der Unschirfemalle der prognostizierten End-
schadenstiinde der einzelnen Anfalljahre aufaddiert, d.h. es gibt hier keine Interaktionen
zwischen der Unschirfe verschiedener Anfalljahre.

Zuletzt haben HEBERLE & THOMAS (2014) noch vorgeschlagen, die Schadenreserven
mit Hilfe des Erwartungswertes (siehe (56)) in scharfe Zahlen zu transformieren. Hierfiir
haben sie gezeigt, dass unter den Modellannahmen des unscharfen CL-Modells fiir den
Erwartungswert der kumulierten Schadenzahlung @JH

~ 1-p s
Eg[Cij41]Cis] = Ciy <fj - Tlfj + Erfj) (103)

mit § € [0, 1] gilt, wenn @j und f; firalle: =0,...,/und 7 =0,...,J — 1 positive
(unscharfe) Zahlen sind, wobei die Notation wieder bedeutet, dass es sich bei 5” um
eine scharfe Zahl handelt (vgl. Heberle & Thomas (2014), S. 99). Die Berechnung der
Erwartungswerte der Reserven mit Hilfe von Gleichung (103) haben HEBERLE & THO-
MAS (2014) anhand eines Beispiels veranschaulicht.

Im Jahr 2018 haben YAN, LiU, Q., DONG & L1U, W. ein unscharfes Verfahren zur Be-
stimmung von Schadenreserven vorgeschlagen, das stark an dem gerade vorgestellten
Ansatz von HEBERLE & THOMAS (2014) orientiert ist. Der Unterschied im Vergleich
zu dem Ansatz von HEBERLE & THOMAS (2014) ist nur, dass anstelle der kumulierten
Schadenzahlungen separat die durchschnittlichen Schadenzahlungen sowie die Schaden-
zahlen und fiir diese jeweils Abwicklungsfaktoren betrachtet werden. Die Schitzer fiir
die dreieckformigen unscharfen Abwicklungsfaktoren stimmen jedoch beinahe mit den
von HEBERLE & THOMAS (2014) vorgeschlagenen Schitzern fiir die CL-Faktoren (sie-
he (98)) iiberein. Die Modalwerte und die linken Spannweiten sind genauso gewdhlt,
nur dass entsprechend als Daten die durchschnittlichen Schadenzahlungen bzw. die Scha-
denzahlen herangezogen werden, und die rechten Spannweiten werden gegeniiber de-
nen bei HEBERLE & THOMAS (2014) nur noch mit 0,5 bei den Schadenzahlen und mit
1,5 bei den durchschnittlichen Schadenzahlungen multipliziert. YAN, LIU, Q., DONG &

L1iu, W. geben dann an, dass die zukiinftigen durchschnittlichen Schadenzahlungen und
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Schadenzahlen mit Hilfe der geschitzten Abwicklungsfaktoren entsprechend dem CL-
Verfahren prognostiziert werden sollen, d.h. indem jeweils der letzte beobachtbare Wert
mit den jeweiligen geschitzten Abwicklungsfaktoren multipliziert wird. Danach sollen
diese beiden Pridiktoren multipliziert werden, um Préidiktoren fiir die zukiinftigen Scha-
denzahlungen und schlielich die Schadenreserven zu erhalten. Die Ausfiihrungen hierzu
sind allerdings sehr kurz gehalten und entsprechen beinahe genau denen bei HEBERLE
& THOMAS (2014). Herleitungen und Erlduterungen zu den nur vereinzelt angegebenen
und kaum von HEBERLE & THOMAS (2014) abweichenden Formeln fehlen giinzlich.
Aus diesen Griinden wird der Ansatz von YAN, Li1U, Q., DONG & LIu, W. in dieser

Arbeit nicht ausfiihrlicher besprochen.

4.1.10 Der Ansatz von HEBERLE & THOMAS (2016)

Das BF-Verfahren, das neben dem CL-Verfahren zu den populirsten Verfahren in der
Schadenreservierung zihlt, ist insbesondere dafiir bekannt, dass es die Einbeziehung von
a priori Informationen erlaubt. Diese a priori Informationen, bei denen es sich oftmals
um Expertenwissen oder Werte aus Marktstatistiken oder dhnlichen Portefeuilles handelt,
miissen bei dem BF-Verfahren in Form von scharfen Zahlen vorliegen. Im Jahr 2016 ha-
ben HEBERLE & THOMAS ein unscharfes BF-Verfahren vorgeschlagen, bei dem die a
priori Informationen als dreieckformige unscharfe Zahlen unterstellt werden. Die Spann-
weiten der a priori Schitzer werden dabei von dem Aktuar, je nach subjektiver Einschit-
zung, bestimmt. Fiir umso unsicherer die jeweiligen a priori Informationen erachtet wer-
den, desto groer werden die Spannweiten in der Regel gewibhlt.

Die Modellannahmen des unscharfen BF-Modells lauten wie folgt (vgl. Heberle & Tho-
mas (2016), S. 310):

Modellannahmen 4.2 (Das unscharfe BF-Modell)

* Es existieren positive dreieckférmige unscharfe Zahlen i, = (;,1,,,7,,), © =

0,...,1, undgj = (Bj,1s,,73;),7=0,...,J,s0 dass

5@',0 = Eo ® i

Cije = Cij @ (gﬁk S BJ) ® [

furalle:i =0,...,1,7=0,....,J—1lund k=1,...,J — j gilt.
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* Die Summe der inkrementellen Schadenzahlungen )?MH ®...0X I—j—1,j+1 mit

X’i,j+1 = 6i,j+1 &) éz,] ist fiir allej = 0, RN J — 1 nicht negatiV.

Wie bereits in Abschnitt 2.3.2 erldutert wurde, werden in praktischen Anwendungen fiir
die Parameter des Schadenabwicklungsmusters des Ofteren jedoch keine a priori Schitzer
genutzt, sondern sie werden stattdessen unter Verwendung der geschitzten CL-Faktoren
und somit aus den Beobachtungen D; geschitzt. Aus diesem Grund werden auch hier
Schitzer fiir diese Parameter vorgeschlagen, die mit Hilfe von un(sglLl)arfen Schitzern fiir

die CL-Faktoren bestimmt werden. Die resultierenden Schitzer 3 ;  sind ebenfalls un-

scharfe Zahlen und konnen somit Unsicherheit erfassen. Sie sind durch

~(CL) -l ~-1
~(CL)
fir j =0,...,J —1und B, = (1,0,0) gegeben, wobei fk = (fk, 7.:77,) die im

Ansatz von HEBERLE & THOMAS (2014) (siehe Abschnitt 4.1.9) eingefiihrten Schétzer

fiir die unscharfen CL-Faktoren fj, = ( fy, [ o T, ) sind, fur die

I—k—1 I—k—1
Z Cz k41 T ~ Zi:o Xi,kJrl
T und f 7" = T—h—1 y k’:O,...,J—l,
C; G
Zz 0 i,k Zi:() i,k

gilt (vgl. Heberle & Thomas (2016), S. 311). HEBERLE & THOMAS (2016) geben an,

fir =

dass zur Bestimmung des Kehrwerts die Approximation in (52) genutzt werden soll und
fiir die Multiplikation der resultierenden dreieckformigen unscharfen Zahlen die Sekan-
tenapproximation (siche (48)).!* Da durch die Kehrwertbildung und Multiplikation die
Symmetrie nicht erhalten bleibt, sind die mit (104) bestimmten Schitzer fiir die Parame-
ter Ej im Gegensatz zu den Schitzern fiir die unscharfen CL-Faktoren im Allgemeinen,
aufler Ef,CL) = (1,0,0), nicht mehr symmetrisch.

Mit Hilfe der Schitzer fiir ;1; und Ej konnen die Endschadenstinde 51 gfiri=1,...,1
analog zum scharfen Verfahren wie folgt prognostiziert werden (vgl. Heberle & Thomas
(2016), S. 311):

~

=~ ~(CL)  =(CL)

~ ~(CL) ~
Ci,J_ i,— 7,@</6J @ﬁ]_l)®,EZ:CZ7[_Z@<(1,O,O)@BI—Z)®ﬁl

13Ebenso wie in HEBERLE & THOMAS (2014) werden auch hier Gleichheitszeichen verwendet, obwohl es
sich um Approximationen handelt.
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Fiir die Schadenreserve eines einzelnen Anfalljahres : = 1,.. ., I ergibt sich somit

o~ o~

~ ~ ~(CL) ~
Ri=C,;0C-i=Ci;i® ((17 0,0)© 5, ) ®u; ©Ciroi

~(CL) —~
= ((17070) © 514 ) ®ﬁi

und die Gesamtreserve ist gegeben durch:

-~

RZE]_EBEBE[
2(CL) ~ =(CL) ~
:((17070)@51—1)@)#1@---@((Loao)@ﬁo >®MI

Nach der Prognose der ausstehenden Schadenzahlungen wird noch die Prognoseunsicher-
heit fiir einzelne und aggregierte Anfalljahre quantifiziert. Dabei wird die Flache zwischen
der Zugehorigkeitsfunktion und der z-Achse als Unschéarfemall Upyz verwendet. HE-
BERLE & THOMAS (2016) haben gezeigt, dass fiir die Unsicherheit des prognostizierten
Endschadenstandes a s des Anfalljahres + = 1, ..., I, gegeben die Beobachtungen Dy,

unter den Modellannahmen des unscharfen BF-Modells

= 1 —~ ~ =N ~ R =N
o) = 5 (- BE2) () + e + )

~

=l %C?lﬁi)

resultiert (vgl. Heberle & Thomas (2016), S. 313). Fiir die Unsicherheit der aggregierten

prognostizierten Endschadenstidnde

Cr1®...0Cry

=(CL) ~ =(CL) ~
= (01,11 @ ((1,0,0) S Br1 ) ® /h) ©...o (CI,O D ((17070) S Bo ) ® MI)
(e (- B m (1 A

lpy +T5enjin = Tgenlp,

(1 - 55?) T + lgff)ﬁl + lg;gf)ﬁ%) ®...0 (CI,O + (1 - 5(SCL)) fir,

(1 - B\(()CL)> Tﬁj + ?Eécm//i[ — ?BSCL)/Z;QI, (1 - ASCL)) Ta, +Z\ESCL>'EI —l-/l\BéCL)?ﬁI)
gilt (vgl. Heberle & Thomas (2016), S. 313f.):

~ ~ I ~
Upvz <C1,J ©...0Cr, )DI) = Z Upvz(Ci ;| Dr)
i=1
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Im Gegensatz zum bedingten MSEP fiir aggregierte Anfalljahre sind hier also keine Kova-
rianzterme enthalten, d.h. es gibt keine Interaktionen zwischen den Anfalljahren, sondern
es sind einfach die Werte der Unschédrfemalle der einzelnen Anfalljahre aufzuaddieren.
Zuletzt geben HEBERLE & THOMAS (2016) noch an, dass der Erwartungswert unschar-
fer Zahlen (siehe (56)) zur Defuzzifikation der unscharfen Reserven genutzt werden soll,

und veranschaulichen dies anhand eines Beispiels.

4.1.11 Der Ansatz von THOMAS (2017)

Wie von dem LCL-Verfahren, dem Glittungsansatz von SHERMAN, der geometrischen
Separationsmethode von TAYLOR und dem Verfahren von KREMER ist auch von dem
Chain-Ladder-Verfahren (sieche Abschnitt 2.3.1) eine unscharfe Version, bei der es mit ei-
nem unscharfen Regressionsverfahren kombiniert wird, vorgeschlagen worden. Zur Mo-
tivation dieses 2017 verdffentlichten unscharfen Schadenreservierungsverfahrens fiihrt

THOMAS an, dass der Aitken-Schditzer

-~ _ —1 _ _
By = (XIW'X;) XIWly, = (11 DX) (11 1)y;
ST G

I—j—1
2o Cig
mit j = 0,...,J — 1 fiir den Regressionskoeffizienten /3; des allgemeinen linearen Re-
gressionsmodells
Yy = Xjﬂj + €; (105)

mit

Co,j11 Co,;

Clit ‘ Cu

y; = c ]R(Ifj)xl7 Xj — c R(If])xl7
Croj1jm Croj1,
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COJ 0 cee 0 €0
0 Cl’j ) ] €1
WJ _ c RU—J)X(I—J)7 € = c RU—)x1
0
0 e O CI*j*Lj EIfjfl

und Cov(e;) = 07W;, 07 >0

mit dem geschitzten CL-Faktor f; (siehe (3)) tibereinstimmt (vgl. Thomas (2017), S. 71).
Die CL-Faktoren des gewohnlichen CL-Verfahrens entsprechen somit den Steigungspa-
rametern eines linearen Modells ohne Intercept, in dem die zufélligen Fehler unkorreliert,
aber heteroskedastisch sind. Da sich ein allgemeines lineares Modell stets in ein klassi-
sches lineares Modell iiberfithren ldsst, konnen die Schitzer fiir die CL-Faktoren dement-

sprechend auch mit der KQ-Methode bestimmt werden. Hierfiir ist

Co,j+1 01/2
G} 0,4
Cl?j+1 1/2
1 Cl/2 _1 Cl,j
* 21, 1,5 * 2\
yj—Wj Y= , Xj—Wj X; =
Crj_1441 01/2
Az I—j—1,5
Crli—a, I
€0
12
CO,j
€1
i 1 co1/2
— L 2e. = 1,5
und €; WJ €j
€1—j—1
172
CI*J'*LJ'

zu definieren und statt (105) das transformierte Modell
y;j =X;b;i + €

zu betrachten, das die Annahmen des klassischen linearen Modells erfiillt (vgl. Thomas

(2017), S. 71f.). Damit sichergestellt ist, dass die Gewichtungsmatrix W positiv definit
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ist und somit W;% und die transformierten Variablen berechnet werden konnen, sind da-
bei streng positive kumulierte Schadenzahlungen vorauszusetzen.

Basierend auf dem Zusammenhang zwischen dem CL-Verfahren und linearen Model-
len hat THOMAS im Jahr 2017 ein unscharfes CL-Regressionsmodell, bei dem die CL-
Faktoren als asymmetrische dreieckférmige unscharfe Zahlen unterstellt werden, vorge-

schlagen. Die Modellannahmen lauten wie folgt (vgl. Thomas (2017), S. 123):

Modellannahmen 4.3 (Das unscharfe Chain-Ladder-Regressionsmodell)

Es seien f;-F L = (ffC lpren,rpren), j = 0,...,J — 1, asymmetrische dreieckfor-
J J

mige unscharfe Zahlen, y* = (g, ...,9;_ j71>T ein unscharfer Outputvektor und X* =

(g, ) j_l)T ein scharfer Inputvektor, dessen Eintrége xg, ..., x7_;_, streng positiv

sind. Das unscharfe CL-Regressionsmodell fiir einen einzelnen CL-Faktor ist dann durch
v = It o x> (106)
gegeben.

Die Multiplikation ist dabei komponentenweise zu verstehen und bei y* und X* handelt
es sich um die transformierten Variablen, die sich durch Multiplikation mit Wj_% erge-
ben haben. Um Schiitzer fiir die unscharfen Koeffizienten EF CL = (fFer 1 FFCL,T FOL),
J =0,...,J — 1, zu ermitteln, ziecht THOMAS das unscharfe Regressionsverfahren von
ISHIBUCHI & NII (siehe Abschnitt 3.6.2) heran. Die Schitzer fiir die Modalwerte, im
Folgenden mit J?JF CL bezeichnet, werden also mit der KQ-Methode bestimmt und zur
Ermittlung von Schitzern fiir die linke und die rechte Spannweite eines einzelnen CL-
Faktors ist das folgende LP-Problem, durch welches die gesamte Unschirfe des Modells

minimiert wird, fiir ein gegebenes j zu 16sen

min 2

I—j-1 I—j-1
l.FrcL,";FCL -
5 %

lfJFCLx:—l— E TijCL.fE;k
1=0 =0

unter Bedingung von (vgl. Thomas (2017), S. 124):

FrCla: — (1 — a)lrera; <y, i=0,...,0—j—1 (107)
FFCLat + (1 — a;)rpreray >y, i=0,...,I—j—1 (108)
lfJFCL,?"fJFCL >0 (109)

Waihrend es sich bei (109) um eine Nichtnegativitdtsbedingung fiir die Spannweiten han-

delt, stellen die Nebenbedingungen (107) und (108) sicher, dass y; fir¢ =0,...,/—7—1
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in dem o;-Schnitt des jeweiligen geschitzten Outputs enthalten ist. Durch die Wahl von
ag,...,ay_1 mita; € (0,1) fiir j = 0,...,J — 1 kann der Aktuar dabei fiir jede ein-
zelne Regression ausdriicken, fiir wie aussagekriftig die Daten erachtet werden. In der
Regel werden fiir die frithen Abwicklungsjahre kleinere Werte als fiir die spéiteren Ab-
wicklungsjahre gewihlt, da in den frithen Abwicklungsjahren mehr Daten vorliegen. Fiir
das Abwicklungsjahr J — 1 stehen nur die Beobachtungen eines einzelnen Anfalljahres
(¢« = 0) zur Verfiigung, weshalb die Losung des obigen LP-Problems fiir die Spannweiten
des unscharfen CL-Schitzers ?jff oftmals keine sinnvollen Ergebnisse liefert. THOMAS
hat daher vorgeschlagen, diese Spannweiten durch Extrapolation mit Hilfe log-linearer
Regression, wie in MACK (1993) beschrieben, zu bestimmen. Diesen Vorschlag begriin-
det THOMAS damit, dass die Charakteristika der CL-Faktoren denen der Varianzparame-
ter im gewohnlichen CL-Verfahren in dem Sinne dhneln, dass die linken und die rechten
Spannweiten der CL-Faktoren im Allgemeinen ein fallendes Verhalten aufweisen, da in
den spiteren Abwicklungsjahren mehr Schiden endgiiltig abgeschlossen sind und die Va-
riabilitdt in den CL-Faktoren im Allgemeinen abnimmt (vgl. Thomas (2017), S. 126). Das
Regressionsmodell, das betrachtet wird, um einen Schitzer lAffglL fiir die linke Spannweite

des unscharfen CL-Faktors des Abwicklungsjahres J — 1 zu bestimmen, lautet wie folgt:
nlprer = ao+ai, i=0,...,J—2

Nachdem fiir die unbekannten Koeffizienten ag € R und a; € R dieses Modells mit

der KQ-Methode Schiitzer @y und @, ermittelt wurden, kann fron durch Extrapolation
—1

bestimmt werden (vgl. Thomas (2017), S. 126):
Z}fgf = exp(dp +a1(J — 1))

Analog erhilt man einen Schiitzer fiir die rechte Spannweite des (.JJ — 1)-ten CL-Faktors.
Mit Hilfe der geschitzten CL-Faktoren der Abwicklungsjahre 7 = 0,...,J — 1 kdnnen
dann die nicht beobachtbaren Endschadenstidnde prognostiziert werden, indem jeweils der
letzte beobachtbare Schadenstand eines Anfalljahres mit den entsprechenden geschitz-
ten unscharfen CL-Faktoren multipliziert wird. THOMAS erwihnt an dieser Stelle, dass
fiir die Multiplikation der dreieckformigen unscharfen Zahlen die Sekantenapproxima-
tion (siehe (48)) genutzt werden soll, und veranschaulicht dies anhand eines Beispiels.

Wird von den ermittelten prognostizierten Endschadenstéinden anschlieBend der jeweilige
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letzte beobachtbare Schadenstand abgezogen, erhilt man die Schadenreserven der einzel-
nen Anfalljahre und durch Aggregation dieser Reserven schlieflich die Gesamtreserve.
Um scharfe Reserven zu erhalten, die in der Bilanz ausgewiesen werden konnen, schléigt
THOMAS vor, den Erwartungswert zur Defuzzifikation zu nutzen, und die Unschirfe der
ermittelten Pridiktoren soll als Flache zwischen der Zugehorigkeitsfunktion und der x-
Achse gemessen werden. Dies wird auch anhand eines Beispiels veranschaulicht.

Im Jahr 2015 haben ONOGHOJOBI & OLEWUEZI ebenfalls einen Artikel veroffentlicht,
der das Ziel hat, ein unscharfes Regressionsverfahren auf das CL-Verfahren anzuwen-
den. Im Endeffekt werden die Schadenreserven bei diesem Ansatz jedoch nicht mit ei-
ner unscharfen Version des CL-Verfahrens, sondern mit dem gewohnlichen CL-Verfahren
berechnet, und der Artikel weist zudem weitere Schwichen auf. So wird etwa ohne Er-
lauterung zwischen der Betrachtung eines unscharfen Regressionsmodells mit asymme-
trischen und der Betrachtung eines unscharfen Regressionsmodells mit symmetrischen
Koeffizienten gewechselt und es werden Reserven auf Kalenderjahrbasis mit Reserven
auf Anfalljahrbasis verglichen (vgl. Thomas (2017), S. 96f.). Aus diesen Griinden wird

dieser Ansatz hier nicht ndher erldutert.

4.1.12 Der Ansatz von APOLLINAIRE ET AL. (2019a)

Im Jahr 2019 haben APOLLINAIRE ET AL. ein unscharfes Verfahren zur Bestimmung
von Schadenreserven vorgeschlagen, das an die Poisson-Regression angelehnt ist. Diese
hat insbesondere aufgrund des auf HACHEMEISTER & STANARD (1975) zuriickgehenden
Ergebnisses, dass das (Overdispersed-)Poisson-Modell die gleichen Schadenreserven wie
das Chain-Ladder-Verfahren liefert, viel Aufmerksamkeit im Bereich der Schadenreser-
vierung gefunden.

APOLLINAIRE ET AL. (2019a) treffen die Annahme, dass Unsicherheit iiber die Scha-
denzahlungen sowohl aufgrund von Unschirfe als auch aufgrund von Zufall vorliegt, und
unterstellen )N(z ; als unscharfe Zufallsvariable, die eine unscharfe Poisson-Verteilung be-

sitzt'* (vgl. Apollinaire et al. (2019a), S. 935):

Xig~Pig), Aiy = e’ = et (110)

14Eine ausfiihrliche Ubersicht iiber unscharfe Zufallsvariablen im Allgemeinen sowie iiber die unscharfe
Poisson-Verteilung ist etwa in BUCKLEY (2006) zu finden.

121



Der unscharfe Erwartungswert einer unscharfen Zufallsvariable! ist gemidBl BUCKLEY

(2006) durch den «-Schnitt definiert. Hier erhilt man
~ o0 N )T
<FE[X1J]> = { pe M (i)
@ z=0

_ { i

wobei FE[ - | der unscharfe Erwartungswertoperator ist. Der Erwartungswert einer (ge-

wohnlichen) Zufallsvariable X; ; ~ P(J; ;) ist durch )\; ; gegeben, der unscharfe Erwar-
tungswert ist also die Fuzzifizierung des scharfen Erwartungswertes (vgl. Apollinaire et
al. (2019a), S. 935).

Das hybride unscharfe Regressionsmodell, das APOLLINAIRE ET AL. (2019a) vorschla-

gen, lautet in Matrixschreibweise wie folgt:
Iny = (Iny, lny, rmy) = (XB +1In(e), XB0 + 1A + In(§), XB6 + 1+ In(n))

bzw.
Y = L,ry)=(XB+e,XB0+ 1)+ € ,XB0+1u+n) (111)

Dabei ist 3 = (1,a,v)" € RIHH o = (ay,...,a;) € RL, v = (y,...,75) € RY,
7,0, 0,1 € R, X € ReUHDUHxIH/4) ypd Iny = y'. 1 ist ein S(J+1)(J+2)x1
1

Vektor mit Einsen, bei € ,& und ' handelt es sich um S(J + 1)(J +2) x 1 Vek-

/

toren mit unkorrelierten Stortermen, fiir die E[e] = E[§] = E[p] = 0 gilt, und
y, Iy, ry € Rz (/+D(7+2) gind Vektoren mit den beobachteten Modalwerten und linken
sowie rechten Spannweiten der abhéngigen Variable v; ; mit ¢ + j < I (vgl. Apollinaire
et al. (2019a), S. 935).

Gemail des unscharfen Regressionsverfahrens von D’ URSO & GASTALDI sind die itera-
tiv zu berechnenden KQ-Schitzer B , 5, X, 5\, 1 fiir die Parameter 3,6, \, 0, . des Modells

in (111) durch

B= m (X)X (v + (1y = 13) 0+ (xy — 170)9) ),
7= (3"x"xB) B'x" (1, ~13). A= T &J 3 (171, - 8" X"19),

= (ATrvd) ! ATxT _ 15 ~_ 1 T, _ Al~xT15
5_<5XX5) 8 X" (v, —17), “‘%(J+1)(J+2)<1 r, ﬁde)

SDer hier betrachtete unscharfe Erwartungswert einer unscharfen Zufallsvariable ist nicht mit dem Er-
wartungswert einer unscharfen Zahl (siehe (56)) zu verwechseln.
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gegeben (vgl. Apollinaire et al. (2019a), S. 935f.). Um diese Parameterschitzer bestim-
men zu konnen, sind als erstes die ,,beobachteten* Modalwerte sowie die linken und rech-
ten Spannweiten der abhéngigen Variable zu konstruieren. Hierfiir gehen APOLLINAIRE

ET AL. (2019a) wie folgt vor. Zunichst wird das Modell v; ; = 7 + a; + 7; + € ; mit

t+ 7 < I und ag = 79 = 0 betrachtet und fiir 7, 1, ..., g, V1, - . ., 7; werden Schitzer
T,01,...,07,71,...,7; mit der KQ-Methode ermittelt, mit denen wiederum
/)\\ _ €?+ai+%

1,J
(siehe (110)) bestimmt wird. Mit Hilfe dieser Schitzer werden dann die inkrementellen
Schadenzahlungen Xj; ; fiir 7 + j < I normiert. Hierfiir wird zunéchst
Xij — N

i

Tij =

und anschlieend

L LT+ 1)(J +2) .
WNTTF DT A2 (T r T+

berechnet. Diese Werte nutzen APOLLINAIRE ET AL. (2019a), um die linken und rechten
Spannweiten der inkrementellen Schadenzahlungen zu konstruieren und nehmen an, dass

diese Spannweiten durch

Ix,; =T,

mit ¢ + 7 < I gegeben sind (vgl. Apollinaire et al. (2019a), S. 940). Fiir die linken

und rechten Spannweiten von v; ; mit ¢ + j < [ gilt dementsprechend ly,; = Ty, =

/

5 I

7

In —%. Unter Verwendung dieser Ergebnisse konnen dann Schitzer fiir die unbekannten

Parameter ermittelt werden, mit denen wiederum
= ~ T = TR TAD LN ~TAS L o
Vij = <Vi,j7 lﬁi,ja TDi,j) = <Xi /67 X, /89 + )‘7 X; /66 + M)

fiir 147 > I bestimmt werden kann (siehe (111)), so dass man schlieBlich die Priadiktoren

-~

V= (RTe 7o ) = (7B RIS xB5

fiir die zukiinftigen inkrementellen Schadenzahlungen )N(” mit ¢ + 5 > [ erhilt (vgl.
Apollinaire et al. (2019a), S. 940). Addiert man alle prognostizierten zukiinftigen inkre-

mentellen Schadenzahlungen auf, ergibt sich die Gesamtreserve:

~ R I J N I J N I J
Pl (S 3 %03 3 RS 5 )



Diese dreieckformige unscharfe Zahl wird anschlielend noch unter Verwendung des Er-
wartungswerts unscharfer Zahlen (siehe (56)) in einen scharfen Wert transformiert. Es

resultiert

-~

Bl =1~ [ (7). dat / ' (R).da
:(1_5)/01(§_<1—a)z})da+5/ol(§+(1—a)?ﬁ)d@

1 . 1 1
+ (R& + Tpa — §?§a2>

0

=(1-p) (E—Tﬁ—i—%z\ﬁ) +5(§+?A—%A§)

=(1-p) (E—%fﬁ) +5(fz+%?§>

mit § € [0, 1]. Um das betrachtete Modell beurteilen und mit der klassischen Poisson-

~ - 1~
=(1-7) (Ra —lpa + §Z§a2)

0

Regression vergleichen zu konnen, haben APOLLINAIRE ET AL. (2019a) zudem eine
Kennzahl fiir die Anpassungsgiite vorgeschlagen. Diese ist wie folgt definiert (vgl. Apol-

linaire et al. (2019a), S. 939):
» FSSE ] FSSR

P~ FSST =~ FSST
Dabei ist
I I—i I I—i I I—i
FSST = Z (vi; — ) + Z (L, ly)2 + Z (7., 7“,,)2
i=0 j=0 i=0 j=0 i=0 j=0
mit
B 1 I I—
v = Vijs
%(J+1)(J+2) ;jzo J

I I—i

1
Zy: ll/"a
T+ 2 2

1 I I—i
TTIU+ (12 22w,

i=0 j=0

die zu erkldrende bzw. totale unscharfe Quadratsumme (Fuzzy Sum of Squares Total),

I I— I I—i I I—
FSSE =33 (0, =+ 303 (I, — 1) + D23 (o, =)
i=0 j=0 i=0 j=0 i=0 j=0

ist die durch die Regression erklirte unscharfe Quadratsumme (Fuzzy Sum of Squares

Explained) und
I I-i I I—i g L I
FSSR =303 (wig = 5) + 2. 3 (s =Ty ) + D0 (s, = 75,,)°
i=0 j=0 =0 j=0 i=0 j=0



ist die durch die Regression nicht erklirte unscharfe Quadratsumme (Fuzzy Sum of Squa-
res Residual). Wegen FSST = FSSE + FSSR, wie APOLLINAIRE ET AL. (2019a) gezeigt
haben, gilt R% € [0, 1] (vgl. Apollinaire et al. (2019a), S. 938f.). Je niher der Wert von
RZ% an 1 liegt, desto hoher ist der Anteil der durch die Regression erklérten unscharfen
Quadratsumme FSSE an der totalen unscharfen Quadratsumme FSST und desto besser ist
somit die Anpassungsgiite.

APOLLINAIRE ET AL. (2019a) haben dann im Rahmen eines Beispiels fiir das von ih-
nen vorgeschlagene Modell und fiir die klassische Poisson-Regression jeweils die Anpas-
sungsgiite und die mittlere quadratische Abweichung berechnet. In diesem Beispiel ist das
hier betrachtete Modell sowohl gemif der Anpassungsgiite als auch gemif der mittleren
quadratischen Abweichung der klassischen Poisson-Regression vorzuziehen. Ein Nach-
teil des Modells von APOLLINAIRE ET AL. (2019a) ist allerdings, dass sehr viele Itera-
tionen bis zur Konvergenz des iterativen Algorithmus benotigt werden (vgl. Apollinaire

et al. (2019a), S. 941ft.).

4.1.13 Der Ansatz von APOLLINAIRE ET AL. (2019b)

APOLLINAIRE ET AL. haben 2019 noch ein weiteres unscharfes Verfahren zur Bestim-
mung von Schadenreserven vorgeschlagen, das ebenfalls an die Poisson-Regression an-
gelehnt ist. Bei diesem Verfahren werden die unbekannten Parameter mit Hilfe eines qua-
dratischen Programmierungsproblems — und nicht wie bei APOLLINAIRE ET AL. (2019a)
mit dem unscharfen Regressionsverfahren von D’ URSO & GASTALDI — geschitzt.

Wie bei APOLLINAIRE ET AL. (2019a) wird angenommen, dass Unsicherheit iiber die
Schadenzahlungen sowohl aufgrund von Unschirfe als auch aufgrund von Zufall vor-
liegt, und )~(, ; wird als unscharfe Zufallsvariable, die eine unscharfe Poisson-Verteilung

besitzt, unterstellt (vgl. Apollinaire et al. (2019b), S. 9):

Xij~P(Aig), Aij =€ = e ot

Der unscharfe Erwartungswert von )?i,j ist also durch ), ;, d.h. durch die Fuzzifizierung

2,79
des scharfen Erwartungswertes, gegeben (siehe Abschnitt 4.1.12). APOLLINAIRE ET AL.
(2019b) setzen dann

InX;; =i,
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und schlagen das folgende hybride unscharfe Regressionsmodell vor (vgl. Apollinaire et

al. (2019b), S. 10):
Uy =T@a;®p, i+j<I (112)

Die Koeffizienten 7 = (7,1,,7,), a; = (ay,la,;,74,) und Ej = (Bj,1,,7s,) werden als
asymmetrische dreieckformige unscharfe Zahlen mit &y = (0,0,0) und 3y = (0,0,0)
unterstellt. ; ; = (vij, 1y, ,, 7y, ) ist demnach auch eine asymmetrische dreieckformige
unscharfe Zahl mit v; j = 7+ a; + B85, 1y, ; = l- + 1o, + g, und 1, =17 + 14, +75;.

Die Schitzung der unscharfen Koeffizienten erfolgt bei dem Ansatz von APOLLINAIRE
ET AL. (2019b) in zwei Schritten. Zunéchst werden die Modalwerte geschitzt, anschlie-
Bend die Spannweiten. Das Modell, das zur Bestimmung von Schitzern fiir die Modal-

werte betrachtet wird, lautet:
vij=T+ao;+Bj+e6; 1+5<1

Bei ¢; ; handelt es sich dabei um Storterme mit Erwartungswert 0, die als unkorreliert
unterstellt werden, und die Schitzung von 7, o; und f3; erfolgt mit der KQ-Methode. Die
resultierenden Schitzer werden mit 7, ; und B\] bezeichnet. Fiir v; ; erhilt man somit den

Schitzer

~

ﬁi,j = ? O[ B

mit g = Bo = 0 (vgl. Apollinaire et al. (2019b), S. 10). Um Schitzer fiir die linken und

rechten Spannweiten [,, . bzw. r,, . zu ermitteln, ist das quadratische Optimierungspro-

blem
I I—i
2
min :ZZ vij —1—7“,,”)
sz""ulj i ]:0
unter Bedingung von
I/J\ijj—(l—ﬁ)l,ji’j SIHXZ'J‘7 ZZO,,I,jZO,,[—Z
v+ (1—a)r, >1nX”, 1=0,...,1,7=0,...,1 —1
l%,rw’jzo, 1=0,...,1,7=0,..., 1 —1

mit ZAaO =Ta, = ZAEO = ?Bo = 0 zu losen (vgl. Apollinaire et al. (2019b), S. 11). Die Wahl

des Wertes von « soll dabei nicht, wie bei den meisten anderen Ansitzen vorgeschlagen,
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je nach subjektiver Einschitzung der Aussagekraft der Daten durch den Anwender erfol-
gen, sondern APOLLINAIRE ET AL. (2019b) verweisen auf den 2016 von CHEN ET AL.
veroffentlichten Artikel ,, Optimizing h value for fuzzy linear regression with asymmetric
triangular fuzzy coefficients“ und schlagen vor, den optimierten Wert von «, fiir den die
mittlere quadratische Abweichung der Schadenreserve minimal ist, in dem obigen qua-
dratischen Optimierungsproblem zu verwenden (vgl. Apollinaire et al. (2019b), S. 11).

Mit Hilfe der ermittelten geschitzten Modalwerte und Spannweiten konnen dann die zu-
kiinftigen Schadenzahlungen prognostiziert werden. Der Prédiktor fiir die inkrementelle

Schadenzahlung )?i,j lautet (vgl. Apollinaire et al. (2019b), S. 11):

Xivjzeﬁi’j, Z+]>I
Addiert man alle prognostizierten zukiinftigen inkrementellen Schadenzahlungen auf, er-

hilt man die unscharfe Gesamtreserve:

o~

~ . 1 J I J I J N
@) (5 5 05 E )

Diese unscharfe Gesamtreserve wird anschlieBend unter Verwendung des Konzepts des

Erwartungswertes unscharfer Zahlen (siehe (56)) defuzzifiziert. Es ist also

~

E,[R] = (1—5)/0 (E)ada+ﬁ/0 (R)_da

~ ~

mit 3 € [0, 1], (ﬁ)a =R—(1— a)i\ﬁ und (R)_ = R+(1— a)7; zu berechnen. So ergibt

sich fiir die defuzzifizierte Gesamtreserve (vgl. Apollinaire et al. (2019b), S. 11):
= ~ 1~ ~ 1
B[Rl =(1-B) | B=5lg) +B| R+ 577

APOLLINAIRE ET AL. (2019b) haben zuletzt noch das hier vorgestellte Modell anhand
eines Beispiels mit der klassischen Poisson-Regression und mit dem in APOLLINAIRE ET
AL. (2019a) vorgeschlagenen Modell, bei dem die Parameter mit dem unscharfen Regres-
sionsverfahren von D’URSO & GASTALDI geschitzt werden, verglichen. Dabei hat sich
gezeigt, dass das hier betrachtete Modell gemil} der mittleren quadratischen Abweichung
in diesem Beispiel sowohl der klassischen Poisson-Regression als auch dem Modell aus
APOLLINAIRE ET AL. (2019a) vorzuziehen ist. Ein Nachteil des Modells von APOL-
LINAIRE ET AL. (2019b) ist jedoch der hohe Rechenaufwand, der mit der Bestimmung

des optimalen Werts von « einhergeht (vgl. Apollinaire et al. (2019b), S. 12f.).
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4.1.14 Kritische Wiirdigung

Obwohl die Schadenreservierung ein zentrales versicherungsmathematisches Thema dar-
stellt und subjektive Beurteilungen und Erfahrung dort gro3e Relevanz besitzen, hat die
Theorie unscharfer Mengen erst relativ spat Anwendung in diesem Bereich gefunden und
es sind bisher erst relativ wenige Veroffentlichungen zu Anwendungen unscharfer Me-
thoden in der Schadenreservierung erschienen. In den vorangegangenen Abschnitten sind
diese Veroffentlichungen in chronologischer Reihenfolge dargestellt worden und es ist so-
mit ein erster vollstindiger Uberblick iiber den aktuellen Forschungsstand, einschlieBlich
der neuesten Publikationen, in deutscher Sprache gegeben worden.

Der erste Artikel, in dem die Theorie unscharfer Mengen Anwendung im Bereich der
Schadenreservierung gefunden hat, ist der im Jahr 2003 veroffentlichte Artikel von DE
ANDRES SANCHEZ & TERCENO GOMEZ (siche Abschnitt 4.1.1), in dem das LCL-
Verfahren von BENJAMIN & EAGLES mit einem unscharfen Regressionsverfahren kom-
biniert worden ist. Betrachtet man die anschlieBend erschienenen Artikel, erkennt man,
dass den meisten von ihnen ebenfalls die Idee, ein unscharfes Regressionsverfahren auf
ein Schadenreservierungsverfahren anzuwenden, zugrunde liegt. So sind nach der Arbeit
von DE ANDRES SANCHEZ & TERCENO GOMEZ noch 12 weitere Ansitze veroffentlicht
worden, bei denen jeweils verschiedene Schadenreservierungsverfahren mit verschiede-
nen unscharfen Regressionsverfahren kombiniert worden sind. In DE ANDRES SANCHEZ
(2006) ist der Glittungsansatz von SHERMAN modifiziert worden und DE ANDRES SAN-
CHEZ (2007), APAYDIN & BASER (2010), BAHRAMI & BAHRAMI (2015) und YAN,
Liu, Q., L1u, J., L1u, W., L1 & QI (2019) haben jeweils unscharfe Versionen der geome-
trischen Separationsmethode von TAYLOR vorgeschlagen, wihrend BASER & APAYDIN
(2010) und KERKEZ (2013a, 2013b) wie DE ANDRES SANCHEZ & TERCENO GOMEZ
(2003) das LCL-Verfahren heranziechen. DE ANDRES SANCHEZ (2012) verwendet als
Schadenreservierungsverfahren das Verfahren von KREMER und erweitert seinen Ansatz
in DE ANDRES SANCHEZ (2014) noch einmal, in ONOGHOJOBI & OLEWUEZI (2015)
und THOMAS (2017) wird das Chain-Ladder-Verfahren modifiziert.

Die Verwendung eines unscharfen Regressionsverfahrens besitzt zum einen den Vorteil,
dass Unsicherheit in Form von Unschirfe beziiglich des Zusammenhangs zwischen einer
abhingigen und einer oder mehreren unabhingigen Variablen modelliert werden kann.

Zum anderen konnen auch unscharfe Daten modelliert werden, so dass alle vorliegenden

128



scharfen sowie unscharfen Beobachtungen bei der Anpassung eines Regressionsmodells
unverdndert verwendet werden konnen und nicht, wie bei der klassischen Regression,
eventuell vorhandene unscharfe Beobachtungen der abhiingigen und/oder der unabhiingi-
gen Variablen zunichst auf einen einzelnen scharfen Wert reduziert werden miissen. So
entféllt der damit verbundene Informationsverlust. Dariiber hinaus sind Argumente fiir die
Ersetzung der klassischen KQ-Methode durch ein unscharfes Regressionsverfahren, dass
die KQ-Methode nur dann verlissliche Schitzer liefert, wenn der verwendete Datensatz
ausreichend groB ist, was in der Schadenreservierung oftmals nicht der Fall ist, und dass
die der klassischen KQ-Regression zugrunde liegenden Annahmen in der Praxis hdufig
verletzt sind und es mit einem kleinen Datensatz zudem schwierig ist zu iiberpriifen, ob
die Annahmen erfiillt sind. Insbesondere in diesen Féllen stellt die Verwendung eines un-
scharfen Regressionsverfahrens bei der Bestimmung der Schadenreserve eine geeignete
Alternative dar.

Wihrend DE ANDRES SANCHEZ & TERCENO GOMEZ (2003) das unscharfe Regressi-
onsverfahren von TANAKA verwenden und KERKEZ (2013a, 2013b) das unscharfe Re-
gressionsverfahren von TANAKA ET AL., das sich von dem Verfahren von TANAKA nur
in der Zielfunktion unterscheidet, findet bei DE ANDRES SANCHEZ (2006), DE ANDRES
SANCHEZ (2007), DE ANDRES SANCHEZ (2012), DE ANDRES SANCHEZ (2014) und
THOMAS (2017) das unscharfe Regressionsverfahren von ISHIBUCHI & N11 Anwendung.
Dieses unscharfe Regressionsverfahren besitzt gegeniiber den unscharfen Regressionsver-
fahren von TANAKA ET AL. und TANAKA den Vorteil, dass die Regressionskoeffizienten
asymmetrisch sein konnen. Die linken und die rechten Spannweiten konnen also indivi-
duell angepasst werden und voneinander abweichende Werte annehmen. Dadurch ist es
moglich, groe Abweichungen in nur eine Richtung zu erfassen, was oftmals zu kleine-
ren gesamten Spannweiten und somit zu aussagekriftigeren Ergebnissen fiihrt. Bei dem
von CHANG vorgeschlagenen unscharfen Regressionsverfahren, das APAYDIN & BASER
(2010), BASER & APAYDIN (2010) und YAN, L1U, Q., L1U, J., L1Uu, W., L1 & Q1(2019)
heranziehen, konnen die Regressionskoeffizienten ebenfalls asymmetrisch sein. Dariiber
hinaus kann bei diesem Verfahren im Gegensatz zu den anderen unscharfen Regressi-
onsverfahren neben Unsicherheit in Form von Unschirfe auch Unsicherheit in Form von
Zufall beriicksichtigt werden und es fiihrt zu den gleichen Ergebnissen wie die klassische

KQ-Regression, wenn es sich bei allen vorliegenden Daten um scharfe Zahlen handelt.
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Der erste Ansatz, bei dem es sich nicht um die Kombination eines Schadenreservierungs-
verfahrens mit einem unscharfen Regressionsverfahren handelt, ist der in Abschnitt 4.1.8
vorgestellte Ansatz von KIM & KiM (2014). Dieses Verfahren ist konzeptionell aber stark
an den vorher erschienenen Veroffentlichungen orientiert. Statt eines unscharfen Regres-
sionsverfahrens wird eine unscharfe Version der ANCOVA herangezogen und auf eine
unscharfe Version der Hoerl-Kurve angewendet. In demselben Jahr haben auch HEBER-
LE & THOMAS einen Artikel veroffentlicht, der sich stiarker von den zuvor erschienenen
Publikationen unterscheidet. Wie in Abschnitt 4.1.9 beschrieben, haben sie ein unscharfes
CL-Verfahren vorgeschlagen, bei dem die CL-Faktoren nicht als scharfe Zahlen, sondern
stattdessen als unscharfe Zahlen unterstellt werden. So konnen die CL-Schitzer Unsi-
cherheit erfassen und sind flexibel, auch ohne dass sie von den Aktuaren aufgrund ihrer
subjektiven Einschétzung und personlichen Erfahrung im Nachhinein angepasst werden.
Das Verfahren weist allerdings den Nachteil auf, dass aufgrund der Multiplikation mehre-
rer unscharfer Zahlen schnell sehr gro8e Spannweiten und somit nicht so aufschlussreiche
Reserven resultieren. Im Jahr 2016 haben HEBERLE & THOMAS ein weiteres regressions-
freies unscharfes Verfahren zur Bestimmung von Schadenreserven — ein unscharfes BF-
Verfahren — veroffentlicht, bei dem unter anderem die a priori Schitzer fiir die erwarteten
Endschadenstinde als unscharfe Zahlen modelliert werden (siche Abschnitt 4.1.10). Die
Idee, Informationen, die zusitzlich zu einem Abwicklungsdreieck eingehen, als unscharfe
Zahlen zu modellieren, liegt auch dem in dieser Arbeit vorgeschlagenen unscharfen addi-
tiven Verfahren und dem vorgeschlagenen unscharfen Cape-Cod-Verfahren zugrunde. Da
solche Informationen oftmals mit Unsicherheit behaftet sind, ist dies eine naheliegende
und sehr sinnvolle Erweiterung. Bei den beiden hier vorgeschlagenen unscharfen Verfah-
ren miissen die Volumenmale, die sowohl bei dem additiven Verfahren als auch bei dem
Cape-Cod-Verfahren fiir alle Anfalljahre als bekannt vorausgesetzt werden, nicht wie bei
den gewohnlichen Verfahren in Form von scharfen Zahlen vorliegen, sondern sie werden
als unscharfe Zahlen unterstellt. Dadurch wird es ermdoglicht, Unsicherheit beziiglich der
VolumenmalRe einzubeziehen. Wie sich zeigen wird, kann bei dem unscharfen Cape-Cod-
Verfahren zudem Unsicherheit beziiglich des Abwicklungsmusters, wie es in praktischen
Anwendungen iiblicherweise verwendet wird, beriicksichtigt werden. In Abschnitt 4.3.1

bzw. 4.4.1 werden die beiden Verfahren vorgestellt und ausfiihrlich erldutert.
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Zu den aktuellsten Veroffentlichungen im Bereich der unscharfen Schadenreservierung
gehoren die zwei Artikel von APOLLINAIRE ET AL., die beide 2019 erschienen sind und
an die Poisson-Regression angelehnt sind (siehe Abschnitte 4.1.12 und 4.1.13). Wihrend
in APOLLINAIRE ET AL. (2019a) das unscharfe Regressionsverfahren von D’URSO &
GASTALDI genutzt wird, wird in APOLLINAIRE ET AL. (2019b) ein dem Verfahren von
ISHIBUCHI & NII sehr dhnliches unscharfes Regressionsverfahren verwendet, bei dem
die Spannweiten der unscharfen Parameter durch Losen eines quadratischen Programmie-
rungsproblems geschitzt werden. Wie auch bei den unscharfen Regressionsverfahren von
TANAKA ET AL., TANAKA und ISHIBUCHI & NII ist dabei vom Anwender in den Ne-
benbedingungen des Programmierungsproblems ein Wert fiir o € [0, 1] zu wiihlen.'® Da
durch den Wert von « die Spannweiten der geschitzten unscharfen Regressionskoeffizi-
enten und somit schlieBlich auch die resultierenden Schadenreserven beeinflusst werden,
sollte die Wahl von « mit groBer Sorgfalt erfolgen. In den meisten Ansétzen wird jedoch
nur gesagt, dass dieser Wert in der Regel vor dem Losen des Programmierungsproblems
vom Anwender in Abhingigkeit davon festgelegt wird, fiir wie aussagekriftig die ver-
wendeten Daten erachtet werden. In einigen Ansidtzen wird gar nicht darauf eingegangen.
Laut APOLLINAIRE ET AL. (2019b) sollte o dagegen nicht einfach je nach subjektiver
Einschidtzung vom Anwender gewihlt werden, sondern APOLLINAIRE ET AL. (2019b)
verweisen auf den Artikel ,, Optimizing h value for fuzzy linear regression with asymme-
tric triangular fuzzy coefficients“ von CHEN ET AL. und schlagen vor, den optimierten
Wert von «, fiir den die mittlere quadratische Abweichung der Schadenreserve minimal
ist, in dem Programmierungsproblem zu verwenden.

Ein Kritikpunkt an einigen der bisher verdffentlichten unscharfen Schadenreservierungs-
verfahren ist, dass die unscharfen Reserven nicht defuzzifiziert werden (sieche DE AN-
DRES SANCHEZ & TERCENO GOMEZ (2003), BASER & APAYDIN (2010), KERKEZ
(2013a, 2013b), KiMm & KiMm (2014), YAN, LIu, Q., Liu, J., L1u, W., L1 & QI (2019)).
Da die Schadenreserve in Form eines einzelnen exakten Wertes und nicht in Form einer
unscharfen Zahl vorliegen muss, um sie in der Bilanz ausweisen zu konnen, sollte die
ermittelte unscharfe Schadenreserve stets noch in eine scharfe Zahl transformiert werden.
Eine Methode zur Defuzzifikation, die besonders hervorzuheben ist, ist der Erwartungs-

wert unscharfer Zahlen. Dieser erlaubt es durch die Wahl des vom Anwender festzule-

16Bei den unscharfen Regressionsverfahren von CHANG und D’ URSO & GASTALDI entfillt die Wahl von
« und es gibt somit keine Unsicherheit bei der Wahl von Inputs des unscharfen Regressionsmodells.
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genden Wertes des Parameters § € [0, 1] zu beeinflussen, wie vorsichtig das Ergebnis
sein soll, und findet daher bei den meisten unscharfen Schadenreservierungsverfahren,
bei denen eine Defuzzifikation stattfindet, Anwendung. Dariiber hinaus sollte auch bei
den unscharfen Schadenreservierungsverfahren, analog zu den stochastischen Schadenre-
servierungsverfahren, stets die Prognoseunsicherheit quantifiziert werden. Hierfiir ist ein
geeignetes Unscharfemal} (siehe Abschnitt 3.3) zu wéhlen, mit dem die globale Unschir-
fe der resultierenden Menge beurteilt und somit eine Aussage dariiber getroffen werden
kann, wie genau die ermittelten Pridiktoren sind. Obwohl dies von zentraler Bedeutung
ist, wird nur bei HEBERLE & THOMAS (2014), HEBERLE & THOMAS (2016), THOMAS
(2017) und YAN, LIU, Q., DONG & LI1U, W. (2018) die Prognoseunsicherheit quantifi-
ziert, bei allen anderen bisherigen Publikationen nicht.

Besonders auffallend ist, wenn man die bisher erschienenen Veroffentlichungen in der
unscharfen Schadenreservierung vergleicht, dass bei allen Verfahren als unscharfe Zah-
len ausschlieBlich (symmetrische oder asymmetrische) dreieckférmige unscharfe Zahlen
verwendet werden. Diese zeichnen sich vor allem durch ihre einfache arithmetische Hand-
habbarkeit und ihre leichte, intuitive Interpretierbarkeit aus. Da jedoch durchaus Situatio-
nen denkbar sind, in denen unscharfe Zahlen mit einer anderen Form der Zugehorigkeits-
funktion geeigneter sind, ist es verwunderlich, weshalb in keinem der Ansétze eine andere
Form von unscharfen Zahlen Anwendung gefunden hat. In Abschnitt 4.2.1 dieser Arbeit
wird diese Liicke geschlossen und ein unscharfes Schadenreservierungsverfahren vorge-
schlagen, bei dem quasi-exponentielle unscharfe Zahlen verwendet werden, und damit die
erste Anwendung im Bereich der unscharfen Schadenreservierung, bei der die Zugeho-
rigkeitsfunktion der unscharfen Zahlen nicht dreieckformig ist. Bei dem vorgeschlagenen
Verfahren handelt es sich um eine unscharfe Version des CL-Verfahrens und die quasi-
exponentiellen unscharfen Zahlen werden zur Modellierung der CL-Faktoren genutzt.
Da ihre Zugehorigkeitsfunktion Werten nahe dem Modalwert hohe Zugehorigkeitswer-
te zuweist und dann nach links und rechts schnell abfillt, ist ihre Wahl insbesondere im
Fall aussagekriftiger Daten sinnvoll. Wie sich zeigen wird, besitzt die Verwendung von
quasi-exponentiellen statt dreieckférmigen unscharfen Zahlen den Vorteil, dass die Pro-
gnoseunsicherheit — im Vergleich zu dem Verfahren von HEBERLE & THOMAS (2014) —
erheblich reduziert werden kann und man somit wesentlich aussagekriftigere Ergebnisse

erhalten kann.
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Generell ist festzuhalten, dass in der Schadenreservierung nicht nur Unsicherheit in Form
von Zufall, die von den stochastischen Schadenreservierungsverfahren modelliert wer-
den kann, eine zentrale Rolle spielt, sondern auch Unsicherheit in Form von Unschirfe,
da oftmals Informationen verwendet werden, bei denen es sich um subjektive Einschiit-
zungen und Erwartungen handelt und die unprézise sind. Schadenreservierungsverfahren,
die Unsicherheit in Form von Unschérfe beriicksichtigen konnen, stellen daher eine na-
heliegende und sinnvolle Ergédnzung dar. Auch in jiingster Zeit sind sie Thema mehrerer
Publikationen gewesen, was verdeutlicht, dass es sich bei der unscharfen Schadenreser-
vierung um ein zentrales und aktuelles Forschungsthema handelt. In Abschnitt 4.2.1,4.3.1
und 4.4.1 dieser Arbeit werden drei neue unscharfe Schadenreservierungsverfahren vor-
geschlagen, die zusitzliche Moglichkeiten bieten, Unschirfe bei der Bestimmung von
Schadenreserven zu erfassen und zu modellieren. Auch dariiber hinaus gibt es zukiinftig

noch viel Potential fiir neue Ansitze und Erweiterungen bisheriger Verfahren.
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4.2 Ein unscharfes Chain-Ladder-Verfahren mit quasi-exponentiel-

len unscharfen Zahlen
4.2.1 Das unscharfe Chain-Ladder-Verfahren

Basierend auf der Beobachtung, dass die mit dem CL-Verfahren ermittelten Schitzer fiir
die CL-Faktoren in der Praxis des Ofteren von den Aktuaren aufgrund ihrer subjektiven
Einschitzung und personlichen Erfahrung abgeédndert werden, haben HEBERLE & THO-
MAS im Jahr 2014 ein unscharfes CL-Modell veroffentlicht, bei dem die CL-Faktoren
nicht als scharfe Zahlen, sondern als unscharfe Zahlen unterstellt werden (sieche Abschnitt
4.1.9). So konnen die CL-Schitzer Unsicherheit erfassen und sind flexibel, auch ohne dass
sie im Nachhinein angepasst werden. Dieser Artikel ist eine der wenigen bisher erschiene-
nen Publikationen, die das CL-Verfahren, das zu den populérsten Schadenreservierungs-
verfahren zihlt, mit der Theorie unscharfer Mengen in Verbindung bringen. HEBERLE
& THOMAS (2014) unterstellen die CL-Faktoren der Einfachheit halber als symmetri-
sche dreieckformige unscharfe Zahlen, da diese intuitiv interpretierbar und arithmetisch
leicht handhabbar sind. Allerdings hat sich in ihrem Beispiel gezeigt, dass die Unsicher-
heit der Reserven sehr hoch ist und man somit nicht so aussagekréftige Ergebnisse erhiilt.
Zudem sind nicht immer dreieckformige unscharfe Zahlen am geeignetsten, sondern in
einigen Situationen unscharfe Zahlen mit einer anderen Form der Zugehorigkeitsfunktion
passender. Deshalb wird hier ein unscharfes CL-Verfahren vorgeschlagen, bei dem die
CL-Faktoren nicht als dreieckformige unscharfe Zahlen, sondern stattdessen als quasi-
exponentielle unscharfe Zahlen, also als exponentielle unscharfe Zahlen mit einem end-
lichen Tréger, unterstellt werden. Die Zugehorigkeitsfunktion einer quasi-exponentiellen
unscharfen Zahl fj, fiir die im Folgenden die Notation f; = efn”(f;,1y,,7y,) verwendet

wird, ist durch

0 fir z < fj - 4,5lf].

exp (w;ffj) fiir f; — 4,51, < < f;

(113)

exp (—mr;fj) fur f; <z < f; + 4,51y,
J

0 furz > f; + 4,51y,

\
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mit f; € Rund [y, 7y, > 0 gegeben. Der Zugehorigkeitsgrad wird also fiir Abweichungen
|z — f;| vom Modalwert f;, die mindestens 4,5[, bzw. 4,57, betragen, gleich Null ge-
setzt, was dadurch motiviert ist, dass die Zugehorigkeitsgrade in diesen Bereichen ansons-
ten hochstens bei exp (—4,5) = 0,01, d.h. hochstens bei ~ 1% des Zugehorigkeitsgrads
des Modalwerts, liegen (sieche Abschnitt 3.2.1). Da Werte nahe dem Modalwert hohe Zu-
gehorigkeitswerte besitzen und die Funktion dann nach links und rechts schnell abfillt,
sind quasi-exponentielle unscharfe Zahlen insbesondere im Falle eines aussagekriftigen
Datensatzes geeignet.

Die Modellannahmen des im Folgenden betrachteten unscharfen CL-Modells mit quasi-

exponentiellen unscharfen Zahlen lauten wie folgt:

Modellannahmen 4.4 (Das unscharfe CL-Modell mit quasi-exp. unscharfen Zahlen)
Es existieren positive quasi-exponentielle unscharfe Zahlen f] = efn*(f;, 1y, ry,) mit

lfj =Ty, SO dass
Cijr1=[i®Cyy
firalles =0,...,/undj =0,...,J — 1 gilt.

Als erstes gilt es, Schitzer fiir die quasi-exponentiellen unscharfen CL-Faktoren f] =

efn*(f;,ly,,75), 7 = 0,...,J — 1, zu bestimmen, d.h. Schitzer fiir die Modalwerte f;

sowie fiir die Parameter [y, und r,. Diese Schitzer sind hier durch f; = efn*(f;, [ o ?fj)

mit
5 _ Xis  Cign P02
g === d l=7m=—Ff;, 0<d<1 114
. > Gy T 4,5f]’ ’ (1
firj = 0,...,J — 1 gegeben. Die unscharfen CL-Schitzer sind also alle symmetrisch

und die Modalwerte stimmen, wie bei dem Verfahren von HEBERLE & THOMAS (2014),
mit den klassischen CL-Schitzern (siehe (3)) iiberein. Die Schitzer fiir die linken und die

rechten Parameter wurden so gewihlt, dass
4,5l]?j = 4,57“@ = (Sfj

gilt, dass also Abweichungen von § - 100% vom geschitzten Modalwert in beide Richtun-
gen moglich sind. So ist auch sichergestellt, dass die CL-Schitzer f] stets positiv sind,

da
fi =45l = f;—0f;=(1-08)f;>0
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fiir alle 0 < 0 < 1 gilt. Der Wert von § kann dabei vom Aktuar je nach subjektiver Ein-
schitzung festgelegt werden. Fiir umso aussagekriftiger die Daten erachtet werden, desto
kleiner wird im Allgemeinen der Wert von 9 und somit die Spannweite des unscharfen
CL-Schitzers gewihlt.

Analog zum gewohnlichen CL-Verfahren konnen dann mit Hilfe der ermittelten Schit-
zer fiir die CL-Faktoren die nicht beobachtbaren Endschadenstéiinde 51 s der Anfalljahre
i =1,..., I prognostiziert werden, indem jeweils der letzte beobachtbare Schadenstand’

mit den entsprechenden CL-Schétzern multipliziert wird:

Cis=Ciii®f1.0...®f, (115)
Um den Pridiktor fiir die noch ausstehende Schadenverpflichtung des Anfalljahres ¢ =
1,..., 1, also die Schadenreserve des Anfalljahres : = 1,..., [, zu erhalten, ist von dem
prognostizierten Endschadenstand der jeweilige letzte beobachtbare Schadenstand abzu-

ziehen:

R CzJ@CzI i = 1[ Z®(f[1 "®fNJ—1_1)

Addiert man schlielich die Pridiktoren fiir die ausstehenden Schadenverpflichtungen der
einzelnen Anfalljahre 7 = 1,..., I auf, ergibt sich der Prédiktor fiir die insgesamt noch

ausstehende Schadenverpflichtung:
E == El @ ‘e @ é[
=C1ra® (f11®...®fjl—1) ®..0CH® <f0®...®f,1—1)

Damit diese Préadiktoren bestimmt werden konnen, ist das Produkt von mehreren quasi-
exponentiellen unscharfen CL-Schitzern zu berechnen, wofiir die Sekantenapproximation
(siehe (48)) genutzt wird, so dass man wieder quasi-exponentielle unscharfe Zahlen erhilt,
die jedoch im Allgemeinen nicht mehr symmetrisch sind. Fiir das Produkt der positiven

~

quasi-exponentiellen unscharfen Zahlen f,_,, ..., fj resultiert so'®

"Die vorliegenden Beobachtungen werden als scharf unterstellt, weshalb es sich bei dem letzten beobacht-
baren Schadenstand C; ;_; um eine scharfe Zahl handelt.

8Im Folgenden werden zur Vereinfachung Gleichheitszeichen verwendet, obwohl es sich um eine Appro-
ximation handelt.
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Satz 4.1 Es seien fk, k=0,...,J —1,die Schitzer fiir die unscharfen CL-Faktoren ﬁ;,
k=0,...,J —1, gemil (114). Dann gilt

fNI—i ®...® fj = efn” (F\Ij—wTAIJ;_v?ﬁlji.)

mit

N 5 \JIHAEY
o= (1= (1—5) Fis

P aazas. N

wobei0<o<1l,2=1,...,.lundj=1—1,...,J — 1.

Beweis: Der Beweis erfolgt mittels vollstindiger Induktion.

Induktionsanfang: Fiir einen Faktor gilt:

fr—i = efn® (ff—i’ lf/-}fi’?f/l\l*i>
[ 7 o 2 o =
= efn (f[—i,475fl—i7475fl—i>
LE
45

I—i . . ‘ .
~ I—i—I4+i+1\ ~; . 0 \I—i—I+i+1 ~r
— efn* ( II 7 <1— <1— ) >F}_;, <<1+45) —1> FLZ)
k=I— ’

%

Induktionsschritt: Es wird angenommen, dass fiir das Produkt von j — (I — i) + 1 Faktoren
~ ~ A i - § \I-THHL o
f]_i®...®fj=efn k];[_fk, (1—(1—4’5) )F[ia

(0 ) o)

gilt. Mit dieser Induktionsannahme ist zu zeigen, dass fiir das Produkt von j + 1 — (I — i) + 1

(116)

Faktoren

G+1 . )
~ ~ . ~ § \NJHI-T+i+1\ ~.
f11®®f]+1=efn<H fka<1_(1_45> >Fljj11’
k=I—i ’

0 \JjH+H1-I+i+1 ~iiq
1 ) 1) Bt
(( 15 ) “)
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erfiillt ist. Mit (48) und (116) erhilt man:
J1i® . ®fjm1=f1mi®...0f;® fi
j S N
j—I+i+1\ ~. J \Jj—I+i+1 . =
( I k,( (-3 >Ff_i,<< )AL o
k )

—1

7 § Nj—I+i+1\ ~.
k —1 ’

k=I—1i

T Ay (TR
A ) 0 0o

k‘ (1 ~(1- 4(,55)> s (1 -(1- 4(,;5)j_l+i+l> Fli
(7)) (i)™ 1)
)j_mﬂ ) ﬁ>

(-3
- (1_ (- 4(,55)> <1 - (1_ 4(,55)j o ))ﬁﬁ’ <<(1 4(,;5> - 1) !

) () ()
Y g (1 S ﬁ;’t*)
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—
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Da neben der Prognose der ausstehenden Schadenverpflichtungen auch die Genauigkeit
der Priddiktoren von zentralem Interesse ist, wird im néchsten Schritt die Prognoseun-
sicherheit fiir einzelne und aggregierte Anfalljahre quantifiziert. Wie bei HEBERLE &
THOMAS (2014) wird die Unsicherheit einer unscharfen Zahl als Fliache zwischen der
Zugehorigkeitsfunktion (siehe (113)) und der z-Achse berechnet, so dass sich fiir die
Unsicherheit des prognostizierten Endschadenstandes a s eines einzelnen Anfalljahres

¢ =1,..., I Folgendes ergibt:
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Satz 4.2 Fiir die Unsicherheit des prognostizierten Endschadenstandes

-~

Cij=0Ci—i ® }Npi D...8 /J/;VJ—l =C;—; ®efn” (ﬁi]:iljﬁi’j ) ﬂ%’:f)
des Anfalljahres 1 = 1,. .., [ gilt, gegeben die Beobachtungen D;:
Uowuz(Cos|Dp) = Ciys (1 . 4%) (l}k_l + ?ﬁH> (117)
et i i
Beweis: Mit (45) und (113) erhilt man:

UQEUz(éi,J\DI) =UgEruz (Cz‘,l—z‘ ® efn” (ﬁfj—_iljﬁf:h?ﬁfj))

i N R
=Ugruz (efﬂ* <Ci,lfiF]_i 7Ci,17ilﬁIJi1a Cz',lfﬂ"ﬁifil))

R R exp — dz
Ci,l—iFjI:il—4,5Ci,1—ilﬁJ—1 Ci,[—ilﬁif—_l
T—i —i

C’i,]7iﬁf:i1+4,5ci,17ﬁﬁJ51 x — C; I—iﬁj]__'l
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Um die Unsicherheit der prognostizierten Endschadenstédnde fiir aggregierte Anfalljahre
ermitteln zu konnen, ist zundchst die Summe der prognostizierten Endschadenstéinde iiber

alle Anfalljahre hinweg zu berechnen:
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Satz 4.3 Gegeben die Beobachtungen Dy, ist die Summe der prognostizierten Endscha-

denstinde C; ; = Cj—; ® efn” (Fj’:il, lﬁj]:il,?ﬁiz:il), t=1,...,1,durch

R R I I I
= = . ~71 ~ R
OLJ D...D C[’J = efn < E Oi,[—iF[_i s E Ci,[—ilﬁj]ih E Oi,]—irﬁif_l)
—1 —1
i=1 i=1 =1

gegeben.

Beweis: Mit Satz 3.1, (45), (115) und Satz 4.1 erhilt man:

Cri®..0C1 =Cli1®f119..0f; 1®...0Cro®fo®...® fs_,
= *(FI1 7 = x (-1 7 ~
=(Cy -1 ®efn (Fl_l ,le]:ll,TFiI:11> ©...0Cp®efn (FO ,lF(SI—l,TFOJ71>
:f*( L F e _AA_>

ein CLI 1 171,017[ 1ZFI‘]711701’I 17“ng11 S5,

@ efn* <CI,OF6]71, C]}Olﬁo‘l—l , C[’(]?/:ﬁOJA)

I I I
* nJ—1 7 -~
= efn E Ci—iF; -, Ci,[—ilﬁj]:ila E Ci’[_ﬂ"ﬁ[.]:il
=1 =1

=1

O

Mit Hilfe von Satz 4.3 kann dann die Unsicherheit der Summe der prognostizierten End-

schadenstinde der Anfalljahre ¢ = 1, ...,  bestimmt werden:

Satz 4.4 Fiir die Unsicherheit der aggregierten prognostizierten Endschadenstinde, ge-

geben die Beobachtungen Dy, ist

= o~ ! =
UQEUZ(C1,J ©...0Cr, }DI) = Z Ugrvz(Ci j|Dr)
i=1

erfiillt, wobei UQEUZ(@,AD[) durch (117) gegeben ist.
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Beweis: Mit Satz 4.3 und (113) ergibt sich:

DI>
1

I I
SI-1 0 -
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Die Unsicherheit der prognostizierten Endschadenstéinde fiir aggregierte Anfalljahre ist
also durch die Summe der Werte der Unschédrfemalle der prognostizierten Endschaden-
stande der einzelnen Anfalljahre gegeben.
Damit die Schadenreserven in der Bilanz ausgewiesen werden konnen, werden die er-
mittelten unscharfen Schadenreserven zuletzt noch defuzzifiziert. Dies erfolgt mit Hilfe
des Erwartungswertes unscharfer Zahlen (siehe (56)). Fiir den Erwartungswert der quasi-

exponentiellen unscharfen Zahl }N%l 1 =1,...,1, ergibt sich:
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Satz 4.5 Der Erwartungswert der Schadenreserve R; = efn*(ﬁi, lAﬁi ,Tg,) ist durch
Es[Ri| = R; — (1 = B)lp, + B,

mit 5 € [0,1]undi =1,..., ] gegeben.

Beweis: Zunichst ist der a-Schnitt, 0 < v < 1, zu bestimmen. Man erhélt

(ac — Ez)
exp — >«
R;

o~ ~

S — R >In(a)lg

sowie:

Damit ergibt sich:

~

1~ 1~
EglRi] = (1-7) 10%1/6 (Ri)gda +Blcifé1/c (R;) dov
1, N 1,
=(1-p) Eﬁ)l/c (Ri + ln(a)lﬁi) da + ,81561/6 (R,- - ln(a)?ﬁi) da

= (1-5)lim (Eia +15, (aln(a) - a)) 1

1 ~
. + Bl{g{r}l (Ria —7g (aln(a) — a))

= (1 — ﬁ) <]/:EZ —lgp — g, limcln(c)> + B <Ez -+ ?ﬁi + ?ﬁi lciJI,BICIH(C))
O

Da es sich bei dem Erwartungswert einer unscharfen Zahl um ein additives Maf} handelt,
ist die erwartete Gesamtreserve durch die Summe der Erwartungswerte der Schadenreser-

ven der einzelnen Anfalljahre s = 1, ..., [ gegeben.

4.2.2 Anwendungsbeispiel

Im Folgenden wird das im vorherigen Abschnitt vorgestellte unscharfe CL-Verfahren an-
hand eines Beispiels veranschaulicht. Um einen Vergleich mit dem Verfahren von HE-

BERLE & THOMAS (2014) zu ermoglichen, wird dabei der Datensatz von TAYLOR &
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ASHE (1983) (siehe Tabelle 1) verwendet, der in HEBERLE & THOMAS (2014) und dar-
iber hinaus auch in vielen weiteren Publikationen im Bereich der Schadenreservierung

Anwendung gefunden hat. Als erstes werden die Schitzer fiir die quasi-exponentiellen

Abwicklungsjahr j
Antalljahr & 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 357848 1124788 1735330 2218270 2745596 3319994 3466336 3606286 3833515 3901463
1 352118 1236139 2170033 3353322 3799067 4120063 4647867 4914039 5339085
2 290507 1292306 2218525 3235179 3985995 4132918 4628910 4909315
3 310608 1418858 2195047 3757447 4029929 4381982 4588268
4 443160 1136350 2128333 2897821 3402672 3873311
5 396132 1333217 2180715 2985752 3691712
6 440832 1288463 2419861 3483130
7 359480 1421128 2864498
8 376 686 1363294
9 344014

TABELLE 1: Beobachtete kumulierte Schadenzahlungen C; ; (i + j < 9)

unscharfen CL-Faktoren f; j=20,...,J —1, also die geschitzten Modalwerte f; sowie
die geschitzten Parameter ZAE und ?fj , mit (114) bestimmt, wobei 6 = 0,05 gewéhlt wird.
Es werden in diesem Beispiel also Abweichungen von 5% sowohl nach oben als auch

nach unten vom geschitzten Modalwert zugelassen, was zu den in Tabelle 2 angegebenen

Schitzern f 7 =0, J — 1, fiihrt. Die geschitzten Modalwerte stimmen, wie bei dem
Abwicklungsjahr j

f; 0 1 2 3 4 5 6 7 8
fj | 34906 1,7473 14574 1,1739  1,1038 10863 1,0539 1,0766 10177
1z | 00388 0019 00162 00130 00123 00121 00117 0012 00113
J

Pr | 00388 00194 00162 00130 00123 00121 00117 0012 00113
J

TABELLE 2: Unscharfe CL-Schitzer ]f”vj = efn*(fj,l}_,?f_) mitj =0,...,8
J J

Verfahren von HEBERLE & THOMAS (2014), mit den klassischen CL-Schitzern iiberein,
und da die CL-Faktoren als symmetrisch unterstellt werden, entspricht der geschitzte lin-
ke Parameter stets dem jeweiligen geschitzten rechten Parameter.

Mit Hilfe der berechneten Schitzer fiir die unscharfen CL-Faktoren werden dann die
nicht beobachtbaren, zukiinftigen Schadenzahlungen prognostiziert. Hierfiir ist jeweils
der letzte beobachtbare Schadenstand eines Anfalljahres mit den entsprechenden CL-

Schitzern zu multiplizieren (siehe (115) und Satz 4.1). Die resultierenden prognosti-
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zierten kumulierten Schadenzahlungen sind in Tabelle 3 angegeben. Wihrend die erste

Abwicklungsjahr j
Cij 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Ci,j 5433719
1~ 60375
1,5
P 60375
Tcl.j
Ca,j 5285148 5378826
i 58724 118865
C2,j
Fa 58724 120194
"Gy
Cs,; 4835458 5205637 5297906
g 53727 115038 174642
3,4
o, 53727 116324 178 566
3.7
Cyqj 4207459 4434133 4773589 4858200
s 46750 97989 157358 212348
4,5
ey 46750 99084 160894 219545
3]
Cs,j 4074999 4426546 4665023 5022155  S111172
TAS ) 45278 97821 153779 219514 277714
5]
A 45278 98914 157235 226955 290335
5.5
Cs, 4088678 4513179 4902528 5166649 5562182 5660771
?@6 ) 45430 99736 161609 225830 302219 367056
2J
o 45430 100850 165240 233484 315954 388024
2J
Crj 4174756 4900545 5409337 5875997 6192562 6666635 6784799
T57 ) 46386 108296 178315 256835 336471 432278 510439
2J
&y - 46386 109506 182322 265 540 351762 456972 545626
sJ
Cs.j 2382128 3471744 4075313 4498426 4886502 5149760 5544000 5642266
fés ) 26468 76721 134340 196623 265506 333921 417000 482458
sJ
Pog 5 26468 77579 137359 203287 277573 352996 445843 521478
s
Gy 1200818 2098228 3057984 3589620 3962307 4304132 4536015 4883270 4969825
?ég ) 13342 46368 100804 156899 215291 279089 341257 417558 475458
9,7
8o ; 13342 46886 103070 162217 225075 295032 364781 451329 519653
2]
~
. . . =~ * jon - o~ .
TABELLE 3: Prognostizierte kumulierte Schadenzahlungen C; ; = efn*(C; ;, & oTa ) mit
2V} ¥}

it+5>9

Zeile fiir jedes Anfalljahr die Modalwerte enthilt, die mit den Ergebnissen des schar-
fen CL-Verfahrens iibereinstimmen, sind in der jeweiligen zweiten bzw. dritten Zeile die
Werte der linken bzw. der rechten Parameter zu finden. Zieht man von den ermittelten
prognostizierten Endschadenstidnden den jeweiligen letzten beobachtbaren Schadenstand
ab, erhilt man die Schadenreserven der Anfalljahre s = 1, ..., ] und durch Addition die-
ser einzelnen Schadenreserven die Gesamtreserve (siche Tabelle 4). Die Modalwerte der
mit dem unscharfen CL-Verfahren berechneten Reserven stimmen mit den Reserven, die
sich bei Verwendung des gewohnlichen CL-Verfahrens ergeben, sowie mit den Modal-
werten bei HEBERLE & THOMAS (2014) iiberein. Da es sich hier bei den Reserven um
quasi-exponentielle unscharfe Zahlen handelt, sind die in Tabelle 4 angegebenen Schiit-

zer fir die linken und rechten Parameter mit 4,5 zu multiplizieren, um die groBtmogli-
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Anfalljahr i R; Ia, a,

94634 60375 60375
469511 118 865 120194
709 638 174 642 178 566
984 889 212348 219545
1419460 277714 290335
2177641 367056 388024
3920301 510439 545626
4278972 482458 521478

R - ¥ N P

4625811 475458 519653

18 680857 2679355 2843796

™

TABELLE 4: Unscharfe CL-Reserven R; = efn*(ﬁi,l}i,,?d) miti=1,...,9

chen Abweichungen vom Modalwert nach links und rechts zu erhalten (siehe (113)). Fiir
die Gesamtreserve erhilt man so 4,5 - 2679355 = 12057097,5 bzw. 4,5 - 2843796 =
12797082. Die Zugehorigkeitsfunktion der Gesamtreserve ist also aulerhalb des Inter-
valls (R — 4,50 ; R + 4,575) = (18680857 — 12057 097,5; 18 680857 + 12797 082) =
(6623759,5;31477939) gleich 0. Bei HEBERLE & THOMAS (2014) resultiert fiir die Ge-
samtreserve die dreieckformige unscharfe Zahl ]?2 = (18680 856, 18 680 856, 45 124 877).
Die Zugehorigkeitsfunktion ist bei ihrem Verfahren also auf dem Intervall (18 680 856 —
18 680 856; 18 680 856 + 45124 877) = (0; 63 805 733), d.h. auf einem deutlich groBeren
Intervall, von 0 verschieden. Hier ist insbesondere auch zu erkennen, dass das unscharfe
CL-Verfahren mit quasi-exponentiellen unscharfen Zahlen den Nachteil des Verfahrens
von HEBERLE & THOMAS (2014) vermeidet, dass die linke Spannweite der Reserve mit
dem Modalwert iibereinstimmt.

Zur Defuzzifikation der quasi-exponentiellen unscharfen Reserven wird der Erwartungs-
wert verwendet (siche Satz 4.5). Die resultierenden scharfen Reserven sind fiir verschie-
dene Werte des Parameters (3 in Tabelle 5 angegeben. Es ist zu erkennen, dass die er-
wartete Reserve umso hoher ist, je hoher der Wert von 3 gewihlt wird. Vergleicht man
die defuzzifizierten Gesamtreserven in Tabelle 5 mit den Schadenreserven, die sich durch
Anwendung des Erwartungswertes unscharfer Zahlen bei dem unscharfen CL-Verfahren
von HEBERLE & THOMAS (2014) ergeben (siehe Tabelle 6), stellt man fest, dass die de-
fuzzifizierte Gesamtreserve fiir eine Wahl von 5 = 0,1 und S = 0,25 bei dem unscharfen
CL-Verfahren mit quasi-exponentiellen unscharfen Zahlen gréBer ist. Bei den betrachte-
ten Werten von 0,5, 0,75 und 0,9 fiir den Parameter (3 fiihrt das unscharfe CL-Verfahren

von HEBERLE & THOMAS (2014) dagegen zu einer deutlich groleren defuzzifizierten
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Eg[R;]
Anfalljahr 4 B =0,1 B =0,25 B =0,5 B =0,75 B =09 CL-Reserve
1 46334 64447 94634 124 821 142934 94634
2 374552 410411 470175 529940 565799 469511
3 570317 623298 711600 799902 852883 709 638
4 815730 880514 988487 1096461 1161245 984 889
5 1198551 1283758 1425770 1567782 1652989 1419460
6 1886093 1999355 2188125 2376895 2490157 2177641
7 3515469 3673879 3937895 4201911 4360321 3920301
8 3896908 4047498 4298482 4549467 4700057 4278972
9 4249864 4399131 4647908 4896 686 5045953 4625811
> 16553817 17382290 18763077 20 143864 20972337 18680856
TABELLE 5: Erwartungswerte IEg[R;| der CL-Reserven R; mit ¢ = 1,...,9 fiir verschiedene

Werte des Parameters 3 € [0, 1] und Reserven nach dem scharfen CL-Verfahren

Gesamtreserve. In dem iiblichen Fall, dass ein Wert von mindestens 0,5 fiir 5 gewihlt
wird, werden bei Verwendung des unscharfen CL-Verfahrens mit quasi-exponentiellen
unscharfen Zahlen also geringere Reserven fiir ausreichend erachtet als bei Verwendung

des unscharfen CL-Verfahrens mit dreieckformigen unscharfen Zahlen. In der rechten

B =0,1 B =0,25 B =0,5 B =0,75 B =09

Eg[R] 12530714 17316 144 25291861 33267578 38053008

~

TABELLE 6: Erwartungswerte I£3[R| der CL-Reserven R fiir verschiedene Werte des Parameters

B € [0, 1] bei dem unscharfen CL-Verfahren von HEBERLE & THOMAS (2014)

Spalte von Tabelle 5 sind zusitzlich noch die Schadenreserven angegeben, die sich bei
Verwendung des scharfen CL-Verfahrens ergeben. Dabei ist jedoch zu bedenken, dass
das CL-Verfahren mit zugrunde liegendem stochastischen Modell Unsicherheit in Form
von Zufall einbezieht, wihrend das hier vorgeschlagene unscharfe CL-Verfahren Unsi-
cherheit aufgrund von Unschirfe beriicksichtigt, weshalb diese beiden Verfahren nicht
direkt miteinander verglichen werden konnen.

Fiir die Unsicherheit der prognostizierten Endschadenstinde und damit der Schadenreser-
ven, die als Flidche zwischen der Zugehorigkeitsfunktion und der z-Achse berechnet wird
(siehe Satz 4.2), ergeben sich die in Tabelle 7 zu findenden Werte. Hier ist zu erkennen,
dass die Unsicherheit der Reserve tendenziell mit den Anfalljahren steigt, was daraus
resultiert, dass in spiteren Anfalljahren mehr unscharfe CL-Schitzer zu multiplizieren

sind, um den Prédiktor fiir den Endschadenstand und damit die Reserve des jeweiligen

146



Anfalljahres zu erhalten. Im Gegensatz zum bedingten MSEP in stochastischen Scha-

Anfalliaht i | Ug gy 2(Cy D)
1 119407,90
2 236403,24
3 34928447
4 427095,38
5 561737,72
6 746 691,85
7 1044 332,90
8 992783,79
9 984 055,78
> 5461793,03
TABELLE 7: Prognoseunsicherheit Ugryz(C; 7|Pr) mit ¢ = 1,...,9 im unscharfen CL-

Verfahren

denreservierungsverfahren gibt es hier fiir aggregierte Anfalljahre keine Kovarianzterme,
sondern die Unsicherheit der aggregierten prognostizierten Endschadenstinde ist durch
die Summe der Werte der Unsicherheitsmal3e der prognostizierten Endschadenstinde der
einzelnen Anfalljahre gegeben, da bei der Anwendung von unscharfen Zahlen keine Ab-
hingigkeiten zwischen den Anfalljahren beriicksichtigt werden. Die Unsicherheit der Ge-
samtreserve betridgt in diesem Beispiel 5461 793,03 und ist somit deutlich geringer als bei
HEBERLE & THOMAS (2014), bei denen die Fliche zwischen der Zugehorigkeitsfunk-
tion der Gesamtreserve und der z-Achse durch 31902 866,35 gegeben ist. Die Progno-
seunsicherheit konnte im Vergleich zu dem Verfahren von HEBERLE & THOMAS (2014)
also deutlich reduziert werden (17,12% des Wertes bei HEBERLE & THOMAS (2014)),
d.h. die ermittelte Reserve ist hier mit einer viel geringeren Unsicherheit in Form von
Unschirfe behaftet und somit wesentlich aussagekriftiger. Aufgrund der Multiplikation
mehrerer unscharfer Zahlen ist die Prognoseunsicherheit allerdings weiterhin recht hoch.
Um eine bessere Vergleichbarkeit zu ermdglichen, wurde noch fiir weitere Werte von o
die Unsicherheit der Gesamtreserve berechnet. Dabei ist zu bedenken, dass groflere Wer-
te von 0, die der Aktuar eher wihlen wird, wenn er die Daten als nicht so aussagekriftig
erachtet, zu groeren Werten von lAfj und ?fj fiihren und somit zu gréBeren Spannwei-
ten der unscharfen CL-Schitzer und schlieBlich zu einer groeren Prognoseunsicherheit.
Fiir 6 = 0,01 und 6 = 0,1 betrigt die Prognoseunsicherheit nur 3,42% bzw. 34,3% der
Prognoseunsicherheit bei HEBERLE & THOMAS (2014). Selbst wenn Abweichungen von

20% vom Modalwert zugelassen werden, betrigt die Prognoseunsicherheit der Gesamtre-
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serve nur 69,07% von der Prognoseunsicherheit bei HEBERLE & THOMAS (2014). Erst
wenn sehr grole Abweichungen zugelassen werden, iibersteigt die Prognoseunsicherheit
hier die bei HEBERLE & THOMAS (2014). So ist etwa bei einer Wahl von 6 = 0,5 die
Flache zwischen der Zugehorigkeitsfunktion der Gesamtreserve und der z-Achse durch

57771164,08 gegeben und somit grofler als 31 902 866,35.

4.2.3 Kritische Wiirdigung

Da die mit dem CL-Verfahren berechneten Schiitzer fiir die CL-Faktoren des Ofteren von
den Aktuaren aufgrund ihrer subjektiven Einschitzung und personlichen Erfahrung abge-
andert werden, ist die Idee, die CL-Faktoren nicht als scharfe Zahlen, sondern stattdes-
sen als unscharfe Zahlen zu unterstellen, eine naheliegende Erweiterung, die es erlaubt,
die Vagheit der CL-Schitzer aufgrund von subjektiver Beurteilung zu erfassen. Bei dem
von HEBERLE & THOMAS (2014) vorgeschlagenen unscharfen CL-Modell werden, wie
in ausnahmslos allen bisher erschienenen Veroffentlichungen im Bereich der unscharfen
Schadenreservierung, der Einfachheit halber dreieckformige unscharfe Zahlen verwen-
det. Da jedoch durchaus Situationen auftreten konnen, in denen eine andere Form der Zu-
gehorigkeitsfunktion passender ist, ist hier ein unscharfes CL-Verfahren vorgeschlagen
worden, bei dem die unscharfen CL-Faktoren nicht als dreieckformige unscharfe Zah-
len, sondern als quasi-exponentielle unscharfe Zahlen modelliert werden. Diese quasi-
exponentiellen unscharfen Zahlen weisen Werten nahe dem Modalwert hohe Zugehorig-
keitswerte zu und fallen dann nach links und rechts schnell ab. Sie sind daher insbesondere
im Falle eines aussagekriftigen Datensatzes geeignet.

Die Schitzer fiir die quasi-exponentiellen unscharfen CL-Faktoren sind so gewihlt wor-
den, dass die Modalwerte durch die klassischen CL-Schitzer gegeben sind. Die Schiit-
zer fiir die linken und die rechten Parameter konnen, je nach subjektiver Einschitzung,
so festgelegt werden, dass bestimmte prozentuale Abweichungen vom jeweiligen klas-
sischen CL-Schitzer zugelassen werden. In dem Beispiel im vorherigen Abschnitt hat
sich gezeigt, dass, solange nicht allzu groB3e prozentuale Abweichungen zugelassen wer-
den sollen, bei Verwendung von quasi-exponentiellen unscharfen Zahlen Reserven mit
einer viel geringeren Prognoseunsicherheit als bei dem Verfahren von HEBERLE & THO-
MAS (2014) resultieren. Die Reserven sind also wesentlich aufschlussreicher. Aufgrund

der Multiplikation mehrerer unscharfer Zahlen ist die Prognoseunsicherheit allerdings
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weiterhin recht hoch. In den meisten der zuvor erschienenen Artikel im Bereich der un-
scharfen Schadenreservierung ist gdnzlich versdumt worden, die Unsicherheit der Scha-
denreserven zu quantifizieren. Dies sollte jedoch stets erfolgen, da die Quantifizierung der
Prognoseunsicherheit neben der Prognose der ausstehenden Schadenverpflichtungen von
zentraler Bedeutung ist.

Zudem sollte im Bereich der unscharfen Schadenreservierung stets eine Defuzzifikations-
methode angewendet werden, um die ermittelte unscharfe Schadenreserve in eine scharfe
Zahl zu transformieren und sie so in der Bilanz ausweisen zu kdnnen. Auch dies ist nicht
in allen Publikationen erfolgt. Hier wurde zur Defuzzifikation der Erwartungswert un-
scharfer Zahlen genutzt, der es erlaubt, durch die Wahl des Parameters 8 € [0, 1] zu
beeinflussen, wie vorsichtig das Ergebnis sein soll, so dass Risikoaversion einfach und
intuitiv beriicksichtigt werden kann. Sowohl fiir die Unsicherheit der Reserven als auch
fiir die defuzzifizierten Reserven konnten, wie fiir die unscharfen Reserven selbst, ge-
schlossene Formeln hergeleitet werden. Beziiglich der Hohe der defuzzifizierten Scha-
denreserven hat sich in dem im vorherigen Abschnitt betrachteten Beispiel ein weiterer
Vorteil des vorgeschlagenen unscharfen CL-Verfahrens gezeigt: Ein konservativer Aktuar
— ausgedriickt durch die Wahl eines hohen Werts des Parameters 3 — wird bei Verwen-
dung des unscharfen CL-Verfahrens mit quasi-exponentiellen unscharfen Zahlen geringe-
re Reserven fiir ausreichend erachten als bei Verwendung des unscharfen CL-Verfahrens
von HEBERLE & THOMAS (2014). Mit dem unscharfen CL-Verfahren von HEBERLE &
THOMAS (2014) wiirde solch ein Aktuar also hohere Reserven ansetzen, was fiir das Ver-
sicherungsunternehmen kostspielig und somit von Nachteil sein kann.

Bei dem vorgeschlagenen unscharfen CL-Modell mit quasi-exponentiellen unscharfen
Zahlen wurden die unscharfen CL-Faktoren als symmetrisch unterstellt. Eine mogliche
Erweiterung des Verfahrens wire, asymmetrische unscharfe Zahlen zu verwenden, so
dass eventuell vorhandene starke Abweichungen in nur eine Richtung erfasst werden kon-
nen und die linken und die rechten Spannweiten nicht iibereinstimmen miissen, sondern
individuell angepasst werden konnen. Dariiber hinaus konnte es auch von Interesse sein,
noch andere spezielle LR-Zahlen, wie zum Beispiel quadratische oder Gauf3sche unschar-

fe Zahlen, zu betrachten.
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4.3 Eine unscharfe Version des additiven Schadenreservierungsver-

fahrens
4.3.1 Das unscharfe additive Verfahren

Das additive Verfahren, das in Abschnitt 2.3.8 dieser Arbeit vorgestellt wurde, ist ein
populdres Verfahren zur Prognose der zukiinftigen Schadenzahlungen und damit zur Be-
stimmung von Schadenreserven. Wie in Abschnitt 2.3.8 beschrieben, wird bei diesem
Verfahren vorausgesetzt, dass bekannte Volumenmale fiir alle Anfalljahre ¢ = 0,...,71
vorliegen. Diese VolumenmalBe sind nicht in dem Abwicklungsdreieck enthalten, son-
dern zusitzlich vom Aktuar auszuwéhlen. Es handelt sich bei ihnen also um externe In-
formationen, die etwa Expertenwissen oder Informationen aus Marktstatistiken oder aus
vergleichbaren Portfolios sein konnen. Im Folgenden wird eine unscharfe Version des ad-
ditiven Verfahrens vorgeschlagen, bei der die Volumenmale nicht wie im klassischen ad-
ditiven Verfahren als scharfe Zahlen, sondern stattdessen als unscharfe Zahlen unterstellt
werden. Dadurch wird der Tatsache Rechnung getragen, dass diese vom Aktuar auszu-
wihlenden externen Informationen oftmals mit Unsicherheit behaftet sind. So kann etwa,
je nachdem welche GroBe als Volumenmal3 verwendet wird, Unsicherheit dadurch vorlie-
gen, dass Daten nur in aggregierter Form zur Verfiigung stehen, dass die Anzahl an Sché-
den fiir jedes Anfalljahr noch nicht feststeht, da noch nachtriglich welche gemeldet wer-
den, dass die Anzahl der Vertrdge nicht konstant {iber jedes Anfalljahr ist oder dass Unsi-
cherheit bei dem Ziehen von Informationen aus vergleichbaren Portfolios besteht. Durch
die Modellierung der VolumenmaBe als unscharfe Zahlen wird es ermdoglicht, diese Un-
sicherheit einzubeziehen und die Volumenmafe nicht nur in Form von exakten, sondern
in Form von approximativen Werten anzugeben. Genauer gesagt werden die Volumenma-
Be bei dem hier vorgeschlagenen Verfahren als asymmetrische positive dreieckférmige
unscharfe Zahlen vy = (vo, lyg, Twy)s - - - 01 = (vr, Ly, 7, ) unterstellt. Die Modalwerte
sowie die linken und rechten Spannweiten sind vom Aktuar festzulegen. Die Wahl der
Spannweiten erfolgt dabei in der Regel in Abhéngigkeit davon, woher die Informationen
stammen und fiir wie aussagekriftig der Aktuar die Daten erachtet. Fiir umso unsicherer
sie erachet werden, desto groler werden die Spannweiten im Allgemeinen gewibhlt.

Die Modellannahmen des im Folgenden betrachteten unscharfen additiven Modells lauten

wie folgt:
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Modellannahmen 4.5 (Das unscharfe additive Modell)

* Es existieren positive unscharfe Parameter &, . .., £; und bekannte positive drei-
eckformige unscharfe VolumenmaBe vy = (vo, lyy, Tvg)s - - -, U1 = (U1, Ly, Tw;), SO
dass

Xi,j %) V; = fj

firalle: =0,...,/und 5 =0,...,J gilt.
* Die inkrementellen Schadenzahlungen X ; sind positiv fiirz + 7 < I.

Zunichst wird bei dem unscharfen additiven Verfahren analog zum gewdhnlichen additi-
ven Verfahren fiir jedes Abwicklungsjahr 5 = 0,...,J der erwartete Schadenquotenzu-

wachs EJ durch den additiven Schadenquotenzuwachs

- I-j
£ = <ZXJ> Q@W®... O,
=0

geschitzt. Die beobachteten inkrementellen Schadenzahlungen werden als scharfe Zahlen
unterstellt, es ist also der Quotient von einer scharfen Zahl und einer dreieckformigen un-
scharfen Zahl zu berechnen. Dies erfolgt mit der Sekantenapproximation (siehe (54)), so
dass fiir die additiven Schadenquotenzuwichse ebenfalls dreieckformige unscharfe Zah-

len resultieren'®:

- I - I I
7 (zxi,j,o,o> 5 (z L )

(118)

Die Modalwerte der dreieckférmigen unscharfen Schitzer g] stimmen mit den additi-
ven Schadenquotenzuwichsen im klassischen additiven Verfahren iiberein und durch die
Modellannahme, dass sowohl die Volumenmalfe als auch die beobachteten inkrementel-

len Schadenzahlungen positiv sind, ist sichergestellt, dass auch die unscharfen additiven

19Zur Vereinfachung werden im Folgenden Gleichheitszeichen verwendet, obwohl es sich um eine Appro-
ximation handelt.
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Schadenquotenzuwichse positiv sind:

) . . Z.I:j T,
I—j I-j I-j 1l — =0
o 2o XKy S vty
£ — 1 = &=i=0 20 XS,
J £ I—j i,J v; I 2
Zi:O Ui i=0 i=0 <ZZ:g Ui)
I
I—j 1— s Ty

I=j =5 =5
DY D Vv £
=0 "~ =0 =0 "~
I—j I—j I—j
T I—j Doisd Uity Ty 2y Ty
Dm0 Xij PO Roas Sy
_ =0 “*%J 1 — r i=0 "t i=0 "Vi
- I—j i I-j
D izg Ui i=0 D im0 Ui
I—j X ZI*]'
> X, i,
— i, =0 v
— [ I(i] J 1— L 0 'Y ‘ >0

= -
Zi:o Ui Zi:g v; + Zi:g Ty

Mit Hilfe der ermittelten additiven Schadenquotenzuwichse werden dann die nicht be-

obachtbaren inkrementellen Schadenzahlungen analog zum scharfen additiven Verfahren

durch

~

Xij =0 Q¢

fiir ¢ + 5 > [ prognostiziert. Um diese Pridiktoren zu erhalten, ist also das Produkt
von zwei positiven dreieckférmigen unscharfen Zahlen zu berechnen, wofiir wieder die
Sekantenapproximation (siehe (48)) genutzt wird. So ergibt sich fiir den prognostizierten

Schadenzuwachs die dreieckformige unscharfe Zahl X i = ()/(\'”,l} E T3, j) mit*":

S DXk
k=0 Uk
I—j
,
I—j I—j 1— I_.Zk=0 Sk I—j
AA = V; X . r k:% vk+zk:{) T'Uk Zk:o Xk'Jl
Xi; Vi k.j Uk I 2 I—j v
k=0 k=0 < k:% Uk) k=0 Uk
O
- I ] — ="
T—; =
— ) k=0 Uk T2 k=0 Tvg
Vi k.j Ty, I 2
k=0 k=0 ( —b vk>
) ) S Iy )
SRS S ETESET X,
- I _ ,
= (v; — Ly,) Xpj Y o, PR 21, (120)
k=0 k=0 ( o Uk) k=0 Uk

20Wie auch bei der Berechnung des Quotienten mittels Sekantenapproximation werden hier zur Vereinfa-
chung Gleichheitszeichen verwendet, obwohl es sich um eine Approximation handelt.
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I—j I—j 1+ 7Z£ 'lvk
o ) ( X, l ) j—0 Vk— Zk Ol“k Zk Xlw
v <

Xi; = U; k,j + T,
k=0 k=0 S vk> =0 Uk
;.
I I 1+ Zk ZI
+ 7y, X i Ly 0 2k
k=0 k=0 o0 U
I I—j 1+ Zifoz“’,k_i -y
Vk v k,j
- (Uz‘ +TU¢) (ZXICJZZ%> k ;) ] k20 LA kIOJ " To, (121)
k=0 k=0 ( b Uk) k=0 Vi
Addiert man die prognostizierten inkrementellen Schadenzahlungen eines Anfalljahres
t =1, ..., I anschliefend auf, erhilt man die unscharfe Schadenreserve dieses Anfalljah-
res

~ ~

Ri=X,1-it1@...@ )~(z‘,J7

die als Summe von dreieckformigen unscharfen Zahlen ebenfalls eine dreieckformige

unscharfe Zahl R; = (E’jgi, ?§i> mit

J I—j
R = Z v& (122)
7 L 7 T— ]Uk
j=I—i+1 k=0
iy .
N J - I—j = k=0 []ij I—]X )
i 3 (S S B K, )
j=I—it1 =0 < . {)vk> =0 Uk

I—j

zf‘ Loy
— Z (vﬁ—rm (ZX]‘C»JZZW> fh V=4 Ly + k:IOJ k,j U> (124)
j=I—i+1 (Zk 0 k) k=0 Yk

ist. Werden dann noch die unscharfen Schadenreserven der einzelnen Anfalljahre aufad-

diert, resultiert die unscharfe Gesamtreserve

~

E:<§,2\§,?§>:él@...@éj:XL[@...@XLJ@...@X[J@...@X}J

mit
I J I—j
D Zk—o X’w
= U’l I—]
v
i=1 j=I—i+1 k=0 "k
. . 217 Ty
1 J I—j I—j 1 — k=0 k I—j
T l X Zk ”k+zk OTUI@ Z
E - (UZ - U'L) kg frvk I— 2 + I -7 U5
i=1 j=I—i+1 k=0 k=0 ( e %vk) k=0 Uk
, . z’ I,
1 J I—j I—j 1+ k=0 k
o X l 721@ Ol“k Zk XkJ
r'p = (Ui + T'Ui) k,j Uk / 2 + Ty
i=1 j=I—i+1 k=0 k=0 ( k;o vk> k:o Uk



Im nichsten Schritt werden die ermittelten unscharfen Schadenreserven defuzzifiziert, um
scharfe Zahlen zu erhalten, die in der Bilanz ausgewiesen werden konnen. Dies erfolgt

hier mit Hilfe des Erwartungswertes unscharfer Zahlen.

~

Satz 4.6 Fiir den Erwartungswert der dreieckformigen unscharfen Schadenreserve R; =

(Ei, l}zi, ?ﬁz) gilt

~ ~ 1
EglRi] =R — (1 — ﬁ)lﬁi + 557"1?31.
mit 3 € [0,1] undi = 1,..., I, wobei R; in (122), I in (123) und 73 in (124) gegeben

ist.
Beweis: Der Erwartungswert IEg[a] einer unscharfen Zahl @ ist durch

1 1
Egla] = (1 - 6)/ EiadoH—B/ tgda
0 0
mit 5 € [0, 1] definiert (siehe (56)) und fiir den a-Schnitt a,, o € [0, 1], einer dreieckformigen
unscharfen Zahl a = (a, l,,74) gilt

1+[B—CL

>«

a

sSrx—a>(a—1),

sr>a+ (a—Dlg=a—(1—-a)l, (125)

sowie:

171‘—(1

>
Ta

sr—a<(l—a)r,

sSzr<a+(1-—a)r, (126)

Damit ergibt sich:

~

Es[Ri] = (1 B) /01 (ﬁi —(1- a)}i) da+5 | (ﬁi +(1- a)@i) da
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Den Erwartungswert der Gesamtreserve erhilt man, indem man die Erwartungswerte der
Schadenreserven der einzelnen Anfalljahre ¢« = 1, ..., aufaddiert, da es sich bei dem
Erwartungswert einer unscharfen Zahl um ein additives Maf3 handelt.

Zuletzt wird noch die Prognoseunsicherheit fiir einzelne und fiir aggregierte Anfalljah-
re quantifiziert. Wie auch bei dem Ansatz in Abschnitt 4.2.1 wird die Unsicherheit einer
unscharfen Zahl als Flache zwischen der Zugehorigkeitsfunktion und der z-Achse gemes-

sen. So erhilt man fiir die Unsicherheit der Schadenreserve des Anfalljahres: =1, ..., I:

Satz 4.7 Die Unsicherheit der Schadenreserve fil = (éi,lAﬁi,?ﬁi) des Anfalljahres 1 =
1,...,1 mit }Aﬁ gemal (122), ZAE gemal (123) und ?ﬁi gemal (124) ist, gegeben die Be-

obachtungen Dj, durch
o~ 1 /~ R
Upvz(RilDr) = 5 (lﬁi + rﬁ%) (127)
gegeben.

Beweis: Mit Definition 3.12 erhilt man:

~ R; D
~ v xTr — Ri
Upuz(Ri|Dr) =/ (1 + =

Ri-Ig R; )
1 AR 1 RitTs,
:<w+Ax2—,\1x> —i—(a:— — x2+AZ>
lﬁz lﬁz Ri—14 27“&1 Tﬁl R;
i Ri g
B OR ey Ris -y -
:Rl‘i‘ /\l —%—(RZ— ) +T(Rz_l’\) —T(Rl—l"»"‘Rz
A5 1 TP e i
R 1 /~ N2 R/~ ~  R2 R2
+75 — — <R2+ ﬁ) +A’(R2+ra)— Ri— 2+
i QrEZ d TR, d 2r§i TR,
~ R R2 . RZ 1~ Rz
=R+ —=—-Rj+ls ——+R;— =ls +=>—R;
A5 1a R op 2T
R; R; R; R;
~ R . 1. R 4 R?2 R2
+ R; + §_2/\Z _Rl_iﬁ—i_%"i'Rz_ i 2/\Z /\71
’ rﬁz ‘ Tﬁz ’rﬁi rﬁz
1/~ ~
T2 < RET ) O

Fiir aggregierte Anfalljahre gilt:

Satz 4.8 Fiir die Unsicherheit der Gesamtreserve ist, gegeben die Beobachtungen Dy,

~ I ~
Upuz(RIDr) = Upyz(Ri|Dy)

i=1
erfiillt, wobei Upys Z(EADI) durch (127) gegeben ist.
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Beweis: Die Unsicherheit der Gesamtreserve R = él ®...0R 7 ist analog zu (127) durch

(Z\ﬁ + ?ﬁ)

Upuz(R|Dr) =

N | —

gegeben. Da

I
1M~
=

I
sowie Tﬁ* E }A?i
i=1

gilt, erhilt man:

Upyz(R|Dr) = (ZZAZ + Z )

1

I
1/~ =
3 (lﬁi +T§i> = E Upvz(R;|Dr) .
1 =1

1=

Die Unsicherheit der Gesamtreserve ist demnach durch die Summe der Werte der Un-
schirfemalle der Schadenreserven der einzelnen Anfalljahre gegeben. Es werden hier also

keine Abhingigkeiten zwischen den Anfalljahren beriicksichtigt.

4.3.2 Anwendungsbeispiel

Im Folgenden wird das im vorherigen Abschnitt vorgeschlagene unscharfe additive Ver-
fahren anhand eines Beispiels veranschaulicht. Dabei wird ein Datensatz aus RADTKE
& SCHMIDT (2012) verwendet, der aus einem Abwicklungsdreieck mit inkrementellen
Schadenzahlungen und (scharfen) VolumenmalBen v; fiir alle Anfalljahre ¢ = 0,...,5

besteht (siehe Tabelle 8). Diese Volumenmalle werden hier als Modalwerte der dreieck-

Abwicklungsjahr j Volumenmaf
Anfalljahr ¢ 0 | N 3 4 5 i l”i v,
0 1001 854 568 565 347 148 4025 201,25 402,5
1 1113 990 671 648 422 4456 222,8 445,6
2 1265 1168 800 744 5315 265,75 5315
3 1490 1383 1007 5986 299.3 598.6
4 1725 1536 6939 693,9 1387.8
5 1889 8158 8158 1631,6

TABELLE 8: Beobachtete inkrementelle Schadenzahlungen X; ; (z + j < 5) und unscharfe Volu-

menmafe v; = (vj, ly,,7y,) miti =0,...,5

formigen unscharfen Volumenmafe v; verwendet. Zusitzlich werden noch Werte fiir die
linken und rechten Spannweiten der Volumenmalle benétigt. Diese sind hier so gewéhlt

worden, dass fiir das nullte bis dritte Anfalljahr die linke Spannweite jeweils 5% und die
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rechte Spannweite jeweils 10% des VolumenmaBes des entsprechenden Anfalljahres be-
trigt. Fiir das vierte und fiinfte Anfalljahr ist die linke Spannweite in Hohe von 10% und
die rechte Spannweite in Hohe von 20% des jeweiligen VolumenmaBes gewihlt worden.
Es wird bei diesem Beispiel also angenommen, dass in den letzten beiden Anfalljahren so-
wohl nach unten als auch nach oben groflere prozentuale Abweichungen vom Modalwert
vorkommen als in den vorherigen Anfalljahren und dass in allen Anfalljahren gréfere
prozentuale Abweichungen vom Modalwert nach oben als nach unten moglich sind. Die
Werte der linken und rechten Spannweiten sind ebenfalls in Tabelle 8 zu finden.

Mit Hilfe der vorliegenden Daten werden dann als erstes die additiven Schadenquotenzu-
wichse, also Schitzer fiir die erwarteten Schadenquotenzuwéchse, fiir alle Abwicklungs-
jahre 7 = 0,...,5 mit (118) bestimmt. Die resultierenden dreieckférmigen Schitzer sind

in Tabelle 9 zu finden. Wihrend in der ersten Zeile die geschitzten Modalwerte stehen,

Abwicklungsjahr j
0 1 2 3 4 5

£

0,2432 0,222 0,154 0,1419 0,0907 0,0368
0,0305 0,0248 0,014 0,0129 0,0082 0,0033

m\;) @T) g

[

0,0188 0,0149 0,0081 0,0075 0,0048 0,0019

TABELLE 9: Unscharfe additive Schadenquotenzuwéchse EJ = (Ej,z} , ?g_) mitj =0,...,5
J J

die mit den additiven Schadenquotenzuwéchsen im klassischen additiven Verfahren iiber-
einstimmen, sind in der zweiten bzw. dritten Zeile die geschitzten linken bzw. rechten
Spannweiten angegeben, die — ebenso wie die linken und rechten Spannweiten der Volu-
menmale — voneinander abweichende Werte annehmen.

Im néchsten Schritt werden die nicht beobachtbaren, zukiinftigen inkrementellen Scha-
denzahlungen prognostiziert, indem jeweils das Produkt des Volumenmalfles des entspre-
chenden Anfalljahres und des zuvor ermittelten additiven Schadenquotenzuwachses des
entsprechenden Abwicklungsjahres mittels Sekantenapproximation berechnet wird (siche
(119), (120) und (121)). So ergeben sich die in Tabelle 10 angegebenen dreieckformigen
Pradiktoren, bei denen die Modalwerte und die linken sowie rechten Spannweiten jeweils
wieder in einer Zeile aufgelistet sind. Addiert man die prognostizierten inkrementellen
Schadenzahlungen aus Tabelle 10 anschlieBend auf, erhilt man die unscharfen Schaden-
reserven der einzelnen Anfalljahre ¢+ = 1,...,5 und schlieBlich die unscharfe Gesamtre-

serve. Die Modalwerte und die linken sowie rechten Spannweiten der unscharfen drei-
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Abwicklungsjahr j

X 1 2 3 4 5
Xy, 164
= 22
X1,
P 2
TXI ;
X 482 195
= 66 27
X2,5
e 76 31
"X,
X3, 849 543 220
T 116 74 30
X3‘j
P 134 86 35
"Xz
Xa 1068 984 629 255
T— 194 179 114 46
X4,j
P 281 259 166 67
TX4,J
X5, 1811 1256 1157 740 300
[P 363 228 210 134 55
X5,5
e 508 331 305 195 79

5.7

TABELLE 10: Prognostizierte inkrementelle Schadenzahlungen X; ; = (X ;, % aTg. ) mit
%) 2,]

t+7>95

eckformigen Reserven sind jeweils in einer Spalte in Tabelle 11 zu finden. Wie auch die

Anfalljahr i R; T4 s
7 i3

1 164 2 2
2 677 92 107

1612 220 255

IS

2937 534 773

5 5264 991 1417
> 10654 1859 2578
TABELLE 11: Unscharfe additive Reserven R; = (R;,l; ,7p ) miti =1,...,5

Modalwerte der prognostizierten inkrementellen Schadenzahlungen stimmen die Modal-
werte der mit dem unscharfen additiven Verfahren ermittelten Schadenreserven mit den
jeweiligen Ergebnissen im scharfen additiven Verfahren iiberein.

Die Transformation der unscharfen Schadenreserven in scharfe Zahlen erfolgt, wie im
vorherigen Abschnitt beschrieben, mit Hilfe des Erwartungswertes unscharfer Zahlen
(siehe Satz 4.6). Die sich ergebenden defuzzifizierten Schadenreserven sind in Tabelle
12 fiir verschiedene Werte des Parameters € [0, 1] angegeben. Dabei wird auch wieder
der Vorteil der Verwendung des Erwartungswertes zur Defuzzifikation unscharfer Zahlen
deutlich, dass der Anwender durch die Wahl von g das Ergebnis je nach subjektiver Ein-

schitzung der Situation beeinflussen kann. Je hoher der Wert von 3 gewihlt wird, desto
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hoher ist die resultierende scharfe Reserve.

Eg[R;]
Anfalljahr ¢ B =0,1 B =0,25 B =0,5 B =0,75 B =0,9
1 155 159 165 171 174
2 641 656 681 706 721
3 1526 1561 1621 1680 1716
4 2735 2833 2997 3160 3258
5 4889 5069 5370 5671 5852
> 9946 10278 10834 11388 11721
TABELLE 12: Erwartungswerte IEg[R;] der additiven Reserven R; mit ¢ = 1, ..., 5 fiir verschie-

dene Werte des Parameters 3 € [0, 1]

Um auch die Genauigkeit der ermittelten Schadenreserven beurteilen zu konnen, ist zu-
letzt noch fiir die Anfalljahre : = 1, ..., 5 die Unsicherheit, gemessen als Flache zwischen
der Zugehorigkeitsfunktion der Schadenreserve und der z-Achse, berechnet worden (sie-
he Satz 4.7). Die resultierenden Werte sind in Tabelle 13 zu finden, wobei die dort an-
gegebene Summe der berechneten Werte der Unschidrfemalle der Schadenreserven der

einzelnen Anfalljahre gemi Satz 4.8 der Unsicherheit der Gesamtreserve entspricht. Bei

Anfalliahr i | Upyz(R;|Dr)

24,11
99,66
237,17
653,47

LS N

1204,07

> 221848

TABELLE 13: Prognoseunsicherheit Upyy Z(]A%/z |Dr) miti = 1,...,5im unscharfen additiven Ver-

fahren

der Betrachtung der in Tabelle 13 angegebenen Werte ist zu beachten, dass hier ein ande-
rer Datensatz als in dem Beispiel zum unscharfen CL-Verfahren mit quasi-exponentiellen
unscharfen Zahlen (siche Abschnitt 4.2.2) verwendet wurde, da hier inkrementelle Scha-
denzahlungen und zusitzlich Volumenmalle benotigt wurden. Daher kann die Progno-
seunsicherheit, ebenso wie die Hohe der (defuzzifizierten) Schadenreserven, nicht mit den
entsprechenden Ergebnissen in Abschnitt 4.2.2 verglichen werden. Beziiglich der Progno-
seunsicherheit kann generell jedoch zum einen festgehalten werden, dass die Unsicherheit

der mit dem unscharfen additiven Verfahren ermittelten Schadenreserven umso hoher ist,
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je groBer die Spannweiten der Volumenmalle gewihlt werden. Zum anderen ist hervor-
zuheben, dass bei dem unscharfen additiven Verfahren zur Prognose der ausstehenden
Schadenverpflichtungen nicht mehrere unscharfe Zahlen miteinander zu multiplizieren
sind, wodurch die Unschirfe schnell ansteigen wiirde. Es ist zunédchst ein Quotient und
anschlieBend ein Produkt von jeweils zwei unscharfen Zahlen zu berechnen, danach sind

nur noch Summen unscharfer Zahlen zu bestimmen.

4.3.3 Kritische Wiirdigung

In Abschnitt 4.3.1 dieser Arbeit ist eine unscharfe Version des additiven Verfahrens vorge-
schlagen worden, bei der die Volumenmale, die bei dem additiven Verfahren zusitzlich zu
einem Abwicklungsdreieck mit inkrementellen Schadenzahlungen als bekannt vorausge-
setzt werden, als unscharfe Zahlen modelliert worden sind. Im Gegensatz zu den meisten
zuvor erschienenen Verodffentlichungen im Bereich der unscharfen Schadenreservierung
handelt es sich bei dem vorgeschlagenen unscharfen Verfahren also nicht um die Kom-
bination eines Schadenreservierungsverfahrens mit einem unscharfen Regressionsverfah-
ren, sondern um die Kombination eines Schadenreservierungsverfahrens mit unscharfen
Zahlen.

Die Idee, die VolumenmalRe als unscharfe Zahlen — statt wie in dem klassischen additi-
ven Verfahren als scharfe Zahlen — zu modellieren, ist eine naheliegende Erweiterung des
additiven Verfahrens, da die VolumenmalRe als externe Informationen, die vom Aktuar
auszuwihlen sind, oftmals mit Unsicherheit behaftet sind. Durch ihre Modellierung als
unscharfe Zahlen ist es moglich, diese Unsicherheit zu beriicksichtigen, wihrend im ge-
wohnlichen additiven Verfahren keine Unsicherheit aufgrund von Unschirfe einbezogen
werden kann.

In Abschnitt 4.3.1 wurde gezeigt, wie unter Beriicksichtigung von Unschirfe Pridikto-
ren fiir die ausstehenden Schadenverpflichtungen bestimmt werden konnen. Zudem sind
die ermittelten unscharfen Schadenreserven mit Hilfe des Erwartungswertes in scharfe
Zahlen transformiert worden, damit sie in der Bilanz ausgewiesen werden konnen, und
die Prognoseunsicherheit ist fiir einzelne und aggregierte Anfalljahre quantifiziert wor-
den. Dies ist neben der Bestimmung der Schadenreserve von zentraler Bedeutung, um die
Genauigkeit der Prognose beurteilen zu konnen, ist jedoch in den meisten bisher erschie-

nenen Publikationen zur unscharfen Schadenreservierung versiumt worden.
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Als unscharfe Zahlen zur Modellierung der Volumenmale sind bei dem vorgeschlage-
nen Verfahren asymmetrische dreieckformige unscharfe Zahlen genutzt worden. Die Ver-
wendung von asymmetrischen unscharfen Zahlen besitzt den Vorteil, dass die linken und
rechten Spannweiten nicht tibereinstimmen miissen, sondern individuell je nach subjekti-
ver Einschitzung angepasst werden konnen (siehe Beispiel in Abschnitt 4.3.2). Dreieck-
formige unscharfe Zahlen, die die am hiufigsten genutzten unscharfen Zahlen sind, sind
gewdihlt worden, da sie intuitiv zu interpretieren und arithmetisch leicht handhabbar sind.
Zudem konnen die Spannweiten von dreieckformigen unscharfen Zahlen, die neben den
Modalwerten vom Aktuar festzulegen sind, recht intuitiv und einfach gewihlt werden. Bei
threr Wahl wird sich der Aktuar in der Regel an der Informationsquelle und daran, fiir wie
aussagekriftig er die Daten hilt, orientieren. Fiir umso unsicherer die Daten erachtet wer-
den, desto groBer werden im Allgemeinen die Spannweiten der Volumenmalle gewéhlt
und entsprechend groBer ist schlielich die Unsicherheit der Schadenreserve. Falls eine
andere Form der Zugehorigkeitsfunktion passender ist, ist es natiirlich auch moglich, an-
dere unscharfe Zahlen zur Modellierung der VolumenmaBe zu verwenden. Dies wire eine

mogliche Modifikation des vorgeschlagenen Verfahrens.
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4.4 Eine unscharfe Version des Cape-Cod-Verfahrens
4.4.1 Das unscharfe Cape-Cod-Verfahren

Wie bereits in Abschnitt 2.3.1 herausgestellt wurde, ist das CL-Verfahren zwar ein po-
puldres und hiufig angewandtes Schadenreservierungsverfahren mit vielen Vorteilen, es
besitzt jedoch den Nachteil, dass es gegeniiber Ausreilern auf der letzten beobachteten
Diagonalen des Abwicklungsdreiecks, d.h. im aktuellen Kalenderjahr, nicht robust ist. Ei-
ne Moglichkeit, diesem Problem zu begegnen und Ausreifler im aktuellen Kalenderjahr zu
glitten, ist es, die Beobachtungen auf der Hauptdiagonalen zu robustifizieren. Dies erfolgt
bei dem Cape-Cod-Verfahren, das in Abschnitt 2.3.9 dieser Arbeit vorgestellt wurde. Hier
wird im Folgenden ein unscharfes CC-Verfahren vorgeschlagen, bei dem die Volumen-
male und auch die Parameter des Abwicklungsmusters als unscharfe Zahlen modelliert
werden. Das vorgeschlagene Verfahren erlaubt somit, sowohl Unsicherheit beziiglich des
Abwicklungsmusters als auch Unsicherheit beziiglich der Volumenmale einzubeziehen.

Die Modellannahmen des betrachteten unscharfen CC-Modells lauten wie folgt:

Modellannahmen 4.6 (Das unscharfe Cape-Cod-Modell)

* Es existieren positive unscharfe Parameter [, . .., 5; mit 5; = (1,0,0), ein po-
sitiver unscharfer Parameter k sowie bekannte positive dreieckformige unscharfe
VolumenmaBe vy = (vo, lygs Twg )5 - - - s 01 = (U1, Ly, T, ), SO dass

firalle: =0,...,/und j =0,...,J gilt.
* Die inkrementellen Schadenzahlungen X ; sind positiv fiir 7 + 7 < I.

Bei den VolumenmalBen — die hier als asymmetrische positive dreieckférmige unscharfe
Zahlen unterstellt werden — handelt es sich um externe Informationen, deren Modalwerte
sowie linken und rechten Spannweiten vom Aktuar je nach subjektiver Einschétzung fest-
zulegen sind. Daher sind sie oftmals mit Unsicherheit behaftet (siehe Abschnitt 4.3.1).
Fiir das Abwicklungsmuster werden, wie in praktischen Anwendungen iiblich, keine a
priori Schitzer genutzt, sondern es wird unter Verwendung der geschitzten CL-Faktoren

geschitzt. Die Schitzer fiir 50, e B 7 sind demnach durch

~(CL) ~-1 ~~1

5]‘ :fj ®-~-®fJ—1
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~(CL)
firj =0,...,J —1und 8, = (1,0,0) gegeben. Wie bereits in Abschnitt 4.2 be-

schrieben, werden die mit dem CL-Verfahren berechneten Schitzer fiir die CL-Faktoren
in der Praxis des Ofteren von den Aktuaren, basierend auf ihrer subjektiven Einschit-
zung und personlichen Erfahrung, angepasst. Aus diesem Grund ist es sinnvoll, die CL-
Faktoren und dementsprechend auch die Parameter des Abwicklungsmusters als unschar-
fe Zahlen zu modellieren, um so die Vagheit aufgrund von subjektiver Beurteilung er-
fassen zu konnen. Als Schitzer fiir die unscharfen CL-Faktoren werden die im Ansatz
von HEBERLE & THOMAS (2014) eingefiihrten symmetrischen dreieckférmigen Schét-

~

zer f, = (ﬁ,lAﬂ,?ﬂ ) verwendet, die durch

I-k-1 1

Cz T ~ z

fk - % und f = f zzzl dast (128)
i=0 7/7k

firk =0,...,J—1 gegeben sind (siche Abschnitt 4.1.9). Fiir diese Schitzer gilt fAk—lAfk =

Z

1> 0firalle k =0,...,J — 1 (siehe (99)). Sie sind also positive unscharfe Zahlen. Zur
Bestimmung ihrer Kehrwerte wird die Approximation in (52) genutzt. So ergeben sich

die dreieckformigen unscharfen Zahlen?!:

~

~1 PN 1 T T = -
Fo = (Fh 00, 770) = ol ) g e
Ul R\ ) BU R

17 T+ [+ ~
(MIS <1—%>,%€(1+lﬁ>>, k=0,....,J—-1 (129)
fk f fk‘i‘”f’fk fk;

Da die inkrementellen Schadenzahlungen geméll den Modellannahmen 4.6 positiv sind,
ist sichergestellt, dass auch die Kehrwerte der unscharfen CL-Schitzer positive unscharfe

Zahlen sind:

~ ~ (7 L =~ (7 L= o)
1_@(1_ i )fk(fk”fk)%(fk”fk)”fk
/\2 -

T
ft =T ==

fe 1§ fe+77 f;f(ﬂ—i—?fk)
1 Zi[_(;g_lclk >0

N J/C;c ‘”"\fk B Zf;é“_l Ci kg1 +ZI ¢ Xiks1
Die Multiplikation der gemif (52) bestimmten Kehrwerte erfolgt mit Hilfe der Sekan-
tenapproximation (siehe (48)). So erhdlt man den folgenden Satz fiir das Produkt der

Kehrwerte der dreieckférmigen unscharfen CL-Schitzer:

2IEs handelt sich zwar um eine Approximation, zur Vereinfachung werden jedoch hier und auch im wei-
teren Verlauf dieses Abschnitts Gleichheitszeichen verwendet, ohne dass im Folgenden explizit darauf
hingewiesen wird.
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Satz 4.9 Es seien fk, k=0,...,J —1,die Schitzer fiir die unscharfen CL-Faktoren ﬁ;,
k=0,...,J—1, gemiB (128). Dann gilt
~(CL) ~1 ~1

B; :<5§CL)J§<CL>’?A<.CL>):J§ ®...®f
J J

mit

CL)
/\ )
J—1

~ ~ 1
laen) = 5§CL) 11l
! k=j Jr + T
J-1 1
~(CL) ~(CL)
/BJ(CL) H J/C\—A - ﬂ =1- 5]’
ey Jk

firj=0,...,J—1.
Beweis: Der Beweis erfolgt mittels vollstindiger Induktion.

Induktionsanfang: Fiir einen Faktor erhilt man mit (129):

~(CL) ~~1 1 TF re I+

fo—1 fo—1 fo—1 7
Braa=fia=|=— 1—= — , (l—i—A )
fra Fiy froi+7g 3 frm
_ B 7 . _ =2 n 7. 72
_ H -1 (fJ*l + TfJfl) T]?Jﬂ fJ 1 (fJ L ) +lf171
- fk B (P +7; B (-t
k=J— J—1 J-1 TfJ_l J-1 J-1 fr-1
J—1 e R
= H i TfJfl J—1
ki1 Tk fra (fJ—l + ?fJ71> fi-1 (fJ—l - l.)/ctlfl)
B ﬁ 11 1 11
Bl A A A +75, "o —lfJ L fia
J-1 - J—1 1 L)
L ACL
:<H A’ﬁJl_ H AA71_»3J—1>
heg—1 Ik peg—1 Jk T T
Induktionsschritt: Es wird angenommen, dass fiir das Produkt von J — j Faktoren
=1 Fi T owen 4L ~(CL)
k=7 fk k=3 fk+rﬁ€

gilt. Mit dieser Induktionsannahme ist zu zeigen, dass fiir das Produkt von J — j + 1 Faktoren

~—1 ~—1 J—-1 1 —

rs r: ’\C’L A(CL

fj_1®...®fJ_1:< H ( H B](l)>
h=j— 0 k=j fk
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erfiillt ist. Mit (48), (129) und (130) erhilt man:

~—1 ~—1 ~—1 ~—1 ~—1

fj71®"'®.]fg]fl:fjfl®fj ®@...0 frq

! Tl osen 77 L ~(CL)
kg Ih k=5 b T T,
J-1 J-1 J-1 J-1
N 1 ~ 1 (A 1 ~ [ 1
. 1 1 (CrL) (CL)
- <fJ—1HA’ i =+ J—1< i _H = AA>_ Ajll(ﬁa - = AA>
k=g Tk T Tk ke T, ke TR,
L IR B ~ -1 ~
e [ = +f]‘11< — — ](CL)> + e ( S BJ(CL)>>
i e P I\l fe— g
k=j k=j Tk k=j Tk
J-1 J-1 J-1
1 ~cor) 17 1 1 1 3(CL)
= H = lFj-1 (fjfl - A.*711> =~ PR (f] 1 + Tf71 > =~ /l\ /8371
k=j—1 Jk TS Tk Ty i

k

J—1 J-1 J—1
=0 T\ == =~ |7 = ~——=— — By
Ky Jk fimit7s ) et s N\ =15 )i =,

SR PR = A(0L)
= =05 = Il == 71_@'1)
k=j—1 ki1 Je T T
O

Um den Schiitzer fiir den unscharfen Parameter k zu erhalten, ist

~ ! ~(CL) ~(CL)

R=(> Ciri,0,0 @(%’0@)6[ ®... 00 ® 5, ) (131)

i=0

zu berechnen??. Die VolumenmaBe sind gemiB den Modellannahmen 4.6 positive un-
~(CL)
scharfe Zahlen und auch fiir die gewihlten Schitzer 3;  ist sichergestellt, dass es sich

bei ihnen um positive unscharfe Zahlen handelt:

R R J—11 J—11 J-1 1 J-1 1
B —lgen =[] (H Hﬁ>: >0 =0

J k=j fr k=3 Ix k=3 fk:“'rfk

22Die vorliegenden Beobachtungen werden als scharf unterstellt, weshalb es sich bei den aktuellen
Schadenstdnden C; ;_; um scharfe Zahlen handelt.
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~(CL)
Die Multiplikation der positiven unscharfen Zahlen v; und 3, _, erfolgt mit Hilfe der

Sekantenapproximation (siehe (48)). So ergibt sich fiir den Nenner in (131):

. alen _ =l . on ) ~
U0®B[ @...@U{@ﬂo = Z viPr_y, <lvlﬁ +Uz 5(CL) legf@) ,

=0 =0
I
Z <Tviﬂ§€iL) + Uﬁ”\E(CL) + Tvi?B(CL)> )
P T—i I—i
(szﬁ}cf)> <ZUZB(CL) + Uz B(OL> lv ZB(CL ) s
1=0
I
Z <Ui?A(cL> - m) )
i—0 I—1

Zur Division wird die Approximation in (54) genutzt, so dass schlieBlich der dreieckfor-

mige unscharfe Schitzer k = (7%, /l;;, ?g) mit dem Modalwert

I
~ Zi:O Cz,]—z (132)

K I ACL)’
> ico ViBr

der linken Spannweite

i (Wﬂ(cm +’”vz>

I 7

I I N
Yo Cir—i Y i (Uﬁggfjp + Tvi> 1- A s
R = 0”15 +Zz 0 UZTA(CL)+TU1

Ir = -

I ~cL)\?
(Zi:o Uiﬁ}—i )>

S Cir—i L, <v¢?E(CL) +’"vi> S vzﬁ(CL)

I—1i

I CL
(Zi:o Ui 577; ))

RYl (vzen + 14, Rty (visen + 1)
= c; T e (133)

{ o ’Uzﬁ(CL _'_Z{ o <’Uz7"A(C’L) +7"v,b>
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und der rechten Spannweite

- _ ZiI:O Ci,I—i ZZ 0 <le (CL) + UZZB(CL) — lv lB(CL)>
ko I

Zz’:o Uiﬂ[ 71'

o - .
i=0 (lviﬂgi )+vil§(cL> —lu; l§<cm>
I—i I—i

1+
c A(C > >
S uB Y-, <Z”¢ﬁ§_f)+“ilg<0mlw’a(cﬁ)
I—1 I—1

7 D)
Zi:o ViPr—;

a(cL > > cL
Z{:O Cir—i Z{:O <ZU¢B§—1' )+”ilE(CL) l”ilg(CL)) Zf 0 Ulﬁ( )
—i I—i

Zz 0”151 i _Zz 0<l 51 i 'H’ll (CL) l”zlﬁ(CL)>
Br=
I 2(CL)
<Ei:0 Uzﬂ[ﬂ' >
(CL T
KZz =0 <U1 ﬁ<CL) + l’Uz ( I— z) - lA(CD))

I—1i

- ~(CL) (CL) — (134)
Zz 0 (U < I—i _ZA(C“) _l'Ui< I—i _lgf.“))

resultiert. Wegen

firalle j =0, ..., J gilt

=0

und somit ist sichergestellt, dass es sich auch bei dem Schitzer k£ um eine positive un-

scharfe Zahl handelt:
N Zfzo <Uﬁ“\§(cm + Tvi>
E 1 o I—1
ZiI:O (Ui + T'Ui)
I ~ I
G 2 im0 ViTgen + 2 i Ty .
Tl >(CL) B Ji T >
> im0 Vb D im0 Vit D g T

Mit Hilfe der ermittelten Schitzer konnen dann die zukiinftigen Schadenzahlungen pro-
gnostiziert werden. Analog zu (36) im scharfen CC-Verfahren sind die Priadiktoren fiir die

zukiinftigen kumulierten Schadenzahlungen durch
= 2(CL)  =(CL) ~
Ci;=0Ci1—i @ (ﬁ] e B, ) QR R,

CL) 7 s
=Gy 14 <B( 51 i , B(CL) +7“A<CL>, B(CL) +1A<CL>> QKR
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fliri+j5>1 gegeben Die Multiplikation erfolgt w1eder mit Hilfe der Approximation in
@w,lA@ B T’Ci j) mit

(48), so dass fiir C’l ,j die dreieckformige unscharfe Zahl C’l j= (

it (B - B

G-
P (@cm _ @g‘f)) (viz} +RL, _zgzvi)
" zvz) (zgw 7 Cf))

+ kv, (z\B(CL) + ?A(CL)> — <Ull + /il
P I—i
~C ~(C T T ~ ~ ~
(5; 2 — ﬂ}ff) — ZB(CL) — TAEC’{LL ) (vilg -+ Hlvi — lglm) + RU; (lB;.CL) + Ta§€f)>
( B(CL) + TA(CL)) RU; — <2\B(CL) + 75 cm) <UZZ\E + /’%lvi — ZQZDJ
(5 — Bin ) (viTg + Ky, + T370,) + KO, (%(_cm + lA@c;))
J —i
Txcor) + Z\E(cp))

+ (viTs + K1y, + TaT;) ( B
(CL ﬁj_Cf + Tﬁ(CL) + lﬁ(CL)> (0T7 + Rry, + Trry,) + Ry, ( ﬁ(CL) +1 (CL))

'~

lﬂ(cL) + 75 (CL)> (Uz?g + /l%n,i + ?‘\grvi)

( (CL) + T‘A(CL)) KU; + (
resultiert. Zieht man von dem prognostizierten unscharfen Endschadenstand den aktuellen

Schadenstand des entsprechenden Anfalljahres ab, erhélt man die unscharfe Schadenre-

serve des Anfalljahres i =1, ..., [:
o~ 2(CL)  =(CL) ~ 2(CL) ~
R =Cir—i® (6] © B ) QKU 0 Ci_i = ((17070) Sy ) ®K®;
Fiir diese ergibt sich die dreieckformige unscharfe Zahl R; = (R, lAﬁi, ?§i> mit:
R, = (ASCL) - Aff)) Ru; = (1 — (CL)) RU; (135)
l . <l§(JCL) + ?’*}C;)) RU; — <l§(JCL) + ?g(JCL)) <Uzl + Kl — 1z le>
= Fyenfv; = (1= B Ao (136)
Tp = <2\"‘(CL) + T’A(cL)) Kv; + (lA(cm + TB(CL)> (viTr + Rry, + Trry,)
o I—4
= l"(CL)/FE'Ui + (ZB(CL) + ?B(CL)) (viTz + Rry, + Trry,) (137)
—1 I—4
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Werden dann noch die unscharfen Schadenreserven der einzelnen Anfalljahre: = 1,...,7

aufaddiert, resultiert die unscharfe Gesamtreserve R = <§, I, ?ﬁ) mit:

Die Transformation der unscharfen Schadenreserven in scharfe Zahlen erfolgt, wie auch
in den Abschnitten 4.2.1 und 4.3.1, mit Hilfe des Erwartungswertes unscharfer Zahlen.

Fiir diesen gilt der folgende Satz:

Satz 4.10 Der Erwartungswert der dreieckformigen unscharfen Schadenreserve R, =
(Ri, 15,75 ) mit R; gemd (135), I gemiB (136) und 75, gemiB (137) ist durch

SO

Eslf] = 5 ((1 - <CL>) Ru; + 6 (z e + 75 @) (Ru; + viFs + Ry, + ?mi))

mité € [0,1]undi =1,..., I gegeben®.

Beweis: Mit Definition 3.19, (125) und (126) ergibt sich:

~

Ey[f] = (1— ) /01 (R~ (1~ )Ty, ) da +5/01 (Ri+ (1 - )y ) da
—(1—5)/01(047@1) a+5/ Ri+ (1 — )75 )da

~ 1 1

+5<aRi+<a—2a2) Ai) .

:(1—5)2}?i+5< ﬁi})zi(ﬁﬁé(ﬁﬁ}i))

1 —~ - o .
= 5 <<]. - B§€ZL)) RU; + (S <l A(CL) + TA(CL)) (K/UZ‘ + Vit + K/’"vi + TT{,\T’UZ’)>
I—i i

]

Den Erwartungswert der Gesamtreserve erhilt man wieder, indem die erwarteten Scha-
denreserven der einzelnen Anfalljahre 7 = 1, ..., [ aufaddiert werden, da es sich bei dem
Erwartungswert einer unscharfen Zahl um ein additives Maf handelt.

Um auch die Genauigkeit der prognostizierten ausstehenden Schadenverpflichtungen be-

urteilen zu konnen, wird zuletzt noch die Prognoseunsicherheit fiir einzelne sowie fiir

23Im Gegensatz zu den vorherigen Abschnitten wird hier der Parameter § statt des Parameters /3 verwendet,
um ihn besser von den Parametern des Abwicklungsmusters unterscheiden zu konnen.
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aggregierte Anfalljahre quantifiziert, wobei die Unsicherheit einer unscharfen Zahl — wie
auch bei den Ansitzen in Abschnitt 4.2.1 und 4.3.1 — als Fliche zwischen der Zugeho-
rigkeitsfunktion und der x-Achse gemessen wird. So ergibt sich fiir die Unsicherheit der

Schadenreserve des Anfalljahres i = 1,...,I:

Satz 4.11 Fiir die Unsicherheit der Schadenreserve E = (f{l, ZAE_, ?ﬁi) des Anfalljahres
t=1,..., 1 mit ﬁz gemif (135), lAﬁi gemil (136) und ?E gemal (137) gilt, gegeben die

Beobachtungen D;:
2 1 R A N
UDUZ(R1'|D[) 3 (ZB(CL) + T (CL)) (fivi + v;rg + Ky, + Tg?”vi) (138)

Beweis: Mit Definition 3.12 ergibt sich:

~ R %) Ri+74 )
5 ' — R TR — Ry
mwﬂRmnyiﬂ‘N<1+xA )dx+/\ R<1xA )dx
Ri—lg, : R; R

B ~ Ri+75.
_ 1 2 ' 2 R; ’
2R; 0 2T§i TR 2.
~ ~ N2 A .
R~ R; +753 Ri(R; +75 ~ R R2
Ry (i) BB o RR
‘ TE’L TAZ rﬁi rﬁiz
1~ 1.
= 5 Bi+ 57g, (139)
1. N 1/~ N . ~ .
= “FoenRoi+ = | LxenRo + (15 g + T 5CD) (viTg + Ky, + T3Ty;)
2 B;Z; 2 T—i Br_
1 N PO .
=3 lﬂ(cL) + TE(CL) (Kv; + itz + Ky, + TaTy,) -

Die Unsicherheit der Gesamtreserve erhilt man, indem die Werte der Unschirfemalle der

Schadenreserven der einzelnen Anfalljahre aufaddiert werden:

Satz 4.12 Fiir die Unsicherheit der Gesamtreserve ist, gegeben die Beobachtungen Dy,
= ! =
Upvz(R|Dr) = Z Upvz(Ri|Dr)
i=1

erfiillt, wobei U DUZ(EADI) durch (138) gegeben ist.

Beweis: Fiir die Unsicherheit der Gesamtreserve gilt entsprechend zu (139):



Dabher ist
Upvz(R|Dr)

I
1 ~ A .
= Z (1 - ﬁlcf ) kv + = Z ( ’\(CL)H’UZ + (l’\(CL) + 75 (CL)> (viTs + Ry, + T‘g?"vi))

Il
'M~ I M~ ||M~

1 ~ . N .
*TwcL)fwz (l <CL>f<wz + (HCL) + TA(CL)) (viTg + Rry, + Tami))
2\ 82 Br i Br-i
1
2

(ZA(CL) + TA(CL)) (Rv; 4+ virg + Ry, + TaTv,)

I—i

Upvz(Ri|Dr)

1

1

erfllt.

4.4.2 Anwendungsbeispiel

Im Folgenden wird ein Beispiel betrachtet, anhand dessen das im vorherigen Abschnitt
vorgeschlagene unscharfe CC-Verfahren veranschaulicht wird. Dabei wird der gleiche
Datensatz aus RADTKE & SCHMIDT (2012) wie in dem Beispiel zum unscharfen ad-
ditiven Verfahren verwendet, um einen Vergleich der beiden Verfahren zu ermdéglichen.
Es werden also die gleichen Schadenzahlungen betrachtet — nur dass hier die kumulier-
ten statt der inkrementellen Schadenzahlungen angegeben sind (siehe Tabelle 8 bzw. 14)
— und auch die gleichen Modalwerte der asymmetrischen dreieckformigen unscharfen

VolumenmalRe. Die zusitzlich festzulegenden Spannweiten der Volumenmafe sind eben-

Abwicklungsjahr j Volumenmaf}
Anfalljahr ¢ 0 | ) 5 4 5 i lvi ro,
0 1001 1855 2423 2988 3335 3483 4025 201,25 402.5
1 1113 2103 2774 3422 3844 4456 222,8 445.6
2 1265 2433 3233 3977 5315 265,75 5315
3 1490 2873 3880 5986 299.3 598,6
4 1725 3261 6939 693,9 13878
5 1889 8158 815.8 1631,6

TABELLE 14: Beobachtete kumulierte Schadenzahlungen C; ; (¢ + j < 5) und unscharfe Volu-

menmalBe v; = (v;, ly,,Ty,) Miti =0,...,5

falls wie in dem Beispiel zum unscharfen additiven Verfahren gewéhlt worden. Die linke

Spannweite betrigt also fiir das nullte bis dritte Anfalljahr jeweils 5% und fiir das vierte
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und fiinfte Anfalljahr 10% des VolumenmaRes des entsprechenden Anfalljahres und die
rechte Spannweite ist fiir das nullte bis dritte Anfalljahr in Hohe von 10% und fiir die An-
falljahre 4 und 5 in Hohe von 20% des jeweiligen VolumenmaBes gewihlt worden (siehe
Abschnitt 4.3.2).

Um die zukiinftigen, nicht beobachtbaren Schadenzahlungen mit dem unscharfen CC-
Verfahren prognostizieren zu konnen, werden Schitzer fiir die unbekannten Parameter
des Abwicklungsmusters 507 e ,55 und die globale Endschadenquote x benétigt. Da
das Abwicklungsmuster bei dem vorgeschlagenen Verfahren aus den geschitzten CL-
Faktoren geschitzt wird, sind dafiir als erstes die Schitzer fiir die unscharfen CL-Faktoren
E, J =0,...,4, mit (128) zu bestimmen. Die resultierenden dreieckformigen Schitzer

[ ;» d-h. die geschitzten Modalwerte sowie die geschéitzten linken und rechten Spannwei-

ten, sind in Tabelle 15 zu finden. Unter Verwendung dieser Schitzer konnen dann mit

Abwicklungsjahr j
0 1 2 3 4

e

1,8995 1,3288 1,2321 1,12 1,0444
0,8995 0,3288 0,2321 0,12 0,0444

)

)
)

~
[

0,8995 0,3288 0,2321 0,12 0,0444

TABELLE 15: Unscharfe CL-Schitzer ]?j = (J/”;-,l}_,?f_) mitj =0,...,4
J J

Hilfe von Satz 4.9 Schitzer fiir die unscharfen Parameter E] fiir alle Abwicklungsjahre

jJ = 0,...,5 ermittelt werden. Diese Schitzer sind in Tabelle 16 angegeben. Im Gegen-
Abwicklungsjahr j
=(CL)
I 0 1 2 3 4 5
B;c“ 02749 05222 06939 08549 09575 1
ZE;CL> 0,1659 0,217 0,188 0,1142 0,039 0
?E(CL) 0,7251 0,4778 0,3061 0,1451 0,0425 0
J
TABELLE 16: Unscharfe Schitzer 3 = (ﬁj ,ZB\(CL) , T’E(_CL)) mitj =0,...,5
J J

satz zu den Schitzern fiir die unscharfen CL-Faktoren sind sie durch die Kehrwertbildung
und Multiplikation nicht mehr symmetrisch, die geschitzten linken und die geschitzten
rechten Spannweiten (siehe zweite bzw. dritte Zeile) weichen also voneinander ab. Mit ih-
rer Hilfe kann dann wiederum die globale Endschadenquote < geschitzt werden. Gemél

(132), (133) und (134) ergibt sich fiir die unscharfe CC-Endschadenquote die folgende
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dreieckformige unscharfe Zahl:
= (0,8897;0,3798; 0,304)

Damit liegen alle erforderlichen Schétzer vor, um die zukiinftigen Schadenzahlungen pro-
gnostizieren zu konnen. Die dreieckformigen Pridiktoren 5” mit ¢ + 5 > I, die sich

fiir die kumulierten Schadenzahlungen ergeben, sind in Tabelle 17 angegeben. Wihrend

Abwicklungsjahr j
Cij 1 2 3 4 5
C,; 4012
ix 168
1,
Fa 308
1,5
Ca,j 4462 4663
s 695 686
2,5
7a 1324 1123
2,5
Cs.,; 4738 5284 5510
s 1610 1640 1630
3,7
7a 3026 2480 2253
3,5
Cy,; 4321 5315 5949 6211
114 ) 2633 2880 2947 2950
2J
75 5846 4852 4218 3956
4,7
Cs, 3684 4930 6099 6843 7152
TAS | 4396 4891 5181 5260 5263
2J
o, . | 8616 7370 6201 5457 5148
Wi

TABELLE 17: Prognostizierte kumulierte Schadenzahlungen C~’” = (@j,/l\é LT ) mit
%) ¥

t+45>5

die erste Zeile fiir jedes Anfalljahr die Modalwerte enthilt, die mit den Ergebnissen des
scharfen CC-Verfahrens bei entsprechender Schitzung des Abwicklungsmusters iiberein-
stimmmen, stehen in der jeweiligen zweiten bzw. dritten Zeile die linken bzw. rechten
Spannweiten.

Durch Subtraktion des jeweiligen letzten beobachtbaren Schadenstands von den in Ta-
belle 17 angegebenen Priadiktoren der Endschadenstinde erhélt man die unscharfen drei-
eckformigen Schadenreserven der Anfalljahre : = 1,...,5 und durch Addition dieser
einzelnen Schadenreserven die unscharfe dreieckformige Gesamtreserve (siehe Tabelle
18). Vergleicht man diese unscharfen Schadenreserven mit denjenigen, die sich in dem
Beispiel zum unscharfen additiven Verfahren ergeben haben (siehe Tabelle 11), ist zu er-
kennen, dass die Modalwerte, die die beiden Verfahren liefern, fiir alle Anfalljahre nahe

beieinander liegen. Die Spannweiten sind hier jedoch deutlich grofler als beim unscharfen
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Anfalljahr ¢ R; l R, ?ﬁi

168 168 308

686 686 1123
1630 1630 2253
2950 2950 3956

[ N S

5263 5263 5148

> 10697 10697 12788

TABELLE 18: Unscharfe CC-Reserven R; = (]3%, ,Tp)miti=1,...,5

Ez‘ i

additiven Verfahren. Wihrend die linke Spannweite der Schadenreserve bei dem unschar-
fen CC-Verfahren stets mit dem Modalwert iibereinstimmt (siehe (135) und (136)) und die
untere Grenze der unscharfen Schadenreserven somit stets durch Null gegeben ist, betragt
die linke Spannweite der Gesamtreserve beim unscharfen additiven Verfahren weniger als
ein Fiinftel des Modalwerts. Die rechte Spannweite der Gesamtreserve ist dort durch 2 578
gegeben, hier betrigt sie 12 788, ist also beinahe fiinfmal so grof. Dementsprechend ist
auch die Unsicherheit der Reserven, gemessen als Fliche zwischen der Zugehorigkeits-
funktion und der z-Achse, deutlich hoher als beim unscharfen additiven Verfahren. Die
Werte, die sich in diesem Beispiel mit Hilfe von Satz 4.11 fiir die Prognoseunsicherheit

ergeben haben, sind in Tabelle 19 zu finden. In der unteren Zeile dieser Tabelle ist die

Anfalljahr ¢ Upuz(R;|Dr)

238,48
904,61
1941,83
3452,96

[ N S

5205,56

> 11743,44

TABELLE 19: Prognoseunsicherheit Upgs Z(]éZ |Dr) miti = 1,...,5 im unscharfen CC-Verfahren

Summe der berechneten Werte der Unschirfemalle der Schadenreserven der einzelnen
Anfalljahre s = 1,...,5 angegeben, die gemil Satz 4.12 der Unsicherheit der Gesamtre-
serve entspricht. Sie ist mehr als fiinfmal so grof3 wie die Unsicherheit der Gesamtreserve
im unscharfen additiven Verfahren (siehe Tabelle 13). Das unscharfe CC-Verfahren liefert
also weniger aussagekriftige Ergebnisse. Betrachtet man die arithmetischen Operationen,
die durchzufiihren sind, um die Schadenreserve eines Anfalljahres zu erhalten, sieht man,
dass hier fiir alle Anfalljahre mehr Multiplikationen sowie Divisionen unscharfer Zah-

len erforderlich sind als beim unscharfen additiven Verfahren. Diese fithren zu groeren
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Spannweiten der Schadenreserven und somit zu einer hoheren Prognoseunsicherheit.
Die scharfen Schadenreserven, die sich durch Anwendung des Erwartungswertes un-
scharfer Zahlen (siehe Satz 4.10) ergeben, sind fiir verschiedene Werte des Parameters

0 € [0, 1] in Tabelle 20 angegeben. Umso hoher der Wert von ¢ gewihlt wird, desto hoher

Es[R;]
Anfallighri | 6§ =0,1 6§=0,25 6=05 &§=075 6=0,9

108 144 203 263 299
433 569 795 1021 1157
1009 1301 1786 2272 2563
1820 2338 3201 4065 4583

[ N S

3152 3933 5234 6536 7316

> 6522 8285 11219 14157 15918

~

TABELLE 20: Erwartungswerte [Es[R;] der CC-Reserven éz mit ¢ = 1,...,5 fiir verschiedene

Werte des Parameters 0 € [0, 1]

ist die resultierende scharfe Reserve, da die rechte Grenze des a-Schnitts mit steigendem
o0 starker gewichtet wird. Vergleicht man die defuzzifizierten Gesamtreserven in Tabelle
20 mit den entsprechenden Ergebnissen im unscharfen additiven Verfahren (siehe Tabelle
12), erkennt man, dass fiir eine Wahl von 5§ = 0,1 bzw. § = 0,1 sowie 5 = 0,25 bzw.
0 = 0,25 die defuzzifizierte Gesamtreserve im unscharfen additiven Verfahren groB3er ist
als im unscharfen CC-Verfahren. Wird der Parameter 3 bzw. § dagegen gleich 0,5, 0,75
oder 0,9 gewdhlt (wobei eine Wahl von mindestens 0,5 iiblich ist), liefert das unschar-
fe CC-Verfahren eine grofere defuzzifizierte Gesamtreserve. Ein konservativer Aktuar —
ausgedriickt durch die Wahl eines hohen Parameters 3 bzw. 6 — wird bei Verwendung des
unscharfen additiven Verfahrens also geringere Reserven fiir ausreichend erachten als bei

Verwendung des unscharfen CC-Verfahrens.

4.4.3 Kritische Wiirdigung

Das CC-Verfahren, von dem in Abschnitt 4.4.1 dieser Arbeit eine unscharfe Version vor-
geschlagen wurde, ist ein populdres Schadenreservierungsverfahren, das sich insbeson-
dere dadurch auszeichnet, dass bei ihm die Beobachtungen auf der Hauptdiagonalen ro-
bustifiziert werden, bevor sie zur Prognose der zukiinftigen Schadenzahlungen genutzt
werden. Dadurch besitzt das CC-Verfahren den grofen Vorteil, dass es nicht sensitiv ge-

geniiber Ausreilern im aktuellen Kalenderjahr ist. Bei dem vorgeschlagenen unscharfen
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CC-Verfahren sind sowohl die Parameter des Abwicklungsmusters als auch die Volumen-
malle als unscharfe Zahlen modelliert worden. Fiir die Parameter des Abwicklungsmus-
ters sind, wie in praktischen Anwendungen {iblich, keine a priori Schitzer genutzt wor-
den, sondern sie sind unter Verwendung der geschitzten CL-Faktoren geschitzt worden.
Da die geschitzten CL-Faktoren in der Praxis oftmals von den Aktuaren aufgrund ihrer
personlichen Erfahrung und subjektiven Einschidtzung im Nachhinein angepasst werden,
ist es naheliegend, diese Schitzer und dementsprechend auch die aus ihnen berechneten
Schitzer des Abwicklungsmusters nicht als scharfe Zahlen, sondern als unscharfe Zahlen
zu modellieren, um so die Unsicherheit erfassen zu konnen (siehe Abschnitt 4.2.1). Falls
andere Schitzer fiir das Abwicklungsmuster als geeigneter erachtet werden, ist es natiir-
lich auch moglich, das Abwicklungsmuster nicht mit Hilfe der geschitzten CL-Faktoren
zu schitzen, sondern andere Schitzer heranzuziehen. Da es sich dann um vom Aktuar
subjektiv festzulegende Schitzer handelt, ist es auch in diesem Fall duBerst sinnvoll, die
Schitzer als unscharfe Zahlen zu modellieren.

Dies trifft entsprechend auch auf die vom Aktuar auszuwihlenden Volumenmale zu,
die wie beim additiven Verfahren fiir alle Anfalljahre als bekannt vorausgesetzt werden.
Durch die Modellierung der Volumenmale als unscharfe Zahlen wird es ermdéglicht, auch
beziiglich ihnen Unsicherheit abzubilden und sie nicht nur in Form von exakten, sondern
in Form von approximativen Werten anzugeben. Die Spannweiten der Volumenmaf3e wird
der Aktuar in der Regel in Abhédngigkeit davon, fiir wie aussagekriftig er die verwende-
ten Informationen erachtet, wihlen. Fiir umso unsicherer sie erachtet werden, desto groBBer
werden die Spannweiten im Allgemeinen gewihlt. Beim CC-Verfahren werden die Volu-
menmalRe des Ofteren als Primien interpretiert. Falls keine Unsicherheit beziiglich ihnen
vorliegt, konnen sie natiirlich auch als scharfe Zahlen modelliert werden, da diese ein
Spezialfall der betrachteten unscharfen Zahlen sind.

Sowohl die VolumenmaBe als auch die Schitzer fiir die CL-Faktoren sind bei dem vor-
geschlagenen Verfahren als unscharfe Zahlen mit einer dreieckférmigen Zugehorigkeits-
funktion unterstellt worden. Diese besitzen die Vorteile, dass sie gut interpretierbar sind,
Berechnungen mit ihnen leicht durchgefiihrt werden konnen und sie vom Aktuar intuitiv
festgelegt werden konnen. Eine mogliche Modifikation des Verfahrens wire, unscharfe
Zahlen mit einer anderen Form der Zugehorigkeitsfunktion zu verwenden. So konnten et-

wa die in Abschnitt 4.2.1 betrachteten quasi-exponentiellen unscharfen CL-Schitzer (sie-
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he (114)), die Werten nahe dem Modalwert hohe Zugehorigkeitswerte zuweisen und dann
nach links und rechts schnell abfallen, zur Schiatzung des Abwicklungsmusters verwendet
werden, falls diese passender sind. Genauso konnen natiirlich auch fiir die VolumenmalRe
andere unscharfe Zahlen verwendet werden, wenn diese als geeigneter erachtet werden.
Zudem wire denkbar, die Schitzer fiir die CL-Faktoren, die zur Schitzung der Parameter
des Abwicklungsmusters verwendet werden, als asymmetrische unscharfe Zahlen, gege-
benenfalls in Kombination mit einer anderen Form der Zugehorigkeitsfunktion, zu mo-
dellieren. So miissten die linken und die rechten Spannweiten nicht stets iibereinstimmen,
sondern konnten wie bei den Volumenmafen individuell angepasst werden.

In Abschnitt 4.4.1 konnte eine geschlossene Formel fiir die mit Hilfe der CL-Schitzer
gemiB (128) geschiitzten Parameter des Abwicklungsmusters hergeleitet werden?*. Auch
fiir die Pradiktoren der zukiinftigen Schadenzahlungen sowie fiir die Schadenreserven
sind geschlossene Formeln angegeben worden. Zudem sind, wie auch bei den Ansétzen
in Abschnitt 4.2.1 und 4.3.1, die ermittelten unscharfen Schadenreserven defuzzifiziert
worden und die Prognoseunsicherheit wurde fiir einzelne und aggregierte Anfalljahre
quantifiziert. In dem Beispiel in Abschnitt 4.4.2 hat sich gezeigt, dass ein Nachteil des
vorgeschlagenen unscharfen CC-Verfahrens ist, dass aufgrund der zugrunde liegenden
arithmetischen Operationen recht grofle Spannweiten der Schadenreserven resultieren.
Dementsprechend ist auch die Unsicherheit der Schadenreserven recht hoch. Das Ver-
fahren liefert also nicht ganz so aussagekréftige Ergebnisse. Das in Abschnitt 4.3.1 vor-
geschlagene unscharfe additive Verfahren, bei dem ebenfalls dreieckférmige unscharfe
Zahlen verwendet wurden, konnte zu aufschlussreicheren Reserven fiithren.

In dem Beispiel hat sich auch gezeigt, dass die defuzzifizierten Schadenreserven, die sich
durch Anwendung des Erwartungswertes unscharfer Zahlen ergeben, beim unscharfen
CC-Verfahren groBer sind als beim unscharfen additiven Verfahren, falls ein konservati-
ver Aktuar — der einen hohen Wert des Parameters 5 bzw. 6 wihlen wird — betrachtet wird.
Solch ein Aktuar wiirde also, bei gleicher Risikoeinstellung, bei Verwendung des unschar-
fen additiven Verfahrens geringere Reserven fiir ausreichend erachten als bei Verwendung
des unscharfen CC-Verfahrens. Mit dem unscharfen CC-Verfahren wiirde der Aktuar ho-

here Reserven ansetzen, was fiir das Versicherungsunternehmen kostspielig sein kann.

24Bei dem in Abschnitt 4.1.10 vorgestellten unscharfen BF-Verfahren ist ebenfalls vorgeschlagen worden,
das Abwicklungsmuster mit Hilfe dieser CL-Schétzer zu schitzen, allerdings sind dort keine geschlosse-
nen Formeln angegeben worden.
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5 Schlussbetrachtung

In dieser Arbeit sind Anwendungen von unscharfen Methoden in der Schadenreservie-
rung, einem der wichtigsten Gebiete der Versicherungsmathematik, untersucht worden.
Nachdem in dem zweiten und dem dritten Kapitel zunéchst alle relevanten Grundlagen
der beiden Forschungsfelder, d.h. der Schadenreservierung und der Theorie unscharfer
Mengen, zusammengefasst wurden, sind in Abschnitt 4.1 alle bisherigen Publikationen
zu Anwendungen unscharfer Methoden in der Schadenreservierung in chronologischer
Reihenfolge dargestellt, detailliert erldutert und zudem einer kritischen Wiirdigung unter-
zogen worden. Diese Dissertation stellt damit die erste Abhandlung in deutscher Spra-
che dar, die einen vollstindigen Uberblick iiber den aktuellen Forschungsstand in Bezug
auf den Einsatz unscharfer Methoden in der Schadenreservierung liefert. Im Anschluss
an den Literaturiiberblick sind in den Abschnitten 4.2, 4.3 und 4.4 drei neue unscharfe
Schadenreservierungsverfahren entwickelt worden, die zusétzliche Moglichkeiten bieten,
Unschirfe bei der Bestimmung von Schadenreserven erfassen und modellieren zu kon-
nen.

Das erste der vorgeschlagenen Verfahren wurde basierend auf der Beobachtung entwi-
ckelt, dass in ausnahmslos allen bisher erschienenen Versffentlichungen im Bereich der
unscharfen Schadenreservierung unscharfe Zahlen mit einer dreieckformigen Zugehorig-
keitsfunktion verwendet werden. Es wurde betont, dass dreieckformige unscharfe Zahlen
zwar positive Eigenschaften besitzen, dass jedoch in einigen Situationen durchaus un-
scharfe Zahlen mit einer anderen Form der Zugehorigkeitsfunktion passender sind. Daher
sind statt dreieckformigen unscharfen Zahlen quasi-exponentielle unscharfe Zahlen, also
exponentielle unscharfe Zahlen mit einem endlichen Triger, verwendet worden, die insbe-
sondere im Fall aussagekriftiger Daten geeignet sind. Die quasi-exponentiellen unschar-
fen Zahlen sind bei dem vorgeschlagenen unscharfen Schadenreservierungsverfahren zur
Modellierung der Abwicklungsfaktoren im CL-Verfahren genutzt worden. So kdnnen die
CL-Schitzer Unsicherheit erfassen und sind flexibel, ohne dass sie — wie es in der Praxis
ansonsten des Ofteren erfolgt — von den Aktuaren aufgrund ihrer subjektiven Einschiit-
zung und personlichen Erfahrung im Nachhinein noch angepasst werden. In dem Anwen-
dungsbeispiel, anhand dessen das vorgeschlagene Verfahren veranschaulicht und mit dem
Verfahren von HEBERLE & THOMAS (2014), bei dem die CL-Faktoren als dreieckfor-

mige unscharfe Zahlen modelliert werden, verglichen wurde, hat sich gezeigt, dass die
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Verwendung von quasi-exponentiellen statt dreieckférmigen unscharfen Zahlen zu einer
deutlichen Reduktion der Prognoseunsicherheit fiihren kann. Man kann also wesentlich
aufschlussreichere Ergebnisse erhalten.

Den beiden anderen in dieser Arbeit vorgeschlagenen Verfahren, dem unscharfen additi-
ven Verfahren und dem unscharfen Cape-Cod-Verfahren, liegt die Idee zugrunde, verwen-
dete Informationen, die nicht in dem Abwicklungsdreieck enthalten, sondern zusitzlich
vom Aktuar auszuwdihlen sind, als unscharfe Zahlen zu modellieren. Da solche Informa-
tionen oftmals mit Unschirfe behaftet sind, ist dies eine sehr hilfreiche Erweiterung. Bei
dem additiven Verfahren und dem CC-Verfahren sind es die Volumenmale, bei denen es
sich um externe Informationen, wie etwa Expertenwissen oder Informationen aus Markt-
statistiken oder aus vergleichbaren Portfolios, handelt und die daher fuzzifiziert werden.
Die linken und die rechten Spannweiten der Volumenmale konnen bei den in dieser Ar-
beit entwickelten unscharfen Versionen der beiden Verfahren ebenso wie die Modalwerte
je nach subjektiver Einschidtzung vom Aktuar festgelegt werden. Dabei wurde erliutert,
dass der Aktuar die Spannweiten in der Regel in Abhédngigkeit davon wihlen wird, woher
die Informationen stammen und fiir wie aussagekriftig er die verwendeten Informationen
erachtet. Bei dem vorgeschlagenen unscharfen CC-Verfahren sind neben den Volumenma-
Ben zudem auch die Parameter des Abwicklungsmusters als unscharfe Zahlen modelliert
worden, so dass bei diesem Verfahren auch Unsicherheit beziiglich des Abwicklungsmus-
ters beriicksichtigt werden kann. Wie in praktischen Anwendungen iiblich, sind fiir das
Abwicklungsmuster keine a priori Schitzer genutzt worden, sondern es ist unter Verwen-
dung der geschitzten CL-Faktoren geschitzt worden. Da die geschitzten CL-Faktoren in
der Praxis oftmals von den Aktuaren aufgrund ihrer personlichen Erfahrung und subjek-
tiven Einschédtzung im Nachhinein angepasst werden, ist es sinnvoll, diese Schitzer und
dementsprechend auch die aus ihnen berechneten Schitzer des Abwicklungsmusters nicht
als scharfe Zahlen, sondern als unscharfe Zahlen zu modellieren, um so die Unsicherheit
erfassen zu konnen.

In dieser Arbeit ist betont worden, dass die mit Hilfe eines unscharfen Schadenreservie-
rungsverfahrens ermittelte unscharfe Schadenreserve zum Schluss noch in eine scharfe
Zahl transformiert werden sollte, damit sie in der Bilanz ausgewiesen werden kann, und
dass auch bei unscharfen Schadenreservierungsverfahren — wie bei stochastischen Scha-

denreservierungsverfahren — stets die Unsicherheit der Schadenreserve quantifiziert wer-
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den sollte, um die Genauigkeit der Prognose beurteilen zu koénnen. Es hat sich jedoch
gezeigt, dass insbesondere die Quantifizierung der Prognoseunsicherheit in vielen der
bisher erschienenen Artikel im Bereich der unscharfen Schadenreservierung versdumt
wurde. Bei allen drei in dieser Arbeit vorgeschlagenen Verfahren ist die Prognoseunsi-
cherheit fiir einzelne und aggregierte Anfalljahre quantifiziert worden und die unscharfen
Schadenreserven sind mit Hilfe des Erwartungswertes unscharfer Zahlen defuzzifiziert
worden. Der Erwartungswert unscharfer Zahlen findet bei den meisten unscharfen Scha-
denreservierungsverfahren, bei denen eine Defuzzifikation stattfindet, Anwendung und
wurde daher zur besseren Vergleichbarkeit und aufgrund seiner positiven Eigenschaften
auch in dieser Arbeit gewdhlt.

Generell ist festzuhalten, dass neben Unsicherheit aufgrund von Zufall, die von den sto-
chastischen Schadenreservierungsverfahren beriicksichtigt werden kann, auch Unsicher-
heit aufgrund von Unschirfe eine zentrale Rolle in der Schadenreservierung spielt, da
ebenso wie in zahlreichen weiteren Bereichen der Versicherungswissenschaft auch in der
Schadenreservierung subjektive Beurteilungen und die Erfahrung sowie Intuition der Ak-
tuare groe Relevanz besitzen. Unscharfe Methoden sind daher pridestiniert fiir einen
Einsatz in der Schadenreservierung und die in dieser Arbeit vorgestellten und neu ent-
wickelten Schadenreservierungsverfahren, die Unsicherheit in Form von Unschirfe ein-
beziehen konnen, stellen eine ausgesprochen sinnvolle Ergédnzung zu den gewohnlichen
statistischen Schadenreservierungsverfahren dar.

Es ist in dieser Arbeit deutlich geworden, dass es sich bei der unscharfen Schadenre-
servierung um ein zentrales und aktuelles Forschungsthema handelt. Ein Thema einer
zukiinftigen Publikation konnte etwa die Quantifizierung des einjidhrigen Reserverisikos
sein. Das einjdhrige Reserverisiko kann iiber die Unsicherheit des sogenannten Abwick-
lungsergebnisses, das die Veridnderung der versicherungstechnischen Verpflichtungen im
kommenden Kalenderjahr angibt, gemessen werden und ist von Interesse, da es dem Ein-
jahreshorizont aktueller Solvenzanforderungen Rechnung trigt. Im Rahmen von unschar-
fen Schadenreservierungsverfahren ist es bisher allerdings noch nicht betrachtet worden.
Zudem konnten noch weitere Schadenreservierungsverfahren dahingehend modifiziert
werden, dass statt dreieckformigen unscharfen Zahlen unscharfe Zahlen mit einer an-
deren Form der Zugehorigkeitsfunktion verwendet werden. So wiirden sich die in dieser

Arbeit erstmalig herangezogenen quasi-exponentiellen unscharfen Zahlen auch fiir ande-
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re Anwendungen eignen oder es konnten noch andere unscharfe Zahlen, wie zum Beispiel
quadratische oder Gauf3sche unscharfe Zahlen, verwendet werden.

Eine weitere Idee wire, Methoden des maschinellen Lernens, die aktuell sehr viel Auf-
merksambkeit erfahren, in der unscharfen Schadenreservierung einzusetzen. Von BASER &
APAYDIN ist beispielsweise ein Ansatz entwickelt worden, bei dem die populidren Support
Vector Machines mit unscharfer Regression kombiniert werden (vgl. Baser & Apaydin
(2015)). In dieser Arbeit hat sich gezeigt, dass bei vielen unscharfen Schadenreservie-
rungsverfahren unscharfe Regressionsverfahren Anwendung finden, so dass in Erwigung
gezogen werden konnte, etwa auch den von BASER & APAYDIN entwickelten Ansatz in
der unscharfen Schadenreservierung zu nutzen. Es gibt also auch zukiinftig noch viel Po-

tential fiir neue Ansitze sowie Modifikationen und Erweiterungen bisheriger Verfahren.
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Zusammenfassung

Subjektive Beurteilungen und die Erfahrung sowie Intuition der Aktuare besitzen grof3e
Relevanz in der Schadenreservierung und werden oftmals bei der Festsetzung von Scha-
denreserven beriicksichtigt, weshalb Unsicherheit, die aus Unschirfe resultiert, eine zen-
trale Rolle in diesem Bereich spielt. Die gewohnlichen statistischen Schadenreservie-
rungsverfahren konnen Unsicherheit aufgrund von Unschirfe allerdings nicht einbezie-
hen, sondern hierzu werden Methoden aus dem Bereich der Theorie unscharfer Mengen
benotigt. Solche Methoden sind daher pridestiniert fiir Anwendungen in der Schadenre-
servierung.

In dieser Arbeit ist zunichst ein vollstindiger Uberblick iiber den aktuellen Forschungs-
stand in Bezug auf den Einsatz unscharfer Methoden in der Schadenreservierung gegeben
worden. Hierzu wurden die bisher erschienenen Veroffentlichungen in chronologischer
Reihenfolge vorgestellt, detailliert erldutert und zudem einer kritischen Wiirdigung unter-
zogen. Im Anschluss wurden drei neue unscharfe Schadenreservierungsverfahren entwi-
ckelt, die zusétzliche Moglichkeiten bieten, Unschirfe bei der Bestimmung von Schaden-
reserven erfassen und modellieren zu kénnen.

Bei dem ersten der vorgeschlagenen Verfahren handelt es sich um eine unscharfe Version
des Chain-Ladder-Verfahrens, das sowohl in der Theorie als auch in der Praxis zu den po-
pulédrsten Schadenreservierungsverfahren zéhlt. Dieses Verfahren wurde basierend auf der
Beobachtung entwickelt, dass in ausnahmslos allen bisher erschienenen Veroffentlichun-
gen im Bereich der unscharfen Schadenreservierung als unscharfe Zahlen dreieckformige
unscharfe Zahlen verwendet werden. Diese besitzen zwar positive Eigenschaften, in ei-
nigen Situationen sind jedoch durchaus unscharfe Zahlen mit einer anderen Form der
Zugehorigkeitsfunktion geeigneter, weshalb bei dem vorgeschlagenen unscharfen Chain-
Ladder-Verfahren statt dreieckformigen unscharfen Zahlen quasi-exponentielle unscharfe
Zahlen zur Modellierung der Chain-Ladder-Faktoren genutzt worden sind. Das Verfahren
stellt damit die erste Anwendung im Bereich der unscharfen Schadenreservierung dar, bei
der die Zugehorigkeitsfunktion der unscharfen Zahlen nicht dreieckformig ist. Es hat sich
gezeigt, dass die Verwendung von quasi-exponentiellen statt dreieckformigen unschar-
fen Zahlen zur Modellierung der Chain-Ladder-Faktoren den Vorteil besitzt, dass dies zu
einer erheblichen Reduktion der Prognoseunsicherheit fithren kann und man somit we-

sentlich aufschlussreichere Ergebnisse erhalten kann.
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Bei den beiden anderen in dieser Arbeit neu entwickelten Verfahren handelt es sich um
unscharfe Versionen von zwei weiteren populdren Schadenreservierungsverfahren, von
dem additiven Verfahren und dem Cape-Cod-Verfahren. Diesen Verfahren liegt die Idee
zugrunde, Informationen, die zusitzlich zu einem Abwicklungsdreieck eingehen und die
vom Aktuar auszuwihlen sind, als unscharfe Zahlen zu modellieren. Da solche Infor-
mationen oftmals mit Unschirfe behaftet sind, ist dies eine naheliegende und sinnvolle
Erweiterung. Bei dem additiven Verfahren und dem Cape-Cod-Verfahren sind es die Vo-
lumenmalBe, bei denen es sich um externe Informationen handelt und die daher fuzzifiziert
werden. Dadurch wird es ermoglicht, Unsicherheit beziiglich der Volumenmalle abzubil-
den und bei der Bestimmung von Schadenreserven einzubeziehen. Bei dem unscharfen
Cape-Cod-Verfahren sind neben den VolumenmaBen dariiber hinaus auch die Parameter
des Abwicklungsmusters als unscharfe Zahlen modelliert worden, so dass bei diesem Ver-
fahren zudem Unsicherheit beziiglich des Abwicklungsmusters in seiner in praktischen
Anwendungen iiblicherweise verwendeten Form beriicksichtigt werden kann.

Bei allen drei Verfahren sind die ermittelten unscharfen Schadenreserven zum Schluss
defuzzifiziert worden, um scharfe Zahlen zu erhalten, die in der Bilanz ausgewiesen wer-
den konnen. Des Weiteren wurde bei allen drei Verfahren die Prognoseunsicherheit fiir
einzelne und aggregierte Anfalljahre quantifiziert. Dies ist von zentraler Bedeutung, um
auch die Genauigkeit der Prognose beurteilen zu konnen, ist bei den meisten der bisheri-
gen Publikationen, in denen unscharfe Methoden in der Schadenreservierung angewendet
werden, jedoch versdaumt worden.

Die in dieser Arbeit vorgestellten und neu entwickelten Schadenreservierungsverfahren,
die es erlauben subjektive Einschitzungen formal zu integrieren und Unsicherheit in Form
von Unschirfe einzubeziehen, stellen eine ausgesprochen sinnvolle Ergéinzung zu den ge-

wohnlichen statistischen Schadenreservierungsverfahren dar.

Subjective judgments and the experience and intuition of the actuaries are of great re-
levance in claims reserving and are often taken into account when determining claims
reserves, which is why uncertainty resulting from fuzziness plays a central role in this
field. However, the ordinary methods of claims reserving cannot include uncertainty due
to fuzziness, but for this purpose methods from the area of fuzzy set theory have to be

used. Such methods are therefore predestined for applications in claims reserving.
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In this thesis, a complete overview of the current state of research with regard to appli-
cations of fuzzy methods in claims reserving has been given. For this purpose, the publi-
cations published so far were presented in a chronological order, explained in detail and
also subjected to a critical assessment. Subsequently, three new fuzzy methods of claims
reserving were developed, which offer additional possibilities to include and model fuz-
ziness when determining claims reserves.

The first of the proposed methods is a fuzzy version of the chain-ladder method, which is
one of the most popular methods of claims reserving both in theory and in practice. This
method was developed based on the observation that, without exception, all previously pu-
blished publications in the area of fuzzy claims reserving use triangular fuzzy numbers as
fuzzy numbers. These have positive properties, but in some situations fuzzy numbers with
a different shape of membership function are more suitable. Therefore, in the proposed
fuzzy chain-ladder method quasi-exponential fuzzy numbers have been used to model the
chain-ladder factors instead of triangular fuzzy numbers. The method thus represents the
first application in the area of fuzzy claims reserving in which the membership function
of the fuzzy numbers is not triangular. It has been shown that the use of quasi-exponential
instead of triangular fuzzy numbers to model the chain-ladder factors has the advantage
that this can lead to a considerable reduction in the prediction uncertainty and thus one
can obtain significantly more informative results.

The other two methods newly developed in this thesis are fuzzy versions of two other po-
pular methods of claims reserving, i.e. of the additive method and the Cape-Cod method.
These methods are based on the idea of modelling information that is used in addition to
a claims development triangle and that has to be chosen by the actuary as fuzzy numbers.
Since such information is often afflicted with vagueness, this is an obvious and sensible
extension. In the additive method and the Cape-Cod method, it is the volume measures
that are external information and are therefore fuzzified. This makes it possible to take into
account uncertainty regarding the volume measures and to include it in the determination
of claims reserves. In the fuzzy Cape-Cod method, in addition to the volume measures,
the parameters of the development pattern were also modeled as fuzzy numbers so that
this method can also take into account uncertainty regarding the development pattern in
its form which is usually used in practical applications.

In all three methods, the determined fuzzy claims reserves were finally defuzzified in
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order to obtain crisp values that can be shown on the balance sheet. Furthermore, the pre-
diction uncertainty for single and aggregated accident years was quantified for all three
methods. This is of central importance in order to also be able to assess the accuracy of
the prediction, but was neglected in most of the previous publications in which fuzzy me-
thods have been used in claims reserving.

The methods of claims reserving presented and newly developed in this thesis, which al-
low subjective judgments and uncertainty due to fuzziness to be formally integrated, are

an extremely useful addition to the usual statistical methods of claims reserving.
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