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EINLEITUNG

In dieser Arbeit befassen wir uns mit der Beschreibung von Morphis-
men von geometrischen Strukturen, die wir als Kettengeometrien iiber
Quadriken bezeichnen mochten.

Eine Quadrik ist eine Punktmenge eines projektiven Koordinatenrau-
mes iiber einem Korper, die sich durch eine quadratische Gleichung
(quadratische Form) beschreiben ldsst. Die Punktmenge einer Ketten-
geometrie iiber einer Quadrik besteht genau aus den Punkten der Qua-
drik, die nicht ihrem Radikal angehoren.

Die Schnitte der Quadrik mit einer Ebene, welche die Quadrik in drei
Punkten schneidet, die nicht im Radikal der Quadrik liegen und keine
Gerade enthalten, sind die Ketten unserer Kettengeometrie.

Nennt man zwei Punkte der Kettengeometrie genau dann distant zu-
einander, wenn ihre Verbindungsgerade eine Sekante der Quadrik ist,
so geht durch drei paarweise distante Punkte genau eine Kette.

Die Struktur ist ein sogenannter Kettenraum.

Ein Morphismus zwischen zwei solchen Kettengeometrien (und von
Kettenraumen im Allgemeinen) ist eine Abbildung, welche die Punkt-
menge der einen Kettengeometrie in die Punktmenge der anderen ab-
bildet und dabei Ketten bijektiv auf Ketten abbildet, sowie die Di-
stanzrelation erhélt.

Der Begriff der Kettengeometrie entstand beim Versuch, drei wesentlich
verschiedene Geometrien, die Mobius-Geometrie, die Laguerre-Geometrie
und die pseudo-euklidische Minkowski-Geometrie, einheitlich darzu-
stellen und zu untersuchen.

Es war W. Benz, der in seiner Monographie ” Vorlesungen iiber Geome-
trie der Algebren” (siehe [2]) diese Geometrien erstmals in einheitlicher
Weise als Kettengeometrien (K, R) iiber geeigneten K-Algebren R
untersuchte (zur Definition von ¥ (K, R) verweisen wir auf 2.1 in [§],
wir werden diese Struktur auch spéter in Kapitel 2 einfiihren).

Die Mobius-Geometrie entspricht dann der Kettengeometrie iiber der
R- Algebra C, die Laguerre-Geometrie der Kettengeometrie iiber der
R-Algebra der dualen Zahlen Rle] = R + Re mit € ¢ R,e* = 0 und
die Minkowski-Geometrie die der Kettengeometrie iiber der R-Algebra
der anormal-komplexen Zahlen welche zum direkten Produkt R x R
isomorph ist (siehe 2.2 in [8]).

W. Benz zu Ehren bezeichnet man diese Geometrien auch als Benze-
benen.
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Tatséchlich kann man die Benzebenen auch als Punktmenge einer ge-
eigneten Quadrik in der projektiven Koordinatengeometrie {iber dem
Vektorraum R* darstellen. Man findet also ein geeignetes Quadriken-
modell.

Die Mobius-Geometrie besitzt als Quadrikenmodell die Einheitskugel,
welche sich durch die quadratische Form Qyy : (21, 22, 73, 14) = 27 +
r3 + x3 — x3 beschreiben lisst (siehe Kapitel I, § 1. 4. in [2]).

Die Laguerre-Geometrie besitzt als Quadrikenmodell einen Kegel mit
Spitze R(0, 0,0, 1), der sich durch die quadratische Form Q. : (x1, o, x3, 14) >
7% + 22 — 22 beschreiben lisst (siche Kapitel I, § 2. 3. in [2], man be-
achte, dass das dort betrachtete Zylindermodell im projektiven Raum
einem Kegel entspricht).

Die Mobius-Geometrie besitzt als Quadrikenmodell eine hyperbolische
Quadrik (Hyperboloid), welche sich durch die quadratische Form Qp :
(z1, 9, 73, 14) — 23 — 23 + 23 — 22 beschreiben liisst (siehe Kapitel I,
§ 4. 5. 1in [2]).

In [19] konstruiert H. Hotje ein Quadrikenmodell im Sonderfall von
Y (K, R), in dem R eine kinematische Algebra ist (es gilt 2? € K + Kz
fiir alle x € R):
Es existiert ein eindeutig bestimmter K-linearer Antiautomorphismus
k:x+— T von R derart, dass fiir jedes x € R die Elemente N(x) := ZTx
und Sp(x) :=T + x in K liegen (siehe 5.2.1 in [8]).
Dannist Q : V:= Rx K x K — K, (z,k,l) — N(z) — kl eine Qua-
dratische Form (siehe 5.2.4 in [8]).
Dann wird durch ¢ : R(a,b) — K(ba, N(a), N(b)) die Punktmenge der
Kettengeometrie (K, R) auf die Punkte der zur quadratischen Form
() gehorenden Quadrik in der projektiven Koordinatengeometrie iiber
V' abgebildet, die nicht im Radikal dieser Quadrik liegen.
Es liegt ein Isomorphismus von Kettenrdume vor (Hotje-Darstellung,
siehe Satz 5.2.18 in [8]).

In [36] zeigt M. Werner, dass die Automorphismen der soeben be-
trachteten Kettengeometrie iiber einer kinematischen Algebra im Qua-
drikenmodell einer Erweiterung zu einer Kollineation der projektiven
Koordinatengeometrie {iber V' fdhig ist, d.h. schrankt man die Kollinea-
tion auf die Punkte der Quadrik ein, die nicht im Radikal der Quadrik
liegen, so erhélt man den urspriinglichen Automorphismus unserer Ket-
tengeometrie.

Dieses Resultat motiviert uns, der Frage nachzugehen, ob man einen
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beliebigen Morphismus zwischen zwei Kettengeometrien iiber Quadri-
ken zu einem Homomorphismus der, die Quadriken enthaltenden, pro-
jektiven Rdume erweitern kann.

Tatséchlich werden wir zeigen, dass nur sogenannte starke Morphismen
(es werden auch nicht-distante Punkte auf nicht-distante Punkte abge-
bildet) einer projektiven Erweiterung féhig sind.

Wir werden zu jedem nicht-trivialen starken Morphismen eine eindeuti-
ge projektive Erweiterung konstruieren. Dabei werden wir uns an dem
Beweis von (10.28)(1) und diesem Satz vorangegangenen Ausfithrungen
in [32] orientieren. Dort wird die stereographische Projektion betrach-
tet, sowie vorteilhaft der zweite Fundamentalsatz der affin-metrischen
Geometrie (siehe (9.7) in [32]) angewendet, um eine projektive Erweite-
rung eines Isomorphismus von Kreisgeometrien auf Quadriken zu kon-
struieren. Dabei haben Kreisgeometrien auf Quadriken die selbe Punkt-
menge, wie unsere Kettengeometrien iiber Quadriken, nur werden hier
auch Schnitte der Quadrik mit Ebenen zugelassen, die auch Geraden
enthalten konnen (siehe 10.17 in [32]).

Im ersten Kapitel stellen wir alle Definitionen und Sétze zusammen,
die wir aus dem Bereich der metrischen Geometrie und der Kettengeo-
metrie benotigen, um Kettengeometrien iiber Quadriken, sowie deren
Morphismen definieren zu koénnen.

Wir diskutieren zwei verschiedene Moglichkeiten Homomorphismen von
projektiven Rdumen zu definieren und fithren projektive Erweiterun-
gen von Morphismen von Kettengeometrien iiber Quadriken ein.

Fiir die Darstellung solcher projektiven Erweiterungen wird unsere
Definition eines Morphismus von metrischen Vektorrdumen von Be-
deutung sein. Eine Untersuchung des Kerns solcher Morphismen von
metrischen Vektorrdumen zeigt, dass sich eine projektive Erweiterung
zerlegen lédsst in eine Zentralprojektion, die von einem Teilraum des
Radikals der Quadrik im Definitionsbereich ausgeht und eine anschlie-
Bende Einbettung.

Wir zeigen weiter, dass nur sogenannte starke Morphismen von Ketten-
geometrien iiber Quadriken einer projektiven Erweiterung fiahig sind.

Im zweiten Kapitel gehen wir auf eine Darstellung von Kettengeome-
trien iiber Quadriken mittels einer Kettengeometrie iiber einem geeig-
neten Jordan-System in einer Clifford-Algebra, wie sie in [6] zu finden
ist, ein.

Hierzu werden wir entsprechend grundlegende Definitionen und Sétze
beziiglich solcher Jordan-Systeme zusammenstellen. Auch werden wir
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auf eine neue, allgemeinere Definition einer Kettengeometrie iiber ei-
nem Jordan-System eingehen, wie sie in [4] zu finden ist. Wir wer-
den einige Kriterien benennen, wann die neue Definition mit der alten
iibereinstimmt.

Der Grund warum wir dies einfiihren ist der folgende: Im Beweis des
Darstellungssatzes in [6] wird ab einer gewissen Stelle eine Einschrankung
vorgenommen. Es werden nur noch Kettengeometrien iiber Quadriken
betrachtet, bei denen die Méchtigkeit des die Quadrik enthaltende pro-
jektiven Koordinatenraumes wenigstens fiinf ist.

Mit Hilfe der neuen Definition zeigen wir einen alternativen Beweisan-
satz, der, falls man zwei Annahmen zeigen kann, den Darstellungssatz
wie in [6] fiir den allgemeinen Fall zu beweisen gestattet.

Im dritten Kapitel werden wir zu einem starken, nicht-trivialen Mor-
phismus von Kettengeometrien iiber Quadriken eine projektive Erwei-
terung konstruieren. Dabei wird die stereographische Projektion, wel-
che das Residuum eines Punktes, den wir als Nordpol bezeichnen, auf
den Tangentialraum eines zu dem Nordpol distanten Punktes, welchen
wir als Stidpol bezeichnen, abbildet von grofiler Bedeutung sein.

Wir gehen auch auf eine allgemeinere Definition einer projektiven Er-
weiterung ein und zeigen, dass unsere, in Kapitel 1 zu Grunde gelegten
Definition der Allgemeinheit keinen Abbruch tut.

Wir gehen auch auf die Darstellung von trivialen Morphismen von Ket-
tengeometrien {iber Quadriken ein (die gesamte Punktmenge wird auf
eine Kette abgebildet).

Es zeigt sich, dass man einen trivialen Morphismus zwischen zwei Ket-
tengeometrien iiber Quadriken eindeutig zerlegen kann in einen trivia-
len Morphismus, der die Punktmenge des Definitionsbereichs auf eine
vorher beliebig festgelegte Kette des Definitionsbereiches abbildet und
einem anschliefenden trivialen Morphismus dieser Kette auf eine Kette
im Bildraum.

Nicht von jeder Kettengeometrie iiber einer Quadrik kann ein trivialer
Morphismus ausgehen.

Die Existenz eines dreidimensionalen Teilraumes, welcher die Quadrik
der Kettengeometrie in einem Ovoid oder einem Kegel, dessen Spitze
nicht im Radikal der Quadrik liegt, belegt die Unmoglichkeit eines von
dieser Kettengeometrie ausgehenden, trivialen Morphismus.
Existieren solche Teilrdume nicht, so zeigen wir, dass man einen trivia-
len Morphismus, der von dieser Kettengeometrie ausgeht und sémtliche
Punkte auf eine vorher festgelegte Kette abbildet, konstruieren kann.
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1. GRUNDLAGEN DER METRISCHEN GEOMETRIE UND
KETTENGEOMETRIE

In diesem ersten Kapitel stellen wir alle Definitionen und Sétze aus
dem Bereich der metrischen Geometrie und der Kettengeometrie zu-
sammen, die wir fiir einen Beweis des Darstellungssatzes fiir Morphsis-
men von Kettengeometrien iiber Quadriken benotigen.

Da wir, wie in der Einleitung angekiindigt besagte Morphismen mit
projektiven Erweiterungen beschreiben mochten und dabei vorteilhaft
den zweiten Fundamentalsatz der affin-metrischen Geometrie anwen-
den mochten, befassen wir uns im ersten Abschnitt mit Homomorphis-
men von affinen- und projektiven Koordinatenrdumen.

Je nachdem, wie man Homomorphismen von projektiven Rdumen de-
finiert, werden die der Koordinatenrdume durch eine von einem Un-
terraum ausgehende Zentralprojektion mit anschliefender linear indu-
zierten Injektion (siehe z.B. [17], [33], [11], [12]) oder von einer durch
eine Teilmenge der Punktmenge ausgehenden Zentralprojektion mit
anschlieSender, mittels einer Bewertung des Grundkorpers induzierten
verallgemeinerten linearen Abbildung (siehe z.B. [28], [15]) dargestellt.
Wir orientierten uns an [33], sodass unsere Homomorphismen durch
semilineare Abbildungen induziert sind, gehen aber auch auf die in [15]
angegebene allgemeinere Definition eines Homomorphismus von pro-
jektiven Rdumen ein. Es wird sich allerdings in Kapitel 3 zeigen, dass
fiir unsere projektiven Erweiterungen nur solche Homomorphismen, die
durch semilineare Abbildungen induziert sind in Frage kommen.

Im zweiten Abschnitt stellen wir grundlegende Definitionen und Sétze
der metrischen Geometrie zusammen, wie sie in [32] und [29] zu fin-
den sind. Wir fithren den Begriff eines Morphsimus von metrischen
Vektorrdumen ein. Es wird sich zeigen, dass genau solche Abbildungen
projektive Erweiterungen induzieren.

Danach fithren wir Quadriken in projektiven Rdumen ein. Die soge-
nannten einfachen Punkte solcher Quadriken werden die Punktmenge
unserer Kettengeometrie darstellen.

Wir stellen einige Sétze beziiglich ebener und rdumlicher Quadriken
zusammen und geben Beispiele an.

Danach definieren wir affin-metrische Raume, sowie deren Isomorphis-
men. Das entscheidende beim Beweis des Darstellungssatzes fiir Mor-
phismen von Kettengeometrien iiber Quadriken ist eine Anwendung des
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zweiten Fundamentalsatzes der affin-metrischen Geometrie. Wir wer-
den alle nétigen Definitionen einfithren, um diesen Satz formulieren zu
konnen.

Im dritten Abschnitt definieren wir Kettengeometrien iiber Quadri-
ken und deren Morphismen. Dabei orientieren wir uns an [8], bzw. [4].
Wir zeigen, dass jeder Morphismus von metrischen Vektorrdumen einen
Morphismus der Kettengeometrie induziert und, dass wenn ein Mor-
phismus der Kettengeometrie einer projektive Erweiterung (im Sinne
von [33]) fahig ist, diese durch einen Morphismus von metrischen Vek-
torrdumen induziert wird.

1.1. Homomorphismen von affinen- und projektiven Koordi-
natenraumen.

Wir méchten uns bei der Einfithrung der Homomorphismen von projektiven-
und affinen Réumen an der Arbeit [33] von K. Sérensen orientieren.

In dieser Arbeit wird zunéchst von einen Homomorphismusbegriff von
Inzidenzraumen ausgegangen. Wir mochten daher auf die Definition
solcher Rdume eingehen.

Definition 1.1.1. Se: P eine Menge, deren FElemente wir Punkte
nennen und G eine Menge von Teilmengen von P, deren Elemente wir
Geraden nennen.

Das Paar (P, G) ist ein Inzidenzraum, wenn gilt:
(1) Zu a,b € P, a#b gibt es genau ein g € G mit a,b € g.
(2) Fir alle g € G ist| g |> 2.

(Siehe (5.01) in [31] und beachte Satz (5.1))

Fiir einen Punkt p € P sagen wir, dass dieser auf einer Gerade g € GG
liegt, falls p € g.

Sei M C P eine Menge von Punkten. Falls es eine Gerade g € G mit
M C g gibt, nennen wir die Punkte der Menge M kollinear.

Die nach 1.1.1(1) eindeutig bestimmte Gerade g von zwei verschiede-
nen Punkten a, b bezeichnen wir mit ab.
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Falls T' C P die Eigenschaft hat, dass zu a,b € T stets ab C T gilt, so
nennen wir 7" einen Teilraum von (P, G).

Nach Satz (5.4) in [31] gibt es zu einer Teilmenge M C P einen kleins-
ten, M umfassenden Teilraum. Diesen bezeichnen wir mit < M > und
nennen ihn die lineare Hiille von M.

Fiir eine endliche Teilmenge {ay,...,a,} (n € N\ {0}) schreiben wir
<ag,...,a, >:=<{a,...,a,} >. Insbesondere ist also ab =< a,b >
fiir zwei Punkte a,b mit a # b.

Wir nennen < a, b, ¢ > fiir drei paarweise verschiedene, nicht kollineare
Punkte a, b, c eine Ebene. Fiir solche Punkte setzen wir

abc :=< a,b,c >.

Punkte, die in einer Ebene liegen, nennen wir komplanar

Nun moéchten wir affine und projektive Koordinatenrdume einfiihren.
Sei dazu V' ein Vektorraum iiber einen kommutativen Korper K (in
dieser Arbeit sind alle Korper kommutativ). Mit U bezeichnen wir
die Menge der Untervektorriume von V und mit U; die Menge der
1-dimensionalen Unterrdume von V.

Setzen wir nun P:=V,G:={a+U |a € V,U € U}, sowie
a+Uld+U <= U=Ufira,d €V und U,U" € Uj.

Dann nennen wir das Tripel A(V, K) := (P, G, ||) den affinen Koor-
dinatenraum iiber V.

Nach (5.53) in [31] ist (P, G) ein Inzidenzraum.

Nach (5.64) in [31] sind die von ) verschiedenen Teilrdume von A(V, K)
mit | K |> 2 die Mengen a + U mit ¢ € V und U € U.

Fiir Teilraume a + U setzen wir dim(a + U) := dimy (U) und nennen
dies die affine Dimension von a 4+ U. Dabei bezeichnet dimy (U) die
vektorielle Dimension von U.

Um projektive Koordinatenrdume einzufiihren, definieren wir fiir ei-
ne Teilmenge von M von V die Menge M := {U € U, | U C M} die
projektive Punktmenge von M.

Setzen wir P := U; und G := {U" | U € Uy}, so nennen wir das Paar
II(V,K) := (P,G) den projektiven Koordinatenraum iiber V.
Nach (6.24)(1) in [31] ist II(V, K) ein Inzidenzraum.

Nach (6.24)(2) gibt es eine eineindeutige Zuordnung zwischen den Un-
tervektorraumen von V und den Teilrdumen von II(V, K'), welche durch
U +— U™ mit Umkehrabbildung 7'+ (J T fiir einen Vektorraum U < V
und Teilraum 7" von II(V, K') gegeben ist.

Nun definieren wir Homomorphismen von Inzidenzriaumen.
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Definition 1.1.2. Seien (P,G), (P',G") Inzidenzrdiume.

Eine Abbildung x : P — P’ heist Homomorphismus von Inzi-
denzrdumen, falls sie x(< a,b >) =< x({a,b}) > fir alle a,b € P
erfullt.

Ist x bijektiv, so bezeichnen wir x als eine Kollineation. (siehe (0)
in [33])

Man beachte, dass die lineare Hiille hinter dem Gleichheitszeichen die
lineare Hiille in (P’,G") ist. Wir werden dies nicht streng unterschei-
den und gehen davon aus, dass es stets offensichtlich ist, welche Hiille
gemeint ist.

Spéter werden wir noch ein paar zu dieser Definition dquivalente Be-
dingungen benotigen. Daher formulieren wir folgenden Satz.

Satz 1.1.1. Die folgenden Aussagen sind dquivalent zu Definition 1.1.2
fir einen Inzidenzraum (P, G) mit Homomorphismus x in einen Inzi-
denzraum (P',G"):

(1) Fir g € G ist x(g) entweder ein Punkt oder x(g) eine Gerade.
Im Fall, dass x(g) eine Gerade ist, ist g — x(g9) : * — x(z)
bijektiv.

(2) Fir einen Teilraum T von (P,G) und einen Teilraum T' von
(P',G") ist x(T) ein Teilraum von (P',G') und x~*(T") ein Teil-
raum von (P,G).

(3) Fir S C P st x(< S >)=<x(S) >
Beweis. Siche den Beweis von (1.1) in [33]. O

Zur Darstellung der Homomorphismen von affinen- und projektiven
Koordinatenrdumen benotigen wir den Begriff der semilinearen Abbil-
dung.

Definition 1.1.3. Sei V' ein K-Vektorraum, V' ein K'-Vektorraum.
Sei o : K — K’ ein Korperisomorphismus.
Wir nennen eine Abbildung f :V — V' semilinear, falls
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(1) flv+u)=f(v)+ f(u) fir allev,u eV

(2) flav) =o(a)f(v) fir alleveV,a e K

Die Abbildung o bezeichnet man auch als einen Begleitisomorphis-
mus.

Wir bemerken, dass es auch manchmal in der Literatur iiblich ist,
bei semilinearen Abbildungen lediglich zu fordern, dass ¢ ein Korper-
homomorphismus ist.

Die von uns betrachteten Abbildungen werden dann als quasilinear be-
zeichnet (siehe Definition 6.3.1 und Bemerkung 6.3.2 in [12] auf Seite
137).

Wir mochten nun zeigen, dass sich Homomorphsimen von affinen

Raumen durch solche semilinearen Abbildungen beschreiben lassen.
In [33] wird der Fall | K |= 2 ausgeschlossen.
Das liegt daran, dass in diesem Fall jede Abbildung von Punktmengen
eines Inzidenzraumes in einem anderen ein Homomorphismus von Inzi-
denzraumen ist. Wir mochten jedoch diesen Fall nicht von vorneherein
ausschliefen und zeigen, wie auch in diesem Falle ein Darstellungssatz
gelingt. Hierzu miissen wir auf eine allgemeine Definition von affinen
R&umen eingehen und deren Homomorphismen geeignet definieren.

In [31] (5.23) werden affine Réume definiert als Tripel (P, G, ||), wo-
bei (P, G) ein Inzidenzraum ist und ||C G x G eine Aquivalenzrelation
auf der Geradenmenge ist, welche die folgenden Axiome erfiillt:

(1) (Parallelenaxiom) Zu jedem (a,g) € P x G gibt es genau ein
h € G mit a € h und h || g (diese eindeutig bestimmte Gerade
bezeichnen wir mit {a || g}).

(2) (affines Veblen-Young-Axiom) Sind a, b, ¢, d paarweise verschie-
dene Punkte mit ab || cd oder abNed # 0, so gilt ac || bd oder
acNbd # 0.

Das Veblen-Young-Axiom beschreibt den Zusammenhang zwischen dem
Begriff der Ebene und der Parallelitéit, ohne den Begriff der Ebene zu
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verwenden, denn im Fall | K |= 2 besteht jede lineare Hiille von drei
nicht-kollinearen Punkten aus genau den drei Punkten und dieser Un-
terraum ist mit der durch || vererbten Relation kein affiner Raum mehr
(Im Ubrigen sind nach (5.53) in [31] unsere Inzidenzriume A(V, K) af-
fine Rdume im gerade definierten Sinne).

Nach (5.55),(5.62)(2) in [31] sind die Rdume A(V, K') genau die affi-
nen Raume, in dem jede affine Ebene des Raumes den Satz von Pappus
erfiillt (siehe fiir den Satz von Pappus (5.17) und zur Definition einer
affinen Ebene eines affinen Raumes, siehe (5.27) in [31]).

Eine Teilmenge U C P eines affinen Raumes (P, G, ||) nennen wir
einen affinen Teilraum, wenn U ein Teilraum hinsichtlich des Inzi-
denzraumes (P, ) ist und fiir alle p € U, g € G mit g C U gilt, dass

{pl g} cUist.

Offenbar sind die affinen Teilrdume genau die Teilmengen von P,

die mit den durch G induzierten Geraden und der von || induzierten
Relation wieder ein affiner Raum sind.
Aus (5.35) und (5.35) in [31] folgt, dass fiir A(V, K) mit | K |> 2 die
affinen Teilrdume genau den Teilrdumen entsprechen, da die Parallel-
relation mit der kanonischen Parallelitéit iibereinstimmt (Zwei Geraden
sind kanonisch parallel, wenn sie gleich sind oder in einer Ebene liegen
und sich nicht schneiden).

Fiir Teilmengen M C P eines affinen Raumes kann man den kleins-
ten affinen Teilraum als den Durchschnitt aller M umfassenden affinen
Teilrdume definieren. Diesen bezeichnen wir mit < M >,;¢ und nennen
ihn die affine Hiille von M.

In (5.65)(2)(a) in [31] werden Teilmengen der Punktmenge von A(V, K)
mit | K |> 2 der Form a4+ U,a € V,U < V| sowie die leere Menge als
affine Teilrdume definiert, um den Fall | K |= 2 mit einzuschliessen.
Mit unserer Definition eines affinen Teilraums kann man zeigen, dass
diese Mengen Teilmengen genau die Teilrdume sind. Wir mochten das
hier kurz skizzieren:

Man kann sich an dem Beweis von (5.64)(1) in [31] orientieren (ge-
nauer an den Beweisschritten (a), (b), (c)).
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Sei A(V, K) ein affiner Raum (| K |> 2), U ein affiner Teilraum mit
0eU.
Wir zeigen, dass U ein Untervektorraum ist, indem wir zeigen, dass
dieser abgeschlossen gegeniiber der Linearkombination zweier Vekto-
ren ist.
Sei dazu x € U,z # 0, dann ist die Gerade < 0,z >= Kz C U, da U
ein Teilraum ist (die eindeutige Gerade durch zwei Punkte a,b € P ist
durch a + K(b — a) gegeben, siche (5.35)(2) in [31]). Da U zu jedem
in U liegenden Punkt und zu jeder in U liegenden Geraden auch die
eindeutige Parallele durch den Punkt enthélt, ist auch fiir y € U,
y # 0,Kx + Ky C U (zur eindeutig bestimmten Parallelen, siehe
(5.53)(4) in [31]).
Damit ist U ein Untervektorraum.
Sei nun U ein affiner Teilraum, der nicht notwendigerweise 0 enthélt.
Ist a € U,a # 0, so kénnen wir die Abbildung 7_,: V — V|
x +— x+(—a) betrachten (eine solche Abbildung 7, fiir beliebiges v € V/
bezeichnet man auch als Translation).
Da die Gerade durch Punkte v —a,y —a € 7_,(U) die Gestalt x — a +
K (y—x) hat und die Parallele durch Punkte z —a € 7_,(U) die Gestalt
z —a+ K(y — x) hat und die entsprechenden Urbilder Geraden, bzw.
parallele Geraden in U sind, ist 7_,(U) nach obigen Ausfithrungen ein
Untervektorraum und U hat damit die Form (—a) + 7_,(U).
Offensichtlich sind umgekehrt Mengen der Form a + U mit a € V,
U Untervektorraum von V', affine Teilrdume (man beachte hierzu die
Darstellungen der Geraden durch zwei Punkte, bzw. die Darstellung
der Parallelen durch einen Punkt zu einer Geraden in A(V, K), auf die
oben hingewiesen wurde).

Wir werden nun Homomorphismen von affinen Raumen definieren.

Definition 1.1.4. Seien (P, G, ||),(P',G",|') affine Rdume.
FEine Abbildung x : P — P’ nennen wir einen Homomorphismus
von affinen Rdumen, wenn fir alle affinen Teilrdume U C P,

X(< U >457) =< x(U) >4y gilt.

Da, wie oben bereits erwéhnt, fiir A(V, K) mit | K |> 2 die affinen
Teilrdume mit den Teilrdumen iibereinstimmen, folgt aus Satz 1.1.1,
dass die Homomorphismen von solchen affinen Rdumen mit den Ho-
momorphismen der Inzidenzrdume ihrer Punkt- und Geradenmengen
iibereinstimmen.
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Affine Rdume A(V, K), aber auch projektive Rdume II(V, K) iiber
K-Vektorrdumen erfiillen die Austauschbedingung, welche lautet:

Definition 1.1.5. Ein Inzidenzraum (P, Q) erfillt die Austauschbe-
dingung, wenn fir alle Teilmengen M C P und Punkte
a,b€ P\ < M > gilta e< {B}UM > <= be< {A}UM >.
(Siehe (6.18) in [31])

Dies gilt fiir A(V, K') auch, wenn man die lineare Hiille durch die affine
Hiille ersetzt (siche den Beweis in [31] auf Seite 76). So kann man auch
hier den Fall | K |= 2 mit einschliefen. Nach (6.16)(2) in [31] erfiillen
auch projektive Rdume die Austauschbedingung.

Satz 1.1.2. Seien A(V,K) = (P,G) und A(V',K') = (P',G") affi-
ne Koordinatenriume und x : P — P’ ein Homomorphismus affiner
Réaume mit dim(Bild(x)) > 2.

Dann gibt es eine eindeutige Translation 7,,a € P und eine semilineare
Abbildung f:V — V', sodass x =140 f.

Beweis. Sei x : P — P’ ein Homomorphismus affiner Rdume mit
dim(Bild(y)) > 2.

Wir kénnen oBdA von yx(0) = 0 ausgehen, indem wir 7_, o x betrach-
ten, falls x(0) = a.

Fiir | K |> 2 kann man, um zu zeigen, dass x semilinear ist, den Beweis
von (1.4) in [33] folgen.

Nach unseren Vorbereitungen fiihrt dieser Beweis auch im Fall | K |= 2
zum Ziel.

Wir werden dies kurz skizzieren.

Wie im Beweis von (1.4)(1) kann man zeigen, dass x(z) = x(y) genau
dann, wenn x(z —y) = 0. Man beachte, dass dort die Aussage (1.3) in
[33] angewendet wird, die besagt, dass wenn bei einem Homomorphis-
mus von Inzidenzraumen eine von zwei Geraden einer Ebene, die der
Austauschbedingung geniigt auf einem Punkt abgebildet wird, so auch
die andere.

Wie oben erwéhnt erfiillen auch im Fall | K |= 2 affine Teilrdume, die
von drei nicht-kollinearen Punkten aufgespannt werden, die Austausch-
bedingung.

Die Teilrdume T := x'(0) und x(P) sind Untervektorrdume wegen
x(0) = 0. Fiir die lineare Abbildung 7 : P — P/T,z — x+T gilt dann
a+T=b+T < x(a) = x(b) fir alle a,b € P.

Fiir die demnach wohldefinierte Abbildung ¢ : P/T — x(P),
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4T — x(x) gilt also x = d o und 9§ ist nach (5.57) in [31] eine semi-
lineare Abbildung (man beachte dim(x(P)) > 2 und, dass in (5.57) der
Fall | K |= 2 mit eingeschlossen ist) von A(P/T, K) auf A(x(P), K’).
Da 7 linear ist, ist auch x = ¢ o 7 semiliniear.

Da die Translation 7, wegen x(0) = a eindeutig bestimmt ist, folgt die
Behauptung. U

Wir wenden uns nun den Homomorphismen von projektiven Koor-
dinatengeometrien II(V, K) zu.
Je nachdem von welcher Definition von projektiven Rdumen man aus-
geht, bieten sich verschiedene Moglichkeiten zur Definition von solchen
Homomorphismen an.
Wir gehen auf zwei verschiedene Definitionen von projektiven Rdumen
ein.

In [31] (6.15) werden Inzidenzrdume (P, G) als projektive Rdume be-
zeichnet, wenn sie die folgenden beiden Axiome erfiillen:

(1) Fiir alle g € G gilt | g [> 3.

(2) (projektives Veblen-Young-Axiom) Seien a, b, ¢, d paarweise ver-
schiedene Punkte mit < a,b > N < ¢, d ># 0, so gilt
<a,c>N<bd>#0.

Nach (6.24) in [31] sind die projektiven Koordinatenrdume projektive
Réaume.

Nach (6.35), (6.26)(4) in [31] sind die von uns betrachteten Koordi-
natenrdume genau die, in der jede Ebene die projektive Version des
Satzes von Pappus erfiillt (siehe (6.13) in [31] fiir den Satz von Pappus
in projektiven Ebenen).

Nach (6.16)(2) ist jeder Teilraum von II(V, K) ein projektiver Raum.
Damit sind alle Teilmengen der Punktmenge, welche beziiglich der Ge-
raden wieder projektive Radume sind genau die Teilraume von II(V, K).

Aus (2.1)(2) in [33] folgt, dass es keine nicht-injektiven Homomor-
phismen zwischen zwei projektiven Riumen (aufgefasst als Inzidenz-
raum) geben kann.

Der Definitionsbereich von Homomorphismen von projektiven Rdumen
ist aber ein geschlitzter Raum. Sei hierzu (P, G) ein projektiver Raum,
M C P. Wir setzen G(M) :={gNM | g€ Gund | gNn M |> 2}. Dann
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nennen wir den Inzidenzraum (M, G(M)) einen geschlitzten Raum
(siche auch [33] Seite 303).

Um die lineare Hiille in (M, G(M)) von der in (P, G) zu unterscheiden,
bezeichnen wir Erstere mit < . >,.

Definition 1.1.6. Seien (P, G), (P',G") projektive Riume, T C P ein
Teilraum und (P\T,G(P\T)) der entsprechende geschlitzte Raum.
FEinen Inzidenzraumhomomorphismus x : P\T +— P’ nennen wir einen
Homomorphismus von projektiven Rdumen.

Man kann zeigen, dass sich Homomorphismen von projektiven Raumen
zerlegen lassen in eine, von einem Unterraum ausgehende Zentralpro-
jektion und einem injektiven Homomorphismus.

Satz 1.1.3. Seien (P,G),(P',G") projektive Raume, T C P ein Teil-
raum, der keine Hyperebene ist, C' C P ein projektives Komplement
von T (d.h. esist TNC =0 und <TUC >=P)undx: P\T — P’
etn Homomorphismus von projektiven Rdaumen.

Seim: P\T — C,p—<{p}UT >nNC die Zentralprojektion mit
Projektionszentrum T

Dann ist x := X |c om und x |¢ injektiv.

Beweis. Siehe den Beweis von (2.2) in [33]. O

Dass nahezu alle Homomorphismen von Projektiven R&umen der
Form TI(V, K) durch semilineare Abbildungen darstellbar sind, besagt
der folgende Satz.

Satz 1.1.4. Seien II(V,K) = (P,G),II(V',K') = (P',G") projekti-
ve Koordinatenrdume und U ein Untervektorraum von V. Weiter sei
x : P\ UM — P’ ein Homomorphismus von Projektiven Rdumen mit
dim(x(P\U™) > 2.

Dann gibt es eine semilineare Abbildung f 'V — V' mit ker(f) = U,
sodass fir x € V\ U gilt x(Kx) = K'(f(x)).

Die Abbildung f ist bis auf K"\ {0}-Vielfache eindeutig bestimmit.

Beweis. Siehe den Beweis von (2.3) in [33]. O

Héatten wir Homomorphismen von projektiven Rdumen definiert als
Inzidenzraumhomomorphismen y : P\ £ — P’, wobei (P,G), (P, G")
projektive Rdume sind und £ C P lediglich eine Teilmenge ist, so kann
man im Fall < F ># P zeigen, dass F ein Teilraum von P sein muss.
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Satz 1.1.5. Seien (P,G), (P',G’) projektive Raume, E C P mit

< E ># P, (P\ E,G(P)) ein geschlitzter Raum und x : P\ E — P’
etn Homomorphsimus von Inzidenzriumen.

Dann ist E ein Teilraum von (P, G) und x ein Homomorphismus von
projektiven Rdaumen.

Beweis. Siehe die Beweise von (2.1), (2.2) und (2.4)(1) in [33]. O

Wir moéchten im Folgenden noch auf eine allgemeinere Definition von
Homomorphismen von projektiven Rdumen eingehen. Diese bietet sich
an, wenn man von einer allgemeineren Definition von projektiven Rdumen
ausgeht.

Nach Definition 2.1.1 in [12], bzw. Definition 1.1.1 in [13] kann man
projektive Rdume wie folgt definieren:

Sei P eine Menge und [ C P x P x P eine dreistellige Relation, sodass
das Paar (P,l) folgenden Axiome erfiillt.

(1) Es gilt I(a,b,a) fir alle a,b € P.
(2) Aus l(a,p,q),1(b,p,q) und a # b folgt I(a, b, p).

(3) Zu l(p,a,b) und I(p,c,d) gibt es ein ¢ € P mit I(q,a,c) und
l(q,b,d).

Definieren wir fiir einen projektiven Raum (P, G) und Punkte a, b, ¢ €
P die Aussage [(a, b, c¢) durch a, b, ¢ kollinear, so erhalten wir einen pro-
jektiven Raum im gerade definierten Sinne. Die Eigenschaft (3) ist ge-
rade das projektive Veblen-Young-Axiom.
Fiir den Rest des Abschnitts fassen wir projektive Koordinatenrdume
I1(V, K) entsprechend als Paare (P,[) auf.

Fiir projektive Rdume P im allgemeineren Sinne mit dreistelliger
Relation [ kénnen wir auch Geraden definieren, indem wir fiir a,b € P
mit a # b, aVb:={pe€ P|l(a,b,p)} setzen (siche Satz 2.2.1 in [12]).

Nun koénnen wir eine verallgemeinerte Definition von Homomorphis-
men von projektiven Rdumen angeben (dabei gehen wir von projekti-
ven Rédumen im allgemeineren Sinne aus).
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Definition 1.1.7. Seien (P,1), (P',l') projektive Riume, E C P.
Wir nennen eine Abbildung g : P\ E — P’ einen verallgemeinerten
Homomorphismus von projektiven Rdumen, wenn gilt:

(1) Aus a,b,c ¢ E und l(a,b,c) folgt l(g(a), g(b),g(c)).

(2) Aus a,b ¢ E,x € E und l(a,b,z) folgt g(a) = g(b).

Wir nennen einen verallgemeinerten Homomorphismus reichhaltig,
wenn gilt:

Zu a,b ¢ E mit g(a) # g(b) ezistiert ein ¢ € (aVb)\ E mit g(c) #
g(a), g(b)-

(siehe Definition 2.3 in [15])

Auch die verallgemeinerten Homomorphismen von projektiven Ko-
ordinatenrdumen lassen sich durch verallgemeinerte semilineare Abbil-
dungen beschreiben. Um diese zu definieren bedarf es einiger Vorberei-
tung.

Sei K ein Korper. Wir erweitern die Addition und Multiplikation auf
K U {oo} (siehe hierzu auch die Vorbereitungen 2 in [15]), indem wir
A+00:=00+ A := o0 fiir alle A € K und Aoo := oo := oo fiir alle
A€ KU{oo}\ {0} setzen.

Sei nun V ein Vektorraum iiber K. Wir erweitern die Addition und
skalare Multiplikation auf V' U {oco}, indem wir z + 00 := 0o + & := o0
fiir alle z € V und Aoo := oox := oo fiir alle A € K U {oo} \ {0} und
jedem Vektor z € V' U {oo} \ {0}} setzen.

Man beachte, dass die Operationen co + 00,000 und oo0 undefiniert
sind.

Als néchstes verallgemeinern wir den Begriff des Begleithomomor-
phismus.

Definition 1.1.8. Seien K, K’ Kérper.
FEine Abbildung o : K U{oo} — K'U{o0} heifit verallgemeinerter
Begleithomomorphismus, wenn gilt

(1) o(A+p) = o(N) +o(p), vorausgesetzt die beiden Summen sind
definiert.
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(2) o(Ap) = a(N)a(u), vorausgesetzt die beiden Produkte sind defi-
niert.

(3) o(1) = 1.

Offenbar gilt ¢(0) = 0 und o(00) = co. Des Weiteren ist die Teilmenge
R = 07'(K’) ein Bewertungsring von K, also ein Unterring von K
mit der Eigenschaft, dass aus A ¢ R folgt, dass A™! € R und die Ein-
schriankung von o auf R, 7 : R — K’ ein Homomorphismus von Ringen
ist, welcher sémtliche nicht-Einheiten auf 0 abbildet.

Nun kénnen wir den Begriff der semilinearen Abbildung verallgemei-
nern.

Definition 1.1.9. Seie V' ein K-Vektorraum, V' ein K'-Vektorraum.
FEine Abbildung f : V U {oo} — V' U {oc} nennen wir verallgemei-
nerte semilineare Abbildung, wenn folgende Bedingungen erfillt
sind:

(1) f(x+y) = f(x)+ f(y) vorausgesetzt die beiden Summen sind
definiert.

(2) Es existiert ein verallgemeinerter Begleithomomorphismus
o: KU{oo} - K'U{oo}, sodass f(Ax) = a(N)f(x) gilt, vor-
ausgesetzt die beiden Produkte sind definiert.

(3) f(0) =0 und f(o0) = 0.

Dass verallgemeinerte semilineare Abbildungen verallgemeinerte Ho-
momorphismen von projektiven Koordinatenrdumen induzieren, besagt
der folgende Satz.

Satz 1.1.6. Sei f : VU{oo} = V'U{o0} eine verallgemeinerte semi-
lineare Abbildung.

Dann ist Vi == {x € V | es gibt ein A € K \ {0}, sodass f(Ax) # oo}
ein Untervektorraum von V.

Sei £ :={X € VI'| f(x) =0 oder oo fiir alle x € X}.

Dann ist x : VI\ E — (V). X = Kz — K'f(x), wobei f(z) # 0, 00,
ein verallgemeinerter Homomorphismus von II(V, K) nach TI(V', K").
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Beweis. Siehe den Beweis von 2.4 in [15].
U

Dass sich nahezu alle verallgemeinerten Homomorphismen von pro-
jektiven Koordinatenrdumen durch verallgemeinerte semilineare Abbil-
dungen beschreiben lassen, folgt aus dem folgenden Satz.

Satz 1.1.7. Sei V ein K-Vektorraum, V' ein K'-Vektorraum, E C V1,
Sei x : VE\ E — (VY ein verallgemeinerter Homomorphismus von
projektiven Koordinatenrdume, ber dem im Bild drei nicht-kollineare
Punkte liegen.

Dann ezistiert eine verallgemeinerte semilineare Abbildung
f:VU{oo} = V'U{o0}, die den verallgemeinerten Homomorphismus
X tm Sinne von Satz 1.1.6 induziert.

Auflerdem ist x ein reichhaltiger verallgemeinerter Homomorphismus
von projektiven Rdumen.

Beweis. Siehe den Beweis von Theorem 3.1 in [15]. O

Die verallgemeinerten Homomorphismen von projektiven Radumen wer-
den uns erst in Kapitel 3 wieder begegnen. Dort werden wir feststel-
len, dass die von uns betrachteten verallgemeinerten Homomorphis-
men, Homomorphismen von Inzidenzraumen sind (man beachte, dass
deren Definitionsbereich ein geschlitzter Raum ist). Dann kénnen wir
Satz 1.1.5 anwenden und erkennen, dass der verallgemeinerte Homo-
morphismus durch eine semilineare Abbildung induziert ist.

Im Weiteren setzen wir grundlegende Tatsachen der affinen und pro-
jektiven Geometrie (etwa beziiglich der Dimension von Unterrdumen,
Hyperebenen) als bekannt voraus. Wir verweisen hierzu auf die einfiithrende
Literatur z.B [31], [3], [24], [22].

1.2. Metrische Geometrie.

In diesem Abschnitt stellen wir grundlegende Definitionen und Sétze
aus der metrischen Geometrie zusammen.

Wir werden Koordinatengeometrien iiber sogenannte metrische Vek-
torrdumen betrachten.
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Um diese definieren zu konnen, benttigen wir den Begriff einer qua-
dratischen Form.

Definition 1.2.1. Sei V' ein K-Vektorraum.
Fine Abbildung @ : V — K heifit eine quadratische Form auf V,
wenn gilt

(1) Es gilt Q(\z) = N*Q(z) fiir alle N\ € K,x € V.

(2) Fiir die Abbildung f:V xV — K, (z,y) — Q(x +y) — Q(x) —

Qy) gilt f(x + Ay, 2) = f(x,2) + A (y, 2) fir alle A € K,
x,y,z€V.

(siehe [32] (7.4) (1) und (2))

Aus (2) lasst sich folgern, dass die Abbildung f symmetrisch (es gilt
f(z,y) = f(y,z) fur alle x,y € V') und bilinear ist (siehe [32] (7.4) (3)
und (4)).

Im Fall eines K-Vektorraumes V', auf dem eine quadratische Form @)
definiert ist, nennen wir das Tripel (V, K, Q) einen metrischen Vek-
torraum.

Geht man von einer festen Basis B des K-Vektorraumes V' aus, kann
man zeigen, dass die quadratische Form @) ein quadratisches Polynom
ist:

Sei By die Menge der zweielementigen Teilmengen von B, a, := Q(b)
fur alle b € B und ag.qy := f(c,d) fir alle {c,d} € Bs.

Jedes Element von V hat die Gestalt 3, gApb fiir gewisse N\, € K, wo-
bei wir A, = 0 fiir fast alle A, vereinbaren, da B eine Basis ist.

Es gilt dann Q(Zpeppd) = SpepAiar + Sieapen Achaicay (%)

(siehe [32] (7.4)(8)).

Legt man umgekehrt fiir ay, aycqy beliebige Kérperelemente fest, so ist
durch (*) eine quadratische Form gegeben (siehe [32] (7.4)(9)).
Konkrete Beispiele werden wir erst im Zusammenhang mit Quadriken
betrachten.

Fiir zwei Vektoren x,y € V eines metrischen Vektorraumes setzen
wir x L y: <= f(z,y) = 0 und sagen, dass z und y orthogonal
zueinander sind.

Wir setzen fiir eine Teilmenge M C V und v € V
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Mt :={z eV |z Lafiraleaec M} und vt = {v}+.

Nach (7.7)(2) in [32] ist a* eine Hyperebene von V oder es ist a* = V.
Wir nennen V+ das Radikal von @, bzw. von V.

Wir bezeichnen die Menge ker(Q) := {z € V | Q(v) = 0} als den
Kern der quadratischen Form ().

Die Elemente von ker((Q)) werden als singulidre Vektoren, die restli-
chen Vektoren aus V' werden als regulére Vektoren bezeichnet.

Gilt fiir eine quadratische Form @ auf V', dass Q(v) = 0 fiir allev € V,
so nennen wir die quadratische Form singulér.

Gilt dagegen Q(v) = 0 nur fiir v = 0, so nennen wir ) euklidisch.
Enthélt ker(Q)) wenigstens zwei verschiedene eindimensionale Unter-
vektorrdume, aber keinen zweidimensionalen Untervektorraum, so wird
(? minkowskisch genannt.

Ist ker(Q) die Vereinigung zweier Hyperebenen, so wird @ als 2-singulér
bezeichnet.

Ist ker(Q) ein eindimensionaler Untervektorraum von V', so heifit @
galileisch.

Als Néchstes formulieren wir einen Satz, der die Kerne von quadrati-
schen Formen im Fall dim (V') = 2 beschreibt.

Satz 1.2.1. Sei V' ein K-Vektorraum mit dim(V') = 2 und einer qua-
dratischen Form @, die weder singuldr noch euklidisch ist.

Dann ist Q) entweder gallileisch oder minkowskisch.

Im gallileischen Fall gibt es eine Basis {a,b} von V mit

ker(Q) = Kb und im minkowskischen Fall gibt es eine Basis {a,b} von
V' mit ker(Q) = KaU Kb.

Jede minkowskische Ebene ist 2-singuldr.
Beweis. Siehe den Beweis von (7.23) (3) und (8) in [32]. O

Wir mochten nun Morphismen von metrischen Vektorrdumen geeig-
net definieren.
Hierzu verallgemeinern wir die in [32] (7.47) gegebene Definition.

Definition 1.2.2. Seien (Vi, K1, Q1), (Va, Ko, Q2) metrische Vektorrdaume.
0 : Vi — Vo semilinear mit Begleitisomorphismus o.
Wir nennen § ist einen Morphismus von metrischen Vektorrdumen,
genau dann, wenn ein X\ € K1\ {0} existiert, sodass

Ao (Q1(v)) = Q2(0(v)) fiir alle v € Vi.

Offenbar ist diese Definition mit der Definition eines Isomorphismus
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von metrischen Vektorrdumen in [32] (7.47) dquivalent, wenn f bijek-
tiv ist (man beachte die Definition der geometrischen Aquivalenz auf
Seite 28 in [32]).

Wir méchten nun die Kerne von solchen Abbildungen untersuchen,
denn es wird sich spéter herausstellen, dass genau diese semilinea-
ren Abbildungen projektive Erweiterungen fiir unsere Kettengeometrie
iiber einer Quadrik induzieren. Man beachte, dass nach Satz 1.1.4 bei
durch semilineare Abbildungen induzierten Homomorphismen projekti-
ver Koordinatenrdume der Definitionsbereich eine durch die projektive
Punktmenge des Kerns der semilinearen Abbildung geschlitzte Punkt-
menge ist.

Vorher definieren wir noch fiir einen metrischen Vektorraum (V, K, Q)
die Menge V5 := ker(Q) N V" und nennen diesen Untervektorraum
von V' das Radikal des Kerns von Q.

Satz 1.2.2. Seien (V1, K1, Q1), (Va, Ko, Q) metrische Vektorraume und
0 : Vi — Vi, ein Morphismus von metrischen Vektorrdumen. Der Kern
von f st ein Untervektorraum von VQLI.

Beweis. Sei u € ker(9).

Dann ist 6(u) = 0, also Q2(d(u)) =0 = Ao(Q1(u)) = o(Q1(u)) =0 =
Q1(u) =0 = u € ker(Qy).

Sei nun v € V.

Dannist o(f(v,u)) = o(Q1(v+u))—

d(u)) = A1Q2(0(v)) — A7rQ2(8(u)) = 0, da u € ker(f). O
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Man kann auch umgekehrt zeigen, dass fiir einen metrischen Vektor-
raum (V, K, Q) jeder Untervektorraum von VQL einen Morphismus me-
trischer Vektorrdume auf V' induziert.

Satz 1.2.3. Sei (V, K, Q) ein metrischer Vektorraum, U < VQL, W ein
komplementdrer Untervektorraum von U.
Dann st f 'V — V.u+ w — w ein Morphismus von metrischen

Vektrorraumen mit A\ = 1,0 = idg, Bild(f) = W und ker(f) =U.

Beweis. Die Abbildung ist offenbar linear (also o = idk) mit

Bild(f) = W.

Firu4+w eV mit ue Uyw e W gilt

Qu+w) = flu,w) +Qu) + Qw) = Q(w). Also A = 1. O

Fiir spatere Zwecke werden wir zeigen, dass Morphismen von metri-
schen Vektorrdumen mit den Kernen und der Orthogonalitétsrelation
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der entsprechenden quadratischen Formen vertréglich sind.

Satz 1.2.4. Seien (Vi,K1,Q1), (Va, Ko, Qo) metrische Vektorrdume,
f Vi — Vy ein Morphismus von metrischen Vektorrdumen.

Seien v, v € V.

Dann ist f(v,0") =0 <= f(f(v),f(v")) =0 und Q1(v) =0 <=
Q2(f(v)) = 0.

Beweis. Folgt sofort aus der Definition von Morphismen metrischer
Vektorrdume, der Tatsache, dass ¢ ein Korperisomorphismus ist, und
aus o(f(v,v"))

= o(Qi(v + v’)) 0(Q:(v) — o(Qx(v)) = ATHQa(f(v) + f(v) =
Qa2(f(v) = Qa(f(v)) = AT (f(v), f(v')) m

Nun werden wir Quadriken definieren, als gewisse projektive Punkt-
mengen.

Definition 1.2.3. Sei (V, K, Q) ein metrischer Vektorraum.
Wir nennen Fg := (ker(Q))" die durch Q bestimmite Quadrik.
(siehe (8.1)(1) in [32])

Wir bezeichnen Punkte Kz mit Q(z) # 0 als regulére Punkte von
II(V, K) und alle iibrigen Punkte als singulidre Punkte.
Die Menge der reguldren Punkte bezeichnen wir mit Rq.

Eine quadratische Form bestimmt auch Quadriken auf Teilrdumen
von II(V, K).

Satz 1.2.5. Sei (V, K, Q) ein metrischer Vektorraum, U <V ein Un-
tervektorraum.

Dann ist U N Fg = (U Nker(Q))" eine Quadrik des projektiven Teil-
raumes UM von TI(V, K) = (P,G), nidmlich die durch Q |y bestimmte
Quadrik.

Insbesondere gilt | g N Fg |< 2 oder g C Fy fir alle g € G.

Beweis. Siehe den Beweis von (8.2) in [32]. O

Eine Gerade von II(V, K) trifft also eine Quadrik in hochstens zwei
Punkten, wenn sie nicht ganz in der Quadrik liegt.
Das motiviert die folgenden Definitionen.
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Definition 1.2.4. Sei (V, K, Q) ein metrischer Vektorraum, II(V, K) =
(P, Q) der projektive Koordinatenraum tber V.

Ist g € G, so wird g im Falle g N Fy = () als Passante von Fg, im
Falle | gNFy |= 2 als Sekante und im Falle | gNFg |= 1 oder g C Fg
als Tangente bezeichnet.

Des Weiteren nennen wir eine Quadrik Fg echt, wenn wenigstens eine
Sekante existiert.

(siehe (8.3) in [32])

Weiter mochten wir zwei Punktmengen auf der Quadrik definieren. Fi-
ne davon wird spéiter die Punktmenge unserer Kettengeometrie iiber
der Quadrik darstellen.

Definition 1.2.5. Sei (V, K, Q) ein metrischer Vektorraum, II(V, K) =
(P, Q).

Wir nennen fir a € Fy die Menge 7, :== {a} U{U{t € G | a € t
und | t N Fg |# 2}} den Tangentialraum von F, in a. Insbesondere
heifst a ein einfacher Punkt von Fg, wenn 7, eine Hyperebene von
II(V, K) ist, und ein Doppelpunkt von Fg, wenn 7, = P ist.

Die Menge der Doppelpunkte bezeichnen wir mit D, .

(siehe (8.3) in [32])

Fiir den Tangentialraum eines Punktes und der Menge die Doppel-
punkte einer Quadrik gilt das Folgende.

Satz 1.2.6. Sei (V, K, Q) ein metrischer Vektorraum.
Fiir a € Fg gilt 7, = (o)™
Des Weiteren st (VQi)H die Menge der Doppelpunkte von Fy.

Beweis. Siehe den Beweis von (8.4) in [32]. O

Eine echte Quadrik enthélt auch stets eine Basis aus einfachen Punk-
ten.

Satz 1.2.7. Sei (V,K,Q) ein metrischer Vektorraum, Fg eine echte
Quadrik.

Dann besitzt TI(V, K) = (P, G) eine Basis aus einfachen Punkten von
FQ. Es ist < FQ \ DFQ >=< FQ >=P

Beweis. Siehe den Beweis von (8.11) in [32]. O
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Eine echte Quadrik von II(V, K) bezeichnen wir als Ovoid, bzw. im
Fall dim(I1(V, K)) = 2 als Oval, falls F(, keine Gerade enthélt.
Damit gilt fiir ebene Quadriken das Folgende.

Satz 1.2.8. Sei (V, K, Q) ein metrischer Vektorraum, e eine Ebene des
projektiven Raumes II(V, K).
Dann ist e N Fy ein Teilraum, ein Geradenkreuz oder ein Oval.

Beweis. Siehe den Beweis von (8.9) in [32]. O

Nun werden wir rdumliche, echte Quadriken betrachten.

Satz 1.2.9. Sei (V, K, Q) ein metrischer Vektorraum, dim(IL(V, K) =
3 und Fg sei eine echte Quadrik.

Dann ist D, ein Teilraum mit dim(Dg,) < 1.

Besteht Dr,, aus genau einem Punkt d und ist e eine Ebene von II(V, K)
mit d ¢ €, so ist FoNe ein Oval in € und es ist Fy = U%FQﬁe <d,r>.
In diesem Fall bezeichnen wir Fg als einen Kegel mit der Spitze d.
Dp, ist genau dann eine Gerade, wenn Fg ein Ebenenkreuz ist.

Beweis. Siehe den Beweis von (8.16) in [32]. O

Wir bezeichnen eine Quadrik F als Hyperboloid, wenn sie wenigs-
tens eine doppelpunktfreie Gerade enthélt.
Eine echte Quadrik in einem dreidimensionalen projektiven, metrischen
Koordinatenraum ist demnach entweder ein Ovoid, ein Kegel, ein Hy-
perboloid oder ein Ebenenkreuz.
Wir werden im néchsten Satz genauer auf die Struktur eines Hyperbo-
loid eingehen.

Satz 1.2.10. Sei (V, K, Q) ein metrischer Vektorraum,

dim(IL(V, K)) = 3, sodass Fg ein Hyperboloid ist.

Dann enthilt Fg drei paarweise windschiefe Geraden g, h, k, sowie drei
weitere paarweise verschiedene Geraden ¢',h', k', die jeweils mit den
Geraden g,h,k genau einen Schnittpunkt besitzen (eine Gerade, die
drei paarweise windschiefe Geraden in jeweils genau einem Punkt tref-
fen, bezeichnen wir als Treffgerade der Geraden).

Sei Ry, bzw. Ry die Menge aller Treffergeraden von g, h, k, bzw. ¢', b/, k.
Dann ist R1 U Ry die Menge aller in Fg gelegenen Geraden.

Esist g,h,k € Ry und ¢', b, k' € R;.
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Die Geraden in Ry, bzw. Ry sind paarweise windschief.

FEs ist FQ = URl = UR2

Fir x € Iy gibt es genau ein g € Ry und genau ein go € Ry mit
x € gy und x € go und es ist T, =< g1 U gg >.

Jede Gerade aus Ry trifft jede Gerade aus Ry und es ist Ry N Ry = ().

Beweis. Siehe den Beweis von (8.22) in [32]. O

Wir werden die eben im Satz genannten Mengen R; und R, als die
beiden auf Fy) gelegenen Reguli bezeichnen.

Wir werden nun Beispiele angeben, auf die wir uns spéter beziehen
werden.

Beispiele 1.2.1.

(1) In (R, R) st die durch die quadratische Form Q : R* —
R, (w1, T2, T3, 4) — 22 + 23 + 23 — 22 bestimmte Quadrik ein
Owvoid. Es ist (RY)* = {0}.

(2) Die durch Q : R* — R, (21, xo, x3, 24) — 22 + 25 — 3 bestimm-
te Quadrik in TI(RY, R) ist ein Kegel mit Spitze R(0,0,0,1) =
(R~

(3) Durch @ : R* = R, (z1, T, T3, 74) > 2% + 23 — 3 — 13 ist ein
Hyperboloid defininiert. Es ist (R*): = {0}

(4) Allgemeiner hat man in TI(K*, K), wobei K ein beliebiger Kérper
ist, durch Q : K* — K, (11, 29,3, 14) — 23 — 1374 €inen Kegel
mit Spitze K(0,1,0,0) = (K*)* und durch zmy — x314 einen
Hyperboloud.

(5) In TI(K® K) ist durch Q : K° — K, (xy, 19,73, T4, T5,Tg) —
T1X4—T2x3—T5T6 die sogenannte Klein-Quadrik (oder Pliicker-
Quadrik) bestimmt. Es ist (K®)1 = {0}.

(Fir (1), (2), (3) siehe (7.3)(2) in [32] Fiir (4) siehe [9] (4.9) und fiir
(5) siehe (9] 4.4)

Da wir spiater den zweiten Fundamentalsatz der affin-metrischen
Geometrie anwenden mochten, werden wir uns jetzt affin-metrischen
Réaumen zuwenden.

Wir werden diese als affine Koordinatenrdume zusammen mit einer pla-
naren Winkelvergleichung definieren. Um diese einfiihren zu koénnen,
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benotigen wir den Begriff des metrischen Produktes.

Definition 1.2.6. Sei (V, K, Q) ein metrischer Vektorraum, a,b,c €
V'\ {0} linear abhingig.
Dann heift

g af(a,b)a —aQ(a)b im Falle ¢ = aa
T aQ(a)e +vQ(c)a im Falle b = aa + ~ye

der vierte Spielgelungsvektor zu a,b, c.
Auferdem setzen wir [KaKbKc] := Kd und nennen dies die vierte
Spiegelungsgerade zu Ka, Kb, Kc. (siehe (1.8) in [29])

Die Bezeichnung vierter Spiegelungsvektor rechtfertigt sich aus der fol-
genden Tatsache:

Wirsetzena: V — V,x +— z — f&:;)a fir a € V' \ ker(Q). Diese Abbil-

dung nennen wir die Q-Spiegelung mit a an at (siehe (7.62) in [32]).
Es gilt fiir linear abhéngige Vektoren a,b, ¢ € V\ ker(Q) die Gleichung
aoboc¢=d (siche (7.66) (4) in [32]).

Wir méchten nun die affine Koordinatengeometrie iiber einem me-
trischen Vektorraum (V, K, Q) mit dim(V') > 2 betrachten.
Wir bezeichnen die Geraden aus Gf, := {a + Kb | a,b € VQ(b) # 0}
als regulire Geraden. Alle iibrigen Geraden von A(V, K) heifien sin-
gulidre Geraden. Die Menge aller solchen Geraden bezeichnen wir mit
G3).
Si?ld g, h zwei komplanare reguldre Geraden, so bezeichnen wir (g, h)
als orientierten Winkel.
Wir nennen zwei orientierte Winkel (g, h), (k,1) konform, in Zeichen
(g,h) Nq (k,1), wenn g, h, k, | komplanar sind und
{073 =[O [| g}{0 [ h}{0 || £}] gilt.
Wir nennen (A(V, K), Ag) den zu (V, K, Q) gehorigen affin-metrischen
Raum.

Nun kénnen wir Isomorphismen von affin-metrischen Rdumen defi-
nieren.

Definition 1.2.7. Seien (V, K, Q), (V', K', Q") metrische Vektorriume
mit dim(V) > 2, (A(V,K),Nq), (A(V',K'), \q/) die entsprechenden

affin-metrischen Rdume.
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Eine Abbildung ¢ : V. — V' nennen wir einen Isomorphismus von
affin-metrischen Rdumen, wenn ¢ ein Isomorphismus der affinen
Koordinatenrdume A(V, K), A(V', K') ist und fir alle (g,h), (k1) €
G x G gilt: (9,h) Aq (k1) <= (9(9), 6()) Ay (3(k), 3(1)).

(siehe (9.3)(1) in [32])

Da Aq, bzw. Ag nur fir Elemente von Gy, bzw. G, erklart sind,
folgt mit g = h =k =1 € GY), dass ¢(Gpy) = Gp, und ¢(GY)) = Gy, ist.

Der erste Fundamentalsatz der affin-metrischen Geometrie besagt,
dass die Isomorphismen von affin-metrischen Rdumen genau die Iso-
morphismen der metrischen Koordinatenvektorrdume mit anschlieffen-
der Translation sind.

Satz 1.2.11. Seien (V, K,Q), (V', K', Q") metrische Vektorriume mait
dim(V),dim(V') > 2.

Die Isomorphismen von (A(V, K), A\g) auf (A(V', K'), Ag/)) sind genau
die Abbildungen f 'V — V' x+— ¢(x) + ¢ mit ¢ € V' und ¢ ist ein
Isomorphismus von metrischen Vektorrdiumen.

Beweis. Siehe den Beweis von (9.4) in [32]. O

Fiir den zweiten Fundamentalsatz der affin-metrischen Geometrie
benotigen wir den Begriff des Kreises.
Hierzu die folgende vorbereitende Definition.

Definition 1.2.8. Sei (A(V,K),Ng) ein affin-metrischer Raum, ¢ :
V — K eine beliebige Linearform und o € K.

Wir nennen Q4 = {z € V | Q(x)+¢(x)+a = 0} eine affine Quadrik
von (A(V, K), Ng).

(Siehe (9.1)(8) in [32])

Ist Q4 eine affine Quadrik von (A(V, K),Ag) und U ein Teilraum
von A(V, K), so wird U N Q4 als eine ()-Sphéire vom Rang
dim(< U N Q4 >) bezeichnet.
Die @-Sphéren vom Rang 2 bezeichnen wir als )-Kreise. Die Menge
aller ()-Kreise bezeichnen wir mit K.
Man beachte, dass wir nicht gefordert haben, dass ein ()-Kreis keine
Gerade enthilt. Ein @)-Kreis kann im Extremfall auch ein Teilraum

sein.
Nach Aufgabe 9.A.1 d) in [32] geht durch drei nicht-kollineare Punkte
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eines affin-metrischen Raumes genau ein -Kreis und auf jedem -

Kreis liegen drei nicht-kollineare Punkte.

Seien aq, as, az drei nicht-kollineare Punkte eines affin-metrischen Raum-

es, so bezeichnen wir den eindeutig bestimmten (-Kreis durch diese
Punkte mit k(aq, as, as).

Aus 9A.1. b) fOlgt /{;(al, as, CL3) = {E?:l)\iai | )\2 € K, E?:l)\i = ]_, Q(Ef’zl)\,az) =
i hiQ(as) -

Nun werden wir den zweiten Fundamentalsatz der affin-metrischen
Geometrie formulieren.

Satz 1.2.12. Seien (A(V,K),Q),(A(V', V"), Q") mit | K |,| K" |> 3
affin-metrische Rdume und sei ¢ : V. — V' ein Isomorphismus von
affinen Rdumen.

Dann ist ¢ ein Isomorphismus von affin-metrischen Rdumen, wenn

¢(Kq) = Kq-
Beweis. Siehe den Beweis von (9.7)(4) in [32]. O

1.3. Kettengeometrien iiber Quadriken.

In diesem Abschnitt mochten wir nun Kettengeomtetrien iiber Qua-
driken definieren, sowie deren Morphismen.

Wir werden zeigen, dass Morphismen von metrischen Vektorrdumen
starke Morphismen der Kettengeometrien der entsprechenden Quadri-
ken induzieren.

Umgekehrt zeigen wir, dass, wenn ein Morphismus von Kettengeome-
trien iiber Quadriken einer projektiven Erweiterung fahig ist, diese von
einem Morphismus von metrischen Vektorrdumen induziert sein muss.

Wir werden Morphismen fiir Kettenrdume definieren. Dies sind ge-
wisse Distanzraume.

Definition 1.3.1. Sei P eine nichtleere Menge und A C P x P eine
zweistellige Relation auf P.

Wir nennen das Paar (P,A) einen Distanzraum mit Distanzrela-
tion A, wenn gilt:
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(1) A ist symmetrisch, d.h. pAq impliziert qAp fir alle p,q € P.

(2) A ist antireflexiv, d.h. =pAp fiir alle p € P.

(siehe 1.1.7 in [4])

Da die Relation A symmetrisch und antireflexiv ist, konnen wir die
Punktmenge P als Knotenmenge eines Graphen, den sogenannten Di-
stanzgraphen betrachten, bei dem genau dann zwei Knoten p,q mit
einer Kante verbunden sind, wenn pAq gilt.

Wir nennen einen Distanzraum stabil, wenn es zu p,q € Peinr € P
mit pArAgq gibt.

Weiter definieren wir Morphismen von Distanzraumen.

Definition 1.3.2. Seien (P, A),(P’, A’) Distanzriume.

Eine Abbildung v : P — P’ nennen wir einen Morphismus von
Distanzrdumen, wenn pAq = v(p)A'y(q) fir alle p,q € P.
(siehe 1.1.9 in [4])

Ist ein solcher Morphismus bijektiv und ist die Umkehrfunktion eben-
falls ein Morphismus, so nennt man ihn einen Isomorphismus.
Isomorphismen von den selben Distanzrdumen heiflen Automorphis-
men. Die Menge der Automorphismen eines Distanzraumes (P, A) ist
eine Gruppe und wird mit Aut(P,A) bezeichnet.

Nun definieren wir Kettenraume.

Definition 1.3.3. Seir P eine nichtleere Menge, deren Elemente wir
Punkte nennen, C eine Menge von Teilmengen von P, deren Elemente
wir Ketten nennen.

Wir definieren eine Distanzrelation fiir Punkte p,q € P, indem wir
pAq genau dann, wenn p # q und es eine Kette C' € C mit p,q € C
qibt, setzen.

Wir bezeichnen ¥ = (P, C) als einen Kettenraum, wenn das Folgen-
de gilt:
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(1) Auf jeder Kette liegen mindestens drei Punkte und jeder Punkt
liegt auf einer Kette.

(2) Je drei paarweise distante Punkte p,q,r liegen auf genau einer
Kette C := (pqr).

(3) Fiir jeden Punkt p € P ist das Residuum ¥, = (D,,C,) mit
D, :={q € P | qAp} und C, == {C\ {p} | p e C e C} ein
partieller affiner Raum, d.h. (D,,C,) ist eine Struktur, die
aus einem affinen Raum hervorgegangen ist, indem man aus
der Geradenmenge ganze Parallelklassen entfernt (wobei auch
erlaubt ist, dass keine Parllelklassen entfernt wurden) und die
Punktmenge die selbe, wie die des affinen Raumes ist.

(siehe 1.1 in [5])
In naheliegender Weise definieren wir Unterrdume von Kettenrdumen.

Definition 1.3.4. Sei X = (P, C) ein Kettenraum.
Fine Teilmenge U C P heifit Unterraum, wenn Folgendes gilt.

(1) U enthalt drei paarweise distante Punkte.

(2) Sind p,q,r € U paarweise distant, so liegt ihre eindeutige Ver-
bindungskette (pqr) ganz in U. Die Menge aller solcher Ketten
bezeichnen wir mit C(U).

(3) Die Struktur (U, C(U)) ist ein Kettenraum.
Nun definieren wir Morphismen von Kettenrdumen.

Definition 1.3.5. Seien ¥y = (P, C),%s = (P, Cy) Kettenrdume
miat Distanzrelationen Aq, As.

FEine Abbildung v : P, — P, nennen wir einen Morphismus von
Kettenrdumen, wenn die folgenden Bedingungen erfillt sind:

(1) Fiir alle p,q € Py gilt pA1qg = v(p)A2v(q).

(2) Fiir alle C € Cy gilt v(C) € C,.
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(Siehe 1.9 in [5])

Erfiillt ein solcher Morphismus auch v(p)Asv(q) = pAiq fiir alle
p,q € P, nennen wir ihn einen starken Morphismus.
Werden samtliche Punkte auf eine Kette abgebildet, ist also y(P;) = C
fiir ein C' € C, so nennen wir den Morphismus trivial.

Als néchstes definieren wir unsere Kettengeometrie iiber einer Qua-
drik.
Wir werden nur solche Quadriken betrachten, die einer Generalvoraus-
setzung gentiigen.

Generalvoraussetzung 1.3.1. Sei (V, K, Q) ein metrischer Vektor-
raum.

Die Quadrik Fg geniigt der Generalvoraussetzung, wenn

dim(V') > 4 und F wenigstens eine Sekante enthdlt und nicht die Ver-
einigung zweier Hyperebenen ist.

(siehe [8] 5.1.7)

Damit kénnen wir unsere Kettengeometrie iiber einer Quadrik defni-
nieren.

Definition 1.3.6. Sei (V, K, Q) ein metrischer Vektorraum, sodass F
der Generalvoraussetzung gentigt.

Wir setzen ¥£(Q) := (P, C), wobei P die Menge der einfachen Punkte
von Fg ist und C:= {eNFy | € ist eine Ebene von II(V, K) und eN Fg
enthdlt wenigstens drei einfache Punkte, aber keine Gerade }.

Wir nennen ¥(Q) die Kettengeometrie tiber der Quadrik Fy,.
(Siehe 5.1.8 in [8])

Zum Beweis, dass die soeben definierte Struktur ein Kettenraum ist,

siehe 5.1.12 in [§].

Eine Ebene, die Iy in wenigstens drei einfachen Punkten schneidet, so-

dass der Schnitt keine ganze Gerade enthélt nennen wir auch zuléssig

und den Schnitt bezeichnen wir ebenfalls als einen zulédssigen Schnitt.
Fiir die durch die Ketten von ¥(Q) definierte Distanzrelation A gilt

das Folgende.

Satz 1.3.1. Sei (V, K, Q) ein metrischer Vektorraum, sodass Fg der
Generalvoraussetzung geniigt.
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Es sind zwei Punkte von Kz, Ky von 3(Q) genau dann distant, wenn
die Verbindungsgerade durch Kz und Ky in II(V, K) eine Sekante ist
und dies ist genau dann der Fall, wenn f(z,y) # 0.

Beweis. Siehe den Beweis von 5.1.5 (1) und 5.1.11 in [8]. O

Wir werden spéter den folgenden Satz {iber Automorphismen von Ket-
tengeometrien iiber Quadriken bendttigen.

Satz 1.3.2. Sei (V, K,Q) ein metrischer Vektorraum, der die Gene-
ralvoraussetzung 1.3.1 erfillt.

Set U : P — P eine Kollineation von II(V, K) = (P,G) mit V(Fy) =
Fo. Dann ist W F ein Automorphismus der Kettengeometrie ¥(Q).

Beweis. Siehe den Beweis von 5.1.15 in [8]. O

Ab sofort erfiillen alle metrischen Vektorrdume die Generalvoraus-
setzung.

Wir méchten projektive Erweiterungen von Morphismen von solchen
Kettenrdumen untersuchen.
Hierzu die folgende Definition.

Definition 1.3.7. Seien 3 = (P, C)), 35 = (P, Cy) Kettengeometri-
en iber Quadriken der metrischen Vektorraume (Vi, Ky, Q1), (Va, Ko, Q2).
Sei v : Pp — Py ein Morphismus der Kettenrdume.

Wir nennen einen Homomorphismus ¥ : VE\ T — VU von projekti-
ven Rdumen, wobei T ein Teilraum von I1(Vy, Ky) ist, eine projektive
Erweiterung, wenn Py C VI\ T und ¥ |p, =7 gilt.

Wir meinen hier tatsachlich Homomorphismen von projektiven Rdumen,
wie in Definition 1.1.6 angegeben.

Betrachten wir statt eines Teilraumes T eine beliebige Teilmenge der
Punktmenge von I1(V;, K1) und betrachten wir entsprechend verallge-
meinerte Homomorphismen von projektiven Rdumen, wie in Definition
1.1.7, so sprechen wir von einer verallgemeinerten projektiven Er-
weiterung.

Semilineare Abbildungen induzieren Homomorphismen auf den pro-
jektiven Koordinatenrdume. Wir werden nun zeigen, dass Morphismen
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von metrischen Vektorraumen Morphismen der Kettengeometrien iiber
den entsprechenden Quadriken induzieren.

Satz 1.3.3. Seien (V1, K1,Q1), (Va, K, Q2) metrische Vektorriume,
Y1 = (P, C1), % = (P, Cy) die entsprechenden Kettengeometrien.
Ein Morphismus 6 : Vi — V5 von metrischen Vektorrdumen induziert
einen starken Morphismus v : Py — Py, Kx +— Kd(x) der Kettengeo-
metrien.

Beweis. Da § semilinear ist, induziert ¢ die einen Homomorphismus
von den projektiven Raumen I1(V;, K7), I11(V,, K3), ndmlich durch

U (V)N (ker () — (Vo) Kz — Kd(x).

Der Definitionsbereich ist ein geschlitzter Raum.

Da ker(§) C V+ und sémtliche Punkte der Kettengeometrie X; einfa-
che Punkte sind, sind diese Punkte nicht von der Schlitzung betroffen,
befinden sich also im Definitionsbereich von W.

Aus Satz 1.2.4 folgt, dass ¥ auch Punkte von Fy, auf Punkte von Fp,
abbildet. Da zwei Punkte p = Kx,q = Ky von X; genau dann distant
sind, wenn f(x,y) # 0, folgt aus Satz 1.2.4, pA1q <= Y (p)A2¥(q).
Da jeder Punkt aus ¥; mit einem weiteren Punkt distant ist, folgt dar-
aus auch, dass einfache Punkte auf einfache Punkte abgebildet werden.
Somit ist 7 := W |p, eine Abbildung von P; nach P, .

Sie bildet auch Ketten auf Ketten ab.

Denn auf einer Kette liegen drei paarweise distante (also nicht-kollineare)
Punkte p,q,r € P;, welche auf die drei paarweise distanten und da-
mit nicht-kollinearen Punkte W(p), ¥(q), ¥(r) abgebildet werden. ¥
bildet also die von p,q,r aufgespannte Ebene bijektiv auf die von
U(p), ¥(q), ¥(r) aufgespannte Ebene ab, da ¥ ein Homomorphismus
ist. Da ¥ Quadrikenpunkte auf Quadrikenpunkte abbildet, wird die
Kette durch p, g, r bijektiv auf die entsprechende Kette in Y, abgebil-
det.

Damit ist v ein starker Morphismus der Kettenrdume >; und .

t

Als Néchstes mochten wir zeigen, dass, wenn ein Morphismus von
Kettengeometrien iiber Quadriken eine projektive Erweiterung besitzt,
diese durch einen Morphismus von metrischen Vektorrdumen induziert
ist.
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Um das zu zeigen, benotigen wir den ersten und zweiten Fundamen-
talsatz der projektiv-metrischen Geometrie, welcher sich auf projektiv-
metrische Koordinatenrdume bezieht.

Hierzu die folgenden Definitionen.

Definition 1.3.8. Sei (V, K, Q) ein metrischer Vektorraum.

Sei R?é ={(g9,h. k) | g,h, k € Rg und g, h, k sind komplanare Geraden
in A(V,K)}.

Wir nennen die Abbildung pg : R% — Ro, (g, h, k) — [ghk] das zu Q
gehorige metrische Produkt.

(siehe (7.84) in [32])

Wir bezeichnen das Paar (II(V, K), i) als einen projektiv-metrischen
Raum.
Fiir solche Rdume werden die Isomorphismen wie folgt definiert.

Definition 1.3.9. Seien (Vi, K1, Q1), (Va, Ks, Q2) metrische Vektorrdaume.
Wir nennen einen Isomorphismus V¥ der projektiven Raume I1(Vy, K1),
[1(V, K3) einen Isomorphismus von projektiv-metrischen Rdumen,
wenn \IJ(RQJ = RQQ und \I](qu (aa b, C)) = MQQ(\I](a)a\Ij(b)a\D(C)) fiir
alle (a,b,c) € Ry, gilt.

Nun kénnen wir die Fundamentalsétze der projektiv-metrischen Geo-
metrie formulieren.

Satz 1.3.4. Seien (V1, K1,Q1), (Va, Ks, Q2) metrische Vektorraume mit
3 < dim(V}) < 00,3 < dim(Vs) < o0.

Die Isomorphismen von (II(Vy, K1)) auf (II(Va, Ks)) sind durch Iso-
morphismen der metrischen Vektorrdume Vi und V5 induziert.

Beweis. Siehe den Beweis von (10.4). O

Der zweite Fundamentalsatz der projektiv-metrischen Geometrie gibt
ein hinreichendes Kriterium dafiir an, wann ein Isomorphismus von
projektiven Koordinatenrdumen ein Isomorphismus der entsprechen-
den projektiv-metrischen Rdume ist.
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Satz 1.3.5. Seien (Vi, K1, Q1), (Va, Ks, QQ2) metrische Vektorraume mit
dim(Vy),dim(Vz) > 2 und sei U ein Isomorphismus projektiver Riume
von 11(Vy, K7) auf I1(Va, K3).

Es ist U dann ein Isomorphismus projektiver-metrischer Rdume von
(IL(VA, K1), ng,) und (IL(Va, K3), 1g,), wenn Fg, eine echte Quadrik
oder eine Hyperebene ist, und V(Rg,) = Rg, gilt.

Beweis. Siche den Beweis von (10.6)(1) in [32]. O

Um zu zeigen, dass alle projektiven Erweiterungen von Morphismen
von Kettengeometrien iiber Quadriken durch Morphismen von projektiv-
metrischen Vektorrdumen induziert sind, beweisen wir den folgenden
Hilfssatz.

Satz 1.3.6. Seien (Vi, K1, Q1), (Va, Ko, QQ2) metrische Vektorraume, T
ein Teilraum von II(Vy, K1), ¥ : VE\ T — VI ein Homomorphismus
von projektiven Réiumen mit W~ (Rg,) = Rg, und sei Fy, eine echte
Quadrik. Dann ist V(K x) = Kyd(x), wobei 6 ein Morphismus von
metrischen Vektorrdumen ist.

Beweis. Nach Satz 1.1.6 ldsst sich U zerlegen in eine Zentralprojekti-
on auf einem zu 7' komplementéren Teilraum UM, wobei U C V; und
einem bijektiven Homomorphismus auf Bild(W).

Seien Fy := Fo, NUY, Fy := Fy, N Bild(¥). Dann sind F, F; offenbar
Quadriken, die zustande kommen, indem man ), auf U, bzw. ()5 auf
Bild(9) einschrénkt.

U bildet reguldre Punkte auf reguldre Punkte und Quadrikenpunkte
auf Quadrikenpunkte ab. Denn sei r € Rg,. Falls ¥(r) € Fp,, dann
wire r ¢ W1(Rg,).

Sei ¢ € Fy. Falls ¥(q) € Rg,, so wire ¢ € V7'(Rg,) im Widerspruch
Zu \Ij_l(RQz) = RQl‘

Man kann auch einsehen, dass ovale ebene Schnitte mit Fiy, auf ovale
Ebene Schnitte in Fy, abgebildet werden.

Seien dazu p, q,r paarweise distant. Die Gerade pq ist eine Sekante,
muss also bijektiv auf die Sekante p’q’ abgebildet werden. Wiirde nun
die Ebene pgr auf p'q’ zusammengezogen werden, so miisste pr auf p'q’
mit ' = ¢’ und ¢r auf ¢’v’ mit r = p’ abgebildet werden im Wider-
spruch zu ¢’ # p'.

Damit ist dim(Bild(V)) > 2, nach Satz 1.1.4 ist ¥ also durch eine
semilineare Abbildung ¢ : V; — V5 induziert.

Es ist auch F eine echte Quadrik, denn, da Fg, echt ist, besitzt Iy, ei-
ne Sekante s. Da s zwei Quadrikenpunkte und regulédre Punkte besitzt,
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muss s durch ¥ bijektiv auf eine Sekante abgebildet werden. Damit
muss auch s auf eine Sekante in U™ projiziert werden.

Wir wenden nun Satz 1.3.4 und 1.3.5 auf § an und erhalten, dass es zu
d ein A € Ky \ {0} gibt, mit o(Q1(v)) = AQ2(0(v)) fiir alle v € U. (Be-
merkung: Streng genommen erhalten wir ein auf U definiertes ¢’ mit
diesen Eigenschaften. Es unterscheidet sich von ¢ lediglich um einen
Faktor a € K. Multiplizieren wir 6’ mit o, so bleibt die Eigenschaft
erhalten und wir erhalten 0.)

Offenbar erfiillen auch alle ¢ € Fp, diese Gleichung, da dann beide
Seiten 0 werden.

Sei 7 € Rg, \ U". Wir konstruieren eine andere Unterraumprojektion,
die 7 und einen reguliren Punkt v aus U enthiilt.

Da F} ein Oval in U™ hat, gibt es zwei verschiedene reguldre Punk-
te ry = K21, = K29 in U™, Wir betrachten eine Basis By, von
ker(U)1. Dann sind By := Bper U {r1} und By := By, U {ry} un-
abhéngig. Falls » ¢ (B;) bauen wir By U {r} mit Hilfe des Basi-
sergidnzungssatzes zu einer Basis von II(V;, K7) aus. Falls nicht, ma-
chen wir es mit By U {r}.

Sei OBdA r ¢ (B;). Wir bauen B; entsprechend aus zu B. Dann ist
C* := (B )\ Bjer) ein Komplement von (By,) = ker(¥)m.

Dann ist ¢ := U |g+ eine Injektion mit der Eigenschaft, dass es ein
N o€ Ky \ {0} mit o(Q1(v)) = NQ2(d(v)) fiir alle v € C gibt.(Wir
wenden also wieder Satz 1.3.4 und 1.3.5 an. Dabei gehen wir wieder
OBdA von § aus.)

Da r = lel S UH N CH ist )\QQ(5(J:1)) = 0<Q1(1’1>> = )\/Qg(é(l’l)),
also A = X, da mit Qy(z1) # 0 auch Q2(d(z1)) # 0 ist. O

Satz 1.3.7. Seien (Vi,K1,Q1), (Va, Ko, Qo) metrische Vektorrdume,
Y1 = (P, C)),%s = (P, Cy) die entsprechenden Kettengeometrien.
Sei p: Pp — Py ein Morphismus der Kettengeometrien, welcher eine
projektive Erweiterung VU besitzt, dann ist ¥ von einem Morphismus
0 : Vi — V4 von metrischen Vektordumen induziert.

Beweis. Wir zeigen, dass W regulédre Punkte auf regulére Punkte, Punk-
te von (Vg )" auf Punkte von (Vg,)", Punkte von (Vi-\ V)" (kénnen
im Fall char(K;) = 2 vorkommen) auf Punkte von (V35)"\ Vg, )" und
einfache Punkte auf einfache Punkte abbildet.

Da Fy, nach Generalvoraussetzung wenigstens eine Kette hat, konnen
wir Satz 1.3.6 anwenden und erhalten die Behauptung.
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Da P, genau aus den einfachen Punkten besteht und ¥ |5, (g,)= p wer-
den einfache Punkte auf einfache Punkte abgebildet.

Seir € Rg, \ (ViH)™. Dann geht durch r wenigstens eine Sekante s = pq
mit p,q € Fo, \ (V5" p # ¢. Da u die Distanzrelation erhilt, wird s
bijektiv auf eine Sekante s’ = p'¢’ mit ¥(p) = p/, ¥(q) = ¢’ € Xs(Q2)
abgebildet. Dann muss ¥(r) ein reguldrer Punkt, der nicht in (V;H)I
sein (da durch ¥(r) die Sekante s’ geht).

Sei v € (VQLI)H. Um zu erkléren, dass v weder auf einen einfachen
Punkt, noch auf einen reguldren Punkt abgebildet werden kann, be-
trachten wir oBdA eine Sekante pg mit p,q € P;(je nach Fall, den wir
betrachten werden, wird man immer eine solche Sekante finden). Dann
sind pv, gu Tangenten mit einfachen Punkten o € pv, s € qu, sA1p, 0A1q,
da der Schnitt pgv N F, ein Geradenkreuz mit Knotenpunkt v ist.
Seien p' := ¥(p),q := ¥(q).

Wird v auf ¢’ abgebildet, so wird pv bijektiv auf p’q’ abgebildet. Da
U(v) = ¢, ¥(p) = p muss ¥(o) auf einen reguléren Punkt im Wider-
spruch zu ¥(o) € P, abgebildet werden.

Wird v auf einen regulidren Punkt »’ € p/q’ abgebildet, so wird vg bi-
jektiv auf p'q/ abgebildet.

Da U(s) € P, und ¥(q) = ¢ muss V(s) = ¢ sein. Es ist aber pA;s und
V(o) =p' = U(s), also nicht ¥(p)As¥(s).

Wird nun v auf o' € (V;H)1'\ Fg, abgebildet, so wird vg bijektiv auf
die Tangente v'q’ abgebildet.

Dann muss s auf einen reguldren Punkt abgebildet werden, was nicht
sein kann, da U(s) € Ps.

Sei nun v € (ViH)'\ Fy,, pg wieder wie eben eine Sekante.

Dann gibt es ein reguliires r € vp welches nicht in (V) liegt. Wird v
auf p’ abgebildet, so muss auch r auf p’ abgebildet werden, was nicht
sein kann.

Wird v auf einen reguldren Punkt ' € p'q’ abgebildet, so wird vg auf
r'q’ bijektiv abgebildet. Da vg aufler v und ¢ sonst nur aus regulédren
Punkten, die nicht in (V%) sind besteht, muss es einen solchen Punkt
geben, der auf p’ abgebildet wird, was nicht sein kann.

Da Fy, eine echte Quadrik ist, kénnen wir Satz 1.3.6 anwenden und
erhalten die Behauptung. U

Morphismen von Kettengeometrien iiber Quadriken, die einer pro-
jektiven Erweiterung fahig sind, lassen sich also durch Morphismen von
metrischen Vektorrdumen darstellen.

Die projektive Erweiterung ldasst sich dann nach den Sétzen 1.1.4,
1.2.2 zerlegen in eine von einem Unterraum von (V)" ausgehende



43

Zentralprojektion mit anschlieBenden Isomorphismus von projektiv-
metrischen Rdumen.

Da Vjy = {0} fiir die Beispiele (1),(3) und (5) in 1.2.1 gibt es fiir diese
Quadriken keine nicht-injektiven projektiven Erweiterungen. Fiir (2)
und (4) ist dim(Vy) = 1. Ein projektives Komplement wire in diesen
Féllen eine Ebene, der durch die Zentralprojektion entstehende Mor-
phismus der Kettengeometrien {iber den Quadriken wére also trivial.
Um Beispiele fiir nicht-injektive, nicht-triviale Morphismen von Ket-
tengeometrien iiber Quadriken angeben zu kénnen, betrachten wir das
Beispiel (2) des Kegels in hoherer Dimension.

Beispiel 1.3.1. Wir bezeichnen die durch Q : R® — R, (xy, 19, 3, T4, T5) >
ri4i+ri—22 bestimmte Quadrik in TI(R®, R) als einen hiherdimensionalen
Kegel mit Spitze R(0,0,0,1,0) = (R5)*.

Sei U der von den Vektoren (1,0,0,0,0),(0,1,0,0,0),(0,0,1,0,0),(0,0,0,0,1)
aufgespannte Untervektorraum. Dann ist UL ein zu (R%): komple-
mentdrer Teilraum und die Unterraumprojektion nach Satz 1.2.3 indu-

ziert einen projektiv erweiterten, nicht-trivialen Morphismus von %(Q)

nach %(Q).
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2. EINE ALGEBRAISCHE DARSTELLUNG VON KETTENGEOMETRIEN
UBER QUADRIKEN

In diesem Kapitel werden wir auf eine algebraische Darstellung von
Kettengeometrien iiber Quadriken eingehen.

M. Werner benutzt in [36] bei seinem Beweis des Darstellungssatzes
der Automorphismen von den von ihm betrachteten Kettengeometri-
en iiber Quadriken mittels gewisser projektiver Kollineationen vorteil-
haft die Darstellung solcher Kettenrdume mittels einer Kettengeome-
trie X(K, R) iiber einer K-Algebra R.

Es ist daher naheliegend zu fragen, ob eine Kettengeometrie iiber einer
Quadrik eine entsprechende Darstellung besitzt.

In [6] wird die Frage weitgehend beantwortet.

Mittels einer verallgemeinerten stereographischen Projektion kann man
Kettengeometrien iiber Quadriken in K-Vektorrdumen mit | K |> 5
als Kettenraume (K, R, J) tiber einem Jordansystem darstellen, wel-
che gewisse Unterrdume von (K, R) sind.

Solche Kettenrdume wurden bislang nur iiber sogenannten starken Jordan-
systemen definiert, was beim Beweis des Darstellungssatzes in [6] ein
Hindernis darzustellen scheint (daher die Einschrankung | K |> 5).
Vor Kurzem wurde jedoch von M. Bibik in [4] eine verallgemeinerte De-
finition von (K, R, J) eingefiihrt. Mit dieser Definition ist X (K, R, J)
ein Kettenraum fiir sogenannte Jordan-abgeschlossene Jordansysteme
J.

Wir werden an die Ideen in [6] hinsichtlich dieser neuen Definition an-
kniipfen und einen alternativen Beweisansatz schildern, der auch Dar-
stellung mittels einer Kettengeometrie iiber einem Jordan-System fiir
den allgemeinen Fall | K |> 2 ermdglicht.

Im ersten Abschnitt definieren wir Kettengeometrien iiber K-Algebren
und Jordansystemen und stellen einige Sétze beziiglich dieser Struktu-
ren zusammen, die wir spiter benttigen werden.

Auch werden wir auf die oben genannte verallgemeinerte Definition ei-
ner Kettengeometrie iiber einem Jordansystem eingehen. Entscheidend
hierfiir ist eine alternative Definition der Punktmenge von X(K, R, J),
der sogenannten projektiven Geraden iiber J.

Wir werden ein Gleichheitskriterium angeben, welches besagt, dass
die Punktmenge der alten Definition von ¥(K, R, .J) genau dann mit
der der neuen Definition iibereinstimmt, wenn das zugrunde liegende
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Jordanssystem J stabil ist.

Im zweiten Abschnitt schildern wir einen Beweisansatz, der zeigt,
wie man den Beweis in [6] auf den Fall | K |> 2 verallgemeinern kann.
Wir zeigen, dass das in [6] betrachtete, zur Darstellung der Ketten-
geometrie {iber einer Qudarik verwendete Jordan-System Jordanabge-
schlossen ist und fordern, dass es stabil ist, sowie eine weitere Eigen-
schaft besitzt, die fiir starke Jordan-Systeme bekannterweise gilt.
Damit kann dann der Beweis des Darstellungssatzes wie in [6] gefiihrt
werden.

Ob sich die oben erwdhnten Annahmen tatsédchlich beweisen lassen,
bleibt allerdings zu hoffen.

Wir werden uns in diesem Kapitel hauptsichlich an [4], [6] und [8]
orientieren.

2.1. Kettengeometrien iiber K-Algebren und Jordan-Systemen.

Wir werden zundchst (K, R) definieren.
Hierzu miissen wir die projektive Gerade iiber R definieren.

Sei R ein assoziativer Ring mit 1 # 0. Die Gruppe G Ly(R) der inver-
tierbaren 2 x 2 Matrizen mit Eintrdgen aus R operiert in natiirlicher
Weise von rechts auf der Menge alle zyklischen Untermoduln von R?
(das sind Untermoduln der Form Rm mit m € R?) und ist zur Auto-
morphismengruppe von R? isomorph.

Damit konnen wir die projektive Gerade iiber R wie folgt definieren.

Definition 2.1.1. Wir nennen P(R) := {R(1,0)M | M € GLy(R)}
die projektive Gerade zu R.
(siehe 1.1.2 in [4])

P(R) ist also die Bahn des zyklischen Untermoduls R(1,0) unter der
Operation von GLy(R).

Man beachte, dass R(a, b) offenbar genau dann ein Element von P(R)

b) € GLy(R), da fiir eine Matrix

ist, wenn es ¢,d € R gibt, mit (CCL d
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M € GLy(R) mit a und b in der ersten Zeile R(1,0)M = R(a,b) ist.
Uber einem Kérper K hat die projektive Gerade die folgende Gestalt.

Esist P(K)={K\p) | A\, pe K, (\p) #(0,0)}.
Bildet man K auf P(K) ab mittels k — K(k, 1), so ist diese Abbil-
dung offenbar injektiv und ihr Bild ist {K(k,1) | k € K}. Setzt man
oo := K(1,0) so kann die projektive Gerade P(K) mit K U {oco} iden-
tifiziert werden.

Eine besondere Form hat die projektive Gerade iiber sogenannten
stabilen Ringen. Hierzu die folgenden Definitionen.

Definition 2.1.2. Sei R ein Ring mit 1 # 0.

BEin Element m € R? heifit unimodular, falls es eine Linearform
A: R? — R mit A(m) =1 gibt.

(siehe Definition 1.4.4 in [8])

Fiir unimoduluare Ringe gilt der folgende Satz.

Satz 2.1.1. Sei R ein Ring mit 1 # 0, Rm, Rw € P(R) und sei w
unimodular.

Es ist genau dann Rm = Rw, wenn m = aw ist fiir ein a € R, welches
emn Linksinverses besitzt. Ist zusdtzlich auch m unit modular, so gehort

obiges a zu R* (wobei R* die Menge der invertierbaren Elemente in R
ist).

Beweis. Siche den Beweis von 1.4.6 in [8]. O
Nun koénnen wir stabile Ringe definieren.

Definition 2.1.3. Ein Ring R heifit stabil, wenn fiir jedes unimodu-
lare (z,y) € R? ein ¢ € R ewistiert, sodass xc +y € R* gilt.
(siehe Definition 1.4.15 in [8])

Fiir stabile Ringe hat die Projektive Gerade die folgende Darstellung.

Satz 2.1.2. Sei R ein stabiler Ring.
Dann ist P(R) = {R(a,1+ ab) | a,b € R}.

Beweis. Folgt aus 1.4.20 in [8]. O
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Auf P(R) kann eine Distanzrelation definiert werden.

Definition 2.1.4. Zwei Punkte p = R(a,b) und ¢ = R(c,d) heiffen

distant, wenn b) € GLy(R) liegt.

d
(siehe 1.1.10 in [4])

Die Gruppe GLy(R) operiert auf P(R) und lisst die Distanzrelation in-
variant. Daher induziert G Ls(R) eine Untergruppe von Aut(P(R),A),
welche die projektive Gruppe heiit und mit PGLy(R) bezeichnet
wird.

Mit ihr kénnen wir die Kettengeometrie (S, R) definieren, wobei R
eine S-Algebra iiber dem Unterring S < R ist.

Definition 2.1.5. Sei R eine S-Algebra.

Wir setzen C(S, R) := {¢(P(S)) | ¢ € PGLy(R)}.

Die Struktur (S, R) := (P(R), C(S, R)) heifst Kettengeometrie tiber
der Algebra (S, R).

(siehe 2.1.1 in [8])

Diese Struktur ist nach Satz 1.2.6 in [4] ein Kettenraum, falls R eine
Algebra iiber einem Korper ist.

Wir geben nun ein paar wohlbekannte Beispiele an.

Beispiele 2.1.1.

(1) Die reelle Md&biusebene ist die Kettengeometrie L(R, C).

(2) Die Laguerre-Ebene ist die Kettengeometrie 3(R, Rlel]), wo-
bei Rle] = R + Rle] mit € ¢ R, e = 0 die Menge der dualen
Zahlen ist.

(3) Die Minkowski-Ebene kann iber der zweidimensionalen Al-

gebra der anormal komplexen Zahlen, welche zu R xR isomorph
ist dargestellt werden als (R, R x R).

(Bemerkung: Diese Kettenrdume bezeichnet man auch als Benzebenen.
Zu ihrer Einfihrung verweisen wir auf Abschnitt 2.2 in [8])
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Wir werden nun die Kettengeometrie (K, R, J) einfiihren.
Die Punktmenge ist die projektive Gerade iiber einem Jordan-System
J in einer K-Algebra R, welche man in Anlehnung an die projektive
Gerade auf einem stabilen Ring defniniert (siehe Satz 2.1.2). Wir wer-
den sie mit P(J) bezeichnen.
Dabei werden wir uns zunéchst auf sogenannte starke Jordan-Systeme
beschrianken, denn fiir solche kann man zeigen, dass (K, R, J) tatsdchlich
ein Unterraum von X(K, R) ist.
Fiir beliebige Jordan-Systeme in einer K-Algebra ist dies im allgemei-
nen nicht der Fall, da die Punktmenge nicht umfangreich genug ist.
In [4] wurde eine neue Definition der projektiven Gerade iiber J unter-
sucht (wir werden diese mit P(.J)) bezeichnen). Uns wird insbesondere
interessieren, wann die alte Definition der projektiven Geraden mit der
neuen iibereinstimmt.

Definition 2.1.6. Sei R eine K-Algebra, J ein Untervektorraum des
K-Vektorraum R mit 1 € J.
Dann heifst J:

(1) Jordan-System in R, wenn fiir jedes b € JNR* auchb™' € J
gilt. War setzen dann J* = JN R*.

(2) Jordan-abgeschlossen in R, wenn fir alle a,b € J auch
aba € J 1st.

(3) stark, wenn fir alle b € J die Bedingung | e(b) |>| K \ e(b) |
qgilt.
Dabei ist e(b) :={k € K | b+ k € K*}.

(siehe 3.1.5 in [8])

Offenbar verallgemeinern Jordan-Systeme das Konzept einer Unteral-
gebra.

Man kann auch zeigen, dass starke Jordan-Systeme Jordan-abgeschlossen
sind.

Satz 2.1.3. Sei J ein starkes Jordan-System in einer K-Algebra R.
Dann st J auch Jordan-abgeschlossen in R.
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Beweis. Siehe den Beweis von 3.1.11 in [8]. O
Nun definieren wir die projektive Gerade iiber J.

Definition 2.1.7. Sei J ein starkes Jordan-System in einer K-Algebra
R.

Wir nennen P(J) := {R(1 + ab,a) | a,b € J} C P(R) die projektive
Gerade iiber J.

(siehe 3.1.14 in [8])

Fiir die projektive Gerade P(J) kann man die folgende Eigenschaft
zeigen, die auch beim Darstellungssatz im zweiten Abschnitt von Be-
deutung sein wird.

Satz 2.1.4. Sei J ein starkes Jordan-System in R.
Dann gilt:

(1) P(J) ={R(1+ab,a) |a € Jbe J*}

(2) P(J)={R(c,14+cd)|c,de J}
Beweis. Siche den Beweis von 3.1.15 in [8]. O

Die in P(J) enthaltenden Ketten von (K, R) lassen sich mittels einer
Untergruppe von PG Ly(R) beschreiben.

Satz 2.1.5. Sei J ein starkes Jordan-System in R.
Mit A(J) bezeichnen wir die Untergruppe von PGLy(R), welche von
all den Abbildungen aus PG Ly(R) erzeugt wird, die durch die Matrizen

(10

Te = (c (ceJ) und o := induziert werden.

01

1 10

Dann gilt: Die Gruppe A(J) lisst die Menge P(J) invariant. Man kann
also A(J) als eine Untergruppe von Aut(P(J),A) auffassen (wobei A

die von (P(R),A) vererbte Relation ist).
Beweis. Siehe den Beweis von 3.1.16 in [8]. O

Das P(J) ein Unterraum von X (K, R) ist, folgt aus dem folgenden Satz.
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Satz 2.1.6. Sei J ein starkes Jordan-System in der K-Algebra R.
Liegen die paarweise distanten Punkte p,q,r in P(J), so ist ihre Ver-
bindungskette C € C(K, R) ganz in P(J) enthalten.

Jede solche Kette C' hat die Gestalt C' = §(C},), wobei 6 € A(J), h € J*
und Cy, := {R(sh,t) | K(s,t) € P(K)}.

Umgekehrt ist fiir § € A(J), h € J* stets §(Cp,) C P(J).

Beweis. Siche den Beweis von 3.1.19 in [§] O
Insgesamt erhalten wir den folgenden Satz.

Satz 2.1.7. Sei J ein starkes Jordan-System in einer K-Algebra R.
Dann ist X(K, R, J) := (P(J), C(K,R,J)) mit C(K,R,J) :=
{6(Ch) | h e J*,0 € A(J)} ein Unterraum von (K, R).

Diesen Unterraum nennen wir die Kettengeometrie iber J

Beweis. Siche den Beweis von 3.1.20 in [8]. O

Ist J kein starkes Jordan-System, so ist X(K, R,J) im Allgemeinen
kein Kettenraum (siche Beispiel 3.2.1 in [4]).

Fiir starke Jordan-Systeme ist der Distanzraum (P(.J), A) nach 3.1.22
in [8] ein stabiler Distanzraum.
In nicht notwendigerweise stabilen Ringen kann der Durchmesser des
zugehorigen Distanzgraphen im Sinne der Graphentheorie im Unter-
schied zu stabilen Distanzraumen grofier als 2 sein (wobei ein stabiler
Ring R ein solcher ist, bei dem fiir jedes unimodulare (z,y) € R? ein
c € R existiert, sodass xc+y € R* ist, siehe hierzu 1.1.26 in [4]).

Satz 2.1.8. Sei R ein Ring und Cy die Zusammenhangskomponente
(beziiglich der Distanzrelation) des Punktes R(1,0) € P(R).
Dann gilt:

(1) Die Gruppe GLy(R) operiert transitiv auf der Menge von Zu-
sammenhangskomponenten von P(R).

(2) Seien ty,tq,...,t, € R,n >0 und setze
(2.) == (1,0) - B(t) - Bty 1) -+ - - B(t1)

mit E(t) = ( b1 fiir ein beliebiges t € R, dann ist

-1 0
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R(z,y) € Cx. Umgekehrt lisst sich jeder Punkt r € Cy in die-
ser Form schreiben.

(3) Die Gruppe GEy(R) ist der Stabilisator von Cy in GLay(R).

(4) Die projektive Gerade P(R) ist zusammenhdngend genau dann,
wenn R ein GFEy.Ring ist, d.h. GEy = GLs.

Beweis. Siche den Beweis von 3.2 in [7]. O

Folglich definiert jedes Produkt (z;,v;) := (1,0) - E(t;) - E(ti—q1) - -+ -
E(t1),i € {1,...,n}, einen Punkt p; := R(z;,v;), sodass wir mit
po := R(1,0) eine Folge von distanten Punkten p,Ap, 1A ... Ap;Apg
erhalten, da all diese Punkte nach Satz 2.1.8 (2) in der Zusammen-
hangskomponente von p; liegen.

Dadurch inspiriert gelangt man zu einer neuen Definition der pro-
jektiven Geraden iiber einem Jordan-System. Hierzu die folgende, vor-
bereitende Definition.

Definition 2.1.8. Sei J ein Jordan-System. Sei Ey(J) die Menge aller
Matrizen

E(ty)----- E(t,) =: E(T), wobei T := (t,...,t,),n >0 eine endliche
Folge von Elementen aus J ist.

Dann nennen wir diese Untergruppe von G Lo(R) die elementare Grup-
pe tiber J.

(siehe 3.2.3 in [4] )

Definition 2.1.9. Sei J ein nicht notwendigerweise starkes Jordan-
System und Ey(J) < GLy(R) die elementare Gruppe tber J.

Dann nennen wir die Bahn von R(1,0) unter Ey(J) die projektive
Gerade iiber J:

P(J) == {R(1,0) - E(T) | E(T) € Ex(J)}

(siehe 3.2.4 in [4])

Satz 2.1.9. Sei J ein Jordan abgeschlossenes Jordan-System in R.

Dann ist X(P(J), C(K, R, J)) ein Unterraum von (K, R). Wir nen-
nen (K, R, J) die Kettengeometrie tiber J.

Beweis. Siehe den Beweis von 3.4.5 in [4]. O

Wir werden nun ein Gleichheitskriterium dafiir angeben, wann die pro-
jektive Gerade P(J) mit der projektiven Geraden P(.J) iibereinstimmt.
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Hierzu benétigen wir den Begriff eines stabilen Jordan-Systems.

Definition 2.1.10. Sei J ein Jordan-System in R.

Wir nennen J stabil in R, falls fiir alle p= R(a,b) € P(J) gilt:
Es gibt ein x € J, sodass a + bx € R*.

(siehe 3.2.7 in [4])

Damit gilt das folgende Gleichheitskriterium.

Satz 2.1.10. Sei J ein Jordan abgeschlossenes Jordan-System in R.
Dann ist P(J) = P(J) genau dann, wenn J stabil in R ist.

Beweis. Siehe den Beweis von 3.2.15 in [4]. O

2.2. Ein Darstellungssatz mittels Clifford-Algebren.

In diesen Abschnitt werden wir auf eine algebraische Darstellung von
Kettengeometrien iiber Quadriken eingehen. Dazu betrachten wir eine
Darstellung mittels Clifford-Algebren, wie sie in [8] auf Seite 104-112,
bzw. in [6] zu finden ist.

Wir gehen von einem metrischen Vektorraum (W, K, Q) aus, welcher
die Generalvoraussetzung 1.3.1 erfiillt.

Folgt man den Beweis in [8], bzw. [6], so stellt man fest, dass ab einer
gewissen Stelle die Allgemeinheit eingeschrankt wird. Es werden nur
noch oben beschriebene metrische Vektorrdaume iiber einen Koérper K
mit | K |> 4 betrachtet.

Wir méchten die im ersten Abschnitt angegebene neue Definition der
Projektiven Geraden iiber einen Jordan-System J, welche wir mit P(.J)
bezeichnet hatten, sowie die dazu zusammengestellten Satze hinsicht-
lich der Gleichheit mit der projektiven Geraden P(J) benutzen, um
zu zeigen, dass man mit dem in [8], bzw. [6] gefiihrten Beweisen auch
den Darstellungssatz fiir den allgemeinen Fall | K |> 2 beweisen kann,
wenn man von zwei Annahmen ausgeht.

Hierzu wird es notwendig sein auf einen Grofiteil der Beweise in den
eben angegebenen Quellen genau einzugehen.

Wir werden uns an die Beweise in [8] halten und insbesondere ab dem
Punkt, wo die besagte Einschrankung stattfindet die Beweise genau
ausfiihren.
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Als erstes mochten wir die einfachen Punkte der Quadrik {5, welche

ja die Punkte der Kettengeometrie ¥(()) sind, beschreiben.

Satz 2.2.1. FEs emstiert ein Vektorraum V', sodass W isomorph zu
V x K x K 1st.
Nach Identifikation W =V X K x K gilt fir die quadratische Form
Q=Q|v:V—K:

(1) Fiir jedes w = (v, k,1) € W ist Q(w) = Q(v) — kl.

(2) Es gibt einv €V mit Q(v) #0
Beweis. Siehe den Beweis von 5.3.1 in [§] . O

Damit lassen sich die Punkte von 3(Q) folgendermaflen beschreiben.

Satz 2.2.2. Die Punktmenge Iy, von $(Q) besteht aus:
allen Punkten K(v,Q(v),1) mitv € V,
allen Punkten K(v,1,0) mit v € V,Q(v) =0,

allen Punkten K (v,0,0) mitv e V \ V+ Q(v) = 0.
Beweis. Siche den Beweis von 5.3.2 in [8]. O

Die Distanzrelation A auf (@) kann man wie folgt beschreiben. Man
beachte, dass f fiir die durch @ induzierte Bilinearform steht.

Satz 2.2.3. Fir Punkte von F() in der Beschreibung gemdf Satz 2.2.2
qilt:

(1) K(v,0,0)AK (u, k,l) <= f(v,u) #0,
(2) K(v,1,00)AK(u,1,0) < f(v,u) #0,
(3) K(v,1,00AK (u,Q(u),1) <= f(v,u) # 1.

(4) K(v,Q(v), D)AK (u,Q(u),1) <= Q(v—u) #0.
Beweis. Siehe den Beweis von 5.3.3 in [8]. O
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Unser Ziel ist es (@) als Kettenraum (K, R, J) iiber einem Jordan-
System in einer geeigneten K-Algebra darzustellen.

Hierzu betrachten wir die zum quadratischen Raum (V, Q) gehorige
Clifford-Algebra. Diese werden wir kurz einfiihren.

Fiir einen metrischen Vektorraum (V, Q) gibt es eine eindeutig be-
stimmte K-Algebra CI(V,Q) := R, die die folgenden Eigenschaften
erfiillt:

Es gibt eine lineare Abbildung 7 : V' — R mit i(z)* = Q(z) - 1 fiir alle
zeV.

Auflerdem erfiillt R die folgende universelle Eigenschaft:

Fiir jede K-lineare Abbildung A : V — A in eine K-Algebra A mit
h(z)? = Q(z)-1fiir alle x € V gibt es genau einen Algebra-Homomorphismus
g: R — A, sodass goi = h gilt.

Zur Konstruktion von CIl(V, Q) verweisen wir auf die einschlagige Li-
teratur (siehe 4.8 in [20]).

Es stellt sich heraus, dass i injektiv ist, sodass wir V' mit (V') identi-
fizieren konnen.

Auflerdem betten wir noch K in R ein vermoge k — k - 1, womit wir
die folgenden Rechenregeln erhalten:

(1) Fiir v,u € Vist v = Q(v) € K und damit uv +vu = f(v,u) €
K.

(2) Esgilt V* :=VNR ={veV|Q) #0} und es ist v~ ! =
Qv) v fiir v € V*.

Fiir die Clifford-Algebra gilt des Weiteren:

Ist (v;)ier eine Basis von V' (mit geordneter Indexmenge I), so besteht
eine ausgezeichnete Basis von R aus allen Produkten v;, - v;, - -+ - - v;,
mit k € N, {i1,49,...,ix} C 1,03 < iy < --+ < i, wobei fiir k = 0 das
leere Produkt gleich 1 zu setzen ist.

Nun koénnen wir unser Jordan-System definieren.
Sei w € V mit Q(w) = 1 fest gewahlt. Setze J := Vw = {vw | v €
V} C R, sowie J* := JN R*. Es ist w € V* wegen w? = Q(w) = 1.
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Satz 2.2.4. FEs gilt:

(1) J ist ein Jordan-System in R, und es ist J = wV .

(2) Im Fall | K |> 5 ist J stark in R.
Beweis. Siche den Beweis von 5.3.5 in [8]. O

Nun zeigen wir, dass unser Jordan-System .J Jordan-abgeschlossen ist.

Satz 2.2.5. J = Vw ist ein Jordan abgeschlossenes Jordan-System.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass (vw)(uw)(vw) € J fir u,v € V.

Esist (vw)(uw)(vw) = vw(—wutf(u, w))vw = —vwuvw+ovw f (u, w)vw =
—vuvw + f(u, w)vwvw = (f(u, v)vwv — vuv)w =: j (man beachte bei

der Rechnung, dass f(u,v) = uw + wu gilt).

Weiter ist vuv = v(f(u,v) —vu) = vf(u,v) —v?*u = f(u,v)v—Qv)u €

V.

Analog sieht man vwv € V und damit ist offenbar j € Vw. ([l

Nach Satz 2.1.9ist ¥(P(J), C(K, R, J)) ein Unterraum von (K, R).

Wir werden nun davon ausgehen, dass unser Jordan-System .J stabil
ist.

Annahme 2.2.1. J ist ein stabiles Jordan-System in R.
Nach Satz 2.1.10 ist P(.J) = P(J).

Wir brauchen noch eine weitere Tatsache beziiglich der Clifford-
Algebra:
Es existiert ein eindeutig bestimmter K-linearer anti-Automorphismus
k:R— R,x+— 7, sodass k? =id und v = v fiir alle v € V.

Unser néchstes Ziel wird es sein, die Punktmenge von P(J) zu be-
schreiben. Doch vorher benotigen wir noch einen Hilfssatz.



56

Satz 2.2.6. Firbe J=Vw gilt:

(1) N(b) :==bb=0bb € K,
(2) b+beK,
(3) b* € K + Kb,

(4) v = whw.

Beweis. Siehe den Beweis von 5.3.6 in [8]. In diesem Beweis wird noch
nicht verwendet, dass das Jordan-System J stark ist. U

Wir bendtigen noch eine weitere Annahme, die fiir starke Jordan-
Systeme bekannt ist (siche Satz 2.1.4).

Annahme 2.2.2. Es ist

(1) P(J) = {R(1 +ab,a) |a € J,b e J*},

(2) P(J)={R(c,14cd) | c,d e J}.

Ab dieser Stelle wird beim Beweis des Darstellungssatzes in [8] die Ein-
schrankung | K |> 5 vorgenommen.

Um sicher zu gehen, dass man mit den beiden Annahmen 2.2.1 und
2.2.2 tatséchlich den Beweis wie in [8] fiir den allgemeinen Fall | K |> 2
fiihren kann, werden wir von jetzt an die Beweise genauer ausfiihren.
Wir verweisen dabei ausdriicklich auf die Beweise von 5.3.7 bis 5.3.17
in [8].

Satz 2.2.7. Die Punktmenge P(J) von ¥(K, R, J) besteht aus:

(1) allen Punkten R(vw,1) mitv eV,
(2) allen punkten R(1,wv) mitv € V \ V*,

(3) allen Punkten R(1 4+ wvuw,wv) mitu € V*, f(u,v) = —1.

Beweis. Die in (1), (2) und (3) beschriebenen Punkte gehoren offenbar
zu P(J) wegen



57

(1): R(vw,1) = R(vw, 1 +vw - 0) € P(J).

(2): R(1,wv) = R(1 +wv - 0,wv) € P(J) (beachte Vw = wV).

(3): p = R(1 + wouw,wv),u € V* v € V* f(u,v) = —1, dann ist
p € P(J) wegen wv € J = wV.

Nun zeigen wir, dass alle Punkte einer der Klassen (1),(2) oder (3)
angehoren.
Sei dazu p = R(1 + ab,a) mit a € J,b € J* ein beliebiger Punkt von
P(J).
Falls @ € J*, dann ist p = R(a™! + b, 1) ein Punkt vom Typ (1), denn
al+beJ=Vuw.
Falls a ¢ J*,14+ab € R*, so stellen wir p in der Form R(c, 1+cd),cd € J
dar, was nach Annahme 2.2.2 (2) moglich ist. Dann ist auch ¢ € R*,
da R(1 + ab,a) = R(c,1 + cd) und die beiden Paare (1 + ab,a) und
(¢,1 + ed) unimodular sind, wegen (1 + ab,a) - 1 + a(—=b) = 1 und
c(—d)+(1+cd)-1 und somit existiert e € R* mit (14-ab, a) = e(c, 1+cd),
also ist 1 + ab=ec = e (1 + ab) = ¢ € R* wegen (1 + ab) € R*.
Somit ist p = R(1,ct +d) € J\ J* = wV \ wV*, also vom Typ (2),
weil auch (1,¢™! + d) unimodular ist, wegen 1- (1 — (¢! +d) + (¢7! +
d)-1) = 1 und somit existiert ¢ € R* mit €a = ¢ + d, woraus
a= ()t +d) ¢ J* folgt.
Es bleibt noch der Fall a ¢ J*, (1 + ab) ¢ R* zu betrachten.
Wir setzen a = wv,b = uw (beachte Vw = wV'). Wegen b € J* ist
u = bw € J* und entsprechend ist v ¢ V*. Da (14ab) nicht invertierbar
ist, ist auch w(1 + ab)wu™ = w(1 + wvuw)wu™' = v~ +v € V nicht
invertierbar.
Alsoist: 0 = Q(u'+v) = f(u™H,0)+Q(u™H)+Q(v) = Q(u) ' f(u,v)+
Q)2 Q(u) +Q(v) = Q(u) ™ (F(u, 0)+ 1) +Qv) = Q) (F(us ) +
1) = f(u,v) =-1 O

Als Nichstes mochten wir unseren Automorphismus ¢ : 3(Q) — (K, R, J)
definieren.

Satz 2.2.8. Durch

K, Qv),1) = R(vw, 1) (veV)
¢:49 K(v,1,0) = R(1,wv) (veV\VY
K(v,0,0) = R(1 + vwuw,wv) (ve V\(V*UVLH,ueV,f(uv)=-1)

ist eine wohldefinierte surjektive Abbildung von F¢y auf P(J) gegeben.
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Beweis. Die Surjektivitdt ist klar, da die Punkte von P(J) nach Satz
2.2.7 einen der Typen (1), (2) oder (3) entsprechen.

Falls ¢ wohldefiniert ist, hédtte ndmlich p = R(vw, 1) mitv € V, K (v, Q(v), 1),
p=R(1,wv) mit Ve V\V* K(v,1,0) und p = R(1 + wouw, wv) mit
veV\(V*uUVhueV, flu,v) = —1,K(v,0,0) als Urbild (beachte
auch Satz 2.2.2 und dass Q(v) =0, wenn v ¢ V*).

Zeigen wir nun die Wohldefiniertheit.

Seien p, q € F{),p = q. Nach Satz 2.2.2 gehoren sie zu genau einen der
Typen (1), (2), (3).

Falls p = K(v,Q(v),1),q = K(v',Q(v"),1)(v,v" € V), so gilt:

p=q = Jke K\{0}: (v,Qv),1) = (kv',kQ(v),k) = k=1
und v = v/, Q(v) = Q(v'). Also ist R(vw,1) = R(v'w, 1).

Falls p = K(v,1,0),q = K(v',1,0)(v,v" € V' \ V*), so ist:

p=q = Jke K\{0}:(v,1,0) = (kv',k,0) = k=1und v =1,
also R(1,wv) = R(1,wv").

Fiir die Punkte vom Typ (3) ist die Wohldefiniertheit etwas schwieriger
zu zeigen.

Sei p = K(v,0,0) mit Q(v) = v* = 0,v ¢ V+ und sei v € V mit
flu,v) = —1.

a) ((p) ist unabhéngig von der Wahl von u:

Fir «' € V mit v # u, f(v,u') = —1 setze man ¢ := «' — u. Dann
ist 0 = f(v,u) — f(v,u) = f(v,¢) = ve+ cv. Es folgt 1 4+ ve € R*,
denn (14 ve)(1+cv) =14 ve+ cv +vecv =1+ vt =1+ Q(c)v? =
1+ Q(0)Q() =1= (14 cv)(1+ ve).

Somit ist auch a = w(l + vc)w = 1 + wvcw € R*. Also ist R(1 +
vwuw, wv) = R(a(l + wouw), awv).

Wir berechnen: a(1+vwuw) = 1+wvcw+wvuw+wvcvvw = 1+wovu'w
und awv = wv + wvew = wv + wev? = wv. Damit haben wir gezeigt,
dass R(1 + wouw,wv) = R(1 + wvu'w, wv) ist.

b) ((p) ist unabhéngig vom Reprisentanten:

Fir k € K\ {0} ist p = K(kv,0,0) und f(v,u) = kk™'f(v,u) =
flkv,v7lu) = —1.

Zu zeigen ist also R(1 + wouw,wv) = R(wkvk™'uw,wkv) = R(1 +
wovuw, kww).

Da —1 = f(v,u) = wv+vu = wvu = —1 — uv sieht man, dass
b=1+(1-kwouww € R* ist mit b= = 1+ (1 — k) wouw, denn
es ist (1 + (1 — B)wovw)(1 + (1 — bk Hwouw) = 1 + (1 — k)wouw +
(1 -k Hwvuw + (1 — k)(1 — k~Hwvuvuw. Beachtet man (1 — k) (1 —
k- ) l1—k—k't4+1=1—-k+1—-Fk! soist dies weiter gleich
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1+ (1= k)wvvw+ (1 -k Hwvuw + (1 -k~ Hwvuvuw + (1 — k) wouvuw =
1+ (1= k)wvuw + (1 — k™) — (1 = b~ wouw) — (1 — k)wouw = 1.
(1+ (1 =k Hwvuw)(1 + (1 — k)wvuw) = 1 sieht man analog.

Nun gilt b(1 + wouw) = 1 + (1 — k)wvuw + wouw + (1 — k)wovwvuw =
1 4+ wouw und bwv = wv + (1 — k)(wv(—1 — vu)) = kwov, was die
Behauptung liefert. 0

Um die Injektivitat von { zu zeigen, benoétigen wir einen weiteren Hilfs-
satz.

Satz 2.2.9. Ist va € V\V* und a € R, dann sind v und va linear
abhdngig.

Beweis. OBdA koénnen wir v # 0 annehmen, da jedes System von Vek-
toren, welches den Nullvektor enthélt linear abhéngig ist.

Somit kann vy := v zu einer Basis B = {v; };¢; erginzt werden, derart,
dass 0 das kleinste Element der geordneten Indexmenge [ ist.

Damit besteht eine Basis von R aus lauter Produkten v;, - ----v; , in
denen v entweder als erster Faktor oder iiberhaupt nicht als Faktor
enthalten ist.

Nun kénnen wir a beziiglich dieser Basis ausdriicken:

Es ist a = k + Xk;b; + Xl;c;, wobei jedes b; ein Basiselement mit v als
ersten Faktor ist, und jedes ¢; ein Basiselement (# 1) ohne Faktor v
(und k, k;, j; € K).

Da v* = 0 folgt va = kv + Xl;vc;.

Die vc; sind Basiselemente von R mit v an erster Stelle, also sind die
¢; ¢ V, denn gelte vc; € V fiir ein j, so hitte B U {vc;} ein linear
abhéngiges Teilsystem im Widerspruch zu der Tatsache, dass die end-
lichen Produkte von Basiselementen aus V' eine Basis von R sind.
Also muss [; = 0 fiir jedes j gelten und es gilt va = kv, also sind va
und v linear abhingig. U

Satz 2.2.10. Die Abbildung ¢ : Fgy — P(J) ist injektiv.

Beweis. Fiir Punkte vom Typ (1) und (2) ist die Behauptung klar, denn
offenbar folgt aus R(vw,1) = R(v', 1), bzaw. R(1,wv) = R(1,wv’), dass
vw = v'w, bzw. wv = wv’, in beiden Fillen also v = v' und somit
K(v,Q(v),1) = K(v,Q(v"),1), bzw. K(v,1,0) = K(v,1,0).

Seien also v,v' € V\ (V*U VL), u, v’ € V mit f(u,v) = —1= f(u',v)
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gegeben, so dass R(1 + wvuw,wv) = R(1 + wv'v/w, wv’) ist.

Wir mochten K (v,0,0) = K(v/,0,0) zeigen, was gleichbedeutend mit
der linearen Abhéngigkeit von v und v’ ist.

Wegen (14+wvuw)-1+wv(—vw) = 1 und (14+wv'v'w)-1+wv' (—uw'w) =
1 sind die Paare (1 + wvuw,uw) und (1 + wv'v/w,wv") unimodular.
Folglich gibt es ein ¢ € R*, sodass wv’ = cwwv ist.

Da fiir a := wew, va = vwew = wewv = v = v’ € V ist, folgt aus dem
Hilfssatz 2.2.9, dass v und v’ linear abhéngig sind. 0

Wir méchten als Néchstes die Umkehrabbildung von ¢ beschreiben.

Satz 2.2.11. Seip ein Punkt von P(J).
Wibhle (x,y) so, dass p = R(x,y) ist und einer der folgenden Fille
vorliegt.

(vw, 1)(v € V),
(z,y) =< (L,wv)(v e V\V*
(1 + wovw,wv)(v € V\ (V*UVL) ueV, flv,u) =—1)

Dann ist durch

n(p) = K(w(z)y, N(z), N(y))
eine wohldefinierte Bijektion gegeben und es gilt n = (1.

Beweis. Fiir Punkte vom Typ (1) und (2) ist die Wohldefiniertheit klar,
denn sei R(z,y) = R(2,y).

Falls (z,y) = (vw, 1), (2/,¢") = (V'w, 1), so folgt vw = v'w = v =1
und somit K (wzy, N(z ), (y)) = K(wa'y/, N( ", N(y')).

Analog sieht man es, falls (z,y) = (1, wv), (',y") = (1, wv’).

Sind (z,y) = (1 + wouw, wv), (', y') = (1 —l—wv’u’w,wv’) vom Typ (3)
(v,v',u,u" entsprechend beschaffen)

Soist K (wzy, N(z), N(y)) = K(w(1 + wvuw)wv, (1 + wouw)(1+wvuw), wowv) =
K(w(1 + wvuw)wv, (1 + wuvw)(1 + wouw), Q(v)) = K(v+uQ(v), 1 +
wuvw + wouw + Q(u)Q(v),0) =

K, 1+wf(v,u)w,0) = K(v,1—-1,0) = K(v,0,0).

Analo sieht man K (wx'y’, N(z'), N(y')) = K(v,0,0).

Wiirde K (v,0,0) # K(v',0,0) gelten, so wire wegen der Injektivitit
von (:

((K(v,0,0)) # ¢(K(v',0,0)), also R(1+wvuw, wv) # R(1+wv'u'w, wr’)
im Widerspruch zur Voraussetzung.

Also ist n wohldefiniert.
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Wir rechnen auch nochmal ¢ o1 = idp(;) und no ¢ = idpé nach.
Hierzu betrachten wir die Punkte der Typen (1),(2) und (3):

(1): C(n(R(vw, 1)) = ((K(wow, N(z, N(1)))) = ((K(v,Q(v),1)) =

R(vw, 1) und n(¢(K (v, Q(v,1)))) = n(R(vw, 1)) = K(v,Q(v,1)).

(2): C(n(1,wv)) = C(K (wwo, N(1), N(wo))) = (K (v,1,Q(v))) = ((K(v,1,0))
R(1,wo) und n(C(K(v,1,0))) = n(R(1,wv)) = K(wwv, N(1), N(wv)) =
K(v,1,0).

(3): C(n(R(1 + wvuw,wv))) = ((K(v,0,0)) = R(1 + wouw,wv) und
n(¢(K(v,0,0))) = n(R(1 + wvvw,wv)) = K(v,0,0).

Es ist also n = (L.

Unser Ziel ist es nun zu zeigen, dass 7 ein Isomorphismus ist.

Hierzu werden wir zeigen, dass n Ketten auf Ketten abbildet und dass
¢ die Distanzrelation erhélt. Damit ist ( nach dem folgenden Hilfssatz
ein Isomorphismus.

Satz 2.2.12. Eine Bijekton 8 : Iy — P(J) ist ein Isomorphismus von
Kettenrdumen, wenn die folgenden Bedingungen gelten:

(1) 87! bildet Ketten auf Ketten ab.

(2) (B bildet distante Punkte auf distante Punkte ab.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass 5(C) € C(J) fir jede Kette C' €
C(Q) gilt.

Sei C' = (pqr) mit p,q,r € Fy, paarweise distant.

Nach (2) sind die Bilder 3(p),5(q), 8(r) ebenfalls paarweise distant
und bestimmen somit eine eindeutige Kette C" € C(J). Nach (1) ist
das Urbild D = 371(C") eine Kette von F4 mit p,q,r € D. Damit ist
C = (p,q,r) =D und p(C) = 5(D) =C" € C(J). O

Als Néchstes beweisen wir einige weitere niitzliche Sétze.

Satz 2.2.13. Fir h € J* set
Dann ist Ey, eine zulissige Ebene, und es gilt ((Fg N Ey) = C,.
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Beweis. Es ist hw € V '\ {0}, da h € J*.

Damit sind K(0,1,0), £(0,0,1), K (hw, Q(hw), 1) offenbar nicht kolli-
near, Fj also eine Ebene von II(W, K).

Sie ist auch zuléssig, da K (0, 1,0), K(0,0,1), K (hw, Q(hw), 1) paarwei-
se distant sind (es sind offenbar Punkte von F7), man beachte Satz 2.2.2
und 2.2.3), denn es ist K(0,0,1) = K(0,Q(0),1)AK(0,1,0) nach Satz
2.2.3 (3), da f(0,0) = 0 # 1, sowie K(hw,Q(hw),1)AK(0,1,0), da
f(hw,0) =0 # 1. Weiter ist wegen Satz 2.2.3 (4) K(0,Q(0), )AK (hw, Q(hw), 1),
denn Q(0 — hw) = Q(hw) # 0 wegen h € J*.

Wir zeigen C(FQ N Eh) = Ch.

Sei g € FoN Ey. Esist ¢ = K(thw,r +tQ(hw), s +t), wobei (r,s,t) €
K3\ {0} und Q(thw) = (r + tQ(hw))(s + t) ist, also 0 = Q(thw) =
rs + tsQ(hw) + rt erfiillt ist.

Wir unterscheiden zwei Falle.

Fall 1: ¢ = 0.
Dann ist laut der Gleichung oben rs = 0 und wir erhalten ((q) =
C(K(0,7,5)) = R(rs, 1) = R(0,1) oder (q) = R(1,rs) = R(1,0).

Fall 2: t # 0.

Wir gehen oBdA von t = 1 aus, denn es ist ¢ = K (hq, t 'r+Q(hw),t s+
1) mit (7' t71s,1) € K?\ {0}. Somit wird die obige Gleichung zu
0=rs+sQ(hw)+r.Ist s =0, soist r =0 und ¢ = K(hw, Q(hw), 1),
also ((q) = R(hww, 1) = R(h,1) € C},.

Ist hingegen s # 0, so schlieflen wir mit QQ(hw) # 0, dass auch r(1+s) #
0 ist, denn wire r(1 + s) = 0, so wire Q(hw) = r(1+ s) + Q(hw)(1 +
s) = Q(hw) — Q(hw)(1+s) =r(1+s) = —Q(hw)s =r(1+s).

Also gilt r4+Q(hw) = (g+s)'Q(hw), also auch ¢ = K ((1+s) *hw, (1+
s)7Hr + Q(hw)),1) = K((1+ s) thw,Q((1 + s)"thw),1) und somit
C(q) = R(1 + s) thww,1) = R((1 + s)"'h,1) € Cy.

Damit gilt Fop N By C Ch,.

Da alle Elemente von C}, von einem der Typen: R(1,0), R(0,1), R(h,1)
und R((1 + s)7'h, 1) sind, kommen alle Elemente von Cj, als ¢ Bilder
VOr. U

Satz 2.2.14. Zu jeden 6 € A(J) gibt es eine Fy invariant lassende
projektive Kollineation & von (W, K), derart, dass § o ( = Cod gilt.
Jede solche Kollineation & induziert insbesondere einen Automorphis-
mus von %(Q).

Speziell haben wir fir v, 7. € A(J)(c € J) folgende Kollineationen i, T,.:
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i K(v, k1) — K(wow,l, k)
Tt K(v, k1) — K(v+lew, f(v,cw) + k 4+ 1Q(cw), 1)

Beweis. Betrachte (v,k,l) — (wvw,l, k). Dann ist wegen ki (v, k,l) +
ko(v' K1) = (Kyv+ kov, kik + kok, k1l + Kol) — (w(kyv+ kav')w, kil +
kol' ) kik + kok') = ky(wow, 1, k) + ko(wv'w, ', k"), i durch eine lineare
Abbildung induziert.
Betrachte die Abbildung (v, k,1) — (v +lcw, f(v, cw) + k +1Q(cw), ).
Es ist kl(’U k l) + kQ(U k' l) (klv + kQU klk + kzk k‘ll + kzl,) —
(klv + kov" + (kyl + kol )cw f(k1v + ko' cw) + kak + kok! + (kyl +
kol ) cQ(cw), kil + kol') = ky(v + lew, f(v, cw) + k+1Q(cw), 1) + ko (v +
l’cw7 f(, cw) + E +1'Q(cw),l'). Somit ist 7. durch eine lineare Abbil-
dung induziert.
Damit sind ¢ und 7, Kollineationen von II(W, K).
Auch kann man sehen, dass ¢ und 7. die Quadrik Fjy invariant lassen:
Fiir ¢ gilt das, weil Q(v) = kl <— Q(wvw) = ki wegen Q(v) =
Q(wvw) gilt, denn es ist zum einen f(w, wvw) = wwwvw + Worww =
vw + wv = f(w,v) und f(v,w) = wv +vw = f(v,w)w = v+
wow = v = f(v,w)w—wvw, also Q(v) = Q(f (v, w)w+ (—wvw)) =
S(f (v, wyw, —wow) + Q(f (v, ww) + Q(wvw) = —f (v, w) f(w, wow) +
flo,w)Q(w) + Quwvw) = —f(v,w)* + f(v,w)* + Q(wvw) = Q(wow)
und fiir 7, gilt das, weil Q(v) =kl <= Qv+ lcw) = I(f(v,cw) + k +
1Q(cw)).
Denn sei Q(v) = ki, dann ist Q(v+lcw) = f(v,lcw)+Q(v) +Q(lcw) =
I(f(v,cw) + kl + ?Q(cw)) = I(f(v, cw) + k + 1Q(cw)) und falls Q(v +
lew) = I(f(v,cw) + k + 1Q(cw)) ist, dann ist f(v,lcw) = Qv +
lew) — Q(lew) + Q(v) = Uf (v, cw) + kl + *Q(cw) — Qlew) — Q(v) =
f(v,lew) + kl + Q(lew) — Q(lcw) — Q(v) = Q(v) = kl.
Somit induzieren ¢ und 7, nach Satz 1.3.2 Automorphismen von 3(Q).
Da die Gruppe A(J) von ¢ und allen 7, erzeugt wird, bleibt zu zeigen,
dass ("'od =40 (! fiir = ¢ und § = 7, gilt.
Wir verwenden die Beschreibung von (~! aus Satz 2.2.11.
Der Punkt p € P(J) sei dazu in der Form p = R(z,y) gegeben mit
(x,y) wie in Satz 2.2.11.

Fall 1: 6 = «.

DaIlIAl ist (71d(p)) = ¢ (u(R(x,
und 6(¢H(p)) = (¢ H(R(x,y)))
K(Zyw, gy, Tx).

Wegen wyz € V ist wyzr = wyr = Tyw und damit ('(6(p)) =

0(¢71(p)).
Fall 2: 6 = 7. mit c € J.

y)}) “HR(y,v)) = K(wyz,jy, Tx)

(K(wzy, Tz, 7y)) = K(wwTyw, gy, Tr) =
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Dann ist ("*(d(p)) = ("H(7e(R(z,y))) = (TH(R(z + ye,y)) =

K(($+y@%(<+mﬂx+y@yw==K@Mw+y@%@m+@M+ix+
yye,gy), wd 6(C=1(p)) = 7(()(R(x,y)) = 7K (wTy, Tz, Gy)) =
K (w(z + yo)y, f(wTy, cw) +Tx +JyQ(cw), Ty) = K (w(z + yo)y, jac+
cTY+Tx+7Yyce, yy), wobei man bei der letzten Gleichung f(wzy, cw) =
WTYCW + CWWTY = WTYWWcw + cTY = TYC + cTY = yac + cxy beachte.
Damit gilt ¢~1(6(p)) = 6(¢(p)) und es folgt die Behauptung. O

Satz 2.2.15. Die Bijektion (7' : P(J) — X(Q) bildet Ketten auf
Ketten ab.

Beweis. Jede Kette C' € C(J) hat nach Satz 2.1.7 (man beachte auch
Satz 2.1.9) die Gestalt C" = §(C},) mit h € J* und § € A(J).

Wegen Satz 2.2.14 ist § = ("' 0 § o ¢ ein Automorphismus von %(Q).
Nach Satz 2.2.13 gibt es eine zuléissige Ebene E}, derart, dass ((D) = C,
fir die Kette D = Fo N Ej, € C(Q) gilt.

Wir schlieBen ¢ = 6(C),) = 6(¢(D)) = ¢(6(D)) und ¢1(C") = §(D)
c(Q). =

Satz 2.2.16. Die Bijektion ¢ : Ffy — P(J) bildet distante Punkte auf
distante Punkte ab.

Beweis. Die Gruppen A(J) und A := ¢~'A(J)¢ erhalten beide die Re-
lation A. Wir zeigen, dass jedes Paar distanter Punkte (p, ¢) von 3(Q)
durch ein geeignetes 6= (“lodole A auf ein Paar (p', q1) abgebildet
wird, von dem wir sicher wissen, dass es von ( auf ein Paar distanter
Punkte von (K, R, J) abgebildet wird, denn dann haben wir

PAG = (lodo((p)A(Todo((q) = do((p)Aiol(q) =
((p)AC(q)-

In Satz 2.2.3 haben wir angegeben, welche Punktepaare von ¥(Q) di-
stant sind. Des Weiteren ist R(z,y) genau dann zu R(1,0) distant,

wenn € GLy(R) ist. Dies ist offenbar genau dann der Fall,

0 1)
wenn r € R* ist.
Wir machen eine Fallunterscheidung.

Fall 1: p = K(z,Q(v), 1).

Betrachte 7 := 7_,,,.

Dann ist 7(p) = 7(K (v, Q(v), 1)) = K(v — vww, f(v, —vww) + Q(v) +
v — =

Q(~vwv), 1) = K(v—0,Q(v — v) - Q1) ~ Q(v) + Q) + Q(~v), 1
K(0,0,1) und ¢(7(p)) = R(0,1).

a) Sei ¢ = K(u,Q(u), 1) mit Q(u —v) # 0.
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Dann ist 7(q) = K(u — vww, f(u, —vww) + Q(u) + Q(—vww),1) =
K (=0, Q(u—v)—Q(u)~Q(0)+ Q(u)+Q(~v), 1) = K (u—v, Q(u=v), 1)

und C( (q) = R((u — v)w, 1) wobei (u — v)w invertierbar ist, wegen
Q(u—wv) #0.

b) Sei ¢ = K(u,1,0) mit f(u,v) # 1.
Dann ist 7(¢) = K(u, f(u, —vww) + 1,0) = K(u,1 — f(u,v),0) =
K(=uf(u,v)™",1,0) und ¢(7(q)) = R(L, w(l — f(u,v)" u)) AL(F

Fall 2: p = K(v,1,0).
Dann wird p von ¢ auf K (wvw, 0, 1) abgebildet und wir sind wieder im
Fall 1.

Fall 3: p = K(v,0,0).

Wihle ein v € V' mit f(v,u)01 (ein solches existiert, da p € [p), al-
so v ¢ V4 ist). Dann bildet 7, den Punkt p auf K(v, f(v,u),0) =
K(v,1,0) ab und wir sind im Fall 2. O

Satz 2.2.17. ( : F, — P(J) ist ein Isomorphismus von Kettenrdumen.

Beweis. Nach Satz 2.2.15 bildet ¢! Ketten auf Ketten ab. Nach Satz
2.2.16 bildet ¢ distante Punkte auf distante Punkte ab.
Damit ist ¢ nach Satz 2.2.12 ein Isomorphismus von Kettenrdumen. [
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3. DARSTELLUNG DER MORPHISMEN VON KETTENGEOMETRIEN
UBER QUADRIKEN

In diesem letzten Kapitel werden wir uns mit der Darstellung von Mor-
phismen von Kettengeometrien iiber Quadriken befassen.

Im ersten Abschnitt beschéftigen wir uns mit der Beschreibung von
nicht-trivialen, starken Morphismen solcher Kettengeometrien. Mit Hil-
fe der stereographischen Projektion konstruieren wir zu einem nicht-
trivialen Morphismus einen Morphismus zwischen den die Quadriken
enthaltenden projektiv-metrischen Rdumen. Dabei benutzen wir vor-
teilhaft den zweiten Fundamentalsatz der affin-metrischen Geometrie
(Satz 1.2.12).

Man sieht schnell ein, dass die so konstruierte Abbildung auf dem Re-
siduum des Nordpols der stereographischen Projektion iibereinstimmt.
Zum vollstandigen Nachweis, dass es sich bei der Abbildung um eine
projektive Erweiterung des nicht-trivialen Morphismus handelt, benétigen
wir einen analog konstruierten Morphismus der projektiv-metrischen
Réume, der ebenfalls mittels einer stereographischen Projektion kon-
struiert ist, die den Nord- und Siidpol der urspriinglich betrachteten
Projektion vertauscht, sowie einen Hilfssatz.

Im zweiten Abschnitt befassen wir uns mit der Beschreibung der tri-
vialen Morphismen.

Wir zeigen, dass man jeden trivialen Morphimus als eine Verkettung
einer eindeutigen Projektion auf eine beliebig gewéhlte Kette im Ur-
bildraum mit einer anschliefenden Bijektion auf eine Kette im Bildraum
darstellen kann.

Wir zeigen, dass nicht jede Kettengeometrie iiber einer Quadrik als
Definitionsbereich eines trivialen Morphismus geeignet ist.

Wir identifizieren zwei Ausschlusskriterien dafiir und zeigen, dass wenn
eine Kettengeometrie iiber einer Quadrik diese nicht erfiillt, sie als De-
finitionsbereich eines trivialen Morphismus vorkommen kann.

3.1. Nicht-triviale starke Morphismen.

Seien (Vi, K1, Q1) und (Va, K, Q2) metrische Vektorrdume mit | K |,
| K5 |> 5, sodass beide Rdume die Generalvoraussetzung 1.3.1 erfiillen.
Mit ¥(Q1) = (P1,Cy) und X(Q2) = (P, Cy) bezeichnen wir die Ket-
tengeometrien iiber den Quadriken Fy, und Fp,.

Sei p : P, — P, ein nicht-trivialer (nicht notwendigerweise starker)
Morphismus dieser Kettengeometrien.

Unser Ziel ist es eine projektive Erweiterung von diesem Morphismus
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zu konstruieren.

In Satz 1.3.7 haben wir gezeigt, dass Morphismen, welche einer projek-
tiven Erweiterung fahig sind, durch Morphismen von metrischen Vek-
torrdumen induziert sind. Eine projektive Erweiterung wére also nur
fiir starke Morphismen der Kettengeometrien moglich.

Da wir auch der Frage nachgehen mdochten, ob fiir p eine verallgemei-
nerte projektive Erweiterung existiert, gehen wir zunéchst von einem
nicht notwendigerweise starken Morphismus der Kettengeometrien aus.
Es wird sich zeigen, dass, falls eine verallgemeinerte projektive Erwei-
terung moglich sein sollte, diese eine projektive Erweiterung im Sinne
von Definition 1.3.7 ist.

Um das zu zeigen und um eine projektive Erweiterung zu konstruie-
ren, werden wir von der Tatsache Gebrauch machen, dass p auf dem
Residuum eines fest gewahlten Punktes (das Residuum ist ein partiel-
ler affiner Raum, siehe Definition 1.3.3) einen Homomorphismus affiner
R&ume induziert, wenn wir das besagte Residuum geeignet als affinen
Raum auffassen.

Hier wird die wohlbekannte stereographische Projektion eine wichtige
Rolle spielen, die wir nun einfithren werden.

Zur Konstruktion der stereographischen Projektion verweisen wir auf
(10.21) in [32].

Wir werden sie nun skizzieren.

Wir betrachten eine beliebige Sekante von Fg,. Seien N = Kin und
S = K;s die beiden Punkte (fiir geeignete Wahlen von n und s € ;).
Den Punkt N bezeichnen wir auch als Nordpol, den Punkt S als Siidpol.
Wir betrachten die beiden Tangentialriume 7 von N und 7¢ von S im
projektiven Raum II(Vy, K;). Zu diesen gehoren Unterrdume von Vi,
Hy und Hg mit (Hy)" = 7y und (Hg)" = 75.

Wir setzen U; := Hy N Hg.

Nach (10.21) in [32] gilt dann V; = U; + S + N und fiir die quadra-
tische Form @ gilt dann Q1(X + as + fn) = Q(X) — af fur alle
(X,a,B) € Uy x Ky x K. Identifizieren wir X + as+ fn mit (X, 3, a),
so liegt die selbe Identifikation, wie in Satz 2.2.1 vor.

Den Nordpol kénnen wir uns demnach mit in der Darstellung K7(0, 1,0)
vorstellen, den Siidpol entsprechend in der Darstellung K;(0,0,1).
Natiirlich haben wir, wie in Kapitel 2 gezeigt, eine Darstellung von
¥(Qy) iber dem Jordan-System J; := w,U; = Uyw; iiber der Clifford-
Algebra Ry := Cl(Uy, @) fiir ein geeignetes wy € Uy mit Q(wy) = 1
mittels einer Abbildung (; : P, — Pj,, wobei (K1, Ry, J1) = (Py,,C,)
(siehe Satz 2.2.8).

Wir mochten nun das Residuum Xy = P; \ 7y betrachten (Man beach-
te, dass Punkte von P, genau dann zu N distant sind, wenn sie mit N
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auf einer Sekante liegen).

Das Residuum besteht aus genau den Punkten, die zu N distant sind.
Nach Satz 2.2.3 sind das genau die Punkte K;(X + s+ Q1(X)n).
Betrachten wir nun die Abbildung ¢ : U; — Xy : X — Kij(X + s+
Q1(X)n), so konnen wir uns diese Abbildung als Umkehrabbildung der
stereographischen Projektion vorstellen, die die Menge 75 \ 7y auf das
Residuum von N abbildet, wenn wir den Punkt Ki(X + s) € 75 mit
X € U, identifiziert denken.

Es ist dann {{(X)} =< K(X +s), N > N(Fp, \ 7n) fiir alle X € Uj.
Da die Geraden < K(X + s), N > mit X € U; genau die Sekanten
durch N sind, die mit 7¢ \ 7x in genau einem Punkt schneiden, ist ¢
bijektiv.

Die Abbildung ¢! bezeichnen wir als die stereographische Projek-
tion von Xy auf 7¢ \ 7y und sie liefert uns offenbar eine Mélichkeit das
Residuum von N mit dem Vektorraum U; zu identifizieren.

In der entsprechenden Kettengeometrie iiber J; werden die zu N di-
stanten Punkte K;(X,Q1(X),1) mit R(Xwq,1) fir X € U; identi-
fiziert und der Punkt N mit R;(1,0) (siehe Satz 2.2.8). Identifizieren
wir Ry (Xwq, 1) mit X fiir X € Uy, so haben wir offenbar die selbe Iden-
tifikation, die durch die stereographische Projektion zu Stande kommt
(siche hierzu auch das auf Seite 101 in [6] unten Bemerkte).

Setzen wir N’ := p(N) und S := p(S), so haben wir analog eine Dar-
stellung Vo = U+ Ky’ + Kon’ mit Qa(X +as’+6n') = Q2(X) —ap fiir
alle X € U, fiir geeignete n’, s € V5. Auch hier konnen wir die Umkehr-
abbildung der stereographischen Projektion (' : Uy — Xn/ @ Ko(X +
s 4+ @Q2(X)) — X betrachten und entsprechend haben wir auch ei-
ne Darstellung der Kettengeometrie 3(()2) mittels des Jordan-Systems
Jo 1= Uywy = wylU, tiber der Clifford-Algebra Ry := Cl(Us, @Q)2) fiir ein
geeignet gewihltes wy € Us mit Q2(wy) = 1 mittels einer Abbildung
C2 : P2 — PJZ, wobei Z(KQ’RQ, JQ) = (PJI,CJ2).

Auch hier entspricht der Nordpol im Jordan-System dem Punkt Rs(1,0)
und auch hier erhélt man die selbe Identifikation von Xy mit Us, wie
sie durch die stereographische Projektion induziert wurde, indem man
die zu Ry(1,0) distanten Punkte Ry(Xwsq, 1) mit X identifiziert, fiir
alle X € Us,. Setzen wir Qu, := Q1 |y, und Qu, := Q2 |1, so konnen
wir die affinen Raume A(Uy, K1), bzw. A(Us, K3) mit den Relationen
NQ,, bzw. Ag, als affin-metrische Rdume verstehen.

Wir haben Geraden a; + Kby, bzw. as + Kby mit ay,b; € Ki,b; # 0,
bzw. ag,by € Ky mit by # 0 als reguldre Geraden bezeichnet, falls
Q1(b1) # 0, bzw. Q2(b2) # 0. Solche Geraden mit Q1(by) = 0, bzw.
(Q2(b2) = 0 haben wir als singuldre Geraden bezeichnet.
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Die Punktmenge des Residuum X, ist nach Definition 1.3.3 (3) zu-
sammen mit den Ketten C' durch N ohne den Punkt N als Geraden
ein partieller affiner Raum, also eine aus einen affinen Raum hervorge-
gangene Struktur, wenn man eventuell einige Parallelklassen aus diesen
Raum entfernt, ohne dabei Punkte zu entfernen.

Ist C eine solche Kette, so schneidet < C' > den Tangentialraum 75 in
einer Geraden. Entfernt man den Schnittpunkt dieser Geraden mit 7y,
so wird die daraus hervorgegangene affine Gerade mittels ( (man be-
achte unsere Identifikation von 7g \ 7y mit U;) auf die Gerade C'\ { N}
in X abgebildet.

Aus (10.22) 1) und 2) in [32] folgt, dass so genau die reguléren Geraden
aus (A(Uy, K1), Ag,) mit denen von Xy identifiziert werden.

Die verbleibenden Geraden ¢ im affinen Raum 75 \ 7y entsprechen ge-
nau den singuléren Geraden aus (A(Uy, K1), Ag,)-

Betrachtet man den Schnitt < g U {N} > NFy,, so ist dieser ein Ge-
radenkreuz, wobei eine der beiden Geraden in 7¢ und die andere in
7y liegt und der Schnittpunkt dieser beiden Geraden sich in 7y N 7g
befindet.

Man kann also den partiellen affinen Raum Xy als aus den affin-
metrischen Raum (A(Uy, K1), Ag, ) hervorgegangen betrachten.
Entsprechendes gilt natiirlich fiir das Residuum X/ und (A(Us, K3), Ag,)-
Da der Morphismus p der Kettenrdume (@) und 3(@Q)3) die Distanz-
relation erhélt, bildet die Einschrénkung iy, das Residuum von NNV in
das Residuum von N’ ab.

Da pu(N) = N’ und p Ketten bijektiv auf Ketten abbildet, werden auch
die Geraden des partiellen affinen Raumes X bijektiv auf Geraden von
Yy abgebildet.

Durch ¢ := (¢')™! o o ¢ erhalten wir eine Abbildung, die U; nach U,
abbildet und dabei reguldre Geraden bijektiv auf regulére Geraden in
den entsprechenden affin-metrischen Radumen abbildet.

Wir werden als Néchstes zeigen, dass tatséchlich ¢ einen Homomor-
phismus von den affinen Raumen A(Uy, K;) und A(Us, K») darstellt.
Hierzu werden wir Gebrauch von der Darstellung ¢; und (; der Punkt-
mengen P; und P, machen und Sétze aus [5] anwenden.

Wir werden die Abbildung ¢ spéter zur Konstruktion einer projektiven
Erweiterung von p verwenden.

Satz 3.1.1. Die Abbildung ¢ : Uy — Uy ist ein Homomorphismus von
affinen Raumen.

Beweis. Wir betrachten die Abbildung ¢ o pro (¢;)™'.
Diese ist ein nicht-trivialer Morphismus von Kettengeometrien iiber den
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starken Jordan-Systemen J; und .Js, welche das Residuum von R;(1,0)
auf das Residuum von Ry(1,0) abbildet, da R;(1,0) dem Nordpol N
und R»(1,0) dem Nordpol N’ entspricht.

Die Abbildung ¢/ := (yopo((¢;)™! S, 1.0)) Dildet offenbar die Geraden
des partiellen affinen Raumes g, (1,0) bijektiv auf Geraden des partiel-
len affinen Raumes ¥ g, 1,0y ab, da p den Punkt N auf N’ abbildet,sowie
Ketten bijektiv auf Ketten. Nach Proposition 3.3 in [5] folgt, dass ¢’
sogar ein Homomorphismus von affinen Réumen ist, wenn wir Xg, (1)
und Yg,(1,0) folgendermafien als affine Rdume auffassen:

Sei i =1 oder 2.

Die Punkte von ¥Xg,(1,0) haben die Form R;(a,1) mit a € J;.

Wir identifizieren R;(a,1) mit a. Dann entsprechen die Geraden von
dem partiellen affinen Raum Yg, 10y genau den Geraden c + K;b von
A(J;, K;) mit ¢,b € J;,;b # 0 und b ist invertierbar in J; (siehe hierzu
die Ausfithrungen in [5] auf Seite 37 oben). In ¥, (1,9) haben die Ge-
raden also entsprechend die Gestalt {R;(c + kb,1) | k € K}, wobei b
invertrierbar in J; ist.

Nehmen wir die Geraden {R;(a + kb, 1) | k € K;} bei denen b nicht in-

vertierbar ist dazu, so haben wir einen zu A(J;, K;) isomorphen affinen

Raum, den wir mit EGR’: {1’0) bezeichnen.

Wir betrachten die Abbildung (; o {, welche U; bijektiv auf das Re-
siduum g, (1,0) abbildet. Dabei wird ein Punkt X € U; durch ¢ auf
Ki(X 4+ s+ Q1(X)a) € ¥y und durch ¢; auf Ry (Xws, 1) abgebildet.
Die regulidre Gerade v + Kju mit v,u € Uy, Q1(u) # 0 wird abgebil-
det auf die Gerade {R;(vw + kuw,1) | k € K;} des partiellen affinen
Raumes Yg,(1,0), da uw € Jy invertierbar in J; ist wegen Q1(u) #£0.
Analog werden singuldre Geraden der Form v+ Kju mit Q(u) = 0 auf
Geraden {R;(vw + kuw,1) | k € K;} des affinen Raumes Z%’i{m) ab-
gebildet, die nicht Geraden des partiellen affinen Raumes X, (1,0y sind,
da ww nicht invertierbar in .J; ist, wegen Q;(u) = 0.

Damit ist ¢; o ¢ ein Isomorphismus der affinen Rdume yus

R1(1,0)
A(Uy, K1). Analog sieht man, dass (¢') ™' o (¢2) |Shy10) €0 Isomorphis-

und

mus des affinen Raumes E‘;{; ](6170) in den affinen Raum A(Us, K3) ist.

Offenbar ist demnach ¢ = ((¢")"'o(() |Shy0)) @@ 0 (C1o() als Verket-
tung dreier Homomorphismen von affinen Rdumen ein Homomorphis-
mus von affinen Raumen. O

Damit ist ¢ eine semilineare Abbildung. Mit ¢ bezeichnen wir den
Begleitisomorphismus von ¢.
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Wir gehen nun der Frage nach der Existenz einer verallgemeinerten
projektiven Erweiterung von p nach (beachte hierzu Definition 1.1.7).
Hierzu nehmen wir an, dass es einen Homomorphismus ¥ von den
projektiven Raum II(V}, K7) in den projektiven Raum TI(Vs, K3) mit
Wir werden zeigen, dass es sich bei U um eine projektive Erweiterung
von i, also um einen Homomorphismus projektiver Rdume im Sinne
von Definition 1.1.3 handelt.

Satz 3.1.2. FEuxistiert eine verallgemeinerte projektive Erweiterung W
von p, so ist W eine projektive Erweiterung im Sinne von Definition
1.8.7.

Beweis. Wir wollen zeigen, dass ¥ eine projektive Erweiterung von u
ist.

Hierzu miissen wir zeigen, dass ¥ ein projektiver Homomorphismus der
Raume I1(V1, K) und II(V,, K3) im Sinne von Definition 1.1.6 ist.

Da U ein verallgemeinerter projektiver Homomorphismus im Sinne von
Definition 1.1.7 ist, gibt es eine Teilmenge £ C V!, sodass der Defini-
tionsbereich von ¥ die Menge VI \ E ist. Diesen kénnen wir als den
entsprechenden geschlitzten Raum auffassen (Die Geraden von V' \ F
sind genau die Schnitte von Geraden aus I1(V}, K7) mit dieser Menge,
falls der Schnitt wenigstens zwei Punkte enthélt).

Um zu zeigen, dass ¥ ein projektive Homomorphismus ist, miissen wir
zeigen, dass E ein Teilraum von II(V7, K;) ist und, dass ¥ ein Inzi-
denzraumhomomorphismus von dem geschlitzten Raum V/'\ F in den
Raum II(V3, K5) ist.

Nach Satz 1.1.5 geniigt es zu zeigen, dass < E ># V! ist und, dass ¥
ein Inzidenzraumhomomorphismus ist.

Da W eine verallgemeinerte projektive Erweiterung ist, liegt keiner der
Punkte von P, in F.

Wir betrachten unsere Nord- und Siidpole, N und S, sowie die entspre-
chenden Tangentialrdume 75 und 7g.

Dann muss £ C 7y N 7g sein, denn gibe es einen Punkt p € F, der
nicht in 7, bzw. g liegt, so wiren Np, bzw. Sp Sekanten, d.h. es liegen
zwel distante Punkte aus P; auf diesen Sekanten. Da diese Sekanten die
Menge E schneiden, werden sdmtliche Punkte auf Np, bzw. Sp durch
U auf den selben Punkt abgebildet, also auch jeweils die zwei distanten
Punkte auf dem selben Punkt. Das wiirde aber bedeuten, dass u zwei
distante Punkte auf den selben Punkt in P, abbildet, da W eine verall-
gemeinerte projektive Erweiterung von p ist, p also die Distanzrelation
nicht erhélt. Das ist ein Widerspruch.

Da E C 7y N 7g ist offenbar < £ ># V]I
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Wir zeigen nun, dass ¥ ein Inzidenzraumhomomorphismus ist. Nach
Satz 1.1.1 (1) ist dies genau dann der Fall, wenn W Geraden auf Punkte
oder bijektiv auf Geraden abbildet.

Um das zu zeigen, zeigen wir zunéchst, dass 7¢\ 7y mittels ¥ in 7g \ 7
abgebildet wird und, dass W kompatibel mit den stereographischen Pro-
jektionen ist (es ist ¥(p) = (')~ o po ((p) fiir alle p € 7g).

Hierzu betrachten wir einen Punkt p € 75 \ 7n,p # S (beachte, dass
p ¢ E, wegen E C 7y N Ts).

Wir betrachten die Ebene pN.S. Diese schneidet die Quadrik Fy, ent-
weder in einer Kette (also einem Oval) oder in einem Geradenkreuz.
Wir behandeln zunéchst den Fall, dass pN.S die Quadrik in einer Kette
C schneidet.

Da C' drei nicht-kollineare Punkte enthalt, u Ketten bijektiv auf Ket-
ten abbildet und, da ¥(Q;) wenigstens eine Kette enthilt, liegen drei
nicht-kollineare Punkte im Bild von W.

Nach Satz 1.1.7 ist die Abbildung ¥ reichhaltig, d.h. die Bilder von
Geraden besitzen wenigstens drei Punkte, sofern die Gerade nicht auf
einen Punkt abgebildet wird.

Diese Eigenschaft wird spéter noch niitzlich sein.

Nach (8.36)(4) in [32] gehen in der Ebene pN.S durch jeden Punkt we-
nigsten zwei Sekanten (es gibt durch jeden Punkt wenigstens 3(| K |
—1) Sekanten, beachte, dass wir | K; |> 5 vorausgesetzt haben) aufler
im Fall char(K;) = 2. Dann gibt es einen sogenannten Knotenpunkt
durch den sémtliche Tangenten von F, NpN.S gehen.

Bezeichnen wir mit g,, die Gerade pNS N 7¢ und analog die Gerade
pNS N1y mit g, so ist der Knotenpunkt, falls er existiert, der Punkt
Gy N Grg-

Da die oben betrachtete Abbildung ¢ ein Homomorphismus von affi-
nen Réumen ist (also semilinear ist), sind die Korper K; und K, im
iibrigen isomorph.

Wir betrachten nun die Gerade Np. Da p ¢ 7y ist diese Gerade eine
Sekante. Sie schneidet also C' in einem Punkt p.

Da pu die Distanzrelation erhélt, wird Np = Np in die Gerade N'u(p)
abgebildet. Die Gerade N'u(p) schneidet 7¢§ in einem Punkt, nennen
wir ihn p/. Um zu zeigen, dass p auf p’ abgebildet wird, zeigen wir
zunéchst, dass Np \ {N,p} bijektiv auf N'p’ \ {N'p’} wird.

Sei hierzu g € Np,q # N, p.

Die Gerade Sq schneidet C' in einem Punkt § # N, da N € Np = Ngq
und ¢ nicht im Tangentialraum von S liegt. Dann muss W(q) auf der
Geraden N'u(p) = N'p’ und S'u(q) liegen. Da offenbar N’ ¢ S'u(q)
und S" ¢ N'u(p), liegt der Schnittpunkt W(q) auf N'p\ {N',p'}.
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Betrachten wir umgekehrt einen Punkt ¢t € N'p’ mit ¢ #= N’ p/, so fin-
den wir analog ein Urbild von ¢t in Np \ {N,p}, indem wir St N C’
betrachten, wobei mit C’ das Bild der Kette C' unter der Abbildung
p zu verstehen ist (man beachte, dass p die Kette C' bijektiv auf die
Kette C" abbildet).

Damit bildet U die Menge Np \ {N, p} surjektiv in die Menge N'p’ \
{N',p'} ab.

Um auch die entsprechende Injektivitit einsehen zu kénnen, betrachten
Wir q1,q2 € Np mit q1,q2 # N, p,q1 # q2. Wir betrachten S¢; und Sgs.
Diese schneiden C' in den zwei von N und S verschiedenen Punkten
g1 und ¢3. Diese werden durch ¥ auf die beiden verschiedenen Punkte
w(gr) und p(gz) abgebildet. Da jeweils das Bild von ¢, bzw. g, der
Schnittpunkt der verschiedenen Geraden S’u(q;) und S’p(g2) mit N'p’
ist, sind auch die Bilder von ¢; und ¢y verschieden.

Damit ist die besagte Injektivitit gezeigt.

Um zu zeigen, dass p auf p’ abgebildet wird, zeigen wir, dass p’ ein
Urbild in Np haben muss.

Da durch den Punkt p’ wenigstens zwei Sekanten gehen, finden wir ne-
ben der Sekante N'u(p) = N'p’ noch eine weitere Sekante ¢ ¢, wobei
cy, ¢y, € C" die beiden Sekantenschnittpunkte seien. Diese Punkte ha-
ben Urbilder ¢;, ¢y € C mit pu(ey) = ¢ und p(ey) = ¢, welche von N
und p verschieden sind.

Dann wird offenbar der Schnittpunkt Np N ¢ieo auf p’ abgebildet. Es
gibt fiir p’ ein Urbild auf der Geraden Np. Da aber alle Punkte von
Np\ {N,p} auf N'p'\ {N',p'} abgebildet werden und N auf N’ abge-
bildet wird, so bleibt als Urbildpunkt fiir p’ nur der Punkt p iibrig.
Damit wird die Gerade Np = Np bijektiv auf die Gerade N'p’ = N’ u(p)
abgebildet. Da ((p) = p und (¢')"(u(p)) = p’ ist, ist U offenbar
kompatibel mit den stereographischen Projektionen (es ist W(p) =
(¢") "t o poc(p)).

Da p € g \ (g U {S}) beliebig war, folgt, dass alle Punkte von g,
auf g, , := 79N < C' > abgebildet werden.

Auch hier kann man wieder aus der Tatsache, dass p die Menge C'\{ N}
bijektiv auf die Menge C’"\ { N’} abbildet schlieflen, dass g,, \ 7 bi-
jektiv auf g, \ 7ns abgebildet wird.

Damit liegen im Bild von der Geraden g,, wenigstens zwei Punkte,
womit der Schnittpunkt g, N g, (das ist im Fall char(K;) = 2 der
oben erwihnte Knotenpunkt) nicht in der Menge E liegen, da sonst
alle Punkte von ¢, auf einen Punkt abgebildet werden wiirden.
Analog sieht man, dass g, \ gr¢ bijektiv auf g, , \ g-,, abgebildet wird,
wobei g, , =< C" > N7y ist.
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Damit wird auch der Punkt g, N g, auf den Punkt g, , N g-, abge-
bildet.

Von den Geraden durch N im Unterraum < C' > haben wir noch nicht
gezeigt, dass V.S bijektiv auf N'S’ abgebildet wird. Das zeigt man ana-
log zum obigen Fall, bei dem wir die Bijekivitdt von WU fiir eine Sekante
durch N, die S nicht enthélt gezeigt haben. Hierzu betrachten wir einen
auf C' liegenden, von S und N verschiedenen Punkt. Dann ist die Ge-
rade NS eine Sekante durch N, die diesen Punkt nicht enthélt und wir
kénnen den Beweis genau so fiithren.

Da ¥ die Gerade g,, bijektiv auf g, , abbildet, werden die Geraden
durch N genau auf die Geraden durch N’ abgebildet.

Die einzigen Geraden in < C' >, die wir noch nicht betrachtet haben,
sind die Geraden, die nicht durch N gehen und nicht die Gerade g,
sind.

Sei g eine solche Gerade. Dann schneidet g jede Gerade durch N in
genau einem Punkt. Dann wird ¢ offenbar bijektiv auf eine Gerade
abgebildet, welche die Geraden von N’ jeweils in genau einem Punkt
schneidet.

Damit haben wir gezeigt, dass in der Ebene < C' > kein Punkt der
Menge E angehort und, dass sémtliche Geraden in < C' > bijektiv auf
Geraden von < (" > abgebildet werden.

Da p nicht von der Wahl vom Nordpol N und Siidpol S abhéngt, ha-
ben wir fiir jede Ebene, die eine Kette enthélt gezeigt, dass von einer
solchen Ebene keine Punkte in E liegen und Geraden durch ¥ bijektiv
auf Geraden abgebildet werden.

Kommen wir nun zuriick zu unserer Fallunterscheidung beziiglich des
Punktes p € 75 \ 7.

Wir gehen nun davon aus, dass die Ebene pNS keine Kette enthélt,
der Schnitt dieser Ebene mit der Quadrik F, also ein Geradenkreuz
ist.

Sei wieder g, := 7¢NpNS und g, := 7y NpNS. Dann ist p € g, und
T 1= gry N gry der einzige Punkt, der auf keiner Sekanten in p/N S liegt,
d.h. dies ist der einzige Punkt von p/N .S, der moglicherweise in E liegt.
Da g,4\ (g9-sN7n) eine Gerade des Residuum von N ist, falls wir das Re-
siduum wie oben als affinen Raum auffassen, wird diese Gerade durch p
auf einen Punkt, oder eine Gerade des Residuum von N’ (entsprechend
aufgefasst als affinen Raum) abgebildet, also entweder auf eine Kette
ohne den Punkt N’, oder auf eine affine Gerade von 7g \ 7n.

Da u die Kollinearitét erhélt, kann g, \ (g-4 N 7n) nicht auf eine Kette
abgebildet werden.

Es gibt also nur die beiden Fille, dass diese Gerade auf einen Punkt
oder eine affine Gerade abgebildet wird.
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Wird die affine Gerade g, \ {r} auf einen Punkt abgebildet, so muss
S" dieser Punkt sein, wegen p(S) = 5"

Wir nehmen an, dass r ¢ E ist. Dann muss aber auch ¥(r) = S’ sein,
da sonst das Bild von g,, nur aus zwei Punkten bestehen wiirde, was
nicht sein kann, da ¥ ein reichhaltiger, verallgemeinerter Homomor-
phismus von projektiven Rédumen ist.

Dann muss g, auf N'S” abgebildet werden.

Da W eine verallgemeinerte projektive Erweiterung von p ist, die Punk-
te auf g, \ {r} der Menge P, angehoren und die einzigen Punkte auf
N’ die der Menge P; angehoren die Punkte N’ und S’ sind und N auf
N’ abgebildet wird, liegen im Bild von der Geraden g,, beziiglich ¥
lediglich zwei Punkte, was aber wegen der Reichhaltigkeit von W nicht
sein kann.

Somit ist r € E.

Damit werden die Punkte der Geraden (des geschlitzten Raumes) g, \
{r} auf N und g., \ {r} auf S’, sowie sdmtliche Geraden mit Schnitt-
punkt r auf einen Punkt abgebildet. Es wird demnach auch p auf
S" € 79 abgebildet. Alle weiteren Geraden von pNS sind Sekanten,
da diese 7 und 7g in jeweils einen von r verschiedenen Punkt von P;
schneiden.

Da diese beiden Punkte von P, distant sind und man zu zwei distanten
Punkten einen dritten Punkt aus P; finden kann, der zu beiden distant
ist, da unser Distantzraum stabil ist (wegen der Moglichkeit der Dar-
stellung mittels eines Jordan-Systems), finden wir eine Ebene, die Fy,
in einer Kette schneidet und die Sekante enthélt. Fiir solche Ebenen
haben wir aber schon gezeigt, dass ¥ Geraden bijektiv auf Geraden
abbildet.

Damit bildet ¥ in diesem Fall alle Geraden aus p/N.S auf Punkte oder
bijektiv auf Geraden ab.

Gehen wir nun von dem Fall aus, dass g, \ {r} nicht auf einen Punkt
abgebildet wird, so muss diese affine Gerade bijektiv auf eine affine
Gerade von 7g/, welche sich in X befindet, abgebildet werden.

Dann kann natiirlich nicht » € E sein, da diese Gerade sonst auf einen
Punkt abgebildet werden wiirde.

Da p € g, \ {r} wird p auf einen Punkt p’ € 75 abgebildet.

Da p(S) = 5, wird die Gerade g,, auf die Gerade durch S’p’ abgebil-
det.

Betrachten wir die Ebene p’N'S” und die Gerade g, , := 7y N p'N'S".
Dann muss r auf den Schnittpunkt 7" := S’p’ N g,,, abgebildet werden,
denn wiirde r auf einen Punkt ¢ € S’p"\ {r'} abgebildet werden, dann
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wiirde Nr auf die Sekante N'q abgebildet werden. Da samtliche Punk-
te von N7\ {r} aus P, stammen, kénnen diese nur auf die Punkte N’
oder ¢ von N'q abgebildet werden. Da N auf N’ und r auf ¢ abgebildet
werden, besteht das Bild von Nr beziiglich ¥ aus den beiden Punkten
N’ und ¢, was wegen der Reichhaltigkeit von W nicht sein kann.
Damit wird die Gerade g, bijektiv auf die Gerade N'q abgebildet.
Da die restlichen Geraden durch S in der Ebene p/NS Sekanten sind
und diese auch entsprechend bijektiv auf Sekanten abgebildet werden,
da sich alle Sekanten in Ebenen befinden, die eine Kette enthalten und
man eine Sekante in p/N.S finden kann, die S nicht enthélt (zum Beispiel
pN) und somit alle Sekanten durch S in genau einen Punkt schneidet,
folgt daraus, dass alle Geraden von pN S bijektiv auf Geraden abgebil-
det werden.

Damit haben wir gezeigt, dass in jedem Fall in der Ebene pNS' die
Menge ¢, \ 7 in die Menge 7g abgebildet wird.

Da die Stereographischen Projektionen (sowie deren Umkehrungen)
Punkte, die sowohl in 75 \ 7 als auch in Xy, liegen identisch abbildet
(entsprechendes gilt fiir 7¢ \ 7y und X /), ist auch in diesem Fall die
Kompatibilitdt mit der stereographischen Projektion gegeben.

Es gilt also in jedem Fall (¢")~! o po ((p) = ¥(p) € 7o \ 7o fiir alle
pETs\ TN

Da p nicht von der Wahl des Nord- und Siidpols N und S abhéngig
ist, haben wir gezeigt, dass sdmtliche (moglicherweise durch die Menge
E geschlitzte) Geraden, welche Teilmenge einer Ebene sind, die Sekan-
ten enthalt, durch ¥ auf Punkte oder bijektiv auf Geraden abgebildet
werden.

Fiir welche Geraden g miissen wir nun noch die Eigenschaft nachweisen,
dass W diese auf einen Punkt oder bijektiv auf eine Gerade abbildet?
Um diese Frage zu beantworten machen wir eine Fallunterscheidung
fiir g.

Falls g den Tangentialraum 7g in genau einem Punkt schneidet, so ist
g entweder selber eine Sekante, oder es liegen Punkte auf g, deren Ver-
bindungsgerade mit S eine Sekante ist. Im letzteren Fall wére dann
< gU{S} > eine Ebene, die Sekanten enthilt.

Liegt g in 7g, nicht aber in 7y, so gibt es offenbar Sekanten in der Ebe-
ne < guU{N} >.

Das bedeutet, dass die verbleibenden Geraden, die wir noch betrachten
miissen, in 7y N 7g liegt.

Um zu zeigen, dass auch in diesen Fall die Gerade g durch ¥ auf einen
Punkt oder bijektiv auf eine Gerade abgebildet wird, betrachten wir
die Ebene € :=< gU {S} >.
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Dann ist €,57 := €\ g eine affine Ebene und ¥ |, ein Homomorphis-
mus von der affinen Ebene ¢,7¢ in den affinen Raum 7¢ \ 7a.

Wir kénnen diese Ebene als Teilmenge von Uy mit 0 = S € €,¢5 auffas-
sen. Entsprechend identifizieren wir, wie oben, den Bildraum 7g \ 7y
mit Us. ¥ |, ;¢ lasst sich dann, als Homomorphismus von affinen Koor-
dinatenrdumen zerlegen in eine Parallelprojektion auf einem zum Kern
der Abbildung ¥ |, komplementéren Vektorraum und eine anschlie-
Bende Injektion in den Raum Us,.

Offenbar gibt es drei Fiille.

Die affine Ebene €,¢¢ wird durch ¥ |, it Bijektiv auf eine affine Ebene
von U, abgebildet (der Kern von W | . hat die Dimension 0).

Die affine Ebene ¢,y wird durch ¥ |, auf eine Gerade von U, abge-
bildet (der Kern von W |, ist eindimensional).

Die affine Ebene €,7; wird durch ¥ | . auf einen Punkt abgebildet
(der Kern von W |, . ist zweidimensional).

Wird die affine Ebene €, bijektiv auf eine affine Ebene abgebildet, so
kann kein Punkt von g der Menge E angehdren. Sei p € g ein Punkt,
dann entsprechen sdmtliche von g verschiedene Geraden durch p in €
genau einer Richtung in €,r; (g ist die Ferngerade von €,fy). Da keine
dieser affinen Geraden auf einen Punkt abgebildet werden, kann p kein
Element von F sein.

Sei €, das Bild der affinen Ebene €,y beziiglich W |, ... Dann schnei-
det < ¢,;; > den Tangentialraum 7y in einer Geraden g'.

Diese ist dann wie g in €5y die Ferngerade von €.

Da die Parallelklassen durch ¥ |, . bijektiv auf die Parallelklassen von
e, s abgebildet werden und alle Punkte von g, bzw. ¢’ Schnittpunkte
der in den affinen Ebenen paralleler Geraden sind, wird g offenbar bi-
jektiv auf g abgebildet.

Wir gehen nun davon aus, dass die Ebene €,5¢ auf eine Gerade abge-
bildet wird, d.h. genau eine Richtung dem Kern von V¥ |. . angehort.
Sei p € g der Punkt auf der Ferngerade g in dem diese Richtung g im
projektiven schneidet. Dann muss p der Menge E angehoren.

Wire p ¢ E, so werden sdmtliche Punkte der Richtung pS'\ {p} auf S
abgebildet. p wird aber, wie bei den obigen Féllen, in denen wir Ebenen
untersucht haben, die Sekanten enthalten (INV.Sp ist beispielsweise eine
solche Ebene) in die Menge 7y N 75 abgebildet. Dann wire aber das
Bild von pS unter ¥ zweielementig, was wegen der Reichhaltigkeit von
U nicht sein kann.

Da nur die Geraden einer Richtung auf einen Punkt abgebildet werden,
liegen die restlichen Punkte von ¢ nicht in £.

Da die Gerade g die Menge E schneidet, werden sémtliche Punkte von
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g auf einen Punkt abgebildet.

Falls die affine Ebene €,; auf einen Punkt abgebildet wird, so werden
alle Richtungen von €,s¢ auf einen Punkt abgebildet.

Man stellt analog zum obigen Fall fest, dass alle Punkte von g der
Menge E angehoren, die geschlitzte Menge g \ E ist also keine Gerade
des durch £ geschlitzten Raumes.

Damit haben wir nun gezeigt, dass simtliche Geraden des Geschlitzten
Raumes (V;)"\ E bijektiv auf Geraden oder Punkte abgebildet werden.
Da < E ># (V) folgt aus Satz 1.1.5, dass ¥ ein Homomorphismus
von projektiven Réumen ist. 0

Da, wenn iiberhaupt, nur starke Morphismen von Kettengeometri-
en iiber Quadriken projektive Erweiterungen gestatten, gehen wir nun
davon aus, dass p ein starker, nicht-trivialer Morphismus von Ketten-
geometrien iiber Quadriken ist.

Wir méchten nun zeigen, dass die Abbildung ¢ : U; — U ein Mor-
phismus von metrischen Vektorrdumen ist.
Hierzu benétigen wir, dass die Kreise in U; mittels der stereographi-
schen Projektione gewisse Entsprechungen im Residuum von N haben:
Durch drei nicht-kollineare Punkte ay, as, a3 € Uy geht genau ein Q-
Kreis m = k(ay, az, a3). Es ist {(m) = (e N Fy,) \ 7, wobei
€ =< C(al)a C(a2>7 C(a?)) >
Sind ¢(a1),((az), ((az) paarweise distant, so ist € N Fy, eine Kette und
k(ay,as, as) ein Kreis der keine Gerade enthélt. Ist eN Fy, ein Geraden-
kreuz, so ist k(ay, as, az) ein Geradenkreuz oder zwei parallele Geraden
(tritt im Fall ein, dass der Schnittpunkt vom Geradenkreuz in 7 liegt)
Ist e N F, ein Unterraum, so ist e N Fy, = € eine Ebene.
Man sieht leicht, dass (7!(¢) dann auch eine Ebene ist.
Zum Nachweis dieser Identifikation verweisen wir auf (10.22) 4) und 5)
in [32].

Bevor wir zeigen, dass ¢ ein Morphismus von metrischen Vektorrdumen
ist, benotigen wir noch einen Hilfssatz.

Satz 3.1.3. Im Bild von ¢ befinden sich zwei requlire Richtungen.

Beweis. Wir betrachten die im Beweis von Satz 3.1.1 betrachtete Ab-
bildung ¢'.

Nach Lemma 3.4 in [5] wird durch ¢’ nicht die gesamte Punktmenge
von Yg, (1,0) auf eine Gerade abgebildet. Der Bildraum ist also mindes-
tens zweidimensional.
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Damit ist auch der Bildraum von ¢ = ((¢") "0 (C2) [5,1.)) 09 © (C10€)
wenigstens zweidimensional (beachte, dass die Abbildungen ((¢')™! o
(€2) [sh,0.0) und (Gi 0 ¢) Isomorphismen sind).

Dass im Bild von ¢ tatséchlich zwei verschiedene reguldre Richtungen
liegen, sieht man wie folgt:

Wir fassen ¢ als Abbildung von 7¢ \ 7y nach 7¢ \ 7a+ auf. Sei C' eine
Kette durch N und S. Dann entspricht C'\ {/N} einer Geraden in Xy.
Diese Gerade entspricht wiederum einer Geraden g in 75\ 7y (betrachte
< C >nN1s\ 7n).

Dann wird C' durch p auf eine Kette ¢’ durch N’ und S" abgebildet
und die Gerade g wird entsprechend durch ¢ auf ¢’ :=< C" > N7 \ 75
abgebildet.

Da, wie oben gezeigt, das Bild von ¢ wenigstens zweidimensional ist,
gibt es einen Punkt p € 75\ 7y, der durch ¢ auf einen Punkt p’ € 75\ 7y
abgebildet wird, der nicht auf ¢’ liegt.

Dann liegt die Ebene € :=< ¢’ U {p'} > im Bild von ¢.

Wir betrachten < C" U {p'} >.

Der Schnitt der Quadrik Fy, mit diesem Unterraum ist, da dieser die
Kette C” enthélt, entweder ein Ovoid, ein Kegel oder ein Hyperboloid.
In jedem Fall finden wir neben der Kette C’ noch eine weitere Kette
durch N’ und $’, nennen wir sie C".

Dann ist < C’ > Nrg \ 7a eine von ¢’ verschiedene, regulire Richtung.
Da g ein starker Morphismus ist, sind sogar die Urbilder dieser beiden
regulidren Richtungen regulr. U

Jetzt kdnnen wir zeigen, dass ¢ ein Morphismus von metrischen Vek-
torraumen ist.

Satz 3.1.4. Die Abbildung ¢ : Uy — U, ist ein Morphismus von me-
trischen Vektorrdumen.

Beweis. Nach dem Satz 3.1.3 gibt es zwei regulére, linear unabhéingige
Vektoren v,u € Uy mit ¢(v), ¢(u) reguldr und linear unabhéngig. An-
dererseits ist ¢ sogar ein Homomorphismus von affinen Rdumen, d.h.
¢ ist semilinear und zerlegbar in eine Parallelprojektion 7 und einen
[somorphismus.

Sei By, eine Basis von ker(¢). Es ist u ¢ Span(Bger U v), da sonst
arky + -+ + ayk, + av = u bedeuten wiirde, dass 7(u) = awv, also
¢(au) = o(a)p(u). Damit wiren ¢(v) und ¢(u) linear abhéngig.

Wir bauen By, U {u, v} zu einer Basis B von U aus. Dann ist B\ By,
eine Basis von einem Unterraum W von U und ¢ |y injektiv.

Wir zeigen, dass ¢ | Kreise auf Kreise abbildet. Dann kénnen wir den
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Fundamentalsatz der affin-metrischen Geometrie auf ¢ |y anwenden.
Sei m = k(ay, asz,a3) ein Kreis, € = ((a1)((az)((asz) die entsprechende
Ebene, ¢(a1) =: ai, ¢(az) =: ay, ¢(as) =: as.

Ist € N Fy, eine Kette, so wird e N Fy, bijektiv auf die Kette € N Fy,
mit € =< ((a}),((a}),((a}) > abgebildet. Da p stark ist, werden ge-
rade die Elemente aus (e N Fp,) N7y auf Elemente aus (€' N Fy,) N7y
abgebildet (man beachte, dass u ein starker Morphismus ist und, dass
u Ketten auf Ketten abbildet).

Die Menge (e N Fy,) \ v wird bijektiv auf (¢' N Fg,) \ 7+ abgebildet,
was dem Kreis durch af, aj, a’; entspricht.

Ist k(ai,as,as) eine Ebene, so sind ((ay),((a2),((as) paarweise nicht
distant. Dann sind es ('(a}), ('(a}), ('(a}) auch nicht. Da ¢ ein Homo-
morphismus ist, wird die Ebene k(aq, ag, as) auf die Ebene k(a, a, a)
abgebildet.

Ist k(aq,as,a3) ein Geradenkreuz, so wird dieses auf ein Geradenkreuz
durch die Punkte a7, a, und a} abgebildet.

Da p die Distanzrelation (und damit auch die Nichtdistanz) beidseitig
erhélt, bildet auch ¢ ]a} die bislang behandelten Kreistypen entspre-
chend ab.

Sei jetzt k(ay, as, ag) zwei parallele Geraden. Nach Ausschlussverfahren
muss m’ = k(a}, ay, ay) zwei parallele Geraden sein, da sonst k(ay, as, as)
ein regulidrer Kreis, eine Ebene oder ein Geradenkreuz wire.

Da ¢ ein Homomorphismus von affinen Réumen ist, werden die zwei
parallelen Geraden durch die Punkte aq,as und as auf zwei parallele
Geraden durch die Punkte a}, a}, und aj abgebildet.

Nach dem Fundamentalsatz affin-metrischer Geometrien (siehe Satz
1.2.12) gibt es ein A € Kj mit o(Q1(w)) = AQ2(¢p(w)) fiir alle w € W.
Sei nun r ¢ W.

Dann gibt es wie im Beweis von Satz 1.3.6 zwei Moglichkeiten, ndmlich
r € Span(Bger U {v}) oder nicht.

Falls dem so ist, bauen wir By, U {u} zu einer Basis von U aus. Falls
nicht, machen wir es mit By, U {v}.

Sei oBdA B die ausgebaute Basis von U mit r,v € B und W' :=
Span(B \ Bger).

¢ |w bildet ebenfalls Kreise auf Kreise ab, sodass wir mittels des
Fundamentalsatzes der affin-metrischen Geometrie ein X' € KJ mit
o(Q1(w)) = NQz(w) fiir alle w € W' erhalten.

Fiir v gilt nun o(Q1(v)) = AQ2(¢(v)) = NQ2(¢(v)), also A = N.

Damit ist ¢ ein Morphismus von metrischen Vektordumen. [
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Nun koénnen wir unsere projektive Erweiterung von p definieren.
Wir setzen:

Uy Vi = Vo, X+ as+ fn = ¢(X) + o(a)s' + A o (B)n’

Man rechnet leicht nach, dass Wy ein Morphismus von metrischen Vek-
torrdumen ist (beachte, dass Q1(X 4+ as + fn) = Q1(X) — af).

Mit Wy bezeichnen wir den durch den Vektorraumhomomorphismus
induzierten Homomorphismus der projektiven Riume II(V;, K7) und
II(Va, Ky). _

Es wird sich herausstellen, dass Wy eine projektive Erweiterung von u
ist.

Analog erhélt man eine Abbildung Vg indem man die stereographi-
sche Projektion mit Nordpol S und Siidpol N betrachtet:
Bezeichnen wir mit 5 die Abbildung, die jeden Punkt p von 7y \ 75 auf
den Schnittpunkt pS N g abbildet und sei ¢’ entsprechend fiir N’ und
S’ definiert.
Dann kénnen wir, analog zu ¢, nachweisen, dass die Abbildung ¢ :=
(g:’ Ylopo ¢ ein Morphismus der metrischen Vektorrdume U; und U,
ist mit Begleitisomorphismus &.
Wir setzen dann:

Ug: Vi = Vo, X +as+ fn— ¢(X) +d(a)s + X 'a(B)n/

Dies ist natiirlich ebenfalls ein Morphismus von metrischen Vektorrdumen.
Analog zu ¥y bezeichnet Wg den durch Vg induzierten projektiven Ho-
momorphismus.

Bevor wir zeigen konnen, dass Wy eine projektive Erweiterung von
1 ist, benotigen wir einen weiteren Hilfssatz.

Satz 3.1.5. Sei U <V ein Untervektorraum, dim(U) > 4. Wir setzen
Qu = Q |v und M := Fg, \ (Tnv U Tg).

Die Quadrik Fg, enthalte wenigstens eine Kette.

Sei n eine Kollineation von 11(U, K1) mit n(X) = X fir alle X €
MU{S,N}.

Dann ist n = idyn.

Beweis. Man siehe den Beweis von Lemma (10.24) in [32]. O
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Satz 3.1.6. Die Abbildung Vy ist eine projektive Erweiterung von .

Beweis. Wir méchten nun zeigen, dass Uy eine projektive Erweiterung
von 4 ist.

Uy stimmt offenbar mit p auf Pp \ 7y iiberein, da Wy entsprechend
mittels ¢ definiert wurde. Analog stimmt Wg mit p auf P, \ 7g iiberein
und insgesamt stimmen Wy und g mit p auf P, \ (7y U 7g) iiberein.
Wir mochten nun zeigen, dass ¥y und ¥g mit pauch auf P N7y N7y
iibereinstimmen.

Sei dazu p € PLN71yNTg, gy die Gerade durch p und N, gg die Gerade
durch p und S. Wir betrachten eine beliebige Kette C' durch N und
S, sowie den durch die Kette und p aufgespannten, dreidimensionalen
Teilraum U,.

Eingeschrénkt auf U, ist die Quadrik ein Kegel mit Spitze p oder ein
Hyperboloid.

Der Schnitt dieses Kegels bzw. Hyperboloids mit der Ebene durch pN.S
ist auf jeden Fall ein Geradenkreuz mit Schnittpunkt in p.

Wir zeigen, dass sowohl Uy als auch Vg in jedem dieser beiden Fille
das Geradenkreuz auf das selbe Geradenkreuz (und damit auch p auf
den selben Schnittpunkt) abbilden.

Falls die Quadrik in U, ein Kegel ist, so muss p die Spitze des Kegel
sein. Betrachten wir einen von N und S verschiedenen Punkt a auf
der Kette C, so ist pa eine Tangente. Alle Punkte auf dieser Tangente
(auBler p) sind zu N und S distant.

Wir finden also einen von a verschiedenen Punkt ¢ auf dieser Tan-
genten, der sowohl zu N, als auch zu S distant ist. Dieser Punkt
wird durch Uy und Ug auf dem selben Punkt abgebildet, da dieser
nicht in den Tangentialriumen von N und S liegt. Da Uy und ¥g
die Kette C auf die selbe Kette abbilden und U, keinen Radikalpunkt
enthélt, bilden diese beiden Abbildungen den dreidimensionalen Raum
U, =< CU{q} > bijektiv auf den selben Teilraum in II(V5, K5) ab. Die
in diesem Teilraum enthaltende Quadrik muss wieder ein Kegel sein, da
Uy (und natiirlich auch ¥g) durch einen Morphismus von metrischen
Vektorrdumen induziert ist.

Da Uy und ¥g den Punkt N auf N’ und den Punkt S auf S” abbilden,
bilden diese beiden Abbildungen das auf dem Kegel in U, liegende Ge-
radenkreuz Np U Sp auf das eindeutige, auf dem Kegel im Bildraum
von U, liegende Geradenkreuz durch N’ und S" ab.

Nennen wir den Schnittpunkt p’. Dann wird offenbar p durch ¥y und
U auf p’ abgebildet.

Falls die in U, enthaltende Quadrik ein Hyperboloid ist, so betrachten
wir wieder einen von N und S verschiedenen Punkt a auf C'. Durch
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diesen Punkt gehen zwei Tangenten g; und gs, die jeweils einem Regu-
lus von dem Hyperboloid angehéren.

Durch N und S gehen ebenfalls zwei Tangenten (eine Tangente von N
ist die Gerade Np und eine von S ist die Gerade Sp) die jeweils einer
der beiden Reguli angehdren.

Da nur eine der beiden Tangenten von N und entsprechend von S die
Gerade ¢; in einem von a verschiedenen Punkt schneidet findet man
auf g; einen Punkt ¢; # a, der sowohl zu N, als auch zu S distant ist.
Ebenso findet man einen Punkt ¢, # a auf g, welcher distant zu N
und S ist.

Damit bilden, wie im Fall eines Kegel oben, die Abbildungen ¥y und
Ug den Raum U, bijektiv auf den selben dreidimensionalen Raum in
I1(Va, K3) ab (man beachte, dass ein Hyperboloid keinen Radikalpunkt
enthélt).

Die Quadrik im Bildraum ist ebenfalls ein Hyperboloid, da ¥y (und
entsprechend ¥ g) durch Morphismen von metrischen Vektorrdumen in-
duziert wurden und demnach die Distanzrelation in beide Richtungen
erhalten.

Ebenso bilden ¥y und Vg die Gerade ¢; = aq; und g» = ago auf die
selbe Gerade ab, da die Punkte a, ¢; und ¢y sowohl zu N, also auch zu
S distant sind.

Damit bilden ¥y und Uy entsprechend die Reguli des Hyperboloid in
U, jeweils auf die selben Reguli des Hyperboloid im Bildraum ab.
Damit wird das Geradenkreuz Np U Sp auch in diesen Fall durch Wy
und Uy auf das selbe Geradenkreuz im Bildraum abgebildet, sowie der
Schnittpunkt p auf dem Schnittpunkt des Geradenkreuzes im Bildraum
(bezeichnen wir diesen Schnittpunkt weiterhin mit p’).

Setzen wir gy := Np und gg := Sp.

Da wir | Ky |> 5 vorausgesetzt haben, findet man jeweils zwei verschie-
dene Punkte pin, pan € gy \ {N,p} und pig, pas € gs \ {5, p}.

Aus der Sicht von Wy wissen wir, dass p bis auf den Punkt p die Ge-
rade gs auf die Gerade g := Wy (p1s)Vn(p2s) abbildet. Fiir p ist es
noch nicht klar, ob u(p) = ¥y (p) gilt.

Analoges gilt fiir gy und ¥g (nennen wir die Bildgerade entsprechend
In)-

Da p kein Radikalpunkt ist, liegt p auf mindestens einer Kette. Sei d
ein auf einer beliebigen Kette durch p liegender, von p verschiedener
Punkt. Wir kénnen d als Nordpol und p als Siidpol betrachten. Dann
liegt das oben betrachtete Geradenkreuz im Tangentialraum 7, und
wird durch die durch d und p induzierte Stereographische Projektion
auf ein Geradenkreuz abgebildet.

Dieses Geradenkreuz muss jenes durch g und ¢4 sein. Damit muss
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aber p auch p auf p’ abbilden.

Damit stimmen ¥y und Vg mit p auf P, N7y N7y iiberein.

Um den Rest zu zeigen, zeigen wir, dass Uy und Ug den selben Kern
und das selbe Bild besitzen.

Dazu betrachten wir p € (Vg;)". Sei U, wieder der durch p und einer
beliebigen Kette durch N.S aufgespannten dreidimensionalen Raum.
Dieser ist wieder ein Kegel mit Spitze p. Wir finden auch einen einfa-
chen Punkt d € U, welcher nicht auf der Kette durch V.S liegt und
welcher distant zu N und S ist (man betrachte einen Punkt auf der
Kette durch NS ungleich N, .S und wéhle einen Punkt auf der Geraden
durch p und diesen Punkt, welcher von diesen beiden Punkten verschie-
den ist).

Uy und Uy stimmen mit 4 in d iiberein. Bildet p den Punkt d auf einen
auf der Bildkette durch N'S’ gelegenen Punkt ab, so wird U, sowohl
durch Uy als auch durch Ug auf die Ebene durch die Bildkette von NS
abgebildet, dann liegt p sowohl im Kern von Uy als auch im Kern von
Ug. Falls nicht, wird der Raum U, bijektiv auf einen dreidimensionalen
Raum sowohl durch ¥y als auch durch ¥g abgebildet.

Dann liegt p weder im Kern von ¥y noch im Kern von Ug.

Somit stimmen die Kerne von Uy und Vg iiberein.

Wir betrachten nun einen beliebigen, N und S umfassenden, zu ker (¥ y) =
ker(¥s) komplementiren Unterraum W (kann man konstruieren, in-
dem man wieder entsprechende Basen ausbaut).

Dann sind Wy | und Ug |y bijektiv.

Nach Satz 1.2.7 hat W eine Basis aus einfachen Punkten. Sei B eine
solche Basis. Wir betrachten wieder eine beliebige Kette durch NS in
Ww.

Sei b € B. Falls b nicht auf der Kette liegt, so ist die Quadrik des durch
die Kette durch NS (nennen wir sie K') und dem Punkt b aufgespann-
ten, dreidimensionalen projektiven Raumes ein Ovoid, eine Kegel oder
ein Hyperboloid.

(Wir bezeichnen mit <> die lineare Hiille in II(Vy, K7),II(Vs, K3) in
der Hoffnung, dass keine Verwechslungsgefahr besteht.)

In jedem Fall kann man ein d auf der Quadrik finden, welches zu N
und S distant ist. Dann gilt offenbar:

<UN{IUK) >=Un(< {bJUK >) =Un(< {dJUK >) =
<UN{d}UK) >=< Us({d} UK) >=

Ug(< {d} UK >) = Ug(< {b} UK >), da W ein Austauschraum ist.
Es ist dann Bild(Vy) = Un(< BUK >) = Un(< Upep({bJUK) >) =
< Upep < Un({b} U K) >>=< Upep < Us({b} U K) >>= Ug(<
Upes({b} UK >) = Ug(< BUK >) = Bild(Vs).
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Damit stimmen auch die Bilder von Uy und Vg iiberein.
Damit kénnen wir die Bijektion Uy ];Vl oWUg |w: W — W betrachten.
Nach Satz 3.1.5 gilt Uy |} oUs |w= idy, also Uy |w= Vs |y
Insgesamt haben wir Uy = Ug gezeigt.
Da Vg auf 7y mit p iibereinstimmt, ist insgesamt ¥y = Uy eine pro-
jektive Erweiterung von pu.

O

AbschlieBend zeigen wir noch, dass die projektive Erweiterung Wy
die eindeutige projektive Erweiterung von p ist.

Satz 3.1.7. Die projektive Erweiterung ¥ y ist eindeutig bestimmt. Der
Morphismus p besitzt also eine eindeutige projektive Erweiterung.

Beweis. Um die Eindeutigkeit einer projektiven Erweiterung von u zu
zeigen, sei W eine weitere projektive Erweiterung, induziert durch den
Morphismus von metrischen Vektorrdumen ¥ mit Begleitisomorphis-
mus o’.

Der Punkt v + an + s wird also abgebildet auf K1V (v 4+ an + s) =
K1(¥(v) + o' (a)¥(n) + o' (B8)¥(s).

Fir U(Kin) = Kon', U(K;s) = Kys' gibt es A, Ay € Ky mit U(n) =
A, U (s) = Aos'.

Der Punkt wird also abgebildet auf Ky(\y "W (v)+0’ () Ay ' in/+0"(B8)s").
Dabei muss offenbar A\;*¥(v) der von x induzierte Morphismus ¢ affin-
Metrischer Rdume sein (damit stimmt auch schon der Begleitisomor-
phismus von ¥ mit dem von ¥y iiberein. Es ist also o’ = o).

Dieser erfiillt offenbar o(Q1(v)) = AQ2(P(v)) fiir ein A € K.

Wir betrachten nun einen Punkt K (v+ Q1 (v)n+s) unserer Kettengeo-
metrie mit Q1(v) # 0 (man betrachte z.B. w; € Uy mit Q1 (w;) = 1).
Dieser wird durch W abgebildet auf den Punkt der Kettengeometrie
Ka(6(0) + A3 \io(Qu(0)n’ + ).

Auf Grund der Eindeutigkeit der Darstellung der Punkte der Ket-
tengeometrie nach Satz 2.2.2 ist Ky(o(v) + Ay ' Ao (Qi(v))n' + 5') =
Ka(6(v) + Qa(6()n’ + ). Bs st also A3 \o(Q1(v)) = Qa(9(v)) =
Ao (Q1(v)), also Ayt A1 = A7 wegen Qy(v) # 0.

Damit ist ¥ = Wy, also die Eindeutigkeit gezeigt. U



86

3.2. Triviale Morphismen.

Wir wollen nun unsere Aufmerksamkeit den trivialen Morphismen
von Kettengeometrien iiber Quadriken schenken.
Es sind also wieder (V1, K1, Q1) und (Va, K3, QQ2) metrische Vektorrdume,
welche die Generalvoraussetzung 1.3.1 erfiillen und 3(Q,) = (P, Cy)
und X(Q2) = (P, Cy) die entsprechenden Kettenrdume.
Wir nehmen | K |,| K2 |> 5 an.
Ein trivialer Morphismus ist ein Morphismus (erhélt also die Distanz-
relation), der alle Ketten von (@) auf genau eine Kette in 3(Q)s)
abbildet.
Da Bilder von Ketten wiederum Ketten sein miissen, werden Ketten
bijektiv auf die eine Kette abgebildet.
Betrachten wir also einen beliebigen trivialen Morphismus 7 : Py — P,
der auf eine Kette C' € C, abbildet, so ist (7 |¢)~! fiir alle Ketten
C € C; ein trivialer Morphismus, der von dem Kettenraum, der nur
aus C” besteht in den Kettenraum (@) abbildet.
7¢ := (7 |¢)"' o 7 ist dann ein trivialer Morphismus von P, nach P,
welcher die Kette C' fix lasst.
Aus einem trivialen Morphismus gewinnen wir also stets einen Mor-
phismus, der unsere ”Lieblingskette” C' fix lasst.
Betrachten wir einen Punkt p € C', so werden durch 7 genau die Punk-
te aus P, auf p abgebildet, die bei 7 auf das selbe Element abgebildet
werden, wie p. Die Abbildung 7¢ ist also durch 7 und C' eindeutig be-
stimmt.
Da 7¢ die Distanzrelation erhilt, darf 7o nur solche Punkte auf p ab-
bilden, die mit p auf einer Tangente liegen.
Die Existenz eines Ovoid schliesst die Moglichkeit eines trivialen Mor-
phismus aus. Denn sonst konnten wir eine Kette C' in diesem Ovoid,
sowie einen Punkt p auf dem Ovoid betrachten, der nicht auf C' liegt.
Dieser miisste dann durch 7 auf einen Punkt auf C' abgebildet werden,
was mangels Tangenten im Ovoid nicht sein kann.
Betrachten wir eine beliebige Kette C' € C; und einen Punkt p € P,
welcher nicht auf C' liegt, so konnen wir uns die Frage stellen auf welche
moglichen Punkte in C, die Abbildung 7o den Punkt p abbilden kann.
Hierzu betrachten wir den dreidimensionalen Unterraum < {p} UC' >.
Dieser schneidet die Quadrik Fp, entweder einem Kegel oder einem
Hyperboloid.
Im Falle eines Kegels gilt: Ist p nicht die Spitze des Kegels, so gibt es
eine eindeutige Tangente, die p und C' schneidet. Es gibt also nur einen
moglichen Bildpunkt fiir p auf C.
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Falls tatsédchlich p die Spitze des Kegels ist, so kann es keinen tri-
vialen Morphismus geben, wie wir spéter zeigen werden (dies ist ne-
ben der Existenz eines Ovoid das einzige Ausschlusskriterium fiir die
Moglichkeit eines von P; ausgehenden trivialen Morphismus).

Im Falle eines Hyperboloid gehen durch p genau zwei Tangenten, die
im Hyperboloid liegen und C' in jeweils einem Punkt schneiden. Diese
beiden Tangenten stammen jeweils aus zwei Geradenscharen R; und
R,, welche aus windschiefen Geraden bestehen und deren Vereinigung
die gesamte Punktmenge des Hyperboloid ist (siehe Satz 1.2.10).
Durch jeden Punkt p gibt es jeweils eindeutige Tangente ¢¥ aus R;,i =
1,2 mit eindeutigen Schnittpunkten g’ N C.

Es gibt also zwei mogliche Bildpunkte fiir p.

Tatséchlich verhélt es sich so, dass wenn z.B. p durch 7¢ auf ¢gf NC' ab-
gebildet wird, alle Punkte g des Hyperboloiden auf den entsprechenden
Schnittpunkt von C mit der Geraden ¢ aus R; abgebildet werden.
Der triviale Morphismus ist auf dem Hyperboloid betrachtet also eine
Projektion entlang einer der beiden Geradenscharen auf C.

Dies werden wir nun beweisen.

Seien p, g zwei verschiedene Punkte des Hyperboloid, die nicht auf C'
liegen und 7¢(p) = CNgy = p' und 7¢(q) = C Ngd =: ¢’ und sei
¢ € Ry und ¢4 € R,.

Wir behandeln zunéchst den Fall, dass p und ¢ distant sind.

Sei r := g7 Ngd. Dann ist r ¢ C, da 7¢ die Distanzrelation erhélt und
r#D,q.

Der Punkt r wird entweder durch g] = ¢} (g7 ist die Tangente aus R
durch r) auf p’ abgebildet oder auf ¢’ durch g5 = ¢4.

Sagen wir oBdA r wird auf ¢’ abgebildet.

Da auf jeder Geraden wenigstens drei Punkte liegen, finden wir auf gg
einen Punkt ¢, welcher zu p distant ist (die einzigen nicht distanten
Punkte auf ggl sind die Schnittpunkte dieser Geraden mit g¢7).

Da der Kettenraum stabil ist, finden wir eine Kette durch r und ¢,
nennen wir sie C*.

Wir betrachten nun 7¢+. Wohin bildet diese Abbildung nun p’ ab?

Es gibt nur die beiden Mdoglichkeiten ¢ und r. Der Punkt r kann es nicht
sein, da ¢ auf r abgebildet wird und die Bilder von p und ¢ verschieden
sind.

Wird p’ auf t abgebildet, so wird auch p auf ¢ abgebildet, was aber der
Tatsache widerspricht, dass 7+ die Distanzrelation erhélt.

Somit haben wir fiir diesen Fall einen Widerspruch.

Seien nun p, ¢ nicht distant, also oBdA g{ = ¢}.

Sei oBdA 7¢(p) =CNgl = p und 7¢(q) = CNgd =:¢.
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Wir betrachten ggl. Samtliche Punkte ¢ # p’ auf dieser Geraden wer-
den durch 7¢ auf C'N g} abgebildet, da sie zu p distant sind und 7 die
Distanzrelation erhélt.

Diese Punkte sind auch zu ¢ distant und da ¢ auf C' N g4 abgebildet
wird, sind wir wieder im ersten Fall. [

Als néchstes zeigen wir, dass es im projektiven Raum von (@)
keinen dreidimensionalen Unterraum geben kann, in dem die Quadrik
ein Kegel mit Spitze, welche nicht im Radikal der Quadrik Fy, liegt ist
und ein von P; ausgehender, trivialer Morphismus existiert.

Wir nehmen an, es gibe einen solchen Unterraum und einen trivialen
Morphismus 7 : P, — P,. Sei v die besagte Kegelspitze und C eine
Kette im Kegel.

Wir betrachten 7¢. Es muss einen Punkt p € C' geben, mit 7¢(v) = p,
d.h. alle Punkte auf der Geraden pv werden auf dem selben Punkt, wie
v abgebildet. Betrachten wir nun einen Punkt ¢ € C' mit p # ¢, so wer-
den alle Punkte auf vq \ {v} auf ¢ abgebildet. Da, wegen | K, |> 5 auf
den Geraden mindestens sechs Punkte liegen, finden wir auf vg noch
einen Punkt ¢ # ¢, v, welcher ebenfalls auf g abgebildet wird.

Da jeder Punkt einer Kettengeometrie auf einer Kette liegt, konnen
wir eine Kette C* durch v betrachten.

Eine solche Kette ist natiirlich nicht im Kegel enthalten, da v die Spit-
ze des Kegels ist. Weiter betrachten wir den dreidimensionalen Raum
<A{q}uC* >.

Die Quadrik in diesem Raum kann kein Kegel sein, denn sonst wiirden
¢,t und v auf einer Tangenten liegen, also mindestens einer der Punkte
q oder t das selbe Bild beziiglich 7o+« und damit auch beziiglich 7 wie v
besitzen, da mindestens einer dieser Punkte nicht die Spitze des Kegels
ist.

Also ist die Quadrik ein Hyperboloid, welcher die Gerade vq enthélt.
Die Punkte des Hyperboloid, welche auf dem selben Punkt abgebildet
werden werden genau durch einen der beiden Reguli Ry oder Ry des
Hyperboloid beschrieben, wie wir zuvor gezeigt haben. Da auf vg zwei
von ¢ verschiedene Punkte liegen und diese auf dem selben Punkt ab-
gebildet werden, muss die gesamte Gerade vq auf dem selben Punkt
abgebildet werden, also auch v und ¢, was ein Widerspruch ist. [

Fiir die Klein-Quadrik (siche Beispiel 1.2.1 (5)) im projektiven Raum
II(K° K) gibt es nach (4.35)(2) in [9] einen Teilraum, dessen Schnitt
mit der Klein-Quadrik ein Kegel ist. Die Spitze dieses Kegels liegt, we-
gen (K%)1 = {0} nicht im Radikal der Quadrik.
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Somit kann es keinen von der Klein-Quadrik ausgehenden, trivialen
Morphismus geben.

Wir gehen nun davon aus, dass (@) weder einen Ovoid, noch
einen Kegel bei dem die Spitze kein Radikalpunkt der Quadrik Fp,
ist, enthélt und werden einen trivialen Morphismus 7 : P, — P; kon-
struieren, der eine Kette festhéalt.

Sei dazu C eine Kette in 3(Q).

Wir betrachten sédmtliche Hyperboloide, die C' als Kette enthalten.
Unser Ziel ist es, fiir jeden Hyperboloid durch C' einen seiner beiden
Reguli festzulegen, um so spéter einen trivialen Morphismus zu defi-
nieren.

Dabei miissen wir geschickt vorgehen, da bei beliebiger Festlegung die
Distanzrelation nicht mehr erhalten bleibt.

Wir definieren daher fiir jedes Paar (H;, Hy) von Hyperboloiden, die C
als Kette enthalten, eine Bijektion 7y, m,) : H1 — Hs folgendermafen:
Falls H, = Hy setzen wir my, g, := idpy,.

Falls nicht, so schneiden sich H; und H, genau in C.

Sei p € H; ein Punkt. Falls p € C so bilden wir p auf p ab. Falls nicht,
so betrachten wir den Tangentialraum 7, von p. Dieser schneidet H; in
einem Geradenkreuz mit p als Schnittpunkt und schneidet C' in zwei
Punkten a,b. Da dieser aber auch eine Hyperebene ist, schneidet 7,
den dreidimentionalen Raum, welcher Hs enthélt in einer Ebene, die
a, b enthélt.

Da eine Ebene die Quadrik in einem Unterraum, einer Kette oder ei-
nem Geradenkreuz schneidet, wird H, offenbar in einer Kette oder ei-
nem Geradenkreuz geschnitten, da der Schnitt die distanten Punkte a
und b enthélt. Da aber keine Kette C* im Tangentialraum von p liegen
kann, da p sonst die Spitze des in < C* U {p} > enthaltenen Kegels
wére, p aber ein einfacher Punkt ist und wir gefordert haben, dass Fy,
keinen Kegel mit Spitze, welche nicht im Radikal von Fy), liegt enthalt,
muss Hy von 7, in einem Geradenkreuz geschnitten werden. Nennen
wir den Schnittpunkt des Geradenkreuzes q.

Dann setzen wir m(g, m,) 1= q.

Wir zeigen nun, dass m(g, m,) auch bijektiv ist.

Dazu betrachten wir 7 := (g, g,) © T(H,,Hy)-

Seip € Hy. Falls p € (', so wird p durch 7 auf p abgebildet. Falls nicht,
so wird p durch (g, g,) auf einem Punkt ¢, der nicht auf C liegt ab-
gebildet. Es ist also pq eine Tangente. Der Punkt ¢ wird durch (g, u,)
auf ein Geradenkreuzschnitt abgebildet, der a, b, p enthélt. Dieser Ge-
radenkreuzschnitt ist aber gerade p. Somit ist m = idp,, also 7 g, u,)
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injektiv und da auch 7y, g,) 0 T(m, 1) = idp, ist m(g, m,) auch bijektiv.
Ist g eine Gerade, die in H; liegt, so ist auch 7y, m,)(g) eine Gerade.
Denn sei g C H; eine Gerade, p € g\ C. Dann schneidet g die Kette
C in einem Punkt a. Sei p' := m(y, u,)(p). Dann ist der Ebenenschnitt
< p,a,p’ > mit der gesamten Quadrik kein Geradenkreuz, da p und p’
nicht distant sind, sondern die ganze Ebene < p, a,p’ >. Je zwei Punk-
te dieser Ebene liegen auf Tangenten. Das heisst, dass ¢ zu sdmtlichen
Punkten auf p’a nicht distant ist. m(x, #,)(¢) ist der Schnitt eines Gera-
denkreuzes, wobei p'a eine der beiden Geraden ist. Also liegt (s, m,)(q)
auf der Geraden p'a. Da m(g, m,) = W(};h i) und auch diese Abbildung
Geraden in Geraden abbildet, folgt, dass m(g, #,) Geraden auf Geraden
abbildet.

Offenbar bildet 7 (g, 1,y Reguli auf Reguli ab, denn wéren etwa g, g
zwei verschiedene windschiefe Geraden, die dem selben Regulus in H;
angehdren, so bildet 7 (g, m,) diese Geraden auf zwei disjunkte Geraden
in Hy ab, die dem selben Regulus von H, angehoren, da diese Abbil-
dung bijektiv ist.

Auch konnen wir einsehen, dass 7y, #,) die Distanzrelation erhélt.
Sei p ein Punkt von H;, welcher auf einen Punkt ¢ = 7y, p,) in Hp
abgebildet wird. Der Tangentialraum von p schneidet H; in einem Ge-
radenkreuz mit Schnittpunkt p und H, in einem Geradenkreuz mit
Schnittpunkt ¢. Daraus und aus der Tatsache, dass m(g, #,) = 7T(_Hl1’ Hy)
folgt unmittelbar, dass p zu genau den selben Punkten in H, distant
ist, wie ¢ und umgekehrt ¢ genau zu den selben Punkten in H; distant
ist, wie p. Da (g, m,) auch Geraden auf Geraden abbildet, wird das
Geradenkreuz durch p auf das von ¢ abgebildet, es werden also genau
die nicht-distanten Punkte von p in H; auf die zu p und damit auch
von ¢ nicht-distanten Punkte in Hy abgebildet. Daraus folgt fiir Punkte
rin Hy:

Esist pAr <= 7, 1) (0) AT, 1) (1) und pAr <= pAT g, ) (r).0

Nun kénnen wir eine Aquivalenzrelation auf den Reguli definieren,
die zu Hyperboloide, welche C' als Kette enthalten gehoren.
Sei R(H,) ein Regulus von Hy und R(H>) einer von Hy und 7y, m,) (R(H4)) :=
(i (9) | 9 € RUED)Y.
Dann setzen wir R(H;) ~ R(Hs), falls m(p, m,)(R(H1)) = R(Hs).
Da (g, 1) = idp, ist ~ reflexiv.
Da 7 (p,,m,) = W(_I;h ) und Reguli auf Reguli abbildet, ist ~ auch sym-
metrisch.
Um die Transitivitdt zu zeigen, nehmen wir an, ~ sei nicht transitiv.
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Dann gibt es drei Hyperboloide H;, Hy und Hj, welche C' als Kette ent-
halten, fiir deren Reguli die Transitivitdt von ~ wie folgt nicht erfiillt
ist:

Seien Rf" fiir j = 1,2 die beiden Reguli von H; fiir i = 1,2, 3.

Wir nechmen oBdA an, dass R ~ RI™ (dann ist natiirlich auch
R~ RI) und R ~ R (analog gilt RY® ~ R®) nicht aber
R ~ R Dann muss R ~ RY® und RY' ~ RI™ gelten.

Wir betrachten zwei verschiedene Punkte a und b auf der Kette C.

In jedem der drei Hyperboloide H; gibt es zwei Geraden durch a, die
jeweils zu einen der beiden Reguli gehdren, sagen wir ¢i(a) € R und
gi(a) € RY. Analog findet man Geraden gi(b) € R und gi(b) € RL
durch b.

Wir setzen p; := gi(a) N g4(b) und ¢; := g4(a) N gi (D).

Aus den obigen Bedingungen an ~ folgt, dass 7(g, m,)(P1) = P2, T, 1) (q1) =
Ga, SOWie (g, 1) (P2) = p3 und 7(w, my)(q2) = 3, aber T(w, 1y (P1) = g3
und g, 1) (1) = ps ist.

Da die Projektionen 7y, m,y, T(#,,m;) und (g, 1) die Distanzrelation
erhalten, gilt p; Ags, ¢2/Aps, aber auch p;/Aps. Damit haben wir drei
paarweise distante Punkte pq, g2, p3 durch die eine Kette C* geht und
auf der a nicht liegt, da a zu allen drei Punkten pq, ¢o, p3 nicht distant
ist.

Betrachten wir den dreidimensionalen Raum < C* U {a} >, so ist die
in diesen Raum enthaltende Quadrik offenbar ein Kegel mit Spitze a,
also einer Spitze, die nicht im Radikal der Quadrik Fp, liegt. Damit
haben wir einen Widerspruch.

Insgesamt haben wir also gezeigt, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist,
die offenbar sdmtliche, zu Hyperboloide durch C gehérige Reguli in
zwei Aquivalenzklassen aufteilt. O

Nun kénnen wir einen trivialen Morphismus 7 : P, — P; auf eine
Kette C von %(Q1) wie folgt definieren:
Da ~ eine Aquivalenzrelation ist, werden die Reguli auf den Hyperbo-
loiden, die C' enthalten in zwei Klassen aufgeteilt, sagen wir R} und
RY.
Fiir p € C setzen wir 7(p) := p.
Fiir p ¢ C betrachten wir den Teilraum < C' U {p} >.
Die in diesem Teilraum enthaltende Quadrik ist entweder ein Kegel,
deren Spitze im Radikal von Fy, liegt oder ein Hyperboloid, der C als
Kette enthalt.
Falls die Quadrik ein Kegel ist, so gibt es eine eindeutige Tangente
durch p, die im Kegel liegt und die C' in einem Punkt ¢ schneidet.
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Dann setzen wir 7(p) := gq.

Ist die Quadrik hingegen ein Hyperboloid, so gibt es durch p genau
eine Tangente durch p, die einem Regulus der Klasse R} angehort, so-
wie einen eindeutigen Schnittpunkt ¢ mit C besitzt. Dann setzen wir
7(p) =¢.

Auf diese Weise wird jedem Punkt eindeutig ein Punkt auf C' zugewie-
sen.

Wir mochten nun zeigen, dass 7 ein trivialer Morphismus ist.

Dazu zeigen wir zunéchst, dass 7 die Distanzrelation erhalt.

Seien hierzu p und ¢ zwei distante Punkte in P;.

Liegen p und ¢ beide in C', so werden p auf p und ¢ auf ¢ abgebildet.
Liegt nur einer der Punkte auf C', sagen wir p, so betrachten wir die
im Teilraum < C'U {q} > enthaltende Quadrik.

Diese ist entweder ein Kegel oder ein Hyperboloid.

Nach Definition von 7 wird ¢ sowohl im Falle eines Kegel, als auch im
Falle eines Hyperboloid auf einen Schnitt von C' mit einer Tangente
durch ¢ abgebildet. Da ¢ zu p distant ist, schneidet die Tangente C'
nicht in p.

Falls weder p noch ¢ in C' liegen, betrachten wir den Teilraum
<{ptu{gtuC >

Dieser ist entweder dreidimensional oder vierdimensional.

Falls der Teilraum dreidimensional ist, gibt es fiir die im Teilraum ent-
haltende Quadrik wieder die beiden Falle, dass es sich bei der Quadrik
um einen Kegel, bzw. einen Hyperboloid handelt.

In beiden Féllen werden sdmtliche Punkte mittels 7 auf Schnitte von
Tangenten durch diese Punkte mit C' abgebildet. Da die Tangenten
in beiden Féllen eindeutig und disjunkt sind (man beachte, dass beim
Kegel die Spitze kein Punkt der Kettengeometrie ist und, dass im Falle
eines Hyperboloid die Tangenten aus dem in R]" enthaltenden Regulus
stammen miissen), werden p und ¢ auf distante Punkte abgebildet.
Falls der Teilraum vierdimensional ist, so erfiillt die im Teilraum ent-
haltende Quadrik die Generalvoraussetzung 1.3.1.

Da der Teilraum vierdimensional ist, ist die Dimensionsbedingung in
1.3.1 offenbar erfiillt. Da der Teilraum die Kette C' enthélt, besitzt die
Quadrik auch mindestens eine Sekante.

Die Quadrik ist auch nicht in der Vereinigung zweier Hyperebenen ent-
halten. Hierzu nehmen wir an, es gidbe zwei Hyperebenen ¢; und ¢,
im Teilraum, deren Vereinigung die im Teilraum enthaltende Quadrik
enthélt.

Dann muss auch die Kette C' in dieser Vereinigung enthalten sein.
Falls die Ebene < C' > in keiner der beiden Hyperebenen enthalten
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ist, so schneiden die Hyperebenen diese Ebene jeweils in einer Gera-
den. Dann wird aber auch die Kette C' nur in héchstens vier Punkten
geschnitten. Da wir | K |> 5 vorausgesetzt haben, liegen aber mindes-
tens sechs Punkte auf C'. Damit wére aber C' nicht in der Vereinigung
der beiden Hyperebenen enthalten.

Nehmen wir nun an, dass < C' > in einer der beiden Hyperebenen,
sagen wir, €; enthalten ist, nicht aber in €;. Die Quadrik besitzt eine
Basis aus einfachen Punkten. Damit finden wir einen einfachen Punkt
r in €5, der nicht in €; enthalten ist.

Betrachten wir < C'U {r} >. Die Hyperebene ¢; schneidet diesen Teil-
raum nur in < C' >, da sie sonst den Punkt r enthalten wiirde. Dann
liegen aber die restlichen Punkte der in < C'U {r} > enthaltenden
Quadrik in e5. Diese Punkte reichen aber aus, um den dreidimensiona-
len Teilraum < C'U {r} > aufzuspannen, denn die in diesen Teilraum
enthaltende Quadrik ist entweder ein Hyperboloid oder ein Kegel und
man findet offenbar durch drei paarweise verschiedene Punkte a, b und
¢ € C drei in dieser Quadrik liegenden Tangenten g,, g, und g. mit
ga NC =H{a}, g N C = {b} und g. N C = {c}, die ausreichen um
< C'U{r} > aufzuspannen. Da ¢4, g, g C< (9o U gp U gc) \ C > span-
nen die Punkte, die auf der Quadrik in < C'U {r} >, jedoch nicht auf
C liegen, diesen Teilraum auf. Da €, eine Hyperebene ist, umfasst e,
diesen Raum und damit widerspriichlicherweise auch C'.

Nehmen wir nun an, dass C' im Schnitt beider Hyperebenen liegt.

Da die Quadrik in < {p} U {q} U C > eine Basis aus einfachen Punk-
ten besitzt, finden wir entsprechende einfache Punkte r und ¢, wobei
r€e \eund s € e\ € liegt.

Dann schneidet die Gerade rt die Hyperebene €; genau in r und e,
genau in .

Diese Gerade muss eine Sekante sein, denn sonst wére sie eine Tan-
gente und wiirde dann Punkte der Quadrik enthalten, die nicht in der
Vereinigung der beiden Hyperebenen liegen.

Damit sind r und ¢ distant.

Da die in < C U {r} >, bzw. < C U {s} > enthaltenden Quadriken
entweder Hyperboloide, bzw. Kegel sind gibt es fiir » und ¢ jeweils
hochstens zwei Punkte auf C', zu denen diese beiden Punkte nicht di-
stant sind.Das heisst, dass man einen Punkt auf s auf C' findet, zu dem
r und ¢ distant sind.

Betrachten wir die Kette C* durch r, s, t, so ist diese weder in ¢; noch
in ey enthalten. Damit ergibt sich der selbe Widerspruch wie oben bei
dem Fall in dem C' nicht in beiden Hyperebenen enthalten war.
Damit haben wir gezeigt, dass die in < {p} U {¢} U C' > enthalten-
de Quadrik ein Kettenraum ist. Da | Ky |[> 5 besteht die Moglichkeit
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der Darstellung dieser Kettengeometrie iiber einer Quadrik mittels ei-
nes starken Jordan-Systems. Damit ist dieser Kettenraum im Ubrigen
auch ein stabiler Kettenraum, woraus folgt, dass wir zu unseren di-
stanten Punkten p und ¢ noch einen dritten Punkt finden, welcher zu
beiden Punkten distant ist.

Damit liegt dann eine Kette C" in < {p}U{q}UC > auf der die beiden
Punkte p und ¢ liegen.

Wir mochten zeigen, dass p und ¢ durch 7 auf distante Punkte auf C'
abgebildet werden. Da die Punkte auf C paarweise distant sind, wer-
den p und ¢ nur in dem Fall, bei dem sie auf das selbe Element in C'
abgebildet werden nicht auf zwei distante Punkte abgebildet.

Wir nehmen an es gibt einen Punkt @ € C' mit 7(p) = 7(¢) = a.

Dann betrachten wir die in < C" U {a} > enthaltende Quadrik.

Diese kann kein Kegel sein, da sonst a die Spitze des Kegels sein miisste
und a ein einfacher Punkt ist.

Damit ist die Quadrik ein Hyperboloid in dem durch a die beiden Tan-
genten ap und aq gehen.

Betrachten wir nun den dreidimensionalen Unterraum < C' U {p} >.
Da der Raum < {p} U {q} U C > vierdimensional ist, ist < C' U {p} >
eine Hyperebene, welcher < C" U {a} > in einer Ebene € schneidet, da
p und ¢ mit C nicht in einem dreidimensionalen Raum liegen. Diese
Ebene € enthélt die Tangente pa. Damit schneidet € den Hyperboloid in
< C"U{a} > in einem Geradenkreuz, bei dem eine Gerade die Gerade
pa ist.

Dann muss die in < C'U {p} > enthaltende Quadrik ebenfalls ein Hy-
perboloid sein, da sie ebenfalls von € in dem Geradenkreuz geschnitten
wird, bei dem der Schnittpunkt ein einfacher Punkt ist, denn der Punkt
ist in H enthalten. Dieser Punkt kann also nicht die Spitze eines Kegels
sein.

Analog ist die in < C'U {q} > enthaltende Quadrik ein Hyperboloid.
Bezeichnen wir den Hyperboloid in < C'U {p} > mit H; und den in
< CU{q} > mit H,.

Beide Quadriken H; und Hs, enthalten die Kette C'. Wir kénnen die
Projektion 7y, g,y betrachten.

Da H; die Tangente pa enthélt, geht durch a ein Geradenkreuz, welches
pa enthélt. Analoges gilt fiir qa.

Nach Konstruktion von 7 liegt pa auf einen Regulus der Klasse R}, da
7(p) = a. Entsprechend liegt auch ga auch einen Regulus in RY".

Da aber (g, u,) das Geradenkreuz von a in H; auf das in H, abbildet
und die Distanzrelation erhélt und p und ¢ distant sind, kénnen die
Reguli denen pa und ga angehéren nicht der selben Aquivalenzklasse
angehoren.
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Damit haben wir gezeigt, dass 7 die Distanzrelation erhélt.

Wir zeigen nun, dass 7 Ketten von (@) bijektiv auf die Kette C' ab-
bildet.

Sei dazu C* eine Kette von 3(Q1).

Da 7 die Distanzrelation erhélt, bildet 7 die Kette C* injektiv in C' ab.
Wir betrachten nun ein Element a € C und wollen ein Urbild auf C*
finden. Falls C' = C*, so bildet 7 nach Konstruktion a auf a ab.

Falls der Teilraum < C'U C* > dreidimensional ist, so geht durch jede
Kette in der Quadrik dieses Teilraumes genau eine Tangente (aus R
im Falle, dass die Quadrik ein Hyperboloid ist). Somit haben wir ein
Urbild von a gefunden, wenn wir den eindeutigen Schnittpunkt von der
Tangente durch a mit C* betrachten.

Falls der Teilraum < C'U C* > von einer hoheren Dimension als drei
ist, betrachten wir die im Teilraum < C*U{a} > enthaltende Quadrik.
Falls a auf C* liegt, wird natiirlich a auf a abgebildet.

Falls nicht, so ist der Teilraum < C* U {a} > dreidimensional.

Fiir den Fall, dass die in < C* U {a} > enthaltende Quadrik ein Kegel
mit Spitze s ist, geht durch a die eindeutige Tangente as, welche C* in
einem Punkt p schneidet.

Der Punkt s liegt nach unseren Voraussetzungen im Radikal der Qua-
drik von X(Q).

Wir betrachten nun die im Teilraum < C'U{p} > enthaltende Quadrik.
Da diese die Tangente pa = as enthélt, also den Radikalpunkt s, muss
diese Quadrik ein Kegel sein.

Nach Konstruktion von 7 ist 7(p) = a.

Betrachten wir nun den verbleibenden Fall, dass die Quadrik in <
C* U {a} > ein Hyperboloid ist und oBdA a nicht auf C* liegt.

Dann gehen durch a zwei Tangenten, die C* in zwei Punkten, nennen
wir sie p und ¢ schneiden.

Betrachten wir nun den Teilraum < C U {p} U {¢} >. Falls dieser
dreidimensional ist, so ist die in diesen Raum enthaltende Quadrik ein
Hyperboloid, der das Geradenkreuz paUgqa enthélt. Nach Konstruktion
von 7 wird dann entweder p oder ¢ auf a abgebildet.

Falls dieser Raum vierdimensional ist, kénnen wir wie beim Nachweis,
dass 7 die Distanzrelation erhélt zeigen, dass die in diesem Raum ent-
haltende Quadrik die Generalvoraussetzung 1.3.1 erfiillt. Die Quadrik
ist also ein stabiler Kettenraum.

Wir finden also einen Punkt r in < C'U {p} U {q} >, der zu p und ¢
distant ist und auf einer Kette C” in diesen Unterraum liegt und den
Punkt a nicht enthélt, da a nicht distant zu p und q ist.

Dann ist die in < C"U {a} > enthaltende Quadrik ein Hyperboloid H,
da sie das Geradenkreuz paUgqa enthilt und analog zum obigen Beweis,
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dass 7 die Distanzrelation erhélt sieht man, dass die in < C' U {p} >
und < C' U {q} > enthaltenden Quadriken Hyperboloide H; und Ho
sind, welche die Kette C' enthalten.

Wir kénnen wieder die Projektion 7y, m,) betrachten, die die Tangente
pa in Hp nicht auf die Tangente qa in Hs abbildet, da p und ¢ distant
sind und 7y, g,y die Distanzrelation erhilt.

Somit gehoren pa und ga zu Reguli, die unterschiedlichen Aquivalenzklassen
liegen. Eine der beiden Geraden, sagen wir pa liegt also auf einen Re-
gulus der Klasse R7".

Nach Konstruktion von 7 wird p auf a abgebildet.

Damit bildet 7 Ketten surjektiv und damit bijektiv auf die Kette C'
ab, ist also ein trivialer Morphismus. [J

Natiirlich hétten wir uns bei unserer Definition von 7 auch dafiir ent-
scheiden kénnen, Punkte p ¢ C bei denen die in < C'U {p} > enthal-
tende Quadrik ein Hyperboloid ist, auf den Schnittpunkt der Tangente
durch p mit C, die einem Regulus der Klasse R5 angehort abzubilden.
Dann hétten wir, falls die Quadrik Fy, einen Hyperboloid enthélt, einen
weiteren trivialen Morphismus gefunden, der auf die Kette C' abbildet.
Man sieht leicht, dass man bei der Definition von 7 die Aquivalenzklassen
RT und Ry bertiicksichtigen muss.

Denn giibe es zwei Hyperboloide H; mit den Reguli Ry, € R} und
R%, € Ry und H, mit den Reguli R, € Ry und R}, € R in der
Quadrik Fy,, welche die Kette C enthalten, so muss 7 natiirlich die
Punkte von H; und H; entlang einer der beiden Reguli abbilden.
Nehmen wir an 7 wiirde die Punkte von H; entlang Rj; abbilden und
die Punkte von H, entlang R%,. Wir betrachten einen Punkt a € C.
Durch diesen gehen zwei Tangenten gy, € Ry und g7, € R, von Hy,
sowie gy € Ry, und g7, € Rj, . Betrachten wir zwei von a verschie-
dene Punkte p € 9}{1 und g € g%h. Dann sind p und ¢ offenbar distant.
Da 7, m)(91,) = 9k, wnd 7, m,)(9h,) = g3, (man beachte die
Klassenzugehorigkeit der Tangenten beziiglich R} und R3) und da
7(H,,Hy) die Distanzrelation erhilt, wird ¢ auf einen zu p distanten
Punkt ¢ € 9?12 abgebildet. Dieser wird aber nach obigen Annahmen
durch 7 auf a abgebildet, genau wie p. Damit haben wir einen Wider-
spruch.

Zusammenfassend haben wir gezeigt, dass triviale Morphismen nur
von solchen Kettengeometrien iiber Quadriken ausgehen kénnen, bei
denen die Quadrik weder einen Ovoid, noch einen Kegel enthélt, des-
sen Spitze kein Radikalpunkt der Quadrik ist.
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Falls zwischen zwei Kettengeometrien iiber Quadriken ein trivialer Mor-
phismus existiert, so konnen wir diesen eindeutig zerlegen in eine Pro-
jektion auf eine beliebige Kette des Definitionsbereichs und eine an-
schlieende Bijektion von dieser Kette auf die Kette im Bildraum.
Fiir die Projektion auf unsere Lieblingskette gibt es hochstens zwei
Moglichkeiten, die, falls dreidimensionale Teilrdume, die einen Hyper-
boloid enthalten vorhanden sind, durch eine der beiden Regulusklassen
bestimmt ist.
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ZUSAMMENFASSUNG,/ SUMMARY

3.3. Zusammenfassung.

In dieser Arbeit befassen wir uns mit der Beschreibung der Morphismen
von Kettengeometrien iiber Quadriken mittels projektiven Erweiterun-
gen.

Wir zeigen, dass Morphismen solcher Kettengeometrien nur dann ei-
ner projektiven Erweiterung fahig sind, falls diese stark sind. Umge-
kehrt konstruieren wir zu jedem starken Morphismus eine projektive
Erweiterung und beweisen deren Eindeutigkeit. AuBlerdem lésst sich
jede projektive Erweiterung zerlegen in eine Zentralprojektion, die von
einem Unterraum des Radikals der Quadrik im Definitionsbereich aus-
geht und einer anschliefenden Kollineation.

Wir betrachten auch triviale Morphismen von Kettengeometrien iiber
Quadriken.

Wir zeigen, dass jeder triviale Morphismus eindeutig zerlegt werden
kann in einen trivialen Morphismus auf eine vorher festgelegte Kette
im Definitionsbereich und einer Bijektion auf die entsprechende Kette
im Bildraum. Nicht von jeder Kettengeometrie iiber einer Quadrik kann
ein trivialer Morphismus ausgehen. Wir zeigen, dass triviale Morphis-
men genau dann moglich sind, wenn die der Kettengeometrie zugrunde
liegende Quadrik keinen Ovoid enthélt, sowie keinen Kegel dessen Spit-
ze sich nicht im Radikal der Quadrik befindet.

3.4. Summary.

In this thesis we deal with the description of the morphisms of chain
geometries over quadrics using projective extensions.

We show that morphisms of such chain geometries only admit a projec-
tive expansion if they are strong. Conversely, we construct a projective
extension for every strong morphism and prove its uniqueness. In ad-
dition, every projective extension can be decomposed into a central
projection, which starts from a subspace of the radical of the quadric
in the domain and a subsequent collineation.

We also consider trivial morphisms of chain geometries over quadrics.
We show that every trivial morphism can be uniquely decomposed into
a trivial morphism onto a predefined chain in the domain and a bijecti-
on onto the corresponding chain in the image space. A trivial morphism
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cannot start from every chain geometry over a quadric. We show that
trivial morphisms are possible if and only if the quadric underlying the
chain geometry does not contain an ovoid or a cone whose apex is not
in the radical of the quadric.
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